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Capitulo 1

Introduccion

Veamos la motivacién matematica y algo de la historia que gira en torno
de los temas a tratar en esta tesis:

1.1. Progresiones y tamano de conjuntos

Durante su juventud, el matematico Erdos fue cautivado por un problema
que le planteé Sidon (matemdtico hingaro) en 1932: ;Cuan grande puede
ser un subconjunto de {1,--- , N}, tal que todas las sumas de a pares de sus
elementos sean diferentes?

Definicién 1. Diremos que un conjunto es de Sidon si tiene la propiedad
de que todas las sumas de dos elementos del conjunto, son distintas. O bien,
por sera+b=c+d<< a—d=c—b, la definicion equivale a que tenga
la propiedad de que todas las diferencias de dos elementos del conjunto, sean
distintas.

Construir conjuntos de Sidon no es dificil, pero lo que es realmente de
interés es construirlos con el mayor tamano posible (la generalizacién de este
problema fue resuelta en 2010 [9] ).

El interés de Sidon por estos conjuntos, tenia que ver con cuestiones de
analisis de Fourier, pero a Erdos le generd interés por su caracter aritmético
y combinatorio. Ese problema se convertiria en un tema recurrente en las
investigaciones de Erdos.
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Mas adelante Erdos planted el siguiente problema estrechamente relacio-
nado: ;Cuan grande puede ser un A C Z tal que todas las diferencias de a
pares de sus elementos sean diferentes?

Definicién 2. Una progresion aritmética de longitud n es una serie (a1, - - ,ay)
mondtona de numeros reales distintos, con n > 3, tal que las diferencias su-
cesivas a1 — a; son constantes para todo j = 2,3,...,n. Una progresion
aritmética de longitud infinita es una serie (a;); mondtona de nimeros reales
distintos, indexada en N o Z tal que las diferencias sucesivas aji1 — a; son
constantes para todo j. O sea que si tomamos tres términos consecutivos, el
del medio es el promedio de los otros dos.

Para un A C 7 fijado:

existen a < b < cen A talesqueb—a=c—0>

a—+c
2
< A tiene una progresion aritmética de largo 3.

& existen a < b < cen A, tales que b=

Por lo tanto, el problema planteado es: ;Cuan grande puede ser un A C Z
que no contenga progresiones aritméticas de longitud 37 O equivalentemente:
(Cuan grande puede ser un A C Z que no contenga progresiones
aritméticas?

Ambas preguntas son equivalentes, pues: Si no tiene progresiones aritméti-
cas, en particular no tiene progresiones aritméticas de longitud 3. Y si no tiene
progresiones aritméticas de longitud 3, no puede tener progresiones aritméti-
cas més largas (pues ésta contendria una de longitud 3).

Existen subconjuntos numerables de Z que no tienen progresio-
nes aritméticas de longitud 3 (y por lo tanto de ninguna longitud).
Por ejemplo:

A :={2" : n € N}. Este conjunto no contiene progresiones aritméticas de
longitud 3, ya que el promedio de dos puntos distintos de A no puede estar
en A. Veamos esto tltimo: si tomamos 2" y 2™ con n < m, el promedio es

2 +2m  27(142m )
2 2

— 271—1(1 + 2m—n)’

donde (1 + 2™7™) es un impar mayor que uno.
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Esto nos lleva a preguntarnos el mismo problema en R: ;Cuén grande
puede ser un subconjunto de R que no contiene progresiones aritméticas?

O lo que es equivalente:

{Cuan grande puede ser un subconjunto de R que no contiene
progresiones aritméticas de longitud 37

Lema 3. Ezisten subconjuntos de R, que tienen el mismo cardinal que R y
que no tienen progresiones aritméticas:
Demostracidn. Dado r € (0,3) construimos en [0,1] un conjunto de tipo

Cantor C,., de la siguiente manera: Tomamos

Fy :=0,1] es 1 intervalo de longitud 1,

Fy :=[0,r]U[1 —r,1] es unién de 2 intervalos de longitud r,
Fy = [0,74U[r—r?, r]U[l—r, 1—r+r?]U[1—7? 1] es unién de 4 intervalos de longitud 72,
Y definimos:

Co:= () Fr

keNg

Vale que para 0 < r < %, C, no tiene progresiones aritméticas de longitud 3;
por lo que no tiene progresiones aritméticas de ninguna longitud.

Notar que para r = % si las tiene, por ejemplo: {0, %7 %}

Veamos que si 0 < r < %, entonces C, no tiene progresiones aritméticas
de longitud 3.

O equivalentemente, por contrarreciproco, si a < b < ¢ en C, son tales
que dist(a,b) = dist(b, ¢), queremos ver que r > % Como los intervalos del
paso k tienen longitud 7* que tiende a cero cuando k — oo, existe un ky > 2
minimo tal que a, b, c estan en distintos intervalos del nivel k.

Por haberlo elegido minimo con esa propiedad, en el paso ky—1 no pueden
estar los tres en el mismo intervalo (pues si no en el paso ko habria 2 en el
mismo, ya que cada intervalo del paso ky—1 contiene exactamente 2 intervalos
del paso k).

Entonces en el paso kg — 1 habria exactamente 2 de ellos en un mismo
intervalo, por ser a < b < ¢, deben ser o bien a y b o bien b y ¢. Supongamos
sin pérdida de generalidad que son a y b.
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Como a y b estan en el mismo intervalo del paso kg — 1, llamemosle Iy, _1;
resulta que dist(a,b) < L£(I%~1) = r*~1 Y como b y ¢ estdn en distintos
intervalos del paso ko — 1, resulta que dist(b,c) > longitud del hueco mas
chico de paso kg — 1 = r*0=2(1 — 2r).

Por lo tanto, tenemos:

rf0=2(1 — 2r) < dist(b, ¢) = dist(a, b) < r*o~t,

Con lo cual 1 —2r <7, y por lo tanto % <r.

Veamos por qué C, tiene el cardinal de R. Eso es claro, pues puede bi-
yectarse con {0, 1}™ via mandar un x € C, a la sucesién (a,),en siguiente:
a; = 0 si x estda en el intervalo izquierdo de F} o a; = 1 si x esta en el
intervalo derecho de F}. Una vez fijado en qué intervalo de Fj esta x, como
éste contiene exactamente dos intervalos de Fy, definimos ay = 0 si z esta en
el intervalo izquierdo o as = 1 si esta en el derecho. Y asi siguiendo.

m

Asi, vimos que la cardinalidad no nos da informaciéon de cuan grande
puede ser un conjunto sin progresiones aritméticas. Con lo cual (en lo que
respecta a la pregunta de Erdds), tiene sentido preguntarse, acerca de cuan
grande puede ser la dimension de Hausdorff de un subconjunto de R sin
progresiones aritméticas.

Veremos en esta tesis el siguiente resultado parcial a la pregunta plantea-
da:

Desarrollaremos un trabajo de Keleti en el que veremos que para cualquier
coleccion contable de conjuntos de 3 puntos, hay un subconjunto compacto de
R, con dimensién de Hausdorff 1, que no contiene copia similar de cualquiera
de los conjuntos de 3 puntos dados.

En particular, hay un conjunto de dimensién de Hausdorff 1 (es lo mds
grande que podria ser en términos de dimension), que no contiene progresio-
nes aritméticas.

Un problema sorprendentemente profundo en combinatoria aditiva es la
de dar condiciones que garanticen que un conjunto A C Z contiene progre-
siones aritméticas de una longitud dada.

Con respecto a ese mismo problema, pero pensado en R; veremos en el
desarrollo de la tesis que cualquier subconjunto de R de medida de Lebesgue
positiva tendra progresiones aritméticas arbitrariamente largas.
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En realidad veremos algo mas general: todo subconjunto de R" de me-
dida le Lebesgue positiva, tiene copia homotética de cualquier subconjunto
finito de puntos. Por lo que cualquier subconjunto de R de medida de Lebes-
gue positiva tendra copia homotética de cualquier subconjunto finito, y en
particular tendra progresiones aritméticas arbitrariamente largas.

Tal vez incluso se pueda encontrar una condicion mas débil que tener
medida positiva para implicar que contenga copia homotética de todos los
conjuntos finitos. Esto ultimo tiene sentido preguntarselo, ya que existe un
conjunto con dimensién de Hausdorff 0, verificando esa propiedad (veremos
su existencia en el capitulo 4).

Resulta claro que, si partimos R en n subconjuntos; entonces al menos
uno de ellos tendré progresiones aritméticas arbitrariamente largas (por tener
medida positiva).

Un resultado andlogo para los enteros fue demostrado en 1926:

Teorema 4 (Teorema de Van der Waerden [16] ). Si partimos el conjunto de
los enteros en n subconjuntos, entonces alguno de ellos contiene progesiones
aritméticas arbitrariamente largas.

El Teorema de Van der Waerden habla de la existencia de una clase con
progresiones aritméticas arbitrariamente largas, pero no nos dice cual de
ellas es la que tiene esa propiedad. Intuitivamente la clase que tenga “mas
nimeros” deberia ser la que cumpla con esa propiedad, por lo que resulta
natural la siguiente conjetura:

Conjetura de Erdos (1936): Si un subconjunto de nimeros enteros
tiene densidad superior positiva, entonces contiene progresiones aritméticas
arbitrariamente largas.

Donde definimos la densidad superior de un conjunto A C Z, como

= = #(AN[=N,N])
d(4) = o 2N +1 '

O analogamente para el caso en que trabajemos con un A C N,

7| — Tim (Aﬂ [LN])
d(A) = Jim g

Veamos que la conjetura de Erdos generaliza el Teorema de Van der Waer-
den:
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Si suponemos vélida la conjetura de Erdos, y partimos Z en n subcon-
juntos Ay, ---,A,. Entonces hay un A, que tiene densidad positiva (pues
1=4d(2) < Y i<i<n d(4;)). Con lo cual A, tiene progresiones aritméticas
arbitrariamente largas.

Definicién 5 (constante de Erdds). Sea A un subconjunto de naturales, y
sea k > 3. Definimos ry(A) como el cardinal mds grande de los subconjuntos
de A que no contienen ninguna progresion aritmética propia de longitud k.

Sea N € N, y sea k > 3. Notamos r,(N) := rg([1, N]); es decir, el
cardinal mds grande de los subconjuntos de {1,--- N} que no contienen
ninguna progresion aritmética de longitud k.

Observacién 6. rp(N) < N.

Observacion 7. Fijado N, cuando k crece, ri,(N) crece.

Erdos demostré que, fijado el k, existe limpy_o #
Lema 8. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
1) Para todo k > 3, se tiene que limy_, T’“](VN) =0.
2) Sea A un subconjunto de los nimeros enteros positivos con densidad supe-
rior positiva. Entonces A contiene progresiones aritméticas arbitrariamente

largas.

Demostracion. Veamos que 1) implica 2), por contrarreciproco: Supongamos
que no vale 2), entonces existen A con densidad superior positiva y k > 3 tal
que A no tiene progresiones aritméticas de longitud k. Con lo cual

lim M> MM::J(A)>O.

Noco N ~ N—oo N

Por lo tanto no vale 1).

Veamos que 2) implica 1), por contrarreciproco: Supongamos que no vale
1), entonces existe kg > 3 con limy e rkojéN) > 0. Entonces existen € > 0 y
una subsucesién (N;);en tal que 7, (N;) > eN; para todo j natural.

Queremos armar un A con densidad superior positiva, que no tenga pro-
gresiones aritmeticas de longitud k.

Por la definiciéon de 74, (N;) sabemos que para cada j natural, tenemos
un subconjunto B; del tamafio més grande posible en {1,---, N;} sin pro-

gresiones aritméticas de longitud ko, con #B; > eN;.
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Tomemos A; := B; que no tiene progresiones aritméticas de longitud k.
Dados BC Z y h € Z definimos B+ h:={b+h:b € B}.

Tomemos A := By + hy + N1 que no tiene preogresiones aritméticas de
longitud kg (por ser un corrimiento de Bs), donde h; es el tamano del hueco
que se forma entre el {1,---, N1} en el que estd Ay y el {Ny + hy,---, Ny +
hi + N3} en el que estd Ay. Vamos a elegir h; de modo que en A; U Ay no
haya progresiones aritméticas de longitud ky. Como en caso de que hubiera
una progresion aritmética de longitud kg, deberia tener al menos un punto
en A; y otro en A, tendriamos una progresién aritmética de longitud 3 con
un punto en A; y otro en A,. Para que no haya progresiones aritméticas de
longitud 3 con un punto en A; y otro en A, basta tomar h; =: Ny + 1, asi la
longitud del hueco es mas grande que la longitud del intervalo mas grande
entre {1,--- , N1} y {1,---, Na} que contienen a By y a B, respectivamente.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que N3 > Ny + Ny + hy (si
no, se descartan finitos términos de la sucesién). Tenemos By C {1,--- , N3},
#Bs > &N3. Tomando A3 := B3 + Zi:l hir + Ny v hs := N3 + 1 podemos
garantizar que en A; U As U A3 no hay progresiones aritméticas de longitud
ko (pues no hay progresiones aritméticas de longitud kg en A; U Ay ni en
As, vy la longitud del hueco entre {1, -+, Ny + No+ h1} y {Ny + Ny + hy +
ha, -+ N1+ Ny + hy + hy + N3} es mayor que N3 y que Ny + Ny + hy por
la suposicién).

En general, construidos Ay, -+, Ay_1y hy,- -+, hx_o, como antes podemos
suponer que Ny > Ny+- -+ Np_1+hy+- -+ hj_o; tomando hy, := Npp1+1y
Aj = B+ hy+ Ny resulta que Uf:ll A;j no tiene progresiones aritméticas
de longitud k.

Con lo cual, A := ien Aj 1o tiene progresiones aritméticas de longitud
ko.
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Veamos que A tiene densidad superior positiva:

_ — #AN[Lhi 4+ hj g+ N +---+ Ny

d(A) > lim
<)_j—>oo hi+--+hj-1+Ny+---+N;
Eraenl Z:l#BZ
= lim
jmoohy + -+ hj oy + N+ + Nj
_ 7N,
> ¢ lim =1
j%OOh1+"'+hj_1+N1+"'+Nj
T g—1Ni
= ¢ lim =
jooe Ng 4+ Nj+(j — 1) + Ny +--- + N;
_ I N;
zghm#
770 3.(3 05 Vi)
1>0
= £—
3

O

Por el lema anterior, la Conjetura de Erdos dice que dicho limite es
cero.

Resolver esa conjetura resultd ser extremadamente dificil. En 1954, Roth
fue el primero en poder conseguir un resultado cuando demostré el caso k = 3,
utilizando métodos de analisis de Fourier.

Teorema 9 (Teorema de Roth). limy_, % =
Quince anos mas tarde Szemerédi demostré el caso k = 4. Para que
finalmente la conjetura de Erdos pudiera ser resuelta por el mismo Szemerédi,

en 1975. El resultado es ahora conocido como el

Teorema 10 (Teorema de Szemerédi). Sea k > 3, se tiene que limy_, o (V) _

0.

La demostracién de Szemerédi estda basada en su lema de regularidad y
la teoria de grafos; utiliza un argumento sofisticado de combinatoria y es
sumamente enredada (el mismo Szemerédi incluyé un diagrama con las im-
plicaciones logicas de las proposiciones, lemas y teoremas en que esta dividida
su demostracion).
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Unos anos después, Furstenberg dio una demostracién mas simple del
teorema de Szemerédi, basada en teoria ergddica.

En el 2001, Gowers public6 una tercera demostraciéon (de mas de 100
hojas) del teorema de Szemerédi basada solo en teorfa de nimeros aditiva,
con técnicas clasicas de analisis de Fourier y combinatoria.

Son pocos los teoremas en matematicas cuyas demostraciones han moti-
vado el desarrollo de tantas areas distintas en matemaéticas, como lo hizo el
Teorema de Szemerédi.

Tanto el Teorema de Roth como el Teorema de Szemerédi tienen una
amplia diversidad de demostraciones, utilizando técnicas muy variadas. Sin
embargo, todas ellas giran en torno a una dicotomia fundamental, a saber,
la dicotomia entre los conjuntos aritméticamente estructurados (como por
ejemplo las progresiones aritméticas) y conjuntos aritméticamente no estruc-
turados (por ejemplo conjuntos aleatorios). El punto es que uno necesita muy
diferentes argumentos para hacer frente a cualquiera de los dos casos, por lo
que en cualquier prueba de los teoremas anteriores se debe primero descompo-
ner un conjunto general de alguna manera en una componente estructurada
y una no estructurada. Para hacer tal descomposicién, uno necesita algunas
herramientas de gran alcance (como andlisis arménico, teoria ergddica, o la
teoria de grafos).

Una famosa conjetura adicional de Erdos que permanece abierta: Sea
ACNtalque)  _, % = +o00. Entonces, A contiene progresiones aritmeticas
arbitrariamente largas.

Esta conjetura sigue sin resolverse incluso para progresiones de longitud

3.

Es bien sabido que la serie de los inversos de los nuimeros primos da
infinito; y que el conjunto de nimeros primos tiene densidad superior cero.

Sin embargo, como caso especial de esta conjetura, restringido a los niime-
ros primos P = {2,3,5,---}, recientemente se ha demostrado por Green y
Tao:

Teorema 11 (Teorema de Green y Tao (2008)). Sea k > 1. Entonces

n(PN[LN)
N—o0 #(P N [1, N])

En particular, como consecuencia de Szemerédi (pero en lugar de sobre N
pensado sobre el conjunto de nimeros primos), el conjunto de nimeros pri-
mos contiene progresiones aritméticas arbitrariamente largas.



16 CAPITULO 1. INTRODUCCION

El conjunto de numeros primos P, es un conjunto con d(P) = 0, que
contiene progresiones aritméticas arbitrariamente largas. Por lo que en par-
ticular se tiene que: No vale la vuelta de la conjetura de Erdés (de
1936).

En realidad ya se sabia que no valia la vuelta. Hay ejemplos mas sencillos
de conjuntos con densidad superior igual a cero y que contienen progresiones
aritméticas arbitrariamente largas, como:

A= U{n?’,n3+1,--~ ,n® +n}.

neN

El conjunto A tiene progresiones aritméticas arbitrariamente largas pues
para cada natural n tenemos que {n®n® + 1,---,n3 + n} es progresién
aritmética de longitud n + 1.

Ademas, A tiene densidad superior nula, pues para cada N € N hay un
tinico n € N tal que (n — 1) < N < n?, tenemos que por ser:

#AN[LN]) Y ,(i+1)  n*+2n
0 S N S (nl_ 1)3 - (77, — 1)3 _)n—H-oo 0,

resulta d(A) = 0.

La demostracion del Teorema de Green-Tao usa ideas de algunas demos-
traciones del caso general del Teorema de Szemerédi y otras ideas novedosas.

Un problema que se esta estudiando mucho en los 1ltimos anos es exten-
der este tipo de problemas de subconjuntos de Z a subconjuntos de R. En
2009, Izabella Laba y Malabika Pramanik [12], dieron una condicién muy
técnica para un subconjunto de R dado, que implica que el conjunto tiene
progresiones aritméticas de longitud 3. Recientemente (3 de Julio de 2013)
Vincent Chan, Izabella Laba y Malabika Pramanik [1]; generalizaron el re-
sultado anterior.

1.2. Otra conjetura de Erdos

Erdos también conjeturd: Para cualquier conjunto infinito A C R
existe un conjunto £ C R de medida de Lebesgue positiva que no contiene
ninguna copia similar de A.

La conjetura estd abierta incluso para el conjunto {27" : n € N}.
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Veremos en el capitulo de patrones infinitos que: en caso de ser A C R™ un
conjunto finito, cualquier conjunto £ C R™ de medida de Lebesgue positiva
tiene copia homotética de A. Con lo cual, por contrarreciproco: Si A C R"
es tal que existe un £ C R” de medida de Lebesgue positiva que no tiene
copia homotética de A, entonces A es infinito. La conjetura de Erdos antes
mencionada, es que vale el reciproco de este ltimo resultado para el caso
n=1.

También desarrollaremos en el capitulo de patrones infinitos dos solucio-
nes parciales a esta conjetura, debidos a Falconer y a Kolountzakis. Falconer
demostré que la conjetura es valida para el caso de que A esta dado por
una sucesion de ntimeros reales que no decae muy rapidamente. Kolountza-
kis muestra que para cada conjunto infinito A, hay un conjunto £ de medida
de Lebesgue positiva tal que x 4+ tA no esta incluido en F para casi todo par
(x,t) (en lugar de todo par como dice la conjetura).
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Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se describiran los elementos necesarios para comprender
la tesis.

2.1. Medida y dimensién de Hausdorff

Definicién 12. Dado U C R™ no vacio se define el diametro de U como,
U] = supf{le —y|: 2,y € U}

Definicién 13. Si E C |J,U; con i € N o un conjunto finito de indices, y
0 < |U;i| <6 para cada i, decimos que {U;}; es un -cubrimiento de E.

Aclaracién: En ésta tesis diremos que un conjunto es numerable si tiene
el mismo cardinal que N. Y diremos que un conjunto es contable, si es finito
o numerable.

Definicién 14. Una medida exterior en un conjunto X es una funcion
g P(X) — Rso U {+o0}
tal que:

= u(0) =0
» Si By C By, entonces pu(FEy) < p(Ey) (monotonia)

=N (Ukew Ek) <D pen M(Ex) (0 subaditividad)

19
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Definiciéon 15. Sea E C R" y s € R>g. Para 6 > 0 se define,
H;(E) = inf ) |Ui[*

donde el infimo se toma sobre todos los §-cubrimientos {U;} de E. Se puede
comprobar facilmente que Hj es una medida exterior en R".

Definicién 16. La medida exterior de Hausdorff s-dimensional de E se de-
fine como

H(E) :==lim H5(E) = sup H3(E).
Observacion 17. El limite existe y vale la igualdad en la definicion anterior,
pues H3(E) decreciente como funcion de 6 > 0, ya que si §; < 02 resulta que
{01 cubrimientos de E} C {6 cubrimientos de E}, y por lo tanto H3 (E) >

H;, (E).
Observacion 18. Para cada conjunto E, es claro de la definicion que Hi(E) <
H*(F) cualquiera sea § > 0.

Proposicién 19. Veamos que H® es efectivamente una medida exterior:

Demostracion. » En el caso s = 0, resulta que H3(E) cuenta cuantos
conjuntos de didmentro menor que delta son necesarios para cubrir al
conjunto F; con lo cual, haciendo § — 0 se sigue que H*(E) es la
medida de contar, y no hay nada que probar.

» En el caso s > 0, es claro que H* > 0y que H*(() = 0. Veamos que
H*® es mondtona: Si By C FE,, por ser todo d-cubrimiento de Fs un
d-cubrimiento de Fj, tenemos que

Hi(EL) < H3(E).
Por lo cual, haciendo § tender a cero,
H () < H(Es).

Veamos que H® es sigma subaditiva: Sea E := |J, ., Er. Para cada
0 fijo, dado para cada k& € N un d-cubrimiento de Ej, resulta que la
union de esos d-cubrimientos es un d-cubrimiento para E. Con lo cual,
tenemos que

H3(B) < ) H;(By).

keN



2.1. MEDIDA Y DIMENSION DE HAUSDORFF 21

Que por ser H3(Ey) < H*(E}), resulta

Hi(E) < S H(E.

keN

Por lo cual, haciendo ¢ tender a cero,

H(E) <> H(E).

kEN
]

Observaciéon 20. Notar que en la definicion de la medida de Haussdorff s-
dimensional en lugar de §-cubrimientos se pueden considerar d-cubrimientos
formados por bolas (que en R son intervalos). Eso vale pues para cada 6 fijo,
las bolas de didmetro 6 son los conjuntos mds grandes posibles (en el sentido
de la inclusion) cuyo didmetro es menor o igual que 0.

Recordemos algunas definiciones: Notamos G al conjunto de abiertos; y
F al conjunto de cerrados.

Definicién 21. Decimos que el conjunto B es un conjunto Gs, si B es in-
terseccion contable de conjuntos abiertos.

Definicién 22. Diremos que un conjunto es una o-dlgebra en el espacio X ;
si es una familia no vacia de subconjuntos de X, cerrada bajo complementos,
untones contables e intersecciones contables.

Definicién 23. Dada una clase de conjuntos C, definimos o(C) (la sigma
dlgebra generada por C) como la mds pequena o-dlgebra que contiene a C.

Definicién 24. Decimos que el conjunto B es un boreliano, si pertenece a

B :=0(G) =0o(F).

Definicién 25. Dada una clase de conjuntos C, diremos que una medida
exterior pu es C-reqular si para cada conjunto A, existe un C € C tal que

ACCyp(d) =p().

El siguiente Teorema nos dice que ‘H?® es Gs-regular; y en particular Borel-
regular.

Teorema 26. St E es un conjunto en R™, y s > 0, entonces existe un B € Gs
tal que E C B y H*(E) = H*(B).
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Demostracién. Para cada § € (0,1) tomemos un 2-cubrimiento (Ej); de E
tal que

S IE <M+
A 2
Sea Ay abierto tal que
E, C Ay y [Ax| < (1 +0)[Exl (2.1)

Esto tltimo se puede hacer, por ejemplo, tomando A; = {x s dist(z, Ey) < g|Ek|}
(el engordado del conjunto Ej, en $|Ey|). Si tomamos A = |J, Ay, es un abier-
to que contiene a E, con A < (1 + (5)% < 2% = 0, pues era 0 € (0,1).
Asi (Ag)x es un d- cubrimiento de E, que por (2.1) cumple:

Hi(A) < 3 A
<140 B
< (140)° (’HS%(E) +5)
< (14+6)° (H*(E)+9)

Asi vimos que para cada ¢ € (0,1) hay un A(J) abierto que contiene a E' tal
que
H(AQ)) < (1+9)° (H*(E) +9).

En particular, tomando por ejemplo 4,, = 2%, tenemos un A,, abierto tal que

contiene a E tal que

1o\ (A,) < <1 + 2%) (HS(E) + Qin) . (2.2)

on

Consideremos B := (), oy An- B es un G5 que contiene a E. Ademads, por ser
B C A, tenemos por (2.2) que para cada n € N

H;(B) < <1+ 2%)8 (%s(E) + 2%) :

Haciendo n — oo obtenemos que

H:(B) < H*(E).
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Como E C By H* es una medida exterior, tenemos que ‘H*(F) < H*(B), y
por lo tanto,

He(E) = H(B).
UJ

Definicién 27. Dos conjuntos A y B se dicen metricamente separados si la
distancia entre ellos es positiva.

Definicién 28. Una medida exterior p de dice métrica si

n(AU B) = u(A) + u(B)
para todos los conjuntos A y B que sean metricamente separados.
Proposicion 29. La medida exterior H® en métrica.

Demostracion. Sean A y B conjuntos metricamente separados. Llamemos
d = dist(A, B). Para cada ¢ € (0, %l) tenemos que los d-cubrimientos de
AU B se corresponden con unir un d-cubrimiento de A con un §-cubrimiento
de B. Con lo cual para cada § € (O, g) tenemos,

H(AU B) = Hj(A) + H3(B).
Por lo tanto, haciendo 0 tender a cero,
H (AU B) = H*(A) + H*(B).
O

Lema 30. Sea p una medida exterior que es métrica, y (A;)jen una sucesion

creciente de conjuntos con A := ;o Aj y dist(A;, AN A5,,) > 0. Entonces,

u(A) = lim u(4,).
Jj—oo

Demostracion. Es claro que lim;_,, f1(A;) existe (posiblemente igual a 4+00);

ya que (A;),en una sucesion creciente de conjuntos, y por lo tanto (11(A;)) en

una sucesion creciente. Por ser A; C A es pu(A;) < p(A), y por lo tanto

lim 1(A;) < u(A).

j—0o0
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Veamos la otra desigualdad. En el caso en que lim;_, p(A4;) = +00 no hay
nada que probar. Resta verlo para el caso lim;_, p1(A;) < +oo. Considere-
mos los conjuntos By := Ay, Bj := A;\ A;j_1 para j > 2. 51 j+2 < i, se tiene
B;CAjyB CA\ A1 CA\ A, conlocual B; y B, son metricamente
separados, por lo que, por ser p métrica:

I (U ng> = 1i(Ba).
k=1
Donde sus respectivas series convergen porque estamos trabajando en el caso
en que lim;_, 1(A;) < +oo, donde J;~; Bax v U~ Bar—1 estan contenidos
en Agp,. Con lo cual ), .\ p(By) converge.

Por lo tanto:

u(A) = p (U Aj)

JEN

= U (AJ @) U Bk>
k>j+1

< p(A) + Y (B

k>j+1

< lim p(A;) + Y p(By)

1—+00
k>j+1
Y por ser la serie convergente, haciendo j — oo, resulta:

pu(A) < lm p(Ay).

1—00
]

Definicién 31. Sea p una medida exterior en un espacio X. Decimos que
un conjunto E C X satisface la condicion de Carathéodory st

1(A) = p(ANE) + p(AN E°).
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O equivalentemente,
W(A) = p(AN E) + (A E°).

(Es equivalente, ya que la otra desigualdad se cumple trivialmente por ser
una medida exterior).

Definicién 32. Decimos que un conjunto es medible si cumple la condicion
de Carathéodory.

Definicién 33. Una medida en un conjunto X, sobre una sigma dlgebra F,
es una funcion

tal que:
= 1(0) =0
» Si By C Ey, By € F, Ey € F, entonces u(Ey) < pu(Es2) (monotonia)

= Si los conjuntos Ey € F con k € N son disjuntos, p(Uyen) Ex =
> e H(Er) (sigma aditividad)

Teorema 34. Sea ;v una medida exterior en X, y sea M la clase de subcon-
juntos de X que son medibles respecto de p. Entonces M es una o-dlgebra y
la restriccion de p a M define una medida sobre M.

Demostracién. Es claro que X € M, y que si E € M entonces E¢ € M.
Veamos ahora que la unién finita de conjuntos medibles, es medible: Basta
ver que dados F;, Ey € M; vale que F; U Ey € M. Sea A C X arbitrario;
como FE; es medible,

u(A) = p(AN Ey) + p(AN EY).
Usando la medibilidad de Ey para AN EY, tenemos
(AN EC) = u(AN ES A By) + u(An ES A EY),
por otro lado, como

AN(ELUE) = [(ANEY)NEy)JU (AN EY),
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entonces
AN (ELUE,)) < p((ANEY) N Ey) + p(AN Ey),
por lo tanto,

w(A) = wW(ANE) + (AN ES N Ey) + p(An EY N ES)
> (AN (B U Ey)) + p(AN (B U Ey)©),

Es decir, £y U Ey € M.

Sea ahora E = |J>_, E,, con E, € M. Podemos suponer que los E,
son disjuntos, (pues si no considerarfamos E, = Ei, y para n > 2 E,
E,\(E,U---UE, ) =E,NE’N---NEY ). Sea para cada n natural,

=U;_, Ei, F,, € M. Por induccién se probarda que para todo A C X vale
que

w(ANE,) E:MAQE

Paran = 1 es claro. Supongamos que la proposicién vale para n, y veamos que
se cumple para n+1. Como ANF, . NF, = ANF, y ANF, ,NF’ = ANE, .,
usando que F;, es medible con el conjunto AN F,, 1, tenemos que

(AN F,) MAmmHmF)+MAmmHmE9

p(ANFy) + (AN Enp)

I
M

P(ANE;) + p(AN Enyq)

3 -
Il
—_

> WANE;).

i=1

Como 1 es mondtona, para todo n se cumple que:
wWANE)> pu(ANE,) ZN (ANE),

entonces

w(ANE) z: (ANE,) (2.3)
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Y por la o-subaditividad de p, resulta que
pANE) =3 W(ANE,).
n=1

Ademas, para todo A y para todo n se cumple que

W(A) = (AN E) + u(ANES) > S u(AN B + p(An E©),

=1

y luego

w(4) > S (AN B+ u(AN ES) = u(ANE) + p(An EO).

n=1

De esta forma estd demostrado que £ € M, y si en (2.3) se toma A = X
se tiene ademads la o-subaditividad para la restriccion de pu a M, quedando
asi demostrado el teorema.

O

Corolario 35. Si consideramos la medida exterior de Hausdorff s-dimensional
sobre los conjuntos que cumplen la condicion de Carathéodory, resulta ser una
medida.

Teorema 36. Si i1 es una medida exterior que es métrica, tenemos que los
conguntos borelianos son p-medibles.

Demostracion. Como los p-medibles forman una sigma algebra, y los borelia-
nos son la més pequena sigma algebra que contiene a los cerrados, bastara ver
que los cerrados son p-medibles.

Sea F' un conjunto cerrado, y A un conjunto cualquiera. Queremos ver que

n(A) = (AN F) + p(ANF°).

Por ser p medida exterior, es claro que pu(A) < u(ANF) + u(AN F°), asi
que resta ver la otra desigualdad. Sea

1
A= {xeAﬂFczdist(F,x) > —_}.
J
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Tenemos que dist(A N F,A;) > %, con lo cual para cada j, por ser u
métrica:

HANF) + p(A)) = w (AN F) U 4,) < u(A) (2.4)

La sucesién de conjuntos (A;);en es creciente, y como F' es cerrado

JEN
Pero como ademés

1
dist(Aj;, AN F N Aj, ) > dist(A4;, ANAS ) > = — —— >0,
J
por el Lema 30, tenemos que
W(ANF9) < lim p(Ay).
j—00
Con lo cual, por (2.4), se tiene que
pANE) + p(ANF) < p(ANF) + lim pu(A;)
j—o0
~ lim 1 (AN F) U A))
]A)OO

< u(A).

O
Corolario 37. Los borelianos son H®-medibles.
Demostracion. Es claro por la Proposicién 29 y el Teorema 36.

]
Teorema 38. 1. Si H*(E) < 400 yt > s, entonces H'(E) =0

2. SiHY(E) >0y s <t, entonces H*(E) = +o0

Demostracion. 1. Si (Ey)x es un d-cubrimiento de F, y t > s tenemos que

H5(E) <> B
k
= BB
k
<O B

k
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Tomando infimo sobre los d-cubrimientos de E, tenemos
HE(E) < " HI(E).
De lo cual, por ser H3(E) < H*(E), resulta
0 < HLE) <8 *H(E).

Utilizando la hip6tesis H*(E) < 400, hacemos 0 tender a cero, obte-
niendo:

HH(E) =0

2. Es equivalente a 1. Si H/(E) > 0y s < t, utilizando el contrarreciproco
de 1, obtenemos que H*(E) = 400
0

Definicién 39. Se define la dimension de Hausdorff como,
dimpy(E) := sup{s >0:H*(E) = +o0o}
= inf{s >0:H*(F) =0}

En la definicién anterior, tomamos la convencién de que sup()) = 0y que
inf(0) = +oc.

Notar que el Teorema anterior nos dice que tenemos una grafica de la
forma:

H*(F)

dimg F

Observacién 40. La medida exterior de Hausdorff generaliza la idea de
longitud, drea y volumen. Al considerar s = 0, es la medida de contar puntos.
Cuando tomamos s = 1 es la longitud, y para s = n es proporcional a la
medida de Lebesque n-dimensional ( [17], Teorema 11.16). Hay, sin embargo,
muchos conjuntos irrequlares que tienen dimension de Hausdorff no entera.
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Observacion 41. Si E C F, tenemos que dimy(F) < dimy(F). A esta
propiedad se la conoce como monotonia de la dimension de Hausdorff.

Demostracion. Por lo visto en la Proposicion 19, sabemos que para cada
s > 0 es H® una medida exterior , por lo que es para cada s > 0 resulta
H*(E) < H*(F). Con lo cual

{s >0:H(E) =400} C{s>0:H(F)=4o0}.

Por lo que dimy(F) < dimy/(F).
[

Lema 42. Sea (F}); una sucesion contable (finita o numerable) de conjuntos.
Tenemos que:

k
k

A esta propiedad se la conoce como estabilidad contable de la dimension de

Hausdorff.

Demostracion. Por la Observacién 41, es
dimy, (Fy) < dimy (U Fn) para cada k.
Con lo cual, tomando supremo:

sup dimy (F)) < dimy (U Fn) )
k n

Veamos la otra desigualdad: Si s > sup, dimy (F}), entonces s > dimgy (F})
para todo k; con lo cual tenemos que H*(F;) = 0 para todo k. Por lo que,

por ser
0<H* (Uﬂ) < ZHS(Fk> = ZO =0,
k; i

H* <ij Fk> = 0.

resulta
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Por lo tanto,
dimy <U Fk> < S.
k

Haciendo s — sup,, dimy (F}), tenemos

sup dimy (F)) > dimy (U Fn> .
k n

Veamos una generalizacién de la medida exterior de Hausdorff:

Definicién 43. Se define el espacio de funciones de dimension como,
H={h:Rsg = RsgU {400} : h(t) >0 sit>0,h(0) =0, continua a derecha y creciente}

Definicién 44. Dadas dos funciones f,g € H, diremos que f es menor que
g, y lo notamos: f < g, st lim,_,o+ % =0.

Observacion 45. x° < z' si y solo si s < t.

Definicién 46. Dadas dos funciones f,g € H, diremos que f es equivalente
a g, y lo notamos: f = g, si existen constantes positivas ¢; y co tales que

O0<c < hmM

e

Definicién 47. Un orden parcial en un conjunto X es una relacion binaria
R tal que:

= aRa para cualquier a € X (reflexividad)
= aRb y bRa, entonces a = b (antisimetria)
» aRb y URc, entonces aRc (transitividad)

Observacion 48. H con la relacion <, definida por f < g sif <go f=g;
resulta ser un poset (conjunto parcialmente ordenado).

Esta dltima observacién puede verse, por ejemplo, en [13, Capitulo 2,
seccién 4.
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Nota 49. Definimos para cada G abierto y no vacio, h(G) = h(|G|), y

h(0) =0

Definicién 50. La medida exterior de Hausdorff asociada a h es

H'(E) = sup inf{z h(Cy) : {Cy}r es un -cubrimiento abierto de E}
5>0 k

= lim inf{z h(Ck) : {Cr}x es un d-cubrimiento abierto de E}.
d—=0 :

Nota 51. Para simplificar notacion llamaremos

HIE) = inf{z h(Cy) : {Cx}x es un §-cubrimiento abierto de E}.
k

Observacién 52. HE(E) < HME) cualquiera sea § > 0.

Observacion 53. De manera andloga a la demostracion de que H® es medida
exterior, se demuestra que H" es una medida exterior.

Observacion 54. Cuando consideramos para cada s € Rsq la funcion h(x) :=
x® como caso particular, tenemos segun las definiciones anteriores que

HE(E) = Hi(E) para todo 6 > 0;

con lo cual H(E) = H*(E).

Esto nos dice que considerar H® sobre todos los s € R>¢ es un caso par-
ticular de H" sobre todas las h funciones de dimension. Con lo cual utilizar
H" sobre las h funciones de dimension permite medir conjuntos de manera
mas fina.

Observacién 55. Si E es un conjunto, h y g son funciones de dimension,
con h < g; entonces HY(E) < H"(E).

Demostracion. Como h < g, es lim,_,o+ % = 0. Por lo cual para cada e > 0

existe un dp(e) > 0 tal que 0 < % < ¢ para § € (0,d0(¢)). En particular
para € = 1 vale que:

existe g > 0 tal que si x € (0, dp); entonces 0 < g(x) < h(x).



2.2. TEOREMA DE DENSIDAD DE LEBESGUE 33

Asi, para cada 0 € (0,0p) es

Zg(\CkD < Z h(|Cx|) para cada {C}} d-cubrimiento de E.
k K

Ademds por ser para cada § € (0,00): HI(E) < >, 9(Cy), resulta que
HI(E) <>, h(Cy), y tomando infimo a derecha es

HI(E) < H2(E) para cada § € (0, dp).
Por lo tanto, haciendo 0 tender a cero, resulta

HI(E) < H'(E).

2.2. Teorema de densidad de Lebesgue

Definicién 56. Diremos que una funcion f : R — R es localmente inte-
grable, si es integrable sobre cualquier cubo () C R™.

Nota 57. Notaremos Q N\, x al limite sobre los cubos Q > x con |Q| — 0

Recordemos el Teorema de diferenciaciéon de Lebesgue, ver por ejemplo [5,
Teorema (8.3)]

Teorema 58 (Teorema de diferenciacion de Lebesgue). Sea f una funcion
localmente integrable en R"™. Entonces los promedios

1
5 /Q ) - f@)]dy

tienden a cero cuando Q \, x, para casi todo x € R"
El siguiente Teorema se conoce como:

Teorema 59 (Teorema de densidad de Lebesgue (version para cubos)). Da-
do un conjunto medible Lebesque EE C R™ entonces para casi todo x € R™ se
tiene que

LIENQ)
W = Xg(r)

Donde el limite se toma sobre los cubos Q \, .

lim
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Demostracion. Queremos ver que para casi todo  en R™ vale que

1

élglx@ /QXE(?/) dy = xp(v)

Pero como f(y) := xg(y) es una funcién localmente integrable en R™, por el
Teorema de diferenciacién de Lebesgue (Teorema 58), resulta que para casi
todo x € RV: .

lim —— — x)|dy =0

o) / IXE(y) — xE(2)| dy
por lo tanto

0< Jo X?(Qy)) W Xe(T)

Jo XE(y) dy  Joxe(x)dy
(Q) L(Q)

< 7oy / IXE(y ()| dy

Tomando limg\ , tenemos que para casi todo x en R™:

1

g{%@ /QXE(?J) dy = xe(z)

2.3. Distribucion de masa

En general tanto la medida exterior de Hausdorff como su dimension,
no suelen ser dificiles de acotar por arriba, debido a la naturaleza de las
definiciones (para dar una cota superior es suficiente exhibir cubrimientos
especificos). Pues para ver que H*(E) < C, basta ver que existe una sucesién
de nimeros positivos d,, — 0 tales que para cada n € N hay un J,,-cubrimiento
(UM™Y de E tal que Y2, |U™|* < C. Pues asi, H; (E) < C, y haciendo
n — +oo, H*(E) < C.Y para ver que dimy(E) < s, basta ver que hay una
sucesién decreciente (t,,), convergente a s tal que H!(E) < 4o0.

Las cotas por debajo suelen ser méas complicadas de obtener, ya que re-
quieren un control sobre todos los cubrimientos del conjunto. Una herramien-
ta muy 1til para poder obtener cotas inferiores es el principio de distribucion
de masa y su generalizacién, que desarrollaremos a continuacion.
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Definicién 60. Dado un conjunto acotado E C R™, una distribucion de masa
en E es una medida exterior p con soporte en E tal que 0 < pu(E) < oo.

Proposicién 61 (Principio de distribucién de masa). Sea u una distribucion
de masa en E. Sea s > 0 tal que existen ¢ >0 & > 0 tal que

w(U) < cU* YU con |U| <e.

Entonces,
1(E)

H(E) 2 —

>0

y por lo tanto, dimy(E) > s

Demostracion. Sea 6 € (0,¢). Si {U; }ien es d-cubrimiento de E, entonces

0<u(E) <p(JU) < ulli) <ed |UI

ieN ieN ieN
Tomando infimo sobre los d-cubrimientos, se tiene

0 < u(E) <cHi(E).
Y tomando el limite de § — 0 tenemos

0 < u(E) < cH(E),

y por lo tanto

]

Proposicién 62 (Principio de distribucién de masa generalizado). Sea p
una distribucion de masa en E. Sea h una funcion de dimension tal que
existen ¢ > 0, € > 0 que satisfacen

w(U) < ch(|U]) VYU con |U| <e.
Entonces,

p(E)

0< < H'(E).
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Demostracion. Sea § € (0,¢). Si {U;}ien es d-cubrimiento de E, entonces

0<uE) <p(JU) <D ulli) <ed ).

ieN iEN iEN
Tomando infimo sobre los d-cubrimientos, se tiene
0 < u(E) < cHME).

Y tomando el limite de 6 — 0 tenemos 0 < u(E) < ¢H"(E), de lo cual
concluimos
p(E)

0<—=—=< H(E).

]

Observacion 63. Para el caso E C R: Si en las hipotesis de los princi-
pios de distribucion de masa suponiamos que los U son intervalos, entonces
los conclusiones también son wdlidas. Esto sale haciendo andlogamente las
demostraciones de los principios de distribucion de masa, y utilizando la Ob-
servacion 20.

Lema 64. Sea (my)ken una sucesion de nimeros naturales mayores o iguales
que 2. Supongamos que para cada k € N, se tiene un conjunto cerrado Fj
que es una union de mq ---my intervalos cerrados disjuntos, de forma tal
que cada intervalo de Ejy es una union de my1 de los intervalos de Fyy.
Notemos en particular que Ey D Eyiq. Sea

E::ﬂEk.

keN

1
mi--myg

Definimos, para cada I* intervalo de Ey, puo(I*¥) =

Entonces,

p(A) = inf {Z po(L;) = {1;}; es un cubrimiento de A}
J

es una medida exterior en E, tal que p(E N IF) = L_ para cualquier

mi--mg
k € N.

Demostracion. Durante la demostracion, I*¥ denota cualquiera de los inter-
valos que componen E}.
& Veamos que p es una medida exterior en E.
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= (@) = 0 pues por ser I* cubrimiento del conjunto vacio,
1

0 < pu(®) < po(I¥) = my- Mg

Y como esto vale cualquiera sea k € N, haciendo £ — oo tenemos lo
requerido.

= Sean A C B subconjuntos de E, veamos que pu(A) < p(B). Como todo
cubrimiento de B, es un cubrimiento de A, tenemos que

p(A) ;= inf {Z po(Z;) = {I;}; es un cubrimiento de A}
J
< inf {Z po(1;) = {I;}; es un cubrimiento de B} =: u(B).
J

= Veamos que j(|U,cn An) < D nen #(An).

Sea cubrimiento {/;};ec; de U, cp An- Como estamos considerando el
infimo en la definicion de u, podemos suponer sin pérdida de generali-
dad que cada I; interseca a |, o, An; es decir, que cada I; interseca a
al menos un Aj. Asf para cada k € N, A; se cubre con {/;};ep,, donde
por la suposicién anterior | J ;s Bj = J. Entonces,

p(A) £ mo(1) £ 373 wol).
jed keN jEB;
Con lo cual, tomando infimo a derecha (sobre los cubrimientos de Ay),

p(A) < p(Ag).

keN

& Sea k € N e I* un intervalo de Ej, veamos que pu(E N I*) = —1

my--my

= Por ser I* un cubrimiento particular de I* N E, tenemos que
1

p(I* N E) < po(I*) = ——r.
ml DR mk

Y cualquier cubrimiento que tenga algin intervalo de pasos anteriores
a k darfa un nimero mayor. Con lo cual, para estimar u(I* N E),
nos interesa mirar cubrimientos cuyos intervalos sean del nivel k en

adelante.
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= Sea {I;}; cubrimiento de I* N E. Podemos suponer, por definicién de
u, que todo intervalo del cubrimiento interseca a I* N E.

Podemos suponer también que el cubrimiento es finito. Pues como I* N
E es un conjunto compacto, cubierto por {I;};, donde para cualquier
j es BN I; abierto en E; entonces existe un subcubrimiento finito:
Ly In.

Finalmente, podemos suponer que I,---, Iy son disjuntos. Pues si
dos de los intervalos se intersecan, uno esta contenido en el otro (por
construccion), asi que podriamos sacar el més pequeno del cubrimiento.

Llamemos kq,--- ,kx a los niveles que pertenecen [y,--- , Iy respec-
tivamente. Sea K := max{ky,--- ,ky}. Podemos hacer la siguiente
reduccién: El intervalo Ix estd contenido en un tnico I®~! intervalo
de Fx_1. Si K > k, por ser K el maximo, y los intervalos que cubren
I* disjuntos; entonces todo intervalo del paso K que esté contenido en
I%=1 debe estar en el cubrimiento finito. Por ser

> no(l) =mx L _ 1 = po(I"7),

eTR-1 my-- Mg My« MKg_1
j=

podemos cambiar el cubrimiento finito que teniamos por uno con es-
trictamente menos elementos, reemplazando todos los I; C I*~! por
I"=1. Tterando esto, llegamos en finitos pasos, a que el cubrimiento
tomado era equivalente al cubrimiento {I*}.

Asf por los dos tltimos items, tenemos que pu(E N I*) = —1 como

mi---mg’
queriamos probar.

]

Como aplicacién del Principio de distribuciéon de masa (Proposicién 61),
tenemos la siguiente:

Proposicién 65. Sea (0x)r una sucesion decreciente de nimeros positivos,
convergentes a 0; y sea (mg)y una sucesion de numeros naturales mayores o
iguales que 2. Supongamos que (Ey)y es una sucesion de conjuntos compactos
tales que se cumple lo siguiente:

. By =1[0,1].

= E) es una union de my - --my intervalos cerrados disjuntos separados
por distancias de al menos .
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= Cada uno de los intervalos que compone Ej contiene exactamente my.yq
de los intervalos que componen Ej. 1.

Llamando E = ﬂkeNo Ey., tenemos que

. . log(m1 Ce mk_l)
dimg(E) > lim
u(B) 2 oo — log(mydr)

log(mi...mg_1)

“logimpey . = 0, como dimg(E) > 0, no hay nada

Demostracion. Silim,
que probar.

Si no, definimos una distribucién de masa en E que a cada intervalo del
paso k (hay my ...my intervalos), le asigna masa mllmk (esto es posible por
el Lema 64).

Dado un intervalo U con 0 < |U| < 6y, estimemos u(U):

Existe un tnico k > 2 tal que 0 < |U| < dr—1 (pues (0x)x decrece a cero

y 0 <|U| <d).

1. La cantidad de intervalos del nivel £ que intersecan a U es a lo sumo
mg.
Pues como |U| < dj_1 entonces U interseca como mucho a un intervalo
del paso k—1, luego U interseca como mucho a my intervalos del paso k.

2. La cantidad de intervalos del nivel k que intersecan U es como mucho
Pues como 0, < |U| entonces %—1—1 < 2%. Como |U| es mayor estricto
que la cantidad de huecos que U interseca del paso k£ multiplicada por
Og; % >cantidad de huecos que U interseca del paso k; y por lo tanto
la cantidad de intervalos que U interseca del paso k es menor o igual
que % +1< %]'.

Asi de 1y 2, tenemos que la cantidad de intervalos del paso k que intersecan

a U es menor o igual que min{my, %[‘}

s se tiene:

1 2
p(U) < ———— min {mk,M}
my ... Mg 5k

L (A0,
< s .
_m...mk(dk) m, Vs € [0,1]

Como cada intervalo del nivel k tiene masa
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Por lo tanto, para cualquier s € [0, 1]:

:u(U> 1 1—s ( 2 )S 28
< m — | = 2.5
U5 = my...my " Or my ... My_1M50% (2:5)

log(my...mp_1)

Sio<s< h_mk—wo — log(mydk)

, entonces existe un kg tal que
—slog(myox) < log(my...my_1) Yk > ko

De lo que se sigue:

1
lOg (m) < log(m1 .. .mk,l) VEk > kg

Y como el logaritmo es creciente:

1
oomyp—1 Vk>k
(1808)° <Mmp...Mg1 = Ko
Con lo cual,
1l<my... mk_1m2(5,‘z vk > ]{30 (2 6)

log(my..mg_1)
—log(mdy) ’
< 1. Como en el paso k hay m; - - - my, intervalos

Veamos que en este caso es s < 1: Por ser s < lim, basta

log(mi...mg_1)
— log(mydx)
separados por huecos de longitud > 0, se tiene que 5k(m1 ey — 1) < 1.

Por lo tanto,

ver que lim,

1
:>m1---mk§6—+1

1
= my - mkl<_(

%+1>
<m0 3 (1)

).

=—1
Og( 1+(51€

Por lo que,

lim log(my ...myg_1) ~ lim log(my ...mg_1)

lim lim 5 <1
koo — log(mydy) k—o0 _IOg(mkl_,_%k)
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Por ser s € [0, 1] podemos utilizar (2.6), junto con (2.5), obteniendo que
U S e S S
MO < 9%y asi () < 270
Asi, por el Principio de distribucién de masa (Proposicién 61), dimy(E) > s
log(m1..mg_1)
—log(myox) 7

tenemos lo requerido.
O]

Y como eso vale para todo s < lim;_,
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Capitulo 3

Patrones infinitos y medida

3.1. Introducciéon

Definicién 66. T' : R" — R" se dice una homotecia si existen a € Ry,
b € R" tales que T'(x) = ax + b.
Y se dice que A CR™ y B C R™ son homotéticos, si existe una homotecia T

tal que T(A) = B

Definicién 67. T : R — R" se dice una similaridad si existe a € Ry tal

que | T(x) =T(y) |=alx—y |
Y se dice que A C R"* y B C R™ son similares, si existe una similaridad T
tal que T(A) = B

Lema 68. En el caso n = 1 las definiciones de similaridad y homotecia
cotnciden. Toda homotecia es similaridad, cualquiera sea n € N.

Demostracion. Veamos que toda homotecia es una similaridad: Sea T" una
homotecia. Existen a € Ry y b € R tales que T'(x) = ax + b. Entonces

I T(x) = T(y) 1=l a(z —y) = lal | 2=y ||

Asi, T resulta una similaridad.

Veamos que cuando n = 1 toda similaridad es una homotecia: Sea T una
similaridad. Existe un ¢ > 0 tal que || T'(x) = T'(y) ||=c || z — v ||. Llamemos
b:=T(0),y T(z) := T(z) — b. Se verifica que

I T(x) = T(y) |=] T(z) = T(y) = cla—y] .

43
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Queremos ver que T(z) = az con a > 0. Como
I T() |=)l T(z) = T(0) |=clla=0l=c| I

entonces, usando que n = 1, tenemos que para cada x

T(z) = cx o T(z) = —cx donde

como T es una similaridad, T es continua, y resulta que para ¢ > 0 es f(m) =
cx para todo x o T(z) = —cx para todo x o bien T'(z) = +¢|z| para todo z.
Pero este ultimo caso no puede ser ya que no es una similaridad, pues
sing serfa 0 = |T'(z) — T(—x)| = 2c|z| para todo x, con lo cual ¢ = 0, lo
que es un absurdo. Asi T(z) = cz para todo 2 o T(z) = —cx para todo z,
como queriamos probar. O]

Lema 69. Si A y B son homotéticos, entonces tienen la misma dimension

de Hausdorff.

Demostracion. Por ser A 'y B homotéticos, hay una T : R* — R* T'(z) =
ar + b con a € Ry, b € R" tal que T(A) = B. Notemos que

{U;}; es 0 — cubrimiento de A < {T'(U;)}; es ad — cubrimiento de B.

Luego, para cada s > 0

Hos(B) = inf Z T(Us)|*

" {T(U)}s ab-cubrim de B
- {Ui}s 6—(1:1I11|£rim de A ZZ: @ |Ui[?
= a’H;(A)
Asi, haciendo § — 0%, por ser a # 0, es
H*(B) = a®H*(A) para cada s > 0.
Por lo cual, dado que a # 0, resulta
{s>0:H(B)=0} ={s>0:H*(A) =0}.

Y asi, dimy(A) = dimy/(B).
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Vimos en la introducciéon que una conjetura de Erdos dice que para
cualquier conjunto infinito A C R existe un conjunto £ C R de medida de
Lebesgue positiva que no contiene ninguna copia similar de A.

Se han realizado algunos avances parciales en la solucién de este proble-
ma. En particular, Falconer [3] demuestra esta conjetura en el caso de que
A estd dado por una sucesién de numeros reales que no decae muy rapida-
mente. Por lo tanto se sabe que las sucesiones que decaen lentamente no son
contraejemplos, pero casi nada se sabe acerca de sucesiones que convergen a
0 de forma al menos exponencial, como la sucesion (27"),en.

Otro tipo de avance parcial fue obtenido por Kolountzakis [11], quien
mostré que para cada conjunto infinito A, hay un conjunto E de medida
positiva tal que x + tA no estd incluido en E para casi todo par (z,t) (la
conjetura de Erdos requiere que esto se cumpla para todo para (z,t)). Lo
veremos mas adelante en este capitulo.

Para comenzar veamos que en caso de ser A C R™ un conjunto finito,
cualquier conjunto £ C R"™ de medida de Lebesgue positiva tiene copia ho-
motética de A. Con lo cual, como ya mencionamos en la introduccién es, por
contrarreciproco: Si A C R™ es tal que existe un £ C R™ de medida de Lebes-
gue positiva que no tiene copia homotética de A, entonces A es infinito. La
conjetura de Erdos antes mencionada, es que vale el reciproco cuando n = 1.

Proposicion 70. Sean E C R™ un medible Lebesque, de medida positiva; y
A C R"™ un conjunto finito.
Entonces, existen a € Ryo,b € R" tales que aA +b C E.

Para probar esta proposicion, utilizaremos los siguientes lemas:

Lema 71. Si Ay, -+, A, son subconguntos de [0, 1]" tales que L(A;) > 1—¢y;
entonces L ((Ni<icpm Ai) =1 =D 1ciem &i-
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Demostracion.

1—,c( N Ai>:£<[0,1]”\ N Ai)
:£< U ([0,1]”\Az~)>

1<i<m

> L0\ 4)

1<i<m

S Zéi.

1<i<m

IA

Lema 72. Si B C [0,1]" y || v ||< r, entonces
L((B—-v)N[0,1]") > L(B) — nr.

Demostracién. Como B —v = [(B —v)N[0,1]"]U [(B —v) N ([0,1]")¢], to-
mando medida de Lebesgue y despejando,

L((B —v)N[0,1]") = L(B) = L((B —v) N ([0,1]")).
Utilizando que B — v C [0, 1]™ — v, se tiene
LB —v)N[0,1]") = £(B) = L(([0,1]" = v) N ([0,1]")%).

Y como ([0, 1] —v) N ([0, 1]")¢ se puede cubrir con n paralelepipedos donde
cada uno de ellos tiene medida de Lebesgue n dimensional igual a r,

L(B—-v)N][0,1]") > L(B) — nr.
O

Demostracion de la Proposicion 70. Como A es finito, A = {ag, ..., an}, sea
R = méxo<i<m || a; ||. Por el Teorema de densidad de Lebesgue (Teorema 59),
sabemos que para casi todo z € F,

o LEN Q)

o)
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donde Q,(z) = [, [xi — r,z; + 7]

LENQr, (x)) > 11— 1

£(Qry (@) Tom
Podemos suponer que Q,,(z) = [[;-,[0,1] (Pues si no trasladamos y reesca-
lamos E).

Es suficiente mostrar que

N (E_ 101?2;171) #0. (3.1)

0<i<m

Entonces, existe un rq > 0 tal que

Pues asi valdria que
a;
10Rmn

existeunbE(E— )VOSiSm.

Con lo cual seria
Qa;

10Rmn

existe un b, tal que + b € E para todo 0 <17 < m.

Es decir,

A bC FE
10Rmn+ -

como queriamos probar.
Para probar (3.1), basta ver que

e[ (e ) ) =0

0<i<m

Notemos que

e( N - )22 N (Ener- g e )

1<i<m 1<i<m
(3.2)
Por ser L(EN[0,1]") > 1 — t—, y por ser oa— un vector de norma
menor o igual que m, resulta utilizando el Lema 72 que,
a; 1
(B0~ )N [0,1]") = LEN[0,1]") -
(BN~ 2y [0,1]7) > £EAD 1)) e
1 1
>1_ _ _
- 10m  10m
1

5m’
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Utilizando lo recién visto junto con la Observacién 71, tenemos de (3.2),

que:
a; 1 4
o >1om— = =
E(ﬂ( 10Rmn))_ Mem =50

1<i<m

]

La Proposicién 70 dice que si un conjunto tiene medida Lebesgue positiva,
entonces tiene copia homotética de cualquier conjunto finito. Tal vez incluso
se pueda encontrar una condicién mas débil que tener medida positiva para
implicar que contenga copia homotética de todos los conjuntos finitos. Esto
ultimo tiene sentido preguntarselo, ya que existe un conjunto con dimensiéon
de Hausdorff 0, verificando esa propiedad (lo desarrollaremos en el siguiente
capitulo).

Definiciéon 73. Diremos que un conjunto A de R" es universal en medida
st para todo EE C R™ con medida de Lebesque positiva, se tiene que existen
r €R" yt €R tales que tA+z :={ta+z:a € A} C E. Es decir, si todo
conjunto de medida positiva tiene copia homotética de A.

Este tltimo Teorema dice que cualquier conjunto finito de puntos es uni-
versal en medida. Recodemos que Erdos conjeturd que no existen conjuntos
infinitos universales en medida.

3.2. Sucesiones que decaen lentamente

Veremos un resultado parcial a la conjetura de Erdos, debido a Falconer
[3], en el que prueba la conjetura para el caso en que el conjunto A es una
sucesion (x,)n,en decreciente a cero, con cierto tipo de convergencia suave:

Teorema 74. Sea (T,)nen € R una sucesion decreciente, convergente a 0,
tal que lim, =+ = 1. Entonces existe un conjunto E C R cerrado con

L(E) >0 tal que Wb e R Ve e R.o se tiene que cx, —b ¢ E para infinitos
n € N.

Notar que en particular vale que: E no tiene copia similar de (2, )nen

Demostracion. Queremos construir £ de modo que para cada b € Ry ¢ €
R0, haya infinitos n € N tales que cz, —b ¢ E.
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Sean A\ € (0,1).
Construimos F de la forma:

E = ﬂ Ek con Ek = U[le,le -+ lk<1 — )\k)]

keN reZ

donde (I;)ken serda una sucesién de nimeros reales positivos que elegiremos
convenientemente mas adelante.

= El conjunto E es cerrado.
Los intevalos de Ej, son disjuntos, pues como A; > 0y [ > 0 tenemos

que

T'lk—i-lk(l—)\k):?“lk—Flk—lk)\k <rl, +1
= (r + 1)l para cada r € Z.

Asi Ej, es cerrado (por ser unién de intervalos disjuntos, de la misma
longitud). Con lo cual, E es cerrado, por ser interseccién de cerrados.

= Si pedimos que l;, < 1 para todo k& € Ny que >, Ax < % (por
ejemplo, tomando Ay = 54 ), tenemos que L(E) > 0.

Pues:

£(0,1]\ E) = £ ([0, 1\ ) E>

keN

L (U([& 1] \Ek))

keN

Z ([0.1] \ Ey)

La longitud de cada hueco de Ej, es

Ademds si [rly, rly + k(1 — \g)] interseca al [0, 1] entonces 0 < 7y
rly < 1,yestoessiysolosi0 <r < i Lo que implica que la cantidad
de intervalos de Ej, que intersecan el [0, 1] es menor o igual que i, y por
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lo tanto la cantidad de huecos de Ej, que intersecan el [0, 1] es menor o
igual que i + 1.

Por lo anterior resulta:

£(0ANVE) < Yo (5 +1)

keN

Por ser lk(i +1) =1+ <2, resulta:

L0 \E) <> M2<1

keN

Entonces,

LE)> L(EN[0,1]) =1— £(]0,1]\ E) > 0.

Veamos que para cada k € N, hay un jo = jo(k) cumpliendo que

N &ﬁbg[_WKZQI
X

§>jo(k) nj x”io x”jo

Notemos que podemos suponer que la sucesion (jo(k))ren €s creciente

estricta, ya que [ 1> o (k) b;”b decrece cuando jo(k) crece.

J

Fijemos £ € N. Como lim,_,_ mgzl = 1, se sigue que hay una subsu-

cesiéon tal que lim;_, ijH = 1. Por lo tanto dado que A\, > 0, existe
nj

Tn -
nj+1

Jo(k) € N tal que > 1 — 2k para todo j > jo(k). De lo que,

multiplicando por L’“ﬂ tenemos:

T

2l 1
2k

x?’l]' xn]-—l-l

11(2 — \g) para todo j > jo(k). (3.3)

Supongamos de momento que b € [0, l;]. Tenemos que:

LL=M)+b0 2= M)+b U

Inj—&-l xnj—I—l xnj—f—l
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Asi por (3.3), tenemos que: Vj > jo(k)

[ —
(=) +b 2 bk
l‘nj—‘rl mnj xnj-i—l xnj—i—l
I +b 1 1
= L — b)) (— —
xnj —I_ ( g )<xn] $nj+1)
I, +b
< 4
<t (34

ya que la sucesién (w,,);en es decreciente y positiva y b € [0, i].

Para cada j > jo(k), los intervalos

~ 1
(@,b) = — (Ik(1 = M) + b, +0)
Y 1
(5, d) = (lk(l - /\k> + b, lk + b)
xnj-i-l
se intersecan. Pues por ser la sucesion positiva y decreciente, y por
(3.4),
_ 1 1 ~ 1 ~
xnj-i-l xn]- xn]-—l-l
l(1=Xp)+b

Veamos por absurdo que el intervalo ( , +oo> estd en el com-

"o (k)

plemento de N >0 (k) E;’“Ttb Supongamos que

L(1—=X\)+b 1
ye<iL—Ji—ﬂ+m>: | ] — (1= X)) + 0,1 + 1),
Trjowm) j2iotk) "

tal que

j>jo(k) "

Existe entonces un j; > jo(k) tal que

Yy <€ (lk(l—)\k)+b,lk+b)

1



o2

CAPITULO 3. PATRONES INFINITOS Y MEDIDA

y ademas se cumple que
T,y — b € E, para todo j > jo(k).
En particular,
T, y—bE Ly vy L(l1—=M) <y y—b<ly
Entonces existe un r € Z tal que

rl, < Tn; Y — b<rl,+ lk(l — )\k)

y
lk(l — )\k) < Tn; Y — b < lk
Entonces,
rly < @y y — b <y
y

lk(l — /\k) < Tn; Y — b < le + lk(l — )\k)

Asi, por ser rly < yx,, —b <l esr <0,y por ser (1 = X) <
Yo, —b <71l + (1 —Xg) es 0 <r;

se deduce 0 < r < 0, lo que es un absurdo.

Analogamente el intervalo
lk(l — )\k) +b _ 1
(—oo,— (— = U o (D~ = M) D)
70 Jzjo(k)

Ej+b

Tn;

estd incluido en el complemento de (), 4

Por lo tanto, por ser

Ep,+0b le(1— A b
Bt (L st

xnjo(k)

T,

7<jo(k)

Xy .
i<jo(k) T

le(1—A b
A k) + ’+OO>

x"jo(k)
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se deduce que:

N B t+b [_lk(l—)\k)er (1= X)) +b

T,

§<jo(k) Lnjo ) Lnjom)

2, 2

Tn. ) Xn.
n]O n]O

b <lpy Ayl son positivos se tiene I (1 — ;) +b =l +b— A\ < 214

Este conjunto a su vez esta contenido en [— ], ya que como

Recordemos que hasta ahora asumimos que b € [0, [;]. En general, por
periodicidad del conjunto Ej, tenemos que la contencién

N Ek+bg [_ 2zk, 2zk]

IO g o

vale para todo b € R.

Pues si para b € [0,[;], para cualquier j > jo(k) vale que Eka”:b C

[_ 20, 2

p } Entonces para b € [0,l;], para cualquier j > jo(k) vale
"jo ™o

QZkIn]. 2lk$nj

que E, +b C [—x

= } Sibe R, podemos escribir b=rly+b
njo njo

conr € Zybe|[0,l),ycomo Ey es lp-periddico; tenemos que Ey+b =
Zkanj 2l Tn, .

Ep+bC [— - J] para cualquier j > jo(k).

)
. In .
g g

Asi vimos que: para cada k fijo, hay un jo = jo(k) cumpliendo que

N Btbc [_2@7 21k]'

>jo(k) T g0 Mo

= Tomando (I;)ren de modo que (ademads de ser positivos y menores que

1) se verifique que limy_,, wl—’“ = 0, veamos que para cada k, hay un

"jo (k)

N Eeb oy,

T
§>jo(k) M

Jo(k) cumpliendo que

Como supusimos que la sucesién (jo(k))ren €s creciente estricta, para
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cada m, tenemos:

=N N E+D)

k>m j>jo(m) ="

que por ser (jo(m))men creciente, esta contenido en:

N ﬂ Ek+b

kzm j>jo k)

para cada k > m.

2, 20, ]

Tn,; ) Tn,

Quien, por el item anterior, estd contenido en (),-,, [—

J0 70
Y tomando (l;)gen de modo que (ademéds de ser positivos) se verifique
que limy_q - L — (), tenemos que este iltimo conjunto es {0}.

"jo (k)

Vimos que para cada k fijo, hay un jo(k) cumpliendo que

N Etb oy

T
i>jo(k) Y

= Con lo visto hasta ahora, concluyamos la demostraciéon: Por lo que
vimos en el tltimo item,

E+b
para cada ¢ # 0, y para cada k € N tenemos que ¢ ¢ ﬂ :

Xy .
i>jo(k) M

Entonces ¢ ¢ £ para todo j > jo(1). Es decir, cz,, — b ¢ E para todo
nj
j > Y por lo tanto, hay infinitos naturales N tales que cxy —b & E.

]
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3.3. Un resultado de Kolountzakis

En este capitulo desarrollaremos un resultado parcial a la conjetura de
Erdos, debido a Kolountzakis [11]: para cualquier conjunto infinito A C R
existe un £ C [0,1] tal que z +tA C E para casi todo par (x,t). Este re-
sultado vale para cualquier conjunto infinto, pero dice que hay un conjunto
que tiene “pocas” imagenes similares de A, lo que es més débil que la con-
jetura de Erdos (que dice no tener ninguna imagen similar de A). Es decir,
Kolountzakis muestra para cualquier conjunto infinito A algo més débil que
la conjetura; a diferencia del resultado de Falconer que la demuestra pero
bajo una hipétesis muy fuerte para el conjunto A.

Teorema 75 (Kolountzakis). Para cada conjunto infinito A C R, hay un
conjunto E C [0,1] de medida arbitrariamente cerca de 1; tal que L{(x,t) €
R?:z+tAC E}=0.

Demostracion. En el caso en que A no es acotado, el teorema es trivial. Ya
que si A no es acotado, x + tA no es acotado para cualquier par (x,t) €
R x Rzp. Tomando E = [0, 1] que tiene medida 1, tenemos que L{(xz,t) €
R?:2+tAC E}=0.

Con lo cual, basta probar el teorema en el caso en que A acotado e infinito.

Hagamos algunas reducciones:

Si A es acotado e infinito, existen un b € R y una sucesién monétona
estricta (a,)nen € A convergente a b.

= Podemos suponer que (a,),en €s decreciente estricta. Pues si no seria
creciente estricta, con lo cual podemos trabajar con —A que es in-
finito, acotado, y tiene una sucesién convergente decreciente estricta
(—@n)nen, donde

L{(z,t) ER*: 2 +tACE} =L{(z,~t) ER*: 2 —tACE}
= L{(z,t) ER*: 2 —tAC E}
= L{(x,t) € R*: . +t(—A) C E}.

= Tenemos (a,)nen € A decreciente, convergente a un b. Podemos su-
poner que b = 0, pues si no trabajamos con A — b que es un conjunto
infinito, acotado, que tiene una sucesién decreciente estricta convergen-
te a 0, donde (utilizando la invariancia de la medida de Lebesgue bajo



o6 CAPITULO 3. PATRONES INFINITOS Y MEDIDA
translaciones)
L{(z,t) ER®: 2+ t(ap)nen € E} = /E{x €ER:x+t(an)nen C E} dt

:/ﬁ{xe R:x+t(a, —b)nen € E} dt
= [’{<$’t) eR*: x"{'t(an - b)neN - E}

= Si el teorema vale cuando A es una sucesion de términos positivos
decrecientes a 0, veamos que el teorema vale para A infinito acotado
que contiene una sucesion de términos positivos decrecientes a 0. Y asi,
por lo anterior, valdria para cualquier A infinito acotado.

Como
{(z,t) eR*: 2 +tAC E} C {(x,t) € R? : 2+ t(an)nen C E};

si el teorema vale para (a,)n,en una sucesiéon de términos positivos de-
crecientes a 0, tendrfamos que hay un conjunto £ C [0, 1] de medida
arbitrariamente cerca de 1 tal que

L{(z,t) € R* : 2+ t(ap)nen € E} =0,

con lo cual por monotonfa de la medida de Lebesgue {(z,t) € R? :
r+tACE} =0.

Por lo anterior, tenemos que ver que: si A es una sucesion de términos
positivos decrecientes a 0, hay un conjunto E C [0, 1] de medida arbitraria-
mente cerca de 1; tal que £{(z,t) € R? : z +tA C F} = 0.

Hagamos una ultima reduccion:

= Podemos suponer que el parametro ¢ estd restringido a un intervalo
arbitrario [a, ] con 0 < a < f < 0.

De forma andloga, puede demostrarse para intervalos [&, 8] con —oo <
& < B < 0.Y siendo valido para cuando el pardmetro ¢ estd restringido
a cada intervalo cerrado que no tiene el 0, podemos hacer la siguiente
construccién, para cada k > 3:

Para cada n € Z existe

E, C[0,1] con L(E,) > 1 —27In=*
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tal que
L{(x,t) eRx [2",2"] ;2 +tAC E,} =0
Yy
E, C [0, 1] con E(En) > 11— Inl-k
tal que

L{(z,t) € Rx [-2"", —2" : 2 +tAC E,} = 0.

Tomando E :=(),.,(E, N E,) C [0,1], tenemos que

nez

L(E)= lm L ( N E.n En>

—N<n<N
> 1 — ~Ini—k
o Y
—N<n<N
—1_ = ||
=1 2k N1~1>IJrrloo —NZn:<N2
SEEA JET SR
0<n<+oo 1<n<+4+o0
2
6

La desigualdad anterior es valida pues: E, C [0,1] con L(E,) > 1 —
2=Inl=k " F, C10,1] con L(E,) >1—2""=* v el Lema 71.

Asi, tomando k suficientemente grande, conseguimos E C [0, 1], de
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medida de Lebesgue arbitrariamente cerca de 1, tal que
L{(z,t) ER*: 2 +tA C E}
=L{(z,t) e RXRy:x+tACE}
= L{(z,t) e Rx [-2"", —2"] 1z + tA C E}

nez
+ ) L{(z,t) ERx [2",2"] s 2w + tA C E}
nez
<> L{(x.t) eRx [-2"T, 2" 1z +tA C E,}
nez
+ ) L{(z,t) ERx [2°,2"] s 2w + LA C E,}
nez
=D 0+ 0
nez nez
= 0.
Asi resta probar: Sea A := (a,)nen una sucesion decreciente estricta,

convergente a 0, sean 0 < o < [ < +o0, entonces existe un £ C [0, 1]
medible Lebesgue, de medida arbitrariamente cerca de 1, tal que L£{(z,t) €
Rx o, f]:x+tAC E}=0.

Para cada ¢ € (0,1) arbitrario, veremos que existe £ C [0, 1] medible
Lebesgue, que cumple simultaneamente L(E) > q y

L{(z,t) ERx [o, 8] : 2 +tAC E} = 0.

Para esto, fijado g € (0, 1), nos bastard ver que ciertos conjuntos F C [0, 1]
construidos en forma aleatoria cumplen que la probabilidad de que L(E) > ¢
es positiva, y que la probabilidad de que L{(z,t) € R x [a, ] : ® +tA C
E} =0 es 1. Pues asi existird uno verificando ambas propiedades.

La clase de conjuntos que consideraremos son conjuntos £ C [0,1] de
tipo Cantor, construidos en forma aleatoria. Mds precisamente, definimos
E = ﬂ en Ij, donde cada Fj serd construido aleatoriamente de forma inde-
pendlente Recalcamos que los F; no estan necesariamente encajados.

Para cada j € N, fijaremos m; € N cualesquiera suficientemente grandes
para que verifiquen que

1

«
— < — dist(a;, 3.5
" 5, in dist(a;, ag). (3.5)

1<i<k<j
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Tomaremos p; € (0, 1] de modo que

[Ipi=av []r =0 (3.6)

JEN FEN

Veamos que existe (p;);en verificando eso: Como

c(0,1), [[pi=avy [[¥,=0

JEN JEN
es equivalente a

—Ing>0, Z—lnpj =—lIngqy Zj(—lnpj) = —00.

JEN JEN
Llamemos a := —Ing y b; := —Inp; > 0. Basta ver que dado a > 0 existen
b; > 0 tales que
a:ijy —|—oo:Zjbj.
JEN JEN
Eligiendo, por ejemplo, b; = =% -%; tenemos que
ZielN 2 J
a 1
ST ST
jEN i€N 42 JEN J
Y 1
, a
e D IEEE
PN €N Z Gen J

Para cada j fijo, con los m; y p; fijados, construyamos F; C [0,1] en
forma aleatoria (y por lo tanto habremos construido E en forma aleatoria):

Particionamos [0, 1] en m; subintervalos de igual longitud: I, := [’“—1 k )

L) .
mg T My

sil<k<myyLjm = [km—_]l, 1] Definiremos que cada uno de esos inter-

valos tenga probabilidad p; de que lo elijamos (las elecciones de cada uno de
los intervalos la hacemos en forma independiente); y el conjunto F; sera la
union de los intervalos elegidos del paso j.

Formalicemos esta idea. Fijados los my, p;, I;, para cada j € N defi-
1o+, w;”) donde wh ~ Be(p;) (distribucién Bernoulli con
pardmetro p;) y las wf son independientes. Llamemos ; := {0,1}" y

nimos w; = (w
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m; #{k :m;?:l} mk=

Pj(w]l, Jw; ) = ; (1-— pj)#{k =% Tomemos Q = Hjew Q;,
P = Hjew P; y B los borelianos en el espacio producto. (€2, B, P) es un
espacio de probabilidad. Dados w € 2 y j € N, tenemos definidos

F=Fri= U L

ok —
ke{k wi=1}

E:=E:=()Fy
JEN
Asi hemos definido para cada w € £ un conjuntos de tipo Cantor E*.
Debemos ver que esta construccién cumple con lo requerido, esto es:
1) La probabilidad de que L(E“) > q es positiva.
2) L{(x,t) € [0,1] X [, 8] : ® +tA C E¥} = 0 con probabilidad 1.
Veamos 1):
Fijado z € [0, 1], vale que P(x € E¥) = ¢, pues

P{z e EB*} =P{z c [ F}

jEN

= H P{z € F}} por independencia
jEN

= H Dj pues cada z estd en un dnico I
jEN

=q por (3.6).

Por lo que, notando con &€ a la esperanza,

q= /01 q dx
= [ [ty aree) aa
= //01 Xp«(x) dx dP(w)

- / L(E¥) dP(w)
= E(L(EY))
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donde en la tercer desigualdad utilizamos el Teorema de Tonelli. Para poder
utilizar Tonelli debemos justificar que la funcién y g (z) es medible; para esto
veremos que el conjunto {(z,w) : x € E“} es boreliano en [0, 1] x §2. Pero eso
vale pues

{(,w):xe B = F} = {(zw) :xeF}

jeN jeN
:ﬂ U (]j’kx{w:wle}
JEN 1<k<m;

que claramente es boreliano.
De lo de arriba podemos deducir que £(E“) > ¢ con probabilidad positi-
va. Vedmoslo por absurdo. Si no, serfa P{E“ : L(E¥) > q} =0

= 0 < ¢ — L(E*) salvo un conjunto de probabilidad 0

= Je > 0, 3A de probabilidad positiva, tal que ¢ < ¢ — L(E*) VE € A.

Entonces
0=q— /L(E“’) dP(w)
= /q — L(E*) dP(w)

> /Aq — L(E*) dP(w)
>eP(A)
> 0,

lo que es un absurdo.

Veamos 2):

Fijados z € [0,1] y t € [a, B] veamos primero que P(xz +tA C E¥) = 0.

Podemos asumir que = +tA C [0, 1], de otra manera x + tA ¢ E* deter-
ministicamente. Por ser z + tA C [0, 1], y tener particionado el [0, 1] en los
intervalos [ con 1 < k < m;; cada uno de los nimeros = +tay,--- ,x +ta;
estd en alguno de esos intervalos. Mas ain deben estar en distintos intervalos,



62 CAPITULO 3. PATRONES INFINITOS Y MEDIDA

pues
long (L) = —
ong(l;r) = —
Sk m;
a
<= min dist(a
<3, min dist(a;, ax) por (3.5)
t
<2 min dist(a
= 9 1diche; dist(a;, a)

< dist(ta;, tay) para todo 1 <i <k <j
= dist(z + ta;, x + tag) para todo 1 <i < k <j

Para que x +tA C E¥, es necesario que para cada j € N todos los
intervalos del paso j que contienen los nimeros = + ta;,--- ,x + ta; sean
elegidos. Pero como esos nimeros estdan en exactamente j de esos intevalos
que queremos elegir necesariamente, donde la probabilidad de que cada uno
sea elegido es p;; la probabilidad de elegir esos j intervalos es exactamente pﬁ
Por independencia y por como fueron elegidos los p; en (3.6), la probabilidad
de que eso ocurra en todos los pasos es igual a Hjew p; = 0.

Asi, fijados z € [0,1] y t € [, B8], tenemos que

Plw:x+tAC EY) SHP?ZO-
jeN

Concluyamos que L{(z,t) € [0,1] x [, 5] : * + tA C E} = 0 con proba-
bilidad 1:

Llamemos

1 six+tACE¥
0 sino

ot = { (37)

Dado que P(w : z +tA C E¥) = 0 para z,t fijos, usando nuevamente el
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Teorema de Tonelli, tenemos que

/[Z{(az,t) €[0,1] x [a, f] : 2 +tA C E¥} dP(w)

/O/ngxtw dtdx) dP(w)

B
:///gox,t,w ) dP dt dx
0
B
://Pw:x+tA§Ew)dtdx
0
1 rB
= /Odtdx

I
o]
o

Y

donde pudimos aplicar Tonelli pues, recordando que A = (a,)nen,
{(z,t,w) :x +tA C E*}
= ﬂ{(m,t,w) . x + ta, C E¥}

neN

— ﬂ ﬂ U ({(z,t) : x +ta, € Ly} x {w:w;-“zl})

neN jeEN 1<k<m;

que es claramente boreliano.
Por la igualdad vista anteriormente y por ser L{(z,t) € [0,1] X [a, 5] :
x+tAC E¥} > 0, entonces

L{(z,t) € [0,1] X [o, 8] : 2 +tA C E} = 0 con probabilidad 1.
O]

Corolario 76. Para cada conjunto infinito A C R, hay un conjunto E C
[0,1] de medida positiva tal que x +tA C E falla para casi todos los pares

(z,t).

Para finalizar este capitulo, mencionemos que de hecho Kolountzakis
prueba un resultado mas fuerte que el teorema anterior:

Teorema 77. Sea A C R un conjunto infinito. Entonces existe E C [0, 1]
con medida de Lebesgue arbitrariamente cerca de 1, tal que

L{t: 3z tal que x +tA C E} = 0.
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Que este resultado implica el Teorema 75 se ve aplicando nuevamente el
Teorema de Tonelli, esta vez a la funcion

1 sie+tACE
pla,t) = 0 sino )



Capitulo 4

Patrones finitos y dimension

4.1. Un conjunto de dimension total sin pro-
gresiones

4.1.1. Una construccion de Keleti

A grandes rasgos en el trabajo de Keleti [10], se muestra que para cual-
quier coleccion contable de conjuntos de 3 puntos, hay un subconjunto com-
pacto de R, con dimensién de Hausdorff total, que no contiene copia similar
de cualquiera de los conjuntos de 3 puntos dados.

Dado un conjunto contable de ternas de niimeros reales ordenados:

T ={(xs i, %) - @5, y5, 2 € Ry <y < Zi}i

con ¢ en un conjunto finito de indices o ¢ € N, definimos

A= {Zi_xi (@i, Yis 2) ET} :

2 — Yi i

Este es el conjunto de las “proporciones” de las ternas de T'.
El conjunto A es contable, pues T' es contable. Ademéds A C (1, +00),
pues z; < y; < z;.

Teorema 78. Para cualquier conjunto contable A C (1,400), existe un
conjunto E C R compacto, con dimy(E) =1 tal que siz <y < z en E, se
tiene == ¢ A.

Z=y

65
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Antes de probar el teorema, veamos dos corolarios con sus respectivas
demostraciones:

Corolario 79. Para toda sucesion de subconjuntos de R: By, By,... con
#B; > 3, existe E C R compacto con dimy(E) = 1, que no contiene una
copia similar de cualquiera de los B;.

Demostracion. Si #B; =3V i € N sea

A:U Z_x:x<y<zenBi U Z_x:x<y<zenBi ,
Z—y y—x

1€N

que es un subconjunto de (1, 00). Entonces por el Teorema 78 existe £ C R
compacto con dimy(FE) = 1, que no contiene copia similar de cualquier B;.
Pues: Si E tuviera una copia similar de algin B;, = {z,y,2} con z < y < z;
entonces existen a no nulo y b tales que ax + b, ay +b,az + b estan en E. Con
lo cual tenemos que en caso deser a >0 ar+b<ay+b<az+ben E, o
en caso de ser a < 0 tenemos az+b < ay+b < ax + b en E. Por lo que (por
lo que verifica el E del Teorema)
z—x (az+0b)— (ax +b)

z—y B (az +b) — (ay + b) £4

o bien
2T _T—Z _ (ax +b) — (az +b) ¢ A

y—x x—y (av+b)— (ay+Db)

lo que en cualquier caso es un absurdo por como definimos A.

Veamos el caso general. Suponemos que #B; > 3 para todo ¢ € N. To-
mando B; C B; con #B; = 3, por el caso anterior existe £ C R compacto
con dimy(E) = 1, que no contiene copia similar de cualquier B;; y por lo
tanto no contiene copia similar de cualquier B;.

]

En particular, para cualquier coleccion contable de conjuntos de 3 puntos,
hay un subconjunto compacto de R, con dimensién de Hausdorff total, que
no contiene copia similar de cualquiera de los conjuntos de 3 puntos dados.
Maés en particular, tomando la coleccién que tiene solo el elemento {1, 2,3},
tenemos que existe £ C R compacto con dimy(E) = 1, que no contiene
progresiones aritméticas.



4.1. DIMENSION 1 Y PROGRESIONES 67

Corolario 80. Para cualquier B C R contable, existe E C R compacto con
dimy(F) = 1, que interseca a toda copia similar de B en a lo sumo dos
puntos.

Demostracion. Sea

A:{Z_x:$<y<z€B}U {Z_x:x<y<z€B}g(1,+oo).
z—y y—x

Como ademas A es contable, utilizando el Teorema 78, existe £ C R com-
pacto con dimy(E) = 1,tal que

Z— T Z— X
¢Ay
y y—x

¢ A para cualquier terna r <y < z en E. (4.1)
Z —

Si B es una copia similar cualquiera de B, entonces B =aB + bconayb
nimeros reales donde a es no nulo. Veamos, por absurdo, que B N E tiene
como mucho dos puntos: Supongamos que existen z <y < zen ENB

1. Si a > 0, tenemos :”T_b < nyb < zT_b en B; por lo tanto, por como
definimos A, resulta:
z—b z—b
z—x ===
=5 yfb e A
zZ—y —

Lo que es un absurdo por (4.1).

2. a < 0 tenemos mT_b > yT_b

A, resulta:

> ZT_I’ en B; por lo tanto, por como definimos

i
(=
T
=

Z—T r—z - -

€ A

y—x_x—y =0 __

S
<

| |2
S8

S]
°|

Lo que es un absurdo por (4.1).

A continuacion veremos la demostracién del Teorema 78:

Demostracion. Podemos pensar A = {ay}ren de modo que cada a € A se
repita infinitas veces en la sucesién {ag }fren.
Pues como A es contable: si A es finito A = {ay,...a,} podemos tomar una
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sucesién de oo como: aq, .. .Gy, A1, ... Gy, . ... Y en el caso que A sea numerable
A = {an }nen podemos tomar la sucesién como aq, as, ay, as, as, ay, g, a3, ay . . . .
Definimos:
, Gy
Bk = max | 6ay, . (4.2)
ap — 1

Notemos que
Br > 60, >6 pues € (1,+00).

Podemos tomar

. log(Bi... B)
A - '
(mJ)JGN = N23 tal que kh_g,lo log(ml .. .mk71) ! (4 3)

Por ejemplo, tomando

my > 3 tal que my > (813)*
my > 3 tal que my > B1 3233
ms > 3 tal que ms > (152530

obtenemos que

my > (B162)?
mimy > (B1B23)°
mymams > (5132301)*

con lo cual:

o< los(Bf) _ dog(Bif) 1

~ log(my...mg_q1) ~ log((B1...0)*) kK

Sea
1

Bl...ﬁkml...mk'

& Construccion de E:
Por induccién definiremos Ey O E; O ... de la siguiente manera:

By =[0,1].
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Definimos E; como cualquier uniéon de my intervalos cerrados de longitud
01 separados por huecos de longitud al menos 47, de forma que F, C Ejy. Esto
es posible porque (2m; — 1)§; = Zgzjml < 2%’“11 <2 =<1

Definiremos inductivamente los Ej, k > 2.

Cada Ej, sera unién de my - - - my, intervalos cerrados de longitud dy, se-
parados por huecos de longitud al menos d;, donde cada intervalo Ej_; con-

tendra exactamente my intervalos de Fj. Esto es posible ya que

2my, — 1)0p = ——0p—1 < —0p—1 < Op—1-
( ) Bemy, Gmy,

Llamaremos Iy ... IF .m, & los intervalos de Ej, ordenados de izquierda a
derecha (Estamos nombrandolos segiin su posicion, si bien todavia no estan
fijados).

Sea

U= {(I5 I}, I))/1<a<b<c<mi...my, ke€N}

el conjunto de todas las ternas de intervalos de cada nivel de construccion
ordenados de izquierda a derecha. Notemos que I' es numerable.

Podemos tomar I' = {(J,,, Ky, L)}, o, donde
sin>1y (J, Ky, Ly,) = (IF, KF, L¥) entonces n > k. (4.5)

Es decir, que sin > 1 el término n-ésimo es una terna de intervalos de un paso
de la construccién anterior a n. Y podemos hacer que ademés se verifique
que

Vac AyVY(J,K,L)€T';3n € N tal que oo, = a 'y (Jn, Ky, L) = (J, K, L)
(4.6)

En efecto, podemos construir (J,, K, L,) de la siguiente manera:

Como (ay)x la construimos de modo que tome infinitas veces cada valor
de A, para cada a € A tenemos la subsucesion (ay,, )., de todos los que toman
el valor a, y definimos (J,,, Ky, , Lk, )men que recorra todas las ternas de
', como lo hacia la sucesién que cumplia (4.5). De este modo se verifica lo
pedido en (4.6) y se sigue cumpliendo (4.5).

Si tenemos definidos E, ..., E,_1 para k > 2, tenemos definido también

(Ji, Ki, L) = (IF K} LY)
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pues k' < k (por (4.5))

Por como fueron elegidos, sabemos que cada intervalo de FEj_;, o bien
esta incluido en exactamente uno de los Ji, K, Ly, o bien es disjunto de
Jr U Kj, U Ly, (pues los intervalos de Ej_; son o bien del mismo nivel o bien
de algin paso siguiente).

Para construir Ej, consideremos (Ji, Ki, Lx) que son intervalos de un
mismo nivel, que como vimos es anterior a k.

Sea [ intervalo de Ej_;. Consideramos los casos:

Utilizando la definicién de fj dada en (4.2)

Ok—1 _ Brmy,
5k3ak 30&k
6akmk
= ka
30ék

Entonces, por ser I un intervalo de Ej_1,
long([) = 6k—1 Z 5k30zk2mk

y por lo tanto I tiene al menos my, puntos de la forma d,3ayi con i € Z
y podemos elegir my, intervalos en I como segmentos de la forma

Ok (3agi 4 [0,1]) con i € Z.
La distancia entre dos de esos intervalos es

3okt — (Bagdr(i — 1) + dg) = 3au0x — Ok
> (Bay, — 1)
> 20
> 0y,

donde la antetltima desigualdad vale porque oy € A C (1,400). Por
lo tanto tomamos a estos my, intervalos como los intervalos de E}, con-
tenidos en [.
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Dado que, por la definicién de los 6, dada en (4.4), y por como definimos
Br en (4.2) es By > 6y > 6, resulta que
Op—1 Mk

Or1 _ > 2m.
35, 3 =2

Entonces, por ser I un intervalo de Ej_1, tenemos que
long([) = 5]9,1 2 3(5k2mk

y por lo tanto I tiene al menos my puntos de la forma 9,35 con j € Z,
y podemos elegir my, intervalos en I como segmentos de la forma

0k (37 +10,1]) con j € Z.

La distancia entre dos de esos intervalos es

5137 — (6305 — 1) + 6,) = 26,
> (Sk

Tomamos estos my, intervalos como los intervalos de Ej, contenidos en

1.
Por como definimos Sy en (4.2) es fj > aﬁk"‘fl, y por como definimos los

0r en (4.4), resulta entonces que

01 Bermu.  28my,
30‘k6k o 304]C - 60&)c
Ozkfl Ozk—l ak—l

> 2my, By,
Br

Entonces, por ser I un intervalo de Ej_1, tenemos que

03
k 0%12mk

= ka

long(1) = 61 >
A —

y por lo tanto tiene al menos my puntos de la forma ?;Z%‘S’f(l + %) + 0y,
con [ € Z y podemos elegir my, intervalos en I como segmentos de la

forma 5 .
Qg
Ok (Olk—l <l+§) —|—[0,1]> conl € Z.
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Notar que a diferencia de los casos anteriores, introdujimos un factor

% sumando. Mas adelante se vera que lo necesitaremos para cuando

veamos que si < y < z en entonces == ¢ A.
z—y

La distancia entre dos de esos intervalos es
3oy 1 3o 1 3oy,
) l+=]—1(9 [ — = 0 | =0 )
kak—1(+2) (kak—1< 2)+’“) foap—1 "

?)Oék
=9 —1
k(ak—l )
> 20y,
>5k

donde la antetltima desigualdad vale porque 3—5'31 >3six> 1.

.
Tomamos a estos my, intervalos como los intervalos del paso k conteni-
dos en I.

En este caso definimos m;, intervalos de longitud 6 en I arbitrariamente
de modo que queden separados por huecos de longitud al menos o, y
tomamos a estos intervalos como los intervalos de E)}, contenidos en I.

Si comparamos la distancia entre subintervalos de E} de los diferentes ca-
sos, tenemos por construccion de Fj_q, que deben distar mas que dp_1 > dy.

Asi construimos Ej, que consiste en my ... m; intervalos de longitud dy,
separados por huecos de al menos §; y cada intervalo de Ej_; contiene my
intervalos de E}.

Definimos E := (¢, Ex, que es compacto.

& Veamos que dimy(E) = 1.

Por ser £ C R, se tiene que dimpy(£) < 1.

Por otra parte, por ser E' = [, Er donde Ey = [0,1] D Ey O ...
construidos de modo que cada intervalo del paso k—1 tiene my > 2 intervalos
del paso k, separados por agujeros de longitud al menos d, donde o5, > 01 >
0 Vk, 6 — 0, utilizando la Proposicién 65 vista en los preliminares, tenemos
que:
log(my ... mg_1)

dimyg(E) > lim
i )—k:o — log(dxmy)



4.1. DIMENSION 1 Y PROGRESIONES 73

Por como elegimos los d en (4.4), deducimos que

. . 10g(m1 R mk_l)
dimg(F) > lim
#(E) 2 h—oo 10g(B1 ... By ... mp_1)

log(my ...mg_1)

= lim

koo 10g(B1 - .. Bg) +log(my ... my—1)
— 1 1
o k%o log(B1---Br) ; +1

log(mi...mg_1

=1

donde la tltima igualdad vale por como elegimos (my)ken en (4.3).

& Sean z < y < z en E. Veamos, por absurdo, que :i ¢ A

Supongamos que x < y < z en E cumplen que :Z € A. Como limy,_, o, 0 =
0, donde ¢;, es la longitud de cada intervalo de E}j, tenemos que existe un
k € N tal que z, y, z estan en distintos intervalos de Fj.

Asi, por (4.6), para a = i:; y (J, K, L) la terna de intervalos del nivel k
en la que estan x, y, z respectivamente; existe un n € N tal que a,, = i:z,
x € Jy,y€ K, z€ L, (Esdecir, J=J,, K=K,, L=1L,).

Por construccion de E,,, tenemos que existen i, 7,1 € Z tales que

x € 0y (i, + [0, 1]),
y € 6n(3j+10,1]),

3a, 1
z € 0y <an_1(l+§)+[0,1]>.

Llamando

X = 3ia, + [0, 1]

Y =35 +0,1]
B1e1 1
Z = "+ = 0,1

tenemos (por lo visto recién) que

Yy z
X, ZeY, —e/.
e,(sne,éne

=
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Como «, = == resulta a2 —ayy = z—x, por lo que z(ap—1)+z = auy.
De ahi se sigue que

X—i—(ozn—l)ZBi(an—l)—i-ﬁ:an—EanY.

Por lo tanto,
(@, Y) N (X + (a, — 1)Z) # 0. (4.7)

Ademas,

X + (an, — 1)Z = 3iay, + [0, 1] + 3, (l + —> + (o, — 1)[0,1]

— San(i+1) + g&n F10,1] 4 [0, an — 1]

3
=3a,(i +1) + §ozn + [0, v, ]

(504 [L)).

a,Y = o, (35 + 10, 1]) (4.8)

y también

Reemplazando ambas en (4.7), tenemos que:

0 # (,Y)N(X+(n—1)2Z) = (an(35 + [0, 1]))N (an <3(i +1) + F §D> ,

22

con lo cual

0#3j+[0,1)N (3(i+l)+ EgD coni,j,l € Z,

lo que es un absurdo. (Pudimos llegar a un absurdo por introducir ese factor
% antes mencionado, para que quedaran disjuntos los conjuntos).

El absurdo provino de suponer que era =% € A, por lo cual resulta que

z—y
Z—X ¢ A‘

2=y

]
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4.1.2. Generalizaciéon de un caso particular del resul-
tado de Keleti

El Teorema de Keleti muestra que dado un conjunto contable A C R,

existe un conjunto compacto £ C R, de dimensién de Hausdorff 1, cuyas
proporciones entre cualesquiera tres puntos del conjunto no estan en A. Si
bien el conjunto construido es de dimensiéon de Hausdorff lo més grande po-
sible (por estar incluido en R), vimos en los preliminares que hay una nocién
mas general para “medir” conjuntos, esto es considerando las funciones de
dimension. Asi resulta de nuestro interés encontrar funciones de dimensién h
que verifiquen % < h para todo a € (0, 1), tales que 0 < H"(E). En el caso
pararticular en que la sucesion de los «j estan contenidos en un intervalo
(A7 A) con 1 < A < +o0, construiremos una funcién de dimensién con
estas propiedades:
Proposicion 81. Para el caso en que existe C' > 1 tal que % < ap <
C' para todo k, existe una funcion de dimension h (que daremos en forma
explicita) que verifica x* < h para todo a € (0,1), tal que 0 < H"(E), donde
E CR es el conjunto construido por Keleti.

Demostracion. Comencemos por recordar que tenemos: A = {ay }ren, donde

6o
ap—1 |7

podiamos suponer (my)ren creciente, Fy consiste en my ...my =: py interva-
los de longitud 9, := separados por huecos de longitud al menos dy.

cada a € A se repite infinitas veces en la sucesion, [ = max < 6ay,

1
PreP1.--Br s
En este caso, tomamos my = (6C)**1, con lo que resulta p, = (6C)2* 2%,
Definimos una distribucién de masa p en E = (), o, £ asignando a cada
uno de los pg intervalos de Ej una masa pik (esto es posible por el Lema 64).

Construyamos una funcién de dimensién de modo que h(dgxi1) = o0
donde consideramos que py = 1, interpolando mediante segmentos de rectas.
Asi h:[0,61) — Rsg con h(0) =0, y

1 1

1
h(z) = u(x — Ogt1) + — para x € [0y, Ok
O — Opa1 Pk

= Veamos que h es funcién de dimension.

Es claro que h es continua y que h(0) = 0.
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J S

Veamos que h es creciente. Para esto basta ver que ﬁ > 0.
1 1
_ 1 1— L
Pi-1 P _ my,
5 _5 1 . 1
k kt1 Bi-..Brmi B1---Brr1mEmp1
mp—1
_ my,
=7 B B,
Br+1Mk+1
my — 1
= ——— 1M1
Bryimpqr — 1
> 0.

» Veamos que 0 < H"(E).

Si I es un intervalo de longitud menor que s, existe un unico k& € N
tal que 01 < |I| < 6.

Como |I| < dg, y O es la longitud de cada uno de los intervalos del paso
k. Entonces, p(I) < pik. Pero como ademas h es creciente, tenemos que

p(I) < & = (k1) < h(I)).

Asi, utilizando el principio de distribucién de masa generalizado (Pro-
posicién 62 que vimos en los preliminares), con € = J, la h construida
y ¢ = 1; tenemos que 0 < H"(E) como querfamos probar.

= Veamos que 2% < h para todo a € (0, 1).
W) _

e

Sea a € (0,1). Debemos ver que lim, g+

Como la sucesion (0x)ren €s decreciente y tiende a cero, para cada

z € (0,d1), existe un unico k € N tal que z € [dg11,0). Y por ser h
h(z) ~ h(dk)

. “, . x
creciente y positiva, tenemos que 0 < =2* < 5. bor lo que basta ver

, h(5
que limg_, % =0.
k+1

h<5k) _ (ﬁl o Brgamy - 'mk+1)a

6%_’_1 My« M1

_ (Br - Brr1) migmig (4.9)

(ml P mk‘—l)l_a




4.2. DIMENSION 0 Y PATRONES FINITOS 7

Se sigue de la hipétesis sobre los ay, que la sucesion () estd acotada
superiormente por 3 := 6C. Notemos que nuestra eleccién my := S*+1
verifica todo lo pedido en la construccion de Keleti, pues

log(Br-+ ) _ los(8") _ k

< = — k00 0.
log(my - -my_1) ~ log(pe—1)  s(h—12+3(k—1)
Asi, reemplazando y acotando en (4.9), tenemos
h(0x) < 5a<%+gk+2>—(%+g—1>
Oji41
AR}
O

Como caso particular de este resultado, existe un conjunto compacto £ C
R que no contiene progresiones aritméticas, y existe una funcion de dimension
h (definida explicitamente) que verifica 2* < h para todo a € (0, 1), tal que
0 < H"(E).

4.2. Un conjunto de dimension 0 que contiene
todos los patrones finitos

Veremos en esta secciéon que aun los conjuntos muy “chicos” pueden con-
tener todos los patrones finitos (Mdas especificamente veremos que hay un
conjunto de dimensién de Hausdorff 0 que tiene todos los patrones finitos).
Esto contrasta con la construcciéon de Keleti (vista en la seccién anterior)
de conjunto “grande” (de dimensién de Hausdorff 1) que no tiene ninguna
progresiéon de longitud 3 de un conjunto de ternas contables.

Mas especificamente construiremos un conjunto compacto, con dimensién
de Hausdorff 0, que tiene una copia similar de cualquier conjunto finito,
siguiendo el trabajo [2].

Definicién 82. Sea n € N. Diremos que EE C R tiene la propiedad S,, si
existe n, > 0 tal que cualquier conjunto finito de n puntos {ay,--- ,an} cuyo
didmetro es menor que n,; verifica que

n

ﬂ(E+aj) 7é @

Jj=1
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Definicién 83. Diremos que un E C R tiene la propiedad S, si tiene la
propiedad S, para todo n € N.

Lema 84. Si F C R tiene la propiedad Sy ; entonces E tiene copia similar
de cualquier conjunto finito.

Demostracion. Sea B := {by,--- ,b,} un conjunto finito cualquiera. Quere-
mos ver que E contiene una copia similar de B.

Para ese n € N tenemos por la hipdtesis que existe i, > 0 tal que cualquier
conjunto finito de n puntos {ai, - ,a,} cuyo didmetro es menor que 7,;
verifica que

n(E-i-Clj) # 0.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que diam(B) < 7, (pues si no
multiplicamos cada elemento de B por una constante ¢ > 0 suficientemente
chica).

Por la hipotesis aplicada al B, tenemos que

n

((E +b;) # 0.

j=1
Por lo cual existe un b € (\;_, (£ + b;), de lo que se sigue que
b—b; € E/ para todo 1 < j <mn.

Asi, b — B C E y por lo tanto E tiene una copia similar de B.
O

Gracias a este lema, para construir un conjunto £ compacto con dimen-
sion de Hausdorff 0 que tenga una copia similar de cualquier conjunto finito,
nos bastard construir un conjunto £ compacto con dimension de Hausdorff
0 que verifique la propiedad S.

Antes de contruir dicho conjunto, veamos una observacion y una propo-
sicién que necesitaremos.

Lema 85. Sean h una funcién de dimensién, D C R tal que H"(D) = 0,
T(z):=ax+bconac(0,1) ybeR. Entonces H"(T(D)) = 0.



4.2. DIMENSION 0 Y PATRONES FINITOS 79

Demostracion. Como {U;}; es un d-cubrimiento de D siy solo si {T'(U;)}; es
un ad-cubrimiento de T'(D), tenemos que

0 < H!,(T(D)) = inf iy 2 T (U:)

{T(U;)}; ad-cubrimiento de T'

= inf > h(alUi])

{U;}i é-cubrimiento de D

< inf > n(Uy)

" {U;}; 6-cubrimiento de D

=H;(D),

donde en la desigualdad utilizamos que h es creciente y a € (0, 1), por lo que
h(alUi|) < h(|Ui).
El lema se sigue haciendo § — 0.
]

Proposicion 86. Si h es una funcion de dimension, entonces existe una
sucesion (On)nen, tal que:

boo=1 vy 60, < =0,_1 para todon € N (4.10)

[N

6
lim ( 5 + 1) h(ad,) = 0 para todo a racional positivo. (4.11)
a0p—1

n—oo

Demostracion. Sea (a,)nen una enumeraciéon de todos las racionales positi-
vos. Definamos (0, )nen, por inducciéon: Tomamos §y = 1. Una vez definidos
00, ,0n_1, definimos 9,, como el mas grande niimero positivo satisfaciendo
simultaneamente las condiciones:

1
( 0 + 1) h(a;6,) < — para todo 1 <i<mn (4.12)
a;0p—_1 n

Esto ultimo se puede hacer, pues por ser A una funcién de dimensién, vale
que lim, g+ h(z) = 0.
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Por (4.12), para cada ¢ > 0 tenemos que

6 1
( +1)h(ai6n)<€silgz’§ny—§€,
ai5n_1 n

es decir

6 1
; i ma 1 — 0 <. .
(ai5n1 + 1) h(a;d,) < € si max {z, 5} <n (4.13)

Por lo cual, como para cada a racional positivo, existe un 7o € N tal que
a = a;,, por (4.13) tomando i = iy, tenemos que: Para cada ¢ > 0

6 1
( + 1) h(ai,0,) < € para todo n > max{igp, —}.
CLiO(Snfl g

Como lo anterior vale cualquiera sea € positivo,

, 6
nh_>n(r>10 (ai05n1 + 1) h(aiy0,) = 0.

[]

Teorema 87. Fijada una funcion de dimension h, existe un conjunto E C R
compacto, con H"(E) = 0, que tiene la propiedad Sy .

Demostracion. Para la funciéon de dimensién dada en el enunciado, tenemos
por la Proposicién 86 una sucesién (4, )nen, tal que:

1
=1 y 0§,< 6(5”,1 para todon € N (4.14)

6
lim < - 1> h(aé,) = 0 para todo a racional positivo. (4.15)
n—oo a n—1

Para cada n € N, construimos F,, que consiste en unién de intervalos
cerrados de longitud 9,,, separados por huecos de longitud %571—1, a lo largo de
toda la recta real (Tomamos cualquiera que lo verifique. No nos va a importar
si consideramos ese o cualquier trasladado). Para cada i € N definimos

K; = ﬂ Flop—1)2i-1,
keN
que es cerrado (por ser interseccién de cerrados).
Sea (1 )ren una enumeracion de todas las ¢¥(z) := ax +b con ay b
racionales, y a # 0.
& Si £ C U, cp Ujen ¥ (Ki), veamos que H'(E) = 0.
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= Comencemos por probar que para cada r € N, para cada i € N, y cada
intervalo I de longitud 1, vale que H"(I N, (K;)) = 0.

Por construccién, ¢, (F;,) consiste en intervalos de longitud |a|d,, sepa-
rados por huecos de longitud L ald,_1 alo largo de toda la recta real.

Con lo cual, el conJunto IN,(F,) consiste en m intervalos J!, ---  J™
donde m < BT | -+1y cada intervalo tiene longitud menor o 1gual que
|a|6n.

Veamos que m < |a|5 -+ 1:

Recordemos que en wr( ») la longitud de los intervalos es d,|a| y la
longitud de los huecos es £d,—1]al. De lo que se deduce

(m — 2)0,lal + (m — 1)1

Entonces
O On—
m(5n|a|+ é!a\) <1+ 26,|al + 1|a|‘
Por lo que
1+0alal  Onlal + 2oztel
— 5n|a| + 5n—61\a| 5n|a| + 5n761|a‘
1+ d,|al

= nA 4.16
dnlal + —6”’61‘a| (4.16)

En el caso en que |a|d,—1 > 6, la longitud de cada hueco = #|a|d,—1 > 1;
y por lo tanto m < 1.

Resta ver el caso |a|d,—1 < 6. En este caso,
1+ 5n|((1$| < 6
dnlal + MTTH |a|6n—1

Pues eso vale si y solo si
(14 dylal)|aldn-1 < 60,]al + |a|dn_1-

Si y solo si
(1 + 6nlal)dn1 < 63, + 6,1
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Si y solo si
Onlald,_1 < 66,.

Si y solo si
|a|5n—1 S 67

y esto ultimo es vélido por lo supuesto en este caso.

Asi, en cualquier caso, por lo recien visto y (4.16), resulta m < BT 5 -+
1.

Por lo tanto, por ser {J! --- J™} un cubrimiento particular de I N
Y, (F,), tenemos que

Mo, (TN U(F)) < > k(| )

1<5<m

6
< -
< (1) Hlals)

Y esto ultimo tiende a cero cuando n — oo por como tomamos d,, en
la Proposicién 86.

Concluyamos que H"(E) = 0:

Utilizando lo que probamos en el item anterior, tenemos que

0 < HM W (K) < ) H" ([ b+ 1] N (K)) < ) 0=0.

keZ keZ

Con lo cual
0 = H"(1,(K;)) para cada r € N y para cada i € N

De lo que se sigue:

0<HME) <D ) H'wn(K)) =D ) 0=0.

reN 1eN reN 1eN

Y asi,
H'(E) = 0.
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& Para cada n > 2 construyamos D,, compacto, con la propiedad S,,, tal
que H"(D,,) = 0.
Tomemos [ un intervalo cerrado de longitud 2, y

D, = ( U K,-) NI

1<i<n

Veamos que el D,, que elegimos, cumple con lo requerido.

= D, es compacto (es cerrado por ser interseccién de cerrados, y acotado
por estar contenido en I).

= H"(D,) =0, pues

D, = ( U Ki) niclJr <k

1<i<n ieN reN ieN
(la ultima inclusién vale porque la identidad es una 1, particular); con
lo cual por el item anterior, H"(D,,) = 0.
= D, tiene la propiedad S,, con 7, = 1, pues

Si {a1, -+ ,a,} es un conjunto cualquiera de n puntos, cuyo didmetro
es menor que 1, por ser D, O K,N 1 para todo 1 < s < n y definiendo
©a, () := T + a4 resulta:

ﬂ @aS(Dn>2 ﬂ §0a5<KsmI)
1<s<n

1<s<n
1<s<n 1<s<n
Como I es un intervalo de longitud 2, el didmetro de {ay, - - - ,a,} es me-

nor que 1, y por como definimos @, ; resulta que I := (), ., ¥a, ()
es un intervalo de longitud mayor o igual que 1.

Asi, como cada m € N puede escribirse en forma tnica como m =
(2k—1)2°"T con k € Ny s € N, llamando A\, := @q, ¥ Fin = Flop_1)2:-1,
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tenemos que

() eo)o(  ois)

fry IR ﬂ ( ﬂ ﬂ (pas (F(Qk_1)251)>
1<s<n keN
D Inn () Am(Fn), (4.18)

meN

Vale que

IrN (ﬂ )\m(Fm)) ) (4.19)

meN

Veamoslo: Como §; < %60 = %, Ir es un intervalo de longitud mayor
o igual que 1, y como A;(F}) estd formado por intervalos de longitud
01 < % separados por huecos de longitud %50 = %; resulta que Ig
contiene al menos un intervalo completo de A (F7).

Como cada intervalo de A,,_1(F,,_1) tiene longitud d,,_1. Y como A\, (F,
estd formado por intervalos de longitud 6,, < %5,,1_1, separados por
huecos de longitud %5,”_1; resulta que cada intervalo de A,,_1(F,—1)
contiene al menos un intervalo completo de A, (F},).

Asi, vimos que Ig contiene al menos un intervalo completo de \;(F7}),
y para cada m > 2 cada intervalo de \,,_1(F,,_1) contiene al menos
un intervalo completo de A,,(F,). Con lo cual tenemos un encaje de
intervalos cerrados en I N (ﬂmeN )\m(Fm)), lo que nos muestra que

Ir OV (Men Am(Fin)) # 0.
Asi, juntando todo lo visto ((4.17), (4.18), (4.19)), tenemos que:

() #a(Dn) # 0.

1<s<n

Como eso vale para cualquier conjunto {ay, - -- ,a,} de n puntos, cuyo
didmetro es menor que 1, hemos visto que D,, tiene la propiedad S,,.
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& Construccién de E.

Por el item anterior, tenemos construido para cada n > 2 un conjunto
compacto D,,, con la propiedad S,, y con H"(D,) = 0. Aplicando una trans-
formacién T'(z) := ax 4+ b con a € (0, 1), podemos suponer sin pérdida de
generalidad (por lo visto en el Lema 85), que

1
D2 g (075)
DSQ 17§
2°4

Tomemos

E:=JD,u{1}

n>2

que es un conjunto compacto (por ser cerrado y acotado).
El conjunto E tiene la propiedad S, pues: Para cada n € N, como D,
tiene la propiedad S, y D, C FE, resulta que F tiene la propiedad S,,.
H"(E) = 0, pues: Es unién numerable de conjuntos D,,, cada uno de los
cuales cumple que H"(D,,) = 0 para todo n, y H"({1}) = 0. Dado que H"
es medida exterior:

0<HM"E) <H{1) + ) H'({De}) =0+ 0=0.
k k
Y por lo tanto
HM(E) = 0.
O

Corolario 88. Eziste un conjunto compacto E C R, con dimension de Haus-
dorff 0, que tiene la propiedad S .

Demostracion. Sea h : [0,+00) — R definida asi:

1
—— 0
h(ZL’) = { —ll’ll(x) .

In(2)

<

(AVARVAN
i 8
N[



6 CAPITULO 4. PATRONES FINITOS Y DIMENSION

Basta ver que esa h es efectivamente una funcién de dimensién y que h(x) <
x® para cualquier s > 0. Pues asi, por el Teorema 87, tenemos que existe
un conjunto £ C R compacto, con H"(E) = 0, que tiene la propiedad S..
Pero por ser H"(E) = 0, y h(z) < x° para cualquier s > 0, se sigue que la
dimensiéon de Hausdorff de E es 0 (ya que h(z) < z® implica que H*(E) <
H"(E) por lo visto en le Observacién 55).

Veamos que h es funcién de dimensién: Si z > 0, h(z) > 0. Pues para
0 <z < %: como el logaritmo es creciente estricta, —In(x) es decreciente
estricta y resulta —In(z) > —In(3) = In(2) > 0, y por lo tanto ﬁ(x) >0.Y
para z > 3, por ser In(2) > 0, resulta h(x) > 0.

Es continua a derecha, mds aun, es continua (por ser continua en cada
tramo y pegarse bien en x = %)

La funcién h es creciente; pues en [0,
decreciente; y en [%, +00) es constante.

Resta ver que si s > 0, resulta h(x) < z®. Vedmoslo:

1] es creciente ya que —In(z) es

, ot ) x® ., —In(x)
lim —— = lim —— = lim
z—07t h({L‘) z—07t z—0+ x5

—In(x)

donde este ultimo limite, utilizando la Regla de L "Hopital generalizada, es

claramente cero.
O]
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