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Introduccion

En esta tesis se hablara del proceso de Estacionamiento. El proceso de estaciona-
miento surgié como un modelo de absorcion de moléculas en superficies de cristal y
en la teoria de liquidos, pero sus aplicaciones se expanden a diversas areas tales co-
mo granulometria, cristalizacion de cadenas de polimeros, condensaciéon y coagulacion,
asi como también en redes de telecomunicaciones.

El proceso de estacionamiento puede ser descripto de manera informal como un proceso
en el cual objetos de tamano y forma arbitraria intentan estacionar secuencialmente en
lugares aleatorios en R?, estos objetos pueden ser autos, moléculas, celdas entre muchas
otras opciones. Los objetos que estacionan se suponen rigidos, de un tamano y forma
determinada (obtenida a través de una norma) la tnica manera de estacionar es de
forma no rampante con respecto a los estacionados hasta ese momento. Si un objeto
intenta estacionar y no cumple esta condicién simplemente es rechazado y el lugar que-
da vacio, en cambio si el objeto que intenta estacionar cumple con la condicion este
estaciona permaneciendo para siempre en el lugar elegido. El proceso continua hasta
que el espacio se considera saturado, esto sucede cuando no hay ningin lugar en donde
se pueda estacionar.

En esta tesis se estudiard un aspecto particular del proceso de estacionamiento: el limite
termodinamico. Fisicamente, el limite termodinamico es el limite en el cual el nimero
de particulas y el volumen se van a infinito, mientras que el radio de las particulas se
mantiene constante en un valor finito e incluso el valor de la energia por particula se
mantiene constante. En este limite se estudia el comportamiento de la probabilidad de
que cierta funcién de fase, pudiendo ser esta la energia, tenga un valor en determinado
intervalo. Haremos un estudio matematico de este limite para el proceso de estaciona-
miento.

Durante el primer capitulo se daran herramientas para poder comprender de manera
efectiva los capitulos posteriores.

El capitulo 2 esta basado en el trabajo de Thomas Ritchie, “Construction of the ther-
modynamic jamming limit for the parking process and other exclusion schemes on 74,
en ¢l se describe el proceso de estacionamiento en Z¢, se construye el limite termodi-
namico del proceso partiendo de cajas finitas para llegar a todo el espacio, se da un
intervalo para el valor de la densidad.
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En el capitulo 3 se describira el proceso de estacionamiento en R? a tiempo continuo, se
procedera del mismo modo que en el capitulo anterior en el sentido que se construira el
proceso en una caja de volumen finito y luego se definira el proceso en todo el espacio
poniéndolo como limite del proceso en una caja de volumen finito a medida que incre-
mento el volumen de dicha caja.

En el capitulo final se construyen los procesos de estacionamiento en Z? pero refinado,
%d, a partir del proceso de nacimiento libre en R?. A través de los generadores de los
procesos se comprueba que la dinamica de estos es similar a la de los procesos discretos
definidos en el capitulo 2.

La tultima seccion del capitulo 4 expresa que el proceso de estacionamiento en el espacio
continuo R? puede ser obtenido como limite casi seguro de los procesos en Z% 4 medida

m
que m tiende a infinito.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se daran las herramientas necesarias para abordar los capitulos
posteriores. El objetivo central serd comprender los procesos estocasticos y cadenas de
Markov.

1.1. Procesos Estocasticos y Cadenas de Markov

Un proceso estocéastico en términos generales es una coleccién de variables aleatorias
(X; : j € J) definidas en un espacio de probabilidad (€2, F, P),siendo J un conjunto de
indices.

Si el proceso estocastico describe la evolucién temporal de un sistema aleatorio, el
conjunto de indices J discreto o continuo representa el tiempo y estamos frente a la
coleccion (X, : t € T) de variables aleatorias.

El proceso toma valores en un espacio X', que llamaremos espacio de estados.

1.1.1. Cadenas de Markov en espacio de estados discreto y
tiempo discreto.

Las cadenas de Markov son procesos estocasticos en espacio de estados numerable
con la caracteristica de que lo que ocurrird a futuro solo depende del presente de la
cadena.

Al estar en tiempo discreto, indexaremos las variables correspondientes al proceso con
los nimeros naturales es decir el conjunto de indices T sera N.

Definicién. Una matriz P es una matriz estocdstica si (P(z,y)).yex > 0 tal que
> yex P(x,y) = 1, es decir cada fila representa una distribucién sobre el espacio de
estados. Si el espacio de estados es finito esta matriz es finita, en el caso contrario la
matriz es infinita.
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Definicién. Un proceso (X, )nen €s una cadena de Markov homogénea con distri-
bucién inicial \g y matriz de transicién P notandolo como Markov(\g,P), si:

1. X, tiene distribucion inicial \g
2. ¥n >0,

P(Xyni1 =yl Xo =20,..., X, =2) = P( X1 = y| X, =2) = P(x,y).

La segunda propiedad es la llamada Propiedad de Markov, la cual nos indica que en este
tipo procesos el siguiente estado de la cadena depende del estado anterior inmediato y
no de todo el pasado de la misma. También en la segunda propiedad podemos observar
que la matriz de transicion P es una matriz estocastica.

Cabe destacar que en esta tesis todas las cadenas de Markov con las que trabajaremos
seran homogéneas y nos referiremos a ellas simplemente como cadenas de Markov.

La demostracion del siguiente enunciado es trivial y por lo tanto serd omitida.

Teorema. Un proceso aleatorio a tiempo discreto (X,)pen, 0 < n < N es
Markov(Ag, P) si y solo si se cumple lo siguiente:

P(Xo = LL’o,Xl = T1,... ,Xn = l’n) = )\Op(flf(],l‘l) C.e P(In_l,l’n).

Definicién. Dada (U, ),en una sucesion de variables aleatorias en un conjunto U,
diremos que T es un tiempo de parada para (U, : n € N) si el evento {1 < j} depende
solo de los valores de Uy, ..., U;. Esto significa que existen eventos A; C U, tal que:

{r <4} ={U,....U;) € A;}.

Ejemplo. Sean ¢ € (0,1), U= [0,1], v (U,) una sucesion de variables aleatorias
uniformemente distribuidas en U y T' := el primer tiempo que U, es menor que c:

T :=min{n >1:U, <c}

Entonces T es un tiempo de parada, y los conjuntos A; estan definidos de la siguiente
manera:

Aj:{Ul>C,...7Uj_1>C,Uj<C}

v la distribucion de T es geométrica con parametro c:

P(T>n)=(1-¢)"
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A continuacién mostraremos otra manera equivalente a la anterior de definir una cade-
na de Markov.

Sea U = (Up)nen una sucesion infinita de variables aleatorias independientes con dis-
tribucién uniforme en el intervalo [0, 1].

Como ya se ha dicho las cadenas de Markov tienen la caracteristica de que no tienen
memoria de lo que sucedié en el pasado. Definiremos una cadena de Markov en espacio
de estados discretos de la siguiente manera constructiva:

Definicién. Un proceso (X,,)nen que toma valores en un espacio de estados X, es
una cadena de Markov con estado inicial a € X si existe una funcién F definida de la
siguiente manera;:

F: X x[0,1] = X tal que:

Xo=ayVn>1X,=FX,_1;U,)

Esta descripcion se corresponde con una Cadena de Markov homogénea en el tiempo.

1.1.2. Cadenas de Markov a tiempo continuo

Construiremos una cadena de Markov a tiempo continuo, en un espacio de estados
numerable X'. Como X es numerable, la cadena deberd moverse en saltos, no puede ser
de forma continua.

La evolucion de la cadena se describe de la siguiente manera:

1. Una porcién de tiempo aleatorio la cadena se queda en el estado x.

2. Salta a un nuevo estado elegido aleatoriamente y se queda una porcion de tiempo
aleatorio.

3. Pasa aleatoriamente a otro estado, y sigue.

Dado un estado inicial, para describir el proceso se necesita:

1. Las distribuciones de probabilidad del tiempo en que la cadena se queda en un
determinado estado, para todos los estados = € X.

2. El mecanismo para elegir el proximo estado cuando el salto ocurre.

Con respecto a la primer condiciéon necesaria, la propiedad de Markov estipula que la
distribucion del tiempo hasta el proximo salto solo puede depender del estado presente
x, no puede depender del tiempo transcurrido en ese estado x.

Esta propiedad de memoria fuerza al tiempo que la cadena permanece en el estado = a
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ser exponencial, con media c(z)~!. Luego c(z) es la tasa de salto del estado x. Siempre
que la cadena este en z, el tiempo de espera T antes del proximo salto tiene cola expo-
nencial P[T > t] = e~¢@),

Con respecto a la segunda condicién, cuando la cadena salta, la propiedad de Markov
dictamina que la eleccion del préximo estado solo depende del estado actual z. Los sal-
tos estan descriptos por una matriz estocéstica p(z,y) donde p(x,y) es la probabilidad
de que el proximo estado después de x sea y.

Esto sugiere que para construir una cadena de Markov continua y homogénea X; con
parametros ¢(z) y p(z,y), tomamos una cadena de Markov a tiempo discreto Y,, a la
que denominamos como el esqueleto de X; con matriz de transicién p(zx,y), y ajustamos
los tiempos de espera para producir la correcta distribucién exponencial de tiempo con
parametro c(x) L.

Sea x € X estado inicial de la cadena. Sea (€2, H, P*) un espacio de probabilidad en el
cual esta definida la cadena de Markov a tiempo discreto Y,, con matriz de transicion
p(u,v) y estado inicial x, e independientemente de (Y},), una sucesiéon exponencialmen-
te distribuida de variables aleatorias (7;)o<j<co con media E(7;) = 1. Para construir
este espacio de probabilidad, sea (21, H;, P{’) un espacio de probabilidad para(Y;,) y
(22, Ho, Py) un espacio de probabilidad para(j), definimos el espacio de probabilidad
producto:

(QaH>P$) :(Ql X927H1®H2aplz®P2w)

La sucesién de estados que la cadena X; visita son x = Yy, Y7,....

Se definen los tiempos en que la cadena se queda en un estado o,= c(Y;,) " '7,. Dado Y,
la variable o, es independiente de (o, Yi)o<k<n—1 ¥ tiene distribucién exponencial con
parametro ¢(Y,)™!. Definimos ahora Ty =0y T),, = 09 + - - + 0, para n > 1, y luego

Xe=Y,paraTl, <t <T,., paran=0,1,2,...

En palabras, X; permanece en el estado Y,, durante un tiempo o, y luego salta al estado
Y,.11. La variable aleatoria X; esta definida para todos los tiempos 0 <t < cosi T,
oo cuando n 7 0o. Esto pasa casi seguramente si por ejemplo ¢(x) < Cy Vo € X, Cp
constante.
Notamos que al definir X; se lo hizo de manera que sea continua a derecha.
Esta construciéon es similar para cualquier estado inicial x , definiendo las probabilida-
des de transicion, py(z,y) = P*[X; € y).
Se puede probar la siguiente propiedad para todos los tiempos 0 <ty < t; <ty < ... <
t, y estados xg, x1,T9, ..., Ty

P?[ Xy = x0, Xy, = 1, ..., Xy, = Ty

n

= Dt (T, T0) Pty -t (X0, 1) - - - Dip—t, 1 (Tn—1, Tn)

Esto implica la propiedad de Markov,
Px[th = xn|th71 = Tp-1y--- )Xto = xO] = DPt—tn—1 (xn—h xn) (]-]-)
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siempre que condicionar tenga sentido.
Sea Dy el espacio de funciones £ de [0,00) en X de modo que para cada t € [0, 00), £
es continua a derecha, y existe el limite por izquierda. De forma mas precisa para cada
t € [0, 00) existe,

§(t) =1lm¢(s), y el limite £(t—) = 15}25(‘9)
Sea F la o-dlgebra en Dy generada por & — £(t), t > 0. Podemos pensar a X =
(X¢: 0 <t < o0) como una variable aleatoria valuada en Dy definida en (2, H, P*),
siendo P? su distribucién. Luego P? es una medida de probabilidad definida en (Dy, F)
definida por:

P*(A) =P {X € A}, Ac F.

Esto define una familia { P*} de medidas de probabilidad en Dy,indexada por los esta-
dos z, x € X. E” es la notacion para la esperanza bajo la medida P”. La probabilidad
de transicion puede ser definida como:

pe(z,y) = PIE() = y.
Queremos expresar la propiedad de Markov simple (1.1) de una manera mas abstracta
y precisa.
Sean {#; : t > 0} el conjunto de las traslaciones de los caminos en Dy, definidas por
0:(s) = 0(t + s).Para un evento A € F, la imagen inversa

0;'A={(€Dy:0,£€ A}

es el evento “A pasa a partir del tiempo t 7.
Sea F; = o{&(s) : 0 < s <t} la o-dlgebra en Dy generada por el proceso hasta tiempo
t. Asi para todos los eventos A € F y Vo € X,

P[0, AIF)(€) = P*Y(A)

para casi todo £ dependiendo de P”*. Esta propiedad expresa la idea que condicionando
en todo el pasado y buscando del momento ¢ en adelante el proceso recomienza, con
&(t) el nuevo estado inicial.

Ahora miraremos el comportamiento infinitesimal de un proceso en un espacio de es-
tados numerable, en donde podemos expresar todo en términos de probabilidades pun-
tuales. Cuando el espacio de estados es no numerable no es factible expresar todo en
terminos de las probabilidades puntuales , la alternativa es mirar esperanzas de funcio-
nes en el espacio de estados, y eso es lo que haremos ahora.

Definicién. Un operador lineal L en las funciones acotadas sobre X que se define

a través de:
Lf(z) =c(x) Y pla,y)[f(y) — f(@)],

yeX
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describe la regla de salto de estado de la cadena.

O

Este operador describe la regla de salto de estado de la cadena, y se lee de la siguiente
manera:

Comenzando por el estado z, el proximo salto se produce a tasa ¢(x), y cuando el salto
sucede, el nuevo estado y es elegido con probabilidad p(x,y). Este salto ocasiona que f
cambie su valor en f(y) — f(x).

Hablando rigurosamente, L f(x) representa el cambio infinitesimal esperado en f(£(%)),
en el sentido del siguiente teorema. L se denomina el generador infinitesimal, de la ca-
dena de Markov.

Teorema. Asumiendo c(x) < Cy para todox € X y sea f una funcién acotada en X.

1. Vale la continuidad fuerte en t = 0,

I supgex| B [f(£())] — f(2)] =0

2. La esperanza E*[f(£(t))] puede ser derivada respecto de t a tiempo t = 0, unifor-
memente en x € X. De forma precisa,

lim sup,ex|
t—0

Las tasas infinitesimales pueden ser expresadas en términos de la matriz Q = (¢(x,v))s, 4 ex
definida por:

q(z,y) = c(x)p(z,y) parax #y
gz, ) ==Y qlz,y).
yy#£T

Originalmente p(x,z) > 0 asi el salto de x a z esta permitido, ) ignora esta posibilidad
y solo tiene en cuenta los saltos hacia nuevos estados.
El generador puede ser representado por:

Lf(x) = a(x,y)lf(y) — f@)].

yeX

Combinando ¢(z)p(x,y) en un unico factor ¢(z,y) representa un cambio de interpre-
tacion de los cambios de estado del proceso. Hasta ahora cuando la cadena se mueve
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entre dos estados: primero el reloj aleatorio suena a tasa c(x), y luego un nuevo estado y
es seleccionado con probabilidad p(z,y). Ahora a cada movimiento posible lo podemos
describir en una sola instancia como un reloj Poisson a tasa ¢(z,y), representado por:
ryy (y# x). Luego de un salto todos los relojes son reiniciados.

Podemos escribir Lf = @Qf cuando pensamos a f = (f(2))zexr como un vector colum-
na, e interpretamos a @) f como una multiplicaciéon de matrices. En particular, tomando
f =1y, en la segunda proposicién del iltimo teorema enunciado obtenemos:

d
apt(ma y)’t:O = C](-’Ea ?J)-

1.1.3. Distribuciones estacionarias

Definicién. Sea (X,,),en una cadena de Markov()g, P) en X = {xy,..., 2}, un
espacio de estados finito. El vector m = (my,...,7 ) se dice que es una distribucion
estacionaria de la cadena si:

Lr>0Vie{l,... kyy>Sr m=1

2. P =, es decir, Y8 7Py =m; Vi€ {1,...,k}

La primera condicién muestra que 7 es una probabilidad en X y la segunda implica que
si la distribucion inicial \y es igual a m entonces la distribucion de la cadena a tiempo
1 satisface:

A = AP = 7P =, de donde \,, = m, para todo n.

1.2. Ecuaciones de Kolmogorov

1. @ denotara la matriz real cuyas entradas son

2. P, denotara la matriz con entradas

pe(z,y) = P(Xy = y|Xo = x).



16 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Teorema. (Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov). Dados t, s positivos se cumple que:

Pt—l—s = PsPt

Demostracion. Utilizando las definiciones correspondientes y las propiedades de
una cadena de Markov de tiempo continuo (homogénea) tenemos que:

prrs(y) = P(Xpps = y|Xo = 2) (1.2)
= ) P(Xips =y, Xy = 2| Xy = 2)
zeX
= Z P(Xis =y, Xs = 2,Xp = 1)
zeX P(XO - I)
P(X;=2Xo=1)
- ZP(Xt+S = y|Xs = 2, Xo = z) P(Xo =x)
zEX
= Y P(Xips =yl X, = 2)P(X, = 2[ Xy = 1)
z€X
= > palx,2)pi(z,p)
zeX

Esto muestra que el elemento de la matriz P, , que esta en la fila x y columna y se
obtiene haciendo el producto de la fila x de la matriz Py con la columna y de la matriz
P,, con lo cual queda probado que

-Pt—l-s:PsPt

Observacion. Observemos que fijados © e y en X, podemos considerar la funcién

poy(z,y) : Ry U{0} = R

tal que
t— pelx,y) = P(Xy = y|Xo = 2)

Notemos entonces por:
d

p;(l‘, y) = E(pt(‘r7 y))

a su derivada (respecto de t).

. . . . / /.
En el siguiente teorema daremos dos ecuaciones que vinculan P, con F; donde P, in-
dica la matriz de entradas p,(z,y). Antes del teorema veamos un lema que nos serd de
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utilidad.

Lema. Se cumplen las dos siguientes afirmaciones:

1. limy o 17ptt(x’x) = q(x).

2. limy_g pt(f’y) =q(x,y) six #y.

Demostracién.

1. Sabemos que:

pe(z,x) = P(Xy = 2| Xo = 2)

Y P(X=y|Xg=1) =1,

yeX

entonces

P(X,=z|Xo=2)=1-Y P(X,=y|Xo=2x).
y#T

Luego utilizando que P(X;,, = y|X; = z) = hq(z,y) + o(h) Ya # y tenemos:

pi(r,x) = 1— Z(tq(l‘, y) +o(t))
= 1—t) qlx,y) —olt)

— 1 tq(z) - oft)

FEntonces

17

2. Utilizando nuevamente que P(X;., = y|X; = x) = hq(x,y) + o(h) VY # y tene-

mos que si x # y se cumple:
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i L@y o PXe=ylXo = 2)
t—0 t t—0 t
t—0
) o(t)
= lim(g(z,y) + —~)
= q(z,y)

Teorema. (Ecuaciones de Kolmogorov). Para todo t > 0 se cumplen
P! = QP, (Ecuacién Backward)
P/ = P,Q (Ecuacién Forward)

Demostracion. Probaremos solo la primer igualdad, ya que la segunda es analoga
Utilizando las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov:

pt+h($7 Z/) = th(flf, Z)pt<zv y)
zeX
FEntonces

pein(ry) = pi(wy) = Y palw, 2)pi(z,) + pale, 2)pu(x,y) = pil,y)
z#T

= th(xa Z)pt(zv y) - pt(xa y)(l - ph<I, .Z‘))
z#x
Entonces, si vemos que en las condiciones que estamos podemos intercambiar Iimite
con sumatoria, tenemos que:

lim Prin(E, y)h— p(Ty) ;135(; ph(;ﬂl, oz ) — prla ) L= pz;L(-’lf, )y
= S (P ) gy gy ),
= z:é q(x, 2)pi(2,9) = pe(, y)g(x)
= Zze;iq(x,Z)pt(z,y)
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1.3. Procesos puntuales en R?

En esta seccion se dara una descripcion de lo que es un proceso puntual, una forma
de caracterizarlos. También se definird de manera constructiva un proceso de Poisson
y se definird el proceso de nacimiento puro.

1.3.1. Proceso Puntual

Podriamos entender por Proceso Puntual a un método para acomodar puntos de
manera aleatoria en intervalos de la recta real o en hipercubos si estamos en el espacio
euclideo d-dimensional R?. En pocas palabras un proceso puntual en R? es un conjunto
discreto aleatorio S de R
Un proceso puntual puede ser caracterizado completamente si las funciones de probabi-
lidad son conocidas en los eventos sobre todas las familias de intervalos (o hipoercubos)
disjuntos.

A continuacién se dard una caracterizacién de proceso puntual en R%:

Definicién. Definimos una funcién que cuenta la cantidad de puntos del proceso
puntual S en un conjunto acotado A como:

Ng(A) = SN A

Se considera el conjunto de las configuraciones de puntos finitas:
M ={S CR": Ng(A) < 00,V A C R* acotado}

Este es el conjunto de los subconjuntos de R? sin puntos de acumulacién.

Un proceso puntual es caracterizado por la definicion de una medida de probabilidad
en M. Como M es no numerable necesitaremos definir cierto tipo de eventos en M
con los cuales se pueda definir la probabilidad sobre cualquier evento de M.

Los eventos esenciales son:

para £ € N arbitrario, b; € N y conjuntos Borelianos B; con medida de Lebesgue finita.
A continuacién daremos una forma operativa para tratar los eventos de M a través de
Ay C A. Siendo A, definido por:

Ag={S €M : Ng(B) =0, B Boreliano}
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Antes de mostrar el teorema de como se caracterizan los elementos de M, escribiremos
una definicién y un lema que sera 1til para su demostracién.

Definicién. Se llama m-sistema a una sub-coleccion de conjuntos de una o-algebra
F, notandolo 7 y que cumple las siguientes propiedades:

1. w#10.
2. SiA, B € 7w entonces ANB €.

3. m genera la o-algebra F.
Lema. Sean u y v medidas de probabilidad definidas en la o-algebra F. Si ocurre que

|z = V|, donde T es un ™ — sistema

Entonces,

W=V
La prueba esta basada en el lema de clases monétonas y fue consultado en ?7jacod|
pagina 36.

Teorema. Una medida de probabilidad 1 en M esta totalmente determinada por
las probabilidades de los eventos en Aj.

Demostracion. Probaremos que Ag es un m-sistema:
1. Ay # 0.
2. 515y, S5 € Ay entonces existen A y B en los borelianos tal que:

NSI(A) =0 Y NSz(B> =0

Y como Sy N Sy pertenece a My ademés Ng,ns,(AN B) = 0 y por lo tanto
pertenece a Ay.

3. Necesitamos probar que Ay genera la o-dlgebra M. Supongamos que existe un
elemento S de M para el cual no hubiera un conjunto boreliano con interseccion
vacia entonces S podria tener un punto de acumulacion y esto contradice el hecho
de que S € M.

Si i es una medida de probabilidad en M esto es p es una distribucién de un proceso
puntual S en M, entonces llamamos probabilidades vacias de p a:

1(S € M: Ng(B) =0).
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1.3.2. Proceso de Poisson R?

Un proceso de Poisson es un proceso puntual particular S € R?.
Sea A >0y

1. Una particién J de R? (seria UgesA = Ry AN B = () para todo A, B € J).
Asumiremos A C R? es medible para todo A € J y la medida de lebesgue
[(A) < oo para todo A € J.

2. Comnsideremos un sucesion de de variables aleatorias con distribucién Poisson in-
dexadas por los elementos de la particién Y4 ~ Poisson(A(A)).

3. Una familia de sucesiones (Ua;,7 > 1), A € J), donde (U4, j > 1) Son variables
aleatorias independientes con soporte en A:

Ua,; ~ Unif(A)
esto es para todo B medible,

(AN B)

P(UA’]'EAQB): l(A)

4. Se define el proceso de Poisson como el conjunto aleatorio dado por:
def .
SE U Uit = U {Ua; 5 <Va}
A€J j<Ya Aeg

El objeto aleatorio asi construido se llama Proceso de Poisson de intensidad .

Lema. Sea S un proceso de Poisson. Entonces, para todo conjunto de Borel B vale
que:

P(SN B =) = e M)

Demostracién.

P(SNB=0) = P([{SNBNA=0})
AeTg
= [[P(SnBnA=)
AeTJ

Debido a que los eventos { SNBNA = ()} son independientes ya que los conjuntos A € J
son disjuntos. Ahora, para calcular P(SNBNA = (}) usamos que Y4 ~ Poisson(Al(A))
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y obtenemos:

P(SNBNA=0)=> P(SNBNA=0Yy=n)? (A(A)"

e n!
Observemos que:
1. SNA=A{Ui1,...Uiy,}
2.Yy=n =S5SNA={Up,...U,}
por ende,

P(SﬁBﬁA:Q)YA:n)

P(YA :n)
. P({BH{UAJ,...UAJL}:Q)ﬂ{YA:n}
B P(Yy=n)
_ P({BQ{UAJ,...UA,”} = @)P(YA = TL)
P(YA :n)
— P(Us1¢B)...P(Ua, ¢ B)
I(A\ B)

- i
@A) —iAnB),

Usando esto obtenemos:

ZP(S NBNA=0Yy=n)P(Yy=n)= o~ M(ANB)

Y entonces:
P(SNB=0) = [[P(SNBN=0)=e ZaNAB
A

o~ N(B)

Notemos que por la demostracion del lema anterior las probabilidades vacias no depen-
den de la particion utilizada para construir el proceso, como consecuencia tenemos el
siguiente:

Corolario. Se cumple:
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1. Para cualquier conjunto Boreliano acotado B,

e—Al(B)O\l(B))k
k!

2. Dado que el numero de puntos |S N B| = n, la distribucién de S N B tiene la
misma distribucién de n puntos independientes distribuidos en B.

1.3.3. Proceso de nacimiento

El proceso de nacimiento es una generalizacién del proceso de Poisson en el cual
la tasa de cambio de estado puede depender del estado en que se encuentra el proceso
6 del tiempo.

Sea S un Proceso de Poisson a tasa A en R? x Rt. Suponiendo las primeras d coorde-
nadas espaciales y la (d 4 1)-ésima coordenada el tiempo. Se define:

S, ={(s,t") €S, t 0,1}

como el conjunto de puntos en S en los cuales el tiempo es menor o igual a ¢. Cuando
un punto (s,t) € S; se dice que un nacimiento ocurrio a tiempo t en el lugar s.

Los puntos nacen a tasa espacio-temporal A y una vez que nacen viven para siempre.
Si B es un conjunto con volumen en R? igual a [(B) < oo, entonces definiremos los si-
guientes eventos para poder indicar las probabilidades de cambio de estado del proceso
en un tiempo infinitesimal:

B; = \un nacimiento ocurra en B durante el intervalo de tiempol[t,t + h]”

By = \més de un nacimiento ocurra en B durante el intervalo de tiempo [t,t + h]”

P(B;) = h{(B) + o(h{(B))
P(B2) = o(ht(B))
Dado esto hay un nacimiento en tiempo ¢ en el conjunto B, luego el lugar de nacimiento
es uniformemente distribuido en B:
(AN B)

P(sc ANB|(s,t) €S, s€ B) = 1B

Si consideramos la funcién medible f : M — R con soporte en el conjunto A, podemos
calcular:

TEFSIIS = 5) = [ 175U {e)) = £(S)de = [11(SU (o)) = £(S)]da
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La segunda identidad f(SU{z}) = f(S5) if = ¢ A.

Este proceso también puede ser definido cuando la tasa de nacimiento depende del
espacio o del tiempo. El proceso de Poisson S puede tener tasa dada por Az) x u(t).
La distribucién de S; es la de un Proceso de Poisson homogeneo con tasa At. El conjunto
S, converge casi seguramente a un conjunto denso numerable en R<.



Capitulo 2

El proceso de estacionamiento en
VAS

En este capitulo se describira el proceso de estacionamiento en Z¢ a tiempo discreto,
se construira el proceso en la caja AW = {—n,...,0,...,n}% como un elemento aleatorio
en ((0,1)%", B(Zocfl)7 /\(Zoofl)), luego se definira el proceso en todo el espacio Z¢ a través del
limite termodindmico de los procesos en cajas finitas a medida que aumenta el volumen
de las mismas.

En la anteultima seccion se expondra el limite para la densidad, un intervalo para el
valor de la misma.

Finalmente se describird el proceso de estacionamiento en Z% a tiempo continuo.

Definiciones basicas necesarias

Los objetos aleatorios con los que trabajaremos seran definidos en un espacio de pro-
babilidad fundamental (i) y asumiremos valores en un espacio de medida completo y
separable (ii).
() ((0,1)%, By A
de Lebesgue en (0, 1).

(i1) ({0, 1}, B 1))

Se construiran de manera conjunta elementos aleatorios en este espacio de probabilidad,
lo que quiere decir que haremos un acoplamiento.

A continuacién se utilizara la letra v para designar un valor entero positivo, que serd el
radio del vecindario.

), siendo By 1 la o-algebra de Borel en (0,1) y A1) la medida

Definicién. Denominaremos con la letra € a cualquier elemento de { 0,1}%" y lo
llamaremos configuracion.

25
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Definicién. Operador de traslacion:
Para x € 7% sea O, : 7% — 7%, definida por:

0:(y) =2 +y

Como by(x) = = y 0, 0 ,= 0,4, tenemos que la composicién de funciones hace de
{0, : x € 7%} un grupo conmutativo.
Se aplicaran traslaciones en el espacio de las configuraciones, para cada £ € {0, l}zd

6, : {0,117 = {0,1}*

(0.8 (y) =&(x+y), yez?

Definicién. Un camino es una sucesién finita de puntos x; en 72, (x:)o<i<n, tal que:

xiJrl_xi’supSya nggn_l

.. d . .
Definicién. Sea A =) —v,...,0,...,v}¢ una caja de radio v con centro en el
. .y, . (d) .,
origen. Se dira que un subconjunto S\ {0,1}*" es una malla de exclusion.

Definicién. Dado w € (0,1)%, z(w) designard el valor que tiene w en el punto .

o o, . . . d . .,
Definicién. Un camino (;)o<i<, es decreciente sujeto a w € (0,1)?" si la sucesién
(xi(w))o<i<n es estrictamente decreciente. Notandolo como | (;)o<i<n-

Definicién. Parax, y € 7% y w € (0, 1)Zd, decimos que x es influenciado por y
sujeto a w, si existe un camino decreciente de x a vy , tal que xro = r y x, =vy. Y lo
escribimos y 1.y , para cada w hay una relacién de influencia diferente.

Definicién. Para una malla de exclusién S dada que representa la regla para
estacionar o no, se define el proceso de exclusion en A%d) con condiciones de frontera
nula a través del siguiente algoritmo:

Para cada w € (0,1)%" fijo

Paso 1: inicio P,(w) = 0%°;

Paso 2: elijo x € AD tal que

w(z) = inf{w(€) : £ € A,y £ todavia no elegido};

Paso 3: Si 0,(P,(w))|AY € S entonces P,(w)(z) «+ 1;
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Paso 4: Si existen puntos en A? no elegidos, volver al paso 2, sino parar el algo-
ritmo.

Llamamos a la salida P, el limite empaquetado del proceso de exclusion, siendo este un

elemento aleatorio de {0,1}2* valuado en ((0,1)%", B(Zocfl), )‘(Zoﬁ))-

O

Observacién. Para cualquier conjunto finito X C Z% se puede generalizar el algoritmo
expuesto en la definicion anterior y definir un elemento aleatorio Pxcon soporte en X.

Definicién. Sea X un subconjunto finito de Z¢. Para una malla de exclusién dada
Sﬁd), se define el proceso de exclusion en X con condiciones de frontera nula (X S,Ed))
Para cada w € (0,1)”" fijo

Paso 1: inicio Px(w) = 0%;

Paso 2: elijo x € X tal que

w(z) =inf{w(€) : £ € Xy £ todavia no elegido};

Paso 3: Si Gx(PX(w))\A,(,d) e S entonces Py (w)(z) « 1;

Paso 4: Si existen puntos en X no elegidos, volver al paso 2, sino parar el algoritmo.

Llamamos a la salida Px(w) el limite empaquetado del proceso de exclusién en X,

siendo este un elemento aleatorio {0,1}”" valuado en ((0,1)”", B(Zodl), )\(Zod’l)).

O

Observacion. La malla de exclusion utilizada para el proceso de estacionamiento es
d
s¢ ), en donde:

1. El origen tiene asignado el valor 1.

2. Sidado el punto (x1,...,x4) € AW existe i tal que z; # 0 a ese punto se le asigna
el valor 0.

2.1. Construccion del limite termodinamico

Se mostrara que dada una malla de exclusion S¥ existe una tnica medida de
probabilidad z asociada a P en ({0, 1}2", B{z(; 1) tal que pi, = p, siendo p,, la medida
de probabilidad asociada a P,, construyendo los elementos aleatorios:

d d d d d
Py ((0,1)7 aB(Zo,l)a /\(ZO,I)) — ({0,1}7 aB{Zo,l})
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d d d d d
P ((07 1)Z 7B(ZO,1)’ )‘(ZO,I)) - ({07 1}Z 7B{ZO,1})

tal que P, — P casi seguramente.

Como definiremos el proceso de estacionamiento limite P sobre todos los puntos de Z¢
como el proceso limite de procesos P, definidos en cajas finitas, necesitaremos mostrar
que el conjunto de los puntos que influyen sobre un punto z € Z¢ es finito, para asi po-
der trabajar sobre un conjunto finito en donde sabemos que el proceso esta bien definido.

Definicién. Dado un conjunto X C 7Z¢ finito y w € (0, 1)Zd, se define el conjunto
Armour de X como el subconjunto aleatorio:

AX)w)={y€2:Fv € X 1 y 1) v}
De la definicién anterior es claro que para X, Y € Z% y w € (0,1)2"
1. AX)(w) D X;
2. X =W, Xi = AX)(w) = UL, AX:)(w);
3. XCY = AX)(w) C A(Y)(w)

Lema. Para todo X C 7¢, A(X) es casi seguramente finito.

Demostracién.

Parte (i) Primero se hard la demostracién para el conjunto X = {0}, consideremos

el evento:
Ay = (AX) Z AD),n e N

A, ocurre si existe y en 7%\ A,(fQ tal que y T 0, esto quiere decir que existe un camino

decreciente (x;)o<i<m, m > n,comenzando en 0 y terminando fuera de la caja N

Es decir A,, ocurre solo si existe un camino decreciente de tamano n, (x;)o<i<n, comen-
zando desde 0.

Ahora observemos que la probabilidad de que un camino arbitrario auto excluyente
(xi)o<i<n sea decreciente es: 1/(n + 1)! y el niimero total de caminos que empiezan en
0 con longitud n no es mas grande que (2v + 1)4", concluyendo por subaditividad que:

(2v+1)dn (2v+1)dn
P(An) < (n+1)! < n!

Utilizando que:
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1. La sucesion (A,)n>0 es decreciente.

2. Haciendo uso de la iltima desigualdad expuesta obtenemos:
P(A,) — 0.

3. A través del lema de Borel-Cantelli obtenemos:

P(ﬁ A,) = 0.

4. 'Y dado que vale:
{#A(X) = o0} = [ An
n=0

concluimos

PE#A(X) < oo} = {#A(X) = 00}%) =1

y por ende A({0}) es finito casi seguramente.

Parte (ii) Ahora sea X = {x}, para cualquier z en Z%. En este caso observamos que:

{#A(X) < oo} = 0_.({#A({0}) < oo})

v haciendo uso de la medida estacionaria producto )\(Zodl) concluimos que

PE#A(X) < oo}) = P{#A({0}) < o0}) =1

Por la Parte (i), A(X) es casi seguramente finito para todo x € 7°.
Podemos observar la siguiente desigualdad entre eventos:

A(X) & Bz, nw) = 6_,(A({0} £ AY)

Haciendo uso de estacionariedad obtenemos

P(A(X) & Bz, nw)) = P(0_.(A({0} £ AY)) = P(A({0} £ AL))
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y siguiendo los mismos pasos que en la Parte (i) obtenemos que A({x}) es casi seguro
finito.

Parte (iii) Suponiendo que X es un conjunto finito, se puede escribir de la siguiente
manera X =¥, {x; : ©; € X}. Lo anterior sumado a la definicién de Armour

AX) = JAl{a:}) = {#AX) = 00} = U{#A({xi}) = oo}

=1

= P({#A(X) = o0} < Z P{#A({z:}) = o0}) = 0

por (ii) y por lo tanto A(X) es casi seguro finito.

Definicién. EI elemento/algoritmo limite sera:

d d d d d
P ((07 1)Z >B(ZO,1)’>‘(ZO71)) — <{O’ 1}Z 7B{ZO,1})

definido por

def
P(w)(m) = PA({x})(w)(u))(l’),VI S Zd

Esta definicién significa que para cada w € (0, 1)Zdy x € 7% se utiliza el Armour del
conjunto {z}, A({z}) para definir el valor del proceso limite sobre ese punto. Como
se demostr6 que A({x}) es finito se puede aplicar el algoritmo definido para cualquier
conjunto finito sobre este, el valor asignado al punto x por este algoritmo es lo que
defino como limite de P,(w)(x).

El préoximo lema seré de utilidad para demostrar la convergencia casi segura hacia
el limite recientemente definido, ya que expresa el hecho de que a partir de un n sufi-
cientemente grande P, es idéntico a P, si m > n en A({z}).

Antes de enunciar el lema se escribiran dos definiciones de utilidad para su demostracién:

Definicién. Para todo v > 1, la frontera v interior de X C Z% es definida como el
conjunto
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5£Zn)<X) déf {gj (= Zd rxe X yEIy S Zd\X tal que |Zl7_y|sup < V}

La frontera exterior es definida de manera analoga:

s (X)) ezt 0 ¢ X yIy e X tal que|r — Yl <V}

Observacién. Una consecuencia inmediata de las definiciones de frontera exterior
e interior es que x(w) < y(w), para todos los x € 0,(in)(A({z})), y € d,(out)(A({z}))
¥ |* — ylsup < v, para todo X C Z¢. Esto indica que el Armour tiene la propiedad de
que los que distan menos que v del borde les asigno un valor menor que a los sitios
externos que distan menos que v, porque de otro modo estos sitios externos estarian en
el Armour.
Por otro lado cabe destacar y sera de suma utilidad para la demostracién del lema
el hecho de que para r € Z¢, casi todo w € (0, l)Zd induce un orden natural < en
A({r})(w) C 7. El sentido de este orden es que para y,z € A{z}) yx 262 =<y
representando y(w) < z(w) 6 z(w) < y(w) respectivamente.
Para cada w, se puede construir una secuencia (;)i<i<#A(a)(w) €0 A({z}) tal que
Yj <X Yk, Si j > k; siendo esta sucesion casi seguramente determinada de manera tnica.

Lema. Si{A, D A({z})} entonces vale que:
Po(w) = Pagay ()

Vo € A({z))

Demostracién.
La demostracién se hard por induccién sobre T, paraw fijo y un tiempor € {1,2, ..., #A({z})(w)},
miraremos los procesos de estacionamiento P, y Py{)) a tiempo 7, esto seria inmedia-
tamente antes de un arribo (Paso 2 de los algoritmos) en el lugar y, y concluiremos la
igualdad entre los algoritmos.

Base de induccion:
A tiempo T =1, Py a(ay) = Patah)laqe)) = 044=h) | por el Paso 1 de los correspondien-
tes algoritmos.

Hipdtesis inductiva:
Supongo que Pn|A({x}) = PA({x})|A({x}) a tiempo T € {1,2,...,#A({z})}.
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Paso Inductivo:

Siy, ¢ 5o (A({x})), por la hipétesis inductiva, P, y Px({z}) son iguales a tiempo T en
el v-vecindario de y, , es decir en B(y,,v) e {y €Z: |y — yrl|sup < v}

Y como 0, (P,)|x@ = 0y, (Pa{z}))|aw@, ¥y por el paso 3 de los algoritmos correspondien-
tes vemos que P,|(z}) = Pa({2})| A({z}) @ tiempo 7 + 1.

Siy, € 6™ (A({x})), nuevamente utilizamos la hipétesis inductiva para afirmar que
P, vy P4({x}) son iguales en B(y,,v) () A({z}).

Y como B(y,,v) N A{z})¢ C 6 (A({z})), P, no puede tener arribos en esta regién
hasta tiempo 7, por lo tanto P, y P}y deben ser iguales sobre esa region.
Concluyendo que P,, y Py({}) coinciden nuevamente en toda la bola B(y;,v) a tiempo
T, y por la misma razén que antes tenemos P, | o(12}) = Pa{a})|A({z}) @ tiempo 7 + 1.

Utilizaremos los lemas anteriores para demostrar el teorema que tiene por objetivo de-
mostrar la convergencia casi segura entre los elementos aleatorios sobre cajas finitas P,
y el elemento limite P, con lo cual concluiremos la convergencia débil.

Teorema.
. ;. . d
P, converge casi seguramente al proceso limite P con la medida /\(ZO -

Demostracién. Es suficiente mostrar que para casi todo w € (0, 1)Zd v para todo
m > 0, Pn(w)|A£g> = P(w)|A$g) para n suficientemente grande.
Dado m > 0, tomamos n grande de modo que el conjunto Armour de la caja de lado m
este incluido en la caja de lado n, AAY) € A, Y como para cadaz € A, A({z}) C

AAD), entonces:
P(x) = Paay)(7) = Pa(z) Vo € A
|

Corolario. Si (fin)n>0 ¥ p las medidas de probabilidad asociadas a (P,),>0 y P
respectivamente en ({0,1}%°, B?&l}), entonces:

fin = f
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2.2. Una ley de convergencia fuerte para la densi-
dad

A continuacién se explicaran las herramientas utilizadas para probar la existencia
de limite para la densidad de ocupacién en el Proceso de Estacionamiento.

2.2.1. El teorema ergédico multidimensional

E] Sea (€2, F,u) un espacio de probabilidad y © = (6;);cz« un grupo de transfor-
maciones de €2 que preservan la medidas p y satisfacen 0, 0 0; = 0,1;.5ea Z C F la
o-algebra de todos los eventos © invariantes.

Para una funcién medible f : Q) — R sea:

R.f = Z:peAn fob,
| A
Se probara la convergencia de R, f cuando n — oc.
Lema. Sea H un espacio de Hilbert con norma || - || y C un subconjunto convexo
cerrado no vacio de H. Entonces existe f € C tal que || f|| = mingec||g||. Y ademas si
(fn)nen una sucesion en C tal que lim,, . || fu|| = || || entonces lim,, o || f — f]] = 0.

Teorema. Teorema Ergddico en L* Para cada f medible con p(|f]?) < oo,

an—>oo,u<|Rnf - N(f|z)|2> =0

Corolario. Suponiendo que p(|f|) < co. Entonces:

limn%oo,u(‘Rnf - M(f'I)D =0

El objetivo es poder describir el Teorema Ergddico que asegurara la convergencia de

R, f.
Lema. Suponiendo que pu(|f|) < oo y ¢ > 0 entonces

3%u(l.f1)

c

(| R f > <

Teorema FErgdédico Multidimensional:

Teorema. Para cualquier f medible con pu(|f]) < oo vale que

!Las demostraciones de los resultados expuestos en esta seccién se encuentran en [6], Apéndice 14

A
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A partir de este momento en esta secciéon f serd f(w) = P(w)(0) y observamos que
P(w)(z) = f(0,(w))Va € 7.

Observacién. Para poder comprender como fue utilizado el Teorema Ergdédico
multidimensional debemos tener en cuenta que:

1. P,(w)(0) = P(w)(0) a partir de un valor de n suficientemente grande.

2. E(P(w)(0)) = P(P(w)(0) = 1), pues P(w)(0) vale 0 6 1.

2.2.2. Convergencia para la densidad

La densidad del proceso de estacionamiento en Z¢ en el espacio de probabilidad
((0,1)2", B(Zodl (01 ) se define de la manera siguiente:

Definicién. Paran € N la densidad de lugares ocupados en el Iimite empaquetado
P, como la variable aleatoria:

s Tocr Pal@)@)

Y

d d d
en ((0,1)” aB(Zo 1) )‘(Zo 1) ).
Estamos interesados en saber la existencia del 1im,, o, E(p,).

> wen Plw)(z) > ven fobi(w)

lfm —=== = lim N =E(f) Mo, —cs
n—00 |A$Ld)| n—00 |A£Ld) | (0 1)

En la dltima igualdad utilizamos el Teorema Ergodico y el segundo item de la ultima
observacién, por otro lado sabemos que:

E(f) = E(f 0 0) = E(P(0)) = p

En donde por definicién p € [0,1], ya que la Esperanza no es mas que el valor de la
medida de probabilidad asociada p al proceso P de que este Valga 1 en el punto 0.
El siguiente lema cuantifica las dlscrepanmas entre P(w)|AY v P, (w)|AL

Lema. Si A, es el evento { A(A Q Anﬂ\fJ } entonces:

P(lim supA,) =0

es decir con probabilidad uno la sucesion (A, )n>1 ocurre finitas veces.
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Demostracion. Teniendo en cuenta la acotacion ya utilizada en la seccion anterior,
obtenemos

v+ 1)dlval
P(A,) < (2n + 1)d% = ay,

Utilizando la formula de Stirling,n! =« n"e~"+/2mn,
1 @2n+D? (2u+ 1)dvel

L _ VAl
P(A,) <a, N ERINOIEE |/n| V7] b

f:bn<oo:>§:an<oo:>§:P(An)<oo
n=1 n=1 n=1

La demostracién se concluye aplicando el Lema de Borel-Cantelli.

Teorema. Una Ley Fuerte de los grandes niimeros para la densidad de ocupacion:

d
pn % p )\(2071) C.S.

Demostracion. Por el ultimo lema probado sabemos que el n mas grande para el
cual (A, )n>1 sucede es finito, lo llamamos 1. Dado € > 0, elijoi € [n+ [\/n]v,(n+1) +
|vn + 1|v) para algiin n > | de forma que

(2(m+ 1)+ [Vm +1)2v + 1)d

2m+1

—1l<eVm>n

Entonces por el teorema probado en la seccién anterior, P)| AD = P AD Obtenemos
n n

ZwEAZ(.d) P(:E) o Z$€A§d> R'(x)
(2 + 1)

Esto es

I Dgen@ P(x) 2oy Bi(x) .
1M 00 (22 + 1)d - (22 T 1)(1 = C.S.

Como
> wer@ P(2) > ven@ Fiz)
—W—PC-S-YPi—W

La aplicacién del teorema de convergencia acotada garantiza la existencia de lim,, o E(py,)-

— p C.S.
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Cota superior e inferior, dimensién 1

lm pi = p=E(F) = P({F =1}) =1 = P({R =0})

Seand=1,v=1yS" ={(0,0,0)} Ia dimensién , el tamaio del vecindario y la malla
de exclusion respectivamente. Se define a r como el numero entero positivo mas chico
que realiza el minimo de (w(1));>o esto es:

def . .
r(w) 2 inf{i € Z; : w; < w1}
De manera similar .
l(w) =) —sup{i € Z_ : wi_1 > w;}.
Podemos decir que para un elemento w en (0, 1)Zd, r(w) i es el valor positivo mas chico
para el cual a i+ 1 w le asigno un valor mayor. Y l(w) es el valor menos i mas grande

entre los enteros negativos para el cual a 1 — 1 tiene asignado un valor mayor.
Ahora consideremos la particion {E;;;1,j € 7.} de B(Zo’l) definida por:

Ey ™ {we01) 1w =iyrw) =4}

y sea p;; = P(E;;).
Se puede ver que:

{Po=1} ={w e (0,1)": P(w)(0) =1} = |4 Ea;

1,j=0

{PO = 1} Z P E21 23 Z D2i,2;5

4,7=0 1,7=0

Y como

Utilizando combinatoria bdsica podemos ver que P(E; ;):

] 2
(it + DG+ D G+ +3)i+7+2(i+]+ il
1 ( i n J )
(i+7+3)E+7+2) GE+Dly G+ D!
Se pueden generar cotas inferiores para la densidad p sumando las primeras probabi-
lidades de nimeros pares y cotas superiores utilizando las sumas de probabilidad con
primer indice impar y segundo indice par. Esto es

2
0,4304 = Z D2i2j < p

4,7=0

p<1—( Z Z D2i2j+1 + Z Z D2i+1,25 + Z Pai+12j+1) = 0,4339

0<i<20<5<1 0<i<10<5<2 0<i,j<1



2.3. EL PROCESO DE ESTACIONAMIENTO EN ESPACIO DISCRETO A TIEMPO CONTINUO.37

2.3. El Proceso de Estacionamiento en espacio dis-
creto a tiempo continuo.

2.3.1. El proceso de estacionamiento continuo en 7Z¢

Se puede pensar a los procesos de estacionamiento P,, n > 0, descriptos en la primer
seccién de este capitulo, o sea el proceso de estacionamiento en Z¢ a tiempo discreto,
como esqueletos de sistemas de particulas (n§"))t20 con condicién inicial ny = 0z v
tasas de salto c(xz,n) dadas por:

d
0(93,77) = 1{xeA5{i)} . 1{0w(n)‘Al(,d)€Sl(/d)} Vo € Zd,n S {O, 1}Z

Esto es valido si las mallas S son decrecientes, es decir para £, £ € Sl(,d), sié ¢
entonces si ' € S = £ € Sl(,d), va que de otro modo se generan procesos de
estacionamiento no markovianos. O sea estamos frente a un Proceso de Markov a tiempo
continuo.

Definiremos un sistema de particulas infinitas (n;):>0, por las tasas de salto:

d
0(575777) = 1{995(77)\A(Ud)€5£d)}vx € Zd,T] S {O, l}z

. e e e e, e e d . .
y la misma condicién inicial condicién inicial ny = 02°. Es decir construimos los procesos
(nt(n))tzo, n > 0y (n4)i>0 juntos haciendo uso de las mismas marcas Poisson para concluir
que:

. def ., .
lim T]t(n) = 77&2) =y Moo “/ Yim 7, casi seguramente
n—o00 t—o00

La sucesion (Uc(g))nzo es probabilisticamente indistinguible de la sucesion de los limites
empaquetados (P, ),>0, podemos interpretar 1, como P, el limite de los limites empa-
quetados. Mas explicitamente para cualquier n fijo P, fue construido a través de los
algoritmos en la primer seccion de este capitulo, cada vez que se recorrio el algoritmo el
proceso cambia de estado. Al estar en una caja finita la cantidad de veces que se recorre
todo el algoritmo es finita también. Y una vez que la caja fue completamente recorrida
obtenemos el Iimite P,. Podemos considerar que cada vez que se recorre el algoritmo el
proceso salta y esto representa los cambios de estado en el proceso continuo asociado

e

2.3.2. El Proceso de Estacionamiento en %d

Espacio discreto Sea 7Z¢ el reticulado d-dimensional. Para cada m entero positivo
d
denotaremos con % a los puntos {---— Lt =L 0. . =L L Y | c7Z enpa-

m’ m m ’m’

d
labras % son los puntos de Q% en los cuales cada una de sus coordenadas puede ser
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representada con el denominador igual a m, cada uno de estos sitios sera denotado con
la letra x.

. . . d .1.
Del mismo modo que se definieron los algoritmos en Z% se definen en % utilizando como

mallas Sd c {o, 1}AVm donde Ad ={-v,—v— % o0, v — %7 v}e, que serviran
de esque]etos para los respectivos s1stemas de particulas en los que estamos interesados.

. . . . d
El Proceso de Estacionamiento a tiempo discreto en % Para una malla de

. d > d .
exclusién S¢,~C {0,1}*m se define el proceso de exclusién en Aq(@zn con condiciones
de frontera nula a traves del siguiente algoritmo:

Para cada w € (0,1)% fijo

Paso 1: inicio P, ,(w) = O%;
Paso 2: elijo x € Aff?n tal que
w(z) = inf{w(€) : € € Xy £ todavia no elegido};
Paso 3: 51 0, (Py, m(w ))|A(Vd2n e S\, entonces Pym(w)(x) < 1;
Paso 4: Si existen puntos en A,(f?ﬂ no elegidos, volver al paso 2, sino parar el al-
goritmo.

Llamamos a la salida P, ,, el limite empaquetado del proceso de exclusion, siendo este
d z4
un elemento aleatorio de {0,1} valuado en ((0, l)Z 1 AG1y)-

O

Observacion. El algoritmo anterior se puede reproducir sobre cualquier conjunto X C
z4 fini

= finito.

m

d
Definicién. Dado un conjunto X C %d finito y w € (0, 1)%, se define el conjunto
Armour de X como el subconjunto aleatorio:
AX)(w)={y € %d cdr e X iy T o}

Del mismo modo que se hizo en Z? se define el limite termodindmico, como:

Definicién. EI elemento/algoritmo limite sera:

7d z¢ z4

P ((0, 1) B(Bnly 01)) ({0, 1}m {01})



2.3. EL PROCESO DE ESTACIONAMIENTO EN ESPACIO DISCRETO A TIEMPO CONTINUO.39

definido por
m def 74
P"(w)(x) = Pa(apm(w)(x),Vo € poo
Es importante aclarar que los resultados sobre convergencia hacia el limite definido
y los demds resultados expuestos validos para el proceso de estacionamiento en Z¢

. . za
también valen para los elementos construidos en .
A continuacién describiremos el proceso de estacionamiento en tiempo continuo a tasa
d
Aen £

m

. . . . d
El Proceso de Estacionamiento a tiempo continuo en % Pensaremos el proceso
. . d . . . ,
de estacionamiento en % a tiempo discreto, como esqueletos de sistemas de particulas

(ngn’m) )i=0 con condicién inicial 7y = 02 y tasas de salto ¢(x,7) dadas por:

Zd
1) = Mppeniny Lo, oiaithesityy Y7 € 2000 € {013

,m

zd
m

Los procesos se describen de manera similar a como se lo hizo en Z¢ utilizando las tasas
de salto descriptas.
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Capitulo 3

Proceso de estacionamiento en R? a
tiempo continuo

En este capitulo se construird el proceso de estacionamiento en R?, primero se hard la
construccién en una caja finita, para luego obtener el limite termodinamico.

3.1. El proceso de Estacionamiento en R?

El proceso de estacionamiento En el Proceso de estacionamiento en R? como en el
proceso de nacimiento puro, los autos (representados por puntos en IRd) estacionan a una
tasa espacio temporal A\, pero restringidos a que efectivamente no haya otro auto esta-
cionado en su vecindad. Cada punto espacio tiempo (s,t) € R? x R, representa un auto
que quiere estacionar en s a tiempo t. El auto estaciona si su vecindad, representada
por la bola B(s, ) tomada con la norma euclidea (de radio v y centro s),no se interseca
con otras bolas que posean autos estacionados. El radio del vecindario sera designado
por la letra v, se supondré fijo y una vez que un auto es estacionado este permanece
para siempre.

Diremos que un auto s es compatible con un auto s’ si || s — &' ||> 2v y escribiremos
s ~ §'.Los autos que son compatibles pueden ser estacionados simultaneamente. Dire-
mos que s ~ 17 si s ~ & para todo s’ € 7.

Si 7 es el conjunto de los autos estacionados a tiempo ¢, y un auto intenta estacionar
en s en el intervalo de tiempo [¢,t + h], estaciona si s ~ 7.

Estamos buscando un proceso que para h suficientemente pequeno (dependiendo de 7)
tal que para los siguientes eventos:

By = Un auto estaciona en B(s, h) x [t,t + h]
By = maés de un auto estacione en B(0,h) x [t,t + h]

41
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[P(Bl | e = 77) = )\hﬁ(B(O, h)) 1{8~77} + O(hdH)
P(Ba|m=mn) = o(h?t!)

La ecuacién anterior se deduce aplicando el método de aproximacion de Taylor a la
probabilidad de que haya un nacimiento en un conjunto acotado, en este caso el vecin-
dario de radio h alrededor del punto s. Recordar que al ser un proceso de Poisson a tasa
A, aunque restringiendome a cierta regla, la distribuion de los puntos en un conjunto
(compatible a tiempo t) es Poisson A multiplicada por la medida del conjunto.

[P(Bl |77t = 77)
=P(Bi|n.=nn{s~n})
+P(By|n =nn{s~n})

= M (B(0, h)) 1gguny + o(h™1)

Utilizando que e AMBOMA ~ 1 4 N\¢(B(0,h))h + ...
P(By|ne =mn) = o(h®*!)

Cabe también destacar que h%*! es del orden del volumen de B(0, k) por h. Por esto,
si calculamos Ef(S;) para f: M — R continuas con soporte en A, las siguientes iden-
tidades son equivalentes:

1o EG (1) = fmo) [0 = m)

h—0 h

_ / N Loyl f (0 U{a}) = f(n)]de

La integral depende solo de x en A, como f depende solo en n N A.
Llamaremos el generador del proceso n; al operador L : C(M) — C(M) dado por:

d

Lf(n) = E[E[f(m) e = 1)

3.1.1. Existencia del proceso de estacionamiento.
Volumen finito.

Es simple construir el proceso con el generador. La existencia del proceso es facil-
mente probada si consideramos autos arribando en una region finita A. Se pueden bien
ordenar los autos espacio temporales a través de su tiempo de llegada:

Sea 79 =0y 7 = Inf{t > 7,1 tal que (s,t) € S, se A} para k > 1. Sea sy, la posicién
espacial asociada a 5. Se define inductivamente 1y , :

NAm,, U {Sk} if s ~ A4

A0 = 0 A, = .
’ * NA k1 S1 Sk 7(‘ A1



3.1. EL PROCESO DE ESTACIONAMIENTO EN RP 43

Luego si t € [T, Tg+1) definimos np, ¢ = np -, & > 0. Cabe destacar que el proceso ny ¢
asi definido satisface:

P(Un auto estaciona en B(s, h) durante [t,¢ + h] | na, =n) = M l(B(0,h)) Liswyy + o(h4HH)

P(més de un auto estacione en B(0, h) durante [t,t + h]|na; =n) = o(hdth)

Notaremos el proceso en la caja A, = {—n,...,0,...,n}? a tiempo ¢ como 7y, ;. Y si
t tiende a co obtenemos 7,,,.

Volumen infinito.

Los procedimientos utilizados para la construccion del proceso en una caja de volu-

men finito no pueden ser utilizados para construir el proceso en volumen infinito. Por un
lado, la malla propuesta para intervalos de tiempo finita no es aplicable para volumen
infinito porque no es posible determinar cual fue la primer marca en el tiempo. Y por
otro lado deberia seguir infinitamente en el tiempo para poder abarcar todos los puntos
del espacio.
Para cada (s,t) € S que intenta estacionar,con ¢t > 0 sea B(s,v) x [0,1] la regién que
debe estar vacia para poder estacionar en el lugar (s,t),la llamaremos simplemente la
region de (s,t). Si la region de (s,t) no contiene autos estacionados previamente, dire-
mos que (s,t) ha estacionado en s € ny para todo t' > t. Con el fin de determinar si
la regién de (s,t)esta vacia, necesitamos volver en el tiempo y examinar los autos ya
estacionados que podrian tener influencia sobre la region (s, ).

Definicién. Los ancentros de un punto (s,t) se definen de la siguiente manera
constructiva:
Sea Ay(s,t) los puntos (s',t') € S en la regién de (s,t). Llamamos A;(s,t) la primer
generacion de ancestros de (s,t). Mas precisamente,

Ai(s,t) = SN (B(s,2v) x [0,1))
inductivamente Ag(s,t) = {s,t} y
An(s,t) == U pyea, 1 Ai(s', 1) ; A(s,t) = Up>0An(s,t)

siendo A, la n-ésima generacién de ancestros de (s,t) y A es el conjunto total de
ancestros. Si asumimos que |A(s,t)|,el numero total de ancestros de (s,t) es finito.
Entonces podemos ordenar a los ancestros de (s,t) por su tiempo de arribo, y para
cada (s,t) € S con t' > 0,

(s,t) €nsis’ &mn forall (s,1) € Ai(s,t)

Precisamos probar dos cosas:
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1. Probar que la cantidad de ancestros es finita para todo ¢

2. Mostrar que la construccién es acorde al proceso que necesitamos.

Teorema. Las dos siguientes afirmaciones son validas:

1. La primer generacion de ancestros de un punto (s,t) es una variable aleatoria con
distribucion Poisson de parametro M(B(0,2v))t.

2. El niimero esperado de ancestros de (s,t) esta acotado por eM(BO:2v)),

Demostracion.

1. La primer parte de la proposicion se visualiza facilmente, como
[Av(s, 1) =[S 0 [B(s,2v) x [0,4]]|

es el nidmero de puntos de S en la region de (s,t), que tiene medida de lebesgue
¢(B(0,2v))t. De ahi que |A;(s,t)| es una variable Poisson con media M(B(0, 2v))t.

2. Para la segunda parte, sea u € [0,t] y definimos
n(u) = E|A(s,t) N [R? x [t — u, t]]|

El niimero esperado de ancestros de (s,t), de todas las generaciones, nacidos en
el intervalo de tiempo [t — u,t]. Probaremos que,

%n(u) < A(B(0, 20))n(u)

Para hacerlo,

n(u+h) —n(u) = E|A(s,t) N[R? x [t —u— h,t]]| — E|A(s, 1) N [RE X [t — u,t]]|
E|A(s,t) N [RY x [t —u — h,t —u]]|

Si(s',t') € A(s,t) NR? x [t —u — h,t — u] entonces (s',t') € Ai(x,7) para (x,7) €
RY x [t —u,t] 6 (x,7) € RY x [t —u — h,t — u]. Utilizando la afirmacién anterior
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obtemos la siguientes igualdades

n(u+h)—n(u) = E|Ugmeassest—u A1(s 1) N [R X [t —u—h,t - u]]‘

+ E U(s’,t’)EA(s,t),t’E[t—u—h,t—u] Al(S/, t/) N [[Rd X [t —Uu— h,t — UH‘

= L U(s’,t’)EA(s,t),t’>t—u A1(8,7 t,) N [[Rd X [t —u-— h7 l— U]]‘ + O(h)

< E > 1AL (s, )N [RY X [t —u— h,t —u]]| + o(h)
(8"t EA(s,t),t' >t—u

= n(u)N(B(0,2v))h + o(h)

Dividiendo por h y tomando limite, h — 0, obtenemos:

%n(u) < A(B(0, 20))n(u)

Resolviendo la siguiente ecuacién diferencial:

%n(u) — M(B(0, 2v))n(u)

% = \(B(0,2v))du

N /d_” :/M(B(O,Zu))du

In(n(u)) = M(B(0,2v))u + C
n(u) = AMU(BO0.20))u pr

La constante C es cero y como las funciones logaritmo y exponencial son crecientes
asi como también la integral, obtenemos la desigualdad requerida:

ya que dada la o-dlgebra inducida por ((s,t') € S : t' € [t — u,t]), los procesos
A(s', )N [RE x [t —u — h,t — u]] son Poisson de media M\(B(0,2v))h.

Por lo tanto,
n(t) < 6)\Z(B(O,Qu))t
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La proposicién anterior muestra que la cantidad de ancestros de cualquier punto
(s,t) es finita. Como la relacién (s',t') ancestro de (s,t) es una relacién transitiva, po-
demos decidir si el auto (s,t) puede estacionar mirando los ancestros de los ancestros
y proceder del mismo modo que en el caso finito.

Ahora usaremos el hecho de que para cualquier punto (s,t) € S, este queda estacionado
acorde a si su conjunto de ancestros se lo permite o no.

Podemos afirmar que el momento en que un punto intenta nacer o no es el tiempo de
parada, o sea que a partir de ese momento el lugar permanecera en ese estado, ocupado
o vacio para siempre.

Definicién. Se define el proceso de estacionamiento en todo R? como n

ni(x) = UA(x,t),t(x)

En el siguiente teorema como se hizo en el caso discreto, demostrara la estabilidad
del proceso de estacionamiento y sera de completa utilidad para poder determinar la
convergencia casi segura hacia el limite.

Teorema. La siguiente igualdad es valida,

Nt (AT, D) Aty = MA@ (A, )| a0
en {A,, x[0,t) D (A(z,1))}

Previamente a exponer la demostracion del teorema enunciado arriba, se escribiran
algunas definiciones similares a las del capitulo 2 de esta tesis. Es destacable aclarar
que la técnica de demostracién es similar a la del teorema andlogo en Z¢.

Definicién. Para todo v > 1, la frontera v interior de un conjunto acotado X C R?
es definida como el conjunto

AMX) ™ freRl iz e XyTye RN\ X tal que ||z —y ||< v}
La frontera v exterior es definida de manera analoga:

Alwt) (X)) «f {reR':2¢ Xy3yc X talque ||z —vy||<v}

14
Demostracion.

Observaciéon. Es destacable y de suma utilidad para la demostracion del teorema
el hecho de que al ser el conjunto de Ancestros finito y el volumen de la caja A, finito,
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por ende los puntos de los mismos pueden ser ordenados a través de su tiempo de
nacimiento.

Los puntos del conjunto de Ancestros que distan menos que v de la frontera del conjunto
pueden ser influenciados por puntos que distan menos que v de la frontera del conjunto
de Ancestros pero que pertenecen a el complemento del conjunto de Ancestros. Esto
quiere decir que si:

Dado y € AY"Y(A(z,t)) puede influenciar a algiin z € AS™(A(x,t)), pero si esto
pasara entonces el punto y perteneceria al conjunto de Ancestros, por lo tanto siy €
AL (A(z,t)) entonces el tiempo en que intento nacer es posterior al de cualquier
elemento z € A,(,m)(A(x, t)).

Ahora estamos en condiciones efectivas de realizar nuestra demostracion, comenzaremos
numerando los elementos del conjunto de Ancestros segiin su tiempo de aparicion T €
{1,2,...,#A(z,t)}, miramos los procesos de estacionamiento 1y, y M., a tiempo T,
esto seria inmediatamente antes de un arribo, en el lugar vy.,.

La demostracion se hara por induccién sobre 7:

Base de induccion:

A tiempo 7 = 1, tomando como configuracion inicial la configuracion vacia.

M, (A, 1)) = Nagy (Alz, 1) = 040,

Hipotesis Inductiva:

Supongo que 1y, (A(x,t)) = Na@y(A(z,t)) a tiempo 7 € {1,2, ..., #A(z,t)}.

Paso Inductivo:

Veamos que a partir de la hipotesis inductiva, si hasta el tiempo T los procesos son
iguales entonces en el objeto que intenta estacionar en el tiempo T los procesos también
son iguales %7 por ]o tanto hasta el tiempo 7 + 1 los procesos seran iguales.

Siy, ¢ A" , por la hipotesis inductiva:

na, (y) = nA(x,t) (y) a t1empo T para todo y que pertenece al v-vecindario de vy, , es decir

y € Blynv) < {yeR |y —y < v}

Pero entonces la decision de si el lugar y, sera ocupado o permanecera vacio sera la
misma en ambos procesos y por lo tanto los procesos se mantienen iguales hasta el
tiempo T 4+ 1 en donde otro lugar intentara ser ocupado o no.

Siy, € Al (A(z,t)), nuevamente utilizamos la hipétesis inductiva para afirmar que
NA, Y MA@zt son iguales en B(y,,v) () A(z,t).

Pero como B(y,,v)()A(z,t)¢ C A,(,O“t)(A(x,t)), entonces 1,, no puede tener arribos
en esta region hasta tiempo 7, por lo explicado en la observacion previa a comenzar la
demostracion y por lo tanto,

Nan(Y) = Na@n() Vy € By, v ﬂAa:t

Asi na,, v na(x,t) coinciden nuevamente en toda la bola B(y,,v) a tiempo 7, y por la
misma razon que antes tenemos n, |A(z,t) = Na@y|A(z,t)a tiempo 74 1.
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Capitulo 4

Zd

Proceso de estacionamiento en =

;. . d . .
En este capitulo se construira el proceso en % a partir del proceso de estaciona-

miento en RY.

Se mostrara que el generador de cada proceso definido en %d es similar al generador del
proceso definido en el capitulo 2, m € N. Por lo cual se puede concluir que poseen la
misma dindmica.

Luego se expondra la Markovianidad de los procesos y el cumplimiendo de las ecuacio-
nes de Kolmogorov (Backward y Forward).

En el final de este capitulo, se mostrara la convergencia de los procesos de estaciona-
miento en %d hacia el proceso de estacionamiento en R?.

4.1. Construccién de los procesos

El espacio de configuraciones. Sea Z? el reticulado d-dimensional y para cada m
entero positivo %d como fue definido en el capitulo 2.

Como en el proceso de estacionamiento en Z?¢ cada sitio puede tener a lo sumo una
particula, por lo cual el espacio de estados del proceso (también llamado de configu-

d
raciones) con el que estamos trabajando es X,, = {0,1}. Siendo X = {0, 1}%, para
£ e X | tenemos que:

§(x) =

1 si hay una particula en x
0 caso contrario

Denotaremos por X2 al espacio de las configuraciones restringiendonos a los puntos de
d

Z A

m

49
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Definicién. Diremos que podemos saltar de una configuracion £ a una configura-
cién & en X2 si:

/ Zd
@) 2&(2) Ve € —NA

Construcciéon en una caja finita A. Describiendo informalmente los procesos de
estacionamiento en %d N A definidos a partir del proceso de estacionamiento continuo,
es de utilidad comenzar pensando a dichos procesos definidos en dos etapas. La pri-
mer etapa consiste en utilizar los puntos del proceso de nacimiento puro en R? x Ry,
SNA X R, , para definir un proceso de nacimiento puro en %d N A, al cual denotaremos
como S, N A X R,. Como segunda etapa utilizaremos sobre dichos puntos una regla de
decision para asignarles valor 0 6 1 a cada uno de ellos.

Primera etapa

o d _—
Se definen las marcas del proceso de nacimiento puro en % X R, de la siguiente manera:
1

555 Sm pertenecerd a S,

Si (s,t) punto de S entonces 3 s, de %d tal que || s, — s ||<

Segunda etapa
En esta etapa describiremos la dinamica del proceso de estacionamiento en %d x R,.
La evolucion del proceso puede ser descripta de la siguiente manera:
Damos una configuracién inicial 7}, pudiendo ser n{'y(z) = 0 Vo € %d NA.
En forma independiente respecto de las demaés cada sitio tiene asignada una marca
exponencial de parametro A segin la cual una particula se intenta estacionar en el
mismo y permanecer para siempre. Estas marcas son utilizadas por orden de aparicion,
para denotar los tiempos en que las particulas intentan estacionar en los sitios asociados
a las marcas.
La forma en que se decide si la particula permanece o no, es lo que denominamos la
regla de decision.
Una particula en el lugar z, x € %d N A, decide permanecer para siempre si todo el
vecindario de radio v no esta ocupado.
Maés adelante se describira con mayor detalle la dinamica de los procesos a través de
sus generadores infinitesimales.
Denotaremos el proceso en %d N A a tiempo t + h como:

qn L (z) = { Uﬁt(x) s1 771?,7{(@ =1 ~

L Liamna () si(2,5) € Sy N (A X (L, + h])

Construccion en volumen infinito. La construccién en volumen infinito se hara de-
finiendo el limite termodinamico de la misma forma en que se hizo en el capitulo 2, en
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el cual para todo (s,t) se define el limite por lo que vale el proceso en el conjunto Ar-
mour de (s,t) en (s,t). En las secciones siguientes se mostrara la convergencia entre el
Armour de los procesos discretos y el conjunto de Ancestros del proceso continuo, para
a partir de ello definir el proceso limite. Una aclaracién significativa es que el Armour
de los procesos discretos definidos en este capitulo se define de la misma manera que
en el capitulo 2.

4.1.1. Markovianidad

Veremos que el proceso de estacionamiento en %d N A definido a partir del proceso
continuo es Markoviano para todo m € N.

Definicién. Sea (Q2, F,P) un espacio de probabilidad. Sean (Fi).cr, , o-dlgebras.
Se dice que (F;)ic g, es un filtracion, si:

FiC Fis CFVEER,

Podemos pensar que JF; representa toda la informacion disponible hasta tiempo t. Un
proceso estocastico X = (Xy)ier, se dice que es adaptado a la filtracion F = (F;)ier,
si para cada t € Ry, X; es F; medible. (Notamos, X; € F;)

. . d .
Para demostrar que para cada m fijo, el proceso definido en % N A es Markoviano
recurriremos al siguiente teorema:

Teorema. Un proceso estocastico cumple con la propiedad de Markov, i.e:

|P<Xt+h < A’ft) — |P<Xt+h € A|Xt) (41)
si y solo si, cumple:

Vf € C(RY),
E(f(Xern)|F2) = E(f (Xern)| Xe) (4.2)

Demostracién. Como primer instancia se demostrara[4.1] implica [4.2 de manera
constructiva. Al ser f una funcién continua comenzaremos por probar la implicacion para
funciones indicadoras, luego para funciones simples, seguido por funciones positivas y
por ultimo para funciones continuas.

1. Sea f = 14,
E(f(Xeyn)|Fr) = P(Xegn € AlF)
= P(Xun € AIXY)
E(f(Xetn)| Xe)
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2. Si f una funcién simple, utilizando la linealidad de la integral vale la igualdad.

3. Si f es una funcion positiva, existe una sucesion de funciones simples que se apro-
ximan a ella, y el resultado sale del teorema de convergencia mondétona.

4. Sif es una funcién continua, f puede escribirse como resta de funciones positivas
)
y nuevamente utilizando la linealidad de la Esperanza condicional se concluye el
resultado.

Como el proceso en %d N A a tiempo t + h se escribe de la siguiente manera:

n (1) = 775\71,15(17) s1 775’(‘,75(13) =1 ~
At Loy iy (2) si(z,5) € S N (A X (¢, T+ h])

Podemos pensarlo de la forma ny,,, = F(n{;,U), donde F es una funcién deter-
ministica que depende de la configuracion del proceso a tiempo t y del proceso libre en
el intervalo temporal (t,t + h|, representado por el elemento aleatorio U. Destacando
que el proceso de nacimiento puro es completamente independiente de la configuracion
del proceso de estacionamiento a tiempo t y ademas Markoviano, podemos concluir que
estamos en condiciones de poder probar que los procesos de estacionamiento definidos
en este capitulo son Markovianos.

Acudiendo al 1ltimo teorema enunciado, concluiremos la Markovianidad de los proce-
sos de estacionamiento definidos en %d N A, para cada m € N. Para ello planteamos
la esperanza condicional del proceso a tiempo ¢t + h dada la informacion del mismo
hasta tiempo ¢, esta informacién sera representada por la o-algebra generada por 7y’
(denotada como F).

[E(f(nxl,wh)‘}-t) = E(f(F(nyy,U)
/

La segunda igualdad queda justificada por el hecho de que el elemento U es indepen-
diente de la historia del proceso hasta tiempo t.

4.2. Generadores infinitesimales y Ecuaciones de Kol-
mogorov

4.2.1. Probabilidades infinitesimales

Definiremos las probabilidades infinitesimales del proceso de estacionamiento en
% N A, definido a partir del proceso de estacionamiento en R? a tiempo continuo, si el



4.2. GENERADORES INFINITESIMALES Y ECUACIONES DE KOLMOGOROV53

proceso esta definido en base a un proceso de nacimiento puro a tasa A, las probabili-
dades infinitesimales de transicion seran las siguientes:

1. En el caso de calcular la probabilidad de saltar de una configuraciéon n a otra
configuracién 7’ en un intervalo de tiempo h, donde el soporte de 7’ es similar al
soporte de nU {s}, s € Sp,.

1
Pyp(h) = WXy (B(s, 5 ) + 0l€(B(s, 5 )h)
Puede interpretarse, como que la probabilidad de que se estacione un auto en el
punto s € 5, y ocupe su vecindario es equivalente a que en el proceso continuo
se estacione un auto en algin punto del entorno de s con radio ﬁ

2. En el caso en que el soporte de n'es similar al soporte de 7 unién {s,s’, ..., s'},
S, ...,80 €8,V 2<i<#(S,NA).

Py () = o{h(B(s, 5-)

3. La tercer situacion que puede presentarse es que en un tiempo pequeno h la con-
figuracién permanezca intacta, siendo la probabilidad de esta situacion:

Pnn(h) =1- Z Pnn’(h)

n'#n

Con estas probabilidades de transiciéon infinitesimales podemos definir la matriz de
ey s e . . d
transicion estocastica P(h), del proceso de estacionamiento en % NA.

4.2.2. Generadores

En esta seccién utilizando las probabilidades infinitesimales descriptas en la subsec-
cion anterior, escribiremos los generadores de los procesos de estacionamiento discretos
obtenidos a partir del proceso continuo. Y los compararemos con los generadores de los
procesos discretos descriptos en el capitulo 2 y el proceso de estacionamiento continuo.
Encontraremos a partir de los generadores la similitud entre las dinamicas de los pro-
cesos discretos definidos a partir del proceso continuo y la de los procesos de estaciona-
miento discretos descriptos en el capitulo 2.

En primera instancia definiremos la matriz de tasas asociada a un proceso Markoviano
y a partir de ella daremos la definicion del generador de dicho proceso.
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Algunas definiciones necesarias

Teorema. Siendo {P, : t > 0} el semigrupo de matrices de transicién aso-
ciado a un proceso Markoviano (X;);>o. Existe una matriz Q) = {q(z,y) : x,y €
X, X espacio de estados}, llamada matriz de tasas, que verica:

P(x,y) = hq(z,y) + o(h) siz #y
Py(x,x) =1+ hq(z,z) + o(h)

La matriz Q verifica

L g(z,y) > 0siz #y,

2. q(z,x) = — ZyEX, e q(z,y) <0.
Definicién. Toda matriz () verificando estas propiedades se llama matriz de tasas.

La matriz de tasas Q define un operador sobre el espacio de funciones definidas en
el espacio de estados X tomando valores en R. Para f : X — R, consideramos

Lifl(x) = qlz,v) f(y) = > a(z,9)[f(y) — f(2)]

yeX yeX

Ahora si estamos en condiciones de escribir los generadores de los procesos que apa-
recen en este documento.

Generadores

Comenzamos recordando como es explicitamente el generador del proceso de esta-
. . d . . . ,
cionamiento a tasa A en % a tiempo continuo, escrito en el capitulo 2.

. . . d
La matriz de tasas del proceso de estacionamiento en % es:

q(n,m'") = Misendinfo,(n) gesg}(s)pnn’ sin =nU{s}

A
Donde p,, vale 0 6 1 debido a lo siguiente:

Una vez que la indicadora vale 1 ya se sabe que el lugar puede ser ocupado exactamente
por una particula y por lo tanto la probabilidad de pasar de la configuracion 7 a la
configuracion 7' es 1; si la indicadora vale cero la configuracion ' no es admisible y p;,y
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vale 0.
El generador queda definido de la siguiente manera:

Liflm = > ama)(f(0) = f()

n' €X' =nU{s}

Para cada m el proceso definido en %d N A a partir del proceso continuo utilizando el
ultimo teorema expuesto concluimos que su generador esta definido por:

LM = S A M(Bls, =) (F(7) — £(n))

2m
n' e n'=nu{s}

Para verificar que los operadores L; y L son iguales nos basta con mostrar que
4(n,7') = Ly hM(B(s, 3,7))-

Efectivamente:

Si miramos el proceso de estacionamiento en %d definido a partir del proceso de esta-
cionamiento continuo y pensamos que en cada punto s de %d, ponemos un vecindario
B(s, ﬁ) ocurre que ahi dentro hay a lo sumo una exponencial a tasa A en un tiempo
infinitesimal y por lo tanto podemos pensar que cada punto del proceso este tiene asig-
nada una variable exponencial.

Como en el proceso %d construido en el capitulo 2, cada punto tiene asignada una varia-
ble exponencial, podemos concluir que los generadores de ambos procesos son similares.

4.2.3. Ecuaciones de Kolmogorov

Teorema. Las probabilidades de transicion cumplen:

AP, (1) 1
% = Z [)\]l{n/an/}E(B(s, %))]Pnn” (t)
n”exg/n/:n"u{s},se%
1
— | > ML {aenp (B (s, 5=))] Py () (Ecuacion Forward)
0 XN ' =n"U{s},s€ )
AP, (1) 1
% = Z Py () [AL gy mp U(B(s, %))}
n”EXT/,\L/n/’:nu{s},segmﬂA
1
Py ()] > M gaenpl(B(s, 5 )| (Ecuacion Backward)

" eX /n"'=nU{s},s€SmNA
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Demostracion.
Ecuacion forward:
A modo de notacidn, indicaremos que n ~ 1’ si el soporte de n, pudiendo leerse como
que la configuracién n es compatible con la configuracion n’

Pyy(t+h) = P(sn =1'Ino =n)
- ¥ P(n =n"0mo =n N0 =1n")

oA P(no = n)
- P(ern =n'lno =n N =1")P(no =nNn. =n")
77”6‘)(71}1 P(nO = ?7)
= Y Pluen=n'lme =0")POne = "o = n)
77”6/"%\1
- S BNy UB(s, ) + olU(B(s. 5 )W) Py ()
e "2m "2m m

d
n”EXTI}l/n’:n”U{s},SE%

+ Z [o(R)] Py (1)

0" eXp /d(n' ') >2

1 1
- 3 d AN L{orany U(B(s, 5—)) + o(U(B(s, 5—))A)]| Py (1)
" eX) /n'=n"U{s},se L
(4.3)
Prm’(t +h) — Prm’(t) 1 L !
N = 3 (MM LB (5, ) + 0(U(Bs, 5=)) )] Py (t)
77”6/\77%/7]'=7I”U{8}»3€%
+ Z [o(R)] Eyy (£)
77//G‘X‘T/I\L/d(n/w//)22
1 1
_ S (WAL (s U(B(s, 5—)) + o(U(B(s, 5 =)) 1) Py (1)
n”eXT/}L/n’:n”u{s},SE%
(4.4)
i Do (1) = Py () _ A\ U(B(s. 2—NP
lim - = Z ALy €(B(s, %))] (1)
0 eXp /n/=n"Uis} se L
1
— Z AL (s b(B(s, %))]Pnn’ (t)

d
W EXN ="V s} s€ -
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Ecuacién Backward:

Pnn’(t +h) = Pnuyn= 77/|770 =)

_ Z PMegn =1 Nmo=nN0ny =1")

e P(o =)
- 3 P(than =1'lno = n N =n")Plno = n N = 1)
e P =)
= > Pl =1'lmn=n")Plon =n"no =n)
n//E‘XT/}}L
— > Py () [BAL gy (B (s i)) + o(¢(B(s i))h)]
n'n {n""~n} "om "om

' eXA /n''=nU{s},s€Sm

+ Y. Py

n"'eXh /d(nn'")>2

+ Pl S AL (B, ) + ol(Bls, 5 )R]

0" €Xp /n'"=nU{s},s€SmNA

Pnn’(t + h) - Pnn’(t)

=Y PN (Bl 5 ) + ol U(B(s, 5 )R
"' €XN /" =nU{s},s€5m
+ > Pyy(®))]

0" eXp Jd(nn")>2

- Pul Y e B, ) + oU(Bls 5 )]

n"'€XA /n''=nU{s},s€SmNA

. Pyt +h) — Ppy(t) 1
}lg% = h = - Z By <t>[)‘1{n”~n}€<3(57 _m))]
0 €XN /0 =nU{s},s€SmNA

Pu Y N lBls )

"' €Xh /n'"=nU{s},s€SmNA
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4.3. El espacio de las Configuraciones

En esta seccion se escribira sobre la convergencia de los procesos de estacionamiento
en %d hacia el proceso de estacionamiento en R? cuando m tiende a infinito. La idea
se basara en el hecho de pensar cual es la distancia entre los autos estacionados en los
procesos discretos y el proceso continuo si se refina cada vez mas, es decir la distancia
entre los puntos discretos se hace cada vez mas pequena.

Para poder llegar a determinar una distancia entre los procesos de estacionamiento se
pensara a las configuraciones como medidas de Radon. Si lo que estoy buscando es la
convergencia entre configuraciones, necesitamos determinar que el limite de esta dis-
tancia sea cero, es decir que para todo € > 0 existe ng tal que n > ng, d(n™,n) < e.

A primera instancia nuestra meta serda obtener herramientas para poder definir una
distancia entre configuraciones de puntos en R%.

Como R? es un espacio métrico localmente compacto, separable y completo. Una

configuracion de particulas consiste en una cantidad numerable de particulas con la
condicion de que cada conjunto acotado no contiene mas que una cantidad finita de
particulas. Como ya se nombro en la introduccién de la seccion veremos a las configu-
raciones de particulas como medidas de Radon en R?, para cada conjunto medible en
R, £(B) sera el nimero de particulas en B (En los procesos de estacionamiento, solo
se admite una particula en cada lugar).
Estamos interesados en configuraciones de particulas aleatorias, o equivalentemente, en
medidas de probabilidad en el espacio de configuraciones de particulas. Si @ es una
medida de Radon en R? (por ejemplo la medida de Lebesgue), una configuracién alea-
toria £ es Poisson si cumple:

1. Para cada B C R? acotado la distribucién de &(B) es Poisson con intensidad ¢ (B)

2. Para una cantidad de conjuntos disjuntos acotados Bi, Bs,..., B, C R?, las va-
riables aleatorias (B;) son independientes.

Medidas de Radon en R? .Una medida de Radon es una medida de Borel
que cumple p(C) < oo para todo conjunto compacto C' C R?. Cada medida de
Radon es univocamente determinada por sus valores en los conjuntos acotados.
Una medida de Borel es regular en R? si:

w(E) = inf{uU): E CU,U abierto}
= sup{pu(V):V C E,V compacto}
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Cada medida de Radon en RY es regular . Se deduce del teorema de Ulam, el
cual determina que cada medida de Borel finita en un espacio metrico completo
separable es regular.

Configuraciones de particulas en R¢ .Una configuracién de particulas ¢ en
R? es una medida de Radon tal que £(B) € N para todo conjunto acotado medible
B C R
Sea @ C R? un conjunto numerable tal que para todo compacto C' C R¢, Q N C
es finito.

Proposicién. Sean : Q — N\ {0} la funcién que cuenta la cantidad de particu-
las que hay en un elemento de Q, asi £ & ZGGQ n(a)d, es una configuracion de
particulas en RY.

Por otro lado, sea & una configuracién de particulas en R? y para cada a € R,
se define n(a) = £({a}) y @ = {a : n(a) > 0}. Entonces para cada compacto
C C R?, tenemos |Q N C| < &(C) < oc.

Esto implica que @ es numerable, porque R? es unién numerable de conjuntos
compactos, y queda § =3, ., n(a)da.

Demostracién. Sea B C R? acotado y medible. Tenemos que:

§(B) =) at(a) = n(a)du(B)

acq®
Si §(B) > 3 .eqé(a)por regularidad de § ,existe Cy C B\ @) compacto tal que
£(Cy) > 1.
Sean Ai, A, ..., A,, un cubrimiento por abiertos de Cy con bolas de diametro a

lo sumo 271,

Entonces existe i tal que §(A; N Cy) > 1. Nuevamente por regularidad, existe un
conjunto compacto C; C A; N Cy con {(C1) > 1.

Siguiendo con el mismo procedimiento podemos hallar una cadena Cy O Cy D
Cy ... de conjuntos compactos C,, con diametro menor que 2~" y £(Cn) > 1. La
interseccion (), C,, contiene un tnico punto = con {({z}) > 1, contradiciendo el
hecho que CoNQ = (). Llamaremos a § = > _acq n(@)da la representacion estandar
de & .

Las medidas de Radon como funcionales lineales Para toda funcién f
continua de soporte compacto y cada medida de Radon en R? se define un fun-
cional lineal positivo f — u(f) = [ fdu en C.(R?).
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Y cada medida p esta univocamente determinada por este funcional.

El espacio de las medidas de Radon Denotaremos con M al conjunto de
las medidas de Radon en R?. La topologia vaga en M es la topologia més débil
que hace todas las observaciones p — u(f) Vf € C.(R?) continuas. En particular,
pi — b, es decir la sucesion u; converge vagamente a p si'y solo si p;(f) — p(f)
para toda f € C.(R%).

Definiremos una metrica para el espacio de las medidas de Radon:

1 - -V
plp,v) = Z§(1 e luthi) vty
k

4.4. Desde los procesos discretos hacia el Pro-
ceso continuo

Dado que en la seccién anterior se mostraron herramientas a través de las cuales
se puede definir una distancia entre configuraciones de puntos, en esta seccién nos
dedicaremos a mostrar que las configuraciones de puntos que corresponden a los
procesos definidos en %d, m € N, convergen de manera casi segura al proceso de

estacionamiento definido en R?.

4.4.1. Convergencia en volumen finito

Como bien esta expresado en el titulo, nos ocuparemos de mostrar la convergencia
de los procesos en el espacio discreto hacia el proceso en el espacio continuo en
una caja de volumen finito a la cual podemos llamar A, A C R%.

Utilizaremos la siguiente notacién para las configuraciones que representan nues-
tros procesos:

El proceso de estacionamiento en RY N A serd denominado con la letra n*

d
El proceso de estacionamiento en — M A serd denominado a través de n™*

m
En la seccién anterior se introdujo una métrica entre medidas de Radon, la uti-
lizaremos para los procesos ya que cada uno estard identificado con una medida
de Radon. Utilizando la distancia definida entre dos configuraciones, escribimos
la distancia entre el proceso representado por n™ v el proceso representado por
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™A m e N:

m 1 _|pym,A _ A
p(™A ) = Z 2_k(1 — e~ )=t (i)l
k

Asociando a cada medida de Radon su respectivo operador lineal:

1 ”
plf™ ) = 3 o (1 el Tt )
k

Notando como Q,, y @, los dominios de n™* y n* respectivamente. Y teniendo
en cuenta que en una caja de volumen finito el soporte de ™" y n* son finitos,
obtenemos la siguiente igualdad:

U OEDY %(1 — 72 oo =2q I 2)0:1)
k

En donde §, representa la funcién definida de la siguiente manera:

1 si hay una particula en x
0y = .
0 caso contrario

Como lo que estamos buscando es convergencia casi segura vamos a buscar a
partir de que valor m, suficientemente grande que dependera de la cantidad de
puntos en la caja, para cada x € @) tal que d, = 1 existe z,, € Q,, tal que ¢, =1
v x—zn,|< ﬁ Esto quiere decir que no quedan puntos sin correspondencia
en ninguna de las dos configuraciones.

Para calcular el valor de m a partir del cual la correspondencia es uno a uno
entre las configuraciones, en primera instancia tenemos en cuenta el hecho que la
cantidad de puntos de los procesos en dicha caja es finita.

Suponiendo que la cantidad de puntos en la caja A es [, como estamos en la
configuracion final del proceso, si x e y pertenecen al proceso entonces || x —y ||<
3v, donde v es el tamano del vecindario que es ocupado al estacionar. Teniendo en
cuenta que el peor de los casos es cuando dos puntos = e y del proceso continuo
tienen su correspondientes puntos x,, € ¥, del proceso discreto sobre el vector
x —y y por lo tanto necesitamos que: = < min, yeq d(B(z,v), B(y,v)).
Volviendo al objetivo de esta seccién, podemos escribir la distancia entre las dos
configuraciones que representan los procesos como:

m 1 | < o (@)=l (@))]

pl™ ) =y p (1 — e Shemmetan T
k

Como las funciones (hg); son continuas, entonces para cada k y para todo € > 0

existe 0 tal que si d(z,y) < § entonces d(hi(z), hi(y)) < e. Debido al teorema
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de Arzela-Ascoli una sucesion de funciones continuas en un conjunto acotado, es
equicontinua. Por lo tanto para todo € > 0 existe 0 > 0 que no depende de k
tal que si d(x,y) < 0 entonces d(hy(z), hi(y)) < e. Aplicando esto a la distancia
entre las configuraciones, obtenemos:

m 1 le
p™ ) =)l —e),
k
siendo [ la cantidad de puntos del proceso libre que se encuentran en la caja Ay
que tienen asignados el valor 1.

m —Ll€ 1
p(™ ) =1 —e )y —
k

2k

p(™™ ) < (1 —e )2

Para cada m puedo tomar ¢, tan pequeno como sea necesario, tomo ¢,, < L , de
m
este modo:

m L
p(™™ ) < (1—e'm)2

concluyendo que:

lim p(n™*, n*) =0

m—ro0

’ . . . d .
Asi las configuraciones del proceso de estacionamiento en % en una caja de vo-

lumen finito A convergen a las configuraciones del proceso de estacionamiento en
R? en esa misma caja, a medida que m tiende a infinito.

Dado que el limite del proceso de estacionamiento en todo R? queda definido por
el valor que tiene el proceso restringiéndonos al conjunto de Ancestros del mismo,
para poder determinar la convergencia en volumen infinito precisamos establecer
la convergencia entre los conjuntos “Armour”(definido en el capitulo 2) de los
procesos en los puntos discretos y el conjunto de Ancestros.

4.4.2. Convergencia en volumen infinito
Relacion entre Armour de un punto en %d y el conjunto de Ancestros
de su punto asociado en R%.

Para comenzar con esta seccién se describird una nocién informal de como rela-
cionar el conjunto de ancestros de un punto (s,t) del proceso de nacimiento libre
con su analogo, en el proceso libre construido en %d.

Al ser el conjunto de ancestros finito al igual que el Armour de un punto en el

proceso discreto, podemos pensar lo siguiente:
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Sea (s,t) un punto del proceso de estacionamiento en R, y sea (s,,,t) el punto
mas cercano en %d, lo que haremos sera mostrar que para un valor de m suficien-
temente grande el conjunto de ancestros de (s,t) y el Armour de (s,,,t) tienen
una correspondencia uno a uno.

. d
Siy € Ai(s,t), llamando y,, al punto mas cercano a y en %, podemos afirmar que:

1
Fsm =y I<ll's =y |+

y como y € A;(s,t) entoncessi || s—y ||=2v—a ,siendo a < vsi L < a, entonces:

| $m — ym ||< 2v y por lo tanto y,, € A({s})

[teradamente se realiza el mismo procedimiento para los ancestros de los ancestros,
y asi al ser este un conjunto finito podemos elegir el valor de ¢ minimo.

Siendo que se tomo (s,t) cualquier punto del proceso continuo, concluimos que
para cada punto existe un valor de a y como la cantidad de puntos es finita
elegimos el minimo de esos a y por lo tanto tomo el m correspondiente a ese valor
de a.

Convergencia hacia el limite

Teniendo en cuenta que habiendo construido los procesos en cajas de volumen

. . .. . . d
finito A , hemos definido el proceso limite sobre cada espacio respectivamente %
y R? de la siguiente manera:

nm(5m>t) = n&(sm)}(5m7t)7 Sm, € gm

n(s,t) = naiy(s), s €S

Y dado el hecho de que los procesos discretos y el proceso continuo son estables y
utilizando que la dinamica de los procesos discretos definidos a partir del proceso
continuo es similar a la dinamica de los procesos discretos descriptos en el capitulo
2. Podemos definir la convergencia casi segura de los procesos en una caja que
contenga los Ancestros y el Armour de los procesos discretos.

En la seccién precedente se ha demostrado, pensando las configuraciones como
medidas de Radon, que en un conjunto de volumen finito las configuraciones
que representan los procesos discretos convergen en la topologia vaga hacia la
configuracién que representa el proceso en el espacio continuo R?.
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