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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo principal de este trabajo es estudiar las deformaciones de las dlgebras envolventes
de algebras de Lie complejas de dimension tres. Estas deformaciones se dividen en dos clases:

1. las que provienen de deformar la estructura de Lie,
2. las que provienen de deformar la estructura asociativa, sin variar el corchete.

Las deformaciones de la primera clase y las relaciones entre las mismas han sido completa-
mente estudiadas en los ultimos afios. Nos proponemos en particular estudiar deformaciones
de la segunda clase de las 4lgebras de Lie de dimensién tres del tipo t,, usando métodos
homolégicos.

Las deformaciones de objetos algebraicos y analiticos son estudiadas desde hace muchos
afios tanto en matematica como en fisica. El conjunto de clases de equivalencia de estructuras
de algebra de Lie sobre un espacio vectorial fijo es llamado el espacio de moduli de algebras
de Lie sobre ese espacio vectorial El espacio de moduli ha sido estudiado completamente
en el caso de un espacio vectorial complejo de dimension tres (JA], [TU]). La estructura de
este espacio de moduli es bastante simple: consiste de una familia 1-paramétrica de algebras
de Lie resolubles, y de tres algebras de Lie especiales. Sin embargo no se ha realizado una
descripcién de la familia de deformaciones de las &lgebras envolventes de algebras de Lie
complejas de dimensiifin tres que se obtienen al deformar la estructura asociativa. Las
deformaciones infinitesimales de un algebra asociativa estdn parametrizadas por el segundo
grupo de cohomologia de Hochschild del dlgebra, a coeficientes en el algebra considerada
como bimoodulo sobre si misma de la manera natural. Asimismo, las posibles obstruc-
ciones para continuar esta deformacién infinitesimal en una verdadera deformacién estan
parametrizadas por el tercer grupo de cohomologia de Hochschild del &lgebra a coeficientes
en ella misma.

En el Capitulo 2 se recuerdan algunas definiciones bésicas sobre algebras de Lie, sobre
algebras envolventes y también sobre homologia y cohomologia de algebras de Lie. Luego de
describir las 4lgebras de Lie complejas de dimensiones 1, 2 y 3, calculamos sus cohomologias.

El Capitulo 3 comienza con un resumen de resultados sobre cohomologfa de Hochschild
de &lgebras asociativas y en particular de algebras envolventes de 4lgebras de Lie. Nos
interesa especialmente el producto cup y la estructura de algebra de Gerstenhaber de la
cohomologia de Hochschild. Luego calculamos como ejemplo la cohomologia de Hochschild
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del algebra envolvente del dlgebra de Heisenberg, recuperando el resultado obtenido por P.
Nuss en [N| y posteriormente en [HS|. En la altima parte de este capitulo estudiamos el
concepto de deformacién de una k-algebra asociativa y de una k-algebra de Lie en términos
cohomolégicos.

En el Capitulo 4 comenzamos recordando material relacionado con el lema del diamante
de Bergman [Ber|, que es una herramienta para encontrar bases de moédulos dados por
generadores y relaciones. El lema del diamante es usado en el resto del capitulo para calcular
de forma efectiva una familia de deformaciones de las algebras envolventes de las 4lgebras
de Lie del tipo t,. Para ello es necesario calcular primero su cohomologia de Hochschild, y
también algunos de los morfismos de comparacién entre la resolucién Bar y la resolucién de
Chevalley-Eilenberg.



Capitulo 2

Algebras de Lie

En este capitulo desarrollaremos las nociones basicas de (co)homologia de algebras de Lie.
Seguiremos la presentacion del tema hecha en [W].

2.1 Resultados generales

A lo largo de esta seccién, k serd un anillo conmutativo.

2.1.1 Definiciones béasicas

Definiciéon 2.1.1. Una estructura de algebra de Lie sobre un k-moédulo g es un morfismo
de k-moédulos [—, —] : g ® g — g, llamado corchete, que satisface

L. [z,y] = —[y,x] Vz,y€g (Antisimetria),
2. [[x,y], 2] + [y, 2], x] + [[z,2],y) =0 Vax,y,z€g (Identidad de Jacobi).

Ejemplos 2.1.2. 1. Si k es un cuerpo y V un k-espacio vectorial, el corchete dado por
[z,y] = 0 para todo x,y € V da a V una estructura de dlgebra de Lie. En este caso
[—, —] se llama la estructura de algebra de Lie abeliana sobre V.

2. Dada una k-algebra asociativa A es facil darle una estructura de &lgebra de Lie
definiendo el corchete como su conmutador, es decir: dados a,b € A, [a,b] := ab — ba.
Notamos con Lie(A) al algebra de Lie que tiene como k-médulo vectorial subyacente
Ay corchete antes descripto.

3. Sea A una k-algebra arbitraria. Consideremos Der(A) := {¢ € Endg(A) : ¢(ab) =
agp(b) + ¢(a)b, Va,b e A}. El corchete esta definido como en el ejemplo anterior por
el conmutador y da a Der(A) una estrucutra de subalgebra de Lie de Lie(Endg(A)).

4. Si G es un grupo de Lie, entonces el espacio de campos X : C®(G) — C*®(G)
invariantes a izquierda, es un &lgebra de Lie con el corchete dado por [X,Y](f) =
XY (f) —Y(X(f)), para f € C*>°(G). Mas aun, las clases de difeomorfismo de
grupos de Lie conexos y simplemente conexos quedan determinadas por su dlgebra de
Lie de campos invariantes a izquierda.



Definicién 2.1.3. Sean g y § dos k-algebras de Lie y sea f : ¢ — b un morfismo de
k-modulos. Se dice que f es un morfismo de dlgebras de Lie si preserva el corchete, es decir,

si f([z,y]) = [f(2), f(Y)], Va,y €9

Definicién 2.1.4. Sea g una k-dlgebra de Lie y sea h un k-submoédulo de g. Se dice que
h es un ideal de g si [g,h] € h para todo g € gy h € h. Tanto h como g/h heredan de
forma natural una estructura de k-algebra de Lie tal que los morfismos candénicos h — gy
g — g/b son de algebras de Lie.

Definicion 2.1.5. Un g-médulo a izquierda es un k-mdédulo M junto con un morfismo
de élgebras de Lie g — Lie(Endg(M)), o equivalentemente, una accién g @, M — M
que cumple [z,y]m = x(ym) — y(x(m)), Vz,y € g, Vm € M. Un morfismo de k-mddulos
f: M — N entre dos g-modulos se dice un morfismo de g-modulos si f(xm) = zf(m), Vo €
g, Vm e M.

Ejemplos 2.1.6. 1. Sea M un g-moé6dulo a izquierda, entonces M es un g-modulo a
derecha mediante el morfismo g — Lie(Endy(M))°P definido por m-x := —xm, Va €
g, Vm e M.

2. Sean M y N g-modulos a izquierda, entonces Homy (M, N) tiene una estructura de
g-modulo a izquierda dada por (z - f)(m) = zf(m) — f(em), Vo € g, Ym € M,
Vf € Homy (M, N).

3. Sean M y N g-moédulos a izquierda, entonces M ®j N tiene estructura de g-médulo a
izquierda dada por x - (m ® n) := xm @ n + m Q@ xn. De esta manera la categoria de
g-médulos resulta una categoria monoidal.

4. Sea M un k-modulo, se define Der(g, M) := {D € Homy(g, M) : D([z,y]) = 2D(y) —
yD(z), Vz,y € g}. Se nota con Der(g) a Der(g, g). Observemos que Der(g) resulta
una k-subélgebra de Lie de Lie(Endg(g)).

5. Sea g una k-algebra de Lie y sea M un g-modulo. Se puede definir el producto semidi-
recto de g y M como la k-algebra de Lie M X g que tiene como espacio subyacente el
k-modulo M @ g, y corchete dado por [(m, g),(n,h)] = (g-n—h-m,[g,h]), Yg,h €
g, Vm e M.

6. Sean g y b k-élgebras de Lie y sea o : h — Der(g) un morfismo. Se puede definir el
producto semidirecto de g y b a través de o como la k-dlgebra de Lie g x, h que tiene
como espacio subyacente el k-modulo g & b, y corchete dado por [(g,h), (¢, h))] =

(lg,9'] +a(h)(g),[h,1']), Yg,9 €g,Yh,h €h.

Proposicion 2.1.7. Dado un g-mddulo a izquierda M, el funtor Homy (M, —) : g-mod— g-
mod es adjunto a derecha del funtor (—) ®j M : g-mod— g-mod.

Demostracion. Basta chequear que los isomorfismos usuales de k-moédulos que dan la ad-
juncién entre los funtores Homy (M, —) y (=) ®x M quedan bien definidos para estas estruc-
turas. O
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2.1.2 Algebras nilpotentes y solubles

Sea g una k-algebra de Lie.

Notacion: Dados by y bho ideales de g, vamos a notar con [h1, b2 al k-submodulo generado
por los elementos [h1, ho] tal que hy € h1 y ha € ha.

Lema 2.1.8. Sean b1 y ho ideales de g. Entonces [h1,h2] es un ideal de g.

Demostracion. Sean x € g, hy € h1 y he € ha. La identidad de Jacobi dice que [z, [h1, ho]] =
[h1, [z, ha]] + [[z, ], ho] € [b1, ba]. O

Definicién 2.1.9. Sea g una k-algebra de Lie. Se define inductivamente la sucesién g”
como g° = g y sin > 1, entonces g" = [g" ', g]. El dlgebra de Lie g se dice nilpotente si la
sucesion

g=¢"2g'2¢°2¢° 2

eventualmente se anula, es decir, si existe n € N tal que g" = 0.

Por ejemplo, la k-algebra libre de dimension 3 generada por {z,y, z}, con corchete dado
por [z,y] = 2, [x,2] = [y, 2] = 0 es nilpotente pues g' = (z) y entonces g2 = 0.

Definicion 2.1.10. Sea g una k-dlgebra de Lie. Se define inductivamente la sucesion g™
como g(® =gy sin > 1, entonces g = [g(”*l),g(”*l)]. El 4lgebra de Lie g se dice soluble
si la sucesién

g= g(O) > g(l) ) 9(2) ) 9(3) ..

o...
eventualmente se anula, es decir, si existe n € N tal que g(") =0.
Lema 2.1.11. Sea g una k-dlgebra de Lie, entonces [g", g™] C g"™™ para todo n,m € N,

Demostracién. Para un n fijo haremos induccién en m. Si m = 1 la igualdad [g", g] = g"*!

vale por definicién. El paso inductivo es

(0" g™ =1[a" [", 0]  [lg" 00" + [[g", 8™],0] C [g""" 0] + [g""",g] C g""" !,

donde la primera inclusién estd dada por la identidad de Jacobi y las restantes por la
hipétesis inductiva. O

Corolario 2.1.12. 5i g es nilpotente entonces g es soluble.

La vuelta no es cierta, por ejemplo el C-espacio vectorial de matrices triangulares supe-
riores de 2 X 2 con coeficientes complejos es un algebra de Lie soluble pero no nilpotente.

2.1.3 Invariantes y coinvariantes

Definiciéon 2.1.13. Sea g una k-algebra de Lie y sea M un g-mddulo, se definen los inva-
riantes y coinvariantes de la siguiente manera

e Invariantes: M9 :={m e M : xm =0 Vzx € g},
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e Coinvariantes: My := M /gM.

Observemos que si f : M — N es un morfismo de g-mdédulos y m € M9, entonces
zf(m) = f(zm) = 0 para todo x € g; y si n € gM, entonces n = ) z;n, con z; € gy
n, € M,y por lo tanto f(n) = > x;f(n}). Resumiendo, tenemos que f|ye : M® — N9y
que f induce f : My — Ng. Es sencillo verificar que de esta manera (—)? : g-mod— k-mod
y (—)g : g-mod— k-mod son funtores.

En el otro sentido, contamos con el funtor trivial k-mod— g-mod, que a cada k-médulo
M le asigna el g-modulo trivial: z-m = 0 para todo x € gy m € M. Este funtor es exacto.
El siguiente resultado es de facil demostracién:

Proposicion 2.1.14. Los funtores (—)® y (—)g4 son adjuntos a derecha y a izquierda respec-
tivamente del funtor trivial. En particular (—)® es exacto a izquierda y (—)g es exacto a
derecha.

2.1.4 El algebra envolvente universal

El algebra envolvente universal de una k-algebra de Lie g es una k-algebra asociativa U(g)
que verifica cierta propiedad universal. En analogia con el dlgebra de grupo kG asociada a
un grupo G, U(g) servira para traducir las nociones de g-moédulos y morfismos g-médulos
en U(g)-modulos y morfismos de U(g)-modulos, y de esta manera se vera que la categoria
de g-moédulos tiene suficientes inyectivos y suficientes proyectivos permitiendo definir la
homologia y cohomologia como los funtores derivados de (—)q y (—)? respectivamente, de
forma similar a la homologia y cohomologia de grupos.

Definicion 2.1.15. Sea g una k-algebra de Lie, sea T'(g) el dlgebra tensorial y sea Z el ideal
de T'(g) generado por a®b—b® a — [a, b] para todo a,b € g. El dlgebra envolvente universal
de g es

Ug) == T(g)/1.

Notaremos con z1] - - - |z, a los elementos homogéneos de grado n (con respecto a la gradua-
cion evidente) de T'(g) y con x7 - - -z, a su clase en U(g).

Intuitivamente, el algebra envolvente consiste de sumas formales de palabras con letras
en g bajo la relacion zy — yz = [z,y| para z,y € g.

Observemos que se tiene un morfismo de algebras de Lie i : g — Lie(U(g)) definido por
la composiciéon de los morfismos de k-modulos g — T'(g) — U(g). Como corolario del
siguiente teorema se obtiene que para algebras de Lie g que son libres sobre k, este morfismo
es inyectivo.

Teorema 2.1.16 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Sea g una k-dlgebra de Lie libre como k-mddulo
y sea {e;}ics una k-base ordenada. Entonces U(g) es un k-mddulo libre con base {er : I =
(i1 < -+ <'ip) sucesion finita y ordenada de J}; donde ey :=e;, ---€;,.

Para una demostracion ver [CE].

Obseryaci(’)n 2.1.17. 1. Sif:g— bhesun morﬁsmp de k-algebras de Lie, entonces
f:T(g) — U(h) dada por la extension lineal de f(z1|---|zn) = f(x1) - f(xn) se
anula sobre Z y por lo tanto pasa al cociente definiendo un morfismo de k-algebras
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asociativas U(f) : U(g) — U(h). Por lo tanto U(—) resulta un funtor de la categoria
de k-algebras de Lie en la categoria de k-&lgebras asociativas.

2. Si A es una k-algebra asociativay f : g — Lie(A) es un morfismo de k-dlgebras de Lie,
entonces de forma similar al item anterior queda bien definida f : U (g) — A dada por
f(xy---xp) = f(z1)--- f(zn), donde ahora el producto de la derecha es el producto de
A. Reciprocamente, si h : U(g) — A es un morfismo de k-algebras, hoi : g — Lie(A)
cumple que hoi([z, y]) = h(z,3]) = hzy —yz) = h(z)h(y) — h(y)h(z) = [A(z), h()]
Estas asignaciones son mutuamente inversas dando un isomorfismo de k-modulos que
resulta natural.

Hompic(g, Lie(A)) = Homg a1y (U(g), A),
es decir, el funtor Lie(—) es adjunto a izquierda del funtor U(—).

3. Sea M un g-modulo, sea m € M y sea 1|z - - |z, un elemento homogéneo de grado
n en T(g); podemos definir (xi|xe| - |x,) - m = x1(x2(- - (xym)--+)) y extender
linealmente esta accion a todo T'(g); ademés, como M es g-modulo, vale que z(ym) —
y(xm) — [z,y]m = 0, es decir, los elementos de Z acttan trivialmente y por lo tanto
podemos pasar al cociente obteniendo asi una estructura de U(g)-modulo sobre M.
Reciprocamente, si M es un U(g)-mo6dulo entonces resulta un g-modulo con la accion
dada por z - m := i(x)m. Ademaés, los morfismos de g-mo6dulos entre dos g-modulos
N y M resultan morfismos de U(g)-modulos y viceversa.

De la altima observacion se desprende el siguiente resultado

Teorema 2.1.18. La categoria de g-mddulos es naturalmente isomorfa a la categoria de
U(g)-mddulos. En particular, la categoria de g-mddulos tiene suficientes inyectivos y sufi-
cientes proyectivos.

Observacion 2.1.19. Bajo estas identificaciones, el g-médulo trivial k& resulta un U(g)-
modulo, es decir, tenemos un morfismo de k-modulos, € : U(g) — Endg(k) = k, llamado
aumentacion. Notaremos con J al ntcleo de este morfismo. Este nucleo es llamado habi-
tualmente ideal de aumentacion. Observemos que J es el ideal bilatero generado por g, que
ademads coincide con U(g)g, y que U(g)/T = k.

Notaremos g := g/[g, g].
Utilizaremos el siguiente lema més adelante para caracterizar los grupos de (co)homologia
en grados bajos.

Lema 2.1.20. Sea g una k-dlgebra de Lie y sea J el ideal de aumentacion. Entonces se
tienen los siguientes isomorfismos de k-mddulos

1. gab ~ j/j2
2. Para todo g-mddulo trivial M, Homg(g, M) = Homy, (g%, M).

Demostracion. 1) El isomorfismo es intuitivo ya que J es el ideal generado por g, luego J2
es el k-submodulo de T'(g) generado por los elementos de grado mayor o igual a 2, por lo
tanto en J/J? se tiene la relacion [z,y] = zy — yz = 0. Veamos la prueba.
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Dado n € N, definimos o, : g% — g® por (1, ,2,) :=0paran # 1y o1(z) = Z.

Pasando al producto tensorial para cada n y luego al élgebra tensorial T'(g), construimos
un morfismo T(g) — g* que ademas se anula sobre Z y por lo tanto se factoriza por el
4lgebra envolvente. Obtenemos asi un morfismo o : U(g) — g® que cumple que o(z) = T
para todo z € gy 0|72 = 0. De esta manera construimos & : J/J? — g% de k-modulos
cuya inversa es i : g® — J/J? inducida por la inclusion i : g — U(g).

2) Sea f € Homgy(g, M), como f es k-lineal y f([z,y]) = 2f(y) = 0, f pasa al cociente
e induce f : g% — M. Reciprocamente, sea f : g®» — M un morfismo de k-modulos,
entonces fon([z,y]) =0=z(fon(y)), luego fom € Homgy(g, M). O

2.2 Homologia y cohomologia de algebras de Lie

El teorema 2.1.18 nos permite hablar de funtores derivados a derecha y a izquierda en la
categoria de g-modulos.

Definicion 2.2.1. Sea g una k-algebra de Lie y sea M un g-moédulo a izquierda. Se define
la homologia y cohomologia de algebras de Lie de g con coeficientes en M como

H(g, M) := La(—g)(M), Hie(g, M) := R*(=9)(M).

La homologia y cohomologia pueden calcularse también en la categoria de U(g)-modulos
como funtores derivados conocidos, como se ve en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.2. Sea g una k-dlgebra de Lie y M un g-mddulo a izquierda. Entonces
HE(g, M) = Tord¥ (k, M), H}, (9. M) = Extfy g (k, M).

Demostracion. Como todo funtor derivado es un J-funtor universal, basta probar que hay
un isomorfismo natural entre los funtores en grado 0. Estos isomorfismos estan dados por

Mg = M/gM = (U(9)/T) @u(g) M =k Su(g) M,
M?® = Homg(k, M) = Homy(g) (k, M).

Corolario 2.2.3. Para todon > 1, HY. (g,U(g)) = 0 y HL*(g,U(g)) = 0.
Demostracion. Se sigue del hecho de que U(g) es un U(g)-modulo libre. O

Corolario 2.2.4. Sea M un g-mddulo. Las siguientes sucesiones son ezactas, donde los
morfismos son los naturales

0 —— H{"*(g. M) — J ®ug) M M Mg 0,

0 M M Homgy(J, M) — H}, (9, M) —0.
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Demostracion. Consideremos la siguiente sucesion exacta corta de U(g)-modulos a izquierda

0 J Ulg) — >k 0.

Los primeros términos de la sucesion exacta larga en homologia de los funtores (—) ®(g) M
y Homyy(g)(—, M) devuelven las sucesiones exactas buscadas. O

Observacion 2.2.5. Es interesante observar que este corolario, que brinda cierta informa-
ci6én sobre el g-mddulo M y que usaremos mas adelante, se obtiene de pasar a la categoria de
U(g)-modulos, utilizar un resultado y luego volver a la categoria de g-modulos, consiguiendo
asi descripciones del primer grupo de (co)homologia en términos del g-modulo J; el cual
si bien surge naturalmente en la categoria de U(g)-modulos, no lo hace en la categoria de
g-mo6dulos. Mas interesante anin es la observacion de que la sucesién exacta larga en ho-
mologia correspondiente al funtor (—)? no nos devuelve este corolario (ya que el g-modulo M
no aparece involucrado de ninguna manera) y que a simple vista no habria manera natural
de obtenerlo sin pasar por los U(g)-mo6dulos.

En resumen, pasar de los g-modulos a los U(g) modulos aporta mucha informacion
ya que nos permite utilizar maquinaria de los moédulos sobre &lgebras asociativas. Por
ejemplo, en este corolario se utilizé el hecho no trivial de que R®(Homyq) (M, —))(k) =
R*(Homy(g)(—, k))(M), poniendo los grupos de cohomologia en términos de dos funtores
distintos cuyas sucesiones exactas largas son diferentes, una de ellas es la que se us6 en la
demostracion, la otra es la que se obtiene a partir del funtor (—)®.

Veamos ahora una generalizacion del Teorema 2.2.2.

Consideremos M y N dos g-mddulos tal que M es playo como k-moédulo. Tenemos en
Homyg (M, N) la estructura de g-modulo definida en el ejemplo 2.1.6, para la cual existe un
isomorfismo natural Homg(M, N) = Homy(M,N)8. Por otro lado, sabemos que hay un
isomorfismo natural Homg(g) (M, N) = Homg(M, N) obteniendo, mediante la composicion
de los dos, un isomorfismo natural

Homlxl(g) (Mv _) = Homk(Mv _)g’
que se integra a un isomorfismo de d-funtores entre los funtores derivados, es decir

Exct g (M, N) = R*(Homy,(M, —)%)(N).

9)

Ademas, el funtor Homg (M, —) es adjunto a derecha de (—) ®j; M que resulta exacto por
ser M un k-moédulo playo, implicando que Homy (M, I') es un g-mo6dulo inyectivo para todo
g-mo6dulo inyectivo I. Luego se tiene

R*(Homy (M, —)¥)(N) = R*(—*)(Homy (M, N)).
Resumiendo obtenemos la siguiente generalizacién del Teorema 2.2.2

Teorema 2.2.6. Sea k un cuerpo. Sean M y N dos g-mddulos, entonces se tienen isomor-
fismos naturales

sz‘e(% Homk(Ma N)) = EXtZ:{(g) (M7 N)a HoLie(g¢ M (293 N) = Tor?(g) (M7 N)

Para la homologia el razonamiento es analogo, utilizando la estructura de g-moédulo
definida en el ejemplo 2.1.6.
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2.2.1 Caracterizaciéon de los grupos de (co)homologia en grados bajos

Observacién 2.2.7. Sea M un g-médulo, entonces HY, (g, M) = M®y HE(g, M) = M.
En efecto H, (9, M) y HE®(g, M) son los funtores derivados de (—)9 y (—)4 respectiva-
mente, y por lo tanto en grado 0 coinciden con el funtor aplicado a M.

Daremos ahora una descripcion de H}, (g, M) como cociente de Der(g, M), para ello
necesitamos una definicién y un lema.

Definicion 2.2.8. Sea M un g-mdédulo. A cada m € M le podemos asignar el morfismo
D,, € Homy(g, M) definido por D,,(x) := xm, que resulta ser una derivacion de g en M,
es decir, Dy, € Der(g, M). Notamos con InnDer(g, M) al submédulo de Der(g, M) formado
por este tipo de derivaciones, que son llamadas dertvaciones interiores.

Lema 2.2.9. Hay un isomorfismo natural de k-mddulos Homgy(J, M) = Der(g, M).

Demostracion. Dada f € Homg(J, M), definamos Dy € Der(g, M) como: Dy(z) := f(i(x)),
Va € g. Tenemos que Dy([z,y]) = f(i([z,y])) = flay —yx) = 2 f(y) —yf(x) = 2 f(i(y)) —
yf(i(x)), y porlo tanto Dy € Der(g, M) definiendo un morfismo Homgy(J7, M) — Der(g, M).
Reciprocamente, sea D € Der(g, M). Consideremos f: U(g) ®, g — M definido por
f(u®g ) = uD(x). Como D es derivacion, f(u® [z,y] —uz @ y — uy ® z) = 0. Luego
f induce un morfismo f : J — M, dado por f(zg---&n) = - Tp_1D(x,). Ademis
para y € g, f(y - (zo - xn)) = f(yzo - an) = yxo - Tn_1D(xn) = yf(zo- - 2y), es decir,
f € Homgy(J, M); obteniendo de esta manera un morfismo Der(g, M) — Homg(J, M).
Los dos morfismos son de k-moédulos y son mutuamente inversos. O

Teorema 2.2.10. Sea M un g-mddulo. Entonces H}. (g, M) = Der(g, M)/InnDer(g, M).

Demostracion. Consideremos la sucesion exacta de la cohomologia del Corolario 2.2.4, de
donde se sigue que H}. (g, M) es isomorfo al cociente de Homg(J, M) por la imagen del
morfismo M — Homy(J,M). Siguiendo la demostracion de este corolario se ve que el
isomorfismo corresponde a la composicion M — Homg(U(g), M) — Homy(J, M), donde
la primera flecha asigna a cada m el Gnico g-morfismo ¢, que cumple ¢,,(1) = m y la
segunda flecha asigna a cada morfismo su restricciéon a J. Bajo el isomorfismo del lema
anterior, la imagen de M en Homg(J, M) son las derivaciones interiores InnDer(g, M):
en efecto, ¢, se corresponde con Dy, ya que por definicion Dy, () = ¢(i(z)) = am =
Dy (z).

Corolario 2.2.11. Si M es un g-médulo trivial, entonces H}. (g, M) = Homy (g, M).

Demostracion. Como M es g-modulo trivial, entonces InnDer(g, M) = 0,y D € Der(g, M)
y solo si D € Homg(g, M) pues en ambos casos D([z,y]) = 0 = 2D(y). Luego H}, (g, M)
Der(g, M) = Homgy(g,M) y por el Lema 2.1.20, existe un isomorfismo Homg(g, M)

Homy (g%, M).

OmR R =

Por tiltimo veremos una caracterizacion de H{* para los g-médulos triviales.

Teorema 2.2.12. Sea M un g-mddulo trivial. Entonces H{*(g, M) = g% @4 M.
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Demostracion. Como M = Mg, la sucesién exacta de la homologia del Corolario 2.2.4 dice
que H}, (g, M) = T ®u(g) M. Por otro lado

T Qug) M = (T Qug) k) ©x M =2 T/ T* @k M, (2.2.1)

y por el Lema 2.1.20 este ultimo es isomorfo a g® @, M. O

2.2.2 La resoluciéon de Chevalley-Eilenberg

Para realizar célculos de la homologia y cohomologia de algebras de Lie libres sobre k,
contamos con la resoluciéon de Chevalley-Eilenberg, que es una resolucion de k como U(g)-
modulo trivial, y tiene la ventaja de ser una resolucién finita para aquellas dlgebras de Lie
de dimensioén finita sobre k.

A partir de ahora g sera libre como k-modulo.

Definicion 2.2.13. Sea n € N. Se define la potencia exterior n-ésima de g como A"g :=
g®"/J, donde J es el submodulo generado por los elementos de la forma 21 @ -+ ® @, —
(—1)39(")370(1) @+ @ Ty(n), cON T; € Gy 0 € Sy. Notaremos con 1 A -+ Axy ala clase de
x1|--- |z, y por convencion Ag = k.

Observacion 2.2.14. Es un hecho conocido que si {e; };c es una base ordenada de g como
k-modulo, entonces {e;, ® -+ @ e;, : i1, -+ ,i, € I} es una k-base de de g®". En la
potencia exterior n-ésima los elementos con coordenadas repetidas se anulan y ademés, las
relaciones permiten ordenar los elementos y de esta manera se prueba que A"g es libre con
base {e;; A---Aej;, (i1 <--- <ip), coni; € I}

Definicion 2.2.15. El complejo de Chevalley-Eilenberg se define como

d d d
——U(g) @ Ny —=U(g) @ g —= U@ @ g —=Ug),  (C)
con diferenciales dados por
dp(u@xg A+ ANxp) =01 + 02,

donde

n

01 ::Z(—l)iuazi®x0/\~-/\1?i/\---/\$n,
=0

02 :=> (~1)Mu@ [mi, ] Ao Av- A Ao N A A .
1<j

Proposicion 2.2.16. El complejo de Chevalley-Filenberg es un complejo de U(g)-mddulos
libres.

Demostracion. Veamos primero que es un complejo, es decir que dod(u®@ zgA---Axy) =0
para x; en g. Para simplificar la escritura, si ¢ < j, llamamos Z; : £; a xg A== AZ; A--- A
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Z; N -+ Ny, Definimos andlogamente ; : £; : 23 para ¢ < j < k. Para ordenar la cuenta
vamos a notar

d(61) =611+ 012,
d(62) = 02,1 + b20.

Entonces tenemos que
do d(u RrgN--- A xn) = 9171 + 9172 + 9271 + 9272.

Desarrollemos cada término

n i—1 n
91’1 = Z(—l)i(Z(—l)kuxil'k ® Ty 1 Ty + Z (—1)k_1uxixk ® Ty : i‘k)
=0 k=0 k=i+1
= Z(—l)”kuxixk R T T; + Z(—l)i+k_lu1‘i$k R T; : Tp
k<i i<k
= Z(fl)i"‘ku[mk, T @ Ty T = — Z(fl)ﬂku[aji,xk] ® Tyt T
i<k i<k

n =2 1—1
012 = Z Z Z (—1)]+ku:£@' ® [xj, xp) A (T &g 2 i)+
i=0 j=0 k=j+1
n i—1 n )
ZZ Z (=17 @ [y, ap] A (&5 0 & 2 2)+
i—0 j—0 k=it1
n n—1 n '
Z Z Z (—1)J+ku:ci & [xj,a:k} N (.%z : .%j : «%k)
i=0 j=it1k=j+1

021 =—011—01.

Por lo tanto 611 4+ 612 + 021 = 0. Falta ver que 035 = 0. Es facil ver que utilizando la
identidad de Jacobi, los primeros términos, es decir los términos que involucran a [[z;, x;], k],
se cancelan entre si. Los términos restantes son

Or2 =Y (=1 (=D ullwg, w] Alwi, 2] A (Sx 2 &0 80 25)+

k<l<i<j

Z (—1)i+j(—1)k+l_1u‘[$k,.1'[] A [l‘i,l‘j] N (i‘k 3 I T i‘j)-‘r
k<i<l<j

Z (—1)i+j(—1)k+lu\[wk,xl] AN [mi,xj] N (.fk DX {i‘j : .’i‘l)—l-
k<i<j<l

Z (—1)i+j(—1)k+lu\[wk,xl] VAN [xi,:nj] N (:IA?Z AR T :ﬁj)—l-
i<k<l<j

Z (—1)i+j(—1)k+l_1u‘[$k,:El] VAN [iL‘i,:Ej] A (JA?Z o A i’j : .TAJZ)—F
i<k<jg<l

> D) [, ] Al ) A (@2 2y By 3.
1<j<k<j
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Reordenando los indices de las sumatorias para que en todas ellas sea k < |l <1 < j, vy
usando las antisimetria de A™g, se puede verificar que la primera linea se cancela con la
sexta, la segunda con la quinta y la tercera con la cuarta.

Como A™g es un k-modulo libre, se tiene que U(g) ® Ag = U(g) @ k) = U (g)D), donde
los ultimos isomorfismos son de U(g)-modulos. Por lo tanto U(g) @ A"g es un U(g)-médulo
libre.

O

Teorema 2.2.17. El complejo Co —— k es una resolucion libre de k como U(g)-mddulo.

Demostracion. Es claro que es exacta en el ultimo término, luego, basta probar que H,(C) =
0 para todo n # 0. Sea {e;};cr una k-base ordenada de g como k-mo6dulo. Por el teorema
de PBW, el conjunto {e; : I = (i1 < --- <), n € Ng} es una k-base de U(g). Entonces
el conjunto formado por los elementos e; ® ej, A--- Aej, , donde I = (i < --- <'ip,) con
m > 0 es una base de C,,.

Dado p € N, denotemos por F,(Cy) al k-submoédulo de C), generado por los elementos
er @ej, A---Nej,_, tales que I = (i1 <+ <ipm)y m+n < p. Es claro que, llamando por
d al diferencial de C, restringido a F,(C,), resulta que (F}(Cl,), d) es un subcomplejo de C,.

Sea Wye := F,(Co)/Fp-1(Cs). Los diferenciales se factorizan por W), . y resulta que,
moédulo Fp,—1(Cl),

dler@ejoN---Nej, )= Z(—l)iejeji Qej N Néjy AN Nej, .
i=0

Si consideramos Vg := Zp W), resulta que Vo = kle; : i € I'] ® A®g, que es una resolucion
proyectiva de k como kle; : i € I'|-modulo (ver [CE]). Luego, Hy(V,) = 0 para todo ¢ >0y
por lo tanto Hy(W).) = 0 para todo ¢ > 0.

Por otro lado, para todo ¢ > 0 y todo p > 0 contamos con la sucesién exacta

Hq(prl(CO)) - Hq(Fp(C-)) - Hq(Wp,-) =0,

y entonces Hy(Fp—1(Ce)) — Hy(F,(C,)) es un epimorfismo. Como F_;(C,) = 0 obtene-
mos que Hy(F,(C,)) = 0 para todop > 0y ¢ > 0y por lo tanto, Hy(Ce) = Hy(UpF,(Cs)) =

0 para todo ¢ > 0, como querfamos demostrar.
O

Corolario 2.2.18. Sea g una k-dlgebra de Lie de dimension n. Entonces H} (g, —) =
HEie(g,—) = 0 para todo m > n.

Demostracion. Basta observar que A"™g = 0 para todo m > n y por lo tanto la resoluciéon
de Chevalley-Eilenberg es nula a partir del término n-ésimo. O

Corolario 2.2.19. Sea g una k-dlgebra de Lie y sea M un g-mddulo. Entonces H}, (g, M)
es la cohomologia del complejo

o0

-+ <—— Homy, (A2g, M) L Homy (g, M) <— M <—0, (2.2.2)
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con diferenciales dados por

n

5nf(a:0/\---/\a:n):Z(—l)i:ci-f(xl/\--~/\§ci/\--~/\xn)+

+Z H—Jf xl,x]]/\ml/\ /\i‘i/\"'/\l‘j/\-”/\xn).
1<J

Demostracion. Como H7, (g, M) = Exty (k, M), basta aplicar el funtor Homy(g)(—, M) a
la resolucion de Chevalley-Eilenberg e identificar de forma canénica Homyq) (U(g )®/\' g, )
con Homy(A®g, M).

2.2.3 Extensiones y cohomologia en grado 2

En esta seccién g serd una k-algebra de Lie libre.
Estamos ahora en condiciones de dar una caracterizacion de H?, (g,M). Para ello
necesitaremos algunas definiciones.

Definicion 2.2.20. Sea g una k-algebra de Lie, y sea M una k-algebra de Lie abeliana.
Una extension de g por M es una sucesion exacta corta de &lgebras de Lie

7 s

0 M e g 0.

Definicién 2.2.21. Sean 0 — M — ¢ — g — 0y 0 — M — ¢ — g — 0 dos
extensiones de g por M. Decimos que son equivalentes si existe un isomorfismo e; = ¢y tal
que el siguiente diagrama conmuta.

0 M &) g 0
0 M-—2se - Tog 0.

Observacion 2.2.22. Una extension de g por M permite definir en M una estructura de
g-modulo de la siguiente manera. Sean m € M, x € g , y sea y € ¢ tal que 7(y) = . Como

7([y,i(m)]) = [7(y),0] = 0, entonces [y,i(m)] € Kerm = Im(z). Por otro lado, si y1,y2 € ¢
son tales que m(y1) = 7(y2) = x, entonces w(y; — y2) = 0. Luego y1 — y2 € Im(é) y por lo
tanto, como M es abeliana, [y1 — y2,i(m)] = 0, lo que implica que [y1,i(m)] = [y2,i(m)].
De esta manera, queda bien definida la accion x * m := i~ ([y, i(m))).

Definicién 2.2.23. Sea g una k-algebra de Lie y sea M un g-moédulo. Decimos que una
extension de g por M, considerando a M como una k-algebra de Lie abeliana, es compatible
con M si la estructura de g-mddulo que induce la extensién coincide con la estructura de
g-moédulo de M.

Lema 2.2.24. Sea M un g-mddulo. Entonces 0 —= M —= M xg——=9——=( es
una extension compatible de g por M.

Demostracion. Sean m € M y z € g. Como [(0,z), (m,0)] = (z - m,0), resulta que z * m =
T -m. g
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Llamemos extension trivial a la extension del lema anterior.

% T

Proposicion 2.2.25. Sea M un g-mdédulo. Sea E = () M e g 0 una
extension compatible de g por M. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) eziste un morfismo de dlgebras de Lie 0 : g — ¢ tal que mo o = idg,
it) E es equivalente a la extension triviall 0 ——= M ——= M xg——=98——>0 .
Demostracion. Supongamos que existe o como en i).
Sea ¢ : M x g — e definida por ¢(m,z) = i(m) + o(z). Veamos que ¢ es morfismo
de élgebras de Lie. Sean (m,z),(n,y) € M x g. Como w(o(z)) = x, entonces x x n =

i H([o(2),i(n)]) y y*m =1i""([o(y),i(m)]). Luego

([(m, z), (n,y)]) = i(

&
*
S

|
<
*
-3
+
2
=
=g,

g

= [o(2),i(n)] = [o(y),i(m) :
= lo(x),i(n)] + [m, o (y)] + [o(z), o (y)]
= [i(m) + o(x),i(n) + o (y)] = [p(m, z), (n,y)].

Ademés, ¢ tiene una inversa dada por ¢~ !(e) = (i"'(e — o o m(e)), m(e)). Por lo tanto es
un isomorfismo y entonces F es equivalente a la extension trivial, ya que es evidente que los
diagramas correspondientes conmutan.

Reciprocamente, supongamos ahora que E es equivalente a la extensiéon trivial. Sea
@ M xg — ¢ el isomorfismo, que cumple 7 o ¢(m,z) = x por la conmutatividad del
diagrama. Sea j : g — M % g el morfismo definido por j(z) = (0, ), que resulta morfismo

de &lgebras de Lie. Podemos definir o : g — ¢ como 0 = ¢ o j. Se verifica que mwo o(z) =
mo¢(0,x) = . O

Observacion 2.2.26. Sea M un g-moédulo y sea () M—tse—T=g 0 una ex-
tension compatible. Sea o : g — ¢ un morfismo k-lineal tal que m o o = idg. Notar que un
morfismo ¢ con esas propiedades necesariamente existe ya que estamos suponiendo que g es

libre como k-moédulo.

Si z,y € g, sabemos que 7([o(x),0(y)]) = [z,y] = 7(c([z,y])), entonces [o(x),0(y)] —
o([z,y]) € Im(3).

Sea X, : A2g — M definido por X, (z,y) =i ' ([o(x),0(y)] — o([z,9]))-

Lema 2.2.27. Sean o y xo como en la observacidn anterior. Sean 61 y 02 los diferenciales
del complejo del Corolario 2.2.19. Entonces

1. x» € Kerdo,

2. si o' es otro morfismo k-lineal tal que mo o’ =idgy, entonces xo — X0 € Im ;.
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Demostracion. e 1) Sean z,y, z € g, entonces

i(62(Xo)(2,Y, 2)) = i(® * Xo (Y5 2) — Y * Xo (T, 2) + 2 % Xo(T,y)—
x([x, 9], 2) + x([, 2], y) — x([y, 2], ))
[0(x),[o(y),0(2)]] = [o(x), o([y, 2])] -

|
)
S
)
<
R
N

|
S
=
S
&

o(2)]]+

([lz, yl, 2] = ([, 2], y] + [y, 21, 2]).

Usando la identidad de Jacobi, vemos que i(d2(xs))(x,y,2) = 0 y como i es un
monomorfismo, resulta que y, € Ker ds.

EX
Y
N
2
S
s
_|._

)

e 2) Sea xz € g. Como 7(o(x)) = 7(o'(x)), existe B(z) € M tal que o'(z) = o(z) +
i(f(x)). El morfismo 3 : g — M asi definido resulta k-lineal.

Sean x,y € g. Entonces

Xo(2,y) = Xor(,y) =i ([o(x),0(y)] — o ([z, y]) [0 (), 0" (y)] + o' ([x,9]))
= —i '([o(),i(B)) — i ' ([i(B()), o (v)]) + B([z,y])
= —zxfB(y) +y=Pz) + 6([337?;])
= —01(8)(z,y).

Corolario 2.2.28. Eziste una aplicacion

U : { Extensiones compatibles de g por M} — H?, (g, M)

que asigna a cada extension la clase de x, en H%Z-E(g,M), para algin o : g — ¢, k-lineal,
tal que mo o = idy.

Esta asignacién es la que nos dara la biyeccién entre ambos. Para poder ver que ¥ es
inyectiva necesitaremos el siguiente lema.

Lema 2.2.29. Sea M un g-mddulo. Sean E; = ( M € g 0,2=1,2,
dos extensiones compatibles. Sean o; : g — ¢; funciones k-lineales tales que m; o 0; = idg,
para v = 1,2 y tales que Xy = Xoo- Entonces Ey es equivalente a Es.

Demostracion. Sea X = Xo;, = Xos-
Sea ¥ : e — M & g el isomorfismo k-lineal dado por

P1(e) = (iy (e — op o mi(e)), mi(e)),
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con inversa dada por
Yt (m,x) = i1 (m) + o1 (2).

Consideremos en M @ g la estructura de algebra de Lie inducida por 1), es decir

[(m, ), (n,y)] =1 ([W1 ' (m, z), ¢7 " (n, y)])
=y1([ir(m) + o1(),i1(n) + o1(y)])
=1(ir(z - n) —i1(y - m) + [o1(2), 01(y)])
=(z-n—y-m,0)+¢1([o1(x),01(y)])
=(z-n—y-m+x(z,y),[z,y]).

Entonces e; = M & g como k-algebras de Lie. Analogamente ex = M & g, luego e = eo.
Ademais si e € eq,

my01hy o vi(e) = mi(e),
ysime M,
1/}2_1 Owl oil(m) = zz(m)

Por lo tanto Fq es equivalente a Fs. O

Corolario 2.2.30. La asignacion V del Corolario 2.2.28 es inyectiva.

Demostracion. Sean E; = () M ¢ g 0,1=1,2, dos extensiones com-
patibles tales que U(E;) = ¥(E»). Sean 0; : g — ¢;, 1 = 1,2, tales que 7; 0 0; = id,.
La condicion W(FE;) = ¥(E>) se traduce en que existe 8 : g — M tal que

Xoz = Xoy T 51(6)

Sea &1 : g — ¢ definido por &1 := o1 + i1 o 8 que verifica las igualdades w1 0o &1 =
mo1 = idg. Célculos inmediatos muestran que x5, = Xo;, +01(3) = Xo,. Luego, por el lema
anterior, obtenemos que Fj es equivalente a Fjs. O

Lema 2.2.31. La asignacion ¥ del Corolario 2.2.28 es sobreyectiva.
Demostracion. Sea x € Ker (d2). Consideremos en M @ g el corchete dado por
[(m,x), (n7y)} = (.ZL' n—y-m-+ X(x7y)7 [xay])7 Vw;y €9, vm7n € M7

que es claramente antisimétrico y que cumple la identidad de Jacobi. Seat: M — M G g
la inclusion y 7 : M ©& g — g la proyecciéon a la segunda coordenada. Seaoc:g — M D g
el morfismo definido por o(z) = (0, ). Como

Xo(z,y) = ([(0,2), (0,9)] = (0, [z,9])) = i~ (x(=,v),0) = x(z,y),
resulta que x =V(0— M — M Sg—=90—0). O
Los resultados anteriores pueden resumirse en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.32. Sea g una k-dlgebra de Lie, libre como k-mddulo, y sea M un k-mddulo.
Entonces el grupo H%ie(g, M) estd en biyeccion con las clases de equivalencia de extensiones
compatibles de g por M.

Observacion 2.2.33. El teorema vale en general para cualquier 4dlgebra de Lie sobre k, pero
su demostracion es mas complicada e involucra la sucesion espectral de Hochschild-Serre.
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2.3 Clasificacion de algebras de Lie complejas de dimensiones
1,2y 3

En esta seccién trabajaremos con algebras de Lie sobre el cuerpo C de los niimeros complejos.
Empecemos con una definicién en la cual nos basaremos para la clasificacion.

Definiciéon 2.3.1. Sea g un &algebra de Lie compleja. Como el corchete es antisimétrico,
la aplicacion [—, —] : g®¥2 — g se factoriza por el morfismo C-lineal [—, —] : A%g — g.
Llamaremos rango de g a la dimension de su imagen, es decir dime(Im([—, —])).

2.3.1 Algebras de Lie de dimensiones 1 y 2

La descripcion de las C-algebras de Lie de dimension 1 es muy facil, como se ve en la siguiente
proposicion.

Proposicion 2.3.2. Si g es un dlgebra de Lie de dimension 1, entonces g es abeliana.

Demostracion. Dado x € g, x # 0, para todo 2’ € g existe X\ € C tal que 2’ = Az y por lo
tanto [z, 2'] = Az, z] = 0. O

A continuacion veremos la clasificaciéon, salvo isomorfismo, de las algebras de Lie com-
plejas de dimensién 2.

Proposicion 2.3.3. Sea g un dlgebra de Lie compleja de dimension 2, sea {x,y} una base de
g. Entonces g es isomorfa a Lo o aff(2), donde Ly es abeliana y aff(2) es tal que [z,y] = x.

Demostracién. Supongamos que g no es abeliana. Como dimc¢(A%g) = 1, se sigue el rango
de [—,—] es 1, e Im([—, —]) = ([x,y]). Sean a,b € C tales que [z, y] = ax + by y supongamos
que a # 0. Entonces {ax +by,a 'y} es una base de g y cumple la ignaldad [ax + by, a y] =
ax + by. Luego, el automorfismo C-lineal definido por p(azx + by) = , p(a~'y) = y resulta
un isomorfismo de algebras de Lie entre g y aff(2). Si a = 0 entonces b # 0 y el razonamiento
es anélogo. O

2.3.2 Algebras de Lie de dimensién 3

Veremos a continuacion la clasificacion, salvo isomorfismo, de las dlgebras de Lie de dimen-
sion 3. Necesitaremos los siguientes lemas.

Lema 2.3.4.

Sea V' un C-espacio vectorial de dimension 3 y sea W C A2V un subespacio de dimension
2. Entonces existe vg € V tal que W ={vg Au:u e V}.

Demostracién. Fijada una base {z,y,z} de V, se tiene un isomorfismo ¢ : V. — A2V
definido por ¢(x) =y Az, (y) = —x A 2z, ¢(z) = x Ay. También se tiene un isomorfismo
¥ : C3 — V que envia la base canénica a la base {z,y, z}. Llamemos ¥ := o 1.

Dados dos elementos vy,vs € C3, se puede verificar que el producto vectorial vy x vy
coincide con U1 (¢(v1) Av(va)) (basta chequearlo para los elementos de la base canénica).
Como W es de dimension 2, entonces W~1(W) es un plano y por lo tanto existe w € C3 tal que
UL W) ={wxv:veC3, luego W = {¢p(w) Ap(v) :v € C3} = {Yp(w)Au:ueV} O
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Definicién 2.3.5. Sea g una k-dlgebra de Lie y sea « € g. Se define ad, : g — g como el
morfismo dado por ad,(y) = [z, y].

Lema 2.3.6.

Sea g una k-dlgebra de Lie, entonces ad|, ,) = ad;oad, —adyoad,. En particular six € [g, g]
se sigue que tr(ad,) = 0.

Demostracion. Este resultado es consecuencia de la identidad de Jacobi. O

Proposicion 2.3.7. Sea g un dlgebra de Lie compleja de dimension 3, sea {x,y,z} una
base de g. Entonces g es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras de Lie.

Corchetles no nulos
Ly
(Heisenberg) bs | [x,y] = z
aff(2) x C | [z,y] = =,
v [x,y]zy,[ﬂ;Z]zy—l—z
to | [T, y] =y, [z, 2] = az, (a € CX)
5[(2) [l’,y] =Y, [IVZ] =% [y,Z] =z

Demostracion. Supongamos que g no es abeliana y separemos en tres casos segin el rango
de [—, —], observando que dim¢(A%g) = 3.

Algebras de rango 1: En estos casos dimc Ker [—, —] = 2. Por el Lema 2.3.4 existe z € g
tal que Ker[—,—] = {z Ay : y € g}. Si completamos {z} a una base de g, {z,vy, 2z}, esta
cumple que [z,y] = [z,z] = 0 e [y,2] = ax + by + cz, donde los coeficientes a, b, ¢ no son

todos nulos.

e Supongamos que b # 0. Luego {x,ax + by +cz,b~'2} = {Z,7, 2} es una base de g que
cumple [Z,9] = [Z,2] =0, e [y, 2] = . Por lo tanto g es isomorfa a aff(2) x C.

e Supongamos que ¢ # 0. Cambiando z con y estamos en el caso anterior y entonces g
es isomorfa a aff(2) x C.

e Supongamos que b = ¢ = 0. Luego a # 0y {az,y, 2z} es una base de g que cumple
l[az,y] = [ax,z] =0y [y, 2] = ax. Entonces g es isomorfa a bs.

Algebras de rango 2: En este caso dimc Ker [—, —] = 1 y dimc[g, g] = 2. Sea {y, z} una
base de [g, g], luego existen a,b € C tales que [y, z] = ay + bz. Si completamos a una base
de g, {z,y, 2}, como ady(z),ad,(x) € [g, g] las matrices de ad, y ad, en esta base son:

0 0 O 0 0 O
ady =|* 0 al, ad,=[*x —a 0],
* 0 b * —b 0
de donde tr(ady) = by tr(ad;) = —a. Por otro lado, por el Lema 2.3.6 sabemos que

tr(ady) = tr(ad;) = 0 y por lo tanto a = b = 0. Obtuvimos entonces que [g,g] es una
subalgebra abeliana.
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Como y A z € Ker [—, —| y este tiene dimension 1, entonces Ker [—, —] = (y A z). Luego,
como {x Ay,x A z,y Az} es una base de A%g se sigue que para todo u € [g,g] no nulo,
rAu ¢ Ker [—, —] implicando que ad, (g g €s un monomorfismo y por lo tanto un isomorfismo.

e Supongamos que adg|[qq es diagonalizable. Sea {7, Z} una base de autovectores de
autovalores respectivos Aj, A2, que resultan no nulos por ser ad, un isomorfismo.
Luego, llamando 7 := )\fla: y o= )\fl)\g, la base {Z,9,2} cumple que [Z,9] = 7,
[Z,Z] = aZ, [7,Z] = 0. Tenemos entonces que g es isomorfa a t,.

e Supogamos que adm|[g’g] no es diagonalizable. Entonces tomamos la base de Jordan

{9,2} en la cual se tiene [z,9] = AJ, v [2,2] = § + A2, Llamando 7 := Az e
i := A719, tenemos que [%,9] = 7, [#, 2] = § + 2, [§, 2] = 0. Por lo tanto g es isomorfa
at.

Algebras de rango 3: En este tltimo caso sabemos que [—, —] : A%2g — g es un iso-

morfismo, entonces para todo z € g no nulo, ad, tiene rango 2. En efecto, dado = # 0, si
completamos {x} a una base de g, {z,vy, 2}, obtenemos ad,(z) = 0y {ad,(y),ad.(2)} =
{[z,y], [z, 2]} resulta un conjunto linealmente independiente por ser [—,—| un monomor-
fismo. Veamos que existe x € g, no nulo, con un autovector y € g de ad, de autovalor no
nulo.

Sea entonces x € g, * # 0. Si x no es nilpotente entonces no hay nada que hacer.
Supongamos que x es nilpotente. Como ad, tiene rango 2, su nicleo tiene dimensién 1 y
entonces ad2 # 0; por lo tanto obtenemos la inclusion de nacleos: 0 € Kerad, € Kerad? C
g. Sea y € Kerad? tal que y ¢ Kerad,. Observemos que x € Kerad, y entonces (z) =
Kerad,; luego como ad,(y) € Kerad,, y no es 0, ad,(y) = px para u # 0 y por lo tanto
ady(z) = pa.

Por otro lado, como [—, —] es un epimorfismo, y = [y1,y2] y por el Lema 2.3.4 obtenemos
que tr(ad,) = 0. Como la traza es la suma de los tres autovalores de los cuales dos son 0y
u, obtenemos que el tercer autovalor es —pu, que es distinto de los anteriores y por lo tanto
existe z € g de autovalor —u, linealmente independiente con x e y.

Sabemos que [x,y] = —pz, [y, z] = —pz. De la identidad de Jacobi obtenemos que

[z, 2], 9] = [lz, yl, 21 + [ly, 2], 2] = [, 2] + [-pz, 2] = 0,

es decir, ady([z, 2z]) = 0 y como dimc Kerad, = 1, y este nucleo estd generado por y, existe

A € C tal que [z, z] = Ay, que cumple que A # 0 por ser [—, —] un monomorfismo.
Finalmente llamando & := A 'z, § := u~ 'y, 7 := p~'2, la base {§, &, Z} cumple: [f, ] =

z, [9,2] = —Z, [%,2] = y. Por lo tanto g es isomorfa a s[(2). O]

2.3.3 Calculo de la cohomologia

En esta seccion calcularemos la cohomologia H7, (g, g) para toda algebra de Lie compleja de
dimension 3. Por el Corolario 2.2.19, e identificando Homy(A®g, g) con A®g* ® g, H},.(g,9)
es la cohomologia del complejo

) ) )
0~— <" A2g*Qg~——g" Rg~"0g=<—020,
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cuyos diferenciales daremos explicitamente en cada caso.
La siguiente definicién nos servird para finalizar la clasificacion de las 4lgebras de Lie
complejas de dimensién 3.

Definicién 2.3.8. Sea k un cuerpo y sea g una k-algebra de Lie. Llamaremos serie de
Hilbert de g a la serie

h(t) = dimy(Hj,.(g,9))t"
1€Ng

Observacion 2.3.9. Si g v b son k-algebras de Lie isomorfas, entonces tienen la misma
serie de Hilbert.

Proposicion 2.3.10. Ezisten isomorfismos

y por lo tanto Lq tiene serie de Hilbert h(t) = 3+ 9t + 9% + 3t3 = 3(1 + t)3.
Demostracion. Basta observar que todos los diferenciales son nulos. O

Proposicién 2.3.11. Dadon € N, sin >4, H}, (h3,b3) = 0, mientras que si 0 < n < 3,
entonces HJ, (h3,h3) tiene como base el conjunto de las clases de los elementos:

o sin=0:{z},
e sin=1:{droy,dy@z,dr@xr—dyy},
e sin=2:{deNdyRz,de NdyRy,de NdzQy,dyNdz@x,de Ndz@x —dy Ndz Ry},
e sin=3:{dx ANdyNdz@zx,de Ndy Ndz y}.
Por lo tanto b3 tiene serie de Hilbert h(t) = 1 + 3t + 5t% + 2t3.

Demostracion. Los diferenciales del complejo son

do(a) =dz ® [a,z] + dy ® [a,y] + dz ® [a, 2],
d1(dx ®@ay +dy ® ag +dz ® az) =dz A dy @ ([z,as] — [y, a1] — az)+
+dx AN dz ® [z, az]+
+dy ANdz ® [y, as),
do(dx Ndy @ by + dx ANdz ® b + dy A dz ® bg) = [z, bs] — [y, ba].

Luego, calculos simples permiten describir los generadores (como k-espacios vectoriales) de
nucleos e imagenes de los diferenciales como sigue:

o Ker (3) = (2),
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e Im(dy) = (dy ® z,dx ® z),
o Ker(0)) = (drQy,dr @ z,dy @ z,dy ® z,dx @ x — dy @ y),
e Im(d)) =(dx Ndy® z,de Ndy @ x +dy Ndz @ z,dx Ndz ® z — dz N dy ® y),

e Ker(dg) ={dz Ndy®@z,de Ndy @ y,de Ndy ® z,dx Ndz @ y,de Ndz ® z,dy N dz ®
r,dyNdz ® z,de Ndz @z — dy ANdz @ y),

o Im(d) = (dx Ndy Ndz ® z).
Cocientando estos espacios obtenemos el resultado. O

Obtenemos ahora los correspondientes resultados para las otras algebras de Lie de di-
mension 3.

Proposicién 2.3.12. Dadon € N, sin > 3, H}, (aff(2) x C, aff(2) x C) = 0, mientras que
si 0 <n <2, H, (aff(2) x C,aff(2) x C) tiene como base el conjunto de las clases de los
elementos:

e sin=0:{z},

e sin=1:{dy®z,dz® z},

e sin=2:{dyNdz® z}.
En consecuencia, la serie de Hilbert de aff(2) x C es h(t) = 1 4 2t + 2.
Demostracion. Los diferenciales del complejo son

do(a) =dz ® [a,z] + dy ® [a,y] + dz ® [a, 2],
M(dr®@a +dy®az+dz®az) =dx ANdy @ ([x,a2] — [y,a1] — a1)+
+dz Ndz ® ([z,a3] — [z, a1])+

+dy A dz @ ([y, as] — [2, as]),
da(dz Ndy @ by +de ANdz @by + dy Adz ® bs) =[x, bs] — [y, ba] + [z, b1] — ba.

Calculos directos muestran que los nicleos e imagenes de los diferenciales estan respectiva-
mente generados como k-espacios vectoriales por

e Ker (dg) = (2),

e Im(dp) = (dy ® z,dzx @ z),

Ker (61) = (dz @ z,dy @ z,dy ® z,dz ® z),

Im(61) =(dz Ndy @y, de Ndy ® z,de Ndy @ x,de Ndz @ x,dy N dz ® x),

Ker (92) = (de Ndy @z, dx Ndy @y, de ANdy @ z,dx Ndz @ x,dy Ndz @ z,dy ANdz Q z).
o Im(d) =(dx ANdyNdz@z,de Ndy Ndz @y, de ANdy Ndz R z).

Cocientando estos espacios obtenemos el resultado. O
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Proposiciéon 2.3.13. Dadon € N, sin >3 o sin =0, H}, (t,v) = 0, mientras que para
n=1yn=2, H}, (t,t) tiene como base el conjunto de las clases de los elementos:

e sin=1:{dz®y},
o sin=2:{drNdy® z}.
Luego, la serie de Hilbert de ¢ es h(t) = h =t + t2.

Demostracion. Los diferenciales del complejo son

do(a) =dz ® [a,z] + dy @ [a,y] + dz ® [a, 2],
§1(dx @ ay + dy ® ag + dz ® az) =dz AN dy @ ([z,as] — [y, a1] — a2)+
+dx Ndz ® ([z,a3] — [z,a1] — a2 — az)+
+dy AN dz ® ([y, as] — [z, a3)),
do(dz ANdy @ by + dx ANdz ® by + dy A dz @ b3) =[x, b3] — [y, b2] + [2,b1] — 2bs.

Los niicleos e iméagenes de los diferenciales estan respectivamente generados como k-espacios
vectoriales por

e Ker (dy) =0,
e Im(do) = (dy®@y+dz®@(y+2),de@y,dz® (y + 2)),
e Ker(6)) =(dz®y,dz ® 2,dz®y,dy @ y + dz ® z),

e Im(61) = (dy®@y+deNdz®(y+2), deANdyR@z+drNdz@x—dyNdz® (y+z), de Adz Ry,
dr Ndy@y —dr ANdz® z,dv ANdz @ v+ dy N\ dz @ y),

e Ker(do) ={dx Ndy®y,de Ndy @ z,de Ndz @y, dx ANdz @ z,de Ndz @z + dy \Ndz ®
Yy de Ndy@x+2de Ndz@x —dy Ndz ® z).

° Im(52) =T
Cocientando estos espacios obtenemos el resultado. O

Proposicion 2.3.14. Sea o € C*. La serie de Hilbert de v, es

t+ t2 sia#1,—1,
h(t) = < 3t + 3t2 sia=1,
t+ 22+ sia=—1,

y st 1 <n <3, el k-espacio vectorial H}, (tq,ta) tiene como base el conjunto de clases de
los siguientes elementos:

o Sinm—1-: {dz® z} st #£ 1,
{dz2® 2z,dy ® z,dz @y} sia=1.
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{dx Ndz} sta#1,—1,
o Sin=2:¢{{dz ANdz@z,de Ndy® z,de Ndz®@y} sia=1,

{dz Ndz® z,dy Ndz ® x} st = —1.
e Sin=3: 0 s%a#—l,
{de Ndy Ndz @z} sia=—1.

Demostracion. Los diferenciales del complejo son

do(a) =dz @ [a,z] + dy ® [a,y] + dz @ [a, 2],
(dr®ar +dy®as+dz ®az) =dx A dy @ ([x,a2] — [y, a1] — a2)+
+dz Ndz ® ([z,a3] — [z, a1] — aas)+
+ dy N dz @ ([y, as] — [z, a3)),
do(dx Ndy @ by +dx Ndz @ by + dy N dz ® bz) =[x, b3] — [y, b2] + [2,b1] — (1 + «)bs.

Es facil calcular que los ntcleos e imégenes de los diferenciales estan generados como k-
espacios vectoriales por

e Ker (d9) =0,

Im(dp) = (dy @y + adz ® z,dx Q@ y,dx ® z),

(dr®@y,dr® z,dy®@y,dz ® z) sia#1,
(dr@y,dr®z,dyQy,dz® z,dy ® z,dz®y) sia=1.

Ker (61) = {

Im(61) = (dz ANdy@y+adr ANdz® z,de Ndy @ —z +dy Ndz @ az,de Ndy ® (a— 1)z,
dr Ndz@ar+dyNdz®@y,de Ndz @ (1 — a)y)

(dr Ndy@zx—dyNdz @ az,de Ndy @y,dx Ndy ® z, sia # —1,
Ker (3) dex Ndz@ax+dyNdz@y,de Ndz @y, de Ndz ® z)
e Ker =
2 (drNdy®@zx—dyNdz @ az,de Ndy @y,dx Ndy ® z, sia=-—1,

de Ndz@ax+dyNdzQ@y,de Ndz@y,de Ndz® z),dy Ndz @ x

e Im(d2) =(dx NdyNdz® z,de Ndy Ndz @y, dxe Ndy \Ndz @ (1 + «)x).

Cocientando estos espacios obtenemos el resultado. O

Proposicion 2.3.15. La serie de Hilbert de sl(2) es nula.
Demostracion. Los diferenciales del complejo correspondiente son
do(a) =dz ® [a,z] + dy ® [a,y] + dz ® [a, 2],
51(dx ®@ay +dy ® ag + dz @ az) =dz A dy @ ([z,as] — [y, a1] — a2)+
+dz Ndz ® ([z,a3] — [z, a1]) + a3)
+dy AN dz @ ([y,as] — [z, a3] — a1),
da(dz Ndy @ by +dz Ndz @ by + dy Adz ® bs) =[x, bs] — [y, ba] + [z, b1],

de donde se obtiene haciendo calculos simples que los niicleos e imagenes de los diferenciales
estan respectivamente generados como k-espacios vectoriales por
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o Ker (dy) =0,
e Im(dy) =(dyRy—dz®z,dr@y—dzQz,dr®z—dy ® x),
e Ker(d1)=(dz®@z—dy@uz,dz @y —dzQz,dy®@y—dz ® z),

e Im(dy) =(dxNdz@y—deNdzQz,de Ndy@x+dyANdz®@z,de Ndy @ z,de Ndz @ x +
—dyNdz®y,de Ndz ®@y,dy \Ndz ® x),

o Ker(d) = (dzANdy®z,deNdz@y,de NdyQ@y —drx Ndz®@z,dyNdzQ@x,dr NdzQ@x +
—dyNdzQy,de Ndy @z +dy Ndz ® z).

e Im(d2) = s1(2).
Cocientando estos espacios obtenemos el resultado. O

Observacion 2.3.16. Un lema, que se debe a Whitehead, dice que si g es semisimple y M
es un g-mo6dulo de dimension finita tal que M@ = 0 entonces HY, (g, M) = HL*(g, M) = 0,
para todo n € N. El caso g = sl(2) y M = s[(2) cae dentro de estas hipétesis y por lo tanto
la proposicién 2.3.15 es un caso particular del lema de Whitehead.
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Capitulo 3

Deformaciones de algebras

3.1 Homologia y cohomologia de Hochschild

3.1.1 Definiciones béasicas

En este capitulo, k£ serd un cuerpo y A una k-algebra asociativa. De ahora en adelante
notaremos con | a ®y.

Definicion 3.1.1. El dlgebra envolvente de A es la k-algebra A® = A ®j A°P con producto
definido por (a ® b)(c ® d) = ac ® db.

Una de las razones para considerar el algebra A€ es que nos permite traducir las estruc-
turas de A-bimdédulo en estructuras de A®-modulo por ejemplo a izquierda. FEn efecto: si M
es un A-bimoédulo, y m € M, podemos definir (a ® b) xm := a-m - by extender linealmente
a todo A°. Es facil ver que esta acciéon estd bien definida y da a M una estructura de
A°modulo a izquierda:

(a@b)x((c®d)xm)=(a®b)*x(c-m-d)=ac-m-db= (ac®db)*m = ((a®b)(c®d)) * m.

Reciprocamente, si M es un A°-moédulo a izquierda, definimos a-m = (a ® 1) xm, y
m-b:= (1®b)*xm, dotando asi a M de estructuras de A-modulo a izquierda y a derecha
respectivamente. Veamos que con estas acciones M resulta un A-bimédulo:

(a-m)-b=((a®@1)*m) - b=(1®b)((a®@1)*xm)=((1®b)(a®1))*m = (a®b)*xm,
a-(m-b)=a-(1®b)xm)=(a®1)((1®b)*xm)=((a®1)(1®b)) *m = (a®b)*m.
Definicion 3.1.2. La homologia y cohomologia de Hochschild de un A-bimédulo M pueden

definirse de la siguiente manera [CE].
Ho(A, M) = Tory" (A, M),
H®(A, M) := Ext%.(A, M).
En el caso particular M = A notamos la homologia y cohomologia de Hochschild con
HH,(A) y HH*(A) respectivamente.

Contamos con una resolucién proyectiva de A como A°-moédulo a izquierda, llamada
resolucién Bar, que si bien no es muy 1util para realizar calculos explicitos, sirve para tratar
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resultados generales, y jugard un papel principal en la teoria de deformaciones. Dicha
resolucion es la siguiente:

b

bl b/
> A|A®3|A —> A|A®2|A —> A|A|A AlA L 4 0 (3.1.1)

donde p es la multiplicaciéon de A y los diferenciales b; son A®-lineales y estan definidos de
la siguiente manera:

by, (1]aolas] - - lan[1) =
1 .
aol -+ an| 1+ (=1) g |asaia| - |an] 1+ (1) 1ao| - -+ |an—1]an.

Proposicion 3.1.3. El complejo 3.1.1 es una resolucion libre de A como A°-mddulo a
izquierda.

Una demostracion de este hecho puede encontrarse en [CE].

Usando el complejo Bar, calculemos los complejos cuya (co)homologia es la de Hochschild.

Homologia: Sea M un A°-moédulo. Para calcular He(A, M) debemos aplicar el funtor
(=) ®4¢ M a la resoluciéon Bar, luego, identificando de manera canénica A|A®"|A @4 M
con A®"|A° ®4e M y con A®™| M, obtenemos:

e ABB N e A2 P Al s 0,
donde los diferenciales b, estan dados por:
bn(aol - - - |an|m) =
ai|-- \an‘mao—l—z Z+1 laiaipa] - Jan|m + (_1)n+1a0‘ - lap—1|anm,

bo(alm) = ma—am.
Notacion: A este complejo lo notaremos A®®| M.

Cohomologia: Sea M un A°-modulo. Para calcular H®(A, M) debemos aplicar el funtor
Hom ge(—, M) a la resoluciéon Bar.

Identificando Hom e (A|A®™| A, M) con Hom e (A% A®™, M) y con Homy(A®™, M) ob-
tenemos el complejo

<2 Homy(A%2, M) <2 Homy, (A, M) <2 pr<—0,

con los diferenciales dados por:

dn(f)(aol -+ lan) =

n—1

aof (a1~ lan) +Z 1™ f(agl -+ laiaira] - [an) + (=1 f(ao] -+ - |an—1)an,
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por ejemplo

do(m)(a) = am — ma, 1(f)(alb) = af(b) — f(ab) + f(a)b,
d2(f)(alble) = af(blc) — f(able) + f(albc) — f(alb)e.

Notacion: A este complejo lo notaremos Homy(A®®, M).

Cohomologia relativa y algebras separables

Definicion 3.1.4. Sea A una k-algebra, y sea S C A una subdalgebra. Sea M un A-bimodulo.
Se define el complejo de Hochschild S-relativo, C*(A, S; M) como sigue

CUA,S;M)=M%={meM: sm=ms¥scS}

y para n > 0, C"(A,S; M) consiste en el k-moddulo formado por los morfismos k-lineales
f:A®" — M. que satisfacen, Vs € S, Vai,--- ,a, € A

flsar]---lan) = sf(ar| -+ |an),
flar] -+ lans) = f(a|---lan)s,

£ lagslais] ) = (- ailsaist] ), Vi=1,---,n— L
Los diferenciales d,, : C"(A,S; M) — C"1(A, S; M) estan dados por:

On(f)(aol -+ lan) =

n—1

aof(a]--- |%)+Z(—1)i+1f(ao| - laiai| - fan) + (1) flao| -+ lan—1)an,
i=0

La cohomologia de este complejo se llama cohomologia de Hochschild S-relativa y la notare-
mos H*(A,S; M).

Observaciones 3.1.5. 1. Si § = k entonces la cohomologia de Hochschild relativa coin-
cide con la cohomologfa de Hochschild.

2. Las inclusiones C"(A, S; M) — Homy (A®™, M) forman un morfismo de complejos y
por lo tanto inducen morfismos H"(A, S; M) — H"™(A, M) para todo n € Ny.

Proposicion 3.1.6. La cohomologia relativa H®*(A,S; M) puede calcularse como la coho-
mologia del subcomplejo C*(A,S; M) de C*(A,S; M) tal que C™(A,S; M) consiste de los
elementos de C™(A, S; M) que cumplen f(ai,---,a,) =0 si algin a; € S.

Demostracion. Puede encontrarse en [CE. O

Definicion 3.1.7. Una k-algebra A se dice separable si para toda extension k C I, Ry :=
R ®p | es una [-algebra semisimple.

Proposicion 3.1.8. Sea A una k-dlgebra. Son equivalentes

i) A es una k-dlgebra de dimension finita y separable.
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i1) A es proyectivo como A°-mddulo a izquierda.

i) Hp(A, M) =0 para todo n # 0 y todo bimddulo M.

iv) H"(A,M) =0 para todo n # 0 y todo bimddulo M.
Demostracion. Puede encontrarse en [W]. O

Proposicion 3.1.9. Sea S C A una k-dlgebra separable. Entonces los morfismos inducidos
por la inclusion
H"(A,S; M) — H"(A,M),

son 1somorfismos.

Demostracion. Ver |GS|] para una demostracion de esta proposicion. O

Producto Cup

Se puede definir un producto en @;c, Homg (A%, A) que da al complejo una estructura de
algebra diferencial graduada.

Definicion 3.1.10. Dados elementos homogéneos, ¢ € Homy(A®™, A) y 1) € Homy (A®™, A),
el producto cup de ¢ y v es el elemento ¢ — 1 € Homy(A®™+™) A) definido por:

¢ —Y(ar|---lanlant1] - - |antm) = ¢lar] - lan)P(ant1] - - - lantm).
Lema 3.1.11. Sean ¢ y 1 elementos homogéneos de grados n y m respectivamente. El
producto cup satisface oy m(é — ) = 6(6) — © + (—1)"¢ — G(1)).
Corchete de Gerstenhaber

También puede definirse en @;°, Homg (A%, A) una estructura de superdlgebra de Lie de
la siguiente manera.

Definicion 3.1.12. Dadas f € Homg(A®", A) y g € Homg(A®™, A), se define el asociador
de fy g, foge€ Homy (A1 A) como

n

foglar] -+ lantm—1) = D (=1 f(ar] - |ai-1lg(ail -+ [aism-1)laitm| - - [ansm—1)
i=1

y el corchete de Gerstenhaber como
[frg]=Fog— ()Y g0,

Lema 3.1.13. Dadas f € Homg(A®", A) y g € Homy(A®™, A), se tienen las siguientes
tdentidades

1. 6(fog)=fod(g)+ (=)™ (f)og+ (-1)m V(g — f— (=1)"™f — g),
2. (fog)og=fol(gog).
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La demostracién se obtiene por calculo directo.

Observacion 3.1.14. 1. Larestriccion del corchete de Gerstenhaber a Homy(A, A) daa
este espacio una estructura de algebra de Lie, que coincide con la usual en Lie(Endy(A)).

2. No necesariamente vale que [f, f] = 0.

Teorema 3.1.15. Con las notaciones anteriores, sean f,g,h de grados n,m,p respectiva-
mente, entonces:

1. [f,9] = (=)= Vg, f],
2. (_1)(n71)(p71)[[f’ g]? h] + (_1)(m71)(n71)[[g, h]a f] + (_1)(p71)(m71)[[h’ f]ag] - 07
3. 0([f,9) = [f,8(g)] + (=1)""[df, g].

Demostracion. Una prueba puede encontrarse en [GS]. O

3.1.2 Cohomologia de Hochschild de algebras de Lie

Veamos ahora un resultado que nos permitira calcular de forma més efectiva la (co)homologia
de Hochschild en el caso en que A es el algebra envolvente de un algebra de Lie:

Proposicion 3.1.16. Sea g una k-dlgebra de Lie y sea A = U(g) su dlgebra envolvente,
entonces existen isomorfismos naturales:

HH*(A) = H}, (9, A"), HH,(A) = HF(g, A*),

donde A% denota a A con la estructura de g-médulo dada por la accién g - = gx — xg,
llamada “accion adjunita”.

Demostracion. Daremos la prueba soélo para la cohomologia, para la homologia la demos-
tracion es andloga. Lo que queremos probar es que Ext%. (A4, A) = Ext® (k, A%%).

Para calcular Ext%(k, A%Y) debemos resolver proyectivamente a k como A-médulo trivial,
para eso utilizamos la resolucién de Chevalley-Eilenberg:

da dy €

Alg A k 0, (3.1.2)

d-
= AN g A A% g

aplicamos a la resolucion el funtor Hom4(—, A%?) y obtenemos el complejo:

<~ Homa(A| A2 g, A%) <2 Hom 4 (Alg, A%4) <" Hom (A4, A%) < 0,

Usando el isomorfismo canénico Hom 4 (A|A®", A%) ~ Homy (A®", A%), queda:

3 [ 9
-+ < Homy(A2g, A%?) <=2~ Homy,(g, A%?) <—— gad <—— () (3.1.3)
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y siguiendo las flechas se puede verificar que los diferenciales son:

Sn(F)(@o A Awy) = (=1)'ai- flwo A AT Ao A ) +

v

[e=]

1=

+ —1)i+jf([l‘z',33j]/\fﬂo/\"‘/\fi/\"‘/\fj/\"'/\ifn)
1<j

donde la accién que figura en el primer sumando es la accion adjunta definida en el enunciado
de la proposicion. Por lo tanto, Ext® (k, A%?) es la homologia del complejo 3.1.3. Lo que
vamos a ver es que este complejo se puede obtener aplicando el funtor Homge(—, A) a un
complejo de A°-modulos libres que es homotopicamente equivalente al complejo Bar, hecho
que conducird a los isomorfismos buscados en la proposicién. Para la construccién de dicho
complejo vamos a necesitar algunas definiciones.

Consideremos sobre A€ las siguientes estructuras de A°-moédulo a izquierda y A-mdédulo
a derecha respectivamente:

xRy —a®b=2xa®by (multiplicacion usual en A®),
a®b—z= Z az; @ S(z2)b  (accion adjunta).

Veamos que estas acciones dan a A€ una estructura de A°-A bimédulo:

(:c®y4a®b)’—z:xa®by;Z:Zxaz1®5(zg)by,
x@yé(a®b/—z)::c®y4Zazl®S(22)b22xa21®5(,22)by.

Con esta estructura de A-mddulo a derecha, A° resulta un A-moédulo libre. Ver [Wit]
para una demostracion.
Sea K, la resolucion de Chevalley-Eilenberg 3.1.2. Como A€ es proyectivo como A-mddulo
a derecha, entonces A° ® 4 K, resulta una sucesién exacta. Identificando canénicamente a
A°®@4 Al N® g con A°| A® gy con Al A® g|A; y también a A°®4 k con A°®4 A/Kere y con
A°¢/A¢ - Kere = A°/Ker u = A, la sucesion A° ® 4 K, se transforma en:

b= A A gl A= A A2 g| A~ AlglA 0= Ac P 4 ——0,

con diferenciales dados por

n
dn(Llzo A Aan|l) = (=D (@ilzo A Ady Ao Al = Lzg Ave s Ady Ave Aagzi) +
=0
A (0[] Awg A AZi A NBGA - Azpll sin >0,
1<j
do(1]z|1) = z|1 — 1]z.

Se puede verificar que al aplicarle el funtor Hom ge(—, A) a esta resolucion de A como A°-
modulo a izquierda, obtenemos el complejo 3.1.3, cuya homologia es Ext;‘(k,A“d), como

38



habiamos observamos anteriormente. Ademaés, a esta resolucion de A la podemos comparar
con la resolucién Bar levantando la identidad de A en ambos sentidos:

o ——= A A3 g|lA—— A| A% g|A —— Alg|A A° A 0
nT i«z WT lso TIT J{sﬂ UT lso
e AJAHA = A|AT2A = AJAJA = A= A ()

Las composiciones @ on v n o ¢ son homotdpicas a las respectivas identidades por ser
levantados de la identidad, por lo tanto, al aplicar Homge(—, A) estos morfismos resultan
mutuamente inversos a nivel homologfa, concluyendo la demostracion. O

Corolario 3.1.17. Sea g una k-dlgebra de Lie de dimension n € N y sea A = U(g) su
dlgebra envolvente, entonces HH'(A) =0 y HH;(A) =0 ,Vi > n.

Corolario 3.1.18. Sea g una k-dlgebra de Lie y A =U(g) su dlgebra envolvente. Entonces
existe un morfismo natural de k-espacios vectoriales inducido por la inclusion i : g — A

Hi.(9,9) —= HH*(A).

Demostracion. La inclusion i : g — A induce una transformaciéon natural i* : F — G
entre los funtores F' = Homy(—,g) y G = Homy(—, A). Luego, llamando como antes K,
a la resolucion de Chevalley-FEilenberg, esta transformacion natural induce un morfismo de
complejos ¢ : F(Ko) — G(K,) que pasa a la homologia:

Ext$ (k, g) — Ext® (k, A%).

O
3.1.3 Un ejemplo: Cohomologia de Hochschild del idlgebra envolvente del
algebra de Heisenberg
Definiciones y notaciones previas

Sea k un cuerpo de caracteristica 0.

Definiciéon 3.1.19. El algebra de Heisenberg h = b3 es el dlgebra de Lie de dimension 3
sobre k con base {z,y, z} y corchete dado por: [z,y] = z, [z, 2] = [y, 2] = 0.

Observacion 3.1.20. El dlgebra envolvente de b es:

k<x,y,z>
(xy —yx — 2,22 — 22, Y2 — 2Y)

Uh) =

Utilizaremos las siguientes notaciones:

1. Notaremos con k) (z,y) al k—subespacio vectorial de U(h) generado por los ele-
mentos de la forma z'y/ para i,j > 0 que, por el teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt,
cumple: U(h) = kyp)(z,y) ©2zU(b). Definimos analogamente ky(p) (7, 2) ¥ k) (¥, 2)-
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2. Notaremos con U(h)? a U/ (h) visto como h-modulo con la accion adjunta: g-p = gp—pg.

3. ParapelU(h),p= Y. N jxra'y/zF, definimos:
(4,,k) NG

. 1 it g dp L
/p: Yo g+ 1)y 5n = D Augwia et
v (i.3,k) ENG i>1,5,k>0
y también damos definiciones andlogas para fy Py g—g.

Lema 3.1.21. Sea p € U(h)*, entonces:

r-p= zgz (3.1.4)
__,op

p=—zst (3.1.5)

z-p=0 (3.1.6)

Demostracion. Primero veamos que y"x = xy™ —ny" 'z para todo n € N. Sin = 1 se sigue
de las relaciones del &lgebra. Por induccién:

Yo =yy'e = y(ay" —ny""'2) = yay" —ny"z = (xy—2)y" —ny"z = 2y — (n+1)y"z.
Veamos 3.1.4. Basta probarlo para los monomios, sea entonces p = x™y"2". Sin =0 el

resultado se sigue trivialmente pues ambos lados de la igualdad son nulos, si n > 1:

z-p=ap—pr=a"Tly"" — gy "

m—+1, n_r n—1

=™y — 2™ (xy" — ny "

2)z
— n$myn—lzr+1

Para probar 3.1.5, observemos primero que U(h) tiene un automorfismo ¥ dado por ¥(z) =

y, U(y) =z y ¥(z) = —2z, aplicando ¥ a la igualdad y™z = zy™ — my™ 'z con m € N

obtenemos ™y = yx™ + ma™ 'z, es decir, yz™ = 2™y — max™ lz; y para p = 2"y 2"
tenemos que

y-p=yp—py=yz"y" —amy"
_ (l,my . mxmflz)ynzr . xmyn+1zr
— _mwm—lynzr—‘rl'

Por ultimo, para probar 3.1.6 basta observar que z esta en el centro de U(h), luego z - p =
zp —pz = 0. O

Calculo de la cohomologia

Utilizando la Proposicién 3.1.16, calcularemos H?, (h,U(h)*); y para esto usamos la reso-
lucién de Chevalley-Eilenberg:

0 —U(B)| A> b —Z>U(5)] A2 b —2=U(b) ) —2> U(h) —— k — 0,
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donde € es la aumentacién y

di(ulg) = ug,
d2(ulg1 A g2) = ugi|g2 — ugalgr — ullg1, g2],
ds(ulgr A g2 A g3) = ugi|ga A g3 — ugz|g1 A g3 + ugslgr A g2 +
—ul[g1, 92] A g3 + ullgr, g3] A g2 — ullg2, g3] A g1

Aplicando Homyy) (—,U(h)*), identificando Homy ) (U (h)|A™h, U (h)*?) con Homy (A™h, U (h)*%)
como k-espacios vectoriales y Homyy) U(h),U(H)*) con U(h)*, resulta:

do

0 <—— Homy (A%, U(5)44) <— Homy (A2, U (h)"?) <2— Homy, (b, U(h)*?) <—— 14(y) ¢ <— 0,

donde:

do(u)(g) = g - u,
61(f)g1 Ng2) = g1 - f(92) — g2 - f(g1) — f([g1, g2]),
d2(h)(g1 AN g2 AN g3) = g1 - h(ga A g3) — g2 - h(g1 A g3) + g3 - h(g1 A g2) +
— h([g1, 92 A g3) + h([g1, g3] A g2]) — h([g2, 93], g1)-

Para obtener una descripcién mas precisa de los nucleos de los diferenciales ¢;, evaluemos
estas expresiones en bases adecuadas. Vamos a considerar para esto {z,y, 2z}, {z Ay, z A
2,y Azyy {z Ay Az} bases de b, A% y A3 respectivamente. De esta manera vemos que
Ker gy es el centro de U(h). También vemos que f € Kerd; si y solo si 01(f)(z Ay) =
n(f)(xnz)=0(f)(yAz)=0,lo que se traduce en :

0= 81w ) =2+ F6) — y- F0) — 1(zal) = 200 4 20 g

O0=01(f)xAhz)=w-f(z) =z fx) = f(lz,2]) = 2= =

0="0(f)ynz) =y f(z) =2 fly) = fly.2]) = —2—5 —,

es decir que f € Kerd; si y solo si:

o) n L Of (@)

f(z)= ay B (3.1.7)
0f(z) _ 9f(2) _
b = 5n =" (3.1.8)

Por dltimo, vemos que h € Ker 49 si y solo si

0=2ba2(h)(x ANy A=z)
=z-h(ynz)—y-h(xAz)+z-h(zAy)—h(z,y] A 2) + h([z, 2] Ny]) — h(ly, 2], x)
=x-h(yNz)—y-h(zANz)+z-h(x ANy) —h(zA2)

_ Z@h(y/\ 2) n Z@h(:): A Z)7

dy ox
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como z no es divisor de 0 en U(h), esto quiere decir que h € Ker ds si y solo si:

Oh(y Nz)  Oh(z A z)
~ = e (3.1.9)

Observacion 3.1.22. Para trabajar mas comodamente, vamos a identificar a Homy (b, (h))
con h*|U(h) y notar con {dz,dy,dz} ala base dual de {x,y, z}, también vamos a identificar
a Homy (A%h,U()) con A2h*[U(h) v notar con {dyny, dunz, dynz} a la base dual de {z Ay, z A
z,y A z}. Usando esta notacion, y teniendo en cuenta las cuentas hechas anteriormente, los
diferenciales §g y 01 y d2 quedan

oo(u) = dx\zgz - dy|zg—z (3.1.10)
01 (dx|ur + dylus + dzluz) = dga \(z% + z% —u3)+ (3.1.11)
I 9y Ox
dz/\z|3881;3 _dy/\zzaal;3
d2(dzny|v1 + dznz|ve + dynz|vs) zz%—kz% (3.1.12)
TA\Y TNz yNz|V3 8y O

Proposicion 3.1.23. El centro de U(h), es decir HHO(U()), es igual a k[z].

Demostracion. HHO(U(h)) = Kerdp ={ucU(h) :g-u=0Vgeh}={ucl(h) :z -u=
0,y-u=0,2 u=0} Porel Lema 3.1.21, u € HH(U(h)) si y solo si 23% = Z%Z = 0.
El teorema de Poincaré - Birkhoff - Witt garantiza que z no es divisor de 0, luego u €
HH®(U(h)) si y solo si % = g—; =0, es decir, si y solo si u € k[z].

O

Proposicion 3.1.24. Una base del espacio vectorial HH'(U(h)) estd dada por el conjunto
formado por las clases de los elementos:

aij = dr|z'y’ —dyli(j + 1) ey con i, j >0,
b == dy|z* con i >0,

ci = dylyz' +dz|z coni > 0.

Demostracion. Sea f = dz|uy +dy|ug+dz|us € Ker 1. Veamos primero que existe 4 € U(h)
tal que f — dp(w) esta generado por los elementos del tipo a, b, ¢ del enunciado.
Como f € Kerd; (3.1.7, 3.1.8):

ugzz—y+z—$, de donde wug € zU(h),

8'&3 o 8u3

e oy " 0, dedonde wug € k2],

entonces us € zk[z], por lo tanto, ug = 3. Azt con A; € k, i > 0. Luego f = f— > N =
dx |ty + dy|ug para ciertos 4y y ug. De esta forma, podemos suponer que ug = 0.
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Como U(h) = ky ) (w,y) © zU(b), existen v € Ky (7,y) y w € 2U(H) tales que uy =

v 4+ w. Llamemos u = fy <, entonces

ou ou
f—do(u) =dz|(v+w— za—y) + dy|(ug + z%)

= dx|v + dy|as.
Escribimos v = ) )\mxiyj y llamamos a = ) A;ja; ;. Entonces
1,7€Ng 1,7€Ng
f—0(u) —a=dylwy € Kerd; (3.1.13)

y por lo tanto 8(9% = 0. Escribimos entonces:
wy = Z,uixi +7r  con 7 € zkyy)(z, 2) (3.1.14)
i€Ng

Definimos b = Y p;ib; y 4= [ L, entonces do() = —dy|r y de 3.1.13 y 3.1.14 obtenemos
1€Np

f—0d0(u) —a=b—0dp() es decir,
f—50(u—ﬂ) =a+b.

Para ver que el conjunto dado es linealmente independiente, sea

Z )\i,jam + Zm‘bi + Z@ici = dou para ciertos /\i,jvnh 0; € k,u € U(f))
4,720 1€Np 1€Ng

Evaluando en z obtenemos:

ZGiziH =0 entonces 8§; =0Vi > 0.
i€Np

Evaluando en x obtenemos:

9
Z iy = za—u entonces por PBW \; ; = 0Vi,j > 0.

(4,5)€NG

FEvaluando en y obtenemos:

, 0
me’ = —z—u entonces por PBW n;, =0V: > 0.

Observacion 3.1.25. La estructura de médulo sobre el centro esta determinada por:

Z'CLL]':O, z-bi:O, 2+ Ci = Cj41-
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Proposicion 3.1.26. El conjunto de las clases de los elementos que siguen es una base de
HH*U(H)):
ik = dopla’y’ 2 — dypli(+ 1) T con i 20,520,k € {0,13,
Bi = dyn,|z'2¥  coni >0, ke {0,1}.

Demostracion. Sea h = dypy|vi + depz|v2 + dys-|vs € Kerdo. Es inmediato ver que

ov Av
h + 61(dz|v1) = dpns|(ve + za—yl) + dyns|(v3 — Zaixl)

Es decir que reduciendo médulo bordes, podemos suponer que h = dyn.|va + dyn-|vs. En
lo que sigue, vamos a seguir reduciendo médulo bordes para escribir a A como combinacién
lineal de elementos del tipo «, . Para ello buscamos f € h*|U(h) tal que

h— 8y (f) = Z )\Lj’kai,j,k + Z ,Ui,kﬁi,k-

Sean p € ku(h)(:c,y) D Zku(h)(l’,y), S ZQU(Q) tal que vo = p + r. Llamamos us = fy fy ZLQ,
uz = fy * y consideramos f = dyl|ua + dz|us. Entonces:

h — 51(f) = dx/\z|p + dy/\z|{73-

Escribimos p = > )\7;7j7kxiyjzk y consideramos a = > AijkQij k- De esta ma-
1,j€Np,ke{0,1} 1,j€Np,ke{0,1}
nera se obtiene que

h—(;l(f) —a:dym\wg, (3.1.15)

donde
811)3

g _
oy ’

por lo tanto,

w3 = Z uivkxizk: Z ui7ka£izk—|— Z ,uivka:izk. (3.1.16)
(i,k)EN3 1€Ng,ke{0,1} i€Ng,k>2

Si lamamos 7 = Y p; k22, y definimos 4y = [, [, 5, G5 = [ Ly f = dalty + dz|as se
fe>2
tiene que

01(f) = —dyn:|F

y llamando 3 = > i kBik, obtenemos de 3.1.15 y de 3.1.16:
1€Np,ke{0,1}

h==6(f—f)=a+p

Veamos la independencia lineal. Supongamos que

S1(f) =D Nigkijk + Y HikBik- (3.1.17)
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De esta igualdad se ve que 6;(f) debe tener coordenada dypy nula. Si f = dx|u; + dy|ug +
dz|us, por 3.1.11 se tiene que

8’&2 8’&1
Q= y—— - u
us3 Z@y +Z@m € zUh),
entonces P P
u u
(51(f) = d:p/\z|zaiy3 - dy/\z’zai;7
con z%,z% € 22U(b).
Luego, evaluando (3.1.17) en x A z se obtiene que
Ous . Z ik . B .
z— = AijkT'y’ 2, que por PBW dice que ); jr = 0V4,j, k.

dy

(i.5) €N ke{0,1}
evaluando (3.1.17) en y A z se obtiene que

6U3
p——

e Z ,uz-’kxizk que por PBW significa que p; , = 0V 1, k.

i1€Np,ke{0,1}

Observacion 3.1.27. La estructura de médulo sobre el centro queda determinada por
2050 =051, 2-Bi0=01, 2z-o;51=0, z-6;1=0.

Proposicion 3.1.28. Una base de HH3(U(g)) estd dada por el conjunto formado por las
clases de los elementos p; j = dx A dy Adz @ z'y’ coni,j > 0.

Demostracién. Comenzamos identificando a Homg(A%h,U(h)) con U(h). Sea p € U(h),
p=v+wconv € kyp(r,y) y w € 2U(h). Sear = [ Ly sea h = dyn:|r. Entonces
p—02(h) =v+w—w=v € kyy)(r,y). Para ver que son linealmente independientes,
supongamos que

> Aiga'y! = 6a(h),

(i.4)ENG
entonces o 9
o A A
Z )\iszyj — 5 (513 y) 42 (y Z)
4 ’ Ox dy
(i,4)€NG
Usando el teorema de PBW resulta que \; ; = 0 para todo (i,5) € N3. O

Observacién 3.1.29. La estructura de médulo sobre el centro de HH?3(U(g)) queda deter-
minada por z - ¢ = 0 para todo ¢ € HH3(U(g)).

3.2 Deformaciones de Gerstenhaber de algebras asociativas

A lo largo de esta seccion seguiremos el articulo [GS].
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3.2.1 Motivaciéon

Empezaremos esta seccidon con un ejemplo que servird a modo de motivacion para las defini-
ciones posteriores.

Sea k = C ysea V = kx & ky un k-espacio vectorial de dimensién 2. Para dar una
estructura de k-algebra asociativa a V', basta definir la multiplicacién por z y por y de manera
asociativa. Tanto la multiplicacion por & como la multiplicacion por y son transformaciones
k-lineales, por lo tanto cada una de ellas queda determinada por una matriz de My(C),

ap b as b ... . . .
my = (Cl dl , My = 02 d2) ;v la asociatividad se traduce en ecuaciones polinomiales
1 1 ’ 2 2

en los coeficientes de las matrices, por ejemplo

z(zz) = a1z + c1y) = ay(arz + c1y) + 1 (bix + diy) = (a? + c1by)z + (arc) + c1dy)y,
(zx)z = (a1 + c1y)x = a1(a1x + c1y) + c1(asx + coy) = (aF + crag)x + (arc1 + c1c)y.

por lo tanto, z(xx) = (xx)z si y solo si c1b; — c1ae = 0y c1dy — ci1ea = 0.

De esta manera, podemos pensar las estructuras de k-algebra sobre V' como una variedad
algebraica en k%, que llamaremos Assoc.

Sea, A € Assoc. Estudiemos un poco el comportamiento local. Sea U C C un entorno
del 0 con la topologia usual de C. Sea v : U — Assoc una curva que en 0 pasa por A y
supongamos ademas que y es analitica, es decir, que para cada ty € U hay un entorno en el
que 7 es, en cada coordenada, una serie de potencias, escribimos a ~ de la siguiente manera
para t cercano a 0:

- () 0l - B ) (B B

luego, el producto de (t) esta dado por:

Ye(z,z) = (a107 + c1,0y) + (@112 + cLay)t + (a120 + cray)t® + -+,
Ye(z,y) = (b1oz + dioy) + (braz + diay)t + (b + digy)t> + -+,
Ye(y, ) = (a2,0% + c2,09) + (a21% + c219)t + (a2 + cooy)t* + -+,
Ye(y,y) = (baox + dooy) + (ba17 + do1y)t + (baox + dooy)t® +

En general, para a,b € V, el producto es:
Yi(a,b) = a -4 b+ fi(a,b)t + fola,b)t*> + f3(a,b)t> +--- |

para ciertas f; : Ax A — A que son k-bilineales. Observamos que esta familia de morfismos
{fi}i>1 depende solo de como se escribe 7 para algin entorno del 0 arbitrariamente chico,
es decir, depende sélo del germen de v en el 0.

La asociatividad de 7 se puede traducir en una condicién que involucra sélo a la familia
{fi}i>1, en efecto, la condicion

’Yt(’Yt(a,b),C) = ’Yt(ayfyt(ba C)) Vit e U’ VCL, b,C € Va

46



se traduce en:

SO filfilab),0) = fila, £ (b))t =0,

s>0 1+j=s
4,520

donde fo(a,b) = a -4 b; como esta igualdad vale para todo t € U, es equivalente a:

> filfi(a,b),¢) = fila, f5(b,¢)) =0 Vs € Np. (3.2.1)

1+j=s
De esta manera obtenemos la asignaciéon

{Gérmenes de curvas analiticas} —— {Familias {f;}; que cumplen 3.2.1} .

Entonces podemos entender a las familias {f;};>1 que cumplen 3.2.1 como una genera-
lizacion de los gérmenes de curvas analiticas que pasan por A. Por otro lado, a una familia
{fi}; que cumple 3.2.1 la podemos pensar como el algebra de series formales en V con
producto dado por:

a*b:a~Ab+f1(a,b)t+f2(a,b)t2+~--

para a,b € V y extendiéndolo de manera k[[t]]-lineal a toda el algebra.

3.2.2 Topologias t-adicas

En las secciones siguientes trataremos con el anillo de series formales con coeficientes en una
k-algebra A, que notaremos con A[[t]]; el objetivo de esta seccion es dar los ingredientes
necesarios para construir dicho anillo a partir de uno mas manejable, mas precisamente a
partir de A ®, k[[t]]. Para mas informacion sobre topologias t-adicas ver [K|. Notaremos
K := k[[t]] para simplificar la escritura.

Definicion 3.2.1. Sea A una k-algebra asociativa, se define Ax := A @ K.

Observacion 3.2.2. 1. Si A es de dimension finita sobre k, entonces Ag coincide con
A[[t]] via la identificacion a @ (3, Ant™) — >, Anat™.

2. Si A es de dimension infinita sobre k, entonces Ax C A[[t]] v se identifica con el
subanillo de las series ) apt™ con dimg(an)nen, < 00.

Definiciéon 3.2.3. 1. Sea p =) a,t" € A[[t]], definimos deg(p) = min{n € N : a,, # 0}
para p # 0, y deg(0) = oc.

2. Dados p,q € Al[t]], definimos d(p,q) = 2798P=9)_ Se puede verificar que d es una
ultramétrica.

Intuitivamente deg(p) mide qué tan lejos esta el primer coeficiente no nulo, y d(p, q) esta
cerca de 0 si deg(p — q) es grande, es decir, si para n > 0, los primeros n coeficientes de
p y q son iguales. Tenemos via d una nociéon de convergencia, precisamente (py)x converge
a p si y solo si para todo m € N existe mg tal que para k > myg, el m-ésimo coeficiente de
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P es igual al m-ésimo coeficiente de p; es decir, la convergencia es coeficiente a coeficiente.
Observar que A[[t]] es completo para esta métrica.

La topologia que define esta métrica es la topologia que tiene como familia de entornos
del 0 a {A[[t]]t" : n > 0}. Llamamos a esta topologia, la topologia t-ddica de A[[t]].

La construccién de la ultramétrica y de la topologia t-adica son validas si se toma V un
k-espacio vectorial y V'[[t]] las series formales con coeficientes en V', notamos analogamente
Vk =V Qi K.

Proposicion 3.2.4. Sean V y W k-espacios vectoriales. Entonces
i) Vi es denso en V[[t]] para la topologia t-ddica,
it) todo morfismo K-lineal de V[[t]] en W([t]] es continuo,
it1) Homp (V[[t]], W([t]]) = Homg (V, W{[t]]) como k-espacios vectoriales.

Demostracion. 1) Sip e V[[t], p=> 7", vnt". Luego py = ZZ:O v, t" pertenece a Vi y
converge a p.

ii) Sea f : VI[t]] — WI][t]] K-lineal. Debido a la K-linealidad, f(V[[t]]t") C W][t]]t",

entonces f es continua.

iii) Sea f € Hompg (V[t]], W[[t]]), entonces f|y € Homy(V, W][t]]). Reciprocamente, sea
g € Homy(V,W][t]]), podemos definir § € Hompg (V[[t], W][[t]]) como §(>_ v,t") =
2 g(on)t".
Las asignaciones anteriores resultan mutuamente inversas: claramente gly = g; falta
ver que (f|AV) = f. Por i) y ii) basta ver que coinciden sobre Vi. Sea p € V. Como
Vk =V @ K, existen vy,--- ,v, € V y hy,--- ,hy, € K tal que p = v1hy + -+ vphy.
Luego (flv)(p) = flv(vi)hy + - flv(vn)hn = f(p). -

Observacion 3.2.5. 1. Observemos que de iii) se desprende que si f : V[[t]] — W]{[t]]
es K-lineal, entonces f(D>_v,t™) = f(vn)t", es decir, es lineal en las series.

2. Utilizando iii) vemos que Endg (V[[t]]) = Homy(V, V[[t]]) = Hom(V,V)[[t], por lo
tanto tenemos una nociéon de convergencia en Endg (V([t]]), para la cual este espacio
resulta completo.

Observacion 3.2.6. Sea M un k[[t]]-moédulo. La topologia t-adica en k[[t]] induce una
topologia en M donde los entornos del 0 son {t"M : n > 0}. En esta topologia, una
sucesion {z;}ieny C M converge a x € M si para todo m € N, existe mg € N tal que para
todon > mg, x, —x €t"M.

A dicha topologia la llamamos topologia t-ddica de M.

Proposicion 3.2.7. Sea M un k[[t]]-mddulo. Entonces son equivalentes
i) M es isomorfo a Mol[t]] como k[[t]]-mddulo, donde Mo = M/tM = M Ry k-

it) M es t-ddicamente completo y libre de torsion.
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Demostracion. Si M es isomorfo a Mp|[[t]], entonces es claro que M es t-adicamente completo
y libre de torsion.

Supongamos ii). Sea r : My = M/tM — M tal que m or = idyg,. Veamos que para
todo m € M existen tnicos {m;}; C Im(r) tales que x,, :== Y ., m;t" converge a m; y que
para todos {m;}; C Im(r), la sucesion {z, := > i, m;t'}pen converge a algtin m € M.

Sea m € M. Llamemos mg := r o w(m), luego m — mgy € Kerm = tM. Sea ng € M tal

que m — mg = tn; y llamemos my := r o w(n1), y tenemos que n; — m; = tny para algin
ny. Entonces m = mg + tmq + t2no.
Supongamos construidos mg, -+ ,mg_1 € Im(r) y ny,--- ,nx € M tales que m; —n; =

tn;y1 paratodoi=1,---  k—1;y
m = mg+tmy + t2m2 + -+ tk_lmk_l + tknk.

Sea my, := r o m(ng), luego ny — my, € Ker(7) y por lo tanto existe ngy1 € M tal que
nE — M = tngi1. '

De esta manera construimos una sucesion {m; };eny C Im(r) tal que {zy, := 1" | mit' bnen
converge a m.

Para demostrar la unicidad basta probar que si z,, :== > | 7(a;)t’ converge a 0, entonces
a; = 0 para todo i. Como {zy,},en converge a 0, existe N € N tal que zx € tM. Entonces
F(ZCN) =0= 7'('(7’(0,())) = ayp.

Supongamos que ag = --- = a_1 = 0. Dado que z,, converge a 0 existe N € N, N > k,
tal que zxn € t**1M. Entonces

r(ap)t® + r(app )t + - r(an)t = m.

Por otro lado, M es libre de torsién y por lo tanto

tNk —¢

r(ag) + r(agr1)t + -+ r(an) m.

Luego, aplicando 7 al miembro izquierdo obtenemos aj = 0.

Sea ahora {m;}; C Im(r) una sucesiéon arbitraria de elementos de Im(r). Sea z, :=
> ymit'. De manera analoga a la prueba de la unicidad se puede ver que {z,}, es de
Cauchy. Luego {z,}, converge a algin m € M.

Concluimos que M = Im(r)[[¢]], isomorfo a Mol[[t]]. O

3.2.3 Familias uniparamétricas de deformaciones

Sea A una k-algebra asociativa.

Definiciéon 3.2.8. Una familia uniparamétrica de deformaciones de A (para abreviar, una
deformacién de A) es un producto asociativo en A[[t]] determinado por la extension k[[t]]-
bilineal de una funcion f; : A x A — A[[t]] dada por:

fi(a,b) = ab + Fy(a,b)t + Fy(a,b)t? + - - con a,b € A,

donde F; : A x A — A es k-bilineal para todo ¢ € N. Cuando no haya ambigiiedad
notaremos A; a A[[t]] con el producto dado por f;, de lo contrario lo notaremos con Ay, .
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Podemos observar que en el caso en el que k = C o k =R, y A es de dimensién finita
sobre k, una familia uniparamétrica de deformaciones coincide con lo se puede entender
como una generalizacion de los gérmenes de curvas analiticas que pasan por A.

Ejemplo 3.2.9. Para cada t € R, consideremos la ciibica y? — 23 — t2? = 0. Variaciones
en t € [—1,1] se corresponden con una deformacién geométrica de la curva, pasando de ser
un rulo para t = 1, que se desenlaza hasta tener un pico en t = 0, y se suaviza para t < 0.
El 4lgebra de funciones regulares es A; = R[x,y]/(y?> — 2® — tz?). Una R-base de A; es
{x%, 2'y}i>0 v el producto es:

fela' a?) = 2™,

felz', aly) = 2"y,

fila'y, 2ly) = a'y? = 2" (2° + ta?) = " 4 2R
Por lo tanto, si en Ap[[t]] definimos un nuevo producto como arriba, obtenemos una familia
uniparamétrica de deformaciones de Ag.

Observacion 3.2.10. Dada una k-algebra A, toda deformacion f; de A induce un isomor-
fismo de k-algebras A; @y k — A.

Reciprocamente, sea B una kl[[t]]-dlgebra, t-adicamente completa, libre de torsion, con
un isomorfismo de k-algebras B @k — A. Por la Proposicion 3.2.7, B es isomorfa como
k[[t]]-modulo a Mpl[[t]], donde Mo = B @y k = A como édlgebras. Entonces M = A[[t]]
como k[[t]]-algebra y el producto estd dado por una deformacion f;.

Resumiendo, es equivalente tener una familia uniparamétrica de deformaciones que tener
una k[[t]]-4lgebra B, t-adicamente completa, libre de torsiéon, junto con un isomorfismo de
k-algebras B @y k — A.

Integrabilidad y obstrucciones

Sea A; una deformaciéon de A, la condicién de asociatividad es

fi(fi(a,b),¢) = fila, fi(b,c)) =0 Va,b,c € A,
Desarrollando y utilizando la K-bilinealidad esta condicién se traduce en:

> Fi(Fj(a,b),¢) — Fi(a,F;(b,c)) =0 Va,bc€ A, Vs €N,

i+j=s
donde tomamos Fy(a,b) = ab, el producto en A. Despejando los términos (7,5) = (s,0) e
(i,7) = (0, s), resulta

ZFiOFj:5Q(Fs> Vs € Np,

i+j=s

4,7>0
donde Fj o Fj es el asociador de F; y F}, y 62 es el diferencial en grado 2 del cocomplejo
de Hochschild Homy (A®®, A). Estas ecuaciones suelen llamarse ecuaciones de deformacion;
por lo tanto, f; es asociativo si y solo si se verifican las ecuaciones de deformacién.

Observamos que para s = 0 estas ecuaciones describen la asociatividad del producto de

Ay para s = 1 dicen que d2(f1) = 0, es decir, F; debe ser un 2-cociclo de Hochschild. Mas
generalmente:
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Lema 3.2.11. Sea f; una familia uniparamétrica de deformaciones de A tal que F} = --- =
F,,_1 =0. Entonces F,, es un 2-cociclo de Hochschild.

Demostracion. Las ecuaciones de deformacién dicen que

0a(Fn) = Y FjoF; =0,
i+j=n
i,j>0
puessii+j=mnyt,j > 0 entonces i,j <n — 1; entonces los términos de la suma son todos
nulos. O

Definicién 3.2.12. Sea F); un 2-cociclo de Hochschild. Decimos que F} es integrable si
existen {Fj;};>2 tales que se verifican las ecuaciones de deformacion, es decir, si existe una
familia uniparamétrica de deformaciones que empieza con Fj.

Tomemos Fy € HH?(A), llamemos también F} a un representante de esta clase y trate-
mos de integrarlo a una familia de deformaciones. Como A es asociativa y Fj es un 2-
cociclo, se cumplen las ecuaciones de deformaciéon para s = 0,1. Si F) fuera integrable,
entonces la ecuacion de deformacion para s = 2 dirfa que F o F} = §3(F3). Por otro lado,
(S(Fl o Fl) =Fo 5(F1) — 5(F1) oy +F — Iy — F} — F; =0, es decir que F} o F} es un
3-cociclo para todo Fy € HH?(A) y la primera obstruccién para que Fj sea integrable es
que Fy o F sea cohomoélogo a 0. En general se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 3.2.13. Sea A una k-dlgebra unitaria y car(k) # 2. Sean Fy,--- ,F, €
Homy (A ® A, A) tales que

Z Fio Fj = 6(F;) paras=1,..,n.
i+j=s
4,5>0

FEntonces

G .= Z Fl o Fj,
i+j=n+1
4,7>0
es un 3-cociclo de Hochschild.

Demostracion.

§(G)=> F00(Fy_i) = 0(F)oFy i+ F,— Fyi— Foi—F
i=1

= Z Fz o 5(Fn—z) - 5(Fz) o Fn—z’
=1

.
|

n n—i—1 1

— Z( Z F; o (Fk o Fn—i—k) — (Fk o Fi—k) © Fn—i)

=1 k=1 k=1

= > Fio(FjoF,)— (FioFj) ok,
i+j+k=n
1,7,k>0
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Luego

26(G)= ), Fio(FjoF) —(FokF)) ok +Fo(FoF) ~(FoF)oF

i+j+k=n
,7,k>0

= Y Fio((Fj+F)o(Fj+F)) = (Fio (Fj+ Fy)) o (Fj + Fy,) = 0.
i+j+k=n
4,5,k>0

O
De esta forma, puede interpretarse el tercer grupo de cohomologia de Hochschild como
el lugar donde viven las obstrucciones para poder integrar un 2-cociclo.
Deformaciones triviales y equivalencia de deformaciones

Definicién 3.2.14. Dos familias de deformaciones, f; y g; se dicen equivalentes si existe un
isomorfismo de K-algebras ®; : Ay, — A,,, dado por la extensiéon K-lineal de

®y(a) = a+ d1(a)t + ga(a)t> + -,

donde ¢; : A x A — A es k-lineal para todo i € N. Decimos que una familia f; es trivial si
es equivalente al producto usual de A[[t]].

Observacion 3.2.15. Considerando la definicion alternativa de deformacion dada en la
Observacion 3.2.10, decimos que dos deformaciones By y Bs, con isomorfismos respectivos
B1: B @ kb — Ay B2 B Q) kK — A, son equivalentes si existe un isomorfismo de
k[[t]]-algebras ®; : By — Bj tal que el siguiente diagrama conmuta

Pt @1z idk

By @ K By Qe *
X %
A

Observacion 3.2.16. Sea f; una deformacion trivial de A. De la definicion se sigue que
Dy (fr(a,b)) = ©i(a)P(b). El término de la izquierda es:

©4(fi(a,b)) = ab+ (¢1(ab) + Fi(a, b))t + O(t?),
y el término de la derecha es:
()@ (b) = ab + (a1 (b) + ¢1(a)b)t + O(t?),

por lo tanto, igualando los términos lineales obtenemos Fi(a,b) = 61(¢1)(a,b); es decir
Fy =0en HH?(A).

En general, si f; es equivalente a g, al desarrollar la igualdad ®;(f:(a,b)) = gi(P¢(a), P+(D))
como antes, se deduce que F} = G1 + d1(¢1); sin embargo, la reciproca es falsa, un mismo
2-cociclo podria integrarse de dos maneras no equivalentes. Veremos ejemplos mas adelante
en la observacion 3.2.23
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Lema 3.2.17. Sean f; y g+ dos deformaciones. Entonces ®; : Ay — Ay, dada por

®; :=idg + ¢1t + Pot? + .-+, es una equivalencia si y solo si
> 6ilGi(a,b) = > Fi(ei(a),dx(b), VseNogVa,be A
i+j=s it+j+k=s

Demostracion. Basta desarrollar la igualdad ®.(g¢(a,b)) = fi(P¢(a),P4(b)) y agrupar los
términos por potencias de t. O

Proposicion 3.2.18. Sea f; una familia uniparamétrica de deformaciones de A no trivial,
entonces existe n € N>o, y una familia uniparamétrica de deformaciones g, de A que cumple
que G1 = -+ = Gp—1 = 0 y Gy, es un 2-cociclo no cohomdlogo a cero y tal que f; es
equivalente a gy.

Demostracion. Sea f; una deformacion no trivial de A. Sea n € N tal que F; =0 parai<n
y F, # 0. Sabemos por el Lema 3.2.11 que Fj, es un 2-cociclo. Si Fj, no es un coborde,
entonces no hay nada que hacer. Si F,, = 6;(¢), consideramos g; := ®; ! f;(®:(a), ®4(b))
donde ®; = Id4 — t"¢; entonces g; es equivalente a f; y ademas cumple que:

®4(gi(a, b)) = ®4(ab+ Gy (a, b)t + Ga(a,b)t* + - --)
=ab+ Gi(a,b)t + --- — t"(p(ab) + ¢(G1(a, b))t + ¢(Go(a, b))t? + ---),

v por el otro lado:
fi(®i(a), ©4(b)) = fila —1"p(a),b—1"¢(b))
= i Fy(a,b)t' — (i Fi(a, ¢(b)) + Fi(¢(a), b))t + i(ﬂ(qb(a), $(b))t 2"
= Z;)O+ (Fo(a,b) — Za:qu(b) — P(a)b)t™ + O(t" ). B

[gualando los coeficientes vemos que G; = 0 para todo ¢ < n y que Gp(a,b) — ¢(ab) =
F.(a,b) — ap(b) — ¢(a)b, como 41(¢) = F,, se sigue que G, = 0. Veamos que este procedi-
miento eventualmente termina.

Supongamos que el procedimiento no termina, entonces tenemos una sucesion de auto-
morfismos ¥y := ®; 0Py - - - 0Py que corresponden a la composiciéon de los automorfismos de
los primeros k pasos. Cada coeficiente de esta sucesiéon eventualmente se estanca, entonces
U}, converge en la topologia t-adica a algin ¥ € Endg(A[[t]]). Ademés, por construccion
se sigue que W, ' (fi(Vy(a), Ui(b))) = ab + Cr”fLJrk(cz,b)t””~C + -+, luego, por continuidad
obtenemos ¥1(f;(¥(a), ¥(b))) = ab, lo cual es absurdo pues f; no es trivial. O

Corolario 3.2.19. Si HH?(A) = 0 entonces toda deformacidn es trivial. En estos casos se
dice que A es rigida.

Observacion 3.2.20. Si A es una k-algebra de dimension finita y separable, entonces A es
rigida.

Veamos ahora la vuelta de la Proposicién 3.2.18. Para ello necesitaremos el siguiente
lema.

53



Lema 3.2.21. Sea ¢ un 1-cociclo de Hochschild. Entonces

(I)t = Z f:tz7

i>0

es un automorfismo de A[[t]] con el producto usual. Notaremos con e®* a ®;.
Demostracion. Por el Lema 3.2.17, basta chequear que

¢*(ab) _ ¢'(a) ¢ (b)

P Z ! 1

] ] j

1+j=s

para todo s € N. Es decir, basta chequear que

para todo s € N.
Como ¢ es un 1-cociclo de Hochschild, entonces la igualdad vale para s = 1. Veamos
por induccién que vale para todo s € N.

¢s+1 1 ¢s

_51((5-}- 1)!) = 5T 151((;50 (_g))
_ 1 o e ”
- s+1(4 ,Z@O(ﬁvﬁ))—gvgé_stg)
i+j=s,t,7>0
_ 1 ¢i+1 ¢j d)z ¢j+1 qu ¢S
) S+1(i+j:§yj>o< s R i A Bl ke )
_ 1 s—1 o psti—i & o1
- 5+1(;<(i—1)! - (s+1—d)!  af ~ (S_Z-)!)-l-
@° b o "
HECEEV A P R B AR
_y T
=X
Como queriamos demostrar. .

Proposicion 3.2.22. Sea f; una deformacion trivial de A distinta del producto usual de
A[[t]]. Sea ig € N el minimo de los i € N tal que F; # 0. Entonces Fy, es un 2-coborde.

Demostracion. Sea ®; : A[[t]] — Ay, la equivalencia. Por el lema 3.2.17, tenemos

—01(ps) = D ¢i — &5,
i+j=s
4,7>0
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para todo s < ip. Sea sg el minimo de los s € N tal que ¢ # 0. Entonces 1 (¢s,) = 0.
Consideremos @} := ®; o e~ %™, Entonces @} : A[[t]] — Ay, es una equivalencia y

¢, = 0 para todo s < sp. De esta manera podemos suponer que ¢; = 0 para todo s < ig.

Luego, por el Lema 3.2.17 tenemos —d1(¢;,) = Fj,. O

Observacion 3.2.23. Sea f; una deformacion de A no trivial. Por la proposicion 3.2.18
existe una deformacién g; equivalente a f; tal que

gi(a,b) = ab+ Gy (a,D)t" + G t" ™+
y G, no es un 2-coborde. Sea m € N y consideremos
Gt(a,b) = ab+ Gp(a, b)t"™™ + Gyt 4L

Es decir, g; se obtiene de ¢; evaluando en t™. Por la proposicién 3.2.22 resulta que g; es
una deformacién no trivial. De esta manera a partir de una deformacién no trivial podemos
obtener otras deformaciones no triviales cuyo primer coeficiente es nulo.

Deformaciones relativas a una subalgebra

El objetivo de esta seccidn es probar que toda deformaciéon f; de una k-algebra con unidad
resulta unitaria.

Definicion 3.2.24. Sea A una k-algebra y sea S una subdlgebra de A. Una deformacion
ft se dice S-relativa si fi(s,a) = sa, y fi(a,s) = as, para todo s € S.

Lema 3.2.25. Sea f; una deformacion S-relativa. Entonces F; € C?(A,S; A) para todo
1€ N.

Demostracion. Debemos ver que para todo ¢ € Ny para todos a,b€ A, s € 5,
1. Fi(a,b) =0 sia6bes,
2. Fi(as,b) = Fi(a, sb),
3. sFi(a,b) = Fi(sa,b),
4. Fi(a,bs) = F;(a,b)s.

La igualdad (1) es consecuencia directa de la condicién fi(s,a) = sa y fi(a,s) = 0. La
segunda igualdad puede obtenerse observando que

fe(as,b) = fi(fi(a, s),b) = fi(a, fi(s, b)) = fi(a, sb).
Argumentos analogos devuelven (3) y (4). O

Definicion 3.2.26. Sean f; y g; dos deformaciones S-relativas. Una equivalencia S-relativa
entre f; y g; es una equivalencia usual ®; que satisface ademas ®4(s) = sVs € S.

Lema 3.2.27. Sea ®; una equivalencia S-relativa entre dos deformaciones S-relativas f¢ y
gi- Entonces ¢; € C1(A, S; A).
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Demostracion. Sea s € S. La condicion ®4(s) = s implica directamente que ¢;(s) = 0 para
todo 7 € N. O

Teorema 3.2.28. Sea A una k-dlgebra. Sea S una subdlgebra separable de A. FEntonces
toda deformacion f; de A es equivalente a una deformacion S-relativa.

Demostracion. Como S es separable, H*(A,S; A) = H*(A, A). Ademas, H*(A, S; A) puede
calcularse utilizando el complejo de cocadenas S-relativas normalizadas C*®(4, S; A). Veamos,
por induccién en n € N, que si Fy,---,F, € C%(A,S; A), entonces f; es equivalente a una
deformacion g; con G; = Fy parai=1,--- ,n,y Goi1 € C*(4,8;A). Como F; € Ker (82),
existe [} € Z2(A,S;A) y ¢ € CY(A, S; A) tal que Fy — F = 6,(¢).

Sea ®; = id4 + ¢t. Entonces si definimos g; := ®; *(fi(®;(a), ®(b)) resulta una defor-
macion equivalente a f;. Luego por el Lema 3.2.17, G| = Fy + 616 = F}.

Supongamos ya normalizados FY,- -, F,_1. Una simple verificacion muestra que si o €

C"(A,S;A)y B € C3(A,S; A), entonces el asociador ao 3 € C™571(A, S; A). Luego

0a(Fo) = > FioFj € B%A,S; A).
i+j=n
i,5>0
Entonces existe F!, € C?(A,S;A) tal que 82(F,) = 02(F!), y por lo tanto Fy — F| €
Z%(A, S; A).
Sean F! € Z?(A,S;A) y ¢ € CH(A,S; A) tal que F!! — (Fy — F|) = 51(0).
Sea ®; = idg + t"F), v sea g := &, 1 (f3(P¢(a), @4(b))). Por el lema 3.2.17 obtenemos
Gi=F paratodoi=1,--- ,n—1,y G, = F, + §1(¢) = F' + F! € C*(4, S; A).
Finalmente, la composicion infinita de las equivalencias de cada paso converge en la
topologia t-adica y por lo tanto f; es equivalente a una deformacién con todos sus términos
en C2%(A,S; A), es decir, es equivalente a una deformacién S-relativa. O

Corolario 3.2.29. Sea A una k-dlgebra con unidad. Es evidente que k C A es una k-dlgebra
separable. Aplicando el teorema anterior a S = k deducimos que toda deformacion f; de A
es equivalente a una deformacion k-relativa, implicando que tiene unidad.

3.3 Deformaciones de Gerstenhaber de un algebra de Lie

En esta seccion, notaremos con Z"(g,g) v B™(g, g) respectivamente a los cociclos y cobordes
del complejo Homy(A®g, g) del Corolario 2.2.19 del capitulo de édlgebras de Lie.

Sea k = C. Sea V un k-espacio vectorial de dimension n, y sea [—,—] : V XV — V un
morfismo k-lineal. Sea {vi,--- ,v,} una k-base de V. Entonces existen ag’j € k tales que
[vi, v;] = > aj jor.

La condicién de Jacobi y la antisimetria del corchete se traducen en ecuaciones polino-
miales en {o] ;}; ;. Luego podemos pensar a las estructuras de algebras de Lie sobre V/

. . 3 p ) L. .
como una variedad algebraica en k™ . Andilogamente al caso de las algebras asociativas, si
consideramos una estructura de algebra de Lie fija sobre V' que llamaremos g, una curva
analitica v : C — Lie que en 0 pasa por g puede escribirse, en un entorno del 0, como

Ye(v,w) = [v,w] + Fy (v, w)t + Fg(v,w)t2 o
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para ciertas F; : A2V — V, donde el corchete [—, —] es el de g. Vista de esta manera, la
condicién de Jacobi resulta

> Fi(Fj(a,b),c) + Fi(Fj(b,c),a) + F,(Fj(c,a),b) =0, Vs € Ny. (3.3.1)
i+j=s
0,j>0
De esta manera obtenemos la asignacién

{Gérmenes de curvas analiticas} —— {Familias {F;}; que cumplen 3.3.1} .

Por otro lado, podemos pensar a una familia {F;} que cumple 3.3.1 como la estructura de
algebra de Lie sobre las series formales en V' con corchete dado por

[v,w]; = [v,w] + Fy(v,w)t + Fy(v,w)t? +---, Yo,w € V.

Definicion 3.3.1. Sea g una k-algebra de Lie. Una familia uniparamétrica de deformaciones
de g es un corchete de Lie en gl[t]] dado por la extension k[[t]]-bilineal de f; : A2g — g[[t]]
donde

fi(v,w) = [v,w] + F1(v,w)t + Fa(v,w)t> + - - -,

con F; : g x g — g k-bilineal y alternada para todo ¢ € N. Cuando no haya ambigiiedad
notaremos con g; a g[[t]] con el corchete dado por f;, de lo contrario la notaremos con gy, .

Definicion 3.3.2. Sea g una k-algebra de Lie. Dos familias de deformaciones f; y g de g
se dicen equivalentes si existe un isomorfismo de K-algebras de Lie ®; : gy, — g,, dado
por la extension K-lineal de

®y(a) = a+ ¢1(a)t + ga(a)t* + -,

donde ¢; : g x g — g son k-lineales. Decimos que una familia f; es trivial si es equivalente
al corchete usual de g[[t]].

3.3.1 Integrabilidad y obstrucciones

Sea g una k-algebra de Lie y sea f; una familia uniparamétrica de deformaciones. La
condicién de Jacobi es

ft(ft(a7 b)7 C) + ft(ft(bv C)7 G) + ft(ft(cv a>7 b) = 07
que se traduce en
> Fi(Fj(a,b),c) + Fi(Fj(b,c),a) + Fi(Fj(c,a),b) =0, Vs € N.
1+j=s
i,j>0
Despejando los términos correspondientes a (4,j) = (0,s) e (i,7) = (s,0), obtenemos
Z Fi(Fj(a,b),c) + Fi(Fj(b,c),a) + Fi(Fj(c,a),b) = 02(Fs)(a,b,c), Vs e Ny,

i+j=s
1,j>0

donde 09 es el diferencial en grado 2 del complejo Homy(A®g, g).
En forma analoga al caso de dlgebras asociativas, se deducen las siguientes proposiciones.
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Proposiciéon 3.3.3. Sean Fy--- F,_1 tales que

83(Fs)(a,b,¢) = Y Fi(Fj(a,b),c) + Fi(F;(b,c),a) + Fi(Fj(c,a),b),
i+j=s
i,7>0

para s =1,--- ,n—1, para todo a,b,c € g. Sea

G(a,b,c) :== Z F;(Fj(a,b),c) + F;(F;(b,c),a) + Fi(Fj(c,a),b).
i+j=n
i,j>0

Entonces G € Z3(g, 9).

Proposicion 3.3.4. Sea g una k-dlgebra de Lie y sea f; una deformacion no trivial. En-
tonces existe n € N>o y una deformacién g¢ tal que G1 = -+ = Gp—1 = 0, G, no es un
2-coborde y f; es equivalente a gy.

Corolario 3.3.5. Sea g una k-dlgebra de Lie semisimple, como H%ie(g,g) = 0, tenemos que
toda deformacion de g es trivial. En estos casos se dice que g es rigida.
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Capitulo 4

El lema del diamante y su aplicacion
al calculo de deformaciones

4.1 Lema del diamante de Bergman

FEl lema del diamante es una herramienta para encontrar bases de médulos dados por gene-
radores y relaciones. En esta seccién veremos las definiciones y notaciones necesarias para
poder enunciar luego dicho resultado.

A lo largo de esta seccion

e k seri un anillo conmutativo con unidad,

e si X es un conjunto, (X) seré el semigrupo con unidad de las palabras en X, k(X) la
k-algebra asociativa libre con k-base (X).

Definicion 4.1.1. Sea X un conjunto. Un sistema de reduccion para k(X) es un conjunto
S de pares 0 = (W,, f,), donde W, € (X) y f, € k(X).

Sea S un sistema de reduccion para k(X).

Definicién 4.1.2. 1. Para cada 0 € S, A,B € (X), sea raop @ k(X) — k(X) el
morfismo definido por r4,5(AW,B) = Af,B, y que fija el resto de las palabras.
Estos morfismos reciben el nombre de reducciones.

2. Sea a € k(X). Una reduccion r,p se dice que actia trivialmente en a si el coeficiente
de AW,B de a es cero. Ademads, a se dice irreducible si toda reduccién actua trivial-
mente en a. Observemos que si un elemento a es irreducible, entonces r4,5(a) = a
para todo A, B € (X), 0 € S. Notaremos con k(X ), al submé6dulo formado por los
elementos irreducibles.

3. Sea a € k(X). Una sucesion finita de reducciones rq,--- ,r, se dice final en a si
rpo---ori(a) € k(X)irr. El elemento 7, o --- o ri(a) se llama imagen de a por la
sucesion final.

4. Un elemento a € k(X) se dice de reduccion finita si para cada sucesion infinita de
reducciones {r; };cn, existe ng € N tal que para todo n > ng, r, actia trivialmente en
Tp—10---ori(a).
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5. Un elemento a € k(X) se dice de reduccion tunica si es de reducciéon finita y existe
rs(a) € k(X ) tal que 1, 0---0ry(a) = rg(a) para toda sucesion rq,--- , 7, final en
a.

6. Una 5-upla (o,7,A,B,C) con o,7 € S; A,B,C € (X) — {1} tal que W, = AB, y
W, = BC, se llama una ambigiiedad de tipo overlap, o simplemente un overlap. Un
overlap (0,7, A, B,C) se dice resoluble si existen reducciones r y ' tales que r(f,C) =

r'(Af;).
7. Una 5-upla (0,7,A,B,C) con 0 # 7 € S; A/ B,C € (X) tal que W, = B, y

W, = ABC, se llama una ambigiiedad de tipo inclusion, o simplemente un inclusion.
Un inclusion (0,7, A, B,C) se dice resoluble si existen reducciones r y 7’ tales que

r(AfeB) = r'(fr).

8. Un orden parcial < sobre (X) se llama orden parcial de semigrupo si para todo B, B’ €
(X) tal que B < B’, vale que ABC < AB'C para todo A,C € (X). Por otro lado, un
orden parcial sobre (X) tiene la propiedad de cadena descendente si toda cadena de
monomios A7 > Ay > --- eventualmente se estanca.

9. Un orden parcial de semigrupo en (X) se dice compatible con S si para todo o € S,
fo s combinacion lineal de monomios Ay, -+, A, € (X) con A; < W, para todo 1.

Teorema 4.1.3. Sea X un congunto, sea S un sistema de reduccion para k(X) y sea < un
orden parcial de semigrupo en (X) compatible con S con la propiedad de cadena descendente.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

i) Todas las ambigiiedades de S son resolubles.
i1) Todos los elementos de k(X) son de reduccion inica.

i11) La clase de los monomios irreducibles son k-base del médulo k(X)/I donde I es el ideal
bildtero generado por W, — f, para todo o € S.

Una demostracion de este resultado puede encontrarse en [Ber].

Observacién 4.1.4. Sea w : X — N una funcién de conjuntos y < un orden total en
X. Podemos definir un orden en (X) de la siguiente manera: x1-- @, < Y1+ Ym S ¥
solo si ), w(wi) < D, w(y) 6 >, wlw) = >, w(y) y existe k € N tal que z; = y; para
i=1,---k—1y xp < yg.

Proposicion 4.1.5. El orden definido en la observacion anterior es un orden de semigrupo
y, st X es finito, tiene la propiedad de cadena descendente.

Demostracion. Primero extendamos w a todo (X) como w(zy---xn) = Y, w(z;). Es evi-
dente que de esta manera w(AB) = w(A) + w(B). Veamos que el orden es de semigrupo.
Sean B=by---b, y B =0b\---b, talesque B< B',ysean A=a;---a, yC=cy-cs.

e Siw(B) <w(B'), entonce w(ABC) = w(A) + w(B) + w(C) < w(A) + w(B') +w(C) =
w(AB'C); y por lo tanto ABC < AB'C.
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o Siw(B) =w(B)yb =0, parai =1,---,k—1y b, < b, entonces w(ABC) =
w(AB'C) y ademés

(ABC)Z =a; = (AAB/C')Z para todo 7 = 1’ ceeT,

(ABC)yyi = b; = b, = (AB'C);4, paratodoi=1,---,k—1,
y (ABC),y1 = by < b), = (AB'C), 4. Por lo tanto ABC < AB'C.

Entonces el orden es de semigrupo.
Por otro lado, si X es finito, para todo A € (X) vale que hay finitos elementos menores
o iguales que A, y por lo tanto cumple la propiedad de cadena descendente. O

4.2 CaAlculo de deformaciones de las algebras envolventes de
las algebras de Lie del tipo t,

En esta seccion aplicaremos el lema del diamante para calcular de forma efectiva una familia
de deformaciones de las 4lgebras envolventes de las algebras de Lie del tipo t,.

Necesitaremos para esto conocer los grupos de cohomologia de Hochschild de estas alge-
bras.

4.2.1 Cohomologia de Hochschild de las algebras envolventes de las alge-
bras de Lie del tipo t,

Sea av € C*, y sea g = t,, el dlgebra de Lie de dimension 3 con corchete definido por [z, y] = v,
[z,z] = azy |y, z] = 0. Sea A(«) su algebra envolvente a la que también llamaremos a veces
A cuando no haya confusion.

La cohomologia de Hochschild es la cohomologia del complejo

01 do

5
0<— A3g*|A <" A2g*|A g |A A 0

cuyos diferenciales son

do(u) = dx|z - u+dyly - v+ dz|z - u,

0 (dz|uy + dylug + dz|us) = dz A dy|(x - ug —ug —y - u1)
+dz Ndz|(x - ug — ausz — z - uy)
+dy ANdz|(z - ug — y - us),

do(dx A dylvy + dx AN dzlva + dy ANdz|vs) =z -v3 —y - v2 + 2 - v] — V3 — Qs,

donde la accion es la accion adjunta g-p = gp — pg, para g € gy p € A(a).

En el siguiente lema listamos algunos calculos utiles.

Lema 4.2.1. Sea o € C*. Sea g =1, y sean p,q € A(a). Entonces
1. x- 2ty 2k = (§ + ak)aty 2,
2. y-p=p-1y,2) —p,y,2))y.
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3. z-p= (p(l‘ -y, Z) —p(l‘,y, Z))Z‘

Demostracion. 1) Primero veamos que 3’z = xy’ — jy. El caso j = 1 se deduce de las
relaciones del algebra. Para j € N, y/tlo = yloy — o/t = zyf Tt — jydtl — it =
ay T — (5 + Dy’

De manera anéloga se puede probar que z
k

kp = x2k — akzk.
k

Luego x'ylzFx = alyiazl — akalyizl = otlyizk — jatyizF — akaly’2F. Entonces
x -2yl 2P = (5 + ak)xiyl 2P,

2) Veamos que yz’ = (z — 1)'y. Para i = 1 la igualdad se deduce de las relaciones del
dlgebra. Para i € N, yx'™! = xyz’ — y2' = z(z — 1)y — (z — 1)y = (x — 1)"y. Luego
y - atyl 28 = yatyl 28— 2yl by = ((x - 1) — at)yl 2Ry,

3) La prueba es analoga al caso anterior. O

Lema 4.2.2. Sea k un cuerpo de caracteristica cero. Sea o € k, a # 0, y sea p(z) € k[z]
tal que p(x — o) = p(x). Entonces p es constante.

Demostracion. Supongamos que p no es constante. Sea xg una raiz en una clausura alge-
braica, entonces {xg — ia};en es un conjunto infinito de raices, absurdo. O

Corolario 4.2.3. Sea o € C*. Sea p = Z)\iyjykxiyjzk € A(a), con N € C, tal que
y-p=006z-p=0, entonces \; jr = 0 para todo i # 0.

Demostracion. Por el teorema de PBW sabemos que y y z no son divisores de cero. Podemos
escribir p = Zj kpmyjzk para ciertos p; i, € k[z]. Siy-p = 0, usando las formulas del Lema
4.2.1 obtenemos que

> ikl —1) = pix(a))y’z" = 0.

Jk
Utilizando nuevamente el teorema de PBW, deducimos la igualdad pji(z — 1) = pji(x) vy
por lo tanto p;; € C para todo j,k € Np. O

A continuacién describiremos en términos de bases a la cohomologia de Hochschild
HH*(A(a)).
Cohomologia en grado 0: Veamos ahora una descripcion de HH(A(a)).

Proposicion 4.2.4. 1. Sea a € Qeo, a =~ cona,b €N, (a:b) =1. Sea A := Y2,
entonces Z(A(a)) = HH(A(a)) = k[A].

2. Sea o € C\ Qg. Entonces Z(A(a)) = HH(A(a)) = k.

Demostracion. e 1) Como y y z conmutan, entonces A? = y¥ 2% Sea p = y¥zb para

i € N. Entonces - y*2% = (ai + abi)y®z" = 0. Luego k[A] ¢ HHY(A(«a)).
Sea p =Y\ jrr'yzF, p e HH(A(a)), es decir,

z-p=0, y-p=0, z-p=0.

Como z - p = 0, tenemos que \; jx(j + ak) = 0 para todo i,j,k € No. Entonces
Aijk = 0 para todo (7, k) tal que § # . Resumiendo, los términos de p con A; ;1 # 0
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se escriben como )\i,j,kxiy”zbr = /\i,j,kxiAT donde r es tal que j = ray k = rb. De

esta manera obtenemos que existen p; € k[z] tales que p =), piAL.

Por otro lado 0 = y-p =" (pi(x — 1) — p;(z))A’. Por el teorema de PBW obtenemos
que pi(z — 1) — p;(x) = 0 y por lo tanto p; € k. Entonces p € k[A].

e 2) Sea p € HH°(A(a)). En este caso x-p = 0 implica p € k[x] ya que j +ak =0siy
solo si j = k = 0. Luego, la igualdad y - p = 0 se traduce en p(x — 1) = p(x) y por lo
tanto p € k.

O

Cohomologia en grado 1: Veamos ahora una descripcion de HH'(A(a)).

Primero probaremos algunos resultados preliminares.

Lema 4.2.5. Sea A € k, A # 0, entonces f : k[x] — k[z] definida por f(p) = p(z—\)—p(x)
es sobreyectiva.

Demostracion. f es k-lineal. Por otro lado, f(2!) = (x — \)’ — 2% = i x'~! + ..., Por lo
tanto, para n € N, flg. 2 : kn[2] — kn_1[z] envia el conjunto {z'}}; a un conjunto de n
polinomios de distintos grados que por lo tanto resulta una base. Luego fli, (o] : kn[z] —
kn—1]x] es sobreyectiva para todo n y entonces f resulta sobreyectiva. O

Corolario 4.2.6. Sea o # 0. Entonces Im(y - (—)) = A(@)y, Im(z - (—)) = A(a)z.
Demostracion. El resultado se sigue del Lema 4.2.5 y de las féormulas del Lema 4.2.1 g

Lema 4.2.7. Sean ¢,9,0 : A(a) — A(«) los morfismos definidos por p(u) = x - u — u,
YY) =z-u—ou, (u) =z -u—(1+a)u.

1. Siae C*\ Qg y a# 1 entonces Ker p = klz|y, Kery = k[z]z, Ker0 = klz]yz.
2. Si a =1 entonces Ker ¢ = Ker v = k[z|y @ k[x]z, Ker§ = k[z]y? @ k[x]yz @ k[x]22.

3. Sia € Qco, a = —% cona,b € N entonces Ker ¢ es el subespacio vectorial generado por
{atyak 12k 5 k€ No} y Kerep es el subespacio vectorial generado por {xiy*@ M+ .
i,k € NQ},

Para a # —1, Ker 6 es el subespacio vectorial generado por {xty®*T1206+1 .4 L € Ny}

mientras que para o = —1, Ker 0 estd generado por {xzykzk i,k € No}.

4. Para todo a € C*, ¢,1,0 los morfismos tienen como base de autovectores a los
monomios ordenados {:ciyjzk}i7j7k€NO. En particular las imdgenes de los morfismos
0, y 0 estan generadas por los monomios de autovalor no nulo, y ademds A(a) =
Ker p & Imp = Ker ¢ @ Imyp = Ker 6 & Imé.

5. Sean P : A(a) — Kerp, Q : A(o) — Kerv, R : A(a) — Ker 0 las proyecciones
ortogonales. Entonces 0 = Poyp =Qo®Y =Ro0.

Demostracion. De las formulas del Lema 4.2.1 se deduce facilmente (4). Los items (1), (2) y
(3) se obtienen de calcular para cada a € C* los autoespacios asociados al autovalor 0. [J
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Usando los resultados anteriores, describamos ahora la cohomologia de Hochschild en
grado 1.

Proposiciéon 4.2.8. 1. Sea o € C*\Q<q, a # 1. Entonces HH'(A(a)) tiene como base
el conjunto formado por las clases de los elementos

dz|1, dz|z.

2. Sea o = 1. Entonces HH'(A(a)) tiene como base el conjunto formado por las clases
de los elementos

dzx|1, dy|z, dzly, dz|z.

3. Sea o € Qcg. Entonces HH'(A()) tiene como base el conjunto formado por las
clases de los elementos

dm|Ai, 7 € Np, dz|y“kzbk+1, k € Np,

donde A = y*2> con o = =%, (a: b) =1, a,b € N. Por lo tanto HH'(A(a)), como
mddulo sobre k[A] es libre y una base estd dada por el conjunto formado por las clases
de los elementos

dz|1, dz|z.

Demostracion. e 1) Es claro que tanto dz|1 como dz|z son elementos de Ker §; y es facil
verificar que sus clases son linealmente independientes.

Sea f :=dx|u; + dy|uz + dz|us € Ker d;. Esto nos brinda las siguientes igualdades

0=z -us —us —y-ui, (4.2.1)
0=x-u3—oauz —z-u, (4.2.2)
0=z -uy—y-us. (4.2.3)

Como en este caso el morfismo z - (—) tiene imagen Ay + Az, podemos suponer,
reduciendo modulo bordes, que uy € klx].

De la igualdad (4.2.1) deducimos que z - ug — ug2 = y - u;. Por otro lado, por el Lema
4.2.7, P(z - ug — ug) = 0. Entonces como y - u;1 € k[z]y,

y'ul:P(y‘ul):P(J?‘UQ—UQ)ZO’

y por lo tanto
T - ug — ug = 0.
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Entonces por el Lema 4.2.2, sabemos que u; = A € C y por el Lema 4.2.7, obtenemos
que ug € klz]y.

Por otro lado, de la igualdad (4.2.2) podemos deducir en forma analoga a la cuenta
anterior que uz € k[z]z.

Como ug = 3. Ny, por el Lema 4.2.5 existe ¢ € k[z] tal que y-q = (q(x—1)—q(x))y =
ug, que ademas cumple z-q = 0, y entonces f—do(q) = dx|A\+dz|(us—2z-q). Observemos
que uz — z - q € klz]z.

Finalmente, como f—dy(q) € Ker ¢, de la igualdad (4.2.3) obtenemos y-(ug—z-q) = 0
y por el Corolario 4.2.3, uz — z - ¢ = pz resulta que f — do(q) = Ndz|l + pdz|z.

2) Como en el caso anterior, Im(z - (—)) = Ay + Az, y por lo tanto podemos reducir
la prueba al caso en el que u; € klz].

Por la igualdad (4.2.1), tenemos que x-us —ug = y-uj y anédlogamente al caso anterior
deducimos que y-u; =0y x-us —ug = 0. Por el Lema 4.2.2 sabemos que u; = A € C,
y que up = u} + u3 € k[r]y ® k[x]z. De manera similar obtenemos ug = ul + u3 €
k[z]y ® k[z]z. Por el Lema 4.2.5 existe ¢ € k[z] tal que y-q = (¢(z — 1) — q(x)) = ud,
como también z - ¢ = 0 deducimos que f — o(q) = dz|X + dy|u3 + dz|(ui + u3).
Finalmente como f—dy(q) € Ker 61, la igualdad (4.2.3) dice que z-u3—y-ul —y-u} = 0.
Ademas, z-u3 € k[x]2?, y-ul € k[z]y? y y-u3 € k[z]yz. Por lo tanto, por el teorema de
PBW obtenemos que cada término es nulo y entonces por el Corolario 4.2.3, u3 = y; 2,
ul = poy, uf = sz para pur, pa, p3 € C.

Resumiendo, f — do(q) = Adz|l + pidy|z + pedzly + psdz|z. Entonces las clases de
estos elementos generan HH'(A(1)). Se puede verificar facilmente que el conjunto
{dx|1,dy|z,dz|y,dz|z} es linealmente independiente.

3) Sea V el subespacio generado por los monomios {z'y?2* : j+ak = 0} = {aty®* bk
i,k € No} = {2'AF .4 k € No}. Aqui Im(z - (—)) = {a'y2* : j + ak # 0}. Por lo
tanto podemos reducir médulo bordes, al caso u; € V.

Observemos que si 'y’ 2 es tal que j + ak = 0, entonces

z-(y- (2'y2R)) =z (((x = 1) —a")y’*12h)

(j+ L+ ak)(z— 1) — ')y 12k
((x — 1) — ")y T 2F)

y - (z'y’2F).

Por lo tanto para todo u € V, y - u pertenece al ntcleo del morfismo ¢ definido en el
Lema 4.2.7

De forma anéloga, para todo u € V', z-u pertenece al niicleo del morfismo v del Lema
4.2.7

De la igualdad (4.2.1) deducimos que x - ug — ug = y - uy. Por el Lema 4.2.7
y-ur=Py-u)= P uy—uz) = 0.

y por lo tanto
p(ug) = - ug —uz = 0.
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Por el Corolario 4.2.3 obtenemos que existen 7; € C tales que
=> mA" ek
i
y por el Lema 4.2.7 existen A;;, € C tales que

§ : A H?Z ak+l bk

1,k€Ng
La igualdad (4.2.2) nos dice que x - ug — aus = z - u;.
Dado i € Ny, sea ¢; € k[x] tal que ¢;(z — 1) — ¢;(7) = 2°. Sea
= > diwaye,
1,k€Ng

entonces y - u = uz. Ademés x-u = > \; x(ak + abk)qy®* 2% = 0 y por lo tanto

f—9d0(u) = dz|u; + dz|(us — z - u).

Sea u3 = uz — z - u. Como f — dp(u) € Kerdy, de la igualdad (4.2.2) deducimos que
x - U3 — otz = z - up = 0 pues u; € k[A]. Entonces por el Lema 4.2.7 existen p;, € C

tales que
u?,— § : ,U/zkxl ak bk+l

i,k€Ng

Finalmente, como f — dp(u) € Ker dy, y - i3 = 0. Por el Corolario 4.2.3 deducimos

Z 1o, yak bk+1

keNy

Resumiendo, obtuvimos
f=dow) =" nidz| AT+ > g pdzly ™
1€Np keNy
Es decir, las clases de los elementos dz|A? y dz|y™ 2P%+1 con 4, k € Ny son generadores

de HH'(A()). Ademés se puede verificar facilmente que son linealmente indepen-

dientes.
O

Cohomologia en grado 2: Veamos ahora una descripcion de H H2(A(«)).

Proposicion 4.2.9. 1. Sea a € C\ Qo, a # 1. Entonces HH?(A(a)) tiene como base
el conjunto formado por la clase del elemento

dzx N\ dz|z.
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2. Sea o = 1. Entonces HH?*(A(a)) tiene como base el conjunto formado por las clases
de los elementos

dx A dy|z, dx A dzly, dx N dz|z.

3. Sea a € Qo \ {—1}. Entonces HH?(A(c)) tiene como base el conjunto formado por
las clases de los elementos

dz A dz|y®™* 1 ke Ny.

Por lo tanto, como mddulo sobre k[A], es libre y una base estd dada por la clase del

elemento
dx N\ dz|z
4. Sea o = —1. Entonces HH?(A(«a)) tiene como base el conjunto formado por las clases
de los elementos
dz Adz|y*2"t, ke N, dy Adz|z', i€ Ny.

Demostracion. e 1) Sea h = dx A dy|vi + dz A dz|ve + dy A dz|vs € Ker da, es decir,
z-v1—y-vg=x-v3— (14 a)vs.

Por el Lema 4.2.7, Im(p) = ({a'y?2* : (j,k) # (1,0)}) y por el Corolario 4.2.6,
sabemos que Im(y - (—)) = A(a)y. Entonces Im(¢) + Im(y - (—)) = A(«) y luego
podemos suponer, reduciendo médulo bordes, que v1 = 0. Ademaés, nuevamente por
el Lema 4.2.7 Im(v) = ({z'y2* : (j,k) # (0,1)}) y por lo tanto podemos reducir al
caso vy € k[x]z. Asi, la condicion h € Ker d; resulta

—y- vy =x-v3— (1 4+ a)vg = 0(v3).
Como y - vy € k[z|yz = Ker 0, tenemos que
O0(v3) = —y - v2 = R(—y - v2) = R(B(v3)) = 0.

Por lo tanto vy = Az y vz € k[z]yz. Sea p € k[z] tal que v3 = pyz y sea ¢ € k[z] tal
que q(z — 1) — q(z) = p. Entonces f — 61(dy|qy) = dx A dz|va = Adx A dz|z. Por otro
lado es facil verificar que dx A dz|z no es cero en HH?(A(a)).

e 2) Por el Lema 4.2.7, Im(p) = Im(v)) = ({2'y2F : (j,k) # (1,0),(4,k) # (0,1)}) y
como Im(y - (—)) = Ay, podemos suponer , reduciendo moédulo bordes, v1 € k[z]z y
vy = v3 +v3 € klz]y @ k[z]z.

Luego como h € Ker 42, tenemos la igualdad
zov]—y-vs—y-vs =z -v3— (1+a)vg =0(v3)
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El término de la izquierda pertenece a k[z]2% @ k[z]yz @ k[z]y? = Ker §. Entonces por
el Lema 4.2.7

O(v3) =2 vy —y-vs —y-v5=R(z-v) —y- v —y-v3) = R(H(v3)) =0.
El teorema de PBW implica que z - vy = y - v = y-v3 = 0. Por lo tanto existen
A1, Ao, Az € C tales que v1 = A1z, v = Aoy, v3 = \32.
Por otro lado, como v3 € Ker = k[x|y? @ k[z]yz ® k[x]22, existen p1,p2,ps € k[x]
tales que vz = p1y? + payz + p3z2. Sean q1,q2, g3 € k[z] tales que g;(x — 1) — q;(z) = p;
para i = 1,2,3. Entonces 01(dy|(q2y + ¢32) — dz|q1y) = dy A dz|vs.

Resumiendo, obtuvimos la igualdad

h = 61(dyl(q2y + q32) — dz|q1y) = Aidx A dy|z + Aedx A dz|ly + Asdz A dz|z.

e 3) vy 4) En estos casos Imp + Im(y - (—)) = A(«). Entonces podemos suponer v; = 0.
Por otro lado, Im(v) = ({z'y/2* : (j, k) # (ar,br + 1)¥r € No}). Podemos reducir al
caso vy € ({xly™ 2+ i r € Ng}) = Ker.

Como h € Ker dy, tenemos la igualdad
—y- vy =1z -v3 — (14 a)vy = 0(v3).

Anélogamente a los casos anteriores deducimos y - vo = 0 y 6(v3) = 0. Luego, por el
Corolario 4.2.3 existen A, € C tales que v = >, Ay 2Rt

— Si o # —1, como vg € Ker6, por el lema 4.2.7 obtenemos que existen p; € k[x]
tales que vy = >, py® il
Dado ¢ € Ny, sea ¢; € k[z] tal que g;(x — 1) — g;(x) = —p;. Entonces

01( dz|2qy‘“ YLy = dy A dz|vs.

Luego f — 61(dz| Y2; iy®2HY) = da A dz|ve = Y, Aeda A dz|y?* PR+

— Si = —1, entonces a = b= 1. Como vs € Ker 0, el Lema 4.2.7 nos dice en este
caso que existen p; € k[z] tales que vz = >, piy'z’
Dado i € Ny, sea ¢; € k[z] tal que ¢;(z — 1) — gi(z) = —p;+1. Entonces

91 (dz| Z qiy' 2 = dy A dz\(ZpiHyiniH) =dy A dz|(vs — po).
i€Np 7

Luego si escribimos pg = Y ;. pipx®, obtenemos

f—01(dz| Z gyt 2 Z eda A dz|yF A+ 4 Z pedy A dz)z”.
k

Corolario 4.2.10. Sea a € C*.
1. Sia ¢ Qg entonces HH?*(A()) = H?,.(ta, o).
2. Si o € Qcp, a # —1 entonces HH%(A()) = k[A]HZ, (ta,ta)-
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Cohomologia en grado 3: Para finalizar, veamos una descripcién de HH3(A(a)).
Proposicién 4.2.11. 1. Sea o € C* \ {~1}. Entonces HH3(A(a)) = 0.

2. Sea a = —1. Entonces HH?(A(a)) tiene como base el conjunto formado por las clases
de los elementos '
de Ndy Ndz @z, i€ Np.

Demostracion. Para a # —1, observemos que Im(y - (—)) = A(a)y, Im(z - (—)) = A(a)z e
Im(#) D k[z]. Como

do(dx A dylvy + dx A dz|va + dy A dz|vs) = 0(vs) —y - v + 2 - vy,

y concluimos entonces que dz es sobreyectiva.
Para a = —1, k[z] C Ker(6) y como Ker () N Im(f) = 0, obtenemos que Im(#) C
A(a)y + A(a)z, entonces Im(d2) = A(a)y + A(a)z y por lo tanto HH3(A(a)) = k[z]. O

4.2.2 Morfismos de comparacién

Si bien en la secciéon anterior calculamos los grupos de cohomologia de Hochschild, estos
quedaron presentados como clases de morfismos ¢ : Ag — A k-lineales. Para realizar
céalculos relacionados con las deformaciones vamos a necesitar presentarlos como clases de
morfismos k-lineales ¢ : A" — A,

Para ello consideremos las siguientes sucesiones exactas, donde g es una k-algebra de Lie
del tipo t, y A es su algebra envolvente.

0——=A| A% g|A —— A| A\? g|A —— AJg|A A¢ A 0
O O 1 L
> AJA®3|A —> A|A®?|A — A|A|A Ae A 0.

Los morfismos de complejos ¢ y 7 existen pues se obtienen como levantados de la identidad.
Las composiciones ¢ o7 y 1 o ¢ son homotdpicas a las respectivas identidades por ser
levantados de la identidad.

Al aplicar el funtor Hom ge(—, A) y los isomorfismos naturales obtenemos

0 <—— Homy(A3g, A) <—— Homy(A%g, A) <—— Homy(g, A) <—— A<—0

Al e Al

-+ <—— Homy,(A%®3, A) <—— Homy, (A%2, A) <—— Homy (A4, A) <— A<—0.

Donde ¢* y n* inducen isomorfismos a nivel de la cohomologia.

Por lo tanto, conocer los morfismos ¢ y n nos permitira poder pasar de los grupos de
cohomologia calculados con la resolucion de Chevalley-Eilenberg a los grupos de cohomologia
calculados con la resolucién Bar.

La expresién del morfismo ¢ es sencilla y se trata de la inclusién

ez A Aaall) = Y (1) Uao)] - 2oL
0€Sh
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La expresion del morfismo 7 es en general mas complicada y la conocemos sélo en grados
1y 2. En grado 1

Nz 251 = > aalaby A+ D Ayttt Y atyafz)2h
a+b=i—1 at+b=j—1 a+b=k—1

Para la expresion de n en grado 2, consideremos en k(x,y, z) el sistema de reduccion

S = {(yz, 2y — y), (29, y2), (27,22 — az)}.

Llamemos respectivamente o1, 0 v o3 a los elementos de S. Observemos que

]C(:L‘, Y, Z>/<WG - fa>cr€S = A.

Por el teorema de PBW los monomios ordenados son una k-base. Como los monomios
ordenados resultan ser exactamente los irreducibles, el lema del diamante asegura que todos
los elementos de k(X)) son de reduccion tnica.

Sea s : S — A?g la funcién

e s(o1) =dx Ady, o s(02) =dyNdz, o s(o3) =dzr Ndz.
Luego, n en grado 2 puede definirse recursivamente de la siguiente manera
n(1la’y 2%y 2¢|1) = Als(0)|B + n(1|A| f>BI1),

donde AW,B = 2yl 2 2%%2¢, y B no contiene como submonomio a W, para ningtin 7 € S.
Observemos que esta recursion efectivamente termina pues todos los elementos de A son de
reduccién tnica.

Intuitivamente, n en grado 2 es un historial de las reducciones que hay que hacer para
ordenar un producto.

4.2.3 Calculo de deformaciones

Contando con los datos calculados en la secciones anteriores, estamos en condiciones de
pasar al cdlculo de las deformaciones.

Corolario 4.2.12. Sea o € CX\{—1}. Entonces todo elemento de HH?*(A(q)) es integrable.

Demostracion. El resultado se obtiene de observar que HH3(A(a)) = 0 para a € C* \

(-1}, O

Ahora daremos deformaciones explicitas para cada 2-cociclo en cada uno de los distintos
casos de a.

Proposicion 4.2.13. Sea o € C*\ Q<g, a # 1. Sean A € C y definamos
B = k[t|(z,y,2)/(vy — yz — y,yz — 2y,22 — 2z — (a +1\)z).
Entonces la completacion t-ddica B de B es una deformacion de A(a) con

©*(F1) = Mdx A dz|z.
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Demostracion. Afirmamos que los monomios 'y’ z¥ con 4,5,k > 0 forman una k[t]-base de
B. Para ello tomamos el sistema de reduccion S sobre k[t](z,y, z) dado por

S ={(yz,xy —y), (zy,y2), (22,22 — (a + tA)2)}.

Llamaremos respectivamente 01,09 y o3 a los elementos de S.
Consideramos el orden en los monomios inducido por la funcion w(z) = w(y) = w(z) =1
v x <y < z. Es claro que este orden es compatible con S y por la Proposicién 4.1.5, tiene
la, propiedad de cadena descendente por ser monomios en una cantidad finita de letras.
Veamos que las ambigiliedades se resuelven. La tnica ambigiiedad que se presenta es el
overlap (02,01, 2,y, z). Entonces, utilizando una notacion evidente, tenemos las siguientes
sucesiones de reducciones:

zyz = (2y)r — (y2)z = y(2z) = y(zz — (@ +tA)z) =
=yzrz — (a+t\)yz — zyz — (1 + a + t\)yz.

Por otro lado,

zyxr = 2(yx) — 2(xy —y) = zzy — 2y — 22y —yz — (12 — (@ +tN\)2)y —yz =
=zzy — (a+t\)zy —yz — xyz — (a + tA + 1)yz.

Por lo tanto, la tinica ambigiiedad se resuelve y en consecuencia obtenemos el resultado
deseado. Dichos monomios irreducibles son los monomios ordenados z'y’z* ya que son los
que no contienen como submonomios a Wy, , Ws, ni a Wo,.

Luego, el morfismo

Y Ala) — B @y k,

definido por ¥(xiy/z¥) = 2'y72F ® 1 es un isomorfismo de k-espacios vectoriales. Mas
ain, resulta un isomorfismo de k-algebras pues al establecer ¢ = 0 en las relaciones de B
obtenemos las relaciones de A(«).

Por otro lado, el hecho de que los monomios z'y? z¥ sean una k[t]-base de B implica que
B es libre de torsion.

Entonces consideramos la completacion t-adica Bde B , la cual cumple

B @) b = B @y &,

como k-algebras, y es un kl[[t]]-modulo libre de torsion. De estas observaciones obtenemos
que B consiste de series en ¢ con coeficientes en B @y k = A(«a), cuyo producto f; cample

i ft(y7x) =Y —Y, i ft(’z7aj) :$Z—OZZ—)\Zt, b ft(zay) = Yz,
o filz,y) ==y, o filz,z) = xz, o fily,2) = yz.

Entonces Fi(y,x) = Fi(a,y) = Fi(r,2) = Fi(2,9) = Fi,2) = 0, ¥ Fi(z,2) = —A=
Finalmente, ¢*(F1) = Az A dz|z. O
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Proposicion 4.2.14. Sea a = 1. Sean A1, A2, A3 € C y definamos
B = k[t)(x,y, 2)/[(xy —yx —y — M\izt,yz — 2y, 2z — 20 — 2z — (A2y + A32)t).
Entonces la completacion t-ddica B de B es una deformacion de A1) con
©*(F1) = Aidz A dy|z + Aadzx A dz|y + Agdx A dz|z.

Demostracion. Nuevamente afirmamos que los monomios 2'y/z* son una k[t]-base de B.
Para ello, sea S el sistema de reducciéon S sobre k[t](x,y, z)

S = {(yzx,zy —y — Mi2t), (2y,y2), (22,02 — 2 — (Aay + A32)t) },

cuyos elementos llamaremos 01,092 y o3 respectivamente. El orden que consideramos es el
inducido por la funcion w(z) =w(y) =w(z) =1, yz <y < z.

Como en el caso anterior, la tnica ambigiiedad es el overlap (o9, 01, 2, y, z) v se resuelve.
En efecto

(zy)z = yza — y(oz — 2 — Ny + A32)t) = yxz — yz — (Moy® + Azy2)t
= xyz — 2z — (M22 4 Aoy + A3y2)t.

Por el otro lado,
2(yx) = zay — 2y — M 22t xyz — 2yz — (M2 + Aoy + Asy2)t.

Luego por el lema del diamante obtenemos que los monomios 'y’ zF son una k[t]-base de
B. Entonces el morfismo
¥ A(l) — B @y k,

definido por ¥ (2y/2¥) = 2'yi2* ® 1 es un isomorfismo k-lineal, y como las relaciones de B
resultan las relaciones de A al establecer ¢ = 0, obtenemos que v es ademds un isomorfismo
de k-algebras.
Luego la completacion t-adica B de B es una k[[t]]-algebra t-adicamente completa, libre
de torsién y cumple
B @y k = B @ k= A(1),

como k-élgebras. Por lo tanto B es una deformacion de A(1) y consiste de series en ¢ con
coeficientes en B @y k = A(1) con producto f; que cumple

o fily,x) =2y —y— \izt, o fi(z,2) =z,
b ft(xvy) =Ty, L4 ft(Z7y) =Yz,
o fi(z,x) =xz— 2z — (Ay + A32)t, o fi(y,z) =yz.

Entonces Fi(z,y) = Fi(x,2) = Fi(z,y) = Fi(y,2) = 0, Fi(y,x) = —\iz, Fi(z,2) =
—(Ay + A32) ¥y @ (F1) = Midx A dy|z + Aadz A dz|y + Asdx A dz|z. O
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Proposicion 4.2.15. Sea a € Q<o, a # —1, a = —3 cona,b € N. Sean A€ C y
B = k[t](z,y, 2)/{xy — yx — y,yz — 2y, 02 — zx — az — \y*F R,
Entonces la completacion t-ddica B de B es una deformacion de A(a) con
©*(F1) = Adx A dz|y“kzbk+1.

Demostracion. De forma andloga a los casos anteriores, basta probar que los monomios
2'yIz¥ son una k[t]-base de B. Para ello consideramos el sistema de reduccion S sobre
k(z,y, z)
S = {(yx,xy — y), (zy,y2), (zz, 22 — az — Ay K1),

Los elementos de S los llamaremos o1, 02 y 03 respectivamente. Tomamos el orden inducido
por la funcion w(y) = w(z) =1, w(z) = (a+bk+1; y 2 < y < z. Es evidente que
dicho orden es compatible con S y por la Proposicion 4.1.5 tiene la propiedad de cadena
descendente.

La unica ambigiiedad que se presenta es el overlap (09,01, 2, y, x) y se resuelve. En efecto

(zy)x — yza — yrz — ayz — Ay Tk

— zyz — (14 a)yz — Ayk 10k

Por otro lado,

ak+1 bk+1y _

2(yx) — zay — 2y — 2y — azy — Ny Yy

— Tyz — (1 + a)yz _ )\yak—l—lzbk—&-lt'

Luego por el lema del diamante los monomios x%y/z* son una k[t]-base de B. Entonces por
argumentos anélogos a los de los casos anteriores, la completacion t-adica B de B es una
k[[t]]-4lgebra que cumple X

B @y k = B @ k = A(a),

y es libre de torsion. B consiste de series en t con coeficientes en B O kB = A(a) con
producto f; que cumple

o fily,x) ==zy -y, o fi(z,z) =z,
o fi(z,y) =y, o filz,y) =yz,
o fi(z,x) = xz — az — Ay*F R, o fi(y,z) =yz.
Entonces ¢*(F1) = Adx A dz|y®* 20+, O

Proposiciéon 4.2.16. Sea a = —1. Sean A € C y
B = k[t)(x,y, 2)/(xy — yx — y,yz — 2y, 22 — 22 — az — NyF 2R,
Entonces la completacion t-ddica B de B es una deformacion de A(—1) con

©*(F1) = Mz A dz|y* 2~
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Demostracion. La prueba es idéntica al caso anterior. O

Proposicion 4.2.17. Sea a = —1. Sean A€ C, 1 € Ng ¢
B :=k[t){(z,y, 2)/{xy — yx — y,yz — 2y — A\x't,xz — 2z + 2).
Entonces la completacion t-ddica B de B es una deformacion de A(-1) con
©*(F1) = My A dz|’.

Demostracion. La demostracion es completamente andloga a las de los otros casos. Probe-
mos solamente que los monomios x%y/z¥ son una k[t]-base de B. Consideremos el sistema
de reducciones S sobre k[t](x,y, z)

= {(yz, Y — y), (ZZ/’Z/Z - )\xzt), (Z$,$Z —+ Z)}’

con el orden inducido por la funcion w(z) =w(y) =1, w(z) =i+ 1,y x < y < z. Resulta
evidente que es un orden compatible con S y tiene la propiedad de cadena descendente.
Nuevamente la inica ambigiiedad es (02,01, 2,9, ). Veamos que se resuelve

(zy)z = yzz — Aot - yzz +yz — Aot - ayz — At
Por otro lado,
2(yx) — zxy — 2y — w2y — Yz — AT

Entonces por el lema del diamante los monomios 'y’ 2* con i, j, k € Ng forman una k[t]-base
de B. El resto del argumento también es andlogo a los de los casos anteriores. O
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