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Introducción

El panorama actual de buena parte de la teoŕıa de números esta com-
puesto por las diversas interacciones entre tres mundos diferentes.

En primer lugar tenemos a los objetos geométricos, que surgen natural-
mente de los problemas más emblemáticos del área, como ser la resolución
de ecuaciones diofánticas. Ejemplos t́ıpicos de estos elementos son las curvas
eĺıpticas y las variedades abelianas.

Este mundo es quizás el puente más angosto entre la teoŕıa de números
y la geometŕıa algebraica. A pesar de que esta última pone a nuestra dis-
posición un verdadero arsenal teórico, los problemas relacionados con estos
objetos suelen ser particularmente dif́ıciles.

Otro componente de esta estructura esta formado por los objetos rela-
cionados con el cálculo. El estudio de elementos de ı́ndole esencialmente
anaĺıtica, tales como las formas modulares o formas automorfas, prueba ser
curiosamente fruct́ıfero para los problemas que nos interesan. Este universo
se encuentra, en cierto modo, en las ant́ıpodas del anterior: su relación con
los problemas de la teoŕıa de números no es tan clara pero al mismo tiempo
su funcionamiento se comprende mucho mejor.

Finalmente, existe un universo algebraico que, de alguna forma, sirve
para vincular lo anaĺıtico y lo geométrico: el de las representaciones. La idea
es sencilla, asociar a nuestros objetos, tanto a los geométricos como a los
anaĺıticos, representaciones de ciertos grupos, poniendo a nuestra disposi-
ción una teoŕıa muy rica y con muchos años de desarrollo.

En el presente trabajo, estos tres mundos aparecen representados por los
que probablemente sean sus habitantes más conocidos: variedades abelianas,
formas modulares y representaciones de Galois.
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Debemos tener en mente un mapa de la forma:

{Variedades abelianas}
tt ++

__

&&

{Formas modulares}
AA

xx
{Representaciones de Galois}

y nos interesará entender que relaciones hay entre los distintos vértices del
triángulo. Contrariamente a lo que la ilustración puede sugerir, no existen
correspondencias uno a uno entre nuestros objetos, algunos universos son
mucho mas grandes que otros.

No es dif́ıcil asociar a toda variedad abeliana una representación de Ga-
lois, de todas las rutas posibles de nuestro mapa esta es probablemente la
más sencilla de transitar.

El primer paso importante en dirección a nuestro objetivo fue dado por
Eichler y Shimura, que asociaron variedades abelianas a ciertas formas mod-
ulares ([DS05, Caṕıtulo 9]). Varios años más adelante, Deligne, con la co-
laboración de Serre, fue un paso más adelante: construyó representaciones
de Galois a partir de una familia mucho mas grande de formas modulares,
coincidiendo en los casos de Eichler-Shimura con la representación ligada al
objeto geométrico ([Del71], [DS74]).

Con estas construcciones nuestro mapa comenzó a estar más completo
y fueron cobrando fuerza dos preguntas naturales: ¿qué objetos geométricos
provienen del mundo modular? ¿y qué representaciones?.

Estas preguntas plantearon desaf́ıos notablemente dif́ıciles y las respues-
tas dadas forman parte de los resultados más resonantes de los últimos años,
en cuanto sirvieron para resolver varios problemas clásicos. El más famoso
de ellos, claro está, es el último Teorema de Fermat.

Las respuestas a las que hacemos referencia consisten, básicamente, en
dos teoremas.

Por un lado, tenemos la conjetura de Taniyama-Shimura, hoy llamada
Teorema de Modularidad, que afirma que toda curva eĺıptica definida so-
bre Q puede obtenerse a partir de una forma modular. Finalmente probada
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por Breuil en 2001, quien completó los trabajos previos de Taylor, Wiles,
Conrad, et al., esta conjetura mantuvo en vilo a muchos de los matemáticos
más reconocidos del área en los últimos años, probablemente por su fuerte
conexión con el teorema de Fermat, encontrada por Frey y Ribet entre otros.

Relacionado con la segunda pregunta, aparece el tema central de esta
presentación: la conjetura de Serre. Esta asegura que ciertas representaciones
con imagen en cuerpos finitos provienen de formas modulares. Se trata de un
trabajo muy reciente, ya que fue probada en un primer caso por Dieulefait
en [Die07] y por Khare y Wintenberger en [KW09a] independientemente,
y luego con total generalidad por Khare y Wintenberger (en [KW09b] y
[KW09c]).

Vale destacar que estamos hablando de un resultado aún más fuerte que
el Teorema de Modularidad. En su paper original ([Ser87]) Serre da una
prueba de como su conjetura implica el Último Teorema de Fermat. Más
aún, es posible derivar de ella la misma conjetura de Taniyama-Shimura.

Estos resultados marcaron sin dudas dos hitos en el estudio de la teoŕıa
de números dentro de la filosof́ıa que planteamos. Sin embargo, es preciso
notar que se trata solo del primer paso de un largo camino. Las general-
izaciones posibles son variadas y probablemente la mayor importancia de
ambos teoremas radique en que marcan el camino a seguir. En lo que a
la formulación de nuevas preguntas refiere, son sin dudas un ejemplo del
esṕıritu de los resultados que deben buscarse.

En cuanto al presente trabajo, los primeros dos caṕıtulos intentarán pre-
sentar la teoŕıa de formas modulares y de representaciones de Galois, te-
niendo siempre como meta final el comprender el contenido de la conjetura
de Serre. En el último caṕıtulo, enunciaremos precisamente la conjetura en
sus dos versiones y presentaremos alguna generalización.
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Caṕıtulo 1

Representaciones de Galois

En esta sección presentaremos generalidades sobre la teoŕıa de repre-
sentaciones de Galois, segundo ingrediente fundamental en la formulación
de la conjetura de Serre. Introduciremos las definiciones básicas del tema
teniendo en mente los ejemplos que nos interesan.

1.1. Definiciones

1.1.1. Grupos de Galois de extensiones finitas

Comenzamos recordando parte de la estructura de los grupos de Galois
de cuerpos de números.

Dada una extensión finita de cuerpos de números (aquellos que son ex-
tensiones finitas de Q) L/K podemos considerar los respectivos anillos de
enteros OL y OK . Recordemos que los primos de estos anillos de enteros
están relacionados, para cada primo p ∈ OK , el ideal pOL se factoriza como
producto de ideales primos de OL ([Mar77]). Por otro lado, cada ideal primo
℘ ⊂ OL aparece en la factorización de exactamente un primo de OK , pre-
cisamente de p = ℘∩OK . Diremos que en este caso ℘ divide a p o está sobre
p, la notación será ℘|p.

Sea K/Q una extensión finita y Galois. Dado un primo p ∈ Z y un
primo ℘|p de OK definimos los siguientes subgrupos del grupo de Galois
G = Gal(K/Q):

D℘ = {σ ∈ G : σ(℘) = ℘}, el subgrupo de descomposición en ℘.
I℘ = {σ ∈ G : σ(x) ≡ x (mod℘) ∀x ∈ OK}, el subgrupo de inercia en ℘.
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Recordemos que todo primo de OK tiene asociada una valuación v℘
(definida como: v℘(x) = α tal que ℘−α · x es un ideal incluido en OK no
divisible por ℘) que induce un valor absoluto en K. Siempre podemos con-
siderar la completación de K respecto de tal valor absoluto (cuerpo al que
llamaremos K℘) que resulta ser una extensión finita de Qp, siendo el sub-
grupo de descomposición isomorfo a Gal(K℘/Qp).

El anillo de enteros O℘ de K℘ tiene un único ideal maximal M℘, lo que
permite definir un morfismo

O℘ → O℘/M℘
∼= Fq un cuerpo finito al que llamaremos F℘.

Este morfismo induce una aplicación entre los grupos de Galois:

Gal(K℘/Qp)→ Gal(F℘/Fp).

Este último morfismo es sobreyectivo pero no necesariamente inyectivo,
de hecho su núcleo es el subgrupo formado por los elementos de Gal(K℘/Qp)
que dejan fijos a los elementos de O℘ módulo M℘. Si lo componemos con el
isomorfismo entre Gal(K℘/Qp) y D℘ obtenemos pasando al cociente por el
núcleo un isomorfismo:

φ℘ :
D℘

I℘
→ Gal(F℘/Fp).

Recordemos que para los cuerpos finitos, los grupos de Galois de ex-
tensiones finitas son siempre ćıclicos. Más aún, el grupo de Galois de una
extensión de cuerpos finitos Fqn/Fq está siempre generado por un elemento
distinguido, el morfismo de Frobenius. Este morfismo está definido como
F (x) = xq.

Esto permite definir, cada vez que I℘ = 0, un elemento distinguido en
D℘, la preimagen de F . Llamaremos a este elemento Frob℘. Si ℘ y ℘′ son
dos primos distintos sobre p, los elementos Frob℘ y Frob℘′ son conjugados
v́ıa cualquier morfismo que cumpla σ(℘) = ℘′. Notaremos entonces Frobp a
la clase de conjugación de Frob℘. Por la observación anterior esta definición
tiene sentido, ya que la clase no depende del primo ℘ elegido.

Para pruebas y detalles sobre estas construcciones, se puede consultar
[Mar77] y [Neu99].
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1.1.2. Grupos de Galois de extensiones infinitas

Queremos dar nociones de grupo de descomposición, inercia y morfismos
de Frobenius en el caso de una extensión K/Q no necesariamente finita.
Utilizaremos algunas definiciones y resultados sobre teoŕıa de Galois infinita,
que pueden ser encontrados en [Mil08].

Recordemos que si K/Q es una extensión infinita entonces K es la unión
de todas sus subextensiones finitas y su grupo de Galois resulta:

Gal(K/Q) ∼= lim←−Gal(F/Q),

donde F recorre todas las subextensiones de K/Q con F/Q Galois y finitas.
Este isomorfismo proviene de identificar un morfismo σ ∈ Gal(K/Q) con el
elemento del ĺımite (σ|F )F . En este mismo esṕıritu, dado un primo p ⊂ Q,
un primo de K sobre p es una sucesión de primos (℘F )F , uno por cada
subextensión finita de K, de modo que ℘Q = p y si F ′ ⊆ F entonces ℘F
está sobre ℘F ′ .

Se define entonces el subgrupo de descomposición de un primo ℘ ⊂ K
como:

D℘ = lim←−D℘F

y el subgrupo de inercia:

I℘ = lim←− I℘F .

Nuevamente, ambas definiciones tienen sentido pues si F ′ ⊂ F entonces
℘F ∩ OF = ℘F ′ y por lo tanto si σ ∈ D℘F (respectivamente I℘F ) entonces
σ|F ′ ∈ D℘F ′ (respectivamente I℘F ′ ).

Teniendo definidos los subgrupos de descomposición e inercia buscamos
morfismos similares a los del caso finito. Para eso necesitamos un reemplazo
para la completación K℘, definimos:

Definición 1.1.1. La completación de K respecto de ℘ se define como K℘ =⋃
F℘F con F recorriendo las subextensiones de K tales que F/Q es Galois

y finita.

Definición 1.1.2. Definimos el cuerpo residual de K respecto de ℘ como
F℘ =

⋃
F℘F con F recorriendo las subextensiones de K tales que F/Q es

Galois y finita.

Con todos estos elementos, estamos en condiciones de enunciar:
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Proposición 1.1.3. Sean K/Q una extensión algebraica y Galois, p un
primo de Q y ℘ un primo de K arriba de p. Entonces existen morfismos
ψ℘ : D℘ → Gal(K℘/Qp) y π℘ : Gal(K℘/Qp) → Gal(F℘/Fp) tales que ψ℘ es
un isomorfismo y π℘ es un morfismo sobreyectivo con núcleo igual a ψ℘(I℘).

Esta proposición es consecuencia del siguiente lema:

Lema 1.1.4. Sean α : {G′i, g′ij} → {Gi, gij} y β : {Gi, gij} → {G′′i , g′′ij} mor-
fismos entre sistemas proyectivos de grupos topológicos compactos y Haus-
dorff tales que la sucesión G′i αi

// Gi βi

// G′′i es exacta para todo i. En-

tonces la sucesión:

lim←−G
′
i

α // lim←−Gi
β // lim←−G

′′
i

es exacta.

Demostración. Sea (xi)i∈I un elemento del núcleo de β, es decir tal que
βi(xi) = 1 para todo i. Definamos los conjuntos Yi = α−1

i (xi), estos resultan
cerrados de Gi (y por lo tanto compactos) y no vaćıos por la exactitud de
la sucesión en i. Es posible probar, utilizando el teorema de Tychonoff y un
argumento de compacidad, que el ĺımite de espacios topológicos compactos
y Hausdorff no vaćıos es nuevamente un espacio compacto, Hausdorff y no
vaćıo.

En virtud de ésto el conjunto Y = lim←−Yi es no vaćıo y como α(y) =
(xi)i∈I para todo y ∈ Y , resulta que (xi)i∈I ∈ Im(α).

Esto prueba Ker(β) ⊂ Im(α), la prueba de la otra contención consiste
en verificar que β ◦ α = 0, pero esto es cierto pues βi ◦ αi = 0 para todo
i ∈ I.

Ahora śı, estamos en condiciones de probar la proposición:

Demostración. Observemos que de la definición de K℘ y F℘ se deduce que
Gal(K℘/Qp) ∼= lim←−Gal(L℘L/Qp) y Gal(F℘/Fp) ∼= lim←−Gal(F℘L/Fp) donde L
recorre todas las subextensiones de K/Q tales que L/Q es finita y Galois.
Podemos definir entonces un morfismo

ψ℘ : D℘ → Gal(K℘/Qp),

como ĺımite de las aplicaciones ψ℘F : D℘ → D℘F → Gal(F℘F /Qp) (donde
el morfismo entre los grupos de descomposición es la restricción). De forma
análoga podemos definir un morfismo π℘ : Gal(K℘/Qp)→ Gal(F℘/Fp).
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Recordemos que el grupo de Galois de una extensión de Q tiene una
topoloǵıa natural a saber la de Krull. Dicha topoloǵıa es la topoloǵıa disc-
reta en el caso de extensiones finitas, y en el caso no finito es la que hace
que las proyecciones a las subextensiones finitas sean siempre continuas, o
equivalentemente, al pensar una extensión como ĺımite de subextensiones
finitas, es la inducida por el ĺımite inverso.

Luego podemos hacer uso del lema, que nos dice por un lado que el
morfismo φ es un isomorfismo, por la exactitud de

0 // D℘
ψ℘ // Gal(K℘/Qp) // 0 ,

y por otro lado que π es sobreyectivo y su núcleo es φ(I℘), por la exactitud
de

0 // I℘
ψ℘ // Gal(K℘/Qp)

π℘ // Gal(F℘/Fp) // 0 .

Observemos que los morfismos φ y π construidos satisfacen que el si-
guiente diagrama:

D℘
ψ℘ //

��

Gal(K℘/Qp)
π℘ //

��

Gal(F℘/Fp)

��
D℘L

// Gal(L℘L/Qp) // Gal(F℘L/Fp)

, (1.1)

es conmutativo para toda L subextensión de K tal que L/Q es Galois y
finita (y pasando al ĺımite, para toda L subextensión de K).

Estamos ahora en una situación similar a la de las extensiones finitas,
los morfismos construidos inducen un isomorfismo:

φ℘ :
D℘

I℘
→ Gal(F℘/Fp).

Como mencionamos en la prueba de la Proposición 1.1.3, el grupo de
Galois de una extensión L/K siempre puede ser dotado de una topoloǵıa,
llamada topoloǵıa de Krull.

Por otro lado, en el caso de una extensión de un cuerpo finito, F/Fq, pode-
mos definir en Gal(F/Fq) un morfismo de Frobenius F , de la misma forma
que en el caso finito, a saber F (x) = xq. Este morfismo resulta ser ĺımite de
los morfismos de Frobenius de las subextensiones de F finitas sobre Fq. Si
bien en este caso Gal(F/Fq) no resulta ser el grupo generado por F , śı lo es
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topológicamente. Precisamente, Gal(F/Fq) = 〈F 〉 la clausura topológica del
subgrupo generado por F . Esto es consecuencia de que πL(〈F 〉) = Gal(L/Fq)
para toda L subextensión de F finita sobre Fq.

Entonces podemos, siempre que I℘ = 0, definir en D℘ un elemento dis-
tinguido, que llamaremos Frob℘, como la preimagen del Frobenius. Nueva-
mente, vale que dados dos primos ℘ y ℘′ sobre un mismo primo p, existe un
morfismo que env́ıa uno en el otro. Resulta también que la conjugación por
ese morfismo es un isomorfismo entre D℘ y D℘′ que env́ıa Frob℘ a Frob℘′ .
Tenemos entonces, al igual que en el caso finito, que los elementos de Frobe-
nius de los primos sobre un primo fijo p forman una clase de conjugación de
Gal(K/Q) a la que llamaremos Frobp.

Ahora, observemos que dada una subextensión E de K, la proyección
Gal(F℘/Fp) → Gal(F℘E/Fp) env́ıa el Frobenius de K al Frobenius de E,
entonces, en virtud de la conmutatividad del Diagrama 1.1, resulta que
la proyección D℘ → D℘E env́ıa Frob℘ en Frob℘E , es decir la elección de
elementos distinguidos en los grupos de descomposición se hace de forma
compatible.

1.1.3. Representaciones de Galois

Ya estamos en condiciones de definir las representaciones de Galois y
ciertas nociones asociadas.

Definición 1.1.5. Una representación de Galois es un morfismo continuo:

ρ : Gal(Q/Q)→ GLn(k),

donde k es un cuerpo (usualmente k = C, Qp o Fp).

En la definición, la topoloǵıa en Gal(Q/Q) es la de Krull y la topoloǵıa
de GLn(k) es la inducida por la topoloǵıa usual de k.

Antes que nada, fijemos ciertos nombres, llamaremos a las representa-
ciones:

p-ádicas, cuando k = Qp,

de Artin, cuando k = C,

módulo p, cuando k = Fp.
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Además, denotaremos por GQ al grupo Gal(Q/Q). En general, llamare-
mos GK a Gal(K/K).

Hay una propiedad importante de estos tres tipos de representaciones:
en los tres casos la imagen está controlada de alguna manera. Siendo más
precisos, valen las siguientes tres proposiciones:

Proposición 1.1.6. La imagen de cualquier representación ρ módulo p
está contenida en GLn(Fq) donde Fq es alguna extensión finita de Fp. En
otras palabras, es finita.

Demostración. Observemos que la topoloǵıa de Fp es discreta: por un lado
un conjunto es abierto alĺı si y solo si su intersección con los subcuerpos
finitos es siempre abierta. Tenemos entonces que cualquier conjunto resulta
abierto, pues su intersección con cualquier cuerpo finito en Fp es siempre
abierta (la topoloǵıa de éstos es discreta).

Luego, la topoloǵıa de GLn(Fp) también es discreta (es la topoloǵıa pro-
ducto, pensándolo como subespacio de Fp

n×n). Por otro lado, Gal(Q/Q) es
compacto y ρ es continua, por lo que la imagen de ρ es un subconjunto
compacto de un espacio discreto y por lo tanto es finita.

Proposición 1.1.7. Toda representación de Artin tiene imagen finita.

Demostración. Tenemos en GLn(C) la norma de operador, definida como
‖T‖ = supv∈Cn ‖Tv‖. Como ρ es continua, podemos elegir un subgrupo
abierto U ⊆ GQ de forma que ρ(U) esté incluido en la bola de radio 1

2 y
centro Id.

Supongamos ahora que existe un u ∈ U tal que ρ(u) 6= Id, llamemos
T = ρ(u). Si T tiene un autovalor λ 6= 1, tomemos v un autovector de
norma 1 y observemos que:

‖Tn − Id‖ ≥ ‖(Tn − Id)(v)‖ = ‖λn.v − v‖ = |λn − 1| ≥ 1
2
,

para un n suficientemente grande, esto es absurdo pues Tn está en ρ(U).
Por otro lado, si el único autovalor de T es 1, la forma de Jordan de T
(llamémosla J) tiene unos en la diagonal y alguna entrada debajo de la
diagonal igual a 1. Luego, la matriz J − Id tiene norma mayor o igual a 1 y
resulta:

‖T − Id‖ = ‖J − Id‖ ≥ 1
2
.

Lo que es absurdo, por lo que ρ(U) = {Id}.
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Finalmente, al ser U un subgrupo abierto, tiene ı́ndice finito en GQ, de
donde ρ(U) = {0} tiene ı́ndice finito en Im(ρ) y por lo tanto la imagen de
ρ es finita.

Proposición 1.1.8. La imagen de cualquier representación p-ádica ρ está con-
tenida en GLn(F ) donde F es una extensión finita de Qp. En general, esta
imagen es infinita.

Demostración. Utilizaremos el teorema de Baire, para eso primero debemos
escribir a Qp como unión de numerables extensiones finitas de Qp.
La construcción es conocida y se puede realizar como sigue: primero podemos
escribir a la máxima extensión no ramificada de Qp (a la que llamaremos
Qnr
p ) como unión de Qp[ωn], donde ωn es una ráız n-ésima de la unidad y n

es coprimo con p. Luego, Qp es la unión de las extensiones Qnr
p [ n
√
p] cuando

n recorre los naturales.
Ahora, tenemos a Qp =

⋃
Fi y por lo tanto GLn(Qp) =

⋃
GLn(Fi).

Además, cada GLn(Fi) es un cerrado e Im(ρ) =
⋃

GLn(Fi)∩Im(ρ). De esta
manera, Im(ρ) es un compacto escrito como unión numerable de subespacios
cerrados, por el teorema de Baire, alguno de estos subespacios debe tener
interior no vaćıo, sea GLn(Fr) ∩ Im(ρ) un tal subespacio. Como además es
un subgrupo, al tener interior no vaćıo resulta ser abierto y por lo tanto
tiene ı́ndice finito en Im(ρ). Se deduce de esto que Im(ρ) está generado por
GLn(Fr) ∩ Im(ρ) y finitos elementos T1, . . . , Ts y por lo tanto está incluido
en el generado por {GLn(Fr), T1, . . . , Ts} ⊆ GLn(F ) donde F es el cuerpo
generado por Fr y los coeficientes de los Ti.

Por último, notemos que dada una representación ρ : G → GLn(k),
siempre podemos identificar a GLn(k) con los automorfismos lineales de un
k-espacio vectorial V (basta tomar V = kn). Entonces, ρ le da a un tal
V una acción de G compatible con la de k, en otras palabras, tener una
representación ρ es equivalente a tener un kG-módulo V (aqúı, kG es el
álgebra de grupo).

El único detalle a remarcar es que esta equivalencia está bien definida
salvo isomorfismo, dada una representación se pueden elegir varios espacios
vectoriales y todos resultan isomorfos como kG-módulos. Diremos que dos
representaciones son isomorfas, cuando los espacios vectoriales subyacentes
son isomorfos como kG-módulos. No es dif́ıcil probar que en este caso, si
f : V → V ′ es el isomorfismo de kG-módulos, el diagrama:
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conmuta, donde cf es la conjugación por f . A partir de ahora, notaremos

indistintamente al conjunto de llegada de las representaciones como GLn(k),
GL(V ) o Aut(V ).

1.1.4. Ramificación

Nos interesa entender como se comportan las representaciones en cada
primo, para eso definiremos la noción de ramificación.

Definición 1.1.9. Dado un primo p ∈ Z y una representación de Galois ρ :
GQ → GLn(K), decimos que ρ es no ramificada en p cuando ρ(I℘) = {Id}
para todo primo ℘ de Q sobre p.

Observemos que dados dos primos ℘ y ℘′ de Q sobre un mismo p, los
subgrupos I℘ y I℘′ son conjugados v́ıa cualquier morfismo que env́ıe ℘ a ℘′.
Por lo tanto, I℘ ⊆ Ker(ρ) si y solo si I℘′ ⊆ Ker(ρ). Esto quiere decir que
para que ρ sea no ramificada en p basta con que I℘ ⊆ Ker(ρ) para algún
primo ℘ sobre p.

También es importante notar que cuando ρ no ramifica en p, podemos
definir para cada primo ℘ sobre p al elemento ρ(Frob℘) ya que la restricción
ρ : D℘ → GLn(K) pasa al cociente por I℘ y Frob℘ es justamente un elemen-
to de D℘/I℘. Notamos ρ(Frobp) a los elementos formados por la imagen de
la clase de conjugación {Frob℘ : ℘|p}.

Por último, podemos relacionar la noción de ramificación de una repre-
sentación de Galois con la noción tradicional de ramificación de un primo
en una extensión de la siguiente forma:

Proposición 1.1.10. Sea ρ una representación de Galois y L/Q la subex-
tensión de Q fija por Ker(ρ). Entonces ρ no ramifica en un primo p si y solo
si p no ramifica en L
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Demostración. Sea π : Gal(Q/Q) → Gal(L/Q) la proyección dada por la
restricción a L. Sean, por otro lado, ℘ sobre ℘L sobre p primos de Q, L y Q
respectivamente. Observemos que p no ramifica en L si y solo si I℘L = {Id}.
Por otro lado, I℘L = π(I℘), por lo que I℘L = {Id} si y solo si I℘ ⊆ Ker(π) =
Gal(Q/L) = Ker(ρ), es decir si y solo si ρ no ramifica en p.

Con esta nueva caracterización de la ramificación podemos decir algo más
sobre los primos que ramifican en una representación cualquiera. Notemos
que manteniendo la notación de la proposición anterior, resulta que Im(ρ) ∼=
GQ/Ker(ρ) ∼= Gal(L/Q). Se tiene entonces, por las Proposiciones 1.1.6 y
1.1.7, que en los casos de representaciones módulo p y representaciones de
Artin, la extensión L/Q es finita y por lo tanto ramificada en finitos primos.
Esto nos dice que toda representación de Artin o módulo p ramifica solo en
finitos primos.

La misma conclusión no se aplica a las representaciones p-ádicas, de
hecho, existen representaciones con imagen en GLn(Qp) que ramifican en
infinitos primos (en [Ram99] se realiza un construcción). Este no es el caso
que queremos estudiar, aśı que de aqúı en adelante cada vez que hablemos
de una representación p-ádica estaremos haciendo la suposición adicional de
que ρ ramifica solo en finitos primos.

Apuntamos ahora a probar que las representaciones que nos interesan
quedan determinadas por su valor en los Frobenius de los primos que no
ramifican. Para eso, necesitamos utilizar el Teorema de Chebotarev, que
enunciamos a continuación.

Definición 1.1.11 (Densidad). Sea L/K una extensión de cuerpos de números
y ΣK el conjunto de los primos de K. Dado un subconjunto X ⊆ ΣK defi-
nimos:

an(X) = #{℘ ∈ X : NK/Q(℘) ≤ n}.

Y decimos que X tiene densidad natural o aritmética d si:

ĺım
n→∞

an(X)
an(ΣK)

= d.

Una observación pertinente es que la densidad aritmética de un conjunto
bien puede no existir. Un ejemplo es el de los primos de Z que tienen como
primera cifra a 1. Es posible probar que este conjunto no tiene densidad.

Ahora śı, estamos en condiciones de enunciar el teorema:
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Teorema 1.1.12 (Chebotarev). Sea L/K una extensión finita y Galois de
cuerpos de números. Llamemos G = Gal(L/K) y sea X ⊆ G un subconjunto
estable por conjugación.

Definamos RX = {p ∈ ΣK : Frobp ⊆ X y p no ramifica en L}. Entonces
RX tiene densidad aritmética #X/#G

La demostración excede los ĺımites del presente trabajo, pero se puede
encontrar material relacionado en [Ser89, I-7] y [Ser89, I-26].

El teorema tiene dos corolarios que nos interesan, la única observación
que debemos hacer es que todo conjunto finito de primos tiene densidad
cero, por lo tanto, los conjuntos de densidad positiva son siempre infinitos.

Corolario 1.1.13. Dada L/K extensión finita y Galois de cuerpos de números
y g ∈ Gal(L/K), existen infinitos ℘ ∈ ΣL tales que Frob℘ = g.

Demostración. Sea X la clase de conjugación de g, Chebotarev asegura que
hay infinitos primos p ∈ ΣK no ramificados en L tales que Frobp = X
(vale la igualdad pues ambas son una clase de conjugación). El corolario
queda probado pues por cada uno de estos primos, existe un ℘|p tal que
Frob℘ = g.

Corolario 1.1.14. Sea L/K una extensión de cuerpos de números en la que
ramifican finitos primos. Entonces los elementos de Frobenius de los primos
no ramificados son densos en Gal(L/K).

Demostración. Si L/K es finita, el corolario anterior prueba que los Frobe-
nius cubren todo el grupo de Galois.

En el caso L/K infinita, recordemos que dado un elemento g ∈ Gal(L/K),
los entornos básicos de g son de la forma π−1(ĝ), donde ĝ ∈ Gal(E/K), y E
es una subextensión de L/K Galois y finita sobre K y ĝ es tal que π(g) = ĝ
con π : Gal(L/K) → Gal(E/K) la proyección dada por la restricción. En
otras palabras, tenemos por cada subextensión E de L/K Galois y finita so-
bre K un entorno básico de g, UE = {σ ∈ Gal(L/K) : σ|E = g|E}. Veamos
que para cualquier E, existe un primo de L cuyo Frobenius está en UE .

Aplicando Chebotarev en la extensión E/K sabemos que hay infinitos
primos ℘ ∈ ΣE tales que Frob℘ = g|E . Alguno de estos primos debe ser no
ramificado en L, puesto que en L/E ramifican solo finitos primos (se deduce
de que en L/K ramifican solo finitos primos). Sea ℘ un tal primo y ℘̂|℘ un
primo en L. Como notamos al final de la Sección 2.1.2, Frob℘̂|E = Frob℘ =
g|E , es decir Frob℘̂ ∈ UE como queŕıamos.

Finalmente, veamos como estos dos corolarios se traducen en un resul-
tado sobre representaciones:
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Corolario 1.1.15. Sea ρ : GQ → GLn(K) una representación de Galois
que ramifica en finitos primos. Entonces ρ está determinada por los valores
ρ(Frob℘), donde ℘ recorre todos los primos de Q no ramificados en ρ.

Demostración. Notemos nuevamente L al cuerpo fijo por Ker(ρ). Observe-
mos que nuestra representación se factoriza por:

ρ : Gal(L/Q) ∼= GQ/Ker(ρ)→ GLn(K),

quedando ρ determinada por ρ. Por otro lado, nuestra hipótesis sobre la
ramificación de ρ nos dice que en L/Q ramifican finitos primos, y en virtud
del Corolario 1.1.14 los elementos de Frobenius son densos en Gal(L/Q).
Por lo tanto, al ser ρ continua, queda determinada por los valores ρ(Frob℘)
donde ℘ recorre los primos de L arriba de primos p ∈ Q que no ramifican
en ρ.

Solo resta notar que si ℘̂ es un primo de Q arriba de ℘ primo de L
entonces ρ(℘̂) = ρ(℘), por lo que ρ queda determinada por los valores de
ρ(℘̂), donde ℘ recorre los primos de Q arriba de primos p ∈ Q no ramificados
en ρ.

Por último resaltemos que no es necesario imponer a una representación
con coeficientes en Qp que solo ramifique en finitos primos para que los
elementos de Frobenius la determinen. Es posible probar que el conjunto
de ramificación de una representación cayendo en GLn(Qp) y cumpliendo
ciertas condiciones extra tiene densidad cero, por lo que los Frobenius de los
primos no ramificados la determinan (esto se encuentra hecho en [KR01]).
Sin embargo esto no es cierto para toda representación, existen incluso casos
patológicos que ramifican en todos los primos de Q (ver [Ser89, III-12])

1.2. Dos ejemplos

En esta sección daremos nuestros dos primeros ejemplos de representa-
ciones p-ádicas: el caracter ciclotómico y las representaciones provenientes
de curvas eĺıpticas.

1.2.1. El caracter ciclotómico

Antes que nada fijemos un primo p ∈ Q, vamos a construir una repre-
sentación p-ádica con n = 1.

Para cada i ∈ N consideremos la extensión ciclotómica Q[ζi] = Ki gener-
ada por ζi una ráız pi-ésima de la unidad. Para cada uno de estos i tenemos
una proyección:
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χ(i)
p : GQ → Gal(Ki/Q) ∼= (Z/piZ)×

y estos morfismos son compatibles entre śı (conmutan con las proyecciones
que hay entre los Ki). Por lo tanto dan lugar a un morfismo:

χp : GQ → lim←−
i∈N

(Z/piZ)× ∼= Z×p .

Por otro lado éste es el mismo que se obtiene al hacer actuar a GQ
en K =

⋃
Ki, pues el limite inverso de grupos de Galois de extensiones

contenidas cada una dentro de la siguiente es isomorfo al grupo de Galois
de la unión.

Resaltemos que la identificación que estamos haciendo entre Gal(Ki/Q)
y (Z/piZ)× no depende de ninguna elección, al morfismo que eleva las ráıces
primitivas a la k le corresponde la clase de k en Z/piZ.

Veamos que esta representación entra en la categoŕıa de las que nos
interesan, es decir, estudiemos su comportamiento en los primos. Recorde-
mos que buscamos estudiar solo representaciones que ramifiquen en finitos
primos.

Afirmamos que el caracter ciclótomico ramifica solo en p. Para ver eso,
sea q 6= p un primo de Q, queremos ver que IQ ⊆ Ker(χp) para algún primo
Q|q de Q. Sea Q un tal primo y σ ∈ IQ, χp(σ) queda definida por como actúa
σ en cada Ki, más aún, por como actúa en cada ζi. Si Qi es la restricción
de Q a Ki, observemos que σ debe cumplir que:

σ(ζi) ≡ ζi (Qi).

Como σ(ζi) = ζki para algún k en (Z/piZ)×, k debe satisfacer ζki − ζi ∈
Qi, pero si k 6= 1 entonces ζki − ζi = ζi(ζk−1

i − 1) que es un elemento de
norma potencia de p y por lo tanto no puede estar en un primo arriba de q.
Concluimos entonces que debe valer que para todo i, σ(ζi) = ζi, de donde σ
actúa trivialmente en todos los Ki y resulta χp(σ) = Id.

Hemos probado que para todo q 6= p, χp(IQ) = {Id} para todo primo
Q|q, es decir χp es no ramificada en q.

Finalmente, notemos que χp debe ramificar en p pues en caso contrario
la extensión L fija por Ker(χp) seŕıa una extensión de Q que no ramifica
en ningún primo, por lo que debeŕıa ser L = Q. Pero esto implicaŕıa que
Ker(χp) = GQ, es decir que χp es trivial, lo que no es cierto.

Para terminar de caracterizar estas representaciones, podemos calcular
el valor que toma en los elementos de Frobenius:
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Sea q 6= p un primo. Queremos calcular χp(Frobq), la imagen de la clase
de conjugación. Observemos que en este caso, al ser la imagen abeliana y
los elementos de χp(Frobq) todos conjugados, resulta que χp(Frobq) consta
de un solo elemento.

Tomemos entonces un primo Q|q y calculemos χp(FrobQ). Para eso, debe-
mos estudiar la acción de FrobQ en las extensiones Ki, en otras palabras,
queremos decir como actúa FrobQi

en Ki (observemos que FrobQ no está bien
definido en GQ, pero FrobQi

śı lo está en Gal(Ki/Q)).
Llamemos Fi a FrobQi

, sabemos que Fi(ζi) ≡ ζiq (Qi), y podemos aplicar
un argumento similar al que usamos para estudiar la ramificación. Fi(ζi) =
ζri para algún r ∈ Z/piZ y la condición del Frobenius nos dice que r debe
satisfacer que ζri − ζ

q
i ∈ Qi, pero si r 6= q (en Z/piZ), se tiene ζri − ζ

q
i =

ζqi (ζr−qi − 1) que tiene norma potencia de p y por lo tanto no puede estar en
un ideal arriba de q.

La conclusión es que FrobQ actúa en los Ki elevando las ráıces primitivas
a la q, es decir como el elemento q ∈ Z/piZ. Luego se identifica con el
elemento q ∈ Zp en el ĺımite, en otras palabras χp(Frobq) = q.

1.2.2. Representaciones provenientes de curvas eĺıpticas

Otra familia importante de representaciones es la proveniente de los pun-
tos de torsión de curvas eĺıpticas.

Haremos una pequeña introducción a la teoŕıa de curvas eĺıpticas, enun-
ciando los resultados que vamos a utilizar. Una buena introducción al tema
es presentada en [TS92] y [Sil09] sirve como material de referencia.

Una curva eĺıptica E/Q definida sobre Q es una curva que se puede dar
por una ecuación de la forma:

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6 (1.2)

donde a1, . . . , a6 son números racionales y x3 + a2x
2 + a4x+ a6 es un poli-

nomio con ráıces simples.

En un principio, intentamos buscar puntos (x, y) con coordenadas en Q
que cumplan esta ecuación. Resolver este tipo de problemas fue la piedra
fundamental para el estudio de estos objetos. Sin embargo, para comprender-
los, a menudo resulta fruct́ıfero analizar las soluciones en distintos cuerpos.
En principio, tiene sentido hablar de una solución a una ecuación como 1.2
con coordenadas en cualquier cuerpo K que sea una extensión de Q. Pero
se puede ir mas lejos, pues siempre se puede limpiar denominadores para
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obtener una ecuación en Z, con lo que podemos plantear la existencia de
soluciones en los cuerpos finitos Fp a la reducción módulo p de la ecuación.

Todo esto debe ser planteado con cierto cuidado, pero para nuestros fines
solo diremos que dado un cuerpo K, llamamos puntos racionales de E sobre
K al conjunto de soluciones en K a la ecuación que define a E. Notaremos
a este conjunto E[K].

Observemos que al reducir coeficientes módulo p podemos obtener una
curva singular, es decir, tal que el polinomio a la derecha de la igualdad
tenga una ráız múltiple. En este caso, decimos que p es un primo de mala
reducción para E. Notemos que esto sucede si y solo si p divide al discrimi-
nante del polinomio en cuestión. Por lo tanto, los primos de mala reducción
son finitos y tiene sentido definir el invariante N(E) como su producto.

Uno de los aspectos más salientes de las curvas eĺıpticas es que siempre
es posible definir en E[K] una ley de grupo. Sobre Q o R esta ley puede
definirse de forma geométrica como sigue: primero fijamos un punto racional
O cualquiera. Luego, dados dos puntos P y Q, definimos su suma P + Q
como muestra la ilustración:

Por supuesto, esto es solo una interpretación geométrica que se puede
traducir algebraicamente. Aśı, la definición dada es equivalente a decir que
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P +Q es un punto de Q2 o R2 cuyas coordenadas son iguales a ciertas fun-
ciones polinomiales con coeficientes en Z de las coordenadas de P y Q. Es
esta última la forma de definir la ley que puede trasladarse al caso de un
cuerpo cualquiera K. Lo que debemos rescatar aqúı es que dados E/Q una
curva eĺıptica y K un cuerpo, el conjunto de puntos racionales E[K] tiene
una estructura de grupo de forma que la operación está definida por ciertas
funciones polinomiales con coeficientes en Z.

Una caracteŕıstica notable de la ley de grupo definida en E[K] es que
siempre que K sea un cuerpo de números, el grupo E[K] resulta ser finita-
mente generado. Este resultado es conocido como el Teorema de Mordell-
Weil y es uno de los resultados básicos mas importantes en lo que a curvas
eĺıpticas se refiere.

Otro resultado, que será importante para construir nuestras representa-
ciones, es el que nos habla de la estructura de E[C]. Lo que vale es que
existe un ret́ıculo R de C (es decir, un Z-módulo de rango 2 que genera
todo C como R-espacio vectorial) tal que E[C] es isomorfo al cociente C/R.
Geométricamente, lo que tenemos es un toro (la idea de la demostración se
encuentra en [TS92, II.2.], para una prueba detallada se puede ver [Sil09,
VI.5.]).

Esta caracterización tiene como consecuencia el siguiente hecho, si defi-
nimos E[n] ⊂ E[C] como el subgrupo de puntos que se anulan al repetir la
operación n veces (los llamaremos puntos de n-torsión) entonces

E[n] ∼= Z/nZ⊕ Z/nZ.

Esto es consecuencia de que el subgrupo de puntos de n-torsión de un co-
ciente como el que tenemos tiene esa estructura.

Con estas herramientas ya estamos en condiciones de construir nuestras
representaciones. La idea de la construcción es hacer actuar a GQ en los E[n].
Para esto, es clave observar que los elementos de E[n] tienen coordenadas
en Q. La razón por la que esto sucede es la siguiente, si fijamos el neutro
del grupo en un punto racional O, un elemento P está en E[n] si

P + P + . . .+ P = O,

que por lo que dijimos antes es equivalente a que los coeficientes de P satisfa-
gan que al evaluar cierta función polinomial en ellos obtenemos un resultado
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racional. Esto nos dice que las coordenadas de los puntos de n-torsión sa-
tisfacen ciertas ecuaciones con coeficientes en Z por lo que son algebraicos
sobre Q. Sabemos entonces que E[n] ⊂ E[Q].

Por otro lado, E[Q] tiene equipada una acción de GQ dada por actuar co-
ordenada a coordenada. Como E está definida por una ecuación polinomial
con coeficientes en Z, aplicar un morfismo de GQ manda puntos racionales en
puntos racionales. Además esta acción respeta la ley de grupo. Nuevamente,
esto sucede porque la operación está definida por evaluar ciertos polinomios
con coeficientes racionales en las coordenadas de los puntos, y los morfis-
mos de GQ conmutan con los polinomios de coeficientes racionales. Tenemos
entonces que si P ∈ E[n] y σ ∈ GQ

nσ(P ) = σ(nP ) = σ(O) = O,

es decir, σ(P ) ∈ E[n] o en otras palabras, para todo n, GQ actúa en E[n].

Construyamos a partir de estas acciones una representación p-ádica. Para
eso, consideremos las acciones GQ y E[pn] para cada n ∈ N y el siguiente
objeto:

Tp[E] = lim←−
n∈N

E[pn],

donde el ĺımite está siendo tomado respecto a los morfismos [p] : E[pn+1]→
E[pn] dados por la multiplicación por p. Llamamos a Tp[E] el módulo de
Tate p-ádico de E. Como cada E[pn] es un Z/pnZ-módulo de rango 2 y los
morfismos respetan esta estructura, Tp[E] resulta ser un Zp-módulo de rango
2.

Por otro lado, nuestra acción es consistente con los morfismos [p], por lo
que tenemos una acción GQ y Tp[E]. Eligiendo una base, esto nos da una
representación

ρE,p : GQ → GL2(Zp).

Esta representación refleja ciertas propiedades de la curva eĺıptica que
solo mencionaremos. Por un lado, los primos que ramifican son p y los q que
dividen a N(E), el producto de los primos de mala reducción de la curva
eĺıptica.

En cuanto a los Frobenius, dado un primo q - pN(E), ρE,p(Frobq) es
un conjunto de elementos conjugados, por lo que tiene sentido hablar de su
traza y su determinante. El resultado que se tiene es (ver [Sil09, V.2.3.1.] y
[Sil09, VII.2])
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det(ρE,p(Frobq)) = q y tr(ρE,p(Frobq)) = aq,

donde aq = q + 1−#(E[Fq]) la cantidad de puntos racionales sobre Fq.

1.3. Familias compatibles de representaciones

Es notable que en los dos ejemplos presentados en el caṕıtulo anterior no
construimos solo una representación de Galois, en ambos casos la construc-
ción dio lugar a una familia de representaciones {ρp}, con p recorriendo los
primos de Z, que presenta ciertas caracteŕısticas comunes entre sus miem-
bros.

Es inspirado en estos ejemplos que presentamos el concepto de compa-
tibilidad entre representaciones. En buena parte de los casos las representa-
ciones p-ádicas aparecen en familias de este tipo, procederemos a dar las
definiciones correspondientes. Recordemos que notamos ΣK al conjunto de
primos de un cuerpo K.

Definición 1.3.1. Una representación p-ádica ρ se dice racional (respecti-
vamente entera) si existe un conjunto finito S ⊂ ΣQ tal que

ρ es no ramificada fuera de S,

si p /∈ S, los coeficientes del polinomio caracteŕıstico de ρ(Frobp) están
en Q (respectivamente en Z).

Observemos que los elementos de ρ(Frobp) son todos conjugados y por
lo tanto su polinomio caracteŕıstico está bien definido. A partir de ahora
notaremos lo notaremos P ρ, p.

Observación 1.3.2. Aśı como trabajamos con representaciones de GQ, es
posible estudiar representaciones de GK donde K/Q es una extensión finita.
Notemos que toda representación de GQ induce por restricción una de GK y
si la original es racional (entera) entonces la restricción también lo es. Esto
sucede porque los elementos de Frobenius de K son potencias de los de Q.

Ejemplo 1.3.3. χp y ρE,p son enteras para todo primo p y toda curva
eĺıptica E/Q.

Ya podemos definir la noción de compatibilidad entre representaciones.

Definición 1.3.4. Consideremos dos representaciones de Galois racionales,
ρ p-ádica y ρ′ p’-ádica. Diremos que son compatibles si existe un conjunto
S ⊂ ΣQ finito tal que:
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ρ y ρ′ son no ramificadas fuera de S,

para todo q /∈ S, P ρ, q = P ρ′, q.

Es preciso destacar que la hipótesis de la racionalidad de ρ y ρ′ es nece-
saria para que esta definición tenga sentido, pues en principio P ρ, q tiene
coeficientes en Qp y P ρ′,q en Qp′ , situación en la que no tiene sentido pedir
que sean iguales.

A partir de la definición de representaciones compatibles podemos extra-
polar la noción de familia compatible de representaciones, existe sin embargo
un concepto mas fuerte: el de familia estrictamente compatible. A contin-
uación definimos ambos.

Definición 1.3.5. Consideremos para cada primo p una representación de
Galois p-ádica y racional ρp. Diremos que la familia {ρp}p∈Z es compatible
si para todo par de primos p y q, ρp y ρq son compatibles.

Diremos que la familia {ρp}p∈Z es estrictamente compatible si existe un
conjunto finito S ⊂ ΣQ tal que:

para todo q /∈ S∪{p}, ρp es no ramificada en q y P ρp, q tiene coeficientes
racionales,

para todo q /∈ S ∪ {p, p′}, P ρp, q = P ρp′ , q.

Dada una familia estrictamente compatible, existe un S mı́nimo satisfa-
ciendo ambas condiciones, llamamos a tal S el conjunto excepcional de la
familia.

Ejemplo 1.3.6. Las familias {χp} y {ρE,p} son familias estrictamente com-
patibles, la primera con conjunto excepcional S = ∅ y la segunda con
S = {p ∈ Z : p|N(E)} el conjunto de primos de mala reducción de E/Q.

La condición de compatibilidad, junto con ciertas hipótesis extra, hace
que las representaciones estén uńıvocamente determinadas. El concepto que
nos interesa estudiar es el de simplicidad o irreducibilidad.

Definición 1.3.7. Diremos que una representación ρ : G→ Aut(V ) es sim-
ple o irreducible si el G-módulo asociado V no tiene ningún sub G-módulo no
nulo, es decir si no existe ningún subespacio W ⊂ V propio y no nulo tal que
g.W ⊂ W para todo g ∈ G. Diremos que una representación es semisimple
si se descompone como suma directa de representaciones simples.
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Una representación racional cualquiera ρ no tiene por qué ser semisimple,
sin embargo, siempre es posible construir una representación semisimple
asociada. Además, dicha construcción resulta única. Probaremos esto en las
siguientes proposiciones.

Proposición 1.3.8. Dado G un grupo y ρ : G → GLn(K) una repre-
sentación, existe una representación ρss : G → GLn(K) semisimple tal que
el polinomio caracteŕıstico de ρ(g) es igual al de ρss(g) para todo g ∈ G.

Demostración. Consideremos un G-módulo V asociado a la representación
(es decir, pensemos a GLn(K) como Aut(V ) con V un K espacio vectorial).
Afirmamos que existe una cadena de G-módulos Vi tales que:

{0} = V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vr = V

y cada cociente Vi+1/Vi es simple.

Esto se consigue de la siguiente manera: tomemos como S1 un sub G-
módulo propio maximal. Para esto, comenzamos con cualquier submódulo
S y a cada paso tomamos un submódulo propio que lo contenga. Como una
cadena de este tipo dentro de V tiene largo a lo sumo dim V (a cada paso
tomamos un subespacio vectorial de V ) con este proceso llegamos a lo que
buscamos. De este modo, V/S1 no tiene submódulos propios, pues no existe
ningún submódulo entre V y S1. Procedemos de la misma manera en cada
paso, construido Si, tomamos Si+1 como un submódulo propio maximal de
Si. Como la dimensión sobre K de estos subespacios baja en cada paso,
existe un r tal que Sr = {0}. Finalmente tomamos Vi = Sr−i.

Definimos entonces la semisimplificación de V como

Vss = V0 ⊕ V1/V0 ⊕ . . .⊕ Vr/Vr−1,

y la semisimplificación de ρ, ρss, como la representación dada por la acción de
G en Vss (observemos que ρss está definida salvo conjugación, pues distintas
elecciones de una base de Vss nos dan distintas representaciones ρss, todas
conjugadas).

Resta probar que para todo g ∈ G los elementos ρ(g) y ρss(g) tienen
el mismo polinomio caracteŕıstico. Para eso observemos como se escribe la
matriz de la multiplicación por g en una base particular, miremos {v1, . . . vn}
base de V construida eligiendo primero una base de V1, extendiendo a una
de V2, luego a una de V3 y aśı sucesivamente hasta completar la base de V .

La base aśı construida cumple que para todo i existe un ri tal que
{v1, . . . , vri} es base de Vi y {vri+1, . . . , vri+1} es base de Vi+1/Vi. Resul-
ta entonces que {v1, . . . , vn} es base de Vss. Ahora, si miramos las matrices
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de la multiplicación por ρ(g) y ρss(g) en las bases definidas anteriormente,
tenemos que:

[ρ(g)] =


A1 ∗ ∗ ∗
0 A2 ∗ ∗

0 0
. . . ∗

0 0 0 Ar

 y [ρss(g)] =


A1 0 0 0
0 A2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 Ar


donde los Ai son bloques cuadrados de lado ri− ri−1. Es evidente que estas
matrices tienen el mismo polinomio caracteŕıstico.

Esto prueba la existencia de una representación semisimple compatible
con ρ, el problema es que para realizar esta construcción hicimos múltiples
elecciones, por lo que no está garantizada la buena definición de ρss. En
general, es consecuencia del siguiente teorema:

Teorema 1.3.9 (Brauer-Nesbitt). Sea k un cuerpo, A una k-álgebra y V ,
V ′ dos A-módulos semisimples de dimensión finita sobre k. Si para todo
a ∈ A el polinomio caracteŕıstico de la multiplicación por a en V coincide
con el de la multiplicación por a en V ′ entonces V y V ′ son isomorfos.

Para una prueba se puede consultar [Wei03, 7.2.4]. En nuestro caso, el
teorema se aplica pues tener una representación ρ : G→ GLn(k) es lo mis-
mo que tener un kG-módulo de dimensión n sobre k. Luego, al construir
dos semisimplificaciones de ρ con elecciones distintas de los Vi estamos con-
struyendo dos kG-módulos semisimples tales que los polinomios caracteŕısti-
cos de los g ∈ G coinciden (y comparando matrices como en la demostración
de la proposición, coinciden para todos los elementos de kG). Brauer-Nesbitt
asegura entonces que los dos kG-módulos son isomorfos y por lo tanto las
representaciones son conjugadas.

Cuando el cuerpo k tiene caracteŕıstica cero, una condición más débil
garantiza que para que las representaciones sean conjugadas, es suficiente
que las trazas de los elementos ρ(g) coincidan (ver [Lan02, XVII 3.8.]).
Gracias a esto podemos probar:

Proposición 1.3.10. Dada ρ una representación de Galois p-ádica y racional
y p′ un primo, existe a lo sumo una representación p′-ádica, racional y
semisimple compatible con ρ. En particular, la semisimplificación ρss es la
única representación p-ádica, racional y semisimple compatible con ρ.
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Demostración. Alcanza con probar que dos representaciones p-ádicas, semisim-
ples y compatibles son isomorfas. Sean ρ y ρ′ dos tales representaciones.
Sabemos que para todo q primo fuera de un conjunto finito S, vale que
ρ(Frobq) y ρ′(Frobq) tienen el mismo polinomio caracteŕıstico y por lo tanto
la misma traza.

Sabemos entonces que Tr(ρ) y Tr(ρ′) son dos funciones continuas de GQ
en Qp que coinciden en un conjunto denso, esto implica que debe ser iguales.
Luego, por la versión para caracteŕıstica cero de Brauer-Nesbitt, resulta que
ρ y ρ′ son isomorfas, como queŕıamos probar.

Una última observación es que mediante estas proposiciones hemos proba-
do que dada una representación p-ádica, existe a lo sumo una familia com-
patible a la que puede pertenecer. Como en nuestros ejemplos las repre-
sentaciones aparecen siempre como parte de familias compatibles es natural
preguntarse acerca de la existencia de tales familias para cualquier ρ. En
[Die04] se prueba que bajo ciertas hipótesis, dada ρ una representación p-
ádica, existe una familia compatible que la tiene como miembro.

1.4. El conductor de una representación

Estudiaremos un último invariante asociado a las representaciones de
Galois: el conductor de Artin.

El conductor es una medida de la ramificación de una representación
en los primos. Se define localmente en cada primo, por lo que daremos una
definición en cuerpos locales y dada una representación de nuestro grupo
de Galois de un cuerpo global encontraremos una forma de recolectar la
información de cada primo mirando una representación de cuerpos locales
adecuada.

Para dar su definición debemos profundizar un poco más en la estructura
de los grupos de Galois definiendo los grupos de ramificación. Empezaremos
dando estas definiciones en el caso de extensiones finitas y luego buscaremos
una forma de pasar a extensiones infinitas. Recordemos que un cuerpo local
es un cuerpo equipado de una valuación discreta v, completo respecto a esta
y con cuerpo residual perfecto.

1.4.1. Los grupos de ramificación

Sea L/K una extensión Galoisiana de cuerpos locales, [L : K] < ∞,
llamemos G a Gal(L/K) y vK y vL a las valuaciones de K y L respectiva-
mente. Además MK (respectivamente ML) será el único ideal maximal de
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OK (OL) y llamaremos a cualquier elemento que lo genere uniformizador
local.

Notaremos eL/K y fL/K a los ı́ndices de ramificación e inercia de la
extensión. Recordemos que fL/K es el grado de la extensión de los cuerpos
residuales y eL/K es la potencia con la que el único ideal maximal de L
divide al de K.

Aśı, las valuaciones vL y vK están normalizadas para que los uniformizadores
locales tengan valuación uno, por lo que dado un x ∈ K, vL(x) = eL/KvK(x).
Otra propiedad importante es que siempre eL/KfL/K = [L : K]. Un primer
acercamiento a la teoŕıa de cuerpos locales se puede encontrar en [Ser79]
y [Neu99]. A lo largo del caṕıtulo utilizaremos resultados que se pueden
encontrar en ambas referencias.

Finalmente, sea p la caracteŕıstica de los cuerpos residuales. Los subgru-
pos de ramificación se definen como sigue.

Definición 1.4.1. Para todo s ∈ R,

Gs = {σ ∈ G : vL(σ(a)− a) ≥ s+ 1 , ∀a ∈ OL}.

De la definición se deduce lo siguiente:

G−1 = G.

Gs es el subgrupo de inercia para todo −1 < s ≤ 0.

Llamaremos a G1 subgrupo de inercia salvaje, como veremos mas ade-
lante es el único p-Sylow de G0.

Dada una extensión L/K con grupo de Galois G = Gal(L/K) tendremos
dos notaciones posibles para los grupos de ramificación: Gi y Gi(L/K).

Lema 1.4.2. Los Gi son subgrupos normales de G.

Demostración. Sea σ ∈ Gs, φ ∈ G, entonces:

vL(φσφ−1(a)−a) = vL(φ(σφ−1(a)−φ−1(a))) = vL(σφ−1(a)−φ−1(a)) ≥ s+1

para todo a ∈ OL. La última igualdad vale pues los morfismos del grupo
de Galois preservan la valuación. Resulta entonces que φσφ−1 ∈ Gs como
queŕıamos.

A fines de encontrar una forma de saber en que grupos de ramificación
se encuentra un morfismo σ ∈ Gal(L/K) debemos estudiar la relación entre
los anillos de enteros de L y K.
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Proposición 1.4.3. Sea L/K finita, entonces existe x ∈ OL tal que OL =
OK [x].

Demostración. Comencemos por llamar FL al cuerpo residual de L y FK al
de K. Observemos que si x ∈ OL es tal que FL = FK [x ] entonces el conjunto
{xiπLj} con 0 ≤ i < fL/K y 0 ≤ j < eL/K genera a OL como OK-módulo.
Esto es consecuencia del lema de Nakayama, ya que por un lado es claro que
sus clases generan a OL/πK .OL y πK es el generador del ideal maximal de
OK .

Considerando esto, tomemos y tal que FL = FK [ y ]. Sea m̂ ∈ FK [X] el
polinomio minimal de y y m ∈ K[X] algún levantado de m̂. Observemos
que m(y) = m̂(y) = 0, lo que quiere decir que vL(m(y)) > 0 pues su clase
en el cuerpo residual es 0.

Ahora tenemos dos posibilidades, si vL(m(y)) = 1 entonces m(y) es
un uniformizador local y como dijimos antes un conjunto de productos de
potencias de y y m(y) genera a OL como OK-módulo, de donde OL = OK [y].

Si vL(m(y)) > 1, tomemos un uniformizador πL y sea x = y+πL. Resulta
que x = y y:

m(x) = m(y + πL) = m(y) + πLm
′(y) + π2

Lz

para algún z ∈ OL.
Notemos que por un lado vL(m(y)) > 1 y vL(π2

Lz) > 1 y por otro,
al ser m′(y) = m̂′(y) 6= 0 en el cuerpo residual, m′(y) es una unidad y
vL(πLm′(y)) = 1.

Deducimos de esto que vL(m(x)) = vL(m(y) + πLm
′(y) + π2

Lz) = 1, es
decir m(x) es un uniformizador local y x genera la extensión residual por lo
que, v́ıa el mismo razonamiento que antes, OL = OK [x] como queŕıamos.

A partir de esto, podemos definir el siguiente invariante de σ.

Definición 1.4.4. Sea σ ∈ Gal(L/K). Definimos iG(σ) = vL(σ(x) − x),
donde x es tal que OL = OK [x].

La buena definición de iG(σ) es consecuencia del siguiente lema.

Lema 1.4.5. σ ∈ Gs si y solo si iG(σ) ≥ s+ 1.

Demostración. Sea πL un uniformizador local de OL. Un σ está en Gs si y
solo si actúa trivialmente en OL/(πLs+1) ∼= OK [x]/(πLs+1) lo que sucede si
y solo si σ(x) ≡ x (πLs+1) que es lo mismo que decir iG(σ) ≥ s+ 1.

En el caso totalmente ramificado, se puede tomar un x particular, como
afirma el siguiente lema.
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Lema 1.4.6. Si L/K es totalmente ramificada y πL es un uniformizador
local entonces OL = OK [πL]

Demostración. Probemos primero que L = K[πL], para eso, sea m(X) =
a0 +a1X+. . .+arXr el polinomio minimal de πL y n = [L : K]. Observemos
que si r < n se tiene:

a1πL + . . .+ arπL
r = −a0 ∈ K,

pero vL(ai) es múltiplo de n para todo i (pues n = e el grado de ramificación
de la extensión), por lo que las valuaciones de los aiπiL son todas distintas
(vL(aiπiL) ≡ i (modn)) y por lo tanto:

vL(−a0) = mı́n
1≤i≤r

aiπ
i
L 6= 0 (modn),

lo que contradice que a0 ∈ K. Por lo tanto r = n y πL genera a L.
Ahora, dado un x ∈ OL, se escribe como x = b0 + b1πL + . . .+ bsπ

s
L con

ai ∈ K y s < n. Queremos ver que vK(bi) ≥ 0 (o lo que es lo mismo, que
vL(bi) ≥ 0), nuevamente vL(bi) es múltiplo de n para todo i, de donde las
valuaciones de los biπiL son todas distintas. Por otro lado, si existe algún t
para el que vL(bt) < 0 entonces vL(btπtL) = vL(bt) + vL(πtL) < −n+ t < 0 y
luego:

vL(x) = mı́n
0≤i≤s

vL(biπiL) < 0,

lo que es absurdo, pues x es entero. Entonces todos los bi son enteros y con
esto hemos probado que OL = OK [πL]

Con estas herramientas podemos tratar de entender un poco mejor la
estructura de los grupos de ramificación. Los Gi son una filtración de G que
está relacionada con la filtración U

(i)
L de las unidades de OL definida como:

U
(i)
L = {x ∈ OL : x ≡ 1 (modπiL)}.

La relación que hay es la siguiente:

Lema 1.4.7. Sea s ≥ 0, entonces φ : Gs/Gs+1 → U
(s)
L /U

(s+1)
L definido por

φ(σ) = σ(πL)
πL

es un morfismo inyectivo que no depende de la elección del
uniformizador πL.

Demostración. Antes que nada, observemos que podemos suponer que K =
LG0 pues los grupos de ramificación para s ≥ 0 son los mismos en ambas
extensiones. Estamos entonces en el caso L/K totalmente ramificada.
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Ahora, como L/K es totalmente ramificada, OL = OK [πL]. Vale entonces
que:

σ ∈ Gr ⇐⇒ vL(σ(πL)− πL) ≥ r + 1 ⇐⇒
σ(πL) ≡ πL (modπr+1

L ) ⇐⇒
σ(πL)
πL
≡ 1 (modπrL) ⇐⇒ σ(πL)

πL
∈ U (r)

L .

Esto prueba directamente que φ está bien definida y que es inyectiva. Resta
ver que no depende del uniformizador elegido y de esto se deducirá que es
morfismo. Sean entonces σ ∈ Gs y π, π′ dos uniformizadores. Sabemos que
existe u ∈ UL tal que π = u.π′ y se tiene:

σ(π)
π

(
σ(π′)
π′

)−1

=
σ(u)
u
≡ 1 (modπs+1

L ),

donde la última implicación se debe a que σ(u) ≡ u (modπs+1
L ).

Esto nos dice que σ(π)
π y σ(π′)

π′ son iguales en U
(s)
L /U

(s+1)
L y por lo tanto

φ no depende del uniformizador.

Por último, si σ, σ′ ∈ Gs se tiene:

φ(σ ◦ σ′) =
σ(σ′(πL))

πL
=
σ(σ′(πL))
σ′(πL)

σ′(πL)
πL

= φ(σ)φ(σ′),

y la última igualdad vale porque σ′(πL) es un uniformizador y φ no depende
de cual se elija.

Esto nos da cierta información sobre los Gi que se puede deducir de las
propiedades de la filtración U

(i)
L . Recordemos que esta cumpĺıa:

- U (0)
L /U

(1)
L
∼= F×L ,

- U (n)
L /U

(n+1)
L

∼= FL para todo n ≥ 1.

Deducimos que |G0/G1| divide a pr − 1 para algún r y que para todo
i ≥ 1, |Gi/Gi+1| es una potencia de p. Esto demuestra un resultado que
enunciamos al principio de esta sección: G1 es un subgrupo normal de G0 y
tiene como cardinal la máxima potencia de p que divide a |G0| (pues tiene
ı́ndice coprimo con p). Es por lo tanto el único p-subgrupo de Sylow de G0.

Queremos ahora dar una definición de los grupos de ramificación para
una extensión arbitraria de un cuerpo local K. Inspirados en las definiciones
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de grupos de descomposición e inercia en los casos de extensiones infinitas
de un cuerpo de números, la idea será considerar el ĺımite inverso de los
grupos de ramificación de las subextensiones finitas. Sin embargo, ante esta
primera idea surge un problema: los grupos de ramificación no se llevan bien
con las proyecciones entre grupos de Galois, es decir, no es cierto que dada
E/L/K y π : Gal(E/K)→ Gal(L/K) resulte π(GEi ) ⊆ GLi .

Ante esta situación, definiremos, reacomodando los ı́ndices de los grupos
de ramificación, otra filtración de G que se comporta bien con las proyec-
ciones. Los próximos resultados apuntarán a realizar esa construcción.

Lema 1.4.8. Dada L/K finita y F un cuerpo intermedio, vale:

Gs(L/K) ∩Gal(L/F ) = Gs(L/F ).

Demostración. Es inmediato de las definiciones.

Proposición 1.4.9. Sean L/K finita y Galois y F/K una subextensión
Galois. Si G = Gal(L/K), H = Gal(L/F ), σ ∈ Gal(F/K) entonces:

iG/H(σ) =
1

eL/F

∑
φ|F =σ

iG(φ) =
1

eL/F

∑
τ∈H

iG(σ′τ),

donde los φ ∈ G y σ′ es un levantado cualquiera de σ a G.

Demostración. Sean x tal que OL = OK [x] e y tal que OF = OK [y]. Tene-
mos:

- eL/F .iG/H(σ) = vL(σ(y)− y),

- iG(σ′) = vL(σ′(x)− x).

Aqúı σ′|F = σ. Lo que queremos ver se traduce entonces en que los
elementos:

a = σ′(y)− y y b =
∏
τ∈H

(τσ′(x)− x)

tienen la misma valuación. Para eso, veamos que a|b y b|a:

Llamemos f al polinomio minimal de x sobre F . Resulta que f(T ) =∏
τ∈H (T − τ(x)). Por otro lado, consideremos σ′(f) el polinomio que se

obtiene al aplicar σ′ coeficiente a coeficiente. Observemos que σ′(f)(x) =∏
τ∈H (T − τσ′(x)) = b (aqúı estamos usando que H es normal y por lo

tanto σ′H = Hσ′).
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Tenemos entonces:

b = σ′(f)(x) = σ′(f)(x)− f(x) =
r∑
i=0

(σ′(ai)− ai)xi.

Pero además vL(σ′(ai) − ai) = vL(σ(ai) − ai) ≥ iG/H(σ) = vL(σ′(y) − y).
Esto quiere decir que a = σ′(y)− y divide a σ′(ai)− ai para todo i y por lo
tanto divide a b. Finalmente, para ver que b|a:

Escribamos y = g(x) con g ∈ OK [T ]. Tenemos entonces el polinomio
g(T )− y ∈ OF [T ] que se anula en x. Por lo tanto:

g(T )− y = f(T )h(T ) =⇒
g(T )− σ′(y) = σ′(g)(T )− σ′(y) = σ′(f)(T )σ′(h)(T ) =⇒ T = x

a = y − σ′(y) = σ′(f)(x).σ′(h)(x) = b.z.

Esto concluye la demostración.

Para reindexar los grupos de ramificación precisamos ciertas funciones φ
y ψ.

Sea L/K finita, notemos por gi al cardinal del grupo de ramificación
Gi. Consideremos primero la función αL/K : [−1,∞) → [0, 1] dada por
αL/K(s) = 1

[G0:Gs] = gs

g0
. Y definamos

φL/K(s) =
∫ s

0
αL/K(t)dt.

En otras palabras, φL/K es una función continua, lineal a trozos que cumple:

- φL/K(0) = 0, más aun φL/K(t) = t para todo t ∈ [−1, 0],

- φ′L/K(s) = gs

g0
,

- φL/K(s) = 1
g0

(g1 + . . .+ gbsc + (s− bsc)gdse) si s > 0.

Lema 1.4.10. Sea θ(s) = −1+ 1
g0

∑
σ∈G mı́n {iG(σ), s+ 1}. Entonces θ = φ.

Demostración. Observemos que ambas son funciones continuas y lineales a
trozos. Entonces basta chequear que coinciden en 0 y que, en los puntos en
los que son derivables, sus derivadas coinciden.

Se tiene, por un lado:

θ(0) = −1 +
1
g0

(
∑
σ∈G0

1 +
∑
σ/∈G0

0) = −1 + 1 = 0.
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Y por otro, para s /∈ N:

θ′(s) =
#{ σ ∈ G : iG(σ) ≥ s+ 1}

g0
=

#{σ ∈ Gs}
g0

=
gs
g0

= φ′(s).

Entonces debemos tener θ = φ.

Probemos un último lema antes de hablar de los grupos de ramificación.

Lema 1.4.11. Sean L/K extensión finita y Galois, F/K una subextensión
de Galois. Sea H = Gal(L/F ), σ′ ∈ Gal(F/K) y tomemos σ una extensión
de σ′ a L tal que iL/K(σ) es máximo. Entonces:

φL/F (iL/K(σ)− 1) = iF/K(σ′)− 1.

Demostración. En primer lugar, probaremos que si τ ∈ H entonces iL/K(στ) =
mı́n {iL/K(σ), iL/K(τ)}. Luego, haciendo uso de la Proposición 1.4.9 y el
Lema 1.4.10 obtendremos el resultado.

Sea entonces τ ∈ H y x ∈ OL tal que OL = OK [x], separemos en casos:

•Si iL/K(σ) > iL/K(τ):

iL/K(στ) = vL(στ(x)− x) = vL(σ(x)− x+ σ(τ(x)− x)) =
= vL(τ(x)− x) = iL/K(τ).

•Si iL/K(σ) ≤ iL/K(τ):

Tanto σ como τ están en GiL/K(σ)−1, por lo tanto στ también. Entonces
iL/K(στ) ≥ iL/K(σ). Por otro lado, στ es un levantado de σ′ y por la maxi-
malidad de σ vale la otra desigualdad. Se tiene entonces iL/K(στ) = iL/K(σ).

Sabemos entonces que iL/K(στ) = mı́n {iL/K(σ), iL/K(τ)}, luego por la
Proposición 1.4.9:

iF/K(σ′) =
1

eL/F

∑
τ∈H

iL/K(στ) =
1

eL/F

∑
τ∈H

mı́n {iL/K(σ), iL/K(τ)}.

Restando 1 a ambos lados, observando que eL/F = |H0| y usando Lema
1.4.10 finalmente obtenemos:

iF/K − 1 = φL/F (iL/K(σ)− 1).

Con esta proposición podemos entender la interacción de los grupos de
ramificación con las proyecciones. Precisamente, vale:
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Teorema 1.4.12 (Herbrand). Sean L/K extensión Galois y finita, F/K
una subextensión Galois, G = Gal(L/K) y H = Gal(L/F ). Llamemos π a
la proyección de G en H. Entonces vale:

π(Gs(L/K)) =
Gs(L/K)H

H
= GφL/F (s)(F/K).

Demostración. Notemos que σ′ ∈ GsH/H si y solo si existe σ ∈ G tal que
σ|F = σ′ y iL/K(σ) ≥ s+ 1. Como φL/F es creciente y biyectiva, esta última
condición es equivalente a que φL/F (iL/K(σ)− 1) ≥ φL/F (s).

Sea entonces σ la extensión de σ′ a L con mayor iL/K(σ), tenemos por
el lema anterior:

σ′ ∈ π(Gs) ⇐⇒ φL/F (iL/K(σ)− 1) ≥ φL/F (s) ⇐⇒
iF/K(σ′)− 1 ≥ φL/F (s) ⇐⇒ σ′ ∈ GφL/F

(s).

Quedando el teorema probado.

Con estas herramientas, estamos en condiciones de definir la reindexación
de los grupos de ramificación. Llamamos ψL/K = φ−1

L/K y definimos como:

Gt(L/K) = GψL/K(t)(L/K),

la numeración superior de los grupos de ramificación. Estos grupos śı fun-
cionan bien con las proyecciones, para probarlo precisamos el siguiente re-
sultado sobre φ:

Lema 1.4.13. Sean L/K finita y Galois y F/K una subextensión Galois.
Entonces φL/K = φF/K ◦ φL/F .

Demostración. Nuevamente estamos comparando dos funciones lineales a
trozos y continuas, por lo que será suficiente probar que coinciden en 0 y
que, donde existen, sus derivadas son iguales.

Llamemos como antes G = Gal(L/K) y H = Gal(L/F ). Identificamos a
Gal(F/K) con G/H. Se tiene por el Teorema 1.4.12:

(G/H)φL/F (s) = GsH/H ∼= Gs/(Gs ∩H) ∼= Gs/Hs.

Luego:

φ′L/K(s) =
|Gs|
|G0|

=
|Hs|
|H0|

|(G/H)φL/F (s)|
|(G/H)0|

=

= φ′L/F (s)φ′F/K(φL/F (s)) = (φF/K ◦ φL/F )′(s).

40



Por otro lado, φF/K(φL/F (0)) = φF/K(0) = 0 = φL/K(0), lo que termina
de probar el lema.

Corolario 1.4.14. Sean L, F y K, entonces ψL/K = ψL/F ◦ ψF/K .

Ya podemos probar lo que queŕıamos:

Proposición 1.4.15. Sean L, F y K, π : Gal(L/K) → Gal(F/K) la
proyección, entonces:

π(Gt(L/K)) = Gt(F/K).

Demostración. Manteniendo la notación del lema anterior, para todo t te-
nemos, por el Teorema 1.4.12:

π(Gt) = π(GψL/K(t)) = (G/H)φL/F (ψL/K(t)),

pero por el Corolario 1.4.14:

(G/H)φL/F (ψL/K(t)) = (G/H)ψF/K(t) = (G/H)t.

Observemos otras propiedades de la numeración superior de los grupos
de ramificación, sea L/K finita y G su grupo de Galois:

- Si L/K es no ramificada entonces φL/K = ψL/K .

- G0 = G0 y por lo tanto L/K es no ramificada si y solo si G0 = {0}.

- El grupo de inercia salvaje G1 = {0} si y solo si Gs = {0} para todo
s > 0. Esto ocurre si y solo si Gs = {0} para todo s > 0. En este caso
decimos que L/K es mansamente ramificada.

Ahora que ya hemos definido la numeración superior de los grupos de
ramificación y tenemos probado que se comportan bien con las proyecciones,
podemos dar una definición para las extensiones infinitas.

Definición 1.4.16. Sea L/K una extensión infinita, definimos los grupos
de ramificación de L/K como:

Gu(L/K) = lim←−
L/F/K

Gu(F/K),

donde F recorre todas las subextensiones de L/K tales que F/K es finita y
Galois.
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1.4.2. El conductor

Como dijimos en un principio, definiremos el conductor de una repre-
sentación en base a la acción de los grupos de ramificación. Primero en el
caso local:

Definición 1.4.17. Sea K un cuerpo local de caracteŕıstica residual p y
ρ : GK → GL(V ) una representación, donde V es un F -espacio vectorial
y F un cuerpo. Dado un subgrupo H de GL(V ), notaremos por V H a los
elementos de V que quedan fijos por todos los morfismos de H.

Definimos el conductor de ρ como:

n(ρ) =
∫ ∞
−1

codimV ρ(Gu(K/K))du.

Y el exponente Swan de ρ como:

sw(ρ) =
∫ ∞

0
codimV ρ(Gu(K/K))du.

Hagamos algunas observaciones sobre la definición:

- Si L es el cuerpo fijo por el núcleo de ρ entonces nuestra representación
se factoriza por una ρ̂ : Gal(L/K)→ GL(V ) y resulta:

ρ(Gu(K/K)) = ρ̂(π(Gu(K/K))) = ρ̂(Gu(L/K)),

es decir, el conductor depende solo de como actúan los grupos de ram-
ificación de L/K.

- Si ρ no ramifica en (πK) el primo de K, entonces L/K es no ramifi-
cada y ρ(Gu(K/K)) = ρ̂(Gu(L/K)) = ρ̂(0) = Id para todo u > −1.
Reemplazando en la formula, resulta que en ese caso n(ρ) = 0.

- El conductor y el exponente Swan difieren en un término calculable,
vale que n(ρ) = sw(ρ) + codimV ρ(G0(K/K)).

- En el caso en el que V tiene dimensión 1, los espacios V ρ(Gu(K/K)

tienen dimensión 0 o 1 dependiendo de si Gu(K/K) ⊂ Ker(ρ) o no. Se
cumple entonces que sw(ρ) es el menor u tal que Gu ⊂ Ker(ρ).

- La definición que dimos puede tener un problema: la integral no tiene
por qué converger. En el caso de una representación de Artin o una rep-
resentación módulo p la extensión L/K es finita y los grupos de ramifi-
cación son eventualmente triviales por lo que esto no es un problema.
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Cuando la representación es p-ádica, la integral también es conver-
gente, como puede verse en [Wie08, 3.1.].

- Una pregunta pertinente es cuando cambian los grupos de ramificación,
es decir: ¿para qué valores de u vale que los grupos Gu−ε y Gu+ε son
distintos para todo ε ∈ R?.

En extensiones abelianas, los valores de u para los que esto sucede son
todos enteros. Este resultado se conoce como el Teorema de Hasse-Arf
y una prueba puede encontrarse en [Ser79, V.7.]. Para una extensión
cualquiera esto no es cierto, llamamos a estos valores “saltos en la
numeración superior”.

- Observemos que estamos integrando un función que es constante a
trozos, por lo que, realmente, el conductor es la suma de ciertas codi-
mensiones, cada una modificada por un coeficiente que es la distancia
entre un salto y el siguiente.

- Ante los dos puntos anteriores, uno podŕıa sospechar que el conductor
de una representación cualquiera no tiene por qué ser entero (pues lo
definimos como una suma de números no necesariamente enteros). Sin
embargo, en los casos que nos interesan (representaciones de Artin,
p-ádicas o módulo p) siempre es un número natural. El caso de una
representación de Artin puede encontrarse en [Ser79] y los casos de
representaciones p-ádicas y módulo p en [Wie08, 3.1.] cuando p 6=
char(K) y en [RS01, Lema 2.3.] cuando son iguales.

En el caso de K un cuerpo de números, recordemos primero que para
cada primo ℘ en K sobre un p de K, el subgrupo de descomposición D℘

∼=
Gal(K℘/K℘) por lo que dada una representación ρ de GK , su restricción
ρ|D℘ se puede pensar como una representación de un cuerpo local.

Además, si elegimos otro primo ℘′ sobre p, los subgrupos de descomposi-
ción son conjugados por algún elemento σ ∈ Gal(K/K) lo que implica que
las restricciones ρ|D℘ y ρ|D℘′ son isomorfas v́ıa la conjugación por ρ(σ).

Definición 1.4.18. Sea K un cuerpo de números y ρ : GK → GLn(k)
una representación de Galois que ramifica en finitos primos. Si k tiene ca-
racteŕıstica q y p es un primo de K que no está arriba de q, definimos el
exponente del conductor en p como:

np(ρ) = n(ρ|D℘)
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para algún primo ℘ de k sobre p. La parte coprima con q del conductor de
la representación ρ será:

N(ρ) =
∏
p∈K
p-q

pnp(ρ).

Hagamos dos pequeñas observaciones sobre esta definición. Primero, el
exponente np(ρ) no depende del primo ℘ elegido, pues primos distintos dan
representaciones isomorfas. Segundo, notemos que en los primos p en los que
ρ es no ramificada, la restricción ρ|D℘ tampoco lo es, por lo que np(ρ) = 0.
Como ρ ramifica en finitos primos, la definición de N(ρ) tiene sentido, pues
el producto que consideramos es finito.

1.5. Una construcción: la reducción módulo p de
una representación p-ádica

Una construcción importante en el mundo de las representaciones p-ádi-
cas es la reducción módulo p. Esto consiste en asociar a toda representación
p-ádica ρ, una representación ρ módulo p relacionada con ρ mediante una
proyección.

Para realizar esta construcción debemos probar que dada una repre-
sentación p-ádica, siempre existe una representación conjugada (es decir,
podemos elegir una base apropiada del espacio V ) que tiene imagen con-
tenida en las matrices con coeficientes enteros.

Proposición 1.5.1. Sea ρ : GQ → GLn(L) una representación p-ádica
(aqúı L es la extensión finita de Qp en la que la imagen toma valores). Sea
V un L-espacio vectorial asociado a la representación, entonces existe un
ret́ıculo estable T . Es decir un OL-módulo T ⊂ V cuyos elementos generan
a V como L-espacio vectorial y tal que ρ(σ)(T ) ⊂ T para todo σ ∈ GQ.

Demostración. Fijemos la base B de V que da lugar a la representación con
imagen en GLn(L). Sea M el OF -módulo generado por B. Consideremos el
siguiente subgrupo de GQ, H = {σ ∈ GQ : ρ(σ)(M) ⊆M}.

Observemos que H es el conjunto de elementos σ de GQ tales que la
matriz ρ(σ) tiene coeficientes en OL, es decir, si U = {A ∈ GLn(L) :
A tiene coeficientes en OL} entonces H = ρ−1(U). Como OL es un abier-
to de L, U es un abierto de GLn(L) y H resulta un abierto de GQ.

Al ser H un subgrupo abierto de GQ, tiene ı́ndice finito. Sean entonces
g1, . . . , gr representantes de las coclases de H en GQ. Afirmamos que T
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el OL-módulo generado por los elementos de {g1L, . . . , grL} es un ret́ıculo
estable.

Es evidente que es estable, lo que debemos probar es que tiene rango n.
Pero esto es consecuencia de que L es el cuerpo de fracciones de OL que es
un dominio integro, aśı, un OL-módulo libre tiene rango igual a la dimensión
del espacio vectorial que se consigue al extender escalares a L.

Notemos que ahora, haciendo un cambio de base a una base del ret́ıcu-
lo estable, obtenemos una representación conjugada ρ′ con imagen en las
matrices inversibles con coeficientes enteros. Llamemos R ⊂ GLn(L) a este
conjunto. Tenemos

GQ
ρ′ // R

π // GLn(FL) ,

donde π consiste en aplicar la proyección coeficiente a coeficiente. Constru-
imos aśı una representación asociada con coeficientes en un cuerpo finito. El
inconveniente que tenemos es que fue a partir de una elección de un ret́ıculo
estable, por lo que la reducción de ρ puede no estar bien definida. Lo que
śı podemos afirmar es que su semisimplificación lo está. Esto es cierto pues
el polinomio caracteŕıstico de la reducción de un elemento es la reducción de
su polinomio caracteŕıstico, por lo que dadas dos reducciones semisimples,
los polinomios caracteŕısticos de sus imágenes coinciden y por el Teorema
de Brauer-Nesbitt (1.3.9) son isomorfas. Decimos entonces que la reducción
está bien definida a menos de semisimplificación.

Para terminar el caṕıtulo, enunciemos la siguiente proposición que rela-
ciona el conductor de una representación p-ádica ρ y su reducción. No dare-
mos una prueba, pero se puede encontrar en [Wie08, 3.1.].

Proposición 1.5.2. Sean K y F extensiones finitas de Qp y Q` respecti-
vamente, donde p y ` son dos primos distintos. Sea ρ : GK → GLn(F ) una
representación y ρ una reducción. Entonces sw(ρ) = sw(ρ).

Observación: Esto no nos dice que sus conductores coincidan, pero
śı que difieren en un término calculable.
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Caṕıtulo 2

Formas Modulares

En este caṕıtulo repasaremos la teoŕıa básica de formas modulares. Las
formas modulares son ciertas funciones holomorfas del semiplano complejo
superior que tienen asociados dos invariantes: el peso y el nivel. Con el fin
de hacer el trabajo más ameno, desarrollaremos primero la teoŕıa en el caso
de nivel 1. En un segundo acercamiento, introduciremos el concepto de nivel
en general, haciendo hincapié en las diferencias y similitudes con el caso
previamente estudiado.

Para introducir estos conceptos precisaremos algunas herramientas del
análisis complejo. Un buen texto introductorio se puede encontrar en [Con78].

2.1. Formas modulares de nivel 1

En esta primera parte seguiremos el tratamiento dado en [Ser73], [Lan76]
y [Kob93]. Cualquiera de los tres textos es útil como referencia introductoria.

2.1.1. El grupo modular

Para dar las condiciones que definen a las formas modulares debemos
estudiar la acción de ciertos grupos de matrices en el semiplano complejo
superior.

Dada una matriz de M ∈ GL2(R), M =
(
a b
c d

)
, definimos la acción

de M en los elementos de C ∪ {∞} como

Mz =
az + b

cz + d
.
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Un calculo sencillo prueba que dados M ∈ GL2(R) y z ∈ C,

Im(Mz) = det(M)
Im(z)
|cz + d|2

,

con lo que deducimos que las matrices de GL2(R) con determinante positivo
actúan en el semiplano complejo superior h = {z ∈ C : Im(z) > 0}.

La acción en la que estamos interesados es la de un grupo más pequeño:
SL2(R), y dentro de él, en la de las matrices con coeficientes enteros. Ob-
servemos que toda matriz M ∈ SL2(Z) actúa igual que −M en h, entonces
la acción se factoriza por PSL2(Z) = SL2(Z)/± Id, grupo al que a partir de
ahora notaremos G y llamamos el grupo modular completo.

Hablemos un poco de la estructura de G, ésta se encuentra ı́ntimamente
relacionada con su acción sobre h. Tenemos en el grupo modular dos ele-
mentos:

S =
(

0 −1
1 0

)
y T =

(
1 1
0 1

)
.

Afirmamos que S y T generan todo G. Esto se puede probar por un
argumento inductivo pero se consigue una demostración más sencilla estu-
diando primero la acción en h. Lo que vamos a hacer es encontrar en h un
conjunto de representantes para las órbitas de esta acción.

Sea D ⊂ h el subconjunto formado por los números complejos de parte
real entre −1/2 y 1/2 y módulo mayor o igual que 1 (ver Figura 2.1).

D no es exactamente un conjunto de representantes, pero está cerca.
Precisamente:

Proposición 2.1.1. Sean G, h y D como antes, P = e2πi/3 y Q = −P los
puntos marcados en la Figura 2.1. Entonces vale:

- Para todo z ∈ h existe un g ∈ G tal que gz ∈ D.

- Si para dos puntos z y z′ de D existe g ∈ G tal que gz = z′ entonces
Re(z) = ±1 y z = z′ ± 1 o bien |z| = 1 y z′ = −1/z.

- Para todo z ∈ D − {i, P,Q} el estabilizador de z en G es el subgrupo
trivial. El estabilizador de i es el subgrupo generado por S, el de P el
generado por ST y el de Q el generado por TS.

Demostración. Para el primer punto, fijemos un z ∈ D. Recordemos que:
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Figura 2.1: Un gráfico de D

Im(gz) =
Im(z)
|cz + d|2

.

Observemos que al ser c y d enteros, |cz + d| alcanza un mı́nimo (pues
recorre algunos elementos de un ret́ıculo de C) por lo que Im(gz) alcanza
un máximo. Sea ĝ ∈ G un elemento que maximiza Im(gz) y apliquemos
T las veces que sea necesario para que la parte real de Tn(ĝz) esté entre
−1/2 y 1/2. Afirmamos que Tnĝz ∈ D. Para esto, alcanza con probar que
|Tnĝz| ≥ 1, pero si éste no fuera el caso, entonces −(Tnĝz)−1 = STnĝz
tendŕıa parte imaginaria mayor que Im(Tnĝz) = Im(ĝz), lo que es absurdo.

Notemos que el mismo argumento funciona si tomamos a ĝ como el ele-
mento del subgrupo de G generado por S y T que maximiza la parte imagi-
naria de gz. Esto prueba algo más fuerte, que existe un elemento g ∈ 〈S, T 〉
tal que gz ∈ D.

Para probar el resto de la proposición, sean z ∈ D y g =
(
a b
c d

)
∈ G
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tales que gz ∈ D. Podemos suponer sin perdida de generalidad que Im(gz) ≥
Im(z). Esto sucede si y solo si |cz + d| ≤ 1. Observemos que como z ∈ D y
c y d son enteros, esto solo puede suceder si c = −1, 0 o 1, pues si |c| ≥ 2
entonces Im(cz + d) = Im(cz) > 1 (pues Im(z) ≥

√
3

2 > 1
2 para todo z ∈ D).

En el caso c = 0, resulta d = 1 o −1 con lo que g es una traslación
por b o −b. Como z y gz están en D la únicas posibilidades son que g sea
una traslación por 1 y Re(z) = −1/2 o que g sea una traslación por −1 y
Re(z) = 1/2.

En el caso c = 1, debemos tener |z+d| ≤ 1 con lo que d = 0 o z ∈ {P,Q}
y d = ±1.

En el primer caso, debe ser |z| = 1 y b = −1 de donde gz = a − 1/z.
Pero como |z| = 1, −1/z ∈ D y a debe ser 0 a menos que 1/z ∈ {P,Q} caso
en el cual obtenemos las posibilidades a = 1,−1 y z = P o Q.

Si z = P o z = Q tenemos d = 0, 1 o d = 0,−1 respectivamente. En el
caso z = P , d = 1, debe valer a− b = 1 y gP = a− 1/(1 + P ) = a+ P , de
donde a = 0 o 1. El caso z = Q es análogo.

Finalmente, el caso c = −1 se puede transformar en c = 1 cambiando g
por −g, que es otro representante de la misma clase.

Si estudiamos todos los casos que hemos detallado, comprobaremos que
con esto quedan probados los items 2 y 3.

Ahora estamos en condiciones de probar el resultado sobre la generación
de G.

Proposición 2.1.2. Si S y T son los elementos de G antes mencionados,
vale que G = 〈S, T 〉.

Demostración. Haremos uso de la proposición anterior, espećıficamente del
hecho de que dado un elemento cualquiera w ∈ h existe un g′ ∈ 〈S, T 〉 tal
que g′w ∈ D.

Tomemos un g ∈ G y un elemento z ∈ h que esté en el interior de
D. Sabemos que existe un g′ ∈ 〈S, T 〉 tal que g′gz ∈ D. Pero entonces z
y g′gz son dos elementos del interior de D. De la proposición anterior se
deduce primero que z = g′gz pues z no está en el borde de D, por lo que no
puede haber otro elemento de su órbita en D. Y luego que g′g = Id, pues
está en el estabilizador de z, un elemento del interior de D. Concluimos que
g = g′−1 ∈ 〈S, T 〉 como queŕıamos.
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Más adelante nos interesará estudiar los subgrupos de SL2(Z). Por el
momento, la información que tenemos es suficiente para desarrollar la teoŕıa
de nivel 1.

2.1.2. Formas modulares

Como mencionamos en la sección anterior, las formas modulares son fun-
ciones holomorfas del semiplano complejo superior que cumplen con ciertas
restricciones. Estas son dos: una ecuación funcional y una condición de crec-
imiento.

Fijemos un número entero k y sea f : h→ C una función meromorfa. La
primer condición que f debe satisfacer para ser una forma modular de peso
k y nivel 1 es que

∀g =
(
a b
c d

)
∈ SL2(Z), f(z) = (cz + d)−kf(gz). (2.1)

Observemos que si k es impar, la única función que satisface esta condi-
ción es la constante 0, pues poniendo g = −Id se debe tener que para todo
z ∈ h

f(z) = (−1)kf(gz) = −f(z),

implicando que f(z) = 0.

Ahora, podemos hacer actuar a GL+
2 (R), el grupo de matrices con coefi-

cientes en R y determinante positivo, en el conjunto de funciones meromorfas

f : h→ C como sigue, si g =
(
a b
c d

)
definimos

f |k[g] = (det g)k/2(cz + d)−kf(gz).

Se puede chequear que esto efectivamente define una acción, es decir,
dadas dos matrices g y h ∈ GL+

2 (R) vale que f |k[gh] = (f |k[g])|k[h]. Con
esta notación, lo que estamos pidiendo para que f satisfaga ser una forma
modular de peso k es f |k[g] = f para todo g ∈ SL2(Z).

Notemos que en virtud de la Proposición 2.1.2 y de la existencia de la
acción que acabamos de definir, alcanzará con chequear que f satisface esta
ecuación funcional para S y para T .

Resulta que f cumple la ecuación funcional para todo g ∈ SL2(Z) si y
solo si:

f(z) = z−kf(−1/z) y f(z) = f(z + 1).
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Ahora, si tenemos una f que cumple la segunda de estas igualdades vale
que f(z) = f(z+ 1), lo que nos permite expresar a f como una función f̃ de
q = e2πiz. Esta nueva función está definida en el disco {|q| < 1} con el origen
removido y resulta meromorfa. Diremos que f es meromorfa (holomorfa) en
infinito si f̃ se extiende a una función meromorfa (holomorfa) del disco
completo {|q| < 1}.

Ya estamos en condiciones de dar las definiciones que nos interesan.

Definición 2.1.3. Una función meromorfa f : h → C es una función mo-
dular de peso k y nivel 1 si:

f satisface (2.1).

f es meromorfa en infinito.

Cuando además f es holomorfa en todo h y en infinito, decimos que es
una forma modular.

Si f es una función modular, la función f̃(q) admite un desarrollo como
serie de Laurent alrededor de 0, es decir:

f̃(q) =
∑
n∈Z

anq
n,

para todo q 6= 0 en un entorno del origen. Llamamos a este desarrollo la
q-expansión de f . Cuando f es holomorfa en infinito, los coeficientes nega-
tivos de esta expansión resultan iguales a 0.

Dada una forma modular f , definimos el valor de f en infinito como

f(∞) = f̃(0) = a0.

Si f(∞) = 0, llamamos a f forma cuspidal.
Por último, observemos que dadas dos formas modulares de peso k, f1 y

f2, la suma f1 +f2 es también una forma modular de peso k. Además, si am-
bas son cuspidales, la suma resulta cuspidal. También se obtiene una forma
modular (resp. cuspidal) al multiplicar a f por un escalar de C por lo que el
conjunto de formas modulares (resp. cuspidales) de peso k tiene estructura
de C-espacio vectorial. Llamamos Mk al espacio de formas modulares de
peso k y Sk al de formas cuspidales.

Destaquemos también, que si g es una forma modular de peso k′ entonces
el producto fg es nuevamente una forma modular, pero de peso k+k′. Esto
nos dice que M =

⊕∞
k=1Mk tiene estructura de C-álgebra graduada.
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Otra interpretación

En esta sección daremos otra definición de forma modular, equivalente
a la anterior. Estas pueden verse como funciones saliendo del conjunto de
reticulados de C. Especifiquemos primero lo que entendemos por esto.

Definición 2.1.4. Sea V un R-espacio vectorial de dimensión finita. Un
reticulado de V es un subgrupo Γ ⊂ V discreto que genera a V como R-
espacio vectorial. Esto es equivalente a que exista una base de R que genera
a Γ como Z-módulo.

Llamemos ∇ al conjunto de ret́ıculos de C. Para cada Γ ∈ ∇, existe una
base z1, z2 de Γ tal que Im(z1/z2) > 0 (en este caso, llamaremos a z1, z2

base orientada). Observemos que dos pares de este tipo (z1, z2) y (z′1, z
′
2)

generan el mismo ret́ıculo si y solo si existe una matriz M de SL2(Z) tal que
M · (z1, z2) = (z′1, z

′
2), donde esta acción es la usual de las matrices sobre los

pares ordenados.

Por otro lado, tenemos definido

φ : X = {(z1, z2) ∈ C× C : Im(z1/z2) > 0} → h,

por φ(z1, z2) = z1/z2. Un simple cálculo muestra que φ respeta la acción de
G definida en ambos conjuntos, por lo que hay una aplicación inducida

φ̃ : X/G→ h/G.

Esto nos da una función que va de∇ a h/G. Observemos que dos ret́ıculos
Γ y Γ′ van a parar a un mismo elemento de h/G si existen bases orientadas
(z1, z2) y (z′1, z

′
2) de Γ y Γ′ tales que z1/z

′
1 = z2/z

′
2 = λ, lo que es equivalente

a decir que Γ = λΓ′. Hemos probado:

Lema 2.1.5. Existe una biyección

ψ : ∇/C× → h/G

que consiste en asignar a cada ret́ıculo Γ el elemento z1/z2, donde (z1, z2)
es una base orientada de Γ.

Con esta biyección, podemos identificar a las formas modulares con cier-
tas funciones a valores complejos saliendo de ∇. Diremos que una

F : ∇ → C
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es una función de peso k si para todo λ ∈ C× y Γ ∈ ∇ vale que

F (λΓ) = λ−kF (Γ).

Ahora, una tal F define una función F̂ saliendo de X de modo que
F̂ (z1, z2) = F (Γ) donde Γ es el ret́ıculo generado por z1 y z2. Observemos
que esta función es invariante por la acción de G en X y cumple que para
todo λ ∈ C×:

F̂ (λz1, λz2) = λ−kF̂ (z1, z2).

En particular, la función zk2 F̂ (z1, z2) solo depende del valor de z1/z2, por lo
tanto si definimos f : h→ C como f(ω) = F̂ (ω, 1) se tiene

zk2 F̂ (z1, z2) = f(z1/z2)

m

F̂ (z1, z2) = z−k2 f(z1/z2).

Si ahora usamos que F̂ es invariante por la acción de G obtenemos que

para todo g =
(
a b
c d

)
∈ SL2(Z),

f(ω) = F̂ (ω, 1) = F̂ (aω + b, cω + d) = (cω + d)−kf(gω),

es decir, f satisface la ecuación funcional que define a las formas modulares.

Es importante notar que esta construcción es reversible. Dada f una for-
ma modular de peso k, podemos definir una función F en ∇ como F (Γ) =
z−k2 f(z1/z2) con {z1, z2} alguna base orientada de Γ ∈ ∇. La ecuación fun-
cional que satisface f garantiza que F está bien definida y es de peso k. Aśı,
las formas modulares pueden identificarse con algunas funciones de ret́ıcu-
los. Esto, como toda interpretación alternativa, simplifica algunas cuentas,
presentamos un ejemplo en la próxima sección.

2.1.3. Ejemplos

Los primeros ejemplos de formas modulares son los dados por las series
de Eisenstein. La idea de la construcción es usar que dado un ret́ıculo Γ, la
serie ∑

γ∈Γ∗

1/|γ|k,
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donde Γ∗ = Γ − {0} es convergente para todo k > 2. Esto se puede probar

comparando la serie con la integral
∫∫

C−B
1/|w|kdw, donde B es una bola

alrededor del origen que no contiene ningún elemento de Γ∗.

Ahora, si 2k es un entero par mayor a 2 definimos la función de ret́ıculos
Ê2k como

Ê2k(Γ) =
∑
γ∈Γ∗

1
γ2k

.

Afirmamos que la función de h en C asociada a Ê2k es una forma modular.
Veamos primero cuál es esta función. Siguiendo la sección anterior definimos

E2k(z) = Ê2k(z, 1) =
∑
m,n

1
(mz + n)2k

,

donde m y n recorren todo Z× Z− {(0, 0)}.
Ya sabemos que E2k cumple la ecuación funcional, resta ver que es holo-

morfa en h y en ∞.
Para lo primero, veamos que sucede en D. Si z ∈ D, se tiene que

|mz + n|2 = m2|z|2 + n2 + 2〈mz, n〉 = m2|z|2 + n2 + 2mnRe(z),

que como Re(z) ≥ −1/2 y |z| ≥ 1, esto es mayor que

m2 −mn+ n2 = |mP − n|2,

donde P es el punto de D definido en la Proposición 2.1.1.
Tenemos entonces que E2k está definida en D por una serie de funciones

holomorfas fi acotadas por E2k(P ). Esto nos dice que dicha serie converge
normalmente (es decir, converge la serie de término supz∈D fi(z)) lo que im-
plica convergencia uniforme sobre compactos y nos dice que E2k es holomorfa
en el interior D.

Para ver que existe un entorno de D en el que E2k es holomorfa, ob-
servemos que podemos aplicar exactamente el mismo argumento en un do-
minio D′ un poco más amplio. Por ejemplo en D′ = {z ∈ C : |z| ≥ 3/4
y |Re(z)| ≥ 2/3} la misma cuenta funciona, reemplazando P con el punto
de D′ con módulo igual a 3/4 y parte real igual a 2/3. Razonando de man-
era análoga obtenemos que E2k es holomorfa en el interior de D′ que es un
entorno de D.
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Finalmente, queremos probar que E2k es holomorfa en todo h. Para eso,
veamos que dado g ∈ G vale que

E2k(gz) = (cz + d)−2kE2k(z)

es una función holomorfa en un entorno de D. Esto nos dice que E2k es holo-
morfa en un entorno de gD para todo g ∈ G, pero estos entornos cubren h

por lo que E2k debe ser holomorfa alĺı.

Para completar la demostración solo resta chequear que nuestras series
de Eisenstein son holomorfas en infinito. Es decir, debemos ver que E2k vista
como función de q = e2πiz puede continuarse de manera holomorfa en q = 0,
lo que es equivalente a comprobar que existe el ĺımite de E2k(z) cuando
Im(z) → ∞. Además, como E2k es invariante por traslaciones, podemos
calcular este ĺımite recorriendo los z ∈ D.

Ahora, recordemos que nuestra función está definida como una serie,
cuya convergencia en D es uniforme, por lo que al calcular el ĺımite podemos
intercambiarlo con la sumatoria, precisamente se tiene

ĺım
Im(z)→∞

E2k(z) = ĺım
Im(z)→∞

∑
m,n

1
(mz + n)2k

=
∑
m,n

ĺım
Im(z)→∞

1
(mz + n)2k

.

Para los términos con m 6= 0 el ĺımite da 0. Con lo que nuestra suma se
transforma en ∑

n∈Z−{0}

1
n2k

,

que es convergente, más aún es igual a 2ζ(2k) donde ζ es la función zeta de
Riemann.

Aśı hemos construido para cada entero k > 1 una forma modular de
peso 2k. Con esto podemos, por ejemplo, construir nuestra primera forma
cuspidal. Teniendo en cuenta que

E4(∞) = 2ζ(4) =
1
45
π4 y E6(∞) = 2ζ(6) =

2
945

π6.

podemos llamar g4 = 60E4 y g6 = 140E6 y definir

∆ = g3
4 − 27g2

6

y aśı obtenemos una forma cuspidal de peso 12. En general, las series de
Eisenstein son un complemento para las formas cuspidales en Mk. Como
veremos más adelante esto es cierto en un sentido más amplio. En este caso
tenemos el siguiente lema.
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Lema 2.1.6. Dado un entero par k > 2 vale que

Mk = Sk ⊕ C.Ek.

Demostración. Esto es consecuencia de que Sk es el núcleo de la aplicación
lineal

φ : Mk → C

definida como φ(f) = f(∞). De esto se deduce que Sk es un subespacio
de codimensión 1 en Mk. Por otro lado, se tiene que Ek ∈ Mk − Sk, pues
Ek(∞) = 2ζ(k) 6= 0, por lo tanto

Mk = Sk ⊕ 〈Ek〉

como queŕıamos.

Como comentario final de la sección, destaquemos que los espacios Mk

tienen todos dimensión finita sobre C. Esto se puede demostrar, en este caso,
calculando una integral a lo largo del borde de un dominio fundamental
(como se hace en [Ser73]), pero esta idea no se traslada bien a situaciones
de mayor generalidad.

La idea más útil consiste en dotar a (h/G)∗ := h/G∪{∞} de una estruc-
tura de variedad compleja y utilizar el hecho de que los espacios de funciones
meromorfas sobre variedades compactas con polos y ceros prescriptos tienen
dimensión finita. Esta prueba puede encontrarse en [Bum98, 1.3.].

Más aún, utilizando en este mismo marco un resultado más fuerte (el
Teorema de Riemann-Roch) es posible calcular expĺıcitamente las dimen-
siones de los Mk. Esto se encuentra desarrollado a lo largo del caṕıtulo 3 de
[DS05] y en [Shi71, 2.3.].

2.1.4. Los operadores de Hecke

Los operadores de Hecke son ciertos operadores que actúan en los es-
pacios de formas modulares. En la clase de problemas que nos interesan,
estas aplicaciones juegan un rol fundamental. Al estudiar las corresponden-
cias entre el mundo de las formas modulares, el de las representaciones de
Galois y el de los objetos geométricos como curvas eĺıpticas o variedades
abelianas, los objetos que aparecen naturalmente son autofunciones para
estos operadores.

Haremos entonces una pequeña introducción a la teoŕıa relativa al caso
que estamos estudiando (formas modulares de nivel 1) con el objetivo final
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de entender como funcionan en general.

Comenzaremos definiendo una función en los ret́ıculos de C. Sea L el
grupo abeliano libre generado por∇ el conjunto de ret́ıculos de C, es decir las
combinaciones lineales formales

∑
niΓi de elementos de ∇ con coeficientes

enteros. Para definir un morfismo saliendo de L alcanza con especificar su
valor en los elementos de ∇ y extender linealmente. Definimos para cada
n ∈ Z>0

Tn : L→ L

como
Tn(Γ) =

∑
[Γ:Γ′]=n

Γ′,

es decir, la suma de los subret́ıculos de ı́ndice n. Definimos otro operador,
para cada λ ∈ C, Rλ como

Rλ(Γ) = λΓ.

Una observación valida es que los operadores Tn están bien definidos,
pues un ret́ıculo tiene una cantidad finita de subret́ıculos con un ı́ndice fijo.
Esto se debe a que cualquier Γ′ de ı́ndice n debe contener a nΓ (pues sumar
un elemento n veces en el cociente da 0), y su imagen en Γ/nΓ es un subgrupo
de n elementos que lo determina. Por lo tanto, hay tantos ret́ıculos de ı́ndice
n en Γ como subgrupos de n elementos de Γ/nΓ ∼= Z/nZ⊕ Z/nZ.

Además, observemos que los operadores Tn y Rλ conmutan cualquiera
sea el par n, λ. Esto es porque los subret́ıculos de ı́ndice n de Γ están en
correspondencia con los de λΓ v́ıa la multiplicación por λ. También resulta
evidente que los Rλ conmutan entre śı. Lo que no es tan sencillo es en-
tender la interacción entre los propios Tn, para eso enunciamos la siguiente
proposición.

Proposición 2.1.7. Las aplicaciones Tn satisfacen

TmTn = Tmn = TnTm para todo par n,m coprimos.

TpnTp = Tpn+1 + pTpn−1Rp para todo p primo.

Demostración. Para la primera afirmación, basta con observar que para cada
par de ret́ıculos Γ1 de ı́ndice m y Γ2 de ı́ndice n en Γ, existe un único ret́ıculo
de ı́ndice mn contenido en ambos: su intersección, que tiene el ı́ndice correcto
en virtud del teorema chino del resto (aqúı estamos usando la hipótesis de
coprimalidad al afirmar que al ser coprimos m y n, Γ1 y Γ2 generan todo
Γ).
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La segunda afirmación requiere un poco más de trabajo. Queremos pro-
bar una igualdad entre aplicaciones de ret́ıculos. Tenemos tres operadores
involucrados, que dado un ret́ıculo Γ nos devuelven una combinación lineal
de ret́ıculos de ı́ndice pn+1 en Γ. Bastará entonces con chequear, que para
cada tal ret́ıculo Γ′, el coeficiente con el que aparece en cada lado de la igual-
dad es el mismo. Notemos que en la expresión de Tpn+1 todos aparecen con
coeficiente 1. Además, Tpn−1Rp devuelve la suma de los ret́ıculos de ı́ndice
pn−1 en pΓ, es decir la suma de los ret́ıculos de ı́ndice pn+1 en Γ que están
contenidos en pΓ. Tenemos entonces dos casos:

a. Γ′ ⊆ pΓ. En este caso, el lado derecho nos da 1 + p. Para calcular
el lado izquierdo, observemos que todos los ret́ıculos de ı́ndice p en Γ
contienen a pΓ y por lo tanto a Γ′. Por lo tanto estamos contando a
Γ′ una vez por cada ret́ıculo de ı́ndice p en Γ. Esta cantidad es igual a
la cantidad de subgrupos de orden p en (Z/pZ)2 que es precisamente
p+ 1.

b. Γ′ * pΓ. Aqúı, el lado derecho da 1. Si el lado izquierdo da mayor que
1, entonces Γ′ está contenido en al menos dos ret́ıculos de ı́ndice p en Γ
y por lo tanto en su intersección. Pero esta intersección es justamente
pΓ (pues la intersección de dos subgrupos de orden p en Γ/pΓ es {0}).
Por lo tanto el lado izquierdo también da 1.

Este resultado nos permite probar que los operadores Tn también con-
mutan entre śı. Observemos que de la segunda afirmación se deduce que
para todo n, Tpn es un polinomio en los Tpi con i < n y Rp, con lo que
por un argumento inductivo, resulta un polinomio en Tp y Rp. Esto nos dice
que los Tpi conmutan entre śı y junto con el primer ı́tem implica que los Tn
conmutan.

Otra observación referente a la proposición que acabamos de probar es
que nos dice que el álgebra generada por los Tp y los Rλ contiene a todos
los Tn.

La acción en los ret́ıculos que acabamos de definir puede trasladarse a las
funciones a valores complejos que salen de∇ de la siguiente manera, dada F :
∇ → C definimos TnF como TnF (Γ) = F (TnΓ), considerando la extensión
lineal de F a todo L. Aśı, podemos finalmente definir los operadores de
Hecke Tn en los espacios Mk. Recordemos que toda forma modular f tiene
asociada una función F : ∇ → C que cumple f(z) = F (〈z, 1〉). Definimos
entonces para todo n y toda forma modular f de peso k al operador de
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Hecke Tn como
Tn(f)(z) = nk−1TnF (〈z, 1〉),

es decir, como la función asociada a nk−1TnF (aqúı F es la función de
ret́ıculos asociada a f).

Lema 2.1.8. Los operadores Tn definidos en Mk satisfacen

TmTn = Tmn para todos m,n coprimos.

TpnTp = Tpn+1 + pk−1Tpn−1

Demostración. Ambas se deducen de la Proposición 2.1.7, trasladando
primero la relación que satisfacen a funciones de ret́ıculos y luego agregando
el coeficiente nk−1.

Al definir los operadores de Hecke de esta forma, tenemos asegurado que
Tn(f) satisface la ecuación funcional. Para probar que efectivamente es una
forma modular debemos estudiar como este operador afecta a la q-expansión
de f . Para eso, comencemos por describir a Tnf en función de f .

El hecho que utilizaremos para dar esta descripción es que dado un
ret́ıculo Γ, cada matriz M de coeficientes enteros y determinante n define
un ret́ıculo Γ′ ⊂ Γ de ı́ndice n: el generado por el par obtenido al aplicar M
a una base orientada de Γ. Además, dos matrices tienen asociado el mismo
ret́ıculo si y solo si difieren en la multiplicación por un elemento de SL2(Z)

Si llamamos Mn al conjunto de matrices de determinante n y tomamos
representantes α1, . . . , αs de las órbitas de la acción de SL2(Z) en Mn (por
multiplicación a izquierda) tenemos el siguiente resultado:

Lema 2.1.9. La acción de Tn en una forma modular f de peso k está dada
por

Tnf = nk−1
s∑
i=1

f |k[αi].

Demostración. El resultado es consecuencia de un simple cálculo, si

αi =
(
ai bi
ci di

)
,

entonces

TnF (〈z, 1〉) =
s∑
i=1

F (〈αi(z, 1)〉) =
s∑
i=1

F (〈aiz + bi, ciz + di〉) =

59



=
s∑
i=1

(ciz + di)−kf
(
aiz + bi
ciz + di

)
=

s∑
i=1

f |k[αi].

Esto concluye la demostración, una aclaración útil es que en la anteúltima
igualdad utilizamos el hecho de que F , la función de ret́ıculos asociada a f ,
cumple F (〈z1, z2〉) = z−k2 f(z1/z2).

Para terminar de darle forma a la fórmula de Tnf , encontremos un con-
junto de representantes αi adecuado.

Lema 2.1.10. Las matrices de la forma(
a b
0 d

)
con a ≥ 0, ad = n y 0 ≤ b < d forman un conjunto de representantes de las
órbitas de la acción de SL2(Z) en Mn.

Demostración. Comencemos con una matriz A =
(
a b
c d

)
de determi-

nante n y probemos que existe g ∈ SL2(Z) tal que gA es de la forma buscada.
Tomando x e y coprimos tales que ax+ cy = 0 y w, z tales que zy−wx = 1,

multiplicar a A por
(
z w
x y

)
nos da una matriz en la órbita de A de la

forma
(
a′ b′

0 d′

)
.

Finalmente, escribamos b′ = d′.q + r con 0 ≤ r < d′, entonces la multi-

plicación por
(

1 −q
0 1

)
devuelve la matriz

(
a′ r
0 d′

)
que es de la forma

buscada.
Resta ver que dos matrices de este tipo nunca están en la misma órbita.

Supongamos que existe g ∈ SL2(Z) y A en nuestro conjunto tales que

gA =
(
x y
w z

)(
a b
0 d

)
=
(
a′ b′

0 d′

)
.

Debe valer, primero que aw = 0, de donde w = 0 pues a 6= 0. Luego,
1 = det g = xy, lo que implica x = z = ±1. Pero además d′ = dz y tanto d
como d′ son positivos, por lo que x = z = 1.

Finalmente, b′ = b + yd, pero tanto b como b′ son números entre 0 y
d− 1, por lo que deben ser iguales e y = 0.
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Combinando los dos lemas previos obtenemos la siguiente expresión para
los operadores de Hecke:

Tnf = nk−1
∑

ad=n, 0≤b<d
d−kf

(
az + b

d

)
.

Con esta descripción, es posible estudiar el efecto de los Tn en la q-
expansión. Sea entonces f una función modular con q-expansión f(z) =∑∞

m=−M bmq
m, se tiene la siguiente

Proposición 2.1.11. Tnf es una función modular con q-expansión

Tnf(z) =
∑
m∈Z

cmq
m,

donde
cm =

∑
d|(m,n), d>0

dk−1bmn/d2 .

Demostración. Por nuestra última observación,

Tnf(z) = nk−1
∑

ad=n, 0≤b<d
d−k

(∑
m∈Z

bme
2πim(az+b)/d

)
.

Notemos que la suma ∑
0≤b<d

e2πimb/d

de ráıces de la unidad, da 0 cuando d - m y d en caso contrario. Utilizando
esto y agrupando términos para cada a, d y m fijos obtenemos, si m = m′d,
que

Tnf(z) = nk−1
∑

ad=n,m′∈Z
d1−kbdm′q

am′ .

Ahora, agrupamos las potencias de q e incorporamos el término nk−1 a
la suma para obtener la q-expansión

Tnf(z) =
∑
r∈Z

qr
∑

a|(n,r), a≥1

(n/d)k−1brd/a,

que es igual a la q-expansión que buscamos.
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Observemos que si los bm son cero para todo m < 0, entonces los cm
también, pues en la fórmula aparecen solo coeficientes con ı́ndice negativo.
Si además b0 = 0, resulta que

c0 =
∑
a|n

ak−1b0 = 0.

Deducimos entonces que los operadores Tn actúan en los espacios Mk y
Sk. Ahora queremos entender sus autofunciones. Consideremos una forma
modular f que sea autofunción de todos los Tn con autovalores λn. Se tiene
el siguiente teorema.

Lema 2.1.12. Si llamamos bn a los coeficientes de la q-expansión de f , vale
que:

b1 6= 0.

∀n, bn = λnb1.

Demostración. La fórmula para la q-expansión de Tnf nos dice que el coe-
ficiente que acompaña a q es∑

a|(n,1)

ak−1bn/a2 = bn.

Por otro lado, como f es autofunción de Tn de autovalor λn, este coefi-
ciente es igual a λnb1. Tenemos entonces que para todo n vale que

bn = λnb1.

Esto implica que b1 6= 0 pues, en caso contrario, tendŕıamos bn = 0 para
todo n con lo que debeŕıa ser f = 0.

Corolario 2.1.13. Los coeficientes bn de la q-expansión de una forma mo-
dular f como en el Lema 2.1.12 y normalizada para que b1 = 1 cumplen

bnbm = bnm para todo par de m,n coprimos.

bpbpn = bpn+1 + pk−1bpk−1 para todo p primo.

Demostración. Se deduce de las relaciones correspondientes para los Tn.
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Notemos que estos resultados nos dicen que dos formas modulares del
mismo peso, que son autofunciones para todos los Tn y tienen los mismos
autovalores, deben diferir en un escalar.

Algunos ejemplos de autofunciones de los operadores de Hecke son las
series de Eisenstein E4, E6, E8 y E10 y la forma cuspidal ∆. En todos los
casos, el espacio al que pertenecen tiene dimensión 1 y es por eso que al
aplicar cualquier operador Tn obtenemos un múltiplo escalar de la forma
original.

Una consecuencia de esto es que los coeficientes de sus q-expansiones
(que se pueden calcular, la cuenta puede encontrarse en [Ser73]) cumplen
las relaciones del Corolario 2.1.13.

El producto de Petersson

Otra propiedad importante de los operadores de Hecke es que son diagona-
lizables tanto en Sk como en Mk. Más aún, un resultado de álgebra lineal
nos dice que dada una familia de operadores lineales diagonalizables que
conmutan entre śı, existe una base en la que todos son diagonales.

Para probar que los Tn son diagonalizables, se define el siguiente producto
interno en Sk

〈f, g〉 =
∫
D
f(z)g(z)yk−2dxdy

donde z = x + iy y D es un dominio fundamental para la acción de G en
h. Este producto es conocido como el producto de Petersson. La integral
que lo define es convergente siempre que f (o g) sea una forma cuspidal
y se puede probar que la forma bilineal que queda definida es hermitiana
([Lan76, III-4]). Además, su definición no depende del dominio D elegido y
es invariante por la acción de G.

Finalmente, es posible probar que los operadores Tn son autoadjuntos
para el producto de Petersson [Lan76, III Teorema 4.2.], con lo que son
diagonalizables en Sk. Para probar que también lo son en Mk es posible
comprobar que las series Ek que definimos con anterioridad son ortogonales a
todas las formas cuspidales ([DS05, 5.11.]). Por lo tanto, el espacio generado
por Ek también es invariante, completando aśı una base de autofunciones
de Mk.
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2.2. El caso de nivel N

Para dar lugar a las formas modulares de nivel N lo que haremos es rela-
jar el cumplimiento de la ecuación funcional a ciertos subgrupos de SL2(Z).
Al mismo tiempo, debemos modificar la condición en infinito de manera ade-
cuada. Comenzamos estudiando la acción de los subgrupos que nos interesan
en h.

2.2.1. Subgrupos de congruencia de SL2(Z)

Comencemos definiendo algunos subgrupos de SL2(Z). Para cada N ∈ N,
definimos

Γ(N) =
{(

a b
c d

)
∈ SL2(Z) : a ≡ d ≡ 1 (modN) y b ≡ c ≡ 0 (modN)

}
,

y otros dos subgrupos,

Γ0(N) =
{(

a b
c d

)
∈ SL2(Z) : c ≡ 0 (modN)

}
y

Γ1(N) =
{(

a b
c d

)
∈ Γ0(N) : a ≡ 1 (modN)

}
.

Observemos que para todo N ∈ N, Γ(N) ⊂ Γ1(N) ⊂ Γ0(N). Llamamos
“subgrupo de congruencia de nivel N” a cualquier subgrupo Θ de SL2(Z)
tal que Γ(N) ⊆ Θ.

Con el trabajo que hicimos hasta ahora, resulta sencillo construir un
dominio fundamental para cualquier subgrupo de congruencia Θ.

Lema 2.2.1. Sea D un dominio fundamental para G. Dado un subgrupo
de congruencia Θ ⊂ SL2(Z), y α1, . . . , αr ∈ SL2(Z) representantes de las
coclases a izquierda de Θ en SL2(Z), el conjunto

D′ =
⋃

1≤i≤r
α−1
i D

es un dominio fundamental para Θ.

Notemos antes de demostrar el lema que el ı́ndice [SL2(Z) : Θ] es finito,
pues es menor que el de Γ(N), que es finito pues existe un monomorfismo

SL2(Z)/Γ(N) ↪→ SL2(Z/NZ)

inducido por la proyección de Z a Z/NZ. Aśı, el enunciado tiene sentido.
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Demostración. La demostración es sencilla. Dado z ∈ h, existe α ∈ SL2(Z)
tal que αz ∈ D. Además, α = αiθ para algún θ ∈ Θ, con lo que αiθz ∈ D
implicando θz ∈ α−1

i D ⊂ D′.
Por otro lado, si dos elementos de D′ están en la misma órbita por la

acción de Θ tenemos, z = θw con αiz, αjw ∈ D. Es decir, αiθw y αjw están
en D, de donde αiθ = αj , lo que implica i = j y por lo tanto θ = Id, como
queŕıamos probar.

Para las definiciones que siguen, será útil ampliar h agregando los puntos
racionales y un punto en∞. Llamaremos a este conjunto h̃ y a los elementos
de Q∪{∞} cúspides. La acción de G en h puede extenderse a h̃ de la siguiente

forma, si g =
(
a b
c d

)
∈ G y q ∈ Q, definimos

gq =

{
∞ si cq + d = 0;
aq+b
cq+d si cq + d 6= 0.

Además, g∞ = a/c si c 6= 0 y g∞ =∞ en caso contrario.

2.2.2. Formas modulares para subgrupos de congruencia

Como dijimos en un principio, daremos una definición más amplia de
formas modulares relajando la ecuación funcional. Para ser más precisos.

Definición 2.2.2. Dado un subgrupo de congruencia Θ de nivel N , decimos
que una función meromorfa f : h → C es una función modular de peso k
para Θ si

f |k[γ] = f para todo γ ∈ Θ.

Para todo α ∈ SL2(Z), f |k[α] tiene un desarrollo en serie de la forma

f |k[α](z) =
∞∑

n=−M
ane

2πin/N .

Al igual que en el caso N = 1, decimos que f es una forma modular si
el desarrollo en serie empieza en n = 0 para todo α y una forma cuspidal si
además a0 = 0.

Observemos que cualquier subgrupo de congruencia Θ de nivel N con-

tiene al elemento
(

1 N
0 1

)
. Resulta entonces que una función f que satis-

face la ecuación funcional para Θ cumple que f(z+N) = f(z) para todo z,
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por lo que se puede escribir como una función de qN := e2πiz/N . Más aún,
dada α ∈ SL2(Z), f |k[α] cumple la ecuación funcional para todas las matri-
ces γ ∈ α−1Θα, grupo que, al ser Γ(N) normal, contiene a Γ(N). Resulta

entonces que f |k[α] también es invariante por
(

1 N
0 1

)
y por lo tanto se

puede escribir como función de qN .
La segunda condición que impusimos a una función modular usualmente

es conocida como “ser meromorfa en las cúspides”. A pesar de que a sim-
ple vista estamos ante una cantidad infinita de condiciones (una por cada
elemento de SL2(Z)), veremos a continuación que basta chequear que se
cumplen finitas. Precisamente, que f |k[α] sea meromorfa en infinito solo
depende de la órbita de α∞ respecto de la acción de Θ.

Proposición 2.2.3. Sean α y β en SL2(Z) tales que que α∞ y β∞ están
en la misma órbita por la acción de Θ. Vale que la primera potencia de qN
que aparece con coeficiente no nulo en la expansión en infinito de f |k[α] y
f |k[β] es la misma. Más aún, si esa potencia es 0, los coeficientes coinciden
si k es par y pueden diferir a lo sumo en el signo si k es impar.

Demostración. Por nuestra hipótesis existe θ ∈ Θ tal que θα∞ = β∞. Esto
nos dice que β−1θα deja fijo a ∞ y por lo tanto debe ser una traslación.
Luego β−1θα = ±T j , con lo cual α = ±θ−1βT j . Resulta entonces que

f |k[α] = f |k[±Id][θ−1][β]k[T j ] = (±1)kf |k[β][T j ].

Ahora, si tenemos la q-expansión f |k[β](z) =
∑
anq

n
N vale que

f |k[α](z) = (±1)kf |k[β](z + j) = (±1)k
∑

ane
2πinj/NqnN .

De aqúı se deduce lo que queremos probar.

Los primeros ejemplos de formas modulares con nivel mayor que 1 tam-
bién provienen de series de Eisenstein. El esṕıritu de la construcción es el
mismo pero hay que hacer pequeñas modificaciones.

Dado a = (a1, a2) un par de elementos de Z/NZ definimos la serie de
Eisenstein de nivel N y peso k > 2 correspondiente a a como

Eak(z) =
∑

m=(m1,m2)
m≡a (modN)

1
(m1z +m2)k

.
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Con argumentos similares a los de nivel 1 se puede probar que siempre
Eak ∈ Mk(Γ(N)) y si a = (0, a2) entonces Eak ∈ Mk(Γ1(N)). Esta cuenta
puede encontrarse en [Kob93, III-21].

En cuanto a los espacios Mk(Θ) y Sk(Θ), resultan ser de dimensión
finita para cualquier subgrupo de congruencia. Esto se prueba de la misma
forma que en el caso de nivel 1. En este caso, se le puede dar estructura de
variedad al conjunto (h/Θ)∗ definido como el cociente de h̃ por la acción de
G (recordemos que h̃ era el conjunto formado por h y las cúspides). Otra vez
vale que mediante el Teorema de Riemann-Roch, estas dimensiones pueden
calcularse expĺıcitamente. Las mismas referencias que para el caso de nivel
1 son útiles ([Shi71, 2.23.] y [DS05, caṕıtulo 3]).

2.2.3. Particularidades de Γ0(N) y Γ1(N)

Haremos una pequeña pausa para estudiar ciertas relaciones que hay
entre formas modulares para Γ0 y Γ1. Básicamente, estos son los casos im-
portantes para lo que deseamos estudiar.

Antes que nada, observemos que para todo N , Γ1(N) es el núcleo de la
aplicación

φ : Γ0(N)→ (Z/NZ)×

definida por

φ

(
a b
c d

)
= d.

Este morfismo es claramente sobreyectivo, lo que nos permite deducir
que Γ1(N) es un subgrupo normal de Γ0(N) y el cociente Γ0(N)/Γ1(N) ∼=
(Z/NZ)×.

Ahora, dada f ∈Mk(Γ1(N)) y α ∈ Γ0(N), notemos que la función f |k[α]
es una forma modular para α−1Γ1(N)α = Γ1(N). Tenemos entonces para
cada α ∈ Γ0(N) un automorfismo de espacios vectoriales en Mk(Γ1(N))
definido como φα(f) = f |k[α]. En otras palabras, podemos definir una rep-
resentación ρ de Γ0(N) en Mk(Γ1(N)). Observemos que esta representación
ρ es trivial en Γ1(N), lo que nos da una representación de Γ0(N)/Γ1(N) ∼=
(Z/NZ)×.

Por otro lado, es un hecho conocido que cualquier representación de un
grupo abeliano se descompone como suma de caracteres (representaciones
de dimensión 1), en otras palabras, Mk(Γ1(N)) es isomorfo como Z/NZ-
módulo a una suma de espacios de dimensión 1, con lo cual la acción de
Γ0(N) es diagonalizable.
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Esto nos dice que hay una base f1, . . . , fr de Mk(Γ1(N)) tal que para
todo α ∈ Γ0(N), fi|k[α] = λα,ifi, donde el escalar λα,i solo depende de la
clase de α módulo Γ1(N) y respeta la multiplicación, con lo que realmente
tenemos para cada fi un caracter εi de Z/NZ tal que f |k[α] = εi(α)fi.

Poniendo estos hechos en otras palabras, podemos primero definir

Mk(N, ε) = {f ∈Mk(Γ1(N)) : f(α) = ε(d)f}

para toda α ∈ Γ0(N). Aqúı d es la entrada inferior derecha de α y ε es un
caracter de Z/NZ. De manera análoga definimos Sk(N, ε).

Con esta notación, lo que acabamos de probar no es otra cosa que

Mk(Γ1(N)) ∼=
⊕
ε

Mk(N, ε),

donde ε recorre todos los caracteres de Z/NZ. Cuando f ∈ Mk(N, ε) lla-
mamos a ε el caracter o nebentypus de f .

2.2.4. Operadores de Hecke en nivel N

Al igual que en el caso de nivel 1 los operadores de Hecke pueden definirse
de diversas formas. En este caso, daremos una definición similar a la carac-
terización del Lema 2.1.9 y enunciaremos las propiedades que satisfacen.

Vale la pena mencionar que en este caso también existe una interpretación
de las formas modulares como ciertas funciones de ret́ıculos. En este esṕıritu,
los operadores de Hecke pueden definirse de forma similar al caso de niv-
el 1 y derivar varias propiedades de simples cálculos combinatorios. Este
tratamiento es dado en [Kob93, III-5].

Definiremos los operadores de Hecke para algunos subgrupos de congru-
encia, que entre otros incluyen a Γ0(N) y Γ1(N) para todo N .

Sean S+ un subgrupo de Z y S× la preimagen en Z de un subgrupo de
Z/NZ. Definimos el subgrupo

∆n(N,S+, S×) = {α ∈M2×2(Z) : N |c, a ∈ S×, b ∈ S+ y det(α) = n},

donde α =
(
a b
c d

)
.

Observemos que por ejemplo, para n = 1, S+ = Z y S× = 1+NZ obten-
emos Γ1(N) y para n = 1 y S+ = S× = Z obtenemos Γ0(N). En general,
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siempre que n = 1, el grupo que se tiene es un subgrupo de congruencia de
nivel N .

Al igual que en el caso de nivel 1, se tiene una acción de ∆1(N,S+, S×)
en ∆n(N,S+, S×) por multiplicación a izquierda. Si consideramos elementos
α1, . . . , αs en ∆n(N,S+, S×) representantes de las órbitas de esta acción,
definimos los operadores de Hecke para ∆1(N,S+, S×) como sigue.

Definición 2.2.4. Dado Θ = ∆1(N,S+, S×) un subgrupo de congruencia y
f ∈Mk(Θ) definimos

Tn(f) = nk/2−1
∑

1≤i≤s
f |k[αi].

Observemos que con esta definición, nuestros operadores coinciden con
los previamente definidos para el caso de nivel 1.

Enunciamos a continuación los resultados análogos a los probados para
nivel 1, la demostración puede encontrarse en [Lan76, VII-2] o [Kob93, III-5].

Lema 2.2.5. Los operadores Tn actúan en los espacios Mk(Θ), Sk(Θ). Más
aún, en el caso de los grupos Γ0(N) y Γ1(N) la acción se restringe a los
espacios Mk(N, ε) y Sk(N, ε).

Lema 2.2.6. Los operadores de Hecke actuando en Mk(N, ε) satisfacen:

Tmn = TmTn para todo m y n coprimos.

Tpn = (Tp)n para todo primo p|N .

Tpn = Tpn−1Tp − ε(p)pk−1Tpn−2 para todo primo p - N .

En particular, esto nos dice que el álgebra generada por los Tn está gen-
erada por los Tp y es conmutativa.

Lema 2.2.7. Dada f ∈ Mk(N, ε) con q-expansión en una cúspide f(z) =∑∞
n=0 anq

n, los coeficientes bn de la q-expansión de Tm(f) están dados por

bn =
∑

d|(m,n)

ε(d)dk−1amn/d2 .

Aqúı, si d no es coprimo con N convenimos que ε(d) = 0.

Nuevamente, este resultado tiene como consecuencia que si f es una
autofunción de autovalor λm para Tm, entonces mirando el coeficiente b1 de
la q-expansión de Tm(f) obtenemos

λma1 = b1 =
∑

d|(m,1)

ε(d)dk−1am/d2 = am.
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La última pregunta que podemos hacernos, inspirados en el caso de nivel
1, es si los operadores que definimos son diagonalizables o no. En general,
esto no es cierto, pero siempre podemos restringirnos a ciertos subespacios
en los que los operadores pueden ser diagonalizados.

Comenzamos definiendo el producto de Petersson para este caso. Nue-
vamente, nos interesarán las formas modulares para Γ0(N) y Γ1(N) pero
podemos dar una definición general. Sea Θ = ∆n(N,S+, S×) un subgrupo
de congruencia y f y g formas cuspidales de peso k para Θ. Definimos

〈f, g〉 =
1

[SL2(Z) : Θ]

∫
D
f(z)g(z)yk−2dxdy

donde z = x+ iy y D es un dominio fundamental para Θ.
Este producto está bien definido y define una forma hermitiana en Sk.

Más aún, si dos funciones f y g son formas cuspidales para subgrupos dis-
tintos Θ y Θ′, el valor de 〈f, g〉 no depende del subgrupo respecto del que
se calcule la integral.

Ahora śı, volvemos nuestra atención a las formas modulares para Γ1(N).
En este caso, no es cierto que todos los operadores de Hecke sean autoadjun-
tos para este producto interno. Pero se tiene el siguiente resultado similar.

Proposición 2.2.8. Sea para cada d ∈ (Z/NZ)× una matriz σd tal que

σd ≡
(
d−1 0
0 d

)
(modN).

Para todo n coprimo con N , vale que dadas f y g en Sk(Γ1(N))

〈Tnf, g〉 = 〈f |k[σn], Tng〉.

En particular, si f ∈ Sk(N, ε), resulta 〈Tnf, g〉 = ε(n)〈f, Tng〉.

Una demostración puede encontrarse en [Kob93, III-5 Prop 48]. Este
resultado tiene como consecuencia

Corolario 2.2.9. Sea n coprimo con N y tomemos cn una ráız cuadrada
de ε(n). Entonces cnTn es autoadjunto en Sk(N, ε).

Demostración. Es un cálculo sencillo:

〈cnTnf, g〉 = cnε(n)〈f, Tng〉 = cncn
2〈f, Tng〉 = 〈f, cnTng〉

donde el último paso vale pues cncn = |cn|2 = |ε(n)| = 1.
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Lo que nos dice este resultado es que los operadores Tn para n coprimo
con N son diagonalizables en Sk(Γ1(N)), más aún, como en el caso de nivel
1 existe una base de Sk(Γ1(N)) compuesta por autofunciones de todos los
Tn.

La principal diferencia con el caso inicial es que aqúı no podemos di-
agonalizar a todos los operadores de Hecke. En un caso ideal en el que los
autoespacios de los Tn para n coprimo con N tuvieran dimensión 1, valdŕıa
que todos los operadores son diagonalizables. Esto seŕıa consecuencia de que
al conmutar Tm y Tn para cualquier par de naturales m y n, los autoespacios
para Tn son invariantes para Tm.

Afortunadamente, existe un subespacio de Sk(Γ1(N)) en el que estos
autoespacios tienen dimensión uno. Procedemos a dar las definiciones cor-
respondientes.

Observemos que si M | N , cualquier forma modular para Γ1(M) es tam-
bién una forma modular para Γ1(N). Más aún, si tenemos f ∈ Sk(Γ1(M)) y
r|NM entonces g(z) = f(rz) ∈ Sk(Γ1(N)), pues Γ1(N) ⊂ α−1Γ1(M)α, donde

α =
(
r 0
0 1

)
.

Aśı, tenemos varios morfismos

Sk(Γ1(M)) ⇒ Sk(Γ1(N)),

uno por cada r|NM .
Llamamos subespacio viejo al subespacio generado por las imágenes de

todas estas aplicaciones, cuando M recorre todos los divisores propios de N .
Definimos el subespacio nuevo como el complemento ortogonal del subespa-
cio viejo respecto del producto de Petersson. Llamamos newforms o formas
nuevas a las autofunciones de los operadores de Hecke en el subespacio nue-
vo. Notamos a estos espacios Sold

k (Γ1(N)) y Snew
k (Γ1(N)).

Los operadores de Hecke preservan estos espacios y tenemos el siguiente
resultado, conocido como Teorema de Multiplicidad uno. Un desarrollo más
profundo de estas ideas puede encontrarse en [Lan76, VIII].

Teorema 2.2.10 (Multiplicidad uno). Valen los siguientes resultados.

Sean f, g ∈ Sk(Γ1(N)) autofunciones para todos los Tn con n y N
coprimos tales que f y g tienen los mismos autovalores. Si f es una
forma nueva entonces existe una constante c tal que g = cf .
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El espacio nuevo es la suma de los autoespacios de los Tn con (n,N) =
1 de dimensión uno. El espacio viejo es la suma de los autoespacios
de dimensión mayor a 1.

Este teorema tiene tres consecuencias importantes:

- En Snew
k (Γ1(N)), una autofunción de los Tn con (n,N) = 1 queda

determinada por sus autovalores.

- Si f ∈ Snew
k (Γ1(N)) es autofunción de los operadores Tn con (n,N) = 1

entonces lo es para todos los Tn.

- Si f es una forma nueva, entonces a1 6= 0. En caso contrario tendŕıamos
am = λma1 = 0 para todo m.

Para finalizar el caṕıtulo, citamos un resultado de Shimura que habla de
los autovalores de los operadores de Hecke.

Teorema 2.2.11 (Shimura). Dada f ∈ Snew
k (Γ1(N)) una autofunción para

los operadores de Hecke, sus autovalores son enteros algebraicos sobre Q.
Más aún, están todos contenidos en una extensión finita de Q a la que
llamaremos Qf .

Observemos que si f esta normalizada (es decir, si a1(f) = 1) la extensión
Qf es la generada por los coeficientes de la q-expansión. Una prueba de este
teorema puede encontrarse en [DS05, 6.5.].
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Caṕıtulo 3

La conjetura de Serre

3.1. Representaciones asociadas a formas modu-
lares

Antes de poder enunciar la conjetura de Serre, debemos asociar a toda
forma modular una representación de Galois. Este trabajo no es sencillo y
fue realizado en primer lugar por Eichler-Shimura en peso 2 y luego por
Deligne para los pesos k > 1 y por Deligne y Serre en peso 1.

La construcción utiliza herramientas de geometŕıa algebraica que están
fuera del alcance de este trabajo por lo que solo enunciaremos los resultados
que fueron probados.

En el caso de peso 2, también es posible asociar a f un objeto geométrico
(en ciertos casos curvas eĺıpticas y en general variedades abelianas) y obtener
a partir de éste la representación buscada.

Teorema 3.1.1 (Eichler-Shimura). Toda f ∈ Snew2 (Γ0(N)) autofunción
para los operadores de Hecke normalizada y tal que Qf = Q tiene asoci-
ada una curva eĺıptica Ef que satisface:

Ef tiene mala reducción exactamente en los primos p|N .

El coeficiente ap de la q-expansión de f es igual a p+ 1−#E[Fp] para
todo p - N .

En general, a cualquier forma nueva f de peso 2 se le puede asociar un
objeto geométrico similar a una curva eĺıptica con las propiedades garanti-
zadas por el teorema. Estos objetos son las llamadas variedades abelianas.
Se trata de variedades algebraica compactas definidas sobre Q provistas
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de una estructura de grupo algebraico (es decir, variedades compactas no-
singulares definidas sobre Q dotadas de una ley de grupo definida por fun-
ciones racionales). Vale que la variedad abeliana asociada a una forma nueva
f de peso 2 tiene dimensión (como variedad algebraica) [Qf : Q].

La construcción de estos objetos (y de las representaciones asociadas a
f que pueden conseguirse a partir de ellos) es realizada con detalle en el
caṕıtulo 9 de [DS05].

En el caso de peso k > 2, también es posible construir una representación
asociada a f , aunque en este caso no proviene directamente de un objeto
geométrico como los que introducimos. La construcción hecha por Deligne
en [Del71] cumple con el siguiente teorema.

Teorema 3.1.2 (Deligne). Sean f ∈ Sk(N, ε) una forma nueva normalizada
con k > 1 y λ ∈ Qf un primo. Entonces existe una representación

ρf, λ : GQ → GL2(Qf,λ)

tal que:

ρf, λ ramifica exactamente en los primos p|N y ` = λ ∩Q.

Para todo p - `N , el polinomio caracteŕıstico de ρf, λ(Frobp) es

x2 − apx+ ε(p)pk−1.

Aqúı, Qf,λ es la completación de Qf respecto de λ.

Para poder interpretar los coeficientes del caracteŕıstico de ρf, λ(Frobp),
hagamos la siguiente

Observación 3.1.3. Sea f ∈ Sk(N, ε) una forma nueva normalizada y
llamemos Of al anillo de los coeficientes de la q-expansión de f en infinito,
entonces Im(ε) ⊂ Of .

Demostración. Según probamos en el Lema 2.2.7., el coeficiente bp de la
q-expansión de Tp(f), donde f es una forma nueva de peso k y caracter ε,
cumple

(ap)2 = λpap = bp = ap2 + pk−1ε(p),

implicando que ε(p) ∈ Of . Como los primos que no dividen a N recorren
todo (Z/NZ)× esto nos dice que la imagen de ε está en Of .
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Sabiendo esto, podemos pensar a ε como un caracter de GQ de la si-
guiente forma

GQ
π // Gal(Q(ζN )/Q) ∼= (Z/NZ)× ε // Q×f ,

donde ζN es una ráız N -ésima primitiva de la unidad.
Al pensarlo aśı, el Teorema de Deligne nos dice que det(ρf, λ) coincide

con εχk−1
` en todos los Frobp para p - `N . Recordemos que χ` es el carac-

ter ciclotómico definido en Q`. Como estos elementos son densos en GQ,
deducimos que

det(ρf, λ) = εχk−1
` ,

como caracteres de GQ.
A partir de esta igualdad podemos probar una propiedad caracteŕıstica

de las representaciones asociadas a formas modulares, la llamada condición
de paridad. Observemos primero que si ε es el caracter de una forma nueva
no nula de peso k debe valer que ε(−1) = (−1)k pues vale que

(−1)kf(z) = f |k[−Id] = ε(−1)f(z),

con lo que ε(−1) 6= (−1)k implica que f = 0.

Ahora, si evaluamos el determinante de ρ en el morfismo c ∈ GQ dado
por la conjugación compleja obtenemos:

det(ρf,λ(c)) = ε(c)χk−1
` (c) = ε(−1)(−1)k−1 = (−1)2k−1 = −1.

Aqúı, usamos que para toda ráız de la unidad ζ vale que c(ζ) = ζ−1 con
lo que χ`(c) = −1.

Definición 3.1.4. Diremos que una representación de Galois ρ es impar si
det(ρ(c)) = −1.

Observemos además que mediante esta construcción, podemos asociar
una representación módulo ` a f , que será la reducción de ρf, λ. Estas son
las representaciones que entran en juego en la conjetura de Serre.

Finalmente, para peso k = 1 la situación es levemente distinta. En este
caso las formas modulares tienen asociadas representaciones de Artin. En
[DS74] se prueba el siguiente teorema.

Teorema 3.1.5 (Deligne-Serre). Si f ∈ S1(N, ε) es una forma nueva nor-
malizada entonces existe una representación ρ : GQ → GL2(C) tal que:
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- det(ρ) = ε. En particular ρ es impar.

- N(ρ) = N .

- Tr(ρ(Frobp)) = ap para todo p - N .

3.2. La conjetura de Serre

La conjetura de Serre es una suerte de resultado rećıproco a todas estas
construcciones. En su versión débil, asegura que cualquier representación de
Galois módulo p, impar e irreducible proviene de una forma modular. En
otras palabras, se tiene el siguiente enunciado.

Teorema 3.2.1 (Conjetura débil de Serre). Sea ρ : GQ → GL2(Fp) una
representación de Galois impar e irreducible. Entonces ρ es modular, es
decir existe una forma nueva f ∈ Sk(Γ1(N)) y un primo λ ∈ Qf arriba de
p tal que

ρf, λ
∼= ρ,

donde ρf, λ es la reducción módulo λ de ρf, λ.

Enunciamos este resultado como teorema pues recientemente fue proba-
do. Primero se demostró el caso de nivel 1, independientemente por Dieule-
fait en [Die07] y por Khare y Wintenberger en [KW09a] y unos años de-
spués fue probado el caso general por Khare y Wintenberger en [KW09b] y
[KW09c] siguiendo las ideas de la prueba para nivel 1.

Una observación respecto del enunciado es que la forma f que da lugar a
ρ no es única. Sucede que siempre existen infinitas formas cuyas representa-
ciones son congruentes modulo p a ρ. En este sentido el resultado puede
refinarse. En su versión fuerte, la conjetura no solo afirma que la repre-
sentación proviene de una forma modular sino que además da una receta
para calcular a partir de caracteŕısticas de la representación el nivel N(ρ),
el peso k(ρ) y el caracter ε(ρ) de una forma modular de la que ρ proviene
(más aún, se trate de un peso y nivel mı́nimos), daremos estas recetas en
las próximas secciones. El enunciado es el siguiente.

Teorema 3.2.2 (Conjetura fuerte de Serre). Sea ρ : GQ → GL2(Fp) una
representación de Galois impar e irreducible y p > 3 un primo. Entonces
existe una forma nueva f ∈ Sk(ρ)(N(ρ), ε(ρ)) y un primo λ ∈ Qf arriba de
p tal que

ρf, λ
∼= ρ.
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Más aún, si f ′ es otra forma modular tal que la representación módulo
p asociada a f ′ es ρ entonces N(ρ)|N(f ′), k(f ′) ≥ k(ρ) y ε(f ′) = π ◦ ε(ρ)
donde π : Z/NZ→ Z/N(ρ)Z es la proyección.

Es en esta versión que la conjetura resulta mucho más poderosa, pues
permite catalogar las representaciones de Galois a partir de la clasificación
de formas modulares en espacios de dimensión finita, uno por cada par peso-
nivel. Sin embargo, y fundamentalmente gracias al trabajo de Ribet, las dos
versiones de la conjeturas fueron probadas equivalentes, incluso antes de
conocerse una prueba de la versión débil.

En los casos de p = 2 y 3 existen problemas en casos particulares. Estos
son tratados en las Proposiciones 1.10. y 1.11. y el Teorema 1.12. de [Edi97].

Remarquemos que existe una conjetura análoga para el caso de repre-
sentaciones con imagen en GL2(C). Esta afirma que toda representación
de Artin irreducible e impar proviene de alguna forma modular de peso 1
mediante la construcción de Deligne-Serre. En [Kha97] se prueba que este
resultado se sigue como consecuencia de la conjetura de Serre, al probar
que una representación de Artin impar da lugar a una familia estrictamente
compatible de representaciones p-ádicas impares.

En lo que queda del trabajo, daremos la receta de Serre para N(ρ), k(ρ)
y ε(ρ).

3.2.1. El nivel

Para dar esta definición, el trabajo que hay que hacer es el del final del
caṕıtulo 1. El nivel de Serre N(ρ) es el conductor de Artin de ρ.

Una posible motivación para esta definición es un resultado de Carayol
(se encuentra en [Car89]) que afirma que si f ∈ Sk(N, ε) es una forma nueva
y λ ∈ Qf un primo entonces el conductor de ρf, λ divide a N . Una forma
de probar esto es demostrar primero que el conductor de la representación
p-ádica ρf, λ es exactamente N . Luego, la Proposición 1.5.2. nos dice que si
llamamos τ = ρf, λ y τ = ρf, λ entonces

nq(τ) = nq(τ) + codimV
τ(G0(Q/Q)) − codimV τ(G0(Q/Q)),

donde V es el GQ-módulo asociado a τ .

Observemos ahora que dimV
τ(G0(Q/Q)) ≥ dimV τ(G0(Q/Q)) pues

π
(
V τ(G0(Q/Q))

)
⊆ V τ(G0(Q/Q))

,
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donde π es el morfismo inducido por la proyección entre las representaciones.
Esto nos dice que nq(τ) ≥ nq(τ) para todo q 6= p por lo que N(τ)|N(τ) = N .

Lo que nos quiere decir esto es que si nuestra representación ρ proviene
de una forma modular f , entonces f tiene nivel divisible por su conductor
de Artin. Lo que asegura la conjetura es que siempre se puede encontrar una
forma con nivel igual al conductor.

3.2.2. El caracter

La motivación para esta definición sale de la siguiente propiedad de las
representaciones provenientes de formas modulares: si ρf proviene de una
forma modular f ∈ Sk(N, ε) entonces det(ρf ) = εχk−1

p es un caracter de
(Z/pNZ)×.

Al partir de una representación ρ, podemos considerar

det(ρ) : GQ → F×,

donde F es una extensión finita de Fp. Notemos que este caracter tiene ima-
gen abeliana, por lo que se factoriza por el grupo de Galois de una extensión
abeliana (el cuerpo fijo por el núcleo). Como cualquier extensión abeliana
está contenida en una extensión ciclotómica (este resultado se conoce como
teorema de Kronecker-Webber) podemos factorizarlo por

det(ρ) : Gal(Q(ζM )/Q) ∼= (Z/MZ)× → F

donde ζM es una ráız M -ésima de la unidad.
Se puede probar (un posible argumento se encuentra en la página 213

de [Edi97]) que M siempre puede elegirse de forma tal que M |pN(ρ) con
lo que siempre podemos considerar que det(ρ) es un caracter de Z/pN(ρ)Z.
Como N(ρ) no es divisible por p, el teorema chino del resto nos asegura que
det(ρ) es el producto de dos caracteres

θ : Z/pZ→ F×,

y
ω : Z/N(ρ)Z→ F×.

Lo que la conjetura de Serre afirma es que ρ proviene de una forma mo-
dular cuyo caracter ε(ρ) satisface que su reducción módulo p es ω.

Observemos que a partir de esta construcción también es posible decir
algo sobre el peso. El caracter θ que aparece como factor de det(ρ) sale de
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un grupo de orden p−1 lo que implica que los elementos de su imagen tienen
orden divisible por p− 1, es decir, θ tiene imagen en F×p .

A partir de esto podemos escribir a θ como una potencia χp
d de la

reducción del caracter ciclotómico χp. Según la construcción de Deligne,
cuando la representación proviene de una forma modular esta potencia es
k − 1. Teniendo en cuenta esto, el peso k(ρ) que definimos cumplirá que
k(ρ) ≡ d+ 1 (mod p− 1).

3.2.3. El peso

Finalmente, trataremos la construcción más delicada de las tres: el pe-
so. La definición del peso depende de como ρ se comporta en el primo p.
Recordemos que para cada primo ℘|p tenemos definido el subgrupo de iner-
cia I℘ y que estos son todos conjugados. Notaremos Ip a alguno de estos
grupos y probaremos resultados que valen para este objeto definido salvo
conjugación.

Probemos primero un lema sobre el comportamiento de la restricción de
ρ a Ip.

Lema 3.2.3. Llamemos Wp ⊂ Ip al subgrupo de inercia salvaje definido en
1.4.1. Sea τ una representación de GQ semisimple, entonces Wp ⊂ Ker(τ).

Demostración. Trabajaremos con la restricción de τ al grupo de descom-
posición Dp, como Ip ⊂ Dp alcanza con analizar ese caso. De todos modos,
seguiremos llamando τ a esta representación.

Notemos además que si dos representaciones ω1 y ω2 cumplen con el
lema entonces su suma ω1⊕ω2 también lo hace. En virtud de esto, podemos
suponer que τ es irreducible.

Sea V un GQ-módulo asociado a τ . V es un F-espacio vectorial, donde
F es la extensión finita de Fp en la que la imagen de τ tiene coeficientes.
Consideremos entonces el subespacio V Wp formado por los elementos de V
que se quedan fijos por todos los morfismos de Wp.

Notemos primero que este espacio satisface que τ(g)(V Wp) ⊆ V Wp para
todo g ∈ Dp pues Wp es un subgrupo normal de Dp y por lo tanto si v ∈ V Wp

y g ∈ Dp se tiene que para todo h ∈Wp existe un h′ ∈Wp tal que

τ(hg)(v) = τ(gh′)(v) = τ(g)(v),

implicando que τ(g)(v) ∈ V Wp .
Afirmamos que V Wp 6= {0}. Para probar esto consideremos la acción de

Wp en V dada por τ . Como Wp es ĺımite de p grupos y V es finito, cada
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órbita de esta acción tiene como cardinal una potencia de p, es decir, es 1
o múltiplo de p. Por otro lado, la órbita de 0 es puntual y como V tiene
cardinal potencia de p tiene que existir otro elemento tal que el cardinal de
su órbita no sea múltiplo de p. Un tal elemento debe tener órbita puntual y
por lo tanto estar en V Wp .

Para finalizar, notemos que hemos probado que V Wp es un Dp-módulo
no trivial incluido en V y al ser V irreducible debemos tener V Wp = V y
por lo tanto Wp ⊂ Ker(τ).

A partir de ahora, llamaremos τ a la semisimplificación de ρ|Ip . Si pen-
samos a τ saliendo del subgrupo de inercia IpL de Gal(L/Q) para una ex-
tensión finita L de Q (podemos tomar L como el cuerpo fijo por Ker(τ)) el
lema anterior nos asegura que se factoriza por IpL/WpL , que por el Lema
1.4.6. es isomorfo a un subgrupo de F×pL

. Hemos probado que la imagen de τ
es abeliana. Como además τ es semisimple, deducimos que es suma de dos
caracteres, pues las representaciones irreducibles de grupos abelianos tienen
todas dimensión 1. Llamemos τ = α⊕ β.

Los caracteres fundamentales

Como acabamos de probar, la representación τ puede pensarse saliendo
del cociente Ip/Wp; llamemos It a ese cociente. Definiremos ciertos caracteres
de It a los que llamaremos caracteres fundamentales.

Para eso, tomemos el cuerpo Qp. Como probamos en la Proposición 1.1.3.
vale que Gal(Qp/Qp) ∼= Dp. Podemos considerar entonces Qunr

p el cuerpo fijo
por Ip en Qp y Qtm

p el cuerpo fijo por Wp.
Observemos que Qunr

p es la máxima extensión no ramificada de Qp y
Qtm
p contiene a todas las extensiones con grupo de inercia salvaje trivial. De

acuerdo a estas definiciones, resulta que It ∼= Gal(Qtm
p /Qunr

p ).

Para definir los caracteres fundamentales necesitamos pasar por las ex-
tensiones Qunr

p ( n
√
p)/Qunr

p donde n es coprimo con p. Dediquemos un párrafo
a hablar de sus propiedades.

Recordemos primero que en Qunr
p se encuentran todas las ráıces n-ésimas

de la unidad, por lo que en Qunr
p ( n
√
p) tenemos a todas las ráıces del polinomio

minimal de n
√
p. Esto nos dice que estas extensiones son de Galois. Además,

según la teoria de Kummer podemos identificar a su grupo de Galois con el
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grupo de ráıces n-ésimas de la unidad de Qunr
p mediante

ψ : Gal(Qunr
p ( n
√
p)/Qunr

p ) → µn(Qunr
p )

σ 7→
σ( n
√
p)

n
√
p

,

donde µn(K) es la notación para las ráıces n-ésimas de la unidad deK. Final-
mente, es posible chequear que el subgrupo de inercia salvaje de Qunr

p ( n
√
p)/Qp

es trivial, razón por la cual Qunr
p ( n
√
p) ⊂ Qtm

p .

Una vez dicho esto, la proyección entre los grupos de Galois nos da un
morfismo

It → Gal
(
Qunr
p ( n
√
p)/Qunr

p

) ∼= µn(Qunr
p ).

Poniendo n = pr − 1 y utilizando el hecho de que Qunr
p tiene todas las

ráıces n-ésimas de la unidad, y por lo tanto µn(Qunr
p ) ∼= µn(Fp) obtenemos

un caracter
It → µpr−1(Fp) = F×pr ,

y componiendo con los r elementos de Gal(Fpr/Fp) conseguimos los r carac-
teres fundamentales de nivel r. El único caracter fundamental de nivel 1 es
el caracter ciclotómico y llamamos ψ y ψ′ a los dos caracteres fundamentales
de nivel 2. Estos satisfacen que ψp = ψ′ y ψψ′ = χp.

A continuación, probaremos que tanto α como β tienen imagen en F×
p2

.

Lema 3.2.4. Los caracteres α y β satisfacen una de las siguientes dos afir-
maciones:

(a) αp = α y βp = β, ó

(b) αp = β y βp = α.

En el primer caso ambos tienen imagen en F×p , en el segundo en F×
p2

.

Demostración. Comencemos por considerar el grupo Gal(Qunr
p /Qp). Este es

canónicamente isomorfo al grupo de Galois de la extensión residual y por
lo tanto está topológicamente generado por un elemento distinguido (el que
corresponde al Frobenius v́ıa el isomorfismo). Sea g ∈ Gal(Qtm

p /Qp) una
extensión de ese elemento a Qtm

p .
Por otro lado, recordemos que Gal(Qunr

p ( n
√
p)/Qunr

p ) ∼= µn(Qunr
p ) median-

te el morfismo que env́ıa σ a σ( n
√
p)/ n
√
p (que no depende de la elección de
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n
√
p). Si consideramos entonces un elemento σ que corresponde a una ráız

de la unidad h, tenemos

gσg−1( n
√
p)

n
√
p

= g

(
σ(g−1( n

√
p))

g−1( n
√
p)

)
= g(h) = hp,

pues la acción de Frobenius en las ráıces de la unidad de Qunr
p es elevar a

la p. Esto quiere decir que gσg−1 = σp para todo σ ∈ Gal(Qunr
p ( n
√
p)/Qunr

p ),
más aún, como Qtm

p es la unión de estas extensiones esto vale para todo
σ ∈ Gal(Qtm

p /Qunr
p ). Aplicando ρ obtenemos que

ρ = ρ(g)−1ρpρ(g),

lo que quiere decir que ρ y ρp son conjugadas, en particular isomorfas. De-
ducimos de esto que τ y τp también son conjugadas a partir de lo que se
obtiene el resultado.

Diremos que estamos en el caso ordinario cuando los caracteres satisfa-
cen (a) y en el caso supersingular cuando se cumple (b).

En el caso supersingular, los caracteres α y β tienen imagen en F×
p2

, por
lo que podemos escribir a α como una potencia de un caracter fundamental
ψ de nivel 2. Sean a < b ambos entre 0 y p−1 tales que α = ψa+pb. Siempre
se puede hacer esto pues si α no cumple que a < b entonces β śı y podemos
intercambiarlos. Además, si a = b entonces α resulta ser una potencia de
ψp+1 que es de nivel 1, es decir, estamos en el caso ordinario.

Como β = αp resulta que β = ψ′a+pb = ψb+pa. Tenemos entonces que
det(τ) = ψa+pbψ′a+pb = χa+pb

p lo que nos motiva a definir k(ρ) = 1 + a+ pb.

En el caso ordinario hay que hacer ciertas distinciones que provienen
de identificar en τ propiedades de representaciones provenientes de obje-
tos geométricos con distintos tipos de reducción en p. Una motivación más
adecuada puede encontrarse en [RS01] y [RS10].

Resulta en este caso, que si χ es el caracter ciclotómico módulo p entonces

ρ|Ip ∼
(
χa ∗
0 χb

)
.

Para definir correctamente el peso hace falta hablar de una condición
técnica que no introduciremos: que una representación sea finita en p. La
definición se puede encontrar en [Edi97] o en [RS10, 21.7.2.]. La receta de
Serre es:
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Si ∗ = 0, reacomodamos a y b para que 0 ≤ a ≤ b ≤ p − 2. Ponemos
k(ρ) = 1 + ap+ b.

Si ∗ 6= 0, tomemos 0 ≤ a ≤ p− 2 y 1 ≤ b ≤ p− 1. Sea a′ = mı́n{a, b}
y b′ = máx{a, b}. Si χa−b = χ y ρ ⊗ χ−a no es finita en p entonces
definimos k(ρ) = 1 + pa′ + b′ + p − 1. En caso contrario, tomamos
k(ρ) = 1 + pa′ + b′.

3.2.4. Una generalización a cuerpos totalmente reales

Para finalizar este trabajo, enunciaremos una generalización de la conje-
tura de Serre en la que remplazamos el cuerpo de base Q por un cuerpo F
totalmente real.

Para esto, daremos un breve definición del objeto modular que debemos
considerar: las formas modulares de Hilbert.

Definición 3.2.5. Sea F un cuerpo totalmente real de grado m sobre Q y
OF su anillo de enteros. Consideremos los m morfismos σ1, . . . , σm de F en
R. Tenemos entonces una acción de GL+

2 (OF ) sobre hm el producto de m
semiplanos complejos superiores dada por

γ(z1, . . . , zm) = (σ1(γ)z1, . . . , σm(γ)zm).

Las formas modulares de Hilbert son en cierta forma el análogo de las
formas modulares para varias variables sobre cuerpos totalmente reales. Para

hacer más cómoda la notación definamos para una matriz α =
(
a b
c d

)
∈

GL2(R)
j(α, z) = detα−1/2(cz + d).

Definición 3.2.6. Una forma modular de Hilbert de peso (k1, . . . , km) para
F es una función anaĺıtica de hm tal que para todo γ ∈ GL+

2 (OF ) vale que

f(γz) =
m∏
i=1

j(σi(γ), z)kif(z).

Al igual que en el caso de las formas modulares existe una versión con
nivel y estos objetos vienen equipados con una acción de un álgebra de Hecke
de operadores Tm que conmutan entre śı y están indexados por los ideales
no nulos de OF .

Vale remarcar que a diferencia de la versión en dimensión 1, en este caso
no es necesario pedir una condición en infinito pues esta se deduce de la
ecuación funcional (el llamado Principio de Koecher).
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Además, una construcción finalizada por Taylor (que se encuentra en
[Tay89]) asocia a cada forma modular de Hilbert f una representación de
Galois

ρf : GF → GL2(Qp)

que ramifica solo en p y en los primos de F que dividen al nivel de f .
Nuevamente, podemos considerar la representación reducida con imagen en
GL2(Fp). Estas representaciones resultan ser totalmente impares, es decir,
det(ρf (c)) = −1 para cualquier morfismo c proveniente de la conjugación
compleja.

Es entonces natural conjeturar lo siguiente.

Conjetura 3.2.7. Sea ρ : GF → GL2(Fp) una representación continua,
irreducible y totalmente impar. Entonces ρ es isomorfa a ρf para alguna
forma modular de Hilbert f .

Poco se sabe de esta conjetura. En este caso también existe una versión
fuerte y la mayor parte de los progresos hechos hasta ahora fueron en direc-
ción a probar la equivalencia entre ambas. Detalles y referencias sobre estos
avances pueden encontrarse en [BDJ10].
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