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Introducci�on
La propiedad de aproximaci�on juega un rol fundamental en la teor��a de estructuras

de espacios de Banach. El primer estudio sistem�atico sobre esta propiedad y algunas de

sus variantes puede adjudicarse a Grothendieck y su trabajo de 1955. La idea subyacente

radica en la relaci�on existente entre los conceptos de compacidad y dimensi�on �nita. La

mayor��a de los resultados acerca de transformaciones lineales entre espacios de dimensi�on

�nita se pueden generalizar a ciertas clases de operadores en espacios in�nitos dimensio-

nales, estos son los operadores compactos.

Para ciertos espacios, los operadores compactos pueden aproximarse por operadores

de rango �nito, que sucede por ejemplo para espacios de Hilbert separables o en espacios

de Banach con base de Schauder. En ambos casos, esto es posible gracias a la existencia

de proyecciones �nitas uniformemente acotadas. En [11] Grothendieck establece que todo

operador lineal y compacto de un espacio E con valores en F se aproxima por operadores

de rango �nito si y s�olo si F tiene la siguiente propiedad: Dado " > 0, � seminorma

continua de F y K � F compacto, existe un operador lineal T de rango �nito tal que

supx2K �(T (x)� x) � ".

La propiedad de aproximaci�on mostr�o valiosas aplicaciones al campo del estudio de

espacios de funciones. Si un espacio de funciones tiene la propiedad de aproximaci�on, hay

ciertas f�ormulas que sirven para describirlo. Y, como no todo espacio E tiene la propiedad

de aproximaci�on, resulta �util encontrar condiciones necesarias y su�cientes para que un

espacio de funciones de�nidas sobre E tenga la propiedad de aproximaci�on. En 1976,

R.Aron y M. Schottenloher en [4] estudiaron cu�ando el espacio de funciones holomorfas

con dominio en un espacio de Banach, H(E), tiene la propiedad de aproximaci�on.

Dado E un espacio de Banach, H(E) no resulta un espacio de Banach, sino que, por lo

general, resulta ser un espacio de Fr�echet. Es por eso que en la primera secci�on estudiare-

mos algunos resultados elementales sobre espacios localmente convexos y la estructura de

ellos. La topolog��a de un espacio localmente convexo queda determinada por sus entornos

del origen. Aqu�� veremos de que manera se le puede dar distintas topolog��as al espacio

dual de un espacio localmente convexo. Es conocido que, si E es un espacio de Banach,

al espacio dual, E 0, se lo puede dotar de la topolog��a dada por los entornos del origen de

la forma B = fx0 2 E 0: jhx; x0ij < 1 8x 2 E; kxk � 1g. Estos conjuntos proporcionan una

buena topolog��a para el dual de E y hacen a E 0 un espacio normado. Esta manera de

dar una topolog��a al dual de un espacio se extiende cuando E es un espacio localmente

convexo. Para ello se introduce la noci�on de lo conjunto polares y topolog��as polares,

haciendo a E 0 un espacio localmete convexo. Usando t�ecnicas similares, se le dar�a una

topolog��a al espacio vectorial formado por los operadores lineales entre dos espacios local-

mente convexos. Finalmente presentaremos el �-Producto entre dos espacios localmente



convexos, estudiado por L. Schwartz en 1957.

La importancia del �-Producto se ver�a en la segunda secci�on, ya que se estudiar�a la

relaci�on que tiene con la propiedad de aproximaci�on, estableciendo la equivalencia

(a) E tiene la propiedad de aproximaci�on.

(b) E 
 F es denso en E�F para todo F espacio de Banach.

En esta secci�on tambi�en se estudiar�an las propiedades mas importantes de un espacio

localmente convexo E cuando tiene la propiedad de aproximaci�on.

En la secci�on 3 veremos las de�niciones y generalidades de las funciones holomorfas

con dominio en un espacio de Banach E, asi como tamb��en las distintas topolog��as con

las que se lo puede dotar al espacio H(E). Introduciremos tanto las topolog��as compacto-

abierta, �0, y la topolog��a de Nachbin, �!. Debido a que �0 no es tan fuerte como se

espera, se introducen las topolog��as �1 (de convergencia uniforme sobre compactos de

las derivadas) y la topolog��a bornol�ogica asociada a �0, ��. Debido a la relaci�on que hay

entre la propiedad de aproximaci�on y los operadores lineales compactos, de�niremos el

concepto de funci�on holomorfa compacta entre espacios de Banach E y F , HK(E;F ),

as�� como tambi�en veremos sus propiedades. Finalizando esta secci�on, veremos que si E es

un espacio metrizable y F es un espacio localmente convexo, entonces se tiene la f�ormula

F�(H(E); �0) �= (H(E;F ); �0) (1)

y si E y F son espacio de Banach, entonces

F�(H(E); �!) �= (HK(E;F ); �!) (2)

Estas dos relaciones, junto a la equivalencia anterior son claves para la secci�on 4, en

la cual veremos que (H(E); �0) tiene la propiedad de aproximaci�on si y s�olo si E la tiene.

Tambi�en estudiaremos condiciones necesarias y su�cientes para que (H(E); �) tenga la

propiedad de aproximaci�on cuando � = �1; �! o ��. Estos resultados los ejempli�care-

mos usando los espacios `1 y `2. Veremos que H(`1) tiene la propiedad de aproximaci�on

cuando al espacio se lo dota de cualquiera de las topolog��as mencionadas anteriormente,

mientras que (H(`2); �) no tiene la propiedad de aproximaci�on para � = �1; �! o ��. Por

�ultimo, comentaremos brevemente el trabajo de J. Mujica, [15], que estudia la propiedad

de aproximaci�on en H1(U), el espacio de funciones holomorfas acotadas sobre un con-

junto U � E abierto. Este trabajo nos resulta de inter�es ya que utiliza un m�etodos de

linealizaci�on para estudiar la propiedad de aproximaci�on. Se mostrar�an condiciones nece-

sarias para que H1(U) tenga la propiedad de aproximaci�on. Hoy en d��a, las condiciones

su�cientes no son conocidas. Es m�as, si � es el disco de C, es desconocido si H1(�) tiene

la propiedad de aproximaci�on.
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1. Espacios localmente convexos

En este trabajo estamos interesados en ciertas topolog��as de�nidas sobre espacios de

funciones que respeten la estructura algebraica. M�as precisamente, nos enfocaremos en

espacios de funciones holomorfas de�nidas sobre un espacio de Banach. La necesidad de

trabajar con estas topolog��as surge del hecho de que el espacio de funciones holomorfas

con las topolog��as cl�asicas no resulta ser un espacio de Banach, pero suele constituir un

espacio de Fr�echet.

En lo que sigue, salvo que se aclare lo contrario, E denotar�a un espacio vectorial sobre

un cuerpo K, donde K ser�a el cuerpo de n�umeros reales o complejos.

1.1. Topolog��as en espacios vectoriales

Para un espacio vectorial E, es de esperar que los entornos de un punto x 2 E est�en

determinados por los entornos del origen via la traslaci�on en x. Una de las clases m�as

importantes y �utiles de este tipo de topolog��as son las localmente convexas, que son

aquellas que tienen una base de entornos convexos y que describiremos con detalle en esta

secci�on. Un ejemplo cl�asico de topolog��a localmente convexa sobre un espacio vectorial

normado es la topolog��a d�ebil.

Un espacio puede admitir diferentes toplog��as. Si �1 y �2 de�nen dos topolog��as para E,

diremos que �1 es m�as �na que �2 si todos los abiertos de �2 son tambi�en abiertos de �1.

Esto es, �1 tiene \m�as" abiertos que �2, admitiendo que puedan tener los mismos abiertos.

En t�erminos de bases de abiertos, �1 es m�as �na que �2 si para cada x 2 E todo abierto

de una base de entornos de x de �2, es un entorno de x para la topolog��a �1. Para destacar

que �2 tiene \menos" abiertos que �1 diremos que �2 es m�as gruesa que �1. As�� como es

posible que dos toplog��as comparables sean id�enticas, tambi�en es posible tener sobre E

dos topolog��a no comparables. En este caso, cada una tendr�a un abierto que no lo es para

la otra. Es momento oportuno introducir algunas de�niciones.

De�nici�on 1.1.1 Sea E un espacio vectorial. Una topolog��a � en E se dice compatible

con la estructura algebraica de E si las operaciones ((suma)) y ((producto por escalar)) son

continuas con esta topolog��a. Un espacio vectorial topol�ogico (E; �) es un espacio vectorial

E con una topolog��a compatible � .

Observaci�on En este caso, si x 2 E y U es un entorno del origen, x + U resulta

un entorno de x. Rec��procamente, todo entorno de x produce un entorno del origen al

trasladarlo en �x. Luego, para de�nir una base de entornos de una topolog��a de un espacio

vectorial topol�ogico, basta de�nir una base de entornos del origen, a los que llamaremos,

simplemente, entornos a menos que otra aclaraci�on sea necesaria.
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De�nici�on 1.1.2 Un espacio localmente convexo (E; �) es un espacio vectorial topol�ogico

que tiene una base de entornos del origen convexos.

De�nici�on 1.1.3 Sea E un espacio vectorial y A � E un subconjunto. A se dice absolu-

tamente convexo si para todo par de puntos x; y 2 A se cumple que �x+ �y 2 A cuando

j�j+ j�j � 1.

De la de�nici�on se deduce que un conjunto es absolutamente convexo si y s�olo si es

convexo y equilibrado.

De�nici�on 1.1.4 Sea E un espacio vectorial. Un subconjunto A de E se dice absorbente

si para todo x 2 E existe � > 0 tal que x 2 �A para todo � tal que j�j � �.

Si sobre un espacio vectorial E est�a de�nida una norma jj:jj, el conjunto BE de�nido

por BE = fx 2 E: jjxjj < 1g es absolutamente convexo y absorbente.

El siguiente teorema da una caracterizaci�on de los entornos de un espacio local-

mente convexo. Tambi�en muestra como dada una familia de subconjuntos con ciertas

propiedades, podemos hacer de un espacio vectorial, un espacio localmente convexo. Una

demostraci�on puede verse en [18].

Teorema 1.1.5 Todo espacio localmente convexo tiene una base de entornos U con las

siguientes propiedades:

(a) Si U 2 U , V 2 U , entonces existe W 2 U tal que W � U \ V ;

(b) Si U 2 U y � 6= 0, entonces �U 2 U ;

(c) Cada U 2 U es absolutamente convexo y absorbente.

Rec��procamente, dada una colecci�on U no vac��a de subconjuntos de un espacio vectorial

E con las propiedades (a), (b) y (c), existe una topolog��a � tal que (E; �) es un espacio

localmente convexo con U una base de entornos.

Cuando no haya confusi�on, al espacio localmente convexo (E; �) lo notaremos simple-

mente por E.

El siguiente resultado, cuya demostarci�on puede verse en [16], formaliza la manera de

comparar dos topolog��as a partir de sus bases de entornos.

Lema 1.1.6 Sea E un espacio vectorial y sean �1 y �2 dos topolog��as sobre E que lo hacen

un espacio vectorial topol�ogico. Si B1 y B2 son bases de entornos de �1 y �2 respectivamente,

entonces son equivalentes:
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(a) �2 es mas �na que �1.

(b) Para cada V1 2 B1 existe V2 2 B2 tal que V2 � V1.

Ahora podemos establecer el siguiente resultado que nos permitir�a de�nir distintas

topolog��as sobre un espacio vectorial.

Corolario 1.1.7 Sea V una colecci�on de conjuntos absolutamente convexos y absorbentes

de un espacio vectorial E. Entonces, existe una topolog��a en E compatible con la estructura

algebraica tal que cada conjunto de V es un entorno. La topolog��a m�as gruesa que cumple

esta propiedad, a la que llamaremos �, viene dada por una base de entornos de la forma

U = f"
\

1�i�n

Vi : " > 0; Vi 2 V ; i = 1; : : : ; ng:

En particular, (E; �) resulta un espacio localmente convexo.

Demostraci�on: La existencia de una topolog��a compatible con la estructura algebraica

de E para la cual cada conjunto en V es un entorno est�a asegurada ya que los conjuntos

U cumplen con las propiedades (a), (b) y (c) del Teorema 1.1.5. Veamos que resulta ser la

menor topolog��a que hace que los conjuntos de V sean entornos. Sea � una topolog��a con

base de entornos B tal que cada elemento de V es un entorno. Si V1; : : : ; Vn 2 V entonces

existe U 2 B tal que U �
T

1�i�n Vi. Por el lema anterior � es mas gruesa que � . �

En particular, si se cumple que
T

V 2V V = f0g, la topolog��a resulta Hausdor�. Esto

es, dados dos puntos x1; x2 distintos del espacio, existen dos abiertos V1; V2 de la base de

entornos que los separa, es decir, (x1+V1)\ (x2+V2) = ;. De ahora en m�as, cada vez que

hablemos de un espacio localmente convexo, asumimiremos que el espacio es Hausdor�.

En lo que sigue enunciaremos los ejemplos m�as conocidos de espacios localmente convexos.

Si E es un espacio localmente convexo, notaremos con E� al dual algebraico de E, el

conjunto de todas las funciones lineales de E en el cuerpo K. El espacio dual de E,

denotado E 0, es el subconjunto de E� de todas las funciones lineales y continuas.

Ejemplos 1.1.8

1. Si sobre el espacio vectorial E est�a de�nida una distancia d invariante por trasla-

ciones, esto es d(x + y; z + y) = d(x; z) para todo x; y; z 2 E, y consideramos los

conjuntos Vr = fx 2 E: d(x; 0) < rg, la familia V = fVr : r 2 Qg cumple con

las propiedades del Corolario 1.1.7. La topolog��a generada por esta familia tiene

una base de entornos numerable y hace de E un espacio localmente convexo. Estos

espacios son los espacios metrizables y si resultan completos con esta topolog��a se

denominan espacios de Frech�et.

3



2. Si sobre el espacio vectorial E est�a de�nida una norma jj:jj, el conjunto BE cumple

las hip�otesis del corolario anterior. Los conjuntos �BE con � > 0 forman una base

de entornos y de�ne sobre E un espacio localmente convexo. Estos son los espacios

normados y los notaremos por (E; jj:jj). Si (E; jj:jj) es completo, es decir, que toda

sucesi�on de Cauchy es convergente, se llaman espacios de Banach.

3. Si E es un espacio localmente convexo y la familia V est�a formada por todos los

conjuntos de la forma Vx0 = fx 2 E: jx0(x)j < 1g con x0 2 E 0, los conjuntos de la

forma

U = fx 2 E: sup
j=1;:::;n

jx0j(x)j < 1;x01; : : : ; x
0
n 2 E

0g

forman una base de entornos de una topolog��a que hace a E un espacio localmente

convexo. A esta topolog��a la denominamos topolog��a d�ebil y la notamos �(E;E 0) y,

en general, al espacio E con esta topolog��a lo notamos (E;w).

4. Si E 0 es el dual de un espacio localmente convexo E, la familia V � E 0 formada por

los conjnutos Vx = fx0 2 E 0: jx0(x)j < 1g cumplen las condiciones del Corolario 1.1.7.

Los conjuntos de la forma

U = fx0 2 E 0: sup
j=1;:::;n

jx0(xj)j < 1;x1; : : : ; xn 2 Eg

forman una base de entornos de una topolog��a, haciendo de E 0 un espacio localmente

convexo. Esta topolog��a se denomina topolog��a d�ebil* y la notamos como �(E 0; E).

A E 0 con esta topolog��a lo notamos (E 0; w�).

Los entornos de un espacio localmente convexo vienen dados por seminormas. En efec-

to, veremos que para de�nir una topolog��a de un espacio localmente convexo es equivalente

dar una base de entornos que dar una familia de seminormas continuas. Recordemos la

de�nici�on de seminorma:

De�nici�on 1.1.9 Sea E un espacio vectorial. Una funci�on p:E ! R se la llama semi-

norma si satisface:

(a) p(x) � 0 para todo x 2 E;

(b) p(�x) = j�jp(x) para todo � 2 K; x 2 E;

(c) p(x+ y) � p(x) + p(y) para todo x; y 2 E.

Proposici�on 1.1.10 Sea E un espacio vectorial. Entonces:
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(a) Si p es una seminorma de E y � > 0, los conjuntos fx: p(x) < �g y fx: p(x) � �g

son absolutamnete convexos y absorbentes.

(b) Cada conjunto A � E absolutamente convexo y absorbente est�a asociado a la semi-

norma p, de�nida por

p(x) = ��nff�:� > 0; x 2 �Ag

y con la propiedad

fx: p(x) < 1g � A � fx: p(x) � 1g:

Esta seminorma p se la llama la funcional de Minkowski de A.

Demostraci�on:

(a) Veamos primero que fx: p(x) < �g es absolutamente convexo. Tomemos x1; x2 en

fx: p(x) < �g y �1; �2 2 K con j�1j+ j�2j � 1. Luego,

p(�1x1 + �2x2) � j�1jp(x1) + j�2jp(x2) < �(j�1j+ j�2j) � �:

Para ver que fx: p(x) < �g es absorbente, tomemos x 2 E. Si p(x) = 0 no hay nada

que probar, si p(x) > 0, para todo � > ��1p(x), se tiene que p(��1x) = ��1p(x) < �.

Luego ��1x 2 fx: p(x) < �g, es decir x 2 �fx: p(x) < �g.

(b) Como A es absorbente, p(x) esta bien de�nida para todo x 2 E. Las demostraciones

de que p es una seminorma y que valen las inclusiones son standard.

�

Con lo hecho, se obtiene en forma inmediata la siguiente proposici�on.

Proposici�on 1.1.11 Sea E un espacio localmente convexo y U � E un conjunto abso-

lutamente convexo y abosrbente. Si p es la funcional de Minkowski de U , entonces p es

continua si y s�olo si U es un entorno de E.

Finalmente podemos asociar familias de seminormas con topolog��as localmente con-

vexas.

Proposici�on 1.1.12 Sea E espacio vectorial, entonces:

(a) Dada P una familia de seminormas, existe una topolog��a sobre E para la cu�al cada

seminorma de P es continua. Adem�as, E resulta un espacio localmente convexo con

los entornos asociados a las seminormas de P.
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(b) Si (E; �) es un espacio localmente convexo y P es el conjunto de todas las seminor-

mas continuas para � , los conjuntos fx: p(x) < 1g con p 2 P de�nen a � .

Demostraci�on:

(a) Por la Proposici�on 1.1.10, dado � > 0, los conjuntos fx: p(x) < �g y fx: p(x) � �g

son absolutamente convexos y absorbentes para toda p 2 P . La existencia de la

topolog��a se deduce del Corolario 1.1.7.

(b) Si (E; �) es un espacio localmente convexo y P es el conjunto de todas las seminormas

continuas, de la Proposiciones 1.1.10 y 1.1.11 se deduce que P es el conjunto de las

funcionales de Minkowski de cada entorno de E. La topolog��a generada por los

conjuntos fx: p(x) < 1g y la generada por fx: p(x) � 1g con p 2 P coinciden

ya que cada seminorma p es continua. Luego, por la Proposici�on 1.1.10, resulta

que para cada entorno U de � , y p la funcional de Minkowski de U , se cumple

que fx: p(x) < 1g � U � fx: p(x) � 1g. Aplicando el Lema 1.1.6 queda que los

conjuntos fx: p(x) < 1g con p 2 P generan la topolog��a � .

�

1.2. Topolog��as polares

En esta secci�on vamos a ver distintas topolog��as que se le pueden dar al dual de un

espacio localmente convexo, denominadas topolog��as polares. Veremos tambi�en que todo

espacio localmente convexo es el dual de otro y la topolog��a que lo hace localmente con-

vexo en una topolog��a polar.

En lo que sigue, mostraremos que todo espacio localmente convexo E admite una

topolog��a m�as gruesa que la original para la cu�al el dual de E con esta nueva topolog��a

es un subespacio F � donde F � � E�, para esto usaremos el siguiente resultado elemental:

Lema 1.2.1 Sea E un espacio vectorial y '; '1; : : : ; 'n 2 E�. Si ker' �
T

1�j�n ker'j,

entonces existen �1; : : : ; �n 2 K tal que ' =
Pn

j=1 �j'j.

Proposici�on 1.2.2 Sea E un espacio localmente convexo y sea F � subespacio de E� que

contiene a E 0.

(a) Para cada ' 2 F �, la funci�on dada por p(x) = j'(x)j de�ne una seminorma en E y

V' = fx 2 E: j'(x)j < 1g es un conjunto absolutamente convexo y absorbente.
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(b) Existe una topolog��a que hace de E un espacio localmente convexo, para la cual

los conjuntos V' son entornos. La base de entornos de la topolog��a m�as gruesa que

cumple esta propiedad viene dada por los conjuntos

U = fx 2 E: sup
i=1;:::;n

j'i(x)j < 1;'1; : : : ; 'n 2 F
�g:

Esta topolog��a ser�a notada �(E;F �) y hace de E un espacio localmente convexo.

(c) El dual de E bajo la topolog��a �(E;F �) es F � y esta es la topolog��a m�as gruesa que

se le puede dar a E para que el dual sea F �.

Demostraci�on:

(a) La linealidad de ' muestra que p es una seminorma. Luego V' es absolutamente

convexo y absorbente gracias a la Proposici�on 1.1.10.

(b) Aplicando el Corolario 1.1.7 a la familia V = fV':� 2 F
�g obtenemos la existencia

de la topolog��a �(E;F �) y la descripci�on de su base de entornos.

(c) Es claro que si ' 2 F �, entonces ' es �(E;F �)-continua. Rec��procamente, si  es

una funcional de E �(E;F �)-continua, entonces existe un �(E;F �)-entorno

U = fx 2 E: sup
i=1;:::;n

j'i(x)j < 1;'1; : : : 'n 2 F
�g;

tal que j (U)j < 1. Si x 2
Tn

i=1 ker'i, entonces �x 2 U para todo � > 0, luego

j (�x)j < 1 para todo � > 0, es decir j (x)j < 1
�
para todo � > 0. Se sigue

que ker �
Tn

i=1 ker'i y por el Lema 1.2.1 existen �1; : : : ; �n 2 K tal que  =Pn
i=1 �i'i. Por lo tanto  2 F �.

Falta ver que esta es la topolog��a m�as gruesa para la cu�al F � es el dual de E. Sea

' 2 F �, si ' es continua bajo una topolog��a � de E, entonces existe U entorno de la

topolog��a � tal que j'(U)j < 1. Luego U � V' y por la Proposici�on 1.1.6 � es m�as

�na que �(E;F �).

�

Observaciones

1. La proposici�on anterior generaliza la de�nici�on de topolog��a d�ebil. En efecto, si

tomamos F � = E 0, obtenemos �(E;E 0) y de la proposici�on se deduce tambi�en que

es la topolog��a m�as gruesa para la cu�al el dual de (E; �(E;E 0)) es E 0.
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2. Dado un espacio localmente convexo E con dual E 0, consideramos la forma bilineal

h�; �i:E � E 0 ! K dada por hx; x0i = x0(x) para x 2 E y x0 2 E 0. Se cumple que:

� Si hx; x0i = 0 para todo x 2 E, entonces x0 = 0.

� Si hx; x0i = 0 para todo x0 2 E 0, entonces x = 0.

Estas son las propiedades que satisface un par dual. La primera propiedad es trivial,

mientras que la segunda se debe al Teorena de Hahn-Banach. As��, E resulta alge-

braicamente isomorfo a un subespacio de E 0� v��a la aplicaci�on J : E ! E 0� dada por

J(x) =< x; � >. De esta manera, a E 0 se le puede dar una topolog��a que lo convierte

en un espacio localmente convexo y cuyo dual es J(E) y, de esta forma, se obtiene

la topolog��a �(E 0; E).

Seg�un la Proposici�on 1.2.2 y la observaci�on 2, a E 0 se le puede dar una topolog��a

localmente convexa a partir de una colecci�on de conjuntos de E. M�as a�un, distintas

colecciones de conjuntos de E producen en E 0 distintas topolog��as localmente convexas.

Para ver esto con mas detalle, necesitamos la noci�on de conjunto polar.

De�nici�on 1.2.3 Sea E un espacio localmente convexo y sea F � un subespacio de E�

que contiene a E 0. Si A � E, el polar de A tomado en F � ser�a el conjunto de F � dado

por A�F � = f' 2 F �: jhx; 'ij � 1 8x 2 Ag.

Notar que A�F � es �(F �; E)-cerrado, puesto que A�F � =
T

x2Af' 2 F �: jhx; 'ij � 1g.

Adem�as A�F � es un conjunto absolutamente convexo, a�un cuando A no lo sea. El menor

conjunto absolutamente convexo que contiene a A es su c�apsula convexa equilibrada que

notaremos por coe(A). En particular, si E es un espacio normado y (xn)n2N es una sucesi�on

acotada entonces se tiene que coe
�
(xn)n2N

�
= f
Pm

j=1 xnj�j; j�1j+� � �+j�mj � 1; m 2 Ng y

su clausura coe
�
(xn)n2N

�
= f
P1

n=1 xn�n; j�1j+j�2j+� � � � 1g. En la siguiente proposici�on

damos las propiedades elementales relacionadas con el polar de un conjunto asociado a

F � un subespacio de E�. Las demostraciones correspondientes son sencillas y vamos a

omitirlas.

Proposici�on 1.2.4 Sea E un espacio localmente convexo con dual E 0, sea F � un subespa-

cio de E� que contiene a E 0 y sea A � E. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

(a) A�F � es absolutamente convexo y �(F �; E)-cerrado.

(b) Si A � B, entonces B�
F � � A�F �.

(c) Si � 6= 0, entonces (�A)�F � = ( 1
j�j
)A�F �.
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(d) Si (A�)�2� � E, entonces (
S

�2�A�)
�
F � =

T
�2�(A�)

�
F �.

(e) A�F � = (coe(A))�F �.

(f) A�F � = (A)�F �.

En general, cuando hablemos del polar de un conjunto A � E, nos referimos al polar

tomado en E 0, en tal caso notamos a A�E0 como A�.

Hay una manera �util de describir el dual de un espacio localmente convexo E a partir

de los conjuntos polares de una base de entornos de E.

Proposici�on 1.2.5 Sea (E; �) un espacio localmente convexo y sea U una base de en-

tornos de � . Entonces (E; �)0 =
S

U2U U
�
E�

Demostraci�on: Sea x� 2 E�, x� es continua si y s�olo si existe U 2 U tal que jhx; x�ij � 1

para todo x 2 U . Es decir, si y s�olo si x� 2 U�
E� . �

Para los subconjuntos A � E absorbentes, el siguiente resultado da una forma de

caracterizar su polar v��a la funcional de Minkowski de A.

Proposici�on 1.2.6 Sea E un espacio localmente convexo y sea A � E absorbente. En-

tonces A� = fx0 2 E 0: jhx; x0ij � p(x); 8x 2 Eg, donde p es la funcional de Minkowski de

A.

Demostraci�on: Si x0 2 E 0 es tal que jhx; x0ij � p(x) para todo x 2 E, entonces se cumple

que jhx; x0ij � 1 8x 2 A, puesto que p(x) � 1 si x 2 A. Luego x0 2 A�.

Si x0 2 A� y x 2 E, al ser A absorbente, p(x) esta bien de�nido y por lo tanto para

todo " > 0, x
p(x)+"

2 A. Luego jh x
p(x)+"

; x0ij � 1. Se sigue que jhx; x0ij � p(x) + " para

todo " > 0. Es decir, A� � fx0 2 E 0: jhx; x0ij � p(x) 8x 2 Eg. �

De esta manera, cada elemento de A� est�a acotado por la funcional de Minkowski de

A. Esta estrecha relaci�on que percibimos entre un conjunto de un espacio y su polar en

el espacio dual nos permitir�a, un poco m�as adelante, dar una topolg��a convexa en E 0 por

medio de ciertos entornos de la topolog��a de E.

Como vimos, toda familia V de conjuntos absolutamente convexos y absorbentes de un

espacio vectorial, tiene asociada una topolog��a localmente convexa. La menor de estas

topolog��as tiene una base de entornos como se describe en el Colorario 1.1.7. Ahora bien,

si el espacio vectorial es E 0, se tiene que A� es absolutamente convexo en E 0 cualquiera

sea A � E. Queremos ver qu�e propiedad debe cumplir A para que su polar sea ab-

sorbente y as�� podremos de�nir una topolog��a en E 0 que lo hace localmente convexo. En

la Proposici�on 1.2.8 caracterizaremos a los conjuntos de E con la propiedad deseada. Para

eso necesitaremos la siguiente de�nici�on:
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De�nici�on 1.2.7 Sea E un espacio localmente convexo y U una base de entornos de E.

Un conjunto A � E se dice acotado si para cada U 2 U existe � > 0 tal que A � �U para

todo j�j > �.

Proposici�on 1.2.8 Sea E un espacio localmente convexo con dual E 0 y sea A � E. Son

equivalentes:

(a) A es �(E;E 0)-acotado;

(b) p0(x0) = supfjhx; x0ij:x 2 Ag es una seminorma en E 0;

(c) A� es un conjunto absorbente en E 0.

Demostraci�on:

(a))(b) Basta ver la buena de�nici�on de p0. Si x0 2 E 0, V = fx 2 E : jhx; x0ij < 1g es un

�(E;E 0)-entorno y, como A es �(E;E 0)-acotado, existe � > 0 tal que A � �V para

todo j�j > �. Luego, �jando � = j�j + 1, para todo x 2 A, jhx
�
; x0ij < 1 y, por lo

tanto, el conjunto fjhx; x0ij; x 2 Ag esta acotado por j�j+ 1 y p0 est�a bien de�nida.

(b))(c) Sea x0 2 E 0. Si x0 2 A� no hay nada que probar. Si x0 =2 A�, tomemos x 2 A

arbitrario. Se tiene jhx; x0

p0(x0)
ij � 1 y por tanto x0

p0(x0)
2 A�. Se sigue que x0 2 �A�

para todo j�j > p0(x0) y A� es absorbente.

(c))(a) Veamos que dado un �(E;E 0)-entorno U , existe un � > 0 tal que A � �U para todo

j�j > �. Basta probarlo para una base de entornos de �(E;E 0). Sean x01; : : : ; x
0
n 2 E

0

tales que U = fx 2 E : jhx; x0jij < 1; j = 1; : : : ; ng. Como A� es absorbente, existe

� > 0 tal que x01; : : : ; x
0
n 2 �A� para todo j�j > �. Por lo tanto si x 2 A resulta

que jhx;
x0j
�
ij � 1 para todo j = 1; : : : ; n. Luego jhx

�
; x0jij � 1 para todo j = 1; : : : ; n.

As�� se ve que A � �U para todo j�j > �.

�

Vimos que, dada A una familia de conjuntos de E �(E;E 0)-acotados, las Proposi-

ciones 1.2.4 y 1.2.8 garantizan la existencia de una familia de conjuntos absolutamente

convexos y absorbentes en E 0, A�, formada por los conjuntos A�, con A 2 A. Esta familia

permite de�nir, por el Corolario 1.1.7, una topolog��a � 0 sobre E 0 para la cual los conjuntos

A� con A 2 A son entornos del origen. Visto esto y usando la misma notaci�on, podemos

dar las topolog��as polares:

De�nici�on 1.2.9 Sea E un espacio localmente convexo con dual E 0 y sea A una familia

de conjuntos de E, �(E;E 0)-acotados. Llamamos topolog��a polar asociada a A a la menor

topolog��a en E 0 que contiene a todos los conjuntos de A�.
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Cada familia A de conjuntos �(E;E 0)-acotados, de�ne una una topolog��a polar, que

tambi�en llamaremos topolog��a de la convergencia uniforme sobre los conjuntos de A o la

topolog��a de la A-convergencia. Una base de entornos de esta topolog��a viene dada por

"
\

1�i�n

A�i = ("�1
[

1�i�n

Ai)
�; " > 0; Ai 2 A:

Observaciones

1. Sea (x0�)�2� en E 0 una red que converge a un punto x0 en la topolog��a de la A- con-

vergencia. Luego, dado A 2 A y " > 0, existe �0 2 � tal que si � > �0, x
0
��x

0 2 "A�.

Es decir jhx; x0� � x0ij � " para todo x 2 A. Resulta que si una red en E 0 converge

en la topolog��a de la A-convergencia, converge uniformemente sobre cada A 2 A.

Por eso la topolog��a polar asociada a A recibe el nombre de convergencia uniforme

sobre los conjuntos de A.

2. Generalmente, la familia A cumple las propiedades:

B1: Si A 2 A y B 2 A, entonces existe C 2 A tal que A [B � C.

B2: Si A 2 A y � es un escalar, entonces �A 2 A.

B3: Span
S

A2AA = E. Es decir, si x 2 E, entonces existen A1; : : : ; An 2 A y

�1; : : : ; �n escalares tal que x =
Pn

j=1 �jxj para algunos xj 2 Aj; j = 1; : : : ; n.

Las propiedades B1 y B2 nos aseguran que los polares de A forman una base de

entornos de la topolog��a de laA-convergencia. En efecto, si "
T

1�i�nA
�
i es un entorno

de la topolog��a de la A-convergencia, luego existe C 2 A tal que "�1
S

1�i�nAi � C

y por la Proposici�on 1.2.4, C� � "
T

1�i�nA
�
i . Aplicando el Lema 1.1.6 se ve que A�

es una base de entornos de la topolog��a.

La propiedad B3 es condici�on su�ciente para que la topolog��a de la A-convergencia

sea m�as �na que la d�ebil*. Llamemos � a la topolog��a de la A-convergenica y veamos

que E est�a incluido en el dual de (E 0; �). Como la topolog��a d�ebil* es las m�as

gruesa para la cu�al E est�a incluido en el dual de E 0, resulta que a topologia de

A-convergencia es m�as �na que la topolog��a d�ebil*.

Sea x =
Pn

j=1 �jxj con xj 2 Aj; j = 1; : : : ; n. Dado " > 0, consideremos el con-

junto U = �
T

1�j�nA
�
j , con � > 0 a determinar. Si x0 2 U se tiene la desigualdad

jh
Pn

j=1 �jxj; x
0ij �

Pn
j=1 j�jjjhxj; x

0ij � �
Pn

j=1 j�jj. Basta tomar � < "Pn
j=1 j�j j

, para

que jhx; x0ij � " para todo x0 2 U . Luego E � (E 0; �)0. En particular, como la

topolog��a d�ebil� es Hausdor�, la topolog��a de la A-convergencia resulta Hausdor�.
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3. Sin p�erdida de generalidad, podemos asumir que los conjutos A 2 A son absoluta-

mente convexos y �(E;E 0)-cerrados ya que, por la Proposici�on 1.2.4, A y coe(A)

tienen los mismos polares.

4. La topolog��a de la A-convergencia se puede describir mediante seminormas. Si el

conjunto A cumple con las propiedades B1, B2 y B3, una base de entornos de la

topolog��a de la A-convergencia son los conjuntos A� con A 2 A y sus funcionales

de Minkowski pueden expresarse en t�erminos de A. En efecto, si p0A es la funcional

de Minkowski de A� se tiene que

p0A(x
0) = ��nff�:� > 0; x0 2 �A�g
= ��nff�:� > 0; x0 2 ( 1

�
A)�g

= ��nff�:� > 0; jhx
�
; x0ij � 1 8x 2 Ag

= ��nff�:� > 0; jhx; x0ij < �; 8x 2 Ag
= supfjhx; x0ij:x 2 Ag

Por la Proposici�on 1.1.10 p0A es seminorma y A� = fx0 2 E 0: p0A(x
0) � 1g y por

la Proposici�on 1.1.12 la familia de seminormas fp0AgA2A de�nen la topolog��a de la

A-convergencia.

Ejemplos 1.2.10 Los siguientes ejemplos muestran las topolog��as polares m�as distin-

guidas.

1. En el caso que la familia A es la familia de todos los conjuntos �nitos de E, la

topolog��a de la A-convergencia es la topolog��a d�ebil* debido a que ambas est�an

de�nida por los mismos entornos:

fx0 2 E 0 : sup jhxj; x
0ij < 1; x1; : : : ; xn 2 Eg:

Bajo esta topolog��a una red (x0�)�2� converge a x0 si y s�olo si hx; x0�i converge a

hx; x0i para todo x 2 E.

2. Si A1 es una familia de conjuntos d�ebil acotados de E y A2 es una sub-familia de

A1, la topolog��a de la A1- convergencia es m�as �na que la topolog��a de la A2- con-

vergencia. Por esto, la topolog��a polar m�as �na se obtiene cuando A es la familia de

todos los conjuntos d�ebil acotados de E. A esta topolog��a se la denomina topolog��a

fuerte y se denota con �(E 0; E).

3. Si A est�a formado por todos los conjuntos absolutamente convexos y compactos, A

cumple las propiedades B1, B2 y B3. Es claro que cumplen B2 y B3. La propiedad

B1 se cumple ya que si A y B son conjuntos absolutamente convexos y compactos,

coefA [Bg es un subconjunto cerrado de A + B que es compacto. Esta topolog��a

es una topolog��a intermedia entre la d�ebil� y la fuerte.
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En general, no es cierto que en todo espacio localmente convexo la c�apsula absoluta-

mente convexa cerrada de un conjunto compacto sea compacta. Si esto ocurre, la topolog��a

polar de la convergencia sobre los compactos coincide con la topolog��a polar de la conver-

gencia sobre los absolutamente convexos y compactos. Nosotros usaremos en particular

el dual de un espacio localmente convexo E dotado con la topolog��a de la convergencia

uniforme sobre conjuntos absolutamente convexos y compactos que notaremos por E 0
c.

El siguiente teorema permitir�a calcular m�as adelante el dual de un espacio localmente

convexo cuando tiene una topolog��a polar.

Teorema 1.2.11 Sea E un espacio localmente convexo con dual E 0, A � E y sea F un

subespacio de E 0� que contiene a E. Entonces el bipolar de A tomado en F , A��F = (A�)�F ,

es la clausura en �(F;E 0) de coe(A) (el primer polar se toma en E 0).

Demostraci�on: Sea B = coe(A) donde la clausura se toma en �(F;E 0). Por la Proposi-

ci�on 1.2.4, A � A��F . Adem�as, A��F es �(F;E 0)-cerrado y absolutamente convexo. Luego

B � A��F . Si a =2 B, por el Teorema de Hahn-Banach, existe x0 2 E 0 tal que ha; x0i > 1 y

jhx; x0ij � 1 para todo x 2 B. Como A � B, entonces x0 2 A� y, por lo tanto, a =2 A��F . Se

concluye que A��F � B, de donde A��F = B. �

Como aplicaci�on del resultado anterior, podremos describir el dual de E 0
c. Para ello

necesitaremos el siguiente lema.

Lema 1.2.12 Sea E un espacio localmente convexo con dual E 0. Si K � E es absoluta-

mente convexo y compacto, entonces K�� = K.

Demostraci�on: Por el Teorema 1.2.11, como K es absolutamente convexo, K�� es la

�(E 0�; E 0)-clausura de K. Dado que K es compacto en E, es �(E;E 0)-compacto. Como

�(E 0�; E 0) induce en E la topolog��a �(E;E 0), resulta que K es �(E 0�; E 0)-compacto. Por

lo tanto �(E 0�; E 0)-cerrado. Luego K�� = K. �

Proposici�on 1.2.13 Sea E un espacio localmente convexo con dual E 0. Entonces se tiene

la igualdad (E 0
c)
0 = E.

Demostraci�on: Sea K la familia de todos los conjuntos absolutamente convexos y com-

pactos de E. Los entornos en E 0
c son los conjuntos K� donde K 2 K . Entonces por

la Proposici�on 1.2.5 (E 0
c)
0 =

S
K2KK

��. Por el lema anterior, (E 0
c)
0 =

S
K2KK. Por la

propiedad B3, sabemos que E = Span
S

K2KK. Entonces si x 2 E, existe K1; : : : ; Kn

tal que x 2 K1 + � � �+Kn y, como la suma de conjuntos absolutamente convexos y com-

pactos es absolutamente convexo y compacto, resulta que K1+ � � �+Kn 2 K. Por lo tanto

E = Span
S

K2KK =
S

K2KK = (E 0
c)
0, como se quer��a ver. �
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Usando t�ecnicas similares a las de la proposici�on anterior, veremos que si (E; �) es

un espacio localmente convexo, entonces � es una topolog��a polar. Antes necesitaremos la

siguiente de�nici�on.

De�nici�on 1.2.14 Sea E un espacio localmente convexo con dual E 0. Un conjunto A0 de

E 0 se dice equicontinuo si para cada � > 0 existe un entorno U � E tal que jhU; x0ij < �

para todo x0 2 A0.

Proposici�on 1.2.15 Sea (E; �) un espacio localmente convexo con dual E 0 y sea U una

base de entornos cerrados absolutamente convexos de � . Entonces,

(a) Si tomamos U�� = (U�)�E, se tiene U�� = U para todo U 2 U .

(b) Si A0 � E 0 es equicontinuo, entonces existe U 2 U tal que A0 � U�.

(c) � es la topolog��a de la convergencia uniforme sobre los conjuntos equicontinuos de

E 0.

Demostraci�on:

(a) Dado U 2 U , U � U��. Veamos la otra inclusi�on. Si y =2 U , por el Teorema de

Hahn-Banach, existe x0 2 E 0 tal que hy; x0i > 1 y jhx; x0ij � 1 para todo x 2 U .

Luego x0 2 U�, implicando que y =2 U��. As��, U�� � U y vale U�� = U .

(b) Si A0 � E es equicontinuo, existe U 2 U tal que jhU; x0ij < 1 para todo x0 2 A0.

Luego A0 � U�.

(c) Por el ��tem (a), � es la topolog��a de la convergecia uniforme sobre los conjuntos U�

con U 2 U . Como cada conjunto U� es equicontinuo, � es m�as gruesa que la topolog��a

de la convergencia uniforme sobre los conjuntos equicontinuos de E 0. Veamos que

ambas topolog��as coinciden. Por el ��tem (b), si A0 es equicontinuo, existe U 2 U tal

que A0 � U�. Por la Proposici�on 1.2.4 y el ��tem (a), U � A0� y, por el Corolario

1.1.6, la topolog��a de la convergencia uniforme sobre los conjuntos equicontinuos de

E 0 es m�as gruesa que � , de donde se sigue el resultado.

�

Es posible calcular la funcional de Minkowski de un entorno en E en t�erminos de ele-

mentos de E 0. Usaremos esta caracterizaci�on m�as adelante, cuando hablemos de topolog��as

localmente convexas en el espacio de operadores continuos. Cuando x0 2 E 0 y p una semi-

norma en E cumplan que jhx; x0ij � p(x) para todo x 2 E usaremos la notaci�on jx0j � p,

con desigualdad estricta cuando sea el caso.
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Proposici�on 1.2.16 Sea E un espacio localmente convexo y sea U � E un entorno

absolutamente convexo, cerrado y absorbente. Entonces si p es la funcional de Minkowski

de U se tiene p(x) = supfjhx; x0ij: jx0j � pg.

Demostraci�on: Sea x 2 E y pongamos a = p(x). Dado " > 0, x
a+"

2 U = U�� por la

Proposici�on 1.2.15. Entonces, jh x
a+"

; x0ij � 1 para todo x0 2 U� y, por la Proposici�on 1.2.6,

obtenemos que jhx; x0ij � a + " para todo jx0j � p. Haciendo tender " a 0, tenemos que

supfjhx; x0ij: jx0j � pg � p(x).

Ahora, si b = supfjhx; x0ij: jx0j � pg, dado " > 0, jh x
b+"

; x0ij � 1 para todo x0 2 U�.

Luego x
b+"

2 U�� = U , por la Proposici�on 1.2.6. Queda as�� que p(x) � b + " para todo

" > 0 y, por lo tanto, p(x) � supfjhx; x0ij: jx0j � pg; de donde se sigue la igualdad. �

1.3. Topolog��as en el espacio de operadores lineales

El conjunto de operadores lineales entre espacios vectoriales es en s�� mismo un espacio

vectorial. Si consideramos operadores entre espacios localmente convexos E y F , tenemos

naturalmente asociada una noci�on de continuidad. Diferentes topolog��as sobre E y F dan

diferentes conjuntos de operadores lineales continuos. En esta secci�on vamos a estudiar

espacios de operadores asociados a topolog��as polares. Como es usual, notaremos por

L(E;F ) al conjunto de los operadores lineales de E en F y por L(E;F ) al subconjunto

de operadores continuos.

Nuestro primer paso va a ser poder de�nir sobre L(E;F ) una seminorma que involucre

conjuntos de las topolog��as de E y de F o seminormas asociadas. Siguiendo la literatura

tradicional en el tema, vamos a considerar conjuntos de E y seminormas sobre F con la

menor cantidad de requisitos posible.

Dado A � E acotado y � una seminorma continua de F , vamos a dar una seminorma

�A:L(E;F )! R. Estas seminormas son las que nos permitir�an de�nir distintas topolog��as

localmente convexas en L(E;F ).

Proposici�on 1.3.1 Sean E y F espacios localmente convexos, A � E acotado, sea � una

seminorma de F y sea T 2 L(E;F ). Entonces:

(a) T (A) es acotado en F .

(b) �(T (A)) es acotado en K.

(c) �A(T ) = supf�(T (x)):x 2 Ag es una seminorma en L(E;F ).

Demostraci�on:
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(a) Sea V un entorno de F , queremos ver que existe � > 0 tal que si j�j > �, entonces

T (A) � �V . Como T es continuo, exite U entorno de E tal que T (U) � V y como

A � E es acotado, luego existe � > 0 tal que A � �U para todo j�j > �. Por ser T

lineal, T (A) � T (�U) = �T (U) � �V para todo j�j > �.

(b) Sea V = fx 2 F : �(x) � 1g. Como T (A) es acotado, existe � > 0 tal que T (A) � �V

para todo j�j > �. Por la Proposici�on 1.1.10, �(��1T (A)) � 1 luego �(T (A)) � j�j.

(c) Por el ��tem anterior, �A(T ) est�a bien de�nido, entonces es una seminorma.

�

De�nici�on 1.3.2 Sean E y F espacios localmente convexos, A una familia de conjuntos

acotados en E, y sea Q el conjuntos de todas las seminormas continuas en F . Se de�ne

en L(E;F ) la topolog��a de la convergencia uniforme sobre A como la topolog��a generada

por las seminormas f�A:A 2 A; � 2 Qg.

Observaciones

1. Si (T�)�2� es una red en L(E;F ) que converge a T con la topolog��a de la convergencia

uniforme sobre A, entonces �A(T� � T ) converge a 0 para toda seminorma �A.

Resulta que, �jado A 2 A, T�(x) a converge T (x) uniformemente para x 2 A. Esto

justi�ca el nombre de la topolog��a.

2. Si E y F son espacios de Banach entonces la topolog��a de la convergencia uniforme

sobre A en L(E;F ) es la topolog��a usual de operadores entre espacios de Banach.

Si E y F son espacios localmente convexos con duales E 0 y F 0 respectivamente y T 2

L(E;F ) se tiene de�nida la forma bilineal en E�F 0 dada por (x; y0) 7�! hT (x); y0i. Esta

forma bilineal tiene asociada la funcional sobre E de�nida por x 7�! fT;y0(x) = hT (x); y0i.

Esta funcional es �unica ya que (E;E 0) y (F; F 0) son pares duales.

De�nici�on 1.3.3 Sean E y F espacios localmente convexos con dual E 0 y F 0 respecti-

vamente y sea T un operador lineal entre E y F . La traspuesta de T es un operador

T 0:F 0 ! E� tal que T 0(y0) = fT;y0, es decir:

hx; T 0(y0)i = hT (x); y0i

Si E y F son espacios localmente convexos y T es un operador lineal entre E y F nos

interesa saber cu�ando T 0(F 0) � E 0 y, en ese caso, cu�ando T 0:F 0 ! E 0 es continua.
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Proposici�on 1.3.4 Sean E y F espacios localmente convexos con dual E 0 y F 0 respecti-

vamente y sea T 2 L(E;F ). Son equivalentes:

(a) T es w-w continuo, esto es T : (E; �(E;E 0)! (F; �(F; F 0)) es continuo.

(b) T 0(F 0) � E 0.

Demostraci�on:

(a))(b) Sea y0 2 F 0. La composici�on y0 � T : (E; �(E;E 0)) ! K resulta continua. Para

y0 2 F 0 se tiene,

y0 � T (x) = hT (x); y0i = hx; T 0(y0)i = T 0(y0)(x):

Entonces T 0(y0) es una funcional continua de E con la topolog��a d�ebil, es decir

T 0(y0) 2 E 0.

(b))(a) Veamos que dado V � F un �(F; F 0)-entorno, existe U � E un �(E;E 0)-entorno tal

que T (U) � V . Sea V = fy 2 F : sup
1�i�n

jhy; y0iij � 1g con y01; : : : ; y
0
n 2 F 0 un entorno

b�asico. Como suponemos que T 0(F 0) � E 0, podemos tomar el �(E;E 0)-entorno U

de�nido por U = fx 2 E: sup
1�i�n

jhx; T 0(y0i)ij � 1g. Si x 2 U luego se tiene que

sup
1�i�n

jhT (x); y0iij = sup
1�i�n

jhx; T 0(y0i)ij � 1, concluyendo que T (U) � V y as��, T es

w � w continuo.

�

Proposici�on 1.3.5 Sean E y F espacios localmente convexos con dual E 0 y F 0 respecti-

vamente y sea T 2 L(E;F ) w-w continuo. Se tiene que:

(a) Si A � E, entonces T (A)� = (T 0)�1(A�).

(b) Si E 0 tiene la topolog��a de la A-convergencia y F 0 tiene la topolog��a de la T (A)-

convergencia, entonces T 0 es continua.

Demostraci�on:

(a) La primera a�rmaci�on es inmediata. En efecto, se tiene que

T (A)� = fy0 2 F 0: jhT (x); y0ij � 1 8x 2 Ag
= fy0 2 F 0: jhx; T 0(y0)ij � 1 8x 2 Ag
= fy0 2 F 0:T 0(y0) 2 A�g = (T 0)�1(A�):
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(b) Como A 2 A es �(E;E 0)-acotado y T w � w continuo, entonces T (A) �(F; F 0)-

acotado y, por lo tanto, la topolog��a en F est�a bien de�nida.

Sea U � E 0 el entorno U = "
T

1�i�nA
�
i con A1; : : : ; An 2 A. Luego si un entorno

de F 0 es V = "
T

1�i�n T (Ai)
�, por el ��tem anterior se tiene que

T 0(V ) � "
\

1�i�n

T 0(T (Ai)
�) = "

\
1�i�n

T 0((T 0)�1(A�i )) = "
\

1�i�n

A�i = U

y, por lo tanto, T 0 es continua.

�

1.4. El �-Producto

El �-Producto entre dos espacios localmente convexos fue introducido por L. Schwartz

en 1957. Es una extensi�on del producto tensorial entre espacios localmente convexos con

la topolog��a tensorial � y tiene una estrecha relaci�on con la propiedad de aproximaci�on,

como veremos en la Secci�on 2. M�as a�un, cuando uno de los espacios tiene la propiedad de

aproximaci�on, el �-producto entre dos espacios coincide con el producto tensorial de ellos.

Antes de dar la de�nici�on y ver propiedades, vamos a necesitar el siguiente resultado

que, en el contexto de espacios localmente convexos, es equivalente al Teorema de Alaoglu.

Teorema 1.4.1 Sea E un espacio localmente convexo con dual E 0 y U � E un entorno.

Entonces, U� es �(E 0; E)-compacto.

Demostraci�on: Consideremos F el conjunto de todas las funciones de E en el cuerpo K

y sea Y = KE =
Q

x2E K = f! = (!x)x2E:!x 2 Kg dotado con la topolog��a producto.

De�nimos 	:F ! Y por 	(f) = (f(x))x. A�rmamos que 	 es un isomor�smo alge-

braico. Claramente 	 es lineal. Por otra parte, si de�nimos e	:Y ! F como e	(!)(x) = !x

la coordenada x � �esima, resulta que e	 � 	 = IdF y 	 � e	 = IdY . De donde 	 es iso-

mor�smo algebraico.

Para ver que U� es compacto, veremos que 	(U�) es compacto y que 	 es abierta,

esto es ~	 es continua.

Veamos primero que 	(E�) es cerrado en Y . Para eso, consideremos para cada x; y 2 E

y cada �; � 2 K �jos, la funci�on gx;y;�;�:Y ! K dada por

gx;y;�;�(!) = !�x+�y � !�x � !�y:

Si mostramos que gx;y;�;� es continua para cada x; y 2 E y para cada �; � 2 K, tendremos

que 	(E�) es cerrado en Y puesto que podemos escribir 	(E�) =
\

x;y2E;�;�2K

g�1x;y;�;�(0).
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Ahora bien, una red (!�)�2� converge a ! en Y , que tiene la topolog��a producto,

si y s�olo si !�x converge a !x para todo x 2 E. Por lo tanto, si x; y 2 E y �; � 2 K,

gx;y;�;�(!
�) = !��x+�y � �!

�
x � �!

�
y converge a !�x+�y � �!x� �!y = gx;y;�;�(!). De donde

se obtiene la continuidad de gx;y;�;� para todo x; y 2 E, para todo �; � 2 K.

Como U es absorbente, por la Proposici�on 1.2.6, si p es la funcional de Minkowski de

U tenemos que U� = fx0 2 E 0: jhx; x0ij � p(x) 8x 2 Eg, luego

	(U�) � f! 2 Y : j!xj � p(x); 8x 2 Eg:

Este �ultimo conjunto es compacto por el Teorema de Tychono�. As�� tenemos la igualdad

	(U�) = 	(E�) \ f! 2 Y : j!xj � p(x); 8x 2 Eg, con lo cual 	(U�) es compacto.

Falta ver que 	:E 0 ! 	(E 0) es abierta cuando E 0 tiene la topolog��a d�ebil�. El teorema

queda demostrado, ya que U� es la imagen por una funci�on continua de un compacto.

Sea V un �(E 0; E) entorno b�asico de E 0, V = fx0 2 E 0: sup jhxi; x
0ij < 1; i = 1; : : : ; ng

con x1; : : : ; xn 2 E. As��, 	(V ) =
Q

1�y�nfc 2 K: jcj < 1g �
Q

x2E;x 6=x1;:::;xn
K, que es un

abierto en la topolog��a producto. Luego 	 es abierta, como quer��amos demostrar. �

Proposici�on 1.4.2 Sea E un espacio localmente convexo con dual E 0 y sea U � E

un entorno de E. Entonces U� es compacto en E 0
c, el dual de E con la topolog��a de la

convergencia uniforme sobre los conjuntos absolutamente convexos y compactos de E.

Demostraci�on:

Como U� � E 0 es equicontinuo, la topolog��a de la convergencia uniforme sobre conjun-

tos absolutamente convexos y compactos y la topolog��a �(E 0; E) coinciden sobre U�. Por

el Teorema de Tychono�, U� � (E 0; �(E 0; E)) es compacto, luego U� � E 0
c es compacto.

�

Observaci�on En la demostraci�on anterior comparamos la topolog��a �(E 0; E) con la

de la convergencia uniforme sobre conjuntos absolutamente convexos y compactos. Este

resultado puede verse como una consecuencia del siguiente teorema m�as general. Ver por

ejemplo [16].

Teorema 1.4.3 Sea X un espacio topol�ogico e Y un espacio uniforme. Si A � C(X; Y )

es equicontinuo, entonces la topolog��a de la convergencia puntual y la topolog��a de la

convergencia sobre compactos coinciden.

Ahora tenemos todo listo para poder de�nir el �-producto.

De�nici�on 1.4.4 Sean E y F espacios localmente convexos con duales E 0 y F 0. Se de�ne

el �-producto de F y E como el conjuto de todos los operadores lineales continuos de E 0
c en

F , dotado de la topolog��a de la convergencia uniforme sobre los conjuntos equicontinuos

de E 0. Este espacio ser�a notado por F�E o L�(E
0
c;F ) indistintamente.
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Observaciones

1. Por la Proposici�on 1.2.15, si A0 es equicontinuo, existe U entorno de E tal que

A0 � U� y por la Proposici�on 1.4.2, U� es compacto en E 0
c y, por lo tanto, acotado.

Resulta que A0 es acotado en E 0
c, luego la De�nici�on 1.3.2 asegura que la topolog��a

est�a bien de�nida.

2. Haciendo la misma demostraci�on que se hizo en la Proposici�on 1.2.15, ��tem (c), se

ve que la de�nici�on de F�E es equivalente si se toma la topolog��a de la convergen-

cia uniforme sobre los conjuntos U�, donde U var��a sobre los entornos cerrados y

absolutamente convexos de E.

3. Hay una forma de describir las seminormas del �-producto. De la observaci�on anterior

y la Proposici�on 1.3.2, las seminormas en E�F son �U�(T ) = supx02U� �(T (x
0)), con

� seminorma en F y U entorno absolutamente convexo y cerrado en E. Por la

Proposici�on 1.2.6, �U�(T ) = supf�(T (x0)): jx0j � �g, donde � es la funcional de

Minkowski de U . Por la Proposici�on 1.2.16, �(T (x0)) = fjhT (x0); y0ij: jy0j � �g.

Luego �U�(T ) = supfjhT (x0); y0ij: jy0j � �; jx0j � �g. Debido a esta �ultima igualdad,

las seminormas de F�E las notamos ���. En res�umen, las seminormas que generan

la topolog��a en F�E son de la forma ���, donde

���(T ) = supfjhT (x0); y0ij: jy0j � �; jx0j � �g

con � una seminorma continua de E y � una seminorma continua de F .

4. Un entorno W de F�E es de la forma W = fT 2 L(E 0
c;F ): �U�(T ) � 1g con

U � E entorno absolutamente convexo y cerrado y � seminorma continua de F .

El conjunto V = fy 2 F : �(y) � 1g � F es un entorno absolutamente convexo y

cerrado y W = fT 2 L(E 0
c;F ):T (U

�) � V g. Por lo tanto, una base de entornos de

F�E viene dada por los conjuntos

W (U�; V ) = fT 2 L(E 0
c;F ):T (U

�) � V g;

donde U y V var��an sobre los entornos absolutamente convexos y cerrados de E y

F respectivamente.

5. En particular, por el Lema 1.2.12, usando que los entornos de E 0
c son los conjuntosK

�

con K � E absolutamente convexo y compacto y que K�� = K, un entorno en E 0
c�F

es de la forma W (K;V ) = fT 2 L(E;F ):T (K) � V g con K � E absolutmente

convexo y compacto y V � F entorno en F absolutamente convexo y cerrado.

De la misma forma que en el ��tem anterior, se ve que E 0
c�F , es el conjunto de los
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operadores lineales de E en F dotado de la convergencia uniforme sobre los conjuntos

absolutamente convexos y compactos, que notaremos por Lc(E;F )

6. Si E y F son espacios normados, entonces F�E es normado. En efecto, veamos que

W1(U
�
1 ; V1) un entorno en F�E con U1 entorno absolutamente convexo y cerrado

en E y V1 entorno absolutamente convexo en F , es acotado. Esto es equivalente a

que F�E es normado [18, Cap 3]. Tomemos W2(U
�
2 ; V2) otro entorno en F�E con

U2 � E y V2 � F entornos absolutamente convexos y cerrados. Al ser E y F

normados, existen �0 > 0 y �0 > 0 tales que U1 � �U2 y V1 � �V2 para todo

j�j > �0 y j�j > �0. Por la Proposici�on 1.2.4, 1
�
U�
2 � U�

1 y, por lo tanto se tiene

W1(U
�
1 ; V1) = fT 2 L(E 0

c;F ):T (U
�
1 ) � V1g

� fT 2 L(E 0
c;F ):T (

1
�
U�
2 ) � V1g

� fT 2 L(E 0
c;F ):T (

1
�
U�
2 )�V2g

= fT 2 L(E 0
c;F ):

1
��
T (U�

2 ) � V2g:

Luego W1(U
�
1 ; V1) � j��jW2(U

�
2 ; V2) para todo �� > �0�0, es decir W1(U

�
1 ; V1) es

acotado, como se quer��a ver.

Veamos ahora que F�E es topol�ogicamente isomorfo a E�F .

Proposici�on 1.4.5 (Schwartz) Sean E y F espacios localmente convexos y sea T 2 F�E.

Luego T 0 2 E�F . Mas a�un, al aplicaci�on 	:T 7�! T 0 establece un isomor�smo topol�ogico

entre F�E y E�F .

Demostraci�on:

Sea T 2 L�(E
0
c;F ). Si y

0 2 F 0, la aplicaci�on x0 7�! hT (x0); y0i es una funcional continua

sobre E 0
c. Debido a que hT (x0); y0i = hx0; T 0(y0)i, resulta que T 0(y0) 2 (E 0

c)
0. Como, por la

Proposici�on 1.2.13, (E 0
c)
0 = E, resulta que T 0 2 L(F 0; E). Por la Proposici�on 1.2.15, si U

es una base de entornos absolutamente convexos y cerrados de E, E tiene la topolog��a de

la U�-convergencia. Por la Proposici�on 1.3.5, T 0 es continua si F 0 tiene la topolog��a de la

convergencia uniforme sobre los T (U�) con U 2 U . Por la Proposici�on 1.4.2, U� es absolu-

tamente convexo y compacto en E 0
c y, al ser T continuo, T (U�) es absolutamente convexo

y compacto en F . Por lo tanto, como la topolog��a de la convergencia uniforme sobre los

conjuntos T 0(U�) con U 2 U en F 0 es m�as gruesa que la topolog��a de la convergencia

uniforme sobre los absolutamente convexos y compactos, se concluye que T 0 2 L(F 0
c; E).

La aplicaci�on 	:F�E ! E�F dada por 	(T ) = T 0 es lineal y como T 00 = T , 	 es

isomo�smo algebraico. Para ver que es un isomor�smo topol�ogico notemos que

���(T 0) = supfjhx0; T 0(y0)ij: jy0j � �; jx0j � �g
= supfjhT (x0); y0ij: jy0j � �; jx0j � �g
= ���(T ):
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Por lo tanto, si U = fT 2 F�E:���(T ) � 1g y V = fT 2 E�F : ���(T ) � 1g son

entornos de F�E y E�F respectivamente, entonces 	(U) = V y 	�1(V ) = U , de donde

se sigue el resultado. �
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2. Propiedad de aproximaci�on

La propiedad de aproximaci�on juega un rol fundamental en la teor��a de estructuras

de espacios de Banach. El primer estudio sistem�atico sobre el tema puede adjudicarse a

Grothendieck y su trabajo de 1955, [11]. Esta propiedad surge relacionada con el con-

cepto de base de Schauder. Si un espacio de Banach E tiene base de Schauder entonces,

los operadores compactos a valores en E se pueden aproximar por operadores rango �ni-

to, que son, de alguna manera, los operadores con propiedades m�as cercanas a las de

las trasformaciones lineales entre espacios �nito dimensionales. La pregunta rec��proca,

conocida como el problema de aproximaci�on, motiv�o los avances de esta teor��a. En [11],

Grothendieck relaciona el problema de aproximaci�on con la topolog��a de la convergencia

uniforme sobre compactos. Establece que el problema de aproximaci�on es equivalente a

poder aproximar uniformemente la identidad sobre ciertos conjuntos compactos del espa-

cio por operadores de rango �nito, lo que se conoce como propiedad de aproximaci�on. El

problema de aproximaci�on, estuvo abierto por varias d�ecadas hasta que en 1972, P. En
o

dio una respuesta en forma negativa. A partir de entonces se sabe que existen espacios

sin propiedad de aproximaci�on.

Esta secci�on est�a dedicada a la propiedad de aproximaci�on. Expondremos aquellos

resultados que usaremos m�as adelante para estudiar aproximaci�on en espacios de fun-

ciones. Incluiremos algunas demostraciones con la intenci�on de proporcionar elementos

que ayuden a esclarecer el alcance y la profundidad de esta propiedad.

2.1. La propiedad de aproximaci�on

De�nici�on 2.1.1 Un espacio localmente convexo E se dice que tiene la propiedad de

aproximaci�on si la identidad puede ser aproximada por operadores de rango �nito sobre

los conjuntos absolutamente convexos y compactos de E. Es decir, si para toda seminorma

� continua de E, para todo " > 0 y para todo K � E absolutamente convexo y compacto,

existe un operador lineal S:E ! E, con dim S(E) �nita, tal que �(x � S(x)) < " para

todo x 2 K.

Los operadores continuos de rango �nito entre espacios localmente convexos E y F

pueden describirse, aunque no en forma �unica, a trav�es de �nitos elementos de F y de

E 0. Esto es, si T 2 L(E;F ) es un operador de rango �nito, existen y1; : : : ; yn 2 F y

x01; : : : ; x
0
n 2 E 0 tales que T (x) =

Pn
j=1 x

0
j(x)yj, para todo x 2 E. Una forma usual de

escribir esto, omitiendo la evaluaci�on, es a trav�es de la notaci�on de producto tensorial.

As��, T =
Pn

j=1 x
0
j 
 yj. Por tanto, usaremos E 0 
 F para notar el espacio de operadores

de rago �nito (continuos) de E en F .

23



El siguiente resultado se debe tanto a Grothendieck como a Schwartz. En [9] puede

encontrarse una demostraci�on.

Teorema 2.1.2 Sea E espacio localmente convexo. Son equivalentes:

(a) E tiene la propiedad de aproximaci�on.

(b) E 0 
 E es denso en Lc(E;E).

(c) E 0 
 F es denso en Lc(E;F ) para todo espacio localmente convexo F .

(d) F 0 
 E es denso en Lc(F ;E) para todo espacio localmente convexo F .

Aqu�� Lc(E;F ) denota al espacio L(E;F ) dotado de la convergencia uniforme sobre los

compactos absolutamente convexos de E.

Para E y F espacios de Banach, es posible caracterizar Lc(E;F )
0. Este resultado

permite establecer cuando un espacio E tiene propiedad de aproximaci�on en t�erminos de

pares de sucesiones en E y E 0. Tambi�en permite ver que un espacio E tiene propiedad de

aproximaci�on si su espcio dual E 0 la tiene.

Lema 2.1.3 Sean E y F espacios de Banach. Una funci�on lineal � pertenece a Lc(E;F )
0

si y s�olo si existen sucesiones (y0n)n2N � F 0 y (xn)n2N � E tales que
P1

n=1 jjy
0
njjjjxnjj <1

y �(T ) =
P1

n=1 y
0
n(T (xn)) para todo T 2 L(E;F ).

Demostraci�on: Sea � una funci�on que admite tal representaci�on. Podemos suponer

sin p�erdida de generalidad que xn 6= 0 para todo n 2 N. Sea (an)n2N � R>0 tal que

l��mn!1 an =1 y
1X
n=1

anjjy
0
njjjjxnjj = M <1. El conjunto K = f xn

jjxnjjan
:n 2 Ng [ f0g es

compacto y

j�(T )j �
1X
n=1

jjy0njjjjT (xn)jj =
1X
n=1

anjjy
0
njjjjxnjjjjT (

xn
jjxnjjan

)jj �M sup
x2K

jjT (x)jj:

Por lo tanto � 2 Lc(E;F )
0. Rec��procamente si � 2 Lc(E;F )

0, existe K � E compacto

tal que j�(T )j � M supx2K jjT (x)jj para todo T 2 L(E;F ). Al ser K compacto y E

espacio de Banach, existe (xn)n2N � E tal que l��mn!1 jjxnjj = 0 y K = coefxn:n 2 Ng,

[13, Proposici�on 1.e.2]. Luego, si x 2 K, existe (�n)n2N 2 `1 con jj(�n)njj = 1 tal que

x =
P1

n=1 �nxn y, por lo tanto, jjT (x)jj �
P1

n=1 j�njkxnk � supn2N jjxnjj. Tomando

supremo sobre K se tiene la desigualdad

j�(T )j �M sup
n2N

jjT (xn)jj: (3)
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Consideremos el espacio c0(F ) = f(y1; y2; : : :): yn 2 F; l��mn7!1 jjynjj = 0g dotado de la

topolog��a generada por la norma jj(y1; y2; : : :)jj = supn2N jjynjj y sea Z � c0(F ) el sube-

spacio de�nido por Z = f(T (x1); T (x2); : : :):T 2 L(E;F )g. La aplicaci�on lineal e�:Z ! C

de�nida por e�(T (x1); T (x2); : : :) = �(T ) esta bien de�nida por (3) y

je�(T (x1); T (x2); : : :)j �M sup
x2K

jjT (x)jj �M sup
n2N

jjT (xn)jj:

Por Hahn-Banach, existe  2 c0(F )
0 tal que  jZ = e�. Como c0(F )

0 = `1(F
0), luego existe

(y0n)n2N � F 0 tal que
P1

n=1 jjy
0
njj < 1 y  = (y01; y

0
2; : : :). Por lo tanto obtenemos queP1

n=1 jjy
0
njjjjxnjj <1 y

�(T ) =  (T (x1); T (x2) : : :) =
1X
n=1

y0n(T (xn))

como quer��amos ver. �

Proposici�on 2.1.4 Sea E un espacio de Banach. Entonces E tiene la propiedad de apro-

ximaci�on si y s�olo si para todo par de sucesiones (x0n)n2N � E 0 y (xn)n2N � E que cumplenP1
n=1 jjx

0
njjjjxnjj <1 y

P1
n=1 x

0
n(x)xn = 0 para todo x 2 E, se tiene

P1
n=1 x

0
n(xn) = 0.

Demostraci�on: Visto desde otro punto de vista, que E tenga la propiedad de aproxima-

ci�on es decir que la identidad est�e en la clausura del subespacio E 0 
 E � Lc(E;E). Por

Hahn-Banach, esto es equivalente a que toda funcional en (Lc(E;E))
0 tal que, restringida

a E 0 
 E es nula, entonces aplicada a la identidad es nula. Como es equivalente que una

funcional en (Lc(E;E))
0 se anule en E 0
E a que se anule en todos los operadores lineales

de rango 1, llegamos a la conclusi�on de que es equivalente que E tenga la propiedad de

aproximaci�on a que si � 2 (Lc(E;E))
0 se anula en los operadores de rango 1, denotado

F(E), entonces se anula en la identidad. Esto �ultimo es exactamente lo que dice la segunda

parte de la proposici�on. En efecto sea � 2 (Lc(E;E))
0 tal que �jF(E) = 0. Por el lema an-

terior, existen (x0n)n2N � E 0 y (xn)n2N � E dos sucesiones tales que
P1

n=1 jjx
0
njjjjxnjj <1

tales que �(T ) =
P1

n=0 x
0
n(T (xn)) para todo T 2 L(E;E). As��, para todo x

0 2 E 0 y x 2 E,

x0 
 x 2 F(E) y se tiene que

�(x0 
 x) =
1X
n=0

x0n (x
0(xn)x) =

1X
n=0

x0n(x)x
0(xn) = x0

 
1X
n=0

x0n(x)xn

!
= 0:

Como E 0 separa puntos de E, luego
P1

n=0 x
0
n(x)xn = 0. Esto implica que

1X
n=0

x0n(xn) = �(IdE) = 0

como quer��amos ver. �
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Proposici�on 2.1.5 Sea E un espacio de Banach. Si E 0 tiene la propiedad de aproxima-

ci�on, entonces E la tiene.

Demostraci�on: Sean (x0n)n2N � E 0 y (xn)n2N � E dos sucesiones tales que cumplanP1
n=1 jjx

0
njjjjxnjj < 1 y

P1
n=1 x

0
n(x)xn = 0 para todo x 2 E. Sea J :E 7�! E 00 la inclusi�on

can�onica. Como J es isometr��a, se tiene que
P1

n=1 jjx
0
njjjjJ(xn)jj <1 y, adem�as, para todo

x0 2 E 0 y x 2 E

1X
n=1

J(xn)(x
0)x0n(x) =

1X
n=1

x0(xn)x
0
n(x) = x0(

1X
n=1

x0n(x)xn) = 0:

Por lo tanto (
P1

n=1 J(xn)(x
0)x0n) (x) = 0 para todo x 2 E y, como (E;E 0) es un par

dual, tenemos que
P1

n=1 J(xn)(x
0)x0n = 0. Como E 0 tiene la propiedad de aproximaci�on,

por la Proposici�on 2.1.4 se tiene que 0 =
P1

n=1 J(xn)(x
0
n) =

P1
n=1 x

0
n(xn) y, aplicando la

misma proposici�on otra vez, resulta que E tiene la propiedad de aproximaci�on. �

La rec��proca a esta proposici�on no es cierta. Es decir, existe un espacio de Banach E

separable con base de Schauder y, por lo tanto, con propiedad de aproximaci�on, tal que su

dual E 0 es separable y sin propiedad de aproximaci�on, ver [13, Teorema 1.e.7], donde se

construye un ejemplo, usando el hecho de que existe un espacio de Banach sin propiedad

de aproximaci�on. M�as a�un, este mismo ejemplo muestra que existe un espacio de Banach

con la propiedad de aproximaci�on que contiene un subespacio que no tiene la propiedad

de aproximaci�on. Esto es, la propiedad de aproximaci�on no es hereditaria.

Si E es un espacio de Banach con la propiedad de aproximaci�on y F es un espacio

de Banach cualquiera, para T 2 L(F;E) compacto y " > 0, existe S 2 E 0 
 E tal que

" > supy2T (BF ) jjSy� yjj = supx2BF jjS �T (x)�T (x)jj. Es decir, todo operador compacto

de F en E se aproxima por operadores de rango �nito. La rec��proca es cierta como veremos

en la siguiente proposici�on. Antes necesitaremos un lema.

Lema 2.1.6 Sea E un espacio de Banach y sea (xn)n2N una sucesi�on tal que xn 6= 0 y

l��mn!1 jjxnjj = 0. Sea U = coefxn=jjxnjj
1
2g y consideremos al conjunto Y =

S
k2N kU

dotado con la topolog��a generada por la funcional de Minkowski de U que notaremos por

jjj:jjj. Entonces:

(a) (Y; jjj:jjj) es un espacio de Banach.

(b) Para todo y0 2 Y 0 y " > 0 existe x0 2 E 0 tal que jy0(xn) � x0(xn)j < " para todo

n 2 N.

Demostraci�on:
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(a) Como U es absolutamente convexo y absorbente en Y , por la Proposici�on 1.1.10,

jjjyjjj = ��nff� > 0: y 2 �Ug es una seminorma en Y . Si 0 6= y 2 Y , entonces

y =
P1

n=1 �nxn=jjxnjj
1
2 con 0 <

P1
n=1 j�nj < N para alg�un N 2 N. Si � > 0 es

tal que 0 <
P1

n=1 j�nj � � luego yP
1

n=1 j�nj��
=2 U y por lo tanto jjjyjjj > 1P

1

n=1 j�nj��
,

mostrando que jjj:jjj es una norma. Para ver que (Y; jjj:jjj) es completo tomemos

una sucesi�on jjj:jjj-Cauchy (ym)m2N, ym =
P1

n=0 �
m
n xn=jjxnjj

1
2 , y veamos que es

convergente. Si dado " > 0 existe m0 tal que para todo m1;m2 > m0,

ym1 � ym2 =
1X
n=0

(�m1
n � �m2

n )xn=jjxnjj
1
2 2 "U;

luego
P1

n=0 j�
m1
n � �m2

n j < ", con lo que se tiene que las sucesiones (�mn )m2N � C

son de Cauchy para cada n 2 N y, por lo tanto, convergentes. Es f�acil mostrar

que si l��mm!1 �mn = �n para todo n 2 N, entonces la sucesi�on (ym)m2N converge a

y =
P1

n=0 �nxn=jjxnjj
1
2 2 Y .

(b) Sea y0 2 Y 0 y " > 0. Como xn=jjxnjj
1
2 2 U , entonces jjjxnjjj � jjxnjj

1
2 y por lo tanto

l��mn!1 jjjxnjjj = 0. Luego, existe n0 2 N tal que para todo n > n0 jy0(xn)j �
"
2
.

Sea K0 =
2
"
coefxn:n � n0 + 1g y F = fx:x 2 Span fxn:n = 1; : : : n0g; y

0(x) = 1g.

Como F es jj:jj-cerrado, K0 es jj:jj-compacto y F \K0 = ;, por Hahn-Banach, existe

x0 2 E 0 tal que x0jF = 1 y x0jK0 < 1. Por lo tanto, x0(xn) = y0(xn) para n � n0 y

jx0(xn)j �
"
2
para n > n0, obteniendo que jy0(xn)� x0(xn)j � " para todo n 2 N.

�

En lo que sigue, si E y F son espacios de Banach, notaremos por K(E;F ) al conjunto

de los operadores compactos de E en F dotado con la topolog��a de la norma usual de

operadores.

Proposici�on 2.1.7 Sea E espacio de Banach. Entonces E tiene la propiedad de aproxi-

maci�on si y s�olo si F 0 
 E es denso K(F;E) para todo espacio de Banach F .

Demostraci�on: Sean K � E compacto y " > 0. Sea (xn)n2N � E una sucesi�on de

elementos no nulos tal que jjxnjj ! 0 y K = coefxn:n 2 Ng. Sea U = coefxn=jjxnjj
1
2g y

sea Y =
S

k2N kU dotado de la topolog��a generada por la funcional de Minkowski de U ,

jjj:jjj. Por la parte (a) del lema anterior, (Y; jjj:jjj) es un espacio normado y completo y su

bola unidad es BY = fy 2 Y : jjjyjjj � 1g = U . Como U � E es compacto, IdjY :Y ! E

es compacta y, por hip�otesis, existen y01; : : : ; y
0
m 2 Y 0, y1; : : : ; ym 2 Y tales que

jj
mX
j=1

y0j(x)yj � xjj � "=2
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para todo x 2 U y, por lo tanto, para todo x 2 K. Por la parte (b) del lema anterior,

existen x01; : : : ; x
0
m 2 E 0 tal que jy0j(xn)�x

0
j(xn)j �

"
2mm�axfjjyj jjg

para todo n 2 N. Si x 2 K,

x =
P1

n=0 �nxn con
P1

n=0 j�nj � 1, entonces

jj
mX
j=1

x0j(x)yj � xjj � jj
mX
j=1

x0j(x)yj � y0j(x)yjjj+ jj
mX
j=1

x0j(x)yj � xjj

�
1X
n=1

 
j�nj

mX
j=1

jjx0j(xn)yj � y0j(xn)yjjj

!
+ jj

mX
j=1

x0j(x)yj � xjj

�
1X
n=1

j�nj"=2 + jj
mX
j=1

x0j(x)yj � xjj � "=2 + "=2 = ";

con lo cu�al E tiene la propiedad de aproximaci�on. �

En vistas de las equivalencias (c) y (d) del Teorema 2.1.2, donde el rol de los espacios E y F

es sim�etrico, es natural preguntarse si podemos intercambiar E y F en (b) de la proposici�on

anterior. El resultado que sigue asegura que no, dado que se obtiene la equivalencia para

E 0 con propiedad de aproximaci�on; condici�on que, como ya mencionamos, es m�as fuerte.

Una demostraci�on de la siguiente proposici�on puede verse en [13, Teorema 1.e.5].

Proposici�on 2.1.8 Sea E espacio de Banach. Son equivalentes:

(a) E 0 tiene la propiedad de aproximaci�on.

(b) E 0 
 F es denso en K(E;F ) para todo espacio de Banach F .

Como observamos antes, siM � E es un subespacio y E tiene la propiedad de aproxi-

maci�on, en general no es cierto que M tenga la propiedad de aproximaci�on. Sin embargo,

si M es complementado en E la situaci�on es diferente.

Proposici�on 2.1.9 Sea E un espacio localmente convexo y sea M � E un subespacio

complementado. Si E tiene la propiedad de aproximaci�on, entonces M tiene la propiedad

de aproximaci�on.

Demostraci�on: Sea P :E ! E un proyector continuo tal que P (E) =M . Como E tiene

la propiedad de aproximaci�on, por el Teorema 2.1.2 existe una red (S�)�2� 2 Lc(E;E)

de operadores de rango �nito tales que S� ! P uniformemente sobre los conjuntos ab-

solutamente convexos y compactos. Luego P � S� ! P y como P � S 2 Lc(E;M),

P � S� 2 Lc(M;M) son de rango �nito y P jM = IdM se tiene el resultado. �
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2.2. La propiedad de aproximaci�on y el �-producto

Tanto el Teorema 2.1.2 como en la Proposici�ones 2.1.7 y 2.1.8, muestran que hay una

estrecha relaci�on entre la propiedad de aproximaci�on y el espacio de operadores. El primer

resultado caracteriza esta propiedad teniendo en cuenta cierta densidad en el espacio de

operadores considerado con una topolog��a particular, mientras que los otros dos involu-

cran la subclase particular de operadores compactos. En esta secci�on estudiaremos la

importante relaci�on entre la propiedad de aproximaci�on y el �-producto. Para esto nece-

sitaremos algo m�as de informaci�on sobre E 0
c.

Como vimos en la Proposici�on 1.2.13, el dual de (E 0
c) es E. Al considerar (E

0
c)
0 con la

topolog��a de la convergencia uniforme sobre conjuntos absolutamente convexos y com-

pactos de E 0
c tenemos sobre E una topolog��a m�as �na que la original. El siguiente lema

establece la continuidad de esta inclusi�on.

Lema 2.2.1 Sea E un espacio localmente convexo. Entonces IdE: (E
0
c)
0
c ! E es continua.

Demostraci�on: Para ver la continuidad consideremos U una base de entornos cerrados

y absolutamente convexos de E y tomemos U 2 U . Basta ver que U es entorno en (E 0
c)
0
c.

Por la Proposici�on 1.4.2, U� es absolutamente convexo y compacto en E 0
c, luego U

�� es

un entorno de (E 0
c)
0
c y debido a la Proposici�on 1.2.15 resulta que U�� = U , con lo cual U

es un entorno en (E 0
c)
0
c. �

Ahora estamos en condiciones de caracterizar la propiedad de aproximaci�on via el

espacio de operadores dado por el �-producto.

Proposici�on 2.2.2 Sea E un espacio localmente convexo. Son equivalentes:

(a) E tiene la propiedad de aproximaci�on.

(b) E 
 F es denso en E�F para todo espacio localmente convexo F .

Demostraci�on: Para ver que (b) implica (a), como E 
 F es denso en E�F para todo

F espacio localmente convexo, en particular se cumple si F = E 0
c. Por lo tanto tenemos

que E 0 
 E es denso en E�E 0
c = L�((E

0
c)
0
c; E). Si K � E es absolutamente convexo y

compacto, K� es un entorno de E 0
c y como K�� = K, las seminormas en E�E 0

c son de

la forma supx2K �(T (x)), donde � es una seminorma continua de E. Por el Lema 2.2.1,

IdE 2 E�E
0
c, as�� dados K � E absolutamente convexo y compacto, � seminorma continua

de E y " > 0 existe S 2 E 0 
 E tal que supx2K �(IdE(x) � S(x)) < ". Luego E tiene la

propiedad de aproximaci�on.

Rec��procamente, sean T 2 E�F = L�(F
0
c; E), U � F un entorno, � seminorma con-

tinua de E y " > 0. Como U� es absolutamente convexo y compacto en F 0
c y T es lineal
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y continuo, se tiene que T (U�) es absolutamete convexo y compacto en E. Ya que, por

hip�otesis, E tiene la propiedad de aproximaci�on, existe S 2 E 0
E tal que �(x�S(x)) < "

para todo x 2 T (U�). Como S � T 2 F 
E, resulta que sup
y02U�

�(T (y0)� S � T (y0)) < ". Se

concluye que E 
 F es denso en E�F . �

El siguiente resultado muestra que es su�ciente reemplazar F localmente convexo por

F Banach en (b) de la proposici�on anterior. Esta reformulaci�on, se debe a Bierstrad y

Meise [5].

Proposici�on 2.2.3 Sea E un espacio localmente convexo. Son equivalentes:

(a) E tiene la propiedad de aproximaci�on.

(b) E 
 F es denso en E�F para todo espacio de Banach F .

Terminaremos esta secci�on dando el resultado an�alogo al Corolario 2.1.5 cuando se

considera E 0 con la topolog��a de la convergencia uniforme sobre los conjuntos absoluta-

mente convexos y compactos de E. Usaremos este resultado en los pr�oximos cap��tulos

para hablar de propiedad de aproximaci�on para espacios de funciones no lineales, como

son los polinomios y las funciones holomorfas.

Corolario 2.2.4 Sea E un espacio localmente convexo. Entonces E 0
c tiene la propiedad

de aproximaci�on si y s�olo si E tiene la propiedad de aproximaci�on.

Demostraci�on: Si E 0
c tiene la propiedad de aproximaci�on, por la Proposici�on 2.2.2, E 0

c
F

es denso en F�E 0
c para todo espacio localmente convexo F . Por la Observaci�on 5 de la

De�nici�on 1.4.4, se tiene que E 0
c 
 F es denso en Lc(E;F ) para todo espacio localmente

convexo F que, otra vez por la Proposici�on 2.2.2, es equivalente a que E tenga la propiedad

de aproximaci�on. �
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3. Funciones holomorfas

Una funci�on f :C ! C es holomorfa en a 2 C cuando tiene un desarrollo en serie de

potencias alrededor de ese punto. Resulta que, sobre C, los �unicos polin�omios homog�eneos

son de la forma zn, con n 2 N que, desarrollados en un entorno de un punto a son de

la forma pn(z) = (z � a)n. Luego, la de�nici�on de una funci�on holomorfa en a 2 C es

equivalente a que admita un desarrollo en serie de polinomios homog�eneos alrededor de

a.

Las funciones holomorfas en espacios de dimensi�on �nita, Ck, tambi�en pueden carac-

terizarse por la convergencia de expansiones monomiales de orden n que, en un entorno

del origen, son de la forma z�11 z�22 � � � z�kk con �j 2 N0 y �1 + � � � + �k = n. Este fue el

primer acercamiento de Hilbert (1909) al tema de holomorf��a in�nito-dimensional, para

funciones de�nidas en espacios de sucesiones, es decir, con variable z = (z1; z2; z3; : : :). En

los a~nos siguientes los trabajos de Fr�echet y Gâteaux mostraron que la expansi�on en serie

de polinomios homog�eneos proporcionaba una de�nici�on m�as adecuada. Adem�as, permite

el concepto de funci�on holomorfa para cualquier espacio vectorial con alguna estructura

topol�ogica.

En este cap��tulo, introduciremos el concepto de funci�on holomorfa sobre espacios local-

mente convexos y estudiaremos las propiedades del espacio formado por esta clase de

funciones que ser�a denotado H(E;F ). Cuando F es Banach, veremos que hay distintas

topolog��as naturales que hacen de H(E;F ) un espacio localmente convexo. Vale aclarar

que el espacio de funciones holomorfas como tal, rara vez resulta un Banach, a�un cuando

E y F lo son; de ah�� la necesidad de estudiar espacios localmente convexos. Para empezar

ser�a necesario especi�car a qu�e nos referimos con polinomio homog�eneo en un espacio de

dimensi�on in�nita. Esto es lo que haremos en la secci�on que sigue.

3.1. De�niciones y generalidades

Antes de comenzar estableceremos algo de notaci�on. El espacio de las aplicaciones

n- lineales de E en F ser�a notado por L(nE;F ), pondremos L(nE;F ) para las aplicaciones

n-lineales continuas y Ls(nE;F ) ser�a el espacio de las aplicaciones n-lineales continuas

y sim�etricas, esto es B(x1; : : : ; xn) = B(x�(1); : : : ; x�(n)) para toda � permutaci�on de n

elementos. Cuando F = C, estos espacios ser�an notados simplemente por

L(nE);L(nE);Ls(nE);

respectivamente.

Si � 2 L(nE;F ) y x; x1; : : : ; xk 2 E, denotamos

�(x; : : : ; x) = �(xn)
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y

�(x1; n1: : :; x1; : : : ; xk; nk: : :; xk) = �(xn11 ; : : : ; x
nk
k )

con n1; : : : ; nk 2 N0; n1 + � � �+ nk = n.

Si E y F son espacios localmente convexos, A � E es un conjuto, � es una seminorma

continua de F y h:E ! F es una funci�on, usaremos la notaci�on

khkA;�: = sup
x2A

�(h(x)):

En particular, cuando F es normado, notaremos

khkA: = sup
x2A

kh(x)k:

Empecemos viendo la de�nici�on de polinomio n-homog�eneo.

De�nici�on 3.1.1 Sean E y F espacios localmente convexos. Una aplicaci�on P :E ! F

se dice polin�omio homog�eneo de grado n si existe � 2 L(nE;F ) tal que P (x) = �(xn).

En este caso diremos que la aplicaci�on � esta asociada al polinomio P y lo notamos

P = b�. Al conjunto de los polinomios n-homog�eneos de E en F lo notamos P (nE;F ) y al

subconjunto de los polinomios n-homog�eneos continuos lo notamos P(nE;F ). En el caso

en que F = C, entonces notamos P(nE) en lugar de P(nE;C).

Observaci�on Si P 2 P(nE;F ), entonces existe � 2 Ls(nE;F ) tal que P = b�. En
efecto, si e� 2 L(nE;F ) esta asociada a P , entonces la aplicaci�on n-lineal

�(x1; : : : ; xn) =
1

n!

X
�2Sn

e�(x�(1); : : : ; x�(n))
es sim�etrica y cumple que �(xn) = e�(xn).
Ejemplos 3.1.2

1. SiE es un espacio localmente convexo y x01; : : : ; x
0
k 2 E

0, entonces P (x) =
Pk

j=1 x
0
j(x)

n

es un polinomio n-homog�eneo a valores escalares. Una aplicaci�on n-lineal asociada

es

�(x1; : : : ; xn) =
kX

j=1

x0j(x1)x
0
j(x2) � � �x

0
j(xn):

En particular, si x� 2 E�, la aplicaci�on P (x) = x�(x)n es un polinomio n-homog�eneo

que resulta continuo si y s�olo si x� lo es.
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2. La aplicaci�on P :E � E 0 ! C dada por P ((x; x0)) = x0(x) es un polinomio 2- ho-

mog�eneo donde la aplicaci�on bilineal asociada es

� ((x; x0); (y; y0)) =
1

2
(x0(y) + y0(x)) :

Este ejemplo de polinomio 2-homog�eneo permite mostrar que no todos los poli-

nomios vienen dados por combinaciones lineales de productos de funcionales. Veamos

esto para el caso particular en que E = `2. Consideremos en `2 � `2 la norma

de�nida por k(a; b)k = (kak2 + kbk2)
1
2 . La aplicaci�on  : `2 � `2 ! `2 dada por

 ((an)n2N; (bn)n2N) =
P1

n=1 e2n�1an + e2nbn es un isomor�smo isom�etrico. Se tiene

que (ej; ej)
w
! 0; j !1 pues  ((en); (en))) = e2n�1 + e2n. Ahora, si el polinomio

de�nido por P ((an)n2N; (bn)n2N) =
P1

n=1 anbn fuera una combinaci�on lineal de pro-

ducto de funcionales lineales se tendr��a que P (ej; ej)! 0; j !1, pero P (ej; ej) = 1

para todo j 2 N.

3. El operador T :L(2E) ! L(E;E 0) de�nido por T (�)(x)(y) = �(x; y) es un iso-

mor�smo algebraico. En particular muestra que hay tantas aplicaciones bilineales

como operadores de E en E 0 y, por lo tanto, tantos polin�omios 2-homog�eneos como

operadores de E en E 0.

En la secci�on 3.2 veremos una forma de dar a P(nE;F ) una topolog��a natural. All�� ve-

remos mas ejemplos de polinomios n-homog�eneos.

Veamos ahora la de�nici�on de funci�on holomorfa.

De�nici�on 3.1.3 Sean E y F espacios localmente convexos, U � E un abierto. Decimos

que una funci�on f :U ! F es holomorfa si para todo a 2 U existe una sucesion de

polinomios n-homogeneos, Pnf(a) 2 P(
nE;F ) y V � U un entorno tal que

f(x) =
1X
n=0

Pnf(a)(x� a);

donde la convergencia es uniforme para todo x 2 a+V . Es decir, dado � una seminorma

continua en F y " > 0, existe � una seminorma continua de E, r > 0 y m0 2 N tal que

para todo m > m0 se cumple

sup
�(x)<r

�

 
f(a+ x)�

mX
n=0

Pnf(a)(x)

!
� ":

Al conjunto de funciones holomorfas de U a valores en F lo denotamos H(U ;F ). En

el caso que F = C, notamos H(U) en lugar de H(U ;C).
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Observaciones

1. H(U ;F ) es un espacio vectorial. Si f; g 2 H(U ;F ) y a 2 U luego, al igual que en el

caso �nito dimensional, se cumple la igualdad Pn(f + g)(a) = Pnf(a) + Png(a).

2. Si E y F son espacios localmente convexos y U � E abierto, se tiene que P(nE;F )

es un subespacio de H(U ;F ). En efecto, sea � una aplicaci�on n-lineal sim�etrica tal

que P = b�. Sean a; x 2 U . Utilizando la f�ormula binomial de Newton obtenemos

P (x) = �(xn) = � ((a+ x� a)n) =
nX
j=0

n!

j!(n� j)!
�
�
an�j; (x� a)j

�
:

Como la aplicaci�on x 7�! � (am�j; xj) es un polinomio j- homog�eneo, se tiene el

resultado. En particular, se obtienen las ecuaciones PmP (a)(x) = �(an�m; xm) si

m < n, PnP (a) = P y PmP (a) = 0 si n > m.

3. Notemos por P (E;F ) = Span fP(nE;F ):n 2 Ng. De las dos observaciones anterio-

res se deduce que P(E;F ) es un subespacio de H(U ;F ).

4. Si f 2 H(U ;F ) entonces f es continua ya que f es localmente el limite uniforme de

funciones continuas.

5. Al igual que en el caso �nito dimensional, si f(x) =
P1

n=0 Pnf(a)(x� a), entonces

la sucesi�on Pnf(a) es �unica. Una demostraci�on puede verse en [14, Cap. 1].

Ejemplo 3.1.4

Sea E un espacio de Banach y sea (x0n)n2N � E 0 una sucesi�on que converge puntual-

mente a 0. Luego, la funci�on f :E ! C de�nida por f(x) =
P1

n=0 x
0
n(x)

n es holomor-

fa. Veamos c�omo es el desarrollo de Taylor alrededor de un punto. Por el Principio de

Acotaci�on Uniforme, existe c > 0 tal que jjx0njj � c para todo n 2 N. Por lo tanto, para

cada a 2 E y 0 � r < 1=c se tiene que

1X
j=0

1X
n=j

n!

j!(n� j)!
jx0n(a)j

n�jkx0nk
jrj =

1X
n=0

nX
j=0

n!

j!(n� j)!
jx0n(a)j

n�jkx0nk
jrj =

=
1X
n=0

(jx0n(a)j+ kx0nkr)
n �

�
1X
n=0

(jx0n(a)j+ cr)n:

Luego,
P1

j=0

P1
n=j

n!
j!(n�j)!

jx0n(a)j
n�jkx0nk

jrj converge ya que cr < 1 y x0n(a)! 0.
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De la desigualdad anterior obtenemos que la aplicaci�on Qj:E ! C de�nida por

Qj(x) =
1X
n=j

n!

j!(n� j)!
jx0n(a)j

n�jx0n(x)
j

est�a bien de�nida. Mas a�un, Qj 2 P(
jE) y la aplicaci�on j-lineal que de�ne a Qj es

�j(x1; : : : ; xj) =
1X
n=j

n!

j!(n� j)!
jx0n(a)j

n�jx0n(x1) : : : x
0
n(xj):

Por la convergencia absoluta, tenemos que

f(x) =
1X
n=0

(x0n(a) + x0n(x� a))
n
=

=
1X
n=0

nX
j=0

n!

j!(n� j)!
x0n(a)

n�jx0n(x� a)j =

=
1X
j=0

1X
n=j

n!

j!(n� j)!
x0n(a)

n�jx0n(x� a)j =

=
1X
j=0

Qj(x� a):

Notar que la convergencia es uniforme para x 2 Br(a). Luego f 2 H(E):

Varias de las propiedades que se tienen para funciones holomorfas de�nidas sobre

C se mantienen para funciones en H(U ;F ). En lo que sigue veremos algunas de estas

propiedades que usaremos a lo largo del trabajo.

Proposici�on 3.1.5 Sean E;F;G espacios localmente convexos, U � E abierto. Entonces

si f 2 H(U ;F ) y T 2 L(F ;G) se tiene que T � f 2 H(U ;G).

Demostraci�on:

Sea T 2 L(F ;G). Como T es continuo, dada � una seminorma continua de G y

" > 0, existe � una seminorma continua de F tal que si y 2 F y �(y) � 1, entonces

� (T (y)) � ". Para a 2 U y f 2 H(U ;F ), existe M 2 N y V � U un entorno de a tal que

supx2V � (
P1

n=M Pnf(a)(x� a)) � 1. Por lo tanto se tiene que�����
�����T
 
f(x)�

MX
n=0

Pnf(a)(x� a)

!�����
�����
V;�

� ":

Como T

 
f �

MX
n=0

Pnf(a)

!
= T (f)�

MX
n=0

T �Pnf(a) y T �Pnf(a) 2 P(
nE;F ), se obtiene

que T � f es holomorfa en a 2 U para todo a 2 U . Luego T � f 2 H(U ;G). �
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Una funci�on holomorfa f :U � C ! C admite una representaci�on integral mediante

la f�ormula de Cauchy. Esto es, dado a 2 U , z 2 C y r > 0 tal que a + �z 2 U para todo

� 2 �(0; r), para todo � 2 �(0; r) se tiene:

f(a+ �z) =
1

2�i

Z
j�j=r

f(a+ �z)

� � �
d�:

Las funciones holomorfas entre espacios localmente convexos tambi�en admiten una rep-

resenaci�on similar, donde las integrales son integrales de Bochner (a valores vectoriales).

De esta representaci�on se pueden deducir los siguientes resultados, cuyas demostraciones

pueden encontrarse en [14, Cap. 2] o [17].

Proposici�on 3.1.6 (Desigualdades de Cauchy) Sean E y F espacios localmente convexos

y U � E abierto. Sean a 2 U , x 2 E y r > 0 tal que a + �x 2 U para todo � 2 �(0; r).

Si � es una seminorma continua de F entonces, para todo n 2 N se cumple que

� (Pnf(a)(x)) � r�n sup
j�j=r

�((a+ �x)) :

Proposici�on 3.1.7 Sean E y F espacios localmente convexos y sea f 2 H(E;F ). En-

tonces, para todo x 2 E, existe Vx entorno de x tal que la serie
P1

n=0 Pn(0)(y) converge

uniformemente para todo y 2 Vx.

El siguiente teorema que enunciaremos nos da una serie de equivalencias �utiles para

ver cuando una funci�on es holomorfa. Para ello veamos algunas de�niciones.

De�nici�on 3.1.8 Sean E y F espacios localmente convexos y sea U � E un abierto. Una

funci�on f :U ! F es G-holomorfa si para todo a 2 U , x 2 E, la aplicaci�on � 7�! f(a+�x)

es holomorfa sobre el conjunto f� 2 C: a+ �x 2 Ug.

De�nici�on 3.1.9 Sean E y F espacios localmente convexos y sea U � E un abierto. Una

funci�on f :U ! F es d�ebil holomorfa si para todo x0 2 F 0 la composici�on x0 � f :U ! C

es holomorfa.

De�nici�on 3.1.10 Sean E y F espacios localmente convexos y sea U � E un abierto.

Una funci�on f :U ! F se dice d�ebil G-holomorfa si para todo a 2 U , x 2 E e y0 2 F 0, la

aplicaci�on � 7�! y0 � f(a+ �x) es holomorfa sobre el conjunto f� 2 C: a+ �x 2 Ug.

Una demostraci�on del siguiente teorema puede encontrarse en [14, Cap. 2].

Teorema 3.1.11 Sean E y F espacios localmente convexos y sea U � E abierto y con-

sideremos f :U ! F una funci�on. Son equivalentes:
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(a) f 2 H(U ;F ).

(b) f es continua y G-holomorfa.

(c) f es d�ebil holomorfa.

(d) f es continua y d�ebil G-holomorfa.

Como una aplicaci�on directa de este teorema, se extiende el principio de identidad.

Una demostraci�on puede verse en [14, Cap. 2].

Proposici�on 3.1.12 (Principio de identidad) Sea E un espacio localmente convexo, U �

E un abierto conexo y sea f 2 H(U ;F ). Si existe un abierto V � U tal que f jV = 0,

entonces f = 0.

3.2. Topolog��as en H(U ;F )

En esta parte estudiaremos varias topolog��as naturales sobre H(U ;F ) cuando F es

un espacio normado y U es un abierto de un espacio localmente convexo. Los resultados

m�as importantes los daremos para U un abierto de un espacio de Banach. Sin p�erdida

de generalidad, vamos a suponer que 0 2 U ya que si f 2 H(U ;F ) y a 2 U , luego la

funci�on fa(x) = f(x� a) 2 H(U � a; F ) y se cumple que Pnfa(b) = Pnf(b� a) para todo

b 2 U � a. Una demostraci�on de esto puede verse en [14, Cap. 2].

Empecemos viendo una topolog��a en P(nE;F ). Para ello, de manera an�aloga a como

de�nimos la topolog��a fuerte para operadores lineales en el segundo ejemplo de 1.2.10,

veremos la de�nic�on de topolog��a fuerte para aplicaciones n-lineales.

De�nici�on 3.2.1 Sean E y F espacios localmente convexos. Llamaremos topolog��a fuerte

en L(nE;F ) a la topolog��a mas gruesa en la cu�al todas las seminormas de�nidas por

pA;�(�) = sup
x1;:::;xn2A

�(�(x1; : : : ; xn)) son continuas, donde A � E es acotado y � es

seminorma continua de F . Esta topolog��a la notaremos por �. En particular, si E y F

son espacios normados, luego (L(nE;F ); �) resulta un espacio normado, cuya norma es

k�k = supjjx1jj�1;:::;jjxnjj�1 jj�(x1; : : : ; xn)jj para � 2 L(nE;F ).

De la misma forma se tiene para el espacio de polinomios n-homog�eneos la siguiente

topolog��a fuerte.

De�nici�on 3.2.2 Sean E y F espacios localmente convexos. Sobre P(nE;F ) se tiene la

topolog��a fuerte, que es la topolog��a mas gruesa en la cu�al todas las seminormas de�nidas

por pA;�(P ) = kPkA;� son continuas, en donde A � E es acotado y � es una seminorma

continua de F . Al espacio de los polinomios n-homog�eneos dotado de esta topolog��a lo
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notamos P(nE;F )�. En particular, si E y F son espacios normados, se tiene la igualdad

P(nE;F )� = (P(nE;F ); jj:jj), donde jj:jj es la norma usual de polinomios, es decir jjP jj =

kPkBE .

En la siguiente proposici�on veremos que P(nE;F )� es topol�ogicamente isomorfo a

(Ls(nE;F ); �). Antes recordaremos la f�ormula de polarizaci�on cuya demostraci�on puede

verse en [14, Cap. 1].

Teorema 3.2.3 (F�ormula de polarizaci�on) Sean E y F espacios localmente convexos y

sea B 2 Ls(nE;F ). Entonces, para todo x1; : : : ; xn 2 E se tiene

B(x1; : : : ; xn) =
1

n!2n

X
ej=�1

e1 : : : enB(e1x1 + : : :+ enxn)
n

Proposici�on 3.2.4 P(nE;F )� es topol�ogicamente isomorfo a (Ls(nE;F ); �).

Demostraci�on: La aplicaci�on 	 : Ls(nE;F )! P(nE;F ) de�nida por 	(B)(x) = B(xn)

establece un isomor�smo algebraico entre P(nE;F )� y (Ls(nE;F ); �) con inversa

	�1(P )(x1; : : : ; xn) =
1

n!2n

X
ej=�1

e1 : : : enP (e1x1 + : : :+ enxn):

	 es continua ya que, si A � E es acotado y � es una seminorma continua de F ,

entonces

jj	(B)jjA;� = sup
x2A

�(B(xn)) � sup
x1;:::;xn2A

�( bB(x1; : : : ; xn)):
Para ver que es un isomor�smo topol�ogico, notemos que si A � E es acotado, luego

coefAg es acotado. Por la f�ormula de polarizaci�on, para todo x1; : : : ; xn 2 A se tiene

�(B(x1; : : : ; xn)) �
1

n!2n

X
ej=�1

�(B(e1x1 + : : :+ enxn)
n) =

=
1

n!2n

X
ej=�1

�(P (e1x1 + : : :+ enxn)):

Tomando supremo en ambos miembros, queda que

sup
x1;:::;xn2A

�(B(x1; : : : ; xn)) �
nn

n!
jjP jjcoefAg;�:

como quer��amos mostrar. �
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Observaciones

1. La proposici�on anterior muestra en particular que si P 2 P (nE;F ) y B 2 Ls(nE;F )

es tal que P = bB, entonces P 2 P(nE;F ) si y s�olo si B 2 Ls(nE;F ).

2. Si E y F son espacios normados, P 2 P(nE;F ) y B 2 Ls(nE;F ) tal que P = bB,
luego se tienen la desigualdades

jjP jj � jj bBjj � nn

n!
jjP jj:

Las constantes de ambas desigualdades son �optimas. En efecto, si E es un espacio

de Banach y x0 2 E 0 la aplicaci�on P (x) = x0(x)n es un polin�omio n-homog�eneo

y se tiene que P = bB donde B(x1; : : : ; xn) = x0(x1) � � �x
0(xn). Es claro que, en

este caso, jjP jj = jjAjj. Si E = `1, la aplicaci�on B(x1; x2) = 1=2(x11x
2
2 + x12x

2
1) es

bilineal y se tiene que jjBjj = 1=2. Mas a�un, jjBjj = jjB(e1; e2)jj. El polinomio

de�nido por P (x) = B(x; x) cumple que P = bB y jjP jj = 1=4. Luego se tiene que

jjBjj = 1=2 = 1
2!

22

4
= 22

2!
jjP jj. Este ejemplo se generaliza a grado n y se debe a Y.

Sarantopoulos.

Veremos ahora distintas topolog��as de�nidas sobre H(U ;F ) y c�omo se relacionan con

las propiedades de los polinomio de la expansi�on de Taylor de cada funci�on holomorfa. La

primera topolog��a que introduciremos es la m�as natural, es la topolog��a de la convergencia

uniforme sobre compactos.

De�nici�on 3.2.5 Sean E y F dos espacios localmente convexos y sea U � E abierto. La

topolog��a de la convergenica uniforme sobre compactos en H(U ;F ) es la generada por las

seminormas

p�;K(f) = jjf jj�;K

donde K � U es compacto y � es una seminorma continua de F . Al espacio de las

funciones holomorfas dotado de esta topolog��a lo notamos (H(U ;F ); �0). Notaremos al

espacio de los polin�omios n-homog�eneos con la topolog��a inducida de la convergenica uni-

forme sobre conjuntos compactos por P(nE;F )c.

Observaci�on Sea U � Cd es un abierto y consideremos en H(U) una sucesi�on (fn)n2N

tal que converge a f 2 H(U) con la topolog��a de la convergencia uniforme sobre compactos.

A�rmamos que la sucesi�on de derivadas cualquier orden converge uniformemente sobre

compactos a la derivada correspondiente de f , es decir jjf (m)
n � f (m)jjK

n!1
�! 0 para todo

compacto K � U . Daremos una idea de esto para U � C abierto. Sea K � U es compacto

y dist(K; CU) = r > 0, donde CU es el complemento de U . Existen z1; : : : ; zn 2 K tales
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que K �
Sn

j=1Br=2(zj) y, por lo tanto, Br=2(z) �
Sn

j=1Br(zj) para todo z 2 K. Si

B =
Sn

j=1Br(zj), entonces B � U es compacto y si z 2 K, por el Teorema integral de

representaci�on de Cauchy se tiene

j(f (m)
n � f (m))(z)j =

���� 1

2�i

Z
j��zj=r=2

(fn � f)(�)

(�� z)m+1
d�

���� � Cjjfn � f jjB

para alguna constante C = C(r;m; d) > 0. Al ser z 2 K arbitrario tenemos la a�rma-

ci�on.

Por lo general, esta propiedad no es cierta si el espacio es de dimensi�on in�nita. En

efecto, sean E es un espacio de Banach y (x0n)n2N una sucesi�on en E 0 tal que jjx0njj = 1 y

x0n
w
! 0. Notemos que x0n tiende a 0 uniformemente sobre compactos ya que, si K � E es

compacto, dado " > 0, existen x1; : : : ; xm 2 E tal que K �
Sm

j=1B"(xj). Como x0n
w
! 0,

existe n0 2 N tal que jx0n(xj)j � " para todo n > n0 y j = 1; : : : ;m. Si x 2 K, luego existe

j0 tal que jjx� xj0jj � " y, por lo tanto, se tiene que

jx0n(x)j � jx0n(x� xj0)j+ jx0n(xj0)j � 2"

Si fn = x0n, luego (fn)n2N � H(E) y tiende a 0 uniformemente sobre compactos. Si

consideramos el operador bdf :E ! E 0 dado por bdf(a) = P1f(a), luego bdfn(a) = x0n para

todo a 2 E y, por lo tanto, (bdfn)n2N no converge uniformemente sobre compactos a 0 = bd0
ya que jjbdfnjjK = jjx0njj = 1.

La siguiente topolog��a que veremos es m�as �na que �0 y asegura que si fn tiende uni-

formemente sobre compactos a f , entonces Pj(fn) tiende uniformemente sobre compactos

a Pj(f) para todo j 2 N.

De ahora en m�as, a los �nes de este trabajo, describiremos las distintas topolog��as en

H(U ;F ) cuando F es un espacio normado.

De�nici�on 3.2.6 Sea E un espacio localmente convexo, U � E abierto y sea F un espa-

cio normado. Notaremos por �1 a la topolog��a en H(U ;F ) generada por las seminormas

pK(f) = kfkK con K � U compacto y las seminormas de�nidas por

pn;K;A(f) = supfjjPnf(a)(x)jj: a 2 K; x 2 Ag

con K � U compacto, A � E acotado, n 2 N.

La topolog��a �1 induce en P(nE;F ) la topolog��a fuerte como veremos en la siguiente

proposici�on.

Proposici�on 3.2.7 Sea E un espacio localmente convexo, U � E abierto y F un espacio

normado. Entonces (H(U ;F ); �1) induce la topolog��a � en P(nE;F ).

40



Demostraci�on: Sea P 2 P(nE;F ). Por la observaci�on hecha al pie de la De�nici�on 3.1.3

se tiene que PnP (x) = P para todo x 2 E. Por lo tanto, si A � E acotado se tiene

que jjP jjA = pn;K;A(P ) para todo K � E compacto, luego � es m�as gruesa que �1 sobre

P(nE;F ). Consideremos la seminorma pm;K;A con K � U compacto y A � E acotado y

sea P 2 P(nE;F ). Si m > n luego pm;K;A(P ) = 0. Si m � n, tomando y P = bB, por la
observaci�on hecha en la De�nici�on 3.1.3 y la Proposici�on 3.2.4, si a 2 K y x 2 A se tiene

jjPmP (a)(x)jj = jjB(an�m; (a� x)m)jj �
� sup

x1;:::;xn2coef2A+Kg

jjB(x1; : : : ; xn)jj

� nn

n!
jjP jjcoef2A+Kg:

Tomando supremo sobre K y A, se tiene que pm;K;A(P ) �
nn

n!
jjP jjcoef2A+Kg obteniendo el

resultado. �

Si U � Cn es un abierto y T 2 H(U)0 es �0 continua, luego existe K � U compacto

y c > 0 tal que jT (f)j � cjjf jjK . Como el conjunto ff jK : f 2 H(U)g es un subespacio

de C(K), el espacio de funciones continuas sobre K con la topolog��a dada por la norma

supremo, resulta que T es continua cuando H(U) hereda la topolog��a de C(K) y, por el

Teorema de Hahn-Banach y el Teorema de representaci�on de Riesz, existe �, medida de

Borel �nita sobre K, jj�jj < c tal que

T (f) =

Z
K

f(x)d�(x)

para toda f 2 H(U). Debido a que K no es �unico y, mas a�un, las extensiones por Hahn-

Banach no son �unicas, T tiene varias medidas que lo representan. Mientras Nachbin es-

tudiaba como es el soporte de T , not�o que existe una funcional S sobre H(U) y K � U

compacto tal que S no se representa bajo el signo integral por una medida �nita Borel

con soporte en K, pero que para todo abierto V tal que K � V � U existe tal repre-

sentaci�on. Esto es, por el Teorema de representaci�on de Riesz, para todo V abierto tal

que K � V � U , existe c(V ) > 0 tal que jS(f)j � c(V )jjf jjV para toda f 2 H(U), pero

no existe c > 0 tal que jT (f)j � cjjf jjK . Motivado por esto, Nachbin de�ne la topolog��a

que veremos a continuaci�on.

De�nici�on 3.2.8 Sea E un espacio localmente convexo, U � E abierto y sea F un

espacio normado. Una seminorma p en H(U ;F ) se dice que es K-portada si existe K � U

compacto tal que para todo abierto V incluido en U con K � V , existe una constante

C(V ) > 0 tal que p(f) � C(V )jjf jjV para todo f 2 H(U ;F ).

De�nici�on 3.2.9 Sea E un espacio localmente convexo, U � E abierto y sea F un

espacio normado. La topolog��a en H(U ;F ) generada por las seminormas K-portadas la

denominamos la topolog��a portada o de Nachbin y la notamos �!.
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La �ultima topolog��a que veremos sobre H(U ;F ) es la denominada ��. Esta topolog��a

es de inter�es ya que tiene mejores propiedades que �! y muchas veces se usa como una

topolog��a auxiliar para estudiar propiedades de �!.

De�nici�on 3.2.10 Sea E espacio localmente convexo, U � E abierto y sea F un espacio

normado. Una seminorma p en H(U ;F ) se dice que es �� continua si para cada cubri-

miento por abiertos numerable (Vn)n2N de U tal que V1 � V2 � : : :, existen n0 2 N y c > 0

tales que p(f) � cjjf jjVn0 para toda f 2 H(U ;F ).

De�nici�on 3.2.11 Sea E espacio localmente convexo, U � E abierto y sea F un espacio

normado. La topolog��a en H(U ;F ) generada por las seminormas ��-continuas ser�a notada

por ��.

En la siguiente proposici�on veremos la relaci�on que hay entre estas cuatro topolog��as.

Para simpli�car la escritura, notaremos � � � si � es una topolog��a mas gruesa que �.

Proposici�on 3.2.12 Sea E un espacio de localmente convexo, U � E abierto y sea F

un espacio normado. Entonces, sobre H(U ;F ) se tiene

�0 � �1 � �! � ��:

Demostraci�on: La relaci�on �0 � �1 se desprende de la de�nici�on y de la observaci�on

hecha al pie de la De�nici�on 3.2.5. Consideremos la seminorma pn;K;A con K � U

compacto y A � E acotado y veamos que es K-portada. Si V es un entorno E tal

que K � V , como A + K es acotado, existe � > 0 tal que A + K � �V . Como

pn;K;A(f) = supa2KfjjPnf(a)jjAg, por la desigualdad de Cauchy se tiene que

pn;K;A(f) � �njjf jj 1
�
(K+A) � �njjf jjV :

As�� obtenemos que la seminorma pn;K;A es portada por el compacto K y, por lo tanto,

�! continua, con lo que se tiene que �1 � �!. Resta ver que �! � ��. Supongamos que p

es una seminorma portada por un compacto K � U . Si (Vn)n2N es un cubrimiento por

abiertos numerable y creciente de U , al ser K compacto, existe n0 tal que K � Vn0 . Por

lo tanto, existe C > 0 tal que p(f) � cjjf jjVn0 , es decir, p es ��-continua. �

Como vimos anteriormente, P(nE;F ) es un subespacio de H(U ;F ). Si al espacio de

polinomios lo dotamos con alguna de las topolog��as mencionadas, podremos ver que la

inclusi�on est�a complementada, como muestra el siguiente resultado.

Proposici�on 3.2.13 Sea E un espacio localmente convexo, U � E abierto y sea F un

espacio normado. Entonces, para todo n 2 N se cumple:
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(a) P(nE;F )c es un subespacio complementado de (H(U ;F ); �0).

(b) P(nE;F )� es un subespacio complementado de (H(U ;F ); �1).

(c) (P(nE;F ); �!) es un subespacio complementado de (H(U ;F ); �!).

(d) (P (nE;F ); �!) es un subespacio complementado de (H(U ;F ); ��).

Demostraci�on: Consideremos la aplicaci�on Dn
0 :H(U ;F ) ! H(U ;F ), conocida como la

derivada de Frech�et, de�nida por Dn
0 (f) = Pnf(0) y veamos que es un proyector. Es claro

que (Dn
0 )

2 = Dn
0 . Faltar��a ver que Dn

0 es continua con las respectivas topolog��as:

(a) Al ser E completo, basta tomar seminormas de�nidas sobre conjuntos absolutamente

convexos y compactos. Sea K � E absolutamente convexo y compacto y tomemos

en P(nE;F )c un entorno V dado por V = fP 2 P(nE;F ): jjP jjK � 1g. El conjunto

W = ff 2 H(U ;F ): jjf jjK � 1g es un entorno de (H(U ;F ); �0) y, si f 2 W , por la

desigualdad de Cauchy se tiene que

jjDn
0 (f)jjK = jjPnf(0)jjK � jjf jjK � 1:

Luego Dn
0 (W ) � V y, por lo tanto, Dn

0 es continua como se quer��a ver.

(b) Tomemos A � E acotado y f 2 H(U ;F ). Para cualquier K � U compacto tal que

0 2 K, la desigualdad

sup
x2A

jjDn
0 (f)(x)jj = jjPnf(0)jjA � sup

a2K
jjPnf(a)jjA = pn;K;A(f)

muestra la continuidad deDn
0 . Aplicando la Proposici�on 3.2.7 se obtiene el resultado.

(c) Sea p una seminorma portada por un compacto K � U . Luego, si V � U es un

entorno, existe � > 0 tal que K � �V . Por lo tanto, por la desigualdad de Cauchy

se tiene
p(Dn

0 (f)) = p(Pnf(0)) � C(�V )jjPnf(0)jj�V
= �nC(�V )jjPnf(0)jjV � �nC(�V )jjf jjV :

Esta desigualdad muestra que Dn
0 es continuo. En efecto, al ser Dn

0 lineal, luego

p � Dn
0 es una seminorma �!-continua. Si W = ff 2 H(U ;F ): p(f) < 1g es un �!

entorno, entonces (Dn
0 )
�1(W ) = (Dn

0 � p)
�1 ([0; 1)) es �!-entorno.

(d) Veamos que (H(U ;F ); ��) induce en la topolog��a �! en P(nE;F ). Sea p una semi-

norma en (H(U ;F ); ��) continua y sea V un entorno abierto de E. Como V es

absorbente, luego V = fU \nV :n 2 Ng es un cubrimiento creciente por abiertos de

U . Luego existe n0 2 N y C > 0 tal que

p(Dn
0 (f)) = p(Pnf(0)) � CjjPnf(0)jjU\n0V � Cnn0jjPnf(0)jjV � Cnn0jjf jjV :
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Usando el mismo argumento que en el ��tem (c), la desigualdad anterior muestra

que la seminorma ep de�nida por ep(f) = p(Pnf(0)) es �!-continua. Como se cumple

que pjP(nE;F ) = epjP(nE;F ), obtenemos que �� es m�as gruesa que �! sobre P(nE;F ).

Aplicando la Proposici�on 3.2.12, tenemos que (P(nE;F ); �!) = (P(nE;F ); ��). Por

el ��tem (c) se obtiene el el resultado.

�

De la demostraci�on anterior se desprende el siguiente corolario.

Corolario 3.2.14 Sea E un espacio localmente convexo U � E un abierto y sea F un

espacio normado. Si a 2 U , la aplicaci�on Dn
a : (H(U ;F ); �) ! (H(U ;F ); �) dada por

Dn
a (f) = Pnf(a) es continua cuando � = �0; �1; �! o ��.

Si E y F son espacios de Banach, se puede decir m�as sobre la relaci�on entre estas

cuatro topolog��as. Empecemos viendo como se relacionan en P(nE;F ).

Proposici�on 3.2.15 Sean E y F espacios de Banach. Entonces, para todo n 2 N, se

tiene que (P(nE;F ); ��) = P(nE;F )�.

Demostraci�on: Es claro que � es m�as gruesa que �� puesto que, si A � E es acotado

y (Vn)n2N es un cubrimiento por abiertos creciente de E, existen Vn0 y � > 0 tal que

A � �Vn0 . Luego, si P 2 P(nE;F ), se tiene que jjP jjA � �njjP jjVn0 . Ahora, si p es

seminorma ��-continua, la sucesi�on (nBE)n2N es creciente y cubre a E, luego existe n0 y

C > 0 tal que p(P ) � CjjP jjn0BE = Cnn0 jjP jjBE , con lo que se tiene que �� � �. �

De las Proposiciones 3.2.7, 3.2.12 y 3.2.15 se deduce el siguiente corolario.

Corolario 3.2.16 Sean E y F espacios de Banach. Entonces, para todo n 2 N, se cumple

(P(nE;F ); ��) = (P(nE;F ); �!) = (P(nE;F ); �1) = P�(
nE;F ):

Observaci�on En general, estas igualdades no se cumplen cuando E no es un espacio

de Banach. En [1] podemos ver un ejemplo de esto para E cierto espacio de Fr�echet para

el cual, sobre P(nE), se tiene que �0 < � < �!. M�as ejemplos donde se veri�can las

inclusiones estrictas pueden encontrarse en [8, Secc 1.2].

El siguiente teorema nos da una caracterizaci�on de mucha utilidad de la topolog��a �!

cuando E y F son espacios de Banach.

Teorema 3.2.17 Sean E y F espacios de Banach. Entonces
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(a) La topolog��a �! en H(E;F ) est�a generada por las seminormas

qp(f) =
1X
n=0

p(Pnf(0));

donde p es una seminorma K-portada.

(b) La topolog��a �! en H(E;F ) est�a generada por las seminormas

pK;(an)(f) =
1X
n=0

jjPnf(0)jjK+anBE

donde K � E es absolutamente convexo y compacto y (an)n2N 2 c0.

Demostraci�on:

(a) Si p es una seminorma portada por el compacto K � E, entonces p es �! continua y

se tiene que p(f) = p(
P1

n=0 Pnf(0)) �
P1

n=0 p(Pnf(0)) = qp(f). Resta ver que qp es

una seminorma K-portada. Sea V � E abierto tal que K � V . Como p es portada

por K, existe C(V ) > 0 tal que p(h) � C(V )jjhjjV para todo h 2 H(E;F ). Luego,

por la desigualdad de Cauchy se tiene

qp(f) =
1X
n=0

p(Pnf(0)) �
1X
n=0

C(V )jjPnf(0)jjV =

C(V )
1X
n=0

1

2n
jjPnf(0)jj2V � 2C(V )jjf jj2V :

Como K � V , 2K � 2V , por lo tanto qp es portada por el compacto 2K, como se

quer��a ver.

(b) Sea K � E absolutamente convexo y compacto y sea (an)n2N 2 c0. A�rmamos que

pK;(an)(f) =
P1

n=0 jjPnf(0)jjK+anBE es portada por el compacto 2K. En efecto, sea

V � E abierto tal que K � V . Si d = dist(K; CV ) > 0, donde CV es el complemento

de V , entonces existe n0 2 N tal que an < d para todo n > n0. Por lo tanto, si n > n0,

K + anBE � V . Adem�as, al ser V abierto, V es absorbente y, por lo tanto, existe

� > 0 tal que K + anBE � �V , para todo n 2 N. Utilizando esto y la desigualdad
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de Cauchy se tiene

pK;(an)(f) =
1X
n=0

jjPnf(0)jjK+anBE =

=
n0X
n=0

jjPnf(0)jjK+anBE +
1X

n=n0+1

jjPnf(0)jjK+anBE �

�
n0X
n=0

jjPnf(0)jj�V +
1X

n=n0+1

jjPnf(0)jjV �

�
n0X
n=0

�
�

2

�n

jjPnf(0)jj2V +
1X

n=n0+1

�
1

2

�n

jjPnf(0)jj2V �

�

 
n0X
n=0

�
�

2

�n

+
1X

n=n0+1

1

2n

!
jjf jj2V ;

y, de la misma forma que en el ��tem anterior, concluimos que pK;(an) es portada por

2K. Veamos ahora que estas seminormas generan �!. Sea p una seminorma portada

por K compacto. Sea (am)m2N 2 c0 y consideremos el conjunto Wm = coefKg +

amBE. Como Wm es abierto y K � Wm para cada m 2 N, luego p(P ) � cmjjP jjWm

para todo P 2 P(nE;F ).

Para m = 1, existe n1 2 N tal que c
1=n
1 � 2 para todo n � n1. Luego, tomando

V1 = 2W1, se tiene

p(P ) � c1jjP jjW1 = jjP jj
c
1=n
1 W1

� jjP jjV1

para todo P 2 P(nE;F ) y para todo n � n1. Si m = 2, luego existe n2 > n1 tal que

c
1=n
2 � 2 para todo n � n2. Luego, tomando V2 = 2W2, se tiene que si P 2 P(nE;F ),

entonces

p(P ) � c2jjP jjW2 = jjP jj
c
1=n
2 W2

� jjP jjV2

para todo P 2 P(nE;F ) y para todo n � n2. Inductivamente, de�nimos los con-

juntos Vn; n 2 N. Por lo tanto, como K � V1 abierto y p es K-portada tenemos

que

P1
n=0 p(Pnf(0)) =

n1�1X
n=0

p(Pnf(0)) +
1X
j=1

nj+1�1X
n=nj

p(Pnf(0)) �

� c1(V1)
n1�1X
n=0

jjPnf(0)jjV1 +
1X
j=1

nj+1�1X
n=nj

jjPnf(0)jjVj �

� C

0@n1�1X
n=0

jjPnf(0)jjV1 +
1X
j=1

nj+1�1X
n=nj

jjPnf(0)jjVj

1A
donde C = m�axfc1(V1); 1g.
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Ahora, usando el ��tem (a), �! esta generada por las seminormas de la forma qp(f) =P1
n=0 p(Pnf(0)) donde p es una seminorma K-portada. Si p esta portada por K y

(an)n2N 2 c0, luego qp esta dominada por la seminorma �!-continua p eK;(bn)n2N
dondeeK = coefKg y bn = 2aj si nj � n � nj+1. Esto prueba el resultado.

�

Utilizando la proposici�on anterior podremos caracterizar a los conjuntos acotados de

(H(E;F ); �!) como veremos en la siguiente proposici�on.

Proposici�on 3.2.18 Sean E y F espacios de Banach y sea A � H(E;F ). Entonces, A

es �0-acotado si y s�olo si A es �!-acotado.

Demostraci�on: Si A es �!-acotado, como la seminorma f 7�! jjf jjK con K � E com-

pacto es portada por K, existe C > 0 tal que supf2A jjf jjK � C. Por lo tanto A es

�0-acotado. Rec��procamente, supongamos que A es �0-acotado y sea p una seminorma por-

tada porK compacto. A�rmamos que existe d > 0 y C > 0 tal que supf2A jjf jjK+dBE � C.

Supongamos que no, luego si d = 1 existen f1 2 A, x1 2 K e y1 2 E; jjy1jj = 1 tales

que jjf1(x1 + y1)jj > 1. Para d = 2�1, existen f2 2 A, x2 2 K e y2 2 E; jjy2jj = 1

tales que jjf2(x2 +
1
2
y2)jj > 2. Siguiendo as��, existen (fn)n2N � A, (xn)n2N � K e

(yn)n2N � E con jjynjj = 1 tales que jjfn(xn + 1
n
yn)jj > n para todo n 2 N. Por lo

tanto supf2A jjf jjf(xn+ 1
n
yn):n2Ng = 1, lo cu�al es una contradicci�on ya que el conjunto A

es �0-acotado y el conjunto f(xn +
1
n
yn):n 2 Ng es relativamente compacto. Obtenemos

as�� las constantes C y d como mencionamos. Ahora, como p es portada por el compacto K

y K � K + dBE es abierto, supf2A p(f) � C1 supf2A jjf jjK+dBE � C1C, como quer��amos

probar. �

Corolario 3.2.19 Sean E y F espacios de Banach y sea A � H(E;F ). Son equivalentes

(a) A es �0-acotado.

(b) A es �1-acotado.

(c) A es �!-acotado.

Demostraci�on: De la Proposici�on 3.2.12, �0 � �1 � �!, con lo que se tiene (c))(b))(a).

Vale la implicaci�on (a))(c) por la Proposici�on 3.2.18. �

Por �ultimo, para ver c�omo se relacionan las topolog��as mencionadas anteriormente

con ��, necesitaremos la de�nici�on de espacio bornol�ogico. Si E es un espacio localmente

convexo y U � E es un entorno absolutamente convexo, luego U absorbe todo conjunto
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acotado de E. Si V � E es un conjuto absolutamente convexo que absorbe todo conjunto

acotado de E, V no es necesariamente un entorno de E. Por ejemplo, si E es un espacio

de Banach de dimensi�on in�nita y dotamos a E con la topolog��a d�ebil, luego BE absorbe

todo conjuto d�ebil acotado, pero BE no es un entorno d�ebil. Inspirado en esto, se tiene la

siguiente de�nici�on.

De�nici�on 3.2.20 Sea E un espacio localmente convexo. Decimos que E es bornol�ogico

si todo conjunto absolutamente convexo W � E tal que absorbe todo conjunto acotado en

E es un entorno de E.

La siguiente proposici�on, nos da distintas carecterizaciones de un espacio bornol�ogico.

Una demostraci�on puede encontrarse en [8, Pag. 25].

Proposici�on 3.2.21 Sea (E; �) un espacio localmente convexo. Son equivalentes :

(a) (E; �) es bornol�ogico.

(b) Si � es una seminorma en E tal que supx2A�(x) < 1 para todo conjunto A � E

acotado, entonces � es una seminorma continua.

(c) Si F es un espacio localmente convexo y T :E ! F es un operador lineal que aplica

acotados en acotados, entonces T es continuo.

(d) Si � 0 es una topolog��a localmente convexa sobre E que tiene los mismos acotados

que � , entonces � � � 0.

Los espacios bornol�ogicos son espacios bastantes generales como muestra la siguiente

proposici�on.

Proposici�on 3.2.22 Todo espacio metrizable es bornol�ogico.

Demostraci�on: Sea E un espacio metrizable y supongamos que no es bornol�ogico. En-

tonces por la Proposici�on 3.2.21 (c), existe un espacio localmente convexo F y un operador

lineal T :E ! F que aplica acotados en acotados que no es continuo. Sea (Un)n2N una

base de entornos de E, con Un+1 � Un para todo n. Como T no es continuo en el origen,

entonces existe V � F un entorno tal que T�1(V ) no es un entorno de E. Por lo tanto,

existe (xn)n2N tal que xn 2 Un y T (xn) =2 nV . Entonces, como (xn)n2N es acotada y

(T (xn))n2N no lo es, se llega a una contradicci�on. �

Si (E; �) es un espacio localmente convexo, utilizando el Lema de Zorn, existe una

topolog��a localmente convexa sobre E que tiene los mismos acotados que (E; �) y que es
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la m�as �na que cumple esta propiedad. En particular, esta la topolog��a es bornol�ogica, la

denominaremos topolog��a bornol�ogica asociada a � y notaremos � bor.

Para comparar los conjuntos acotados entre las distintas topolog��as necesitaremos tam-

bi�en el concepto de un conjunto localmente acotado, cuya de�nici�on damos a continuaci�on.

De�nici�on 3.2.23 Sea E un espacio localmente convexo, U � E abierto y sea F un

espacio normado. Una familia F de funciones de�nidas sobre U con valores en F se dice

localmente acotada si para todo x 2 U existe Vx � U entorno de x tal que supf2F jjf jjVx

es �nito.

Notemos que para que un conjunto A � H(E;F ) sea localmente acotado s�olo nece-

sitamos conocer las topolog��as de E y F . Este hecho es clave para las siguientes tres

proposiciones.

Proposici�on 3.2.24 Sea E un espacio localmente convexo, U � E abierto y sea F un

espacio normado. Si A � H(U ;F ) es localmente acotado, entonces A es ��-acotado.

Demostraci�on: Sea Wn = fx 2 U : jjf(x)jj < n; 8f 2 Ag y consideremos int(Wn) el

interior de Wn. Fijo x 2 U , como A es localmente acotado, existe Vx � U entorno de x y

n0 2 N tal que supf2A jjf jjVx < n0, por lo tanto Vx � int(Wn0). Asi, int(Wn) es no vac��o

para todo n � n0. Mas a�un, (int(Wn))n�n0 es un cubrimiento por abiertos creciente de U .

Si p es una seminorma ��-continua, entonces existe N y C > 0 tal que

sup
f2A

p(f) � C sup
f2A

jjf jjWN
< CN

de donde se deduce el resultado. �

Proposici�on 3.2.25 Sean E y F espacios de Banach y sea A � H(E;F ). Si A es �0- aco-

tado, entonces A es localmente acotado.

Mas a�un, A es localmente acotado si y s�olo si A es � -acotado cuando � es alguna de

las topolog��as �0; �1; �! �o ��.

Demostraci�on: Sea A � H(E;F ) �0-acotado y supongamos que no es localmente aco-

tado. Luego existe x 2 E tal que para todo entorno V de x se tiene que el conjunto

fjjf jjV : f 2 Ag no es acotado. Si Vn = B(x; 1
n
), entonces para cada n 2 N existe xn 2 Vn

y fn 2 A tales que jjfn(xn)jj � n. Esto es una contradicci�on ya que, si K = f(xn)n2N[xg,

entonces K es compacto y se tendr��a que

sup
f2A

jjf jjK � jjfn(xn)jj � n 8n 2 N:
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Luego, A no es �0-acotado. Al ser �� es m�as �na que �0, entonces todo ��-acotado es �0-

acotado. Como acabamos de ver, si A es �0-acotado, entonces A es localmente acotado.

Aplicando la Proposici�on 3.2.24, A es ��-acotado, con lo que se tiene que los conjuntos

acotados en �0 y �� coinciden. Aplicando la Proposici�on 3.2.19, obtenemos la segunda

a�rmaci�on. �

De la de�nici�on de topolog��a bornol�ogica asociada se tiene que � bor� � ��. Por la

Proposici�on 3.2.25, H(E;F ) tiene los mismos conjuntos acotados para cualquiera de las

cuatro topolog��as vistas. Por la Proposici�on 3.2.21, cada una de las topolog��as bornol�ogicas

asociadas a cada una de estas cuatro topolog��as tienen los mismos conjuntos acotados y

cada una es la m�as �na que cumple esto, por lo tanto se tienen las igualdades

� bor0 = � bor1 = � bor! = � bor� :

En particular, A � H(E;F ) es localmente acotado si y s�olo si A � (H(E;F ); � bor� ) es

acotado.

Como veremos en la siguiente proposici�on, �� es una topolog��a bornol�ogica y, con

este resultado, tendremos la relaci�on que necesitaremos m�as adelante entre las cuatro

topolog��as.

Proposici�on 3.2.26 Sean E y F espacios de Banach. Entonces la topolog��a bornol�ogica

asociada a �0 en H(E;F ) es ��. Mas a�un, se tienen las igualdades

� bor0 = � bor1 = � bor! = � bor� = ��:

En particular, (H(E;F ); ��) es un espacio bornol�ogico.

Demostraci�on: Para probar el resultado, mostraremos que � bor� � ��.

Para cada cubrimiento por abiertos creciente de E, V = (Vn)n2N consideremos el

conjunto HV(E;F ) = ff 2 H(E;F ): jjf jjVn < 1; 8n 2 Ng dotado con la topolog��a

generada por las seminormas pn = jjf jjVn . HV(E;F ) es un espacio localmente convexo

con una base de entornos numerable y, por lo tanto, bornol�ogico. Si A � HV(E;F ) es

acotado, luego es localmente acotado. As�� la inclusi�on

iV :HV(E;F )! (H(E;F ); � bor� )

manda conjuntos acotados en acotados y resulta continua. Entonces dado un � bor� entorno

W existe UV entorno en HV(E;F ) tal que iV(UV) � W .

Veamos que si para cada cubrimiento por abiertos creciente de E, V , UV es un entorno

en HV(E;F ), entonces el conjunto U =
[
V

UV es un entorno en (H(E;F ); ��) donde la
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uni�on se toma sobre todos los cubrimientos por abiertos creciente de E. Si esto fuese

cierto, entonces la identidad

IdH(E;F ): (H(E;F ); ��)! (H(E;F ); � bor� )

resulta continua ya que IdH(E;F )(U) =
S
V iV(UV) � W y por lo tanto � bor� � ��.

El conjunto U =
[
V

UV , donde UV es un entorno en HV(E;F ) es absolutamente con-

vexo ya que es uni�on de conjuntos absolutamente convexos. Veamos que es absorbente. Si

f 2 H(E;F ), consideremos los conjuntos Vn = fx 2 E: jjf(x)jj < ng. Al ser f continua,

Vn es abierto y por lo tanto V0 = (Vn)n2N es un cubrimiento por abiertos creciente de E.

Como f 2 HV0(E;F ) y UV0 es un entorno en HV0(E;F ), existe � > 0 tal que f 2 �UV0

para todo j�j > �. Luego se tiene que

f 2 �UV0 � �(
[
V

UV) = �U

para todo j�j > �.

Consideremos la funcional de Minkowski de U , de�nida por p(f) = ��nff� > 0: f 2

�Ug que, por la Proposici�on 1.1.10, es una seminorma y veamos que es �� continua.

Supongamos que no. Entonces existeW = (Wn)n2N un cubrimiento por abiertos creciente

de E y una sucesi�on (fn)n2N � H(E;F ) tales que p(fn) > njjfnjjWn para todo n 2 N. En

particular, se tiene que, como p(fn) > 0, entonces fn 6= 0 y, por el principio de identidad,

jjfnjjWn > 0 para todo n 2 N. Tomando gn =
fn

jjfnjjWn
se tiene que p(gn) > n y jjgnjjWn � 1.

Consideremos los conjuntos Vn = fx 2 E: jjgm(x)jj � n; 8m 2 Ng. Es claro que W1 � V1.

En efecto, si x 2 W1, luego x 2 Wn para todo n 2 N. Por lo tanto jjgn(x)jj � jjgnjjWn � 1

para todo n 2 N, luego x 2 V1. En particular, V1 es no vac��o. Veamos que int(Vn)n2N es

un cubrimiento por abiertos creciente de E. Si x 2 E entonces existe n0 tal que x 2 Wn0 ,

luego jjgm(y)jj � jjgmjjWm � 1 para todo y 2 Wn0 , m � n0. Por otra parte, al ser

g1; : : : ; gn0�1 continuas, existe N 2 N y un entorno fUx de x tal que jjgj(y)jj < N para

todo y 2 fUx, j = 1; : : : ; n0. Por lo tanto, x 2 fUx\Wn0 � VN , obteniendo que x 2 int(Vn).

Si eV = (int(Vn))n2N entonces la sucesi�on (gm)m2N 2 HeV(E;F ) es acotada, ya que

jjgmjjVn � n para todo m 2 N. Por lo tanto, como UeV � U es un entorno en HeV(E;F ),

existe � > 0 tal que (gm)m2N � �UeV � �U y resutla p(gm) � � para todo m 2 N. Esto es

una contradicci�on, ya que p(gn) > n para todo n 2 N. �

Observaciones (de la demostraci�on de la Proposici�on 3.2.26)

1. Utilizamos que el espacio HV(E;F ) es un espacio localmente convexo con una base

de entornos numerable y por lo tanto bornol�ogico. Esto se debe a que cualquier
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espacio localmente convexo (E; �) que tiene una base de entornos numerable es

metrizable. En efecto, si (Un)n2N es una base de entornos de � y pn son sus respectivas

funcionales de Minkowski, la funci�on

h(x) =
1X
n=1

2�n��nffpn(x); 1g

esta bien de�nida y si d(x; y) = h(x� y) resulta una distancia que de�ne la misma

topolog��a � . M�as a�un, si consideramos los conjuntos Vn = fx 2 E: d(0; x) < 2�ng,

(Vn)n2N es una base de entornos de la topolog��a � y se cumple que Vn+1 � Vn. Una

demostraci�on puede verse en [18, Cap. 1].

2. La demostraci�on resulta m�as sencilla si se conoce el concepto de l��mite inductivo,

concepto que no utilizamos ya que excede el inter�es de este trabajo. La primera

parte muestra que (H(E;F ); ��) es el l��mite inductivo de los espacios HV(E;F ) y se

obtiene la proposici�on sabiendo que el l��mite inductivo de espacios bornol�ogicos es

bornol�ogico . Una demostraci�on de este �ultimo resultado puede encontrarse en [18,

Cap. 5].

3. Notemos que no usamos la hip�otesis de que E sea un espacio de Banach. La a�r-

maci�on (H(E;F ); ��) es un espacio bornol�ogico es cierta cuando E es un espacio

localmente convexo y F normado.

3.3. Polinomios compactos y funciones holomorfas compactas

Como vimos en la Secci�on 2, hay una estrecha relaci�on entre la propiedad de aproxi-

maci�on, los operadores lineales compactos y el �-producto. Estas relaciones nos motivan

a introducir y estudiar polinomios y funciones holomorfas compactas. Veremos como se

relaciona el espacio de funciones holomorfas con el �-producto.

Las funciones compactas (polinomios y funciones holomorfas) entre espacios de Ba-

nach, pueden verse como una extensi�on a la teor��a no lineal del concepto de operadores

lineales compactos. En particular, con las Proposiciones 3.3.4 y 3.3.11 se generaliza el

Teorema de Schauder para operadores lineales compactos. En esta parte, E y F ser�an

espacios de Banach.

De�nici�on 3.3.1 Sean E y F espacios de Banach. Un polinomio P 2 P(nE;F ) se dice

compacto si para cada x 2 E existe un entorno V de x tal que P (V ) es relativamente

compacto. Al conjunto de los polinomios n-homog�eneos compactos de E con valores en F

lo denotamos PK(
nE;F ).

La siguiente proposici�on es consecuencia directa de la de�nici�on.
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Proposici�on 3.3.2 Sean E y F espacios de Banach y sea P 2 P(nE;F ). Son equiva-

lentes:

(a) P 2 PK(
nE;F ).

(b) Si A � E es acotado, entonces P (A) es relativamente compacto.

(c) Existe x 2 E y Vx entorno de x tal que P (Vx) es relativamente compacto.

Empezaremos viendo alguna caracterizaci�on de los polinomios compactos en t�erminos

de su traspuesta. El resultado que veremos, que generaliza Teorema de Schauder para

operadores lineales compactos, lo utilizaremos m�as adelante para caracterizar las funciones

holomorfas compactas. Antes recordemos el siguiente resultado:

Teorema 3.3.3 (Ascoli) Sea X un espacio topol�ogico y sea (Y; d) un espacio m�etrico.

Sea (C(X;Y ); �0) el conjunto de funciones continuas dotado de la topolog��a de la conver-

gencia compacto abierta. Si F � C(X;Y ) es equicontinuo con respecto a d y el conjunto

Fa = ff(a): f 2 Fg � Y es relativamente compacto para todo a 2 X, entonces F es

relativamente compacto en (C(X;Y ); �0).

Proposici�on 3.3.4 Sea E y F espacio de Banach y sea P 2 P(nE;F ). Consideremos la

aplicaci�on lineal P �:F 0 ! P(nE) de�nida por P �(y0)(x) = y0 �P (x) para y0 2 F 0 y x 2 E.

Son equivalentes:

(a) P 2 PK(
nE;F ).

(b) P �:F 0
c ! P(nE)c es compacta.

(c) P �:F 0
c ! P(nE)� es continua.

(d) P �:F 0
� ! P(nE)� es compacta.

Demostraci�on:

(a))(b) Sea BE = fx 2 E: jjxjj < 1g, la bola unidad de E. Al ser P compacto, P (BE) � F

es compacto y, por lo tanto, V =
�
P (BE)

��
, el polar de P (BE), es un entorno de

F 0
c. Veamos que P �(V ) es compacto en P(nE)c. Por el Teorema de Ascoli, basta con

ver que P �(V ) es equicontinuo y que, para todo x 2 E, el conjunto fP �(y0)(x): y0 2

V g � C es acotado. Si y0 2 V , luego para todo x 2 BE se tiene que

jP �(y0)(x)j = jy0 � P (x)j � 1:

Como y0 2 V es arbitraria, se tiene que P �(V ) � P(nE) es equicontinuo. De la

misma forma, se ve que para cada x 2 E, el conjunto fP �(y0)(x): y0 2 V g esta

acotado y una cota es kxkn.
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(b))(c) Por hip�otesis, existe K � F compacto tal que P �(K�) es relativamente compacto en

P(nE)c, luego P
�(K�) es acotado en P(nE)c. Por el Corolario 3.2.16, como P(nE)c

y P(nE)� tienen los mismos conjuntos acotados, existe W un entorno de P(nE)�

tal que P �(K�) � W . Se sigue que P �:F 0
c ! P(nE)� es continua.

(c))(d) Como BF 0 = B�
F la Proposici�on 1.4.2 asegura que BF 0 es relativamente compacto

en F 0
c. Al estar suponiendo que P �:F 0

c ! P(nE)� es continua, resulta que P �(BF 0)

es compacto en P(nE)�.

(d))(a) Como P �:F 0
� ! P(nE)� es lineal y compacto entre espacios de Banach, el Teorema

de Schauder asegura que P ��: (P(nE)�)
0
� ! (F 0

�)
0
� es compacto. Si x 2 E e y0 2 F 0,

se tiene P ��(x)(y0) = P �(y0)(x) = hy0; P (x)i. Como F 0 separa puntos, se tiene que

P ��jE = P y, por lo tanto se obtiene (a).

�

As�� como la de�nici�on de polinomio compacto se inspira en la de operador lineal

compacto, para funciones holomorfas tenemos:

De�nici�on 3.3.5 Sea f 2 H(E;F ), f se dice compacta si para todo x 2 E existe un

abierto U � E, x 2 U tal que f(U) es compacto. El conjunto de las funciones holomorfas

compactas de E con valores en F ser�a notado por HK(E;F ).

Notar que como cualquier acotado de Cm es relativamente compacto, se tiene que

H(E;Cm) = HK(E;C
m), para todo E espacio localmente convexo, para todo m 2 N.

Sobre un espacio de Banach, la de�nici�on de funci�on holomorfa compacta, veri�ca

la misma propiedad que los polinomios compactos. Es decir, si E y F son espacios de

Banach y f 2 H(E;F ), para que f sea compacta basta con veri�car que la imagen de un

s�olo entorno de cada punto x 2 E es relativamente compacto en F . Como primer paso,

veamos que alcanza con veri�car que una funci�on holomorfa manda un entorno del origen

a un conjunto relativamente compacto para que sea compacta. Para esto, necesitaremos

un lema cuya demostraci�on puede encontrarse en [18, Cap. 3].

Lema 3.3.6 Sea E un espacio de Banach, L � E un conjunto relativamente compacto.

Entonces, la c�apsula convexa equilibrada de L, coefLg, es relativamente compacta.

Proposici�on 3.3.7 Sean E y F espacios de Banach, f 2 H(E;F ) y sea V entorno de 0

con f(V ) relativamente compacto. Entonces f es compacta.

Demostraci�on: Sean � > 0 tal que B�(0) � V y n 2 N, a�rmamos que se tiene la

inclusi�on fPnf(0)(x): kxk < �g � coeff(V )g. En efecto, si b = Pnf(0)(x) para alg�un
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x 2 E, kxk < � pero b =2 coeff(V )g, por el Teorema de Hahn-Banach existe � 2 F 0 tal

que j�(b)j > 1 y j�(y)j � 1 para todo y 2 coef(B�(0)). Entonces, la funci�on g:C ! C

de�nida por g(�) = � � f(�z) resulta entera y por la desigualdad de Cauchy obtenemos

que 1 < j�(b)j = jg(n)(0)=n!j � supfjg(�)j : j�j = 1g � 1, lo cu�al es una contradicci�on.

Luego, fPnf(0)(x) : kxk < �g � coeff(V )g.

Sea x 2 E. Como f es entera, es decir su dominio es E, por la Proposici�on 3.1.7, existe

" > 0 tal que f(y) =
P1

n=0 Pnf(0)(y), donde la convergencia es uniforme para y 2 B"(x).

Por el Lema 3.3.6, para cada n 2 N, fPnf(0)(y): y 2 B"(x)g es relativamente compacto

en F y, por lo tanto, para cada M 2 N, el conjunto CM = f
PM

n=0 Pnf(0)(y): y 2 B"(x)g

es relativamente compacto en F. Veamos que f(B"(x)) es totalmente acotado en F y, al

ser F completo, ser�a relativamente compacto.

Dado � > 0, existe M 2 N tal que kf(y) �
PM

n=0 Pnf(0)(y)k < �=3 para y 2 B"(x).

Por la compacidad de CM , existe un conjunto fy1; : : : ; ykg � B"(x) tal que para cada

y 2 B"(x) existe yi con k
PM

n=0 Pnf(0)(y)�
PM

n=0 Pnf(0)(yi)k < �=3. Por lo tanto,

kf(yi)� f(y)k � kf(yi)�
MX
n=0

Pnf(0)(yi)k+

+k
MX
n=0

P nf(0)(yi)�
MX
n=0

Pnf(0)(y)k+ k
MX
n=0

Pnf(0)(y)� f(y)k � �:

Concluimos que f(B"(x)) �
Sk

i=0B�(f(yi)) y, por lo tanto, f(B"(x)) es totalmente

acotado como quer��amos ver. Al ser x 2 E arbitrario, f resulta compacta. �

Corolario 3.3.8 Sean E y F espacios de Banach y sea f 2 H(E;F ). Sea a 2 E y V un

entorno de 0 tal que f(a+ V ) � F es relativamente compacto. Entonces f es compacta.

Demostraci�on: Sea g(x) = f(x+ a), luego g(V ) = f(V + a) es relativamente compacto

y, por la Proposici�on 3.3.7, g es compacta. Se deduce que f es compacta. �

Notemos que en la Proposici�on 3.3.7 para concluir que f es compacta utilizamos que

Pnf(0) es compacto. Hecha esta observaci�on, junto con el corolario anterior obtenemos.

Corolario 3.3.9 Sean E y F espacios de Banach. Son equivalentes:

(a) f 2 HK(E;F )

(b) Pnf(a) es compacto para todo a 2 E y para todo n 2 N.

Demostraci�on:
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(a))(b) Sea a 2 E, V entorno del 0 tal que f(a+V ) es compacta. Luego g(x) = f(x� a) es

compacta y, por la demostraci�on de la Proposici�on 3.3.7, Png(0) es compacto para

todo n 2 N. Como Png(0) = Pnf(a), resulta que Pnf(a) es compacto para todo

n 2 N.

(b))(a) Si g(x) = f(x � a), entonces Png(0) = Pnf(a). Por lo tanto Png(0) es compacto

para todo n 2 N y, otra vez usando la Proposci�on 3.3.7, g es compacta. Luego f es

compacta.

�

Observaciones

1. En la Proposici�on 3.3.2 vimos que la imagen por un polinomio compacto de un con-

junto acotado es compacta. En general esto no es cierto para una funci�on holomorfa

compacta. En efecto, sea f : c0 ! C de�nida por f(x) =
P1

n=1 x
n
n. Si (en)n2N es la

base usual de c0 y, para cada n 2 N, (e
0
n) son las funcionales tales que e

0
n(ej) = �n;j, se

tiene que f(x) =
P1

n=1 e
0
n(x)

n y, de la misma forma que en el Ejemplo 3.1.4 se ve que

f es holomorfa. f(B 1
2
(0)) es acotado en C y por lo tanto es relativamente compacto,

pero f(Bc0(0)) no es compacto. En efecto, para todo n 2 N, si x =
Pn+1

j=1 ej(1�
1

n+1
),

se tiene que x 2 Bc0 y f(x) =
Pn+1

j=1 (1�
1

n+1
)j > (n+ 1)(1� 1

n+1
) = n.

2. Si f 2 HK(E;F ), a 2 E y V es un entorno de 0 tal que f(V ) es compacto, por

lo general no es cierto que f(a + V ) sea compacto. M�as a�un, para cada espacio de

Banach de dimensi�on �nita E existe una clase extensa de funciones en H(E) y, por

lo tanto compactas, tales que para " > 0, existe x" 2 E tal que jjf jjB"(x") =1. Una

demostraci�on de esto puede encontrarse en [2].

En las siguientes proposiciones, trataremos de caracterizar a las funciones holomorfas

compactas en t�erminos de su conjunto imagen.

Proposici�on 3.3.10 Sean E y F espacios de Banach y sea f :E ! F . Son equivalentes

(a) f 2 HK(E;F ).

(b) Existe L � F absolutamente convexo y compacto tal que f :E ! FL es holomorfa,

donde FL =
S

n2N nL es normado por la funcional de Minkowski de L.

(c) f :E ! F es holomorfa y existe L � F compacto tal que f(E) � Span L.
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Demostraci�on:

(a))(b) Sea f 2 HK(E;F ). Para M 2 N y x 2 E, de�nimos los conjuntos

AM(x) = f�y: y 2 B(x;
1

M
); � 2 C; j�j � 2g y

UM =
[
fB(x;

1

M
): jjxjj �M; jjf jjAM (x) �Mg:

Para cada x 2 E, al ser f continua y f�x:� 2 C; j�j � 2g compacto, existe un abierto

V tal que f�x:� 2 C; j�j � 2g � V y f jV es acotada. Luego existe M 2 N tal que

jjf jjAM (x) � M . Con lo cual se tiene que E =
S

M2N UM . A�rmamos ahora que f(UM)

es relativamente compacto. En efecto, si y 2 UM , con y 2 B(x; 1=M), entonces, por la

desigualdad de Cauchy, para n 2 N, se tiene que

jjPnf(0)(y)jj � 2�n sup
j�j=2

jjf(�y)jj � 2�njjf jjAM (x) � 2�nM:

Por lo tanto, dado " > 0 existe k 2 N tal que

jjf(y)�
kX

n=0

Pnf(0)(y)jj �
1X

n=k+1

jjPnf(0)(y)jj � 2�kM � ";

luego
P1

n=0 Pn(0)(y) converge uniformemente para y 2 UM . Por otra parte, como UM es

acotado, f
Pk

n=0 Pnf(0)(y): y 2 UMg es compacto. Al igual que en la Proposici�on 3.3.7,

concluimos que f(UM) es relativamente compacto. Sea

K = f0g [
[
M2N

(
f(UM)

M supx2UM jjf(x)jj

)
;

luego K es compacto y f(E) � Span K. Sea L = coefKg, la clausura de la c�apsula con-

vexa equilibrada de K. Faltar��a ver que f :E ! FL es holomorfa. Sea x 2 E, por la cons-

trucci�on, existe " > 0 y M 2 N tal que f(B(x; 2")) � ML y f(x+ a) =
P1

n=0 Pnf(x)(a)

converge uniformemente para jjajj < 2". De la misma forma que en la Proposici�on 3.3.7,

Pnf(x)(a) 2 coe(ML) = ML para todo n 2 N y todo a 2 E; jjajj < 2". En particular,

para cada k 2 N y a 2 E; jjajj < ", se tiene

f(x+ a)�
kX

n=0

Pnf(x)(a) = 2�k
1X

n=k+1

Pnf(x)(2a)2
�n+k:

Como L es absolutamente convexo, compacto y 0 2 L,
P1

n=k+1 Pnf(x)(2a)2
�n+k 2 ML,

por lo tanto

f(x+ a)�
1X
n=0

Pnf(x)(a) 2 2�kML
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que es equivalente a decir

jjjf(x+ a)�
1X
n=0

Pnf(x)(a)jjj � 2�kM

para todo a 2 B(0; "), en donde jjj:jjj es la norma de FL. Por lo tanto f :E ! FL es

holomorfa.

La implicaci�on (b) ) (c) es clara por la de�nici�on de FL. Para probar (c))(a), como

Span fcoe(L)g = Span L, podemos asumir que f(E) � Span L para alg�un conjunto

L absolutamente convexo y compacto. Luego E =
S

n2N f
�1(nL) y, por el Teorema de

Baire, existe un abierto V � E tal que f(V ) � nL para alg�un n 2 N. Aplicando la

Proposici�on 3.3.7 se obtiene que f es compacta. �

Observaciones

1. En el caso de ser E separable, para ver que existe un compacto L � F tal que

f(E) � Span L, es su�ciente que f :E ! F sea s�olo continua, compacta, es decir,

podemos prescindir de la hip�otesis de holomorf��a. En efecto, para cada x 2 E,

sea Vx abierto, x 2 Vx tal que f(Vx) es compacto en F . Luego se tiene que E =S
x2E Vx y como E es separable, existe V = fVxngn2N subcubrimiento numerable

de E. Tomando rn = nkfkVxng, entonces L = 0 [
S1

n=1
1
rn
f(Vxn) es compacto. Por

lo tanto, si x 2 E, existe n 2 N tal que f(x) 2 f(Vxn), luego f(x) = rn
1
rn
f(x) y

1
rn
f(x) 2 L. As�� se obtiene que f(x) 2 Span fLg para todo x 2 E.

2. Por lo general, no existe una buena descripci�on del compacto L de la Proposi-

ci�on 3.3.10. Para ver esto, consideremos la funci�on f :C ! `2 dada por f(z) =

(z; z
2

2!
; z

3

3!
; : : :). A�rmamos que f es holomorfa. En efecto, si x0 2 `02, por el Teorema

de Representaci�on de Riesz, existe x = (xn)n2B 2 `2 tal que x
0(y) = hx; yi para todo

x 2 `2. Luego, la aplicaci�on x
0 � f :C! C queda de�nida por x0 � f(z) =

P1
n=1 xn

zn

n!

y resulta ser holomorfa. Luego, f es d�ebil holomorfa y, por el Teorema 3.1.11,

f resulta holomorfa. Si � es la bola unitaria en C, f(�) es relativamente com-

pacto, luego f es compacta. Pero si z =2 �, entonces f(z) =2 Span ff(�)g, ya que

ff(z) 2 `2 : z 2 C; z 6= 0g es linealmente independiente. Por lo tanto para ning�un

compacto L � `2 de la forma L = ff(z): jzj � Rg es cierto que f(C) � Span L ya

que, si j�j > R, f(�) es linealmente independiente en L.

Veamos ahora una caracterizaci�on de las funciones holomorfas compactas en t�erminos

de su traspuesta. Recordamos que si f 2 H(E;F ), la aplicaci�on lineal f �:H(F )! H(E)

de�nida por f �(g) = g�f es la traspuesta de f . La restricci�on de f � a F 0 de�ne un operador
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lineal inyectivo en H(E), que tambi�en lo denotaremos f �. La siguiente proposici�on es el

an�alogo holomorfo al Teorema de Schauder para operadores lineales compactos.

Proposici�on 3.3.11 Sean E, F espacios de Banach y sea f 2 H(E;F ). Son equivalentes:

(a) f 2 HK(E;F ).

(b) f �: (H(F ); �0)! (H(E); �!) es continua.

(c) f �:F 0
c ! (H(E); �!) es continua.

(d) f �:F 0
c ! (H(E); �0) es compacta.

(e) f �:F 0
� ! (H(E); �!) es compacta.

(f) Para todo n 2 N y todo x 2 E, la aplicaci�on Pnf(x)
�:F 0

� ! P(nE)� es compacta.

Demostraci�on:

(a))(b) Sea p una seminorma �! continua en H(E) portada por K � E compacto. Por la

Proposici�on 3.3.10, podemos suponer que existe V entorno de E tal que K � V y

L = f(V ) � F es compacto. Como p es portada por K, existe C(V ) > 0 tal que

p(f �(h)) = p(h � f) � C(V ) sup
x2V

jjh � f(x)jj = C(V ) sup
y2L

jjh(y)jj

para todo h 2 H(F ). Luego f � es continua.

(b))(c) Esta implicaci�on es clara ya que se restringe el operador de (b) a F 0 considerada

con la topolog��a �0, que resulta ser F 0
c.

(c))(e) Consideremos B0 = fy0 2 F 0: jjy0jj � 1g = B�
F . Como B0 es equicontinuo, por

el Teorema de Ascoli, es relativamente compacto en F 0
c. Luego, por (c), f

�(B0) es

compacto en (H(E); �!), obteniendo asi el resultado.

(e)) (f) Para cada n 2 N y x 2 E, del Corolario 3.2.14, obtenemos que la aplicaci�on

Dn
x : (H(E); �!) ! P(nE)� dada por Dn

x(g) = Png(x) es continua. Por lo tanto

Pnf(x)
� = Dn

x � f
� es compacta.

(f)) (a) Por la Proposici�on 3.3.4 Pnf(a) es compacto para todo n 2 N y para todo a 2 E.

Luego, por la Proposici�on 3.3.9, resulta que f es compacta.
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(a)) (d) Por la Proposici�on 3.3.10, si f 2 HK(E;F ), existe L � F absolutamente convexo

y compacto tal que f(E) � Span L. M�as a�un, de la demostraci�on se tiene que

para cada x0 2 E existe un entorno U de x0 tal que F (U) � nL, para alg�un

n 2 N. Tomando el entorno de F 0
c dado por L�, para todo x 2 U se tiene que

jf �(y0)(x)j = jy0 �f(x)j � n para todo y0 2 L�. Por lo tanto, el conjunto ff �(y0): y0 2

L�g acotado sobre U y por tanto es localmente acotado. Por el Teorema de Ascoli,

ff �(y0): y0 2 L�g � (H(E); �0) es relativamente compacto.

(d)) (a) Por el Corolario 3.2.14, para todo a 2 E y n 2 N, la aplicaci�on de�nida por

Dn
a : (H(E;F ); �0) ! P(nE)c es continua. Luego Dn

a � f
�:F 0

c ! P(nE)c es com-

pacta. Como Dn
a � f

� = (Pnf(a))
�, por la Proposici�on 3.3.4 (Pnf(a)) es compacto

para todo a 2 E y n 2 N. El resultado se obtiene aplicando la Proposici�on 3.3.9

�

3.4. El �-producto y el espacio de funciones holomorfas

En lo que sigue, estudiaremos bajo que hip�otesis se cumple la igualdad topol�ogica

F�(H(U); �0) = (H(U ;F ); �0); (4)

donde U es un abierto de un espacio localmente convexo E y F es un espacio localmente

convexo. Veremos tambi�en que, cuando E y F son espacios de Banach, se cumple

F�(H(E); �!) = (HK(E;F ); �!): (5)

Estas igualdades las utilizaremos en la secci�on 4 para estudiar la propiedad de aproxima-

ci�on en H(E).

Empecemos por ver (4). Una de las hip�otesis que necesitaremos es que el espacio

localmente convexo F sea cuasicompleto.

De�nici�on 3.4.1 Un espacio localmente convexo E se dice cuasicompleto si todo subcon-

junto acotado y cerrado es completo.

Es claro que todo espacio localmente convexo completo es cuasicompleto. La rec��pro-

ca no es cierta ya que, si E es un espacio de Banach re
exivo, luego (E; �(E;E 0)) es

cuasicompleto y no completo pues, si (x�)x2A es una red �(E;E 0)-acotada y �(E;E 0) de

Cauchy, al ser �(E;E 0)-acotada, luego es acotada en norma y, por lo tanto x� � nBE para

alg�un n 2 N. Como E es re
exivo nBE es �(E;E 0)-compacta y, por lo tanto, existe sub-

red �(E;E 0)-convergente. Como x� es �(E;E 0)- de Cauchy y tiene una subred �(E;E 0)-

convergente, luego (x�)x2A es �(E;E 0)-convergente. Con esto vemos que (E; �(E;E 0)) es
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cuasicompleto. Es conocido que si E es un espacio de Banach entonces (E; �(E;E 0)) es

completo si y s�olo si la dimensi�on de E es �nita.

Como observamos anteriormente, si E es un espacio localmente convexo y K � E es

precompacto, por lo general coefKg no es compacto. Una hip�otesis para que coefKg sea

compacto es que el espacio sea cuasicompleto.

Lema 3.4.2 Sea E un espacio localmente convexo cuasicompleto y sea K � E precom-

pacto. Entonces coe(K) es absolutamente convexo y compacto.

Demostraci�on: Es claro que coe(K) es absolutamente convexo. ComoK es precompacto,

luego coe(K) es precompacto y acotado [18, Cap. 3]. Al ser E cuasicompleto, coe(K) es

precompacto y completo, luego es compacto. �

La siguiente proposici�on nos da un primer acercamiento a la igualdad buscada.

Proposici�on 3.4.3 Sea E un espacio localmente convexo, U � E abierto y sea F un espa-

cio localmente convexo cuasicompleto. La aplicaci�on �: (H(U ;F ); �0)! L(F 0
c; (H(U); �0))

dada por �(f) = f � donde f �(y0) = y0 � f esta bien de�nida.

Mas a�un, �: (H(U ;F ); �0)! (H(U); �0)�F resulta una inmersi�on.

Demostraci�on:

Es claro que � es lineal. Por la Proposici�on 3.1.5, �(f) = f � 2 L(F 0;H(U)). Veamos

que f � es continua, es decir, �(f) 2 L(F 0
c; (H(U); �0)).

Sea f 2 H(U ;F ), K � E compacto y sea W = fg 2 H(U): kgkK � 1g un entorno

de (H(U); �0). Como f es continua, f(K) � F es compacto. Si L = coe(f(K)), por el

Lema 3.4.2, al ser F cuasicompleto, L resulta absolutamente convexo y compacto y, por

lo tanto, L� es un entorno de F 0
c. Ahora, para cualquier x 2 K, y0 2 L�, se cumple

que jf �(y0)(x)j = jhf(x); y0ij � 1. As�� f �(y0) 2 W , concluyendo que f �(L�) � W y, por

tanto, � est�a bien de�nida. Para ver que � es inyectiva tomemos f1; f2 2 H(U ;F ) tal que

�(f1) = �(f2), entonces y
0 � f1(x) = y0 � f2(x) para todo y

0 2 F 0 y para todo x 2 U . Como

F 0 separa puntos, luego f1(x) = f2(x) para todo x 2 U , es decir f1 = f2.

Veamos ahora que � es inmersi�on. Sea K � U compacto y � seminorma continua de

F y consideremos V = ff 2 H(U ;F ): supx2K �(f(x)) � 1g un entonrno de (H(U ;F ); �0).

Si f 2 W , aplicando la Proposici�on 1.2.16, se tiene que supx2K �(f(x)) � 1 si y s�olo si

supx2K jhf(x); y
0ij = supx2K j�(f)(y

0)(x)j � 1 para todo jy0j � �. Tomando � la seminor-

ma en (H(U); �0) dada por �(g) = supx2K jg(x)j, resulta que jh�(f)(y
0); 'ij � 1 para todo

jy0j � � y para todo ' 2 (H(U); �0)
0 con j'j � �. Luego ���(�(f)) � 1. Concluimos que

�(V ) = fT 2 (H(U); �0)�F : ���(T ) � 1g \ �(H(U ;F )), es decir, � es inmersi�on. �
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En la proposici�on anterior, vimos que si F es cuasicompleto, entonces se tiene que

(H(U ;F ); �0) � (H(U); �0)�F , donde la inclusi�on es una inmersi�on. En lo que sigue

analizaremos que hip�otesis son necesarias para obtener la otra inclusi�on.

De�nici�on 3.4.4 Un espacio topol�ogico X es un �-espacio cada vez que A\K es abierto

en K para cada K � X compacto, entonces A es abierto con A � X.

En particular, todo espacio metrizable en un �-espacio.

Lema 3.4.5 Sea X un �-espacio y sea Y un espacio topol�ogico. Una funci�on h:X ! Y

es continua si y s�olo si hjK :K ! Y es continua para cada conjunto K � X compacto.

Demostraci�on:

Es claro que hjK , la restricci�on de h a un subconjunto de X, es continua si h:X ! Y

lo es. Rec��procamente, si V � Y es abierto, h�1(V ) \K = hj�1K (V ) es abierto para todo

K � X compacto. Como X es �-espacio h�1(V ) es abierto en X y h resulta continua.

�

El espacio dual deH(U) contiene naturalmente a los mor�smos que resultan de evaluar

en elementos de U . Es decir, �jo x 2 U , la aplicaci�on f 7�! f(x) es una funci�on lineal

sobre H(U). La aplicaci�on �:U ! (H(U))0 de�nida por �(x)(g) = g(x) ser�a de mucha

utilidad. En lo que sigue, estudiaremos su continuidad. Antes necesitaremos del siguiente

lema cuya demostraci�on puede encontrarse en [14, Cap. 2].

Lema 3.4.6 Sea E un espacio localmente convexo, U � E abierto y �-espacio. Entonces

(H(U ;F ); �0) es completo.

Proposici�on 3.4.7 Sean E espacio localmente convexo, U � E abierto y �-espacio. En-

tonces � 2 H(U ; (H(U); �0)
0
c).

Demostraci�on: Si x; y 2 U y g 2 H(U), entonces

�(x+ �y)(g) = g(x+ �y) =
1X
n=0

Png(x)(�y) =
1X
n=0

�nPng(x)(y);

donde la convergencia es uniforme para � en �(0; ") � C para alg�un " > 0. Por lo tanto,

la aplicaci�on � 7�! �(x + �y)(g) es una funci�on holomorfa en �(0; "), es decir, � es G-

holomorfa (ver la De�nici�on 3.1.8). Si vemos que � es continua, por el Teorema 3.1.11

se tiene el resultado. Tomemos por K � U compacto arbitrario y veamos que �jK es

continua. Sea (x�)�2A � K una red tal que x� tiende a x 2 K. Como U es �-espacio

por el Lema 3.4.6, (H(U); �0) es completo. Luego, por el Ejemplo 1.2.10 (3) una base de
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entornos de ((H(U); �0))
0 viene dado por los conjuntosM� conM � (H(U); �0) compacto.

Tomamos entonces el entorno de ((H(U); �0))
0 dado por M� y, para K � U compacto,

sea V = fg 2 H(U): kgkK � 1g un entorno de (H(U); �0). Al ser M compacto, existen

g1 : : : gn 2 H(U) tal que M �
Sn

j=1 gj +
1
4
V . Como gj es continua para j = 1; : : : ; n

y x� ! x, existe �0 2 A tal que si � � �0 entonces jg(x�) � g(x)j � 1=2 para todo

j = 1; : : : ; n. Obtenemos as�� que, si g 2 M entonces g = gj + h para alg�un j = 1; : : : ; n

con h 2 1
4
V y

j(�(x�)� �(x))gj = jgj(x�)� gj(x) + h(x�)� h(x)j
� jgj(x�)� gj(x)j+ jh(x�)j+ jg(x)j
� 1

2
+ 1

4
+ 1

4
= 1;

para � > �0: Concluimos que si � > �0, entonces �(x�) � �(x) 2 M�, por lo tanto

�(x�) ! �(x) en ((H(U); �0))
0. Luego �jK es continua y, como K � U es arbitrario,

aplicando el Lema 3.4.5, � es continua. Luego, por el Teorema 3.1.11, �:U ! (H(U))0 es

holomorfa. �

En particular, la imagen de � es densa, como veremos a continuaci�on.

Proposici�on 3.4.8 Sea E espacio localmente convexo y sea U � E abierto. Entonces

Span f�(U)g = (H(U); �0)
0
c, donde �(U) = f�(x):x 2 Ug.

Demostraci�on: Supongamos que existe  2 (H(U); �0)
0
c tal que  =2 Span f�(U)g.

Como Span f�(U)g es absolutamente convexo, por el Teorema de Hahn-Banach existe

' 2 ((H(U); �0)
0
c)
0 tal que '( ) > 1 y supx2U '(�(x)) � 1. Como, de la Proposici�on 1.2.13,

obtenemos que ((H(U); �0)
0
c)
0 = H(U), entonces existe f 2 H(U) tal que '( ) =  (f) y

si x 2 U entonces '(�(x)) = �(x)(f) = f(x). Por otra parte,  2 (H(U); �0)
0, luego existe

K � U compacto tal que  (f) � supx2K jf(x)j y por lo tanto se obtiene que

1 < j'( )j = j (f)j � sup
x2K

jf(x)j � sup
x2U

jf(x)j = sup
x2U

j'(�(x))j � 1;

llegando a una contradicci�on. �

Proposici�on 3.4.9 Sean E y F espacios localmente convexos y sea U � E abierto y �-

espacio. Si �:U ! (H(U))0 es la evaluaci�on, entonces ��:L((H(U); �0)
0
c; F ) ! H(U ;F ),

la aplicaci�on dada por ��(T ) = T � �, est�a bien de�nida, es lineal e inyectiva. M�as a�un,

��:F�(H(U); �0)! (H(U ;F ); �0) es una inmersi�on.

Demostraci�on: La buena de�nici�on de �� se deduce del Lema 3.4.7 y de la Proposi-

ci�on 3.1.5. Es claro que �� es lineal. Para ver la inyectividad de ��, tomemos S; T 2

L((H(U); �0)
0
c; F ) tal que �

�(T ) = ��(S). Luego T � �(x) = S � �(x) para todo x 2 U ,
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de la Proposici�on 3.4.8 se deduce que el conjunto f�(x):x 2 Ug � (H(U); �0)
0
c separa

puntos, luego obtenemos que T = S. Para ver la continuidad, basta con ver que dado

un entorno V � (H(U ;F ); �0), existe W entorno de F�(H(U); �0) tal que �
�(W ) � V .

Sea � una seminorma continua de F , K � U compacto y consideremos el conjunto

V = ff 2 H(U ;F ): supx2K �(f(x))g. Sea � la seminorma en (H(U); �0) de�nida por

�(f) = supx2K jf(x)j y tomemos W = fT 2 F�(H(U); �0): ���(T ) � 1g entorno de

F�(H(U); �0).

Notemos que j�(x)j � �, para todo x 2 K. Por la Proposici�on 1.2.16, si T 2 W , se

tiene que

sup
x2K

�(��(T )(x)) = sup
n
jhT � �(x); y0ij: jy0j � �; x 2 K

o
� ���(T ) � 1;

con lo que obtenemos la continuidad de ��.

Restar��a ver que es una inmersi�on. Sea � una seminorma continua de F y � una semi-

norma continua de (H(U); �0) de�nida por �(f) = supx2K jf(x)j con K � U compacto. Si

W � F�(H(U); �0) es el entorno de�nido porW = fT 2 F�(H(U); �0): ���(T ) � 1g, sea V

el entorno en (H(U ;F ); �0) dado por V = ff 2 H(U ;F ): supx2K �(f(x)) � 1g. Usando los

mismos argumentos que en la Proposici�on 3.4.3, se tiene que ��(W ) = V \��(F�(H(U); �0))

con lo cual �� es inmersi�on como quer��amos ver. �

Ahora podemos enunciar la descomposici�on de (H(U ;F ); �0) como el �-producto de

los espacios F y (H(U); �0): F�(H(U); �0).

Corolario 3.4.10 Sean E;F espacios localmente convexos y sea U � E abierto. Si E es

metrizable y F completo, entonces F�(H(U); �0) �= (H(U ;F ); �0).

Demostraci�on: Es una aplicaci�on directa de las Proposiciones 3.4.3 y 3.4.9. �

Un resultado an�alogo se obtiene para P(nE;F ).

Corolario 3.4.11 Sean E;F espacios localmente convexos. Si E es metrizable y F com-

pleto, entonces F�P(nE)c �= P(nE;F )c.

En general, las f�ormulas obtenidas anteriormente no son ciertas si consideramos aH(U)

con alguna topolog��a m�as �na que �0. Sin embargo, al considerar HK(U) con la topolg��a

�! se pueden obtener resultados an�alogos a los visto en esta parte. Las proposiciones que

siguen las veremos cuando E es un espacio de Banach. Empecemos estudiando al espacio

P(nE;F ).

Proposici�on 3.4.12 Sean E y F espacios de Banach y �:PK(
nE;F )� ! L(F 0

c;P(
nE)�)

la aplicaci�on traspuesta, �(P ) = P �. Entonces � es un isomor�smo algebraico. M�as a�un,

� establece un isomor�smo topol�ogico entre P(nE)��F y PK(
nE;F )�.
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Demostraci�on:

Por la Proposici�on 3.3.4, �:PK(
nE;F )� ! L(F 0

c;P(
nE)�) est�a bien de�nida. Es claro

que es lineal y es inyectiva ya que si P � = Q�, luego hP (x); y0i = hQ(x); y0i para todo

x 2 E, y0 2 F 0. Como F 0 separa puntos, se tiene que P = Q. Veamos ahora que es

sobreyectiva. Si T 2 L(F 0
c;P(

nE)�), luego T 2 L(F 0
c;P(

nE)c). Por el Colorario 3.4.11,

existe P 2 P(nE;F ) tal que P � = T y como T 2 L(F 0
c;P(

nE)�), por la Proposici�on 3.3.4,

se tiene que tal P es compacto. Como P(nE)� y F son espacios normados, luego, por la

observaci�on 6 al pie de la De�nici�on 1.4.4, P(nE)��F es normado y, por el Teorema de

Hahn-Banach, se tiene

jjP �jjP(nE)��F = sup fjhP �(y0); x0ij: y0 2 F 0; jjy0jj � 1; x0 2 E 0; jjx0jj � 1g
= sup

�
jjP �(y0)jjP(nE): y

0 2 F 0; jjy0jj � 1
	

= sup fjhP (x); y0ij: y0 2 F 0; jjy0jj � 1; x 2 E jjxjj � 1g
= sup fjjP (x)jj:x 2 E; jjxjj � 1g
= jjP jjP(nE;F );

con lo que se ve que � es isomor�smo topol�ogico. M�as a�un, es una isometr��a. �

Para funciones holomorfas se obtiene un resultado an�alogo.

Teorema 3.4.13 Sean E y F espacios de Banach. Entonces (HK(E;F ); �!) es topol�ogi-

camente isomorfo a (H(E); �!)�F .

Demostraci�on: Al igual que en la proposici�on anterior, el isomor�smo viene dado por la

aplicaci�on f 7�! f �. Por la Proposici�on 3.3.11 est�a bien de�nida, es inyectiva y como �0

es m�as gruesa que �! se tiene que si T 2 (H(E); �!)�F entonces T 2 (H(E); �0)�F . Por

la Proposici�on 3.4.10, T = f � para alguna f 2 H(E;F ). Aplicando la Proposici�on 3.3.11,

se tiene que f 2 HK(E;F ), con lo que se ve la sobreyectividad.

Resta ver que el isomor�smo es topol�ogico. Tomemos a; x 2 E y f 2 H(E;F ). Por el

Teorema de Hahn-Banach jjPnf(a)(x)jj = supfjhPnf(a)(x); y
0ij: y0 2 F 0; jjy0jj � 1g y, por

la Proposici�on 3.1.5, y0 � f 2 H(E). M�as a�un, se tiene que Pn(y
0 � f)(a) = y0 �Pnf(a). Por

lo tanto, si K � E compacto y (an)n2N 2 c0, se tiene la igualdad

supfjjPnf(0)(x1 + anx2)jj:x1 2 K; x2 2 BEg =
= supfjPn(y

0 � f)(0)(x1 + anx2)j:x1 2 K; x2 2 BE; y
0 2 BF 0g =

= supfjPn(f
�y0)(0)(x1 + anx2)j: x1 2 K; x2 2 BE; y

0 2 BF 0g:
(6)

Por el Teorema 3.2.17, la topolog��a en (H(E;F ); �!) est�a dada por las seminormas de

la forma

p(f) =
1X
n=0

sup
x2K+anBE

jjPnf(0)(x)jj;

por observaci�on 3 hecha al pie de la De�nici�on 1.4.4, las seminormas

p(f) =
1X
n=0

supfjPn(y
0 � f)(0)(x)j:x 2 K + anBE; jjy

0jj � 1g

65



determinan la topolog��a de (H(E); �!)�F , por la igualdad 6 se obtiene el resultado. �
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4. Propiedad de aproximaci�on holomorfa

El prop�osito de est Secci�on es estudiar la propiedad de aproximaci�on en conexi�on con

la clase de funciones holomorfas (compactas). Una manera de abordar este objetivo es

vincular el espacio H(E) con las topolog��as vistas en el cap��tulo anterior y determinar

bajo qu�e condiciones, el espacio tiene la propiedad deseada. Seguiremos la l��nea de trabajo

desarrollada por R. Aron y M. Schottenloher en [4], art��culo que origina este tema de

estudio.

Veremos que es equivalente que H(E), dotado de la topolog��a de la convergencia uni-

forme sobre compactos, tenga propiedad de aproximaci�on a que el propio espacio E la

tenga. Asimismo, mostraremos que el operador identidad se puede aproximar por oper-

adores lineales de rango �nito si y s�olo si se puede aproximar por funciones holomorfas

de rango �nito. Esta relaci�on propone estudiar los resultados an�alogos holomorfos a los

vistos en el Cap��tulo 2. La noci�on de funci�on holomorfa compacta, vista en el Cap��tulo 3,

fue introducida para estudiar la propiedad de aproximaci�on sobre H(E) si se consideran

las topolog��as �1; �! y ��.

Para E y F dos espacios localmente convexos, consideramos f 2 H(E;F ) de rango

�nito. Tomamos fy1; : : : ; yng, una base de f(E) y su base dual fy01; : : : ; y
0
ng. Al ser f de

rango �nito, existen '1; : : : ; 'n funciones, 'j:E ! C, tales que f(x) =
Pn

j=1 'j(x)yj.

Luego y0j � f = 'j y, por la Proposici�on 3.1.5, 'j 2 H(E) para j = 1; : : : ; n. Es decir, si

f es de rango �nito, luego existen y1; : : : ; yn 2 F y f1; : : : ; fn 2 H(E) tales que f(x) =Pn
j=1 fj(x)yj. Por esta propiedad, notamos a las funciones holomorfas de E en F de rango

�nito como H(E) 
 F . De la misma forma, el conjunto de polinomios n-homog�eneos de

E en F de rango �nito ser�a notado por P(nE)
 F .

De�nici�on: Sea E un espacio de Banach. Decimos que E tiene la propiedad de apro-

ximaci�on holomorfa si la identidad puede ser aproximada por funciones holomorfas de

rango �nito sobre los conjuntos compactos de E. Es decir, dado " > 0 y K � E compacto,

existe f 2 H(E)
 E tal que supx2K jjf(x)� xjj < ".

4.1. La propiedad de aproximaci�on en (H(E); �0)

Consideremos E un espacio de Banach, U � E un abierto y F un espacio localmente

convexo. Si f 2 H(U ;F ) luego f es continua y para K � U compacto, la restricci�on

de f a K, f jK , es uniformemente continua. Es decir, dados " > 0 y � una seminorma

continua de F , existe � > 0 tal que para todo x; y 2 K tales que kx � yk < � se tiene

�(f(x) � f(y)) < ". El siguiente resultado muestra que esta acotaci�on permanece v�alida

si movemos y adecuadamente en un entorno de K.
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Lema 4.1.1 Sean E un espacio de Banach, U � E abierto y K � U compacto y sea

F un espacio localmente convexo. Entonces dado " > 0, � seminorma continua de F y

f 2 H(U ;F ), existe � > 0, � � dist(K; CU), donde CU denota el complemento de U , tal

que �(f(x)� f(y)) < " para todo x 2 K, jjx� yjj < �.

Demostraci�on: Sean K � U compacto y f 2 H(U ;F ). Para cada x 2 K, existe �x > 0,

�x � dist(K; CU) tal que �(f(x)� f(y)) < "=2 para todo y 2 B�x(x). Al ser K compacto,

existen x1; : : : xn 2 K tales que K � [ni=1B�xi
(xi). Tomemos la funci�on 
:K ! R de�nida

por 
(x) = supf�xi � jjx � xijj: i = 1; : : : ; ng. Sea � = ��nfx2Kf
(x)g. Para todo x 2 K e

y 2 B�(x) se cumple que

jjxi � yjj � jjxi � xjj+ jjx� yjj � jjxi � xjj+ 
(x) � jjxi � xjj+ �xi � jjxi � xjj = �xi

para alg�un i = 1; : : : ; n. Entonces B�(x) � B�xi
(xi) y, por lo tanto,

�(f(x)� f(y)) � �(f(x)� f(xi)) + �(f(xi)� f(y)) � ":

�

Veamos bajo qu�e condiciones el espacio (H(E); �0) tiene la propiedad de aproximaci�on,

para E un espacio de Banach. Los resultados de [4] se dan para (H(U); �0) cuando U es

un abierto �nitamente Runge. Introducimos aqu�� la correspondiente de�nici�on.

De�nici�on 4.1.2 Sea E espacio de Banach y U � E abierto. Se dice que U es Runge

en E si P(E) es denso en (H(U); �0). Se dice que U es �nitamente Runge en E si para

cada subespacio E0 � E de dimensi�on �nita, U \ E0 es Runge en E0.

Por ejemplo, un conjunto abierto y balanceado U � E es Runge y �nitamente Runge.

Cuando U0 es un abierto de E0, espacio de Banach de dimensi�on �nita y F es un espacio

localmente convexo completo, los espaciosH(U0)
F yH(U0;F ) est�an estrechamente rela-

cionados. De hecho se tiene que H(U0)
F es denso en (H(U0; F ); �0). Una demostraci�on

de este resultado no es inmediata y requiere de la de�nici�on de espacio localmente convexo

nuclear. Adem�as apela a topolog��as de�nidas sobre el producto tensorial de espacios local-

mente convexos, con lo cual omitimos la prueba. Este resultado se debe a Grothendieck,

ver [10].

Teorema 4.1.3 Sea E un espacio de Banach y sea U � E un abierto no vac��o �nitamente

Runge. Entonces son equivalentes:

(a) E tiene la propiedad de aproximaci�on.
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(b) E tiene la propiedad de aproximaci�on holomorfa.

(c) H(U)
 F es denso en (H(U ;F ); �0), para todo F espacio localmente convexo.

(d) H(V )
E es denso en (H(V;E); �0), para todo V � F abierto no vac��o y para todo

F espacio localmente convexo.

(e) (H(U); �0) tiene la propiedad de aproximaci�on.

Demostraci�on:

(b))(c) Sean f 2 H(U ;F ), K � U compacto, � una seminorma continua de F y " > 0. Por

hip�otesis, existe g 2 H(E)
E tal que jjg(x)�xjjK � �, donde � > 0 se obtiene por

el Lema 4.1.1. Luego, x 2 K, implica g(x) 2 K y se tiene que

�(f(x)� f � g(x)) < ": (7)

Llamemos E0 = Span fg(E)g y U0 = U \ E0. Al ser E0 de dimensi�on �nita, por

[10], H(U0) es nuclear y H(U0; bF ) = H(U0)
 bF , donde bF es el completado de F

y la clausura se toma seg�un la topolog��a �0. Luego, existe f1 2 H(U0; bF ) tal que
�(f jU0(y)� f1(y)) < " para y 2 g(K). Por lo tanto, si x 2 K se tiene que

�(f � g(x)� f1 � g(x)) < " (8)

Como f1 2 H(U0; bF ), existen 'j 2 H(U0) y zj 2 bF con j = 1; : : : ;m tales que

f1 =
Pm

j=1 'j
zj. Al ser
bF el completado de F , existen ezj 2 F tales que, si llamamos

Cj = supx2Kf'j � g(x)g, tenemos Cj�(ezj � zj) < "=2m para todo j = 1; : : :m. Por

hip�otesis, U0 es Runge en E0, entonces para cada 'j, existe f'j 2 H(E0) tal que, si

Dj = supx2K j' � g(x)� e' � g(x)j, se tiene Dj�(ezj) < "=2m para todo j = 1; : : : ;m.

Si f2 =
Pm

j=1f'j 
 ezj se tiene que f2 2 H(E0)
 F y, para x 2 K, obtenemos

�(f1 � g(x)� f2 � g(x)) = �(
mX
j=1

'j � g(x)zj �
mX
j=1

f'j � g(x)ezj)
� �(

mX
j=1

'j � g(x)zj �
mX
j=1

'j � g(x)ezj) + �(
mX
j=1

'j � g(x)ezj � mX
j=1

f'j � g(x)ezj)
�

mX
j=1

Cj�(zj � ezj) + mX
j=1

Dj�(ezj) � ":

(9)

Tomando h = f2 � gjU , tenemos h 2 H(U)
F y para todo x 2 K, por las desigual-

dades (7), (8) y (9), se tiene que

�(f(x)�h(x)) � �(f(x)�f�g(x))+�(f�g(x)�f1�g(x))+�(f1�g(x)�f2�g(x)) � 3":

69



(c))(e) Como U es metrizable, aplicando la Proposici�on 3.4.9 obtenemos que, para todo

espacio localmente convexo F , (H(U); �0)�F � (H(U ;F ); �0) . Por hip�otesis, como

H(U)
 F es denso en (H(U ;F ); �0), se tiene que H(U)
 F es denso en (H(U))�F

que, por la Proposici�on 2.2.2, es equivalente a que (H(U); �0) tenga la propiedad de

aproximaci�on.

(e))(a) Por la Proposici�on 3.2.13, P(1E)c = E 0
c es subespacio complementado de (H(U); �0).

Luego, por la Proposici�on 2.1.9, E 0
c tiene la propiedad de aproximaci�on y, por el

Corolario 2.2.4, E tiene la propiedad de aproximaci�on.

(e))(d) Sea F un espacio localmente convexo y V � F un abierto no vac��o. Como E es

completo, por la Proposici�on 3.4.3 se tiene que (H(V ;E); �0) � (H(V )�0)�E. Como

E tiene la propiedad de aproximaci�on, por la Proposici�on 2.2.2, (H(V ); �0) 
 E es

denso en (H(V ); �0)�E. Luego H(V )
 E es denso en (H(V ;E); �0).

(d))(b) Tomemos V = F = E, como IdE 2 H(E;E), dado " > 0 y K � E compacto, existe

f 2 H(E)
E tal que supx2K jjf(x)� IdE(x)jj < ", con lo que se tiene el resultado.

�

Observaci�on La equivalencia entre (a) y (b) muestra que es lo mismo aproximar la

identidad sobre un conjunto compacto por operadores lineales de rango �nito que aproxi-

marla por funciones holomorfas de rango �nito. En particular, las equivalencias entre (b),

(c) y (d) dan un resultado an�alogo (holomorfo) a la Proposici�on 2.1.2.

En la Proposici�on 3.2.13 obtuvimos que P(nE)c es un subespacio complementado de

(H(E); �0) para todo n 2 N. Aplicando la Proposici�on 2.1.9 obtenemos que si (H(E); �0)

tiene la propiedad de aproximaci�on, entonces P(nE)c la tiene para todo n 2 N. En par-

ticular cuando n = 1 tenemos que P(1E)c = E 0
c tiene la propiedad de aproximaci�on. De

la Proposici�on 2.2.4, junto al Teorema 4.1.3, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.1.4 Sea E espacio de Banach, entonces son equivalentes:

1. E tiene la propiedad de aproximaci�on.

2. (H(E); �0) tiene la propiedad de aproximaci�on.

3. P(nE)c tiene la propiedad de aproximaci�on para todo n 2 N
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4.2. La propiedad de aproximaci�on en (H(E); �!)

Al igual que en el caso lineal, que un espacio de Banach E tenga la propiedad de apro-

ximaci�on holomorfa (que, por el Teorema 4.1.3, es equivalente a que tenga la propiedad de

aproximaci�on) esta ��ntimamente ligado a la relaci�on que hay entre funciones holomorfas

de rango �nito y funciones holomorfas compactas. Empecemos viendo esto en P(nE).

Proposici�on 4.2.1 Sea E un espacio de Banach. Entonces P(nE)� tiene la propiedad

de aproximaci�on si y s�olo si P(nE) 
 F es denso en PK(
nE;F )� para todo espacio de

Banach F .

Demostraci�on: De la Proposici�on 3.4.12 se tiene que P(nE)��F = PK(
nE;F )�. Apli-

cando la Proposici�on 2.2.2 se obtiene el resultado. �

En la Proposici�on 2.1.7 vimos la equivalencia: E tiene la propiedad de aproximaci�on si

y s�olo si los operadores lineales compactos con rango en E son aproximables por operadores

de rango �nito. La siguiente proposici�on muestra el an�alogo (holomorfo) a este resultado.

Proposici�on 4.2.2 Sea E un espacio de Banach. Entonces, E tiene la propiedad de

aproximaci�on si y s�olo si H(F ) 
 E es denso en (HK(F;E); �!) para todo espacio de

Banach F .

Demostraci�on: Si E tiene la propiedad de aproximaci�on, en particular, por la Proposi-

ci�on 2.2.2, E
(H(F ); �!) es denso en E�(H(F ); �!) y, aplicando el Teorema 3.4.13 se tiene

que H(F )
E es denso en (HK(F ;E); �!). Rec��procamente, sea F un espacio de Banach y

sea T 2 K(F ;E). Tomemos la seminorma p en HK(E;F ) de�nida por p(f) = jjP1f(0)jj y

veamos que es K-portada. Si K � E es un compacto tal que 0 2 K y V es un abierto que

contiene a K, en particular 0 2 V y, por lo tanto, existe d > 0 tal que dBE � V . Luego,

para toda f 2 HK(E;F ) se tiene que p(f) = jjP1f(0)jj =
1
d
jjP1f(0)jjdBE �

1
d
jjP1f(0)jjV .

Con esto tenemos que p es K-portada y, por lo tanto, dado " > 0 existen f1; : : : ; fn 2 H(F )

y x1; : : : ; xn 2 E tales que

p(T �
nX
i=1

fi 
 xi) = sup
jjxjj�1

fjjT (x)�
nX
i=1

P1fi(0)(x)xijjg:

Como
Pn

i=1 P1fi(0) 
 xi 2 F 0 
 E, entonces F 0 
 E es denso en K(F;E). Luego, por la

Proposici�on 2.1.7, E tiene la propiedad de aproximaci�on. �

En la Proposici�on 2.1.8 vimos que para intercambiar los roles de E y F en la Proposi-

ci�on 2.1.7 se necesita una hip�otesis m�as fuerte. Sucede lo mismo si queremos intercambiar

los roles de E y F en la Proposici�on 4.2.2, como se ve en el siguiente resultado.
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Proposici�on 4.2.3 Sea E un espacio de Banach. Entonces, (H(E); �!) tiene la propiedad

de aproximaci�on si y s�olo si H(E)
 F es denso en (HK(E;F ); �!) para todo espacio de

Banach F .

Demostraci�on: Por la Proposici�on 3.4.13, para todo espacio de Banach F , los espa-

cios (HK(E;F ); �!) y (H(E); �!)�F son topol�ogicamente isomorfos. Luego, aplicando la

Proposici�on 2.2.2, se tiene que (H(E); �!) tiene la propiedad de aproximaci�on si y s�olo si

H(E) 
 F es denso en (H(E); �!)�F = (HK(E;F ); �!), para todo espacio de Banach F .

�

Si E es un espacio de Banach, de las Proposiciones 3.2.13 y 3.2.12 se obtiene que

P(nE)� es un subespacio complementado de (H(E); �) para todo n 2 N, donde � es

cualquiera de las topolog��as �1; �!; o ��. Aplicando la Proposici�on 2.1.9, si (H(E); �) tiene

la propiedad de aproximaci�on, entonces P(nE)� tiene la propiedad de aproximaci�on para

todo n 2 N. La rec��proca es tambi�en cierta como se ver�a en el Teorema 4.2.5. Adem�as, este

teorema mostrar�a que es equivalente que H(E) tenga la propiedad de aproximaci�on con

una de estas topolog��as a que la tenga con cualquiera de las otras dos. Antes necesitaremos

el siguiente lema.

Lema 4.2.4 Sea E un espacio de Banach, F � H(E) un conjunto y sea � alguna de

las topolog��as �1; �! o ��. Entonces dado " > 0 y p una seminorma � -continua, si F es

� -compacto, entonces existe M 2 N tal que p(f �
PM

n=0 Pnf(0)) < " para toda f 2 F .

Demostraci�on: Sea F � H(E) � compacto y p una seminorma � continua. Por las

caracter��sticas propias de cada una de las topolog��as �1; �! y ��, haremos una demostraci�on

en cada caso.

Para �1: De la De�nici�on 3.2.6, basta con mostrar el resultado para las seminormas p de�nidas

por p(f) = supfjjPjf(x)(a)jj:x 2 K; a 2 E; jjajj � 1g donde K � E es compacto y

j 2 N. Sea F � (H(E); �1) compacto y " > 0. A�rmamos que existe r > 0, C > 0

tal que, si a 2 E, jjajj � 1, supfjf(2x + 2ra)j: f 2 K; x 2 Kg � C. En efecto, al

ser F compacto, por la Proposici�on 3.2.25, F es localmente acotado, entonces, para

cada x 2 1
2
K, existen �x > 0 y Cx > 0 tal que supf2F jjf jjB�x (x) � Cx. Al ser

1
2
K

compacto, existen x1; : : : ; xn 2
1
2
K tal que 1

2
K �

Sn
j=1B �xj

2

(xj). Luego, tomando

� = m��nf�x1 ; : : : ; �xng, si x 2
1
2
K, B �

2
(x) � B�xj

(xj) para alg�un j = 1; : : : ; n y, si

C = m�axfCx1 ; : : : ; Cxng, se tiene que supfjjf jjB �
2
(x): f 2 Fg � C. La a�rmaci�on se

obtiene tomando r = �=4. Si x 2 K y jjajj � 1, para todo M 2 N, aplicando la
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desigualdad de Cauchy se tiene para cada j 2 N

jjPj

 
1X

n=M+1

Pnf(0)

!
(x)(a)jj = r�jjjPj

 
1X

n=M+1

Pnf(0)

!
(x)(ra)jj

� r�jjj
1X

n=M+1

Pnf(0)(x+ ra)jj

� r�jjj
1X

n=M+1

2�nPnf(0)(2x+ 2ra)jj

� r�j
1X

n=M+1

2�njjf(2x+ 2ra)jj

� r�j
1X

n=M+1

2�nC:

Luego, tomando supremo sobre K y sobre BE, para toda f 2 F se tiene que

p(f �
MX
n=0

Pnf(0)) � r�j
1X

n=M+1

2�nC:

Tomando un M adecuado se obtiene el resultado.

Para �!: Podemos suponer que p es una seminorma portada por el conjuntoK, dondeK � E

es compacto. Como F es compacto para la topolog��a �!, es equicontinuo. Entonces

existe � > 0 tal que supfjjf(x)jj:x 2 K2�; f 2 Fg = C < 1, donde Kr = fx 2

E: dist(x;K) < rg. Tomando r > 1 tal que rK� � K2�, para toda f 2 F y M 2 N,

por la desigualdad de Cauchy se tiene

p(f �
MX
n=0

Pnf(0)) � c(K�)jj
1X

n=M+1

Pnf(0)jjK�

� C(K�)
1X

n=M+1

r�njjPnf(0)jjrK�

� C(K�)
1X

n=M+1

r�njjf jjrK�

� C(K�)C
1X

n=M+1

r�n:

Por lo tanto, tomando unM adecuado, se obtiene que p(f�
PM

n=0 Pnf(0)) � " para

toda f 2 F .

Para ��: Al ser F compacto, por la Proposici�on 3.2.25, F es localmente acotado y por lo

tanto, si Wn = fx 2 E: jf(x)j < n; 8f 2 Fg, para r > 1, (int(r�1Wn))n>n0 es un

cubrimiento por abiertos creciente de E para alg�un n0 2 N. Luego, para para toda
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f 2 F y M 2 N, usando la desigualdad de Cauchy, se obtiene

p(f �
MX
n=0

Pnf(0)) � C(r�1Wn1)jj
1X

n=M+1

Pnf(0)jjr�1Wn1

� C(r�1Wn1)
1X

n=M+1

r�njjPnf(0)jjWn1

� C(r�1Wn1)
1X

n=M+1

r�njjf jjWn1

� C(r�1Wn1)n1

1X
n=M+1

r�n

para alg�un n1 2 N y C(r�1Wn1) > 0. Por lo tanto, tomando un M adecuado, se

obtiene que p(f �
PM

n=0 Pnf(0)) � " para toda f 2 F .

�

Teorema 4.2.5 Sea E espacio de Banach. Son equivalentes

(a) P(nE)� tiene la propiedad de aproximaci�on para todo n 2 N

(b) (H(E); �) tiene la propiedad de aproximaci�on para � = �1; �! o ��

(c) H(E) 
 F es denso en (HK(E;F ); �) para todo espacio de Banach F y para � =

�1; �!o��.

Demostraci�on:

(b)) (a) Se debe a que P(nE)� es un subespacio complementado de (H(E); �) para todo

n 2 N, donde � = �1; �!; o ��.

(a)) (b) Sea F � (H(E); �) compacto, " > 0 y p una seminorma � -continua para � = �1; �!

o �� y sea " > 0. Por el lema anterior, existeM > 0 tal que p(f�
PM

n=0 Pnf(0)) < "

para toda f 2 F . Por las Proposiciones 3.2.12 y 3.2.13, el operador de�nido por

Dn
0 : (H(E); �)! P(nE)� es continuo, con lo que tenemos que la imagen por Dn

0 de

F , Dn
0 (F) = fPnf(0): f 2 Kg � P (nE)�, es compacto para todo n 2 N.

Como P(nE)� tiene la propiedad de aproximaci�on para todo n 2 N, para cada

n = 0; 1; : : : ;M , existe un operador lineal de rango �nito Tn:P(
nE)� ! P(nE)�

tal que para toda f 2 F se tiene que p(Tn(Pnf(0)) � Pnf(0)) < "=(M + 1). El

operador T :H(E) ! H(E) de�nido por T (f) =
PM

n=0 Tn(Pnf(0)) es de rango

�nito, � continuo y, para toda f 2 K se tiene que

p(T (f)� f) � p(T (f)�
PM

n=0 Pnf(0)) + p(
PM

n=0 Pnf(0)� f)

�
PM

n=0 p(Tn(Pnf(0))� Pnf(0)) + p(
PM

n=0 Pnf(0)� f)
� 2":

Al ser p y F arbitrarios, se tiene el resultado.
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(a) ) (c) Sea p seminorma � continua enH(E;F ), f 2 HK(E;F ) y " > 0. Por el lema anterior,

p(f�
PM

n=0 Pnf(0)) < " para alg�unM 2 N. Al ser f compacta, por el Corolario 3.3.9,

Pnf(0) 2 PK(
nE;F ) y, por la Proposici�on 4.2.1, para cada n = 0; 1; : : : ;M existe

Qn 2 P(
nE)
F tal que P (Qn�Pnf(0)) <

"
M+1

. Por lo tanto,
PM

n=0Qn 2 H(E)
F

y se tiene que

p(f �
MX
n=0

Qn) < p(f �
MX
n=0

Pnf(0)) + p(
MX
n=0

Pnf(0)�
MX
n=0

Qnf(0)) < 2":

(c) ) (a) Sea P 2 PK(
nE;F ) para alg�un espacio de Banach F . Sea " > 0 y sea p la seminorma

en H(E;F ) de�nida por p(f) = jjPnf(0)jj. Esta seminorma es � -continua para

� = �1; �! o ��. Por hip�otesis, como PK(
nE;F ) � HK(E;F ), existe f 2 H(E)
 F

tal que p(P � f) = jjP � Pnf(0)jj � " y Pnf(0) 2 P(
nE) 
 F . Luego, P (nE) 
 F

es denso en PK(
nE;F )� que, por la Proposici�on 3.4.12 es topol�ogicamente isomorfo

a P(nE)��F . Aplicando la Proposici�on 2.2.2 se obtiene el resultado.

�

El siguiente corolario muestra como se relacionan �0 y �! con respecto a la propiedad

de aproximaci�on.

Corolario 4.2.6 Sea E espacio de Banach. Si (H(E); �!) tiene la propiedad de aproxi-

maci�on, entonces (H(E); �0) tiene la propiedad de aproximaci�on.

Demostraci�on: Supongamos que (H(E); �!) tiene la propiedad de aproximaci�on, en-

tonces por la proposici�on anterior E 0 = P(1E)� tiene la propiedad de aproximaci�on. Esto

implica que E tiene la propiedad de aproximaci�on que, por el Teorema 4.1.3 es equivalente

a que (H(E); �0) tenga la propiedad de aproximaci�on. �

Observaci�on Cabe se~nalar, sin embargo que (H(E); �!) y (H(E); �0) no siempre com-

parten la propiedad de aproximaci�on. Como mencionamos anteriormente, en [13, Teorema

1.e.7] se muestra la existencia de un espacio de Banach E con la propiedad de aproximaci�on

tal que E 0 no la tiene. Para este espacio (H(E); �0) tiene la propiedad de aproximaci�on,

pero (H(E); �!) no.

4.3. La propiedad de aproximaci�on en (H(`1); �!) y en (H(`2); �!)

En el Teorema 4.2.5 vimos que si E es un espacio de Banach, H(E) tiene la propiedad

de aproximaci�on para alguna de las topolog��as �1, �! o �� si y s�olo si P(nE)� tiene la

propiedad de aproximaci�on para todo n 2 N. Usaremos este resultado para mostrar que
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(H(`1); �!) tiene la propiedad de aproximaci�on (y por lo tanto (H(`1); �1) y (H(`1); ��)

tambi�en). Por el contrario, mostraremos que (H(`2); �!) no tiene dicha propiedad.

Empecemos viendo que, para cualquier espacio de Banach E, P(nE) es topologica-

mente isomorfo a un subespacio complementado de L(nE).

Proposici�on 4.3.1 Sea E un espacio de Banach. Entonces P(nE) es isomorfo a un

subespacio complementado de L(nE).

Demostraci�on: En la Proposici�on 3.2.4 vimos que P(nE) es isomorfo a Ls(nE). Para

ver que Ls(nE) es un subespacio complementado de L(nE), consideremos el operador de

simetrizaci�on s : L(nE)! Ls(nE) de�nido por

s(�)(x1; : : : ; xn) =
1

m!

X
�2Sn

�(x�(1); : : : ; x�(n))

donde Sn es el conjunto de las permutaciones de n elementos. Es claro que s es un proyector

continuo y que s(�) = � para � sim�etrica, con lo que se tiene el resultado. �

La siguiente proposici�on nos muestra que L(n`1) con la topolog��a de la norma es

isom�etricamente isomorfo a `1. Usando este resultado, sumado a la Proposici�on 4.3.1

obtendremos que (H(`1); �!) tiene la propiedad de aproximaci�on.

Proposici�on 4.3.2 Para todo n 2 N, L(n`1) es isom�etricamente isomorfo a `1. Por lo

tanto, L(n`1) tiene la propiedad de aproximaci�on. En particular P(n`1) tiene la propiedad

de aproximaci�on.

Demostraci�on: Sea � 2 L(n`1). Si x
1; x2; : : : ; xn 2 `1, x

m =
P1

k=1 x
m
k ek, en donde

(ek)k2N es la base can�onica de `1. Se tiene

�(x1; : : : ; xn) =
X
j12N

: : :
X
jn2N

�(ej1 ; : : : ; ejn)x
1
j1
: : : xnjn : (10)

Llamemos �j = �(ej1 ; : : : ; ejn) donde j = (j1; : : : ; jn) 2 N
n. Luego

j�jj = j�(ej1 ; : : : ; ejn)j � jj�jj

y, por lo tanto, (�j)j2Nn 2 `1(N
n). Mas a�un, de (10) se tiene que

j�(x1; : : : ; xn)j � sup
j2Nn

fj�jjg
X
j12N

: : :
X
jn2N

jx1j1 : : : x
n
jnj =

= sup
j2Nn

j�jjjjx
1jj : : : jjxnjj:

As��, jj�jj � supj2Nn j�jj, obteniendo que jj�jj = supj2Nn j�jj.
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Rec��procamente, cada (�j)j2Nn 2 `1(N
n) de�ne una funci�on n-lineal � 2 L(n`1) como

en (10). Luego L(n`1) es isom�etricamente isomorfo a `1(N
n), y como `1(N

n) es isom�etri-

camente isomorfo a `1, se tiene el primer resultado.

Como, por la Proposici�on 4.3.1, P(n`1) es un subespacio complementado de L(n`1),

P(n`1) tiene la propiedad de aproximaci�on para todo n 2 N. �

Teorema 4.3.3 El espacio (H(`1); �!) tiene la propiedad de aproximaci�on.

Demostraci�on: De la proposici�on anterior, P(n`1) tiene la propiedad de aproximaci�on

para todo n 2 N. Aplicando el Teorema 4.2.5 se tiene el resultado. �

En el teorema anterior, el rol que juega el espacio `1 es crucial. Veremos que hay espa-

cios para los que (H(E); �!) no tiene propiedad de aproximaci�on. R. Aron y M. Schotten-

loher construyen en [4] un espacio de Banach E tal que (H(E); �!) no tiene la propiedad de

aproximaci�on. Gracias a los trabajos de J. C. Diaz y S. Dineen de 1998 y el de A. Szankows-

ki en 1981 podremos mostrar que la misma situaci�on se tiene para E = `2.

Teorema 4.3.4 El espacio (H(`2); �!) no tiene la propiedad de aproximaci�on.

Demostraci�on: Por el Teorema 4.2.5, basta ver que existe n 2 N tal que P(n`2) no

tiene la propiedad de aproximaci�on. M�as a�un, para n = 2, se tiene que P(2`2) no tiene la

propiedad de aproximaci�on. En efecto, de [7, Proposici�on 1] se tiene el isomor�smo

L(2`2) �= Ls(2`2)

ya que `2 es estable, es decir `2 �= `2 � `2. Luego, como la Proposici�on 4.3.1 asegura que

P(2`2) �= Ls(2`2), tenemos que si P(2`2) tiene la propiedad de aproximaci�on entonces

L(2`2) tiene la propiedad de aproximaci�on. Esto contradice el resultado de A. Szankowski

en [19] que asegura que L(H;H) no tiene la propiedad de aproximaci�on para cualquier H

espacio de Hilbert. Como L(H;H) �= L(2H), para H Hilbert, se sigue el resultado. �

M�as a�un, el hecho que P(2`2) carece de la propiedad de aproximaci�on, nos permite, me-

diante la siguiente proposici�on, mostrar que P(n`2) no tiene la propiedad de aproximaci�on

para n � 2.

Proposici�on 4.3.5 Sea E un espacio de Banach y sean m;n 2 N, m � n. Entonces

P(mE) es topol�ogicamente isomorfo a un subespacio complementado de P(nE).

Demostraci�on:

Es su�ciente ver el caso n = m+1. Sean y 2 E e y0 2 E 0 tales que y0(y) = 1 = ky0k. Sea

�:P(mE) ! P(m+1E) la aplicaci�on de�nida por �(Q)(x) = y(x)Q(x) para Q 2 P(mE)
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y x 2 E. Se tiene que � es lineal, inyectivo y que k�(Q)k � kykkQk = kQk. Entonces

k�k � 1. Como �(ym) = ym+1 y kym+1k = 1, luego k�k = 1. Sea �:P(m+1E)! P(m+1E)

de�nido por �(P )(x) = P (x) � P (x � y0(x)y) para P 2 P(m+1E) y x 2 E. Se tiene

que � es lineal. Llamemos �:E ! E al operador �(x) = x � y0(x)y. � es lineal y como

k�k � 1 + ky0kkyk = 1 + kyk, luego k�(P )k = kP � P � �k � kPk + kPkk�km, con lo

que se tiene que � es continuo. Adem�as �2 = �. En efecto, como y0(y) = 1, se tiene que

y0(�(x)) = y0(x) � y0(x) = 0, luego �2(x) = �(�(x)) = �(x) � y0(�(x))y = �(x). Por lo

tanto, se tiene que
�2(P ) = �(P � P � �)

= P � P � �� (P � �� P � �2)
= P � P � �
= �(P ):

As��, � es un proyector. Veamos que la imagen de � es igual a la imagen de �. SiQ 2 P(mE),

luego �(y0Q) = y0Q � (y0 � �) (Q � �) = y0Q. Por lo tanto, tenemos que la im�agen de �

est�a incluida en la imagen de �. Rec��procamente, si P 2 P(m+1E) y P = b�, obtenemos

que

P (x)� P � �(x) = y0(x)

 
m+1X
j=1

(m+ 1)!

j!(m+ 1� j)!
(�1)j+1y0(x)j�1�(yj; xm+1�j)

!
:

Tomando Q =
Pm+1

j=1
(m+1)!

j!(m+1�j)!
(�1)j+1y0(x)j�1�(yj; xm+1�j) resulta que Q 2 P(mE) y

�(Q) = �(P ). Al ser P arbitrario se tiene que la im�agenes de � y � coinciden.

Como P(mE) es topol�ogicamente isomorfo a �(P(mE)) y �(P(mE)) = �(P(m+1E)),

al ser � un proyector se tiene el resultado. �

Teorema 4.3.6 (H(`2); �!) y P(
n`2) para n � 2 no tienen la propiedad de aproximaci�on.

4.4. La propiedad de aproximaci�on en H1(U)

Las funciones holomorfas de�nidas sobre un abierto U , en general, no mandan acotados

del dominio en acotados de la imagen. Aunque esto s�� sucede para funciones enteras (en

particular continuas) sobre Cn, la propiedad de mandar acotados en acotados no es cierta

en general, a�un, para funciones enteras sobre un espacio de Banach in�nito dimensional.

Es por esto que el subespacio de funciones holomorfas que son acotadas sobre los acotados

del dominio cobra especial inter�es. Para �nalizar, presentaremos brevemente cuando este

espacio tiene la propiedad de aproximaci�on. Esto fu�e estudiado por J.Mujica en [15], qui�en

utiliza un m�etodo de linearizaci�on del espacio de las funciones holomorfas acotadas sobre

un espacio de Banach, cuyas ideas contaremos.
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De�nici�on 4.4.1 Sean E y F espacios de Banach y sea U � E un abierto. H1(U ;F ) es

el subespacio vectorial de H(U ;F ) formado por las f 2 H(U ;F ) que son acotadas sobre

U . Cuando F = C, notamos H1(U) en lugar de H1(U ;C).

Los espacios H(U) y H1(U) en general di�eren. Esto es puede existir f 2 H(U) tal

que kfkU = 1. Veamos esto en el siguiente ejemplo, U = Br(a), la bola de centro a y

radio r en un espacio de Banach E. Si x0 2 E 0 es tal que jjx0jj = 1, a 2 E y r > 0, luego

f(x) =
P1

n=1 r
�nx0(x� a)n 2 H(Br(a)). Si " > 0, x 2 E tal que jjxjj = 1 y x0(x) = 1� "

y er 2 R con er = r � ", se tiene que erx + a 2 Br(a) y f(erx + a) =
P1

n=1

�
(r�")(1�")

r

�n
=

r
r�(r�")(1�")

. Al ser " arbitrario se tiene que f =2 H1(Br(a)).

El espacio H1(U ;F ) tiene propiedades especiales, entre las que se destaca que este

espacio se lo puede dotar de una norma que lo hace un espacio de Banach.

Proposici�on 4.4.2 Sean E y F espacios de Banach y sea U � E un abierto. Sobre

H1(U ;F ), la funci�on kfk = kfkU es una norma y la topolog��a generada por k:k es

completa. Es decir (H1(U ;F ); k:k) es un espacio de Banach.

Otra de las propiedades espciales de H1(U) es que es un espacio dual de Banach, lo

que veremos a continuaci�on.

Si notamos con BH1(U ;F ) a la bola unidad de H1(U ;F ), BH1(U ;F ) es localmente aco-

tado y, por la Proposici�on 3.2.25, BH1(U ;F ) es �0-acotado. Resulta que el cl�asico Teorema

de Montel para funciones holomorfas en C tambi�en vale para funciones holomorfas en

un espacio de Banach. El teorema se enuncia a continuaci�on. Una demostraci�on puede

encontrarse en [14].

Proposici�on 4.4.3 Sea U � E abierto. Entonces cada conjunto acotado de (H(U); �0)

es relativamente compacto. En particular BH1(U ;F ) es �0-relativamente compacto.

Si E es un espacio de Banach, el Teorema de Alaoglu a�rma que BE0 es �(E
0; E)-

relativamente compacta. Tambi�en sabemos que para que E sea re
exivo (y, por lo tanto

E es el dual de E 0), es necesario y su�ciente que BE sea �(E;E 0)-relativamente compacta.

De esto se observa que si E es el dual de alg�un espacio de Banach, entonces BE es

relativamente compacto para alguna topolog��a localmente convexa. La rec��proca tambi�en

es cierta y fu�e demostrada en 1971 por Ng.

Teorema 4.4.4 Sea E un espacio de Banach. Si existe una topolog��a localmente convexa

� en E tal que BE es � -compacta, entonces E es isom�etricamente isomorfo al espacio

dual de un espacio de Banach. Mas a�un, si F es el espacio

F = f' 2 E 0:'jBE es � � continuag;
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dotado con la norma k'k = k'kBE , entonces la evaluaci�on J :E ! F 0 es un isomor�smo

isom�etrico.

Usando los dos �ultimos resultados obtenemos la siguiente proposici�on.

Proposici�on 4.4.5 H1(U) es isom�etricamente isomorfo al dual de un espacio de Ba-

nach. Mas a�un, si G1(U) = f' 2 H1(U)0:'jBH1(U)
es �0 � continuag dotado por la nor-

ma k'k = k'kBH1(U)
, entonces la evaluaci�on J :H1(U) ! G1(U)0 es un isomor�smo

isom�etrico.

La Proposici�on 4.4.5 es vista como un teorema de linealizaci�on. A las funciones en

H1(U) se las puede ver como funciones lineales sobre G1(U). Esta linealizaci�on es �util

para poder decidir si H1(U) tiene la propiedad de aproximaci�on o no ya que J. Mujica

en [15] prueba los 3 siguientes teoremas:

Teorema 4.4.6 Sea E un espacio de Banach y sea U � E un conjunto abierto. Si �U :x 2

U ! �x 2 G
1(U), en donde �x(f) = f(x) para toda x 2 U y f 2 H1(U). Entonces:

(a) �U 2 H
1(U;G1(U)).

(b) Para cada espacio de Banach F y cada f 2 H1(U ;F ), existe un �unico Tf 2

L(G1(U); F ) tal que Tf � �U = f .

(c) La aplicaci�on f 2 H1(U ;F )! Tf 2 L(G
1(U); F ) es un isomor�smo isom�etrico.

(d) f es de rango �nito si y s�olo si Tf es de rango �nito.

(e) f compacta si y s�olo si Tf es compacto.

Usando el teorema anterior junto al Teorema 2.1.7 se obtiene:

Teorema 4.4.7 Si U � E es abierto, entonces H1(U) tiene la propiedad de aproxima-

ci�on si y s�olo si para cualquier espacio de Banach F, dados f 2 H1(U ;F ) compacta y

" > 0, existe g 2 H1(U ;F ) de rango �nito tal que jjg � f jj < ".

Teorema 4.4.8 Si U � E es abierto y balanceado, entonces G1(U) tiene la propiedad

de aproximaci�on si y s�olo si E tiene la propiedad de aproximaci�on.

El Teorema anterior nos da una condici�on necesaria para saber si H1(U) tiene la

propiedad de aproximaci�on. Si E no tiene la propiedad de aproximaci�on y si U � E es

abierto, balanceado y abierto, entonces G1(U) no la tiene, lo cual implica que G1(U)0

no tiene la propiedad de aproximaci�on y, por la Proposici�on 4.4.5, H1(U) no tiene la
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propiedad de aproximaci�on. La condici�on su�ciente para resolver el problema de que

H1(U) tenga la propiedad de aproximaci�on, seg�un sabemos, no esta resuelto todav��a. Es

m�as, sigue abierto el problema para H1(�), en donde � es el disco abierto de C. Es decir,

no se sabe si H1(�) tiene la propiedad de aproximaci�on o no. Por el Teorema 4.4.7 esta

pregunta es equivalente a:

Dado un espacio de Banach F, f 2 H1(�; F ) compacta y " > 0, >existe g 2 H1(�; F )

de rango �nito tal que jjg � f jj < "?

Con este ejemplo quisimos mostrar que el problema de aproximaci�on para subespacios

de H(U) tiene vigencia hoy en d��a. Que un espacio tenga la propiedad de aproximaci�on

facilita el estudio de otras propiedades relacionadas con el espacio, ver por ejemplo [9],

[13, Secci�on 2.d], [14, Cap��tulo 6] entre otros. Adem�as, como no todos los espacios tienen

propiedad de aproximaci�on, varios autores de�nieron y estudiaron varias propiedades rela-

cionadas a la propiedad de aproximaci�on. Por ejemplo, R. Aron, M. Maestre y P. Rueda

recientemente estudiaron las funciones holomorfas p-compactas, que se relacionan con la

p-propiedad de aproximaci�on [3].
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