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Introducción

La teoŕıa de operadores p-sumantes tiene sus inicios en la década de 1950, a partir de
algunos trabajos realizados por Grothendieck. Sin embargo, fue recién en el año 1966 que
Pietsch publicó un art́ıculo en el cual se consideraba por primera vez a la clase de estos
operadores. Asimismo, Mityagin y Pe lczyński definen, ese mismo año, el concepto de operador
(q, p)-sumante. Un resultado debido a Orlicz relacionado con estos temas (aunque probado
en el año 1933, mucho antes de que naciera la teoŕıa de operadores sumantes) afirma que
las inclusiones id : `p ↪→ `p son (2, 1)-sumantes para 1 ≤ p ≤ 2. En 1973/74, Bennett y
(independientemente) Carl prueban que si 1 ≤ p ≤ 2 entonces la inclusión id : `p ↪→ `2

resulta (p, 1)-sumante. Finalmente, Defant, Masty lo y Michels definen en [9, año 2002] el
concepto de operador (E, p)-sumante para un cierto espacio de Banach de sucesiones `p ↪→ E

(generalizando aśı la definición de operador (q, p)-sumante) y demuestran que para los espacios
de sucesiones E que resultan 2-cóncavos y simétricos, se verifica que la inclusión id : E ↪→ `2

es (E, 1)-sumante. Este resultado será el objeto de estudio de esta tesis, que está dividida en
dos caṕıtulos.

El primer caṕıtulo está dedicado al estudio de los espacios de Banach de sucesiones, cuyos
ejemplos más conocidos son los espacios `p (1 ≤ p ≤ ∞) y c0. Dado que la teoŕıa de estos
espacios puede ser vista dentro del estudio de los Banach lattice (reticulados de Banach),
incluimos en el Apéndice A las principales definiciones y propiedades de estos últimos. Los
conceptos en los cuales se centrará nuestra atención serán: el dual de Köthe, las propiedades
de minimalidad y maximalidad y las potencias de los espacio de sucesiones (este último tema,
estrechamente relacionado con la convexificación y concavificación de los Banach lattice).
Hacia el final del caṕıtulo, dedicamos una sección a los espacios de sucesiones de Orlicz y de
Lorentz.

En el segundo caṕıtulo, el objetivo principal será el de probar el resultado antes men-
cionado acerca de las inclusiones (E, 1)-sumantes. En ese sentido, comenzaremos definiendo
y estudiando a la clase de operadores (E, p)-sumantes que, como ya mencionamos, genera-
liza a la clase de operadores (q, p)-sumantes. Algunos de los resultados que probaremos en
el caṕıtulo son, a su vez, generalizaciones de resultados conocidos en la teoŕıa de operadores
sumantes. En el Apéndice B enunciamos algunos de los resultados clásicos de la teoŕıa de
estos operadores. En lo que se refiere al resultado principal de este caṕıtulo, será necesario

i



ii

para su demostración contar con algunas herramientas de la teoŕıa de interpolación. Por tal
motivo, dedicamos el Apéndice C a los fines de dejar en claro los conceptos relacionados a
los espacios de interpolación que son de utilidad en esta parte. Por último veremos que como
aplicación de este resultado, se puede estudiar el comportamiento asintótico de los números
de aproximación de las inclusiones id : `n2 ↪→ En (para ciertos espacios de sucesiones E).
En el Apéndice D se puede ver la definición de los números de aproximación (aśı como las
definiciones de otros números asociados a operadores) dentro del marco de los s-numbers.
Cabe mencionar la inclusión de un último apéndice (el Apéndice E), en el cual se enuncian
algunos resultados auxiliares que son de gran utilidad a lo largo de este caṕıtulo.

Notación

En lo que sigue, nos referiremos a las principales notaciones y terminoloǵıa que utilizaremos
a lo largo del texto. El conjunto de los números naturales será denotado por N, mientras que
R y C denotarán, respectivamente, los cuerpos de escalares reales y complejos.

Dado que trabajaremos con espacios de Banach de sucesiones, nos reservaremos las le-
tras E y F para estos espacios, mientras que X, Y , Z,... representarán espacios de Banach
cualesquiera. La norma de un espacio X será denotada por ‖ · ‖X (o ‖ · ‖ en caso de que se
sobreentienda qué espacio estamos considerando) y BX = {x ∈ X : ‖x‖X ≤ 1} será la bola
unidad cerrada del espacio.

Por lo general, (xn)n∈N, (yn)n∈N, (zn)n∈N,... serán sucesiones de números reales, o even-
tualmente, sucesiones de elementos en un espacio de Banach (dado que trabajaremos con
espacios de sucesiones, en ocasiones se considerarán sucesiones de sucesiones). Cuando se
preste a confusión, se notará (xn)n∈N a las sucesiones de elementos en un espacio de Banach.
Dada una sucesión (xn)n∈N en un espacio X, notaremos span{xn : n ≥ 1} al conjunto de las
combinaciones lineales finitas de elementos de la sucesión y [xn]n∈N

‖·‖X a la clausura de este
conjunto.

Dado t ∈ R, escribiremos sg(t) para representar el signo del escalar t.
Cuando hablemos de un operador T : X −→ Y entre espacios de Banach, nos estaremos

refiriendo a una aplicación lineal y acotada. El espacio de Banach de los operadores de X
en Y se denota L(X,Y ) y la norma de cada operador está dada por ‖T‖ = supx∈BX ‖Tx‖Y .
Diremos que un operador T : X −→ Y es isométrico si verifica ‖Tx‖Y = ‖x‖X para todo
x ∈ X.

El dual de un espacio X será denotado por X ′ y utilizaremos las letras ϕ, ψ, φ,... para
representar los elementos del mismo (las funcionales lineales y continuas). Si X e Y son dos
espacios de Banach y se consideran ϕ ∈ X ′, y ∈ Y , entonces ϕ ⊗ y : X −→ Y representa al
operador dado por ϕ⊗ y(x) = ϕ(x) · y, cuya norma es ‖ϕ⊗ y‖ = ‖ϕ‖X′ .‖y‖Y .

Dados dos espacios de Banach X e Y , diremos que X = Y isométricamente si son iguales
como conjuntos y sus normas coinciden. Mientras tanto, se dirá que X = Y con normas
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equivalentes si son iguales como conjuntos y existen constantes C1, C2 > 0 tales que C1.‖x‖Y ≤
‖x‖X ≤ C2.‖x‖Y para cualquier elemento x en el espacio. De la misma forma, diremos que
X ⊆ Y con inclusión continua (y en ciertos casos notaremos X ↪→ Y ), si se verifica la inclusión
entre conjuntos y existe una constante C > 0 tal que ‖x‖Y ≤ C.‖x‖X para todo x ∈ X.

Si E es un espacio de sucesiones y n ∈ N, entonces En será el espacio de las n-uplas
(x1, ..., xn) con la norma dada por ‖(xi)ni=1‖En = ‖(x1, ..., xn, 0, ...)‖E . En el caso de los espa-
cios `p, utilizaremos la notación `np en lugar de escribir (`p)n. Notaremos Pn : E −→ E a la
proyección sobre las primeras n-cordenadas, es decir, Pn((xi)i) = (x1, ..., xn, 0, ...). Eventual-
mente, se puede pensar Pn : E −→ En.

Si (an)n y (bn)n son dos sucesiones de números reales, diremos que tienen el mismo com-
portamiento asintótico, y notaremos an � bn, si existen constantes K1,K2 > 0 tales que
K1.bn ≤ an ≤ K2.bn para todo n ∈ N.
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Caṕıtulo 1

Espacios de Sucesiones

A lo largo de este caṕıtulo estudiaremos algunas cuestiones básicas sobre los espacios de
sucesiones. Comenzaremos con algunas definiciones y propiedades sencillas de estos espacios y
veremos que bajo ciertas hipótesis pueden verse como Banach lattices. Luego se estudiarán los
conceptos de maximalidad, minimalidad, concavidad y convexidad que serán de gran utilidad
en los caṕıtulos que siguen. Para terminar veremos algunos ejemplos de espacios de sucesiones,
como son los espacios de Orlicz y de Lorentz.

1.1. Preliminares

1.1.1. Definiciones y propiedades

Denotamos ω a la familia de todas las sucesiones (xn)n∈N con xn ∈ K (donde K es un
cuerpo de escalares). Bajo las operaciones usuales (coordenada a coordenada) de suma y
multiplicación por escalares

(xn)n + (yn)n = (xn + yn)n

λ · (xn)n = (λ.xn)n λ ∈ K

tenemos un espacio vectorial sobre el cuerpo de escalares. Un espacio de sucesiones es un
subespacio de ω.

A lo largo de todo el texto, trabajaremos con espacios de sucesiones reales, esto es, serán
espacios vectoriales sobre R.

Notaremos c00 al espacio de sucesiones con finitas coordenadas no nulas. Es decir c00 =
span{en : n ≥ 1} donde en es el n-ésimo vector canónico. Todos los espacios de sucesiones
que consideremos serán espacios que contengan a c00.

Por otra parte nos interesan aquellos espacios de sucesiones que sean normados y, más
aún, los que resulten completos con dicha norma. Los llamaremos (como no pod́ıa ser de
otra manera) espacios de Banach de sucesiones. Mencionemos algunos de los ejemplos más
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2 CAPÍTULO 1. ESPACIOS DE SUCESIONES

conocidos de espacios de sucesiones, con sus respectivas normas:

`∞ = {(xn)n : sup
n∈N
|xn| <∞} con ‖(xn)n‖∞ = sup

n∈N
|xn|

c0 = {(xn)n : ĺım
n→∞

|xn| = 0} con ‖ · ‖∞
c = {(xn)n : ∃ ĺım

n→∞
xn} con ‖ · ‖∞

`p =

{
(xn)n :

∞∑
n=1

|xn|p <∞

}
con ‖(xn)n‖p =

( ∞∑
n=1

|xn|p
)1/p

donde 1 ≤ p <∞.

Si 0 < p < 1, `p es un espacio de sucesiones, pero ‖·‖p no define una norma (falla la desigualdad
triangular).

bv =

{
(xn)n : ∃ ĺım

n→∞

n∑
i=1

|xi+1 − xi|

}
con ‖(xn)n‖bv =

∞∑
n=1

|xn+1 − xn|+ ĺım
n→∞

|xn|

bs =

{
(xn)n : sup

n∈N

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

xi

∣∣∣∣∣ <∞
}

con ‖(xn)n‖bs = sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

xi

∣∣∣∣∣
m0 = span{A} con ‖ · ‖∞ donde A es el conjunto de todas las sucesiones de 0 y 1.

Todos estos son ejemplos de espacios de Banach de sucesiones, excepto el espacio (m0, ‖ · ‖∞),
que es normado pero no resulta completo. Pueden verse más ejemplos en [13].

A continuación definimos los conceptos de simetŕıa y normalidad en espacios de sucesiones
normados.

Definición 1.1.1. Sea E un espacio de sucesiones normado y sea Π el conjunto de todas las
permutaciones de los naturales. Diremos que:

a) E es simétrico si xσ = (xσ(i))i∈N ∈ E con ‖xσ‖E = ‖x‖E siempre que x = (xi)i∈N ∈ E
y σ ∈ Π.

b) E es normal si dados x = (xi)i∈N ∈ E e y = (yi)i∈N ∈ ω tales que |yi| ≤ |xi| para todo
i ∈ N, se tiene que y ∈ E con ‖y‖E ≤ ‖x‖E .

Ejemplos 1.1.2. i) Son claramente simétricos los espacios `∞, c0, c, `p,m0.

Por otro lado, bs es un ejemplo de espacio de sucesiones que no es simétrico; esto se debe
a la existencia de series condicionalmente convergentes (esto es, series convergentes cuyos
reordenamientos pueden converger al número que se desee).

ii) Son normales los espacios `∞, c0, `p.

El espacio c no es normal puesto que, por ejemplo, (1, 1, 1, 1, .....) ∈ c pero (1, 0, 1, 0, .....) /∈ c.
Tampoco lo es bv, ya que (1, 1, 1, 1, .....) ∈ bv pero (1,−1, 1,−1, .....) /∈ bv (intercambiando las
sucesiones se ve que bs no es normal). Por último, m0 no es normal pues (1, 1, 1, .....) ∈ m0

pero (1/i)i∈N /∈ m0.
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Siguiendo la notación de la definición anterior, utilizaremos en general las letras E y F

para denotar los espacios de sucesiones y ‖ · ‖E (resp. ‖ · ‖F ) para sus normas. Por otra parte,
si decimos x ∈ E nos referimos a la sucesión x = (xi)i∈N.

Observación 1.1.3. Sea E un espacio de sucesiones normado y normal. Si x ∈ E y (xn)n∈N =
((xni )i)n es una sucesión de elementos en E (es decir, una sucesión de sucesiones!) tal que
xn −−−→

n→∞
x en E, entonces xni −−−→n→∞

xi para cada i ∈ N.

Demostración. Por hipótesis tenemos ‖xn − x‖E −−−→
n→∞

0, y dado que E es normal se verifica
|xni − xi|.‖ei‖E ≤ ‖xn − x‖E . En consecuencia se tendrá xni −−−→n→∞

xi.

Observación 1.1.4. Sea E un espacio de sucesiones normado, normal y simétrico. Sea P =
{σ : N→ N / σ es inyectiva}. Entonces si x ∈ E y σ ∈ P , se tiene xσ = (xσ(i))i∈N ∈ E.

Demostración. Dado un σ ∈ P nos construimos un ρ ∈ Π tal que ρ(i) = σ(i) para todo
i impar. Luego xρ = (xρ(i))i = (xσ(1), xρ(2), xσ(3), xρ(4), .....) y como E es simétrico se tiene
xρ ∈ E. Pero como E es normal y xρ ∈ E, se tendrá que (xσ(1), 0, xσ(3), 0, .....) ∈ E. De forma
análoga obtenemos que (0, xσ(2), 0, xσ(4), .....) ∈ E.

Luego, la suma de estos dos últimos está en E (pues E es un espacio vectorial), es decir,
xσ = (xσ(i))i ∈ E como se queŕıa probar.

Proposición 1.1.5. Sea E ( ω un espacio de sucesiones normado, normal y simétrico.
Entonces E ⊆ c0 ó E = `∞ (donde ⊆ significa inclusión continua y la igualdad es con normas
equivalentes).

Demostración. Supongamos que E * c0 y probemos que E = `∞. Consideremos x ∈ E tal que
x /∈ c0. Luego para algún ε > 0 existe una sucesión creciente (nk)k∈N tal que |xnk | ≥ ε para
todo k ≥ 1. Definimos σ ∈ P tal que σ(k) = nk. Por la observación anterior xσ = (xnk)k∈N ∈
E ; pero E es normal y ε ≤ |xnk |, de forma que (ε, ε, ε, ε, .....) ∈ E y como consecuencia
(1, 1, 1, 1, .....) ∈ E. Veamos que eso basta para probar que `∞ ⊆ E. Consideremos x ∈ `∞
(cualquiera), y sea y = ‖x‖∞.(1, 1, 1, 1, .....) perteneciente al espacio E (por las consideraciones
anteriores). Claramente |xi| ≤ |yi| para todo i y en consecuencia x ∈ E con ‖x‖E ≤ ‖y‖E =
‖x‖∞.‖(1, 1, 1, 1, .....)‖E (nuevamente por normalidad de E).

Hasta aqúı hemos probado que si x ∈ `∞ entonces x ∈ E con ‖x‖E ≤ C1.‖x‖∞ (donde
C1 = ‖(1, 1, 1, 1, .....)‖E); es decir `∞ ⊆ E. Veamos ahora que E ⊆ `∞. Para eso supongamos
que hay un x ∈ E tal que x /∈ `∞ y veamos que en ese caso debe ser E = ω (lo cual contradice
una de nuestras hipótesis). Sea y ∈ ω. Como x /∈ `∞ hay una sucesión creciente (nk)k∈N tal
que |xnk | > |yk| para todo k ≥ 1. Como antes, definimos σ ∈ P tal que σ(k) = nk y por la
observación anterior tenemos xσ ∈ E. Pero entonces, como E es normal obtenemos y ∈ E,
y esto nos muestra que E = ω. Luego si x ∈ E entonces x ∈ `∞. Veamos que la inclusión
es continua. Para eso consideremos x ∈ E (y en consecuencia en `∞) y notemos que por
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la propiedad de normalidad del espacio E, se verifica |xk|.‖ek‖E = ‖xk · ek‖E ≤ ‖x‖E para
todo k ∈ N. Ahora bien, como E es simétrico entonces C2 = ‖ek‖E es una constante que
no depende de k, de manera que tomando supremo sobre todos los k ∈ N en la desigualdad
anterior, obtenemos C2.‖x‖∞ ≤ ‖x‖E . Esto nos muestra que la inclusión E ⊆ `∞ es continua.

En definitiva, probamos que si E * c0 entonces E = `∞ con C2.‖ · ‖∞ ≤ ‖ · ‖E ≤ C1.‖ · ‖∞.
Si fuese E ⊆ c0, al igual que antes se prueba que C2.‖x‖∞ ≤ ‖x‖E para cada x ∈ E y en
consecuencia la inclusión resulta continua.

Proposición 1.1.6. Sea E un espacio de Banach de sucesiones tal que existe una constante
C > 0 que verifica ‖ek‖E ≤ C para todo k ∈ N. Entonces `1 ⊆ E con inclusión continua.

Demostración. Consideremos x ∈ `1 y veamos que x ∈ E. Para eso basta probar que(∑N
i=1 xi · ei

)
N∈N

es de Cauchy en E, ya que en ese caso resulta convergente en E (que por

hipótesis es un espacio de Banach) y debe converger entonces a x. Sean N > M ∈ N; por la
desigualdad triangular resulta claro que

∥∥∥∑N
i=1 xi · ei −

∑M
i=1 xi · ei

∥∥∥
E

=
∥∥∥∑N

i=M+1 xi · ei
∥∥∥
E
≤∑N

i=M+1 |xi|.‖ei‖E . Ahora bien, teniendo en cuenta la hipótesis de que ‖ek‖E ≤ C y dado que
x pertenece a `1, obtenemos∥∥∥∥∥

N∑
i=1

xi · ei −
M∑
i=1

xi · ei

∥∥∥∥∥
E

≤ C.
N∑

i=M+1

|xi| −−−−−−→
N,M→∞

0,

de forma que
(∑N

i=1 xi · ei
)
N∈N

es de Cauchy en E como se queŕıa ver.
Para ver que la inclusión es continua, notar que con argumentos análogos a los de antes

se prueban las desigualdades: ‖x‖E ≤
∑∞

i=1 |xi|.‖ei‖E ≤ C.‖x‖1. Luego `1 ⊆ E.

Proposición 1.1.7. Sea E un espacio de sucesiones normado y normal tal que existe una
constante C > 0 que verifica C ≤ ‖ek‖E para todo k ∈ N. Luego E ⊆ `∞ con inclusión
continua.

Demostración. Consideremos un x ∈ E y notemos que |xk|.C ≤ ‖xk · ek‖E ≤ ‖x‖E para todo
k ∈ N (por las hipótesis de normalidad del espacio y la existencia de la constante C). Luego,
es claro que x ∈ `∞ y que C.‖x‖∞ ≤ ‖x‖E lo cual demuestra la inclusión.

En general, los espacios de sucesiones con los que trabajemos serán espacios que verifiquen
`1 ⊆ E ⊆ `∞. Las proposiciones anteriores nos muestran que, bajo ciertas hipótesis, un espacio
de sucesiones verifica estas inclusiones. En efecto, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 1.1.8. Sea E un espacio de Banach de sucesiones.

a) Si E ( ω es normal y simétrico, entonces `1 ⊆ E ⊆ `∞.

b) Si E es normal y existen constantes C1, C2 > 0 tales que C1 ≤ ‖ek‖E ≤ C2 para todo
k ∈ N, entonces `1 ⊆ E ⊆ `∞.
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En ambos casos, las inclusiones son continuas.

Demostración. a) La inclusión E ⊆ `∞ se deduce de la Proposición 1.1.5. Por otro lado,
notando que si E es simétrico entonces estamos en las hipótesis de la Proposición 1.1.6,
obtenemos la inclusión `1 ⊆ E. Ambas inclusiones resultan continuas según los resultados
mencionados.

b) Se deduce inmediatamente de las Proposiciones 1.1.6 y 1.1.7.

1.1.2. Relación con los Banach Lattice

Nos interesa mostrar que, bajo la hipótesis de normalidad, un espacio de Banach de suce-
siones E es un Banach lattice. Esto resultará de gran interés, ya que en lo que sigue consid-
eraremos solamente aquellos espacios de sucesiones que verifiquen ser lattice. La definición,
aśı como las principales propiedades de los Banach lattice pueden verse en el Apéndice A.

Para empezar, dado un espacio de sucesiones E normado y normal, debemos definir un
orden en el mismo. La definición es la natural : dados x, y ∈ E, diremos que x ≤ y si xi ≤ yi

para todo i ∈ N. Esto define claramente un orden en E. Para que (E,≤) sea lattice, debemos
probar que si x, y ∈ E, entonces existen x ∨ y, x ∧ y en E. Veamos que sirven

x ∨ y = (sup{xi, yi})i∈N
x ∧ y = (́ınf{xi, yi})i∈N.

En primer lugar veamos que x ∨ y, x ∧ y pertenecen a E. Por un lado tenemos |(x ∧ y)i| =

| ı́nf{xi, yi}| ≤ |xi| para todo i ∈ N, y dado que x ∈ E y que E es normal, se tiene x ∧ y ∈ E.
Por otro lado |(x ∨ y)i| = | sup{xi, yi}| ≤ |xi| + |yi| para todo i ∈ N. Como x, y ∈ E (y E es
normal) entonces |x|+|y| = (|xi|+|yi|)i∈N ∈ E y (nuevamente) por la hipótesis de normalidad,
x∨ y ∈ E. Ahora probemos que x∧ y es la mayor de las cotas inferiores de x e y, y que x∨ y
es la menor de las cotas superiores. Es claro por la definición del orden en E, que x∧ y ≤ x y
x∧ y ≤ y (es decir que x∧ y es cota inferior) y que x∨ y ≥ x y x∨ y ≥ y (o sea, x∨ y es cota
superior). Para terminar, veamos que si z ∈ E es tal que z ≤ x y z ≤ y entonces z ≤ x ∧ y.
Como z ≤ x entonces zi ≤ xi para todo i. Análogamente zi ≤ yi para todo i, de forma que
zi ≤ ı́nf{xi, yi} para todo i ∈ N y en consecuencia z ≤ x∧ y. Esto nos muestra que x∧ y es la
mayor de las cotas inferiores. De la misma forma se prueba que x∨ y es la menor de las cotas
superiores. Aśı tenemos que E es un lattice con el orden definido, y dado que E es un espacio
vectorial compatible con ese orden, es lo que llamamos un vector lattice (ó espacio de Riesz).

Ahora, como E es normal entonces ‖ · ‖E resulta una lattice norm, y esto nos dice que E
es un espacio de Riesz normado. Si además E es un Banach, entonces resulta ser un Banach
lattice.

Un comentario más acerca de este tema: en gran parte de la bibliograf́ıa referida a los
Banach lattice (ver por ejemplo [16] ó [18]) se hace mención de los espacios de funciones (o
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espacios de funciones de Köthe) con definiciones que en ocasiones difieren levemente unas de
las otras. Estos no son más que ejemplos de Banach lattice (por cierto, una gran variedad de
ejemplos!), entre los cuales se encuentran los espacios de Banach de sucesiones normales. Una
definición de los espacios de funciones que se ajusta a nuestros contenidos se puede encontrar
en ([16], p.28), considerando como espacio de medida a (N,P(N), µ) donde µ(A) = ]A (ver
Apéndice A.2).

A partir de aqúı, cada vez que hablemos de un espacio de sucesiones, nos referiremos a un
espacio de Banach de sucesiones c00 ( E ( ω que sea normal, y que resulte en consecuencia
un Banach lattice.

1.2. Dual de Köthe y espacio de multiplicadores

En esta sección definiremos el dual de Köthe de un espacio de sucesiones y el espacio de
multiplicadores entre dos espacios de sucesiones, y veremos algunos ejemplos de estos para los
espacios `p y c0.

Definición 1.2.1. Sea E un espacio de sucesiones. Llamamos dual de Köthe (o ×-dual) de
E, al espacio

E× =

{
x ∈ ω :

∞∑
n=1

|xnyn| <∞, ∀y ∈ E

}
Si dadas dos sucesiones x = (xn)n e y = (yn)n notamos xy = (xnyn)n, podemos reescribir
E× = {x ∈ ω : xy ∈ `1, ∀y ∈ E}.

El espacio E× resultará un espacio de Banach de sucesiones con la norma dada por,

‖x‖E× = sup

{ ∞∑
n=1

|xnyn| : ‖y‖E ≤ 1

}
= sup

y∈BE
‖xy‖`1 .

Antes de verificar que E× es efectivamente un espacio de sucesiones, vamos a definir los
espacios de multiplicadores (de los cuales E× resulta un caso particular).

Definición 1.2.2. Sean E,F espacios de sucesiones. Definimos el espacio de multiplicadores
de E en F ,

M(E,F ) = {x ∈ ω : xy ∈ F, ∀y ∈ E}.

Si llamamos Tx al operador definido por Tx(y) = xy = (xnyn)n, la definición anterior es
equivalente a la siguiente:

M(E,F ) = {x ∈ ω : Tx : E → F está bien definido y es acotado}.

En efecto, basta ver que si x ∈ ω es tal que xy ∈ F para todo y ∈ E, entonces Tx : E → F

es un operador acotado. Esto es una simple consecuencia del teorema del gráfico cerrado,
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de hecho supongamos que se tiene (yn)n = ((yni )i)n una sucesión de elementos en E tal que
yn −−−→

n→∞
y en E, y que hay un z ∈ F tal que Tx(yn) −−−→

n→∞
z en F . Veamos que en ese

caso z = Tx(y), lo cual mostraŕıa que Tx tiene gráfico cerrado, y en consecuencia resulta
acotado. Por la Observación 1.1.3, sabemos que en espacios de sucesiones la convergencia
en norma implica convergencia coordenada a coordenada, de manera que yni −−−→n→∞

yi y
(Tx(yn)) = xiy

n
i −−−→n→∞

zi para todo i ∈ N. Esto implica trivialmente que xiyni = zi para todo
i, y en consecuencia Tx(yn) = z como se queŕıa ver.

Ahora veamos que M(E,F ) es un espacio de sucesiones con la norma dada por

‖x‖M(E,F ) = sup
y∈BE

‖xy‖F = ‖Tx‖.

Esto probaŕıa que E× es un espacio de sucesiones ya que claramente E× = M(E, `1) (igualdad
isométrica). En primer lugar, notemos que M(E,F ) es un espacio vectorial:

1. Es claro que 0 ∈M(E,F ).

2. Si x ∈ M(E,F ) y λ ∈ R, entonces λ · x = (λxn)n ∈ M(E,F ). De hecho, si y ∈ E

entonces xy ∈ F (pues x ∈ M(E,F )). Luego, como F es espacio vectorial entonces
λ · xy ∈ F . Esto muestra que λ · x ∈M(E,F ).

3. Sean x,z en M(E,F ) y veamos que x + z ∈ M(E,F ). Si y ∈ E entonces (x + z)y =
((xn + zn)yn)n = xy + zy ∈ F pues xy, zy ∈ F

Ahora veamos que ‖ · ‖M(E,F ) define una norma.

1. En primer lugar, si ‖x‖M(E,F ) = 0 entonces ‖xy‖F = 0 para todo y ∈ BE . Como ‖·‖F es
una norma entonces xy = 0 para todo y ∈ BE . Esto implica, naturalmente, que xy = 0
para todo y ∈ E. Tomando en particular y = en tenemos 0 = xen = (0, ...,0, xn, 0, .....),
y en consecuencia xn = 0 para todo n ∈ N.

2. En segundo lugar, si x ∈M(E,F ) y λ ∈ R entonces ‖λ ·x‖M(E,F ) = supy∈BE ‖λ ·xy‖F =
supy∈BE |λ|.‖xy‖F = |λ|.‖x‖M(E,F )

3. Por último veamos la desigualdad triangular. Sean x, z ∈ M(E,F ) y sea y ∈ BE

(cualquiera). Por la desigualdad triangular en F , y dado que ‖xy‖F ≤ ‖x‖M(E,F ) (y
lo mismo con z), tendremos ‖(x + z)y‖F ≤ ‖xy‖F + ‖zy‖F ≤ ‖x‖M(E,F ) + ‖z‖M(E,F ).
Luego tomando supy∈BE , obtenemos ‖x+ z‖M(E,F ) ≤ ‖x‖M(E,F ) + ‖z‖M(E,F ).

Hasta aqúı tenemos que M(E,F ) es un espacio vectorial normado y que c00 ⊆M(E,F ) (esto
último se desprende trivialmente de la definición). Veamos que es completo. Sea (xn)n =
((xnk)k)n una sucesión de Cauchy en M(E,F ). Para cada y ∈ E se tiene ‖(xn − xm)y‖F ≤
‖xn − xm‖M(E,F ).‖y‖E −−−−−→

n,m→∞
0. Esto muestra que (xny)n es de Cauchy en F y, puesto que

F es completo, hay un zy ∈ F tal que

xny −−−→
n→∞

zy en F. (1.1)
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Ahora fijemos un k ∈ N y consideremos y = ek. Como (xnek)n = (0, ..,0, xnk , 0, .....) es de
Cauchy en F, entonces (xnk)n es de Cauchy (en R) y en consecuencia hay un xk ∈ R tal que

xnk −−−→n→∞
xk. (1.2)

Como k ∈ N era cualquiera, podemos considerar x = (xk)k. Veamos que x ∈ M(E,F ) y que
xn −−−→

n→∞
x en M(E,F ). Para ver lo primero, consideremos y ∈ E y probemos que xy ∈ F . Por

(1.2) es claro que xnkyk −−−→n→∞
xkyk para cada k ∈ N. Pero por (1.1) tenemos xnkyk −−−→n→∞

(zy)k,
de manera que xkyk = (zy)k para todo k ∈ N. Luego xy = zy ∈ F . Para ver que la serie de
los (xn)n converge a x, consideremos y ∈ BE tal que

‖xn − x‖M(E,F ) ≤ ‖(xn − x)y‖F +
ε

2
(1.3)

para un ε > 0 dado (tal y existe por definición de la norma). Como xny −−−→
n→∞

xy en F ,
entonces existe un n0 tal que, si n ≥ n0, se verifica ‖(xn − x)y‖F < ε

2 . Esto, junto con (1.3),
nos muestra que ‖xn−x‖M(E,F ) < ε si n ≥ n0. Aśı, queda probado que M(E,F ) es completo.

Para terminar, veamos que es normal. Sean x ∈ ω y z ∈ M(E,F ) tales que |xi| ≤ |zi|
para todo i ∈ N. Entonces, si y ∈ E se tendrá |xiyi| ≤ |ziyi| para todo i ∈ N. Pero como
z ∈M(E,F ) entonces zy ∈ F , y puesto que F es normal, xy ∈ F con ‖xy‖F ≤ ‖zy‖F . Luego
x pertenece a M(E,F ) con ‖x‖M(E,F ) ≤ ‖z‖M(E,F ) como se queŕıa ver.

En definitiva, probamos que M(E,F ) es un espacio de sucesiones.

Observación 1.2.3. Si E y F son simétricos entonces M(E,F ) lo es.

Demostración. Sean x ∈M(E,F ) y σ ∈ Π. Queremos ver que xσ ∈M(E,F ) con ‖xσ‖M(E,F ) =
‖x‖M(E,F ). Dado y ∈ E, es claro que xσy = (xyσ−1)σ. Ahora bien, como E es simétrico en-
tonces yσ−1 ∈ E, y dado que x ∈M(E,F ), tenemos xyσ−1 ∈ F . Pero F también es simétrico,
con lo cual xσy = (xyσ−1)σ ∈ F . Luego xσ ∈M(E,F ). Para probar la igualdad ‖xσ‖M(E,F ) =
‖x‖M(E,F ), notar que como F es simétrico se tiene ‖xσy‖F = ‖(xyσ−1)σ‖F = ‖xyσ−1‖F . Por
otro lado, ‖xyσ−1‖F ≤ ‖x‖M(E,F ).‖yσ−1‖E = ‖x‖M(E,F ).‖y‖E , donde la última igualdad se
debe en este caso a la simetŕıa de E. En consecuencia ‖xσy‖F ≤ ‖x‖M(E,F ).‖y‖E , y tomando
supremo sobre los y ∈ BE , se obtiene ‖xσ‖M(E,F ) ≤ ‖x‖M(E,F ). Razonando con σ−1 en lugar
de σ y xσ en lugar de x, obtenemos la igualdad buscada.

Veamos algunos ejemplos de espacios de multiplicadores entre los espacios `p.

Ejemplos 1.2.4. i) Si 1 ≤ q < p < ∞, entonces M(`p, `q) = `r donde 1
r = 1

q −
1
p . Cuando

p =∞ se tiene M(`∞, `q) = `q.

ii) Si 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, entonces M(`p, `q) = `∞.

Las igualdades en i) y ii) son isométricas.
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Demostración. Probemos i). En primer lugar, veremos el caso p <∞.
⊇) Sea x ∈ `r. Queremos ver que x ∈M(`p, `q) con ‖x‖M(`p,`q) ≤ ‖x‖r. Para eso conside-

remos y ∈ `p y veamos que xy ∈ `q. Aplicando la desigualdad de Hölder con s = r
q y s′ = p

q

(notar que s, s′ ≥ 1 y que 1
s + 1

s′ = 1 pues 1
r = 1

q −
1
p), se tiene

∑∞
i=1 |xi|q|yi|q ≤ ‖x‖

q
r‖y‖qp <∞,

ya que x ∈ `r e y ∈ `p. Luego ‖xy‖q ≤ ‖x‖r‖y‖p, y tomando supremo sobre los y ∈ B`p , se
obtiene ‖x‖M(`p,`q) ≤ ‖x‖r.
⊆) Sea ahora x ∈ M(`p, `q) y supongamos que x /∈ `r. Tomando s y s′ como antes, para

cada n ∈ N consideremos, zn = (sgx1.|x1|s−1, ....., sgxn.|xn|s−1, 0, .....) e yn = zn
‖zn‖p ∈ B`p .

Notar que xyn = 1
‖zn‖p .(|x1|s, .....|xn|s, 0, .....) ∈ `q para todo n ∈ N (por ser sucesiones con

finitas coordenadas no nulas), y su norma está dada por ‖xyn‖q = 1
‖zn‖p . (

∑n
i=1 |xi|sq)

1/q =
1

‖zn‖p . (
∑n

i=1 |xi|r)
1/q. Observando que ‖zn‖p =

(∑n
i=1 |xi|(s−1)p

)1/p
= (
∑n

i=1 |xi|r)
1/p, obte-

nemos

‖xyn‖q =

(
n∑
i=1

|xi|r
)1/q−1/p

=

(
n∑
i=1

|xi|r
)1/r

−−−→
n→∞

∞ (1.4)

ya que suponemos que x /∈ `r. Pero como era x ∈M(`p, `q) e yn ∈ B`p para todo n, entonces
‖xyn‖q ≤ supy∈B`p ‖xy‖q = ‖x‖M(`p,`q) <∞, lo cual se contradice con (1.4). La contradicción
proviene de suponer que x /∈ `r, de manera que x ∈ `r como se queŕıa probar. Además, ya
vimos que ‖xyn‖q = (

∑n
i=1 |xi|r)

1/r y entonces, tomando supremo sobre todos los n ∈ N,
concluimos que ‖x‖r = supn∈N ‖xyn‖q ≤ supy∈B`p ‖xy‖q = ‖x‖M(`p,`q).

Con esto probamos que M(`p, `q) = `r isométricamente. Nos quedaŕıa el caso p = ∞,
donde queremos ver que M(`∞, `q) = `q.
⊇) Sea x ∈ `q. Es claro que si y ∈ `∞, entonces xy ∈ `q con ‖xy‖q ≤ ‖y‖∞.‖x‖q. Tomando

supremo para y ∈ B`∞ , se tiene ‖x‖M(`∞,`q) ≤ ‖x‖q y aśı queda probada una inclusión.
⊆) Sea x ∈M(`∞, `q), y consideremos y0 = (1, 1, 1, .....) ∈ B`∞ . Por hipótesis xy0 = x ∈ `q.

Además ‖x‖q = ‖xy0‖q ≤ supy∈B`∞ ‖xy‖q = ‖x‖M(`∞,`q), lo que prueba la otra inclusión.

Ahora veamos ii). Recordemos que queremos probar que M(`p, `q) = `∞, bajo la hipótesis
de que 1 ≤ p ≤ q. Veremos el caso q <∞, si no la demostración es totalmente análoga.
⊇) Sean x ∈ `∞ e y ∈ `p y veamos que xy ∈ `q. Notemos que como p ≤ q entonces `p ↪→ `q

con inclusión de norma 1. Entonces, ‖xy‖q ≤ ‖x‖∞.‖y‖q ≤ ‖x‖∞.‖y‖p < ∞, de forma que
x ∈M(`p, `q) con ‖x‖M(`p,`q) ≤ ‖x‖∞.
⊆) Para el otro lado, la inclusión se deduce de la Proposición 1.1.8, notando que

M(`p, `q) es un espacio de sucesiones normal y simétrico (o bien que los vectores canónicos
están acotados por debajo). Más aún, si para cada n ∈ N consideramos en ∈ B`p , luego por
hipótesis se tendrá xen ∈ `q y en consecuencia ‖x‖M(`p,`q) = supy∈`p ‖xy‖q ≥ supn∈N ‖xen‖q =
supn∈N |xn| = ‖x‖∞.

Como casos particulares de los anteriores, obtenemos los duales de Köthe de los espacios
`p.
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Ejemplos 1.2.5. i) Si 1 < p <∞, (`p)× = `p′ donde 1
p + 1

p′ = 1. Por otro lado (`1)× = `∞ y
(`∞)× = `1.

ii) En lo que respecta al espacio c0, tenemos (c0)× = `1.

Demostración. El ı́tem i) es consecuencia inmediata de los ejemplos anteriores. Probemos ii).
⊇) Sean x ∈ `1 e y ∈ c0. Es claro que xy ∈ `1, con lo cual x ∈ (c0)×. Además ‖xy‖1 ≤

‖y‖∞.‖x‖1, de manera que tomando supremo sobre todos los y ∈ Bc0 , se tiene ‖x‖(c0)× ≤ ‖x‖1.
⊆) Sea x ∈ (c0)×. Para cada n ∈ N sea yn = (1, 1, ..., 1, 0, .....) ∈ Bc0 la sucesión con

las primeras n coordenadas igual a uno y el resto igual a cero. Por hipótesis xyn ∈ `1 y
‖xyn‖1 ≤ ‖x‖(c0)× . Luego

∑n
i=1 |xi| ≤ ‖x‖(c0)× para todos los n ∈ N, de manera que x ∈ `1

con ‖x‖1 ≤ ‖x‖(c0)× .

Observación 1.2.6. Sea E un espacio de sucesiones y sean x ∈ E e y ∈ E×. Entonces se
verifica ‖xy‖1 ≤ ‖x‖E .‖y‖E×.

Demostración. Es claro que xy ∈ `1, dado que y ∈ E× y x ∈ E. Por la definición de ‖ · ‖E× ,
tenemos ‖y‖E× = supz∈BE ‖yz‖1 ≥

∥∥∥y ( x
‖x‖E

)∥∥∥
1
, y de aqúı se deduce la desigualdad.

Introducimos ahora un poco de notación. Consideremos E y F dos espacios de sucesiones.
Como es usual, escribimos E ↪→ F si E está incluido en F y la inclusión id : E → F es
continua. En ese caso notaremos

cFE = ‖id : E → F‖ (1.5)

En el caso en que sea `p ↪→ F abreviaremos cFp = cF`p .

Propiedades 1.2.7. Sean E y F dos espacios de sucesiones.

a) Si E ↪→ F entonces F× ↪→ E× con cE
×

F× ≤ c
F
E .

b) Si Ei, Fi (i = 1, 2) son espacios de sucesiones tales que E2 ↪→ E1 y F1 ↪→ F2, entonces
M(E1, F1) ↪→M(E2, F2) con c

M(E2,F2)
M(E1,F1) ≤ c

E1
E2
.cF2
F1

.

c) Si ‖en‖E = 1 para todo n ∈ N, entonces `1 ↪→ E con cE1 = 1.

d) Si ‖en‖E = ‖en‖F = 1 para todo n ∈ N, entonces E× ↪→M(E,F ) con c
M(E,F )
E× = 1.

e) Si ‖en‖E = ‖en‖F = 1 para algún n ∈ N, entonces M(E,F ) ↪→ M(F×, E×) con
c
M(F×,E×)
M(E,F ) = 1.

f) Sean 1 ≤ p < q <∞ y 1
r = 1

p−
1
q (notar que 1 < r <∞ pues p < q) y supongamos que E

es un espacio de sucesiones tal que `p ↪→ E. Entonces `q ↪→M(`r, E) con cM(`r,E)
q ≤ cEp .
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Demostración. a) Sea x ∈ F×. Queremos ver que x ∈ E× con ‖x‖E× ≤ cFE .‖x‖F× . Dado
y ∈ E se tiene y ∈ F (pues E ⊆ F ), y dado que x ∈ F×, obtenemos xy ∈ `1. Esto muestra
que x ∈ E×. Para la desigualdad, notemos que si y ∈ BE entonces

(
1
cFE

)
· y ∈ BF . De hecho,

esto se debe a que por hipótesis, ‖y‖F ≤ cFE‖y‖E . Luego,

‖x‖E× = sup
y∈BE

‖xy‖1 = cFE . sup
y∈BE

∥∥∥∥x( y

cFE

)∥∥∥∥
1

≤ sup
y∈BF

‖xy‖1 = ‖x‖F× ,

de forma que ‖x‖E× ≤ cFE .‖x‖F× como se queŕıa probar.
b) Consideremos x ∈M(E1, F1) y veamos que xy ∈ F2 para cualquier y ∈ E2. La inclusión

E2 ⊆ E1 nos muestra que si y ∈ E2 entonces y ∈ E1. Luego, como x pertenece a M(E1, F1)
se tendrá xy ∈ F1, y dado que F1 ⊆ F2 queda probado que xy ∈ F2. Esto muestra que
x ∈ M(E2, F2). Para probar la desigualdad, notemos como lo hicimos en a), que si y ∈ BE2

entonces 1

c
E1
E2

.y ∈ BE1 . Tenemos entonces que

‖x‖M(E2,F2) = sup
y∈BE2

‖xy‖F2 ≤ sup
y∈BE2

cF2
F1
.‖xy‖F1 ≤ sup

y∈BE1

cF2
F1
.cE1
E2
.‖xy‖F1 = cF2

F1
.cE1
E2
.‖x‖M(E1,F1),

y esto es lo que queŕıamos ver.
c) Este ı́tem, no es otra cosa que el resultado visto en la Proposición 1.1.6. Lo único

que hay que tener en cuenta, es que el hecho de pedir ‖en‖E = 1 para todo n ∈ N, permite
probar que la inclusión `1 ↪→ E tiene norma uno. De hecho, de la demostración del resultado
mencionado anteriormente, se deduce que la inclusión tiene norma menor o igual que uno. Y
dado que ‖en‖E = ‖en‖1 = 1, se tiene la igualdad.

d) Sea x ∈ E× y veamos que x ∈ M(E,F ). Dado y ∈ E, queremos mostrar que xy ∈ F .
Pero como xy ∈ `1 (pues x ∈ E× e y ∈ E) y por b) se tiene `1 ↪→ F , entonces xy ∈ F como
se queŕıa ver (en este punto, precisamos ‖en‖F = 1 para todo n). Por otro lado ‖x‖M(E,F ) =
supy∈BE ‖xy‖F ≤ supy∈BE ‖xy‖1 = ‖x‖E× , pues `1 ↪→ F con inclusión de norma uno. Esto
nos muestra que id : E× →M(E,F ) es continua con norma menor o igual que uno. Para ver
que cM(E,F )

E× es exactamente igual a uno, veamos que ‖en‖M(E,F ) = ‖en‖E× = 1. En primer
lugar, ‖en‖E× = supy∈BE ‖eny‖1 = supy∈BE |yn|. Aqúı, como E es normal e y ∈ BE entonces
|yn| ≤ ‖y‖E ≤ 1. Pero tomando y = en ∈ BE (recordar que por hipótesis se verifica ‖en‖E =
1), obtenemos

‖en‖E× = sup
y∈BE

|yn| = 1. (1.6)

En segundo lugar,

‖en‖M(E,F ) = sup
y∈BE

‖eny‖F = sup
y∈BE

|yn|.‖en‖F = sup
y∈BE

|yn| = 1

pues ‖en‖F = 1 y por (1.6). Luego queda probado c). Notar que no es necesario pedir que sea
‖en‖E = 1 para todo n, alcanza con pedir que se verifique para algún n.
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e) Consideremos x pereteneciente a M(E,F ) y probemos que pertenece a M(F×, E×)
con ‖x‖M(F×,E×) ≤ ‖x‖M(E,F ). Por definición, debemos ver que xz ∈ E× para todo z ∈ F×.
Pero xz ∈ E× si (xz)y ∈ `1 para todo y ∈ E. Ahora bien, si z ∈ F× e y ∈ E, entonces
(xz)y = (xy)z ∈ `1, ya que, por hipótesis, xy ∈ F (puesto que x ∈M(E,F )) y z ∈ F×. Luego
xz ∈ E× y en consecuencia x ∈ M(F×, E×). Para probar la desigualdad entre las normas,
notemos que

‖xz‖E× = sup
y∈BE

‖xzy‖1

≤ sup
y∈BE

‖xy‖F .‖z‖F×

= ‖x‖M(E,F ).‖z‖F×

donde la desigualdad se deduce de la Observación 1.2.6. Esta desigualdad nos muestra que
‖x‖M(F×,E×) = supz∈BF× ‖xz‖E× ≤ supz∈BF× ‖x‖M(E,F ).‖z‖F× = ‖x‖M(E,F ) que es lo que
queŕıamos ver. Aśı, queda probado que M(E,F ) ↪→M(F×, E×) con inclusión menor o igual
que uno. Para ver que la inclusión tiene norma exactamente igual a uno, se procede igual que
en c). Notar que tan solo en esta parte se necesita que ‖en‖E = ‖en‖F = 1.

f) En primer lugar, veamos que si x ∈ `q entonces x ∈ M(`r, E). Para eso consideremos
y ∈ `r y probemos que xy ∈ E. Dado que `p ↪→ E, basta con probar que xy pertenece a `p,
y eso se deduce fácilmente aplicando la desigualdad de Hölder con r

p y q
p (recordar que por

hipótesis 1
r = 1

p −
1
q ):

∞∑
i=1

|xiyi|p ≤ ‖x‖pq .‖y‖pr <∞.

Esto prueba la inclusión `q ⊆ M(`r, E). Luego nos queda ver que ‖i : `q ↪→ M(`r, E)‖ =
c
M(`r,E)
q ≤ cEp . Usando nuevamente la hipótesis de que `p ↪→ E, obtenemos la siguiente

desigualdad:

‖x‖M(`r,E) = sup
y∈B`r

‖xy‖E ≤ sup
y∈B`r

cEp .‖xy‖p = cEp . sup
y∈B`r

‖xy‖p = cEp .‖x‖M(`r,`p).

Viendo el ı́tem i) de los Ejemplos 1.2.4, tenemos que M(`r, `p) = `q y en consecuencia la
desigualdad anterior nos dice que ‖x‖M(`r,E) ≤ cEp .‖x‖q, que es lo que queŕıamos probar.

Observación 1.2.8. Notar que c) es un caso particular de d). De hecho, si en d) ponemos
E = `∞, nos queda E× = `1 y

M(E,F ) = M(`∞, F ) = F.

Esta última igualdad se verifica para cualquier espacio de sucesiones F . Por un lado, si x ∈
M(`∞, F ) y consideramos y = (1, 1, 1, .....) ∈ B`∞, entonces xy = x ∈ F con ‖x‖F = ‖xy‖F ≤
‖x‖M(`∞,F ). Por otro lado, si x ∈ F e y ∈ `∞ entonces |xy| ≤ ‖y‖∞.|x| y por normalidad
xy ∈ F con ‖xy‖F ≤ ‖y‖∞.‖x‖F . Entonces x ∈ M(`∞, F ) y ‖x‖M(`∞,F ) ≤ ‖x‖F . Luego, en
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este caso, d) nos diŕıa exactamente que si ‖en‖F = 1 para todo n ∈ N, entonces `1 ↪→ F con
inclusión de norma uno.

A continuación queremos ver qué relación hay entre el dual y el dual de Köthe de un
espacio de sucesiones. Dado y = (yn)n ∈ E×, nos construimos una funcional en E′ dada por:

ϕy : E −→ R

(xn)n 7−→
∞∑
n=1

xnyn (1.7)

Veamos que efectivamente ϕy ∈ E′. En primer lugar veremos que está bien definida. Para eso
debeŕıamos probar que

∑∞
n=1 xnyn converge, pero como y ∈ E× y x ∈ E entonces xy ∈ `1,

de manera que |ϕy(x)| = |
∑∞

n=1 xnyn| ≤
∑∞

n=1 |xnyn| < ∞ . Es claro que ϕy lineal y además
resulta acotada ya que, volviendo a la desigualdad anterior, tenemos

sup
x∈BE

|ϕy(x)| ≤ sup
x∈BE

∞∑
n=1

|xnyn| = ‖y‖E×

o lo que es equivalente, ‖ϕy‖ ≤ ‖y‖E× .

Proposición 1.2.9. Sea E un espacio de sucesiones. La aplicación definida por

E× −→ E′

y 7−→ ϕy

resulta una inyección isométrica. Esta aplicación nos permite pensar a E× como subespacio
(isométrico) de E′.

Demostración. Por las consideraciones anteriores, ya sabemos que la aplicación está bien
definida. Veamos que es lineal. Para eso notemos que si y, z ∈ E× y x ∈ E entonces

ϕy+z(x) =
∞∑
n=1

xn(yn + zn) =
∞∑
n=1

xnyn +
∞∑
n=1

xnzn = ϕy(x) + ϕz(x)

(puesto que las series son convergentes), lo cual nos muestra que ϕy+z = ϕy+ϕz. Análogamente
se ve que ϕλy = λ.ϕy para cualquier λ ∈ R. Ahora bien, si probamos que la aplicación
es isométrica, resultará automáticamente inyectiva y quedará probado el resultado. Veamos
entonces que

‖y‖E× = sup
x∈BE

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

ynxn

∣∣∣∣∣ = sup
x∈BE

|ϕy(x)|. (1.8)

Es claro que

sup
x∈BE

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

ynxn

∣∣∣∣∣ ≤ sup
x∈BE

∞∑
n=1

|ynxn| = ‖y‖E× .
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Por otro lado, dado x ∈ BE podemos considerar x = (xn.sg(xnyn))n∈N que pertenece a BE
(pues E es normal) y que verifica∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

ynxn

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

|ynxn|

∣∣∣∣∣ =
∞∑
n=1

|ynxn|.

Luego, tomando supremo sobre los x ∈ BE obtenemos

‖y‖E× = sup
x∈BE

∞∑
n=1

|ynxn| = sup
x∈BE

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

ynxn

∣∣∣∣∣ ≤ sup
x∈BE

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

ynxn

∣∣∣∣∣ ,
lo cual demuestra que ‖y‖E× = supx∈BE |ϕy(x)| = ‖ϕy‖. En consecuencia, la aplicación defini-
da por y 7→ ϕy resulta una isometŕıa como se queŕıa probar.

Definición 1.2.10. Sea E un espacio de sucesiones. Llamamos función fundamental del es-
pacio E, a la aplicación λE : N −→ R definida por λE(n) = ‖e1 + ...+ en‖E .

Es trivial, dado que los espacios de sucesiones son normales, que la función fundamental
λE es una función no decreciente. La siguiente observación nos muestra la relación existente
entre la función fundamental de un espacio de sucesiones simétrico y la de su dual de Köthe.

Observación 1.2.11. Dado E un espacio de sucesiones simétrico, se verifica λE(n).λE×(n) =
n para todo n ∈ N.

Demostración. La Proposición 1.2.9 nos permite pensar a E× como subespacio (isométrico)
de E′. Pensando en esta inclusión, notaremos e′i a los vectores canónicos de E× ⊆ E′ y
nos reservaremos la notación ei para los vectores canónicos de E. Queremos ver entonces
que ‖e′1 + ... + e′n‖E× .‖e1 + ... + en‖E = n. Llamemos ϕe = e′1 + ... + e′n y notemos que
ϕe(e1 + ...+ en) =

∑n
i=1 e

′
i(e1 + ...+ en) = n. Luego,

n = |ϕe(e1 + ...+ en)| ≤ ‖ϕe‖E′ .‖e1 + ...+ en‖E = ‖e1 + ...+ en‖E× .‖e1 + ...+ en‖E ,

de manera que λE(n).λE×(n) ≥ n. Para la otra desigualdad, comencemos notando que:

λE×(n) = ‖e′1 + ....+ e′n‖E× = sup
y∈BE

n∑
i=1

|yi| = sup
(yi)ni=1∈BE

n∑
i=1

|yi|

= sup
(yi)ni=1

{ ∑n
i=1 |yi|

‖(yi)ni=1‖E

}
= sup

(yi)ni=1

{
|
∑n

i=1 yi|
‖(yi)ni=1‖E

}
,

donde (yi)ni=1 denota la sucesión
∑n

i=1 yi · ei (la última igualdad es la única que no es evi-
dente; llamando zi = |yi| y notando que ‖(yi)ni=1‖E = ‖(zi)ni=1‖E pues E es normal, tenemos∑n

i=1 |yi|
‖(yi)ni=1‖E

= |∑n
i=1 zi|

‖(zi)ni=1‖E
≤ sup(zi)ni=1

|∑n
i=1 zi|

‖(zi)ni=1‖E
). Ahora bien, dada una sucesión y = (yi)ni=1 vamos
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a considerar las permutaciones

y1 = (y1, y2, ..., yn, 0, ...)

y2 = (y2, ..., yn, y1, 0, ...)
...

yn = (yn, y1, ..., yn−1, 0, ...)

que, como suponemos E simétrico, verifican ‖yi‖E = ‖y‖E para todo i = 1, ..., n. Luego
‖y‖E = 1

n .
∑n

i=1 ‖yi‖E ≥
∥∥ 1
n .
∑n

i=1 y
i
∥∥
E

y notando que
∑n

i=1 y
i =

∑n
i=1

(∑n
j=1 yj

)
· ei, se

deduce que ‖y‖E ≥ 1
n .
∣∣∣∑n

j=1 yj

∣∣∣ .‖e1 + ....+ en‖E . Reordenando obtenemos n
λE(n) ≥

|∑n
j=1 yj|
‖yi‖E

,
y tomando supremo sobre todas las sucesiones (yi)ni=1 nos queda n

λE(n) ≥ λE×(n), o equiva-
lentemente, λE(n).λE×(n) ≤ n. Luego queda probada la igualdad.

Para finalizar esta sección, definiremos el concepto de espacio de sucesiones perfecto. Dado
un espacio de sucesiones E, ya sabemos que podemos considerar su dual de Köthe E× y que
este resulta un espacio de sucesiones. Pero entonces tiene sentido considerar el dual de Köthe
de este último (es decir, (E×)×) y obtener aśı un nuevo espacio de sucesiones. A este espacio,
que notaremos E××, lo llamaremos (naturalmente) doble dual de Köthe del espacio E.

Observación 1.2.12. Dado cualquier espacio de sucesiones E, se verifica E ↪→ E×× con
cE
××

E ≤ 1.

Demostración. En efecto, si x ∈ E e y ∈ E× entonces xy ∈ `1, de forma que x ∈ E××. Además,
la Observación 1.2.6 nos dice que ‖xy‖1 ≤ ‖y‖E× .‖x‖E . Luego, tomando supy∈BE× se tiene
‖x‖E×× ≤ ‖x‖E , lo cual nos muestra que cE

××
E ≤ 1.

No vale, en general, que cE
××

E = 1. Es decir, E puede no resultar un subespacio isométrico
de E××. En efecto, podemos decir un poco más al respecto y para eso precisamos la siguiente
definición.

Definición 1.2.13. Dados X un espacio de Banach e Y ⊆ X ′ un subespacio, decimos que Y
es un subespacio normante de X ′ si

‖x‖X = sup{|ϕ(x)| : ϕ ∈ Y, ‖ϕ‖ = 1}

para todo x ∈ X.

Ya vimos en la Proposición 1.2.9 que podemos pensar a E× como subespacio (isométri-
co) de E′. Teniendo en cuenta esto, probemos el siguiente resultado.

Observación 1.2.14. La inclusión E ↪→ E×× es isométrica śı y solo si E× es subespacio
normante de E′.
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Demostración. Por un lado, si E× ⊆ E′ es normante tendremos ‖x‖E = supϕ∈BE′ |ϕ(x)| =
supy∈BE× |ϕy(x)|. Esto nos dice que

‖x‖E = sup
y∈BE×

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

xnyn

∣∣∣∣∣ = ‖x‖E×× ,

donde la última igualdad se debe a (1.8). Esto prueba una de las implicaciones.
Supongamos ahora que E ↪→ E×× isométricamente. En ese caso, dado un x ∈ E se tiene

sup
ϕ∈BE′

|ϕ(x)| = ‖x‖E = ‖x‖E×× = sup
y∈BE×

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

xnyn

∣∣∣∣∣ = sup
y∈BE×

|ϕy(x)|,

lo que nos muestra que E× es subespacio normante de E′.

En [16, p. 30] se puede ver un ejemplo de un espacio de sucesiones E tal que la inclusión
E ↪→ E×× no es isométrica. De hecho, se toma E = `∞ con la norma equivalente

‖x‖E = ‖x‖∞ + ĺım sup
n→∞

|xn|,

y se prueba que E× = `1 isométricamente, de forma que E×× = `∞ isométricamente. Luego,
la inclusión E ↪→ E×× no es isométrica.

Un caso de interés se da cuando el espacio coincide con su doble dual de Köthe. Eso nos
conduce a la siguiente definición.

Definición 1.2.15. Sea E un espacio de sucesiones. Diremos que E es perfecto (o Köthe
reflexivo) si E = E×× (igualdad isométrica).

Veamos algunos ejemplos de espacios perfectos y otros que no lo son. Inclúımos dentro
de los ejemplos algunos espacios que no son normales. En ese sentido, notar que si bien las
definiciones del dual de Köthe y de espacios perfectos fueron hechas para espacios de sucesiones
(y eso en nuestro caso implica que el espacio sea normal), son definiciones que pueden darse
para cualquier subespacio de ω.

Ejemplos 1.2.16. i) Los espacios `p con 1 ≤ p ≤ ∞ son perfectos.
ii) Los espacios c0, c y bs no son perfectos. Aún más, en el caso de bs, la inclusión

bs ↪→ (bs)×× no es isométrica.

Demostración. El ı́tem i) es claro, dado que ya calculamos los ×-duales de los espacios `p (ver
Ejemplos 1.2.5). Por la misma razón c0 no es perfecto (notar que en este caso, la inclusión
c0 ↪→ (c0)×× = `∞ es isométrica). Para ver que c no es perfecto, veamos que c× = `1. Por
un lado, como c0 ↪→ c con inclusión de norma uno, entonces c× ↪→ (c0)× = `1 con inclusión
de norma menor o igual que uno (ver Propiedades 1.2.7 a)). De la misma manera, como
c ↪→ `∞ entonces (`∞)× = `1 ↪→ c×, también con inclusión de norma menor o igual que uno.
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Luego c× = `1 isométricamente, y en consecuencia c no es perfecto. Aqúı también, la inclusión
c ↪→ c×× es isométrica. Veamos por último que bs no es perfecto, mostrando para eso que
(bs)× = `1. Por un lado, veamos que si x ∈ `1 entonces x ∈ (bs)×. Para eso consideremos
y ∈ bs y probemos que xy ∈ `1. Puesto que para cada i ∈ N se verifica

|yi| ≤ sup
n∈N

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

yj

∣∣∣∣∣∣ = ‖y‖bs,

tendremos ‖y‖∞ ≤ ‖y‖bs y en consecuencia

∞∑
i=1

|xiyi| ≤ ‖y‖∞.

( ∞∑
i=1

|xi|

)
≤ ‖y‖bs.‖x‖1 <∞.

Esto muestra que x ∈ (bs)× con ‖x‖(bs)× ≤ ‖x‖1. Para el otro lado, si consideramos un
x perteneciente a (bs)×, entonces tomando y = (1,−1, 1,−1, .....) ∈ Bbs tenemos xy =
(x1,−x2, x3,−x4, .....) ∈ `1 con ‖xy‖1 ≤ ‖x‖(bs)× . Es decir que x ∈ `1 con ‖x‖1 ≤ ‖x‖(bs)× , lo
cual prueba la otra inclusión y nos muestra que (bs)×× = `∞, concluyendo de esta forma que
bs no es perfecto. Además, se observa que bs ↪→ (bs)×× = `∞ no es isométrica. Tomando por
ejemplo x = (1, 1, 0, .....) ∈ bs, se tiene 1 = ‖x‖∞ < ‖x‖bs = 2.

Observación 1.2.17. Cualquiera sea E un espacio de sucesiones, E× resulta perfecto.

Demostración. Debemos ver que E× = E××× isométricamente. Basta ver que E××× ⊆ E×

con inclusión de norma menor o igual que 1 (la otra inclusión es consecuencia de la Ob-
servación 1.2.12). Consideremos x ∈ E××× y probemos que x ∈ E×. Dado y ∈ E, la
Observación 1.2.12 nos dice que y ∈ E×× y en consecuencia xy ∈ `1. Además, se verifican
las desigualdades

‖xy‖1 ≤ ‖x‖E××× .‖y‖E×× ≤ ‖x‖E××× .‖y‖E ,

de forma que tomando supremo sobre todos los y ∈ BE , obtenemos ‖x‖E× ≤ ‖x‖E××× . Luego
E× es perfecto.

Observación 1.2.18. En el ı́tem a) de las Propiedades 1.2.7 probamos que si E y F son
dos espacios de sucesiones tales que E ↪→ F , entonces F× ↪→ E× con cE

×

F× ≤ cFE. De esta
propiedad se deduce rápidamente que si además E y F son perfectos, entonces cE

×

F× = cFE.

1.3. Espacios maximales y minimales

El objetivo de esta sección es definir y caracterizar los conceptos de espacios minimales y
espacios maximales. La idea será definir, para cada espacio de sucesiones E, su núcleo minimal
Emin y su envoltura maximal Emax, dos espacios de sucesiones tales que Emin ⊆ E ⊆ Emax.
Caracterizaremos los espacios que verifiquen E = Emin, que llamaremos minimales, y aquellos
en los que E = Emax, que serán los maximales.
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1.3.1. Espacios de sucesiones minimales

Sea E un espacio de sucesiones. Definimos al núcleo minimal de E como el conjunto de
los x ∈ ω tales que x = zy para ciertos z ∈ c0, y ∈ E. Es decir,

Emin = {x ∈ ω : x = zy con z ∈ c0 , y ∈ E}.

En este espacio definimos la norma de un elemento x como

‖x‖Emin = ı́nf{‖z‖∞.‖y‖E : x = zy con z ∈ c0 , y ∈ E},

es decir, tomamos ı́nf{‖z‖∞.‖y‖E} sobre todas las posibles representaciones de x del tipo
x = zy, con z ∈ c0, y ∈ E. Siempre que se sobreentienda cual es el espacio E que estamos
considerando, notaremos ‖ · ‖min = ‖ · ‖Emin .

Veamos que Emin, con la norma definida, es un espacio de sucesiones y que Emin ↪→ E

con inclusión de norma uno.
Comentario: las definiciones del núcleo minimal y de su norma pueden verse en un

contexto más general como el de productos de ideales normados (o casi-normados) tal como
están en [19]. Siguiendo esa ĺınea, resulta natural definir ‖ · ‖min como se hizo anteriormente.
Veremos más adelante, que si x ∈ Emin entonces ‖x‖min = ‖x‖E, de forma que la inclusión
Emin ↪→ E resultará isométrica.

En primer lugar veamos que Emin es un espacio vectorial con c00 ⊆ Emin. Que c00 ⊆ Emin

es evidente. Si x ∈ Emin y λ ∈ R, entonces λ.x ∈ Emin. De hecho por hipótesis existen z ∈ c0 e
y ∈ E tales que x = zy y entonces λ.x = λ.zy con λ.z ∈ c0, y ∈ E. Ahora sean x1, x2 ∈ Emin

y veamos que x1 + x2 ∈ Emin. Tenemos xi = ziyi con zi ∈ c0, yi ∈ E (para i = 1, 2). Si
llamamos z = sup{|z1|, |z2|} =

(
sup{|(z1)n|, |(z2)n|}

)
n∈N, es claro que z ∈ c0. Por otro lado,

consideramos 1
z ∈ ω definida por (

1
z

)
i

=

{
1
zi

si zi 6= 0
0 si zi = 0

(1.9)

Luego tenemos ∣∣∣∣x1 + x2

z

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣1z
∣∣∣∣ |z1y1 + z2y2| ≤

∣∣∣∣1z
∣∣∣∣ |z1||y1|+

∣∣∣∣1z
∣∣∣∣ |z2||y2|,

y dado que
∣∣1
z

∣∣ |zi| ≤ (1, 1, 1, .....) para i = 1, 2, obtenemos∣∣∣∣x1 + x2

z

∣∣∣∣ ≤ |y1|+ |y2| ∈ E. (1.10)

Como E es normal, se tiene x1+x2
z ∈ E y en consecuencia llamando y = x1+x2

z nos queda
x1 + x2 = zy con z ∈ c0 e y ∈ E. Esto muestra que x1 + x2 ∈ Emin de manera que Emin

resulta un espacio vectorial.

Veamos ahora que ‖ · ‖min define una norma. Para eso debemos probar que:
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i) si ‖x‖min = 0 entonces x = 0,

ii) si λ ∈ R entonces ‖λ.x‖min = |λ|.‖x‖min,

iii) dados x1, x2 ∈ Emin, se verifica ‖x1 + x2‖min ≤ ‖x1‖min + ‖x2‖min.

Comenzaremos probando que Emin ⊆ E con

‖ · ‖E ≤ ‖ · ‖min (1.11)

lo que implica trivialmente i). Dado x ∈ Emin existen z ∈ c0, y ∈ E tales que x = zy. Pero
entonces, como E es normal y |x| ≤ ‖z‖∞.|y|, se tendrá x ∈ E con ‖x‖E ≤ ‖z‖∞.‖y‖E . Como
esto vale para cualquier representación de x de la forma x = zy (con z ∈ c0 e y ∈ E), tomando
el ı́nfimo sobre todas éstas obtenemos ‖x‖E ≤ ‖x‖min.

Para probar ii) consideremos λ ∈ R no nulo (el caso λ = 0 ya está probado), y notemos
que

‖λ.x‖min = ı́nf{‖z‖∞.‖y‖E : λ.x = zy con z ∈ c0 , y ∈ E}

= ı́nf{‖z‖∞.‖y‖E : x =
z

λ
y con z ∈ c0 , y ∈ E}

de manera que, llamando w = z
λ (y notando que w ∈ c0 si y solo si z ∈ c0) se tendrá

‖λ.x‖min = ı́nf{‖λ.w‖∞.‖y‖E : x = wy con w ∈ c0 , y ∈ E}

= ı́nf{|λ|.‖w‖∞.‖y‖E : x = wy con w ∈ c0 , y ∈ E}.

Luego ‖λ.x‖min = |λ|.‖x‖min como se queŕıa ver.
Por último veamos la desigualdad triangular. Para eso hagamos la siguiente observación.

Observación 1.3.1. Sean x ∈ Emin y ε > 0. Según la definición de ‖ · ‖min, existen z ∈ c0,
y ∈ E tales que x = zy y tales que ‖z‖∞.‖y‖E < ‖x‖min + ε. Veamos que podemos suponer
‖z‖∞ = 1.

Demostración. En efecto, basta notar que x = z
‖z‖∞ .‖z‖∞.y, de manera que llamando z′ =(

z
‖z‖∞

)
e y′ = (‖z‖∞.y) obtenemos x = z′y′ (suponemos ‖z‖∞ 6= 0, de lo contrario x = 0

y el resultado es trivial). Claramente z′ ∈ c0 e y′ ∈ E, de forma que obtuvimos una nueva
descomposición de x que verifica ‖z′‖∞ = 1 y tal que ‖z′‖∞.‖y′‖E < ‖x‖min + ε

Con esto en mente, consideremos x1 y x2 en Emin y probemos que ‖x1 + x2‖min ≤
‖x1‖min + ‖x2‖min. Dado ε > 0 consideremos zi ∈ c0 e yi ∈ E (i = 1, 2) tales que xi = ziyi,
‖zi‖∞ = 1 y ‖yi‖E < ‖xi‖min + ε/2 para i = 1, 2 (aqúı usamos la observación anterior). La
desigualdad (1.10) nos dice que ∣∣∣∣x1 + x2

z

∣∣∣∣ ≤ |y1|+ |y2| ∈ E
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donde z = sup{|z1|, |z2|} y 1
z está definido como en (1.9). Como E es normal, esto implica∥∥∥∥x1 + x2

z

∥∥∥∥
E

≤ ‖y1‖E + ‖y2‖E < ‖x1‖min +
ε

2
+ ‖x2‖min +

ε

2
. (1.12)

Pero como x1 +x2 = z
(
x1+x2
z

)
con z ∈ c0 y x1+x2

z ∈ E y además ‖z‖∞ = ‖ sup{|z1|, |z2|}‖∞ =
1, obtenemos la siguiente desigualdad:

‖x1 + x2‖min ≤ ‖z‖∞.
∥∥∥∥x1 + x2

z

∥∥∥∥
E

< ‖x1‖min + ‖x2‖min + ε. (1.13)

Como ε era cualquiera, haciendo ε→ 0 queda demostrada la desigualdad triangular.

Hasta aqúı probamos que ‖·‖min define una norma y que Emin ↪→ E con inclusión de norma
menor o igual que uno. Tomando x ∈ c00 se tiene ‖x‖E = ‖x‖min (ver (1.15) más adelante) de
forma que la inclusión tiene norma exactamente igual a uno. A continuación veremos que Emin

es normal. Consideremos x1 ∈ ω y x2 ∈ Emin tales que |x1| ≤ |x2| y veamos que x1 ∈ Emin

con ‖x1‖min ≤ ‖x2‖min. Dado que x2 ∈ Emin, fijado un ε > 0 existe una factorización de la
forma x2 = zy (con z ∈ c0, y ∈ E) tal que ‖z‖∞.‖y‖E < ‖x2‖min+ε. Considerando 1

z definido
como en (1.9), de la desigualdad |x1| ≤ |x2| se deduce que

∣∣x1
z

∣∣ ≤ |y| ∈ E. Luego, como E es
normal se tiene

∣∣x1
z

∣∣ ∈ E con
∥∥x1
z

∥∥
E
≤ ‖y‖E y en consecuencia x1 = z

(
x1
z

)
∈ Emin con

‖x1‖min ≤ ‖z‖∞.
∥∥∥x1

z

∥∥∥
E
≤ ‖z‖∞.‖y‖E < ‖x2‖min + ε.

Como ε > 0 era cualquiera, se obtiene ‖x1‖min ≤ ‖x2‖min.

Para terminar de ver que Emin es un espacio de sucesiones, nos faltaŕıa probar que es
completo. Antes que eso, veremos algunos resultados que serán de utilidad.

Observación 1.3.2. Para cada x ∈ Emin, se verifica la igualdad:

‖x‖min = ‖x‖E . (1.14)

Demostración. Para comenzar, veamos que si consideramos x ∈ Emin y llamamos Pnx =
(x1, ....xn, 0, .....), entonces se verifican:

‖Pnx‖min = ‖Pnx‖E , (1.15)

sup
n∈N
‖Pnx‖min = ‖x‖min. (1.16)

Para probar (1.15) basta ver que ‖Pnx‖min ≤ ‖Pnx‖E (la otra desigualdad vale siempre y
ya la probamos en (1.11)). Consideremos zn =

∑n
i=1 ei = (1, 1, ..., 1, 0, ....) ∈ c0. Es claro que

Pnx = znPnx y como consecuencia de la definición de la norma ‖ · ‖min, nos queda

‖Pnx‖min ≤ ‖zn‖∞.‖Pnx‖E = ‖Pnx‖E

que es lo que queŕıamos ver. Ahora probemos (1.16). Por hipótesis x = zy con z ∈ c0, y ∈ E.
Notar que Pnx = Pn(z)y y en consecuencia Pnx − x = (Pnz − z)y donde (Pnz − z) ∈ c0 e
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y ∈ E. Luego ‖Pnx−x‖min ≤ ‖Pnz− z‖∞.‖y‖E y dado que ‖Pnz− z‖∞ −−−→
n→∞

0 (esto último
porque z ∈ c0), se obtiene

|‖Pnx‖min − ‖x‖min| ≤ ‖Pnx− x‖min −−−→
n→∞

0.

Esto nos muestra que ĺımn→∞ ‖Pnx‖min = ‖x‖min. Pero como E es normal entonces es claro
que (‖Pnx‖min)n∈N es creciente, con lo cual

ĺım
n→∞

‖Pnx‖min = sup
n∈N
‖Pnx‖min = ‖x‖min

como se queŕıa ver.

Ahora bien, teniendo en cuenta la igualdad (1.15) podemos reformular (1.16) de la siguiente
manera:

sup
n∈N
‖Pnx‖E = ‖x‖min, (1.17)

para cada x ∈ Emin. Por otro lado, en la demostración de (1.16) vimos que ‖Pnx−x‖min −−−→
n→∞

0 y como ‖ · ‖E ≤ ‖ · ‖min se tendrá

|‖Pnx‖E − ‖x‖E | ≤ ‖Pnx− x‖E −−−→
n→∞

0.

De esta manera hemos probado que si x pertenece a Emin, entonces

ĺım
n→∞

‖Pnx‖E = sup
n∈N
‖Pnx‖E = ‖x‖E (1.18)

y en consecuencia, juntando (1.16) con (1.18) obtenemos ‖x‖min = ‖x‖E como se queŕıa
demostrar.

El siguiente, es un resultado conocido que caracteriza la completitud de un espacio nor-
mado.

Observación 1.3.3. Sea X un espacio normado. Luego X es completo si y solo si

∞∑
n=1

‖xn‖X <∞

implica la existencia de un x ∈ X tal que∥∥∥∥∥x−
N∑
n=1

xn

∥∥∥∥∥
X

−−−−→
N→∞

0.

Eventualmente, notaremos x =
∑∞

n=1 xn indicando la convergencia de la serie a x.

Podemos decir un poco más al respecto.
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Observación 1.3.4. Consideremos, como en la observación anterior, un espacio normado
(X, ‖ · ‖X). Luego X es completo si y solo si

∞∑
n=1

‖xn‖1/2X <∞

implica la existencia de un x ∈ X tal que∥∥∥∥∥x−
N∑
n=1

xn

∥∥∥∥∥
X

−−−−→
N→∞

0.

Demostración. Supongamos que X es completo y consideremos (xn)n una sucesión de ele-
mentos en X tal que

∑
n ‖xn‖

1/2
X < ∞. Para cada N ∈ N consideremos el elemento yN =∑N

n=1 xn ∈ X y probemos que (yN )N es de Cauchy. Por un lado, es claro que si N > M

entonces

‖yN − yM‖X =

∥∥∥∥∥
N∑

n=M+1

xn

∥∥∥∥∥
X

≤
N∑

n=M+1

‖xn‖X . (1.19)

Por otro lado, también se verifican la desigualdad
∑N

n=M+1 ‖xn‖X ≤
(∑N

n=M+1 ‖xn‖
1/2
X

)2
y

el ĺımite
∑N

n=M+1 ‖xn‖
1/2
X −−−−−−→

N,M→∞
0 (este último por la hipótesis de que la serie converge).

Luego, volviendo a (1.19) obtenemos ‖yN − yM‖X −−−−−−→
N,M→∞

0, lo que nos muestra que (yN )N

es de Cauchy en X. Como X es completo, entonces existe un x ∈ X tal que

‖x− yN‖X =

∥∥∥∥∥x−
N∑
n=1

xn

∥∥∥∥∥
X

−−−−→
N→∞

0

que es lo que queŕıamos probar. Para la rećıproca, consideremos (yk)k una sucesión de Cauchy
en X y probemos que converge (en X). Al ser de Cauchy, podemos extraer una subsucesión
(ykn)n tal que ‖ykn − ykn+1‖

1/2
X < 1

2n . Llamemos xn = ykn − ykn+1 , de manera que resulta
‖xn‖1/2X < 1

2n y en consecuencia
∑

n ‖xn‖
1/2
X < ∞. Por hipótesis, hay un x ∈ X tal que∥∥∥x−∑N

n=1 xn

∥∥∥
X
−−−−→
N→∞

0, pero

N∑
n=1

xn = (yk1 − yk2) + (yk2 − yk3) + ....+ (ykN − ykN+1
) = yk1 − ykN+1

de forma que (ykn)n resulta convergente. Como (yk)k es de Cauchy y tiene una subsucesión
convergente entonces (yk)k converge y en consecuencia X resulta completo.

Volviendo a la demostración de que Emin es completo, veremos que si (xn)n∈N es una
sucesión en Emin tal que

∑∞
n=1 ‖xn‖

1/2
min <∞, entonces existe un x ∈ Emin tal que∥∥∥∥∥x−

N∑
n=1

xn

∥∥∥∥∥
min

−−−−→
N→∞

0.
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En realidad, por (1.14) bastará ver que si
∑∞

n=1 ‖xn‖
1/2
E <∞, entonces hay un x ∈ Emin tal

que
∥∥∥x−∑N

n=1 x
n
∥∥∥
E
−−−−→
N→∞

0. Como E es completo, la Observación 1.3.4 nos muestra que
existe un x ∈ E tal que ∥∥∥∥∥x−

N∑
n=1

xn

∥∥∥∥∥
E

−−−−→
N→∞

0. (1.20)

La idea entonces, será probar que x ∈ Emin. Antes que eso, la siguiente observación (similar
a la Observación 1.3.1).

Observación 1.3.5. Dados x ∈ Emin y ε > 0 sabemos que hay z ∈ c0, y ∈ E tales que
x = zy con ‖z‖∞.‖y‖E < ‖x‖min.(1 + ε). Veamos que podemos suponer

‖z‖∞ < (‖x‖min.(1 + ε))1/2

‖y‖E < (‖x‖min.(1 + ε))1/2

Demostración. De hecho, llamando z′ =
(

(‖y‖E)1/2

(‖z‖∞)1/2

)
.z ∈ c0 e y′ =

(
(‖z‖∞)1/2

(‖y‖E)1/2

)
.y ∈ E

(suponemos ‖z‖∞, ‖y‖E 6= 0, de lo contrario seŕıa x = 0 y el resultado es trivial en ese
caso), tenemos x = z′y′ verificando

‖z′‖∞ =

(
(‖y‖E)1/2

(‖z‖∞)1/2

)
.‖z‖∞ = (‖z‖∞.‖y‖E)1/2 < (‖x‖min.(1 + ε))1/2

y análogamente

‖y′‖E < (‖x‖min.(1 + ε))1/2 .

Luego queda probada la obsevación.

En virtud de este resultado, para cada n podemos considerar zn ∈ c0, yn ∈ E tales que
xn = znyn con

‖zn‖∞, ‖yn‖E < (‖xn‖min.(1 + ε))1/2

para un ε > 0 dado. Pero como
∑

n ‖xn‖
1/2
min < ∞, la desigualdad anterior nos dice que∑

n ‖zn‖∞ <∞ y
∑

n ‖yn‖E <∞. Luego por la Observación 1.3.3, y dado que c0 y E son
espacios de Banach, sabemos que existen z ∈ c0, y ∈ E tales que

z =
∞∑
n=1

|zn| y y =
∞∑
n=1

|yn|.

Veamos que |x| ≤ |zy|, de donde se deduce (ya que Emin es normal) que x ∈ Emin. Por un
lado se tiene ∣∣∣∣∣

N∑
n=1

xn

∣∣∣∣∣ ≤
N∑
n=1

|znyn| ≤

(
N∑
n=1

|zn|

)
.

(
N∑
n=1

|yn|

)
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para todo N ∈ N. Además, es claro que
(∑N

n=1 |zn|
)
≤ z y que

(∑N
n=1 |yn|

)
≤ y, de manera

que obtenemos ∣∣∣∣∣
N∑
n=1

xn

∣∣∣∣∣ ≤ zy = |zy| (1.21)

para todoN ∈ N. Por otro lado, puesto que
∥∥∥x−∑N

n=1 x
n
∥∥∥
E
−−−−→
N→∞

0 y que
∣∣∣|x| − ∣∣∣∑N

n=1 x
n
∣∣∣∣∣∣ ≤∣∣∣x−∑N

n=1 x
n
∣∣∣, se tendrá ∥∥∥∥∥|x| −

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

xn

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥
E

−−−−→
N→∞

0,

lo cual implica (por normalidad de E) la convergencia coordenada a coordenada,

|x|i = ĺım
N→∞

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

xn

∣∣∣∣∣
i

. (1.22)

Volviendo a (1.21), tenemos que para cada coordenada i se verifica la desigualdad:
∣∣∣∑N

n=1 x
n
∣∣∣
i
≤

|zy|i para todo N ∈ N. Por (1.22), tomando ĺımite con N → ∞ obtenemos |x|i ≤ |zy|i para
todo i ∈ N y en consecuencia |x| ≤ |zy|. Esto prueba que x ∈ Emin como se queŕıa ver.

Concluimos entonces que si E es un espacio de sucesiones, su núcleo minimal Emin resulta
también un espacio de sucesiones y la inclusión Emin ↪→ E es isométrica.

Definición 1.3.6. Sea E un espacio de sucesiones. Diremos que E es minimal si E = Emin

(isométricamente).

Observación 1.3.7. Es sencillo verificar que Emin es un espacio de sucesiones minimal, y
que es el más grande de los subespacios minimales de E. Es decir que si F ⊆ E es un espacio
de sucesiones minimal, entonces F ⊆ Emin.

Como dijimos al comienzo de la sección, intentaremos caracterizar aquellos espacios que
resulten minimales. Los siguientes lemas serán de importancia para el objetivo que nos hemos
planteado. A lo largo de estos, E será un espacio de sucesiones y Emin su núcleo minimal
(como lo han sido desde el comienzo de la sección).

Lema 1.3.8.

Emin =
{
x ∈ E : ĺım

n→∞
‖Pn(x)− x‖E = 0

}
(1.23)

Recordar que Pn(x) = Pn(x1, x2, x3, .....) = (x1, x2, ....xn, 0, .....).

Demostración. ⊆) Sea x ∈ Emin y probemos que ĺımn ‖Pn(x) − x‖E = 0. Dados z ∈ c0 e
y ∈ E tales que x = zy, es claro que Pn(zy) = Pn(z)y de forma que

‖Pn(x)− x‖E = ‖Pn(zy)− zy‖E = ‖ (Pn(z)− z) y‖E .
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Como E es normal, se tiene ‖ (Pn(z)− z) y‖E ≤ ‖Pn(z)− z‖∞.‖y‖E y en consecuencia

‖Pn(x)− x‖E ≤ ‖Pn(z)− z‖∞.‖y‖E −−−→
n→∞

0

(esto último porque z ∈ c0) lo que demuestra la inclusión.
⊇) Consideremos un x perteneciente a E tal que ‖Pn(x) − x‖E −−−→

n→∞
0 y veamos que

x ∈ Emin. Como (Pn(x))n es convergente en E, entonces es una sucesión de Cauchy (en E).
En consecuencia es de Cauchy en Emin, ya que Pn(x) ∈ c00 ⊆ Emin para todo n ∈ N y la
inclusión Emin ↪→ E es isométrica (ver (1.14)). Como Emin es completo, entonces (Pn(x))n
converge a un cierto y ∈ Emin. Veamos que debe ser y = x y en consecuencia tendremos
x ∈ Emin como queŕıamos probar. Esto último es sencillo, ya que si ‖Pn(x)− y‖min −−−→

n→∞
0

entonces hay convergencia coordenada a coordenada, es decir

|xi − yi| = ĺım
n→∞

|(Pn(x))i − yi| = 0

para cada i ∈ N. Esto demuestra que y = x.

Observar que el Lema 1.3.8 nos está diciendo, en otras palabras, que

Emin = [en]n∈N
‖·‖E (1.24)

Lema 1.3.9. E = [en]n∈N
‖·‖E si y solo si E es separable.

Demostración. Es claro que si E = [en]n∈N
‖·‖E entonces E es separable. Probemos la rećıpro-

ca. Dado x = (x1, x2, x3, ....) ∈ E queremos ver que∥∥∥∥∥x−
N∑
n=1

xnen

∥∥∥∥∥
E

= ‖x− PN (x)‖E −−−−→
N→∞

0.

Supongamos que no. En ese caso (PN (x))N no es de Cauchy en E y entonces hay un ε > 0 y
una sucesión p1 < q1 < p2 < q2 < ..... tal que∥∥∥∥∥∥

qj∑
n=pj

xnen

∥∥∥∥∥∥
E

> ε (1.25)

para todo j ∈ N. Llamemos uj =
∑qj

n=pj
xnen = (0, ..,0, xpj , ..., xqj , 0, ....) ∈ E y sea u =∑

j uj . Notar que como E es normal y x ∈ E entonces u ∈ E. Consideremos ahora el conjunto
A = {α = (αn)n∈N/αn = ±1}, que verifica card(A) = 2ℵ0 = c. Dado α ∈ A llamemos

uα =
∞∑
j=1

αjuj = (0, ..., α1.xp1 , ..., α1.xq1 , 0, ..., α2.xp2 , ..., α2.xq2 , 0...).

Usando nuevamente que E es normal y que u ∈ E, obtenemos uα ∈ E para todo α ∈ A. Ahora
consideremos α, β ∈ A distintos entre si (esto quiere decir que hay un j tal que αj 6= βj , o lo
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que es equivalente, αj = −βj puesto que toman solo los valores 1 o -1). Luego, la propiedad
de normalidad de E implica que

‖uα − uβ‖E ≥ ‖αj .uj − βj .uj‖E = ‖2αj .uj‖E = |2αj |.‖uj‖E = 2.‖uj‖E ,

y recordando que ‖uj‖E > ε (ver (1.25)) obtenemos

‖uα − uβ‖E > 2ε

para un ε > 0 y cualesquiera α, β ∈ A (α 6= β). Como card(A) = c, esto nos muestra
que E no puede ser separable, hecho que se contradice con la hipótesis del comienzo. La
contradicción proviene de suponer que (PN (x))N no converge a x y en consecuencia debe ser
E = [en]n∈N

‖·‖E .

Lema 1.3.10. E = [en]n∈N
‖·‖E si y solo si E′ = E× (isomorfismo isométrico).

Demostración. Comencemos suponiendo que E = [en]n∈N
‖·‖E y probemos que E′ = E×.

Para esta implicación, recordemos la aplicación definida en (1.7) y lo visto en la Proposición
1.2.9. Alĺı véıamos que, v́ıa una inyección isométrica, pod́ıamos pensar a E× como subespacio
isométrico de E′. Siguiendo la misma notación que en (1.7), probemos que cuando E =
[en]n

‖·‖E , la aplicación

E× −→ E′

y 7−→ ϕy

es suryectiva, y en consecuencia resulta el isomorfismo isométrico que estamos buscando.
Dado ϕ ∈ E′, buscamos un y = (yn)n ∈ E× tal que ϕ = ϕy. Por la definición de las ϕy,
debemos considerar yn = ϕ(en) para cada n ∈ N. Veamos que y ∈ E×. Para eso consideremos
x = (xn)n ∈ E y probemos que xy ∈ `1. Dado m ∈ N llamemos

zm = (sg(x1y1)x1, ...., sg(xmym)xm, 0, 0, .....),

notando que ‖zm‖E ≤ ‖x‖E . Ahora, como ϕ es lineal entonces

ϕ(zm) =
m∑
n=1

ϕ(sg(xnyn)xn.en) =
m∑
n=1

sg(xnyn)xn.ϕ(en),

y dado que estamos considerando yn = ϕ(en), la igualdad anterior no es otra cosa que ϕ(zm) =∑m
n=1 |xnyn|. Luego

∑m
n=1 |xnyn| = |ϕ(zm)| ≤ ‖ϕ‖.‖zm‖E ≤ ‖ϕ‖.‖x‖E y en consecuencia

m∑
n=1

|xnyn| ≤ ‖ϕ‖.‖x‖E

para todo m ∈ N. Esto nos muestra que xy ∈ `1 con
∑

n |xnyn| ≤ ‖ϕ‖.‖x‖E <∞, y entonces
queda probado que y = (yn)n ∈ E×. Aún más, tomando supremo sobre todos los x ∈ BE
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obtenemos ‖y‖E× ≤ ‖ϕ‖. Para terminar de probar la suryectividad (notar que todav́ıa no
usamos la hipótesis de que E = [en]n

‖·‖E ), debemos ver que ϕ = ϕy. En efecto, dado que ϕ y
ϕy son lineales y continuas y que ϕ(en) = ϕy(en) para todo n, la hipótesis de que los vectores
canónicos generan un subespacio denso en E nos permite afirmar que ϕ = ϕy.

Para la otra implicación suponemos E′ = E× y queremos ver que E = [en]n
‖·‖E . Supon-

gamos que [en]n
‖·‖E ( E. En tal caso, como consecuencia del teorema de Hahn-Banach existe

una funcional ϕ ∈ E′ no nula tal que ϕ|
[en]n

≡ 0. Es decir, una funcional ϕ no nula tal que
ϕ(en) = 0 para todo n ∈ N. Ahora bien, por hipótesis E′ = E× de forma que ϕ = ϕy para
algún y ∈ E×. Pero entonces yn = ϕ(en) = 0 para todo n, luego y = 0 y de esta manera
ϕ = ϕy = 0, lo cual contradice el hecho de que ϕ es no nula. Luego queda demostrado que

E = [en]n∈N
‖·‖E .

Resumiendo, hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 1.3.11. Sea E un espacio de sucesiones. Son equivalentes :

a) E es minimal.

b) E = [en]n∈N
‖·‖E .

c) E es separable.

d) E′ = E× (isomorfismo isométrico).

Ahora que caracterizamos el concepto de espacio minimal, veamos algunos ejemplos.

Ejemplos 1.3.12. i) Los espacios `p con 1 ≤ p <∞ y c0 son minimales.
ii) El espacio `∞ no es minimal.
Ambos ejemplos resultan triviales de verificar a partir del Teorema 1.3.11. Aún más, en

el caso de `∞, (1.24) nos muestra que `min∞ = c0.

1.3.2. Espacios de sucesiones maximales

Dado un espacio de sucesiones E definimos su envoltura maximal como el conjunto de los
x ∈ ω tales que zx ∈ E para todo z ∈ c0. Esto es,

Emax = {x ∈ ω : zx ∈ E ∀z ∈ c0}.

Tendremos una norma en este espacio, dada por

‖x‖Emax = sup
z∈Bc0

‖zx‖E .

Notaremos ‖ · ‖max = ‖ · ‖Emax siempre que sea claro cual es el espacio E al que nos referimos.
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Al igual que lo hicimos con el núcleo minimal, veamos que Emax es un espacio de sucesiones
con la norma definida y que E ↪→ Emax con inclusión de norma uno.

Es claro que c00 ⊆ Emax y que Emax es un espacio vectorial.

Veamos que ‖ · ‖max define una norma. En primer lugar, veamos que si x ∈ Emax entonces
‖x‖max < ∞. Para eso notemos que dado x ∈ Emax, tiene sentido considerar el operador
lineal dado por,

Tx : c0 −→ E

z 7−→ zx

Es fácil ver que Tx tiene gráfico cerrado, de manera que resulta un operador acotado. Luego
‖x‖max = ‖Tx‖ < ∞ como se queŕıa ver. Aún más, teniendo en cuenta que T0 ≡ 0, Tx+y =
Tx + Ty, Tλ.x = λ.Tx (donde x, y ∈ Emax, λ ∈ R) y que ‖x‖max = ‖Tx‖, queda claro que
‖ · ‖max es una norma.

Por otro lado, dado x ∈ E se tiene zx ∈ E para todo z ∈ c0 y además ‖zx‖E ≤ ‖z‖∞.‖x‖E
(esto es consecuencia de la propiedad de normalidad de E). Tomando supremo sobre los
z ∈ Bc0 se obtiene ‖x‖max ≤ ‖x‖E , lo cual nos muestra que E ↪→ Emax con inclusión de
norma menor o igual que uno. Considerando x = e1 se verifica fácilmente que ‖x‖E = ‖x‖max,
de manera que la inclusión tiene norma exactamente igual a uno.

Probemos que Emax es normal. Sean x ∈ ω e y ∈ Emax tales que |x| ≤ |y|. Dado z ∈ c0

se tendrá |zx| ≤ |zy| con zy ∈ E (puesto que y ∈ Emax) y como E es normal, zx ∈ E con
‖zx‖E ≤ ‖zy‖E . Dado que z ∈ c0 era cualquiera, se deduce que x ∈ Emax con ‖x‖max ≤
‖y‖max. Luego Emax es normal.

Por último veamos que Emax es completo. Consideremos (xk)k∈N una sucesión de Cauchy
en Emax y veamos que converge a un cierto x ∈ Emax. Sea z ∈ c0. Por definición de la norma
‖ · ‖max (y dado que (xk)k es de Cauchy) se tiene

‖zxn − zxm‖E ≤ ‖z‖∞.‖xn − xm‖max −−−−−→
n,m→∞

0, (1.26)

de manera que (zxk)k resulta de Cauchy en E para cada z ∈ c0 (y en consecuencia es con-
vergente, puesto que E es completo). Como la convergencia de una sucesión en E implica
convergencia coordenada a coordenada, tomando z = ei tendremos un xi ∈ R tal que

xki −−−→
k→∞

xi. (1.27)

Llamemos x = (xi)i∈N y probemos que x ∈ Emax y que (xk)k converge a x (en Emax). Para
ver que x ∈ Emax consideremos un z ∈ c0 y probemos que zx ∈ E. Por (1.26) existe un y ∈ E
tal que ‖zxk − y‖E −−−→

k→∞
0. Pero entonces para cada i se tiene zi.xki −−−→

k→∞
yi, mientras que

por (1.27) se tiene zi.xki −−−→
k→∞

zi.xi. Luego por unicidad del ĺımite obtenemos yi = zi.xi para



1.3. ESPACIOS MAXIMALES Y MINIMALES 29

todo i, lo que nos muestra que zx = y ∈ E. Ahora veamos que (xk)k converge a x en Emax.
Dado ε > 0, hay un z ∈ Bc0 tal que ‖xk − x‖max < ‖zxk − zx‖E + ε/2. Por otro lado, según
lo visto anteriormente, existe un k0 tal que si k ≥ k0 entonces ‖zxk − zx‖E < ε/2. De esta
forma, resulta ‖xk − x‖max < ε si k ≥ k0. Luego xk −−−→

k→∞
x en Emax y aśı queda probado

que Emax es completo.

Definición 1.3.13. Sea E un espacio de sucesiones. Diremos que E es maximal si E = Emax

(igualdad isométrica).

Observación 1.3.14. Se verifica fácilmente que Emax es un espacio de sucesiones maximal,
y que es el más chico de los espacios maximales que contienen a E. Esto es, que si E ⊆ F

con F maximal entonces Emax ⊆ F .

El siguiente lema caracteriza la envoltura maximal de un espacio de sucesiones E. Recordar
que si x = (xi)i∈N entonces Pnx = (x1, x2, ..., xn, 0, ....).

Lema 1.3.15.
Emax = {x ∈ ω : (Pnx)n∈N es ‖ · ‖E − acotada}

Más aún, ‖x‖max = supn∈N ‖Pnx‖E.

Demostración. En primer lugar consideremos x ∈ Emax y veamos que (‖Pnx‖E)n es acotada.
Sea zn = e1 + e2 + ....+ en = (1, 1, ...., 1, 0, .....) perteneciente a Bc0 . Por definición de ‖ · ‖max,
se tendrá

‖x‖max = sup
z∈Bc0

‖zx‖E ≥ sup
n
‖znx‖E = sup

n
‖Pnx‖E (1.28)

lo cual muestra que (‖Pnx‖E)n es acotada.
Rećıprocamente, sea x ∈ ω tal que (‖Pnx‖E)n es acotada (es decir que supn ‖Pnx‖E <∞)

y veamos que zx ∈ E para todo z ∈ c0. Como E es normal, dados n,m ∈ N (n > m) se tiene

‖Pn(zx)− Pm(zx)‖E = ‖(Pnz − Pmz)Pnx‖E ≤ ‖Pnz − Pmz‖∞.‖Pnx‖E

y en consecuencia

‖Pn(zx)− Pm(zx)‖E ≤ ‖Pnz − Pmz‖∞. sup
n
‖Pnx‖E . (1.29)

Dado que z ∈ c0 es claro que ‖Pnz − Pmz‖∞ −−−−−→
n,m→∞

0, lo cual nos muestra junto con (1.29)

que (Pn(zx))n es de Cauchy en E y en consecuencia converge a un cierto y ∈ E. Esto implica
que (Pn(zx))i −−−→

n→∞
yi para cada i (convergencia en cada coordenada) y de aqúı se deduce

que (zx)i = yi para todo i. Luego zx = y, de manera que zx ∈ E como se queŕıa ver. Como
z ∈ c0 era cualquiera, probamos que x ∈ Emax; más aún, dado que ‖Pn(zx) − zx‖E −−−→

n→∞
0

se tiene
‖zx‖E = ĺım

n→∞
‖Pn(zx)‖E = sup

n
‖Pn(zx)‖E ≤ ‖z‖∞. sup

n
‖Pn(x)‖



30 CAPÍTULO 1. ESPACIOS DE SUCESIONES

y en consecuencia tomando supremo sobre los z ∈ Bc0 ,

‖x‖max ≤ sup
n
‖Pnx‖E . (1.30)

Luego, (1.28) y (1.30) nos muestran que ‖x‖max = supn ‖Pnx‖E

Observación 1.3.16. Sean (xn)n una sucesión de elementos en ω (es decir xn = (xni )i) y
x ∈ ω. Diremos que

xn −−−→
n→∞

x en ω

si xni −−−→n→∞
xi para cada i ∈ N. En ese sentido, dado un espacio de sucesiones E, diremos

que BE es cerrada en ω si dada una sucesión (xn)n de elementos en BE tales que xn −−−→
n→∞

x

en ω, se tiene x ∈ BE.

El siguiente teorema relaciona este último concepto con el de espacio maximal.

Teorema 1.3.17. Sea E un espacio de sucesiones. Son equivalentes :

a) E es maximal.

b) BE es cerrada en ω.

Demostración. Comencemos probando la implicación a)⇒ b). Sea (xn)n una sucesión en BE
tal que xn −−−→

n→∞
x en ω y veamos que x ∈ BE . Por hipótesis y teniendo en cuenta lo visto en el

Lema 1.3.15, tenemos E = {x ∈ ω : (Pnx)n es ‖ · ‖E − acotada} con ‖x‖E = supn ‖Pnx‖E .
Luego, como para cada m se tiene xm ∈ BE , es claro que ‖xm‖E = supn ‖Pn(xm)‖E ≤ 1.
Ahora bien, si probamos que para cada n ∈ N

‖Pn(xm)‖E −−−−→
m→∞

‖Pnx‖E , (1.31)

entonces será ‖Pnx‖E ≤ 1 para todo n, y en consecuencia x ∈ E con ‖x‖E = supn ‖Pnx‖E ≤ 1.
Esto probaŕıa que BE es cerrado en ω. Para probar (1.31) notemos que dado ε > 0 y fijado
n ∈ N, existe un m0 ∈ N tal que si m ≥ m0 entonces

|xmi − xi| < ε ∀ i = 1, 2, ...., n.

Esto es simplemente porque xm −−−−→
m→∞

x en ω. Pero entonces, como E es normal se tendrá

‖Pn(xm)− Pnx‖E = ‖(xm1 − x1, ...., x
m
n − xn, 0, .....)‖E ≤ ‖(ε, ...., ε, 0, .....)‖E

para los m ≥ m0. Luego ‖Pn(xm) − Pnx‖E ≤ ε.‖e1 + .... + en‖E si m ≥ m0, de forma que
‖Pn(xm)− Pnx‖E −−−−→

m→∞
0. En consecuencia, ‖Pn(xm)‖E −−−−→

m→∞
‖Pnx‖E como se queŕıa ver.

Ahora probemos b) ⇒ a). Ya sabemos que E ⊆ Emax con inclusión de norma uno.
Probemos la otra inclusión bajo la hipótesis de que BE es cerrada en ω. Dado x ∈ Emax
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se tiene supn ‖Pnx‖E < ∞ (por el Lema 1.3.15). Llamemos C = supn ‖Pnx‖E y considere-
mos x0 = C−1.x. Es claro que ‖Pn(x0)‖E ≤ 1 (o sea, Pn(x0) ∈ BE) y que Pn(x0) −−−→

n→∞
x0

en ω. Luego, como BE es cerrada en ω se tendrá x0 ∈ BE y dado que x0 = C−1.x deducimos
que x ∈ E. Además, ‖x0‖E ≤ 1 implica

‖x‖E ≤ C = sup
n
‖Pnx‖E = ‖x‖max

lo que nos muestra que Emax ⊆ E con inclusión de norma uno. Luego queda probado que
E = Emax isométricamente, que es lo que se queŕıa ver.

Ejemplos 1.3.18. i) Los espacios `p con 1 ≤ p <∞ y `∞ son maximales.

ii) El espacio c0 no es maximal. Más aún, cmax0 = `∞.

Las demostraciones de i) y ii) se deducen fácilmente de la caracterización de la envoltura
maximal vista en el Lema 1.3.15.

Observación 1.3.19. Sean E y F dos espacios de sucesiones. Si F es maximal entonces el
espacio de multiplicadores M(E,F ) también lo es. En particular, E× = M(E, `1) es maximal
para cualquier espacio de sucesiones E.

Demostración. Por el Lema 1.3.15, bastará ver que si x ∈ ω es una sucesión tal que
supn ‖Pnx‖M(E,F ) < ∞, entonces x ∈ M(E,F ) con ‖x‖M(E,F ) ≤ supn ‖Pnx‖M(E,F ). Con-
sideremos y ∈ E y veamos que xy pertenece a F . Por hipótesis y por la definición de la norma
en M(E,F ), tenemos

‖Pn(xy)‖F = ‖Pn(x)y‖F ≤ ‖Pnx‖M(E,F ).‖y‖E ≤ sup
n
‖Pnx‖M(E,F ).‖y‖E <∞.

Como F es maximal, el mismo Lema 1.3.15 nos dice que xy ∈ F con

‖xy‖F ≤ sup
n
‖Pnx‖M(E,F ).‖y‖E .

Esto nos muestra que x ∈ M(E,F ) y tomando supremo sobre los y ∈ BE nos queda
‖x‖M(E,F ) ≤ supn ‖Pnx‖M(E,F ).

Recordemos que dado E un espacio de sucesiones, vimos que E ⊆ E×× con cE
××

E ≤ 1 (ver
Observación 1.2.12). Seguido a eso probamos que E ↪→ E×× isométricamente si y sólo si
E× es subespacio normante de E′ (en Definición 1.2.13 definimos subespacio normante).
Veremos ahora que si E es maximal entonces E× es subespacio normante de E′ y a partir de
eso se deducirá fácilmente que si E es maximal entonces es perfecto.

Propiedad 1.3.20. Sea E un espacio de sucesiones maximal. Luego E× es subespacio nor-
mante de E′.



32 CAPÍTULO 1. ESPACIOS DE SUCESIONES

Demostración. El objetivo es probar que ‖x‖E = supϕy∈BE× |ϕy(x)| para todo x ∈ E (como
siempre que decimos E× ⊆ E′, estamos pensando en la isometŕıa definida en (1.7)). Bas-
tará probar que si x ∈ E con ‖x‖E > 1, entonces hay un y ∈ BE× tal que ϕy(x) > 1.
De hecho, supongamos probado esto último. En tal caso, dados x ∈ E y ε > 0 consider-
amos xε = x

‖x‖E−ε ∈ E. Claramente ‖xε‖E > 1 y en consecuencia hay un yε ∈ BE× tal que
ϕyε(xε) > 1, o lo que es equivalente, ϕyε(x) > ‖x‖E − ε. Por otro lado es claro que

ϕyε(x) ≤ ‖ϕyε‖.‖x‖E = ‖yε‖E× .‖x‖E ≤ ‖x‖E ,

de manera que ‖x‖E − ε < ϕyε(x) < ‖x‖E . Como ε > 0 era cualquiera, queda probado que
‖x‖E = supy∈BE× |ϕy(x)| y entonces E× es subespacio normante de E′.

Veamos entonces que si x ∈ E es tal que ‖x‖E > 1, entonces hay un y ∈ BE× tal que
ϕy(x) > 1. Para eso consideremos Y = E ∩ `1 visto como subespacio de `1 (o sea, con la
norma ‖ · ‖1) y el conjunto convexo A = {x ∈ Y : ‖x‖E ≤ 1}. Probemos que A es cerrado
en Y . Sea (zn)n una sucesión de elementos en A que converge (en Y ) a un cierto z ∈ Y .
Probemos que z ∈ A, es decir, que ‖z‖E ≤ 1. Como ‖zn − z‖1 −−−→

n→∞
0 entonces zni −−−→n→∞

zi

para todo i ∈ N, o dicho de otra manera, zn −−−→
n→∞

z en ω (ver Observación 1.3.16). Como
estamos suponiendo que E es maximal y eso (por el Teorema 1.3.17) es equivalente a decir
que BE es cerrada en ω, resulta z ∈ BE . Luego z ∈ A y en consecuencia A es cerrado como
se queŕıa probar. Ahora fijemos un x ∈ E tal que ‖x‖E > 1. Como E es maximal, el Lema
1.3.15 nos dice que ‖x‖E = supn∈N ‖Pnx‖E y entonces podemos considerar un N ∈ N tal que
‖PNx‖E > 1. Estamos entonces en condiciones de aplicar la versión geométrica del teorema de
Hahn-Banach. Tenemos Y un espacio normado (subespacio de `1), A un subconjunto convexo
y cerrado de Y y PNx ∈ Y −A. En ese caso, sabemos que existe una ϕ ∈ Y ′ tal que ϕ(PNx) > 1
y ϕ(z) < 1 para todo z ∈ A. Como Y ⊆ `1 y `′1 = `∞, entonces existe un ξ ∈ `∞ tal que
ϕ ≡ ϕξ en Y (donde ϕξ(z) =

∑
k zk.ξk).

Recordar que queremos probar que existe un y ∈ BE× tal que ϕy(x) > 1. Hasta aqúı te-
nemos ξ ∈ `∞ tal que

ϕξ(PNx) > 1 (1.32)

ϕξ(z) < 1 ∀z ∈ A. (1.33)

Más aún, en lugar de (1.33) podemos poner

|ϕξ(z)| < 1 ∀z ∈ A (1.34)

(de hecho, si z ∈ A entonces −z ∈ A y en consecuencia ϕξ(−z) < 1. Por linealidad esto es lo
mismo que ϕξ(z) > −1. Luego se tiene −1 < ϕξ(z) < 1 para todo z ∈ A). Llamemos y = PNξ

y veamos que verifica que y ∈ BE× y que ϕy(x) > 1. Lo segundo es claro ya que

ϕy(x) =
N∑
k=1

xk.ξk = ϕξ(PNx) > 1
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(la desigualdad es por (1.32)). Por otro lado, ‖y‖E× = ‖ϕy‖ = supz∈BE |ϕy(z)| y dado que
y = PNξ se tendrá

sup
z∈BE

|ϕy(z)| = sup{|ϕy(z)| : z ∈ EN , ‖z‖E ≤ 1}

donde EN = {PNz : z ∈ E}. Notando que si z ∈ EN es tal que ‖z‖E ≤ 1 entonces z ∈ A,
obtenemos

sup{|ϕy(z)| : z ∈ EN , ‖z‖E ≤ 1} ≤ sup
z∈A
|ϕy(z)|.

Ahora bien, dado que supz∈A |ϕy(z)| = supz∈A |ϕξ(PNz)| < 1 (por (1.34) y porque PNz ∈ A
siempre que z ∈ A debido a la normalidad de E), queda probado que

‖y‖E× = sup
z∈BE

|ϕy(z)| ≤ sup
z∈A
|ϕy(z)| < 1

que es lo que faltaba ver. Resumiendo, probamos que si x ∈ E es tal que ‖x‖E > 1 entonces
hay un y ∈ BE× tal que ϕy(x) > 1, y esto bastaba para ver que E× es subespacio normante
de E′.

Corolario 1.3.21. Sea E un espacio de sucesiones. Si E es maximal entonces es perfecto.

Demostración. Ya sabemos que cualquiera sea el espacio de sucesiones, se verifica E ⊆ E××

con cE
××

E ≤ 1.
Veamos la otra inclusión. Sea x ∈ E××, y para cada n ∈ N consideremos Pnx ∈ E. Como

E es maximal, la Propiedad 1.3.20 nos dice que E× es subespacio normante de E′ y esto
es equivalente a decir que la inclusión E ↪→ E×× es isométrica (por la Observación 1.2.14).
Luego,

‖Pnx‖E = ‖Pnx‖E×× (1.35)

para todo n ∈ N. Por otro lado, como E×× es normal entonces

‖Pnx‖E×× ≤ ‖x‖E×× . (1.36)

Luego (1.35) y (1.36) nos muestran que ‖Pnx‖E ≤ ‖x‖E×× para todo n y como E es maximal,
esto nos dice que x ∈ E y que ‖x‖E = supn ‖Pnx‖E ≤ ‖x‖E×× . En consecuencia E = E××

isométricamente, es decir, E es perfecto.

Ejemplo 1.3.22. Consideremos el espacio de sucesiones E = `∞ con la norma dada por
‖x‖E = ‖x‖∞+ĺım supn→∞ |xn|. Ya observamos en el comentario posterior a la Observación
1.2.14, que este espacio verifica que la inclusión E ↪→ E×× no es isométrica y en consecuencia
no es perfecto (para ser más precisos se tiene E = E×× pero la igualdad no es isométrica).
Luego E no es maximal. Por otro lado, el espacio E tampoco resulta minimal. En efecto,
basta considerar x = (1, 1, 1, ...) y notar que ‖Pnx−x‖E = 2. En conclusión, hemos mostrado
un espacio de sucesiones que no resulta maximal ni minimal.
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A continuación, definiremos el reordenamiento decreciente de una sucesión.

Definición 1.3.23. Dada una sucesión x = (xn)n ∈ ω, llamamos función de distribución de
x a la función dx : [0,∞) −→ [0,∞] dada por dx(t) = ]{n ∈ N : |xn| > t}.

Definición 1.3.24. Dada una sucesión x = (xn)n ∈ ω, llamamos reordenamiento decreciente
de x y notamos x∗ = (x∗n)n, a la sucesión dada por

x∗n = ı́nf{t > 0 : dx(t) ≤ n− 1}.

Por otro lado, notaremos x∗∗ = (x∗∗n )n a la sucesión dada por x∗∗n = 1
n .
∑n

i=1 x
∗
i .

Se deduce rápidamente de la definición que x∗1 ≥ x∗2 ≥ x∗3 ≥ ...., es decir, que x∗ es
una sucesión decreciente. La forma en que definimos el reordenamiento decreciente de una
sucesión, es la manera en la que se define el reordenamiento decreciente en los espacios de
funciones. La siguiente observación nos muestra una forma equivalente de definirlo.

Observación 1.3.25. Dada una sucesión x ∈ ω, se verifica

x∗n = ı́nf{sup
i/∈J
|xi| : J ⊆ N, ]J ≤ n− 1}

para cada n ∈ N.

Demostración. En primer lugar, veamos que ı́nf{supi/∈J |xi| : J ⊆ N, ]J ≤ n − 1} ≤ x∗n.
Según la definición del reordenamiento decreciente, dado ε > 0 existe un t0 > 0 tal que
dx(t0) ≤ n− 1 y t0 − ε < x∗n. Ahora bien, consideremos J0 ⊆ N tal que ]J0 ≤ n− 1 y tal que
{n ∈ N : |xn| > t0} ⊆ J0 (aqúı usamos la hipótesis de que dx(t0) ≤ n− 1). Luego, es claro que

ı́nf{sup
i/∈J
|xi| : J ⊆ N, ]J ≤ n− 1} ≤ sup

i/∈J0

|xi| ≤ t0 < x∗n + ε

y dado que ε era cualquiera, obtenemos la desigualdad buscada.

Para probar la otra desigualdad, razonamos de manera similar. Dado ε > 0 existe un
J0 ⊆ N, ]J0 ≤ n − 1 tal que supi/∈J0

|xi| − ε < ı́nf{supi/∈J |xi| : J ⊆ N, ]J ≤ n − 1}.
Llamemos t0 = supi/∈J0

|xi| y notemos que dx(t0) ≤ n− 1 (puesto que ]J0 ≤ n− 1). Luego se
tiene

x∗n ≤ t0 < ı́nf{sup
i/∈J
|xi| : J ⊆ N, ]J ≤ n− 1}+ ε,

lo cual demuestra (haciendo ε→ 0) que x∗n ≤ ı́nf{supi/∈J |xi| : J ⊆ N, ]J ≤ n− 1}.

Observación 1.3.26. Si x ∈ c0, entonces x∗ se obtiene reordenando decrecientemente la
sucesión (|xn|)n.
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Demostración. Dado que x pertenece a c0, podemos asegurar la existencia de un k1 ∈ N tal
que |xk1 | ≥ |xn| para todo n. Luego es claro que si |xk1 | < t <∞ entonces dx(t) = 0 y que si
0 < t < |xk1 | entonces 0 < dx(t) <∞ (que es menor que infinito es porque x ∈ c0). Esto nos
muestra que x∗1 = |xk1 |. A continuación, consideremos k2 ∈ N−{k1} tal que |xk1 | ≥ |xk2 | ≥ |xn|
para todo n ∈ N − {k1} (la existencia de k2 está nuevamente garantizada por el hecho de
que x ∈ c0). Al igual que antes, resulta claro que si |xk2 | < t < ∞ entonces dx(t) ≤ 1 y que
si 0 < t < |xk2 | entonces dx(t) ≥ 2. Luego se tendrá x∗2 = |xk2 |. El argumento continúa de
manera inductiva, demostrando que x∗ se obtiene reordenando decrecientemente la sucesión
(|xn|)n.

Notar que x∗ no es necesariamente una permutación de la sucesión original. De hecho,
si x = (1, 0, 1

2 , 0,
1
3 , ...) entonces x∗ = (1, 1

2 ,
1
3 , ...). De todas maneras, la observación an-

terior nos muestra que si x ∈ c0, entonces x∗ = (|xσ(n)|)n para cierta σ ∈ P = {σ :
N→ N / σ es inyectiva}. En el caso en que x no pertenezca a c0, puede carecer de sentido
el hecho de considerar el reordenamiento decreciente de (|xn|)n. Basta pensar, por ejemplo,
en la sucesión x =

(
1− (1

2)n
)
n

cuyos elementos no pueden ser reordenados decrecientemente.
En este caso, se tiene por definición x∗ = (1, 1, 1, ...).

Observación 1.3.27. Sea E un espacio de sucesiones simétrico. Dado x ∈ E, se tiene x∗ ∈ E
con ‖x∗‖E ≤ C.‖x‖E para cierta constante C > 0 (que no depende de x). Si además E es
maximal o es minimal, entonces ‖x‖E = ‖x∗‖E.

Demostración. La Proposición 1.1.5 nos muestra que al ser E un espacio de sucesiones
simétrico, se verifica E ⊆ c0 o bien E = `∞ (aqúı la inclusión es continua y la igualdad es
con normas equivalentes). Veremos cada uno de estos casos por separado. En primer lugar
probemos el resultado para un espacio de sucesiones simétrico tal que E ⊆ c0. En tal caso, ya
observamos que x∗ = |x|σ para algún σ ∈ P = {σ : N→ N / σ es inyectiva}, y en consecuencia
la Observación 1.1.4 nos dice que x∗ ∈ E. Más aún, se desprende de la demostración de
dicha observación que ‖x∗‖E ≤ 2.‖x‖E . Supongamos ahora que E es maximal o minimal y
veamos que ‖x‖E = ‖x∗‖E . Recordar que, ya sea que E resulte maximal o minimal, se verifica
‖x‖E = supn∈N ‖Pnx‖E (ver (1.17) y Lema 1.3.15). Ahora bien, por un lado se deduce
fácilmente de las propiedades de simetŕıa y normalidad del espacio y del hecho de que x∗ es
un reordenamiento decreciente de la sucesión (|xn|)n (aqúı es necesario que sea E ⊆ c0), que
‖Pn(x∗)‖E ≤ ‖x‖E para todo n ∈ N. Luego, tomando supremo sobre todos los n obtenemos
‖x∗‖E ≤ ‖x‖E . Para el otro lado, basta notar que ‖Pnx‖E = ‖(Pnx)∗‖E ≤ ‖x∗‖E para todo n
(nuevamente por simetŕıa y normalidad) y tomar supremo como en la desigualdad anterior.
En definitiva, se tiene ‖x‖E = ‖x∗‖E .

Hasta aqúı probamos el resultado para el caso E ⊆ c0. Veamos qué sucede si suponemos
E = `∞. Recordemos que dado x ∈ E, la Proposición 1.1.5 afirma que C2.‖x‖∞ ≤ ‖x‖E ≤
C1.‖x‖∞, donde C1 = ‖(1, 1, 1, ...)‖E y C2 = ‖e1‖E . Para comenzar, consideremos x ∈ E y
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veamos que x∗ ∈ E. Notemos que dado ε > 0, se verifica

dx

(
‖x‖E + ε

C2

)
= ]{n ∈ N : |xn|.C2 > ‖x‖E + ε} =∞

puesto que el espacio E es normal. Esto nos muestra que x∗n ≤
‖x‖E+ε
C2

para todo n y en
consecuencia C2.‖x∗‖∞ ≤ ‖x‖E dado que el ε > 0 era cualquiera. Luego, por la equivalencia
entre las normas mencionada anteriormente, deducimos que ‖x∗‖E ≤ C1

C2
.‖x‖E . Supongamos,

para finalizar, que E es maximal o minimal. Por un lado, se desprende fácilmente de la
definición de x∗ que ‖(Pnx)∗‖E ≤ ‖x∗‖E para todo n. Pero como E es simétrico entonces
‖Pnx‖E = ‖(Pnx)∗‖E (esto es porque son sucesiones con finitos elementos no nulos), de forma
que tomando supremo sobre todos los n ∈ N en la desigualdad anterior, se obtiene ‖x‖E ≤
‖x∗‖E . Para la otra desigualdad, consideremos ε > 0 y veamos que ‖Pn(x∗)‖E ≤ ‖x‖E + ε.C1

para todo n. Fijemos n ∈ N y supongamos (sin pérdida de generalidad) que x∗j − ε > 0 para
j = 1, ..., n. Por definición se tiene

x∗1 = ı́nf{t > 0 : ]{m ∈ N : |xm| > t} = 0},

de manera que podemos asegurar la existencia de un i1 ∈ N tal que x∗1 − ε < |xi1 |. Si ahora
consideramos

x∗2 = ı́nf{t > 0 : ]{m ∈ N : |xm| > t} ≤ 1},

entonces podemos afirmar que existen k, l tales que x∗2 − ε < |xk|, |xl|. Esto nos permite
considerar i2 6= i1 tal que x∗2 − ε < |xi2 |. De esta manera, obtenemos i1, ..., in ∈ N (distintos
entre si) tales que x∗j − ε < |xij | para j = 1, ..., n. Luego, por las propiedades de normalidad
y simetŕıa de E obtenemos

‖Pn(x∗)‖E ≤ ‖|x|+ (ε, ε, ε, ...)‖E ≤ ‖x‖E + ε.‖(1, 1, 1, ...)‖E

como se queŕıa probar. Como el ε > 0 era cualquiera, nos queda ‖Pn(x∗)‖E ≤ ‖x‖E para todo
n y en consecuencia ‖x∗‖E ≤ ‖x‖E (tomando supremo sobre n). Aśı, queda demostrada la
igualdad.

La siguiente es una conocida desigualdad debida a G. Hardy y J. Littlewood (se puede
encontrar, en una versión más general, en [2]).

Proposición 1.3.28. Dadas dos sucesiones finitas (a1, ..., an) y (b1, ..., bn), se verifica la
siguiente desigualdad,

n∑
i=1

|ai|.|bi| ≤
n∑
i=1

a∗i .b
∗
i .

Conclúımos esta sección con un resultado que será de utilidad en el siguiente caṕıtulo.

Observación 1.3.29. Sea E un espacio de sucesiones simétrico y maximal tal que E ↪→ `2

pero E no es equivalente a `2. Luego se tiene M(`2, E) ↪→ c0.
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Demostración. En primer lugar aclaremos que cuando decimos que E no es equivalente a `2,
significa que no se tiene E = `2 con normas equivalentes. En tal caso se tendrá supn ‖id : `n2 ↪→
En‖ = +∞. De hecho, si fuese ‖id : `n2 ↪→ En‖ ≤ C para alguna constante C > 0, entonces
dado un x ∈ `2 se tendŕıa ‖Pnx‖E ≤ C‖Pnx‖2 y tomando supremo sobre n (y usando que
E y `2 son maximales) se obtendŕıa ‖x‖E ≤ C‖x‖2. Esto mostraŕıa (junto con la hipótesis
de que E ↪→ `2) que E y `2 son equivalentes. Comenzando con la demostración, llamemos
F = M(`2, E) y probemos lo siguiente:

i) λF (n) −−−→
n→∞

+∞,

ii) dado x ∈ F se verifica la desigualdad x∗n.λF (n) ≤ ‖x‖F .

Para probar i) notemos antes que para cada n ∈ N se tiene

λF (n) = ‖e1 + ...+ en‖M(`2,E) = sup
y∈B`n2

‖(e1 + ...+ en)y‖E = sup
y∈B`n2

‖Pny‖E = ‖id : `n2 ↪→ En‖.

Luego, como E no es equivalente a `2 entonces ĺımn→∞ λF (n) = supn λF (n) = supn ‖id : `n2 ↪→
En‖ = +∞.

Ahora veamos ii). Supongamos que x∗n > 0 (de lo contrario no hay que probar nada) y
sea ε > 0 tal que x∗n − ε > 0. Recordando la definición de x∗, consideremos i1, ..., in tales que
x∗j − ε < |xij | para 1 ≤ j ≤ n (al igual que lo hicimos en la demostración de la Observación
1.3.27). Notando que F = M(`2, E) es simétrico puesto que E y `2 lo son (ver Observación
1.2.3), que x∗1 ≥ x∗2 ≥ ... ≥ x∗n y usando la propiedad de normalidad, obtenemos

(x∗n − ε).λF (n) = (x∗n − ε).‖e1 + ...+ en‖F =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

(x∗n − ε).ei

∥∥∥∥∥
F

=

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

(x∗n − ε).eij

∥∥∥∥∥∥
F

≤

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

(x∗j − ε).eij

∥∥∥∥∥∥
F

≤ ‖x‖F

para cualquier 0 < ε < x∗n. Haciendo ε → 0 queda probado ii). Ahora bien, dado que
λF (n) −−−→

n→∞
+∞, el ı́tem ii) nos muestra que para cada x ∈ F debe verificarse x∗n −−−→n→∞

0,
de manera que x ∈ c0. Además la inclusión es continua ya que x∗n.λF (1) ≤ x∗nλF (n) ≤ ‖x‖F
y en consecuencia ‖x∗‖∞ = ‖x‖∞ ≤ (λF (1))−1.‖x‖F . Es decir que F = M(`2, E) ↪→ c0 como
se queŕıa probar.

1.4. Potencias de espacios de sucesiones

Sea E un espacio de sucesiones y sea 0 < r < ∞. Nos proponemos definir las potencias
Er del espacio E y estudiar su relación con la convexificación y la concavificación del mismo.
Las definiciones de convexidad y concavidad en Banach lattices, aśı como la convexificación
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y concavificación de un espacio pueden verse en el Apéndice A. Como veremos, la construc-
ción del espacio Er no es más que una generalización del procedimiento mediante el cual la
aplicación (xi)i 7→ (|xi|r.sg(xi))i manda el espacio `p en el espacio `p/r (si p.r−1 ≥ 1).

1.4.1. Construcción de las potencias de espacios

Supongamos que E es máx(1, r)-convexo, y por el momento supongamos que su constante
de máx(1, r)-convexidad verifica M (máx(1,r))(E) = 1 (más adelante veremos que no es estric-
tamente necesario). Definimos entonces,

Er =
{
x ∈ ω : |x|1/r ∈ E

}
con las operaciones usuales de suma y multiplicación por escalares, el orden usual y la norma
dada por: ‖x‖Er = ‖|x|1/r‖rE para cada x ∈ Er. Notar que si r = 1, se tiene simplemente
E1 = E (igualdad isométrica).

En la siguiente observación, dejaremos claro el significado de las expresiones |x|1/r que
aparecen en la definición de Er.

Observación 1.4.1. Como se puede ver, la definición de Er y su mencionada relación con
la convexificación y concavificación del espacio E, son temas ı́ntimamente relacionados con
el cálculo funcional en Banach lattices, cuya construcción se puede ver en el Apéndice

A.3. El cálculo funcional le da sentido, por ejemplo, a expresiones del tipo f(x), donde x

es un elemento en un Banach lattice y f una función en H1 (positivo-homogénea de gra-
do uno). Cuando se trata de espacios de sucesiones, estas expresiones son más sencillas de
visualizar. De hecho, si x es un elemento en un espacio de sucesiones E y f es una fun-
ción en H1 entonces f(x) = (f(x1), f(x2), f(x3), .....) ∈ E. Más aún, al trabajar con espacios
de sucesiones, adquieren un significado algunas otras expresiones que en el marco de Ba-
nach lattices carecen de sentido. Por ejemplo, si 0 < s < ∞ y x pertenece a un espacio de
sucesiones E, entonces tiene sentido considerar las sucesiones |x|s = (|x1|s, |x2|s, |x3|s, .....)
o xs = (|x1|s.sg(x1), |x2|s.sg(x2), |x3|s.sg(x3), .....). En otras palabras, |x|s = f(x), donde
f(t) = |t|s (o bien xs = f(x) con f(t) = |t|s.sg(t)). Claro que, al considerar estas nuevas
expresiones f(x) con f no necesariamente en H1, no podemos asegurar que f(x) sea un ele-
mento en el espacio E del cual partimos, simplemente se tiene f(x) ∈ ω. Esto le da sentido a
la definición de Er.

Hacemos un último comentario al respecto: según la definición, un x ∈ ω pertenece a Er

si |x|1/r ∈ E. Ahora bien, dado que E es normal, resulta claro que Er =
{
x ∈ ω : x1/r ∈ E

}
.

Volviendo al tema que nos ocupa, notemos que en principio, no es evidente que Er sea un
espacio de Banach de sucesiones. Por empezar, debeŕıamos probar que es un e.v. y que ‖ · ‖Er
define una norma (con la cual resulta completo). Si bien ambos resultados pueden verse de
manera directa, la siguiente observación nos permite probarlos, a la vez que nos muestra la
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relación entre las potencias de espacios de sucesiones y la convexificación y concavificación.
Dado 1 ≤ p <∞, notamos E(p) a la p-convexificación de E, esto es, el espacio E con el orden
usual (denotado por �), las operaciones dadas por

x⊕ y =
(
x1/p + y1/p

)p
λ� x = λp · x

y la norma definida por ‖ · ‖E(p) = ‖ · ‖1/pE . Por otro lado, E(p) será la p-concavificación de E,
es decir, el espacio E con el orden usual (denotado por �), las operaciones

x⊕ y =
(
xp + yp

)1/p
λ� x = λ1/p · x

y la norma dada por ‖ · ‖E(p)
= ‖ · ‖pE (para la p-concavificación pedimos que el espacio E sea

p-convexo, en principio con constante M (p)(E) = 1 para que lo anterior defina una norma).
Para más detalles sobre estos temas, se puede ver el Apéndice A.5. Las definiciones de
las constantes de p-convexidad (M (p)(E)) y de p-concavidad (M(p)(E)) de un espacio E, se
pueden encontrar en el Apéndice A.4.

Observación 1.4.2. Sean 0 < r < ∞ y E un espacio de sucesiones máx(1, r)-convexo con
M (máx(1,r))(E) = 1.

i) Si 0 < r < 1, entonces

T :
(
E(1/r),⊕,�

)
−→ (Er,+, ·) (1.37)

x 7−→ xr

es una aplicación bien definida y lineal. Aún más, T es sobreyectiva y para cada x ∈ E(1/r)

se verifica ‖T (x)‖Er = ‖x‖E(1/r).
ii) De manera análoga, cuando 1 ≤ r <∞ la aplicación

T :
(
E(r),⊕,�

)
−→ (Er,+, ·) (1.38)

x 7−→ xr

está bien definida y verifica las mismas propiedades que en i).

Demostración. i) Veamos que T está bien definida. Para eso consideremos un x perteneciente
a E(1/r) y veamos que xr pertenece a Er. En efecto, recordando la definición de E(1/r), es
claro que x ∈ E y en consecuencia |xr|1/r = |x| ∈ E, lo que nos muestra que xr ∈ Er.
Notar que la hipótesis de que E sea máx(1, r)-convexo no juega ningún papel en esta parte,
ya que todo espacio es 1-convexo. Por otro lado, el hecho de que sea 1

r > 1 le da sentido a
la 1

r -convexificación del espacio. Veamos ahora que T es lineal. Consideremos x, y ∈ E(1/r) y
λ ∈ R.
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En primer lugar probemos que T (x ⊕ y) = T (x) + T (y). Recordemos que x ⊕ y =
(xr + yr)1/r, de manera que T (x⊕ y) = T ((xr + yr)1/r) = (xr + yr) = T (x) + T (y).

Ahora, teniendo en cuenta que λ � x = λ1/r · x obtenemos T (λ ⊕ x) = T (λ1/r · x) =
λ · xr = λ · T (x).

En siguiente lugar, probemos que ‖T (x)‖Er = ‖x‖E(1/r) para todo x ∈ E(1/r). Siguiendo las
definiciones de T , ‖ · ‖E(1/r) y ‖ · ‖Er (y usando que E es normal) es claro que ‖T (x)‖Er =
‖xr‖Er = ‖|x|‖rE = ‖x‖rE = ‖x‖E(1/r) .

Por último veamos que T es sobreyectiva. De hecho, si y ∈ Er entonces por definición
x = y1/r es un elemento en E. Luego x ∈ E(1/r) y T (x) = (y1/r)r = y de forma que T resulta
sobreyectiva.

La demostración de ii) es análoga. El único detalle que hay que tener en cuenta, es que para
considerar la r-concavificación de E es necesario que E sea r-convexo. Pero como 1 ≤ r <∞,
esto no es otra cosa que la hipótesis de que E es máx(1, r)-convexo. Además, como suponemos
M (máx(1,r))(E) = 1, la norma en E(r) está dada por ‖ · ‖E(r)

= ‖ · ‖rE .

Como mencionamos, la observación nos permite probar que Er es un e.v. y que ‖ · ‖Er
define una norma. Para lo primero, consideremos x, y ∈ Er y λ ∈ R. Por lo visto T (x1/r) = x

y T (y1/r) = y, que junto con el hecho de que T es lineal y que su imagen es Er nos muestra
que x + y = T (x1/r) + T (y1/r) = T (x1/r + y1/r) ∈ Er. De la misma manera se prueba que
λ · x ∈ Er. Ahora veamos que ‖ · ‖Er es una norma:

Supongamos que ‖x‖Er = 0, es decir ‖T (x1/r)‖Er = 0. Luego, por la observación, se
tendrá ‖x1/r‖E(1/r) = 0 (o ‖x1/r‖E(r)

= 0 según sea 0 < r < 1 o 1 ≤ r < ∞) y en
consecuencia x1/r = 0. Esto implica trivialmente que x = 0.

Si λ ∈ R (y supongamos 0 < r < 1) entonces ‖λ · x‖Er = ‖T (λ · x1/r)‖Er = ‖λ ·
x1/r‖E(1/r) = λ.‖x1/r‖E(1/r) = λ.‖x‖Er (el caso 1 ≤ r <∞ es totalmente análogo).

Para la desigualdad triangular se utilizan los mismos argumentos.

Hasta aqúı tenemos que Er es un espacio vectorial normado y queremos mostrar que es
un espacio de Banach de sucesiones. El orden ≤ en Er es el usual (se define coordenada a
coordenada) al igual que el orden� en las convexificaciones y concavificaciones de E. Es fácil
ver que las aplicaciones definidas en la Observación 1.4.2 respetan el orden; esto se debe
a que x ≤ y si y solo si xs ≤ ys para todo 0 < s < ∞. Luego, dado que E(1/r) y E(r) son
espacios de Riesz se deduce que Er lo es. Más aún, como ‖ · ‖E(1/r) y ‖ · ‖E(r)

son lattice norms
entonces ‖ · ‖Er lo es. Probemos esto último (de manera análoga se ve que Er es espacio de
Riesz). Supongamos 0 < r < 1 (el caso 1 ≤ r < ∞ es idéntico). Si x, y ∈ Er son tales que
x ≤ y entonces x1/r ≤ y1/r en E, o lo que es lo mismo, x1/r � y1/r en E(1/r). Luego se tiene
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‖x1/r‖E(1/r) ≤ ‖y1/r‖E(1/r) y en consecuencia ‖x‖Er = ‖T (x1/r)‖Er ≤ ‖T (y1/r)‖Er = ‖y‖Er
como se queŕıa probar.

La completitud de Er también se deduce de la completitud de las convexificaciones y
concavificaciones de E. Por otro lado, nos quedaŕıa ver que Er es normal, pero si |y| ≤ |x|
con x ∈ Er entonces y pertenece a Er ya que |y|1/r ≤ |x|1/r, |x|1/r ∈ E y E es normal. En
definitiva, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.4.3. Sea 0 < r < ∞ y sea E un espacio de sucesiones máx(1, r)-convexo con
constante de convexidad M (máx(1,r))(E) = 1. Entonces Er es un espacio de sucesiones 1

mı́n(1,r) -
convexo y las aplicaciones definidas en (1.37) y (1.38) son isomorfismos isométricos entre
Banach lattices.

Demostración. La mayor parte del trabajo ya fue realizado. Ya observamos que Er es un
espacio de sucesiones y de esta manera, las aplicaciones definidas en la Observación 1.4.2
son isomorfismos isométricos entre espacios de Banach. Como además respetan las operaciones
∨ y ∧ (puesto que respetan el orden), resultan isomorfismos entre lattices (ver la Definición
A.1.13 de morfismo entre lattices). En cuanto a que Er resulta 1

mı́n(1,r) -convexo, en el caso en
que 1 ≤ r < ∞ es trivial ya que todo espacio es 1-convexo. Cuando 0 < r < 1, debemos ver
que Er es 1

r -convexo, lo cual se deduce del hecho que Er es isomorfo a E(1/r) y este último es
1
r -convexo (ver la Observación A.5.3). La misma observación nos muestra que la constante
de 1

r -convexidad es igual a uno.

Ejemplos 1.4.4. i)En el caso de los espacios `p (1 ≤ p <∞) es sencillo calcular sus potencias.
Sabemos que `p es p-convexo con constante igual a uno (ver Ejemplos A.4.3). Luego para
0 < r ≤ p tiene sentido considerar `rp =

{
x ∈ ω : |x|1/r ∈ `p

}
con la norma de cada elemento

dada por ‖x‖`rp = ‖|x|1/r‖rp. Es claro entonces que `rp = `p/r isométricamente.
ii) Cuando p =∞, tenemos `r∞ =

{
x ∈ ω : |x|1/r ∈ `∞

}
= `∞ para todo 0 < r <∞ y la

igualdad es isométrica como en i). De manera análoga cr0 = c0 para todo r.

Antes de seguir con algunas propiedades relacionadas con las potencias de espacios de
sucesiones, veremos unos resultados sobre convexidad y concavidad de un espacio de sucesiones
y su dual de Köthe.

Propiedad 1.4.5. Sean 1 ≤ p, q ≤ ∞ tales que 1
p + 1

q = 1 y E un espacio de sucesiones
p-convexo. Entonces E× es q-cóncavo y se verifica M (p)(E) = M(q)(E×). Análogamente, si E
es q-cóncavo entonces E× es p-convexo con M (p)(E×) = M(q)(E).

Demostración. Veremos el caso p <∞. De forma análoga se deduce el resultado para p =∞.
La demostración se basa en las siguientes igualdades, en donde notamos xk a los elementos de
E e yk a los elementos de E×. Dependiendo de la igualdad, pensaremos a los elementos de E×

como elementos en E′ (notando en tal caso yk(xk)) v́ıa el isomorfismo isométrico definido en
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(1.7). Análogamente, cuando notemos xk(yk) estaremos pensando a los elementos de E ⊆ E××

como elementos en (E×)′.

i)

(
n∑
k=1

‖xk‖pE

)1/p

= sup


∣∣∣∣∣
n∑
k=1

xk(yk)

∣∣∣∣∣ :

(
n∑
k=1

‖yk‖qE×

)1/q

≤ 1


ii)

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
k=1

|xk|p
)1/p

∥∥∥∥∥∥
E

= sup


∣∣∣∣∣
n∑
k=1

xk(yk)

∣∣∣∣∣ :

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
k=1

|yk|q
)1/q

∥∥∥∥∥∥
E×

≤ 1


iii)

(
n∑
k=1

‖yk‖qE×

)1/q

= sup


∣∣∣∣∣
n∑
k=1

yk(xk)

∣∣∣∣∣ :

(
n∑
k=1

‖xk‖pE

)1/p

≤ 1


iv)

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
k=1

|yk|q
)1/q

∥∥∥∥∥∥
E×

= sup


∣∣∣∣∣
n∑
k=1

yk(xk)

∣∣∣∣∣ :

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
k=1

|xk|p
)1/p

∥∥∥∥∥∥
E

≤ 1


Veamos rápidamente como se deducen estas igualdades. La primer igualdad es consecuencia
de las siguientes inclusiones isométricas:

`np (E) ↪→ `np (E××) ↪→ `np ((E×)′) = (`nq (E×))′.

Aqúı `np (E) denota el espacio de las n-uplas x = (x1, ...., xn) con xk ∈ E y con la norma dada

por ‖x‖`np (E) =
(∑n

k=1 ‖xk‖
p
E

)1/p. Las inclusiones se deducen fácilmente de las ya conocidas
E ↪→ E×× ↪→ (E×)′, mientras que la última igualdad es sencilla de verificar (ver [16](p.47)).
Luego si x = (x1, ....., xn) ∈ `np (E), tenemos ϕx ∈ (`np (E×))′ dado por ϕx(y) = x1(y1) +

... + xn(yn) tal que ‖x‖`np (E) = ‖ϕx‖(`nq (E×))′ . Esto es justamente que
(∑n

k=1 ‖xk‖
p
E

)1/p =

sup
{
|
∑n

k=1 xk(yk)| : ‖y‖`nq (E×) ≤ 1
}

según las definiciones de ϕx y ‖ · ‖`np (E), y de esta
manera queda probado i).

Para probar ii) haremos uso de las siguientes inclusiones isométricas:

E(`np ) ↪→ E××(`np ) ↪→ (E×)′(`np ) = (E×(`nq ))′

en donde E(`np ) es el espacio de las n-uplas x = (x1, ...., xn) de elementos xk ∈ E, con la

norma ‖x‖E(`np ) =
∥∥∥(
∑n

k=1 |xk|p)
1/p
∥∥∥
E

. La última igualdad se puede ver en [16](p.47). Como

consecuencia de estas inclusiones, si x ∈ E(`np ) tenemos ϕx ∈ (E×(`nq ))′ (definido igual que
antes) tal que ‖x‖E(`np ) = ‖ϕx‖(E×(`nq ))′ y esta es la igualdad que queŕıamos probar.

Las igualdades iii) y iv) se prueban de manera análoga. Para iii) tenemos la inclusión
`nq (E×) ↪→ `nq (E′) = (`np (E))′, mientras que para iv) se tiene que E×(`nq ) ↪→ E′(`nq ) = (E(`np ))′.

Ahora śı, supongamos que E es p-convexo y veamos que E× es q-cóncavo. Consideremos
y1, ...., yn ∈ E× y probemos que

(∑n
k=1 ‖yk‖

q
E×

)1/q ≤ M (p)(E).
∥∥∥(
∑n

k=1 |yk|q)
1/q
∥∥∥
E×

. Sean
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x1, ...., xn ∈ E, luego por ii) y dado que E es p-convexo se tiene,∣∣∣∣∣
n∑
k=1

xk(yk)

∣∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥∥∥
(

n∑
k=1

|xk|p
)1/p

∥∥∥∥∥∥
E

.

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
k=1

|yk|q
)1/q

∥∥∥∥∥∥
E×

≤ M (p)(E).

(
n∑
k=1

‖xk‖pE

)1/p

.

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
k=1

|yk|q
)1/q

∥∥∥∥∥∥
E×

.

Notando que xk(yk) = yk(xk) (ver el isomorfismo definido en (1.7)) y tomando supremo sobre
todos los x1, ...., xn tales que ‖(x1, ....., xn)‖`np (E) ≤ 1 obtenemos, debido a iii), que

(
n∑
k=1

‖yk‖qE×

)1/q

≤M (p)(E).

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
k=1

|yk|q
)1/q

∥∥∥∥∥∥
E×

,

y esto vale para cualquier n ∈ N y cualquier elección de elementos y1, ...., yn ∈ E×. Luego
E× es q-cóncavo con M(q)(E×) ≤ M (p)(E). Para probar la igualdad entre las constantes,
consideremos x1, ...., xn ∈ E e y1, ....., yn ∈ E×. Por i) tenemos∣∣∣∣∣

n∑
k=1

xk(yk)

∣∣∣∣∣ ≤
(

n∑
k=1

‖xk‖pE

)1/p

.

(
n∑
k=1

‖yk‖qE×

)1/q

y como E× es q-cóncavo entonces∣∣∣∣∣
n∑
k=1

xk(yk)

∣∣∣∣∣ ≤M(q)(E
×).

(
n∑
k=1

‖xk‖pE

)1/p

.

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
k=1

|yk|q
)1/q

∥∥∥∥∥∥
E×

.

Luego por ii), si tomamos supremo sobre todos los y1, ...., yn tales que ‖(y1, ...., yn)‖E×(`nq ) ≤ 1,
nos queda ∥∥∥∥∥∥

(
n∑
k=1

|xk|p
)1/p

∥∥∥∥∥∥
E

≤M(q)(E
×).

(
n∑
k=1

‖xk‖pE

)1/p

para cualesquiera x1, ...., xn ∈ E, lo que nos muestra que M (p)(E) ≤ M(q)(E×) y en conse-
cuencia prueba la igualdad entre las constantes.

De manera análoga se prueba que si E es q-cóncavo entonces E× es p-convexo con
M (p)(E×) = M(q)(E).

A continuación, veremos que la propiedad de p-convexidad (resp. q-concavidad) es una
propiedad creciente en p (resp. decreciente en q).

Propiedad 1.4.6. Sea E un espacio de sucesiones.

a) Supongamos que E es p-convexo y sea 1 ≤ r < p ≤ ∞. Entonces E es r-convexo con
M (r)(E) ≤M (p)(E).
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b) Supongamos que E es q-cóncavo y sea 1 ≤ q < r ≤ ∞. Entonces E es r-cóncavo con
M(r)(E) ≤M(q)(E).

Demostración. Probemos a). De la definición de M (p)(E) se deduce fácilmente que,

M (p)(E) = sup


∥∥∥∥∥∥
(

n∑
k=1

|xk|p
)1/p

∥∥∥∥∥∥
E

: x1, ...., xn ∈ E, (
∑
k≤n
‖xk‖pE)1/p = 1


= sup


∥∥∥∥∥∥
(

n∑
k=1

ak|yk|p
)1/p

∥∥∥∥∥∥
E

: y1, ...., yn ∈ E, ‖yk‖E = 1,
∑
k≤n

ak = 1


donde el supremo se toma sobre todas las posibles elecciones de finitos elementos y1, ...., yn en
BE y de finitos escalares positivos a1, ...., an verificando

∑
k≤n ak = 1, es decir, n no está fijo.

En el caso en que E no fuese p-convexo, seŕıa M (p)(E) =∞
Consideremos entonces yk ∈ BE y ak ≥ 0 (1 ≤ k ≤ n) tales que

∑
k≤n ak = 1. Vamos a

usar las desigualdades c) y d) de la Proposición A.3.6. Sean 1 ≤ q < r < p <∞ y 0 < θ < 1
tales que 1

r = θ
q + 1−θ

p (el caso p =∞ se razona de la misma manera, simplemente cambia la
notación). Luego la mencionada desigualdad d), nos dice que∑

k≤n
ak|yk|r

1/r

≤

∑
k≤n

ak|yk|q
θ/q

.

∑
k≤n

ak|yk|p
(1−θ)/p

y en consecuencia, dado que E es normal,∥∥∥∥∥∥∥
∑
k≤n

ak|yk|r
1/r

∥∥∥∥∥∥∥
E

≤

∥∥∥∥∥∥∥
∑
k≤n

ak|yk|q
θ/q

.

∑
k≤n

ak|yk|p
(1−θ)/p

∥∥∥∥∥∥∥
E

.

Ahora bien, esta desigualdad junto con la desigualdad c) nos muestra que∥∥∥∥∥∥∥
∑
k≤n

ak|yk|r
1/r

∥∥∥∥∥∥∥
E

≤

∥∥∥∥∥∥∥
∑
k≤n

ak|yk|q
1/q

∥∥∥∥∥∥∥
θ

E

.

∥∥∥∥∥∥∥
∑
k≤n

ak|yk|p
1/p

∥∥∥∥∥∥∥
1−θ

E

,

de manera que tomando supremo sobre todas las posibles elecciones de elementos y1, ...., yn ∈
E y de escalares positivos a1, ...., an que verifiquen

∑
k≤n ak = 1, obtenemos M (r)(E) ≤

(M (q)(E))θ.(M (p)(E))1−θ. Como caso particular de esta desigualdad obtenemos el resultado
que queremos probar. De hecho, si tomamos q = 1 y θ =

(
1
r −

1
p

)
. p
p−1 (de forma que 1

r = θ+
1−θ
p ) entonces nos queda M (r)(E) ≤ (M (1)(E))θ.(M (p)(E))1−θ. Pero M (1)(E) = 1 ≤M (p)(E)

y en consecuencia M (r)(E) ≤ (M (p)(E))θ.(M (p)(E))1−θ = M (p)(E). Esto prueba que si E es
p-convexo entonces es r-convexo con la desigualdad deseada entre las constantes.

Mediante argumentos de dualidad probaremos b). Si suponemos que E es q-cóncavo, la
Propiedad 1.4.5 nos dice que E× es q′-convexo, donde 1

q+ 1
q′ = 1. Dado que 1 ≤ q < r ≤ ∞ es
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claro que 1 ≤ r′ < q′ ≤ ∞ (naturalmente, r′ verificando 1
r + 1

r′ = 1). Luego por a), se deduce
que E× es r′-convexo con M (r′)(E×) ≤ M (q′)(E×). Aplicando nuevamente la Propiedad
1.4.5 obtenemos que E resulta r-cóncavo y se verifica la desigualdad M(r)(E) ≤ M(q)(E)
entre las constantes.

A continuación veremos algunas propiedades relacionadas con las potencias de espacios de
sucesiones.

Observación 1.4.7. Sean 0 < r < ∞ y E un espacio de sucesiones máx(1, r)-convexo con
constante de convexidad M (máx(1,r))(E) = 1. Tiene sentido entonces considerar Er, que resulta
a su vez un espacio de sucesiones 1

mı́n(1,r) -convexo, con constante de 1
mı́n(1,r) -convexidad igual

a uno (ver Teorema 1.4.3). Para poder considerar ahora la potencia (Er)p debemos pedir
que Er sea máx(1, p)-convexo. Si 0 < p ≤ 1 esto se verifica trivialmente, de otra manera Er

debe ser p-convexo. En este sentido, basta pedir que sea 1 ≤ p ≤ 1
mı́n(1,r) (pues Er es 1

mı́n(1,r) -
convexo y por la Propiedad 1.4.6). En resumen, si pedimos 0 < p ≤ 1

mı́n(1,r) entonces
tiene sentido considerar el espacio de sucesiones (Er)p. Además, siguiendo las definiciones
obtenemos,

(Er)p =
{
x ∈ ω : |x|1/p ∈ Er

}
=
{
x ∈ ω : |x|1/pr ∈ E

}
= Erp

y para cada x ∈ (Er)p se tiene ‖x‖(Er)p = ‖|x|1/p‖pEr = ‖|x|1/pr‖prE . Esto nos muestra que
(Er)p = Erp (igualdad isométrica).

Observación 1.4.8. Sea 0 < r < ∞ y sean E y F dos espacios de sucesiones máx(1, r)-
convexos con constante de máx(1, r)-convexidad igual a uno. Luego E ↪→ F implica Er ↪→ F r

con cF
r

Er =
(
cFE
)r.

Demostración. Dado x ∈ Er tenemos |x|1/r ∈ E. Pero como E ⊆ F entonces |x|1/r ∈ F , o
equivalentemente, x ∈ F r. Además ‖|x|1/r‖F ≤ cFE .‖|x|1/r‖E y en consecuencia ‖|x|1/r‖rF ≤
(cFE)r.‖|x|1/r‖rE , lo cual nos muestra que cF

r

Er ≤
(
cFE
)r. Como esto vale para cualquier 0 <

r < ∞, razonando con los espacios Er y F r y con 1/r (notando que (Er)1/r = E y (F r)1/r

isométricamente por la Observación 1.4.7) se obtiene cFE ≤
(
cF

r

Er
)1/r. Luego queda probada

la igualdad.

Propiedades 1.4.9. Sea E un espacio de sucesiones máx(1, r)-convexo con constante de
convexidad M (máx(1,r))(E) = 1.

a) Si E es simétrico entonces Er lo es.

b) Si E es maximal entonces Er lo es.

c) Si E es minimal entonces Er lo es.
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Demostración. Veamos a). Consideremos σ ∈ Π y x ∈ Er. Queremos ver que xσ pertenece
a Er y que ‖xσ‖Er = ‖x‖Er . Por hipótesis |x|1/r ∈ E y dado que E es simétrico se tiene
(|x|1/r)σ ∈ E con norma ‖(|x|1/r)σ‖E = ‖|x|1/r‖E . Notando que (|x|1/r)σ = |xσ|1/r concluimos
que xσ ∈ Er y que ‖xσ‖Er = ‖x‖Er . Luego Er es simétrico.

Ahora probemos b). Queremos ver que Er = (Er)max isométricamente. Para eso conside-
remos x ∈ ω verificando ‖Pnx‖Er ≤ K para todo n ∈ N (K una constante), y veamos que x
pertenece a Er con norma ‖x‖Er = supn ‖Pnx‖Er . Notando que |Pnx|1/r = Pn(|x|1/r) obtene-
mos ‖Pn(|x|1/r)‖rE = ‖|Pnx|1/r‖rE = ‖Pnx‖Er ≤ K y en consecuencia ‖Pn(|x|1/r)‖E ≤ K1/r.
Luego, como E es maximal, resulta |x|1/r ∈ E con ‖|x|1/r‖E = supn ‖Pn(|x|1/r)‖E . Es decir
que x pertenece a Er y que ‖x‖Er = supn ‖Pnx‖Er como se queŕıa ver.

Para finalizar, veamos c). Probemos que (Er)min = E. Si x ∈ Er entonces |x|1/r ∈ E y
dado que E es minimal tiene una representación de la forma |x|1/r = zy = |z||y| con z ∈ c0

e y ∈ E. Pero entonces |x| = |z|r|y|r donde claramente se tiene |z|r ∈ c0 e |y|r ∈ Er. Esto
nos muestra que |x| ∈ (Er)min y en consecuencia (Er)min = E (la igualdad es isométrica por
(1.14)). Luego queda probado c).

1.4.2. Una definición más general

Hasta el momento, todos los resultados probados en lo que se refiere a la potencia Er

de un espacio de sucesiones, fueron hechos para un espacio E que verifique ser máx(1, r)-
convexo y con constante M (máx(1,r))(E) = 1. Al principio de la sección, mencionamos que no
es estrictamente necesario suponer que la constante de máx(1, r)-convexidad sea igual a uno.
La idea entonces, será ver de qué manera generalizar lo hecho hasta aqúı, para poder trabajar
con espacios de sucesiones E que sean máx(1, r)-convexos, pero sin pedir condiciones sobre su
constante de convexidad.

En la Observación 1.4.2 definimos un isomorfismo isométrico entre Er y E(r) cuando
1 ≤ r < ∞, y vimos que para eso era necesario pedir que E sea r-convexo (para poder
r-concavificar) y que M (r)(E) = 1. Esta última condición teńıa que ver con el hecho de
considerar la norma ‖ ·‖E(r)

= ‖ ·‖rE en E(r). En el Apéndice A.5.2 se puede ver la definición
de una norma en E(r) dada por,

‖x‖E(r)
= ı́nf

{
n∑
i=1

‖xi‖rE : |x| = (|x1|r + ...+ |xn|r)1/r , xi ∈ E(r) para 1 ≤ i ≤ n

}

donde el ı́nfimo se toma sobre todas las posibles representaciones finitas de |x| ∈ E(r), de la
forma |x| = (|x1|r + ...+ |xn|r)1/r. La desigualdad (A.9) nos muestra que cuandoM (r)(E) = 1,
esta norma coincide con la norma ‖ · ‖E(r)

= ‖ · ‖rE que veńıamos considerando. Generalizando
entonces la idea de la definición de las potencias de un espacio de sucesiones, si E es máx(1, r)-
convexo (y ya no pedimos que sea M (r)(E) = 1), definimos como antes al espacio Er ={
x ∈ ω : |x|1/r ∈ E

}
, pero ahora con la norma de un elemento x dada por:
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‖x‖Er = ‖|x|1/r‖rE si 0 < r < 1.

‖x‖Er = ı́nf
{∑n

i=1 ‖xi‖rE : |x|1/r = (|x1|r + ...+ |xn|r)1/r , xi ∈ E
}

si 1 ≤ r <∞.

Notar que,

‖x‖Er = ı́nf

{
n∑
i=1

‖xi‖rE : |x|1/r = (|x1|r + ...+ |xn|r)1/r , xi ∈ E

}

= ı́nf

{
n∑
i=1

‖(|xi|r)1/r‖rE : |x|1/r = (|x1|r + ...+ |xn|r)1/r , xi ∈ E

}

= ı́nf

{
n∑
i=1

‖|yi|1/r‖rE : |x|1/r = (|y1|+ ...+ |yn|)1/r , yi ∈ Er
}

= ı́nf

{
n∑
i=1

‖|yi|1/r‖rE : |x| = |y1|+ ...+ |yn|, yi ∈ Er
}
.

Como mencionamos, esta definición generaliza la anterior en el sentido de que cuandoM (r)(E) =
1, la norma es la misma de antes. En particular, cuando r = 1 seguimos teniendo E1 = E

isométricamente.
El siguiente resultado generaliza el Teorema 1.4.3.

Teorema 1.4.10. Sea 0 < r < ∞ y sea E un espacio de sucesiones máx(1, r)-convexo.
Entonces Er es un espacio de sucesiones 1

mı́n(1,r) -convexo y las aplicaciones definidas en (1.37)
y (1.38) son isomorfismos isométricos entre Banach lattices.

Demostración. La demostración de este resultado es análoga a la del Teorema 1.4.3.

Observación 1.4.11. Sean 1 ≤ r < ∞ y E un espacio de sucesiones r-convexo. Para cada
x ∈ Er se verifican las siguientes desigualdades:

‖|x|1/r‖rE(
M (r)(E)

)r ≤ ‖x‖Er ≤ ‖|x|1/r‖rE . (1.39)

Demostración. Estas desigualdades son totalmente análogas a las vistas en (A.9). La de-
mostración utiliza los mismos argumentos que se usaron para probar estas últimas.

Observación 1.4.12. Para finalizar con este tema, debemos mencionar qué sucede en el caso
general, con algunas de las propiedades probadas anteriormente para potencias de espacios.
Las Propiedades 1.4.9 siguen valiendo, aunque no se suponga M (máx(1,r))(E) = 1. Para el
caso 0 < r < 1 la demostración es, evidentemente, la misma (pues en ese caso la definición
de ‖ · ‖Er no cambia). Cuando 1 ≤ r <∞ hay que modificar ligeramente las demostraciones y
tener en cuenta que hay que considerar el ı́nfimo sobre ciertas representaciones para calcular
la norma de un elemento. De todas maneras, los argumentos siguen siendo básicamente los
mismos.
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En lo que respecta a la Observación 1.4.7, si consideramos un espacio de sucesiones
E que sea máx(1, r)-convexo y 0 < p ≤ 1

mı́n(1,r) , entonces es claro que (Er)p = Erp como
conjuntos, aunque la igualdad ya no es necesariamente isométrica. De todas formas, veamos
que las normas de cada uno de estos espacios resultan equivalentes. Separamos la demostración
en dos casos.

En primer lugar suponemos 0 < r < 1 y en consecuencia 0 < p ≤ 1
r . Aqúı puede ser

0 < p < 1 o 1 ≤ p ≤ 1
r . En caso de que ocurra lo primero, tendremos (Er)p = Erp

isométricamente como en la Observación 1.4.7, ya que las normas se definen igual
que antes si las potencias r, p son menores que uno. Ahora bien, si estamos en el caso 0 <
r < 1 y 1 ≤ p ≤ 1

r , entonces dado un x ∈ (Er)p las desigualdades (1.39) nos muestran

que ‖|x|1/p‖pEr
(M(p)(Er))p ≤ ‖x‖(Er)p ≤ ‖|x|

1/p‖pEr (aqúı juega un papel fundamental el hecho de

que sea 1 ≤ p ≤ 1
r y que Er sea 1/r-convexo). Como 0 < r < 1, y teniendo en cuenta la

definición de ‖ · ‖Er , obtenemos las desigualdades ‖|x|1/pr‖rpE
(M(p)(Er))p ≤ ‖x‖(Er)p ≤ ‖|x|

1/pr‖rpE .

Por último, dado que rp ≤ 1, es claro que ‖x‖Erp = ‖|x|1/rp‖rpE y en consecuencia
probamos que,

‖x‖Erp(
M (p)(Er)

)p ≤ ‖x‖(Er)p ≤ ‖x‖Erp ,
lo cual nos dice que (Er)p = Erp con normas equivalentes.

En segundo lugar, vamos a suponer 1 ≤ r <∞. Esto implica naturalmente que 0 < p ≤
1

mı́n(1,r) = 1. Luego, dado un x ∈ (Er)p se tendrá ‖x‖(Er)p = ‖|x|1/p‖pEr y nuevamente

por (1.39), ‖|x|1/pr‖rE
(M(r)(E))r ≤ ‖|x|

1/p‖Er ≤ ‖|x|1/pr‖rE . Juntando ambas cosas y tomando

potencia p-ésima en estas desigualdades, obtenemos

‖|x|1/pr‖rpE(
M (r)(E)

)rp ≤ ‖x‖(Er)p ≤ ‖|x|1/pr‖rpE . (1.40)

Cuando rp ≤ 1 esto nos dice que

‖x‖Erp(
M (r)(E)

)rp ≤ ‖x‖(Er)p ≤ ‖x‖Erp
y en consecuencia las normas son equivalentes. Faltaŕıa ver qué sucede cuando rp >

1. En tal caso, haciendo uso (por última vez!) de las desigualdades (1.39), tenemos
‖|x|1/rp‖rpE

(M(rp)(E))rp ≤ ‖x‖Erp ≤ ‖|x|
1/rp‖rpE , que junto con (1.40) prueban que

‖x‖Erp(
M (r)(E)

)rp ≤ ‖x‖(Er)p ≤ (M (rp)(E)
)rp
‖x‖Erp .

Con esto terminamos de probar que si E es un espacio de sucesiones máx(1, r)-convexo y
0 < p ≤ 1

mı́n(1,r) , entonces (Er)p = Erp con normas equivalentes.
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Por último, en lo que concierne a la Observación 1.4.8, es claro que si E y F son
dos espacios de sucesiones máx(1, r)-convexos tales que E ↪→ F , entonces Er ↪→ F r. Por
supuesto, no podemos asegurar como antes que las normas de las inclusiones verifiquen la
igualdad cF

r

Er =
(
cFE
)r. En este caso, tendremos lo siguiente:

si 0 < r < 1 entonces cF
r

Er ≤
(
cFE
)r,

si 1 ≤ r <∞ entonces cF
r

Er ≤
(
cFE .M

(r)(E)
)r

.

Ambas desigualdades son consecuencia de (1.39). Se deduce de estas últimas y de las consi-
deraciones hechas para las potencias (Er)p, que cuando 0 < r < 1 se tiene

1
M (1/r)(F r).M (1/r)(Er)

.
(
cFE
)r ≤ cF rEr ≤ (cFE)r ,

mientras que si 1 ≤ r <∞ entonces

1
(M (r)(F ))r

.
(
cFE
)r ≤ cF rEr ≤ (M (r)(E))r.

(
cFE
)r
.

1.4.3. Algunos resultados útiles

En esta parte probaremos algunas propiedades que serán de utilidad más adelante. Comen-
zamos con una observación sencilla.

Observación 1.4.13. Si E es un espacio de sucesiones 2-cóncavo y simétrico, entonces
E ↪→ `2 con c`2E ≤

M(2)(E)

‖e1‖E . Por otro lado, si E es 2-convexo, simétrico y maximal, entonces
`2 ↪→ E con cE`2 ≤M

(2)(E).‖e1‖E.

Demostración. Supongamos que E es simétrico y 2-cóncavo. Consideremos un x = (xi)i∈N
perteneciente a E y veamos que pertenece a `2. Fijemos un n ∈ N y consideremos yi = xi ·ei ∈
E para cada i = 1, ..., n. Como E es 2-cóncavo, tenemos la siguiente desigualdad:(

n∑
i=1

‖yi‖2E

)1/2

≤M(2)(E).

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

|yi|2
)1/2

∥∥∥∥∥∥ ,
y notando que

(∑n
i=1 ‖yi‖2E

)1/2 =
(∑n

i=1 |xi|.‖ei‖2E
)1/2 = ‖e1‖E .

(∑n
i=1 |xi|2

)1/2 (aqúı usamos
que E es simétrico) y que

(∑n
i=1 |yi|2

)1/2 = (x1, ..., xn, 0, ...), obtenemos ‖e1‖E .
(∑n

i=1 |xi|2
)1/2 ≤

M(2)(E).‖(x1, ..., xn, 0, ...)‖E ≤M(2)(E).‖x‖E . Como esto lo probamos para cualquier n ∈ N,
se obtiene que x pertenece a `2 con ‖e1‖E .‖x‖2 ≤M(2)(E).‖x‖E , de donde se deduce además

que c`2E ≤
M(2)(E)

‖e1‖E .
El caso en que E es 2-convexo es totalmente análogo, y la hipótesis de que E sea maximal

es para poder afirmar que la desigualdad ‖(x1, ..., xn, 0, ...)‖E ≤ M (2)(E).‖e1‖E .‖x‖2 implica
que x pertenece a E.
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Propiedad 1.4.14. Sea E un espacio de sucesiones 2-cóncavo. Entonces E resulta minimal
y maximal.

Demostración. Primero veamos que E es minimal, lo cual es equivalente a probar que E =
[en]n

‖·‖E (según el Teorema 1.3.11). Supongamos que no es minimal y lleguemos a un
absurdo. En tal caso podemos considerar un x = (xk)k perteneciente a E, tal que

∑∞
k=1 xk ·ek

no converge en E. Luego existen p1 < q1 < p2 < q2 < .... y un ε > 0, tales que ‖
∑qj

k=pj
xk ·

ek‖E > ε para todo k ∈ N. Llamemos zj =
∑qj

k=pj
xk · ek ∈ E para cada j. Dado que E es

2-cóncavo se tiene:  n∑
j=1

‖zj‖2E

1/2

≤M(2)(E).

∥∥∥∥∥∥∥
 n∑
j=1

|zj |2
1/2

∥∥∥∥∥∥∥
E

(1.41)

para todo n ∈ N. Ahora bien, notando que n∑
j=1

|zj |2
1/2

= (0, ..., 0, |xp1 |, ..., |xq1 |, 0, ..., |xp2 |, ..., |xq2 |, ....)

y dado que E es normal, se tendrá
∥∥∥∥(∑n

j=1 |zj |2
)1/2

∥∥∥∥
E

≤ ‖x‖E para todo n. Por otro lado,

como ‖zj‖E > ε entonces ‖zj‖2E > ε2 para todo j, de manera que
(∑n

j=1 ‖zj‖2E
)1/2

> n1/2.ε.
Volviendo a (1.41), ahora tenemos

n1/2ε <

 n∑
j=1

‖zj‖2E

1/2

≤M(2)(E).

∥∥∥∥∥∥∥
 n∑
j=1

|zj |2
1/2

∥∥∥∥∥∥∥
E

≤M(2)(E).‖x‖E

para todo n ∈ N, lo que es absurdo ya que n1/2ε −−−→
n→∞

∞ mientras que M(2)(E).‖x‖E se
mantiene constante. Esto muestra que E es minimal.

De forma similar veremos que E es maximal. Para eso basta ver que si x ∈ ω es tal que
‖Pnx‖E ≤ K para todo n ∈ N, entonces x ∈ E con ‖x‖E = supn ‖Pnx‖E (ver Lema
1.3.15). En primer lugar veamos que x ∈ E. Como antes, supongamos que no. Luego∑∞

k=1 xk · ek no converge en E, ya que de hacerlo debeŕıa converger a x y entonces seŕıa
x ∈ E. Estamos entonces en las mismas condiciones que cuando probamos minimalidad, de
manera que utilizando la misma notación (y usando la 2-concavidad igual que antes) tenemos

n1/2ε ≤M(2)(E).
∥∥∥∥(∑n

j=1 |zj |2
)1/2

∥∥∥∥
E

. Por otro lado, como E es normal y dado que (‖Pnx‖E)n

es acotada, entonces
∥∥∥∥(∑n

j=1 |zj |2
)1/2

∥∥∥∥
E

≤ ‖Pqnx‖E ≤ K. Juntando ambas desigualdades

obtenemos n1/2ε ≤ M(2)(E).K para todo n ∈ N. Este absurdo proviene de suponer que∑∞
k=1 xk · ek no converge en E. Luego la serie converge y en consecuencia x ∈ E. Aún más, de

la convergencia de la serie se deduce que ‖x‖E = supn ‖Pnx‖E . En definitiva, queda probado
que E es maximal.
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Propiedad 1.4.15. Sea E un espacio de sucesiones 2-cóncavo con M(2)(E) = 1. Entonces se

verifica M(l2, E) =
((

(E×)2
)×)1/2

isométricamente. Si no suponemos M(2)(E) = 1 entonces

sigue valiendo la igualdad, pero con normas equivalentes.

Demostración. En primer lugar, vamos a suponer que M(2)(E) = 1.

⊆) Antes que nada, llamemos F =
(

(E×)2
)×

para no recargar tanto la notación. Consi-

deremos x ∈M(`2, E) y veamos que x ∈ F 1/2. Para eso vamos a notar en primer lugar, que:
x ∈ F 1/2 si y solo si x ∈M(E×, `2). En efecto,

x ∈ F 1/2 ⇐⇒ |x|2 ∈
((
E×
)2)×

⇐⇒ |x|2|y| ∈ `1, ∀y ∈
(
E×
)2

⇐⇒ |x|2|y| ∈ `1, ∀y / |y|1/2 ∈ E×.

Estas equivalencias son una simple consecuencia de las definiciones de potencias de espacios
y dual de Köthe. En la última estamos utilizando el hecho de que un elemento y pertenece a
(E×)2 si y solo si |y|1/2 pertenece a E×. Siguiendo con las equivalencias, obtenemos

|x|2|y| ∈ `1, ∀y / |y|1/2 ∈ E× ⇐⇒ |x|2|z|2 ∈ `1, ∀z ∈ E×

⇐⇒ |xz| ∈ `2, ∀z ∈ E×

⇐⇒ x ∈M(E×, `2).

Probado entonces que x pertenece a F 1/2 si y solo si pertenece a M(E×, `2), y volviendo
a la inclusión que queremos probar, basta ver que: x ∈ M(`2, E) implica x ∈ M(E×, `2).
Esto se deduce de un resultado anterior (ver Propiedades 1.2.7, ı́tem e)), donde se prueba
además que ‖x‖M(E×,`2) ≤ ‖x‖M(`2,E). Luego la inclusión entre conjuntos queda demostrada,
y en lo que sigue veremos que ‖x‖F 1/2 ≤ ‖x‖M(`2,E). Por lo visto, bastará con probar que
‖x‖F 1/2 = ‖x‖M(E×,`2). Notando que z ∈ B(E×)2 si y solo si |z|1/2 ∈ BE× (aqúı usamos la
hipótesis de que M(2)(E) = 1), obtenemos

‖x‖F 1/2 =
∥∥|x|2∥∥1/2

F
=

(
sup

z∈B(E×)2

∥∥|x|2z∥∥
1

)1/2

=

(
sup

z∈BE×

∥∥|x|2|z|2∥∥
1

)1/2

=

(
sup

z∈BE×
‖|xz|‖22

)1/2

= sup
z∈BE×

‖xz‖2

= ‖x‖M(E×,`2) (1.42)
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que es lo que queŕıamos probar.
⊇) Consideremos un elemento x perteneciente a F 1/2 y veamos que pertenece a M(`2, E).

Ya probamos en la inclusión anterior que F 1/2 = M(E×, `2) isométricamente, de manera que
resulta x ∈M(E×, `2) con ‖x‖M(E×,`2) = ‖x‖F 1/2 . Nuevamente el ı́tem e) de las Propiedades
1.2.7, nos permite afirmar que x ∈ M(`2, E××) con ‖x‖M(`2,E××) ≤ ‖x‖M(E×,`2). Ahora
bien, dado que E es 2-cóncavo, la Propiedad 1.4.14 nos dice que resulta maximal y en
consecuencia es un espacio perfecto por lo visto en el Corolario 1.3.21. Luego, hemos probado
que x ∈M(`2, E) y que ‖x‖M(`2,E) ≤ ‖x‖M(E×,`2) = ‖x‖F 1/2 .

Hasta aqúı, probamos el caso M(2)(E) = 1. Repasando la demostración, el único punto
en el que se necesita esta hipótesis, es cuando se ve que la igualdad F 1/2 = M(E×, `2) es
isométrica (la igualdad entre conjuntos no depende de la constante de 2-concavidad). Para
ser más espećıficos, lo que se demuestra bajo la hipótesis de que M(2)(E) = M (2)(E×) = 1,
es que z ∈ B(E×)2 si y solo si |z|1/2 ∈ BE× . Veamos entonces el caso general, probando la
equivalencia entre las normas. Como ya observamos en (1.42), se verifica

‖x‖F 1/2 =

(
sup

z∈B(E×)2

∥∥|x|2z∥∥
1

)1/2

. (1.43)

Ahora bien, las desigualdades probadas en (1.39), nos muestran que

‖|z|1/2‖2E×(
M (2)(E×)

)2 ≤ ‖z‖(E×)2 ≤ ‖|z|1/2‖2E× , (1.44)

y en consecuencia si z ∈ B(E×)2 entonces |z|1/2
M(2)(E×)

∈ BE× . Luego es claro que

sup
z∈BE×

‖|x|2|z|2‖1 ≥ sup
z∈B(E×)2

∥∥∥∥∥∥|x|2
(
|z|1/2

M (2)(E×)

)2
∥∥∥∥∥∥

1

=
1(

M (2)(E×)
)2 . sup

z∈B(E×)2

∥∥|x|2z∥∥
1
.

Teniendo en cuenta que
(

supz∈BE× ‖|x|
2|z|2‖1

)1/2
= ‖x‖M(E×,`2) ≤ ‖x‖M(`2,E) (ver (1.42)) y

que se verifica (1.43), esta última desigualdad nos muestra que ‖x‖F 1/2 ≤M (2)(E×).‖x‖M(`2,E).
Para la otra desigualdad, notar que de (1.44) se deduce que si z ∈ BE× entonces |z|2 ∈ B(E×)2 .
Luego tenemos supz∈BE× ‖|x|

2|z|2‖1 ≤ supz∈B(E×)2

∥∥|x|2z∥∥
1

que junto con (1.42) y (1.43)
nos muestran que ‖x‖M(`2,E××) ≤ ‖x‖M(E×,`2) ≤ ‖x‖F 1/2 . Como E es perfecto entonces
‖x‖M(`2,E) ≤ ‖x‖F 1/2 . En definitiva, hemos probado que si no suponemos M(2)(E) = 1, en-
tonces se verifica ‖x‖M(`2,E) ≤ ‖x‖F 1/2 ≤M (2)(E×).‖x‖M(`2,E).

Corolario 1.4.16. Si E es un espacio de sucesiones 2-cóncavo entonces M(`2, E) es 2-
convexo.
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Demostración. Sabemos que si un espacio es máx(1, r)-convexo entonces la potencia Er es
un espacio 1

mı́n(1,r) -convexo. De este hecho y de la Propiedad 1.4.5, se deduce que si E

es 2-cóncavo entonces (((E×)2)×)1/2 es 2-convexo. Luego la propiedad anterior nos dice que
M(`2, E) es 2-convexo.

1.5. Espacios de Orlicz y de Lorentz

Casi a modo de apéndice, daremos las definiciones y propiedades básicas de los espacios
de sucesiones de Orlicz y de Lorentz. Cada uno de estos espacios es, a su manera, una ge-
neralización de los ya conocidos espacios `p. En [15], [13], [18], [19], [2] se puede encontrar un
estudio más detallado de estos temas.

1.5.1. Espacios de Orlicz

La definición de los espacios de Orlicz, se basa en el rol que juega la función ϕ(t) = tp en
el espacio `p. En ese sentido apunta la siguiente definición.

Definición 1.5.1. Una función de Orlicz es una función ϕ : [0,+∞) −→ [0,+∞) continua,
no decreciente y convexa tal que ϕ(0) = 0, ϕ(t) > 0 para cada t > 0 y ĺımt→∞ ϕ(t) =∞.

En algunos libros no se pide la condición ϕ(t) > 0 para todo t > 0, y se denomina función
de Orlicz degenerada a aquella función que verifique ϕ(t) = 0 para algún t > 0.

Dada ϕ una función de Orlicz, consideramos el conjunto de sucesiones

`ϕ =

{
x = (xi)i :

∞∑
i=1

ϕ

(
|xi|
ρ

)
<∞ para algún ρ > 0

}
,

el cual resulta un espacio de Banach con la norma dada por

‖x‖ϕ = ı́nf

{
ρ > 0 :

∞∑
i=1

ϕ

(
|xi|
ρ

)
≤ 1

}
.

Es claro que el espacio (`ϕ, ‖ · ‖ϕ) tiene la propiedad de normalidad (puesto que ϕ es no
decreciente) y en consecuencia resulta un espacio de sucesiones. Estos espacios se denominan
espacios de sucesiones de Orlicz.

Observación 1.5.2. Notar que si ponemos ϕ(t) = tp entonces `ϕ = `p isométricamente. Por
otro lado, si ϕ es una función de Orlicz degenerada entonces se prueba que `ϕ es isomorfo a
`∞. Por tal motivo, se excluyen estas funciones del estudio de los espacios de Orlicz.

Definición 1.5.3. Una función de Orlicz ϕ satisface la condición ∆2, si supt≥0
ϕ(2t)
ϕ(t) <∞.

Observación 1.5.4. En [15, 4.a.4] se prueba que una función de Orlicz ϕ satisface la condi-
ción ∆2 si y solo si `ϕ es separable.
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Observación 1.5.5. Sea ϕ una función de Orlicz. Luego se verifican:
i) El espacio `ϕ es simétrico y maximal.
ii) El espacio `ϕ es minimal si y solo si ϕ satisface la condición ∆2.

Demostración. Probemos i). En primer lugar consideremos x ∈ `ϕ y σ ∈ Π. Sabemos que
hay un ρ > 0 tal que

∑
i ϕ (|xi|/ρ) < ∞; esta serie converge absolutamente (pues ϕ toma

valores positivos) y en consecuencia todo reordenamiento es convergente. Esto nos muestra
que

∑
i ϕ
(
|xσ(i)|/ρ

)
< ∞, y de aqúı se deduce que xσ ∈ `ϕ con ‖xσ‖ϕ ≤ ‖x‖ϕ. Razonando

con σ−1 obtenemos ‖xσ‖ϕ = ‖x‖ϕ y aśı probamos que `ϕ es simétrico.
Consideremos ahora un x ∈ ω tal que ‖Pnx‖ϕ ≤ C para todo n y veamos que x ∈ `ϕ con

‖x‖ϕ ≤ C. Es claro que |xi|C ≤
|xi|
‖Pnx‖ϕ y dado que ϕ es no decreciente se tiene ϕ (|xi|/C) ≤

ϕ (|xi|/‖Pnx‖ϕ). Luego por definición de la norma se obtiene

n∑
i=1

ϕ

(
|xi|
C

)
≤

n∑
i=1

ϕ

(
|xi|
‖Pnx‖ϕ

)
≤ 1

para todo n ∈ N. En consecuencia
∑∞

i=1 ϕ (|xi|/C) ≤ 1, lo cual nos dice que x ∈ `ϕ con
‖x‖ϕ ≤ C (y entonces ‖x‖ϕ = supn ‖Pnx‖ϕ). De esta manera queda probado que `ϕ es
maximal.

El ı́tem ii) se deduce de la observación anterior y del hecho, probado en el Teorema
1.3.11, de que un espacio es minimal si y solo si es separable.

Dada una función de Orlicz ϕ, consideremos su inversa a derecha dada por:

ϕ−1(t) = sup{s : ϕ(s) ≤ t}.

Dado que ϕ es continua se tiene ϕ(ϕ−1(t)) = t.

Observación 1.5.6. La función fundamental de un espacio de Orlicz está dada por λ`ϕ(n) =
1

ϕ−1(1/n)
.

Demostración. Si consideramos ρ = 1
ϕ−1(1/n)

, entonces obtenemos

n∑
i=1

ϕ

(
1
ρ

)
=

n∑
i=1

1
n

= 1

resultando de esta forma λ`ϕ(n) ≤ 1
ϕ−1(1/n)

. Por otro lado, si fuese λ`ϕ(n) < 1
ϕ−1(1/n)

entonces
se tendŕıa ϕ−1 (1/n) < 1

λ`ϕ (n) y en consecuencia ϕ
(
1/λ`ϕ(n)

)
> 1

n , según la definición de ϕ−1.

Luego seŕıa
∑n

i=1 ϕ
(
1/λ`ϕ(n)

)
> 1, lo cual se contradice con la definición de la norma en `ϕ.

Esto demuestra la igualdad buscada.

En lo que respecta a las propiedades de convexidad y concavidad de los espacios de Orlicz,
se conocen los siguientes resultados.
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Observación 1.5.7. Sean 1 < r ≤ 2 ≤ s <∞.

i) El espacio `ϕ es s-cóncavo si y solo si existe una constante K > 0 tal que ϕ(λt) ≥
K.λs.ϕ(t) para todo 0 ≤ λ, t ≤ 1.

ii) El espacio `ϕ es r-convexo si y solo si ϕ satisface la condición ∆2 y existe una constante
K > 0 tal que ϕ(λt) ≤ K.λr.ϕ(t) para todo 0 ≤ λ, t ≤ 1.

En relación con lo anterior, hemos estudiado el tema de las potencias de espacios de
sucesiones. Algunas cuentas sencillas nos permiten calcular las potencias de los espacios de
Orlicz.

Observación 1.5.8. Sea 0 < r < ∞ y llamemos ψ(t) = t1/r. Consideremos una función de
Orlicz ϕ tal que ϕ ◦ ψ resulta convexa (y en consecuencia es una nueva función de Orlicz) y
veamos que `rϕ = `ϕ◦ψ.

Demostración. ⊆) Sea x ∈ ω tal que |x|1/r ∈ `ϕ. Luego hay un ρ > 0 tal que
∑

i ϕ(|xi|1/r/ρ) <
∞, o lo que es equivalente,

∞∑
i=1

ϕ ◦ ψ
(
|xi|
ρr

)
<∞.

Esto nos muestra que x ∈ `ϕ◦ψ con ‖x‖ϕ◦ψ ≤ ‖|x|1/r‖rϕ.

⊇) Análogamente, si x ∈ `ϕ◦ψ entonces hay un ρ > 0 tal que

∞∑
i=1

ϕ ◦ ψ
(
|xi|
ρ

)
=
∞∑
i=1

ϕ

(
|xi|1/r

ρ1/r

)
<∞

y en consecuencia |x|1/r ∈ `ϕ con ‖|x|1/r‖ϕ ≤ ‖x‖1/rϕ◦ψ, lo que prueba la otra inclusión.

Notar que la hipótesis de que ϕ◦ψ sea convexa es simplemente para asegurarse que resulta
una función de Orlicz y de esta forma poder considerar el espacio de Orlicz `ϕ◦ψ. Cuando
0 < r < 1 esta hipótesis se verifica para cualquier función ϕ de Orlicz, ya que ψ(t) = t1/r es
convexa.

Para finalizar, haremos un último comentario acerca del dual de un espacio de Orlicz.
Dada una función de Orlicz ϕ, consideraremos su función complementaria dada por

ϕ∗(t) = sup
s≥0

(st− ϕ(s)).

Esta función resulta nuevamente una función de Orlicz y verifica la siguiente propiedad (que
puede encontrarse en [15, 4.b.1] o en [13, Cap. 4.8]).

Observación 1.5.9. Si ϕ satisface la condición ∆2, entonces `′ϕ = `×ϕ = `ϕ∗ (donde la
igualdad no es necesariamente isométrica).
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1.5.2. Espacios d(w, p) de Lorentz

Dados 1 ≤ p <∞ y w = (wi)i una sucesión tal que 1 = w1 ≥ w2 ≥ ... ≥ 0, ĺımi→∞wi = 0
y
∑

iwi =∞, se define el espacio

d(w, p) =

{
(xi)i :

∞∑
i=1

|x∗i |p.wi <∞

}
con la norma dada por

‖x‖d(w,p) =

( ∞∑
i=1

|x∗i |p.wi

)1/p

.

Recordar que x∗ = (x∗i )i es el reordenamiento decreciente de la sucesión x. El espacio
(d(w, p), ‖ · ‖d(w,p)) es un espacio de sucesiones que denominamos espacio de sucesiones de
Lorentz (en ciertos casos diremos espacio d(w, p) de Lorentz puesto que, como veremos más
adelante, hay otra clase de espacios también denominados de Lorentz).

Observación 1.5.10. Se deduce fácilmente de la definición, que los espacios d(w, p) son
simétricos y que su función fundamental está dada por λd(w,p)(n) = (

∑n
i=1wi)

1/p.

Observación 1.5.11. Un espacio d(w, p) de Lorentz resulta maximal y minimal.

Demostración. Para ver que es maximal, consideremos x ∈ ω tal que ‖Pnx‖d(w,p) ≤ C para
todo n. De aqúı se deduce que

∑m
i=1 |x∗i |p.wi ≤ C para todo m ∈ N y en consecuencia

x ∈ d(w, p) con ‖x‖d(w,p) = supn ‖Pnx‖d(w,p).
La minimalidad del espacio se deduce de un resultado probado en [13, Cap. 4.9], donde

se muestra que d(w, p)′ = d(w, p)× (sabemos que esto es equivalente a que el espacio sea
minimal). Por cierto, en [15, Cap. 4.e] se muestra que el dual d(w, p)′ de un Lorentz nunca es
isomorfo a un espacio de Lorentz.

En [20] se puede encontrar una caracterización de las propiedades de convexidad y con-
cavidad en los espacios d(w, p) de Lorentz. Antes de enunciar este resultado, precisamos la
siguiente definición.

Definición 1.5.12. Sea w = (wi)i una sucesión como en la definición de los espacios de
Lorentz. Diremos que w es p-regular si se verifica wpn � 1

n .
∑n

i=1w
p
i para todo n ∈ N.

Observación 1.5.13. i) Un espacio d(w, p) de Lorentz es p-convexo con constante M (p)(d(w, p)) =
1 y no es r-convexo para r > p.

ii) Para p < s <∞ se verifica que d(w, p) es s-cóncavo si y solo si w es q
p -regular, donde

1
q = 1

p −
1
s .

iii) Un espacio d(w, p) de Lorentz es q-cóncavo para algún q <∞ si y solo si w es 1-regular.

Observación 1.5.14. De la observación anterior se deduce que si d(w, p) es q-cóncavo para
algún q <∞, entonces λd(w,p)(n) � n1/p.w

1/p
n .
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Demostración. Basta notar que si existe un q < ∞ tal que d(w, p) es q-cóncavo, entonces w
es 1-regular y esto implica que w1/p

n �
(

1
n .
∑n

i=1wi
)1/p. Dado que λd(w,p)(n) = (

∑n
i=1wi)

1/p,
se tiene w1/p

n � 1
n1/p .λd(w,p)(n).

Observación 1.5.15. En lo que respecta a las potencias de espacios de Lorentz, se verifica
fácilmente que si 0 < r ≤ p entonces d(w, p)r = d(w, p/r).

1.5.3. Espacios `p,q de Lorentz

Dados 1 ≤ p, q <∞, consideramos el espacio `p,q de Lorentz dado por:

`p,q =

{
(xi)i :

∞∑
i=1

(
x∗i .i

1
p
− 1
q

)q
<∞

}
.

En principio, una manera natural de definir la norma de un elemento en este espacio, seŕıa
considerar

‖x‖p,q =

( ∞∑
i=1

(
x∗i .i

1
p
− 1
q

)q)1/q

.

Sin embargo, con esta definición no podemos asegurar que se verifique la desigualdad triangular
para cualquier elección de p y q. En [2, Teo. 4.3] se prueba que si 1 ≤ q ≤ p < ∞, entonces
(`p,q, ‖ · ‖p,q) resulta un espacio de Banach y en consecuencia es un espacio de sucesiones. Más
aún, si p = q entonces se tiene `p,p = `p y si ponemos q < p, entonces podemos pensar al
espacio `p,q como un espacio d(w, p) de Lorentz. De hecho, basta considerar wn = n

q
p
−1 para

cada n ∈ N. Para el resto de los casos, (`p,q, ‖ · ‖p,q) resulta un espacio casi-normado (falla la
desigualdad triangular) y en consecuencia se prueba lo siguiente (ver [2, Cap. 4]).

Observación 1.5.16. Bajo la hipótesis de que sea p > 1, para cada x ∈ `p,q se define

‖x‖(p,q) =

( ∞∑
i=1

(
x∗∗i .i

1
p
− 1
q

)q)1/q

,

la cual resulta una norma, independientemente del valor de 1 ≤ q < ∞. Recordemos que
x∗∗n = 1

n .
∑n

i=1 x
∗
i . Más aún, se puede ver que

‖x‖p,q ≤ ‖x‖(p,q) ≤
p

p− 1
.‖x‖p,q (1.45)

para cada x ∈ `p,q. Estas consideraciones nos permiten hablar del espacio de sucesiones (`p,q, ‖·
‖(p,q)) de Lorentz, siempre que sean 1 < p <∞ y 1 ≤ q <∞.

Observación 1.5.17. Sean 1 < p < ∞ y 1 ≤ q < ∞. Los espacios `p,q son simétricos,
maximales y minimales.
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Demostración. Que estos espacios son simétricos se deduce fácilmente de su definición.
Para probar la maximalidad de `p,q, notemos que si x ∈ ω es tal que ‖Pnx‖(p,q) ≤ C para

todo n, entonces resulta
∑m

i=1(x∗∗i .i
1
p
− 1
q )q ≤ C para todo m ∈ N y en consecuencia x ∈ `p,q

con ‖x‖(p,q) = supn ‖Pnx‖(p,q).
En lo que respecta a la minimalidad de `p,q, haremos uso del siguiente resultado (ver [2,

Coro. 4.8]). Dados 1 < p < ∞ y 1 ≤ q < ∞ se verifica `′p,q = `p′,q′ (igualdad con normas
equivalentes), donde 1/p + 1/p′ = 1/q + 1/q′ = 1. Recordemos que una de las equivalencias
de minimalidad para un espacio de sucesiones E, es que se verifique E× = E′. La inclusión
E× ⊆ E′ se verifica siempre, de manera que para probar que `p,q es minimal bastará ver
que `p′,q′ ⊆ `×p,q. En este sentido, consideremos x ∈ `p′,q′ , y ∈ `p,q y veamos que xy ∈ `1. La
desigualdad de Hölder y la primer de desigualdad en (1.45), nos muestran que

∞∑
i=1

|x∗i .y∗i | =
∞∑
i=1

|x∗i |.i
1
p′−

1
q′ .|y∗i |.i

1
p
− 1
q

≤ ‖x‖p′,q′ .‖y‖p,q
≤ ‖x‖(p′,q′).‖y‖(p,q).

De aqúı se deduce que x pertenece a `×p,q con ‖x‖`×p,q ≤ ‖x‖(p′,q′), que es lo que se queŕıa
ver.

Observación 1.5.18. La función fundamental de un espacio `p,q de Lorentz está dada por

λ`p,q(n) =
(∑n

i=1 i
q
p
−1
)1/q

. Dado que
∑n

i=1 i
r � nr+1 para todo r > −1, resulta λ`p,q(n) �

n1/p.

Los siguientes resultados sobre convexidad y concavidad pueden verse en [8].

Observación 1.5.19. Sean 1 < p <∞ y 1 ≤ q <∞.
i) El espacio `p,q es r-convexo si y solo si r < p y r ≤ q.
ii) El espacio `p,q es s-cóncavo si y solo si p < s y q ≤ s.

Observación 1.5.20. Consideremos un espacio `p,q de Lorentz y sea r tal que 0 < r < p,
0 < r ≤ q. Luego, es sencillo ver que `rp,q = `p/r,q/r con normas equivalentes. En efecto, esto
se deduce de las desigualdades (1.45) y de la siguiente igualdad,( ∞∑

i=1

(
|x∗i |1/r.i

1
p
− 1
q

)q)1/q
r

=

( ∞∑
i=1

(
|x∗i |.i

1
p/r
− 1
q/r

)q/r)r/q
.



Caṕıtulo 2

Operadores (E, p)-sumantes

En este caṕıtulo definiremos los espacios de operadores (E, p)-sumantes, donde E denota
un espacio de sucesiones. Esta definición generaliza el concepto de operadores (q, p)-sumantes
(definidos en B.5). La idea será probar algunos resultados generales de estos operadores, para
luego estudiar con más detalle las propiedades sumantes de determinadas inclusiones de la
forma id : E −→ `2.

2.1. Espacios de operadores (E, p)-sumantes

A lo largo de esta sección, reservaremos las letras E, F para espacios de sucesiones, mien-
tras que X, Y denotarán espacios de Banach (cualesquiera). Recordemos que dados dos es-
pacios de sucesiones E y F , escribimos E ↪→ F si E está contenido en F y la inclusión es
continua. En tal caso, notamos cFE a la norma de la inclusión (ver (1.5)).

Definición 2.1.1. Sean 1 ≤ p <∞ y E un espacio de sucesiones tal que `p ↪→ E. Un operador
T : X −→ Y entre espacios de Banach se denomina (E, p)-sumante, si existe una constante
C > 0 tal que,

‖(‖Txi‖Y )ni=1‖E ≤ C.c
E
p . sup

ϕ∈BX′

(
n∑
i=1

|ϕ(xi)|p
)1/p

(2.1)

para cualquier elección de elementos x1, ...., xn ∈ X. Notaremos ΠE,p(X,Y ) al espacio de los
operadores T : X −→ Y que resulten (E, p)-sumantes y πE,p(T ) a la menor de las constantes
C satisfaciendo la desigualdad anterior.

Observar que cuando notamos (‖Txi‖Y )ni=1, nos referimos a la sucesión
∑n

i=1 ‖Txi‖Y · ei
que naturalmente pertenece a E. En lo que sigue, a menos que se especifique lo contrario,
cuando notemos (λi)ni=1 con λi ∈ R será para referirnos a la sucesión

∑n
i=1 λi · ei ∈ c00.

Observación 2.1.2. Si en la definición anterior ponemos E = `q con q ≥ p, entonces
obtenemos la definición de operador (q, p)-sumante (ver Definición B.5.1). De hecho, basta
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notar que como q ≥ p entonces `p ↪→ `q = E, y que la inclusión tiene norma uno (es decir,
cEp = 1).

Observación 2.1.3. Sea E un espacio de sucesiones maximal. De la misma manera que en
la definición de operadores (q, p)-sumantes no tiene sentido considerar q < p, el hecho de que
`p ↪→ E juega el mismo papel en la definición de operadores (E, p)-sumantes. De hecho, si
consideramos ξ ∈ X (no nulo) y xi = λi · ξ (para ciertos λi ∈ R), entonces (2.1) nos dice
que ‖Tξ‖Y .‖(λi)ni=1‖E ≤ C.cEp .‖ξ‖X .‖(λi)ni=1‖p. Esta desigualdad es válida para cualquier n y
cualquier elección de λ1, ..., λn ∈ R. En caso de existir una sucesión λ = (λi)i∈N perteneciente
a `p pero no perteneciente a E, la desigualdad anterior nos muestra que debe ser T ≡ 0. De
lo contrario, seŕıa ‖(λi)ni=1‖E ≤ Cte.‖(λi)ni=1‖p ≤ Cte.‖λ‖p para todo n, y como suponemos
E maximal, resultaŕıa λ ∈ E.

Observación 2.1.4. Sean 1 ≤ p < ∞, E un espacio de sucesiones y X un espacio de
Banach. Notamos `wp (X) al conjunto de las sucesiones (xn)n∈N con xn ∈ X, que son débil
p-sumables (ver B.2). Este conjunto resulta un espacio de Banach con las operaciones usuales
(coordenada a coordenada) y la norma dada por ‖(xn)n‖`wp (X) = supϕ∈BX′ (

∑∞
n=1 |ϕ(xn)|p)1/p.

Cuando se sobreentienda cual es el espacio X que se considera, notaremos ‖ · ‖`wp (X) = ‖ · ‖wp .

Por otro lado, notamos E(X) al conjunto de sucesiones (xn)n (al igual que antes, xn ∈ X)
que resulten absolutamente E-sumables. Esto es, que (‖xn‖X)n sea una sucesión perteneciente
a E. Con las operaciones usuales y la norma dada por ‖(xn)n‖E(X) = ‖(‖xn‖X)‖E, E(X)
resulta un espacio de Banach (la demostración se basa en el hecho de que tanto E como
X son espacios de Banach). Notar que cuando E = `p se tiene E(X) = `sp(X) isométri-
camente, donde `sp(X) es el espacio de las sucesiones absolutamente p-sumables (también
definidas en B.2). Con esta nueva notación, podemos reescribir (2.1) de la siguiente manera:
‖(Txi)ni=1‖E(Y ) ≤ C.c

E
p .‖(xi)ni=1‖wp .

Esta observación nos permite reformular, en ciertos casos, la definición de operadores
(E, p)-sumantes.

Proposición 2.1.5. Sea E un espacio de sucesiones maximal tal que `p ↪→ E. Son equiva-
lentes:

a) El operador T : X −→ Y es (E, p)-sumante.

b) La aplicación inducida,

T̂ : `wp (X) −→ E(Y )

T̂ ((xn)n) = (Txn)n

está bien definida, es lineal y acotada. Además se verifica la igualdad ‖T̂‖ = πE,p(T ).cEp .
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Demostración. a) ⇒ b) Consideremos x = (xn)n ∈ `wp (X) y veamos que (Txn)n ∈ E(Y ),
mostrando aśı que T̂ está bien definida. Para cada N ∈ N, consideremos PN ((Txn)n) =
(Tx1, ..., TxN , 0, ....). Por la hipótesis de que T es (E, p)-sumante y observando que ‖(xi)Ni=1‖wp ≤
‖x‖wp , tenemos

‖PN ((Txn)n)‖E(Y ) =
∥∥∥(‖Txi‖Y )Ni=1

∥∥∥
E

≤ πE,p(T ).cEp .‖(xi)Ni=1‖wp
≤ πE,p(T ).cEp .‖x‖wp .

Notar que C = πE,p(T ).cEp .‖x‖wp es una constante que no depende de N . Luego, dado que

tenemos
∥∥∥(‖Txi‖Y )Ni=1

∥∥∥
E

= ‖PN ((Txn)n)‖E(Y ) ≤ C para todo N , y que E es maximal, se
deduce que (‖Txn‖Y )n∈N pertenece a E como se queŕıa ver. Aún más, tomando supremo sobre

los N ∈ N, obtenemos ‖(‖Txn‖Y )n‖E ≤ πE,p(T ).cEp .‖x‖wp , o equivalentemente
∥∥∥T̂ (x)

∥∥∥
E(Y )

≤

πE,p(T ).cEp .‖x‖wp . Esto nos muestra que T̂ es acotada (es claro que es lineal), y que ‖T̂‖ ≤
πE,p(T ).cEp .

b)⇒ a) Sean x1, ..., xn ∈ X, y llamemos x = (x1, ..., xn, 0, ...). Probemos que ‖(Txi)ni=1‖E(Y )

≤ C.cEp .‖(xi)ni=1‖wp . Por la definición de T̂ , y dado que es acotado por hipótesis, se tiene
‖(Txi)ni=1‖E(Y ) = ‖T̂ (x)‖E(Y ) ≤ ‖T̂‖.‖x‖wp . En otras palabras, tenemos

‖(‖Txi‖Y )ni=1‖E ≤
‖T̂‖
cEp

.cEp . sup
ϕ∈BX′

(
n∑
i=1

|ϕ(xi)|p
)1/p

,

y en consecuencia T resulta (E, p)-sumante con πE,p(T ) ≤ ‖T̂‖
cEp

. Esta desigualdad, junto con

la de la implicación anterior, nos muestran que ‖T̂‖ = πE,p(T ).cEp .

Observación 2.1.6. Fijemos los espacios de Banach X e Y , y veamos que ΠE,p(X,Y ) es un
espacio de Banach con la norma dada por πE,p(·).

Demostración. En primer lugar notemos que ΠE,p(X,Y ) es un espacio vectorial. Es claro que
T ≡ 0 es (E, p)-sumante y que si T ∈ ΠE,p(X,Y ) y λ ∈ R, entonces λ · T ∈ ΠE,p(X,Y ).
Quedaŕıa probar que la suma de dos operadores (E, p)-sumantes resulta (E, p)-sumante. Para
eso consideremos T, S ∈ ΠE,p(X,Y ) y x1, ..., xn ∈ X. Como consecuencia de la desigualdad
triangular (en Y y en E), de que E es normal y que T y S son (E, p)-sumantes, obtenemos
las siguientes desigualdades:

‖(‖(T + S)(xi)‖Y )ni=1‖E ≤ ‖(‖Txi‖Y + ‖Sxi‖Y )ni=1‖E
≤ ‖(‖Txi‖Y )ni=1‖E + ‖(‖Sxi‖Y )ni=1‖E
≤ πE,p(T ).cEp .‖x‖wp + πE,p(S).cEp .‖x‖wp (2.2)

donde x = (xi)ni=1. Deducimos entonces que T +S pertenece a ΠE,p(X,Y ) con πE,p(T +S) ≤
πE,p(T ) + πE,p(S).



62 CAPÍTULO 2. OPERADORES (E,P )-SUMANTES

Ahora veamos que πE,p(·) define una norma en ΠE,p(X,Y ). Primero probemos que hay una
constante C > 0, tal que ‖T‖ ≤ C.πE,p(T ) para todo T ∈ ΠE,p(X,Y ). Consideremos x1 ∈ X y
notemos que como T es (E, p)-sumante se tiene ‖‖Tx1‖Y ·ei‖E ≤ πE,p(T ).cEp . supϕ∈BX′ |ϕ(x1)|
para cualquier i ∈ N. Es decir que ‖Tx1‖Y .‖ei‖E ≤ πE,p(T ).cEp .‖x1‖X , y en consecuencia

tomando supremo sobre todos los x1 ∈ BX , se obtiene ‖T‖ ≤ cEp
‖ei‖E .πE,p(T ). Observar que

si el espacio de sucesiones E es tal que ‖ei‖E = 1 para algún i, entonces ‖T‖ ≤ cEp .πE,p(T ).
Esta desigualdad nos muestra que si πE,p(T ) = 0 entonces ‖T‖ = 0, y de esta manera resulta
T ≡ 0. Por otro lado, si T ∈ ΠE,p(X,Y ) y λ ∈ R entonces

‖(‖(λ · T )(xi)‖Y )ni=1‖E = |λ|.‖(‖Txi‖Y )ni=1‖E

≤ |λ|.πE,p(T ).cEp . sup
ϕ∈BX′

(
n∑
i=1

|ϕ(xi)|p
)1/p

,

de forma que πE,p(λ · T ) ≤ |λ|.πE,p(T ). Aplicando el mismo razonamiento, se tiene πE,p(T ) =
πE,p( 1

λ .(λ ·T )) ≤ 1
|λ| .πE,p(λ ·T ) (para λ 6= 0, sino no hay nada que probar), y entonces πE,p(λ ·

T ) = |λ|.πE,p(T ). Por último habŕıa que ver que πE,p(·) verifica la desigualdad triangular,
pero esto es justamente lo que probamos en (2.2).

Hasta aqúı probamos que (ΠE,p(X,Y ), πE,p(·)) es un e.v. normado. Veamos que es com-
pleto, y aśı quedará probado que es un espacio de Banach. Sea (Tm)m∈N una sucesión de
Cauchy en (ΠE,p(X,Y ), πE,p(·)). Ya vimos que ‖ · ‖ ≤ C.πE,p(·), de forma que (Tm)m resulta
una sucesión de Cauchy en L(X,Y ) y en consecuencia converge (en la norma ‖ ·‖ de L(X,Y ))

a un operador T . La idea será probar que T es (E, p)-sumante y que Tm
πE,p(·)
−−−−→
m→∞

T . En ese
sentido, probemos lo siguiente:

i) Fijados n ∈ N y x1, ..., xn ∈ X, se verifica ‖(‖Txi‖Y )ni=1‖E = ĺımm→∞ ‖(‖Tmxi‖Y )ni=1‖E .

ii) La sucesión (πE,p(Tm))m es convergente.

Para probar i) notar que como Tm
‖·‖−−−−→

m→∞
T , dado ε > 0 hay un m0 tal que si m ≥ m0, se

verifica |‖Txi‖Y − ‖Tmxi‖Y | < ε
λE(n) para todo i = 1, ..., n. Ahora bien, como E es normal

deducimos de esta desigualdad que si m ≥ m0, ‖(|‖Txi‖Y − ‖Tmxi‖Y |)ni=1‖E ≤
ε

λE(n) .‖e1 +
...+ en‖E = ε. Luego obtenemos

|‖(‖Txi‖Y )ni=1‖E − ‖(‖Tmxi‖Y )ni=1‖E | ≤ ‖(|‖Txi‖Y − ‖Tmxi‖Y |)
n
i=1‖E ≤ ε

para los m ≥ m0 y aśı queda probado i).
Para ii) basta recordar que (Tm)m es de Cauchy en ΠE,p(X,Y ). De hecho, por la desigual-

dad triangular tenemos

|πE,p(Tm)− πE,p(Tl)| ≤ πE,p(Tm − Tl) −−−−−→
m,l→∞

0,

lo cual nos muestra que (πE,p(Tm))m es de Cauchy en R y en consecuencia resulta convergente.
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Volviendo a la demostración de que ΠE,p(X,Y ) es completo, veamos que los resultados
anteriores nos permiten probar que T es un operador (E, p)-sumante. Fijados x1, ..., xn ∈ X y
llamando x = (xi)ni=1, se verifica ‖(‖Tmxi‖Y )ni=1‖E ≤ πE,p(Tm).cEp .‖x‖wp para todo m, puesto
que los operadores Tm son (E, p)-sumantes. Tomando ĺımite cuando m → ∞ y usando i)
y ii), obtenemos ‖(‖Txi‖Y )ni=1‖E ≤ (ĺımm→∞ πE,p(Tm)) .cEp .‖x‖wp . Esto nos dice que T es
(E, p)-sumante con πE,p(T ) ≤ ĺımm→∞ πE,p(Tm) (luego veremos que vale la igualdad). Por

último, veamos que Tm
πE,p(·)
−−−−→
m→∞

T . Sean x1, ..., xn ∈ X, x = (xi)ni=1 y probemos que dado
un ε > 0 hay un m0 ∈ N, que no depende de la elección de los xi (y tampoco depende de
n), tal que si m ≥ m0 se tiene ‖(‖(Tm − T )(xi)‖Y )ni=1‖E ≤ ε.cEp .‖x‖wp . Esto probaŕıa que
πE,p(Tm − T ) < ε para todo m ≥ m0, que es lo que queremos ver. En primer lugar notemos

que como Tm
‖·‖−−−−→

m→∞
T , dado ε > 0 hay un j0 (que depende de x1, ..., xn) tal que si j ≥ j0

entonces ‖(Tj − T )(xi)‖Y < ε
2 .

1
λE(n) .c

E
p .‖x‖wp para todo i = 1, ..., n, y en consecuencia

‖(‖(Tj − T )(xi)‖Y )ni=1‖E ≤
ε

2
.

1
λE(n)

.cEp .‖x‖wp .‖e1 + ...+ en‖E =
ε

2
.cEp .‖x‖wp (2.3)

si j ≥ j0, debido a la desigualdad anterior y a que E es normal. Esta desigualdad no alcanza
para probar lo que queremos, ya que j0 depende de x1, ..., xn. Pero si ahora consideramos
m0 tal que πE,p(Tm − Tl) < ε

2 , para m, l ≥ m0 (lo cual tiene sentido, puesto que (Tm)m es
una sucesión de Cauchy en ΠE,p(X,Y )) y consideramos j ≥ máx{m0, j0}, entonces para un
m ≥ m0 obtenemos:

‖(‖(Tm − T )(xi)‖Y )ni=1‖E ≤ ‖(‖(Tm − Tj)(xi)‖Y )ni=1‖E + ‖(‖(Tj − T )(xi)‖Y )ni=1‖E
≤ ε

2
.cEp .‖x‖wp +

ε

2
.cEp .‖x‖wp = ε.cEp .‖x‖wp ,

donde la primera desigualdad se debe a que E es normal y a las desigualdades triangulares en
Y y en E, y la segunda se deduce de la elección de m y j, y de lo observado en (2.3). Aqúı m0

no depende de n, ni de la elección de los xi, de manera que queda probada la completitud
del espacio (ΠE,p(X,Y ), πE,p(·)). Además, se deduce que πE,p(T ) = ĺımm→∞ πE,p(Tm), ya que
|πE,p(T )− πE,p(Tm)| ≤ πE,p(Tm − T ) −−−−→

m→∞
0.

Hasta aqúı, fijados los espacios de Banach X e Y y dado un espacio de sucesiones E veri-
ficando `p ↪→ E, hemos considerado al subespacio lineal ΠE,p(X,Y ) ⊆ L(X,Y ) de operadores
(E, p)-sumantes, y probamos que es un espacio de Banach con la norma dada por πE,p(·).
Vimos además que dado T ∈ ΠE,p(X,Y ), se verifica ‖T‖ ≤ C.πE,p(T ) para alguna constante
C > 0 (más aún, C = cEp si ‖ei‖E = 1 para algún i).

Observación 2.1.7. El caso E = `∞ carece de interés, puesto que Π`∞,p(X,Y ) = L(X,Y )
isométricamente para cualquier 1 ≤ p <∞.

Demostración. La inclusión Π`∞,p(X,Y ) ⊆ L(X,Y ) es trivial, y por lo observado anteriormen-
te se tiene además ‖T‖ ≤ c`∞p .π`∞,p = π`∞,p para todo operador T que sea (`∞, p)-sumante.
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Para la otra inclusión, consideremos T ∈ L(X,Y ) y x1, ..., xn ∈ X, y probemos que
‖(‖Txi‖Y )ni=1‖∞ ≤ ‖T‖. supϕ∈BX′ (

∑n
i=1 |ϕ(xi)|p)1/p. Para eso notemos que ‖(‖Txi‖Y )ni=1‖∞ =

sup1≤i≤n ‖Txi‖Y , y que para cada i se tiene:

‖Txi‖Y ≤ ‖T‖.‖xi‖X = ‖T‖. sup
ϕ∈BX′

|ϕ(xi)|

≤ ‖T‖. sup
ϕ∈BX′

 n∑
j=1

|ϕ(xj)|p
1/p

.

En consecuencia, sup1≤i≤n ‖Txi‖Y ≤ ‖T‖.‖(xi)ni=1‖wp como se queŕıa ver.

Teniendo en cuenta la definición de ideal de operadores (que puede ser vista en E.4),
podemos considerar (ΠE,p, πE,p), como un método de asociarle a cada par (X,Y ) de espacios
de Banach, un subespacio lineal ΠE,p(X,Y ) ⊆ L(X,Y ) tal que (ΠE,p(X,Y ), πE,p(·)) resulte
un espacio de Banach. Probemos que (ΠE,p, πE,p) es un ideal de operadores de Banach. Para
eso debemos ver que:

i) ϕ ⊗ y ∈ ΠE,p(X,Y ) para cualesquiera ϕ ∈ X ′, y ∈ Y , y su norma está dada por
πE,p(ϕ⊗ y) = ‖ϕ‖X′ .‖y‖Y .

ii) Si X0, Y0 son espacios de Banach y tenemos S ∈ L(X0, X), T ∈ ΠE,p(X,Y ) y R ∈
L(Y, Y0), entonces RTS ∈ ΠE,p(X0, Y0) con norma πE,p(RTS) ≤ ‖R‖.πE,p(T ).‖S‖.

En primer lugar consideremos ϕ ∈ X ′, y ∈ Y y recordemos que el operador ϕ⊗ y : X −→ Y

está dado por ϕ ⊗ y(x) = ϕ(x) · y. Queremos ver que este operador es (E, p)-sumante, de
forma que consideremos x1, ..., xn ∈ X y notemos que

‖(‖ϕ⊗ y(xi)‖Y )ni=1‖E = ‖(|ϕ(xi)|‖y‖Y )ni=1‖E
= ‖y‖Y .‖(|ϕ(xi)|)ni=1‖E

≤ ‖y‖Y .cEp .

(
n∑
i=1

|ϕ(xi)|p
)1/p

(2.4)

donde la última desigualdad se debe a que `p ↪→ E. Por otro lado, es claro que(
n∑
i=1

|ϕ(xi)|p
)1/p

= ‖ϕ‖X′ .

(
n∑
i=1

∣∣∣∣ ϕ(xi)
‖ϕ‖X′

∣∣∣∣p
)1/p

≤ ‖ϕ‖X′ . sup
ψ∈BX′

(
n∑
i=1

|ψ(xi)|p
)1/p

, (2.5)

y en consecuencia, juntando (2.4) y (2.5) obtenemos

‖(‖ϕ⊗ y(xi)‖Y )ni=1‖E ≤ ‖y‖Y .‖ϕ‖X′ .cEp . sup
ψ∈BX′

(
n∑
i=1

|ψ(xi)|p
)1/p

,
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lo que nos muestra que ϕ ⊗ y es un operador (E, p)-sumante con norma πE,p(ϕ ⊗ y) ≤
‖ϕ‖X′ .‖y‖Y . Antes de probar que vale la igualdad, veamos ii). Como es usual, consideramos
x1, ..., xn ∈ X0. Notando que ‖RTS(xi)‖Y0 ≤ ‖R‖.‖TS(xi)‖Y y que E es normal, obtenemos
‖(‖RTS(xi)‖Y0)ni=1‖E ≤ ‖(‖R‖.‖TS(xi)‖Y )ni=1‖E = ‖R‖.‖(‖TS(xi)‖Y )ni=1‖E . Esta desigual-
dad, junto con el hecho de que T ∈ ΠE,p(X,Y ), nos muestran que

‖(‖RTS(xi)‖Y0)ni=1‖E ≤ ‖R‖.πE,p(T ).cEp . sup
ϕ∈BX′

(
n∑
i=1

|ϕ(Sxi)|p
)1/p

= ‖R‖.πE,p(T ).cEp .‖S‖. sup
ϕ∈BX′

(
n∑
i=1

∣∣∣∣(ϕ ◦ S‖S‖
)

(xi)
∣∣∣∣p
)1/p

≤ ‖R‖.πE,p(T ).cEp .‖S‖. sup
ψ∈BX′0

(
n∑
i=1

|ψ(xi)|p
)1/p

,

donde la última desigualdad se debe al simple hecho de que ϕ◦S
‖S‖ ∈ BX′0 si ϕ ∈ BX′ . Esto

prueba que RTS es un operador (E, p)-sumante con norma πE,p(RTS) ≤ ‖R‖.πE,p(T ).‖S‖.
Luego, para terminar de probar que (ΠE,p, πE,p) es un ideal, solo nos queda ver que πE,p(ϕ⊗
y) = ‖ϕ‖X′ .‖y‖Y . Bastará probar que idC es (E, p)-sumante con norma πE,p(idC) = 1. De
hecho, supongamos por un momento que se verifica esto último y veamos que πE,p(ϕ⊗ y) ≥
‖ϕ‖X′ .‖y‖Y (la otra desigualdad ya la probamos cuando vimos que ϕ⊗y ∈ ΠE,p(X,Y )). Dado
0 < ε < ‖ϕ‖X′ , podemos considerar x0 ∈ BX tal que |ϕ(x0)| ≥ ‖ϕ‖X′−ε, y (por Hahn-Banach)
ψ ∈ BY ′ tal que ψ(y) = ‖y‖Y . Por otro lado, para el x0 elegido, consideremos el operador
Mx0 : C −→ X dado por Mx0(z) = z · x0, que claramente verifica ‖Mx0‖ = ‖x0‖X ≤ 1. Notar

que la composición C
Mx0−−−→ X

ϕ⊗y−−−→ Y
ψ−→ C dada por

z 7−→ z · x0 7−→ z.ϕ(x0) · y 7−→ ϕ(x0).‖y‖Y .z,

nos dice que idC(z) = 1
ϕ(x0).‖y‖Y .ψ ◦ (ϕ ⊗ y) ◦Mx0 . Lo conveniente de esta factorización, es

que al calcular la norma πE,p(·), y utilizando el ı́tem ii) que ya fue probado, obtenemos:

πE,p(idC) =
1

ϕ(x0).‖y‖Y
.πE,p(ψ ◦ (ϕ⊗ y) ◦Mx0)

≤ 1
ϕ(x0).‖y‖Y

.‖ψ‖Y ′ .πE,p(ϕ⊗ y).‖Mx0‖

≤ 1
ϕ(x0).‖y‖Y

.πE,p(ϕ⊗ y)

(la última desigualdad se debe simplemente a que ‖ψ‖Y ′ , ‖Mx0‖ ≤ 1). Luego, como estamos
suponiendo πE,p(idC) = 1, se deduce que |ϕ(x0)|.‖y‖Y ≤ πE,p(ϕ⊗ y). Recordando que x0 fue
elegido de forma tal que |ϕ(x0)| ≥ ‖ϕ‖X′ − ε, nos queda (‖ϕ‖X′ − ε).‖y‖Y ≤ πE,p(ϕ ⊗ y).
Haciendo tender ε −→ 0, nos queda ‖ϕ‖X′ .‖y‖Y ≤ πE,p(ϕ ⊗ y) que es lo que se queŕıa ver.
Probemos entonces que idC es (E, p)-sumante y que πE,p(idC) = 1. Dados x1, ..., xn ∈ C,
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veamos en primer lugar que ‖(|idC(xi)|)ni=1‖E ≤ cEp . supϕ∈BC′ (
∑n

i=1 |ϕ(xi)|p)1/p. Para esto
basta notar que `wp (C) = `sp(C) (de hecho un ϕ ∈ BC′ es de la forma ϕ(z) = λ.z con |λ| ≤ 1)
y en consecuencia supϕ∈BC′ (

∑n
i=1 |ϕ(xi)|p)1/p = (

∑n
i=1 |xi|p)

1/p. De esta manera, habŕıa que
probar que ‖(|idC(xi)|)ni=1‖E ≤ cEp . (

∑n
i=1 |xi|p)

1/p, lo cual es evidente puesto que `p ↪→ E.
Luego idC es (E, p)-sumante, y en principio πE,p(idC) ≤ 1. Para probar la igualdad, veremos

que dado ε > 0 existen x1, ...xN ∈ C tales que ‖(|idC(xi)|)Ni=1‖E ≥ (cEp −ε).
(∑N

i=1 |xi|p
)1/p

=

(cEp − ε).‖(|xi|)Ni=1‖p. Por la definición de cEp , sabemos que hay un x = (xi)i∈N ∈ B`p tal que
‖x‖E ≥ cEp − ε

2 . Notando que

|‖x‖E − ‖Pnx‖E | ≤ ‖x− Pnx‖E ≤ cEp .‖x− Pnx‖p −−−→n→∞
0,

queda claro que podemos considerar un N ∈ N, tal que ‖x‖E ≤ ‖PNx‖E + ε
2 . Juntando todo,

obtenemos ‖PNx‖E + ε
2 ≥ ‖x‖E ≥ c

E
p − ε

2 ≥ (cEp − ε
2).‖PNx‖p (la última desigualdad se debe

a que x ∈ B`p), y de aqúı deducimos que ‖(|xi|)Ni=1‖E ≥ (cEp − ε).‖(|xi|)Ni=1‖p que es lo que
buscábamos. Esto prueba que πE,p(idC) = 1.

En definitiva, hemos probado que (ΠE,p, πE,p) es un ideal de operadores de Banach. Notar
que fue fundamental en la demostración que el espacio E verifique `p ↪→ E. En lo que sigue,
cada vez que consideremos operadores (E, p)-sumantes, se sobreentenderá que E es un espacio
de sucesiones tal que `p ↪→ E.

Observación 2.1.8. Sean X e Y espacios de Banach y E un espacio de sucesiones tal que
`p ↪→ E. Si T ∈ L(X,Y ) es un operador de rango finito entonces resulta un operador (E, p)-
sumante.

Demostración. Sea T ∈ L(X,Y ) un operador de rango finito y consideremos y1, ..., yn una
base para T (X). Es sencillo ver que existen ϕ1, ..., ϕn ∈ X ′ tales que T =

∑n
i=1 ϕi ⊗ yi, y

puesto que los operadores ϕi⊗yi son (E, p)-sumantes, se deduce que T es (E, p)-sumante.

Observación 2.1.9. Sean E,F espacios de sucesiones tales que `p ↪→ E ↪→ F y sean X,Y

espacios de Banach. Entonces ΠE,p(X,Y ) ⊆ ΠF,p(X,Y ) y dado un T ∈ ΠE,p(X,Y ) se verifica

πF,p(T ) ≤ cFE .
cEp
cFp
.πE,p(T ).

Demostración. Consideremos T ∈ ΠE,p(X,Y ) y x1, ..., xn ∈ X. Es claro que,

‖(‖Txi‖Y )ni=1‖F ≤ cFE .‖(‖Txi‖Y )ni=1‖E

≤ cFE .πE,p(T ).cEp . sup
ϕ∈BX′

(
n∑
i=1

|ϕ(xi)|p
)1/p

= cFE .πE,p(T ).
cEp
cFp
.cFp . sup

ϕ∈BX′

(
n∑
i=1

|ϕ(xi)|p
)1/p

y esto prueba lo que queŕıamos ver.
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Es sabido que dado un operador T : X −→ Y entre espacios de Banach, decir que T

es 1-sumante es equivalente a decir que es un operador absolutamente sumante (ver la Ob-
servación B.2.4 y los comentarios anteriores a la misma). Los operadores absolutamente
sumantes son aquellos que mandan sucesiones incondicionalmente sumables en sucesiones ab-
solutamente sumables, donde las primeras son aquellas (xi)i tales que

∑
i xσ(i) converge en X

para toda permutación σ, y las segundas son las (xi)i tales que
∑

i ‖xi‖ < ∞. El siguiente,
es un resultado análogo a la Observación B.2.4, pero para operadores (E, 1)-sumantes. No-
taremos `u1(X) al conjunto de todas las sucesiones incondicionalmente sumables, que resulta
un espacio de Banach con la norma dada por ‖(xi)i‖u = sup(λi)i∈B`∞ ‖

∑
i λi · xi‖X .

Observación 2.1.10. Sea E un espacio de sucesiones maximal y sean X,Y espacios de
Banach. Un operador T : X −→ Y es (E, 1)-sumante si y solo si para cada sucesión (xi)i
incondicionalmente sumable en X, se tiene que (‖Txi‖Y )∞i=1 ∈ E.

Demostración. Supongamos primero que T es (E, 1)-sumante. Dada una sucesión (xi)i in-
condicionalmente sumable en X, es claro que es débil 1-sumable (es decir, (xi)i ∈ `w1 (X)).
Ahora bien, como E es maximal podemos usar la Proposición 2.1.5 que afirma que el
operador inducido T̂ : `w1 (X) −→ E(Y ) está bien definido y es acotado. Pero entonces
T̂ ((xi)i) = (Txi)i ∈ E(Y ), y esto es justamente que (‖Txi‖Y )i ∈ E.

Para la rećıproca, notar que por hipótesis T̂ : `u1(X) −→ E(Y ) está bien definido. Se
verifica fácilmente que T̂ tiene gráfico cerrado, y de aqúı deducimos que T̂ es acotado. Luego,
si consideramos x1, ..., xn ∈ X y notamos que ‖(xi)ni=1‖u = ‖(xi)ni=1‖w1 (ver los comentarios
previos a la Observación B.2.4), tendremos

‖(‖Txi‖Y )ni=1‖E ≤ ‖T̂‖.‖(x1, ..., xn, 0, ...)‖u
= ‖T̂‖.‖(xi)ni=1‖w1 ,

y esto nos muestra que T es (E, 1)-sumante

2.1.1. Teoremas de inclusión y de composición

Nuestro siguiente objetivo será probar algunos resultados para operadores (E, p)-sumantes,
que generalicen los ya conocidos teoremas de inclusión y de composición para operadores (q, p)-
sumantes (ver Teoremas B.5.3 y B.5.4). Seguido a eso, veremos una caracterización del
espacio ΠE,1(X,Y ) bajo la hipótesis de que X tenga cotipo 2 (caracterización que generaliza
la Proposición B.4.6). Para comenzar, probemos un par de resultados auxiliares.

Observación 2.1.11. Sean 1 ≤ p <∞, m ∈ N y X un espacio de Banach. Si S ∈ L(`mp′ , X),
entonces es de la forma S =

∑m
i=1 ei ⊗ xi para ciertos xi ∈ X (aqúı ei es el funcional que

proyecta sobre la i-ésima coordenada). Además se verifica ‖S‖ = supϕ∈BX′ (
∑m

i=1 |ϕ(xi)|p)1/p.
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Demostración. Dado z = (z1, ..., zm) ∈ `mp′ , tenemos S(z) =
∑m

i=1 zi · S(ei) por linealidad.
Llamando xi = S(ei), es claro que S(z) =

∑m
i=1(ei ⊗ xi)(z) lo cual demuestra la primer

afirmación. Ahora calculemos la norma del operador S. Por un lado, aplicando la desigualdad
de Hölder obtenemos

‖S(z)‖X =

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

zi · xi

∥∥∥∥∥
X

= sup
ϕ∈BX′

∣∣∣∣∣ϕ
(

m∑
i=1

zi · xi

)∣∣∣∣∣
≤ sup

ϕ∈BX′

m∑
i=1

|zi|.|ϕ(xi)| ≤ ‖z‖p′ . sup
ϕ∈BX′

(
m∑
i=1

|ϕ(xi)|p
)1/p

,

y en consecuencia ‖S‖ ≤ supϕ∈BX′ (
∑m

i=1 |ϕ(xi)|p)1/p. Para probar la igualdad, fijemos un ψ ∈
BX′ y consideremos zi = |ψ(xi)|p−1.sg(ψ(xi)) para cada 1 ≤ i ≤ m. Llamemos z = (z1, ..., zm)
y z0 = z

‖z‖p′
∈ B`m

p′
y notemos que

‖S(z0)‖X = sup
ϕ∈BX′

|ϕ(Sz0)| = 1
‖z‖p′

. sup
ϕ∈BX′

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

|ψ(xi)|p−1.sg(ψ(xi)).ϕ(xi)

∣∣∣∣∣
≥ 1
‖z‖p′

.
m∑
i=1

|ψ(xi)|p−1.sg(ψ(xi)).ψ(xi) =

(
m∑
i=1

|ψ(xi)|p
)1/p

.

De aqúı se deduce que ‖S‖ ≥ ‖S(z0)‖X ≥ (
∑m

i=1 |ψ(xi)|p)1/p para todo ψ ∈ BX′ . Luego,
tomando supremo sobre estos últimos, queda probada la igualdad.

Antes de enunciar el siguiente lema, introducimos algo de notación. De la misma manera
que `mp describe al espacio de las m-uplas con la norma ‖ · ‖p, notaremos Em al espacio de las
m-uplas (λ1, ..., λm) con la norma dada por ‖(λi)mi=1‖E .

Lema 2.1.12. Dados un operador T : X −→ Y entre espacios de Banach y una constante
C > 0, son equivalentes:

a) El operador T es (E, p)-sumante con norma πE,p(T ) ≤ C

b) Para cada m, la aplicación lineal Φm
T : L(`mp′ , X) −→ Em(Y ) definida por Φm

T (S) =
(TSei)mi=1 tiene norma menor o igual que C.cEp .

c) Para cada m y cada S ∈ L(`mp′ , X) con ‖S‖ ≤ 1, se verifica que TS es (E, p)-sumante
con norma πE,p(TS) ≤ C.

Demostración. a) ⇒ b) Sea T ∈ ΠE,p(X,Y ) tal que πE,p(T ) ≤ C. Fijado m ∈ N, queremos
ver que ‖Φm

T ‖ ≤ C.cEp . En la Observación 2.1.11 vimos que si S ∈ L(`mp′ , X) entonces
S =

∑m
i=1 ei ⊗ S(ei) con ‖S‖ = supϕ∈BX′ (

∑m
i=1 |ϕ(Sei)|p)1/p. Teniendo en cuenta esto y la
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hipótesis de que T es (E, p)-sumante con πE,p(T ) ≤ C, nos queda

‖Φm
T (S)‖Em(Y ) = ‖(TSei)mi=1‖Em(Y ) = ‖(‖TSei‖Y )mi=1‖E

≤ C.cEp . sup
ϕ∈BX′

(
m∑
i=1

|ϕ(Sei)|p
)1/p

= C.cEp .‖S‖.

Esto prueba que ‖Φm
T ‖ ≤ C.cEp . Notar que se deduce de lo anterior, que supm∈N ‖Φm

T ‖ ≤
πE,p(T ).cEp .

b)⇒ c) Fijemos m ∈ N. Consideremos S ∈ L(`mp′ , X) tal que ‖S‖ ≤ 1 y veamos que TS es
(E, p)-sumante con norma menor o igual que C. Dados z1, ..., zn ∈ `mp′ , definimos R ∈ L(`np′ , X)
de manera que Rei = Szi para todo i = 1, ..., n. En principio, n y m pueden ser distintos.
Más aún, si bien m está fijo, n depende de la elección de los zi. Esto no afectará nuestro
argumento, que se basa en la hipótesis de que ‖Φn

T ‖ ≤ C.cEp (sin importar cuál sea el n).
Notar que Φn

T (R) = (TRei)ni=1 = (TSzi)ni=1 y que ‖R‖ = supϕ∈BX′ (
∑m

i=1 |ϕ(Rei)|p)1/p =
supϕ∈BX′ (

∑m
i=1 |ϕ(Szi)|p)1/p (nuevamente por la Observación 2.1.11). Esto, junto con la

hipótesis de que ‖Φn
T ‖ ≤ C.cEp , da lugar a la siguiente desigualdad:

‖(‖TSzi‖Y )ni=1‖E = ‖Φn
T (R)‖En(Y ) ≤ C.cEp .‖R‖ = C.cEp . sup

ϕ∈BX′

(
m∑
i=1

|ϕ(Szi)|p
)1/p

.

Ahora bien, dado que ‖S‖ ≤ 1, se tiene ϕ◦S ∈ B(`m
p′ )
′ y entonces supϕ∈BX′ (

∑m
i=1 |ϕ(Szi)|p)1/p

≤ supψ∈B(`m
p′

)′
(
∑m

i=1 |ψ(zi)|p)1/p. De esta manera, obtenemos la desigualdad ‖(‖TSzi‖Y )ni=1‖E ≤

C.cEp . supψ∈B(`m
p′

)′
(
∑m

i=1 |ψ(zi)|p)1/p, que nos muestra que TS es (E, p)-sumante con norma

πE,p(TS) ≤ C como se queŕıa ver. Aún más, estos argumentos nos muestran que πE,p(TS) ≤
1
cEp
. supn ‖Φn

T ‖.
c)⇒ a) Queremos probar que T es (E, p)-sumante. Sean x1, ..., xn ∈ X, y sea S ∈ L(`np′ , X)

tal que Sei = xi. Para poder usar la hipótesis, consideramos S = S
‖S‖ ∈ L(`np′ , X) que verifica

‖S‖ ≤ 1. Luego tendremos que TS resulta (E, p)-sumante con norma πE,p(TS) ≤ C, o
equivalentemente πE,p(TS) ≤ C.‖S‖. Pero entonces,

‖(‖Txi‖Y )ni=1‖E = ‖(‖TSei‖Y )ni=1‖E ≤ C.cEp .‖S‖. sup
ϕ∈B(`n

p′
)′

(
n∑
i=1

|ϕ(ei)|p
)1/p

y dado que supϕ∈B(`n
p′

)′
(
∑n

i=1 |ϕ(ei)|p)1/p = 1 y que ‖S‖ = supϕ∈BX′ (
∑n

i=1 |ϕ(xi)|p)1/p, queda

probado que ‖(‖Txi‖Y )ni=1‖E ≤ C.cEp . supϕ∈BX′ (
∑n

i=1 |ϕ(xi)|p)1/p. Luego T es (E, p)-sumante
y πE,p(T ) ≤ C.

Notar que en caso de que se verifique uno de los ı́tems del enunciado (y en consecuencia
todos), de cada una de las implicaciones probadas se deduce que πE,p(T ) = supm{πE,p(TS) :
‖S : `mp′ → X‖ ≤ 1} =

(
cEp
)−1

. supm ‖Φm
T ‖.
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El siguiente resultado generaliza el teorema de composición para operadores (q, p)-sumantes
en el siguiente sentido: poniendo E = `t (t > p) y notando que en ese caso M(`r, E) = `s con
1/r = 1/t− 1/s, obtenemos el enunciado del Teorema B.5.4.

Teorema 2.1.13. Sean 1 ≤ p < q < ∞ y 1 < r < ∞ tales que 1
r = 1

p −
1
q . Dados X,Y, Z

espacios de Banach, se verifica la siguiente inclusión:

ΠM(`r,E),q(Y,Z) ◦Πr(X,Y ) ⊆ ΠE,p(X,Z).

Más aún, dados S ∈ Πr(X,Y ), T ∈ ΠM(`r,E),q(Y,Z) se tiene πE,p(TS) ≤ πM(`r,E),q(T ).πr(S).

Demostración. Sean S y T como en el enunciado. Notar que tiene sentido considerar a T

como un operador (M(`r, E), q)-sumante, ya que `q ↪→ M(`r, E) según lo visto en el ı́tem
f) de las Propiedades 1.2.7. En ese mismo resultado, se véıa también que cM(`r,E)

q ≤ cEp ,
hecho que utilizaremos más adelante en la demostración. Dados x1, ..., xn ∈ X (no nulos),
veremos que ‖(‖TSxi‖Z)ni=1‖E ≤ πM(`r,E),q(T ).πr(S).cEp .‖(xi)ni=1‖wp , lo cual prueba que TS es
(E, p)-sumante con πE,p(TS) ≤ πM(`r,E),q(T ).πr(S). Por el Teorema B.4.1, y dado que S es
r-sumante, sabemos que hay una medida de probabilidad boreliana µ sobre BX′ , tal que

‖Sx‖Y ≤ πr(S).

(∫
BX′

|x̂(ϕ)|rdµ

)1/r

para todo x ∈ X. Podemos considerar entonces, para cada i = 1, ..., n, los elementos

xi =
1(∫

BX′
|x̂i(ϕ)|pdµ

)1/r
· xi ∈ X.

Para aliviar un poco la notación, llamemos λi =
∫
BX′
|x̂i(ϕ)|pdµ, de forma que xi = xi

λ
1/r
i

.

Ahora bien, notando que 1
(
∑n
k=1 λk)1/r

.(λ1/r
1 , ..., λ

1/r
n , 0, ....) ∈ B`r , y usando simplemente la

definición de ‖ · ‖M(`r,E), obtenemos la siguiente desigualdad:∥∥∥∥∥
(∥∥∥∥TS ( xi

(
∑n

k=1 λk)1/r

)∥∥∥∥
Z

)n
i=1

∥∥∥∥∥
E

=

∥∥∥∥∥
(∥∥∥∥∥TS

(
xi

λ
1/r
i

λ
1/r
i

(
∑n

k=1 λk)1/r

)∥∥∥∥∥
Z

)n
i=1

∥∥∥∥∥
E

=

∥∥∥∥∥
(

λ
1/r
i

(
∑n

k=1 λk)1/r

)n
i=1

(‖TS(xi)‖Z)ni=1

∥∥∥∥∥
E

≤ ‖(‖TS(xi)‖Z)ni=1‖M(`r,E).

Reordenando un poco, obtenemos

‖(‖TSxi‖Z)ni=1‖E ≤ ‖(‖TS(xi)‖Z)ni=1‖M(`r,E).

(
n∑
k=1

λk

)1/r

.
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Pero como T ∈ ΠM(`r,E),q(Y,Z), entonces

‖(‖TS(xi)‖Z)ni=1‖M(`r,E) ≤ πM(`r,E),q(T ).cM(`r,E)
q .‖(Sxi)ni=1‖wq ,

y en consecuencia volviendo a la desigualdad anterior y teniendo en cuenta que cM(`r,E)
q ≤ cEp ,

nos queda

‖(‖TSxi‖Z)ni=1‖E ≤ πM(`r,E),q(T ).cEp .‖(Sxi)ni=1‖wq .

(
n∑
k=1

λk

)1/r

. (2.6)

Para obtener la desigualdad deseada, debemos usar una vez más la hipótesis de que S es

r-sumante. Llamemos σi = λ
1/r
i =

(∫
BX′
|x̂i(ϕ)|pdµ

)1/r
, yi = Sxi = 1

σi
.Sxi. Estas nuevas

sucesiones (σi)ni=1 e (yi)ni=1, son las que verifican el ı́tem a) en el Lema B.4.4, esto es, Sxi =
σi.yi para todo i. A partir de las definiciones de estas sucesiones, podemos reescribir (2.6) de
la siguiente manera: ‖(‖TSxi‖Z)ni=1‖E ≤ πM(`r,E),q(T ).cEp .‖(yi)ni=1‖wq .‖(σi)ni=1‖r. Ahora bien,
el Lema B.4.4 (́ıtems b) y c)) nos dice que: ‖(σi)ni=1‖r ≤ (‖(xi)ni=1‖wp )p/r y ‖(yi)ni=1‖wq ≤
πr(S).(‖(xi)ni=1‖wp )p/q, y en consecuencia, volviendo a la desigualdad anterior obtenemos:

‖(‖TSxi‖Z)ni=1‖E ≤ πM(`r,E),q(T ).cEp .πr(S).(‖(xi)ni=1‖wp )p/q.(‖(xi)ni=1‖wp )p/r

= πM(`r,E),q(T ).πr(S).cEp .‖(xi)ni=1‖wp ,

que es lo que queŕıamos probar.

Ahora probemos el teorema de inclusión para operadores (E, p)-sumantes.

Teorema 2.1.14. Sean 1 ≤ p < q <∞, 1 < r <∞ tales que 1
r = 1

p−
1
q . Dados X,Y espacios

de Banach, se verifica la siguiente inclusión:

ΠE,p(X,Y ) ⊆ ΠM(`r,E),q(X,Y ).

Además, si T ∈ ΠE,p(X,Y ) entonces πM(`r,E),q(T ) ≤ cEp . 1

c
M(`r,E)
q

.πE,p(T ).

Demostración. Ya observamos en el teorema anterior que tiene sentido hablar de operadores
(M(`r, E), q)-sumantes bajo las hipótesis de que `p ↪→ E y 1/r = 1/p − 1/q. Consideremos
T ∈ ΠE,p(X,Y ) y x1, ..., xn ∈ X, y probemos que

‖(‖Txi‖Y )ni=1‖M(`r,E) ≤ πE,p(T ).
cEp

c
M(`r,E)
q

.cM(`r,E)
q .‖(xi)ni=1‖wq ,

obteniendo aśı que T es (M(`r, E), q)-sumante con la desigualdad de normas deseada. En
primer lugar, vemos que usando la hipótesis de que T es (E, p)-sumante obtenemos la siguiente
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desigualdad,

‖(‖Txi‖Y )ni=1‖M(`r,E) = sup
(λi)ni=1∈B`nr

‖(λi.‖Txi‖Y )ni=1‖E

= sup
(λi)ni=1∈B`nr

‖(‖T (|λi|xi)‖Y )ni=1‖E

≤ sup
(λi)ni=1∈B`nr

πE,p(T ).cEp . sup
ϕ∈BX′

(
n∑
i=1

|ϕ(λi · xi)|p
)1/p


= πE,p(T ).cEp . sup

(λi)ni=1∈B`nr

 sup
ϕ∈BX′

(
n∑
i=1

|ϕ(λi · xi)|p
)1/p

 . (2.7)

Aplicando ahora la desigualdad de Hölder con q/p y r/p, y notando que (λi)ni=1 ∈ B`nr , resulta
que

n∑
i=1

|ϕ(λi · xi)|p =
n∑
i=1

|λi|p|ϕ(xi)|p

≤

(
n∑
i=1

|λi|r
)p/r

.

(
n∑
i=1

|ϕ(xi)|q
)p/q

≤

(
n∑
i=1

|ϕ(xi)|q
)p/q

,

y en consecuencia supϕ∈BX′ (
∑n

i=1 |ϕ(λi · xi)|p)1/p ≤ ‖(xi)ni=1‖wq . Volviendo entonces a (2.7),
obtenemos

‖(‖Txi‖Y )ni=1‖M(`r,E) ≤ πE,p(T ).cEp .‖(xi)ni=1‖wq = πE,p(T ).
cEp

c
M(`r,E)
q

.cM(`r,E)
q .‖(xi)ni=1‖wq

que es lo que queŕıamos probar.

Observación 2.1.15. Siguiendo la notación del teorema anterior, la inclusión ΠE,p(X,Y ) ⊆
ΠM(`s,E),q(X,Y ) sigue siendo válida si s ≤ r, o dicho de otra manera, si 1/s ≥ 1/r = 1/p−1/q
(la desigualdad entre las normas también se mantiene).

Demostración. Por la Observación 2.1.9 basta ver que M(`r, E) ↪→ M(`s, E), y esto se
deduce del ı́tem b) de las Propiedades 1.2.7, teniendo en cuenta que como s ≤ r entonces
`s ↪→ `r. En cuanto a la desigualdad de normas, los mismos resultados antes mencionados

nos muestran que πM(`s,E),q(T ) ≤ c
M(`s,E)
M(`r,E).

c
M(`r,E)
q

c
M(`s,E)
q

.πM(`r,E),q(T ) y que cM(`s,E)
M(`r,E) ≤ c`r`s = 1.

Juntando esto con la desigualdad vista en el teorema anterior, obtenemos que

πM(`s,E),q(T ) ≤ c
M(`r,E)
q

c
M(`s,E)
q

.πM(`r,E),q(T )

≤ c
M(`r,E)
q

c
M(`s,E)
q

.
cEp

c
M(`r,E)
q

.πE,p(T ) =
cEp

c
M(`s,E)
q

.πE,p(T ),



2.1. ESPACIOS DE OPERADORES (E,P )-SUMANTES 73

de manera que queda probada la desigualdad.

Para finalizar esta parte, veremos un resultado sobre operadores (E, 1)-sumantes que ge-
neraliza la Proposicion B.4.6. La demostración utiliza la Proposición B.4.7 y algunos de
los resultados de esta sección.

Teorema 2.1.16. Si X es un espacio de Banach con cotipo 2, entonces para cualquier espacio
de Banach Y se tiene ΠE,1(X,Y ) = ΠM(`2,E),2(X,Y ). La igualdad no es necesariamente
isométrica.

Demostración. La inclusión ΠE,1(X,Y ) ⊆ ΠM(`2,E),2(X,Y ) es consecuencia del Teorema
2.1.14, poniendo r = 2, p = 1 y q = 2. Aún más, dado T ∈ ΠE,1(X,Y ) tendremos
πM(`2,E),2(T ) ≤ cE1 .

1

c
M(`2,E)
2

.πE,1(T ). Para la vuelta, consideremos T ∈ ΠM(`2,E),2(X,Y ) y

S ∈ L(`n∞, X) tal que ‖S‖ ≤ 1. La Proposición B.4.7 afirma que S es 2-sumante y que existe
una constante C > 0, que depende solo de la constante de cotipo de X, tal que π2(S) ≤ C.‖S‖
(y en consecuencia π2(S) ≤ C dado que ‖S‖ ≤ 1). Luego por el Teorema 2.1.13 (nuevamente
con r = 1, p = 1, q = 2), resulta TS ∈ ΠE,1(X,Y ) con πE,1(TS) ≤ πM(`2,E),2(T ).π2(S) ≤
πM(`2,E),2(T ).C. Como esto vale para cualquier S ∈ L(`n∞, X) y cualquier n ∈ N, el Lema
2.1.12 nos dice que T es (E, 1)-sumante con πE,1(T ) ≤ πM(`2,E),2(T ).C, y en consecuencia
queda probada la igualdad ΠE,1(X,Y ) = ΠM(`2,E),2(X,Y ).

2.1.2. Relación con los operadores compactos

Es un resultado conocido el hecho de que todo operador p-sumante es un operador com-
pletamente continuo (o de Dunford-Pettis), esto es, que manda sucesiones débilmente con-
vergentes en sucesiones convergentes en norma. Más aún, si T : X −→ Y es p-sumante y
X no contiene una copia isomorfa de `1, entonces T es compacto (ambas afirmaciones son
consecuencia del teorema de dominación de Pietsch como se puede ver en B.4). Por otro
lado, como puede observarse en los Corolarios B.5.6 y B.5.7, este hecho no se generaliza
a operadores (q, p)-sumantes. El teorema que veremos a continuación nos muestra que, bajo
ciertas hipótesis, se puede asegurar que los operadores (E, p)-sumantes resultan compactos.

Teorema 2.1.17. Sean Y un espacio de Banach y E un espacio de sucesiones.

a) Si T ∈ ΠE,p(`p′ , Y ), donde 1 < p < ∞ y `p ↪→ E ↪→ c0, entonces T es un operador
compacto.

b) Si T ∈ ΠE,1(c0, Y ), con `1 ↪→ E ↪→ c0, entonces T es un operador compacto.

Demostración. En esta demostración, serán útiles algunos de los resultados que se mencionan
en el Apéndice E.

Probemos a). Sea T : `p′ −→ Y como en las hipótesis y supongamos que no es un operador
compacto. En ese caso, hay una sucesión acotada (xi)i de elementos en `p′ , tal que (Txi)i
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no tiene subsucesiones convergentes. Ahora bien, en E.3 se observa que como consecuencia
del teorema de Eberlein-Šmulian (ver E.1), toda sucesión acotada en un espacio de Banach
reflexivo tiene una subsucesión débilmente convergente. Como `p′ es reflexivo y (xi)i es una
sucesión acotada, entonces podemos extraer una subsucesión (xik)k que converge débilmente
a un cierto x ∈ `p′ . Podemos suponer x = 0 sin pérdida de generalidad (tomando (xik−x)k en
lugar de (xik)k). Por otro lado, (Txik)k no converge a cero ya que (Txi)i no tiene subsucesiones
convergentes. Luego, podemos extraer una nueva subsucesión (xikj )j , que verifique además,
que ‖Txikj‖Y ≥ C para todo j, y para algún C > 0. Para no recargar la notación, llamaremos
(xi)i a la subsucesión (xikj )j . Tenemos entonces una sucesión acotada (xi)i en `p′ y una
constante C > 0, tal que (xi)i es débilmente convergente a 0 y ‖Txi‖Y ≥ C para todo i.
Como consecuencia de esta última condición, ‖T‖.‖xi‖p′ ≥ ‖Txi‖Y ≥ C, o equivalentemente,
‖xi‖p′ ≥ C

‖T‖ (desde luego, estamos suponiendo ‖T‖ 6= 0, de lo contrario no hay nada que
probar). Llamando ε = C

‖T‖ , obtenemos una sucesión acotada (xi)i en `p′ tal que:

xi
w→ 0,

‖xi‖p′ ≥ ε para todo i.

Estamos entonces en las hipótesis del principio de selección de Bessaga-Pe lczyński (ver Teore-
ma E.2.7), que afirma que podemos extraer una subsucesión de (xi)i que resulte una sucesión
básica y que sea equivalente a una subsucesión básica en bloque de la base canónica de `p′ .
Por el comentario posterior al teorema, esta subsucesión será equivalente a la base canónica
(ei)i de `p′ . Como antes, seguiremos notando (xi)i a esta subsucesión, de manera que tene-
mos (xi)i ∼ (ei)i. Notar, por otro lado, que (ei)i es débilmente p-sumable en `p′ (o dicho de
otra forma, (ei)i ∈ `wp (`p′)). De hecho, si consideramos ϕ ∈ B(`p′ )

′ e identificamos (`p′)′ = `p,
obtenemos

sup
ϕ∈B`p

(
n∑
i=1

|ϕ(ei)|p)1/p = sup
ϕ∈B`p

(
n∑
i=1

|ϕi|p)1/p = ‖ϕ‖p ≤ 1.

Puesto que (xi)i ∼ (ei)i, se tiene (xi)i ∈ `wp (`p′) (ver Observación E.2.4); y como por
hipótesis T : `p′ −→ Y es (E, p)-sumante, entonces resulta (‖Txi‖Y )∞i=1 ∈ E. Para finalizar,
como el espacio de sucesiones E es tal que E ↪→ c0, se deduce que (‖Txi‖Y )∞i=1 ∈ c0, lo cual
contradice el hecho de que ‖Txi‖Y ≥ C para todo i. La contradicción proviene de suponer
que T no es compacto. Luego queda probado a).

Ahora probemos b). Consideremos T : c0 −→ Y como en el enunciado y veamos que es
compacto. Dado que c0 no contiene una copia isomorfa de `1 (ver por ejemplo [1, Corolario
2.1.6]), la Observación B.2.6 afirma que T es compacto si y solo si es completamente
continuo. Luego bastará probar que T es completamente continuo. La demostración de esto
es muy similar a la anterior; de hecho vamos a suponer que T no es completamente continuo.
En tal caso hay una sucesión (xi)i de elementos en c0, que converge débilmente a 0 y tal que
(Txi)i no converge. Notar que la sucesión (xi)i es acotada, ya que toda sucesión débilmente
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convergente en un espacio de Banach lo es. Al igual que en a), pasando a una subsucesión
podemos suponer que los xi verifican ‖Txi‖Y ≥ C para algún C > 0. De esta manera, (xi)i
será una sucesión acotada en c0, que converge débilmente a 0 y que verifica ‖xi‖∞ ≥ ε para un
ε > 0. El principio de selección de Bessaga-Pe lczyński nos dice que, pasando a una subsucesión,
podemos suponer que (xi)i es equivalente a la base canónica (ei)i de c0. Como (ei)i es débil
1-sumable en c0 (eso es sencillo de verificar), entonces (xi)i lo es, y en consecuencia, usando
la hipótesis de que T es (E, 1)-sumante deducimos que (‖Txi‖Y )∞i=1 pertenece a E. Como
E ↪→ c0 (esta era una de las hipótesis) entonces (‖Txi‖Y )∞i=1 ∈ c0, lo cual contradice el hecho
de que (Txi)i no converge. La contradicción proviene de suponer que T no es completamente
continuo y en consecuencia queda probado b).

Observación 2.1.18. Se puede decir un poco más en el ı́tem a) del teorema anterior. Si
tenemos T ∈ ΠE,p(`s, Y ), donde 1 < p < ∞, p′ ≤ s < ∞ y `p ↪→ E ↪→ c0, entonces T es
compacto. La demostración es idéntica (poniendo `s en lugar de `p′) y la hipótesis de que
s ≥ p′ es necesaria para probar que la base canónica (ei)i pertenece a `wp (`s).

2.2. Inclusiones (E, 1)-sumantes

En esta sección veremos una generalización demostrada por Defant, Masty lo y Michels
(ver [9]) de un resultado probado por Bennett en [3], que afirma que si 1 ≤ p ≤ 2 entonces
la inclusión id : `p ↪→ `2 es (p, 1)-sumante (ver Teorema B.5.5). Dado E un espacio de
sucesiones 2-cóncavo y simétrico, sabemos por la Observación 1.4.13 que E ↪→ `2. El
objetivo será probar que en este caso, la inclusión id : E ↪→ `2 es (E, 1)-sumante y luego
mostrar algunas aplicaciones de este resultado.

2.2.1. El resultado principal

La demostración de que la inclusión id : E ↪→ `2 es (E, 1)-sumante (para un espacio
E 2-cóncavo y simétrico) utiliza algunas técnicas de la teoŕıa de interpolación. En lo que a
esto se refiere, el Apéndice C nos muestra las principales definiciones y propiedades que
son de utilidad en lo que sigue. Asumiremos como conocidas las definiciones de categoŕıa,
funtor, pares de espacios, espacios intermedios y de interpolación (todas ellas enunciadas
en el apéndice antes mencionado). Probaremos cuatro lemas auxiliares antes de enunciar el
resultado principal de esta sección.

Para comenzar, resulta evidente que los espacios de sucesiones forman una categoŕıa (donde
los morfismos son los operadores lineales y acotados) que resulta una subcategoŕıa de B, la
categoŕıa de todos los espacios de Banach. Por otro lado, dados dos espacios de sucesiones E0

y E1, tiene sentido considerar el espacio suma E0 + E1 con la norma dada por ‖x‖E0+E1 =
ı́nfx=x0+x1{‖x0‖E0 + ‖x1‖E1}, el cual resulta nuevamente un espacio de sucesiones. En efecto,
es sabido que la suma de dos espacios de Banach (con la norma mencionada) es un espacio
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de Banach, de manera que lo que debeŕıamos ver para probar que E0 + E1 es un espacio de
sucesiones, es que resulta normal. Para eso supongamos que tenemos x ∈ E0 + E1 e y ∈ ω
tales que |y| ≤ |x| y veamos que y ∈ E0 + E1 con ‖y‖E0+E1 ≤ ‖x‖E0+E1 . Que y ∈ E0 + E1

es consecuencia de una propiedad que tienen los espacios de Riesz (lattices), que afirma que
la suma de dos ideales es nuevamente un ideal (ver Observación A.1.11). Para probar la
desigualdad entre las normas, consideremos una representación de |x| de la forma |x| = x0 +x1

con x0 ∈ E0, x1 ∈ E1. Luego se deduce que |y| ≤ |x| ≤ |x0| + |x1| y como consecuencia del
ı́tem f) de las Propiedades A.1.5 (y dado que y ∈ E0 +E1), sabemos que existen y0 ∈ E0 e
y1 ∈ E1 (elementos positivos) tales que |y| = y0 + y1 y tales que yi ≤ |xi| (i = 0, 1). Teniendo
en cuenta la definición de la norma en E0 + E1, y que E0, E1 son normales, obtenemos las
siguientes desigualdades: ‖y‖E0+E1 ≤ ‖y0‖E0 + ‖y1‖E1 ≤ ‖x0‖E0 + ‖x1‖E1 . Tomando ı́nfimo
sobre todas las posibles representaciones x = x0 +x1, vemos que ‖y‖E0+E1 ≤ ‖x‖E0+E1 . Luego
E0 +E1 es un espacio de sucesiones. Notar que de la misma manera que se probó esta última
desigualdad, se prueba que si |y| ≤ |x| entonces el K-funcional (ver Definición C.1.3) verifica
K(t, y;E0, E1) ≤ K(t, x;E0, E1) para cada t > 0. Análogamente, dados E0 y E1, podemos
considerar el espacio intersección E0 ∩ E1, el cual resulta un espacio de sucesiones con la
norma de un elemento dada por ‖x‖E0∩E1 = máx{‖x‖E0 , ‖x‖E1} (en este caso, es mucho más
evidente que E0 ∩ E1 es normal). Lo que nos muestra esto, es que dados dos espacios de
sucesiones E0 y E1, tiene sentido hablar del par de espacios E = (E0, E1) y en consecuencia
de la categoŕıa de los pares de espacios de sucesiones.

Para el siguiente lema, serán útiles las siguientes desigualdades (fáciles de probar).

Observación 2.2.1. Sean 0 < p ≤ 1 y 1 ≤ q <∞. Dados los escalares a, b ≥ 0, se verifican:

(a+ b)p ≤ ap + bp y (a+ b)q � aq + bq. (2.8)

Esta última significa que existen constantes C1, C2 > 0 (independientes de a y b) tales que
C1.(aq + bq) ≤ (a+ b)q ≤ C2.(aq + bq).

Estas desigualdades junto con el cálculo funcional en Banach lattices (ver A.3), nos mues-
tran que si x, y ∈ E+ entonces (x+y)p ≤ xp+yp (0 < p ≤ 1) y (x+y)q � xq+yq (1 ≤ q <∞).

Lema 2.2.2. Sean E0 y E1 dos espacios de sucesiones. Supongamos que (E0, E1) es un par
de espacios de Calderón y E es un espacio de interpolación con respecto a (E0, E1). Luego
para todo 0 < p < 1, Ep es un espacio de interpolación con respecto a (Ep0 , E

p
1).

Demostración. Un par de espacios de Calderón E = (E0, E1), es un par de espacios tal que
todo espacio de interpolación con respecto a E es un K-espacio. Por otro lado, un K-espacio
es un espacio intermedio E (con respecto a E) tal que si K(t, y;E0, E1) ≤ K(t, x;E0, E1) para
todo t > 0 y x ∈ E, entonces y ∈ E con ‖y‖E ≤ C.‖x‖E para alguna constante C. Estas
definiciones pueden encontrarse en C.1.4. Recordemos además, que Ep es la potencia p-ésima
del espacio E (las potencias de espacios de sucesiones fueron estudiadas en el Caṕıtulo 1.4)
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y que cuando 0 < p < 1 se puede tomar potencia p-ésima de cualquier espacio (la condición
de que el espacio sea máx(1, p)-convexo no afecta, ya que todo espacio es 1-convexo).

Volviendo al enunciado del lema, para probar que Ep es un espacio de interpolación con
respecto a (Ep0 , E

p
1), debemos ver primero que es un espacio intermedio y luego que T :

(Ep0 , E
p
1) −→ (Ep0 , E

p
1) implica T : Ep −→ Ep. Veamos que es un espacio intermedio. En

primer lugar, es muy fácil ver que (E0 ∩ E1)p = Ep0 ∩ E
p
1 isométricamente, de manera que

teniendo en cuenta que E0 ∩ E1 ⊆ E (por ser espacio intermedio) y que tomar potencias
respeta las inclusiones (ver Observación 1.4.8), obtenemos (E0 ∩ E1)p = Ep0 ∩ E

p
1 ⊆ Ep

con inclusión continua. Ahora veamos que Ep ⊆ Ep0 + Ep1 y que la inclusión es continua.
Dado x ∈ Ep tenemos |x|1/p ∈ E y teniendo en cuenta que E ⊆ E0 + E1 por ser un espacio
intermedio, |x|1/p ∈ E0 + E1. Esto significa que existen x0 y x1 pertenecientes a E0 y E1,
respectivamente, tales que |x|1/p = x0 +x1. Luego tenemos |x| = (x0 +x1)p ≤ (|x0|+ |x1|)p ≤
|x0|p + |x1|p, donde la segunda desigualdad se debe a la Observación 2.2.1. Pero como
xi ∈ Ei entonces |xi|p ∈ Epi (i = 0, 1) y en consecuencia |x0|p + |x1|p ∈ Ep0 + Ep1 . Luego,
como Ep0 + Ep1 es normal, la desigualdad anterior nos muestra que |x| pertenece a Ep0 + Ep1
con ‖x‖Ep0+Ep1

≤ ‖|x0|p + |x1|p‖Ep0+Ep1
. Ahora bien, es claro por la definición de la norma en

Ep0 + Ep1 , que ‖|x0|p + |x1|p‖Ep0+Ep1
≤ ‖|x0|p‖Ep0 + ‖|x1|p‖Ep1 y en consecuencia tenemos:

(‖x‖Ep0+Ep1
)1/p ≤ (‖|x0|p‖Ep0 + ‖|x1|p‖Ep1 )1/p

= (‖|x0|‖pE0
+ ‖|x1|‖pE1

)1/p

≤ C.(‖x0‖E0 + ‖x1‖E1),

siendo la última desigualdad consecuencia de la Observación 2.2.1 (notando que 1 ≤ 1/p <
∞). La desigualdad probada se verifica para cualquier representación de |x|1/p de la forma
|x|1/p = x0 + x1, con xi ∈ Ei (i = 1, 2). Luego, tomando ı́nfimo sobre todas estas posibles
representaciones obtenemos (‖x‖Ep0+Ep1

)1/p ≤ C.‖|x|1/p‖E0+E1 , y como la inclusión E ⊆ E0 +
E1 es continua entonces (‖x‖Ep0+Ep1

)1/p ≤ C̃.‖|x|1/p‖E para alguna constante C̃. Es decir
que ‖x‖Ep0+Ep1

≤ C̃.‖|x|1/p‖pE = C̃.‖x‖Ep . Esto demuestra que Ep ⊆ Ep0 + Ep1 con inclusión
continua. Hasta aqúı, entonces, hemos probado que Ep es un espacio intermedio con respecto
a (Ep0 , , E

p
1).

Ahora veamos que si T : (Ep0 , E
p
1) −→ (Ep0 , E

p
1) entonces T : Ep −→ Ep. En realidad,

vamos a probar primero que Ep es un K-espacio con respecto al par (Ep0 , E
p
1) y de alĺı se

deducirá lo anterior. Para eso será necesario probar la siguiente equivalencia entre los K-
funcionales, que afirma que:

K(t, x;Ep0 , E
p
1) � K(t1/p, |x|1/p;E0, E1)p (2.9)

para todo x ∈ Ep0 + Ep1 y todo t > 0. Para comenzar, fijemos x ∈ Ep0 + Ep1 y t > 0 y
veamos que hay una constante C1 (que no depende de x ni de t) tal que K(t, x;Ep0 , E

p
1) ≤

C1.K(t1/p, |x|1/p;E0, E1)p. El argumento es similar al que usamos para probar la inclusión
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anterior. Lo primero que veremos es que |x|1/p pertenece a E0 +E1. En efecto, existen y0 ∈ Ep0
e y1 ∈ Ep1 tales que |x| = y0 + y1 ≤ |y0| + |y1| y en consecuencia, |x|1/p ≤ (|y0| + |y1|)1/p ≤
C.(|y0|1/p+ |y1|1/p) en virtud de la Observación 2.2.1. Como |y0|1/p+ |y1|1/p ∈ E0 +E1 y por
la propiedad de normalidad, se deduce que |x|1/p ∈ E0+E1 como se queŕıa ver. Luego, podemos
escribir |x|1/p = x0+x1 para ciertos xi ∈ Ei (i = 1, 2) y dado que |x| = (x0+x1)p ≤ |x0|p+|x1|p,
se tendrá K(t, x;Ep0 , E

p
1) ≤ K(t, |x0|p + |x1|p;Ep0 , E

p
1). Ahora bien, de la definición del K-

funcional (y nuevamente de las desigualdades (2.8)) se deduce que,

(K(t, x;Ep0 , E
p
1))1/p ≤ (K(t, |x0|p + |x1|p;Ep0 , E

p
1))1/p

≤
(
‖|x0|p‖Ep0 + t.‖|x1|p‖Ep1

)1/p

=
(
‖x0‖pE0

+ t.‖x1‖pE1

)1/p

≤ C.‖x0‖E0 + t1/p.‖x1‖E1 .

Tomando ı́nfimo sobre las representaciones |x|1/p = x0 + x1 y elevando a la p, obtenemos
K(t, x;Ep0 , E

p
1) ≤ C1.K(t1/p, |x|1/p;E0, E1)p para cierta constante C1. Ahora probemos la otra

desigualdad. Como antes fijamos x ∈ Ep0 +Ep1 , de manera que existen x0 ∈ Ep0 y x1 ∈ Ep1 tales
que x = x0+x1 (prestar atención al hecho de que x0 y x1 no son los mismos que antes formaban
una representación de |x|1/p). Luego, |x|1/p ≤ (|x0|+|x1|)1/p ≤ C.(|x0|1/p+|x1|1/p) ∈ E0+E1 y
en consecuencia |x|1/p ∈ E0 +E1; más aún, existen y0 ∈ E0 e y1 ∈ E1 tales que |x|1/p = y0 +y1

y tales que yi ≤ C.|xi|1/p (consecuencia de las Propiedades A.1.5). Luego, argumentando
de la misma manera que lo hicimos antes, tenemos las siguientes desigualdades:(

K(t1/p, |x|1/p;E0, E1)
)p
≤

(
‖y0‖E0 + t1/p.‖y1‖E1

)p
≤

(
‖C.|x0|1/p‖E0 + t1/p.‖C.|x1|1/p‖E1

)p
≤ C2.(‖|x0|1/p‖pE0

+ t.‖|x1|1/p‖pE1
)

= C2.(‖x0‖Ep0 + t.‖x1‖Ep1 ).

Tomando ı́nfimo sobre las representaciones de la forma x = x0 +x1, obtenemos la desigualdad
K(t1/p, |x|1/p;E0, E1)p ≤ C2.K(t, x;Ep0 , E

p
1), que es lo que queŕıamos probar (notar que la

constante C2 es la misma constante C1 que obtuvimos antes). Luego, queda probada la equiv-
alencia entre los K-funcionales. Podemos ver entonces que Ep es un K-espacio con respecto a
(Ep0 , E

p
1). Sean x ∈ Ep, y ∈ Ep0 +Ep1 satisfaciendo K(t, y;Ep0 , E

p
1) ≤ K(t, x;Ep0 , E

p
1) para todo

t > 0, y probemos que y ∈ Ep con ‖y‖Ep ≤ C.‖x‖Ep . La equivalencia (2.9) nos dice que existen
constantes C1, C2 tales que K(t1/p, |y|1/p;E0, E1)p ≤ C1.K(t, y;Ep0 , E

p
1) y K(t, x;Ep0 , E

p
1) ≤

C2.K(t1/p, |x|1/p;E0, E1)p, y como estamos suponiendo K(t, y;Ep0 , E
p
1) ≤ K(t, x;Ep0 , E

p
1), se

deduce que
K(t1/p, |y|1/p;E0, E1) ≤ (C1.C2)1/p.K(t1/p, |x|1/p;E0, E1).

Pero |x|1/p pertenece a E (pues x ∈ Ep) y E es un K-espacio con respecto a (E0, E1), de
forma que resulta |y|1/p ∈ E con ‖|y|1/p‖E ≤ C.‖|x|1/p‖E . De aqúı concluimos que y ∈ Ep y
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que ‖y‖Ep ≤ Cp.‖x‖Ep , y de esta manera mostramos que Ep es un K-espacio. Para terminar
esta demostración, veamos que esto último implica que Ep es un espacio de interpolación con
respecto a (Ep0 , E

p
1). Sea T : (Ep0 , E

p
1) −→ (Ep0 , E

p
1) y veamos que T : Ep −→ Ep. Recordar

que T : (Ep0 , E
p
1) −→ (Ep0 , E

p
1) significa que T : Ep0 + Ep1 −→ Ep0 + Ep1 es un operador lineal

y acotado tal que T (Epi ) ⊆ Epi (i = 0, 1) y las restricciones T : Epi −→ Epi también son
acotadas (digamos, con norma ‖T‖i). Consideremos x ∈ Ep y veamos que Tx ∈ Ep. Dada
una representación x = x0 + x1 (xi ∈ Epi ) se tiene Tx = Tx0 + Tx1 con Txi ∈ Epi . En
consecuencia

K(t, Tx;Ep0 , E
p
1) ≤ ‖Tx0‖Ep0 + t.‖Tx1‖Ep1 ≤ máx(‖T‖0, ‖T‖1).(‖x0‖Ep0 + t.‖x1‖Ep1 )

y tomando ı́nfimo sobre las representaciones x = x0 + x1 nos queda K(t, Tx;Ep0 , E
p
1) ≤

máx(‖T‖0, ‖T‖1).K(t, x;Ep0 , E
p
1). Dado que x ∈ Ep y que Ep es un K-espacio, resulta Tx ∈ Ep

con ‖Tx‖Ep ≤ C.‖x‖Ep y en consecuencia T : Ep −→ Ep es acotado. Luego queda probado
que Ep es un espacio de interpolación con respecto a (Ep0 , E

p
1).

Lo que sigue, será probar que si E es un espacio de sucesiones 2-convexo, maximal y
simétrico entonces es un espacio de interpolación con respecto al par (`2, `∞). Antes que eso,
veremos que un espacio de sucesiones maximal y simétrico es un espacio de interpolación con
respecto al par (`1, `∞).

Observación 2.2.3. Sea E un espacio de sucesiones simétrico. Entonces E es un espacio
intermedio con respecto a (`1, `∞).

Demostración. Notando que `1∩ `∞ = `1 y que `1 + `∞ = `∞ (ambas igualdades isométricas),
la demostración se reduce a ver que `1 ↪→ E ↪→ `∞ con inclusiones continuas y eso ya lo
probamos en la Proposición 1.1.8.

A continuación, definimos una nueva relación entre sucesiones. Recordar que dada una
sucesión x = (xn)n notamos x∗ = (x∗n)n al reordenamiento decreciente de x y x∗∗ = (x∗∗n )n a
la sucesión dada por x∗∗n = 1

n .
∑n

i=1 x
∗
i (ver Definición 1.3.24). Luego, dadas dos sucesiones

x e y, diremos que x ≺ y si x∗∗ ≤ y∗∗, esto es, si x∗∗n ≤ y∗∗n para todo n ∈ N. Probemos un
par de resultados que involucran esta nueva definición.

Observación 2.2.4. Sea E un espacio de sucesiones maximal y simétrico, y sean x ∈ E,
y ∈ `1 + `∞ tales que y ≺ x. Entonces y ∈ E con ‖y‖E ≤ ‖x‖E.

Demostración. Recordemos que como E es maximal y simétrico entonces ‖x‖E = ‖x∗‖E para
todo x ∈ E (ver Observación 1.3.27). Por otro lado, en el Caṕıtulo 1.3.2 probamos que
E× es maximal (para cualquier espacio de sucesiones) y que si E es maximal entonces es
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perfecto (ambos resultados serán útiles en esta demostración). Por hipótesis tenemos x ∈ E,
y ∈ `1 + `∞ tales que

n∑
i=1

y∗i ≤
n∑
i=1

x∗i para todo n ∈ N. (2.10)

Si consideramos z ∈ E×, entonces (2.10) junto con la Proposición C.1.15 nos dicen que∑∞
i=1 y

∗
i .z
∗
i ≤

∑∞
i=1 x

∗
i .z
∗
i = ‖x∗z∗‖1. Pero como E es maximal y simétrico entonces x∗ ∈ E =

E×× con ‖x∗‖E×× = ‖x∗‖E = ‖x‖E , y dado que E× resulta maximal y simétrico entonces
‖z∗‖E× = ‖z‖E× . Luego la desigualdad anterior nos dice que

∞∑
i=1

y∗i .z
∗
i ≤ ‖x∗z∗‖1 ≤ ‖x∗‖E×× .‖z‖E× = ‖x‖E .‖z‖E× .

Ahora bien, la desigualdad de Hardy-Littlewood (ver Proposicion 1.3.28) nos muestra que∑∞
i=1 |yi|.|zi| ≤

∑∞
i=1 y

∗
i .z
∗
i , y juntando esto con la desigualdad anterior nos queda ‖yz‖1 ≤

‖x‖E .‖z‖E× . Esto prueba que y ∈ E×× y tomando supremo sobre los z ∈ BE× resulta
‖y‖E×× ≤ ‖x‖E . Como E es perfecto, probamos que y ∈ E con ‖y‖E ≤ ‖x‖E , que es lo que
se queŕıa ver.

En virtud del Teorema C.1.16, esta observación se puede reescribir de la siguiente man-
era: dado E un espacio de sucesiones maximal y simétrico, si x ∈ E, y ∈ `1 + `∞ son tales que
K(n, y; `1, `∞) ≤ K(n, x; `1, `∞) para todo n, entonces y ∈ E con ‖y‖E ≤ ‖x‖E . Se deduce
de aqúı, que si E es maximal y simétrico entonces es un K-espacio con respecto a (`1, `∞).
Esto no debe sorprender, ya que mencionamos que probaŕıamos que los espacios de sucesiones
maximales y simétricos son espacios de interpolación con respecto a (`1, `∞) y este último es
un par de espacios de Calderón (ver Teorema C.1.14).

Observación 2.2.5. Sean T : (`1, `∞) −→ (`1, `∞) y x ∈ `1 + `∞. Luego se verifica Tx ≺
máx(‖T‖1, ‖T‖∞).x, donde ‖T‖1 = ‖T : `1 −→ `1‖ y ‖T‖∞ = ‖T : `∞ −→ `∞‖.

Demostración. Como x ∈ `1 + `∞ entonces se puede escribir de la forma x = x0 + x1 con
x0 ∈ `1 y x1 ∈ `∞. Dado que T : (`1, `∞) −→ (`1, `∞), se tendrá Tx = Tx0 + Tx1 ∈ `1 + `∞

con Tx0 ∈ `1 y Tx1 ∈ `∞. El Teorema C.1.16 (aplicado a la sucesión Tx) nos dice que

n∑
i=1

(Tx)∗i = ı́nf
Tx=y0+y1

{‖y0‖1 + n.‖y1‖∞} ≤ ‖Tx0‖1 + n.‖Tx1‖∞

para cada n ∈ N. Dado que ‖Tx0‖1 + n.‖Tx1‖∞ ≤ máx(‖T‖1, ‖T‖∞).(‖x0‖1 + n.‖x1‖∞),
obtenemos

∑n
i=1(Tx)∗i ≤ máx(‖T‖1, ‖T‖∞).(‖x0‖1 +n.‖x1‖∞) y tomando ı́nfimo sobre todas

las representaciones de la forma x = x0 + x1, nos queda

n∑
i=1

(Tx)∗i ≤ máx(‖T‖1, ‖T‖∞). ı́nf
x=x0+x1

{‖x0‖1 + n.‖x1‖∞} = máx(‖T‖1, ‖T‖∞).
n∑
i=1

x∗i
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donde la última igualdad es, nuevamente, consecuencia del Teorema C.1.16 (ahora aplicado
a la sucesión x). Luego se tendrá 1

n .
∑n

i=1(Tx)∗i ≤ máx(‖T‖1, ‖T‖∞). 1n .
∑n

i=1 x
∗
i , es decir,

Tx ≺ máx(‖T‖1, ‖T‖∞).x.

Las últimas tres observaciones nos permiten probar lo siguiente.

Proposición 2.2.6. Sea E un espacio de sucesiones maximal y simétrico. Luego E es un
espacio de interpolación exacto con respecto al par (`1, `∞).

Demostración. La Observación 2.2.3 nos dice que E es espacio intermedio con respecto
a (`1, `∞). Luego queremos ver que si T : (`1, `∞) −→ (`1, `∞) entonces T : E −→ E es
un operador acotado con norma ‖T : E −→ E‖ ≤ máx(‖T‖1, ‖T‖∞). Consideremos x ∈
E ⊆ `1 + `∞. La Observación 2.2.5 afirma que Tx ≺ máx(‖T‖1, ‖T‖∞).x, y dado que
máx(‖T‖1, ‖T‖∞).x ∈ E, se deduce de la Observación 2.2.4 que Tx ∈ E con ‖Tx‖E ≤
máx(‖T‖1, ‖T‖∞).‖x‖E . Esto es justamente lo que queŕıamos probar.

Esta proposición junto con el lema anterior, nos permiten probar el siguiente resultado.

Lema 2.2.7. Sea E un espacio de sucesiones maximal y simétrico.

a) Si E es 2-convexo, entonces es un espacio de interpolación con respecto a (`2, `∞).

b) Si E es 2-cóncavo, entonces M(`2, E) es un espacio de interpolación con respecto a
(`2, `∞).

Demostración. En esta demostración serán necesarios algunos de los resultados probados en el
Caṕıtulo 1.4. Comencemos probando a). Dado que E es 2-convexo, tiene sentido considerar
la potencia E2 que resulta un espacio de sucesiones maximal y simétrico. De hecho, E es
maximal y simétrico por hipótesis y tomar potencia a un espacio respeta la maximalidad y la
simetŕıa según lo observado en las Propiedades 1.4.9 (y en la Observación 1.4.12 para
el caso general). Luego, la Proposición 2.2.6 afirma que E2 es un espacio de interpolación
con respecto a (`1, `∞). Teniendo en cuenta que (`1, `∞) es un par de espacios de Calderón
(hecho que ya remarcamos anteriormente) y aplicando el Lema 2.2.2 con p = 1/2, obtenemos
que (E2)1/2 es espacio de interpolación con respecto a (`1/21 , `

1/2
∞ ). Notando que `1/21 = `2 y

`
1/2
∞ = `∞ isométricamente, resulta que (E2)1/2 es espacio de interpolación con respecto a

(`2, `∞). Cuando la constante de convexidad M (2)(E) = 1, sabemos por la Observación
1.4.7 que (E2)1/2 = E isométricamente. En tal caso, quedaŕıa probado el resultado. Si no
suponemos M (2)(E) = 1, entonces (E2)1/2 = E con normas equivalentes (según lo visto
en la Observación 1.4.12). Veamos que en ese caso también se tiene que E es espacio de
interpolación con respecto a (`2, `∞). De hecho, eso se deduce del siguiente resultado:

Observación 2.2.8. Supongamos que (A, ‖ · ‖1) y (A, ‖ · ‖2) son espacios de Banach con
‖ · ‖1 ∼ ‖ · ‖2 (normas equivalentes) y supongamos que (A, ‖ · ‖1) es espacio de interpolación
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con respecto al par A = (A0, A1). Entonces (A, ‖ · ‖2) también es espacio de interpolación con
respecto a A.

La demostración de este hecho es bien sencilla. Dado que (A, ‖·‖1) es espacio intermedio con
respecto a A, se tiene ∆(A) ⊆ (A, ‖ ·‖1) ⊆ Σ(A) con inclusiones continuas. Como ‖ ·‖1 ∼ ‖·‖2
entonces las inclusiones ∆(A) ⊆ (A, ‖ · ‖2) ⊆ Σ(A) también son continuas, de manera que
(A, ‖ · ‖2) es espacio intermedio con respecto a A. Por otro lado, sabemos que si T : A −→ A

entonces T : (A, ‖ · ‖1) −→ (A, ‖ · ‖1) es un operador acotado. La equivalencia entre normas
nos muestra entonces que T : (A, ‖·‖2) −→ (A, ‖·‖2) es acotado y aśı (A, ‖·‖2) resulta espacio
de interpolación con respecto a A. De esta forma, queda probado a).

Ahora probemos b). Por lo visto antes, bastaŕıa ver que si E es 2-cóncavo, maximal y
simétrico entonces M(`2, E) es 2-convexo, maximal y simétrico. Que es 2-convexo se desprende
del Corolario 1.4.16; las otras cuestiones fueron probadas en las Observaciones 1.2.3 y
1.3.19.

Observación 2.2.9. El lema anterior junto con el teorema de Aronszajn-Gagliardo (enunci-
ado en C.1.4) afirman que si E es 2-convexo, entonces hay un funtor de interpolación exacto
F en B (la categoŕıa de los espacios de Banach) tal que E = F(`2, `∞) (igualdad con nor-
mas equivalentes). Análogamente, si E es 2-cóncavo entonces hay un funtor de interpolación
exacto F tal que M(`2, E) = F(`2, `∞).

Para el siguiente lema, recordar que si E es un espacio de sucesiones y X un espacio de
Banach, entonces E(X) denota al espacio de Banach de las sucesiones (xn)x de elementos en X
tales que (‖xn‖X)n ∈ E. La norma en este espacio está dada por ‖(xn)n‖E(X) = ‖(‖xn‖X)n‖E
(ver Observación 2.1.4). Por otro lado, En denota al espacio de las n-uplas (λ1, ..., λn) con
la norma dada por ‖(λi)ni=1‖E .

Lema 2.2.10. Sean E y F dos espacios de sucesiones, X un espacio de Banach y F un funtor
de interpolación exacto en B. Entonces se verifica

‖id : F(En(X), Fn(X)) ↪→ F(En, Fn)(X)‖ ≤ 1.

Demostración. En primer lugar, notemos que tiene sentido que consideremos la inclusión
F(En(X), Fn(X)) ↪→ F(En, Fn)(X), ya que se trata de espacios de sucesiones finitas. De he-
cho si (xi)ni=1 ∈ F(En(X), Fn(X)) ⊆ En(X) + Fn(X), es claro que (‖xi‖X)ni=1 ∈ F(En, Fn)
por ser una sucesión finita y en consecuencia (xi)ni=1 ∈ F(En, Fn)(X). Lo que queremos pro-
bar, es que dados x1, ..., xn ∈ X se verifica ‖(xi)ni=1‖F(En,Fn)(X) ≤ ‖(xi)ni=1‖F(En(X),Fn(X)).
Consideremos ϕ1, ..., ϕn funcionales en X ′ tales que ϕi(xi) = ‖xi‖X y ‖ϕi‖X′ = 1 para
todo i = 1, ..., n. Podemos definir entonces, la aplicación T : Rn(X) −→ Rn dada por
(yi)ni=1 7−→ (ϕi(yi))ni=1. Notar que T ((xi)ni=1) = (‖xi‖X)ni=1, de manera que si probamos
que ‖T : F(En(X), Fn(X)) −→ F(En, Fn)‖ ≤ 1, entonces se tendrá ‖(xi)ni=1‖F(En,Fn)(X) =
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‖T ((xi)ni=1)‖F(En,Fn) ≤ ‖(xi)ni=1‖F(En(X),Fn(X)) como se quiere ver. Para eso, pensemos al
operador T : En(X) −→ En y T : Fn(X) −→ Fn y veamos que en ambos casos tiene norma
menor o igual que uno. En efecto, para cada yi ∈ X tenemos ϕi(yi) ≤ ‖ϕi‖X′ .‖yi‖X = ‖yi‖X
y en consecuencia por la propiedad de normalidad se obtiene:

‖T (yi)ni=1‖En = ‖(ϕi(yi))ni=1‖En ≤ ‖(‖yi‖X)ni=1‖En = ‖(yi)ni=1‖En(X),

lo cual nos muestra que ‖T : En(X) −→ En‖ ≤ 1. Análogamente se ve que ‖T : Fn(X) −→
Fn‖ ≤ 1. Usando en este momento la hipótesis de que F es un funtor exacto, obtenemos

‖T : F(En(X), Fn(X)) −→ F(En, Fn)‖ ≤ máx{‖T : En(X) −→ En‖, ‖T : Fn(X) −→ Fn‖} ≤ 1

que es lo que queŕıamos probar.

Antes de enunciar el próximo lema, y teniendo en cuenta que en la demostración del
mismo pasaremos del caso infinito dimensional al caso finito dimensional (y de la misma
manera sucederá en el teorema siguiente), será de gran utilidad el siguiente resultado.

Observación 2.2.11. Sean E y F dos espacios de sucesiones. Hasta aqúı, dado λ = (λi)ni=1 ∈
Rn notamos ‖(λi)ni=1‖E para expresar la norma (en E) de la sucesión (λ1, ..., λn, 0, ....), es
decir, no hacemos ninguna distinción entre (λi)ni=1 y (λ1, ..., λn, 0, ....). Para evitar cualquier
tipo de confusión, en esta observación será conveniente notar λ̃ = (λ1, ..., λn, 0, ....).

i) Para todo λ ∈ Rn, se verifica ‖λ‖M(En,Fn) = ‖λ̃‖M(E,F ). Es decir, (M(E,F ))n =
M(En, Fn) isométricamente.

ii) Si (E,F ) es un par de espacios y F es un funtor de interpolación exacto en B entonces
(F(E,F ))n = F(En, Fn) isométricamente.

Demostración. Para probar i) basta notar que ‖λ̃‖M(E,F ) = supy∈BE ‖λ̃y‖F = supy∈BEn ‖λ̃ỹ‖F =
supy∈BEn ‖λy‖Fn = ‖λ‖M(En,Fn).

Ahora probemos ii). Por un lado, consideremos Pn : ω −→ Rn la proyección sobre las
primeras n coordenadas y notemos que Pn : E −→ En y Pn : F −→ Fn en ambos casos con
norma menor o igual que uno. Luego, dado que F es un funtor de interpolación exacto, se
tendrá Pn = F(Pn) : F(E,F ) −→ F(En, Fn) con norma menor o igual que uno. Esto nos
muestra que ‖λ‖F(En,Fn) ≤ ‖λ̃‖F(E,F ). Por otro lado, consideremos Qn : Rn −→ ω definida
por λ 7→ λ̃, y observemos que Qn : En −→ E y Qn : Fn −→ F con norma igual a uno.
Usando nuevamente que F es un funtor exacto, obtenemos Qn : F(En, Fn) −→ F(E,F ) con
norma menor o igual que uno. Esto nos dice que ‖λ̃‖F(E,F ) ≤ ‖λ‖F(En,Fn), que junto con la
desigualdad anterior nos muestran que (F(E,F ))n = F(En, Fn). Notar que es fundamental
en la demostración, que el funtor sea exacto.

Lema 2.2.12. Sean E un espacio de sucesiones 2-cóncavo y simétrico y F un funtor de
interpolación exacto en B tal que M(`2, E) ↪→ F(`2, `∞). Luego,

sup
m,n
‖id : L(`m2 , En) ↪→ F(L(`m2 , `

n
1 ),L(`m2 , `

n
2 ))‖ ≤

√
2.cF(`2,`∞)

M(`2,E) .M(2)(E). (2.11)
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Demostración. Al igual que en el lema anterior, haremos un comentario acerca de por qué tiene
sentido considerar la inclusión L(`m2 , En) ↪→ F(L(`m2 , `

n
1 ),L(`m2 , `

n
2 )), es decir, por qué dado

T ∈ L(`m2 , En) se tiene T ∈ F(L(`m2 , `
n
1 ),L(`m2 , `

n
2 )). Para eso notemos que al ser F un funtor

de interpolación, se verifica

L(`m2 , `
n
1 ) ∩ L(`m2 , `

n
2 ) ⊆ F(L(`m2 , `

n
1 ),L(`m2 , `

n
2 )) ⊆ L(`m2 , `

n
1 ) + L(`m2 , `

n
2 ) ⊆ L(`m2 , `

n
1 + `n2 )

con inclusiones continuas. Luego dado un operador T : `m2 −→ En, es claro que lo pode-
mos pensar a valores en `n1 o en `n2 y en consecuencia puede ser visto como un operador en
F(L(`m2 , `

n
1 ),L(`m2 , `

n
2 )).

Ahora śı, comencemos con la demostración del lema. Para cada n,m ∈ N fijos, vamos a
considerar T ∈ L(`m2 , En) y vamos a probar que

‖T‖F(L(`m2 ,`
n
1 ),L(`m2 ,`

n
2 )) ≤

√
2.cF(`2,`∞)

M(`2,E) .M(2)(E).‖T‖L(`m2 ,En). (2.12)

En tal caso se tendrá

‖id : L(`m2 , En) ↪→ F(L(`m2 , `
n
1 ),L(`m2 , `

n
2 ))‖ ≤

√
2.cF(`2,`∞)

M(`2,E) .M(2)(E),

y tomando supremo sobre n y m quedaŕıa probado el resultado. Luego la demostración se
reduce a probar (2.12). Dado T ∈ L(`m2 , En), el Teorema E.6.2 afirma que existen λ =
(λ1, ..., λn) ∈ Rn y un operador R ∈ L(`m2 , `

n
2 ) tales que T se factoriza de la forma T : `m2

R→
`n2

Mλ→ En, y además se verifica que ‖R‖.‖λ‖M(`n2 ,En) ≤
√

2.M(2)(E).‖T‖L(`n2 ,En). Aqúı, Mλ

es el operador multiplicación dado por Mλ(x) = (λi.xi)ni=1. Definamos entonces la aplicación
lineal Φ : Rn −→ L(`m2 ,R

n) dada por µ 7→ Mµ ◦ R, notando que Φ(λ) = T según lo visto
anteriormente. La idea será ver que Φ : (`n2 , `

n
∞) −→ (L(`m2 , `

n
1 ),L(`m2 , `

n
2 )) de manera de

poder aplicar el funtor F . Más espećıficamente, veamos que Φ : `n2 −→ L(`m2 , `
n
1 ) y que

Φ : `n∞ −→ L(`m2 , `
n
2 ) en ambos casos con norma menor o igual que ‖R‖. En primer lugar,

consideremos µ, x ∈ Rn y notemos que una simple aplicación de la desigualdad de Hölder, nos
muestra que

‖Mµ ◦R(x)‖`n1 = ‖(µi.(Rx)i)ni=1‖`1
≤ ‖µ‖`n2 .‖Rx‖`n2
≤ ‖µ‖`n2 .‖R‖.‖x‖`m2 ,

de manera que ‖Φ(µ)‖L(`m2 ,`
n
1 ) = ‖Mµ ◦R‖L(`m2 ,`

n
1 ) ≤ ‖µ‖`n2 .‖R‖ y en consecuencia ‖Φ : `n2 −→

L(`m2 , `
n
1 )‖ ≤ ‖R‖. De manera análoga se prueba que ‖Φ : `n∞ −→ L(`m2 , `

n
2 )‖ ≤ ‖R‖. Luego,

como F es un funtor de interpolación exacto se tiene

Φ : F(`n2 , `
n
∞) −→ F(L(`m2 , `

n
1 ),L(`m2 , `

n
2 ))

con norma menor o igual que ‖R‖. Ahora usando la hipótesis de que M(`2, E) ↪→ F(`2, `∞),
veremos que podemos restrigir esta aplicación al espacio M(`n2 , En) y que resulta

‖Φ : M(`n2 , En) −→ F(L(`m2 , `
n
1 ),L(`m2 , `

n
2 ))‖ ≤ cF(`2,`∞)

M(`2,`∞).‖R‖.
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En efecto, el hecho de que M(`2, E) ↪→ F(`2, `∞) junto con la Observación 2.2.11, nos
muestran que para cada µ = (µi)ni=1 se verifica:

‖µ‖F(`n2 ,`
n
∞) = ‖µ̃‖F(`2,`∞) ≤ c

F(`2,`∞)
M(`2,`∞).‖µ̃‖M(`2,`∞) = c

F(`2,`∞)
M(`2,`∞).‖µ‖M(`n2 ,`

n
∞),

donde µ̃ = (µ1, ..., µn, 0, ....) como en la observación. Como consecuencia de esta desigualdad
y de que ‖Φ : F(`n2 , `

n
∞) −→ F(L(`m2 , `

n
1 ),L(`m2 , `

n
2 ))‖ ≤ ‖R‖, se obtiene

‖Φ(µ)‖F(L(`m2 ,`
n
1 ),L(`m2 ,`

n
2 )) ≤ ‖R‖.‖µ‖F(`n2 ,`

n
∞) ≤ ‖R‖.c

F(`2,`∞)
M(`2,`∞).‖µ‖M(`n2 ,En), (2.13)

y de esta manera ‖Φ : M(`n2 , En) −→ F(L(`m2 , `
n
1 ),L(`m2 , `

n
2 ))‖ ≤ c

F(`2,`∞)
M(`2,`∞).‖R‖ como nos

hab́ıamos propuesto. Con esto queda prácticamente demostrada la desigualdad (2.12); sim-
plemente hay que recordar que Φ(λ) = T y que ‖R‖.‖λ‖M(`n2 ,En) ≤

√
2.M(2)(E).‖T‖L(`n2 ,En),

de forma que poniendo µ = λ en la desigualdad (2.13) obtenemos:

‖T‖F(L(`m2 ,`
n
1 ),L(`m2 ,`

n
2 )) ≤ c

F(`2,`∞)
M(`2,`∞).‖R‖.‖λ‖M(`n2 ,En)

≤ c
F(`2,`∞)
M(`2,`∞).

√
2.M(2)(E).‖T‖L(`n2 ,En)

como se queŕıa probar.

Notando que `2 = M(`2, `1), `∞ = M(`2, `2) y pensando en los espacios de multiplicadores
como operadores diagonales, el lema que acabamos de probar nos dice que si E es 2-cóncavo
y simétrico entonces la propiedad de interpolación de los operadores diagonales (esto es,
la hipótesis de que M(`2, E) ↪→ F(M(`2, `1),M(`2, `2))), se transfiere a una propiedad de
interpolación, en el caso finito dimensional, de los espacios asociados de operadores acotados
(es decir, L(`n2 , En) ↪→ F(L(`m2 , `

n
1 ),L(`m2 , `

n
2 ))).

Finalmente, estamos en condiciones de probar el resultado principal de esta sección.

Teorema 2.2.13. Sea E un espacio de sucesiones 2-cóncavo y simétrico. Luego id : E ↪→ `2

es (E, 1)-sumante.

Demostración. Dado que E es 2-cóncavo, podemos afirmar que tiene cotipo 2 (de hecho son
conceptos equivalentes según la Proposición E.5.4). Luego el Teorema 2.1.16 nos dice que
ΠE,1(E, `2) = ΠM(`2,E),2(E, `2) (igualdad no necesariamente isométrica), y en consecuencia
bastará probar que id : E ↪→ `2 es (M(`2, E), 2)-sumante. Notar que al ser E un espacio
2-cóncavo, la Propiedad 1.4.14 afirma que E resulta maximal y minimal. Comenzando
entonces con la demostración de que (id : E ↪→ `2) ∈ ΠM(`2,E),2, observemos que por el Lema
2.2.7 (y la observación posterior) sabemos que hay un funtor de interpolación exacto F , tal
que M(`2, E) = F(`2, `∞). Lo que haremos será definir, para cada m,n ∈ N, una aplicación
Φm,n : (L(`m2 , `

n
1 ),L(`m2 , `

n
2 )) −→ (`m2 (`n2 ), `m∞(`n2 )) para luego aplicar el funtor F . Dado un

operador lineal S : Rm −→ Rn, definimos Φm,n(S) = (Sei)mi=1. Veamos que

Φm,n : L(`m2 , `
n
1 ) −→ `m2 (`n2 ) (2.14)

Φm,n : L(`m2 , `
n
2 ) −→ `m∞(`n2 ) (2.15)
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en ambos casos con norma menor o igual que uno. En cualquiera de los dos casos, es claro que
Φm,n está bien definido y es lineal, de manera que lo que hay que ver es que son operadores
acotados con norma menor o igual que uno. Comencemos con (2.14). Notar que id : `n1 −→ `n2
es un operador 2-sumante con norma π2(id : `n1 −→ `n2 ) = 1 (eso es fácil de chequear) y
observar que si en el Lema 2.1.12 ponemos T = id : `n1 −→ `n2 , entonces tenemos Φm

T = Φm,n :
L(`m2 , `

n
1 ) −→ `m2 (`n2 ), donde Φm

T resulta un operador acotado con norma ‖Φm
T ‖ ≤ π2(T ).c2

2 = 1.
Aún más, sabemos que

sup
m
‖Φm

T ‖ = sup
m
‖Φm,n : L(`m2 , `

n
1 ) −→ `m2 (`n2 )‖ = π2(T ) = 1.

Análogamente, notando que id : `n2 −→ `n2 es (`∞, 2)-sumante con norma π`∞,2(id : `n2 −→
`n2 ) = 1 (de hecho, la Observación 2.1.7 nos dice que Π`∞,2(`n2 , `

n
2 ) = L(`n2 , `

n
2 ) isométri-

camente), y poniendo T = id : `n2 −→ `n2 en el Lema 2.1.12, obtenemos que Φm
T = Φm,n :

L(`m2 , `
n
2 ) −→ `m∞(`n2 ) es acotado y además

sup
m
‖Φm

T ‖ = sup
m
‖Φm,n : L(`m2 , `

n
2 ) −→ `m∞(`n2 )‖ = π`∞,2(id : `n2 −→ `n2 ) = 1.

Ahora, dado que F es un funtor de interpolación exacto, se verifica:

Φm,n : F(L(`m2 , `
n
1 ),L(`m2 , `

n
2 )) −→ F(`m2 (`n2 ), `m∞(`n2 ))

con norma menor o igual que uno, y esto vale para cualesquiera n,m ∈ N. Recurriendo al
Lema 2.2.12, podemos pensar en la restricción del operador Φm,n al espacio L(`m2 , En). En
efecto se tiene

L(`m2 , En)
id
↪→ F(L(`m2 , `

n
1 ),L(`m2 , `

n
2 )) Φm,n−→ F(`m2 (`n2 ), `m∞(`n2 )),

donde supm,n ‖id : L(`m2 , En) ↪→ F(L(`m2 , `
n
1 ),L(`m2 , `

n
2 ))‖ ≤

√
2.cF(`2,`∞)

M(`2,E) .M(2)(E) según lo
visto en el Lema 2.2.12, y ‖Φm,n : F(L(`m2 , `

n
1 ),L(`m2 , `

n
2 )) −→ F(`m2 (`n2 ), `m∞(`n2 ))‖ ≤ 1

según lo observado anteriormente. Seguiremos llamando Φm,n a la restricción, de manera que
tenemos

Φm,n : L(`m2 , En) −→ F(`m2 (`n2 ), `m∞(`n2 ))

un operador con norma menor o igual que
√

2.cF(`2,`∞)
M(`2,E) .M(2)(E) (y al igual que antes, la co-

ta es independiente de n,m). Antes de seguir, hacemos el siguiente comentario: una de las
hipótesis en el Lema 2.2.12 era que se verifique M(`2, E) ↪→ F(`2, `∞), y en ese sentido
aparećıa la constante cF(`2,`∞)

M(`2,E) . En esta demostración, el funtor F fue elegido de forma tal
que M(`2, E) = F(`2, `∞), de manera que nos podŕıamos preguntar ¿por qué seguimos con-
siderando la constante cF(`2,`∞)

M(`2,E) ? La respuesta está en que la igualdad M(`2, E) = F(`2, `∞)
(garantizada por el Lema 2.2.7) no es isométrica. Más adelante, también consideraremos la
constante cM(`2,E)

F(`2,`∞).
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Lo que sigue, será pensar el operador Φm,n a valores en M(`m2 , Em)(`n2 ) y ver que pode-
mos acotar su norma independientemente de n y m. El Lema 2.2.10 nos dice que ‖id :
F(`m2 (`n2 ), `m∞(`n2 )) ↪→ F(`m2 , `

m
∞)(`n2 )‖ ≤ 1, de manera que el operador

L(`m2 , En) Φm,n−→ F(`m2 (`n2 ), `m∞(`n2 ))
id
↪→ F(`m2 , `

m
∞)(`n2 )

tiene norma menor o igual que
√

2.cF(`2,`∞)
M(`2,E) .M(2)(E). Ahora bien, según la Observación

2.2.11, se verifican F(`m2 , `
m
∞) = (F(`2, `∞))m y M(`m2 , Em) = (M(`2, E))m isométricamente

y en consecuencia, dado que M(`2, E) = F(`2, `∞), se tendrá M(`m2 , Em) = F(`m2 , `
m
∞) con(

c
M(`2,E)
F(`2,`∞)

)−1
.‖ · ‖M(`m2 ,Em) ≤ ‖ · ‖F(`m2 ,`

m
∞) ≤ c

F(`2,`∞)
M(`2,E) .‖ · ‖M(`m2 ,Em).

Es decir que ‖id : F(`m2 , `
m
∞)(`n2 ) ↪→M(`m2 , Em)(`n2 )‖ ≤ cM(`2,E)

F(`2,`∞) y de esta manera, el operador

L(`m2 , En) Φm,n−→ F(`m2 (`n2 ), `m∞(`n2 ))
id
↪→ F(`m2 , `

m
∞)(`n2 )

id
↪→M(`m2 , Em)(`n2 )

tiene norma menor o igual que
√

2.cF(`2,`∞)
M(`2,E) .c

M(`2,E)
F(`2,`∞).M(2)(E). Al igual que antes, seguimos

llamando Φm,n a este operador (ahora a valores en M(`m2 , Em)(`n2 )). Resumiendo, hemos
probado que el operador Φm,n : L(`m2 , En) −→ M(`m2 , Em)(`n2 ) dado por S 7→ (Sei)mi=1, tiene
norma menor o igual que

√
2.cF(`2,`∞)

M(`2,E) .c
M(`2,E)
F(`2,`∞).M(2)(E), la cual es una cota que no depende

de n,m ∈ N. Recordemos que nuestro objetivo es probar que (id : E ↪→ `2) ∈ ΠM(`2,E),2. Una
última aplicación del Lema 2.1.12, ahora considerando el operador T = id : En ↪→ `n2 , nos
dice que son equivalentes:

el operador T es (M(`2, E), 2)-sumante,

para cada m, la aplicación lineal Φm
T = Φm,n : L(`m2 , En) −→ M(`m2 , Em)(`n2 ) tiene

norma menor o igual que cM(`2,E)
2 .πM(`2,E),2(T ). Más aún,

sup
m
‖Φm,n : L(`m2 , En) −→M(`m2 , Em)(`n2 )‖ = c

M(`2,E)
2 .πM(`2,E),2(T ).

Pero teniendo en cuenta la cota que obtuvimos antes para ‖Φm,n‖, resulta que

πM(`2,E),2(id : En ↪→ `n2 ).cM(`2,E)
2 = sup

m
‖Φm,n‖ ≤

√
2.cF(`2,`∞)

M(`2,E) .c
M(`2,E)
F(`2,`∞).M(2)(E).

Es decir que, llamando C =
(
c
M(`2,E)
2

)−1
.
√

2.cF(`2,`∞)
M(`2,E) .c

M(`2,E)
F(`2,`∞).M(2)(E), nos queda:

πM(`2,E),2(id : En ↪→ `n2 ) ≤ C (2.16)

para todo n ∈ N. Notar que C es una constante que no depende de n, de forma que no sorpren-
derá ver que (2.16) implica (id : E ↪→ `2) ∈ ΠM(`2,E),2. En ese sentido, es fundamental señalar
que

⋃
nEn es denso en E, puesto que E es separable (recordar que separable es lo mismo
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que minimal y al principio notamos que el espacio E era minimal por ser 2-cóncavo). Con-
sideremos x1, ..., xN ∈ E y veamos que hay una constante K tal que ‖(‖xi‖2)Ni=1‖M(`2,E) ≤
K.c

M(`2,E)
2 .‖(xi)Ni=1‖w2 (esto es justamente que E ↪→ `2 sea (M(`2, E), 2)-sumante). La de-

sigualdad (2.16) nos dice que

‖(‖Pn(xi)‖2)Ni=1‖M(`2,E) ≤ C.c
M(`2,E)
2 .‖(Pn(xi))Ni=1‖w2 (2.17)

para cada n ∈ N, donde Pn(λ1, λ2, .....) = (λ1, ...., λn, 0, ....) (proyección sobre las primeras n
coordenadas). Si probáramos que:

i) ‖(‖Pn(xi)‖2)Ni=1‖M(`2,E) −−−→
n→∞

‖(‖xi‖2)Ni=1‖M(`2,E)

ii) ‖(Pn(xi))Ni=1‖w2 −−−→n→∞
‖(xi)Ni=1‖w2 ,

entonces tomando ĺımite cuando n −→ ∞ en (2.17), obtendŕıamos ‖(‖xi‖2)Ni=1‖M(`2,E) ≤
C.c

M(`2,E)
2 .‖(xi)Ni=1‖w2 y aśı quedaŕıa demostrado el teorema. Luego, en lo que queda de esta

demostración nos enfocaremos en probar i) y ii).
Veamos i). Por normalidad se tiene ‖(‖Pn(xi)‖2)Ni=1‖M(`2,E) ≤ ‖(‖xi‖2)Ni=1‖M(`2,E) para

todo n. Luego debemos probar que dado ε > 0, existe un n0 tal que ‖(‖Pn(xi)‖2)Ni=1‖M(`2,E) ≥
‖(‖xi‖2)Ni=1‖M(`2,E) − ε si n ≥ n0. Por definición, tenemos∥∥∥(‖Pn(xi)‖2

)N
i=1

∥∥∥
M(`2,E)

= sup
y∈B`2

∥∥∥(‖Pn(xi)‖2
)N
i=1
y
∥∥∥
E

= sup
y∈B`2

∥∥∥(‖Pn(xi)‖2.yi
)N
i=1

∥∥∥
E
,

y en consecuencia dado cualquier y ∈ B`2 se verifica:∥∥∥(‖Pn(xi)‖2
)N
i=1

∥∥∥
M(`2,E)

≥
∥∥∥(‖Pn(xi)‖2.yi

)N
i=1

∥∥∥
E
. (2.18)

Por otro lado, la desigualdad triangular en E nos muestra que∣∣∣∥∥∥(‖xi‖2.yi)Ni=1

∥∥∥
E
−
∥∥∥(‖Pn(xi)‖2.yi

)N
i=1

∥∥∥
E

∣∣∣ ≤ ∥∥∥((‖xi‖2 − ‖Pn(xi)‖2).yi
)N
i=1

∥∥∥
E
,

y como |yi| ≤ 1 para todo i (pues y ∈ B`2), entonces∣∣∣∥∥∥(‖xi‖2.yi)Ni=1

∥∥∥
E
−
∥∥∥(‖Pn(xi)‖2.yi

)N
i=1

∥∥∥
E

∣∣∣ ≤ ∥∥∥(‖xi‖2 − ‖Pn(xi)‖2
)N
i=1

∥∥∥
E

(2.19)

por la propiedad de normalidad. Ahora bien, como E es minimal entonces ‖Pn(xi)−xi‖E −−−→
n→∞

0 para todo i = 1, ..., N . Luego dado que E ↪→ `2, se verifica ‖Pn(xi) − xi‖2 −−−→
n→∞

0 y en
consecuencia ‖Pn(xi)‖2 −−−→

n→∞
‖xi‖2 para cada 1 ≤ i ≤ N . Elijamos n0 de forma tal que si

n ≥ n0 entonces

|‖xi‖2 − ‖Pn(xi)‖2| <
ε

λE(N)
para todo i = 1, ..., N .

Volviendo a (2.19) y nuevamente como consecuencia de que E es normal, si consideramos
n ≥ n0 tendremos ∣∣∣∥∥∥(‖xi‖2.yi)Ni=1

∥∥∥
E
−
∥∥∥(‖Pn(xi)‖2.yi

)N
i=1

∥∥∥
E

∣∣∣ < ε
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para cualquier y ∈ B`2 (n0 no depende de y). Esta última desigualdad, junto con (2.18)
nos muestran que si n ≥ n0 entonces

∥∥∥(‖Pn(xi)‖2
)N
i=1

∥∥∥
M(`2,E)

≥
∥∥∥(‖xi‖2.yi)Ni=1

∥∥∥
E
− ε, para

todo y ∈ B`2 . Tomando supremo sobre todos los y, obtenemos ‖(‖Pn(xi)‖2)Ni=1‖M(`2,E) ≥
‖(‖xi‖2)Ni=1‖M(`2,E) − ε si n ≥ n0. Esto prueba i).

Ahora probemos ii). La desigualdad triangular y el hecho ya conocido de que ‖Pn(xi) −
xi‖E −−−→

n→∞
0 para cada 1 ≤ i ≤ N , nos dan lo siguiente:

∣∣∣∥∥∥(Pn(xi)
)N
i=1

∥∥∥w
2
−
∥∥∥(xi)Ni=1

∥∥∥w
2

∣∣∣ ≤ ∥∥∥(Pn(xi)− xi
)N
i=1

∥∥∥w
2

= sup
ϕ∈BE′

(
N∑
i=1

|ϕ(Pn(xi)− xi)|2
)1/2

≤ sup
ϕ∈BE′

(
N∑
i=1

‖ϕ‖2.‖Pn(xi)− xi‖2E

)1/2

=

(
N∑
i=1

‖Pn(xi)− xi‖2E

)1/2

−−−→
n→∞

0.

Luego queda probado ii).

Observación 2.2.14. Recordando la caracterización de los operadores (E, 1)-sumantes dada
en la Observación 2.1.10, el Teorema 2.2.13 nos dice que si E es un espacio de sucesiones
2-cóncavo y simétrico entonces para cada sucesión (xi)i incondicionalmente sumable en E, la
sucesión de escalares (‖xi‖2)i está contenida en E.

Dado E un espacio de sucesiones 2-cóncavo y simétrico, el Teorema 2.2.13 nos dice
que id : E ↪→ `2 es un operador (E, 1)-sumante. Claramente esto implica que el operador
sea (F, 1)-sumante para todo espacio F que verifique E ↪→ F . Ahora bien, ¿se puede probar
más que la (E, 1)-sumabilidad? ¿será id : E ↪→ `2 un operador (F, 1)-sumante para algún
F ↪→ E? El siguiente resultado nos muestra que, bajo la hipótesis de 2-concavidad y simetŕıa,
el Teorema 2.2.13 es lo mejor posible en ese sentido.

Corolario 2.2.15. Sean E y F dos espacios de sucesiones 2-cóncavos y simétricos. Luego,
se verifica

πF,1(id : En ↪→ `n2 ) � ‖id : En ↪→ Fn‖. (2.20)

En particular, se deduce que id : E ↪→ `2 es (F, 1)-sumante si y solo si E ↪→ F .

Demostración. En primer lugar, veamos que (2.20) implica la afirmación posterior. Es claro
que si E ↪→ F entonces id : E ↪→ `2 resulta un operador (F, 1)-sumante (puesto que es
(E, 1)-sumante por el Teorema 2.2.13). Veamos la otra implicación, es decir, supongamos
que id : E ↪→ `2 es (F, 1)-sumante y que se verifica (2.20), y probemos que E ↪→ F . Es claro
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que πF,1(id : En ↪→ `n2 ) ≤ πF,1(id : E ↪→ `2) para todo n ∈ N (aqúı usamos que id : E ↪→ `2

es (F, 1)-sumante), y en consecuencia (2.20) nos dice que existe una constante C > 0 tal que

‖id : En ↪→ Fn‖ ≤ C.πF,1(id : En ↪→ `n2 ) ≤ C.πF,1(id : E ↪→ `2)

para todo n. Luego, dado x ∈ E se verifica ‖Pnx‖F ≤ C.πF,1(id : E ↪→ `2).‖Pnx‖E ≤
C.πF,1(id : E ↪→ `2).‖x‖E para todo n. Dado que F es maximal (por ser 2-cóncavo) se deduce
que x pertenece a F y que ‖x‖F ≤ C.πF,1(id : E ↪→ `2).‖x‖E . Esto nos muestra que E ↪→ F

con cFE ≤ C.πF,1(id : E ↪→ `2).

Ahora probemos (2.20). Lo que queremos ver es que existen constantes C1, C2 > 0 (que
no dependen de n) tales que:

C1.‖id : En ↪→ Fn‖ ≤ πF,1(id : En ↪→ `n2 ) ≤ C2.‖id : En ↪→ Fn‖. (2.21)

Veamos la primera desigualdad. El Teorema 2.1.14 nos dice que

πF,1(id : En ↪→ `n2 ) ≥ cM(`2,F )
2 .

(
cF1
)−1

.πM(`2,F ),2(id : En ↪→ `n2 ),

y si aplicamos el Lema 2.1.12 con T = id : En ↪→ `n2 entonces obtenemos πM(`2,F ),2(id :
En ↪→ `n2 ) = supm{πM(`2,F ),2(TS) : ‖S : `m2 → En‖ ≤ 1}. Junto con la desigualdad anterior
nos queda,

πF,1(id : En ↪→ `n2 ) ≥ cM(`2,F )
2 .

(
cF1
)−1

. sup
m

sup
‖S:`m2 →En‖≤1

πM(`2,F ),2(`m2
S
↪→ En

id
↪→ `n2 ). (2.22)

Consideremos para cada λ = (λi)ni=1, el operador diagonal Sλ : `n2 ↪→ En dado por (xi)ni=1 7→
(λi.xi)ni=1 y notemos que ‖Sλ‖ = ‖λ‖M(`n2 ,En). Si llamamos Mλ : id ◦ Sλ : `n2 ↪→ `n2 , la
desigualdad (2.22) nos dice que

πF,1(id : En ↪→ `n2 ) ≥ cM(`2,F )
2 .

(
cF1
)−1

. sup
‖λ‖M(`n2 ,En)≤1

πM(`2,F ),2(Mλ : `n2 ↪→ `n2 ). (2.23)

Observemos que ‖λ‖M(`n2 ,Fn) ≤ c
M(`2,F )
2 .πM(`2,F ),2(Mλ : `n2 ↪→ `n2 ). De hecho, si consideramos

e1, ..., en los vectores canónicos en `n2 , entonces se verifica

‖λ‖M(`n2 ,Fn) = ‖(‖Mλ(ei)‖2)ni=1‖M(`2,F ) ≤ πM(`2,F ),2(Mλ : `n2 ↪→ `n2 ).cM(`2,F )
2 .‖(ei)ni=1‖w2

que es justamente lo que queŕıamos ver si notamos que ‖(ei)ni=1‖w2 = 1. Volviendo a (2.23), la
desigualdad recién vista nos muestra que

πF,1(id : En ↪→ `n2 ) ≥
(
cF1
)−1

. sup
‖λ‖M(`n2 ,En)≤1

‖λ‖M(`n2 ,Fn)

=
(
cF1
)−1

.‖id : M(`n2 , En) ↪→M(`n2 , Fn)‖. (2.24)
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Pero según la Propiedad 1.4.15, se tiene

M(l2, E) =
(((

E×
)2)×)1/2

y M(l2, F ) =
(((

F×
)2)×)1/2

donde las igualdades son con normas equivalentes (aqúı es necesario que los espacios E y F

sean 2-cóncavos). Como consecuencia de esto y de las Observaciones 1.2.18 y 1.4.12 (notar
que E y F son perfectos por ser maximales), se tendrá

‖id : M(`n2 , En) ↪→M(`n2 , Fn)‖ �

∥∥∥∥∥id :
(((

E×n
)2)×)1/2

↪→
(((

F×n
)2)×)1/2

∥∥∥∥∥
� ‖id : En ↪→ Fn‖,

que junto con la desigualdad (2.24) nos permiten afirmar que existe una constante C1 > 0,
tal que πF,1(id : En ↪→ `n2 ) ≥ C1.‖id : En ↪→ Fn‖.

Ahora probemos la segunda desigualdad en (2.21), la cual se deduce del Teorema 2.2.13.

Podemos factorizar id : En ↪→ `n2 de la siguiente manera En
id
↪→ Fn

id
↪→ `n2 , y luego por la

propiedad de ideal de los operadores sumantes obtenemos

πF,1(id : En ↪→ `n2 ) ≤ ‖id : En ↪→ Fn‖.πF,1(id : Fn ↪→ `n2 ).

Ahora bien, por lo visto en el Teorema 2.2.13 la identidad id : F ↪→ `2 es (F, 1)-sumante,
luego llamando C2 = πF,1(id : Fn ↪→ `n2 ) y notando que πF,1(id : Fn ↪→ `n2 ) ≤ C2 para todo n,
se deduce que πF,1(id : En ↪→ `n2 ) ≤ C2.‖id : En ↪→ Fn‖ que es lo que queŕıamos probar.

En lo que sigue, veremos que si E es un espacio de sucesiones 2-cóncavo y simétrico en-
tonces la inclusión id : E ↪→ `2 es un operador estrictamente singular. Como consecuencia de
esto y de un ejemplo construido por Kalton en [12], veremos que la hipótesis de 2-concavidad
en el Teorema 2.2.13 es necesaria. Por empezar, recordemos la definición de operador es-
trictamente singular.

Definición 2.2.16. Un operador T : X −→ Y es estrictamente singular si la restricción de
T a cada subespacio cerrado infinito dimensional de X, no es un isomorfismo.

Notar que los operadores compactos son estrictamente singulares.

Proposición 2.2.17. Sea E un espacio de sucesiones simétrico y maximal tal que E ↪→ `2

y tal que E no es equivalente a `2. Luego, si id : E ↪→ `2 es (E, 1)-sumante entonces resulta
estrictamente singular.

Demostración. Supongamos que id : E ↪→ `2 no es estrictamente singular. En tal caso hay
un subespacio cerrado F ⊆ E de dimensión infinita tal que la restricción de la inclusión a
F es un isomorfismo (entre F y id(F )). Como id(F ) ⊆ `2 es un subespacio cerrado entonces
es complementado y en consecuencia podemos considerar la proyección lineal (y acotada)
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P : `2 −→ `2 tal que Rg(P ) = id(F ). Probemos que la hipótesis de que id : E ↪→ `2 es (E, 1)-
sumante implica que P : `2 ↪→ `2 es (M(`2, E), 2)-sumante. Consideremos P̃ =

(
id/F

)−1 ◦
P : `2 −→ F , que resulta claramente un operador acotado (es más, es una proyección) y
que verifica que id ◦ P̃ = P . Ahora bien, como id : E ↪→ `2 es (E, 1)-sumante entonces
P = id ◦ P̃ lo es (por la propiedad de ideal de los operadores sumantes) y por el teorema
de inclusión (ver Teorema 2.1.14) que afirma que ΠE,1 ⊆ ΠM(`2,E),2, deducimos que P

es (M(`2, E), 2)-sumante. Pero como E no es equivalente a `2, la Observación 1.3.29 nos
dice que M(`2, E) ↪→ c0 y en consecuencia el Teorema 2.1.17 afirma que P : `2 −→ `2 es
compacto. Luego la restricción P/F = id : F ↪→ F (aqúı usamos que P es proyección) resulta
compacta, lo cual es absurdo si se tiene en cuenta que F es infinito dimensional. El absurdo
proviene de suponer que id : E ↪→ `2 no es estrictamente singular.

Como consecuencia inmediata de esta proposición y del Teorema 2.2.13, obtenemos los
siguientes corolarios.

Corolario 2.2.18. Sea E un espacio de sucesiones 2-cóncavo y simétrico tal que E no es
equivalente a `2. Entonces id : E ↪→ `2 es estrictamente singular.

Corolario 2.2.19. Sea E un espacio de sucesiones simétrico, no equivalente a `2 y tal que
id : E ↪→ `2 no es estrictamente singular. Entonces E no es 2-cóncavo (o equivalentemente,
no tiene cotipo 2).

Combinando la Proposición 2.2.17 y el Corolario 2.2.19, podemos mostrar que la
hipótesis de que E sea 2-cóncavo es necesaria en el Teorema 2.2.13. Para eso consideramos
un ejemplo construido por Kalton en [12], de un espacio de Orlicz `ϕ ↪→ `2, no equivalente
a `2 y tal que id : `ϕ ↪→ `2 no es estrictamente singular (el espacio es simétrico y maximal
según lo visto en el Caṕıtulo 1.5 para los espacios de Orlicz). El Corolario 2.2.19 nos dice
entonces que `ϕ no es 2-cóncavo y la Proposición 2.2.17 nos muestra que id : `ϕ ↪→ `2 no
es (`ϕ, 1)-sumante.

Para terminar esta sección, probaremos un resultado que nos muestra que el rol de `2

en el Teorema 2.2.13 es, en cierto sentido, minimal. Más espećıficamente, veremos que si
E ↪→ F son dos espacios de sucesiones simétricos y maximales y E es 2-cóncavo, entonces
id : E ↪→ F es (E, 1)-sumante si y solo si `2 ↪→ F . Pero antes que eso, debemos probar
algunas desigualdades relacionadas con los números de aproximación y los números de Weyl
(ver el Apéndice D), que se definen de la siguiente manera. Si consideramos un operador
T ∈ L(X,Y ) y un n ∈ N, entonces

an(T ) = ı́nf{‖T − S‖ : S ∈ L(X,Y ), rg(S) < n}

es el n-ésimo número de aproximación de T , y

xn(T ) = sup{an(TS) : S ∈ L(`2, X), ‖S‖ ≤ 1}
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es el n-ésimo número de Weyl de T . La siguiente proposición, generaliza la desigualdad de
König enunciada en la Proposición D.1.15.

Proposición 2.2.20. Sea F un espacio de sucesiones tal que `2 ↪→ F . Luego, si T : X −→ Y

es un operador (F, 2)-sumante entonces xn(T ) ≤
(
λF (n)

)−1
.cF2 .πF,2(T ), para cada n ∈ N.

Demostración. En primer lugar notemos que si consideramos un operador R : `2 −→ Y ,
entonces la Observación D.1.9 afirma que dado un ε > 0 hay un sistema ortonormal (fn)n
en `2, tal que an(R) ≤ (1 + ε).‖Rfn‖Y para todo n. Si R es (F, 2)-sumante, esto implica que
‖
∑n

i=1 ai(R) · ei‖F ≤ c
F
2 .πF,2(R). En efecto, la desigualdad de Bessel nos dice que ‖(fn)n‖w2 ≤

1 y en consecuencia,∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ai(R) · ei

∥∥∥∥∥
F

≤ (1 + ε).
∥∥(‖Rfi‖Y )ni=1

∥∥
E
≤ (1 + ε).cF2 .πF,2(R).

Como ε > 0 era cualquiera, entonces se tiene la desigualdad planteada.

Ahora śı, consideremos T : X −→ Y un operador (F, 2)-sumante y sea ε > 0. Por definición
de los números de Weyl, hay un operador S ∈ L(`2, X) con ‖S‖ ≤ 1 tal que xn(T ) ≤
(1 + ε).an(TS). Por un lado, el hecho de que a1(TS) ≥ a2(TS) ≥ .... ≥ 0 y la propiedad de
normalidad nos dicen que λF (n).an(TS) ≤ ‖

∑n
i=1 ai(TS) · ei‖F . Por otro lado, la observación

hecha al comienzo de la demostración nos muestra que ‖
∑n

i=1 ai(TS) · ei‖F ≤ cF2 .πF,2(TS) ≤
cF2 .πF,2(T ) (la última desigualdad es por la propiedad de ideal de operadores sumantes y
porque ‖S‖ ≤ 1). Juntando todo obtenemos:

(1 + ε)−1.λF (n).xn(T ) ≤ λF (n).an(TS) ≤

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ai(TS) · ei

∥∥∥∥∥
F

≤ cF2 .πF,2(T )

y haciendo ε→ 0, nos queda λF (n).xn(T ) ≤ cF2 .πF,2(T ) como se queŕıa probar.

Notar que si en la proposición anterior ponemos F = `2, obtenemos la ya mencionada
desigualdad de König: n1/2.xn(T ) ≤ π2(T ).

Observación 2.2.21. Sean E y F dos espacios de sucesiones simétricos y para cada n ∈ N,
sea [n2 ] el mayor de los enteros menores que n

2 . Se verifican las siguientes desigualdades:

x[n
2

]+1(id : En ↪→ Fn) ≥ 1√
2
.
‖id : `n2 −→ Fn‖
‖id : `n2 −→ En‖

, (2.25)

a[n
2

]+1(id : `n2 ↪→ En) ≥ 1√
2
.‖id : `n2 ↪→ En‖, (2.26)

a[n
2

]+1(id : `n2 ↪→ En) ≤ ‖id : `
n−[n

2
]

2 ↪→ En−[n
2

]‖. (2.27)
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Demostración. Para probar (2.25) serán útiles la desigualdad de König (esto es, el caso F = `2

en la proposición anterior) y la Observación B.4.9 que afirma que:

π2(id : Fn ↪→ `n2 ) ≤
√
n.
‖id : `n2 ↪→ `n2‖
‖id : `n2 ↪→ Fn‖

(2.28)

En primer lugar probaremos que

xk(id : En ↪→ Fn) ≥
(
n− k + 1

n

)1/2

.
‖id : `n2 ↪→ Fn‖
‖id : `n2 ↪→ En‖

para cada 1 ≤ k ≤ n. En efecto, la propiedad de multiplicidad, junto con la desigualdad de
König y la desigualdad (2.28) nos muestran que,

xn(`n2
id
↪→ Fn

id
↪→ `n2 ) ≤ xk(id : `n2 ↪→ Fn).xn−k+1(id : Fn ↪→ `n2 )

≤ xk(id : `n2 ↪→ Fn).
1

(n− k + 1)1/2
.π2(id : Fn ↪→ `n2 )

≤ xk(id : `n2 ↪→ Fn).
n1/2

(n− k + 1)1/2
.
‖id : `n2 ↪→ `n2‖
‖id : `n2 ↪→ Fn‖

= xk(id : `n2 ↪→ Fn).
(

n

n− k + 1

)1/2

.
1

‖id : `n2 ↪→ Fn‖
.

Notando que por la definición de s-number, se verifican:

1 = xn(id : `n2 ↪→ `n2 ) y xk(id : `n2 ↪→ Fn) ≤ ‖id : `n2 ↪→ En‖.xk(id : En ↪→ Fn),

de las desigualdades anteriores se deduce que

1 ≤ ‖id : `n2 ↪→ En‖.xk(id : En ↪→ Fn).
(

n

n− k + 1

)1/2

.
1

‖id : `n2 ↪→ Fn‖

o lo que es equivalente,

xk(id : En ↪→ Fn) ≥
(
n− k + 1

n

)1/2

.
‖id : `n2 ↪→ Fn‖
‖id : `n2 ↪→ En‖

.

Poniendo k = [n2 ] + 1 y notando que n − [n2 ] ≥ n − n
2 (y en consecuencia

(
n−[n

2
]

n

)1/2
≥(

n−n
2

n

)1/2
= 1√

2
) se prueba que:

x[n
2

]+1(id : En ↪→ Fn) ≥ 1√
2
.
‖id : `n2 −→ Fn‖
‖id : `n2 −→ En‖

.

La desigualdad (2.26) se deduce rápidamente de la anterior. De hecho, como los números de
aproximación son los más grandes de todos los s-numbers (ver Observación D.1.7), entonces
tenemos

a[n
2

]+1(id : `n2 ↪→ En) ≥ x[n
2

]+1(id : `n2 ↪→ En) ≥ 1√
2
.‖id : `n2 −→ En‖,
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que es lo que se queŕıa ver.

Por último, probemos (2.27). Por definición tenemos a[n
2

]+1(id : `n2 ↪→ En) = ı́nf{‖id−S‖ :
S ∈ L(`n2 , En), rg(S) < [n2 ] + 1}, de forma que si consideramos S : `n2 ↪→ En dado por
S(x1, ..., xn) = (x1, ..., x[n

2
], 0, ...), es claro que

a[n
2

]+1(id : `n2 ↪→ En) ≤ ‖id− S‖. (2.29)

Por otro lado (id − S)(x1, ..., xn) = (0, ..., 0, x[n
2

]+1, ..., xn), y entonces por la simetŕıa de E
tenemos

‖(id− S)(x1, ..., xn)‖En = ‖(0, ..., 0, x[n
2

]+1, ..., xn)‖En = ‖(x[n
2

]+1, ..., xn)‖En−[n2 ]

≤ ‖id : `
n−[n

2
]

2 ↪→ En−[n
2

]‖.‖(x[n
2

]+1, ..., xn)‖
`
n−[n2 ]

2

≤ ‖id : `
n−[n

2
]

2 ↪→ En−[n
2

]‖.‖(x1, ..., xn)‖`n2 . (2.30)

Juntando (2.29) y (2.30) obtenemos a[n
2

]+1(id : `n2 ↪→ En) ≤ ‖id : `
n−[n

2
]

2 ↪→ En−[n
2

]‖.

Ahora śı, estamos en condiciones de probar el resultado anunciado.

Corolario 2.2.22. Sean E y F dos espacios de sucesiones maximales y simétricos y supon-
gamos además que E es 2-cóncavo. Luego, se verifica

πE,1(id : En ↪→ Fn) � ‖id : `n2 ↪→ Fn‖. (2.31)

En particular, id : E ↪→ F es (E, 1)-sumante si y solo si `2 ↪→ F .

Demostración. Para empezar, probemos que (2.31) implica la equivalencia posterior. Esta
parte de la demostración es muy parecida a la comienzo de la demostración del Corolario
2.2.15. Supongamos primero que id : E ↪→ F es (E, 1)-sumante y veamos que `2 ↪→ F . Es
claro que πE,1(id : En ↪→ Fn) ≤ πE,1(id : E ↪→ F ) para todo n y en consecuencia (2.31) nos
dice que existe una constante C > 0 tal que

‖id : `n2 ↪→ Fn‖ ≤ C.πE,1(id : En ↪→ Fn) ≤ C.πE,1(id : E ↪→ F ).

Dado que F es maximal, de aqúı se deduce que `2 ↪→ F con ‖`2 ↪→ F‖ ≤ C.πE,1(id :
E ↪→ F ) (esta cuenta está hecha en la demostración del Corolario 2.2.15). Para el otro
lado, supongamos que `2 ↪→ F y veamos que id : E ↪→ F es (E, 1)-sumante (notar que en
principio no suponemos E ↪→ F , pero como E ↪→ `2 ya que E es 2-cóncavo y `2 ↪→ F por
hipótesis, entonces E ↪→ F ). Nuevamente (2.31) nos asegura que hay una constante C > 0
(no necesariamente la misma de antes) tal que

πE,1(id : En ↪→ Fn) ≤ C.‖id : `n2 ↪→ Fn‖ ≤ C.‖id : `2 ↪→ F‖.
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Como E es minimal (separable) por ser 2-cóncavo, entonces
⋃
nEn es denso en E y en conse-

cuencia la desigualdad anterior nos dice que id : E ↪→ F es (E, 1)-sumante con πE,1(id : E ↪→
F ) ≤ C.‖id : `2 ↪→ F‖. La demostración de este hecho es totalmente análoga al final de la
demostración del Teorema 2.2.13 (ver de la desigualdad (2.16) en adelante).

Ahora probemos (2.31). Una de las desigualdades se deduce del Teorema 2.2.13 v́ıa un
argumento de factorización. De hecho como E es 2-cóncavo y simétrico entonces resulta (E, 1)-
sumante, lo cual nos muestra junto con la propiedad de ideal de los operadores sumantes, que:

πE,1(id : En ↪→ Fn) = πE,1(En
id
↪→ `n2

id
↪→ Fn)

≤ πE,1(id : En ↪→ `n2 ).‖id : `n2 ↪→ Fn‖

≤ πE,1(id : E ↪→ `2).‖id : `n2 ↪→ Fn‖.

Llamando C1 = πE,1(id : E ↪→ `2) (notar que no depende de n), hemos probado que πE,1(id :
En ↪→ Fn) ≤ C1.‖id : `n2 ↪→ Fn‖ para todo n ∈ N.

Para la otra desigualdad, serán de gran utilidad la Proposición 2.2.20 y las desigualdades
probadas en la Observación 2.2.21. El Teorema 2.1.14 junto con la Proposición 2.2.20
(para el espacio F = M(`2, E)) nos dicen que

πE,1(id : En ↪→ Fn) ≥ c
M(`2,E)
2

cE1
.πM(`2,E),2(id : En ↪→ Fn)

≥ 1
cE1
.λM(`2,E)

([n
2

]
+ 1
)
.x[n

2
]+1(id : En ↪→ Fn)

=
1
cE1
.‖id : `

[n
2

]+1

2 ↪→ E[n
2

]+1‖.x[n
2

]+1(id : En ↪→ Fn), (2.32)

donde la última igualdad se debe a que λM(`2,E)(k) = ‖id : `k2 ↪→ Ek‖ (para todo k). Ahora,
juntando (2.32) con (2.25) obtenemos

πE,1(id : En ↪→ Fn) ≥ 1
cE1
.‖id : `

[n
2

]+1

2 ↪→ E[n
2

]+1‖.
1√
2
.
‖id : `n2 −→ Fn‖
‖id : `n2 −→ En‖

,

y dado que n− [n2 ] ≤ [n2 ] + 1 (lo cual es fácil de probar) y que en consecuencia ‖id : `
[n
2

]+1

2 ↪→
E[n

2
]+1‖ ≥ ‖id : `

n−[n
2

]

2 ↪→ En−[n
2

]‖, la desigualdad anterior nos muestra que

πE,1(id : En ↪→ Fn) ≥ 1
cE1
.‖id : `

n−[n
2

]

2 ↪→ En−[n
2

]‖.
1√
2
.
‖id : `n2 −→ Fn‖
‖id : `n2 −→ En‖

.

Si en esta última desigualdad aplicamos las desigualdades (2.27) y (2.26) (en ese orden),
entonces nos queda

πE,1(id : En ↪→ Fn) ≥ 1
cE1
.a[n

2
]+1(id : `n2 ↪→ En).

1√
2
.
‖id : `n2 −→ Fn‖
‖id : `n2 −→ En‖

≥ 1
cE1
.
‖id : `n2 −→ Fn‖√

2
.

1√
2
.
‖id : `n2 −→ En‖
‖id : `n2 −→ En‖

=
1

2.cE1
.‖id : `n2 −→ Fn‖.
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Llamando C2 = 2.cE1 queda probado que ‖id : `n2 −→ Fn‖ ≤ C2.πE,1(id : En ↪→ Fn) para todo
n, y en consecuencia queda demostrado el resultado.

2.2.2. Números de aproximación de operadores identidad

En [19, 11.11.5] se calculan los números de aproximación de las identidades id : `nq ↪→ `np
para 1 ≤ p < q <∞. De hecho, según lo enunciado en el Teorema D.1.10 se verifica

ak(id : `nq ↪→ `np ) = (n− k + 1)1/p−1/q

para todo 1 ≤ k ≤ n. En el caso particular 1 ≤ p < q = 2, nos queda

ak(id : `n2 ↪→ `np ) = (n− k + 1)1/p−1/2 =
λ`p(n− k + 1)
(n− k + 1)1/2

. (2.33)

Como aplicación del Teorema 2.2.13 veremos que se puede generalizar (2.33) de manera
asintótica, cuando cambiamos el espacio `p por un espacio de sucesiones 2-cóncavo y simétrico.
Antes de enunciar este resultado, veremos un par de lemas auxiliares.

Lema 2.2.23. Sea E un espacio de sucesiones simétrico y 2-cóncavo. Luego se verifica

‖id : `n2 ↪→ En‖ �
λE(n)
n1/2

(2.34)

para todo n ∈ N.

Demostración. Comencemos notando, como ya lo hemos hecho en otras ocasiones, que ‖id :
`n2 ↪→ En‖ = λM(`2,E)(n), lo cual nos permite reescribir (2.34) de la siguiente manera:

λM(`2,E)(n) � λE(n)
n1/2

.

Ahora recordemos algunos resultados que serán de utilidad en la demostración de esta fórmula.
Por un lado, la Propiedad 1.4.15 nos dice que M(`2, E) =

(
((E×)2)×

)1/2 con normas
equivalentes. En segundo lugar, las desigualdades (1.39) junto con la Propiedad 1.4.5, nos
muestran que si E es 2-cóncavo entonces

‖|x|1/2‖2E×
(M(2)(E))2

≤ ‖x‖(E×)2 ≤ ‖|x|1/2‖2E× (2.35)

para todo x ∈ E. Por último, la Observación 1.2.11 afirma que si E es un espacio de
sucesiones simétrico entonces

λE(n).λE×(n) = n (2.36)

para todo n. Volviendo a la demostración, es claro que

λM(`2,E)(n) = ‖e1 + ...+ en‖M(`2,E) � ‖e1 + ...+ en‖(
((E×)2)×

)1/2 ,
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de manera que bastará probar que ‖e1 + ...+ en‖(
((E×)2)×

)1/2 � λE(n)

n1/2 . Notando que |e1 + ...+

en|2 = e1 + ...+ en y haciendo uso de la igualdad (2.36) obtenemos:

‖e1 + ...+ en‖(
((E×)2)×

)1/2 = ‖|e1 + ...+ en|2‖1/2((E×)2)×
= ‖e1 + ...+ en‖1/2((E×)2)×

=

(
n

‖e1 + ...+ en‖(E×)2

)1/2

. (2.37)

Una de las desigualdades en (2.35) nos muestra que
(

n
‖e1+...+en‖(E×)2

)1/2

≤ n1/2

‖e1+...+en‖E×
.M(2)(E)

y en consecuencia se deduce que:

‖e1 + ...+ en‖(
((E×)2)×

)1/2 ≤ n1/2

‖e1 + ...+ en‖E×
.M(2)(E)

= n1/2.
‖e1 + ...+ en‖E

n
.M(2)(E)

=
λE(n)
n1/2

.M(2)(E)

(donde la igualdad se debe nuevamente a (2.36)). Por otro lado, la segunda desigualdad en

(2.35) nos dice que
(

n
‖e1+...+en‖(E×)2

)1/2

≥ n1/2

‖e1+...+en‖E×
, de forma que volviendo a (2.37) y

razonando igual que antes obtenemos

λE(n)
n1/2

≤ ‖e1 + ...+ en‖(
((E×)2)×

)1/2 .
En definitiva, hemos probado que ‖e1 + ... + en‖(

((E×)2)×
)1/2 � λE(n)

n1/2 como se queŕıa ver.

Observar que en el caso en que sea M(2)(E) = 1, se verifica la igualdad ‖id : `n2 ↪→ En‖ =
λE(n)

n1/2 .

Antes de enunciar el próximo lema, será necesaria la siguiente definición (que también se
puede ver en el Apéndice D). El n-ésimo número de Hilbert de un operador T ∈ L(X,Y ),
está dado por

hn(T ) = sup{an(RTS) : S ∈ L(`2, X), ‖S‖ ≤ 1 yR ∈ L(Y, `2), ‖R‖ ≤ 1}.

Para determinados operadores, estos números coinciden con los números de Weyl como vere-
mos a continuación.

Observación 2.2.24. Sea X un espacio de Banach y consideremos un operador T : X −→ `n2 .
Luego hk(T ) = xk(T ) para todo 1 ≤ k ≤ n.

Demostración. Fijemos 1 ≤ k ≤ n. Dado que los números de Hilbert son los más chicos de
todos los s-numbers (ver Observación D.1.11) es evidente que hk(T ) ≤ xk(T ). Para la otra
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desigualdad notemos que como los números de aproximación tienen la propiedad de inyectivi-
dad sobre los operadores entre espacios de Hilbert (ver Definición D.1.4 y Teorema D.1.5),
entonces si consideramos el operador Jn ∈ L(`n2 , `2) dado por Jn(x1, ..., xn) = (x1, ..., xn, 0, ...),
resulta claro que ak(JnTS) = ak(TS) para todo operador S ∈ L(`2, X). Ahora bien, notando
que ‖Jn‖ ≤ 1 obtenemos,

hk(T ) = sup{ak(RTS) : S ∈ L(`2, X), ‖S‖ ≤ 1 yR ∈ L(Y, `2), ‖R‖ ≤ 1}

≥ sup{ak(JnTS) : S ∈ L(`2, X), ‖S‖ ≤ 1}

= sup{ak(TS) : S ∈ L(`2, X), ‖S‖ ≤ 1}

= xk(T )

que es lo que se queŕıa probar.

Lema 2.2.25. Sean X,Y dos espacios de Banach tales que dim(X) = dim(Y ) = n.

a) Si T ∈ L(X,Y ) con rg(T ) = n, entonces hk(T ).an−k+1(T−1) ≤ 1 para todo 1 ≤ k ≤ n.

b) Si T ∈ L(X, `n2 ) con rg(T ) = n, entonces xk(T ).an−k+1(T−1) = 1 para todo 1 ≤ k ≤ n.

Demostración. Fijemos 1 ≤ k ≤ n y comencemos probando a). Dado 0 < ε < 1, la Proposi-
ción D.1.13 nos dice que existen S ∈ L(`k2, X) y R ∈ L(Y, `k2) tales que ‖S‖ ≤ 1, ‖R‖ ≤ 1
y RTS = (1− ε).hk(T ).idk (donde idk = id : `k2 ↪→ `k2). Llamemos ρ = (1− ε).hk(T ) y consi-
deremos el operador A : Y −→ X definido por A = T−1 − ρ−1.SR (notar que tiene sentido
considerar T−1 puesto que rg(T ) = dim(X) = dim(Y ) = n). Notemos que ATS ≡ 0. De
hecho,

ATS = (T−1 − ρ−1.SR)TS = T−1TS − ρ−1.SRTS

= S − ρ−1.ρ.S = S − S

= 0.

Esto nos muestra que dim(Ker(A)) ≥ rg(TS) = k, donde la última igualdad se debe a
que TS : `k2 −→ Y es un operador inyectivo (pues RTS = ρ.idk). Luego rg(A) = n −
dim(Ker(A)) < n− (k− 1) = n− k+ 1 y en consecuencia utilizaremos este operador A para
estimar an−k+1(T−1). Por definición del operador se tiene T−1 − A = ρ−1.SR y dado que
rg(A) < n− k + 1 se deduce que,

(1− ε).hk(T ).an−k+1(T−1) = ρ.an−k+1(T−1) ≤ ρ.‖T−1 −A‖

= ρ.ρ−1.‖SR‖ = ‖S‖.‖R‖

≤ 1,

lo cual demuestra que hk(T ).an−k+1(T−1) ≤ 1
(1−ε) . Como 0 < ε < 1 era cualquiera, se concluye

que hk(T ).an−k+1(T−1) ≤ 1.
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Ahora veamos b). La desigualdad xk(T ).an−k+1(T−1) ≤ 1 se deduce rápidamente del ı́tem
a) y de la Observación 2.2.24. Para el otro lado, notar que como los números de Weyl
son s-numbers entonces xn(id : `n2 ↪→ `n2 ) = 1. Luego, dada la siguiente factorización de la

identidad `n2
T−1

↪→ X
T
↪→ `n2 y teniendo en cuenta que los números de Weyl son multiplicativos

(ver Observación D.1.14), se obtiene 1 = xn(TT−1) ≤ xk(T ).xn−k+1(T−1). Esto, junto con
el hecho de que los números de aproximación son los más grandes de todos los s-numbers, nos
muestra que xk(T ).an−k+1(T−1) ≥ 1 como se queŕıa ver.

Ahora śı, estamos en condiciones de probar la generalización de la fórmula (2.33).

Teorema 2.2.26. Sea E un espacio de sucesiones 2-cóncavo y simétrico. Luego se verifica

ak(id : `n2 ↪→ En) � λE(n− k + 1)
(n− k + 1)1/2

(2.38)

para cada 1 ≤ k ≤ n.

Demostración. Notar que el caso k = 1 ya fue probado en el Lema 2.2.23 (de hecho, basta
observar que a1(id : `n2 ↪→ En) = ‖id : `n2 ↪→ En‖). Este caso particular será de gran utilidad
en la demostración. En efecto, este resultado nos dice que

λE(n− k + 1)
(n− k + 1)1/2

� ‖id : `n−k+1
2 ↪→ En−k+1‖ = λM(`2,E)(n− k + 1),

de manera que la demostración de (2.38) se reduce a probar que ak(id : `n2 ↪→ En) �
λM(`2,E)(n − k + 1) para 2 ≤ k ≤ n. Hay una desigualdad que es directa, y para probarla
basta considerar el operador S ∈ L(`n2 , En) dado por S(x1, ..., xn) = (0, ..., 0, xn−k+2, ..., xn).
Es claro que rg(S) < k, lo cual nos dice que ak(id : `n2 ↪→ En) ≤ ‖id− S‖. Por otro lado,

‖(id− S)(x1, ..., xn)‖ = ‖(x1, ..., xn−k+1, 0, ...)‖E = ‖(x1, ..., xn, 0...)(e1 + ...+ en−k+1)‖E
≤ ‖(e1 + ...+ en−k+1)‖M(`2,E).‖(x1, ..., xn, 0...)‖2,

lo cual nos muestra que ‖id − S‖ ≤ λM(`2,E)(n − k + 1). Juntando ambas desigualdades se
obtiene

ak(id : `n2 ↪→ En) ≤ λM(`2,E)(n− k + 1).

Ahora veamos que hay una constante C > 0 (que no depende de n ni de k) tal que ak(id :
`n2 ↪→ En) ≥ C.λM(`2,E)(n− k + 1). Según lo visto en el Lema 2.2.25, tenemos

ak(id : `n2 ↪→ En) =
1

xn−k+1(id : En ↪→ `n2 )

y en consecuencia bastará probar que hay una constante C tal que xn−k+1(id : En ↪→ `n2 ).C ≤(
λM(`2,E)(n − k + 1)

)−1 para cada 1 ≤ k ≤ n. Esto es equivalente a probar que existe una
constante C tal que xk(id : En ↪→ `n2 ).C ≤

(
λM(`2,E)(k)

)−1 para cada 1 ≤ k ≤ n. Para probar
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esto último, hacemos uso del Teorema 2.2.13 que nos dice que id : E ↪→ `2 es un operador
(E, 1)-sumante y por lo tanto (M(`2, E), 2)-sumante según el Teorema 2.1.14. Aplicando
entonces la desigualdad generalizada de König (ver Proposición 2.2.20) obtenemos:

xk(id : En ↪→ `n2 ) ≤ c
M(`2,E)
2 .πM(`2,E),2(id : En ↪→ `n2 ).

(
λM(`2,E)(k)

)−1

≤ c
M(`2,E)
2 .πM(`2,E),2(id : E ↪→ `2).

(
λM(`2,E)(k)

)−1

donde la última desigualdad se debe justamente a que id : E ↪→ `2 es (M(`2, E), 2)-sumante.
Llamando C =

(
c
M(`2,E)
2 .πM(`2,E),2(id : E ↪→ `2)

)−1 queda probado que xk(id : En ↪→ `n2 ).C ≤(
λM(`2,E)(k)

)−1 y en consecuencia

ak(id : `n2 ↪→ En) ≥ C.λM(`2,E)(n− k + 1)

como se queŕıa ver.

Como consecuencia de este teorema, obtenemos las siguientes fórmulas asintóticas que
conciernen a los espacios de Orlicz y de Lorentz.

Corolario 2.2.27. a) Si 1 < p < 2 y 1 ≤ q ≤ 2, entonces

ak(id : `n2 ↪→ `np,q) � (n− k + 1)
1
p
− 1

2 (2.39)

para cada 1 ≤ k ≤ n.

b) Sean 1 ≤ p < 2 y d(w, p) un espacio de Lorentz tal que w es 2
2−p -regular. Luego se

verifica
ak(id : `n2 ↪→ d(w, p)n) � (n− k + 1)

1
p
− 1

2 .w
1/p
n−k+1. (2.40)

para cada 1 ≤ k ≤ n.

c) Sea ϕ una función de Orlicz tal que ϕ(λt) ≥ K.λ2.ϕ(t) para todo 0 ≤ t, λ ≤ 1 (para
alguna constante K > 0). Entonces se tiene

ak(id : `n2 ↪→ `nϕ) �
(
ϕ−1(1/(n− k + 1))

)−1

(n− k + 1)1/2
(2.41)

para cada 1 ≤ k ≤ n.

Demostración. Según lo visto en el Caṕıtulo 1.5, los espacios `p,q, d(w, p) y `ϕ son siempre
simétricos y resultan 2-cóncavos bajo las hipótesis pedidas. De esta manera, notando que

λ`p,q(n) � n1/p

λd(w,p)(n) � n1/p.w1/p
n

λ`ϕ(n) =
1

ϕ−1(1/n)

(ver nuevamente 1.5) y aplicando el Teorema 2.2.26, quedan probadas las fórmulas (2.39),
(2.40) y (2.41).
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Apéndice A

Banach lattices

Veremos algunas cuestiones básicas en relación a los Banach lattices. Comenzaremos con
algunas definiciones y ejemplos sencillos y, seguido a eso, se introducirán los conceptos de
concavidad y convexidad en estos espacios, que son de gran utilidad en el estudio de las
potencias de los espacios de sucesiones. Todos estos contenidos pueden verse en detalle en
[18], [16], [10].

A.1. Espacios de Riesz

Definición A.1.1. Un conjunto X 6= ∅ con una relación ≤ se denomina conjunto ordenado
si verifica:

a) x ≤ x para todo x ∈ X.

b) Si x, y ∈ X son tales que x ≤ y e y ≤ x entonces x = y.

c) Si x, y, z son tales que x ≤ y e y ≤ z entonces x ≤ z.

Diremos que X es un conjunto totalmente ordenado si dados x, y ∈ X se tiene x ≤ y o bien
y ≤ x.

Sea A un subconjunto de un conjunto ordenado X. Diremos que x ∈ X es cota superior
de A si y ≤ x para todo y ∈ A. Análogamente, si x ≤ y para todo y ∈ A diremos que x es
cota inferior de A. Dados x, y ∈ X notaremos, siempre que existan,

x ∨ y = sup{x, y}

x ∧ y = ı́nf{x, y}

a la menor (resp. la mayor) de las cotas superiores (resp. inferiores) de A = {x, y}. De manera
análoga, si z ∈ X es la mı́nima cota superior de un subconjunto A ⊆ X, notaremos z =∨
x∈A x, mientras que si z es la mayor cota inferior de A, será z =

∧
x∈A x.

103
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Definición A.1.2. Un conjunto ordenado (X,≤) se denomina lattice (o reticulado) si dados
x, y ∈ X existen x ∨ y y x ∧ y.

Es fácil ver que si (X,≤) es lattice y A ⊆ X un subconjunto finito, entonces existen
∨
x∈A x

y
∧
x∈A x. Sin embargo, no se puede afirmar lo mismo en el caso en que A sea infinito.

Ejemplos A.1.3. Sea X un conjunto no vaćıo.
i) SiM es el conjunto de todos los subconjuntos de X, con el orden dado por la inclusión

de conjuntos, entonces M es lattice (con A ∨B = A ∪B y A ∧B = A ∩B).
ii) Si X es infinito, N = {A ⊆ X /Afinito óAc finito} es lattice con el orden dado por

la inclusión. En este caso, si consideramos Y ⊆ X tal que Y /∈ N y B = {{x} : x ∈ Y }
subconjunto de N , entonces no existe

∨
{x}∈B{x}.

La idea es estudiar espacios vectoriales que cuenten además con la estructura de conjunto
ordenado.

Definición A.1.4. Sea E un espacio vectorial (e.v.) sobre R que verifique además ser un
conjunto ordenado. Diremos que E es un espacio vectorial ordenado (e.v.o.) si las estructuras
de e.v. y de conjunto ordenado son compatibles en el siguiente sentido. Dados x, y ∈ E tales
que x ≤ y, se verifican:

a) x+ z ≤ y + z ∀z ∈ E,

b) λ.x ≤ λ.y ∀λ ≥ 0.

Si además (E,≤) es lattice entonces E se denomina espacio de Riesz (o vector lattice).

De aqúı en adelante E será un espacio de Riesz.

Notamos E+ = {x ∈ E : x ≥ 0} al cono positivo de E y dado un x ∈ E notaremos,

x+ = x ∨ 0, x− = (−x) ∨ 0 y |x| = x ∨ (−x)

(todos ellos elementos en el cono positivo de E). Se dice que x, y ∈ E son disjuntos (x⊥y) si
|x| ∧ |y| = 0.

Las siguientes propiedades (y algunas más) pueden verse en [18] (pág. 3).

Propiedades A.1.5. Sean x, y, z ∈ E.

a) x ∨ y = −((−x) ∧ (−y)), x ∧ y = −((−x) ∨ (−y)).

b) x+ y = x ∨ y + x ∧ y. En particular x = x+ − x−.

c) |x| = x+ + x−.

d) x+⊥x− y la descomposición de x como diferencia de dos elementos positivos es única.
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e) (x ∨ y) + z = (x+ z) ∨ (y + z), (x ∧ y) + z = (x+ z) ∧ (y + z).

f) Si x, y, z ∈ E+ son tales que 0 ≤ z ≤ x+y entonces existen u, v ∈ E+ verificando u ≤ x,
v ≤ y y z = u+ v (esta es la llamada propiedad de descomposición de Riesz).

Ejemplo A.1.6. Sean X un conjunto no vaćıo y B(X) = {f : X −→ R / f es acotada}. Es
claro que B(X) es un e.v. y tiene un orden definido por : f ≥ g si f(t) ≥ g(t) para todo
t ∈ X. Con este orden (B(X),≤) es un espacio de Riesz (donde (f ∨ g)(t) = máx{f(t), g(t)}
y (f ∧ g)(t) = mı́n{f(t), g(t)}).

Definición A.1.7. Sea ‖ · ‖E una norma en E. Decimos que ‖ · ‖E es una lattice norm si
dados x, y ∈ E tales que |x| ≤ |y| se verifica ‖x‖E ≤ ‖y‖E .

Un espacio de Riesz con una lattice norm se llama espacio de Riesz normado. Si además el
espacio es completo (respecto de la norma) entonces decimos que (E, ‖ · ‖E ,≤) es un Banach
lattice.

Ejemplos A.1.8. i) Sea K un compacto Hausdorff. Consideremos C(K) = {f : K −→
R / f es continua} con el orden definido como en el ejemplo anterior y con la norma ‖ · ‖∞.
Luego (C(K), ‖ · ‖∞,≤) es un Banach lattice.

ii) Si (Ω,Σ, µ) es un espacio de medida, Lp(µ) (1 ≤ p ≤ ∞) es un Banach lattice con la
norma usual ‖ · ‖p y el orden f ≤ g definido por: f(t) ≤ g(t) en casi todo punto.

iii) Consideremos el espacio C1(0, 1) de todas las funciones f : [0, 1] −→ R derivables
con derivada continua. Definimos un orden en C1(0, 1) dado por : f ≤ g si f(0) ≤ g(0) y
f ′(t) ≤ g′(t) para todo t ∈ [0, 1]. Por otro lado consideramos en este espacio, la norma dada
por ‖f‖C1 = ‖f ′‖∞+ |f(0)|. Con el orden y la norma definidas, C1(0, 1) es un Banach lattice.

En este caso, es sencillo ver que C1(0, 1) es un e.v.o. y que ‖ · ‖C1 es una lattice norm
(con la que el espacio resulta completo). Para ver que es lattice, hay que probar que dadas
f, g ∈ C1(0, 1) se verifica:

f ∨ g(t) =
∫ t

0
máx{f ′(s), g′(s)}ds+ máx{f ′(0), g′(0)}

f ∧ g(t) =
∫ t

0
mı́n{f ′(s), g′(s)}ds+ mı́n{f ′(0), g′(0)}

(no sirven f ∨ g(t) = máx{f(t), g(t)} y f ∧ g(t) = mı́n{f(t), g(t)} como en C(0, 1), ya que no
necesariamente son funciones derivables).

Definiciones A.1.9. Sea E un espacio de Riesz.

a) Un subespacio U ⊆ E se denomina sublattice de E si x ∨ y,x ∧ y ∈ U para todos los
x, y ∈ U .

b) Un subconjunto A de E se llama sólido si cada vez que |x| ≤ |y| con x ∈ E e y ∈ A
se verifica x ∈ A (esta definición es similar a la de espacio de sucesiones normal, ver
Definición 1.1.1).
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c) I es un ideal en E si es un subespacio sólido de E

Observación A.1.10. Se puede probar que si I es un ideal en E entonces es sublattice.

Observación A.1.11. Dados dos ideales I1, I2 en E, la suma I1 + I2 = {x1 + x2 : xj ∈
Ij (j = 1, 2)} es nuevamente un ideal en E. No sucede lo mismo si en lugar de considerar
ideales, se consideran sublattices. La demostración de esta propiedad no es complicada, sim-
plemente hay que probar que I1+I2 es sólido y para eso son útiles algunas de las Propiedades

A.1.5.

Ejemplos A.1.12. Consideremos los espacios de sucesiones c0, c, `∞ (que son claramente
espacios de Riesz).

i) c ⊆ `∞ es sublattice pero no es un ideal.
ii) c0 es un ideal en `∞.

Definición A.1.13. Sean E, F Banach lattices. Diremos que T : E −→ F es un morfismo
entre lattices si es un morfismo entre espacios de Banach y además respeta las operaciones ∨
y ∧. Esto es, T (x ∨ y) = Tx ∨ Ty y T (x ∧ y) = Tx ∧ Ty para todo x, y ∈ E.

Un isomorfismo entre Banach lattices será entonces un isomorfismo entre espacios de Ba-
nach que sea morfismo entre lattices.

A.2. Espacios de funciones

Los espacios de funciones (o espacios de funciones de Köthe) son una clase de ejemplos
de Banach lattices (entre los cuales se encuentran los espacios de sucesiones). Hay varias
definiciones (similares) para los espacios de funciones; la que mejor se adapta a nuestros
contenidos es la de [16]. Antes de dar esta definición, recordemos los siguientes conceptos.

Observación A.2.1. Sea (Ω,Σ, µ) un espacio de medida.
El espacio se dice completo si todo subconjunto de un conjunto de medida cero es medible.
La medida µ es σ-finita si se puede escribir a Ω como unión numerable de conjuntos

medibles y de medida finita.
Una función f : Ω −→ R es localmente integrable si es medible y

∫
σ |f(ω)|dµ < ∞, para

todo σ ∈ Σ con µ(σ) <∞.

Definición A.2.2. Sea (Ω,Σ, µ) un espacio de medida completo y de medida σ-finita. Con-
sideremos un espacio de Banach X, cuyos elementos sean clases de equivalencia (modulo
igualdad en casi todo punto) de funciones a valores reales localmente integrables. Diremos
que X es un espacio de funciones de Köthe si se verifican las siguientes condiciones :

a) Si |f(ω)| ≤ |g(ω)| a.e. en Ω, con f medible y g ∈ X entonces f ∈ X y ‖f‖X ≤ ‖g‖X .

b) Si σ ∈ Σ con µ(σ) <∞, entonces la función caracteŕıstica χσ pertenece a X.
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Todo espacio de funciones de Köthe es un Banach lattice con el orden definido por: f ≤ g
si f(ω) ≤ g(ω) a.e. en Ω.

Observación A.2.3. Dado un espacio de sucesiones E, es sencillo ver que resulta un espacio
de funciones. De hecho basta tomar como espacio de medida a (N,P(N), ]) y asociar a cada
(xn)n ∈ E con una función f : N −→ R (localmente integrable) dada por f(n) = xn. Luego,
la primer condición de la definición se deduce de la propiedad de normalidad de los espacios
de sucesiones, mientras que la segunda se debe a la inclusión c00 ( E.

A.3. Cálculo funcional

En esta sección nos proponemos darle sentido a expresiones del tipo:∑
k≤n
|xk|p

1/p

(1 ≤ p <∞) (A.1)

donde x1, ...., xk son elementos en algún Banach lattice. Esto será fundamental para la poste-
rior definición de concavidad y convexidad en Banach lattices.

Notemos que expresiones del tipo (A.1) tienen sentido si consideramos como Banach lattice
a C(K) o Lq(µ). De hecho están definidas puntualmente (o en casi todo punto) de la siguiente
manera: 

∑
k≤n
|fk|p

1/p
 (ω) =

∑
k≤n
|fk(ω)|p

1/p

donde f1, ...., fn ∈ C(K) (resp. en Lq(µ)) y ω ∈ K (resp. en Ω).
La idea será usar un resultado (debido a Kakutani) que identifica ciertos lattices con

espacios de funciones continuas C(K) (para algún compacto K), en donde las expresiones
planteadas tienen sentido. Antes de enunciar este resultado, precisamos algunas definiciones.

En primer lugar, diremos que un Banach lattice E es un M-espacio abstracto si ‖x∨y‖E =
máx{‖x‖E , ‖y‖E}, ∀x, y ∈ E+. Por otro lado, se dice que e > 0 es una unidad de E si se
verifica:

‖x‖ ≤ 1⇐⇒ |x| ≤ e.

El siguiente teorema puede verse en [10, Teo. 16.1] o en [16, Teo. 1.b.6].

Teorema A.3.1. (Teorema de representación de Kakutani) Sea E un M-espacio ab-
stracto con unidad. Luego E es isomorfo, como Banach lattice, a un espacio de funciones
continuas C(K) (para algún K compacto, Hausdorff).

Claramente, el isomorfismo manda la unidad de E en la unidad de C(K), que es la función
f ≡ 1. Este teorema será de gran utilidad en la próxima observación.
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Observación A.3.2. Sea E un Banach lattice y sea x ∈ E+. Consideramos el ideal generado
por x, dado por:

I(x) = {y ∈ E : |y| ≤ λ.|x| para algún 0 < λ <∞}.

Es claro que I(x) = {0} si y solo si x = 0. Cuando x 6= 0, definimos en I(x) la norma

‖y‖∞ = ı́nf
{
λ > 0 : |y| ≤ λ

‖x‖E
.|x|
}
.

Se puede ver fácilmente que ‖ · ‖∞ es una norma y que ‖y‖E ≤ ‖y‖∞ para todo y ∈ I(x) (más
aún, con x vale la igualdad). El espacio (I(x), ‖ · ‖∞) resulta completo y es Banach lattice con
el orden que hereda de E. Además, se prueba que (I(x), ‖ · ‖∞) es un M-espacio abstracto con
unidad x

‖x‖E . Luego el Teorema A.3.1 nos dice que (I(x), ‖ · ‖∞) es isomorfo (como Banach
lattice) a un espacio de funciones continuas C(K).

Ahora veamos cómo se construye el cálculo funcional en un Banach lattice E.

Llamemos Cn a la familia de funciones h : Rn −→ R que se obtienen de las funciones co-
ordenadas (t1, ..., tn) 7−→ tk (1 ≤ k ≤ n) mediante finitas operaciones de suma, multiplicación
por escalares, ı́nf y sup (sobre finitos elementos). Luego dados x1, ..., xn ∈ E y dada h ∈ Cn,
tiene sentido la expresión h(x1, ..., xn) ∈ E que se obtiene reemplazando los ti ∈ R por los
xi ∈ E en la fórmula de la función h (esto es porque todas las operaciones mediante las cuales
se obtiene h tienen sentido en un lattice).

Observación A.3.3. Fijados x1, ..., xn ∈ E, la aplicación

j : Cn −→ E

h 7−→ h(x1, ..., xn)

está bien definida.

Demostración. Para ver esto se utiliza la observación anterior. Consideremos x = |x1| ∨
... ∨ |xn| ∈ E+. Notar que si h ∈ Cn entonces h(x1, ..., xn) ∈ I(x) (basta ver que esto es
cierto para las funciones coordenadas y que sigue valiendo bajo las operaciones de suma,
multiplicación por escalar, ı́nf y sup). Ahora bien, hay que probar que si h, h̃ ∈ Cn son tales
que h(t1, ..., tn) = h̃(t1, ..., tn) para todo (t1, ..., tn) ∈ Rn, entonces h(x1, ..., xn) = h̃(x1, ..., xn).
Por la observación A.3.2, los elementos de I(x) se pueden identificar con elementos en un
espacio de funciones continuas C(K), lo cual nos permite pensar a xk como funciones en C(K)
(1 ≤ k ≤ n). Pero en C(K) las expresiones del tipo h(x1, ..., xn) tienen sentido puntualmente,
de forma que h(x1, ..., xn) = h̃(x1, ..., xn) si y solo si h(x1(ω), ..., xn(ω)) = h̃(x1(ω), ..., xn(ω))
para todo ω ∈ K, y esto último se verifica por la hipótesis de que h(t1, ..., tn) = h̃(t1, ..., tn) para
todo (t1, ..., tn) ∈ Rn. Vı́a el isomorfismo entre I(x) y C(K) concluimos que h(x1, ..., xn) =
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h̃(x1, ..., xn) en (I(x), ‖.‖∞). Teniendo en cuenta que ‖ · ‖E ≤ ‖ · ‖∞ (lo mencionamos en la
Observación A.3.2) obtenemos

‖h(x1, ..., xn)− h̃(x1, ..., xn)‖E ≤ ‖h(x1, ..., xn)− h̃(x1, ..., xn)‖∞ = 0

y en consecuencia h(x1, ..., xn) = h̃(x1, ..., xn) en E.

La idea es extender la aplicación j : Cn −→ E al espacio de las funciones positivo-
homogéneas de grado uno, dado por

Hn = {f : Rn −→ R continuas, f(λt1, ..., λtn) = λf(t1, ..., tn) ∀λ ≥ 0}.

Observación A.3.4. Hn es un Banach lattice y Cn ⊆ Hn es sublattice (con el orden definido
puntualmente, como es usual). Además, si Sn es la esfera unidad de `n∞, entonces

Hn −→ C(Sn)

f 7−→ f|Sn

es un isomorfismo entre Banach lattices.

Observación A.3.5. Vı́a el isomorfismo definido en la observación anterior, podemos pensar
a Cn como sublattice de C(Sn). Se verifica que Cn es denso en C(Sn).

Demostración. Esto es una simple aplicación del teorema de Stone-Weierstrass (en su versión
para lattices), ya que Cn separa puntos de Sn y contiene a las constantes.

Ahora bien, la aplicación j : Cn −→ E es lineal, preserva el orden y resulta continua si le
damos a Cn la norma inducida por C(Sn). Para esto último, notar que si h ∈ Cn entonces

|h(t1, ..., tn)| = |h(λs1, ..., λsn)| = λ|h(s1, ..., sn)| ≤ λ.‖h‖C(Sn),

donde λ = máxk |tk| y s = 1
λ .(t1, ..., tn). Luego |h(t1, ..., tn)| ≤ ‖h‖C(Sn).máxk |tk| y como j

preserva el orden, entonces |h(x1, ..., xn)| ≤ ‖h‖C(Sn).x con x = |x1| ∨ ... ∨ |xn|. Dado que E
es lattice se concluye que

‖h(x1, ..., xn)‖ ≤ ‖h‖C(Sn).‖x‖E , (A.2)

lo cual nos muestra que j : Cn −→ E es continua.
Por la Observación A.3.5, j : Cn −→ E se extiende continuamente (de manera única) a

j̃ : C(Sn) −→ E, que resulta lineal y preserva el orden. Pensando en el isomorfismo definido
en la Observación A.3.4, tenemos j̃ : Hn −→ E, lo cual le da sentido a las expresiones
j̃(h) = h(x1, ..., xn) ∈ E para toda h ∈ Hn.

La construcción de h(x1, ..., xn) a partir de una h ∈ Hn y x1, ..., xn ∈ E es lo que lla-
mamos el cálculo funcional. Esto le da sentido a las expresiones (A.1), ya que f(t1, ..., tn) =(∑

k≤n |tk|p
)1/p

es una función perteneciente a Hn. La siguiente proposición generaliza resul-
tados ya conocidos para sucesiones de números reales.
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Proposición A.3.6. Sean x1, ..., xn elementos en un Banach lattice E.

a) Para 1 ≤ p <∞, ∑
k≤n
|xk|p

1/p

= sup

∑
k≤n

ak · xk : (ak)k ∈ B`n
p′


donde 1

p + 1
p′ = 1.

b) En el caso p =∞, se tiene supk≤n |xk| = sup{
∑

k≤n ak · xk : (ak)k ∈ B`n1 }.

c) Dados 0 < θ < 1 y x, y ∈ E, se verifica:∥∥∥|x|θ|y|1−θ∥∥∥
E
≤ ‖x‖θE .‖y‖1−θE .

d) Para cada elección de 1 ≤ p < r < q ≤ ∞ y de a1, ..., an escalares positivos se tiene,∑
k≤n

ak|xk|r
1/r

≤

∑
k≤n

ak|xk|p
θ/p

.

∑
k≤n

ak|xk|q
(1−θ)/q

donde 0 < θ < 1 es tal que 1
r = θ

p + 1−θ
q . Cuando q = ∞, las expresiones de la forma(∑

k≤n |xk|q
)1/q

se reemplazan por expresiones del tipo
∨n
k=1 |xk|.

Las demostraciones de a) y b) se pueden ver en [10, Proposición 16.2], mientras que c) y
d) están probados en [16, Proposición 1.d.2].

Para finalizar, veamos un par de propiedades que son de gran utilidad cuando se trabaja
con el cálculo funcional.

Propiedad A.3.7. Sea f ∈ H1 creciente. Si x, y ∈ E son tales que x ≤ y, entonces f(x) ≤
f(y) (un resultado análogo se obtiene para funciones decrecientes).

Demostración. Consideremos las funciones h1, h2 definidas por

h1(t1, t2) = f(mı́n{t1, t2}), h2(t1, t2) = f(máx{t1, t2}).

Notar que h1, h2 ∈ H2 y que h1 ≤ h2, esto último puesto que f es creciente. Luego, dado que
el cálculo funcional preserva el orden, se tendrá h1(x, y) ≤ h2(x, y). Pero por definición de
h1, h2, y teniendo en cuenta que x ≤ y, obtenemos h1(x, y) = f(x ∧ y) = f(x) ≤ h2(x, y) =
f(x ∨ y) = f(y) que es lo que se queŕıa probar.

Propiedad A.3.8. Sean f ∈ H1 y (xn)n una sucesión de elementos en E tal que xn −−−→
n→∞

0
en E. Entonces f(xn) −−−→

n→∞
0 en E.

Demostración. Se deduce de la desigualdad (A.2).
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A.4. Convexidad y concavidad

A lo largo de esta sección, E será un Banach lattice. Con lo visto sobre el cálculo funcional
en Banach lattices, podemos ir directo a las definiciones de p-convexidad y q-concavidad.

Definiciones A.4.1. a) Decimos que E es p-convexo si hay una constante M tal que∥∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

|xi|p
)1/p

∥∥∥∥∥∥
E

≤M.

(
n∑
i=1

‖xi‖pE

)1/p

, si 1 ≤ p <∞

o ∥∥∥∥∥
n∨
i=1

|xi|

∥∥∥∥∥
E

≤M. máx
1≤i≤n

‖xi‖E , si p =∞

para cualquier n ∈ N y cualquier elección de elementos x1, ..., xn ∈ E.

El ı́nfimo de todas las constantes satisfaciendo la desigualdad se denota M (p)(E) y se
llama la constante de p-convexidad de E.

b) Decimos que E es q-cóncavo si hay una constante M tal que(
n∑
i=1

‖xi‖qE

)1/q

≤M.

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

|xi|q
)1/q

∥∥∥∥∥∥
E

, si 1 ≤ q <∞

o

máx
1≤i≤n

‖xi‖E ≤M.

∥∥∥∥∥
n∨
i=1

|xi|

∥∥∥∥∥
E

, si q =∞

para cualquier n ∈ N y cualesquiera x1, ..., xn ∈ E.

El ı́nfimo de todas las constantes M que satisfacen la desigualdad se denota M(q)(E) y
se llama, naturalmente, la constante de q-concavidad de E.

Observación A.4.2. Todo Banach lattice E es 1-convexo e ∞-cóncavo.

Demostración. Para ver que es 1-convexo basta notar que por la desigualdad triangular,∥∥∥∥∥
n∑
i=1

|xi|

∥∥∥∥∥
E

≤
n∑
i=1

‖xi‖E

para cualesquiera x1, ..., xn ∈ E.
Luego E es 1-convexo, en principio, con M (1)(E) ≤ 1. Tomando n = 1, se prueba que

M (1)(E) = 1.
Que E es ∞-cóncavo es porque ‖ · ‖E es lattice norm. De hecho, como |xj | ≤

∨n
i=1 |xi|

para todo 1 ≤ j ≤ n, entonces

‖xj‖E ≤

∥∥∥∥∥
n∨
i=1

|xi|

∥∥∥∥∥
E

para todo j = 1, ..., n.

Luego E es ∞-cóncavo y al igual que antes se verifica M(∞)(E) = 1.
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Ejemplos A.4.3. i) Si consideramos E = Lp(µ) (1 ≤ p ≤ ∞), entonces se verifica∥∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

|fi|p
)1/p

∥∥∥∥∥∥
p

=

(
n∑
i=1

‖fi‖pp

)1/p

, si 1 ≤ p <∞

o ∥∥∥∥∥
n∨
i=1

|fi|

∥∥∥∥∥
∞

= máx
1≤i≤n

‖fi‖∞, si p =∞

para cualquier sucesión de funciones {fi}ni=1 en el espacio. Esto muestra que Lp(µ) es p-cóncavo
y p-convexo con constantes igual a 1.

Las condiciones

M(p)(X).

(
n∑
i=1

‖xi‖pX

)1/p

≤

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

|xi|p
)1/p

∥∥∥∥∥∥
X

≤M (p)(X).

(
n∑
i=1

‖xi‖pX

)1/p

para cada elección de elementos x1, ..., xn en un Banach lattice X, caracterizan a los espacios
isomorfos a Lp(µ). Es decir, los espacios isomorfos a Lp(µ) son aquellos que resultan p-convexos
y p-cóncavos (ver [16, pp.22-24]).

ii) Los espacios de funciones continuas C(K) son p-convexos para todo 1 ≤ p ≤ ∞. En
efecto, si 1 ≤ p <∞ entonces∥∥∥∥∥∥

(
n∑
i=1

|fi|p
)1/p

∥∥∥∥∥∥
∞

= sup
ω∈K

(
n∑
i=1

|fi(ω)|p
)1/p

≤ sup
ω∈K

(
n∑
i=1

‖fi‖p∞

)1/p

(la desigualdad se debe a que |fi(ω)| ≤ ‖fi‖∞). En consecuencia, obtuvimos∥∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

|fi|p
)1/p

∥∥∥∥∥∥
∞

≤

(
n∑
i=1

‖fi‖p∞

)1/p

,

lo que nos muestra que C(K) es p-convexo para todo 1 ≤ p <∞. El caso p =∞ es análogo.

A.5. Convexificación y concavificación

Sea (E, ‖ · ‖E ,≤) un Banach lattice, con las operaciones +, · de suma y multiplicación por
escalares. La idea de esta sección es construir, a partir de E, dos nuevos espacios E(p) y E(p)

(que llamaremos respectivamente p-convexificación y p-concavificación de E) que verifican
ciertas propiedades de convexidad y concavidad.

A.5.1. Convexificación

Sea 1 < p < ∞. Dados x, y ∈ E y λ un escalar, definimos nuevas operaciones de suma y
multiplicación dadas por:

x⊕ y =
(
x1/p + y1/p

)p
λ� x = λp · x.
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Observación A.5.1. Notar que el cálculo funcional definido en A.3 le da sentido a la ex-
presión

(
x1/p + y1/p

)p. De hecho, basta considerar la función

f(t1, t2) =
∣∣∣|t1|1/psg(t1) + |t2|1/psg(t2)

∣∣∣p .(sg(|t1|1/psg(t1) + |t2|1/psg(t2)
))

perteneciente a H2 y en consecuencia se tiene
(
x1/p + y1/p

)p = f(x, y) ∈ E.

El conjunto E junto con las operaciones ⊕, � resulta un e.v.. En este nuevo e.v. podemos
considerar el orden � dado por:

x� 0⇐⇒ x ≥ 0.

Es decir, el mismo orden con el que (E,+, ·) resulta un e.v.o.. Ahora llamemos E(p) al e.v.
que resulta de considerar al conjunto E con las operaciones ⊕, �. Usando las propiedades del
cálculo funcional y el hecho de que (E,≤) es un espacio de Riesz, se prueba que (E(p),�) es
un espacio de Riesz. Definimos una norma en E(p) dada por:

‖x‖E(p) = ‖x‖1/pE .

Veamos que efectivamente esto define una norma:

Claramente ‖x‖E(p) ≥ 0 para todo x ∈ E(p) y vale la igualdad si y solo si x = 0.

Si x ∈ E(p) y λ ∈ R,

‖λ� x‖E(p) = ‖λp · x‖1/pE = |λ|.‖x‖1/pE = |λ|.‖x‖E(p) .

Para probar la desigualdad triangular, notemos que si x, y ∈ E y α, β > 0 son tales que
αq + βq = 1 (donde 1

p + 1
q = 1) entonces,(

|x|1/p + |y|1/p
)p
≤ |x|
αp

+
|y|
βp
. (A.3)

De hecho, por la desigualdad de Hölder tenemos(
|t1|1/p

α
· α+

|t2|1/p

β
· β

)p
≤

((
|t1|
αp

+
|t2|
βp

)1/p

· (αq + βq)1/q

)p
=
|t1|
αp

+
|t2|
βp

y luego aplicando el cálculo funcional se obtiene (A.3). Si consideramos α, β positivos
tales que,

αp =
‖x‖1/qE

γ
, βp =

‖y‖1/qE

γ

donde γ =
(
‖x‖1/pE + ‖y‖1/pE

)p/q
, entonces se verifica αq + βq = 1. Luego, como conse-

cuencia de la desigualdad (A.3) y de que ‖ · ‖E es lattice norm, obtenemos:∥∥∥(|x|1/p + |y|1/p
)p∥∥∥1/p

E
≤
∥∥∥∥ |x|αp +

|y|
βp

∥∥∥∥1/p

E

(A.4)
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Por otro lado, se verifica
∣∣(x1/p + y1/p

)p∣∣ ≤ (|x|1/p + |y|1/p)p, de forma que

‖x⊕ y‖E(p) =
∥∥∥(x1/p + y1/p

)p∥∥∥1/p

E
≤
∥∥∥(|x|1/p + |y|1/p

)p∥∥∥1/p

E
. (A.5)

Juntando (A.4) y (A.5) se concluye,

‖x⊕ y‖E(p) ≤
∥∥∥∥ |x|αp +

|y|
βp

∥∥∥∥1/p

E

. (A.6)

Para terminar, si aplicamos la desigualdad triangular en ‖ · ‖E y recordamos las defini-
ciones de α, β y γ, tendremos∥∥∥∥ |x|αp +

|y|
βp

∥∥∥∥1/p

E

≤
(
‖x‖E
αp

+
‖y‖E
βp

)1/p

= ‖x‖1/pE + ‖y‖1/pE . (A.7)

Luego, las desigualdades (A.6) y (A.7) prueban la desigualdad triangular ‖x⊕ y‖E(p) ≤
‖x‖E(p) + ‖y‖E(p) .

Hasta aqúı tenemos que ‖ · ‖E(p) define una norma en E(p). Veamos que es una lattice norm;
supongamos que |x| � |y| y probemos que ‖x‖E(p) ≤ ‖y‖E(p) . Por definición, |x| � |y| si y
solo si |x| ≤ |y| y en tal caso ‖x‖E ≤ ‖y‖E (puesto que ‖ · ‖E es lattice norm). Pero entonces
‖x‖1/pE ≤ ‖y‖1/pE , es decir, ‖x‖E(p) ≤ ‖y‖E(p) como se queŕıa probar.

Por otro lado, se puede probar que E(p) resulta completo con la norma definida (se deduce
de la completitud de E). De esta manera, (E(p), ‖ · ‖E(p) ,�) es un Banach lattice.

Definición A.5.2. El Banach lattice (E(p), ‖ · ‖E(p) ,�) se denomina la p-convexificación de
E.

Observación A.5.3. La p-convexificación (E(p), ‖ · ‖E(p) ,�) es un Banach lattice p-convexo.

Demostración. Sean x1, ..., xn elementos en E(p). Usando simplemente las definiciones de la
suma y la norma en E(p), y la desigualdad triangular en E, obtenemos:∥∥∥(|x1|p ⊕ ...⊕ |xn|p)1/p

∥∥∥p
E(p)

= ‖|x1|+ ...+ |xn|‖E ≤
n∑
i=1

‖xi‖E =
n∑
i=1

‖xi‖pE(p) .

Esto prueba que E(p) es p-convexo con constante de p-convexidad M (p)
(
E(p)

)
= 1.

Un poco más en general, y con una demostración análoga, se puede probar lo siguiente.

Observación A.5.4. Si E es r-convexo y s-cóncavo para ciertos 1 ≤ r ≤ s ≤ ∞, entonces
E(p) resulta pr-convexo y ps-cóncavo con las constantes verificando

M (pr)
(
E(p)

)
≤
(
M (r)(E)

)1/p
, M(ps)

(
E(p)

)
≤
(
M(s)(E)

)1/p
.
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A.5.2. Concavificación

Sea 1 < p <∞. Veremos que, mediante un proceso similar al de la p-convexificación, ob-
tenemos la p-concavificación de un Banach lattice E. En ese sentido, será necesario considerar
un Banach lattice E que sea p-convexo.

Definiremos, al igual que antes, nuevas operaciones de suma y multiplicación por escalares
en E, que notaremos ⊕ y � (aunque no serán las mismas que definimos en la parte de
convexificación). Dados x, y ∈ E y λ ∈ R, se definen:

x⊕ y =
(
xp + yp

)1/p
λ� x = λ1/p · x.

Observación A.5.5. Como ya observamos en la Observación A.5.1, el cálculo funcional
le da sentido a expresiones del tipo

(
xp + yp

)1/p.
El conjunto E con estas nuevas operaciones resulta un e.v. que denotaremos E(p). Si en

este espacio definimos el orden � dado por:

x� 0⇐⇒ x ≥ 0

entonces (E(p),�) resultará un espacio de Riesz. Nuestro siguiente objetivo es definir una
norma en E(p) de manera que este resulte un Banach lattice. Siguiendo la idea de la p-
convexificación, seŕıa natural definir ‖x‖E(p)

= ‖x‖pE ; sin embargo con esta definición no
siempre se verifica la desigualdad triangular, como veremos a continuación. Por ese motivo,
notaremos ‖ · ‖0 = ‖ · ‖pE (reservándonos la notación ‖ · ‖E(p)

para la que será finalmente la
norma en E(p)). Es claro que,

‖x‖0 = 0 implica x = 0,

‖λ� x‖0 = |λ|.‖x‖0 .

Por otro lado, en lugar de la desigualdad triangular, y gracias a la hipótesis de que E es
p-convexo, obtenemos

‖x1 ⊕ ...⊕ xn‖0 ≤
(
M (p)(E)

)p
.

n∑
i=1

‖xi‖0. (A.8)

para cualesquiera x1, ..., xn en E. De hecho, basta notar que ‖x1⊕....⊕xn‖0 =
∥∥∥(
∑n

i=1 x
p
i )

1/p
∥∥∥p
E
≤∥∥∥(

∑n
i=1 |xi|p)

1/p
∥∥∥p
E

y luego usar la hipótesis de p-convexidad.

Si suponemos M (p)(E) = 1, (A.8) nos muestra que ‖ · ‖0 verifica la desigualdad triangular
y en consecuencia resulta una norma. En tal caso, se considera ‖ · ‖E(p)

= ‖ · ‖0 y se prueba
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que (E(p), ‖ · ‖E(p)
,�) es un Banach lattice. De todas maneras, no será necesario suponer que

la constante de p-convexidad sea igual a uno. Dado un x ∈ E(p), definimos

‖x‖E(p)
= ı́nf

{
n∑
i=1

‖xi‖0 : |x| = |x1| ⊕ ...⊕ |xn|, xi ∈ E(p) para 1 ≤ i ≤ n

}

donde el ı́nfimo se toma sobre todas las posibles representaciones de |x| de la forma |x| =
|x1| ⊕ ... ⊕ |xn| (el n no está fijo). Veremos que esto define una lattice norm, con la cual
E(p) resulta un Banach lattice. Lo primero que haremos, será probar que para cualquier x
perteneciente a E(p), se verifican las siguientes desigualdades:

‖x‖0(
M (p)(E)

)p ≤ ‖x‖E(p)
≤ ‖x‖0 (A.9)

Por un lado, considerando la representación trivial |x| = |x|, resulta evidente de la defini-
ción de ‖ · ‖E(p)

, que ‖x‖E(p)
≤ ‖x‖0. Para la otra desigualdad, consideremos una repre-

sentación |x| = |x1| ⊕ ... ⊕ |xn|. De la desigualdad (A.8) se deduce que ‖|x1| ⊕ ... ⊕ |xn|‖0 ≤(
M (p)(E)

)p
.
∑n

i=1 ‖|xi|‖0, y en consecuencia

‖x‖0 ≤
(
M (p)(E)

)p
.
n∑
i=1

‖xi‖0.

Tomando ı́nfimo sobre todas las representaciones de la forma |x| = |x1| ⊕ .... ⊕ |xn|, queda
probado que

‖x‖0(
M (p)(E)

)p ≤ ‖x‖E(p)

como se queŕıa ver.
En segundo lugar probemos que dados x, y ∈ E(p),

|x| � |y| implica ‖x‖E(p)
≤ ‖y‖E(p)

. (A.10)

Por definición de ‖ · ‖E(p)
, dado un ε > 0 hay una representación |y| = |y1| ⊕ ... ⊕ |yn| tal

que
∑n

i=1 ‖yi‖0 < ‖y‖E(p)
+ ε. Por otro lado, la propiedad de descomposición de Riesz (ver

Propiedades A.1.5) nos muestra que existen x1, ..., xn ∈ E(p) tales que |x| = |x1| ⊕ ...⊕ |xn|
con |xi| � |yi| para todo 1 ≤ i ≤ n. Luego ‖xi‖0 ≤ ‖yi‖0 (para i = 1, ..., n) y en consecuencia

‖x‖E(p)
≤

n∑
i=1

‖xi‖0 ≤
n∑
i=1

‖yi‖0 < ‖y‖E(p)
+ ε.

Como el ε > 0 era cualquiera, ‖x‖E(p)
≤ ‖y‖E(p)

.
Ahora śı, veamos que ‖ · ‖E(p)

es una norma. En tal caso, (A.10) nos muestra que resulta
una lattice norm.

Es evidente que ‖x‖E(p)
≥ 0 para todo x ∈ E(p). Por otro lado ‖x‖E(p)

= 0 implica
‖x‖0 = 0 (por (A.9)) y en consecuencia x = 0.
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Sean x ∈ E(p), λ ∈ R. Por definición

‖λ� x‖E(p)
= ı́nf

{
n∑
i=1

‖yi‖0 ; |λ� x| = |y1| ⊕ ...⊕ |yn|

}
.

Ahora bien, notando que

ı́nf

{
n∑
i=1

‖yi‖0 ; |λ� x| = |y1| ⊕ ...⊕ |yn|

}
= ı́nf

{
n∑
i=1

‖λ� xi‖0 ; |x| = |x1| ⊕ ...⊕ |xn|

}
obtenemos:

‖λ� x‖E(p)
= ı́nf

{
n∑
i=1

‖λ� xi‖0 ; |x| = |x1| ⊕ ...⊕ |xn|

}

= ı́nf

{
n∑
i=1

|λ|.‖xi‖0 ; |x| = |x1| ⊕ ...⊕ |xn|

}
= |λ|.‖x‖E(p)

.

Por último veamos la desigualdad triangular. Sean x, y en E(p) y sean x1, ..., xn, y1, ...ym

tales que |x| = |x1| ⊕ ...⊕ |xn| y |y| = |y1| ⊕ ...⊕ |ym| con

n∑
i=1

‖xi‖0 < ‖x‖E(p)
+
ε

2
,

m∑
i=1

‖yi‖0 < ‖y‖E(p)
+
ε

2
(A.11)

para un ε > 0 dado.

Usando el cálculo funcional en E es fácil ver que |x ⊕ y| � |x| ⊕ |y| (recordar que el
orden � en E(p) es el mismo orden que en E). Luego, por lo visto en (A.10) y notando
que |x| ⊕ |y| = |x1| ⊕ ...⊕ |xn| ⊕ |y1| ⊕ ...⊕ |ym|, tenemos

‖x⊕ y‖E(p)
≤ ‖|x| ⊕ |y|‖E(p)

≤
n∑
i=1

‖xi‖0 +
m∑
i=1

‖yi‖0 (A.12)

(la segunda desigualdad es simplemente por definición de ‖ · ‖E(p)
). Pero entonces, jun-

tando las desigualdades (A.11) y (A.12) se tiene ‖x⊕ y‖E(p)
≤ ‖x‖E(p)

+ ‖y‖E(p)
+ ε, y

dado que ε > 0 era cualquiera, ‖x⊕ y‖E(p)
≤ ‖y‖E(p)

+ ‖y‖E(p)
.

Luego queda probado que ‖ · ‖E(p)
es una lattice norm. Notar que E(p) resulta completo con

esta norma (el argumento es similar al que se usa para ver que E(p) es completo; a tal efecto
es útil la primera desigualdad de (A.9)). En definitiva, (E(p), ‖ ·‖E(p)

,�) es un Banach lattice.

Definición A.5.6. El Banach lattice (E(p), ‖ · ‖E(p)
,�) se denomina la p-concavificación de

E.

Observación A.5.7. Notar que cuando M (p)(E) = 1, (A.9) nos muestra que la norma ‖·‖E(p)

coincide con ‖ · ‖0 = ‖ · ‖pE.
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Observación A.5.8. Sea E un Banach lattice p-convexo (de manera que tenga sentido la
p-concavificación). Si E es r-convexo y s-cóncavo para determinados 1 ≤ p ≤ r ≤ s ≤ ∞,
entonces E(p) es r

p -convexo y s
p -cóncavo con constantes

M (r/p)
(
E(p)

)
≤
(
M (p)(E)M (r)(E)

)p
, M(s/p)

(
E(p)

)
≤
(
M (p)(E)M(s)(E)

)p
.

Demostración. Veamos que E(p) resulta r
p -convexo (de manera análoga se prueba que es s

p -
cóncavo). Dados x1, ..., xn en E(p), se tiene∥∥∥∥(|x1|r/p ⊕ ...⊕ |xn|r/p

)p/r∥∥∥∥
E(p)

=
∥∥∥(|x1|r + ...+ |xn|r)1/r

∥∥∥
E(p)

≤
∥∥∥(|x1|r + ...+ |xn|r)1/r

∥∥∥p
E

≤
(
M (r)(E) (‖x1‖rE + ...+ ‖xn‖rE)1/r

)p
,

donde la última desigualdad se debe a que E es r-convexo. Por otro lado ‖xi‖rE = ‖xi‖r/p0 ≤(
M (p)(E)

)r
.‖xi‖r/pE(p)

para todo i = 1, ..., n (la desigualdad se deduce de (A.9)). Este hecho,
junto con la desigualdad anterior nos muestran que∥∥∥∥(|x1|r/p ⊕ ...⊕ |xn|r/p

)p/r∥∥∥∥
E(p)

≤
(
M (r)(E)M (p)(E)

)p (
‖x1‖r/pE(p)

+ ...+ ‖xn‖r/pE(p)

)p/r
y en consecuencia E(p) es r

p -convexo con M (r/p)(E(p)) ≤
(
M (p)(E)M (r)(E)

)p
.



Apéndice B

Operadores sumantes

En el Caṕıtulo 2 se estudia la clase de operadores (E, p)-sumantes, que son una genera-
lización de los ya conocidos operadores (q, p)-sumantes. En este apéndice daremos un brev́ısimo
panorama sobre la teoŕıa de operadores sumantes, repasando las principales definiciones y
enunciando algunos de los resultados más relevantes. Todos estos resultados pueden verse en
[10, Caṕıtulos 2 y 10].

B.1. Definición de operadores sumantes

Definición B.1.1. Sean 1 ≤ p < ∞ y T : X −→ Y un operador entre espacios de Banach.
Diremos que T es p-sumante si existe una constante C ≥ 0 tal que(

n∑
i=1

‖Txi‖pY

)1/p

≤ C. sup
ϕ∈BX′

(
n∑
i=1

|ϕ(xi)|p
)1/p

(B.1)

para cualquier n, y cualquier elección de x1, ..., xn ∈ X. Notaremos πp(T ) a la menor de las
constantes verificando (B.1).

El espacio de los operadores T : X −→ Y que resultan p-sumantes se denota Πp(X,Y ).
Es claro que Πp(X,Y ) es un subespacio lineal de L(X,Y ). Se prueba que πp(·) define una
norma en este espacio, que verifica ‖T‖ ≤ πp(T ) para todo operador p-sumante y tal que
(Πp(X,Y ), πp(·)) es un espacio de Banach. Más aún, (Πp, πp(·)) resulta un ideal de operadores
de Banach (la definición de ideal de operadores se puede ver en E.4)

B.2. Sucesiones fuertemente y débilmente sumables

En esta parte, consideraremos 1 ≤ p <∞ y X un espacio de Banach.

Definición B.2.1. Una sucesión de elementos (xn)n en X es fuertemente p-sumable si (‖xn‖X)n ∈
`p. Notaremos `sp(X) al espacio vectorial que forman estas sucesiones.

119
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La manera natural de definir una norma en `sp(X) es considerar para cada sucesión en

este espacio, ‖(xn)n‖sp =
(∑∞

i=1 ‖xn‖
p
X

)1/p. Es sencillo ver que (`sp(X), ‖ · ‖sp) es un espacio de
Banach.

Definición B.2.2. Una sucesión de elementos (xn)n en X es débilmente p-sumable si (ϕ(xn))n ∈
`p para todo ϕ ∈ X ′. El conjunto de estas sucesiones se denota `wp (X).

Evidentemente, `wp (X) es un espacio vectorial, que resulta un espacio de Banach si con-
sideramos la norma dada por ‖(xn)n‖wp = supϕ∈BX′ (

∑∞
i=1 |ϕ(xi)|p)1/p. Se puede probar que

‖(xn)n‖wp = sup(λn)n∈B`p′
‖
∑∞

n=1 λn · xn‖X si 1 < p < ∞, y para el caso p = 1 se tiene

‖(xn)n‖w1 = sup(λn)n∈Bc0 ‖
∑∞

n=1 λn · xn‖X .
El espacio `sp(X) es un subespacio lineal de `wp (X) y la inclusión tiene norma uno. La

inclusión es estricta a menos que X sea finito dimensional (este resultado se conoce como la
versión débil del Teorema de Dvoretzky-Rogers).

Queda excluido de estas consideraciones el caso p =∞, por el simple hecho de que siguien-
do la manera natural de definir `s∞(X), `w∞(X) y sus respectivas normas (esto es, definiendo
‖(xn)n‖s∞ = supn ‖xn‖X y ‖(xn)n‖w∞ = supϕ∈BX′ supn ‖xn‖X), tendŕıamos `s∞(X) = `w∞(X)
isométricamente. Por este motivo, notaremos simplemente `∞(X) al espacio de las sucesiones
(xn)n tal que (‖xn‖X)n ∈ `∞, con la norma ‖(xn)n‖∞ = supn ‖xn‖X .

De mayor interés, resultan los espacios de sucesiones cs0(X) = {(xn)n : ĺımn→∞ ‖xn‖X = 0}
y cw0 (X) = {(xn)n : ĺımn→∞ ϕ(xn) = 0, ∀ϕ ∈ BX′}. Con la norma ‖·‖∞, el espacio cw0 (X) es
un subespacio cerrado de `∞(X), y a su vez, cs0(X) resulta un subespacio cerrado de cw0 (X).
Estos espacios se suelen llamar, respectivamente, el espacio de las sucesiones débilmente nulas
y fuertemente nulas en el espacio X.

Observación B.2.3. Todas estas consideraciones, nos permiten reformular la definición de
operadores p-sumantes. Dado un operador T : X −→ Y , podemos considerar el operador
inducido T̂ definido por (xn)n 7−→ (Txn)n. En principio se tiene T̂ : `wp (X) −→ `wp (Y )
y T̂ : `sp(X) −→ `sp(Y ) para todo p, con norma ‖T̂‖ = ‖T‖. Siguiendo las definiciones y
haciendo uso del teorema del gráfico cerrado, se prueba que T es p-sumante si y solo si
T̂ (`wp (X)) ⊆ `sp(X). En tal caso, se verifica ‖T̂ : `wp (X)→ `sp(X)‖ = πp(T ).

El caso p = 1 es aún más interesante. Para eso precisamos las siguientes definiciones. Se dice
que una sucesión (xn)n en X es incondicionalmente sumable si

∑
n xσ(n) converge (en X) para

cualquier permutación σ. Se suele decir también que la serie
∑

n xn es incondicionalmente con-
vergente. Por otro lado, una sucesión (xn)n es absolutamente sumable si

∑
n ‖xn‖ <∞. Notar

que esto es exactamente lo mismo que decir que (xn)n ∈ `s1(X). Al igual que antes, en este caso
se suele decir que la serie

∑
n xn es absolutamente convergente. No es dif́ıcil ver que las suce-

siones incondicionalmente sumables son aquellas (xn)n tales que
∑

n λn ·xn converge para todo
(λn)n ∈ `∞. Más aún, el conjunto `u1(X) de todas las sucesiones incondicionalmente sumables,
es un espacio de Banach con la norma dada por ‖(xn)n‖u = sup(λn)n∈B`∞ ‖

∑∞
n=1 λn · xn‖X
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(notar que las normas ‖ · ‖u y ‖ · ‖w1 coinciden en las sucesiones con finitos elementos no nu-
los). Es claro que una sucesión incondicionalmente sumable es débilmente 1-sumable, pero la
rećıproca no vale en general (basta considerar la sucesión (en)n en c0). De aqúı se deduce que
si T es un operador 1-sumante entonces manda sucesiones incondicionalmente sumables en
sucesiones absolutamente sumables. Los operadores que tienen esta propiedad son los que se
denominan absolutamente sumantes y en consecuencia, hemos notado que si T es 1-sumante
entonces es absolutamente sumante. Se puede probar la rećıproca, esto es:

Observación B.2.4. Si T es un operador absolutamente sumante entonces es un operador
1-sumante.

Una definición que está estrechamente relacionada con la de operadores p-sumantes, es la
de los operadores completamente continuos.

Definición B.2.5. Un operador T : X −→ Y que manda sucesiones débilmente nulas (en X)
en sucesiones fuertemente nulas (en Y ), se denomina completamente continuo. En términos
del operador inducido T̂ , esto es lo mismo que decir que T̂ (cw0 (X)) ⊆ cs0(Y ). Estos operadores
también suelen llamarse operadores de Dunford-Pettis.

Se deduce fácilmente que T es completamente continuo si manda sucesiones débilmente
convergentes (resp. débil de Cauchy) en sucesiones convergentes en norma (resp. de Cauchy
en norma). Como consecuencia del teorema de Eberlein-Šmulian (ver E.1), esto es equivalente
a decir que T manda conjuntos (relativamente) débil compactos en conjuntos (relativamente)
compactos en norma. No es dif́ıcil ver que los operadores compactos son operadores comple-
tamente continuos. La rećıproca no se verifica: si el espacio X es infinito-dimensional y tiene
la propiedad de Schur (esto es, las sucesiones débilmente convergentes son convergentes en
norma), entonces idX es completamente continuo pero no es compacto.

Observación B.2.6. Si T : X −→ Y es un operador completamente continuo y X es refle-
xivo, entonces T resulta un operador compacto. Esto es consecuencia de que si X es reflexivo
entonces BX es débil compacta (más aún, son condiciones equivalentes). Más en general, co-
mo consecuencia del Teorema `1 de Rosenthal (ver E.3), se deduce que si T : X −→ Y es un
operador completamente continuo y X no contiene una copia isomorfa de `1, entonces T es
compacto.

Para finalizar esta sección, recordemos la definición de operador débil compacto.

Definición B.2.7. Un operador T : X −→ Y se llama débil compacto si T (BX) es relativa-
mente débil compacto en Y

Nuevamente el teorema de Eberlein-Šmulian nos muestra que un operador T es débil
compacto si y solo si dada una sucesión acotada (xn)n en X, (Txn)n tiene una subsucesión
débilmente convergente en Y .
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Observación B.2.8. Teniendo en cuenta esta caracterización de los operadores débil com-
pactos, es fácil ver que si T : Y −→ Z es completamente continuo y S : X −→ Y es débil
compacto entonces T ◦ S es compacto.

B.3. Algunos ejemplos y propiedades

Ya mencionamos que (Πp, πp(·)) es un ideal de operadores de Banach, lo cual implica
entre otras cosas, que los operadores de la forma ϕ ⊗ y : X −→ Y con ϕ ∈ BX′ , y ∈ Y

son p-sumantes. Un operador T ∈ L(X,Y ) de rango uno es de esta forma, de manera que
resulta p-sumante. Ahora bien, los operadores de rango finito se pueden escribir como suma
de operadores de rango uno, y entonces se deduce que:

Observación B.3.1. Si T ∈ L(X,Y ) es un operador de rango finito entonces es p-sumante
para todo 1 ≤ p <∞.

Siguiendo con las propiedades de ideal que tienen los operadores sumantes, la composición
de un operador p-sumante con otro operador (no necesariamente sumante) es p-sumante. Más
espećıficamente, lo que dice esta propiedad es lo siguiente:

Proposición B.3.2. Sean 1 ≤ p < ∞, T ∈ Πp(X,Y ), R ∈ L(Y, Y0) y S ∈ L(X0, X).
Entonces RTS es p-sumante con norma πp(RTS) ≤ ‖R‖.πp(T ).‖S‖.

Como casos particulares, tenemos que si T : X −→ Y es p-sumante y X0 ⊆ X, Y ⊆ Y0

(como subespacios), entonces T : X0 −→ Y (la restricción de T a X0) y T visto como operador
de X −→ Y0, son p-sumantes. El siguiente resultado nos dice un poco más.

Proposición B.3.3. Si i : Y −→ Y0 es una isometŕıa, entonces T ∈ Πp(X,Y ) si y solo si
iT ∈ Πp(X,Y0). En tal caso, πp(T ) = πp(iT ). Esta es la llamada propiedad de inyectividad
del ideal Πp.

Si T es un operador p-sumante y q es tal que 1 ≤ p < q <∞, entonces podemos asegurar
que T resulta q-sumante. Esto es lo que llamamos teorema de inclusión para operadores
sumantes, que enunciamos a continuación.

Teorema B.3.4. Si 1 ≤ p < q < ∞, entonces Πp(X,Y ) ⊆ Πq(X,Y ). Además, dado T ∈
Πp(X,Y ) se verifica πq(T ) ≤ πp(T ).

En particular, si se prueba que un operador es 1-sumante, resultará p-sumante para todo
1 < p <∞.

A continuación, mencionamos algunos de los ejemplos más conocidos de operadores sumantes.
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Ejemplos B.3.5. i) Sean K un espacio compacto y Hausdorff, µ una medida regular de Borel
sobre K y sea 1 ≤ p <∞. Dado ψ ∈ Lp(µ), tenemos el operador multiplicación dado por

Mψ : C(K) −→ Lp(µ)

f 7−→ ψ · f.

Este operador es p-sumante con πp(Mψ) = ‖ψ‖p.
ii) Sean K, µ y p como en i). La inclusión canónica jp : C(K) −→ Lp(µ) es p-sumante,

con πp(jp) = µ(K)1/p.

iii) Dado (Ω,Σ, µ) un espacio de medida y 1 ≤ p < ∞, podemos considerar para cada
ψ ∈ Lp(µ) el operador multiplicación,

Mψ : L∞(µ) −→ Lp(µ)

f 7−→ ψ · f.

Al igual que en i), este operador resulta p-sumante con πp(Mψ) = ‖ψ‖p.
iv) Siguiendo con la notación de iii), la inclusión canónica ip : L∞(µ) −→ Lp(µ) es p-

sumante, con πp(jp) = µ(K)1/p.

v) Sean 1 ≤ p <∞ y λ = (λn)n ∈ `p. Luego el operador diagonal

Dλ : `∞ −→ `p

(an)n 7−→ (λn.an)n

es p-sumante con πp(Dλ) = ‖λ‖p.

B.4. Teorema de dominación

En esta parte, enunciaremos el teorema de dominación de Pietsch y algunas de sus apli-
caciones. Antes de hacerlo, daremos una motivación para intentar comprender de qué trata
este resultado.

Consideremos T : X −→ Y un operador entre espacios de Banach. Dado cualquier espacio
de Banach, en particular el espacio X, tenemos la inyección isométrica X ↪→ C(BX′) (con
BX′ compacto si consideramos la topoloǵıa débil*) dada por x 7→ x̂, donde x̂(ϕ) = ϕ(x) para
todo ϕ ∈ BX′ . Esto nos permite pensar a X como subespacio isométrico de C(BX′). Para
ser más precisos, llamemos X̂ = {x̂ : x ∈ X} a la imagen de la isometŕıa ya mencionada.
Como T es acotado, tenemos ‖Tx‖Y ≤ ‖T‖.‖x‖X = ‖T‖.‖x̂‖C(BX′ )

, y esto nos muestra que
el operador T̂ : X̂ −→ Y dado por T̂ (x̂) = T (x) es acotado. Hasta aqúı tenemos el siguiente
diagrama conmutativo:
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Si ahora consideramos una medida de probabilidad boreliana µ en BX′ , la inclusión canónica
jp : C(BX′) −→ Lp(µ) y llamamos Xp = jp(X̂), podemos intentar generalizar lo anterior
preguntándonos si se puede definir T̃ : Xp −→ Y (la definición seŕıa como antes, T̃ (x̂) = T (x)
pero ahora pensando a x̂ ∈ Lp(µ)) de forma que:

Claramente, la existencia de tal T̃ se deduciŕıa de la siguiente desigualdad,

‖Tx‖Y ≤ C.‖x̂‖Lp(µ) = C.

(∫
BX′

|x̂(ϕ)|pdµ

)1/p

.

En tal caso T se factoriza de la siguiente manera: X ↪→ X̂
jp|

X̂−−−→ Xp
T̃−→ Y , lo cual nos muestra

que T es p-sumante, dado que jp|X̂ lo es y por la propiedad de ideal. Hemos visto entonces

que dado un operador T : X −→ Y , la condición ‖Tx‖Y ≤ C.
(∫

BX′
|x̂(ϕ)|pdµ

)1/p
implica

que el operador es p-sumante. Lo que afirma el siguiente teorema, es que vale la rećıproca.

Teorema B.4.1. (Teorema de dominación de Pietsch) Sean 1 ≤ p <∞, T ∈ L(X,Y )
y K ⊆ BX′ un subconjunto w∗-compacto y normante. Son equivalentes:

a) T es p-sumante.

b) Existen una constante C > 0 y una medida de probabilidad boreliana µ sobre K, tal que
para cada x ∈ X se verifica,

‖Tx‖Y ≤ C.
(∫

K
|x̂(ϕ)|pdµ

)1/p

.

En tal caso, πp(T ) es la menor de las constantes C para las cuales existe tal medida.
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La demostración de este resultado puede verse en [10, Teorema 2.12]. Como consecuencia
del mismo, se prueba el siguiente resultado:

Corolario B.4.2. Sea 1 ≤ p < ∞. Si T es un operador p-sumante entonces resulta débil
compacto y completamente continuo.

Juntando este resultado con las Observaciones B.2.8 y B.2.6, obtenemos las siguientes
conclusiones.

Corolario B.4.3. a) Sean 1 ≤ p, q < ∞. Si T : Y −→ Z es p-sumante y S : X −→ Y es
q-sumante, entonces la composición T ◦ S es un operador compacto.

b) Si T : X −→ Y es un operador p-sumante y X no contiene una copia isomorfa de `1,
entonces T es compacto.

Se puede decir más acerca de la composición de dos operadores sumantes, y ese es el
resultado que enunciaremos a continuación (conocido como el teorema de composición). El
resultado es precedido por un lema, cuya demostración es consecuencia del teorema de domi-
nación.

Lema B.4.4. Sean 1 ≤ p, q, r < ∞ tales que 1
r = 1

p −
1
q , y sea T : X −→ Y un operador

r-sumante. Luego dada una sucesión (xn)n ∈ `wp (X), existen sucesiones (σn)n ∈ `r, (yn)n ∈
`wq (Y ) tales que:

a) Txn = σn.yn para todo n ∈ N,

b) ‖(σn)n‖r ≤ (‖(xn)n‖wp )p/r,

c) ‖(yn)n‖wq ≤ (‖(xn)n‖wp )p/q.πr(T ).

Demostración. La demostración de este lema se puede ver en [10, Lema 2.23]. La idea se basa
en considerar una medida de probabilidad boreliana µ sobre BX′ , de manera que

‖Tx‖Y ≤ πr(T ).

(∫
BX′

|x̂(ϕ)|rdµ

)1/r

(en este punto resulta fundamental el Teorema B.4.1) y luego se prueba que sirven σn =(∫
BX′
|x̂n(ϕ)|pdµ

)1/r
e yn = 1

σn
.Txn.

Teorema B.4.5. Sean 1 ≤ p < q < ∞ y 1 ≤ r < ∞ tales que 1
r = 1

p −
1
q . Luego, dados

X,Y, Z espacios de Banach, se verifica

Πq(Y,Z) ◦Πr(X,Y ) ⊆ Πp(X,Z).

Además, si T ∈ Πq(Y,Z), S ∈ Πr(X,Y ) entonces πp(TS) ≤ πq(T ).πr(S).
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Las siguientes proposiciones están demostradas en [10], y forman parte de una serie de
resultados que relacionan la teoŕıa de operadores sumantes entre espacios de Banach con el
tipo y cotipo de estos últimos. En primer lugar, una igualdad entre clases de operadores cuyo
espacio de partida tiene cotipo 2 (ver [10, Corolario 11.16]).

Proposición B.4.6. Sean X, Y espacios de Banach. Si X tiene cotipo 2, entonces Π2(X,Y ) =
Π1(X,Y ).

En segundo lugar, una desigualdad que se puede ver en la demostración de [10, Teorema
11.14].

Proposición B.4.7. Sea Y un espacio con cotipo 2. Entonces para cualquier S ∈ L(`n∞, Y )
se verifica: S es 2-sumante y existe una constante C > 0 que solo depende de la constante de
cotipo de Y (es decir que no depende de S ni de n), tal que π2(S) ≤ C.‖S‖.

Otra de las aplicaciones del teorema de dominación, es el cálculo de la norma 2-sumante
de identidades de espacios finito dimensionales.

Teorema B.4.8. Si X es un espacio de Banach de dimensión n, entonces π2(idX) =
√
n.

Relacionado con este tema, se puede probar el siguiente resultado (una versión más general
se puede ver en [6, p. 233]).

Observación B.4.9. Sea X un espacio de Banach de dimensión n. Entonces,

π2(id : X −→ `n2 ) =
√
n

‖id : `n2 −→ X‖
.

Esta igualdad nos permite probar que si X e Y son espacios de Banach de dimensión n,
entonces

π2(id : X −→ Y ) ≤
√
n.
‖id : `n2 −→ Y ‖
‖id : `n2 −→ X‖

.

De hecho, basta notar que π2(id : X −→ Y ) ≤ π2(id : X −→ `n2 ).‖id : `n2 −→ Y ‖ por la
propiedad de ideal de operadores sumantes y luego aplicar la igualdad anterior.

B.5. Operadores (q,p)-sumantes

La siguiente definición generaliza la de operadores p-sumantes.

Definición B.5.1. Sean 1 ≤ p, q <∞, y un operador T : X −→ Y entre espacios de Banach.
Decimos que T es (q, p)-sumante si existe una constante C > 0 tal que(

n∑
i=1

‖Txi‖qY

)1/q

≤ C. sup
ϕ∈BX′

(
n∑
i=1

|ϕ(xi)|p
)1/p

(B.2)

para cualquier n, y cualquier elección de x1, ..., xn ∈ X. Notaremos πq,p(T ) a la menor de las
constantes verificando (B.2).
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Esta definición es equivalente a decir que T̂ : `wp (X) −→ `sq(Y ), donde T̂ es el operador
inducido dado por (xn)n 7→ (Txn)n. Poniendo xi = λi · x en (B.2), para ciertos escalares λi
y un x no nulo en X, se puede ver que si q < p entonces el único operador (q, p)-sumante es
el operador T ≡ 0. Luego, cuando hablemos de operadores (q, p)-sumantes estará impĺıcita
la hipótesis de que q ≥ p. Notar que cuando q = p, la definición anterior coincide con la de
operadores p-sumantes, y al igual que lo que se teńıa en ese caso, se puede probar lo siguiente.

Observación B.5.2. Sean 1 ≤ p ≤ q <∞. Luego (Πq,p, πq,p(·)) es un ideal de operadores de
Banach y tiene la propiedad de inyectividad. Esto significa que valen resultados análogos a los
mencionados en las Proposiciones B.3.2 y B.3.3.

En lo que se refiere al Teorema B.3.4, tenemos la siguiente generalización.

Teorema B.5.3. Sean X,Y espacios de Banach y 1 ≤ pj ≤ qj < ∞ (j = 1, 2) tales que
p1 ≤ p2, q1 ≤ q2 y 1

p1
− 1

q1
≤ 1

p2
− 1

q2
. Entonces Πq1,p1(X,Y ) ⊆ Πq2,p2(X,Y ) y para cada

T ∈ Πq1,p1(X,Y ) se tiene πq1,p1(T ) ≤ πq2,p2(T ).

Por otro lado, el Teorema B.4.5 se generaliza de la siguiente manera.

Teorema B.5.4. Sean 1 ≤ p, q, r, s, t <∞ tales que 1
r = 1

p −
1
q y 1

r = 1
t −

1
s . Luego, si X,Y, Z

son espacios de Banach, tenemos

Πs,q(Y,Z) ◦Πr(X,Y ) ⊆ Πt,p(X,Z).

Además, si T ∈ Πs,q(Y,Z), S ∈ Πr(X,Y ) entonces πt,p(TS) ≤ πs,q(T ).πr(S).

B.5.1. Inclusiones sumantes

Los siguientes resultados fueron probados por Bennett en [3], y se refieren a ciertas
propiedades sumantes de las inclusiones i : `p ↪→ `q.

Teorema B.5.5. Consideremos 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ y la inclusión i : `p ↪→ `q.

a) Si 1 ≤ p ≤ q ≤ 2, entonces i : `p ↪→ `q es (2pq/(pq − 2p+ 2q), 1)-sumante.

b) Si 1 ≤ p ≤ 2 ≤ q ≤ ∞ o 2 ≤ p ≤ q ≤ ∞, entonces i : `p ↪→ `q es (p, 1)-sumante.

c) Los resultados son lo mejor posible en el sentido de que si r < 2pq/(pq− 2p+ 2q) en a)
o r < p en b), entonces i : `p ↪→ `q ya no resulta (r, 1)-sumante.

Ya se observó que si T es un operador p-sumante, entonces resulta completamente continuo
(ver Corolario B.4.2). Como consecuencia del teorema anterior, se prueba que esta afirma-
ción no se puede generalizar al caso en que el operador sea (p, 1)-sumante. De hecho, basta
considerar la inclusión i : `p ↪→ `2 (1 < p ≤ 2) que por lo anterior resulta (p, 1)-sumante (y
en consecuencia (r, 1)-sumante para todo r ≥ p), pero que no es un operador completamente
continuo. Esto muestra que:
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Corolario B.5.6. Para cada p > 1, existe un operador (p, 1)-sumante que no es completa-
mente continuo.

Se puede decir un poco más al respecto. En el resultado que acabamos de ver, el operador
depende de p, y eso puede mejorarse en el siguiente sentido:

Corolario B.5.7. Hay un operador T : X −→ Y que es (q, p)-sumante para todo q > p ≥ 1,
pero que no resulta completamente continuo.



Apéndice C

Interpolación

Dado que en la sección de inclusiones (E, 1)-sumantes (Caṕıtulo 2.2) se utilizan algunas
técnicas de interpolación, en este apéndice daremos las definiciones y los resultados necesarios
para esa parte. Todos los resultados que veremos, se pueden encontrar en [4], [2] o en [5].

Uno de los resultados que da inicio al estudio de la teoŕıa de interpolación es el teore-
ma de Riesz-Thorin. Para motivar las definiciones posteriores y entender de donde surgen,
enunciamos a continuación ese conocido teorema.

Teorema C.0.8. Sean 1 ≤ pi, qi < ∞ (i = 0, 1), p0 6= p1, q0 6= q1, y sean (Ω, µ) y (V, ν)
espacio de medida. Luego si

T : Lp0(Ω, µ) −→ Lq0(V, ν) con norma M0 y

T : Lp1(Ω, µ) −→ Lq1(V, ν) con norma M1,

entonces T : Lp(Ω, µ) −→ Lq(V, ν) con norma M ≤ M
(1−θ)
0 .M θ

1 , para todo 0 < θ < 1 y
1
p = 1−θ

p0
+ θ

p1
, 1
q = 1−θ

q0
+ θ

q1
.

C.1. Espacios de interpolación

Nos proponemos definir el concepto de espacio de interpolación A con respecto a un par
de espacios (A0, A1). Para eso serán necesarias algunas definiciones previas (de categoŕıas,
funtores, espacios intermedios, etc.) que daremos a continuación.

C.1.1. Categoŕıas y funtores

Una categoŕıa C consiste de objetos A,B,C, ... y morfismos R,S, T, ... entre los mismos,
verificando las siguientes relaciones. Si T : A −→ B y S : B −→ C entonces hay un morfismo
producto (o composición) ST : A −→ C. El producto de morfismos satisface la ley asociativa
T (SR) = (TS)R y para cada objeto A en la categoŕıa C, hay un morfismo identidad I = IA

tal que IT = TI = T para todo morfismo T : A −→ A.
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Los ejemplos t́ıpicos (y más que suficientes para nuestros objetivos) son los de las categoŕıas
de espacios vectoriales topológicos (de aqúı en más notaremos e.v.t.). En estas categoŕıas, los
objetos son ciertos e.v.t. y los morfismos son los operadores lineales continuos entre estos
espacios.

Definición C.1.1. Sean C y G dos categoŕıas. Un funtor F : C −→ G es una aplicación que
a cada objeto A en C le asigna un objeto F (A) en G, y a cada morfismo T en C le asigna un
morfismo F (T ) en G de tal manera que si T : A −→ B entonces F (T ) : F (A) −→ F (B) y
verificando además

F (TS) = F (T )F (S) para cualesquiera T, S morfismos en C,

F (IA) = IF (A).

Si por ejemplo C es la categoŕıa de todos los e.v.t. y N es la categoŕıa de los espacios
vectoriales normados (en ambos casos los morfismos serán los operadores lineales continuos),
entonces F (A) = A, F (T ) = T define un funtor de N en C. En general, si C y G son dos
categoŕıas tales que todos los objetos de C son objetos de G y todos los morfismos de C son
morfismos de G, decimos que C es una subcategoŕıa de G si F (A) = A, F (T ) = T define un
funtor de C en G. Lo anterior nos diŕıa entonces que N es una subcategoŕıa de la categoŕıa
de todos los e.v.t.. Llamando B a la categoŕıa de los espacios de Banach, es claro que B es
subcategoŕıa de N .

C.1.2. Pares de espacios

Diremos que dos e.v.t A0 y A1 son compatibles si hay un e.v.t. Hausdorff U, tal que A0

y A1 son subespacios de U. En tal caso, tiene sentido considerar la intersección A0 ∩ A1 y la
suma A0 + A1, que consiste de todos los elementos a ∈ U que se pueden escribir de la forma
a = a0 + a1 con a0 ∈ A0 y a1 ∈ A1.

Observación C.1.2. Sean A0 y A1 espacios vectoriales normados compatibles. Luego A0∩A1

es un espacio vectorial normado con la norma definida por

‖a‖A0∩A1 = máx{‖a‖A0 , ‖a‖A1}.

Lo mismo sucede con A0 +A1, con la norma definida de la siguiente manera:

‖a‖A0+A1 = ı́nf
a=a0+a1

{‖a0‖A0 + ‖a1‖A1},

donde el ı́nfimo se toma sobre todas las posibles representaciones de la forma a = a0 + a1 con
a0 ∈ A0, a1 ∈ A1.

Si A0 y A1 son completos entonces A0 ∩A1 y A0 +A1 también lo son.
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Sea C una subcategoŕıa de N (los espacios normados). Dados A0, A1 espacios en C, decimos
que A = (A0, A1) es un par de espacios compatibles (o simplemente un par de espacios), si
A0 y A1 son compatibles y además A0 ∩ A1 y A0 + A1 son espacios en C. Podemos definir
los morfismos T : (A0, A1) −→ (B0, B1) entre pares de espacios, como los operadores lineales
y acotados T : A0 + A1 −→ B0 + B1 tales que T (A0) ⊆ B0, T (A1) ⊆ B1 y las restricciones
TA0 : A0 −→ B0 y TA1 : A1 −→ B1 son morfismos en C. Con estos morfismos, los pares de
espacios compatibles forman una categoŕıa que denotaremos C. Notando ‖T‖A,B a la norma
del operador T : A −→ B, es fácil ver que ‖T‖A0+A1,B0+B1 ≤ máx{‖T‖A0,B0 , ‖T‖A1,B1} y que
‖T‖A0∩A1,B0∩B1 ≤ máx{‖T‖A0,B0 , ‖T‖A1,B1}.

Se definen los funtores suma e intersección Σ,∆ : C −→ C, como aquellos que verifican:

Σ(T ) = ∆(T ) = T ,

Σ(A) = A0 +A1 y ∆(A) = A0 ∩A1.

Definición C.1.3. Dados a ∈ Σ(A) y t > 0, consideramos

K(t, a;A0, A1) = ı́nf
a=a0+a1

{‖a0‖A0 + t.‖a1‖A1}.

Este es el llamado K-funcional de Peetre (o simplemente K-funcional).

Si ponemos t = 1 en la definición, obtenemos K(1, a;A0, A1) = ‖a‖Σ(A). En general, si fijamos
un t > 0 entonces K(t, ·;A0, A1) define una norma equivalente en Σ(A).

C.1.3. Espacios intermedios y de interpolación

Como antes, C denota una subcategoŕıa de N y C es la categoŕıa de pares de espacios
compatibles A = (A0, A1) con Ai en C (i = 0, 1).

Definición C.1.4. Sea A = (A0, A1) en C. Un espacio A en C se llama espacio intermedio
entre A0 y A1 (o con respecto a A) si ∆(A) ⊆ A ⊆ Σ(A) con inclusiones continuas. El espacio
A es un espacio de interpolación entre A0 y A1 (o con respecto a A) si es un espacio intermedio
y además T : A −→ A implica T : A −→ A; es decir, T (A) ⊆ A y la restricción T : A −→ A

es un morfismo en C (o sea, un operador lineal y acotado).

Notar que el teorema de Riesz-Thorin enunciado al comienzo del apéndice, nos dice que
Lp(µ) es espacio de interpolación entre Lp0(µ) y Lp1(µ) si p0 < p < p1 (poniendo q0 = p0,
q1 = p1 y los mismos espacios de medida).

Se puede generalizar un poco más la definición anterior, de la siguiente manera.

Definición C.1.5. Sean A y B dos pares de espacios en C. Decimos que dos espacios A y B
en C son espacios de interpolación con respecto a A y B, si A y B son espacios intermedios
con respecto a A y B (respectivamente) y además T : A −→ B implica T : A −→ B.
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Observación C.1.6. Que A y B sean espacios de interpolación con respecto a A y B, no
implica necesariamente que A sea espacio de interpolación con respecto a A, o que B sea
espacio de interpolación con respecto a B.

Observación C.1.7. Dados A y B dos espacios de interpolación con respecto a A y B,
las posibles estimaciones de la norma del operador T : A −→ B, dan lugar a diferentes
definiciones.

Si ‖T‖A,B ≤ máx{‖T‖A0,B0 , ‖T‖A1,B1} decimos que A y B son espacios de interpolación
exactos.

Si ‖T‖A,B ≤ C.máx{‖T‖A0,B0 , ‖T‖A1,B1} para alguna constante C, decimos que A y B
son espacios de interpolación uniformes. Cuando C = 1 estamos en el caso anterior.

Si hay un 0 ≤ θ ≤ 1 y una constante C tales que ‖T‖A,B ≤ C.‖T‖1−θA0,B0
.‖T‖θA1,B1

,
entonces decimos que A y B espacios de interpolación de exponente θ. Cuando C = 1
decimos que son exactos de exponente θ.

Por lo visto anteriormente, es claro que ∆(A) y ∆(B) son espacios de interpolación exactos
con respecto a A y B. Lo mismo sucede con Σ(A) y Σ(B). Por otro lado, volviendo al teorema
de Riesz-Thorin, si 1

p = 1−θ
p0

+ θ
p1

es claro que Lp(µ) es un espacio de interpolación exacto
de exponente θ entre Lp0(µ) y Lp1(µ). Cuando trabajamos en la categoŕıa de los espacios de
Banach, el siguiente teorema afirma que todos los espacios de interpolación resultan uniformes.

Teorema C.1.8. Consideremos la categoŕıa B de los espacios de Banach. Supongamos que
A y B son espacios de interpolación con respecto a A y B. Luego A y B son espacios de
interpolación uniformes.

C.1.4. El teorema de Aronszajn-Gagliardo

Uno de los objetivos más importantes en la teoŕıa de interpolación es la construcción de
espacios de interpolación.

Definición C.1.9. Un método de interpolación (o funtor de interpolación) en C, es un funtor
F : C −→ C tal que si A y B son pares de espacios en C, entonces F (A) y F (B) son espacios de
interpolación con respecto a A y B. Además F debe verificar F (T ) = T para todo T : A −→ B.

Decimos que F es un método de interpolación uniforme (exacto) si F (A) y F (B) son
espacios de interpolación uniformes (exactos) con respecto a A y B. Análogamente se define
método de interpolación (exacto) de exponente θ.

El Teorema C.1.8 nos dice que todo método de interpolación F en B es uniforme. Es
decir que ‖T‖F (A),F (B) ≤ C.máx{‖T‖A0,B0 , ‖T‖A1,B1} para alguna constante C que depende
de A y B. En el caso en que se pueda elegir C independiente de los pares de espacios, diremos
que F es un método de interpolación acotado.
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Los funtores ∆ y Σ son métodos de interpolación exactos en la categoŕıa de los espacios
vectoriales normados. Ahora bien, dado un espacio de interpolación A con respecto a A, nos
podemos preguntar si existe un método de interpolación F tal que F (A) = A. El siguiente
teorema nos da una respuesta cuando trabajamos en la categoŕıa de los espacios de Banach.

Teorema C.1.10. (Teorema de Aronszajn-Gagliardo) Consideremos la categoŕıa B de
los espacios de Banach. Si A es un espacio de interpolación con respecto a A, entonces hay
un método de interpolación exacto F0 en B tal que F0(A) = A (donde la igualdad no es
necesariamente isométrica, sino con normas equivalentes).

El K-funcional definido anteriormente (ver Definición C.1.3) juega un papel importante
en la construcción de un conocido método de interpolación, el llamado K-método (que no
estudiaremos en este apéndice). Siguiendo la misma inquietud que motiva al teorema de
Aronszajn-Gagliardo, fue motivo de estudio el saber si todo espacio de interpolación se puede
obtener a partir de un K-método. Los pares de espacios para los cuales esto se cumple fueron
caracterizados, y se denominan par de espacios de Calderón. Nos interesará trabajar con estos
espacios, de manera que veremos su definición. En las siguientes definiciones se considera la
categoŕıa B.

Definición C.1.11. Un espacio intermedio A con respecto a un par A = (A0, A1) se denomina
K-espacio, si cada vez que a ∈ A y b ∈ A0 + A1 satisfacen K(t, b;A0, A1) ≤ K(t, a;A0, A1)
para todo t > 0, se verifica que b ∈ A con ‖b‖A ≤ C.‖a‖A (para alguna constante C).

Definición C.1.12. Un par de espacios A = (A0, A1) se denomina se denomina par de
espacios de Calderón, si todos los espacios de interpolación con respecto a A son además
K-espacios.

Simplemente a modo informativo, enunciamos el siguiente resultado.

Observación C.1.13. Dado un par de espacios A = (A0, A1), son equivalentes:
i) A es un par de espacios de Calderón.
ii) Para cada par de elementos a, b ∈ A0+A1 satisfaciendo K(t, b;A0, A1) ≤ K(t, a;A0, A1)

para todo t > 0, existe un operador T : A0 +A1 −→ A0 +A1 tal que Ta = b.

El siguiente resultado fue probado por Calderón y puede verse en [5, Cap. 2, Teorema
2.6.9].

Teorema C.1.14. El par (`1, `∞) es un par de espacios de Calderón.

C.1.5. Desigualdad de Hardy y caracterización de la norma en `1 + `∞

Los siguientes resultados de teoŕıa de la medida pueden encontrarse en [2] en sus versiones
más generales para espacios de funciones. El primero de ellos (ver [2, Cap. 2, Proposición 3.6])
es el llamado lema de Hardy.
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Proposición C.1.15. Sean x = (xi)i e y = (yi)i dos sucesiones no negativas en ω tales que∑n
i=1 xi ≤

∑n
i=1 yi para todo n ∈ N. Supongamos que z = (zi)i es una sucesión no negativa

y decreciente (esto es, z1 ≥ z2 ≥ z3 ≥ ....). Entonces se verifica
∑∞

i=1 xi.zi ≤
∑∞

i=1 yi.zi

(eventualmente
∑∞

i=1 yi.zi = +∞).

El segundo de los resultados (ver [2, Cap. 2, Teorema 6.2]) nos brinda una caracterización
de la norma en `1 + `∞. Recordar que dada una sucesión x = (xn)n, notamos x∗ = (x∗n)n
al reordenamiento decreciente de la sucesión x y x∗∗ = (x∗∗n )n a la sucesión dada por x∗∗n =
1
n .
∑n

i=1 x
∗
i .

Teorema C.1.16. Sea x una sucesión en el espacio suma `1 + `∞. Entonces se verifica

ı́nf
x=x0+x1

{‖x0‖1 + n.‖x1‖∞} =
n∑
i=1

x∗i = n.x∗∗n

para todo n ∈ N.

Como caso particular de este teorema, se obtiene que ‖x‖`1+`∞ = ‖x‖∞ = x∗∗1 = x∗1 (donde
la primer desigualdad se debe a que `1 ↪→ `∞).



Apéndice D

s-Numbers de operadores en

espacios de Banach

La idea alrededor de la definición de los s-numbers (singular numbers) es la de asignarle
a cada operador T entre espacios de Banach, una sucesión decreciente de números que nos
indiquen, de alguna manera, cuán aproximable o compacto resulta. Recordar que dados X,Y
espacios de Banach y T ∈ L(X,Y ), decimos que T es aproximable (notaremos T ∈ P(X,Y ))
si hay una sucesión (Tn)n de operadores de rango finito tales que ‖T − Tn‖ −−−→

n→∞
0. Por

otro lado, decimos que el operador T es compacto (aqúı notamos T ∈ K(X,Y )) si T (BX)
es relativamente compacto en Y . Se sabe que los operadores aproximables son compactos, y
que cuando se trata de operadores entre espacios de Hilbert, estos conceptos son equivalentes.
Para espacios arbitrarios no se verifica en general esta equivalencia, y es un problema muy
estudiado el de los espacios X para los cuales los operadores compactos T : X −→ Y son
aproximables (ver por ejemplo [15, Caṕıtulo 1.e]). A continuación, veremos la definición de
s-number y algunos ejemplos de estos, como lo son los números de aproximación, los números
de Hilbert, los números de Weyl y algunos otros más. Estos temas pueden encontrarse en [19]
y [7].

D.1. Definiciones y ejemplos

Definición D.1.1. Una aplicación s se denomina s-function, si a cada operador T entre
espacios de Banach le asigna una sucesión (sn(T ))n tal que se verifican:

(S1) ‖T‖ = s1(T ) ≥ s2(T ) ≥ .... ≥ 0, para todo operador T .

(S2) sn(T + S) ≤ sn(T ) + ‖S‖, para cualesquiera T, S ∈ L(X,Y ).

(S3) sn(RTS) ≤ ‖R‖.sn(T ).‖S‖, para S ∈ L(X0, X), T ∈ L(X,Y ) y R ∈ L(Y, Y0).

(S4) Si T es un operador de rango finito con rg(T ) < n entonces sn(T ) = 0.
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(S5) sn(id : `n2 ↪→ `n2 ) = 1.

En tal caso sn(T ) se denomina el n-ésimo s-number del operador T .

Observación D.1.2. Las siguientes propiedades se deducen fácilmente de la definición.
i) Si T es un operador tal que sn(T ) = 0 entonces rg(T ) < n.
ii) Los s-numbers son continuos. Más aún, dados T, S ∈ L(X,Y ) se verifica la desigualdad

|sn(T )− sn(S)| ≤ ‖T − S‖.

Definición D.1.3. Sea s una s-function.
i) Diremos que s es aditiva si sk+n−1(T + S) ≤ sk(T ) + sn(S), para T, S ∈ L(X,Y ).
ii) Diremos que s es multiplicativa si sk+n−1(TS) ≤ sk(T ).sn(S), para S ∈ L(X0, X) y

T ∈ L(X,X1).
Eventualmente, en lugar de hablar de una s-function aditiva o multiplicativa, nos referire-

mos a los s-numbers como aquellos que tienen las propiedades de aditividad y multiplicativi-
dad.

Las condiciones (S2) y (S3) de la Definición D.1.1 son casos particulares de las defini-
ciones anteriores (basta poner k = 1).

Veamos un par de definiciones más. Para eso recordemos que un operador J : X −→ Y

es una inyección métrica si ‖Jx‖Y = ‖x‖X para todo x ∈ X, y que Q : X −→ Y es una
suryección métrica si es suryectiva y además Q(B◦X) = B◦Y (aqúı B◦X denota el interior de
BX).

Definición D.1.4. Sea s una s-function.
i) Diremos que s es inyectiva (o que los s-numbers lo son) si sn(T ) = sn(JT ) para todo

n, todo operador T ∈ L(X,Y ) y toda inyección métrica J ∈ L(Y, Ỹ ).
ii) Diremos que s es suryectiva (o que los s-numbers lo son) si sn(T ) = sn(TQ) para todo

n, todo operador T ∈ L(X,Y ) y toda suryección métrica Q ∈ L(Y, Ỹ ).

Cuando se trabaja con operadores entre espacios de Hilbert se puede decir lo siguiente.

Teorema D.1.5. Hay una única s-function en la clase de operadores entre espacios de Hilbert.
Dicho de otra forma, todas las s-functions coinciden sobre los operadores entre espacios de
Hilbert.

D.1.1. Números de aproximación

Dado un operador T ∈ L(X,Y ), el n-ésimo número de aproximación de T está dado por:

an(T ) = ı́nf{‖T − S‖ : S ∈ L(X,Y ), rg(S) < n}.

Los números de aproximación son s-numbers, es decir, verifican las condiciones de la Defini-
ción D.1.1. Además, verifican las propiedades de aditividad y multiplicatividad. Dado un
operador T , es claro que resulta un operador aproximable si y solo si ĺımn→∞ an(T ) = 0.
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Observación D.1.6. Sea X un espacio de Banach tal que dim(X) ≥ n. Luego an(id : X ↪→
X) = 1.

Observación D.1.7. Los números de aproximación son los más grandes de todos los s-
numbers. Es decir, sn(T ) ≤ an(T ) para todo n, para todo operador T y para toda s-function.

Ejemplo D.1.8. Es fácil ver que si Dσ : `2 −→ `2 es un operador diagonal dado por Dσ(x) =
(σi.xi)i con σ1 ≥ σ2 ≥ .... ≥ 0, entonces an(Dσ) = σn. En el caso de un operador aproximable
T : H1 −→ H2 entre espacios de Hilbert, el Teorema de representación de Schmidt (ver [19,
D.3.2]) nos dice que existen familias ortonormales (finitas o a lo sumo numerables) (xi) e (yi) y
una sucesión decreciente no negativa (σi) (finita o numerable) de elementos que tienden a cero,
tales que Tx =

∑
i σi.(x, xi).yi. Esto nos permite factorizar a T v́ıa el operador diagonal Dσ y

en consecuencia se puede probar que an(T ) = σn. Es decir que los números de aproximación de
un operador aproximable T entre espacios de Hilbert (y en consecuencia todos los s-numbers,
en virtud del Teorema D.1.5) coinciden con los coeficientes σn del Teorema de representación
de Schmidt.

Observación D.1.9. Sean Y un espacio de Banach y un operador T : `2 −→ Y . Dado ε > 0
existe un sistema ortonormal (fn)n en `2 tal que an(T ) ≤ (1 + ε).‖Tfn‖Y para todo n.

En [19, 11.11.5] se calculan los números de aproximación de las inclusiones id : `nq ↪→ `np .
El resultado afirma lo siguiente.

Teorema D.1.10. Para 1 ≤ k ≤ n y 1 ≤ p < q <∞, se verifica:

ak(id : `nq ↪→ `np ) = (n− k + 1)
1
p
− 1
q .

D.1.2. Números de Hilbert

Dado un operador T ∈ L(X,Y ), definimos su n-ésimo número de Hilbert como:

hn(T ) = sup{an(RTS) : S ∈ L(`2, X), ‖S‖ ≤ 1 yR ∈ L(Y, `2), ‖R‖ ≤ 1}.

Observación D.1.11. Los números de Hilbert son los más chicos de todos los s-numbers. Es
decir, dado un operador T se verifica hn(T ) ≤ sn(T ) para todo s-number.

Observación D.1.12. Los números de Hilbert son aditivos pero no son multiplicativos. Esto
último se deduce de las siguientes desigualdades:

n−1/2 ≤ hn(id : c0 ↪→ c0) ≤ C.n−1/2

donde C es una constante positiva (ver [19, 11.9.3]).

La demostración del siguiente resultado, se puede encontrar en [19, 11.4.3].

Proposición D.1.13. Sean T ∈ L(X,Y ) y n ∈ N. Dado ε > 0 existen S ∈ L(`n2 , X) y
R ∈ L(Y, `n2 ) tales que ‖S‖ ≤ 1, ‖R‖ ≤ 1 y RTS = (1− ε).hn(T ).idn (donde idn : `n2 ↪→ `n2 ).
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D.1.3. Números de Weyl

Para cada operador T ∈ L(X,Y ) se define el n-ésimo número de Weyl de T , de la siguiente
forma:

xn(T ) = sup{an(TS) : S ∈ L(`2, X), ‖S‖ ≤ 1}.

Observación D.1.14. Los números de Weyl son aditivos y multiplicativos. Por otro lado, se
deduce fácilmente de la definicion que si T : `2 −→ Y entonces xn(T ) = an(T ).

La siguiente desigualdad relaciona los números de Weyl con la norma 2-sumante de un
operador y puede verse en [14].

Proposición D.1.15. Sea T : X −→ Y un operador 2-sumante. Luego se verifica:

n1/2.xn(T ) ≤ π2(T )

para todo n ∈ N.

D.1.4. Números de Kolmogorov

La siguiente caracterización de los operadores compactos motiva la definición de los números
de Kolmogorov.

Observación D.1.16. Un operador T ∈ L(X,Y ) es compacto si y solo si para cada ε > 0
existe un subespacio Nε ⊆ Y finito dimensional, tal que T (BX) ⊆ Nε + ε.BY

Con esta caracterización en mente, dado un operador T ∈ L(X,Y ) se define el n-ésimo
número de Kolmogorov de T como:

dn(T ) = ı́nf{ε > 0 : T (BX) ⊆ Nε + ε.BY conNε ⊆ Y y dim(Nε) < n}

Los números de Kolmogorov son s-numbers aditivos y multiplicativos. Es claro que un ope-
rador T resulta compacto si y solo si ĺımn→∞ dn(T ) = 0.

La caracterización anterior de compacidad, se centra en las partes del conjunto T (BX)
que caen fuera de subespacios finito dimensionales. Dado un subespacio de dimensión finita
N ⊆ Y , consideremos el cociente QYN : Y −→ Y/N . Se prueba que para cada operador T , se
verifica dn(T ) = ı́nf{‖QYNT‖ : N ⊆ Y, dim(N) < n}.

Observación D.1.17. Los números de Kolmogorov son suryectivos. Más aún, los más grandes
entre los s-numbers suryectivos.
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D.1.5. Números de Gelfand

Basándose en otra caracterización de compacidad, se definen los números de Gelfand.

Observación D.1.18. Un operador T ∈ L(X,Y ) es compacto si y solo si para cada ε > 0
hay finitas funcionales ϕi ∈ X ′ (1 ≤ i ≤ nε) tales que ‖Tx‖Y ≤ supi |ϕi(x)|+ ε.‖x‖ para todo
x ∈ X.

Ahora śı, se define el n-ésimo número de Gelfand de un operador T de la siguiente forma:

cn(T ) = ı́nf{ε > 0 : ‖Tx‖Y ≤ sup
1≤i≤k

|ϕi(x)|+ ε.‖x‖ dondeϕi ∈ X ′, 1 ≤ i ≤ k con k < n}.

Los números de Gelfand son s-numbers aditivos y multiplicativos. Al igual que antes, es claro
que T es compacto si y solo si ĺımn→∞ cn(T ) = 0.

La caracterización anterior de operadores compactos se fija en las restricciones de los op-
eradores a subespacios M ⊆ X de codimensión finita. De hecho, sea T un operador compacto
y sean ε y ϕi ∈ X ′ (1 ≤ i ≤ k) como antes. Consideremos M =

⋂k
i=1Ker(ϕi) y notemos que

es un subespacio de codimensión menor o igual que k. Llamando IXM : M ↪→ X a la inclusión,
tendremos ‖TIXM‖ ≤ ε. Luego, se tiene que cn(T ) = ı́nf{‖TIXM‖ : M ⊆ X, codim(M) < n}.

Observación D.1.19. Los números de Gelfand son inyectivos. Más aún, son los más grandes
entre los s-numbers inyectivos.

D.1.6. Relación entre los s-numbers

Según lo dicho en las Observaciones D.1.7 y D.1.11, es claro que

hn(T ) ≤ cn(T ) ≤ an(T ) y hn(T ) ≤ dn(T ) ≤ an(T )

para todo operador T y para todo n ∈ N. Para el otro lado, se pueden probar las siguientes
desigualdades.

Proposición D.1.20. Sea T ∈ L(X,Y ). Luego se verifican:

an(T ) ≤ 2.n1/2.cn(T ) y an(T ) ≤ 2.n1/2.dn(T )

para todo n ∈ N.
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Apéndice E

Resultados auxiliares

El objetivo de este apéndice es el de enunciar algunos resultados y definiciones que son
útiles en algunos tramos del texto. Cada sección será dedicada a un tema en particular, en su
mayoŕıa resultados clásicos del análisis funcional. Por lo general, cada sección será indepen-
diente de las otras.

E.1. Teorema de Eberlein-Šmulian

Es sabido que en espacios cuya topoloǵıa es inducida por una métrica, un subconjunto A
es compacto si y solo si es secuencialmente compacto (es decir, si toda sucesión en A tiene una
subsucesión convergente). El teorema que enunciaremos a continuación, afirma que esto sigue
valiendo si consideramos la topoloǵıa débil en cualquier espacio normado. Recordemos que
dado un espacio de Banach X y un subconjunto A del mismo, decimos que A es débil compacto
si es compacto con la topoloǵıa débil, y que es relativamente débil compacto si la clausura débil
A
w es débil compacta. Por otro lado, decimos que A es débil secuencialmente compacto si dada

una sucesión en A, se puede extraer una subsucesión débilmente convergente; análogamente,
A es relativamente débil secuencialmente compacto si Aw es débil secuencialmente compacto.

Teorema E.1.1. Un subconjunto de un espacio de Banach es relativamente débil compacto
si y solo si es relativamente débil secuencialmente compacto.

En particular, un subconjunto de un espacio de Banach es débil compacto si y solo si es
débil secuencialmente compacto.

La demostración de este teorema puede encontrarse, por ejemplo, en [11, Cap. 3], [17, Cap.
2.8] o en [1, Cap. 1.6]

141
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E.2. Principio de selección de Bessaga-Pe lczyński

Antes de enunciar el resultado de esta sección, necesitamos definir el concepto de base de
un espacio de Banach y de algunas otras cuestiones relacionadas con esta definición. Estos
temas se estudian (con mucho detalle) en los libros [1, Cap. 1.3] y [11, Cap. 5].

Definición E.2.1. Una sucesión (ei)i en un espacio de Banach X es una base de Schauder
(o simplemente una base) para X, si para cada x ∈ X existe un única sucesión de escalares
(αi)i tal que

x =
∞∑
i=1

αi · ei.

Esta igualdad significa que (
∑N

i=1 αi · ei)N es una sucesión que converge a x (convergencia en
norma).

Dado un espacio X con una base (ei)i, podemos considerar las funcionales asociadas e∗i :
X −→ K tales que

∑∞
i=1 αi · ei 7→ αi, que resultan continuas en X.

Definición E.2.2. Una sucesión (ei)i en un espacio X se denomina sucesión básica, si es una
base para [ei]i = span{ei : i ∈ N}.

Supongamos ahora que tenemos dos espacios de Banach X e Y , con respectivas bases (o
sucesiones básicas) (xi)i, (yi)i. Diremos que (xi)i e (yi)i son equivalentes, si para cualquier
sucesión de escalares (αi)i se verifica que

∑∞
i=1 αi · xi converge en X si y solo si

∑∞
i=1 αi · yi

converge en Y . En tal caso, notaremos (xi)i ∼ (yi)i.

Observación E.2.3. Se puede ver que (xi)i ∼ (yi)i si y solo si existe una constante C > 0,
tal que para cualquier elección de finitos escalares α1, ..., αn, se tiene

1
C
.

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

αi · yi

∥∥∥∥∥
Y

≤

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

αi · xi

∥∥∥∥∥
X

≤ C.

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

αi · yi

∥∥∥∥∥
Y

.

Otra caracterización similar es la siguiente: (xi)i ∼ (yi)i si y solo si existe un isomorfismo
T : [xi]i −→ [yi]i tal que Txi = yi para todo i ∈ N.

Relacionando la equivalencia entre bases con las propiedades de p-sumabilidad vistas en
B.2, obtenemos la siguiente observación.

Observación E.2.4. Sean (xi)i, (yi)i bases de los espacios de Banach X e Y respectivamente,
y supongamos que son bases equivalentes. Luego, si (xi)i ∈ `wp (X) (resp. `sp(X)) entonces
(yi)i ∈ `wp (Y ) (resp. `sp(Y )). De hecho, la observación anterior nos muestra que existe un
isomorfismo T : X −→ Y tal que Txi = yi para todo i. Considerando el operador inducido
T̂ , dado por (zi)i 7→ (Tzi)i, es claro que T̂ : `wp (X) −→ `wp (Y ) y que T̂ : `sp(X) −→ `sp(Y ), y
esto prueba que si (xi)i pertenece a `wp (X) entonces T̂ ((xi)i) = (yi)i pertenece a `wp (Y ) (y lo
mismo con `sp(X)).
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Definición E.2.5. Sean (ei)i una base de un espacio X, (pj)j una sucesión creciente de
naturales y (αi)i una sucesión de escalares. Una sucesión de vectores no nulos de la forma

ui =
pi+1∑

j=pi+1

αi · ei,

se llama sucesión básica en bloque de (ei)i.

Es fácil probar que (ui)i es, como lo indica su nombre, una sucesión básica.

Observación E.2.6. Sea X = `p (1 ≤ p < ∞) o X = c0. Consideremos (ui)i una sucesión
básica en bloque de la base canónica (ei)i de X, y supongamos que existen constantes C1, C2 >

0 tales que C1 ≤ ‖ui‖X ≤ C2 para todo i ∈ N. Entonces (ui)i es equivalente a (ei)i.

Ahora śı, estamos en condiciones de enunciar el resultado principal de esta sección, cono-
cido como el principio de selección de Bessaga-Pe lczyński.

Teorema E.2.7. Sea X un espacio de Banach con base (ei)i, y sea (xi)i una sucesión en X

tal que:

xi
w→ 0 (esto es, que xi converge débilmente a 0),

hay un ε > 0 tal que ‖xi‖X > ε para todo i ∈ N.

Luego, se puede extraer una subsucesión (xik)k, que resulta sucesión básica y que es equivalente
a una sucesión básica en bloque de (ei)i.

La Observación E.2.6 nos dice que si en el teorema consideramos X = `p o c0 (1 ≤ p <
∞), y (ei)i la base canónica, entonces la subsucesión (xik)k es equivalente a (ei)i.

E.3. Teorema `1 de Rosenthal

Dado un espacio de Banach X, se puede ver que BX es débil compacta si y solo si X
es reflexivo. Luego, como consecuencia del teorema de Eberlein-Šmulian, es claro que toda
sucesión acotada en X tiene una subsucesión débilmente convergente si y solo si X es reflexivo.
Supongamos que ahora pedimos que cada sucesión acotada en X tenga una subsucesión débil
de Cauchy, donde (xn)n es débil de Cauchy (o simplemente w-Cauchy) si para cada ϕ ∈ X ′

la sucesión de escalares (ϕ(xn))n es convergente. Por lo anterior, es evidente que si X es
reflexivo entonces último se verifica. Sin embargo, nos podemos preguntar si la condición de
reflexividad es una condición necesaria en este sentido. El siguiente teorema nos muestra que
no, a la vez que da una condición necesaria y suficiente sobre el espacio X.

Teorema E.3.1. Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:

a) El espacio X no contiene una copia isomorfa de `1.
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b) Cada sucesión acotada en X tiene una subsucesión w-Cauchy.

Se puede precisar un poco más el enunciado del teorema. Dado un espacio X, la manera
natural de encontrar una copia de `1, es mostrando una sucesión (xn)n en X tal que para
cualquier elección de n ∈ N y de escalares λ1, ..., λn, existen constantes C1, C2 > 0 (que no
dependen de n ni de los escalares) tales que

C1.
n∑
i=1

|λi| ≤

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

λi · xi

∥∥∥∥∥
X

≤ C2.
n∑
i=1

|λi|.

Dicho de otra manera, se busca una sucesión (xn)n que sea equivalente a la base canónica
de `1. Lo que se muestra en el teorema es que si (xn)n es una sucesión acotada en X que
no tiene subsucesiones w-Cauchy, entonces se puede extraer una subsucesión (xnk)k que sea
equivalente a la base canónica de `1. La demostración de este resultado, más otras cuestiones
asociadas al mismo, se pueden ver en [11, Cap. 11], [1, Cap. 10.2].

E.4. Ideales de operadores

En esta sección definiremos el concepto de ideal de operadores. En [19] se estudian con de-
talle propiedades y ejemplos de los ideales de operadores. Antes de ver la definición, recordemos
que dados X,Y dos espacios de Banach, si ϕ ∈ X ′ e y ∈ Y entonces notamos ϕ⊗ y : X −→ Y

al operador dado por ϕ⊗ y(x) = ϕ(x) · y.

Definición E.4.1. Un ideal de operadores A es un método de asociarle a cada par (X,Y ) de
espacios de Banach, un subespacio lineal A(X,Y ) de L(X,Y ) tal que se verifiquen:

(I1) ϕ⊗ y ∈ A(X,Y ) para todo ϕ ∈ X ′, y ∈ Y ,

(I2) si X0, Y0 son espacios de Banach y se tienen R ∈ L(Y, Y0), T ∈ A(X,Y ), S ∈ L(X0, X)
entonces RTS ∈ A(X0, Y0).

Si además, para cada (X,Y ) tenemos una norma α que verifica:

(N1) α(ϕ⊗ y) = ‖ϕ‖X′ .‖y‖Y para todo ϕ ∈ X ′, y ∈ Y ,

(N2) α(RTS) ≤ ‖R‖.α(T ).‖S‖ para cualesquiera X0, Y0 espacios de Banach y R ∈ L(Y, Y0),
T ∈ A(X,Y ), S ∈ L(X0, X),

(N3) (A(X,Y ), α) es un espacio de Banach,

entonces (A, α) se denomina ideal de operadores de Banach.

Algunos ejemplos de ideales de operadores de Banach son: (L, ‖ · ‖) el ideal de todos los
operadores lineales y acotados, (K, ‖ · ‖) el ideal de los operadores compactos, (W, ‖ · ‖) el
ideal de los operadores débil compactos, (V, ‖ · ‖) el ideal de los operadores completamente
continuos, (Πp, πp) y (Πq,p, πq,p) los ideales de operadores sumantes.
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E.5. Tipo y cotipo

Los conceptos de tipo y cotipo de un espacio han sido largamente estudiados en la teoŕıa
local de espacios de Banach. En lo que sigue veremos las definiciones y algunas propiedades
básicas referidas a este tema, que se pueden ver con mucho más detalle en cualquiera de los
siguientes libros: [16], [1], [10].

Definición E.5.1. Sea X un espacio de Banach y sean ri : [0, 1] −→ R (i ∈ N) las funciones
Rademacher definidas por ri(t) = sg(sin(2nπt)).

a) Decimos que X tiene tipo p si existe una constante C ≥ 0, tal que para cualquier n ∈ N
y cualquier elección de elementos x1, ..., xn ∈ X, se verifica(∫ 1

0
‖

n∑
i=1

ri(t) · xi‖2Xdt

)1/2

≤ C.

(
n∑
i=1

‖xi‖pX

)1/p

.

Si X tiene tipo p, se nota Tp(X) a la menor de las constantes satisfaciendo la desigualdad
anterior, y se la denomina constante de tipo p de X.

b) Decimos que X tiene cotipo q si existe una constante C ≥ 0, tal que para cualquier
n ∈ N y cualquier elección de elementos x1, ..., xn ∈ X, se verifica(

n∑
i=1

‖xi‖qX

)1/q

≤ C.

(∫ 1

0
‖

n∑
i=1

ri(t) · xi‖2Xdt

)1/2

Si X tiene cotipo q, se nota Cq(X) a la menor de las constantes satisfaciendo la de-
sigualdad anterior, y se la denomina constante de cotipo q de X. En el caso q = ∞ se
reemplaza el término

(∑n
i=1 ‖xi‖

q
X

)1/q por máxi≤n ‖xi‖X .

Observación E.5.2. Algunas desigualdades relacionadas con estas definiciones son las cono-
cidas desigualdades de Khintchine y Kahane. La primera afirma que para cualquier 0 < p <∞,
existen constantes positivas Ap, Bp tales que

Ap.

(
n∑
i=1

|λi|2
)1/2

≤

(∫ 1

0
|
n∑
i=1

λi.ri(t)|pdt

)1/p

≤ Bp.

(
n∑
i=1

|λi|2
)1/2

para cualquier elección finita de escalares (λi)ni=1.
La segunda es más general, y afirma que dados 0 < p, q <∞, existe una constante Kp,q ≥ 0

tal que (∫ 1

0
‖

n∑
i=1

ri(t) · xi‖qXdt

)1/q

≤ Kp,q.

(∫ 1

0
‖

n∑
i=1

ri(t) · xi‖pXdt

)1/p

para cualquier elección finita de elementos x1, ..., xn ∈ X.
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Observaciones E.5.3. a) La desigualdad de Kahane nos muestra que en las definiciones

de tipo y cotipo, la expresión
(∫ 1

0 ‖
∑n

i=1 ri(t) · xi‖2Xdt
)1/2

puede ser reemplazada por(∫ 1
0 ‖
∑n

i=1 ri(t) · xi‖
p
Xdt

)1/p
, para cualquier 0 < p < ∞. Lo que habŕıa que ajustar en

tal caso, seŕıan las nuevas constantes de tipo y cotipo.

b) Como consecuencia de la desigualdad de Khintchine, se prueba fácilmente que ningún
espacio de Banach (excepto el trivial X = {0}) puede tener tipo p > 2 o cotipo q < 2.

c) Todo espacio X tiene tipo p para cualquier 0 < p ≤ 1 y cotipo q = ∞. Más aún,
T1(X) = C∞(X) = 1.

d) Si un espacio X tiene tipo p > 1, entonces tiene tipo p̃ para cualquier 1 ≤ p̃ < p, con
constante Tp̃(X) ≤ Tp(X). Análogamente, si X tiene cotipo q > 2, entonces también
tiene cotipo q̃ para cualquier q < q̃ ≤ ∞, y la constante verifica Cq̃ ≤ Cq(X).

e) Todo espacio de Hilbert tiene tipo 2 y cotipo 2 (los mejores posibles). Rećıprocamente,
si un espacio de Banach tiene tipo 2 y cotipo 2, entonces es isomorfo a un espacio de
Hilbert.

f) Si 1 ≤ p ≤ 2, entonces `p tiene tipo p y cotipo 2.

Si 2 ≤ q <∞, entonces `q tiene tipo 2 y cotipo q. El espacio `∞ no tiene tipo p > 1 ni
cotipo q <∞.

A continuación, enunciaremos algunos resultados que relacionan los conceptos de tipo y
cotipo con los de convexidad y concavidad en Banach lattices (ver A.4).

Proposición E.5.4. Sea X un Banach lattice.

a) Si X es q-cóncavo para algún q ≥ 2 entonces tiene cotipo q. Cuando q = 2 vale la
rećıproca, es decir que X es 2-cóncavo si y solo si tiene cotipo 2.

b) Si X es p-convexo para un 1 < p ≤ 2 y q-cóncavo para algún q <∞, entonces tiene tipo
p.

c) Sea 1 < r <∞ y supongamos que X tiene tipo r (resp. cotipo r). Luego X es p-convexo
(resp. q-cóncavo) para todo 1 ≤ p < r (resp. r < q ≤ ∞).

E.6. Teoremas de factorización

En esta sección, enunciaremos un par de teoremas de factorización. El primero es el teorema
de Maurey-Rosenthal, que se puede encontrar en [10, Teorema 12.30] y el segundo es una
variante del primero y se puede ver en [8, 4.2].
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Teorema E.6.1. Sean X un espacio de Banach y T : X −→ L1[0, 1] un operador que satisface∥∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

|Txi|2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
L1

≤

(
n∑
i=1

‖xi‖2X

)1/2

. (E.1)

Luego T admite una factorización de la forma T : X T̃→ L2[0, 1]
Mg→ L1[0, 1], donde ‖T̃‖ ≤ 1 y

Mg es el operador multiplicación dado por f 7→ f.g, para cierta g ∈ L2[0, 1].

Se puede probar (usando la desigualdad de Khintchine) que si X tiene tipo 2 entonces dado
cualquier operador T : X −→ L1[0, 1], hay una constante C (que depende de la constante de
tipo 2 de X) tal que C.T verifica (E.1).

Teorema E.6.2. Fijemos n,m ∈ N y sea E un espacio de sucesiones 2-cóncavo. Dado un
operador T : `m2 −→ En, existen λ = (λ1, ..., λn) ∈ Rn y un operador R : `m2 −→ `n2 tales que
T admite la factorización T : `m2

R→ `n2
Mλ→ En (Mλ el operador multiplicación) y se verifica

‖R‖.‖λ‖M(`n2 ,En) ≤
√

2.M(2)(E).‖T‖.
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