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Introduccion

La teoria de operadores p-sumantes tiene sus inicios en la década de 1950, a partir de
algunos trabajos realizados por Grothendieck. Sin embargo, fue recién en el afio 1966 que
Pietsch publicé un articulo en el cual se consideraba por primera vez a la clase de estos
operadores. Asimismo, Mityagin y Petczynski definen, ese mismo afio, el concepto de operador
(¢, p)-sumante. Un resultado debido a Orlicz relacionado con estos temas (aunque probado
en el ano 1933, mucho antes de que naciera la teoria de operadores sumantes) afirma que
las inclusiones id : ¢, — ¢, son (2,1)-sumantes para 1 < p < 2. En 1973/74, Bennett y
(independientemente) Carl prueban que si 1 < p < 2 entonces la inclusién id : Ly — U
resulta (p,1)-sumante. Finalmente, Defant, Mastylo y Michels definen en [9, ano 2002] el
concepto de operador (E,p)-sumante para un cierto espacio de Banach de sucesiones ¢, — E
(generalizando asi la definicién de operador (g, p)-sumante) y demuestran que para los espacios
de sucesiones F que resultan 2-céncavos y simétricos, se verifica que la inclusion id : F < {9
es (E, 1)-sumante. Este resultado serd el objeto de estudio de esta tesis, que esta dividida en
dos capitulos.

El primer capitulo esta dedicado al estudio de los espacios de Banach de sucesiones, cuyos
ejemplos més conocidos son los espacios ¢, (1 < p < 00) y ¢o. Dado que la teorfa de estos
espacios puede ser vista dentro del estudio de los Banach lattice (reticulados de Banach),
incluimos en el Apéndice A las principales definiciones y propiedades de estos ultimos. Los
conceptos en los cuales se centrara nuestra atencion seran: el dual de Kothe, las propiedades
de minimalidad y maximalidad y las potencias de los espacio de sucesiones (este ultimo tema,
estrechamente relacionado con la convexificacién y concavificacién de los Banach lattice).
Hacia el final del capitulo, dedicamos una seccién a los espacios de sucesiones de Orlicz y de
Lorentz.

En el segundo capitulo, el objetivo principal sera el de probar el resultado antes men-
cionado acerca de las inclusiones (F,1)-sumantes. En ese sentido, comenzaremos definiendo
y estudiando a la clase de operadores (FE,p)-sumantes que, como ya mencionamos, genera-
liza a la clase de operadores (g, p)-sumantes. Algunos de los resultados que probaremos en
el capitulo son, a su vez, generalizaciones de resultados conocidos en la teoria de operadores
sumantes. En el Apéndice B enunciamos algunos de los resultados clasicos de la teoria de

estos operadores. En lo que se refiere al resultado principal de este capitulo, serd necesario
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para su demostracion contar con algunas herramientas de la teoria de interpolacién. Por tal
motivo, dedicamos el Apéndice C a los fines de dejar en claro los conceptos relacionados a
los espacios de interpolacion que son de utilidad en esta parte. Por ltimo veremos que como
aplicacion de este resultado, se puede estudiar el comportamiento asintético de los niimeros
de aproximacién de las inclusiones id : ¢4 — E, (para ciertos espacios de sucesiones E).
En el Apéndice D se puede ver la definicién de los nimeros de aproximacién (asi como las
definiciones de otros numeros asociados a operadores) dentro del marco de los s-numbers.
Cabe mencionar la inclusién de un ultimo apéndice (el Apéndice E), en el cual se enuncian

algunos resultados auxiliares que son de gran utilidad a lo largo de este capitulo.

Notacion

En lo que sigue, nos referiremos a las principales notaciones y terminologia que utilizaremos
a lo largo del texto. El conjunto de los niimeros naturales serda denotado por IN, mientras que
R y C denotaran, respectivamente, los cuerpos de escalares reales y complejos.

Dado que trabajaremos con espacios de Banach de sucesiones, nos reservaremos las le-
tras F y F para estos espacios, mientras que X, Y, Z,... representaran espacios de Banach
cualesquiera. La norma de un espacio X serd denotada por || - [[x (o || - || en caso de que se
sobreentienda qué espacio estamos considerando) y Bx = {x € X : ||z||x < 1} serd la bola
unidad cerrada del espacio.

Por lo general, (n)nenN, (Yn)neN; (2n)nen,... seran sucesiones de nimeros reales, o even-
tualmente, sucesiones de elementos en un espacio de Banach (dado que trabajaremos con
espacios de sucesiones, en ocasiones se considerardn sucesiones de sucesiones). Cuando se
preste a confusién, se notard (z™),cn a las sucesiones de elementos en un espacio de Banach.
Dada una sucesién (z,)neN en un espacio X, notaremos span{xz, : n > 1} al conjunto de las

o . . S oo e (| b
combinaciones lineales finitas de elementos de la sucesion y [,]nen

a la clausura de este
conjunto.

Dado t € R, escribiremos sg(t) para representar el signo del escalar t.

Cuando hablemos de un operador T : X — Y entre espacios de Banach, nos estaremos
refiriendo a una aplicacion lineal y acotada. El espacio de Banach de los operadores de X
en Y se denota £(X,Y) y la norma de cada operador estd dada por ||T'|| = sup,ep, [|TZ[y-
Diremos que un operador 7' : X — Y es isométrico si verifica ||Tz||y = ||z||x para todo
rzeX.

El dual de un espacio X serd denotado por X’ y utilizaremos las letras ¢, v, ¢,... para
representar los elementos del mismo (las funcionales lineales y continuas). Si X e Y son dos
espacios de Banach y se consideran ¢ € X', y € Y, entonces p ® y : X — Y representa al
operador dado por ¢ @ y(z) = ¢(x) - y, cuya norma es || @ y|| = ||¢llx-lylly-

Dados dos espacios de Banach X e Y, diremos que X =Y isométricamente si son iguales

como conjuntos y sus normas coinciden. Mientras tanto, se dird que X = Y con normas
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equivalentes si son iguales como conjuntos y existen constantes Cq, Co > 0 tales que Cy.[|z|ly <
|lz]|x < Ca.||x|ly para cualquier elemento x en el espacio. De la misma forma, diremos que
X CY con inclusién continua (y en ciertos casos notaremos X — Y), si se verifica la inclusién
entre conjuntos y existe una constante C' > 0 tal que ||z|ly < C.||z||x para todo z € X.

Si E es un espacio de sucesiones y n € IN, entonces FE, serd el espacio de las n-uplas
(x1,...,xy) con la norma dada por ||(x;)! 4| &, = |[(z1, .., Zn,0,...)||p. En el caso de los espa-
cios £, utilizaremos la notacién £ en lugar de escribir (¢,),. Notaremos P, : E — E a la
proyeccién sobre las primeras n-cordenadas, es decir, P,((z;);) = (1, ..., Zn, 0, ...). Eventual-
mente, se puede pensar P, : £ — E,.

Si (an)n ¥ (bn)n son dos sucesiones de nimeros reales, diremos que tienen el mismo com-
portamiento asintético, y notaremos a, =< b,, si existen constantes K1, Ko > 0 tales que
Ki.b, < a, < Ks.b, para todo n € IN.
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Capitulo 1
Espacios de Sucesiones

A lo largo de este capitulo estudiaremos algunas cuestiones bésicas sobre los espacios de
sucesiones. Comenzaremos con algunas definiciones y propiedades sencillas de estos espacios y
veremos que bajo ciertas hipdtesis pueden verse como Banach lattices. Luego se estudiaran los
conceptos de maximalidad, minimalidad, concavidad y convexidad que serdn de gran utilidad
en los capitulos que siguen. Para terminar veremos algunos ejemplos de espacios de sucesiones,

como son los espacios de Orlicz y de Lorentz.

1.1. Preliminares

1.1.1. Definiciones y propiedades

Denotamos w a la familia de todas las sucesiones (z,)nen con z, € K (donde K es un
cuerpo de escalares). Bajo las operaciones usuales (coordenada a coordenada) de suma y

multiplicacién por escalares

A (xn)n = Azp)n AEK

tenemos un espacio vectorial sobre el cuerpo de escalares. Un espacio de sucesiones es un
subespacio de w.

A lo largo de todo el texto, trabajaremos con espacios de sucesiones reales, esto es, seran
espacios vectoriales sobre R.

Notaremos cyg al espacio de sucesiones con finitas coordenadas no nulas. Es decir cpg =
span{e, : n > 1} donde e, es el n-ésimo vector canénico. Todos los espacios de sucesiones
que consideremos serdn espacios que contengan a cqp.

Por otra parte nos interesan aquellos espacios de sucesiones que sean normados y, mas
aun, los que resulten completos con dicha norma. Los llamaremos (como no podia ser de

otra manera) espacios de Banach de sucesiones. Mencionemos algunos de los ejemplos mas
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conocidos de espacios de sucesiones, con sus respectivas normas:

lo = {(xp)n : sup|zy| < oo} con ||[(zn)n]loc = sup |z
nelN nelN
co = {(xn)n : nlggo |zn| =0} con |- [leo
¢c = {(xp)p : I lim z,} con ||
0 0 1/p
l, = {(xn)n : Z |z, |P < oo} con |[(xn)nllp = (Z \l’n\p> donde 1 < p < oc.
n=1 n=1

Si0 < p < 1, ¢, es un espacio de sucesiones, pero ||-||, no define una norma (falla la desigualdad

triangular).

n—oo 4
=1

n (o]
b = {(xn)n 3 1m Y i xi|} con [|(@n)nllo = Y |Znt1 — Tl + lim [z

n=1

n n
bs = < (xp)n : sup x| < 00 con ||(zn)nllps = sup Z:m
nelN i—1 nelN i=1
mo = span{A} con | -|lcc donde A es el conjunto de todas las sucesiones de 0y 1.
Todos estos son ejemplos de espacios de Banach de sucesiones, excepto el espacio (myg, ||« [|co),

que es normado pero no resulta completo. Pueden verse més ejemplos en [13].
A continuacién definimos los conceptos de simetria y normalidad en espacios de sucesiones

normados.

Definicién 1.1.1. Sea E un espacio de sucesiones normado y sea II el conjunto de todas las

permutaciones de los naturales. Diremos que:

a) E es simétrico si v5 = (To(;))ien € E con |z,||g = ||z||g siempre que z = (z;)ien € E
y o €1l

b) E es normal si dados x = (2;)iew € F e y = (¥i)ienw € w tales que |y;| < |x;| para todo

i € IN, se tiene que y € F con |yllg < ||z||&-

Ejemplos 1.1.2. i) Son claramente simétricos los espacios £, co, ¢, £, M.

Por otro lado, bs es un ejemplo de espacio de sucesiones que no es simétrico; esto se debe
a la existencia de series condicionalmente convergentes (esto es, series convergentes cuyos
reordenamientos pueden converger al nimero que se desee).

i1) Son normales los espacios ¢, o, {p.

El espacio ¢ no es normal puesto que, por ejemplo, (1,1,1,1,.....) € cpero (1,0,1,0,.....) ¢ c.
Tampoco lo es bu, ya que (1,1,1,1,.....) € bv pero (1,—1,1,—1,.....) ¢ bv (intercambiando las
sucesiones se ve que bs no es normal). Por dltimo, mg no es normal pues (1,1,1,.....) € myg

pero (1/i)ien & mo.
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Siguiendo la notacion de la definicién anterior, utilizaremos en general las letras E y F
para denotar los espacios de sucesiones y || - || g (resp. || - ||#) para sus normas. Por otra parte,

si decimos = € E nos referimos a la sucesién = (x;)en.

Observacion 1.1.3. Sea E un espacio de sucesiones normado y normal. Six € E y (2")peNn =
((x")i)n es una sucesion de elementos en E (es decir, una sucesion de sucesiones!) tal que

2" —— x en E, entonces x —— x; para cada i € IN.
n—oo n—oo

Demostracion. Por hipétesis tenemos ||z" — z||p —— 0, y dado que E es normal se verifica
n—oo

|z — x;].]|e;]|g < ||l#™ — z||g. En consecuencia se tendra a7 — T O

Observacion 1.1.4. Sea E un espacio de sucesiones normado, normal y simétrico. Sea P =

{0 :IN — IN /o es inyectiva}. Entonces six € E y o € P, se tiene 15 = (To(;))ien € E.

Demostracion. Dado un o € P nos construimos un p € II tal que p(i) = o(i) para todo
i impar. Luego z, = (T,:))i = (To(1), Tp(2)s To(3), Tp(a)s ) ¥ como E es simétrico se tiene
T, € E. Pero como E es normal y z, € F, se tendrd que (4(1), 0, Z4(3),0,.....) € E. De forma
analoga obtenemos que (0, ¥4 (2), 0, g4, -----) € E.

Luego, la suma de estos dos tltimos estd en E (pues E es un espacio vectorial), es decir,

To = (T4(;))i € E como se querfa probar. O

Proposicion 1.1.5. Sea E C w un espacio de sucesiones normado, normal y simétrico.

Entonces E C ¢y 6 E =l (donde C significa inclusion continua y la igualdad es con normas

equivalentes).

Demostracion. Supongamos que E ¢ ¢ y probemos que E = {o,. Consideremos z € E tal que
x ¢ cp. Luego para algtiin € > 0 existe una sucesién creciente (ng)ren tal que |z,,| > € para
todo k > 1. Definimos o € P tal que o(k) = nj. Por la observacién anterior z, = (2, )keN €
E ; pero E es normal y ¢ < |z,,|, de forma que (¢,¢,¢,¢,.....) € E y como consecuencia
(1,1,1,1,.....) € E. Veamos que eso basta para probar que ¢, C E. Consideremos x € fo,
(cualquiera), y sea y = ||z]|~.(1,1, 1,1, .....) perteneciente al espacio E (por las consideraciones
anteriores). Claramente |z;| < |y;| para todo i y en consecuencia x € E con ||z||g < ||y||lg =
|z]|oo-|(1,1,1,1,.....)|| g (nuevamente por normalidad de E).

Hasta aqui hemos probado que si z € s entonces z € E con ||z||g < Ci.]|z||s (donde
Cy=|[(1,1,1,1,.....) || g); es decir ¢o, C E. Veamos ahora que E C /. Para eso supongamos
que hay un z € E tal que = ¢ { y veamos que en ese caso debe ser F = w (lo cual contradice
una de nuestras hipétesis). Sea y € w. Como x ¢ f, hay una sucesion creciente (ng)ren tal
que |zp,| > |yx| para todo k > 1. Como antes, definimos o € P tal que o(k) = ny y por la
observacién anterior tenemos x, € E. Pero entonces, como E es normal obtenemos y € FE,
y esto nos muestra que £ = w. Luego si € E entonces z € {. Veamos que la inclusién

es continua. Para eso consideremos x € F (y en consecuencia en /) y notemos que por
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la propiedad de normalidad del espacio E, se verifica |xg|.||ex||z = ||zk - exl|lg < ||z||g para
todo k € IN. Ahora bien, como E es simétrico entonces Cy = |lex||r es una constante que
no depende de k, de manera que tomando supremo sobre todos los k € IN en la desigualdad
anterior, obtenemos Cs.||z||oc < ||z]|g. Esto nos muestra que la inclusién E C (o, es continua.

En definitiva, probamos que si E ¢ ¢g entonces E = lo con Co.|| - |loc < || [|E < C1.]|* [Joo-
Si fuese E C ¢, al igual que antes se prueba que Cs.||z||cc < ||z||g para cada x € E y en

consecuencia la inclusién resulta continua. O

Proposiciéon 1.1.6. Sea E un espacio de Banach de sucesiones tal que existe una constante

C > 0 que verifica |lex||p < C para todo k € N. Entonces {1 C E con inclusion continua.

Demostracion. Consideremos x € f1 y veamos que x € FE. Para eso basta probar que
(Zf\il ;- ei)Ne]N es de Cauchy en E, ya que en ese caso resulta convergente en E (que por
hipétesis es un espacio de Banach) y debe converger entonces a z. Sean N > M € IN; por la
B ‘Zf\;Mﬂ Ti G| <

ZfiM_H |z;|.]|€i|| £. Ahora bien, teniendo en cuenta la hipdtesis de que |lex||z < C'y dado que

desigualdad triangular resulta claro que HZfi 1T € — Zf\i 1T €

x pertenece a £1, obtenemos

N M
E X €e; — E xX; - €e;
i=1 =1

N
<C Y Jml ———0,
N,M—oco
E i=M+1

N ,
de forma que (Zi_l T - ei> es de Cauchy en E como se queria ver.
- NeN
Para ver que la inclusién es continua, notar que con argumentos andlogos a los de antes

se prueban las desigualdades: ||z||g < Y72, |zi|-||leil|g < C.||z|1. Luego ¢1 C E. O

Proposicion 1.1.7. Sea E un espacio de sucesiones normado y normal tal que existe una
constante C > 0 que verifica C < |legx||g para todo k € IN. Luego E C {5 con inclusion

continua.

Demostracion. Consideremos un x € E y notemos que |zg|.C < ||z - ex||r < ||z| g para todo
k € N (por las hipétesis de normalidad del espacio y la existencia de la constante C'). Luego,

es claro que = € o y que C.||z|loc < ||z|/ £ lo cual demuestra la inclusién. O

En general, los espacios de sucesiones con los que trabajemos serdn espacios que verifiquen
¢1 C F C . Las proposiciones anteriores nos muestran que, bajo ciertas hipdtesis, un espacio

de sucesiones verifica estas inclusiones. En efecto, tenemos el siguiente resultado.
Proposicién 1.1.8. Sea E un espacio de Banach de sucesiones.
a) Si E C w es normal y simétrico, entonces {1 C E C .

b) Si E es normal y existen constantes Cp,Cy > 0 tales que Cy < |lex||lp < C2 para todo
k € N, entonces /1 C FE C l.
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En ambos casos, las inclusiones son continuas.

Demostracion. a) La inclusion E C /o, se deduce de la Proposicién 1.1.5. Por otro lado,
notando que si E es simétrico entonces estamos en las hipotesis de la Proposiciéon 1.1.6,
obtenemos la inclusién ¢; C E. Ambas inclusiones resultan continuas segin los resultados
mencionados.

b) Se deduce inmediatamente de las Proposiciones 1.1.6 y 1.1.7. O

1.1.2. Relacidén con los Banach Lattice

Nos interesa mostrar que, bajo la hipétesis de normalidad, un espacio de Banach de suce-
siones F es un Banach lattice. Esto resultard de gran interés, ya que en lo que sigue consid-
eraremos solamente aquellos espacios de sucesiones que verifiquen ser lattice. La definicién,

asi como las principales propiedades de los Banach lattice pueden verse en el Apéndice A.

Para empezar, dado un espacio de sucesiones F normado y normal, debemos definir un
orden en el mismo. La definicién es la natural : dados x,y € F, diremos que z < y si x; < ¥;
para todo i € IN. Esto define claramente un orden en E. Para que (E, <) sea lattice, debemos

probar que si x,y € F, entonces existen x V y, x Ay en E. Veamos que sirven

(Sup{ﬂfz‘, yi})ielN
z ANy = (Inf{x;,yi})ien.

TVy

En primer lugar veamos que z V y, A y pertenecen a E. Por un lado tenemos |(z A y);| =

| Inf{x;,y;}| < |zi| para todo i € IN, y dado que x € E' y que E es normal, se tiene t Ay € E.
Por otro lado |(x V y)i| = |sup{zi,yi}| < |zi| + |yi| para todo i € IN. Como z,y € E (y E es
normal) entonces |z|+|y| = (|z:|+|vi])ien € F'y (nuevamente) por la hipétesis de normalidad,
xVy € FE. Ahora probemos que = Ay es la mayor de las cotas inferiores de x e y, y que z Vy
es la menor de las cotas superiores. Es claro por la definicién del orden en F, que Ay <z y
x Ay <y (es decir que z Ay es cota inferior) y que zVy >z y xVy >y (o sea, z Vy es cota
superior). Para terminar, veamos que si z € F es tal que z < x y z < y entonces z < z A y.
Como z < z entonces z; < x; para todo i. Andlogamente z; < y; para todo i, de forma que
z; < inf{z;,y;} para todo i € IN y en consecuencia z < z Ay. Esto nos muestra que z Ay es la
mayor de las cotas inferiores. De la misma forma se prueba que x V y es la menor de las cotas
superiores. Asi tenemos que F es un lattice con el orden definido, y dado que FE es un espacio
vectorial compatible con ese orden, es lo que llamamos un vector lattice (6 espacio de Riesz).

Ahora, como E es normal entonces || - || g resulta una lattice norm, y esto nos dice que E
es un espacio de Riesz normado. Si ademéds F es un Banach, entonces resulta ser un Banach

lattice.

Un comentario més acerca de este tema: en gran parte de la bibliografia referida a los

Banach lattice (ver por ejemplo [16] 6 [18]) se hace mencién de los espacios de funciones (o
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espacios de funciones de Kéthe) con definiciones que en ocasiones difieren levemente unas de
las otras. Estos no son mas que ejemplos de Banach lattice (por cierto, una gran variedad de
ejemplos!), entre los cuales se encuentran los espacios de Banach de sucesiones normales. Una
definicion de los espacios de funciones que se ajusta a nuestros contenidos se puede encontrar
en ([16], p.28), considerando como espacio de medida a (IN, P(IN), u) donde pu(A) = A (ver
Apéndice A.2).

A partir de aqui, cada vez que hablemos de un espacio de sucesiones, nos referiremos a un
espacio de Banach de sucesiones co9 & E C w que sea normal, y que resulte en consecuencia

un Banach lattice.

1.2. Dual de Kothe y espacio de multiplicadores

En esta seccion definiremos el dual de Kéthe de un espacio de sucesiones y el espacio de
multiplicadores entre dos espacios de sucesiones, y veremos algunos ejemplos de estos para los

espacios £, y co.

Definicién 1.2.1. Sea E un espacio de sucesiones. Llamamos dual de Kéthe (o x-dual) de
FE, al espacio
o
E* = {wa:Z|xnynl<oo, VyEE}
n=1
Si dadas dos sucesiones * = (zp)n € ¥ = (Yn)n notamos zy = (TpYn)n, podemos reescribir
EX={rew:zyect,, VyeFE}

El espacio E* resultard un espacio de Banach de sucesiones con la norma dada por,

[e.e]
]l gx = sup{z Znyn| = llylle < 1} = sup [lzyll, -

n=1 yeBE

Antes de verificar que E* es efectivamente un espacio de sucesiones, vamos a definir los

espacios de multiplicadores (de los cuales E* resulta un caso particular).

Definicién 1.2.2. Sean F, F espacios de sucesiones. Definimos el espacio de multiplicadores
de Fen F,
M(E,F)={zxcw:zyeF, VYyeE}.

Si llamamos T, al operador definido por T, (y) = 2y = (ZnYn)n, la definicién anterior es

equivalente a la siguiente:
M(E,F)={rcew :T,: E— F estd bien definido y es acotado}.

En efecto, basta ver que si ¢ € w es tal que xy € F para todo y € F, entonces T, : K — F

es un operador acotado. Esto es una simple consecuencia del teorema del grafico cerrado,
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de hecho supongamos que se tiene (y"), = ((y')i)n una sucesién de elementos en E tal que
y"* —— y en E, y que hay un z € F tal que T,(y") —— z en F. Veamos que en ese
casonzoo: T.(y), lo cual mostraria que 7T, tiene grafico (?e?l?;do, y en consecuencia resulta
acotado. Por la Observacién 1.1.3, sabemos que en espacios de sucesiones la convergencia
en norma implica convergencia coordenada a coordenada, de manera que y;' vy
(Te(y™)) = ziy) — > % para todo ¢ € IN. Esto implica trivialmente que z;y;' = 2; para todo
i, y en consecuencia T, (y") = z como se queria ver.
Ahora veamos que M (E, F') es un espacio de sucesiones con la norma dada por
|z/lar(e.) = sup |lzyllr = ||T: |-
yEBE
Esto probaria que E* es un espacio de sucesiones ya que claramente E* = M (E, () (igualdad

isométrica). En primer lugar, notemos que M (FE, F') es un espacio vectorial:

1. Es claro que 0 € M(E, F).

2. Siz e M(E,F)y XA € R, entonces A - x = (Azy,), € M(E,F). De hecho, si y € E
entonces xy € F (pues © € M(E,F)). Luego, como F es espacio vectorial entonces
A-xy € F. Esto muestra que A-x € M(E, F).

3. Sean z,z en M(E,F) y veamos que = + z € M(E,F). Si y € E entonces (z + 2)y =
((zn + 2n)Yn)n = 2y + 2y € F pues xy, zy € F

Ahora veamos que || - ||as(g,7) define una norma.

1. En primer lugar, si ||z|[5/(g,r) = 0 entonces ||zy||r = 0 para todo y € Bg. Como |- || r es
una norma entonces zy = 0 para todo y € Bg. Esto implica, naturalmente, que xy = 0
para todo y € E. Tomando en particular y = e,, tenemos 0 = ze,, = (0, ...,0, 2,0, .....),

y en consecuencia x,, = 0 para todo n € IN.

2. En segundo lugar, siz € M(E, F)y A € R entonces ||[A-z|| (g, r) = SUpyep, A 2ylr =

supyep,, (AL leylle = N2l s e,m

3. Por dltimo veamos la desigualdad triangular. Sean z,z € M(E,F) y sea y € Bpg
(cualquiera). Por la desigualdad triangular en F', y dado que |zyllr < ||zlla(e,r) (¥

lo mismo con z), tendremos ||(z + 2)y|lr < [lzyllF + |2yllF < [|2lae,r) + 121 0mE,F)-

Luego tomando sup,¢p,,; obtenemos llx + ZHM(E’F) < HQCHM(E,F) + ||Z||M(E,F)-

Hasta aqui tenemos que M (E, F') es un espacio vectorial normado y que cgo € M (E, F) (esto
ultimo se desprende trivialmente de la definicién). Veamos que es completo. Sea (z"), =

((})k)n una sucesiéon de Cauchy en M(E, F). Para cada y € E se tiene ||(z" — 2™)y||r <

2" — 2™ pm(e,r)- 1Y E — 0. Esto muestra que (z"y), es de Cauchy en F'y, puesto que

F es completo, hay un z, € I tal que

"y —— 2z, enF. (1.1)
n—oo
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Ahora fijemos un k& € IN y consideremos y = ej. Como (z"e;), = (0,..,0,27,0,.....) es de

Cauchy en F, entonces (x}), es de Cauchy (en R) y en consecuencia hay un x; € R tal que
Tpy —— Tk (1.2)

n—oo
Como k € N era cualquiera, podemos considerar z = (xy),. Veamos que = € M(E, F) y que
2" —— x en M(E, F). Para ver lo primero, consideremos y € E y probemos que zy € F. Por
n—oo
(1.2) es claro que 2}y —— x,yx para cada k € IN. Pero por (1.1) tenemos z}yry —— (2y)k,
n—oo n—oo

de manera que x,yr = (2y); para todo k € IN. Luego zy = 2, € F. Para ver que la serie de

los (z™), converge a z, consideremos y € B tal que

=

5 (1.3)

2" = zllare,r) < [1(2" = 2)yllr +

para un ¢ > 0 dado (tal y existe por definicién de la norma). Como z"y —— xy en F,
entonces existe un ng tal que, si n > ng, se verifica ||(z" — 2)y||r < §. Esto, ?1;1?0 con (1.3),
nos muestra que ||z — x| yrg, ) < € sin > ng. Asi, queda probado que M(E, F') es completo.

Para terminar, veamos que es normal. Sean x € w 'y z € M(E, F) tales que |z;| < |z]
para todo i € IN. Entonces, si y € E se tendrd |z;y;| < |zy;| para todo i € IN. Pero como
z € M(E, F) entonces zy € F, y puesto que F' es normal, zy € F con ||zy|r < ||zy||F. Luego
r pertenece a M(E, F) con ||z|arg,ry < ||2]lar(e,r) como se queria ver.

En definitiva, probamos que M (E, F') es un espacio de sucesiones.

Observacion 1.2.3. Si E y F' son simétricos entonces M(E, F) lo es.

Demostracion. Seanz € M(E, F)y o € II. Queremos ver que x, € M (E, F') con ||2, || apr(p,r) =
|zl pr(E,F)- Dado y € E, es claro que x5y = (7y,-1),. Ahora bien, como E es simétrico en-
tonces y,—1 € E,y dado que z € M(E, F), tenemos xy,-1 € F. Pero I’ también es simétrico,
con lo cual 2,y = (7y,-1)s € F. Luego z, € M(FE, F). Para probar la igualdad ||z¢||y(z,r) =
2] pr(E,F), notar que como F' es simétrico se tiene ||z, y||r = [[(2Yo-1)sllF = |2Ys—1|F. Por
otro lado, ||zy,—1|lr < ||zllame,r) Yo lE = |Zll7m(e,F)-llYllE, donde la dltima igualdad se
debe en este caso a la simetria de . En consecuencia ||z, y||r < ||z a7(z,F)- ||yl £, y tomando
supremo sobre los y € B, se obtiene |2, | rr(g,r) < |2l 3k, F)- Razonando con o~ ! en lugar

de 0 y x5, en lugar de x, obtenemos la igualdad buscada. O

Veamos algunos ejemplos de espacios de multiplicadores entre los espacios £p,.

Ejemplos 1.2.4. i) Si 1 < ¢ < p < o0, entonces M (€p, l,) = ¢, donde % = . Cuando

1_1
q p
p = 00 se tiene M (loo, g) = £g.

i1) Si1 < p < q < o0, entonces M £y, ly) = loo.

Las igualdades en ) y i) son isométricas.
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Demostracion. Probemos ). En primer lugar, veremos el caso p < oc.

D) Sea x € {,. Queremos ver que x € M(£y,£y) con ||z|[rre,.0,) < l|2[r. Para eso conside-

remos y € ¢, y veamos que xy € {,. Aplicando la desigualdad de Holder con s = g y s = %
(notar que s,s' > 1y que %+§ =1 pues % = %—%), se tiene D" || y;|? < [z ||F|yl|p < oo,

ya que x € £, ey € L. Luego |lzylly < ||lz|-[|yllp, ¥y tomando supremo sobre los y € By,, se
obtiene [z]11(6 ) < -

Q) Sea ahora xz € M ((y,{,;) y supongamos que z ¢ ¢,. Tomando s y s’ como antes, para

cada n € IN consideremos, z, = (sgz1.|T1571, ..., sg97p. |2, [571,0,....) e yp = H;Tnllp € By,.

Notar que zy, = m.ﬂxﬂs, ..... |zn|®,0,.....) € ¢, para todo n € IN (por ser sucesiones con

finitas coordenadas no nulas), y su norma estd dada por [|zy,llq = m oy ]xilsq)l/q =
1 —1)p\ Y/ 1

o (i lail)4. Observando que [[zu]l, = (S0 o] D7) 7 = (S Jasl")'?, obte-

nemos

n 1/q—1/p n 1/r
lzynllq = <Z |xz\r> = <Z ’-’171|T> —— (1.4)
=1 i=1

ya que suponemos que x ¢ /.. Pero como era x € M({,,£,) e y, € By, para todo n, entonces
lzynllq < SUPyep, lzyllg = [l ar(e,,6,) < 00, 1o cual se contradice con (1.4). La contradiccién
proviene de suponer que x ¢ /., de manera que z € ¢, como se queria probar. Ademads, ya
vimos que |lzyn|ls = oy |:U,~]’")1/ "y entonces, tomando supremo sobre todos los n € N,
concluimos que |2, = supyery [2yally < supyes, 2yl = lallare, i)

Con esto probamos que M ({y,£,) = ¢, isométricamente. Nos quedarfa el caso p = oo,
donde queremos ver que M ({oo,ly) = 4.

D) Sea x € 4. Es claro que si y € £, entonces zy € £, con ||zy||q < ||y]lco-]|z|l4. Tomando
supremo para y € By, se tiene ||z y(¢y ¢,) < l7llq ¥ asi queda probada una inclusién.

C)Seax € M({x,{y), y consideremos yo = (1,1,1,.....) € By_ . Por hipétesis xyg = = € £,.

Ademds ||zl = [lzyollg < supyep,  zyllq = [2[a1(ts £,)- 10 que prueba la otra inclusién.

Ahora veamos i7). Recordemos que queremos probar que M (), {;) = {~, bajo la hipdtesis
de que 1 < p < q. Veremos el caso ¢ < 0o, si no la demostracién es totalmente andloga.

D) Sean x € Uy € y € £, y veamos que zy € {,. Notemos que como p < ¢ entonces £, — £,
con inclusiéon de norma 1. Entonces, |zy|lq < ||Z|loo-l|¥llg < l|Z]lsc-lyllp < o0, de forma que
2 € M(by. L) con [|2las(e, ) < 7]

C) Para el otro lado, la inclusién se deduce de la Proposicién 1.1.8, notando que
M (£p,¢,) es un espacio de sucesiones normal y simétrico (o bien que los vectores canénicos
estdn acotados por debajo). Mds atin, si para cada n € IN consideramos e, € By,, luego por
hipétesis se tendrd we,, € {4 y en consecuencia [|z{|ar(,.¢,) = SUPyey, [|7Yllq > suPpen [|zenllq =

SUPpeN [Zn| = [|2]]0o- O

Como casos particulares de los anteriores, obtenemos los duales de Kothe de los espacios
lp.
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Ejemplos 1.2.5. i) Si 1l < p < o0, ({p)* = £, donde %—1— :r% = 1. Por otro lado ({1)* =/ ¥
(loo)™ = £3.

i1) En lo que respecta al espacio ¢, tenemos (cp)* = ¢;.

Demostracion. El item i) es consecuencia inmediata de los ejemplos anteriores. Probemos ).
D) Sean x € {1 e y € co. Es claro que zy € ¢1, con lo cual z € (¢)*. Ademads ||zy||; <
[¥llo-]|[|1, de manera que tomando supremo sobre todos los y € By, se tiene ||x||(q,)x < [z
C) Sea x € (cg)*. Para cada n € IN sea y" = (1,1,...,1,0,.....) € B, la sucesién con
las primeras n coordenadas igual a uno y el resto igual a cero. Por hipdtesis zy” € £1 y
zy™ 1 < 2]l (co)x - Luego Y70 || < |2l (c)x para todos los n € IN, de manera que x € £

con [l < fa] ey O

Observacion 1.2.6. Sea E un espacio de sucesiones y sean x € E e y € E*. Entonces se

verifica |[zyl[y < ||z]le-llyllpx-

Demostracion. Es claro que zy € {1, dado que y € E* y x € E. Por la definicién de || - || gx,
tenemos [ly][p« = sup.ep, 2l = v ()|

X y de aqui se deduce la desigualdad. ]

Introducimos ahora un poco de notacion. Consideremos F' y F' dos espacios de sucesiones.
Como es usual, escribimos F — F si E estd incluido en F' y la inclusién id : £ — F es

continua. En ese caso notaremos
cE=\id: E— F| (1.5)

F _ F
_Ce-

En el caso en que sea £, — F' abreviaremos c
P

p

Propiedades 1.2.7. Sean E y F' dos espacios de sucesiones.
a) Si E — F entonces F* — E* con cgi <ck.

b) Si E;, F; (i = 1,2) son espacios de sucesiones tales que Fy — E; y F} — Fy, entonces

M (E2,F:
M (Ey, Fy) — M(Ey, F,) con CMEET:F?; < cgéc%

¢) Si |leq]|z = 1 para todo n € IN, entonces ¢; — F con ¢} = 1.

d) Si |len|lg = |len|lr = 1 para todo n € IN, entonces E* — M(E, F') con ch(E’F) =1.

e) Si |len|le = |len]lr = 1 para algin n € NN, entonces M(E,F) — M(F*,E*) con

M(F*,E*) _
‘MEF) T L.
1) Sean1§p<q<ooy%:%—% (notar que 1 < r < oo pues p < q) y supongamos que FE

es un espacio de sucesiones tal que ¢, — E. Entonces £, — M ({,, E)) con céw (ér.E) < cf .
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Demostracion. a) Sea z € F*. Queremos ver que x € E* con ||z|px < ck.||z|px. Dado

y € E se tiene y € F (pues E C F), y dado que z € F*, obtenemos zy € /1. Esto muestra

que z € E*. Para la desigualdad, notemos que si y € Bg entonces (%) -y € Bp. De hecho,
E

esto se debe a que por hipétesis, ||y||r < ck|ly||s. Luego,

()

de forma que ||z||gx < cL.|z||px como se querfa probar.

< sup |lzylly = |lzllFx,
1 YEBF

|zl g = sup [lzyll = k- sup
yEBE yEBE

b) Consideremos © € M (FE1, F1) y veamos que zy € F» para cualquier y € Es. La inclusién
E5 C FEq nos muestra que si y € Fy entonces y € Ej. Luego, como z pertenece a M (Fy, Fy)
se tendrd zy € Fy, y dado que F} C F5 queda probado que xzy € Fs. Esto muestra que
x € M(Es, Fy). Para probar la desigualdad, notemos como lo hicimos en a), que si y € Bp,
entonces %l.y € Bpg,. Tenemos entonces que

CE2

F F E F E
[l a1 (2 1) = P lzyllr, < sup e llayllm < sup epcp, leyllr = g cg, el m)
B B

yE€BEg, y€BE, yEBE,
y esto es lo que querfamos ver.

c¢) Este item, no es otra cosa que el resultado visto en la Proposicién 1.1.6. Lo tdnico
que hay que tener en cuenta, es que el hecho de pedir ||e,||g = 1 para todo n € IN, permite
probar que la inclusién 1 <— FE tiene norma uno. De hecho, de la demostracién del resultado
mencionado anteriormente, se deduce que la inclusién tiene norma menor o igual que uno. Y
dado que ||en||z = |len]|1 = 1, se tiene la igualdad.

d) Sea x € E* y veamos que x € M(E, F). Dado y € E, queremos mostrar que zy € F.
Pero como zy € ¢; (pues x € E* e y € E) y por b) se tiene ¢{; — F, entonces zy € F' como
se querfa ver (en este punto, precisamos ||e,[|r = 1 para todo n). Por otro lado ||z (g, r) =
supyep, |7yllF < supyep, 7yl = ||z| gx, pues £1 — F con inclusién de norma uno. Esto

nos muestra que id : E* — M(FE, F') es continua con norma menor o igual que uno. Para ver
M(E,F)
EX

lugar, |len||px = supyep, llenylli = supyep, [Yn|- Aqui, como E es normal e y € Bg entonces

que ¢ es exactamente igual a uno, veamos que ||en|lrr(g,7) = llen|lpx = 1. En primer

lyn| < ||lylle < 1. Pero tomando y = e, € Bg (recordar que por hipétesis se verifica ||e,|| g =

1), obtenemos

HenHE>< = sup ‘yn’ =1 (16)
yEBE

En segundo lugar,
lenllar(e,py = sup llenyllr = sup |ynlllen]lr = sup [yn| =1

yE€BE yE€BE yE€BE

pues ||en||F = 1y por (1.6). Luego queda probado c). Notar que no es necesario pedir que sea

llen||z = 1 para todo n, alcanza con pedir que se verifique para algin n.
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e) Consideremos z pereteneciente a M(E, F') y probemos que pertenece a M (F*, E*)
con ||z arpx gx) < 12| ar(e,F)- Por definicién, debemos ver que xz € E* para todo z € F'*.
Pero xz € E* si (zz)y € {1 para todo y € E. Ahora bien, si z € F* e y € E, entonces
(x2)y = (zy)z € 41, ya que, por hipétesis, zy € F (puesto que x € M(E, F))y z € F*. Luego
xz € E* y en consecuencia x € M(F*, E*). Para probar la desigualdad entre las normas,

notemos que

|zzllgx = sup [lzzy|h
yE€BE

< sup |zy|F-[lz]|Fx
yEBE

1zl ae (e, p)- 112

donde la desigualdad se deduce de la Observacién 1.2.6. Esta desigualdad nos muestra que
2l ar(px Ex) = SUPze B« lz2||px < SUPze B« 2l ae (. p)- 12l Px = [zl ar(e, ) que es lo que
querfamos ver. Asi, queda probado que M(E, F) — M(F*, E*) con inclusién menor o igual
que uno. Para ver que la inclusién tiene norma exactamente igual a uno, se procede igual que
en ¢). Notar que tan solo en esta parte se necesita que |le,||g = |len||r = 1.

f) En primer lugar, veamos que si z € ¢, entonces z € M({,, E'). Para eso consideremos

y € £, y probemos que xy € E. Dado que ¢, — F, basta con probar que xy pertenece a ¢,
y eso se deduce facilmente aplicando la desigualdad de Hoélder con %
1_1_ l).
r P q’

y % (recordar que por

hipétesis
oo

D Nyl < ll? llyll? < oo

i=1
Esto prueba la inclusién ¢, C M (¢, E). Luego nos queda ver que ||i : {; — M({, E)|| =
c(]]w (. B) < cf . Usando nuevamente la hipdtesis de que ¢, — F, obtenemos la siguiente

desigualdad:

Izllaee,. ) = sup llzylle < sup ¢ eyl = . sup zylly = ¢ |zl are, 0,)-
YEDBy, yEDBe, y€By,
Viendo el item i) de los Ejemplos 1.2.4, tenemos que M (¢,,{,) = {, y en consecuencia la

desigualdad anterior nos dice que [|z(|r¢¢,, 5y < cf Alz|l4, que es lo que querfamos probar. [

Observacion 1.2.8. Notar que ¢) es un caso particular de d). De hecho, si en d) ponemos

E =1, nos queda E* = {1 y
M(E,F)= M({s,F) = F.

Esta dltima igualdad se verifica para cualquier espacio de sucesiones F. Por un lado, si x €
M (loo, F') y consideramos y = (1,1,1,.....) € By__, entonces xy = x € F con ||z|r = ||zy||r <
[l 16,7y - Por otro lado, six € F ey € Lo entonces |vy| < [|y|oo-l2| y por normalidad
ry € F con ||zy|lr < [[Ylloo-l|x]|r. Entonces v € M (b, F) y [|2|lartne,ry < l|2llF- Luego, en
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este caso, d) nos diria evactamente que si |len||r =1 para todo n € N, entonces {1 — F con

clusion de norma uno.

A continuacién queremos ver qué relacién hay entre el dual y el dual de Kéthe de un

espacio de sucesiones. Dado y = (y,)n € E, nos construimos una funcional en E’ dada por:

(@n)n +— anyn (1.7)

Veamos que efectivamente ¢, € E’. En primer lugar veremos que esté bien definida. Para eso
deberfamos probar que Y 7 | xpy, converge, pero como y € E* y x € E entonces zy € {1,
de manera que |¢y(x)| = D07 Tnyn| < Doroy |Tayn| < 0o. Es claro que ¢y lineal y ademds

resulta acotada ya que, volviendo a la desigualdad anterior, tenemos

00
sup [y (2)] < sup > |znynl = |yl px
r€EBER xEBEn:l

o lo que es equivalente, ||¢y|| < ||yl px-

Proposicion 1.2.9. Sea E un espacio de sucesiones. La aplicacion definida por
EX — F
y [ (’Qy

resulta una inyeccién isométrica. Esta aplicacidn nos permite pensar a E* como subespacio

(isométrico) de E'.

Demostracion. Por las consideraciones anteriores, ya sabemos que la aplicacién estd bien

definida. Veamos que es lineal. Para eso notemos que si y,z € E* y x € E entonces

S S
@y—f—z Z Tn yn + Zn Z TnYn + Z Tnln = ‘Py(x) + QOZ(«T)
n=1 n=1

(puesto que las series son convergentes), lo cual nos muestra que ¢, 4. = @y+¢.. Andlogamente
se ve que @y, = A.p, para cualquier A € R. Ahora bien, si probamos que la aplicacién
es isométrica, resultard automaticamente inyectiva y quedard probado el resultado. Veamos
entonces que

Z YnTn

n=1

= sup |y (). (1.8)

r€EBE

lyllpx = sup
rEBR

Es claro que

< sup Z [Ynnl = |yllpx-

2€BE |

Z YnTn

n=1

sup
r€EBE
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Por otro lado, dado x € Bg podemos considerar T = (x,.89(Znyn))nen que pertenece a Bp

(pues E es normal) y que verifica

0o
n=1

Luego, tomando supremo sobre los x € B obtenemos

Hy||E>< = sup Z|yn75n| = Sup Zynxn < sup Zyn$n )
B 251 *€BE |, = Z€BE |,—1
lo cual demuestra que ||y||px = sup,cp,, |y ()| = [|@y||. En consecuencia, la aplicacién defini-
da por y — ¢, resulta una isometria como se queria probar. 0

Definicion 1.2.10. Sea E un espacio de sucesiones. Llamamos funcion fundamental del es-

pacio E, a la aplicacion A\g : IN — R definida por Ag(n) = |le1 + ... + en ] &

Es trivial, dado que los espacios de sucesiones son normales, que la funcién fundamental
Ag es una funcién no decreciente. La siguiente observacion nos muestra la relacién existente

entre la funciéon fundamental de un espacio de sucesiones simétrico y la de su dual de Kéthe.

Observacion 1.2.11. Dado E un espacio de sucesiones simétrico, se verifica Ag(n).Agx(n) =

n para todo n € IN.

Demostracion. La Proposicién 1.2.9 nos permite pensar a £ como subespacio (isométrico)
de E’. Pensando en esta inclusién, notaremos €; a los vectores candnicos de EX C E' y
nos reservaremos la notacién e; para los vectores candnicos de E. Queremos ver entonces
que ||e] + ... + e, l|gx.lle1 + ... + en]le = n. Llamemos ¢, = €| + ... + €}, y notemos que
eler +...+en) =>1" ei(er + ... + €,) = n. Luego,

n=|peler + ... +en)| < l@ellr-ller + - +enlle = ller + .. +enllpx-ller + ... + enllE,

de manera que Ag(n).Agx(n) > n. Para la otra desigualdad, comencemos notando que:

n
Agx(n) = Jléh + ot llpx = sup Y lyil = sup Zlyz

yeBr ;4 (y:)j—1€BE j—
wp (S}, fIE] )
(Yi)iy H(yl)?:IHE ()P, ”(3/1)?:1HE
donde (y;)!_; denota la sucesién > ; v; - ¢; (la dltima igualdad es la tnica que no es evi-

dente; llamando z; = |y;| y notando que ||(y:);|lz = ||(zi)i~,||r pues E es normal, tenemos

Sialwl _ [Eaa] o Sy =]
MWz — 1G)7 1||E = SUPG), G, s

). Ahora bien, dada una sucesién y = (y;);~; vamos
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a considerar las permutaciones

v\ = (Y1,Y2, -, Yns 0, ..
y2 = (y27"'7yn7y1,0,...)
yn = (ynayla'--ayn—l,o,...)
que, como suponemos E simétrico, verifican ||y*|z = |lyllz para todo i = 1,...,n. Luego

llle = &S lylle 2 H%-Z;“;lyiHE y notando que 7, y' = Y0 (X7, y) - e se

> |Z};1 yj‘
n) = y'lle 7
y tomando supremo sobre todas las sucesiones (y;)j_; nos queda ( > Agx(n), o equiva-

deduce que [ly||g > L.

= yj‘ ller + ... + en|| . Reordenando obtenemos 72

lentemente, Ag(n).Agx(n) < n. Luego queda probada la igualdad. O

Para finalizar esta seccién, definiremos el concepto de espacio de sucesiones perfecto. Dado
un espacio de sucesiones F, ya sabemos que podemos considerar su dual de Kéthe E* y que
este resulta un espacio de sucesiones. Pero entonces tiene sentido considerar el dual de Kéthe
de este dltimo (es decir, (E*)*) y obtener asi un nuevo espacio de sucesiones. A este espacio,

que notaremos E**, lo llamaremos (naturalmente) doble dual de Kéthe del espacio E.

Observacién 1.2.12. Dado cualquier espacio de sucesiones E, se verifica E — E** con
EXX
cp <1

Demostracion. En efecto,siz € E ey € E* entonces xy € {1, de forma que z € E**. Ademas,
la Observacién 1.2.6 nos dice que ||zy|; < ||yHEx |z||z. Luego, tomando Supycp,_, se tiene

2] pxx < ||lz||g, 1o cual nos muestra que k™ < 1. O
XX . . . , .

No vale, en general, que cg = 1. Es decir, E puede no resultar un subespacio isométrico

de E**. En efecto, podemos decir un poco mas al respecto y para eso precisamos la siguiente

definicién.

Definicién 1.2.13. Dados X un espacio de Banach e Y C X’ un subespacio, decimos que Y

es un subespacio normante de X' si

[#]|x = sup{le(@)] : p €Y, [lpll =1}
para todo = € X.

Ya vimos en la Proposicién 1.2.9 que podemos pensar a E* como subespacio (isométri-

co) de E'. Teniendo en cuenta esto, probemos el siguiente resultado.

Observacion 1.2.14. La inclusion E — E** es isométrica si y solo si E* es subespacio

normante de E'.
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Demostracion. Por un lado, si E* C E' es normante tendremos ||z|g = supgep,, [¢(z)| =

supyep, , |¢y(2)|. Esto nos dice que

00
Z TnlYn

n=1

lzllz = sup = |lz]| pxx,

yEBEX

donde la ltima igualdad se debe a (1.8). Esto prueba una de las implicaciones.

Supongamos ahora que E — E** isométricamente. En ese caso, dado un x € E se tiene

o
sup |p(x)| = |[2l|g = @l pxx = sup Y wayn| = sup |py(@)],
@wEB Ly yEBLx =1 YEB g x
lo que nos muestra que E* es subespacio normante de E’. O

En [16, p. 30] se puede ver un ejemplo de un espacio de sucesiones E tal que la inclusién

E — E** no es isométrica. De hecho, se toma E = £, con la norma equivalente
|zl|g = [|7]leo + limsup |2/,
n—oo

y se prueba que E* = {1 isométricamente, de forma que E** = f,, isométricamente. Luego,
la inclusién E — E** no es isométrica.
Un caso de interés se da cuando el espacio coincide con su doble dual de Kothe. Eso nos

conduce a la siguiente definicion.

Definicién 1.2.15. Sea E un espacio de sucesiones. Diremos que E es perfecto (o Kothe

reflexivo) si E = E** (igualdad isométrica).

Veamos algunos ejemplos de espacios perfectos y otros que no lo son. Incluimos dentro
de los ejemplos algunos espacios que no son normales. En ese sentido, notar que si bien las
definiciones del dual de Kéthe y de espacios perfectos fueron hechas para espacios de sucesiones
(v eso en nuestro caso implica que el espacio sea normal), son definiciones que pueden darse

para cualquier subespacio de w.

Ejemplos 1.2.16. i) Los espacios ¢, con 1 < p < oo son perfectos.
i1) Los espacios ¢y, ¢ y bs no son perfectos. Ain maés, en el caso de bs, la inclusién

bs — (bs)** no es isométrica.

Demostracién. El item 7) es claro, dado que ya calculamos los x-duales de los espacios £, (ver
Ejemplos 1.2.5). Por la misma razén ¢y no es perfecto (notar que en este caso, la inclusién
co = (co)

un lado, como ¢y < ¢ con inclusién de norma uno, entonces ¢* < (cp)* = ¢; con inclusién

XX = [ es isométrica). Para ver que ¢ no es perfecto, veamos que ¢* = ¢;. Por

de norma menor o igual que uno (ver Propiedades 1.2.7 a)). De la misma manera, como

¢ — U entonces (foo)* = £1 — ¢*, también con inclusién de norma menor o igual que uno.
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Luego ¢* = ¢ isométricamente, y en consecuencia ¢ no es perfecto. Aqui también, la inclusién

¢ — ¢** es isométrica. Veamos por ultimo que bs no es perfecto, mostrando para eso que
(bs)* = ¢;. Por un lado, veamos que si x € ¢; entonces x € (bs)*. Para eso consideremos

y € bs y probemos que xy € £1. Puesto que para cada i € IN se verifica

n
lyil < sup > 5| = [[yllbs,
nelN j=1

tendremos ||y||co < ||lyllps ¥ en consecuencia

o o
S leayil < [1ylle. <Z |:cz-|> < lylos- Il < oo.
=1 =1

Esto muestra que x € (bs)* con [z[[pgx < |lz[[1. Para el otro lado, si consideramos un
x perteneciente a (bs)*, entonces tomando y = (1,—1,1,—1,.....) € By, tenemos zy =
(w1, =22, 3, =24, .....) € €1 con [|xy1 < [[2]|(ps)x - Es decir que x € £1 con |[z][1 < [|7]|(ps)x, 10
cual prueba la otra inclusién y nos muestra que (bs)** = {, concluyendo de esta forma que
bs no es perfecto. Ademads, se observa que bs < (bs)** =l no es isométrica. Tomando por

ejemplo z = (1,1,0,.....) € bs, se tiene 1 = ||z]|00 < [|z]lps = 2. O
Observacién 1.2.17. Cualquiera sea E un espacio de sucesiones, E* resulta perfecto.

Demostracion. Debemos ver que E* = E*** isométricamente. Basta ver que E*** C E*
con inclusién de norma menor o igual que 1 (la otra inclusién es consecuencia de la Ob-
servacién 1.2.12). Consideremos z € E*** y probemos que x € E*. Dado y € E, la
Observacion 1.2.12 nos dice que y € EX* y en consecuencia xy € ¢1. Ademads, se verifican

las desigualdades
leylly < [lzllpooc [yl pxox < @]l gyl e,

de forma que tomando supremo sobre todos los y € Bg, obtenemos ||| gx < ||z|| gxxx. Luego

E* es perfecto. O

Observacion 1.2.18. En el item a) de las Propiedades 1.2.7 probamos que si E y F son
dos espacios de sucesiones tales que E — F, entonces F* — E* con cgi < cg. De esta

. 7/ . . 7 X
propiedad se deduce rdapidamente que si ademds E y F son perfectos, entonces ch = cg.

1.3. Espacios maximales y minimales

El objetivo de esta seccion es definir y caracterizar los conceptos de espacios minimales y
espacios maximales. La idea sera definir, para cada espacio de sucesiones F, su nicleo minimal
E™" v su envoltura mazimal E™ dos espacios de sucesiones tales que E™" C E C Emax,
Caracterizaremos los espacios que verifiquen £ = E™" que llamaremos minimales, y aquellos

en los que E = E™* que seran los maximales.
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1.3.1. Espacios de sucesiones minimales

Sea E un espacio de sucesiones. Definimos al nicleo minimal de E como el conjunto de

los x € w tales que x = zy para ciertos z € ¢y, y € E. Es decir,
E™n—{rcw:x=2z2y con z€cy, y€FE}
En este espacio definimos la norma de un elemento x como
lz|| grmin = Wnf{||2||cc-||l¥llE : =2y con z€cy, ye E},

es decir, tomamos Inf{||z||.||y||r} sobre todas las posibles representaciones de x del tipo
T = zy, con z € ¢y, y € E. Siempre que se sobreentienda cual es el espacio E que estamos
considerando, notaremos || -+ ||;min = || - || gmin-

Veamos que E™™, con la norma definida, es un espacio de sucesiones y que E™" «— E
con inclusién de norma uno.

Comentario: las definiciones del nicleo minimal y de su norma pueden verse en un
contexto mds general como el de productos de ideales normados (o casi-normados) tal como
estdan en [19]. Siguiendo esa linea, resulta natural definir || - || min como se hizo anteriormente.
Veremos mds adelante, que si x € E™" entonces ||&|min = ||z|E, de forma que la inclusion

E™ s B resultard isométrica.

En primer lugar veamos que E™" es un espacio vectorial con cgg € E™™. Que cgg C E™"
es evidente. Siz € E™" y \ € R, entonces A.z € E™". De hecho por hipétesis existen z € cg e
y € E tales que x = zy y entonces \.z = \.zy con \.z € ¢, y € E. Ahora sean x1,xy € E™"
y veamos que r1 + 9 € E™". Tenemos z; = 2'y; con 2' € co, y; € E (para i = 1,2). Si
llamamos z = sup{|z'|, |2?|} = (sup{|(z")nl, ](22)n|})n€]N, es claro que z € ¢y. Por otro lado,

consideramos % € w definida por

1 Losi oz #0
().=15 5t (19)
zZ/), 0 si 2=0
Luego tenemos
:L'1+$2 1 1 1
22| stk 2l <2+ |2 e
z z z z
y dado que ‘%‘ 2| < (1,1,1,.....) para i = 1,2, obtenemos
r1+x
TR <yl + el € B (1.10)

Como E es normal, se tiene @ € F y en consecuencia llamando y = @ nos queda
X1+ To = zy con z € ¢y e y € E. Esto muestra que z1 + 22 € E™" de manera que E™"

resulta un espacio vectorial.

Veamos ahora que || - ||min define una norma. Para eso debemos probar que:
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i) si ||2|lmin = 0 entonces x = 0,
i1) si A € R entonces [|A.2||min = |A|-||Z||min,
iii) dados z1, 22 € E™", se verifica |21 + 22|lmin < [|Z1lmin + |Z2]|min-

Comenzaremos probando que E™" C E con

- le <1+ lmin (1.11)

lo que implica trivialmente 7). Dado & € E™™" existen z € cp, y € E tales que = zy. Pero
entonces, como E es normal y |x| < [|2]|0o-|y], se tendrd z € E con ||z||g < ||2||loo-||y||£. Como
esto vale para cualquier representacién de x de la forma z = zy (con z € ¢g e y € E), tomando
el infimo sobre todas éstas obtenemos ||z||g < ||2||min-

Para probar i) consideremos A\ € R no nulo (el caso A = 0 ya estd probado), y notemos

que

IAz||min = Wf{||z||cc-l|yllE : Ax=2yconz€cy, ye€E}
z

A

mf{||z]|co-l¥llz : = yconz€cy, yEFE}

de manera que, llamando w = § (y notando que w € cg si y solo si z € o) se tendrd

INx|min = Wf{||Aw|s-lyllE : 2=wy conwecy, ye E}
= mf{|A|.||w|c-lYl|lE : T=wy conw Ecy, y € E}.

Luego || A-z||min = |A|-||Z||min como se queria ver.

Por 1ltimo veamos la desigualdad triangular. Para eso hagamos la siguiente observacion.

Observacién 1.3.1. Sean x € E™" y ¢ > 0. Segiun la definicion de || - ||min, existen z € co,
y € E tales que x = zy y tales que ||2||oo-||YllE < ||Z]|min + €. Veamos que podemos suponer

12llo0 = 1.

Demostracién. En efecto, basta notar que x = W.Hz”oo.y, de manera que llamando 2’ =
oo

(W) ey = (]|z]|lco-y) Obtenemos z = 2y’ (suponemos ||z||oc # 0, de lo contrario x = 0
y el resultado es trivial). Claramente 2’ € ¢y e ¥’ € E, de forma que obtuvimos una nueva

descomposicién de = que verifica || ||oc = 1 y tal que ||2/||co- ||V ||lE < |Z|lmin + € O

Con esto en mente, consideremos x1 y o2 en E™™ y probemos que |z1 + Z2|lmin <
|Z1]|min + ||T2]lmin- Dado € > 0 consideremos 2 € ¢y e y; € E (i = 1,2) tales que z; = 2'y;,
12Hloe = 1y lwille < |@illmin + €/2 para i = 1,2 (aquf usamos la observacién anterior). La

desigualdad (1.10) nos dice que

T+ X2

<lyl+ylekE
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donde z = sup{|z'|, |z%} y L estd definido como en (1.9). Como E es normal, esto implica

X1 + T2 € €
— | < lwlle + ly2lle < llz1llmin + 5 + l22llmin + 5- (1.12)

z B 2 2
Pero como z1 +x2 = z (B522) con 2 € ¢p y 222 € E'y ademds | z][oc = || sup{|2'], [2%[}]| oo =

1, obtenemos la siguiente desigualdad:
T+ X2
|21 + 22lmin < [12]loo- < |21 llmin + [|22|lmin + €. (1.13)
E

Como ¢ era cualquiera, haciendo ¢ — 0 queda demostrada la desigualdad triangular.

Hasta aqui probamos que ||||nin define una norma y que E™" — F con inclusién de norma
menor o igual que uno. Tomando x € ¢y se tiene ||z||g = ||Z|/min (ver (1.15) mas adelante) de
forma que la inclusién tiene norma exactamente igual a uno. A continuacién veremos que E™"
es normal. Consideremos 71 € w y x9 € E™" tales que |r1| < |z2| y veamos que x; € E™™"
con ||21||min < ||22]|min. Dado que zo € E™™, fijado un € > 0 existe una factorizacién de la
forma zo = zy (con z € o, y € E) tal que ||z]|oo. |yl < [|[22|lmin +&. Considerando 1 definido
como en (1.9), de la desigualdad |z1| < |z2| se deduce que |Z| < |y| € E. Luego, como E es

normal se tiene [£L| € F con ||& < en consecuencia 1 = z (£L) € E™" con
z z llg S WYIE Y 1 z

T
[21llmin < lzlloo: | ] | < Welloo- Iyl < liz2limin +=.

Como ¢ > 0 era cualquiera, se obtiene ||1||min < ||Z2]|min-

Para terminar de ver que E"™" es un espacio de sucesiones, nos faltaria probar que es

completo. Antes que eso, veremos algunos resultados que serdn de utilidad.

Observacién 1.3.2. Para cada x € E™", se verifica la igualdad:
]l min = =] 5. (1.14)

Demostracion. Para comenzar, veamos que si consideramos z € E"™" y llamamos P,x =

(z1,....7p, 0, .....), entonces se verifican:
HanHmm = HPTLCUHE, (1.15)
nelN

Para probar (1.15) basta ver que || Ppx|min < ||Pnz|r (la otra desigualdad vale siempre y
ya la probamos en (1.11)). Consideremos z, = > ., e; = (1,1,...,1,0,....) € cp. Es claro que

P,x = z, P,z y como consecuencia de la definicién de la norma || - ||;nin, nos queda

| Przllmin < |2nlloo- || PrllE = || Pazl| £

que es lo que querfamos ver. Ahora probemos (1.16). Por hipdtesis © = zy con z € ¢g, y € E.

Notar que P,x = P,(z)y y en consecuencia P,z — x = (P,z — z)y donde (P,z — z) € ¢y €



1.3. ESPACIOS MAXIMALES Y MINIMALES 21

y € E. Luego | Pz — ||min < || Pz — zlleo- ||yl E ¥ dado que || Pz — z||oo —— 0 (esto ultimo
n—oo

porque z € ¢p), se obtiene
Nn—00

Esto nos muestra que limy, .o || Po||min = ||%||min. Pero como E es normal entonces es claro
que (|| Pa||lmin) e €8 creciente, con lo cual
n—oo

lim || Py |lmin = sup || Pat|lmin = [|Z|lmin
nelN

como se queria ver.
Ahora bien, teniendo en cuenta la igualdad (1.15) podemos reformular (1.16) de la siguiente

manera:

sup | Puzllz = [l min: (1.17)
nelN

para cada x € E™™". Por otro lado, en la demostracion de (1.16) vimos que || Py —2|min —
n—

0y como || ||g < |+ |lmin se tendra
1 Pnzlle = llzllel < [[Paz — 2|z —— 0.
n—oo

De esta manera hemos probado que si x pertenece a E™" entonces

lim ||P,z||g = sup | Poz||g = ||z||E (1.18)
n—0oo nelN
y en consecuencia, juntando (1.16) con (1.18) obtenemos ||z||min = ||z||z como se queria
demostrar. O

El siguiente, es un resultado conocido que caracteriza la completitud de un espacio nor-

mado.

Observacion 1.3.3. Sea X un espacio normado. Luego X es completo si y solo si

[e's)
D laallx < o0
n=1

implica la existencia de un x € X tal que

N
T — g Tpll —— 0
N—oo
n=1 X

o0

Eventualmente, notaremos x =Y >~

T, tndicando la convergencia de la serie a x.

Podemos decir un poco mas al respecto.
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Observaciéon 1.3.4. Consideremos, como en la observacion anterior, un espacio normado

(X, ] - lIx)- Luego X es completo si y solo si

[ee]
S llzally? < 00
n=1

implica la existencia de un x € X tal que

N
T — E Tn — 0
N—oo
n=1

Demostracion. Supongamos que X es completo y consideremos (z,), una sucesion de ele-
mentos en X tal que Ha:n||§(/2 < oo. Para cada N € IN consideremos el elemento yy =

ZN x, € X y probemos que (yy)ny es de Cauchy. Por un lado, es claro que si N > M

n=1

entonces
N N
luv —wmllx =1 Yzl < D leallx (1.19)
n=M+1 b'e n=M+1

2
Por otro lado, también se verifican la desigualdad Zﬁszﬂ lznllx < (Efzv:M+1 Han;m)

el limite ZnN: Ml Hxn”;{m i 0 (este tltimo por la hipétesis de que la serie converge).
) —00

Luego, volviendo a (1.19) obtenemos ||yn — yarllx FYETE 0, lo que nos muestra que (yn)n
—00

)

es de Cauchy en X. Como X es completo, entonces existe un x € X tal que
N

Y
n=1

que es lo que querfamos probar. Para la reciproca, consideremos (yi ), una sucesiéon de Cauchy

— 0

I =y llx = S

X

en X y probemos que converge (en X). Al ser de Cauchy, podemos extraer una subsucesién

(yk,, )n tal que ||yk, — Yk, +1||§</2 < 5. Llamemos z, = Yk, — Yk,.,, de manera que resulta

Han;/Q < 3 y en consecuencia Y. Hxnﬂﬁ(ﬂ < 00. Por hipétesis, hay un x € X tal que
N

| =m0, pere

N
D @0 = Wk — Yks) + Wks = Uky) + oo+ Why — Ykns) = Ykt — Yknis
n=1
de forma que (yg, )n resulta convergente. Como (yi)r es de Cauchy y tiene una subsucesién
convergente entonces (yg)r converge y en consecuencia X resulta completo. ]

Volviendo a la demostracién de que E™" es completo, veremos que si (z")pen €s una
1/2

man

N
T — g z"
n=1

sucesién en E™™ tal que > > |lz™],); < 0o, entonces existe un z € E™" tal que

— 0.
N—o0

man
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En realidad, por (1.14) bastara ver que si y -, Hx”H}E/Q < o0, entonces hay un x € E™" tal

que Hw — 25:1 " v 0. Como E es completo, la Observacién 1.3.4 nos muestra que
— 00

existe un xz € F tal que

N

:U—E z"

n=1

— 0. (1.20)

N—oo

La idea entonces, serd probar que z € E™™. Antes que eso, la siguiente observacién (similar

a la Observacién 1.3.1).

Observacién 1.3.5. Dados © € E™" y e > 0 sabemos que hay z € cg, y € E tales que

x = zy con ||z|leo- |yl E < ||Z||min-(1 +€). Veamos que podemos suponer

I2lloo < ([[2]lmin-(1 + )/

111z < (2llmin-(1 + &))"/

> 1/2 1/2
Demostracién. De hecho, llamando 2/ = (%) zZ €Ecpey = (%) Yy € FE
(suponemos ||z||o, ||yl|z # 0, de lo contrario serfa x = 0 y el resultado es trivial en ese

caso), tenemos x = 2’y verificando

1/2
nﬂmz<$$3m>wm=mﬂwmmwﬁqwmma+mm

y analogamente

1l < (2 ]lmin-(1 + ).

Luego queda probada la obsevacion. ]

En virtud de este resultado, para cada n podemos considerar z" € ¢y, y™ € E tales que
" = 2"y" con
12" lloos 19" 12 < ([|2" lmin-(1 + €)'/

para un ¢ > 0 dado. Pero como ) Hx”H%fn < 00, la desigualdad anterior nos dice que
YonllzM o <00y >, ly"||E < 0o. Luego por la Observacién 1.3.3, y dado que ¢y y F son

espacios de Banach, sabemos que existen z € ¢y, y € E tales que

[o.¢] (o)
z=> 12"y =Yy
n=1 n=1

Veamos que |z| < |zy|, de donde se deduce (ya que E™™ es normal) que x € E™™. Por un

lado se tiene

N N N N
Yot <>yt < <Z W) - (Z \y”\>
n=1 n=1 n=1 n=1
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para todo N € IN. Ademas, es claro que (Zf:;l \z”]) < zy que (Zﬁle ]y”]) < y, de manera

que obtenemos

N
Zx” < zy = |zy| (1.21)
n=1
paratodo N € IN. Por otro lado, puesto que Hx — 27]:7:1 " [ 0y que ‘|x| — ‘25:1 ™| <
—00
T — 25:1 z"|, se tendrd
N
_ n
ol = |2 S0
n=1 E
lo cual implica (por normalidad de E) la convergencia coordenada a coordenada,
N
J— 7. n
jals = lim_ Yo (1.22)
n=1 i
Volviendo a (1.21), tenemos que para cada coordenada i se verifica la desigualdad: ‘Zgzl :1:”‘ <

|zy|; para todo N € IN. Por (1.22), tomando limite con N — oo obtenemos |z|; < |zy|; pazra

todo i € IN y en consecuencia |z| < |zy|. Esto prueba que z € E™" como se queria ver.

Concluimos entonces que si E es un espacio de sucesiones, su nicleo minimal E"" resulta

también un espacio de sucesiones y la inclusion E"™" — FE es isométrica.

Definicion 1.3.6. Sea E un espacio de sucesiones. Diremos que E es minimal si £ = E™"

(isométricamente).

Observacion 1.3.7. Es sencillo verificar que E™" es un espacio de sucesiones minimal, y
que es el mas grande de los subespacios minimales de E. Es decir que st FF C E es un espacio

de sucesiones minimal, entonces F C E™™,

Como dijimos al comienzo de la seccién, intentaremos caracterizar aquellos espacios que
resulten minimales. Los siguientes lemas seran de importancia para el objetivo que nos hemos
planteado. A lo largo de estos, E serd un espacio de sucesiones y E™" su nicleo minimal

(como lo han sido desde el comienzo de la seccién).

Lema 1.3.8.
Emin — {x €E : lim |Py(z) —z|p = 0} (1.23)

Recordar que P, (x) = P,(z1,x2, 3, .....) = (1, T2, ...Tn, 0, .....).

Demostracion. C) Sea x € E™™ y probemos que lim,, ||P,(z) — x|z = 0. Dados z € ¢y e

y € E tales que x = zy, es claro que P,(zy) = P,(z)y de forma que

1Pn(z) — 2lle = [Pa(zy) — zylle = || (Pa(2) — 2) ylle-
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Como F es normal, se tiene || (P,(z) — 2) y||g < ||Pa(2) — 2|loo-||yllE v en consecuencia
I1Pu(e) ~ 2l < IPa(2) — 2o Iyl ——> 0

(esto ultimo porque z € ¢p) lo que demuestra la inclusion.

D) Consideremos un x perteneciente a E tal que ||P,(z) — x| g — 0 y veamos que
x € E™". Como (P,(z)), es convergente en E, entonces es una sucesién de Cauchy (en E).
En consecuencia es de Cauchy en E™" ya que P,(x) € cop € E™" para todon € N y la
inclusiéon E™" < E es isométrica (ver (1.14)). Como E™" es completo, entonces (P,(x)),
converge a un cierto y € E™". Veamos que debe ser y = x y en consecuencia tendremos
x € E™" como querfamos probar. Esto ltimo es sencillo, ya que si || Py(z) — y|lmin p—— 0

entonces hay convergencia coordenada a coordenada, es decir
[z — yil = lim [(Pa(x))i — il =0
n—oo
para cada ¢ € IN. Esto demuestra que y = z. O

Observar que el Lema 1.3.8 nos estd diciendo, en otras palabras, que

Emin _ mII-IIE (1.24)
Lema 1.3.9. F = [en]ne]N”.”E st y solo si E es separable.
Demostracion. Es claro que si F = [en]nem”'”E entonces E es separable. Probemos la recipro-

ca. Dado = = (x1, 22,3, ....) € E queremos ver que

N
T — g Tp€En
n=1

Supongamos que no. En ese caso (Py(x))x no es de Cauchy en F y entonces hay une >0y

= ||z — Pn(2)||E Fra 0.

E

una sucesiéon p; < q1 < p2 < g2 < ..... tal que

Z Tnen|| >€ (1.25)

para todo j € IN. Llamemos u; = Z%J':pj Tpen = (0,.,0,2p,, ..., 7g;,0,....) € By sea u =
> ;U Notar que como E es normal y x € F entonces u € E. Consideremos ahora el conjunto
A= {a = (an)nen/an = £1}, que verifica card(A) = 2% = ¢. Dado a € A llamemos

o0
Ug = g aju; = (0,...,00.Tp, o, 1.2¢,, 0, o0y Q2. Ty, ..oy 2.2, 0...).
Jj=1

Usando nuevamente que F es normal y que u € F, obtenemos u, € F para todo a € A. Ahora

consideremos «, € A distintos entre si (esto quiere decir que hay un j tal que o # (35, o lo
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que es equivalente, o; = —f; puesto que toman solo los valores 1 o -1). Luego, la propiedad

de normalidad de E implica que
lua — uglle = lloju; = Bjuslle = (12055l 5 = 205]-|lusll e = 2-||u; 5,
y recordando que |[uj||g > € (ver (1.25)) obtenemos
lua —ugl|lE > 2¢

para un € > 0 y cualesquiera o, € A (o # (). Como card(A) = ¢, esto nos muestra
que E no puede ser separable, hecho que se contradice con la hipdtesis del comienzo. La
contradiccién proviene de suponer que (Py(x))n no converge a = y en consecuencia debe ser
E— 7[%]”611\1”-”5' 0

=7 e

Lema 1.3.10. E = [ey]nen si y solo si E' = E* (isomorfismo isométrico).

. . —le
Demostracién. Comencemos suponiendo que E = [ep]nen

y probemos que E' = E*.
Para esta implicacién, recordemos la aplicacién definida en (1.7) y lo visto en la Proposicién
1.2.9. Alli veiamos que, via una inyeccién isométrica, podiamos pensar a E* como subespacio
isométrico de E’. Siguiendo la misma notacién que en (1.7), probemos que cuando E =

[en}nH.”E, la aplicacién
EX — E'
y — Spy

es suryectiva, y en consecuencia resulta el isomorfismo isométrico que estamos buscando.
Dado ¢ € E’, buscamos un y = (y,)n € E* tal que ¢ = ¢,. Por la definicién de las ¢y,
debemos considerar y,, = ¢(e,,) para cada n € IN. Veamos que y € E*. Para eso consideremos

x = (zp)n € E y probemos que xy € ¢1. Dado m € IN llamemos

Zm = (sg(x1y1) 1, ooy SG(TmYm ) Tm, 0,0, .....),

notando que ||zp,||g < ||z||g. Ahora, como ¢ es lineal entonces

@(Zm) = Z @(Sg(xnyn)xn-en) = Z Sg(xnyn)$n'¢(en)>
n=1 n=1

y dado que estamos considerando y,, = p(e,), la igualdad anterior no es otra cosa que ¢(z,,) =
>t |Tnyn|. Luego 3200 [anyn| = l@(2m)| < [[@]l-llzmlle < [l¢]-|lz]lz y en consecuencia

m

> leayal < lellllz] e

n=1

para todo m € IN. Esto nos muestra que zy € ¢; con Y |xnyn| < ||¢|.||z]|r < oo, y entonces

queda probado que y = (yn)n € E*. Alin més, tomando supremo sobre todos los z € Bg
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obtenemos |ly||px < ||¢||. Para terminar de probar la suryectividad (notar que todavia no

7”'”E)

usamos la hipétesis de que E = [e,], , debemos ver que ¢ = ¢,. En efecto, dado que ¢ y

¢y son lineales y continuas y que ¢(e,) = ¢y(e,) para todo n, la hipétesis de que los vectores

canénicos generan un subespacio denso en F nos permite afirmar que ¢ = ¢,.

Para la otra implicacién suponemos E’ = E* y queremos ver que E = [en]nH'”E
gamos que [en]n”'”E

. Supon-
C E. En tal caso, como consecuencia del teorema de Hahn-Banach existe

una funcional ¢ € E’ no nula tal que @) = 0. Es decir, una funcional ¢ no nula tal que

len]n

¢(en) = 0 para todo n € IN. Ahora bien, por hipétesis E' = E* de forma que ¢ = ¢, para

algun y € E*. Pero entonces y, = ¢(e,) = 0 para todo n, luego y = 0 y de esta manera

¢ = ¢y = 0, lo cual contradice el hecho de que ¢ es no nula. Luego queda demostrado que
_ e

E= [en]nelN . O

Resumiendo, hemos probado el siguiente resultado.
Teorema 1.3.11. Sea E un espacio de sucesiones. Son equivalentes :
a) E es minimal.
R u e R 15
b) E = [en]ne]N .
c) E es separable.
d) E' = E* (isomorfismo isométrico).
Ahora que caracterizamos el concepto de espacio minimal, veamos algunos ejemplos.

Ejemplos 1.3.12. i) Los espacios £, con 1 < p < 00 y ¢ son minimales.
i1) El espacio £ no es minimal.
Ambos ejemplos resultan triviales de verificar a partir del Teorema 1.3.11. Auin més, en

el caso de £, (1.24) nos muestra que (7" = cg.

1.3.2. Espacios de sucesiones maximales

Dado un espacio de sucesiones E definimos su envoltura mazimal como el conjunto de los

T € w tales que zx € E para todo z € ¢y. Esto es,
E" ={rcw:zx € E Vz € cy}.
Tendremos una norma en este espacio, dada por

|z||gmae = sup ||zz| E.

ZEBCO

Notaremos ||  [|maz = || - || gmae= siempre que sea claro cual es el espacio F al que nos referimos.
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Al igual que lo hicimos con el nicleo minimal, veamos que E™* es un espacio de sucesiones

con la norma definida y que F — E™% con inclusiéon de norma uno.
Es claro que cgg € E™%* y que E™* es un espacio vectorial.

Veamos que || || mae define una norma. En primer lugar, veamos que si z € E™%" entonces
||| maz < o0o. Para eso notemos que dado x € E™ tiene sentido considerar el operador

lineal dado por,

T.:co — FE

zZ B ZT

Es facil ver que T, tiene grafico cerrado, de manera que resulta un operador acotado. Luego
||| maz = || Tz]] < 0o como se queria ver. Adn més, teniendo en cuenta que Tp = 0, Tyqy =
Ty + Ty, Ty = AT, (donde z,y € E™** X € R) y que ||Z|lmez = ||T%]], queda claro que
| - |lmaz €s una norma.

Por otro lado, dado = € E se tiene zx € E para todo z € ¢ y ademas ||zz|| g < ||2||cc-||Z|| £
(esto es consecuencia de la propiedad de normalidad de E). Tomando supremo sobre los
z € B, se obtiene ||z|maz < ||z||E, lo cual nos muestra que E — E™% con inclusién de

norma menor o igual que uno. Considerando = = e; se verifica facilmente que ||z|| g = ||%|maz,

de manera que la inclusién tiene norma exactamente igual a uno.

Probemos que E™" es normal. Sean z € w e y € E™ tales que |z| < |y|. Dado z € ¢
se tendra |zz| < |zy| con zy € E (puesto que y € E™%") y como E es normal, zz € E con
|lzz||lg < |lzy||g- Dado que z € ¢y era cualquiera, se deduce que x € E™ con ||z|maz <

Y|l maz- Luego E™** es normal.

Por 1iltimo veamos que E™% es completo. Consideremos (z¥)zcn una sucesiéon de Cauchy
en F™M* y veamos que converge a un cierto x € E™*. Sea z € c¢g. Por definicién de la norma
|+ llmaz (v dado que (2*)x es de Cauchy) se tiene

[z2" — z2™||p < |[2]lco- 12" — 2™ [Imaz ———0, (1.26)
n,m— o0

de manera que (zz*); resulta de Cauchy en E para cada z € cq (y en consecuencia es con-
vergente, puesto que F es completo). Como la convergencia de una sucesién en E implica

convergencia coordenada a coordenada, tomando z = e; tendremos un x; € R tal que
o — (1.27)

i i :
k—o0

Llamemos = = (z;);ew y probemos que x € E™% y que (2*); converge a = (en E™?®). Para

ver que ¢ € E™% consideremos un z € ¢y y probemos que zx € E. Por (1.26) existe un y € E
k

tal que ||zz* — y||p PR 0. Pero entonces para cada ¢ se tiene z;.z;
—00

k

7

—— 1;, mientras que
k—o0

por (1.27) se tiene z;.x T A Luego por unicidad del limite obtenemos y; = z;.x; para
—0Q
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todo 4, lo que nos muestra que zx = y € E. Ahora veamos que (azk) L converge a x en B,
Dado ¢ > 0, hay un z € By, tal que ||2¥ — 2||mae < ||22% — 22|/ g + £/2. Por otro lado, segiin
lo visto anteriormente, existe un kg tal que si k > ko entonces ||zz* — 2z||p < /2. De esta
forma, resulta ||2¥ — 2|[;nex < € si k > ko. Luego 2* o aren E™ v asi queda probado
que E™ es completo.

Definicion 1.3.13. Sea F un espacio de sucesiones. Diremos que E es maximal si E = E™%

(igualdad isométrica).

Observacion 1.3.14. Se verifica facilmente que E™ es un espacio de sucesiones mazximal,
y que es el mds chico de los espacios mazimales que contienen a E. Esto es, que si E C F

con F mazimal entonces E™** C F.

El siguiente lema caracteriza la envoltura maximal de un espacio de sucesiones E. Recordar

que si ¢ = (x;);eN entonces Ppx = (21, %2, ..., 2,0, ....).

Lema 1.3.15.
E™ ={rcw : (Pux)nen es | -]|g— acotada}

Mas ain, ||z||maz = SuPpen || Prz| E-

Demostracion. En primer lugar consideremos = € E™% y veamos que (|| P,z| g)n es acotada.

Sea z" =e1+ex+....+e, =(1,1,....,1,0, .....) perteneciente a B,. Por definicién de || - ||;maz,
se tendra
[2[lmae = sup [|zz|p = sup ||z"z||p = sup | Prz|lp (1.28)
2€Bc n n

lo cual muestra que (|| P,z||g)n es acotada.
Reciprocamente, sea x € w tal que (|| P,z| g)n es acotada (es decir que sup,, || Prz||g < 00)

y veamos que zx € F para todo z € ¢y. Como E es normal, dados n,m € IN (n > m) se tiene
| Pn(22) — Pn(22)|E = |(Prz — Pn2) Ppzlle < |Poz — Pzl | Pozl| e
y en consecuencia

1Pa(22) = Pu(z2)ll5 < |Paz — Przlloo- sup | Pact| 5. (1.29)

Dado que z € ¢ es claro que ||P,z — Ppzljlco —— 0, lo cual nos muestra junto con (1.29)
n,M—00

que (P, (zx)), es de Cauchy en E y en consecuencia converge a un cierto y € E. Esto implica
que (P,(zx)); —— y; para cada i (convergencia en cada coordenada) y de aqui se deduce
que (zz); = y; g;rog todo 4. Luego zz = y, de manera que zz € E como se queria ver. Como
z € ¢p era cualquiera, probamos que x € E™*; mds ain, dado que || P,(zz) — zz|| g — 0

se tiene

lz2]le = Mm |[Pu(z2)|[z = sup || P (22)[| 5 < [|2]loc- sup || Pa(2)
n—oo n n
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y en consecuencia tomando supremo sobre los z € B,

[l mae < sup || Prz| e (1.30)

Luego, (1.28) y (1.30) nos muestran que ||z||;mez = sup,, || Poz|| g O

Observacién 1.3.16. Sean (z"), una sucesion de elementos en w (es decir z™ = (z}');) vy
r € w. Diremos que

" ——x en w
n—oo

st oy —— x; para cada © € IN. En ese sentido, dado un espacio de sucesiones E, diremos
n—oo
que Bg es cerrada en w si dada una sucesion (x™),, de elementos en By tales que ™" —— x

n—oo
en w, se tiene x € Bg.

El siguiente teorema relaciona este ultimo concepto con el de espacio maximal.
Teorema 1.3.17. Sea E un espacio de sucesiones. Son equivalentes :

a) E es mazimal.

b) Bg es cerrada en w.

Demostracion. Comencemos probando la implicacién a) = b). Sea (z"),, una sucesién en Bg
tal que x" —— 7 T enwy veamos que x € Bg. Por hipétesis y teniendo en cuenta lo visto en el
Lema 1.3. 15 “tenemos E = {r €w : (Px), es || g—acotada} con ||z||g = sup, ||P.z| -
Luego, como para cada m se tiene 2" € Bp, es claro que ||z™||g = sup,, | Pn(z™)|lg < 1.

Ahora bien, si probamos que para cada n € IN
[ Pn(z™)|l 2 —— | Pzl (1.31)
m—0o0

entonces serd || P,x||p < 1 para todo n, y en consecuencia z € E con ||z||g = sup,, || Prz|g < 1.
Esto probaria que Bg es cerrado en w. Para probar (1.31) notemos que dado € > 0 y fijado

n € IN, existe un mg € IN tal que si m > mg entonces
lz" —xi| <e Vi=1,2,...,n

Esto es simplemente porque ™ —— x en w. Pero entonces, como E es normal se tendré
)
m—o0o

1P (™) — Poz|lp = |27 = 21, ey 2™ — 20,0, o )5 < |I(8y s 8,0, o) |2

para los m > myg. Luego || P,(z™) — Pyz|lp < e.|le1 + .... + en]|p 81 m > my, de forma que

| Pn(z™) — Ppz||[g — 0. En consecuencia, || P,(z™)||g —— || Pnz||z como se queria ver.
m—00 m—00

Ahora probemos b) = a). Ya sabemos que E C E™% con inclusién de norma uno.

Probemos la otra inclusién bajo la hipdtesis de que Bp es cerrada en w. Dado x € E™%*
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se tiene sup,, ||P,z||g < oo (por el Lema 1.3.15). Llamemos C = sup,, || P,z||g y considere-

mos zg = C~1.z. Es claro que ||P,(z0)||z < 1 (o sea, P,(zg) € Bg) y que P,(z0) —— w0
n—oo

en w. Luego, como Bp es cerrada en w se tendrd zo € Bg y dado que 2o = C~'.z deducimos

que z € E. Ademés, ||zo]|g < 1 implica
[z]|5 < C =sup |Phz| e = [[2]maz
n

lo que nos muestra que E™** C FE con inclusiéon de norma uno. Luego queda probado que

E = E™% jsométricamente, que es lo que se queria ver. O

Ejemplos 1.3.18. i) Los espacios ¢, con 1 <p < 00 y {o son maximales.
i1) El espacio ¢g no es maximal. Més atn, c¢{'* = {o.
Las demostraciones de i) y i7) se deducen facilmente de la caracterizacién de la envoltura

maximal vista en el Lema 1.3.15.

Observacion 1.3.19. Sean E y F' dos espacios de sucesiones. Si F' es maximal entonces el
espacio de multiplicadores M(E, F') también lo es. En particular, E* = M(E,{1) es mazimal

para cualquier espacio de sucesiones .

Demostracion. Por el Lema 1.3.15, bastard ver que si £ € w es una sucesion tal que
sup,, | Puz|lpm(e,r)y < o0, entonces x € M(E, F) con ||z||y g r) < supn||an||M(E’F). Con-

sideremos y € E y veamos que xy pertenece a F'. Por hipdtesis y por la definicién de la norma
en M(E, F), tenemos

1Pn(zy)ll 7 = 1Pa(@)yllr < |1 Pazllae,my-lylle < sup || Przllve,r)-lylle < oo
n
Como F' es maximal, el mismo Lema 1.3.15 nos dice que xy € F' con
eyl < sup || Pozllare,r)-lyll2-
n

Esto nos muestra que =z € M(E,F) y tomando supremo sobre los y € Bp nos queda

2|l ar(B,r) < supy, (| Pazllp(e,F)- 0

Recordemos que dado E un espacio de sucesiones, vimos que £ C E** con chx <1 (ver
Observacién 1.2.12). Seguido a eso probamos que E — E** isométricamente si y sélo si
E* es subespacio normante de E’ (en Definicién 1.2.13 definimos subespacio normante).
Veremos ahora que si E es maximal entonces E* es subespacio normante de E’ y a partir de

eso se deducird facilmente que si E¥ es maximal entonces es perfecto.

Propiedad 1.3.20. Sea F un espacio de sucesiones maximal. Luego E* es subespacio nor-

mante de E’.
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Demostracion. El objetivo es probar que ||z||g = SUDy, cB,, |oy(x)| para todo x € E (como
siempre que decimos E* C FE’, estamos pensando en la isometria definida en (1.7)). Bas-
tard probar que si # € E con |jz| g > 1, entonces hay un y € Bpx tal que ¢, (z) > 1.
De hecho, supongamos probado esto iltimo. En tal caso, dados * € E y € > 0 consider-
amos T, = Mﬁ € E. Claramente ||zc|]|g > 1 y en consecuencia hay un y. € Bgx tal que

@y, (xe) > 1, 0 lo que es equivalente, ¢, (z) > ||z||g — €. Por otro lado es claro que

ey (@) < lley -zl e = lyellpx-llzle < lllle,

de manera que |z||g — e < ¢, () < ||z||p. Como € > 0 era cualquiera, queda probado que

x|z = SUDyep, loy(x)| y entonces E* es subespacio normante de E'.

Veamos entonces que si € E es tal que |||z > 1, entonces hay un y € Bgx tal que
@y(x) > 1. Para eso consideremos Y = E N {; visto como subespacio de ¢; (o sea, con la
norma || - ||1) y el conjunto convexo A = {x € Y : |z|[g < 1}. Probemos que A es cerrado
en Y. Sea (z"), una sucesién de elementos en A que converge (en Y) a un cierto z € Y.
Probemos que z € A, es decir, que ||z||g < 1. Como ||2" — 2| — 0 entonces 2" —— z;

n—oo
para todo i € IN, o dicho de otra manera, 2" —— z en w (ver Observacién 1.3.16). Como

estamos suponiendo que E es maximal y eso EL};())C;O el Teorema 1.3.17) es equivalente a decir
que Bpg es cerrada en w, resulta z € Bp. Luego z € A y en consecuencia A es cerrado como
se queria probar. Ahora fijemos un x € E tal que ||z||g > 1. Como E es maximal, el Lema
1.3.15 nos dice que ||z|| g = sup,cn || Prx|| £ ¥ entonces podemos considerar un N € IN tal que
|Pnx|| g > 1. Estamos entonces en condiciones de aplicar la versién geométrica del teorema de
Hahn-Banach. Tenemos Y un espacio normado (subespacio de ¢1), A un subconjunto convexo
y cerradode Y y Pyx € Y — A. En ese caso, sabemos que existe una ¢ € Y’ tal que p(Pyx) > 1
vy ¢(2) < 1 para todo z € A. Como Y C {1 y ¢} = l, entonces existe un £ € o, tal que
¢ =peenY (donde @e(2) = > 2k-Ek)-

Recordar que queremos probar que existe un y € Bgx tal que ¢,(x) > 1. Hasta aqui te-

nemos £ € £y, tal que

pe(Pyva) > 1 (1.32)
pe(z) < 1Vze A (1.33)

Més atn, en lugar de (1.33) podemos poner
lpe(2)] <1 Vze A (1.34)

(de hecho, si z € A entonces —z € A y en consecuencia g¢(—z) < 1. Por linealidad esto es lo
mismo que ¢ (2z) > —1. Luego se tiene —1 < ¢¢(z) < 1 para todo z € A). Llamemos y = Py&

y veamos que verifica que y € Bgx y que ¢, (z) > 1. Lo segundo es claro ya que

N

py(x) = Zxk-fk = pe(Pnz) > 1
k=1
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(la desigualdad es por (1.32)). Por otro lado, [|y|lpx = [l¢y|l = sup.cp, l¥y(2)| y dado que
y = Py& se tendrd

sup |y (2)| = sup{ley(2)| : 2z € En, |2llp <1}
2€BE

donde Ey = {Pyz : z € E}. Notando que si z € Ey es tal que ||z|]|g < 1 entonces z € A,

obtenemos

sup{ley(2)| : z € En, |z]lp <1} < Suglsﬂy(Z)!-
1S

Ahora bien, dado que sup,c 4 |¢y(2)] = sup.ca |pe(Pnz)| < 1 (por (1.34) y porque Pyz € A
siempre que z € A debido a la normalidad de E), queda probado que

[yllpx = sup |py(2)] < suppy(2)] <1
2€EBEg zEA

que es lo que faltaba ver. Resumiendo, probamos que si € E es tal que ||z||g > 1 entonces
hay un y € Bgx tal que ¢, (z) > 1, y esto bastaba para ver que E* es subespacio normante
de E'. O

Corolario 1.3.21. Sea E un espacio de sucesiones. Si E es mazximal entonces es perfecto.

Demostracion. Ya sabemos que cualquiera sea el espacio de sucesiones, se verifica £ C E**
con chx <1.
Veamos la otra inclusién. Sea x € E**| y para cada n € IN consideremos P,z € E. Como
E es maximal, la Propiedad 1.3.20 nos dice que E* es subespacio normante de E’ y esto
es equivalente a decir que la inclusién E — E** es isométrica (por la Observacién 1.2.14).
Luego,
|1 Pnl| 2 = | Pr| (1.35)

para todo n € IN. Por otro lado, como E** es normal entonces
[Pnz|[ s < |z g (1.36)

Luego (1.35) y (1.36) nos muestran que ||P,z||g < ||z| gxx para todo n y como E es maximal,
esto nos dice que x € E y que ||z||g = sup,, ||Poz||e < ||z||gxx. En consecuencia F = E**

isométricamente, es decir, E es perfecto. O

Ejemplo 1.3.22. Consideremos el espacio de sucesiones £ = f, con la norma dada por
x|z = ||%]|co + lim sup,, o |Zn|. Ya observamos en el comentario posterior a la Observacién
1.2.14, que este espacio verifica que la inclusién E <— E** no es isométrica y en consecuencia
no es perfecto (para ser més precisos se tiene £ = E** pero la igualdad no es isométrica).
Luego E no es maximal. Por otro lado, el espacio E tampoco resulta minimal. En efecto,
basta considerar z = (1,1, 1, ...) y notar que ||P,x — z||g = 2. En conclusién, hemos mostrado

un espacio de sucesiones que no resulta maximal ni minimal.
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A continuacién, definiremos el reordenamiento decreciente de una sucesion.

Definicién 1.3.23. Dada una sucesién x = (z,,), € w, llamamos funcidn de distribucion de

x a la funcién d, : [0,00) — [0, 00] dada por d,(t) = §{n € N : |z,| > t}.

Definicién 1.3.24. Dada una sucesién xz = (), € w, llamamos reordenamiento decreciente

de x y notamos z* = (z)n, a la sucesién dada por

xp =Mf{t >0: dy(t) <n-—1}.

*k *k : 2 % _ 1 n *
Por otro lado, notaremos x** = ("), a la sucesién dada por z;;* = . > " | 7.
Se deduce rapidamente de la definiciéon que z7 > z5 > x5 > ..., es decir, que z* es

una sucesién decreciente. La forma en que definimos el reordenamiento decreciente de una
sucesion, es la manera en la que se define el reordenamiento decreciente en los espacios de

funciones. La siguiente observacién nos muestra una forma equivalente de definirlo.

Observacion 1.3.25. Dada una sucesion r € w, se verifica

z; =inf{sup|z;|: JCN, fJ<n-1}
it

para cada n € IN.

Demostracion. En primer lugar, veamos que inf{sup;g;|zi| : J C N, §J <n —1} < aj,.
Segun la definicién del reordenamiento decreciente, dado € > 0 existe un ty > 0 tal que
ds(to) <n—1yty—e < z). Ahora bien, consideremos Jy C N tal que §Jo <n — 1y tal que
{neNN:|z,| >t} C Jo (aqui usamos la hipétesis de que d,(t9) < n—1). Luego, es claro que

if{sup|z;|: JCN, §J<n—-1} <suplz| <to<z),+e¢
igJ i¢Jo
y dado que ¢ era cualquiera, obtenemos la desigualdad buscada.
Para probar la otra desigualdad, razonamos de manera similar. Dado € > 0 existe un
Jo € NN, §Jo < n—1 tal que sup;g, |zi| — e < inf{sup;g;lz;| : J C N, §J < n -1}
Llamemos to = sup;¢ j, |zi| y notemos que d;(to) <n — 1 (puesto que §Jo < n — 1). Luego se

tiene
zp <top < inf{sup|z;|: JCWN, #J<n-1}+e¢,
idJ
lo cual demuestra (haciendo € — 0) que z;, < inf{sup;¢;[z;|: JCN, §J <n—1} O

Observacién 1.3.26. Si x € cy, entonces x* se obtiene reordenando decrecientemente la

sucesion (|Tn|)n.-
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Demostracion. Dado que x pertenece a cg, podemos asegurar la existencia de un k1 € IN tal
que |zk, | > |z, | para todo n. Luego es claro que si |z, | < t < oo entonces d;(t) = 0y que si
0 <t < |xg,| entonces 0 < dy(t) < oo (que es menor que infinito es porque = € ¢). Esto nos
muestra que x} = |z, |. A continuacion, consideremos ko € IN—{k;} tal que |z, | > |zk,| > |20
para todo n € IN — {k1} (la existencia de ko estd nuevamente garantizada por el hecho de
que x € ¢p). Al igual que antes, resulta claro que si |zg,| < t < oo entonces d,(t) < 1y que
si 0 <t < |zg,| entonces dy(t) > 2. Luego se tendrd z3 = |zy,|. El argumento continta de

manera inductiva, demostrando que z* se obtiene reordenando decrecientemente la sucesién

Notar que z* no es necesariamente una permutacién de la sucesién original. De hecho,

six = (1,0,%,0,%,...) entonces x* = (1,%,%,...). De todas maneras, la observacién an-
terior nos muestra que si x € co, entonces ¥ = (|Ty(n)|)n para cierta o0 € P = {o :

IN — IN /o es inyectiva}. En el caso en que x no pertenezca a ¢y, puede carecer de sentido
el hecho de considerar el reordenamiento decreciente de (|zy,|),. Basta pensar, por ejemplo,
en la sucesion x = (1 — (%)”)n cuyos elementos no pueden ser reordenados decrecientemente.

En este caso, se tiene por definicién z* = (1,1,1,...).

Observacion 1.3.27. Sea E un espacio de sucesiones simétrico. Dado x € F, se tienex* €
con ||z*||g < C.||z||g para cierta constante C > 0 (que no depende de x). Si ademds E es

mazximal o es minimal, entonces ||z||g = ||z*|| .

Demostracion. La Proposicién 1.1.5 nos muestra que al ser £ un espacio de sucesiones
simétrico, se verifica F C ¢y o bien E = {o, (aqui la inclusién es continua y la igualdad es
con normas equivalentes). Veremos cada uno de estos casos por separado. En primer lugar
probemos el resultado para un espacio de sucesiones simétrico tal que E C cy. En tal caso, ya
observamos que z* = |z|, para algin 0 € P = {0 : N — IN / o es inyectiva}, y en consecuencia
la Observacion 1.1.4 nos dice que z* € E. Més aln, se desprende de la demostracion de
dicha observacién que ||z*||g < 2.||z||g. Supongamos ahora que E es maximal o minimal y
veamos que ||z||g = ||z*||z. Recordar que, ya sea que F resulte maximal o minimal, se verifica
|||z = suppen || Prxl|e (ver (1.17) y Lema 1.3.15). Ahora bien, por un lado se deduce
facilmente de las propiedades de simetria y normalidad del espacio y del hecho de que z* es
un reordenamiento decreciente de la sucesion (|z,|), (aqui es necesario que sea E C ¢p), que
| Pn(z*)|| < ||z|]|g para todo n € IN. Luego, tomando supremo sobre todos los n obtenemos
|lz*||z < ||z||z. Para el otro lado, basta notar que ||P,z|| g = ||(Pnz)*||g < ||z*| g para todo n
(nuevamente por simetria y normalidad) y tomar supremo como en la desigualdad anterior.
En definitiva, se tiene ||z||g = ||=*| £.

Hasta aqui probamos el resultado para el caso E C c¢y. Veamos qué sucede si suponemos
E = {+. Recordemos que dado = € E, la Proposicién 1.1.5 afirma que Cs.||z||c < ||zl <

Cy.||z||eo, donde C; = ||(1,1,1,...)][g y C2 = |le1]|g. Para comenzar, consideremos = € E y
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veamos que x* € E. Notemos que dado € > 0, se verifica

dy <HCU||5+5> =f{neN:|z,|.Co > ||z|g+¢c} =
2

puesto que el espacio E es normal. Esto nos muestra que z;, < ”m%i;s para todo n y en

consecuencia Cy.||2*||« < ||z||r dado que el € > 0 era cualquiera. Luego, por la equivalencia
entre las normas mencionada anteriormente, deducimos que ||z*||g < %Hx” E. Supongamos,
para finalizar, que F es maximal o minimal. Por un lado, se desprende ficilmente de la
definicién de z* que |[(P,z)*||g < ||z*||g para todo n. Pero como E es simétrico entonces
|Phx||e = || (Poz)*||E (esto es porque son sucesiones con finitos elementos no nulos), de forma
que tomando supremo sobre todos los n € IN en la desigualdad anterior, se obtiene ||z| g <

|z*|| g. Para la otra desigualdad, consideremos € > 0 y veamos que || P,(z*)| g < ||z||g +¢&.C1

*_

J € > 0 para

para todo n. Fijemos n € IN y supongamos (sin pérdida de generalidad) que z

j =1,...,n. Por definicién se tiene
] =inf{t >0: #{meN:|zy|>t}=0}

de manera que podemos asegurar la existencia de un i; € IN tal que =} — ¢ < |z;,|. Si ahora
consideramos
zoy=f{t >0: t{melN:|z,| >t} <1},

entonces podemos afirmar que existen k,l tales que 25 — ¢ < |zi|,|z;|. Esto nos permite
considerar iy # 1 tal que x5 — e < |x;,|. De esta manera, obtenemos iy, ..., i, € IN (distintos
entre si) tales que x;‘ —e< \arzj\ para j = 1,...,n. Luego, por las propiedades de normalidad

y simetria de F obtenemos
[1Pa(z) e < el + (e,6,6, - )lle < llzlle + e [I(1, 1,1, ..) ||

como se queria probar. Como el € > 0 era cualquiera, nos queda || P, (z*)||g < ||z||g para todo
n y en consecuencia ||z*||g < ||z||g (tomando supremo sobre n). Asi, queda demostrada la
igualdad. O

La siguiente es una conocida desigualdad debida a G. Hardy y J. Littlewood (se puede

encontrar, en una versiéon mads general, en [2]).

Proposicién 1.3.28. Dadas dos sucesiones finitas (ai,...,an) y (b1,...,by,), se verifica la

stquiente desigualdad,
n n
> ailbi <) ag by
i=1 i=1
Concluimos esta seccion con un resultado que sera de utilidad en el siguiente capitulo.

Observacion 1.3.29. Sea E un espacio de sucesiones simétrico y maximal tal que E — (o

pero E no es equivalente a ly. Luego se tiene M (2, E) < c.
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Demostracion. En primer lugar aclaremos que cuando decimos que E no es equivalente a /o,
significa que no se tiene E = /5 con normas equivalentes. En tal caso se tendra sup,, ||id : £5 —
E,|| = +00. De hecho, si fuese ||id : ¢§ — E,|| < C para alguna constante C' > 0, entonces
dado un = € ¢3 se tendria ||Pyz||p < C||P,x|2 y tomando supremo sobre n (y usando que
E y {5 son maximales) se obtendria ||z||g < C||x||2. Esto mostraria (junto con la hipdtesis
de que E — f3) que E y {3 son equivalentes. Comenzando con la demostracién, llamemos
F = M ({3, E) y probemos lo siguiente:

i) Ap(n) —— +o0,

1) dado = € F se verifica la desigualdad =} . Ap(n) < ||z||F.

Para probar i) notemos antes que para cada n € IN se tiene

Ar(n) = llex + ..+ enllare,my) = sup [[(e1+ ... +en)ylle = sup |[Puylle = [lid : &5 — Enl.
yeBm yeBep
Luego, como E no es equivalente a ¢ entonces lim,, ..o Ap(n) = sup, Arp(n) = sup,, ||lid : €5 —
E,|| = 4o0.
Ahora veamos ii). Supongamos que z; > 0 (de lo contrario no hay que probar nada) y

sea € > 0 tal que x), — e > 0. Recordando la definicién de z*, consideremos 41, ..., i, tales que

*
x -
1.3.27). Notando que F' = M ({3, E) es simétrico puesto que E y /5 lo son (ver Observacién

r; —¢e < |x;;| para 1 < j < n (al igual que lo hicimos en la demostracién de la Observacién

1.2.3), que ] > x5 > ... >z y usando la propiedad de normalidad, obtenemos

n
(xy —e)Ap(n) = (z, —¢).ller+ ... +enllr = Z(x:; —e€).e
i=1 F
n n
= Z(:):Z —e)e| < Z(x;‘ —g).e;
j=1 o |li= .
< lols

para cualquier 0 < € < z. Haciendo ¢ — 0 queda probado ii). Ahora bien, dado que
Ar(n) —— 400, el item 4i) nos muestra que para cada x € F' debe verificarse =}, —— 0,
de manrel;;oque x € ¢p. Ademsds la inclusién es continua ya que x Ap(1) < zX Ap(n) ?ﬂowH F
y en consecuencia ||2*||oo = [|2]|co < (Ar(1))~L.||z||F. Es decir que F' = M ({3, E) < ¢y como

se queria probar. O

1.4. Potencias de espacios de sucesiones

Sea E un espacio de sucesiones y sea 0 < r < oo. Nos proponemos definir las potencias
E" del espacio E y estudiar su relacién con la convexificacion y la concavificacién del mismo.

Las definiciones de convexidad y concavidad en Banach lattices, asi como la convexificacién
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y concavificaciéon de un espacio pueden verse en el Apéndice A. Como veremos, la construc-
cion del espacio K no es mas que una generalizacion del procedimiento mediante el cual la

aplicacién (z;); — (|z:]".sg(z;)); manda el espacio £, en el espacio £, (si pr-t>1).

1.4.1. Construccién de las potencias de espacios

Supongamos que E es méx(1,r)-convexo, y por el momento supongamos que su constante
de méx(1, r)-convexidad verifica M™&(11)(E) = 1 (més adelante veremos que no es estric-

tamente necesario). Definimos entonces,
ro__ . 1/r
E" = {l‘ Ew : |z|''"eFE }

con las operaciones usuales de suma y multiplicacién por escalares, el orden usual y la norma
dada por: ||z||gr = |||z[*/"||}; para cada x € E". Notar que si 7 = 1, se tiene simplemente
E' = FE (igualdad isométrica).

En la siguiente observacién, dejaremos claro el significado de las expresiones |:B|1/ " que

aparecen en la definicion de E".

Observacion 1.4.1. Como se puede ver, la definicion de E™ y su mencionada relacion con
la convezificacion y concavificacion del espacio E, son temas intimamente relacionados con
el cdlculo funcional en Banach lattices, cuya construccion se puede ver en el Apéndice
A.3. FEl cdlculo funcional le da sentido, por ejemplo, a expresiones del tipo f(x), donde x
es un elemento en un Banach lattice y f una funcion en Hy (positivo-homogénea de gra-
do uno). Cuando se trata de espacios de sucesiones, estas expresiones son mds sencillas de
visualizar. De hecho, si x es un elemento en un espacio de sucesiones E y f es una fun-
cion en Hy entonces f(x) = (f(x1), f(x2), f(x3),.....) € E. Mds ain, al trabajar con espacios
de sucesiones, adquieren un significado algunas otras expresiones que en el marco de Ba-
nach lattices carecen de sentido. Por ejemplo, si 0 < s < 0o y x pertenece a un espacio de
sucesiones E, entonces tiene sentido considerar las sucesiones |x|® = (|x1|*,|z2|®, |z3|®, .....)
o 2% = (|z1]%.s9(x1), |z2|®.59(22), |3|%.59(23), .....). En otras palabras, |z|* = f(x), donde
f(t) = |t|* (o bien x* = f(x) con f(t) = |t|*.sg(t)). Claro que, al considerar estas nuevas
expresiones f(x) con f no necesariamente en Hi, no podemos asegurar que f(x) sea un ele-
mento en el espacio E del cual partimos, simplemente se tiene f(x) € w. Esto le da sentido a
la definicion de E".

Hacemos un ultimo comentario al respecto: seqgun la definicion, un x € w pertenece a E™

1/r

si|z|t/" € E. Ahora bien, dado que E es normal, resulta claro que E™ = {x cw : 2t e E}

Volviendo al tema que nos ocupa, notemos que en principio, no es evidente que E” sea un
espacio de Banach de sucesiones. Por empezar, deberiamos probar que es un e.v. y que || - || g
define una norma (con la cual resulta completo). Si bien ambos resultados pueden verse de

manera directa, la siguiente observacion nos permite probarlos, a la vez que nos muestra la
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relacion entre las potencias de espacios de sucesiones y la convexificacién y concavificacién.
Dado 1 < p < 00, notamos E® a la p-convexificacién de E, esto es, el espacio E con el orden

usual (denotado por <), las operaciones dadas por

roy = (@4 )
Aoz = Nz

y la norma definida por || - || g = || - ||11E/p. Por otro lado, E(y) serd la p-concavificacién de F,

es decir, el espacio F con el orden usual (denotado por <), las operaciones

r®y = (xp+yp)1/p
Aoz = APy

y la norma dada por || - [|g,, = ||- |% (para la p-concavificacién pedimos que el espacio E sea
p-convexo, en principio con constante M®)(E) = 1 para que lo anterior defina una norma).
Para mads detalles sobre estos temas, se puede ver el Apéndice A.5. Las definiciones de
las constantes de p-convexidad (M®)(E)) y de p-concavidad (M)(E)) de un espacio E, se

pueden encontrar en el Apéndice A.4.

Observacién 1.4.2. Sean 0 < r < oo y E un espacio de sucesiones max(1,r)-convero con
Max(Lr)(FY =1,
i) Si 0 <r <1, entonces

T : (E(l/r),@,(a) — (E",+,") (1.37)

z — '

es una aplicacion bien definida y lineal. Adn mds, T es sobreyectiva y para cada z € E1/T)
se verifica [|T(x)||gr = ||| ga/m -

i) De manera andloga, cuando 1 < r < oo la aplicacion

T : (E(r),@,ca) — (E",+,") (1.38)

z —

estd bien definida y verifica las mismas propiedades que en ).

Demostracion. i) Veamos que T estd bien definida. Para eso consideremos un z perteneciente
a EA/T) y veamos que z” pertenece a E". En efecto, recordando la definicién de EW/m) eg
claro que z € E y en consecuencia |z"|'/" = |z| € E, lo que nos muestra que " € E'.
Notar que la hip6tesis de que E sea max(1,r)-convexo no juega ningin papel en esta parte,
ya que todo espacio es 1-convexo. Por otro lado, el hecho de que sea % > 1 le da sentido a
la %—convexiﬁcaci(’)n del espacio. Veamos ahora que 7' es lineal. Consideremos z,y € E/T) y

Ae R
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» En primer lugar probemos que T'(z @ y) = T(z) + T(y). Recordemos que x & y =
(«" +y")/", de manera que T(z @ y) = T((z" +y")"/") = (& +y") = T(z) + T(y)-

= Ahora, teniendo en cuenta que A ® x = A/7 - x obtenemos T(A @ ) = T(\V/" - ) =

A2 =\ T(x).
En siguiente lugar, probemos que || T(z)||gr = ||z||ga/» para todo x € E(/). Siguiendo las
definiciones de T, || - ||ga/m ¥ || - |ler (y usando que E es normal) es claro que ||T(z)||gr =
2" |er = ([l = llzllz = Izl ga/m-

Por dltimo veamos que T es sobreyectiva. De hecho, si y € E" entonces por definicién
z = y'/" es un elemento en E. Luego z € EA/™) y T(z) = (yl/’")’” =y de forma que T resulta
sobreyectiva.

La demostracién de i7) es andloga. El iinico detalle que hay que tener en cuenta, es que para
considerar la r-concavificaciéon de E es necesario que E sea r-convexo. Pero como 1 < r < oo,
esto no es otra cosa que la hipdtesis de que F es max(1, r)-convexo. Ademds, como suponemos
M) () = 1, la norma en E, estd dada por || - e = - O

Como mencionamos, la observaciéon nos permite probar que E” es un e.v. y que || - || gr
define una norma. Para lo primero, consideremos z,y € E” y A € R. Por lo visto T'(z!/") = =
y T(yl/r) =y, que junto con el hecho de que T es lineal y que su imagen es E” nos muestra
que z +y = T(x¥/") + T(y*/") = T(z'/" + y'/") € E". De la misma manera se prueba que

A-x € E". Ahora veamos que || - ||gr es una norma:

» Supongamos que ||z||gr = 0, es decir | T(z'/")|| g = 0. Luego, por la observacién, se
Y gam =0 (o [lz*/"

consecuencia /" = 0. Esto implica trivialmente que z = 0.

tendra ||z £, = Oseginsea 0 <r <lol<r <o0)yen

= Si A € R (y supongamos 0 < r < 1) entonces ||\ - z||gr = |TA-2Y")|gr = ||) -

1/r

V7| pasm = M2 pasm = Az]|gr (el caso 1 < 7 < oo es totalmente andlogo).

= Para la desigualdad triangular se utilizan los mismos argumentos.

Hasta aqui tenemos que E" es un espacio vectorial normado y queremos mostrar que es
un espacio de Banach de sucesiones. El orden < en E” es el usual (se define coordenada a
coordenada) al igual que el orden < en las convexificaciones y concavificaciones de E. Es facil
ver que las aplicaciones definidas en la Observaciéon 1.4.2 respetan el orden; esto se debe
aque z <y siysolosiaz® <y para todo 0 < s < co. Luego, dado que E(/") y E(;y son
espacios de Riesz se deduce que £ lo es. Mds atin, como || || ga/» ¥ |- || g, son lattice norms
entonces || - ||gr lo es. Probemos esto iltimo (de manera andloga se ve que E” es espacio de
Riesz). Supongamos 0 < r < 1 (el caso 1 < r < oo es idéntico). Si z,y € E" son tales que

x < y entonces 2/ < yl/r en E, o lo que es lo mismo, z1/" <« y!/" en EA/7), Luego se tiene
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1/T||E(1/7‘) < Hyl/rHEa/r) y en consecuencia ||z|zr = |T (Y |er < |T@Y ) e = |yller

[E3
como se queria probar.

La completitud de E" también se deduce de la completitud de las convexificaciones y
concavificaciones de E. Por otro lado, nos quedaria ver que E” es normal, pero si |y| < |z]
con z € E" entonces y pertenece a E” ya que |y|'/" < |z|'/7, |z|'/" € E y E es normal. En

definitiva, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.4.3. Sea 0 < r < oo y sea E un espacio de sucesiones max(1,r)-convexo con
constante de converidad M™>11)(E) = 1. Entonces E™ es un espacio de sucesiones ()

convexo y las aplicaciones definidas en (1.37) y (1.38) son isomorfismos isométricos entre

Banach lattices.

Demostracion. La mayor parte del trabajo ya fue realizado. Ya observamos que E” es un
espacio de sucesiones y de esta manera, las aplicaciones definidas en la Observacion 1.4.2
son isomorfismos isométricos entre espacios de Banach. Como ademaés respetan las operaciones
V y A (puesto que respetan el orden), resultan isomorfismos entre lattices (ver la Definicién

A.1.13 de morfismo entre lattices). En cuanto a que E” resulta -convexo, en el caso en

min(1,r)
que 1 < r < oo es trivial ya que todo espacio es 1-convexo. Cuando 0 < r < 1, debemos ver
1

que E" es --convexo, lo cual se deduce del hecho que E" es isomorfo a EW/m) y este ultimo es
%—convexo (ver la Observacién A.5.3). La misma observacién nos muestra que la constante

de %—convexidad es igual a uno. O

Ejemplos 1.4.4. i)En el caso de los espacios £, (1 < p < 00) es sencillo calcular sus potencias.
Sabemos que ¢, es p-convexo con constante igual a uno (ver Ejemplos A.4.3). Luego para

1/r

0 < r < p tiene sentido considerar £}, = {x Ew : |z|'/" e Ep} con la norma de cada elemento

dada por [|z([g = H]a:\l/rH;. Es claro entonces que /), = {,,, isométricamente.

p/r
ii) Cuando p = oo, tenemos (5, = {z € w : x|/ e oo} = o para todo 0 < 7 < oo y la

igualdad es isométrica como en 7). De manera andloga ¢, = ¢y para todo 7.

Antes de seguir con algunas propiedades relacionadas con las potencias de espacios de
sucesiones, veremos unos resultados sobre convexidad y concavidad de un espacio de sucesiones
y su dual de Kothe.

Propiedad 1.4.5. Sean 1 < p,q < oo tales que ;1) + % = 1 y E un espacio de sucesiones
M4 (E™). Andlogamente, si £

p-convexo. Entonces E* es g-céncavo y se verifica M) (E) = (
es g-céncavo entonces E* es p-convexo con M®)(EX) = Mg (E).

Demostracion. Veremos el caso p < oo. De forma andloga se deduce el resultado para p = cc.
La demostracién se basa en las siguientes igualdades, en donde notamos x; a los elementos de
E e y; alos elementos de E*. Dependiendo de la igualdad, pensaremos a los elementos de E*

como elementos en E’ (notando en tal caso yx(xy)) via el isomorfismo isométrico definido en
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(1.7). Anédlogamente, cuando notemos zy(yx) estaremos pensando a los elementos de E C E**

como elementos en (E*)'.

n 1/p n
i) <Z HwkH%> =sup | xr(yr)
k=1 k=

n 1/17
i) (Z mv’) — sup
k=1 B
/a

1
n
i) (Z ||ykr|jgx) = sup
k=1

n 1/q
(Z Hka%x> <1
k=1
n 1/q
(Z ’yk|q> <1

k=1 v

1
n
T (Yr)
=1

n

n 1/p
> ywla) <Z |ka\|%> <1
k=1 k=1

n 1/p
k=1

E

n 1/q
i) (Z w) — sup
k=1

EX

> k()
k=1

Veamos rapidamente como se deducen estas igualdades. La primer igualdad es consecuencia

de las siguientes inclusiones isométricas:
ly(B) — Ly (E™) — 6, (E™)') = (G (E™))".

Aqui £} (E) denota el espacio de las n-uplas T = (z1, ...., ) con z3 € E'y con la norma dada
por [|Z{|en () = (s ||:vk\|%)1/p. Las inclusiones se deducen facilmente de las ya conocidas
E — E** — (E*), mientras que la dltima igualdad es sencilla de verificar (ver [16](p.47)).
Luego si T = (x1,.....,x,) € £y(E), tenemos oz € (£3(E*))" dado por ¢z(y) = z1(y1) +
)1/p _

o+ an(yn) tal que [Z|pmm) = ||g05\|(gg(Ex))/. Esto es justamente que (3 p_; ||zk|%

SUP{’ZZ:1 i (yr)| : HyH@g(Ex) < 1} segn las definiciones de ¢z y | - |ln(m), v de esta
manera queda probado ).

Para probar i) haremos uso de las siguientes inclusiones isométricas:
E(fy) — E**(6) — (E*)(65) = (B™())'

en donde E({}) es el espacio de las n-uplas 7 = (1, ....,7,) de elementos z € E, con la

_ 1
norma (17| peg) = [[ (S i) |
consecuencia de estas inclusiones, si Z € E(£}) tenemos ¢z € (E*(£7))" (definido igual que

& La ultima igualdad se puede ver en [16](p.47). Como

antes) tal que ||EHE(%L) = ”SOTH(EX(Z?&L))/ y esta es la igualdad que queriamos probar.
Las igualdades #i7) y iv) se prueban de manera analoga. Para iii) tenemos la inclusién
Ly (E*) — Ly (E") = (£;(E))’, mientras que para iv) se tiene que £ (¢y) — E'(¢3) = (E(£}))’.
Ahora si, supongamos que E es p-convexo y veamos que E* es g-concavo. Consideremos
Y1, .....yn € EX y probemos que (> p_, Hykﬂ%x)l/q < MP)(E). H(Zzzl\yqu)l/qHEX. Sean
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X1y ...y Ty € E| luego por ii) y dado que FE es p-convexo se tiene,
n n 1/p n 1/q
> awlye)| < <Z !$k1p> : (Z yk!q>
k=1 k=1 B k=1 X
1/p n 1/q
< MP(E (Z IIwkllp> : (Z \yk!q>
k=1

EX

Notando que z(yx) = yr(zx) (ver el isomorfismo definido en (1.7)) y tomando supremo sobre

todos los z1, ...., z, tales que ||(z1,..... 737n)”£g(E) < 1 obtenemos, debido a #ii), que

n 1/q n 1/q
(Z ”kaqu) < MP)(E). (Z yqu> ;
k=1 k=1

EX

y esto vale para cualquier n € IN y cualquier eleccién de elementos yi, ....,y, € E*. Luego
E* es g-céoncavo con My, (E*) < M (P)(E). Para probar la igualdad entre las constantes,

consideremos 1, ....,Tn € E € Y1, .....,y, € E*. Por 1) tenemos

n n 1/p n 1/q
> a(yk)| < (ZH%H%) : (Z ]l ><>
k=1 k=1 k=1

y como E* es g-céncavo entonces

1/p n 1/q
S ()| < Moy (B, (znxknp) | (zw)
k=1

k=1

EX
Luego por i), si tomamos supremo sobre todos los y1, ...., yp, tales que |[(y1, ..., Yn)|| £x () <1,
nos queda
n 1/p n 1/p
(Z !xk!p> < Mg (EX). (Z H%H%>
k=1 5 k=1
para cualesquiera 1, ....,z, € E, lo que nos muestra que M®)(E) < Mg (E™) y en conse-

cuencia prueba la igualdad entre las constantes.

De manera andloga se prueba que si E es g-céncavo entonces E* es p-convexo con
M®(E*) = M (E). O

A continuacién, veremos que la propiedad de p-convexidad (resp. g-concavidad) es una

propiedad creciente en p (resp. decreciente en q).
Propiedad 1.4.6. Sea E un espacio de sucesiones.

a) Supongamos que E es p-convexo y sea 1 < r < p < oco. Entonces E es r-convexo con
MO(E) < M®)(E).
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b) Supongamos que F es g-concavo y sea 1 < ¢ < r < oco. Entonces E es r-céncavo con
M (E) < Mg)(E)-

Demostracién. Probemos a). De la definicién de M®)(E) se deduce facilmente que,

n 1/p
MPN(E) = sup <Z|xk|7?) DTy e, Tp € B (Z ||$k||%)1/p -1
k=1

E k<n
n 1/p
= sup (Z ak]yk]p> L Yl Un € B, lukllE =1, Zak =1
k=1 E k<n
donde el supremo se toma sobre todas las posibles elecciones de finitos elementos 1, ...., ¥y, en
Bp, y de finitos escalares positivos a1, ...., a, verificando ), ., ar = 1, es decir, n no esté fijo.

En el caso en que E no fuese p-convexo, seria M (p)(E) =0

Consideremos entonces y, € Bg y ar, > 0 (1 < k < n) tales que ) ., ar = 1. Vamos a
usar las desigualdades c) y d) de la Proposicién A.3.6. Sean 1 < g < r <_p <ooyl<f<1
tales que % =84 16 (el caso p = oo se razona de la misma manera, simplemente cambia la

q P
notacién). Luego la mencionada desigualdad d), nos dice que

1/r 0/q (1-0)/p

Darlyel” | < D anlul | D arlwl?

k<n k<n k<n

y en consecuencia, dado que E es normal,
1/r 8/q (1-6)/p

> awlysl” <UD arlywl® ]| D arlusl?
k<n 5 k<n k<n 5

Ahora bien, esta desigualdad junto con la desigualdad ¢) nos muestra que

Lr 1/q]|? 1/p|1=°
> arlyrl’ <D arlywl® AN anlyel? :
k<n k<n k<n
E E E
de manera que tomando supremo sobre todas las posibles elecciones de elementos y1, ....,yn €
E y de escalares positivos ay,....,a, que verifiquen ), a, = 1, obtenemos M(T)(E) <

(MD(E))?.(M®P)(E))'~?. Como caso particular de esta desigualdad obtenemos el resultado
que queremos probar. De hecho, si tomamos ¢ =1y 0 = (% — %) .p%l (de forma que % =0+
1779) entonces nos queda M) (E) < (MMW(E)? (M®P)(E))'=?. Pero MW(E) =1 < MP)(E)
y en consecuencia M) (E) < (M®)(E))?.(M®)(E))'=? = M®)(E). Esto prueba que si E es
p-convexo entonces es r-convexo con la desigualdad deseada entre las constantes.

Mediante argumentos de dualidad probaremos b). Si suponemos que E es g-céncavo, la

Propiedad 1.4.5 nos dice que E* es ¢’-convexo, donde %—i—% =1.Dadoquel <g<r < ooes
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claro que 1 <1’ < ¢’ < 0o (naturalmente, r’ verificando % + % = 1). Luego por a), se deduce
que E* es r'-convexo con MU)(E*) < M) (E*). Aplicando nuevamente la Propiedad
1.4.5 obtenemos que E resulta r-céncavo y se verifica la desigualdad M, (E) < M, (E)

entre las constantes. O

A continuacién veremos algunas propiedades relacionadas con las potencias de espacios de

sucesiones.

Observacién 1.4.7. Sean 0 < r < oo y E un espacio de sucesiones max(1,r)-convezo con
constante de converidad M(méx(l’r))(E) = 1. Tiene sentido entonces considerar B, que resulta

11 o) -converidad igual

a su vez un espacio de sucesiones -convexo, con constante de ()

min(1,r)
a uno (ver Teorema 1.4.3). Para poder considerar ahora la potencia (E")P debemos pedir

que E" sea méx(1,p)-convezo. Si 0 < p <1 esto se verifica trivialmente, de otra manera E"

1
min(1,r)

debe ser p-convexo. En este sentido, basta pedir que sea 1 < p < (pues E" es

1
min(1,r)

convexo y por la Propiedad 1.4.6). En resumen, si pedimos 0 < p < entonces

min(1,r)
tiene sentido considerar el espacio de sucesiones (E")P. Ademds, siguiendo las definiciones

obtenemos,
(ET)p == {x cw : ’l’|1/p c ET} = {gj cw : ‘$|1/p7‘ c E} — ETp

y para cada x € (E")P se tiene ||z (gryp = [|z[YP|B,. = |||z]*P"||5%. Esto nos muestra que
(E™P = E" (igualdad isométrica).

Observacién 1.4.8. Sea 0 < r < o0 y sean E y F dos espacios de sucesiones max(1,r)-
convezxos con constante de max(1,r)-convexidad igual a uno. Luego E — F implica E" — F"

con cg = (cg)r.

Demostracion. Dado x € E” tenemos |2|'/" € E. Pero como E C F entonces |z|/" € F, o
equivalentemente, € F". Ademds |||z|'/"||r < ck.|||z|"||z ¥ en consecuencia |||z|'/7||} <
(B[] ||, lo cual nos muestra que ¢k, < (c£)". Como esto vale para cualquier 0 <
r < 00, razonando con los espacios E" y F" y con 1/r (notando que (E")Y/" = E y (F)V/r
isométricamente por la Observacién 1.4.7) se obtiene cg < (cgi)l/ ", Luego queda probada

la igualdad. O

Propiedades 1.4.9. Sea E un espacio de sucesiones max(1,r)-convexo con constante de
convexidad M&(Ln)(F) =1,

a) Si E es simétrico entonces E" lo es.
b) Si E es maximal entonces E" lo es.

¢) Si E es minimal entonces E" lo es.
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Demostracion. Veamos a). Consideremos o € Il y z € E". Queremos ver que x, pertenece

a E" y que ||z,||gr = ||z|gr. Por hipétesis |z|'/" € E y dado que F es simétrico se tiene
z|Hr o € F con norma ||(|z 1/r JE =l 1/r . Notando que (|z 1/r o = |zs 17 concluimos

(|| q

que z, € E" y que ||z,||gr = ||z||gr. Luego E" es simétrico.

Ahora probemos b). Queremos ver que E" = (E")™%" jsométricamente. Para eso conside-
remos z € w verificando || P,z|| g < K para todo n € IN (K una constante), y veamos que x
pertenece a E” con norma ||z| g = sup,, || Puz||gr. Notando que |P,z|'/" = P,(|z|*/") obtene-
mos | Pl [y = || Pzl = | Pazllir < K y en consecuencia || Py (a7l 5 < K.
Luego, como F es maximal, resulta |z|'/" € E con |||z|'/"||z = sup,, | P(|z|"")|z. Es decir
que x pertenece a E" y que ||z|gr = sup,, || Poz||gr como se queria ver.

Para finalizar, veamos c). Probemos que (E")™" = E. Si z € E" entonces |z|'/" € E y
dado que E es minimal tiene una representacién de la forma |z|'/" = zy = |z||y| con z € ¢
e y € E. Pero entonces |z| = |z]"|y|" donde claramente se tiene |z|" € ¢g e |y|” € E". Esto
nos muestra que |z| € (E")™" y en consecuencia (E")™" = E (la igualdad es isométrica por
(1.14)). Luego queda probado c). O

1.4.2. Una definicién mas general

Hasta el momento, todos los resultados probados en lo que se refiere a la potencia E"
de un espacio de sucesiones, fueron hechos para un espacio E que verifique ser méx(1,r)-
convexo y con constante M (méx(l’r))(E) = 1. Al principio de la seccién, mencionamos que no
es estrictamente necesario suponer que la constante de méx(1, r)-convexidad sea igual a uno.
La idea entonces, serd ver de qué manera generalizar lo hecho hasta aqui, para poder trabajar
con espacios de sucesiones E que sean max(1, r)-convexos, pero sin pedir condiciones sobre su
constante de convexidad.

En la Observacién 1.4.2 definimos un isomorfismo isométrico entre E" y F(,) cuando
1 < r < oo, y vimos que para eso era necesario pedir que E sea r-convexo (para poder
r-concavificar) y que M()(E) = 1. Esta tltima condicién tenfa que ver con el hecho de
considerar la norma || -[|g,, = |- ||z en E(;). En el Apéndice A.5.2 se puede ver la definicién

de una norma en FE(,) dada por,

n
|, = inf {Z il Jz] = (Ja1]" + o+ |20, 25 € By paral <i < n}
=1

donde el infimo se toma sobre todas las posibles representaciones finitas de |z| € E(y, de la
forma |z| = (|z1]" + ... + |xn|’”)1/r. La desigualdad (A.9) nos muestra que cuando M ") (E) = 1,
esta norma coincide con la norma [ - [|g,, = || - |z que venfamos considerando. Generalizando
entonces la idea de la definicién de las potencias de un espacio de sucesiones, si E es max(1,7)-
convexo (y ya no pedimos que sea M (r) (E) = 1), definimos como antes al espacio E" =

{x Ew : ‘ZL’|1/T € E}, pero ahora con la norma de un elemento x dada por:
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v x| pr = H|x|1/’"||’}3 si0<r<l1.

. |z|p = fnf{zyzl lzills © aY7 = (21| + oo + |2V 21 € E} sil<r< oo

Notar que,
n
Il = “f{ZszuE . \xP/’“—<|x1v“+.--+|:cn|’”>1”%xieE}
=1
n
N f{ZH BN |:z|1/7"=<|x1|"+...+|xn|7">”’3meE}
=1
- mf{ w15+ 12 = (] + - +|ynr>1/’",yzeEr}

M= 1 M:

= inf{

Como mencionamos, esta definicién generaliza la anterior en el sentido de que cuando M) (E) =

Myl /"N = J2l = lyal + - + lyal, vi € E’”} :
1

1, la norma es la misma de antes. En particular, cuando r = 1 seguimos teniendo E! = E
isométricamente.

El siguiente resultado generaliza el Teorema 1.4.3.

Teorema 1.4.10. Sea 0 < r < o0 y sea E un espacio de sucesiones max(1,r)-convezo.

Entonces E™ es un espacio de sucesiones -convezxo y las aplicaciones definidas en (1.37)

1
min(1,r)
y (1.38) son isomorfismos isométricos entre Banach lattices.

Demostracion. La demostracion de este resultado es andloga a la del Teorema 1.4.3. O

Observacion 1.4.11. Sean 1 < r < oo y E un espacio de sucesiones r-convero. Para cada
x € E" se verifican las siguientes desigualdades:

Ml ™Mo e < a7 (1.39)
(M(r)(E)) - -

Demostracion. Estas desigualdades son totalmente andlogas a las vistas en (A.9). La de-

mostracién utiliza los mismos argumentos que se usaron para probar estas tltimas. ]

Observacién 1.4.12. Para finalizar con este tema, debemos mencionar qué sucede en el caso
general, con algunas de las propiedades probadas anteriormente para potencias de espacios.
Las Propiedades 1.4.9 siguen valiendo, aunque no se suponga M(méx(l”’))(E) = 1. Para el
caso 0 < r < 1 la demostracion es, evidentemente, la misma (pues en ese caso la definicion
de || - ||gr no cambia). Cuando 1 <r < co hay que modificar ligeramente las demostraciones y
tener en cuenta que hay que considerar el infimo sobre ciertas representaciones para calcular
la norma de un elemento. De todas maneras, los argumentos siguen siendo bdsicamente los

mismos.
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En lo que respecta a la Observacion 1.4.7, si consideramos un espacio de sucesiones

E que sea max(1,r)-convexo y 0 < p < ﬁ entonces es claro que (E")P = E"™ como

1,r)’
conjuntos, aunque la igualdad ya no es necesariamente isométrica. De todas formas, veamos
que las normas de cada uno de estos espacios resultan equivalentes. Separamos la demostracion

en dos casos.

. . 1 .
= En primer lugar suponemos 0 < r < 1 y en consecuencia 0 < p < . Aqui puede ser
1 ; _
0<p<lol<p<:. Encaso de que ocurra lo primero, tendremos (E")P = E'P
isométricamente como en la Observacion 1.4.7, ya que las normas se definen igual
que antes si las potencias v, p son menores que uno. Ahora bien, si estamos en el caso 0 <

r<1lyl<p<21 entonces dado un z € (E")P las desigualdades (1.39) nos muestran
I[P 5

q (M@)(Er))”

que sea 1 < p < % y que E" sea 1/r-convexo). Como 0 < r < 1, y teniendo en cuenta la

< [lzll(gry < ||z|1/P|2.. (aqui juega un papel fundamental el hecho de

1/pr TP
definicion de || - | gr, obtenemos las desigualdades % < zllgry < ||| 2P|
Por dltimo, dado que rp < 1, es claro que ||z|gw = |||2|'/"P| ¥ y en consecuencia

probamos que,

HxHE”’
—_— < mp < r
(M(p)(Er))p = ||95||(E NS ||| e,

lo cual nos dice que (E™)P = E™ con normas equivalentes.

= En seqgundo lugar, vamos a suponer 1 < r < oco. Esto implica naturalmente que 0 < p <

m = 1. Luego, dado un x € (E")P se tendrd ||x||(gryp = ||z /P |2, y nuevamente
| 1/pr||r
por (1.59), % < 2Pl < ||| VP. Juntando ambas cosas y tomando
potencia p-ésima en estas desigualdades, obtenemos
[ 1/pr (P
W <zl gy < NllP7 5 (1.40)

Cuando rp < 1 esto nos dice que

I\ Er
oy < Il < el

y en consecuencia las normas son equivalentes. Faltaria ver qué sucede cuando rp >

1. En tal caso, haciendo uso (por ultima vez!) de las desigualdades (1.39), tenemos
/7?15

Wen )" <zl < |||2[Y™|'E, que junto con (1.40) prueban que

| gr "
Mallere < ol < (MOUE)) ol
(M0)(E))

Con esto terminamos de probar que si E es un espacio de sucesiones méax(1l,r)-convexo y

0<p< m, entonces (E")P = E™P con normas equivalentes.
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Por ultimo, en lo que concierne a la Observacion 1.4.8, es claro que si E y F son
dos espacios de sucesiones max(1l,r)-convezos tales que E — F, entonces E" — F". Por
supuesto, no podemos asequrar como antes que las normas de las inclusiones verifiquen la

tgualdad cg: = (cg)r. En este caso, tendremos lo siguiente:

m 510 <7 <1 entonces cgz < (cg)r,

r

= si1<r < oo entonces ck, < (cg.M(’”)(E)) :
Ambas desigualdades son consecuencia de (1.39). Se deduce de estas iltimas y de las consi-
deraciones hechas para las potencias (E")P, que cuando 0 < r < 1 se tiene

1
M(l/r) (Fr)M(l/r) (Er)

. (cg)T < c§: < (cg)r,

mientras que st 1 < r < oo entonces

1.4.3. Algunos resultados tutiles

En esta parte probaremos algunas propiedades que seran de utilidad mas adelante. Comen-

zamos con una observacion sencilla.

Observacion 1.4.13. Si E es un espacio de sucesiones 2-céncavo y simétrico, entonces

Mo\ (E
E — {9 con ct2 < 2)(5)
E lleille

ly — E con cgEz < MO(E). el k.

. Por otro lado, si E es 2-convero, simétrico y mazximal, entonces

Demostracion. Supongamos que E es simétrico y 2-céncavo. Consideremos un = = (x;)ieN
perteneciente a E y veamos que pertenece a fo. Fijemos un n € IN y consideremos y; = x;-¢€; €

E para cada i =1,...,n. Como E es 2-céncavo, tenemos la siguiente desigualdad:

1/2

n 1/2 n
(Zum%) < My (B). (Zmr?) ,
i=1 i=1

1/2 1/2 1/2 )
y notando que (37, [|vill%) /2 = (231?:21 |zil.|leill%) 2 lewlle (i, |@il?) / (aqui usanilc;s
que E es simétrico) y que (37, |yil?) 2 = (1, ey Ty, 0, ...), obtenemos |ler || g (7 |zil?) 2 <
My (E).|[(z1, s 70,0, .. ) |[E < M(9)(E).||z]| p. Como esto lo probamos para cualquier n € IN,

se obtiene que x pertenece a f3 con |le1|g.||z|2 < M2)(E).||z] £, de donde se deduce ademas

0y _ My (E)
que ¢g < T

El caso en que E es 2-convexo es totalmente analogo, y la hipotesis de que F sea maximal

es para poder afirmar que la desigualdad ||(21, ..., Ty, 0, ...)|| ; < M@ (E).|le1| g.||z|]2 implica

que x pertenece a F. ]
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Propiedad 1.4.14. Sea E un espacio de sucesiones 2-céncavo. Entonces E resulta minimal

y maximal.

Demostracion. Primero veamos que E es minimal, lo cual es equivalente a probar que E =
m“'”E (segin el Teorema 1.3.11). Supongamos que no es minimal y lleguemos a un
absurdo. En tal caso podemos considerar un z = (zj); perteneciente a E, tal que > 27| - €y
no converge en F. Luego existen p; < 1 < p2 < g2 < .... y un € > 0, tales que || Zij:pj T -
ex||r > € para todo k € IN. Llamemos z; = sz:pj 2 - e € F para cada j. Dado que E es

2-concavo se tiene:

n 1/2 . 1/2
> il < My (E). ||| D Iz (1.41)
j=1 j=1
E
para todo n € IN. Ahora bien, notando que
. 1/2
STlEP | =00,000,2p |y s |26, [0, o [Ty |y s 0] 00)
j=1

(o 152)

1/2
como |z;| g > € entonces |z;|% > £? para todo j, de manera que (Z?zl ||z]||2E) >nl/2e.

y dado que E es normal, se tendra < ||z||g para todo n. Por otro lado,

E

Volviendo a (1.41), ahora tenemos
. 1/2 . 1/2
n'Pe < [ Y lIzllE < My(E)- [ D12 < Moy (E).||z[ e
j=1 j=1

E

1/2

para todo n € IN, lo que es absurdo ya que n'/?¢ —— oo mientras que M) (E).|[z| g se

—
mantiene constante. Esto muestra que F es minimal? ~

De forma similar veremos que F es maximal. Para eso basta ver que si x € w es tal que
|Poz|le < K para todo n € IN, entonces x € E con |z||[g = sup, ||Prz||r (ver Lema
1.3.15). En primer lugar veamos que z € E. Como antes, supongamos que no. Luego
> po, Tk - € no converge en E, ya que de hacerlo deberia converger a x y entonces serfa
x € F. Estamos entonces en las mismas condiciones que cuando probamos minimalidad, de

manera que utilizando la misma notacién (y usando la 2-concavidad igual que antes) tenemos

n1/28 < M(Q)(E)

1/2
(Z?’:l ]zj]2> H . Por otro lado, como E es normal y dado que (|| Pyz|| g)n

(Sl |

obtenemos n'/%e < M2y(E).K para todo n € IN. Este absurdo proviene de suponer que

es acotada, entonces < ||Py,z|lp < K. Juntando ambas desigualdades

> pe xk - ek no converge en E. Luego la serie converge y en consecuencia x € E. Atin mds, de
la convergencia de la serie se deduce que ||z||g = sup,, || P,z| . En definitiva, queda probado

que E es maximal. O
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Propiedad 1.4.15. Sea F un espacio de sucesiones 2-céncavo con M, (E) = 1. Entonces se
W\ 1/2
verifica M (ly, E) = (((EX)2> ) isométricamente. Si no suponemos M) (E) = 1 entonces

sigue valiendo la igualdad, pero con normas equivalentes.

Demostracion. En primer lugar, vamos a suponer que M(Q)(E) =1.

X
C) Antes que nada, llamemos F' = ((E X)2> para no recargar tanto la notacién. Consi-

deremos x € M({y, E) y veamos que = € F /2 Para eso vamos a notar en primer lugar, que:
x € FY/2 siy solo si € M(E*,/3). En efecto,

X
N (o9
= Plch, e (B
= |zllyletr, Vy/lyl'* e E*.

Estas equivalencias son una simple consecuencia de las definiciones de potencias de espacios
y dual de Kéthe. En la dltima estamos utilizando el hecho de que un elemento y pertenece a

1/2

(E X)2 si y solo si |y|'/® pertenece a E*. Siguiendo con las equivalencias, obtenemos

2|yl € 1, Yy /|y|V2 € BX <= |af|z2 €, Vze EX
< |zz| €Ly, Vz€EE™
< z€ M(E*, {ly).

Probado entonces que x pertenece a F1/2 si y solo si pertenece a M (E*,43), y volviendo
a la inclusién que queremos probar, basta ver que: x € M ({2, E) implica « € M(E*,{9).
Esto se deduce de un resultado anterior (ver Propiedades 1.2.7, item e)), donde se prueba
ademds que ||z[|rr(px ¢,) < | ar(es,)- Luego la inclusién entre conjuntos queda demostrada,
y en lo que sigue veremos que |[z|[p1/2 < ||2] as(e,,p)- Por lo visto, bastard con probar que
||| p1/2 = ||zl pr(Ex 4,)- Notando que z € Bgxy2 si y solo si Z|'/2 € Bpx (aqui usamos la

hipétesis de que M(9)(E) = 1), obtenemos

1/2
lell e = ||l22]|/2 = ( By H\wr?z}h)

EEB(EX)Q

1/2
_ (sup mxmz?\\l)
2€Bpx
1/2
2
= (Sup |||$Z|||2>
2€Bgx

= sup [zz],
zEBEX

= |lzllarex ) (1.42)
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que es lo que queriamos probar.

D) Consideremos un elemento x perteneciente a F' 1/2 v veamos que pertenece a M (lo, E).
Ya probamos en la inclusién anterior que F'/2 = M(E*, (5) isométricamente, de manera que
resulta x € M(E*, £3) con ||z pr(gx ¢,) = ||7] f1/2. Nuevamente el item e) de las Propiedades
1.2.7, nos permite afirmar que z € M(f2, E**) con ||z ar(y,mxx) < |2l ar(Ex 05)- Ahora
bien, dado que E es 2-céncavo, la Propiedad 1.4.14 nos dice que resulta maximal y en
consecuencia es un espacio perfecto por lo visto en el Corolario 1.3.21. Luego, hemos probado
que x € M(ly, E) y que [|z]|ar(e,m) < |2l ar(x 00) = 2] pr/2-

Hasta aqui, probamos el caso M(Q)(E) = 1. Repasando la demostracion, el inico punto
en el que se necesita esta hipGtesis, es cuando se ve que la igualdad F1/2 = M (E*,l3) es
isométrica (la igualdad entre conjuntos no depende de la constante de 2-concavidad). Para
ser més especificos, lo que se demuestra bajo la hipdtesis de que My (F) = M@ (EX) =1,
es que Z € Bigxy2 si y solo si \§|1/ 2 € Bpx. Veamos entonces el caso general, probando la

equivalencia entre las normas. Como ya observamos en (1.42), se verifica

1/2
]| p1/2 = ( sup H\x!2z||1> : (1.43)

S (EX)2

Ahora bien, las desigualdades probadas en (1.39), nos muestran que

MERP o e < 20 (144)
(M@ (EX))
. . Z|1/
y en consecuencia si z € B(gx)2 entonces M‘(%(;X) € Bpx. Luego es claro que
2
211/
sup |[[[z*[zi > sup ||z | —Gees
2€B % 2B px 2 M@)(EX)

1

= ; sup H|az|2EH
(M@)(EX))? 2B 2 !

' 1/2
Teniendo en cuenta que (supzeBEX H\x|2\z|2|]1) = |zl pmrex 02) < N2l argen,m) (ver (1.42)) y
que se verifica (1.43), esta tiltima desigualdad nos muestra que ||| p1/2 < M3 (EX). [ a1 (22, ) -
Para la otra desigualdad, notar que de (1.44) se deduce que si z € Bpx entonces |z|? € Bgxy2-
2 H|w\2§H1 que junto con (1.42) y (1.43)

nos muestran que [[z{|arey,pxx<) < |TlarEx ) < I%[F1/2. Como E es perfecto entonces

Luego tenemos sup.cp =%zl < supzep

[l ar(e2,5) < ||zl p1/2. En definitiva, hemos probado que si no suponemos M) (E) = 1, en-
tonces se verifica ||z 7y, ) < |7 12 < M(Q)(EX).H:UHM(Z%E). O

Corolario 1.4.16. Si E es un espacio de sucesiones 2-concavo entonces M(ly, E) es 2-

CONVETO.
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Demostracion. Sabemos que si un espacio es max(1,r)-convexo entonces la potencia E” es

-convexo. De este hecho y de la Propiedad 1.4.5, se deduce que si FE
1/2

: 1
un espacio ety

es 2-céncavo entonces (((E*)?))
M (¢35, E) es 2-convexo. O

es 2-convexo. Luego la propiedad anterior nos dice que

1.5. Espacios de Orlicz y de Lorentz

Casi a modo de apéndice, daremos las definiciones y propiedades bésicas de los espacios
de sucesiones de Orlicz y de Lorentz. Cada uno de estos espacios es, a su manera, una ge-
neralizacién de los ya conocidos espacios ¢,. En [15], [13], [18], [19], [2] se puede encontrar un

estudio mas detallado de estos temas.

1.5.1. Espacios de Orlicz

La definicién de los espacios de Orlicz, se basa en el rol que juega la funcién ¢(t) = ¥ en

el espacio /,. En ese sentido apunta la siguiente definicién.

Definicién 1.5.1. Una funcidn de Orlicz es una funcién ¢ : [0,4+00) — [0, 400) continua,

no decreciente y convexa tal que ¢(0) = 0, ¢(t) > 0 para cada t > 0 y lim;_.~ ¢(t) = oo.

En algunos libros no se pide la condicién ¢(t) > 0 para todo t > 0, y se denomina funcién
de Orlicz degenerada a aquella funcién que verifique p(t) = 0 para algin ¢t > 0.

Dada ¢ una funcién de Orlicz, consideramos el conjunto de sucesiones

oo
B@:{x:(xi)i: Z¢<W><oo paraalgfmp>0},
)

i=1

el cual resulta un espacio de Banach con la norma dada por

||:c||¥,:1’nf{p>0: th <|~sz|> < 1}.
i=1

Es claro que el espacio (4, || - ||,) tiene la propiedad de normalidad (puesto que ¢ es no
decreciente) y en consecuencia resulta un espacio de sucesiones. Estos espacios se denominan

espacios de sucesiones de Orlicz.

Observacién 1.5.2. Notar que si ponemos p(t) = t¥ entonces L, = ), isométricamente. Por
otro lado, si ¢ es una funcion de Orlicz degenerada entonces se prueba que L, es isomorfo a

loo. Por tal motivo, se excluyen estas funciones del estudio de los espacios de Orlicz.

@(2t)

EONNES

Definicién 1.5.3. Una funcién de Orlicz ¢ satisface la condicidn Aa, si sup;

Observacion 1.5.4. En [15, 4.a.4] se prueba que una funcion de Orlicz ¢ satisface la condi-

cion Ag si y solo si ly, es separable.
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Observacion 1.5.5. Sea ¢ una funcion de Orlicz. Luego se verifican:
i) El espacio L, es simétrico y maximal.

i1) El espacio £, es minimal si y solo si ¢ satisface la condicion As.

Demostracion. Probemos 7). En primer lugar consideremos = € £, y o € II. Sabemos que

hay un p > 0 tal que Y, ¢ (|zi|/p) < oo; esta serie converge absolutamente (pues ¢ toma

valores positivos) y en consecuencia todo reordenamiento es convergente. Esto nos muestra

que ;¢ (|zo)|/p) < oo, y de aqui se deduce que z, € £, con ||z4], < |lz]|,. Razonando
con o1 obtenemos ||z, ||, = ||z, y asi probamos que £, es simétrico.

Consideremos ahora un x € w tal que ||P,z||, < C para todo n y veamos que = € £, con

|zi

Hchp < C'. Es claro que ol < |4

= [IPaalle
@ (Ja;] /|| Paz||p). Luego por definicién de la norma se obtiene

2o () <L (op) =

=1 =1

y dado que ¢ es no decreciente se tiene ¢ (|z;|/C) <

para todo n € IN. En consecuencia » .2, ¢ (|z;|/C) < 1, lo cual nos dice que z € ¢, con
|zl|l, < C (y entonces ||z|l, = sup, ||Pnz|,). De esta manera queda probado que £, es
maximal.

El item i) se deduce de la observacion anterior y del hecho, probado en el Teorema

1.3.11, de que un espacio es minimal si y solo si es separable. O

Dada una funcién de Orlicz ¢, consideremos su inversa a derecha dada por:

P~ (t) = sup{s : p(s) < t}.
Dado que ¢ es continua se tiene (¢~ 1(t)) = t.

Observacién 1.5.6. La funcion fundamental de un espacio de Orlicz estd dada por Mg, (n) =
1
e=t(1/n)"

Demostracion. Si consideramos p = m, entonces obtenemos

- 1 "1
Yo(p)-xi-

resultando de esta forma Ay, (n) < % Por otro lado, si fuese Ay, (n) <

% entonces
e~ 1(1/n)

se tendria ¢! (1/n) < W y en consecuencia ¢ (1/Ag, (n)) > 1, segiin la definicién de ¢!
Luego serfa Y ;| ¢ (1 /e, (n)) > 1, lo cual se contradice con la definicién de la norma en /.

Esto demuestra la igualdad buscada. O

En lo que respecta a las propiedades de convexidad y concavidad de los espacios de Orlicz,

se conocen los siguientes resultados.
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Observacion 1.5.7. Sean 1 <r <2 < s < o0.

i) El espacio L, es s-concavo si y solo si existe una constante K > 0 tal que @(\t) >
K.\.p(t) para todo 0 < A\t < 1.

i) Bl espacio Ly, es r-convexo siy solo si ¢ satisface la condicion Ao y existe una constante
K >0 tal que p(At) < K.\".p(t) para todo 0 < X\t < 1.

En relaciéon con lo anterior, hemos estudiado el tema de las potencias de espacios de
sucesiones. Algunas cuentas sencillas nos permiten calcular las potencias de los espacios de
Orlicz.

Observacion 1.5.8. Sea 0 < r < oo y llamemos (t) = t1/7. Consideremos una funcién de
Orlicz ¢ tal que @ o1 resulta conveza (y en consecuencia es una nueva funcion de Orlicz) y

T
veamos que Ly, = Lpoy.

Demostracion. C) Sea x € w tal que |z|'/" € £,. Luego hay un p > 0 tal que >, (|z:|*/" /p) <

o0, 0 lo que es equivalente,

pr

Z(pow(m) < 00.
i=1

Esto nos muestra que @ € fyoy cOn ||z ooy < |||a:|1/7"\|;.

2) Analogamente, si o € {0, entonces hay un p > 0 tal que

[e’s) ) 0 Jq1/r
e () - 550 (102) <

i=1 =1

1/r
porp?
Notar que la hipétesis de que o1 sea convexa es simplemente para asegurarse que resulta

y en consecuencia |z|'/" € £, con [||z['/7|, < || lo que prueba la otra inclusion.
una funcién de Orlicz y de esta forma poder considerar el espacio de Orlicz £,0,. Cuando
0 < 7 < 1 esta hipétesis se verifica para cualquier funcién ¢ de Orlicz, ya que (&) = t'/" es

convexa. O

Para finalizar, haremos un ultimo comentario acerca del dual de un espacio de Orlicz.

Dada una funcién de Orlicz ¢, consideraremos su funcién complementaria dada por

@*(t) = sup(st — ¢(s)).
s>0
Esta funcién resulta nuevamente una funcién de Orlicz y verifica la siguiente propiedad (que
puede encontrarse en [15, 4.b.1] o en [13, Cap. 4.8]).

Observaciéon 1.5.9. Si ¢ satisface la condicion As, entonces 520 = E; = Ll (donde la

igualdad no es necesariamente isométrica,).
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1.5.2. Espacios d(w,p) de Lorentz

Dados 1 < p < 0o y w = (w;); una sucesién tal que 1 = wy > we > ... > 0, lim; oo w; =0

y >, w; = 00, se define el espacio

d(w, p) = {(Iﬂi)i : Z |5 |Paw; < oo}
i=1
con la norma dada por

[e%¢] 1/P
2] dgw,p) = (Z |$fp-wi> :
=1

*

Recordar que z* = (x]

¥)i es el reordenamiento decreciente de la sucesién z. El espacio

(d(w,p), || - llaqw,p)) es un espacio de sucesiones que denominamos espacio de sucesiones de
Lorentz (en ciertos casos diremos espacio d(w, p) de Lorentz puesto que, como veremos mas

adelante, hay otra clase de espacios también denominados de Lorentz).

Observacion 1.5.10. Se deduce fdicilmente de la definicion, que los espacios d(w,p) son

simétricos y que su funcion fundamental estd dada por Ay p)(n) = (3212, wi)l/p.

Observacién 1.5.11. Un espacio d(w,p) de Lorentz resulta mazimal y minimal.

Demostracion. Para ver que es maximal, consideremos x € w tal que ||Pyz/gwp) < C para
todo n. De aqui se deduce que Y ", |zf[P.w; < C para todo m € IN y en consecuencia
z € d(w,p) con (|2 4(wp) = supy | Pnz | dw,p)-

La minimalidad del espacio se deduce de un resultado probado en [13, Cap. 4.9], donde
se muestra que d(w,p)’ = d(w,p)* (sabemos que esto es equivalente a que el espacio sea
minimal). Por cierto, en [15, Cap. 4.e] se muestra que el dual d(w, p)’ de un Lorentz nunca es

isomorfo a un espacio de Lorentz. ]

En [20] se puede encontrar una caracterizacién de las propiedades de convexidad y con-
cavidad en los espacios d(w,p) de Lorentz. Antes de enunciar este resultado, precisamos la

siguiente definicidn.

Definicién 1.5.12. Sea w = (w;); una sucesién como en la definicién de los espacios de

Lorentz. Diremos que w es p-regular si se verifica wh =< % o, w? para todo n € IN.

Observacién 1.5.13. i) Un espacio d(w, p) de Lorentz es p-convezo con constante MP)(d(w, p)) =
1 y no es r-convexo para r > p.

i1) Para p < s < oo se verifica que d(w,p) es s-concavo si y solo si w es %—'regular, donde
1_1_1

g p s’
ii1) Un espacio d(w,p) de Lorentz es q-concavo para algin q < oo si y solo siw es 1-reqular.

Observacion 1.5.14. De la observacion anterior se deduce que si d(w,p) es g-concavo para

algiin q < oo, entonces Ay p)(n) =< nl/p /P
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Demostracion. Basta notar que si existe un ¢ < oo tal que d(w,p) es g-céncavo, entonces w

es l-regular y esto implica que wi/? = (.3, wi)l/p. Dado que Aggpp)(n) = (31, wi)l/p,

n

. 1
se tiene wi/? =< nll/p‘)\d(w,p) (n). O

Observacion 1.5.15. En lo que respecta a las potencias de espacios de Lorentz, se verifica
facilmente que si 0 < r < p entonces d(w,p)" = d(w,p/r).
1.5.3. Espacios {,, de Lorentz
Dados 1 < p, g < oo, consideramos el espacio £, , de Lorentz dado por:
> 1 1\9q
lpq = {(wz)l : Z (xf.i575> < oo} .

i=1

En principio, una manera natural de definir la norma de un elemento en este espacio, seria

P,q — (i (J?;kz;_}zy]) l/q.

i=1

considerar

]

Sin embargo, con esta definicién no podemos asegurar que se verifique la desigualdad triangular
para cualquier eleccién de p y g. En [2, Teo. 4.3] se prueba que si 1 < ¢ < p < oo, entonces
(Lp.gs || - lp,q) resulta un espacio de Banach y en consecuencia es un espacio de sucesiones. Mas
aun, si p = ¢ entonces se tiene ¢, , = £, y si ponemos ¢ < p, entonces podemos pensar al
espacio ), como un espacio d(w, p) de Lorentz. De hecho, basta considerar w,, = nr ! para
cada n € IN. Para el resto de los casos, ({54, || - ||lp,q) resulta un espacio casi-normado (falla la

desigualdad triangular) y en consecuencia se prueba lo siguiente (ver [2, Cap. 4]).

Observacién 1.5.16. Bajo la hipdtesis de que sea p > 1, para cada x € £, , se define

o0 5 iNg 1/q
2 p.q) = <Z (;,;z—> ) :

=1

la cual resulta una norma, independientemente del valor de 1 < q < oco. Recordemos que

% _ 1 n * . -
=y i xy. Mds ain, se puede ver que

P
l#llpa < llzllp.g) < 2= I#lpa (1.45)

para cada x € €, 4. Estas consideraciones nos permiten hablar del espacio de sucesiones (£p 4, |-

l(p,q)) de Lorentz, siempre que sean 1 <p < oo y 1< q < oo,

Observacién 1.5.17. Sean 1 < p < o0 y 1 < ¢ < oo. Los espacios £y, 4 son simétricos,

maximales y minimales.
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Demostracion. Que estos espacios son simétricos se deduce facilmente de su definicion.

Para probar la maximalidad de ¢}, 4, notemos que si z € w es tal que || P,z 4 < C para
todo n, entonces resulta ", (z}*. il_%)q < C para todo m € IN y en consecuencia = € £, ,
con [|z[|(p,q) = sup, [ P[] (p,q)-

En lo que respecta a la minimalidad de ¢, 4, haremos uso del siguiente resultado (ver [2,
Coro. 4.8]). Dados 1 < p < 0oy 1 < g < oo se verifica £, , = £y (igualdad con normas
equivalentes), donde 1/p+ 1/p' = 1/q + 1/¢' = 1. Recordemos que una de las equivalencias
de minimalidad para un espacio de sucesiones E, es que se verifique E* = E’. La inclusién
E* C E’ se verifica siempre, de manera que para probar que ¢,, es minimal bastard ver
que £y o C £, En este sentido, consideremos x € £y o, y € £, 4 y veamos que zy € {1. La

desigualdad de Holder y la primer de desigualdad en (1.45), nos muestran que

o > 1 1
Slatail = S lailad gyl
i—1 i=1

< Nzllp g Nlyllp.g

< ]l q)-

De aqui se deduce que z pertenece a £, con ||1‘H41>7<q < ||z]l(pr,q), due es lo que se queria

ver. O]

Observacién 1.5.18. La funcién fundamental de un espacio £, , de Lorentz estd dada por

1/q
Mg, (n) = <Z? 1@? ) . Dado que Y7 1 i" < n"*t! para todo r > —1, resulta Ay, ,(n) <
1/p
nt/p.

Los siguientes resultados sobre convexidad y concavidad pueden verse en [8].

Observacion 1.5.19. Sean 1 <p< oo y1 < g < 0.
i) El espacio €, 4 es r-convezo si y solo sir <p yr <q.

i1) El espacio £y 4 es s-concavo si y solo sip < s yq<s.

Observacién 1.5.20. Consideremos un espacio £, 4, de Lorentz y sea r tal que 0 < r < p,
0 <7 <gq. Luego, es sencillo ver que €}, , = Ly o/ con normas equivalentes. En efecto, esto

se deduce de las desigualdades (1.45) y de la siguiente igualdad,

(i Gl )) : (Z Ciza q”)q#)w-



Capitulo 2

Operadores (F, p)-sumantes

En este capitulo definiremos los espacios de operadores (F, p)-sumantes, donde E denota
un espacio de sucesiones. Esta definicién generaliza el concepto de operadores (g, p)-sumantes
(definidos en B.5). La idea sera probar algunos resultados generales de estos operadores, para
luego estudiar con mas detalle las propiedades sumantes de determinadas inclusiones de la

forma id : E — 0.

2.1. Espacios de operadores (F,p)-sumantes

A lo largo de esta seccién, reservaremos las letras F, I’ para espacios de sucesiones, mien-
tras que X, Y denotardn espacios de Banach (cualesquiera). Recordemos que dados dos es-
pacios de sucesiones E y F, escribimos E — F' si F estd contenido en F' y la inclusién es

continua. En tal caso, notamos ck a la norma de la inclusién (ver (1.5)).

Definicién 2.1.1. Sean 1 < p < co y E un espacio de sucesiones tal que ¢, — E. Un operador
T : X — Y entre espacios de Banach se denomina (F, p)-sumante, si existe una constante
C > 0 tal que,
n 1/p
E
(T zilly )iyl g < Ceey. sup (D llai) P (2.1)
@pEBx/ i=1

para cualquier eleccién de elementos z1, ....,z, € X. Notaremos Il ,(X,Y) al espacio de los
operadores T': X — Y que resulten (E,p)-sumantes y 7g ,(7") a la menor de las constantes

C satisfaciendo la desigualdad anterior.

Observar que cuando notamos (||Tz;||y)},, nos referimos a la sucesién > | [|[Tz;||y - €;
que naturalmente pertenece a F. En lo que sigue, a menos que se especifique lo contrario,

cuando notemos (A;)?_; con \; € R serd para referirnos a la sucesiéon » 1 | \; - ¢; € cop.

Observacién 2.1.2. Si en la definicion anterior ponemos E = {; con q > p, entonces

obtenemos la definicion de operador (q,p)-sumante (ver Definicién B.5.1). De hecho, basta

99
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notar que como q > p entonces £, — L, = E, y que la inclusidn tiene norma uno (es decir,

65:1).

Observacién 2.1.3. Sea E un espacio de sucesiones maximal. De la misma manera que en
la definicion de operadores (q,p)-sumantes no tiene sentido considerar q < p, el hecho de que
ly — E juega el mismo papel en la definicion de operadores (E,p)-sumantes. De hecho, si
consideramos § € X (no nulo) y x; = X\ - & (para ciertos A\ € R), entonces (2.1) nos dice
que | Ty |[(Ao) iy lle < C.cl €l x-[(Ao) iy |lp- Esta desigualdad es vdlida para cualquier n y
cualquier eleccion de A1, ..., A\, € R. En caso de ezistir una sucesion A = (\;)iew perteneciente
a £, pero no perteneciente a E, la desigualdad anterior nos muestra que debe ser T'= 0. De
lo contrario, seria ||(X\)i—||g < Cte.||(XN)i2|l, < Cte.||M||p para todo n, y como suponemos

E maximal, resultaria A € E.

Observacion 2.1.4. Sean 1 < p < oo, E un espacio de sucesiones y X un espacio de
Banach. Notamos ()(X) al conjunto de las sucesiones (Tn)new con v, € X, que son débil
p-sumables (ver B.2). Este conjunto resulta un espacio de Banach con las operaciones usuales
(coordenada a coordenada) y la norma dada por ||(xn)n|lew (x) = SUPLep,, (O |<,0(xn)]p)l/p.
Cuando se sobreentienda cual es el espacio X que se considera, notaremos || - [lew(x) = | - I3-

Por otro lado, notamos E(X) al conjunto de sucesiones (xy)n (al igual que antes, x, € X)
que resulten absolutamente E-sumables. Esto es, que (||xn||x)n sea una sucesion perteneciente
a E. Con las operaciones usuales y la norma dada por |[(xn)nllpx) = |(|2nllx)le, E(X)
resulta un espacio de Banach (la demostracion se basa en el hecho de que tanto E como
X son espacios de Banach). Notar que cuando E = {, se tiene E(X) = (;(X) isométri-
camente, donde (;(X) es el espacio de las sucesiones absolutamente p-sumables (también

definidas en B.2). Con esta nueva notacion, podemos reescribir (2.1) de la siguiente manera:

”(Txi)?:IHE(Y) < Coe (i)l -

Esta observacién nos permite reformular, en ciertos casos, la definicion de operadores

(E, p)-sumantes.

Proposicién 2.1.5. Sea E un espacio de sucesiones maximal tal que £, — E. Son equiva-

lentes:
a) FEl operador T : X — Y es (E,p)-sumante.
b) La aplicacion inducida,

T:09(X) — EY)

T (Tn)n) = (Txn)n

estd bien definida, es lineal y acotada. Ademds se verifica la igualdad | T|| = TEp(T).ch.
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Demostracion. a) = b) Consideremos r = (v,), € £;(X) y veamos que (T'z,), € E(Y),
(Tzn)n) =

(

‘rl)z 1||p <

mostrando asi que T esté bien definida. Para cada N € N, consideremos Py
(Tzy,...,TzN,0,....). Por la hipétesis de que T es (F, p)-sumante y observando que ||

|[|;, tenemos

oz )|

7 (1) ) [
E
< mppl(T).ch a2

1PN (Tzn)n) | g vy

IN

Notar que C' = wap(T).cf.HxH;f’ es una constante que no depende de N. Luego, dado que
tenemos H(HT%Hy)Z]\LlH = |Pn (Tzn)n)l gyy < € para todo N, y que E es maximal, se
deduce que (|| Tz, ||y ), e Pertenece a E' como se queria ver. Atin més, tomando supremo sobre

los N € IN, obtenemos ||(|Tally ), | g < 75 p(T)-cE.[|z][¥, 0 equivalentemente H:ﬁ(x)HE(Y) <

WE,p(T).cf.HxH;,”. Esto nos muestra que 7' es acotada (es claro que es lineal), y que |7 <
7TE7p(T).CE.

b) = a) Sean x1, ..., x, € X,y llamemos x = (z1, ..., Ty, 0, ...). Probemos que H(Taci)?:lHE(Y)
< C.Cg J[(@i)i |- Por la definicién de T, y dado que es acotado por hipétesis, se tiene

I(Tz)izill gy = 1T @) ey < I TI]-|z]- En otras palabras, tenemos

1/p
n Al ||

(1 T@illy )izl g < sup Z!s@ ()] :
p

SOEX/ i=1

y en consecuencia T resulta (E,p)-sumante con mg (1) < HCLE” Esta desigualdad, junto con
P

la de la implicacién anterior, nos muestran que ||7'|| = 7TE,p(T).cI‘)E . O

Observacién 2.1.6. Fijemos los espacios de Banach X eY, y veamos que Ilg ,(X,Y) es un

espacio de Banach con la norma dada por mg p(-).

Demostracion. En primer lugar notemos que I1g ,(X,Y) es un espacio vectorial. Es claro que
T =0 es (E,p)-sumante y que si T € IIg,(X,Y) y A € R, entonces A - T € IIg,(X,Y).
Quedaria probar que la suma de dos operadores (F, p)-sumantes resulta (E, p)-sumante. Para
eso consideremos T, S € Il ,(X,Y) y z1,...,2, € X. Como consecuencia de la desigualdad
triangular (en Y y en F), de que E es normal y que T y S son (E,p)-sumantes, obtenemos

las siguientes desigualdades:

I+ S)@)lly)izalle < IUTzilly + 19zilly)izall g
< NUTzilly )izl g + 1 S=illy )izl g
< wpp(T).cpally +mpp(S).cp-lally (2.2)

donde z = (z;)}_,. Deducimos entonces que 7'+ .S pertenece a Il ,(X,Y) con 7g ,(T' + 5) <
TEp(T) + e p(S).
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Ahora veamos que 7g p(+) define una norma en Ilg , (X, Y). Primero probemos que hay una
constante C' > 0, tal que ||T'|| < C.wg p(T) para todo T € Il ,(X,Y). Consideremos z; € X y
notemos que como T es (E, p)-sumante se tiene ||| 721y -€;l|p < 7pp(T).c5. SUPyep,., [P(1)]

para cualquier i € IN. Es decir que ||T21]|y.|leillr < 7ep(T).cp B leH)o y en consecuencia

tomando supremo sobre todos los x1 € By, se obtiene ||T]| < g p(T). Observar que

|62HE
si el espacio de sucesiones E es tal que ||e;||g = 1 para algin i, entonces ||T|| < cf.TrEp(T).
Esta desigualdad nos muestra que si g ,(T") = 0 entonces ||T'|| = 0, y de esta manera resulta

T = 0. Por otro lado, si T' € Il ,(X,Y) y A € R entonces

I -T)(@o)lly)izalle = ALNITz:lly )iz e
1/p
< [Awpp(T).cy. sup (Z\cp ;) ) ,
pEBxr \i=1

de forma que g p(/\ T) < |\.mgp(T). Aplicando el mismo razonamiento, se tiene mp (1) =
TEp(5-(A-T)) < P\I 7Ep(A-T) (para X # 0, sino no hay nada que probar), y entonces g p(\-
T) = |A.wmgp(T). Por dltimo habria que ver que g ,(-) verifica la desigualdad triangular,
pero esto es justamente lo que probamos en (2.2).

Hasta aqui probamos que (Ilg ,(X,Y),7g p(+)) es un e.v. normado. Veamos que es com-
pleto, y asi quedard probado que es un espacio de Banach. Sea (T,,)men una sucesién de
Cauchy en (Il ,(X,Y), mgp(+)). Ya vimos que || - || < C.wg,(-), de forma que (T5,)n, resulta

una sucesiéon de Cauchy en £(X,Y') y en consecuencia converge (en la norma || -|| de £(X,Y))

a un operador T'. La idea serd probar que T es (F,p)-sumante y que T}, E—p()> T. En ese
—00

sentido, probemos lo siguiente:
i) Fijadosn € Ny z,...,z, € X, se verifica ||(||[Tz; ||y )i | & = imym—oo [| (| Tmzilly )iy || £-

i1) La sucesién (7g p(Tom))m €s convergente.

I T, dado € > 0 hay un myg tal que si m > my, se

Para probar i) notar que como T,
verifica [[|Tzilly — | Tmzilly| < 5 X200 para todo i = 1,...,n. Ahora bien, como E es normal
deducimos de esta desigualdad que si m > mo, H(H\TxZHy — 1 TwzillyDicillp < spgy-llen +

..+ enl|E = €. Luego obtenemos

(I Tzilly )i lle = [ Tmailly Jisllel < (N Tzilly = | Tmzilly Disillp < €

para los m > my y asi queda probado 7).
Para ii) basta recordar que (7},)m es de Cauchy en IIg ,(X,Y’). De hecho, por la desigual-

dad triangular tenemos

‘WE@(TWZ) - WE,:D(TZ)‘ < ”E,p(T —Tj) —— 0,

m,l—o0

lo cual nos muestra que (7 p(Tim))m es de Cauchy en R y en consecuencia resulta convergente.
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Volviendo a la demostracién de que IIg ,(X,Y) es completo, veamos que los resultados
anteriores nos permiten probar que 7" es un operador (E, p)-sumante. Fijados z1,...,z, € X y
llamando @ = (z;)y, se verifica ||(|Tnilly)i |2 < TEp(Tw).ch-||z][¥ para todo m, puesto
que los operadores T}, son (FE,p)-sumantes. Tomando limite cuando m — oo y usando i)

y 1), obtenemos ||([|Tz;|ly)i~1l|e < (impy—eo ﬂE’p(Tm)).CE.Hl’H;;]. Esto nos dice que T es

(E, p)-sumante con 7g,(T) < limy,—oo T p(Tm) (luego veremos que vale la igualdad). Por

altimo, veamos que Ty, o) T. Sean z1,...,2n, € X, © = (z;)!; y probemos que dado
m—0o0

un € > 0 hay un mg € IN, que no depende de la eleccién de los z; (y tampoco depende de

n), tal que si m > my se tiene |([[(Tn — T)(@)lly)iyllp < e.cE.lle]¥. Esto probaria que

mEp(Tm —T) < € para todo m > myg, que es lo que queremos ver. En primer lugar notemos

que como T}, il T, dado £ > 0 hay un jy (que depende de x1,...,2,) tal que si j > jo

m—00

entonces ||(T; — T)(z;)|ly < %./\El(n).cf.HxH;f para todo ¢ = 1,...,n, y en consecuencia
n € 1 E w € E w
T = Tl < 5y bl lles + b ealle = Sclally (23

si j > jo, debido a la desigualdad anterior y a que E es normal. Esta desigualdad no alcanza
para probar lo que queremos, ya que jg depende de zy,...,x,. Pero si ahora consideramos
mg tal que 7 ,(Ty, — Tj) < §, para m,l > myg (lo cual tiene sentido, puesto que (17, )m es
una sucesion de Cauchy en Il ,(X,Y’)) y consideramos j > méax{my, jo}, entonces para un

m > myg obtenemos:

11T = D)@ il < 0T = Tl + 10T = T) @)y i s
£ g
< Bl + Sk el = e Bl

donde la primera desigualdad se debe a que E es normal y a las desigualdades triangulares en
Y yen E, y la segunda se deduce de la eleccién de m y j, y de lo observado en (2.3). Aqui myg
no depende de n, ni de la elecciéon de los x;, de manera que queda probada la completitud
del espacio (Ilg ,(X,Y), 7E p(+)). Ademés, se deduce que g (1) = limy,—o0 TEp(Tin), ya que
[7Ep(T) = 7 p(Tn)| < 7 p(Tn —T) —— 0. O

m—oo

Hasta aqui, fijados los espacios de Banach X e Y y dado un espacio de sucesiones F veri-
ficando ¢, — E, hemos considerado al subespacio lineal IIg ,(X,Y) C £(X,Y’) de operadores
(E, p)-sumantes, y probamos que es un espacio de Banach con la norma dada por mgp(-).
Vimos ademas que dado T' € Il ,(X,Y), se verifica ||T|| < C.mgp(T) para alguna constante

C >0 (més ain, C = cf si |le;||g = 1 para algin ).

Observacién 2.1.7. El caso E = U, carece de interés, puesto que Iy ,(X,Y) = L(X,Y)

isométricamente para cualquier 1 < p < oo.

Demostracion. Lainclusién I, ,(X,Y) C L(X,Y) es trivial, y por lo observado anteriormen-

te se tiene ademas ||T'|| < cﬁw.mwp = 7y, p para todo operador T' que sea ({, p)-sumante.
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Para la otra inclusién, consideremos T' € L(X,Y) y x1,...,2, € X, y probemos que

1
11 T@illy )i lloo < T supgepy, (X7 (wa)?)'7. Para eso notemos que || ([Tl y)iylloo =
SUp; <<y, |T2illy, y que para cada i se tiene:

[ Tzilly < |IT[|llzillx = [Tl sup |o(z:)]
@pEBx/
1/p
n
< T sup | D lp(a)IP
@pEBx/ j=1
En consecuencia, sup;<;<,, |[T%i|ly < ||T||.||(zi)jL,[]; como se querfa ver. O

Teniendo en cuenta la definicién de ideal de operadores (que puede ser vista en E.4),
podemos considerar (IIg ,, g ), como un método de asociarle a cada par (X,Y") de espacios
de Banach, un subespacio lineal IIg ,(X,Y) C L(X,Y) tal que (Ilg ,(X,Y), 7gp(-)) resulte
un espacio de Banach. Probemos que (Ilg p, g p) es un ideal de operadores de Banach. Para

eso debemos ver que:

i) ¢ @y € IIg,y(X,Y) para cualesquiera ¢ € X', y € Y, y su norma estd dada por
TEp(P @ y) = llellx[[yly-

i1) Si Xo, Yy son espacios de Banach y tenemos S € L(Xo,X), T € llg,(X,Y) y R €
L(Y,Yp), entonces RT'S € Il ,(Xo, Yp) con norma 7g ,(RTS) < ||R||. 7w p(T).||S|.

En primer lugar consideremos ¢ € X', y € Y y recordemos que el operador p @y : X — Y
estd dado por ¢ ® y(x) = @(x) - y. Queremos ver que este operador es (F,p)-sumante, de

forma que consideremos x1, ..., z, € X y notemos que

Il @y@)ly)iclle = l(elllyly)ialle
1yl (e(z))is | e

1/p
< Alylly-cy- <Z!<p ()| ) (2.4)

donde la ultima desigualdad se debe a que ¢, — FE. Por otro lado, es claro que

n 1/p n D 1/p
(Z |‘P($i)’p> lpllx. (Z >

i=1
1/p
e s (Soeor) 29
y en consecuencia, juntando (2.4) y (2.5) obtenemos

o(Ti)
ol x

IN

EX/ZI

1/p
I(lle @ y(za)lly)izille < lylly-lellx.cy. sup (ZWJ ;) ) :

eX’zl
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lo que nos muestra que ¢ ® y es un operador (FE,p)-sumante con norma 7g (¢ ® y) <
llollx-lylly- Antes de probar que vale la igualdad, veamos 7). Como es usual, consideramos
Z1, ...,y € Xo. Notando que ||[RTS(z;)|ly, < ||R||IITS(zi)||y y que E es normal, obtenemos
IAIRTS (@)llvo)izille < NCRINTS@)llv)ici e = [RILIATS(@)lly )iz lle. Esta desigual-

dad, junto con el hecho de que T' € Il ,(X,Y), nos muestran que

n 1/P
”RH.TFE,p(T).CE. sup (Z\gp(Sxi)\p>

[(IRTS(x:)llvy)imille <
PE€Bxr \ =1
n (,OOS D 1/P
E
”RH-WE,p(T)'Cp'HSH'SDSE%I;/ (; ( 6 ) () )
1/p
< NRImpp D) S]. sup (Zw ) ) ,

eX’Zl

donde la tultima desigualdad se debe al simple hecho de que ﬁ € BX6 si ¢ € Bx:. Esto
prueba que RT'S es un operador (F,p)-sumante con norma 7g ,(RT'S) < ||R||.7e,(T).||S].
Luego, para terminar de probar que (Ilg p, 7g ) es un ideal, solo nos queda ver que g (¢ ®
y) = |lellx-lly|ly. Bastara probar que idg es (E,p)-sumante con norma 7 ,(idg) = 1. De
hecho, supongamos por un momento que se verifica esto tltimo y veamos que 7g ,(p @ y) >
llellx:-lylly (la otra desigualdad ya la probamos cuando vimos que ¢®y € IIg,(X,Y)). Dado
0 < e < ||¢|lx7, podemos considerar zg € Bx tal que |p(zo)| > |||l x’—¢, y (por Hahn-Banach)
1 € By tal que ¥(y) = ||y|ly. Por otro lado, para el xg elegido, consideremos el operador

2o : C — X dado por M, (z) = z - xg, que claramente verifica || M, || = ||zo||x < 1. Notar

My
que la composicién C —% X Yy ¥, C dada por

2z a0 — 2.9(x0) - y — (o). lylly -2,

nos dice que idg(z) = m.@b o (p ®y) o My,. Lo conveniente de esta factorizacion, es

que al calcular la norma 7g,(-), y utilizando el item i) que ya fue probado, obtenemos:

1
i _ M,
TrE:p(l C) 90(950)Hy||Y WE,P(w ° (90 ® y) o 0)

1

——— i Ully TEp (e ® y). || Ma ||

e(@o)-llylly 8 ’
: (p@y)

——~ 1 1 ‘TEp\¥P Yy

(@o)-[lylly "

(la ultima desigualdad se debe simplemente a que ||¢||y’, || Mz,|| < 1). Luego, como estamos
suponiendo 7 ,(ide) = 1, se deduce que |¢o(zo)|.||ylly < 7 (¢ ® y). Recordando que zq fue
elegido de forma tal que [¢(zo)| > ollx — &, nos queda ([gllx — &).ylly < Trp(p © 1)
Haciendo tender ¢ — 0, nos queda ||| x/.[|ylly < mep(p ® y) que es lo que se querfa ver.

Probemos entonces que idg es (E,p)-sumante y que mg,(ide) = 1. Dados z1,...,z, € C,
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veamos en primer lugar que | (|ide (@)} |z < cE.supep,, (S0 lp()[?) /7. Para esto

basta notar que £;(C) = £5(C) (de hecho un ¢ € Bes es de la forma ¢(z) = A.z con [A\| < 1)
y en consecuencia supgep,, (J_i lp(z:) )P = >ory |2;/P)/?. De esta manera, habria que
probar que ||(|ide(z:) )il < & (3, |xi]p)1/p, lo cual es evidente puesto que ¢, — E.

Luego idc es (E,p)-sumante, y en principio mg p,(idg) < 1. Para probar la igualdad, veremos

1/p
que dado € > 0 existen a1, ...xy € C tales que ||(|ide(x:))X ||z > (clfJ —e). (Zfil |xi|P) =
(cf — &) |(|1zi) X4 |lp- Por la definicién de cf, sabemos que hay un = = (7;);en € By, tal que
|z||g > ¢} — 5. Notando que

llzlle = 1Pazlle] < o = Pazllp < ¢ Iz = Pazll, ——0,
p n—oo

queda claro que podemos considerar un N € N, tal que ||z||z < ||Pyz| £ + §. Juntando todo,
obtenemos ||Pyz||g+ 5 > |zl > cf — § > (cF — §).| Pnall, (la tltima desigualdad se debe
a que z € By, y de aqui deducimos que ||(|z])},[|z > (clfJ — &)l (|lz:) Xy 1l que es lo que
buscdbamos. Esto prueba que 7 ,(idg) = 1.

En definitiva, hemos probado que (Ilg p, g ;) es un ideal de operadores de Banach. Notar
que fue fundamental en la demostracién que el espacio E verifique £, — E. En lo que sigue,
cada vez que consideremos operadores (E, p)-sumantes, se sobreentenderd que F es un espacio

de sucesiones tal que ¢, — E.

Observacién 2.1.8. Sean X e Y espacios de Banach y E un espacio de sucesiones tal que
by — E. SiT e L(X,Y) es un operador de rango finito entonces resulta un operador (E,p)-

sumante.

Demostracion. Sea T € L(X,Y) un operador de rango finito y consideremos yi, ..., y, una
base para T'(X). Es sencillo ver que existen ¢1,...,¢, € X’ tales que T' = > 1" 1 0; Q Y, ¥

puesto que los operadores ¢; ® y; son (E, p)-sumantes, se deduce que T es (E, p)-sumante. [

Observacién 2.1.9. Sean E, F' espacios de sucesiones tales que £, — E — F y sean X,Y
espacios de Banach. Entonces g ,(X,Y) CIp,(X,Y) y dado un T € Il ,(X,Y) se verifica

E
mp(T) < Cg-%-TFE,p(T)'

Demostracion. Consideremos T' € g ,(X,Y) y x1,...,x, € X. Es claro que,

F
[T zillyyisalle - < cpll(ITzilly )il e
n 1/p
< cprpp(T)cy. sup Y lp(a)P
@GBX/ i=1

cE n 1/p
= cpmpp(T). 25y sup [ Y |p(x)?

p veBxr \;41

y esto prueba lo que queriamos ver. ]
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Es sabido que dado un operador T : X — Y entre espacios de Banach, decir que T’
es l-sumante es equivalente a decir que es un operador absolutamente sumante (ver la Ob-
servaciéon B.2.4 y los comentarios anteriores a la misma). Los operadores absolutamente
sumantes son aquellos que mandan sucesiones incondicionalmente sumables en sucesiones ab-
solutamente sumables, donde las primeras son aquellas (;); tales que ), ¥, (;) converge en X
para toda permutacién o, y las segundas son las (x;); tales que >, ||z;| < oo. El siguiente,
es un resultado andlogo a la Observacién B.2.4, pero para operadores (E, 1)-sumantes. No-
taremos ¢} (X)) al conjunto de todas las sucesiones incondicionalmente sumables, que resulta

un espacio de Banach con la norma dada por [[(zi)illu = sup,),ep, | 22 Ai - @il x-

Observacion 2.1.10. Sea E un espacio de sucesiones mazimal y sean X,Y espacios de
Banach. Un operador T : X — Y es (E,1)-sumante si y solo si para cada sucesion (x;);

incondicionalmente sumable en X, se tiene que (||Tx;||y )2, € E.

Demostracion. Supongamos primero que T es (E,1)-sumante. Dada una sucesién (z;); in-
condicionalmente sumable en X, es claro que es débil 1-sumable (es decir, (x;); € (¥(X)).
Ahora bien, como E es maximal podemos usar la Proposicién 2.1.5 que afirma que el
operador inducido T : £¥(X) — E(Y) estéd bien definido y es acotado. Pero entonces
T((z;);) = (Tx;); € E(Y), y esto es justamente que (||Tz;]|y); € E.

Para la reciproca, notar que por hipétesis T : (%(X) — E(Y) est4 bien definido. Se
verifica facilmente que 71" tiene grafico cerrado, y de aqui deducimos que T es acotado. Luego,
si consideramos 1, ...,x, € X y notamos que |[(x;) |lw = [[(z:)7_||Y’ (ver los comentarios

previos a la Observacién B.2.4), tendremos

I Tzilly)icille < T2 20,050 lu
=TI (a)ia 1Y

y esto nos muestra que T es (F, 1)-sumante O

2.1.1. Teoremas de inclusién y de composicion

Nuestro siguiente objetivo serd probar algunos resultados para operadores (F, p)-sumantes,
que generalicen los ya conocidos teoremas de inclusién y de composicién para operadores (g, p)-
sumantes (ver Teoremas B.5.3 y B.5.4). Seguido a eso, veremos una caracterizaciéon del
espacio IIg 1(X,Y) bajo la hipdtesis de que X tenga cotipo 2 (caracterizacién que generaliza

la Proposicién B.4.6). Para comenzar, probemos un par de resultados auxiliares.

Observacion 2.1.11. Sean 1 < p < oo, m € N y X un espacio de Banach. Si S € E(ﬂg}, ),

entonces es de la forma S = Z:ll ei ® x; para ciertos x; € X (aqui e; es el funcional que

proyecta sobre la i-ésima coordenada). Ademds se verifica ||S|| = supyep,, (327, |<p(a:i)]p)1/p.
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Demostracion. Dado z = (21, ...,2m) € £, tenemos S(z) = ot zi - S(e;) por linealidad.

Llamando z; = S(e;), es claro que S(z) = >.7" (e; ® z;)(z) lo cual demuestra la primer

afirmacion. Ahora calculemos la norma del operador .S. Por un lado, aplicando la desigualdad

m m
i=1 X i=1
1/p
Sup Z|zz, ()] < 2| SUP <Z|‘P ) > ;
X' \i=1

@pEBx/ i=1

de Holder obtenemos

1SG)x =

= Sup
@pEBx/

IN

y en consecuencia ||S|| < supgep,, ooy |<p(a:i)]p)1/p. Para probar la igualdad, fijemos un ¢ €
By y consideremos z; = |1(z;)[P~L.sg((x;)) para cada 1 < i < m. Llamemos z = (z1, ..., zm)

Y 20 = [ ” € Bgm y notemos que
m
15(z0)llx = sup [(Sz0)| = sup | ()P sg (@) (xs)
pEBy Izl ey |

“ m 1/p
> H;’p/.ZW(m)P—l_sg(lb(:vi)).w(xi) - (ZW(%)V) .
=1 i=1

De aqui se deduce que ||S| > [|S(z0)llx > it \1/}(xi)|p)1/p para todo ¢ € Bx/. Luego,

tomando supremo sobre estos ultimos, queda probada la igualdad. ]

Antes de enunciar el siguiente lema, introducimos algo de notacién. De la misma manera
que £ describe al espacio de las m-uplas con la norma || - ||, notaremos £, al espacio de las

m-uplas (A1, ..., Ay,) con la norma dada por |[(A)™, || g-

Lema 2.1.12. Dados un operador T' : X — Y entre espacios de Banach y una constante

C > 0, son equivalentes:
a) El operador T' es (E,p)-sumante con norma mg,(T) < C

b) Para cada m, la aplicacion lineal O : L(67,X) — Ep(Y) definida por O (S) =

(T'Se;)™, tiene norma menor o igual que C.cf.

¢) Para cada m y cada S € L(£}, X) con [|S|| <1, se verifica que T'S es (E,p)-sumante
con norma g ,(TS) < C.

Demostracion. a) = b) Sea T € Ilg,(X,Y) tal que g ,(T) < C. Fijado m € N, queremos
ver que [|[®7] < C.cf. En la Observacién 2.1.11 vimos que si S € L(¢y,X) entonces
S =316 ®5(e;) con [|S]| = supyep,, (215 ]go(SeZ-)|p)1/p. Teniendo en cuenta esto y la
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hipétesis de que T" es (E, p)-sumante con 7g,(7T) < C, nos queda

127 (N ey = ITSe)ilillg,, vy = IUITSeilly)Zy [l
1/p
< . sup (Z]gp (Se;)| ) :C.cf.HSH.
<p€BX/ i=1

Esto prueba que || @7 < C’.cf. Notar que se deduce de lo anterior, que sup,,cn [|P7| <
Tep(T).c5.

b) = c) Fijemos m € IN. Consideremos S € L(£}}, X) tal que [|S|| < 1y veamos que T'S es
(E, p)-sumante con norma menor o igual que C. Dados 21, ..., 2z, € Eg?, definimos R € L( o X)
de manera que Re; = Sz; para todo ¢ = 1,...,n. En principio, n y m pueden ser distintos.
Maés aun, si bien m esta fijo, n depende de la eleccién de los z;. Esto no afectard nuestro
argumento, que se basa en la hipétesis de que [|®%[ < C.c¥ (sin importar cudl sca el n).
Notar que ®(R) = (TRe;)y = (TSz)y v que |RI| = suppep, (S0 [¢(Re)|P)/7 =
SUPuep ., (Dic |cp(,5’z-)|p)1/p (nuevamente por la Observacién 2.1.11). Esto, junto con la
hipétesis de que || P7] < C. c , da lugar a la siguiente desigualdad:

1/p
1T Szilly )iz |l = 19H(R) | g, (v) < Ccf | Rl = C.cp) Sup (Z\@ (Sz)| ) :
=1

x/

Ahora bien, dado que ||S]| < 1, se tiene oS € B(ym) y entonces sup ¢p., >r, |@(52i)‘p)1/p
P
< SUPyeR ), Oy 1¥(2:)|P)"/?. De esta manera, obtenemos la desigualdad IUNTSzilly )il g <
p/

C.cf.supweB(m), Oy |¢(zi)’p)1/177 que nos muestra que 7'S es (E,p)-sumante con norma

7TE p(T'S) < C como se queria ver. Aun mds, estos argumentos nos muestran que mg ,(7'5) <
E supy, || 7.

¢) = a) Queremos probar que T es (E, p)-sumante. Sean x1, ...,xz, € X,y sea S € E(ﬁg,, X)

tal que Se; = x;. Para poder usar la hipétesis, consideramos S = ﬁ € E(EZ,, X) que verifica

|S]| < 1. Luego tendremos que T'S resulta (E,p)-sumante con norma mg,(T'S) < C, o

equivalentemente 7w ,(T.S) < C.||S||. Pero entonces,

1/p
11T zilly )il 2 = |17 Seilly )izi | < C.ch |IS]. sup (Z lp(es) )

(PGB(WL )

1 1
y dado que supge ., (0 lo(e)[P)? = 1y que ] = supgep,, (Ci [ )7, queda
pl

probado que | (IT2illy )il 2 < OB sup e, (S0y lo(@:)P) /7. Luego T es (E, p)-sumante
y mep(T) < C.

Notar que en caso de que se verifique uno de los items del enunciado (y en consecuencia
todos), de cada una de las implicaciones probadas se deduce que 7 ,(T") = sup,,{7g,(T'5) :
IS0 — X[ <1} = () -supy, [|[PF]. O
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El siguiente resultado generaliza el teorema de composicién para operadores (g, p)-sumantes
en el siguiente sentido: poniendo E = ¢; (t > p) y notando que en ese caso M (¢,, E) = {5 con

1/r =1/t — 1/s, obtenemos el enunciado del Teorema B.5.4.

Teorema 2.1.13. Sean 1 < p<qg< ooyl <r < oo tales que % == — %. Dados XY, Z

1
p
espacios de Banach, se verifica la siguiente inclusion:

HM(ZT,E),q(K Z) ° HT(X7 Y) - HE,p(Xv Z)
Mas aiin, dados S € 1L.(X,Y), T € Wy, g o(Y, Z) se tiene mg,(T'S) < mare,.5),q(T) -7 (S).

Demostracion. Sean S y T como en el enunciado. Notar que tiene sentido considerar a T’
como un operador (M (¢,, E), q)-sumante, ya que {, — M (¢, E) segun lo visto en el item
f) de las Propiedades 1.2.7. En ese mismo resultado, se veia también que cq M) <ec E
hecho que utilizaremos més adelante en la demostracién. Dados z1,...,x, € X (no nulos)7
veremos ane ||(1 71 2)2y 15 < T, )4 (T)-7(S).cE-| (w32 I 1o cual prucba que T es
(B, p)-sumante con 7 ,(T'S) < mrr4,.5),q(T) -7 (S). Por el Teorema B.4.1, y dado que S es

r-sumante, sabemos que hay una medida de probabilidad boreliana p sobre Bx-, tal que

1/r
1Szlly < m(S). ( /B |fc<so>r’"du>

para todo z € X. Podemos considerar entonces, para cada ¢ = 1,...,n, los elementos

1
( Jo @@ dﬂ> 1/r

_ - . _ i
Para aliviar un poco la notacién, llamemos X; = [ By |Z;(p)|Pdp, de forma que T; = NG

T =

-z € X.

Ahora bien, notando que W.()\l/r, ...,)\}L/T,O, ....) € By, y usando simplemente la
definicién de [ - [|a7(¢,,E), obtenemos la siguiente desigualdad:

(i), = (e Graiom ).

1/7“ "
_ H(Zk N W) (TS,

=1
(IS @)l 2)iztll a1 (e, )

E

E

IN

Reordenando un poco, obtenemos

n 1/r
TSzl z)izille < NATS@E) 2)ill e, - (Z Ak) :

k=1
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Pero como T' € Tl (4, 5),q(Y, Z), entonces

IUITS @) 2)im1laserm) < Taacer )0 (T)-cg" PN (ST

M(4r,E) < CE

y en consecuencia volviendo a la desigualdad anterior y teniendo en cuenta que ¢ -

nos queda

1/r
1T Szl 2)iesllE < Targer,m),q(T)-c (ST - (ZM) : (2.6)

Para obtener la desigualdad deseada, debemos usar una vez mas la hipdtesis de que S es
r-sumante. Llamemos o; = Al/r (fB |Z;(p |pd,u) v , Yi = ST; = O%Sl’z Estas nuevas
sucesiones (o), e (y;)i, son las que verifican el item a) en el Lema B.4.4, esto es, Sz; =
0;.y; para todo i. A partir de las definiciones de estas sucesiones, podemos reescribir (2.6) de
la siguiente manera: ||(|| TSzl z)i||p < WM(gT7E)7q(T).cf.|\(yi)?zl||;”.||(Ji)?:1||7«. Ahora bien,
el Lema B.4.4 (ftems b) y ¢)) nos dice que: [[(0,)y | < (@) |27 v )i 2 <

WT(S).(H(xi)?ZIH;”)p/ 7y en consecuencia, volviendo a la desigualdad anterior obtenemos:

TSzl 2l < marger,my,a(T)-cp i (S)-( izl Pl )ia Ny P/
= Tas(ey,m),q(T)7r(S).c; ()i 1

que es lo que queriamos probar. O

Ahora probemos el teorema de inclusién para operadores (FE, p)-sumantes.

Teorema 2.1.14. Sean 1 <p < g < oo, 1 <r < oo tales que % = %— %. Dados X, Y espacios

de Banach, se verifica la siguiente inclusion:
Hgp(X,Y) C Iy, 5)q(X,Y).

Ademds, si T € Ug,(X,Y) entonces Ty, g),q(T) < cf.m.mg’p(T).
Cq

Demostracion. Ya observamos en el teorema anterior que tiene sentido hablar de operadores
(M (£, E), g)-sumantes bajo las hipdtesis de que ¢, — E y 1/r = 1/p — 1/q. Consideremos
T ellgy(X,Y)y x1,...,4n € X, y probemos que

E
c
[T zilly )izl ce,, )y < WE,p(T)-m-cy(“’E)-II(xz‘)?zlIIZC
Cq

obteniendo asi que T es (M (¥, E),q)-sumante con la desigualdad de normas deseada. En

primer lugar, vemos que usando la hipétesis de que T es (E, p)-sumante obtenemos la siguiente
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desigualdad,
I Tzilly )i,y = sup (e T2illy )ity e
()\i);;leBw

= sup  [[(IT(Xilzi)lly)izille
()\i)?:léBe;L

n 1/p
sup WE,p(T)-Cg- sup <Z|<P()\i'wi)|p>

(X)) EBep PEBxr \j=1

IA

n 1/p
= mpp(T)l.  sup  { sup (Zwi-xi)\p) L(27)

(M)iZ1€Ben | v€Bxr \j14

Aplicando ahora la desigualdad de Hélder con ¢/p y /p, y notando que (\;)j_; € Byn, resulta

que

Z [ AilPleo () [P
i=1

n p/r n p/q
(Z |/\i|r> : (Z |<P(33z‘)|q>

i=1 i=1

n p/q
(S

i=1

y en consecuencia supyep ., (D25 q [¢(Ni - :ci)]p)l/p < [[(z:)f=1 [y - Volviendo entonces a (2.7),

> e a)P
=1

IN

IN

obtenemos
E

c
Lr, )
T zilly )i larger, By < TEp(D)-c N (@)imally = 7Ep(T)- 75y -ca 2 N @)izlly
Cq
que es lo que queriamos probar. O

Observacién 2.1.15. Siguiendo la notacion del teorema anterior, la inclusion g ,(X,Y) C
Hare,,m),q(X, Y) sigue siendo vdlida si s < 1, o dicho de otra manera, sil/s > 1/r =1/p—1/q

(la desigualdad entre las normas también se mantiene).

Demostracion. Por la Observaciéon 2.1.9 basta ver que M (¢, E) — M({s, E), y esto se
deduce del item b) de las Propiedades 1.2.7, teniendo en cuenta que como s < r entonces

ly — £.. En cuanto a la desigualdad de normas, los mismos resultados antes mencionados

(,B) ' M(6s,E)

M lr
nos muestran que s, g)q(7) < M6, E)" ST T, E),q(T) vy que M) S Gl = 1.
q

Juntando esto con la desigualdad vista en el teorema anterior, obtenemos que

cM(KT,E)
BT < g ™™MeE).a(T)
Cq
C(JIW(ZT,E) E B

IN

§4 _ §4
viiem) - wm) " Er(1) = S my el (1),
C C
q q q
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de manera que queda probada la desigualdad. ]

Para finalizar esta parte, veremos un resultado sobre operadores (F,1)-sumantes que ge-
neraliza la Proposicion B.4.6. La demostracién utiliza la Proposicion B.4.7 y algunos de

los resultados de esta seccidn.

Teorema 2.1.16. Si X es un espacio de Banach con cotipo 2, entonces para cualquier espacio
de Banach Y se tiene Ilg1(X,Y) = Iy, 5)2(X,Y). La igualdad no es necesariamente

isométrica.

Demostracion. La inclusién Ilg1(X,Y) C Hyye, p)2(X,Y) es consecuencia del Teorema
2.1.14, poniendo r = 2, p = 1y ¢ = 2. Atn més, dado T' € g (X,Y) tendremos
T es,e)2(T) < C{E.W.WEJ(T). Para la vuelta, consideremos T' € Iy, gy 2(X,Y) ¥y
Se L, X) tal que2||S|| < 1. La Proposicién B.4.7 afirma que S es 2-sumante y que existe
una constante C' > 0, que depende solo de la constante de cotipo de X, tal que m2(S) < C.|| S|
(y en consecuencia mo(S) < C dado que ||S|| < 1). Luego por el Teorema 2.1.13 (nuevamente
conr =1,p=1,q=2),resulta T'S € Ilg1(X,Y) con 7g1(T'S) < Tar(e,,E)2(T)-m2(5) <
T (ts,E),2(T).C. Como esto vale para cualquier S € L({5,, X) y cualquier n € IN, el Lema
2.1.12 nos dice que T es (E,1)-sumante con 7g,1(T) < mpr(e,,1),2(T)-C, y en consecuencia
queda probada la igualdad g 1(X,Y) = Iy, m)2(X,Y). O

2.1.2. Relacion con los operadores compactos

Es un resultado conocido el hecho de que todo operador p-sumante es un operador com-
pletamente continuo (o de Dunford-Pettis), esto es, que manda sucesiones débilmente con-
vergentes en sucesiones convergentes en norma. Mas atin, si T : X — Y es p-sumante y
X no contiene una copia isomorfa de ¢1, entonces T' es compacto (ambas afirmaciones son
consecuencia del teorema de dominacion de Pietsch como se puede ver en B.4). Por otro
lado, como puede observarse en los Corolarios B.5.6 y B.5.7, este hecho no se generaliza
a operadores (g, p)-sumantes. El teorema que veremos a continuacién nos muestra que, bajo

ciertas hipétesis, se puede asegurar que los operadores (F, p)-sumantes resultan compactos.
Teorema 2.1.17. Sean Y un espacio de Banach y E un espacio de sucesiones.

a) Si T € Hgyp(ly,Y), donde 1 < p < oo yly, — E — ¢y, entonces T es un operador

compacto.
b) SiT €llgi(co,Y), con by — E — ¢, entonces T' es un operador compacto.

Demostracion. En esta demostracién, seran ttiles algunos de los resultados que se mencionan
en el Apéndice E.
Probemos a). Sea T': £,y — Y como en las hipdtesis y supongamos que no es un operador

compacto. En ese caso, hay una sucesion acotada (z;); de elementos en £, tal que (T'z;);
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no tiene subsucesiones convergentes. Ahora bien, en E.3 se observa que como consecuencia
del teorema de Eberlein-Smulian (ver E.1), toda sucesién acotada en un espacio de Banach
reflexivo tiene una subsucesién débilmente convergente. Como £, es reflexivo y (z;); es una
sucesién acotada, entonces podemos extraer una subsucesion (x;, )i que converge débilmente
a un cierto « € £,y. Podemos suponer z = 0 sin pérdida de generalidad (tomando (z;, — ) en
lugar de (z;, )k ). Por otro lado, (T'z;, ), no converge a cero ya que (7'x;); no tiene subsucesiones
convergentes. Luego, podemos extraer una nueva subsucesiéon (mikj )j» que verifique ademas,
que ||Tx;, ; lly > C para todo j, y para algin C' > 0. Para no recargar la notacién, llamaremos
(zi); a la subsucesién (z;,;);. Tenemos entonces una sucesién acotada (z;); en £y y una
constante C' > 0, tal que (x;); es débilmente convergente a 0 y ||Tz;||y > C para todo i.
Como consecuencia de esta ultima condicion, ||T'||.||z;|ly > ||Tx;|ly > C, o equivalentemente,
il > ”T” (desde luego, estamos suponiendo ||| # 0, de lo contrario no hay nada que

probar). Llamando ¢ = ”TC”, obtenemos una sucesion acotada (x;); en £ tal que:

w
L x¢—>0,

» ||zi]|,y > € para todo i.

Estamos entonces en las hip6tesis del principio de seleccién de Bessaga-Pelczyniski (ver Teore-
ma E.2.7), que afirma que podemos extraer una subsucesion de (z;); que resulte una sucesién
béasica y que sea equivalente a una subsucesién bésica en bloque de la base canénica de £,y
Por el comentario posterior al teorema, esta subsucesién serd equivalente a la base candnica
(e;); de £,y. Como antes, seguiremos notando (x;); a esta subsucesién, de manera que tene-
mos (z;); ~ (e;);- Notar, por otro lado, que (e;); es débilmente p-sumable en £,y (o dicho de
otra forma, (e;); € £}/ (¢;)). De hecho, si consideramos ¢ € B,y e identificamos (by) = 1y,

obtenemos

sup le )IP)/P = sup ZI@O VP = el < 1.

P€By, 4 PE€By, 4
Puesto que (z;); ~ (e;)i, se tiene (v;); € £({y) (ver Observacién E.2.4); y como por
hipétesis T : £,y — Y es (E,p)-sumante, entonces resulta (||7z;||y);2; € E. Para finalizar,
como el espacio de sucesiones E es tal que E — c¢g, se deduce que (||T'z;||y)2, € co, lo cual
contradice el hecho de que ||T'z;||y > C para todo i. La contradiccién proviene de suponer

que T no es compacto. Luego queda probado a).

Ahora probemos b). Consideremos 7' : ¢cg — Y como en el enunciado y veamos que es
compacto. Dado que ¢y no contiene una copia isomorfa de ¢; (ver por ejemplo [1, Corolario
2.1.6]), la Observacién B.2.6 afirma que T es compacto si y solo si es completamente
continuo. Luego bastard probar que T es completamente continuo. La demostracion de esto
es muy similar a la anterior; de hecho vamos a suponer que 7" no es completamente continuo.
En tal caso hay una sucesién (z;); de elementos en ¢y, que converge débilmente a 0 y tal que

(T'x;); no converge. Notar que la sucesién (x;); es acotada, ya que toda sucesién débilmente
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convergente en un espacio de Banach lo es. Al igual que en a), pasando a una subsucesién
podemos suponer que los z; verifican ||T'z;||y > C para algin C' > 0. De esta manera, (x;);
serd una sucesion acotada en cp, que converge débilmente a 0 y que verifica ||z;||o > € para un
€ > 0. El principio de selecciéon de Bessaga-Pelczyniski nos dice que, pasando a una subsucesién,
podemos suponer que (z;); es equivalente a la base candnica (e;); de ¢o. Como (e;); es débil
1-sumable en ¢y (eso es sencillo de verificar), entonces (z;); lo es, y en consecuencia, usando
la hipétesis de que T' es (E,1)-sumante deducimos que (||Tz;||y)i2; pertenece a E. Como
E — ¢( (esta era una de las hip6tesis) entonces (|| Tx;i||y )2, € co, lo cual contradice el hecho
de que (T'x;); no converge. La contradiccién proviene de suponer que 7' no es completamente

continuo y en consecuencia queda probado b). O

Observacién 2.1.18. Se puede decir un poco mds en el item a) del teorema anterior. Si
tenemos T € TIg ,(¢s,Y), donde 1 < p < o0, p' < s < o0 yly, — E — cp, entonces T es
compacto. La demostracion es idéntica (poniendo {5 en lugar de ly) y la hipdtesis de que

s >p' es necesaria para probar que la base candnica (e;); pertenece a 6;”(65).

2.2. Inclusiones (F,1)-sumantes

En esta seccién veremos una generalizaciéon demostrada por Defant, Mastylo y Michels
(ver [9]) de un resultado probado por Bennett en [3], que afirma que si 1 < p < 2 entonces
la inclusién id : ¢, — {3 es (p,1)-sumante (ver Teorema B.5.5). Dado E un espacio de
sucesiones 2-concavo y simétrico, sabemos por la Observaciéon 1.4.13 que E — /(5. El
objetivo serd probar que en este caso, la inclusién id : E — {3 es (F,1)-sumante y luego

mostrar algunas aplicaciones de este resultado.

2.2.1. El resultado principal

La demostracién de que la inclusién id : E < {9 es (F,1)-sumante (para un espacio
E 2-céncavo y simétrico) utiliza algunas técnicas de la teoria de interpolacién. En lo que a
esto se refiere, el Apéndice C nos muestra las principales definiciones y propiedades que
son de utilidad en lo que sigue. Asumiremos como conocidas las definiciones de categoria,
funtor, pares de espacios, espacios intermedios y de interpolacién (todas ellas enunciadas
en el apéndice antes mencionado). Probaremos cuatro lemas auxiliares antes de enunciar el
resultado principal de esta seccidn.

Para comenzar, resulta evidente que los espacios de sucesiones forman una categoria (donde
los morfismos son los operadores lineales y acotados) que resulta una subcategoria de B, la
categoria de todos los espacios de Banach. Por otro lado, dados dos espacios de sucesiones E
y E1, tiene sentido considerar el espacio suma Ey + Ej con la norma dada por ||| gy+5, =
infy—zo+az, {|loll g, + ||Z1]| 2, }» €] cual resulta nuevamente un espacio de sucesiones. En efecto,

es sabido que la suma de dos espacios de Banach (con la norma mencionada) es un espacio
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de Banach, de manera que lo que deberiamos ver para probar que Ey 4+ E7 es un espacio de
sucesiones, es que resulta normal. Para eso supongamos que tenemos x € Fy + E1 e y € w
tales que |y| < |z| y veamos que y € Ey + E1 con ||y||gy+5, < [|z||Ey+E,- Que y € Ey + E}
es consecuencia de una propiedad que tienen los espacios de Riesz (lattices), que afirma que
la suma de dos ideales es nuevamente un ideal (ver Observacién A.1.11). Para probar la
desigualdad entre las normas, consideremos una representacion de |z| de la forma |z| = xg+x;
con zg € Ey, 1 € Ey. Luego se deduce que |y| < |z| < |zg| + |#1] y como consecuencia del
item f) de las Propiedades A.1.5 (y dado que y € Ey+ E1), sabemos que existen yg € Ej e
y1 € E1 (elementos positivos) tales que |y| = yo + y1 y tales que y; < |z;| (i = 0,1). Teniendo
en cuenta la definicién de la norma en Ey + F4, y que Ey, E1 son normales, obtenemos las
siguientes desigualdades: ||y| gy+r; < |yolle, + l|v1llEr < l|l@ollEs + ||#1]|E, - Tomando infimo
sobre todas las posibles representaciones © = xo+x1, vemos que ||y||gy+r, < ||Z] Ey+E, - Luego
Ey + E7 es un espacio de sucesiones. Notar que de la misma manera que se probd esta ultima
desigualdad, se prueba que si |y| < |z| entonces el K-funcional (ver Definicién C.1.3) verifica
K(t,y; Eo, E1) < K(t,z; Ey, E1) para cada t > 0. Andlogamente, dados Fy y Fj, podemos
considerar el espacio intersecciéon Ey N Fq, el cual resulta un espacio de sucesiones con la
norma de un elemento dada por ||z|| g,nE, = max{||z| g, ||z||z, } (en este caso, es mucho més
evidente que Ey N Ej es normal). Lo que nos muestra esto, es que dados dos espacios de
sucesiones Ey y Ej, tiene sentido hablar del par de espacios E = (Ey, E1) y en consecuencia
de la categoria de los pares de espacios de sucesiones.

Para el siguiente lema, seran ttiles las siguientes desigualdades (faciles de probar).

Observacion 2.2.1. Sean 0 <p <1 y 1 < q < 0. Dados los escalares a,b > 0, se verifican:
(a+b)P <a? 4+ y (a+b)=a?+0dl. (2.8)

FEsta ltima significa que existen constantes C1,Cy > 0 (independientes de a y b) tales que
Cr.(a?4+b7) < (a+0)1 < Cy.(a?+ b7).

Estas desigualdades junto con el cdlculo funcional en Banach lattices (ver A.83), nos mues-
tran que si x,y € E4 entonces (x+y)P <aP+y? 0 <p<1)y(z+y)!=<zi+y? (1<q<o0).

Lema 2.2.2. Sean Ey y Ey dos espacios de sucesiones. Supongamos que (Eg, E1) es un par
de espacios de Calderén y E es un espacio de interpolacion con respecto a (Eo, Ev). Luego

para todo 0 < p < 1, EP es un espacio de interpolacién con respecto a (Ef, EY).

Demostracién. Un par de espacios de Calderén E = (Ep, E1), es un par de espacios tal que
todo espacio de interpolacién con respecto a E es un K-espacio. Por otro lado, un K-espacio
es un espacio intermedio E (con respecto a E) tal que si K (t,y; Eo, E1) < K(t,z; Eo, E1) para
todot > 0y z € E, entonces y € E con ||y|g < C.||z||g para alguna constante C. Estas
definiciones pueden encontrarse en C.1.4. Recordemos ademads, que EP es la potencia p-ésima

del espacio E (las potencias de espacios de sucesiones fueron estudiadas en el Capitulo 1.4)
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y que cuando 0 < p < 1 se puede tomar potencia p-ésima de cualquier espacio (la condicién
de que el espacio sea max(1, p)-convexo no afecta, ya que todo espacio es 1-convexo).
Volviendo al enunciado del lema, para probar que EP es un espacio de interpolacién con
respecto a (Ef , EP), debemos ver primero que es un espacio intermedio y luego que T :
(EY,EVY) — (Ef,EV) implica T : EP — EP. Veamos que es un espacio intermedio. En
primer lugar, es muy fécil ver que (Ep N E1)? = Ef N EY isométricamente, de manera que
teniendo en cuenta que Ey N E; C FE (por ser espacio intermedio) y que tomar potencias
respeta las inclusiones (ver Observacién 1.4.8), obtenemos (Ey N E1)? = Ef N EY C EP
con inclusién continua. Ahora veamos que EP C Ef + EV y que la inclusién es continua.
Dado z € EP tenemos |z|'/P € E y teniendo en cuenta que E C Eg + FE; por ser un espacio
intermedio, ]:1;\1/ P ¢ FEy+ FEy. Esto significa que existen xg y x1 pertenecientes a Fy y Eq,
respectivamente, tales que |z|'/? = 29 + z;. Luego tenemos || = (zo + 1)? < (Jzo| + |z1])P <
|zo|P + |z1|P, donde la segunda desigualdad se debe a la Observacién 2.2.1. Pero como
z; € E; entonces |z;|P € EY (i = 0,1) y en consecuencia |zo|P + |z1|P € E} + EY. Luego,
como E} + EV es normal, la desigualdad anterior nos muestra que |x| pertenece a Efy + EY
con ||zl gz gr < ||lzol? + [#1[P|| gz gr. Ahora bien, es claro por la definicién de la norma en

ES + EV, que |||zo|P + [21[P|| geygr < llzolPllgr + [[|lz1[P[|gr ¥ en consecuencia tenemos:

(lellgg e < (laolllgg + M1 Pllgr)"”
= (llwoll’g, + M2l )7

< CAllzollgy + |1l E1),

siendo la tltima desigualdad consecuencia de la Observacién 2.2.1 (notando que 1 < 1/p <
00). La desigualdad probada se verifica para cualquier representacién de |z|*/? de la forma
|z|/? = xg 4+ 21, con x; € E; (i = 1,2). Luego, tomando fnfimo sobre todas estas posibles
representaciones obtenemos (Hx||E§+Ef)1/p < C|||z|"?|| gy 1+ 5,, ¥ como la inclusién E C Ey +
E; es continua entonces (||:UHE§+E€)1/” < C.|||z|"/?|| para alguna constante C. Es decir
que ||zl grpr < C.|||x|/?|2, = C.||x| gr. Esto demuestra que EP C E} + EY con inclusién
continua. Hasta aqui, entonces, hemos probado que EP es un espacio intermedio con respecto
a (Eb,, EY).

Ahora veamos que si T : (E}, EY) — (E}, E}) entonces T' : EP — EP. En realidad,
vamos a probar primero que EP es un K-espacio con respecto al par (Ef, E}) y de alli se
deducird lo anterior. Para eso serd necesario probar la siguiente equivalencia entre los K-

funcionales, que afirma que:
K(t,z; B}, EP) =< K(tY/7, |z|'/?; Ey, Ey)P (2.9)

para todo # € E} + EV y todo t > 0. Para comenzar, fijemos x € Ef + E¥ y ¢t > 0y
veamos que hay una constante C; (que no depende de z ni de t) tal que K (t,z; E, EY) <

Cy.K(tY/p, \:L‘|1/ P: Fy, E1)P. El argumento es similar al que usamos para probar la inclusién
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anterior. Lo primero que veremos es que |3:|1/ P pertenece a Ey+ F1. En efecto, existen yg € Eg
e y1 € B} tales que |z = yo + 91 < [yo| + 1] ¥ en consecuencia, |z['/? < (|yo| + [y1])*/? <
C.(Jyo|?+|y1|*/P) en virtud de la Observacién 2.2.1. Como |yo|"/?+ |y1|'/? € Eq+ E; y por
la propiedad de normalidad, se deduce que ]ac\l/ P € Ey+FE; como se queria ver. Luego, podemos
escribir |z|'/? = zg+z; para ciertos z; € E; (i = 1,2) y dado que |z| = (zo+21)? < |zo|P+|z1 |7,
se tendrd K (t,z; Ef, EY) < K(t,|xoP + |21/; Ef, EY). Ahora bien, de la definicién del K-
funcional (y nuevamente de las desigualdades (2.8)) se deduce que,
(K (1, B ED)Y7 < (Kt wol? + |75 Y ED)
1/p
< (llwolPllgg + 21l p)

1/p
(ool + -z, )

< Cllaollg, + 7 |21 || g,

A

Tomando infimo sobre las representaciones \x!l/ P = x5 + x1 y elevando a la p, obtenemos
K(t,x; By, EV) < C1.K(tY/?,|z|'/?; Ey, Ey)P para cierta constante C;. Ahora probemos la otra,
desigualdad. Como antes fijamos = € Ef + E7, de manera que existen z¢ € E y z; € EY tales
que x = xo+x; (prestar atencion al hecho de que z¢ y 1 no son los mismos que antes formaban
una representacién de |z|*/P). Luego, |z|"/? < (Jao|+|z1|)P < C.(|zo|V/? 4 |21|/P) € Ey+FE1 y
en consecuencia |z|'/? € Ey+ E1; més aiin, existen yo € Eg e y; € F) tales que |z|'/? = yo+ 1
y tales que y; < C.|x;)'/? (consecuencia de las Propiedades A.1.5). Luego, argumentando

de la misma manera que lo hicimos antes, tenemos las siguientes desigualdades:

(@, 1ol Bo, )" < (ol + 7 il )
(G021 5, + £/2.C.Jor | 7)1, )
< Colllzol P, +t.lllz1 V71, )

= Ca(llzollpz + t.llz1][pp)-

IA

Tomando infimo sobre las representaciones de la forma x = x¢+ x1, obtenemos la desigualdad
K(tY/7,|z|V/P; By, E1)P < Cy.K(t,x; BN, EY), que es lo que querfamos probar (notar que la
constante Cy es la misma constante C que obtuvimos antes). Luego, queda probada la equiv-
alencia entre los K-funcionales. Podemos ver entonces que EP es un K-espacio con respecto a
(EY,EY). Sean x € EP, y € Ej + EV satisfaciendo K (t,y; By, EV) < K(t,z; Ef, E7) para todo
t > 0, y probemos que y € EP con |y||gr < C.||z| gr. La equivalencia (2.9) nos dice que existen
constantes Oy, Cy tales que K (tV/P,|y|Y/?; By, E1)P < C1.K(t,y; E}, EY) v K(t,x; E5, EV) <
Cy. K (t'/7 |x|'/?; By, E1)P, y como estamos suponiendo K (t,y; EY, EY) < K(t,z; E}, EY), se
deduce que
K(tYP |y|P: By, By) < (C1.Co)VP. K (V7 |2|Y/?; Ey, Ey).

Pero |z|'/? pertenece a E (pues z € EP) y E es un K-espacio con respecto a (Ey, Ey), de
forma que resulta |y|/? € E con |||y|'/?||g < C.|||z|"/?||z. De aqui concluimos que y € EP y
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que |ly|lgr < CP.||x||gr, y de esta manera mostramos que EP es un K-espacio. Para terminar
esta demostracién, veamos que esto ultimo implica que EP es un espacio de interpolacién con
respecto a (Ef, EV). Sea T : (EY, EY) — (Ef, EY) y veamos que T : EP — EP. Recordar
que T : (EY, EV) — (Eb, EY) significa que T' : E} + E¥Y — E! + EV es un operador lineal
y acotado tal que T(E?) C E? (i = 0,1) y las restricciones T : EY — E? también son
acotadas (digamos, con norma ||T'||;). Consideremos =z € EP y veamos que Tx € EP. Dada
una representacién z = zg + x1 (x; € Ef) se tiene T'r = Txy + Tx1 con Tx; € Ef. En

consecuencia
K(t,Tx; Ef, EY) < ||Txol gr + t.[|T21] gr < max([|T[lo, [|T]1)-([[zoll g + ¢.[[21l g2)

y tomando infimo sobre las representaciones x = xy + x1 nos queda K(t,Txz;Eh, EY) <
méx(||T o, || T|1)-K (¢, z; By, EY). Dado que x € EP y que EP es un K-espacio, resulta Tz € EP
con [|[Tx||gr < C.||z||gr y en consecuencia T : EP — EP es acotado. Luego queda probado

que EP es un espacio de interpolacién con respecto a (EY, EY). O

Lo que sigue, serd probar que si F es un espacio de sucesiones 2-convexo, maximal y
simétrico entonces es un espacio de interpolacién con respecto al par ({2, ). Antes que eso,
veremos que un espacio de sucesiones maximal y simétrico es un espacio de interpolacién con

respecto al par ({1, ls).

Observacion 2.2.3. Sea E un espacio de sucesiones simétrico. Entonces E es un espacio

intermedio con respecto a ({1, %x).

Demostracion. Notando que ¢1 Nl = £1 y que {1+ o = o (ambas igualdades isométricas),
la demostraciéon se reduce a ver que #; — E < f,, con inclusiones continuas y eso ya lo

probamos en la Proposicién 1.1.8. ]

A continuacién, definimos una nueva relacién entre sucesiones. Recordar que dada una

sucesion x = (x,), notamos z* = (z7), al reordenamiento decreciente de x y z** = (z}*),, a

la sucesién dada por 23" = L. 5°" | 27 (ver Definicién 1.3.24). Luego, dadas dos sucesiones
x ey, diremos que z < y si ™ < y**, esto es, si z;* < y;* para todo n € IN. Probemos un

par de resultados que involucran esta nueva definicién.

Observacion 2.2.4. Sea E un espacio de sucesiones maximal y simétrico, y sean x € F,

y € 01 + lso tales que y < x. Entonces y € E con ||y||lp < ||z]E-

Demostracion. Recordemos que como E es maximal y simétrico entonces ||z||g = ||z*| g para
todo z € E (ver Observacién 1.3.27). Por otro lado, en el Capitulo 1.3.2 probamos que

E* es maximal (para cualquier espacio de sucesiones) y que si E es maximal entonces es
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perfecto (ambos resultados serdn ttiles en esta demostracién). Por hipdtesis tenemos = € E,

y € {1 + £ tales que

n n
Zyz‘ < Zazf para todo n € IN. (2.10)
i=1 i=1
Si consideramos z € E*, entonces (2.10) junto con la Proposicién C.1.15 nos dicen que
Yo yral <32 afzf = ||a*2*]|1. Pero como E es maximal y simétrico entonces z* € E =
E** con ||z*||pxx = ||z*||lg = ||z||g, y dado que E* resulta maximal y simétrico entonces
lIz*||Ex = ||z]| gx - Luego la desigualdad anterior nos dice que

o0
doyra <2t < llatllgeocll2llmx = lzle-llzlpx-
i=1
Ahora bien, la desigualdad de Hardy-Littlewood (ver Proposicion 1.3.28) nos muestra que
Yo ilzl < 302 yrzf, y juntando esto con la desigualdad anterior nos queda ||yz||; <
|z||£.]|2]| gx. Esto prueba que y € E** y tomando supremo sobre los z € Bpx resulta
lyllexx < ||z||g. Como E es perfecto, probamos que y € E con |ly||g < ||z||g, que es lo que

se queria ver. O

En virtud del Teorema C.1.16, esta observacion se puede reescribir de la siguiente man-
era: dado E un espacio de sucesiones maximal y simétrico, si x € E, y € £1 + £, son tales que
K(n,y;01,ls) < K(n,x;01,lx) para todo n, entonces y € E con |ly||g < ||z|g. Se deduce
de aqui, que si E es maximal y simétrico entonces es un K-espacio con respecto a ({1, o).
Esto no debe sorprender, ya que mencionamos que probariamos que los espacios de sucesiones
maximales y simétricos son espacios de interpolacién con respecto a (¢1,4) y este ultimo es

un par de espacios de Calderén (ver Teorema C.1.14).

Observacion 2.2.5. Sean T : ({1,0x) — ({1,0s0) Yy x € €1 + loo. Luego se verifica Tz <
max([| 7|1, [|T|oo)-z, donde ||T|v =T : br — bl y [|Tlloo = T : los — Leo-

Demostracion. Como x € f1 + {5 entonces se puede escribir de la forma = = zg + x1 con
xg EL1y x1 € loo. Dado que T : (£1,0s) — (£1,0s0), se tendrd Ta = Txg + Ta1 € {1 + loo
con Tzg € {1 y Txy € loo. El Teorema C.1.16 (aplicado a la sucesiéon Tx) nos dice que

n

Y (Ta); = if  {Jyols + nllyillee} < I Tzoll1 + 1) T2 ]l
i1 Tx=yo+y1

para cada n € IN. Dado que ||Txol|1 + n.[|[Tx1||cc < max([|T||1, |T]|oo)-(||zoll1 + n-|Z1]|00)s

obtenemos " | (Tx)F < méx(||T |1, |T]|o0)-(|lzoll1 + n.[|z1]ls) ¥y tomando infimo sobre todas

las representaciones de la forma x = xy + x1, nos queda

n

n
> (Tx); < méx(| T, [T oo)- _inf  {{[zollr + 1|zl } = max ([ T]|1, 1 To0)- >
=xo+x1

=1 =1
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donde la dltima igualdad es, nuevamente, consecuencia del Teorema C.1.16 (ahora aplicado
a la sucesién z). Luego se tendrd 2.5°7" (Tz)f < max(|T||1, [|T|loc)-2. >0 27, es decir,

Tx < max(|T|1, |T]|oc)-x- O
Las ultimas tres observaciones nos permiten probar lo siguiente.

Proposicion 2.2.6. Sea E un espacio de sucesiones mazximal y simétrico. Luego E es un

espacio de interpolacion exacto con respecto al par (€1, 0x).

Demostracion. La Observaciéon 2.2.3 nos dice que F es espacio intermedio con respecto
a ({1,0x). Luego queremos ver que si T : ({1,0) — ({1,0) entonces T : E — FE es
un operador acotado con norma |1 : E — E| < max(||T||1,||7]|ec). Consideremos z €
E C l; 4+ lx. La Observacién 2.2.5 afirma que Tz < max(||T||1, ||T]|«).z, y dado que
max(|| 7|1, IT]|s0)-z € E, se deduce de la Observacién 2.2.4 que Tx € E con ||[Tz|g <

max(||T||1, |T]|o)-llz||£- Esto es justamente lo que queriamos probar. O
Esta proposicién junto con el lema anterior, nos permiten probar el siguiente resultado.
Lema 2.2.7. Sea E un espacio de sucesiones mazximal y simétrico.
a) Si E es 2-convexo, entonces es un espacio de interpolacion con respecto a (f2,0).

b) Si E es 2-concavo, entonces M(la, E) es un espacio de interpolacion con respecto a

(U2, lx).

Demostracion. En esta demostracion serdn necesarios algunos de los resultados probados en el
Capitulo 1.4. Comencemos probando a). Dado que E es 2-convexo, tiene sentido considerar
la potencia E? que resulta un espacio de sucesiones maximal y simétrico. De hecho, E es
maximal y simétrico por hipdtesis y tomar potencia a un espacio respeta la maximalidad y la
simetria segun lo observado en las Propiedades 1.4.9 (y en la Observacién 1.4.12 para
el caso general). Luego, la Proposicién 2.2.6 afirma que E? es un espacio de interpolacién
con respecto a ({1,{). Teniendo en cuenta que (¢1,¢~) es un par de espacios de Calderén
(hecho que ya remarcamos anteriormente) y aplicando el Lema 2.2.2 con p = 1/2, obtenemos
que (E?)Y/2 es espacio de interpolacién con respecto a (61/2,@42). Notando que 61/2 =4l y
5%2 = f~ isométricamente, resulta que (E2)1/ 2 es espacio de interpolacién con respecto a
(¢, £s5). Cuando la constante de convexidad M) (E) = 1, sabemos por la Observacién
1.4.7 que (E2)1/ 2 = F isométricamente. En tal caso, quedarfa probado el resultado. Si no
suponemos M?)(E) = 1, entonces (E?)Y/?2 = E con normas equivalentes (segin lo visto
en la Observacién 1.4.12). Veamos que en ese caso también se tiene que E es espacio de

interpolacién con respecto a (¢2, /). De hecho, eso se deduce del siguiente resultado:

Observacion 2.2.8. Supongamos que (A, - ||1) v (A, | - |l2) son espacios de Banach con

|- 1l1 ~ | - ll2 (normas equivalentes) y supongamos que (A, || -||1) es espacio de interpolacion
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con respecto al par A = (Ag, A1). Entonces (A, || - ||2) también es espacio de interpolacion con

respecto a A.

La demostracién de este hecho es bien sencilla. Dado que (A, ||-]]1) es espacio intermedio con
respecto a 4, se tiene A(A) C (4, -]l1) € £(A) con inclusiones continuas. Como || - ||1 ~ |- ||
entonces las inclusiones A(A) C (4,] - ||2) € X(A) también son continuas, de manera que
(A, ]| - ||l2) es espacio intermedio con respecto a A. Por otro lado, sabemos que si T : A — A
entonces T : (A, || - 1) — (A,]| - |l1) es un operador acotado. La equivalencia entre normas
nos muestra entonces que 1" : (A, ||-||2) — (A, ||-]|2) es acotado y asi (A, || ||2) resulta espacio

de interpolacién con respecto a A. De esta forma, queda probado a).

Ahora probemos b). Por lo visto antes, bastaria ver que si E es 2-céncavo, maximal y
simétrico entonces M ({2, E) es 2-convexo, maximal y simétrico. Que es 2-convexo se desprende
del Corolario 1.4.16; las otras cuestiones fueron probadas en las Observaciones 1.2.3 y
1.3.19. O

Observacion 2.2.9. El lema anterior junto con el teorema de Aronszajn-Gagliardo (enunci-
ado en C.1.4) afirman que si E es 2-convexo, entonces hay un funtor de interpolacion exacto
F en B (la categoria de los espacios de Banach) tal que E = F(l2,0x) (igualdad con nor-
mas equivalentes). Andlogamente, si E es 2-cdncavo entonces hay un funtor de interpolacion

exacto F tal que M (le, E) = F(l,l).

Para el siguiente lema, recordar que si F es un espacio de sucesiones y X un espacio de
Banach, entonces F(X) denota al espacio de Banach de las sucesiones (z,,), de elementos en X
tales que (||zn | x)n € E. La norma en este espacio esta dada por ||(zn)nllpx) = [(|2nllx)nll &
(ver Observacién 2.1.4). Por otro lado, E,, denota al espacio de las n-uplas (A1, ..., A,) con

la norma dada por ||(A;)i" 4] E-

Lema 2.2.10. Sean E y F dos espacios de sucesiones, X un espacio de Banach y F un funtor

de interpolacion exacto en B. Entonces se verifica
lid : F(E,(X), Fr(X)) — F(E,, F,)(X)| < 1.

Demostracion. En primer lugar, notemos que tiene sentido que consideremos la inclusién
F(En(X), Fr(X)) — F(Ey, F,)(X), ya que se trata de espacios de sucesiones finitas. De he-
cho si (z;)], € F(En(X), Fr(X)) C Ey(X) + Fo(X), es claro que (||z;||x)i; € F(En, Fp)
por ser una sucesion finita y en consecuencia (z;)!' ; € F(En, F,,)(X). Lo que queremos pro-

bar, es que dados z1,...,7n, € X se verifica ||[(2:)iy [l 7z, 70 x) < (@)t |l 7B (x0),F0 (X))

Consideremos @1, ..., p, funcionales en X’ tales que ¢;(z;) = ||zilx v lleillxr = 1 para
todo i = 1,...,n. Podemos definir entonces, la aplicacién 7' : R"(X) — R"™ dada por
(yi)iey +— (@i(yi))i_,. Notar que T'((z;)1) = (||zil|x)i~,, de manera que si probamos

que ||T": F(En(X), Fo(X)) — F(En, Fy)| < 1, entonces se tendrd ||(z:)i, [l 75,7 ) (x) =
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I T (@) ) F(B,m) < (@)1 | 7 (B (x),Fa(x)) cOMO se quiere ver. Para eso, pensemos al
operador T : Ep(X) — E, y T : F,(X) — F,, y veamos que en ambos casos tiene norma
menor o igual que uno. En efecto, para cada y; € X tenemos ¢;(y:) < ||@illx-|lvillx = ||lvillx

y en consecuencia por la propiedad de normalidad se obtiene:

1T (yi)icall e, = N (i(ya))icall 2 < M(lyill x )iz e, = [[(wa)iall 2,0,

lo cual nos muestra que |1 : E,(X) — E,|| < 1. Andlogamente se ve que |1 : F,(X) —

F,|| < 1. Usando en este momento la hipdtesis de que F es un funtor exacto, obtenemos
1T F(En(X), Fu(X)) — F(En, Fy)|| < max{|[T : En(X) — Epl|, [T : Fo(X) — Fuf[} <1

que es lo que queriamos probar. O

Antes de enunciar el préximo lema, y teniendo en cuenta que en la demostracién del
mismo pasaremos del caso infinito dimensional al caso finito dimensional (y de la misma

manera sucedera en el teorema siguiente), sera de gran utilidad el siguiente resultado.

Observacién 2.2.11. Sean E y F' dos espacios de sucesiones. Hasta aqui, dado X = (X\;)}, €
R™ notamos ||(Xi)i—,||E para expresar la norma (en E) de la sucesion (A1, ..., A\p,0,....), es
decir, no hacemos ninguna distincion entre (\)"_; y (A1,..., A\n, 0, ....). Para evitar cualquier
tipo de confusion, en esta observacion serd conveniente notar A= (A1, ey An, 0, 00).

i) Para todo A € R", se verifica |\|y(E,,F,) = ||5\||M(E,F)' Es decir, (M(E,F)), =
M(E,, F,) isométricamente.

i1) Si (E, F) es un par de espacios y F es un funtor de interpolacion exacto en B entonces
(F(E,F)), = F(Ey, F,) isométricamente.

Demostracion. Para probar i) basta notar que ”S\HM(E,F) = SUDPyep, IMyllF = SUPyeB,, A7)+
supye sy, 1M, = I\las(s, .-

Ahora probemos ii). Por un lado, consideremos P, : w — R"™ la proyeccién sobre las
primeras n coordenadas y notemos que P, : £ — E,, y P, : F — F,, en ambos casos con
norma menor o igual que uno. Luego, dado que F es un funtor de interpolacién exacto, se
tendra P, = F(P,) : F(E,F) — F(Ey, F,) con norma menor o igual que uno. Esto nos
muestra que ||A|zg, F,) < Byl F(E,F)- Por otro lado, consideremos @, : R" — w definida
por A — 5\, y observemos que @, : F, — Ey Q, : F, — F con norma igual a uno.
Usando nuevamente que F es un funtor exacto, obtenemos Q,, : F(E,, F,,) — F(E, F) con
norma menor o igual que uno. Esto nos dice que ||5\||]_-(E7F) < [[M£(&,,F.), que junto con la
desigualdad anterior nos muestran que (F(E, F)), = F(Ey, F,,). Notar que es fundamental

en la demostracion, que el funtor sea exacto. ]

Lema 2.2.12. Sean E un espacio de sucesiones 2-concavo y simétrico y F un funtor de

interpolacion exacto en B tal que M (b, E) — F({a,0x). Luego,
N m m mn m n -7:6 7£OO
supllid : L(5', Bn) — F(L(', ), L0, B)| < V2eyie s Mey(B). - (2.11)
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Demostracion. Aligual que en el lema anterior, haremos un comentario acerca de por qué tiene
sentido considerar la inclusién L5, E,,) — F(L5, 7)), L¢3, 05)), es decir, por qué dado
T e L(Iy, Ey) se tiene T' € F(L(05*,07), L(¢5,£3)). Para eso notemos que al ser F un funtor

de interpolacion, se verifica
L6, 00) NL(E", 63) © F(L(G",67), L(6", £5)) © LG, 6) + L(6", 63) S L(6", 6 + £3)

con inclusiones continuas. Luego dado un operador T' : ¢3' — E,,, es claro que lo pode-
mos pensar a valores en /] o en {3 y en consecuencia puede ser visto como un operador en
m n m n
f(‘C(EZ ’ 61 )) ‘C(EQ ’ 62))
Ahora si, comencemos con la demostracién del lema. Para cada n,m € IN fijos, vamos a

considerar T' € L(¢3", E,,) y vamos a probar que
E ’
1Tl e emy,cep ey < V2., ;2 B) - M Y E) T\l 2o, 2.)- (2.12)
En tal caso se tendra
. m m mn mn é y
lid : (65", Ey) — F(LIL 00), L5 65)|| < V20055 Moy (E),

y tomando supremo sobre n y m quedaria probado el resultado. Luego la demostracién se
reduce a probar (2.12). Dado T € L(¢3', E,), el Teorema E.6.2 afirma que existen A =
(A, .y An) € R™ y un operador R € L(£5",¢3) tales que T se factoriza de la forma T : (5" — R
M
3 =2 E,, y ademés se verifica que IR M s cep,20) < \f.M(Q)( )TN 2ep 2,y Adui, M
es el operador multiplicaciéon dado por My(x) = (A;.z;)} ;. Definamos entonces la aplicacién
lineal ® : R" — L(¢3',R") dada por p — M, o R, notando que ®(\) = T segun lo visto
anteriormente. La idea serd ver que ® : (¢5,0%) — (L(¢5,07), L(€5,¢3)) de manera de
poder aplicar el funtor F. Més especificamente, veamos que ® : ¢ — L({5',(}) y que
O 00— LI, 05) en ambos casos con norma menor o igual que ||R||. En primer lugar,
consideremos u, x € R™ y notemos que una simple aplicacion de la desigualdad de Holder, nos

muestra que

[Myo R(@)llep = I(ps-(Rz)i)izy|ley
< lplleg- 1Rz leg
< Alplleg IRI- /e,
de manera que || 2(u)| (e eny = | M o Rl cieeny < llpelleg-|| BRI y en consecuencia || : £ —

L5, 07)]] < ||R||- De manera andloga se prueba que ||® : £2, — L(£5,03)| < ||R||. Luego,

como F es un funtor de interpolacién exacto se tiene

@2 F(ly, 05) — F(L(G 6), L(6', 63))

27 %00

con norma menor o igual que ||R||. Ahora usando la hipdtesis de que M (ly, E) — F(l2,lo),

veremos que podemos restrigir esta aplicacién al espacio M (43, E,) y que resulta

1 M (L5, Ep) — F(LEE ), L0 65)]| < crf &5 IR,
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En efecto, el hecho de que M (l2, E) — F({2,¢x) junto con la Observacién 2.2.11, nos

muestran que para cada g = (p;)]- se verifica:

- F(lo, F (2,
HM”?(M m) = HMHf(eQ,eoo) < CM((ZQ2 loo)” ||NHM (balo) = CM(EQ Loo)” HN”M(@" ),

donde @i = (p1, ..., fin, 0, ....) como en la observacién. Como consecuencia de esta desigualdad
y de que || : F(€5,0% ) — F(LE, 1), L5, 65))]| < ||R||, se obtiene

27 %00

F(la,0o0)
127 (ciep ey cep ey < NRIplrepm) < [IR].c 225 Ay B0y (2.13)

y de esta manera || : M(£3, E,) — F(LEF,00), L2, 03))]| < cf(f;f;o) IR como nos
habfamos propuesto. Con esto queda précticamente demostrada la desigualdad (2.12); sim-
plemente hay que recordar que ®(\) =Ty que || R||.[Allarep e, < \/E.M(2)(E).HTH£(672’L7E7L),

de forma que poniendo = X en la desigualdad (2.13) obtenemos:

F(l2,80)
TN Feeiep ep)cep ey < M((fze M-I A s g 20)

F(larbso)
< M((EQQ V2. M) (E).||T | ey, .

como se queria probar. O

Notando que lo = M (l2,¢1), {eo = M (l2,¢2) y pensando en los espacios de multiplicadores
como operadores diagonales, el lema que acabamos de probar nos dice que si E es 2-céncavo
y simétrico entonces la propiedad de interpolacién de los operadores diagonales (esto es,
la hipétesis de que M (lo, E) — F(M(la,¢1), M (l2,¢2))), se transfiere a una propiedad de
interpolacién, en el caso finito dimensional, de los espacios asociados de operadores acotados
(es decir, L({y, Ey) — F (LG, 07), L5, 05))).

Finalmente, estamos en condiciones de probar el resultado principal de esta seccién.

Teorema 2.2.13. Sea E un espacio de sucesiones 2-céncavo y simétrico. Luego id : E — {o
s (E,1)-sumante.

Demostracion. Dado que E es 2-céncavo, podemos afirmar que tiene cotipo 2 (de hecho son
conceptos equivalentes segin la Proposicién E.5.4). Luego el Teorema 2.1.16 nos dice que
Hea(E, l2) = Hage,,p)2(E,€2) (igualdad no necesariamente isométrica), y en consecuencia
bastard probar que id : E < {3 es (M ({2, F),2)-sumante. Notar que al ser F un espacio
2-céncavo, la Propiedad 1.4.14 afirma que E resulta maximal y minimal. Comenzando
entonces con la demostracion de que (id : E < {3) € IT M(ts,E),2> Observemos que por el Lema
2.2.7 (y la observacién posterior) sabemos que hay un funtor de interpolacién exacto F, tal
que M (l2, E) = F(l2,l). Lo que haremos sera definir, para cada m,n € IN, una aplicacién
O (L(OF ), LT, 05)) — (451 (45), 02 (¢5)) para luego aplicar el funtor F. Dado un
operador lineal S : R™ — R", definimos ®""(S) = (Se;)",. Veamos que

O LUy LT — 05 (Ly) (2.14)
O L0, ) — L0 (Ly) (2.15)
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en ambos casos con norma menor o igual que uno. En cualquiera de los dos casos, es claro que
®"™ "™ estd bien definido y es lineal, de manera que lo que hay que ver es que son operadores
acotados con norma menor o igual que uno. Comencemos con (2.14). Notar que id : {1 — (3
es un operador 2-sumante con norma ma(id : £ — ¢3) = 1 (eso es facil de chequear) y
observar que si en el Lema 2.1.12 ponemos T' = id : ] — /3, entonces tenemos &7 = ™" :
L0, 07) — £51(¢3), donde D2 resulta un operador acotado con norma || ®%|| < mo(T).c3 = 1.

Aln maés, sabemos que
sup || @7 || = sup [|@™" : L(€3", £7) — £5'(£3)]| = m2(T) = 1.
m m

Anélogamente, notando que id : 5 — (3 es ({x,2)-sumante con norma 7y o(id : 5 —
¢3) = 1 (de hecho, la Observacién 2.1.7 nos dice que I, _ o(¢5,05) = L({3,05) isométri-
camente), y poniendo T' = id : {5 — (3 en el Lema 2.1.12, obtenemos que 7 = ™" :

L5, 0y) — L2 (L) es acotado y ademads
sup |7 [} = sup [[@™: L', £) — Lo ()| = Te 2(id < £z — ) = 1.
Ahora, dado que F es un funtor de interpolacién exacto, se verifica:
o F(L(G', ), L6, £3)) — F (65" (£), £ (£3))

con norma menor o igual que uno, y esto vale para cualesquiera n,m € IN. Recurriendo al
Lema 2.2.12, podemos pensar en la restriccion del operador ®™™ al espacio L(¢5", Ey,). En

efecto se tiene
id m m gn omen m(pn m
L3 Ey) — F(LWUS, 67), L1053, 43)) — F (L5 (63), €5(£3)),

N m m n m n ‘7:£ 7£00 4
donde sup,,, [lid : LI, En) — F(LIG,62), L005 6)]| < V2o ') Misy(B) segim lo
visto en el Lema 2.2.12, y |[®™" @ F(LG,01), L5, 05)) — FF(L5),025)| < 1
segun lo observado anteriormente. Seguiremos llamando @™ a la restriccién, de manera que

tenemos
QN Lty En) — F(ly (63), L3 (£3))

F(£2,4o0)
M (¢2,E)
ta es independiente de n,m). Antes de seguir, hacemos el siguiente comentario: una de las

un operador con norma menor o igual que v/2.c M) (E) (y al igual que antes, la co-

hipétesis en el Lema 2.2.12 era que se verifique M (f2, F) — F({3,0x), y en ese sentido
"F(Z27éoo)
M(£2,E)
que M ({3, E) = F(l2,l ), de manera que nos podriamos preguntar jpor qué seguimos con-
ﬂf;f;s)? La respuesta esta en que la igualdad M (f2, F) = F ({2, )
(garantizada por el Lema 2.2.7) no es isométrica. Més adelante, también consideraremos la
M(2,E)

F(l2,loo)

aparecia la constante c . En esta demostracion, el funtor F fue elegido de forma tal

siderando la constante ¢

constante ¢



2.2. INCLUSIONES (E,1)-SUMANTES 87

Lo que sigue, serd pensar el operador @™ a valores en M (5", Ey,,)(¢5) v ver que pode-
mos acotar su norma independientemente de n y m. El Lema 2.2.10 nos dice que |id :
F (05 (05), 02 (05)) — F(e5, 2)(£5)]] < 1, de manera que el operador

2 »%o0
o m(gn n id m n
L(ly', En) — F(L3'(03), 63 (63)) — F (€3, £3)(€3)

tiene norma menor o igual que ﬂ.c]]\j[((ezz’zg’)).M(g)(E). Ahora bien, segin la Observacién

2.2.11, se verifican F ({5, 02L) = (F(l2,000))m ¥ M (45", Eyy) = (M (€2, E))y, isométricamente

PARR )
y en consecuencia, dado que M ({a, E) = F({2,lx), se tendra M (05, E,,) = F(£5",02) con

2 %00

M(42,E F(l2,loo
(Fe2) I g moy < - rep ) < v N Inaep .

Es decir que |[id : F(€5", 02)(05) — M5, Ep,)(45)] < C]A-i[((e?ki)) y de esta manera, el operador

L0y, En) 5 F (e (e3),00(65)) < Fep, em)(e5) 2 Mg, En) (@)

2 » %o

tiene norma menor o igual que \/i.c]\f/[((ézfﬁ).c]]‘f((f’ez).M@)(E). Al igual que antes, seguimos

llamando ®™" a este operador (ahora a valores en M ({3, E.,)(¢4)). Resumiendo, hemos

probado que el operador ®"™" : L(¢3', E,)) — M ({3, E,,)(¢5) dado por S — (Se;)!™,, tiene
F(la,los) M(l2,E)
M(¢2,B) “CF (fa, oo
de n,m € IN. Recordemos que nuestro objetivo es probar que (id : E' — f3) € Ily1(, g)2- Una

norma menor o igual que v/2.¢ ).M(Q) (E), la cual es una cota que no depende

ultima aplicacién del Lema 2.1.12, ahora considerando el operador T' = id : E, — {4, nos

dice que son equivalentes:
» el operador T es (M(¢3, E), 2)-sumante,

» para cada m, la aplicacién lineal ®' = ®™" : L(/3, E,) — M3, Ey,)(05) tiene
M (€2,E)

norma menor o igual que c, T, E),2(T). Més atin,

m,n m m n M(l2,E
Sup [ £, ) — MU, En) ()] = e3P0, o).

Pero teniendo en cuenta la cota que obtuvimos antes para ||®""||, resulta que

F(la,loc) M(l2,E)
| < \/i.CM(;%E) oy M) (E).

T (s, E),2(1d 2 By — fg)‘céw(fz,E)

= sup [
m

-1
Es decir que, llamando C' = (céw (EQ’E)) .\/i.cﬂ(gfjg)).c]]\_f[((e?’ég).M@)(E), nos queda:

TM(ts,E),2(id : Bp — ly) < C (2.16)
para todo n € IN. Notar que C' es una constante que no depende de n, de forma que no sorpren-

derd ver que (2.16) implica (id : E < {9) € 11 M(t2,E),2- En ese sentido, es fundamental senialar

que |J,, B, es denso en E, puesto que E es separable (recordar que separable es lo mismo
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que minimal y al principio notamos que el espacio F era minimal por ser 2-céncavo). Con-
sideremos x1,...,zy € E y veamos que hay una constante K tal que ||(||lzill2)X; lar(es,m) <
M(fz, (@)X [|¥ (esto es justamente que E — fy sea (M ({2, F),2)-sumante). La de-

81gualdad (2.16) nos dice que

HPa ()12 vt ) < Cey™ 2 (Pl Y 15 (2.17)

para cada n € IN, donde P, (A1, Ag,.....) = (A1, ....; A\p, 0, ....) (proyeccion sobre las primeras n

coordenadas). Si probdramos que:
i) (1P () ll2) 1, —— [[llzill2)Z, [
i=111M (62, B) = il12)i=111M(¢2,E)

i) ||(F (1:1))1 15 oo, H(ml)z 15

entonces tomando limite cuando n — oo en (2.17), obtendriamos ||(||z;]|2)X,]| M(ta,E) <
Mz B ||( z;)V,||¥ v asi quedarfa demostrado el teorema. Luego, en lo que queda de esta
demostrac1on nos enfocaremos en probar i) y ii).
Veamos i). Por normalidad se tiene ||(||Pn(zi)ll2)~1 1 ni(es,m) < Il(2ill2)s |l ai(es, ) Para
todo n. Luego debemos probar que dado € > 0, existe un ng tal que ||(||Pn(a:i)||2)i]\i1\|M(g2’E) >

(lzill2) 2y [ as (20,1 — € si n > ng. Por definicién, tenemos

N N N
Py, = 20 [ 0P l) L] = s (1) 5 ]
(CACDAS T B (CACIDREE N (CACRIEEARN
y en consecuencia dado cualquier y € By, se verifica:
N
CLCRIEIA Y [ ACH PR (2.18)
2,E) E

Por otro lado, la desigualdad triangular en £ nos muestra que

[ Ghallzn) L |, = (| (P @0 o) L | | < [ ille = 1P @Dl2)-) L |

y como |y;| < 1 para todo i (pues y € By, ), entonces

o) ]| = [Pl | | < [ Gheille = 1Baol) Y| @219)

por la propiedad de normalidad. Ahora bien, como E es minimal entonces || P, (z;)—z;||p ——
n—oo

E 9

0 para todo i = 1,...,N. Luego dado que E < {o, se verifica ||P,(z;) — x|l —— 0y en
n—oo
consecuencia ||P,(z;)|l2 —— ||xi|l2 para cada 1 < ¢ < N. Elijamos ny de forma tal que si
n—oo

n > ng entonces

lzill2 = || Palz:)]2] < para todo7=1,...,N.

€
Ae(N)
Volviendo a (2.19) y nuevamente como consecuencia de que E es normal, si consideramos

n > ng tendremos

e 2] =P L] ] < <
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para cualquier y € By, (no no depende de y). Esta tdltima desigualdad, junto con (2.18)

nos muestran que si n > ng entonces H(HPn(azz)Hg)filHM( > H(Hxlﬂgyz)f\;lHE — g, para

KQ,E)
todo y € By,. Tomando supremo sobre todos los y, obtenemos ||(||Pn(xi)||2)£\;1HM(EQ,E) >
||(||$i||2)fV:1||M(42,E) — e si n > ng. Esto prueba 1).

Ahora probemos ii). La desigualdad triangular y el hecho ya conocido de que || P, (z;) —

zi||p —— 0 para cada 1 <1i < N, nos dan lo siguiente:
n—oo

N ||% N ||® N ||®
L], - @], < e -k,
N 1/2
= sup (Z|<,0(Pn(mi)—xi)|2>
QOEBE/ i=1
N 1/2
< sup (ZH@HQ-HPn(%)—%H%E)
pEBE i=1
N 1/2
= (ann(mi)—xiu%) ——0
i=1
Luego queda probado i1). O

Observacion 2.2.14. Recordando la caracterizacion de los operadores (E, 1)-sumantes dada
en la Observacion 2.1.10, el Teorema 2.2.13 nos dice que si E/ es un espacio de sucesiones
2-concavo y simétrico entonces para cada sucesion (x;); incondicionalmente sumable en E, la

sucesion de escalares (||x;||2)i estd contenida en E.

Dado F un espacio de sucesiones 2-concavo y simétrico, el Teorema 2.2.13 nos dice
que id : E — {3 es un operador (FE,1)-sumante. Claramente esto implica que el operador
sea (F,1)-sumante para todo espacio F' que verifique E < F'. Ahora bien, jse puede probar
mas que la (E,1)-sumabilidad? jserd ¢d : E — {5 un operador (F,1)-sumante para algin
F — E7? El siguiente resultado nos muestra que, bajo la hipdtesis de 2-concavidad y simetria,

el Teorema 2.2.13 es lo mejor posible en ese sentido.

Corolario 2.2.15. Sean E y F' dos espacios de sucesiones 2-concavos y simétricos. Luego,
se verifica
npi(id: B, — 0y) < |lid : E, — F,||. (2.20)

En particular, se deduce que id : E < {9 es (F,1)-sumante si y solo si E — F.

Demostracion. En primer lugar, veamos que (2.20) implica la afirmacién posterior. Es claro
que si E — F entonces id : E < /{3 resulta un operador (F,1)-sumante (puesto que es
(E, 1)-sumante por el Teorema 2.2.13). Veamos la otra implicacién, es decir, supongamos

que id : E < {5 es (F,1)-sumante y que se verifica (2.20), y probemos que F — F. Es claro
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que 71 (id : B, — 03) < wp1(id : E — {3) para todo n € IN (aqui usamos que id : E — (o

es (F,1)-sumante), y en consecuencia (2.20) nos dice que existe una constante C' > 0 tal que
Hld : En — Fn” S C.7TF71(id : En — Eg) S C.?TFJ(id F— 52)

para todo n. Luego, dado = € E se verifica ||Pz||p < Cpi(id : E — £).|Pyz||p <
C.mpi(id : E — f5).||z| g para todo n. Dado que F' es maximal (por ser 2-céncavo) se deduce
que z pertenece a F'y que ||z||p < C.wpi(id : E — {3).||z| g. Esto nos muestra que £ — F
con cg < C.rpi(id: E — £).

Ahora probemos (2.20). Lo que queremos ver es que existen constantes Cp,Cy > 0 (que

no dependen de n) tales que:

Ci.\id: E, — F,|| < mp1(id : B, — 0y) < Ca.|jid : E,, — F,||. (2.21)
Veamos la primera desigualdad. El Teorema 2.1.14 nos dice que

wp(id: By — 05) > c;w(@’F). (Cf)_l TM (s, F),2(0d : Ep — £5),

y si aplicamos el Lema 2.1.12 con T' = id : Ej, < {3 entonces obtenemos 7, r)2(id :
Ep — 15) = sup, {mar,,7),2(TS) : [|S : €5 — Ey|| < 1}. Junto con la desigualdad anterior
nos queda,
_ S id
npa(id: By, — ) > Cévj(e%F). (cf) ! . sup sup M, ) 2(6a" — By & ). (2.22)
m||S:y—En||<1

Consideremos para cada A = (\;)I"_, el operador diagonal Sy : {5 — E,, dado por (z;)"; —
(Ai-w;)iy y notemos que [[Sx| = [[Al|ar(ep,z,)- Si lamamos My : id o Sy : {5 — {5, la
desigualdad (2.22) nos dice que

; m ) -1 n m
mpa(id : By — 0y) > 034(& B, (cf) . sup T (o, 7),2(Mx 1 0y — £5). (2.23)

Az (e, ) <1

Observemos que ||)\||M(g317Fn) < cy(ez’F).wM(g%Fm(M,\ : 4y — (4). De hecho, si consideramos
ét, ..., en los vectores canénicos en £, entonces se verifica
M(ly,F
M arcen, ) = M€ l2)i=1 [ ares, 7y < Tarey,py2(Mn 2 £y — £3).c ) | ey |1y

que es justamente lo que querfamos ver si notamos que ||(e;)!"_;||5 = 1. Volviendo a (2.23), la

desigualdad recién vista nos muestra que

. —1
relid: Bnor 88) = (D)7 s [Nl
”)‘”M(Zg,En)Sl

= ()7 Jlid: M (€3, E,) — M3, Fy)|. (2.24)
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Pero segin la Propiedad 1.4.15, se tiene

M(ly, E) = (((EX)Q)X>1/2 y M(l, F) = <((FX)2)X)

donde las igualdades son con normas equivalentes (aqui es necesario que los espacios E'y F

1/2

sean 2-céncavos). Como consecuencia de esto y de las Observaciones 1.2.18 y 1.4.12 (notar

que E y F son perfectos por ser maximales), se tendra

ias (7))

= |lid: E, — F,||,

1/2 1/2

lid = M(€3, En) — M (6, Fo)|l =

= (7))

que junto con la desigualdad (2.24) nos permiten afirmar que existe una constante C; > 0,
tal que mpq(id : By, — £5) > C1.||id : E,, — F,||.

Ahora probemos la segunda desigualdad en (2.21), la cual se deduce del Teorema 2.2.13.
Podemos factorizar id : E, — {5 de la siguiente manera E, & F, & 4y, y luego por la

propiedad de ideal de los operadores sumantes obtenemos
mpi(id: By, — 03) < |lid : By, — F,||.wp1(id : F, — £3).

Ahora bien, por lo visto en el Teorema 2.2.13 la identidad id : F < {5 es (F,1)-sumante,
luego llamando Cy = wp(id : Fy, — ¢4) y notando que 7 (id : F,, — ¢5) < Cy para todo n,
se deduce que wp1(id : B, — 03) < Ca.|jid : E,, — F,|| que es lo que querfamos probar.  [J

En lo que sigue, veremos que si E es un espacio de sucesiones 2-céncavo y simétrico en-
tonces la inclusion id : E < f5 es un operador estrictamente singular. Como consecuencia de
esto y de un ejemplo construido por Kalton en [12], veremos que la hipdtesis de 2-concavidad
en el Teorema 2.2.13 es necesaria. Por empezar, recordemos la definicién de operador es-

trictamente singular.

Definicion 2.2.16. Un operador T : X — Y es estrictamente singular si la restriccién de

T a cada subespacio cerrado infinito dimensional de X, no es un isomorfismo.
Notar que los operadores compactos son estrictamente singulares.

Proposicion 2.2.17. Sea E un espacio de sucesiones simétrico y maximal tal que E — {o
y tal que E no es equivalente a ly. Luego, siid : E — ly es (E,1)-sumante entonces resulta

estrictamente singular.

Demostracion. Supongamos que id : 2 — f5 no es estrictamente singular. En tal caso hay
un subespacio cerrado F' C E de dimensién infinita tal que la restriccion de la inclusién a
F es un isomorfismo (entre F' y id(F')). Como id(F') C {2 es un subespacio cerrado entonces

es complementado y en consecuencia podemos considerar la proyeccién lineal (y acotada)
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P : ly — /5 tal que Rg(P) = id(F'). Probemos que la hipétesis de que id : E < {5 es (E,1)-
sumante implica que P : fo < £y es (M(ls, E),2)-sumante. Consideremos P = (z'd/F)_1 o
P : 0y — F, que resulta claramente un operador acotado (es mds, es una proyeccién) y
que verifica que id o P = P. Ahora bien, como id : E — {3 es (F,1)-sumante entonces
P =idoP lo es (por la propiedad de ideal de los operadores sumantes) y por el teorema
de inclusién (ver Teorema 2.1.14) que afirma que Ilg; C Iy, g) 2, deducimos que P
es (M ({3, E),2)-sumante. Pero como F no es equivalente a /2, la Observacién 1.3.29 nos
dice que M (¢2, E) < ¢o y en consecuencia el Teorema 2.1.17 afirma que P : {5 — {3 es
compacto. Luego la restriccion P/, = id : F' — F (aqui usamos que P es proyeccion) resulta
compacta, lo cual es absurdo si se tiene en cuenta que F es infinito dimensional. El absurdo

proviene de suponer que id : £ < {5 no es estrictamente singular. ]

Como consecuencia inmediata de esta proposicion y del Teorema 2.2.13, obtenemos los

siguientes corolarios.

Corolario 2.2.18. Sea E un espacio de sucesiones 2-concavo y simétrico tal que E no es

equivalente a fo. Entonces id : E — fo es estrictamente singular.

Corolario 2.2.19. Sea FE un espacio de sucesiones simétrico, no equivalente a fo y tal que
id : E < {3 no es estrictamente singular. Entonces E no es 2-céncavo (o equivalentemente,

no tiene cotipo 2).

Combinando la Proposiciéon 2.2.17 y el Corolario 2.2.19, podemos mostrar que la
hipdtesis de que E sea 2-céncavo es necesaria en el Teorema 2.2.13. Para eso consideramos
un ejemplo construido por Kalton en [12], de un espacio de Orlicz ¢, — (2, no equivalente
a ly y tal que id : £, — {5 no es estrictamente singular (el espacio es simétrico y maximal
segun lo visto en el Capitulo 1.5 para los espacios de Orlicz). El Corolario 2.2.19 nos dice
entonces que £, no es 2-concavo y la Proposicion 2.2.17 nos muestra que id : £, — {2 no

es (£, 1)-sumante.

Para terminar esta seccion, probaremos un resultado que nos muestra que el rol de /o
en el Teorema 2.2.13 es, en cierto sentido, minimal. M&s especificamente, veremos que si
FE — F son dos espacios de sucesiones simétricos y maximales y E es 2-concavo, entonces
id : E — F es (E,1)-sumante si y solo si ¢ < F. Pero antes que eso, debemos probar
algunas desigualdades relacionadas con los nimeros de aproximacion y los nimeros de Weyl
(ver el Apéndice D), que se definen de la siguiente manera. Si consideramos un operador
T e L(X,Y)yun n € N, entonces

an(T) =Inf{||T - S| : Se€Ll(X,)Y),rg(S)<n}
es el n-ésimo numero de aproximacion de T,y

Zn(T) =sup{an(TS): S € Ll X),]S] <1}
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es el n-ésimo numero de Weyl de T. La siguiente proposicion, generaliza la desigualdad de

Ko6nig enunciada en la Proposicién D.1.15.

Proposicion 2.2.20. Sea F' un espacio de sucesiones tal que €o — F. Luego, siT : X — Y
F

es un operador (F,2)-sumante entonces x,(T) < ()\F(n))_l.c2 7r2(T), para cada n € IN.

Demostracion. En primer lugar notemos que si consideramos un operador R : fo — Y,
entonces la Observacién D.1.9 afirma que dado un ¢ > 0 hay un sistema ortonormal (fy),
en (o, tal que a,(R) < (1 +¢).||Rfn|ly para todo n. Si R es (F,2)-sumante, esto implica que
I>% 1 ai(R) - el p < ¢ .mpa(R). En efecto, la desigualdad de Bessel nos dice que [|(fn)n||y <

1 y en consecuencia,

Z CLZ(R) c €
=1

Como ¢ > 0 era cualquiera, entonces se tiene la desigualdad planteada.

< (T+e). |(IRfilly)i ]l g < (1 +).cd mpa(R).

F

Ahora si, consideremos 7' : X — Y un operador (F, 2)-sumante y sea ¢ > 0. Por definicién
de los nimeros de Weyl, hay un operador S € L({3,X) con [|S|| < 1 tal que z,(T) <
(1 + €).a,(T'S). Por un lado, el hecho de que a;(T'S) > a(T'S) > .... > 0 y la propiedad de
normalidad nos dicen que Ap(n).a,(T'S) < || 37 a;(T'S) - e;||p. Por otro lado, la observacién
hecha al comienzo de la demostracién nos muestra que || Y1, a;(T'S) - e;||p < & .wpa(TS) <
cg 7r2(T) (la dltima desigualdad es por la propiedad de ideal de operadores sumantes y

porque ||.S|| < 1). Juntando todo obtenemos:

(1+e) L Ar(n).z,(T) < Ap(n).an(TS) (TS) -
F
< C§.7TF72(T)
y haciendo & — 0, nos queda Ap(n).z,(T) < & .wpo(T) como se queria probar. O

Notar que si en la proposicion anterior ponemos F' = {5, obtenemos la ya mencionada
desigualdad de Konig: n'/2.z,(T) < m(T).

Observacién 2.2.21. Sean E y F' dos espacios de sucesiones simétricos y para cada n € IN,

sea (5] el mayor de los enteros menores que %. Se verifican las siguientes desigualdades:

1 lid: 6§ — F

g (id: By Fy) > —— 1 , 2.25

i V2 BN G Bl (2:29)
1

arnyyq(id 05 — E,) > —.|lid: {5 — E,||, 2.26

[2}+1( 2 ) = \/5” 2 H ( )

aps i (id: 0 = By) < flid: 6y 2 s Byl (2.:27)
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Demostracion. Para probar (2.25) serdn utiles la desigualdad de Konig (esto es, el caso F' = /o
en la proposicién anterior) y la Observacién B.4.9 que afirma que:
||id = 05 — £5]|

(2.28)

En primer lugar probaremos que

n—k+1>1/2 lid : 03 — F,||
n

il B £ id: 05— B
para cada 1 < k < n. En efecto, la propiedad de multiplicidad, junto con la desigualdad de

Kénig y la desigualdad (2.28) nos muestran que,

202 S5 By ) < a(id s 08 s Bt g (id : Fyy s £2)

o 1 . .
< aplid: b = Fu). oy mlid s Fa = )
nl/? lid : 03 — 3|
< id : 0y
< mlid: g CHF”)'(n—/cH)l/?'IIz'd;fg;)Fnll
1/2
n 1
= id 05— F). . .
wr(id: b3 — Fu) <nk+1> lid : 6 — Fo|

Notando que por la definicién de s-number, se verifican:
l=x,(id: 0 —05) v xp(id: 0y — F,) < |lid : b5 — E,||.x(id : B, — F,),

de las desigualdades anteriores se deduce que

1/2
1< |lid : 8y — By|.ag(id : By — Fp). (n—k:+1> id : 5 — F|
) n

o lo que es equivalente,

n

n—k+1>1/2 lJid : €3 — F||

id : B, F,) > ST .
Telid : Bn = ) ( lid &5 — |

Poniendo k£ = [5] + 1 y notando que n — [§] > n — § (y en consecuencia (

n 1/2
<nn2 > = %) se prueba que:

_ 1 lid : 6 — Fy|
Ty (id s By — Fp) > —. .
gt '= i —

La desigualdad (2.26) se deduce rédpidamente de la anterior. De hecho, como los nimeros de

aproximacién son los més grandes de todos los s-numbers (ver Observacién D.1.7), entonces
tenemos
1

V2

a[%}+1(id : ESL — En) > x[%]+1(2d : Eg — En) > Hld : Egb — EnH,
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que es lo que se queria ver.
Por 1ltimo, probemos (2.27). Por definicién tenemos ajz) 1 (id : £3 — Ey) = if{[lid—S]| :
S € L({3,E,), rg(S) < [5] + 1}, de forma que si consideramos S : ¢5 — E, dado por

S(x1, .oy xy) = (1, e 221, 0, ...), es claro que
ajpjp(id : 5 — Ep) < lid = S| (2.29)

Por otro lado (id — S)(z1,...,xn) = (0, ...,O,x[g]ﬂ, .y Tp), ¥ entonces por la simetria de E

tenemos
I(id = S) (@1, s @)l = (105 0,22y s @) = (12121405 - 2 |,
< Mid: 575 o By @igpen -2l g
< lid: 6" s By o1, ezl (2.30)
Juntando (2.29) y (2.30) obtenemos ajn) 1 (id : £3 — Ey) < |lid : 6;7[%1 = B[zl O

Ahora si, estamos en condiciones de probar el resultado anunciado.

Corolario 2.2.22. Sean E y F' dos espacios de sucesiones mazimales y simétricos y supon-

gamos ademds que E es 2-concavo. Luego, se verifica
npa(id: E, — F,) < |lid : {5 — F,||. (2.31)
En particular, id : E — F es (F,1)-sumante si y solo si {3 — F.

Demostracion. Para empezar, probemos que (2.31) implica la equivalencia posterior. Esta
parte de la demostracién es muy parecida a la comienzo de la demostracion del Corolario
2.2.15. Supongamos primero que id : E < F es (E,1)-sumante y veamos que {3 — F. Es
claro que 71 (id : E, — F,) < mp1(id : E — F) para todo n y en consecuencia (2.31) nos

dice que existe una constante C' > 0 tal que
llid : t5 — F,|| < C.mpa(id: E, — F,) < Crgi(id : E — F).

Dado que F' es maximal, de aqui se deduce que o — F con |l — F| < C.mg(id :
E — F) (esta cuenta estd hecha en la demostracién del Corolario 2.2.15). Para el otro
lado, supongamos que f5 — F y veamos que id : E < F es (E,1)-sumante (notar que en
principio no suponemos F — F, pero como E — {9 ya que E es 2-céncavo y ¢o — F por
hipétesis, entonces E < F'). Nuevamente (2.31) nos asegura que hay una constante C' > 0

(no necesariamente la misma de antes) tal que

mpa(id: B, — F,) < Cllid : b5 — F,|| < C.|lid : ly — F|.



96 CAPITULO 2. OPERADORES (E, P)-SUMANTES

Como E es minimal (separable) por ser 2-céncavo, entonces J,, Ey, es denso en E y en conse-
cuencia la desigualdad anterior nos dice que id : E — F' es (E,1)-sumante con g (id : E —
F) < C.id : 3 — F||. La demostracién de este hecho es totalmente andloga al final de la
demostracién del Teorema 2.2.13 (ver de la desigualdad (2.16) en adelante).

Ahora probemos (2.31). Una de las desigualdades se deduce del Teorema 2.2.13 via un
argumento de factorizacién. De hecho como F es 2-céncavo y simétrico entonces resulta (E, 1)-

sumante, lo cual nos muestra junto con la propiedad de ideal de los operadores sumantes, que:
id id
mpalid: By = F,) = mp1(En 0 S F,)
< 7wga(id: B, — 0y).|lid : £y — F,||
< wpa(id: E — ly).|lid : £y — F,||.
Llamando C = mg,1(id : E — {3) (notar que no depende de n), hemos probado que 7 1 (id :
E, — F,) < Ci.|id: 4 — F,| para todo n € IN.
Para la otra desigualdad, seran de gran utilidad la Proposicion 2.2.20 y las desigualdades

probadas en la Observacion 2.2.21. El Teorema 2.1.14 junto con la Proposicién 2.2.20

(para el espacio F' = M ({3, E)) nos dicen que

CM(£27E)
7rE71(id : En — Fn) > 2 CE .TI'M(&’E),Q(Z'd : En — Fn)
1
1 n
> —. — .In .d
= CJIE )‘M(ZQ,E) ([2} + 1) $[§]+1(Zd E, — F,)
| L .
= Enld : 62 — E[%]+1HJI[%]+1 (Zd B, — Fn), (2.32)

donde la tltima igualdad se debe a que Ay, g (k) = [|id : (5 — Ey|| (para todo k). Ahora,
juntando (2.32) con (2.25) obtenemos

1 |id: 5y — F,||
V2 lid: & — Bul

. . 2141
mwmmgﬂgﬁwm¢]%g%m
1

] <[5]+ 1 (lo cual es facil de probar) y que en consecuencia |[|id : f[f]ﬂ

= Ep_jn ||, la desigualdad anterior nos muestra que

1
“E°
1

1 lid: 63 — F

, n—[3]
d:l, 2 E, _in]|.—. .

nga(id: E, — F,) >

Si en esta ultima desigualdad aplicamos las desigualdades (2.27) y (2.26) (en ese orden),

entonces nos queda
. 1 . L |lid: t3 — Fl
d:E,—F,) > —.an d:ly — Ep).—.

1 |lid: 2 — F,|| 1 |lid: 3 — E,||

= F VA WRliditp—E

.
1
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Llamando Cy = 2.c¥’ queda probado que ||id : £F — F,|| < Cy.mp(id : E,, — F,) para todo

n, y en consecuencia queda demostrado el resultado. O

2.2.2. Numeros de aproximacion de operadores identidad

En [19, 11.11.5] se calculan los niimeros de aproximacién de las identidades id : £ — £}

para 1 < p < ¢ < 0o. De hecho, segtin lo enunciado en el Teorema D.1.10 se verifica
ap(id : by — £3) = (n —k + 1)1/P—1/q

para todo 1 < k < n. En el caso particular 1 < p < g = 2, nos queda

)\gp(n —k+1)

(2.33)
Como aplicacién del Teorema 2.2.13 veremos que se puede generalizar (2.33) de manera
asintética, cuando cambiamos el espacio £, por un espacio de sucesiones 2-céncavo y simétrico.

Antes de enunciar este resultado, veremos un par de lemas auxiliares.

Lema 2.2.23. Sea E un espacio de sucesiones simétrico y 2-concavo. Luego se verifica

Ap(n)

(2.34)

para todo n € IN.

Demostracién. Comencemos notando, como ya lo hemos hecho en otras ocasiones, que |id :
03 — Eyll = Aps,,5)(n), lo cual nos permite reescribir (2.34) de la siguiente manera:
Ap(n)
AM(t2,E) (1) X IRV
Ahora recordemos algunos resultados que seran de utilidad en la demostracién de esta férmula.
Por un lado, la Propiedad 1.4.15 nos dice que M ({2, E) = (((EX)Q)X)U2 con normas

equivalentes. En segundo lugar, las desigualdades (1.39) junto con la Propiedad 1.4.5, nos

muestran que si F/ es 2-céncavo entonces

WA ey < el 212 (2.35)
(M2)(E))
para todo x € FE. Por ultimo, la Observacion 1.2.11 afirma que si E es un espacio de

sucesiones simétrico entonces

Ae(n) Agpx(n) =n (2.36)

para todo n. Volviendo a la demostracién, es claro que

1/2,

)‘M(ZQ,E)(H) =ller+ ...+ enHM(Zz,E) = [ler + ... + €n||(((EX)2)X)
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de manera que bastard probar que |le; + ...+ en||( (EX)Q)X)1/2 = /\75(/’;), Notando que |e; + ... +
en|? = e1 + ... + e, y haciendo uso de la igualdad (2.36) obtenemos:

1/2 1/2
||e1+...+en||(((Ex)2)X)1/2 = ler + o+ enlll/meyzy = ler + -+ enll fznyey
1/2
n
- _ 2.37
(Hel—i—...+enH(Ex)2> (2.37)
nl/2

1 /2
. n
Una de las desigualdades en (2.35) nos muestra que <”el++en(w> m.

y en consecuencia se deduce que:

nl/2
e1+...+e, < Mo (FE
” 1 ||(((E><)2)><)1/2 H€1+-~-+enHEx (2)( )
e1+...+ep
_ nl/Q.H 1 - HEM(Q)(E)
Ap(n)
SV Mz)(E)

(donde la igualdad se debe nuevamente a (2.36)). Por otro lado, la segunda desigualdad en

1/2
(2.35) nos dice que <e1++2n||<Ex>2> > %, de forma que volviendo a (2.37) y

razonando igual que antes obtenemos

Ar(n)
< .
12 ller + .. +6nH( (EX)2)X)1/2
En definitiva, hemos probado que |le; + ... + enH(((EX)2)X)1/2 = /\fli(/nz) como se queria ver.
Observar que en el caso en que sea M9)(E) = 1, se verifica la igualdad ||id : £5 — Ej| =
Ag(n) O

ni/2 °

Antes de enunciar el préximo lema, serd necesaria la siguiente definicién (que también se
puede ver en el Apéndice D). El n-ésimo nimero de Hilbert de un operador T' € L(X,Y),

esta dado por
ho(T') = sup{an(RTS) : S € L(L, X),[|S| < 1y R € L(Y, &), | R|| < 1}.

Para determinados operadores, estos niimeros coinciden con los ntimeros de Weyl como vere-

mos a continuacién.

Observacion 2.2.24. Sea X un espacio de Banach y consideremos un operador T : X — (7.
Luego hi(T) = x(T) para todo 1 < k < n.

Demostracion. Fijemos 1 < k < n. Dado que los nimeros de Hilbert son los mas chicos de

todos los s-numbers (ver Observacién D.1.11) es evidente que hy(T) < zx(7T). Para la otra
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desigualdad notemos que como los niimeros de aproximacion tienen la propiedad de inyectivi-
dad sobre los operadores entre espacios de Hilbert (ver Definicién D.1.4 y Teorema D.1.5),
entonces si consideramos el operador J,, € L({3, l2) dado por J,(x1, ..., zpn) = (21, ..., Tn, 0, ...),
resulta claro que ag(J,T'S) = ai(TS) para todo operador S € L(¢3, X). Ahora bien, notando

que ||J,|| < 1 obtenemos,

W(T) = suplap(RTS): S € L(fa, X),||S|| < 1y R € LY. ), |R] < 1}
> sup{ap(JnTS): S € L(lz, X),[|S]| <1}
= sup{ax(TS): SeLlX),|S| <1}
= x(7)

que es lo que se queria probar. ]
Lema 2.2.25. Sean X,Y dos espacios de Banach tales que dim(X) = dim(Y) = n.
a) SiT € L(X,Y) conrg(T) =n, entonces hj(T).an_r11(T~1) <1 para todo 1 < k < n.
b) SiT € L(X,3) conrg(T) =n, entonces x(T).an_k11(T') =1 para todo 1 < k < n.

Demostracion. Fijemos 1 < k < n y comencemos probando a). Dado 0 < € < 1, la Proposi-
cién D.1.13 nos dice que existen S € L(/5, X) y R € L(Y,5) tales que ||S|| < 1, ||R| < 1
y RTS = (1 — €).hy(T).idy (donde id), = id : €5 < ¢5). Llamemos p = (1 — ¢).hx(T) y consi-
deremos el operador A : Y — X definido por A = T~! — p~1.SR (notar que tiene sentido
considerar T~! puesto que rg(T) = dim(X) = dim(Y) = n). Notemos que ATS = 0. De
hecho,

ATS = (T7'—p L.SR)TS =T7'TS — p~'.SRTS
= S—ptpS=5-85
= 0.

Esto nos muestra que dim(Ker(A)) > rg(T'S) = k, donde la tltima igualdad se debe a
que TS : ¢ — Y es un operador inyectivo (pues RT'S = p.idy). Luego rg(A) = n —
dim(Ker(A)) <n—(k—1) =n—k+ 1y en consecuencia utilizaremos este operador A para
estimar a,_j41(T~!). Por definicién del operador se tiene T-! — A = p~L.SR y dado que
rg(A) <n —k+ 1 se deduce que,

(1= &) h(T)-tn-ps1(T7Y) = pan_p1(T7H) < p||T7" = A
= p.p "SR] =S|I Rl
< 1

(1;). Como 0 < € < 1 era cualquiera, se concluye

lo cual demuestra que hg(T).a, g1 (T71) <
que hg(T).an_ k1 (T71) < 1.
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Ahora veamos b). La desigualdad x1,(T).a,_x41(T~!) < 1 se deduce réapidamente del ftem
a) y de la Observacién 2.2.24. Para el otro lado, notar que como los nimeros de Weyl

son s-numbers entonces x,(id : £5 — ¢3) = 1. Luego, dada la siguiente factorizacién de la

71 T
identidad ¢35 — X — /3 y teniendo en cuenta que los niimeros de Weyl son multiplicativos
(ver Observacién D.1.14), se obtiene 1 = z,(TT~1) < 24 (T).2p_+1(T ™). Esto, junto con
el hecho de que los niimeros de aproximacién son los mas grandes de todos los s-numbers, nos

muestra que 2(T).a,_g+1(T~1) > 1 como se querfa ver. O
Ahora si, estamos en condiciones de probar la generalizacién de la férmula (2.33).

Teorema 2.2.26. Sea E un espacio de sucesiones 2-concavo y simétrico. Luego se verifica

)\E(n—k—i-l)

ag(id : 05 — Ep) =< kDI

(2.38)

para cada 1 < k < n.

Demostracion. Notar que el caso k = 1 ya fue probado en el Lema 2.2.23 (de hecho, basta
observar que aj(id : 05 — E,) = |[id : {5 — E,||). Este caso particular serd de gran utilidad

en la demostracién. En efecto, este resultado nos dice que

Ap(n—k+1)

CEUES G Bl = Mg,y (n =k + 1),

de manera que la demostraciéon de (2.38) se reduce a probar que ap(id : 05 — E,) <
AM(t,E) (0 — K + 1) para 2 < k < n. Hay una desigualdad que es directa, y para probarla
basta considerar el operador S € L(¢%, E,,) dado por S(x1,...,2n) = (0,...,0, Zp—g12, -y Tn).
Es claro que rg(S) < k, lo cual nos dice que ag(id : 5 — E,) < ||id — S||. Por otro lado,

l(id — S)(z1, ..., zn) ||

(z1, ..., Tnk+1,0, .) || = [[(x1, .oy T, 0..) (€1 + ... + €n—it1) || E

< lter + o+ en—rra) lar(es, ) [1(@1, s 20, 0. 2,

lo cual nos muestra que [[id — S|| < Ay, (n — k + 1). Juntando ambas desigualdades se
obtiene
ap(id : 5 — Ep) < A, py(n — Kk +1).

Ahora veamos que hay una constante C' > 0 (que no depende de n ni de k) tal que ag(id :

08— En) > C Ay, gy(n— Kk +1). Segin lo visto en el Lema 2.2.25, tenemos
2 (27 )

1
xn—k-{-l(id : En — 53)

ap(id : 05 — E,) =

y en consecuencia bastara probar que hay una constante C' tal que z,_j41(id : B, — (5).C <
()\M(@’E)(n —k+ 1))71 para cada 1 < k < n. Esto es equivalente a probar que existe una
constante C' tal que zy(id : E,, — (5).C < ()\M(b’E)(k))*l para cada 1 < k < n. Para probar



2.2. INCLUSIONES (E,1)-SUMANTES 101

esto dltimo, hacemos uso del Teorema 2.2.13 que nos dice que id : E <— {5 es un operador
(E,1)-sumante y por lo tanto (M ({3, E),2)-sumante segun el Teorema 2.1.14. Aplicando

entonces la desigualdad generalizada de Konig (ver Proposicién 2.2.20) obtenemos:

wi(id: By = 5) < " P ma, gy alid s By = 65). (Ao, () ™
J4 . —1
S Cé‘/l( 27E).7TM(K27E)72(ZC[ B — 62)(/\]\/[((2,]5)(]?))

donde la ultima desigualdad se debe justamente a que id : E < {5 es (M ({2, F), 2)-sumante.
Llamando C = (cé\/[(ZQ’E).WM(gz,E)Q(id B — 62))_1 queda probado que x(id : E, — (3).C <

()\M(&E)(k))*l y en consecuencia
como se queria ver. O

Como consecuencia de este teorema, obtenemos las siguientes féormulas asintéticas que

conciernen a los espacios de Orlicz y de Lorentz.
Corolario 2.2.27. a) Sil<p<2yl<q<2, entonces
ar(id : 05 — (0 )< (n—k+1)p 2 (2.39)
para cada 1 < k < n.

2
—-p

b) Sean 1 < p < 2 y d(w,p) un espacio de Lorentz tal que w es 5=-regular. Luego se

verifica

ag(id : 6 = d(w,p)) = (n—k+1)7 2w!? . (2.40)
para cada 1 < k <n.

¢) Sea ¢ una funcion de Orlicz tal que p(\t) > K.M\2.¢(t) para todo 0 < t,A < 1 (para

alguna constante K > 0). Entonces se tiene

(o' (1/(n—k+1))""

a(id : by — £3) = TS

(2.41)

para cada 1 < k <n.

Demostracion. Segin lo visto en el Capitulo 1.5, los espacios ¢, 4, d(w, p) y £, son siempre

simétricos y resultan 2-céncavos bajo las hipdtesis pedidas. De esta manera, notando que

e, (n) =< n'/p
Ad(w.p) (n) = nl/p.w}/p
1
e~ (1/n)
(ver nuevamente 1.5) y aplicando el Teorema 2.2.26, quedan probadas las férmulas (2.39),
(2.40) y (2.41). O
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Apéndice A
Banach lattices

Veremos algunas cuestiones bésicas en relacién a los Banach lattices. Comenzaremos con
algunas definiciones y ejemplos sencillos y, seguido a eso, se introduciran los conceptos de
concavidad y convexidad en estos espacios, que son de gran utilidad en el estudio de las
potencias de los espacios de sucesiones. Todos estos contenidos pueden verse en detalle en
[18], [16], [10].

A.1. Espacios de Riesz

Definicién A.1.1. Un conjunto X # () con una relaciéon < se denomina conjunto ordenado

si verifica:
a) z < x para todo z € X.
b) Siz,y € X son tales que x <y e y < x entonces z = y.
¢) Siz,y,z son tales que x <y e y < z entonces x < z.

Diremos que X es un conjunto totalmente ordenado si dados z,y € X se tiene z < y o bien

y <.

Sea. A un subconjunto de un conjunto ordenado X. Diremos que x € X es cota superior
de A si y < x para todo y € A. Andlogamente, si x < y para todo y € A diremos que x es

cota inferior de A. Dados x,y € X notaremos, siempre que existan,

zVy = sup{z,y}
x ANy = inf{z,y}

a la menor (resp. la mayor) de las cotas superiores (resp. inferiores) de A = {z,y}. De manera
andloga, si z € X es la minima cota superior de un subconjunto A C X, notaremos z =

V zea ®, mientras que si z es la mayor cota inferior de A, serd z = A\ ., .

103
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Definicién A.1.2. Un conjunto ordenado (X, <) se denomina lattice (o reticulado) si dados

z,y€ X existenzVyyxAy.

Es facil ver que si (X, <) es lattice y A C X un subconjunto finito, entonces existen \/, . 4 =

¥ Asyea 2. Sin embargo, no se puede afirmar lo mismo en el caso en que A sea infinito.

Ejemplos A.1.3. Sea X un conjunto no vacio.

i) Si M es el conjunto de todos los subconjuntos de X, con el orden dado por la inclusién
de conjuntos, entonces M es lattice (con AVB=AUBy ANB=ANB).

i1) Si X es infinito, N' = {4 C X / Afinito 6 A®finito} es lattice con el orden dado por
la inclusién. En este caso, si consideramos Y C X tal que Y ¢ Ny B = {{z} : 2z € Y}

subconjunto de N, entonces no existe \/(,,cp{z}-

La idea es estudiar espacios vectoriales que cuenten ademas con la estructura de conjunto

ordenado.

Definicién A.1.4. Sea E un espacio vectorial (e.v.) sobre R que verifique ademds ser un
conjunto ordenado. Diremos que F es un espacio vectorial ordenado (e.v.o0.) si las estructuras
de e.v. y de conjunto ordenado son compatibles en el siguiente sentido. Dados z,y € E tales

que = < y, se verifican:
a) x+z<y+z VzeE,
b) Ax <Ay VA >0.
Si ademds (F, <) es lattice entonces E se denomina espacio de Riesz (o vector lattice).

De aqui en adelante E serd un espacio de Riesz.

Notamos E1 = {z € E : x > 0} al cono positivo de E y dado un x € E notaremos,
T =2Vv0, ¥ =(-2)V0 y |z|=2V (1)

(todos ellos elementos en el cono positivo de E). Se dice que =,y € E son disjuntos (xLy) si
[z| Aly| = 0.

Las siguientes propiedades (y algunas més) pueden verse en [18] (pag. 3).
Propiedades A.1.5. Sean z,y,z € F.

a) xVy=—((=2)A(=y), z Ay = —((=2) V (-y)).

b) v +y=2xVy+azAy. En particular z =2+ — 2.
¢) x| =at +a2.

d) xt Lz~ y la descomposicién de x como diferencia de dos elementos positivos es tinica.



A.1. ESPACIOS DE RIESZ 105

e) (xVy)+z=(x+2)V(y+z),(xAy)+z=(x+2)A(y+2).

f) Siz,y,z € E; son tales que 0 < z < x4y entonces existen u,v € E verificando u < z,

v<yyz=u+v (esta es la llamada propiedad de descomposicién de Riesz).

Ejemplo A.1.6. Sean X un conjunto no vacio y B(X) = {f : X — R /f es acotada}. Es
claro que B(X) es un e.v. y tiene un orden definido por : f > g si f(t) > ¢(t) para todo
t € X. Con este orden (B(X), <) es un espacio de Riesz (donde (f V g)(t) = max{f(¢),g(t)}

y (f A 9)(t) = min{f(t), g(t)})-

Definicién A.1.7. Sea || - ||g una norma en E. Decimos que || - || es una lattice norm si
dados z,y € F tales que |z| < |y| se verifica ||z||g < |ly| &

Un espacio de Riesz con una lattice norm se llama espacio de Riesz normado. Si ademaés el
espacio es completo (respecto de la norma) entonces decimos que (E, | - ||z, <) es un Banach

lattice.

Ejemplos A.1.8. i) Sea K un compacto Hausdorff. Consideremos C(K) = {f : K —
R /f es continua} con el orden definido como en el ejemplo anterior y con la norma || - ||so.
Luego (C(K), | - |loos <) es un Banach lattice.

i1) Si (€, %, 1) es un espacio de medida, LP(u) (1 < p < 00) es un Banach lattice con la
norma usual || - ||, y el orden f < g definido por: f(t) < g(t) en casi todo punto.

iii) Consideremos el espacio C'(0,1) de todas las funciones f : [0,1] — R derivables
con derivada continua. Definimos un orden en C'(0,1) dado por : f < g si f(0) < ¢g(0) y
1'(t) < ¢'(t) para todo t € [0, 1]. Por otro lado consideramos en este espacio, la norma dada
por || fllcr = [lf'lc +1£(0)]. Con el orden y la norma definidas, C(0,1) es un Banach lattice.

En este caso, es sencillo ver que C*(0,1) es un e.v.0. y que || - [|o1 es una lattice norm
(con la que el espacio resulta completo). Para ver que es lattice, hay que probar que dadas

f,g € C1(0,1) se verifica:
fvg(t) = ; max{f'(s), g (s)}ds +max{f’(0), 4 (0)}

frglt) = ; min{f'(s), g'(s)}ds + min{f"(0), 4'(0)}

(no sirven fV g(t) = max{f(t),g9(t)} y f A g(t) = min{f(t),g(t)} como en C(0,1), ya que no
necesariamente son funciones derivables).

Definiciones A.1.9. Sea E un espacio de Riesz.

a) Un subespacio U C E se denomina sublattice de E si x V y,x Ay € U para todos los
x,y € U.

b) Un subconjunto A de E se llama sdlido si cada vez que |z| < |yl conz € Eey € A
se verifica x € A (esta definicién es similar a la de espacio de sucesiones normal, ver
Definicién 1.1.1).



106 APENDICE A. BANACH LATTICES

¢) I es un ideal en E si es un subespacio sélido de E
Observacion A.1.10. Se puede probar que si I es un ideal en E entonces es sublattice.

Observacién A.1.11. Dados dos ideales I1,1o en E, la suma Iy + I, = {x1 + 221 x; €
I; (j = 1,2)} es nuevamente un ideal en E. No sucede lo mismo si en lugar de considerar
ideales, se consideran sublattices. La demostracion de esta propiedad no es complicada, sim-
plemente hay que probar que Iy + 15 es solido y para eso son tiles algunas de las Propiedades
A.1.5.

Ejemplos A.1.12. Consideremos los espacios de sucesiones ¢y, ¢, s (que son claramente
espacios de Riesz).
i) ¢ C lo es sublattice pero no es un ideal.

i1) co es un ideal en .

Definicion A.1.13. Sean F, F Banach lattices. Diremos que T : E — F' es un morfismo
entre lattices si es un morfismo entre espacios de Banach y ademés respeta las operaciones V
y A.Estoes, T(xVy)=TeVTyy T(xNy) =Tz ATy para todo z,y € E.

Un isomorfismo entre Banach lattices serd entonces un isomorfismo entre espacios de Ba-

nach que sea morfismo entre lattices.

A.2. Espacios de funciones

Los espacios de funciones (o espacios de funciones de Kéthe) son una clase de ejemplos
de Banach lattices (entre los cuales se encuentran los espacios de sucesiones). Hay varias
definiciones (similares) para los espacios de funciones; la que mejor se adapta a nuestros

contenidos es la de [16]. Antes de dar esta definicién, recordemos los siguientes conceptos.

Observacion A.2.1. Sea (2, %, ) un espacio de medida.
El espacio se dice completo si todo subconjunto de un conjunto de medida cero es medible.
La medida p es o-finita si se puede escribir a £ como union numerable de conjuntos
medibles y de medida finita.
Una funcion f : Q@ — R es localmente integrable si es medible y [ |f(w)|dp < oo, para

todo o0 € ¥ con pu(o) < oco.

Definicién A.2.2. Sea (Q,%, 1) un espacio de medida completo y de medida o-finita. Con-
sideremos un espacio de Banach X, cuyos elementos sean clases de equivalencia (modulo
igualdad en casi todo punto) de funciones a valores reales localmente integrables. Diremos

que X es un espacio de funciones de Kéthe si se verifican las siguientes condiciones :
a) Si|f(w)| <lg(w)| a.e. en Q, con f medible y g € X entonces f € X y || fllx < |lg]lx-

b) Sio € X con u(o) < 0o, entonces la funcién caracteristica x, pertenece a X.
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Todo espacio de funciones de Kéthe es un Banach lattice con el orden definido por: f < g
si f(w) < g(w) a.e. en Q.

Observaciéon A.2.3. Dado un espacio de sucesiones I, es sencillo ver que resulta un espacio
de funciones. De hecho basta tomar como espacio de medida a (N, P(IN),#) y asociar a cada
(xn)n € E con una funcion f: IN — R (localmente integrable) dada por f(n) = x,. Luego,
la primer condicion de la definicion se deduce de la propiedad de normalidad de los espacios

de sucesiones, mientras que la sequnda se debe a la inclusion cog C E.

A.3. Calculo funcional

En esta seccién nos proponemos darle sentido a expresiones del tipo:

1/p
> ol (1<p<o0) (A1)
k<n
donde 1, ..., son elementos en algin Banach lattice. Esto sera fundamental para la poste-

rior definicién de concavidad y convexidad en Banach lattices.
Notemos que expresiones del tipo (A.1) tienen sentido si consideramos como Banach lattice
a C(K) o Ly(p). De hecho estan definidas puntualmente (o en casi todo punto) de la siguiente

manera:
1/p 1/p

DAl (@) = D (@)l
k<n k<n
donde fi,...., fn € C(K) (resp. en Ly(n)) y w € K (resp. en Q).

La idea serd usar un resultado (debido a Kakutani) que identifica ciertos lattices con
espacios de funciones continuas C(K) (para algin compacto K), en donde las expresiones
planteadas tienen sentido. Antes de enunciar este resultado, precisamos algunas definiciones.

En primer lugar, diremos que un Banach lattice E es un M-espacio abstracto si ||xVy||g =
méx{||z||g, |ylle}, Yo,y € E+. Por otro lado, se dice que e > 0 es una unidad de E si se
verifica:

|z <1 <= |z| <e.
El siguiente teorema puede verse en [10, Teo. 16.1] o en [16, Teo. 1.b.6].

Teorema A.3.1. (Teorema de representacion de Kakutani) Sea E un M-espacio ab-
stracto con unidad. Luego E es isomorfo, como Banach lattice, a un espacio de funciones

continuas C(K) (para algin K compacto, Hausdorff).

Claramente, el isomorfismo manda la unidad de E en la unidad de C'(K), que es la funcién

f = 1. Este teorema sera de gran utilidad en la préxima observacién.
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Observacion A.3.2. Sea E un Banach lattice y sea x € E,. Consideramos el ideal generado

por x, dado por:
I(z)={yeE : |yl <Al|z| para algin 0 <\ < oo}.

Es claro que I(x) = {0} si y solo si x = 0. Cuando x # 0, definimos en I(z) la norma

B A
[yl = inf {)\ >0 : |yl < -!96\}-
Izl &

Se puede ver facilmente que || - ||oo €s una norma y que ||y||g < ||y|lco para todo y € I(x) (mds
atn, con x vale la igualdad). El espacio (I(x), ] - ||so) resulta completo y es Banach lattice con
el orden que hereda de E. Ademds, se prueba que (I(x),|| - |lco) es un M-espacio abstracto con
unidad m Luego el Teorema A.3.1 nos dice que (I(x),] - ||loo) es isomorfo (como Banach

lattice) a un espacio de funciones continuas C(K).

Ahora veamos cémo se construye el cdlculo funcional en un Banach lattice E.

Llamemos C,, a la familia de funciones h : R® — R que se obtienen de las funciones co-
ordenadas (t1,...,t,) — tr (1 < k < n) mediante finitas operaciones de suma, multiplicacién
por escalares, inf y sup (sobre finitos elementos). Luego dados z1,...,z, € E'y dada h € Cp,
tiene sentido la expresién h(xi,...,x,) € E que se obtiene reemplazando los t; € R por los
x; € E en la férmula de la funcién h (esto es porque todas las operaciones mediante las cuales

se obtiene h tienen sentido en un lattice).

Observacion A.3.3. Fijados x1,...,x, € E, la aplicacion

j:C, — FE

h +— h(xy,..,z,)
estd bien definida.

Demostracion. Para ver esto se utiliza la observacién anterior. Consideremos = = |z1| V
.. V|z,| € E4. Notar que si h € C, entonces h(ziy,...,x,) € I(z) (basta ver que esto es
cierto para las funciones coordenadas y que sigue valiendo bajo las operaciones de suma,
multiplicacién por escalar, inf y sup). Ahora bien, hay que probar que si h, h € C, son tales
que h(ty, ..., t,) = B(tl, .., tp) para todo (t,...,t,) € R™, entonces h(zxy,...,x,) = ﬁ(azl, ey T
Por la observaciéon A.3.2, los elementos de I(z) se pueden identificar con elementos en un
espacio de funciones continuas C'(K), lo cual nos permite pensar a x; como funciones en C'(K)
(1 <k <mn).Pero en C(K) las expresiones del tipo h(z1,...,x,) tienen sentido puntualmente,
de forma que h(x1, ..., xn) = h(z1,...,2p) si y solo si h(z1(w), ..., tn(w)) = A(x1(W), ..., Tn(w))
para todow € K,y esto ultimo se verifica por la hipétesis de que h(t1, ..., t,) = iL(tl, ..., tp) para
todo (t1,...,t,) € R™. Via el isomorfismo entre I(z) y C(K) concluimos que h(xq,...,2,) =
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h(z1,...,xn) en (I(x),||.||cc). Teniendo en cuenta que || - ||z < || - |loo (lo mencionamos en la

Observacién A.3.2) obtenemos
A1, ooy ) — B(@1, s 20| B < W21, oy ) — B(E1, ooy 20) || oo = O
y en consecuencia h(zy, ..., x,) = fz(xl, ey Tp) en E. O

La idea es extender la aplicacién j : C, — FE al espacio de las funciones positivo-

homogéneas de grado uno, dado por
Hy, ={f:R" — R continuas, f(At1,...,Atn) = Af(t1,...,t,) YA > 0}.

Observacién A.3.4. H,, es un Banach lattice y C,, C H,, es sublattice (con el orden definido

mn

oo, Entonces

puntualmente, como es usual). Ademds, si Sy, es la esfera unidad de ¢

H, — C(Sn)
f— fs,

es un isomorfismo entre Banach lattices.

Observacion A.3.5. Via el isomorfismo definido en la observacion anterior, podemos pensar

a Cp, como sublattice de C(Sy,). Se verifica que C,, es denso en C(Sy,).

Demostracion. Esto es una simple aplicacién del teorema de Stone-Weierstrass (en su versién

para lattices), ya que C,, separa puntos de S, y contiene a las constantes. 0

Ahora bien, la aplicacion j : C,, — E es lineal, preserva el orden y resulta continua si le

damos a C,, la norma inducida por C(S,,). Para esto iltimo, notar que si h € C,, entonces
|h(t1, o tn)] = [R(AS1, s Asp) | = AlA(s1, s 80) | < A|Rlle(s,)»

donde A = méxy [ty| y s = 3.(t1, ..., tn). Luego |A(t1, ..., t,)| < 1hllc(s,)- méxg [tg| y como j
preserva el orden, entonces |h(x1,...,zn)| < [|hll¢(s,)-T con x = [x1] V... V |z,]. Dado que E
es lattice se concluye que

B, @)l < Bllos,)- e (A2)

lo cual nos muestra que j : C,, — FE es continua.

Por la Observacién A.3.5, j : C,, — FE se extiende continuamente (de manera tnica) a
j:C (Sn) — E, que resulta lineal y preserva el orden. Pensando en el isomorfismo definido
en la Observacién A.3.4, tenemos j : H, — FE, lo cual le da sentido a las expresiones
j(h) = h(z1,...,x,) € E para toda h € H,,.

La construccién de h(x1,...,x,) a partir de una h € H,, y x1,....,x, € E es lo que lla-

mamos el cdlculo funcional. Esto le da sentido a las expresiones (A.1), ya que f(t1,...,t,) =
1/p

<Z E<n \tk\p) es una funcién perteneciente a H,,. La siguiente proposicién generaliza resul-

tados ya conocidos para sucesiones de niimeros reales.
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Proposicion A.3.6. Sean x1,...,x, elementos en un Banach lattice E.

a) Para 1 <p < oo,
1/p
P — . . n
Z\xk| sup Zak xp  (ag)k € ng/

k<n k<n

1, 1 _
donde;%—?—l.

b) En el caso p = 0o, se tiene supy<, |vk| =sup{d <, ar -z : (ak)r € Bey}.

¢) Dados 0 <0 <1 yux,y€E, severifica:

.

0 [4 —0
121w || < Nl Il

d) Para cada eleccion de 1 <p <r < q<oo ydeay,..,a, escalares positivos se tiene,
1/r 0/p (1-0)/q

Doala] | <[ D anleP | D] anlarl

k<n k<n k<n

donde 0 < 0 < 1 es tal que % = g + %9. Cuando q = oo, las expresiones de la forma

1/q
(Zkgn |xk]q> se reemplazan por expresiones del tipo \/j_; |xk|.

Las demostraciones de a) y b) se pueden ver en [10, Proposicién 16.2], mientras que c) y
d) estan probados en [16, Proposicién 1.d.2].
Para finalizar, veamos un par de propiedades que son de gran utilidad cuando se trabaja

con el cadlculo funcional.

Propiedad A.3.7. Sea f € H; creciente. Si x,y € E son tales que = < y, entonces f(z) <

f(y) (un resultado anédlogo se obtiene para funciones decrecientes).

Demostracion. Consideremos las funciones hy, ho definidas por

hl(tl, tg) = f(ml'n{tl, tg}), h2 (tl, tg) = f(méx{tl, tg}).

Notar que hi,ho € Ha vy que hy < ho, esto tltimo puesto que f es creciente. Luego, dado que
el calculo funcional preserva el orden, se tendrd hi(z,y) < ho(x,y). Pero por definicién de
hi, ha, y teniendo en cuenta que xz < y, obtenemos hi(x,y) = f(z Ay) = f(z) < ho(z,y) =
f(xVy) = f(y) que es lo que se queria probar. O

Propiedad A.3.8. Sean f € H; y (x,), una sucesién de elementos en E tal que x,, —— 0
n—oo

en E. Entonces f(z,) —— O en E.
n—oo

Demostracion. Se deduce de la desigualdad (A.2). O
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A.4. Convexidad y concavidad

A lo largo de esta seccién, F serda un Banach lattice. Con lo visto sobre el cdlculo funcional

en Banach lattices, podemos ir directo a las definiciones de p-convexidad y ¢g-concavidad.

Definiciones A.4.1. a) Decimos que E es p-convezo si hay una constante M tal que
n 1/p n 1/p
(Z ]a:ﬂ) < M. <Z HxJ[%) , sil<p<oo
i=1 5 i=1
)
n
. < M. m3 . ip—=

,\/ |zl <M 121192(””%”& sip= o0
=1 E

para cualquier n € IN y cualquier eleccion de elementos 1, ...,x, € E.

El infimo de todas las constantes satisfaciendo la desigualdad se denota M®)(E) y se

llama la constante de p-convexidad de E.

b) Decimos que FE es g-cdncavo si hay una constante M tal que

n 1/q n 1/q
(ZH:@WE) < M. <Z |$i|q> , sil<g<oo
i=1 i=1

E
, sig=o00

n
\/ |zl
=1 E

para cualquier n € N y cualesquiera z1,...,z, € E.

ix ||l p < M.
ax [|lzille <

El infimo de todas las constantes M que satisfacen la desigualdad se denota M, (E) y

se llama, naturalmente, la constante de q-concavidad de E.

Observacion A.4.2. Todo Banach lattice E es 1-convexo e co-concavo.

Demostracion. Para ver que es 1-convexo basta notar que por la desigualdad triangular,

n n
STlad|| <> lwille
=1 E =1

para cualesquiera z1,...,x, € E.

Luego E es 1-convexo, en principio, con MM (E) < 1. Tomando n = 1, se prueba que
MM(E) =1.

Que E es oo-céncavo es porque || - [|g es lattice norm. De hecho, como |z;| < /I, |z
para todo 1 < j < n, entonces

n

\/ Jail

=1

zjlle < para todo j =1, ...,n.

E

Luego E' es co-concavo y al igual que antes se verifica M) (E)=1. O
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Ejemplos A.4.3. i) Si consideramos E = LP(u) (1 < p < 00), entonces se verifica

n 1/P
Zw :<Zufi\|§> L sil<p<oo
i=1

1/p

\ Ifi

=1

= X ||filloo, sip=o0

o0

para cualquier sucesién de funciones { f;} ; en el espacio. Esto muestra que L” (1) es p-céncavo
y p-convexo con constantes igual a 1.

Las condiciones

n 1/p n 1/p n 1/p
x) (zuxirsz) < (z rmp) < MO(x). (zuxiua)
=1 =1 =1

X
para cada eleccién de elementos x1, ..., , en un Banach lattice X, caracterizan a los espacios

isomorfos a LP (). Es decir, los espacios isomorfos a LP (1) son aquellos que resultan p-convexos
y p-céncavos (ver [16, pp.22-24]).
i1) Los espacios de funciones continuas C'(K) son p-convexos para todo 1 < p < oco. En

efecto, si 1 < p < oo entonces

n 1/p n 1/p . Up
I = ((w)[? 1P
<i_21|f1| ) Sek (;'f*w) ) < sup (;nfmo)

(la desigualdad se debe a que |f;(w)| < ||filloo). En consecuencia, obtuvimos

n 1/p n 1/p
<Z|fi|p> < (Z Hfi’&) ;
=1 i=1

lo que nos muestra que C(K) es p-convexo para todo 1 < p < oo. El caso p = 0o es andlogo.

A.5. Convexificacion y concavificacion

Sea (E, || ||, <) un Banach lattice, con las operaciones +, - de suma y multiplicacién por
escalares. La idea de esta seccién es construir, a partir de E, dos nuevos espacios E®) y E,)
(que llamaremos respectivamente p-convexificacién y p-concavificacién de E) que verifican

ciertas propiedades de convexidad y concavidad.

A.5.1. Convexificacién

Sea 1 < p < 0o. Dados x,y € E y A un escalar, definimos nuevas operaciones de suma y

multiplicacién dadas por:
T D Yy = (:L,l/p + yl/P)p
Aoz = M.z
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Observacion A.5.1. Notar que el cdlculo funcional definido en A.3 le da sentido a la ex-

Presion (1:1/;9 + yl/’p)p. De hecho, basta considerar la funcion
P
F(t1,t2) = |14 sg(t) + [t Psg(ta)|” (sg(ItaPsg(t) + el /Psg(t2)) )

perteneciente a Ha y en consecuencia se tiene (ml/p + yl/p)p = f(z,y) € E.

El conjunto E junto con las operaciones @, ® resulta un e.v.. En este nuevo e.v. podemos
considerar el orden < dado por:
>0+ x>0.

Es decir, el mismo orden con el que (E,+,-) resulta un e.v.o.. Ahora llamemos E® al ew.
que resulta de considerar al conjunto E con las operaciones &, ®. Usando las propiedades del
célculo funcional y el hecho de que (E, <) es un espacio de Riesz, se prueba que (E(p), <) es

un espacio de Riesz. Definimos una norma en E®) dada por:
lell g = llall "
Veamos que efectivamente esto define una norma:
= Claramente ||| ;) > 0 para todo 2 € E®) y vale la igualdad si y solo si x = 0.
» Size E® y\eR,

1 1
1A 2l 5o = AP - 2l[F = L2l = A 2] g

= Para probar la desigualdad triangular, notemos que si x,y € E y «, 8 > 0 son tales que
a?+ 7 =1 (donde % + % = 1) entonces,

Pz |y
(I$Il/p+|y|1/p) < ap‘+‘5p’ (A.3)

De hecho, por la desigualdad de Holder tenemos

p 1/p p
T 1 [tal | Ite aygayt/a| —lal | fel
(a a+ 3 Bl < aP+ﬁP (a? 4 p7) _ap+ﬁp

y luego aplicando el célculo funcional se obtiene (A.3). Si consideramos «, (3 positivos

tales que,
1 1
o ||:cHE/{ 1
Y Y
_ 1/p 1/p\P : q q _
donde v = (||z]| 2" + |yl & , entonces se verifica a? + 37 = 1. Luego, como conse-
cuencia de la desigualdad (A.3) y de que || - || es lattice norm, obtenemos:
ve | lal ol
1/p 1/p pH Yl
H(!ﬂfl +lyl ) p e, (A.4)
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Por otro lado, se verifica |(x1/p + yl/p)p‘ < (|z|V/P + |y|Y/P)?, de forma que

Iz ullpo = || (27 + 9 2) | < || (et WY )

Juntando (A.4) y (A.5) se concluye,

lo @yl < | ] (A6)
y E(P) - ap 517 5 .
Para terminar, si aplicamos la desigualdad triangular en || - ||z y recordamos las defini-
ciones de «, 3 y 7, tendremos
2l Ll (el Dl
Sl < (B ) = e i (A7)

Luego, las desigualdades (A.6) y (A.7) prueban la desigualdad triangular ||z @ y|| g <
HxHE(P) + ||y||E(P)'

Hasta aqui tenemos que || - ||z define una norma en E®). Veamos que es una lattice norm;
supongamos que |z| < |y| y probemos que ||z| pw) < ||yl gw. Por definicién, |z| < |y| siy
solo si |x| < |y| y en tal caso ||z||g < ||y||g (puesto que || - | es lattice norm). Pero entonces
237 < Ilyll?, es decir, |l o < [lyll o) como se querta probar.

Por otro lado, se puede probar que E®) resulta completo con la norma definida (se deduce

de la completitud de E). De esta manera, (E®), || - ||z, <) es un Banach lattice.

Definicién A.5.2. El Banach lattice (E®), || - || g, <) se denomina la p-convezificacion de
E.
Observacién A.5.3. La p-convezificacion (EW), ||| zw, <) es un Banach lattice p-convezo.

Demostracion. Sean 1, ..., z, elementos en E® . Usando simplemente las definiciones de la

suma y la norma en E® | y la desigualdad triangular en E, obtenemos:

n n
p
(sl @ 0 lwal?) 2| = laal 4t fonlllp < Y Mol = Y Nl -
=1 =1

Esto prueba que E®) es p-convexo con constante de p-convexidad M (®) (E(p)) =1. ]
Un poco més en general, y con una demostracién andloga, se puede probar lo siguiente.

Observacion A.5.4. Si E es r-convero y s-concavo para ciertos 1 < r < s < oo, entonces

E®) resulta pr-convezo y ps-céncavo con las constantes verificando

1/p
M (ED) < (MO(E) ", My (BP) < (M (B).
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A.5.2. Concavificacion

Sea 1 < p < oco. Veremos que, mediante un proceso similar al de la p-convexificacién, ob-
tenemos la p-concavificacién de un Banach lattice E. En ese sentido, serd necesario considerar
un Banach lattice E que sea p-convexo.

Definiremos, al igual que antes, nuevas operaciones de suma y multiplicacién por escalares
en F, que notaremos @ y ® (aunque no seran las mismas que definimos en la parte de

convexificacién). Dados z,y € E'y A € R, se definen:

rdy = (mp—l-yp)l/p
Aoz = AP.g

Observacion A.5.5. Como ya observamos en la Observacion A.5.1, el cdlculo funcional
1/p

le da sentido a expresiones del tipo (;Ep + yp)
El conjunto E con estas nuevas operaciones resulta un e.v. que denotaremos E,. Si en

este espacio definimos el orden < dado por:
>0« x>0

entonces (E(p),<<) resultard un espacio de Riesz. Nuestro siguiente objetivo es definir una
norma en F, de manera que este resulte un Banach lattice. Siguiendo la idea de la p-
convexificacién, serfa natural definir ||z g, = |z||%; sin embargo con esta definicién no
siempre se verifica la desigualdad triangular, como veremos a continuacién. Por ese motivo,
notaremos || - [lo = || - [|}; (reservéndonos la notacién | - |5, para la que serd finalmente la

norma en E, ). Es claro que,
» ||z]jp = 0 implica x = 0,
= [[AOz[o = [Al[|[lo -

Por otro lado, en lugar de la desigualdad triangular, y gracias a la hipétesis de que E es

p-convexo, obtenemos

n
p
21 @ ... ® 2o < (M(p)(E)) S Jillo- (A.8)
i=1
p
para cualesquiera z1, ..., z,, en E. De hecho, basta notar que ||x1®....®x,|lo = H(Z?:l xf)l/pHE <

p
H(E?:l ]ac,-]p)l/pHE y luego usar la hip6tesis de p-convexidad.

Si suponemos M) (E) = 1, (A.8) nos muestra que | - ||o verifica la desigualdad triangular

y en consecuencia resulta una norma. En tal caso, se considera || - [|g,,, = || - [lo ¥ se prueba
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que (Eq), || || £,,, <) es un Banach lattice. De todas maneras, no serd necesario suponer que

la constante de p-convexidad sea igual a uno. Dado un = € E,, definimos

p)’
n
|||z, , = inf lzillo = |z| =|z1| @ ... ® |2n|, i € Epyparal <i<n
(p) (»)
i=1

donde el infimo se toma sobre todas las posibles representaciones de |z| de la forma |z| =
|z1| @ ... ® |xn| (el n no estd fijo). Veremos que esto define una lattice norm, con la cual
E(,) resulta un Banach lattice. Lo primero que haremos, serd probar que para cualquier x

perteneciente a E,), se verifican las siguientes desigualdades:

o
— < < A9
(M(P)(E))p = HxHE(p) < llzflo (A.9)
Por un lado, considerando la representacion trivial |x| = |z|, resulta evidente de la defini-
cién de || - ||k, aue |lzl|g, < [zllo. Para la otra desigualdad, consideremos una repre-

sentacién |z| = |z1]| @ ... ® |z,|. De la desigualdad (A.8) se deduce que |||z1] @ ... B |xn]]jo <
(M(p) (E))p Yoy il llo, y en consecuencia

n
Izllo < (MP(®)". 3 llzilo.
i=1
Tomando infimo sobre todas las representaciones de la forma |z| = |x1| & .... ® |z,|, queda
probado que
G < Pl
como se queria ver.

En segundo lugar probemos que dados z,y € E(y),
z| < [y| implica ||z g,, <lyllg,, - (A.10)

Por definicién de [ - [, , dado un & > 0 hay una representacién |y| = [y1] © ... & |yy| tal
que Y [lwillo < llyll B, + €. Por otro lado, la propiedad de descomposicion de Riesz (ver
Propiedades A.1.5) nos muestra que existen 1, ..., 7, € E;) tales que |z]| = [71]| © ... © |7y

con |z;| < |y;| para todo 1 <14 < n. Luego ||z;illo < ||yillo (para i =1,...,n) y en consecuencia

n n
lzllz,, <D llzdo <D llwillo < lyllz,, +<.
i=1 =1

Como el € > 0 era cualquiera, ||z]|g,, < |yl &, -
Ahora si, veamos que || - ||, es una norma. En tal caso, (A.10) nos muestra que resulta

una lattice norm.

= Es evidente que |zg,, > 0 para todo x € E,). Por otro lado |z[g, = 0 implica

lz|lo = 0 (por (A.9)) y en consecuencia x = 0.
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m Sean x € E( A € R. Por definicién

P)>

n
1A © 2, = inf {Z lyillo; MOz =lp|&® ..o Iyn\} :

=1

Ahora bien, notando que

n n
inf{ZHyiHo; Noz| = !yl\@---@!yn\} =inf{ZHA®w\lo; | =\w1!@---@\wn\}
=1

i=1
obtenemos:
n
Aozlg, = fnf{le/\Gwillo x|l =m| @ ... @ Iwnl}
i=1
n
= {nf {Z Al |zillo 5 |z = |z1] @ ... ® \xn\}
i=1
= [Alllzllgg,-

= Por ultimo veamos la desigualdad triangular. Sean z,y en E(,) y sean Z1, ..., Tn, Y1, ---Ym

tales que [z = |21 @ ... @ [zn| ¥ [y = |y1] © ... © [ym| con
- € = €
> lzillo < llzlleg, + 5. > lwillo <llylle,, +5 (A.11)
i=1 i=1

para un € > 0 dado.

Usando el cdlculo funcional en E es facil ver que |z @ y| < |z| @ |y| (recordar que el
orden < en FE, es el mismo orden que en E). Luego, por lo visto en (A.10) y notando

que |z| @ |y| = |z1| ® ... ® 20| B ly1| D ... D |ym], tenemos

n m
lz ® yllzg, < Izl @ lylle, <> llzilo+ D Iyl (A.12)
i=1 i=1
(la segunda desigualdad es simplemente por definicién de | - [|g, ). Pero entonces, jun-

tando las desigualdades (A.11) y (A.12) se tiene ||z © y[|g,, < |zll&,, + |vlle,, +& ¥
dado que € > 0 era cualquiera, ||z @ yl|g,, < |vllg,, + [ylE, -

Luego queda probado que || - || E, ©s una lattice norm. Notar que E;) resulta completo con
esta norma (el argumento es similar al que se usa para ver que E®) es completo; a tal efecto

es 1til la primera desigualdad de (A.9)). En definitiva, (E(,), |||/ g, <) es un Banach lattice.

Definicién A.5.6. El Banach lattice (E(,), || - |5, <) se denomina la p-concavificacion de
E.

Observacién A.5.7. Notar que cuando MP)(E) = 1, (A.9) nos muestra que la norma |- [

coincide con || - |lo = - ||%-
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Observaciéon A.5.8. Sea E un Banach lattice p-convexo (de manera que tenga sentido la
p-concavificacion). Si E es r-convero y s-concavo para determinados 1 < p < r < s < o0,

entonces E(p) es ;’;—convexo Y ;—céncavo con constantes

MO (E,) < (M(p)(E)M(T)(E))p’ My (Eipy) < (M(P)(E)M(S)(E))p.

Demostracion. Veamos que E(,) resulta %—convexo (de manera anéloga se prueba que es %—

céncavo). Dados 1, ..., x, en E(,), se tiene

H (’xl‘r/p © . D ‘xn‘r/py?/r

o (O
E(p) E(P)

p
N (A E O

\ P
< (MOEB) (2l + o+ allz) )

donde la tltima desigualdad se debe a que E es r-convexo. Por otro lado ||z;|| = ||:EZ||6/ P <
(M(p)(E))T Hxl||7]:3/(i) para todo ¢ = 1,...,n (la desigualdad se deduce de (A.9)). Este hecho,

junto con la desigualdad anterior nos muestran que

(77 &0t )"| < (OEMOE)) (herl s, + o+ Nl )

E E
E (p) (p)
(p)

y en consecuencia E,) es 7-convexo con M(/P) (Epy) < (M(p) (EYM™ (E))p. O



Apéndice B
Operadores sumantes

En el Capitulo 2 se estudia la clase de operadores (F, p)-sumantes, que son una genera-
lizacién de los ya conocidos operadores (g, p)-sumantes. En este apéndice daremos un brevisimo
panorama sobre la teoria de operadores sumantes, repasando las principales definiciones y
enunciando algunos de los resultados mas relevantes. Todos estos resultados pueden verse en
[10, Capitulos 2 y 10].

B.1. Definicién de operadores sumantes

Definicion B.1.1. Sean 1 < p < ooy T : X — Y un operador entre espacios de Banach.

Diremos que T' es p-sumante si existe una constante C' > 0 tal que
n 1/p n 1/p
(St < mp (Sisoor) (3.1
i=1 veBxr \i=1

para cualquier n, y cualquier eleccién de 1, ..., 2, € X. Notaremos m,(T") a la menor de las

constantes verificando (B.1).

El espacio de los operadores T : X — Y que resultan p-sumantes se denota II,(X,Y).
Es claro que II,(X,Y’) es un subespacio lineal de £(X,Y). Se prueba que () define una
norma en este espacio, que verifica ||T'|| < m,(7T") para todo operador p-sumante y tal que
(II,(X,Y), mp(+)) es un espacio de Banach. Més atin, (II,,, 7,(-)) resulta un ideal de operadores

de Banach (la definicién de ideal de operadores se puede ver en E.4)

B.2. Sucesiones fuertemente y débilmente sumables

En esta parte, consideraremos 1 < p < oo y X un espacio de Banach.

Definicién B.2.1. Una sucesién de elementos (x,),, en X es fuertemente p-sumable si (||z, || x)n €

£p. Notaremos £ (X) al espacio vectorial que forman estas sucesiones.

119
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La manera natural de definir una norma en ¢;(X) es considerar para cada sucesién en
este espacio, ||(zn)nll5 = (35, Hxn\|§()l/p. Es sencillo ver que (£;,(X), ]| - [|5) es un espacio de

Banach.

Definicién B.2.2. Una sucesién de elementos (z,),, en X es débilmente p-sumable si (o(xy))n €

¢, para todo ¢ € X'. El conjunto de estas sucesiones se denota 14 (X).

Evidentemente, KZJ(X ) es un espacio vectorial, que resulta un espacio de Banach si con-
sideramos la norma dada por [[(zn)nll) = supgep,, (3°724 |<p(33i)|p)1/p. Se puede probar que
[(zn)nlly = sup,),es, 130y An - @nlly si 1 < p < oo, y para el caso p = 1 se tiene

P
[(@n)nllY = sup(x,),eBe, 122021 An - Znllx-

El espacio £,(X) es un subespacio lineal de £;(X) y la inclusién tiene norma uno. La

inclusién es estricta a menos que X sea finito dimensional (este resultado se conoce como la

versién débil del Teorema de Dvoretzky-Rogers).

Queda excluido de estas consideraciones el caso p = oo, por el simple hecho de que siguien-
do la manera natural de definir £5_(X), £% (X) y sus respectivas normas (esto es, definiendo
l@n)allze = supy lleallx ¥ @a)all% = supcp,, supy l2allx), tendriamos €5, (X) = €2 (X)
isométricamente. Por este motivo, notaremos simplemente £, (X) al espacio de las sucesiones
(xn)n tal que (||Zn]|x)n € oo, con la norma ||(zn)nllcc = sup,, ||zl x-

De mayor interés, resultan los espacios de sucesiones ¢ (X) = {(zn)n : im0 ||zn||x = 0}
y e (X) = {(@n)n : limy oo p(zn) =0, Ve € Bx/}. Con la norma || - ||, €l espacio c¢ff (X) es
un subespacio cerrado de oo (X), y a su vez, ¢f(X) resulta un subespacio cerrado de ¢ff (X).
Estos espacios se suelen llamar, respectivamente, el espacio de las sucesiones débilmente nulas

v fuertemente nulas en el espacio X.

Observacion B.2.3. Todas estas consideraciones, nos permiten reformular la definicion de
operadores p-sumantes. Dado un operador T : X — Y, podemos considerar el operador
inducido T definido por (zp)n — (Txn)n. En principio se tiene T : (X)) — (YY)
y T - (X) — £(Y) para todo p, con norma |T|| = ||T||. Siguiendo las definiciones y
haciendo uso del teorema del grdfico cerrado, se prueba que T es p-sumante si y solo si
T(f;f’(X)) C £3(X). En tal caso, se verifica [la (X)) — £5(X)|| = mp(T).

El caso p = 1 es atin més interesante. Para eso precisamos las siguientes definiciones. Se dice
que una sucesion (), en X es incondicionalmente sumable si ) ¥, converge (en X ) para
cualquier permutacion o. Se suele decir también que la serie ) | x,, es incondicionalmente con-
vergente. Por otro lado, una sucesién (x,), es absolutamente sumable si ), ||z, || < co. Notar
que esto es exactamente lo mismo que decir que (x,,), € £5(X). Al igual que antes, en este caso
se suele decir que la serie ), x, es absolutamente convergente. No es dificil ver que las suce-
siones incondicionalmente sumables son aquellas (x,), tales que ) . Ay -z, converge para todo
(An)n € £oo. Més atin, el conjunto ¢ (X) de todas las sucesiones incondicionalmente sumables,

es un espacio de Banach con la norma dada por |[(zn)nllu = sup(z,),en,_ I2one1 An - Znllx
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(notar que las normas || - ||, v || - || coinciden en las sucesiones con finitos elementos no nu-
los). Es claro que una sucesién incondicionalmente sumable es débilmente 1-sumable, pero la
reciproca no vale en general (basta considerar la sucesién (ey,), en ¢p). De aqui se deduce que
si T' es un operador 1l-sumante entonces manda sucesiones incondicionalmente sumables en
sucesiones absolutamente sumables. Los operadores que tienen esta propiedad son los que se
denominan absolutamente sumantes y en consecuencia, hemos notado que si T es 1-sumante

entonces es absolutamente sumante. Se puede probar la reciproca, esto es:

Observacion B.2.4. Si T es un operador absolutamente sumante entonces es un operador

1-sumante.

Una. definicién que estd estrechamente relacionada con la de operadores p-sumantes, es la

de los operadores completamente continuos.

Definicién B.2.5. Un operador T': X — Y que manda sucesiones débilmente nulas (en X)
en sucesiones fuertemente nulas (en Y'), se denomina completamente continuo. En términos
del operador inducido 7T, esto es lo mismo que decir que T'(c§ (X)) C ¢§(Y). Estos operadores

también suelen llamarse operadores de Dunford-Pettis.

Se deduce facilmente que T es completamente continuo si manda sucesiones débilmente
convergentes (resp. débil de Cauchy) en sucesiones convergentes en norma (resp. de Cauchy
en norma). Como consecuencia del teorema de Eberlein-Smulian (ver E.1), esto es equivalente
a decir que 7" manda conjuntos (relativamente) débil compactos en conjuntos (relativamente)
compactos en norma. No es dificil ver que los operadores compactos son operadores comple-
tamente continuos. La reciproca no se verifica: si el espacio X es infinito-dimensional y tiene
la propiedad de Schur (esto es, las sucesiones débilmente convergentes son convergentes en

norma), entonces idx es completamente continuo pero no es compacto.

Observacion B.2.6. 5i T : X — Y es un operador completamente continuo y X es refle-
zivo, entonces T resulta un operador compacto. Esto es consecuencia de que si X es reflexivo
entonces Bx es débil compacta (mds ain, son condiciones equivalentes). Mds en general, co-
mo consecuencia del Teorema {1 de Rosenthal (ver E.83), se deduce que si T : X — Y es un
operador completamente continuo y X no contiene una copia isomorfa de f1, entonces T es

compacto.
Para finalizar esta seccién, recordemos la definicién de operador débil compacto.

Definicién B.2.7. Un operador 7' : X — Y se llama débil compacto si T(Bx) es relativa-

mente débil compacto en Y

Nuevamente el teorema de Eberlein-Smulian nos muestra que un operador 7T es débil
compacto si y solo si dada una sucesién acotada (x,), en X, (Tx,), tiene una subsucesién

débilmente convergente en Y.
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Observacion B.2.8. Teniendo en cuenta esta caracterizacion de los operadores débil com-
pactos, es fdcil ver que si T :' Y — Z es completamente continuo y S : X — Y es débil

compacto entonces T o S es compacto.

B.3. Algunos ejemplos y propiedades

Ya mencionamos que (II,,7,(-)) es un ideal de operadores de Banach, lo cual implica
entre otras cosas, que los operadores de la forma ¢y ® y : X — Y con ¢ € Bx/, y € Y
son p-sumantes. Un operador 7' € L£(X,Y) de rango uno es de esta forma, de manera que
resulta p-sumante. Ahora bien, los operadores de rango finito se pueden escribir como suma

de operadores de rango uno, y entonces se deduce que:

Observacion B.3.1. Si T € L(X,Y) es un operador de rango finito entonces es p-sumante

para todo 1 < p < 0.

Siguiendo con las propiedades de ideal que tienen los operadores sumantes, la composicion
de un operador p-sumante con otro operador (no necesariamente sumante) es p-sumante. Mas

especificamente, lo que dice esta propiedad es lo siguiente:

Proposicién B.3.2. Sean 1 < p < oo, T € II(X,Y), R € L(Y,Yy) y S € L(Xo,X).
Entonces RT'S es p-sumante con norma mp(RTS) < ||R||.mp(T).||5]

Como casos particulares, tenemos que si T : X — Y es p-sumante y Xg C X, Y C Y]
(como subespacios), entonces T : Xo — Y (la restricciéon de T a X)) y T' visto como operador

de X — Y}, son p-sumantes. El siguiente resultado nos dice un poco mas.

Proposicién B.3.3. Sii: Y — Y es una isometria, entonces T € I1,(X,Y) si y solo si
iT € II,(X,Yy). En tal caso, mp(T) = mp(iT). Esta es la llamada propiedad de inyectividad
del ideal 11,,.

Si T es un operador p-sumante y g es tal que 1 < p < ¢ < oo, entonces podemos asegurar
que T resulta g-sumante. Esto es lo que llamamos teorema de inclusién para operadores

sumantes, que enunciamos a continuacion.

Teorema B.3.4. Si 1 < p < ¢ < oo, entonces II,(X,Y) C II,(X,Y). Ademds, dado T €
II,(X,Y) se verifica my(T) < mp(T).

En particular, si se prueba que un operador es 1-sumante, resultarda p-sumante para todo
1 <p<oo.

A continuacion, mencionamos algunos de los ejemplos mas conocidos de operadores sumantes.
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Ejemplos B.3.5. i) Sean K un espacio compacto y Hausdorff, 4 una medida regular de Borel

sobre K y sea 1 < p < oo. Dado 9 € L,(u), tenemos el operador multiplicacién dado por

My : C(K) — Ly(p)
[ - f

Este operador es p-sumante con m,(My) = [|9|,.

i1) Sean K, py p como en 7). La inclusién canénica j, : C(K) — Ly,(u) es p-sumante,
con (i) = u(K) /7.

ii1) Dado (2,3, 1) un espacio de medida y 1 < p < oo, podemos considerar para cada

¥ € Ly(p) el operador multiplicacion,

My : Loo(p) —  Lp(p)
for— v f

Al igual que en i), este operador resulta p-sumante con m,(My) = ||[¢|[p.
iv) Siguiendo con la notacién de i), la inclusién canédnica iy : Loo(pt) — Lp(p) es p-
sumante, con ,(j,) = u(K)VP.

v) Sean 1 <p < ooy A= (Ay)n € £p. Luego el operador diagonal

es p-sumante con m,(Dy) = [|Al|p.

B.4. Teorema de dominacién

En esta parte, enunciaremos el teorema de dominaciéon de Pietsch y algunas de sus apli-
caciones. Antes de hacerlo, daremos una motivacién para intentar comprender de qué trata
este resultado.

Consideremos T': X — Y un operador entre espacios de Banach. Dado cualquier espacio
de Banach, en particular el espacio X, tenemos la inyeccién isométrica X — C(Bx/) (con
Bx compacto si consideramos la topologia débil*) dada por = — &, donde Z(p) = p(z) para
todo ¢ € Bxs. Esto nos permite pensar a X como subespacio isométrico de C(By). Para
ser mas precisos, llamemos X = {z : x € X} a la imagen de la isometria ya mencionada.
Como T' es acotado, tenemos [[Tz|ly < ||T|.||z[|x = [|T].[|Zlc(sy,), ¥ esto nos muestra que
el operador T': X — Y dado por T'(2) = T'(x) es acotado. Hasta aqui tenemos el siguiente

diagrama conmutativo:
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T
Y

X

A

X

Si ahora consideramos una medida de probabilidad boreliana u en Bxr, la inclusién candnica
Jp : C(Bx/) — Lp(p) y llamamos X, = jp(X), podemos intentar generalizar lo anterior
preguntandonos si se puede definir T : X, — Y (la definicién serfa como antes, T'() = T'()

pero ahora pensando a & € L,(u)) de forma que:

T
X Y
| |7
A Jp|x
X X,
N N

Jr
C (By) Ly (1)

Claramente, la existencia de tal T' se deducirfa de la siguiente desigualdad,

1/p
Wﬂkgmwmw—a</ W@WO :

X/

ey -

En tal caso T se factoriza de la siguiente manera: X — X — X, L Y, lo cual nos muestra

que T es p-sumante, dado que jpl _lo es y por la propiedad de ideal. Hemos visto entonces
X

1/
que dado un operador T : X — Y, la condicién ||Tz|ly < C. (fBX, |§:(g0)\pdu) : implica

que el operador es p-sumante. Lo que afirma el siguiente teorema, es que vale la reciproca.

Teorema B.4.1. (Teorema de dominacion de Pietsch) Sean 1 <p < oo, T € L(X,Y)

y K C Bxs un subconjunto w*-compacto y normante. Son equivalentes:
a) T es p-sumante.

b) Existen una constante C > 0 y una medida de probabilidad boreliana p sobre K, tal que

para cada r € X se verifica,

1/p
ITelly < C. ( / rae<¢>rpdu) .

En tal caso, mp(T') es la menor de las constantes C' para las cuales existe tal medida.
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La demostracién de este resultado puede verse en [10, Teorema 2.12]. Como consecuencia

del mismo, se prueba el siguiente resultado:

Corolario B.4.2. Sea 1 < p < oo. Si T es un operador p-sumante entonces resulta débil

compacto y completamente continuo.

Juntando este resultado con las Observaciones B.2.8 y B.2.6, obtenemos las siguientes

conclusiones.

Corolario B.4.3. a) Sean 1 <p,q<o0. SiT:Y — Z es p-sumante y S : X — Y es

q-sumante, entonces la composicion T o S es un operador compacto.

b) SiT: X — Y es un operador p-sumante y X no contiene una copia isomorfa de {1,

entonces T es compacto.

Se puede decir mas acerca de la composicién de dos operadores sumantes, y ese es el
resultado que enunciaremos a continuacién (conocido como el teorema de composicién). El
resultado es precedido por un lema, cuya demostracion es consecuencia del teorema de domi-

nacién.

Lema B.4.4. Sean 1 < p,q,r < oo tales que % = % — %, yseaT : X — Y un operador

r-sumante. Luego dada una sucesion (v,), € £y (X), existen sucesiones (0n)n € Ly, (Yn)n €
£y (Y) tales que:

a) Ty, = 0n.Yn para todo n € N,
b) [l(on)nllr < (l(zn)ally)?!",

c) H(Z/n)nHZ} < (H(mn)nng)p/qﬂr(T)-

Demostracion. La demostracién de este lema se puede ver en [10, Lema 2.23]. La idea se basa

en considerar una medida de probabilidad boreliana p sobre Bxs, de manera que

1/r
[Tzlly < m(T). (/B |fﬁ(@)|rdu)

(en este punto resulta fundamental el Teorema B.4.1) y luego se prueba que sirven o, =

. 1/r
(Jiy, lEn(@)Pdn) " ey = 2T, -

X/

Teorema B.4.5. Sean 1 < p < qg< ooyl < r < oo tales que % = . Luego, dados

1_1
P q

XY, Z espacios de Banach, se verifica
II,(Y,Z) o II(X,Y) CII,(X, Z).

Ademds, siT € 11,(Y, Z), S € I, (X,Y) entonces mp(T'S) < my(T). 7 (S).
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Las siguientes proposiciones estdn demostradas en [10], y forman parte de una serie de
resultados que relacionan la teoria de operadores sumantes entre espacios de Banach con el
tipo y cotipo de estos tltimos. En primer lugar, una igualdad entre clases de operadores cuyo

espacio de partida tiene cotipo 2 (ver [10, Corolario 11.16]).

Proposicién B.4.6. Sean X, Y espacios de Banach. Si X tiene cotipo 2, entonces IIa(X,Y) =
I (X,Y).

En segundo lugar, una desigualdad que se puede ver en la demostracién de [10, Teorema
11.14].

Proposicién B.4.7. Sea Y un espacio con cotipo 2. Entonces para cualquier S € L({%,Y)
se verifica: S es 2-sumante y existe una constante C > 0 que solo depende de la constante de
cotipo de'Y (es decir que no depende de S ni de n), tal que mo(S) < C.||9].

Otra de las aplicaciones del teorema de dominacion, es el cdlculo de la norma 2-sumante

de identidades de espacios finito dimensionales.
Teorema B.4.8. Si X es un espacio de Banach de dimension n, entonces ma(idx) = y/n.

Relacionado con este tema, se puede probar el siguiente resultado (una versién més general

se puede ver en [6, p. 233]).

Observacién B.4.9. Sea X un espacio de Banach de dimension n. Entonces,

molid: X — £3) = vn

~id 3 — X
Esta igualdad nos permite probar que si X e Y son espactos de Banach de dimension n,
entonces lid: 3 Y
id : 08 —
id 2 X Y) < . 2 .
m(id: X —Y) < Vn lid : (3 — X]|

De hecho, basta notar que m2(id : X — YY) < ma(id : X — £3).|id : £§ — Y|| por la

propiedad de ideal de operadores sumantes y luego aplicar la igualdad anterior.

B.5. Operadores (q,p)-sumantes

La siguiente definiciéon generaliza la de operadores p-sumantes.

Definicion B.5.1. Sean 1 < p,q < oo, y un operador 7' : X — Y entre espacios de Banach.

Decimos que T es (g, p)-sumante si existe una constante C' > 0 tal que
n 1/q n 1/p
(Z HTJ«%H%> <C. sup (Z |‘P(xi)|p> (B.2)
i=1 PEBxr \i=1

para cualquier n, y cualquier eleccién de z1, ..., z, € X. Notaremos 7, ,(7") a la menor de las

constantes verificando (B.2).
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Esta definicién es equivalente a decir que T : £ (X) — £5(Y), donde T es el operador
inducido dado por (zy)n, — (TZy)n. Poniendo x; = A; - x en (B.2), para ciertos escalares \;
y un x no nulo en X, se puede ver que si ¢ < p entonces el inico operador (g, p)-sumante es
el operador T" = 0. Luego, cuando hablemos de operadores (g, p)-sumantes estara implicita
la hipétesis de que ¢ > p. Notar que cuando ¢ = p, la definicién anterior coincide con la de

operadores p-sumantes, y al igual que lo que se tenia en ese caso, se puede probar lo siguiente.

Observacién B.5.2. Sean 1 < p < ¢ < oo. Luego (Il ,, 74 5(+)) es un ideal de operadores de
Banach y tiene la propiedad de inyectividad. Esto significa que valen resultados andlogos a los

mencionados en las Proposiciones B.3.2 y B.3.3.
En lo que se refiere al Teorema B.3.4, tenemos la siguiente generalizacién.

Teorema B.5.3. Sean X,Y espacios de Banach y 1 < p; < qj < oo (j = 1,2) tales que

P <py, 1 < @y p% — q% < p% — q%. Entonces Iy, p, (X,Y) C g, p,(X,Y) y para cada

T elly p, (X,Y) se tiene Tq1,p1 (1) < Tq2,p2 (7).

Por otro lado, el Teorema B.4.5 se generaliza de la siguiente manera.

Yy

3 =

Teorema B.5.4. Sean 1 < p,q,r,s,t < oo tales que % =1_ = %— % Luego, si X,Y, Z

TP

Q=

son espacios de Banach, tenemos
I, (Y, Z) o II(X,Y) CII; (X, Z).

Ademds, siT € 1, 4(Y,Z), S € IL.(X,Y) entonces m,(T'S) < ms o(T). 7 (S).

B.5.1. Inclusiones sumantes

Los siguientes resultados fueron probados por Bennett en [3], y se refieren a ciertas

propiedades sumantes de las inclusiones ¢ : £, — £,.
Teorema B.5.5. Consideremos 1 <p < q < o0 y la inclusion i : £, — {,.
a) Sil<p<q<2, entoncesi:{ly, — l, es (2pq/(pq — 2p + 2q), 1)-sumante.
b) Sil1<p<2<qg<ooo02<p<q<oo, entoncesi:ly, — Ly es (p,1)-sumante.

¢) Los resultados son lo mejor posible en el sentido de que si r < 2pq/(pq — 2p + 2q) en a)

or <penb), entonces i : £, — {y ya no resulta (r,1)-sumante.

Ya se observé que si T es un operador p-sumante, entonces resulta completamente continuo
(ver Corolario B.4.2). Como consecuencia del teorema anterior, se prueba que esta afirma-
cién no se puede generalizar al caso en que el operador sea (p, 1)-sumante. De hecho, basta
considerar la inclusién ¢ : £, — f2 (1 < p < 2) que por lo anterior resulta (p, 1)-sumante (y
en consecuencia (r, 1)-sumante para todo r > p), pero que no es un operador completamente

continuo. Esto muestra que:
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Corolario B.5.6. Para cada p > 1, existe un operador (p,1)-sumante que no es completa-

mente continuo.

Se puede decir un poco mas al respecto. En el resultado que acabamos de ver, el operador

depende de p, y eso puede mejorarse en el siguiente sentido:

Corolario B.5.7. Hay un operador T : X — Y que es (q,p)-sumante para todo ¢ > p > 1,

pero que no resulta completamente continuo.



Apéndice C
Interpolacion

Dado que en la seccién de inclusiones (F, 1)-sumantes (Capitulo 2.2) se utilizan algunas
técnicas de interpolacién, en este apéndice daremos las definiciones y los resultados necesarios
para esa parte. Todos los resultados que veremos, se pueden encontrar en [4], [2] o en [5].

Uno de los resultados que da inicio al estudio de la teoria de interpolacién es el teore-
ma de Riesz-Thorin. Para motivar las definiciones posteriores y entender de donde surgen,

enunciamos a continuaciéon ese conocido teorema.

Teorema C.0.8. Sean 1 < p;,qi < oo (i =0,1), po # p1, qo # q1, y sean (Q,pu) y (V,v)

espacio de medida. Luego si

T:Lp(Qp) — Lg(V,v) con norma My y
T: Ly, (Qupn — Ly (V,v) con norma My,

entonces T' : L,(Q2, pn) — Ly(V,v) con norma M < Mél_e).Mf, para todo 0 < 8 < 1 y

1_1-6 o 1 _1-60 , 0
+ +lI1'

p Po P’ @ q

C.1. Espacios de interpolacién

Nos proponemos definir el concepto de espacio de interpolacién A con respecto a un par
de espacios (Ag, A1). Para eso serdn necesarias algunas definiciones previas (de categorias,

funtores, espacios intermedios, etc.) que daremos a continuacion.

C.1.1. Categorias y funtores

Una categoria C consiste de objetos A, B,C, ... y morfismos R, S, T, ... entre los mismos,
verificando las siguientes relaciones. SiT: A — By S : B — C entonces hay un morfismo
producto (o composicién) ST : A — C. El producto de morfismos satisface la ley asociativa
T(SR) = (T'S)R y para cada objeto A en la categoria C, hay un morfismo identidad I = I4
tal que IT =TI =T para todo morfismo T : A — A.
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Los ejemplos tipicos (y més que suficientes para nuestros objetivos) son los de las categorias
de espacios vectoriales topoldgicos (de aqui en méas notaremos e.v.t.). En estas categorias, los
objetos son ciertos e.v.t. y los morfismos son los operadores lineales continuos entre estos

espacios.

Definicion C.1.1. Sean C y G dos categorias. Un funtor F': C — G es una aplicacion que
a cada objeto A en C le asigna un objeto F'(A) en G, y a cada morfismo 7" en C le asigna un
morfismo F(T') en G de tal manera que si T : A — B entonces F'(T) : F(A) — F(B) y

verificando ademas
» F(TS)= F(T)F(S) para cualesquiera 7', S morfismos en C,
u F(IA) = IF(A)-

Si por ejemplo C es la categoria de todos los e.v.t. y N es la categoria de los espacios
vectoriales normados (en ambos casos los morfismos serdn los operadores lineales continuos),
entonces F'(A) = A, F(T) = T define un funtor de A/ en C. En general, si C y G son dos
categorias tales que todos los objetos de C son objetos de G y todos los morfismos de C son
morfismos de G, decimos que C es una subcategoria de G si F(A) = A, F(T) = T define un
funtor de C en G. Lo anterior nos dirfa entonces que AN es una subcategoria de la categoria
de todos los e.v.t.. Llamando B a la categoria de los espacios de Banach, es claro que B es

subcategorfa de N.

C.1.2. Pares de espacios

Diremos que dos e.v.t Ag y A1 son compatibles si hay un e.v.t. Hausdorff 4, tal que Ag
y A1 son subespacios de 4. En tal caso, tiene sentido considerar la interseccién Ag N A; y la
suma Ay + Ap, que consiste de todos los elementos a € 4 que se pueden escribir de la forma

a=ag+a; conag € Ay y a; € Ay.

Observacién C.1.2. Sean Ay y Ay espacios vectoriales normados compatibles. Luego AgN Ay

es un espacio vectorial normado con la norma definida por
lall apna, = méx{|lal[4,, llalla, }-
Lo mismo sucede con Ay + A1, con la norma definida de la siguiente manera:
lallagea, =, 6 {laollag + larlla, )

donde el infimo se toma sobre todas las posibles representaciones de la forma a = ag+ a1 con
ap € A(), a; € Ag.
Si Ag y Ay son completos entonces Ag N Ay y Ag + A1 también lo son.
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Sea C una subcategoria de A/ (los espacios normados). Dados Ag, A; espacios en C, decimos
que A = (Ag, A1) es un par de espacios compatibles (o simplemente un par de espacios), si
Ao y A1 son compatibles y ademas Ag N Ay y Ag + A1 son espacios en C. Podemos definir
los morfismos T : (Ag, A1) — (Bo, B1) entre pares de espacios, como los operadores lineales
y acotados T': Ay + Ay — By + Bj tales que T'(Ag) C By, T(A1) C By y las restricciones
Ta, : Ao — Bo y Ta, : Ay — By son morfismos en C. Con estos morfismos, los pares de
espacios compatibles forman una categoria que denotaremos C. Notando ||T| 4,5 a la norma

del operador T': A — B, es fécil ver que ||T'|| ag+4,,Bo+B1 < MEx{||T|| 49,80, | T]| 41,8, } ¥ que

||THA00A1,BOQB1 < méX{HTHAo,BO’ ||T||A1,B1}'
Se definen los funtores suma e interseccién X, A : C — C, como aquellos que verifican:

" E(A) =Ag+ A1y A(A) =AgNA;.
Definicién C.1.3. Dados a € %(A) y t > 0, consideramos
K(t,a; Ao, A1) = _inf {flaol[a, +t[lar]|a, }-
a=ap+ai
Este es el llamado K -funcional de Peetre (o simplemente K-funcional).

Si ponemos t = 1 en la definicién, obtenemos K (1, a; Ag, A1) = HGHE(Z)~ En general, si fijamos

un ¢t > 0 entonces K (t,-; Ag, A1) define una norma equivalente en 3(A).

C.1.3. Espacios intermedios y de interpolacién

Como antes, C denota una subcategoria de Ny C es la categoria de pares de espacios

compatibles A = (Ag, A1) con A; en C (i =0,1).

Definicién C.1.4. Sea A = (Ap, A1) en C. Un espacio A en C se llama espacio intermedio
entre Ag y A1 (o con respecto a A) si A(A) € A C ¥(A) con inclusiones continuas. El espacio
A es un espacio de interpolacion entre Ay y A (o con respecto a A) si es un espacio intermedio
y ademds T : A — A implica T : A — A; es decir, T(A) C A y la restriccién T : A — A

es un morfismo en C (o sea, un operador lineal y acotado).

Notar que el teorema de Riesz-Thorin enunciado al comienzo del apéndice, nos dice que
Ly(1) es espacio de interpolacién entre Ly, (1) y Ly, (1) si po < p < p1 (poniendo gy = po,
g1 = p1 y los mismos espacios de medida).

Se puede generalizar un poco mas la definicién anterior, de la siguiente manera.

Definicién C.1.5. Sean A y B dos pares de espacios en C. Decimos que dos espacios A y B
en C son espacios de interpolacién con respecto a Ay B, si A y B son espacios intermedios

con respecto a A y B (respectivamente) y ademéds T : A — B implica T : A — B.



132 APENDICE C. INTERPOLACION

Observacién C.1.6. Que A y B sean espacios de interpolacion con respecto a A y B, no
implica necesariamente que A sea espacio de interpolacion con respecto a A, o que B sea

espacio de interpolacion con respecto a B.

Observacién C.1.7. Dados A y B dos espacios de interpolacion con respecto a A y B,
las posibles estimaciones de la norma del operador T : A — B, dan lugar a diferentes

definiciones.

w Si||T)| a5 <max{[|T]|a9,B0: | Tl A1,B,} decimos que A y B son espacios de interpolacion

exactos.

- Si|T|

son espacios de interpolacion uniformes. Cuando C =1 estamos en el caso anterior.

a8 < C.max{||T|| 49,80, |T || 41,8, } para alguna constante C, decimos que A y B

» Si hay un 0 < 6 < 1 y una constante C tales que ||T||ap < C’.HTH}L‘;@BO.HTHQALBU
entonces decimos que A y B espacios de interpolacion de exponente 6. Cuando C =1

decimos que son exactos de exponente 0.

Por lo visto anteriormente, es claro que A(A) y A(B) son espacios de interpolacién exactos
con respecto a A y B. Lo mismo sucede con X(A4) y X(B). Por otro lado, volviendo al teorema
de Riesz-Thorin, si % = 1p;00 + p% es claro que L,(p) es un espacio de interpolacién exacto
de exponente 6 entre Ly, (u) y Ly, (11). Cuando trabajamos en la categoria de los espacios de

Banach, el siguiente teorema afirma que todos los espacios de interpolacién resultan uniformes.

Teorema C.1.8. Consideremos la categoria B de los espacios de Banach. Supongamos que
A y B son espacios de interpolacion con respecto a A y B. Luego A y B son espacios de

interpolacion uniformes.

C.1.4. El teorema de Aronszajn-Gagliardo

Uno de los objetivos més importantes en la teoria de interpolacién es la construccién de

espacios de interpolacion.

Definicién C.1.9. Un método de interpolacion (o funtor de interpolacién) en C, es un funtor
F :C — Ctal que si Ay B son pares de espacios en C, entonces F/(A) y F(B) son espacios de
interpolacién con respecto a Ay B. Ademds F debe verificar F(T) = T paratodoT : A — B.

Decimos que F' es un método de interpolacion uniforme (exacto) si F(A) y F(B) son
espacios de interpolacién uniformes (exactos) con respecto a A y B. Andlogamente se define

método de interpolacion (exacto) de exponente 6.

El Teorema C.1.8 nos dice que todo método de interpolacién F' en B es uniforme. Es
decir que ||| gz pp) < C-max{||T[| 4,8, |T]| 41,8, } para alguna constante C' que depende
de Ay B. En el caso en que se pueda elegir C' independiente de los pares de espacios, diremos

que F' es un método de interpolacion acotado.
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Los funtores A y ¥ son métodos de interpolacién exactos en la categoria de los espacios
vectoriales normados. Ahora bien, dado un espacio de interpolacién A con respecto a A, nos

podemos preguntar si existe un método de interpolacién F' tal que F'(A) = A. El siguiente

teorema nos da una respuesta cuando trabajamos en la categoria de los espacios de Banach.

Teorema C.1.10. (Teorema de Aronszajn-Gagliardo) Consideremos la categoria B de
los espacios de Banach. Si A es un espacio de interpolacion con respecto a A, entonces hay

un método de interpolacion exacto Fy en B tal que Fy(A) = A (donde la igualdad no es

necesariamente isométrica, sino con normas equivalentes).

El K-funcional definido anteriormente (ver Definicién C.1.3) juega un papel importante
en la construccién de un conocido método de interpolacién, el llamado K-método (que no
estudiaremos en este apéndice). Siguiendo la misma inquietud que motiva al teorema de
Aronszajn-Gagliardo, fue motivo de estudio el saber si todo espacio de interpolacién se puede
obtener a partir de un K-método. Los pares de espacios para los cuales esto se cumple fueron
caracterizados, y se denominan par de espacios de Calderén. Nos interesard trabajar con estos
espacios, de manera que veremos su definicion. En las siguientes definiciones se considera la

categoria B.

Definicién C.1.11. Un espacio intermedio A con respecto a un par A = (Ag, A1) se denomina
K-espacio, si cada vez que a € Ay b € Ay + A; satisfacen K(t,b; Ag, A1) < K(t,a; Ag, A1)
para todo t > 0, se verifica que b € A con ||b]|a < C.||a||a (para alguna constante C').

Definicién C.1.12. Un par de espacios A = (Ap, A1) se denomina se denomina par de
espacios de Calderdn, si todos los espacios de interpolacién con respecto a A son ademés

K-espacios.
Simplemente a modo informativo, enunciamos el siguiente resultado.

Observacién C.1.13. Dado un par de espacios A = (Ag, A1), son equivalentes:

i) A es un par de espacios de Calderdn.

i1) Para cada par de elementos a,b € Ag+A; satisfaciendo K (t,b; Ao, A1) < K(t,a; Ao, A1)
para todo t > 0, existe un operador T : Ay + A1 — Ag + A1 tal que T'a = b.

El siguiente resultado fue probado por Calderén y puede verse en [5, Cap. 2, Teorema
2.6.9].

Teorema C.1.14. El par ({1,¢x) es un par de espacios de Calderdn.

C.1.5. Desigualdad de Hardy y caracterizacion de la norma en /¢; + /.,

Los siguientes resultados de teoria de la medida pueden encontrarse en [2] en sus versiones
més generales para espacios de funciones. El primero de ellos (ver [2, Cap. 2, Proposicién 3.6])

es el llamado lema de Hardy.
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Proposicién C.1.15. Sean © = (x;); e y = (y;); dos sucesiones no negativas en w tales que
Yo xi < > i para todo n € IN. Supongamos que z = (z;); es una sucesidn no negativa
y decreciente (esto es, 21 = 22 > 23 > ) Entonces se wverifica Zil Tz < 22021 Yi-Zi

(eventualmente y .2 y;.z; = +00).

El segundo de los resultados (ver [2, Cap. 2, Teorema 6.2]) nos brinda una caracterizacién

de la norma en ¢; + ¢s. Recordar que dada una sucesién = = (), notamos z* = (z ),

al reordenamiento decreciente de la sucesion x y x** = (2*),, a la sucesién dada por z}* =

%‘ Z?:1 ;.

Teorema C.1.16. Sea x una sucesion en el espacio suma {1 + loy. Entonces se verifica

n
fof{rolls +n.allc} = 3 f = nay;
T=x0+1
=1
para todo n € IN.

Como caso particular de este teorema, se obtiene que ||z||¢, 4o, = ||Z|lcc = 27* = 2] (donde

la primer desigualdad se debe a que {1 — f).



Apéndice D

s-Numbers de operadores en

espacios de Banach

La idea alrededor de la definicién de los s-numbers (singular numbers) es la de asignarle
a cada operador T entre espacios de Banach, una sucesién decreciente de nimeros que nos
indiquen, de alguna manera, cudn aprorimable o compacto resulta. Recordar que dados X,Y
espacios de Banach y T' € L(X,Y'), decimos que T es aprozimable (notaremos T' € P(X,Y))
si hay una sucesién (7)), de operadores de rango finito tales que ||T" — T,| —— 0. Por
otro lado, decimos que el operador 1" es compacto (aqui notamos T' € K(X, YTL)TO; T(Bx)
es relativamente compacto en Y. Se sabe que los operadores aproximables son compactos, y
que cuando se trata de operadores entre espacios de Hilbert, estos conceptos son equivalentes.
Para espacios arbitrarios no se verifica en general esta equivalencia, y es un problema muy
estudiado el de los espacios X para los cuales los operadores compactos T : X — Y son
aproximables (ver por ejemplo [15, Capitulo 1.e]). A continuacién, veremos la definicién de
s-number y algunos ejemplos de estos, como lo son los niimeros de aproximacion, los niimeros

de Hilbert, los nimeros de Weyl y algunos otros més. Estos temas pueden encontrarse en [19]
y [7]-

D.1. Definiciones y ejemplos

Definiciéon D.1.1. Una aplicacién s se denomina s-function, si a cada operador T entre

espacios de Banach le asigna una sucesion (s, (7)), tal que se verifican:

(S1) |IT|| = s1(T) > s2(T) > .... > 0, para todo operador 7'

(S2) sp(T+S) < s,(T) + |||, para cualesquiera T, S € L(X,Y).

(S3) sp(RTS) < [|R||.5n(T).||S]], para S € L(Xo,X), T € L(X,Y)y R e L(Y,Y)).
(S4) Si T es un operador de rango finito con rg(T) < n entonces s,(T") = 0.

135
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(S5) sp(id: 05 — £5) = 1.
En tal caso s,(T') se denomina el n-ésimo s-number del operador T.

Observacion D.1.2. Las siguientes propiedades se deducen fdcilmente de la definicion.
i) Si T es un operador tal que s,(T) = 0 entonces rg(T) < n.
i1) Los s-numbers son continuos. Mds ain, dados T, S € L(X,Y) se verifica la desigualdad

|sn(T) = sn(S)| < IT" = S].

Definicion D.1.3. Sea s una s-function.

i) Diremos que s es aditiva si Sg1p—1(T + S) < sx(T) + sn(S), para T, S € L(X,Y).

i1) Diremos que s es multiplicativa si Sgyn—1(TS) < si(T).5,(S), para S € L(Xo, X) ¥
T e L(X,X).

Eventualmente, en lugar de hablar de una s-function aditiva o multiplicativa, nos referire-
mos a los s-numbers como aquellos que tienen las propiedades de aditividad y multiplicativi-
dad.

Las condiciones (S2) y (S3) de la Definicién D.1.1 son casos particulares de las defini-
ciones anteriores (basta poner k = 1).

Veamos un par de definiciones més. Para eso recordemos que un operador J : X — Y
es una inyeccion métrica si ||Jz|y = ||z||x para todo z € X,y que @ : X — Y es una
suryeccion métrica si es suryectiva y ademds Q(BS) = By (aqui B denota el interior de
B X).

Definicién D.1.4. Sea s una s-function.

i) Diremos que s es inyectiva (o que los s-numbers lo son) si s,(71") = s,(JT') para todo
n, todo operador T' € £(X,Y) y toda inyeccién métrica J € L(Y,Y).

i7) Diremos que s es suryectiva (o que los s-numbers lo son) si s,(T") = s,(TQ) para todo
n, todo operador T € L(X,Y) y toda suryeccién métrica Q € L(Y,Y).

Cuando se trabaja con operadores entre espacios de Hilbert se puede decir lo siguiente.

Teorema D.1.5. Hay una unica s-function en la clase de operadores entre espacios de Hilbert.
Dicho de otra forma, todas las s-functions coinciden sobre los operadores entre espacios de
Hilbert.

D.1.1. Numeros de aproximacion
Dado un operador T' € L(X,Y), el n-ésimo nimero de aproximacion de T esta dado por:
an(T) =mf{||T - S||: SeLl(X,Y), rg(S) <n}.

Los niimeros de aproximacién son s-numbers, es decir, verifican las condiciones de la Defini-
cion D.1.1. Ademads, verifican las propiedades de aditividad y multiplicatividad. Dado un

operador T, es claro que resulta un operador aproximable si y solo si lim,,—,o a,(T) = 0.
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Observacién D.1.6. Sea X un espacio de Banach tal que dim(X) > n. Luego a,(id : X —
X)=1.

Observacion D.1.7. Los numeros de aprozimacion son los mds grandes de todos los s-

numbers. Es decir, s,(T) < an(T) para todo n, para todo operador T y para toda s-function.

Ejemplo D.1.8. Es facil ver que si D, : /o — {5 es un operador diagonal dado por D, (z) =
(04.2;); con o1 > 09 > .... > 0, entonces a,(D,) = 0,. En el caso de un operador aproximable
T : Hi — Hy entre espacios de Hilbert, el Teorema de representacion de Schmidt (ver [19,
D.3.2]) nos dice que existen familias ortonormales (finitas o a lo sumo numerables) (x;) e (yi) y
una sucesioén decreciente no negativa (o;) (finita o numerable) de elementos que tienden a cero,
tales que Tx = ), 0y.(z, z;).y;. Esto nos permite factorizar a T" via el operador diagonal D, y
en consecuencia se puede probar que a,(T') = o,,. Es decir que los ntimeros de aproximacién de
un operador aproximable T entre espacios de Hilbert (y en consecuencia todos los s-numbers,
en virtud del Teorema D.1.5) coinciden con los coeficientes o, del Teorema de representacion

de Schmidt.

Observacion D.1.9. Sean Y un espacio de Banach y un operador T : o — Y. Dado € > 0

existe un sistema ortonormal (fn)n en ly tal que an(T) < (1 +¢€).||T fnlly para todo n.

En [19, 11.11.5] se calculan los niimeros de aproximacién de las inclusiones id : £ — £5.

FEl resultado afirma lo siguiente.
Teorema D.1.10. Para 1 <k <n yl1l<p<q< oo, severifica:

ar(id : (0 > (1) = (n— k+ 1)5 4.

D.1.2. Numeros de Hilbert
Dado un operador T' € L(X,Y’), definimos su n-ésimo nimero de Hilbert como:
hn(T) = sup{an(RTS) : S € L(lz, X),[|S|| <1y R € L(Y, £), [|R]| < 1}.

Observacion D.1.11. Los nimeros de Hilbert son los mds chicos de todos los s-numbers. Es

decir, dado un operador T se verifica h,(T) < s,(T) para todo s-number.

Observacién D.1.12. Los numeros de Hilbert son aditivos pero no son multiplicativos. Esto

ultimo se deduce de las siguientes desigualdades:
n~1? < hn(id : cog — cg) < Cn /2
donde C' es una constante positiva (ver [19, 11.9.3]).

La demostracién del siguiente resultado, se puede encontrar en [19, 11.4.3].

Proposicién D.1.13. Sean T € L(X,Y) yn € N. Dado € > 0 existen S € L({5,X) y
R e L(Y,05) tales que ||S]| <1, |R]| <1y RTS = (1 —€).hy(T).id,, (donde id,, : 05 — (3 ).
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D.1.3. Numeros de Weyl

Para cada operador T' € L(X,Y) se define el n-ésimo nimero de Weyl de T', de la siguiente

forma:

n(T) = sup{an(TS): S € Ll X),]S] <1}

Observacion D.1.14. Los numeros de Weyl son aditivos y multiplicativos. Por otro lado, se

deduce facilmente de la definicion que si T : lo — Y entonces x,(T) = an(T).

La siguiente desigualdad relaciona los ntimeros de Weyl con la norma 2-sumante de un

operador y puede verse en [14].
Proposicion D.1.15. Sea T : X — Y un operador 2-sumante. Luego se verifica:
n'? 2, (T) < mo(T)

para todo n € IN.

D.1.4. Numeros de Kolmogorov

La siguiente caracterizacion de los operadores compactos motiva la definicion de los niimeros

de Kolmogorov.

Observaciéon D.1.16. Un operador T' € L(X,Y) es compacto si y solo si para cada € > 0
existe un subespacio N. CY finito dimensional, tal que T(Bx) C N, + €.By

Con esta caracterizacién en mente, dado un operador 7' € L(X,Y) se define el n-ésimo

numero de Kolmogorov de T' como:
dn(T) =inf{e >0: T(Bx) C N:.+¢e.By con N, C Y ydim(N:) < n}

Los ntmeros de Kolmogorov son s-numbers aditivos y multiplicativos. Es claro que un ope-
rador 7' resulta compacto si y solo si lim,, . d,(T) = 0.

La caracterizacién anterior de compacidad, se centra en las partes del conjunto T'(Bx)
que caen fuera de subespacios finito dimensionales. Dado un subespacio de dimensién finita
N CY, consideremos el cociente Q% : Y — Y/N. Se prueba que para cada operador T, se
verifica d,,(T) = inf{||QXT||: N CY, dim(N) < n}.

Observacion D.1.17. Los numeros de Kolmogorov son suryectivos. Mds aun, los mds grandes

entre los s-numbers suryectivos.
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D.1.5. Numeros de Gelfand

Basandose en otra caracterizacién de compacidad, se definen los niimeros de Gelfand.

Observaciéon D.1.18. Un operador T € L(X,Y) es compacto si y solo si para cada € > 0
hay finitas funcionales ¢; € X' (1 <i < n.) tales que | Tx|ly < sup; |pi(z)|+e.||z| para todo
rze X.

Ahora si, se define el n-ésimo numero de Gelfand de un operador T' de la siguiente forma:

cn(T)=if{e >0: ||Tz|ly < sup |pi(x)|+e.||z|| dondep; € X', 1 <i < kconk < n}.
1<i<k

Los nimeros de Gelfand son s-numbers aditivos y multiplicativos. Al igual que antes, es claro
que T es compacto si y solo si lim,, .o ¢, (T) = 0.

La caracterizacion anterior de operadores compactos se fija en las restricciones de los op-
eradores a subespacios M C X de codimensién finita. De hecho, sea T un operador compacto
ysean ey ¢; € X' (1 <i < k) como antes. Consideremos M = ﬂle Ker(p;) y notemos que
es un subespacio de codimensién menor o igual que k. Llamando [ ﬁ : M — X a la inclusién,
tendremos | TI3|| < . Luego, se tiene que c,(T) = inf{||TI3%| : M C X, codim(M) < n}.

Observacion D.1.19. Los nimeros de Gelfand son inyectivos. Mds ain, son los mds grandes

entre los s-numbers inyectivos.

D.1.6. Relacion entre los s-numbers

Segun lo dicho en las Observaciones D.1.7y D.1.11, es claro que

ha(T) < en(T) < an(T) v ho(T) < dn(T) < an(T)

para todo operador T y para todo n € IN. Para el otro lado, se pueden probar las siguientes

desigualdades.

Proposicién D.1.20. Sea T € L(X,Y). Luego se verifican:
an(T) < 20Y%.c,(T) y  an(T) < 2.0%2.d,(T)

para todo n € IN.
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Apéndice E

Resultados auxiliares

El objetivo de este apéndice es el de enunciar algunos resultados y definiciones que son
utiles en algunos tramos del texto. Cada seccién serd dedicada a un tema en particular, en su
mayoria resultados cldsicos del andlisis funcional. Por lo general, cada seccién sera indepen-

diente de las otras.

E.1. Teorema de Eberlein-Smulian

Es sabido que en espacios cuya topologia es inducida por una métrica, un subconjunto A
es compacto si y solo si es secuencialmente compacto (es decir, si toda sucesién en A tiene una
subsucesién convergente). El teorema que enunciaremos a continuacion, afirma que esto sigue
valiendo si consideramos la topologia débil en cualquier espacio normado. Recordemos que
dado un espacio de Banach X y un subconjunto A del mismo, decimos que A es débil compacto
si es compacto con la topologia débil, y que es relativamente débil compacto si la clausura débil
A" es débil compacta. Por otro lado, decimos que A es débil secuencialmente compacto si dada
una sucesién en A, se puede extraer una subsucesién débilmente convergente; andlogamente,

- 7 - . . TgWw ’1 . .
A es relativamente débil secuencialmente compacto si A~ es débil secuencialmente compacto.

Teorema E.1.1. Un subconjunto de un espacto de Banach es relativamente débil compacto

sty solo si es relativamente débil secuencialmente compacto.

En particular, un subconjunto de un espacio de Banach es débil compacto si y solo si es

débil secuencialmente compacto.

La demostracién de este teorema puede encontrarse, por ejemplo, en [11, Cap. 3], [17, Cap.
2.8] o en [1, Cap. 1.6]

141



142 APENDICE E. RESULTADOS AUXILIARES

E.2. Principio de seleccion de Bessaga-Pelczynski

Antes de enunciar el resultado de esta seccién, necesitamos definir el concepto de base de
un espacio de Banach y de algunas otras cuestiones relacionadas con esta definicién. Estos

temas se estudian (con mucho detalle) en los libros [1, Cap. 1.3] y [11, Cap. 5].

Definicién E.2.1. Una sucesion (e;); en un espacio de Banach X es una base de Schauder
(o simplemente una base) para X, si para cada x € X existe un unica sucesién de escalares

(cv;); tal que
(oo}
xr = Z Q; - €.
i=1

. . . N s .
Esta igualdad significa que (3, a; - €;) v es una sucesién que converge a x (convergencia en

norma).

Dado un espacio X con una base (e;);, podemos considerar las funcionales asociadas e :

X — K tales que )7 @; - €; — @y, que resultan continuas en X.

Definicién E.2.2. Una sucesién (e;); en un espacio X se denomina sucesion bdsica, si es una

base para [e;|; = span{e; : i € N}.

Supongamos ahora que tenemos dos espacios de Banach X e Y, con respectivas bases (o
sucesiones bésicas) (z;)i, (v;);- Diremos que (z;); e (y;); son equivalentes, si para cualquier
sucesién de escalares («;); se verifica que Y 2, «; - x; converge en X siy solo si 25 a; -y

converge en Y. En tal caso, notaremos (z;); ~ (y;);.

Observacion E.2.3. Se puede ver que (x;); ~ (yi)i si y solo si existe una constante C' > 0,

tal que para cualquier eleccion de finitos escalares ay, ..., oy, se tiene
1 n n n
rok E ;- yil| < E a; -zl < C. E Q; - Y
i=1 Y i=1 X =1 Y

Otra caracterizacion similar es la siguiente: (x;); ~ (y;); st y solo si existe un isomorfismo

T : [x;]i — [yili tal que Tx; = y; para todo i € IN.

Relacionando la equivalencia entre bases con las propiedades de p-sumabilidad vistas en

B.2, obtenemos la siguiente observacién.

Observacion E.2.4. Sean (x;);, (y:)i bases de los espacios de Banach X eY respectivamente,
y supongamos que son bases equivalentes. Luego, si (x;); € £)(X) (resp. £,(X)) entonces
(yi)i € £5(Y) (resp. £,(Y)). De hecho, la observacion anterior nos muestra que existe un
isomorfismo T : X — Y tal que Tx; = y; para todo i. Considerando el operador inducido
T, dado por (z); — (Tz);, es claro que T : (X)) — (Y) y que T: LX) — 0(Y), y
esto prueba que si (x;); pertenece a £y(X) entonces T((x)s) = (yi)i pertenece a 3 (Y) (y lo

mismo con £3(X)).
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Definicién E.2.5. Sean (e;); una base de un espacio X, (p;); una sucesién creciente de

naturales y («;); una sucesion de escalares. Una sucesién de vectores no nulos de la forma

Pi+1

U; = E Q; - €4,

Jj=pi+1
se llama sucesion bdsica en bloque de (e;);.

Es fécil probar que (u;); es, como lo indica su nombre, una sucesién bésica.

Observacién E.2.6. Sea X =/, (1 <p < o0) 0o X = cyg. Consideremos (u;); una sucesion
bdsica en bloque de la base candnica (e;); de X, y supongamos que existen constantes C1,Cy >

0 tales que C1 < ||u;||x < Cq para todo i € IN. Entonces (u;); es equivalente a (€;);.

Ahora si, estamos en condiciones de enunciar el resultado principal de esta seccién, cono-

cido como el principio de seleccién de Bessaga-Pelczyniski.

Teorema E.2.7. Sea X un espacio de Banach con base (e;);, y sea (x;); una sucesion en X

tal que:
= 2; >0 (esto es, que x; converge débilmente a 0),
= hay un € > 0 tal que ||x;||x > € para todo i € IN.

Luego, se puede extraer una subsucesion (x;, )i, que resulta sucesion bdsica y que es equivalente

a una sucesion basica en bloque de (€;);.

La Observaciéon E.2.6 nos dice que si en el teorema consideramos X =/, 0¢y (1 <p <

00), v (€;); la base candnica, entonces la subsucesion (x;, ) es equivalente a (e;);.

E.3. Teorema ¢/; de Rosenthal

Dado un espacio de Banach X, se puede ver que Bx es débil compacta si y solo si X
es reflexivo. Luego, como consecuencia del teorema de Eberlein-Smulian, es claro que toda
sucesion acotada en X tiene una subsucesién débilmente convergente si y solo si X es reflexivo.
Supongamos que ahora pedimos que cada sucesién acotada en X tenga una subsucesion débil
de Cauchy, donde (), es débil de Cauchy (o simplemente w-Cauchy) si para cada ¢ € X’
la sucesiéon de escalares (p(xy)), es convergente. Por lo anterior, es evidente que si X es
reflexivo entonces 1iltimo se verifica. Sin embargo, nos podemos preguntar si la condiciéon de
reflexividad es una condicién necesaria en este sentido. El siguiente teorema nos muestra que

no, a la vez que da una condicién necesaria y suficiente sobre el espacio X.
Teorema E.3.1. Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:

a) FEl espacio X no contiene una copia isomorfa de 1.
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b) Cada sucesion acotada en X tiene una subsucesion w-Cauchy.

Se puede precisar un poco mas el enunciado del teorema. Dado un espacio X, la manera
natural de encontrar una copia de ¢, es mostrando una sucesién (z,), en X tal que para
cualquier eleccién de n € IN y de escalares Aq, ..., A\,, existen constantes Cq,Cs > 0 (que no

dependen de n ni de los escalares) tales que

i=1 i=1 X =1

Dicho de otra manera, se busca una sucesién (z,), que sea equivalente a la base candnica

de /1. Lo que se muestra en el teorema es que si (z,,), es una sucesién acotada en X que
no tiene subsucesiones w-Cauchy, entonces se puede extraer una subsucesion (z,, ), que sea
equivalente a la base candnica de £;. La demostracién de este resultado, mas otras cuestiones

asociadas al mismo, se pueden ver en [11, Cap. 11], [1, Cap. 10.2].

E.4. Ideales de operadores

En esta seccién definiremos el concepto de ideal de operadores. En [19] se estudian con de-
talle propiedades y ejemplos de los ideales de operadores. Antes de ver la definicién, recordemos
que dados X, Y dos espacios de Banach, si ¢ € X’ e y € Y entonces notamos p @y : X — Y
al operador dado por ¢ ® y(z) = () - y.

Definicién E.4.1. Un ideal de operadores A es un método de asociarle a cada par (X,Y) de

espacios de Banach, un subespacio lineal A(X,Y") de £(X,Y") tal que se verifiquen:
(I1) pRy e AX,Y) paratodo p e X', yeY,

(I2) si Xo,Y) son espacios de Banach y se tienen R € L(Y,Y)), T € A(X,Y), S € L(Xp, X)
entonces RT'S € A(Xo, Yp).

Si ademads, para cada (X,Y’) tenemos una norma « que verifica:
(N1) a(p®@y) = [[¢llx[lylly para todo p € X', y €Y,

(N2) a(RTS) < ||R||.«(T).||S|| para cualesquiera Xy, Yy espacios de Banach y R € L(Y,Y)),
TeAX,Y), S e L(Xp,X),

(N3) (A(X,Y),a) es un espacio de Banach,
entonces (A, «) se denomina ideal de operadores de Banach.

Algunos ejemplos de ideales de operadores de Banach son: (L, || - ||) el ideal de todos los
operadores lineales y acotados, (K, || - ||) el ideal de los operadores compactos, WV, | - ||) el
ideal de los operadores débil compactos, (V.|| - ||) el ideal de los operadores completamente

continuos, (IL,, ) y (Ilgp, mqp) los ideales de operadores sumantes.
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E.5. Tipo y cotipo

Los conceptos de tipo y cotipo de un espacio han sido largamente estudiados en la teoria
local de espacios de Banach. En lo que sigue veremos las definiciones y algunas propiedades
bésicas referidas a este tema, que se pueden ver con mucho més detalle en cualquiera de los
siguientes libros: [16], [1], [10].

Definicién E.5.1. Sea X un espacio de Banach y sean r; : [0,1] — R (i € IN) las funciones

Rademacher definidas por r;(t) = sg(sin(2"nt)).

a) Decimos que X tiene tipo p si existe una constante C' > 0, tal que para cualquier n € IN

y cualquier eleccion de elementos x1, ..., x, € X, se verifica

1 n 1/2 n 1/p
</0 1D ra(t) - wil!?cdt> <C. <Z H%‘H’;ﬁ) :
i=1 i=1

Si X tiene tipo p, se nota T),(X) ala menor de las constantes satisfaciendo la desigualdad

anterior, y se la denomina constante de tipo p de X.

b) Decimos que X tiene cotipo ¢ si existe una constante C' > 0, tal que para cualquier

n € IN y cualquier eleccién de elementos z1,...,x, € X, se verifica

n 1/q 1 n
|14 i ri(t) - ;|4
(;u z||X) <c ( /0 \Z (1) \|th>

Si X tiene cotipo ¢, se nota Cy(X) a la menor de las constantes satisfaciendo la de-

1/2

sigualdad anterior, y se la denomina constante de cotipo ¢ de X. En el caso ¢ = oo se

1/q

reemplaza el término (37, [|z]|%) " por méx;<y, ||z x-

Observacion E.5.2. Algunas desigualdades relacionadas con estas definiciones son las cono-
cidas desigualdades de Khintchine y Kahane. La primera afirma que para cualquier 0 < p < oo,

existen constantes positivas A,, B, tales que
n 1/2 1 n 1/p n 1/2
A, (Z \w) < (/ \Z)\i.ri(t)\pdt> < B,. (Z \W)
i=1 0 =1 i=1

para cualquier eleccion finita de escalares (X)) .

La sequnda es mds general, y afirma que dados 0 < p,q < 0o, existe una constante Ky, > 0

1 n 1/q 1 n
</0 IIZn(t)-:villg(dt) < Kpa, (/0 HZW(t)-willﬁdt>
i=1 i=1

para cualquier eleccion finita de elementos x1,...,z, € X.

tal que
1/p
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Observaciones E.5.3.  a) La desigualdad de Kahane nos muestra que en las definiciones
1/2
de tipo y cotipo, la expresion (fol >0 rilt) - x,H%(dt) puede ser reemplazada por

1/p
(fol | S ralt) - xﬂ\&dt) , para cualquier 0 < p < co. Lo que habria que ajustar en

tal caso, serian las nuevas constantes de tipo y cotipo.

b) Como consecuencia de la desigualdad de Khintchine, se prueba fdacilmente que ningin

espacio de Banach (excepto el trivial X = {0} ) puede tener tipo p > 2 o cotipo q < 2.

¢) Todo espacio X tiene tipo p para cualquier 0 < p < 1 y cotipo ¢ = oo. Mas ain,
T1(X)=Cx(X)=1.

d) Si un espacio X tiene tipo p > 1, entonces tiene tipo p para cualquier 1 < p < p, con
constante T5(X) < T,(X). Andlogamente, si X tiene cotipo ¢ > 2, entonces también

tiene cotipo ¢ para cualquier ¢ < § < 00, y la constante verifica Cy < Cy(X).

e) Todo espacio de Hilbert tiene tipo 2 y cotipo 2 (los mejores posibles). Reciprocamente,
si un espacio de Banach tiene tipo 2 y cotipo 2, entonces es isomorfo a un espacio de
Hilbert.

f) Si1<p<2, entonces ¢, tiene tipo p y cotipo 2.

Si 2 < g < oo, entonces £y tiene tipo 2 y cotipo q. El espacio ls no tiene tipo p > 1 ni

cotipo q < 0.

A continuacién, enunciaremos algunos resultados que relacionan los conceptos de tipo y

cotipo con los de convexidad y concavidad en Banach lattices (ver A.4).
Proposicion E.5.4. Sea X un Banach lattice.

a) Si X es q-concavo para algin q > 2 entonces tiene cotipo q. Cuando q = 2 wvale la

reciproca, es decir que X es 2-concavo si y solo si tiene cotipo 2.

b) Si X es p-convexo para un 1 < p < 2 y g-cdncavo para algin q < oo, entonces tiene tipo

p.

¢) Seal <r < ooy supongamos que X tiene tipo r (resp. cotipo r). Luego X es p-convero

(resp. q-concavo) para todo 1 < p <r (resp. r < q < o0).

E.6. Teoremas de factorizacion

En esta seccién, enunciaremos un par de teoremas de factorizacién. El primero es el teorema
de Maurey-Rosenthal, que se puede encontrar en [10, Teorema 12.30] y el segundo es una

variante del primero y se puede ver en [8, 4.2].
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Teorema E.6.1. Sean X un espacio de Banach yT : X — L1[0, 1] un operador que satisface
n 1/2 n 1/2
l(z mat) | < (i) (B1)
i=1 i=1

N o 3
Luego T' admite una factorizacién de la forma T : X N Ly[0,1] =¥ L1]0,1], donde ||T|| <1y
My es el operador multiplicacion dado por f — f.g, para cierta g € L2[0,1].

L

Se puede probar (usando la desigualdad de Khintchine) que si X tiene tipo 2 entonces dado
cualquier operador T : X — L;]0, 1], hay una constante C' (que depende de la constante de
tipo 2 de X) tal que C.T verifica (E.1).

Teorema E.6.2. Fijemos n,m € N y sea E un espacio de sucesiones 2-concavo. Dado un
operador T : 3" — E,, existen X = (A1,..., A\n) € R™ y un operador R : 3 — 4 tales que
T admite la factorizacion T : (5 i oy My E,, (M) el operador multiplicacion) y se verifica
IRI M ae(ep ) < V2-Ma) (E).|I T
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