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CapiTUuLO 1

INTRODUCCION

Los sistemas de ecuaciones de reaccién - difusién son modelos matematicos que describen
el modo en que la concentracién de una o més sustancias se modifica debido a la influencia
de dos procesos: uno de ellos es el dado por las reacciones quimicas o procesos biolégicos que
provocan que las particulas cambien de estado o se conviertan unas en otras; el otro fenémeno
es el de difusién, que hace que las sustancias se distribuyan y se esparsan en el espacio. La
forma general que presentan las ecuaciones de este tipo es

u — V.(DVu) = f(t,x,u)

donde D, que representa la difusién, es conocida y u = u(x,t) una funcién definida en un me-
dio de difusién 2 C R™, denominada funcién de densidad en tiempo ¢ y posicién x. La funcién
u(x,t) tiene diferentes interpretaciones de acuerdo al &mbito de estudio: de esta manera, puede
representar densidad de masa (cuando se analizan procesos de reacciéon quimica), temperatu-
ra (cuando se trata con situaciones relacionadas a la conduccién del calor), etc. El término
V.(DVu(x,t)) representa la tasa de cambio debido a la difusién, mientras que f(¢,x,u) es la
cantidad de sustancia (o calor) generada por unidad de tiempo y por unidad de volumen gracias
a los procesos de reaccion.

Si €2 es un dominio acotado, las condiciones de contorno adecuadas dependen de las condi-
ciones fisicas y de las propiedades de las sustancias que se encuentran tanto dentro como fuera
del medio de difusion. En este sentido, si la funcién de densidad es conocida en la superficie 02
se utilizan condiciones del tipo Dirichlet:

u(x,t) = h(x,t) t>0,x €00

mientras que las condiciones del tipo Neumann son ttiles cuando se conoce el flujo que atraviesa
dicha superficie.
%:h(x,t) t>0,x €00

siendo % la derivada direccional de u en la direccién de v, normal unitaria exterior a 0§2. En
particular, condiciones de Neumann homogéneas significan, desde un punto de vista fisico, que
estamos en presencia de un medio aislado ya que no hay flujo que atraviese la superficie de la
frontera.

En esta tesis estudiaremos dos problemas acoplados de reaccion-difusion, uno de los cuales
tiene lugar en un dominio £ C R3, mientras que el restante se define en un subdominio unidi-
mensional A C €y consiste en una curva simple (estos domininios aparecen esquematizados en
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la Figura 1). Ambos problemas se relacionan por medio de ciertos términos de intercambio y
representan un modelo simplificado acerca del flujo de determinados fluidos en un medio poro-
so tridimensional, en el cual podemos encontrar fracturas que pueden ser descriptas mediante
curvas.

En particular, este modelo puede ser aplicado al estudio del flujo sanguineo a través de
los tejidos: los vasos sanguineos forman una intrincada red en todo el cuerpo, denominada red
capilar, la cual posibilita el intercambio de sustancias (tales como oxigeno y di6éxido de carbono)
entre la sangre y las células de los tejidos. Es la perfusién sanguinea de los tejidos el proceso que
asegura el suministro de oxigeno y nutrientes a las células. Nos proponemos entonces construir
un modelo matematico que permita estudiar este proceso de perfusién y lo haremos a partir
de ecuaciones de reaccion - difusion acopladas. Para ello, serd necesario pensar en los vasos
sanguineos que integran la red capilar como “finas” estructuras incrustadas dentro un medio
poroso tridimensional.

Figura 1.1: Dominio 3D (Q2) con fisura 1D (A)

1.1. PLANTEO DEL PROBLEMA

El problema que vamos a estudiar en este trabajo es: Encontrar (u,u) € V; X V tal que:

Au,v )+ [, B(Hu — @)vds = B(v) Yv €V, (1.1)
A(u,v) — [, B(Ilu — w)ods = B(v) Yo eV .

siendo 8 € L(A), I : V; — L%(A) un operador lineal continuo y B : Vo — R, B: V — R dos
funcionales lineales continuos dados. Las formas bilineales

A:VixVya—=R, A:VxV =R

estan definidas por:



A(u,v) ::/QA1Vu.VvdX~I—/QAOuvdX (1.2)

~ ~ du dv ~
Au,v):= | Ay——d Aguv d 1.3
(u,v) /A e s s+/A ouv ds (1.3)
siendo Ay, Ag € L>®(Q) y Ao, Ay € L>(A).
Los espacios V; y V,, al igual que V, seran definidos més adelante y resultaran adecuados
para demostrar la existencia de una unica solucién al problema planteado. El problema (1.1)
no es tipico debido a que la continuidad de la forma bilineal dada por el término

/ B(Ilu — w)vds
A

no puede garantizarse en espacios de Sobolev tradicionales. En efecto, si se toma V, = H'(Q)
no se tiene operador de traza continuo 5 : Vo — L?(A), lo que fuerza a tomar V5, como un
espacio menor (y por ende V; como un espacio mayor) que H'(Q).

1.2. DESCRIPCION DE LA TESIS

Esta tesis tiene como eje central el articulo [1], en el que se tratan escencialmente todos los
topicos que aqui desarrollamos. Hemos intendado dar una vision autocontenida de los temas
que componen ese trabajo a través de otras referencias (en particular [12]). El capitulo siguiente
estd dedicado a la aplicacién del problema que planteamos recientemente; asimismo, teniendo
en cuenta la Ley de Darcy para fluidos en medios porosos y la ley de conservacién de la masa,
veremos de donde surgen las ecuaciones anteriores. La solucién al problema acoplado pertenece
a una clase particular de espacios de Sobolev con peso. En el capitulo tres definiremos estos
espacios y estudiaremos algunas de sus propiedades mas importantes; demostraremos que la
funcién peso con la que trabajaremos pertenece a la denominada clase de Muckenhoupt, lo que
nos permitird deducir otras caracteristicas de estos espacios.

En los capitulos cuatro y cinco retomaremos el analisis de nuestro problema: en el primero
probaremos que existe una tnica solucién al problema acoplado 1D - 3D y en el ultimo capitulo
aproximaremos dicha solucién por el método de elementos finitos. Asimismo, demostraremos la
convergencia del método en la norma inducida por los espacios de Sobolev con peso.



CAPiTULO 2

MOTIVACION

En este capitulo veremos, en primer lugar, cuales son las posibles aplicaciones del modelo
que estudiaremos. Para ello, daremos una breve descripcién acerca de la fisiologia de la circu-
lacién sanguinea.

El sistema planteado en (1.1) es la formulacién débil del problema de perfusién tisular;
a fin de deducir las ecuaciones que describen este fenémeno trataremos la Ley de Darcy, la
cual describe el comportamiento de los fluidos (en nuestro caso, el flujo sanguineo) en un
medio pososo (los tejidos). Otro resultado importante del drea de la fisica que utilizaremos es
el principio de conservacién de la masa. Tanto las ecuaciones de Darcy como el principio de
conservacion de la masa nos permitiran concluir la “formulacién fuerte” de nuestro problema:s:
un sistema acoplado de ecuaciones de reaccion - difusion.

2.1. UN PoCO DE FISIOLOGIA

Haremos algunos comentarios sobre los mecanismos de transferencia que se producen entre
la sangre y los tejidos (a través de los vasos sanguineos). Es necesario que conozcamos, antes
de continuar, algunos tipos de vasos sanguineos:

» Las arterias se encargan de conducir la sangre que bombea el corazén hacia los érganos,
transportando oxigeno y nutrientes (a excepcién de la arterias pulmonares que transportan
di6éxido de carbono).

= Las venas cuya funcién es llevar la sangre desde los érganos y tejidos hasta el corazéon y
desde éste a los pulmones, donde se intercambia el dioxido de carbono con el oxigeno del
aire inspirado (a excepcién de las arterias pulmonares, que transportan sangre oxigenada).

= Los capilares que tienen su origen en la progresiva divisién de las arterias en ramas cada
vez mas pequenas y a través de los cuales pasan las células sanguineas, los nutrientes y
el resto de las sustancias que transporta la sangre. La liberacion de la sangre hacia los
capilares se produce por medio de las arteriolas.

La mayor parte de los procesos de transferencia entre la sangre y los tejidos tienen lugar
en los pequenos vasos (capilares y arteriolas). Estos procesos involucran entrega de oxigeno,
eliminacién de diéxido de carbono asi como también transferencia de ciertas sustancias (como
la glucosa) y el intercambio de calor.



El concepto, dentro del campo de la medicina, que describe cuantitativamente la relaciéon
entre el flujo de sangre y los tejidos es el de perfusion y se define como el volumen de sangre
que pasa a través de cierta masa de tejido en un periodo determinado. La unidad que se utiliza
normalmente para medir la perfusién tisular es 100 mg/min. Este es un importante indicador
acerca del estado fisiologico de los tejidos. En este sentido, se sabe que los cambios en la
perfusién de la sangre se correlacionan con varios procesos patologicos: un ejemplo de ello es
la aparicién de tumores. La deteccién a tiempo de cambios en la perfusion local puede ayudar
no sélo a encontrar sino también a identificar y determinar el grado de gravedad de tumores
o lesiones. Como vemos, la modelacién y la simulacion de la perfusién de los tejidos puede
proporcionar una mejor comprension de los mecanismos inherentes a una cierta patologia y, en
consecuencia, a mejorar los diagnoésticos médicos.

Si queremos un analisis detallado del comportamiento del flujo sanguineo, debemos distin-
guir entre dos niveles, a los que llamaremos macro y microescala. El primero hace referencia
a lo que sucede en los vasos sanguineos més “grandes” (aquellos cuyo didmetro es mayor a
0.4 mm) en cuyo caso nos interesaria tener en cuenta la geometria de los mismos,mientras que
el segundo afecta a los vasos mas pequenos, como los capilares, para cuyo estudio conviene
utilizar modelos simplificados en los que se vean afectados el promedio de las cantidades que
intervienen:

= A nivel de macroescala, los vasos sanguineos se modelizan mediante una compleja red de
arterias; el flujo sanguineo y el transporte de nutrientes a este nivel se da de manera rdpida.
Los modelos a macroescala permiten una mejor identificacion de los aspectos geométricos
de las arterias involucradas y, por lo tanto, detectar y estudiar con mas profundidad las
principales variables fisiologicas, tales como la presion sanguinea o la temperatura. En
este caso, los modelos en una dimension suelen ser los mas adecuados.

= Los procesos de tranferencia tienen lugar a nivel de microescala; a esta altura, la cir-
culacién del flujo sanguineo se da de modo maéas lenta. A nivel de microescala resulta
conveniente trabajar con cantidades promedio para describir los procesos de interés. De
hecho los datos geométricos no se conocen con exactitud (notemos que la estructura que
presenta la red capilar puede ser bastante compleja como se muestra en la Figura 2.1)
asi como tampoco algunas propiedades relacionadas al intercambio de nutrientes. En este
sentido, como el radio de los vasos sanguineos que intervienen es demasiado pequeno, una
posible estrategia es pensarlos como poros de un medio poroso tridimensional, los tejidos.
De hecho en [5, 6], se proponen modelos en los que se tienen en cuenta diversas escalas
geométricas, cada escala contempla redes de vasos de tamano comparable pensados como
jerarquias de poros en un medio homogéneo.

El propésito de este trabajo consiste en presentar un modelo que describa el acoplamiento entre
el flujo de sangre en un vaso particular y el flujo a través de los tejidos circundantes (medio
poroso).

2.2. MEDIOS POROSOS Y LEY DE DARCY

En esta seccién enunciaremos aquellos resultados provenientes del area de la fisica que nos
seran de utilidad para modelizar el flujo de un fluido en un medio poroso tridimensional que



Figura 2.1: Tejido retinal, en el que se observa la compleja red de vasos sanguineos

presenta fracturas que pueden ser descriptas mediante curvas. En particular, este modelo pro-
veé las bases para el andlisis del flujo sanguineo a través de los tejidos, posibilitando el calculo
de la presién sanguinea tanto en los tejidos como en los vasos.

Podriamos definir un medio poroso como aquel material compuesto por dos fases: una ma-
triz sélida y en su interior un sistema de huecos, denominados poros, que pueden o no estar
interconectados entre si. Estos tltimos pueden tener geometrias, tamanos y topologias variadas,
dependiendo de su origen de formacion. La geometria de un medio poroso describe las formas
y tamanos de sus poros asi como también la rugosidad de superficie mientras que la topologia
nos dice la manera en que dichos poros estan conectados entre si.

Entre las caracteristicas mas importantes de los medios porosos, podemos mencionar la
porosidad del medio, la permeabilidad y la tortuosidad. Nos referiremos brevemente a cada una
de ellas:

» Porosidad: la caracteristica mas simple de un medio poroso es su porosidad ®, la cual
se define como la fraccién de volumen ocupada por los poros. Dependiendo del tipo de
medio poroso, puede variar desde practicamente cero para el caso de los metales y ciertas
rocas volcanicas hasta uno para aerogeles.

s Permeabilidad: esta medida se refiere a la conductividad de flujo dentro del medio poroso.

» Tortuosidad (7): se define como la razén entre la longitud real que debe recorrer una
particula de fluido para unir dos puntos en el seno del medio poroso y la distancia en
linea recta entre dichos puntos. Como es esperable, 7 depende de @ : si 7 es muy baja, ® es
muy grande. Generalmente, 7 no puede ser medida experimentalmente y en la mayoria de
los modelos clasicos de flujo y transporte en medios porosos se trata como un pardmetro
ajustable.

El movimiento de un fluido a través de un medio poroso se describe mediante la Ley de Darcy,
la cual fue formulada en el ano 1856 a partir de los resultados obtenidos experimentalmente
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por Henry Darcy, en los que analizaba el flujo de agua a través de “ sacos” o camas de are-
na. Esta ley se utiliza para describir no sélo flujos de agua, sino también de gas y petréleo y
cumple un papel analogo a lo que es la ley de Fourier en el campo de la conduccién del calor,
a la ley de Ohm dentro del campo de la electricidad o la la ley de Ficks en la teoria de la difusién.

La Ley de Darcy establece una relacion proporcional entre la velocidad del flujo que atraviesa
el medio poroso y la diferencia de presién que éste experimenta (en realidad la relacién no es
lineal en general sino potencial, de todos modos la linealidad es una hipdtesis razonable para
velocidades bajas) . La podemos expresar, para un flujo unidimensional, de la siguiente manera:

ou

=-K.—
Y ox

donde:
= v representa la velocidad de Darcy, definida como la razén entre el caudal del fluido y el

area de la seccién transversal del recipiente en el que se encuentra (la velocidad verdadera
es una velocidad lineal media que involucra el coeficiente de tortuosidad).

= y es la presién de Darcy, es decir, la presién que ejerce el fluido por unidad de superficie
del recipiente que lo contiene.

» K representa la permeabilidad del medio poroso (en realidad no es intrinseca del medio
pues depende también del fluido).

Notemos que el signo menos se debe a que la velocidad es una magnitud vectorial cuya direccién
es hacia los incrementos decrecientes de u. Esta expresion se generaliza a tres dimensiones:
v=-KVu (2.1)

en la que la permeabilidad K es un tensor de segundo orden y v y Vu son los vectores corres-
pondientes a la velocidad y presion de Darcy respectivamente. En el caso de medios porosos
isotrépicos (como es el caso de los tejidos), la ecuacién (2.1) nos queda expresada como:

v=—-KVu (2.2)

donde K es una funcién escalar.

2.2.1. CONSERVACION DE LA MASA

Los principios de conservacion son una de las teorias fundamentales que gobiernan las ecua-
ciones de la fisica. Cuando el proceso en estudio involucra un proceso de reaccion acompanado
de un fenémeno de difusién, este principio conduce a una serie de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales en las que las incognitas son algunas de las cantidades que intervienen en
el proceso.

Consideremos una funcién escalar p(t,x,y, z) a la que llamaremos funcién de densidad en
tiempo ¢ y posicién x = (z,y, 2) (masa por unidad de volumen) definida en un medio  C R3.
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El principio de conservacion establece que “ Para cualquier subdominio R de €2 con frontera
S = OR la razoén de cambio de la masa total en R es igual a la razén de flujo que atraviesa S
mas la tasa de flujo que se genera dentro de R”.

Sea v(t,x,y,2) el campo de velocidad de un fluido y sea fs v.pdS la cantidad de fluido
que fluye a través de la superficie S por unidad de érea y de tiempo (denominada razén de
flujo). Definimos J = p.v. Sea v el vector normal exterior a la superficie S y sea ¢y el flujo
generado dentro en R por unidad de tiempo y por unidad de volumen. Suponiendo que p y qo
son continuas en las variables espaciales, que .J es de clase C' y que p posee derivada continua
respecto del tiempo, la relacién de balance la podemos expresar como:

d

— pdx:—/J.UdS—I—/ qo dx (2.3)
dt Jr s R

El signo negativo de la integral se debe a que la masa fluye hacia fuera de R a través de la
superficie S = OR. A partir del teorema de la divergencia:

/J.UdS = /V.de
S R

- /R div(J) dx

por lo que la ecuacién (2.3) nos queda expresada como:

/(pt + divJ — q)dx =0
R

Las hipétesis que hicimos acerca de la continuidad de p; y divJ asi como también la arbitrariedad
en la eleccion de la superficie S nos permiten deducir que se cumple en {2 la siguiente igualdad:
pr + divd — qo =10
La igualdad anterior recibe en nombre de ecuacion de conservacion de la masa o ecuacion de

continuidad. Equivalentemente, teniendo en cuenta que J = pv, podemos escribir:
pt + pdiv(v) +v.Vp — g =0
Si estamos ante la presencia de un fluido incompresible (como es el caso del flujo sanguineo) en
el que la densidad es constante, se tiene que:
pdiv(v) — ¢ =0

O bien, si llamamos ¢ = q—;:

div(v) —q¢=0 (2.4)
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2.3. EL MODELO

Modelizar el funcionamiento del flujo sanguineo y sus interacciones tanto mecénicas como
quimicas con las paredes de los vasos es una tarea bastante compleja. A nivel de microescala,
el comportamiento de las variables de interés (tasa de flujo y presién principalmente) esta des-
cripto por un conjunto de ecuaciones diferenciales que se deducen de los principios de la fisica
(conservacién de la masa, del momento) y, como senalamos anteriormente, a este nivel las ecua-
ciones modelizan la evolucién de los valores promedios de estas variables.

Queremos modelizar el intercambio de flujo sanguineo entre los vasos y los tejidos. Para ello,
vamos a considerar un estado estacionario de perfusién (es decir, independiente del tiempo) de
un tejido biolégico, el cual va a ser representado por un dominio 2 C R3. Nos interesa las
caracteristicas geométricas que tienen las arterias por lo que vamos a suponer que los tejidos
presentan en su composicién una arteria simple que tiene un determinado radio R > 0; consi-
deraremos el caso en que R < diam({2): este hecho nos permite representar a la arteria como
un subdominio A parametrizado por una abscisa curvilinea que llamaremos s €[0; L] siendo L
la longitud de la arteria.

La presion promedio de flujo en la matriz porosa del tejido la podemos modelizar por medio
de la ley de Darcy y, si R es lo suficientemente pequeno, ecuaciones unidimensionales similares se
derivan también en el vaso sanguineo (para més detalles, ver flujo Poiseuille [7]). Para introducir
las ecuaciones que describen el fenémeno de perfusion tisular, denotemos por u, k: 2 — R a la
presion que ejerce el flujo sanguineo y a la conductividad de Darcy en el tejido respectivamente
y por U,k : A — R la presién y la conductividad en el vaso. Sea ¢ : 2 — R la tasa de flujo
sanguineo, por unidad de volumen, que circula desde el tejido y es recolectada por los vasos
sanguineos. Finalmente, sea f : A — R el volumen de sangre transferido desde el vaso hasta los
tejidos por unidad de tiempo y por unidad de longitud (del vaso correspondiente). Entonces,
de acuerdo a la Ley de Darcy y a (2.4):

—V.(kVu) + g — f65 = 0.
Como ya mencionamos, ecuaciones analogas rigen para los vasos sanguineos. Por lo tanto, la

presion sanguinea tanto en en tejido como en el vaso satisface el sistema siguiente:

{ ~V.(kVu)+q—f6,=0 enQ (2.5)

—%(%%)ﬂ?:o en A
donde denotamos por fé A a la medida de Dirac con masa en A y con densidad f Asumimos la

siguiente convencién: para f € L?(A), denotamos por fd, al operador lineal definido en C2°(12),
el espacio de las funciones C* de soporte compacto sobre €2, dado por:

(for, ) = /A féds

En particular fd, es una medida (si f =1 coincide con la medida de Dirac).
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Observemos que el término ]? aparece como una medida en la ecuacién 3D y como una
funcion en la ecuacién 1D y expresa la conservacion del flujo sanguineo: la sangre que se pierde
en los vasos circula hacia los tejidos. El modelo anterior describe el flujo de un fluido en un
medio poroso tridimensional, que presenta fracturas que pueden ser descriptas por variedades
unidimesionales.

Para finalizar el planteo de nuestro modelo, necesitamos condiciones de contorno para el
problema (2.5). Suponemos para ello que, a la entrada del vaso sanguineo, es impuesta una
determinada cantidad de flujo ) y que la presién ejercida por el flujo sanguineo a la salida del
vaso (cuando s = L) es cero. Asimismo, suponemos que no hay flujo de sangre que atraviese la
frontera del tejido. Es decir, que:

—k% =0 o0
~ o 87/1\ en (26)
-k =Qens=0,u=0ens=1L

siendo n el vector normal exterior a la superficie 0f2.

En las aplicaciones, ni ¢ ni f son conocidas a priori, por lo que necesitamos valernos de
leyes constitutivas para ambos flujos. En consecuencia, consideramos para [ la siguiente ley,
denominada de filtracion lineal:

flu,w)(s) = B(u(s) — u(s)), (2.7)
donde S es un coeficiente de permeabilidad para la transferencia de sangre que se produce entre
vasos y tejidos y u(s) es el valor promedio de u sobre el circulo cuyo radio es el de la arteria, R,
y cuyo centro se encuentra sobre la curva A, en el punto cuya abscisa curvilinea es s. En otras
palabras, estamos suponiendo que la tasa de flujo sanguineo por unidad de longitud desde los
vasos hacia el tejido es proporcional a la diferencia entre la presion ejercida en los vasos y el
valor promedio de la presién en el tejido; este tltimo valor es de caracter local, en el sentido de
que se computa en un entorno del punto de la curva A de abscisa s.

Necesitamos también una ley constitutiva para la tasa de flujo que sale desde los tejidos y
penetra en los vasos sanguineos (en particular en las venas), es decir, para ¢. Al igual que lo
hicimos anteriormente, vamos a establecer una ley en la que ¢ es proporcional a la diferencia
de presion sanguinea en los tejidos y en los vasos. Sélo que, por una cuestion de simplicidad,
suponemos que la presién ejercida por las venas en la interfaz es cero. Es decir, tenemos que:

q="u (2.8)

siendo v > 0 es un coeficiente de conductividad dado.

2.3.1. FORMULACION DEBIL DEL PROBLEMA

Consideremos la primera ecuacién planteada en el problema (2.5) con las condiciones de
borde dadas por (2.6). Procederemos a concluir una formulacién débil para este problema, la
cual coincide con las ecuaciones planteadas en (1.1). Para ello, multiplicando ambos lados de
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la igualdad de la primera ecuacién por una funcion v € V5 suficientemente regular e integrando
sobre 2 se tiene:

—V.(kVu) +yu— f6y = 0
/—V.(kVu)vdx—i—/fyuvdX = /fvds
0 0 A

Debido a la férmula de Green y gracias a que —k:g—z =0 en 0%

/kVqudx+/'yuvdx—/fvds:0
Q Q A

Trabajemos ahora con la segunda ecuacién de (2.5). Multiplicando ambos miembros de la
ecuacién por una funcién v € V tal que v(L) = 0 suficientemente regular e integrando por

partes sobre A:
d [~du ~
/fﬁ (kd—”) 6ds+/fﬁds — 0

~dudv . ~du Adu

Teniendo en cuenta las condiciones de borde, resulta que:

~du dv
/Akgg—v Q+/f?)d5—0

En conclusién, la formulacion débil del problema (2.5) con las condiciones de borde (2.6) es
el sistema (1.1) que habiamos planteado al inicio de este trabajo.Teniendo en cuenta la defini-

cién de f resulta que (u) =4, B(v) =0, B(®) = Qv(0) y A1 =k, Ay =7, A=k, Ay =0

Queremos demostrar que la formulacién débil admite tnica solucién. Es decir, que hay una
Unica funcién v € V; y una tnica u € V, donde V; y V' son espacios funcionales adecuados tales
que:

A(uv + [y Ba—upvds=0 Yvel,
— [\ Bla—u)vds =Qv(0) VoeV

siendo 5 € L*(A). Recordemos que las formas bilineales A: V; x V, — R, A:VxV SR,
estan definidas por:

A(u,v) = /kVu.Vvdx—i—/fyuvdx
Q 0

A®@,0) = /%d—Ud—vds
A
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CapriTULO 3

LOS ESPACIOS FUNCIONALES

En este capitulo queremos dar cuenta de los aspectos tedricos que, mas adelante, nos seran
de utilidad. A tal fin, en primer lugar definiremos los espacios adecuados para resolver el pro-
blema planteado en (2.5). Recordemos, como habiamos senalado al inicio de este trabajo, que
los espacios de Sobolev tradicionales no son suficientes para demostrar la existencia y unicidad
de la solucion.

En la primera seccion de este capitulo definiremos los espacios de Sobolev con peso. En
particular, nuestra funcion peso estara dada por potencias adecuadas de la funcién distancia
de un punto x € 2 a la curva A, es decir, d(x)*, con d(x) = dist(x, A). Veremos que los pe-
sos involucrados pertenecen a la clase de Muckenhoupt, lo que nos permitira deducir algunas
propiedades importantes sobre estos espacios de Sobolev, que usaremos mas adelante para de-
mostrar la existencia de una solucién al problema planteado. Finalmente, demostraremos la
desigualdad de Hardy con pesos, que también sera utilizada en el desarrollo de este trabajo.

3.1. LoOS ESPACIOS DE SOBOLEV CON PESO

Notacion: utilizaremos la siguiente notacién para las derivadas: sea a € N” un multiindice,
a = (a1, s, ...,q,). Definimos |a| = a; +as + ... + a,. Entonces se denota, para f € C/(U)

olel

0101, ... 0% 1,

Def .=

DEFINICION 3.1.1 Sean u,v € L},.(u) y sea a un multiindice. Decimos que v es la a— derivada

débil de u y escribimos v = D*(u) si:
/uD“¢dx:(—1)|°‘|/v¢dx
U U
para toda funcion test ¢ de soporte compacto, es decir, ¢ € C2°(U)
En este capitulo estudiaremos los espacios funcionales que nos garantizan la buena defi-

nicion del problema que estamos tratando, es decir la existencia y unicidad de una solucién.
Trabajaremos con los espacios de Sobolev con peso los cuales seran denotados por:
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Wk (Q; o)
siendo:
= k un entero no negativo,
= p un numero real, 1 < p < oo,

= () es un dominio en R™ con frontera 052,

» Dado a un multiindice, es decir, « € N, a = (ay,a9,...,ay,), 0 es un vector formado
por funciones medibles no negativas en casi todo punto definidas en €2, que llamaremos
peso:

0 ={0, =04(x),x € Q,|a] <k}

Los espacios de Sobolev W*?(Q; ¢) con peso estan definidos como el conjunto formado por
las funciones u = u(x) definidas en casi todo punto de un dominio {2 C R™ y cuyas derivadas
(en el sentido débil) D%u, de orden || < k satifacen

/Q | D%u(x)[Poq(x) dx < 0o

Si u € WkP(Q; o), definimos su norma como:

L fipo= [ 3 / |Dou(x)Poa(x) dx

lof<k

Para el caso en que k£ = 0 introducimos la siguiente convencion:

WO(Q;0) = LP(Q; 0)

Il ( [ o) dx)‘l’

En particular, trabajaremos con espacios de Sobolev en los cuales p = 2 y el peso esta dado
por la funcién d**, con a € (—1;1) donde la funcién d(x) representa la distancia del punto x
a la curva A, es decir, d(x) = dist(x,A). Sea o € (—1,1); denotamos por L3(€) al conjunto
formado por las funciones medibles u tal que

y denotamos

/Q (%242 (x) dx < 00

lo cual significa que u € L2(Q) si y sélo si d*u pertenece al espacio L?(f2). Aclaramos que, si
bien la definicién anterior puede extenderse para cualquier valor de o € R, nos ocuparemos
del caso particular en que o € (—1,1). L2(Q) es un espacio de Hilbert con producto interno
definido por:
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(u,v) 12 () :/Qu(x)v(x)d%‘(x) dx

DEFINICION 3.1.2 Dado « tal que |a| < 1, definimos
HL(Q) == W(Q,d*)

Es decir:
Hy(Q) ={ue L2(Q): Vue L2(Q)*}

Y, de acuerdo a lo visto anteriormente, el producto escalar esta definido por:
(u, V) 1) = (u,0) 120) + (V, V) 12 )

3.2. LA CLASE DE MUCKENHOUPT

Muchas de las propiedades que conocemos que se cumplen para los espacios de Sobolev
convencionales son vélidas en los espacios de Sobolev con peso (tales como la desigualdad de
Poincaré, la densidad de las funciones de clase C'*° o el teorema de Rellich - Kondratiev por
citar algunas) siempre que los pesos satisfagan determinadas propiedades. Estudiaremos una
clase particular de funciones peso, como son aquellas pertenecientes a la clase de Muckenhoupt,
que definiremos a continuacion.

DEFINICION 3.2.1 Sea p > 1. La clase de Muckenhoupt A, es el conjunto formado por todas

las funciones w € L, (R") tales que:

(1 0 05) (g f oo ) <
sup —_ wixX X —_ wixX)r— X 0
B=B(x,r) |B| B |B| B

donde el supremo se toma sobre todas las B = B(x,r) centradas en x € R™ y de radior >0 y
|B| denota su medida.

Demostraremos a continuacién que la funcién d(x) = dist(x, A)?®, a € (—1;1) pertenece a
la clase de Muckenhoupt A, de funciones w : R?* — R que verifican la desigualdad anterior, lo
cual nos garantizara la validez de ciertas proposiciones y resultados que seran necesarios para
demostrar la buena definicién de nuestro problema.

En lo que sigue, dado un conjunto compacto F' € R™ denotaremos por d(x, F') la distancia

de x a F. La demostraciones siguientes se encuentran en [11], las rescribimos aqui para dar
completitud al trabajo.
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DEFINICION 3.2.2 Para 0 < m < n, un conjunto compacto F' € R™ es un conjunto m - reqular
si existe una constante positiva C' tal que:

Ch™ < H™(B(x,r)NF) < Cr™

para todo x € F' y 0 < r < diamF', donde H™ representa la medida de Hausdorff m— dimen-
sional y B(x,1) es la bola de radio r centrada en X. La restriccion 0 < r < diamF' es eliminada
en el caso de que el conjunto F' esté integrado por un unico punto.

Nos interesa, en particular, cuando m = 1 y F es una curva rectificable en R?: en dicho
caso, la medida de Hausdorff H* coincide con la longitud de la curva.

LEMA 3.2.1 Sea F C R™ un conjunto compacto incluido en un conjunto m - regular K. Si
—(n—m)<a<(n-—m)(p-—1)
entonces d(x, F)* pertencece a la clase A, p > 1.

Para demostrar este lema trabajaremos con descomposiciones de Whitney. Si F' es un con-
junto cerrado no vacio de R", entonces R™ \ F' puede ser representado por una unién de cubos
diadicos cerrados Q;‘? tales que el interior de dos cualesquiera de ellos es disjunto y de modo tal

que satisfacen:
Ng
rvr=UyUel

keZ j=1

donde la longitud del lado de Q? es 27%. La descomposicién anterior se denomina descomposicion
de Whitney [19] de R™\ F'y la coleccién {Q;€ :j=1,2,..., Ny} recibe el nombre de k - ésima
generacion de cubos de Whitney y satifacen la siguiente desigualdad:

U < d( ij) < 44,
siendo [, el diametro de Q;“ y d( f , ') la distancia del cubo al conjunto F'.

Para xg € F'y R > 0, definiremos N (B(Xo, R)) al nimero de cubos de Whitney de F¢ de
la k - ésima generacién contenidos en B(xo, R).

LEMA 3.2.2 Sea F C R™ un conjunto compacto contenido en un conjunto m - reqular K. Dado
Xg e Fy0O< R< % existe una constante C, que depende solo de K tal que:

Ny (B(x0, R)) < CR™2k™

DEMOSTRACION: Podemos suponer que 27% < R ya que en caso contrario N, (B(xg, R)) = 0.
Afirmamos que el nimero de cubos de Whitney de F° en la k - ésima generacién contenidos
en B(xg, R) pueden ser estimados en términos del nimero de bolas de radio 2% cuyo centro se
encuentra en el conjunto F' necesarias para cubrir F'N B(xg, 2R). En este sentido, supongamos
que existen bolas B(x;,27%) con x; € F, 1 <1i < N tales que
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N
F N B(xo,2R) C | ) B(x:,27%) (3.1)
i=1
y sea Q¥ un cubo de Whitney en la k - ésima generacién contenido en B(xg, R) . Entonces, se
verifica que

d(Q", F) = d(Q", F N B(xy, 2R))

Puesto que como QF C B(xg, R) ningun punto de Q* puede distar de xo en mds de R, y por
estar xg € F' se tiene que d(Q*, F) < R, y por desigualdad triangular se sigue la afirmacién.
Luego si yg € F es un punto que satisface d(Q*, F) = d(Q*,yq), entonces yg € B(xo,2R).
Como, ademds estamos suponiendo que F' N B(Xq,2R) C Uf\il B(x;,27%), existe algtin 4, 1 <
i < N tal que yg € B(x;,27%). Por lo tanto, teniendo en cuenta que Q* es un cubo de Whitney
en la k - ésima generacion se sigue que

Q" C B(x;,6¢)
En efecto:

d(Q*, yq) + d(yo,x:)
40, + 227F

40y, + 20y,

605,

d(Qk; Xi)

IA N CIA

Pero, por otro lado, B(x;, 6(;) no puede contener més que una cantidad finita c¢(n) de los
cubos Q. Entonces, teniendo en cuenta la inclusién (3.1) deducimos que

Ni(B(xg,R)) < ¢(n)N

Para completar la demostracién tenemos que ver que existen N bolas que satisfacen la
relacién (3.1) con N < CR™2*™. Para ello, sea r = 2~*+D Para Ky = KN B(xo, 2R) definimos
los siguientes niimeros:

N
H,,(Ky,r) := min {Nrm Ky C UB(Xi,T) con X; € KO}
i=1
P(Ky,r) = max{N : existen bolas disjuntas B(x;,r),i=1,...,N con x; € Ky}

Entonces, teniendo en cuenta que K es un conjunto m - regular:
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r r r\™m
Hp(Ko,r) < P(Ko, D" = 2"P(Ko. 5). (5)
P(Ko.3) )
< omC J{m<B o mK)
; (xi, 5)
P(Ko.3)

= e Y He <B(x,~, g) N K N B(xo, 3R)>
i=1

< 2mCH™ (K N B(xo,3R))

< C%mR™

Usando la definicién de H,, (Ko, r) obtenemos (modificando C' adecuadamente):
N
K N B(x¢,2R) C UB(Xi,Q_(k+1)) y N < CRmkIm
i=1

ya que, de la desigualdad anterior se deduce que:
Nr™ = N2~k < OR™

Ahora bien: F' esta contenido en el conjunto K y, por ende

N
F N B(xo,2R) C | ) B(x;,27*"),
=1

Entonces, si B(x;,2~**)) N F #£ (), para x, € F N B(x;,2~%**Y) tenemos que:
B(x;,2~*) C B(x},27%)
En efecto,

Ix =i ||+ 1l x — x|

%= i

<
S 22—(k’+1) — 2—k‘

Las bolas B(x/},27%) satisfacen la relacién (3.1), lo que concluye la demostracién. O]

DEMOSTRACION DEL LEMA (3.2.1): Sea B una bola en R". Llamemos rp al radio de la
misma y sea d(B) la distancia de B al conjunto F'y sea d(x) = dp(x) = dist(x, F).

» Sirg <d(B), dado x € B tenemos que d(B) < d(x, F') < 3d(B). Entonces:

GG
< (o) (i o) <
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= Por otro lado, si rg > d(B),entonces existe xq € OF tal que B C B(xy, 3rp). Luego, sin
pérdida de generalidad, podemos asumir que la bola B estd centrada en un punto del
conjunto F'. Distinguiremos dos casos:

(a) Sirp < %, de la descomposicion de Whitney para F' tenemos:

() G o)

p—1

donde la suma se toma sobre todos los cubos de Whitney que intersecan a la bola B;
sabemos que es suficiente con considerar los cubos de Whitney contenidos en 2B, la bola
de radio 2rg. El término Crz" proviene de considerar la medida de la bola B.

Llamemos
p—1

Observemos que si Q¥ esta contenido en 2B, entonces su diagonal es menor que el didmetro
de 2B. Por lo tanto se tiene que /n27% < 4rg, o sea 27% < 4%. Sea ko el mnimo
k tal que existe Q* contenido en B; luego se verifica que 2% < Crp. Usando que
d(x) = d(Q¥) ~ 27F para todo x € Q* y el lema anterior, se tiene:

p—1

_[ S CTE;np Z 2—kn2—ka Z 2—kn2%
QFk QF

Crg" (i Nk(B(xo,QrB))Q_k”T’w‘) (i Nk(B(xo,QrB))Q_k”%kal) 7

<
k=ko k=ko
) ) p—1
< Crg™ (Z rg2’f<"m+a>> <Z rglz—km—m—pfl)) =11
k=ko k=ko

Luego, como por hipdtesis —(n —m) < a < (p— 1)(n — m):
II < Crg™ (rp2koletn=m) <rg2—’f°<"—m—pi1>)p_1
— an;p("_m) (2—k0(a+n—m)) (z—kO(n—m—pal)>p1
< Ot (k)P < o
puesto que 7’;12*’“0 <C.
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(b) Sirg > diamF g0 xp un punto en el conjunto F independiente de B. Entonces,

6 |
como Xg € F'yrg > % podemos asumir que B es la bola de radio rg > 3diamF y

centro xp. Por otro lado, si B; denota la bola de radio 2diam(K) y centro xp, d* y d T
son integrables sobre B;. Entonces:
/ & <C
By

/ dri < C
By
Usando que d(x, F') ~ d(x,xr), para cualquier x € B\ By:
[a = [as]
By B1 B—B;
< C<1+/ HX—XFHQ>
B-B,
B
S C (1 +/ pn—lpa)
2diamF

< Corgtr

De la misma manera, podemos demostrar que

/ drt < C"r’?
B

+n

y, por lo tanto

B[ /5 Bl /5 = YiBp'B '8

< C

que es lo que queriamos demostrar. []

Observemos que el Lema 3.2.1 dice, en particular, que la funcién definida por d(x, A)?* :

R3? — R pertenece a la clase de Muckenhoupt As, en el caso que resulta de interés para nosotros
-l<a<l

3.3. ALGUNAS PROPIEDADES IMPORTANTES

. Porqué nos interesa demostrar que la funcién peso con la que estamos trabajando pertenece

a la clase A7 Muchas de las propiedades importantes que conocemos que se cumplen en los
espacios de Sobolev tradicionales contintan siendo vélidas en los espacios de Sobolev con pesos
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para aquellos pesos que pertenecen a esta clase. Mencionaremos debajo la densidad de funciones
regulares [16, 17] que usaremos frecuentemente. En [9] se tratan pesos del tipo potencias de
distancias a variedades M de dimension arbitraria, pero existe cierta restriccion ya que M C 0f)
con cierta propiedad de cono exterior para los puntos de M, por lo que no esta claro que se
pueda adaptar esos resultados al presente trabajo. El dominio €2 es un abierto acotado.

TEOREMA 3.3.1 DENSIDAD DE LAS FUNCIONES C*: Sea o una funcion de peso pertenecien-
te a la clase de Muckenhoupt As. El conjunto de las funciones de clase C*°(2) es denso en

W12(Q,0). Es decir:

W2(Q, o) = C=(Q)
donde la clausura del conjunto C*(QY) del lado derecho se toma respecto a la norma || . ||ly1.2.

Demostraremos a continuacion la siguiente desigualdad de Hardy con pesos. La demostracion
que haremos es un caso particular de la dada en [10].

TEOREMA 3.3.2 (DESIGUALDAD DE HARDY CON PESOS) Sean 0 < p < g < o0, 0 < R < o0
y sean wy y wq funciones de peso definidas en (0,+00). Supongamos que para todo r > 0 se
verifica

/Or ws(t) ™5 < 00 (3.2)

Entonces, la desigualdad

(/OR (/Orf(t) dt)qw1<7~) dr)é < C (/opr<t>w2(t) dt)*l’ (33)

se verifica para toda funcion f positiva definida en (0,+00) si y sdlo si

_1 P

R I-p r ) %
D = sup </ wy (t)dt) (/ wy(t)T=» dt) < 00
re(0,R) r 0

Mas atin, la mejor constante C en (3.3) satisface la desigualdad:

D < C <k(p,q)D

k(p,q) = (%) ' (%) ot

DEMOSTRACION: Demostraremos sélo la condicién necesaria, ya que es la de nuestro interés.
Como consecuencia de que (3.2) es finita para todo r > 0, podemos deducir que la funcién

h(z) = (/OZwQ(t)llp dt>p}s
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siendo p’ = 1% (0 sea 119 + 1% = 1) y s es un nimero fijo perteneciente al intervalo (1, +00),
satisface 0 < h(z) < oo para todo z € (0, R).

Sea f una funcién positiva definida en el intervalo (0, R). Por la desigualdad de Holder:

/0 ’ ft)dt = /O f(t)w§ (t)h(t)hfl(t)wz%(t) N
(/Or TP (t)wy(t)RP (1) dt>; (/Or h—p’(t)w2<t)1_p,>p1,

Teniendo en cuenta la definicion de la funcién h e integrando:

IN

-1

[ oty ae= [ [ o) " wi e a

s—1

- ([ a)

— 5 p-up (r) (3.4)

s—1

En consecuencia:

:/OR(/J‘ dt) wy(r )drr
_/OR (/ FP()ws(t)hP(t) dt)g (/OT h_p'(t)wé‘p'(t) dt) o wl(r)dr]
| /OR ( /0 r fP(O)w2 ()R (t) dt)g (s—% = 0“)) » ) dr] :

p

_ (Sfl)p' [ /0 " ( /0 " w () RP(8) dt)zh(s_l)q(r)m(?‘) dr]

Por la desigualdad de Minkowski! aplicada en el caso en que r = 1%

[ ([ o) wora] < (325)7 ([ momma) (1o

De la definicién de D en el enunciado del teorema se tiene que:

P
q

IN

IN

QI

P

3.5)

1
La desigualdad utilizada es [fab@(x) (fF \I/(y)dy)rdx} "< ff\ll(y) (f: @(x)dx) dy V funciones ¥, ®
positivas en (a,b)

3=
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—(s=1)

M““Wﬁ=<wv»“PQSI”;M(wamw“) |

Multiplicando la desigualdad anterior por wq(r) e integrando entre t y R, 0 < t < R:

1+

/tR ROV () (r) e < DU /tR (/TR w1 (y) dy)_ 5 wi(r) dr

(s=1gq R %
= sD wi(y) dy
t
Esta estimacién implica que:

R r
(/ RV (1) awy () dr) < siD s
t

S
<
)
g
=
—
&
oL
<
N———
=}

EAS]

AN
V2]
5
—
)
VRS
O\“
g
no H
’E
—~
S
o,
<
N——
wz\‘lH
| |

= seDPRP(t)

y, elevando la desigualdad (3.5) a ]13 tenemos:

P
< (22) s ([ rowomonr «)

_ M@D(ARP@MMﬂdQ;

1
ol

donde g(s) = s%(L)p

\\H

Recordemos que s era arbitrario, s > 1. La funcién g(s) tiene un minimo en s = 1+ %, por

lo que
p—1

, q P+ap—q i ptap—p\ *
inf g(s) =¢g(1 + = :( ) < ) = k(p,
Infg(s) =91+ 5) ) -1 (. q)

por lo que concluimos:

([ 08 eire) ([ i)
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con C' constante tal que C' < k(p,q)D O

La desigualdad de Hardy nos sera de utilidad, en el capitulo siguiente, para demostrar un
teorema relativo a la traza de una funcién en el espacio de Sobolev con peso H! (), dado en
la definicion (3.1.2).
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CapiTULO 4

ANALISIS DEL PROBLEMA

En este capitulo, en primer lugar, introduciremos los aspectos geométricos y la notacion que
serd utilizada. Como ya mencionamos, las condiciones de acoplamiento entre tejidos y vasos
no son estandares, por lo que para simplificar estudiaremos, en primer lugar, el problema “
desacoplado” en el cual consideraremos que la presiéon sanguinea en los vasos sanguineos es
conocida. Luego trasladaremos los resultados obtenidos al problema acoplado 1D - 3D.

El teorema de Necas, una generalizacion del teorema de Lax - Milgram, serd la herramienta
tedrica que nos garantice la existencia de una unica solucién del problema desacoplado. A fin
de aplicar este teorema, necesitaremos un resultado relacionado con el operador de trazas.

4.1. NOTACION Y DESCRIPCION DE LOS ASPECTOS GEOMETRICOS

Vamos a detallar los aspectos geométricos y la notacion que usaremos en este trabajo. Como
senalamos, nuestro modelo intenta ser aplicado a problemas relacionados con el flujo sanguineo
por lo cual nos referiremos a {2 como el tejido y a A como el vaso sanguineo.

I. Por simplicidad, vamos a suponer que el vaso A es una curva simple, parametrizada por
longitud de arco:

A={xeQ:x=x(s),s € [s1, 5]}

donde s es la denominada abscisa curvilinea y x : [s1, s3] — R? es una parametrizacion
suave. Esta hipotesis puede ser extendida facilmente si tenemos en cuenta las ramifica-
ciones de los vasos.

11. Suponemos que el verdadero radio del vaso sanguineos es una constante positiva R > 0.
Luego, definimos el volumen que ocupa el vaso como el conjunto de puntos que distan de

A menos que R:
Q= {x e R’ : dist(x,A) < R}

El anterior es un dominio auxiliar, el cual usaremos solamente para el analisis de las con-
diciones del acoplamiento entre el tejido y el vaso sanguineo unidimensional. Asumimos
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que R es lo suficientemente pequenio de modo que a"coa.

Vamos a describir al conjunto Q por medio de tres aplicaciones locales (atlas), utilizan-
do los versores tangente, normal y binormal (que conforman el denominado triedro de
Frenet). A tal fin, definimos los siguientes conjuntos:

Qf = {xeR’:x=x(s,1,0),(s,r,0) € (s1,82) x [0, R) x [0,27) }

Of = {xeRix=x(1,0,0),(s,0,0) € [0,R) x [0,27) x [0,7)}

Q) = {xeR’:x=x(r0,9),(r,0.0) €[0,R) x [0,27) x [0,7) }

siendo:

xo(s,7m,0) = x(s)+n(s)rcos(d) + b(s)rsin(b), (4.1)
x1(r,0,¢) = x(s1)+n(sy)rcosfsing+ b(s;)rsinfsing + t(s;)rcoseo, (4.
xa(r,0,0) = x(s2) + n(se)rcosfsing + b(sg)rsinfsing + t(s)rcosep (4.

Figura 4.1: Subdominios en Q: El dominio unidimensional A y el dominio auxiliar 3D QF.
Notemos que Q% es la unién superpuesta de los subconjuntos QF, QI QI donde sus coordenadas
cilindricas/esféricas xo, X1 y x2 han sido ya definidas.

donde t(s),n(s) y b(s) son, respectivamente, los versores tangente, normal y binormal a
la curva A (ver figura 4.1). En otras palabras, estamos suponiendo que Q% puede ser pa-
rametrizado por una unién superpuesta de tres aplicaciones: una de ellas en coordenadas
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I1I.

IV.

cilindricas sobre Q% mientras que las dos restantes son parametrizaciones en coordenadas
esféricas sobre O y QF respectivamente.

Denotamos por I'* = 90F a la interfaz entre el vaso y el tejido. La parte “ cilindrica ”

de T'® que pertenece a la frontera de Qff la denotaremos por T'}:

If={xeR’:x=x0(s,R,0),(s,0) € (s1,52) x [0,27)}

La hipotesis fundamental que haremos acerca de la geometria que presenta el vaso san-
guineo es que la proyeccién desde Qf a A es tinica. Es decir que:

Vx € QF : Axg € A dist(x, A) = [|x — x| (4.4)

lo cual puede asegurarse para valores chicos de R. Como consecuencia de esta propiedad
tendremos que:

dist(xo(s,r,0),A) =r V(r,s,0) € [s1,5] x [0, R) x [0,27).
Sea {(;} una particién de la unidad tal que, parai =0, 1, 2, ; : QF — R es una funcién

regular no negativa cuyo soporte sop(;) C QF y se verifica que >, p; = 1 en Q. Dada
u una funcién medible, u : 2 — R se tiene que:

S2 R 21
/ wdx = / / / uo(s,r,0).r dsdrdf+
QR s1 0 0

donde

R 27 T
Z / / / ui(r, 0, ®).r? sin(®) drdddd
o Jo Jo

i=1,2

u; = (up;)ox; i=0,1,2

Maés atn, obtenemos la siguiente féormula:

D) 2
/ udo = / / up(s, R, 0).R dsdf +
'R s1 0

De esta ecuacién, si v es una funcién continua en Q entonces:

2w T
Z / / u;i(R,0,®).R*sin(®) d6dP
0 0

i=1,2

1 S2 21 S2
lim — udo = h’m/ / up(s, €R,0).R dsdf = / 2ru(s)R ds = 27TR/ u ds,
e—0 € [eR e—0 51 0 s1 A

con u(s) = u(xo(s,0,0)).
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Denotaremos por @ al promedio de la funciéon u sobre los circulos de radio R que se
encuentran sobre la superficie cilindrica 'Y y en el plano normal a la curva A (es decir,
en el plano generado por los versores normal y binormal).

1 27

u(xo(s, R,0)) do

i=—
2 Jo

Utilizando las coordenadas locales x¢ y definiendo u. = u(s, £, 0):

lim u. do = 27rR/ u(s) ds

e—0 F(E)R 1
Para el problema de perfusién descripto en (1.1) habiamos visto que II(u) = u, donde @
es el valor medio de la funcién u en el circulo de radio R, sobre la superficie cilindrica Q¥
y normal a la curva A. Con la notacion que acabamos de introducir y si la funcién u es
regular, u esta definida, por:

1
2

a(s) : LAﬂu@%@gRﬁ»dQ (4.5)

4.2. ANALISIS DEL PROBLEMA DESACOPLADO

En los capitulos anteriores planteamos el problema de nuestro interés, dando como resultado
un sistema de ecuaciones elipticas que constituye un modelo matemético para el estudio del
intercambio de flujo sanguineo entre los vasos y los tejidos. En este sentido, queremos encontrar
(u,uw) que satisfagan:

~V.(kVu)+q—f6,=0 enQ
—4kd)+f=0 enA

donde u : @ — R y u: A — R representan la presién sanguinea en los tejidos y en los vasos
respectivamente, f : A — R es el volumen de sangre transferido desde las venas hacia los tejidos
por unidad de tiempo y de longitud y ¢ : 2 — R es la tasa de la tasa de flujo sanguineo, por
unidad de volumen, que circula desde el tejido y es recolectada por los vasos sanguineos.

Asimismo, tratamos la teoria acerca de los espacios funcionales que nos serdan utiles para
demostrar que el problama esta bien definido. Es decir, que existe solucion y es tinica. Con este
fin, consideraremos el problema ’desacoplado’: estudiaremos la primera ecuacién del sistema,
suponiendo que la presion sanguinea en el vaso es conocida, para luego extender estos resultados
al problema acoplado.

Supongamos que @ = ug € L*(A). Luego, el problema se reduce a tratar con una tnica

ecuacion planteada en el dominio 3D, ). Para obtener la existencia y unicidad de la solucién
nos valdremos de una generalizacion del teorema de Lax - Milgram, que es conocida como
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el teorema de Necas. A tal fin, recordemos las formas bilineales que definimos en el primer
capitulo:

A(u,v) ::/A1Vu.Vvdx~l—/A0uvdx
0 0

y sea
a(u,v) = A(u,v)—l—/j\ﬂﬂu(s)v(s) ds
= /§2A1VU.VU dx+/QA0uv dx+/A5Hu(s)v(s) ds (4.6)

Sea [ el funcional lineal definido por:

F(v) = / Pugv(s) ds + B(v) (4.7)
A
Luego, el problema desacoplado se traduce en: Encontrar u € Vi tal que:
a(u,v) = F(v) Yv €V, (4.8)

La idea es considerar los espacios de Sobolev con peso tratados en el capitulo anterior y
tomar V; = H! y Vo = H' | con a € (0;1). Para obtener la existencia de una tnica solucién u

-

a este problema nos valdremos, del siguiente teorema.

TEOREMA 4.2.1 (NECAS) Sean Vi y Vi dos espacios de Hilbert, ' € V, un funcional lineal
acotado en Vy y a(.,.) una forma bilineal en Vi x V; tal que:

la(u,v)] < Cillullwllvlle Vo (u,0) €Vix Vs (4.9)
supa(u,v) > 0 V vely v#0 (4.10)
ueVr

sup a(u,v) > Cyllully, V uwel; (4.11)
llvllv, <1

donde C y Cy son constantes positivas. Entonces existe una unica v € V tal que

a(u,v) = F(v) Yo e Vy

La funcion u depende lineal y continuamente de F':
1
lullvs & I Ty

DEMOSTRACION: Sea u € V. La aplicacion a(u,.) : Vo — R es, por ser lineal y continua,
un elemento de V3. Por el teorema de representacion de Riesz, existe una tnica w € V; tal que

a(u,v) = (w,v)y, Yv eV,
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siendo (.,.) el producto interno definido en V5.

Sea A : V] — V5 el operador lineal tal que Au = w. A es continua: En efecto, se tiene que:
2
| Auls = (Au,Au)y,

= a(u, Au) <Gy [y ]| Au v,

por lo que || Au ||, < Cy ||u |y,  Yu e V.

El problema se reduce luego a, dada F' € V;, encontrar una tnica u € V; tal que Au = F.
Para ello, basta ver que A es biyectiva:

» A es inyectiva: En efecto, Aw = 0 implica que a(w,v) =0 V v € Vs y, teniendo en
cuenta (4.10) se sigue que w = 0.

= Veamos que A es sobreyectiva, para lo cual veremos que su rango es igual a V5. Afirmamos
que el rango de A es cerrado: en efecto, sea w,, una sucesién en V; tal que lim,, o, Aw, = v,
v € V,. Luego de (4.11):

1
| wy —wm [[vy < = sup a(w, — wy,v)
C2 Jlollvy<n
1
= & sup (A(w, — wp), )y,
2 |lvllvy<1

1
< g A —wm) v,

Por lo tanto, w,, > wen Vi y Aw, - Aw =ven 1,

Para finalizar, sea z € rg(A)t, es decir (Aw, 2)y, = a(w,2) =0 Yw € V;. De (4.10) se
sigue que z = 0. Por lo tanto, A es suryectiva.

Hemos demostrado entonces que, dada F' € V] existe una unica u € V] tal que a(u,v) =
F(v) V v eV, Mas atn:

02 H u HV1 < sup (Au7 U)VQ

lollvy<i

= sup (F(v),v)w = F |,

lollvy<i

Aplicaremos el teorema anterior al problema que estamos tratando, tomando V; = H1(2)
y Vo = H' (). Para ello, tenemos que demostrar que estamos bajo las hipdtesis, es decir que
valen los siguientes resultados:

1. El funcional F definido en (4.7) es continuo en H}
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1. La forma bilineal a(u,v) definida en (4.6) es continua en H} x H! _ y satisface las de-
sigualdades dadas en (4.10) y (4.11)

Comenzaremos por el primer apartado. Para ver que F' es un funcional lineal continuo,
necesitamos antes un resultado referido a la traza de una funcién en H' ().

TEOREMA 4.2.2 (OPERADOR DE TRAZA EN A) Sea 0 < a < 1. Euxiste una tnica aplicacion
lineal continua

s HE(Q) — LA(A)

tal que yad = P|p para toda funcion ¢ € C*(QY). En particular, existe una constante positiva
Cy = Cy(«) tal que

I N2 < Cala) 6 llur ) Vo € HL(Q) (4.12)

DEMOSTRACION: La idea de la demostracién es ver, en primer lugar, que el resultado vale
para las funciones de clase C°(2) y luego, por un argumento de densidad, extender esta
propiedad a toda ¢ € H! (Q). Sea ¢ € C>(f). Integrando sobre Qf en la direccién radial, y
usando coordenadas cilindricas locales, tenemos que para todo € € [0, 27):

r a¢

¢(5,0,0) = ¢(s,1,0) — ; E(s,t,&) dt

Elevando al cuadrado la igualdad anterior y usando que (a + b)? < 2a® + 2b?:

r 2
oot < 20l 2 [ Gts.00) at)
0

donde ¢(s) = ¢(s,0,0). Multiplicando ambos lados de la desigualdad por r e integrando sobre
Q.

r 2
( 99 dt> r  dsdrdf (4.13)
0

TR’ / p(5)> ds <2 [ é(s,r,0)*r dsdrdf + 2 /
A of or

of

Recurriremos, a continuacién, a la desigualdad de Hardy con pesos (3.3) anteriormente

demostrada, en el caso particular en el que p = ¢ = 2 y considerando como funciones de peso:
wi(t) =t,  wy(t) =t

y f(t) = |%(3, r,8)|. De hecho, siendo por hipdtesis o > 0 tenemos que:

T T
/wQ(t)llp dt = /tm—l
0 0

,r.2a

= — <
2a
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y, por lo tanto, estamos en condiciones de aplicar el teorema mencionado.En particular:

R % r %
D(a) := sup (/ t dt) (/ tmldt)
re(0,R) r 0

1 2 2 2a:|
= sup |—(R°—r)r
re(0,r) |f‘La< )

1
Derivando respecto de r se infiere que g(r) = [ (R* — r?)r?*]? es creciente en el intervalo

1
(0, \1/{%), de donde:
1 1
r 1 13 R2a+2&o¢ 3
Z (R — 22| —
Bt P L Bl P p e e
por lo que
1 R? 2\, 2a : Rlto al~Hte)/2
o) _E< )t = a + 1)0F02

Luego, aplicando la desigualdad de Hardy:

00 i o [1 00 2, 1-2a
/O (/0 |E(S,t79)|dt) rdr < C’(oz)/O |E(S,t,9)|r dr, (4.14)

1 p—1

Recordemos que hemos definimos en (3.3) k(p,q) = (p +q}f’_q>5 (p(;zﬁ;;’ >T, de donde

k(2,2) = 2. Luego, C(a) es una constante que verifica:

D(a) < C(a) < 2D(a) (4.15)
Puesto que r = dist(x, A) en QF y Vx € QF se verifica la desigualdad dist(x, A)2*R?** > 1,
se tiene en (4.13):

7TR2/¢(3)2 ds < 2R*™ o(s,r,0) dist(x, A)**r dsdrdd
A

g

R 2
+ 2/ (/ @dt> r dsdrd6f
ok \Jo or

De (4.14):
7TR2/¢(8>2 ds < 2R*™ o(s,r,0)dist(x, A)**r dsdrdf +
A o
0¢ ?
20(04)2/ (—(s,r, 9)> dist(x, \)"**r dsdrdf
Q(I)? 87"
< 2max {R*, C(a)?} || ¢ ||?{1Q(Q)
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Hemos probado entonces que V¢ € C*°(€2) se cumple:

16 [z < Cal@) | @ Iz,

Q)

donde Cy(a) = y/max {R?, C(a)?} /(rR%) Es decir, que para cada funcién ¢ regular, la apli-
cacion (@) : C=(Q) — L*(A) definida por la restriccién de ¢ a A es continua.

La extensiéon para ¢ € H' (Q) se sigue mediante un argumento de densidad; en efecto, sea
u € H' (Q). Luego, existe una sucesién {u;} C C*(Q) tal que lim; o u; = u en H (Q).
Observemos que u; es una sucesiéon de Cauchy en L?(A), gracias a lo demostrado previamente,
en efecto:

| ur = wj (L2 < Cale) || ux —uj |1 (o

Como L?(A) es completo, existe v € L*(A) tal que lim;_ || v — u; ||z2(a)= 0. Definimos:

ya(w) = uly = v

Veamos que u|y = v esta bien definida, o sea, que la definicién no depende de la sucesién
u; que tomemos. Supongamos que v; es otra sucesién de funciones de clase C*°(€2) tal que
;o0 || 4 —vj g1 (@)= 0. Entonces:

lv—=vjllezay < v —uj ey + I wy — 5 l|z2a)
< lo—uj le2ay +Cala) | uj —vj |2 o)
< v =y llz2a) +Ca() (H uj —ul|lg o +1v;—u ”Hia(Q))

— 0 cuando j— o0

por lo que u|y estd bien definida en L?(A). Por tltimo, vemos tomando limite por sucesiones
aproximantes que (4.12) se verifica para toda funcién v € H! (). Para finalizar, observemos
que de (4.15), lim, 0 Cx(a) = oo: lo cual es coherente con resultados conocidos de trazas en
espacios sin peso (con a = 0). O

Mencionamos anteriormente que para aplicar el teorema de Necas con el objetivo de demos-
trar que el problema (4.8) esta bien definido (es decir, que tiene solucién y es tinica) necesitamos
verificar que se cumplan las siguientes condiciones:

1. La funcién F' definida en (4.7) es continua en H!

11. La forma bilineal a definida en (4.6) es continua en H. x H!  y satisface las desigualdades
dadas en (4.10) y (4.11). .

Acabamos de demostrar la primera de estas afirmaciones: si 0 < a < 1, las funciones de
H!_ admiten un operador de traza continuo sobre A. Este resultado nos permite demostrar F
es un funcional continuo en H! ; recordemos que en nuestro planteo B(v) = 0, que 8 € L>(A)
y F(v) : H' (Q) — R. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que ug € L*(A). Entonces,
aplicando la desigualdad de Holder:
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>
—~
<
~—
I

/A Bugu(s) ds

< B Mool wo Izl v | z2(a)
< Chllv HHia(A)

Comencemos entonces a probar la segunda condicién. El aspecto complicado es ver que
a(u,v) satisface las desigualdades inf - sup. Para ello, vamos a considerar el siguiente lema, de

caracter técnico, que sera un resultado auxiliar y es por ello que se demostracion se encuentra
en el apéndice.

LEMA 4.2.1 Sea § € (0,1) yu € HL(Q), con 0 < a < §. Consideremos las siguientes expan-
siones en series de Fourier respecto de la coordenada local 0:

u(s,r,0) = ZAg(r,s)eike en QF, (4.16)
keZ

u(r,0,¢) = ZAlf(r,gb)eike en  Q\ QF, (4.17)
keZ

u(r,0,¢9) = ZAS(T,(b)eika en Q5 \ QF (4.18)
kezZ

Consideremos la funcion a valores reales definida por:

Al(r,s) en QfF
A'(x) = AYr.¢) en QF\Qf
A3(r,¢) en QF\ QF

definida en QF. Asimismo, definimos

) = W) = V) = [FETI4y) dt en OF
’ 0 en otro caso

Mediante la variable y indicamos cualesquiera de las variables s o ¢, dependiendo del sub-
dominio de Q¥ al cual pertenece x. En particular, notemos que ¥ es independiente de 6.

(4.19)

Entonces existen constantes positivas Cy, Cy y C3, que dependen unicamente de § y R tales
que Yo € (0, 9] se verifican las siguientes desigualdades :

lu—A%z @y < Ol Vulzg (4.20)
¥ ll2 @ < Collullrze (4.21)
H d2a71qu+ V\IJ ”LQ_Q(QR) S Cg || VU HL?X(QR) (422)

donde, como convenimos, d = dist(x,\).
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Gracias a este lema, podemos demostrar el siguiente resultado:

LEMA 4.2.2 Sean Ay, A1 € L>(Q); supongamos que existe una constante Ayin > 0 tal que
Ag, A1 > Anin en Q. Entonces existe una constante 6 € (0,1) tal que para cada o € (0,9) existe
una tnica w € HL(Q) que satisface

Alw, ) = F(¢) Y € H',(Q)

siendo A definida por (1.2) y F un funcional lineal continuo en H™ ().
Mas ain, existe un nimero positivo C' = C(a, Amin, || Ao ||oo, || A1 ||oo) tal que

lwllag@< C I Fllm o VE €HL(Q) (4.23)

DEMOSTRACION: La idea es aplicar el teorema de Necas (4.2.1) considerando como espacio
Vi a H:(Q) y considerando Vo = H! (Q) para a > 0 suficientemente chico. Afirmamos que
la forma bilineal A es continua en H!(2) x H! (). En efecto, aplicando la desigualdad de
Holder:

|A(w, )| < /A1Vw-vw dx| + /Aowq/z dx
Q Q
= /Aldawd“vw dx| + /Aodo‘wdaw dx
Q Q
< A el Vo [zl VO iz, + (] Ao llzeell w llzzll 9[22,
< méx{[| Ao [z, [| A llzee} [ w gl & llm

Sea v € H' (Q), ¥ # 0. Dado que o > 0 sabemos que H! () C H}(Q). Por lo tanto:
SuI-II) A(u,¥) > AP, ¢¥) > Apin || VI H%Q(Q) +Amin || ¢ ”%2(Q)> 0
ue é

Luego, A verifica la condicién (4.10) del teorema de Necas.

Para demostrar (4.11) basta ver que existen constantes positivas m, M tales que para toda
w € H! existe 1 € H!, tal que se satisfecen las siguientes desigualdades:

[, < mllwllm (4.24)
Alw,¥) > M|lw (4.25)

En efecto, supongamos que (4.24) y (4.25) se cumplen. Entonces tendriamos que, tomando

_ P
V= s

sup  A(w,v) > A(w, )

Il <1
—x

v
|
€
=)
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y por lo tanto (4.11) se cumple tomando Cy = %

Probemos (4.24). Para ello dada w € H! definimos las siguientes funciones:
W(x) = d(x)**w(x) + 2a¥(x), (4.26)
siendo d la siguiente funcion Lipschitz y, en particular, continua:

dist(x,A) en QF

R en otro caso (4.27)

d(x) = min {dist(x,A), R} = {

y, como antes, ¥ = W (x,w) es la funcién auxiliar definida en el lema (4.2.1) aplicada en el caso
en que w = u:

U(x) = Uocu) = | Vyw) = [T y) dten QF
7 0 en otro caso,

Notemos que la funcion d es equivalente a la distancia d en el siguiente sentido;

(ﬁ@) d<d<d en Q (4.28)

Por lo tanto, tenemos la siguiente desigualdad:

160 = [/ Plxd dxr

— (/Q [J(x)2aw(x) + 2a\1/(x)}2d2a dx) 2
< ) |2, @ 20 | Tx) (2@

Acotemos cada uno de estos términos. En primer lugar debido a (4.28):

2
I d2aw(x) ||2L2_Q(Q) = (/Q d4aw(x)2d_2‘)‘ dx)

2
< (/ w(x)*d>™ dx)
Q
= [ w®) 720 -
Por otro lado, usando (4.21) del lema (4.2.1), existe una constante C' tal que:
[V |z @< Cllwllz@

Por ende, de las dos desigualdades anteriores:

I llzz, < o) llz@ +2Ca || w i@

< my || w|m

39



Sabemos que:
Vi = 20wd**'Vd + d**Vw + 20V
— 20 (P WVd+ VW) + @V

Considerando la desigualdad (4.22) y partir del hecho que d=den QF ¥ = 0en Q\ QF
Vd=VVU =0enQ\ Q" tenemos:

IV Iz @ = |2a (Jmflwv(ﬂ v\p) + @V ||z g

< || Vw ||z2(0) +2a || > 1Vd + VU ||L2 (@R
< my || Vw HLa

Por lo tanto, hemos demostrado que:
16 I =l 12+ 1 Vo 2 < (m2+md) | w3

Se verifica entonces la desigualdad (4.24), basta tomar m? = m? +m3. Y, por el lema (4.2.1),
dado « € (0, 0], las constantes m; y my dependen sélo de 0. Probemos ahora (4.25), para ello
observemos que

Alw,v) = /§2A1Vw.V@/J dx + /QAoszJ dx
= /S)A1VM.V(EZV(X)2O‘W(X) + 2a¥(x)) dx + /Q Aow(glv(x)Qaw(X) + 2a¥(x)) dx
= /9/11Vw [<2ac?a_1wvglv+ V\I/> + c?an} dx+/QAow(d( X)*w(x) + 2a¥(x)) dx

> A / POV dx + A / P dx
Q Q

+ 20 [ AVw(d®*'wVd+ V) dx + 20 / AU dx
QR Q

Multiplicando y dividiendo por 6720‘, por la desigualdad de Holder y usando (4.28) obtenemos:

Aw,¥) 2 Awin | Vo I3, o) +Amin [| 0 117, g
= 20 || Ay ||zl Vw Iz oyl @7 0V + VT 122 am)
— 20| Ao Izl @ gz om) I ¥ Ml 72 (om)
> A | V0 I3 g +Auin | 4 0
— 20() Al G | Voo 2 + Il Ao = Ca [l |2 ) (4:29)

siendo Cy = C5(0), C3 = C5(0) las constantes estimadas en (4.21) y (4.22) y donde dada una
funcién f y un subconjunto A C €2 definimos
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17y = [ @1 ax

Es obvio que || f [[rzom = f llz2(qr) ¥ que || - [[z2¢) ¥ || - l[22(2) son normas equivalentes ya
que gracias a (4.28) se tiene:

Ra
Jam(Q)" I f 2@ <l f iz <Il f lzz2(2)

A@,) = (Aw = 20max{Cy || A1 [z, Co | Ao llie}) (Il 120 + 1| Ve 1250 )

R—Za || “2
diam(€2)2e WllH @)

A continuacién, definimos el siguiente nimero, independiente de a:

> (Awn — 20max {Cy || A1 1=, C || Ao l=}) (

N A
0 = min < 0, - = 4.30
{ 2 (Co | Ay 1o=2Co | Ao ||Loo}} (4.30)
Para 0 < a < 0 tenemos que:
Alwr) = M || @ % 0. (4.31)
siendo
RQa

a
M = Anin(1 E)diam(Q)%‘
por lo que la desigualdad (4.25) es valida.

Probamos, en consecuencia, que se verifica supyeut (o)<1 AW, ¥) = M || w |51 (o). Por lo
tanto la demostracién finaliza utilizando el teorema de Necas. [J

Utilizaremos el lema previo a fin de demostrar que el problema desacoplado (4.8) estd bien
definido, al menos para || 5 ||~ suficientemente chico. El siguiente paso consistird en demostrar
que, bajo ciertas codiciones, existe una tinica funcién v € HL(Q) tal que a(u,v) = F(v) para
toda v € H' ().

TEOREMA 4.2.3 Sean Ay, Ay € L™®(Q) y supongamos que existe una constante Ay, > 0 tal
que Ag, Ay > Apin en Q. Sea 11 : HL(Q)) — L*(A) un operador lineal acotado, F el funcional
lineal definido en (4.7) y a : HL(Q) x H! (Q) — R la forma bilineal dada en (1.3), siendo
B € H! (Q). Entonces existe una constante 6 € (0,1) y una funcidn positiva Buax(c) tal que
sia€ (0,0) Yl 5 lloo< Pmax(x) el problema

a(u,v) = F(v) Yve€ H (),

admite una tinica solucion u € HL(S2).
Mas atin, existe una constante positiva C' = C(a, Amin, || Ao |loos | A1 lloo, || B ||oo) tal que

I i< € (Il wo lezeny + 11 B o ) (4.32)
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DEMOSTRACION: La idea consiste en ver que a(u,v) satisface las hip6tesis del teorema de
Necas, dado en (4.2.1). Para ello, para cada o* € (0,1) dado, sea « tal que 0 < a < a*.
Veamos, en primer lugar, que la forma bilineal a dada por (1.3) es continua: por un lado,ya fue
demostrado en el lema anterior que A(u,v) es continua en H!(Q2) x H! (). Ademds, dado que
p € L>®(Q) tenemos la siguiente desigualdad:

\ [ ptuts)ots) ds

< [ 1pmuts)u(s) as
A
< 1B el T flenyll 40 N2y

siendo yav @ H' () — L?(A) el operador de trazas definido en el teorema (4.2.2). De este
dltimo teorema se desprende que || v [[z2(0)< Ca(@) || v [[g1_ )y, por hipétesis, ITu es un
operador lineal acotado por lo que || Hu || z2(2)< Ka(@) || v || g1 (). Luego

< B oo Kal@)Cal@) [ u[[mr@ll v a0 (4.33)

/A BTTu(s)u(s) ds

Hemos probado, por lo tanto, que la forma bilineal a es continua en H}(Q) x H'_(Q).
Anélogamente, recordando que uy € L*(A) y gracias al Teorema 4.2.2 podemos ver que F es
continuo en H}():

£

sup
veH!  (Q),[lv]|<1

/ Bugv(s) ds + B(v)
A

< [ B llscll uo 2yl v 2y + || B a2 oy
< || B lleo Cala) [ uo [[z2a) + || B [l y (4.34)

Seav € H' (Q), v # 0. El préximo paso consiste en ver que se verifica (4.10). O sea:

sup a(u,v) >0 Ywve H', v#0 (4.35)

ueH}

Para ello, vamos a aplicar el Lema 4.2.2. Sea v € H!(£2) la tinica solucién de

Afu, ) = F() Vi € H ()

siendo

F) = (v,9)g (g
Sabemos que F es un funcional lineal continuo en H! (). Ademés
I F = sup Alw,¢) =[v g o -
Hw|lH£a(Q):1

Mas aun, tenemos que:
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a(u,v) = A(u,v)+ AﬁHu(s)v(s) ds

= Fv)+ AﬁHu(s)v(s) ds

= (o), + [ Alu(s)u(s) ds
= 110 i+ [ AMTuls)es) ds (4.36)

Ahora bien, utilizando la desigualdad || u || g1 ()< C|F |11 (o, demostrada en el Lema
4.2.2 y siendo C' = C(a, Amin, || Ao ||se, || A1 ||s) > 0 tenemos que
lullay@< Ol F [lay@=C Nl v lla @) - (4.37)
Gracias a (4.33), (4.36) y (4.37) deducimos la siguiente desigualdad:

a(u,v) = /QA1VU.VU dX—i—/QAouv dX+/ABHu(s)U(s) ds
lv Iz = I B llee Ka(e)Cula) | u lmyel v llae, o)
1o W@ = I 8 e Ka(@)Ca(@)C [0 3 (g

(1= 1| B oo Ka(@)CA(@)C) || v 3120

Y]

)
)

v

Por lo tanto, si pedimos que 1— || 8 [lso Ka(a)Ca(a)C > 0 o, equivalentemente, 0 <|

B o< KAéAé se verifica (4.10), o sea sup,¢ g a(u,v) >0

Veamos por tltimo que se cumple (4.11). Queremos probar que existe una constante positiva
C tal que

sup  a(u,v) > C || u || gy
”U”Hl_a(g)gl
Para ello, sea u € HL(2) y sea v definida por:

V= c?au—k 2aW

siendo W(x) = W(x,u) y d(x) las funciones definidas en la demostracién del lema (4.2.2):

dist(x,A) en QF

C?(X) = min {diSt(X, A)y R} = { R en otro caso

(4.38)
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U(x) = W) = { Yy = [EAy) b en OF
7 0 en otro caso,

Ya hemos demostrado en este lema que se verificaban las siguientes desigualdades (4.24), (4.25):

lolla, < miwlm

Alw,v) = M |lu iy,

con M = M(a) = Apin(1 — §)R**diam(Q2)>*, y siendo

§ = mi { * Auin } (4.39)
= min ¢ o, - .
2méx {Cs || A [[ree, Co || Ao ||z}
Por lo tanto, tenemos la siguiente desigualdad:
a(u,v) = A(u,v)+ / Bllu(s)v(s) ds (4.40)
A

> M [l + [ Auts)ols) ds
A

Debido a (4.33) podemos estimar la integral de linea como sigue

/BHU(S)U(S) ds < / |ATTu(s)v(s)| ds

A A
< 18 llee Ba(@)Cu(@) | u lag@ll v a0
< B lloe mEA()Ca(e) || w [Iy0)

por lo que

a(u,v) > (M= || B |l mEr(@)Ca(@) | v [l 0

Si pedimos que M — || 5 |lco mEp(a)Cr(a) > 0, 0 sea, || B ||co< m
verifica (4.11). Definiendo

p 1 M
Bméx = Bméx(a/) = min { KACAé ’ mKA(Oé)CA(a) }

para @ € (0,0) ¥ || B ||oo< Pmax estamos bajo las hipdtesis del teorema de Necas. Es decir,
existe una tnica funcién v € H}(Q) tal que a(u,v) = F(v) V v e H' (). Mas atin, a partir
del teorema de Necas y la desigualdad dada en (4.34):

entonces se
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| u g < _”FHH1 y

max

<

(Cal@) [ uo 2y + 1| Bl @)

méax {Ch(«), 1} (Il o 112
M(a) —m || B [lso Ka(@)Ca(a) H

ﬁmax

<

N+ B lla )

con lo cual vemos que se verifica la desigualdad (4.32), por lo que concluye la demostracion.
O

Para finalizar el estudio del problema desacoplado, nos resta verificar que el resultado ante-
rior lo podemos aplicar en el caso particular en que Ilu = @, siendo @ el promedio de la funcién
u sobre los circulos de radio R que se encuentran en la superficie cilindrica I'ff. Recordemos
que u : 2 — R, en el contexto en que esta planteado nuestro problema, representa la presién
sanguinea en los tejidos y esta definida por:

a(s) = %/0 " u(xo(s, R, 0))d0

Queremos ver entonces que la aplicacion ITu : H:(Q) — L?(A) definida por ITu = u es un
funcional lineal acotado. Es justamente lo que establece el siguiente lema.

LEMA 4.2.3 Sea a € (—1,1): La aplicacion lineal u — @ siendo v € HL(Q) y u € L*(A\) es
acotada.

DEMOSTRACION: Sea u € C*°(f2). Entonces

/Aﬂ(s)2 ds — /(i/% (xo(s, R, 0)) d0>2ds
< // u(xo(s, R,0))* dods

- 27TR || ”LZ rR

siendo I'f 1a regién cilindrica de la superficie del vaso
If={xeR’:x=x(s,R,0),(s,0) € (s1,52) x [0,27)}
Luego, dado que dist(I'§, A) = R > 0, tenemos por un lado
/u(s)2 ds < C | u ||g1
A
y por el otro que el operador de trazas de H}(Q) en L?(T'}) es continuo, de ahi se sigue el

resultado para funciones regulares. Gracias a la densidad de las funciones de clase C* en H},
la funcién u puede ser extendida a un operador definido en H}(2) en L?(A). O
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4.3. EL PROBLEMA ACOPLADO 1D - 3D

Recordemos que el problema acoplado 1D - 3D consistia, como lo definimos al inicio de este
trabajo, en encontrar (u,u) € H} x V tal que

A(u,v) + [, B(MMu — W)vds = B(v) Vv eV,
) - (4.41)
A@, ) — [y B0y —u)vds = B(v) YoeV

con 3 € L*® (A), TTu : HL(Q2) — L*(A) un operador lineal acotado y siendo

Au,v) = /A1Vu.Vvdx+/Aouvdx
Q Q

A@,0) = //Ld—“d—“ds+/ﬁmds
A dsd A

S as

con Ay, Ay € L®(Q) y Ay, Ay € L®(A)

Para demostrar que este problema esta bien definido nos valdremos de los resultados de-
mostrados en las secciones anteriores, los cuales veremos que pueden ser utlizados sin grandes
modificaciones. Antes que nada, para definir el espacio V' consideremos las condiciones de borde
homogéneas de tipo Neumann - Dirichlet, siendo la condicion homogénea de Dirichlet impuesta
ala curva A = {x € Q:x=x(s), s€(s1,52)} (que representa una parametrizacién de la
arteria) cuando s = sy. Teniendo en cuenta esta condicién esencial, definimos el subespacio de
Hilbert V como:

V= {ae H'(A) :u(sy) =0}

Consideremos los espacios Vi = H.(Q) x V, Vo = H!_(Q) x V. Dada u = (u,4) € Vi y
v = (v,0) € Vg, definimos la forma bilineal a : Vi x Vo — R y el funcional lineal F': Vo — R
de la siguiente manera:

a(uv) = Afuv)+ A@0) + / B(Iu— @)(v—7) ds (4.42)
R A
F(v) = B()+BG) (4.43)

siendo I1 : H'(€2) — L*(A) un operador lineal acotado, B € V§ = (H,)', B € V', con A(u,v)
y A(u,v) como antes.

La forma bilineal a(u,v) nos va a posibilitar resolver el problema acoplado. En efecto,
observemos que si tomamos v = (v,0), con v € H! (Q) tenemos que, para toda funcién
u=(u,u) € Vi:

a(u,v) = A(u,v) /5 (Tu — w)vds = B(v)

46



a partir de lo cual recuperamos la primera ecuacion del sistema acoplado. Andlogamente, toman-
dov = (0,0) € H' () x V recuperamos la segunda ecuacién de este sistema. Demostraremos,
a partir del siguiente teorema, que el problema acoplado 1D- 3D, bajo ciertas condiciones, ad-
mite una tunica solucién débil.

TEOREMA 4.3.1 Sea A; € L™(Q), A e L>®(A) y supongamos que A; > Amm, Ay > 0, A >
Amm para i = 0,1, siendo Anm una constante positiva.

Sea T1 : HL(Q2) — L*(A) un operador lineal acotado, a(u,v) la forma bilineal definida en
V1 x Vy dada en (4.42) y F el funcional lineal en Vo dado en (4.43).

Entonces, existe 6 € (0,1) y una funcion positiva Busx(a) tal que si o € (0,0) y || B [|o<
Pmax(a) entonces existe una inica u € Vi tal que

a(u,v) = F(v) Vv eV,
Mas aiin, existe una constante positiva C' = C(v, Amns || At lsos || Ai lloos | B8 llo) tal que
[ulv,<C F v, (4.44)

DEMOSTRACION: La idea es similar a la que hicimos en los teoremas y lemas anteriores: Se
trata de probar que se verifican las hipdtesis para estar en condiciones de aplicar el teorema de
Necas.

Comencemos entonces por probar que la forma bilineal a es continua en V; X V3, siendo

a(u,v) = A(u,v) + /Al(ﬂ, V) + /Aﬁ(Hu —u)(v—"2) ds

Ya hemos probado con anterioridad que la forma bilineal dada por el primer término de la
funcién a es continua en H}(Q) x H* (Q2). El segundo término es continuo en V x V. En efecto,
por la desigualdad de Holder:

. da, do BN
’A(u,v) < [IANGIT) ds+ [ 1adme o
du dv - ~
< A ell 5 Mzl 5 ez + 1 Ao llooll @ llzz | 9 llz2ay
< max {|| Ar [loos | Ao s} 12 511 7 [l

Nos queda por ver que el término acoplado restante en continuo en V; x V. Para ello,
llamemos K () a la norma del operador lineal acotado IT : H:(Q) — L%(A) y sea Cy(a) =||
YA || la norma del operador de trazas v, : H'(€2) — L*(A), Teorema 4.2.2. Entonces tenemos
que:

I8 llooll T = [[ 2y [| 740 = 0 [lz2a)

18 Moo (Kala) [ wllaz@) + [ @ l[p)(Cale) [ o llmr @) + 1170 1lp)

tABﬁu—@@—@)ds

IN N IA
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siendo C'(a) = max {1, Kx(a), Ca()}.

Tenemos que demostrar ahora que se satisface las desigualdades (4.10) y (4.11) del teorema
de Necas.

= A fin de ver que a(u, v) es una forma bilineal no degenerada, es decir, que sup,,cv, a(u,v) >
0 Vv € Vy, dada v = (v,0) € Vy, tomamos u € Vi,u = (u,0) siendo u € H:(Q) la
tinica solucién de A(u, ) = (v,9) Vi € HL (Q) (lema 4.2.2). Mas atin, gracias a
este resultado y al teorema de representacion de Riesz, se cumple que

lu [y < Cla) [0 llm: (o

siendo C' = C(t, Amin, || Ao |loc, || A1 |loo) una constante positiva. En particular se tiene
que A(“a U) :H v ||?{ia(g)‘

Definimos C'(a) = C'(«) max {1, 5(04)}, siendo C'(«) la constante definida en la estima-
cion (4.45). A partir del teorema de Poincaré, sabemos que la desigualdad || ¥ || 2 <
Cp || 9 ||12(a) es vdlida en V. Por lo que obtenemos la siguiente estimacién (recordemos

que Ay puede ser 0 por hipétesis, por eso recurrimos a la desigualdad de Poincaré):

R ~ (dv)? ~
ieo) - [4 d—“) ds+ [ Ag(syas
A s A
do 2 dv
> Amin\/A (g) ds = Amn || @ ||L2(A)
1  dv 1  dv
= Amm (5 | T H%Q(A) 5 I 1L H%Q(A))
A dv 1
> A () D+ 19 )
5 ds 2 CP2 L2(A)

Apoyédndonos en la desigualdad anterior y el la desigualdad (4.45), podemos verificar que
a(u,v) es una forma bilineal no degenerada. En efecto:

48



a(u,v) = A(u,v) + A(uw,v)+ [ f(Ilu —u)(v —"2) ds
A
> A, 0) + A )= || 8 oo C(0) | vl ¥ v,
> Auyv) + A@ )= || 8l C'(@) | ¥ I,
A dv 1
2 min 2 -~ 112 / 2
> o5+ (||$||L2<A> o ||v||L2(A>)—||B||ooc<a> Iv I3,

, min {1, Cp? ,
min {1,Amm+fj}} v I~ 18l @) I I,

v

Por lo tanto, si

min {1, Ammn min{ 10"} }

2

se verifica la condicién (4.10) del teorema de Necas.

Dada u = (u,7) € Vs, consideramos v = (v,7) = (d?*u+2a¥,q) € Vs, donde la funcién
U es la que definimos en el enunciado del Lema 4.2.1, dada por

) — [ 2041 40 R
W(x) = U(x: u) :{ U(r,y;u) = [0 A (ty) dt en Q
0 en otro caso,
y d(x) es la misma funcién que utilizamos en la demostraciones del Lema 4.2.2 y el
Teorema 4.2.3, definida por

dist(x,A) en QF

R en otro caso (4.46)

d(x) = min {dist(x,A), R} = {

Sabemos, a partir de las demostraciones de los resultados citados, que existen constantes
positivas, m, §, ambas independientes de « tales que

lvlm @<m vl  Alwv) = M|lulg
con M = M(a) = Apm(l — $)R**diam(2)7>*. Teniendo en cuenta las estimaciones
anteriores:
a(u,v) > Au,v) + AW, 0)= || 8 llo Cle) | flv,[| v [lv,

>
> M(a) | u iy +Amw | di/ds [ = | 8l C"(a) [ w [,

49



siendo C"(a) = C(o) max {1, m}. Mostramos en el item anterior que

min {1,Cp*}

Amin || du/ds H%Q(A)Z Amin 5 [z H%Q(A)

por lo que
a(u,v) = C"(a) [ ull, = 1| Bl C"(@) [ u R,
. " , ml'n{l,C’Ez} .
siendo C"(a) = min{ M(a), Apmn—5—>¢ > 0, ya que si o € (0,6), M(a) > 0.

Por lo tanto, la desigualdad dada en (4.11) del teorema de Necas se satisface si pedimos

118 floo< C"()/C" ()

Finalmente, si tomamos

min {1, Amin—min{l’CEQ} }

2

Bmax(a) = min ¢ C"(a)/C" (), )

estamos bajo las hipdtesis del teorema de Necas. Concluimos que existe una tnica u € V; que
satisface la igualdad

a(u,v)=F(v) V veEV,

La desigualdad que aparece en el enunciado de este teorema se infiere directamente del
teorema de Necas. []

Podemos aplicar el teorema anterior en el caso en que el operador Ilu = u ya que, gracias al
Lema 4.2.3 sabemos que es un operador lineal acotado de H}(Q) en L?(A). Por lo tanto, hemos
probado la existencia de una tnica solucién débil a la formulacion del problema que modeliza
la perfusién sanguinea dado en (1.1) con condiciones de borde (2.6).
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CAPITULO 5

APROXIMACION DE LA SOLUCION DEL PROBLEMA ACOPLADO 1D - 3D POR EL METODO DE
ELEMENTOS FINITOS

La ventaja de trabajar en espacios funcionales de Hilbert es que podemos estudiar resulta-
dos de convergencia para la soluciéon aproximada del problema acoplado mediante el método
de elementos finitos. Este tltimo es un caso particular de las denominadas aproximaciones de
Galerkin, las cuales consisten en definir un problema similar al que se esta tratando sobre un
espacio de dimensién finita V), contenido en un cierto espacio V. La construccién del espacio de
dimension finita tiene tres aspectos basicos: en primer lugar, una triangulacién 7, del dominio
), es decir, pensamos este conjunto como una unién finita de elementos 7" € T,. En segundo
lugar, las funciones del espacio V}, son diferenciables a trozos, en el sentido de que se trata de
funciones continuas en ) tales que para cada T' € Tj pertenecen a el espacio P, formado por
polinomios de grado menor o igual que k. Mencionemos por tltimo que existe una base de V},
tal que las funciones que la integran son de soporte “ pequeno”, lo que implica que las matrices
involucradas en los calculos resultan ralas.

En el modelo que estamos estudiando el planteo del problema discreto mediante aproxima-
ciones de Galerkin es relativamente directo y demostraremos la existencia de una tinica solucién
a dicho modelo via el teorema de Necas. En este capitulo estudiaremos un resultado analogo
al lema de Cea para verificar la convergencia de la aproximaxién obtenida en norma H}; sin
embargo, el analisis de la regularidad de la soluciéon no es del todo trivial y excede el alcance
de este trabajo. Para obtener una solucién aproximada en primer lugar implementaremos un
algoritmo que nos permita obtener una triangulacién del dominio € (que representa el tejido)
y, a partir de las aristas de los tetraedros que integren la triangulacion, nos construiremos el
dominio unidimendional A (representacién del capilar sanguineo). Luego resolveremos el pro-
blema acoplado 1D - 3D a partir de la adaptacién del programa disenado en Matlab [13] para
la resoluciéon de problemas elipticos en tres dimensiones.

5.1. DISCRETIZACION DEL PROBLEMA ACOPLADO

Por cuestiones de simplicidad, consideraremos que nuestro espacio de elementos finitos
estd integrado por los polinomios de grado menor o igual que uno, P;. Asimismo, definimos
una triangulacién Tj, del dominio 2 de modo que se verifiquen las siguientes propiedades:

I. 2 es la unién de los elementos (en nuestro caso, tetraedros) de T,.
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11. Si Ty, # T} y la interseccién entre ambos tetraedros es no vacia, entonces 1 N7} es o
bien una cara, una arista o un vértice. Denotaremos por x;, ¢ = 1, ..., N}, a los nodos que
forman la malla.

111. Existe una constante o > 0 independiente de h, tal que para todo T' € Ty, diam(7T) < h
y T contiene una esfera de radio ohy. Es decir, requerimos que los elementos de la trian-
gulacién cumplan la denominada condicién de regularidad. Aclaramos que el subindice
h de la triangulaciéon esta relacionado con el didmetro maximo de los elementos que la
componen, mientras que la notacién hr estd asociada al didmetro del elemento 7T'.

Definimos la familia {V},} del espacio P; de elementos finitos:

Vi={feC)/f

es decir, {V},} es el espacio de las funciones continuas tal que restringidas a cada elemento de la
triangulacién son polinomios de grado uno. Las funciones nodales que seran base para {V},} son
{;}i=1,..., N, donde ¢;(x;) = 0;;. Es decir, las funciones continuas en €2 y que restringidas
a cada tetraedro son lineales y valen uno en un nodo y cero en los restantes.

r, € P (Ty) V T,e€Ty}

La resolucion del problema acoplado exije la parametrizacién de la curva A. Por cuestiones
de simplicidad, vamos a considerar el caso en que el mallado de esta curva se extrae del mallado
del dominio €2. Esto es, construimos A a partir de las aristas de los tetraedros que conforman
la triangulacion de €2, de modo que la curva es una coleccién I, de lados de los tetraedros
de Tj. Desde un punto de vista computacional, debemos tener cuidado y asegurarnos que las
ramas que elijamos para representar la curva se 'peguen’, para asi asegurar la continuidad de
la misma. De esta manera podemos extraer una base del dominio unidimensional a partir de la
base definida para V},. Para ello, definimos el siguiente espacio de dimensién finita

Vi, = {v e C(A) : v(s) = 0,0|1, € P (L) Vi € ffrh} . (5.1)

Notemos entonces que podemos obtener una base para el espacio 17h a partir de la base de
Lagrange {t;} que construimos para V}: basta considerar la restriccion de estas tltimas a los

elementos de I,,, € T, cuya unién es la curva A. Denotaremos {@//J\,} a la base de funciones de

17h, 1=1,... ,Nh y llamaremos X; a los nodos de la malla 1D. Siendo entonces los nodos de la
malla 1D un subconjunto de los nodos de la malla tridimensional existe una aplicacion, ga, que
relaciona el subindice de cada uno de los nodos de la malla 1D con el correspondiente subindice
en la malla 3D. Es decir:

ga (1, NR ) = (1,00, NR], 1= gald)

de modo que N R
V1<i<Ny: X0 =X(1) ¥y Ui =Yg

Definimos la matriz G, € RV*Ne como
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1 st di=ga(y)
(GA)”_{ 0 en otro caso (5.2)

cont=1,...,.N, 5 =1,... ,]/\\fh. La matriz G, tiene la siguiente propiedad: si u son las

coordenadas de una funcién © € V;, con respecto a la base {wi}, entonces u = Gu son las

coordenadas, con respecto a la base {1;} de una funcién u € Vj, tal que u = u sobre la curva A
y u = 0 sobre aquellos elementos de la triangulacion de €2 que no comparten nodos ni aristas
con A.

Figura 5.1: El dominio A estd compuesto por las aristas I,,, de los tetraedros de la malla 3D

Recordemos que el probema acoplado que queremos resolver es el siguiente: Encontrar u =
(u,u) € HL x V tal que para toda funcion v = (v,0) € H' , x V se verifique

a(u,v) = A(u,v) + A®@,7) + /A B(Mu —@)(v—12) ds=F(v)

siendo

Alu,v) = /k:Vu.VU dx—i-/'yuvdx
Q Q
~ ~du do
A(u,v) = k—— d
(@7) /A dsds O
F@) = Qu(0)

con k, 7, () constantes positivas y Ilu el promedio de u sobre circulos de radio R.

Supongamos que {U;}, j = 1,..., N, son las coordenadas de uy en la base {1}, es decir,

up(x) = Zjvzhl Ujp;(x) y sea {(71 i =1,...,N, las coordenadas de ), en la base dada por
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{1@} i=1,..., N,. El problema discreto que queremos resolver es: Encontrar (uy, Uy,) € Vi, x Vi

tal que

a((un, @), (,9)) = F(ib, ) Y, 9) € Vi x Vj,

Es decir, si consideramos las siguientes igualdades:

Np,

i
A(Tp, ;) = Eﬁj/ Ji(s)Pi(s) ds i=1,..., N, (5.3)
=1 A
y
~ Nh — ﬁh A~ A~ ~
J st —aywi-a) = [ 5 DU -Y 00 | (u-B)as 65

donde IIuy, es un operador lineal continuo y v; representa el promedio de la funcién v,
sobre circulos de radio R, entonces el problema acoplado discreto se traduce en: encontrar

{U;}j=1,..., Ny, {(/]\j}j =1,.. .,]/\\Th tales que se verifique

Alun, ;) + AT, i) + /A Bl — ) (¢; — ¥)ds = QUi(0) Yj=1,...,Npi=1,...,N,

Si “ desacoplamos” las ecuaciones, nos queda el siguiente sistema:

Np, ﬁh

N,
;Uj/g(kij.vwi‘f"ijwi) dX—l—;ﬁUj/ijwids—ﬂ;Uj/ijwi ds — 0

iﬁg/{\ </k\d/;‘;(s)/\;(s)+B$J(S>$Z(S)> ds—ﬁzli}in/A@Z;j(s)Ji(s) — Q{D}(O)

El sistema anterior lo podemos escribir como:

Ny, N
;Uj {/ (kij.vi/)ﬁr/gﬂ/)ﬂ/ﬁi) +5/A?/)ﬂ/h} +;U]~/A¢j¢i = 0 para i=1,...,N,
Ny R - - N, ) ]
;U] UA<k L+ B ) ds]—ﬁ;w i = QUi(0) para i=1,..., N,



Estas ecuaciones determinan un sistema lineal puede escribirse de la siguiente manera:

(53)(5)=(5) 5

~ ~

siendo u = (u,u) con u = (uy,us,...,uy,), U = (ul,...,ﬂﬁh), b = (b,b) con b; = 0,
i=1,...,Nyybi=Q;(0),i=1,...,Np.

A fin de estudiar los bloques que integran la matriz del sistema anterior necesitamos las
matrices de rigidez K, K en el dominio 3D y 1D respectivamente asi como también las matrices
de masa M (definida en ) y M (definida en la curva A). Los elementos que determinan las
matrices de rigidez del sistema estdan dados por

Ky = [090,00.90,60 dx ij=1N,
Q

/%d%(s)d%(s) ds i,j=1,..., N, (5.6)
A

K.
ds ds

ij =

mientras que los elementos de las correspondientes matrices de masa son

Mij = /’Y@ZJZ(X)’Q%(X) dx i,jzl,...,Nh
Q

— ~

Mij = / 61;1(8)123(8) dS Z,] = 1, e Nh (57)
A
Sea M € R¥*Nu 13 matriz definida por

MZ]:B/AQZZ(SM/_}](S) ds 7 = 17...,Nh
i = 1,....N,

Entonces, teniendo en cuenta la definicion de la funcién gy

_ [ My, sii=ga(k)
5/A1/Jj(5)1/’i(5) ds_{ 0 N en otro caso

,3//\1#](8)1%(8) ds = { 0 * en otI‘OA caso

O Sea
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Ny,

8 / Gis)n(s) ds = 3 (Gaalliy

Np,

8 / Gils)u(s) ds = 3 (Ga)uhliy

k=1

De este modo, obtenemos la siguiente expresién para la matriz definida por bloques en (5.5)

A B\ _ [ K+M+G\M —GyM
B A)~ —M K+M

Desde un punto de vista computacional, esto implica que la tnicas matrices que tenemos
que calcular son las matrices de masa y de rigidez tanto en el dominio unidimensional como en
el tridimensional asi como también la matriz M cuyos elementos son promedios sobre circulos
de radio R.

iy = B / Bi(s)0i(s) ds

N 1 2T
= B%;/Im Vi(s) (%/0 %’(S,R,Q)de) ds

El término dentro del paréntesis es una funcién que depende de s la cual necesitamos
conocer para calcular Mij. Si bien esto puede hacerse mediante integracién numeérica, requiere
interpolacién sobre el dominio €2; es decir, necesitamos calcular los valores de las funciones
base en un punto x € ) cuyas coordenadas estan dadas por x = (s, R,0), 6 € [0,27). En este
sentido, y a fin de evitar el costo computacional que implica este cdlculo, vamos a trabajar con
el supuesto de que si el radio R es mucho mas pequeno que el didmetro h de los tetraedros que
conforman la triangulacién del dominio €, entonces 1;(s) =~ 1;(s). Es decir, que si tomamos
1¥;(s) como una aproximacién de v;(s) obtenemos la siguiente expresién para la matriz M

M ~ MGE (5.8)

y, de esta manera, la matriz definida en (5.5) se expresa como

A B\ _ [ K+M+G\MGT —Gy\M 59)
B A ~MGY K+M '

En particular, esta matriz es siempre simétrica y definida positiva por lo que es sistema
admite una tnica solucion.
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5.2. IMPLEMENTACION DEL PROGRAMA. SOLUCION APROXIMADA DEL PROBLEMA

Describiremos en esta seccion el algoritmo utilizado tanto para el mallado del dominio €2
y obtendremos una soluciéon aproximada del problema acoplado por el método de elementos
finitos. Finalmente, mostraremos graficamente la solucién obtenida.

5.2.1. CONSTRUCCION DE LAS MATRICES DE MASA Y DE RIGIDEZ

Para obtener la solucién aproximada del problema, adaptamos el programa en Matlab dado
en [13] para la resolucién de problemas elipticos con condiciones de borde mixtas. Para im-
plementar este algoritmo, necesitamos como input la lista con las coordenadas de los nodos
obtenidos de la triangulacién del dominio 2 asi como también la matriz con los indices de
los vértices de cada uno de los tetraedros del mallado. Ambos datos son obtenidos gracias al
DistMesh de Persson y Strang [15]. A fin de acoplar las ecuaciones, tenemos que distinguir
aquellos nodos de la triangulacion que a la vez forman parte del capilar asi como también los
tetraedros de la frontera del dominio en los que hay que imponer las condiciones de borde de
tipo Neumann dadas en (2.6).

MATRIZ DE RIGIDEZ EN )

Describiremos brevemente cémo funciona el programa dado en [13]. La matriz de rigidez
en {2 queda determinada por los vértices de cada uno de los tetraedros que conforman la
triangulacién. Dado un elemento 7' de ésta, sean (x;;y;,2;) ¢ = 1,2,3,4 sus vértices y sean
{1} i=1,2,3,4 las correspondientes funciones nodales del espacio V},. Es decir:

V(%5353 25) = 03

Las funciones v; quedan definidas de la siguiente manera:

X y z
Xi+1 Yit1 Zit1
Xi+2 Yit2 Ziy2
Xi+3 Yi+3 Zit3
X y: Z;
Xi+1 Yi+1 Zit
Xi+2 Yi+2 Zit2
Xi+3 Yi+3 Zi+3

Vi(x;y;2) =

— = = = = = = =

En efecto, la anterior es una funcién lineal que toma el valor uno en el i-ésimo nodo y vale
cero en los restantes. Los indices se entienden médulo cuatro. La matriz de rigidez en el tejido,
dada en (5.6) tienen como elementos

Kz‘jZ/kﬁV%(X).Vzﬁi(x) dx 4,5=1,...,N,
Q
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Esta integral puede calcularse como suma de integrales sobre cada uno de los elementos T’
de la triangulacién de €.

Kij=)Y_ / kVib;(x).Vibi(x)  dx
Ter, VT
A partir de la definicién de la funcién v; obtenemos que

1 Y1 zima
=1 Y2 Zig2
1 Wiys Zigs

1 I xip1 zipa
Vi(w;y;2) = —— I mit2 zigo
6IT I xiyg ziys

I Zipr Yin
—| 1 Tt ¥ito
I T3 Yigs

donde |T'| indica el drea del tetraedro

Tit1l — i Yi+1 — Yi Zit+1 — 24
6|T| = | Tit2 — i Yit2 —Yi Ziy2 — %
Ti+3 — L Yi+3 —Yi Zit3 — 2

De lo anterior resulta que

T
I yiy1 ziq1 I yrg1 2rgr
— |1 yito zit2 —| 1 Yrt2 Zryo
L yirs zits L Yk+s Zk+s
. 7| I 21 zip I g1 2z
/Vl/%(x)-(v@/h‘(x)) dx = T2 I ZTip2 zigeo . 1 ZTpyo 2igo
T I miy3 ziy3 I Zpys zrys
I 21 yinr I Zpr1r Yk
— 11 Tipo Yigo — | 1 Tkr2 Yreo
I miy3 Yiss I Zpys ks
Definimos la matriz A como sigue
1

1 1 1 1 0 0O

A= Tj Tj41 Tj42 Tj43 1 0 0

Yi Yi+1 Yj+2  Yj+3 010

0 0 1

Zj  Zj+1l Zj+2 Rj+3
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Para programar en Matlab el codigo correspondiente a la matriz K, tenemos que escribimos
de manera explicita la matriz A y consideramos la constante k que aparece en el planteo del
problema, la matriz de rigidez K escrita simultdneamente para todos los indices es la siguiente

K = k|T|.A.AT

MATRIZ DE MASA EN

Los elementos de la matriz de masa M en €2 estan dados por

Como hicimos anteriormente, podemos calcular esta integral a partir de la suma de las
integrales sobre cada tetraedro

Mi; =Y | yhi(x)(x) dx dj=1,...,N,

Ter, VT

Para calcular este integral, recurrimos a la férmula de cuadratura dada en [1§]

1 1 1 1 2111
L | @ xig1 Tigo Tigs 1211

(X)) (x) dx = —
[ wew0 10| Wi it e vies || 101 2 1
2 Zigl Zit2  Zig3 1112

MATRICES DE MASA Y DE RIGIDEZ EN EL CAPILAR

Las funciones {1@} 1=1,... ,J/\\Th que forman una base para el espacio Vh, dado en (5.1),
son
~ e slos€ s, s ~
¢z(3) = ﬁ si s€ [82‘,81'4_1] i:2,...,Nh—].
0 si s ¢ [Sz;l, 8i+1]
S—So . STIR, -1 . N R
R T R R e
0 en otro caso h 0 en  otro  caso

La variables s; representan las longitudes de arco en las que se encuentran los nodos de cada
una las aristas (z;,y;, z;) que forman el capilar. Si llamamos /; a la longitud de cada arista:

lj = \/(ijrl —25)* + (Y41 — Y;)* + (241 — 2)°
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De acuerdo a las condiciones de borde, tenemos que QZJ\A/;L (s) = 0, ya que u(L) = 0. Los
elementos de las matriz de rigidez son los siguientes:

- ~di(s) ddy(s)
K= [ k————= d

/ /A ds ds °
~ 1 1 ~ 1
Ki‘:f"i_ ) i1 = —
~ 1
Ky =+

1

lit

Los elementos que restan son iguales a cero. La matriz de masa en el capilar queda definida
de la siguiente manera

A
M;; g(lerl +1), Mi_1;= 61’ M = 6 1=2,...,N,—1
—~ l
My =5

Al igual que antes, los restantes elementos son nulos.

5.3. SOLUCION DEL PROBLEMA PLANTEADO

En esta seccién mostraremos la solucién grafica del problema acoplado 1D - 3D. Para los
calculos consideramos las constantes k, k, 5y () de nuestro problema iguales a uno y que §2 era
un cilindro de radio 1 de eje z, con caras superior e inferior delimitadas por los planos z =1y
z = —1. Nuestra malla estd compuesta por 52332 nodos y 335640 tetraedros.

En primer lugar, mostramos el dominio 2 mallado (cortado con el plano y = 0) Figura
5.2. En la Figura 5.3 vemos a la izquierda la solucién en un corte con el plano y = 0 y a la
derecha una vista inferior del dominio donde se impuso la condicién de flujo entrante al capilar.
La Figura 5.4 muestra a la izquierda un corte a la altura z = 0 y a la derecha puede verse el
capilar construido sobre las aristas de tetraedros pertenecientes a la malla.

5.4. CONVERGENCIA DEL METODO DE ELEMENTOS FINITOS EN NORMA H}(Q)

En esta seccién demostraremos los resultados que nos posibilitan asegurar la convergencia
del método de elementos finitos en norma H' (). El primero de estos resultados es andlogo al
conocido lema de Cea, mientras que el segundo se refiere a la demostracién de la existencia de
una tnica solucién al problema discreto.

LEMA 5.4.1 Supongamos que estamos bajo las hipdtesis del teorema de Necas (4.2.1). Sean
My C Hy, My C Hy subespacios cerrados tales que se verifica:
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Figura 5.2:

0.6 / T 05

-1
05 0s
® o5 1

0 0

Figura 5.3: Corte con y = 0 a la izquierda y vista inferior (flujo entrante) a la derecha de la
solucién obtenida.

sup a(u,v) > 0 Yve M, (5.10)

ueMq
sup  a(u,v) > Csllully, Vue b (5.11)
vEM3,||v]|m, <1
siendo 62 = @(Ml, Ms) una constante positiva. Consideremos u € Hy, u € M tales que:
a(u,v) = F(v) Yv € Hy
a(u,v) = F(v) Yv e M,

Entonces,

61



08
0.6
0.4

} 0.2
. h 0.4 0
-02

0.3 0.4

-06

0.2 08

-1
-1 -0.5 0 0.5 1 -

o 1

Figura 5.4: Corte con el plano z = 0 a la izquierda y detalle del capilar (en rojo) con tetraedros
adyacentes (en azul) a la derecha.

~ Cr\ . ~
|u—1u|< (1+Tl> Inf ||u—1u| (5.12)
02 ue My

DEMOSTRACION: De las hipétesis del teorema, teniendo en cuenta la bilinealidad de a,
podemos decucir que

alu—u,v) =0 Yve M

Sea u € M. Entonces sumando y restando u y usando que a es una forma bilineal continua,
tenemos que

a(u —u,v) = alt—u,v)+alu—1u,v)

a(u —u,v)

< Crillu—ullmll vl

Por lo tanto, usando (5.11):

lv—tullg, < |u—1|p +Ia—71m
_ 1 -
< Ju—u|pg += sup a(u —u,v)
 vEMs, vl 1, <1
- Ci . -
< u—tllg, += llw—ulm

2

C ~ -
= (1—1—51) lo—ul|pg VueH

2
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Hemos demostrado entonces que || v — @ ||z, < (1 + %) infaen, |u—ul O
2

Usaremos el resultado anterior para demostrar la existencia de una tunica solucién al pro-
blema discreto.

TEOREMA 5.4.1 Supongamos que estamos bajo las hipdtesis del Teorema 4.2.3. Entonces, para
cada h > 0 existe una unica uy € Vj, tal que a(up,v,) = F(vy,) para todo v, € Vi, siendo F'Y

a definidas por (4.7) y (1.3).

Mas aiin, si uw € HL(Q) es tal que a(u,v) = F(v) Yv € H' (Q) entonces existe una
constante positiva C' tal que

|u—up|[|[;<C inf | u—1u|m (5.13)

DEMOSTRACION La idea es utilizar el lema anterior (5.4.1) tomando M; = My =V}, C
H!' () C H!(Q). Veamos entonces que estamos bajo las hipdtesis de este teorema. En la
demostracién del Teorema 4.2.3 hemos mostrado que para toda v € H' v # 0, se verifica la
siguiente desigualdad (tomando u = v)

sup a(u,v) > a(v,v) >cllv |5 >0 (5.14)
ueVh e

por la tanto, la misma desigualdad es vélida para toda v € Vj,,v # 0, con ¢ = ¢(a, 8, Ao, R),
por lo que se cumple (5.10).

El producto escalar en H!_, que denotaremos ( ; )y .» s en particular un producto
interno en el espacio discreto V). Dado que en espacios de dimensién finita todas las normas
son equivalentes, a(.,.) es continua en Vj, x Vj, dado que lo es en (Vi, || . [lm2) X (Vi || - a2 )-
Luego, gracias al teorema de representacién de Riesz, definimos el operador lineal A : V}, — V},
de modo que

(U}h, Avh>Hia = a(wh, Uh) th,vh eV, (515)

Por la desigualdad (5.14) aplicada a wy, = v, tenemos que

cllon i < alon,vn) = (vn, Avp) g <[l on g, || Avn [lan

es decir,

I Ao (| = e |l on e, (5.16)

por lo que A es un isomorfismo de Vj, en V.
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Sea uy, € V}, dada y consideremos la funcién ¥ asociada a uy, definida en (4.19) y dada por

q’(r,y;uh):ertQQHAO(t,y) dt en QF

U(x) = ¥(x; = 1
(x) (s un) { 0 en otro caso (5.17)

donde

1 2 )
Ab(r,s) = %/0 up(s,r,0)e™ df

Como hicimos en la demostracién del teorema (4.2.3), introducimos la siguiente funcién:

b= d*up + 220 (5.18)

siendo d la funcién distancia modificada con la que trabajamos anteriormente, dada en (4.38).
Ya vimos que existe una constante positiva m tal que || ¥ [[;1 < m || up ||uy, 0 sea, v € HL,.
En general, v ¢ V}, pero por el teorema de representacién de Riesz dado que a(wy,v) : Vi, — Vj,
es un funcional lineal continuo, existe una tnica v, € V}, tal que

(wfwvh)H = a(wh,?}) Ywy, € Vj, (519)

1
—a

Si llamamos ¢; a la constante de continuidad de la forma bilineal a y ¢; a la norma de la
inclusién continua H!' , < H! y tomando wy; = v, en (5.19) tenemos que:

ca || on ezl on e <l on 17 = alon,©) < er lon ]l O llan (5.20)

o sea, si llamamos c3 = £
2
[ on g < es |Vl (5.21)

Dado que A es un isomorfismo, usando la igualdad (5.15) y (5.19) y las desigualdades (5.16)
y (5.21) deducimos que

1
sup  a(up,v) > a(up, A op)

veVi ol <1 | A oy (|

(uhu Uh)H

A= on {1,

1
—a

a(up, )
| A~ op
a(up,v) a(up, )

=~ CC3T—=
| on [, 10 e,

En la demostracién de (4.2.3) vimos que existe una constante ¢4 = c4(cv, B, Apmin, R) tal que

64



a(un, ) > ¢4 || up || m2

por lo que, debido a la estimacién || v [|g1 < m || uy [|gy tenemos que

CCy
sup ) > < | g |l
’UEV'}L,II’U”H& C3m

Luego, al verificarse las hipotesis del teorema de Necas concluimos que existe una tnica
solucién uy, tal que a(up,vy) = F(v,) para todo v, € V,. Ademas, por (5.11) si llamamos
C=1 + cicsm

ceyq

| uw—up |72 < C inf || u—7| g (5.22)
« ueVy «

con lo cual finaliza la demostracion. [J

La propiedad anterior nos permite asegurar la convergencia del método de elementos fini-
tos en la norma de H!. En efecto, sabemos que bajo las hipdtesis que hicimos acerca de la
triangulacién T, para toda funcién suficientemente regular, p. ej. u € C* vale que

1/ /f _~ —
o nf v = =0

Dado que la inmersién H'(2) — H!(Q) es continua vale que

lfim inf — U =
B0 eV I =y @=0

Y, debido a la densidad de las funciones de clase C*°(2) podemos extender este resultado a
toda u € HX(Q).
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CAPITULO 6

APENDICE

LEMA 6.0.2 Sea § € (0,1) yu € HL(Q), con 0 < a < §. Consideremos las siguientes expan-
siones en series de Fourier de la funcion u respecto de la coordenada local 0:

u(s,r,0) = ZAg(r,s)eika en QF, (6.1)
keZ
u(r,0,9) = Y Af(r,0)e™ en 07\ Qf, (6.2)
keZ
_ k iko r\ OR
u(r,0,¢) = ZA2(T,¢)6 en 5\ Q (6.3)
keZ

Consideremos la funcion a valores reales definida por:

Ad(r,s) en QfF
A'(x) = A(r.¢) en O\ QF
A3(r,¢) en QF\QF

definida en QF. Asimismo, definimos

U(x) = Ulxw) = § VO ww) = [TEAy) dt en OF
’ 0 en otro caso

Mediante la variable y indicamos cualesquiera de las variables s o ¢, dependiendo del sub-
dominio de QF al cual pertenece x(como se observa en la Figura 6.1). En particular, notemos
que ¥ es independiente de 0.

(6.4)

Entonces existen constantes positivas Cy, Cy y Cs, que dependen unicamente de § y R tales
que Ya € (0, 9] se verifican las siguientes desigualdades :

lu= A% ory < Cll Vullzz@ (6.5)
I 2z @ < Callu iz
| 7 uVd+ VT |12 ) < Cs | Vu|lrze (6.7)

donde, como convenimos, d = dist(x,\).
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Figura 6.1: Coordenadas locales en los subdominios de Q%

DEMOSTRACION: En primer lugar, aclaramos que los coeficientes en las expansiones en
series de Fourier estan dados mediante las férmulas habituales. En este sentido, por ejemplo,
en QI tenemos que:

1 2 )
Ak(r,5) = - / u(s,r )= do
2 Jo

Puesto que A, F(r,s) = Ak(r, s), AY es, en particular, una funcién real al igual que lo son A
y AY. Mas atin, la funcién A°(x) es el promedio de u sobre los circulos descriptos cuando 6 varia
entre 0 y 27, manteniendo las dos coordenadas restantes constantes e iguales a aquellas que
toma el punto x € Q. A su vez, este hecho nos posibilita obtener una interpretacién geométrica
de la aplicacion ¥: dado que estos circulos varian continuamente con respecto a x, W resulta
la integral de la funcién 5-dist(x, A)**1u(x) sobre las dreas sombreadas que se observan en la
Figura 4.2.

Habfamos descripto a QF mediante un conjunto de tres aplicaciones de las cuales x¢(s, 7, 0)
(la que caracteriza a los puntos de Q) estd expresada en coordenadas cilindricas mientras que
las dos restantes x;(r, 0, ¢) y x2(r, 0, ¢), que describen a los puntos de QF y QF respectivamen-
te, utilizan coordenadas esféricas. A fin de simplificar la demostracion, y dado que los cédlculos
son similares para las regiones esféricas, consideraremos tinicamente el caso del subdominio Q.
Recordemos que en QF se verifica (4.4) y que dist(x,\) = r.
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De ahora en adelante, para no sobrecargar la notacién, omitiremos los intervalos de integra-
cién. Se entiende que r € (0, R), 8 € (0,27), s € (s1,52) y ¢ € (0,7/2).

Gracias a la igualdad de Parseval:

1 21
§ 'Ak 2:_/ 2
’ 0(7’,8)| o 0 u (37Ta9> d(9

kEZ

y a la ortogonalidad de los coeficientes de Fourier, tenemos que:

Aﬂmgwﬁynﬁmgfdez%-Ejy%wﬁw, (6.8)

keZ\ {0}

De modo que podemos escribir:

| uw— A° ||2Li_1(QOR) = /T2a_2[u(s, r,0) — Ad(r, s)]*r drdsdf

= 27 Z /7‘20‘_1|A§(r,s)|2 drds (6.9)

keZ\{0}

Por otro lado, puesto que u(s,r,0) = u(xo(s,r,0)) en Q' y gracias a la desigualdad de Cauchy-
Schwarz:

2

ou

00

2 8x0
‘Vu : W(s,'r’, 0)

< [[Vu|*r?

por lo que |Vul|* > T% (2—5)2. Utilizando la igualdad de Parseval aplicada a la derivada de la
funcién u respecto de 6 obtenemos que:

1
I Vulia > [ r*5 9N | dsdrdo
r2 \ 00

= 2#2/7“20‘_11{:2|A§(r,s)|2 dsdr

kEZ

= 27 Z /rQale\Alg(r,s)\z dsdr,

keZ\{0}

Dado que en el tltimo término de la expresién anterior k> > 1 y comparando con (6.9)
obtenemos la siguiente desigualdad:
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| u— A° H%i—l(ﬂ(})%) = 27 Z /7"2“_1|A’5(r, s)[* drds
KeZ {0}

< 27 Z /r2“1k2|A’§(r,s)|2 drds

keZ\{0}
< || Vu 720

Andlogamente, podemos estimar || u— A% |2, en Qf \ Qf y QF \ Qf demostrando asf la
desigualdad dada en (6.5).

Veamos ahora que se cumple (6.6). Para ello, notemos que la norma L? , de la funcién ¥
en Qf estd dada por

R 2
| v ”iga(gg;): 27/7’_% (/ 2L AD (¢, 5) dt) r dsdr

Haremos uso de la siguiente desigualdad con pesos debida a Hardy, la cual enunciaremos
sin demostracién

/ORT—/J’ (/rRtﬁ—lf(t) dt>2 dr < (%)Q/ORrﬁf(T)z ar, p<1 (6.10)

Si tomamos f(t) = tAJ(t,s), B = 2a — 1 (que es menor que uno puesto que 0 < a < 4§ < 1)
y aplicamos la desigualdad anterior junto con la igualdad de Parseval obtenemos:

1 2
W[z on)y < 27T<1 ) /Ag(r, s)?r?tt drds

—

1 \2
< < ) /u(s,r,9)2r2o‘+1 drdsdf
1 -«

1 2
< <—1 — 5) | u ||L3(Q§) (6.11)

Podemos realizar estimaciones similares tanto en Qf \ QF como en QF \ QF: haciendo uso
de (6.10) con f(t) = A%t,¢)t> coni = 1,2 y B = 2a — 2 ya que nos aparece el término r?
en lugar de r debido a la féormula de integracion en coordenadas esféricas. Dado que definimos
U = 0 fuera de 2%, (6.6) ha sido probada.

Por tltimo, veamos (6.7). Para lo cual observemos que, debido a la convergencia de la serie
de Fourier

ou 0AY .
et 0) = 0 iko
(S ) r’ ) 03 6 )

kEZ

(6.12)
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Ademas, si llamamos e, y e, a los versores asociados a las coordenadas locales s y r respec-
tivamente:

DAY
VU = —e,r* 1 AY(r, s) +es/ 2ot 5 —(r,5) dt, d**'Vd=r*""e,,
, s
por lo cual
| uVd+ VU |52 gy = |72 u =27 A 8) 172 o

AO
4 ||/ t2a 1 7“,8) dt ||2L% (QR)

— /(rQa_l[u(s,r, 9)—A8])2r_20‘+1 dsdrdé

R AO 2
+ 27r/7’_2“ (/ tgo‘_lb(r, s) dt) r dsdr
. ds
R AO 2
= |lu— ||L2 (@R) —|—27T/ 2 (/ tQQ_I%(r,S) dt) r dsdr

El primer término lo podemos estimar por (6.5), por lo tanto vamos a acotar el segundo.

Utilizaremos la desigualdad (6.10) con f(t) = taa—‘f‘g(t, s) y, como antes, f = 2a — 1 < 1y,
nuevamente, la igualdad de Parseval. A partir de lo cual tenemos que:

R 0 2 0 2
27T/r2a (/ tQCll%(T, S) dt) r dsdr S 2w (1ia) /(6811 (t S)) r2a+1 drds
1 ou
-« I35 0s “L2 (2)

< Ly Vu ||?
= 155 I uHLg(Q(If)'

Estimaciones andlogas se tienen para los restantes subdominios de Qf. Luego, se cumple
(6.7), lo cual completa la demostracién. [J
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