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Resumen

Esta tesis estd orientada hacia el estudio de desigualdades de operadores en
espacios de Hilbert, mas precisamente se presentan algunas nuevas demostra-
ciones, publicadas por E. Effros en [10], de resultados ya conocidos, entre los
cuales se destacan

= La convexidad conjunta de la entropia relativa

S(plle) =Tr(plogp — plogo),

sobre operadores estrictamente positivos de la forma I + N, con N nu-
clear.

= La concavidad conjunta de la aplicacién definida sobre los pares de ope-
radores positivos
(A,B) — Tr(AX*BPX),

donde X es un operador nuclear y 0 < p, g verifican p + ¢ < 1.

Si bien en [10] se trabaja en dimensién finita, las mismas ideas sirven para
extender los resultados a espacios de dimensién infinita. Lo més valioso del
enfoque de estas demostraciones, es la relativa sencillez respecto a otras, por
ejemplo, las publicadas en [24], [25], [19]. Cronolégicamente, los resultados e
ideas necesarios para llegar a las pruebas de Effros, se podrian resumir de la
siguiente manera:

» En 1906, J. L. W. V. Jensen muestra en [15] que toda funcién convexa
(de punto medio) y continua f, definida en un intervalo I C R, satisface

FOQ it <D Nif(t),

para cualquier combinacién convexa {\;} de puntos {t;} en I. Esto se
puede reescribir, si f(0) = 0, como f(a*za) < a*f(x)a con x la matriz
diagonal cuya coordenada ii es t; y a la matriz cuya primera columna
estd formada por las raices de los A; completada con ceros.

» En 1982, en [12], y en 2003, en [13], F. Hansen y G. K. Pedersen establecen
una serie de propiedades equivalentes a la convexidad de operadores,
extendiendo la desigualdad de Jensen.

= En 2005, en [21] y [22] P. Marechal introduce una generalizacién de la
perspectiva de una funcién convexa f, definiendo, para h convexa,

FaRGe) = 1 (5 ) o)



INDICE GENERAL

que se generaliza a operadores mediante el cdlculo funcional. Usando
las equivalencias de Hansen y Pedersen se prueba que la perspectiva de
Marechal es conjuntamente convexa para cierto tipo de operadores.

» Finalmente, en 2009, E. G. Effros [10] usa la convexidad conjunta de
la perspectiva de Marechal para re-demostrar algunos resultados, entre
ellos la convexidad conjunta de la entropia relativa (resultado original de
Lieb y Ruskai publicado en [18], en 1973) y la concavidad conjunta para
cierto tipo de operadores de la aplicacién F'(A, B) = tr(APK*B1K), con
0<p,qyp+q<1 (resultado obtenido en 1973 por Lieb [17]).

La teoria de convexidad de matrices y de operadores, de interés por si misma, se
ha revitalizado en las tltimas décadas con la aparicién de la teoria cuantica de
la informacioén y la computacién cuantica, que han proporcionado numerosos
ejemplos y nuevos problemas. Por citar alguno, en [26], se muestra que la
entropia

S(p) = tr(plogp)

se puede interpretar, en cierto sentido, como la cantidad promedio de qubits
necesarios para codificar con fidelidad mensajes emitidos por la fuente p. Una
introduccién a la teoria cudntica de la informacion y la computacién cudntica
puede encontrarse en [26], [3] y [1].

Esta tesis esta organizada del siguiente modo: En el primer capitulo, se
repasan ciertos resultados basicos de teoria de operadores que nos serviran a
lo largo de todo el trabajo. También extendemos las nociones de monotonia
y convexidad a funciones definidas sobre el espacio de matrices Hermitianas.
El segundo capitulo estd dedicado a estudiar algunas propiedades de las fun-
ciones mondtonas y convexas de matrices, culminando con la caracterizacion
de Loewner. El tercer capitulo estd dedicado a las C*-algebras. De particular
interés para este trabajo resulta la transformada de Gelfand, que nos permi-
tird definir funciones continuas sobre operadores normales y acotados sobre
espacios de Hilbert. El ultimo capitulo se concentra en las demostraciones
recientes de Effros a las que nos referimos anteriormente. Repasamos alli la
desigualdad de Jensen para operadores y extendemos algunos resultados al
contexto infinito dimensional, esencialmente a clases de operadores compactos.



CAPITULO

Funciones mondtonas y convexas de
matrices.

Comenzaremos este capitulo con un repaso de definiciones y resultados que seran
utilizados en reiteradas ocasiones en este trabajo. Luego extenderemos el concepto
de monotonia y de convexidad a funciones definidas sobre el espacio de matrices
Hermitianas. Sorprendentemente no toda funcién monétona o convexa en el sentido
clasico lo es para matrices. Mostraremos algunos ejemplos y probaremos que tanto
el espacio de funciones monoétonas de matrices como el de funciones convexas de
matrices son cerrados por combinaciones lineales con coeficientes positivos, y por
limite puntual. Seguiremos a grandes rasgos el capitulo 5 del libro de Bhatia [4].

1.1. Resultados basicos.

Notacién 1.1.1. Notaremos M, (C) al conjunto de los operadores C-lineales sobre
C", y lo identificaremos con el espacio de matrices C"*".

Proposiciéon 1.1.2. Sea F una familia conmutativa de operadores lineales diag-
onalizables en C". Entonces existe una base de V en la cual todo operador de F
esta representado por una matriz diagonal.

Demostracion. Hacemos induccién en n. Si n = 1, es trivial. Supongamos que la
proposicion es cierta para todo n < N, veamos que también vale para N. Sea A € F
tal que A no es un multiplo de la identidad. Sean A4, ..., Ax los autovalores distintos
de A,y W; = Ker(A — \I) i = 1,...,k. Para un indice fijo cualquiera, digamos
i9, se tiene que W;, es invariante por cada operador que conmuta con A. Sea F;,
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1. FUNCIONES MONOTONAS Y CONVEXAS DE MATRICES.

la familia de operadores lineales en W;, que se obtiene restringiendo los operadores
de F a W,;,. Cada operador de F,;, es diagonalizable, pues su polinomio minimal
divide al polinomio minimal del correspondiente operador en F. Como dim(W;,) <
dim(V'), los operadores en F;, se diagonalizan simultdneamente en una base B;,.
Luego B =(By,...,B:) es la base de C en la cual se diagonalizan simultdneamente
los operadores de F. O

Definicién 1.1.3. Dada una matriz A, definimos la matriz adjunta de A como
A* = At

La siguiente es una propiedad fundamental de las matrices adjuntas, de de-
mostracion trivial.

Proposicién 1.1.4. Sea A € M,(C). Si para todo z,y € C" se tiene
(z, Ay) = (Bz,y),
entonces B = A*.
Definicién 1.1.5. Decimos que una matriz A € M, (C) es
= normal, si AA* = A*A.
» Hermitiana o autoadjunta, si A = A*.
» unitaria, st A*A = 1.

Definicién 1.1.6. Al conjunto de autovalores de una matriz A lo llamaremos espec-

tro de A.

Lema 1.1.7. Sea T : C* — C" un operador lineal. St W es un subespacio invariante
por T, entonces el complemento ortogonal de W es invariante por T™.

Demostracion. Sean x € W, y € W, entonces (y, T*z) = (T'y,z) = 0, pues Ty €
w. O

Lema 1.1.8. Para todo operador T : C* — C", existe una base ortonormal (notare-
mos b.o.n.) en la cual T se representa por una matriz triangular superior.



1.1. Resultados bésicos.

Demostracion. Hacemos induccion en n. Si n = 1 el resultado es trivialmente cierto.
Supongamos que es cierto para n — 1. Sea e; un autovector de T* de norma 1. Sea
W el complemento ortogonal del subespacio generado por e;, y sea S la restriccién
de T a W. Como, por el Lema 1.1.7, W es un espacio invariante por 7T, resulta que
S es un operador lineal sobre W. Por hipédtesis inductiva, existe {es, ..., €,} b.o.n. de
W en la cual S es triangular superior. Luego {e1, ..., e, } es una b.o.n. de V en la cual
T se representa por una matriz triangular superior. ]

Lema 1.1.9. Sea T una transformacion lineal que en la b.o.n. {ey,...,e,} se re-
presenta por una matriz N = (Ny;) triangular superior y normal. Entonces N es
diagonal.

Demostracion. Como N es triangular superior Ne; = Npje;. Luego, como los au-
tovalores de N* son los conjugados de los de N, se tiene N*e; = Njje;. Por otro
lado N*ey = 3 (N*)je; = ZjN_ljej. Por lo tanto, Ny; = 0, para todo j > 1. En
particular Nis = 0, y como N es triangular superior se tiene que Nes = Nases. Asi,
N*ey = Nygeo y Na; = 0 para todo j # 2. Continuando de esta manera se llega a
que N es diagonal. O

Proposicién 1.1.10. Toda matriz normal es diagonalizable. Si la matriz es Hermi-
tiana, sus autovalores son reales.

Demostracion. Es inmediato por los Lemas 1.1.8 y 1.1.9 que las matrices normales
son diagonalizables. Si la matriz es Hermitiana, es diagonalizable, y los elementos de
la diagonal de toda matriz Hermitiana diagonal son claramente reales. O

Definicién 1.1.11. Decimos que una matriz P € M,C es positiva (estrictamente),
si es Hermitiana y todos sus autovalores son no negativos (positivos). Escribiremos
P >0 (P >0) para indicar que P es una matriz positiva (estrictamente).

Notacion 1.1.12. Notaremos A < B para indicar que A y B son matrices Hermi-
tianas tales que B — A es positiva (B — A > 0). De la siguiente proposicién se deduce
facilmente que la relacién < es un orden parcial en las matrices Hermitianas.

Proposicién 1.1.13. Sea P = (p;;) € M,(C), son equivalentes
1. P> 0.

2. (Pz,z) >0Vz#0eC"



1. FUNCIONES MONOTONAS Y CONVEXAS DE MATRICES.

Demostracion. 1 = 2) Como P > 0, resulta P = UDU* con U matriz unitaria y
D = (d;;) matriz diagonal con d;; > 0 Vi. Luego,

(Pz,z) = (UDU"z,z) =(DU"z,U"z)
= Y dil(U2);]” > 0.
i=1
2 = 1) Veamos primero que P es Hermitiana.

(P(x +vy),z+vy) = (Px,x) + (Py,y) + (Pz,y) + (Py, x),

como (P(x +y),x +y), (Px,x) y (Py,y) son reales, resulta que (Pz,y) + (Py,x)
también es un nimero real. El mismo razonamiento con x — iy en lugar de x + y nos
dice que —i(Px,y) + i(Py, x) es real. Entonces resulta

(Pz,y) + (Py,z) = (Pz,y) + (Py, ) (1.1)

—i(Pz,y) + i(Py,v) = ((Pz,y) — i(Py,z). (1.2)
Multiplicando (1.2) por i y sumando a (1.1) resulta

2(Pzx,y) = 2(Py, z),

y como (Py,z) = (x, Py), la matriz P resulta Hermitiana. Veamos que sus autova-
lores son positivos. Como P es Hermitiana, existen U unitaria y D diagonal tal que
P =UDU*. Por hipétesis (Pz,z) > 0 Vz € C", en particular, si z = Ue;, resulta

0< <PU€Z',U€7;> = <UDU*U€“ U€l> = <D€Z’,€7;> = dy.
O

Definicién 1.1.14. Sea f una funcion compleja definida en un conjunto I C C.
Sea A una matriz normal con autovalores en I, tal que A = UDU™*, con U matriz
unitaria y D = diag(\y, ..., \n), es decir la matriz diagonal

Al e o O
0 X ... 0
0 .. A

Definimos f(A) = Udiag(f(\1), ..., f(An))U™.



1.1. Resultados bésicos.

Observacion 1.1.15. En particular, dada una funcién real definida en un intervalo
I C R, queda definida f sobre el espacio de matrices Hermitianas con espectro
contenido en /. Una tal f aplica matrices Hermitianas en matrices Hermitianas.

Proposiciéon 1.1.16. Dada una matriz Hermitiana A y una funcion continua f,
entonces f(A) conmuta con cualquier matriz que conmute con A.

Demostracion. Es inmediato por la diagonalizacién simultdnea (Proposicién 1.1.2).
[

Notacién 1.1.17. Dada una matriz A, A*A es siempre positiva. Notaremos |A| a
la inica matriz positiva que elevada al cuadrado da A*A.

Lema 1.1.18 (Descomposicion Polar). Toda matriz A se puede escribir como A =
UP con U unitaria y P positiva. En la descomposicion polar P resulta iunico (P =
|A|), y si A es inversible, U también es tinico.

Demostracion. Unicidad: sea A = UP una descomposicion polar, luego A* = PU*.

Asi A*A = PU*UP = P? lo que implica que P = |A|. Si A es inversible, P también

lo es (pues P = U*A) luego queda univocamente determinado U = AP~1.
Existencia: Si A es inversible, solo resta probar que U es unitaria.

UU* = AP'p'aA*
= A(P)2A
A(P?)1A*
A(A*A)TA*
= AATHAHTIA =1
En el caso general, se define U sobre el rango de P como U Pa = Aa, y sobre ran(P)*

como Ua = Upa, donde Uy : ran(P)* — ran(A)* es un isomorfismo. U estd bien
definida sobre ran(P), ya que Pa = Pj3 siy sblo si Ao = AS, pues

1AB =)l = (A(B—a),A(f ~ a))
(A"A(B — ), 8 —a)
(P*(B—a),B—a)

= (P(B—a), P(B—a))
= [IP(B-a)|*.

De esto se deduce que Ker(A) = Ker(P),

dim(ran(A)) = dim(ran(P)) y dim(ran(A)*) = dim(ran(P)*),
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por lo que el isomorfismo U, existe.
Lo tnico que resta probar es que U es unitaria: sea « = 5+, con 8 € ran(P)

y v € ran(P)*

(Ua,Ua) =

AB + Uyy, AB + Uyy)
AB7 Aﬁ> + <UO% U07>
PB,PB) +(7,7)

a, Q).

o~ o~~~

1.2. Definiciones, ejemplos y propiedades.

Definicién 1.2.1. Decimos que una funcion real f es mondtona de matrices de
orden n en un intervalo I C R si preserva el orden parcial, es decir, si f(A) > f(B)
cada vez que A > B, donde A, B € M,(C). Decimos que f es monétona de matrices
en I si es mondotona de matrices de orden n en I para todo n € N.

Notacién 1.2.2. Sea X € M,(C) Hermitiana, notamos A(X) = (A}, ..., A}) al
vector formado por los autovalores de X (contados con multiplicidad) ordenados en
forma decreciente.

Teorema 1.2.3. (H. Weyl) Sean A, B € M,,(C) Hermitianas, entonces

s M(A+B) < N (A) + A1 (B) sii < j.

s M(A+B) >N (A) + X, (B) sii> .

Demostracion. Sean u;,v;, w; los autovectores de A, B y A + B respectivamente,
asociados a autovalores ordenados en forma decreciente. Sea ¢ < j. Consideremos los
subespacios W = span{w, ...,w;}, U = span{u;, ..., u,} y V = span {vj_it1, ..., Un }.
Como la suma de sus dimensiones es mayor que 2n, tienen interseccién no trivial.
Sea x un vector de norma unitaria en la interseccién, entonces
XN(A+ B) < (z,(A+ B)z) = (x, Az) + (2, Bzx) < X\{(A) + \_,1(B),

donde en la primera desigualdad usamos que z € W y en la otraque x €e UN V.

La desigualdad para ¢ > j se obtiene intercambiando A y B por —A y —B
respectivamente. []



1.2. Definiciones, ejemplos y propiedades.

Corolario 1.2.4. Dadas A, B matrices Hermitianas con espectro en un intervalo I,
cualquier combinacion convera de A y B también es Hermitiana con espectro en I.

Demostracion. Es inmediato, tomando ¢ = j en el teorema anterior: sea ¢ € [0, 1],

CAHA) + (1= )AL (B) < X(cA+ (1 —¢)B) < eAi(A) + (1 — ¢)A\{(B).

[
Definicién 1.2.5. Dada A € M, (C), definimos la norma de A como
|Al| = sup {Az :xz € C", ||z|| < 1}.
Proposicién 1.2.6. Si A € M,,(C) es normal, entonces
JAI| = mé{ (A, AL (A}
Demostracion. Es trivial, trabajando en una b.o.n. en la que A es diagonal. O]

Corolario 1.2.7. Para todo 7 =1,2,....,n se tiene
{ 1 {
A(A) = 1Bl < A5(A+ B) < A5(A) + || B].

Demostracion. Usando que ||B| = mzix{|)\%(B)|, |/\#(B)|}, y las desigualdades de
Weyl (con i = j) resulta
Af(A) = 1Bl < Af(A) + X,(B) < Aj(A+ B) < Xj(A) + A1(B) < Aj(A) + || B.
[l

Definicién 1.2.8. Decimos que una funcion real f es convexa de matrices de orden
n en un intervalo I si para todo ¢ € [0,1] resulta

fleA+(1=c)B) < cf(A)+(1—c)f(B)

YV A, B € M,(C), Hermitianas con espectro contenido en I. Decimos que [ es convexa
de matrices en I, si es convexa de matrices de orden n en I para todo n € N.

Observacion 1.2.9. Puede ocurrir que una funcién sea monoétona en un intervalo
I, pero no sea mondtona de matrices en el mismo intervalo. Lo mismo puede ocurrir
con la convexidad. Ilustremos esto con dos ejemplos.
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Ejemplo 1.2.10. La funcién f(t) = t* no es monétona de matrices en [0, c0). Con-

() (1)

Es facil ver que B > A pero B% — A? no es positiva.

sideremos las matrices

Ejemplo 1.2.11. La funcién f(¢) = ¢* no es convexa de matrices en [0, 00). Tomando
11 3 1
A p— B pu—
()e=(01)
6 1
1 0)°

A continuacién mostraremos algunos ejemplos de funciones mondétonas de matri-

resulta

que no es positiva.

ces. Para probar que lo son necesitaremos los siguientes lemas.
Lema 1.2.12. Si B > A, entonces X*BX > X*AX para toda matriz X .
Demostracion. Para todo vector © € C™ se tiene

(u, X*BXu) = (Xu, BXu) > (Xu, AXu) = (u, X*AXu).

O
Lema 1.2.13. Si B> A >0, y B es inversible, entonces 1 > HA%B’% )
Demostracion. Por el Lema 1.2.12, se tiene
[>B :AB™% = (A:B 2)"(A2B73),
por lo tanto
1> ||latpa.
O

Proposicién 1.2.14. La funcion f(t) = t2 es mondtona de matrices en [0, 00).

10



1.2. Definiciones, ejemplos y propiedades.

Demostracion. Sea B > A > 0. Supongamos que B es inversible. Luego,

1> HA%B*% > AH(ASBE) = \(B 1A B 1),

Como B~1A2 B~ es positiva (por el Lema 1.2.12), resulta [ > B 1A:B~1, y (otra
vez por el Lema 1.2.12) se tiene B2 > Az.

Para probar el caso general (o sea B no necesariamente inversible), consideramos
B+e¢l con € > 0. Como B+ €l es estrictamente positivo, (B +€l)z > Az. Haciendo
tender € a 0 obtenemos B2 > Az, O

Lema 1.2.15. Sean A, B € M,(C), tales que A > B > 0 y AB = BA. Entonces
Al < B

Demostracion. Es inmediato a partir de la diagonalizacién simulténea (Proposicién
1.1.2). O

Proposicién 1.2.16. La funcidn f(t) = —1 es mondtona de matrices en (0,00).

Demostracion. Sea B > A > 0. Luego, por el Lema 1.2.12, [ > B 2AB2. Por el
Lema anterior nos queda I < B 3 A~'B7. Finalmente usando el Lema 1.2.12 otra vez
obtenemos B~! < A1, O

Lema 1.2.17. Sea f, una sucesion de funciones reales tales que f, — f puntual-
mente. Entonces f,(X) — f(X) para toda matriz Hermitiana X .

Demostracion. Si D es una matriz diagonal, entonces f,, (D) — f(D) claramente. Si
X es Hermitiana, X = UDU* con U unitaria y D diagonal, luego

fn(X) = Ufu(D)U" = Uf(D)U" = f(X).
O

Proposicién 1.2.18. Sea f, una sucesion de funciones converas de matrices en un
intervalo I, tal que f, — f puntualmente en I. Entonces f es convexa de matrices
en 1.

Demostracion. Ante todo notemos que f,,(A) — f(A) (Lema 1.2.17). También note-
mos que el limite de matrices positivas es positivo (> 0). Entonces se tiene la con-
clusién tomando limite en

cfu(A) + (1 =) fu(B) = fu(cA+ (1 -¢)B).

11



1. FUNCIONES MONOTONAS Y CONVEXAS DE MATRICES.

Proposicion 1.2.19. Sea f,, una sucesion de funciones mondtonas de matrices en
un intervalo I, tal que f, — f puntualmente en I. Entonces f es monotona de
matrices en 1.

Demostracion. Sean A, B matrices tales que A < B. Tomando limite en f,(A4) <
fn(B), por el Lema 1.2.17, queda demostrada la proposicién. ]
<

Proposicién 1.2.20. f(t) = t* es mondtona de matrices en I = [0,00) para 0
s < 1.

Demostracién. Sea s un racional diadico, i.e. s = 5%, conn € Ny 1 < m < 27
Hacemos induccion en n.

Si n = 1, el resultado vale por la Proposicién 1.2.14. Supongamos que es cierto
para todos los racionales diadicos 37, con 1 < j <n — 1. Sea B > Ays= -

Si m < 277!, luego, por la hipétesis inductiva, Bz T > Azt y por la Proposi-
cién 1.2.14, Bz > Asn.

Sim > 2" sea B> A > 0. Luego por el Lema 1.2.16 A~ > B~ y por el
Lema 1.2.12 tenemos

B3 A™'B3 > B BT'B# = Bmo1 L,
Del mismo modo tenemos

A"iBmT 1A
> ATTATT AT (1.3)

ATEBFATIBFAT:

v

donde en (1.3) usamos la hipdtesis inductiva. Esta desigualdad se puede reescribir
como

(A" 2B3 A72)2 > Am-172,
Luego, por la monotonia de la raiz cuadrada (Proposicién 1.2.14) se tiene

ATEBFEATE > AFL
luego Bz* > A% (por el Lema 1.2.12, conjugando con A%).
Hemos probado la proposicién para los diddicos s € [0, 1]. Por la densidad de los
diadicos y la Proposicién 1.2.19, vale la monotonia para todo 0 < s < 1, y por la

densidad de las matrices positivas estrictas en las positivas se tiene la proposicién. [

Proposicion 1.2.21. Toda combinacion lineal positiva de funciones mondtonas de
matrices es una funcion mondtona de matrices.

12



1.2. Definiciones, ejemplos y propiedades.

Demostracion. Sean { fi, ..., f,,} funciones mondtonas de matrices y { A1, ..., A, } nimeros
) ) ) Y
positivos. Entonces, dadas matrices A < B, resulta

(O NF(A) =D NF(B)X, X) =D N((filA) - fi(B)X, X) >0,
luego 3°Aifi(A) = - Aifi(B). 0

Observacién 1.2.22. En particular, toda combinacién convexa de funciones mondtonas
de matrices en un intervalo I también lo es.

De la misma manera que para las funciones monétonas se prueba la siguiente

proposicion.

Proposicion 1.2.23. Toda combinacion lineal positiva de funciones convexas de
matrices también lo es.
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CAPITULO

Teorema de Loewner.

En este capitulo estudiaremos la derivabilidad de las funciones convexas, y la
diferenciabilidad de funciones definidas sobre el espacio de matrices Hermitianas.
De manera andloga al caso clasico, encontraremos relaciones entre la monotonia de
una funcién f y la positividad de la matriz fI! (la primera diferencia dividida de f,
ver Definicién 2.3.2), que a su vez esta relacionada con el diferencial de f. Veremos
también que la convexidad de f se relaciona con la monotonia de f[I. Hallaremos
formas de obtener funciones mondétonas de matrices a partir de funciones convexas
de matrices y viceversa. Finalmente mostraremos una caracterizacién (obtenida por
Loewner en 1934, publicada originalmente en [20]) de las funciones monétonas y
convexas de matrices.

2.1. Regularizacién de funciones.
Definicién 2.1.1. Sea ¢ una funcion real C* tal que
1. ¢(x) > 0Vr € R.
2. ¢(x) = ¢(—x) Vo € R.
3. [ ¢(x)dx = 1.
4. sop(¢) = [-1,1].

Para todo € > 0, sea ¢.(x) P(2). Es fdcil ver que ¢. verifica las condiciones 1,

2y 3, y ademds sop(pe)
suaves a la identidad.

1
€
€

-

,€]. Las funciones ¢. se denominan aproximaciones

15



2. TEOREMA DE LOEWNER.

Definicién 2.1.2. Sea f una funcion localmente integrable. Llamamos regularizacién

de orden € de f a la funcion

@)= (£ +0)@) = [ fa = oy = [ 7o - ot

Proposicion 2.1.3. Sea f una funcion localmente integrable, entonces

1.

2.

fee C>.

Si el soporte de f estd contenido en un compacto K, el soporte de f. esta
contenido en un e—entorno de K.

Si [ es continua en xq, entonces 11_1}% fe(xo) = f(xo).

Si f tiene una discontinuidad del primer tipo (salto finito) en xy, entonces

iy (o) = §(lim, f(@) + I f(a).

r—r mo ZE*)‘Z‘O

Si f es derivable, entonces (f.) = (f')e.

Demostracion. 1. Veamos que fe(n)(x) = fx ™ (x):

2.

3.

16

ﬁ@+2—ﬂ@) ‘/f @k t+m @@—ﬂ)ﬁ

= /f Lz —t+c)dt, (2.1)

para algin ¢ € (0, h). Tomando h — 0, resulta que la proposicién es vélida para
n = 1. Este mismo argumento aplicado sucesivamente prueba el caso general.

Es inmediato por la definicién de f..

Dado ¢y > 0, sea 0 > 0 tal que |f(z)— f(z0)| < € para todo x € (xg—0,xo+0).
Entonces para todo 0 < € < § se tiene

ﬂm—mz/qmw—w@m—w@Sﬁm®

mm+m=/uuw+w@m—w@zﬁ%>



2.2. Derivacién de funciones convexas.

4. Sin pérdida de generalidad, supongamos xo = 0. Sea g(x) = f(z) si z > 0,
g(x) = f(—z),sixz <0,y g(0) = 11’1%1+ f(z). Por el item 3. lir%ge(()) = ¢(0).
T— €—
Definiendo de manera anédloga h pero de modo tal que h(z) = f(z) si x < 0,
resulta

lim f(z) + lim f(z) = limg.(0)+ he(0)
= lfg%/(ngh)(y)cbe(—y)dy

= lin / () + F=)ol =)y

donde (2.2) vale pues [ f(—y)oc(—y)dy = ff (y)dy = [ f(y)oe(—y)dy.

5. Demostracion analoga a 1.
O

Proposicién 2.1.4. Sea f una funcion mondtona de matrices en (a,b), entonces f.
loesen (a+eb—e).

Demostracion.

fiz) = / " fe - 9 (y)dy

= lim Zf = &)9e(&) (yi — yi-1),

Il —0 <

donde 7 es la particion {yo,...,yn}, |7l = méx{|y; — vi-1l}, v & € (Yi-1,9:). En
particular la igualdad vale tomando los & de modo tal que »_ ¢.(&)(y; — yio1) = 1.
Luego f. es el limite puntual de una combinacién lineal convexa de las funciones
f(x—&;), que son monétonas de matrices en (a+¢€, b—e). Entonces, por la Observacion
1.2.22 y la Proposicién 1.2.19, f. resulta monétona de matrices. O]

2.2. Derivacion de funciones convexas.

Proposiciéon 2.2.1. Sea [ una funcion real convexa definida en un intervalo I.
Entonces f es Lipschitz en todo intervalo cerrado contenido en el interior de 1. En
particular f es continua en I°.

17



2. TEOREMA DE LOEWNER.

Demostracion. Sean [a,b] C I°, F(x,y) = % con z <y, x,y € [a,b]. Es ficil
ver que F' es creciente en cada coordenada, luego
lim F(a,z) < Jy) = Jiw) < lim F(y,b). (2.3)
z—at y—x y—b—

Como g(x) = F(a, ) es creciente, basta ver que es acotada inferiormente para con-
cluir que lim+ F(a,z) existe y es finito. Como [a,b] C I°, 3 ¢ < a tal que [¢,b] C I°.

r—a
Luego F(c,a) < F(a,x) para todo z € (a,b). De manera anédloga se prueba que
11’111)1 F(y,b) existe y es finito. Asi, de (2.3), se deduce que existen m, M € R tales
y—b-
que para todo x,y € [a,b], x <y

e W =@ _
y—x
de donde la proposicién se deduce inmediatamente. O

Corolario 2.2.2. Sea f una funcion real convexa en un intervalo I. Entonces para
todo xy € I°, existen las derivadas laterales de f.

Demostracion. Un razonamiento andlogo al de la demostracion de la Proposicién
2.2.1 prueba que F'(z,xq) es creciente y acotada superiormente, por lo que f’ (zg) :=

lim W existe y es finito. Andlogamente se prueba que existe la otra derivada
=T
lateral f% (o). O

Corolario 2.2.3. Sea f una funcion real convera en un intervalo I. Entonces [ es
derivable excepto en un conjunto numerable E, y [’ es continua en I° — E.

Demostracion. Es facil ver que
lim fi(z) = fL(20) y Mim fi(z) = fi(z0). (2.4)
T\ (X0

Entonces,
£ila) = £ (20) = lim (o), (25)

pero como f’, es mondtona, vale la igualdad en (2.5) en casi todo punto y por lo tanto
f es derivable en casi todo punto. Sea E' el conjunto donde f no es derivable. Como f’
es mondtona (en Io— E), resulta que f’ sélo tiene discontinuidades de tipo salto finito.
Esto podria ocurrir sélo en los puntos de discontinuidad de las derivadas laterales,
pero por (2.4), resulta que en esos puntos las derivadas laterales no coinciden y por
lo tanto los puntos de discontinuidad de f’ estarian en F. O

18



2.3. Propiedades de las funciones monoétonas y convexas de matrices.

2.3. Propiedades de las funciones monétonas y

convexas de matrices.

Definicién 2.3.1. Dadas A = (a;;), B = (b;;) € M,(C), definimos el producto de
Schur de A y B como
AoB = (aijbij).

El producto de Schur, debe su nombre al trabajo [27], donde I. Schur prueba
la Proposicion 2.3.15, entre otras cosas. Este producto también es conocido como
producto de Hadamard, debido a que en [11] J. Hadamard prueba un resultado sobre
el producto coeficiente a coeficiente de dos funciones analiticas. Si bien en ese trabajo
no hay nada sobre matrices, se cree que Von Neumann acuné el término por la
influencia de la obra de Hadamard sobre los analistas.

Definicién 2.3.2. Dada una funcion f € CYI), con I = (=1,1), definimos la
primera diferencia dividida de f en (A, ) (A, € I) como

f) = f(w)

IO ) = -

; SEAF

FEION) = (V).

Si A = diag(A, ..., \n), con N; € I Vi, notamos fIU(A) = (fIU(N\i, N))i . Si A es
Hermitiana, A = UAU* definimos fl(A) = U fIN(A)U*.

Definicién 2.3.3. Una funcion f, definida en las matrices Hermitianas a valores
en C, es diferenciable Fréchet en A, si existe una transformacion lineal D f(A) sobre
el espacio de matrices Hermitianas tal que

If(A+ H) = f(A) = Df(A)(H)| = o[l H])-
Observacion 2.3.4. Si f es diferenciable en A, resulta
d
Df(A)(H) = %’t:of(A +tH). (2.6)

Teorema 2.3.5 (Teorema del Valor Medio, versién 1). Sean I = [a,b] C R, Y un
espacio de Banach, f : I — Y derivable tal que ||f'(t)|| < M para todo t € I,
entonces

1F(0) = fla)|| < M][b - al|.
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2. TEOREMA DE LOEWNER.

Demostracion. Dado € > 0, sea

A={gel:|f(¢)— fla)| <M —a)+ el —a)Va< (<}

Queremos ver que A = [a, b], independientemente del € dado. Claramente a € A, y
A es un intervalo cerrado incluido en [a, b]. Luego, A = [a,~]. Veamos que 7y = b.
Supongamos v < b. Como f es derivable en 7, se tiene que
t —_

t—0 t

luego, dado €, para todo t > 0 suficientemente chico se tiene

[f(y+1) = f(v) = f(0tl < et.

Asi resulta
[f(v+8) = FII S N (It + et < Mt + et. (2.7)

Entonces, por (2.7) y porque v € A obtenemos

1f (v +1) = fla)l [f(r+8) = FOI +11F () = Fla)l
Mt+et+ M(y—a)+e(y—a)
M(y+t—a)+e(y+t—a),

<
<

por lo que v+t € A, lo cual implica que [a,y +t] C A, contradiciendo la suposicién
A = [a,~]. Entonces vy = b. O

Teorema 2.3.6 (Teorema del Valor Medio, versién 2). Sean X,Y espacios de Ba-
nach, U C X convexo, y f : U =Y diferenciable. Dados a,b € U, se tiene

1£0) = fl@)lf < [} = af sup [ Df ()]
donde L es el segmento que une a y b.
Demostracion. Sea g : [0,1] =Y, g(t) = f(a+ t(b— a)), entonces
gt)=Df(a+t(b—a))(b—a).
Por el Teorema 2.3.5 resulta

I£(®) = fla)ll < sup |[Dffa+t(b—a))(b—a)ll < sup IDf)][I(6 = a)].
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2.3. Propiedades de las funciones monoétonas y convexas de matrices.

Lema 2.3.7. Sea f un polinomio. Para toda matriz diagonal A = diag(\y, ..., \s) ¥y
toda matriz Hermitiana H = (h;;), se tiene

Df(A)(H) = fU(A) o H. (2.8)

Demostracion. Ambos lados de la igualdad (2.8) son lineales en f. Luego, basta
probar la igualdad para los polinomios f(t) = t" con n € N. Por la igualdad (2.6)
resulta

DIAYH) = Slemo(A-+ e
o (A hH) A

h—0 h

— iAk—lHAn—k
k=1

o k—1\n—k
- (D)
k=1 ij
y esta tltima matriz es justamente fI(A) o H. O]

Corolario 2.3.8. Sean A = UAU*, con U unitaria y A diagonal, y f un polinomio.
Entonces, para toda H Hermitiana se tiene,

Df(A)(H) = U[fU(A) o (U HU)U™.
Demostracion. Como f(UAU* +tH) = Uf(A+tU*HU)U* resulta
d d
=0 f(UAU” +tH) = Ul o f(A + tUTHU)|UT,

y aplicando (2.8) se obtiene el corolario. O

Definicién 2.3.9. Decimos que una norma ||.|| sobre el espacio de matrices cuadradas
de dimension n es unitariamente invariante si para toda matriz A y todo par de ma-
trices unitarias U,V , se tiene que

Al = [[vAV].

Ejemplo 2.3.10. Un ejemplo sencillo de norma unitariamente invariante es la familia
de normas p de Schatten, definidas del siguiente modo:

1
1Al = (Z Sj(A)p> , sil<p<oo,

i=1
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2. TEOREMA DE LOEWNER.

Y [ Allee = 51(A) = [|A]]

donde s(A) = (s1(A), ..., s,(A)) es el vector formado por los autovalores de |A| =
(A*A)2 ordenados en forma decreciente. A los autovalores de |A| se los denomina
valores singulares de A. Como los autovalores no dependen de la base es facil ver que
las normas p de Schatten son unitariamente invariantes.

1
Observacién 2.3.11. ||Alls = Tr(A*A)}, luego || Alls = (zm |aij|2) ’,

Teorema 2.3.12. Sean, I = (—1,1), f € C*(I) y A una matriz Hermitiana con
espectro contenido en I. Entonces, para toda H Hermitiana,

Df(A)(H) = U[fM(A) o (U"HU)IU?,
con A =U*AU, U unitaria y A diagonal.

Demostracion. Si f es un polinomio la igualdad vale por el lema anterior. Usaremos
la densidad de los polinomios en C*(I) para probar el caso general.

Notemos Df(A)(H) = U[fM(A) o (U*HU)]U*. Para cada f € C*(I), Df(A) es
un operador lineal en las matrices Hermitianas. Se tiene

IDFAYE)2 = IFHA) o (UHU)| |2

(pues ||.]|2 es una norma unitariamente invariante). Todas las coordenadas de la
matriz fI(A) estdn acotadas en médulo por

max {|f'(t)] : [t] < [|A[l}
(por el teorema del valor medio). Luego
IDf(A)(H)ll2 < max{|f'(£)] - [t] < [|AIHIH]2-

Sea H Hermitiana de norma suficientemente pequena para que el espectro de A+ H
esté contenido en I. Sea [a,b] C I tal que los autovalores de Ay de A + H estan
incluidos en [a,b]. Sea (f,) una sucesién de polinomios tal que f, — fy f, — f
uniformemente en [a, b]. Sea L el segmento que une A y A+ H. Por el teorema del
valor medio para la derivada de Fréchet, se tiene

< |[H]l Sup 1D fr(X) = D fr( X))

= [|H| sup [Dfin(X) = Dfu(X)]], (2.9)
XeL
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2.3. Propiedades de las funciones monoétonas y convexas de matrices.

donde la igualdad (2.9) vale pues D = D en polinomios.
Dado € > 0, existe ng tal que si m,n > ng, entonces

sup [ Dfn(X) = DF(X)] < 5 (2.10)
XeLl
y ID1u(4) = DA < 3. (2.11)
Tomando m — oo, por (2.9) y (2.10) resulta
|F(A+ H) = F(A) = (fulA + H) = fu(A)] < 5]1]. (212)

Si ||H]|| es suficientemente chico, por la definicién de derivada de Fréchet resulta

€

1£a(A + H) = fu(A) = Df(A)H)] < 5. (2.13)

Entonces tenemos

If(A+H) = f(A) =DfA)H)| < [[f(A+H) = f(A) = (fu(A+ H) = fu(A)]]
Hfu(A+ H) = fu(A) = Dfu(A)(H)||
+HI(DF(A) = Dfu(A)(H),

y por las ecuaciones (2.11),(2.12) y (2.13), concluimos que si ||H|| es suficientemente

chico, se tiene

[F(A+H) = f(A) = Df(A)(H)| < el H]],
y esto implica que D f(A) = Df(A). O

Observacién 2.3.13. Sea t — A(t) una aplicacién C! del intervalo [0,1] al es-
pacio de matrices Hermitianas con espectro contenido en I = (—1,1). Sea f €
C*(I) y sea F(t) = f(A(t)). Entonces, por la regla de la cadena, resulta DF(t) =
Df(A(t))(A'(t)). Ademads, por el teorema anterior, se tiene

F) - FlO) = | CAIA®M) 0 A (Bt

donde para cada t, el producto de Schur se considera en una base donde A(t) es
diagonal.

Lema 2.3.14. Sea A € M, (C), son equivalentes:

1. A>0.
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2. TEOREMA DE LOEWNER.

2. Ezisten w;, ...,w, € C" tales que A =)"._ ww}.

Demostracion. 1 = 2) Sea {vy,...,v,} una b.o.n. de autovectores de A asociados a
los autovalores (no necesariamente distintos) Ay, ..., A,. Luego, si z € C",

Az =A (Z(z,vi)vi> = Z(z,vfi)Avi = Z(z,vi>)\ivi.

i=1 i=1 =1

1
Tomando w; = A\?v; se tiene que Az =Y | ww;z.
2 = 1) Es trivial pues w;w} es positiva para todo i y la suma de matrices positivas
también lo es. ]

Proposicién 2.3.15. Sean A, B € M, (C) positivas. Entonces Ao B > 0. Si A, B >
0, entonces Ao B > 0.

Demostracion. Sean wy, ...,w, € C" (vectores columna) tales que Y w;w} = A (ex-
isten por el Lema 2.3.14). Como el producto de Schur es distributivo (trivial), basta
ver que vv* o B > 0 para todo v € C™. Pero

v* o B = (v;0;B;;);; = diag(v)Bdiag(v)* > 0.

Si A, B > 0, existe a € R,a > 0 tal que A > al, B > al. Por la distributividad del
producto Schur y, aplicando dos veces el caso demostrado, tenemos

AoB>Aoal >al oal =a*I > 0.
]

Teorema 2.3.16. Sean I = (—1,1), f € C*(I). Entonces f es mondtona de matrices
en I si y solo si, para toda matriz Hermitiana A con todos sus autovalores en I, la
matriz fI(A) es positiva.

Demostracion. Sea f una funciéon monoétona de matrices y A una matriz Hermitiana
con espectro incluido en /. Sea H la matriz H = (h;;) tal que h;; = 1 Vi,j. La
matriz H es positiva, pues dado un vector & = (z;) resulta (Hz,z) = (3 ;)%
Luego A+tH > Asit > 0y, por lo tanto, f(A+tH)— f(A) > 0 parat > 0
(suficientemente pequenio para que el espectro de A + tH esté contenido en I). Asi,
resulta D f(A)(H) > 0y, por el Teorema 2.3.12, f(A)o H > 0. Pero por la eleccién
particular de H, fll(A) o H = fIU(A), por lo que fI(A) resulta positiva.

Veamos la implicacién inversa. Sean A < B matrices Hermitianas con espectros
contenidos en /. Sea A(t) = (1 —t)A+tB, t € [0,1]. Entonces A(t) también tiene su
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2.3. Propiedades de las funciones monoétonas y convexas de matrices.

espectro en I (por el Corolario 1.2.4). Luego, por hipétesis, fI(A(t)) > 0 para todo
t. Como el producto de Schur de matrices positivas es positivo, fIH(A(t))o A’(t) > 0
para todo t. Luego, por la Observacion 2.3.13, f(B) — f(A) = F(1) — F(0) > 0. O

Lema 2.3.17. Si K es una contraccion, i.e. | K| <1, entonces
K*(I - KK*)? = (I — K*K)2K*.

Demostracion. Usando la descomposicion polar K = UP,

N

K*(I - KK*): = PU*(I —UPPU*): = PU*U(I — P?)2U*
= (I-P»:PU*= (I — PUUP):PU* = (I — K*K): K"

m
Una consecuencia inmediata es el siguiente lema.
Lema 2.3.18. Si K es una contraccion en H, entonces las matrices
. K (I — KK*)2
“\ (I - K'K)z ~K* ’
K —(I — KK*)z
V = ( - K*K)% ( v ) ) son unitarias en C* @ C".
Demostracion. Simplemente calcular U*U y V*V usando el lema anterior.
m

Observacion 2.3.19. En particular, tomando K = A2T con 0 < A < 1 resulta que

Azl —(1—N)zl
W: 1 1
( (1—XN)z21 A2l )

la matriz

es unitaria.
El siguiente es un resultado de F. Hansen y G. Pedersen, publicado en [12].

Teorema 2.3.20 (Desigualdad de Jensen-Hansen-Pedersen, version 1). Sea I un
intervalo tal que 0 € I, y f: I — R. Son equivalentes:

1. [ es convexa de matrices en I y f(0) < 0.

2. f(K*AK) < K*f(A)K, VYK contraccion y YA Hermitiana con espectro en 1.
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2. TEOREMA DE LOEWNER.

3. f(K{AK, + K3AK,) < K{f(A)Ky + K5 f(A)K, para todo par de matrices
K, Ky tal que K{ K1+ K3 Ky < I y toda matriz Hermitiana A con espectro en
1.

4. f(PAP) < Pf(A)P para toda proyeccion P y A matriz Hermitiana con espec-
tro en I.

Demostracion. (1 = 2).

Sean T = ( 1(4)1 8 ), U,V los definidos en el Lema 2.3.18, sea L = (I — KK*)%.
Luego,
. K*AK K*AL . ([ KFAK —-K*AL
UTU—(LAK LAL)’ VTV_(—LAK LAL )
Entonces,
K*AK 0 Ut +vTv
0 LAL ) 2 '
Asi,
f(K*AK) 0 _ g U*Tu +v*TV < fU*TU) + f(V*TV)
0 f(LAL) )] 2 - 2
U U+ v (v
- 2
L[ fA) 0) (T 0)}
= —<U U+V \%
2{ ( 0 f(0) 0 f(0)
L .( f(4) 0  f(A) 0
< =
_2U<0 O)mv(o ")
B K*f(A)K 0
B 0 Lf(A)L
(2=3).
Sea T = ( ﬁ g ), K= ( g; 8 ), luego K es una contraccion.
Como
FOTK — K{AK, + K;BK,; 0 ’
0 0
resulta
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2.3. Propiedades de las funciones monoétonas y convexas de matrices.

(f(K;‘AKIJrK;BKg) 0 ) _ HK'TK) < K*f(T)K

0 f(0)

_ (Ki‘f<A)K1+K;f(B)K2 0)
_ : "),

(3=4).
Trivial tomando en K; = P, K3 = 0 en el item 3.
(4=1).

A
Sean A, B matrices Hermitianas con espectroen I, 0 < A <1, T = < 0 g )7

P = ( 0 ), y W la matriz unitaria definida en la Observaciéon 2.3.19.

0 0
Entonces
PW*TW P — ( M+ (1-XAB) 0 ) .
0 0
Luego,
fAA+(1—=AB)) 0 _ .

< PfW*TW)P = PW*f(T)WP

B ( M)+ (1= 01B) 0 ) |

donde la ultima desigualdad vale por el item 4, lo que prueba que f es convexa de
matrices y f(0) < 0.
m

Lema 2.3.21. Sea I un intervalo que contiene al 0 y f : I — R tal que f(0) < 0.
Entonces para toda matriz Hermitiana A con espectro en I y todo proyector P se
tiene

f(PAP) < Pf(PAP) = Pf(PAP)P.

Demostracion. Sea V- = Ran(P) C C", entonces respecto a una b.o.n. tal que los
primeros vectores son b.o.n. de V y el resto b.on. de V*, PAP se representa por

B 0
bl .
oques como ( 0 0 )

Luego
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La igualdad del lema es trivial considerando las matrices por bloques.

]

Lema 2.3.22. Sea f :[0,00) — R continua. Entonces para toda matriz positiva A,

y toda proyeccion P se tiene

f(A2PA2)A2P = Az Pf(PAP).

Demostracion. Primero lo probamos para f(t) = ", por induccién en n. Sin =1 es

trivial. Supongamos que vale Vn < ng, veamos que vale para ng + 1:

(A2PA2)™t A2 P = (A2 PA2)A2 P(PAP)™ = A2 P(PAP)"+!

donde en la primera igualdad usamos la hipétesis inductiva.

El caso general se deduce del Lema 1.2.17, usando la densidad de los polinomios

en las funciones continuas sobre compactos.

Teorema 2.3.23. Sea f:[0,a) — R continua. Son equivalentes:
1. f es conveza de matrices en [0,a) y f(0) < 0.
2. g(t) = L9 es mondtona de matrices en (0, ).

t

Demostracion. (1 = 2).

[]

Sea 0 < A < B, luego 0 < Az < Bz (por el Lema 1.2.14) y B~2A2 es una

contraccion (por el Lema 1.2.13). Usando la Proposicién 2.3.20,

NI

f(A) = f(A*B"*BB 3A%) < A*B % f(B)B %A
y por el Lema 1.2.12,
A3 f(A)A™E < BTHf(B)B

asi queda A~'f(A) < B~'f(B).
(2=1).

Sea g(t) = L2 monétona en (0, ), veamos que f satisface la condicién 4 del

t

Teorema 2.3.20 (lo cual implica que f(0) < 0y que f es convexa de matrices).

Sea P una proyeccién y A un operador positivo con espectro en (0, «). Entonces

existe €y > 0 tal que (1+€)A también tiene su espectro en (0, o) para todo 0 < € < €.
Como P+el < (14€)I, tenemos que A2 (P+¢)IA2 < (1+€)A (por el Lema 1.2.12).

Usando la monotonia de g obtenemos

A 2(P+el) "A 2 f(A2(P + el)A2) < (14 €) AT F((1 + €) A).
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Por el Lema 1.2.12, conjugando con (P + eI)A2 obtenemos
A2 f(AZ(P+ eD)A2)A (P4 el) < (14 €) (P +eD) f(1 4 €)A)(P + €I).
Tomando € — 0 queda
A 2 f(A2PA2)A:P < Pf(A)P.

Usando el Lema 2.3.22, resulta Pf(PAP) < Pf(A)P vy, por el Lema 2.3.21, resulta
f(PAP) < Pf(A)P, que es justamente el item 4.
[l

Proposicién 2.3.24. f(t) = —t° es conveza de matrices en [0,00) para 0 < s < 1.

Demostracion. Como para 0 < r < 1 se tiene que g(t) = ¢" y h(t) = —1 son

mondtonas de matrices en (0,00) (Proposiciones 1.2.20 y 1.2.16), se tiene que h o

g(t) = —% es mondtona de matrices en (0,00). Luego por la Proposicién 2.3.23,

—t17" es convexa de matrices. Cambiando s por 1 — 7, se tiene la conclusién. O
Proposicion 2.3.25. f(t) =tlogt es convera de matrices en (0, 00).

Demostracion. Dado 1 > r > 0 sea g,(t) = @, con g,(0) = 0, es facil ver que
g- es continua en [0, 00). Veamos que g, es convexa de matrices. Por la Proposicién
2.3.23 basta ver que la funcién h(x) = % es monotona de matrices, pero esto es
cierto por la Proposicién 1.2.20, luego g, es convexa de matrices. Ahora, usando que

h'n% g-(t) = tlogt, y que limite de convexas de matrices también lo es (Proposicién
r—

1.2.18) queda demostrada la proposicién. H

Lema 2.3.26. Si f es continua y mondtona de matrices en (-1,1), entonces gx(t) =
(t+N)f(t) es convexa de matrices YA € [0, 1].

Demostracion. Supongamos primero que f es continua y mondétona de matrices en
[—1,1]. Entonces la funcién f(¢ — 1) es monétona de matrices en [0,2). Sea g(t) =
tf(t —1). Resulta g(0) = 0y @ mondtona de matrices en (0,2). Luego, por el
Teorema 2.3.23, g(t) es convexa de matrices en [0,2). Entonces la funcién hy(t) =
g(t+1) = (t+1)f(t) es convexa de matrices en [—1, 1). El mismo argumento aplicado
a —f(—t) (que es mondétona de matrices en [—1, 1] porque f lo es), permite concluir
que hy(t) = —(t+1) f(—t) es convexa de matrices en [—1, 1). Como cambiar ¢ por —t
preserva la convexidad (trivial), la funcién hz(t) = ho(—t) = (t—1) f(t) es convexa de

matrices en (—1,1]. Para A € [—1,1], gx(¢) = 22~y (t)+52hs(t) es una combinacién
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convexa de funciones convexas de matrices, por lo tanto g, es convexa de matrices
en (—1,1).

Veamos el caso general, o sea f continua y mondtona en (—1,1). Para € > 0, sea
fe(t) = f((1 —€)t). Entonces f. es continua y mondtona de matrices en [—1,1]. Por
el caso anterior, resulta (¢ + ) fe(t) convexa de matrices en (—1,1). Pero

lim(t + A fo(t) = (£ + ) (1),

y como el limite puntual de funciones convexas de matrices también lo es, el teorema
queda demostrado. O

Teorema 2.3.27. Toda funcion f mondtona de matrices en I = (—1,1) es conti-
nuamente diferenciable.

Demostracion. Sea O < € < 1, y sean ¢, aproximaciones a la identidad. Sea f. = fx*o..
fe € C®°(=1+¢€,1 —¢€), y es mondtona de matrices (por Proposicion 2.1.4). Sea

f(t) = 11_{% fe(t). Entonces

() = 5 (lim_ () + lim ().

Sea g.(t) = (t + 1) fe(t). Por el Lema 2.3.26, g. es convexa de matrices. Entonces
g(t) = HI% ge(t) es convexa de matrices. Pero toda funcién convexa (en un intervalo
€E—

abierto) es continua, luego ¢ lo es. Como g(t) = (t+1)f(t) yt+1 > 0sit € I,
resulta que f es continua. Luego f(t) = f(t) y, por lo tanto f es continua.

Sea g(t) = (t+ 1) f(t). Entonces ¢(t) es una funcién convexa en I (por el Lema
2.3.26). Luego g es derivable a derecha e izquierda (ver Corolario 2.2.2) y las derivadas
laterales satisfacen

g (t) < g\ (t), lim gi(s) = ¢ (t), lim g.(s) = g (¢). (2.14)
s—tt s—t

Como ¢/ (t) = f(t)+ (t+ 1) fiL(t) y t +1 > 0, las derivadas laterales de f también
satisfacen las relaciones (2.14).

SeaAz(St

(=1 +¢€,1—¢). Como f. es mondtona de matrices en este intervalo, por el Teorema

), con —1 < s,t < 1. Para e suficientemente chico s,t €

2.3.16, la matriz fem (A) es positiva, por lo tanto su determinante también es positivo,

(fe(S) - fe(t)>2 <

lo que implica que

LY < s o), (215)
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Tomando € — 0, como f. — f uniformemente sobre compactos, f.(s)— fc(t) converge
a f(s)— f(t). Ademads f!(t) tiende a L[f’ (¢t)+ f’(t)]. Luego, tomando € — 0 en (2.15),

<f(8)—f(t)

s—t

) < UL+ TGN + 1 0]

Tomando s — t*, y usando que las derivadas de f verifican condiciones del tipo
(2.14), resulta

O < U0 + Ol + £

lo que implica que f!(t) = f’(t). Entonces f es derivable. El hecho de que las
ecuaciones (2.14) sean cumplidas por f también, implica la continuidad de f'. [

Definicién 2.3.28. Dada f € C*(—1,1), definimos la segunda diferencia dividida

de f como " .
A, o) — AL A
FE (A, Aoy Ag) = SO A0) = JT 0N, 3),
Ay — A3

st A1, A2 Y A3 son distintos, y extendiendo por continuidad al resto de los casos.

Lema 2.3.29. Sea f(t) =t™ con m = 2,3, .... Entonces
PO A 8) = Y A
i jrh=m—2

Demostracion. Basta probarlo para A\, # As, r # s, pues el resto de los casos se
deducen inmediatamente por continuidad.

A, ) — fI(A A
f[Z]()\l’)\%)\S) _ f (17 2) f (1; 3)

A2 — A3
ATV AT AT AR
DS ta? A1—A3
Ao — A3
m—1 ygym—1—k m—1 ykym—1-k
_ )‘1)‘2 — )‘1)\3
Ao — A3
m—1 yk/ym—1—k m—1—k
_ k=0 )‘1 ()‘2 B >‘3 )
A2 — A3
m—2 m—2—k
j 2—k
= DO DD M
k=0 7=0
_ E iy\J\k
- >\1)\2)\3
i+j+k=m—2
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Lema 2.3.30. Sea f € C?, A € M,(C) diagonal, A =>""" | \;P;, con P; las proyec-
ciones a los ejes coordenados. Entonces para toda H € M,(C) se tiene
d2

Talimof(A+tH) =23 fRN, A, M) BH P H P (2.16)

i?.j?k

Demostracion. Primero lo probamos para f(t) = ™, luego probaremos el caso gene-
ral.

(A (to + ) H)™ — (A + toH)™

d ,
a‘t:tof(A + tH) = hm

s—0 s
_ oy (A S H) + sH)™ — (At toH)™
= lin -
mCA Lt HV s H (A -t H )R] 4 g2
e B 3( HOIT A0 (51n)
= > (A+toH)" "H(A+toH)" ™",
k=1
donde en (2.17) @ es un polinomio. Luego,
d2 m . m_ A + sH k_lH A + sH m—k _ m_ Ak—lHAm—k
@Lﬁ:o(z‘l + ZfH) — il_l% Zk—l( ) ( - ) Zk_l

m m—k k-1
= Y AVTH]Y CATTHAI 4 Y AT HAR I HAT
k=1 Jj=1 Jj=1
=2 ) AHANHA
i+j+k=m—2
=2 Y ) MNMBHPHP,
i+j+k=m—21<p,q,r<n

=2 Y P \PHPHP,

1<p,q,r<n

donde la ultima igualdad vale por el Lema 2.3.29.
Para el caso general, sea (f,,) una sucesién de polinomios tal que

= L= Py =1

uniformemente en un intervalo que contenga al espectro de A+ sH, —1<s< 1,y
tal que
FI(A) = F1(A) v, (2.18)
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Entonces,

d
Hﬁ'tzOf(A—i— tH) — Qme()\i?/\ju)‘k)-PiH]DjHPkH

1,5,k
d
< sl = fa)(A+tH)| (2.19)
+ [[fa(A+tH) —QZszQ}()\i,/\j,)\k)PiHPjHPkH (2.20)
0,7,k
+ 12> (fa = HPNL N M) PHP P, (2.21)

Z'7j7k

El sumando (2.20) es igual a cero, por lo probado en la primera parte, y es
facil ver que el (2.21) tiende a cero. Veamos que (2.19) también tiende a cero. Sean

g(t) = f(A+tH) y gn(t) = fu(A+tH)

@ _ ., (g—9g)(s)— (g —ga)(0)
H@’tO(f—fn)(AthH)Hg = |[tim - 2
|l PY = S (A + sHY(H) = D(f — f2)(A)(H)
s—0 S ,
=y = E)A S sH) 0 H — (f — fu)(A) o H
s—0 s )
— |llim <f_fn)[1](A+SH)oH
s—0 s )
— f)HA+ s
o R

Veamos que
— f)M(A+ sH

s—0 S

lim
n—oo

= 0.

2

— ) (A+sH
Para eso acotaremos cada coordenada de w Sean Ay, ..., \, los autovalores

de A, ordenados en forma decreciente. Dados 7, 7, hay dos situaciones posibles: \; =
Aj 0N # A

Si A # Aj: Sean Ai(s), ..., A (s) los autovalores de A + sH, ordenados en forma
decreciente. Por el Corolario 1.2.7, si s es suficientemente chico,

Ak(s) — el < s||H|| VE, (2.22)

y ademas

(2.23)
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Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

o= £1< oy = Y <

S|

Y

luego
(fn - f)(a) B (fn - f)(b)
a—>b

= |(fu— YO < -

Resulta entonces que (f,, — f) es Lipschitz con constante % Luego,

f = Fn)(A(5))

(F = F)u(5)) — ( s
‘ N OESYB)E = N OESYB)E (2.24)
(= £ — (F — )0
+ (5) = Ny ()s (229)
(F = £ — (F — F) ()
YOS VE T
(L)

donde en (2.24) y (2.26) acotamos los numeradores por Lipschitz (usando (2.22)) y
los denominadores usando (2.23), mientras que (2.25) es cero por (2.18).
Caso \; = Aj:
Si ademds A;(s) # Aj(s) se tiene
(f = fo)Ai(s)) = (f = fa)(Ni(s)) _ (f = fn)'(€(s))

_( B
()~ M (5)s - (2.27)

con £(s) € (Ai(s),A;(s)). Como |N;(s) — Ni| < s||H||, [N (s) =Nl < s||H|l, vy A = Ay,
resulta

§(s) = Al < || H|.

Entonces

- ] (225)

’ (f = fn)'((5))

< (= s
&) = A
(si £(s) = A, resulta (f — f,,)'(&(s)) = 0 y tenemos la cota que queremos). Como

tomamos f, de modo que (f — f,)" se anula en los autovalores de A (ver (2.18))
resulta que el ultimo término de la desigualdad (2.28), suponiendo sin pérdida de
generalidad ||H|| = 1, es igual a

‘(f — /) (€(s) = (f = fu)' (M)

£(s) — N = |(f = fu)"(u(s))| = 1(f = )" (M) = 0,
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con pi(s) € (£(s), Mi)- y
Si Ai(s) = Ai(s), el coeficiente ij de L=Ix) 8(A+SH) es (f_f")s(Ai(S)), y la situacién

se resuelve como el caso \;(s) # Aj(s) a partir de (2.27). O

Teorema 2.3.31. Si f € C*(I) es convera de matrices, entonces para todo p € I =
(—1,1), la funcion g(\) = fl(u, \) es mondtona de matrices.

Demostracién. Como f € C*(I), g € C'. Por el Teorema 2.3.16, basta ver que
para todo n, gM(diag(A1, ..., \,)) es positiva para toda Ay, ..., A, € I. Fijado n, sean
ALy ooy Adpg1 € 1. Sea A = diag(\y, ..., \py1). Como f es convexa de matrices y dos
veces derivable, fijado z la funcién h(t) = (f(A + tH)z, z) es convexa y dos veces
derivable, luego h”(t) > 0y como h"(t) = (j—;]tzof(A + tH)z, z) resulta que para
toda H Hermitiana, la matriz %]tzof(A +tH) es positiva, y la ecuacién (2.16) nos
da una manera de expresarla. Sea

0 0 .. .. &
g_| 00 & |
& & o & 0

con &, ..., &, numeros complejos cualesquiera. Sea x = (1,1, ...,1,0) vector de n + 1
coordenadas. Entonces

(x, PHP;HP,x) = 4641 para 1 < 5,k <n+ 1. (2.29)
Por la positividad de £|,_of(A + tH) y las ecuaciones (2.16) y (2.29), se tiene
0 < > PN N A (@, PBHPHPyx)

1<i,j,k<n+1

- Z FROG Ay )&

1<4,k<n

Pero, tomando pu = A,41 en la definicion de g, resulta

jﬁ” An ,Ai —»ff” An 7A
F2 O A, M) = (Ans1 )\)i_Ak( 1A

= gM ) (2.30)

(si Ai, Ak, Any1 son distintos, si no, la igualdad vale por continuidad). Luego,
0< > oM MGE = (€ gM (Mg
1<i,k<n

con & = (&1,..,&), A = (A1, ..., An). Luego, como esto vale para cualquier £, resulta
que gl(diag(\)) es positiva. O
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Corolario 2.3.32. Si f € C*(I), f(0) =0, y f es conveza de matrices, entonces la

funcién g(t) = @ es monotona de matrices.

Demostracion. Por el teorema anterior, la funcién f11(0,¢) es monétona de matrices.

Pero fI1(0,t) = g(t). O
Corolario 2.3.33. Si f es mondtona de matrices en I y f(0) = 0, entonces la
funcion g(t) = B2 f(t) (definida en O por continuidad) es mondtona de matrices
para |\ < 1.

Demostracién. Supongamos primero que f € C?(I). Por el Lema 2.3.26, la funcién
ga(t) = (t + M) f(t) es convexa de matrices y, por el corolario anterior, resulta g(t)
mondétona de matrices. Para el caso general, consideremos las regularizaciones f;
fe(t) = fe(0) cumple las hipétesis del caso ya probado, luego Z2(f.(t) — f.(0)) es
mondétona de matrices. Como el limite puntual de funciones mondtonas de matrices
también lo es (Lema 1.2.18) y

, L+ A t+ A
lim ——(fe(t) — fe(0)) = ——f(t)
e—0 t t
el corolario queda probado. O

Corolario 2.3.34. Si f es mondtona de matrices en I = (—1,1), entonces f es dos
veces derivable en 0.

Demostracion. Por el Corolario 2.3.33, la funcién g(t) = (1 + 1)f(t) es monétona

de matrices, y por el Teorema 2.3.27, f € C'(I). Entonces la funcién h(t) = 1 f(t),

1
h(0) = f'(0) también tiene derivada continua, lo que implica que f es dos veces
derivable en 0. O

2.4. Caracterizacion de Loewner.

Notacion 2.4.1. Llamaremos K a la coleccién de todas las funciones mondtonas
de matrices en el intervalo (—1,1) tales que f(0) =0y f’(0) = 1. El conjunto K es
claramente convexo.

Lema 2.4.2. §i f € K, entonces
» f) <L si0<t<],

= ft) > si—1<t<0,
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= |f(0)] <2

t 0

Demostracion. Sea A = ( 00 ) Por el Teorema 2.3.16, la matriz

es positiva. Luego,
< f'(®). (2.31)

Sean g4 (t) = (t £ 1) f(t). Por el Lema 2.3.26, las funciones g, y ¢g_ son convexas de

matrices, luego, sus respectivas derivadas son funciones crecientes.
Como ¢/ (t) = f(t) + (t £ 1)f(t) y ¢.(0) = £1, resulta

f@O +E—=10)f(t)>—-1sit>0, (2.32)

JO)+@E+1)f'(t) <1sit>0. (2.33)
De las desigualdades (2.31) y (2.32) obtenemos, para t > 0

(L) f(t)?
ft) 12— (2.34)
Supongamos que para algin ¢ € (0,1) se tiene f(t) > 4, por lo tanto f(t)* >
= f(t). Entonces, por (2.34), f(t) +1 > @, luego f(t) < 15, que contradice

nuestra suposicién. Luego f(t) < & para 0 <t < 1.
La desigualdad f(t) > 1% se prueba de manera analoga usando (2.33) en lugar
de (2.32).
Probemos la tultima desigualdad del lema.
1+t Hf() - f(0) t+1)f@) —tf'(0)

lim = lim
t—0 t t—0 t2

o O DI~ F(0)
t—0 2t
SO —fO)1 @) - o1 f@)

— I - :
tl—% t 2+ t 2+ 2

= J1(0)+ 5"(0)

Si t — 0%, por la primera desigualdad del lema, obtenemos
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o LEEVO=FO 05—

t—0t t t—0+ t

sit — 07, por la segunda desigualdad del lema, obtenemos

1+t L — (0
o IO

i A0 = FO)

t—0— t t—0— t

por lo tanto
1
0< f(0)+ Ef”(o) < 2,

y como f'(0) =1, resulta |f”(0)] < 2. O

Proposicion 2.4.3. FEl conjunto K es compacto en la topologia de la convergencia
puntual.

Demostracion. Sea { f;} unared en K. El conjunto { f;(¢)} es acotado para cada t (por
las cotas impuestas por el lema anterior y la monotonia de las funciones f;). Luego,
por el teorema de Tychonoff, existe una subred de {f;} que converge puntualmente
a una funcién acotada f. Veamos que f € K. Claramente f(0) = 0, y ademas f
es mondtona de matrices (por la Proposicién 1.2.19). Por el Corolario 2.3.33, las
funciones (1 + 1) fi(t) son monétonas de matrices en (—1,1). Como para todo 4,
li_l)%(l + 1) fi(t) = f/(0) =1 (usando L Hospital), resulta (1+ })fi(t) > 1sit >0,y
(1+1)fi(t) < 1sit <0 (porla monotonia de las funciones (1+ 1) f;(¢)). Luego, (1+
Df(t)>1sit>0,y (1+1)f(t) <1sit<0.Como f es continuamente diferenciable

t
(ver Teorema 2.3.27), resulta f'(0) =1 (de nuevo, usando L "Hospital). O

Proposicion 2.4.4. Todos los puntos extremales de K son de la forma

f(t) = L, con o = %f”(O).

1—oat
Demostracién. Sea f € K. Para cada A € (—1,1), sea gx(t) = (1+2)f(t) — A. Por el
Corolario 2.3.33, g, es monétona de matrices. Definiendo g,(0) = 0, resulta que gy
es continua en (—1,1) (se puede probar facilmente usando L’Hospital, que f(0) =0
y que f'(0) = 1). Ademds, ¢4(0) = 1+ $Af”(0) (también es ficil de probar con
L’Hospital). Entonces la funcién
1 A

[(T+2)f(t) = Al (2.35)

ha(t) = T+ (0) "
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estd en K (extendiendo la definicién a t = 0 por continuidad). Como |f”(0)] < 2,
resulta [2Af”(0)| < 1. Podemos escribir a f como

Fo %(1 + %Af“(@))m e %)\f”(o))h_

5

Luego, si f es extremal en K, debe ser f = h,. Luego, remplazando y despejando en
(2.35), se tiene

(14 AP O)F() = (L4 2)F() ~ X
y despejando obtenemos
t
0= T=3ron

]

Teorema 2.4.5. Para toda f € K eziste una unica medida de probabilidad p en
[—1,1] tal que

1
70 = [ Fnv (2.36)

Demostracion. Para —1 < X <1, definimos hy(t) = . Por la Proposicién 2.4.4
los puntos extremales de K estan incluidos en {h,}. Como K es convexo y compacto7
resulta que K es igual a la capsula convexa cerrada de sus puntos extremales (por el
teorema de Krein-Milman). Las combinaciones convexas finitas de elementos de {h,}
se pueden escribir como [ hydv(A), con v una medida de probabilidad en [—1, 1] con
soporte finito. Como f estd en la clausura de estas combinaciones, existe una red VZ
de medidas de probabilidad con soporte finito en [—1,1] tal que f;(t) = [ hx(t)dv; (A
converge a f(t). Como el espacio de medidas de probabilidad esta contenido en
el dual de L*>([—1,1]) (via fjl fdu), es claramente cerrado con la topologia w*, y
||l = 1 para toda medida de probabilidad (vista como elemento del dual de L),
resulta, por el teorema de Banach-Alaoglu, que el espacio de medidas de probabilidad
es w*—compacto Luego, existe una subred de [ hydv;(\) que converge a [ hydu(N).
Entonces f(t) = [ hy(t) L dp(N).

Veamos que la medlda es Unica. Supongamos que existan dos medidas p1, us para
los cuales vale la representacién dada por (2.36). Usando que ﬁ = > T,
donde la serie converge uniformemente si —1 < A < 1y [t| < 1 fijo, obtenemos que

o] 1 o0 1
Ztn+1/ )\ndﬂl(/\) _ Ztn—l—l/ )\nd,UQ()\)
n=0 -1 n=0 -1
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2. TEOREMA DE LOEWNER.

para todo |t| < 1. Entonces resulta

1 1
/ Ay (M) = / Adps(N)
—1 -1
para n > 0, y esto implica que p; = pp (por la densidad de los polinomios en las
funciones continuas y el hecho de que p; y 1o son medidas finitas).

[]

Corolario 2.4.6. Sea f una funcion mondtona de matrices no constante en el in-
tervalo (—1,1). Entonces existe una unica medida de probabilidad p en [—1,1] tal
que

bt
1=t

ﬂﬂzf@ﬂﬁ%@/ ap(n).

Demostracion. Como f es mondtona y no constante, por la ecuacion (2.31) resulta

£(0) # 0. Como £ (t}/—(({)(@) € K, del teorema anterior se deduce el corolario. O

Corolario 2.4.7. Sea f una funcion no lineal, convexa de matrices en (—1,1). En-
tonces eziste una unica medida de probabilidad pn en [—1,1] tal que

1 2

L 1- N

du(\). (2.37)

ﬂﬂ=ﬂ®+f@ﬁ+/

Demostracion. Supongamos, sin perdida de generalidad, que f(0) =0y f'(0) = 0.
Sea g(t) = @ Entonces, por el Corolario 2.3.32, g es moné6tona de matrices, g(0) = 0
y ¢'(0) = 5 /”(0) (usando L Hospital). Entonces g tiene una representacién segin la
férmula (2.36), de lo que se deduce inmediatamente que f tiene una representacién

de la forma (2.37). O

Observacion 2.4.8. De la representacion (2.36) se deduce que toda funcién mondtona
de matrices en (—1, 1) es infinitamente diferenciable. Andlogamente, de (2.37) se sigue
que toda funcién convexa de matrices en (—1,1) es infinitamente diferenciable.

Observacion 2.4.9. Notemos que una funcién f es monétona (convexa) de matrices
(b—a)t

U 4 ) o5 mondtona (convexa) de matrices en

en (a,b) siy sélo si la funcién f(
(—1,1).
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CAPITULO

('*-algebras.

En este capitulo estudiaremos a las C*-algebras. Veremos que toda C*-4lgebra se
representa como una subélgebra cerrada de B(H), con ‘H un espacio de Hilbert, y
gracias a la transformada de Gelfand, podremos definir funciones continuas sobre los
elementos normales, lo cual nos permitira, en el ultimo capitulo, extender algunos
resultados, vélidos para matrices, a algebras de operadores.

3.1. Definiciones y propiedades basicas.

Definicién 3.1.1. Un dlgebra de Banach es un dlgebra compleja normada completa
U que satisface

IAB[| < [|A[[IBI| VA, B € U.

Definicién 3.1.2. Una *-dlgebra de Banach es un dlgebra de Banach U dotada de
una operacion (llamada involucién) x : U — U que es un anti-isomorfismo, i.e.

(A+B)"=A"+ B*

(AA)* = AA"
A = A
(AB)* = B*A*

para todo A,BeU y \ € C.

Definicién 3.1.3. Una C*-dlgebra es una *-dlgebra de Banach tal que VA € U

1A=Al = A
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3. C*-ALGEBRAS.

Proposicién 3.1.4. Si A es un elemento de una C*-dlgebra, entonces || A|| = || A*||.

Demostracion. ||Al|? = ||A*A] < [|A*||||A]|, luego ||A]] < ||A*|. Cambiando A por

A* se obtiene la desigualdad [|A*|| < ||A]|. O
Proposicién 3.1.5. Si A es un elemento de una C*-dlgebra, entonces ||A*A| =
[ AA=].

Demostracion. ||A*All = ||A]|*> = || A*||* = ||[A*A*|| = ||AA*]|. O

Ejemplo 3.1.6. El dlgebra de todos los operadores acotados en un espacio de Hilbert
H, notado B(H), es una C*—élgebra con la adjuncién usual como involucion.

Ejemplo 3.1.7. Dado un operador 7" en un espacio de Hilbert #, definimos C*(T),
como la C*-subélgebra de B(H) generada por 7', i.e. la clausura uniforme de todos
los polinomios en T, T* e I, con I el operador identidad.

Ejemplo 3.1.8. Sea X un espacio localmente compacto, Hausdorff. Sea Cy(X) el
conjunto de todas las funciones continuas de X en C que tienden a cero en el in-
finito (i.e. Ye > 0 3K compacto tal que |f(z)| < € Vx ¢ K). Este conjunto es una
C*—4élgebra con la conjugacion compleja por involucion.

Ejemplo 3.1.9. El conjunto M, (C) con las operaciones habituales, la norma de
operadores y * la adjuncién habitual, es una C*-algebra.

Proposicién 3.1.10. Toda C*-dlgebra sin unidad U estd contenida en una C*-dlge-
bra con unidad U, de manera tal que U es un ideal maximal (de codimension 1) en

U.
Demostracion. Sea U = U ® C. Definimos las siguientes operaciones en U:
(A, N)(B,p) = (AB+ AB + pA, )
(A,N)" = (A", 1)
I(A, N[ = sup [|[AB + AB||

I1BlI<1

Estas operaciones hacen de U una *-élgebra. Esta norma es una norma de algebra de
Banach, pues es la norma inducida por B(U) de los operadores acotados {L4 + A}
donde L4(B) = AB. La unidad es claramente (0, 1), y U es maximal (de codimensién
1) por construccién. La inclusién de U en U es isométrica, pues

A*
1Al

Al = HA

< [[(4,0) = sup [[AB[| < [|A].
IBlI<1

42
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Por tltimo, veamos que ||(4, A)*(4, N)|| = [|(4, N)]|*:

(A N> = sup [|[AB+AB|]> = sup ||[(AB+ AB)*(AB + AB)|
I1BlI<1 IBlI<1
= sup |B*A*AB+ AB*A*B + AB*AB + |\|’B*B]||
I1BlI<1
< sup |[A*AB+AA*B+ MAB + |\*B]||
I1BlI<1

= |[(A*A+ 24" + XA, AP
= [[(A,A) (AN < [[CA ) HICA M- (3.1)

Luego [[(A, N)|| < [[(A, N)*|| v, por simetria, vale la igualdad, entonces de (3.1) resulta
(A ) (A, ) = 1A, V)17 O

Definicién 3.1.11. El espectro de un elemento A de un dlgebra de Banach con
unidad U es el conjunto

o(A) ={A € C: A — A no es inversible } .
El complemento del espectro es el resolvente, donde estd bien definida
Ra(\) = (A — A)",
la funcién resolvente.

Teorema 3.1.12. Sea A € U, con U un dlgebra de Banach con unidad, entonces el
espectro de A es compacto y no vacio. Ademds la funcion resolvente es analitica en

C—o(A).

Demostracién. Si |\ > ||A]|, entonces |[[A7"A"|] < (|A|7Y|A]])", que decrece ge-
ométricamente, luego la serie
Z /\—n—lAn

n>0
converge en norma. El limite es (A\] — A)™!, pues

k
(M —A) Y ATTIAT =T — A F2 4k,

n=0

que converge claramente a I. Mds atin, esto prueba que R4()) es analitica, y tiene
desarrollo en serie de Laurent en el infinito. Ademas

fim [ Ra] < Jim (1= XA <o
— 00

[A] =00

43



3. C*-ALGEBRAS.

Del mismo modo, si A\gI — A es inversible y |A — A\o| < [[(A\o] — A)7Y| 7!, entonces

A=A = (A= X)" (Mol — A)™!

n>0

es la serie de Taylor de R4 centrada en \g. Asi, la funcién resolvente resulta ser
analitica en el complemento del espectro. En particular, f(Ra(\)) es una funcién
escalar analitica para toda funcional lineal continua f definida sobre U. El resolvente
es entonces un conjunto abierto que contiene a todos los complejos de médulo mayor
que ||Al|, y por lo tanto o(A) es compacto. Si el espectro de A fuera vacio, entonces
R4(X) serfa una funcién entera y acotada. Por el teorema de Liouville resultaria el
absurdo R4 = 0. En efecto, para toda funcional f, f(Ra()\)) es una funcién escalar
entera que tiende a 0 cuando |A\| — oo, por lo tanto es la funcién constante 0. Por el
teorema de Hahn-Banach, lo anterior implica que R4 = 0. O]

Definicién 3.1.13. Andlogamente a las definiciones para operadores lineales, ten-
emos las siguientes definiciones para elementos de C*-algebras. Sea U una C*-dlge-
bra, decimos que A € U es

= autoadjunto o Hermitiano st A* = A.

= normal si AA* = A*A.

= unitario st A*A =1 = AA*.

= positivo si es autoadjunto y o(A) C [0, 00).

Lema 3.1.14. Si p es un polinomio y A es un elemento de un dlgebra de Banach
con unidad U, entonces

Demostracion. Dado o € C, p — « se factoriza

n

p(z) —a= H(z - Bi).

=1

Entonces se sigue que
n

p(A) —al =c][(A-pBiD).

i=1
Como todos los factores conmutan, p(A) — ol es inversible si y sélo si A — 5,1 es
inversible para todo i. Esto implica que o € o(p(A)) siy sélo si 3 5; € o(A) tal que

p(ﬁi) = Q. O
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3.1. Definiciones y propiedades bésicas.

Definicién 3.1.15. FEl radio espectral de A en un dlgebra de Banach con unidad es
spr(A) = sup{|\| : A € o(A)}.
Proposicion 3.1.16. Dada un dlgebra de Banach U, se tiene
spr(A) = lfm ||A"||».
n—oo
Demostracion. Miremos la serie de Laurent en el infinito de la funcién resolvente,

(A=A = A"tAn

n>0

Como Ry es analitica en {\ : |A| > spr(A)}, la serie converge absoluta y uniforme-
mente en |A| > r > spr(A). En particular, los coeficientes de la serie de Taylor
r~"1|A"|| convergen a 0 para r > spr(A), lo que implica
l{m sup ||A”||% < spr(A).
n—oo
Por otro lado, Ja € o(A) tal que |a| = spr(A) (pues el espectro de A es compacto).
Por el Lema 3.1.14, o™ € g(A™), entonces

spr(A) = |a"|= < |A™||%, Yo > 1.

Por lo tanto,
lim sup HA"H% < spr(A) < liminf HAHH%
n—oo

n—oo

]

Lema 3.1.17. Sea U un dlgebra de Banach con unidad, y A € U. Si ||A|| < 1,
entonces I — A es inversible y su inversa es Y -, A™.

Demostracion. -, A" es un elemento de U pues la serie Y~ || A||" es convergente
y un simple célculo prueba que AY 2 (A" =% JA"A=1. O

Proposicién 3.1.18. La unica dlgebra de Banach con unidad, simple (i.e. sin ideales
propios no triviales) y conmutativa es C.

Demostracion. Sea U un algebra de Banach con unidad conmutativa que contiene
un elemento A, que no es escalar. Sea a € o(A), y sea J = (A—al)U. J es
un ideal cerrado, y ningin elemento de la forma (A — «l)B es inversible (si no
(A — o) resultaria inversible), por lo tanto |[(A —al)B —1I|| > 1 (por el Lema
3.1.17). Entonces I no pertenece a J, por lo que J es un ideal propio. Asi, cuando
U es simple, todo elemento de U debe ser escalar, y por lo tanto U = C. n
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3.2. Funcionales lineales multiplicativas.

Definicién 3.2.1. Una funcional lineal multiplicativa en un dlgebra de Banach U
es un homomorfismo no nulo de U en C. El conjunto My de todas las funcionales
lineales multiplicativas en U es el espacio ideal maximal de U.

Proposicion 3.2.2. Sea U un dlgebra de Banach abeliana con unidad, ¢ € My,
entonces ¢ es continua de norma 1. La aplicacion que manda cada funcional a su
nucleo es una biyeccion entre el conjunto de funcionales lineales multiplicativas y el
conjunto de ideales maximales de U .

Demostracion. Sea ¢ € My. Supongamos ||¢|| > 1, luego existe A € U tal que
|A|| <1=¢(A). Sea B=>_>~ A" Entonces A+ AB =By

¢(B) = ¢(A+ AB) = ¢(A) + ¢(A)p(B) = 1+ ¢(B),

lo cual es absurdo. Luego ||¢|| < 1, pero como ¢(I) = 1, vale la igualdad.

De lo anterior se deduce que M = ker(¢) es un ideal cerrado de codimensién 1
en U, por lo tanto es maximal, y como ¢ queda definido por M y por el hecho de
que ¢(I) =1, la correspondencia es inyectiva.

Sea M un ideal maximal de U, luego dist(M,I) = 1 pues la bola de radio 1y
centro [ estd formada por elementos inversibles. Luego la clausura de M tampoco
contiene a I y, como M es maximal, resulta que M es cerrado. Asi U /M es un algebra
de Banach con unidad, simple y abeliana, y luego es isomorfo a C (ver Proposicién
3.2.2). Luego la aplicacién cociente es un homomorfismo continuo entre U« y C con
nucleo M. O

Corolario 3.2.3. Sea U un dlgebra de Banach abeliana sin unidad yU la construida
en la Proposicion 3.1.10. Entonces hay un homeomorfismo entre My y Mg — {¢o},
con ¢g la funcional lineal que se anula en U.

Demostracion. U es un ideal maximal de U, que se corresponde con ¢y. Luego
cualquier otro ideal maximal de U tiene interseccién no nula con U, y esta inter-
seccion es un ideal de codimension 1 en U, que se corresponde con un elemento de
My.

Por otro lado, si ¢ es un elemento de My, $(A, X) = ¢(A)+A es la tinica extensién
posible a U, por lo que la biyeccién queda determinada.

Veamos que esta correspondencia resulta homeomorfa, considerando en ambos
espacios la topologia débil-*: por el teorema de Banach-Alaoglu, M, es compacto y
Hausdorff (pues es un cerrado incluido en la bola unitaria), y ademés es claro, por
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la construccién, que si ¢, — ¢ entonces ¢, — ¢. Como las funciones biyectivas,
continuas, con dominio compacto son homeomorfismos, queda probado el corolario.

O

Observacion 3.2.4. Del corolario anterior se deduce que Mg; es la compactificacion
de un punto de My,.

3.3. Transformada de Gelfand.

Definicién 3.3.1. Definimos la transformada de Gelfand I' de un dlgebra de Banach
conmutativa U en Co(My) como I'(A) = A donde A(p) = ¢(A) para todo A € U.

Teorema 3.3.2. La transformada de Gelfand es un morfismo de dlgebras contracti-
vo, y I'(U) separa puntos en My.

Demostracion. Las funciones A son continuas pues si ¢, — ¢ (en la topologia débil
* que es la que consideramos siempre en My,), entonces

A\(gba) - ¢a(A) — ¢(A) = A\<¢)
Si U tiene unidad, My es compacto, por lo que en este caso C(My) = Cyo(My).
Si U no tiene unidad, My = My — {¢o}, y como A(¢pg) = ¢o(A) = 0, resulta que
Ae Co(./\/lu)
La transformada de Gelfand es contractiva, pues

IT[l = sup [[P(A)[| = sup sup [[[(A)(@)]| = sup [lo(A)]| = [lof < 1.
i<t lal<1 flgl<1 ANt

Es claro que I'(U) separa puntos, dados dos funcionales distintas en My, ¢1, ¢,
existe A un elemento de U tal que ¢1(A) # p2(A), luego A(p1) # A(pa). O

Corolario 3.3.3. En un dlgebra de Banach conmutativa con unidad U, A es in-
versible si y solo si A lo es, y esto sucede cuando A no se anula en My,. Ademds

-~

o(A) =0(A) ={d(A): ¢ € My}
y | 4]l = spr(A).

Demostracidén. Si A es inversible, como I' es morfismo, I'(A™') = T'(A)~!. Si A no es
inversible, el ideal J = AU es un ideal propio, v por lo tanto estd contenido en un
ideal maximal M. Sea ¢ la funcional multiplicativa asociada a M. Asf E(qﬁ) =0y por
lo tanto A no es inversible. De esto se deduce inmediatamente que o(4) = o(A), y
ademas es igual al rango de A. Tomando supremo en estos conjuntos, como ||¢|| < 1

Vo € My, resulta spr(A) = spr(zzl\) = ||121\||C>O O
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Teorema 3.3.4. Sea U una C*-dlgebra abeliana. Entonces la transformada de Gelfand

es un *~isomorfismo isométrico de U en Co(My).

Demostracion. Supongamos primero que I/ tiene unidad. Sea ¢ una funcional lineal
multiplicativa en U. Veamos que ¢(A*) = ¢(A). Supongamos que A es autoadjunto.

Definimos, para ¢t € R, los operadores

n!
Luego
Lo A S (—itA) CitA _ -1
Ut_z n _Z n! B =U,
n=0 n=0
por lo que los operadores U, son unitarios. Asi, |U;||* = |U;U,|| = ||I]| = 1.
Entonces,

1> |¢(Ur)] =

n!

0o 4. n
(itp(A)) | _ |9 — gtm(6(A),

n=0

Como esta desigualdad vale para todo t, resulta que ¢(A) es real.

Supongamos ahora que X es un elemento cualquiera de U, X = A + iB, con

* _Y*
A=2X B=2X
1

y son claramente autoadjuntos). Se tiene

(A, y B son respectivamente la parte real e imaginaria de X

P(X7) = ¢(A—iB) = ¢(A) —ip(B) = ¢(A) +ip(B) = ¢(X).

Asi, T verifica Ar = ﬁ*, por lo que la transformada de Gelfand es un *-homomorfismo.
Si A es autoadjunto, ||A|]> = ||A*A| = || 42|, luego, por la Proposicién 3.1.16,
tenemos

o~ , n 1
4] = spreay = 1im (42 ) = .
o0 n—oo
En el caso general, si X no es necesariamente autoadjunto, tenemos

2

P = i = [2x]_= [Fx] = %]

resulta entonces que la transformada de Gelfand es isométrica.
El conjunto I'(U) separa puntos en My, claramente, pues dadas dos funcionales
distintas ¢1, ¢o, tomando un elemento de U tal que ¢1(A) # p2(A), resulta A(p1) #

A().
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Resumiendo, la imagen de U por la transformada de Gelfand es una subalgebra
de C'(My), cerrada en norma, autoadjunta, con unidad, y que separa puntos. Por el
teorema de Stone-Weierstrass, I" es suryectiva, y por lo tanto es un *-isomorfismo.

Veamos ahora el caso en que U no tiene unidad. Por la Proposicion 3.1.10, U
estd contenida en una C*-dlgebra con unidad I, de la cual es un ideal maximal de
codimensién 1, U también resulta abeliana. M4s atin, por el Corolario 3.2.3, My, es
canénicamente homeomorfo a Mz; — {¢o}, con ¢, la funcional lineal multiplicativa
de My; cuyo nicleo es U, ¢o((A, ) = A. Por lo visto en el caso con unidad, resulta
que la transformada de Gelfand es un *-isomorfismo isométrico de U en C(Mz) , y
la imagen de U es el ideal formado por todas las funciones que se anulan en ¢q, que
se identifica naturalmente con Cy(My). O

Corolario 3.3.5. Si N es un elemento normal de una C*—dlgebra con unidad U,
entonces C*(N) es isométricamente isomorfo a C(o(N)), las funciones continuas en
el espectro de N, via la aplicacion que manda a N a la funcion identidad. La imagen
de la C*—dlgebra generada por N y N* a través de esta aplicacion es Co(o(N)—{0})

Demostracion. Como N es normal, C*(N) resulta abeliano. Luego, por el Teorema
3.3.4, C*(N) es isométricamente *-isomorfo a Cy(X), donde X = M¢-(ny. Veamos
que X es homeomorfo a o(N). Toda funcional ¢ en X queda determinada por ¢(N),
pues ¢(p(N, N*)) = p(¢(N), ¢(N)), para todo polinomio p. Luego la aplicacién de X
en C que evalda a la funcional en N es un homeomorfismo de X en N (X) ={o(N):
¢ € X}, pero N(X) = o(N) (por Corolario 3.3.3).

La aplicacién que queda definida de C*(N) en C(o(N)) manda a N en la iden-
tidad.

En el caso en que N no es inversible, la subédlgebra generada por N y N* (pero
no por ) se corresponde con el ideal de funciones que se anulan en 0. O

Corolario 3.3.6 (Calculo funcional continuo de un elemento normal). Si N es un
elemento mormal de una C*-dlgebra con unidad, y f una funcion continua sobre
o(N), definimos el operador f(N) como T=Y(f). Esta aplicacion es un *-isomorfismo
isométrico de C(a(N)) en C*(N). Si0 € o(N) y f(0) =0, entonces f(N) pertenece
al dlgebra (sin unidad) generada por N y N*. Mds ain, o(f(N)) = f(c(N)), y si g
es continua en f(o(N)), entonces g(f(N)) = (gof)(N).

Demostracion. Por el Corolario 3.3.5, se tiene que la aplicacién es un *-isomorfismo
isométrico. La igualdades
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son consecuencia inmediata del Corolario 3.3.3 y de la definicién de f(N). Si p es
un polinomio en z y Z, es inmediato, a partir del hecho de que el calculo funcional
es un morfismo, que p(f(N)) = (po f)(IN). El caso general (g continua) se deduce
aproximando g por polinomios en 2z y Z. ]

Corolario 3.3.7. Sea U una C*-dlgebra, N € U normal, entonces |N| = spr(N).
Si A €U es autoadjunto, o(A) C R.

Demostracion. Por el Corolario 3.3.5, tenemos
INI = [INllo@) = [[Hdllon) = spr(N).

Si A es autoadjunto, entonces A = A* = A es una funcién real. Como o(A) es igual
al rango de A, se sigue que o(A) C R. ]

3.4. Representacion GNS.

En esta seccién probaremos que toda C*-algebra admite una representacién como
una subélgebra cerrada de B(H) para algtin espacio de Hilbert H adecuado. Esto se
prueba mediante una construcciéon debida a Gelfand, Neimark y Segal (GNS).

Definicién 3.4.1. Una funcional p definida sobre U es positiva si p(A*A) > 0 VA €
U. Una funcional de norma unitaria es un estado. Al conjunto de los estados de U

se lo nota S(U).

Lema 3.4.2. Sea U una C*-dlgebra con unidad. Una funcional p : U — C es positiva
si y sdlo si es acotada y p(1) = ||p||-

Demostracion. Supongamos que p es positiva, sea A € U,y © € [0,27) tal que
¢@p(A) = [p(A)| > 0,

sea .
h = Re(e®A) = §(ei®A +e70A%).

Luego h = h* y entonces h < ||h|| < ||A]||, con lo cual
[A[lp(1) = p(h) = p(|All = h) = 0.

Asi
p(A)| = p(e’®A) = p(e® A) = p(e ™ A*) = p(h) < p(V)]| A,
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por lo que p es acotada, con ||p|| = p(1).

Supongamos ahora que p es acotada y que p(1) = ||p|. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer ||p|| =1. Sea A >0,y p(A) = a+if. Veamos que a > 0y 3 = 0.
Sea s € R positivo y suficientemente pequeno de modo que

o(l—sA)={l-st:teca(A)} Cl0,1]
Como 1 — sA es autoadjunto, |1 — sA|| = spr(1 — sA) < 1, luego
0<|1l—sal<|1—-sa—isf|=|p(l—-sA)|<|1-sA| <1,

de donde se deduce inmediatamente que o > 0. Definiendo B, = A — a + inf3, con
n € N, se tiene

IBall* = 1B Bull = (A = @)? + n*B%|| < [[A = ol + 0%
Entonces,
(n* +2n+1)8* = li(n + D)BI* = |p(Ba)* < [|A — af* +n*?
para todo n, lo cual sélo es posible si 5 = 0. O

Lema 3.4.3. Dado A € U normal, existe ¢ € S(U) que es normizante para A, es
decir

[o(A)] = (Al
Demostracion. Como A es normal, ||A|| = spr(A), luego existe A € o(A) tal que
Al = ||A||. Sea hg € M¢+(a), tal que ho(A) = X. Por Hahn-Banach, lo extendemos a
una funcional lineal ¢ sobre U, de modo que ||¢|| = ||ho|| = 1. Ademds, como

o(1) = ho(1) =1 = [|¢]],
por el lema anterior resulta que ¢ es un estado. O

Definicién 3.4.4. Una *representacién de una C*-dlgebra U es un *-morfismo
m:U — B(H) con H un espacio de Hilbert.

Proposicion 3.4.5. Sea A € U, entonces existe una *-representacion de U que
preserva la norma de A.
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Demostracion. Sea ¢ un estado normizante para A*A (existe por el lema anterior).
Sea (,)s : U x U — C la forma sesquilineal dada por

(X,Y) = (Y7 X).

Sea || X |4 = /(X, X)4. Como ¢ es positiva, la forma sesquilineal es definida positiva,
y por lo tanto vale la desigualdad de Cauchy-Schwarz

(XY < AIXlalY Mlo-
Sea

Ny ={X€elU:|X|s=0}CU.

Por Cauchy-Schwarz, si © € N, entonces XY, Y X € N para todo Y € U, o sea
que N, es un ideal bildtero propio (pues A ¢ Ny). Sea U, = U/Ny, el espacio
cociente, entonces es facil ver que ()4 : Uy X Uy — C es un producto interno. Sea
Hy la completacion de Uy respecto a la norma inducida por el producto interno,
obviamente H4 es un espacio de Hilbert.

Sea w4 : U — B(H4) dada por X + Ly, donde Lx(v) = Xv (la clase de X en
Hy). Es facil ver que ma(X +Y) = ma(X) + 714(Y) y ma(XY) = ma(X)7a(Y) para
todo X,Y € U, ademéds ma(X*) = (ma(X))*, pues

(ma(X*),€)6 = (X)) = ((XE)™v) = (v, X&)y = (v, Ta(X)E)s.

Como 74 es un *-morfismo, se tiene |74 (X)|| < || X||. Ademas, como

1Alls = Vo(A*A) = VA2 = | Al

la representacion preserva la norma de A como elemento de H,. Por dltimo

[ma(A)D)] = [[La(D)]* = (A"A) = A%,

con lo que probamos que 74 preserva la norma de A. O

Corolario 3.4.6. (Representacion GNS) Toda C*-dlgebra U se representa como una
subdlgebra cerrada de B(H) para algin espacio de Hilbert adecuado.

Demostracion. Como para todo A € U se tiene my4 : U — B(H4) que preserva la
norma de A, podemos considerar la suma directa de estas aplicaciones

Bacuma : U = B(@acutHy),

donde en @ ey Hy consideramos la norma del supremo de las normas de las coorde-
nadas. Por la Proposicion 3.4.5 resulta que es una *-representacién, y es inyectiva
pues es una isometria. La imagen es cerrada por ser una isometria entre espacios de
Banach. O]
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CAPITULO

Sobre la técnica de E. Effros.

En este capitulo presentamos demostraciones publicadas por E. Effros [10] de
algunos resultados conocidos, y las extendemos al contexto infinito dimensional. Si
bien el trabajo de Effros se limita a matrices, las mismas ideas permiten probar los
resultados correspondientes para operadores. Estas demostraciones se basan en una
nueva versién de la desigualdad de Jensen, la perspectiva clasica y la de Marechal.
Trabajaremos con operadores en espacios de Hilbert de dimension infinita; muchas
definiciones y demostraciones son completamente andlogas al caso finito dimensional
y seran omitidas.

4.1. Funciones mondétonas y convexas de
operadores.

Definicién 4.1.1. Decimos que una funcion real continua f es mondtona de opera-
dores en un intervalo I, si para todo par de operadores A, B con espectro en I tales
que A < B, resulta f(A) < f(B). Decimos que f es convexa de operadores en I si
para todo c € [0,1] resulta

fleA+ (1 —¢)B) < cf(A)+ (1 —c)f(B).

Observacion 4.1.2. El calculo funcional definido en el Corolario 3.3.6 s6lo nos
permite definir funciones continuas sobre operadores normales en espacios de Hilbert
de dimensién infinita, por lo que nos limitaremos a trabajar con ese tipo de funciones.
En virtud de las Observaciones 2.4.8 y 2.4.9, esta restriccion no es muy severa en lo
referente a monotonia y convexidad.
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4. SOBRE LA TECNICA DE E. EFFROS.

Proposicién 4.1.3. Una funcion es convexa (mondtona) de operadores en un in-
tervalo I, si y sdlo si es convexa (mondtona) de matrices en I.

Demostracion. Es claro, usando proyecciones a subespacios de dimensién finita, que
toda funcién mondtona (convexa) de operadores, también lo es de matrices. Veamos
que toda funcién mondtona (convexa) de matrices, también lo es de operadores.
Sea f monotona de matrices, entonces por el Teorema 2.3.27, existe una sucesién
de polinomios ¢, que converge uniformemente a f sobre cualquier compacto en I.
Dado x en un espacio de Hilbert H sea p, la proyeccion al subespacio generado por
v, Ax, A%z, ..., Alx, Bx, B%z, ..., B’z, con j el grado de g,. Asi, tenemos

I[f(A) = fpnApa)]zll < [I(f = ¢u)(A)z]| + [[[ga(A) = @n(pnApn)]z|
+ H(Qn - f)(pnApn>xH

el segundo sumando es igual a 0, y los otros tienden a 0, luego f(p,Apn)x — f(A)z.
Sean A, B operadores con espectro en [ tales que A < B, luego pAp < pBp para
cualquier proyeccion p, en particular para proyecciones finito dimensionales, luego,
por la monotonia de f para matrices, resulta f(p,Ap,) < f(p.Bp,). Tomando n —
oo resulta

(z, f(A)z) (&, f(puApn)x) < (@, f(puBpn)z) = (x, f(B)x).

Como esta construccién se puede hacer para cada x, resulta que f es mondtona de
operadores. Con la misma idea se prueba la propiedad correspondiente para conve-
xidad.

m

4.2. Operadores traza y operadores
Hilbert-Schmidt.

En esta seccién seguiremos el libro de G.K. Pedersen [23].
El siguiente teorema, generalizacién del Teorema 1.1.18; sera utilizado en repeti-
das oportunidades a lo largo de la seccion.

Teorema 4.2.1 (Descomposicién polar de operadores en B(H)). Dado T € B(H),
existe un unico operador positivo |T| tal que

|1 T]| = ||T|=]| Vo € H, (4.1)
y resulta |T| = (T*T)z. Mds ain, existe una tinica isometria parcial U tal que

ker(U) = ker(T) yU|T| =T. En particular, U*U|T| = |T|, U*T = |T| yUU*T =T.
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4.2. Operadores traza y operadores Hilbert-Schmidt.

Demostracion. Si S > 0 es tal que ||Sz|| = ||Tx| para todo z, entonces
(S%z,7) = ||Sz||? = || Tx|* = (T*Tz,z) Vo € H.

Luego 5% = T*T. Luego S = (T*T)%, por la unicidad de la raiz cuadrada. Notando
IT| = (T*T)? tenemos

ker(T) = ker(|T]) = (Im(|T))*, pues |T| = |T".
Para cada y = |T'|z, definimos
U()y = U()|T|I‘ =Tx.

Se sigue de (4.1), que Uy estd bien definida y es una isometria entre las imagenes
de |T| y T. Por continuidad Uy se extiende a una isometria U : Im(|T|) — Im(T).
Definiendo U = 0 sobre ker(T) (= Im(|T|)*), resulta que U es una isometria parcial
tal que U|T| = T. Si V es otra isometria parcial con ker(V) = ker(U) y V|T'| =T,
entonces para todo y = |T'|x se tiene Vy = Uy, por lo que U = V sobre Im(|T).
Como ademads, tanto U como V son nulos sobre (Im(|T]))*, resulta U = V. Como
U*U es la proyeccién sobre Im(|T|), se tiene U*U|T| = |T'|, y como U|T| = T resulta

U*T = |T| y, multiplicando a izquierda por U, queda UU*T =T. H

Observaciéon 4.2.2. A diferencia del caso finito dimensional, no se puede pedir, en
general, que U sea unitario.

Definicién 4.2.3. Dado un operador positivo T € B(H), y fijada (e;);, una b.o.n.
de H, definimos la traza de T' como

tr(T) =Y (Tej,e5).

J
La traza toma valores en [0, o).
Proposicién 4.2.4. Para todo T € B(H) se tiene
tr(TT*) = tr(T*T).
Demostracion. Para cada i, j tenemos
(Tei,e;)(e;, Te;) = (T"ej, e;)(ei, T"e;) > 0.
Sumando la primera expresion sobre j, tenemos

Z<<T6i7€j>€j7T6i> = <T€i7T€i> = <T*T€Z‘,€Z‘>.

J
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4. SOBRE LA TECNICA DE E. EFFROS.

Del mismo modo sumando sobre ¢ la segunda expresién tenemos

D (Trej en)e;, Tej) = (TT e;, ¢5).

i

Como los sumandos de las series son positivos, las sumas no dependen del orden de
los sumandos, luego

tr(T°T) =Y (T"Teje) = > (TT"e;,e;) = tr(TT").

{ J

Corolario 4.2.5. 51 U es unitario y T' > 0, entonces
tr(UTU) = tr(T).
En particular, la traza es independiente de la base.

. 1 . 1 D .
Demostracién. Como T = (T2)?, cambiando T por UT'2 en la proposicién anterior,
se tiene el corolario. O

Definicién 4.2.6. Definimos los conjuntos de operadores traza (o nucleares) y de
operadores Hilbert-Schmidt como

Bi(H) = span{T : T compacto, positivo y tr(T) < oo},

By(H) ={T : T compacto, tr(T*T) < oco}.

Como claramente tr(A + B) = tr(A) + tr(B) y tr(aA) = atr(A) para todo par de
operadores positivos A, B, y a > 0 y como todo operador de traza T se puede escribir
como T = Zi:o i*Ty,, con Ty, > 0, se sigue que definiendo

tr(T) = i iktr(Tk),

se obtiene una extension de la funcion traza, que resulta ser una funcional lineal en

B1(H). Con esto podemos aplicar la funcion traza a cualquier operador del tipo P+T
con P>0yT e Bi(H).

Lema 4.2.7. Dados S, T € B(H), se verifica la ley del paralelogramo:
(SH+T)Y(S+T)+(S—=T)(S—=T)=2(5"S) + (T*T). (4.2)
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4.2. Operadores traza y operadores Hilbert-Schmidt.

De esto se deduce trivialmente la acotacion
(S+T)(S+T)<2(5*S+T"T). (4.3)

También vale la siguiente igualdad, conocida como identidad de polarizacién
AT*S = Z (S +i*T)*(S 4 i*T). (4.4)

Demostracion. Simplemente desarrollando las expresiones se obtienen (4.2) y (4.4).
De (4.2) se deduce (4.3) pues (S —T)*(S—T) > 0. O

Observacion 4.2.8. De la ley del paralelogramo se deduce que los operadores de
Hilbert-Schmidt forman un subespacio.

Lema 4.2.9. Si T € B(H) satisface tr(|T|P) < oo para algin p > 0, entonces T' es
compacto.

Demostracion. Dada una b.o.n. (e;); vy € > 0, existe un subconjunto finito F de
indices tal que ;.. (|T|Pe;, ;) < €. Notando Fy a la proyeccién sobre span{e; : j €
F} tenemos

1> (1= Pe)l> = [I(I = Pe)|TP(I — Pe)|
< tr((I — Po)|TP(I — Pp)) < e

Como € es arbitrario, resulta que |T|% es limite de operadores de rango finito y por lo
tanto compacto. Luego existe una b.o.n., a la que también llamaremos (e;); formada
por autovectores de |T'|2, con e; asociado al autovalor \;. Asf resulta |T|e; = Ave; y
por lo tanto |T'| es compacto. Por la descomposicién polar ' = U|T| y el hecho de que
los operadores compactos forman un ideal en B(H) resulta que T' es compacto. [

Corolario 4.2.10. Dado un operador T' > 0 se tiene
1T < tr(T).

Demostracion. Si tr(T) = oo no hay nada que probar. Si ¢r(7T") < oo, por el lema
anterior resulta que 7" es compacto. Entonces, como ademas T es autoadjunto, hay
una b.o.n. (e;); de ‘H formada por autovectores de T. Como la traza no depende de
la base (Corolario 4.2.5), usando en particular la base (e;);, es claro que tr(T") >
I17°]- 0
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4. SOBRE LA TECNICA DE E. EFFROS.

Proposicién 4.2.11. Las clases B1(H) y B2(H) son ideales autoadjuntos de B(H)
y valen las siguientes contenciones

By(H) € Bi(H) C Ba(H) € Bo(H),

donde By(H) es la clase de operadores de rango finito y Bo(H) es la de operadores
compactos.

Demostracion. La inclusion By (H) C By(H) se deduce del lema anterior. Sean 7" > 0
tal que tr(T) < oo, y S € B(H). Luego, por (4.4) se tiene

3
ATS =AT3T2S =Y *(S+ 1) T(S +*1),

k=0

y por la Proposicion 4.2.4 se tiene

tr(V*TV) = tr(V*T2T2V) = tr(T2VV*T?)
= Y (T2VV*Tie,e)) = (VV* T2, Tie;)

K3 K3

< D IVVINTzel = [VVE Y (T2e,T2e)
= [VV*jer(T), (4.5)

donde (e;) es una b.o.n. de H. Tomando en particular V = S + i*I, se deduce que
TS € By(H) y por lo tanto Bi(H) es un ideal a derecha autoadjunto. Esto implica
que es un ideal bilatero, pues ST = (T*S*)*. Veamos ahora que

Bi(H) ={T € B(H) : tr(|T]) < oc}.

Si |T| € Bi(H), por la descomposicién polar T = U|T|, se ve por la primera parte
de la demostraciéon que T' € By (#H). Por otro lado, |T'| = U*T, luego si T € By (H),
entonces |T| € By(H) también. De (4.3) se sigue que By(H) es un subespacio de
Bo(H), y la Proposicién 4.2.4 muestra que el subespacio es autoadjunto. Como By (H)
es ideal B(H), se sigue de la definicién de By(#H) que los operadores de Hilbert-
Schmidt también son un ideal. Si |T'| € By(#), entonces |T'| es diagonalizable y de
rango finito, luego |T'| (y T') pertenece a By(#H). Si T' € B1(H), entonces se tiene

* 1 1
T°T = |T|* = |T|=|T||T|= < ||T|T],

lo que prueba que tr(T*T) < oo, i.e. T € Bao(H). O
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Lema 4.2.12. 5i S, T € By(H), entonces
tr(ST) = tr(TS).
Lo mismo vale si S € B(H) yT € Bi(H).

Demostracion. Por la identidad de polarizacion (4.4) y la Proposicién 4.2.4 se tiene

ar(T7S) = Y itr((S+i*T)"(S +i*T))
k=0

= Y (ST 4T (ST + i)
k=0
3

= Y iftr((T S (T +i"S)) = 4tr(ST™),
k=0
lo que prueba la primera afirmacién. Para la segunda, podemos suponer, sin pérdida
de generalidad, que T > 0, pues tr(7S) y tr(ST) son lineales en T'. Luego, por la
primera parte resulta

tr(ST) = tr((ST?)T?) = tr(T2(ST?))

Proposicién 4.2.13. By(H) es un espacio de Hilbert con el producto interno
(S, T) =tr(T*S).
Demostracion. De (4.4) se sigue que T*S € By (H). Luego (, ) esta bien definida, y

ademds es claro que es sesquilineal, definida positiva y (A, B) = (B, A). Més ain, es
un producto interno en By(H), pues la 2-norma asociada verifica
T3 = tr(T°T) > | T°T|| = | T,

por el Corolario 4.2.5. Esta desigualdad implica también que toda sucesién de Cauchy
(To)n € B2(H) para la 2-norma converge en norma a un elemento 7' € By(H) (la
clase de operadores compactos). Para toda proyeccién P sobre un subespacio de
dimension infinita de ‘H tenemos

IP(T-T)l; = tr(T —t.)"P(T = To,)) = tr(P(T = T,)(T — T,,)"P)
i tr(P(Th — T)(Ton — Ty)* P)

11;1:11 tr((Ty, — T)" P(T,, — T7))

liglnsuptr((Tm —T) (T, —1T,) = h’gLnsup T, — To|3,

IN
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4. SOBRE LA TECNICA DE E. EFFROS.

y, como P es arbitrario, concluimos que
1T = Tall < lmsup [T = T2,

lo que implica que T' € By(H) y T, — T en 2-norma. O
Lema 4.2.14. SiT € Bi(H) y S € B(H), entonces
|tr(ST)| < [|Sler (7).

Demostracién. Sea T = U|T)| la descomposicién polar de T. Luego (SU|T|2)* €
By(H) (pues |T|z € By(H)), ast, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la Proposi-
cién 4.2.4 tenemos

tr(ST))? = |tr(SU|T|3|T|2)]> = [(|T|z, (SU|T|2)*)|?
IT|2 121 (SU|T|2)*|2 = tr(|T|)tr(|T|2U*S*SU|T|?)
tr(|T)tr(|US*SU|||T]) < 18|12 (tr(IT]))2. (4.6)

]

4.3. La desigualdad de Jensen-Hansen-Pedersen.

Lema 4.3.1. Sea E = diag(§,&%,...,1) € M,(C) C B(H"), con & = exp(*Z) y
H'=HG...H H. Entonces para todo A = (a;;) € B(H") se tiene

I .
" Z E*AEY = diag(a1y, ag, ..., App)-
k=1
Demostracion. Observemos que

n

(i E~"AER),; = % Z(éj_i)kaija
k=1

k=1

y esta suma da 0 si ¢ # j y da a;; en el caso i = j. O

Definicién 4.3.2. Una n-upla a = (ay, ..., a,) de operadores en B(H) es una colum-
na unital (contractiva) si Y. afa; = 1 (< 1). Andlogamente una fila es unital
(contractiva) si Yy, aa; =1 (< 1).

Decimos que a es una columna unitaria si existe una matriz de operadores uni-
taria U = (u;5), tal que una de sus columnas es a. Andlogamente se definen las filas

unitarias.
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Lema 4.3.3. Toda n-columna contractiva se puede extender a una (n+1)-columna
unitaria.

Demostracion. Dada (ay, ..., a,) n-columna contractiva, afirmamos que si tomamos
1 . .
a=—(1->" ala;)z, entonces (ay, ..., a,,a) es una columna unitaria.
Tomemos A la matriz de n x n cuya primera columna es (aq, ..., a,) y el resto de

sus coordenadas es cero. Entonces A es una contraccion.

B A (1 — AA*)2
U‘((anmé —A* >

es unitaria (ver Lema 2.3.18). Pero (1 — A*A)z = ( (1= 2 ) (1) ) (escrito

La matriz

0
por bloques).
Intercambiando las primeras n columnas de U con las ultimas (la i con la n + 1),
obtenemos la matriz por bloques

aq 0
(1— AA*)2 5 0
Qp,
—aj —ay, =327 aja; 0
0 0 I

]

El siguiente teorema, publicado por F. Hansen y G. K. Pedersen en [13], es un
refinamiento del Teorema 2.3.20. Elimina la necesidad de que 0 pertenezca al dominio
de f y, en consecuencia, la necesidad de que f(0) < 0.

Teorema 4.3.4. (Desigualdad de operadores de Jensen.)
Sea f continua en un intervalo 1. Son equivalentes:

1. f es convexa de operadores.

2. Para cada n € N se tiene

n n

FO - aiman) <Y aif(wi)a;
=1

=1

con (x1, ..., x,) operadores autoadjuntos y acotados en un espacio de Hilbert H,
con espectro en I, y (aq, ..., a,) operadores acotados en H tales que Y . afa; =
1.
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3. f(v*zv) < v*f(x)v para toda isometria v en un espacio de Hilbert de dimension
ifinita, y todo operador autoadjunto x con espectro en I.

4. pf(pxp+ s(1 —p))p < pf(x)p para toda proyeccion p en un espacio de Hilbert
de dimension infinita, todo operador autoadjunto x con espectro en I, y todo
sel.

Demostracion. (1 = 2).
Supongamos que (ay, ..., a,) es una columna unitaria, sea U, = (u;;) € B(H") tal
que Uy, = ag. Sea E = diag(&,€2%,...,1), y sea X = diag(xy, ..., x,), entonces tenemos

n

f(z arrrar) = f((U,XUn)nn)

k=1

= f((i %E—kU;XUnEk)nn) (4.7)
k=1

3

1 1
= (fQU B U XU )un < (=D (BT UL XU E"))
k=1 k=1

= (Y MU U = (Unf (X)) = 3 i f
k=1 k=1
Donde en la igualdad (4.7) usamos el Lema 4.3.1.
Veamos el caso general, en el que la columna es unital. En este caso consideramos
la columna unitaria (ay, ..., a,, 0), y 2, arbitrario con espectro en I. Luego por el caso
anterior tenemos

n n+1

FQ_dimrar) = f(Q_ ajray)
ot k=1
n+1 n

< ZaZf(xk)ak = ZaZf(xk)ak.

k=1 k=1
(2=13).
Es inmediato pues si v es una isometria, v*v = 1.
(3=4).
Sean x un operador autoadjunto con espectro en I, y p una proyeccién a un
subespacio de dimension infinita. Entonces podemos tomar una isometria v tal que
vv* = p. Por hipétesis f(v*azv) < v* f(x)v, luego

vf(v zv)v* < ovv*f(x)vv* = pf(x)p. (4.8)
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Sean g(t) =t™, y s € I,

pug(v*zv)v'p = pu(vizv)"vp
p(vv*zov*)"p
pg(pzp)p
= pg(pzp+s(1 —p))p.

Luego, por el teorema de Stone-Weierstrass, resulta que

puf(v*zv)v*p = pf(prp + s(1 —p))p

y usando (4.8) resulta
pf(prp + (1 = s)p)p < pf(x)p.

Si p es una proyeccion de rango finito, definimos ¢ = p ® 1, en H*>, es decir
q(z1, e, x3,...) = (p(1), T2, X3, ...) y definimos y = x ® 1, para cualquier operador
autoadjunto x con espectro en I. Asi ¢ resulta una proyeccion de rango infinito.
Usando lo probado para este tipo de proyecciones, y que f(a) ® 1o = f(a ® 1)
resulta

pflpzp+s(1—p)p® 1l = qf(qug+s(1—q))g
< qfya=pf(@)p® 1,

lo que implica que el resultado es valido para proyecciones de rango finito también.
(4=1).
Dados z,y operadores autoadjuntos con espectro en I, y A € [0, 1], definimos los
siguientes operadores en H? = H x H:

Xz(g 2)’[]:(_(1{%”% (1;?)

Entonces por 4 tenemos que si s € [

I
N—
=
Il
VRS
S =
o O
N

pf(PU*XUp+ s(1 —p))p < pf(UXU)p = pU” f(X)Up.
Pero como
e [ Ar+H(=XNy (A= M):(y — )
UXU‘((A—A?W—@ A+ (1= N )
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resulta
( foa+ E)l — ) 8 > = pf(PU*XUp + s(1 —p))p
o fl@) 0 >
= ( 0 fly) vp
_ ( Af()+ (1 =Nf(y) 0 )
B 0 0/’
lo que prueba que f es convexa de operadores. O

Como corolario, se obtiene una nueva demostracion de alguna de las equivalencias
del Teorema 2.3.20.

Corolario 4.3.5. Sea f es una funcion continua definida en un intervalo I, con
0 € I. Son equivalentes

1. [ es convezxa de operadores y f(0) < 0.

2. Para todo n € N, se tiene

f(z a;ria;) < Z a; f(w)a;

para toda n-upla (r1,...,x,) de operadores acotados autoadjuntos en H con
espectro en I, y toda n-upla de operadores en H con'y ;. afa; < 1.

Demostracion. (1= 2)

Sea a,1 tal que 2;‘:11 aja; =1,y x,4+1 = 0. Luego, por el Teorema 4.3.4,

n n+1 n+1

FO - aima) = fOaimia) <Y aif(z)a; <Y a; f(a)a,
=1 =1

i=1 i=1
donde la tltima desigualdad vale pues f(0) <0 ]

(2=1)

En particular, tomando n = 1 y a; = 0, resulta f(0) < 0, (0 es el operador
0). Como el espectro del operador 0 es 0 (o(0) = 0), y o(f(0)) = f(c(0)) resulta
f(0) <0 (el niimero 0). Ademés f resulta convexa de operadores pues la condicién
2) de este corolario es més restrictiva que la condicién 2 del Teorema 4.3.4.
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4.4. La funcién perspectiva y sus aplicaciones.

Definicién 4.4.1. Dada una funcion convexa f definida en un conjunto convexo
K C R", definimos la perspectiva g en el conjunto L = {(x,t) :t > 0,2/t € K}
como g(x,t) = f(x/t)t.

Proposicién 4.4.2. La funcion g(x,t) es conjuntamente conveza, en el sentido si-
guiente: s1 0 < ¢ < 1, entonces

glexy + (1 = c)ag, cty + (1 — c)ty) < cg(wy, tr) + (1 — c)g(w2, t2),
para (x1,t1), (xa,t2) € L.
Demostracion. Sean p,q > 0 tal que p + ¢ = 1, entonces

pT1 + qxa
T + qxo, pt1 + qt = _ t1 + gt
g(pl qxa, pt1 Q2) f(pt1+qt2>(p1 QQ)

r1  ply Ta  qlo
= fl o ) (s + gt
(h pt1 + gty to pt1+qt2> (Pl + at2)

ptl T th T
< | ) (22 )] ot gt
< {ptl+qt2f(tl> ptl+qt2f(t2)}(p1 qts)
x x
= ptif (t—l) +qtaf (t—Q) = pg(w1,t1) + qg(w2, t2).
1 2

En la desigualdad de la prueba usamos la convexidad de f. O]

Corolario 4.4.3. Sean p = (p;) v ¢ = (q;) medidas de probabilidad finitas con
pi, q; > 0, entonces la entropia clasica

H(p) == pilog(p:)

es concava, y la entropia relativa

H(qllp) = ZPilOg(pi) — pilog(q:)
es conjuntamente convexa.

Demostracion. Como la funcién f(z) = zlog(z), f(0) = 0 es convexa en [0,00),
se tiene que la entropfa es céncava. La perspectiva de f es g(z,t) = t7log($) =
xlog(z) — xlog(t), que es conjuntamente convexa por la Proposicién 4.4.2; por lo
tanto la entropia relativa es conjuntamente convexa. O
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Observacién 4.4.4. Dados L, R € B(H), definimos [L,R] = LR — RL como el
conmutador usual. Sean L > 0y R > 0. Si [L,R] = 0, o sea, si los operadores
conmutan, entonces [L,p(R)] = 0 para cualquier polinomio p. Tomando limite re-
sulta que [L, f(R)] = 0 para cualquier funcién continua sobre el espectro de R. En
particular, podemos definir sin ambigiiedades %.

Proposicién 4.4.5 (Convexidad conjunta de la perspectiva en operadores). Sea f
conveza de operadores. Entonces, restringida a operadores estrictamente positivos
que conmutan entre si, la funcidn perspectiva, g(L, R) = f (%) R es conjuntamente
convexa. Es decir que

glcLi+ (1 —¢)La,cRy + (1 — ¢)R) < cg(L1, Ry) + (1 — ¢)g(Lo, Ry),
donde 0 < c¢<1y|L;,R)]=0.

Demostracion. Sean R = cRy+(1—c¢)Ry, L = c¢L1+(1—c¢) L. Sean A = (ch)%R’%,
B = ((1—¢)Ry)2R™=. Se verifica que A*A 4+ B*B = 1. Usando el Teorema 4.3.4 y
el hecho de que f(X) conmuta con cualquier operador que conmute con X, para f
continua se tiene,

o) = RP(F) = Rh(RLR R

Como corolario de la convexidad conjunta de la perspectiva se obtiene una nueva
prueba de la convexidad de la entropia relativa. Otras demostraciones de esto se
pueden encontrar en [19], [24] y [25] trabajos G. Lindblad y de M. B. Ruskai, de los
cuales el iltimo es un inédito en el que reescribe una demostracion més general de
Lieb, que se encuentra en [17], tratando de simplificarla.

Corolario 4.4.6 (Convexidad conjunta de la entropia relativa). La entropia relativa
S(pllo) = Tr(plog(p) — plog(c)) es conjuntamente convera en operadores estricta-
mente positivos de la forma I + A, con A operador de traza autoadjunto.
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Demostracion. Sean, py, p2, 01,09 de laforma 0 < I+ A, con A nuclear y autoadjunto.
Queremos ver que

S(epr + (1 = ¢)pal[car + (1 — c)oz) < cS(pillor) + (1 = ¢)S(pal|o2).

Notemos py = cp1 + (1 — ¢)p2 y 09 = co1 + (1 — ¢)oy. Veamos que log(I + A) es
de traza. Como A es compacto y autoadjunto existe una b.o.n. (¢;); de H formada
por autovectores de A, asociados a finitos o numerables autovalores (\,), que se
acumulan en 0. Esos autovectores también lo son de log(I + A), pero asociados a los
autovalores (log(1 + Ay,))n. Sea (e,), C (e;); la colecciéon formada por los (a lo sumo
numerables) autovectores (e;) asociados a autovalores no nulos. Luego, si existe,

tr(log( + A)) = Z(log([ + A)en, e,) = Zlog(l + ),
Usando que ) A, converge absolutamente si y sélo si ) log(1+ A,) también lo
hace (con A, > —1, ver, por ejemplo, [5], Capitulo VII, Proposicién 5.4) y que A es
de traza, se tiene que log(I + A) es de traza. Del razonamiento anterior se deduce
que existen b.o.n. (e¥), (fF), con k = 0,1,2 de H formadas por autovectores de
log 09, log o1, log 72, log po, log p1 v log py respectivamente. Llamemos (ef) v (f¥) a
los subconjunto finitos o numerables de (ef) y (f*) respectivamente formados por
los autovectores asociados a los autovalores no nulos, que notaremos (AF) y ().
Sean, para i = 1,2, L;(X) = p;X y Ri(X) = Xo; operadores sobre el espacio
de Hilbert By(#H). Claramente R; conmuta con L; y son operadores positivos. Como
xlog(x) es convexa de operadores positivos (Proposicién 2.3.25), su funcién perspec-
tiva es conjuntamente convexa sobre operadores positivos. En particular, notando

L=cLi+ (1—c¢)Ly, R=cRy + (1 —¢)Ry, se tiene, para todo operador p € By(H),
(9(L, R)p,p) < c{g(Ly, Ri)p, p) + c{g(La, Ro)p, p)

es decir

tr(polog(po)p — poplog(oo)p) < ctr(pilog(p1)p — piplog(o1)p)
+ (1 = c)tr(p2log(p2)p — paplog(oz)p).

Veamos que podemos tomar p,,, de manera tal que, cuando n tiende a infinito,

tr(px log(pr)Pn — prpnlog(ow)pn) — tr(prlog pr. — pilogoy)

para todo £ = 0,1,2, lo que terminaria la prueba. Para eso, por la linealidad de la
traza, basta ver que

tr(prlog prpn) — tr(pxlog pr)
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tr(prpnlog oxpn) — tr(pk logoy).

Dado € > 0, tomamos nq tal que

Zl logakem 7 |<6

i>ng

> og prfF, )] < e,
i2ng
para k = 0,1,2. Tal ng existe pues log o y log pr son de traza. Sea p la proyeccion
al espacio
span{ef, ¥ prlogorer 1 k=0,1,2; n <ng}.

Tenemos,

|tr(prlog o — ppplogay)| < IZ (px log o — ppplog ox)ey, ey)|
n=0

+ | Z ((prlog ok — pprplogor)er, el)].

n>ngo

k

Por la definicién de p, y recordando que e;, es autovector de log oy, el primer sumando

es cero. Acotemos el segundo:

| Y ((plogor —pprplogan)en,en)l < Y lloullll log awepller ]

n>ngo n>ne
+ lplloelllipl log oxen [ [lex
< 2fpxll Z X< 2lpxlle.

n>ngo

De manera similar, pero usando las bases (fF), se prueba que tr(py log ppp,) tiende
a tr(pxlog pr)- O

Corolario 4.4.7. Si0 < s <1, K € By(H), la funcién F(A, B) = Tr(A*K*B'K)
es conjuntamente concava en operadores positivos.

Demostracion. Probemos primero el corolario para operadores estrictamente posi-
tivos. Como f(t) = —t* es convexa de operadores (Lema 2.3.24), se tiene que
g(L,R) = —L*R'™* es conjuntamente convexa para operadores estrictamente po-
sitivos que conmutan. Tomando L(X) = AX y R(X) = X B, se tiene

(g(L,R)(K*), K*) = —Tr(A*K*B'*K) = —F(A, B)
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es conjuntamente convexa por la Proposicién 4.4.5. Notemos que como By(#H) es un
ideal, AK* y B17°K estan en By(H); luego A*K*B'*K es un operador de traza.
Veamos el caso general, es decir, tomando operadores positivos pero no necesaria-
mente inversibles. Dados A un operador positivo y € > 0, A+ el resulta un operador
estrictamente positivo, luego, por el caso ya probado tenemos que la aplicacion

(A+el,B+el)— F(A+el,B+el)
es conjuntamente concava sobre operadores positivos. Veamos que
1%F(A+€I,B+6]) = F(A,B),
lo cual termina la demostracién:

\F(A+¢l,B+el) — F(A,B)| < |F(A+el,B+el)— F(A, B+ e
+ |F(A, B +¢l) — F(A, B)|
= Jtr(((A+el)* — AK*(B + el ) K))|
+ |tr(((B + D)= — BV KAK™)|
< (A +el)® — A%||tr(|K*(B + ) K])
+ (B +el)=" — B ||tr(|KA*K*]) — 0,

donde la ultima desigualdad vale por el Lema 4.2.14.
O

Definicién 4.4.8. Dadas f,h funciones continuas, con h estrictamente positiva, y
L, R operadores positivos que conmutan entre si, definimos la perspectiva de Marechal
como

(FAR)(L.R) = f (%R)) h(R).

Teorema 4.4.9. Sea f convexa de operadores, f(0) <0, y h concava de operadores
1y estrictamente positiva, entonces

(L, R) — (fAR)(L, R)
es conjuntamente convexra en operadores positivos L, R que conmutan.

Demostracion. Sea L = cL1+ (1 —c¢)Lyy R =cR;+ (1 —c¢)Ry con [L;, R;] = 0 para
i = 1,2. Entonces ch(Ry)+(1—c)h(R,) < h(R), luego tomando A = c2h(R;)zh(R) 2
y B = (1—¢)2h(Ry)zh(R)"2 se cumple

ch(Ry)h(R)
h(R)h(R) 21

[NIE
N

A*A+B*B = h(R)”
< h(R)~

[SIE NI

+ h(R)"2(1 — ¢)h(Ro)h(R)™
=].

69



4. SOBRE LA TECNICA DE E. EFFROS.

Por el Corolario 4.3.5 nos queda

1

(JARIL.B) = h<R)%f(h(R>*§Lh(R)*%)h(R)é

I
>
EE
:
=
/—\
D‘
:u &
\_/
s
_|_
S
/\\
SU
N
m
m\»-x

< h(R)A (h(z%) B+ R)%B*f (h<R2>)Bh(R)%

= ch(Ry)? ( ) h(Ry)2 + (1 — c)h(Ro)2 f <h<R2)) h(Ry)?
= c(fAh)(L1, R1) + (1 —c)(fAR)(La, Ry).

Corolario 4.4.10. Sean 0 < p,q tales que p+ q < 1. Sea K € By(H). Entonces la
funcion (A, B) — Tr(AYK*BPK) es conjuntamente concava en operadores positivos.

Demostracion. Probemos el corolario primero para operadores son estrictamente po-
sitivos. Notemos que p 4 ¢ es una combinacién convexa de ¢ y 1 (tomando ¢ = - q)
Sea 0 <t <1tal que p+q=(1—t)g+tl. Tomando s = q, resulta p = —tq+t =
(1 — g)t = (1 — s)t, entonces basta probar que (A4, B) — —Tr(A*K*BU=)K) es
conjuntamente convexa V 0 < s,t < 1. Recordemos que f(z) = —2° y h(y) = ¢ son
respectivamente convexa y céncava de operadores (Proposicién 2.3.24). Si tomamos
L(X)=AX y R(X) = XB, por el Teorema 4.4.9 resulta que (fAh)(L, R) es con-

juntamente convexa. Entonces
(4, B) = ((fAR)(L, R)(K"), K7)

también es conjuntamente convexa, pero

((FAR)(L, R(K"), K7) = TT({h (h(L )} )

(el (L))] )

= —TIr ([ (K™)

= —Tr(A°K"B tK )
por lo que el corolario queda demostrado para operadores estrictamente positivos.
El caso general, es decir considerando operadores positivos no necesariamente in-

versibles, se deduce del caso ya demostrado, considerando operadores de la forma
A-+el, B+el,y tomando € tendiendo a 0, de manera analoga al corolario 4.4.7. [J
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Otra demostracién de este corolario, muy técnica en comparacién, puede encon-
trarse en el trabajo de E. H. Lieb [17].
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