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Introduccion

Consideremos el problema de modelar la proporcion de la poblacién infectada
por cierta enfermedad para estudiar si puede transformarse en una epidemia. Bus-
camos un modelo para analizar como cambia la proporcion de individuos enfer-
mos y sanos. Una forma de hacerlo es plantear una ecuacion diferencial ordinaria
(ODE) que relacione ambas clases de individuos mediante ciertas tasas de infec-
cién, de muerte y de nacimiento. Asi, planteamos dos variables y sus derivadas
en funcidn de esas dos variables y las tasas mencionadas. Una vez planteado el
sistema de ecuaciones, podemos estudiar su comportamiento para que las trayec-
torias que son solucion nos den alguna informacion de lo que podria pasar con la
poblacion que queremos estudiar.

Otra forma de hacerlo es asumiendo que la propagaciéon de la enfermedad
tiene un caracter aleatorio. Habiendo asumido esto, tenemos la necesidad de plan-
tear un modelo que no sea deterministico. Asi, podemos pensar que tenemos una
poblacién de tamand fijo y que con alguna ley van cambiando la cantidad de indi-
viduos sanos e infectados a través del tiempo. Parece adecuado pensar que la ley
de cambio de los individuos depende solo de la cantidad de individuos infectados
que hay en ese momento y de algunos pardmetros. Necesitamos saber también
los tiempos en los cuales va a haber cambios, y observamos que, al haber finitos
estados no puede haber mas de numerables cambios. Teniendo esto en cuenta, un
modelo aleatorio adecuado son las cadenas de Markov a tiempo continuo. Nece-
sitamos especificar entonces la ley del tiempo de espera entre cambios y la ley de
decision para saber cémo va a cambiar la poblacion. Todo esto se presenta ade-
cuadamente en el Capitulo 1 pero adelantamos acé que para tener esa informacion
sOlo necesitamos una matriz que llamaremos matriz de tasas.

Una pregunta que surge naturalmente es: ;obtendremos con los dos modelos
los mismos resultados? Para responderla Thomas Kurtz introdujo en una publi-
cacion de 1970 intitulada “Ordinary differential equations as limits of pure jump
Markov processes” (ver [4]), el concepto de familias de cadenas de Markov que
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dependen de una densidad. ;Por qué es importante este concepto? Porque nos per-
mite escribir tanto la ecuacidn diferencial como la matriz de tasas de la cadena en
términos de una tnica funcién f. Mds aun, a partir de esta funcién podemos definir
también una funcién F' que nos sirva para escribir a la ecuacion diferencial como
x(t) = F(x(t)) y que ademas nos sirva para describir la direccion en la cual va en
media la cadena de Markov. Este hecho, y el hecho de que podamos describir los
dos modelos con una misma funcién nos hace pensar que la respuesta a nuestra
pregunta es afirmativa. Vamos a desarrollar entonces en el Capitulo 2 el concep-
to de familias de cadenas de Markov que dependen de una densidad e introducir
diferentes problemas que caen dentro de esta categoria. Entre ellos, el ya men-
cionado problema de epidemias, modelos poblacionales de tipo predador-presa y
algunos problemas que aparecen en teoria de colas. En ese capitulo también pre-
sentamos algunas simulaciones comparando los modelos deterministicos con los
estocasticos.

La respuesta a la pregunta antes mencionada es afirmativa. Fue contestada por
Kurtz en la publicaciéon que mencionamos en el parrafo anterior. El objetivo de
esta tesis es dar una prueba alternativa a la de Kurtz intentando usar herramientas
mads simples que permitan comprender mejor el fendmeno. La prueba que damos
esta basada en acoplamientos, ;qué es un acoplamiento? Es la construccion de dos
o mas cadenas de Markov en un mismo espacio de probabilidad de forma tal de
poder probar propiedades que involucran a las distribuciones de estas cadenas a
partir de propiedades sobre las trayectorias de las mismas. El principal resultado
de esta tesis se encuentra en el Capitulo 3, donde se prueba que dada una familia
de cadenas de Markov que depende de una densidad y su ecuacion diferencial
correspondiente, la familia de cadenas de Markov tiende en L' a la solucién de
la ecuacion diferencial. Para eso, definimos dos nuevas familias de procesos es-
tocdsticos. La primera va saltando con la media de como salta la familia original.
La segunda va saltando, en tiempos aleatorios, como el método de Euler para la
ODE. Es de esperarse que la primera se parezca a la familia original y que la
segunda se parezca a la solucion de la ecuacion. Probamos eso y que estas dos
nuevas familias también se parecen entre si para probar finalmente mediante la
desigualdad triangular el resultado original.

En el apéndice contamos una prueba del resultado original que se basa en el
uso de martingalas y la escritura de ambos modelos de una forma en particular
que permite relacionarlos facilmente. Esta prueba fue dada por Darling y Norris
en [2]. La prueba de Kurtz puede hallarse en [4].



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introducimos algunos conceptos que usaremos a lo largo de
la tesis. Entre ellos, el de cadenas de Markov y el de procesos de Poisson. A su
vez, enunciamos y demostramos algunos resultados que vamos a necesitar para
los capitulos siguientes.

1.1. Procesos estocasticos y cadenas de Markov

Un proceso estocastico puede interpretarse como la evolucion de algun fenémeno
a través del tiempo y las cadenas de Markov son un proceso estocastico. En esta
seccion vamos a definir primero las cadenas de Markov pensando el tiempo como
un conjunto discreto para poder después definirlas pensando el tiempo como un
intervalo.

Definicion 1.1.1 Sea (Q,.7,P) un espacio de probabilidad. Un proceso estocdsti-
co es un conjunto de variables aleatorias (X;) jey definidas en ese espacio . Si el
proceso representa la evolucion temporal de un sistema aleatorio entonces vamos
a tomar a J = Ny (caso discreto) o J = [0,+e0) (caso continuo).

Definicion 1.1.2 Sea S un conjunto finito o numerable. Decimos que P es una
matriz estocdstica si (P(X,y))xyes son niimeros mayores o iguales a cero tal que

ZyESP(xay) =1

Definicion 1.1.3 Sean (X,),cn variables aleatorias definidas en (Q,.% ,P) y P
una matriz estocdstica. Decimos que (X, )nen es una cadena de Markov homogénea
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10 CAPITULO 1. PRELIMINARES

a tiempo discreto con matriz de transiciones P sii
P(X, =y Xn—1 =x,...... X1 =x1,X0 =x0) = P(x,y) (1.1.1)

para todo x,y € Sy X0,X1,...,.Xn—2,Xn—1 € S para los cuales el evento al cual
condicionamos tiene probabilidad positiva.

Observacion 1.1.4 Notar que la ecuacion (1.1.1) determina la distribucion del
proceso (Xp)nen-

Notar que la idea intuitiva de las cadenas de Markov es que para decidir a
donde vamos a ir lo Uinico que nos importa es donde estamos. O sea, el futuro es
independiente del pasado si condicionamos al presente.

A lo largo de este capitulo cuando hablamos de una cadena de Markov vamos
a llamar S al espacio de estados y vamos a suponer que S es a lo sumo numerable.

Teorema 1.1.5 (Construccion y simulacion de cadenas de Markov) Sea (X,),cn
un proceso estocdstico. Entonces (X,),cn es una cadena de Markov con matriz
de transiciones P sii existen variables (Xn)neN con la misma distribucion con-
Junta que (X,)nen, una funcion F : S x [0,1] — Sy (U;);en variables aleatorias
independientes con distribucion uniforme en el [0,1], tales que

Xoi1 = F(Xp,Upy1) para todo n> 1.
Prueba.

=) Para un x fijo consideremos una particién del intervalo [0, 1] en intervalos
I(x,y) para x,y € S tal que la medida de /(x,y) es P(x,y). Definimos

Fxu) =y siue(xy),
Xi=Xy
)?,IH = F()?n,UnH) paratodo n > 1.

Como F es medible y X),, U, son medibles para todo n > 1, )?,, resulta me-
dible para todo n > 1. Tenemos entonces que

P(Xpr1 =Xni1 | Xo = %0, Xn = %)

><

= P(F(xp,Ups1) = Xps1|X0 = X0 o-es Xp = X)
= P(F(x n+1)—xn+1|Xn—xn)

= P( 1€I(xn;xn+l))

= P(Xp,Xp41)-
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donde en la tercera igualdad usamos que la variable U, es independiente

de (U;)i<n y, por lo tanto, también lo es de (X;);<, por construccion.

<) Sea U una variable aleatoria con distribucion uniforme en el [0, 1], defini-
mos para x,y € S, P(x,y) =P(F(x,U) =y). Vale entonces que P(x,y) >0
para todo x,y € S. Vale también que

Y Px,y) = Y P(F(x,U)=y)= Y P(U€I(x,y)) = 1.

yes yes yes

Abhora, con la misma cuenta que antes vemos que

P<§n+1 = xn+1|§0 = X0, ,)?n :x,,) = P(§n+1 = xn+1|)?n = Xn)

= P(xnaxn-l-l)‘

Entonces (X;),en es una cadena de Markov con matriz de transiciones Py,
por lo tanto, (X, ),cn también.

1.1.1. Cadenas de Markov a tiempo continuo

La idea ahora es construir una cadena de Markov a tiempo continuo (X; )0, )
en un espacio de estados S finito o numerable. Como § es numerable la cadena se
tiene que mover de a saltos, no se puede mover de manera continua. Con lo cual, el
proceso tiene que quedarse un tiempo aleatorio en el lugar x y luego elegir aleato-
riamente un lugar y al cual saltar. Una vez que estd en y espera un tiempo aleatorio
(que en principio puede depender del lugar en el que estd), después elige un lugar
z a cual saltar, y asi sucesivamente. Entonces, dado un estado inicial tenemos que
especificar la distribucién de los tiempos de espera en cada estado y la regla de
decision para saltar de un estado al otro.

Ahora, la propiedad de Markov dice que lo tinico que importa es el estado
en el que estoy, no importa cuanto tiempo ya estuve en este estado. Deducimos
entonces que la distribucion de los tiempos de espera tiene la propiedad de pérdida
de memoria y, por lo tanto, es exponencial. Como el pardmetro puede depender
del lugar en donde estoy lo llamamos, para cada x, c(x). En definitiva, si estamos
en el lugar x en un momento determinado, el tiempo 7 que vamos a seguir en ese
estado cumple que P(7 >t) = e’ A su vez, la propiedad de Markov nos dice
que la regla de decisién para pasar de un estado al otro solo puede depender del
estado en donde estoy. Teniendo eso en cuanta, lo tnico que nos falta es una matriz
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estocastica P tal que la probabilidad de pasar de x a y sea P(x,y). Notemos que si
estamos en el estado x una forma de decidir a que estado saltar es dividiendo el
intervalo [0, 1] en intervalos disjuntos /(x,y) de longitud P(x,y) y luego usar una
variable uniforme de la siguiente manera, si la variable cae en el intervalo I(x,y)
entonces el proceso salta al estado y.

Esto sugiere que para construir una cadena de Markov a tiempo continuo
(Xt):€[0,+) Podemos definir una cadena de Markov a tiempo discreto (¥y),en,
con matriz de transiciones P, y ajustar los tiempos de espera para que sean expo-
nenciales de pardmetro c(x). Llamamos a (Y},),cn, el esqueleto de X;. Mds preci-
samente, la secuencia de estados que visita (X;);>0 es Yo, Y1,Y2,Y3.... y los tiempos
de espera son 7, = c(¥,) " 'E,, con (E,),en V.a.i.i.d con distribucién exponencial
y media 1. Para que se cumpla la propiedad de Markov tenemos que pedir que, da-
do Y, la variable 7, sea independiente de (7, Yx)o<x<n—1 - Entonces, si definimos
To=0yT,=1+....+ T, paran > 1 tenemos que

Xi=Y,paraT, <t <T, i paran=1,2,3,....

Dicho en palabras, X; espera un tiempo 7, en Y, y después saltaa ¥;, 1. X; esta de-
finido para todo t € R>g si T " oo cuando n " eo. Esto pasa en casi todo punto
si, por ejemplo, asumimos que existe C tal que ¢(x) < C para todo x € S. Notemos
también que las trayectorias de X; son continuas a derecha.

Por dltimo, vamos a estudiar como es el comportamiento infinitesimal del pro-
ceso. Definimos el operador lineal L cuyo dominio es el espacio de funciones
acotadas en S de la siguiente forma

L(f)(x) = c(x) ) P(x,)(f(y) = f(x))

yeS

Este operador se llama el generador del proceso (X;);>¢ y se puede interpretar
de la siguiente manera: empezando en el estado x , el proximo salto ocurre con
tasa ¢(x) y, cuando ocurre, saltar al estado y ocurre con probabilidad P(x,y). En
ese caso, el valor de f cambia en f(y) — f(x).

Otra forma de describir el proceso es mediante la tasas instantdneas. Estas
tasas vienen dadas por una matriz Q = (g(x,y))y yes definida por

q(x,y) = c(x)P(x,y) para y # x,

q(x,x) ==Y q(x,y).
y#x
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Asi, suponiendo que P(x,x) = 0 tenemos que

c(x) =) c(0)P(xy) =Y q(x.y).
x#y x#y

Luego, dada la matriz Q queda determinada la distribucién del proceso. Para sim-
plificar la notacién vamos a llamar ¢(x) a c(x).

Definicion 1.1.6 (Cadenas de Markov a tiempo continuo) Sea(X;),>o un proce-
so estocdstico con trayectorias continuas a derecha en un espacio de estados S.
Decimos que (X;);>0 es una cadena de Markov a tiempo continuo con matriz de
tasas Q, si su esqueleto (Y,),eN es una cadena de Markov a tiempo discreto con
matriz de transiciones P = (P(x,y),x,y € S) dada por

q(x,y)
q(x)

P(x,y) = six#y, P(x,x) =0.

Ademds se tiene que cumplir que condicional a Yy,Y1....,Y,_1 los tiempos de salto
T1, T2, ..., Tn SOn variable aleatorias independientes con distribucion exponencial
de pardmetro q(Y;) coni=0,1,...,n— 1 respectivamente.

Definicion 1.1.7 Sea (X;);>0 una cadena de Markov a tiempo continuo en espacio
de estados S C R¢ a lo sumo numerable con matriz de tasas Q. Definimos el drift
de (X;);>0 como

By = ) (-x)qxx)

X' eS: x'#x

Observacion 1.1.8 Sea (X;),>0 una cadena de Markov a tiempo continuo en un
espacio de estados S C R4 a lo sumo numerable con matriz de tasas 0. Notemos
que si fi con i =1,...,d son las proyecciones en la i-ésima coordenada respecti-
vamente entonces

B(x) = (L{f1)(x), -, L{fa) (x)).

Esto dice que el drift da el comportamiento infinitesimal de (X;);>0 coordena-
da a coordenada. Indica hacia donde va el proceso en media condicional a que
estamos en el estado x.

A continuacién probamos un resultado que sera de utilidad mas adelante.
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Lema 1.1.9 Sea Q una matriz de tasas y supongamos que C = sup,¢{q(x)} < oo
y sea q > C. Sea (X;);>0 construido de la siguiente forma: si X; esta en lugar x
espera un tiempo exponencial de pardmetro q, salta al lugar y con probabilidad
@ y se queda en el lugar con probabilidad 1 — Zy#x@. Entonces (X;);>0 es

una cadena de Markov con matriz de tasas Q.

Prueba. Sea p(x,x) =1 — Zy#x@ =1- @

independientes distribuidas uniformemente en el [0, 1] y supongamos que X; esta

en el lugar x. Una forma de elegir a donde saltar es dividir el intervalo [0, 1] en

intervalos disjuntos I(x,y) de longitud @ si x #yy p(x,x) si x =y. Entonces

X; salta al estado y si la variable uniforme cae en /(x,y) y se queda si la variable
uniforme cae en I(x,x). Una forma de dividir el [0, 1] es tomando el [0, p(x,x))
y después dividir [p(x,x), 1] adecuadamente. Asi, para que X; salga del lugar x
necesitamos que U; > p(x,x). Luego si N = min{i: U; > p(x,x)} lo que tarda X;
en salir del lugar de donde esta es £ = Z{-L E; con (E;);cy v.a.i.i.d con distribu-
cién exponencial de pardmetro g . Usando que E|y—; ~ I'(k,q) veamos que E es
exponencial de parametro g(x)

. Sean (U,),en variables aleatorias

PE>r) = Y PE>r|y=)P(N=k)

k=1
© ek
- I;l/r Fcék)sk e dsp(x,x) 7! (1- p(x,x)))

— o~ =plxx))gr
e 4T

Ahora como en ese momento, la variable uniforme correspondiente cae en

el intervalo (p(x,x),1] y para saltar al lugar y tiene que caer en un intervalo de

g 40y) T qxy) g _ q(xy)
longitud g entonces la probabilidad de saltar al lugar y es a0 = ab)

q
|



1.2. PROCESOS DE POISSON 15

1.2. Procesos de Poisson

En esta seccion definimos los Procesos de Poisson, enunciamos algunas equi-
valencias de la definiciéon y demostramos algunas propiedades que nos serdn de
utilidad més adelante.

Definicion 1.2.1 Un proceso de Poisson con tasa A > 0 es una cadena de Markov
(N;)¢>0 con espacio de estados Ny y matriz de tasas Q dada por q(j,j+1)=21y

En palabras, un proceso de Poisson va saltando hacia arriba de a un paso y el
tiempo de espera entre salto y salto es exponencial con pardmetro A. N; es la
cantidad de saltos que hubo hasta tiempo #. Nos van a ser utiles las siguientes
equivalencias.

Teorema 1.2.2 Sea (Xt),zo un proceso estocdstico a valores enteros, creciente,
con trayectorias continuas a derecha y tal que Xy = 0. Sea A > 0. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes

a) Los tiempos de espera (7T;)icN son v.a.i.i.d con distribucion exponencial de
pardmetro Ay el esqueleto de (X;);>o viene dado por Y, = n para todo
neN.

b) (X;)i>o tiene incrementos independientes (es decir, dadon € N si 51 <11 <
... <8, <ty entonces las variables aleatorias X;, — X, ,.....X;, — X;, son in-
dependientes) y, ademds cuando h 0,

P(X;1p—X, =1)=Ah+o(h), (1.2.2)
uniformemente en t.

¢) (X;);>0 tiene incrementos estacionarios e independientes y, para cada s,t €
R>o con s < t, la variable aleatoria N; — Ny tiene distribucion Poisson de
pardmetro A(t —s).

Si (X;)r>0 satisface cualquiera de estas tres condiciones resulta un Proceso de
Poisson con tasa A.

Prueba. Ver [5, pag.76]. =
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Corolario 1.2.3 Sea (X;);>0 un Proceso de Poisson con tasa A. Entonces cuando

B\ 0
P(X,1h— X >2) = o(h),

uniformemente en t.

Prueba. Como (X;),>0 es un Proceso de Poisson con tasa A valen (1.2.1) y (1.2.2)
y, por lo tanto

P(X[+h _Xt 2 2) — l _]P)(XFF/’Z _Xl‘ — 0) —]P)(X[+h _Xl‘ — l) — O(h)
|

Lema 1.2.4 Sea (N'(t));>0 un Proceso de Poisson de pardmetro 1. Definimos
parat >0y V €N, NV(t) = N'(Vt). Entonces, (NV(t));>0 es un Proceso de

Vv
Poisson de pardmetro V' y, para t fijo, Nvgt) — 1 c.t.p cuando V- — oo.

Prueba. Tenemos
NV (1) NY(Vt)
Vit Vit
QN (i+1)=N'(i)  N'(Vi)=N'([v1))
) +
Vit \%;

i=0
Vi) ENG+ 1) —NY() | N (Vi) —N'((i])
vVt & V] * Vit

1

El primer término tiende a uno c.t.p por la ley de los grandes nimeros y porque
% tiende a uno cuando V — 0. Veamos que el segundo término tiende a cero

c.t.p. Sea € >0y k € Ntal que ket > 1. Entonces

Vit Vit
= P(N'([Ve]+1)-N'([V1]) > eV1)
= P(N'([Vi]+1)=N'([V1]) > [eVi] +1).

P(Nl(Vt)—Nl([Vt]) >8> - P(Nl([Vt]+l)—N1([Vt]) >8)

Para cada V, N'([Vt] + 1) — N!([V]) es una variable Poisson de parametro 1. Si
tomamos X con esa distribucion sabemos que E(X) =Y~ P(X > n) y, por lo
tanto,

o5}

Y P(N'([Ve]+1) = N'([Vt]) > [eVi] +1)
V=1
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< ki P (N (V] +1) = N'([V{]) > n) = kE(X),
n=1

ya que como mucho hay k valores de V para los cuales [eVt]+ 1 € (n,n+ 1].

Entonces (P(Nl(vt);]tvl([w]) > 8))‘/6 NI(VI);]I\Il([Vl])
tiende a cero c.t.p.

]

Para més informacion acerca de Cadenas de Markov a tiempo continuo y pro-
cesos de Poisson ver [5, 6, 7]. En [7] se puede ver también una definicion de
acoplamiento y varios ejemplos.

y €s sumable y, por lo tanto

1.3. Desigualdad de Gronwall

En esta seccidon enunciamos y demostramos la desigualdad de Gronwall. Va-
mos a usar esta desigualdad en el capitulo que sigue.

Teorema 1.3.1 (Desigualdad de gronwall) Sea I = [0,T], H una funcién conti-
nua e integrable en I tal que existen A,B constantes para las cuales se cumple que

H(t) <A+ [yBH(s)ds V t € I. Entonces, H(t) < AePT.
Prueba. Definimos para s € [0, 7],
G(s)=e B /OSBH(r)dr.
Tenemos entonces que
G'(s)=—Be /0 ' BH (r)dr+e BBH(s) = Be B (H(s) — /0 ) BH (r)dr) <ABe™ 5.
Como G(s) = 0, integrando esta desigualdad llegamos a que
G(t) <A(1—e 8.

Usando la definicién de G(¢) y la hipdtesis tenemos que

H(t)—A<eP'G(r) <PA(1—e BT,

de donde se deduce la desigualdad que queremos probar. m
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1.4. Método de Euler

Consideremos la ecuacion diferencial
X(t) = F(x(1)),
(1.4.1)
x(0) = yo,

conx:R — R4 y F: R4 — R4, denotemos,

x(t) = (x'(t),....x4), F(x)=F'(x),....,F¢(x)).

Observemos que si conocemos el valor de x(z) para algiin # entonces conocemos
también el valor de la pendiente de la recta tangente a x'(¢) en el punto (z,x/(z))
para cada i = 1,....,d. Como x(0) es conocido sabemos exactamente el valor de
%(0) = F(x(0)). Esto sugiere que el valor de x(%) va a ser aproximadamente

Yi =30 +hF (o)
0, el valor de x(h) va a ser aproximadamente

y1 =Yo+hF(yo).

Si trabajamos en el intervalo [0, 7] y queremos dar una aproximacién de x(7),
elegimos V € N y puntos equiespaciados f1,....,t, con paso h = %, de manera tal
que ty =kh, k=0, ....,n. Ahora dada y; una aproximacion de x(#; ), definimos una
aproximacion de x(fx41) = x(t + h) como

Vi1 = yi+hF(y;).

Definicion 1.4.1 El método de Euler con paso h para la ecuacion (1.4.1) en el
intervalo [0,T] es la sucesion definida por yo, y1 = yo + hF (yo) e, inductivamente

Yk = Yk—1 +hF (ye—1).

1.4.1. Analisis del error y convergencia

El objetivo de esta seccidn es analizar cudl es el error que cometemos al utilizar
el método de Euler para aproximar la solucién de una ecuacién de la forma (1.4.1).
Para esto introducimos dos conceptos, el de error de truncamiento local y el error
global. El primero es el error que cometemos al calcular x(f + /) conociendo x(t),
el segundo es el error que acumulamos al aplicar V pasos del método, es decir

x(l‘v) —yy.
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Definicion 1.4.2 Liamamos m; al error de truncamiento local que se comete en
el k-ésimo paso. Este error estd dado por la expresion

x(tx + h) = x(t) + hF (x(t)) + h.

Es decir,

_ x(te+h) —x(t) ~¥(&)
= —" A . —F(X(ka—hT,

para algiin & € (.t +h).

Definicion 1.4.3 Dado V € N, llamamos py al error global que cometemos des-
pués de aplicar V pasos del método de Euler a una ecuacion de la forma (1.4.1).
Es decir,

pv = x(ty) —yy

A continuacion enunciamos un teorema que nos permite controlar el error global
que cometemos al aproximar x(7") con el método de Euler. Elegimos V € N y
t1,....,ty puntos equiespaciados, t; = hi,i=1,....,V,con h = ‘; de manera tal que
ty=T.

Teorema 1.4.4 DadoV €¢ Ny h= % Sean yy el V-ésimo término del método de
Euler con paso h'y valor inicial yy para la ecuacion (1.4.1). Sea x(t) la solucion
de dicha ecuacion. Supongamos que F es una funcion Lipschitz con constante K,
o sea, |F(x) — F(y)| < K|x—y| con K independiente de x,y. Entonces, se tiene

mix {[x(1) =311} < ((0) =yo| + KT F ).

En particular si x(0) = yo entonces

: Nl < _KT.
Joax {|x(t;) = yil} < KT |[F||e

Prueba. Escribimos

(1) = x(0) + /0 "F(x(s))ds.

Sea y la funcién que vale y; en el intervalo [ik, (i+ 1)h) para i =0, ....,V. Defini-
mos

() :)’O—i-/otF(y(s))ds.
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Seat; <t < t;j; entonces

k
¥(1) = yo+ Y Fyo)l(k+1)h—kh] 4 (t —ih)F (y;)
k=0
i—1
= Yo+ Y, Fw)h+ (t —ih)F(y;)
k=0

= Yit (= ih)F(yi).

En particular y(#;) = yo+ Y.4_o F (vi)h =i, € y() es una interpolacién lineal de
los primeros V términos del metodo de Euler con paso 4. Ademas, sit; <t <t
entonces

y(t) =¥()| = |yi+(t—ih)F(y;) —yi|
|(t —ih)F (yi)]
< h|F(yi)|

Comparemos y(¢) con x(z)

) =30 = KO-+ [ ’F<x<s>> ~ F(3(s)ds
(0) = o+ [/ IF(x(5)) ~ F(3(s))lds

+(0) 3ol + [ Kix(s) —3(6)lds

IN

IN

t
< O ol + [ Klxls)—x(0)lds-+ [ Kirs) ~3(s)lds
< [x(0) y0|+1</ 1x(s) — y(s)|ds + KhT | F ..
Aplicando la desigualdad de Gronwall tenemos que

[x(1) = y(1)] < (1x(0) = yo| +KAT |[F||oc)e"!

En particular

méx {|x(1;) —yi[} < (|x(0) —yo| + KAT |[F||..)e”

1<i<v
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Corolario 1.4.5 Dado V € N, sean yl‘-/ el i-ésimo término del método de Euler
con paso % y valor inicial yg para la ecuacion (1.4.1). Supongamos que F es
una funcion acotada, Lipschitz con constante K y que yg — x(0) cuando V — oo,
Entonces

lréllangﬂx(ti) —vil} =0  cuando V — oo.

Prueba. Por el Teorema 1.4.4 tenemos que

T
i ) —yil} < —yy| + K=T||F||)eX"
lrgl,ang{\X(h) yil} < ((0) =yo |+ K T Fll)e™

de donde se deduce el corolario. m
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Capitulo 2

Familias que dependen de una
densidad

En este capitulo vamos a definir el concepto de familias de cadenas de Markov
que depende de una densidad. Para eso, vamos a presentar distintos ejemplos en
donde, mediante este concepto, podamos relacionar ecuaciones diferenciales or-
dinarias con cadenas de Markov. Este anélisis esta acompanado por simulaciones
que comparan los modelos deterministicos con los estocdsticos.

2.1. Modelos poblacionales

Consideremos la ecuacion diferencial

X1 (t) = ax (Z‘) —bxy (l‘)xZ(t>,
(2.1.1)
X2(t) = cxq(t)xo (1) — dxa(2).

Con a,b,c y d parametros positivos. Esta ecuacion sirve de modelo para una si-
tuacién de predador-presa, por ejemplo, zorros y conejos. Podemos interpretar
x(t) = (x1(),x2(t)) como la densidad de la poblacién de cada especie respectiva-
mente en una region infinita.

Veamos cémo puede pensarse esta ecuacion,

- Asumimos que ante la ausencia de zorros la tasa de crecimiento de la densi-

dad de la poblacion de conejos es proporcional a x (7). Asumimos también
que la tasa con la cual los zorros comen a los conejos es proporcional a

23



24 CAPITULO 2. FAMILIAS QUE DEPENDEN DE UNA DENSIDAD

x1(t)x2(t). De ahi que la tasa de cambio en la densidad de la poblacién de
conejos viene dada por x; (1) = ax; (t) — bxy(t)xa(t).

- Asumimos que ante la ausencia de conejos la tasa con la cual cambia la
densidad de la poblacion de zorros es proporcional a x,(¢) con constante
negativa. Asumimos también que la tasa con la cual crece la densidad de po-
blacién de zorros ante la presencia de conejos es proporcional a xj (#)x;(z).
De ahi que la tasa de cambio en la densidad de la poblacién de zorros viene
dada por X, (1) = cx1(t)xa(t) — dxp (1) .

Podemos pensar que a = A; — i donde A, es la tasa con la cual nacen conejos
ante la ausencia de zorros y U la tasa con la cual mueren. Podemos pensar también
que d = Uy — Ay donde A, es la tasa con la cual nacen los zorros ante la ausencia
de conejos y U, la tasa con la cual mueren.

Definimos una cadena de Markov que sirva de modelo para la misma situacion
de predador-presa en una superficie de tamand V. O sea,

Vil V2
X[V = (Xt X07)

con X,V’l la cantidad de conejos a tiempo ¢ y Xtv’2 la cantidad de zorros a tiempo .
Sean k = (k1,k2) con k1, ks € Ny, e, e; los vectores canénicos de R? y g(k,k+e;)
coni = 1,2 las tasas de la cadena de Markowv.

- Como cada conejo tiene crias con tasa Aj, la tasa con la que la cantidad de
conejos crece en uno es g(k,k+ej) = k.

- La tasa de muerte de los conejos viene separada en dos partes. Ante la au-
sencia de zorros, cada conejo muere con tasa ;. Tenemos entonces que,
la tasa con la que la cantidad de conejos decrece en uno es k. Por otro
lado, ante la presencia de zorros asumimos que cada vez que un zorro se
encuentra con un conejo decrece en uno la cantidad de conejos. Teniendo
en cuenta el tamafio de la superficie en la cual viven las poblaciones, tene-
mos que la tasa de encuentro es %. Luego, como la cantidad de encuentros
posibles es k1 k; la tasa con la cual decrece en uno la cantidad de conejos es
bkvﬂ. Juntando estos dos casos tenemos que g(k,k —e;) = pik; + bklvﬁ.

- La tasa de crecimiento de los zorros también va a estar separada en dos
partes. Ante la ausencia de conejos, cada zorro nace con tasa A. Tenemos
entonces que la tasa con la que la cantidad de zorros crece es Ayk,. Por otro
lado, ante la presencia de conejos, la tasa con la que la cantidad de zorros
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crece en uno es ¢*1/2. Juntando estos dos casos tenemos que g(k,k +e2) =
Aoko + Cklk2

- Por dltimo, cada zorro muere a tasa . Por lo tanto, la tasa con la que la
cantidad de zorros decrece en uno es g(k,k —e3) = Lrkp

Resumiendo, las tasas vienen dadas por

q(k,k+e1) = Ak; nacimiento de un conejo,
qlk,k—er) = Wk, + bklvﬁ muerte de un conejo,
qlk,k+er) = ky + cklvﬁ nacimiento de un zorro,
qlk,k—er) = woks muerte de un zorro.

Vamos a pensarlo de la siguiente manera. Sea f : R? x Z? — R definida por

f(x,e1) = Aixy,

f(x,—e1) = urxy +bxixz,

f(x,e2) = Apxp +cx1x2,

f(x7 —61) = Uzx3,

f(x,e) =0 paratodo e # tey,te;.

Entonces

q(k,k+€1) :Vf(\kmel)a
‘I(kak_el) :Vf(xﬁlv el):
qk,k+e2) =V [f(i,e2),
q(k,k—ez):Vf(‘k,, —e7).

o~ <
~
-~
SN—

2\/ (¢)). Como los unicos saltos
—1

Calculemos ahora el drift del proceso i L(x
( ,0),(0,1),(0,—1)} tenemos

posibles vienen dados por VL para L = { 1,
que

ZZELéQ(anVX+l) = Zerlf(x,0)
= (1,0)A1x1 + (0, 1) (A2x2 + cx1x2)
(1,0)(u1x1 4+ bx1x2) — (0, 1) oxn
= (Mx1 — (x) +bx1x2), Apxa + ex1x2 — Lax2)
(ax) — bx1xp,cx1x — dxy).
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Luego si definimos

F(x1,x2) Zlf x,1) = (ax; — bxxp, cx1xp — dxp),
leL

entonces F(x) es el drift del proceso y; L(XY (t),X) (t)) enel punto (x1,x2) y ademds
la ecuacioén original se puede escr1b1r como

(x1(1),%2(1)) = F (x1(1), x2(1))-

El drift del proceso de una cadena de Markov nos dice hacia donde va el proceso
en media (condicional al pasado) y la derivada de la solucién de la ecuacion nos
dice hacia donde van las trayectorias. Es de esperarse que las trayectorias que son
solucion de la ecuacidn y las de los procesos se parezcan cuando V' es grande.
Teniendo en cuenta que el supuesto de que las poblaciones pueden crecer in-
definidamente es poco realista podemos agregarle un factor social a la ecuacién
diferencial. Este factor obliga a que cuando la poblacién exceda cierto valor 1, al
cual llamamos poblacién limite, la tasa de crecimiento se vuelva negativa. Esto es,
ante la ausencia de interacccion entre las especies, la ecuacion para los conejos es

X1(1) = a(n —xi (1)) (7).

Para los zorros agregamos un factor proporcional a x3(¢). En definitiva,
31 (1) = axy () — by (1)xa (1) — yxi (1),

X (t) = ex1 (1) xa(t) — dxp(t) — 8x3(¢).

(2.1.2)

Pensando de nuevo que a = A; — ] y d = lp — A,. Definimos un proceso X\ =
(X 1V (1) ,XZV (t)) que modele el comportamiento de esta situacion con las siguientes
tasas

q(k,k+e1) = A1k nacimiento de un conejo,
q(k,k—ey) = wk; + bk'vﬁ - }/@ muerte de un conejo,
q(k,k+ey) = Arko + c% nacimiento de un zorro,
q(k,k—er) = toky + 3% muerte de un zorro.

Es razonable dividir por V a los términos que tienen que ver con el factor
social ya que estamos teniendo en cuenta el tamand de la superficie en donde las
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21
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5 10 15

Figura 2.1: En azul la proporcion de conejos del modelo deterministico dado por
la ecuacion (2.1.2) y en rojo la proporcion de conejos para el modelo estocéstico
con V = 5000. En ambos casos el punto inicial es 2 y los pardmetros son ¢ = b =
Hi=A=1Lum=A4=2yA=u=05.

05
0.45
04l
0.351
03t
0.25
02l

0.15

Figura 2.2: En azul la proporcidn de zorros del modelo deterministico dado por la
ecuacion (2.1.2) y en rojo la proporcién de zorros para el modelo estocastico con
V = 5000. En ambos casos el punto inicial es 0,1 y los pardmetros son ¢ = b =
Hi=X=1u=4=2yy=06=0,5.
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poblaciones viven. Nuevamente, podemos pensar que las tasas vienen dadas por
qlk,k+1) = Vf(‘ﬁ,,l) para la siguiente f

f(x,e1) = Aixy,

f(x,—er) = pixy +bxyxo + yx%,

f(-x7 62) = A’ZXZ +C.X1X2,

f(x7 _62) = Upxp + 57‘%7

f(x,e) =0 paratodo e # tey,Les.

Nuevamente,

F(x) = Z Lf(x,1) = (ax) — bx1xy — Yx3, cx1%2 — dxs — 6x3),
leL

es el drift del proceso %(XIV (t),X) (t)) evaluado en x y también sirve para escribir
la ecuacién diferencial como x(f) = F(x(¢)). Podemos ver en las figuras 2.1y 2.2
una comparacion entre el modelo deterministico y el estocéstico. A este tipo de

familias de cadenas de Markov se las llama familias que dependen de una densidad
(ver [4]).

Definicion 2.1.1 Dada una familia de cadenas de Markov (X )yen, con espacio
de estados en 7.%. Decimos que (X )yen es una familia de cadenas de Markov
que depende de una densidad si existe una funcion continua f : R? x Z¢ — R tal
que las tasas de XtV vienen dadas por

1
qw¢+JyZVf%¢J%pmuz%0ykeZ{
para todo 'V € N. En ese caso definimos

L={1€7Z%: existexcR? con f(x,1)#0}y

F(x)=Y If(x0).

leL

Veamos otros ejemplos de aplicaciones que caen dentro de este tipo de familias
de cadenas de Markov. De aqui en adelante vamos a definir las densidades f solo
en los puntos en los que no valgan cero. Lo mismo hacemos para las tasas de las
Cadenas de Markov.
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2.2. Modelos epidémicos

Ante la presencia de una enfermedad contagiosa definimos tres tipos de indi-
viduos: susceptibles, infectados y recuperados o inmunes. Los primeros son los
que pueden contagiarse, los segundos los que tienen la enfermedad y pueden con-
tagiarla, y los terceros son los que se curaron y no pueden volver a contagiarse.
Teniendo esto en cuenta hay dos grandes tipos de modelos: el modelo SIS y el
modelo SIR. Para mas informacion sobre modelos epidémicos ver [1].

2.2.1. Modelo SIS

En este modelo un individuo susceptible una vez que se infecta no se vuel-
ve inmune. O sea, cuando se recupera vuelve al grupo de los susceptibles. Este
modelo fue usado para el estudio de enfermedades de transmision sexual. Para
simplificar asumimos también que todos los individuos nacen susceptibles (nadie
puede nacer con la enfermedad) y que no hay muertes causadas por la enfermedad.
La ecuacion diferencial que sirve para este modelo viene dada por

S(t) = —=BSWI(t) + b+ (),

I(t) = BS(t)I(t) — (b+ 1) (1),

donde S(t),1(t) representa la proporcion de susceptibles e infectados respectiva-
mente, B > 0 es la tasa de contacto, ¥ > 0 es la tasa con la cual se recuperan
los individuos y b > 0 es la tasa de nacimiento. Asumimos que la tasa de muer-
te es igual a la de nacimiento, con lo cual, el sistema es conservativo (notar que
S(t)+1(t) =0).

Definimos una familia de cadenas de Markov (S),1”) que modele esta misma
situacién. Aqui S) es la cantidad de individuos susceptibles a tiempo ¢ € 1 es la
cantidad de individuos infectados a tiempo ¢. Las tasas correspondientes son, para
k € N?

(2.2.1)

q(k,k+e;—ey) = (b+7)ka  se muere o se recupera un infectado,
qk,k+ey—e;)=p ]“Vﬁ se infecta un susceptible.

Donde V es el tamafio total de la poblacion. Como asumimos que las tasas
de nacimiento y muerte son las mismas, cuando muere un individuo infectado
nace uno susceptible. Al estudiar estas Cadenas de Markov estamos estudiando
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una version microscopica del fendmeno que modela la ecuacién (2.2.1), ya que en
la ecuacién estamos estudiando la proporcion de individuos infectados mientras
que en la cadena de Markov estamos estudiando solo la cantidad de individuos
infectados en una parte de la poblacion de tamafio V.

En este caso podemos definir, para x € R?

f(xael _62) = (b+}’>)€2,
fx,e2 —er) = Bxixs.

Asi, vale que g(k,k+1) =V f(¥,1). Adems,

F(x) =Y If(x,0) = (—=Bxix2+ (b+¥)x2, Bxixa — (b+7)x2)
leL

es el drift del proceso %(S}/,I,V ) evaluado en x. Se verifica también que

2.2.2. Modelo SIR

En este modelo una vez que un individuo infectado se recupera, se vuelve in-
mune. Es decir, una vez que se recupera pasa a la clase R de los individuos que no
estan infectados pero no son susceptibles. Este modelo se aplicé para enfermeda-
des infantiles como la varicela, el sarampion y las paperas.

La ecuacion diferencial que sirve para este modelo viene dada por

S(t) = —BS0)I(t) +b(I(t) +R(1)),
I(t)=BSH)I(t)— (b+)(1), (2.2.2)

R(t) = yI(t) — bR(2).

Donde S(t),1(),R(t) representa la proporcién de individuos susceptibles, in-
fectados y recuperados respectivamente. El parametro 3 > 0 es la tasa de contac-
to, ¥ > 0 es la tasa con la cual se recuperan los individuos y b > 0 es la tasa de
nacimiento. Asumimos de nuevo que la tasa de muerte es la misma que la de na-
cimiento con lo cual el sistema es conservativo (notar que S(¢) +1(¢) + R(t) = 0).
Entonces, si S(0) +1(0) +R(0) = 1 tenemos que R(¢) =1 —S(¢) —I(¢) y podemos
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escribir el sistema (2.2.2) como
S(t) = —BS(0)I(t) +b(1-S(1))

I(t) = BS@)1(t) — (b+1)I(t)

Definimos una familia de cadenas de Markov (S),1”) que modele esta misma
situacién. Las tasas correspondientes son, para k € N2

(2.2.3)

qk,k+ey—e)) =P k“,ﬁ Se infecta un susceptible,
q(k,k—ey) = Yky Se recupera un infectado,
q(k,k+ ey —ep) = bky Se muere un infectado,

q(k,k+e1) =b(V —k; —ky) Se muere un recuperado.

Donde V es el tamafio total de la poblacion, y como asumimos que las tasas
de nacimiento y muerte son iguales cuando muere un individuo también nace uno.
Los individuos nacen siempre susceptibles.

Para x € R2, definimos

flx,ea—er) = Pxixs,
f(x7_62) = VX2,

f(x,e1 —ex) =bxa,

f(x,el) :b(l—X]—xz).

Asi, vale que g(k,k+1) =V f(£.,1). Ademis,

F(x) =Y 1f(x,]) = (=Bxixz+b(1 —x1), Bxix2 — (b+Y)x2),

leL

es el drift del proceso %(SY,I)/). Se verifica también que (S(¢),1(t)) = F(S(¢),1(t)).
Podemos ver en las figuras 2.3 y 2.4 la similitud entre el modelo deterministico y
el estocdstico.

2.3. Teoria de Colas

En estos modelos se estudia una cola de clientes. Hay una determinada canti-
dad de servidores que van atendiendo a estos clientes. El objetivo de estos modelos
es determinar la cantidad de clientes que va a haber en la cola después de deter-
minado tiempo. La teoria de colas se aplica, por ejemplo, para la distribucion de
la senal de internet. Para leer mas sobre este tema ver [3].
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Figura 2.3: En azul la proporcién de individuos susceptibles del modelo deter-
ministico dado por la ecuacion (2.2.2) y en rojo la proporcién de individuos su-
sceptibles para el modelo estocastico con V = 10000. En ambos casos el punto
inicial es 0,4 y los pardmetros sonb = f =y = 1.
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Figura 2.4: En azul la proporcién de individuos infectados del modelo deter-
ministico dado por la ecuacién (2.2.2) y en rojo la proporcion de individuos infec-
tados para el modelo estocastico con V = 10000. En ambos casos el punto inicial
es 0,4 y los parametros son b = =y = 1.
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2.3.1. Cola M/M/1

Consideremos una cola en la que los clientes llegan con tasa A y son atendidos
a tasa U por un servidor. Llamamos X; a la cantidad de clientes que hay en la cola
a tiempo ¢. En estas colas el servidor atiende por orden de llegada. Si asumimos
que las llegadas y los servicios tienen distribucion exponencial entonces (X;);>0
es Markov con tasas

qglkk+1)=2 Llega un cliente a la cola, 23.1)
q(k,k—1)=ul{k >0} Elservidor atiende a un cliente, o
para k € N.
En este caso, tenemos que, para x € R>g
flx1) =4,
flx,—1)=pn  parax>0,
f(07 _1) =0

Pero el problema es que f no es continua. Lo que podemos hacer es definir,
parax € R

f(xvl) =2,
flx,—1)=p.

Entonces tenemos que F(x) = A — 1, con lo cual tenemos la ecuacion
x(t)=A—pu
que tiene como solucién a
x(1) = (A — Wy +xo.

Como la cantidad de personas en la cola es siempre mayor o igual que cero toma-
mos como trayectoria limite a la parte positiva de x(¢). En ese caso las cadenas de
Markov X' tienen tasas

q(k,k+1)=VA, Llegaun cliente a la cola,

q(k,k—1)=Vu. elservidor atiende a un cliente. (2.3.2)

Asi, el drift de 3-X evaluado en un x de la forma % es ¢ (VA—Vu)=21—p.
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En definitiva, una cola M/M/1 es una cadena de Markov con tasas dadas por
(2.3.1). E1 M en el nombre de la cola viene de memory loss, que en inglés significa
perdida de memoria. Esto se debe a que la distribucion de llegada y atencion de
los clientes es exponencial. El uno es porque tenemos un solo servidor. Lo que
estamos haciendo en (2.3.2) es reescalar el proceso en el tiempo y el espacio.
Al multiplicar las tasas por V aceleramos los tiempos y cuando estudiamos %X,V
estamos estudiando, a nivel macroscépico, el comportamiento de XtV. Esto es util
justamente para poder estudiar la ecuacién limite.

En este caso, si bien las cadenas de Markov que tomamos no respetan el es-
quema de la cola M/M/1 sabemos que hasta que los procesos se vuelvan negativos
las dindmicas son las mismas.

2.3.2. Cola M/M/

En esta cola tenemos una cantidad infinita de servidores y cada cliente que
llega a la cola es atendido inmediatamente. Asumimos que las llegadas tienen
distribucién exponencial de parametro A y lo que tarda cada servidor en atender
a un cliente tiene distribucién exponencial de parametro u. Las tasas del proceso
son, para k € N

q(k,k+1)=A  Llega un cliente a la cola,

q(k,k—1) = uk algun servidor atiende a un cliente. (2.3.3)
En este caso, tenemos que, para x € R>q
fx1) =2,
f(x7 - 1) = Hx.
Entonces tenemos que
F(x)=A—ux
y la ecuacion x(t) = A — ux(¢). Esta ecuacion tiene como solucion a
A A
x(t) = =+ (xg— —)e M.
H H
Las cadenas de Markov X" tienen tasas
q(k,k+1)=VA, Llegaun cliente a la cola, (2.3.4)

q(k,k—1) = pk.  Un servidor termina de atender a un cliente.
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0.95

0.9

Figura 2.5: En azul la proporcién de individuos en la cola dada por el modelo
deterministico dado con ecuacion 2.3.2 y en rojo la proporcion de individuos en
la cola dada por el modelo estocastico con V = 10000. En ambos casos el punto
inicial es 0,9 y los parametros son A = 1y u = 0.

Asi, el drift de %X,V evaluado en un x de la forma é es %(V?L — pk) = A — ux.
En definitiva una cola M/M/e es una cadena de Markov con tasas dadas por
(2.3.3). Nuevamente, lo que estamos haciendo en (2.3.4) es reescalar el proceso

en el tiempo y el espacio para poder estudiar la ecuacion limite.

2.4. Algunos resultados conocidos

Thomas G. Kurtz probé en una publicacién de 1970 intitulada “Ordinary diffe-
rential equations as limits of pure jump Markov processes” [4] que las familias de
cadenas de Markov que dependen de una densidad tienden en probabilidad a las
trayectorias que son solucién de la ecuacion x(z) = F(x(¢)) cuando la F, definida
como antes, es Lipschitz. El objetivo de esta tesis es probar un resultado similar
al de Kurtz pero usando otra técnica basada en acoplamientos.
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Capitulo 3

Convergencia

Sea (X)yen una familia de cadenas de Markov que depende de una densidad
con densidad f y la ecuacién diferencial correspondiente x(¢) = F(x(¢)). Con f,
F'y L como en la Definicion 2.1.1. Probamos en este capitulo que

E(XY —x(t)]) =0 cuando V — oo
Este es el principal resultado de esta tesis y lo enunciamos en el Teorema 3.0.3.

Notacioén 3.0.1 Dado | € 7¢ notamos con IV a la j-ésima coordenada de 1.

Observacion 3.0.2 Observemos que méax;cy |1/ < oo si'y solo si L es un subcon-
junto finito de 7.

Teorema 3.0.3 Sea ()A(;V)VGN una familia de cadenas de Markov que depende de
una densidad f y X = %,XVIV. Sea U C R? acotado tal que XV € U para todoV €
Nyt > 0. Supongamos también que § = sup,.y{ Y cr f(x,1)} < oo, max;ep [IV| <
oo, Sea x(t) la solucion de la ecuacion %(t) = F(x(t)) con valor inicial xo y F
una funcion localmente Lipchitz relacionada con f como en la Definicion 2.1.1.
Supongamos que x(t) € U paratodot >0y que Xé/ — xo cuando V — oo, Entonces
para cada t > 0 tenemos que

E(X) —x(t))) =0 cuando V — oo.

3.1. Idea de la prueba

Tenemos una familia de cadenas de Markov que depende de una densidad )?,V,
es decir, existe una f, a la cual llamamos densidad, tal que si XIV estd en el lugar

37
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x, entonces espera un tiempo exponencial de pardmetro g(x) = Y,V f(i,0) ¥

salta al lugar x +/ con probabilidad q(z’&“;l) = Vf (%’l)

. Definimos también F (x) =
Yicrlf(x,1) y tenemos entonces la ecuacion dlferenc:1al x(t) = F(x(1)).

A lo largo de esta seccidn vamos a suponer que X cumple las hipétesis del
Teorema 3.0.3. Vamos a trabajar con ¢ € [0,T] para T > 0 arbitrario, y de esta
manera vamos a obtener resultados para cualquier ¢ > 0 fijo.

Tomamos g > g tal que g = % > gV paratodo V € Ny definimos la siguiente
familia de procesos, (Y, )yen

= Si 2‘/ estd en el lugar y, espera un tiempo exponencial de pardmetro % y
salta al lugar

21 1 T
Yo+l oy Sy T
leL T el q 'V

Lo que hace Y en definitiva es saltar a la esperanza de donde saltaria X" si
estuviese en y.

: ;? Y
Definimos ahora XV = 5~ e YV = <. Tenemos entonces que

= Si X estd en el lugar x, espera un tiempo exponencial de pardmetro g(x), y

salta al lugar x + é con probabilidad V%.

= Si Y)Y estd en el lugar y espera un tiempo exponencial de pardmetro % y
salta al lugar y + éF(y).

Observacion 3.1.1 Por el Lema 1.1.9, usando que q > q(x) para todo x podemos
construir X de la siguiente forma,

» Si XV estd en el lugar x entonces espera un tiempo exponencial de pardme-

(x.)

tro q, salta al lugar x + é con probabilidad VfT y se queda en el lugar

con probabilidad 1 — ZIGLV@. Es decir, espera menos tiempo pero le
damos la posibilidad de quedarse en el lugar y la distibucion del tiempo de
espera termina siendo la misma.

Por dltimo definimos una familia de procesos mas
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= 7/ avanza con la media de como avanza X,”. Esto es, si X" estd en el lugar
x entonces en media avanza
l F(x)

NS A CAL NN S e 4220 N 1 )
zeZL(+V)V61+(1 ;Vq) =

Luego, si Z' estd en el lugar z espera un tiempo exponencial de pardmetro
gy, si en ese momento X esta en el lugar x, entonces Z salta al lugar
z+ F),
q

La idea ahora es probar que X, se parece a Z', Z' se parece a ¥" y, como
Y es en cierta forma el método de Euler para la ecuacién x(t) = F(x(t)), ¥,V
se parece a x(t). Podemos usar después la desigualdad triangular para probar el
Teorema 3.0.3. Antes de eso vamos a hacer una construccion gréifica de estos
procesos.

3.2. Construccion grafica de los procesos

En esta seccion vamos a construir los tres procesos mencionados anterior-
mente para todo V > 1 utilizando un tinico Proceso de Poisson N = (N(z)),>0 de
pardmetro 4+ y una sucesién (U;);> de variables aleatorias independientes (entre
si y con N) con distribucién uniforme en [0, 1].

Consideramos, para i € N, los tiempos de salto del Proceso de Poisson

7, =inf{r >0: N(t) > i}.

Observemos que NV (t) = N(Vt) es un Proceso de Poisson de pardmetro % =

(1)

14
g con tiempos de salto (%)EN. Notar que por el Lema 1.2.4 % — t cuando
V — oo,

Teniendo en cuenta la Observacién 3.1.1, construimos la funcién G: Z4 x
[0,1] — Z4 dada por
Glk,u)=k+1, siucl(k,l),
donde (I(k,!)); es una familia de intervalos disjuntos, tal que la medida de Lebes-

gue de I(k,1) es W. Siu ¢ Uil (k,l), definimos

G(k,u) =k.
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Finalmente definimos X como

oV \% . 11

X, =Vx, s10§t<7,

y para & <t < &L,
X =G(X{_,,Up).
14

Por dltimo, notamos X,” = ‘l,)’(vtv. El proceso Z, viene dado por
. T
Zt‘/:xg, 510§t<71,
y para #+ <1< &L

1
7/ =7%  +-F (XZ_1>.
vV q VvV

Construimos también ¥,V como

y para & <t < &L,

1
YtV:Y%/A +-F (Y¥1>-
% q v

De esta manera construimos X,V como en la Observacion 3.1.1 y, por lo tanto,
va a tener la distribucion correcta.

3.3. Aproximacién de Z" a X"

Sea . # = o((NV(5))s<t)- Entonces dado .%; conocemos los tiempos de salto
7; tal que 7; < t. Llamamos Xg’] y F/ (ng ) alas j-ésimas coordenadas de Xg y
F(X} ) respectivamente.

Definicion 3.3.1 Dados n, j € N con j < d definimos

. : . OFI(XY
Al(n) =X —x37, PG (3.3.1)
q
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Lema 3.3.2 Sean i,h € N tales que i # h entonces
E <Af'(i)Af(h)1{r,-, T, < t}‘%) —0
para todo j € N con j<d.

Prueba. Podemos suponer i < h y observemos que, dado 7, < ¢, si conocemos
(Ui)i<n entonces conocemos también los valores de (Xz,)i<,—1. Veamos que vale
el resultado del lema

E (Aj(i)Aj(h)l{r,-, T, < t}‘y‘,)

—E <E <<Aj(i)Aj(h)1{r,-,fh < t}‘a(%, (Ui)iéh)>> ‘%)

F](X‘Cn 1)
q

:E( i(in{z, fh<t}E< XV xVI ’G(ﬁt,(Ui),-Sh)> ‘3&7)

Vj V,j FJ(XTVh—l) ar
—E | A1 {57, <1} ( o(F, (Ui),.gh))_xfh;l_ p ‘j, —0,
pues
~ U f(Xg? 1)
E((x3lo(#,Uhizn)) = ¥ <th1+v>vf’—
1/1170 q
1)
+ Th 1 Z V Th : )
l/ll;éo q
= rh1+ Y Vfxy 1
91/1740
. FI(Xy )
SEP A —"
q
n

Lema 3.3.3 Supongamos que méx;cy |I/| < oo entonces

) . FI(xXY o) .
|X¥’] —X;/»le _ M = max ||,
1 1 q V l

| <

para todo i € N.
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Prueba.
Fi(xY ) )
V.,j V.,j i— i—15
XTIJ XTz_‘Il - Al = Tl ]_ Z lJ T 1 ‘
q 1/170 q
)
< |X17[ Tz IH_ Z |lJ T, 1l
1/ #0 q
- L)
_ |X¥~,J Xy 1|+V Z |l/|V¢
1/1i#0
1 ‘
< max|l/|= +max|l/|=
le leL \%
2
= Zmax|l].
V ieL

Veamos porqué vale la dltima desigualdad. Llamamos C(I/) a la cantidad de

vectores [ € L con j-ésima coordenada [/. Sea L/ una variable aleatoria que vale [/
Y fxXy )
con probabilidad C (ZJ)VM y vale 0 con probabilidad 1 — ¥ 40 V— L

Entonces

(XY )
Y v — B(L]) < max|1).
q leL

1/1i#0

Como consecuencia de los lemas 3.3.2 y 3.3.3 obtenemos la siguiente propo-
sicién

Proposicion 3.3.4 Supongamos que mix;cy |I/| < oo. Entonces existe C, que de-
pende de la dimension del espacio, de f y de maxjc|l’| tal que

<l ™

E(IX) -27/]?) <
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Prueba. Sea K = NV (t),

E(X/-2/1?) = E(E(X’ -2Z/P|7))

X F(xY )
= B(E(X XX, - = PLA))
< & ViV (XY )7
- E(ZE([Z XT/]_ 77,7,]1— = } |%)>
j=1 i=1 q
- ¥ a(e(y (xR 1)
J= =
d
+ Y E (E( AWAJ(h)\,%))
J=1 i,h: i,h<K.ih
3 K oty vy FIXY )Y
- Z E<E(Z [X‘L'iJ_XriL]]_ — :| ‘g?t)>
J=1 i=1 q
n
K
< ) E(Cy3)
j=1
— dcv_qzli
N V- T
C
< —.
-V

Corolario 3.3.5 Bajo las hipdtesis de la proposicion anterior vale que

C
E(XY -2 < ()2

Prueba. Usando la desigualdad de Jensen tenemos que

C
(B(X =21 <E(X -2/ <,

y aplicando raiz cuadrada a ambos lados de la igualdad obtenemos el resultado. =
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3.4. Aproximaciénde Z” aY

En esta seccién vamos a probar que E(|Z —Y"|) — 0 cuando V — 0. Para
eso, acotamos LE(|Z/ —YY|).

Proposicion 3.4.1 Supongamos que existe C tal que E(|Z)|?) < C e |YY| < C pa-
ratodot >0, con C independiente de V. Supongamos también que max;cy |l/| <
co. Entonces E(|Z) —YY|) es derivable y vale

—E(1Z/ -, |)<K(V)1/2+KE(|ZV rY))

Prueba. Sean 7% = o((X) )s<1)), N = (NV (t);>0) y 7" los tiempos de salto de
NY. Tomamos t > 0y At > 0, tenemos

(| t+At Y;‘—/ﬁ-At|jﬁ) = E(lzt‘:LAt t+At|1{<7V (tt—f—At —1}|<%ﬂ)
E(1Z)a = YAl TV O (1,1 + A1) = 0} )
E (12} p— Y,VMAI{«?V N (t,t+At] > 2} )
(| Xy - Mpgv (t,rm]:l})

+ E(z) - Yt"|1{9"m(t,t+At]:0}\%’j)
(2 1T 0140 2 2)1).

-+

Il
t

Tomando esperanza de los dos lados de la igualdad queda

\% \%
E(ZY, 0 Y nl) = E(|zY+F<f]‘f>—n @Q (7Y (11 + A = 1)

+ E(ZV =Y/ )P(TV N (1 + M) =0)
+ E(’ZtV+At_Yz‘«/rAz‘l{gvm(tJ‘i‘At] > 2})

Observemos que por el Teorema 1.2.2, haciendo tender Af a cero llegamos a que
E(|Z) —YY|) es continua por derecha como funcién de ¢. Si Cambiamos ¢ por
t — At llegamos a que E(|ZY —Y,"|) es continua como funcién de ¢. Ahora restando
E(|Z) —YY]) y dividiendo por At,
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E(1Z) 5 = YVia) —E(Z] = Y])

At
E |ZV+F(XtV) _YV_F(YtV) P(7VN(t,t+A]=1)
t t | A
q t
P(TV O (t,t 4+ Af] =0) — 1
+E(|2/ YY) A
+E(|ZrV+Ar — Y ATV O (0 + M) > 23)
At '

Si hacemos tender At a 0, usando el Teorema 1.2.2, el hecho de que NV es
un Proceso de Poisson de pardametro g y que la cantidad de saltos de NV en el
intervalo (¢,¢ + At] es NV (t + At) — NV (t) llegamos a

d F(x) F(YY)
G Ea W) =E(Z) +— = =1 === Na—E(1Z) ~ %]

Ya que, usando la desigualdad de Holder y el Corolario 1.2.3 tenemos que
E(’ZKLAI _Yz‘«/kAz‘l{yV N (t7t +At] = 2})

< E(ZY,u YW PEA{TY A (11 + A > 2))
= 2(E(1Z) ) + BV, o P)PA{ZY A (1,1 4 A > 2)) = o(A1).

A su vez, usando la desigualdad triangular, y el hecho de que F es una funcion
Lipchitz con constante K obtenemos

F(XY) F(Y")
E(1Z) + —-Y ' ——")¢ — E(Z/ -Y|)q

p( PO FOY)
q q
E(FX)~F(1))
KE(XY 7))
K(E(X) =2/ ) +E(2 1))

VAN

g

IAIA

Teniendo en cuenta el Corolario 3.3.5 obtenemos la siguiente desigualdad en
el intervalo [0, 7]
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d C
E(1Z =¥/ |) <K() 2 +KE(|Z = ¥)) (3.4.1)

dt
n

Corolario 3.4.2 Bajo las hipdtesis de la proposicion anterior tenemos que

E(ZY —¥Y ) < K(5) 1o
Prueba. Integrando la desigualdad (3.4.1) en el intervalo [0,¢] llegamos a que

C
%

C
%

t
E(Z/ ~¥') < K(;)"r+ | KE(Z Y |)ds

t
< K()'PT+ [ B2 ¥ s,
0
Con lo cual E(|Z —YY|) cumple las hipétesis del teorema de Gronwall en
[0,T] y, por lo tanto, vale la desigualdad que queremos probar.
|

3.5. Aproximacion de YV a x(7)

En esta seccién vamos a probar que E(|Y,Y —x(t)|) — 0 cuando V — oo, Para
€S0 vamos a usar la siguiente proposicion.

Proposicién 3.5.1 Supongamos que |Y,Y| < C para todoV € Nyt >0, con C €
R independiente de V. Supongamos también que F es una funcion localmente
Lipchitz y que Y(}/ — xo cuando 'V — oo, Entonces

E(|YY —x(t)]) — 0 cuando V — oo

Prueba. Tenemos que (Y} );>( espera un tiempo exponencial con esperanza %

ysaltaa Yy + %%F(Y,). Sea (%" )ren el esqueleto de (Y;");>o entonces, %", | =
@kv + %%F (Q/kV) O sea, %V es el k-ésimo paso del método de Euler con paso %
para la ecuacién x(1) = qllF (x()) en el intervalo [0, 1]. Entonces por el Corolario
1.4.5 tenemos que
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k
méx {|2;" —x< )]}—>OcuandoV—>oo
1<k<V 14

Abhora si x(t) es la solucién de la ecuacion x(t) = F(x(t)) entonces, por unici-
dad de la solucién, tenemos que x(7) = x( ) Por lo tanto

kT
méx {2,V —x( )|}—>OcuandoV—>oo
1<k<V q1V
Luego si s < Y NV (s) <V, entonces
NY(s)T
‘st —X( (S)
q1V

Ya que si NV (s) = k entonces %;” =Y.
Por otro lado, por como construimos (YY)~ tenemos que

)| — 0 cuando V — oo

NY(s)T
aV
(s+3)

— s c.t.p cuando V — oo,

Sea § > 0 tal que <

< 1, entonces Nq( ST < s+ 0 implica que

0)q1V
NV (s) < M <V.
T
Ahora, como

NY(s)T
74

— sc.tpcuando V — oo

vale en particular que

Vis)T
IP’(N (s) >s+5)—>0cuandoV—>oo.
qV

Tenemos

4 )
N 4 Y

E(lYY — <E(yY -
(1Y —x(s)]) < E(|Yy —x( 7V 7V

Para terminar la prueba veamos que cada uno de esos términos tiende a cero
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1) Por el Corolario 1.4.5 sabemos que si NV (s) < V entonces

NY(s)T
q1V

T
Yy —x( )| < (|XO—yX|+KVT||F||oo)€KT-

Con K la constante Lipchitz de F en B¢(0) UU. Usando esto, la desigual-
dad de Holder y que la solucion de la ecuacion es una trayectoria acotada

tenemos que
NY(s)T
£ (= (%))
N4

)
(o[ ]

\%4
< S (Ka 1) (N WT s+6>
VK Qv

() (i 05)

ambos términos tienden a 0 cuando V — oo ya que

(<)) (e (o)) =

. . NY (T .
2) Como x es una funcién continua y % — s c.t.p cuando V — oo, se tiene

1V
que x (%) — x(s) c.t.p o, dicho de otra forma
NY (s)T) ‘
x| ——— ) —x(s)] =0 ct
‘ ( Vv (5 P

Luego, por el teorema de convergencia mayorada sigue que

(1 (57) ) o
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3.6. Prueba del Teorema

Finalmente, vamos a probar el Teorema 3.0.3,

Prueba del Teorema 3.0.3. Para empezar podemos suponer que existe U, tal que
YY.,Z' € Uy paratodot >0y V € N ya que en caso de que esto no se cumpla,
como sabemos que X;” € U paratodot >0,V >0y x(t) € U para todo t > 0
podemos modificar f fuera de U para que se cumpla. Tomamos U tal que U cCU
y ftalque f = fen U, f =0 fuerade U; y f tenga las mismas condiciones de
regularidad que f.

Ahora, como mdx; |I/| < o vale, por el Corolario 3.3.5, que

E(XY —Z7"|) =0 cuandoV — eo.

Como X € U para todo V € N sabemos que E(|X|?) < c, con ¢ independiente
de V , entonces usando nuevamente el Corolario 3.3.5

E(1Z/?)=E(X/ —z/ +X/]) <2(E(X/ - Z/P) +E(IX ) <<
Luego, se cumplen las condiciones del Corolario 3.4.2 y, por lo tanto,
E(|Zz/ —YY|) =0 cuandoV — co.

Como |YtV| < C para todo ¢ > 0 con C independiente de V, YOV — xp cuando
V — ooy F es una funcién localmente Lipchitz vale por la Proposicén 3.5.1 que

E(]YY —x(1)]) = 0 cuando V — oo
En definitiva
E(x) —x())) <E(IXY =z ) +E(1Z] =Y"[) + E(|rY —x(1)]) = 0

cuando V — oo,
]

Observacion 3.6.1 Como convergencia en L' implica convergencia en probabi-
lidad probamos también que, para cada t > 0, X\ tiende a x(t) en probabilidad
cuando V tiende a infinito.
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3.7. Aplicaciones

En esta seccion vamos a relacionar el Teorema 3.0.3 con las aplicaciones que
presentamos en el Capitulo 2. Vamos a ver cudles de los ejemplos caen en las
hipétesis del teorema y cudles no. Empecemos con uno de los modelos epidémicos

Ejemplo 3.7.1 Vamos a aplicar el Teorema 3.0.3 al modelo SIR mencionado en
la subseccion 2.2.2. Tomamos U = {(s,i) € R?: 5,i > 0,s+i < 1}, para ver que
(S(2),1(t)) € U para todo t > 0 vamos a ver que si tenemos la ecuacion (2.2.2)
entonces se cumple que 1(t),R(t),I1(t) > 0 y luego como S(t) +1(t) +R(t) =1
tenemos que S(t) +1(t) < 1. Supongamos que 1(t) = 0 para algun t > 0 entonces
tenemos que I(t) = 0 para todo t > 0 ya que si no, estamos contradiciendo el teo-
rema de unicidad de solucién. Ahora si R(t) = 0 entonces R(t) = yI(t) y aumentan
los recuperados pues ya vimos que 1(t) > 0. Por iltimo, si S(t) = 0 tenemos que
S(t) =b(I(t) +R(t)) y aumentan los susceptibles ya que 1(t),R(t) > 0.

Por otro lado, dado (s,i) € 72, si s = 0 entonces q((s,i), (s—1,i)) = 0 entonces
si empezamos con s > 0 seguimos con s > 0. Ahora si i = 0 entonces q((s,i), (s,i—
1)) = q((s,i),(s+ 1,i— 1)) = 0 entonces si empezamos con i > 0 seguimos con
i>0ysiy+ § = 1 entonces q((s,1), (s + 1,i)) = 0 entonces se va a cumplir que
v+ ‘i, < 1 ya que los demds saltos no alteran esta condicion. Luego, %(SY,I,V )€
U paratodoV € Nyt > 0.

Es claro que también se cumple que max; |l/| < ooy si x = (x1,x2) € U enton-
ces 0 < xp,xp < 1y se cumple también que § = maxycy{Y e f(x,1)} < o0. Con
respecto a los datos iniciales, si S(0) = py e 1(0) = pa, con py,p2 > 0 tal que
p1+p2 < 1.Entonces si tomamos (S§, I3 ) = ([V p1],[V pa]) vale que & (S§ . I} ) —
(5(0),1(0)) cuando V — oo. Por ultimo, es fdcil ver que F es localmente Lipchitz.

Luego, por el teorema anterior tenemos que E(|%(S;/,I,V) —(S(2),1(t))]) = 0
cuando V — oo,

De forma similar se puede ver también que el teorema es aplicable al modelo SIS
presentado en la Seccion 2.2.1. Veamos un ejemplo en el cual el Teorema 3.0.3 no
se puede aplicar

Ejemplo 3.7.2 Tomemos el modelo poblacional deterministico dado por la ecua-
cion 2.1.2 y su correspondiente modelo estocdstico presentados en la Seccion
2.1. Se puede ver que, en este caso, que F es una funcion localmente Lipchitz
y que existe U acotado tal que si xy € U entonces x(t) € U para todo t > 0.
Es claro también que se cumple que max; |l/| < oo y se puede ver que como U es
acotado § = maxyey{Ycr f(x,1)} < o. Podemos tomar también (X )y en tal que
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XS/ — xo cuando V — oo, Pero no es cierto que existe algiin U acotado tal que
XV € Uy para todo t > 0 ya que, por ejemplo, q(k,k+e1) = Ak; > 0 para todo k
tal que ki > 0. Es decir hay una probabilidad positiva de que haya n conejos para
cualquier n € Ny, por lo tanto, dado Uy acotado hay una probabilidad positiva de
que XZV ¢ U para algun t > 0. Mds alld de eso, como x(t) € U para todo t > 0 se
puede ver que con probabilidad alta X\ € U por mucho tiempo ya que vimos que
F es el drift de X . Este resultado, sin embargo, excede el trabajo de esta tesis.

Los modelos de la cola M/M/eo y la cola M/M/1, presentados en las subsecciones
2.3.2 'y 2.3.1, son similares al Ejemplo 3.7.2 ya que x(¢) es una funcién acotada,
F es una funcion localmente Lipchitz y se cumplen las demds condiciones pero
la cadenas (X );>0 no son acotadas. Lo mismo ocurre con el modelo poblaciénal
dado por la ecuacién (2.1.1), presentado en la Seccién 2.1. Se puede ver, sin em-
bargo, que el teorema demostrado por Kurtz en [4] se puede aplicar a cualquiera
de los ejemplos que vimos.
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Capitulo 4
Apéndice

En este apéndice damos una prueba de un resultado similar al obtenido por
Kurtz (ver [4]). Esta prueba fue realizada por Darling y Norris en una publicaciéon
intitulada “Differential aproximations for Markov chains”[2]. Una diferencia im-
portante entre la prueba de Darling y Norris y la del Teorema 3.0.3 es el uso de la
proposicion 4.1.1, esta proposicion da una desigualdad con Martingalas similar a
la desigualdad de Doob. Damos también en este Capitulo algunos detalles de las
simulaciones junto con los correspondientes c6digos.

4.1. Prueba de Darling y Norris

Sea (X;);>0 una cadena de Markov a tiempo continuo con matriz de tasas Q en
espacio de estados a lo sumo numerable. Asumimos que el conjunto {g(x): x € S}
es acotado. Elegimos funciones

Z:S—R, parai=1,...d.

Escribimos
z=(z' ...,z s > R?

y consideramos el proceso a valores en R?, X; = z(X;). Llamamos S al drift del
proceso X;.

Sean U C R? y xg € U. Dada F : U — R? una funcién Lipschitz es sabido que
la ecuaci6n diferencial x(¢) = F(x()) tiene solucién dnica (x(¢)),<¢, empezando
en xo, y tal que x(¢) € U paratodot < .
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Para aproximar el proceso y la ecuacion diferencial comparamos las siguientes
igualdades

t
Xt:Xo+M,+/ B(X,)ds, 0<t<T, 4.1.1)
0

x(t) :x0+/OIF(XS)ds, 0<r<¢. 4.12)

Donde 71 = inf{r > 0/B(X;) = e} y la primera ecuacion sirve para definir el
proceso (M;);<r,. Definimos también para x € S

a(x) = Zeplz(v) —2(x)Pg(x,x).
Vamos a usar la siguiente proposicion

Proposicion 4.1.1 Sean Ty y (M;):<7, definidos como en (4.1.1). Entonces si T <
T

T
E (sup ]Mtyz) 34/ o (X, )dt.
t<T 0
Prueba. Ver [2, pag76]. m
Llamemos K a la constante de Lipschitz de F en U con respecto a la norma
euclidiana |.|. Fijemos 7o <  y € > 0 y asumamos que

Vxe Syt <ty,|z(x)—x(t)] <e=z(x) € U. (4.1.3)
Seado=¢ ef 0 y fijemos A > 0. Para que el resultado sea util vamos a necesitar
que A sea chico con respecto a €2. Sea T = inf{r > 0/X, ¢ U}.
Consideremos los siguientes eventos

Qo ={Xo—x0| <6}, Q= {/OTNO 1B(X:) — F(z(X;))]dt < 5}, (4.1.4)

T Nty
sz{/ oc(Xt)gAto}7 Q={TAt<Ti y sup |[M]<35}. (41.5)
0

t<T Aty

Teorema 4.1.2 Sea (X;);>0 una cadena de Markov a tiempo continuo con ma-
triz de tasas Q en espacio de estados S tal que sup,.s{q(x)} < oo. Sean z =
(z',..,2%): S = RY y X; = 2(X;). Sean U C RY, xo € U, F una funcién Lipchitz
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en U con constante K y x(t) la solucdn de la ecuacion diferencial %(t) = F (x(t))
con valor inicial xy. Asumamos que se cumple la condicion (4.1.3) entonces

At
P(sup |X; —x(1)| > €) < 4—3
1<ty 6

con Qq, Q1 y Q) definidos como en (4.1.4) y (4.1.5).

+P(QUQTUQS)

Prueba. Consideramos la funcién aleatoria f(¢) = sup,, |Xs —x(s)| definida en el
intervalo [0, 7 Atg]. Usando las ecuaciones (4.1.1) y (4.1.2), sumando y restando
F(z(X;)) en la integral, tenemos que

f (1) < [Xo—x(0)[ +sup |Ms[ + Iﬁ( () — IdS+/ |[F(X) = F(x(s))|ds.

s<t

Abhora, si estamos en el evento Qp N QN Q’z, tenemos que

) < 35+/Ot1<\xs —x(s)|ds < 35+K/0tf(s)ds

O sea, que f cumple las hipétesis del Teorema de Gronwall con C = 30 y
D =Ky, por lo tanto, f(T Aty) < 38eXty = €. En particular, vale que

12(X1nty) —x(T A1) < €

y entonces z(X7 ;) € U. Como esto dltimo implica que 7' > #o vale que f(fp) < €
Consideramos ahora el tiempo de parada

T = T/\to/\lnf{t>0// Xs)ds > At}

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos que, para x € S

| —

1

B = Zo () —2(0)(g(x,%))2 (g(x.x))>
x;éx’ ( X, X ) xFx! (Z(X, Z()C)) ( /)
q(x)o(x).

IN

Entonces sit < T

[pxpas < supfats)} |
0 xes

sup{g(x) }Afo,
xes

A

IN
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y por lo tanto B(X;) < o en [0,¢] y T < Ty. Ahora usando la Proposicién 4.1.1
tenemos que

E | sup|M|* | < 4Ax.
t<T

En Q,, tenemos que 7 =T Afg y, por lo tanto, Q,\Q) C {sup,_7 |M;| > 8}.
Usando la desigualdad de Chebyshev llegamos a que P(Q,\Q)) < 4%. ]

4.1.1. Aplicacion del Teorema a un modelo epidémico

En esta secciéon vamos a aplicar el Teorema 4.1.2 a un modelo epidémico
similar al modelo SIR presentado en la subseccion 2.2.2. Dado V € N tenemos la
cadena de Markov (X" );>¢ con espacio de estados S = {k = (k1,k2) € Z2/k1 +
ko <V} y tasas de salto -

qlk,k+ey—ep) = )Lklvﬁ Se infecta un susceptible,

q(k,k—ey) = uky Se recupera un infectado.

Donde (k,k;) representa la cantidad individuos susceptibles e infectados, res-
pectivamente, A > 0 es la tasa de infeccion y u la tasa de recuperacion suponien-
do que si un individuo se recupera entonces pasa a ser inmune. Supongamos que
empezamos con una proporcién p de infectados, o sea, XJ = (V(1—p),Vp).
Ademas vamos a suponer que ¢ = 1. La diferencia con el modelo SIR presentado
en la seccidn 2.2.2 es que en este modelo no se tienen en cuenta las muertes de los
individuos.

Definimos z : § — R? como z(ki,k2) = & (ki,k2) y X! = z(X)”). Tenemos
entonces que

1, kika 1, kiky 1
ki,ko) = (—5A——,5A—)—(0
1, kiky 1, kiky 1
= (——AfE2 o2
v v v VvV Vv
Tomamos entonces para (x1,x;) € U = [0, 1],
F(X],Xz) = (—/ﬁLxl)Cz,/le)Cz — [JXQ).

Si tomamos xg = (1 — p, p) podemos escribir la ecuacion diferencial x(¢) = F (x(t))
como
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X1 (l‘) = —lxl(t)xz(t),

sz(l) = Ax (t)xz(t) —)Cz(l‘).

Esta ecuacion tiene solucién tnica para r > 0. Notemos que como z(S) C U
la condicién 4.1.3 se cumple para todo € > 0 y 5. Notemos también que como
B(X;) = F(z(x;)) se cumple que Q| = Q 'y que como X = x¢ se cumple que Qg =
Q . La constante de Lipschitz para F en U es K = A + mdx{A,1}. Si tomamos
A= # tenemos que

to to 1 XV71XV,2 1
| atwdr = [ (-1 DPAT T (- LOPX dr < At
0 oV \% \%

con lo cual Q; = Q y aplicando el Teorema 4.1.2 vale que

At
P(sup X! —x(t)| > €) < 4=
1<ty 0

Ahora como, para todo € > 0, el término de la derecha tiende a O cuando V —
co tenemos que sup, <, XY — x(t)| tiende en probabilidad a cero y, en particular,
que X/ tiende en probabilidad a x(¢) para todo ¢ > 0. De manera muy similar se
puede ver que el Teorema 4.1.2 se puede aplicar al modelo SIR.

4.2. Las simulaciones

En esta seccién vamos mostrar las simulaciones usadas para las figuras que
aparecen el Capfulo 2. Las simulaciones estdn hechas con Matlab, este progra-
ma con el comando rand da un numero al azar distribuido uniformemente en el
[0, 1]. A partir de eso, podemos generar la distribucién exponencial para simular
el tiempo de espera y también elegir a que estado vamos a saltar. Por ejemplo,
si podemos saltar desde el 1 al 2 6 al 3 con probabilidad % entonces si el nume-
ro aleatorio que nos da el Matlab es menor que % saltamos al 2, caso contrario,

saltamos al 3. Entonces si tenemos las tasas del proceso y estamos en el lugar x

basta con dividir el intervalo [0, 1] en intervalos I(x,y) de longitud 4y) A i el

q(x)
numero al azar que nos da el Matlab cae en el intervalo /(x,y) saltamos al lugar y.
Mais formalmente, estamos usando el Teorema 1.1.5.

Este es el codigo de la simulacién para modelo epidémico.
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close all
clear all

%par\’ametros de la ecuacil’on
beta=1;

gamma=1;

b=1;

% datos iniciales
V=10000;

K1=4000;

K2=4000;
x(1)=0.4;
y(1)=0.4;

T(1)=0;

hcantidad de pasos que vamos a hacer de la cadena de Markov
iteraciones=100000;
termina_programa=0;

while(termina_programa<=iteraciones)
qdelpuntoactual= (gamma+b)*k2+ k1xk2/V+ b*(V-k1-k2) ;

if (qdelpuntoactual>0)
i=termina_programa+l;
hespero un tiempo exponencial de par\’ametro gdelpuntoactual
T(i+1)=T(i)-log((1-rand))/qdelpuntoactual;
azar=qdelpuntoactual*rand;

%elijo a donde voy a saltar
if (azar<=k1*k2/V)
kil=k1-1;
k2=k2+1;

elseif (azar<=k1*k2/V+ gamma*k2 )
k2=k2-1;
elseif (azar<= k1*k2/V+ gammaxk2+b*k2)
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kil=ki1+1;
k2=k2-1;
else
kil=k1+1;
end
else
termina_programa=iteraciones +1;
end
x(i+1)=k1/V;
y(i+1)=k2/V;

termina_programa=termina_programa + 1;
end

%hgr\’afico la primer coordenada de la cadena
% de Markov y de la ecuaci\’on

hold on

[t,z]=0de45(QF1, [0,T(i+1)],[0.4 0.4]);
plot(T,x,’r’);

hold on

plot(t,z(:,1));

print -depsc simulacion_epid\’emica_x

%gr\’afico la segunda coordenada de la cadena
% de Markov y de la ecuaci\’on

figure

hold on

plot(T,y,’r’);

hold on

plot(t,z(:,2));

print -depsc simulacion_epid\’emica_y

hold off

Usamos esta funcion para graficar la ecuacion diferencial

function xdot = F1(t,x);
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X =x(1,:); %La primera fila tiene los valores de x
Y = x(2,:); %La segunda fila tiene los valores de y
U = -X.*Y+ones(size(X))-X;

V = X.xY-2x%Y;

xdot = [U; VI;

Las simulaciones restantes son similares a esta pero tenemos que cambiar la
funcion F' que usamos.
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