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�Quizá. Pero la Ciencia no me interesa. Me parece presuntuosa, analítica
y super�cial. Ignora el sueño, el azar, la risa, el sentimiento y la contra-
dicción, cosas todas que me son preciosas.� Luis Buñuel

para Marilina
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Capítulo 1

Introducción

�A little hyperbolicity goes a long way toward ergodicity.�

Sea M una variedad y supongamos que para cada t en Z o R tenemos un difeo-
mor�smo φt : M → M de forma que φ0 = Id y φs+t = φs ◦ φt, la familia {φt} es un
�sistema dinámico�.

Nosotros vamos a considerar siempre sistemas dinámicos discretos, es decir que
tenemos un difeomor�smo φt para cada t en Z. En este caso, el estudio del sistema
dinámico se reduce al del difeomor�smo φ = φ1.

Figura 1.1: Un punto �jo hiperbólico con sus direcciones de contracción y expansión.

Los sistemas dinámicos hiperbólicos son aquellos para los que en cada punto p de
M hay una dirección, la estable, en donde la variedad se �contrae� y otra dirección

9



10 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

complementaria, la inestable, en donde se �expande�. Esta condición tan sencilla gene-
ra una estructura muy rica en la variedad, por ejemplo existe una foliación Ws de M
tangente en cada punto a la dirección estable e invariante por el sistema dinámico, es
decir que φ permuta las hojas de la foliacion. Análogamente, existe una foliación Wu

siempre tangente a la dirección inestable e invariante por φ. Las foliaciones anteriores
se llaman la foliación estable e inestable del difeomor�smo φ.

En su tesis de doctorado, D. V. Anosov demostró que los sistemas dinámicos
hiperbólicos que preservan una medida v son ergódicos, es decir que cualquier sub-
conjunto invariante por el sistema dinámico tiene él o su complemento medida nula.
Inicialmente Anosov estaba interesado en un caso particular, el �ujo geodésico en una
variedad de curvatura negativa, ya E. Hopf habia tratado de demostrar que tal �ujo
era ergódico pero sólo lo habia conseguido en el caso de curvatura constante o en el
de dimensión 2. En su demostración usaba que las foliaciones Ws y Wu eran de clase
C1, cosa que sólo pudo demostrar en los casos anteriores. Anosov se dio cuenta que si
bien las foliaciones en cuestión no tenian por qué ser de clase C1, sí veri�caban cierta
condición técnica que le permitía terminar el argumento de Hopf.

Esta �cierta condición técnica� que satisfacen las foliaciones Ws y Wu es lo que
hoy en dia se conoce como que las foliaciones sean absolutamente continuas. En una
versión debil, una foliación es absolutamente continua si todo conjunto de medida
nula intersecta a cada hoja de la foliación en un conjunto de medida nula.

Los sistemas dinámicos parcialmente hiperbólicos son una generalización de los
anteriores, ahora las direcciones estable e inestable no son necesariamente complemen-
tarias pero existe una tercer dirección, la central, en donde la contracción/expansión
está dominada por las de las direcciones estable e inestable (en el capítulo 5 damos
una de�nición mas precisa).

No es difícil ver que no todo sistema dinámico parcialmente hiperbólico es ergódico,
el problema está en que puede haber subconjuntos invariantes por φ y saturados por
las foliacionesWs yWu. Sin embargo, C. Pugh y M. Shub conjeturaron que éste es el
único obstaculo; digamos que un sistema dinámico es esencialmente accesible si todo
subconjunto saturado por Ws y Wu tiene él o su complemento medida nula, luego:

Conjetura: Los sistemas dinámicos parcialmente hiperbólicos y esencialmente
accesibles son ergódicos.

Si uno trata de usar el mismo argumento de Hopf y Anosov para demostrar la
conjetura anterior necesita probar que si una función es constante a lo largo de las
hojas de Ws salvo por un conjunto de medida nula y constante lo largo de las hojas
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de Wu salvo por un conjunto de medida nula entonces la función es constante salvo
por un conjunto de medida nula.

Más precisamente, digamos que un conjunto A es �esencialmente saturado� por
una foliación F si existe B saturado por F tal que µ(A4B) = 0. Cuando la foliación
F sea absolutamente continua eso es lo mismo a decir que en cada hoja de F el
conjunto A o su complemento tiene medida nula.

Problema: Sea A un subconjunto deM esencialmente saturado por las foliaciones
Ws y Wu, entonces él o su complemento tienen medida nula.

Por empezar, uno puede modi�car A en un conjunto de medida nula para hacerlo
saturado por una de las dos foliaciones, el problema es que si ahora lo volvemos a
modi�car para que sea saturado por la otra podemos perder la saturación por la
primera. Lo que precisamos es corregir al conjunto A en un conjunto de medida nula
para que sea saturado por ambas foliaciones. Aquí entra en escena el teorema de
densidad de Lebesgue, éste nos da una forma canónica de elegir un representante
entre todos los conjuntos de la clase (mod 0) de un conjunto dado: sus puntos de
densidad respecto de la base B de bolas.

Figura 1.2: Un Julienne 3−dimensional.

En [GPS], Grayson, Pugh y Shub propusieron reemplazar la base de bolas B en el
teorema de Lebesgue por una base J diseñada especí�camente a partir del sistema
dinámico. El problema con las base B es que si bien satisface el teorema de Lebesgue,
al no depender del sistema dinámico es demasiado general y no se lleva bien con el
mismo. Los conjuntos de la base J son los llamados �Juliennes�, éstos se construyen
localmente como producto de foliaciones y son alargados en una dirección y redondos
en otra.

Otra de las di�cultades es que la foliación centralWc que complementa a las otras
dos puede no existir e inclusive si lo hace puede ser muy patológica. Por ejemplo
Shub y Wilkinson construyeron un conjunto abierto de difeomor�smos para los que
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su foliación central exhibe la siguiente patología: existe un conjunto S de medida
máxima que intersecta a cada hoja de Wc en un conjunto de medida nula.

En [PS2], Pugh y Shub lograron probaron la conjetura asumiendo que el sistema
dinámico es �dinámicamente coherente� y �center-bunched� (ambas de�niciones se
pueden consultar en el capítulo 5). Más tarde, K.Burns y A. Wilkinson en [BW1]
lograron probarla asumiendo solamente que sea �center-bunched� en una forma más
débil. En ambos trabajos los Juliennes juegan un rol fundamental.

En esta tesis nos proponemos estudiar los distintos aspectos de la teoria de la
medida relacionados con los sistemas dinámicos hiperbólicos y el programa de Pugh-
Shub para probar la conjetura anterior. La de�nición de los Juliennes depende de
varios parámetros y una mejor comprensión de la situación puede resultar favorable
en función de relajar su construcción.

En particular, la primer pregunta que nos hacemos es �when the foliation product
of two spaces with density basis gives rise to a density basis?�. En el capítulo 4
presentamos un criterio que responde la pregunta en la situación ideal en que las dos
foliaciones son absolutamente continuas, por otro lado en el capítulo 1 construimos
un contraejemplo en donde las foliaciones son solamente continuas.

El primer capítulo son tres ejemplos de foliaciones patólogicas. En primer lugar
vamos a ver la foliación de Katok-Milnor, ésta es una familia de curvas disjuntas
que cubren el cuadrado [0, 1]2 y un conjunto E tal que casi todo punto del cuadrado
está en E pero cada curva tiene a lo sumo un punto en E. A continuación vamos
a ver el ejemplo de Shub-Wilkinson mencionado anteriormente, éste es parecido al
de Katok-Milnor pero �estable por perturbaciones�. Por último, vamos a construir
dos foliaciones F y G del cuadrado [0, 1]2 para las que los rectángulos producto no
veri�can el teorema de Lebesgue. Todos estos ejemplos, además de ser interesantes
por ellos mismos, van a establecer ciertas limitaciones en los resultados que podemos
esperar. En este sentido, es quizás el segundo ejemplo el más interesante de los tres
ya que sugiere que el obstáculo que la patología presenta es en realidad intrínseco al
problema.

El segundo capítulo es básicamente el teorema de desintegración de Rohlin. Este
nos permitirá poner una medida vF en cada hoja F de una foliación F y una medida
v∗ en el conjunto de hojas de forma que integrar una función es lo mismo que integrar
primero en cada hoja F respecto de vF y luego integrar todos estos resultados respecto
de v∗. Lo anterior es en realidad un caso particular del teorema de Rohlin, en vista
de su poca popularidad decidimos presentarlo en toda su generalidad. Damos ademas
varios ejemplos y aplicaciones.

En el capítulo siguiente exploramos el teorema de diferenciación de Lebesgue y la
teoría de diferenciación de integrales. Primero vamos a recordar las ideas involucradas
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en la demostración del teorema de Lebesque explicándolas y tratando de aplicarlas
a otras bases (como bolas, rectangulos, etc.). Luego adoptamos un punto de vista
mucho más general presentando los teoremas clásicos como el de Busseman-Feller
o el de la Maximal. Por último vamos a de�nir la función del halo de una base de
diferenciación y a probar que si ésta es �nita entonces la base es de densidad.

En el cuarto capítulo de�nimos las distintas formas en que una foliación puede ser
absolutamente continua dando algunos ejemplos y relacionándolas. Luego presenta-
mos un criterio que nos permitirá probar que ciertas bases de diferenciación son de
densidad. En particular, se sigue del criterio, que dadas dos foliaciones absolutamen-
te continuas F y G del cuadrado [0, 1]2, los rectángulos producto que éstas de�nen
forman una base de densidad.

Finalmente, en el último capítulo hacemos un breve resumen de los sistemas di-
námicos parcialmente hiperbólicos, teoría ergódica y exponentes de Lyapunov. En
particular vamos a demostrar el resultado de Anosov (asumiendo que las foliaciones
Ws yWu son absolutamente continuas) y a comentar sobre los de Pugh-Shub y Burns-
Wilkinson respecto a la conjetura. En este capítulo vamos a hacer especial enfásis en
como se articulan los distintos conceptos y teoremas dejando las demostraciones a
cargo de la bibliografía.
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Capítulo 2

Foliaciones Patológicas

En primer lugar vamos a ver un ejemplo de A. Katok de una foliación F del
cuadrado [0, 1]2 con la siguiente propiedad: existe un conjunto de medida positiva que
intersecta a cada hoja de la foliación en a lo sumo un punto. Este es el fenómeno
que L. Flaminio llamó �La pesadilla de Fubini�, motivados por lo anterior hacemos
la siguiente de�nición: una foliación F de una variedad M se dirá absolutamente
continua si todo conjunto que intersecte a casi toda hoja de la foliación F en un
conjunto de medida nula tenga él mismo medida nula.

Luego presentamos algunos resultados de M. Shub y A. Wilkinson, en [SW] ellos
demuestran que existe un abierto de difeomor�smos g : T3 → T3 (en la topología
C1) con una foliación Wg asociada a cada uno de ellos que no es absolutamente
continua. Esto muestra que la patología del ejemplo de Katok no es casual sino que
al contrario puede ocurrir con bastante naturalidad. En particular, vamos a dar un
criterio bastante general de Y. Pesin y M. Hirayama que garantiza que la foliación
central de un difeomor�smo parcialmente hiperbólico no es absolutamente continua.
En de�nitiva, citando a Shub-Wilkinson:

�These center foliations show that the potential di�culties which limited
Brin and Pesin in their study of partially hyperbolic di�eomorphisms and
which were �nally overcome in great many cases by Grayson, Pugh and
Shub do indeed exist.�

Por último, en �Foliaciones y bases de densidad� vamos a constuir dos foliaciones
F y G del cuadrado [0, 1]2 para las que los F × G− rectángulos no forman una base
de densidad (en el sentido del teorema de Lebesgue).

15



16 CAPÍTULO 2. FOLIACIONES PATOLÓGICAS

2.1. La Pesadilla de Fubini

El teorema de Fubini dice que para calcular la medida de un subconjunto medible
A del cuadrado [0, 1]2 podemos primero calcular cuánto mide la intersección con
cada segmento vertical y luego integrar todas estas medidas. Es conocido que la
condición de medibilidad sobre A es necesaria, de hecho W. Sierpinski dio un ejemplo
de un subconjunto S del cuadrado unitario [0, 1]2 cuya intersección con cualquier recta
consiste de a lo sumo dos puntos pero µ(S) = 1.

Nos podemos preguntar.. ¾Qué pasa si en el teorema de Fubini cambiamos la
familia de segmentos verticales por una familia arbitraria de curvas disjuntas que
cubran al cuadrado [0, 1]2? ¾Seguirá valiendo el teorema de Fubini o algo similar?
¾Será cierto que si un conjunto medible intersecta a cada curva en un subconjunto de
medida nula entonces él mismo debe tener medida nula?

Figura 2.1: Foliaciones del cuadrado [0, 1]2.

Una familia F de curvas suaves disjuntas que cubren el cuadrado [0, 1]2 es una fo-
liación. Si las curvas varían de forma continua entonces la foliación F se dice continua
y si las curvas varían en forma diferenciable diremos que es suave. Cuando la foliación
es suave se tiene que vale algo parecido al teorema de Fubini, en particular la segunda
pregunta se puede responder a�rmativamente. Sin embargo, cuando la foliación es
solamente continua ésta puede resultar falsa de forma dramática como lo muestra el
siguiente ejemplo de Katok.

Nosotros vamos a seguir la presentación de J. Milnor en �Fubini Foiled� [M].

Ejemplo (Katok-Milnor): Existe una foliación continua {Γt} del cuadrado uni-
tario por curvas suaves y un subconjunto medible E de [0, 1]2 con µ(E) = 1 tal que
E intersecta a cada curva en a lo sumo un punto.

Fijemos p en (0, 1) y asociemos a cada x en (0, 1) un código (x1, x2, . . . , xn, . . .)p
con xn = 0 o 1 de la siguiente manera:
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Sean I0 = [0, p] y I1 = [p, 1], la primer coordenada x1 va a ser 0 si x está en I0
y 1 si está en I1. A continuación vamos a ir dividiendo a cada intervalo en dos más
chicos y la siguiente coordenada va a decir en cuál de los dos intervalos está.

0
•
x p 1︸ ︷︷ ︸︸ ︷︷ ︸

I0 I1

0
•
x p 1︸ ︷︷ ︸︸ ︷︷ ︸︸ ︷︷ ︸︸ ︷︷ ︸

I00 I01 I10 I11

Figura 2.2: El código de x tiene x1 = 0 y x2 = 1.

Más precisamente, en el paso n+ 1 dividimos a cada intervalo Iε1...εn en dos subin-
tervalos Iε1...εn0 y Iε1...εn1 tales que

|Iε1...εn0| = p|Iε1...εn| y |Iε1...εn1| = (1− p)|Iε1...εn|

Luego xn+1 = 0 si x está en Iε1...εn0 y xn+1 = 1 en caso contrario. Es decir que

x = (x1x2 . . . xn . . .)p = Ix1
⋂

Ix1x2
⋂

. . .
⋂

Ix1x2...xn
⋂

. . .

Por ejemplo, si p = 1/2 entonces el código de x no es otra cosa que su expresión
en base 2.

Notemos que si Xn : [0, 1]→ {0, 1} es la función que asocia a cada x su n−ésima
coordenada entonces las {Xn} son todas variables aleatorias independientes con dis-
tribución B(1, p), de donde por la ley de fuerte de los grandes números se tiene que
para casi todo x en el intervalo [0, 1]:

ĺım
n→∞

x1 + . . .+ xn
n

= 1− p. (2.1)

Sea E el conjunto de los puntos (p, x) de [0, 1]2 tales que el código de x en base
p satisface (1.1). Es fácil ver que E es medible y como para casi todo x se tiene que
(p, x) está en E, entonces por el teorema de Fubini |E| = 1.

Ahora, para cada t, consideremos el grá�co de la función ft : [0, 1] → [0, 1] que
será una curva Γt. Donde si t = (t1t2 . . . tn . . .)2 entonces ft(p) = (t1t2 . . . tn . . .)p.
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La función ft es suave y de hecho analítica, pues por ejemplo si t = (0100110 . . .)2
entonces

ft(p) = p(1− p) + p(1− p)pp(1− p) + p(1− p)pp(1− p)(1− p) + . . .

ft(p) = p(1− p) + p3(1− p)2 + p3(1− p)3 + . . .

Es decir que ft(p) es una serie de funciones que converge uniformemente, de hecho
de la expresión anterior se puede leer fácilmente su serie de Taylor. El caso general
es similar, basta notar que se va agregando un sumando por cada 1 en la expresión
en base 2 de t y estos son siempre de la forma pn(1 − p)m, cualquier serie de este
tipo en donde n,m → ∞ converge uniformemente a una función analítica (si n o
m permanece acotado eso quiere decir que t tiene �nitos unos o �nitos ceros en su
expresión en base 2 en cuyo caso ft es un polinomio en p).

La familia de curvas Γt es una foliación continua del cuadrado unitario [0, 1]2, pues
éstas son disjuntas y todo punto (p, x) de [0, 1]2 está en exactamente una de la curvas
Γt; aquella para la cual t = (x1x2 . . . xn . . .)2 donde x = (x1x2 . . . xn . . .)p.

Veamos que para cada t se tiene que E ∩Γt consiste de a lo sumo un punto lo que
concluye el ejemplo. Si (p, x) está en E ∩ Γt entonces x = (t1t2 . . . tn . . .)p, pero como
(p, x) pertenece a E entonces

ĺım
t→∞

t1 + . . .+ tn
n

= 1− p.

Es decir que t determina p que a su vez determina x, de donde E ∩ Γt consiste de
a lo sumo un punto.

2.2. El ejemplo de Shub-Wilkinson

En esta sección vamos a construir un ejemplo un poco más complicado pero más
interesante ya que �la patología persiste por pequeñas perturbaciones�.

Antes de continuar �jemos notación. Sea Tn = Rn/Zn el toro n−dimensional que
es una variedad compacta con su estructura Riemanniana y su medida de Lebesgue
µ heredadas de Rn. Sean A2 : T2 → T2 y A3 : T3 → T3 los automor�smos lineales
inducidos por las matrices

A2 =

(
2 1
1 1

)
A3 =

 2 1 0
1 1 0
0 0 1


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Por último de�namos Diff2
µ(T3) como los difeomor�smos C2 de T3 que preservan

la medida µ y demosle la topología C1.

Teorema (Shub-Wilkinson [SW]): Arbitrariamente cerca de A3 existe un
abierto U de Diff2

µ(T3) tal que para todo g en U se tiene que

1. El difeomor�smo g es ergódico y no-uniformemente hiperbólico.

2. Existe una �bración π : T3 → T2 tal que πg = A2π y la �bras de π son las hojas
de una foliación Wg de T3 por círculos C2.

3. Existe λ > 0 tal que para µ−casi todo w en T3, si v está en TwT3 y es tangente
a la hoja de Wg que contiene a w entonces

ĺım
n→∞

1

n
log ||dwgnv|| = λ. (2.2)

En particular se deduce de lo anterior, que existe un subconjunto S de T3 con
µ(S) = µ(T3) tal que S intersecta a cada hoja deWg en un conjunto de medida cero.

Idea de la demostración:

Sea g un difeomor�smo de T3 que veri�ca la segunda y la tercer condición del
enunciado y llamemos S al conjunto de puntos w en T3 para los que vale (1.2), que
resulta g−invariante. Supongamos que una hoja Wg(w) (que es ∼ S1) intersecta a S
en un conjunto de medida positiva y lleguemos a un absurdo.

Figura 2.3: Si S intersecta una hojaWg(w) en un conjunto de medida positiva entonces
ésta crece exponencialmente con g, lo que es absurdo.

Como las hojas de la foliación Wg son 1−dimensionales entonces el Jacobiano de
gn :Wg(w)→Wg(g

n(w)) crece como la norma de los vectores tangentes aWg(w), que
por la tercer condición lo hacen exponencialmente. Luego, si S ∩Wg(w) tiene medida
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positiva entonces la medida de gn(S ∩Wg(w)) crece exponencialmente. Pero esto es
absurdo ya que estas medidas siempre están trivialmente acotadas por la medida de
las hojas de Wg que están acotadas por la segunda condición!

Volviendo al teorema, A3 satisface la segunda condición tomando π la proyección a
las dos primeras coordenadas, sin embargo no satisface la tercera pues en la dirección
de las �bras de π actúa como la identidad, es decir que el límite existe pero λ = 0.

En primer lugar, como A3 es parcialmente hiperbólico, por lo hecho en [HPS],
para cualquier perturbación pequeña g existe una �bración como la de la segunda
condición. De�namos entonces para cada w en T3 y v en TwT3 tangente a la foliación
Wg su exponente de Lyapunov como

λ(g, w) = ĺım
1

n
log ||dwgnv||.

El teorema de Osceledets dice que el límite anterior existe para casi todo w en T3.
Más aún, la función λ(g,−) es g−invariante, luego si g es ergódico entonces λ(g, w)
no depende de w. De�namos entonces para cada g ergódico (y para el que exista
la �bración) su exponente de Lyapunov λ(g) como el valor del límite anterior. Por
ejemplo, para g = A3 se tiene que λ(A3) = 0.

Para completar la demostración basta tomar f en Diff2
µ(T3) arbitrariamente cerca

de A3 que sea establemente ergódico y que su exponente de Lyapunov sea positivo. En
efecto, si tenemos tal f , tomamos un abierto U de Diff2

µ(T3) que lo contenga y que todo
difeomor�smo en él siga siendo ergódico (se puede por ser f establemente ergódico)
y su exponente de Lyapunov siga siendo positivo (se puede por ser λ(f) > 0).

En [SW], Shub y Wilkinson dan una familia explícita de difeomor�smos fa,b que
veri�can las condiciones para a, b > 0 su�cientemente pequeños. ‡

Para terminar mencionemos dos resultados de Hirayama y Pesin ([HP]).

De�nición: Sea M una variedad Riemanniana compacta y f un difeomor�smo
C2 de M . Sea además W una foliación f−invariante de M . De�nimos el exponente
de Lyapunov a lo largo de la foliación W como

χW(x) = ĺım
n→±∞

1

n
log |Jac(dxfn|TxW(x))|.

Con la misma notación que en la de�nición anterior, vamos a decir que f es
W−dissipative si existe un conjunto f−invariante A de medida positiva tal que
χW(x) 6= 0 para casi todo x en A. La condición anterior es bastante �típica�, de
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hecho en [HP] muestran que si χcf (x) ≤ α para casi todo x en M entonces todo di-
feomor�smo su�cientemente cerca de f es Wc-dissipative en un conjunto de medida
positiva. Por otro lado, si χcf (x) = 0 para casi todo x enM entonces existen difeomor-
�smos arbitrariamente cerca de f que son Wc-dissipative en un conjunto de medida
positiva.

Teorema (Hirayama-Pesin): Sea M una variedad Riemanniana compacta y
f : M → M un difeomor�smo C2 que preserva una medida suave ν. Sea además
W una foliación f−invariante tal que casi todas sus hojas tienen volumen �nito. Si
f es W-dissipative en casi todo punto entonces la foliación W no es absolutamente
continua.

Recordemos que la foliación W no es absolutamente continua cuando existe un
subconjunto A de M de medida positiva que intersecta a casi todas las hojas de
W en un conjunto de medida nula. Si se tiene que A intersecta a cada hoja de W
en �nitos puntos entonces W se dice �absolutamente singular� (en los términos del
capítulo 4 esto quiere decir que las medidas desintegradas son singulares respecto de
las Riemannianas).

Teorema: Sea f un difeomor�smo C2 parcialmente hiperbólico de una variedad
Riemanniana y compacta M que preserva una medida suave ν. Supongamos que la
distribución central Ec es integrable a una foliaciónWc con hojas suaves y compactas.
Luego si f tiene exponentes de Lyapunov positivos (negativos) en las direcciones cen-
trales entoncesWc no es absolutamente continua. Más aún, si ν es ergódica, entonces
W es absolutamente singular.

2.3. Foliaciones y bases de densidad

Consideremos un subconjunto medible A de R2, por el teorema de diferenciación
de Lebesgue, sabemos que para casi todo x si consideramos la familia de cubos Q que
contienen a x y vamos calculando la concentración de A en ellos, cuando los cubos
se van haciendo más y más pequeños, ésta tiende a 1 si x estaba en A y a 0 si x no
estaba en A. Es decir que para casi todo x se tiene que

ĺım
Q↘x

µ(A ∩Q)

µ(Q)
= χA(x).

Lo anterior dice que la familia de cubos sirve para calcular la densidad de un
conjunto medible (y ésta va a resultar casi siempre 0 o 1). Decimos entonces que los
cubos son �base de densidad�.
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Un famoso ejemplo de O. Nikodym (un subconjunto N del cuadrado [0, 1]2 tal
que µ(N) = 1 y para todo x en N existe una recta que intersecta a N solamente en
x) muestra que si reemplazamos a los cubos por rectángulos entonces el teorema deja
de ser cierto. Por otro lado, S. Saks demostró que la familia de rectángulos con lados
paralelos a los ejes sí es base de densidad.

Consideremos ahora dos foliaciones F y G del cuadrado [0, 1]2 y de�namos un
F ×G−rectángulo como la región comprendida entre dos curvas de F y dos curvas de
G. ¾Será cierto que el teorema de Saks sigue valiendo para esta clase de �rectángulos�?

A continuación vamos a ver un ejemplo de dos foliaciones para las que sus rec-
tángulos no forman una base de densidad. Más aún, una de ellas va a ser la foliación
H del cuadrado [0, 1]2 por segmentos horizontales (paralelos al eje x) y la otra va a
ser una foliación por �curvas verticales� (éstas son curvas continuas que intersecan a
cada segmento horizontal en exactamente un punto).

Figura 2.4: Un par de F × G−rectángulos y una torre

Para construir nuestro ejemplo vamos a necesitar de un par de lemas previos, al
primero de ellos como es un poco técnico y no tiene tanto que ver con la construcción
lo demostramos al �nal.

Lema 1: Sea dada una familia de curvas verticales F ′ con la siguiente propiedad:
para todo n existe un subfamilia �nita Fn tal que al intersecarla con cualquier seg-
mento horizontal, éste queda dividido en segmentos de largo < 1

n
. Luego, existe una

foliación continua F del cuadrado [0, 1]2 que contiene a F ′.

De�namos un rectángulo como la región comprendida entre dos rectas paralelas
al eje x y dos curvas verticales. Una torre T , es la unión de �nitos rectángulos con la
misma base tales que para cualesquiera dos de ellos, el que tenga el lado horizontal
más alto tiene sus dos lados verticales entre los dos lados verticales del otro.
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De�nición: Una n−torre T con base A, es una torre T que es unión de los
rectángulos R1, R2, ..., Rm de forma que

1. La base A es un abierto contenido en T con µ(T ) > 2n+1µ(A)

2. Para todo i se tiene que
µ(A ∩Ri)

µ(Ri)
≥ 1

3

La idea de una torre T es que todo punto en ella esté contenido en un rectángulo
en el que la concentración de A es ≥ 1

3
pero T sea �mucho más grande� que A.

El siguiente lema es fundamental para nuestra construcción:

Lema 2: Dado un rectángulo R, para todo n, existe una n−torre T contenida en
R tal que

µ(T ) ≥ 1

2
µ(R).

Demostración:

La demostración está contenida en el dibujo.

Figura 2.5: El dibujo muestra dos de los rectángulos, Ri y Ri+1, de un árbol T con-
tenido en un rectángulo R.

La idea es la siguiente: sean l0 y lk+1 las rectas horizontales entre las que está
comprendido R y tracemos k rectas horizontales adicionales l1, ..., lk que lo dividan en
k + 1 rectángulos N1, N2, .., Nk+1 de igual área. La base A será el interior de N1 y la
torre T va a ser la unión de k+ 1 rectángulos R1, ..., Rk+1 que veri�quen lo siguiente:
el rectángulo R1 es N1 y si i > 1 entonces Ri está comprendido entre l0 y li+1, ocupa
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casi toda el área de N1 y Ni+1 pero su�cientemente poca de N2, . . . , Ni. Lo anterior
se va a poder construir básicamente �porque nada lo impide�.

La torre T , ocupará casi toda el área de R pero su base solamente la k+ 1−ésima
parte, basta tomar entonces k + 1 > 2n+1 para que T veri�que las condiciones del
enunciado. ‡

A continuación vamos a construir una foliación F y un abierto A de medida ≤ 1
2

tal que para casi todo punto del cuadrado [0, 1]2 exista una sucesión de F × H−
rectángulos que lo contengan, se vayan haciendo más y más chicos y en todos ellos
el abierto A tenga concentración ≥ 1

3
. Se deduce de lo anterior que el teorema de

Lebesgue no es cierto para F ×H−rectángulos.

Para construir la foliación F y el abierto A vamos a hacer lo siguiente, para cada
n vamos a tomar una familia �nita de n−torres de diámetro ≤ 1

n
de forma que casi

todo punto esté en in�nitas torres pero la unión A de todas las bases de todas las
torres tenga medida < 1

2
. Notemos que si un punto x está en una torre T entonces

existe un rectángulo asociado a ella que lo contiene y en el que A tiene concentración
≥ 1

3
. Basta entonces encontrar una foliación F de forma que todos los rectángulos de

todas las torres involucradas sean F ×H−rectángulos.

La idea será ir construyendo las familias de torres y las hojas de la foliación F de a
poco. Primero tomamos una 1−torre T contenida en el cuadrado [0, 1]2 y extendamos
los lados de sus rectángulos a curvas verticales y segmentos horizontales que dividan
al cuadrado en pequeños rectángulos. Sea F1 la familia de curvas verticales obtenidas
y H1 la de segmentos horizontales. Luego tomamos una 2−torre por cada pequeño
rectángulo en que había quedado dividido el cuadrado y extendemos las familias F1

y H1 de forma que sus hojas contengan a los lados de los rectángulos de las torres
recién puestas y las llamamos F2 yH2 respectivamente. Continuamos con este proceso
inde�nidamente, es decir, en cada paso ponemos una torre por cada rectángulo en
que esté dividido el cuadrado y extendemos nuestras foliaciones �parciales� de forma
que contengan los lados de las torres que agregamos.

Proposición: Existe una foliación continua F del cuadrado [0, 1]2 por curvas
verticales y un abierto A con µ(A) < 1

2
tal que para casi todo x en [0, 1]2 existe una

sucesión de F ×H−rectángulos βn que lo contienen, diam(βn) < 1
n
y

µ(A ∩ βn)

µ(βn)
≥ 1

3
.
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Demostración:

Por empezar, sea R1
1 el cuadrado [0, 1]2 y de�namos F1 como sus dos lados ver-

ticales y H1 como sus dos lados horizontales. Por último tomemos una 1−torre T 1
1

contenida en R1
1 tal que µ(T 1

1 ) ≥ 1
2
µ(R1

1) (que existe por el lema 2!).

Sean ahora F2 y H2 familias �nitas de curvas verticales y segmentos horizontales
que contengan a F1 y H1 respectivamente, a todos los lados de los rectángulos de
T 1
1 y dividan al cuadrado [0, 1]2 en F2 × H2−rectángulos R2

i de diámetro < 1
2
. A

continuación tomemos por cada rectángulo R2
i una 2−torre T 2

i contenida en él tal
que µ(T 2

i ) > 1
2
µ(R2

i ).

En general, en el n−ésimo paso tomamos familias Fn y Hn que contengan a las
anteriores, a todos los lados de los rectángulos de las torres del paso anterior y de
forma que el cuadrado [0, 1]2 quede dividido en Fn×Hn−rectángulos Rn

i de diámetro
< 1

n
. Luego tomemos por cada uno de ellos una n−torre T ni con µ(T ni ) > 1

2
µ(Rn

i ).

Si F ′ =
⋃
Fn entonces F ′ veri�ca la condición del lema 1, pues cualquier segmento

horizontal queda divido en segmentos de largo < 1
n
por las curvas verticales de Fn. Sea

entonces F la foliación continua cuya existencia garantiza el lema 1. En particular,
todo rectángulo de cualquier árbol T ni es un F ×H−rectángulo de diámetro < 1

n
.

De�namos A como la unión de las bases Ani de todas las torres T ni . Si �jamos n,
las torres T ni son disjuntas, luego como µ(T ni ) > 2n+1µ(Ani ) para todo i entonces:

µ(A) = µ(
⋃
n

⋃
i

Ani ) ≤
∑
n

∑
i

µ(Ani ) ≤
∑
n

1

2n+1
≤ 1

2
.

Ahora, si probamos que casi todo x en [0, 1]2 está contenido en in�nitas torres
la proposición quedará probada pues si x está en la torre T ni entonces existe un
rectángulo βn (asociado a T ni ) que lo contiene, de donde

µ(A ∩ βn)

µ(βn)
≥ µ(Ani ∩ βn)

µ(βn)
≥ 1

3
.

Pero el rectángulo βn de T ni es un F ×H−rectángulo de diámetro < 1
n
. Es decir

que la familia {βn} veri�ca la condición del enunciado.

Probemos entonces que casi todo punto x del cuadrado [0, 1]2 está contenido en
in�nitas torres T ni . Por empezar el conjunto Z1 de puntos que no están en la primer
1−torre tiene medida ≤ 1

2
. Ahora, el conjunto Z1 fue subdividido en pequeños rec-

tángulos por F2 y H2 y en cada uno de ellos pusimos una 2−torre que ocupaba al
menos la mitad del área del rectángulo. Se deduce de lo anterior que el conjunto Z2 de
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puntos en ninguna 1−torre ni ninguna 2−torre tiene medida ≤ 1
4
. Análogamente, el

conjunto Zn de puntos en ninguna k−torre con 1 ≤ k ≤ n debe tener medida ≤ 1
2n
, de

donde el conjunto Z de puntos en ninguna torre tiene medida nula. Hemos probado
entonces que casi todo punto está en alguna torre, pero por el mismo argumento, para
todo n0, si empezamos con las n0-torres, luego agregamos las n0 + 1−torres y así....
entonces casi todo punto está en alguna n−torre con n ≥ n0. Se deduce de lo anterior
que casi todo punto está en in�nitas torres, como queríamos. ‡

La construcción anterior se puede mejorar de forma que en casi todo punto, la
densidad superior de A (es decir, el límite superior de las concentraciones de A en los
rectángulos) sea igual a 1.

Demostración del Lema 1:

Tomemos una curva cualquiera Γ de F ′ y supongamos que corta al eje x en el punto
(t, 0), llamemos a esta curva Γt. Podemos pensar que Γt = {(ft(y), y) : 0 ≤ y ≤ 1}
donde ft : [0, 1] → [0, 1] es una función continua con ft(0) = t. Luego F ′ = {Γt}
con t en cierto subconjunto T del intervalo [0, 1]. Notemos que por la condición del
enunciado el conjunto T debe ser denso en [0, 1].

La familia de funciones {ft} es de Cauchy en el siguiente sentido:

�Para todo t (no necesariamente en T ) y para todo ε > 0, existe δ tal que
si t1 y t2 están en T y |t1 − t|, |t2 − t| ≤ δ entonces |ft1(y)− ft2(y)| ≤ ε.�

Para probar lo anterior, basta tomar n su�cientemente grande tal que ε < 1
2n

y
δ > 0 tal que exista a lo sumo una curva Γt′ en Fn con |t′ − t| < δ.

Ahora, como la familia {ft} con t en T es de Cauchy, entonces para cada t0 que
no esté en T , podemos de�nir

ft0(y) = ĺım
t→t0

ft(y).

Más aún, como la propiedad anterior se va a seguir veri�cando ahora para todas
las funciones ft (con el mismo δ para cada ε) entonces tenemos convergencia uniforme
lo que nos asegura que la función ft es continua para todo t. Veamos ahora que las
curvas Γt = {(ft(y), y) : 0 ≤ y ≤ 1} forman una foliación del cuadrado [0, 1]2.

En primer lugar, las curvas son disjuntas pues en caso contrario existen t1 < t2
tales que ft1(y) = ft2(y), para algún y en [0, 1]. Tomemos t < t′ en T tales que
t1 < t < t′ < t2, luego como ft1(y) ≤ ft(y) ≤ ft′(y) ≤ ft2(y), entonces ft(y) = ft′(y),
lo que es absurdo ya que las curvas originales eran disjuntas.
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Sólo resta ver que las curvas {Γt} cubren el cuadrado [0, 1], para ello tomemos
(x, y) en [0, 1]2 y de�namos π : [0, 1]→ [0, 1] donde π(t) = ft(y). La misma condición
que garantiza la convergencia uniforme de la familia Γt nos dice que π es continua,
como π(0) = 0 y π(1) = 1 entonces existe t tal que π(t) = x, es decir que ft(y) = x o
lo que es lo mismo, (x, y) está en Γt. ‡
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Capítulo 3

Desintegración de Medidas

�...but anyhow, it is a fact that the language which seems to be specially made for
entropy theory was created ten years earlier, mainly thanks to the analysis of the

foundations of measure theory.� D. Anosov

En el capítulo anterior vimos que si reemplazamos los segmentos verticales del
cuadrado [0, 1]2 por una familia de curvas Γ = {Γt}, el teorema de Fubini no tiene
porqué seguir siendo cierto. Pero.... ¾qué pasa si decidimos medir en cada curva de
forma distinta? Más precisamente, ¾existirá una familia de medidas {vt}, una por
cada curva, de forma que para integrar una función podamos primero integrar sobre
cada curva Γt respecto de su nueva medida vt y luego integrar todos los resultados?

Podemos inclusive aventurarnos a tratar de probar algo todavía mucho más gene-
ral, ¾qué pasa si tenemos un espacio de medida cualquiera partido en varias partes?
¾Será posible poner una medida en cada parte de forma de tener un teorema de
Fubini?

De�nición: Dado un espacio de medida (X, v) y una partición P en subconjuntos
medibles, una familia de medidas {vP} (una en cada átomo P de P) se dice un sistema
canónico de medidas si existe una medida v∗ en P de forma que para toda función
integrable ϕ : X → R se tiene que∫

ϕdv =

∫
P

(

∫
ϕdvP )dv∗.

En su �Fundamentals Ideas of Measure Theory� ([Ro]), V. A. Rohlin demostró
que cuando X es un espacio de Lebesgue y la partición P veri�que cierta condición

29



30 CAPÍTULO 3. DESINTEGRACIÓN DE MEDIDAS

entonces existe un sistema canónico de medidas y más aún, éste es esencialmente
único.

La idea de un sistema canónico de medidas parece que es de A. Kolmogorov
pero fue Rohlin el primero en demostrar su existencia en un contexto tan general
(anteriormente P. R. Halmos, S. Kakutani y W. Ambrosio habían demostrado un caso
particular pero su demostración era incorrecta como señala Rohlin en [Ro]). Nosotros
vamos a llamar al sistema canónico de medidas �la familia de medidas desintegradas�
y a la medida v∗ �la medida cociente�.

Por ejemplo, se sigue del teorema de Rohlin, que para cualquier foliación del
cuadrado [0, 1]2 por curvas Γt existe una familia de medidas desintegradas {vt} en
ellas de forma que para calcular la medida de un conjunto basta calcular primero su
medida en cada curva Γt según la medida vt e integrar todos estos resultados. En el
ejemplo de Katok-Milnor, cada medida desintegrada vt está concentrada en un punto
de la curva Γt.

A continuación vamos a hacer las de�niciones necesarias y vamos a probar el
teorema de Rohlin, primero en el caso particular del intervalo [0, 1] y luego en toda su
generalidad. La demostración del caso del intervalo [0, 1] es esencialmente la misma
que la de las notas de M. Viana [Vi] o las de C. Pugh [Pu] (en donde lo demuestran
para cualquier espacio métrico compacto).

3.1. Preliminares

Empecemos con algunas de�niciones

De�nición: Un espacio de medida (X,B, v) se dice separable si existe una sucesión
{An} de medibles que generan la σ−álgebra y para todo x e y en X, existe un An
que contiene a uno pero no al otro.

A una sucesión {An} como la anterior se la llama una base del espacio de medida.
La segunda condición dice que los An separan puntos y es equivalente a

�Si Bn = An o Acn entonces
⋂

Bn contiene a lo sumo un punto.�

Si se tiene que en la condición anterior, para cualquier elección de los Bn la inter-
sección consiste de exactamente un punto entonces se dice que la base es completa.

Ejemplo: Sea Ω = {0, 1}∞ el espacio de todas las sucesiones w = (wi) con wi = 0
o wi = 1, con la σ−álgebra de los borelianos (respecto de la topología producto) y la
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medida usual. De�namos Ωn como los w en Ω tales que wn = 0. Como los Ωn generan
la σ−álgebra de los borelianos luego {Ωn} es una base completa.

Un isomor�smo entre dos espacios de medida (X1,B1, v1) y (X2,B2, v2) es una
función biyectiva f : X → Y tal que f(A) es medible si y sólo si A lo es y en tal
caso v2(f(A)) = v1(A). Un isomor�smo (mod 0) entre dos espacios es un isomor�smo
entre X1/Z1 y X2/Z2 donde Z1 y Z2 son de medida nula.

De�nición: Un espacio de medida es de Lebesgue si es isomorfo (mod 0) con un
espacio de probabilidad que tiene una base completa.

Ejemplo: Sea I = [0, 1] con la σ−álgebra de los borelianos y la medida de Le-
besgue y veamos que es isomorfo (mod 0) con Ω. Podemos de�nir f : I → Ω que
manda cada x en [0, 1] a su expresión en base 2. Ésta función está bien de�nida salvo
para numerables puntos, si removemos estos puntos y las sucesiones correspondientes
de Ω (las que se vuelven constantes) entonces f es un isomor�smo. Como en ambos
espacios los conjuntos numerables son de medida nula entonces hemos probado que
el intervalo [0, 1] con la σ−algebra de los borelianos y la medida usual es un espacio
de Lebesgue.

Puede dar la impresión que la condición de ser un espacio de Lebesgue es algo
extraña y que se da para espacios muy particulares. Esto no es así, la mayoría de
los espacios de probabilidad que aparecen en la práctica son de Lebesgue, por ejem-
plo todo espacio métrico separable con una medida boreliana de probabilidad es de
Lebesgue así como todo cociente de un espacio de Lebesgue por una partición medible.

Teorema: Si un espacio de medida es Lebesgue y sin átomos entonces es isomorfo
(mod 0) al intervalo [0, 1] con la σ−álgebra de los borelianos y la medida de Lebesgue.

Demostración:

Alcanza probar que si un espacio de probabilidad (X,B, v) tiene una base completa
y no tiene átomos entonces es isomorfo (mod 0) con el intervalo [0, 1]. Sea entonces
{An} una base completa de tal espacio y de�namos

Cε1,ε2,...,εn = B1 ∩B2 ∩ . . . ∩Bn.

donde Bk = Ak si εk = 0 y Bk = Ack si εk = 1. Ahora vamos a ir construyendo de
a pasos intervalos cerrados Iε1,ε2,...,εn tales que

1. Iε1,ε2,...,εn = Iε1,ε2,...,εn,0
⋃
Iε1,ε2,...,εn,1

2. µ(Iε1,ε2,...,εn) = v(Cε1,ε2,...,εn)
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Primero construimos I0 y I1, simplemente partimos el intervalo [0, 1] en dos in-
tervalos cerrados que midan v(C0) y v(C1) que como v(C0) + v(C1) = 1 entonces se
puede.

Análogamente, una vez construido Iε1,ε2,...,εn , para construir Iε1,ε2,...,εn,0 y Iε1,ε2,...,εn,1
sólo tenemos que partirlo en dos intervalos que midan v(Cε1,ε2,...,εn,0) y v(Cε1,ε2,...,εn,1).

Con los intervalos Iε1,ε2,...,εn es fácil establecer el isomor�smo (mod 0). Cada x en
X está en una intersección de la forma

Cε1
⋂

Cε1,ε2
⋂

. . .
⋂

Cε1,ε2,...,εn
⋂

. . .

Más aún, como los An forman una base completa entonces cada x está en exac-
tamente una de tales intersecciones y cada una de ellas está asociada a exactamente
un x. De�namos ahora f : X → [0, 1] de la siguiente manera, si

x = Cε1
⋂

Cε1,ε2
⋂

. . .
⋂

Cε1,ε2,...,εn
⋂

. . .

entonces

f(x) = Iε1
⋂

Iε1,ε2
⋂

. . .
⋂

Iε1,ε2,...,εn
⋂

. . .

Notemos que como la sucesión de intervalos Iε1,ε2,...,εn es una sucesión de intervalos
cerrados encajados cuya medida tiende a cero (pues la medida de los Cε1,ε2,...,εn lo
hace ya que X no tiene átomos) entonces f está bien de�nida. Por lo dicho antes,
f es sobreyectiva, el único problema que tiene es que puede no ser inyectiva ya que
los intervalos Iε1,ε2,...,εn no son necesariamente disjuntos pues Iε1,ε2,...,εn,0

⋂
Iε1,ε2,...,εn,1

consiste de un punto. Si quitamos estos puntos del [0, 1] (que serán numerables) y las
correspondientes preimágenes en X entonces f queda biyectiva. Más aún, como

f(Cε1,ε2,...,εn) = Iε1,ε2,...,εn y v(Cε1,ε2,...,εn) = µ(Iε1,ε2,...,εn).

y tanto los Cε1,ε2,...,εn como los Iε1,ε2,...,εn generan sus respectivas σ−álgebras entonces
f preserva medida y la σ−álgebra. ‡

3.2. Particiones y Cocientes

Dar una partición P de X es dar una relación de equivalencia �∼� o lo que es lo
mismo, una familia de subconjuntos disjuntos cuya unión es todo X. Cuando X sea
un espacio de medida vamos a asumir que los subconjuntos son medibles y los vamos
a llamar átomos de la partición.

En el caso anterior, podemos de�nir el cociente deX por la relación de equivalencia
y obtener un nuevo espacio de medidaX/ ∼, que por abuso de notación vamos a notar
P , cuyas σ−álgebra y medida son las empujadas de las de X.
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Más precisamente, sea π : X → X/ ∼ la proyección al cociente, entonces un
subconjunto F de P es medible si y sólo si π−1(F) lo es y en cuyo caso de�nimos
v∗(F) = v(π−1(F)). A la medida v∗ así obtenida la llamaremos �la medida cociente�
y se puede pensar como una medida en el conjunto de átomos de la partición.

Decimos que P1 < P2 si todo átomo de P2 está contenido en uno de P1. Dada una
sucesión de particiones P1 < P2 < . . . < Pn < . . . de�nimos el límite de la sucesión
como la partición P cuyos átomos P se obtienen de elegir un átomo Pn de cada Pn
tal que P1 ⊃ P2 ⊃ . . . ⊃ Pn ⊃ . . . y poner P =

⋂
Pn (lo notamos como Pn ↑ P).

Lema: Dado un espacio de medida X, las siguientes condiciones son equivalentes

1. Tiene una base completa

2. Existe un sucesión de particiones �nitas P1 < P2 < . . . < Pn < . . . cada una de
las cuales se obtiene partiendo cada átomo de la anterior en dos, tales que: sus
átomos generan la σ−álgebra y si elegimos un átomo Pn de cada Pn de forma
que P1 ⊃ P2 ⊃ . . . ⊃ Pn ⊃ . . . entonces

⋂
Pn consiste de exactamente un punto.

3. Existe un sucesión de particiones �nitas P1 < P2 < . . . < Pn < . . . tales que sus
átomos generan la σ−álgebra y si elegimos un átomo Pn de cada Pn de forma
que P1 ⊃ P2 ⊃ . . . ⊃ Pn ⊃ . . . entonces

⋂
Pn consiste de exactamente un punto.

Dado un espacio de medida X, una partición (mod 0) es una partición del com-
plemento de un conjunto de medida nula. De ahora en adelante todas las particiones
las vamos a suponer (mod 0).

De�nición: Dado un espacio de medida X, una partición P se dice medible si
existen particiones �nitas Pn tales que Pn ↑ P en X/Z donde Z es un subconjunto
de X de medida nula que es unión de átomos de P .

Otra forma equivalente de decir que una partición P es medible es que exista una
familia numerable de medibles saturados de X que separe los átomos de P (A es
saturado si A = π−1(π(A))).

Ejemplos:

1. Dado un espacio de medida X, la partición cuyos átomos son los puntos de X
es medible si y sólo si existe una familia numerable de medibles que separa casi
todos los puntos, esto se da por ejemplo si X es un espacio de medida separable.
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2. Si X es un espacio de medida y f : X → [0, 1] es medible entonces la partición
de X en las preimágenes f−1(t) es medible. De forma más general, si tenemos
espacios de medida X e Y , una partición medible Q de Y y una función medible
f : X → Y entonces la partición P de X en las preimágenes de los átomos de
Q es medible.

Por ejemplo, si Y es separable entonces las preimágenes f−1(y) de�nen una
partición medible de X.

3. La partición P del cuadrado unitario [0, 1] × [0, 1] en segmentos verticales es
medible, pues Pn ↑ P donde Pn es la partición del cuadrado en 2n rectángulos
verticales iguales. Este ejemplo puede parecer demasiado tonto pero Rohlin
demostró que toda partición medible de un espacio de Lebesgue es isomorfa
(mod 0) a la partición anterior!!

4. Dado ξ en S1 que no sea una raíz de la unidad, sea T : S1 → S1 donde T (z) = ξz
y consideremos la partición P en órbitas del automor�smo T . Como todo átomo
Pn de una partición �nita Pn < P es unión de átomos de P , entonces debe ser un
medible T−invariante. Pero como T es ergódico luego µ(Pn) = 0 o µ(Pn) = 1.
Es decir que Pn es (mod 0) la partición en un sólo átomo, de donde P no puede
ser límite de particiones �nitas y resulta no medible!

5. Sea M una variedad de dimensión n y F una foliación de dimensión k. Dada
una carta (U,ϕ) de M que trivialice a F , si partimos al abierto U en las hojas
de la foliación entonces la partición es isomorfa (via ϕ) a la partición de un
abierto de Rn por subespacios a�nes k−dimensionales todos paralelos entre sí
que es claramente medible.

Es buena idea contrastar los dos últimos ejemplos, consideremos en el toro
T = S1× S1 una partición P por líneas paralelas de pendiente irracional. Como
el �ujo que éstas de�nen es ergódico, por el mismo argumento que en el ejemplo
4, la partición P resulta no medible. Es decir que globalmente, la partición
de�nida por un �ujo en una variedad puede no ser medible y sin embargo
localmente sí lo es.

6. Se tiene el siguiente teorema:

Teorema: El cociente de un espacio de Lebesgue por una partición P es Le-
besgue si y sólo si P es medible.
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3.3. Caso particular

El plan para demostrar el teorema de desintegración es sencillo, primero vamos a
probarlo en el caso en que X = [0, 1] y luego valiéndonos del último teorema de la
primer sección lo deduciremos para todo espacio de Lebesgue.

Una de las ventajas del [0, 1] es que al ser un espacio métrico compacto, por el
teorema de Riesz, dar una medida µP en él es equivalente a dar un funcional lineal
eP : C[0, 1]→ R, continuo y positivo. La idea para construir el funcional eP para cada
P en P es la siguiente: como P es una partición medible entonces Pn ↑ P con las Pn
�nitas, si denotamos Ln(P ) al átomo de Pn que contiene a P entonces de�nimos

eP (ϕ) = ĺım
n→∞

1

µ(Ln(P ))

∫
Ln(P )

ϕ(x)dx.

La primer parte de la demostración consiste en justi�car que para cada ϕ el límite
en cuestión existe para casi todo P . El problema es que debido al �para casi todo�,
no podemos decir nada de un P en particular, por ejemplo podría ocurrir que para
todo P exista ϕ en L1[0, 1] en la que el límite no existe. Para solucionar esto vamos a
quedarnos (por un rato) sólo con las funciones continuas y usar que C[0, 1] es separable
con la norma de la convergencia uniforme.

El resto de la demostración será ver que la familia de medidas así construidas
veri�can las condiciones, primero las funciones continuas y luego todas las integrables.

Teorema: Dada una partición medible P de ([0, 1], µ) existe una familia de me-
didas borelianas de probabilidad {vP ;P en P} tales que

Para casi todo P en P se tiene vP (P ) = 1

Para toda función integrable ϕ su integral se puede calcular como∫
ϕ(x)dx =

∫
P

(

∫
ϕdvP )dv∗.

Demostración:

Antes de empezar �jemos un poco de notación, cuando hablemos de P en P
nos podemos referir, dependiendo del contexto, tanto al elemento de la partición P
como al subconjunto de [0, 1] que éste de�ne. Esperamos que esto no lleve a ninguna
confusión, por ejemplo si µ denota la medida de Lebesgue en [0, 1] y v∗ la medida
cociente en P entonces por nuestro abuso de notación µ(P ) = v∗(P ).

Por otro lado, como la partición P es medible entonces existe una familia de
particiones �nitas {Pn} tales que Pn ↑ P módulo un conjunto de medida nula Z ⊂ P .



36 CAPÍTULO 3. DESINTEGRACIÓN DE MEDIDAS

Denotemos además Ln(P ) al átomo de Pn que contiene a P , que podemos suponer
siempre de medida positiva (ya que si alguna Pn tiene un átomo de medida nula,
podemos agregar éste a Z).

Ahora empecemos la demostración, para cada función medible ϕ vamos a de�nir
una función medible Tnϕ : P → R de la siguiente manera:

Tnϕ(P ) =
1

µ(Ln(P ))

∫
Ln(P )

ϕ(x)dx.

Lo anterior siempre que P no esté en Z, en caso contrario Tnϕ(P ) = 0. A la
función Tnϕ se la puede pensar como un �promedio� de ϕ relativo a la partición Pn.
Más precisamente, Tnϕ(P ) es el promedio de ϕ en el átomo de Pn que contiene a P .
Como Pn es una partición �nita entonces Tnϕ es una función simple (es constante en
la proyección de cada átomo de Pn) y como promediar los promedios es lo mismo que
promediar directamente entonces∫

P
Tnϕ(P )dv∗ =

∫
ϕ(x)dx. (3.1)

Ahora vamos a probar que si �jamos una función medible ϕ entonces para casi todo
P en P se tiene que ĺımTnϕ(P ) existe cuando n→∞. Escribiendo a cada función ϕ
como suma de su parte positiva ϕ+ y su parte negativa ϕ− podemos restringirnos al
caso ϕ ≥ 0.

Sea ϕ una función medible con ϕ ≥ 0 y supongamos que existe un conjunto de
medida positiva en donde el límite no existe, entonces existen números racionales
0 < r < s y un conjunto U ⊂ P de medida positiva tal que para todo P en U

ĺım inf
n→∞

Tnϕ(P ) < r < s < ĺım sup
n→∞

Tnϕ(P ).

Es decir que para todo P en U existen enteros

r(1, P ) < s(1, P ) < r(2, P ) < . . . < r(l, P ) < s(l, P ) < . . .

tales que el promedio de ϕ es menor a r en cada átomo Lr(l,P )(P ) y mayor a s en
cada Ls(l,P )(P ).

De�namos ahora

Rl =
⋃
P∈U

Lr(l,P )(P ) y Sl =
⋃
P∈U

Ls(l,P )(P ).
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Luego R1 ⊇ S1 ⊇ R2 ⊇ . . . ⊇ Rl ⊇ Sl ⊇ . . . ⊇ U de donde U ⊂ V =
⋂
Rl =

⋂
Sl.

Notemos que como U tiene medida positiva entonces también la tiene V . Por otro
lado, como cualesquiera dos átomos son disjuntos o uno está contenido en el otro
entonces Rl es unión disjunta de átomos en donde el promedio de ϕ es menor a r, de
forma que

1

µ(Rl)

∫
Rl

ϕ(x)dx < r.

Pero como V tiene medida positiva y los Rl decrecen monótonamente a V , entonces
tomando límite obtenemos:

1

µ(V )

∫
V

ϕ(x)dx ≤ r.

Es decir que el promedio de ϕ en V es menor o igual a r, pero análogamente
podemos demostrar que debe ser mayor o igual a s, lo que es absurdo ya que 0 < r < s.
Hemos probado entonces que si �jamos ϕ entonces ĺımTnϕ(P ) existe cuando n→∞
para casi todo P en P .

Para cada función medible ϕ, el límite existe para casi todo punto pero si �jamos
un P en P no podemos decir nada ya que éste podría estar en el conjunto de medida
nula en el que no existe el límite; peor aún, este conjunto puede no ser el mismo para
distintas funciones. Para solucionar esto vamos a quedarnos sólo con las funciones
continuas y vamos a usar que (C[0, 1], || ||∞) es separable.

Sea {ϕn} un denso numerable de C[0, 1] y llamemos Fn al conjunto de puntos de
P en donde el límite existe para ϕn. Por último de�namos F =

⋂
Fn, como por lo

anterior casi todo punto está en Fn entonces casi todo punto está en F . El conjunto
de funciones continuas para las que el límite existe para todo P en F es cerrado por
convergencia uniforme y contiene a las ϕn de donde éste debe ser todo C[0, 1]. Es
decir que existe un conjunto F ⊂ P de medida máxima tal que para todo P en F y
toda función continua ϕ existe el límite

Tϕ(P ) = ĺım
n→∞

Tnϕ(P ).

Ahora vamos a de�nir una medida µP para cada P en F . Si ponemos eP (ϕ) =
Tϕ(P ) entonces eP : C[0, 1]→ R es un funcional lineal continuo pues

|eP (ϕ)| = | ĺımTnϕ(P )| ≤ sup ϕ = ||ϕ||∞.
Como además se tiene que eP (1) = 1 y eP (ϕ) ≥ 0 si ϕ ≥ 0 entonces por el teorema

de Riesz existe una medida boreliana de probabilidad vP tal que para toda función
continua ϕ
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Tϕ(P ) = eP (ϕ) =

∫
ϕdvP .

Hasta el momento sólo de�nimos vP cuando P está en F , para el resto de los P
elijamos una medida boreliana de probabilidad arbitraria. Probemos ahora que esta
familia de medidas {vP : P en P} veri�ca la fórmula del enunciado para calcular la
integral de una función integrable.

Si ϕ es continua, como Tnϕ→ Tϕ en casi todo punto y sup Tnϕ < sup ϕ entonces
por (2.1) y el teorema de convergencia dominada∫

P
Tϕ(P )dv∗ =

∫
ϕ(x)dx.

O lo que es lo mismo ∫
P

(

∫
ϕdvP )dv∗ =

∫
ϕ(x)dx (3.2)

Es decir que la fórmula del enunciado vale para las funciones continuas, pero la
clase de funciones para las que vale es cerrada por convergencia puntual dominada de
donde vale para toda función integrable ϕ como queríamos.

Para ver que vP (P ) = 1 notemos que por la misma demostración de la fórmula
(2.2), para todo átomo L de Pn y toda función medible ϕ∫

L

(

∫
ϕdvP )dv∗ =

∫
χL(x)ϕ(x)dx.

Si tomamos ϕ = χL entonces∫
L

(

∫
χLdvP )dv∗ =

∫
χL(x)χL(x)dx.∫

L

µP (L)dv∗ = µ(L) = v∗(L)

Es decir que vP (L) = 1 para casi todo P en L. Como hay numerables átomos L,
entonces para casi todo P se tiene vP (Ln(P )) = 1; de donde vP (P ) = 1 para casi
todo P pues Ln(P )↘ P . ‡

Notas:

1. Si cambiamos al intervalo ([0, 1], µ) por un espacio métrico compacto X y µ
por una medida boreliana de probabilidad entonces vale la misma demostración
pues (C(X), || ||∞) sigue siendo separable y el teorema de Riesz sigue valiendo.



3.4. EL TEOREMA DE ROHLIN 39

2. Hay otras demostraciones, como mencionamos antes Rohlin demostró que en
realidad toda partición medible de un espacio de Lebesgue es equivalente a las
partición del cuadrado por segmentos verticales de donde se puede deducir el
teorema en toda su generalidad directamente.

3.4. El Teorema de Rohlin

Estamos ahora en condiciones de enunciar y probar el teorema de desintegración
de Rohlin en toda su generalidad

Teorema de desintegración de Rohlin: Dado un espacio de Lebesgue (X,B, v)
y una partición medible P , existe una familia {vP ;P en P} de medidas de probabili-
dad tales que

Para casi todo P en P se tiene vP (P ) = 1

Para toda función integrable ϕ su integral se puede calcular como∫
ϕdv =

∫
P

(

∫
ϕdvP )dv∗.

Más aún, esta familia es �esencialmente� única, es decir si {µP ;P en P} veri�ca
las mismas condiciones entonces vP = µP para casi todo P en P .

Demostración:

La existencia de la familia de medidas de probabilidad {vP ;P en P} sale del teore-
ma anterior usando que (X,B, v) es isomorfo (mod 0) al intervalo [0, 1] con la medida
de Lebesgue y la σ−álgebra de los borelianos. Sólo hay que veri�car la unicidad.

Ahora, supongamos que tenemos otra familia {µP ;P en P} de medidas de proba-
bilidad que veri�can las mismas condiciones y es �esencialmente distinta�. Entonces
existe un subconjuntoW de P de medida positiva y una función integrable ϕ : X → R
tal que ∫

W
(

∫
ϕdvp)dv∗ 6=

∫
W

(

∫
ϕdµp)dv∗.

De donde: ∫
P

(

∫
ϕχWdvp)dv∗ 6=

∫
P

(

∫
ϕχWdµp)dv∗.

Lo que es absurdo ya que ambas integrales deben coincidir con
∫
ϕχWdv, de donde

vP = µP para casi todo P en P . ‡
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Notemos que como vP (P ) = 1 entonces la medida vP se puede pensar en realidad
como una medida en P . El teorema lo que dice es que dada una partición medible P ,
la medida v se descompone en una familia de medidas vP , una en cada átomo de P .
Siendo un poco informales podemos decir que

v =

∫
P
vPdv∗.

Para ser completos mencionamos el siguiente resultado: Dado un espacio (X,B, v)
de Lebesgue y una partición P , si existe la familia {µP : P en P} entonces la partición
P es medible.

Ejemplos:

1. (Particiones Finitas) Toda partición �nita o numerable es medible, si P = {An}
entonces las medidas desintegradas no son otras que las probabilidades condi-
cionales respecto de los Ai. Es decir que si P = An entonces

vP (C) =
v(C ∩ An)

v(An)
.

2. (Esperanza Condicional) Dado un espacio de probabilidad, es fácil de�nir pro-
babilidades condicionales respecto de eventos de probabilidad positiva pero no
queda claro cómo uno debería de�nirlas cuando uno condiciona a eventos de
probabilidad nula. El teorema anterior propone una respuesta cuando el espa-
cio es de Lebesgue y se tiene una partición medible, sin embargo notemos que
la probabilidad condicional no depende solamente del átomo sino de toda la
partición!

Algo parecido pasa con la esperanza condicional: dadas dos variables aleatorias
X e Y , la esperanza condicional E(X|Y ) es la variable aleatoria σ(Y )−medible
que mejor aproxima a X (�la mejor apuesta para X conociendo el valor de Y �).

Cuando el espacio de probabilidad es de Lebesgue no hay mucho misterio, basta
considerar la partición (medible!) inducida por la variable aleatoria Y . Más
precisamente, dado un evento w sea vw la medida de probabilidad asociada al
átomo Y −1(Y (w)), entonces

E(X|Y )(w) =

∫
Xdvw.

3. (Foliaciones) Si consideramos el cuadrado unitario y la partición en segmentos
verticales entonces ésta es medible y las medidas desintegradas no son otras



3.4. EL TEOREMA DE ROHLIN 41

que las de Lebesgue en los segmentos (las 1−dimensionales). La fórmula para
calcular la integral de una función ϕ no es otra cosa que el teorema de Fubini.

De forma más general, si tenemos una foliación continua de un abierto U de
Rn, cuando la partición que induce es medible, el teorema nos dice que podemos
poner una medida en cada hoja de la foliación de forma que integrar una función
en U es lo mismo que integrar sobre cada hoja (respecto de estas medidas) y
luego integrar todos los resultados respecto de la medida cociente.

Cuando la foliación es diferenciable se pueden dar fórmulas explícitas de quienes
son las medidas pero si sólo tenemos continuidad éstas pueden resultar bastante
patológicas. Por ejemplo, para la foliación de Katok-Milnor las medidas desin-
tegradas son unipuntuales. Es decir que para cada curva Γt existe un punto pt
en Γt tal que vt es la medida puntual concentrada en pt!!!

4. (Fórmula de coarea) Ya sabemos que si X e Y son Lebesgue entonces para toda
función medible T : X → Y , la partición P = {T−1(y)} es medible, entonces
existe una familia de medidas {vy : y en Y } y una medida v∗ en Y tal que para
toda función integrable f : X → R∫

X

fdv =

∫
Y

(

∫
T−1(y)

fdvy)dv∗.

En particular, lo anterior vale cuando X = Rn y Y = Rm. Si además se tiene
que n ≥ m y T es Lipschitz entonces la fórmula de coarea da una expresión
explícita de estas medidas:∫

Rn
f(x)dx =

∫
Rm

(

∫
T−1(y)

f(x)(Jac T (x))−1dHn−m)dy

Donde Jac T es el Jacobiano generalizado de T , es decir si DxT es la matriz
diferencial de T en x entonces

Jac T (x) =
√
Det(DxTDxT t).

5. (Descomposición ergódica) Sea X un espacio métrico compacto, T : X → X
continua y Z el conjunto de puntos x en X tales que el promedio temporal no
está bien de�nido, es decir que para todo x que no está en Z y toda función
continua ϕ : X → R

Aϕ(x) = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

ϕ(T i(x)) existe .
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Por último, sea P la partición dada por: Z es un átomo de la partición y al resto
lo partimos de forma que x1 y x2 están en el mismo átomo si Aϕ(x1) = Aϕ(x2)
para toda función continua ϕ. Luego P es una partición medible para toda
medida de probabilidad v en X y si v es T−invariante entonces v(Z) = 0 y vP
es T−invariante y ergódica para casi todo P en P .
La partición P tiene la siguiente propiedad: es la menor partición �medible�
en la que x y T (x) están en el mismo átomo para todo x en X. Cuando la
partición en órbitas de T es medible entonces hay una medida de probabilidad
T−invariante en casi toda órbita, es decir que casi toda órbita tiene que ser �ni-
ta. Hemos probado entonces que si la partición en órbitas por un automor�smo
T es medible entonces casi todas las órbitas son �nitas.

6. (Entropía) Sea dado un espacio de probabilidad (X, v), sin entrar en detalle
vamos a decir que la de�nición usual de la entropía hv(T,P) de una partición
P respecto de una transformación T : X → X que preserve medida sólo tiene
sentido cuando P es �nita o numerable.

Para extender esta de�nición al caso de P medible se puede proceder de la
siguiente manera, recordemos que dadas dos particiones �nitas o numerables P
y Q se de�ne la entropía condicional de P respecto de Q como

Hv(P|Q) = −
∑
P∈P

∑
Q∈Q

vQ(P ) log vQ(P ). (3.3)

Donde vQ es la probabilidad condicional en el átomo Q de Q.

Lema: Si (X, v) es un espacio de probabilidad, T : X → X una transformación
que preserva medida y P una partición �nita o numerable y creciente (TP ≥ P)
entonces

hv(T,P) = Hv(TP|P). (3.4)

La ventaja de la de�nición (2.3) es que tiene sentido siempre que los átomos de
P intersecten a los de Q en conjuntos de vQ−medida positiva. Luego cuando P
sea medible y (X, v) un espacio de Lebesgue, via el teorema de Rohlin podemos
tomar (2.4) como de�nición de la entropía de la partición P respecto de T .



Capítulo 4

Diferenciación de Integrales

�The whole book is a commentary on
these three main subjects.� M. de Guzmán

Este capítulo gira alrededor de los siguiente teoremas de H. Lebesgue, el segundo
de los cuales es un simple corolario del primero:

Teorema de diferenciación de Lebesgue: Dada una función f en L1
loc(Rn),

para casi todo x en Rn se tiene que

ĺım
1

|Q|

∫
Q
fdµ = f(x).

Donde el límite se toma sobre los cubos Q centrados en x con diamQ → 0.

Teorema de densidad de Lebesgue: Dado un subconjunto medible A de Rn,
para casi todo x en Rn se tiene que

ĺım
µ(A ∩Q)

µ(Q)
= χA(x).

Donde el límite se toma sobre los cubos Q centrados en x con diamQ → 0.

Es natural preguntarse si se pueden reemplazar los cubos Q por otras �guras
geométricas. Por ejemplo, es fácil ver que no hace falta que los cubos sean centrados
o que el teorema sigue siendo cierto para bolas o cualquier familia de conjuntos con
excentricidad acotada. Los dos primeros resultados interesantes son debidos a S. Saks
y A. Zygmund respectivamente, el primero demostró que el teorema de densidad es
cierto para los rectángulos con lados paralelos a los ejes y el segundo que es falso para
rectángulos arbitrarios.

43
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En general, dada una familia de conjuntos B nos podemos preguntar qué ocurre si
reemplazamos a los cubos por la familia B en el teorema de diferenciación o en el de
densidad. Como veremos más adelante, ciertas propiedades geométricas de la familia
B se van a ver re�ejadas en la acotación de un operador maximal asociado y en el
grado en que es cierto o deja de serlo el teorema de Lebesgue.

Nosotros estamos interesados en el teorema de Lebesgue porque uno de los puntos
claves del programa de Pugh-Shub para demostrar que ciertos sistemas dinámicos
son ergódicos pasa por construir una familia J de conjuntos que se lleven bien con el
sistema dinámico en cuestión y para la que siga valiendo el teorema de Lebesgue. La
di�cultad está en que estos conjuntos, los Juliennes, si bien son bastante redondos en
una dirección pueden resultar muy alargados en otra.

Figura 4.1: Un Julienne 3−dimensional.

En este capítulo nos proponemos estudiar las propiedades de diferenciación de
una familia B a través de su operador maximal asociado y su función del halo. En
primer lugar vamos a repasar brevemente los ejemplos clásicos en Rn ilustrando el tipo
de di�cultades que pueden surgir y cómo se pueden superar. En la segunda sección
adoptamos un punto de vista mucho más general, hacemos las de�niciones básicas
como bases de diferenciación y operadores maximales y probamos algunos resultados
relacionando estos conceptos. A continuación, vamos a de�nir la función del halo de
una familia B y probaremos que si ésta es �nita entonces la base B es de densidad.
Por último, vamos a probar el teorema de Lebesgue en variedades Riemannianas que
nos sirve como excusa para introducir el lema de Besicovitch.

La mayoria del material de este capítulo (y mucho más!) se puede encontrar en
el excelente libro de Miguel de Guzman al que hace referencia la frase que abre el
capítulo ([Gu1]).

�The di�erentation theory we shall present here appears as an interaction between
covering properties of families of sets in Rn, di�erentiation properties similar to that of
Lebesgue theorem, and estimations for an adequate extension of wellknown maximal
operator of Hardy and Littlewood. The whole book is a commentary on these three
main subjects.� M. de Guzmán
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4.1. Diferenciación de Integrales en Rn

A continuación repasemos algunas de las ideas involucradas en la demostración
del teorema de Lebesgue.

El teorema es fácil cuando la función f es continua, la di�cultad está en extender
el resultado a todas las funciones localmente integrables. Como lo que se quiere probar
es algo local, alcanza probarlo para las funciones integrables. Tomemos entonces f en
L1(Rn) y sea g en L1(Rn) una función continua cualquiera. Luego tenemos que:

| 1

|Q|

∫
Q
fdµ− f(x)| ≤ | 1

|Q|

∫
Q
f − gdµ|+ | 1

|Q|

∫
Q
gdµ− g(x)|+ |g(x)− f(x)|.

Ahora, como ya sabemos cierto el teorema para g continua, haciendo diam(Q)→ 0
obtenemos:

ĺım | 1

|Q|

∫
Q
fdµ− f(x)| ≤ sup

1

|Q|

∫
Q
|f − g|dµ+ |g(x)− f(x)|. (4.1)

Si queremos probar que el límite del lado izquierdo es igual a 0 para casi todo x,
basta ver que para todo ε el conjunto Aε de puntos x en donde es mayor a ε tiene
medida nula. Para ello vamos a usar la siguiente desigualdad,

Lema (Hardy-Littlewood): Dada una función f en L1(Rn) si de�nimos la ma-
ximal de Hardy-Littlewood como

Mf(x) = sup
1

|Q|

∫
Q
|f |dµ.

donde el supremo es sobre todos los cubos Q centrados en x. Entonces existe una
constante c = c(n), independiente de f , tal que si δ > 0 entonces

|{x : Mf(x) > δ}| ≤ c

δ
||f ||1.

Si el límite (3.1) es mayor a ε entonces alguno de los dos términos de la derecha
debe ser mayor a ε

2
, luego

|Aε| ≤ |{x : M(f − g)(x) >
ε

2
}|+ |{x : |f − g|(x) >

ε

2
}|.

|Aε| ≤
2c

ε
||f − g||1 +

2

ε
||f − g||1.
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|Aε| ≤
2(c+ 1)

ε
||f − g||1.

Pero como lo anterior es para cualquier g continua y éstas son densas en L1(Rn)
entonces ||f − g||1 es arbitrariamente pequeño de donde Mε debe tener medida nula.

Una forma de demostrar la desigualdad de Hardy-Littlewood es via el lema de
Vitali.

Figura 4.2: Los cuadrados más oscuros son disjuntos y representan una buena pro-
porción del area sombreada.

Lema (de Vitali): Existe una constante c = c(n), que depende solamente de n,
tal que para toda colección arbitraria de cubos {Qi} en Rn con E =

⋃
Qi de medida

�nita, existen �nitos cubos disjuntos Q1, . . . , Qm de la colección tales que

m∑
j=1

|Qj| ≥ c|E|.

Una vez probado el teorema de Lebesgue surge la pregunta de si se pueden re-
emplazar los cubos centrados por otras �guras geométricas como bolas o cubos no
necesariamente centrados. Por ejemplo, el teorema de diferenciación sigue valiendo si
reemplazamos a los cubos centrados en x por una familia Bx tal que B =

⋃
Bx es

�poco excéntrica�.

De�nición: Una familia B =
⋃
Bx de conjuntos medibles se dice �poco excéntrica�

si existe una constante k tal que cada B en Bx tiene medida positiva, contiene a x y

|B| ≥ k(diam(B))n (4.2)
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Al conjunto B =
⋃
Bx lo vamos a llamar base de diferenciación, veri�que o no la

condición (3.2). El teorema de diferenciación de Lebesgue dice que la baseQ1 de cubos
centrados �diferencia la integral de cualquier función f en L1(Rn)�. Por lo anterior,
lo mismo vale para la base B1 de bolas centradas o Q2 de cubos no necesariamente
centrados.

La baseR2 de rectángulos de lados paralelos a los ejes no veri�ca la condición (3.2)
y de hecho no diferencia la integral de cualquier función en L1

loc(Rn), sin embargo sí
lo hace con las funciones acotadas. En particular se tiene que si A es un subconjunto
medible de Rn entonces

ĺım
µ(A ∩R)

µ(R)
= χA(x) para casi todo x (4.3)

A una base B que veri�que (3.3) se le dice que es �de densidad�. Para probar que
la base R2 es de densidad hacen falta ideas nuevas.

De�nición: Dado un subconjunto medible A de Rn, de�nimos su λ−halo A(λ)
de la siguiente manera

A(λ) = {x : Existe R en R2 tal que µ(A ∩R) ≥ λµ(R) y x está en R}

Figura 4.3: El halo de una elipse

Lema: Existe una constante c = c(n) tal que para todo medible acotado A de Rn

se tiene que
µ(A(λ)) ≤ cµ(A)

La demostración del lema y de cómo usarlo para demostrar que R2 es base de den-
sidad no son difíciles pero las postergamos para más adelante cuando los probaremos
en un contexto ligeramente más general.

Por último, vale la pena mencionar que la base R1 de rectángulos arbitrarios no
es de densidad como lo muestra el ejemplo de Nikodym [Ni].
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4.2. Bases de diferenciación y su maximal asociada

Dado un espacio de medida (X, v), una base de diferenciación B =
⋃
Bx es una

familia de conjuntos medibles tales que cada B en Bx tiene medida positiva, contiene
a x y

⋂
B = {x} donde la intersección es sobre todos los B en Bx .

De�nición: Una base de densidad es una base de diferenciación B tal que para
todo medible A se tiene

ĺım
v(A ∩B)

v(B)
= χA(x) para casi todo x en X.

Donde el límite anterior es sobre todos los B en Bx con B �contrayéndose a x�.
Cuando X es un espacio métrico esto signi�ca diam(B)→ 0.

Ejemplos:

1. Por el teorema de diferenciación de Lebesgue, las bases B1 y Q1 de bolas y cubos
centrados son de densidad.

2. La bases R1 de rectángulos en el plano no es de densidad como lo muestra
el ejemplo de Nikodym [Ni], sin embargo, Saks demostró que la base R2 de
rectángulos con lados paralelos a los ejes sí es base de densidad.

3. En el primer capítulo vimos un ejemplo de dos foliaciones F y H del cuadrado
[0, 1]2 para las que los F ×H−rectángulos no son una base de densidad.

Dada una base B y una función integrable f de�namos

D(f, x) = ĺım inf
1

v(B)

∫
B

fdv y D(f, x) = ĺım sup
1

v(B)

∫
B

fdv.

donde el límite se toma sobre todos los B en Bx contrayéndose a x. En el caso
en que X sea un espacio métrico, como el límite signi�ca diam(B)→ 0, la de�nición
tiene sentido para cualquier función localmente integrable.

De�nición: Vamos a decir que B diferencia a
∫
f (o directamente que diferencia

a f) si se tiene que:

D(f, x) = D(f, x) = f(x) para casi todo x.
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Ejemplos:

1. Si X es un espacio métrico entonces toda base B diferencia a cualquier función
continua f .

2. La base B es de densidad si y sólo si diferencia a todas las funciones caracterís-
ticas.

3. El teorema de diferenciación de Lebesgue dice que la base B1 de bolas cen-
tradas diferencia a toda función localmente integrable y el teorema de Jessen-
Marcienkiewicz-Zygmund (pag. 49) dice que la base R2 de rectángulos de lados
paralelos a los ejes lo hace con toda función acotada pero no con las integrables.

Teorema (Busseman-Feller): Dado un espacio de medida (X, v), si una base
B es de densidad entonces diferencia a toda función acotada.

Demostración:

Como B es base de densidad entonces por el segundo ejemplo B diferencia a las
funciones características de donde también lo hace con las funciones simples.

Dada una función acotada f , siempre existe una sucesión creciente de funciones
simples {fn} tales que fn ↗ f , luego como B diferencia a las {fn}

fn(x) = D(fn, x) ≤ D(f, x) para casi todo x.

Tomando ĺım con n→∞ obtenemos f(x) ≤ D(f, x) para casi todo x y de forma
completamente análoga se prueba que D(f, x) ≤ f(x) para casi todo x.

Es decir que

D(f, x) = D(f, x) = f(x) para casi todo x.

Hemos probado entonces que B diferencia a toda función acotada. ‡

El siguiente corolario es fácil de probar pero bastante útil.

Corolario: Dado un espacio de medida (X, v) y una base de densidad B, si f ≥ 0
entonces para casi todo x en X se tiene que:

f(x) ≤ D(f, x).

Demostración:

Sea fn(x) = min{f(x), n} ≤ f(x), luego como fn(x) ≤ n para todo x entonces fn
es acotada y B la diferencia, de donde para casi todo x en X
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fn(x) = D(fn, x) ≤ D(f, x).

Pero fn → f puntualmente de donde haciendo n→∞

f(x) ≤ D(f, x) para casi todo x.

Como se quería demostrar. ‡

Corolario: Dado un espacio de medida (X, v), una base de densidad B y funciones
f0 ≤ f1 ≤ f2 si B diferencia a f0 y f2 entonces también diferencia a f1.

Demostración:

Tenemos que 0 ≤ f1 − f0, f2 − f1 de donde, por el corolario anterior se tiene que
para casi todo x

f1(x)− f0(x) ≤ D(f1 − f0, x) y f2(x)− f1(x) ≤ D(f2 − f1, x).

Pero como B diferencia a f0 y f2, entonces para casi todo x

f1(x) ≤ D(f1, x) ≤ D(f1, x) ≤ f1(x).

Es decir que B diferencia a f1. ‡

El corolario anterior muestra que el ser diferenciable por una base de densidad B es
en parte una cuestión del tamaño de la función f . Es por eso que uno está interesado
en resultados del tipo �B diferencia a las funciones acotadas o integrables o en Lp

para algún p�. Es interesante hacer acá el siguiente comentario, que se relaciona con
lo dicho antes: es sabido que la base R2 de rectángulos con lados paralelos a los ejes
no diferencia la integral de cualquier función integrable f , sin embargo, Besicovitch
demostró que para casi todo x si D(f, x) y D(f, x) son �nitos entonces son iguales y
coinciden con f(x).

Ahora probemos un lema muy sencillo que nos servirá más adelante.

Lema: Dado un espacio de medida (X,µ), una base de densidad B y una medida
ν absolutamente continua respecto de µ, si dv = hdµ y B diferencia la integral de la
función h entonces B es base de densidad para (X, ν).

Demostración:

Sea A un subconjunto medible de X. Luego si B diferencia la integral de h enton-
ces también lo hace con la de χAh por el corolario anterior. Consideremos ahora el
siguiente límite.
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ĺım

∫
β
χAhdµ

µ(β)
/

∫
β
hdµ

µ(β)
.

Como B diferencia la integral de h y de χAh entonces el límite converge para µ-casi
todo x a χAh/h = χA, siempre y cuando h > 0. Pero como h ≥ 0 y la igualdad se da
en un conjunto de ν−medida nula entonces, reescribiendo el límite usando dν = hdµ,

ĺım
1

ν(β)

∫
β

χAdν = ĺım

∫
β
χAhdµ∫
β
hdµ

= χA(x) para ν − casi todo x.

Es decir que B diferencia la integral de todas las funciones características en (X, ν),
o dicho de otra forma B es base de densidad, como queríamos demostrar. ‡

De forma análoga a lo hecho en Rn con la base Q1 de cubos centrados, para
cualquier base de diferenciación B vamos a de�nir la maximal asociada a la base de
la siguiente manera:

De�nición: Dado un espacio de medida (X, v) y una base de diferenciación B,
de�nimos la maximal MB como un operador que asocia a cada función integrable f
una función medible MBf de la siguiente manera

MBf(x) = sup{ 1

v(B)

∫
B

|f |dv : B en Bx}.

La idea es que la continuidad de la maximal en un espacio de funciones se ve
re�ejada en propiedades de diferenciación de funciones en ese espacio por la base
B. Por ejemplo, si MB es continua de Lp en Lp para p ≥ 1 entonces B diferencia
la integral de cualquier función en Lp. Lamentablemente, la maximal casi nunca es
continua en L1 (de hecho generalmente MBf ni siquiera es integrable), sin embargo,
como dice el teorema que sigue, alcanza con que veri�que una desigualdad de tipo
débil.

Teorema: Sea X un espacio métrico localmente compacto, v una medida de
Radon y B una base de diferenciación. Supongamos además que existe una constante
c tal que la maximal veri�que la siguiente desigualdad de tipo débil: para todo δ > 0
se tiene que

v({x : MBf(x) > δ}) ≤ c

δ
||f ||1. (4.4)

Luego B diferencia la integral de cualquier función integrable.
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Demostración:

Alcanza probarlo para X compacto. La demostración es la misma que en Rn con
la base Q1. En primer lugar el teorema es trivial para las funciones continuas, veamos
que B también diferencia la integral de cualquier función integrable f . Tomemos g
una función continua

| 1

v(B)

∫
B

fdv − f(x)| ≤ | 1

v(B)

∫
B

f − g dv|+ | 1

v(B)

∫
B

gdv − g(x)|+ |g(x)− f(x)|.

Ahora, como ya sabemos cierto el teorema para g continua, haciendo diam(B)→ 0
obtenemos:

ĺım | 1

v(B)

∫
B

fdv − f(x)| ≤ sup
1

v(B)

∫
B

|f − g|dv + |g(x)− f(x)|.

Si queremos probar que el límite del lado izquierdo es igual a 0 para casi todo x,
basta ver que para todo ε el conjunto Aε de puntos x en donde es mayor a ε tiene
medida nula. Si el límite de la izquierda es mayor a ε entonces alguno de los dos
términos de la derecha debe ser mayor a ε

2
, luego

|Aε| ≤ |{x : MB(f − g)(x) >
ε

2
}|+ |{x : |f − g|(x) >

ε

2
}|.

|Aε| ≤
2c

ε
||f − g||1 +

2

ε
||f − g||1.

|Aε| ≤
2(c+ 1)

ε
||f − g||1.

Pero como lo anterior es para cualquier g continua y éstas son densas en L1(X)
entonces ||f − g||1 es arbitrariamente pequeño de donde Aε tiene medida nula. ‡

Hay un teorema muy lindo de M. de Guzmán y G. Welland que dice que si X = Rn

y la base B es invariante por traslaciones entonces vale la vuelta, es decir que si la base
diferencia la integral de todas las funciones en L1(Rn) entonces existe una constante
c tal que vale la desigualdad (3.4).

Por ejemplo, consideremos la base R1 de rectángulos en el plano y supongamos
que diferencia la integral de todas las funciones integrables. Luego sea Q el cuadrado
[0, 1] × [0, 1], sabemos por lo recién dicho, que existe una constante c tal que para
todo δ > 0

|{x : MχQ(x) > δ}| ≤ c

δ
||χQ||1 =

c

δ
(4.5)
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Figura 4.4: El 1
3
-halo del cuadrado [0, 1]2 respecto de la base R1

Pero el conjunto {x : MχQ(x) > δ} en particular contiene a todos los rectángulos
de área 1

δ
que cubren al cuadrado de donde

|{x : MχQ > δ}| ≥ 1 + 4

∫ 1
δ

1

1

tδ
dt = 1 +

4

δ
log

1

δ
.

Lo que contradice (3.5), es decir que R1 no diferencia la integral de todas las
funciones en L1(Rn). Si bien por lo recién hecho, la maximal asociada a la base R2 no
veri�ca una desigualdad como la del teorema anterior, N.Fava [Fa] y M. de Guzmán
[Gu2] demostraron que existe una constante c > 0 tal que

|{x : Mf(x) > δ}| ≤ c

∫
|f |
δ

(1 + log+ |f |
δ

)n−1dµ.

De lo anterior se deduce:

Teorema(Jessen-Marcinkiewicz-Zygmund): La base R2 de rectángulos con
lados paralelos a los ejes diferencia la integral de todas las funciones f en L(log+ L)n−1,
en particular diferencia funciones de Lp para todo p > 1.

4.3. La función del halo

La base R2 de rectángulos con lados paralelos a los ejes es base de densidad pero
no diferencia la integral de todas las funciones en L1 de donde la maximal asociada
no veri�ca la desigualdad (3.4). ¾Cómo probar entonces que R2 es base de densidad?
La idea es probar la desigualdad pero para una clase más chica de funciones. En
particular vamos a probar que para la base en cuestión, existe una constante c que
hace cierta a la desigualdad siempre y cuando f sea una función característica.
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Figura 4.5: El 1
3
-halo de la misma �gura respecto de las bases Q1,R1 y B1.

De�nición: Dado un espacio de medida (X, v) y una base de diferenciación B
vamos a de�nir el λ−halo de un medible A como

A(λ) = {x/ Existe B en Bx con
v(A ∩B)

v(B)
≥ λ}.

De�nición: Dado un espacio de medida (X, v) y una base de diferenciación B
de�nimos su función del halo φ : (0, 1)→ R ∪ {∞} como

φ(λ) = ı́nf{c : v(A(λ)) ≤ cv(A) para todo A medible}.

Un par de aclaraciones: en la de�nición anterior puede ocurrir que no exista ningún
c tal que v(A(λ)) ≤ cv(A) para todo medible A, en ese caso ponemos φ(λ) = ∞.
Cuando la función del halo de una base B sea �nita para todo λ en (0, 1) vamos a
decir que B �tiene función del halo �nita�. Por lo general no vamos a estar interesados
en el valor exacto de la función del halo sino en su orden de magnitud.

Ejemplos:

1. Por el lema de Vitali, las bases B1 y Q1 de cubos y bolas centradas en Rn tienen
función del halo φ con φ(λ) ∼ 1

λ
.

2. La base R2 de rectángulos de lados paralelos a los ejes en Rn tiene función del
halo φ con φ(λ) ∼ 1

λ
(1 + log+ 1

λ
)n−1.

3. El ejemplo de Nikodym al que hacíamos referencia antes muestra que la base
R1 de rectángulos tiene función del halo in�nita en todo punto, es decir que
φ(λ) =∞ para todo λ en (0, 1).
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4. En el ejemplo de �Foliaciones y bases de densidad� del primer capítulo, si φ es
la función del halo de la base de F ×H−rectángulos entonces φ(1

3
) =∞.

Notemos que en los dos primeros ejemplos la función del halo es �nita y las bases
son de densidad y en cambio en los dos últimos la función del halo no es �nita y las
bases no son de densidad. Lo anterior no es un hecho casual, a continuación vamos a
probar que si una base B tiene función del halo �nita entonces es base de densidad.

Teorema: Dado un espacio métrico X y una medida de Radon v, si una base de
diferenciación B tiene función del halo �nita entonces B es base de densidad.

Demostración:

Veamos que dado un medible A, para casi todo x que no está en A el límite es 0.
Para ello basta probar que para todo λ > 0 el conjunto F de puntos que no están en
A y el límite superior es > λ tiene medida nula.

Figura 4.6: Si x está en F , entonces siempre existe B su�cientemente pequeño tal que
está contenido en U y la densidad relativa de A en B es > λ.

Tomemos un abierto U que contiene a Ac y sea A′ = A∩U . Si x está en F entonces
x está en U y existe B en Bx arbitrariamente pequeño cuya densidad relativa respecto
de A es > λ, en particular podemos suponer que B está contenido en U de donde x
está en A′(λ). Hemos probado entonces que F está contenido en A′(λ) luego

v(F ) ≤ v(A′(λ)) ≤ φ(λ)v(A′) = φ(λ)v(A ∩ U).

Pero como v es una medida de Radon entonces podemos tomar U que cubra a Ac

con v(A ∩ U) arbitrariamente pequeña, de donde v(F ) = 0 como queríamos.
Para terminar la demostración basta intercambiar A por Ac y concluir que para

todo x en A el límite es 1.‡
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Vamos a decir que una base de diferenciación B es de Busemann-Feller si B está
en Bx para todo B en B que contenga a x. En [BF], Busemann y Feller demostraron
que si X = Rn y la base es invariante por homotecias entonces lo anterior es un si y
sólo si. Uno de los problemas abiertos más importantes de la teoría de diferenciación
de integrales es el �problema del halo�, éste dice que si una base B de Rn es invariante
por homotecias y Busemann-Feller entonces su función del halo φ determina el mayor
espacio de funciones a las que B diferencia su integral.

A continuación vamos a relacionar la función del halo φ de una base B que se
obtiene como producto de dos bases B1 y B2 con sus funciones del halo φ1 y φ2. En
particular el siguiente teorema nos va a servir para demostrar que ciertas bases que
son producto de bases de densidad son también base de densidad.

Teorema: Dados espacios de medida X y Y con bases de diferenciación B1 y B2,
si sus funciones del halo φ1 y φ2 son �nitas entonces la base B = B1 × B2 de X × Y
también tiene función del halo φ �nita. Más aún, vale que si 0 < λ, λ1, λ2 < 1 son
tales que (1− λ) ≤ (1− λ1)(1− λ2) entonces

φ(λ) ≤ φ1(λ1)φ2(λ2) (4.6)

Demostración:

Para cada subconjunto A de X × Y y cada y en Y vamos a denotar Ay a la
sección horizontal de A a altura y, más precisamente Ay = {x\(x, y) está en A}.
Análogamente se de�ne Ax para x en X.

La desigualdad (3.6) implica que φ es �nita para todo λ en (0, 1), de forma que nos
concentraremos en probarla directamente. Para ello basta ver que para todo medible
A de X × Y se tiene que

|A(λ)| ≤ φ1(λ1)φ2(λ2)|A| (4.7)

Dado A en X×Y sea B el conjunto que se obtiene de A al reemplazar cada sección
Ay por su in�ada Ay(λ1). Es decir

Si A =
⋃

Ay entonces B =
⋃

Ay(λ1).

Notemos que como la medida de cada sección se multiplicó por a lo sumo φ1(λ1)
entonces por el teorema de Fubini

|B| ≤ φ1(λ1)|A|.
De la misma forma que antes de�nimos C a partir de B reemplazando cada sección

Bx por su in�ada Bx(λ2). Luego
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|C| ≤ φ2(λ2)|B| ≤ φ1(λ1)φ2(λ2)|A|.

Para probar la desigualdad (3.7) alcanza con ver que A(λ) está contenido en C.
Sea (x, y) un punto en A(λ), luego existen β1 y β2 en B1 y B2 respectivamente tales
que (x, y) está en β1 × β2 y

|A ∩ (β1 × β2)| ≥ λ|β1 × β2|.

Por otro lado, para calcular la medida de A ∩ (β1 × β2) debemos integrar sobre
todos los y′ en β2 la medida de Ay′ ∩ β1. Para esto nos dividimos en dos casos

Si y′ está en Bx ∩ β2 entonces |Ay′ ∩ β1| ≤ |β1|.

Si y′ no está en Bx ∩ β2 entonces |Ay′ ∩ β1| ≤ λ1|β1|.

De donde

|A ∩ (β1 × β2)| ≤ |β1||Bx ∩ β2|+ λ1|β1|(|β2| − |Bx ∩ β2|).

λ|β1||β2| ≤ (1− λ1)|β1||Bx ∩ β2|+ λ1|β1||β2|.

(λ− λ1)|β2| ≤ (1− λ1)|Bx ∩ β2|.

λ2|β2| ≤ |Bx ∩ β2|.

Es decir que y está en Bx(λ2), de donde (x, y) está en C como se quería demostrar.‡

4.4. El teorema de Lebesgue en variedades

El objetivo de esta sección es introducir el lema de Besicovitch y usarlo para
demostrar el teorema de Lebesgue para variedades Riemannianas.

Lema de cubrimiento de Besicovitch: Existe una constante b = b(n) tal que
si se tiene un subconjunto acotado A de Rn cubierto por una colección K de bolas
de forma que para todo x en A hay una bola de K centrada en x entonces existen
subcolecciones de bolas disjuntas K1, . . . ,Kb tales que

E ⊂
⋃
j

⋃
Bi∈Kj

Bi.
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Es importante notar que el lema de Besicovitch es �geométrico�, la medida de
Lebesgue µ no juega ningún rol en él y de ahí su utilidad: lo vamos a poder usar, en
principio, para cualquier medida.

Teorema: Si se tiene un espacio de medida (X, v) y una base de diferenciación
B que veri�que el lema de Besicovitch con constante b, entonces para toda función
integrable f y para todo δ > 0 se tiene que

v({x : Mf(x) > δ}) ≤ b

δ
||f ||1.

Demostración:

Sea f una función integrable y �jemos δ > δ′ > 0, ahora tomemos por cada x en
{x : Mf(x) > δ} un elemento Bx de Bx tal que∫

Bx

|f |dv ≥ δ′v(Bx).

Sea K la colección de todos los conjuntos Bx elegidos y tomemos las b subcolec-
ciones K1, . . . ,Kb que garantiza el lema de Besicovitch.

v({x : Mf(x) > δ}) ≤
∑
j

v(
⋃

Bi∈Kj

Bi) ≤
∑
j

1

δ′

∫
|f |dv ≤ b

δ′

∫
|f |dv.

Como la desigualdad anterior vale para todo δ′ < δ entonces

v({x : Mf(x) > δ}) ≤ b

δ
||f ||1.

Como se quería demostrar.‡

Corolario: Para cualquier medida de Radon v en Rn, la base de bolas centradas
B1 diferencia la integral de cualquier función en L1(X, v). En particular, es base de
densidad.

Ahora tratemos de extender el lema de Besicovitch a variedades Riemannianas,
la idea es probarlo en pequeños abiertos U que sean muy parecidos a Rn. Para ello
vamos a precisar un lema de cubrimiento como el de Besicovitch para conjuntos muy
parecidos a bolas.

Lema: Para cada c ≥ 1, existe una constante b = b(n, c) tal que si se tiene un
subconjunto acotado A de Rn cubierto por una colección K de conjuntos de forma
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que para todo x en A existe un subconjunto B en K que lo contiene y r > 0 tal
que B(x, r) ⊂ B ⊂ B(x, cr) entonces existen subcolecciones de conjuntos disjuntos
K1, . . . ,Kb tales que

E ⊂
⋃
j

⋃
Bi∈Kj

Bi.

Estamos ahora en condiciones de probar el lema de Besicovitch para variedades
Riemannianas, lamentablemente éste no va a ser cierto para cualquier variedad (hay
contraejemplo) pero va a alcanzar restringirnos a un subconjunto compacto de ella.
En particular, para cada variedad compactaM , existirá una constante b = b(M) para
la que vale el lema de Besicovitch.

Lema: Dada una variedad Riemanniana compacta M , la base B1 de bolas cen-
tradas veri�ca el lema de Besicovitch.

Demostración:

Tomemos un punto x en M y consideremos expx : TxM → M con expx(0) = x.
Como se tiene que d0expx = Id entonces existe δ > 0 y un entorno U de x en M
tal que expx : B(0, δ) → U es un difeomor�smo 2−bilipschitz. Se deduce entonces,
usando el lema anterior, que la base B1 de bolas veri�ca el lema de Besicovitch en U .

Para probar que vale el lema en toda la variedad M , basta cubrirla por �nitos
abiertos como los anteriores y tomar como constante de Besicovitch, la suma de todas
las constantes de Besicovitch de todos los abiertos involucrados en el cubrimiento. ‡

Corolario: Dada una variedad Riemanniana M , la base B1 de bolas centradas
diferencia la integral de cualquier función localmente integrable. En particular, B1 es
base de densidad.

En el caso de M compacta, el corolario se puede demostrar usando el lema de
Vitali ya que la medida Riemanniana µ veri�ca que existe una constante K tal que
µ(B(x, 2r)) ≤ Kµ(B(x, r)). La hipótesis de compacidad sobre M es necesaria ya
que existen variedades Riemannianas no compactas para las que las bolas tienen
crecimiento exponencial. Sin embargo, en el caso compacto la ventaja de proceder
�a la Vitali� está en que esto demuestra que la base B2 de bolas no necesariamente
centradas también diferencia la integral de cualquier función localmente integrable.
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Capítulo 5

Foliaciones y medidas

En 1939 el austríaco E. Hopf demostró que el �ujo geodésico es ergódico en varieda-
des de curvatura negativa constante y en super�cies de curvatura negativa arbitraria.
Para extender su resultado a variedades de curvatura negativa arbitraria, Hopf nece-
sitaba probar que ciertas foliaciones eran de clase C1, cosa que sólo pudo demostrar
en los casos de más arriba. En su tesis, Anosov logró superar este obstáculo demos-
trando que las foliaciones en cuestión, si bien podían no ser de clase C1, tenían cierta
propiedad que le servía para continuar el argumento de Hopf.

En sus propias palabras ([An]):

�One of the main results of this paper, namely Theorem 10, is a technical
theorem which allows us to bypass this technical di�culty. It turns out
that this transformation, even if it is not smooth, takes a set of measure
zero into a set of measure zero, and for ergodic theory we do not need
more.�

Cuando una foliación tenga esta �cierta propiedad� se dirá que es absolutamente
continua. El mérito de Anosov estuvo en darse cuenta exactamente qué información
de la foliación utilizar para hacer andar el argumento de Hopf. Citando a Pugh-Shub
en [PS3]:

�This is Theorem 10 in Anosov's thesis, and as he correctly remarks, it
is the cornerstone to his analysis. He refers to it as a technical result
because it addresses the technical issue of the degree of smoothness of
a foliation. Previously, mathematicians had felt that showing that the
stable and unstable manifolds were of class C1 for manifolds of dimension
≥ 3 was mainly a matter of working harder. Anosov realized this was

61
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not so and that the generalization lay in a di�erent direction. What Hopf
saw as C1 foliations were actually the one-dimensional embodiment of
absolutely continuous foliations whose holonomy maps have continuous
Radon-Nikodym derivatives.�

5.1. Foliaciones absolutamente continuas

Dada una variedad Riemanniana M , toda subvariedad inmersa N hereda una
estructura Riemanniana que a su vez induce una medida µN , en particular si M = N
se tiene que µM = µ.

Es natural preguntarse, dada una foliación F de una variedad M , cómo se rela-
cionan la medida Riemanniana µ con la familia de medidas {µF : F en F}. Cuando
la foliación es suave, la respuesta la tiene el teorema de Fubini pero cuando ésta es
solamente continua la cuestión se vuelve un poco más complicada.

Una posibilidad es recurrir al teorema de desintegración de Rohlin, más precisa-
mente, sabemos por lo hecho en el capítulo 2 que existe un cubrimiento de M por
abiertos U dentro de los cuales se les puede poner una medida vF a las hojas locales
en U y una medida cociente v∗ a la familia de hojas, tales que integrar una función
sobre U equivale a integrarla en cada hoja F respecto de la medida vF y luego integrar
todos estos resultados respecto de la medida v∗.

El problema con esto es que, como nos enseñan los ejemplos de Katok-Milnor y
Shub-Wilkinson, nadie nos asegura que las medidas desintegradas {vF} tengan algo
que ver con las medidas Riemannianas {µF}.

Antes de seguir, unas breves aclaraciones sobre la notación. En primer lugar, las
medidas Riemannianas (o de Lebesgue) van a estar siempre denotadas por la letra µ,
por ejemplo µ es la medida Riemanniana en M y µF es la medida Riemanniana en
la hoja F inducida por la estructura Riemanniana de M . Por otro lado, las medidas
desintegradas y cocientes de µ por una foliación F se van a denotar por v, por ejemplo
vF es la medida desintegrada en la hoja F y v∗ denota la medida cociente en la familia
de hojas de la foliación (entiéndanse éstas siempre restringidas a un abierto U en
donde la partición en hojas locales de F sea medible).

A continuación vamos a de�nir las distintas formas en que una foliación puede ser
absolutamente continua y luego vamos a ver cómo éstas se relacionan entre sí y qué
tienen que ver con lo anterior.

Para la siguiente de�nición, sea Dk la bola unitaria en Rk.
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De�nición: Una foliación F de dimensión k de una variedad M es una partición
F tal que para todo x en M

1. El átomo F(x) de F que contiene a x es una variedad suave k-dimensional
inmersa de forma inyectiva en M .

2. Existe un abierto U que contiene a x y una función continua φU : U →
C1(Dk,M) tal que para cada y en U , la componente conexa de U ∩ F(y) que
contiene a y es la imagen de la función φU(y) : Dk →M .

Dado un abierto U como el del enunciado y un punto y en él, vamos a decir que
la componente conexa de F(y) ∩ U que contiene a y es la hoja local de y en U y
vamos a denotar por FU al conjunto de ellas. En particular FU es una foliación de
U y FU(y) es la hoja local de F en U por y. No es difícil ver que a partir de la
función φU podemos construir una carta (U,ϕ) con ϕ : U → Rn continua tal que si
ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) entonces para todo y1 y y2 en U se tiene que

FU(y1) = FU(y2) si y sólo si ϕk+1(y1) = ϕk+1(y2), . . . , ϕn(y1) = ϕn(y2)

Cuando las funciones ϕ se puedan tomar suaves diremos que la foliación es suave,
más generalmente la foliación será Cr si las ϕ se pueden tomar Cr.

Pregunta: Dada una foliación F ... ¾Es cierto que todo medible A deM de medida
positiva intersecta a casi toda hoja de F en un subconjunto de medida positiva?

Cuando la foliación F es suave se sigue del teorema de Fubini que sí es cierto, pero
el ejemplo de Katok-Milnor muestra que cuando la foliación es solamente continua
puede resultar falso.

De�nición: Dada una foliación F de una variedad RiemannianaM , vamos a decir
que F es absolutamente continua en forma débil si para todo medible A de medida
positiva se tiene que para casi todo x en A

µF(x)(A ∩ F(x)) > 0.

Si queremos probar que una foliación F es absolutamente continua en forma débil
lo que podemos hacer es considerar la partición deM que de�ne F y mirar las medidas
desintegradas de µ sobre cada hoja de F . El problema con esto es que la partición
que de�ne F no es necesariamente medible como vimos en el ejemplo 5 de la sección
2.2. Lo que se puede hacer es restringirnos a un abierto U que trivialice a la foliación
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en donde la partición en hojas locales de F sí será medible y ahora comparar para
cada hoja local FU(y) su medida desintegrada y su medida Riemanniana.

De�nición: Dada una foliación F de una variedad RiemannianaM , vamos a decir
que F es absolutamente continua en forma fuerte si para casi toda hoja local FU(y) de
un abierto trivializante U su medida desintegrada es absolutamente continua respecto
de su medida Riemanniana.

Nosotros vamos a estar interesados en las foliaciones estables e inestables,Ws yWu

respectivamente, de un difeomor�smo f : M → M parcialmente hiperbólico. Si bien
éstas no son suaves, Anosov y Sinai demostraron que son absolutamente continuas en
un sentido todavía más fuerte que el anterior que involucra su holonomía.

Dados x1 y x2 en la misma hoja local de un abierto U tomemos subvariedades T1 y
T2 transversales a la foliación con x1 en T1 y x2 en T2. Luego de�namos la holonomia
φ : T1 → T2 tal que para cada y en T1

φ(y) = FU(y) ∩ T2.

Como T1 y T2 son transversales a la foliación, π está bien de�nido y es un homeo-
mor�smo entre un entorno de x1 en T1 y un entorno de x2 en T2.

De�nición: Dada una foliación F de una variedad Riemanniana M , vamos a
decir que F es absolutamente continua si la holonomia π siempre es absolutamente
continua (respecto de las medidas Riemannianas en T1 y T2), con jacobiano acotado
que varía de forma continua al variar T1 y T2.

Figura 5.1: La foliación del ejemplo de Katok-Milnor no es absolutamente continua
en forma débil.
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Ejemplos:

1. Si la foliación F es suave entonces para cualesquiera dos transversales T1 y T2
la holonomía π es suave y en particular absolutamente continua.

2. En el tercer ejemplo del primer capítulo, la holonomia de la foliación F no es
absolutamente continua. Esto se ve en los rectángulos que componen cada torre,
sus lados primero se acercan mucho entre sí, casi hasta tocarse, para luego volver
a separarse.

3. La foliación F puede no ser absolutamente continua inclusive cuando consista
de líneas rectas.

Para ver esto tomemos cualquier homeomor�smo f : [0, 1]→ [0, 1] que sea estric-
tamente monótono pero no absolutamente continuo y consideremos la foliación
F del cuadrado [0, 1]2 por segmentos Γt = {((1− y)t+ yf(t), y) : y en [0, 1]}.

Para el siguiente lema, recordemos que cuando tenemos un abierto U que trivializa
una foliación F entonces FU denota el conjunto de hojas locales en U . Como éste es
a su vez una partición de U entonces tenemos la medida cociente v∗ en FU dada por
v∗(A) = µ(π−1(A)) donde π : U → FU es tal que asocia a x en U su hoja local FU(x).

Lema: Dada una foliación F absolutamente continua, un abierto U que la tri-
vializa y una variedad transversal T , si πT : (T, µT ) → (FU , v∗) entonces πT es
absolutamente continua. Más aún, dado un subconjunto A de T , se tiene que

µT (A) = 0 si y sólo si v∗(πT (A)) = 0.

Demostración:

En primer lugar construyamos una foliación suave G que sea transversal a F y T
sea una de sus hojas. Para ello basta tomar una carta que mande T a un subespacio
afín y luego �traer para atrás� la foliación por subespacios paralelos.

Ahora, dada una hoja T ′ de G, la holonomía φ : T → T ′ es tal que para todo
subconjunto A de T se tiene que:

φ(A) = π−1πT (A) ∩ T ′.

Como F tiene holonomia absolutamente continua entonces A tiene medida nula
en T si y solo si π−1πT (A) tiene medida nula en cada hoja T ′ de G. En particular,
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como G es suave, se sigue del teorema de Fubini que π−1πT (A) tiene medida nula. Es
decir que

µT (A) = 0 =⇒ µ(π−1πT (A)) = 0 =⇒ v∗(πT (A)) = 0.

Por otro lado, como todas las implicaciones son reversibles entonces vale la vuelta,
es decir que A tiene medida nula en T si y sólo si πT (A) la tiene en F .‡

El teorema que sigue relaciona las tres formas en que una foliación puede ser
absolutamente continua, vale la pena notar que las implicaciones son estrictas.

Teorema: Dada una foliación F de una variedad Riemanniana M se tiene que

abs. continua =⇒ abs. continua en forma fuerte =⇒ abs. continua en forma débil

Demostración:
1) abs. continua en forma fuerte =⇒ abs. continua en forma débil

En primer lugar, alcanza ver que si para casi todo x en un medible A se tiene que

µF(x)(A ∩ F(x)) = 0. (5.1)

entonces

µ(A) = 0.

En efecto, para todo medible A el subconjunto B de puntos x que veri�quen (4.1)
debe tener medida cero por hipótesis (pues B está contenido en A).

Ahora, si tenemos un conjunto A que mide cero en casi toda hoja, entonces para
todo abierto trivializante U , el conjunto A debe medir cero para casi todas las medidas
desintegradas (pues por hipótesis éstas son absolutamente continuas respecto a las
Riemannianas). Pero como la medida de A se puede calcular integrando las medidas de
A respecto de las desintegradas entonces µ(A∩U) = 0 para todo abierto trivializante
U , de donde µ(A) = 0 como se quería.

2)abs. continua =⇒ abs. continua en forma fuerte

Vamos a empezar por un caso más sencillo, supongamos que existe una foliación
suave G transversal a F tal que cualquier hoja de F y cualquier hoja de G se cortan
en exactamente un punto. Supongamos además que F y G son ambas triviales.

Para cada f en F y g en G, denotemos por (f, g) el punto de M en donde se
intersecta la hoja f y la hoja g. Recordemos que tenemos una familia de medidas
{vf}, cada una de ellas soportada en su respectiva hoja y una medida cociente vF∗
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en F que veri�can las condiciones del teorema de desintegración (como F es trivial,
entonces en particular F es una partición medible). Análogamente se de�nen la familia
de medidas {vg} y la medida cociente vG∗ .

Figura 5.2: Dos foliaciones completamente transversales.

Como la foliación G es suave, por el teorema de Fubini, las medidas desintegradas
{vg} son todas absolutamente continuas respecto de sus Riemannianas que a su vez
son absolutamente continuas respecto de vF∗ (por el lema anterior). Luego, se tiene
que para todo función medible ϕ : M → R∫

ϕdµ =

∫
G

∫
g

ϕ(−, g)dvgdv
G
∗ .∫

ϕdµ =

∫
G

∫
F
ϕ(f, g)hg(f)dvF∗ dv

G
∗ . (5.2)

Donde hg es la derivada de Radon-Nikodym de vg respecto de vF∗ . Si de�nimos
h(f, g) = hg(f) entonces intercambiando el orden de integración en (4.2)∫

ϕdµ =

∫
F

∫
G
ϕ(f, g)h(f, g)dvG∗ dv

F
∗ .∫

ϕdµ =

∫
F

∫
f

ϕ(f,−)dvfdv
F
∗ .

Donde vf es una medida en la hoja f , absolutamente continua con vG∗ tal que su
derivada de Radon-Nikodym es hf (g) = h(f, g). Luego, por la unicidad del teorema
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de desintegración, la familia {vf} son las medidas desintegradas de µ respecto a F
que resultan absolutamente continuas con vG∗ .

Pero por otro lado, como G es suave, entonces las Riemannianas de cualquier trans-
versal a G es absolutamente continua con vG∗ . En particular lo son las Riemannianas
de las hojas de F . Hemos probado entonces que las medidas desintegradas de las ho-
jas de F , las medidas Riemannianas de las hojas de F y vG∗ son todas absolutamente
continuas entre sí, de donde F es absolutamente continua en forma fuerte.

Para el caso general, no es difícil ver que alcanza probar que la foliación es local-
mente absolutamente continua en forma fuerte. Para ello, dado x en M tomemos un
abierto U que lo contenga y trivialice a F . A continuación tomemos una transversal
T a la foliación F por x y luego extendamosla a una foliación G también transversal a
F como en la demostración del lema anterior. Quedándonos con un abierto más chico
V contenido en U que contenga a x podemos asegurarnos estar en las condiciones
anteriores como se quería. ‡

Por último, probemos que cuando se tienen dos foliaciones absolutamente conti-
nuas y transversales entonces la medida Riemanniana µ es absolutamente continua
respecto de una medida producto.

De�nición: Vamos a decir que un abierto U de una variedad M es producto de
dos foliaciones F y G si éstas son dos foliaciones transversales de U tales que cualquier
hoja de F y cualquier hoja de G se intersectan en exactamente un punto.

Teorema: Dado un abierto U de una variedad Riemanniana, si U es el producto
de dos foliaciones F y G absolutamente continuas entonces se tiene que la medida
Riemanniana µ es absolutamente continua respecto de la medida producto vF∗ × vG∗ .

Demostración:

Para cada f en F y g en G, denotemos por (f, g) el punto de M en donde se
intersecta la hoja f y la hoja g. Recordemos que las medidas desintegradas {vg} de
µ respecto de G son todas absolutamente continuas respecto a la medida cociente
vF∗ . En realidad, sabemos que las medidas Riemannianas de las hojas de G son todas
absolutamente continuas con vF∗ por F tener holonomía absolutamente continua, pero
por otro lado por ser G absolutamente continua en forma fuerte entonces las medidas
Riemannianas son absolutamente continuas respecto de las desintegradas.

Luego se tiene que para todo función medible ϕ : U → R∫
ϕdµ =

∫
G

∫
g

ϕ(−, g)dvgdv
G
∗ .
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∫
ϕdµ =

∫
G

∫
F
ϕ(f, g)h(f, g)dvF∗ dv

G
∗ .

Donde h(f, g) = hg(f) es la derivada de Radon-Nikodym de vg respecto de vF∗ .
Pero la formula anterior dice que

dµ = h(f, g)dvF∗ dv
G
∗ .

Es decir que µ es absolutamente continua respecto de la medida producto vF∗ ×vG∗
con derivada de Radon-Nikodym h(f, g). ‡

Notemos que por la demostración anterior en realidad sólo hace falta que una fo-
liación tenga holonomía absolutamente continua y la otra sea absolutamente continua
en forma fuerte.

Cuando U es producto de dos foliaciones F y G, en cada hoja F de F podemos
poner tres medidas distintas, la desintegrada vF , la Riemanniana µF y la cociente vG∗ .
Cuando la foliación F es absolutamente continua las dos primeras son equivalentes y
cuando G es absolutamente continua las dos últimas lo son. En particular, se deduce de
la demostración anterior, que si F y G son absolutamente continuas entonces existen
constantes k1, k2 y k3 (independientes de F ) tales que para toda F en F se tiene que

vF ≤ k1µF ≤ k2v
G
∗ ≤ k3vF .

5.2. Un criterio para ser base de densidad

En [PS], Pugh y Shub demostraron que si un difeomor�smo parcialmente hiper-
bólico f veri�ca ciertas condiciones técnicas entonces es ergódico. Uno de los puntos
claves en su demostración es la construcción de una base de densidad J que se lle-
ve bien con la dinámica de f . Los elementos de la base J son los Juliennes, éstos
son conjuntos de�nidos localmente como producto de las foliaciones estable, central
e inestable de f y la di�cultad está en que pueden ser muy chicos en una dirección
pero alargados en otra.

En vista de remover algunas de esas condiciones técnicas es que estamos intere-
sados en estudiar cuándo ciertos conjuntos de�nidos a partir de foliaciones forman
una base de densidad. Los resultados del primer capítulo establecen algunas limi-
taciones, por ejemplo: no es cierto que para cualesquiera dos foliaciones F y G los
F × G−rectángulos sean base de densidad.
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En esta sección vamos a dar un criterio para tratar con este tipo de conjuntos
construidos a partir de dos foliaciones en la situación ideal en que ambas son absolu-
tamente continuas. En particular, vamos a probar que cuando se tienen dos foliaciones
F y G de R2, si son absolutamente continuas entonces la base de F ×G−rectángulos
es base de densidad.

De�nición: Dada una variedad Riemanniana M y foliaciones transversales F y
G, vamos a decir que la base de diferenciación B es tipo-producto si para todo β en
Bx, toda hoja F de F que intersecta a β también intersecta a su eje G(β) = β∩G(x).

Figura 5.3: Un ejemplo y un no-ejemplo.

La idea de la de�nición anterior es pensar a cada β en Bx como la unión de sus
secciones por F que se unen a través del eje G(β). Para cualquier base B como la
anterior de�namos las siguientes bases de diferenciación.

BF =
⋃
BFx donde si x está en la hoja F entonces BFx = {β ∩ F : x está en G(β)}.

BG =
⋃
BGx donde si x está en la hoja G entonces BGx = {β ∩G : β está en Bx}.

Típicamente, una base B como la anterior es tal que sus conjuntos β se obtienen
de la siguiente manera: para cada punto x tomamos primero un subconjunto G(β) de
G(x) y luego para cada y en G(β) ponemos un subconjunto de F(y) que lo contenga.
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Criterio: Sean dadas una variedad Riemanniana M , foliaciones absolutamente
continuas F y G y una base de diferenciación B tipo-producto. Supongamos además
que existe un cubrimiento por abiertos U tales que para cada uno de ellos existen
funciones φF , φG : (0, 1)→ R y una constante k tales que:

1. Para cada hoja F de F , la base BF de (F, µF ) tiene función del halo �nita φF
tal que φF (λ) ≤ φF(λ) para todo λ en (0, 1).

2. Para cada hoja G de G, la base BG de (G, µG) tiene función del halo �nita φG
tal que φG(λ) ≤ φG(λ) para todo λ en (0, 1).

3. Para todo β en B y cualesquiera hojas F1 y F2 que intersecten a β se tiene que

µF1(β) < kµF2(β).

Luego la base B de (M,µ) es de densidad.

Demostración:

Probemos que B tiene función del halo �nita en (U, µ) de donde en particular es
base de densidad.

En primer lugar, como F es absolutamente continua, las medidas Riemannianas
µF en las hojas F de F son comparables con sus medidas desintegradas vF por una
constante independiente de x, de donde la tercer condición del criterio sigue siendo
cierta (digamos para una constante k′) si reemplazamos las medidas Riemannianas
en las hojas de F por sus desintegradas.

Se deduce de lo anterior que existe φ′1 : (0, 1) → R para la que vale la primer
condición del criterio cambiando las medidas Riemannianas µF por las desintegradas
vF . Análogamente, existe φ′2 : (0, 1) → R para la que vale la segunda condición
cambiando las medidas Riemannianas µG por las desintegradas vG.

Por último, las medidas desintegradas vG son comparables a las medidas rieman-
nianas µG (por ser G absolutamente continua) que a su vez son comparables a la
medida cociente vF∗ (por ser F absolutamente continua). Existen entonces constantes
k1, k2 > 0 tales que k1vF∗ ≤ vG ≤ k2v

F
∗ .

Ahora, �jemos λ > 0 y tomemos λ1 y λ2 tales que

(1− λ

k′
) ≤ (1− λ1)(1−

k2λ2
k1

).

Vamos a probar que para todo subconjunto A de U , su λ−halo A(λ) en (U, µ)
respecto de la base B satisface
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µ(A(λ)) ≤ φ′1(λ1)φ
′
2(λ2)µ(A).

Dado un subconjunto A de U , sea B el conjunto que se obtiene al reemplazar,
para cada hoja F de F , a A ∩ F por su λ1−halo en (F, vF ) respecto de la base BF .
Es decir

Si A =
⋃

(A ∩ F ) entonces B =
⋃

(A ∩ F (λ1)).

Como la medida desintegrada en cada hoja de F se multiplicó a lo sumo por
φ′1(λ1) (por la primer condición del criterio) y como la medida de un conjunto es la
integral de las medidas desintegradas en cada hoja, entonces

µ(B) ≤ φ′1(λ1)µ(A).

De la misma forma que antes de�nimos C a partir de B reemplazando, para cada G
en G, a B∩G por su λ2−halo en (G, vG) respecto de la base BG. Luego, análogamente
al caso anterior se tiene que

µ(C) ≤ φ′2(λ2)µ(B) ≤ φ′1(λ1)φ
′
2(λ2)µ(A).

Todo se reduce entonces a probar que A(λ) está contenido en C. Sea entonces x
en A(λ), luego existe β en Bx tal que

λµ(β) ≤ µ(A ∩ β).

Para calcular la medida de A ∩ β podemos proceder de la siguiente manera, para
cada x′ en G(β) = β ∩ G(x) debemos calcular la medida desintegrada de A ∩ β en
F(x′) y después integrar todos estos resultados en (G(β), µ∗). Nos dividimos en dos
casos

Si x′ está en B entonces vx′(A ∩ β) ≤ vx′(β).

Si x′ no está en B entonces vx′(A ∩ β) ≤ λ1vx′(β).

De donde

µ(A ∩ β) =

∫
G(β)

vx′(A ∩ β)dµ∗.

λµ(β) ≤
∫
B∩G(β)

vx′(β)dµ∗ + λ1

∫
Bc∩G(β)

vx′(β)dµ∗.

Ahora, sea t = ı́nf{vx′(β) : x′ en G(β)}, luego
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Figura 5.4: Para calcular la medida de A ∩ β podemos calcular sus medidas desinte-
gradas en las hojas de F y luego integrar respecto de la medida cociente.

λtµ∗(G(β)) ≤ k′tµ∗(B ∩G(β)) + λ1k
′tµ∗(B

c ∩G(β)).

λµ∗(G(β)) ≤ (1− λ1)k′µ∗(B ∩G(β)) + λ1k
′µ∗(G(β)).

k2λ2µ∗(G(β)) ≤ k1µ∗(B ∩G(β)).

λ2vG(G(β)) ≤ vG(B ∩G(β)).

Como G(β) = G(x) ∩ β hemos probado entonces que si G = G(x) entonces x está
en el λ2−halo de B respecto de la base BG de (G, vG). Luego x está en C, es decir
que A(λ) está contenido en C como queríamos.

Luego B es base de densidad de (U, µ) y cubriendo a la variedad M por tales
abiertos se deduce que B es base de densidad de (M,µ). ‡

Ejemplos:

1. Consideremos dos foliaciones absolutamente continuas F y G de R2 y probemos
que la base B de F × G−rectángulos es de densidad.

Por empezar, las dos primeras condiciones del criterio valen trivialmente ya
que para toda medida absolutamente continua con la de Lebesgue en R la
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base de intervalos tiene función del halo �nita ≤ 4
λ
. Por otro lado, como G es

absolutamente continua entonces se veri�ca la tercer condición.

Hemos probado entonces que si F y G son absolutamente continuas entonces la
base de F × G−rectángulos está en las condiciones del criterio de donde es de
densidad.

2. De forma más general, cuando la base B se obtiene como producto de dos bases
BF y BG de (F , µF∗ ) y (G, µG∗ ) respectivamente, si éstas tienen funciones del halo
�nita entonces se está en las condiciones del teorema anterior. Es decir, se tiene
que:

Proposición: Sea U un abierto de una variedad Riemanniana que es el producto
de dos foliaciones F y G absolutamente continuas. Supongamos además que
tenemos bases de densidad BF y BG en (F , vF∗ ) y (G, vG∗ ) con función del halo
�nita, entonces la base producto B = BF × BG de U es de densidad.

Demostración:

En vez de veri�car las condiciones del criterio vamos a demostrarlo directamente.

Por el teorema de la página 50 la base B es de densidad en (U, vF∗ × vG∗ ). Pero
por otro lado, la medida Riemanniana µ es absolutamente continua respecto de
la medida producto vF∗ × vG∗ , es decir

dµ = hdvF∗ × dvG∗ .

Luego, como h es acotada por hipótesis, entonces B diferencia la integral de h
y se sigue del lema de la página 44 que B es base de densidad para (U, µ). ‡

3. Dadas dos foliaciones F y G de una variedad M de�namos la base J̃ de la
siguiente manera. Para cada x en M y cualesquiera r, s > 0 sea

J̃(x, r, s) =
⋃

B(x,r,G)

B(x′, s,F).

Donde la unión es sobre los x′ en B(x, r,G) y para una foliación H denotamos
por B(x, t,H) = B(x, t) ∩H(x).

La base J̃ se de�ne entonces como J̃ =
⋃
J̃x donde J̃x = {J̃(x, r, s) : r, s > 0}.

Es fácil ver que J̃ es tipo-producto, por otro lado las dos primeras condiciones
del criterio se satisfacen debido al siguiente lema.
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Lema: Sea M una variedad Riemanniana y H una foliación cualquiera. Dada
una hoja H de H, de�namos la base de diferenciación B de (H,µH) como

Bx = {B(x, r,H) : r > 0}.

Luego, en un abierto su�cientemente pequeño, la base B veri�ca el lema de
Besicovitch con constante b independiente de la hoja H.

Demostración:

Tomemos un abierto U que trivialice a la foliación H y tenga constante de
Besicovitch b (para la base de las bolas B(x, r)). Luego la misma constante
tiene que funcionar para nuestra base de B de (H,µH) pues basta notar que si
x1 y x2 están en la misma hoja deH entonces B(x1, r1) y B(x2, r2) se intersectan
si B(x1, r1,H) y B(x2, r2,H) lo hacen. ‡

En de�nitiva, cuando las foliaciones F y G sean absolutamente continuas, lo
único que hace falta para que la base J̃ sea de densidad es que veri�que la
tercer condición del criterio.

4. Dadas dos foliaciones F y G de una variedad M de�namos la base J de la
siguiente manera. Para cada x en M y cualesquiera r, s > 0 sea

J(x, r, s) = {F(x1) ∩ F(x2) : x1 en B(x, r,G) y x2 en B(x2, s,F)}.

La base J se de�ne entonces como J =
⋃
Jx donde Jx = {J(x, r, s) : r, s > 0}.

Es fácil ver que J es tipo-producto, por otro lado la primer condición del criterio
se satisface por el lema anterior y la tercera por ser G absolutamente continua.
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Capítulo 6

Difeomor�smos Hiperbólicos

En su tesis [An] �Geodesic �ows on closed Riemann manifolds with negative cur-
vature�, D. V. Anosov demostró que los sistemas dinámicos hiperbólicos tienen las
siguientes propiedades

Son ergódicos, es decir que cualquier subconjunto invariante tiene él o su com-
plemento medida nula.

Son estructuralmente estables, es decir que cualquier perturbación su�ciente-
mente pequeña es un sistema dinámico topológicamente conjugado al original.

Cuando decimos que dos sistemas dinámicos son topológicamente conjugados nos
referimos a que son el mismo salvo homeomor�smo, más precisamente en el caso
discreto f, f ′ : M → M son topológicamente conjugados si existe un homemor�smo
g : M → M tal que fg = gf ′. Quizás la propiedad es más clara en el caso continuo
que dice lo mismo pero se puede poner en palabras como �tienen el mismo dibujo�.

�It is an important concept for the engineer who studies qualitative di�erential
equations, since in engineering the di�erential equations one works with are only
aproximations of the real equations. The engineer wants the qualitative conclusion he
makes to be valid for the actual di�erential equation which describes his world. In fact
the original idea of structural stability was the joint work of an engineer A.Andronov,
and a mathematician L. Pontryagin.� S. Smale en [Sm].

La de�nición formal de un sistema dinámico hiperbólico la daremos más tarde,
por el momento basta con la idea de que éstos son tales que para todo punto x de
M , el sistema actúa achicando distancias en una dirección y agrandándolas en otra.
Esta condición geométrica tan simple genera una estructura muy rica que es la que
permitió a Anosov probar los dos resultados antes mencionados.

77
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Por ejemplo, para todo x existe una subvariedad Ws(x) que lo contiene y en todo
punto es tangente a la dirección en que el sistema achica las distancias. El sistema
dinámico deja invariante esta familia de subvariedades {W s(x)}, más precisamente
actúa permutándolas siempre achicando distancias entre puntos de la misma subva-
riedad. La subvariedad Ws(x) se llama la variedad estable de x y como conjunto
admite una descripción bastante sencilla

Ws(x) = {y : d(f tx, f ty)→ 0 cuando t→∞}.
Otra forma de describir la variedad estable Ws(x) sería como �los puntos y con

el mismo futuro que x� (notemos que ni siquiera es obvio que este conjunto sea una
subvariedad). Análogamente se de�ne la variedad inestable Wu(x) como �los puntos
con el mismo pasado�.

Figura 6.1: Un punto �jo hiperbólico.

Uno de los primeros ejemplos de sistema dinámico hiperbólico es el �Smale's Hor-
seshoe�, éste es un difeomor�smo f de la esfera S2 que tiene un subconjunto invariante
H tal que f |H es topológicamente conjugado al shift S : {0, 1}N → {0, 1}N. El ejemplo
es interesante porque f |H es completamente caótico pero estructuralmente estable, es
decir �caos estructuralmente estable� !

Por lo general los sistemas dinámicos hiperbólicos tienen un comportamiento bas-
tante caótico, esto se puede ver por ejemplo vía la fórmula de Pesin que relaciona la
entropía del sistema (una medida de su complejidad) con sus exponentes de Lyapunov
(básicamente, los factores con que el difeomor�smo agranda o achica distancias en
cada dirección).

En lo que sigue, hacemos un breve repaso sin demostraciones de las de�niciones
y teoremas más importantes. Nos vamos a restringir al caso de sistemas dinámicos
discretos, es decir difeomor�smos.
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�I believe there is a second and more important reason for studying the di�eo-
morphism problem (besides its great natural beauty). That is, the same phenomena
and problems of the qualitative theory of ordinary di�erential equations are present
in their simplest form in the di�eomorphism problem. Having �rst found theorems in
the di�eomorphism case, it is usually a secondary task to translate the results back
into the di�erential equations framework.� S. Smale en [Sm].

De ahora en adelante, una variedad M quiere decir una variedad Riemanniana,
compacta y conexa y todos los difeomor�smos se suponen de clase C1.

6.1. De�niciones y Ejemplos

Ahora vamos a de�nir los sistemas dinámicos parcialmente hiperbólicos y comen-
taremos algunas de sus propiedades. Al �nal de la sección hay algunos ejemplos.

Figura 6.2: Una vista local de un sistema dinámico hiperbólico

De�nición: Un difeomor�smo f de una variedad Riemanniana compacta M se
dice parcialmente hiperbólico si existen constantes C > 1 y λs < γ0 < 1 < γ1 < λu y
una partición del �brado tangente TxM = Eu(x)⊕ Ec(x)⊕ Es(x) tal que

1. Las distribuciones Eu, Ec y Es son continuas y Tf−invariantes.

2. El difeomor�smo f : M →M expande en la dirección de Eu(x) y contrae en la
dirección de Es(x), más precisamente

C−1λnu||v|| < ||Tfnv|| para v en Eu(x)\{0}
C−1γn0 ||v|| < ||Tfnv|| < Cγn1 ||v|| para v en Ec(x)\{0}

||Tfnv|| < Cλns ||v|| para v en Es(x)\{0}



80 CAPÍTULO 6. DIFEOMORFISMOS HIPERBÓLICOS

Notas:

1. Vamos a suponer además que Es y Eu no son triviales. Por otro lado, si se tiene
Ec = {0} entonces se dice que el difeomor�smo es �hiperbólico� o de �Anosov�.

2. Como la variedad es compacta se puede ver que si se cambia la estructura
Riemanniana entonces f sigue siendo parcialmente hiperbólico, quizás con otras
constantes. Más aún, existe una estructura Riemanniana, no necesariamente
suave, para la que C = 1.

3. A las distribuciones Es, Ec y Eu sólo le pedimos que sean continuas, sin embargo
si f es de clase C2 se puede demostrar que resultan Hö lder-continuas.

Se sabe que las distribuciones Es y Eu son integrables a foliaciones Ws y Wu

respectivamente. Notemos que como las distribuciones no son necesariamente sua-
ves no podemos usar el teorema de Frobenius para probar su integrabilidad. Más
precisamente se tiene el siguiente resultado:

Teorema (de la variedad estable): Dada una variedad M y un difeomor�smo
parcialmente hiperbólico f , todo punto x en M está contenido en una subvariedad
suave Ws

loc(x) tangente a Es con la siguiente propiedad: para todo ε > 0 existe una
constante C(ε) tal que si y está en Ws

loc(x) entonces

d(fn(y), fn(x)) < C(ε)(λs + ε)nd(y, x).

A la subvariedad suave Ws
loc(x) la llamaremos la variedad estable local de x. A

partir de ella se de�ne la variedade estable como

Ws(x) =
⋃

f−n(Ws
loc(f

n(x))).

Proposición: Dado un difeomor�smo parcialmente hiperbólico f de una variedad
M , para todo x en M se tiene que

Si y está en Ws(x) entonces d(fn(y), fn(x))→ 0

Cuando el difeomor�smo f es hiperbólico entonces la proposición anterior es un
si y sólo si, es decir que la variedad estable de un punto x �son los y con el mismo
futuro�.

Análogamente se de�ne la variedad inestable local Wu
loc(x) y la variedad inestable

Wu(x) que tienen las mismas propiedades cambiando n por −n (más generalmente,
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cambiando f por f−1 se intercambian la variedad estable e inestable de forma que
todo lo que vale para una vale para la otra).

Por último se tienen las foliaciones Ws y Wu cuyas hojas son las variedades
estables e inestables respectivamente, éstas resultan continuas (de hecho Hölder-
continuas). Si bien Ws y Wu no son necesariamente suaves, sí son absolutamente
continuas, lo que ayudo a Anosov a usar el argumento de Hopf para demostrar que
todo difeomor�smo hiperbólico es ergódico.

Teorema: Sea f un difeomor�smo parcialmente hiperbólico de una variedad M .
Luego si f es de clase C2 entonces las foliaciones Ws y Wu son absolutamente conti-
nuas.

La distribución central Ec presenta una di�cultad mayor, en principio no siempre
es integrable pero incluso cuando lo es puede resultar bastante patológica: por ejem-
plo puede no ser absolutamente continua ni siquiera en forma débil. Este es uno de
los principales obstáculos para extender el argumento de Hopf al caso de difeomor�s-
mos parcialmente hiperbólicos. Vamos a decir que f es dinámicamente-coherente si
Ec, Ec +Es y Ec +Eu son todas integrables a foliaciones Wc,Wcs y Wcu respectiva-
mente.

Ejemplos:

1. (Transformaciones Lineales) Sea T2 = (R/Z)2 el toro 2−dimensional y tomemos
f : T2 → T2 el difeomor�smo inducido por la matriz

A2 =

(
2 1
1 1

)
Sean λs < 1 < λu los dos autovalores de A2 y sean vs y vu autovectores asociados
respectivamente. Luego A2 contrae por λs en la dirección de vs y expande por λu
en la dirección de vu. El difeomor�smo f resulta hiperbólico con Es(x) = x+vs
y Eu(x) = x+vu. La variedad estable (inestable) de un punto x es la proyección
al toro de la recta paralela a vs (vu) por él.

Más generalmente, cualquier transformación lineal inversible A : Rn → Rn

con al menos un autovalor de modulo < 1 y tal que A(Zn) = Zn induce un
difeomor�smo parcialmente hiperbólico f : Tn → Tn. En efecto, basta tomar
Es el autoespacio asociado a los autovalores de modulo < 1, Eu el autoespacio
asociado a los autovalores de módulo > 1 y Ec el autoespacio de autovalores de
módulo = 1.
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Cuando la transformación lineal A no tenga autovalores de módulo 1 diremos
que es hiperbólica en cuyo caso f resulta un difeomor�smo hiperbólico.

2. (Productos cruzados) Si f : M →M y g : N → N son parcialmente hiperbólicos
entonces f × g : M × N → M × N también lo es (las distribuciones se suman
bien). Ahora, sean M y N variedades compactas, f : M → M hiperbólico y
consideremos una familia de difeomor�smos gm : N → N que varía de forma
suave con m en M . Supongamos además que

máx
m
||Tf |Es(f(m)) || < mı́n

m,n
||Tgm(n)|| ≤ máx

m,n
||Tgm(n)|| < mı́n

m
||Tf |Eu(f(m)) ||

Luego T : M ×N →M ×N , de�nido por T (m,n) = (f(m), gm(n)), es parcial-
mente hiperbólico.

3. (Perturbaciones) Cualquier pequeña perturbación f ′ de un difeomor�smo par-
cialmente hiperbólico f : M → M sigue siendo parcialmente hiperbólico. Más
precisamente, se tiene el siguiente teorema:

Teorema: Los difeomor�smos hiperbólicos y los parcialmente hiperbólicos son
subconjuntos abiertos de Diffr(M) con la topología Cr.

La demostración es muy sencilla, las condiciones que hacen a un difeomor�smo
hiperbólico o parcialmente hiperbólico son básicamente desigualdades de forma
que para cualquier perturbación su�cientemente pequeña van a seguir valiendo.

4. (Flujo Geodésico) Consideremos una variedad Riemanniana compacta M , para
todo x en M y v en TxM se tiene una única geodésica γ tal que γ(0) = x y
γ′(0) = v, de�namos entonces el �ujo φt(x, v) = (γ(t), γ′(t)). Notemos que φt
no es un �ujo en la variedad M sino en su tangente TM . Ahora, como toda
geodésica está parametrizada por longitud de arco, entonces el �ujo no cambia
la longitud de los vectores tangentes es decir que si SM = {(x, v)/||v|| = 1}
entonces podemos pensar que φt : SM → SM , éste es el �ujo geódesico. En SM
hay una medida natural llamada la medida de Liouville que resulta invariante
para el �ujo geodésico.

SiM tiene curvatura negativa (esto quiere decir que para todos v1 y v2 en TxM ,
la curvatura seccional K(v1, v2) es negativa) y ponemos φ = φ1 : SM → SM
entonces φ resulta parcialmente hiperbólico con distribución central la inducida
por el �ujo.
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En realidad, se tiene que φt es un �ujo hiperbólico, que se de�ne de forma similar
a un difeomor�smo hiperbólico pero con una dirección central que es la del �ujo.
En su tesis Anosov generalizó un resultado de Hopf y probó el siguiente teorema

Teorema (Anosov): En una variedad Riemanniana compacta de curvatura
negativa el �ujo geodésico es ergódico.

Esto dice, entre otras cosas, que casi siempre, si nos paramos en un punto y
empezamos a caminar siguiendo una geodésica entonces vamos a volver a pasar
muy cerca del punto con una dirección muy parecida. Más aún vamos a volver
a pasar in�nitas veces, arbitrariamente cerca y con dirección arbitrariamente
parecida a cualquier dirección dada e inclusive vamos a poder estimar con qué
frecuencia.

5. (Difeomor�smos Hiperbólicos) Sea N un grupo de Lie nilpotente y simplemen-
te conexo, Γ un subgrupo discreto con cociente compacto y A : N → N un
automor�smo de N tal que A(Γ) = Γ. Luego f : N/Γ → N/Γ es un di-
feomor�smo afín que resulta hiperbólico si y sólo si la transformación lineal
TeA : TeN → TeN es hiperbólica.

En [Sm], Smale preguntó si éstos eran todos los ejemplos posibles de difeomor-
�smos hiperbólicos salvo conjugación topológica, Shub construyó el siguiente
contraejemplo:

Sea N/Γ como antes y π : N/Γ → M un revestimiento �nito (es decir que M
se obtiene cocientando N/Γ por un grupo �nito de simetrías). Tal variedad M
se llama una infranilvariedad y el difeomor�smo f : N/Γ → N/Γ induce un
difeomor�smo f ′ : M →M que llamaremos un infranil-difeomor�smo.

Conjetura: Todo difeomor�smo hiperbólico es topológicamente conjugado a
un infranil-difeomor�smo.

6. (Restricciones Topológicas) No cualquier variedad Riemanniana compacta M
admite un difeomor�smo f : M →M parcialmente hiperbólico. La sola presen-
cia de la partición TxM = Eu(x)⊕Ec(x)⊕Es(x) por distribuciones continuas ya
impone condiciones topológicas sobreM pero éstas no son su�cientes. Por ejem-
plo, la esfera S3 admite una descomposición como la anterior pero sin embargo
no tiene difeomor�smos parcialmente hiperbólicos como lo prueba el siguiente
teorema de Brin, Burago e Ivanov:

Teorema: Si una variedad compacta M de dimensión 3 admite un difeomor�s-
mo parcialmente hiperbólico entonces π1(M) es in�nito.
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6.2. Teoría Ergódica

La teoría ergódica surgió cuando el físico L.Boltzmann estaba estudiando las ecua-
ciones de la mecánica estadística que gobiernan el movimiento de un sistema de partí-
culas bajo la acción de ciertas fuerzas. Para poder deducir que el �promedio temporal�
es igual al �promedio espacial� en el �ujo que estaba analizando, Boltzmann formuló
cierta hipótesis. Lo que él quería probar era que, a la larga, el tiempo que una partí-
cula pasa en cierta region era lo mismo que el volumen relativo de ésta. Sin embargo,
en la forma en que formuló su hipótesis, ésta resultó falsa, la propiedad que el �ujo
necesitaba para poder deducir lo que quería es lo que hoy se conoce como que el �ujo
sea �ergódico�.

De forma más general, supongamos que tenemos un espacio de medida �nita X
y una transformación T : X → X ¾Cuándo podemos asegurar que el promedio en el
tiempo es lo mismo que el promedio en el espacio?

Es decir, si f es una función en L1(X), queremos que

ĺım
n→∞

f(x) + f(Tx) + f(T 2x) + . . .+ f(T nx)

n+ 1
=

1

v(X)

∫
X

fdv. (6.1)

Por ejemplo, sea X un espacio de medida �nita y T una transformación que
preserva medida (es decir que v(E) = v(T−1(E)) para todo medible E). El teorema
de recurrencia de Poincaré dice que para todo medible E y casi todo x en E existen
in�nitos enteros positivos n tales que T nx está en E. Cuando la transformación T
sea ergódica, no sólo vamos a poder decir que x vuelve a E sino que vamos a poder
estimar con qué frecuencia. Más precisamente, si tomamos f = χE en (5.1) entonces

ĺım
n→∞

#{i : 0 ≤ i ≤ n, T ix está en E}
n+ 1

=
v(E)

v(X)
.

Es decir que, a la larga, la frecuencia relativa con la que x pasa por E es v(E)/v(X).

Teorema (Birkho�): Sea X un espacio de medida �nita, T : X → X una
transformación que preserva medida y f en L1(X), entonces se tiene que para casi
todo x el siguiente límite existe

S+(f, T )(x) = ĺım
n→∞

S+
n (f, T ) = ĺım

n→∞

f(x) + f(Tx) + f(T 2x) + . . .+ f(T nx)

n+ 1
.

Más aún, S+(f, T ) es T−invariante, está en L1(X) y
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∫
X

S+(f, T )dv =

∫
X

fdv.

Nota: Si T es inversible, entonces se de�ne de forma análoga el promedio temporal
�hacia atrás� S−(f, T )(x) y se prueba que veri�ca las mismas condiciones y para casi
todo x se tiene que S+(f, T )(x) = S−(f, T )(x). De ahora en más vamos a denotar
a este valor en común como S(f, T )(x) cuando T sea inversible, en caso contrario
S(f, T )(x) = S+(f, T )(x).

El teorema anterior dice que el promedio en el tiempo está bien de�nido pero no
asegura que éste sea igual al promedio en el espacio.

De�nición: Sea (X, v) un espacio de medida �nita y T : (X, v) → (X, v) una
transformación medible que preserva medida, decimos que T es ergódica si para todo
subconjunto T−invariante A de X se tiene v(A) = 0 o v(A) = v(X).

Teorema: Sea (X, v) un espacio métrico compacto con una medida �nita v y T :
X → X una transformación medible que preserva medida, las siguientes a�rmaciones
son equivalentes

1. La transformación T es ergódica.

2. Las únicas funciones f en L1(X) que son T−invariantes son las constantes.

3. Para toda función continua f se tiene que

ĺım
n→∞

Sn(f, T )(x) =
1

v(X)

∫
X

fdv para casi todo x

4. Para toda función f en L1(X) se tiene que

ĺım
n→∞

Sn(f, T )(x) =
1

v(X)

∫
X

fdv para casi todo x

Ejemplos:

1. Sea Tα : S1 → S1 la rotación de ángulo α (notar que preserva la longitud de
arco). Probemos que Tα es ergódica si y sólo si α es irracional.

Si α es racional, digamos α = m
n
π entonces tomemos un n−ágono regular

cualquiera en S1 y marquemos pequeños arcos de longitud ε > 0 alrededor
de cada uno de los n vértices formando un conjunto A. Es fácil ver que A es
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Tα−invariante y si ε es su�cientemente pequeño entonces 0 < µ(A) < 2π, es
decir que Tα no es ergódica.

Si α es irracional, entonces el conjunto {nα} es denso en S1 de donde cual-
quier función continua y Tα−invariante debe ser constante. Ahora, sea A un
subconjunto Tα−invariante y de�namos para cada t con 0 ≤ t ≤ 1 la función
ft : S1 → R donde ft(x) = µ(A ∩ [x, x + t]). Como la función ft es continua y
Tα−invariante entonces debe ser constante de donde ft(x) = f(t) = µ(A∩ [0, t])
para todo x.

Pero ahora, la función f es continua y para todos 0 < x, y, x+ y < 1,

f(x+ y) = µ(A ∩ [0, x+ y]) = µ(A ∩ [0, x]) + µ(A ∩ [x, x+ y]) = f(x) + f(y)

Se sigue de lo anterior que f es lineal, entonces f(t) = tµ(A) para todo t. Es
decir que A tiene la misma concentración en cualquier subintervalo, de donde
ésta debe ser 0 o 1. Hemos probado entonces que µ(A) = 0 o µ(A) = 1.

De forma más general, sea Tn el toro n−dimensional. Para cada α = (α1, . . . , αn)
en Tn de�namos la traslación Tα : Tn → Tn por

Tα(x1, . . . , xn) = (x1 + α1, . . . , xn + αn).

Se tiene el siguiente teorema

Teorema: Sea α = (α1, α2, . . . , αn), luego la traslación Tα es ergódica si y sólo
si 1, α1, α2, . . . , αn son Q−linealmente independientes.

Demostración:

Vamos a probar sólo la parte del �si�. Sea f : Tn → R una función medible
acotada Tα−invariante y veamos que f debe ser constante. Escribamos a f en
su serie de Fourier, es decir

f(x1, . . . , xn) =
∑

(k1,...,kn)∈Zn
a(k1,...,kn)e

2πi
∑
kjxj .

Luego, f es T−invariante si y sólo si para todo (k1, ..., kn) en Zn se tiene que

a(k1,...,kn) = a(k1,...,kn)e
2πi

∑
kjαj .

Pero por la hipótesis del enunciado, esto pasa si y sólo si a(k1,...,kn) = 0 para
todo (k1, . . . , kn) 6= (0, . . . , 0). Es decir que f es constante. ‡
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2. Los difeomor�smos Tn : S1 → S1 dados por T (ξ) = ξn preservan la medida de
Lebesgue en S1 y son ergódicos.

Figura 6.3: La partición P3 de S1 en 8 arcos semiabiertos de la misma longitud.

Demostremos que T2 es ergódico, sea Pn la partición de S1 en 2n arcos semi-
abiertos de la misma longitud, uno de los cuales empieza en 1. Consideremos un
conjunto medible A que sea T2−invariante y de medida positiva. Por el teorema
de diferenciación de Lebesgue, para todo ε > 0 debe existir un arquito I que
sea un átomo de algunas de las particiones anteriores, digamos de Pn, tal que

µ(A ∩ I) ≥ (1− ε)µ(I).

Ahora, como T 2n : I → S1 es una biyección continua con jacobiano constante
(e igual a 2n), entonces

µ(T (A ∩ S1)) ≥ (1− ε)µ(T (I)).

De donde, como A es T2−invariante, µ(A) ≥ µ(T (A)) ≥ 1− ε. Pero lo anterior
era para cualquier ε > 0, de donde µ(A) = 1. Es decir que todo conjunto
T2−invariante tiene él o su complemento medida nula.

La siguiente pregunta de H. Furstenberg es interesante: ¾Es la medida de Le-
besgue en S1 la única medida T2 y T3−invariante sin átomos?

3. El difeomor�smo T : T2 → T2 dado por T (x, y) = (2x + y, x + y) es ergódico.
Recordemos que en el ejemplo 1 de la sección anterior vimos que T que contrae
por λs en la dirección del autovector vs y expande por λu en la dirección del
autovector vu.

Probemos que T es ergódico, sea f : T2 → R continua y tomemos x e y en T2

tales que x− y = λvs. Entonces d(T nx, T ny) → 0, y como el toro es compacto
entonces f es uniformemente continua y concluimos que
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d(f(T nx), f(T ny))→ 0⇒ S+
n (f, x)− S+

n (f, y)→ 0.

Hemos probado que si x− y = λvs entonces S+(f, x) existe si y sólo si S+(f, y)
lo hace en cuyo caso coinciden. Analogamente si y − z = λvu entonces S−(f, y)
existe si y sólo si S−(f, z) lo hace en cuyo caso coinciden. Ahora, por el teorema
de Birkho� existe un subconjunto S de T2 con µ(S) = 1 en donde S+(f,−) y
S−(f,−) existen y coinciden. Si x y z están en S, entonces tomemos y como la
intersección de Ws(x) y Wu(z), luego

S(f, x) = S+(f, x) = S+(f, y) = S−(f, y) = S−(f, z) = S(f, z).

Es decir que S(f,−) es constante en S para toda f continua, de donde por el
punto 3 del último teorema T es ergódica.

Más generalmente, si A : Rn → Rn es una transformación lineal inversible con
A(Zn) = Zn y T es el difeomor�smo que induce en el toro n−dimensional Tn
entonces T es ergódico si y sólo si, la transformación lineal A no tiene ningún
autovalor que sea una raíz de la unidad.

6.3. El argumento de Hopf

En 1939 Hopf demostró que el �ujo geodésico en una variedad Riemanniana com-
pacta de curvatura constante y no negativa es ergódico. En su demostración usó un
argumento que luego Anosov volvió a usar cuando extendió el resultado de Hopf a
variedades con curvatura negativa (no necesariamente constante). La idea es que para
probar que el �ujo es ergódico, basta probar que cualquier conjunto invariante por
él y saturado por las foliaciones estable e inestable tiene que tener medida nula o
medida máxima.

Nosotros vamos a usar este argumento en el caso de difeomor�smos parcialmente
hiperbólicos.

Teorema: Sea T un difeomor�smo parcialmente hiperbólico de una variedad M
y sea f : M → R una función continua, luego se tiene que el promedio temporal
hacia adelante S+(f, T ) es constante en las variedades estables Ws(x) y el promedio
temporal hacia atrás S−(f, T ) es constante en las variedades inestables Wu(x).
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Demostración:

Vamos a probar el caso de las variedades estables, el otro es análogo. Para ello basta
probar que para todo x y todo y en Ws(x) se tiene que S+(f, T )(x) = S+(f, T )(y).
Recordemos que si y está en Ws(x) entonces se tiene que

d(T ny, T nx)→ 0.

Pero como f es continua y M compacta entonces f es uniformemente continua,
de donde

d(f(T ny), f(T nx))→ 0.

Pero de lo anterior se deduce que S+(f, T )(x) = S+(f, T )(y), como queríamos. ‡

Para el teorema que sigue precisamos una de�nición, vamos a decir que un conjunto
A de una variedad M es esencialmente saturado por una foliación W si existe un
conjunto B saturado por W tal que µ(A 4 B) = 0. Cuando la foliación W sea
absolutamente continua en forma débil, esto es equivalente a que cada hoja de W
intersecte a A o a M\A en un conjunto de medida nula.

Teorema(Argumento de Hopf): Sea T un difeomor�smo parcialmente hiper-
bólico de una variedad M y supongamos que T preserva una medida suave v. Luego
T es ergódico si y sólo si cualquier conjunto T−invariante A esencialmente saturado
por Ws y Wu tiene él o su complemento medida nula.

Demostración:

Si T es ergódico, como Ws y Wu son absolutamente continuas en forma débil,
entonces cualquier medible T−invariante satisface la condición del enunciado. Ahora
supongamos que tenemos un difeomor�smo parcialmente hiperbólico T que satisface
la condición del enunciado y probemos que T es ergódico.

Por el último teorema de la sección anterior, basta ver que para toda función
continua f : M → R se tiene que

S(f, T ) =
1

v(x)

∫
X

fdv.

Ahora, supongamos que S(f, T ) no es constante y sea r en R tal que el conjunto
A = {x : S(f, T )(x) > r} veri�que 0 < v(A) < v(M). Como S(f, T ) es T−invariante
entonces A también lo es. Por otro lado, como S+(f, T )(x) = S(f, T )(x) para casi
todo punto entonces por el teorema anterior A es esencialmente saturado por Ws y
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análogamente es esencialmente saturado por Wu. Pero por hipótesis, cualquier con-
junto T−invariante esencialmente saturado por Ws y Wu tiene él o su complemento
medida nula. Lo que es absurdo, que viene de suponer que S(f, T ) no era constante.

Pero si S(f, T )(x) = t para casi todo x, por el teorema de Birkho� se tiene

tv(x) =

∫
X

S(f, T )dv =

∫
X

fdv.

Es decir que

S(f, T ) = t =
1

v(X)

∫
X

fdv.

Como queríamos. ‡

Con lo hecho hasta ahora resulta sencillo probar el teorema de Anosov que dice
que todo difeomor�smo hiperbólico que preserve una medida suave v es ergódico.

Teorema (Anosov [An]): Todo difeomor�smo hiperbólico T que preserve una
medida suave v es ergódico.

Demostración:

Por el argumento de Hopf, basta probar que si A es un conjunto T−invariante
esencialmente saturado por Ws y Wu entonces v(A) = 0 o v(M\A) = 0. Notemos
que como v es absolutamente continua respecto de la medida Riemanniana µ entonces
basta probar que µ(A) = 0 o µ(M\A) = 0.

Como A es esencialmente saturado porWs entonces existe un conjunto B saturado
por Ws tal que µ(A4B) = 0. Como A era esencialmente saturado por Wu entonces
B lo sigue siendo, es decir que cada hoja de Wu intersecta a B o a M\B en un
conjunto de medida nula.

Ahora, al ser B saturado por Ws y como Ws tiene holonomía absolutamente
continua, entonces �siempre ocurre lo mismo�, es decir: B intersecta a todas las hojas
de Wu en un conjunto de medida nula o M\B intersecta a todas las hojas de Wu en
un conjunto de medida nula.

En el primer caso, como Wu es absolutamente continua en forma débil entonces
B tiene medida nula. En el segundo caso, se deduce de forma análoga que M\B tiene
medida nula. Como µ(A4B) = 0 entonces µ(A) = 0 o µ(M\A) = 0. ‡
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6.4. Exponentes de Lyapunov y la fórmula de Pesin

Un difeomor�smo f : M →M es hiperbólico si contrae en una dirección y expande
en otra. De forma más general, podemos tratar de de�nir para un difeomor�smo
arbitrario f de clase C1, la tasa exponencial con que crece un vector v en TxM . Esto
es lo que se conoce como exponentes de Lyapunov y nos proponemos resumir las
de�niciones básicas en esta sección.

Una forma de estudiar la complejidad de un sistema dinámico es tratando de
cuanti�car su sensibilidad a las condiciones iniciales. Más precisamente, dado un di-
feomor�smo f : M → M , para cada x en M y v en TxM el exponente de Lyapunov
χ(x, v) mide in�nitesimalmente cuánto se van separando dos puntos inicialemente
cercanos a x formando un segmento de direccion v. Por ejemplo, la presencia de un
exponente de Lyapunov positivo es su�ciente para garantizar cierta complejidad en
el dibujo de las órbitas de f .

Los exponentes de Lyapunov se pueden ver como una alternativa no uniforme a
los difeomor�smos (parcialmente) hiperbólicos. Por ejemplo, un difeomor�smo f se
dice no-uniformemente hiperbólico si existe una medida v para la que casi todo punto
x tiene exponentes de Lyapunov no nulos. Fue Pesin el primero en estudiar este caso
trasladando los resultados clásicos a este contexto. Uno de los primeros logros de esta
teoría es la �fórmula de Pesin� que mencionamos al �nal de esta sección.

De�nición: Sea f un difeomor�smo C1 de una variedad Riemanniana y compacta
M . Para cada x en M y v en TxM se de�ne el exponente de Lyapunov χ(x, v) como
el siguiente límite cuando existe:

χ(x, v) = ĺım
n→±∞

1

n
log ||Tfnx (v)||.

Es fácil ver que cuando χ(x, v) > 0 entonces Tfnx expande en la dirección de v con
tasa exponencial positiva y cuando χ(x, v) < 0 entonces Tfnx contrae en la dirección
de v con tasa exponencial negativa.

De�nición: Se dice que x en M es regular si existe una descomposición

TxM = E1(x)⊕ . . .⊕ Em(x)(x).

tal que para todo 1 ≤ j ≤ m(x) se tiene que

χ(x, v) = λj(x) para todo v en Ej(x)\{0}.
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Vamos a tomar siempre λ1(x) > λ2(x) > . . . > λm(x)(x) y los llamaremos los
�exponentes de Lyapunov� de x y a los subespacios Ej(x) los subespacios invariantes.
Notar que de ser x regular, el entero positivo m(x), los exponentes {λj(x)} y los
subespacios {Ej(x)} están unívocamente determinados y se puede probar que son
funciones medibles f−invariantes (no necesariamente continuas).

Teorema (Oseledec): Dado f , un difeomor�smo C1 de una variedad Rieman-
niana compacta M , el conjunto Λ de puntos regulares es tal que v(Λ) = 1 para toda
medida de probabilidad invariante por f .

El teorema anterior también se conoce como �teorema ergódico multiplicativo�
por su semejanza con el teorema de Birkho�. Para lo que sigue denotemos por Σ al
subconjunto de puntos regulares que no tienen ningún exponente de Lyapunov nulo.

De�nición: Dado un punto regular x en Σ de�nimos el subespacio estable Es(x)
y el subespacio inestable Eu(x) como

Es(x) =
⊕

j:λj(x)<0

Ej(x) y Eu(x) =
⊕

j:λj(x)>0

Ej(x).

Notemos que si x está en Σ entonces TxM = Es(x)⊕ Eu(x).

De�nición: Dado un punto x en M de�nimos su conjunto estable Ws(x) y su
conjunto inestable Wu(x) como

Ws(x) = {y : ĺım
n→∞

d(fn(y), fn(x)) = 0} y Wu(x) = {y : ĺım
n→−∞

d(fn(y), fn(x)) = 0}.

Como en la sección 1, se prueba que si f es un difeomor�smo de clase C1+δ entonces
para todo x en Σ se tiene que Ws(x) y Wu(x) son subvariedades inmersas tangentes
a Es y Eu (se llaman subespacio estable e inestable respectivamente).

La fórmula de Pesin que relaciona la entropía métrica de un difeomor�smo f con
sus exponentes de Lyapunov. Recordemos que una medida suave v en una variedad
Riemanniana es una equivalente a la medida Riemanniana µ y que a+ = máx{a, 0}.

Teorema (Fórmula de Pesin): Sea M una variedad Riemanniana compacta y
f : M →M un difeomor�smo de clase C1+δ que deja �ja una medida de probabilidad
suave v. Luego, se tiene que

hv(f) =

∫
X

∑
dimEi(x)χ+

i (x)dv.
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Comentarios y Ejemplos:

1. En general, el integrando
∑

dimEi(x)χ+
i (x) es la taza exponencial de creci-

miento de la medida en la dirección inestable. Más precisamente, si denotamos
por Jux f al jacobiano de f en la variedad inestable Eu(x) entonces se tiene

log |Jux f | =
∑

dimEi(x)χ+
i (x).

2. Cuando la medida v es boreliana e invariante por f entonces se tiene que la
entropía hv(f) está acotada por arriba por la integral anterior. Esta es la de-
sigualdad de Margulis-Ruelle que relaciona dos medidas de la complejidad de
f , su entropía hv(f) por un lado y los exponentes de Lyapunov por otro.

Más tarde, F. Ledrappier y L. S. Young demostraron que si f : M → M es de
clase C2 y preserva una medida boreliana de probabilidad v entonces: vale la
igualdad si y sólo si la foliación inestable es absolutamente continua en forma
fuerte (respecto de v).

3. Si f : Tn → Tn es inducida por una transformación lineal A : Rn → Rn, entonces
sus exponentes de Lyapunov son los autovalores de A (más precisamente sus
logaritmos). Se deduce de lo anterior que

hv(f) = m(χA(x)).

Donde χA(x) es polinomio característico de χA y m(χA(x)) es su medida de
Mahler.

4. Si f : M → M es de clase C1+δ y tiene entropía topológica positiva entonces
se sigue de la desigualdad de Margulis-Ruelle que existe una medida boreliana
de probabilidad invariante con al menos un coe�ciente de Lyapunov positivo y
al menos uno negativo. En particular, todo difeomor�smo como el anterior de
una super�cie admite una medida hiperbólica.

Por último, mencionamos el siguiente teorema el cual tampoco demostramos.

Teorema: Dada una variedad Riemanniana compacta M y un difeomor�smo
hiperbólico f : M → M que preserva una medida suave v entonces se tiene que: la
foliación estable Ws es una partición medible (globalmente) si y sólo si hv(f) = 0.
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6.5. La conjetura de Pugh-Shub

�A little hyperbolicity goes a long way toward ergodicity.�

En esta sección vamos a hacer un breve resumen de los resultados de Pugh-Shub
([PS2] y [PS3]) y de Burns-Wilkinson ([BW1]).

En vista del resultado de Anosov es natural preguntarse si todo difeomor�smo
parcialmente hiperbólico es ergódico. Es fácil ver que esto no es así, si f : M →M es
hiperbólico entonces f × Id : M ×N →M ×N es parcialmente hiperbólico pero no
ergódico, pues para todo subconjunto A de N se tiene que M ×A es un subconjunto
invariante.

Es interesante analizar qué pasa con el argumento de Hopf en el ejemplo anterior.
Para todo (m,n) en M ×N las variedadesWs(m,n) yWu(m,n) están contenidas en
M × {n}, luego en particular cualquier subconjunto de la forma M × A es saturado
por Ws y Wu.

De�nición: Sea M una variedad compacta y f : M → M un difeomor�smo
pacialmente hiperbólico. Se dice que f es �esencialmente accesible� si todo conjunto
saturado por Ws y por Wu tiene él o su complemento medida nula.

Conjetura (Pugh-Shub): Sea M una variedad compacta y f : M → M un
difeomor�smo parcialmente hiperbólico de clase C2 que preserva una medida suave
v. Luego si f es esencialmente accesible entonces es ergódico.

Por el argumento de Hopf, basta probar que todo conjunto esencialmente saturado
por las foliacionesWs yWu tiene él o su complemento medida nula. Sea entonces A un
conjunto como el anterior, la idea es modi�car A en un conjunto de medida nula para
obtener uno saturado por ambas foliaciones y usar que f es esencialmente accesible.
Sea entonces A′ = A (mod 0) y saturado por Ws, luego A′ debe ser esencialmente
saturado por Wu. Análogamente, tomemos A′′ = A′ (mod 0) tal que A′′ sea saturado
por Wu. El problema es que A′′ no tiene por qué ser saturado por Ws.

Al corregir A′ para que sea saturado por una de las foliaciones podemos, sin
quererlo, destruir su saturación por la otra. Una posibilidad es usar el teorema de
densidad de Lebesgue, éste da una forma de elegir entre todos los representantes
de la clase (mod 0) de un conjunto A un representante canónico A∗, sus puntos de
densidad. En [GPS] Grayson, Pugh y Shub propusieron usar en vez de la base B
de bolas, una base J especialmente diseñada a partir de la dinámica de f . A los
conjuntos de la base J los llamaron Juliennes y como bien dicen
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�Juliennes are the natural shapes to use when analyzing holonomy maps�

A continuación vamos a de�nir la base J de Juliennes, supongamos f es dinámi-
camene coherente y sean 0 < τ < σ < 1 ciertas constantes cuidadosamente elegidas
a partir de λs, λu, γ0 y γ1. En primer lugar, para cada p, sean

J cn(p) =Wc(p, σn), Jsn(p) = fn(Ws(f−n(p), τn)) y Jun (p) = f−n(Wu(fn(p), τn)).

Los Juliennes J csn (p) y J cun (p) y el Julienne sólido Jn(p) se de�nen como

J csn (p) = {Wc(x1) ∩Ws(x2) : x1 en J
s
n(p) y x2 en J

c
n(p)} ⊂ Wcs

loc(p)

J cun (p) = {Wc(x1) ∩Wu(x2) : x1 en J
u
n (p) y x2 en J

c
n(p)} ⊂ Wcu

loc(p)

Jn(p) = {Ws(x1) ∩Wu(x2) : x1 en J
cu
n (p) y x2 en J

cs
n (p)}

La idea es que los Juliennes son �productos locales�. Notar que como 0 < τ < σ,
al crecer n los Juliennes se vuelven más alargados en la dirección central.

Figura 6.4: Los de arriba son los Juliennes J csn (p) y J cun (p), el de abajo es el Julienne
sólido Jn(p).

De�nición: Dada una variedad compacta M y un difeomor�smo parcialmente
hiperbólico f dinámicamente coherente de�nimos la base de Juliennes J como

J =
⋃
Jp donde Jp = {Jn(p)}.

Análogamente, se de�nen las bases J cs y J cu.
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De ahora en adelante vamos a suponer que se tiene una variedad compactaM con
un difeomor�smo parcialmente hiperbólico f dinámicamente coherente, esencialmente
accesible y �center-bunched�. SiWc es θ−hölder continua, entonces la última condición
quiere decir que:

λs
−1 < min{γ0, γ−11 }2+

2
θ .

Teorema [PS2]: La base de Juliennes J de (M,µ) es de densidad.

La demostración del lema anterior no es muy difícil, la idea es usar que f es
center-bunched para demostrar que existe k tal que si Jn+k(p) y Jn+k(p′) se intersectan
entonces ambos están contenidos en Jn(p). Análogamente, para cada p enM las bases
J cs y J cu de Wcs(p) y Wcu(p) respectivamente son de densidad.

Por lo hecho en el capítulo 3, la base B de bolas {B(p, r)} tambien es base de
densidad. La ventaja de los Juliennes es que �se llevan bien con la dinámica de f �.

Lema 1 [PS2]: La holonomía estable preserva puntos de �J cu−densidad�. Análo-
gamente, la holonomía inestable preserva puntos de �J cs−densidad�.

Lema 2 [PS2]: Sea A un subconjunto medible de M saturado por Ws. Luego
un punto p es de densidad respecto de J si y sólo si p es de densidad para J cu en
Wcu(p).

Los dos lemas anteriores nos permiten �corregir� un conjunto esencialmente satu-
rado por Ws de forma �canónica�.

Teorema [PS2]: Si A es un subconjunto medible de M esencialmente saturado
por Ws entonces sus puntos de densidad respecto a J son saturados por Ws.

Demostración:

Es fácil ver que podemos suponer que A es saturado por Ws ya que modi�car A
en un conjunto de medida nula no altera sus puntos de densidad.

Sea p un punto de densidad de A respecto a J y tomemos q en Ws
loc(p). Luego se

tiene que por el lema 2, p es densidad enWcu(p) respecto de J cu. Como A es saturado
por Ws entonces por el lema 1, q tiene que ser de densidad en Wcu(q) respecto de
J cu. Pero ahora, por el lema 1 otra vez, se deduce que q es un punto de densidad de
A respecto de J .

Hemos probado entonces que los puntos de densidad de A son saturados por la
foliación Ws. ‡
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Estamos �nalmente en condiciones de probar el teorema de Pugh-Shub.

Teorema (Pugh-Shub [PS2]): Sea M una variedad Riemanniana compacta y
f un difeomor�smo parcialmente hiperbólico que preserva una medida suave v. Si f
es dinamicámente coherente, center-bunched y esencialmente accesible entonces f es
ergódico.

Demostración:

Por el argumento de Hopf basta ver que todo conjunto f−invariante esencialmente
saturado por Ws y Wu tiene él o su complemento medida nula. Sea entonces A tal
conjunto y sea A∗ el conjunto de sus puntos de densidad respecto de la base de
Juliennes J . Por el teorema anterior, se tiene que A∗ es saturado por Ws y Wu, de
donde como f es esencialmente accesible se tiene que A∗ tiene él o su complemento
medida nula.

Por otro lado, como J es base de densidad entonces A y A∗ di�eren en un conjunto
de medida nula de donde lo anterior también es cierto para A. Es decir que A o M\A
tienen medida nula. ‡

En [BW], K. Burns y A. Wilkinson mejoraron el resultado anterior pidiendo sólo
que f sea esencialmente accesible y sea center-bunched de forma débil, es decir que

λs < γ0γ
−1
1 < 1 < γ1γ

−1
0 < λu.

Teorema: Sea A un subconjunto medible de M esencialmente saturado por Ws

y por Wu, luego el conjunto de puntos de densidad de A respecto de la base de bolas
B es saturado por Ws y por Wu.

De lo anterior se deduce que

Teorema (Burns-Wilkinson [BW1]): Sea M una variedad Riemanniana com-
pacta y f un difeomor�smo parcialmente hiperbólico que preserva una medida suave
v. Si f es center-bunched de forma débil y esencialmente accesible entonces f es
ergódico.
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