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LA DIMENSION DE MENDES FRANCE.
RELACION ENTRE SU ESPECTRO MULTIFRACTAL
Y EL FORMALISMO TERMODINAMICO.
APLICACION A SISTEMAS TIPO HENON.

Resumen

En la primera parte de este trabajo realizamos un estudio comparativo entre dos
familias de curvas en R™. Las primeras, son fractales que se obtienen mediante procesos
contractivos y poseen una dimensién no entera, como la de Hausdorff, o la de caja, etc.
Las segundas, por el contrario, no son necesariamente fractales, se obtienen mediante
procesos expansivos, y se les puede asociar una dimensién fraccionaria, definida por
M. Mendes France. Presentamos una forma de relacionar ambas clases de curvas, y
comparar sendas dimensiones. Asi, para una misma curva fractal, logramos asociar
un abanico, en principio finito, de dimensiones de Mendes France, identificando la
dimension minimal y la maximal. Mostramos que este espectro discreto se puede
hacer continuo, lo que nos permite compararlo con algunos espectros multifractales
conocidos en la literatura. En la segunda parte, aplicamos algunos de los resultados
al refinamiento del estudio computacional de atractores cadticos tipo Hénon. Para
un intervalo de sus parametros, la razon de rotacion de las orbitas accesibles de
estos atractores, describe una funcién que caracteriza los cambios y bifurcaciones de
sus regimenes caoticos en ruta a la crisis terminal. Mostramos que la dimensién de
Mendes France, como funcién del mismo pardmetro, presenta una fuerte conexién con
la anterior.

Palabras claves: dimension de Hausdorff, dimension de Mendes France, curvas au-
tosemejantes, espectro multifractal, atractor de Hénon, drbitas accesibles.



THE DIMENSION OF MENDES FRANCE.
RELATION BETWEEN ITS MULTIFRACTAL SPECTRUM
AND THE THERMODYNAMICAL FORMALISM.
APLICATION TO HENON TYPE SYSTEMS.

Abstract

In the first part of this work, we make a comparative study between two families of
curves in R”. The former, are fractals obtained by contractive processes, and have a
non integer dimension as Hausdorff’s dimension, or box-counting, etc. On the con-
trary, the latter are not necessarily of fractal type, they are obtained by expansive pro-
cesses, and they may be provided with a fractional dimension defined by M. Mendes
France. We present a way to relate the two types of curves, and how their dimensions
can be compared. Thus, for one fractal curve, we can associate, at first, a finite range
of Mendes France dimensions, identifying the minimal and the maximal ones. Later
we show that this discrete spectrum can be made continuous, allowing it to be com-
pared to some other multifractal spectra encountered in the literature. In the second
part, we apply some of these results to the refinement of the computational study of
chaotic attractors of Hénon type. For an interval of parameter values, the rotation
rates of accessible orbits describe a function that characterizes the bifurcations and
changes of chaotic regimes on route to final crisis. We show that there is a strong
connection between this function and the Mendes France dimension, in terms of the
same parameter values.

Key words: Hausdorff dimension, Mendeés France dimension, self similar curves,
multifractal spectrum, Hénon type attractors, accessible rotation rates.
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Parte 1

Dimensiones Fractales y
Dimension de Mendeés France



Capitulo 1
Introduccion a la Primera Parte

... The scientist does not study nature be-
cause it is useful; he studies it because he
delights in it, and he delights in it, because
it is beautiful. If nature were not beatiful, it
would not be worth knowing, and if nature
were not worth knowing, life would not be
worth living.

Henri Poincaré.

Unas de las caracteristicas importantes de los fenémenos fisicos son sus propiedades
geométricas. Por muchos anos se ha utilizado la geometria Euclidiana o Riemma-
niana para describir las propiedades geométricas de los fenémenos naturales. Esto
produjo modelos que se describian mediante funciones suaves, analiticas, etc. El éxito
de estos modelos es indisputable, pero existen muchos objetos en la naturaleza que
no estaban bien descriptos mediante el lenguaje tradicional de la geometria. Espon-
jas, coliflores, nubes, y conjuntos atractores o repulsores de los sistemas dinamicos,
movimiento Browniano, distribucién de materia en el universo, y tantisimos mas; to-
dos ellos han encontrado, desde hace poco tiempo, un lenguaje que los decribe mucho
mas ajustadamente: la geometria fractal.

Mientras que la geometria Euclideo-Riemmaniana se enfoca en la estructura local-
mente suave de un objeto, la geometria fractal examina sus propiedades de autosim-
tlaridad y escalamiento. El término fractal es algo nebuloso, en el sentido en que es
dificil dar una definicién precisa sin dejar afuera algunos ejemplos interesantes. B.
Mandelbrot lo define como un conjunto para el cual la dimensién de Hausdorff excede
estrictamente a su dimensién topoldgica ([Man 82]). Sin embargo, Falconer intenta
una descripcién de las caracteristicas que comparten muchos de los conjuntos que se
consideran fractales ([Fal 90]), mediante una lista que, de ninguna manera, se puede
considerar exhaustiva:

(1) Tener caracteristicas de autosimilaridad, al menos de forma estadistica,

(2) tener una estructura “fina”, esto es, contener detalles a escalas cada vez méds
pequenas,
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Figura 1.1: Conjunto de Cantor (en R), Tridngulo de Sierpinski (en R?), y esponja
de Sierpinski-Menger (en R3?).

(3) a pesar de tener una estructura compleja, estar descripto o generado de una
manera simple o directa,

(4) ser obtenidos por un proceso recursivo,
(5) no poder ser descripto facilmente por la geometria clésica,
(6) tener una geometria local intrincada e irregular.

Las diversas formulaciones de dimensién fractal son la herramienta mas popular para
describir la estructura fractal de estos conjuntos. Rapidamente hablando, la dimen-
sion fractal es un nimero que representa la “cantidad” de espacio ocupada por el
conjunto. Generaliza la idea intuitiva de que un punto tiene dimensién cero, una rec-
ta dimensién uno, etc. Si una curva tiene longitud infinita y area cero, entonces debe
tener una dimension entre uno y dos. Las dos definiciones més usadas comunmente
son la dimensién de Hausdorff y la dimensién de caja. La primera estd basada en
la construccion de una medida, y por eso es mas usada dentro del ambito de las
matematicas. La segunda estd basada en la nocién de medicién a escalas cada vez
ma&s pequenas y es mas usada en la fisica y demas ciencias. Cuando los conjuntos son
“razonablemente” regulares los valores de ambas suelen coincidir, como es el caso de
los tres ejemplos siguientes.

En la Figura 1.1, se muestran tres ejemplos clasicos de este tipo de conjuntos: el
Congunto de Cantor, es subconjunto del intervalo [0, 1], y se obtiene como limite del
proceso de remover en cada paso, el tercio del medio de cada segmento del subconjunto
del paso anterior, llamado prefractal. Su dimensién fractal es log 2/ log 3~ 0,63092. El
Triangulo de Sierpinski, subconjunto del plano, también se obtiene como limite de un
proceso similar, removiendo el tridngulo central de cada triangulo del paso anterior.
Sin embargo, este conjunto también puede obtenerse como limite de otro proceso, el
cual, en vez de partir de un conjunto inicial al que se le va removiendo una parte, se
comienza con un poligonal a la que se le van reemplazando los segmentos por poli-
gonales semejantes a la original (ver Figura 2.6); por lo tanto, este conjunto también
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puede verse como una curva fractal y su dimension es log 3/ log 2~ 1,5849. La Esponja
de Sierpinski-Menger es un subconjunto de R?, también se obtiene por un proceso
iterativo de remocién, en este caso de 7 cubos, uno central y uno de cada cara (6),
de cada cubo del paso anterior; su dimensién fractal es log 20/ log 3~ 2,72683.

El universo de estos conjuntos y sus aplicaciones es muy vasto. Nosotros nos res-
tringiremos a una clase bastante amplia de ellos: las curvas fractales, y dentro de ella,
las que son autosemejantes. También trataremos otro tipo de curvas que no pertenecen
a este universo. Esta primera parte de la tesis se dedica al estudio y relaciéon entre las
dos clases de curvas, sus caracteristicas geométricas, y sus dimensiones fractales.

JPor qué estudiar curvas? Tal vez una respuesta la da Claude Tricot, en su libro
“Curves and Fractal Dimensions” [Tri 95], dedicado exclusivamente al estudio exhaus-
tivo de curvas en el plano: “In fact, nothing is more unknown than curves, especially
their geometrical and analytical properties. Yet the subjet is so wide that we felt the
need to restrict ouerselves to the notion of stmple curves drawn in the plane.
For a topologist, these curves have the same characteristics as a line segment. But
as soon as we leave the stratosphere of the analysis situ, we must realize that there
are infinitely many varieties of curves that are defined in mathematical models of tra-
jectories, boundaries of aggregates, geographical lines, and profiles of rough surface.
Moreover, we need to know how to classify them and to characterize them”.

Existen dos clases de curvas, las de longitud finita o rectificables y las de longitud
infinita o no rectificables. Dentro de estas 1ltimas tenemos, a su vez, las acotadas y las
no acotadas. Las acotadas, forzosamente han de tener que “arrugar”, o “quebrar”, o
“plegar” su infinita longitud, al estar confinadas en un recinto (su capsula convexa, por
ejemplo). Las no acotadas, en cambio, tienen la libertad de esplayarse, de desplegar
su infinita longitud, por el plano o el espacio n—dimensional. Precisamente, la manera
en que lo hacen, es lo que las diferencia entre si, lo que las caracteriza.

,Por qué estudiar otras dimensiones fractales que las ya existentes? Los diferentes
conceptos de dimension fractal han sido desarrollados a partir de problemas que se
querian resolver, tanto tedricos como practicos. La dimension de Hausdorff es una ex-
celente herramienta matematica, pero no tiene casi aplicacién practica en el estudio
de curvas originadas en otras ciencias como la fisica, la biologia o la ingenieria. La
dimension de caja es, tal vez, la méas conocida y usada por otras ciencias, pero su
calculo, a veces, puede complicarse en el caso de dimensiones muy altas, o al aplicarse
a conjuntos o curvas generados, por ejemplo, por un proceso cadtico. La dimension
de Mendes France introduce interesantes particularidades propias. Mientras que las
dimensiones fractales usuales son, en algin sentido una generalizacién o refinamien-
to del concepto de dimensién topoldgica, ya que permiten valores no enteros, y se
mantienen enteros para los conjuntos clésicos; la dimension de Mendes France, que
“mira” los conjuntos (las curvas) “desde el infinito”, permite, en cambio, que una cur-
va (de longitud infinita) con dimensién topoldgica y fractal igual a 1, tenga dimensién
mayor estricto que la unidad. Ademads, para una misma curva, la dimensién de Haus-
dorff resulta ser menor o igual que las otras dimensiones fractales conocidas; mientras
que, (si el conjunto retine ciertas caracteristicas), existe un abanico de dimensiones de
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Mendes France que se pueden “asociar” a esa curva, de las cuales la mayor resulta ser
igual a la de Hausdorff. La clave esta en el cambio de “perspectiva” con que se mira
el fenémeno de escalamiento. Las dimensiones fractales lo hacen “hacia adentro”, es
decir, miran el objeto a escalas cada vez mas pequenas. En cambio, la dimension de
Mendes France escala “hacia afuera”, es decir, va tomando distancia del objeto en
cuestion. Desde un punto de vista tedrico, esta suerte de “dualidad” entre ambas di-
mensiones, resulta ya interesante por derecho propio, como para abordarse un estudio
comparativo. En la practica, los conjuntos topolégicamente unidimensionales, como
las curvas, se avienen mejor a ser descriptos o caracterizados, por una dimensién que
las “recorre desde adentro”, como una suerte de parametrizaciéon, mas que por una
dimension que precisa tapizarlo todo con cubrimientos. Es el caso, por ejemplo, de los
atractores cadticos como el de Hénon, o también, el caso de las cadenas poliméricas.

Una propiedad de las dimensiones fractales es que suelen ser invariantes por trans-
formaciones bi-Lipschitzianas del conjunto. Es decir aquellas f para las que existen
c1,c9>0:

ale =yl < [f(@) = fy)]l < colw =yl .

Esto hace que sean invariantes geométricos, i.e., la dimensién de un conjunto F' es
igual a la de f(F), sea f una contraccién o una dilatacién. No sucede lo mismo con
la dimension de Mendes France, como veremos.

También se ha estudiado el comportamiento de las dimensiones fractales bajo in-
tersecciones, proyecciones y productos ([Fal 90], [Fal 97]), pero no bajo procesos de
expansion de sus “prefractales”. R. Strichartz, en su articulo “Fractals in the Large”
([Stz 96]), aborda el problema de mirar una estructura fractal a escalas cada vez
mas grandes, definiendo lo que él llama un “sistema iterado revertido de funciones”
(ri.f.s.) (‘reverse iterated function system’) que es basicamente, invertir el sistema
(finito) iterado de funciones contractivas que determina al fractal original. Esta prop-
uesta invierte y usa todas las similaridades al mismo tiempo, y construye un conjunto
limite que también es un fractal cuya dimension es igual a la del fractal original. Nues-
tra propuesta, en cambio, se basa en construir una curva limite no fractal, a partir de
la expansion de un prefractal (poligonal generatriz), invirtiendo una sola contraccién.
De esta manera, cada eleccién produce una curva limite, cuyas caracteristicas son
muy distintas entre si, resultando en un abanico de dimensiones distintas, capaces de
ser comparadas con la dimension del fractal orignal.

1.1. Objetivos y organizacion de la primera parte

En esta primera parte de la tesis estudiamos fundamentalmente dos familias de curvas
en R”. La primera, que llamamos Fpy, esta compuesta por curvas fractales acotadas,
de longitud infinita y, por lo tanto, infinitamente “arrugadas”; con una estructura
autosemejantes determinada por un Sistema Iterado de Funciones (IFS), formado
por N similaridades de razones de contracciéon ay, as,...,ay (0<a;<1,i=1,...,N),
y que ademds satisfacen un criterio llamado la Condicién de Abierto (OSC), el cual
garantiza cierto “no solapamiento” de las mismas. A estas curvas les es posible asociar
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una dimensién fractal, la dimensién de Hausdorff dimg, que en este caso viene dada
por la ecuacion:

N

i=1

La segunda familia, que denotamos con F)s g, estd compuesta por curvas no acotadas,
de longitud infinita, y localmente rectificables, esto es, una bola cerrada de R™ contiene
un tramo, siempre de longitud finita, de la curva. A estas tltimas, que no son curvas
fractales, también se les puede asociar una dimensién no entera, dimy, g, introducida
por M. Mendes France en [MF 91], la cual definimos e interpretamos.

Las dos familias antes mencionadas no tienen ninguna curva en comun. Més aun,
éstas tienen caracteristicas absolutamente contrarias; pero describimos procesos de
construccién geométrica que nos permiten “emparentar” a ciertas curvas de ambas
familias. Esto es, basicamente, que con un mismo proceso se puede obtener una curva
en Fy, y otra en Fyp. En todos los casos el objetivo es comparar las dimensiones
asociadas a cada curva, respectivamente, y obtener conclusiones.

En el Capitulo 2 se hace un repaso, dando brevemente las definiciones y las propieda-
des de las dimensiones fractales mas conocidas y usadas en la literatura, y a las
que hacemos referencia en esta tesis; tanto de las dimensiones geométricas, es decir,
aplicadas a conjutos en si, como de las dimensiones definidas para medidas. Luego,
introducimos el concepto de generatriz de una curva autosemejante, y caracterizamos
a la familia Fp. En el Capitulo 3, comenzamos dando una idea intuitiva de la dimen-
sion no entera para curvas no fractales, y la definicién que Mendes France da para
curvas planas. Luego, nosotros introducimos un pequeno cambio en la definicion, de
manera que ésta resulta equivalente a la suya para curvas en R?, y que nos permite
generalizarla para curvas en R”.

Los resultados de esta parte de la tesis se concentran en los ultimos dos capitulos.

En el Capitulo 4, describimos el proceso geométrico que relaciona las curvas de am-
bas familias, viendo que, una misma curva F' en Fp, puede ser relacionada, en un
principio, con un abanico de hasta N curvas distintas en Fyp (tantas como contrac-
ciones distintas hayan intervenido en la generacién de la curva fractal). Estudiamos
las caracteristicas de estas curvas lo que produce un espectro discreto de dimensiones
de Mendes France asociadas al abanico de curvas, el cual es relacionado con la tnica
dimension de Hausdorff de F'. Los resultados que se presentan aqui, dieron lugar a un
primer trabajo publicado en la Revista de la Unién Matemética Argentina [HP 01].

En el Capitulo 5, mostramos que el proceso antes mencionado permite, en realidad,
contruir un abanico no numerable de curvas en Fy;r a partir del mismo fractal, y
por lo tanto se tiene un espectro continuo de dimensiones de Mendes France asoci-
adas. El objetivo es comparar este espectro con dos espectros multifractales de amplio
conocimiento en la literatura: uno relacionado con las dimensiones generalizadas de
Rényi, y otro con las medidas autosemejantes, de soporte en un fractal con las carac-
teristicas de F'. Para esto se obtiene una formula o expresion del espectro multifractal,
en términos de un parametro relacionado con las “frecuencias” con que se distribuyen
pesos y longitudes, y que generaliza, al caso de contractores distintos, el resultado
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de Everst y Mandelbrot [EM 92| para contractores iguales. También se da una in-
terpretacion de este parametro, habilitada por la obtencién de un espectro inverso
al anterior, el cual es, a su vez una generalizacion de la formula de inversion para
medidas en el intervalo [0, 1], de Riedi y Mandelbrot [RM 97]. Los resultados de este
trabajo estan siendo preparados para ser enviados para su posible publicacion.



Capitulo 2
Elementos de Geometria Fractal

... “Fractal” is a new science and we need
to wait a half century before the really good
ideas can be filtered out.

Claude Tricot.*

En este capitulo introduciremos las ideas basicas de geometria fractal que necesitare-
mos en el desarrollo de la presente tesis. Haremos un breve repaso de las definiciones
de dimensiones fractales mas conocidas en la literatura, definidas para conjuntos F
(no necesariamente curvas) en R".

2.1. Dimensiones fractales geométricas

., Cémo podemos capturar la dimensién de un objeto geométrico? Un requerimiento
para una definicién 1util de dimension es que ésta sea intrinseca; es decir, que no de-
penda del espacio ambiente, digamos R", donde esta inmerso el objeto. La dimension
topolédgica de un conjunto, por ejemplo, cumple con este requisito.

La mayoria de las definiciones de dimensién fractal dependen de una “medicién a
escala €7 de un conjunto F, la cual cuantifica, de alguna manera, la irregularidad
del conjunto visto en esa escala. La dimension es, entonces, usualmente definida en
términos del escalamiento del comportamiento de estas mediciones, cuando €\, 0.

Dentro de estas definiciones, las mas conocidas en la literatura, son la dimension
de Hausdorff, la dimension de caja o ‘box—counting dimension’ y la dimension de
Minkowski (equivalente a la anterior), entre otras. Es importante notar que el valor
de la dimension de un mismo conjunto puede variar de acuerdo a la definiciéon usada;
sin embargo, este valor coincide para conjuntos “razonablemente regulares”.

2.1.1. Dimensién de caja o ‘box—counting’

Como dijimos anteriormente, la dimensién de caja es la mas simple desde un punto
de vista conceptual, y por eso tal vez, la mas utilizada en las aplicaciones. Su defini-

*[Tri 95]
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cién se remonta a 1930, y ha recibido diferentes nombres: dimensién de Kolmogorov,
dimension de entropia, dimension de capacidad, densidad logaritmica y dimensién de
informacion.

Sea F €R"™ un subconjunto. Se define el didmetro de E, como
diam(F) = |E| = sup {dist(z,y) : 2,y € E}

es decir, la mayor distancia entre dos puntos de E.

Para F acotado y no vacio, sea N.(E) el menor nimero de conjuntos de didmetro igual
a € capaces de cubrir a E. Se definen la dimension inferior de caja y la dimension
superior de caja de E respectivamente, como

log N.(E
dim,, (E) = liminf 28=(E) (2.1)
e—0 —loge
S log N.(E
dimpe, (F) = lim sup L() (2.2)

e—0 —loge

Si ambos limites coinciden, el valor comin se denomina dimension de caja de E

log N.(E
dimy,(E) = lim 28 V(E)

2.3
=0 —loge (2:3)

Por lo tanto, el nimero N.(E), de conjuntos de didmetro £ que cubren a F, escala
aproximadamente como £, donde d=dimy,,(E).

Existen formas equivalentes a estas definiciones, las cuales resultan, muchas veces, de
utilidad. El valor de los limites (2.1) y (2.2) (y, por lo tanto, el valor de (2.3), cuando
existe), no cambian si tomamos a N.(F) como cualquiera de las siguientes cantidades:

(i) el menor nimero de conjuntos de didmetro € que cubren a E,

(ii) el menor nimero de bolas cerradas de radio € que cubren a F,

(vi) el mayor nimero de bolas disjuntas de radio € con centros en E,

(v

)

)
(iii) el menor nimero de n—cubos de lado € que cubren a E,

)

) el nimero de cubos de una e—grilla que intersecan a F, (de ahi el nombre ‘box—
counting’).

La equivalencia de estas definiciones alternativas, siguen de la comparacion de los
valores de N.(F) en cada caso, ver [Fal 90].

2.1.2. Dimension de Minkowski

Existe otra definicién, equivalente a la dimension de caja, de expresion bastante difer-
ente, y que requiere del concepto de conjunto e—paralelo E(g) de E, o e—entorno de
E, o e-engordado de E:

EEe)={zeR":|x—y|<e, conye€ E} .
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Si E es una curva, F(e) se lo suele llamar también, e-salchicha de Minkowski. Lo que
se considera en este caso, es la razéon de “encogimiento” del volumen n—dimensional
de E(g), u"(E(g)), cuando € — 0. Por ejemplo, en R3, si E es un punto, entonces E(¢)
es una bola con p*(E(e)) =57me% si E es un segmento de longitud ¢, entonces E(¢) es
una salchicha con p3(FE(g)) ~mle?; si E es un conjunto “chato” de érea a, entonces
p3(E(g)) ~2ae. En cada caso, u3(E(g)) ~ce3~% con ¢ constante positiva, y donde el
entero d es la dimension de E. Luego, el exponente de ¢ es indicativo de la dimension.
La idea se extiende a dimensiones fractales. Si E es un subconjunto de R", y para
algin d, u"(E(e))/e" ¢ tiende a un limite finito y positivo, cuando ¢ — 0, entonces
tiene sentido mirar a F como d—dimensional. Si este limite no existe, igualmente se
puede extraer este exponente critico y relacionarlo con los limites (2.1) y (2.2), es
decir

log ™" (E
dim, . (E) = n — lim sup log "(E(¢)) (2.4)
D00 log e
- log ™" (E
dimpe, (E) = n — lim inf log *(E(¢)) (2.5)
e—0 log e
Si ambos limites coinciden,
log " (E
dimgon (E) = 1 — 1im 221" (EE) (2.6)
e—0 log e

En este contexto la dimensién de caja suele llamarse dimension de Minkowsks.

2.1.3. Dimension de Hausdorff

La dimension de Hausdorff es mas refinada que la dimension de caja, puesto que
esta definida en términos de una medida. Posee la ventaja de estar definida para
cualquier tipo de conjuntos, lo que es matematicamente conveniente; pero al mismo
tiempo posee la desventaja de que en muchos casos, es muy dificil de calcular y/o
estimar por métodos computacionales.

Dijimos que si d es la dimension de caja de F, entonces para € pequeno se tiene, por
(2.3)
N.(E)  cte.e™ |

luego, la dimensién de caja puede definirse como
dimp,,(E) = inf{s: N(E)e* =0}
= sup{s: N(E)e® = o0} .
Pero esto puede ser escrito como

dimp,, (E) = inf{s : 255 = 0} = inf{s : Z \Ui|* = O} ;

2

donde la suma se toma sobre sobre todas las bola U; del cubrimiento, tal que |U;| =e.
Si ahora permitimos cubrimientos mas generales, de conjuntos con diametros arbi-
trariamente pequenos, podemos generalizar la expresion anterior.
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Medida de Hausdorff

Diremos que una coleccién finita o contable de subconjuntos {U;} de R™ es un 6—
cubrimiento de un conjunto E € R", si diam(U;)=|U;| <4, para todo i, y E C U2, U;.
Sea FE un subconjunto de R"™ y s>0. Para todo ¢ >0 definimos

H3(E) = inf {Z |U;|* : {U;} es un §—cubrimiento de E} : (2.7)

i=1

A medida que 0 decrece, la clase de )—cubrimientos de F se reduce; luego, este infimo
crece y se aproxima a un limite cuando ¢ \,0. Por lo tanto, se define

H(E) = lim H3(E) . (2.8)

§—0

Este limite existe para todo F€R", y puede ser 0 o co. Llamamos a H*(E), la medida
de Hausdorff s—dimensional de E.

Puede verse que H*(E) es una medida Boreliana regular sobre R ([Fal 90]).

Las medidas de Hausdorff generalizan a las medidas de Lebesgue, luego, H'(E) da la
“longitud” de E, H*(E) el “4rea” (normalizada), etc. En general, H"(E) son, salvo
un factor constante, los n—volimenes p"(E), n>1.

También vale una propiedad de escalamiento. Si A >0

HAE) = NH*(E) |

donde AE={)\z : z€ E}.

Dimension de Hausdorff

De (2.7) es claro que, si 6 <1, Hj(E) es no—creciente con s. Luego, por (2.8), H*(E)
también es no—creciente. Mds aun, vale que si t>sy {U;} es un J—cubrimiento de E,

se tiene
§ |Uz|t g 5t—s E |UZ|8 ,
7 7

luego, tomando infimos, Hi(E) <" *Hj(E). Tomando 6 — 0, vemos que H*(F) < .
Entonces, H'(E) = 0 para t > s. Por lo tanto, el grifico de H*(F) en funcién de s
(ver Figura 2.1), muestra que hay un valor critico de s donde H® “salta” de oo a 0.
Este valor critico se llama la dimension de Hausdorff de E, y la notamos dimy(E).
Formalmente,

dimpy(E) = inf{s : H*(E)=0} = sup{s : H*(E)=00} ,

luego
oo sis<dimpy(E) ,

H(E) :{ 0 sis>dimg(E) .
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H*(E)

0 dimp (E) n
Figura 2.1: La dimension de Hausdorff es el valor de s donde H*(E) salta de oo a 0.

2.1.4. Propiedades basicas de las dimensiones

Listaremos aqui brevemente, las propiedades mas generales e importantes que carac-
terizan a las dimensiones que definimos. Las demostraciones pueden verse en [Fal 90]
o [Fal 97].

Las siguientes propiedades valen para la dimension de Hausdorff, y dimensiones in-
ferior y superior de caja y de Minkowski, las cuales denotaremos, simplemente, por
dim.

Monotonicidad. Si Ey C Es, entonces dim(E;) < dim(Es).

Conjuntos finitos. Si ECR"™, E+#(), E abierto, entonces dim(E)=n.

Variedades. Si E es una variedad suave m—dimensional de R", entonces dim(E) =m.

Mapas Lipschitzianos. Si f: E—R™ es Lipschitz, entonces dim(f(£)) <dim(E).

Invariancia bi-Lipschitziana. Si f: E— f(FE) es bi-Lipschitz, entonces dim(f(£)) =
dim(FE).

Invariancia Geométrica. En particular, si f es una similaridad (ver Seccién 2.3) o
una transformacion afin, entonces dim(f(£))=dim(E).

Las dimensiones dimy y dimy,, son finitamente estables, esto es
1<i<k

k
d1m<ZLJ1EZ~) = max dim(E;) ,

para una coleccién finita de conjuntos { F,. .., Ex}. Sin embargo, dim,,, no lo es.

La dimension dimy es numerablemente estable, esto es

d1m<ZLJ1EZ) = sup dim(FE;) ,

1<i<oo
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para una coleccién numerable de conjuntos {E;}i>1.

Esta es una de las principales ventajas de la dimensién de Hausdorff por sobre la de
caja. En particular, implica que todo conjunto numerable tiene dimension de Haus-
dorff nula. Lo que no es cierto para la dimension de caja, puesto que vale

di—mbom (E> = di—mboa: (E> y di—mbOl’ (E> = di—mboa} (E) )

donde E es la clausura de E. Esto resulta una desventaja, pues si £ es un subconjunto
denso en un abierto de R", entonces E tendra dimension de caja completa. Por lo
tanto, y como ejemplo, si F=Q, se tiene que dimgy(E) =0y dimp,,(E)=1.

Por ultimo, una desigualdad basica entre las dimensiones. Sea E acotado y no vacio,
entonces
dimg(F) < dimy,, (F) < dimpe, (E) .

En particular, cuando dimg,, existe
dimpg (F) < dimpe, (E) . (2.10)

La igualdad, en general es valida para conjuntos con ciertas caracteristicas de “regu-
laridad” como la autosemejanza.

2.1.5. ‘Divider dimension’

Esta dimensién, esta definida para curvas, y esta basada en la idea intuitiva de cémo
estimar la longitud de la misma, a escalas cada vez méas pequenas. Es el clasico ejemplo
de cémo estimar el perimetro de la costa de Gran Bretana.

Se define una curva de Jordan C a la imagen de un intervalo [a, b] por una biyeccién
continua f : [a, b] —R" (por lo tanto son curvas que no se autointersecan). Para € >0,
sea M.(C') el maximo nimero de puntos z, x1,...,Z, en C (en ese orden), tal que
|z —xp_1|=¢ para k=1,2,...,m (ver Figura 2.2). Por lo tanto, e (M.(C)—1) puede
pensarse como la “longitud” de la curva medida por “pasos de compas” de longitud
e. Asi la divider dimension es ([Fal 90]):

log M.
dimg;,, (C') = lim L(C)

2.11
=0 —loge ( )

si este limite existe (si no, se define la dimensién superior e inferior, tomando, como
es usual en estos casos, limite superior e inferior, respectivamente).

Es facil ver que el valor dimg;,, (C') es al menos igual a dim,, (C') (asumiendo que ambos
existen); y que en ejemplos sencillos de autosemejanza, como la curva de von Koch
(Figura 2.3), éstos coinciden (y por consiguiente, también coninciden con dimg(C')).

Nota

Existe en la literatura, otra definicién elegante de dimension fractal, conocida con el
nombre de dimensidn de empaquetamiento o ‘Packing dimension’ ([Fal 90], [Fal 97],
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Figura 2.2: Método del compds sobre la curva C' (roja).

[Tri 95], etc.). Es més reciente que las dimensiones que hemos descripto, fue intro-
ducida por C. Tricot en 1982. Como la de Hausdorff, también esta definida a partir
de una medida, la cual juega un rol importante, por ejemplo, dentro de la Teoria Ge-
ométrica de la Medida. Nosotros no la introduciremos en este trabajo, simplemente
porque no haremos uso de ella.

2.2. Dimensiones fractales de medidas

Obtener cotas superiores o inferiores para estimar la dimensién de un conjunto, es
usualmente dificil. Para tal fin, existen métodos que estudian el comportamiento de
alguna medida p adecuada con soporte en el conjunto. Algunos resultados al respecto
son

Proposicién 2.2.1 (Principio de distribucién de masa). Sea E € R" y sea p una
medida finita con u(E)>0. Supongamos que existen nimeros a >0, ¢>0 y §o>0, tal
que

uU) <Uul®

para todo U con |U|<6o. Entonces H*(E) > u(E)/c, y

/N

a < dimy(E) < dimy,, (E) < dimpe, (E) -

Luego, si uno puede encontrar una medida p que satisfaga ciertas condiciones de
“densidad local” sobre E, podemos obtener las siguientes estimaciones para la di-
mension de Hausdorff.

Proposicion 2.2.2  Sea E un conjunto de Borel, i de Borel finita, y 0<c<oo.

(i) Silim. o u(B.(x))/e* < ¢ para todo x € E, entonces H*(E) > u(E)/c.
(i1) Silim._o u(B:(x))/e“>c para todo x € E, entonces H*(E) <2*u(E)/c.

Existe una version de la Proposicion 2.2.2 para dimensiones, que debe ser expresada
convenientemente, en términos de la dimension local de una medida
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Definicién 2.2.3  Definimos las dimensiones locales inferior y superior de p en x
(también llamada la dimension puntual o exponente de Hélder) a

1 B.
di—mloc:u(x> = lfm infs—>0 M
oge
- 1 s
Tmepi(x) — lim sup, _, 28#0<(2))
log e

respectivamente. Si estos limite coinciden, se define la dimension local de p en x
dimyee p(z) = dimy, () = dimyeep(x) .

Estas dimensiones locales expresan el escalamiento de p(B.(x)) para € pequenos, con
dimyee () también pequena si p estd “altamente concentrada” alrededor de x.

Proposicion 2.2.4  Sea E un conjunto de Borel, i1 de Borel finita.

(i) St dimy,  p(z) >« para todo x € E y u(E) >0, entonces dimg (F) > .
1) 91 dimy, pu(x) <o para todo x € E, entonces dimpy (E) < a.
loc

2.3. Curvas construidas por similaridades

2.3.1. Similaridades

En esta seccion haremos un repaso de la descripcion de una construccion general
de fractales, de la cual son ejemplos algunos de los fractales mas conocidos en la
literatura, como son el Conjunto de Cantor en R, la curva de von Koch en R?, la
esponja de Sierpinski en R3, etc. Estos fractales estdn hechos de partes propias que
son copias semejantes o similares de si mismos.

Sea D un subconjunto cerrado de R"™. Una funcién S: D+ D se llama una contraccion
en D, si existe un nimero a, 0<a <1, tal que |[S(z) — S(y)| < a|xr — y|, para todo
x,y € D. Claramente, una contraccion es una funcién continua. Si vale la igualdad,
es decir, |S(z) — S(y)| = alz — y|, entonces, S transforma conjuntos en conjuntos
semejantes. En ese caso, llamamos a S una similaridad, y a a la razon de similaridad

S.

Sean Si, S, ..., Sy contracciones, N > 2. Un subconjunto F' C D se dice invariante
por las .S; si

Estos conjuntos invariantes suelen ser fractales, como puede apreciarse en la Figura
2.3.

El siguiente teorema, referido en inglés como ‘contraction mapping theorem’ [Fal 97]
dice que una familia de contracciones, también llamada esquemas de funciones iter-
adas (IFS, por sus siglas en inglés: iterated function schemes), definen tinicos conjuntos
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invariantes, compactos, no vacios. Para establecer esto, definimos una distancia entre
subconjuntos de D. Sea S la clase de todos los subconjuntos compactos no vacios de
D. Sea p una distancia definida sobre D, por

p(A,B)=inf{e : ACB(e) y BCA(¢e)}

donde A(e) es el conjunto e—paralelo de A. Puede verse que p satisface los tres re-
querimientos para seer una métrica, y que S resulta un espacio completo con esta
métrica, llamada métrica de Hausdorff sobre S, (ver [Fal 90]).

Teorema 2.3.1  Sean Sy, S, ..., Sy contracciones sobre D CR™, tal que |S;(z) —
Si(y)| < a;lr—vyl|, cona; <1 (1=1,...,N), para todo x, y € D. Entonces existe un
unico conjunto compacto no vacio, F, que es invariante por las S;, es decir,

F=|Jsi(F). (2.12)

Mas aun, si definimos las contracciones S; por
N
S(E) = Jsi(E)
i=1

para E €S8, entonces tenemos que para todo E, S¥(E)— F, en la distancia p, cuando
k — oo, donde S*(E) es la k—ésima composicion de S. Ademds, si S;(E) C E para
cada 1, entonces

F = ﬁSf(E) :

Para una demostraciéon completa del teorema, ver por ejemplo [Fal 90].

Se dice que el conjunto F' tiene estructura autosemejante (o es autosemejante) si
satisface (2.12); y en el contexto de los sistemas dindmicos, se llama conjunto atractor
del IFS {S1,Ss,...,Sn}. En el caso en que todas las razones de las similaridades
sean iguales, es decir, a; = a < 1 para todo i, entonces F' se llama estrictamente
autosemejante.

2.3.2. Generatriz de curvas autosemejantes

Describiremos un método geométrico de aproximacién por sucesivas poligonales, que
permite construir curvas limite I' en R”, cuyas caracteristicas serdn de interés para
esta tesis.

Sean A = Ay, Ay,..., Ay:1 = B, N + 1 puntos distintos en R", que satisfacen
dist(A;, Air1) < dist(A, B), para todo i=1,..., N. Sea p; la poligonal cuyos vértices
son Ay, As, ..., Any1, que llamaremos la generatriz de I'. Esta formado por N seg-
mentos A;A; 11, v es la primera aproximacién poligonal de la curva limite I'. La polig-
onal py se obtiene reemplazando cada segmento A;A;;; por su copia S;(p1), la cual
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tiene los mismos puntos extremos A; y A;;1. Luego, py tiene N? segmentos y

N
p2 = Sip)
i=1

y asi siguiendo. Asumiendo construida la poligonal pj_i, sus extremos son A y B,
pasa por todos los puntos A; y tiene N*~! segmentos. Como el arco de poligonal
Si(pr—1) tiene extremos A; y A;;1, reemplazamos al segmento A;A;1 por aquél. Esto
produce una poligonal p, de N* segmentos, tal que

N
Pr = USi(pk—l) .
i=1

Al representar pi y pri1 (en el caso de R? o R?), para un valor de k grande, vemos
que ellas son indistinguibles. Esto es asi porque las poligonales convergen, segin la
distancia de Hausdorff, a una curva limite I', que verifica

por lo tanto, I' es una curva fractal autosemejante. La demostracion de la existencia
de esta curva limite y la caracterizacién anterior, pueden verse en [Tri 95].

Nota

Observemos que p; no es, por si misma, suficiente para determinar completamente
la curva I'. Por ejemplo, en R?, dados cuatro puntos A # B, C # D, existen dos
similaridades tal que S(A)=C'y S(B)=D (una con determinante positivo y otra con
determinante negativo). Anédlogamente, existen dos similaridades tal que S(A)=D'y
S(B)=C'" Luego, hay cuatro similaridades distintas tal que S(AB)=CD (ver Figura
2.4). En este caso, p; corresponderia a 4" posibles familias de diferentes similaridades
{S1, S, ..., Sn}. Luego, salvo posibles simetrias, se pueden construir hasta 4" curvas
limite a partir de la generatriz p;, todas ellas con la misma dimension fractal.

2.3.3. Condicion de Cerrado

La construccién de la curva limite a partir de su generatriz p;, permite obtener bue-
nas representaciones de curvas autosemejantes, pero no nos permite predecir algunos
aspectos, como por ejemplo, si I' tendra o no puntos miltiples. Muchas curvas que
modelan fenémenos (lineas geograficas, conjuntos cadticos, etc.) deben ser curvas sim-
ples. Luego, dadas NN similaridades como antes, es importante disponer de un criterio
simple, aplicable a las condiciones iniciales, que permita predecir si la curva limite
serd simple. Este criterio es referido en [Tri 95, p. 187], como la Condicion de Cerrado
(Closed Set Criterion).
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P1

P2 Ps3

F

Figura 2.3: Aprozimacidn poligonal de la curva de von Koch (A=(0,0), B=(1,0)).

Proposicion 2.3.2  Condicion de Cerrado: Sean N+1 puntos Ay, Ag, ..., Ani1 Y
N similaridades S, So,..., Sy como antes. Sea ' la curva autosemejante definida
por estos puntos y similaridades. Asumamos que existe un conjunto cerrado y acotado
D, de interior no vacio, que satisface:

i) S;(D) C D, para todo i=1,...,N;
it) S;(D) N Sit1(D) ={A;11}, para todo i=1,...,N—1;
iii) S;(D) N S;(D) =0, siempre que |i—j|>2;
entonces I' es simple.

2.3.4. Condicion de Abierto

Una de las ventajas que poseen los fractales autosemejantes, y en particular, las curvas
de nuestro interés, es que la dimension fractal puede calcularse facilmente, en términos
de las razones de las similaridades involucradas. Pero para que esto sea posible, se
requiere que las componentes S;(F') no se solapen “demasiado”. En el caso de curvas
que satisfacen el criterio anterior (Condicién de Cerrado), es claro tal solapamiento
no sucede. Sin embargo, la condiciéon que veremos a continuacién, es valida para una
clase mas amplia de curvas, no necesariamente simples, pero que cumplen con el
siguiente criterio menos restrictivo que el anterior [Fal 90]:

Definicién 2.3.3  Condicidn de Abierto: Un IFS {Si,...,Sn} satisface la Condi-
cion de Abierto (‘Open Set Condition’), si existe un conjunto abierto, acotado y no
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Figura 2.5: La Condicion de Abierto para la curva de von Koch se cumple para U el
tridngulo (abierto) que cubre a F'. La Condicién de Cerrado se cumple para D=UWDU.

vacio, U €R", tal que

donde la union es disjunta.

Este criterio incluye al anterior, tomando como abierto U al interior de D (por ejem-
plo, ver Figura 2.5), pero incluye otros fractales autosemejantes, como el triangulo de
Sierpinski, que pueden describirse como curvas limite que no son simples (ver Figura
2.6).

En lo que sigue, llamaremos Fy a la familia compuesta por estas curvas limite I", con-
struidas por similaridades contractivas (o contracciones) Sy, Sa, ..., Sy, de razones
de similaridad (o factores de contraccién) 0<a; <1, i=1,..., N, y que cumplan con
este criterio. Luego, las curvas de Fp, seran acotadas, fractales y autosemejantes.

2.3.5. Dimension fractal de curvas autosemejantes

Es conocido en la literatura ([Fal 90], [Fal 97], [Tri 95]), el siguiente teorema que
proporciona una ecuacion sencilla para la dimension fractal en estos casos.
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(a)

Figura 2.6: (a) Tridngulo de Sierpinski como curva autosemejante (A= (0,0),
B=(1,0)). (b) Satisface la condicion de abierto, pero no la Condicion de Cerrado.

Teorema 2.3.4  Sea F' un fractal construido por N similaridades Sy, S, ..., SN

de razones ay,as, . ..,ay respectivamente, y que satisfacen la Condicion de Abierto.
Entonces d=dimy (F') = dimy,, (F') satisface

N
> af =1 (2.13)
=1

Corolario 2.3.5 Sia;=---=ax=a, con 0<a<1, es decir F' es estrictamente
autosemejante, entonces
log N

d= .
—loga

(2.14)
Ejemplos:

1. En la Figura 2.3, se puede ver que la curva de von Koch F' es una curva frac-
tal simple, estrictamente autosemejante, y esta construida mediante 4 similari-
dades, todas de razén o factor de contraccion igual a 1/3. Luego,

log 4
dimy (F) = dimyo, (F) = 12§ 5= 1.261859. ..
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2. En la Figura 2.7 se muestra la aproximacién poligonal de una curva simple,
autosemejante, pero construida a partir de distintos factores de contraccién:
tres similaridades Sy, Sy y S3 con a3 = as = a3 = 1/7; Sy con ay =2/7 y S;
con az=4/7. Luego d=dimpy (F')=dimye,(F') es el tnico valor que satisface la

ecuacion
5 1 m—i— 2 m—i— 4\* _1
7 7 7) 7

lo que da da1,2213. Este ejemplo lo usaremos mas adelante, en el Capitulo 4.

0 1
ai
Q4 as as as
P1
N
P3 J\_I_\_I_\j_r‘_ﬂ_éﬂ I_I
F

Figura 2.7: Curva autosemejante; a1 =as=az= 1/7, a4=2/7 y a5=4/7

3. Existen ejemplos conocidos en la literatura, de curvas fractales autosemejantes
de dimensién “plena”, como son la curva de Peano en R?, de d=2; o la curva
de Hilbert en R?, de d=3. Pero estas curvas no son simples, ni cumplen con la
Condicién de Abierto, como puede verse en la Figura 2.8. En cambio, el ejemp-
lo de la Figura 2.9, muestra la construccién de una curva autosemejante en R3
que no es simple, pero que cumple con la Condicién de Abierto, tomando como
conjunto abierto U, al interior de la piramide formada por la primera poligo-
nal. Se puede apreciar que esa estructura es una curva, notando que concurren
una cantidad par de aristas a cada vértice de las sucesivas poligonales, lo que



2.3. Curvas construidas por similaridades 22

garantiza que la curva (pensada como imagen de una parametrizacién) “entre”
y “salga” de cada uno. La autosemejanza puede verse en que la segunda poligo-

nal estd formada por 8 contracciones de la primera; es decir, hay 8 similaridades

log 8
de razén igual a 1/3; luego d= % =1,892789. ..

Figura 2.8: Curva de Hilbert en R3

Figura 2.9: Curva autosemejante en R3



Capitulo 3
Dimension de Mendes France

... The reader may feel surprised that there is no men-
tion of Benoit Mandelbrot in these notes. His objects
are fractals, i.e., locally irreqular. Mine, on the con-
trary are locally smooth. The curves I discuss are lo-
cally rectifiable. My topic could be thought of “anti-
Mandelbrotian” within “Mandelbrotmania”. I was, I
am, and I hope to remain influenced by B. Mandel-
brot.

Michel Mendes France.*

En esta seccion interpretaremos y definiremos una dimension para curvas, introducida
por M. Mendes France en varios de sus articulos, siendo, segin ¢l, la version en
[MF 91], la mas ampliada y mejorada; y a la cual nos referiremos.

Lo nuevo de esta dimension, es la de ser también una dimension fraccionaria, o fractal,
pero independiente de la nociéon de conjunto fractal. De hecho, veremos que curvas
perfectamente suaves y localmente rectificables, cuya dimensién topolégica y fractal
es igual a 1, pueden tener dimensiones no enteras. Por supuesto, existen profundas
conexiones que son el nucleo de esta primera parte de la tesis, y que desarrollaremos
a lo largo de este capitulo.

3.1. Idea intuitiva

Para introducir una idea intuitiva de lo que cuantifica esta dimensién, imaginemos una
curva plana I'; como un rio hipotético de longitud L, su lecho de amplitud e: I'z(¢g),
y C'p, el perimetro de la cuenca de este rio que supondremos convexa. Asumiendo que
L es grande, se define la “dimensién” d del rio I', aproximadamente por la formula:

¥ (Tr(e)) ~ (1! (Cr))"*

donde p? indica el drea y pu! la longitud. Esta relacién dice que, si el rio es mds bien
recto, entonces p'(Cy) (la longitud del perimetro de la cuenca) se puede aproximar

*[MF 91]
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Figura 3.1: Rio I', su lecho y su cuenca.

Figura 3.2: Rios longitudinal y meandroso.

por 2L, y el area del lecho, p?(T'f(g)), por eL. En este caso, claramente la dimensién d
esigual a 1. En cambio, si el rio es méas bien meandroso, de manera que su lecho parece
llenar la cuenca, entonces p?(I'z(€)) se puede aproximar por el drea de ésta, que a su
vez, es comparable con (u!(CL))?. En este caso, d es igual a 2. Esta primera ilustracién
con rios y cuencas nos describe algunas de las caracteristicas que tienen las curvas
que nos interesan: continuas, de longitud infinita, no acotadas, no autointersectantes,
localmente rectificables, y que cada bola cerrada de R™ contiene un tramo de I' de
longitud finita (una misma bola que deslicemos a lo largo de I', podra contener tramos
mé&s y mas largos, pero siempre de longitud finita). Estas curvas formaran la familia
que llamaremos Fj,r.

3.2. La dimension de una curva

Una curva puede, y suele, ser caracterizada via el uso de parametrizaciones. Otra
manera de caracterizar una curva es mediante la “salchicha de Minkowski”.

Sea € > 0, con I'(¢) denotamos el conjunto de los puntos P € R" cuya distancia a I’
no excede dicho e:

I(e) = | B(Pe) = {P e R"/dist(P,T") < ¢} ,

pPel’
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Figura 3.3: Representacion de I'(¢) y Cy.

conocido como la e—salchicha de Minkowsk:, también llamado e—engordado de Minkows-
ki, o conjunto e—paralelo.
Claramente
I=(\T) .
e>0
Para una curva I' perteneciente a Fj;p, fijamos un origen y consideramos un tramo
[y de longitud L de I'. Sea I'f,(¢) la e—salchicha de Minkowski del tramo I'f, es decir

I'r(e) = |J B(P.e)={PeR"/dist(P.T) <&} .

PEFL

Para cada sucesién creciente { Ly }ren v € fijo, la familia {I'z, (€)}ren es creciente re-
specto de la inclusién, y sus respectivos volimenes p"(I'y, (¢)) forman una sucesién
creciente que tiende a infinito.

3.2.1. Dimensién de una curva en R2

Inspirado por las ideas concernientes a rios y cuencas, M. Mendes France propone en
el articulo de referencia [MF 91}, la dimensién para curvas I' (con las caracteristicas
ya descriptas), dando la definicién para curvas planas, es decir, I' € R?, de la siguiente
manera: sea I';(¢) como antes, y sea C}, la frontera de la cdpsula convexa del tramo
I'z, entonces

Definicién 3.2.1  La dimension de Mendes France de la curva T" es

log 2(T
dimasp(T) = lim lim inf 2282 (L2()

, 3.1
N0 Lo log ut(Ch) (3:1)

donde por p" denotamos el volumen o medida n—dimensional. Alli, el autor tam-
bién deja pendiente la generalizacién de esta definicién para el caso de curvas no
acotadas en R":... ‘The theory we shall develop concerns unbounded curves I' in the
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n—dimensional Fuclidean space R™. We shall however restrict our study to the case

n =2 which is somehow more appealing. The general case should then cause no trouble’
([MF 91, p. 327]).

La propuesta de generalizacién a R™ de la definicién (3.1) que resulta “inmedia-
ta”, seria reemplazar el area de la e-salchicha de Minkowski, por su volumen n—
dimensional (i.e. u? por u"); y el perfmetro de la cdpsula convexa, por la superficie o
volumen n—1-dimensional de la misma (i.e. u! por p"~!). La férmula quedaria

log 1" (I'z.(€))

dimp (") = lim lim inf ;

N0 Lo log un=1(Cp)

el problema con esta expresion, como veremos luego, es que su valor no queda com-
prendido entre 1 y n (lo que seria natural esperar de una dimensién sobre conjuntos
de R™).
En la definicién de las dimensiones fractales mas conocidas, como la de Hausdorff,
la de caja (box—counting dimension) o la de Minkowski (equivalente a la de caja),
etc., tipicamente se consideran cubrimientos del conjunto F' € R" (al que se le quiere
calcular la dimension). Estos cubrimientos estan formados por bolas, o cuadrados de
una grilla de lados paralelos a los ejes, etc.; de radios, o lados, o didmetros, que no
superen una magnitud pequena, digamos 0 > 0. Dependiendo de cada definicién, la
dimensién (cuando existe) se estima como el comportamiento de un cociente log-log,
donde se compara el escalamiento de alguna cantidad que depende de 9, respecto de
esa magnitud ¢, cuando 0 — 0. Lo que queremos resaltar es que d representa una
magnitud unidimensional. Estas dimensiones si toman valores que van de 1 a n.

Luego, con esa idea, y para poder generalizar la dimensién de Mendes France a R”,
primero vamos a proponer una definicion para curvas planas, alternativa y equivalente
a (3.1).
Recordemos que el didmetro de un conjunto £ € R" es la mayor de las distancias entre
dos de sus puntos

diam(F) = sup dist(z,y)

z,yel

y que el didmetro de E es siempre igual al didmetro de su cdpsula convexa, C'(F).
Para una curva acotada, el didmetro es la longitud de la su cuerda més larga.

Proposicion 3.2.2  Sea Ay el diametro de la capsula convexa Cp, del tramo T'r,.
Entonces

. e log P (T (e))
dimpp(I') = ll\r_% hLH}g}flog—AL . (3.2)

Demostracion: En efecto, C'p estd incluida en una circunferencia de diametro igual
a Ap. Claramente, la proposiciéon se infiere de

Ap <pt(Cr) <AL .

QED.
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3.2.2. Dimensién de una curva en R™

Ahora estamos en condiciones de pasar a curvas en R”, ya que el diametro Ay es
una magnitud unidimensional de la capsula convexa n— 1-dimensional, C';. Luego,
nuestra propuesta de generalizacion es

Definicién 3.2.3  La dimension de Mendés France de una curva I'CR™, '€ Fyp

es
log y*(T
dimyrp(T) = T Tim inf 228 (LLE)

3.3
eN0 L oo lOg AL ( )

3.2.3. Propiedades de la dimensién de Mendes France

A continuacion daremos algunas propiedades, y la interpretacion geométrica de esta
dimension.

Observar que la funcién p™(I'(g)) tiene la ventaja de ser independiente de la parametrizacién
de una curva, y claramente depende de . Sin embargo, la siguiente observacion dice

que la definicién no depende de ¢, y sera de suma importancia para el cémputo de la
misma

Observacién 3.2.4  El limite

e dog M (Tp(e))

no depende de .

Demostracion: Para probarlo, veremos que d(¢) resulta ser un valor constante. En
efecto, sea Np(e) la minima cantidad de bolas de radio £ necesarias para cubrir el
tramo I'z. Si las bolas estén centradas en Iy, entonces I'f(¢) puede cubrirse con bolas
concéntricas a ésas, pero de radio 2¢. Por lo tanto, tenemos

Figura 3.4: Cubrimiento de I'r(g) por bolas de radio € y radio 2¢.

cne"Ni(e) < p"(Tr(e)) < en(22)"Ni(e)
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donde ¢, es el volumen de la bola unitaria en R™. Ademaés, es claro que Ny (¢) = N (¢')
si e<ée’. Luego,

cn(26)"Np(e) < cn(25)”NL<%) — ¢, 4" @)”NL(%) < 4”M”<FL<%))

por lo tanto,

Af3) e < enfe(3)

tomando logaritmos y dividiendo por log Az, (que no depende de ¢)

log u"(T'1(£)) - log "(T'z.(€)) B log 4™ + log "(T'($))
log A, h log A, h log A,

tomando ahora limite inferior cuando L — +o00, obtenemos que

5
@) =d(:
Como d(g) decrece cuando ¢ — 0, necesariamente d(g) es constante. QED.

Como consecuencia, el limite cuando € — 0 es innecesario en la definicién (3.3).
Matematicamente, nada nos impide considerar € =1, o cualquier otro valor arbitrario
que nos permita efectuar cdlculos para obtener la dimensién en un caso particular.
Por lo tanto, la expresién de d(e) serd la expresién simplificada de la dimensién de
Mendes France de una curva I'; es decir,

n
dimyrp (1) = lim inf 222" (L2 () (3.4)
L /oo log Ap

Esta observacién es muy importante, porque nos esta indicando que no importa cuan
“ancho” es el rio (o cudn “gorda” es la e—salchicha), sino que lo importante, lo que
cuenta en definitiva, es de qué manera va llenando el espacio R" a medida que crece
la longitud de I';, (recordemos que I' es no acotada).
Este hecho caracteriza a esta dimensiéon como una dimensién que no “mira de cerca”
una curva, como lo hacen las dimensiones fractales clésicas (de Hausdorff, o de caja
o Minkowski, etc.) observando el conjunto a escalas cada vez mds pequenas. Por el
contrario, “mira de lejos” el comportamiento de la curva cuando su longitud tiende a
infinito.
Para ilustrar esto consideremos dos curvas planas conocidas. Por un lado, la espiral
arquimedeana de paso ¢, i.e., I' es la imagen de la funcion p(¢) = 5= (coord.
polares) (Fig. 3.5). Cuando la longitud L tiende a infinito, debemos alejarnos cada
vez mas del plano para ver su comportamiento, ya que el diametro de su capsula
convexa también tiende a infinito; y si nos alejamos lo suficiente, veremos que el paso
e ya no se distingue. En este caso I'(¢) cubre todo el plano, y por lo tanto dimp;z(I")
igual a 2.
Por otro lado, si I" es una espiral de tipo exponencial, p(f) = exp 6, entonces, para
cualquier valor de ¢ elegido, al alejarnos veremos siempre un tramo de curva de la
misma forma (un trazo de dimensién de Hausdorff igual a 1), y I'(¢) incapaz de llenar
el plano. Més aun, la dimpp(I") es igual a 1.
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Figura 3.5: Espiral arquimediana y espiral exponencial.

Proposicién 3.2.5  Para toda curva I' € Fyp, 1< dimpyp(T) < n.

Demostracion: Sea Cp(e) la capsula convexa de ' (). Luego, el volumen p"(I'f(¢))
estd acotado superiormente por el volumen p"(CL(g)).

La capsula convexa C, estd contenida en una bola n—dimensional de didmetro igual
Ap. Luego, Cp(g) estd contenida en una bola de didmetro igual a Ap+2¢, y por lo

tanto A poan
+2¢
(e <o (M5

donde ¢, y ¢, son constantes apropiadas que dependen de n. Luego

p"(TL(e)) < GAL +o(AL)

— GA}+o(A])

tomando logaritmos

- A?
log u"(T'(g)) < log(AZ) + log (Cn + O(AnL)) :
L

Dividiendo por log Aj, y tomando limite inferior cuando L — +o00

Por otro lado, claramente A < L. Luego, para el volumen del didametro “engordado”
en ¢ vale
cne" 4 cn1e" AL < (T (e))

Tomando logaritmos, dividiendo por log A, y tomando limite como antes, resulta
QED.

Es importante notar que, en el caso en que existe el limite superior cuando L — 400
del cociente de la definicién (3.4), y coincide con el limite inferior (i.e. existe el limite),
es suficiente considerar sucesiones crecientes Ly, tales que Ap, | > c¢Ap, para alguna

constante ¢>1; en particular Ay, =c*.
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Observacién 3.2.6  En la situacion anterior

. . log u™(I'y, (e
dimpp(T) = kg?oo —giuog(ALL’“( )
k

Demostracién: Para ver esto, notar que si Ar, < Ap < Ag,,,, entonces

lOg :un(FL (5>> < lOg :un(FLk-H (8>> _ lOg :un(FLk-H (8>> _ lOg :un(FLk-H (8>>
log Ap = log Ay, log Ap, ., + log(ALk/ALkH) logAp,,, —logc

donde ¢> 1, luego,

n log (T
oy log (Tr(e)) < lim 8N ( LW(E)).
L—+oo  logAp k—+oo  logAp,

Analogamente,

log 1" (I'n,(€)) _ logp"(U'n(€)) _ log p"(T'e(e))
log Ay, ., logAr, +loge log Ap

i 08" (Lr,(€) < lfm 198K (I'ee)

k—+o00 lOg ALk L—+o0 lOg AL
QED.

Se sabe que poder estimar el volumen de I'f, (¢), y calcular la dimensién para cualquier
tipo de curva (y en gral. para cualquier conjunto, incluso en R?) es materia muy dificil,
y muchos esfuerzos se han hecho en pos de este proposito, tanto desde un punto de
vista tedrico, como numeérico.

Es posible en este caso, sin embargo, obtener facilmente una cota superior para la
dimension de una curva I' € Fyp

Proposicion 3.2.7

log L
dimyp(T) < liminf —2

) 3.5
L/ 400 log AL (3.5)

Demostracion: Claramente, u™(I'z(¢)) estd acotado por el volumen de la e-salchicha
de Minkowski de una recta de longitud L, es decir,

p"(Tr(e)) < cpe™ + cpre™ 'L .
QED.

En el pardgrafo siguiente, veremos un tipo de curvas para las cuales la dimensién es
igual a la cota superior de marras, lo que facilita su céalculo.
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3.2.4. Curvas resolubles

Sea Br(P,e) una bola centrada en P € I'y, de radio . Sea Lp. la longitud de la
interseccion de la bola con I'y, es decir

Lp.=pu' (BL(P,e)NTy) .

Dijimos anteriormente que, fijado € >0, si “deslizamos” una bola a lo largo de I', ésta
contendria siempre un tramo de longitud finita; es decir, Lp. < oo, para todo P, y para
todo tramo I'. La estimacién del comportamiento de p™(I'z(g)), a medida que crece
L, se dificulta, justamente, cuando el promedio de aquella longitud aumenta a medida
que crece la longitud de I'z. En cambio, si este promedio permanece acotado, es posible
estimar la longitud I';, como u!(T'z) ~cte.Ar; y por lo tanto, el volumen u™(T'f(¢))
también. En este caso, el cdlculo de la dimension se simplifica. Distinguiremos a las
curvas que cumplen con esta caracteristica con el nombre de resolubles.

Definicién 3.2.8  Si existe M >0 (M = M(e)), tal que Lp. < M, para todo P, y
para todo L; entonces decimos que I' es una curva resoluble.

Para estas curvas vale la siguiente proposicion

Proposicion 3.2.9  5i I es resoluble, entonces

log L
dimyp(T) = lim inf —>

) 3.6
L/+00 log AL (3.6)

Nota: La definicién de curva resoluble que proponemos, difiere de la definicién
dada por M. Mendes France en [MF 91]. La definicién que introduce alli, para curvas
en R?, se basa en un concepto que define como “coeficiente de confusién”; y que
esta relacionado con el comportamiento, cuando L crece, del nimero promedio de
puntos de interseccién entre un circulo Cp(P,¢) (donde P € I'f(¢)) y I'r. Asi, una
curva es resoluble si su coeficiente de confusién (c.c.) es cero. La demostracién de
la igualdad (3.6) que alli se muestra, utiliza resultados de probabilidad geométrica
(como el teorema de Steinhaus y el teorema de Poincaré, (ver citas en [MF 91))).
Sin embargo, las dos definiciones estan relacionadas entre si ya que, si las longitudes
Lp. no permanecen acotadas cuando L crece, entonces habra mas puntos de inter-
seccion entre Cp(P,e) y I'r. Luego, el c.c. correspondiente serd positivo y la curva no
resoluble. En cambio, si las longitudes Lp. estan acotadas, el nimero de intersecciones
estara controlado, el c.c. sera cero y la curva resoluble.

Nosotros daremos una demostraciéon de la Proposicion, para el caso general, segiun
nuestra definicion

Demostracion: Debido a (3.5), basta probar que

log L
lim inf o8

L/+oo log Ap
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Sea Np(g) el nimero méximo de bolas disjuntas no rampantes, necesarias para cubrir
I'z. Luego, se tiene

Ni(e)
Np(e)2e < L+2e = Z Lp, .+ 2 < Np(e)M + 2¢ .

J=1
Entonces, para los volumenes se tiene

L
W' (Tr(e)) = cne™Np(e) > i Cne™

tomando logaritmos

og(u"(1(2) > log(2) + log (%)

por lo tanto,

, . . logL
lim inf
L/ 400 log AL

QED.

Corolario 3.2.10  De la observacion 3.2.6, se tiene que, si I’ es resoluble, entonces

log Ly,

P logAp,



Capitulo 4

Curvas autosemejantes

...A straight line is the total negation of
the plane whereas a curved line is poten-
tially the plane in that it contains the
essence of the plane itself.

Wassily Kandinsky.*

En este capitulo veremos como relacionar las curvas fractales F' de Fp con las curvas
I' de Fyr, para poder comparar las dimensiones fraccionarias de ambas.

4.1. Curvas estrictamente autosemejantes

Comencemos con el caso mas sencillo, en el que todas las razones de contraccion son
iguales.

4.1.1. Construccion

Recordemos de la Seccién 2.3 que el proceso mediante el cual obtenemos una cur-
va fractal estrictamente autosemejante, es reemplazar el segmento unitario por una
poligonal p; de N segmentos de longitud igual a 1/m (N >m) (proceso de reempla-
zo de m partes iguales por N partes iguales); y que, sucesivamente, las poligonales
P2, D3, - - ., se obtienen haciendo esta sustitucion en cada uno de los segmentos de la
poligonal del paso anterior (ver Figura 2.3).

Hay en este proceso involucradas N similaridades, con factores de contraccién a; =
1/m, i=1,...,N. Iterando el proceso de reemplazo ad infinitum, obtenemos una
curva F' de longitud infinita, acotada e infinitamente “arrugada”, que pertenece a
Fu, cuya dimensién de Hausdorff es, por (2.14):

_log N
~logm

*“Point and Line to Plane”, (1926).
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Sea ahora, el siguiente proceso de sustitucion: partimos del mismo segmento unitario.
En la primera iteracion lo reemplazamos por una poligonal p}, semejante a p;, pero
con los N segmentos de longitud igual a 1. Asi, p}| resulta una ampliacién de p;
por un factor de expansién igual a m (el inverso del tinico factor de contraccién que
genera al fractal). Por lo tanto, el didmetro de p} es m veces el didmetro de p;. La
segunda iteracién es una poligonal p), idéntica a py pero de didmetro m? veces mayor,
y asi sucesivamente.

Obtenemos una curva limite I' continua, localmente rectificable, no acotada, es decir,
perteneciente a Fyp (que llamaremos también estrictamente autosemejante), como
puede verse en la Figura 4.1.

0 1
pim
| m/\_g_ﬁ
P

Figura 4.1: Curva de von Koch expandida

4.1.2. Relacién entre dimg y dimy,g

Es claro que la curva limite I' es una curva resoluble. Para calcular la dimension,
tomemos como sucesién {I'y, }r>1 a la sucesién de poligonales {p} }x>1. La longitud
de cada pj, Ly, es igual a N¥, y cada didmetro Ay, es igual a m*. Luego, haciendo
uso de la observacién (3.2.6), y de la proposicién (3.2.9), reemplazamos directamente
en (3.6) y tenemos que

log Ly, . logN* log N
— lm _

di I = = = .
() kb0 log Ay, — k—+oo logmF  logm
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Como podemos observar entonces, para el caso estrictamente autosemejante la di-
mension de Mendes France de I' coincide con la dimension de Hausdorff del corres-
pondiente fractal F'.

La pregunta que surge naturalmente, es si esta igualdad entre ambas dimensiones se
mantiene en el caso en que la autosemejanza de la curva fractal no es estricta; y en
caso negativo, qué relaciones se pueden establecer entre las mismas.

4.2. Curvas autosemejantes

En el caso de las curvas estrictamente autosemejantes, vimos que el proceso que las
genera construye las sucesivas poligonales pj. utilizando como factor de expansién las
potencias del inverso del unico factor de contraccion involucrado en la construccion
del fractal F.

En esta seccion estudiaremos un caso mas general, en el que los factores de contrac-
cion a; pueden ser distintos. De esta manera, tenemos la posibilidad de elegir como
factores de expansién a cualquiera de sus inversos: 1/ay,1/ag, ..., 1/an, y asi cons-
truir N curvas ['*, I'*2 ... ['*N; cada una de ellas como curva limite de una sucesion
{Py }k—oo, y todas pertenecientes a Fip.

Ademsds, analizaremos las diferencias geométricas entre las distintas curvas construi-
das a partir de una misma curva fractal; la relacion que hay entre sus respectivas
dimensiones de Mendes France, dim#(I'*) (1 <i< N), y compararemos éstas res-
pecto a la unica dimensién de Hausdorff, dimy(F"), del correspondiente fractal F'.

4.2.1. Descripcion geométrica

Consideremos un proceso iterativo de reemplazo que genera una curva fractal F'€ R™,
con similaridades de razones a; <as <---<ay < 1. Cada uno de los inversos 1/a; >
1/ay>--->1/ay>1produce un curva diferente. A saber, si tomamos 1/a; (el mayor),
podemos ver, como en la Figura 4.2, que en cada poligonal p}', el segmento més corto
es siempre de longitud igual a 1; y que p}' suma nuevos segmentos més largos que los
de pi',. Miremos la curva limite I'**: en p{"* el segmento més corto (parte superior de
la Figura 4.2) tiene longitud igual a 1, los otros segmentos son més largos o iguales
en longitud. py' exhibe, claramente, que los segmentos mas cortos estan en la parte
superior, y que los demads son mayores o iguales a éstos en longitud. Luego, en ['**,
todos los segmentos son mas largos o iguales a 1.

Si tomamos 1/ay (el menor), podemos ver (ay = as en la misma figura) que en
cada poligonal p;~, el segmento mas largo es siempre unitario y p;" agrega nuevos
segmentos mas cortos que los de pi~,. Luego, la curva limite I'*" tendrd segmentos
arbitrariamente pequenos, y la longitud de cada segmento serd siempre menor o igual
a l.

Finalmente, si tomamos un factor intermedio, 1/a;, i#1, N (a;=as en la misma figu-
ra), cada iteracién k produce poligonales p;’ que tienen, tanto segmentos mas largos
como mas cortos que en la anterior. Por consiguiente, la curva limite ['* tendra seg-
mentos, tanto arbitrariamente largos como pequenos.
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Este hecho hace que las curvas sean muy distintas entre si, a pesar de ser semejantes,
puesto que cada proceso expansivo va “llenando” el espacio (el plano en la Figura
4.2) de diferente manera; es decir, el volumen p"(p;(¢)) escala distinto respecto a
A}" en cada caso. Una de las consecuencias es que de todas las curvas limite I'*, la
unica resoluble es la primera, o sea ['**; mientras que las otras son no-resolubles.

1
a1 a4/a1|—| as fay
pl 0 1/(11

I

o M a3 fa?
P2 0 1/a%

2 /.2
a ja ai faj
1%/
ay a5/a4
Py 0 1/a4

e

W 177 a3 Jaj
P2 1/a?

2 /.2
a /a al/a’B
1/5 1
as 44/asm
by 0 1/as

G

Do 0 1 /ag
Figura 4.2: Diferentes expansiones de una curva autosemejante

4.2.2. Dimension de Mendes France para el caso resoluble

Por lo tanto, para la curva resoluble I'*', podemos calcular explicitamente su di-
mension, dimy ('), Para ello, calculemos para una iteracién k, la longitud de la
poligonal p;'. Recordemos que la primera poligonal del proceso que genera al frac-
tal, p1, estd formada por N segmentos de longitudes a; < as < --- <ay < 1, tal
que 21111 a; > 1. Luego, si { = 21111 a;, ¢ es la longitud de p;. La longitud de p{*,
L', es la longitud de p; aumentada por el factor 1/aq, luego, Li* = ¢/a,. La lon-
gitud de po se calcula, por autosemejanza, sabiendo que cada segmento de p; se
reemplaza por una copia de ésta contraida por a;. Es decir, la longitud de ps es
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arl + agl + - - + a,l = (?. Luego, la longitud de p§' es igual a la de p, ampliada por
(1/ay)?, es decir, L§* =(*/a?. Asi siguiendo, se tiene que L' =/*/a¥. Ademds se tiene,
claramente, que A}* = (1/a;)". Por lo tanto, de acuerdo con la observacién (3.2.6),
reemplazando en la expresion (3.6), de la proposicién (3.2.9), se tiene

N
k D izt @i
log i log 1
. . log Lt ) ak a1
dimpyp(I') = lim ———- = lim =

n ——+00 a ——+00 k 1
k—+oo log A} k—+ (1) log —

0, equivalentemente

4.2.3. Relacién entre dimg y dimy,p

Como dijimos anteriormente, en el caso en que las curvas son no-resolubles, la di-
ficultad del célculo de la dimension de Mendes France radica en poder estimar el
crecimiento de p™(I'(g)). Sin embargo, en nuestro caso, estamos en condiciones de
afirmar que, del conjunto de curvas '™, T'%2 ... '~ Tl es la que tiene dimensién
de Mendes France minimal, I'*N la que tiene dimension maximal; y las demas tienen
dimensiones intermedias: mayor es el factor de expansion, menor es la dimension.

Teorema 4.2.1  Sea F' € Fy una curva fractal autosemejante, construida por simi-
laridades de razones a1 <as<---<ay < 1, y los factores de expansion, sus inversos:
1/ay>1/ay>--->1/an. Entonces

dimMF(Fal) g dimMF(F‘”) g cee g dimMF(FaN) .

Demostracién: Sea i fijo, 1<i< N,y supongamos que a; = aj}, con m>1.
Consideremos en el paso k, la poligonal correspondiente a I'*, p}* cuya longitud es

k
. (Zéﬁ%) _ (eo)’f
A -\ )
a; a;

k
. 1
donde ¢, = Z?: L a;. El didmetro de py' es (—) . Consideremos ahora el paso m.k; la
Q;

) , g mk
poligonal correspondiente a ese paso de T+, p""' tiene longitud ¢,,, = ( 0 ) ,
Qi1

1 mk
y didmetro igual a ( ) .
Qi1
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Entonces,
mk T mk k0 — Ykto )
Aiy1
luego, se tiene que

Por lo tanto, para un ¢ fijo, se tiene

P (T (e)) < (Ui (2)) -

. 1\™  /1\*
i) = (=) = (1) = i)

Ademas

Q41 Qg

por lo tanto ' '
log u"(I'y'(e)) _ log ™ (T (€))

1 k 1 mk
log (—) log ( )
a; Qi1

y tomando limites cuando k tiende a infinito, se tiene:

dlmMF(F‘“) g dimMF(F‘““) .

En el caso en que a; = aj}; con m no entero, la cuenta es andloga considerando el

paso [m.k]| (parte entera de m.k).
QED.

Para establecer una relacién entre este abanico de dimensiones de Mendes France y la
dimension de Hausdorff, volvamos sobre las diferencias geométricas entre las curvas
expandidas I'*, 1<t << NV.

Consideremos "%, con i # N (i.e., a; < ay). De acuerdo con lo dicho en la seccién
previa, esta curva tiene segmentos tan largos como se quiera. Para fijar ideas, consi-
deremos £ =1 y la correspondiente 1-salchicha de Minkowski, I'*(1). Supongamos
que en cada segmento de esta curva realizamos un proceso de iteracién ad infinitum
del correspondiente fractal F'. Obtenemos asi una curva fractal Y%, autosemejante y
no acotada, que ya no pertenece a Fy;p. Tampoco pertenece a Fy; sin embargo, tiene
dimensién de Hausdorff asociada, dimpy(Y*)=d y es exactamente igual a dimy (F)
(puesto que hay un copia semejante a F' donde antes habia un segmento de I'*"). Lo
importante aqui es notar que Y% no estd “cubierta” por el conjunto I'*(1), ya que
para cualquier segmento de I'* que consideremos, de longitud mucho mayor que la
unidad, la copia semejante del fractal F' que lo reemplaza, no queda ahora cubierto
por el 1-engordado del segmento correspondiente. Por esta razén, es evidente que este
hecho resulta cierto para cualquier valor de € >0 fijado.

Tomemos ahora la curva I'*N | obtenida al expandir por 1/ax. Todos los segmentos
tienen longitud menor o igual a 1. Consideremos de nuevo la 1-salchicha de Minkowski
de I'*N |y realicemos el mismo proceso de iteracién ad infinitum del fractal correspon-
diente, como antes, en reemplazo de cada segmento de I'*V. Siguiendo el razonamiento
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anterior, la nueva curva Y, también tiene dimensién de Hausdorff d=dimy (F'), pero
en este caso TN si estd completamente cubierta por I'*V(1). Si tomamos un £ <1 en
lugar de e =1, y tenemos en cuenta el simple ejemplo de la Figura 4.2, concluimos
que T estard también cubierta por IV (g), excepto un tramo inicial de longitud
finita, es decir, salvo las poligonales de las primeras iteraciones.

Quiere decir que '™ es la unica curva de todas las expandidas que “comparte” el
['(¢) con su correspondiente curva iterada ad-infinitum, T, para todo &, “tal como
si el € no distinguiera entre un segmento y un fractal inscripto en é1”.

Finalmente, relacionemos esto con la perspectiva con la que interpretamos la dimen-
sion de Mendes France: como ['*N es la unica curva, entre las otras I'“, que se va
“arrugando toda” a medida que crece su capsula convexa, es la inica cuyo aspecto va
adquiriendo la forma geométrica del fractal F' cuando nos vamos alejando cada vez
més de R (del plano donde fueron dibujadas, en el caso de R?).

Este hecho nos sugiere que ambas dimensiones, dimg (F') y dimpsp(I'), sean iguales.
De aqui resulta el siguiente teorema:

Teorema 4.2.2  Sea F'€ Fy un fractal autosemejante construido con similaridades
de razones a1 < as<---<ay < 1, y sea I'*™N la curva limite construida con el factor
de expansion 1/ay. Entonces

dlmH(F) = dimMF(FaN) .

Demostracion: Se sabe que para un fractal autosemejante de estas caracteristicas,
la dimension de Hausdorff de F' es igual a la dimension de Minkowski

log u™ (F'

dimy (F) = lim (n — 28HFEDY (4.2)
e—0 log(¢)

siendo p™(F'(¢€)) el volumen n—dimensional de la e-salchicha de Minkowski de F'.

Sean pj las poligonales de los sucesivos pasos de la iteracién del fractal F, y pj las
poligonales de los sucesivos pasos de la iteracion de la curva limite ['*V.

Para un mismo valor de k, tenemos que py y pj, son figuras “semejantes”, es decir,
idénticas en forma salvo un cambio de escala.

Luego, si ¢, = longitud de py y f,; = longitud de pj, se tiene que

1 k
0 = (_) 0
an

Ademsds, si consideramos el volumen de una e-salchicha para p), tenemos que la
correspondiente salchicha “semejante” para pj verifica

o) = () " b)) (43)

Por otro lado, para toda poligonal pg, el segmento mas largo tiene longitud igual a
ak;; por lo tanto, fijando € =a*, podemos estimar, para cada k

w" (pr(aiy)) & p" (F(ay)) (4.4)
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(aproximacién que no es vélida para un valor de € <ay, puesto que, cuando k crece,
la diferencia entre € y a%; también, dejando asi de ser comparables).
Luego, tomando ahora e=1, tenemos de (4.3) y de (4.4) que:

Entonces,

log 1" (p} (1
dimyp(T) = 1 OBX L)

luego en virtud de (4.2)
dimMF(FaN) = dlmH(F) .

QED.

El siguiente teorema establece, en particular, la desigualdad estricta entre la dimen-
sion minimal y las demés. La demostracién es muy técnica y se encuentra en el
Apéndice 4.A.

Teorema 4.2.3  Sea 2 < i< N fijo (i.e. 1 # 1), tal que a; > ay. Sean I'* y I'™*
las curvas limite correspondientes a los factores 1/a; y 1/ay respectivamente (1/a; <
1/ay). Entonces vale la siguiente desigualdad

dimMF(Fal) < dlmMF(F“’) .

4.2.4. QObservacion

Las demostraciones de los teoremas anteriores estan basadas fuertemente en argu-
mentos e ideas de indole geométrica. Si embargo, para los casos extremales de es-
ta cadena de dimensiones, es decir, para '™ y 'V (dimensién minimal y maxi-
mal respectivamente), podemos ofrecer una demostracion de la desigualdad estricta
dimpp(T') <dimpp(T'Y), de manera independiente, puesto que tenemos ecuaciones
para ambas dimensiones.
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Lema 4.2.4  dy, = dimpp(I') satisface la ecuacion

N
Zai ait=1. (4.5)
i=1

Demostracion: En efecto, sabemos por (4.1) que

) (52

dmin:1+ — = 1 5

luego,

i=1

N N

por lo tanto,

QED.
Proposicion 4.2.5 ' y ' como antes, entonces vale
dimMF(Fal) < dimH(F“N) .

Demostracion: En efecto, por el Teorema 4.2.2 sabemos que dim g (I ) =dimg (F).
También sabemos, por (2.13), que la dimensién de Hausdorff de F' es el valor dy =
dimpy (F') que satisface la ecuacién

Consideremos ahora las siguientes funciones:

N N
o= (Swa) 1 v = () 1
i=1 ‘
Por el lema anterior, tenemos que:

fldmin) =0 vy g(dy)=0.

Ademsds, como a;<1,i=1,..., N, f y g son funciones decrecientes.
Suponemos, sin pérdida de generalidad, todos los a; distintos entre si. Comparando los
términos de ambas expresiones, tenemos que, salvo para el primero (igual en ambas),

T

ait <ait, para x>1,i#1
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o0 sea a,
—aj < ay ,
ai
luego,
f(z) < g(x) para z>1,

en particular,
fldr) < g(du) = f(dmin)

por lo tanto,
Amin < dpg .

QED.

4.2.5. Relacién con dimg;,

En la Seccién 2.1, vimos que el “método del compas”, consiste en recorrer una curva C'
con pasos iguales de tamano € > 0. Es decir, para cada € construimos una poligonal p.,
con vértices en C'y segmentos de longitud e. Recordemos que M. (C') era el maximo
nimero de puntos g, x1,..., T, en C' (en ese orden), tal que |z, —xx_1| = € para
k=1,2,...,m. Si £ es la longitud de p., entonces (. = e (M.(C)—1) =~e M. (C).
Luego, por (2.11), tenemos que

dimg;, (C) = lim (4.6)

Ahora bien, para una curva F' € Fpy, y su correspondiente I'*™V € F)y,;r, sabemos que
dlmdw(F) = dlmH(F) = dimMF(FaN) .

En lugar de considerar las p., construidas “a partir” de F', consideremos ahora la
sucesiéon de poligonales {py}i1 responsables de la construccién de la curva limite F'
(es decir, F' se obtiene “a partir” de las pi). Apliquemos el método del compds a
cada pg, tomando segmentos de longitud e, = a}, en cada paso k (g5 \, 0, cuando
k — oo, pues a; < 1). Recordemos que la longitud de cada pj, es £¥ donde {= 21111 a;.
Como a; es el mas chico de los factores de contraccién, entonces podemos aproximar
la cantidad de segmentos de esa longitud que “caben” en p;, como M., (px) ~ (¥ /ak,
Asi, reemplazando en (4.6), se tiene que

gk
log [ —

. log M, (px) 8 (a’f) log ¢
lim —————= = hmik = 1_|_71 —
ex—0  —logey k—oo — log af log —

ai
N
log (Z ai)
S = A
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luego, en virtud de (4.1), nos queda

log M,
tim 08 Mee PR o ey
e—0 —logeg
4.3. Conclusiones
En este capitulo hemos asociado N curvas I'**,... I'*N pertenecientes a la familia

Fur (longitud infinita, no acotadas, localmente rectificables) de dimension topolégica
y fractal igual a 1, y dimensiones fraccionarias de Mendes France, 1 <dimy, p(I'*) <n,
a una unica curva fractal F' perteneciente a Fp (longitud infinita, acotadas, autose-
mejantes, etc.), de dimensién de Hausdorff 1 < dimg (F') < n, mediante un proceso
geométrico, que consiste en expandir la curva generatriz p; (primer prefractal) de F
y los sucesivos prefractales, por las sucesivas potencias de un factor de expansion,
el cual se puede elegir entre cualquiera de los inversos de las N razones de contrac-
cion, a1 < --- < ay < 1, de las similaridades que contruyen a F'. Este proceso que
“emparenta” a las curvas de ambas familias, nos permite establecer relaciones entre
las correspondientes dimensiones. La dimg, como toda dimensién fractal, cuantifica
un fenémeno de escalamiento de tipo “zoom in”; en cambio, la dimensién de Mendes
France cuantifica “zooming out” el escalamiento de una longitud respecto de su capsu-
la convexa. Si el factor de expansién es chico (1/ay), la curva se “arruga” al mismo
tiempo que crece su longitud, de manera que en el infinito, la curva expandida I'*¥
se “ve” tal como el fractal F' se ve, digamos, dentro de la n—bola unitaria, y lo que
resulta es que sus dimensiones coinciden, es decir, dimgy (F') =dimyp(IV). Si el fac-
tor de expansién es el mayor posible (1/a;), la curva se “desarruga” (o no se arruga
tanto) al mismo tiempo que crece su longitud. Es el caso que llamamos resoluble,
porque se puede despejar una expresion explicita para su dimensién. Esto no impli-
ca, de ninguna manera, que la curva pase a tener dimension 1; pero si disminuye
respecto del caso anterior. Tenemos asi, que dimpp(I'*) <dimy(F). Esta dimensién
minimal también esté relacionada con el proceso de escalamiento de las longitudes de
los prefractales de F'. El valor dimy,p(I"*), coincide con lo que podriamos llamar la
dimensién compés (‘divider’) del proceso de iteracién que construye a F' (més que con
la dimensién compés de F' que es igual a la de Hausdorff). Si el factor es intermedio
(1/a;), habra un compromiso entre el grado de arrugamiento y de estiramiento, segin
a; esté mas cerca de a; 6 de ay, y el resultado es que esta dimension es interme-
dia, dimpp(I') < dimpp(I'%) < dimy p(I'*Y). Queda asi, asociado a F' un espectro
discreto, no trivial, de dimensiones nuevas, el cual se demostrara que puede hacerse
cotinuo en el rango [dimy ('), dimy, (I'*Y)] en el capitulo siguiente.
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4.A. Demostracion del Teorema 4.2.3

Para la demostracion necesitaremos algunos resultados técnicos, que enunciaremos
como lemas.

Lema 4.A.1 Para keN, k=22 y0 <z <1, vale

[k/2]
k ; 1 E
;(Z)x 25(14-:1:) ,

donde [k/2] es la parte entera de k/2.
Demostracién: En efecto, para 0 < ¢ < [k/2]

luego

i=[k/2]+1

y, por lo tanto
[k/2] "N LA i
2 ' > = 1) .
2 ()22 ()=t

QED.

Consideremos un paso k en la contruccion de la curva limite I'*. Tenemos una poligo-

ar+ - +ay)t
(@ n) . Tiene N* segmentos

nal p}’, cuyo didmetro es 1/a¥, y su longitud,

a:
(]
cuyas longitudes son de la forma
ky ko ki kn
é_a1a2...ail...aN
— - ’
B a;
N L . .
donde ijl k;j = k. Para una configuracion (ki, ks, ..., ky) fija, se tiene, entonces,

que la cantidad total de segmentos de esta longitud, es exactamente el coeficiente
multinomial

k k—k k—ky—-—kn_
O(k;kl,k%...,m):(k)( . 1)( ' ; Nl)-
1 2 N

Supongamos ahora, sin pérdida de generalidad, que a; < as, y consideremos ahora,
aquellas configuraciones (o segmentos) tales que la cantidad de aj, que hay en el
numerador es menor o igual a k/2 (0 < k; <k/2), y el resto hasta completar k, por
combinaciones de los demas a; (k/2<ko+- - - +ky < k). Queremos calcular la cantidad
de tales segmentos.
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Lema 4.A.2  Si j; €[0,k/2], entonces, la cantidad de segmentos cuyas longitudes
tienen en el numerador A una configuracion con la descripcion anterior, es mayor o

igual que la mitad de la cantidad total de segmentos, es decir, =N*.

Demostracion: En efecto, fijemos todos los indices k;, excepto jy—1 que lo hacemos

variar entre 0 y k—Fk;— --- —ky_o, vy contemos el correspondiente nimero de tales
segmentos

k—ki—-—kn_2

S ()R

S~ k1 ko JN-1

() T -
k1 ko JN-2 JN-1

JnN-1=0

_ (k) (k—kl)m(k—kl—~-~—k1\z_3) b=k~
k1 ko IN=2 .

Ahora, fijemos todos los k;, excepto jy_2 que lo hacemos variar entre 0 y k—k;—--- —
kn_3, y contemos el correspondiente nimero de segmentos

k—ki—-—kn_3

Z (k) (k—kl) o (k_kl — '_kN—3) 2k‘—k‘1—"'—k‘N_2 —
kl kg jN—2

JN—2=0

ki — ek
_ Qk_kl_"'_kN—S(: ) o (k_kl—.' . '_kN—4) Z N-3 (k—kl_.' . ‘_kN—g) gz —
1

IN=-3 P IN=2

h—koy ——kin
na(F) (BB (1Y
ky JN-3 2

Procedemos de esta manera con todos los deméds k;, hasta que sélo queda fijar k; y
variar ko desde 0 hasta k—ki, queda

Finalmente, haciendo variar j; entre 0 y k/2 obtenemos el nimero de segmentos
buscado, y por el Lema 4.A.1, tenemos

k/2 k k/2 k 1 Ky
N-1Fh — (N=1)F — ) >
> () = oot (1) (5)
k1=0 k1=0
1 1 \"*
> (N-DFZ(1+—) =
-5 (14 )
NG
> .

QED.
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Observacién

En el caso general de haber j (j # N) contractores iguales a aq, es decir, a; = ay =
---=a;<aj41, se puede hacer un razonamiento analogo, y demostrar que el resultado
del Lema 4.A.2, cambia el factor 1/2 por 1/27. Es decir, la cantidad de segmentos con
una configuracién tal que, 0 < ky+ko+ - - - +k; <k/2, es mayor o igual que 1/2jN’“.

Ahora podemos demostrar el teorema.

Demostracion del Teorema 4.2.3

Sea i, 2 <1< N, a; <ay <a;, p;' la k—ésima poligonal correspondiente a I'*. Para
un meN, m <k, pi es la poligonal del paso m. Luego, ésta tiene N™ segmentos, y
didmetro igual a 1/a". Sea p%, una poligonal semejante a p%, pero ampliada por un
factor igual a 1/af~™. Ahora, el didmetro de p% es igual al de p{*, es decir, 1/aF, y
las longitudes de sus segmentos son de la forma

(1)k—m allﬂa/;z coghiL. aTN’l—(j1+"'+jN—1)

_ (]

a™m

a; i

Sea m (més adelante exhibimos el valor explicito de m), tal que cualquier segmento
de longitud

e, nom m m
(3) "ol o @)
a; aj a;
es decir, j1=7J2=m/2y j3=---=jny=0) es comparable con la unidad. Esto implica
J1=J yJ

que los segmentos cuyas longitudes tienen una configuracién donde j; <m/2 y el resto
de los k; arbitrarios (sumando m) son més largos o iguales que la unidad.

Ahora, por el Lema 4.A.2; el nimero total de estos segmentos es mayor o igual que

— N™. Por lo tanto, si £, es la longitud de p%, y 0., es la longitud de p%, se tiene

2 m
- 1\ NN Y le Y
y también ~
lpp < U .

Por lo tanto, tomando =1, es cierto que

p (o (1)) < p" (' (1)) - (4.9)

Pero como la mitad o més de los segmentos es mayor o igual que la unidad, se sigue
que

1
ex ST < (@a(1) (4.10)

donde ¢ es el volumen de la bola unitaria n— 1-dimensional. Entonces, por (4.8) y
(4.9)

N
¢ e 4y n(. ai
§T<M (p%') -

(2
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Por lo tanto

2 aF ><logM”(PZ’(1)). (4.11)

1 k ~ 1 k
log (—) log (—)
a; a;

Pasemos ahora a calcular explicitamente el m requerido para que se cumpla la de-
sigualdad (4.11), esto decir

m m
af af
N 1.
a;
Esto es
m(l'HOgalaQ) k
m m m 2 k
5 3 ?(l—l—logalag) a4
1 ~ a; g 4y _
ak ak ak ’

=

i i
lo que implica
m (1+logg, az2)

equivalentemente
T (1 + IOga1a2) -~ 1
2 k - logg, a1’
mo 2 B 2
ko~ logg,a1 (1+1logg as)  logg.ar +logg,arlogy as
m 2
—~ . 4.12
ko loggaiasz) (4.12)
Volviendo a la desigualdad (4.11), tenemos que
log(c/2) +m log(Zj‘V:1 aj) + k log(1/a;) _ log 4" (pi,(1))
k log(1/a;) = klog(1/a)
Reemplazando m/k por (4.12), obtenemos
N ,
oste/) 2 SR esreia)
klog(1/a;)  logg(aiaz) log(1/ay) = klog(1/ay) '

y tomando limite cuando k— oo, se tiene

log <25V:1 aj) '
————— + 1 < dimpyp(T") .

log(1/+/@as)

Finalmente, como a1 < as, entonces 1/a; >1/\/ajaz, luego

log <25V:1 aj) . log <25V:1 aj)
-~ 7 + -~ 7

M egan) S T leg(1 A |
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por lo tanto, recordando (4.1)
dimMF(Fal) < dlmMF(F“’) .

QED.

Observacién

En el caso general de haber j (j # N) contractores iguales a aq, es decir, a; = ay =
---=a;<aj1, se puede hacer un razonamiento andlogo, cambiando en (4.7), ag por

1- 1 -
aj+1; en (4.10), ifm por gfm; en (4.12), logg (a1as) por logg(a1a;i1); y en (4.13)

log(c/2) por log(c/27), sin alterar la afirmacién que establece el teorema.



Capitulo 5

Relacién con Espectros
Multifractales

...Nature exhibits not simply a higher degree
but an altogether different level of complexi-
ty. The number of distinct scales of length of
natural patterns is for all practical purposes
infinite.

Benoit B. Mandelbrot.*

5.1. Continuizacion del espectro de dimensiones
de Mendes France

Para explicar el proceso de continuizacién del espectro de Mendes France vamos a
considerar, en primer término, un ejemplo sencillo. El mas sencillo es considerar que
tenemos una curva F'€ F);r construida a partir de similaridades de sélo dos razones
de contraccién distintos: 0<b<a<1. O, lo que es lo mismo, la generatriz p;, tiene N
segmentos cuyas longitudes valen sélo a 6 b. Invirtiendo estas razones de contraccion,
el espectro “discreto” de Mendes France correspondiente, ha de tener solamente dos
dimensiones, {dimy; (), dimy (%)}, con dimpr(T°) < dimpr(T'?). La curva T es
la resoluble, la que no se “arruga”’, en cambio, ['* es la que se “arruga completamente
como el fractal F”.

Hasta ahora, los procesos expansivos se obtenian eligiendo uno de los contractores, y
ampliando en todas las iteraciones por su inverso. Puestos a jugar con la geometria,
nada nos impide preguntarnos si se puede, y en ese caso, qué sucederia, si alternamos
la eleccion del factor de expansién, en cada iteracion. Por ejemplo, expandir en las
iteraciones pares por 1/b y en las impares por 1/a; o, expandir dos veces consecutivas
por 1/b, y luego tres veces consecutivas por 1/a, etc.

Para ilustrar este caso sencillo, tomemos una generatriz p; del fractal F', como indica
la Figura 5.1.

*[Man 82]
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0 1 F
Figura 5.1: Generatriz py con b=1/4, a=1/2 y la curva fractal resultante F'.

La primera vez ampliamos por 1/b =4, tomando como origen el extremo izquierdo
de py. La poligonal p)| es semejante a py, pero 4 veces mas grande. Esto equivale a
tomar el segmento [0, 1], estirarlo a [0,4] y agregarle el “sombrero” (cuadrado en este
dibujo) de forma proporcional.

La segunda vez ampliamos por 1/a = 2, de la siguiente manera: tomamos pj, la
ampliamos por dos, eligiendo como origen el extremo derecho, y le anadimos los
cuadrados o sombreros de manera proporcional. Asi obtenemos p,, como indica la
Figura 5.2.

La poligonal pj se obtiene a partir de p,, ampliando por 1/b =4 desde el extremo
izquierdo, y “sombrereando” de manera proporcional. Asi siguiendo, la poligonal pj_
serd la ampliacion de pj, por 4, desde el extremo izquierdo, si k es par; o por 2, desde el
extremo derecho, si k es impar. Observar que en el proceso de expansion asi descripto,
cada poligonal pj_, hereda a la poligonal pj, lo que garantiza la existencia de una
curva limite I'.

Luego de k expansiones, tendremos el mismo nimero de segmentos y de sombreros
que si hubiéramos expandido siempre por 1/b comenzando por la izquierda, o siempre
por 1/a comenzando por la derecha como origen. Si lo hubiéramos hecho siempre con
1/b, k veces, el didmetro de p’z, Ab serfa (1/b)* = 4*; si hubiera sido con 1/a, A¢
serfa (1/a)f =2*. Las poligonales p', y p/y serfan iguales en forma pero en diferente
escala, es decir, semejantes. Los sombreros y los segmentos guardarian las mismas
proporciones.

Si al cabo de k iteraciones, expandimos la mitad de veces (k/2) por 1/b, y la otra
mitad por 1/a, no importando el orden, tenemos que pj, tiene la misma cantidad

a

de segmentos y sombreros que p’ Z y Py es decir pp, p’ Z y P’} son semejantes entre si,
pero el didmetro de pj., Ay, es ahora

(1/a)% = 4825 = ((1/0)} (1/a)}) " = (/Tab)" |

un valor intermedio entre (1/b)* y (1/a)*. Lo notable o interesante, es que este proceso
resulta igual que si hubiéramos tomado como factor de expansién a 14/ab desde el
comienzo, salvo que esto no lo habriamos podido hacer, geométricamente, puesto
que no hay ningtin segmento de p; de longitud v/ab (o razén de contraccién igual a
Vab < 1). Esta curva limite, que existe y llamaremos F\/E, es “mitad arrugada” y

k
2

A = (1/b)
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1) 2)

0 4 0 4 8
3)

0 8 32
4)

0 32 64

Figura 5.2: Poligonales p', p,, ps y p)y del proceso de expansion correspondiente a la
Figura 5.1. Cada poligonal nueva (rojo) hereda a la anterior (negro) (3) y 4) fuera
de escala).

“mitad planchada”, y por lo tanto tiene una dimensién intermedia, a saber
dlmMF(Fb) g dlmMF (F\/E) g dlmMp(F“) .

Lo mismo sucederia, por ejemplo, si amplidramos un tercio de las veces por 1/b y dos
tercios por 1/a. En ese caso, para k suficientemente grande, Ay~ (1/())%"3(1/@%’€ =

(3/1/a2b) " v el “factor de expansién” serfa ¢! = 1/v/a2b.

Una observacion en la construccién geométrica, es que el hecho de tomar el origen
a la izquierda, en el ejemplo que ilustra la Figura 5.2, cuando se amplia por 1/b,
es arbitrario. Se podria haber tomado cualquier vértice de cualquier segmento que
tuviese longitud b, lo inico que importa es que al ampliar, la poligonal p) se “encastre”
como un trozo de la poligonal pj_ ,, para garantizar la herencia.

Generalizando lo anterior, para el caso de dos contractores b y a, si llamamos p»®:=p;
a la generatriz del fractal F' (p>® tiene s6lo segmentos de longitud b 6 a), se tiene que
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Proposicién 5.1.1  Para todo c€R, b<c<a, existe (salvo traslacion) una unica
curva limite I'° € Fyrp construida (no de manera inica) a partir de p>e. Ademds vale
que

dlmMF(Fb) g dlmMF (FC) g dlmMF(Fa) .

Demostracion:  Sea ¢, b<c<a. Como g(x)= a(— es una funcion estrictamente
a

decreciente, con ¢g(0)=a y g(1) =b; entonces existe un tnico 0 <A< 1 tal que g(A) =c.
Es decir A= A(c) satisface la ecuacién

Var=c.

. , , Tk
Sea {7y }r>1 una sucesién de nimeros naturales, con 0<r, < k , tal que khrf T =\
—T 00

(por ejemplo, 7, =[A-k]). Luego, establezcamos un proceso de expansién tal que, en
el paso k, se haya aplicado ry veces el factor 1/b y k—ry veces el factor 1/a. Es claro
que no hay una unica manera de hacer esto. El didmetro en cada paso sera

N ER B RN NF
Ak: - — ~ — — = — s
b a b a c

(donde oy, ~ By quiere decir ay,/B; — 1). Si llamamos pf§, a la poligonal correspondi-
ente al proceso de expansion del paso k, entonces py,; hereda a pf de manera natural,
por la misma construccién, ya que habremos ampliado por 1/b 6 1/a (como vimos en
el ejemplo), lo que garantiza la existencia de la curva limite I'°.

QED.

Para el caso general con N contractores 0 <a; <---<ay <1, vale todo lo descripto
anteriormente tomando a; y a;+1 en vez de b y a. Luego, si p* N es la generatriz
del fractal F', se tiene

Corolario 5.1.2  Para todo ¢; €R, a;<c;<a;y1, eviste una curva limite I' € Fyp
construida a partir de p*>*N . Ademads vale que

dimpp(0*) < dimpp (09) < dimpp (D)

De esta manera, queda continuizado cada tramo [dimpsp(I'*), dimyp(I*+1)] del
espectro discreto {dimpp(I'*), ..., dimyp(I*Y)}. Luego, se tiene

Corolario 5.1.3  Para todo ce R, a1 <c<ay, existe una curva limite I' € Fyp
construida a partir de p* N, Ademads vale que

dimMF(Fal) g dlmMF (FC) g dimMF(F”N) .

La notable consecuencia de este corolario, es que no se necesitan los contractores
intermedios, ya que con a; y ay alcanza para continuizar todo el espectro. Es mas,
de la Proposicién (5.1.1) y el Corolario (5.1.3), se tiene
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Corolario 5.1.4  Para cada a;, © # 1, N, existe un ¢, a1 < ¢ < ay, Yy una cur-

va I'¢, limite de un proceso de expansion que combina sdlo a 1/a; y 1/an, tal que
dlmMF(F“Z):dlmMF(FC)

Demostracion: Es analoga a la demostracién de la Proposicién (5.1.1). Haciendo
b=a1 y a=ay, se sigue tomando c=a;.
QED.

5.2. Multifractalidad

Las dimensiones fractales introducidas hasta el momento, son caracteristicas muy
apropiadas de los conjuntos como tales. Sin embargo, a veces sucede que el objeto de
interés no es un conjunto en si, sino una medida concentrada en él, sea éste fractal o
no. Por ejemplo, en el estudio de sistemas dindmicos, uno esta usualmente interesado
en la estructura y propiedades de la medida invariante soportada por el conjunto
atractor de ese sistema. Ninguna de aquellas dimensiones fractales tiene en cuenta los
pesos que podria inducir una medida sobre las distintas partes de un conjunto.

Con el objeto de mejorar esto, han sido propuestos dos enfoques. Uno es a través de
las dimensiones de Rényi, las cuales resultan ser una generalizacion de la dimension de
caja. Se conocen desde fines de la década del ’50, fueron definidas por Rényi ([Ren 59))
como una generalizacion natural de la dimension de entropia, pero obtuvieron amplio
reconocimiento a partir de las publicaciones de Grassberger, Hentschel y Procaccia
[Gra 83|, [HPr 83] que, en el contexto de sistemas dindmicos, las estudiaron para
diferentes atractores extranos.

Otro enfoque, que surgié de manera independiente, es descomponer el soporte, F,
de una medida, en una familia de subconjuntos F, que tengan el mismo escalamien-
to local y examinar sus dimensiones, lo que nos conduce al llamado espectro f(a).
Este parametro espectral fue propuesto por los fisicos para estudiar varios mode-
los multifractales que surgen de fenémenos naturales (como turbulencia, procesos de
agrupamiento en cimulos, de percolacién, etc.), sugiriendo que debia ser una magni-
tud caracteristica. Para determinar f(«), Hentschel y Procaccia [HPr 83], y Halsey
et. al [HJK 86], entre otros, lo relacionaron, en forma heuristica, con una funcién 7(q)
que mide el escalamiento de una suma de momentos de la medida p. En el trabajo de
Halsey et al. [HJK 86], se elaboré una formulacién general de los diferentes escenarios
de la teoria multifractal con fuertes paralelismos a la teoria de mecéanica estadisti-
ca. Aquella relacién es llamada en la literatura formalismo multifractal, o también
formalismo termodindmico por su analogia con los principios variacionales en ter-
modinamica. Es una cuestiéon matematica bésica, entonces, el poder dar condiciones
apropiadas y justificaciones para este principio y asi revelar propiedades estructurales
de los sistemas dinamicos subyacentes. En algunos casos, el formalismo ha sido ver-
ificado rigurosamente, y un avance substancial se ha logrado en lo que concierne
a medidas multifractales definidas mediante varias formas de autosemejanza. Hasta
ahora, se conoce una teoria bastante completa en el caso en que los sistemas de fun-
ciones iteradas (IFS) consisten en similaridades que satisfacen ciertas condiciones de
separacién como, por ejemplo, el criterio de abierto (OSC). En esta situacién, asi co-
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mo en el caso de medidas invariantes de sistemas dinamicos hiperbdlicos, se tiene que
los dos espectros, el de Rényi, Dy, v el f(a) estan conectados, con lo que la teoria
cobra, particularmente, una bella estructura mediante la aplicacién del formalismo
multifractal.

5.2.1. Consideraciones previas/resultados basicos

El analisis multifractal apunta a cuantificar la estructura de las singularidades de las
medidas, y proveer un modelo para los fenémenos que poseen un rango de diferentes
potencias de escalamiento de esas medidas. Existen muchas dificultades técnicas, tanto
al tratar las propiedades matematicas, como al calcular espectros multifractales en
casos especificos. Por ejemplo, no siempre resulta claro si es mas apropiado trabajar
con dimensiones locales inferiores o superiores; o cual dimensién fractal se deberia
usar para definir el espectro f(«). Existen problemas de tipo numérico al querer
estimar valores de p(A)?, para ¢ negativos y u(A) pequenos. Se debe tener cuidado,
también, al relacionar el comportamiento de la medida sobre bolas u(B.(z)), en el
limite cuando € — 0, y sus valores a escalas pequenas pero finitas; y esto nos lleva a
la teoria de los espectros multifractales ‘fine’ y ‘coarse’.

Concentracién y ‘coarse spectrum’

Como ya hemos visto, en la nocion de dimension de caja de un conjunto £ que soporta
una medida g, la idea es cubrir E con una coleccién {B;(¢)} de cajas de tamano
e, y evaluar el nimero N(g) de cajas necesarias para cubrir a E; se determinaba
D = dimy,,.(F) mediante la relacién de escala N(¢) ~ e~ P pero este conteo no tiene
en cuenta la medida de cada una de esas cajas, por lo tanto D no es suficiente para
dar una descripcion cuantitativa de la medida soportada por E. Para eso, se debe dar
un “peso” a la medida contenida en cada caja.

Para cada caja B;(g) del cubrimiento, se define el cociente

o — LoguUBi(¢))
loge

Y

llamado ezponente de Hélder “grueso” (‘coarse—grained’ Hélder exponent) o concen-
tracion.

Por ejemplo, para una gran clase de medidas autosemejantes se sabe que « varia en un
rango [Gmin, Mmax), €ON 0 < Qyin < Qmax < +00; pero algunos fendmenos multifractales
como la turbulencia o el agrupamiento de particulas en cimulos (‘clusters’), a veces
requieren que Gumin =0y omax =00 ([Fal 97|, [PC 01]).

Este indice sirve para “etiquetar” las cajas del cubrimiento del conjunto que soporta la
medida, permitiendo un conteo separado para cada valor de a. Luego, si consideramos,

para 6 >0
log pu(B;(€))
loge

No(a) = #{Bj<a>: e [a—(s,aw]} |
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se define 5
log N?(«
fo(a) = lim lim log N-{a)
6—0e—0 —loge
siempre que los limites existan (si no, se consideran f. y f . espectro superior e
inferior, considerando liminf. o y limsup,_,,, respectivamente). fo(a) se conoce co-
mo espectro multifractal “grueso” de u (‘coarse multifractal spectrum’). La definicién
significa que, el nimero de cajas correspondientes a una concentracion «, escala,
aproximadamente, como N.(«) ~ e=1e(®)aunque hay que sefialar que este indice
fo(a) no es, necesariamente, una dimension fractal.

Una herramienta que ha resultado muy 1til, tanto teérica como numéricamente, para
calcular o estimar el espectro f(a) es la llamada transformada de Legendre. Los espec-
tros multifractales estan relacionados mediante esta transformada, con cierta suma
de momentos de la medida.

Sea 1 una medida de probabilidad Boreleana, de soporte compacto en R". Para g€ R
ye>0
Se(a)= Y wB), (5.1)
w(B)#0
donde la suma se toma sobre una particiéon de R™ de cubos B de lado ¢ para los cuales
wu(B)>0. Para identificar como escala esta magnitud, se define

5.2
=0 loge (5:2)

asumiendo que el limite existe. 7,(¢) se llama el Li—espetro de fu.

Asumiendo que fe(«) existe, de lo dicho anteriormente, se puede hacer una estimacién
de S.(q), como ([Fal 90])

+oo +o00
S~ [N da= [ e da,

Para e pequeno (|log | muy grande), podemos considerar que la contribucién principal
o dominante a esta integral, proviene del valor de « para el cual ga— f(«) es menor.
Por lo tanto se espera que

Y

es decir,

7(¢) = _inf {ga— f(a)}. (5.3)

0<a<+oo

Se pueden establecer més relaciones ([Fal 90]), pero asumiendo otras hipdtesis para
la funcién fe(«), como ser diferenciable donde f(«) >0 y estrictamente convexa, es
decir, f'(a) estrictamente decreciente con «. Asi, suponiendo que, para cada g, el
infimo en (5.3) se alcanza en a=a(q) >0, se tiene

L {go— fa)} =0
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o sea af
= - . 5.4
1= ate) (5.4
Asi, a(q) es el valor de a para el cual el gréfico de f tiene pendiente ¢. De (5.3)
7(q) = qalq) — f(alq)) (5.5)
y si a(q) es diferenciable como funcién de g
dr N da df da
— =a+q—— ——.
dq 1 dg dadg
Poniendo av=a(q), se tiene usando (5.4)
dr
—(q) = . 5.6
i (q) = alq) (5.6)

Las ecuaciones (5.5) y (5.6) son, esencialmente, un par de transformadas de Legendre,
las cuales relacionan las variables g y 7 con las variables oy f, y permiten representar
a f(«) en funcién de « via el pardmetro g.

Algunos de los valores de ¢ son destacados:

1. para ¢=0, S.(0)= N.(sop(p)), luego 7(0) = dimp,, (sop(r)) = f(«(0)) en virtud
de (5.5). Por (5.4), f'(«(0))=0, luego a(0) corresponde al maximo de f(«).

2. para ¢ =1, S-(1) =1 por (5.1), luego 7(1) = 0 por (5.2), entonces resulta
fla())=a(l) y f/(a(1))=1por (5.5) y (5.4).

3. para q=400Yy ¢=—00, Qmin =My 100 @(q), ¥ Qmax:=1m, 1 a(q), de (5.4)
se tiene que

f'(Qmin) = %

Observacidon: En la literatura matemética ([Fal 97], [CM 92], [Ols 95], [Rie 95]),
la relacién entre el espectro multifractal y la suma de momentos de la medida, se
establece mediante lo que definen como la transformada de Legendre de una funcién
auxiliar “natural” 3 (que es ad hoc para cada medida pu).

Es decir, sea # : R — R una funcién convexa, se define la transformada de Legendre
de 3 a la funcion

(o) =400y flama) = Tla(-00)) = —oc

fola) = inf  {B(q) + aq} .

—oo<g<+00

Se puede ver que f : [Gmin, ¥max] — Ry que f es continua en «a, y de acuerdo a las
propiedades que tenga [, se pueden decucir otras propiedades de fr(«).

Tomando = —7, se puede establecer una relacién entre fo(a) y 7(gq), mediante
transformada de Legendre f; de 7
fule)=__inf  {qa—7(g)}, (5.7)

la relacién esta dada por la desigualdad fo(a) < fr(«), pero hay muchas medidas
i, como las autosemejantes, para las cuales se satisface la igualdad, fo(a) = fr(a)
([Fal 97)).
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Dy=f(a(0))
D= (ae(1))

_ Olmin o (1) a(0) Olmax o

+ oo — oo

Figura 5.3: Grdficos esquemdticos de T en funcion de q y de f en funcion de «, con
los valores significativos correspondientes.

Concentracién local y ‘fine spectrum’

La teoria multifractal también estudia las propiedades de escalamiento de una medida
de manera local. La idea es analizar una medida p descomponiendo su soporte E en
una familia de subconjuntos F,, cada uno formado por puntos que tengan la misma
“dimension local” «, y estimar el tamano o dimensiéon de estos conjuntos.

14

Para x € E se define el exponente de Hélder local o “fino” (‘fine Hélder exponent’), o
también exponente de singularidad, o indice de concentracion local, como

o(z) = lim 28 1(Bx(€))

=0  loge ’

donde B,(¢) es una bola de didmetro ¢, centrada en x. Cuando el limite no existe, se
puede decir que el exponente es indefinido, o ampliar el concepto definiendo @(z) y
a(z) mediante el limsup y el liminf, respectivamente (ver Definicién 2.2.3).
Para cada a>0 sea

E,={z€ E:ar)=a} . (5.8)

Es de interés, tanto la estructura de estos conjuntos, como el comportamiento de la
funcién fgim () :=dim(FE, ), para alguna dimensién adecuada (por ejemplo, fr(a)=
dimy (F,), para la dimensiéon de Hausdorff). Esta funcién fqim(a) se conoce como
espectro multifractal local o espectro “fino” de singularidad de la medida p (‘fine
multifractal spectrum”’).

Para dimy se tiene claramente que 0< fi () <dimg(sop(p)) para todo a>0, y por
la Proposicién 2.2.2(ii), vale que 0 < fu (o) <a.

En los iltimos anos se han propuesto muchos formalismos multifractales, algunos de
los cuales usan diferentes conceptos de dimensién, y se ha estudiado intensamente
la relacién entre los mismos, para distintas clases de medidas. Asi, bajo condiciones
bastante generales, vale que el espectro multifractal “grueso” es una cota superior
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para el “fino”, es decir, fy(«a)< fo(a). Sin embargo, para ciertas medidas, como las

autosemejantes, estd demostrado que, bajo ciertas condiciones, vale la igualdad, es
decir, fy(a)=fo(a) ([Fal 97], [EM 92], [Rie 95]).

De lo anterior, entoces, tenemos que si p es una medida autosemejante, todos los
espectros antes mencionados, coinciden, y por lo tanto, los llamaremos simplemente

f(«). Luego,
f@) := fula) = fole) = fu(@) -

5.2.2. Dimensiones de Rényi

Las dimensiones de Rényi estan fuertemente relacionadas con el espectro L4. To-
memos una particion de R™ en cajas B; de lado ¢, inducida por una e—grilla. Para
una medida de probabilidad p soportada en E CR" (sop(u) = E), sea p; = u(B;).
Para g e RU{—00, +o0}, se definen las dimensiones de Rényi, como

( 11 pl
lim 08 (2. 1) ; para g # 1,
e=0 g—1 loge
11 pl
lim lim 08 (2. P1) , para ¢ =1,
e—0g—1 g—1 loge
Dy(p) = (5.9)
1 - Di
e—0 log e
. log(inf; p;)
lim ———————= para ¢ =—0o0 ,

\ =0 loge
donde las sumas se toman sobre todas las cajas B; para las que p; #0.

Es fécil verificar que, para ¢ =0 se tiene la definicién (2.3), luego Dy es la dimension de
caja. También son de particular importancia Dy, llamada dimension de informacion
o dimension de la medida, por describir cémo la entropia S=— ). p;logp; crece con
el cambio de escala, y Dy o dimension de correlacion por ser mas facil de obtener a
partir de datos de mediciones, y usualmente usada como estimacion inferior de Dy,
va que Dy, <Dy, si ¢1=¢q2 ([Ott 93]).

Puede ocurrir que los limites en (5.9) no existan, porque dependen de la eleccién de
la e—particién. En ese caso, podemos refinar la definicion tomando infimos o supre-
mos (dependiendo de ¢) sobre todas las posibles e—particiones, lo que conduce a una
generalizacion de la dimensién de Hausdorff. Alternativamente, se pueden definir di-
mensiones superiores e inferiores de Rényi definidas, como es usual, tomando limites

superior e inferior
1 log (> . p!
D, = liminf 08 (2:.7%)

— =0 g—1 loge
_ 1 1 pl
c—0 q—1 loge

Y
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las cuales generalizan la dimension inferior y superior de caja.

Luego, mirando (5.2) se tiene que para ¢€R

Tu(q) = (¢—1) Dy , (5.10)

(algunos autores dan esta relacién como definicién del espectro L?). Podemos, en-
tonces, mediante (5.5), establecer una relacién entre el espectro de Rényi y el multi-

fractal fo(a)

—(40l0) = felala)

Observar que, para ¢=0, Dy = f(«(0)) =dimp,,(E), para ¢=1, Dy =a(1) = f(a(1)),
y para los extremos del rango de variacion ¢=+4o00 y ¢=—00,

D, =

Diowo=0a(+0) =0mn v  D_o=0a(—00) = amax (5.11)

ver Figura 5.3. La funcién D, es a veces continua, y aun diferenciable, pero no siempre.
Daremos tres breves ejemplos para ilustrar. El cambio respecto a ¢ de esta funcién,
es importante y se interpreta como una transisién de fase en muchos fenémenos, via
la analogia entre este formalismo multifractal con la termodindamica, donde ¢ es la
temperatura inversa de un sistema y 7(q)/q la energia libre. Asi, por (5.10) el estudio
de la variacion d7(q)/dgq se refleja en el comportamiento de dD,/dq.

Ejemplos:

1. Consideremos una medida uniforme sobre un cubo n dimensional de lado ¢
([0, €]™). Luego,
p(dz) =1/0"dx .

Por lo tanto, para una i—ésima caja de la e—grilla, tenemos que p; =" /£™, si
la caja es un subconjunto del cubo, y 0 si no (las contribuciones de las cajas
que intersecan las caras del cubo pueden ser despreciadas en el limite). De la
definicién (5.9) se tiene, reemplazando

a1 log[zi(é‘”/f”)q}.

D
-0 g—1 log e

g =1
3
Como necesitamos aproximadamente (¢/)™ cajas para cubrir al cubo,

1 log[(¢/e)" (e7/e")"]

D, = lim —
e—0 g—1 log e
. 1 log[(¢/e)a=D] B
= 1m =n,

e—0 g—1 log e

y lo mismo para ¢=1, +00, —00. Luego D,=n y por lo tanto diferenciable para
todo q.
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2. Consideremos en el [0,1], el paradigmatico sistema dindmico unidimensional
dado por f(z)=4x(1—z), conocido como el mapa logistico
T = dap(1 —ap)
cuya medida invariante tiene como densidad a la funcién ([Ott 93], [PJS 92])
(@)= ——
o(r) = ——— .
T/ x(l—x)

Dividiendo a [0, 1] en 2N cajas de longitud e =1/2N, la probabilidad de que el
sistema se encuentre en la i—ésima caja es

pz:/ o(x) dz | i=1,.
(i-1)e

_..2N.
Para 0 <x <1/2, se tiene

1 1
g g \/5— )
T o/ r(1—x) @
por lo tanto

%\/E(\/%—\/i—mg

Como

pi < \/5%\/5(\/5—\/2'——1).
2\[ <Vi—Vi-1<
entonces

L
e <n <22 Vi

Como la densidad es simétrica con respecto a x=1/2, tenemos

N N 1/(2)
Spl o~ S e/iy / (/i)"di
i=1 i 1

Por lo tanto

siq > 2.
2(q—1)

En este caso puede verse que D, es continua pero no es diferenciable en g =2
Este comportamiento es andlogo a una transisién de fase
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3. Sea una medida normalizada en [0, 1], cuya densidad es

o) =+ (1 -p)o(x),

donde g € (0,1) es un pardmetro, y 0 es la funcién de Dirac. Dividimos el
intervalo en N cajas de longitud 1/N. Luego,

p= B/N+1-5,

pi= [/N, para i > 1.
Es muy facil ver que
1 q<1l1,
Dq: B q:17
0 qg>1.

Luego, en este caso el espectro de Rényi no sélo no es diferenciable, sino que
tampoco es continuo.

5.2.3. Analisis multifractal de medidas autosemejantes

El concepto de autosemejanza puede extenderse, afortunadamente, de conjuntos a
medidas. La idea es construir una medida mediante un proceso recursivo por el cual
su soporte se divide en componentes mas pequenas, y al mismo tiempo se reparte
esa medida en cada componente. Por ejemplo, si consideramos un conjunto £ y una
masa unitaria en él, lo fraccionamos en N copias mas pequenas F1,..., Ey y a cada
E; le asignamos una masa p;, ¢ = 1,..., N, donde sz\il p; = 1. Luego, de manera
autosemejante, continuamos la subdivisiéon en cada E;, de manera que la copia Ej
dentro de E; tiene masa p;p;, etc.

Sea {S1,...,Sn} un IFS en R” de razones de contraccién a; € (0,1), que satisface el
criterio de abierto (OSC). Hemos visto que existe un tnico conjunto F' € R, no vacio,
atractor, e invariante para el IFS.

Definicién 5.2.1  Una medida de soporte compacto p se llama medida autoseme-
jante (SSM) sii

)= pnl(S710))

donde p; >0, y satisfacen ZZ]\LI pi=1.

Hutchinson demostré [Hut 81] que tales medidas existen y son tnicas. En ese caso
vale que F'=soppu.

Las medidas autosemejantes (SSM) son, probablemente, las medidas més simples
con un espectro multifractal no trivial. Ademas, si se satisface el criterio de abierto
(OSC), se sabe que todas las definiciones razonables de espectros multifractales de
w coinciden ([Rie 95], [CM 92], [Ols 95|, [Fal 97]). En particular, todos los espectros
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igualan a la transformada de Legendre f1,(a) = inf, (qa — T(q)), y ademads, para ¢ >0,
7(q) verifica ([Lau 95])

N
> pla, 70 =1, (5.12)
i=1

llamada funcion de particion por la analogia formal con la funcién de particion en
mecénica estadistica. Se puede ver (mismas referencias) que, en el caso de las SSM,
f(«) es continuo y suave.

Un caso paradigmatico y que ha sido estudiado intensamente en la literatura, es cuan-
do los contractores (las particiones) son todos iguales. En este caso, el espectro mul-
tifractal f(«) se puede calcular explicitamente mediante férmulas exactas [EM 92].

Por otro lado, en mecénica estadistica, las particiones del conjunto siempre se con-
sideran iguales. El espectro L9, 7,(q) es interpretado entonces, como la energfa libre
del sistema fisico descripto por p como funcién de la temperatura inversa g (ver, por
ejemplo [Ott 93]).

Siguiendo un razonamiento similar al de Evertsz y Mandelbrot en [EM 92|, vamos a
extender los resultados al caso en que las contracciones son distintas (i.e., las parti-
ciones del conjunto tienen tamanos distintos) y calcular el espectro f(«), no en forma
explicita pero si en términos de las “frecuencias” con las que estan distribuidos los
pesos en cada una de las particiones.

Sea

entonces
diam(F;,
M(El ----- Zk) = Piyyeoir, = PirPis " Piy, -
Para un z € F, si llamamos Fj(x) al subconjunto de nivel k, F;
ese z, puede verse que [Fal 90|, para cualquier « vale

i 108 #(B5(2))
50 log ¢

----------

-----

i, que contiene a

1 F
=a siysélosi lim M:

Y

con lo que F, puede expresarse

Fa:{xeF: h’mM:a} .

Ahora bien,
i 08 p(E() o log(piy oo pi)
i log [Fe()] i log(ay -~ az,)
Como cada p;; es alguna de las probabilidades pi,...,py, entonces, en un paso k

importa contar cuéntas veces aparecen cada p; y cada a;. Sea r; esa cantidad (es la
misma para p; y a;), entonces

1 TN N o | TN
Piy = Dip, = P1 " PN y Qjy * 7+ Ay, = Aq° Ay
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. N
para ciertos rq, ..., 7y, tales que > ;" ; = k. Luego,

. log(pi, -+ pi,) .. rilogpi 4+ 7rnlogpy
hm —_— = hm .
k—oo log(ai, - -+ a;,)  k—oorilogar + -+ rylogan

Multiplicando y dividiendo por k, y llamando A\¥ = r;/k a la proporcién de p; y de a;
que hay en el paso k, tenemos que lo anterior es

. )\’flogzh 4+ 4 )\If\, log pn .
k—oo AMFlogay + -+ - + N logayn
Consideremos \; =limy_oo )\f como la “frecuencia” con que aparece el subindice 7 en
la “direccion” final iyi9---ip--- de x en F. Cuando el limite existe, se tiene que
_ Milogpr + -+ Anlog py
AMlogay + -+ Ayvlogay ’

(5.13)

donde SN N\ =1.

Con esta expresién se puede ver que « varia en un rango [Qmin, Omax] que se puede
calcular explicitamente.

Observacion 5.2.2  apin <@ < Qax, CON

log pi . logpi
y Omax = IMAX .
1<i<N log a;

Qmin = mfn
1<i<N log a;

Demostracion: En efecto, usando multiplicadores de Lagrange, se deriva facilmente
que los puntos criticos de la funcién

_ AMlogpr + -+ Ay logpy

~ Mloga + -+ Aylogay

a(Ar, -, An)

sujeta a la condicion ZZ]\LI Ai=1,s0on (A1,...,An)=(0,...,4,...,0),i=1... N, cuyos
log pi

valores de « son {l .
08ai ) 1N

QED.

5.3. Obtencién del espectro multifractal en forma
paramétrica

Para x € F sea A(z) := (A1,...,An) = A el vector de frecuencias. El conjunto F,
correspondiente a (5.8), puede expresarse como

A logpy + -+ 4+ An log py
: =q, .
Mlogay + -4+ Ay logan

F, = {xEF/)\(x)
Si llamamos F\ = {x € F': A(x) =}, entonces

F.= |J A (5.14)
A /a(N)=a
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Caso N=2

Por ejemplo, es el caso de una medida binomial, con pesos p; y ps, v contracciones
a1y as. En este caso se tiene A\ + Ao=1, o bien A y 1—\. Es decir

_ Alogpr + (1) log po

~ AMogay + (1—=N)logasy

a=a())
quiere decir que cada valor de A entre 0 y 1 determina un unico valor de o. En este
caso, F,=F)\, y f(a)=dimg(F,)=dimg(F)).

Para cada k,

-----

decir,

NGE

k! ~ Ee ™ Vork para k— oo,

Por la féormula de Stirling

(donde ay,~ by, significa ay /b, — 1). Podemos aproximar

() =i~ e = ((70-D7)

pero A es la frecuencia de p’s, y 1— X la de (1—p)’s en el limite, entonces,

log NV, log A+ (1—=X)log(1—A
fla) = lim —28Nel@) _ Alogh + (1)) log(1=A)
k—oo —log(atas ") Aloga; + (1—X)log as

Y

con lo que f(a) = f(A). Asi, queda determinada una férmula explicita, que depende
de un parametro, A, para calcular el expectro.
Caso N >2

Ahora, para un mismo valor de «, existen infinitas N-uplas A = (A1,...,Ax) que
verifican a(\)=a (ver (5.13)).

Para cada k, la cantidad de Fj, ; con igual valor pi'---pi’ es el combinatorio
multinomial C'(k;ry,...,ry) que, como antes, podemos aproximar,

) () (D)
,...,TN _Tll"‘TN! T?.HTTNN_ L 2

Luego, para cada a(\),

_)\1 lOg)\l +"'+)\N10g)\]\[
 Mlogar + -+ Aylogay

fla(N)) (5.15)
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Como f(a(N))=dimg(F)), entoces por (5.14), f(a)=sup{f(a(N)) : a(N)=a}.
Luego, maximizamos la funcion
h(A) = f(a(N)) sujeta a  a(N) = ap . (5.16)
Utilizando multiplicadores de Lagrange, sea A €R, ay fijo, y la funcién auxiliar
g AN A) = h(N) = Afa(N) —ag] = (5.17)

Alog Ay 4+ -4+ Ay log A\ A A logpr +- -4+ Av logpny W
Mlogay +---+ Aylogay Mlogay +---+ Ay logay o -

(Una segunda condicién es >, \; = 1, pero para simplificar las ecuaciones, no la
agregaremos como restriccién, y la usaremos directamente).

Derivando g con respecto a cada \; e igualando a 0, se tiene, para cada i=1,..., N

logpi Y Ajloga;—loga;y _Ajlog pJ] ,

J J

0= (Z A logaj> (log\i +1 — Alogp;) — loga; (Z Ajlog A\ — AZ)\j lngj) ;
- : :

J J

0= (log \;+ 1)2)\jlog a;—log aiZ)\jlog Aj—A
reagrupando j

dividiendo por »_; A;log a;

OZIOg)\z‘—l-l—Alogpi—logai(Zj J 984 AZJ J gpj) .

> Ajloga; a > Ajloga
Derivando g con respecto a A e igualando a 0, se tiene obviamente, la restriccién
0=a(\) —a . (5.18)
Ahora, para A= ()1,..., \y) 6ptimo, reemplazando en (5.18) y en (5.15)
0=log )\ +1—Alogp; — logai<f(oz0) — Aao) i=1,...,N,

restando la ecuacién correspondiente a, por ejemplo, A\, y restandosela a la de un

i#1 -
0 = log (;—i) — Alog (jj—i) — log (Z—j) <f(a0) — Aao) ,

quitando logaritmos y despejando \;

N flg)—Aag N\ A
X:XGQ @Q, (5.19)
a1 Y41

usando que Y. \;=1 (segunda restriccién)

)\1 f(OéO)—AOéO A
1= flag—Aag A Zai pi
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despejando \;

f(Oéo) Aag A
A= f@o Af o
S
reemplazando en (5.19), tenemos para cada i=1,. .., N, la siguiente relacién implicita

entre \; 6ptimo, la concentracién «q y el espectro f(ay)

f (@p)—Aag pZA

Zaf(ao —Aag A'

Llamando Q=Q(A):= f(ap) —Aap, y tomando logaritmos

log X, = log (a? p}) —log (Z ai' p; ) :
J

i = (5.20)

llamando % :=)_ ; a? pj»‘ (que no depende de i), y multiplicando por \;

Ailog A = A log (aff plt) — Ailog(%k) |
sumando desde i=1,..., N, y luego dividiendo por ), i log a;

S dilogh Z i log a; A > Ailogp; _ log(%)

ZZX log a; Z i log a; > i log a; ZZX loga; '

es decir

log (%)

ag) = QA+ Aoy — ——=——— |
f(@o) 0 > Ailoga;

luego

log(¥) =0,

> apt Zaf(% Theoph 1, (5.21)
J

Ahora, reemplazando en (5.20), la relacién implicita para los ); se simplifica a

por lo tanto

A\ = a?pf = azf(ao) AaOpZA , (5.22)

y reemplazando esto en (5.18), la expresion (5.13) para la concentracién, puede es-

cribirse
Za? P log p; Zazf o =Aao )M o0,

S a®phloga; S ol N loga;

ap = a(\) = ag(A) = (5.23)
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Luego, para cada A € R, las ecuaciones (5.21) y (5.23) determinan un unico par
(a(A), f(a(A))). Por lo tanto, el espectro multifractal de la medida dada por (py,. . ., pn)
puede obtenerse, en el caso general, resolviendo numéricamente (por cualquier méto-
do standard) estas ecuaciones: dado A, se obtiene un tnico Q(A) de (5.21); con estos
valores, se determina a(A) de (5.23), y por tltimo, se obtiene f(a(A))=Q(A)+Aa(A),
es decir, f(a)=Q(A) 4+ Aa. Esto simplifica el problema, respecto de otros métodos
que obtienen el espectro f(«) por aproximacién, como el de los histogramas, o el de
‘coarse-grained’ (momentos) ([Fal 97], [EM 92]).

Por ser A el multiplicador de Lagrange, se tiene que

Vh(A) = AVa(N)
pero por definicién de h (5.16),
Vh(A) = f'(a0) Va(N) , (5.24)

luego

A= f/(Oéo) )
probado que Va())#0. Pero esto es cierto pues, derivando (5.13) y evaluando en A,
para cada i=1,..., N

da ) = log p; 3; Ajloga; —loga; Y-, Ajlogp;  logp; — loga,; ag
. o - 2 o N
OA; <Zj A; log aj) <Zj Ajlog aj)

Y

luego

_ log p;
Va(\) =0 <= o= oep
log a;

Vi=1,.,N,

pero si esto fuera cierto, entonces por (5.13), a(\) seria constante.

La prueba de que, efectivamente, A es un maximo de h(\) relativo a a(\) = ap, estd en
el Apéndice 5.A, al final de este capitulo.

Observar que las ecuaciones (5.4) y (5.5), identifican ahora a Q(A)=Q(f'(a))=(q)
como —7(q), vy que, entonces, (5.21) es la funcién de particién (5.12).

En los casos particulares en que las razones de contraccién son todas iguales (F' =
sop(u) estrictamente autosemejante), a; =---=ay =a; o que las probabilidades son
iguales, py = --- =py = 1/N, se puede despejar la frecuencia éptima en funcién de
los parametros frecuenciales A u €2, segun el caso, y si se pueden obtener férmulas

explicitas para (a(A), f(a(A))) 6 (a(2), f(a(2))).

Contractores iguales

En efecto, si los contractores son todos iguales, de la ecuacién (5.20), tenemos que

A
Ai =

>
j

i=1,....N,
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reemplazando en (5.23)

E T log s
Z v} p} logp;
a=alA) = = E

/ i1 ’
Z P _ loga : >_;pj loga

y reemplazando en (5.15)

A
[

A
3 logpt 108 <ZJ bi )
— >, v} loga loga

resultado andlogo al que se encuentra en [EM 92].

Probabilidades iguales

Si, en cambio, las probabilidades son todas iguales, las frecuencias 6ptimas son

, (5.25)

reemplazando en (5.23)

Z log o 1
a=a) = Z N gN , (5.26)
Z Z logaZ Z Z logaZ

y reemplazando en (5.15)

- 0- - . (5.27)
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5.4. Relacion entre el espectro de Mendes France
y espectros multifractales

Hemos visto que cada medida p proporciona un espectro multifractal asociado a ella.
Luego, podemos elegir diferentes medidas para comparar sus espectros con el espectro
de dimensiones de Mendes France, que no proviene de una medida. Si p=(p1,...,pn)
es la medida de probabilidad, nosotros hemos elegido dos casos: 1) dar a cada segmento
(o contractor) a; un peso proporcional a la longitud que tiene respecto de la longitud
de la generatriz de la curva fractal; 2) dar a cada segmento igual probabilidad, es
decir, no ponderar la importancia o el valor (literalmente, el “peso”) de uno sobre
otro, con el objeto de destacar el rol de cada contractor. Ademas, con el propdsito
de poder darle una interpretacién termodindmica (para la cual necesitamos que la
particién del dominio sea en cajas de igual tamano) via una “férmula de inversién”
(andloga a la definida por [RM 97]) y asi poder relacionarlo con otro espectro, en
donde las probabilidades sean distintas y las razones de contracciéon sean iguales.

Primer caso

Encontramos que el espectro de Mendes France cubre exactamente el rango del es-
pectro de dimensiones de Rényi.

Sea F' € Fpy, la curva limite obtenida mediante N similaridades de factores de contrac-
cion 0< a3 <as< -+ <any< 1. Sea P, la generatriz de F', formada por N segmentos
F; de longitudes a;, i=1,..., N (no necesariamente en ese orden). Sea L=>.a; la
longitud de P.

Sea [dmin, dmax] €l rango del espectro continuo de dimensiones de Mendes France
obtenido en la Seccién 5.1. Consideremos una medida de probabilidad autosemejante
w=(p1,...,pn) sobre F' (Definicién 5.2.1), es u(F;)=p;, i=1,..., N. Entonces

Proposicion 5.4.1  Si las p; se eligen de manera que cada segmento “pese” pro-
porcionalmente a su longitud, es decir, p;=a;/L, entonces

dmin = D+oo y dmax = DO .

Demostracion: En efecto, por la relacién (5.11), basta ver que qimin = dmin

logp;  log(ai/L) | { logL}
Opin = mMmin —— =min ———= =min<{ 1 —

i loga; i log a; log a;
log L log L
= mnql+—MW, =14 —>7——. 5.28
{1+ i) =1 e 2

Luego, de (5.11) se sigue aupin =dimpp(I'*) = dppin.

La otra igualdad es, en verdad, independiente de las probabilidades p; elegidas. Por
ser ' un fractal autosemejante, sabemos que dimgy (F') =dimy,,(F), y por lo anterior,
dimpe, (F') = Dy. Luego, por el Teorema 4.2.2, dyax = dimp p(I'*N ) = Dy.

QED.
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Segundo caso

En la segunda situacién, p; = 1/N, para i = 1,..., N, queremos ver qué rango del
espectro multifractal (a(2), f(a(€2)) esta cubierto. Es decir, hallar, si es posible Qi
Y Qmax, tal que f(a(Qmin)) =dmin ¥ f((Qmax)) = dimax, respectivamente.

Haciendo Q= Dy (D= dimp,,(F')=dimg(F')), se tiene, reemplazando en (5.25) que
las frecuencias éptimas son

alo
)\z: ZD :aiDo’ 2217 7N7
a;’®
J
J
y reemplazando en (5.27)
log(Zj aJDO)
fla(Dy)) = Dy — e =Dy ,
Z — — loga;
D
i i % ’

es decir, para 2 = Dy se alcanza el valor maximo del espectro f(«) y el valor de «
para el que se alcanza es, por (5.26)

Por lo tanto, f(a(Dy))=dmax=dimpr(I'), luego Qmax = Do.
El valor de Qun, claramente es el valor de € que satisface f(a(Q))=dunn, es decir

log< ; a?mi“) ;

i Qmin

a.
7
Z Qmin lOg az

i i @

Lamentablemente, este valor no puede despejarse explicitamente, pero si podemos ver
que existe. En efecto, supongamos, que hay m de los N contractores que son iguales
al més chico (1 <m < N). Es decir, 0 < a1 ="+ = < Qi1 < --- <ay < 1. Si
f(2):=f(a(2)), entonces se tiene

Lema 5.4.2 o1
(o) = 28U/
Q——o0 log aq
- . a? 1
Demostracion:  Si A\;(§2):= = , entonces

Y Va T YV @y /a)f

1 =1,...
lm (@) =4 YIS hem
Q——o0 0 t=m+1,...,N .
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Luego,
, 1/mlog(l/m) i=1,....,m,
gHm Ai(§) log(A:((2)) { 0 i=m+1,... N .
Por lo tanto, por (5.27)
- N(92) 1 (€2 log(1
i f() = 1 D) 1o (@) log(1/m)
Qoo Q——cc > N(Q) loga; log a;
QED.
Como f(£2) es continua y f(DO) Dy=

Amax > dmin, entonces, para ver que existe i,
1/m
(Qumin < Dy), basta ver que ( /m)

< dpmin. Recordemos que la dimension minimal
log a;
de Mendes France, corresponde a a1, y es

log D a; log L
dmin:dimMF(Fal) =14+ L =14+ 0og

T (5.29)
log — log —
aq aq
Pero, claramente
1 log(a1+~-~+am+am+1+~-~+aN)
log m B logm - ai
- 1 1
log ax log — log —
a1 ai
l L
%8 0 log L
ail =1+ o8 1 = dmin \/
log — log —
aq aq

Andalogamente, si m’ es la cantidad de contractores iguales al mayor, es decir
O<a1 < - <an_p <an_pmi1=--=ay <1, entonces
Corolario 5.4.3 loa(1/m
0 m
i f(o) — oel/m)
Q—-+oo log ay

Observar que en este espectro, al ser las probabilidades iguales a 1/N | los valores de
Omin = 0(Q_0) ¥ Qmax = a(40) son, por la Observacion (5.2.2)

. log(1/N) log N . log(1/N) log N
Omin = min = Y Qmax = MEX = :
1<G<N  log a; log(1/ay) 1<i<N - log a; log(1/an)

Flom) = 28/m)

log a;

f(OémaX> = M .

log an
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Trataremos de comparar €, con otros valores de €2 a los cuales se les puede hallar
el f(a(f2)) correspondiente.

Haciendo 2=0 se tiene, reemplazando en (5.25) que las frecuencias éptimas son

0
e Lo N
Sq N
J
J
y reemplazando en (5.27) y en (5.26)
| 1
0g—
o(0) = 70—

log <Z | 0’) log N
log a; — log az
S Z

luego, f(a(0)) = «(0), valor donde la curva (a, f(a)) es tangente a la recta y = a,
donde f(a)=D; (ver Figura 5.3).

f(@(0)) =0 - (5.30)

Haciendo 2=1 se tiene, reemplazando en (5.25), que las frecuencias éptimas son

i=1,...,N,

y reemplazando en (5.27) y en (5.26)

| 1
ogN

—a
;flogai

a(l) =

lO . j o
fla(1)) =1— g(Z ) :1+LL1, (5.31)

Z Z logaZ Z%]Og_

luego, D = f(a(1)) > 1.

Podemos afirmar que d;, < l~), es decir, Qpin < 1.
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En efecto, suponiendo sin pérdida de generalidad, que a; < -+ < ay < 1. Como
1/a;<1/ay para todo i=1,..., N, entonces

a; 1 a; 1 1 a; 1
Tog— <3S Llog — =log— S & —Jog — |,
;L Ogai ;L Oga1 Og(h;[/ Oga1
luego, la desigualdad se sigue comparando (5.29) con (5.31).

Lo que no es cierto, es que Dy < dyi, siempre. Esto depende de los valores de los a;,
y lo mostraremos con un ejemplo sencillo de dos contractores, cuya generatriz es

Aqui, N=4, con a;=as=ay as=az=>h. ZZ a;=L=2a+2by 2a 4+ b=1. Tomando
b=aP con p>1 (1/2<a<1/3), podemos elegir p para tener dos situaciones distintas:

1) Para p = 2, entonces 2a + b = 2a + a® = 1, entonces a = V2—1 =~ 0,41421,
b=a?=3—2v2~0,17157. Se tiene

logL log(2a+2a?)

dmin:1+ 1+

log — 2log —
ogb oga

~ 1,08083 .

y reemplazando en (5.30)

—log4 _ —log4

Dy = f(a(0)) = ~ 1,048585 .

2 2
Zloga—l—zlogb Zloga

Por lo tanto, en este caso se tiene Dy < dpyy.

2) Para p=1,5, entonces 2a + b=2a + a> =1, entonces a ~ 0,382, b~ 0,236. Se
tiene que
Apmin ~ 1,147 y Dy =~ 1,152 .

Por lo tanto, en este caso se tiene dy, < Ds.

5.5. Interpretacion del parametro (2

En el caso en que las particiones del conjunto soporte son iguales (cajas de igual
tamano), las relaciones entre fo(a) y « por un lado, y D, y ¢ por otro, via las
ecuaciones de la transformada de Legendre ya citada, son sugestivas de la relacion
entre los conceptos de energia libre y entropia en termodindmica ([Ott 93],[PJS 92]).
Segin ésta, «(q) es la energia interna (por unidad de volumen), f(a) = qa—7(q)
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~ logayn

F(Ctmax) = log(l/m’)

~ logay

f(amin) _ IOg(l/m)

log N log N a

Omin = Tog(1/ay) e = Tog(1ay)

Figura 5.4: Grdfico esquemdtico de un espectro (a(2), f(a(f2))) con sus valores sig-
nificativos (dm, > D1 en este ejemplo). El espectro de Mendés France cubre el arco
que une el punto azul (dimpp(I'*)) con el rojo (dimpp(I'*Y)).

la entropia, 7(¢)/q (emparentada, D,) es la energia libre, y 1/¢g la temperatura (en
unidades de energia).

Para las SSM de la seccién anterior, cuando las particiones son iguales (a; =a, i =
1,...,N), y las probabilidades o pesos p; distintos (i.e., no todos iguales); como
A =q= f'(a), entonces, el pardmetro A se puede interpretar como la inversa de la
temperatura y €2(A) cumple las mismas propiedades que —7(¢). La intencién, ahora,
es relacionar el espectro f(«(f2)), correspondiente al proceso autosemejante que asigna
iguales probabilidades en particiones dististas, con el espectro de alguna otra SSM,
asociada a un proceso de particién como el anterior, de manera de poder darle alguna
interpretacién al parametro €2 en el nuevo espectro.

5.5.1. Formula de inversion

Riedi y Mandelbrot [RM 97], planteron una “férmula de inversién”, que relaciona el
espectro (a, f(a)) de una medida p soportada en el intervalo [0, 1], con el espectro
(o, f*(a*)), de otra medida “inversa” p*, también definida en el [0, 1], estableciendo
que

frar)=a f(ai) (5.32)
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Sea una SSM, p=(p1,...,pn) en el [0, 1], construida mediante un IFS {S;,..., Sy},
de razones ay, ...,ay, que cumple con la OSC. Supongamos que sop(u)= [0, 1], que
p es continua (i.e., p; > 0 para todo i), y que [0, 1] = UNS;([0,1]). En este caso, la
medida inversa p* sobre [0, 1], se obtiene simplemente, intercambiando contractores a;
con probabilidades p;, lo que es posible ya que ) . a;=1. En otras palabras, p* es una
SSM sobre [0, 1] con vector de probabilidades (pi,...,pY)=(a1,...,an), construida
mediante un IFS {57, ..., Sy}, de razones de contraccién {aj,...,ax}={p1,...,pn},
tal que S} tiene la misma orientacién que S;, y S ([0, 1])=[po+ - - - +pi—1, po+ - - - +pil.
En efecto, es muy facil ver que se cumple la férmula (5.32), usando las expresiones
(5.13) y (5.15)

() = Zidilogp 1 ! !
(8% = = = =
SoNiloga; Yo Niloga; Yo, Ailogpy ar(N) ]

> Ailog p; > Ailogal

Y Ailoghi D Ailog A Yo Ailogpi
> Ailoga; - Yo Ailoga; Y, Ailogal

f(a@) - Pl My

Ast, f () [0 0 — R, donde o, =1/max ¥ @ =1/ Qmin.

min’ —max

fla(N) = = ["(a"(N)a(N)

luego

Ademas, si p es una SSM como la antrior, se sabe be que la funcién 7,(q) satisface la
ecuacion

Z pla; "W =1 (5.33)
luego, la funcién 7*(¢*) verifica la ecuacién

Zp QT =N el T — 1 (5.34)

[

Como (5.33) establece una relacién uno a uno entre 7 y ¢, de (5.34) se obtiene facil-
mente que

* *

Un caso particular de p, es cuando los a; son todos iguales (particién de igual tamano),
con lo que el [0, 1] queda dividido en N partes iguales (a;=1/N parai=1,...,N);
siendo su “caso inverso” (invirtiendo los contractores con las probabilidades), una u*
con las probabilidades todas iguales, pf =1/N, y los contractores no todos iguales.
A su vez, el “caso inverso” de este ultimo, es el de las particiones iguales, en donde
existe la interpretacién termodindmica de g y 7(¢)/q como la temperatura inversa y
la energfa libre, como dijimos antes (ademds de a como energia interna y f(«) como
entropia). La férmula de inversién en este caso, al relacionar 7 y ¢ con 7" y ¢*, nos
permite una interpretacion termodindmica de 7 y ¢* en el espectro inverso.
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5.5.2. Foérmula de inversiéon para curvas F € Fyg

Para las curvas fractales F' € Fj, la situacién es distinta, porque ya no se pueden inter-
cambiar los roles entre pesos y contractores, pues ahora » . a;>1 (y > .p;=1). Esto
es, tomemos una poligonal P, generatriz de F', como en la Seccién 2.3.2. P une N+1
puntos en R" Ay, Ao, ..., Ayy1 que son sus vértices (dist(A;, A1) < dist(Ay, An),
i=1,...,N). Luego, el IFS, {S;} estd formado por similaridades cuyas razones de
contracciéon cumplen a; =dist(A;, A;11)/dist(Ay, Ax), para todo i=1,..., N. La lon-
gitud de P es ) ,a; que es mayor que 1. Si simplemente invirtiéramos pesos con
contractores, esto serfa un proceso de particién en segmentos de longitud a} =p;, y
como » . af =1, se corresponderfa con una particion del intervalo [0, 1]; pero el peso
0 masa a51gnado a cada segmento serfa p; =a; que, replicados de manera autoseme-
jante, representaria una medida p* infinita en [0, 1]. Es mads, la concentracién o* es
infinita en cada intervalo de cada iteracién.

Para salvar este problema, definimos p* una SSM de probabilidad en [0, 1], de la

siguiente manera
* ok *— 1
§ P (57 ()

con S;7([0,1]) = [po+ - - +pi—1,po+ - - +pz‘], (i.e. af=p;). Una forma natural es elegir
el vector de probabilidades como (p, ..., pi)=(al?, ... ak’), donde Dy=dimy(F).
Claramente, se verifica ahora que ) . pf = Z~aiD 0=

La expresion para las concentraciones o de p* en términos de frecuencias seria, segin

(5.13)

. S Nlogpr ST Nlogal® Dy Dy (5.35)
o = = = = —, X
Yoo dilogar Y.\ logps > Ailogpr
ZZ‘ Ai log a;
donde SN N\ =1.
Por un lado, las frecuencias éptimas A verifican, por (5.22)
o= @ = AT e
— pZQ*aZDOA* :pif*(a*)_A*a*aiDOA* .
Como ), Af =1, se tiene
>opTalt = Y p SN (5.36)

Por otro lado, las frecuencias 6ptimas \; (para f(«)), verifican (5.21). Esta ecuacién
implica una relacién uno a uno entre A y €2, por lo tanto, de (5.21) y (5.36), se tiene

A=Q" vy Q=DyA", (5.37)

o, también

A= f(a") = Ao v  DoA* = f(a) — Aa . (5.38)
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Luego, usaremos estas ecuaciones para encontrar una “férmula de inversién” que
generalice a (5.32).
Usando la segunda igualdad de (5.38)
: Dy
fla) =Dy A"+ Aa=a | —AN"+A| ,
!
ahora, usando (5.35), y la primera igualdad de (5.38)

fla) =« <a*A* + f(a”) — A*a*) =a f(a"),

de nuevo usando (5.35)
D D * *
() =2 ).
a a

fe(a) = g—z f(DO) . (5.39)

a*

luego

Observar que reemplazando Dy por 1, como es el caso de Riedi y Mandelbrot para
medidas SSM continuas y de soporte completo [0, 1], se recupera la férmula de in-
versién (5.32). El factor Dy = dimpy(F) > 1, parece cumplir el rol de un factor de
reescalamiento, para que la medida p* no “explote” al invertirse pesos con contrac-
tores.

De esta manera, volviendo a nuestro caso, donde los contractores a; sumaban L >1,
y las probabilidades asignadas a cada contractor (o a cada segmento de la genera-
triz de la curva F') eran iguales, vemos que, invirtiendo como explicamos, tenemos
ahora, una particién del [0,1] en N segmentos iguales, cada uno con probabilidad
0 masa aiD °. Como aqui las particiones son iguales, el parametro correspondiente a
este nuevo sistema, A* (que es el pardmetro del espectro (a*, f*(a*))), se interpreta
como la temperatura inversa del sistema (A*=¢* = f*'(a*)). Luego, el pardmetro
de nuestro sistema original, admite también una interpretacién termodindmica pero
en el sistema “invertido”, gracias a la relacién (5.37). Esto es, Q= Dy ¢* también se
puede interpretar como una temperatura inversa, por una constante positiva que es,
a su vez, un factor de renormalizacion.

La férmula (5.39), es una composicién, de una reduccién de escala en ambos ejes por
un factor igual Dy, con la féormula de inversion (5.32). Por (5.35), es facil ver que

» Dy » Dy

min ~ y amax - .
Gmax Qmin

o
Cuando nuestro pardmetro {2 recorre Qu, — Dy, entonces, ¢* = /Dy recorre
Qumin/Do — 1, (Figura 5.5)

5.6. Conclusiones

En este capitulo hemos continuizado el espectro discreto de N dimensiones de Mendes
France asociado a una curva fractal F', obtenido en el capitulo anterior. Esto nos
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fr(a”)

D;=1

max Omin

Figura 5.5: Grdfico esquemdtico del espectro invertido (o, f*(*)), de la Figura 5.4.
Aqui q* se puede interpretar como las pendientes de las rectas tangentes al grdfico

("= f"(a")).

permitié investigar las posibles relaciones entre este espectro, [dmin, dmax], y Otros
espectros multifractales, como el de las medidas p = (p1,...,pn) de probabilidad
autosemejantes con soporte en F'. Para ello, obtuvimos, para el caso general, una
expresion del espectro (o, f(«)) en términos de un pardmetro relacionado con las
frecuencias con que los pesos se distribuyen en las sucesivas particiones. Esta expresion
se puede calcular explicitamente, para los casos en que, o las probabilidades son
iguales, o los contractores son iguales.

En el caso de considerar las probabilidades, como los contractores a; normalizados
por la longitud de la generatriz de F', L =) .a;, es decir, (p; = a;/L), obtenemos
facilmente que el espectro de Mendes France coincide con el espectro de dimensiones
generalizadas de Rényi, D,, para ¢ =0, esto es, [dmin, @max =[D-+oo, Do

En el caso en que todas las probabilidades son iguales, p; = 1/N i=1,..., N, las
frecuencias 6ptimas se pueden despejar en funcién del parametro €2 del espectro y,
como dijimos, obtener una férmula para («(2), f(€2)). En esta situacion, [dumin, dmax] =
[f(Qmin), [(Qmax)], donde Quax = Do = dimy(F), y f(Qmax) = Do = dimpy(F) (el
pardmetro méximo coincide con la dimensién maxima); Qi no se puede despejar
explicitamente, pero se puede decir que siempre esta por debajo de 1, y por lo tanto,
dmin < f(2=1)=D. El valor de 2 =1 es significativo, porque se mantiene indepen-
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dientemente de la dimensién del espacio ambiente. Esto es, Dy =dimy(F") bien puede
llegar a ser n (F'€R") (y n tan grande como uno quiera...). Asi, el rango del espectro
“mendesfraciano” abarca siempre el tramo parametrizado por [ = 1,92 = D], es
decir, [dmin, dmax] D [l~), Dy).

Ademas, este ultimo espectro f,(a) lo “invertimos” poniéndolo en relacién con un
espectro inverso fr.(a*) correspondiente a una SSM p* soportada en el [0, 1], que
nos permitio interpretar termodindmicamente, el parametro 2 del espectro anterior,
como la temperatura inversa del el sistema nuevo, por un factor de reescalamiento,
que es justamente, la dimensién de Hausdorff de la curva F'.
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5.A. Maximalidad de )\

Para ver que las frecuencias criticas \;, i=1,..., N, halladas en (5.22) son efectiva-
mente maximos de h(\q,. .., Ax), usaremos un resultado cldsico del anélisis en varias
variables, como es el criterio de la segunda derivada, en términos de lo que se llama
el hessiano limitado, para extremos relativos ([MT 91]):

Teorema 5.A.1 (Criterio de la segunda derivada para extremos restringidos). Sean
h:UCRY =R ya:UCRYN =R funciones de clase C*. Sean NeU, a(X)=ag y S el
conjunto de nivel ag de a. Supongamos que Va(N)#0 y que existe un nimero real A

tal que Vh(AN)=AVa()). Sea la funcion auziliar g(A) =h(XN)—Aa(X) y el determinante
hessiano limitado

o %o Oa = Oa
8)\1 8)\2 a)\N
_ da 0% *g Iy
O\ ON? OX10Ns OMOAN
0 0? 0?
[Hya| = | — c g J (5.40)

e 0NN, 0N

_ Oa 0% 0%g 0%
D OOy Dy o2,

evaluado en \. Entonces

(i) si los determinantes de las submatrices diagonales de orden >3 evaluadas en A
son todos negativos, A es un minimo local de h restringida a S,

(ii) si comienzan con un subdeterminante |Hz| >0 y se alternan los signos (|Hs| <0,
|H5|>0,..., etc.), A es un mdaximo local de h restringida a S,

(#ii) si no son todos cero y no siguen los patrones anteriores, el criterio no concluye.

Proposicién 5.A.2  El vector X = (\y,...,A\y) hallado en (5.22) es un mdwimo
de h(X\) (5.15) relativo a a(X\) = ap, donde a(N) es la funcion dada por la ecuacion
(5.13).

Demostracion: Claramente, las funciones h(\) y a(\) son de clase C? en U C RY,
para

U:{(Al,...,)\N): A > 0, ¢:1,...,N},

vy A=()1,..., Ay) verifica A€ U. También vimos que Va(\)#0, y que para A= f'(ap)

Vh(Y) = AVa(}) . (5.41)
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Derivadas parciales de a(\)

0 o(n) = 0 (2;Ajlogp;\  logpiy.;Ajloga; —loga; ), Ajlogp;
8)\2 8)\2 Zj )\j lOg Q; <Z] )\j ]Og aj)2
<Zj Ajlog aj) (l l Zj Aj logpj)
- 7 |108Pi —l0g0i =~ —— | =
5 o) SN
1
= — = <logpz~ —loga; 04()\)) : (5.42)
<Zj A; log aj)
Luego
Oa (—) _ log p; — log a; g
ONi > \jloga;
0? 3} 1
a(d) = log p; — log a; 04()\)) =
OO Ok <Zj A log aj) <
= x> <10gpz~ —loga; Oz(>\)) + A as ,
<Zj Ajlog aj) <Zj Ajlog aj) g
usando la expresién anterior (5.42), se tiene
0? log ay, Oa log a; Oa
a(\) = ——2k 2L . (5.43)
OAROA; <Zj A; log aj) ONi <Zj A log aj) OA
En particular, para k=1
0? 2loga; O«
Sz alN) = - (5.44)
i <Zj A; log aj) i
Derivadas parciales de h(\)
0 Mo = EROICIA (log )‘i+1)<2j Aj 10gaj) —logaid_; Ajlog Ay
8)\2 8)\2 Zj )\j lOg Q; <Z )\j ]Og aj)2
J
(Zj Ajlog aj) S, A log A
= 5 (10g)\z+1) — logazm =
<Zj )\jlogaj) 3708
1
= — <(log A\i+1) —loga; h()\)) : (5.45)
<Zj A; log aj)
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Para k#1
0? 9, 1
h(\) = (log Ai+1) — loga; h(\))| =
ONLON; O\ <Zj )\j log aj) < )
o8 G 5 <(log Ai+1) —loga; h()\)) + el v
<Zj A log aj) <Zj Ajlog aj) F
usando la expresién anterior (5.45), se tiene
2 1 1 ;
8)\88)\~ h(\) = o osd g—)]? — o8 di 88)]\1 . (5.46)
kO <Zj A; log aj) i <Zj A; log aj) k
Para k=1
0? 9, 1
e O e — ((og Ai+1) —loga; (V)| =
‘ ! <Zj Ajlog aj)
—loga; 1 1 oh
oga . <(log Ni+1) —loga; h()\)) + ()\— — log a; ¥
<Zj A; log aj) <Zj Ajlog aj) ’ ‘
usando otra vez (5.45)
0? 1/ 2 log a; oh
i <Zj A; log aj) <Zj A; log aj) i

Derivadas parciales de orden 2 de g(\)
Para k#i, g(A) =h(\)— Aa()), luego, por (5.43) v (5.46)
0%g B 0%h A Foate) B
ONON,  OMON OMNON;
oh da oh da }

log ay, log a; A

m [mi - Aﬁ—AJ N <Zj A\ 1Ogaj) [8)% O

entonces, por (5.41)

?g  ~
=0. A4
3)%3)\2‘()\) 0 (5.48)
Para k=1, por (5.44) y (5.47)
0? 0? 0?
S50 = )~ A a(y) =

1/\ 2 loga; oh A@a]

<Zj Aj logaj) <Zj Aj logaj) [8& oM
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entonces, por (5.41)
) _
_ 1/
99 P VL (5.49)
ON; Zj Ajloga;

oo — 92aq —
= ai()‘) y B = a—)\‘z()\), tenemos que el hessiano limitado

Ahora, si llamamos A;

(5.40) evaluado en A, es de la forma

0 —-A —-A --- —Ax
A, B 0 - 0
|Hyia|=| -4 0 By -+ 0 (5.50)
—Ay 0 0 ... By

Observar que, como Va()) # 0, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
A;#0. Entonces

Para n=2,
0 —-A —A
0 -A —-A, B
|H3| == —Al Bl O — BQ ! + (—Ag) ! ! =
—-A, B —Ay O
_A2 0 BQ
= —DByA? — B A = By|Hy| — B, A3,
luego, por (5.49)
|H3| >0.
Se puede ver facilmente que, para n=3, ..., N se verifica
B, - 0
|Hor1| = BolHo|+(=1)"7'AZ1 & -0 1 | =
0 - B,

n—1
= Bu|Hu|+ (-1)" AL B: .
i=1

y por recurrencia que
sgn(|Hy|) = (=1)"*" .
Por lo tanto, por el item (ii) del Teorema (5.A.1), el vector A es un méximo de h(\)

condicionada a a(\)=ay.
QED.



Parte 11

Una Aplicacion a
Sistemas tipo Hénon



Capitulo 6

Introduccién a la Segunda Parte

...Nothing in Nature is random... A thing appears random
only through the incompleteness of our knowledge.

Spinoza

6.1. Breve marco referencial

Sir Isaac Newton trajo al mundo la idea de modelar el movimiento de los sistemas
fisicos con ecuaciones, y sus métodos son hoy usados para modelar cambios y movi-
mientos en todas las areas de la ciencia. Las generaciones siguientes de cientificos,
extendieron el método de usar ecuaciones diferenciales para describir cémo evolucio-
nan los sistemas fisicos. Pero el método tenia una limitaciéon, ya que muy a menudo
era imposible escribir soluciones con expresiones algebraicas relativamente sencillas.
Cuando las soluciones podian ser encontradas, éstas describian comportamientos muy
regulares, como estados de equilibrio, debidos, por ejemplo, a alguna pérdida de en-
ergia por friccién; o estados oscilatorios, que podian ser peridédicos o cuasiperiddicos,
éstos ultimos, por ejemplo, en sistemas con periodos multiples inconmensurables. Pero
alrededor de 1975, muchos cientificos en todo el mundo, comenzaron a darse cuenta
de la existencia de un tercer tipo de movimiento, que hoy conocemos con el nombre
de “cadtico”. Este nuevo movimiento es erratico, pero no simplemente cuasiperiodi-
co debido a un numero grande de periodos, ni tampoco necesariamente debido a,
por ejemplo, un nimero grande de particulas interactuantes. Mas aun, este compor-
tamiento es frecuente en muchos sistemas que son bien simples. Sin embargo, una
pequena cantidad de fisicos y matematicos ya estaban familiarizados para entonces
con su existencia: James C. Maxwell, que estudié el movimiento de las moléculas de
gas alrededor de 1860, sabia que un sistema, ain siendo compuesto por dos particulas
de gas en un recipiente, nunca tendria un movimiento periédico o cuasiperiodico, y que
el comportamiento a largo plazo seria, para todo fin practico, impredecible. También
sabia que pequenos cambios en los movimientos iniciales de las particulas, resultarian
en inmensos cambios en las trayectorias de las moléculas. Henri Poincaré, en 1890,
estudié un sistema solar altamente simplificado, de tres cuerpos, y concluyé que sus
movimientos eran, a veces, increiblemente complicados. Sus técnicas fueron aplicadas



6.1. Breve marco referencial 86

a una amplia variedad de sistemas fisicos. Importantes contribuciones fueron hechas,
posteriormente, por Birkhoff, Cartwright y Littlewood, Levinson, Kolmogorov y sus
estudiantes, entre otros. En los anos 60s habia grupos de matematicos, particular-
mente en Berkeley y Mosci, procurando entender esta tercera clase de comportamien-
to que llamamos caos. Pero recién con el avance de la informatica y la aparicién de
las computadoras personales, con pantallas capaces de mostrar graficos, fue que los
cientificos e ingenieros estuvieron en condiciones de “ver” que ecuaciones importantes
de sus propias especialidades tenian tales soluciones, por lo menos para algin rango
de sus parametros.

Hoy en dia, los cientificos saben que el comportamiento cadtico puede ser observa-
do tanto en experimentos como en modelos computacionales, en todas las areas de
la ciencia. El requerimiento clave es que el sistema involucre alguna nolinealidad.
Comportamientos anémalos, que antes eran atribuidos a errores o a la presencia de
“ruido”, ahora pueden ser interpretados en nuevos términos; términos que forman un
conjunto de principios unificadores que atraviesan las fronteras de varias disciplinas,
y que se conoce como Teoria de los Sistemas Dindmicos. Asi, uno de los objetivos de
esta teoria es captar propiedades globales de distintos fendmenos, para describirlos
mediante ecuaciones sencillas y poder modelar sintéticamente un problema.

Si bien los conceptos de escalamiento ya habian sido aplicados a una clase relativa-
mente pequena de problemas (transiciones de fase y fendmenos criticos, escalamiento
en polimeros fisicos, etc.), B. Mandelbrot fue el primero en hacer incapié en el con-
tenido geométrico intuitivo de las ideas de ecalamiento. Después de la publicacion
de sus libros [Man 77| y [Man 82], siguieron multiples aplicaciones del concepto de
fractalidad; y los fractales se volvieron itiles en la mayoria de las disciplinas. Una
de estas disciplinas es la Teoria de los Sistemas Dindmicos, donde son muchas las
conexiones entre el caos deterministico y los fractales.

La segunda parte de esta tesis, se inscribe dentro de la tematica que estudia los atrac-
tores extranos en sistemas dinamicos. Para hablar de atractores extranos, tenemos
que considerar una clase particular de ellos: los sistemas dinamicos disipativos, es
decir, sistemas con alguna suerte de friccién. La caracteristica principal de estos sis-
temas es la pérdida de energia (por ejemplo, el péndulo forzado) [ASY 97|, [Dev 87],
|GH 83], [Ott 93], [PJS 92], [Str 94]. Los atractores extranos son aquellos modelos que
caracterizan el estado final de los sistemas disipativos que son altamente complejos
y muestran todos los signos del caos. Estos atractores son un punto donde el caos
y los fractales se encuentran: como modelos geométricos los atractores son conjun-
tos fractales (de ahi el término “extrano”) y como objetos dindmicos son conjuntos
caoticos. En las tultimas décadas se ha puesto mucho interés en el estudio tedrico y
experimental de los atractores extranos, su clasificacién, sus propiedades cuantitati-
vas, su reconstruccion a partir de datos experimentales, etc.; pero el entendimiento
matematico de los mismos estd aun en una etapa incipiente y constituye un gran
desafio. A través del estudio de la metamorfosis de los atractores extranos se espera
poder comprender fenémenos de interés, como la turbulencia (uno de los grandes
problemas no resueltos en la fisica tedrica); o, dentro de la Ingenieria Quimica, reac-
ciones cuyo comportamiento tiene una dependencia caodtica respecto al tiempo, entre
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otros.

Como hemos dicho, el comportamiento cadtico de las soluciones de sistemas deter-
ministicos es actualmente considerado como un aspecto inherente a muchos sistemas
no lineales. Edward Lorenz (meteorélogo del MIT) [Lor 63] propuso en 1963 un sis-
tema finito de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales en tres dimensiones, rela-
tivamente simples (cuadréticas), y por ende deterministico, disenado para representar
un flujo hidrodindmico disipativo. El sistema de Lorenz es el modelo de conveccién
térmica, el cual incluye no solamente una descripcion del movimiento de algunos
fluidos viscosos, como por ejemplo la atmoésfera, sino también, la informacién sobre
la distribucién de calor (fuerza actuante de la conveccién térmica) [BL 90]. Michel
Hénon (astrénomo) propuso en 1975 un sistema bidimensional (o modelo de mapa de
Poincaré) para estudiar el sistema tridimensional de Lorenz [Hen 76|, [HeP 76], con
el propédsito de aplicarlo a la modelizacion de la perturbacion sobre asteroides.

La familia de mapas bidimensionales, dependiente de dos pardmetros p y b € R:
Hyp(a,y) = (p—a® +by; ) (6.1)

llamada la familia de Hénon, es un sistema algebraicamente simple con un compor-
tamiento dindmico muy complejo, y ha recibido considerable atencion, tanto des-
de un punto de vista teérico [LV 03], [BC 91], como experimental [AS 88], [AS 93],
[GOY 87], [RAS 99], [TS 00] para citar unos pocos. En efecto, esta familia posee los
principales ingredientes que permiten analizar muchos aspectos encontrados en sis-
temas reales, para los cuales los cédlculos son mucho méas complicados. En esta familia
podemos encontrar estructuras y fendmenos que se estudian en los sistemas dindmicos,
a saber: conjuntos hiperbdlicos, bifurcaciones, atractores extranos, variedades invari-
antes, etc. Mds ain, el mapa Logistico o mapa cuadratico (unidimensional) conocido
por su aplicacién a la descripcién de fenémenos relacionados con dinamicas de crec-
imiento de poblaciones, esta incluido dentro de la dinamica del mapa de Hénon. De
todo esto se concluye la relevancia de su estudio.

Es importante destacar que estos resultados son de tipo computacional. Los avances
tedricos para “demostrar” la existencia de estos conjuntos, sus caracteristicas, o sus
propiedades, van muy a la zaga de los avances numéricos. Un progreso, que pode-
mos considerar reciente, en la verificacion matematica de la existencia de atractores
cadticos para la familia de Hénon (6.1), es el de Benedicks y Carleson [BC 91] que de-
mostraron que para valores negativos y pequenos del Jacobiano (es decir, valores fijos
pequenos de b), existe un conjunto de valores del pardmetro p de medida de Lebesgue
positiva, tal que el conjunto atrayente del sistema (6.1) es caético. Lo interesante es
que los valores particulares de p con atractores cadticos, no pueden ser especificados.
También Benedicks y Young en [BY 93] mostraron que existe una medida natural
asociada a estos atractores.

Un punto de interés dentro del estudio de procesos cadticos es la dimensién fractal de
conjuntos extranos. Los conjuntos invariantes que aparecen en sistemas dinamicos,
como los atractores cadticos, a menudo poseen estructura a escalas arbitrariamente
finas (de ahi el término “extrano”). Las dimensiones fractales han probado ser un
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camino util para cuantificar, tanto las estructuras geométricas, como las propiedades
dindmicas de estos conjuntos. Desde un punto de vista practico, éstas también proveen
una estimacién del minimo nimero de grados de libertad necesarios para la evolucion
dindmica de un sistema cadtico.

Sin embargo, la determinacion de estas dimensiones es, en la mayoria de los casos,
un problema no trivial. Tal vez, la dimensién de caja Dy, es la més conocida en
la literatura, y la mas simple de entender intuitivamente: como ya hemos visto, si
un conjunto, perteneciente a un espacio euclideo n—dimensional esta completamente
cubierto por n—cubos de lado igual a €, esta dimension da el escalamiento del niimeros
de cubos necesarios para cubrir el conjunto, respecto al tamano del cubo, €. Para un
fractal generado por un proceso cadtico, se puede definir también la dimension de
informacion D; “pesando” cada caja segun la frecuencia con la cual es visitada por
una trayectoria “tipica”. Pero una aplicacién directa de estas dimensiones resulta
dificil para los sistemas dinamicos cadticos, ya que se vuelve imposible determinar
todas las cajas visitadas, a medida que € decrece, a partir de una cantidad finita
de datos. El problema es mas severo aun para Dy, porque depende fuertemente de
aquellas regiones infrecuentemente visitadas por una trayectoria tipica. Ademads, el
requerimiento de que el conjunto esté inmerso en una grilla de n—cubos se vuelve
complicado para altos valores de n.

La conjetura de Kaplan—Yorke, conecta la D con los exponentes de Lyapunov ([You 82],
[FKY 83]). Como los algoritmos numéricos para calcular estos exponentes son, en
general, mas eficientes que los célculos de dimensiones basados en conteo de cajas,
esta conjetura resulta un método méas simple y directo para estimar la dimensién de
informacion D;. Se han hecho algunos intentos de generalizar esta conjetura para el
espectro de dimensiones generalizadas de Rényi D, (que incluyea Dy y Dy) ([GBP 88,
[OSY 89]), sin embargo, para ¢# 1 no parece que D, pueda ser expresada en términos
de un numero finito de invariantes de un sistema, como los exponentes de Lyapunov.

De ahi los esfuerzos por encontrar caminos alternativos para calcular dimensiones frac-
tales de atractores extranos. Por ejemplo, en [SBH 99], la dimensién de caja estd ex-
presada en términos de una cantidad finita de invariantes del conjunto cadtico, tales
como las razones de expansion promedio (‘average expansion rates’). Este método
es muy similar al descripto en [Fal 97], cuya referencia es un resultado de Douday y

Oesterlé ([DO 80]).

6.2. Objetivos y organizacion de la segunda parte

En esta parte de la tesis, nosotros exploramos el estudio de atractores extranos tipo
Hénon, no en términos de la dimension de caja, sino de la dimension de Mendes
France. La razon se basa en la posibilidad de estudiar estos atractores como curvas
continuas que se desarrollan a partir de mapas continuos. En el Capitulo 7, tratamos
el sistema (6.1) con sus valores tradicionales = 1,4 y b = 0,3. Para estos valores,
el mapa es ‘area—contracting’ y posee un conjunto invariante cadtico como estado
final del sistema. Estudiamos al conjunto atractor de este sistema, H, como curva
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expandida de Mendes France; es decir, como curva fractal “desarrugada” y resoluble,
que es limite de curvas continuas planas, {Hy }x>1, cuando k — oco. En la literatura
([Fal 97], [ASY 97], [Ott 93], [PJS 92]) la dimensién de caja de H se ha estimado
aproximadamente en 1.27. Adaptamos las herramientas desarrolladas en el Capitulo
4, para el caso particular de este atractor, y calculamos los parametros involucrados
para la estimacién de la dimensiéon maximal de Mendes France (la cual coincide tedri-
camente con la de Hausdorff), que resulta un valor inferior al anterior. Interpretamos
esta discrepancia.

Por otro lado, para los mapas planos que son ‘area—contracting’, se ha hecho mucho
trabajo sobre el estudio del rol crucial que juegan ciertas érbitas peridédicas inesta-
bles, distinguidas por ser “accesibles”, en el entendimiento de algunas bifurcaciones
globales, como por ejemplo, las metamorfosis que sufren las fronteras de las cuencas
de atraccion de los atractores, o también, las crisis de los mismos atractores. En el
Capitulo 8 | tratamos el sistema (6.1) para b = —0,3 y p € [2,020,2,115]. En esta
regién del parametro p (vinculado al término no lineal), los atractores H,, presentan
un tipo de cambio discontinuo, caracterizado por un repentino reemplazo de érbitas
accesibles al variar p. Este cambio se cuantifica mediante un “salto” en el correspon-
diente nimero de rotacion de las érbitas. La variacion de los nimeros de rotacion, con
sus saltos, describe una escalera del diablo como funcién del pardmetro p ([AS 88],
[AS 93]). Nosotros estimamos las dimensiones de Hausdorff de los atractores H,, (via
la dimensién de Mendes France) para el mismo intervalo de valores de p. Nuestra
propuesta es mostrar la fuerte conexién entre ambas funciones: la variacion de la di-
mension es minimal para los parametros dentro del mismo ‘plateau’ de la escalera,
mientras que es marcadamente mayor cuando el parametro cambia de un platau a
otro.

Los resultados de este trabajo fueron publicados en dos articulos en la revista Inter-
national Journal of Bifurcation and Chaos: [PHP 02] y [HP 05].

6.3. Definiciones basicas

En esta seccion repasaremos brevemente los términos empleados en los capitulos si-
guientes. Daremos, tanto el significado del término caos al referirse a sistemas dinami-
cos deterministicos, como la nocién de atractor extrano y de medida natural.

Consideremos un mapa 7" : X — X, de tipo C"(X) (r>0), donde X CR™
Tht1 :T(l'k) l‘kEX, keZ.
Definicién 6.3.1

(i) Sea xog € X, la orbita de x bajo T es el conjunto de puntos {xo,x1,2s,...}. El
punto inicial xo se llama condicion inicial de la orbita.

(i) Un punto x es un punto fijo de T, si se verifica que T(x)=x. x es un punto
periddico de periodo m, si x es punto fijo de T™, es decir, T (z) =z, y m es
el menor de tales enteros positivos. La orbita de x se llama orbita peridodica de
periodo m.
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Definicién 6.3.2  Sea = punto fijo de T', y DT (x) la matriz Jacobiana de T' en el
punto x.

(i) x se llama hiperbdlico, si DT (x) no posee autovalores de médulo 1. Lo mismo
para un punto x m-periddico y los autovalores de DT™(x),
(ii) z se llama atractor o sumidero, si todos los autovalores de DT (x) tienen mddulo
menor que 1 (idem para x m—-periddico y los autovalores de DT™(x)),
(1ii) z se llama repulsor o fuente, si todos los autovalores de DT (x) tienen mddulo
mayor que 1 (idem para x m—periddico y los autovalores de DT™(x)).
(v) x se llama punto silla o ‘saddle’, en otro caso, es decir, si algunos de los autoval-

ores tienen mddulo menor que 1, y otros mayor que 1 (idem para x m—periédico
y los autovalores de DT™(x)),

(v) x se llama silla alternante o ‘flip—saddle’, si DT (x) tiene al menos un autovalor
negativo.

No existe en la literatura una definiciéon unificada del concepto caos; més bien, hay
diversas definiciones que varian segin los autores. Algunas son mas fuertes que otras,
pero una amplia variedad de autores coinciden en que un sistema cadtico deterministi-
co debe poseer, al menos, tres ingredientes ([Wig 03], [Dev 87|, [PJS 92], [Ott 93]):

1. sensibilidad a las condiciones iniciales (impredictibilidad),
2. transitividad topolégica (indivisibilidad),
3. Orbitas periddicas densas (algin elemento de regularidad).

Definicién 6.3.3 T : X — X se dice sensible a las condiciones iniciales (s.c.i.)
sobre X, si existe € >0 tal que, para x € X y un entorno U de x, existe yeU y k>0,
tal que |T*(z)—T*(y)|>«.

En otras palabras, la definicién anterior dice que para un punto x € X, existe al menos
un punto y, arbitrariamente cerca de x, que diverge de x. Algunos autores requieren
que la razén de divergencia sea exponencial, en ese caso se habla de sensibilidad
exponencial a las condiciones iniciales (s.e.c.i.).

Definicién 6.3.4 T: X — X se dice topolégicamente transitivo (t.t.) sobre X, o
X es topologicamente transitivo para T, si para cualquier par de abiertos U,V C X,
existe k>0 tal que T*(U)NV # 0.

Intuitivamente, un sistema topolégicamente transitivo tiene puntos que, bajo la diné-
mica, se mueven desde un entorno arbitrariamente pequeno hasta cualquier otro.
Como consecuencia, el sistema no se puede descomponer o dividir en dos subsistemas
independientes sobre X.

Definicién 6.3.5 T:X+— X se dice cadtico sobre X, o X es cadtico para T, si:

(i) T tiene s.e.c.i. sobre X,
(i) T es t.t. sobre X,
(#i) Las orbitas periddicas de T forman un conjunto denso en X.



6.3. Definiciones bdsicas 91

Un concepto importante dentro de los comportamientos de tipo cadtico y de nuestro
interés, es el de “atractor extrano” (‘strange attractor’).

Definicién 6.3.6  Un conjunto compacto A C R" e invariante por T, se dice un
atractor para T, si existe un entorno U de A tal que:

VeeU Vk=0, THx)eU y TFx)— A, k / +oo .

Si tenemos un conjunto atractor es natural preguntar cudles puntos en el espacio de
fases se aproximan asintéticamente a él.

Definicién 6.3.7  El dominio o cuenca de atraccion de A (‘basin of attraction’),
es el conjunto

B=J1"U)
kD

donde U es el de la definicion anterior.

Obviamente, A C B.
Definicién 6.3.8 A es un atractor cadtico o extrano paral, si:

(i) A es atractor para T,
(ii) T es cadtico sobre A.

Supongamos ahora que 7' es invertible, x es un punto fijo (o m—periédico) silla de T
Definicién 6.3.9

(i) La variedad estable de x, W*(x), es el conjunto de puntos y, tal que
|T*(y)—T*(z)| — 0 cuando k— oco.

(7i) La variedad inestable de x, W"(x), es el conjunto de puntos y, tal que
T~*(y)—T~*(z)]|—0 cuando k— oo.

Observar que estos conjuntos resultan, por definicién, invariantes para T. La ex-
istencia y regularidad de estas variedades, se puede probar bajo condiciones muy
generales (Teoremas de las Variedades Estable e Inestable (para mapas) [Dev 87]).
Maés aun, éstas tienen la misma dimensién topoldgica que, y son tangentes en x a,
sendos subespacios E* y E*, donde E* es el autoespacio de DT'(z) correspondiente
a los autovalores de médulo menor que 1 (estable), y E* es el autoespacio de DT'(z)
correspondiente a los autovalores de médulo mayor que 1 (inestable).

Medida natural

Definicién 6.3.10  Sea T : X — X un mapa y sea i una medida sobre X. Asu-
mimos que para todo conjunto medible AC X, la imagen inversa, T~(A), es medible.
Decimos que jv es invariante por T', o que T preserva a p, si
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El concepto de medida invariante es fundamental en la teoria de los sistemas dinami-

cos. Muchas veces, la aproximacién al calculo de la dimensién de un conjunto, involu-
cra la estimacion de la dimensiéon de la medida concentrada en él. Por ejemplo, si se
quiere graficar en la pantalla de una computadora el atractor de un sistema dinamico
x — T'(z), uno espera representar el conjunto limite, ploteando un nimero suficien-
temente grande de iteraciones {T%(z)}1>1 de una condicién inicial z (ubicada dentro
de la cuenca de atraccién), y ver que esta orbita “cubre densamente” la silueta del
atractor. Si casi toda condicién inicial en la cuenca (segin la medida de Lebesgue)
produce una orbita con estas caracteristicas, entoces el sistema se dice ergddico. En
este caso, lo que se esta representando, esencialmente, méas que el atractor, es su
medida natural.

Supongamos que U C X es una regién del espacio de fases, (por ejemplo una caja de la
grilla que cubre al atractor A) y se quiere contar el porcentaje de la 6rbita xg, z1, .. .
que caen en U. Suponiendo que ese porcentaje se estabiliza, sea

. 1 , k
1 N
- 1\}1_%0 N+1 k=0 oo o

donde 1y (+) es la funcién caracteristica de U.

Definicién 6.3.11  Sea AC X boreliano. Si el valor p(A, xg) de (6.2) es el mismo
para casi todo xo (Lebesque), entonces se define

pu(A) = p(A; xo)
y se llama la medida natural de A para el sistema.

Luego, si A es el atractor de T', se puede probar, usando argumentos de teoria ergodica,
que este valor existe y es el mismo para casi tode xg en la cuenca de atraccién B. p
define una medida de probabilidad invariante en B, A es el soporte de py u(A)=1.
Estas condiciones iniciales xg que son capaces de “generar” a p se llaman tipicas. Asi,
dado un sistema con medida natural asociada u, el sistema se llama ergddico respecto
a pu si casi toda érbita es tipica.



Capitulo 7
El atractor de Hénon

...Mathematics is often defined as the science of space and
number [...] It was not until the recent resonance of com-
puters and mathematics that a more apt definition become
fully evident: mathematics is the science of patterns.

Lynn Arthur Steen

7.1. La familia de mapas de Hénon, H, 4

Sea H,;:R*—R? el sistema dindmico discreto dado por:

(7.1)

T = p—2j + by
Yk+1 = Tk

H, 1, depende de dos pardmetros p1,b € R y se llama el mapa de Hénon. Para ciertos
valores de p y b, este sistema es un ejemplo especifico de una transformacién “estirante
y plegante” (‘stretching and folding’) del plano. También, para |b| < 1, es del tipo ‘area
contracting’, ya que el Jacobiano de este mapa es igual a —b para todo (z,y) € R?,
luego contrae las areas a razon constante. Ademds, salvo un cambio de variables lineal,
es la transformacion cuadratica del plano mas general con esta propiedad.

Para interpretar geométricamente el sistema (7.1), podemos observar que puede de-
scomponerse en tres transformaciones, es decir, H,; = hgohsoh;, donde:

hi(z,y) = (y, ), simetria respecto de la diagonal y=uz,

ha(z,y) = (bz,y), contraccién en el eje x (|b] < 1),

ha(z,y) = (u—y*+x,y), curvacién en el eje y que conserva drea (‘area—preserving’).

En la Figura 7.1 se muestra, esquematicamente, el efecto de aplicar sucesivamente
H, 1, sobre una regiéon del plano, llevando a suponer que existe un conjunto invari-
ante atractor, lo que confirman los gréficos hechos mediante computadoras (ver, por
ejemplo, Figura 7.2(b)). Anélisis precisos del mapa de Hénon son muy dificiles, y su
dinamica aun no esta del todo entendida para muchos de los valores de sus parametros.
En particular, el estudio completo de los cambios cualitativos en su comportamiento,
que ocurren al variar los pardmetros (bifurcaciones), sigue siendo un problema abierto

[Fal 90], [Dev 87].
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Iy & N

TN 7 TN

Figura 7.1: Representacion esquemdtica de los efectos de la aplicacion sucesiva de las
transformaciones hy, hs y hs sobre un rectingulo inicial, produciendo un efecto final
de forma de herradura.

Puntos fijos
Los puntos fijos del sistema (7.1) son las soluciones de la ecuacién

thb(x’ y) = (l‘, y)

es decir, los puntos (x,y) que verifican
r=p—2>+by (7.2)
y==u '

Reemplazando la segunda ecuaciéon en la primera, resta hallar las soluciones de la
ecuaciéon cuadratica

r = p—2’+bx

0 = 2+ (1-bz—p, (7.3)
—(b-1* : -
para pu > —— ——, existen dos soluciones reales distintas de (7.3):
b—1)+\/(b—1)2+4
gh = ( ) ( )2+ 4pu ’ (7.4)
2

luego H,,;, posee dos puntos fijos, ubicados sobre la diagonal y=ux:

Pr=(xt2") y P=(2727) . (7.5)

La matriz Jacobiana de H,, es:

—2x b
DHM,b<x7y> = ( 1 0 )
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El polinomio caracteristico es A> —7A+A, donde 7 = —2z es la traza y A = —b el

/A
=

determinante; los autovalores son, entonces, de la forma \; o=

Luego, en este caso, tenemos que

)\iQZ—ﬁi\/(mﬂL)?—l—b y Ao=—a"t/(z7)*+D (7.6)

son los autovalores de DH,,;(x,y) evaluada en PII p ¥ en P . respectivamente.

7.2. El atractor de Hénon como curva fractal

En esta seccidn, trataremos el sistema (6.1) para los valores usuales de sus pardme-
tros, u=1,4y b=0,3, y lo llamaremos simplemente H. Para estos valores de p y b,
M. Hénon ([Hen 76]) exhibi6 un cuadrilatro R, para el cual H(R)C R. Repitiendo la
aplicacion H sucesivamente, se obtiene un conjunto cerrado, no vacio, H, invariante
para H, que definimos como

H=()H"R)
k=0
donde HF es la k—ésima iteracién de H.

Caracteristicas

Esto implica que las érbitas que comiencen dentro de R, deben converger al conjunto
limite H; luego, por la Definicién 6.3.6, H resulta un conjunto atractor de (6.1).

0
xT

Ror

Figura 7.2: (a) El atractor de Hénon, H (n=1,4,0=0,3) (azul); parte de su cuenca
de atraccion B (blanco); y parte de la cuenca de atraccion del infinito (amarillo). (b)
H y sus puntos fijos, PT y P~.



7.2. El atractor de Hénon como curva fractal 96

2 ‘ - ‘ 1.243 F
1.5}
1.043 |
1,
0:5 0.843 |
= 0 =
05 0.643 |
St
0.443 |
15}
El
2 ‘ : ‘ 0.243 ‘
2 a1 0 1 2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
xr X

Figura 7.3: (a) 2000 puntos de las orbitas correspondientes a las codiciones iniciales
(0;0) (azul) y (—0,01;0,01) (rojo). (b) Ampliacion de una zona de la figura anterior.

Pero no todas las condiciones iniciales en R? generan érbitas que se aproximan al
atractor. En la Figura 7.2(a) se muestra la silueta de H, junto con una parte de su
cuenca de atraccién B (H C B). El complemento es una parte de las 6rbitas que se
alejan de H, es decir, para las que |zi| — 00 6 |yx| — 00, cuando k — oo, también
llamada cuenca de atraccion del infinito.

El gréifico de H puede obtenerse partiendo de una sola condicién inicial (z¢; yo) en B,
calculando los valores de su 6rbita H(zo;v0), H*(20; %), - - -, H*(20;%0), . . . para un
valor de k suficientemente grande, como para asegurar que la érbita esta suficiente-
mente cerca del atractor; luego de descartar los primeros valores, graficamos los lti-
mos, los cuales parecen cubrir de forma densa a ‘H. Si partiéramos de otra condicién
inicial dentro de B, el resultado “visual” seria el mismo. Esto, justamente es posible,
por ser H un conjunto cadtico. En efecto, por poseer (s.e.c.i) (Definicién 6.3.3), la
érbita de otra condicién inicial, aun estando muy cerca de (zo;yo), tendria valores
muy diferentes (mds aun, no correlacionados) de los de { H*(zo;yo) }x>1; pero debido
a la propiedad (t.t.) (Definicién 6.3.4), ambas érbitas recorren densamente el mismo
conjunto limite. Como dijimos anteriormente, lo que se esta representando es la medi-
da natural, la que resulta un invariante para casi toda condicién inicial zo (Lebesgue)
(Definicién 6.3.11). Como ilustracion, en la Figura 7.3 (a) y (b), se muestran las
érbitas de dos condiciones iniciales cercanas: (xo;y0)=(0;0) v (z3; y4) = (—0,01;0,01)
(se computaron 2500 iteraciones y se descartaron los primeros 500 valores).

Si graficamos un nimero mayor de iteraciones de una 6rbita, o de varias drbitas (con
los costos computacionales que esto requiere), veremos que éstas se distribuyen de
manera que el atractor parece estar “foliado”, es decir, compuesto por muchas curvas
paralelas (ver Figura 7.5), sugiriendo que H es como un conjunto tipo Cantor en el
sentido tranversal, y suave en la direccién longitudinal. O sea, H parece ser una curva,
infinitamente plegada sobre si misma por la accién del sistema (7.1). La razén de este
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hecho es que el atractor esta relacionado estrechamente con la variedad inestable de
un punto fijo (saddle), situado en el “borde” del atractor (Figura 7.4). Para ser més
precisos, Benedicks y Carleson ([BC 91]) probaron que el atractor es la clausura de una
rama de esta variedad inestable (ver también [Sim 79]), cuya dimensién topoldgica es
1.

Figura 7.4: Punto fijo Pt junto con sus variedades estable (rojo), W*, e inestable
(azul), W*. Notar que W*" tiene la misma forma que H.

Puntos fijos de H

Para n=1,4,06=0,3, reemplazando en (7.4) y en (7.5), tenemos que
P*t~(0,8839;0,8839) y P~ ~(—1,5839; —1,5839) , (7.7)
y reemplazando en (7.6), se tiene que los respectivos autovalores son
A~ 0,15595; \f ~ —1,92374 y A\ ~ —0,09203; )\, ~ 3,25982 , (7.8)

con lo que resultan, ambos, puntos hiperbdlicos de tipo silla (saddle) (Definicién
6.3.2(iv)), por lo tanto, para cada uno, existen localmente, una direccién estable
(atractiva) y otra inestable (repulsora). Como puede verse en la Figura 7.2 (b), PT € H
y P~ ¢H. Por esta razén, nos centraremos, de ahora en mds, en el punto fijo P*.

Zona de interés

Si hacemos sucesivas ampliaciones de la figura de H, alrededor del punto P (Figu-
ra 7.5), veremos que éste revela poseer una fuerte estructura fractal autosemejante
de “lineas” o “rayos” paralelos, que asemejan la forma de un conjunto tipo Peine
cantoriano (producto cartesiano de un segmento y un conjunto tipo Cantor).



7.2. El atractor de Hénon como curva fractal 98

0.92\ 0.89\
0.9\ A ] A\ 43
Pt=A>®nNs 0.885¢ \ +
0.88} \% ] A2C \P
AB N
0.8&\ g/ oss AB’
= SN

) A
0.875} ]
082 ]
~ N
0.8 ) 0.87} \ |
S
0.78 ] ‘ ‘ ‘

0.82 0.84 0.86 0.%? 0.9 092 094 O.é75 0.88 0.885 0.89 0.895
x

./

Figura 7.5: (a) Ampliacidn del rectingulo centrado en Pt de la Figura 7.2 (b). (b)
Ampliacion de (a).

‘H como curva limite

En la Seccion 2.3 vimos un proceso de construccién de curvas fractales autosemejantes,
que partia de un segmento inicial I (o de una generatriz), el cual era reemplazado por
una poligonal p1, etc.. De manera natural, aqui, también partiremos de un segmento
inicial (que también llamaremos I), el cual debe estar incluido en la cuenca de atrac-
cién de H, B. Hy seréd I. Hy serd H(z,y) aplicado a Hy (es decir, Hy=H (Hy)=H(I))
es la primera iteracién de I bajo el sistema (7.1). Hy serd H(z,y) aplicado a la curva
continua Hi, y asi siguiendo... Todas las Hy, serdn curvas continuas, ya que H(x,y) es
una transformacion continua, y porque partimos de un segmento, I, que es continuo.
En este sentido, { Hx} — H, cuando k— oo.

Observacién

En el Capitulo 4 comenzamos un proceso de expansion de curvas a partir del segmento
inicial I (o a partir de una generatriz). En la Figura 4.1 ilustramos cémo la poligonal
P} hereda al segmento I, adicionando nuevos segmentos. La poligonal p,, hereda a
Py, v asi siguiendo... Esta herencia asegura la existencia de una curva limite I'. Las
poligonales pi, ..., pj,...son construidas en base a una forma auto-reproducida, pre-
viamente dada por el proceso de reemplazo de I por p; (es decir, I por p)), reemplazo
que denotaremos [ — pp, para abreviar.

Para poder aplicar ese proceso a la curva H, no podremos comenzar con I, ya que
el reemplazo [ — H; (equivalente a I — p;) no es heredable: I, Hy, Hs, ..., etc., son
muy diferentes unas de otras: no hay forma auto-reproducida I — p; que genere
a Hs, Hs, ..., pues el atractor estd apenas formado. Sélo cuando empecemos desde
un ko (ko = ko(I)) suficientemente grande (por ejemplo, para [ = [0,1] x {0} C B,
ko = 8 alcanza), notaremos que Hy, 11, Hg 12, Hk,+3, - - . tienen forma similar, pero



7.8. Peines cantorianos 99

Hy, +1 tiene mas pliegues que Hy, y es considerablemente més larga; Hy, 42 es mas
plegada y mas larga que Hy, 11, etc. Estas afirmaciones son las equivalentes de “ps es
més arrugada y larga que pa, ps que ps, etc.” (afirmaciones que se pueden ver en las
Figuras 2.3 y 2.7). En aquel caso habjfamos “planchado” las arrugas via el proceso de
expansion heredable. En el caso de ‘H , en cambio, separaremos los diferentes “folios”,
o curvas, o lineas “pegadas” via un proceso de expansion heredable, que describiremos
en la siguiente seccion.

7.3. Pelnes cantorianos

...Cantorism is a disease from which
mathematics would have to recover.

Henri Poincaré.

En esta seccion adaptaremos la dimension de Mendes France introducida en el Capitu-
lo 3, definida para curvas, a otro tipo de conjuntos que, si bien no lo son, pueden ser
tratados como tales. Nos referimos a los conjuntos conocidos como Peines Cantorianos
(Cantorian comb-like sets), subconjuntos de R?. Su nombre proviene de su forma
geométrica, ya que se definen como el producto cartesiano entre un segmento I en
R y un conjunto tipo Cantor Cantor dust-like set, €1, incluido en R; es decir, E =
I x Q. Estos conjuntos también se obtienen como limite de procesos contractivos. La
dimension fractal es ahora no una medida del “arrugamiento” del conjunto, sino més
bien, del “apilamiento” de los infinitos segmentos situados en los puntos de Q (los
dientes del peine). La dimensién de Hausdorff de E es, en este caso, ([Fal 90]):

Ejemplo:
Ey Ey

Es Es
N E

Figura 7.6: Proceso iterativo de construccion del fractal E =1 X IC, donde K es el
Ternario de Cantor, como limite de peines Ej, con k— o0.

Si tomamos, por ejemplo, =/, donde K es el Ternario de Cantor (Figura 7.6), se

tiene:
log 2
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Figura 7.7: Proceso de expansion aplicado a los peines de la Figura 7.6. Cada Ej. es
la ampliacion de By, por un factor igual a 3*.

Procediendo de manera similar que para las curvas F', realizamos un proceso de
expansion sobre E, como el descripto en la Seccién 4.1.1, invirtiendo también el
factor de contraccién involucrado. En el ejemplo, A=3 como factor de expansion. Este
proceso seria el equivalente a “desarrugar” el fractal; s6lo que en este caso separamos
y extendemos los segmentos de E (Figura 7.7). El limite de este proceso iterativo es
un nuevo cunjunto £’, compuesto por infinitas semirrectas separadas, las que unimos
apropiadamente de forma tal de poder construir una curva continua I' € Fyp (Figura
7.8). La curva I' se obtiene como limite de poligonales I'y, con k— oo. No es dificil ver
que, en este caso, I' resulta una curva resoluble. Para cada k €N, sea ¢ la longitud
de I'y, v p(k) el nimero de segmentos en Ej. Claramente se tiene que

gk %g@(l{) X )\k s

Ay & cte. x \F .

Luego, por la ecuacién (3.7) tenemos, para I resuloble:

, log gp(k)
k—oo log (cte. A¥) o\

sabemos, para el ejemplo, los valores de (k) y \: ¢(k)=2""1, X=3. Por lo tanto, en

este caso obtenemos: log 2

log 3’
es decir,
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Figura 7.8: Construccion de la curva I' como limite de curvas 'y, k— oo, conectando
las infinitas rayas del conjunto E' de la Figura 7.7. Cada Ty, hereda a T'y_1 y agrega
mas lineas (marcadas con diferente color). La capsula convera de cada Ty crece como
una potencia de \¥ (A\=3 en este ejemplo).

7.4. Autosemejanza de H

M. Hénon ([Hen 76]), y luego varios autores [PJS 92|, [Fal 90], [Dev 87] (por citar
unos pocos), han hecho notar la aparente autosemejanza de H, en las “bandas” de la
parte superior, alrededor de P*. Podemos ver esas bandas superiores de H, ampliadas
en la Figura 7.5. Llamaremos a estas bandas A, B, B’ y C, como muestra la figura.
Con A%, AA,AB,AB' y AC nos referiremos, respectivamente, a la banda A dentro
de A, a B dentro de A, etc. Andlogamente, A3 denotars la banda A dentro de A2
etc. Asi, con esta notacion, A% es el “borde” superior de H, donde se acumulan las
bandas A7, con j — 0co. Nosotros asumiremos fuertemente esta A°°—autosimilaridad,
esto es, aun cuando no podemos comprobarlo para, digamos, Hygg, o0 para Hyps o para
H,y6, asumiremos que esta caracteristica se mantiene.

En la seccion anterior concluimos que los tinicos parametros determinantes, necesarios
para calcular la dimensién de Mendes France de un peine Cantoriano, y por lo tanto,
de la curva expandida asociada I', son: el factor de expansién 1/a (como el inverso
del factor de contraccién a), y la razén de crecimiento de (k) ~ ©* del nimero de
lineas paralelas en cada iteracién k.
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7.4.1. El “borde” A

Para graficar a H como una curva limite, partimos de un segmento inicial I, el cual
representamos mediante m puntos equidistantes, interpolados linealmente (puntos
de control) (en otras palabras, consideramos m condiciones iniciales equidistantes,
dentro del segmento I). I(m) es el vector que representa a I. Iteramos el mapa
(7.1) sobre los m puntos de I(m) sucesivamente k veces (k suficientemente grande) y
luego representamos los m puntos finales, H*(I(m)), también por una interpolacién
lineal. Obtenemos asi una curva (poligonal) continua Hy(m), que es la representacién
de la curva Hj. Cuanto mas grande es k, mayor es la cantidad m de puntos de
control necesarios para tener una buena aproximacion, debido al estiramiento de la
transformacién. Con Ag(m) denotamos la banda A de Hy(m), por ACy(m) la banda C
de la banda A de Hy(m) ..., etc. Cuando no haya necesidad de especificar la cantidad
m de puntos en I, simplemente escribimos Ay, AC}, Hy, . . ., etc. Intersectamos Hj. con
una recta vertical, s que pasa por PT (en z=2"~0,8839, por (7.7)) como muestra la
Figura 7.5, y esta recta hereda las “palabras” A%, ACy, A3, ... de manera natural. HNs
es un conjunto tipo Cantor, €2; luego, €2 es la interseccién de s con Hy. Los puntos
de Qy, pertenecen a ). En la Figura 7.5 (a) puede verse que Ay es una contraccién de
Hj, por un factor a<1. A su vez, en la (b) puede verse que A7 es una contraccién de
Ay por ese factor a (y una contraccién de Hy por un factor a?), y asf siguiendo. Notar
que con esta notacién, A°Ns=P*. Como ya hemos visto, P™ es un punto silla. Esto
implica que hay una direccion de contraccion bien definada, en la estructura local en
trono a P™ (dada por el vector tangente a W*(P") en P"). Entonces, en nuestro

caso encontramos sin sorpresa, que la magnitud del factor de contraccién a es justo
el valor de A\, es decir, a~0,15595 por (7.8).

7.4.2. Numero de lineas en A;Ns

Comencemos observando una conexién entre Ay y Cj. Para cada k (suficientemente
grande) hemos realizado un conteo de nimeros de rayas, para cada una de las bandas.
La que mds rayas tiene es Ay (puesto que se “acumulan” en el borde A*); la banda
que le sigue es Cj, y con muchas menos rayas en comparacion, siguen By y Bj. Es
decir, # A, > #Cy > #By, > #B,.. La explicacién tiene que ver con la transformacion
H y el proceso de plegado descripto esqueméticamente en la Figura 7.1. En las Figuras
7.9 (a) puede verse que H estd doblado sobre si mismo, y que C=C esta conectado
con a A= A; esto es, C proviene de A. Sin embargo, #C' es menor que # A, por lo
tanto, C' tiene que cumplir dos condiciones:

(i) C tiene que provenir de la parte mas exterior de A (por el plegado),
(ii) C, siendo el que le sigue a A en cantidad de rayas, tiene que provenir de algin
subconjunto “abundante” o “gordo” de A.

Ahora bien, la parte mas exterior de A, que al mismo tiempo es la mas densa en
rayas, es precisamente A?. La Figura 7.9 (b) muestra que éste es el caso: C' proviene
de A?. Tenemos, entonces, una ecuacién tentativa:

HA2 = H#C, (7.10)
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con alguna raya de mas o de menos, la cual hemos verificado para 8 <k <16.

2
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Figura 7.9: (a) Atractor H (azul), y conexion entre C' y las bandas superiores de A
(rojo), y entre B y B’ (verde). (b) y (¢) Ampliacion de (a) , mostrando que, realmente,
las lineas de la banda C' provienen de las de A2, y las de B’ de B.

La cantidad de lineas en By y en Bj, no sélo es mucho menor que en las otras
bandas, sino que escalan de manera mas “lenta” con k, y esto también se explica
(graficamente) por el efecto de plegado de H. La creciente estrechez de las bandas B
y B’, implica que podemos escribir, para k grande:

#H, ~ #A, + #C (7.11)

descartando las pocas rayas en By y By, (aqui, “pocas” significa: # By, crece mas lento
que #Ay y #Cy). De (7.10)—(7.11) obtenemos:

H#Hy ~ # A+ #AL, o #A) ~#HA +#AL . (7.12)

Ahora, si asumimos la hipotesis de autosimilaridad de H seriamente, concluimos que
j . j+1
las rayas en Aj, se contraen (con factor de contraccién a~0,156) a las de Aﬁl. Esto
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es, cuando aplicamos el mapa continuo H(z,y) a los puntos de la curva Hj para

obtener Hy1, contraemos todo HyNs en Agy1, todo A=A} en A7, ..., etc.
Por lo tanto, tenemos:
H#A) =#A,, (7.13)
Y 1 2
Al = A2 (7.14)
Sustituyendo (7.13)—(7.14) en (7.12) tenemos
H#AL = #HA A+ HAL, (7.15)

Ahora bien, si tenemos una sucesion recurrente de la forma:
Qg1 = Qf + Q-1

comenzando con ag=a 'y a1 =[3, se tiene entonces

ay = art+og=a+f,
az = axtar=(a+f)+0=a+20,
ay = g3ty =20+33,

a5 = 30&+5ﬁ,

y el término general seria
ap = Fra+ Fi.1f,

donde Fj, es el k-ésimo niimero de Fibonacci, el cual es bien—aproximado por cte.x ",
donde gaz#. Por lo tanto, la expresion general de «ay, seria:

= a cte. " 4 3 cte. " = ket |
donde k es otra constante. Luego, por (7.15), podemos obtener

#A = K",

#Cp = #AL = #A,, = v =Fp" .

Para ver la validez de la ecuacién (7.15), mostramos, para 9 iteraciones fractales
correspondientes a 8 < k< 16 los resultados en la Tabla 7.1 (para k> 17 es dificultoso
numéricamente, por que el correspondiente m=m(k) es muy grande).

Para ver la exactitud del signo “=" en (7.15), tomamos los valores de la Tabla 7.1,
restamos #Ari1 a #Ar + #Ax_1, y dividimos el valor absoluto de esta resta por el
minimo entre # A1 and #Ax+# Ar_1 para estimar los errores relativos por exceso.
Los resultados se muestran en la Tabla 7.2; y observamos que, cuando k=16 el error
estd ya casi en el 1%, y descendiendo, mostrando que la validez de (7.15) es confiable.
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‘ k H # Akt ‘ #H AL + # A1 ‘

8 12 6+2=28

9 18 12+6=18

10 28 18 +12=30

11 44 28 418 =46

12 63 44 4+ 28="T72

13 101 63 4+ 44 =107
14 161 101 4+ 63 =164
15 267 161 4+ 101 =262
16 433 267 + 161 =428

Cuadro 7.1: Comparacion entre el numero de lineas de las bandas Axy1, Ax y Ap_1,
para k:8—16.

7.5. La curva expandida I'’"* asociada a ‘H

Del mismo modo en que definimos curvas expandidas I'* en Fj;r asociadas a un
fractal F en Fy, asociaremos aqui al atractor de Hénon H una curva expandida I'**.

Vamos a considerar, como origen de la expansion, el punto Pt = A*Ns en H (de
absisa = =0,8839). Este punto serd considerado, por ejemplo, como el punto “0” del
intervalo [0, 1] en la Figura 4.1.

Con abuso de notacién, en lo que sigue llamaremos A a AxNs, y lo mismo para las
otras “palabras”. El intervalo I = |0, 1], o la generatriz de F', que eran la “unidad”
inicial heredada por p),ph,..., D, ..., serd ahora reemplazada por la curva Hs. Las
equivalentes de p},pl, ..., D, ..., las denotaremos con Hg, H{,,.... Ya que la curva
de partida es Hg, H{ serda Hy expandida por un factor A = 1/a (a =~ 0,156); Hj,
serd Hy expandida por A\*=1/a* como factor de expansién, con el mismo origen, y
asi siguiendo. ;Cudles serfan las diferencias entre las Hj, para k> 87 Consideremos el
proceso en {2="HNs. Para fijar ideas, consideremos una version simplificada de €2, que
contenga solamentes partes A y C; es decir, €2 es un polvo de Cantor hecho solamente
de A’s y C’s. Miremos el diagrama de la Figura 7.10. En la primera linea tenemos
Qcon Ay C,y A® a la izquierda, tomando el lugar del origen. La siguiente linea
muestra la expansion por A=1/a: A se vuelve €2, mientras que C' se transforma en un
“segmento” AC' a la derecha de ). La tercera linea (expansién por A?) atin muestra
la primera expansién de € por A!, pero ahora dentro de Q podemos ver A y C, los
cuales en la linea anterior fueron A% y AC. La linea siguiente muestra la expansién
de Q por A\*: tenemos a A (ex A?) siendo Q (con A y C dentro); C (ex AC) siendo
MO =Cla,y C/a*=X2C, un “segmento” a la derecha de \C; terminando con \3C.
Creemos que esta notacion es obvia. La idea subyacente es mostrar la posibilidad de
una herencia, aparente en las columnas Q, A\C, \2C, A3C, . .. en el diagrama, herencia
que muestra la posibilidad de dibujar la curva 't
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‘ k H [#Ak+# Ap—1] —#App1= A ‘ Ag/min{# Agi1; #Ak+#Ar—1} ‘

8 -4 -0.5

9 0 0.0

10 2 0.071
11 2 0.045
12 9 0.14

13 6 0.0594
14 3 0.018
15 -5 -0.019
16 -5 -0.0116

Cuadro 7.2: Errores (porcentajes) relacionados con (7.15) y con la Tabla 7.1.

Vayamos a los conjuntos de puntos Hg, Hy, . . ., etc., como muestra el diagrama de la
Figura 7.11. Para simplificar, a; denota # Ay, idem c¢;. Hg se muestra en la primera
linea del diagrama; Pt estd a la izquierda de Hg, y ag y cg estan dentro de Hg. A
la derecha de Hg podemos observar Hg, con ag y c9 dentro, en una notacién que
confiamos sea obvia. Dentro de ag ubicamos a ag y cg, a la derecha de los cuales
escribimos ¢cg para recordar que, aproximadamente, el nimero de puntos en Cjyq
es ¢ veces el numero de puntos en Cj. Ahora, expandiendo por A vamos a la linea
siguiente del diagrama, y observamos que ag (con ag y c¢g dentro) se convierte en ag y
cg dentro de Hg, mientras que ¢y se vuelve ¢g expandido en A, esto es Acg. Otra vez,
cg es, aproximadamente, ¢cg. La notacion ¢pAcg a la derecha de Acg en el diagrama,
indica que tenemos ¢cs puntos, expandidos o estirados por un factor A =1/a. Una
comparacion entre ¢ = 1+—2\/5 ~ 1,618 y A = 1/a ~ 6,4123 muestra la magnitud del
estiramiento final, eso es, ¢g incorpora puntos, pero finalmente estos puntos terminan
separados unos de otros.

Ahora bien, en la Figura 4.1 de la Seccién 4.1.1, vimos justamente la manera en
que construimos la poligonal p): tomamos I = [0, 1] (ahora Hg), fijamos un origen
“0” (ahora PT), aplicamos las similaridades a I una vez, para obtener p; (ahora
aplicamos H(z,y) a Hg y obtenemos Hy, incorporada por la recta s), y estiramos p;
por el reciproco A del contractor (ahora por A=1/a) para obtener p; (ahora llamado
HY, incorporado a s).

Para obtener Hj, seguimos el mismo procedimiento que antes, expandiendo por A%,
como se muestra en la segunda y tercera linea del diagrama. La “igualdad” \?c;p =
p?\2cg significa que tenemos cg puntos multiplicados por un factor de @? =1 + @~
2,618 y estirados por \?=1/a?~(6,4123)% =41,1177.

Mirando en sentido vertical a la derecha del diagrama vemos que ag y cg serdn siem-
pre heredados, que tendremos cy9 expandido por A siempre, a la derecha del cual
tendremos c¢;o expandido por A\*=1/a? siempre,...

Un momento de reflexiéon muestra que H;, (con la correspondiente incorporacién en la
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Figura 7.10: Esquema de expansion de QQ="HNs.

recta s) luce mds y mds como un conjunto tipo peine cantoriano, de tamafio A*x\*. La
curva limite I', entonces, existe, y es una expansién infinita de un peine cantoriano,
en el sentido de la Seccion 7.3.

7.5.1. T'" es resoluble

Las ultimas observaciones de las secciones precedentes sobre ¢ y a, muestran por
qué I'" es una curva resoluble en el sentido de la Seccién 3.2.4. En cada uno de los
sucesivos bloques o “segmentos” en la Figura 7.11 tenemos ¢*cg puntos (rayas en el
peine) espandidos o estirados por un factor 1/a*, 1/a significativamente mds grande
que . Por lo tanto las rayas en ¢*cg/a* son mds separadas unas de otras. Por lo
tanto, si '} es el tramo de I'"* hasta el paso k, asegurado que C}, (y por lo tanto C'),
tiene una estructura autoreplicante regular, aquella separacién asegura que el area de
[ (e) es de la forma e xlong. de T'®, para un ¢ fijo. Luego, I'™* es resoluble.

En efecto, C tiene una estructura autoreplicante muy regular, autosemejante en un
sentido analogo al de A. Esta autosemejanza se hace evidente via sus Cy—aproximantes.
A estd hecha de C’s... como muestran las Figuras 7.10 y 7.11. Pero C esté hecha de
A’s (donde A es cierta deformacién de A) también de una forma autosemejante, con
razones de contraccion bien definidas, y con bandas que se contraen de acuerdo con
estos contractores.
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Figura 7.11: Esquema de iteracion (k=9 y 10) y expansion, mostrando la evolucion
de la cantidad de lineas en las bandas C7. Iteracion (azul), hacia la derecha; expansion
(rojo), hacia abajo.

7.5.2. T™ y Y™ comparten la misma I'’’(¢)

Consideremos el peine cantoriano Cy/a*, una banda de T cuya interseccién con la
recta s es como en el diagrama de la Figura 7.11. Como sabemos, esta banda es una
aproximacién del peine Cantoriano C' expandido por A* (Figura 7.10, en la recta s)
donde C' es ahora la banda completa en  (no una k-aproximacion). Recordemos
que en la Seccién 4.2.3, definimos una curva llamada Y a partir de I' reemplazando,
en aquella construccién, cada segmento de esta tltima por una copia (reducida o
ampliada, de acuerdo al segmento) del fractal original correspondiente F'. De manera
analoga, la curva que llamaremos Y™, estd ahora conformada por I'**, reemplazando
en esta 1ltima cada banda correspondiente a un bloque o “segmento” Cj/a* = \Cy,
por el peine cantoriano C' expandido por \*.

Ahora bien, la banda C' es muy angosta: su ancho en ) es aproximadamente igual
a 0.0081 (valor que estimamos a partir de una mera inspeccién grafica, puesto que
no estd asociado a ningun autovalor, como es el caso de a); mientras que el de A
es a=0,156. La banda C estd compuesta por A’s y C’s del mismo modo en que A
esta compuesta por una A y una C.

Los anchos relativos de A y C dentro de C (esto es, de CA y C? dentro de C)
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son, también, significativamente menores que a. Estas observaciones muestran que el
drea I'"(g) (parte de I'"" correspondiente a C(k)/a*) cubre todo C expandido por
Ne. Como I'"* estd enteramente hecha de peines C', podemos concluir que I'* y T
comparten la misma I'(g), con e=\=1/a.

7.6. Conclusiones

Hemos verificado todas y cada una de las condiciones que nos permiten concluir, en
virtud de (4.1), que:

log ¢
log(1/a)

valor que resulta sensiblemente menor que el de la dimensién de caja del mismo
atractor, H, estimada por algunos autores en 1,275 ([Ott 93], [ASY 97]), y por otros
en 1,2840,001 ([Gra 83], [PJS 92]), usando el método usual de superposicién de grilla
y posterior conteo de cajas. Inclusive, es ain levemente menor que 1,274640,0001,
valor que se reporta como cota superior de Dy para H, en [SBH 99], como resultado
de un algoritmo presentado como alternativo y superador al de conteo, en el caso
de atractores caodticos. Alli, la dimension de caja estd expresada en términos de las
razones de expansion promedio, las cuales son magnitudes invariantes del conjunto
cadtico. Los autores refieren que este resultado fue calculado usando una trayectoria
singular de 2x10% iteraciones de una condicién inicial aleatoria zg, elegida dentro de la
cuenca de atraccién (y luego de refinar 10 veces el paso del algoritmo). Estas razones
de expansion se obtienen a partir de los valores singulares de la matriz jacobiana
Esta idea de usar valores singulares, también se encuentra en [Fal 97]. All{ se describe
un método para estimar cotas superiores de la dimensién de Hausdorff de atractores
A, de sistemas dindmicos T' (T:R" —R™), en términos de pardmetros que involucran
a T. Como A es invariante por T'y A= T*(U), para U entorno de A, entonces si
{U;}; es un cubrimiento de A, también lo son {T*(U;)};, k=1,2,.... Subdividiendo
los conjuntos T*(U;) apropiadamente, a veces se puede obtener un cubrimiento mas
refinado de A, que mejora la cota para el cdlculo de su medida y su dimensién.
Luego, la idea es estimar el tamano y la forma de T*(U;) en términos de la derivada
de T, la cual se puede pensar geométricamente como una transformacién afin que
aproxima localmente a T'. Asi, si U; son bolas que cubren a A, entonces T*(U;) son,
aproximadamente, elipsoides con semiejes de longitud 1|Us|a;(DT*(z)), donde x es
el centro de U; y «j(M), j=1,...,n, los valores singulares de una matriz M. Sin
embargo, al aplicar lo anterior, como ejemplo, al caso del atractor H, se obtuvo
([Fal 97]) dimg (H) < 1,53.

Nuestra dimension también resulta levemente superior a la dimensién de informacién
de H, estimada en Dy ~1,23+0,02 ([PJS 92|, [SBH 99]). Ademéds de haber una razén
tedrica para serlo, puesto que es la dimensién de Hausdorff, creemos que esto se explica
(o comprueba), ademds, porque al mapear un segmento y no una sola condicién

dimy (H) = dimPx(0™) =1 + ~ 1,2589 ,



7.6. Conclusiones 110

inicial (y asf rescatar que H es una curva y localmente un peine cantoriano), estamos
“recuperando” partes del atractor que son infrecuentemente visitadas por cualquier
orbita tipica, y por lo tanto no “vistas” por la medida natural, la cual esta relacionada
con la D;.

Sabemos que la dimensién de Hausdorff y la de caja son iguales para las curvas frac-
tales autosemejantes F' € Fp, pero sabemos (Ecuacién (2.10)) que, en general, la
dimension de Hausdorff es menor que la de caja. También, para los fractales estric-
tamente autosemejantes vale que Dy = Dy = D,. Luego, la magnitud de la diferencia
A(E)=dimp,,(E) — dimpy (E) puede interpretarse como una medida de cudnto dista,
o cuan cerca esta, un conjunto de ser autosemejante. En nuestro caso, F=H, A(H)
parece ser bastante pequeno, pero no cero (lo mismo sucede con dimy(H)—D;). Am-
bos hechos nos dan informacién acerca de la estructura fractal de H: sin ser un fractal
autosemjante, H posee fuertes caracteristicas de autosimilaridad. Es mas, todas las
A’s tienen la misma estructura autosemejante, lo mismo para todas las C’s... pero la
estructura entre A y C' difiere mucho, como notamos al final de la Seccién 7.5.1.

Notar que, la curva ['*¥ obtenida con el contractor mayor, ay, a partir de una curva
fractal autosemejante, no era nunca resoluble, mientras que I'", obtenida con el con-
tractor mayor a=0,156 es resoluble. Esta diferencia es profundamente estructural, y
tiene que ver con la naturaleza particular de H.

Hemos visto un camino alternativo para calcular la dimension fractal de atractores
extranos, aplicado en este caso al mapa de Hénon. Creemos que este camino ofrece al-
gunas ventajas. Primero, el método esta basado sobre el mapeo del atractor mediante
los llamados puntos de control que cubren un d-cubo, donde d es nimero de expo-
nentes caracteristicos positivos del mapa. Podemos pensar esto como si tomaramos
en cuenta solamente la dimension topologica del atractor completamente desarrollado
(1, en el caso de H), lo que implica una reduccién significativa del nimero de dimen-
siones involucradas en los calculos computacionales. Esto es posible porque el resto de
los exponentes caracteristicos, que son negativos o cero, producen, en el primer caso,
un “colapso espacial” (space—collapse) de las direcciones asociadas, y en el tltimo
caso, sélo un incremento entero en la dimensién final del atractor, y, por lo tanto,
ninguno contribuye a la “componente fraccional” de la dimensién. Por el contrario, el
procedimiento para el calculo de la dimension de caja, requiere hacer una grilla para
el espacio ambiente entero.

Otro aspecto interesante, es que los puntos de control pueden ser mapeados si-
multaneamente de manera paralela, en lugar del proceso de iteracién de los puntos
en el proceso de conteo de cajas, el cual debe ser generado secuencialmente, para
asegurar un cubrimiento uniforme del atractor en términos de su medidad de prob-
abilidad natural. En nuestro esquema esta distribucién uniforme es asegurada desde
el principio, debido a la distribucién regular de los puntos de control en el d—cubo
inicial.

Generalizando las herramientas desarrolladas aqui, estos conceptos podrian, eventual-
mente, extenderse a sistemas de dimensiones mas altas.

Para obtener un espectro completo de dimensiones de Mendes France, se deberia
profundizar el estudio de las estructuras dentro de las restantes bandas C, By B’.



Capitulo 8

Parametros fractales para el
estudio de atractores tipo Hénon

... There is now a whole new experimental and theoretical
science dealing with strange attractors, their classifica-
tion, the measurements of their quantitative properties,
their reconstruction from physical data, and so on. But
undoubtedly the mathematical understanding of strange
attractors is just in its infancy and they will be one of
the great challenges of future mathematical generations.

H.O. Peitgen, H. Jiirgens, D. Saupe.*

8.1. Introducciéon

Usualmente, los cambios mas comunes y tipicos en los comportamientos dindmicos
son observados mientras se varia “lentamente” uno de sus parametros. Por ejemplo,
es el caso de una familia de mapas planos y disipativos dependientes de un parametro,
en donde las intersecciones de las variedades invariantes de ciertas orbitas periddicas,
sufren una bifurcacion global tal como una “crisis interior”. Una crisis es un cam-
bio discontinuo en el atractor cadtico a medida que el parametro del sistema varia
continuamente. El cambio discontinuo al que nos referimos, es uno caracterizado por
un repentino reemplazo de la érbita accesible (Definicién 8.2.1) sobre el atractor. Se
ha senalado el rol crucial que juegan estas érbitas accesibles de tipo ‘saddle’ para
entender algunas bifurcaciones globales: la metamorfosis de la frontera de la cuenca
de atraccion, en el caso de puntos accesibles de la frontera, asi como la explosion de
‘saddles’ en la crisis interior, en el caso de puntos accesibles en el atractor. Uno de los
sistemas mas simples y no triviales que exhiben el fenémeno de interés aqui es el caso
de Hénon, y algunos estudios numéricos fueron hechos acerca de érbitas periddicas
accesibles para estas familias de mapas, en, por ejemplo, [GOY 87], [AS 88|, [AS 93]
y [RAS 99].

*[PJS 92]
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8.2. Numeros de rotacion de orbitas accesibles

Es sabido que para un mapa inversible, T', del circulo, una érbita periodica de T
tiene nimero de rotacién p/q (irreducible) si su periodo es ¢ y la 6rbita gira alrede-
dor del circulo p veces cada ¢ iteraciones. Para sistemas bidimensionales, el nimero
de rotacion mide la rotacion promedio alrededor del conjunto cadtico invariante en
cuestion. Como dijimos anteriormente, ciertas orbitas periédicas inestables llamadas
accesibles juegan un rol clave.

Definicién 8.2.1  Sean U CR? un dominio, x € 0(U). Decimos x es accesible desde
U, si existen ye U y v: [to, t1] — R?, continua y de longitud finita, tal que v(to) =y,
Y(t)=x yy(t)eU, ¥V te(to,t1).

En otras palabras, un punto en la frontera de una region, es accesible desde la misma,
si existe una curva (o camino) de longitud finita que conecte el punto de la frontera
con un punto del interior de la region, tal que ningtin punto de la curva, excepto el
punto en la frontera, pertenezca a la frontera de la regién [Ott 93, pag. 277, 295].

Luego, si T' es un mapa bidimensional inversible y U es la cuenca de atraccion de
un atractor A, un punto x de la frontera de U es un punto frontera accesible si es
accesible desde la cuenca U. Cuando U es conexo y simplemente conexo, aun siendo
su frontera una curva fractal, el mapa T actua sobre los puntos frontera accesibles
como si estuvieran en un circulo alrededor del atractor A, por eso uno puede asociar
un numero de rotacion a estos puntos fronteras accesibles desde la cuenca, y llamarlo
nimero de rotacion accesible [AS 88].

Este analisis para cuencas puede ser aplicado a atractores caoticos conexos. Por ejem-
plo, si consideramos un mapa inversible T, y a su atractor cadtico conexo A lo mi-
ramos como frontera de una cuenca de atraccién (por ejemplo del infinito) bajo el
mapa inverso 7!, entonces, una drbita frontera accesible estard, ahora, en el atractor
A, siendo accesible desde el complemento de A, y rotando alrededor del punto fijo
central de A. Para una discusién mdas amplia de estos tépicos (la existencia de un
intervalo de nimeros de rotacion, la posibilidad de ser irracionales, etc.) ver [AS 93]
y sus referencias.

Consideraremos ahora, la familia de Hénon (7.1) del capitulo anterior:

—u—224b
Yk+1 = Tk
donde p es un parametro escalar, pero fijaremos el valor de b en b= —0,3. El valor

absoluto del determinante de la matriz Jacobiana es igual a —b=0,3, luego, la familia
sigue siendo drea-contractiva. La Figura 8.1 muestra el diagrama de bifurcacién para
este mapa. Para cada valor del pardmetro p en el eje de las absisas, la coordenada
x del conjunto atractor es dibujada verticalmente (tomando un nimero grande de
valores consecutivos de x para una érbita generada por el mapa (8.1).

En este escenario puede verse al mapa sufriendo una bifurcacion de doblamiento de
periodo ( ‘period—doubling bifurcation’) a la izquierda; seguida de un régimen de ban-
das cadticas que contienen “ventanas periddicas” a la derecha. Sélo cuando p alcanza
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Figura 8.1: Diagrama de bifurcacion del mapa (8.1), para p € [1,70,2,15]. Para cada
valor de p, se representa la proyeccion del atractor 'H, sobre el eje x.

el valor de p., ~2,0185 las bandas parecen llenar enteramente el eje vertical, mostran-
do la existencia de un atractor “conexo” (‘one-piece attractor’) el cual llamaremos
H,,. Este régimen continda hasta un valor critico j., ~2,1246, donde, finalmente, el
atractor se hace tangente a la frontera de su base de atraccién produciendo un tipo de
metamorfosis llamada crisis terminal (‘boundary crisis’), en la cual el atractor junto
con su cuenca de atraccién, desaparecen repentinamente del espacio de fases (Figuras
8.2(a)—(c)). El intervalo entre (i, y fi, serd la zona de interés, ya que los atractores
'H,, se presentan como cadticos y conexos; por lo tanto, como dijimos antes, pueden
ser vistos como fronteras de sus complementos bajo los mapas H ! inversos de (8.1)

(8.2)

Para este intervalo de valores del parametro u, Alligood y Sauer mostraron en [AS 93],
y en [RAS 99] los resultados de estudios numéricos sobre nimeros de rotacién acce-
sibles para la familia (8.1). Para un valor fijo de i, aunque haya érbitas periédicas
de infinitos periodos en el atractor, todas las orbitas accesibles rotan alrededor del
“borde” exterior del atractor con la misma razén asintética. Los autores ehiben ev-
idencia numérica de cémo varian los nimeros de rotacién accesibles en una crisis
tipica: el atractor cadtico contiene ciertas dérbitas periddicas cuyas variables esta-
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Figura 8.2: Atractor H,, (azul), parte de su cuenca de atraccion (blanco) y parte de
da la cuenca de atraccion del infinito (magenta). (a) Para p1=2,015, H,, es disconezo,
las drbitas alternan entre las dos partes. (b) Para p = 2,07, las dos partes se unen
para formar un atractor de una pieza. (¢) Para p = 2,12467, el atractor cadtico y
la frontera de su cuenca de atraccion se hacen tangentes (crisis terminal). La orbita
inestable de periodo &8 (verde), con la que H, choca a su frontera, es accesible desde
la region blanca.

bles e inestables se cruzan “a manera de reticula” cuando el pardmetro varia. La
metamorfosis ocurre cuando las variedades invariantes de dos orbitas periédicas con
diferente niimero de rotacién se intersecan o se hacen tangentes. Este hecho puede in-
volucrar comportamientos rotacionales complicados, implicando que, repentinamente,
una orbita peridédica accesible en el atractor pase a ser inaccesible y, simultaneamente,
una orbita periddica inestable diferente a la anterior e inaccesible hasta ese momento,
asuma el rol de érbita accesible.

La evolucién de los nimeros de rotacién accesibles para H,, como funcién v(u) del
pardmetro p dentro del intervalo [2,01,2,12] se muestra en la Figura 8.3. El grafico de
v(u) luce como una funcién de tipo—Cantor o escalera del diablo (‘devil’s staircase’).
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Figura 8.3: Evolucion de los nimeros de rotacion accesibles para 'H,,, en funcion del
pardametro p. El grdfico es una escalera de tipo Cantor decreciente.

8.3. Parametros para la dimensién de Hausdorff
de 'H,

En la Figura 8.4(a) se muestra la forma completa del atractor H, del mapa (8.1)
para un valor elegido de p € [2,01,2,12]. Como ya explicamos, la figura se obtiene
representando el resultado final de varias iteraciones del mapa, sobre un segmento
inicial I (ubicado dentro de la cuenca de atraccién). El atractor es representado por
una curva continua, el mapa es una transformacion continua y comenzamos desde una
interpolacion lineal a trozos de una grilla regular sobre I. El segmento es estirado y
plegado, en este caso por la transformacion H,. La Figura 8.4(b) es una ampliacién de
la Figura 8.4(a) alrededor del punto fijo interior P,. La Figura 8.4(c) es una ampliacién
de (b). Rotando esta figura 180° alrededor del punto fijo, podemos observar que H,
posee la estructura autosemejante de un conjunto tipo peine cantoriano. La Figura
8.4(d) es otra vez, una ampliacién de la dltima figura.

En el capitulo anterior concluimos que los Uinicos parametros determinantes, nece-
sarios para calcular la dimension de Mendes France de un peine Cantoriano, y por
lo tanto, de la curva expandida asociada T, son: el factor de expansién 1/a (como
el inverso del factor de contraccién a), y la razén de crecimiento de (k) ~ ¢* del
numero de lineas paralelas en cada iteracion k. Ademas, estimamos la dimension de
Hausdorff del atractor H, como la dimensién maximal de Mendes France de la curva
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Figura 8.4: (a) H, para p1=2,07 y su punto fijo interior P,. (b) Ampliacion de (a)
alrededor de P,. Q) ="H,Ns es un conjunto tipo Cantor. Q) es la interseccion de s
con la banda superior. (c) Ampliacion de Q}L por un factor de 1/0.1787, mostrando
la misma forma que Qg, al rotarlo 180°. (d) Ampliacion de Qi por el mismo factor,
mostrando la misma forma que Qg, Y que Q}L rotado 180°.

expandida I'"*, mediante la formula
log ¢

di = dimjF(I") =14+ ——— . 8.3
Siguiendo un procedimiento andlogo, nos centramos en el punto fijo interior P, de H,,.
H, (k) es la k—ésima iteracion del segmento inicial I bajo el mapa (8.1) (I es el mismo
para todo p € [2,01,2,12] considerado) luego todas las H,(k) son curvas continuas
aproximantes de H, a medida que % crece. Descartando las primeras iteraciones, se
hace evidente una forma autoreplicante al comparar H,(k) y H,(k+1), H,(k+1) es
mas plegada y larga que H, (k). Como antes, intersecamos H, (k) con un segmento
vertical s que cruza al punto fijo, como muestran las Figuras 8.4. Qg =H,Ns es un
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conjunto tipo polvo de Cantor, luego H,(k)Ns C Qg. Q}L sera la interseccion de s
con las bandas superiores de H,,, Q}L es una contraccion de Qg por un factor a,. Qi
serd, respectivamente, la interseccién de s con las bandas inferiores y, otra vez, una
contraccion de Q}L por un factor de a, (y por lo tanto, una contraccién de Qg por
un factor de a;, (Figura 8.4(c)). Q3 serd la intersecciénde s con las bandas superiores
(Figura 8.4(d)) y asf siguiendo... Con esta notacién, 2° es el punto fijo P,. Este
punto fijo es un punto ‘flip saddle’, es decir, la matriz Jacobiana de la transformacion
evaluada en el punto fijo tiene un autovalor de valor absoluto mayor que uno, y uno
de valor absoluto menor a uno que, ademas, es negativo (Definicién 6.3.2(v)). Este
es el caso para todos los valores del parametro p considerado. Cada punto P, tiene
un autovalor o, —1 <, <0. Como ya dijimos, esto implica que hay una direccién
de contraccién bien definada, en la estructura local en torno a P,, y por lo tanto,
encontramos (sin sorpresa) que la magnitud del factor de contraccién a, es justo el
valor absoluto de ay. El signo menos de «a,, da cuenta de la “alternancia” de QL
entre las bandas superiores e inferiores que van aproximando a P,. Entonces, por
ejemplo, para p=2,07 tenemos que |Qi+1| ~(,1787 x |QL|, j €N, siendo el autovalor
correspondiente oy, ~—0,1786953 para ese valor de .

Sea ¢, (k) el nimero de lineas en H,(k) que intersecan a s, es decir, el nimero
de rayas en el peine cantoriano H, (k) correspondiente a la k—ésima iteracién del
sistema (8.1). Desafortunadamente, no existe una férmula que nos permita calcular
¢, (k) directamente, luego debemos proceder mediante técnicas computacionales para
obtener ese dato. Presentamos los resultados en la Tabla 8.1 para varios valores de
k, y para veinte valores de p dentro de [2,01,2,12] (consideramos al pardmetro u de
manera discreta, desde py = 2,02 a 9o = 2,115 a intervalos regulares de longitud
A, =0,005).

Para poder estimar el escalamiento de ¢, (k) como potencia de un nimero real ¢,
ou(k) ~ ¢f, graficamos log ¢, (k) en funcién de k en la Figura 8.5 para los valores
discretizados del parametro u considerados. Cuando k crece, las lineas se hacen més
rectas, y, descartando los primeros valores de k (para los cuales el atractor no esté bi-
en definido aun) interpolamos los datos por cuadrados minimos. Los valores de las
pendientes log ¢, se muestran en la Tabla 8.2.



u\k 9/10(11|12|13(14|15|16|17({18|19 (29|21 (22|23 |24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 31 32 33 34

2.020(1|1|1]|1(22|2|4 61013172331 |35| 51 | 89 | 83 | 105|150 | 182 | 265 | 323 | 465 | 571

2.025(|1|1|1]|1|2]2|4]|6 11116 |19 (29|37 | 53 | 70| 101 | 129 | 192 | 244 | 355 | 459 | 660 | 855 | 1229 | 1583
20301111134 |6|8|14/15|24|29 |45|53|83|102| 158 | 193|299 | 366 | 552 | 689 | 1037 | 1299 | 1945 | 2458
203511113679 |14/16|25|30 48|59 |96 120|181 | 226 | 337 | 426 | 640 | 823 | 1219 | 1593 | 2352 | 3065
2.040||1| 1|11 |3|6|9|11|17(19|29 |37 |57 |73 |113(143| 219 | 277 | 413 | 533 | 793 | 1035 | 1541 | 2035 | 2993 | 3962
2.045||1| 11135 |8(1016/18|28|34|56|70|113|152| 231 | 286 | 428 | 550 | 828 | 1092 | 1636 | 2183 | 3234 | 4298
2.050(|1| 111|359 |11|17|19|29|37 |59 |80 |128|168| 252 | 327 | 485 | 646 | 969 | 1315 | 1953 | 2651 | 3879 | 5271
2.055||1| 11|13 5|9 |11|17(19|29|37 |63 |87 |137(179| 265 | 351 | 523 | 701 |1061| 1447 | 2159 | 2941 | 4319 | 5885
2.060(|1| 111359 (1117|2131 |41 |67 |93 |143|193| 287 | 383 | 573 | 793 |1180| 1626 | 2414 | 3328 | 4874 | 6754
2.065(|1| 1|12 |4]6|10(12]18|22|32 |44 |72 |100|152(204| 305 | 409 | 619 | 851 |1277| 1767 | 2619 | 3621 | 5334 | 7422
2.070||1| 11246 (10(12|21|25|39 |51 |81 |109|171(225| 343 | 465 | 709 | 971 |1473| 2037 | 3045 | 4221 | 6283 | 8765
2.075(|1| 1|12 |4]6|10(12(21|25]|39 |51 |81 |110(172|232| 354 | 484 | 740 |1028|1540| 2144 | 3192 | 4494 | 6668 | 9432
2.080(|1|1|1|24]6]|1012]23|27|45 |59 |93 |130(202|284| 432 | 598 | 907 1265|1931 | 2727 | 4113 | 5849 | 8715 12463
2.085||1| 11246 (10(12|25|31|51 |67 |104|149|227|319| 491 | 688 |1066|1498|2286| 3240 | 4890 | 7020 {10530|15160
2.090(|2| 212|368 |14|17|34|40| 70 | 88 |146|200|321|438| 695 | 951 |1514|2089|3275| 4581 | 7099 {10059 |15436|22007
2.095(2| 24| 7(10(13(20|24|43|54| 90 |118]193|272]429(599| 935 |1317|2066|2934|4542| 6489 | 9947 |14353|21876|31728
2.100||3| 3 | 5| 7 |11(13|23|27|49|61|104|138]230|320|512|716|1137|1601|2524|3585|5587| 8023 |12379|17923|27440|39974
2.105||3| 3 | 5| 7 [11(13|23|28|50|64|112{150|244|338|542|766|1226|1729|2736|3903|6110| 8851 |13680|19965|30364|44923
2.110||3| 3 | 5| 7 |11{13|23|29|53|70|120|{168]266|378|598|860|1362|1962|3074|4468|6951|10238|15789|23383|35857|53281
2.115||3| 3 | 5| 7 [12(14|26|34|58|80|132|188]296|428|686(999|1569|2313|3607|5347|8301|12401|19129|28669 |44055|66283

Cuadro 8.1: Numero de lineas paralelas, p,(k), en H,(k), que intersecan al segmento vertical s por P, (Figura 8.4) para veinte

valores de i, y para iteraciones k, k:9— 34.

"1y op [fropsnoT ap uosudUp D) DDA SOUPUDIDT &S
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10f

log ‘Pu(lf)

9 14 19 24 29 34
k

Figura 8.5: log ¢, (k) versus k, k : 9— 34, para los veinte valores de 1 elegidos.

8.3.1. Encastre

Consideremos los cocientes consecutivos

_ Spu(k+1> Spu(k+2>
— pulk) on(k+1)

Los cocientes @, (k) y Q.(k+1) son aproximaciones por exceso y por defecto de un
nimero real ¢, como puede verse, por ejemplo, en la Tabla 8.3 para un valor indicado
de p. Luego, tenemos Q,(k)~y,y Q.(k+1)~¢,. La distancia

Au(k) =[Quk+1) = Qu(k)|

disminuye de manera tal que el producto log ¢, (k)xA,(k) esta acotado, como mues-
cte.

< -

log ¢, (k)
A, (k)—0, para ¢, (k) — oo con k, debido al plegamiento del atractor. Esto significa
que {[Qu(k+1),Q.u(k)]}ken forma un sistema de encaje de intervalos cerrados con
amplitudes A, (k) — 0, que, por consiguiente, define univocamente un nimero real

Ppu-

QM(M Qu(k+1> =

tra la Tabla 8.3 para el mismo valor de u. Luego, A, (k) , y entonces
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log o,

Pu

2.020

0.28228643711626

1.32615852661290

2.025

0.31209188495916

1.36628022786495

2.030

0.31612199105376

1.37179759245288

2.035

0.32366399210672

1.38218280475326

2.040

0.32648111519615

1.38608207362776

2.045

0.33633814547588

1.39981228498228

2.050

0.34367657164593

1.41012248815078

2.055

0.35022959635639

1.41939339873745

2.060

0.35620830513334

1.42790495721938

2.065

0.35724670524330

1.42938846398746

2.070

0.36173612676734

1.43582001749901

2.075

0.36594076757257

1.44186983467474

2.080

0.37898004566234

1.46079388627814

2.085

0.38678525608335

1.47224030267572

2.090

0.39046262028716

1.47766423323591

2.095

0.39379601064952

1.48259808360588

2.100

0.39969831442149

1.49137470352611

2.105

0.40433030159114

1.49829875569860

2.110

0.41105144202936

1.50840294987109

2.115

0.41667932844989

1.51691600312821
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Cuadro 8.2: Pendientes log ¢, de las rectas de ajuste de los datos de la Figura 8.5,

k:15— 34, para los veinte valores de p elegidos.

8.3.2. Sensibilidad

Miremos la Tabla 8.4. La segunda columna lista veinte valores p; elegidos de p.
Para cada 1 < ¢ < 20 indicamos, con llaves a la izquierda, el nimero de rotacién
p/q correspondiente al escalén o ‘plateau’ en la escalera de Cantor de la Figura 8.3,
debajo del cual estd indicado el valor de p;. La tercera columna lista los valores
correspondientes de ¢,,,. En la dltima columna se muestra, con llaves a la derecha, el
promedio A—gou de valores Ay, = ¢, ,—pu, dentro de cada escalén y entre los escalones
vecinos. Observamos que, para intervalos [p;, p;1+1] dentro del mismo escalén (es decir,
el mismo p/q) el promedio A—gou es menor que 0.01; mientras que, cuando cambiamos

de un escalén a otro vecino de éste (es decir, p/q —p'/q'), Ap, es mayor que 0.01.
Este hecho evidencia que la variacién promedio de ¢, es sensible a la disposicién en
la escalera de los escalones en cuestion.
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|k || Quk+1)—Qu(k) | logp.xALK) |
16 0.55000000000000 | 1.26642180114673
17 || —0.55952380952381 1.39036443500043
18 0.36952380952381 1.12502352936827
19 || —0.25230769230769 | 0.81214713119752
20 0.28054298642534 | 1.02778652515854
21 || —0.24255628177197 | 0.95368900604933
22 0.22312832710386 | 0.98052608842504
23 || —0.25301786576533 | 1.18699482872432
24 0.20865497076023 | 1.07283365904102
25 || —0.16875931324911 | 0.91401738436424
26 0.16904605160036 | 0.98684528240063
27 || —0.15519662708343 | 0.95322348876741
28 0.14745823522491 | 0.96789455221368
29 || —0.13410073391070 | 0.92238862747527
30 0.11195330379827 | 0.81670566721773
31 || -0.10863846427302 | 0.82774181727654
32 0.10230293524169 | 0.82059805155427
33 || —0.09347561247143 | 0.78031827395280
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Cuadro 8.3: Valores de las diferencias entre cocientes consecutivos @Q,(k+1)—@Q,(k),
para p=2,07 y k:16—33. A,(k)=|Qu(k+1)—Q.(k)| disminuye de manera que los
valores de log p,, x A, (k) estin acotados.

Miremos la férmula (8.3). El numerador involucra al pardmetro ¢, el cual, como
vimos, es sensible a la escalera. El denominador involucra al parametro a,, factor de
contraccion, y que es el valor absoluto del autovalor ¢, correspondiente a la direccién
estable (o contractiva) del atractor en torno a P,. El comportamiento de a,, como
funcion de p se muestra en la Figura 8.6 como una linea recta, por lo tanto su variacion
no “salta” como lo hace la de ¢,,. Este hecho, junto con el rango de variacién de a,,, da
el cociente anterior, y por lo tanto, la funcién dim(u) =dimasp(H,,) resulta sensible
a la escalera de Cantor en el mismo sentido en que ¢, lo es. Para ilustrar esto,
graficamos en la Figura 8.7 los valores de dim(u) en funcién de p para los mismos
veinte valores de p. El cambio de concavidad/convexidad en el grafico, junto con los
cambios abruptos de pendientes, se reflejan en la Tabla 8.4. Aunque la funcién dim(pu)
es creciente y la funcién v(u) es decreciente, podemos observar el aspecto escalonado
del gréfico, exhibiendo una leve pendiente cuando p permanece en el mismo ecaldn,
y una pendiente mas marcada cuando g cambia de escaldn.
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pr/a w Pu Apy,
7/15  {2.020  1.32615852661290
}0.04012170125205
2,025 1,36628022786495
5/11 {27030 | 37179750245288 } 0.00551736458794
1 0.01038521230037
2,035 1,38218280475326
4/9 2,040 1,38608207362776 5 0.00881474011451
2,045 1,39981228498228
1 0.01031020316850
2,050 1,41012248815078
2,055 1,41939339873745
2,060 1,42790495721938
3/7 2,065 1,42938846398746 0.00634946930479
2,070 1,43582001749901
2,075  1,44186983467474
1 0.01892405160340
5/12  {2.080  1.46079388627814
}0.01144641639758
2,085  1,47224030267572
2,090 1,47766423323591
2,095 1,48259808360588
2/5 2,100 1,49137470352611 5 0.00551736458794
2,105  1,49829875569860
2,110  1,50840294987109
2,115  1,51691600312821

122

Cuadro 8.4: Variacion del promedio, A—gow de los valores Ay, = Pu,—Pu;, 1:1—19.

8.3.3. Invariabilidad

Los valores de ¢, obtenidos hasta ahora dependen del calculo del nimero de lineas
paralelas ¢, (k) en cada iteracién k, mostradas en la Tabla 8.1. Los numeros ¢, (k)
fueron obtenidos iterando un cierto segmento inicial I (el mismo para todo ) ubicado
dentro de la cuenca de atraccion de ‘H,. Entoces, la longitud de I y su locacion en
la cuenca, determinan tales valores, debido a la dindmica de estiramiento—plegado
del sistema. Luego, dado un valor de u; partiendo de un segmento inicial diferente,
obtendremos muy diferentes valores de ¢, (k) para la misma k—ésima iteracién. Por
ejemplo, en la Tabla 8.5 se muestran los resultados al iterar el mapa sobre otro seg-
mento inicial I’ (siendo I’ en este caso més largo que I'). Obtenemos valores de ¢, (k)
diferentes a los previos en la Tabla 8.1. Sin embargo, repitiendo para este segmento [’
todos los céalculos hechos para I en las secciones previas, obtenemos nuevos resulta-
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Figura 8.6: a, (k) versus p, para los veinte valores de i elegidos.
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Figura 8.7: Grdfico de dim(u) =1+ logy,/log(1/a,) en funcion de p.

dos para dim(u) como funcién de pu, pero que tienen diferencias insignificantes con la
ultima. La comparacién entre los dos graficos se muestra en la Figura 8.8. Este hecho
no es sorprendente, y se debe al caracter ergddico del sistema y a la existencia de una
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medida natural sobre él ([BY 93]). Podemos comprobar entonces, que se mantiene
bien el cardcter sensible de la dimension. Estas caracteristicas permanecen para otra
seleccién de segmento inicial: aun cuando el nimero de lineas cambia, el escalamiento
de las lineas ¢,,, no, hecho que se mantiene para todos los valores de p considerados;
y obtenemos las mismas propiedades de encaje y sensibilidad anteriores.

1.24r

123

1.22

121

dim (y)

119

1.18

T
AY

117

116

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
2.02 203 204 205 206 207 208 209 21 211 212
w

115

Figura 8.8: La linea sélida (azul) corresponde al mismo grdfico que el de la Figura 8.7.
La linea punteada (rojo) es también el grifico de dim(p) en funcién de u, generada
a partir de datos provenientes de un segmento inicial diferente.



n \ k|[19|29(21|22 |23 (24|25 |26 |27 | 28 | 29 | 30 | 31 | 32 33 34

20200111 313 |6 |6 |12 12 | 22 | 22 | 44 44 83

20251 (23| 7 | 8 |13|15|26 |31 49 | 56 | 92 | 110 | 173 | 204 | 326

2030 | 3 |5 |5 |13 |13 ]23|23 |45 |45 83 | 83 | 158 | 162|295 | 308 | 552

2035|489 |17 1930|3357 |65 | 105|123 | 198 | 238 | 377 | 460 | 719

2.040 || 5 (11|11} 21 |23 | 37|39 |71 |81 | 137 | 163 | 267 | 317 | 511 | 316 | 967

2.045 | 5 |11 |11 21 | 22 | 42 |44 | 80 | 90 | 156 | 180 | 303 | 352 | 581 | 692 | 1122
2.050| 4 |10[10| 22 | 22 | 42 | 46 | 86 [100| 176 | 208 | 348 | 420 | 682 | 842 | 1348
2055|599 |19 21|43 |50 |90 |104| 180 | 212 | 356 | 436 | 722 | 908 | 1458
2.060| 6 |10]10] 22 | 26 | 48 | 60 [102|122| 202 | 252 | 408 | 524 | 848 | 1096 | 1710
2.065| 6 |10]|10| 22 | 26 | 47 | 59 | 101|121 | 203 | 255 | 419 | 537 | 869 | 1127 | 1769
2.070 || 8 |13 13|25 |29 | 53 | 69 | 119|147 | 243 | 303 | 491 | 633 |1019| 1343 | 2111
2.075 || 8 |14 14| 24 | 28 | b4 | 74 | 122|156 | 248 | 318 | 500 | 670 | 1054 | 1434 | 2210
2.080 | 9 |17|17| 31 | 39 | 69| 89 | 151|191 317 | 411 | 673 | 896 | 1428 | 1940 | 3020
2.085 | 9 |17]21| 36 | 50 | 82 |112|176|235| 383 | 517 | 829 1135|1767 | 2463 | 3791
2.090 |14 |29 | 31| 59 | 72 | 127|159 |275|347| 597 | 770 1292 1711|2786 | 3761 | 6021
2.095 || 19 | 37|46 | 82 |105|176|227| 380|507 | 830 | 1121|1809 |2499|3964| 5538 | 8663
2.100 || 24 | 45|53 | 95 |119]205|267 | 453|603 | 995 | 1353 | 2195|3043 | 4851 | 6827 | 10731
2.105 || 26 | 48 | 56 | 101 | 130 | 222 | 286 | 486 | 653 | 1090 | 1492 | 2420 | 3385 | 5403 | 7684 | 12093
2.110 || 27 |49 | 63 | 105 | 145|242 | 333 | 542 | 754 | 1224|1739 | 2767 | 3987 | 6245 | 9101 | 14172
2.115 || 32 | 56 | 78 | 127 | 1771296 | 418 | 670 | 970 | 1550 | 2256 | 3544 | 5230 | 8162 | 12114 | 18784

"1y op [fropsnoT ap uosudUp D) DDA SOUPUDIDT &S

Cuadro 8.5: Nimero de lineas paralelas, v, (k), en H,(k), que intersecan al segmento vertical s por P,, para los mismos valores
de i en la Tabla 8.1, correspondientes a un segmento inicial distinto, mapeado por el sistema (8.1), k:19— 34.

qcl
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8.4. Conclusiones

Como hemos visto, la dimensiéon de Mendes France es un camino alternativo y efi-
ciente para calcular la dimendién de Hausdorff de atractores cadticos tipo Hénon.
Esta dimensién estd basada en dos pardmetros: el valor absoluto, a,, del autovalor
contractivo, correspondiente a la matriz Jacobiana del mapa evaluada en un punto
fijo; y el escalamiento, ¢,, del nimero de lineas paralelas aproximantes del punto
fijo, producidas por cada iteracion del mapa a un segmento inicial. Ambas cantidades
pueden ser obtenidas directamente mediante técnicas computacionales basicas, por lo
tanto, hacen a la dimension de Mendes France mas sencilla de calcular para este tipo
de conjuntos que, por ejemplo, la dimensién de caja. Los resultados de este capitulo
extienden, de una manera natural, el estudio de los pardmetros a y ¢ del capitulo
anterior, donde H era el atractor de Hénon del mapa (8.1) para los valores clasicos
de p =14y b=0,3. Ademas, esta dimensién provee una interesante relacién en-
tre la estructura geométrica del atractor y sus propiedades dindmicas subyacentes:
conexién que se hace evidente por la sensibilidad de las funciones dim(u) y ¢, hacia
v(p). Luego ambas, ¢, y dimyr(H,) son buenos “indicadores” fractales del estado
del sistema en su régimen caotico y en ruta hacia su crisis terminal.



Apéndice A
Otra posible aplicacion

‘Would you tell me, please, which way I ought to go from
here?’. ‘That depends a good deal on where you want to
get to’, said the Cat. ‘I don’t much care where—’" said Al-
ice. ‘Then it doesn’t matter which way you go’, said the
Cat.~so long as I get SOMEWHERE’, Alice added as an
explanation. ‘Oh, you’re sure to do that’, said the Cat, ‘if
you walk only enough’.

Lewis Carroll, “Alice’s adventures in Wonderland”.

A.1. Polimeros

Un polimero es una macromolécula constituida por moléculas mas pequenas, las cuales
se comportan como unidades repetidas, llamadas monémeros, unidas mediante enlaces
covalentes en forma de cadena larga. Los asi llamados mondémeros no son necesaria-
mente atomos o moléculas determinadas, sino paquetes distintivos para cada polimero
con el mismo (aparente) tamano.

Los polimeros pueden diferir en su “arquitectura”, es decir, en la manera en que estan
conectados. Asi, un polimero lineal es una cadena simple de mondémeros, sin puntos de
ramificacion, uno en forma de anillo tiene los extremos conectados; y también puede
ser de tipo ramificado. La estructura influye en gran medida en otras propiedades
del polimero (por ejemplo, que sea soluble o no en un determinado medio). A pe-
sar de la diferencias microscépicas entre distintos tipos de moléculas, éstas presentan
una notable cantidad de propiedades universales. La fisica de los polimeros se enfoca
en el estudio de las propiedades de los polimeros que no dependen de la naturaleza
quimica exacta de los mondémeros que los componen. Estas propiedades dependen
muy a menudo del tamano de la cadena polimérica. Al igual que para una molécula,
el “tamano” de un polimero (macromolécula), puede describirse en términos del peso
molecular o masa; sin embargo, para ¢éstos, la masa molecular puede ser expresada, a
su vez, en términos del grado de polimerizacion, que es esencialmente, el nimero de
unidades monoméricas que componen al mismo. La longitud méxima de una cadena
polimérica se llama ‘contour length’. Los polimeros pueden ser estudiados bajo difer-
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i

38,

Figura A.1: ‘Appearance of real linear polymer chains as recorded using an atom-
ic force microscope on surface under liquid medium. Chain contour length for this
polymer is ~204 nm.; thickness is ~0.4 nm.” [RM 05].

N

entes escalas: en una nano—micro escala hay propiedades que directamente describen
a la cadena misma en su estructura polimérica; en una escala intermedia (‘mesoscopic
scale’) hay propiedades que describen la morfologia del polimero en el espacio ambi-
ente; y a un nivel macroscépico describen mas bien el comportamiento del polimero.
Estas ultimas dependen fuertemente de las otras dos, es decir, de su estructura y su
morfologia. Por ejemplo, el incremento en la longitud de una cadena polimérica, puede
resultar en detrimento de su movilidad, o en aumento de su viscosidad, etc. Cuando
se mezcla un polimero con un “buen solvente” (altamente compatible) la interaccién
entre solvente y polimero hace que el ovillo macromolecular se expanda, a partir del
estado no perturbado en ausencia de estas interacciones; la expansién en presencia de
un disolvente “pobre” es menor.

Por eso, una de las propiedades que interesa es estudiar como se “despliega” una cade-
na polimérica a medida que se “recorre” su longitud; esto es, si es una curva arrugada
o enrollada, es decir “flexible”, o es mas bien longitudinal o “rigida”. Tipicamente, se
estima

Rx N, o NxRY",

el comportamiento de la longitud N (nimero de unidades monoméricas, como su
‘contour length’), en funcién de R, la distancia principio—fin (end-to-end distance) de
la cadena (distancia entre la primera unidad y la tltima, si es un polimero lineal), o
la distancia principio—fin mazimal (mazimal end-to-end distance, si es un polimero
ramificado) ([VGV 97]). El exponente v se conoce como el exponente de Flory, y se
usa, entre otras cosas, para determinar los pardmetros de rigidez (‘stiffness’) de los
polimeros y ayuda a caracterizar el movimiento de los polimeros en solucion. Notar
que la distancia principio—fin en este contexto, no es otra cosa que Ay, el didmetro
de la cépsula convexa de I'z, siendo L la longitud de la cadena. De esta manera, los
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parametros R y N, tienen para nosotros una relacién natural con la dimensién de
Mendes France de una curva.

El exponente de Flory, v se obtiene minimizando una ecuacién (ecuacién de energia
libre de una cadena polimérica), y se estima

3
(n+2)’

(A.1)

para polimeros en un buen solvente. El inverso de este exponente se considera como
la dimensién fractal de la cadena dy=1/v ([BZW 02]).

Las cadenas poliméricas pueden interactuar formando, a su vez, estructuras mas com-
plejas como las redes poliméricas (‘polymer networks’), y aun més complejas como
los geles. Tanto la naturaleza de los polimeros, como de las networks, y de los geles,
en complejidad ascendente, estd munida de una estructura autoreplicativa, por lo que
se vuelve natural estudiar las propiedades fractales de estos objetos.

Por ejemplo, en [VGV 97], Vuppu et al. estudiaron la muestras de un biopolimero
llamado escleroglucano que, en determinadas soluciones acuosas, forman redes (‘scle-
roglucan networks’). Este polimero tiene propiedades (tolerancia a la temperatura,
a las concentraciones de sal, a difenrentes niveles de pH, etc.) que lo vuelven muy
util para una amplia variedad de aplicaciones (industria del petréleo, alimenticia y
farmacéutica), y de alli el interés del estudio de sus propiedades. Quisieron obtener

Figura A.2: ‘Approximate representation of a scleroglucan network used to show the
maximum end-to-end distance and the perimeter calculation. The black squares rep-
resent the scleroglucan polymer and the white squares represent the surrounding area.
The various end-to-end distances between ends A, C, E and F, are AC, AE, AF, CFE,
CF, and EF. The maximum end-to-end distance is AF. The perimeter of the structure
(made of black squares) is determined by counting all the white squares adjacent to the

black squares, and converting this number with the pizels/nm. scale for the image.’
[VGV 97].

informacion sobre la estructura de estas redes que, a su vez, se pueden complejizar
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para formar gel (‘scleroglucan gels’), y aplicaron el modelo de Flory y la geometria
fractal, para tratar de caracterizarlas.

El procedimiento que realizaron, fue tomar fotografias de las muestras de las solu-
ciones (hechas sobre una superficie de mica) con un microscopio especial (Tapping
mode atomic force microscopy, TmAFM), computarizarlas, y contar el nimero de
pixeles en contacto a la estructura polimérica como su ‘contour lenght’ (en lugar de
N), y estimar la distancia principio—fin maximal, R. Es decir, midieron L y Aj como
se explica en la Figura A.2, tomada de [VGV 97].

Estimaron que, para varias muestras de su experimento, el exponente de Flory v~
0,67, un valor distinto de 0.75, el cual es vélido para n =2 segin (A.1). Luego, el
valor dy=1/r=1,4925 resulta mayor que la dimensién fractal esperada de ~4/3. En
[VGV 97, p. 98] los autores dicen: ‘... a similar more rigorous theoretical analysis is
thus needed to evaluate the meaning of our results and what the chain dimensionality
(1/v) for a networked polymer is’.

Por otro lado, calcularon de manera gréfica la dimension de caja (haciendo cubrimien-
tos con diferentes tamanos de bolas), y obtuvieron dg=1,22 £ 0,06. Mas adelante, en
la misma péagina, los autores escriben: ‘Apart from being an analytical tool for quan-
tifying the nonlinear structures of scleroglucan networks, the physical significance of
the fractal dimension for scleroglucan structures remains to be determined.’

Para nosotros, la interpretacion de la dy calculada, es la dimensiéon de Mendes France

para una curva resoluble (L AiimMF (F)) (lo que tiene sentido, dada la potencia de
aumento del microscopio utilizado). Y una posible interpretacién de la discrepancia
entre la dy y la dp, es que la dimensién de caja que calculan graficamente (teniendo
en cuenta las limitaciones numéricas) es muy “grosera”; en el sentido en que las
bolitas (o cajas) del cubrimiento no distinguen el “peso” de cada mondémero. Por
peso se entiende la concentraciéon molecular del monémero. En la representacion de
una cadena polimérica, los eslabones de la cadena (unidades monoméricas) son todos
iguales. Pero en la realidad, un monémero puede ser més pesado que otro ocupando el
mismo lugar. Esto hace que la cadena tenga una esctructura “mas fina”, en el sentido
en que la curva estda mas concentrada o “enrollada” o “arrugada” a escalas muy
pequenas, hecho que las cajas del cubrimiento no detectan. En cambio, al ampliar la
curva (o la red) con el microscopio electrénico, contar los pixeles equivale a estimar la
longitud con mas precisién y, por consiguiente, los diferentes pesos de los monémeros.
De ahi que la dimensién hallada df sea mayor.

Es importante, y los autores lo observan, disponer de una dimensién fractal (o un
espectro de dimensiones) que sea capaz de caracterizar la estructura fina de los
polimeros, para poder interpretar estructuras mas complejas como son lo geles. Un
gel es una red polimérica que constituye un conjunto conexo (supongamos dentro de
un cubo), que encierra moléculas de agua, pero la distribucién del agua también for-
ma un conjunto conexo. Ambos, polimero y agua, tienen dimension de caja maximal,
interior vacio y medida positiva. Mas aun, la complejidad puede ser tal que, como
ejemplo, en un gel escleroglucano, los autores Francois, Piacquadio y Daraio ([FPD]),
realizaron una descomposicion multifractal de la medida del esclero, y obtuvieron
trozos disconexos de dos curvas multifractales tipicas (tal fenémeno se conoce como
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bimultifractalidad ([RS 96]) sobre el cual existe un modelo tedrico): uno de los cuales
da cuenta de la existencia de“grumos” (unidades monoméricas mas pesadas), lo que
significa esclero reaccionando consigo mismo, de tal manera que, los tineles en donde
se ubica el agua son mucho mas angostos.

El espectro multifractal del gel, posee dos ramas disconexas entre si. Es discontinuo.
La rama de la izquierda corresponde, precisamente, a la distribucién fractal, dentro
del gel, de aquellas unidades mas “pesadas”: aquellos grumos con mayor medida de
escleroglucano. Tal espectro de descomposicién multifractal del gel ayuda a esplicar,
complementa, la diferencia entre la dimension de caja y la de Mendes France minimal,
anteriormente citadas.

‘How do you know I'm mad?’ said Alice.
“You must be—" said the Cat. ‘—or you
wouldn’t have come here’.

Lewis Carroll, “Alice’s adventures in Won-
derland”.
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