«DE * By,
=}°F° s"".r
FACULTAD -
DE

CIENCIAS EXACTAS %
) Y NATURALES

UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES.
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales.

Departamento de Matematica.

Estimadores robustos en modelos parcialmente no lineales.

Tesis presentada para optar al titulo de Doctor de la Universidad de Buenos Aires
en el area Ciencias Matemaéticas.

Andrés Leandro Munoz

Director de tesis: Dra. Daniela Rodriguez.
Consejero de estudios: Dra. Graciela Boente Boente.

Lugar de trabajo: Instituto de Célculo, FCEyN, UBA.

Fecha de defensa: 3 de agosto de 2018.



Estimadores robustos en modelos parcialmente no lineales

La inferencia estadistica es el conjunto de métodos y técnicas que permiten inferir, a
partir de la informacién empirica proporcionada por una muestra, cual es la relaciéon de
dependencia existente entre una variable respuesta y una o més variables independientes.

Algunos de los modelos que surgen con suma frecuencia en el andlisis estadistico son,
por un lado, los modelos de regresién no lineales y, por otro, los llamados modelos no
paramétricos. Con el deseo de sacar provecho de lo mejor de cada de uno de ellos surgen los
modelos semiparamétricos parcialmente no lineales los cuales extienden y fusionan dichos
modelos. Es bien sabido que los métodos de estimacion cldsica para los modelos recién
mencionados son altamente sensibles a la presencia de datos atipicos y es entonces que
entra en escena la estadistica robusta.

En esta tesis, el objetivo principal es estudiar procedimientos de estimacion robustos
para el modelo de regresén parcialmente no lineal. A tal fin proponemos una familia de
estimadores robustos obtenidos con un procedimiento de tres pasos. Para la propuesta de
estimacién estudiamos propiedades tedricas y su comportamiento computacional. Por un
lado demostramos, bajo supuestos muy generales, la consistencia y la distribucién asintéti-
ca. Por otro lado, estos resultados tedricos se completan con un estudio de simulacién con
el objetivo de evaluar el comportamiento de la propuesta robusta frente a distintas pertur-
baciones del modelo y tamanos de muestra finitos.

Finalmente, con el objetivo de ilustrar el uso de los estimadores propuestos, presentamos
el ajuste de un modelo parcialmente no lineal a un conjunto reales.

Palabras Claves : Regresion no lineal. Modelos no paramétricos. Modelos semiparamétri-
cos parcialmente no lineales. Estimacion robusta.



Robust Estimators for partly non linear models

The statistical inference is the set of technics and methods that allows to deduce, from
the empirical information given by a sample, which is the relationship between a dependent
variable and one or more independent variables.

Some of the models that arise frequently in the statistical analysis are, both, nonlinear
regression models as well as the so called nonparametrical ones. In order to take advanta-
ge of the best of each one of them, there emerges the semiparametric partially nonlinear
models. These last ones extend and merge such models. It is well known that the classic es-
timation methods for the already mentioned models, are extremely sensitive to the presence
of atypical observations and therefore, comes the concept of robust statistics into scene.

The main aim of this thesis, was to study robust procedures of estimation for the partially
nonlinear regression model. For that, we propose a family of robust estimators obtained by
a three-step procedure. For the estimation proposal, we study theoretical properties and
their computational behavior. On the one hand, we show under very general assumptions,
the consistency and asymptotic distribution. On the other hand, those theoretical results
are completed by a simulation study to evaluate the behavior of the robust proposal under
different scenarios of contaminations ans finite sample size.

Eventually, in order to illustrate the use of our proposal, we present a fit of a partially
non-linear model to a set of real data.

Key words: Nonlinear regression. Nonparametric models. Semiparametric partially non-
linear models. Robust estimation.
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Capitulo 1

Introduccion

El propésito del estudio de los métodos de regresion es construir modelos matematicos
que permitan explicar la relacién de dependencia existente entre una variable respuesta y
una o mas variables independientes.

Una situacion frecuente en el andlisis estadistico es la de los modelos de regresién no
lineales en los que los datos consisten en respuestas y; que se sabe estan relacionadas con
un vector x; € RP de covariables a través de la siguiente ecuacion

yi = 9(xi,080) +& 1<i<n, (1.1)

donde By C RY es el vector de parametros desconocidos a estimar, €; son variables aleatorias
independientes e independientes de las covariables x; para todo 1 < i < n y, finalmente, se
supone a la funcién de regresion g una funcién conocida.

Un estimador clasico de B, para este modelo esta basado en el método de minimos
cuadrados, es decir
—~ N )
B, = argngn;Z(yi — g(x:,8))%.

i=1

Es conocido en la literatura que este estimador tienen propiedades 6ptimas bajo ciertos
supuestos de regularidad, pero es muy sensible a observaciones atipicas. Si la distribucién
no es exactamente normal, el ajuste puede variar mucho. Por esta razon, se estudian esti-
madores robustos que sean més estables frente a distintas perturbaciones del modelo y que
a su vez sean eficientes bajo normalidad.

Existen diferentes propuestas de estimadores robustos en modelos de regresiéon no linea-
les. Fraiman (1983) estudi6 estimadores con influencia acotada, Sakata y White (2001) intro-
dujeron S—estimadores para modelos de regresion no lineal con observaciones dependientes,
Stromberg (1993) propuso algoritmos para calcular M M —estimadores. Mas recientemente,
Fasano (2009) extendi6 los M y M M —estimadores al caso de regresién no lineal y estudié
sus propiedades asint6ticas. Por otro lado, Bianco y Spano (2018) estudiaron este modelo
bajo respuestas faltantes obteniendo resultados asintéticos relajando algunos supuestos.



Varios ejemplos y aplicaciones de estos modelos pueden verse en Bates y Watts (1988)
y Seber y Wild (1989).

Otro modelo muy frecuente estudiado en la literatura y aplicado en diferentes situaciones
es el modelo de regresion no paramétrica el cual supone que los datos (y;,x;) € RITP estén
relacionados a través de una funcién de regresion mg, de la cual sélo se suponen hipotesis
de suavidad, es decir, no asume para mg ninguna forma predefinida, mediante la siguiente
ecuacion

yi =mo(x;) +€6 1<i<nmn, (1.2)

donde ¢; son variables aleatorias independientes e independientes de las covariables x; pa-
ra todo 1 < i < ny mg la funcién a ser estimada. Es evidente que este modelo engloba
practicamente todas las posibles relaciones entre y con x, incluso las propuestas lineal y no
lineal. Estimadores noparamétricos cldsicos para el modelo de regresiéon no paramétrica fue-
ron introducidos por Naradaya (1964) y Watson (1964), en forma independiente, y Collomb
(1981). Mientras que estimadores robustos para la funcién de regresién fueron estudiados
por Boente y Fraiman (1989). Si bien estos modelos son més flexibles que los modelos linea-
les 0 no lineales, la regresiéon noparamétrica en varias variables posee dificultades tedricas
y computacionales, conocidas como la “maldicién de la dimensiéon”, que estd asociada al
hecho de que los entornos de un punto x € RP se hacen cada vez més ralos para valores
de p grandes. Es decir, se necesita un nimero exponencialmente mayor de datos para que
dichos entornos contengan observaciones de la muestra.

Un primer paso en el intento de vincular las bondades de ambos modelos descriptos
anteriormente es considerar los modelos conocidos como “modelos parcialmente lineales”,
donde una parte de las covariables se modela linealmente y otra parte se modela nopa-
ramétricamente. En estos modelos, se supone que las observaciones siguen una relacién del
tipo

yi=%{ Bo+mo(t) +ei 1<i<n (1.3)
donde los errores son independientes e independientes de (XZT, t;) € IRPT1. Para los modelos
parcialmente lineales fueron estudiadas propuestas basadas en polinomios locales, en niicleos
o0 en vecinos méas cercanos (ver por ejemplo, Engle et al., (1986); Heckman, (1986); Chen,
(1988); Speckman, (1988); Ma et al., (2006), Fan y Li, (2004); Hu et al., (2004); Wang et
al., (2005) y Hérdle et al., (2000), para un review). Por otro lado, estimadores robustos
basados en nicleos y en vecinos mas cercanos con nucleos, fueron propuestos por Bianco y
Boente (2004).

Li y Nie (2008) consideraron una extensién de los modelos parcialmente lineales al
caso de modelos parcialmente no lineales en los cuales las respuestas satisfacen la siguiente
relacion

yi = 9(xi,80) +mo(ti) + & (1.4)
donde la funcién g es una funcién conocida salvo por el parametro 3, € IR?, 19 es una

funcién desconocida con propiedades de regularidad, los errores son independientes e inde-
pendientes de (x!,t;) € IRPT!.

Los estimadores propuestos en Li y Nie (2008) se basan en perfiles no lineales y utilizan
estimadores de minimos cuadrados. La idea de minimos cuadrados con perfiles no lineales se



relaciona con el principio de perfiles de verosimilitud generalizados introducidos por Severini
y Wong (1992). Por estar basados en minimos cuadrados o en promedios locales, todos los
procedimientos mencionados anteriormente son muy sensibles a observaciones atipicas.

Tanto los modelos parcialmente lineales como los parcialmente no lineales, pueden in-
cluirse en una familia méas general de modelos que son los llamados modelos de regresion
semiparamétricos. Esta clase de modelos son ttiles para el andlisis de datos porque man-
tienen la facil interpretacién de los modelos paramétricos y la flexibilidad de los modelos
noparamétricos, pero evitando la maldicién de la dimensién. Ruppert et al., (2003) estu-
dian procedimientos de estimacién y muchas aplicaciones de modelos de regresién semipa-
ramétricos. Por otra parte, en modelos parcialmente lineales generalizados, o sea, cuando
E(y; | xi,t:) = H(xI' By +no(t;)) donde H es una funcién conocida, 1y es una funcién desco-
nocida y B es un parametro desconocido, estimadores robustos basados en perfiles fueron
dados por Boente et al., (2006) y por Boente y Rodriguez (2010).

El objetivo de este trabajo es aportar procedimientos de estimacién robusta en modelos
parcialmente no lineales (1.4). Para ello introduciremos estimadores basados en nicleos que
incluirdn pesos en las covariables los cuales permitiran controlar observaciones de alto leve-
rage. Para mostrar las bondades de la propuesta se estudiaran sus propiedades asintdticas
tales como consistencia y distribucion asintética. Asimismo, analizaremos el buen funciona-
miento de la misma y su comparacién con los métodos clésicos llevando a cabo un estudio de
simulacién bajo distintos tipos de contaminaciones. Por dltimo, con el objetivo de ilustrar
el uso de los estimadores propuestos, estudiaremos el ajuste de un modelo parcialmente
no lineal al conjunto de datos metereolégicos “airquality” obtenidos del Departamento de
Conservacion del Estado de Nueva York los cuales se encuentran disponibles en la libreria
del software R “robustbase”.

Esta tesis se encuentra organizada de la siguiente manera. A lo largo del Capitulo 2
recordamos los principales métodos de estimacién tanto cldsica como robusta para modelos
de regresién paramétricos (1.1) y no paramétricos (1.2). En el Capitulo 3, introducimos los
modelos parcialmente no lineales (1.4), describimos procedimientos de estimacion clasica ya
estudiados y presentamos nuestra propuesta de estimacién robusta. Por otra parte, en el
Capitulo 4 probamos resultados de consistencia y presentamos resultados sobre su distribu-
cién asintética. En el Capitulo 5 se presentan los resultados de un estudio de simulacion cuyo
principal objetivo consistié en analizar el comportamiento de la propuesta robusta y poder
hacer una comparacién respecto de sus versiones clasicas. Para ello consideramos tanto da-
tos sin contaminar como distintos tipos de contaminaciones. Finalmente, en el Capitulo 6
presentamos una aplicacién de nuestra propuesta a un conjunto de datos reales.



Capitulo 2

Nociones Previas

En este capitulo se describen diversos procedimientos existentes en la literatura, tanto
clasicos como robustos de estimacion para la funcién de regresién en los modelos nopa-
ramétricos puros y del pardmetro de regresiéon en los modelos paramétricos. Estos métodos
de estimacion que describiremos a continuacién ayudaran a la comprension de la propuesta
de estimacién para los modelos parcialmente no lineales que se desarrollard en el siguiente
capitulo.

2.1. Modelo de Regresion Noparamétrica

La teoria y los métodos de suavizado han cobrado un gran auge en las dltimas décadas
unido al avance en materia computacional. Una revisiéon de los mismos se puede encontrar
por ejemplo en los libros de Wand y Jones (1995), Fan y Gijbels (1996) y Loader (1999). En
esta seccién describiremos algunos de los métodos mas relevantes de estimacion, tanto clédsi-
cos como robustos, para la funcién de regresion bajo un modelo de regresién noparamétrico.
Como se mencioné en la introduccion este modelo esta definido como

y =mo(x) +e, (2.1)

donde (y,x”) son variables aleatorias en R'?, mg : R? — R una funcién suave y € una
variable aleatoria en R independiente de x.

IN

Resulta de gran interés la estimacién de la funcién mg a partir de una muestra (y;, xiT), 1
1 < n. En las siguientes subsecciones mostraremos los métodos clasicos de estimacion de my
y luego seguiremos por los métodos de estimacién robustos.

2.1.1. Estimacién Clasica

Sea una muestra (y;,x!),1 < i < n bajo el modelo (2.1). Los primeros estimadores
no paramétricos de regresién son los sencillos estimadores de tipo ntucleo propuestos por
Naradaya (1964) y Watson (1964) de manera independiente. Para la descripcién de los



mismos necesitaremos K , una funcién nucleo en RP, es decir, una funciéon no negativa e
integrable, y h, una sucesién de nimeros positivos convergente a cero (llamada ventana).
Luego, para cada x € RP el estimador de Naradaya-Watson esta dado por

-1

(@) =S wi@) [ Y wi@) | w (2.2)
i=1 j=1

donde w;(x) son los pesos basados en nicleos dados por

wi(z) = K <m ;:‘) . (2.3)

Una eleccién habitual para el nicleo K es tomarlo como (- ) = K(]|-||), con K una funcién
nicleo univariada de soporte [0,1], y |- || la norma euclidea en RP. Notar que en este caso
el estimador dado en (2.2) queda definida como

Z:‘Lzl K (”w;:iH) Ui

"k = (2.4)

m(x)

Como se puede apreciar en (2.4), para cada * € RP, m(x) resulta un promedio pesado
de las variables y; cuyos pesos dependen de las distancias euclidas entre & y cada una de
las observaciones x;. Por lo tanto slo aquellas observaciones que disten de x menos que el
valor de h,, seran tenidas en cuenta para la estimacion.

Dichos estimadores se han ido refinando y perfeccionando dentro de los denominados
métodos de regresion basados en polinomios locales, convirtiendose en uno de los métodos
mas empleados por diversos analistas en la actualidad. Por simplicidad en la escritura
describiremos sélo el caso univariado. Si suponemos que la funciéon de regresion myg tiene [
derivadas en un punto xg € R, con el fin de estimar mg localmente mediante polinomios de
grado [ consideraremos el problema de minimos cuadrados ponderados

n ~1
arg Hgnz Z (yi — (@ — xo)j)z w;(x) <Z wk(:v)> . (2.5)
i k=1

Asi, una vez obtenidas estimaciones de los coeficientes o con j = 0,...,] vemos que la

estimacién del término independiente ag serd un estimador de mg(zg) y el resto de los

coeficientes @;j! proporcionaran estimaciones de sus derivadas m(()] )(xo) conj=1,...,1. Por

otro lado, se puede ver facilmente que si realizamos un ajuste con polinomios constantes
obtenemos el estimador de Nadaraya-Watson dado en (2.2). También cuando el ajuste
polinomial es de grado uno, se obtiene el denominado estimador lineal local.



2.1.2. Estimacién Robusta

Como puede observarse en (2.5) los métodos de estimacion clésicos estdn basados en el
método de minimos cuadrados y por lo tanto son altamente sensibles a cualquier variacion
de los datos. Pequenas desviaciones podrian producir grandes fluctuaciones en el estimador
volviéndolo completamente inestable.

Un primer acercamiento a los estimadores robustos en el caso de variables independientes
fue dado por Tsybakov (1982) y Hérdle (1984), quienes estudiaron propiedades asintéticas
puntuales de una version robusta del método de Nadaraya-Watson cuando la escala es
conocida. Mas adelante, Hirdle y Tsybakov (1988) extendieron sus resultados previos a
M-estimadores equivariantes de escala mediante estimacién simultdnea de la funcién de
regresién y de escala. Boente y Fraiman (1989) consideraron estimadores noparamétricos
robustos equivariantes por escala usando pesos de vecinos mas cercanos y pesos basados en
nucleos. Para ello definen mys(x) la solucién de

E [1/; <y_£g(x)) |x = m] =0, (2.6)

siendo s(x) una medida de escala robusta y 1) una funcién impar, acotada y continua, s(x)
puede tomarse como la mediana local de los desvios absolutos respecto de la mediana local de
la distribucién de la variable y condicional a x = @, que denotamos F(y|x = x). Notemos
que aqui estamos realizando un abuso de notacién utilizando la variable también como
argumento de la funcion de distribucién, entendemos que queda claro segin el contexto.
Mas precisamente,

s(x) = mediana (|Y — m(x)||x = ) = MAD(F (y|x = x)), (2.7)

donde m(x) = mediana (F(y|x = x)). Por otro lado, consideran el estimador de la funcién
de distribucién empirica condicional de las variables respuestas definida como

-1

y’X =) Z wi(x 00,y] (vi) Z w] ) (2.8)

donde w;(x) son los pesos basados en nicleos definidos en (2.3) tomando la misma ventana
para todas las componentes. F'(y|x = &) provee un estimador de F(y|x = x) y fue estudiado

por Cheng y Chu (1996).

Obervemos que un posible estimador de mjs(x) estudiado en Boente y Fraiman (1995) es
considerar la mediana local calculada como la mediana de F' (y|x = @). Un hecho interesante
de la mediana local es que, a diferencia de otros estimadores robustos, no necesita un
estimador consistente de escala cuando ésta es desconocida.

Notemos que (2.6) es un funcional aplicado a F'(y|x = x), luego resulta intuitivo imputar
F(y|x = «) en (2.6) a fin de obtener un estimador de mys(x). De esta forma, se define un
estimador robusto local para la funcién de regresion, mas(x), como la solucién en a de



g“”(w (%) = (29)

donde s(x) es un estimador de escala robusto. Elecciones posibles de la funcién de escores
1 son la funcién de Huber o la funcién bicuadrada de Tukey, mientras que la escala s(x)
puede tomarse como la mediana local de los desvios absolutos respecto de la mediana local
MAD(F(y|x = x)), es decir, la MAD local definida en (2.7) respecto de la distribucién
F(y|x = x) definida en (2.8). Las propiedades de consistencia y distribucién asintética
fueron estudiadas en Boente y Fraiman (1989) para el caso de observaciones independientes,
mientras que érdenes de convergencia fuerte pueden verse en Boente y Fraiman (1990,1991).

2.2. Modelo de Regresiéon Paramétrica No Lineal

Como mencionamos en la introduccién, dada una muestra aleatoria (y;, xZT) € R, con
1 <¢ < n decimos que sigue un modelo de regresiéon no lineal si

Yi = 9(xi, By) + & (2.10)

donde g es una funcién conocida que no es lineal en el vector de parametros B, € B C RY,
el cual es desconocido y es el objetivo de interés, B es el espacio de parametros y €; son los
errores independientes de x;.

2.2.1. Estimacién Clasica

En la estimacién clasica se acostumbra suponer que los errores son independientes e
idénticamente distribuidos con media cero y varianza 03 desconocida. Como mencionamos
en la introduccién, el estimador clasico esta basado en el método de minimos cuadrados, es

decir
n

Bn =arg mé'n % Z(yl —g(x;,8))°. (2.11)

=1

Notemos que si derivamos la ecuacién (2.11) obtenemos que 3,, debe cumplir con el
siguiente sistema de ecuaciones

> ri(B)Vp(xi, ) =0, (2.12)

i=1

donde r;(8) = y; — g(x;,3) son los residuos y Vgg(x, 3) es el gradiente de la funcién g con
respecto a (3.

El estimador Bn es 6ptimo siempre y cuando los errores tengan distribucién normal. Si
la distribucién no es exactamente normal resulta sensible a la presencia de observaciones
atipicas, lo que puede provocar que el ajuste no resulte adecuado. Por esta razoén, se utilizan
estimadores robustos que son més estables ante perturbaciones del modelo y qué, a su vez,
son altamente eficientes bajo normalidad.



2.2.2. Estimacién Robusta

Una buena parte de la teoria de robustez se ocupa del problema de estimacién resistente a
datos atipicos en modelos de regresién. Existen muchas propuestas de estimadores robustos
de regresién y en esta seccién nos ocuparemos solo de algunas de ellas.

Una forma de controlar las observaciones atipicas en (2.11) es reemplazar la funcién
cuadréatica por una p-funcién en el sentido de Maronna et al. (2006) cuya definicién damos
a continuacion.

Definicion 2.2.1. Sea p una funcién definida en R, decimos que p es una p-funcién en el
sentido de Maronna et al. (2006) si satisface las siguientes condiciones

1. p(u) es creciente como funcién del |ul.

p(0) = 0.

p(u) es estrictamente creciente para u > 0 tal que p(u) < sup,, p(u).

> W N

si p es acotada, se supone ademds que sup,, p(u) = 1.

Definicion 2.2.2. Llamaremos W-funcién a cualquier funcién que sea la derivada de una
p-funcién. Esto implica en particular que ¥ es impar y ¥(u) > 0 si u > 0.

Una clase importante de estimadores robustos para regresion lineal son los M-estimadores
introducidos por Huber (1973). Dentro de esta clase podemos distinguir los S-estimadores
introducidos por Rousseeuw y Yohai (1984) y los M M-estimadores propuestos por Yohai
(1987). Estos estimadores tienen la propiedad de minimizar una funcién objetivo que de-
pende de los datos inicamente a través de los residuos.

En lo que sigue resumiremos las definiciones de los M, S y M M-estimadores de regresién
para el modelo (2.10).

Definicién 2.2.3. Dada una muestra aleatoria (y;,x; ) € R1*? de tamafio n bajo el modelo
(2.10) se define el M —estimador de regresiéon por

By —argmin 13, (U9 0)) (2.13)
BeRa n S,

donde s, es un estimador robusto preliminar de escala de los residuos y p es una p—funcion.
Para definir los S-estimadores necesitaremos, previamente, definir los llamados M-
estimadores de escala.

Definicién 2.2.4. Sea p una p-funcién en el sentido de Maronna et al. (2006), luego dado
r’ = (r1,...,7,) se define el correspondiente M-estimador de escala s, (r) como la solucién
en s de la siguiente ecuacién

F () ey
i=1

donde b es una constante entre 0 y 1.



Observacion 2.2.5. Si se desea que el estimador de escala sy, (r) definido en (2.14) estime
la desviacion tipica bajo normalidad entonces la constante b se debe elegir como b = Eg(p(u))
con ¢ la funcion de distribucion de una normal estandar.

Por otro lado, Yohai y Zamar (1988) prueban que el punto de ruptura de s,(r) es el minimo
entre b y 1 —b.

Definicién 2.2.6. Dada una muestra aleatoria (1;,x;) € R1™P de tamafio n bajo el modelo
(2.10) se define el S—estimador de regresién por

Bo = i s, 2.1
Bs = arg min sn(x(8)), (2.15)
donde r(B) = (r1(B),...,m(B)) es el vector de los n residuos observados con componentes

r:(B) = yi — 9(x4,8) v sn(r) es la M-escala definida por (2.14).

S-estimadores muy populares son los llamados LM S y LTS que se obtienen, los prime-
ros, al minimizar la mediana de los residuos al cuadrado y, los segundos, al minimizar un
subconjunto apropiado de la suma de los residuos al cuadrado. El punto de ruptura de estos
estimadores para modelos no lineales fue estudiado por Stromberg y Ruppert (1992) y en
Stromberg (1993) se presenta un algoritmo para su cémputo. Los S-estimadores no pueden
ser estables y eficientes al mismo tiempo, pero tienen la importante ventaja de poder calcu-
larse directamente a partir de los datos sin necesidad de estimadores iniciales de regresion
ni de escala. Por esta razoén, los S-estimadores son a menudo utilizados como estimadores
iniciales en los algoritmos de calculo de estimadores robustos.

Con el objetivo de obtener un estimador con alto punto de ruptura y eficiente bajo
distribucién normal, Yohai (1987) introdujo los MM-estimadores para modelos de regresién
lineal. Luego, Fasano (2009) extendié este concepto para el caso de un modelo de regresién
no lineal de la siguiente manera

Paso 1 Calcular un estimador inicial Bl de B, con alto punto de ruptura.

Paso 2 Calcular los residuos Ti(/@ﬁ =y — g(xi, Bl) y el M-estimador de escala basado en
la muestra de los residuos observados s, = s,(r(8;)) definido por (2.14) usando pg
una p-funcién acotada y b = 0.5.

Paso 3 Sea p; otra p-funciéon acotada tal que cumpla p; < pg luego el MM-estimador se
define como

,BMM = arg min 1 Zm <n(ﬁ)> , (2.16)
i=1

BERT N “— Sn

que satisface L(B1;) < L(B,) siendo L(B8) = S, (%f)) .

Observacidon 2.2.7. Si derivamos con respecto a (3 la funcion objetivo definida en (2.16)
entonces By es la solucion de

gqjl (Tz‘;f)

) Vag(xi,B) =0, (2.17)



donde Vgg(x,3) es el gradiente de la funcion g con respecto a B y ¥1(u) = py(w).

Observacion 2.2.8. Respecto al estimador inicial en el Paso 1 distintas alternativas son
posibles, la realidad es que puede utilizarse cualquier estimador consistente con punto de
ruptura alto que no requiera de una escala previa para ser equivariante. En la prdctica se
utilizan en general S-estimadores definidos en (2.15) calibrados de tal manera de obtener
un alto punto de ruptura.
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Capitulo 3

Modelos Semiparamétricos
Parcialmente No Lineales

3.1. Introduccion

La inferencia estadistica generalmente se focaliza sobre modelos de regresién que son
puramente paramétricos (2.10) o puramente no paramétricas (2.1).

Un modelo paramétrico razonable produce inferencias precisas, pero un modelo pa-
ramétrico erréneo posiblemente conducird a conclusiones equivocadas. Paralelamente, los
modelos noparamétricos, si bien estan asociados con alta estabilidad, tienen menor precision.
Ademas el uso de estos encuentra en las aplicaciones a datos reales la dificultad conocida
como la “maldicién de la dimensién”, que estd asociada al hecho de que los entornos de un
punto x € RP se hacen cada vez mas ralos para valores de p grandes. Es decir, como ya fue
mencionado anteriormente, se necesita un nimero exponencialmente mayor de datos para
que dichos entornos contengan observaciones de la muestra. Por esta razén, se introdujeron
los modelos semiparamétricos parcialmente lineales (1.3) que combinan una componente
de regresién lineal y una componente no paramétrica. Luego se generalizan estos modelos
a través de los modelos parcialmente no lineales, los cuales son una extensién natural de
los parcialmente lineales permitiendo flexibilizar la componente paramétrica lineal en una
funcién no lineal del parametro.

En este sentido sea (y,x',t), con y € R, x € R? y t € R, un vector aleatorio con
distribucién Hy y sea (y;, xiT, t;) con 1 < i < n una muestra aleatoria proveniente de dicha
distribucién, diremos que la muestra sigue un modelo parcialmente no lineal si

yi = 9(xi, Bo) +mo(ti) +e 1 <i<mn, (3.1)

donde por un lado, g es una funcién conocida salvo por el pardmetro de regresién 3, € R?
y no lineal en dicho parametro, por otro lado 79 es una funcién desconocida con ciertas
propiedades de regularidad.

A lo largo de este trabajo asumiremos que los errores ¢; son independientes, con distri-
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bucién simétrica Fy(-) = Fy (U—()) e independientes de (x;,t;) € RP*L es decir Hy(y,x,t) =
Go(x,t)Fo(y — g(x,Bg) — nmo(t))-

Como hemos mencionado en la introduccién, el objetivo principal de este trabajo sera
estudiar procedimientos de estimacién robustos basados en ntcleos para el pardametro de
interés B e inferir un procedimiento de estimacién para la funcién ny. Antes de pasar a la
propuesta en si introduciremos algunas definiciones y un poco de notacién necesarias para
la comprensién de la misma.

Supongamos que tenemos una muestra aleatoria (yi,x?,ti) e RUHPH con 1 <i<n,
que cumple el modelo parcialmente no lineal. Dado un valor fijo de 8 € RY llamamos
vg =y —g(x,8) y Fg(v|t = 7) a la funcién de distribucién de la variable vg condicional a
t = 7. Consideremos v; g = y; — g(x;,3) una muestra aleatoria con la misma distribucién
que vg y definamos, andlogamente a (2.8), el estimador de la funcién de distribucién de la
variable vg condicional a t = 7 a partir de su distribucién empirica como

-1

~

Fgolt =7) =Y wi(M)(—owj(vig) | D wi(m) | (3.2)
i=1 Jj=1

donde w;(7) son los pesos basados en nicleos calculados para las variables t; 1 < i < n
definidos en (2.3).

3.2. Estimacion Clasica

Supongamos que tenemos una muestra aleatoria (y;, X;,t;), con 1 < i < n, bajo el modelo
(3.1). En primer lugar notemos que en el enfoque cldsico los supuestos habituales para los
errores se reducen a asumir que €; es una variable aleatoria con media cero y varianza o3.
Bajo estos supuestos, estimadores clasicos fueron introducidos por Lie y Nie (2008). Esta
propuesta puede ser descripta en dos pasos, del siguiente modo. Supongamos que fijamos

un valor de 3, luego podemos pensar que tenemos para cada B un modelo no paramétrico

vig =ngti) +e& V1<i<n,

siendo v; g = y; — g(x;, 3). Por lo tanto, podemos aplicar un método no paramétrico de esti-
macién para obtener un estimador de la funcién ng. Lie y Nie (2008) consideran el método
de estimacién basado en polinomios locales de orden uno descripto en (2.5) obteniendo, de
esta manera, estimadores 7)g y ﬁllg para ng y n,ﬁ, respectivamente. Es importante no perder
de vista que hasta aqui la propuesta resulta un estimador para ng que depende del valor
fijado para 3.

El segundo paso en el proceso de estimacion consiste en proveer un estimador para el
parametro de regresién. Para ello, consideran la siguiente funcién de pérdida

QB) =3 (v~ 91, 8) ~ia(t2)) (33)

i=1
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De este modo, definen un estimador para el pardmetro de regresién (3,, como aquel ,@
que minimiza (3.3) y finalmente definen un estimador para la funcién no paramétrica de
regresion 1y como 7 = ﬁB.

Li y Nie (2008) estudian propiedades como la consistencia y la distribucién asintética del
estimador de regresiéon propuesto.

3.3. Propuesta de Estimacién Robusta

Como podemos observar el procedimiento de estimacion descripto en la seccion anterior
propuesto por Li y Nie (2008) estd basado en el método de minimos cuadrados o regresién
local lineal y por lo tanto, como mencionamos anteriormente, es altamente sensible a datos
atipicos. En atencién a este hecho, nuestra propuesta de estimacién estd basada en una
combinacién del método descripto por Lie y Nie (2008), pero teniendo en cuenta proce-
dimientos de estimacién robustos en cada paso. Siguiendo este camino, nuestra propuesta
puede ser descripta como un procedimiento de tres pasos que detallamos a continuacién.

Sean p, pg y p1 p—funciones como las definidas en 2.2.1 y, ademads, sea W una funcién real
no negativa, la cual jugard el rol de controlar a las covaribles x; € RP de alto leverage.
Esta ultima idea surge de observar que en la ecuacién (2.12) una observacién atipica puede
tener influencia en la determinacién del estimador de minimos/\cuadrados tanto a través del
residuo como del leverage. Ademas desde (2.17) notamos que 3 puede ser ain afectado por
observaciones con alto leverage.

Luego, dada (y;, XiT, t;) € R1*PHL con 1 <4 < n, una muestra aleatoria bajo el modelo
(3.1) nuestra propuesta de estimacién consiste en llevar a cabo los siguientes tres pasos:

Paso 1. Para cada 7 y 3, definamos 7/7\5 (1) como la solucién de:

arg{lnefﬂgl;p (yl — gé(\;é;-?) - a> w;(7),

donde 53(7) es un estimador de escala local obtenido de la distribucién empirica condicional
definida en (3.2) y w;(1) =K (Th;t’) los pesos definidos en (2.3).

n

Paso 2. Para cada 8, consideremos 7;(3) = y; — g(x;,3) — 'ﬁﬂ(ti) y So(8) la solucién
en sg de %Z?:l 00 (@) = b. Sea

Sp = Irlﬁl’né\()(ﬁ).

Luego, si p1 < pg, definimos el estimador de 3, como




Paso 3. El estimador de la componente no paramétrica 7y se define como

Alr) = i5(7)- (3.5)

Observacién 3.3.1.  a) En cada uno de los pasos anteriores, las funciones p, po y p1

pueden ser elegidas dentro de la familia de funciones bicuadradas de Tukey.

b) Para el Paso 1 el estimador de escala local 5g(7) puede tomarse como la mediana

local de los desvios absolutos respecto de la mediana local definida en (2.7) de la
distribucién condicional Fg(v|t = 7) definida en (3.2), es decir,

53(7) = mediana (ly — g(x,8) —mg(r)[t =7) = MAD(F\@(UH =17)), (3.6)

donde mg(7) = mediana (ﬁg(v\t =7)).

El Paso 2 es un procedimiento de MM-estimacién como el definido en (2.16) donde,
sp, es la M-escala previa la cual se obtiene a partir de los pseudo-residuos 7;(3) =
Yi — 9(xi, B) — p(ts).

Por otro lado, como ya se mencioné anteriormente, con el objetivo de controlar ob-
servaciones con alto leverage introducimos en la ecuacién (2.16) una funcién peso W,
que serd una funcién no negativa en las covariables x1,...,%,. Una posibilidad para
obtener el control buscado del gradiente de la funcién de regresion seria penalizar
directamente las covariables de alta planca. En este caso, la funcién W podria elegirse
de tal manera de penalizar la distancia de Mahalanobis robusta de las covariables.
Para esto, serd necesario estimar los parametros de posicién y escala de x, digamos p
y matriz de escala . Asi, si i1y 3 son estimadores robustos de 'y X respectivamente
entonces podrian considerarse pesos de la forma

W) =k ((x— 7S x - ),
donde k es una funcién indicadora o caracteristicas de algin intervalo.

En este sentido, notemos que si derivamos con respecto a 3 la funcién definida en
(3.4), entonces B3 es solucién del siguiente sistema de ecuaciones

> (P80 i) [V (9080 + s(00)] =0, 1)
i=1 n

o o]
donde ¥y = pi/ y V() = (Tﬁfl’ T BT;'DLI)T'



Capitulo 4

Propiedades Asintoéticas

Sean (yi,xiT,ti) € RHPH con 1 < i < n, vectores aleatorios independientes con dis-
tribucién Hy, que siguen un modelo de regresién parcialmente no lineal (3.1), tal como fue
descripto en la seccién anterior. A lo largo de este capitulo, estudiaremos las propiedades
de los estimadores definidos en (3.4) y (3.5).

4.1. Procesos Empiricos

Para las demostraciones de los resultados asintéticos, tanto para la consistencia fuerte
como para la convergencia en distribucién, se han usado algunas herramientas de Proce-
sos Empiricos. A continuacién presentamos un breve resumen de las definiciones, lemas y
teoremas sobre el tema que fueron necesarias en esta tesis. Para mas detalles se puede ver
Pollard (1984) y van der Vaart y Weller (1996).

Definicion 4.1.1. Sea F una clase de funciones, decimos que F es permisible si puede ser
indexada por un conjunto I'; es decir, F = {f(-,v) : vy € I'}.

Definicion 4.1.2. Un funcién envolvente de una clase F es una funcién medible F' tal que
|f| < F para toda f € F.

Sea L"(P) el conjunto de funciones f : 2 — R tales que || f||,p = Ep (|f|’°)1/T < 0.

Definicién 4.1.3. Dadas dos funciones [ y u, el bracket [I, u] se define como el conjunto de
todas las funciones f tal que | < f < u. Un e-bracket en L"(IP) es un bracket [I,u] tal que
lu—1rp <e.

Definicién 4.1.4. El ntimero de bracketing N[)(e, F, L"(P)) es el minimo nimero de e-
brackets en L"(IP) necesarios para cubrir a F. La entropia con bracketing es el logaritmo
del ntimero de bracketing.

Definicién 4.1.5. El nimero de cubrimiento N (e, F, L"(PP)) es el minimo ntimero de bolas
en L"(P) de radio € necesarias para cubrir a F. La entropia es el logaritmo del niimero de
cubrimiento.
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Teorema 4.1.6. Supongamos que para todo € > 0 existe una clase finita de funciones F,
que contiene aproximaciones superiores e inferiores para cada f en F para las cuales:

for <f<fu vy Ep(fov—for)<e

Luego, supscr [Ep, (f) — Ep(f)] 2250, donde P, es la distribucion empirica.

Teorema 4.1.7. Sea F una clase de funciones permisibles con funcion envolvente F' tal que
Ep(F) < 00. SiPy, es la distribucion empirica y Ni)(e, F, L'(P)) < o0 0log N(e, F, L'(P)) =
op(n) para cada € >0 fijo, entonces supscr |Ep, (f) — Ep(f)] £250.

La siguiente observacion es un caso particular del Corolario 2.7.2 de Van der Vaart and

Wellner (1996).

Observacién 4.1.8. Sea ) un conjunto convezo y acotado en R y sea H = {h € C1() :
[hllee <1 ||A |lso < 1} entonces para cualquier medida de probabilidad P el niimero de
bracketing Njj(H, e, L*(P)) y por ende el niimero de cubrimiento N(H, e, L*(P)) satisfacen

log N (€/2,H, L*(P)) < log N{j(e, H,L*(P)) < Ke!
para 0 < € < 2 donde la constante K es independiente de la medida P.

Teorema 4.1.9. Clase de funciones Lipschitz en un pardmetro.

Sea F = {f;: t € T} una clase de funciones tal que existe F' fija que verifica |fi(x) — fs(x)| <
d(t,s)F(x) para alguna métrica d en T. Entoces para cualquier norma || - || sobre F,

N el FIl, F, |- 1) < N(e, T, d).

Definicion 4.1.10. Diremos que una clase de funciones F es Euclidea para la funcién
envolvente F en L!(P) si existen constantes A y V tales que

N(e||F|l1p, F,L*(P)) < Ae™V 0 < e < 1.

Proposicion 4.1.11. Si F y G son clases Fuclideas para las funciones envolventes F' y G
respectivamente, entonces

a) la clase {f +g: f € F,g € G} es Euclidea para la envolvente F + G.
b) la clase {f.g: f € F,g € G} es Euclidea para la envolvente F.G.

Definicion 4.1.12. Sea F una familia de funciones f. Llamamos grafico de f € F al
conjunto Gy = {(z,t) : 0 <t < f(x) 6 f(x) <t <0}

Definicion 4.1.13. Se dice que una clase de conjuntos D sobre algin espacio S tiene
discriminante polinomial si dado Sy un conjunto de N puntos de S entonces existen a lo
sumo p(NN) conjuntos de la forma SyND. Al polinomio p se lo llama descriminante polinomial
vy a D clase polinomial de conjuntos.
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Proposicién 4.1.14. Sea F una clase de funciones con funcion envolvente F en L'(P).
St los grdficos de las funciones en F forman una clase polinomial de conjuntos entonces la
familia F es Fuclidea para la funcion envolvente F.

Definicion 4.1.15. Sea F una familia de funciones con envolvente F. Se define a la integral
de bracketing por Jj (4, F) = fO‘S \/1 + log (N7 (2€¢||F||2,p, F, L*(PP)))de.

Definicion 4.1.16. Se dice que una familia F de funciones con envolvente F' satisface la
condicién de entropfa de bracketing si [ \/log(N[](2e||F||27]p, F,L?(P)))de < 0.

Proposicién 4.1.17. La funcion Jj (6, F) es creciente, J;)(0,F) = 0, J;(1,F) < oo y
J1)(6, F) = 0 cuando 6 — 0 si la familia satisface la condicion de entropia de bracketing
pues

0
JH(cS,f)g/O V2 (14 \/log(N|)(2€]| Fllop, F, L*(P))) de

< \@ (5 + /06 \/log(NH(QEHFHQ,P,.F, L2(P)>)d6> .

Proposicion 4.1.18. Desigualdad Mazximal para Nimeros de Bracketing.

Sean x1,- -+ , X, vectores aleatorios i.i.d con distribucion P. Sea F una clase de funciones
P-medibles con envolvente F' tal que ||F||2p < 0o, Ep(f) = 0 para todo f € F y dado 6 > 0,
sea

_ Ol Fll2e
1+ 10g(N) (20| F L2z, F. L2(®)))

a(9)

Si || fllzp < O|IF|
tal que

2.p para toda f € F entonces existe una constante D, independiente de n,

I supl Vs, (1) iz < DIy, F)IFlae +Vile (Flirs o)

< DJ;(1, F)||F|l2.p-

Lema 4.1.19. Para cada n, sea F, una clase permisible de funciones con numero de cu-
brimiento que satisface:

sup N(e, Fp, L' (Q)) < AW para todo 0 < € <1 con A y W constantes independientes de n.
Q

2 2
Sea {a,} una sucesidn no creciente y positiva para la cual qg%%" — o0 Silf|] <1y

(EPJCQ)% < 0y, para cada f € F, luego:

1 C.S.
@%Tns;lf\EPn(f) —Ep(f)| — 0
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4.2. Consistencia

En primer lugar comenzaremos por estudiar la consistencia de Fisher de la propuesta
presentada en el capitulo anterior. Sea (y, %, t) un vector aleatorio que sigue el modelo (3.1),
consideremos el siguiente funcional,

S(B,a,7) =E <p (W) It = T> (4.1)

Slg(t

donde sg(7) es una escala robusta respecto a la distribucién condicional a t = 7 de vg =
y — g(x,8) la cual denotaremos por Fg(-|t = 7) y definamos

ng(t) = arg mal'n S(B,a,T). (4.2)

En adelante asumiremos que la funcién de regresién g es una funciéon continua en la
variable 3 y la funcién de peso W es una funcién acotada y no negativa. Ademds aceptaremos
la siguiente hipotesis que resulta escencial a la hora de identificar a los parametros del
modelo,

FS.1 P((x7 t):x € Sw;  g(x,8) +n(t) # g(x,8%) + n,@*(t)) > 0 para todo B # B*,
donde Sy es el soporte de la funciéon de pesos W.

Notemos que Fg (ult = 7) = Fo(u — n0(7)), por lo tanto si Fy es simétrica respecto del
0 con funcién de densidad fy unimodal y ademés la funcién p es una p— funcién como las
descriptas en (2.2.1) entonces se tiene que 1o(7) = ng, (7).

Por otro lado, definamos también el funcional

T(3.0) ~ E <p1 <y—g(x,ﬂ) —nﬁ(t)) W(x))' (4.3)

g

Por lo tanto, la consistencia de Fisher se reduce a probar que 3, = argminT'(3, 0g) hecho
que se desprende directamente de la Proposicién 3.1.1 de Spano (2016), bajo los mismos
supuestos para Fp y la funcion p; descriptos en el parrafo anterior, el hecho que 19 = ng, y
de F'S.1.

Observaciéon 4.2.1. Para mads detalles con respecto a estos resultados se recomienda ver
Teorema 10.2 de Maronna et.al. (2006) y Fassano et.al (2012).

En lo que resta de esta seccién probaremos la consistencia del estimador B propuesto
para el pardmetro de regresiéon 3, en nuestro modelo dado en (3.1). Para ello introduciremos
algo mas de notacién que utilizaremos a lo largo de las demostraciones.

Dados B8 € R%, 7 € Ry o € Ry, denotemos con

B, 7,a,0) = E(\p(w) ’t - T) (4.4)

g
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donde ¥ = p/, notemos que 7g(7) es la tnica solucién en a de A(B,7,a,s3(7)) = 0 donde
58(7) es una escala robusta, como la que definimos anteriormente. A lo largo de este trabajo
consideraremos como medida de escala robusta condicional sg(7) a la mediana de los desvios
absolutos a la mediana respecto de la distribucién condicional Fg(:|t = 7), es decir,

sg(1) = MAD(Fﬁ(-|t = 7‘)) = mediana( ly — g(x,8) — mg(7)] ‘t = 7‘), (4.5)

donde mg(7) es la mediana respecto de Fg(-|t = 7). Por otra parte, si consideramos la
distribucién condicional empirica F| B(-|t = 7) definida en (3.2) basada en la muestra v; g =
yi — g(xi,3) para 1 < ¢ < n y en los pesos w;(7) definidos en (2.3) para las variables ¢;
1 <i < n, luego podemos definir el funcional empirico

B, 7,a,0) = /\1/ <“ - >dFﬂ vt =1) = Z\If <”“5 ) ani(T)'( ) (4.6)

1wy (T

Denotemos también por sg(7) = MAD (ﬁg(\t = 7')), es decir, un estimador de la escala

local sg(7). Por lo tanto, con esta notacién, el estimador 7g(7) definido en el paso 1 del
procedimiento de estimacion descripto en la Seccién 3.3 puede pensarse como la solucién en
a de /):(,6, 7,a,58(7)) = 0, y claramente constituye un estimador de su versién poblacional
ng(7) definida anteriormente.

Asumiremos el siguiente conjunto de hipétesis:

Cl1. La funcion de densidad de t, f; es acotada. Ademas, dado Ty compacto en R existe
una constante C'(Tp) > 0 tal que fi(7) > C(Tp) V1 € Tp.

C2. El nicleo K : R — R es una funcién par, no negativa, Lipschitz de orden uno, acotada
con soporte [—1,1] tal que [ K(u)du =1y [u*K(u)du < co.

C3. Fg(v|t = 7) es simétrica alrededor de ng(7) con funcién de densidad unimodal para
todo (.

C4. Sean Ty un conjunto compacto en R y B un conjunto compacto en RY. Entonces,

1. para cada v fijo se verifica que en un entorno de Ty

Ve>036>0: |7 —7|<d=sup|Fg(v|t=7)— Fg(v|t =7")| <e
BeB

2. se verifica la siguiente condicién de equicontinuidad

Ve>030>0:|u—v| <d=supsup |Fg(ult =7) — Fg(v|t =7)| <e.
BeB eIy

3. para cada u fijo se verifica la siguiente condicién de continuidad uniforme

Ve>036>0:|r—7|<dy|B)—By <6 =|Fg, (ult =7)—Fg,(ut =7")| <e.
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C5. ¥ : R — R es una funcién impar, estrictamente creciente, acotada y continuamente
diferenciable.

C6. p1: R — R es una p—funcion acotada con derivada acotada.

C7. La sucesién h, es tal que h,, -0y % — oo de manera creciente.

Para obtener la consistencia del estimador del paramétro de regresién estudiaremos la
convergencia uniforme de 7)g a ng. Para ello sera necesario obtener resultados de convergen-
cia de ﬁg(~|t = 7) a Fg(:|t = 7) y estudiar como a partir de este hecho podemos obtener
propiedades sobre la estimacion de la escala local 5g(7) definida a partir del MAD de
ﬁg(‘|t = 7). Estos resultados seran obtenidos utilizando una serie de lemas y teoremas que
enunciaremos a continuacién y cuyas demostraciones seran relegadas al Apéndice.

Lema 4.2.2. Sea Ty C R un conjunto compacto y Ron(T) = ﬁ e K (Th_rfl) entonces

dado € > 0 se verifica que

>p <sup |Ron(7) — ERon(7)| > e> <0

neN T7€TH

Lema 4.2.3. 5i Ty C R y B C RY son conjuntos compactos, entonces la hipdtesis C4.3
implica que dado € > 0 existen numeros reales a,b tales que, para todo T € Ty y para todo
B € B se cumple que Fg(blt =7) >1—€ y Fglalt =7) <e.

Lema 4.2.4. Las hipdtesis C4.3 y C5 implican que X(B,T,a,0) y ng(T) son funciones
continuas de variables (B,7,a,0) y (B,T) respectivamente.

Lema 4.2.5. Sean Ty C R y B C R? conjuntos compactos y sea Fy, g(v|t = T) una sucesion
de funciones de distribucion condicional que verifica

sup sup sup |Fy, g(v|t =7) — Fg(v|t =7)] = 0 (4.7)
veER BeB TETH

luego, si Fg(v|t = T) verifica las hipdtesis C4.2 y C4.3 entonces existen constantes 0 < A <
B tales que s, g(1) = MAD(F, g(:|t = 7)) verifica A < s, g(7) < B para todo 7 € Ty, para
todo B € B y para todo n > nyg.

Teorema 4.2.6. Sean B C R? y Ty C R conjuntos compactos. Supongamos que valen las
hipotesis C1 — Cb y ademds se cumple la siguiente condicion

F.E. La familia de funciones F = {fv,@(y,x) =l—oo(¥y—9(x,8)), vER, B € B} tiene
nimero de cubrimiento N (e, F, L*(Q)) < Ae=" para cualquier probabilidad Q y para
todo 0 < € < 1, entonces

sup sup sup |ﬁﬁ(v|t =7)—Fglv|t=7)| =0 ctp.
veER BeB €Ty
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Teorema 4.2.7. Sean Ty C R y B C R? conjuntos compactos. Supongamos que la funcion
K :R — R es de variacion acotada. Entonces, bajo las hipotesis C1-C5 y C7, se tiene que

sup sup g —ngl =0 ctp
BeB Ty

Demostracién: Como Fg(v|t = 7) es simétrica alrededor de ng(7) y ¥ es una funcién
impar y acotada tenemos que A(3,7,1g(7),0) = 0 para todo o > 0. Dado a € R definamos
por V,(u) = ¥ (%((:))_a), luego por C5 se tiene que V¥, es una funcién de variacién
acotada en R para cada B € By 7 € Ty. Ademads se puede ver que, || U,|lyv = [|[¥|v/55(T)
donde ||¥||y indica la norma de variacién de la funcién . El Lema 4.2.5 y el Teorema 4.2.6
implican que existen constantes reales positivas A y B tales que A < 5g(7) < B para todo
B € By 7 € Tpy. Luego, usando el hecho de que | [ ¥dG| < || ¥y |G|« donde G es una

funcién continua y acotada, obtenemos que

INB, 7,1(T) + a,35(7)) — N(B,7,1m() + a,35(7))]
< [1ally sup | Fp(olt = 7) - F(vlt =71)],

y por lo tanto

sup sup [A(B8,7,18(7) + a,35(1)) — A(B,7,15(7) + a,35(7))]
BeBTETY

1 A~
< ¥l sup sup sup | Fy(v]t = 7) = Fg(ult = 7)]
BeB TeTH veR

Luego, el Teorema 4.2.6 implica que

sup sup [\(B,7,n3(7) + a,35(7)) — A(B,7,18(7) + a,35())| < 0 (4.8)
BeB Ty

Por otro lado, dado € > 0 tenemos que C3 y C5 implican
A(B,7,1(7) + €,0) <0 <A(B,7,na(T) — € 0).

Ademss, de la compacidad de B y Tp, la continuidad de A\(8,7,13(7) £ €,0) en (8,7,0) y
de ng(7) en (B,7) dadas por el lema 4.2.4 se deduce que

A =sup sup sup A(B,7,1g8(7) +€,0)<0<sup sup sup A(B,7,13(7)—¢€,0)=Xa. (4.9)
BeBreTyA<o<B BeBreTyA<o<B

Usando (4.8) y el hecho de que P(A < 58(7) < B) =1 a partir de ng € N suficientemente
grande, entonces de (4.9) obtenemos que para todo 8 € B, 7 € Ty y para todo n > ng

A1

X(ﬁaﬂ nﬁ(T) + 6,§ﬁ(7’)) < ? <0< % < /X(167T7 77[3(7—) - 6?3\,3(7—))'
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Por dltimo basta observar que como X(B, 7,a,53(T)) es estrictamente decreciente en a en-
tonces ng(7) — € < 7g(T) < ng(T) + € casi seguramente para todo 3 € By 7 € Ty luego
SUPgep SUP,er, 178 — 13 £% 0 como se querfa demostrar.

El siguiente teorema muestra que el estimador de regresion es fuertemente consistente.
Para ello serd necesaria la siguiente condicién de entropia:

CE La clase de funciones F = {gg,,(y,X,t) = p1 (M) W(x), Be€B,oecS}
donde S es un entorno de 0y, tiene niimero de bracketig finito, es decir, Ny (e, F, L'(Hy)) <
o o log N(¢,F, L*(H,)) = op(n) donde Hy es la distribucién de (y,x,t) y H, es la

distribuciéon empirica correspondiente.

Observacion 4.2.8. La condicion de entropia CE se puede verificar en variadas situa-
ciones que, por supuesto, dependerdan, por un lado, de la caracteristicas de la funcion de
regresion g, de la estructura de los espacios B y S y, por otro lado, de las propiedades here-
dadas por la funcion ng(t). Por ejemplo, notar que, al ser la funcion de peso W acotada e
independiente de los pardametros y el espacio S un intervalo real acotado, luego si la funcion
de pérdida p1 es Lipschitz con constante L y llamanado F* = {g(x, B) +ng(t), 3 € B} ento-
ces, siguiendo a Anthony y Bartlett (1999), seccion 14.3, obtenemos que N (e, F, L*(Hp)) <
N(e/L, F*, L*(Hy)).

Teorema 4.2.9. Sean (y;,X;,t;) vectores aleatorios independientes e idénticamente distri-
buidos que satisfacen el modelo (3.1). Entonces si

sup sup [7a(7) — na(r)] < 0 (4.10)
BeB Ty

donde ng y ng fueron definidas en (4.2) y el Paso 1 del proceso de estimacion respectiva-
mente, s, es un estimador consistente para oo, E(|W(x)|) < oo y ademds se satisface la
condicion de entropia CE, entonces el estimador (3 propuesto en (3.4) resulta un estimador
consistente de (3.

Demostracion: Consideremos
1< yi — 9(xi, 8) —ng(ti)
) = 3o (M)
~ 1 <& yi — 9(xi,B) —ng(ts)
Tn<570>:n;m< p >

g

En primer lugar mostremos que si

sup [ To(8, 51) — T(B,00)| <2 0 (4.11)

BeB

donde el funcional T fue definido en (4.3), entonces B <P, Bo-
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Para ello observemos que C6, la continuidad la funciones g y 7, el hecho que W es
una funcién acotada y el Teorema de Convergencia Dominada garantizan la continuidad
del funcional T(8,0¢). Luego, sea B una subsucesién de B tal que B;, — B*, suponga-
mos sin perder generalidad que B8 — B*. Si ||B%]] < oo, de (4.11) y la continuidad de

T(IBa JO) dedUCil’I}?S que Tn(a7 sn) - T(IB*7 UO) Ct—p> Oy Tn(/807 Sn) - T(BO? JO) Ct—p> 0. Como
T.(By, sn) = Tn(B, sn) y T tiene un tinico minimo en (3, facilmente se obtiene 3* = 3.

Supongamos que ||3*|| = oo luego igual que antes tenemos que Tn(B, Sp) — T(,/é'7 00) <tp,
t - , ~
Oa Tn(ﬂo» Sn)_T(ﬂm 00) _0_11} 0 y Tn(ﬂm Sn) > Tn(ﬂv Sn) entonces nh—>nolo T(Ba UO)_T(BO) GO) <
0, llegando a una contradiccién, por lo tanto [|3%|| < oo.

Por lo tanto la demostracién del Teorema se reduce a probar (4.11). Para ello veremos

sup |Th(B, 5n) — Tn(B, 50)| <5 0, (4.12)
BeB
sup |T(B,5n) — T(B, sn)| <5 0, (4.13)
BeB
sup |T(B, sn) — T(B,00)| <& 0. (4.14)
BeB

Comencemos por ver (4.12). Dado € > 0 existe I'g un conjunto compacto tal que P(t €
o) >1—e.Sea Vi, =n"13 0 I(t; €T0), p) = V1 y M > 0 tal que 1/M < s, luego

sup |T,(B,sn) — fn(,@,snﬂ < [W oo { M| ¥1 |0 sup sup ’ﬁﬁ - nﬁ’ + 2| p1lloo Vi }-
BeB BeB rely

Por lo tanto, usando (4.10) y la Ley de los Grandes Numeros tenemos (4.12)

Veamos ahora (4.13), notemos que

Sup|fn(ﬁ75n)_T(IB75n)| < sup |Tn(ﬁ70)—T(ﬁ,U)’.
BeB BeB,ocs

Luego, usando la condicién de entropia CE, el hecho que E(|W (x)|) < oo, C6 y el Teorema
4.1.7 se obtiene lo deseado. Finalmente (4.14) se deduce de C6 junto con del Teorema de

Convergencia Dominada.

Teorema 4.2.10. Sea B un estimador consistente de B entonces el estimador de la com-
ponente no paramétrica definido en (3.5) verifica que

~ t
sup |75 — 1ol| —= 0.
T€TH

Demostracién: La demostracién es una consecuencia inmediata del teorema (4.2.7), la
continuidad de ng y el hecho que ng,(7) = 1o(7).
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4.3. Distribucion Asintotica

En esta seccion deduciremos la distribucién asintética del estimador propuesto del
parametro de regresién 3 para el modelo estudiado.
Para simplificar la notacién notaremos por |A| a la norma euclidea de cualquier matriz
o vector. Ademds, dados k y e constantes positivas, definimos 7, = {7 € R : |7| < k},
Xy ={xe€RP: x| <k}yByS entornos de 3, y o respectivamente, es decir, B = {8 €
RI:|B-Fyl<etyS={seR>0:|s—o0g| <e}.

Sea h : IR? — IR una funcién, notaremos por V h(z) y H,h(z) al vector gradiente y la
matriz hessiana, respectivamente con respecto a z y a modo de simplificar la notacion en
lo que sigue llamaremos

<)

(7,8) = 1p(7) =7 (7)

(1.8) = Vp(np() = p()| _, = (17 8).....74(r. B)),

2(5.,7.8) = Vpl(o(s. B) + mp(r))| |_ = (21(s.7. 8. 2(s.7. B)),

<)

z(s,7,8) = Vg(g(s, B) +ﬁ,@(7))‘ﬁzﬁ = (21,7 8); -+, Z4(s, 7, B))-

Asumiremos, a partir de ahora, que la variable ¢ tiene distribucién con soporte compacto y
convexo Ty, también, consideraremos el siguiente conjunto de hipédtesis:

N1. La funcién p’1 = WU, es impar, continua y acotada.

N2. Las funciones W}, ¥}, Wy = tW] y W3 = t¥] son continuas y acotadas.

N3. La funcién de peso W es acotada.

N4. 1. La funcién de regresién g(x,3) es de clase C? como funcién de 3 y verifica la
siguiente condicién de equicontinuidad, dados 3¢, 3, € B,

| 9(x,81) = 9(x,82)| < F(x)|B1 — B

con F una funcién real que verifica sup |F(x)| < oo para todo k& > 0 y, ademas,
XEX),

pediremos que sup g(x, 3;) < oo para todo k > 0.

xEeX)
2. Para todo 1 < j,1 < ¢ se satisface la siguiente condicién de equicontinuidad

0? 0?

|m9(xaﬁ1) - Wg(x»ﬂzﬂ < R(x)|8; — B,| para B4, € B.

con R una funcién real que verifica E [R?(x)] < ooy sup |[W (x)R(x)| < oo para
xeX)

todo k > 0.
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3. Para todo 1 < j,1 < q y se satisface la siguiente condiciéon

0

|8,83

9(x,80) <Hi(x) y | 9(x, B9)| < Ha(x),

82
9B;00
con H; funciones reales que verifican E [Hf(x)] < oo para ¢ = 1,2 y, ademas,

sup [vW(x)Hi(x)] < ooy sup [W(x)Ha(x)| < oo

XEX) XEX},
para todo k > 0.

N5. Las funciones 7jg(7) y ng(7) son de clase C' como funciones de (3,7) y de clase C?

como funciones de 3 tal que %?9617750 (1) es acotada. Ademads para todo 1 < j,1 < ¢
se satisface la siguiente condicion de equicontinuidad

2 2

Ve>0,30>0: |8, — By <0 = Hmnﬁ1 - mrmgllm <e.
J J

NG6. 1. ||?]Z3 —10|co 50 para cualquier estimador consistente 3 de Bo-

2. ParacadaT e Ty B e B, v(r,3) L 0. Ademads, ni 15(7, Bo) |l oo _f_> 0
Y ”%H/V\j(ﬂ Bo)llss L 0 para todo 1 <j<g.

3. || 825Ba)) Ly 0y || 2Bl Hoo—>0paratod01<]<q

4. sup||P(, B)|le =20 v SupHa 5(-,8)loc — 0 paratodo 1 <1< gq.
BeB By

Nv.
E [W(X) ’Z(X7 tv BO)TZ(Xa t: 50) |] <00

E[W(x)[Ha(g(x, 8) +na(t))|

|] < 00
B=Bo

N8. La matriz ¥ es definida positiva donde
€
5 = E[0} (£) JE [ (oatx.t. et . 60)7).
N9. La matriz A es no singular donde

A=1E [\1/1 <;0> }E [W(x)z(x, t, Bo)z(x, t, ﬁO)T]

0o
N10. E W(x)z(x,t,ﬁo)‘t} ~0.

25



Observacion 4.3.1. Las condiciones N5 y IN6.4 implican que para cualquier estimador
consistente B de B, tenemos que A, i) Y An 2.0 con

. 0
67@»77'3 - 67@77,60”00
0% 2
2% 155,05, ~ 95,0500

a) A, = max ||
1<j<q

D) An=

Observacion 4.3.2. Los supuestos N1-N3 son condiciones estdndar sobre la funcion de
pérdida y la funcion de peso en modelos de regresion. Lo supuesto en N5 y N6 es similar a
lo pedido en Boente-He et al. (2006).

La condicion N4.1 se cumple, por ejemplo si g(x,3) tiene derivadas parciales continuas
con respecto a 3 como funciones de las covariables, N4.2 se verifica si f)ﬁjgﬁg(x, 3)
es continua como funcion de las covariables para todo 1 < j,1,k < q y con una eleccion
adecuada de la funcion peso W.

La condicion NT es usada para asequrar la consistencia de estimadores de la matriz A
basados en estimadores consistentes previos del pardmetro By y de la funcion ng (ver Lema

4.8.4).
Ademds notar que N10 se satisface si, por ejemplo, W = 1. Efectivamente, como ng(T)
minimiza a S(B,a,T) para cada T, y cada B entonces satisface

E <\If1 <y - g(X716) _ nﬁ(7)> |t — 7_> _ 07
sp(t)
luego derivando con respecto a (3 obtenemos
! y_g(xvﬁ)_nﬁ(T) y—g(x»:@)_nﬁ(T) o _
e (w1 () va (g i) =

por dltimo basta con evaluar en B, considerar N1 y usar la independencia entre (x,t) y €.

Fl siguiente lema y su demostraciéon resultan de una pequenia adaptacién del Lema 3.4.1
presentado en Spano (2016). El lema presenta resultados que pueden ser aplicados en un
contexto general de convergencia en probabilidad para ciertos procesos empiricos.

Lema 4.3.3. Consideremos las funciones p : R — R y M(x,t,3) : R x R x R? — R?*4
tales que cumplan las siguientes hipdtesis:

Li. p es una funcion continua y acotada.
Lo. Existe € > 0 tal que E(supﬁeB |M(X,t,/@)W(X)|> < 00.

Ls. La funcion M(x,t,3) es equicontinua como funcion de B en el siguiente sentido, da-
do € > 0 existe n > 0 tal que si |8y — Ba| < n y |B; —Bol < m coni = 1,2
entonces| M (x,t,3;) — M(x,t,85)| < € six € X yt € Tx. Ademds, pediremos que

sup |M(x,t,By)W(x)| < co para todo k > 0.
xekatefrk
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Si (yi,xF,t;) € RYPHL son vectores aleatorios i.i.d. bajo el modelo no lineal (3.1), sp ¥y
B son estimadores consistentes de oo y By respectivamente y se satisface N4.1 entonces,

D, L, D siendo

D — :LG: Slnp<3/i —g(xi,8) — nO(ti))M(Xi’ti’B)W(xi%

Sn

g0

)

—_
7 N\

(@)

> E[M(x,t,By)W(x)].

00

Demostracién: Llamemos a I(y,x,t,3,s) = p(M)M(X, t, )W (x). Luego bas-

tard ver que
a) 11m E{ I(y,x,t ,B,Sn):| =D

b Sllp ’721 y27X17t17/67 ) [ (y7x7t7ﬁ78)]’ LO
BeB,seS' M

El item a) se desprende de Ly, Lo, L3, N4.1, de la consistencia de B y de s, de la inde-
pendecia entre (x,t) y € y del Teorema de Convergencia Dominada pues |I(y,x,t,3,s)| <
ol supgegp | M (x,t, B)W (x)| que es integrable.

Para probar el item b) estudiaremos la convergencia de cada elemento I/ de la matriz
1. Por el Teorema 4.1.6 bastara probar que, dado € > 0 existe una clase finita de funciones
Fe tal que para todo B € By s € S existen I ] ceFey IE]u F. tales que

E (12,5 %.0) = I(y.x.1)) < e
Il] (y,X t) < IZ](ZU;X t /65 ) < Igjl(yax7t)°

Sea € > 0 podemos tomar k € N tal que si definimos Aj, = {(y,x, t): ‘%‘W‘ <k x| <kt < k}
entonces P(Ag) > 1 — ¢; y ademds, como vale Ly, E[sup|M(x,t,ﬁ)W(x)|IAd < € sien-

do €; = €/5||p||. Ahora, si definimos C' = sup |g(x, ,8)| + sup|no(t)|, y consideramos k; =
Xy,B€B Tk
ook +C entonces, llamando By = {|y| < k1, |x| < k, |[t| < k}, tenemos que By, 2 Ay. Por otro

lado, sea M > 0 tal que, para todo 3 € By s € S se verificaque |3]| < My M~! <s< M.
Luego, si (y,x,t) € Ag, B € By s € S entonces \M! <Mk +C) = by.
Por Lg existe by > 0 tal que sup |M(x,t,3)W(x)| < ba. De L; tenemos que la funcién

g(a,z) = p(a).z es uniformemente continua en C, = {|a| < by1,|z| < bz} vy, por lo tanto,

existe 7 tal que |p(a1).z1 — p(az).z2| < €/10 si |a; — as| < 7, |21 — 22| < 7, (a1,21) € Cx y
(ag,ZQ) € Ck.
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Como valen Lg y N4.1, si (y,x,t) € By entonces existe v > 0 tal que si |3; — Bs| < v
con 31,8, € By |s1 — s2] <+ con si,s2 €S, entonces

y—9(x,B1) —m(t) y—g(xBy) — Uo(t)‘ -
S1 52 ’

M(X)taﬁl) - M(X7t7:32)‘ <T.

Sean (Bq)fl\;1 una coleccion finita de bolas cuyos centros 3, pertezcan a B de radio menor
ayy (Sm)%:1 otra coleccién finita de bolas cuyos centros s, pertezcan a S de radio menor
a -y tales que B = UéV:l B,y §= Uﬁzl Sm- Entonces dados 3 € By s € S existen indices
(g, m) tales que B € By y s € Sp, entonces

‘Iij<yax7t71678) - Iij(yuxvt7/8qasm)| S \Iij(y,x,t,,@,a) - Iij(%X,tw@anm)‘ ]IAk
+ 2[[pll sup [M(x,t, B)W (x)[ Lag
BeB

€
< S 420 pl sup [Mx, £, YW ()] L.
10 ,BGB
Entonces, definiendo ¢(y,x,t) = {5 + 2||pl| supg | M (x,t, 8)W (x)| La¢ y luego considerando
a I7(y, x,t) = Iy, %,t, By, 5m) — (Y, %, 1) ¥ Lehu(y, x,t) = IV (y, %, 1, By, 5m) +0(y, %, t) te-
nemos que F, = {I,1%,} es una familia con cardinal N2, I, (y,x,t) < IY(y,x,t,3,s) <
) y g P
1P (y,x,t) y E <I§fu(y,x,t) — I;]l(y,x,t)) < 5 +4lpl5 < € Por lo tanto D, — 0 como

queriamos ver.

Lema 4.3.4. Sean (y;,X;,t;) observaciones independientes que cumplen el modelo (3.1) y
sean ,5 N B Y sn £, 09. Supongamos que se satisfacen las hipotesis N1 hasta N5, NG6.1,
N6.4 y N7 entonces A, £, A, donde A estd definida en N9 y

1, (w96 B) —Ti5(0) ) 1 R - ~
An — {_ng\pl ( S ) 7W(XZ)Z(X7At17/B)Z(sztlw@)

n % zn: v, (yi —g9(x4,08) — ﬁﬁ(b)) W (x,) [H@ (Q(Xi,ﬁ) N 7/7\,6(t2)) ’BB}T} ‘
=1

Sn

Demostracién: Consideremos a las funciones ¢(a) = ¥4 (M) y pla) =) <w> :

Sn Sn
Luego, mediante desarrollos de Taylor de primer orden para ¢ y ¢ centrados en 1y(t;) y
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algunos manejos algebraicos se puede ver que A, = > " | A,(lj ) donde

AS) _ _l Z i\y’l <yz - g(Xiv/B) - 770(752')) W(Xi)z(xiu ti7ﬁ0)z(xi,ti,,60)T,

n P Sn Sn
= (2 s ot ),
ap -1 Z: 51%\1;’1' (y - 9("; 8) 5“’) W () [0 (1) — i (ta))2(xi, i, Bo)2 (i 1, By)
N ; Ly, (% e B) - 5) W) l(t) = (1)) [Fa (a0 )+ malt)) | ]
AP = ; 1\1; (y — ot 5 ) ﬁﬁ(m) W (xi) 3, tis BYa(xis tis B)T = 24, i, Bo)(xis tir B) |
A — _:len; Slngjl<y’ - g(xi’j) - %(ti)>W(Xz’)[HB (g(xz-, B) + ﬁ@(@) ‘B:EHB (g(xz-, B) + %(ti)) )B:ﬁj E

donde &1; y &2, son puntos intermedios entre 1g(t;) y no(t;). Usando N2, N3, N4.3, N5,
N7 y el Lema 4.3.3 es sencillo ver que Aﬁ}) 2, A. Veamos entonces que Agf AN para
todo 2 < j < 6.

Para obtener convergencia de Ag) basta observar la imparidad de ¥; dada en N1, N3,
N4.3, N5, N7 y el Lema 4.3.3. Usando N2, N6.1 y N7 junto con la LGN obtenemos la

convergencia de AS’) y Agfl). Para ver la convergencia de A$L5) notar que

T

’z\(x“t“,é)/z\(xz,t“,é):r - Z(Xivti7/80)z(xiati7ﬁ())T = (/z\(xlatlvﬁ) - Z(Xiati,ﬁo)) </z\(x’wt’tvﬁ) - z(xi7ti7/60)>
+ (20xi i, B) — 2(xi, 1, Bp) ) 23,1, Bo)”
+ z(xi, ti, By) (/Z\(Xi,tmé) - Z(Xnti,ﬁo))T )

luego usando N2, N3, N4, N7 y la Observacion 4.3.1 a), obtenemos lo deseado. Por tltimo
usando N1, N3, N4.2 y la Observacion 4.3.1 b), concluimos con la convergencia de A%G).

Teorema 4.3.5. Supongamos que se satisfacen las hipotesis N1 hasta N10 y que sy, L.
Luego para cualquier estimador (3 solucion de (3.7) consistente de B3 se tiene que

\/E(B - 50> L, N<0, A—le—lT)
donde las matrices 3 y A estan definidas en N16 y N17 respectivamente.

Demostracion:

Definamos
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ifﬁa@zg&ﬁ)”ﬁm)wmnmmﬁﬁ,

o

1< yi — 9(xi, B) — (L _

B) = - 2‘1’1 ( i 9l G) () W (x)Z(xi, ti, B)" .
1=

Notemos que B satisface L (sn, ,6) =0o0 eqmvalentemente si llamamos Ln j a la j-ésima

coordenada de Ln, entonces ,8 verifica Ln j(8n, ,6) = 0 para cada 1 < j < ¢. Haciendo una

expansion de Taylor de primer orden centrada en 8 = 3, de Lw(sn, () obtenemos:

Sn

(50 B) = gﬁa( M@”ﬁmw)wm%@mmm+Awmw Bo).

donde

Sn

=1
1 yi — 9(xi, B) — 5(t;) ~ T
+n;%( — )WWWMmmﬁm$}

con B un punto intermedio entre B8 y B,. Por lo tanto, si 3 = B y A, € R7%? es la matriz

cuya j— ésima fila es A,(@j )(B) obtenemos que

_\/ﬁ Arjlin(sna BO) - \/ﬁ (B - BO)
Del Lema 4.3.4 sabemos que A, -+ A donde la matriz A estd definida en N9. Luego en

orden de obtener la distribucién asintética de 3 serd suficiente analizar el comportamiento
asintético de Ly, (sy, By). Para ello veremos que

1. v/nLy(00, By) L, N(0,%) donde X es la matriz definida en N8.
~ P
2. /n[Ly (s, Bo) — Lu(sn, By)] —
P
3. \/ﬁ[Ln(Sn,ﬂo) - Ln(‘ﬂ)vﬁO)] — 0.

El primer punto se desprende facilmente de N1, la simétria y la independtencia de € y del
Teorema Central del Limite.

30



Para demostrar el punto 2 usaremos argumentos anélogos a los presentados en Boente, He
et.all (2006). Notar que mediante una expansién de Taylor podemos escribir

\/ﬁ [Zn(smﬂo) - Ln(snv ﬁo)] = L71’L + L72’L + L?L + L;ln
donde,

L; _ \}ﬁ Z Silpll <?/z — 9(xi, By) — 770(%’)) W (x;)0(ts, Bo)z(x4, ti, By),
i=1""

Sn

L% _ L - N Yi — g(Xi,,B(]) — "70(ti) W(xz)ﬁ(tl,ﬂ )’

Sn

1= = > L (B B Z ) o, o ).
i=1 """

Sn

Sn

1 n 1 _» i~ i -Gt =~ >
Ly, = vn Z ?‘Pl <y PP > W (x:)0(ti, By)* Z(xi, i, Bo)-
i=1 "

De las condiciones N2, N3, N6.2, N6.4, N7 y del hecho que s, — o se desprende que
P P

L3 —0y L —0.

Veamos en lo que sigue que L) 250 para j = 1,2.

Para demostrar la convergencia de L. llamemos zj(s,7,B) a la j—coordenada de z(s, 7, 3)
para cada 1 < j < ¢ y definamos

Tiato,o) = = 3 L (U= Y gy i 1),
=1

g

luego bastara probar que para cualquier € > 0, P(]Ji,l(sn,ﬁ(ﬂ Bo))| > €) — 0 para cada
I<j<gq

Sean los conjuntos V = {v € CY(T) : [[v]joc < 1y |V[|oc <1}y P = (%,200). Notemos

por |(v,0)] = ||v||+]|o]| a la norma sobre V x P y definamos la siguiente familia de funciones
]:f = {f{,v,o’(y>x7 t) = %‘I’; (y —9(x, i()) — 770(75)) W(x)v(t)zj(x,t,8y),v € V,0 € 73}

Mediante un desarrollo de Taylor de primer orden en la variable o, usando N9, N3 y algunos
manejos algebraicos obtenemos que

05,0 = F .0 < VIG5 ) {| L (=22 ZmO ) o) - )

g

L1 @q<y—Mxﬁd—ndﬂ><y—MXﬁd—nMﬂ) Weu(t)|os — o

(0")?
Ly (y—g<x,ﬂo>—no<t>> W x)u(t)]os — o

o* o*

(O’*)2 o*

|

< VTGN 1 B0) (g VW s 219 e + ] (1,02 0.

31



donde ¢* es un punto intermedio entre o y .

Luego llamando Ay = 4+2"0H\/ oo [217] loo + 1W3]lco | ¥ S(x, 1) = A1/W (%)|2j(x, 1, B)]

tenemos que, por un lado N7 implica que la funcién S es una envolvente en L? para la
familia 7] y ademds se verifica que

1 oo = Flool < 86, 0)|(v,05) — (v,0)] (4.15)

Por otro lado, como vale N10 tenemos que E (f(y,x,t)) = 0 para todo f 6'}'{. Luego,
debido a que vale (4.15), por el teorema (4.1.9), tenemos que la familia F7 verifica la
siguiente la condicién de bracketing

Npj(26€l|Slp,2, T, L*(P) < N(e, V, LA(B))N (e, P, | - |)

y, por lo tanto, por la proposicién (4.1.17) junto con la obsevacién (4.1.8) se tiene que la
familia F7 satisface que

J
JH((S, .7:1) m 0. (4.16)

Ademas, si Fy C ]-'f y la envolvente S es usada para Fy se tiene que Jj)(d, Fo) < J (9, ]-"f)

Por consiguiente, usando IN6.2, N6.3 y del hecho que s, i oo tenemos que dado 6 > 0
existe ng € N tal que para todo n > ng se cumple

[\3\0'1

0 ~
P(loo —sal >0) <5 v P(0(7,80) € Vy [[0(, Bo)llec > 8) <
por lo tanto, dado € > 0 tenemos que

P (1,150 57, Bo))| > €) <P (13 1 (50, 0(7, Bo))| > € lo0 = sl < &,1[5(7, Bp) o < 6)
+ P (oo — sn| > 8 6 |0(T, By)|lec > 9)

§IP’< sup \Jnl(a fu)\>e> +4

|oo—0o|<4,]|v]|eo<d

< -E sup ]Jf;l(a,v)] + 9.
loo—o|<6,|[v]jcc<d

A |

Luego es suficiente ver que

lim lim E ( sup |JT]L 1(0,v)|> =0.

n—004§—0 loo—0|<8||v]lco<s

Dado ¢ > 0, consideremos la subclase
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Fy={Hoalwxt) e F ol < 8}

Es sencillo ver que la subclase ]:gl cumple que ||ff,v,a o.p < 0| F||2,p para toda fivp € ]-'gl
donde la funcién envolvente S(x,t) fue definida anteriormente. Luego, de la desigualdad
maximal enunciada en la Proposicién (4.1.18), tenemos que

E ( sup |3 (o, U)|) < DyJy(8, FL) IS ]l2p + VRE (S(Xat)I{F(x,t)>\/ﬁa(6)})

loo—o|<6,||v]|<d

; 1
< D1J(9, FDISl2p + @E (SQ(X’t)I{S(x,t)>\/ﬁa(6)}> :

Dado que la funcién S tiene segundo momento finito se desprende que para ¢ fijo,

lim e (S ey ) = 0

n—o0

entonces

lim E sup |2 (0, 0)| | < D1Jpy(6, FD)IS] 2

700 <|oo—o<6,||v||<s ! S

Luego, por lo dicho en (4.16) sabemos que J| (] (0, ]-"f ) ﬁ 0 concluyendo asi lo que se queria
—

probar.

Similarmente, para demostrar la convergencia de L2, definamos por 7o(7) a la j—coordenada
de v(1, By) ¥

Jna(o,v) = \/15 Z U, <yl — g(xi’g(]) — ﬁo(ti)> W (x;i)v(t;),
=1

luego bastard probar que para cualquier € > 0, P(|Jp 2(sn, Vj0(7))| > €) — 0. Para ello
llamaremos

ag

Ja = {f2,v,a(yaxvt) =" (y —9(%Bo) 770(t)> W (x)v(t),v € V,0 € 73} y
—F5,2 = {f2,v,o(yyxvt) € f2 : ||U||OO <9 y |U - UO| < 6} .

Notar que por N1, la simetria de € y su independencia con (x,t) obtenemos que E (f2,,,) =
0, y junto con N3 tenemos que existe una constante positiva Cs tal que |f2,.+(y,x,t)| < Cs
para todo v € V y o € P y por iltimo observemos que bajo N2,

|f2,vl705 - f2,v,a| < A2|(Ulv08) - (U70)|’

con As = [|[Wloo [[¥1]|0o + %O”‘I’2HOO} :
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Luego, siguiendo la linea de razonamiento anterior, tenemos que
Jp(6, F2) — 0.
[]( ’ 2) 6—0

Por consiguiente, para cada 1 < j < ¢, por N6.2, N6.3 y el hecho de que s, RN 09, entonces
dado § > 0 existe ng € N tal que para todo n > ng se cumple

0 . ~
P(loo—sal >0) <5 v P(vjo €V [[Zjollc > ) <

NN

Trabajando de la misma manera que la descripta anteriormente tenemos paracadal < j < ¢
dado € > 0, existe D2 y ng € N tal que para todo n > ng

- 1
P(‘Jn72(8n,1/j70)’ > 6) < EDQJH((S’ fQ) + 6.

P p
Por lo tanto, L2 = (Jn,2(8ns00,1), -5 In2(Sn, V0 q)) —> 0 como se querfa demostrar.

Para finalizar faltaria probar el punto 3, es decir que v/n[Ly(Sn, By) — Ln (00, Bo)] L.
Este resultado se obtiene usando argumentos similares al anterior por lo que su demostracion
serd delegada al apéndice.
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Capitulo 5

Estudio de Simulacion

En este Capitulo se describiran los resultados de un estudio de simulacién cuyo objeti-
vo es medir la performance del estimador robusto para un modelo parcialmente no lineal
propuesto en (3.3), al que notaremos por ROB, y comparar su comportamiento versus una
de sus versiones de estimacién clasica descripta en (3.2) la que notaremos por CLA.

Para llevar a cabo los distintos pasos de nuestro estimador definido en (3.3) se consider6
por un lado, en el Paso 1, la funcién ntucleo de Epanechnikov para el calculo de los pesos
w;, es decir,

K(t) = 3/4(1 — )y, (5.1)

con diferentes valores para la ventana h. Ademaés para la p-funcién se eligié la pp-funcién
de Huber, es decir

x? si x| <k

pr(x) =
2klx| — k? si |z >k

con constante de calibracién k = 1, 345. Por tltimo para sg(t) usamos la MAD local muestral
definida en (3.6).

Por otro lado, en el Paso 2, se usaron para pg y p1 una p-funcién dentro de la familia
bicuadrada de Tukey definida por

pe=min{l — (1 — (z/c)*)*, 1}

con constante de calibracién ¢ = 4 y se consideré b = 0.5. Adema4s, para el cédlculo de los

pesos W (x) se penalizé la distancia de Mahalanobis robusta de la covariable x, para lo cual

se computaron estimadores robustos, {1 y 3, de los pardmetros de posicién y escala, respec-

tivamente, basados en X1, ..., X, y se consideré como funciéon penalizadora con constante de
. .z o 2

calibracion d = x{ 975 3 a

K(z) = I(|z|<a) (1 - (x/d)2)2,
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finalmente los pesos fueron calculados de la forma

~

Wx) = n ((x = )75 x - 1))

Para medir la performance del estimador propuesto B para (3, en base a los resultados
obtenidos calculamos como medidas resumen el desvio estandar (SD), el sesgo (BIAS) y
el error cuadratico medio (M SE) para cada una de sus componentes. Por otro lado, para
medir la performance de la estimacién no paramétrica 7 para 1y calculamos la media, la
mediana y el desvio estandar del error M SE(7), que denotamos por M.MSE, Med.MSE
y SD.MSFE respectivamente, definido de la siguiente manera

n

MSE(n) = %Z(ﬁ(ti) —mo(t:))?.

=1

Para este estudio de simulacion se realizaron N = 1000 replicaciones en las que se gene-
raron muestras aleatorias independientes (y;, XiT, t;) de tamano n = 100 para el modelo par-
cialmente no lineal (3.1) donde consideramos como g(x, 3) = (x? 8y)% con B, = (1,2,1.5)7

y no(t) = sin(2nt) con t ~ UJ0, 1]. Para los procedimientos de suavizado se utilizaron dis-
tintos valores para la ventana h, sélo presentaremos los resultados obtenidos para el valor
h = 0.3 dado que los resultados obtenidos para cada un de ellas son muy similares entre
si. Los estimadores propuestos se evaluaron tanto bajo muestras sin contaminar, a la que
llamaremos Cj, como también bajo muestras contaminadas C1, Cy, C3 y Cy4 definidas a con-
tamiacion. Los 1000 conjuntos de datos fueron generados para cada uno de los siguientes

cinco escenarios considerados en Jiang et al. (2017):

Co: x = (x1,X2,%x3) ~ N3 (0,1I3) y la variable ¢ ~ N(0,1).

Cy: x = (x1,%2,x3) ~ N3(0,I3) y la variable € ~ t1, la distribucién 7de Student con un
grado de libertad, es decir la distribucién estandar Cauchy.

Co: X = (x1,%2,x3) ~ N3 (0,I3) y la variable e ~ 0.9N(0,1) + 0.1N(0, 10?).

C3: x = (x1,X2,x3) ~ N3 (0,I3) reemplazando un 10 % de los valores originales por valores
atipicos (5,5,5) y la variable € ~ t;.

Cy: x = (x1,X2,x3) ~ N3 (0,1I3) reemplazando un 10 % de los valores originales por valores
atipicos (5,5,5) y la variable e ~ N(0,1).

El primer escenario es para evaluar la performance de nuestra propuesta y poder com-
pararlo con el método cldsico cuando los errores provienen de una distribucion normal y
no hay valores atipicos en la muestra. El segundo y tercer escenario consideran errores con
colas pesadas. El cuarto escenario estudia la robustez del estimador propuesto bajo la pre-
sencia de outliers tanto en la variable x como en los errores. Por 1ltimo, el quinto escenario
considera outliers de alto leverage en la variable x.
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Los siguientes gréaficos y tablas resumen los resultados de la simulacién. Los boxplot y las
estimaciones de la densidad corresponden a las propuestas de estimacion de los pardmetros
Bo1, Bo2 v Bos bajo los distintintos escenarios considerados, mientras que las tablas muestran
las medidas resumen SD, BIAS y el MSE para cada uno de ellosy M.MSE, Med.MSE
y SD.MSE para la funcién rg. Por otro lado, en la Figura 5.8 se muestra el grafico para
las estimaciones cldsica y robusta de la funcién 7y en una de las mil replicaciones versus la
grafica de la verdadera funcién en cada uno de los escenarios propuestos.

Co o C, Cs C4
= = © 0
- (%]
- of o .
8l —— i
| + .
1 o
N
8 0] —— o
T = o e il o
© - T/ i -
[N | - —
S | .
0 - — - —
1 o] T —
- i '
§ S i ol L ol L ol L
CLA ROB  CLA ROB  CLA ROB  CLA ROB CLA ROB

Figura 5.1: Boxplots de 31 por el método CLA vs. el método ROB bajo Cj y las contamina-
ciones C1, Co, C3 y Cy de izquierda a derecha. La linea roja se encuentra sobre el verdadero
valor de Bo1.
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Figura 5.2: Boxplots de 32 por el método CLA vs. el método ROB bajo Cy y las contamina-
ciones C1, Co, C3 y Cy4 de izquierda a derecha. La linea roja se encuentra sobre el verdadero

valor de Bgo.
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Figura 5.3: Boxplots de Bg por el método CLA vs. el método ROB bajo Cj y las contamina-
ciones C1, Co, C3 y Cy4 de izquierda a derecha. La linea roja se encuentra sobre el verdadero

valor de fBys.
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Método Bo1 =1 Bo2 = 2 Boz = 1.5

BIAS ‘ SD ‘ MSE | BIAS ‘ SD ‘ MSE | BIAS ‘ SD ‘ MSE

Cy CLA 0.0005 | 0.0206 | 0.0004 | -0.0001 | 0.0187 | 0.0003 | -0.0003 | 0.002 | 0.0004
ROB 0.0004 | 0.0312 | 0.0010 | -0.0090 | 0.0274 | 0.0007 | 0.0002 | 0.0297 | 0.0009

oy CLA | -0.0820 | 0.6081 | 0.3762 | -0.0270 | 0.6081 | 0.3701 | -0.0710 | 0.6712 | 0.4552
ROB -0.0004 | 0.0500 | 0.0025 | -0.0009 | 0.0445 | 0.0020 | -0.0005 | 0.0474 | 0.0022

Oy CLA -0.0600 | 0.5653 | 0.3229 | 0.036 | 0.5839 | 0.342 | -0.001 0.593 | 0.3513
ROB 0.0008 | 0.0314 | 0.0010 | -0.0002 | 0.0274 | 0.0008 | 0.0015 | 0.0297 | 0.0009

Cs CLA 0.2785 | 0.7084 | 0.5789 | 1.073 | 0.7754 | 1.7520 | 0.8057 | 0.7620 | 1.2292
ROB 0.0010 | 0.0513 | 0.0026 | 0.0077 | 0.0458 | 0.0022 | 0.0044 | 0.0507 | 0.0026

Cy CLA 0.4255 | 0.3621 | 0.3120 | 1.2535 | 0.4350 | 1.7612 | 1.0360 | 0.3570 | 1.2010
ROB 0.0015 | 0.0281 | 0.0008 | 0.0043 | 0.0271 | 0.0008 | 0.0040 | 0.0284 | 0.0008

Cuadro 5.1: Medidas resumen para las estimaciones de los parametros Bo1, Bo2, Sos bajo los
escenarios Cy, C1, Co, C3 y C4 descriptos anteriormente.
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Figura 5.4: Estimacion de la densidad dados los 1000 valores estimados de [y; para el
método clasico en rojo y robusto en negro bajo Cy, C1, Ca, C5 y Cy.
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Figura 5.5: Estimacion de la densidad dados los 1000 valores estimados de [pa para el
método clédsico en rojo y robusto en negro bajo Cy, C1, Ca, C3 y Cy.
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Figura 5.6: Estimaciéon de la densidad dados los 1000 valores estimados de [y para el
método clésico en rojo y robusto en negro bajo Cy, Ci, Ca, C5 y Cy.

40



C

C,
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Figura 5.7: Estimacién de la densidad de Med.MSE(7) obtenidas bajo los cinco escenarios
descriptos anteriormente. La curva en negro corresponde al métod CLA y las dadas en rojo

corresponden al método ROB.

Estimacion para 1
| Método | M.MSE | SD.MSE | Med.MSE
y CLA 0.0926 0.0331 0.0869
ROB 0.0997 0.0437 0.0923
o CLA 5 62.9 8328 3.668
ROB 0.1783 0.1275 0.1438
c, CLA 30.9236 35.0628 20.3381
ROB 0.1084 0.0511 0.0981
o CLA | 573.5674 | 7893.1058 31.9639
ROB 0.3012 0.2765 0.2257
oy CLA 31.5823 13.9275 29.4050
ROB 0.1286 0.0651 0.1151

Cuadro 5.2: Medidas resumen para la funciéon no paramétrica ng bajo los cinco escenarios

descriptos anteriormente.
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Figura 5.8: Con trazo negro se muestra la curva real ng, en puntos rojos y negros se muestran
sus valores estimados con el método ROB y CLA respectivamente.



En los Cuadros 5.1 y 5.2 podemos observar que bajo el escenario Cp, si bien, como
es de esperar, existe una diferencia entre los estimadores, ésta es minima. Es decir, el
comportamiento del estimador robusto propuesto, tanto para el pardmetro B, como para
la funcién 7y, es similar al del estimador de minimos cuadrados cuando la muestra esté sin
contaminar.

Al introducir distintas alteraciones en la muestra podemos ver como el estimador de
minimos cuadrados es severamente afectado en comparacién del estimador robusto.

Por un lado, en la estimacion para el parametro de regresion 3, usando el método clasico
bajo los escenarios C y Cy podemos ver que existe un aumento considerable en los valores
de los EC'M’s pero no asi en los valores de los sesgos (BIAS). Es decir, este aumento
pareciera ser por el incremento en los valores de los desvios (SD). Esta situacién se ve
reflejada, no sélo en las filas correspondientes a C1 y Co del Cuadro 5.1 sino también puede
ser observada graficamente en los boxplot correspondientes dados en las Figuras 5.1, 5.2,
5.3 y en la Figuras 5.4, 5.5 y 5.6 en las que se muestran las estimaciones de las densidad de
los estimadores de los parametros de regresion.

Bajo los escenarios propuestos en C3 y Cy es donde se encuentran las mayores diferencias
entre ambos estimadores. Podemos observar que, usando el método clésico, los ECM’s del
parametro 3 aumentan hasta en diez mil veces su valor con respecto al escenario Cy dado,
a diferencia de los escenarios C; y C3, por un aumento en los valores del sesgo (BIAS),
mientras que el estimador robusto se conserva dentro de rangos razonables.

Por otro lado, podemos observar que la estimacién robusta (ROB) para la funcién 7
bajo una muestra sin contaminar tiene un comportamiento similar a la estimacién clasica
(CLA). Bajo los distintos escenarios de contaminacién propuestos el estimador cldsico para
no se ve afectado a niveles exagerados perdiendo casi el sentido de la ”"buena” estimacién,
mientras que el estimador robusto conserva la linea como puede observarse en los valores
resimenes del Cuadro 5.2 y en las Figuras 5.7 y 5.8.
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Capitulo 6

Ejemplo con datos reales

En esta seccién, con el objetivo de ilustrar el uso de los estimadores propuestos, estudia-
remos el ajuste de un modelo parcialmente no lineal (3.1) al conjunto de datos metereolégicos
“atrquality” obtenidos del Departamento de Conservaciéon del Estado de Nueva York los
cuales se encuentran disponibles en el Software R . Con la intencién de estudiar la calidad
del aire en el darea metropolitana de Nueva York fueron registrados diariamente entre el 1°
de mayo y el 30 de septiembre de 1973 un total de 153 observaciones, cada registro constaba
de mediciones de cuatro variables: ozono (O), radiacién solar, promedio de la velocidad del
viento (V) y la temperatura maxima medida en grados Fahrenheit (T). Es importante re-
saltar que este conjunto de datos posee observaciones faltantes, entre las 153 observaciones
se encuentran 37 con datos faltantes, para nuestro analisis y a modo de ilustrar nuestro
procedimiento trabajaremos sélo con las 116 que fueron registradas de modo completo.

Este conjunto de datos fue introducido en Chambers et al. (1983). Cleveland (1985)
estudio la relacion entre el ozono y la velocidad del viento detectando una relaciéon no lineal
en la cual a medida que la velocidad aumenta, el ozono decrece. Esto se debe al incremento
de ventilacién que se produce cuando la velocidad del viento es mayor. En Spano (2016)
retoman el andlisis propuesto por Cleveland (1985) pero, a diferencia de éste, no descartan
los datos incompletos si no que trabajan en un contexto donde puede haber datos faltantes.
Luego de probar diferentes modelos obtienen que utilizar una regresién no lineal con una
funcién de decrecimiento exponencial dado por la siguente funcién de regresion

g(V, B1, B2, B3) = Brexp (52V) + B3 (6.1)

resulta un modelo adecuado para explicar la relacién entre el ozono y la velocidad del
viento. Asimismo, realizan un estudio para detectar valores atipicos en la muestra donde
se identifican y explican la presencia de 5 outliers, que corresponden a las observaciones
ndmero 86, 100, 101, 121 y 126 de la muestra original.

En lo que sigue discutiremos si resulta razonable la inclusién de la variable temperatura
a fin de obtener un mejor ajuste de la variable ozono. Para ello consideraremos un modelo
de regresién no paramétrico definido en (2.1),

O=m(V,T)+e¢
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donde m : R? — R es una funcién suave y € una variable aleatoria en R.

Para un primer andlisis a modo descriptivo estimaremos la funcién m con el procedi-
miento de estimacién robusto descripto en (2.1.2) y tomando como funcién nicleo el de
Epanechnicov (5.1). Realizamos el ajuste para distintos valores de ventanas y como se pue-
de apreciar en la Figura 6.1, debido a que el rango de las observaciones temperatura y
velocidad del viento es considerablemente diferente usamos dos ventanas diferentes.

Figura 6.1: Conjunto de datos correspondientes al ozono, la temperatura y la velocidad del
viento, en rojo se pueden apreciar los puntos considerados atipicos en Spano (2016).

La Figura 6.2 ilustra algunos de los ajustes obtenidos para diferentes valores de ventanas,
en ella se observa por un lado que a pesar de considerar diferentes valores de ancho de banda
el comportamiento de la funcién de regresion estimada no presenta un cambio considerable
de forma. Por otro, lado observamos claramente que la variable ozono tiene una dependencia
importante para diferentes condiciones de temperatura.

Luego, a partir del analisis anterior consideraremos la inclusién de la variable tempe-
ratura al modelo de regresién no lineal considerado en Spano (2016), proponiendo una

dependencia noparamétrica con la variable ozono, es decir ajustaremos el siguiente modelo
parcialmente no lineal

O = Brexp (/BQV) + H(T) +e. (62)

Notemos que a diferencia del modelo puramente no lineal, en este modelo no consideramos
el pardmetro 83 ya que sera modelado como parte de la funcién 7 evitando un problema de
identificabilidad.

En la Tabla 6.1 resumiremos el error cuadréatico medio (ECM) y error cuadratico me-
diano (ECMed) calculados con el fin de evaluar los diferentes ajustes de los modelos con-
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Figura 6.2: Estimador noparamétrico de la regresién usando diferentes ventanas.

46



siderados. Mas especificamente, calculamos

ECM (i) = % i(O@- —i(V, T1))?,
i=1

ECMed(m) = median((O; — m(V;, T;))?),

donde m(V,T) corresponderd al estimador de la funcién de regresién en el punto (V,T)
bajo el modelo calculado. En particular, comparamos nuestro procedimiento de estimacion
utilizando:

» un modelo puramente no paramétrico que notamos como (N P), para las variables
regresoras velocidad del viento y temperatura que estimamos utilizando estimadores
robustos.

= un modelo no lineal para la variable velocidad del viento estimado a partir del proce-
dimiento robusto presentado en Spano (2016) que denotamos (NLR).

» un modelo parcialmente no lineal estimado (PNLR) a partir del procedimiento ro-
busto el cual presentamos en (3.3).

myp MNLR MPNLR
ECM | 376.6914 | 903.6621 | 275.6815
ECMed | 70.6501 | 126.3261 | 53.41841

Cuadro 6.1: ECM y ECMed para los diferentes modelos considerados.

Tanto para el célculo del estimador NP como de nuestro procedimiento PNLR que
requieren de la seleccién de un paramétro de suavizado se han computado los estimadores
para diferentes valores de ventanas y se ha elegido aquella con menor EC'M. En la Figura
6.3 observamos el resultado del ECM y el ECMed de nuestra propuesta de estimacién
para diferentes valores de ventana. Bajo el modelo PN LR, los valores estimados para 31 y
(B9 correspoden a 186.8735 y —0.3524, respectivamente.

Como se obeserva en la Tabla 6.1, modelar la variable ozono a partir de la variable
velocidad del viento y temperatura conduce a un mejor ajuste. Esto se ve plasmado al
comparar el EC Med obtenido bajo un modelo puramente no lineal frente al EC Med de los
estimadores obtenidos en el modelo parcialmente no lineal, cabe destacar que corresponde
aqui comparar el FCMed en lugar del ECM ya que debido a la presencia de outliers esta
ultima no representa una medida adecuada. Por otro lado en la Figura 6.3 obsevamos que
aun los valores mas altos de EC Med obtenidos para diferentes ventanas se conservan por
debajo del 126.3261 que corresponde al EC'Med del estimador bajo el modelo no lineal.
Finalmente si comparamos la estimacién bajo el modelo parcialmente no lineal frente al
estimador bajo un modelo puramente no paramétrico, notamos una reduccion del EC'Med.
Esto pone de manifiesto que el modelo propuesto parece adecuarce a la variable a ser
explicada.
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Figura 6.3: ECM enrojoy ECMed en azul del estimador mpyrr calculados para diferentes
anchos de banda.

Para finalizar el andlisis, utilizaremos los estimadores robustos calculados para detectar
datos atipicos en la muestra. En la Figura 6.5 se resume con dos graficos los residuos
estandarizados basados obtenidos. En base a los mismos podemos detectar 5 outliers, que
corresponden a las observaciones nuimero 30, 62, 86, 117 y 126 de la muetra original que se
muestran el la Figura 6.4

Las obervaciones 86 y 126 también fueron detectadas como atipicas en Spano (2016);
una de ella corresponde a un nivel muy bajo de velocidad del viento asociada a un valor
relativamente bajo de ozono. Dos de las observaciones detectadas se corresponden a al-
tos valores de ozono pero bajas velocidades de viento. Asi mismo en todos los casos las
temperaturas correspondientes a los outliers encontrados conservan valores medios altos.

Por ltimo eliminamos las 5 observaciones detectadas como atipicas y calculamos el
estimador clasico obteniendo un EFCM = 125.4424 y EC' Med = 49.204 y los parametros de
[ fueron estimados con Bl = 112.2661 y 32 = —0.3175. Intentando una comparacién maéas
clara de ambos ajustes, es decir el ajuste clasico sin outliers frente al ajuste robusto con
la muestra completa, calculamos para cada ajuste residuos parciales de la componente no
paramétrica y de la paramétrica. Es decir, obtuvimos res; = O;—g(8, Vi) y res; = O; —n(T;)
para cada observacion ¢ de la muestra, donde los estimadores B y 7 fueron calculados de
acuerdo al procedimiento clasico y robusto segin correspondia. La Figura 6.6, resume el
ajuste de la componente no paramétrica n y la componente paramétrica g(-, 3). Como se
puede obervar en la figura, el ajuste robusto frente a la presencia de outliers tiene un
comportamiento similar al ajuste clasico obtenido en la muestra sin datos atipicos.
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Figura 6.4: Conjunto de datos correspondientes al ozono, la temperatura y la velocidad del
viento, en rojo se pueden apreciar los puntos considerados atipicos.

o o
©o - ©o -
o o
€] o o
< <
1%}
_ K} o
; ] o o
7 : 2 % ° 040
S ) o
: 00 o o
3 SQ)O o ? 0.0 0 &0
o - = oo Q%?O Qo & © D (P
s © o $° o o
' o & o o o o©
Y ' o~ o ® o
) ) ° 29 o
T - 7 -
o o

0 20 40 60 80 100 120

Index

Figura 6.5: Gréficos de residuos estandarizados versus el indice y boxplot de los residuos
estandarizados.
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Figura 6.6: a) temperatura versus res; (puntos negros robusto y diamantes azules cfasico), la
linea negra corresponde al ajuste robusto de 7 y en rojo el ajuste clasico de 7. b) velocidad
del viento versus res; (puntos negros robusto y diamantes azules cldsico), la linea negra
corresponde al ajuste robusto de g(-, 3) y en rojo el ajuste clésico.
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Capitulo 7

Apéndice

7.1. Demostraciones de la Secciéon 4.2

Comenzaremos esta seccién demostrando el Lema 4.2.2 para ello utilizaremos la siguiente
desigualdad.

Lema 7.1.1. Desigualdad de Bernstein

Sean X1i,..., X, variables aleatorias independientes con esperanza 0 y varianza finita, st
para todo 1 <1i < n se verifica que | X;| < M casi sequramente luego

P <| En:Xz-\ > 6) < Zexp (_2(3VBfMe)>

i=1
donde V> 3" Var(X;).

Demostracién del Lema 4.2.2: Sea 7 € Tj, llamemos w;(7) = K (%) —E (K <Th;ntl)>

y Sn(1) = > wi(1). Como K es una funcién acotada entonces existe A; € R tal que
para todo 1 < i < n se cumple que |w;| < Aj;, ademés por Cl y C2 tenemos que E(w;) =0
y Var(w;) < [|K||collft]|oohn para todo 1 < i < n. Luego usando C7 y la desigualdad de
Bernstein (7.1.1) tenemos que dado € > 0 existen n; € N y alguna constante positiva a € R
tal que para todo n > n; se verifica que P(ﬁﬁn(ﬂ] > €) < exp(—anh,) y como la cota
no depende de 7 llegamos a

1
sup P(— 1S, (7)| > €) < 2exp(—anh,,). (7.1)
T€TH nhn

Por otro lado como Ty es un conjunto compacto, podemos considerar una coleccién finita
de bolas Bj = By (7;) con centros 7; € Ty y radio hy, con v = 3 tal que Ty C Ué‘:1 B;.
Luego

S < mé S (1) — S, (i ix 1S, (7).
f’él%i' n(7)] _g?§l§g£| n(T) MT;)H{Q%\ n(75)]
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Por C2 la funcién K es Lipschitz de orden uno, llamemos || K|z, a su constante Lipschitz.
Entonces, para cada 7 € B; tenemos que

1 1 _ _
o 18u(7) = u(r)] € KLk = O (72)

Luego, como h,, — 0 entoces existe ny € N tal que para todo n > ny tenemos que

) 1
2R 1507~ Sl < <

Finalmemte por C7, (7.1) y (7.2) existe ng = méx{ni,n2} tal que para todo n > ng se
verifica

1
P <1 sup |Sp(7)| > 26> <P (méx T|Sn(7—j)| > e)

nhy rey 1<j<i nhy,

l
1 —
<307 (o I5um)] > ¢) < 2ewp (~anhy) < Cn

lo cual concluye la demostracion.

Demostracién del Lema 4.2.3: Veamos que, dado ¢ > 0, existe a real tal que, para
todo 7 € Ty y para todo B € B se verifica que Fg(alt = 7) < €. Efectivamente, sean
B e By 7 e T, fijos entonces existe a(3,7) € R tal que F@(a(,é,%ﬂt = 7) < e. Como por
C4.3, Fg(v|t = 7) es una funcién continua de (3, 7), también existe § = (5(5,%) > 0 tal
que si |8 —B| <y |r—7| < J entonces Fg(a(B,%)]t = 7) < €. Trivialmente Ty x B C
U Bs(,r) (8B, ), luego, como T x B es un conjunto compacto existen (81, 71), -, (By,, Tm) €
To x B tales que Ty x B C Ui, Bs(g,7)(Bi,7i). Sean a(By,71), ..., (B, Tm) € R tales que
Fg.(a(B;, )|t = 7;) < e para 1 < i < m. Definamos a = mini<;<m(a(B;,7;)). Por dltimo
notar que dado (8, 7) existe 1 <4 < m tal que (3,7) C Bj(g, r,)(Bi, 7i) de donde se deduce
que Fg(alt =7) < Fg(a(B;, )|t =7) < e.

La otra desigualdad se demuestra andlogamente.

Demostracién del Lema 4.2.4: Para la continuidad de A veamos que dada (8,,, 7, an, 0p) —
(B,7,a,0) se cumple que A(B,,, Tn, an,on) — A(B,7,a,0) cuando n — oo. Para ello bastard
ver que

a) [ (552) dF (v]t = 1) = [0 (%5%) dFp(ult = 7).
b) [ [\y (;7) — W (e=a) }dF,@n(vyt =74) = 0.

Para el punto a) basta con notar que como valen C4.3 y C5 estamos bajo las condiciones
del Lema de Portmanteau.
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Veamos el punto b). Para ello tomemos € > 0, el Lema 4.2.3 implica que existe ng € N
y constantes a y b tales que Fg (bt = 7,) > 1 — €/4||¥||oc ¥y Fp, (alt = ) < €/4]¥|

V—an

para todo n > ng. Por otro lado, por C5 sabemos que existe n; € N tal que |¥ ( o

U (2=2) | < €/2 para todo n > ny y para todo v en [a, b]. Luego, tomando n = max{ng, n1}
llegamos a

/ [qf (v ;nan) v (v ; a) }dF;an(v\t =1,) < (¢/2) /[a,b] dFg (v]t = 77)

+2u\puoo/[ dFp. (o]t = 1)

)

<e.

concluyendo asi lo que querfamos probar. Por otro lado, para ver la continuidad de 7g()
observemos que como W es estrictamente creciente tenemos que para todo ¢ > 0

XB,m,na(t) — ¢, 0) > XB,7,m8(T),0) > XNB,7,18(T) + (,0).

Debido a la continuidad de A sabemos que Ve > 0,36 > 0 tal que |[(B,71) — (B,7)| < d
entonces

IAB1;11,1(T) £ ¢, 0) = AB, 7, mg(7) £ ¢, 0)| <€ (7.3)

Sea € = min{)\(,@, T, 775(7—)7 J) - )‘(167 T, ﬁB(T) + <7 0)7 A(:Ba T, 775(7—) - Ca U) - )‘(Ba T, 77[‘3(7—)3 U)}
entonces (7.3) implica que existe d; > 0 tal que si [(81,71) — (8,7)| < 01 se tiene que

)‘(6177'1a77,3<7—) + C70> < )\(,8,7', 775(7') + C,O’) +e< /\(/61771777[31(71)70)

y, por lo tanto, ng, (71) — ng(7) < (. Andlogamente se ve que existe do > 0 tal que si
|(B1,71) — (B,7)| < d2 entonces —¢ < ng,(11) — ng(7). Por lo tanto, dado ¢ > 0 si § =
min{d1,d2} se tiene que si

|(B1, 1) — (B, 7)| <6 = [ng(1) —ng, (11)] <.

Demostracién del Lema 4.2.5: Por Lema 4.2.3 existen constantes a, b tales que Fg(b|t =
T) > % y Fglalt =7) < % para todo 7 € Ty y para todo 3 € B. Por (4.7) sabemos que, dado
e > 0 existe ng € N tal que —e < F, g(v|t = 7) — Fg(v|t = T7) < € para todo n > ny. En
particular tomando € = £, v =ay v =">b llegamos a F, g(alt =7) < 1 y F, g(blt =7) > 2
para todo n > ng, para todo 7 € Ty y para todo B € B, luego se deduce que a < my, g(7) < b,
donde my, g(7) es la mediana respecto a la distribuciéon F,, g(:|t = 7). Es sencillo ver que
la eleccién de a,b y ng implican ademas que s, g(7) < b — a para todo n > ng, para todo
7 € Ty y para todo B € B. Como vale C4.2 tenemos que para cada 7y B3 fijos Fg(v|t = T)
es una funcién de distribucién continua, luego dados B, € B y 19 € T existen constantes
a(By, T0) ¥ b(By, o) tales que Fg, (a(By, 7o)t = 70) = 3 v Fa,(b(By,T0)|t = 70) = 1—70. Por
C4.3 sabemos que existe dg = (8, 70) tal que si |8 — Byl < y |7 — 70| < J entonces

1

1 7
3 - e<IplalBpto)lt=7)<g+e y 1%—6<Fﬁ(b(50,70)|t27)<T0+e.
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Sea Bp(c) la bola de centro ¢ y radio h. Trivialmente Ty x B C |J Bsg,-) (8, 7), luego
como Tp x B en un conjunto compacto existen (3y,71),..., (B, Tm) € To x B tales que
To x B € U;iZ, Bs(a,7,)(Bi, 7i)- Para cada (B8;,7;), con 1 < i < m, existen a(B;, 1)y b(B;, i)
tales que Fg,(a(B;,m:))|t = ;) = 5 v Fa,(b(B;,m))|t = 7;) = 15, por lo tanto, para todo
(B,7) € Bs(a, r)(Bi, Ti) tenemos que

1 7 7
g—e<F5(a(ﬁi,Ti)|t:T)<f+e y E—6<Fg( (ﬁl,Tl)|t—T)<TO+€

Por C4.2 existe n > 0 tal que

1 1 7 7
§—2G<F5(a(ﬁi,n)—n|t:7)<§—|—26 Yy 1—0—26<F5( (ﬁl,n)—{—n|t—7’)<1—0+26

y por (4.7) tenemos que para todo (8,7) € Bsg, 7,)(8;,7i), para todon >ngy 1 <i <m

1 1 7 7
5—36 < Fopla(B;,mi)—nit=71) < §+36 Y E—3e < Fop(b(B;,1i)+nt=1) < 1—0—1-36

Finalmente, tomando ¢ = @ obtenemos que para todo n > ng, F, gla(B;,t:)|t =1) < %,
Fop(a(Bum) — it = 7) > b By g(b(Bum)lt = 7) > 3 v Fo(b(Bs 7) +nlt = 7) < & para
todo n > ng y para todo 1 < i < m. Por lo tanto a(8;,7;) < my,g(7) < b(B;,7) para todo
(B,7) € Bs,(B;,7i) ¥ sng(T) > n para todo 7 € Ty y para todo 3 € B si n > ng concluyendo
asi la demostracion.

Demostracién del Teorema 4.2.6: Notemos que si consideramos para cada v € R fijo
2ip = I(—o0)(vig) ¥y K la funcién nicleo, entonces Fg(-|t = 7) puede escribirse como el
cociente entre Ry, (8,7) y Ron(7) donde
T — tl'
hn )’

mediante algunos sencillos manejos algebraicos, llegamos a la siguiente desigualdad:

R1n(B,7) 72 ,5K< > y  Ron(r) = n;ZK(
" oi=1

[Ea(vlt = 7) = Fa(vlt = 7)| < || Rin(8,7) — E(Run(8,7))]
+ [E(R1(8,7)) = Fp(vlt = 7)E(Ron(r)|

+ ]Fg(v]t =7)| |[E(Ron(7)) — ROn(T)u .

Ron (1)
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por lo tanto, bastara probar que:

sup sup sup |Ri,(8,7) — E(R1n(8,7))| = 0 ctp (7.4)
veER BeB reTy
su%) |E(Ron (1)) — Ron(T)} —0 ctp (7.5)
TELD
Sup sup sup ‘E(Rln(ﬂ, 7)) — Fg(v|t = 7)E(Ron(7))| = 0 ctp (7.6)
veER BeBTETH
Para algtin a > 0 se verifica que Z P < inf Ro,(t) < a> < 00 (7.7)
o1 TE€TH

Empecemos probando (7.7). Para ello observemos que C1 y C2 implican que

E (Ron(1)) > Tl'éljfb fi(r)=1>0.

Por otro lado se puede ver que

inf Ron(7) > I — sup |E(Ron (7)) — Ron(7)|-
T€TH T€TH

Entonces, tomando a = % llegamos a que

P <Ti£7f“o Ron (1) < a) <P <ng£ |E(Ron (7)) — Ron(T)| > a>

por ultimo, usando el Lema 4.2.2 se concluye lo que queriamos ver. La prueba de (7.5)
también resulta una consecuencia inmediata del Lema 4.2.2 junto con el lema de Borel-
Cantelli.

Para probar (7.4) veamos que estamos bajo las condiciones del Lema 4.1.19 . Para ello,
para cada n € N, definamos la siguiente familia de funciones

t—T1

Fn= {fv,,@,ﬂhn(yvxat) = HKHc?olI(—oo,v} (y - g(X,,@)) K < h

>,UGR,,GEB,TETO}.
n

Por un lado, como vale C2, siguiendo a Pollard (1984), Capitulo 2, Problema [27], junto a la
Proposion 4.1.14 tenemos que para cada n € N, la familia {K h;,:r ,T €T 0} es Euclidea.

Este hecho empalmado a la condicién F.E. y a la Proposicién 4.1.11 , implica que para todo
0 < e < 1 el nimero de cubrimiento de J;, verfica que supg N (¢, Fy, L'(Q)) < A1e™™ con
Q medida de probabilidad y A; y W7 constantes independientes de n.

Por otro lado para cada f, g rp, € Fn se verifica que |f, g4, <1y, ademds
1 T £
E(fz?ﬁﬂ—,hn) < W/Kz < h ) ft(u)du < s
K% n

" Kl
L4l 1/2 By \ VA
por lo tanto, por (7.8), C2, C6 y llamando C' = IIIéHz’ d(n)=Chy "y a(n) = <1:g(?1))

estamos bajo las hipétesis del Lema 4.1.19. Luego, para concluir, basta observar que

u

han / K (u)du, (7.8)
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1
|15 ||oc sup sup sup |Rin(8,7) — E(Rin(8,7))| = 7= sup |Ep, (f) — Ep(f)]
veR BB reT n fEFn

Finalmente demostremos (7.6) , para ello notemos que

T—ti
n

B (5.7)) = - > B (i (1) Fatole = 1)
" =1

Fa(vlt = 7)E(Ron(7)) = % ZH:E(K <Th_ ti) Fa(olt =)).
™ i=1 n
Luego
Emmwﬁ»—&wuzﬂM&MﬂﬂgifﬁﬂﬁK<ﬁfﬁ(&@t:m_@mw:ﬂﬂ
i=1 n n

< /han <Th_nu> [Fa(v|t = u) — Fg(v]t = 7)| fi(u) du
< A1(B,7) + A2(B,7)
Donde,

Ar(B,7) :/Te han (Th_n“> |Fa(ult = u) — Fa(ult = 7)| fi(w) du,

Aa(B7) = [ (T 1Falolt =) = Falelt = )] filw) du
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siendo T¢ el entorno de Tp establecido en C4.1 y T§ su complemento, es decir, 7§ C R es
un conjunto abierto tal que Ty C 1§ y d(1§,Tp) > € siendo d la distancia entre conjuntos.
Acotemos primero As(3,7). Como u € TT? v h, converge a cero entonces existe ng natural
tal que % ¢ [0,1] para todo n > ng, luego por C2 tenemos que K (%) =0y por lo
tanto As(3,7) = 0 para todo n > ng, para todo 3 € B y para todo 7 € Tj.

Veamos como acotar A;(3,7). Por C4.1 sabemos que dado n > 0 existe § > 0 tal que si
ueT§y |t —ul <6 entonces SUPgeR |Fg(v|t =u) — Fg(v|t =7)| <.

Por otro lado, como h,, — 0 sabemos que existe n; € N tal que h, < é para todo n > nq,
luego, como la funcién K tiene soporte compacto en [—1, 1] tenemos que K (%) = 0 para

todo u € By, (7) y para todo n > nj. Por lo tanto

1 —
a@r) = [ (TR el =BGt =)l o)
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Ademas, podemos tomar ny € N tal que h,, < € para todo n > ng resultando T{ N By, (T) =
By, (1) si n > ng. Por dltimo tomando n = méx{n;, na} obtenemos que

1
Ai(B,7) < hn\Klloo/ [Fp(vft = u) = Fa(v[t = 7)| fr(u) du < 2n]| filco| K ||oo-

Bh, ()

Por lo tanto deducimos que para cada v € R se cumple que

sup sup |ﬁ3(v\t =71)—Fg(v[t=7)| =0 ctp. (7.9)
BeBTeT)

Finalmente, para cada ¢ € Q definimos N, = {w € Q : supgex sup,er, |ﬁﬁ(qlt =7)—
Fg(qlt =7)| 0} y N = U, cqNg- Luego (7.9) implica que P(NV) = 0. Sea w ¢ N, entonces
SUPge SUP eT,, |ﬁg(q|t =17)— Fg(q|t = 7)| — 0 para todo ¢ € Q. Dado € > 0, por el Lema
4.2.3 sabemos que existen a , b € Q tales que Fg(a|t =7) < ey Fg(blt = 7) > 1 — € para
todo B € By 7 € Ty. Por otro lado, la equicontinuidad pedida en C4.2 implica que existen
a=v1 <vy <..<vy =b,conv; €Qtalque |v;—vi_1| <y |[Fg(v|t =T)—Fg(vi|t =7)| <€
para todo B € By 7 € Ty, y para todo v tal que |[v — v;| < §. Sea ng € N tal que para todo
n > ng, Maxi<i< SUPgep SUP e, \ﬁﬁ(vi\t = 7) — Fg(vi|t = 7)| < €. Entonces es sencillo
VT que SUp,cg SUPges SUP,cT, |135(v]t = 7) — Fg(v[t = 7)| < 2€ para todo n > ng, lo cual
concluye la demostracion.

7.2. Demostraciones de la Seccion 4.3

Demostracion del Teorema 4.3.5:PPara concluir con la demostracién del teorema falta
Ver que \/H[Ln(sna :60) - Ln(007 /30)] — 0.

Para ello llamemos z;(s, 7, 3) a la j—ésima coordenada de z(s,7,3) paracada 1 < j <qy
definamos

7.(0) \FZ { ( - Xzﬁo) no(t; )) _ <Z/z‘ —g(szfOo) — no(tz')ﬂ W ()2 (s, 12, By,

luego bastard probar que para cualquier € > 0, P(|J,,(s,)| > €) — 0 para cada 1 < j <gq.

Sea P = (%, 200) y definamos la siguiente familia de funciones

i {fg(y,x,t) _ [\Ijl (y—g(x,ﬂo) —no(t)> oy, (y—g(x,ﬁo) —no(t)ﬂ W (x)2(x, £ By), 0 € 73}

g oo

Usando el Teorema de Lagrange para ¥, en la variable 0 y N2 obtenemos que

112 (g, %, 8) — fi(y, %, 8)] < /W (X)|2 (%, 1, Bo) |‘ v <99(Xvﬁ5) no(t)> (yg(xvﬂg) no(t)>

g g

2
< ;OH\/WIIooII‘I’zHoo\/W(X)IZj(X’tﬁo)Hffs —ol.

los — o
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donde ¢* es un punto intermedio entre o y .

Luego llamando A = O%H\/WHOOH\IJQHOO y S(x,t) = AW (x)z;(x,t,8y) tenemos que, por
un lado, N7 implica que la la funcién S es una envolvente en L? para la familia 77 y ademads
se verifica que

|f2, = f2l < 8(x,t)|os — o] (7.10)

Por otro lado, como vale N10 tenemos que E (f(y,x,t)) = 0 para todo f € F7.

Asimismo, debido a que vale (7.10), por el Teorema 4.1.9, tenemos que la familia F7
verifica la siguiente la condicién de bracketing

Npy(2ellSllp2, F/, L*(B)) < N(e, P, | - |)

y, por lo tanto, por la proposicién (4.1.17) se tiene que la familia F/ satisface que

J[ (6, F) — 0. (7.11)
6—0

Por consiguiente, del hecho que s, £, oo tenemos que dado § > 0 existe ng € N tal que
para todo n > ng se cumple

J
P(Joo — sn| > 0) < 7

Por lo tanto, dado € > 0 tenemos que

P (|JL(sn)| > €) <P (|J1(sn)] > €, |00 — sn| < ) + P (|log — 85| > 5)

loo—o|<é

gP( sup |J£(U)’>€>+5

<

a | =

loo—o|<é

E( sup J£(0)|>+5.

Luego es suficiente ver que

1fm limE( sup \J,J;(a)y> =0.

n—006—0 loo—o|<é
Dado 6 > 0, consideremos la subclase
J—“g = {fg(y,x,t) € Flilog—o| < 6}
Es sencillo ver que la subclase .Fg cumple que || ngZp < 0]|S||2,p para toda fle Fg donde

la funcién envolvente S(x,t) fue definida anteriormente. Luego, de la desigualdad maximal
enunciada en la Proposicién 4.1.18, tenemos que
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E < sup !J£(0)|> < DJ (8, F)ISll2p + nE (S(X7t>l{5’(x,t)>\/ﬁa(6)})

log—0o|<é

4 1 5
< D0, F)Sll2p + 5 (52000 s> vimacin ) -

Dado que la funcién S tiene segundo momento finito se desprende que para ¢ fijo,

. 2 _
Jim Ep (S I{s>ﬁa(5)}> =0,
entonces

lim E sup |Ji(o)] | < DJ[](57Fj)“S”2,P‘
n—00 loo—o|<é

Luego, por lo dicho en (7.11) sabemos que Jj(d, F7) ;—O> 0 concluyendo asi lo que se queria
—

probar.
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