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Estimadores robustos en modelos parcialmente no lineales

La inferencia estad́ıstica es el conjunto de métodos y técnicas que permiten inferir, a
partir de la información emṕırica proporcionada por una muestra, cual es la relación de
dependencia existente entre una variable respuesta y una o más variables independientes.

Algunos de los modelos que surgen con suma frecuencia en el análisis estad́ıstico son,
por un lado, los modelos de regresión no lineales y, por otro, los llamados modelos no
paramétricos. Con el deseo de sacar provecho de lo mejor de cada de uno de ellos surgen los
modelos semiparamétricos parcialmente no lineales los cuales extienden y fusionan dichos
modelos. Es bien sabido que los métodos de estimación clásica para los modelos recién
mencionados son altamente sensibles a la presencia de datos at́ıpicos y es entonces que
entra en escena la estad́ıstica robusta.

En esta tesis, el objetivo principal es estudiar procedimientos de estimación robustos
para el modelo de regresón parcialmente no lineal. A tal fin proponemos una familia de
estimadores robustos obtenidos con un procedimiento de tres pasos. Para la propuesta de
estimación estudiamos propiedades teóricas y su comportamiento computacional. Por un
lado demostramos, bajo supuestos muy generales, la consistencia y la distribución asintóti-
ca. Por otro lado, estos resultados teóricos se completan con un estudio de simulación con
el objetivo de evaluar el comportamiento de la propuesta robusta frente a distintas pertur-
baciones del modelo y tamaños de muestra finitos.

Finalmente, con el objetivo de ilustrar el uso de los estimadores propuestos, presentamos
el ajuste de un modelo parcialmente no lineal a un conjunto reales.

Palabras Claves : Regresión no lineal. Modelos no paramétricos. Modelos semiparamétri-
cos parcialmente no lineales. Estimación robusta.
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Robust Estimators for partly non linear models

The statistical inference is the set of technics and methods that allows to deduce, from
the empirical information given by a sample, which is the relationship between a dependent
variable and one or more independent variables.

Some of the models that arise frequently in the statistical analysis are, both, nonlinear
regression models as well as the so called nonparametrical ones. In order to take advanta-
ge of the best of each one of them, there emerges the semiparametric partially nonlinear
models. These last ones extend and merge such models. It is well known that the classic es-
timation methods for the already mentioned models, are extremely sensitive to the presence
of atypical observations and therefore, comes the concept of robust statistics into scene.

The main aim of this thesis, was to study robust procedures of estimation for the partially
nonlinear regression model. For that, we propose a family of robust estimators obtained by
a three-step procedure. For the estimation proposal, we study theoretical properties and
their computational behavior. On the one hand, we show under very general assumptions,
the consistency and asymptotic distribution. On the other hand, those theoretical results
are completed by a simulation study to evaluate the behavior of the robust proposal under
different scenarios of contaminations ans finite sample size.

Eventually, in order to illustrate the use of our proposal, we present a fit of a partially
non-linear model to a set of real data.

Key words: Nonlinear regression. Nonparametric models. Semiparametric partially non-
linear models. Robust estimation.
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Caṕıtulo 1

Introduccion

El propósito del estudio de los métodos de regresión es construir modelos matemáticos
que permitan explicar la relación de dependencia existente entre una variable respuesta y
una o más variables independientes.

Una situación frecuente en el análisis estad́ıstico es la de los modelos de regresión no
lineales en los que los datos consisten en respuestas yi que se sabe están relacionadas con
un vector xi ∈ Rp de covariables a través de la siguiente ecuación

yi = g(xi,β0) + εi 1 ≤ i ≤ n, (1.1)

donde β0 ⊆ Rq es el vector de parámetros desconocidos a estimar, εi son variables aleatorias
independientes e independientes de las covariables xi para todo 1 ≤ i ≤ n y, finalmente, se
supone a la función de regresión g una función conocida.

Un estimador clásico de β0 para este modelo está basado en el método de mı́nimos
cuadrados, es decir

β̂n = argmı́n
β

1

n

n∑
i=1

(yi − g(xi,β))2.

Es conocido en la literatura que este estimador tienen propiedades óptimas bajo ciertos
supuestos de regularidad, pero es muy sensible a observaciones at́ıpicas. Si la distribución
no es exactamente normal, el ajuste puede variar mucho. Por esta razón, se estudian esti-
madores robustos que sean más estables frente a distintas perturbaciones del modelo y que
a su vez sean eficientes bajo normalidad.

Existen diferentes propuestas de estimadores robustos en modelos de regresión no linea-
les. Fraiman (1983) estudió estimadores con influencia acotada, Sakata y White (2001) intro-
dujeron S−estimadores para modelos de regresión no lineal con observaciones dependientes,
Stromberg (1993) propuso algoritmos para calcular MM−estimadores. Mas recientemente,
Fasano (2009) extendió los M y MM−estimadores al caso de regresión no lineal y estudió
sus propiedades asintóticas. Por otro lado, Bianco y Spano (2018) estudiaron este modelo
bajo respuestas faltantes obteniendo resultados asintóticos relajando algunos supuestos.
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Varios ejemplos y aplicaciones de estos modelos pueden verse en Bates y Watts (1988)
y Seber y Wild (1989).

Otro modelo muy frecuente estudiado en la literatura y aplicado en diferentes situaciones
es el modelo de regresión no paramétrica el cual supone que los datos (yi,xi) ∈ R1+p están
relacionados a través de una función de regresión m0, de la cual sólo se suponen hipótesis
de suavidad, es decir, no asume para m0 ninguna forma predefinida, mediante la siguiente
ecuación

yi = m0(xi) + εi 1 ≤ i ≤ n, (1.2)

donde εi son variables aleatorias independientes e independientes de las covariables xi pa-
ra todo 1 ≤ i ≤ n y m0 la función a ser estimada. Es evidente que este modelo engloba
prácticamente todas las posibles relaciones entre y con x, incluso las propuestas lineal y no
lineal. Estimadores noparamétricos clásicos para el modelo de regresión no paramétrica fue-
ron introducidos por Naradaya (1964) y Watson (1964), en forma independiente, y Collomb
(1981). Mientras que estimadores robustos para la función de regresión fueron estudiados
por Boente y Fraiman (1989). Si bien estos modelos son más flexibles que los modelos linea-
les o no lineales, la regresión noparamétrica en varias variables posee dificultades teóricas
y computacionales, conocidas como la “maldición de la dimensión”, que está asociada al
hecho de que los entornos de un punto x ∈ Rp se hacen cada vez más ralos para valores
de p grandes. Es decir, se necesita un número exponencialmente mayor de datos para que
dichos entornos contengan observaciones de la muestra.

Un primer paso en el intento de vincular las bondades de ambos modelos descriptos
anteriormente es considerar los modelos conocidos como “modelos parcialmente lineales”,
donde una parte de las covariables se modela linealmente y otra parte se modela nopa-
ramétricamente. En estos modelos, se supone que las observaciones siguen una relación del
tipo

yi = xTi β0 + η0(ti) + εi 1 ≤ i ≤ n (1.3)

donde los errores son independientes e independientes de (xTi , ti) ∈ IRp+1. Para los modelos
parcialmente lineales fueron estudiadas propuestas basadas en polinomios locales, en núcleos
o en vecinos más cercanos (ver por ejemplo, Engle et al., (1986); Heckman, (1986); Chen,
(1988); Speckman, (1988); Ma et al., (2006), Fan y Li, (2004); Hu et al., (2004); Wang et
al., (2005) y Härdle et al., (2000), para un review). Por otro lado, estimadores robustos
basados en núcleos y en vecinos más cercanos con núcleos, fueron propuestos por Bianco y
Boente (2004).

Li y Nie (2008) consideraron una extensión de los modelos parcialmente lineales al
caso de modelos parcialmente no lineales en los cuales las respuestas satisfacen la siguiente
relación

yi = g(xi,β0) + η0(ti) + εi (1.4)

donde la función g es una función conocida salvo por el parámetro β0 ∈ IRq, η0 es una
función desconocida con propiedades de regularidad, los errores son independientes e inde-
pendientes de (xTi , ti) ∈ IRp+1.

Los estimadores propuestos en Li y Nie (2008) se basan en perfiles no lineales y utilizan
estimadores de mı́nimos cuadrados. La idea de mı́nimos cuadrados con perfiles no lineales se
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relaciona con el principio de perfiles de verosimilitud generalizados introducidos por Severini
y Wong (1992). Por estar basados en mı́nimos cuadrados o en promedios locales, todos los
procedimientos mencionados anteriormente son muy sensibles a observaciones at́ıpicas.

Tanto los modelos parcialmente lineales como los parcialmente no lineales, pueden in-
cluirse en una familia más general de modelos que son los llamados modelos de regresión
semiparamétricos. Esta clase de modelos son útiles para el análisis de datos porque man-
tienen la fácil interpretación de los modelos paramétricos y la flexibilidad de los modelos
noparamétricos, pero evitando la maldición de la dimensión. Ruppert et al., (2003) estu-
dian procedimientos de estimación y muchas aplicaciones de modelos de regresión semipa-
ramétricos. Por otra parte, en modelos parcialmente lineales generalizados, o sea, cuando
E(yi | xi, ti) = H(xTi β0 +η0(ti)) donde H es una función conocida, η0 es una función desco-
nocida y β0 es un parámetro desconocido, estimadores robustos basados en perfiles fueron
dados por Boente et al., (2006) y por Boente y Rodriguez (2010).

El objetivo de este trabajo es aportar procedimientos de estimación robusta en modelos
parcialmente no lineales (1.4). Para ello introduciremos estimadores basados en núcleos que
incluirán pesos en las covariables los cuales permitirán controlar observaciones de alto leve-
rage. Para mostrar las bondades de la propuesta se estudiarán sus propiedades asintóticas
tales como consistencia y distribución asintótica. Aśımismo, analizaremos el buen funciona-
miento de la misma y su comparación con los métodos clásicos llevando a cabo un estudio de
simulación bajo distintos tipos de contaminaciones. Por último, con el objetivo de ilustrar
el uso de los estimadores propuestos, estudiaremos el ajuste de un modelo parcialmente
no lineal al conjunto de datos metereológicos “airquality” obtenidos del Departamento de
Conservación del Estado de Nueva York los cuales se encuentran disponibles en la libreŕıa
del software R “robustbase”.

Esta tesis se encuentra organizada de la siguiente manera. A lo largo del Caṕıtulo 2
recordamos los principales métodos de estimación tanto clásica como robusta para modelos
de regresión paramétricos (1.1) y no paramétricos (1.2). En el Caṕıtulo 3, introducimos los
modelos parcialmente no lineales (1.4), describimos procedimientos de estimación clásica ya
estudiados y presentamos nuestra propuesta de estimación robusta. Por otra parte, en el
Caṕıtulo 4 probamos resultados de consistencia y presentamos resultados sobre su distribu-
ción asintótica. En el Caṕıtulo 5 se presentan los resultados de un estudio de simulación cuyo
principal objetivo consistió en analizar el comportamiento de la propuesta robusta y poder
hacer una comparación respecto de sus versiones clásicas. Para ello consideramos tanto da-
tos sin contaminar como distintos tipos de contaminaciones. Finalmente, en el Caṕıtulo 6
presentamos una aplicación de nuestra propuesta a un conjunto de datos reales.
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Caṕıtulo 2

Nociones Previas

En este caṕıtulo se describen diversos procedimientos existentes en la literatura, tanto
clásicos como robustos de estimación para la función de regresión en los modelos nopa-
ramétricos puros y del parámetro de regresión en los modelos paramétricos. Estos métodos
de estimación que describiremos a continuación ayudarán a la comprensión de la propuesta
de estimación para los modelos parcialmente no lineales que se desarrollará en el siguiente
caṕıtulo.

2.1. Modelo de Regresión Noparamétrica

La teoŕıa y los métodos de suavizado han cobrado un gran auge en las últimas décadas
unido al avance en materia computacional. Una revisión de los mismos se puede encontrar
por ejemplo en los libros de Wand y Jones (1995), Fan y Gijbels (1996) y Loader (1999). En
esta sección describiremos algunos de los métodos más relevantes de estimación, tanto clási-
cos como robustos, para la función de regresión bajo un modelo de regresión noparamétrico.
Como se mencionó en la introducción este modelo está definido como

y = m0(x) + ε, (2.1)

donde (y,xT ) son variables aleatorias en R1+p, m0 : Rp → R una función suave y ε una
variable aleatoria en R independiente de x.

Resulta de gran interés la estimación de la funciónm0 a partir de una muestra (yi,x
T
i ), 1 ≤

i ≤ n. En las siguientes subsecciones mostraremos los métodos clásicos de estimación de m0

y luego seguiremos por los métodos de estimación robustos.

2.1.1. Estimación Clásica

Sea una muestra (yi,x
T
i ), 1 ≤ i ≤ n bajo el modelo (2.1). Los primeros estimadores

no paramétricos de regresión son los sencillos estimadores de tipo núcleo propuestos por
Naradaya (1964) y Watson (1964) de manera independiente. Para la descripción de los
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mismos necesitaremos K , una función núcleo en Rp, es decir, una función no negativa e
integrable, y hn una sucesión de números positivos convergente a cero (llamada ventana).
Luego, para cada x ∈ Rp el estimador de Naradaya-Watson está dado por

m̂(x) =
n∑
i=1

wi(x)

 n∑
j=1

wj(x)

−1

yi, (2.2)

donde wi(x) son los pesos basados en núcleos dados por

wi(x) = K
(
x− xi
hn

)
. (2.3)

Una elección habitual para el núcleo K es tomarlo como K(· ) = K(‖· ‖), con K una función
núcleo univariada de soporte [0, 1], y ‖· ‖ la norma eucĺıdea en Rp. Notar que en este caso
el estimador dado en (2.2) queda definida como

m̂(x) =

∑n
i=1K

(
‖x−xi‖
hn

)
yi∑n

i=1K
(
‖x−xi‖
hn

) . (2.4)

Como se puede apreciar en (2.4), para cada x ∈ Rp, m̂(x) resulta un promedio pesado
de las variables yi cuyos pesos dependen de las distancias eucĺıdas entre x y cada una de
las observaciones xi. Por lo tanto sólo aquellas observaciones que disten de x menos que el
valor de hn serán tenidas en cuenta para la estimación.

Dichos estimadores se han ido refinando y perfeccionando dentro de los denominados
métodos de regresión basados en polinomios locales, convirt́ıendose en uno de los métodos
más empleados por diversos analistas en la actualidad. Por simplicidad en la escritura
describiremos sólo el caso univariado. Si suponemos que la función de regresión m0 tiene l
derivadas en un punto x0 ∈ R, con el fin de estimar m0 localmente mediante polinomios de
grado l consideraremos el problema de mı́nimos cuadrados ponderados

arg mı́n
α

n∑
i=1

l∑
j=0

(
yi − αj(x− x0)j

)2
wi(x)

(
n∑
k=1

wk(x)

)−1

. (2.5)

Aśı, una vez obtenidas estimaciones de los coeficientes αj con j = 0, ..., l vemos que la
estimación del término independiente α̂0 será un estimador de m0(x0) y el resto de los

coeficientes α̂jj! proporcionarán estimaciones de sus derivadas m
(j)
0 (x0) con j = 1, ..., l. Por

otro lado, se puede ver facilmente que si realizamos un ajuste con polinomios constantes
obtenemos el estimador de Nadaraya-Watson dado en (2.2). También cuando el ajuste
polinomial es de grado uno, se obtiene el denominado estimador lineal local.
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2.1.2. Estimación Robusta

Como puede observarse en (2.5) los métodos de estimación clásicos están basados en el
método de mı́nimos cuadrados y por lo tanto son altamente sensibles a cualquier variación
de los datos. Pequeñas desviaciones podŕıan producir grandes fluctuaciones en el estimador
volviéndolo completamente inestable.

Un primer acercamiento a los estimadores robustos en el caso de variables independientes
fue dado por Tsybakov (1982) y Härdle (1984), quienes estudiaron propiedades asintóticas
puntuales de una versión robusta del método de Nadaraya-Watson cuando la escala es
conocida. Más adelante, Härdle y Tsybakov (1988) extendieron sus resultados previos a
M-estimadores equivariantes de escala mediante estimación simultánea de la función de
regresión y de escala. Boente y Fraiman (1989) consideraron estimadores noparamétricos
robustos equivariantes por escala usando pesos de vecinos más cercanos y pesos basados en
núcleos. Para ello definen mM (x) la solución de

E
[
ψ

(
y −mM (x)

s(x)

) ∣∣x = x

]
= 0, (2.6)

siendo s(x) una medida de escala robusta y ψ una función impar, acotada y continua, s(x)
puede tomarse como la mediana local de los desv́ıos absolutos respecto de la mediana local de
la distribución de la variable y condicional a x = x, que denotamos F (y|x = x). Notemos
que aqúı estamos realizando un abuso de notación utilizando la variable también como
argumento de la función de distribución, entendemos que queda claro según el contexto.
Mas precisamente,

s(x) = mediana (|Y − m̃(x)||x = x) = MAD(F (y|x = x)), (2.7)

donde m̃(x) = mediana (F (y|x = x)). Por otro lado, consideran el estimador de la función
de distribución emṕırica condicional de las variables respuestas definida como

F̂ (y|x = x) =

n∑
i=1

wi(x)I(−∞,y](yi)

 n∑
j=1

wj(x)

−1

, (2.8)

donde wi(x) son los pesos basados en núcleos definidos en (2.3) tomando la misma ventana
para todas las componentes. F̂ (y|x = x) provee un estimador de F (y|x = x) y fue estudiado
por Cheng y Chu (1996).

Obervemos que un posible estimador de mM (x) estudiado en Boente y Fraiman (1995) es
considerar la mediana local calculada como la mediana de F̂ (y|x = x). Un hecho interesante
de la mediana local es que, a diferencia de otros estimadores robustos, no necesita un
estimador consistente de escala cuando ésta es desconocida.

Notemos que (2.6) es un funcional aplicado a F (y|x = x), luego resulta intuitivo imputar
F̂ (y|x = x) en (2.6) a fin de obtener un estimador de mM (x). De esta forma, se define un
estimador robusto local para la función de regresión, m̂M (x), como la solución en a de
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n∑
i=1

wi(x)ψ

(
yi − a
ŝ(x)

)
= 0, (2.9)

donde ŝ(x) es un estimador de escala robusto. Elecciones posibles de la función de escores
ψ son la función de Huber o la función bicuadrada de Tukey, mientras que la escala ŝ(x)
puede tomarse como la mediana local de los desv́ıos absolutos respecto de la mediana local
MAD(F̂ (y|x = x)), es decir, la MAD local definida en (2.7) respecto de la distribución
F̂ (y|x = x) definida en (2.8). Las propiedades de consistencia y distribución asintótica
fueron estudiadas en Boente y Fraiman (1989) para el caso de observaciones independientes,
mientras que órdenes de convergencia fuerte pueden verse en Boente y Fraiman (1990,1991).

2.2. Modelo de Regresión Paramétrica No Lineal

Como mencionamos en la introducción, dada una muestra aleatoria (yi,x
T
i ) ∈ R1+p, con

1 ≤ i ≤ n decimos que sigue un modelo de regresión no lineal si

yi = g(xi,β0) + εi (2.10)

donde g es una función conocida que no es lineal en el vector de parámetros β0 ∈ B ⊆ Rq,
el cual es desconocido y es el objetivo de interés, B es el espacio de parámetros y εi son los
errores independientes de xi.

2.2.1. Estimación Clásica

En la estimación clásica se acostumbra suponer que los errores son independientes e
idénticamente distribúıdos con media cero y varianza σ2

0 desconocida. Como mencionamos
en la introducción, el estimador clásico está basado en el método de mı́nimos cuadrados, es
decir

β̂n = argmı́n
β

1

n

n∑
i=1

(yi − g(xi,β))2. (2.11)

Notemos que si derivamos la ecuación (2.11) obtenemos que β̂n debe cumplir con el
siguiente sistema de ecuaciones

n∑
i=1

ri(β)∇βg(xi,β) = 0, (2.12)

donde ri(β) = yi − g(xi,β) son los residuos y ∇βg(x,β) es el gradiente de la función g con
respecto a β.

El estimador β̂n es óptimo siempre y cuando los errores tengan distribución normal. Si
la distribución no es exactamente normal resulta sensible a la presencia de observaciones
at́ıpicas, lo que puede provocar que el ajuste no resulte adecuado. Por esta razón, se utilizan
estimadores robustos que son más estables ante perturbaciones del modelo y qué, a su vez,
son altamente eficientes bajo normalidad.
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2.2.2. Estimación Robusta

Una buena parte de la teoŕıa de robustez se ocupa del problema de estimación resistente a
datos at́ıpicos en modelos de regresión. Existen muchas propuestas de estimadores robustos
de regresión y en esta sección nos ocuparemos sólo de algunas de ellas.

Una forma de controlar las observaciones at́ıpicas en (2.11) es reemplazar la función
cuadrática por una ρ-función en el sentido de Maronna et al. (2006) cuya definición damos
a continuación.

Definición 2.2.1. Sea ρ una función definida en R, decimos que ρ es una ρ-función en el
sentido de Maronna et al. (2006) si satisface las siguientes condiciones

1. ρ(u) es creciente como función del |u|.

2. ρ(0) = 0.

3. ρ(u) es estrictamente creciente para u > 0 tal que ρ(u) < supu ρ(u).

4. si ρ es acotada, se supone además que supu ρ(u) = 1.

Definición 2.2.2. Llamaremos Ψ-función a cualquier función que sea la derivada de una
ρ-función. Esto implica en particular que Ψ es impar y Ψ(u) ≥ 0 si u ≥ 0.

Una clase importante de estimadores robustos para regresión lineal son los M -estimadores
introducidos por Huber (1973). Dentro de esta clase podemos distinguir los S-estimadores
introducidos por Rousseeuw y Yohai (1984) y los MM -estimadores propuestos por Yohai
(1987). Estos estimadores tienen la propiedad de minimizar una función objetivo que de-
pende de los datos únicamente a través de los residuos.

En lo que sigue resumiremos las definiciones de los M , S y MM -estimadores de regresión
para el modelo (2.10).

Definición 2.2.3. Dada una muestra aleatoria (yi,x
T
i ) ∈ R1+p de tamaño n bajo el modelo

(2.10) se define el M−estimador de regresión por

β̂M = arg mı́n
β∈Rq

1

n

n∑
i=1

ρ

(
yi − g(xi,β)

sn

)
, (2.13)

donde sn es un estimador robusto preliminar de escala de los residuos y ρ es una ρ−función.

Para definir los S-estimadores necesitaremos, previamente, definir los llamados M -
estimadores de escala.

Definición 2.2.4. Sea ρ una ρ-función en el sentido de Maronna et al. (2006), luego dado
rT = (r1, ..., rn) se define el correspondiente M-estimador de escala sn(r) como la solución
en s de la siguiente ecuación

1

n

n∑
i=1

ρ
(ri
s

)
= b, (2.14)

donde b es una constante entre 0 y 1.
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Observación 2.2.5. Si se desea que el estimador de escala sn(r) definido en (2.14) estime
la desviación t́ıpica bajo normalidad entonces la constante b se debe elegir como b = Eφ(ρ(u))
con φ la función de distribución de una normal estándar.
Por otro lado, Yohai y Zamar (1988) prueban que el punto de ruptura de sn(r) es el mı́nimo
entre b y 1− b.

Definición 2.2.6. Dada una muestra aleatoria (yi,xi) ∈ R1+p de tamaño n bajo el modelo
(2.10) se define el S−estimador de regresión por

β̂S = arg mı́n
β∈Rq

sn(r(β)), (2.15)

donde r(β) = (r1(β), . . . , rn(β)) es el vector de los n residuos observados con componentes
ri(β) = yi − g(xi,β) y sn(r) es la M-escala definida por (2.14).

S-estimadores muy populares son los llamados LMS y LTS que se obtienen, los prime-
ros, al minimizar la mediana de los residuos al cuadrado y, los segundos, al minimizar un
subconjunto apropiado de la suma de los residuos al cuadrado. El punto de ruptura de estos
estimadores para modelos no lineales fue estudiado por Stromberg y Ruppert (1992) y en
Stromberg (1993) se presenta un algoritmo para su cómputo. Los S-estimadores no pueden
ser estables y eficientes al mismo tiempo, pero tienen la importante ventaja de poder calcu-
larse directamente a partir de los datos sin necesidad de estimadores iniciales de regresión
ni de escala. Por esta razón, los S-estimadores son a menudo utilizados como estimadores
iniciales en los algoritmos de cálculo de estimadores robustos.

Con el objetivo de obtener un estimador con alto punto de ruptura y eficiente bajo
distribución normal, Yohai (1987) introdujo los MM-estimadores para modelos de regresión
lineal. Luego, Fasano (2009) extendió este concepto para el caso de un modelo de regresión
no lineal de la siguiente manera

Paso 1 Calcular un estimador inicial β̂1 de β0 con alto punto de ruptura.

Paso 2 Calcular los residuos ri(β̂1) = yi − g(xi, β̂1) y el M-estimador de escala basado en
la muestra de los residuos observados sn = sn(r(β̂1)) definido por (2.14) usando ρ0

una ρ-función acotada y b = 0.5.

Paso 3 Sea ρ1 otra ρ-función acotada tal que cumpla ρ1 ≤ ρ0 luego el MM-estimador se
define como

β̂MM = arg mı́n
β∈Rq

1

n

n∑
i=1

ρ1

(
ri(β)

sn

)
, (2.16)

que satisface L(β̂MM ) ≤ L(β̂1) siendo L(β) =
∑n

i=1 ρ1

(
ri(β)
sn

)
.

Observación 2.2.7. Si derivamos con respecto a β la función objetivo definida en (2.16)
entonces β̂MM es la solución de

n∑
i=1

Ψ1

(
ri(β)

sn

)
∇βg(xi,β) = 0, (2.17)
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donde ∇βg(x,β) es el gradiente de la función g con respecto a β y Ψ1(u) = ρ
′
1(u).

Observación 2.2.8. Respecto al estimador inicial en el Paso 1 distintas alternativas son
posibles, la realidad es que puede utilizarse cualquier estimador consistente con punto de
ruptura alto que no requiera de una escala previa para ser equivariante. En la práctica se
utilizan en general S-estimadores definidos en (2.15) calibrados de tal manera de obtener
un alto punto de ruptura.
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Caṕıtulo 3

Modelos Semiparamétricos
Parcialmente No Lineales

3.1. Introducción

La inferencia estad́ıstica generalmente se focaliza sobre modelos de regresión que son
puramente paramétricos (2.10) o puramente no paramétricas (2.1).

Un modelo paramétrico razonable produce inferencias precisas, pero un modelo pa-
ramétrico erróneo posiblemente conducirá a conclusiones equivocadas. Paralelamente, los
modelos noparamétricos, si bien están asociados con alta estabilidad, tienen menor precisión.
Además el uso de estos encuentra en las aplicaciones a datos reales la dificultad conocida
como la “maldición de la dimensión”, que está asociada al hecho de que los entornos de un
punto x ∈ Rp se hacen cada vez más ralos para valores de p grandes. Es decir, como ya fue
mencionado anteriormente, se necesita un número exponencialmente mayor de datos para
que dichos entornos contengan observaciones de la muestra. Por esta razón, se introdujeron
los modelos semiparamétricos parcialmente lineales (1.3) que combinan una componente
de regresión lineal y una componente no paramétrica. Luego se generalizan estos modelos
a través de los modelos parcialmente no lineales, los cuales son una extensión natural de
los parcialmente lineales permitiendo flexibilizar la componente paramétrica lineal en una
función no lineal del parámetro.

En este sentido sea (y,xT , t), con y ∈ R, x ∈ Rp y t ∈ R, un vector aleatorio con
distribución H0 y sea (yi,x

T
i , ti) con 1 ≤ i ≤ n una muestra aleatoria proveniente de dicha

distribución, diremos que la muestra sigue un modelo parcialmente no lineal si

yi = g(xi,β0) + η0(ti) + εi 1 ≤ i ≤ n, (3.1)

donde por un lado, g es una función conocida salvo por el parámetro de regresión β0 ∈ Rq
y no lineal en dicho parámetro, por otro lado η0 es una función desconocida con ciertas
propiedades de regularidad.

A lo largo de este trabajo asumiremos que los errores εi son independientes, con distri-
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bución simétrica F0(·) = F̃0

(
·
σ0

)
e independientes de (xi, ti) ∈ Rp+1, es decir H0(y,x, t) =

G0(x, t)F0(y − g(x,β0)− η0(t)).

Como hemos mencionado en la introducción, el objetivo principal de este trabajo será
estudiar procedimientos de estimación robustos basados en núcleos para el parámetro de
interés β0 e inferir un procedimiento de estimación para la función η0. Antes de pasar a la
propuesta en śı introduciremos algunas definiciones y un poco de notación necesarias para
la comprensión de la misma.

Supongamos que tenemos una muestra aleatoria (yi,x
T
i , ti) ∈ R1+p+1 , con 1 ≤ i ≤ n,

que cumple el modelo parcialmente no lineal. Dado un valor fijo de β ∈ Rq llamamos
vβ = y − g(x,β) y Fβ(v|t = τ) a la función de distribución de la variable vβ condicional a
t = τ . Consideremos vi,β = yi − g(xi,β) una muestra aleatoria con la misma distribución
que vβ y definamos, análogamente a (2.8), el estimador de la función de distribución de la
variable vβ condicional a t = τ a partir de su distribución emṕırica como

F̂β(v|t = τ) =
n∑
i=1

wi(τ)I(−∞,v](vi,β)

 n∑
j=1

wj(τ)

−1

, (3.2)

donde wi(τ) son los pesos basados en núcleos calculados para las variables ti 1 ≤ i ≤ n
definidos en (2.3).

3.2. Estimación Clásica

Supongamos que tenemos una muestra aleatoria (yi,xi, ti), con 1 ≤ i ≤ n, bajo el modelo
(3.1). En primer lugar notemos que en el enfoque clásico los supuestos habituales para los
errores se reducen a asumir que εi es una variable aleatoria con media cero y varianza σ2

0.
Bajo estos supuestos, estimadores clásicos fueron introducidos por Lie y Nie (2008). Esta
propuesta puede ser descripta en dos pasos, del siguiente modo. Supongamos que fijamos
un valor de β, luego podemos pensar que tenemos para cada β un modelo no paramétrico

vi,β = ηβ(ti) + εi ∀1 ≤ i ≤ n,

siendo vi,β = yi−g(xi,β). Por lo tanto, podemos aplicar un método no paramétrico de esti-
mación para obtener un estimador de la función ηβ. Lie y Nie (2008) consideran el método
de estimación basado en polinomios locales de orden uno descripto en (2.5) obteniendo, de
esta manera, estimadores η̂β y η̂

′
β para ηβ y η

′
β, respectivamente. Es importante no perder

de vista que hasta aqúı la propuesta resulta un estimador para ηβ que depende del valor
fijado para β.

El segundo paso en el proceso de estimación consiste en proveer un estimador para el
parámetro de regresión. Para ello, consideran la siguiente función de pérdida

Q(β) =
n∑
i=1

(
yi − g(xi,β)− η̂β(ti)

)2
. (3.3)
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De este modo, definen un estimador para el parámetro de regresión β0, como aquel β̂
que minimiza (3.3) y finalmente definen un estimador para la función no paramétrica de
regresión η0 como η̂ = η̂

β̂
.

Li y Nie (2008) estudian propiedades como la consistencia y la distribución asintótica del
estimador de regresión propuesto.

3.3. Propuesta de Estimación Robusta

Como podemos observar el procedimiento de estimación descripto en la sección anterior
propuesto por Li y Nie (2008) está basado en el método de mı́nimos cuadrados o regresión
local lineal y por lo tanto, como mencionamos anteriormente, es altamente sensible a datos
at́ıpicos. En atención a este hecho, nuestra propuesta de estimación está basada en una
combinación del método descripto por Lie y Nie (2008), pero teniendo en cuenta proce-
dimientos de estimación robustos en cada paso. Siguiendo este camino, nuestra propuesta
puede ser descripta como un procedimiento de tres pasos que detallamos a continuación.

Sean ρ, ρ0 y ρ1 ρ−funciones como las definidas en 2.2.1 y, además, sea W una función real
no negativa, la cual jugará el rol de controlar a las covaribles xi ∈ Rp de alto leverage.
Esta última idea surge de observar que en la ecuación (2.12) una observación at́ıpica puede
tener influencia en la determinación del estimador de mı́nimos cuadrados tanto a través del
residuo como del leverage. Además desde (2.17) notamos que β̂ puede ser aún afectado por
observaciones con alto leverage.

Luego, dada (yi,x
T
i , ti) ∈ R1+p+1, con 1 ≤ i ≤ n, una muestra aleatoria bajo el modelo

(3.1) nuestra propuesta de estimación consiste en llevar a cabo los siguientes tres pasos:

Paso 1. Para cada τ y β, definamos η̂β(τ) como la solución de:

argmı́n
a∈R

n∑
i=1

ρ

(
yi − g(xi,β)− a

ŝβ(τ)

)
wi(τ),

donde ŝβ(τ) es un estimador de escala local obtenido de la distribución emṕırica condicional

definida en (3.2) y wi(τ) = K
(
τ−ti
hn

)
los pesos definidos en (2.3).

Paso 2. Para cada β, consideremos r̂i(β) = yi − g(xi,β) − η̂β(ti) y ŝ0(β) la solución

en s0 de 1
n

∑n
i=1 ρ0

(
r̂i(β)
s0

)
= b. Sea

sn = mı́n
β
ŝ0(β).

Luego, si ρ1 ≤ ρ0, definimos el estimador de β0 como

β̂ = argmı́n
β

n∑
i=1

ρ1

(
r̂i(β)

sn

)
W (xi). (3.4)
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Paso 3. El estimador de la componente no paramétrica η0 se define como

η̂(τ) = η̂
β̂

(τ). (3.5)

Observación 3.3.1. a) En cada uno de los pasos anteriores, las funciones ρ, ρ0 y ρ1

pueden ser elegidas dentro de la familia de funciones bicuadradas de Tukey.

b) Para el Paso 1 el estimador de escala local ŝβ(τ) puede tomarse como la mediana
local de los desv́ıos absolutos respecto de la mediana local definida en (2.7) de la
distribución condicional F̂β(v|t = τ) definida en (3.2), es decir,

ŝβ(τ) = mediana (|y − g(x,β)− m̂β(τ)|t = τ) = MAD(F̂β(v|t = τ)), (3.6)

donde m̂β(τ) = mediana (F̂β(v|t = τ)).

c) El Paso 2 es un procedimiento de MM-estimación como el definido en (2.16) donde,
sn es la M-escala previa la cual se obtiene a partir de los pseudo-residuos r̂i(β) =
yi − g(xi,β)− η̂β(ti).

Por otro lado, como ya se mencionó anteriormente, con el objetivo de controlar ob-
servaciones con alto leverage introducimos en la ecuación (2.16) una función peso W ,
que será una función no negativa en las covariables x1, . . . ,xn. Una posibilidad para
obtener el control buscado del gradiente de la función de regresión seŕıa penalizar
directamente las covariables de alta planca. En este caso, la función W podŕıa elegirse
de tal manera de penalizar la distancia de Mahalanobis robusta de las covariables.
Para esto, será necesario estimar los parámetros de posición y escala de x, digamos µ
y matriz de escala Σ. Aśı, si µ̂ y Σ̂ son estimadores robustos de µ y Σ respectivamente
entonces podŕıan considerarse pesos de la forma

W (x) = κ
(

(x− µ̂)T Σ̂−1(x− µ̂)
)
,

donde κ es una función indicadora o caracteŕısticas de algún intervalo.

d) En este sentido, notemos que si derivamos con respecto a β la función definida en
(3.4), entonces β̂ es solución del siguiente sistema de ecuaciones

n∑
i=1

Ψ1

(
r̂i(β)

sn

)
W (xi)

[
∇β
(
g(xi,β) + η̂β(ti)

)]T
= 0, (3.7)

donde Ψ1 = ρ1′ y ∇β(ϕ) = ( ∂ϕ∂β1
, ..., ∂ϕ∂βq

)T .

14



Caṕıtulo 4

Propiedades Asintóticas

Sean (yi,x
T
i , ti) ∈ R1+p+1, con 1 ≤ i ≤ n, vectores aleatorios independientes con dis-

tribución H0, que siguen un modelo de regresión parcialmente no lineal (3.1), tal como fue
descripto en la sección anterior. A lo largo de este caṕıtulo, estudiaremos las propiedades
de los estimadores definidos en (3.4) y (3.5).

4.1. Procesos Emṕıricos

Para las demostraciones de los resultados asintóticos, tanto para la consistencia fuerte
como para la convergencia en distribución, se han usado algunas herramientas de Proce-
sos Emṕıricos. A continuación presentamos un breve resumen de las definiciones, lemas y
teoremas sobre el tema que fueron necesarias en esta tesis. Para más detalles se puede ver
Pollard (1984) y van der Vaart y Weller (1996).

Definición 4.1.1. Sea F una clase de funciones, decimos que F es permisible si puede ser
indexada por un conjunto Γ, es decir, F = {f(·, γ) : γ ∈ Γ}.

Definición 4.1.2. Un función envolvente de una clase F es una función medible F tal que
|f | ≤ F para toda f ∈ F .

Sea Lr(P) el conjunto de funciones f : Ω→ R tales que ‖f‖r,P = EP (|f |r)1/r <∞.

Definición 4.1.3. Dadas dos funciones l y u, el bracket [l, u] se define como el conjunto de
todas las funciones f tal que l ≤ f ≤ u. Un ε-bracket en Lr(P) es un bracket [l, u] tal que
‖u− l‖r,P < ε.

Definición 4.1.4. El número de bracketing N[ ](ε,F , Lr(P)) es el mı́nimo número de ε-
brackets en Lr(P) necesarios para cubrir a F . La entroṕıa con bracketing es el logaritmo
del número de bracketing.

Definición 4.1.5. El número de cubrimiento N(ε,F , Lr(P)) es el mı́nimo número de bolas
en Lr(P) de radio ε necesarias para cubrir a F . La entroṕıa es el logaritmo del número de
cubrimiento.
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Teorema 4.1.6. Supongamos que para todo ε > 0 existe una clase finita de funciones Fε
que contiene aproximaciones superiores e inferiores para cada f en F para las cuales:

fε,L ≤ f ≤ fε,U y EP (fε,U − fε,L) < ε.

Luego, supf ∈F |EPn(f )− EP(f )| c.s.−−→ 0, donde Pn es la distribución emṕırica.

Teorema 4.1.7. Sea F una clase de funciones permisibles con función envolvente F tal que
EP(F ) <∞. Si Pn es la distribución emṕırica y N[ ](ε,F , L1(P)) <∞ o logN(ε,F , L1(P)) =

op(n) para cada ε > 0 fijo, entonces supf ∈F |EPn(f )− EP(f )| c.s.−−→ 0.

La siguiente observación es un caso particular del Corolario 2.7.2 de Van der Vaart and
Wellner (1996).

Observación 4.1.8. Sea Ω un conjunto convexo y acotado en R y sea H = {h ∈ C1(Ω) :
‖h‖∞ ≤ 1 ‖h ′‖∞ ≤ 1} entonces para cualquier medida de probabilidad P el número de
bracketing N[ ](H, ε, L2(P)) y por ende el número de cubrimiento N(H, ε, L2(P)) satisfacen

logN(ε/2,H, L2(P)) ≤ logN[ ](ε,H, L2(P)) ≤ Kε−1

para 0 < ε < 2 donde la constante K es independiente de la medida P.

Teorema 4.1.9. Clase de funciones Lipschitz en un parámetro.

Sea F = {ft : t ∈ T} una clase de funciones tal que existe F fija que verifica |ft(x)−fs(x)| ≤
d(t, s)F (x) para alguna métrica d en T . Entoces para cualquier norma ‖ · ‖ sobre F ,

N[ ](2ε‖F‖,F , ‖ · ‖) ≤ N(ε, T, d).

Definición 4.1.10. Diremos que una clase de funciones F es Eucĺıdea para la función
envolvente F en L1(P) si existen constantes A y V tales que

N(ε‖F‖1,P,F , L1(P)) ≤ Aε−V , 0 < ε ≤ 1.

Proposición 4.1.11. Si F y G son clases Eucĺıdeas para las funciones envolventes F y G
respectivamente, entonces

a) la clase {f + g : f ∈ F , g ∈ G} es Eucĺıdea para la envolvente F +G.

b) la clase {f.g : f ∈ F , g ∈ G} es Eucĺıdea para la envolvente F.G.

Definición 4.1.12. Sea F una familia de funciones f . Llamamos gráfico de f ∈ F al
conjunto Gf = {(x, t) : 0 ≤ t ≤ f(x) ó f(x) ≤ t ≤ 0}.

Definición 4.1.13. Se dice que una clase de conjuntos D sobre algún espacio S tiene
discriminante polinomial si dado S0 un conjunto de N puntos de S entonces existen a lo
sumo p(N) conjuntos de la forma S0∩D. Al polinomio p se lo llama descriminante polinomial
y a D clase polinomial de conjuntos.
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Proposición 4.1.14. Sea F una clase de funciones con función envolvente F en L1(P).
Si los gráficos de las funciones en F forman una clase polinomial de conjuntos entonces la
familia F es Eucĺıdea para la función envolvente F.

Definición 4.1.15. Sea F una familia de funciones con envolvente F. Se define a la integral

de bracketing por J[ ](δ,F) =
∫ δ

0

√
1 + log(N[ ](2ε‖F‖2,P,F , L2(P)))dε.

Definición 4.1.16. Se dice que una familia F de funciones con envolvente F satisface la

condición de entroṕıa de bracketing si
∫∞

0

√
log(N[ ](2ε‖F‖2,P,F , L2(P)))dε <∞.

Proposición 4.1.17. La función J[ ](δ,F) es creciente, J[ ](0,F) = 0, J[ ](1,F) < ∞ y
J[ ](δ,F) → 0 cuando δ → 0 si la familia satisface la condición de entroṕıa de bracketing
pues

J[ ](δ,F) ≤
∫ δ

0

√
2
(

1 +
√

log(N[ ](2ε‖F‖2,P,F , L2(P)))
)
dε

≤
√

2

(
δ +

∫ δ

0

√
log(N[ ](2ε‖F‖2,P,F , L2(P)))dε

)
.

Proposición 4.1.18. Desigualdad Maximal para Números de Bracketing.
Sean x1, · · · ,xn vectores aleatorios i.i.d con distribución P. Sea F una clase de funciones
P-medibles con envolvente F tal que ‖F‖2,P <∞, EP(f) = 0 para todo f ∈ F y dado δ > 0,
sea

a(δ) =
δ‖F‖2,P√

1 + log(N[ ](2δ‖F‖2,P,F , L2(P)))

Si ‖f‖2,P < δ‖F‖2,P para toda f ∈ F entonces existe una constante D, independiente de n,
tal que

‖ sup
f∈F
|
√
nEPn(f)| ‖1,P ≤ DJ[ ](δ,F)‖F‖2,P +

√
nEP

(
FI{F>

√
na(δ)}

)
≤ DJ[ ](1,F)‖F‖2,P.

Lema 4.1.19. Para cada n, sea Fn una clase permisible de funciones con número de cu-
brimiento que satisface:

sup
Q
N(ε,Fn, L1(Q)) ≤ Aε−W para todo 0 < ε < 1 con A y W constantes independientes de n.

Sea {αn} una sucesión no creciente y positiva para la cual
nδ2

nα
2
n

log n
→ ∞. Si |f | ≤ 1 y

(EPf
2)

1
2 ≤ δn para cada f ∈ Fn luego:

1

δ2
nαn

sup
Fn
|EPn(f )− EP(f )| c.s.−−→ 0
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4.2. Consistencia

En primer lugar comenzaremos por estudiar la consistencia de Fisher de la propuesta
presentada en el caṕıtulo anterior. Sea (y,x, t) un vector aleatorio que sigue el modelo (3.1),
consideremos el siguiente funcional,

S(β, a, τ) = E
(
ρ

(
y − g(x,β)− a

sβ(t)

)
|t = τ

)
(4.1)

donde sβ(τ) es una escala robusta respecto a la distribución condicional a t = τ de vβ =
y − g(x,β) la cual denotaremos por Fβ(·|t = τ) y definamos

ηβ(τ) = argmı́n
a
S(β, a, τ). (4.2)

En adelante asumiremos que la función de regresión g es una función continua en la
variable β y la función de pesoW es una función acotada y no negativa. Además aceptaremos
la siguiente hipótesis que resulta escencial a la hora de identificar a los parámetros del
modelo,

FS.1 P
(

(x, t) : x ∈ SW ; g(x,β) + ηβ(t) 6= g(x,β∗) + ηβ∗(t)
)
> 0 para todo β 6= β∗,

donde SW es el soporte de la función de pesos W.

Notemos que Fβ0
(u|t = τ) = F0(u− η0(τ)), por lo tanto si F0 es simétrica respecto del

0 con función de densidad f0 unimodal y además la función ρ es una ρ− función como las
descriptas en (2.2.1) entonces se tiene que η0(τ) = ηβ0

(τ).

Por otro lado, definamos también el funcional

T (β, σ) = E
(
ρ1

(
y − g(x,β)− ηβ(t)

σ

)
W (x)

)
. (4.3)

Por lo tanto, la consistencia de Fisher se reduce a probar que β0 = arg mı́nT (β, σ0) hecho
que se desprende directamente de la Proposición 3.1.1 de Spano (2016), bajo los mismos
supuestos para F0 y la función ρ1 descriptos en el párrafo anterior, el hecho que η0 = ηβ0

y
de FS.1.

Observación 4.2.1. Para más detalles con respecto a estos resultados se recomienda ver
Teorema 10.2 de Maronna et.al. (2006) y Fassano et.al (2012).

En lo que resta de esta sección probaremos la consistencia del estimador β̂ propuesto
para el parámetro de regresión β0 en nuestro modelo dado en (3.1). Para ello introduciremos
algo más de notación que utilizaremos a lo largo de las demostraciones.

Dados β ∈ Rq, τ ∈ R y σ ∈ R+, denotemos con

λ(β, τ, a, σ) = E
(

Ψ
(y − g(x,β)− a

σ

)∣∣∣t = τ
)

(4.4)
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donde Ψ = ρ′, notemos que ηβ(τ) es la única solución en a de λ(β, τ, a, sβ(τ)) = 0 donde
sβ(τ) es una escala robusta, como la que definimos anteriormente. A lo largo de este trabajo
consideraremos como medida de escala robusta condicional sβ(τ) a la mediana de los desv́ıos
absolutos a la mediana respecto de la distribución condicional Fβ(·|t = τ), es decir,

sβ(τ) = MAD
(
Fβ(·|t = τ)

)
= mediana

(
|y − g(x,β)−mβ(τ)|

∣∣∣t = τ
)
, (4.5)

donde mβ(τ) es la mediana respecto de Fβ(·|t = τ). Por otra parte, si consideramos la

distribución condicional emṕırica F̂β(·|t = τ) definida en (3.2) basada en la muestra vi,β =
yi − g(xi,β) para 1 ≤ i ≤ n y en los pesos wi(τ) definidos en (2.3) para las variables ti
1 ≤ i ≤ n, luego podemos definir el funcional emṕırico

λ̂(β, τ, a, σ) =

∫
Ψ

(
v − a
σ

)
dF̂β(v|t = τ) =

n∑
i=1

Ψ

(
vi,β − a

σ

)
wi(τ)∑n
j=1wj(τ)

(4.6)

Denotemos también por ŝβ(τ) = MAD
(
F̂β(·|t = τ)

)
, es decir, un estimador de la escala

local sβ(τ). Por lo tanto, con esta notación, el estimador η̂β(τ) definido en el paso 1 del
procedimiento de estimación descripto en la Sección 3.3 puede pensarse como la solución en
a de λ̂(β, τ, a, ŝβ(τ)) = 0, y claramente constituye un estimador de su versión poblacional
ηβ(τ) definida anteriormente.

Asumiremos el siguiente conjunto de hipótesis:

C1. La función de densidad de t, ft es acotada. Además, dado T0 compacto en R existe
una constante C(T0) > 0 tal que ft(τ) > C(T0) ∀τ ∈ T0.

C2. El núcleo K : R→ R es una función par, no negativa, Lipschitz de orden uno, acotada
con soporte [−1, 1] tal que

∫
K(u)du = 1 y

∫
u2K(u)du <∞.

C3. Fβ(v|t = τ) es simétrica alrededor de ηβ(τ) con función de densidad unimodal para
todo β.

C4. Sean T0 un conjunto compacto en R y B un conjunto compacto en Rq. Entonces,

1. para cada v fijo se verifica que en un entorno de T0

∀ε > 0 ∃δ > 0 : |τ ′ − τ | < δ ⇒ sup
β∈B
|Fβ(v|t = τ)− Fβ(v|t = τ ′)| < ε

2. se verifica la siguiente condición de equicontinuidad

∀ε > 0 ∃δ > 0 : |u− v| < δ ⇒ sup
β∈B

sup
τ∈T0
|Fβ(u|t = τ)− Fβ(v|t = τ)| < ε.

3. para cada u fijo se verifica la siguiente condición de continuidad uniforme

∀ε > 0 ∃δ > 0 : |τ − τ ′| < δ y |β1−β2| < δ ⇒ |Fβ1
(u|t = τ)−Fβ2

(u|t = τ ′)| < ε.
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C5. Ψ : R → R es una función impar, estrictamente creciente, acotada y continuamente
diferenciable.

C6. ρ1 : R→ R es una ρ−función acotada con derivada acotada.

C7. La sucesión hn es tal que hn → 0 y nhn
log(n) →∞ de manera creciente.

Para obtener la consistencia del estimador del paramétro de regresión estudiaremos la
convergencia uniforme de η̂β a ηβ. Para ello será necesario obtener resultados de convergen-

cia de F̂β(·|t = τ) a Fβ(·|t = τ) y estudiar como a partir de este hecho podemos obtener
propiedades sobre la estimación de la escala local ŝβ(τ) definida a partir del MAD de

F̂β(·|t = τ). Estos resultados serán obtenidos utilizando una serie de lemas y teoremas que
enunciaremos a continuación y cuyas demostraciones serán relegadas al Apéndice.

Lema 4.2.2. Sea T0 ⊂ R un conjunto compacto y R0n(τ) = 1
nhn

∑n
i=1K

(
τ−ti
hn

)
entonces

dado ε > 0 se verifica que∑
n∈N

P
(

sup
τ∈T0
|R0n(τ)− ER0n(τ)| > ε

)
<∞

Lema 4.2.3. Si T0 ⊂ R y B ⊂ Rq son conjuntos compactos, entonces la hipótesis C4.3
implica que dado ε > 0 existen números reales a, b tales que, para todo τ ∈ T0 y para todo
β ∈ B se cumple que Fβ(b|t = τ) > 1− ε y Fβ(a|t = τ) < ε.

Lema 4.2.4. Las hipótesis C4.3 y C5 implican que λ(β, τ, a, σ) y ηβ(τ) son funciones
continuas de variables (β, τ, a, σ) y (β, τ) respectivamente.

Lema 4.2.5. Sean T0 ⊂ R y B ⊂ Rq conjuntos compactos y sea Fn,β(v|t = τ) una sucesión
de funciones de distribución condicional que verifica

sup
v∈R

sup
β∈B

sup
τ∈T0
|Fn,β(v|t = τ)− Fβ(v|t = τ)| → 0 (4.7)

luego, si Fβ(v|t = τ) verifica las hipótesis C4.2 y C4.3 entonces existen constantes 0 < A ≤
B tales que sn,β(τ) = MAD(Fn,β(·|t = τ)) verifica A ≤ sn,β(τ) ≤ B para todo τ ∈ T0, para
todo β ∈ B y para todo n > n0.

Teorema 4.2.6. Sean B ⊂ Rq y T0 ⊂ R conjuntos compactos. Supongamos que valen las
hipótesis C1−C6 y además se cumple la siguiente condición

F.E. La familia de funciones F =
{
fv,β(y,x) = I(−∞,v](y − g(x,β)), v ∈ R, β ∈ B

}
tiene

número de cubrimiento N(ε,F , L1(Q)) ≤ Aε−W para cualquier probabilidad Q y para
todo 0 < ε < 1, entonces

sup
v∈R

sup
β∈B

sup
τ∈T0
|F̂β(v|t = τ)− Fβ(v|t = τ)| → 0 ctp .
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Teorema 4.2.7. Sean T0 ⊂ R y B ⊂ Rq conjuntos compactos. Supongamos que la función
K : R→ R es de variación acotada. Entonces, bajo las hipótesis C1-C5 y C7, se tiene que

sup
β∈B

sup
τ∈T0
|η̂β − ηβ| → 0 ctp

Demostración: Como Fβ(v|t = τ) es simétrica alrededor de ηβ(τ) y Ψ es una función
impar y acotada tenemos que λ(β, τ, ηβ(τ), σ) = 0 para todo σ > 0. Dado a ∈ R definamos

por Ψa(u) = Ψ
(
u−ηβ(τ)−a

ŝβ(τ)

)
, luego por C5 se tiene que Ψa es una función de variación

acotada en R para cada β ∈ B y τ ∈ T0. Además se puede ver que, ‖Ψa‖V = ‖Ψ‖V /ŝβ(τ)
donde ‖Ψ‖V indica la norma de variación de la función Ψ. El Lema 4.2.5 y el Teorema 4.2.6
implican que existen constantes reales positivas A y B tales que A < ŝβ(τ) < B para todo
β ∈ B y τ ∈ T0. Luego, usando el hecho de que |

∫
ΨdG| ≤ ‖Ψ‖V ‖G‖∞ donde G es una

función continua y acotada, obtenemos que

|λ(β, τ, ηβ(τ) + a, ŝβ(τ)) − λ̂(β, τ, ηβ(τ) + a, ŝβ(τ))|

≤ ‖Ψa‖V sup
v∈R
|Fβ(v|t = τ)− F̂β(v|t = τ)|,

y por lo tanto

sup
β∈B

sup
τ∈T0
|λ(β, τ, ηβ(τ) + a, ŝβ(τ)) − λ̂(β, τ, ηβ(τ) + a, ŝβ(τ))|

≤ 1

A
‖Ψ‖V sup

β∈B
sup
τ∈T0

sup
v∈R
|Fβ(v|t = τ)− F̂β(v|t = τ)|.

Luego, el Teorema 4.2.6 implica que

sup
β∈B

sup
τ∈T0
|λ(β, τ, ηβ(τ) + a, ŝβ(τ))− λ̂(β, τ, ηβ(τ) + a, ŝβ(τ))| c.s−→ 0 (4.8)

Por otro lado, dado ε > 0 tenemos que C3 y C5 implican

λ(β, τ, ηβ(τ) + ε, σ) < 0 < λ(β, τ, ηβ(τ)− ε, σ).

Además, de la compacidad de B y T0, la continuidad de λ(β, τ, ηβ(τ) ± ε, σ) en (β, τ, σ) y
de ηβ(τ) en (β, τ) dadas por el lema 4.2.4 se deduce que

λ1 = sup
β∈B

sup
τ∈T0

sup
A≤σ≤B

λ(β, τ, ηβ(τ) + ε, σ)<0< sup
β∈B

sup
τ∈T0

sup
A≤σ≤B

λ(β, τ, ηβ(τ)−ε,σ)=λ2. (4.9)

Usando (4.8) y el hecho de que P(A < ŝβ(τ) < B) = 1 a partir de n0 ∈ N suficientemente
grande, entonces de (4.9) obtenemos que para todo β ∈ B, τ ∈ T0 y para todo n > n0

λ̂(β, τ, ηβ(τ) + ε, ŝβ(τ)) <
λ1

2
< 0 <

λ2

2
< λ̂(β, τ, ηβ(τ)− ε, ŝβ(τ)).
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Por último basta observar que como λ̂(β, τ, a, ŝβ(τ)) es estrictamente decreciente en a en-
tonces ηβ(τ) − ε < η̂β(τ) < ηβ(τ) + ε casi seguramente para todo β ∈ B y τ ∈ T0 luego

supβ∈B supτ∈T0 |η̂β − ηβ|
c.s−→ 0 como se queŕıa demostrar.

El siguiente teorema muestra que el estimador de regresión es fuertemente consistente.
Para ello será necesaria la siguiente condición de entroṕıa:

CE La clase de funciones F = {gβ,σ(y,x, t) = ρ1

(
y−g(x,β)−ηβ(t)

σ

)
W (x), β ∈ B, σ ∈ S}

donde S es un entorno de σ0, tiene número de bracketig finito, es decir,N[ ](ε,F , L1(H0)) <
∞ o logN(ε,F , L1(Hn)) = op(n) donde H0 es la distribución de (y,x, t) y Hn es la
distribución emṕırica correspondiente.

Observación 4.2.8. La condición de entroṕıa CE se puede verificar en variadas situa-
ciones que, por supuesto, dependerán, por un lado, de la caracteŕısticas de la función de
regresión g, de la estructura de los espacios B y S y, por otro lado, de las propiedades here-
dadas por la función ηβ(τ). Por ejemplo, notar que, al ser la función de peso W acotada e
independiente de los parámetros y el espacio S un intervalo real acotado, luego si la función
de pérdida ρ1 es Lipschitz con constante L y llamanado F∗ = {g(x,β)+ηβ(t),β ∈ B} ento-
ces, siguiendo a Anthony y Bartlett (1999), sección 14.3, obtenemos que N(ε,F , L1(H0)) ≤
N(ε/L,F∗, L1(H0)).

Teorema 4.2.9. Sean (yi,xi, ti) vectores aleatorios independientes e idénticamente distri-
búıdos que satisfacen el modelo (3.1). Entonces si

sup
β∈B

sup
τ∈T0
|η̂β(τ)− ηβ(τ)| ctp−−→ 0 (4.10)

donde ηβ y η̂β fueron definidas en (4.2) y el Paso 1 del proceso de estimación respectiva-
mente, sn es un estimador consistente para σ0, E(|W (x)|) < ∞ y además se satisface la
condición de entroṕıa CE, entonces el estimador β̂ propuesto en (3.4) resulta un estimador
consistente de β0.

Demostración: Consideremos

Tn(β, σ) =
1

n

n∑
i=1

ρ1

(
yi − g(xi,β)− η̂β(ti)

σ

)
W (xi),

T̃n(β, σ) =
1

n

n∑
i=1

ρ1

(
yi − g(xi,β)− ηβ(ti)

σ

)
W (xi).

En primer lugar mostremos que si

sup
β∈B
|Tn(β, sn)− T (β, σ0)| ctp−−→ 0 (4.11)

donde el funcional T fue definido en (4.3), entonces β̂
ctp−−→ β0.
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Para ello observemos que C6, la continuidad la funciones g y η, el hecho que W es
una función acotada y el Teorema de Convergencia Dominada garantizan la continuidad
del funcional T (β, σ0). Luego, sea β̂k una subsucesión de β̂ tal que β̂k → β∗, suponga-
mos sin perder generalidad que β̂ → β∗. Si ‖β∗‖ < ∞, de (4.11) y la continuidad de

T (β, σ0) deducimos que Tn(β̂, sn)− T (β∗, σ0)
ctp−−→ 0 y Tn(β0, sn)− T (β0, σ0)

ctp−−→ 0. Como
Tn(β0, sn) ≥ Tn(β̂, sn) y T tiene un único mı́nimo en β0, fácilmente se obtiene β∗ = β0.

Supongamos que ‖β∗‖ =∞ luego igual que antes tenemos que Tn(β̂, sn)−T (β̂, σ0)
ctp−−→

0, Tn(β0, sn)−T (β0, σ0)
ctp−−→ 0 y Tn(β0, sn) ≥ Tn(β̂, sn) entonces ĺım

n→∞
T (β̂, σ0)−T (β0, σ0) ≤

0, llegando a una contradicción, por lo tanto ‖β∗‖ <∞.

Por lo tanto la demostración del Teorema se reduce a probar (4.11). Para ello veremos

sup
β∈B

|Tn(β, sn)− T̃n(β, sn)| ctp−−→ 0, (4.12)

sup
β∈B

|T̃n(β, sn)− T (β, sn)| ctp−−→ 0, (4.13)

sup
β∈B

|T (β, sn)− T (β, σ0)| ctp−−→ 0. (4.14)

Comencemos por ver (4.12). Dado ε > 0 existe Γ0 un conjunto compacto tal que P (t ∈
Γ0) > 1− ε. Sea Vn = n−1

∑n
i=1 I(ti 6∈ Γ0), ρ′1 = Ψ1 y M > 0 tal que 1/M < sn luego

sup
β∈B

|Tn(β, sn)− T̃n(β, sn)| ≤ ‖W‖∞{M‖Ψ1‖∞ sup
β∈B

sup
τ∈Γ0

|η̂β − ηβ|+ 2‖ρ1‖∞Vn}.

Por lo tanto, usando (4.10) y la Ley de los Grandes Números tenemos (4.12)

Veamos ahora (4.13), notemos que

sup
β∈B
|T̃n(β, sn)− T (β, sn)| ≤ sup

β∈B,σ∈S
|T̃n(β, σ)− T (β, σ)|.

Luego, usando la condición de entroṕıa CE, el hecho que E(|W (x)|) <∞, C6 y el Teorema
4.1.7 se obtiene lo deseado. Finalmente (4.14) se deduce de C6 junto con del Teorema de
Convergencia Dominada.

Teorema 4.2.10. Sea β̂ un estimador consistente de β0 entonces el estimador de la com-
ponente no paramétrica definido en (3.5) verifica que

sup
τ∈T0
‖η̂β̂ − η0‖

ctp−−→ 0.

Demostración: La demostración es una consecuencia inmediata del teorema (4.2.7), la
continuidad de ηβ y el hecho que ηβ0(τ) = η0(τ).
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4.3. Distribución Asintótica

En esta sección deduciremos la distribución asintótica del estimador propuesto del
parámetro de regresión β̂ para el modelo estudiado.

Para simplificar la notación notaremos por |A| a la norma eucĺıdea de cualquier matriz
o vector. Además, dados k y ε constantes positivas, definimos Tk = {τ ∈ R : |τ | ≤ k},
Xk = {x ∈ Rp : |x| ≤ k} y B y S entornos de β0 y σ0 respectivamente, es decir, B = {β ∈
Rq : |β − β0| ≤ ε} y S = {s ∈ R > 0 : |s− σ0| ≤ ε}.

Sea h : IRq → IR una función, notaremos por ∇zh(z) y Hzh(z) al vector gradiente y la
matriz hessiana, respectivamente con respecto a z y a modo de simplificar la notacion en
lo que sigue llamaremos

υ̂(τ,β) = ηβ(τ)− η̂β(τ)

ν̂(τ,β) = ∇β(ηβ(τ)− η̂β(τ))
∣∣∣
β=β

= (ν̂1(τ,β), . . . , ν̂q(τ,β)),

z(s, τ,β) = ∇β(g(s,β) + ηβ(τ))
∣∣∣
β=β

= (z1(s, τ,β), . . . , zq(s, τ,β)),

ẑ(s, τ,β) = ∇β(g(s,β) + η̂β(τ))
∣∣∣
β=β

= (ẑ1(s, τ,β), . . . , ẑq(s, τ,β)).

Asumiremos, a partir de ahora, que la variable t tiene distribución con soporte compacto y
convexo T y, también, consideraremos el siguiente conjunto de hipótesis:

N1. La función ρ
′
1 = Ψ1 es impar, continua y acotada.

N2. Las funciones Ψ
′
1, Ψ

′′
1 , Ψ2 = tΨ

′
1 y Ψ3 = tΨ

′′
1 son continuas y acotadas.

N3. La función de peso W es acotada.

N4. 1. La función de regresión g(x,β) es de clase C2 como función de β y verifica la
siguiente condición de equicontinuidad, dados β1,β2 ∈ B,

| g(x,β1)− g(x,β2)| ≤ F(x)|β1 − β2|

con F una función real que verifica sup
x∈Xk
|F(x)| <∞ para todo k > 0 y, además,

pediremos que sup
x∈Xk

g(x,β0) <∞ para todo k > 0.

2. Para todo 1 ≤ j, l ≤ q se satisface la siguiente condición de equicontinuidad

| ∂2

∂βj∂βl
g(x,β1)− ∂2

∂βj∂βl
g(x,β2)| ≤ R(x)|β1 − β2| para β1,β2 ∈ B.

con R una función real que verifica E
[
R2(x)

]
<∞ y sup

x∈Xk
|W (x)R(x)| <∞ para

todo k > 0.
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3. Para todo 1 ≤ j, l ≤ q y se satisface la siguiente condición

| ∂
∂βj

g(x,β0)| ≤ H1(x) y | ∂2

∂βj∂βl
g(x,β0)| ≤ H2(x),

con Hi funciones reales que verifican E
[
H2
i (x)

]
<∞ para i = 1, 2 y, además,

sup
x∈Xk
|
√
W (x)H1(x)| <∞ y sup

x∈Xk
|W (x)H2(x)| <∞

para todo k > 0.

N5. Las funciones η̂β(τ) y ηβ(τ) son de clase C1 como funciones de (β, τ) y de clase C2

como funciones de β tal que ∂2

∂βl∂βl
ηβ0

(τ) es acotada. Además para todo 1 ≤ j, l ≤ q
se satisface la siguiente condición de equicontinuidad

∀ε > 0, ∃δ > 0 : |β1 − β2| < δ ⇒ ‖ ∂2

∂βj∂βl
ηβ1
− ∂2

∂βj∂βl
ηβ2
‖∞ < ε.

N6. 1. ‖η̂
β̂
− η0‖∞

P−−→ 0 para cualquier estimador consistente β̂ de β0.

2. Para cada τ ∈ T y β ∈ B, υ̂(τ,β)
P−−→ 0. Además, n

1
4 ‖υ̂(τ,β0)‖∞

P−−→ 0

y n
1
4 ‖ν̂j(τ,β0)‖∞

P−−→ 0 para todo 1 ≤ j ≤ q.

3. ‖∂υ̂(τ,β0)
∂τ ‖∞

P−−→ 0 y ‖∂ν̂j(τ,β0)
∂τ ‖∞

P−−→ 0 para todo 1 ≤ j ≤ q.

4. sup
β∈B
‖ν̂(·,β)‖∞

P−−→ 0 y sup
β∈B
‖ ∂

∂βl
ν̂(·,β)‖∞

P−−→ 0 para todo 1 ≤ l ≤ q.

N7.

E
[
W (x)|z(x, t,β0)T z(x, t,β0)|

]
<∞

E
[
W (x)|Hβ(g(x,β) + ηβ(t))

∣∣∣
β=β0

|
]
<∞

N8. La matriz Σ es definida positiva donde

Σ = E
[
Ψ2

1

(
ε

σ0

)]
E
[
W 2(x)z(x, t,β0)z(x, t,β0)T

]
.

N9. La matriz A es no singular donde

A =
1

σ0
E
[
Ψ

′
1

(
ε

σ0

)]
E
[
W (x)z(x, t,β0)z(x, t,β0)T

]
.

N10. E
[
W (x)z(x, t,β0)

∣∣∣t]= 0.
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Observación 4.3.1. Las condiciones N5 y N6.4 implican que para cualquier estimador

consistente β̃ de β0 tenemos que ∆n
P−−→ 0 y ∧n

P−−→ 0 con

a) ∆n = máx
1≤j≤q

‖ ∂

∂βj
η̂
β̃
− ∂

∂βj
ηβ0
‖∞

b) ∧n = máx
1≤j,l≤q

‖ ∂2

∂βj∂βl
η̂
β̃
− ∂2

∂βj∂βl
ηβ0
‖∞

Observación 4.3.2. Los supuestos N1-N3 son condiciones estándar sobre la función de
pérdida y la función de peso en modelos de regresión. Lo supuesto en N5 y N6 es similar a
lo pedido en Boente-He et al. (2006).

La condición N4.1 se cumple, por ejemplo si g(x,β) tiene derivadas parciales continuas

con respecto a β como funciones de las covariables, N4.2 se verifica si ∂3

∂βj∂βl∂βk
g(x,β)

es continua como función de las covariables para todo 1 ≤ j, l, k ≤ q y con una elección
adecuada de la función peso W .

La condición N7 es usada para asegurar la consistencia de estimadores de la matriz A
basados en estimadores consistentes previos del parámetro β0 y de la función ηβ (ver Lema
4.3.4).

Además notar que N10 se satisface si, por ejemplo, W ≡ 1. Efectivamente, como ηβ(τ)
minimiza a S(β, a, τ) para cada τ , y cada β entonces satisface

E
(

Ψ1

(
y − g(x,β)− ηβ(τ)

sβ(t)

)
|t = τ

)
= 0,

luego derivando con respecto a β obtenemos

E
(

Ψ
′
1

(
y − g(x,β)− ηβ(τ)

sβ(t)

)
∇β
(
y − g(x,β)− ηβ(τ)

sβ(t)

)
|t = τ

)
= 0,

por último basta con evaluar en β0, considerar N1 y usar la independencia entre (x, t) y ε.

El siguiente lema y su demostración resultan de una pequeña adaptación del Lema 3.4.1
presentado en Spano (2016). El lema presenta resultados que pueden ser aplicados en un
contexto general de convergencia en probabilidad para ciertos procesos emṕıricos.

Lema 4.3.3. Consideremos las funciones ρ : R → R y M(x, t,β) : Rp × R × Rq → Rq×q
tales que cumplan las siguientes hipótesis:

L1. ρ es una función continua y acotada.

L2. Existe ε > 0 tal que E
(

supβ∈B |M(x, t,β)W (x)|
)
<∞.

L3. La función M(x, t,β) es equicontinua como función de β en el siguiente sentido, da-
do ε > 0 existe η > 0 tal que si |β1 − β2| < η y |βi − β0| < η con i = 1, 2
entonces|M(x, t,β1) −M(x, t,β2)| < ε si x ∈ Xk y t ∈ Tk. Además, pediremos que

sup
x∈Xk,t∈Tk

|M(x, t,β0)W (x)| <∞ para todo k > 0.
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Si (yi,x
T
i , ti) ∈ R1+p+1 son vectores aleatorios i.i.d. bajo el modelo no lineal (3.1), sn y

β̃ son estimadores consistentes de σ0 y β0 respectivamente y se satisface N4.1 entonces,

Dn
P−→ D siendo

Dn =
1

n

n∑
i=1

1

sn
ρ
(yi − g(xi, β̃)− η0(ti)

sn

)
M(xi, ti, β̃)W (xi),

D =
1

σ0
Eρ

(
ε

σ0

)
E
[
M(x, t,β0)W (x)

]
.

Demostración: Llamemos a I(y,x, t,β, s) = ρ
(
y−g(x,β)−η0(t)

s

)
M(x, t,β)W (x). Luego bas-

tará ver que

a) ĺım
n→∞

E
[

1
sn
I(y,x, t, β̃, sn)

]
= D

b) sup
β∈B,s∈S

∣∣∣ 1
n

n∑
i=1

I(yi,xi, ti,β, s)− E
[
I(y,x, t,β, s)

]∣∣∣ p−−→ 0.

El item a) se desprende de L1,L2, L3, N4.1, de la consistencia de β̃ y de sn, de la inde-
pendecia entre (x, t) y ε y del Teorema de Convergencia Dominada pues |I(y,x, t,β, s)| ≤
‖ρ‖ supβ∈B |M(x, t,β)W (x)| que es integrable.

Para probar el item b) estudiaremos la convergencia de cada elemento Iij de la matriz
I. Por el Teorema 4.1.6 bastará probar que, dado ε > 0 existe una clase finita de funciones
Fε tal que para todo β ∈ B y s ∈ S existen Iijε,l ∈ Fε y Iijε,u ∈ Fε tales que

E
(
Iijε,u(y,x, t)− Iijε,l(y,x, t)

)
< ε,

Iijε,u(y,x, t) ≤ Iij(y,x, t,β, s) ≤ Iijε,l(y,x, t).

Sea ε > 0 podemos tomar k ∈ N tal que si definimosAk =
{

(y,x, t) :
∣∣∣y−g(x,β0)−η0(t)

σ0

∣∣∣ ≤ k, |x| ≤ k, |t| ≤ k}
entonces P(Ak) > 1 − ε1 y además, como vale L2, E

[
sup
β∈B
|M(x, t,β)W (x)|IAck

]
< ε1 sien-

do ε1 = ε/5‖ρ‖. Ahora, si definimos C = sup
Xk,β∈B

|g(x,β)| + sup
Tk
|η0(t)|, y consideramos k1 =

σ0k+C entonces, llamando Bk = {|y| ≤ k1, |x| ≤ k, |t| ≤ k}, tenemos que Bk ⊇ Ak. Por otro
lado, sea M > 0 tal que, para todo β ∈ B y s ∈ S se verifica que ‖β‖ ≤M y M−1 < s < M .

Luego, si (y,x, t) ∈ Ak, β ∈ B y s ∈ S entonces |y−g(x,β)−η0(t)
s | ≤M(k1 + C) = b1.

Por L3 existe b2 ≥ 0 tal que sup
Bk,β∈B

|M(x, t,β)W (x)| ≤ b2. De L1 tenemos que la función

g(a, z) = ρ(a).z es uniformemente continua en Ck = {|a| ≤ b1, |z| ≤ b2} y, por lo tanto,
existe τ tal que |ρ(a1).z1 − ρ(a2).z2| < ε/10 si |a1 − a2| < τ , |z1 − z2| < τ , (a1, z1) ∈ Ck y
(a2, z2) ∈ Ck.
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Como valen L3 y N4.1, si (y,x, t) ∈ Bk entonces existe γ > 0 tal que si |β1 − β2| < γ
con β1,β2 ∈ B y |s1 − s2| < γ con s1, s2 ∈ S, entonces

∣∣∣y − g(x,β1)− η0(t)

s1
− y − g(x,β2)− η0(t)

s2

∣∣∣ < τ,∣∣∣M(x, t,β1)−M(x, t,β2)
∣∣∣ < τ.

Sean (Bq)Nq=1 una colección finita de bolas cuyos centros βq pertezcan a B de radio menor

a γ y (Sm)Nm=1 otra colección finita de bolas cuyos centros sm pertezcan a S de radio menor
a γ tales que B =

⋃N
q=1 Bq y S =

⋃N
m=1 Sm. Entonces dados β ∈ B y s ∈ S existen ı́ndices

(q,m) tales que β ∈ Bq y s ∈ Sm entonces

|Iij(y,x, t,β, s)− Iij(y,x, t,βq, sm)| ≤ |Iij(y,x, t,β, σ)− Iij(y,x, t,βq, sm)| IAk
+ 2‖ρ‖ sup

β∈B
|M(x, t,β)W (x)| IAck

≤ ε

10
+ 2‖ρ‖ sup

β∈B
|M(x, t,β)W (x)| IAck .

Entonces, definiendo φ(y,x, t) = ε
10 + 2‖ρ‖ supB |M(x, t,β)W (x)| IAck y luego considerando

a Iijε,l(y,x, t) = Iij(y,x, t,βq, sm)−φ(y,x, t) y Iijε,u(y,x, t) = Iij(y,x, t,βq, sm)+φ(y,x, t) te-

nemos que Fε = {Iijε,l, I
ij
ε,u} es una familia con cardinal N2, Iijε,u(y,x, t) ≤ Iij(y,x, t,β, s) ≤

Iijε,l(y,x, t) y E
(
Iijε,u(y,x, t)− Iijε,l(y,x, t)

)
≤ ε

5 + 4‖ρ‖ ε
5‖ρ‖ ≤ ε. Por lo tanto Dn

P−−→ 0 como

queŕıamos ver.

Lema 4.3.4. Sean (yi,xi, ti) observaciones independientes que cumplen el modelo (3.1) y

sean β̃
P−−→ β y sn

P−−→ σ0. Supongamos que se satisfacen las hipótesis N1 hasta N5, N6.1,

N6.4 y N7 entonces An
P−−→ A, donde A está definida en N9 y

An =

{
− 1

n

n∑
i=1

Ψ′1

(
yi − g(xi, β̃)− η̂

β̃
(ti)

sn

)
1

sn
W (xi)ẑ(xi, ti, β̃)ẑ(xi, ti, β̃)T

+
1

n

n∑
i=1

Ψ1

(
yi − g(xi, β̃)− η̂

β̃
(ti)

sn

)
W (xi)

[
Hβ

(
g(xi,β) + η̂β(ti)

)∣∣∣
β=β̃

]T}
.

Demostración: Consideremos a las funciones ϕ(a) = Ψ1

(
yi−g(xi,β̃)−a

sn

)
y ϕ̃(a) = Ψ′1

(
yi−g(xi,β̃)−a

sn

)
.

Luego, mediante desarrollos de Taylor de primer orden para ϕ y ϕ̃ centrados en η0(ti) y
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algunos manejos algebráicos se puede ver que An =
∑n

i=1 A
(j)
n donde

A(1)
n = − 1

n

n∑
i=1

1

sn
Ψ

′
1

(
yi − g(xi, β̃)− η0(ti)

sn

)
W (xi)z(xi, ti,β0)z(xi, ti,β0)T ,

A(2)
n =

1

n

n∑
i=1

1

sn
Ψ1

(
yi − g(xi, β̃)− η0(ti)

sn

)
W (xi)

[
Hβ

(
g(xi,β) + ηβ(ti)

)∣∣∣
β=β0

]T
,

A(3)
n =

1

n

n∑
i=1

1

s2
n

Ψ
′′
1

(
yi − g(xi, β̃)− ξ1,i

sn

)
W (xi)[η0(ti)− η̂β̃(ti)]z(xi, ti,β0)z(xi, ti,β0)T ,

A(4)
n =

1

n

n∑
i=1

1

sn
Ψ

′
1

(
yi − g(xi, β̃)− ξ2,i

sn

)
W (xi)[η0(ti)− η̂β̃(ti)]

[
Hβ

(
g(xi,β) + ηβ(ti)

)∣∣∣
β=β0

]T
,

A(5)
n =

1

n

n∑
i=1

1

sn
Ψ

′
1

(
yi − g(xi, β̃)− η̂

β̃
(ti)

sn

)
W (xi)

[
ẑ(xi, ti, β̃)ẑ(xi, ti, β̃)T − z(xi, ti,β0)z(xi, ti,β0)T

]
,

A(6)
n = − 1

n

n∑
i=1

1

sn
Ψ1

(
yi − g(xi, β̃)− η̂

β̃
(ti)

sn

)
W (xi)

[
Hβ

(
g(xi,β) + η̂β(ti)

)∣∣∣
β=β̃
−Hβ

(
g(xi,β) + ηβ(ti)

)∣∣∣
β=β0

]T
,

donde ξ1,i y ξ2,i son puntos intermedios entre η̂β(ti) y η0(ti). Usando N2, N3, N4.3, N5,

N7 y el Lema 4.3.3 es sencillo ver que A
(1)
n

P−−→ A. Veamos entonces que A
(j)
n

P−−→ 0 para
todo 2 ≤ j ≤ 6.

Para obtener convergencia de A
(2)
n basta observar la imparidad de Ψ1 dada en N1, N3,

N4.3, N5, N7 y el Lema 4.3.3. Usando N2, N6.1 y N7 junto con la LGN obtenemos la

convergencia de A
(3)
n y A

(4)
n . Para ver la convergencia de A

(5)
n notar que

ẑ(xi, ti, β̃)ẑ(xi, ti, β̃)T − z(xi, ti,β0)z(xi, ti,β0)T =
(
ẑ(xi, ti, β̃)− z(xi, ti,β0)

)(
ẑ(xi, ti, β̃)− z(xi, ti,β0)

)T
+
(
ẑ(xi, ti, β̃)− z(xi, ti,β0)

)
z(xi, ti,β0)T

+ z(xi, ti,β0)
(
ẑ(xi, ti, β̃)− z(xi, ti,β0)

)T
,

luego usando N2, N3, N4, N7 y la Observación 4.3.1 a), obtenemos lo deseado. Por último

usando N1, N3, N4.2 y la Observación 4.3.1 b), conclúımos con la convergencia de A
(6)
n .

Teorema 4.3.5. Supongamos que se satisfacen las hipótesis N1 hasta N10 y que sn
P−−→ σ.

Luego para cualquier estimador β̂ solución de (3.7) consistente de β0 se tiene que

√
n
(
β̂ − β0

)
D−−−→ N

(
0, A−1ΣA−1T

)
donde las matrices Σ y A están definidas en N16 y N17 respectivamente.

Demostración:

Definamos
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Ln(σ,β) =
1

n

n∑
i=1

Ψ1

(
yi − g(xi,β)− ηβ(ti)

σ

)
W (xi)z(xi, ti,β)T ,

L̂n(σ,β) =
1

n

n∑
i=1

Ψ1

(
yi − g(xi,β)− η̂β(ti)

σ

)
W (xi)ẑ(xi, ti,β)T .

Notemos que β̂ satisface L̂n(sn, β̂) = 0 o equivalentemente si llamamos L̂n,j a la j-ésima

coordenada de L̂n, entonces β̂ verifica L̂n,j(sn, β̂) = 0 para cada 1 ≤ j ≤ q. Haciendo una

expansión de Taylor de primer orden centrada en β = β0 de L̂n,j(sn,β) obtenemos:

L̂n,j(sn,β) =
1

n

n∑
i=1

Ψ1

(
yi − g(xi,β0)− η̂β0

(ti)

sn

)
W (xi)ẑj(xi, ti,β0) +A(j)

n (β̃)(β − β0),

donde

A(j)
n (β̃) =

{
−1

n

1

sn

n∑
i=1

Ψ′1

(
yi − g(xi, β̃)− η̂

β̃
(ti)

sn

)
W (xi)ẑj(xi, ti, β̃)ẑ(xi, ti, β̃)T

+
1

n

n∑
i=1

Ψ1

(
yi − g(xi, β̃)− η̂

β̃
(ti)

sn

)
W (xi)∇βẑj(xi, ti,β)

∣∣∣T
β=β̃

}
,

con β̃ un punto intermedio entre β y β0. Por lo tanto, si β = β̂ y An ∈ Rq×q es la matriz

cuya j− ésima fila es A
(j)
n (β̃) obtenemos que

−
√
n A−1

n L̂n(sn,β0) =
√
n (β̂ − β0).

Del Lema 4.3.4 sabemos que An
p−→ A donde la matriz A está definida en N9. Luego en

orden de obtener la distribución asintótica de β̂ será suficiente analizar el comportamiento
asintótico de L̂n(sn,β0). Para ello veremos que

1.
√
nLn(σ0,β0)

D−−→ N(0,Σ) donde Σ es la matriz definida en N8.

2.
√
n[L̂n(sn,β0)− Ln(sn,β0)]

P−−→ 0.

3.
√
n[Ln(sn,β0)− Ln(σ0,β0)]

P−−→ 0.

El primer punto se desprende faćılmente de N1, la simétria y la independtencia de ε y del
Teorema Central del Ĺımite.
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Para demostrar el punto 2 usaremos argumentos análogos a los presentados en Boente, He
et.all (2006). Notar que mediante una expansión de Taylor podemos escribir

√
n [L̂n(sn,β0)− Ln(sn,β0)] = L1

n + L2
n + L3

n + L4
n,

donde,

L1
n =

1√
n

n∑
i=1

1

sn
Ψ

′
1

(
yi − g(xi,β0)− η0(ti)

sn

)
W (xi)υ̂(ti,β0)z(xi, ti,β0),

L2
n =

1√
n

n∑
i=1

Ψ1

(
yi − g(xi,β0)− η0(ti)

sn

)
W (xi)ν̂(ti,β0),

L3
n =

1√
n

n∑
i=1

1

sn
Ψ

′
1

(
yi − g(xi,β0)− η0(ti)

sn

)
W (xi)υ̂(ti,β0)ν̂(ti,β0),

L4
n =

1√
n

n∑
i=1

1

s2
n

Ψ
′′
1

(
yi − g(xi,β0)− ξi

sn

)
W (xi)υ̂(ti,β0)2 ẑ(xi, ti,β0).

De las condiciones N2, N3, N6.2, N6.4, N7 y del hecho que sn → σ se desprende que

L3
n

P−−→ 0 y L4
n

P−−→ 0.

Veamos en lo que sigue que Ljn
P−−→ 0 para j = 1, 2.

Para demostrar la convergencia de L1
n llamemos zj(s, τ,β) a la j−coordenada de z(s, τ,β)

para cada 1 ≤ j ≤ q y definamos

J jn,1(σ, v) =
1√
n

n∑
i=1

1

σ
Ψ

′
1

(
yi − g(xi,β0)− η0(ti)

σ

)
W (xi)v(ti)zj(xi, ti,β0),

luego bastará probar que para cualquier ε > 0, P(|J jn,1(sn, υ̂(τ,β0))| > ε) → 0 para cada
1 ≤ j ≤ q.

Sean los conjuntos V = {v ∈ C1(T ) : ‖v‖∞ ≤ 1 y ‖v′‖∞ ≤ 1} y P = (σ02 , 2σ0). Notemos
por |(v, σ)| = ‖v‖+ |σ| a la norma sobre V ×P y definamos la siguiente familia de funciones

F j1 =

{
f j1,v,σ(y,x, t) =

1

σ
Ψ

′

1

(
y − g(x,β0)− η0(t)

σ

)
W (x)v(t)zj(x, t,β0), v ∈ V, σ ∈ P

}
Mediante un desarrollo de Taylor de primer orden en la variable σ, usando N2, N3 y algunos
manejos algebraicos obtenemos que

|f j1,vl,σs(y,x, t)− f
j
1,v,σ(y,x, t)| ≤

√
W (x)|zj(x, t,β0)|

{∣∣∣∣ 1σΨ
′
1

(
y − g(x,β0)− η0(t)

σ

)√
W (x)|v(t)− vl(t)|

+
1

(σ∗)2
Ψ

′′
1

(
y − g(x,β0)− η0(t)

σ∗

)(
y − g(x,β0)− η0(t)

σ∗

)√
W (x)vl(t)|σs − σ|

+
1

(σ∗)2
Ψ

′
1

(
y − g(x,β0)− η0(t)

σ∗

)√
W (x)vl(t)|σs − σ|

∣∣∣∣}
≤
√
W (x)|zj(x, t,β0)|(4 + 2σ0

σ2
0

)‖
√
W‖∞

[
2‖Ψ′

1‖∞ + ‖Ψ3‖∞
]
|(vl, σs)− (v, σ)|
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donde σ∗ es un punto intermedio entre σ y σs.

Luego llamandoA1 = 4+2σ0
σ2
0
‖
√
W‖∞

[
2‖Ψ′

1‖∞ + ‖Ψ3‖∞
]

y S(x, t) = A1

√
W (x)|zj(x, t,β0)|

tenemos que, por un lado, N7 implica que la función S es una envolvente en L2 para la
familia F j1 y además se verifica que

|f j1,vl,σs − f
j
1,v,σ| ≤ S(x, t)|(vl, σs)− (v, σ)| (4.15)

Por otro lado, como vale N10 tenemos que E (f(y,x, t)) = 0 para todo f ∈ F j1 . Luego,

debido a que vale (4.15), por el teorema (4.1.9), tenemos que la familia F j1 verifica la
siguiente la condición de bracketing

N[ ](2ε‖S‖P,2,F
j
1 , L

2(P)) ≤ N(ε,V, L2(P))N(ε,P, | · |)

y, por lo tanto, por la proposición (4.1.17) junto con la obsevación (4.1.8) se tiene que la
familia F j1 satisface que

J[ ](δ,F
j
1) −−−→

δ→0
0. (4.16)

Además, si F0 ⊆ F j1 y la envolvente S es usada para F0 se tiene que J[ ](δ,F0) ≤ J[ ](δ,F
j
1).

Por consiguiente, usando N6.2, N6.3 y del hecho que sn
P−−→ σ0 tenemos que dado δ > 0

existe n0 ∈ N tal que para todo n > n0 se cumple

P (|σ0 − sn| > δ) <
δ

2
y P (υ̂(τ,β0) ∈ V y ‖υ̂(·,β0)‖∞ > δ) <

δ

2
,

por lo tanto, dado ε > 0 tenemos que

P
(
|J jn,1(sn, υ̂(τ,β0))| > ε

)
≤ P

(
|J jn,1(sn, υ̂(τ,β0))| > ε, |σ0 − sn| < δ, ‖υ̂(τ,β0)‖∞ < δ

)
+ P (|σ0 − sn| > δ ó ‖υ̂(τ,β0)‖∞ > δ)

≤ P

(
sup

|σ0−σ|<δ,‖v‖∞<δ
|J jn,1(σ, v)| > ε

)
+ δ

≤ 1

ε
E

(
sup

|σ0−σ|<δ,‖v‖∞<δ
|J jn,1(σ, v)|

)
+ δ.

Luego es suficiente ver que

ĺım
n→∞

ĺım
δ→0

E

(
sup

|σ0−σ|<δ,‖v‖∞<δ
|J jn,1(σ, v)|

)
= 0.

Dado δ > 0, consideremos la subclase
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F jδ,1 =
{
f j1,v,σ(y,x, t) ∈ F j1 : ‖v‖∞ < δ

}
Es sencillo ver que la subclase F jδ,1 cumple que ‖f j1,v,σ‖2,P ≤ δ‖F‖2,P para toda f j1,v,σ ∈ F

j
δ,1

donde la función envolvente S(x, t) fue definida anteriormente. Luego, de la desigualdad
maximal enunciada en la Proposición (4.1.18), tenemos que

E

(
sup

|σ0−σ|<δ,‖v‖<δ
|J jn,1(σ, v)|

)
≤ D1J[ ](δ,F

j
δ,1)‖S‖2,P +

√
nE
(
S(x, t)I{F (x,t)>

√
na(δ)}

)
≤ D1J[ ](δ,F

j
1)‖S‖2,P +

1

a(δ)
E
(
S2(x, t)I{S(x,t)>

√
na(δ)}

)
.

Dado que la función S tiene segundo momento finito se desprende que para δ fijo,

ĺım
n→∞

EP

(
S2I{F>

√
na(δ)}

)
= 0,

entonces

ĺım
n→∞

E

(
sup

|σ0−σ|<δ,‖v‖<δ
|J jn,1(σ, v)|

)
≤ D1J[ ](δ,F

j
1)‖S‖2,P.

Luego, por lo dicho en (4.16) sabemos que J[ ](δ,F
j
1) −−−→

δ→0
0 concluyendo aśı lo que se queŕıa

probar.

Similarmente, para demostrar la convergencia de L2
n, definamos por ν̂j,0(τ) a la j−coordenada

de ν̂(τ,β0) y

Jn,2(σ, v) =
1√
n

n∑
i=1

Ψ1

(
yi − g(xi,β0)− η0(ti)

σ

)
W (xi)v(ti),

luego bastará probar que para cualquier ε > 0, P(|Jn,2(sn, ν̂j,0(τ))| > ε) → 0. Para ello
llamaremos

F2 =

{
f2,v,σ(y,x, t) = Ψ1

(
y − g(x,β0)− η0(t)

σ

)
W (x)v(t), v ∈ V, σ ∈ P

}
y

Fδ,2 = {f2,v,σ(y,x, t) ∈ F2 : ‖v‖∞ < δ y |σ − σ0| < δ} .

Notar que por N1, la simetŕıa de ε y su independencia con (x, t) obtenemos que E (f2,v,σ) =
0, y junto con N3 tenemos que existe una constante positiva C2 tal que |f2,v,σ(y,x, t)| ≤ C2

para todo v ∈ V y σ ∈ P y por último observemos que bajo N2,

|f2,vl,σs − f2,v,σ| ≤ A2|(vl, σs)− (v, σ)|,

con A2 = ‖W‖∞
[
‖Ψ1‖∞ + 2

σ0
‖Ψ2‖∞

]
.
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Luego, siguiendo la ĺınea de razonamiento anterior, tenemos que

J[ ](δ,F2) −−−→
δ→0

0.

Por consiguiente, para cada 1 ≤ j ≤ q, por N6.2, N6.3 y el hecho de que sn
P−−→ σ0, entonces

dado δ > 0 existe n0 ∈ N tal que para todo n > n0 se cumple

P (|σ0 − sn| > δ) <
δ

2
y P (ν̂j,0 ∈ V y ‖ν̂j,0‖∞ > δ) <

δ

2
.

Trabajando de la misma manera que la descripta anteriormente tenemos para cada 1 ≤ j ≤ q
dado ε > 0, existe D2 y n0 ∈ N tal que para todo n > n0

P (|Jn,2(sn, ν̂j,0)| > ε) ≤ 1

ε
D2J[ ](δ,F2) + δ.

Por lo tanto, L2
n = (Jn,2(sn, v0,1), ..., Jn,2(sn, v0,q))

P−−→ 0 como se queŕıa demostrar.

Para finalizar faltaŕıa probar el punto 3, es decir que
√
n[Ln(sn,β0)−Ln(σ0,β0)]

P−−→ 0.
Este resultado se obtiene usando argumentos similares al anterior por lo que su demostración
será delegada al apéndice.
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Caṕıtulo 5

Estudio de Simulación

En este Caṕıtulo se describirán los resultados de un estudio de simulación cuyo objeti-
vo es medir la performance del estimador robusto para un modelo parcialmente no lineal
propuesto en (3.3), al que notaremos por ROB, y comparar su comportamiento versus una
de sus versiones de estimación clásica descripta en (3.2) la que notaremos por CLA.

Para llevar a cabo los distintos pasos de nuestro estimador definido en (3.3) se consideró
por un lado, en el Paso 1, la función núcleo de Epanechnikov para el cálculo de los pesos
wi, es decir,

K(t) = 3/4(1− t2)I|t|≤1 (5.1)

con diferentes valores para la ventana h. Además para la ρ-función se eligió la ρk-función
de Huber, es decir

ρk(x) =


x2 si |x| ≤ k

2k|x| − k2 si |x| > k

con constante de calibración k = 1, 345. Por último para ŝβ(t) usamos la MAD local muestral
definida en (3.6).

Por otro lado, en el Paso 2, se usaron para ρ0 y ρ1 una ρ-función dentro de la familia
bicuadrada de Tukey definida por

ρc = mı́n{1− (1− (x/c)2)3, 1}

con constante de calibración c = 4 y se consideró b = 0.5. Además, para el cálculo de los
pesos W (x) se penalizó la distancia de Mahalanobis robusta de la covariable x, para lo cual
se computaron estimadores robustos, µ̂ y Σ̂, de los parámetros de posición y escala, respec-
tivamente, basados en x1, ...,xn y se consideró como función penalizadora con constante de
calibración d = χ2

0.975,3 a

κ(x) = I(|x|≤d)

(
1− (x/d)2

)2
,

35



finalmente los pesos fueron calculados de la forma

W (x) = κ
(

(x− µ̂)T Σ̂−1(x− µ̂)
)
.

Para medir la performance del estimador propuesto β̂ para β0 en base a los resultados
obtenidos calculamos como medidas resumen el desv́ıo estándar (SD), el sesgo (BIAS) y
el error cuadrático medio (MSE) para cada una de sus componentes. Por otro lado, para
medir la performance de la estimación no paramétrica η̂ para η0 calculamos la media, la
mediana y el desv́ıo estándar del error MSE(η̂), que denotamos por M.MSE, Med.MSE
y SD.MSE respectivamente, definido de la siguiente manera

MSE(η̂) =
1

n

n∑
i=1

(η̂(ti)− η0(ti))
2.

Para este estudio de simulación se realizaron N = 1000 replicaciones en las que se gene-
raron muestras aleatorias independientes (yi,x

T
i , ti) de tamaño n = 100 para el modelo par-

cialmente no lineal (3.1) donde consideramos como g(x,β) = (xTβ0)2 con β0 = (1, 2, 1.5)T

y η0(t) = sin(2πt) con t ∼ U [0, 1]. Para los procedimientos de suavizado se utilizaron dis-
tintos valores para la ventana h, sólo presentaremos los resultados obtenidos para el valor
h = 0.3 dado que los resultados obtenidos para cada un de ellas son muy similares entre
si. Los estimadores propuestos se evaluaron tanto bajo muestras sin contaminar, a la que
llamaremos C0, como también bajo muestras contaminadas C1, C2, C3 y C4 definidas a con-
tamiación. Los 1000 conjuntos de datos fueron generados para cada uno de los siguientes
cinco escenarios considerados en Jiang et al. (2017):

C0: x = (x1, x2, x3) ∼ N3 (0, I3) y la variable ε ∼ N(0, 1).

C1: x = (x1, x2, x3) ∼ N3 (0, I3) y la variable ε ∼ t1, la distribución T de Student con un
grado de libertad, es decir la distribución estandar Cauchy.

C2: x = (x1, x2, x3) ∼ N3 (0, I3) y la variable ε ∼ 0.9N(0, 1) + 0.1N(0, 102).

C3: x = (x1, x2, x3) ∼ N3 (0, I3) reemplazando un 10 % de los valores originales por valores
at́ıpicos (5, 5, 5) y la variable ε ∼ t1.

C4: x = (x1, x2, x3) ∼ N3 (0, I3) reemplazando un 10 % de los valores originales por valores
at́ıpicos (5, 5, 5) y la variable ε ∼ N(0, 1).

El primer escenario es para evaluar la performance de nuestra propuesta y poder com-
pararlo con el método clásico cuando los errores provienen de una distribución normal y
no hay valores at́ıpicos en la muestra. El segundo y tercer escenario consideran errores con
colas pesadas. El cuarto escenario estudia la robustez del estimador propuesto bajo la pre-
sencia de outliers tanto en la variable x como en los errores. Por último, el quinto escenario
considera outliers de alto leverage en la variable x.
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Los siguientes gráficos y tablas resumen los resultados de la simulación. Los boxplot y las
estimaciones de la densidad corresponden a las propuestas de estimacion de los parámetros
β01, β02 y β03 bajo los distintintos escenarios considerados, mientras que las tablas muestran
las medidas resumen SD, BIAS y el MSE para cada uno de ellos y M.MSE, Med.MSE
y SD.MSE para la función η0. Por otro lado, en la Figura 5.8 se muestra el gráfico para
las estimaciones clásica y robusta de la función η0 en una de las mil replicaciones versus la
gráfica de la verdadera función en cada uno de los escenarios propuestos.

Figura 5.1: Boxplots de β̂1 por el método CLA vs. el método ROB bajo C0 y las contamina-
ciones C1, C2, C3 y C4 de izquierda a derecha. La ĺınea roja se encuentra sobre el verdadero
valor de β01.
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Figura 5.2: Boxplots de β̂2 por el método CLA vs. el método ROB bajo C0 y las contamina-
ciones C1, C2, C3 y C4 de izquierda a derecha. La ĺınea roja se encuentra sobre el verdadero
valor de β02.

Figura 5.3: Boxplots de β̂3 por el método CLA vs. el método ROB bajo C0 y las contamina-
ciones C1, C2, C3 y C4 de izquierda a derecha. La ĺınea roja se encuentra sobre el verdadero
valor de β03.
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Método β01 = 1 β02 = 2 β03 = 1.5
BIAS SD MSE BIAS SD MSE BIAS SD MSE

C0
CLA 0.0005 0.0206 0.0004 -0.0001 0.0187 0.0003 -0.0003 0.002 0.0004
ROB 0.0004 0.0312 0.0010 -0.0090 0.0274 0.0007 0.0002 0.0297 0.0009

C1
CLA -0.0820 0.6081 0.3762 -0.0270 0.6081 0.3701 -0.0710 0.6712 0.4552
ROB -0.0004 0.0500 0.0025 -0.0009 0.0445 0.0020 -0.0005 0.0474 0.0022

C2
CLA -0.0600 0.5653 0.3229 0.036 0.5839 0.342 -0.001 0.593 0.3513
ROB 0.0008 0.0314 0.0010 -0.0002 0.0274 0.0008 0.0015 0.0297 0.0009

C3
CLA 0.2785 0.7084 0.5789 1.073 0.7754 1.7520 0.8057 0.7620 1.2292
ROB 0.0010 0.0513 0.0026 0.0077 0.0458 0.0022 0.0044 0.0507 0.0026

C4
CLA 0.4255 0.3621 0.3120 1.2535 0.4350 1.7612 1.0360 0.3570 1.2010
ROB 0.0015 0.0281 0.0008 0.0043 0.0271 0.0008 0.0040 0.0284 0.0008

Cuadro 5.1: Medidas resumen para las estimaciones de los parámetros β01, β02, β03 bajo los
escenarios C0, C1, C2, C3 y C4 descriptos anteriormente.

Figura 5.4: Estimación de la densidad dados los 1000 valores estimados de β01 para el
método clásico en rojo y robusto en negro bajo C0, C1, C2, C3 y C4.
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Figura 5.5: Estimación de la densidad dados los 1000 valores estimados de β02 para el
método clásico en rojo y robusto en negro bajo C0, C1, C2, C3 y C4.

Figura 5.6: Estimación de la densidad dados los 1000 valores estimados de β03 para el
método clásico en rojo y robusto en negro bajo C0, C1, C2, C3 y C4.
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Figura 5.7: Estimación de la densidad de Med.MSE(η̂) obtenidas bajo los cinco escenarios
descriptos anteriormente. La curva en negro corresponde al métod CLA y las dadas en rojo
corresponden al método ROB.

Estimación para η0

Método M.MSE SD.MSE Med.MSE

C0
CLA 0.0926 0.0331 0.0869
ROB 0.0997 0.0437 0.0923

C1
CLA 5 62.9 8328 3.668
ROB 0.1783 0.1275 0.1438

C2
CLA 30.9236 35.0628 20.3381
ROB 0.1084 0.0511 0.0981

C3
CLA 573.5674 7893.1058 31.9639
ROB 0.3012 0.2765 0.2257

C4
CLA 31.5823 13.9275 29.4050
ROB 0.1286 0.0651 0.1151

Cuadro 5.2: Medidas resumen para la función no paramétrica η0 bajo los cinco escenarios
descriptos anteriormente.
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Figura 5.8: Con trazo negro se muestra la curva real η0, en puntos rojos y negros se muestran
sus valores estimados con el método ROB y CLA respectivamente.
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En los Cuadros 5.1 y 5.2 podemos observar que bajo el escenario C0, si bien, como
es de esperar, existe una diferencia entre los estimadores, ésta es mı́nima. Es decir, el
comportamiento del estimador robusto propuesto, tanto para el parámetro β0 como para
la función η0, es similar al del estimador de mı́nimos cuadrados cuando la muestra está sin
contaminar.

Al introducir distintas alteraciones en la muestra podemos ver como el estimador de
mı́nimos cuadrados es severamente afectado en comparación del estimador robusto.

Por un lado, en la estimación para el parámetro de regresión β0 usando el método clásico
bajo los escenarios C1 y C2 podemos ver que existe un aumento considerable en los valores
de los ECM ’s pero no aśı en los valores de los sesgos (BIAS). Es decir, este aumento
pareciera ser por el incremento en los valores de los desvios (SD). Esta situación se ve
reflejada, no sólo en las filas correspondientes a C1 y C2 del Cuadro 5.1 sino también puede
ser observada gráficamente en los boxplot correspondientes dados en las Figuras 5.1, 5.2,
5.3 y en la Figuras 5.4, 5.5 y 5.6 en las que se muestran las estimaciónes de las densidad de
los estimadores de los parámetros de regresión.

Bajo los escenarios propuestos en C3 y C4 es donde se encuentran las mayores diferencias
entre ambos estimadores. Podemos observar que, usando el método clásico, los ECM ’s del
parámetro β aumentan hasta en diez mil veces su valor con respecto al escenario C0 dado,
a diferencia de los escenarios C1 y C2, por un aumento en los valores del sesgo (BIAS),
mientras que el estimador robusto se conserva dentro de rangos razonables.

Por otro lado, podemos observar que la estimación robusta (ROB) para la función η0

bajo una muestra sin contaminar tiene un comportamiento similar a la estimación clásica
(CLA). Bajo los distintos escenarios de contaminación propuestos el estimador clásico para
η0 se ve afectado a niveles exagerados perdiendo casi el sentido de la ”buena” estimación,
mientras que el estimador robusto conserva la ĺınea como puede observarse en los valores
resúmenes del Cuadro 5.2 y en las Figuras 5.7 y 5.8.
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Caṕıtulo 6

Ejemplo con datos reales

En esta sección, con el objetivo de ilustrar el uso de los estimadores propuestos, estudia-
remos el ajuste de un modelo parcialmente no lineal (3.1) al conjunto de datos metereológicos
“airquality” obtenidos del Departamento de Conservación del Estado de Nueva York los
cuales se encuentran disponibles en el Software R . Con la intención de estudiar la calidad
del aire en el área metropolitana de Nueva York fueron registrados diariamente entre el 1◦

de mayo y el 30 de septiembre de 1973 un total de 153 observaciones, cada registro constaba
de mediciones de cuatro variables: ozono (O), radiación solar, promedio de la velocidad del
viento (V) y la temperatura máxima medida en grados Fahrenheit (T). Es importante re-
saltar que este conjunto de datos posee observaciones faltantes, entre las 153 observaciones
se encuentran 37 con datos faltantes, para nuestro análisis y a modo de ilustrar nuestro
procedimiento trabajaremos sólo con las 116 que fueron registradas de modo completo.

Este conjunto de datos fue introducido en Chambers et al. (1983). Cleveland (1985)
estudió la relación entre el ozono y la velocidad del viento detectando una relación no lineal
en la cual a medida que la velocidad aumenta, el ozono decrece. Esto se debe al incremento
de ventilación que se produce cuando la velocidad del viento es mayor. En Spano (2016)
retoman el análisis propuesto por Cleveland (1985) pero, a diferencia de éste, no descartan
los datos incompletos si no que trabajan en un contexto donde puede haber datos faltantes.
Luego de probar diferentes modelos obtienen que utilizar una regresión no lineal con una
función de decrecimiento exponencial dado por la siguente función de regresión

g(V, β1, β2, β3) = β1 exp (β2V ) + β3 (6.1)

resulta un modelo adecuado para explicar la relación entre el ozono y la velocidad del
viento. Asimismo, realizan un estudio para detectar valores at́ıpicos en la muestra donde
se identifican y explican la presencia de 5 outliers, que corresponden a las observaciones
número 86, 100, 101, 121 y 126 de la muestra original.

En lo que sigue discutiremos si resulta razonable la inclusión de la variable temperatura
a fin de obtener un mejor ajuste de la variable ozono. Para ello consideraremos un modelo
de regresión no paramétrico definido en (2.1),

O = m(V, T ) + ε
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donde m : R2 → R es una función suave y ε una variable aleatoria en R.

Para un primer análisis a modo descriptivo estimaremos la función m con el procedi-
miento de estimación robusto descripto en (2.1.2) y tomando como función núcleo el de
Epanechnicov (5.1). Realizamos el ajuste para distintos valores de ventanas y como se pue-
de apreciar en la Figura 6.1, debido a que el rango de las observaciones temperatura y
velocidad del viento es considerablemente diferente usamos dos ventanas diferentes.
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Figura 6.1: Conjunto de datos correspondientes al ozono, la temperatura y la velocidad del
viento, en rojo se pueden apreciar los puntos considerados at́ıpicos en Spano (2016).

La Figura 6.2 ilustra algunos de los ajustes obtenidos para diferentes valores de ventanas,
en ella se observa por un lado que a pesar de considerar diferentes valores de ancho de banda
el comportamiento de la función de regresión estimada no presenta un cambio considerable
de forma. Por otro, lado observamos claramente que la variable ozono tiene una dependencia
importante para diferentes condiciones de temperatura.

Luego, a partir del análisis anterior consideraremos la inclusión de la variable tempe-
ratura al modelo de regresión no lineal considerado en Spano (2016), proponiendo una
dependencia noparamétrica con la variable ozono, es decir ajustaremos el siguiente modelo
parcialmente no lineal

O = β1 exp (β2V ) + η(T ) + ε. (6.2)

Notemos que a diferencia del modelo puramente no lineal, en este modelo no consideramos
el parámetro β3 ya que será modelado como parte de la función η evitando un problema de
identificabilidad.

En la Tabla 6.1 resumiremos el error cuadrático medio (ECM) y error cuadrático me-
diano (ECMed) calculados con el fin de evaluar los diferentes ajustes de los modelos con-
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Figura 6.2: Estimador noparamétrico de la regresión usando diferentes ventanas.
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siderados. Mas espećıficamente, calculamos

ECM(m̂) =
1

n

n∑
i=1

(Oi − m̂(Vi, Ti))
2,

ECMed(m̂) = median((Oi − m̂(Vi, Ti))
2),

donde m̂(V, T ) corresponderá al estimador de la función de regresión en el punto (V, T )
bajo el modelo calculado. En particular, comparamos nuestro procedimiento de estimación
utilizando:

un modelo puramente no paramétrico que notamos como (NP ), para las variables
regresoras velocidad del viento y temperatura que estimamos utilizando estimadores
robustos.

un modelo no lineal para la variable velocidad del viento estimado a partir del proce-
dimiento robusto presentado en Spano (2016) que denotamos (NLR).

un modelo parcialmente no lineal estimado (PNLR) a partir del procedimiento ro-
busto el cual presentamos en (3.3).

m̂NP m̂NLR m̂PNLR

ECM 376.6914 903.6621 275.6815
ECMed 70.6501 126.3261 53.41841

Cuadro 6.1: ECM y ECMed para los diferentes modelos considerados.

Tanto para el cálculo del estimador NP como de nuestro procedimiento PNLR que
requieren de la selección de un paramétro de suavizado se han computado los estimadores
para diferentes valores de ventanas y se ha elegido aquella con menor ECM . En la Figura
6.3 observamos el resultado del ECM y el ECMed de nuestra propuesta de estimación
para diferentes valores de ventana. Bajo el modelo PNLR, los valores estimados para β1 y
β2 correspoden a 186.8735 y −0.3524, respectivamente.

Como se obeserva en la Tabla 6.1, modelar la variable ozono a partir de la variable
velocidad del viento y temperatura conduce a un mejor ajuste. Esto se ve plasmado al
comparar el ECMed obtenido bajo un modelo puramente no lineal frente al ECMed de los
estimadores obtenidos en el modelo parcialmente no lineal, cabe destacar que corresponde
aqúı comparar el ECMed en lugar del ECM ya que debido a la presencia de outliers esta
última no representa una medida adecuada. Por otro lado en la Figura 6.3 obsevamos que
aún los valores más altos de ECMed obtenidos para diferentes ventanas se conservan por
debajo del 126.3261 que corresponde al ECMed del estimador bajo el modelo no lineal.
Finalmente si comparamos la estimación bajo el modelo parcialmente no lineal frente al
estimador bajo un modelo puramente no paramétrico, notamos una reducción del ECMed.
Esto pone de manifiesto que el modelo propuesto parece adecuarce a la variable a ser
explicada.
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Figura 6.3: ECM en rojo y ECMed en azul del estimador m̂PNLR calculados para diferentes
anchos de banda.

Para finalizar el análisis, utilizaremos los estimadores robustos calculados para detectar
datos at́ıpicos en la muestra. En la Figura 6.5 se resume con dos gráficos los residuos
estandarizados basados obtenidos. En base a los mismos podemos detectar 5 outliers, que
corresponden a las observaciones número 30, 62, 86, 117 y 126 de la muetra original que se
muestran el la Figura 6.4

Las obervaciones 86 y 126 también fueron detectadas como at́ıpicas en Spano (2016);
una de ella corresponde a un nivel muy bajo de velocidad del viento asociada a un valor
relativamente bajo de ozono. Dos de las observaciones detectadas se corresponden a al-
tos valores de ozono pero bajas velocidades de viento. Aśı mismo en todos los casos las
temperaturas correspondientes a los outliers encontrados conservan valores medios altos.

Por último eliminamos las 5 observaciones detectadas como at́ıpicas y calculamos el
estimador clásico obteniendo un ECM = 125.4424 y ECMed = 49.204 y los parámetros de
β fueron estimados con β̂1 = 112.2661 y β̂2 = −0.3175. Intentando una comparación más
clara de ambos ajustes, es decir el ajuste clásico sin outliers frente al ajuste robusto con
la muestra completa, calculamos para cada ajuste residuos parciales de la componente no
paramétrica y de la paramétrica. Es decir, obtuvimos resi = Oi−g(β̂, Vi) y r̃esi = Oi−η̂(Ti)
para cada observación i de la muestra, donde los estimadores β̂ y η̂ fueron calculados de
acuerdo al procedimiento clásico y robusto según correspond́ıa. La Figura 6.6, resume el
ajuste de la componente no paramétrica η y la componente paramétrica g(·, β). Como se
puede obervar en la figura, el ajuste robusto frente a la presencia de outliers tiene un
comportamiento similar al ajuste clásico obtenido en la muestra sin datos at́ıpicos.
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Figura 6.4: Conjunto de datos correspondientes al ozono, la temperatura y la velocidad del
viento, en rojo se pueden apreciar los puntos considerados at́ıpicos.
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Figura 6.5: Gráficos de residuos estandarizados versus el indice y boxplot de los residuos
estandarizados.
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Figura 6.6: a) temperatura versus resi (puntos negros robusto y diamantes azules ćlasico), la
ĺınea negra corresponde al ajuste robusto de η y en rojo el ajuste clásico de η. b) velocidad
del viento versus r̃esi (puntos negros robusto y diamantes azules clásico), la ĺınea negra
corresponde al ajuste robusto de g(·, β) y en rojo el ajuste clásico.
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Caṕıtulo 7

Apéndice

7.1. Demostraciones de la Sección 4.2

Comenzaremos esta sección demostrando el Lema 4.2.2 para ello utilizaremos la siguiente
desigualdad.

Lema 7.1.1. Desigualdad de Bernstein

Sean X1, . . . , Xn variables aleatorias independientes con esperanza 0 y varianza finita, si
para todo 1 ≤ i ≤ n se verifica que |Xi| ≤M casi seguramente luego

P

(
|
n∑
i=1

Xi| > ε

)
≤ 2 exp

(
− 3ε2

2(3V +Mε)

)
donde V >

∑n
i=1 V ar(Xi).

Demostración del Lema 4.2.2: Sea τ ∈ T0, llamemos wi(τ) = K
(
τ−ti
hn

)
−E

(
K
(
τ−ti
hn

))
y Sn(τ) =

∑n
i=1wi(τ). Como K es una función acotada entonces existe A1 ∈ R tal que

para todo 1 ≤ i ≤ n se cumple que |wi| ≤ A1, además por C1 y C2 tenemos que E(wi) = 0
y V ar(wi) ≤ ‖K‖∞‖ft‖∞hn para todo 1 ≤ i ≤ n. Luego usando C7 y la desigualdad de
Bernstein (7.1.1) tenemos que dado ε > 0 existen n1 ∈ N y alguna constante positiva α ∈ R
tal que para todo n > n1 se verifica que P( 1

nhn
|Sn(τ)| > ε) ≤ exp(−αnhn) y como la cota

no depende de τ llegamos a

sup
τ∈T0

P(
1

nhn
|Sn(τ)| > ε) ≤ 2 exp(−αnhn). (7.1)

Por otro lado como T0 es un conjunto compacto, podemos considerar una colección finita
de bolas Bj = Bhγn(τj) con centros τj ∈ T0 y radio hγn con γ = 3 tal que T0 ⊆

⋃l
j=1Bj .

Luego

sup
τ∈T0
|Sn(τ)| ≤ máx

1≤j≤l
sup
τ∈Bj

|Sn(τ)− Sn(τj)|+ máx
1≤j≤l

|Sn(τj)|.
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Por C2 la función K es Lipschitz de orden uno, llamemos ‖K‖L a su constante Lipschitz.
Entonces, para cada τ ∈ Bj tenemos que

1

nhn
|Sn(τ)− Sn(τj)| ≤

1

nhn
‖K‖Lnhγ−1

n = Chγ−2
n . (7.2)

Luego, como hn → 0 entoces existe n2 ∈ N tal que para todo n > n2 tenemos que

máx
1≤j≤l

sup
τ∈Bj

1

nhn
|Sn(τ)− Sn(τj)| < ε.

Finalmemte por C7, (7.1) y (7.2) existe n0 = máx{n1, n2} tal que para todo n > n0 se
verifica

P
(

1

nhn
sup
τ∈T0
|Sn(τ)| > 2ε

)
≤ P

(
máx
1≤j≤l

1

nhn
|Sn(τj)| > ε

)

≤
l∑

j=1

P
(

1

nhn
|Sn(τj)| > ε

)
≤ 2l exp (−αnhn) ≤ Cn−2

lo cual concluye la demostración.

Demostración del Lema 4.2.3: Veamos que, dado ε > 0, existe a real tal que, para
todo τ ∈ T0 y para todo β ∈ B se verifica que Fβ(a|t = τ) < ε. Efectivamente, sean
β̃ ∈ B y τ̃ ∈ T0 fijos entonces existe a(β̃, τ̃) ∈ R tal que Fβ̃(a(β̃, τ̃)|t = τ̃) < ε. Como por

C4.3, Fβ(v|t = τ) es una función continua de (β, τ), también existe δ = δ(β̃, τ̃) > 0 tal
que si |β − β̃| < δ y |τ − τ̃ | < δ entonces Fβ(a(β̃, τ̃)|t = τ) < ε. Trivialmente T0 × B ⊆⋃
Bδ(β,τ)(β, τ), luego, como T0×B es un conjunto compacto existen (β1, τ1), ..., (βm, τm) ∈

T0 × B tales que T0 × B ⊆
⋃m
i=1Bδ(βi,τi)(βi, τi). Sean a(β1, τ1), ..., a(βm, τm) ∈ R tales que

Fβi(a(βi, τi)|t = τi) < ε para 1 ≤ i ≤ m. Definamos a = mı́n1≤i≤m(a(βi, τi)). Por último
notar que dado (β, τ) existe 1 ≤ i ≤ m tal que (β, τ) ⊆ Bδ(βi,τi)(βi, τi) de donde se deduce
que Fβ(a|t = τ) ≤ Fβ(a(βi, τi)|t = τ) < ε.

La otra desigualdad se demuestra análogamente.

Demostración del Lema 4.2.4: Para la continuidad de λ veamos que dada (βn, τn, an, σn)→
(β, τ, a, σ) se cumple que λ(βn, τn, an, σn)→ λ(β, τ, a, σ) cuando n→∞. Para ello bastará
ver que

a)
∫

Ψ
(
v−a
σ

)
dFβn(v|t = τn)→

∫
Ψ
(
v−a
σ

)
dFβ(v|t = τ).

b)
∫ [

Ψ
(
v−an
σn

)
−Ψ

(
v−a
σ

) ]
dFβn(v|t = τn)→ 0.

Para el punto a) basta con notar que como valen C4.3 y C5 estamos bajo las condiciones
del Lema de Portmanteau.
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Veamos el punto b). Para ello tomemos ε > 0, el Lema 4.2.3 implica que existe n0 ∈ N
y constantes a y b tales que Fβn(b|t = τn) > 1 − ε/4‖Ψ‖∞ y Fβn(a|t = τn) < ε/4‖Ψ‖∞
para todo n > n0. Por otro lado, por C5 sabemos que existe n1 ∈ N tal que |Ψ

(
v−an
σn

)
−

Ψ
(
v−a
σ

)
| < ε/2 para todo n > n1 y para todo v en [a, b]. Luego, tomando n = máx{n0, n1}

llegamos a∫ [
Ψ

(
v − an
σn

)
−Ψ

(
v − a
σ

)]
dFβn(v|t = τn) ≤ (ε/2)

∫
[a,b]

dFβn(v|t = τn)

+ 2‖Ψ‖∞
∫

[a,b]c
dFβn(v|t = τn)

≤ ε.

concluyendo aśı lo que queŕıamos probar. Por otro lado, para ver la continuidad de ηβ(τ)
observemos que como Ψ es estrictamente creciente tenemos que para todo ζ > 0

λ(β, τ, ηβ(τ)− ζ, σ) > λ(β, τ, ηβ(τ), σ) > λ(β, τ, ηβ(τ) + ζ, σ).

Debido a la continuidad de λ sabemos que ∀ε > 0, ∃δ > 0 tal que |(β1, τ1) − (β, τ)| < δ
entonces

|λ(β1, τ1, ηβ(τ)± ζ, σ)− λ(β, τ, ηβ(τ)± ζ, σ)| < ε (7.3)

Sea ε = mı́n{λ(β, τ, ηβ(τ), σ)−λ(β, τ, ηβ(τ) + ζ, σ), λ(β, τ, ηβ(τ)− ζ, σ)−λ(β, τ, ηβ(τ), σ)}
entonces (7.3) implica que existe δ1 > 0 tal que si |(β1, τ1)− (β, τ)| < δ1 se tiene que

λ(β1, τ1, ηβ(τ) + ζ, σ) < λ(β, τ, ηβ(τ) + ζ, σ) + ε < λ(β1, τ1, ηβ1
(τ1), σ)

y, por lo tanto, ηβ1
(τ1) − ηβ(τ) < ζ. Análogamente se ve que existe δ2 > 0 tal que si

|(β1, τ1) − (β, τ)| < δ2 entonces −ζ < ηβ1
(τ1) − ηβ(τ). Por lo tanto, dado ζ > 0 si δ =

mı́n{δ1, δ2} se tiene que si

|(β1, τ1)− (β, τ)| < δ ⇒ |ηβ(τ)− ηβ1
(τ1)| < ζ.

Demostración del Lema 4.2.5: Por Lema 4.2.3 existen constantes a, b tales que Fβ(b|t =
τ) > 7

8 y Fβ(a|t = τ) < 1
8 para todo τ ∈ T0 y para todo β ∈ B. Por (4.7) sabemos que, dado

ε > 0 existe n0 ∈ N tal que −ε < Fn,β(v|t = τ) − Fβ(v|t = τ) < ε para todo n > n0. En
particular tomando ε = 1

8 , v = a y v = b llegamos a Fn,β(a|t = τ) < 1
4 y Fn,β(b|t = τ) > 3

4
para todo n > n0, para todo τ ∈ T0 y para todo β ∈ B, luego se deduce que a < mn,β(τ) < b,
donde mn,β(τ) es la mediana respecto a la distribución Fn,β(·|t = τ). Es sencillo ver que
la elección de a, b y n0 implican además que sn,β(τ) ≤ b − a para todo n > n0, para todo
τ ∈ T0 y para todo β ∈ B. Como vale C4.2 tenemos que para cada τ y β fijos Fβ(v|t = τ)
es una función de distribución continua, luego dados β0 ∈ B y τ0 ∈ T0 existen constantes
a(β0, τ0) y b(β0, τ0) tales que Fβ0

(a(β0, τ0)|t = τ0) = 1
3 y Fβ0

(b(β0, τ0)|t = τ0) = 7
10 . Por

C4.3 sabemos que existe δ0 = δ(β0, τ0) tal que si |β − β0| < δ y |τ − τ0| < δ entonces

1

3
− ε < Fβ(a(β0, t0)|t = τ) <

1

3
+ ε y

7

10
− ε < Fβ(b(β0, τ0)|t = τ) <

7

10
+ ε.
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Sea Bh(c) la bola de centro c y radio h. Trivialmente T0 × B ⊆
⋃
Bδ(β,τ)(β, τ), luego

como T0 × B en un conjunto compacto existen (β1, τ1), ..., (βm, τm) ∈ T0 × B tales que
T0×B ⊆

⋃m
i=1Bδ(βi,τi)(βi, τi). Para cada (βi, τi), con 1 ≤ i ≤ m, existen a(βi, τi) y b(βi, τi)

tales que Fβi(a(βi, τi))|t = τi) = 1
3 y Fβi(b(βi, τi))|t = τi) = 7

10 , por lo tanto, para todo
(β, τ) ∈ Bδ(βi,τi)(βi, τi) tenemos que

1

3
− ε < Fβ(a(βi, τi)|t = τ) <

1

3
+ ε y

7

10
− ε < Fβ(b(βi, τi)|t = τ) <

7

10
+ ε.

Por C4.2 existe η > 0 tal que

1

3
−2ε < Fβ(a(βi, τi)−η|t = τ) <

1

3
+2ε y

7

10
−2ε < Fβ(b(βi, τi)+η|t = τ) <

7

10
+2ε,

y por (4.7) tenemos que para todo (β, τ) ∈ Bδ(βi,τi)(βi, τi), para todo n > n0 y 1 ≤ i ≤ m

1

3
−3ε < Fn,β(a(βi, τi)−η|t = τ) <

1

3
+3ε y

7

10
−3ε < Fn,β(b(βi, τi)+η|t = τ) <

7

10
+3ε.

Finalmente, tomando ε = 1
60 obtenemos que para todo n > n0, Fn,β(a(βi, ti)|t = τ) < 1

2 ,
Fn,β(a(βi, τi)− η|t = τ) > 1

4 , Fn,β(b(βi, τi)|t = τ) > 1
2 y Fn,β(b(βi, τi) + η|t = τ) < 3

4 para
todo n > n0 y para todo 1 ≤ i ≤ m. Por lo tanto a(βi, τi) < mn,β(τ) < b(βi, τi) para todo
(β, τ) ∈ Bδi(βi, τi) y sn,β(τ) > η para todo τ ∈ T0 y para todo β ∈ B si n > n0 concluyendo
aśı la demostración.

Demostración del Teorema 4.2.6: Notemos que si consideramos para cada v ∈ R fijo
zi,β = I(−∞,v](vi,β) y K la función núcleo, entonces F̂β(·|t = τ) puede escribirse como el
cociente entre R1n(β, τ) y R0n(τ) donde

R1n(β, τ) =
1

nhn

n∑
i=1

zi,βK

(
τ − ti
hn

)
y R0n(τ) =

1

nhn

n∑
i=1

K

(
τ − ti
hn

)
,

mediante algunos sencillos manejos algebraicos, llegamos a la siguiente desigualdad:

|F̂β(v|t = τ)− Fβ(v|t = τ)| ≤
[∣∣R1n(β, τ)− E(R1n(β, τ))

∣∣
+
∣∣E(R1n(β, τ))− Fβ(v|t = τ)E(R0n(τ))

∣∣
+
∣∣Fβ(v|t = τ)| |E(R0n(τ))−R0n(τ)

∣∣] 1

R0n(τ)
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por lo tanto, bastará probar que:

sup
v∈R

sup
β∈B

sup
τ∈T0

∣∣R1n(β, τ)− E(R1n(β, τ))
∣∣→ 0 ctp (7.4)

sup
τ∈T0
|E(R0n(τ))−R0n(τ)

∣∣→ 0 ctp (7.5)

sup
v∈R

sup
β∈B

sup
τ∈T0

∣∣E(R1n(β, τ))− Fβ(v|t = τ)E(R0n(τ))| → 0 ctp (7.6)

Para algún a > 0 se verifica que
∑
n≥1

P
(

ı́nf
τ∈T0

R0n(t) ≤ a
)
<∞ (7.7)

Empecemos probando (7.7). Para ello observemos que C1 y C2 implican que

E (R0n(τ)) > ı́nf
τ∈T0

ft(τ) = I > 0.

Por otro lado se puede ver que

ı́nf
τ∈T0

R0n(τ) > I − sup
τ∈T0
|E(R0n(τ))−R0n(τ)|.

Entonces, tomando a = I
2 llegamos a que

P
(

ı́nf
τ∈T0

R0n(τ) ≤ a
)
≤ P

(
sup
τ∈T0
|E(R0n(τ))−R0n(τ)| ≥ a

)
por último, usando el Lema 4.2.2 se concluye lo que queŕıamos ver. La prueba de (7.5)
también resulta una consecuencia inmediata del Lema 4.2.2 junto con el lema de Borel-
Cantelli.

Para probar (7.4) veamos que estamos bajo las condiciones del Lema 4.1.19 . Para ello,
para cada n ∈ N, definamos la siguiente familia de funciones

Fn =

{
fv,β,τ,hn(y,x, t) = ‖K‖−1

∞ I(−∞,v](y − g(x,β)) K

(
t− τ
hn

)
, v ∈ R,β ∈ B, τ ∈ T0

}
.

Por un lado, como vale C2, siguiendo a Pollard (1984), Caṕıtulo 2, Problema [27], junto a la

Proposión 4.1.14 tenemos que para cada n ∈ N, la familia
{
K
(
·−τ
hn

)
, τ ∈ T0

}
es Eucĺıdea.

Este hecho empalmado a la condición F.E. y a la Proposición 4.1.11 , implica que para todo
0 < ε < 1 el número de cubrimiento de Fn verfica que supQN(ε,Fn, L1(Q)) ≤ A1ε

−W1 con
Q medida de probabilidad y A1 y W1 constantes independientes de n.

Por otro lado para cada fv,β,τ,hn ∈ Fn se verifica que |fv,β,τ,hn | ≤ 1 y, además

E(f2
v,β,τ,hn) ≤ 1

‖K‖2∞

∫
K2

(
u− τ
hn

)
ft(u)du ≤ ‖ft‖∞

‖K‖∞
hn

∫
K(u)du, (7.8)

por lo tanto, por (7.8), C2, C6 y llamando C = ‖ft‖∞
‖K‖∞ , δ(n) = Ch

1/2
n y α(n) =

(
nhn

log(n)

)−1/4

estamos bajo las hipótesis del Lema 4.1.19. Luego, para concluir, basta observar que
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‖K‖∞ sup
v∈R

sup
β∈B

sup
τ∈T0

∣∣R1n(β, τ)− E(R1n(β, τ))
∣∣ =

1

hn
sup
f∈Fn

|EPn(f )− EP(f )|

≤ 1

δ2
nαn

sup
f∈Fn

|EPn(f )− EP(f )|.

Finalmente demostremos (7.6) , para ello notemos que

E(R1n(β, τ)) =
1

nhn

n∑
i=1

E
(
K

(
τ − ti
hn

)
Fβ(v|t = ti)

)
,

Fβ(v|t = τ)E(R0n(τ)) =
1

nhn

n∑
i=1

E
(
K

(
τ − ti
hn

)
Fβ(v|t = τ)

)
.

Luego

∣∣∣E(R1n(β, τ))− Fβ(v|t = τ)E(R0n(τ))
∣∣∣ ≤ 1

n

n∑
i=1

E
[ 1

hn
K

(
τ − ti
hn

)(
Fβ(v|t = ti)− Fβ(v|t = τ)

)]
≤
∫

1

hn
K

(
τ − u
hn

)
|Fβ(v|t = u)− Fβ(v|t = τ)| ft(u) du

≤ A1(β, τ) +A2(β, τ)

Donde,

A1(β, τ) =

∫
T ε0

1

hn
K

(
τ − u
hn

)
|Fβ(v|t = u)− Fβ(v|t = τ)| ft(u) du,

A2(β, τ) =

∫
T ε0

1

hn
K

(
τ − u
hn

)
|Fβ(v|t = u)− Fβ(v|t = τ)| ft(u) du,

siendo T ε0 el entorno de T0 establecido en C4.1 y T ε0 su complemento, es decir, T ε0 ⊂ R es
un conjunto abierto tal que T0 ⊂ T ε0 y d(T ε0 , T0) > ε siendo d la distancia entre conjuntos.

Acotemos primero A2(β, τ). Como u ∈ T ε0 y hn converge a cero entonces existe n0 natural

tal que |τ−u|hn
/∈ [0, 1] para todo n > n0, luego por C2 tenemos que K

(
τ−u
hn

)
= 0 y por lo

tanto A2(β, τ) = 0 para todo n > n0, para todo β ∈ B y para todo τ ∈ T0.

Veamos como acotar A1(β, τ). Por C4.1 sabemos que dado η > 0 existe δ > 0 tal que si
u ∈ T ε0 y |τ − u| < δ entonces supβ∈B |Fβ(v|t = u)− Fβ(v|t = τ)| < η.

Por otro lado, como hn → 0 sabemos que existe n1 ∈ N tal que hn < δ para todo n > n1,

luego, como la función K tiene soporte compacto en [−1, 1] tenemos que K
(
τ−u
hn

)
= 0 para

todo u ∈ Bhn(τ) y para todo n > n1. Por lo tanto

A1(β, τ) =

∫
T ε0∩Bhn (τ)

1

hn
K

(
τ − u
hn

)
|Fβ(v|t = u)− Fβ(v|t = τ)| ft(u) du
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Además, podemos tomar n2 ∈ N tal que hn < ε para todo n > n2 resultando T ε0 ∩Bhn(τ) =
Bhn(τ) si n > n2. Por último tomando n = máx{n1, n2} obtenemos que

A1(β, τ) ≤ 1

hn
‖K‖∞

∫
Bhn (τ)

|Fβ(v|t = u)− Fβ(v|t = τ)| fT (u) du ≤ 2η‖ft‖∞‖K‖∞.

Por lo tanto deducimos que para cada v ∈ R se cumple que

sup
β∈B

sup
τ∈T0
|F̂β(v|t = τ)− Fβ(v|t = τ)| → 0 ctp. (7.9)

Finalmente, para cada q ∈ Q definimos Nq = {ω ∈ Ω : supβ∈K supτ∈T0 |F̂β(q|t = τ) −
Fβ(q|t = τ)| 6→ 0} y N =

⋃
q∈QNq. Luego (7.9) implica que P(N ) = 0. Sea ω /∈ N , entonces

supβ∈B supτ∈T0 |F̂β(q|t = τ)− Fβ(q|t = τ)| → 0 para todo q ∈ Q. Dado ε > 0, por el Lema
4.2.3 sabemos que existen a , b ∈ Q tales que Fβ(a|t = τ) < ε y Fβ(b|t = τ) > 1 − ε para
todo β ∈ B y τ ∈ T0. Por otro lado, la equicontinuidad pedida en C4.2 implica que existen
a = v1 < v2 < ... < vl = b, con vi ∈ Q tal que |vi−vi−1| < δ y |Fβ(v|t = τ)−Fβ(vi|t = τ)| < ε
para todo β ∈ B y τ ∈ T0, y para todo v tal que |v − vi| < δ. Sea n0 ∈ N tal que para todo
n > n0, máx1≤i≤l supβ∈B supτ∈T0 |F̂β(vi|t = τ) − Fβ(vi|t = τ)| < ε. Entonces es sencillo

ver que supv∈R supβ∈B supτ∈T0 |F̂β(v|t = τ) − Fβ(v|t = τ)| < 2ε para todo n > n0, lo cual
concluye la demostración.

7.2. Demostraciones de la Sección 4.3

Demostración del Teorema 4.3.5: Para concluir con la demostración del teorema falta
ver que

√
n[Ln(sn,β0)− Ln(σ0,β0)]

P−−→ 0.

Para ello llamemos zj(s, τ,β) a la j−ésima coordenada de z(s, τ,β) para cada 1 ≤ j ≤ q y
definamos

Jn(σ) =
1√
n

n∑
i=1

[
Ψ1

(
yi − g(xi,β0)− η0(ti)

σ

)
−Ψ1

(
yi − g(xi,β0)− η0(ti)

σ0

)]
W (xi)zj(xi, ti,β0),

luego bastará probar que para cualquier ε > 0, P(|Jn(sn)| > ε)→ 0 para cada 1 ≤ j ≤ q.
Sea P = (σ02 , 2σ0) y definamos la siguiente familia de funciones

F j =

{
f jσ(y,x, t) =

[
Ψ1

(
y − g(x,β0)− η0(t)

σ

)
−Ψ1

(
y − g(x,β0)− η0(t)

σ0

)]
W (x)zj(x, t,β0), σ ∈ P

}

Usando el Teorema de Lagrange para Ψ1 en la variable σ y N2 obtenemos que

|f jσs
(y,x, t)− f jσ(y,x, t)| ≤

√
W (x)|zj(x, t,β0)|

∣∣∣∣ 1

σ∗
Ψ

′

1

(
y − g(x,β0)− η0(t)

σ∗

)(
y − g(x,β0)− η0(t)

σ∗

)∣∣∣∣ |σs − σ|
≤ 2

σ0
‖
√
W‖∞‖Ψ2‖∞

√
W (x)|zj(x, t,β0)||σs − σ|.
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donde σ∗ es un punto intermedio entre σ y σs.

Luego llamando A = 2
σ0
‖
√
W‖∞‖Ψ2‖∞ y S(x, t) = A

√
W (x)zj(x, t,β0) tenemos que, por

un lado, N7 implica que la la función S es una envolvente en L2 para la familia F j y además
se verifica que

|f jσs − f
j
σ| ≤ S(x, t)|σs − σ| (7.10)

Por otro lado, como vale N10 tenemos que E (f(y,x, t)) = 0 para todo f ∈ F j .
Asimismo, debido a que vale (7.10), por el Teorema 4.1.9, tenemos que la familia F j

verifica la siguiente la condición de bracketing

N[ ](2ε‖S‖P,2,F j , L2(P)) ≤ N(ε,P, | · |)

y, por lo tanto, por la proposición (4.1.17) se tiene que la familia F j satisface que

J[ ](δ,F j) −−−→
δ→0

0. (7.11)

Por consiguiente, del hecho que sn
P−−→ σ0 tenemos que dado δ > 0 existe n0 ∈ N tal que

para todo n > n0 se cumple

P (|σ0 − sn| > δ) <
δ

2
.

Por lo tanto, dado ε > 0 tenemos que

P
(
|J jn(sn)| > ε

)
≤ P

(
|J jn(sn)| > ε, |σ0 − sn| < δ

)
+ P (|σ0 − sn| > δ)

≤ P

(
sup

|σ0−σ|<δ
|J jn(σ)| > ε

)
+ δ

≤ 1

ε
E

(
sup

|σ0−σ|<δ
|J jn(σ)|

)
+ δ.

Luego es suficiente ver que

ĺım
n→∞

ĺım
δ→0

E

(
sup

|σ0−σ|<δ
|J jn(σ)|

)
= 0.

Dado δ > 0, consideremos la subclase

F jδ =
{
f jσ(y,x, t) ∈ F j : |σ0 − σ| < δ

}
Es sencillo ver que la subclase F jδ cumple que ‖f jσ‖2,P ≤ δ‖S‖2,P para toda f jσ ∈ F jδ donde
la función envolvente S(x, t) fue definida anteriormente. Luego, de la desigualdad maximal
enunciada en la Proposición 4.1.18, tenemos que
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E

(
sup

|σ0−σ|<δ
|J jn(σ)|

)
≤ DJ[ ](δ,F

j
δ )‖S‖2,P +

√
nE
(
S(x, t)I{S(x,t)>

√
na(δ)}

)
≤ DJ[ ](δ,F j)‖S‖2,P +

1

a(δ)
E
(
S2(x, t)I{S(x,t)>

√
na(δ)}

)
.

Dado que la función S tiene segundo momento finito se desprende que para δ fijo,

ĺım
n→∞

EP

(
S2I{S>

√
na(δ)}

)
= 0,

entonces

ĺım
n→∞

E

(
sup

|σ0−σ|<δ
|J jn(σ)|

)
≤ DJ[ ](δ,F j)‖S‖2,P.

Luego, por lo dicho en (7.11) sabemos que J[ ](δ,F j) −−−→
δ→0

0 concluyendo aśı lo que se queŕıa

probar.
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