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Estimacion robusta en modelos semiparamétricos bajo
restricciones de monotonia

Resumen

Los modelos semiparamétricos se introducen cuando el modelo lineal resulta insuficien-
te para explicar la relacién entre la variable de respuesta y sus covariables asociadas. Por
un lado, este enfoque ha sido usado para extender los modelos lineales generalizados. Por
otro lado, frente al creciente interés y desarrollo de técnicas basadas en datos funciona-
les, los modelos semiparamétricos han extendido el modelo parcialmente lineal al contexto
funcional combinando componentes paramétricas y no paramétricas. En ambos casos, més
alld de la suavidad, no son usuales los supuestos sobre la componente no paramétrica como
podria ser la monotonia. Asimismo, las propuestas estudiadas previamente son sensibles

a datos atipicos. Esta tesis se divide en dos partes.

En la primera, consideramos observaciones que siguen un modelo parcialmente lineal
generalizado isoténico donde la media de la variable de respuesta se modela, a través de
una funcién de vinculo, linealmente en algunas covariables y de forma no paramétrica en
una funcién, que suponemos monétona, de un regresor univariado. Definimos una fami-
lia de estimadores robustos para la componente no paramétrica y para el pardmetro de
regresion relacionado con el término lineal. Los estimadores robustos se basan en una apro-
ximacion por splines combinada con una funcién de pérdida que controla valores grandes
de la deviance. Bajo condiciones de regularidad, obetenemos resultados de consistencia
para el estimador de la componente no paramétrica asi como resultados de consistencia
y distribucién asintética para los estimadores del pardmetro de regresién. A través de un
estudio de Monte Carlo investigamos el desempeno de los estimadores propuestos bajo un
modelo de regresion parcialmente lineal log—Gamma con una componente no paramétrica

creciente. La propuesta se ilustra en un conjunto de datos reales.

En la segunda parte, consideramos estimadores equivariantes para los parametros de un
modelo de regresion lineal semifuncional. Bajo este modelo, la respuesta real es modelada
linealmente con una variable explicativa funcional y no paramétricamente en una covaria-
ble univariada. Se definen MM-estimadores aproximando tanto el parametro de regresién
como la componente no paramétrica por medio de B—splines. Consideramos también la
situacién en que la componente no paramétrica es mondtona a través de una modificaciéon
de los estimadores obtenidos sin restricciones de monotonia. Un estudio numérico muestra
las ventajas de la metodologia propuesta para muestras finitas bajo diferentes esquemas
de contaminacién. Asimismo, el andlis de un conjunto de datos reales permite mostrar la

estabilidad del método propuesto y su capacidad para permitir detectar de datos atipicos.

Palabras Clave: B—splines, Deviance, Regresién isoténica, Modelos parcialmente li-

neales, Modelos Lineales Funcionales, Estimacion Robusta



Robust estimators in semiparametric models under
monotony constraints

Abstract

Semiparametric models are introduced when the linear model is insufficient to explain
the relationship between the response variable and its associated covariates. On one hand,
this approach has been used to extend generalized linear models. On the other hand, facing
the growing interest and development of techniques based on functional data, semipara-
metric models have been extended to the functional setting combining parametric and
non parametric components through different partly linear models. In both cases, beyond
smoothness, conditions on the non parametric component such as monotonicity are not

usual. Also, recent studied proposals are sensitive to atypical observations.

This thesis is divided in two parts. In the first one, we consider observations following
an isotonic generalized partly linear model where the mean of the responses is modelled,
through a link function, linearly on some covariates and nonparametrically on an univaria-
te regressor in such a way that the nonparametric component is assumed to be a monotone
function. A class of robust estimates for the monotone nonparametric component and for
the regression parameter, related to the linear one, is defined. The robust estimators are
based on a spline approach combined with a loss function which controls large values of
the deviance. Under regularity conditions, we derive consistency results for the nonpara-
metric function estimators as well as consistency and asymptotic distribution results for
the regression parameter estimators. Through a Monte Carlo study, we investigate the
performance of the proposed estimators under a partly linear log-Gamma regression mo-
del with increasing nonparametric component. The proposal is illustrated on a real data

set.

In the second part, we consider robust equivariant estimators for the parameters of a
semi—functional linear regression model. Under this model, a real-valued response is mode-
lled linearly on a functional explanatory variable and nonparametrically on an univariate
covariate which is assumed to be increasing, for instance. The MM—estimators are obtained
by approximating both the regression parameter and the non—parametric component using
monotone B—splines. The situation in which the nonparametric component is monotone is
also considered. Numerical experiments show the advantage of the proposed methodology
for finite samples under different contamination schemes. We also illustrate the stability

of proposed method and its ability to detect outliers on a real data set.

Keywords: B—splines, Deviance, Isotonic Regression, Partly Linear Models, Functio-

nal Linear Models, Robust Estimation
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Parte 1

Modelo de regresion parcialmente

lineal generalizado






Capitulo 1

Introduccion

Los modelos semiparamétricos suelen utilizarse cuando el modelo lineal resulta insuficiente para
explicar la relacién entre la variable de respuesta y sus covariables asociadas. Este enfoque ha sido
considerado también para extender los modelos lineales generalizados a contextos mas generales para
permitir que la mayoria de los predictores sea modelada linealmente mientras un niimero pequeno

de ellos sea modelado de manera no paramétrica.

A lo largo de la primera parte de la tesis, trabajaremos con observaciones (y;,x;,t;)" que
satisfacen un modelo semiparamétrico parcialmente lineal generalizado que abreviaremos GPLM.
Bajo este modelo, suponemos que y;|(Xi,t;) ~ F(., pi, ko) con VAR(y;|(x:, ) = A%(ko) V2(1s),
donde A y V son funciones conocidas y p; = E(y;|(xi,t:)) = p (%3, ;) es tal que

p(x,t) = H (x" By + no(t)) , (L.1)

siendo H~! una funcién de vinculo conocida, 3, € RP un pardmetro desconocido y 7y una funcién
continua desconocida con soporte en un intervalo compacto Z, que supondremos, sin pérdida de
generalidad, igual a [0,1]. El pardmetro k¢ indica usualmente un pardmetro de ruido, o nuisance
por su nombre en inglés, y pertenece a un subconjunto de R. Por esa razén, supondremos que

ko € K, donde K C R es un conjunto abierto.

Cuando H(u) = u, el GPLM se reduce al modelo de regresién parcialmente lineal que ha sido
ampliamente estudiado. En este caso, kg suele corresponder al parametro de escala (ver Hardle et
al., 2000). Estimadores robustos para el GPLM han sido propuestos, por ejemplo, por Boente et al.
(2006) y por Boente y Rodriguez (2010), suponiendo que el pardmetro g es conocido. Sin embargo,
los trabajos anteriores no imponen ninguna restricciéon sobre la funcién ng. En la primera parte de
esta tesis, consideraremos la situacion en la cual hay restricciones en la componente no paramétrica
no- Mas precisamente, supondremos que en el modelo la funcién 7y es mondtona y, sin pérdida
de generalidad, no decreciente. La mayoria de los trabajos sobre modelos parcialmente lineales
generalizados suponen que 79 es una funcién suave desconocida, aunque en muchas aplicaciones la
monotonia es una propiedad natural en la funcién a estimar. Cuando 3, = 0, algunos ejemplos en
los cuales la restriccién de monotonia aparece naturalmente, pueden encontrarse en Ramsay (1988)
quien estudio, entre otros ejemplos, la relacién entre la incidencia del sindrome de Down y la edad
de la madre, que se encuentra representada en la Figura En dicha Figura, se observa que

cuanto mayor es la madre mas alta es la incidencia de esta condicién. Otros ejemplos pueden verse
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en He y Shi (1998). En la Seccién presentaremos un conjunto de datos analizado previamente
en Marazzi y Yohai (2004) mediante un modelo lineal generalizado. El objetivo de dichos autores
es estudiar la relacién entre el costo hospitalario y ciertas variables explicativas entre las que se
encuentra la duracién de la estadia del paciente en dfas. En la Seccién [6.2] modelaremos la relacién
entre el costo y la duracion de la estadia de forma no paramétrica mientras que las demds variables
entraran al modelo en forma lineal. El supuesto de monotonia sobre 7y es natural para este conjunto

de datos puesto que el costo hospitalario aumenta para estadias méas largas, como se observa en la

Figura [L1(b]
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Figura 1.1: (a) Relacién entre el logaritmo de la proporcién de nacimientos con Sindrome de Down y la edad
de la madre, Ramsay (1988). (b) Costo hospitalario en funcién del logaritmo de la longitud de la estadia,
Marazzi y Yohai (2004).

La mayor parte de los desarrollos en estimacién bajo restricciones de monotonia fueron hechos
para modelos de regresién no paramétrica o para modelos de regresién parcialmente lineales. En
este contexto, dos enfoques son posibles. Uno de ellos solo supone que la funcién 7y es monétona,
dando por estimador de 79 una funcién no decreciente constante por intervalos, mientras que el otro
impone condiciones de suavidad y provee estimaciones basadas en ntcleos o en splines. Entre los
trabajos que consideran el primer enfoque podemos mencionar, entre otros, a Huang (2002) y Sun
et al. (2012) quienes consideraron la estimacién bajo restricciones en un modelo parcialmente lineal
isotomnico. Siguiendo el segundo punto de vista que impone condiciones de suavidad a la funcién ng, Lu
(2010) propuso un estimador de minimos cuadrados basado en B-splines. Recientemente, Lu (2015)
consider6 un enfoque basado en splines para generalizar la propuesta anterior a modelos parcialmente
lineales generalizados con restricciones de monotonia. Todos estos métodos son sensibles a datos
atipicos. Cuando B, = 0, 1y es mondtona y H(u) = u, es decir, bajo el modelo de regresién no
paramétrico isoténico, se han dado algunas propuestas de estimadores resistentes a datos atipicos.
Para el caso del modelo de regresion isotonico sin condiciones de suavidad, podemos mencionar entre
otros a Wang y Huang (2002) quienes han propuesto un procedimento de estimacién robusto basado

en la regresion de la mediana minimizando la distancia L; entre el vector de valores observados y el
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de valores ajustados. Para mejorar el estimador L; manteniendo buenas propiedades de robustez,
Alvarez y Yohai (2012) consideraron M-estimadores. Por otro lado, cuando se imponen condiciones
de suavidad en la funcién 7y del modelo de regresién parcialmente lineal isoténico, He y Shi (1998)
proponen un método basado en B—splines mondtonos y en la distancia L;, mientras que Du et
al. (2013) consideraron M-estimadores basados en B-splines mondtonos cuando el pardmetro de
escala es conocido y los errores tienen una distribucion simétrica. Sin embargo, para el conjunto
de datos de costos hospitalarios que consideraremos en la Seccion [6.2] es razonable modelar los
errores a través de una distribucién asimétrica como la distribucién log-Gamma. Por esta razon, la
propuesta considerada en Du et al. (2013) no es apropiada. Mas aun, para estos datos, el pardmetro
de forma es desconocido y debe ser estimado para poder calibrar los estimadores robustos y atenuar

el peso de residuos grandes.

En esta primera parte, daremos un marco general para proponer una familia de estimadores
para el pardmetro de regresién 3 y la funcién de regresién mondtona 1y bajo el modelo GPLM
cuando el pardmetro de ruido es desconocido y la funcién 7 es una funcién monétona suave. Este
modelo incluye al modelo de regresién parcialmente lineal con escala desconocida y errores simétricos
y ademads al modelo de regresién parcialmente lineal isoténico log—Gamma con parametro de forma
desconocido. En este sentido, los estimadores a considerar generalizan la propuesta dada en Du
et al. (2013) ya que consideran un estimador preliminar de escala para calibrar el tamano de los

residuos y extienden la propuesta de esos autores al caso de modelos con errores asimétricos.

La primera parte se organiza como sigue. El Capitulo [2| describe los estimadores robustos pro-
puestos y que son nuestro objeto de estudio. En particular, como nuestro enfoque estd basado en
B-splines, describimos un método robusto para elegir la cantidad de nodos en la Seccién [2.6] Por
otra parte, el caso particular del modelo log-Gamma se describe en la Secciéon Resultados de
consistencia y de tasa de convergencia para los estimadores propuestos se detallan en el Capitulo
mientras que la distribucién asintética del pardmetro de regresion se obtiene en el Capitulo [d] En
la Seccién (3.5 se estudian condiciones que garantizan la validez de los supuestos necesarios para
obtener resultados de consistencia y de tasas para algunos modelos particulares. En el Capitulo
calculamos la funcién de influencia empirica que permite estudiar la sensibilidad local frente a datos
atipicos. En el Capitulo [0 se presentan los resultados de un estudio de simulacién y el andlisis de
un conjunto de datos reales. Mas precisamente, en la Seccién [6.1] reportamos un estudio numéri-
co para examinar las propiedades en muestras finitas de los procedimientos propuestos tanto para
muestras generadas bajo el modelo log-Gamma como para muestras contaminadas. El analisis de
los datos de costo hospitalario se presenta en la Seccion [6.2] Finalmente, en el Capitulo [7| damos
algunos comentarios finales y conclusiones sobre esta primera parte. Para facilitar la lectura, las

demostraciones fueron relegadas a los apéndices de cada capitulo.






Capitulo 2

Estimadores robustos para modelos
parcialmente lineales generalizados

iIsotonicos

2.1. Introduccion

Como mencionamos en el Capitulo [I} el objetivo de esta tesis es proponer estimadores robus-
tos para el modelo parcialmente lineal generalizado isoténico cuando el parametro de ruido
es desconocido y la funcién ng es una funcién mondtona suave. Para ello es necesario elegir qué
método de suavizado utilizaremos y qué técnica para obtener estimadores mondtonos aplicaremos.
Respecto de lo primero, las opciones usuales incluyen estimadores de niicleos como los considerados,
por ejemplo, en Héirdle y Tsybakov (1988) y Boente y Fraiman (1988) para modelos de regresién
no paramétricos, por Bianco y Boente (2004) en modelos parcialmente lineales y por Boente et al.
(2006) y Boente y Rodriguez (2010) en modelos parcialmente lineales generalizados. Todos estos
estimadores no imponen restricciones de monotonia en la funcién ng. Otra familia de estimadores
robustos en modelos de regresién no paramétrica es la basada en splines. El primer enfoque para
obtener estimadores resistentes a datos atipicos consistié en reemplazar la pérdida cuadratica por la
pérdida Lq. El ajuste resultante aproxima la mediana condicional, en lugar de la media condicional.
Como es bien sabido, si la distribucién de los errores es simétrica y existe primer momento, la espe-
ranza condicional coincide con la mediana de la distribucién condicional. Esta idea fue considerada

por He y Shi (1994) quienes, més generalmente, definieron regresiéon por cuantiles basada en splines.

Como mencionamos, estos estimadores no imponen restriccione;s y una manera de abordar
el problema de estimar una funcién mondtona es la de imponer restricciones en el proceso de
estimacién. Bajo un modelo parcialmente lineal, este enfoque fue considerado por He y Shi (1998)
que combinaron B-splines mondtonos con distancia L; para estimar la funcién ng y por Du et al.
(2013) que utilizaron M-estimadores basados en B-splines mondtonos cuando la escala es conocida.
En este capitulo, presentaremos una generalizacién de estos estimadores para incluir estimadores en

modelos de regresion parcialmente lineales isoténicos con errores asimétricos y, més generalmente,

7



los modelos de regresién parcialmente lineales generalizados (1.1)).

Otro enfoque posible al problema de estimar una funcién monétona consiste en estimar primero
el pardmetro B y la funcién 7 sin restricciones, como fue hecho en Boente et al. (2006) y Boente y
Rodriguez (2010), para luego aplicar el proceso de monotonizacién considerado en Dette et al. (2006)
y Neumeyer (2007). En lugar de utilizar estimadores basados en niicleos como en las propuestas de
Boente et al. (2006) y Boente y Rodriguez (2010), consideraremos estimadores robustos basados en
B-splines que no han sido estudiados en el contexto de modelos parcialmente lineales generalizados

sin restricciones y transformaremos los estimadores de 79 para obtener un estimador monétono.

2.2. Estimadores basados en B—splines mondétonos

Sean p : R? — R una funcién de pérdida y w : R — R una funcién de pesos para controlar las

covariables x de alta palanca. Definamos las funciones

n

Ln(B.g,0) = 3 p (X! B+ g(te),a) wixs) v L(B,9,0) = Ep (3,x"B +g(t),0) wi(x) , (2.1)
i=1

donde (y,x",t)" es un vector aleatorio con la misma distribucién que (y;,x;,t;)*. Claramente, una
opcion es tomar w = 1 que corresponde a no controlar las covariables de alta palanca y atenuar
solamente el peso de residuos grandes. Esta eleccién es la que se ha tomado, por ejemplo, en el modelo
lineal al considerar los MM-estimadores. Sin embargo, es de esperar que al introducir pesos en las
covariables se obtenga un beneficio al realizar inferencia sobre el parametro 3, ya sea al computar
regiones de confianza o tests de hipotesis de tipo Wald. Las ventajas de los estimadores pesados en
el contexto de modelos lineales generalizados han sido descriptas por Bianco et al. (2013b) donde se
observa que los pesos también intervienen en el control del crecimiento de la matriz de covarianza

asintotica estimada, necesaria para realizar inferencia.

Como en Lu (2010, 2015) y Du et al. (2013), consideremos T, = {7} "%, donde
O=7m= =7 <741 < ... <Tptt1 = =Tm,420 =1

es una sucesién de nodos que particionan el intervalo cerrado [0, 1] en m,, + 1 subintervalos Z; =
[Tetiy Totiv1), Para i = 0,...,my — 1y Ly = [Tony,+05 T, +0+1)- Més aun, llamemos S, (7,,¢) a la
clase de splines de orden £ > 1 con nodos en T,. Si g es r veces derivable, tomaremos ¢ > r + 2.
De acuerdo al Corolario 4.10 de Schumaker (1981), para cualquier g € S,,(Ty, {) existe una clase de
B-splines {B; : 1 < j < ky,}, con k, = m, + ¢, tal que g = Z?gl A\jBj. Por otra parte, segin el
Teorema 5.9 de Schumaker (1981), el spline g es moné6tono no decreciente en [0, 1] si los coeficientes
A= (A,...,\,)" son no decrecientes, es decir, cuando A\ < --- < )i . Sin embargo, como se
menciona en Lu (2015), la restriccién de desigualdad sobre los coeficientes no es una condicién

necesaria aunque si lo es para B-splines cuadréticos (¢ = 3).

Por lo tanto, podemos definir la subclase de splines monétonos no decrecientes en [0, 1], My, (Tp, £),

que es una subclase de S, (7, ¥), como
kn,
My (T, 0) = Z)\ij A< < g, v
i=j
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donde las restricciones de no decrecimiento se imponen en los coeficientes para garantizar la mo-
notonfa. De esta forma, la funcién ny puede ser aproximada como n(t) ~ A'B(t) con B(t) =
(B1(t),..., B, (t))T el vector de la base de funciones B-splines y A = (A1,..., A, )" el vector de
coeficientes tal que ATB € M, (T, /).

Esto sugiere que los estimadores de (3, 9) pueden ser obtenidos minimizando L, (3, g, k) sobre
B eRPyge My(Th ), donde K es un estimador robusto y consistente de xg. Por ejemplo, k puede
calcularse previamente estimando los parametros sin la restriccién de monotonia. Mas precisamente,
~ 0 ~ ~ ~ ~T , ~ o~
definimos los estimadores (B,n) = (,6, Zj?;l /\ij> = (5, A B) a través de los valores (,6, )\> tales
que

(,/8\,3\\): argmin L, ,B,Z)\ij,E , (2.2)

ﬂGRP,AEEkn

donde Ly, = {A € RF» : Xy <. < Ay, }. Si llamamos B; = (Bi(t;), ..., B, (t;)), tenemos que

Zp (yi,x;rﬁ + B;F)\, 7%) w(x;) -
i=1

~ o~ 1
(,6,)\) = argmin —
BERP XEL, T
Sea

G = {g : g es una funcién monétona no decreciente en [0,1]}. (2.3)

De ahora en més, al considerar los estimadores definidos en (2.2)), supondremos que el funcional aso-
ciado a estos estimadores es consistente en el sentido de Fisher, o Fisher—consistente por brevedad,
es decir que (3, o) es el inico minimo de L(3, g, ko), 0 sea,

L b b - { L b) b b 2’4
(Bos M0, Ko) R (B, 9, ko) (2.4)

con L(By, no, ko) < L(B, g, ko) para todo (8,9) # (By,m0) ¥y g € G. Esta condicién es usual en robus-
tez y establece que los parametros que se desean estimar son efectivamente los parametros del mode-
lo. En Bianco et al. (2013a) se pide una condicién similar para modelos lineales generalizados, mien-
tras que para modelos parcialmente lineales generalizados Boente et al. (2006) y Boente y Rodriguez
(2010) describen condiciones generales que aseguran L(B, o, ko) = mingerr geg L(B, g, ko). En la
Seccion presentamos resultados sobre la consistencia de Fisher para algunas familias de

distribuciones.

2.3. Estimadores monotonizados basados en B—splines

En esta seccién, propondremos estimadores robustos basados en el procedimiento de monotoni-
zacién de Dette et al. (2006) y estudiado en Neumeyer (2007). Para ello recordaremos la definicién

de este método. Dada una funcién medible f : [a,b] — R, definimos la funcién T(f) : R — R como

b
T(f)(u) = / L fz)<nydz +a ueR. (2.5)

Si f es estrictamente creciente, la funcién Y(f)I¢(q) r@) es la inversa f~! de la funcién f. Por
otra parte, si f es no decreciente, entonces Y(f)Ijz),f(») corresponde a la inversa generalizada
f~H(u) = inf{z : f(2) > u} que puede tener puntos de salto cuando f es constante en intervalos.

Como menciona Neumeyer (2007), para cualquier funcién f, T(f) es siempre medible y creciente.
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Para una funcién n : [0, 1] — R, Dette et al. (2006) y Neumeyer (2007) consideran la modificacién
creciente 7, : [0,1] — R de n como

=" (CONTy(0).m(1))) Lo
que es tal que n, = n para cualquien funcién n no decreciente. Vale la pena mencionar que como
v = T (1)I};0),n(1) e una funcién no decreciente, entonces Y (v)(-) = inf{z : v(z) > -}.

Por lo tanto, podemos definir estimadores monotonizados basados en B—splines como sigue. En

primer lugar, definimos estimadores iniciales de B y 70 sin imponer restricciones, es decir, definimos
~ - ~ kn ~ ~T ~ ~
(li’m,mm) - (ﬁINI,ijl AINI,J-B]-) - (ﬁ,)\INIB) donde (ﬁml,)\m) son tales que

kn
(IBIND AINI) = argmin L, | 3, Z A Bj, k| . (2.6)
(B,A)ERPTEn j=1

Un estimador mondtono para 79 puede construirse teniendo en cuenta que nny : [0,1] — Ry de

define como
M= (0 (et Ui (0) n (01) Tpo.1] - (2.7)
Como se menciona en Neumeyer (2007), la expresién Y(n) puede aproximarse por

N
1
w) = 5 2 LnG/m<u - (2.8)
j=1

p—%
S
S
2
}—%
S

lo que lleva a la aproximacién discreta del estimador

o =T (T(ﬁINI)H[ﬁINI(O)ﬁINI(l)]) To.uy-

El Teorema 3.1 (a) de Neumeyer (2007) establece que si 79 es una funcién no decreciente, entonces

existe una constante C' > 0 tal que ||, — nolloc < C||int — Molloo- Por otra parte, si ademés 1y es

derivable y info<;<1 n{(t) > 0, entonces existe una constante C' > 0 tal que

~ ~ 1
o = mlle < € (s~ il + ) -

Estos dos resultados implican que el estimador monotonizado 7; serd uniformemente consistente
si el estimador inicial lo es y su versién discreta 7);p lo serd si ademas N — oo. Por esta razén,
bastard estudiar el comportamiento de 7;x;. Para ello, necesitaremos que el funcional asociado a los
estimadores definidos en sea Fisher—consistente, es decir que al considerar estos estimadores

supondremos que

L b ) — { L b ) b 2'9
(Bg, M0, Ko) etiin (B. g, ko) (2.9)

con L(By, 10, ko) < L(B, g, ko) para todo (8,g) # (Bg,m) y g € Go con

Go = {g:[0,1] = R medible} . (2.10)

Esta condicién es mas fuerte que (2.4), pero como veremos en el Apéndice se cumple para varias

familias de distribuciones. Al estimador final obtenido por este procedimiento lo llamaremos 7yop.
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2.4. La funcién de pérdida

Los estimadores definidos en (2.2)) y (2.6)) dependen de la funcién de pérdida p que determinara

cuan resistentes resultan los estimadores ante la presencia de datos atipicos en la muestra.

Como fue descripto por varios autores, bajo un modelo lineal generalizado completamente pa-
ramétrico, la funcién de pérdida p se elige para acotar los valores grandes de la deviance o bien de
los residuos de Pearson. Bianco y Yohai (1996), Croux y Haesbroeck (2003), Bianco et al. (2005)
y Cantoni y Ronchetti (2001) presentan diferentes elecciones para la funcién de pérdida, siguiendo
estos dos enfoques. Por otro lado, funciones de score acotadas 6ptimas han sido estudiadas en Ste-
fanski et al. (1986). A continuacién, recordaremos brevemente la definicién de la familia que acota la
deviance que es la funcién de pérdida usada en nuestro estudio de simulacién. Mas detalles pueden
verse, por ejemplo, en Boente et al. (2006) que considera esta familia de funciones de pérdida para
estimar pardmetros de un modelo parcialmente lineal generalizado usando un enfoque de perfiles

basados en nucleos.

Sea ¢, una funcién acotada, no decreciente, no constante, con derivadas continuas ¢/, siendo
a la constante de calibracion. Tipicamente, ¢, es una funcién que se comporta como la funcién
identidad en un entorno del 0 pero acota valores grandes de la deviance. Denotamos como f(-,s)
a la densidad de la funcién de distribucién F'(-,s) con y|(x,t) ~ F (-, H (n(t) + x*3)), donde por
simplicidad hemos omitido al parametro g. En este contexto, los estimadores robustos basados en

deviance corresponden a la siguiente eleccién de la funcién p(y, u, a)

p(Y; u,a) = po[—log f(y, H(u)) +log f(y,y)] + Ga(H (u)) . (2.11)

El término de correccién G, estd dado por

G (s) = Es <¢;[_10g Fly,s) +og f(y, )] f'(y,s))

f(y,s)

donde E; indica que la esperanza se calcula cuando y ~ F(-,s) y f'(y, s) es una notacién compacta
para 9 f(y, s)/0s. Por ejemplo, en un modelo lineal generalizado, el estimador de maxima verosimi-
litud corresponde a la eleccién de ¢,(s) = s, G4(u) = 0y w = 1. Para una funcién general ¢, se
incluye el factor de correccién para garantizar la consistencia de Fisher bajo el modelo verdadero
como ocurre en el modelo lineal generalizado. Si el factor de correccién fuera elegido igual a 0, los
resultados del Capitulo [3|solo asegurarian que los estimadores resultan consistentes a los minimiza-
dores de L(f3, g, ko). Sin embargo, como se discute en Bianco et al. (2005), el término de correccién
G, puede omitirse cuando consideramos una familia continua de distribuciones con funcién de den-
sidad fuertemente unimodal. En este caso, kg puede jugar el rol de constante de calibracion. Por
ejemplo, para la distribucién Gamma la constante de calibracién depende del parametro de for-
ma, entonces si la forma es desconocida debemos considerar un estimador inicial. Sobre este punto

volveremos en la Seccién

Para los modelos de regresién Poisson y regresion logistica kg no necesita ser estimado puesto que
no existe un parametro adicional y podemos suponer kg = 1y ¢,(s) = ¢(s). Mas aun, como senalan
Croux y Haesbroeck (2003), para garantizar la existencia de una solucién en el modelo logistico,
ademas de la condicién de solapamiento requerida para el estimador de maxima verosimilitud, la

derivada ¢’ de la funcién ¢(s) debe satisfacer restricciones adicionales: ¢’ debe ser creciente en

11



(—o0, Ap] v decreciente en [Ag,+00) para algin Ay > 0 o creciente en R y también cumplir que
lims 400 ¢’ (st) /¢’ (—8) = oo para cualquier ¢ > 0. Un ejemplo de funcién ¢ que satisface estas

condiciones estd dado en ese trabajo.

Por otro lado, cuando la funcién de vinculo es igual a la funcién identidad, la funcion de pérdida
cuadratica usual es reemplazada por una p—funcién luego de escalar los residuos para controlar el

efecto de residuos grandes. En este caso, el modelo puede escribirse como
y=Bx+not) +u, (2.12)

donde la componente no paramétrica es mondétona y el error u es independiente de las covariables

(x,t). Dos situaciones deben distinguirse segiin la distribucién de los errores.

Para errores simétricos, kg adopta el rol de parametro de escala de los errores y la funcién de

pérdida puede definirse como

p(y,s,a)—¢<y_s> , (2.13)

a
donde ¢ : R — [0,00) es una p—funcién definida como en Maronna et al. (2019). A continuacién,

damos su definicién porque la mencionaremos recurrententemente.

Definicién 2.1. Decimos que ¢ : R — [0,00) es una p—funcién definida como en Maronna et al.
(2019) si es una funcion no nula, continua, par, no decreciente con ¢(0) =0 y tal que p(u) < p(v)

cuando 0 < u < v con ¢(v) < sup, ¢(s). Si ¢ es acotada supondremos que ||¢|loc = 1.

Por ejemplo, una tal p—funcién es la funcién bicuadrada de Tukey
$(y) = ¢x(y) = min (3y” — 3y* +4°1) .
Al igual que en el conjunto de datos de costos hospitalarios analizados en la Seccién podria
resultar de interés estimar los pardmetros del modelo parcialmente lineal isoténico cuando los errores

tienen distribucién asimétrica. Por esa razdén, consideraremos estimadores bajo el modelo (2.12)

cuando la densidad de los errores es de la forma

— oo viu

folu, ap) = Q(ap) exp () (2.14)
con g > 0 un parametro desconocido y v una funcién continua, tal que la densidad tiene una tnica
moda en ug, es decir, v tiene un tnico maximo en ug. En este caso, los estimadores robustos a
considerar quedaran definidos usando la funcién de pérdida

ply,s,a) = ¢ (d(y_s)> : (2.15)

a

donde d(s) = v(upg) — v(s) y ¢ una p—funcién. Una caracteristica atractiva de esta familia de
distribuciones es que permite modelar errores asimétricos como los del modelo de regresion log—
Gamma. Bajo un modelo de regresién lineal, la densidad exponencial ha sido considerada por
Bianco et al. (2005) para extender los MM-estimadores del modelo usual de regresién lineal al caso
de un modelo con errores asimétricos. La constante a es la constante de calibracién relacionada con
el parametro ag y debe ser estimada para calibrar los estimadores robustos y reducir el peso de los
residuos deviance grandes. Notemos que para errores simétricos no es necesario suponer conocida la
densidad de los errores como si debe conocerse en el caso de errores asimétricos o mas generalmente
para modelos parcialmente lineales generalizados. Discutiremos en detalle el modelo log—Gamma en

la seccion siguiente.

12



2.5. El caso particular del modelo de regresiéon log—Gamma

La distribucién Gamma, con el logaritmo como funcién de vinculo, juega un rol importante entre
los modelos lineales generalizados y es usualmente llamado regresién log—-Gamma. Una descripcion

del mismo puede verse, por ejemplo, en el Capitulo 8 de McCullagh y Nelder (1989).

Para cualquier o > 0 y p > 0, indicaremos por I'(«, p) a la parametrizacién de la distribucién

Gamma dada por la densidad

1 a , a—
fu,a,p) = ma u*t exp [~ (a/p)u] Lu>o -

Denotemos como (z;,x;,t;)T a observaciones que siguen un modelo parcialmente lineal log-Gamma,
es decir, tales que z;|(x;,t;) ~ T'(ag, i), con p; = E(zi|(x4,t;)) v funcién de vinculo log(u;) =
B¢ xi+n0(t;). En este caso, las respuestas pueden transformarse para modelarlas mediante un modelo
de regresion parcialmente lineal con errores asimétricos (ver, por ejemplo, Cantoni y Ronchetti, 2006
para el caso g = 0). Sean y; = log(z;) las respuestas transformadas, entonces y; satisface el modelo
(2.12) con u; independientes de (x;,t;) y u; ~ log(I'(cv, 1)) con densidad

aQ

Jo(u, a0) = F((;O) exp [ag(u — exp(u))] -

Esta densidad es asimétrica y unimodal con maximo en ug = 0 y es un caso particular de la familia
de densidades . Para modelos lineales totalmente paramétricos, o sea, cuando ny(t) = o t,
una descripcién de los estimadores robustos basados en residuos deviance fue dada en Bianco et
al. (2005), mientras que Heritier et al. (2009) consideran M—estimadores basados en los residuos de
Pearson. A continuacion, describiremos cémo adaptar los estimadores basados en acotar los residuos

deviance a la presente situacién.

Para incluir al modelo log-Gamma, presentaremos el marco general de estimadores bajo el
modelo de regresién parcialmente lineal isoténico (2.12)) cuando los errores tienen densidad dada
por (2.14). Llamemos d;(3,n,a) a la deviance de la i-ésima observacion,

di(B.n,) = 20d (yi — (x[ B +1(t))) .
donde d(u) = v(up) — v(u). El caso log-Gamma corresponde a d(u) = exp(u) —u — 1.

En este contexto, los estimadores clasicos que consideraremos no estan basados en la cuasiverosi-
militud sino en la deviance y corresponden a la eleccién ¢, (u) = ¢(u) = u en ya que no requie-
ren una constante de calibracién. Por lo tanto, la funcién de pérdida es igual a p(y, s,a) = p(y, s) =
d(y—s) y sus derivadas son ¥(y, s) = dp(y,s)/0s = V' (y—s), x(y,s) = 0V¥(y,s)/ds = —v"'(y—s). En
particular, para el modelo log—-Gamma tenemos que ¥(y,s) =1 —exp(y —s) y x(y,s) = exp(y — s).

Por lo tanto, si B(t) y B; se definen como en la Seccién los estimadores clasicos sin restricciones

~ ~

—~ ~ T
de (By,no) pueden obtenerse como (,BINLCL, 771N1,CL> con Mingew(t) = A B(E) ¥

(BINI,CL’ XINI,CL) = argmin Z d (yZ - (x;rﬁ + )\TBZ.)) ,
(BX)ERPHRn S

[ —~ ~ ~T
mientras que los basados en B-splines monétonos, se definen como (BCL, 770L> con 7, (t) = Ay B(%)

3 X — . - . (T TR.
(B = soamin, 30— (<16 + X7B)
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Por otro lado, como se menciona en la Seccién los estimadores robustos puede ser definidos
tomando la funcién de pérdida dada en (2.15) que controla los valores grandes de la deviance a
través de la p—funcién ¢. Por lo tanto, la constante de calibracién a debe ser elegida. Con esta

notacién, el estimador clésico se recupera tomando ¢(u) = u? y a = 1.

2.5.1. Algoritmo para el caso log—Gamma

Para dar un algoritmo que calcule los estimadores con una constante adaptativa consideramos
la situacién en la que k, estd fijo. La Seccién [2.6] describe como elegir la cantidad de nodos usando
un criterio de informacién robusto. Buscamos A tal que Zf;j AjB;(t) sea una buena aproxima-
cién para no(t). Como en Bianco et al. (2005), puede considerarse un procedimiento de tres pasos
para calcular el estimador inicial de los parametros. Primero notemos que, como la constante de
calibracién de la funcién de pérdida depende del pardmetro desconocido ag, Bianco et al. (2005)
introducen una sucesién adaptativa de constantes de calibracién ¢y, para definir una sucesién de
M-—estimadores 5M,n = (,/B\Mm, XM,n). La constante de calibraciéon permite por un lado, reducir los
residuos deviance grandes asegurando que los estimadores resultantes sean robustos, y por el otro,
calibrar los estimadores para que alcancen una eficiencia determinada. Si la sucesién de constantes

. .z ~ P , .
de calibracion es tal que ¢y, — cp, como veremos en el Capitulo {4, los estimadores

~ N \/d yi — [xIB+ ATB;
Oy, = argmin Z 10) ( ! [Az l]) :
(IB7A)€RP+kn i—1 CM,n

son tales que BM,n tiene matriz de covarianza asintética dada por (B(qﬁ, a0, o)/ A%(9, ap, co)) Yo,
donde D(ap)X es la matriz de covarianza asintética de los estimadores clasicos obtenidos cuando
#(u) = u? y D(ag) es una constante dependiendo solo de . Para el modelo log-Gamma D(ag) =
1/ap. Las constantes B(¢, ag, co) y A(¢, ag, co) dependen solo de la derivada de la funcién de score
¢ y del parametro de forma ag, pero no de las covariables. De esta forma, los estimadoresde 3
pueden ser calibrados para alcanzar una determinada eficiencia respecto del estimador clasico. En
adelante, llamemos C, (o) al valor de la constante de calibracién ¢y tal que el M—estimador tiene

eficiencia e con respecto al clasico.

En nuestra modificacién, consideramos el siguiente algoritmo de cuatro pasos para calcula un
MDM-estimador generalizado. Cabe destacar que el método descripto en lo que sigue es la propuesta
considerada en Bianco et al. (2005) aplicada a la aproximacién de dimension finita de 7y pero

tomando en cuenta las restricciones de orden.

= Paso 1. Primero calculamos un S-estimador inicial (Bn, Xn) y el correspondiente estimador de
escala ,, tomando b = sup ¢/2. Para ser més precisos, para cada valor de (3, A) sea 0,(3, A)
el M—estimador de escala de \/ d (yZ — [X;F,B + )\TBi]) dado por

1 (d (- [xIB+A"B)])
7Z¢ Un(ﬁ7 )‘) ’

donde ¢ es la funcién bicuadrada de Tukey ¢.
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El S—estimador de (3, Ag) para el modelo considerado estd definido a través de un S—estimador

calculado sin restricciones

(ana ;\n) = argmin On (57 )‘)
(ﬂ7)\)eRP+kn

y el correspondiente estimador de escala se define como o, = minig x)cgp+in on (B, A). Més

aun, definamos un estimador preliminar de 79 como 7(t) = Z?; Anj Bj(t).

Sea u una variable aleatoria con densidad (2.14)) y sea 0* () la solucién de

()

Argumentos similares a los considerados por el Teorema 5 de Bianco et al. (2005) combinados
con los resultados del Teorema permiten mostrar que 3, % B, |7 — nlz =5 0y
on =% 0*(a), bajo condiciones de regularidad. Més aun, como en Bianco et al. (2005), si v es
una funcién diferenciable, o*(«) es una funcién continua y estrictamente decreciente, con lo
cual podemos definir un estimador de o como @, = 0*~!(5,) dando origen a un estimador

fuertemente consistente para ag.
Paso 2. En el segundo paso, calculamos &, = c*~1(G,) y

Cpn = méx(G,, Ce(@y)) = méx(G,, Ce(a*71(5,)).
Entonces, ¢, — ¢y = max{o*(aq), Ce(vg)}.

Paso 3. Sea (,/B\INI, XH\H) un MM-estimador adaptativo sin restricciones definido por

I o (\Jd(yi— [xIB+A"B])
(BINIa >\INI> = (ﬂ?fiﬁ;in ; ) o UJ(Xz‘) )

donde la funcién w(x) controla puntos de alta palanca en el espacio de las covariables x.

Paso 4. Si /)\\INI,I < /)\\INI’Q < ... < XINI,;C los estimadores finales son 3 = BINI y n(t) =

s
Z?zl XINI’ jBj(t). De otra manera, los estimadores finales pueden obtenerse ya sea, conside-
rando el procedimiento de monotonizacién de Dette et al. (2006) descripto en la Seccién
o mediante una minimizacién con restricciones como se presenté en la Seccién En este
ultimo caso, utilizamos un algoritmo estdndar de minimizacién no lineal con restricciones to-
mando como valor inicial (,[Aﬂ(o), Ay = (B’INI,)\(O)), donde A € £, . Una posible eleccién
possible para A eg /\go) = /\go) =0y /\1(0) =¢—2parai=3,...,ky,, en cuyo caso la matriz

A abajo descripta serfa igual a A = (1,—1,0,...,0).

Una vez que el valor inicial (,@(0), )\(0)) con A0 e Lk, ha sido elegido a través de Paso 1 a Paso

3, la optimizacién con restricciones descripta en el Paso 4 puede implementarse, por ejemplo, a

través del paquete alabamﬂ de R.

Describimos brevemente un algoritmo, similar al considerado en Lu (2015), para aproximar el

minimizador con restricciones de L, (8, A, ¢y,).

'Disponible en http://cran.r-project.org/web/packages/alabama/index.html!

15
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= Sea V(B,A) = (V1(8,\)7, Va(8,\)")" y H(B,\) = (H;;(B,\))1<ij<o el vector gradiente y

la matriz Hessiana de la funcién objetivo, esto es,
N 1 &
Vi(B,A) = p Z L (yl-, x; 3+ B;-PA,En) w(x;)X; ,
i=1
1 n
VQ(/B, )\) = ﬁ Z v (yi, X;F,B + B;r)\,/c\n) w(xl)Bl y
i=1

n

~ 1
Hll(ﬁ? >‘) = ﬁ Z X (yi7 X;FIB + B;P)‘7/c\”) w(xi)xixg )

=1
Fa(0,) = 3 (X9 BIA ) wlx) Bt
Fla(8,) = D (o X09+ BIA ) wlxx
Foa(8.) = £ 37y (5 x84 BIA ) wiox) BB
=1
donde
¥(y,5,0) = Oply, 5.0)/05 = o ( = S)> oy~ 5)

con ¢’ la primera derivada de ¢ y x (y,u,a) = 0¥ (y,u,a)/Ou. Sea A = {i1,...,im} el conjunto
Z(?) = Az(?ll. Si m > 0 definimos la matriz activa A € R™**n+P) como
la matriz cuya j—ésima fila es el vector cuyo i;—ésimo elemento es igual a 1, el (i; + 1)-ésimo

de indices tales que A

elemento igual a —1 y el resto es igual a 0.

A~

» Fijemos un valor inicial 8 = (8, A) y llamemos H = ﬁ(@), V= V(0). En el primer paso,
0 = (B )‘(O))-

= Paso 4.1. Obtenga la direccién factible como

n= <I _H AT (AI?I*AT)_1 A> H 'V

» Paso 4.2. Si ||n|| < € para algin € > 0 suficientemente chico, calcule los multiplicadores de

. -1 o~
Lagrange v = — (AHflAT) AH~'V. Sea v; la i-ésima componente de v.

e Siy; >0, para todo i € A, entonces 0=06.

e Si existe al menos un i € A tal que v; < 0, determine el indice correspondiente al valor

més grande de v;, eliminelo de A y vuelva al Paso 4.1.

s Paso 4.3 Calcule
(Mg — N\
& = min 7( i1 i)
7i>Ni+1,3¢ANKi<k,—1  Tj41 — 1)

y obtenga el menor r tal que L,(0 + 27"n,K) < L,(0,K). Reemplace 8 por 0 =0+
min(27",&1)n, actualice A y A y vuelva al Paso 4.1.
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2.6. Sobre la eleccién de la cantidad de splines

Un problema importante a considerar es la eleccién del niimero de nodos y su ubicacién para
definir el espacio de B—splines. La seleccién de los nodos es mas importante para la estimacién de
1o que para la de B,. Un enfoque es usar nodos uniformes que es el planteo empleado en nuestro
estudio de simulacién. Los nodos uniformes son usualmente suficientes cuando la funcién ng no exhibe
cambios dramaéticos en sus derivadas. Por otro lado, nodos no uniformes son deseables cuando la
funcién tiene comportamientos locales disimiles en diferentes regiones. Otra perpectiva usual es

ubicar los nodos segun los cuantiles de las observaciones t; tomados en percentiles uniformes.

El nimero de nodos m,, o equivalentemente la dimensién de la base k,, (recordemos que k, =
my, + ¢) puede determinarse por un criterio de seleccién de modelos tal como una versién robusta
del criterio de Akaike usado en Lu (2015) o la versién robusta del criterio BIC de Schwartz (1978)
ya considerado en He y Shi (1996) y He et al. (2002).

Descrlbiremos a continuacién, la adaptacion del criterio BIC a nuestro problema. Supongamos
~(k) ~(
,8( )\ ) es el estimador que resuelve (2.2)) (o respectivamente (2.6])) usando un espacio de

sphnes k—dimensional. Definimos un criterio BIC robusto como

Bty (216)

n k
1 ~
BIC(k) = - E o vi,x E )\( SR w(x;) +

de forma que valores grandes de este criterio indican un mal ajuste.

Como es usual en los procedimientos basados en splines, el niimero de nodos debe aumentar
lentamente con el tamano de muestra n para alcanzar la tasa de convergencia 6ptima. Cuando se
supone que 7y es dos veces continuamente diferenciable y se consideran splines cibicos (¢ = 4),
como en nuestro estudio de simulacién, de acuerdo a las tasas de convergencia dadas en el Teorema
3.11} un criterio posible es buscar el primer minimo local de BIC(k) (es decir, el menor k) en el
rango de méx(n'/®/2,4) < k < 8+ 2n'/%. Dentro de este rango, existe usualmente un solo minimo
local. Cabe notar también que el minimo global de BIC (k) ocurre para el modelo saturado cuando

k =n — p, por lo que BIC(k) es un criterio vélido solo para un rango limitado de valores de k.

2.7. Apéndice: Sobre la Fisher—consistencia

En este apéndice, daremos condiciones que aseguran la consistencia de Fisher de los estima-

dores propuestos para algunas distribuciones. Mds precisamente, mostraremos que L(8y, 1o, ko) =

5 Hrg;in G L(B, g, ko) donde L(B3,g,a) y Gy estd definidas en (2.1) y (2.10), respectivamente.
€ ,9€Y0

2.7.1. Modelo parcialmente lineal con errores simétricos

El modelo parcialmente lineal corresponde a la funcién de vinculo identidad, H(s) = s y puede
escribirse como en ([2.12)). Como se mencioné en la Seccién en el caso de errores simétricos, la
funcién de pérdida puede tomarse como p(y,s,a) = ¢((y — s)/a) para una funcién ¢ apropiada.

En este caso, el parametro de ruido kg juega el rol del parametro de escala. Por esta razén, en
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este apartado consideramos errores con distribucién simétrica, una funcién ¢ par y reescribiremos

el modelo como
yi = x; By + mo(ts) + Koei ,
donde ¢; son independientes de (x;,t;) y ko es el parametro de escala, es decir que u; = Kog;.

Para obtener resultados de consistencia de Fisher requerimos los siguientes supuestos.

F1 Para casi todo tg, P(x*8 = ¢ U w(x) = 0|t = tg) < 1, para todo B € R, c € R, (3,¢) # 0.

F2 La variable aleatoria ¢ tiene una funcién de densidad go(u) par, no creciente en |ul|, y estric-

tamente decreciente en |u| en un entorno de 0.

F3 La funcién ¢ : R — [0, 00) es una funcién continua, no decreciente y par tal que ¢(0) = 0. Més
aun, si 0 < s < v con ¢(v) < sup, ¢(s) entonces ¢(s) < ¢(v). Cuando ¢ es acotada suponemos

que sup, ¢(s) = 1.

La condicién (F'1)) no permite que B, incluya un ordenada al origen para que el modelo resulte
identificable. El supuesto dice que la funcién ¢ es una p—funcién. El siguiente Lema establece

la consistencia de Fisher de los estimadores propuestos.

Lema 2.1. Consideremos el modelo de regresion parcialmente lineal y; = X;FIBO +n0(t;)+ roei donde
los errores tienen distribucion simétrica. Si se cumplen a[F3, entonces, para cualquier a > 0,

(Bo,mo) es el inico minimizador sobre RP x G de
—x'B—g(t
L(B.g.a) = E¢ (y f i )> w(x).

DEMOSTRACION. Sea Y(x,t) = x"(8 — By) + g(t) — no(t), entonces

L(B,n,a) =E¢ <’;° £ — T(’;t)> w(x)

Indiquemos por Ay = {(x,t): T(x,t) =0} y b(x,t) = YT(x,t)/a. Como los errores son indepen-

dientes de las covariables

L(B,1,a) = Ep (5%) E (w(x)La, (x,t)) + E {IE ¢ (5% - b(x,t))

(x, t)] w(x)L e (x, 1) } .

Observemos que € = ¢ kg/a también satisface por lo tanto, el Lema 3.1 de Yohai (1987) junto

con implican que, para todo b # 0, vale la siguiente desigualdad estricta
E [qﬁ (a% —b)} > E [qb @%)] . (2.17)
Luego, para cualquier (x,t) € Af tenemos que
E|o <g% ~b(x.1)) ‘(x,t) — (x0,t0)| =E [0 <g% ~b(x0,10))| > E [¢ (g%)}

donde la primer igualdad se debe a la independencia entre los errores y las covariables.
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Notemos que [F1]implica que P(A§ N {w(x) # 0}) > 0. En conclusién, resulta que

L(B.n.a) > E¢ (2] E(w(x)Lay(x,8)) + E{E [¢ (¢22) | wix)Lagx, 1) | = E (¢ (=) wix))
> L(Bo: Mo @),
lo que concluye la demostracién. |

2.7.2. Modelo parcialmente lineal con errores asimétricos

Como se mencioné en la Seccion bajo un modelo parcialmente lineal generalizado con
respuestas con distribucién gamma, es decir cuando z;|x; ~ T'(a,p;) con p; = E(z|(xi,t:)) y
log(u;) = Byxi + no(ti), las respuestas pueden transformarse mediante y; = log(z;) para traba-
jar con el modelo de regresiéon con errores asimétricos dado por , donde w; y (xj,t;) son

independientes.

Recordemos que bajo un modelo log-Gamma los errores son tales que u; ~ log(I'(a, 1)) y su

densidad es una funcion fuertemente unimodal. En este contexto, la funciéon de pérdida es igual a
p(y,s,a) =¢ (x/d(y - s)/a), donde d(u) = exp(u) — u — 1.
Derivaremos un resultado de consistencia de Fisher mas amplio que incluye otras distribuciones

asimétricas con densidades fuertemente unimodales para los errores. Por esta razén, consideramos

el siguiente supuesto

F4 La variable aleatoria u tiene funcién de densidad go(u) > 0 para todo u, continua y estricta-

mente unimodal.

Al igual que para errores simétricos, el siguiente lema da un resultado de consistencia de Fisher
fuerte porque muestra que para cualquier pardmetro de ruido los pardmetros verdaderos (B, o)
minimizan la funciéon objetivo. Este resultado corresponde a la condicién requerida en la Seccién

para evitar pedir orden de consistencia al estimador del pardmetro de ruido.

Lema 2.2. Consideremos el modelo de regresion parcialmente lineal (2.12) donde la densidad del
error satisface . Si se cumplen y entonces, para todo a > 0, (Bg,no) es el unico minimi-

zador sobre RP x Gy de

L(B,g9,a) =E

a

! <¢d<y X8 g(t))) w(X)] |

DEMOSTRACION. Como antes, sea Y(x,t) = x"(8—8¢)+g(t) —no(t) y Ao = {(x,t) : T(x,t) = 0}.

Entonces, observando que




y usando que los errores son independientes de las covariables, concluimos que

L(B.g.0) =E (¢ (fl(“)» E (w(x)Lay (x.1)) +

IE{]E ¢< d(u—I—T(x,t)))

a
Usando que los errores verifican el Lema 1 en Bianco et al. (2005) permite acotar el segundo

(2.18)

(x,t)

w(x) Lag (x, t)} .

término en (2.18)). En efecto, para cualquier (x,t) € A§ y para cualquier a > 0 fijo, tenemos que

(o) o () ) =2 (- 027))

donde la tltima desigualdad se sigue de la independencia de los errores y las covariables. Usando

resulta que la desigualdad estricta ocurre en un conjunto con probabilidad positiva y se obtiene

el resultado como en el Lema 2.1l [ |

2.7.3. Modelo parcialmente lineal logistico

En el modelo parcialmente lineal logistico isoténico, suponemos que y;|(x;,t;) = (Xo,t0) ~
Bi(1, m(x0,to) donde

m(x,t) = H (B5x +no(t))

con H(s) =1/(1+exp(s)) y no mondtona. Para este modelo, la funcién de pérdida p dada en (2.11)

puede escribirse como

py,u) =y (= log (H(u))) + (1 —y) e (= log (1 — H(u))) + G(H(u)), (2.19)

con G(t) = G1(t) + G1(1 —t), G1(t) = fg ¢o'(—logu)duy H(u) = (1 +exp (—u))~ L.

Como en Boente et al. (2006), la consistencia de Fisher puede derivarse ficilmente para la
funcién de pérdida dada en (2.11f), cuando ¢ verifica las condiciones de regularidad enunciadas en
Bianco y Yohai (1996), w(x) > 0 para todo x y P(x*3 = c|t = tg) = 0, para todo (3, c) # 0. Mds

generalmente, como en los dos casos anteriores, supondremos que se cumple la condiciéon

Lema 2.3. Sea p : R? — R definida como en ([2.19) donde la funcién ¢ : R>g — R es tal que
p(0) =0y

a) ¢ :R>o — Rxg es acotada con derivada continua y acotada ¢'.

b) ¢'(t) > 0 y existe para algin ¢ > log?2 tal que ¢'(t) > 0 para todo 0 < t < c.

Supongamos ademds que se cumple entonces (By,no) es el unico minimo de L(B3,g) sobre
RP x go.
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DEMOSTRACION. La demostracién es una consecuencia directa del Lema 2.1 de Bianco y Yohai
(1996) y Como en dicho Lema, sea z una variable aleatoria Bernoulli tal que P(z = 1) = mg y
definamos

M(mg,m) =Ezp (— logm) + (1 — 2)p (— log[1 —7]) + G(7).

Entonces, se cumple que M (7, m9) < M (g, ) para cualquier m # mp. Tomando esperanza condi-

cional y observando que P(y = 1|(x,t)) = H(x" B + no(t)) resulta que
Ep(y,x'B + g(t)w(x) = Ew(x)M (H(x"8 +no(t)), H(x'B +g(1))) -

Para un valor fijo de (x,t), sea 7 = H(x*B+ g(t)) y mo = H(x*By + no(t)), la funcién M (o, )
alcanza su dnico minimo cuando m = my y la demostracién sigue inmediatamente a partir del

supuesto como en el Lema [2.1 [ |
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Capitulo 3

Consistencia de los estimadores

En este capitulo, obtendremos, bajo ciertas condiciones de regularidad, resultados de consistencia
y tasas de convergencia para los estimadores definidos en el Capitulo [2 Comenzaremos fijando la

notacion a utilizar.

Sea ||-|| la norma euclidea de R? y || f||3 = (Efz(t))l/Q. Para cualquier funcién continuav : R — R
denotamos por ||v||ec = sup; [v(t)| y por G la clase de funciones monétonas no decrecientes en [0, 1]
definida en (2.3)).

De ahora en adelante, cuando kg sea desconocido, V refiere a un entorno de kg con clausura V
estrictamente incluida en . En caso contrario, cuando el parametro de ruido es conocido, K = kg

y V = {ko}. Definimos la familia de funciones
Fo={fly.x,t) = p(y,x' B+ A"B(t),0) w(x), B ER?, X € Ly,,,a € V}. (3.1)

y para cualquier medida Q consideramos N (¢, Fr, L-(Q)) y Njj(€, Fr, Lr(Q)) los niimeros de cubri-
miento y cubrimiento corchete de la clase F,, con respecto a la distancia en L, (Q), definidos como,

por ejemplo, en van der Vaart y Wellner (1996) y cuyas nociones recordaremos en la Seccién

3.1. Nociones previas: Procesos empiricos

Con el objetivo de obtener resultados de consistencia y tasas de convergencia para los estima-
dores definidos en el Capitulo [2| y de distribucién asintdtica para el estimador de B3, necesitamos
algunas definiciones y resultados sobre procesos empiricos. A los fines de completitud de esta tesis,
presentamos en esta seccion un resumen de estas nociones, en su mayoria, extraidos de van der
Vaart y Wellner (1996), van der Geer (2000) y Kosorok (2008).

Sea (H,d) un espacio semimétrico, es decir, H es un espacio (posiblemente de dimensién infinita)
y d define una semimétrica, o sea, d : H x H — R es tal que d(z,y) > 0, d(z,y) = d(y,x)
y d(z,z) < d(z,y) + d(y, z). Esta situacién incluye el caso de espacios normados. Indicaremos
B(z,e) ={y € H:d(z,y) <€}

Definicién 3.1. Una e-red para un subconjunto S de H es un conjunto de puntos {xy}rey con la
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propiedad de que para cada x € S existe k € J tal que x € B(xy,€), es decir, S C Uje B(xy,€).

Observese que los puntos xj mo necesariamente son elementos de S.

Definicién 3.2. Dado un subconjunto S C H y e > 0, sea N(e,S,d) el minimo nimero de bolas
abiertas de radio € necesarias para cubrir a S. La e-entropia de Kolmogorov del conjunto S estd

dada por log(N (e, S,d)).

La nocién de entropia fue introducida por Kolmogorov (ver, Kolmogorov y Tikhomirov, 1959)
y representa una medida de la complejidad de un conjunto, en el sentido que, una alta entropia
significa que se necesita mucha informacion para describir el conjunto con una exactitud e. Por lo
tanto, la eleccién de la estructura topoldgica juega un papel crucial en la bisqueda de resultados
asintoticos. En la teoria de procesos empiricos, se utilizan mayoritariamente, las distancias generadas

por las normas L, respecto de una medida de probabilidad. Vamos a repasar esas nociones.

Sea X1q,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién de probabilidad P sobre un espacio
medible (X,.A). La distribucién empirica es la medida uniforme discreta de las observaciones y la
denotaremos por P, = n~" Z;;l 0x, donde ¢, es la masa puntual en z. Dada una funcién medible
f: X = R, indicamos por P, f a la esperanza de f bajo la medida empirica y por Pf a la esperanza
de f bajo P, es decir,

Paf= 3 Y 0(X),  Br= [ fap,
=1

El proceso empirico evaluado en f esta definido como G, f = /n(P,f — Pf). El supremo de esos

procesos estocasticos sobre una clase dada F de funciones medibles se denotard por ||G,|r =
supser |Gnf|.

Dada una medida de probabilidad [P sobre(X, A), indicaremos por L,.(IP) el conjunto de funciones
r 1/r r r
9: X = R tales que gl = (f1a"dB)"" = Ezlg(X)")"" < co.

Definicién 3.3. Una funcion envolvente de una clase F es una funcion medible F' : X — R>q tal

que |f(z)| < F(x) para toda f € F yx € X.

Como sabemos, una forma relativamente simple de medir el tamaifio de una clase F es en términos
de la entropia. Consideraremos la entropia corchete, o entropia con bracketing relativa a la norma
L.(P).

Definicién 3.4. Dadas dos funciones € y u, el bracket o corchete [(,u] es el conjunto de todas
las funciones f tales que ¢ < f < u. Mds generalmente, dada f € F, diremos que pertenece al
corchete [0, u] si P(U(X) < f(X) <u(X)) =1. Un e—corchete en L,(P) es un corchete [¢,u] tal que
PU(X) <u(X)) =1y |lu—"Lp <e

Definicién 3.5. El mimero de cubrimiento corchete Ny(e, F,L;(P)) es el minimo nimero de
e—corchetes en L.(P) necesarios para cubrir F. La entropia corchete es el logaritmo del nimero

de cubrimiento corchete.
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Definicion 3.6. La integral corchete estd definida como

1
Ji) (8, F, Lo(P)) :/0 \/1+1ogNH(e,]-", Lo(P))de.

En L,(P) definimos la e—bola alrededor de una funcién f € L,(P) como el conjunto {g € L,(P) :
||g - f |T,]P’ < 6}'

Definicién 3.7. El nimero de cubrimiento indicado N (e, F, L.(P)) es el menor nimero de e—bolas

en L.(P) necesarias para cubrir F. La entropia es el logaritmo del nimero de cubrimiento.

Cabe notar que en la definicién anterior los centros de las bolas no necesitan pertenecer a F
aunque duplicando el radio se puede suponer que de hecho son elementos de F. Como se menciond
anteriormente, el nimero de cubrimiento se puede interpretar como la riqueza que tiene la clase
F a escala e. Por otra parte, es ficil ver que N (e, F, Lr(P)) < N (2¢, F, L, (P)). Para clases de
funciones indexadas por un parametro en un espacio semimétrico y que son Lipschitz en el mismo,
el nimero de cubrimiento corchete puede mayorarse por el cubrimiento del espacio de parametros.

El siguiente resultado resume lo dicho.

Lema 3.1. Sea © un espacio semimétrico con semimétrica d y F = {fg : 0 € O} una clase
de funciones. Supongamos que existe una funcion F' : X — Rsq, F' € L.(P), tal que, para todo
01,02 € O, |fg, (%) — fo,(x)| < d(6h,02)F(x), entonces Njj(2¢€|F|rp, F, Ly (P)) < N(€,0,d).

A diferencia de lo que suele ocurrir en el contexto paramétrico, las clases con las que trabaja-
remos, como la clase F,, definida en (3.1)) no son clases fijas sino que varian con el tamano de la
muestra, por esta razon los resultados sobre procesos empiricos a utilizar deben contemplar esta
particularidad.

Lema 3.2. Sea Gy, una coleccion de funciones, que depende de n, con envolvente Gn = supgcg,, lg|.

Supongamos que para alguna sucesion by, > 1 tal que b, = 0(n1/2) tenemos que para todo € > 0

b2
~log (N (€, Gn, L1 (Pa)) = 0

lim Sup/ G,dP=0.
n—oo Gn>bn

Entonces, supyeg, |Png — Pf| 0.

Definicion 3.8. Sea D una coleccion de subconjuntos de X. Para &y, ...,&, € X definimos

APy, ..., &) =card{DN &, ... .6} : D € D},

es decir, AP(¢1,...,&,) es el mimero de conjuntos diferentes de la forma DN{¢1, ..., &} con D € D.

Mds aun, definamos mP(n) = sup {AD(&, cobn) &, 60 € X} Y
V(D) =mf{n>1:mP(n) <2"} .

V(D) se llama el indice de la clase D. Se dice que la coleccion D es una clase de Vapnik-Chervonenkis

(VC) si V(D) < oo.
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Un semiespacio es un conjunto de la forma {z € R?: (z,u) < ¢} para u € R? fijo y ¢ € R.
Lema 3.3. a) La coleccion de semiespacios en R? es una clase VC de indice d + 2.
b) La coleccion de todas las bolas cerradas de RY es una clase VO de indice d + 2.

Definicion 3.9. El subgrafo de una funcion f : X — R es el subconjunto de X x R dado por
{(z, 1)t < f(2)}.
Sea F una coleccion de funciones medibles sobre X . La clase F se dice una clase VC' de funciones

st la coleccion de todos los subgrafos de las funciones de F forman una clase VC' de conjuntos en

X x R.

Lema 3.4. Todo espacio vectorial F de funciones medibles f : X — R de dimension finita es una

clase VC' de indice menor o igual que dim(F) + 2.

Lema 3.5. Sean F y G clases VC de funciones en un conjunto X con indices Vr y Vg. Sean

g: X >R, ¢p:R>Ry:2Z— X funciones fijas. Entonces

a) FNG={fNg:feF,ge G} esuna clase VC con indice menor o igual a Vr + Vg — 1;
b) FV G es una clase VC con indice menor o igual a Vr + Vg — 1;

c) {F>0={{f>0}:fe€F} esuna clase VC de conjuntos con indice Vr;

d) —F es una clase VC con indice Vr;

e) F+G={f+g:feF} es VC con indice Vr;

f) F-g={fg:fe€F} es VC con indice 2Vr — 1;

g) Fo={f(): feF} es VC con indice menor o igual a Vr;

h) ¢ o F es VC con indice menor o igual a Vr para ¢ mondtona;

Lema 3.6. Sea F una clase VC de funciones con envolvente medible F' y r > 1. Para cualquier

medida de probabilidad Q tal que ||F|,.q > 0, tenemos que

9

r(V(F)-1)
N (€|l Fllrgs F, Lo(Q)) < K V(F) (16¢)VP) <1)

€

para una constante universal K y 0 < e < 1.

Lema 3.7. Para cada n, sean M, y M, procesos estocdsticos indexados por un conjunto ©. Sea

0, € © (posiblemente aleatorio) y 0 < 0, < n arbitrarios, y sea 0 — d,,(0,0,) una funcidn arbitraria
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(posiblemente aleatoria) de ©,, C © a [0,00). Supongamos que, para cada n y 6, < § <,

sup M, (0) — M, (0,) < —5?
§/2<dn (6,00)<6,0€0,,
E* sup \/ﬁ {(Mn - Mn)(e) - (Mn - Mn)(en)]Jr < an((S) )

6/2<dn(0,0,)<6,0€0,

para funciones ¢y, tales que § — ¢,(8)/6 es decreciente en (0n,7), para algin o < 2. Sea ry, < 6,;°
tal que r2¢nrt < \/n, para todo n. Si la sucesion @L toma wvalores en O, satisface Mn(gn) >
M, (0,) — Op(r;2) ¥y dn(én,en) converge a cero en probabilidad exterior, entonces rndn(é\n,ﬂn) =

O3(1). Si las condiciones anteriores son vdlidas para n = oo, entonces la condicion de consistencia

de 6, no es necesaria.

Lema 3.8. Sea F una clase de funciones medibles tales que Pf? < 6% y ||fllce < M para toda
f € F. Entonces

J1(6, F, Lao(P
E3|Gullx S J1(6, F, La(P)) <1+ (0, F, La( >>M>'

52 /n

3.2. Resultados de consistencia

Para derivar resultados de consistencia de nuestra propuesta en el contexto considerado, nece-
sitaremos los siguientes supuestos. Teniendo en cuenta el marco general que abordamos, su validez
debe ser analizada para cada modelo en particular. En la Seccién [3.5] presentamos algunos ejemplos

de funciones de pérdida p y de modelos para los cuales estas hipotesis se cumplen.

CO0 Los estimadores x de kg son fuertemente consistentes.

C1 p(y,u,a) y w(-) son funciones acotadas no negativas y p(y, u,a) es una funcién continua. Més
aun, L*(B, A, a) = L(B, 2;?;1 \jBj, a) satisface la siguiente condicién de equicontinuidad: para

cualquier € > 0 existe § > 0 tal que para cualquier ai,as € V,

lap —as] < § = sup |IL*(B, A a1) — L*(B, A, a2)| < €.
ﬂERk,)\Eﬁkn

C2 a) La funcién 7y es no decreciente

b) La derivada r-ésima de 7y satisface una condicién Lipschitz en [0, 1], con r > 1, es decir,

m € Hr={g€C[0,1]: gV]lec <C1, 0<j <7y |97 (21) — 9" (22)] < Calz1 — 22}

C3 El méximo espaciado entre nodos es de orden O(n™"), donde 0 < v < 1/2. Mas aun, el cociente

entre el espaciado maximo y minimo esta acotado uniformemente.

C4 Para algin €; > 0, la clase de funciones F,, definida en (3.1) es tal que, para 0 < € < €y,
log N (€, Fn, L1(Py)) = Op((ky + p) log(1/e)).

27



Por simplicidad, denotemos como L(6g, ko) = L(By,no, ko), donde 8y = (By,m0) y como 0 =
(B,7) a los estimadores definidos a través de (2.2) con 7(t) = E?Zl Xj Bj(t). En forma similar

definimos como Ox; = (Bx;, Tini) @ los estimadores sin restricciones definidos en ([2.6)).

Para medir la cercania entre los estimadores y los pardmetros poblacionales consideramos la
métrica 7%(0y,0) = [|By — B||* + |no — 7]|% donde || - || # representa una norma en el espacio de
funciones F = {g : [0,1] — R, tal que g es una funcién continua} que se elige usualmente como

1/2
1fll2 = (EL26)"? 0 |l = subyeoyy |/ ()]. Sea Ac = {8 = (B.9) : B € RP, g € GNF,7(6,80) >
e}. El siguiente teorema establece la consistencia de los estimadores 8 = (3,7) basados en B-splines

monotonos de orden £ > r + 2.

Teorema 3.9 (Consistencia). Sean (y;,X;,t;)" observaciones i.i.d. que satisfacen (1.1)). Supongamos

que se cumplen a que para todo € > 0, infg. 4 L(0, ko) > L(6o, ko) y que k, = O(n”) con
1/(2r+2) <v < 1/(2r). Entonces, se cumple que 71'(90,5) 2%00.

Un resultado andlogo puede obtenerse para los estimadores sin restricciones On; = (Bing, Tini)-
Para ello, bastara eliminar las restricciones de orden en los requerimientos anteriores, en particular,

no sera necesario pedir que 79 sea mondtona. Mas precisamente, consideraremos los supuestos.

D1 p(y,u,a) y w(-) son funciones acotadas no negativas y p(y, u,a) es una funcién continua. Mas
aun, L*(B,,a) = L(3, Z?Zl Aj Bj,a) satisface la siguiente condicién de equicontinuidad:

para cualquier € > 0 existe § > 0 tal que para cualquier a1, as € V,

lap —as] < § = sup [IL*(B, X\, a1) — L*(B, X\, a2)| < €.
BERF AcRkn

D4 Para algtin ¢; > 0, la clase de funciones ]?n definida como
Fo={f,xt) = p(y,x"B+A"B(t),a) w(x), 3 € R”, A € R*" a € V}. (3.2)

es tal que, para 0 < € < ey, log N (e, Fr, L1(Py,)) = Op((ky, + p) log(1/€)).

Teorema 3.10. Sean (y;,x;,t;)* observaciones i.i.d. que satisfacen (1.1]). Supongamos que se cum-
plen b), y. Si para todo € > 0, Infy_ 7 L(6,K0) > L(B0, ko) y kn = O(n") con
1/(2r +2) < v < 1/(2r) donde A, = {6 = (B,9) : B € RP,g € F,m(6,00) > €}, entonces se tiene
que W(eo,an\n) & 0.

La demostraciéon del Teorema se omite pues se obtiene utilizando los mismos argumentos
que en la demostracion del Teorema observando que, como ¢ > r + 2, existe g, € S,(Tn,¥) tal
que ||gn — Mollec = O(n™"), para 1/(2r +2) < v < 1/(2r) (ver Schumaker, 1981), en lugar de usar

la aproximaciéon monétona de 79 dada por el Lema A1l de Lu et al. (2007).

3.3. Tasas de convergencia

Para derivar las tasas de convergencia, tomamos como norma || - ||z en el espacio de funciones

F, la norma L,(Q), con 2 < p < oo, donde t ~ Q. Quedan incluidas como posibles normas
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I£1% = 13 = Ef2(t) o Ifllz = [[fllec, en cuyo caso x%(61,02) = [|B1 — Ba* + [lm — n2||f, con
p =2 o p = oo, respectivamente. En este contexto, definimos la distancia

m2(61,02) = E (w(x) [x" (8, — By) +m(t) - (1)) .

donde para j = 1,2, 8; = (8,,7;) € © =RP x G.

Para obtener la tasa de convergencia de nuestros estimadores, necesitaremos algunas hipotesis
adicionales. Entre ellas, pediremos dos condiciones distintas sobre la entropia corchete y dependiendo
de ellas, las tasas de convergencia obtenidas seran mas débiles o mas fuertes. En la Seccién se
discuten condiciones sobre la funciéon p que garantizan la validez de estos supuestos para algunos

modelos.

Para evitar pedir tasa de convergencia al estimador k¥ de kg supondremos que L(Bg,m0,a) <
L(B,g,a) para todo a € V y para (8,9) # (By,m0), g € G. Esta condicién implica la consistencia
de Fisher y vale, por ejemplo, para el modelo parcialmente lineal tal como se mostré en la Seccién
Una alternativa a esta hipdtesis consistiria en requerir una condiciéon de consistencia de Fisher

condicional. Ambas opciones se aunan en el supuesto

De ahora en adelante, para A € R*» g, (t) referira al spline g, (t) = ATB(t).

C5 Sea Gnexo = {f(y:x,1) = [p(y,x" B+ ga(t),a) = p (Y, X By + g, (1), )] w(x) , 1B = Boll <
€, A € Ly,,a € V,mp(00x,,0x) < c}, con 0y, = (Bg:9x) ¥ Ox = (B,95). Para alguna
constante C3 > 0 independiente de n, Ag € Ly, y € > 0, tenemos que Ny (€,G,, .y , L2(P)) <
Cy (C/ﬁ)kn—i-p-i-l.

C6 Para n > ng, la familia de funciones 7, . = {f(y,x,t) = p (Y, xTB + ga(t),a) w(x),\ €
Ly,,a € V,m(0p,0,) < ¢ donde 0, = (B,9x)} es tal que, para cualquier 0 < e < 1,
Ny (e, F

n,c’

Ly(P)) < Cy/ekn?P+L para alguna constante Cy > 0 independiente de n y e.

C7 La funcién p es dos veces continuamente diferenciable con respecto a su segundo argumento

con derivadas ¥ (y, u,a) = 9p(y,u,a)/0uy x (y,u,a) = 0V(y,u,a)/0u tales que

Y]y = saup [¥(y,u,a)|<ooylxlloy = sup [|x(y,u,a)] <oo.
yeERuER,a€V yeERuER,a€V

C8 Ew(x) ||x[|? < oo.

C9 Existe ¢g > 0, un entorno V de kg y una constante positiva Cy, tal que para cualquier 8 €
R? x My, (T, £) con m(6,00) < €y y cualquier a € V, L(0,a) — L(6g,a) > Com3(6, 6y).

C10 Una de las siguientes afirmaciones se cumple

a) para cualquier a € V, L(By,m0,a) < L(B,g,a) para (8,9) # (Bo,m0), 9 € G-
b) E{¥ (y,x "By + no(t),a) |(x,t)} = 0, casi seguramente, para cualquier a € V.

Teorema 3.11 (Tasas de convergencia). Sean (yi,X;,t;)" observaciones i.i.d. que satisfacen (1.1)

y kp = O(n”) para 1/(2r +2) < v < 1/(2r). Supongamos que [C1] a[C8 y[CT a[C1Q se cumplen y

a.s.

que Tr(a, 0y) — 0. Entonces, tenemos que
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a) si se cumple Y 7p(00,0) = Op(1), donde v, = n™2-0=1)/2) " Por lo tanto, si v =

1/(1+ 2r), los estimadores convergen con tasa dptima pr/(42r)

b) sise cumple Tn mp(eo,@) = Op(1), para cualquier vy, tal que v, < O(N"™) y vy, log(vn) <
O(n(l_”)/2).

Observacion 3.1. Cabe mencionar que bajo el hecho que 77[@(00,5) = Op(n~ min(v(1-v)/2)
junto con el Lema 7 de Stone (1987) implican que ||7j — 7o|lcc — 0, dando un resultado similar al

obtenido en el Teorema 1 de Lu (2015).

Observemos que la condicién|C10p) es andloga a la consistencia de Fisher condicional de Kiinsch
et al. (1989), mientras que la condicién es similar al supuesto C3’ de Shen y Wong (1994). El
Lema de la Seccién da condiciones bajo las cuales se cumple [C9] &

Como en la Seccién [3.2] el Teorema [3.12] permite obtener tasas de convergencia para los estima-
dores §INI = (BINI, Tin1) basados en B—splines sin imponer restricciones de monotonia. Como antes,
se omite su demostracion pues sigue los mismos pasos que los considerados en la demostracion del
Teorema utilizando nuevamente que existe g, € S,(7p,¢) tal que ||gn, — n0llcc = O(n™""), para
1/(2r+2) < v < 1/(2r). Para ello, debemos eliminar las restricciones de orden en los requerimientos

anteriores. Mas precisamente, consideraremos los supuestos.

D5 Sea gﬂ,C,AO = {f(y7xvt) = [p (vaTIB +g/\(t)7a) - p(y,xTﬁo +g>\0(t)7a)] w(x), HIB - IBOH <
€0, X € Rfvia € V,7p(00.y,05) < ¢}, con Opxy = (Bgs9ne) ¥ 05 = (B, ). Para alguna
constante Cy > 0 independiente de n, Ag € R*» y ¢ > 0, tenemos que Ny (e, &n’c)\o, Ly(P)) <
Cy (C/e)knerJrl.

D6 Para n > ng, la familia de funciones ]?,ﬁc = {f(y,x,t) = p(y,x"B+ ga(t),a) w(x),\ €
RFn a € V,7(0p,05) < ¢ donde O, = (B,9.)} es tal que, para cualquier 0 < € < 1,
NH(G,.%*

n,c’

Ly(P)) < Cy/ekntP+L para alguna constante Cy > 0 independiente de n y e.
D9 Existe ¢g > 0, un entorno V de kg y una constante positiva Cy, tal que para cualquier 8 €
R? x S,,(Tn,¢) con 7(8,00) < € y cualquier a € V, L(0,a) — L(6¢,a) > Cyn3(6,00).
D10 Una de las siguientes afirmaciones se cumple

a) para cualquier a € V, L(By,10,a) < L(B, g,a) para (8,9) # (Bo,"0), 9 € Yo-
b) E{¥ (y,x"By + no(t),a) |(x,t)} = 0, casi seguramente, para cualquier a € V.

Observemos que [D5]y [D6] corresponden a las hipétesis [C5|y [C6] pero sin exigir que los coeficien-
tes tengan una restriccién de orden. Lo mismo ocurre con[D9]y [D10h) que son las versiones adapta-

das al caso sin restricciones de[C9|y[C10p). Mds aun,[D10h) implica que E {V¥ (y,x* B, + no(t), a) [t}

0, casi seguramente, para cualquier a € V, por lo tanto, la consistencia de Fisher condicional dada

en [D10p) es una condicién algo més fuerte que [D10R).

Teorema 3.12. Sean (y;,x;,t;)* observaciones i.i.d. que satisfacen (1.1)) y k, = O(n”) para 1/(2r+

2) << 1/2r). Supongaos gu vten |3 (G2, 163 (G (G B9 (D1 gue (B 00) =50

Entonces, tenemos que
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a) sise cumple@ Yo 7p(00, Orx1) = Op(1), donde v, = n2v0=/2) Lyego, siv =1/(1+2r),

los estimadores convergen con tasa dptima n™/(1+27)

b) sise cumple@, Yo 7p(00, Orxt) = Op(1), para cualquier yy, tal que v, < O(n™) yn log(yn) <
O(n(lfu)/Q)'

Como se mencioné en la Observacion bajo se obtiene que ||Tint — 7olloc — 0. Por lo
tanto, si 79 es una funcién no decreciente y 7, es el estimador definido en , del Teorema 3.1
(a) de Neumeyer (2007) se deduce que |7 — 70]loc — 0. Por otra parte, si ademés 7 es derivable,
info<i<1my(t) > 0 y la cantidad de puntos donde se calcula la discretizacion N — oo, entonces

170 — molloc = 0.

3.4. Apéndice A: Demostracién de los Teoremas y

En este apéndice se presentan las demostraciones de los teoremas que establecen la consisten-

cia de los estimadores y su tasa de convergencia. Llamaremos [|p|lcc = SUDP,cR yer acy P(Y, U, @) ¥

[w]loo = supxeprp w(x).

3.4.1. Demostracién del Teorema [3.9]

Sea Vg ga = p(y,x" B+ g(t),a) w(x) y llamemos P a la medida de probabilidad de (y,x,t) y
P,, a su correspondiente medida empirica. Luego, L,(8,9,a) = P,V g4 vy L(B,9,a) = PVg 4.

La consistencia de k implica que dado cualquier entorno V de kg, existe un conjunto de medida

nula Ny tal que, para todo w ¢ Ny, k € V para todo n > ng y algtiin ng € N.

La demostracién sigue pasos similares a los utilizados para el Teorema 5.7 of van der Vaart

(1998). Comenzaremos mostrando que

A, = sup |Ln(B,9,a) — L(B, g,a)| = 0. (3.3)
BERP ge My, (Th ,£),a€EV

Notemos que A, = supscz, (P, — P)f, donde F, estd definida en (3.1). Més aun, implica que
suprez, [f| = [[pllcollw]loo, mientras que y el hecho de que k, = O(n”) con v < 1/(2r) < 1

implica que

1 n 1
~log N(e, Fu, L1(Py)) = Op(1) K 7:”’ log () 2.0.

€

Por lo tanto, utilizando el Lema con b, = max(1,2 ||p[lco||w|leo), deducimos que (3.3)) vale.
Como L(6o, ko) = infgerr geg L(B, g, ko), donde 8y = (By,no), tenemos que
0 < L(8, o) — L(B0, ko) = > Anj, (3.4)
j=1

con Ap1 = L(0,R) — Ln(8,7), Ana = Ln(6,%) — L(0, ko) ¥ Ans = L(8, ko) — L(6,%). Notando
que |A,1| < A,, obtenemos que A, = 0a5.(1). Por otro lado, como L(a, a) = *(,@,X,a) la
equicontinuidad de L* pedida en y la consistencia de K implican que A, 3 = 0a..(1).
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Acotaremos ahora A, 2. Usando el Lema Al de Lu et al. (2007), tenemos que existe g, €
My (Tn, 0), tal que ||gn — Molloc = O(n™""), para 1/(2r +2) < v < 1/(2r). Sea 6y, = (By, gn):
Sn1 = (Pn— P)Vg, 9,72 Y Sn2 = L(Bon, k) — L(Bo, ko). Notemos que S, 1 < A, de manera que
a partir de , concluimos que Sy, 1 2% 0. Por otra parte, si escribimos Sno = Z§:1 ST(L] % donde
ST(Ll% = L(6yn, k) — L(Bon, ko) y SS% = L(6on, ko) — L(6o, ko), la continuidad de p junto con el
hecho de que ||gn — Molloc — 0 y el Teorema de Convergencia Dominada implican que 57(12% — 0,
mientras la continuidad de p y el hecho que es acotada junto con la consistencia k llevan a que

ST(Ll% = 0as.(1). Resumiendo, hemos mostrado que Sy, ;j = 0as.(1) para j =1,2.

Usando que ® minimiza L,, en R? x M, (Tn, £) obtenemos que
Ano = Ln(8,7) — L(6o, ko) < L(0, %) — L(B0, 0) = St + Sna- (3.5)

Por lo tanto, usando que A, j = 0as.(1), para j = 1,3y S, j = 0as.(1), para j = 1,2, (3.4) vy (3.5)

nos permiten concluir que

o~

3
0 < L(8, ko) — L(B0, ko) = Y An;j < 0as.(1),
7=1

de donde obtenemos que L(a, K0) =% L(B0, ko) que junto con infge 4 L(0, ko) > L(0p, ko) implican

que 7r(§, 00) =% 0, concluyendo la demostracion. [ |

3.4.2. Demostracién del Teorema [3.11]

Definamos las funciones M;(s) = L(By + sB3,m0,a) y Ma(s) = L(By,n0 + sg,a) y notemos que
M{(0) = E [w(x)¥(y,x"By + no(t),a)x*B] y M}(0) = E [w(x)¥(y,x" By + no(t),a)g(t)]. Cuando se
cumple ), M;(s) y Ms(s) tienen un minimo en s = 0, para cualquier 3 € RP y g € G. Luego,
M{(0) =0y M.(0) =0, es decir, para todo a € V,

E [w(x)qj(yv XT/BO + nU(t)v a)x} 0 (36)
E [w(x)¥(y,x" By + n0(t),a)g(t)] =0 paratodogeg. (3.7)

Claramente, (3.6) vy (3.7 también valen bajo [C10Db).

Para probar el Teorema bajo ambos conjuntos de supuestos enunciaremos los pasos comunes

al comienzo y luego continuaremos la demostracién segin se verifique [C5] o [C6]

Sea ©, = RP x M, (T,,£)N{0 = (B,9) € © : m(0,0)) < €}, donde © = RP x G. Salvo por un
conjunto de probablidad nula, 0c ©,, para n suficientemente grande. Como en la demostracién del
Teorema sea gn € Mp(Tn,0), gn(t) = AFB(t), tal que ||gn —1ollc = O(n™™") para 1/(2r +2) <
v <1/(2r), y lamemos 6, = (B, gn)-

Para obtener la tasa de convergencia del estimador 0 = (B,ﬁ) aplicaremos el Lema m que
corresponde al Teorema 3.4.1 de van der Vaart y Wellner (1996). Siguiendo la notacién de dicho
Lema, llamemos M (0) = —L(0,k) y M,,(0) = —L,,(0,K) y, para 8 € O, sea d,(6,0¢) = 7p(6, 0)).
La funcién M es aleatoria debido al estimador k del pardmetro de ruido. Sea d,, = Al/no — gnllr,
donde A =4./(Co/|[w]loo + A0)/Co con Ay = ||wlolX|lec/2 ¥ Co dados en
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Usando que |(Ly,(0,&) — L(0,K)) — (Ln(00.n, k) — L(Og n, k)| = | (M, — M) () — (M, — M )(60.)|,
para utilizar el Lema deberemos mostrar que exsite una funcién ¢, tal que ¢,(9)/6" es decre-

ciente en (d,,00) para algiun v < 2 y que para cualquier § > d,,

sup L(Bon,R) — L(O,7) = sup M(6) — M(8g,) < —6° (3.8)
96@»,1,5 6697175
E* (Sup Vi |(Ln(0,R) — L(6.R)) = (Ln(80,n, &) — L(Bon, R))| < ¢n(0) (3.9)
E@n,é
d,(8,60,) - 0 (3.10)

donde el simbolo < significa menor o igual salvo un factor constante, E* es la esperanza exterior y
©,5={0€0,:0/2<d,(0,0,) <0}

El supuesto y el hecho de que & =% ko implican que, salvo un conjunto de probabilidad nula,
para cualquier 8 € ©,,, L(0,%) — L(80,k) > Co73(0,6y). Por otro lado, usando (3.7) obtenemos
que E [w(x)¥(y, X"y + 1m0(t), @) (gn () — mo($))] = 0, de donde
L(Bo,n,a) — L(6o,a) w(x) ¥ (y, x" By + n0(t), a) (gn(t) = no(t))]
E[() Xy, X" By + 77(1), @) (gn(t) — mo())?]

E [10(x) x(y. X" By + 7). @) (90 (¢) — m(®))’]

+

0] oo | X oo (gn (t) = 10(£))* = Ao ||lgn — nol3< Ao lgn — nol|% = O(n™2™)

=E
1
2
1
T2
1
5 )
con Ag = [|wl|oollX|leo/2 ¥ 77(t) un valor intermedio entre 19 (t) ¥ g»(t). Luego, usando que d2 (8, 6 ,,) <
2d;,(6, 00) + 2d7; (60, 00) < 2d7,(8,00) + 2[|wlloo lgn —n0l13 < 2d3(8, 60) +2[[wlloc [lgn — 1m0l% ¥ cue
d/2 < d,(0,60,) obtenemos que

N - C C
M&@—LmeﬂZGMﬂ&%%ﬁ%mw4M?Z%ﬂ&%w—<”ﬁ +A0mh—m%
> —0"— — A
=50 N(Wm+(0% ERE TR TR

concluyendo la demostracién de (3.8)).

En el siguiente paso, debemos hallar ¢, (d) tal que ¢,(5)/d sea decreciente en ¢ y se cumpla

(3.9). Por la consistencia de &, con probabilidad 1 para n suficientemente grande

\/ﬁ|(Ln(077’%) - L(oak\)) - (Ln(eo,nak\) - L(eo,nak\)” <
sup v/n |(Ln (6, a) — L(6, a)) — (Ln(Bon, a) — L(Bon, a))] -

acV

Definamos la clase de funciones

4]

Fos = {Vgﬂ — Vgo,ma : 5 < dn(e,agm) <6,0€0,,ac V} = {Vg,a — Vg()’n,a : 0 ¢ @n,g, a &€ V},

con Vg, = p(y,x"B+g(t),a)w(x), para @ = (B,g). La desigualdad (3.9) involucra un proceso
empirico indexado por F, 5, ya que

E* sup v/ |(Ln(0,7) — L(8,7)) — (Ln(Bom, &) — L(Bon, 7)) < E* sup v/n|(Pn — P)f].

96@,“5 f€]:n,5
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Para cualquier f € F,, 5 tenemos que ||f|l < A1 = 2[|p]loc||w]|oc. Mas aun, si Ay = ||9||oc||w||oc

usando que
Voo = Voo nal < [¥llecw(x)x" (8 — Bo) + 9(t) — gn(t)],
y que mp(0,00.,) = d,(0,600,) < 6, obtenemos que

PF < ] (w?(x) [X"(8 = Bo) + 9(t) — gn()]*) < A2 73(6,00,0) < Az 7.

El Lema [3.8| permite obtener la cota

E* sup Vil(P, = P)f| < Jj) (475, Fus. La(P)) (1 + 4

J1(AS 6, Fos, Lo(P))
fe}—n,é ’

A20% \/n

donde Jj (6, F, L2(P)) = f(f \/1 +log Nj(€, F, La(P))de es la integral corchete.

a) Supongamos ahora que se cumple. Para cualquier 8§ = (83, 9) € 0,5, g puede escribirse

como g = A"B para algin A € L, entonces
@2(0,60,) = E (w(x) [x"(8 - By) + (A= A)B®)]*) .
Por lo tanto, F, 5 C Gpea, con ¢ =4d y la cota dada en conlleva a

€

5 kn+p+1
N[](Ewl—"n,&LQ(P))gCZ( > )

lo que implica que
(A0, Fop, La(P) S v/kn +p 1.
Si llamamos ¢, = ky, + p + 1, obtenemos que
* 1/2 dn
R L
para alguna constante Az independiente de n y 4. Eligiendo

An_

\/ﬁ i

tenemos que ¢,(0)/d es decreciente en ¢, concluyendo la demostracion de (3.9). El hecho de que

dn(0) =5 q/? +

W(@, 0o) *% 0 implica que mp(é, 0o) +% 0 de donde, utilizando que (00,0, 00) — 0, se deduce que
(3.10) vale.

Sea v, = O(n™0(v(1=¥)/2)y "entonces 7y, < 6, %, donde 8, = Ano — gnllx = O(n~"). Tenemos
que mostrar que y2é, (1/7,) < /n. Notemos que

1 q
7721¢n <%> = 'an711/2 + 'YEL 7% = \/ﬁ an(l + (In) 5

donde a,, = ’ynqu/ 2 /+/n. De esta forma, para derivar que v2¢, (1/v,) < /n, es suficiente mostrar
que a, = O(1), lo cual se deduce facilmente del hecho que k, = O(n”) y v, = O(n®) con ¢ =
min(rv, (1 —v)/2).

La condicién M, () > M,,(00.) — Op(v,?) requerida por el Lema se verifica trivialmente
porque 6, minimiza L, (8,R). Por lo tanto, obtenemos que v2d2 (g », 5) = Op(1).
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Finalmente, dy(80.,00) < |[w]|2*]gn — nolloe = O(n™™) < Y, junto a v2d2 (6., 0) = Op(1) y

la desigualdad triangular conducen a v2d2 (6, 8) = Op(1), concluyendo la demostracién.

b) Supongamos ahora que se cumple Usando que cualquier f € F,, s puede escribirse como
f=fi—facon fj € F; . v lacota dada en[C6] tenemos que

1
2
N (6, Fnsy La(P)) < CQW'

Esto implica que

1
(4328, Fus, La(P)) < dlog <5> Ny

Si llamamos ¢, = k, + p + 1, obtenemos

2
E sup [GnVp,,ny — GnVorl < A 1/2610g< >+n 12, [log <1>] .
0€@n§ 5 5

Eligiendo
1\12
0(0) = ai %310 () 40720, os ()|

obtenemos que ¢, (d)/J es decreciente en 9.

El Lema [3.7| permite concluir que ~v2d? (007n,§) = Op(1), donde =, es cualquier sucesién que
satisface v, < 5n1 con &, = m(00,00,) = O(n™™) y V2¢n (1/7,) < /n. La primera condicién

~

implica que 7, < O(n"), mientras que de la segunda se deduce
72 (4827 Tog(m) + gun™"/2[l0g(7)]2) < n'/2.

Luego, usando que k, = O(n”) concluimos que 7, log(y,) < O(n(!=*)/2). Finalmente, como antes,
la condicién M, (8) > M, (6y) — Op(r;2) requerida por el Lema [3.7] se verifica trivialmente porque

6,, minimiza L,(6,R).

Como en a), d,(09,n,00) < Hle/QHgn —10/loc = O(n™™) < 7, junto con y2d2 (6o, ) Op(1)
y la desigualdad triangular conducen a v2d2 (8o, 0) = Op(1). [ |

3.5. Apéndice B: Algunos comentarios sobre los supuestos

En esta seccion, discutiremos la validez de los supuestos necesarios para obtener los resultados

de consistencia y de tasa de convergencia de los estimadores propuestos.

3.5.1. Sobre a

Como se mencioné anteriormente, para el modelo logistico y el modelo Poisson, no existe parame-
tro de ruido kg, pudiendo considerarse kg = 1 conocido y no necesitando ser estimado. Por esta
razon, puede omitirse. Por otro lado, bajo el modelo parcialmente lineal con errores
simétricos, el pardmetro de escala kg puede ser estimado usando cualquier estimador robusto de
escala calculado sin utilizar la restriccion de monotonia. Para ser més precisos, sean, por ejemplo,
(B, 7) los estimadores robustos de (B, 70) definidos en Bianco y Boente (2004) y definamos los resi-

duos como r; = y; —x; B—1(t;). El estimador de escala & puede tomarse como k = medianaj<;<, |74/,
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o como un estimador de escala basado en una p—funcién como en Maronna et al. (2019). Argumen-
tos similares a los utilizados en el Corolario S.3.1 de Boente y Martinez (2017), permiten probar

~ a.S.
que K — K.

Andlogamente, para el modelo parcialmente lineal con errores log—Gamma o més generalmente
para errores con densidad , el parametro kg corresponde a la constante de calibracion y se
relaciona con el pardmetro de forma, como se menciona en la Seccién [2.4] Puede ser estimado usando
un S—estimador preliminar calculado sin imponer la restriccién de monotonia, como se describe en

la Seccién Célculos directos permiten verificar que en este caso también se cumple [CO}

El supuesto es un requisito estandar porque establece que la funciéon de peso controla valores
grandes de las covariables y que la funcién de pérdida acota residuos grandes. La equicontinuidad
pedida en permite trabajar con el pardmetro de ruido en un contexto general. Una condicién
similar aparece en Bianco et al. (2013a). Para el caso particular de un modelo de regresién par-
cialmente lineal , cuando la funcién p(y,u,a) estd dada por 0 , la condicién de
equicontinuidad se cumple, por ejemplo, si ¢ es continuamente diferenciable con derivada primera

¢’ tal que s ¢/(s) estd acotada. Si kg es conocido, la equicontinuidad no es necesaria.

La condiciones y refieren a la suavidad de la componente no paramétrica y el espaciado
entre nodos. Son andlogas a las consideradas, por ejemplo, en Lu (2010, 2015). Por otro lado, las
condiciones infgc 4, L(6,50) > L(6o, ko) o infy. 7 L(6,K0) > L(8o, ko) solicitadas para obtener la
consistencia de los estimadores 6 y Oyp, respectivamente, aseguran que L(6y, ko) no alcanza el valor
minimo en infinito. Cabe mencionar que la hipétesis infg_ 3 L(6,K0) > L(0, ko) es también un
requisito en Boente et al. (2006) y Boente y Rodriguez (2010) para garantizar la consistencia fuerte

de los estimadores alli considerados.

3.5.2. Sobre las condiciones de entropia

En esta seccion damos algunos ejemplos de funciones de pérdida que satisfacen los supuestos
y [C6] Como se menciona en la Observacién argumentos similares sirven para mostrar
que [N7(a) y se verifican cuando la funcién de escores W(y,s,a) es Lipschitz en (s,a)

uniformemente en y.

Sobre el supuesto

Consideremos el caso del modelo parcialmente lineal isoténico (2.12)) asi como el caso del modelo

logistico parcialmente lineal.

Lema 3.13. Supongamos que (y,x*, )T satisface el modelo parcialmente lineal isoténico (2.12). Sea
p(y, s,a) la funcion de pérdida dada en (2.13)) o (2.15) con ¢ una p—funcion acotada y consideremos
las clases de funciones definidas en (3.1) y (3.2), esto es,

Fo={fly.x,t) =p (y,x"B+ATB(t),a) w(x),B € R’, A € Ly, ,a €V},

ﬁn = {f(y,x,t) :p(yaxTIB+)‘TB(t)aa) w(x),ﬁ e RP A ERk",ae V}
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a) Sip(y,s,a) estd dada por (2.13)), entonces se cumplen y.

b) Supongamos que p(y,s,a) estd dada por (2.15) y que los errores tienen densidad dada por
(2.14). Si ¢ es una funcion continuamente diferenciable tal que ((s) = s¢'(s) es acotada,

entonces F,, satisface [C4 y[DZ].

DEMOSTRACION. Bastard probar que se cumple Considerando que ¢ y w son funciones aco-
tadas y que dividir por una constante no modifica la definicién de los estimadores, sin pérdida de

generalidad suponemos que [|¢||cc =1y ||w]|co = 1.

La prueba de a) usa los mismos argumentos considerados en la demostracién del Lema 4.2.2 en

Smucler (2016). Los incluimos por claridad. La familia de residuos escalados

R {1=XB-NB0

a

: ﬁeR”,AeRk",aeV}

es un subconjunto del espacio vectorial de todas las funciones en p + k,, + 1 variables. Por el Lema

34 R tiene indice VC a lo sumo p + ky, + 3.

Recordemos que p(y, s,a) = ¢ ((y — s)/a) con ¢ una p—funcién. Luego, ¢ es una funcién par, no
decreciente en [0, 4-00) y puede ser escrita como ¢ = ¢ + ¢(?), donde ¢V (z) = ¢(2)]p 4o0)(T) €8
no decreciente y ¢ (z) = ¢(2)[(—o,0)(x) es no creciente. Usando las propiedades de permanencia
para clases VC dadas en el Lema obtenemos que las clases de funciones Rf;) = oW oRy
R((;) = ¢® o R son clases VC con indice a lo sumo p + ky,, + 3. Para j = 1,2, definimos la familia

de funciones

79 = { strx.0) = 00 (L2E00 ) 40,6 € B2,3(0) = ABO) con A B a e v

Entonces, .Egj ) = Rg) -w y por lo tanto, el Lema implica que .Egj ) es una clase VC con ndice a

lo sumo ¢, = 2(p+ k, +3) — 1.

Més aun, las clases F9) tienen envolvente 1 porque [|¢]lcc = ||w|lec = 1. Luego, el Lema
implica que existe una constante universal K tal que, para cualquier medida de probabilidad Q

sobre RPFnt1 y cualquier 0 < € < 1, tenemos que

n—1
N(e, F$), Li(Q)) < Kgy (16¢) <>q |

€

Notemos que 121) + .7-',(12) tiene envolvente constante e igual a 2, por lo tanto,

N(2¢, F{V + FP, L1(Q)) < N(e, FV, L1(Q)) x N(e, F{2), L1(Q))

wauttoor (1))
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Finalmente, notando que ]?n tiene envolvente constante igual a 1 y que ]?n C Egl)—i-frgz) y suponiendo

sin pérdida de generalidad que K > 1, obtenemos que

€

log (N(e’]t-le(Q))) <log [an (16e)I" (1>qn—1]

<9 {log(K) +10g gn + qnlog(16€) + (gn — 1) log (1) }

<2 {qn [log(K) + 1+ log(16e) + log Cﬂ } < C(;+ kn) log (1)

para € < €1 y alguna constante C, concluyendo la prueba de a).

b) Como antes, la clase F,, tiene envolvente constante igual a 1. Recordemos que, para errores

con distribucién ([2.14)), la funcién de pérdida estd dada por

p(yv‘S?a) =¢ (d(y_8)> )

a

con d(s) = v(ug) — v(s), donde v es una funcién continua con tnica moda en wuy, esto es, d(s) =

v(ug) — v(s) es decreciente en (—oo, ug) y creciente en [ug, +00).

Por simplicidad, llamamos ¢(s) = ¢(y/s). Para cada a € R fijo definamos

d(y —x"B — ga(t))
a?

Fna = {f(y,x, t)=¢ ( ) w(x),B8 € RP, gx(t) = ATB(t) con A € Rkn} .

Notemos que Fp, , C .7:7(113 + .7:7&2, donde .7-"7(1]()1 = Q(Sj ) . con

6t = { oty = (FOEE RO 1 - x8 - a0 pe R A RY

a?

R s ) LRSIVEES EPAUINCES P

Queremos ver que existe una constante universal K > 1 tal que, para cualquier medidad de proba-

bilidad Q en RPT*»+1 ¢ € R y cualquier 0 < € < 1, tenemos que

€

qn—1
N (26, Fras 1(Q)) < [an (16e)1" (1) ] (3.11)

con ¢, =2v, —lyv, =2(p+kyn) + 7.

Argumentando como en a), bastard con mostrar que gé” y gff) son clases VC con indice menor
o igual a v, = 2(p + k,) + 7. Obtendremos solamente el resultado para QC(LI) por ser el otro muy

similar. Como, a est4 fijo, llamemos por simplicidad

d(y —x'B —ga(t))

Foalmxt) = ( ) g ooy (4 — X7 — g (8)

2
y notemos que ¢(0) = 0 implica que
d(y —xT8 — g5(t
artrt) = (FEXEZ0 g x5 (1)



Por lo tanto, usando que la funcién ¢ es no decreciente en [0, 4+00), bastard ver que la clase

d(y—x"B—ga(t))
a?

RO = {gply, x.t) = Tug,00) (¥ = X"B = g5(1)) . B € R, X € R}

es una clase VC con indice menor o igual a v, = 2(p + k) + 7.

Supongamos que R((ll) tiene indice VC, posiblemente infinito, mayor a v,. Entonces, existen v,

puntos (i, Xi, ti,13), 1 <i < wvy,, con r; € R, que pueden ser desmenuzados por los subgrafos de las

funciones de R((ll). Claramente, al menos p + k,, + 4 puntos r; deben tener el mismo signo.

Supongamos primero que r; < 0, para 1 <7 < s con s > p+k, +4. Entre todos los subconjuntos
de Dy = {(yi,%4,t5,7:),1 <14 < s}, los subgrafos de las funciones fg a(y,x,t) solo eligen el conjunto
D, porque r; < 0y fga(y,x,t) > 0. Esto lleva a una contradiccién, de manera que los v, son tales

que al menos p + k, + 4 puntos r; son mayores o iguales a 0.

Sin pérdida de generaldad, supongamos que r; > 0, para 1 < ¢ < s y algin s > p + k, + 4.
Dado cualquier subconjunto I C {1,..., s}, existe un subgrafo que lo elije, esto es, existe (87, A1)
tal que fg, x;(yi,Xi,t;) > 7; siy solo si i € I. Considerando que Ip,, «)(y —x"'8 — ga(t)) = 0
cuando y — x'8 — gx(t) < uo, tenemos que u;; = y; — x; By — A\ B(t;) > ugp. Observemos que
I8, (Wi, Xi, ;) > 75 es equivalente a d (u;,r) > a’r; y considerando que d(s) es creciente en [ug, +00)

resulta u; ;1 > d~1(a®r;). Resumiendo, tenemos que para cualquier subconjunto I C {1,..., s}, existe

(B, A7) tal que
yi — X, B — ATB(t;) > d ' (a®r;) <=icI.
Llamemos u; = (yi, x}, B(t;)7, 2;)T € RPTF2+2 con z; = d=*(a?r;). Definiendo v; = (1, -8, — A7, —1),
obtenemos que
yiu; >0<=iel.
Por lo tanto, los semiespacios de dimension p+ k,, + 2 pueden desmenuzar un conjunto de p+k, +4
elementos, lo que contradice el hecho de que los semiespacios de dimensién d tienen indice VC igual

a d+ 2, ver Lema De esta forma, obtenemos que Rgl) tiene indice VC menor o igual a v,
concluyendo la demostracién de (3.11)).

Para terminar la demostracién de b), notemos que F,, = UgcpFp o Sea

Foxalyx.1) = 6 (“d y=x'8- g*“”) w(x).

a

Recordemos que V es un entorno de xg > 0, sin pérdida de generalidad podemos suponer que existe
0 < K1 < Ko < kg tal que V C [k, k2. Por lo tanto, dado € > 0, existen M = M(e) y puntos
ai,...,ap tal que V C Ujj\/ilB(aj,m €/||¢lloo), donde M (€e) < Ky /e, para alguna constante Ky, y
B(a,e) ={u:|u—al <e€}.
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Sea € > 0y a € V. Por lo anterior, existe 1 < j, < M (e) tal que |a —a;,| < €/||(||oo- El Teorema
del Valor Medio junto con el hecho que ((s) = s¢(s) es acotada y ||w|l = 1 implican que, para

cualquier B € RP, X € RFn,

la —a;,|
[fora(y:%,1) = fpray, (4% B)] < wllscllCllo == <e

lo que implica que ||fgxq — IB.Xaj, HLI(@) <e€

Consideremos las clases de funciones J;, o, para 1 < j < M(e) y sea Nj(e) = N(e, Fpa;, L1(Q)).
Para cualquier 3, A existe 1 <m < Nj (€) ¥ fin = [8,, Am.a;, € Fnoa, tal que [|fgxa;, —fmll, @ <
€, de donde se deduce que | fgxa — f8,, Am.a;, 21 < 2¢€ lo que implica que N(2¢, Fp, L1(Q)) <
Zj\i(f ) Nj(€). Usando (3.11)), obtenemos la cota

192

1 n—1 1 dn—735

N(2e, F (@) < M(0 [an @2y () ] < Ky [an @2 () ]

concluyendo la demostracion. [ |
Lema 3.14. Supongamos que (y,x",t)T es tal que y|(x,t) ~ Bi(1,7(x,t)) donde

m(x,t) = H(x"B+no(t))

con H(u) =1/(1 + exp (—u)). Consideremos la funcion de pérdida p dada por (2.19), es decir,

py,u) =y (= log [H(u)]) + (1 —y)p (= log[l — H(w)]) + G(H(u)) + G(1 — H(u)),

con G(t fo —logu) du. Supongamos que ¢ : R>g — R es una funcion acotada con derivada

continua y acotada ¢’ tal que ¢'(t) > 0 y ©(0) = 0. Entonces, las clases de funciones definida en

13-1) vy (3.2), satisfacen y respectivamente.

DEMOSTRACION. La demostracién sigue los mismos argumentos usados en la demostraciéon del
Lema considerando que po(u) = p(0,u) es creciente, p1(u) = p(1,u) es una funcién decreciente

y que la variable y toma solo los valores 0 or 1. |

Sobre los supuestos y [C6]

En esta seccién, estudiaremos condiciones sobre la funcién de pérdida que aseguran que y

[C6] se verifican para algunos modelos.

En primer lugar, observemos que los argumentos considerados en Shen y Wong (1994) al analizar

el Caso 3 en la pagina 596 implican que la entropia corchete de la clase
Heng = {92(t) = AT B(t), X € Ly, [lgx — gxoll2 < ¢} (3.12)

puede acotarse por
IOgN[](Ech,AmLQ(P)) < Crkplog (C/E) ) (313)
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para 0 < € < ¢y la constante C] es independiente de ¢, Ag y n. Un resultado andlogo vale para la

clase
Herno = {02(1) = ATB(t) , X € R* [lgs — gaoll2 < €. (3.14)

El siguiente lema serd util. Para cualquier matriz simétrica A € RP*P_ llamemos (1(A) > --- >

(p(A) a los autovalores ordenados de A.

Lema 3.15. Sea f(t) = E(x|t). Supongamos que P (x = £(t)) <1 y que Sx = Exx" es no singular.

a) Sea ¢ = sup|, =1 F'(a) con

Pla) — ZEEOEO"

aTExxTa

Entonces, 0 < c < 1.

b) Si w =1, eziste una constante C' > 0 tal que, para cualquier 81 = (B1,m) y 02 = (Ba,m2),
tenemos que mp(61,02) > Cm(01,602). Mds aun, C = (1 — y/c) min(1, (,(Sx)).

Entonces, si mp(8,00) = Op(n™"/2) también m(0,69) = Op(n~"/(120),

DEMOSTRACION. a) Recordemos que para cualquier par de variables aleatorias U y Z, tenemos que
EU? =E (E*(U|Z)) + E{E(U|Z) — U}*.
Tomando U = aTx y Z = t, obtenemos inmediatamente que
a'Exx'a = a'Ef(t)f(t)"a+ a"E([x — f(t)][x — f(¢)]"a,

para cualquier a € RP. Luego, usando que P(x = f(t)) < 1, deducimos que, para cualquier |ja|| = 1,

0 < F(a) < 1. Ademés, el hecho de que Sx sea no singular implica que la funcién

a'Ef (t)f(t)"a
F(a) = aTExxTa

es continua en la bola unitaria, alcanzando su maximo en un punto aysy, lo que implica que

¢ = F(amsx) < 1.

b) Usaremos el Lema 25.86 de van der Vaart (1998). Sean g1 = n1(t) — n2(t) y g2 = x* (81 — Ba)-

La desigualdad de Cauchy—Schwartz implica que
[Egig2|* = [EqiE (ga[t)[* < Egi E [E* (g2lt)] -

Elegiendo a = 8, — B,, obtenemos que E [E? (¢2|t)] = F(a)Eg3. Entonces, usando que F(a) =
F(a/||a|)) < ¢, concluimos que |Egig2|* < ¢ Eg?Eg3. El Lema 25.86 de van der Vaart (1998) implica

que, para C' =1 — /¢, vale la siguiente desigualdad

E (g1 + g2)° > C {Eg} + Eg3} ,
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es decir,
72(61,62) > C {E (1m(t) = ma(t))* + (8, — B) "Exx"(8, - B,) }

y la demostracién se concluye usando que el menor autovalor de Exx' es positivo. ]

Observacion 3.2. Cuando w =1, implica que Exx" es no singular. Por otro lado, el supuesto
P(x =f(t)) < 1,enel Lema significa que x no se predice completamente por ¢t asegurando que el
modelo sea identificable. Mas aun, bajo el modelo , implica que P (x = f(t)) < 1 se cumple.
Entonces, el Teorema ) junto con el Lema implican que w(é, 0o) = Op(n~"/042)) &

Lema 3.16. Supongamos que x es independiente de t, Sx = Ew(x)xx" es no singular y Ew(x)x =
0. Entonces, para cualquier 81 = (By,m) y 02 = (By,12), tenemos que mp(01,02) > Cn(01,03),
donde C' = min(Ew(x), (,(Sx)). Por lo tanto, si mp(a, 0o) = Op(n~"/0F27)) también tenemos que

m(6,80) = Op(n~"/A+20),

DEMOSTRACION. Por la independencia de x y ¢

T2(601,05) = Ew(x) [x"(8) — B2)]” + Bw®)E [n(t) - m(t)]* + 2ExT(8; — Bs) m(t) — ma (1)

= (81 — B2)"Sx(B) — By) + Ew(x)E [ni(t) — na(t)]”

porque Ew(x)x = 0. El resultado sigue inmediatamente. |

Cuando la funcién de peso es tal que w(x) = w(—x), la condicién Ew(x)x = 0 se verifica para
vectores aleatorios que tengan distribucion simétrica alrededor de 0. Para familias de distribuciones
elipticas, se toma usualmente como funcién de peso w(x) = W((x — py)"E 1 (x — py)) donde py y
3« indican los pardmetros de posicion y dispersién de la distribucién eliptica y la funcién W : R — R
es tal que W (s) > 0. Por lo tanto, si p = 0, las condiciones w(x) = w(—x) y Ew(x)x = 0 se cumplen
automaticamente. En el estudio de simulacion reportado en el Capitulo x y t fueron elegidas
independientes entre si y © ~ N(0,1), de forma tal que la conclusién del Lema se cumple para

los datos generado sin contaminacién en nuestro estudio.

Veamos ahora cuidndo se cumple Consideraremos primero el modelo parcialmente lineal
isoténico ([2.12). Sin pérdidad de generalidad supondremos que V C [k1, k2] con 0 < k1 < ko < Ka.
Para hacer explicita la dependencia en A, llamaremos 0g x, = (B¢, 9x,) ¥ Ox = (8, 9»)-

Lema 3.17. Supongamos que (y,x",t)T verifica el modelo parcialmente lineal isoténico (2.12)). Sea
p(y, s,a) la funcion dada en (2.13) o (2.15)) con ¢ una p—funcion diferenciable y acotada tal que

@' (s) y ((s) = s¢(s) estan acotadas. Supongamos que w estd acotada y sin pérdida de generalidad,

supongamos que ||w| o = 1. Para un Ao € Ly, fijo, consideremos las clases de funciones definidas
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en|[CH] y[D¥5], es decir,

gn,c,ko :{fA,B,a(yv X7 t) = [p (?J,XT/E" + g)\(t)7 a) - P (y7 XTIBO + g>\() (t)a a)] 'IU(X) )

1B —Boll <€, A€ Ly,,acV,mp(0x,0x) <c}. (3.15)
gn,c,Ao :{fkﬁ,a(yv X, t) = [/O (yvxTﬁ + gz\(t)7 CL) - p (yv XTBO + gAO (t)a CL)] w(X) ’
HIB - 180” < 607>‘ S Rkn’a S V7WP(00,>®70>\) é C} . (316)

Supongamos que Bw?(x)[|x||* < oo y que, para cualquier 81 = (81, 1) y 02 = (B2, g2), Tp(01,02) >
C7(01,02) para alguna constante C > 0. Entonces, tenemos que se cumplen y@, st se verifica

alguna de las siguiente condiciones

a p(y,s,a) estd dada por (2.13),

b p(y,s,a) estd dada por (2.15)), los errores tienen densidad dada por (2.14)), v es derivable y

w*(s,a)z;aqb’( d(s)> v(s) (3.17)

a

estd acotada.

Observemos que los Lemas y dan condiciones que aseguran que p(01, 02) > Cm(61,62),
como se requiere en el Lema3.17]

DEMOSTRACION. Basta probar el resultado para gNmm. Usando que mp(61,02) > Cm(01,02) te-
nemos que, para cualquier fy g, € C?n,c,,\o, gr = ATB(t) € Heyng, con g = ¢/Cy ﬁq,\o definida

en (3.14). Por lo tanto, usando (3.13]), para cualquier 0 < € < ¢1, He, ., puede cubrirse por una
cantidad finita M; () < (c1/€)°** de e-corchetes {lgj.950),1 <j < Mi(e)}.

Por otro lado, el conjunto {b : ||b — By|| < €} puede cubrirse por My(e) < Cs (eg/€)’ bolas de
radio € y centro 8™, 1 < m < My (€). Similarmente, el conjunto [k, k2] puede ser cubierto por

Ms(€) < C3(1/€) bolas de radio € y centro al®), 1 < s < Ms(e).

Es facil ver que bajo el modelo (2.12), la funcién ¥ (y,s,a) = 9p(y, s,a)/0s puede escribirse
como VU (y, s,a) = ¢¥*(y —s,a), donde ¢*(s,a) = — ¢/(s/a), cuando p estd dada por (2.13)), mientras
que ¥* estd dada por (3.17)) si p(y, s,a) estd definida en (2.15)).

Msés aun, cuando p(y, s,a) = ¢ ((y — s)/a), tenemos que

0 1 —
%p(y,s,a): _EC (ya 8) .

Por otro lado, cuando p(y, s, a) esta definida en ([2.15]), obtenemos que

%P(ZJ,S,G) = _ég (Cl(y_S)> .

a
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Luego, en ambas situaciones |(0/9a)p (v, s,a) | < [|(]loc/K1-
Dada frg.4 € QNnvc)\o, sea j, my s tales que g pertenece al e—corchete [g; 1., 95,01, 1B=B™)| < ¢
y |la — al®)| < e. Llamemos
Fims(,%,8) = | p(y, X" BT + g; (1), a)) = p(y, X" By + gay (1), al*)) | w(x)

donde g, (t) = AgB(t) ¥ fim(y,x,t) = p(y, X" B + g; u(t), a) — p(y, X" By + gay (t), @). Usando un
desarrollo de Taylor de orden 1 y que ||w||s = 1, tenemos que
|f/\,ﬂ,a - fj,m,s| < |f>\,ﬁ,a - fj,m’ + |fj,m - fj,m,s|

< 10 lle {w Gl |38 +10n(0) - gir 1} + 210 o — o)

’ (Hw*uw ()l +2”C”°°) 10 oo (@3.0(8) — g50(9)) -

donde la tltima desigualdad sigue del hecho de que g1 < gx < gjv, [|B— Bm) | <eyla—al| <e.

Definamos las funciones
ims¥: X)) = fims(y, %, 0) + € | [¥*|cw(x)[x]| + + 19" oo (95,L(8) — g5,0(t))

wﬁf;l,s(y,x,t)=fj,m,s<y,x,t>—e<||w*uoo x| +2"<"°0)—uw*||oo<gj,L<t>—gj,U<t>>.

Entonces, 905%5 < fapga < gogrr)w Considerando que ||gj.2 —g;v 13 = E(gjv—gj..)* < €2, obtenemos

que

) (L)
H%ym,s ~ Pjm,s

< 2{e (191 @u201?) ™ #2880 ) ot s - g0}
% (||¢*||oo (B el?) 7+ 210 gy ||oo> _ A

lo que significa que el nimero total de corchetes de tamano Aje requeridos para cubrir G, . x, estd

acotado por [[>_; M;(e) < A(e1/ €)“tF P concluyendo la demostracion. |

Ahora estudiamos el cubrimiento corchete de las clases de funciones

‘T_Z,c = {fﬁ,k,a(yy X, t)
‘T_Z,c = {fﬂ,x,a(%xa t)

definidas en [C6|y [D6] respectivamente, donde 72(01,02) = |8, — Bo|> + [[m —m|% vy || - || es la
norma Ly,(Q), con 2 < p < oo. Usando que || — n2||3 < ||m1 — n2/|%, es suficiente mostrar que

ose cumplen cuando 71'2(01,02) =18, — BQH2 + |lm — 172||%.

Es claro que para cualquier fgxq. € F;, .,

p (y,xTﬁ + gk(t),a) w(x),\ € L, ,a € V,7(60,0) <c},
p (y,xTﬁ + g)\(t),a) w(x),A € RF» g € V,7(60,0) <c},

se cumple ||3 — By|| < c. Mas aun, sea g, = gy, €
M, (Tn, £) tal que ||gn — Molleo = O(n_r/(1+2’”)). Entonces, para n > ng, ||gn — Molloc < ¢. Por lo

tanto, cuando ||g||F = ||g[l2, tenemos que si fgxa € Fp ., la funcién gy € Hacxy, donde Hac x, .,
estd definida en (3.14]). De forma similar se obtiene que si fg 4 € Fn ., entonces g € ’ch,,\o,n Por

lo tanto, usando argumentos similares a los considerados en el Lema obtenemos el siguiente

resultado.
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Lema 3.18. Supongamos que (y,x",t)" satisface el modelo parcialmente lineal isoténico (2.12)).

Sea p(y, s,a) dada en (2.13) o (2.15)) con ¢ una p—funcion acotada y diferenciable tal que ¢'(s) y
((s) = s¢/(s) son acotadas. Para Xg € Ly, fijo, consideramos la clase de funciones definidas en

y@. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que V C [k1, k2] con 0 < k1 < ko < k2. Entonces, si
Ew?(x) ||x]|? < oo, las hipdtesis y@ se cumplen, para n > ng, en cualquier de los siguientes

casos

a) p(y,s,a) esta dada por (2.13))
b) p(y,s,a) estd dada por (2.15)), los errores tienen densidad dada por (2.14]), v es derivable y
la funcion ¥*(s,a) definida en (3.17)) es acotada.

Al considerar un modelo logistico parcialmente lineal, observando que ¥(y,t) = 9dp(y,t)/0t

puede escribirse como V(y,t) = — [y — H(t)]v(t) con
v(t) =¢' (—log H(t)) [1 = H(t)] + ¢’ (~log [1 — H()]) H(t),
argumentos similares a los considerados en el Lema [3.17] permiten mostar el siguiente resultado.
Lema 3.19. Supongamos que (y,x",t)T es tal que y|(x,t) ~ Bi(1,7(x,t) donde
7(x,1) = H(x"By + m0(t))

con H(u) = 1/(1 +exp (—u)). Consideremos la funcion de pérdida p dada en (2.19). Supongamos

que ¢ : R>9 — R es una funcién acotada con derivada continua y acotada ¢’ tal que ¢'(t) > 0y

¢(0) = 0.

a) Si Ew?(x)||x||? < oo y ewiste una constante C' > 0 tal que mp(01,02) > Cw(01,02), para
cualquier 01 = (B, 91) y 02 = (B, g2), entonces se cumplen|[CH| y[D5|

b) Si Bw?(x) ||x||? < oo, se cumple[C6 y[D6,

3.5.3. Condiciones que garantizan [C9|

El siguiente Lema establece condiciones que aseguran la validez de [C9] Un resultado andlogo

vale para [D9]

Lema 3.20. Supongamos que se cumple y que p(y,u,a) es dos veces continuamente diferen-

citable con respecto a u.

a) Si la funcion x (y,u,a) = 0?p(y,u,a)/0u? es tal que existe eg > 0 y un entorno V de kg tal

que
Co= inf  inf inf E X' B4+ g(t),a)|(x,t) = (xo,t0)) >0, 3.18
0 a€V 72(6,00)<ep (%0,t0) ESw x[0,1] (X (y B g<) )K ) ( 0 O)) ( )
OcRPxG

donde Sy, es el soporte de la funcidn w, entonces se cumple [CY.
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b) Mds aun, supongamos que 7*(61,83) = [|B1 — B2 + llm — mllZ, que w tiene soporte acotado
Sw C{|Ix]| < A1} o bien que P(||x]| < A1) =1 y que para alguna constante positiva Az

Cop = Inf inf inf E , S, ,t) = ,t >0, 3.19
0 élelwxo,to)lel}swx[o,u\s_§£1\<A2 (X (y,5,) |(x,1) = (x0,t0)) (3.19)

donde so = x( 8y + no(to), entonces se cumple .

La condicién es la contraparte robusta del supuesto de que la varianza condicional de
y|(x,t) estd acotada inferiormente lejos de 0 usada en el Teorema 1 en Lu (2015). El supuesto (3.19)
se verifica si, por ejemplo, E (x (y,x" B + no(t),a) |(x,t) = (x0,t0)) > 0 y la funcién x(y, s, a) es
continua en todos sus argumentos. Estas dos condiciones se verifican, por ejemplo, bajo el modelo
parcialmente lineal tanto para errores simétricos como para errores con densidad ,
cuando las funciones ¢ y v satisfacen los supuestos y requeridos para obtener la normalidad

asintotica del estimador B del parametro de regresién.

DEMOSTRACION DEL LEMA [3.20l Para cualquier 8 € R? x M,,(Ty, /), sea Mg(s) = L(6g + s(6 —
00),a), entonces Mg(1) = L(0,a) y Mg(0) = L(0¢,a). Mas aun, llamando b(x,t) = x" (8 — B¢) +

g(t) — no(t), tenemos que

Mpy(s) =E [w(x)¥(y,x" By +no(t) + sb(x,t),a)b(x,t)]

Mg/ (s) = E [w(x) x(y, x" By + m0(t) + sb(x,1), a)b?(x, t)] .

El supuesto implica que Mg (0) = 0. Por lo tanto, usando un desarrollo de Taylor de orden dos
obtenemos que para algin 0 < § < 1, Mg(1) — Mg(0) = My'(€)/2.

a) Sea B¢ = By +&(B—Bo) y 9¢ =m0 +&(g —mo) = (1 —&)no + &g, luego O = (B¢, g¢) € O para
g€ Gym(B¢,0) =&m(0,00). Entonces, para a € V, y 6 € RP x M,,(Tp, £), tales que 7(0,0q) < €,

tenemos que

L(6, ) — L(80,a) = Mp(1) — Mp(0) = 5 E [w(x) x{y X" B¢ + (1), ) . )]

1

= 5 E[w60 B {x(w,x"Be + 96(0), )| (. 1) } 125, )0, xp0,1 (%, 1)

> CoFw(x)b%(x,t) = Comi(6,600)

donde usamos que 7(0¢,0¢) < €9 y (3.18)), concluyendo la demostracion de a).

b) Supongamos que 72(01,602) = |81 — Bsl|* + Im — m2ll% v que se cumple (3.19)). Sea sy =
x4 By + no(to) con xg € Sy. Usando que [x58¢ + ge(t) — sol < A1l|Be — Boll + lge(to) — mo(to)l,
obtenemos que [xy8; + g¢(t) — so| < Az, siempre que 7(0,80) < ¢, con ¢g < Az/(1 + Aj). La

demostracién contintia como en a) usando (3.19)). [ |
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Capitulo 4

Normalidad asintotica del estimador

del parametro 3

En este Capitulo, estudiaremos la distribucién asintética del estimador del pardmetro de re-
gresién. Consideraremos dos situaciones: (i) el pardmetro de ruido es conocido, como en el modelo
logistico y Poisson, o (ii) cuando kg es desconocido, supondremos que H(t) = t, es decir que las
observaciones siguen el modelo parcialmente lineal . Maés aun, consideraremos las situacién
de errores con distribucién simétrica o con densidad . En el primer caso, la escala kg es des-
conocida lo que provee un contexto mas general al considerado en Du et al. (2013). En el segundo
caso, como se describe en la Seccién [2.5] el pardmetro de ruido ko depende de « y corresponde a

la constante de calibracién. Como en el Capitulo (3|, cuando kg es conocido, tomamos k = Kg.

4.1. Distribucién asintética de ,/8\ y BINI

Recordemos que al considerar el modelo de regresion parcialmente lineal con errores simétricos,
la funcién p estd dada por . Por otro lado, para la situaciéon en que el error u tiene una
densidad de la forma , la funcién de pérdida estd definida a través de . En particular,
para el modelo log-Gamma up = 0y d(s) = exp(s) —s — 1.

Es importante mencionar que los Lemas y muestran que, bajo el modelo (2.12), la
condiciéon de Fisher—consistencia fuerte requerida en el supuesto se cumple, bajo condiciones

leves.

Supongamos que E (X(y, x' B, + no(t), mﬁw(x)‘t) # 0 y sea h* la funcién

E (x(y X780 + m0(t), wo)w(x) x|
E (x(y X8, + mo(t), ro)w(x)|t)
Denotemos como A (60y, ko) y D(09, ko) a las matrices simétricas

A(80, ro) =Ex(y,x" By + m0(t), ko)w(x) [x — h*(t)] [x — h*(1)]"
D(60, o) =EV*(y,x" B + n(t), wo)w’(x) [x — h*(¢)] [x — h*(£)]" .

h*(f) =
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En supondremos que la matriz A (6, ko) es no singular lo que significa, en particular, que x no

puede ser perfectamente predicha por ¢.

Teorema 4.1 (Distribucién asintética). Supongamos que y a (en el apéndice)
se verifican y que k, = O(n") con v = 1/(1 + 2r). Sea K un estimador preliminar consistente
de kg y sean (B,ﬁ) los estimadores de (By,mo0) definidos en . Supongamos que B LN Bo v
que ﬂp(@, 00) = Op(n="/(+27)) . Mds aun, supongamos que P (Xj > /)\\j_l, para 2 < j < k:n) — 1,
donde 7(t) = Z?Zl Xij(t). Entonces,

V(B — By) =+ N (0.3(60, o)) -
con 2(00, K,()) = A_l(eo, Ho)D(OQ, Ho)A_l(eo, Ho).

El Lema del Apéndice da condiciones bajo las cuales los coeficientes de 7] satisfacen una
desigualdad estricta. Notemos que m(@, 60) = Op(n~"/0+2) implica que ||7 — 7o]|oc — 0.
Observacion 4.1. Como en el Capitulo es posible obtener la distribuciéon asintdtica del es-
timador BINI definido en la Seccién M4s precisamente, supongamos que k, = O(n”) con
v =1/(142r), que K un estimador preliminar consistente de kg, que BINI 25 By y que 7p (ém, 0y) =
Op(n~"/(1+27)) Luego, bajo y a donde, en la definicién de las clases de fun-
ciones & jn.5x0> Fnjsno Y In,jsx dadas en , y se reemplaza A € Ly, por A € RFn,
se cumple que \/ﬁ(,@INI - Bo) Ly N (0,3(60, ko)), es decir, que BINI tiene la misma distribucién
asintética que ,B &
Observacion 4.2. Cabe notar que, bajo el modelo , las funciones VU (y, s,a) = dp(y, s,a)/0sy
X (y,8,a) = 0¥ (y, s,a)/ds pueden escribirse como ¥(y, s,a) = *(y—s,a) y x(y,s,a) = x*(y—s,a)
para funciones adecuadas ¥* y x*. En particular, cuando la funcién p estd dada por y ¢ es
dos veces continuamente diferenciable, tenemos que ¥*(s,a) = — ¢'(s/a) y x*(s,a) = ¢''(s/a). Para
el caso de errores con densidad , usando que p esta definida a través de y suponiendo

que ¢ y v son funciones dos veces continuamente diferenciables, obtenemos que

P*(s,a) = 21a<f>l< d(8)> EAS) ;

a d(s)
. 1 (VA WP 1 (VA 20 () | [ ()
X (s,a) = 4(12(ZS ( a > d(s) - EQS < a ) { a0s) + d(s)% } .

Tanto para errores simétricos como para errores con densidad ([2.14]), los estimadores clasicos se

obtienen tomando ¢(s) = ¢c.(s) = s2/2. Por lo tanto, los estimadores no dependen de la eleccién de
una constante de calibracién preliminar, es decir que para los estimadores clasicos podemos tomar
a = ko = 1 al definir la funcién de pérdida. De esta forma, para errores simétricos, 9% (s) = —s y

XtL(s) = 1, mientras que para errores asimétricos ¢} (s) = v'(s) y x&.(s) = — 0/ (s).
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Més aun, bajo el modelo (2.12) el vector h*(t), definido en (4.1), y las matrices A(8¢, ko)
y D(60, ko) tienen una expresién mds simple debida a la independencia entre los errores y las

covariables. Mas precisamente, a partir de

E (X(y,xT,Bo +10(t), Ko)w(x) x‘t) ) (X*(u, ko) w(x) x’t) — E (x*(u, ko)) E (w(x) x‘t) :
obtenemos que

: (4.2)

lo que implica que A(0g, ko) = Ex*(u, ko)A1 y D(09, ko) = Eyp*2(u, ro)D1, donde las matrices A
y D1 se definen como A; = Ew(x) [x — h*(t)] [x — h*(#)]" y D; = Ew?(x) [x — h*(t)] [x — h*(¢)]".
Por lo tanto, la matriz de covarianza asintotica estda dada por

Exp*2(u, ko)
{Ex*(u, ko) }*

Notemos que, como en regresién lineal, la varianza asintética depende de la funcién de escores solo

X(69, ko) = AT'DIAT!.

a través del término e(y*) = Ei*2(u, ko) {Ex*(u, o)} 2. Por otro lado, cuando w = 1 o cuando
w? = w como en el caso de funciones de peso de tipo hard rejection, A1 = D; y la matriz de
covarianza asintGtica es igual a (8¢, ko) = e(¥*)AT'. Luego, si w = 1, la eficiencia asintética de
los estimadores de regresién estd dada por
o A0E) _ EYE(w) { B2 (u, ro) }‘1
() {Ext ()} UEx (u,r0)}*)

que es la eficiencia de los estimadores robustos definidos para los modelos de regresion lineal. En

particular, cuando los errores tienen distribucién log-Gamma, u ~ log(T'(ay, 1)), la eficiencia puede

obtenerse como

i E¢*2(u7 ’%0)

4.2. Estimacion de la matriz de covarianza asintotica

Como en Lu (2014), es natural estimar X(6, k) por su contraparte empirica, sumergiendo
los estimadores 6, R y ﬂ*(t) de By, Ko y de la funcién h*(t) definida en (4.1), respectivamente.
Mas precisamente, el estimador de la matriz de covarianza asintética se obtiene como i(a,ﬁ) =
A-1(0,7)D(6,7)A"1(6,%), donde

R@.R) = 23 (o xIB+ (e, Fhu) [~ b7t [~ b6 (4.3)
=1

D(0,7) = % Zn: Oy, xF B+ 7j(t:), B)w? (i) [xi — ()| [xi — B (1) " (4.4)
=1
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Para dar un estimador de h* en el caso particular del modelo parcialmente lineal isoténico (2.12)),
usaremos que vale (4.2]). Notemos que h*(¢) minimiza sobre el espacio de funciones medibles p-
dimensionales la cantidad Y (h) = Ew(x)|x — h(t)||?>. Tomando en cuenta que h} es continuamente

diferenciable y que su r-ésima derivada satisface una condicién de Lipschitz en [0, 1], podemos

aproximar h} usando un elemento en Sn(Tn,£). De hecho, dado &; = (&1,---,&jk,)", denotemos
como hAj’gﬂ' (t) = Eﬁf:l @/-LmBmg) y th: (h17§1,...,hp7£P)T. Podemos definir /f;;(t) como ﬁ;‘(t) =
Sk &mBm(t), donde € = (1, ..., & k,)" minimiza sobre £,

n

=Y w(x)x; — he ()]
=1

Debe mencionarse que, si las covariables x y ¢ son independientes, entonces h*(t) = E (w(x) x) {Ew(x)}
no depende de ¢ y puede estimarse como h*(t) = Yo wx)xi {d 0, w(x;)}

Cabe notar que bajo el modelo parcialmente lineal isoténico , dos estimadores de 3(0y, ko)
pueden darse. El usuario podria estimar 2(00,/4;0) como 2(5 k) = A‘l(/é 7%)15(5 E)K (5 )
donde A(G %)y D(®, k) estdn dados en (4.3) y (4.4) o utilizando las matrices A(6, R)y D(6,7)
definidas por

3
K

n

Zx s=xIB A, R) S wla) [ - Bow)] - Brw)] L @)

i=1
D(6,7) = 126 |0 (i — xIB (), } Zw xi) [~ Bo(t)] [xi —Br)] L (46)
i

donde hemos usado que, bajo el modelo , la independencia entre los errores y las covaria-
bles implica que A(8g, ko) = Ex*(u,x0)A1 y D(0, x0) = E¢p*2(u, ko)D1. En nuestro estudio de
simulacién, al calcular los errores estandar asintoticos de los estimadores de regresién, usamos los
estimadores de A (6, ko) y D(00, ko) dados en v (4.6)). Argumentos estdndar permiten mostrar
que f](/é, k) provee un estimador consistente de (6, ko) para ambas elecciones de los estimadores
A(8,7) y D(6,R).

Asimismo, para definir un estimador de h*(¢) en un contexto general supongamos que, para todo
t, E (X(y, x' B, + no(t), Iﬂ?o)ﬂ)(X)‘t) > 0. Notando que h*(¢) minimiza sobre el espacio de funciones
medibles p-dimensionales la cantidad Y(h) = Ex(y,x* B, + n0(t), ko)w(x)||x — h*(#)||*> y usando
podemos aproximar h} usando un elemento de S, (7y,¢). Como antes, denotemos hjéj (t) =
S €imBm(t) y he = (hl,gl,...,hpép)T y definamos E;(t) = /}mBm(t), donde Ej =
(&1, & k,)" minimiza sobre &

n
> x(Wi X B+ k), R)w(xi)[|xi — g (t:)]*
i=1
El estimador de la matriz de covarianza asintética se obtiene como
3(0,7) = A~1(0,7)D(6,7)A"1(6,7)
donde las matrices A(6,7) y D(6, %) estan definidas en y (44).

Cuando la condicién E (X(y, x'B,+ no(t), mﬂw(x)’t) > 0, para todo t, no se cumple, el nume-
rador y el denominador en h*(¢) deben estimarse por separado usando B-splines o cualquier otro

suavizador.
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4.3. Apéndice: Demostracién del Teorema 4.1

Recordemos que hemos definido Pf = Ef(y,x,t) y Pof = (1/n) > f(vi,Xi,t;). Cuando la
funcién f depende de un parametro desconocido 7 estimado a través de 7, Pf5 indica que la
esperanza se toma con respecto a (y,x", )T mientras que (y1,x7,t1)", ..., (Yn,X;, ts)" estdn fijos.

~

Es decir, si llamamos M () = P f, entonces Pf5 = M (7).

Por otra parte, para una clase de funciones F,

19
J[](é,]-',Lg(P)):/O \/1+logNH(e,]-",L2(P))de

indicaba la integral corchete y ||Gy||z = v/nsupser [(Pn — P)f|. Recordemos que la norma Berns-
tein se define como ||f||% gy = 2 E{exp(|f]) — 1 —|f|}. La desigualdad 2 (exp(|u]) — 1 — |u]) <

u? exp(|u|) serd ttil cuando la funcién de peso no tenga soporte compacto.

Para A € R* g, (t) denota el spline gy (t) = A"B(¢) mientras que indicamos por 8 5, = (B, g, )
Yy 0>\ = (B)gk)

Como en la demostracién del Teorema sea Vg ga = p(y,x" B+ g(t),a) w(x). Llamaremos
B

b.g.a — (Vl'(?b7g7a, cel Vp’?bg’a)T a su derivada parcial con respecto a 3 evaluada en b, es decir,
ﬂ N 8Vﬁzgva _ T
boa= " 58 lpep U(y,x"b+ g(t), a)w(x)x,
mientras que Vg .0 indica al operador definido como
8‘/3, + h7
Bgalh] = =25 = Wy X+ g(1), a)w(x)h(t),
s=0

donde h € Gy y G es la clase de funciones medibles sobre Z = [0, 1] definida en (2.10). M4s aun,
para h = (hy,..., h,) € HP, denotamos por
T
Vﬁn,g,a[h] = <Vﬁn,g,a[h1]7 ) V,[g,g,a[hp]>

y por ns(t) = no(t) + sh(t) para s > 0. Si 7 es estrictamente creciente, para un s suficientemente

chico, cualquier 1, serd también creciente si h es derivable con derivada continua.
Definamos para cualquier 3,9 y a € K la funcién
W, 0 = Uy X" B+ g(t), aw(x) (x — b (1))
donde h* estd definido en (4.1)). Para aliviar la notacién, llamemos
B _ B _ B _ n *
W= WB(M?O?HO o VB()WO,HO V/6077707HO [h ] :
Para cada 1 < j < p, una funcién dada h € S, (7, ¥) tal que |
Irg € Mp(Tn, ) llamemos

Enghsro = LY, x 1) = Vg 05 =] [1B = Boll < eo,a € VX E Ly, [9x — gxolloo < €0} (4.7)

Definimos también
Frjone = {fy,x,t) = Vg’gw[hj] - Vgom,a[hj] B —=Boll <e,ae VA€ Ly, mp(00,x,,0x) <9}
(4.8)

Gnjone = LF X, t) =V — vfﬁww B = Boll < eo,a €V, XE Ly, mp(00.ry,0x) < I}
(4.9)

h; — h|lco < ¢ y un spline mondtono
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Como en el Capitulo [3] entendemos en lo que sigue que si kg es conocido entonces k = kg y el

entorno V de kg se reduce a kg. Ademds, en la funcién p (y, s,a) corresponde a p (y, s, Ko)-

Para obtener resultados sobre la distribucién asintética de 3, necesitamos los siguientes supues-

tos.

NO Se cumple una de las siguientes condiciones

a) kKo es conocido.

b) Las observaciones siguen un modelo de regresién parcialmente lineal (2.12)) donde el error
u es simétrico o tiene funcién de densidad fy(u,p) dada por (2.14]) con un pardmetro

ap > 0 desconocido y una funcién continua v con Unica moda en ug.
N1 Para todo a € KC, L(Bg,n0,a) = mingerr geg, L(B, g,a) donde Gy estd definida en (2.10).
N2 La funcién ng es estrictamente creciente y derivable.

N3 La funcién p(y, s, a) es tres veces continuamente diferenciable con respecto a s con derivadas

Ip(y, s, a) ¥ (y, s,a) Ix(y, s, a)
\I/(ngva):Ta X(y787a):T7 Xl(y787a):T7
tales que
[P]oy = sup [¥(y,8,a)]<o0
yeR, seR,acV
HXHOQV = sup ‘X(yﬂgaa’) ’ < oo,
yER,s€eR,a€V
Xillooy = sup  |xi(y,s,a)| <oo.
yeR,s€R,acV

M4ds aun, cuando kg es desconocido, x(y, s,a) es una funcién continua de a.
N4 La funcién de peso w(x) es acotada y se cumple alguna de las siguientes condiciones

a) Cuando r > 1, Ew(x)HxHQ:c? < oo, para 1 < j < p, mientras que para r = 1,

Ew(X)HXH%E <ooparal <j<p.

b) Cuando r > 1, Ew(x)w;* < 0o, para 1 < j < p, mientras que si r = 1, Ew(x)x? < 00,
para 1 < j < p. Més aun, 7(6,6,) = Op(n="/(421)) " cuando 72(01,02) = |8, — Bol* +
I = mal3.

Sin pérdida de generalidad, suponemos que ||w||s = 1.
N5 La matriz A (0o, ko) = Ex(y, x By + n0(t), ko)w(x) [x — h*(t)] [x — h*(t)]" es no singular.

N6 La integral de entropia de las clases €, jnsx0 ¥ Fn,jsn definidas, respectivamente, en (4.7) y
(4.8) pueden acotarse por

J)(AL0, Enjnsng» La(P)) < Covkn y  J)(C56, Frjsae La(P)) < Cov/kn,
donde Ay = [|¥[[o, Cj = 2[|x[lsc[|[A]]loc ¥ C es una constante genérica independiente de n y 4.
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N7 a) Cuando w(x)x es acotada, la integral de entropia de la clase G, jnsx, dada en (4.9)

puede acotarse por

TND6 Gujong > La(P)) < Cov/hr,

con D; = 2||x||eo]|w(x) zj|loc ¥ C es una constante genérica independiente de n y 6.

b) Si w(x)x no es acotada, Ew?(x)||x||? exp (2||¥||cow(x)||x||) < 00 ¥

100, Gnjsaos |- lpBERN) < Co\/kn
donde C' es una constante genérica independiente de n y 6.

N8 Para cada 1 < j < p, la familia de funciones

Fi={flyx.t) = Vg . [05] =0 (y.x" By + mo(t), a) w(x)hj(t);a € V}
es Donsker.

N9 La funcién hj es continuamente diferenciable y su r—ésima derivada satisface una condicién
Lipschitz en [0, 1], con r > 1.

Observacion 4.3. En la Seccién [2.7] discutimos condiciones que aseguran la consistencia de Fisher

fuerte solicitada en Esta condicién puede reemplazarse por la consistencia Fisher condicional
pedida en la hipétesis [C10b).

El supuesto nos permite asegurar que 7+ sh sera no decreciente para cualquier h € S,,(Ty, ¢)
(ver Lema [4.2)). Esta condicién también es un requerimiento en Lu et al. (2007, 2009).

La hipdtesis es un requisito estandar para estimadores robustos. Bajo el modelo , si
los errores tienen distribucion simétrica, se verifica cuando la funcién ¢ : R — [0,00) es tres
veces continuamente diferenciable con derivadas acotadas. Por otra parte, si los errores tienen una
densidad dada por , se debe cumplir ademas que la funcién v sea tres veces continuamente

diferenciable.

Para las funciones de peso usualmente consideradas en robustez, se cumple [N4{(a) porque w(x)
tiene soporte compacto. Un ejemplo de tal funcién de peso estd dada por w(x) = wr(d(x, py, Xx))
donde wy es la funcién de pesos bicuadrada y d(x, py, Xx) es la distancia de Mahalanobis definida
como d2(x, py, By) = (x — p)"E 1 (x — py) v calculada con los pardmetros de posicién g, y
dispersion Yy de las covariables. Por otro lado, para garantizar que nuestros resultados incluyan el
caso w = 1 con condiciones sobre los momentos méas débiles que las dadas en [N4{a), el supuesto

IN4{(b) pide también que w(ﬁ, 8y) = Op(n~"/0+2)). Los Lemas y del Capitulo dan

condiciones que aseguran que (6, 8g) = Op(n~ /(112 vale.

La condicién evita que cualquier elemento x sea, casi seguramente, perfectamente predicho
por t porque el modelo resultaria completamente no paramétrico. Mas aun, es un requerimiento

estdndar en regresiéon robusta para obtener estimadores de 3 con tasa y/n.
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Argumentos similares a los considerados en la Seccién permiten mostrar que (a)
y se cumplen para algunos modelos, como el parcialmente lineal y el modelo logistico. La cota
dada en [N7|(b) es similar a la obtenida en el Lema A.1 en Lu (2015). La validez de este supuesto
para los modelos parcialmente lineales puede derivarse combinando los argumentos considerados en
la Seccion y en la prueba del Lema A.1 en Lu (2015). Por otro lado, al considerar el modelo
parcialmente lineal con parametro de escala conocido, Du et al. (2013) requieren que la covariable
x tenga soporte acotado, P(||x|| < A) = 1 para algin A > 0, para evitar considerar cubrimientos

corchete con respecto a la norma de Bernstein.

Cuando kg es conocido, F; se reduce a la funcién W (y,x" By + mo(t), ko) w(x)h}(t) ¥ se

cumple automaticamente. &

Lema 4.2. Sean (B,ﬁ) los estimadores de (Bg,n0) definidos en (2.2)). Supongamos que Yy
se cumplen, 7 > 2, k, = O(nY0+2)) 4 |7 — nolla = Op(n="/0+27)). Entonces, si llamamos
n= XTB, P (Xz > Xi_l,Q <i< k:n> — 1. Por lo tanto, con probabilidad que tiende a 1, para s

suficientemente pequeno, 1+ sh € My, (Ty,¢) para todo h € S, (Tn,¥).

DEMOSTRACION. Para todo spline g, existe una constante A > 1 que depende solo de su orden /,
tal que (1/(A&Z)) A7 < llgall3 < (A/EZ) AP Sea gon = AgB € M (T, £) tal que ||go,n — 1ol =
O(n~r/(+21)) Entonces, || — gonll2 = Op(n~"/0+21) 1o que implica que

k k
n n .~ .~ 2
SQ = ZD? = Z ()\z — )\i—l — ()\O,i — )\072'_1)) S 2A HT] — go,an kg .
i=2 i=2
Usando que k, = O(n'/(042)) obtenemos que S? = Op(n(2-27)/(042))_ Por otro lado, notemos que
los coeficientes de Ag; son los valores de la funcién 7y en una grilla creciente de puntos obtenida a

partir de los nodos cuando £ es par o promediando dos valores consecutivos de los nodos cuando /¢

es impar. Luego, usando que Cy = infsn)(s) >0y obtenemos que

N — Aot > (Moi — Ao,i—1) — |Dil = (Mo — Noji—1) — S
> CoCyn™ VIF20) — Op (n(1=7)/(1+20))

> = 1/042r) {C'ocl —0s(1) n(2—r)/(1+2'r)} '
Por lo tanto, como r > 2, deducimos que
X — Aim1 >0~ YA 1000y — op(1)}
con lo cual, //\\Z — /):Z-_l > 0, 2 <1 < ky, con probabilidad que converge a 1. [ |

Para probar el Teorema [4.1] verificaremos las condiciones del siguiente lema que es una ligera

modificacién del Teorema 3 en Zhang et al. (2010).
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Lema 4.3. Sea 68y = (By,m0) v 0 = (,@,n) un estimador consistente de 0y. Supongamos que se

cumplen

H1 P”ng =op(n~?) y PanAA[h*} = op(n~1/?),

H2 a) “%“P”Vgﬁg‘”vgmmm]:OMn‘”%z/

b) (Pu=P){VE_ 0] = Vg ]} = op(n1/2),

HS PIWS_ — W )= —Ag,7(B~ By) +oe(n”'/?).

AR Bomo,k

Si Ag, » 2, Agyro YAy, €5 no singular, resulta que
2(3 1/2 A —1
n'2(B—By) =n'PAgl PWG 4 op(1).

Por lo tanto, si Dg ., = EWgO HOW&THO; tenemos que

2B - B) 2 N (0,A5], Dg, rAglt ) .

00 , KO 00 , KO

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [4.1l En orden, probaremos las hipétesis del Lema del cual

seguird el resultado.

i) Comenzaremos probando Recordemos que L,(8,9,a) = P,V g4, L(B,9,a) = PVgga 'y
que (B, 7) minimiza L, (3, g, k) sobre 3 € RP y g € M, (T, ). Por lo tanto, ,@ minimiza L, (3,7, K)

lo que implica que Pan = 0 de donde se deduce que solo debemos verificar que

sTHR

PVI __[h*] = op(n~Y/?). (4.10)

B’;]\7E
Sea B, = {w € Q: Xz > Xi_l for 2 < i < k,}. Tenemos que lim,,_,o, P(B,,) = 1. Entonces, para
cualquier w € B, se cumple que, para cualquier h € S,(Tn,¥) fijo, la funcién 7 + sh también

pertenece M,,(7,,¢), para s suficientemente chico, digamos s < sp,.

Especifiquemos el submodelo paramétrico suave como {7+ sh} para s > 0, donde h € S, (Tp, ¢).
Considerando que (B,ﬁ) minimiza L,(8,g,k) sobre B € R y g € M, (T,,{), tenemos que 7

minimiza Pan3 oR sobre {g = 7+ sh; s < s}, con lo cual

0 P,V

_ A = P V"
88 ,3,7]+8h,/€ s=0 nvﬁ?ﬁv

[h] =0, (4.11)

para cualquier h € S,,(7y, ) fijo.

Usando y obtenemos, a partir de Schumaker (1981), que, para j = 1,...,p, existe
hnj € Sp(Tnst) tal que [} — hyjllc = O(n~"/0421)) Luego, usando ([.11)) y que P(B,) — 1,
concluimos que para probar (4.10)) basta ver que

PV = o] = op(n ). (4.12)
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El término P"Vﬁnf;, - (W — hn,j] puede escribirse como Ty + Ty donde Ty = (P, — P)VZY__[h% — hy, 4]
y Ty = PVI [ = ).

Como en el Teorema sea go.n € My (Tn, £) tal que [|gon —molleo = O(n~"/0+27)) Llamemos
gon = )\anB y 60.n = (Bo, 9o,n)- Entonces, usando que || — || oo 240, obtenemos 17— g0.nlloo SN

0.

Consideremos la familia de funcidnes &, js, definida en (4.7) con h = h,; € Sy(Tn,¥),
A=Ay 0 =0, =2 ||h’]k — hnjlloo- Para no recargar la notacién, sea &, = Enj h, 60,50, Usando

que ||w||s = 1, tenemos, para cualquier f € &,,
IV gnalli = Blllco < [1¥[lscllj = hlleo < M(5),
donde M (§) = ||¥]|so d = A15. Més aun,
P2 =E[U(y,x"8+ ATB(t),a)(h}(t) — h()w(x)]” < [|¥]%]|h — hl|% < M*(5).

El Lema [3.8| implica que

E*[Gulle, < J) (M(6),En, Lo(P)) <1+ J[](M(5),€n,L2(P)>M(5)>

M2(8)y/n
J11(M(8), Enjnsy La(P)) )
M(6)v/n ’

= ) Ennss La(P) (14

que junto con conducen a

Ckl/Z
E*||Gplle, <COEY2 (14— | .
Gnl (W] v

Recordemos que k, = O(n'/(1+2), 17 = hngllo = O(n~"/(427)) Entonces, usando que § =

2[|h} = hnjlloo, deducimos que

P <\/ﬁ’T1’ >en Hﬁ - IBOH + H77 - gO,nHoo < 6O) < EE HGnHSn,j,h,é < EC(Skn 1+ 0

1 o1
< —Cin~ Tr2rp20+2n) (1 +
€

1—2r 2r
< %C’mﬁ <1 + ¢ n- 2<1+2r>> ,

que converge a 0 porque r > 1. Notando que ||3 — Bol| + [|7 — gonlloo == 0, obtenemos que

T = 0]}»(77,71/2).

Para concluir la demostracién de (4.12) resta mostrar que Ty = OP(n_l/ 2). Recordemos que la

condiciéon de Fisher—consistencia dada en implica que PV}

5o,ﬂ07ﬁ[h; - hn,j] =0, luego,

= n n * )
=P (V,@,ﬁﬁ - Vﬁo,no,k) [hj = hn,g] -
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Llamemos (g, y ¢y, (t) valores intermedios entre B y ,@ y no(t) y 7(t), respectivamente. Entonces,

usando nuevamente que ||w|o = 1, por el Teorema de Valor Medio deducimos que

ITo] = [Ex(w, X", + Con (0, 7) [x"(Bg = B) + (0 — 1) | w(x) (0} = hon )|

< llloe 115 = on gl X (8y = B) + (o — )| w(x)

R 2 1/2
< Il = gl {E [x7(80 ~ B) + = )] w20
~ 2 1/2
< Il w2185 = sl {E [x7(80 ~ B) + (0~ )] w0}

< lIxlloollfj = hnjlloome(6), 60) -
Usando que [|A} — By jlloc = O(n=/0+2)) v 75(8,00) = Op(n~"/(1F21)) concluimos que |Ty| <
Op(n=2r/0+21)) = op(n=1/2) como se querfa probar.

ii) Debemos mostrar que se cumple solo mostraremos b), porque la demostracion de
H2|(a) es muy similar usando los Lemas o segln sea 0 no acotada w(x)x.

Notemos que (P, — P) {Vfgﬁg[h*] — Vgomm [h*]} = Si, + Sa,, donde

Sun= (P = P){V2_[0]-vg [},

ﬁﬂ/’]\,k\ 5077707’4'
_ n * Ui *
S2’n - (Pn o P) {VBO/nOaEI:h ] o VIB07770"'{0 [h ]} :

Usando que la familia F; definida en es Donsker y que & - ko, resulta VNS2 jn = op(n1/?),
donde Sz, = (S2,1,ns---,52pn)" . Para concluir la prueba de (b), falta mostrar que \/nS1 jn =
op(n~1/?), para 1 < j < p, con Sin=(S11ms---sS1pm)"-

Fijemos Ag = Ag,, donde go,, = )\anB € M, (T, 0) es tal que ||gon — Molloc = O(n~"/(421)
y tomemos & = &, = n~7"/(+2) con v = 3/4. Entonces, mp(8p.n,00) < J para n > ng con

00.n = (By, go.n)- Fijemos n > ny.

Considerando que 7p(6q ) = Op(n"/(1+2) obtenemos n” /42 1p(80 1, ) 25 0. Ademss,
B L Bo, luego, con probabiidad que converge a 1, ||[A3 —Boll < ey 7T[p>(007n,/0\) < 4, de donde se

[h;k] - Vn A[h;] € fn7j76n:A0,n'

n
deduce que V. Bosno,k

ﬁ’ﬁ?k\
Por simplicidad, llamemos F; = Fp j s, 50, donde F, ;5. estd definida en (4.8)). Sea f(y,x,1)

una funcién en F, esto es,

fly,x,t) = [¥ (y,x "B+ gx(t),a) — ¥ (y,x" By + mo(t), a)] w(x)hj(t),

para algin |8 — Byl < €0, a € V 'y gx € Mp(Ty,¢) tal que mp(0o,n,05) < 6. Entonces, || f|l- < Bj

con Bj = 2|V [|/A}]lcc- Usando un desarrollo de Taylor de orden 2, obtenemos que

Fly,xt) = x (y,x"Ca+ Gy (t),a) (X" (B —Bo) + ga(t) —mo(t)]
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donde ¢z = &g,80 + (1 = £3,)B v G(t) = &pemo + (1 — &yo)ga con 0 < &,€, < 1. De la cota
5,5, 0) < Ixllolitlootw(x) 1XT (8 — By) + g () — mo(t)] y del hecho que la funcion de peso w es

acotada y que mp(6o, 05) < mp(00.1,0x) + mp(00,00,) < 26, concluimos que
* 2 *
P2 < IxIZ 512 E (w(x) [x7 (8 = Bo) + gx(8) = mo(8)]) = IxIIZ|1R5 12 73(60,65) < €36,

con C'j2 =4 X||go\|h;‘ |2, como se definié en Usando nuevamente el Lema |3.8 obtenemos que

J\(C;8, Fr, La(P
E*|Gullrs < J1(C16, F, La(P)) <1+ (G50, P Lo ”Bj>,

2
C26%/n

que junto con conduce a

B; CkY/? CB;
E* . < V2 202 ) 12 Y55 —1/2
|Gl s < CS kL ( +C} 5\/ﬁ> CokY? 4+ e fenm

Llamemos B, = {||B — Byl < e N mp(Ho,n,a) < d}. Entonces, P(B,) — 1. Usando que 6 =
nvr/A+20) o — O(n!/(1+21) y la desigualdad de Markov, resulta que

B.
P (VAE|Syjul > €N Ba}) < E¥(|Gullry < C ok + % k2

J
<c* (n_ (2-3r)/[4(1+20)] 4 = (1—2r)/[2(1+27~)]> ’

que converge a 0 porque r > 1. Usando que P(B,,) — 1, obtenemos que St j, = OP(n*1/2), lo que

concluye la demostracién de [H2](b).

iii) Por ltimo, para terminar la demostracién, mostraremos que se verifica. Mediante un

desarrollo de Taylor de orden 1 alrededor de (3, 7n0) tenemos

= WE XX By + (1), a)w(x) [x — h*(0)] [x — h*(1)]" (8 - By)
Ty, X8y + molt), )w(x) [x — h*(6)] b (1) (8 - By)
Ty, X" Bp + molt), @)w(x) [x — h* (O] [g(t) — mo(¢)]

531X+ Gy(t),aJwGe) b — ()] {x7(8 — Bo) + [o(0) — mo (1))}’

B
Wﬁ,g,a

donde Cg = 5,80 + (1 —&5,)B ¥ (n(t) = oo + (1 — &yp)g con 0 < &y, g, < 1. Para cualquier
0= (8,9)y a €V, denotemos como

Ag o =Ex(y,x"B +g(t),a)w(x) [x — h*(t)] [x — h* ()]
Fg, =Ex(y,x' B+ g(t), a)w(x) [x — h*(t)| h*(t)"
Eg (1) = Ex(y,x"B + g(t), a)w(x) [x — h*(t)] [n(t) — no(t)]
Entonces, para cualquier a € V, se obtiene que
PWE_ = PWE 40,8~ Bo) + Foyul8 — Bo) + Boy () + Ra(B.ia)
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donde R,,(8,9,a) = (Rn1(8,9,a),...,Rnp(B,9,a))" esigual a
R,(8.9,0) = Ex1(y.x"Cg + Gy(t), a) w(x) [x — h*(1)] {x"(8 — By) + [g(t) —m(®)]}* . (4.13)

con (g = £8,80 + (1 =&8,)B y Gy = &noo(t) + (1 = &yo)g-

Bajo [NO|(a), la definicién de h* implica inmediatamente que Fg , = 0y Eg, . (9) = 0 para
cualquier funcién g. Por otro lado, cuando se cumple [NO|(b), la funcién x(y, s,a) puede escribirse
como x(y,s,a) = x*(y — s,a) (ver la Observacién [4.2)). La independencia entre los errores y las
covariables bajo el modelo parcialmente lineal , implica que, para cualquier a € V,

Fg, .= Ex*(u,a)E {w(x) [x — h*(t)] h*(t)T} =0

Eg,,(9) = Ex"(u, a)E{w(x) [x — h* ()] [g(t) —mo(t)]} = 0.
Por otro lado, implica que ngo o = 0, luego, obtenemos que

PWE = A9,5(B ~ By) + Ru(B.7.7).

De la consistencia de kK y es facil ver que Ag, NN Ag, ko> €8 decir que para probar la validez
de solo resta mostrar que Rn(,@, 7,R) = op(n=1/?).

a) Supongamos que se cumple [N4{a). A partir de (4.13)), usando que x; esta acotada y llamando

b(x, t) = X" (8 = By) + [g(t) — no(#)], tenemos que

B i (8.9, 5)] < Ixalloo {Eaw(3) o] 0% (x,£) + Ew(x) [} ()] b*(x,1)}

< xtlloe {Bw(x) o] 0%(x,8) + 17} c73(8,00) } = lIxtlloc {ALn (B, 9) + A2(B,9)} |

donde la tltima desigualdad sigue de los hechos de que 73(0,6y) = Ew(x) b?(x, t), h;(t) es una
funcién acotada y [|wlje = 1.

A

Usando que W[%;(/é, 0o) = Op(n~2"/(+27)) y - > 1, obtenemos inmediatamente que AQ,H(B,n)
op(n~1/?). solo falta mostrar que Al’n(,@, ) = op(n~1/2). La desigualdad de Cauchy-Schwartz im-

plica que

A1a(B. 9) = Ew? (x) |z;] [b(x, )w? (x)|b(x, t)

N |=

< {Ew(x)22 2 (x, )} {Ew(x)b*(x,1)}? = {Bw(x)2? B(x,t)}* (6, 6p).

Usando nuevamente la desigualdad de Cauchy—-Schwartz, obtenemos

Ew(x)a2 b2(x, £) = Ew? (x)22 [b(x, £)|w? (x)|b(x, )] < {Ew(x)zd B2(x, £)}2 (8, 0))
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que junto con la desigualdad (a + b)? < 2(a? + b?) conducen a

1

A1n(B,9) < {{EW(XW? b*(x, t)}% WP(9,90)}§ (8, 09) = {Ew(x)z] b*(x,t }% é (0,,60)
< 25 1 (6,,00) {Ew(x)r! (x"(8 ~ B,)* + Ew(x)r! g }1
< 25 72(0,,80) {Ewx)a? [x|218 - Boll? + llg — ol ZEw(x)at}

Usando que m(@, 0o) = Op(n~"/042)) tenemos que, para r > 1,

1 1—7r

3~ T
n3r2 (,,00) = Op(1)n? 213 = Op(1)n20727 = op(1) .

o~

Por otro lado, el segundo término en la cota para A ,,(3,7), esto es,

=

35 ~ 4
{Bw)ad X218 - Bll? + 17 — nolZEw(x)z} }
también converge a 0 porque, como se noté antes, mp(a, 60) = Op(n~"/0+21) implica que |7 —
o llse —= 0. Entonces, anj(,@,ﬁ, R) = op(n~1/2).

Cuando r = 1, usamos de nuevo la desigualdad de Cauchy—Schwartz para obtener la cota

Euw(x)ad b (x, 1) = Ew? (x)a? [b(x, )|w? (x)[b(x, )] < {Ew(x)a b (x, 1)) (6, 80) .

que lleva a

3
2

A1,(8,9) <{Ew(x:1: bzxt}lﬂp( 0o)
< {Ew(x) T 812 (x, 75)}é ﬂ;(a,,eo)
< 2% 7(0,,80) {Ew)||x]2 2318 — Boll? + llg — mollZEw(x)at}*
Usando que mp(6,80y) = Op(n~'/3), deducimos inmediatamente que ij(,/@\,?], K) = op(n~1/?%),

concluyendo la demostracién cuando [N4{(a) se cumple.

b) Supongamos que vale b). Usando nuevamente que w y hj(t) son funciones acotadas y

que |8 — Byll2 + E [g(t) — no(t)]* = 72(6, 8y), obtenemos las desigualdades
(B (B,9:1)| < It llocBw(x) [; = B3] {x" (8= Bp) + [9(t) = mo(®)]}’
< 2|xillocBw(x) [2; = 150)] ({x"(8 - B0)}” +{l9() — mo(®)]}*)
< 2l oo {Bw () fo| %17 18 = Boll? + Bwo(x) [z] g(t) — no(t)]?
+Ew(x) [15(0)] [9(t) — no(O] + Bw)lix| [W5(2)] 18— By}
< 2l oo {Bw () fos| 17 18 = Boll? + Bw(x) [z] lg(t) — no(t)]?
115 lloo (1 + Erw(x)[xII%) 72(8,80)} -

Recordemos que Ew(x) [|x||* < oo. Luego, tenemos que

R i(B8,9,9)| < 20x1lloo { AT2(6,80) + Buw(x) 5] [o(t) = mo(t))*} .
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con A = Ew(x) ||x||* + 175 lloo (1 + Ew(x)||x|*). Argumentando como antes acotamos el segundo

término del lado derecho de la desigualdad como
3 1 1
Ew(x) [a;] [9(t) = mo(t)]* < 72(8,,00) {Ew(x)a}} ¥ [|lg = moll% ,
cuando 7 > 1, mientras que si r = 1, obtenemos que

7
8

Ew(x) |z;] [g(t) — no()]* < 75 (8, ,60) {Ew(x)z5}¥ g - noll -

La conclusién se sigue del hecho de que 7(8,8) = Op(n="/F21)) v || — no|sc — O. |
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Capitulo 5

Funcién de influencia empirica

Uno de los objetivos de un procedimiento robusto es producir estimadores menos sensibles a datos
atipicos que los procedimientos clasicos. La funcién de influencia es una medida de robustez con
respecto a datos atipicos. Medidas de diagndstico y técnicas graficas para detectar datos atipicos
pueden construirse en base a la funcién de influencia empirica. Para modelos paramétricos este
topico esta ampliamente desarrollado. Sin embargo, en la bibliografia no paramétrica ha recibido
menos atencion. Un enfoque basado en un funcional suavizado para estimadores no paramétricos por
nucleos fue introducido por Ait Sahalia (1995) y usado por Tamine (2002) para definir una funcién
de influencia suavizada en regresién no paramétrica. Por otro lado, Manchester (1996) introdujo
un método grafico para mostrar la sensibilidad de un suavizador local. Para medir la influencia de
una observacion atipica en ambas componentes, la paramétrica y la no paramétrica, seguiremos un
enfoque similar al de Boente y Rodriguez (2010) y daremos un enfoque relacionado con la funcién
de influencia empirica definida por Mallows (1974), que es la funcién de influencia del funcional

bajo estudio calculado en la distribucién empirica.

Por simplicidad, a través de este capitulo, supondremos que rg es conocido y que se verifica [CT]

Denotaremos p(y,u) = p(y, u, ko), ¥(y,u) = ¥(y,u, ko) ¥y X(y,u) = X (¥, U, Ko)-

5.1. Funcion de influencia de los estimadores definidos en la Sec-

cion 2.2

Dado un conjunto de datos {(vi,x;,%)" }1<i<n que satisface el modelo semiparamétrico lineal
isoténico generalizado, sean (B, ﬁ), con 7)(t) = Zf;l Xij (t), los estimadores de (3, o) basados en
este conjunto de datos, esto es, (B, X) es la solucién de . Como la funcién 7 estd completamente
determinada por los coeficientes 3\, una vez que la base de splines es fijada, la identificaremos con su
pardmetro de dimensién finita. Sea (yo,x(,%0)" un punto de contaminacién y llamemos P, a la me-
dida empirica que da peso 1/n a cada punto de la muestra, de modo que (,@, X) = (B(Pn), X(Pn))
Por otro lado, sea P, la medida empirica que da peso (1 —¢€)/n a cada (y;,x;,ti), 1 <i<mn,y

peso € a la observacién (yo, x4, t0)". Denotemos (B ., Ao,c) a los estimadores de los pardmetros para
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esta nueva muestra, esto es, los valores que resuelven

~ ~ 1—c¢
(Bo.e; Ao,e) = argmin Zp i, X; B+ BiX) w(x;) + € p (yo, %08 + BgA) w(xg)  (5.1)
BERP AELy, T T

donde BO = (Bl(to), NN >Bk’n(t0)) y Bz = (Bl(ti), PN >Bkn(tz))

Entonces, podemos definir la funcién de influencia empirica (EIF) de [A‘i en (Yo, X0, to) como

~

3  Bo, 3
EIF(8; (yo, X0, to)) = lim —=—— 0, -

o~

3 Ao A
EIF(X; (yo, X0, t0)) = lim ——— .
e—0 €
Podemos construir un grafico de superficie variando los valores (yo,x{, to)" para ver cémo los valores
atipicos afectan los estimadores del pardmetro de regresién y de la componente no paramétrica n(t).
En adelante, supondremos que las funciones de influencia EIF(E’; (yo,%0,%0)) ¥ EIF(:\; (Yo, X0, t0))

existen.

Para simplificar las préximas cuentas, reparametrizamos el problema con A = (Aq,...,Ag,)
donde Ay, = Mg, Aj = Xj —Aj1 <0paral < j<k,—1, de modo que \s = Zk" A;. Notemos

que Zfll Bs(ti)As = Z?gl stzl Bs(t;) = ijl bijAj, con b;j = Es:l Bs(t;). Entonces, si

definimos b; = (b;1,. .., bi’kn)T, el problema puede ser reescrito como

1—c¢

(Bos Ags) = argmin Zp Y, X; B+b{A) + ¢ p(vo,x98+bjA)
BERP, AEDy, i=1
donde Dy, = {A € RF» : A; <0 for 1 <j <k, —1}. Usando las condiciones de Karush-Kuhn—
Tucker (KKT) con las funciones de restriccién gZ(A) A;, 1 <i < k,—1y derivando con respecto a
b y A obtenemos que los estimadores ﬁo Y Ag ¢ son soluciones del siguiente sistema de ecuaciones

" -~ ~ ~ ~
Z v (yi, x; By + b;FA07€> w(xi)x; +€ ¥ (yo, X080 + bOTAoﬁ) w(xg)xg =0
i=1

1—ew ~ ~ - N
> (yzw x; B + b;FAO,E) w(x;)b; +e W (yo, x0 B, + bng,e> w(x0)bo + Vo, =0
=1

gs(AO,e) = AO,e,s <0 V0,e,s >0 V0,e,s AO,E,S =0 1<s< kn -

donde vo . = (V0,6,1, Y0,e,2, - - V076’kn 1,0) son los multiplicadores KKT. En particular, cuando € = 0,

si U = vq, tenemos que ,6 ,60 0y A= Ao o satisfacen

1 o ~ ~
- Z Y (yi, x; B+ b;-rA) w(x;)x; =0, (5.2)
i=1
1 & TS i .
EZ\I} (yi,xi,@—l—bi A) w(x;)b; +v =0, (5.3)
=1
gs(A) =7, <0 7,20 DA=0 1<s<k,—1. (5.4)

Consideremos el conjunto de indices J; = {k,}U{l < j < k,—1: ﬁj <0} ={kJu{1 <j<k,—1:
N <A1 o={1<j<ky—1:8;=0yv; >0}y F={1<j<ky—1:A;=0yw;=0}
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Usando que para s € J1, s # kn, 35 = 307075 = 0y el hecho de que estamos suponiendo que 30,6
es derivable con respecto a € y por lo tanto continua, obtenemos que existe €¢; lo suficientemente

chico para que Ag s < 0 para € < €. Luego, usando que vg s Age,s = 0, obtenemos que vy = 0.

Por otro lado, si s € J2, tenemos que vs = 10 s 7# 0 luego para € < €2, g ¢ s > 0 de manera que
Ap,es = 0, lo que implica que

~

EIF(AS, (yo, X, to)) =0 seJa. (55)

Sea my = #J y llamemos b, al vector de dimensiéon my-ésima con componentes correspondientes

a los indices s € Jy. Definamos las matrices

1 & ~ ~
A, = ” ZX (yi,x;»rﬁ + b;-rA) w(x;)x;x; € RP*P
=1
1 « - ~
B, = - ZX (y,-,xiT,B + b;FA) w(x;)x;b; 7 € RP*™
i=1

1 & ~ ~
Cn,jl = g Z X (yia X;FIB + bgA) w(xi)bi,Jle\ﬁ € R
i=1

Llamemos Enujl = C”yjl - B;Fz,lengﬂ,jl y Fn,Jl = Ar_Lan,Jr

En el Apéndice se muestra que, si J3 = (), entonces

o~

EIF(8; (yo, X0, to)) = — (AEI + FnJlE;fﬁFE,ﬁ) v (yoaxgﬁ + bgﬁ) w(Xo)Xo

+F, ,E (yo7 x5 B + bg&) w(xo)bo,7; (5.6)
EIF(A 7 (40, %0, 10)) = By b Fh 7 ¥ (0, X3 B + b A ) w(xo)o
~B, 50 (yo, o8 + boT&) w(x0)bo, 7, (5.7)

Recordemos que Ay = % Aj, lo que implica que EIF(XS; (Yo, X0,%0)) = Z?QS EIF(A,; (y0, %0, o).

Jj=s
Luego, una expresién para EIF(As; (vo,Xo0,%0)) puede obtenerse de (5.5) y (5.7), lo que permite
calcular la funcién de influencia empirica de 7)(t), para cada t fijo, como

kn kn,
EIF(ﬁ(t), (yOa X0, tO)) = Z Bs(t) EIF(B‘\S§ (y07 X0, tO)) = Z EIF(ASQ (y07 X0, tO))bs(t) ) (58)
s=1 s=1

donde bs(t) = >0 _; Bm(t).

5.2. La funcién de influencia empirica bajo un modelo de regresién

parcialmente lineal log—Gamma

Para ilustrar el comportamiento de estos estimadores consideramos el modelo de regresion par-
cialmente lineal isotonico log-Gamma descripto en la Seccién Para 1 < i < n, generamos
covariables (z;,t;) independientes entre si tales que x; ~ N(0,1), ¢; ~ U(0,1). La variable de res-
puesta fue generada como z;|(z;,t;) ~ I'(3, \;), donde E (z;|(z;, t;)) = 3/\i = exp{Boxi + no(t:)}, es

decir, H(a) = exp(a), con By = 2. El modelo log-Gamma transformado es
Yyi = Boxi +no(ts) +ui,
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donde u; ~ log(I'(3,1)). Consideramos dos elecciones para la componente no paramétrica, 1 1(t) =
sin(wt/2) y no2(t) = mt+0.25 sin(4nt) que llamaremos Modelos 1 y 2 respectivamente. El tamanio de
muestra se tomd igual a n = 100 y las funciones de influencia empirica, dadas por (5.6 y , fueron
calculadas considerando el modelo transformado sobre una grilla definida por ty € {0.2,0.4,0.6,0.8}
mientras que (Yo, zo) toma valores en una grilla equidistante en cada eje de tamano 50 x 50 sobre
[0, 2.5] x [—10, 10]. Consideramos una base de B-splines de orden 4, es decir, polinomios de grado 3,
y fijamos el nimero de elementos de la base k,, igual a 5 para 191 y 8 para 7p2. Ademads, cuando
calculamos EIF (7)(t); (yo, X0, t0)) el punto ¢ fue tomado igual a ty. Los estimadores robustos fueron
calculados como se describié en la Seccién [2.5] esto es, corresponden a aquellos que controlan los
valores grandes de la deviance usando como funcién de escores la funcién bicuadrada de Tukey.
Tomando en cuenta que las funciones de influencia empirica dadas en (5.6|) y fueron obtenidas
suponiendo que kg es fijo y que en este contexto, kg corresponde a la constante de calibracién, la
constante de calibracién ¢ en los Pasos 3 y 4, descriptos en la Seccién fue fijada en 2. La
funcién de peso w usada para controlar los puntos de alta palanca fue tomada como la funcién

bicuadrada de Tukey con constante de calibracion c,,

~ 72\ 2
1-— {m_ﬂn} |z — 1in| < cwsn
w(z) = Cw Sn (5.9)

0 ’x_ﬁn’ZCana

con i, la mediana de x; y s, = MAD(z;), pues consideramos x; € R. Dos valores de ¢, fueron

elegidos ¢, = 4.685 y ¢,y = 1/X(2),975,1 = 2.241.

solo mostraremos las superficies obtenidas para tg = 6 porque para los otros valores de ty los
graficos resultan similares. Para el modelo log-Gamma elegido, los estimadores clasicos considerados
son aquellos basados en la deviance como se describié en la Seccion es decir, que ¥(yo, zof +
v)zg = (1 — exp(yo — zof — v)) xg. Por lo tanto, la funcién de influencia empirica no sera acotada
para cada tg fijo, cuando yy — oo para xg fijo y cuando zg — —oo para yg fijo. Mas aun, seguird

siendo no acotada cuando xg — 400, pero a una tasa menor que cuando xg — —00.

Las Figuras[5.1]y[5.2) muestran que, para valores negativos grandes de x y valores grandes de y, el
valor absoluto de la funcién de influencia empirica de los estimadores clasicos toma valores grandes.
El peor efecto se observa en puntos de alta palanca. Mas precisamente, al estimar el pardmetro de
regresiéon 3 la EIF toma valores negativos muy grandes en ambos modelos, por lo tanto, valores
negativos de x con valor absoluto grande combinados con los valores grandes de y conduciran a
estimaciones con grandes sesgos negativos. Con respecto a la componente no paramétrica, la EIF
toma valores positivos grandes, de manera que la funcién resulta sobreestimada. Por otro lado, el
procedimiento robusto lleva a estimadores mas estables, pues la funcién de influencia empirica es
igual a 0 para valores grandes de x debido a la funcién de peso y la influencia permanece acotada
incluso para valores grandes de y. Las Figuras y dan los valores de la funcion de influencia
empirica en el intervalo (—7,0), para analizar el efecto de las observaciones correspondientes a
valores absolutos grandes de la respuesta y, esto es, valores de z cercanos a 0. Las conclusiones

descriptas siguen valiendo en este caso.

Para estudiar el comportamiento en el centro del rango de x, la Figura [5.5| reporta la EIF
bajo el Modelo 1, se obtienen graficos similares bajo el Modelo 2. Los gréaficos enfatizan el efecto

redescendiente de las funciones de escores y de peso usadas en el procedimiento de estimacién
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robusta.
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Modelo 1 Modelo 2

EIF, v, x, t= 0.6) EIF®, v, x, t= 06)

Estimador clasico

EIF(ﬁ, Y, X, t= 0.6) EIF(I[:;, Y, X, t= 0.6)

Estimador robusto

(cow = 4.685)

EIF®, y, x, t= 0.6) EIF®, y, x, t= 0.6)

Estimador robusto

(cw = \/ X(2).975,1)

Figura 5.1: Funcién de influencia empirica de B, bajo un modelo log—-Gamma para ty = 0.6.
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Modelo 1 Modelo 2

EIF(M, y, X, t= 0.6) EIF(M, y, X, t= 0.6)

Estimador clasico

EIF(fi, y. X, t= 0.6) EIF(, v, x, t= 0.6)

Estimador robusto

(cow = 4.685)

EIF(fl, y. X, t= 0.6) EIFf, y. x, = 0.6)

Estimador robusto

(cw = \/ X%.975,1)

Figura 5.2: Funcién de influencia empirica de 7(tg), bajo un modelo log-Gamma para ty = 0.6.
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Modelo 1 Modelo 2

EIF, v, x, t= 0.6) EIF®, v, x, t= 06)

Estimador clasico

EIF(ﬁ, Y, X, t= 0.6) EIF(I[:;, Y, X, t= 0.6)

Estimador robusto

(cow = 4.685)

EIF@y, x, t= 0.6) EIF®, y, x, t= 0.6)

Estimador robusto

(cw = \/ X(2).975,1)

Figura 5.3: Funciéon de influencia empirica de ,@, bajo un modelo log-Gamma para to = 0.6 y y € (—7,0).
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Modelo 1 Modelo 2

EIF(A, y. x, t= 0.6) EIF(A, v, x, t= 0.6)

Estimador clasico

EIF(A, y, X, t= 0.6) EIF(M, y, X, t= 0.6)

Estimador robusto

(cw = 4.685)

EIF(M, y, X, t= 0.6) EIF(M, y, X, t= 0.6)

Estimador robusto

(Cw =1/ X3.975,1)

Figura 5.4: Funcién de influencia empirica de 7(tg), bajo un modelo log-Gamma cuando ¢y = 0.6 y

y € (=17,0).
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Modelo 1 Modelo 2

EIF@, v, x, t= 0.6) EIF @, y. x, t= 0.6)

Estimador clasico

EIF(B, y, x, t= 0.6) EIF(, y, X, t= 0.6)

Estimador robusto

(cw = 4.685)

EIF(B, y, x, t= 0.6) EIF(R.y, x, t= 0.6)

Estimador robusto

(Cw =1/ X3.975,1)

Figura 5.5: Funcién de influencia empirica de 3 (arriba) y 7(to) (abajo), bajo un modelo log-Gamma

cuando 791 (t) = sin(nt/2), to = 0.6, y € (—1.6,0) y = € (—2.5,2.5).
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5.3. Algunas observaciones sobre el estimador monotonizado defi-

nido en la Seccién 2.3

En este capitulo hemos considerado solamente el caso de los estimadores basados en B—splines
mondtonos. Argumentos similares a los utilizados en modelos lineales generalizados permitirian
obtener la funcién de influencia empirica de los estimadores (B;x;, A1) cdlculados sin imponer
restricciones de orden y definidos en la Seccién A partir de la influencia empirica de Ay se

obtiene en forma inmediata la de 7N (t), para cada t fijo, como en la expresién (5.8)).

Respecto del estimador monotonizado 7; definido en como la funcién Y (n) estd definida a
través de una funcion indicadora, su funcién de influencia empirica no puede obtenerse como en
la Seccién [5.1} Una alternativa serfa considerar una aproximacién suave a la funcién indicadora,
como la considerada en Neumeyer (2007). Mds precisamente, indiquemos por K una densidad y
por K(y) = ffoo K (u)du la primitiva de K. Sea h, una sucesién de ventanas positivas tales que

limy, 00 hyy, = 0. Definamos

D)) = [ Kk (=) o

y la modificacién creciente suave de 7y como

s =T ((I)(ﬁINI)H[?HNI(O)fHNI(1)]) Io,1) (5.10)

que serd estrictamente creciente si K lo es. La expresion ®(7n) puede aproximarse por

N A~ .
(7 (1) ~ B (i) (u) = %Z K <1L—77;LIU/JV)>
=1 n

que es una expresion que facilitaria el cdlculo de la funcién de influencia empirica de 7js; combinando
la derivabilidad de la funciéon K con los argumentos utilizados para el cdlculo de la funcién de
influencia de los cuantiles de una distribucion. Efectivamente si K es estrictamente creciente, la
funcién f(u) = & (i) (u) resulta estrictamente mondtona por lo que T(f) es simplemente la inversa
de J? En nuestro estudio de simulaciéon no hemos considerado el estimador definido en ([5.10) ya
que su computo implica la eleccién de la sucesién de ventanas. Como se menciona en Neumeyer
(2007), resultados de consistencia uniformes para 7j5; solo pueden obtenerse si se cuenta con tasas
de convergencia uniforme para 7y v si se elige la sucesién de ventanas de acuerdo a dicha tasa. Los
resultados de consistencia del Capitulo [3{dan tasas de convergencia en distancia Lo (P) para 7y, los
que implican la convergencia uniforme de 7jin; & 79 en probabilidad pero no permiten deducir tasas

de convergencia uniforme. Por esta razén, se omitié el estimador 7y de nuestro estudio numérico y

tampoco se calcula su influencia empirica.
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5.4. Apéndice: Demostracién de (5.6) y (5.7)

Como en la Seccién llamamos Ag ¢ 7, € R™ al m,—ésimo vector con componentes corres-

pondientes a los indices j € Jy y sea
Ac(y,x,b) =" <y’ XTBO,E + b:I‘/]lAO’E’jl + b}3307€7j3> w(x) =V <y7 XTBO@ + bTAQE) w(x),

donde la tultima igualdad vale porque 307673 = 0 para s € J2. Entonces

1 _ n
=7 Aclyis i B)x; + (o, X0, b)xo = 0

n

i=1
L-¢ iAe(yiaXi b)b; s + EAe(yo x0,b)bos =0,5 € Th
n ar ) s n ) 5 s 5
1—e €
> Ay, xi, b)bis + —Ae(yo, %0, b)bo,s + 10,65 =05 ¢ T (5.11)
i=1

Aojg,s <0 W,e,s = 0 sen
ANges =0 VO,6,5>O s€ T
AO,E,S <0 Vo,e,s = 0 Voe,s AO,e,s =0 seJ3.

Multiplicando (5.11)) por Ao,e,s y usando que v ¢ 30,6,8 = 0 para s ¢ Ji, tenemos que
1

n
— €
n Z Ae(yia X bz)xz +e€ Ae(y07 X0, bO)XO =0

=1

1 . n
‘ > Aclyi xiy bi)bis + € Ac(yo, X0, b0)bos = 0,5 € Ty
i=1

n

1

- ZAe(yivxiabi)bi,sAO,e,s + € Ac(yo, %0, b0)bo s Noe,s =0 ,5 ¢ T -
i—1

Derivando con respecto a €, evaluando en € = 0 y usando que 3070 = A, 3070 = [ junto con (5.2)

a (5.4) tenemos que
1 ~ ~
E Z T(yi, X, bi)Xi |:X;F EIF(ﬁ) + b;r EIF(A)} + A(y(), X0, bo)XO =0
=1
1 o - ~
- D Y (yi, x4, bi)bis [X;F EIF(8) + b; EIF(A)} + A0, X0, bo)bo,s = 0,8 € J1
i=1
1 — ~ ~ 7~ ~
=5 (T(yi, %, bi)bis [xf EIF(3) + b! EIF(A)} Ay + Ay, i, bi)bis EIF(AS)>
i=1

+A(y07X07 bO)bO,SBS =0 ;S ¢ jl 5

~ ~ ~ o~

donde, por simplicidad, llamamos EIF(83) = EIF(8; (yo, X0, 0)), EIF(A) = EIF(A; (y0,X0,%0)) v
Y (yi, xi, bi) = X (yi,x;rﬁ + b?&) w(x;). Recordemos que 35 = 0 para s ¢ Ji, de manera que la

dltima ecuacion implica

1 @ .
- > Ayi, xi,bi)bi EIF(A,) = 0,5 ¢ T, (5.12)
=1
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que no es informativa. De hecho, cuando s € J3, EIF(&S) = 0 entonces ((5.12)) se verifica. Por otro
lado, para s € J3, por (5.3)), tenemos que

1 n
- > A xi, bi)bis +vs =0,
i=1

junto con el hecho de que v; = 0 para j € J3 conduce a > | Ac(yi, Xi, b;)b; s = 0 para s € J3, de

forma que ((5.12)) se verifica. Notemos que de (5.11)) tenemos que

1 « ~ ~ 0
- > Y (i, i, bi)bis [XZT EIF(8) + b; EIF(A)} + A(yo, X0, bo)bo,s = ~ s
i=1

=0, € J3.
Entonces, el sistema se reduce a

1< ~ ~
=3 T(yixi, box [X} EIF(3) + bl EIF(A)} + A(yo, X0, bo)xo = 0,
=1

1< — ~
E Z T(yi, X, bi)bz‘,s |:X;F EIF(ﬁ) + b;r EIF(A)} -+ A(y(), X0, bo)bo75 =0,se T
=1
EIF(A,) =0,s € Ja.

El hecho de que J3 = (), junto con EIF(&S) = Opara s € J» implica que b} EIF(&) =b/ . EIF(BJI)7
entonces
A, EIF(8) + B,,.7 EIF(A 7,) + A(yo, %0, bo)xo = 0,
BE,Jl EIF(B) + Cn,j1 EIF(AJJ + A(yﬁv X0, bO)bO,Jl =0 )

~

EIF(A,) =0, s€J,

es decir, si la matriz

A, B.s
zn,Jl = Tn s
anjl C”vjl
es no singular tenemos que
EIF(B) . 1 A(y07X07b0)X0
~ - n,J
EIF(A ) "\ A(yo, x0, bo)bo,7,

y EIF(& 7,) = 0. Usando la expresion para la inversa de una matriz por bloques, la funcién de

influencia empirica de 3 se obtiene como

o~

EIF(/B) = — (A;l ‘I‘ ijl E;7{71F27\71> A(yo, Xo, bO)XO —|— Fn,jl E’V:i'ﬁA(yO’ X(), bO)bO,jl y
con B, 7, =Cnz — Bl ;A By g vy Frg = A, "By, 7, mientras que EIF(A ) esté dado por

EIF(Az,) = E, " F} 7 A(yo,%0,bo)x0 — E; " A(yo, x0, bo)bo, 7 -
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Capitulo 6

Estudio numeérico y analisis de un

conjunto de datos reales

6.1. Estudio de Monte Carlo

En esta seccién describimos los resultados de un estudio de simulacién disenado para comparar
el desempeno de los estimadores propuestos con los estimadores clasicos bajo un modelo de regresién

parcialmente lineal isoténico log—Gamma.

En todas las tablas y figuras, los estimadores robustos son indicados como ROB y sus contrapartes
clasicas como CL, en tanto corresponden a estimadores basados en la deviance. Los estimadores
robustos corresponden a aquellos que controlan los valores grandes de la deviance como se describié
en la Seccion y fueron calculados usando la funcion bicuadrada de Tukey y la funciéon de peso
w usada en la Seccién Por otro lado, para los estimadores clasicos w = 1y p(y,s) = d(y — s)

con d(u) = exp(u) —u — 1.

Realizamos N R = 1000 replicaciones con muestras de tamano n = 100. El modelo central, deno-
tado Cp, corresponde a elegir (z;,t;) independientes entre si tales que z; ~ N(0,1), t; ~U(0,1). La
variable respuesta fue generada como en la Seccién esto es, el modelo log—~Gamma transformado
corresponde a y; = Boz; + no(ti) + ui, con u; ~ log(I'(3,1)), Bo =2y no = 1Mo,1 0 Mo = No,2 para los
Modelos 1 y 2, respectivamente, donde, 79 1(t) = sin(7t/2) o no2(t) = mt 4+ 0.25 sin(4nt).

Para cada muestra generada consideramos tres contaminaciones Ci, Cy y C3 que producen
muestras contaminadas (Yic, Zic,t;). Primero generamos una muestra v; ~ 4(0,1) para 1 <7 <mn

y luego consideramos los siguientes esquemas de contaminacién:

= (] introduce puntos dafninos de alta palanca en las covariables z, sin cambiar las respuestas
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ya generadas, o sea, ¥;. = ¥;, 1 <4 < n, mientras

x; if v; <0.90
Li,e =

)

xr¥ if v; > 0.90,

(2

donde z} ~ N (5,1/16).

= (5 introduce observaciones atipicas en las respuestas generadas segin el modelo pero con una

covariable incorrecta x.

Y; if V; S 0.90
Yic =
yr if v; > 0.90,

donde y = Pox} +no(t;) + u; con uf ~log(I'(3,1)) y «7 una nueva de una N (5,1/16). Notar

que las covariables no son contaminadas en esta situacion, es decir, x; . = ;.

= (3 corresponde a incrementar la varianza de las covariables x y también introduce valores
grandes en las respuestas
T; if v; <0.90 y;  siwv; <0.90

Tic = Yice =
una nueva observacién de una N(0,25) si v; > 0.90, yr siv; >0.90),

con yF = 3 log(10) + u} donde u} ~ log(I'(3,1)).

La Tabla[6.1]resume los resultados obtenidos con el estimador basado en splines monétonos descripto
en la Seccién 2.2} El valor de ky, fue elegido como se describe en la Seccién [2.6] Dicha tabla reporta la
media sobre las replicaciones de B — Bo, denotada Sesgo, su desvio estandar, SD, el error cuadratico
medio, MSE, esto es, la media sobre las replicaciones de (B — ﬁ0)2. También se reporta la media
sobre las replicaciones de los errores estdndar estimados, denotados AS.SE y la probabilidad de
cubrimiento Cov.Prob para un intervalo de confianza de nivel 95 %, esto es, la proporcién de veces
que el intervalo de confianza asintético contiene al valor verdadero 3. Para muestras sin contaminar,
el error estandar asintético del estimador clésico es igual a \/1/7040 /v/n = 0.0577, cercano a los valores

reportados bajo Cp en la Tabla para ambos modelos.

Para estudiar el desempeno de un estimador 77 de la funcién de regresion 7y consideramos el error
cuadratico medio integrado MISE(7), o sea, la media sobre las replicaciones de una aproximacién

del error cuadrético integrado dado por
1 n
A A 2
ISE(n) = - Z (M(ti) —mo(t:))” -
i=1
Por otra parte, los resultados obtenidos para los estimadores monotonizados basados en B—

splines, Nyop, descriptos en la Seccién se presentan en las Tablas y dependiendo de la
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manera en que se elige el valor k,, que es la cantidad de splines del estimador inicial sin restricciones
Nt = Z?;l Aj Bj. Mas precisamente, se exploraron dos variantes. En la primera, a partir de los
estimadores iniciales sin restricciones <[A5’INI, XINI), como por ejemplo los calculados en el Paso 3
del algoritmo presentado en la Seccién [2.5.1], se eligié la cantidad de splines k;,, como el valor que
minimiza BIC(ky,). Se le aplicé luego a este estimador inicial la monotonizacién descripta en la
Seccién para obtener los estimadores finales (,@, o). En la segunda forma de elegir la cantidad
de splines, se invirtieron los dos procesos, es decir, primero se obtiene, para cada valor de k,,
la versién monotonizada de los estimadores iniciales calculados sin restricciéon y luego se elige la
cantidad de splines basada en BIC(k) utilizando el estimador monotonizado. Las Tablas y

reportan respectivamente las medidas resumen correspondientes a dichas variantes, respectivamente.

El estimador cldsico muestra su sensibilidad bajo todas las contaminaciones, siendo peor el
efecto en la estimacién de la funcién de regresion 79 al contaminar las respuestas como en Cy o
Cs. Para estas dos contaminaciones, el error cuadratico medio de los estimadores cldsicos de 7 es
mas de mil veces que los obtenidos por el procedimiento robusto que estan bastante cerca de los
correspondientes bajo Cy. Por otra parte, contaminar solo las covariables duplica el error cuadratico
medio de las estimaciones cldsicas 7j.,. Por lo tanto, como esperdbamos, respuestas grandes afectan

a los estimadores de la componente no paramétrica mas que los puntos de alta palanca.

Cabe notar que, para el modelo log-Gamma estudiado, tanto el sesgo como la dispersiéon de
los estimadores clasicos de [y aumentan bajo C5 agrandando el error cuadratico medio. Estas
observaciones atipicas también afectan el error estandar asintético que es 7 veces el obtenido para
muestras sin contaminar. Aunque el estimador de la varianza asintética se vea aumentado, el efecto
en el sesgo de la contaminacién considerada rompe la probabilidad de cubrimiento. Por otro lado,
el error cuadratico medio aumentado bajo Cs se debe principlamente al sesgo y este efecto lleva

nuevamente a un muy bajo cubrimiento.

El efecto de las diferentes contaminaciones también es llamativo en las Figuras y [6:2] las
cuales dan los boxplots de B\ bajo los Modelos 1 y 2, respectivamente. Por ejemplo, bajo C1 y Cs,
todo el boxplot de las estimaciones cldsicas estd por debajo de la linea horizontal que corresponde
al verdadero valor By = 2. Mas aun, las diferencias existentes entre el desvio estandar de B sobre
las replicaciones y la media del error estandar estimado puede ser explicada por los boxplots de
B. El efecto de los esquemas de contaminacién considerados en los estimadores cldsicos aumenta
considerablemente el valor de sus desvios estandar debido a las observaciones atipicas que aparecen
en los boxplots, mientras que los errores estandar estimados, relacionados a los estimadores del

parametro de ruido, muestran un aumento menor. Por otro lado, los estimadores robustos son

bastante estables a través de los distintos escenarios de contaminacién. En particular, la probabilidad
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Modelo 1

Medidas resumen para B MISE(%)

Estimador  Sesgo SD MSE AS.SE Cov.Prob

Co CL 0.0002 0.0608 0.0037 0.0568  0.9340 0.0088
ROB 0.0021 0.0672 0.0045 0.0620  0.9270 0.0096

Ch CL -0.5497 0.2170 0.3492 0.0535  0.0050 0.0265
ROB -0.0016 0.0706 0.0050 0.0591  0.8850 0.0100

Co CL -1.8359 0.9343 4.2426 0.3781  0.0690 54.3390
ROB 0.0002 0.0711 0.0051 0.0639  0.9170 0.0103

Cs CL -1.9400 0.2721 3.8376 0.1848  0.0100 15.0401
ROB 0.0043 0.0727 0.0053 0.0598  0.8900 0.0146

Modelo 2
Medidas resumen para 3 MISE(7)
Estimador  Sesgo SD MSE AS.SE Cov.Prob
Co CL 0.0000 0.0636 0.0040 0.0588  0.9340 0.0324

ROB 0.0019 0.0700 0.0049 0.0639  0.9190 0.0340

Ci CL -0.5549 0.2215 0.3570 0.0542  0.0040 0.0556
ROB -0.0020 0.0728 0.0053 0.0609  0.8830 0.0344

Cs CL -1.8168 0.9665 4.2340 0.3748  0.0850 52.8369
ROB -0.0001 0.0736 0.0054 0.0660  0.9250 0.0348

Cs CL -1.9116 0.2581 3.7207 0.1654  0.0090 10.1817
ROB 0.0020 0.0749 0.0056 0.0618  0.8940 0.0350

Tabla 6.1: Medidas resumen para los estimadores de By y 19 basados en B—splines monétonos, bajo un
modelo log—-Gamma. Los estimadores fueron obtenidos cuando k,, es el nimero de nodos, basado en la muestra,

que minimiza BIC(k).

de cubrimiento nunca baja de 0.88 en todos los esquemas de contaminacién. Para muestras sin
contaminar, la probabilidad de cubrimiento esta ligeramente por debajo del procedimiento clasico
y este efecto estd relacionado a la pérdida de eficiencia. Mds aun, la estabilidad del procedimiento
robusto es claramente ilustrada en la Figura que presenta los estimadores de la densidad de las
estimaciones clédsicas y robustas, B\CL y EROB, bajo los diferentes esquemas de contaminaciéon con
las ventanas calculadas autométicamente a partir de los datos. La linea sélida negra corresponde
a las muestras sin contaminar, mientras que la roja discontinua, la punteada azul y la discontinua

punteada granate a las contaminaciones C7 a (3 respectivamente. Ademds, la linea discontinua
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Figura 6.1: Boxplots de los estimadores B de By basados en B—splines monoétonos, bajo un modelo log—

Gamma con 79 = 19,1

verde corresponde a la densidad normal con media 2 y desvio estdndar igual a 0.0608 y 0.0672
para el estimador clasico y robusto, respectivamente. Notemos que estos valores corresponden a
los desvios estandar de los estimadores BCL y ,@ROB reportados en la Tabla para muestras
sin contaminar. Al considerar la propuesta robusta, todos los estimadores de la densidad estén
superpuestos mostrando que las contaminaciones tienen un efecto leve en las estimaciones. Por otro
lado, al utilizar el procedimiento clasico basado en la deviance, las densidades de las estimaciones
calculadas con muestras contaminadas se alejan de las obtenidas con muestras sin contaminar,
conduciendo a estimaciones poco fiables. Notemos también que para muestras sin contaminar, tanto
para el procedimiento robusto como el clasico, la media sobre las replicaciones de los errores estandar

estimados estd cerca de los desvios estandar de las estimaciones obtenidas . Este resultado empirico
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Figura 6.2: Boxplots de los estimadores de B de By basados en B-splines mondtonos, bajo un modelo

log-Gamma con 19 = 19,2.

junto a las densidades dadas en la Figura [6.3| justifican el resultado de normalidad asintética.

Para los estimadores monotonizados basados en B—splines, las Tablas y muestran un
desempeno general parecido al observado en la Tabla[6.1] para los estimadores basados en B-splines
monotonos. Las conclusiones anteriores también aplican en el sentido que el estimador clasico es muy
sensible a datos atipicos bajo todas las contaminaciones mientras que el robusto se mantiene estable
a través de los distintos escenarios. El comportamiento de los estimadores de 3, es claramente
observado en las Figuras [6.8] y [6.9] que muestran los estimadores de la densidad de las estimaciones
clasicas y robustas, BCL y B\ROB, bajo los diferentes esquemas de contaminacién con las ventanas

calculadas automaticamente a partir de los datos. Como en la Figura la linea sdlida negra
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Figura 6.3: Estimador de la densidad de los estimadores clasico y robusto, BCL y BROB, de Sy, bajo un
modelo log-Gamma con 1y = 79,1 La linea sélida negra corresponde a las muestras sin contaminar, mientas
que la discontinua roja, la punteada azul y la discontinua punteada granate a las contaminaciones C; a Cj
respectivamente. La linea verde es una distribucién normal con media igual al pardmetro verdadero By y

desvio estdndar igual al desvio estandar del estimador bajo Cp.

corresponde a las muestras sin contaminar, mientras que la roja discontinua, la punteada azul y
la discontinua punteada granate a las contaminaciones C] a C5 respectivamente. Ademds, la linea
discontinua verde corresponde a la densidad normal con media 2 y desvio estdndar igual a los
valores de desvios estandar reportados en las Tablas y Por otra parte, los boxplots de los
estimadores de 3, dados en las Figuras [6.6]y [6.7ilustran claramente que las contaminaciones
correspondientes a respuestas grandes Cy y ('3, impactan peor en los estimadores del pardametro
de regresion que la contaminacién C4, correspondiente solamente a los puntos de alta palanca.
Para los estimadores monotonizados, el efecto es mucho més notorio para el Modelo 2 de lo que se
observaba en la Figura[6.2| con los estimadores basados en splines monétonos. Dentro de las variantes
de los estimadores basados en B—splines sin restricciones, los resultados practicamente no ofrecen
diferencias tanto para la componente paramétrica como para el término no paramétrico. Por ultimo,
vale la pena observar que el método de estimacién por B—splines mondtonos da estimadores menos
variables que el procedimiento de monotonizar estimadores sin restricciones. Mas precisamente, el
MISE de 7 asi como los valores de SD de B (y por lo tanto el MSE) son menores para todos los
escenarios al utilizar splines monétonos. Asimismo, la probabilidad de cubrimiento es ligeramente
menor cuando se aplica el procedimiento de monotonizacién en lugar de estimar directamente con
restricciones. Por lo antedicho, en base a los resultados observados, el método de estimacién por

B-splines monodtonos resulta mas atractivo. Por esta razon, en el analisis de datos reales presentado
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en la préxima seccién se utiliza este procedimiento.

Modelo 1
Medidas resumen para B MISE (7yop)
Estimador  Sesgo SD MSE AS.SE Cov.Prob
Co CL 0.0009 0.0613 0.0038 0.0565  0.9280 0.0118
ROB -0.0000 0.0921 0.0085 0.0620  0.8060 0.0157
Ci CL -0.5656 0.2324 0.3739 0.0547  0.0050 0.0458
ROB 0.0002 0.0871 0.0076 0.0589  0.8010 0.0155
Cs CL -0.8331 1.1950 2.1207 0.7523  0.6710 55.3241
ROB 0.0003 0.0957 0.0092 0.0641  0.8100 0.0159
Cs CL -1.7090 0.4786 3.1494 0.3697  0.1130 17.6784
ROB 0.0012 0.0902 0.0081 0.0600  0.7950 0.0155
Modelo 2
Medidas resumen para B MISE (7yop)

Estimador  Sesgo SD MSE AS.SE Cov.Prob

Co CL 0.0007 0.0639 0.0041 0.0585  0.9330 0.0336
ROB -0.0015 0.0945 0.0089 0.0639  0.8110 0.0382
Cy CL -0.5725 0.2373 0.3839 0.0548  0.0040 0.0665
ROB -0.0008 0.0892 0.0080 0.0607  0.8120 0.0378
Cy CL -0.8003 1.1671 2.0011 0.7370  0.6800 54.8082
ROB -0.0007 0.0980 0.0096 0.0660  0.8030 0.0385
Cs CL -1.7018 0.4401 3.0898 0.3415  0.1070 9.7977
ROB 0.0035 0.0932 0.0087 0.0618  0.8080 0.0382

Tabla 6.2: Medidas resumen para los estimadores de By y 19 descriptos en la Seccién bajo un modelo
log-Gamma. Los estimadores corresponden a los obtenidos cuando el valor de k, se elige de acuerdo a la

variante que minimiza BIC(k) primero y luego aplica el procedimiento de monotonizacion.
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Modelo 1

Medidas resumen para B\ MISE (7o)
Estimador  Sesgo SD MSE AS.SE Cov.Prob
Co CL 0.0009 0.0612 0.0037 0.0565  0.9280 0.0118
ROB -0.0000 0.0921 0.0085 0.0620  0.8060 0.0157
Ch CL -0.5601 0.2238 0.3638 0.0537  0.0050 0.0353
ROB 0.0002 0.0871 0.0076 0.0589  0.8010 0.0155
Co CL -1.8721 1.3945 5.4473 0.6797  0.1320 82.4910
ROB 0.0003 0.0957 0.0092 0.0641  0.8100 0.0159
Cs CL -1.9122 0.2953 3.7435 0.2364  0.0170 14.2858
ROB 0.0012 0.0902 0.0081 0.0600  0.7950 0.0155
Modelo 2
Medidas resumen para B MISE (7yop)
Estimador  Sesgo SD MSE AS.SE Cov.Prob
Co CL 0.0005 0.0639 0.0041 0.0585  0.9330 0.0337
ROB -0.0015 0.0945 0.0089 0.0639  0.8110 0.0382
Ci CL -0.5637 0.2274 0.3694 0.0542  0.0040 0.0631
ROB -0.0008 0.0892 0.0080 0.0607  0.8120 0.0378
Cy CL -1.8905 1.2763 5.2014 0.5290  0.1430 79.6413
ROB -0.0007 0.0980 0.0096 0.0660  0.8030 0.0385
Cs CL -1.8880 0.2779 3.6416 0.2012  0.0120 9.5721
ROB 0.0035 0.0932 0.0087 0.0618  0.8080 0.0382

Tabla 6.3: Medidas resumen para los estimadores de By y 1o descriptos en la Seccién bajo un modelo
log-Gamma. Los estimadores corresponden a los obtenidos cuando el valor de k,, se elige de acuerdo a la
variante que aplica el procedimiento de monotonizacién a los estimadores iniciales calculados sin restriccién

y luego elige aquellos que minimizan BIC(k).
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Figura 6.4: Boxplots de los estimadores B de [y basados en B—splines sin restricciones, bajo un modelo
log-Gamma con 1y = 19,1. Los estimadores corresponden a los obtenidos cuando el valor de k, se elige de

acuerdo a la variante que minimiza BIC(k) primero y luego aplica el procedimiento de monotonizacidn.
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Figura 6.5: Boxplots de los estimadores de E de By basados en B—splines sin restricciones, bajo un modelo
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acuerdo a la variante que minimiza BIC(k) primero y luego aplica el procedimiento de monotonizacidn.
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Figura 6.6: Boxplots de los estimadores B\ de By basados en B—splines sin restricciones, bajo un modelo
log-Gamma con 19 = ng,1. Los estimadores corresponden a los obtenidos cuando el valor de k,, se elige de
acuerdo a la variante que aplica el procedimiento de monotonizacién a los estimadores iniciales calculados

sin restriccion y luego elige aquellos que minimizan BIC(k).
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Figura 6.7: Boxplots de los estimadores de B de By basados en B—splines sin restricciones, bajo un modelo
log-Gamma con 19 = ng,2. Los estimadores corresponden a los obtenidos cuando el valor de k,, se elige de
acuerdo a la variante que aplica el procedimiento de monotonizacién a los estimadores iniciales calculados

sin restriccion y luego elige aquellos que minimizan BIC(k).
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Figura 6.8: Estimador de la densidad de los estimadores clasico y robusto, B\CL y BROB, de Sy, bajo un
modelo log-Gamma con 1y = 19,1. Los estimadores corresponden a los obtenidos cuando el valor de &, se elige
de acuerdo a la variante que minimiza BIC(k) primero y luego aplica el procedimiento de monotonizacién.
La linea sélida negra corresponde a las muestras sin contaminar, mientas que la discontinua roja, la punteada
azul y la discontinua punteada granate a las contaminaciones Cy a C3 respectivamente. La linea verde es una
distribucién normal con media igual al pardmetro verdadero [y y desvio estandar igual al desvio estandar

del estimador bajo Cj.
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Figura 6.9: Estimador de la densidad de los estimadores clasico y robusto, ECL y BROB, de [y, bajo un
modelo log-Gamma con 1y = 1,1, descriptos en la Seccién Los estimadores corresponden a los obtenidos
cuando el valor de k, se elige de acuerdo a la variante que aplica el procedimiento de monotonizacién a
los estimadores iniciales calculados sin restriccién y luego elige aquellos que minimizan BIC(k). La linea
sélida negra corresponde a las muestras sin contaminar, mientas que la discontinua roja, la punteada azul
y la discontinua punteada granate a las contaminaciones C7 a Cj respectivamente. La linea verde es una
distribucién normal con media igual al pardmetro verdadero By y desvio estandar igual al desvio estandar

del estimador bajo Cy.
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6.2. Aplicacion a un conjunto de datos reales: Costos Hospitalarios

Marazzi y Yohai (2004) introdujeron un conjunto de datos que corresponde a los costos hospita-
larios, por problemas de espalda, de 100 pacientes en un hospital Suizo en 1999. Ellos se interesaron
en la relacién entre el costo hospitalario de la estadia, z, (Costo, en francos suizos) y las siguientes

variables administrativas:

= LOS: duracién de la estadia en dias

» ADM: tipo de admisién (0 = planificada; 1 = emergencia)
s [NS: tipo de seguro (0 = regular; 1 = privado)

= AGFE: edad

» SEX: (0 = mujer; 1 = hombre)

» DEST: destino del alta (1 = hogar; 0 = otro)

Cantoni y Ronchetti (2006) ajustaron al conjunto de datos completo el modelo log(E(z;|x;)) =
~¢Xi que para respuestas Gamma es equivalente a y; = log(z;) = v{x; + u;, donde u; ~ log'(av, 1)
yx = (ADM,INS,AGE, SEX,DEST,log(LOS),1). Usando su propuesta robusta, identificaron
5 datos atipicos correspondientes a las observaciones etiquetadas como 14,21,28,44 y 63, cuyos
pesos son menores o iguales a 0.5. Observaron que los puntos atipicos afectaban a las estimaciones
clésicas del coeficiente de la variables IN S y al pardmetro de forma. Bianco et al. (2013b) también

analizaron este conjunto de datos para realizar tests para las covariables SEX y DEST.

En este ejemplo, nuestro analisis no impone una relacién lineal entre y; y log LOS pero con-
sideramos el modelo, més general, parcialmente lineal isoténico y; = B3x; + no(t;) + ui, con
u; ~ log (', 1)), x = (ADM,INS,AGE,SEX, DEST) y t = log(LOS). La funcién g se supone
no decreciente lo que resulta natural en este ejemplo, en tanto los costos hospitalarios aumentan
para estadias més largas. Los resultados obtenidos para los estimadores de 3, basados en B—splines
monoétonos se reportan en la Tabla Para las estimaciones clasicas, denotadas ,@CL, el criterio
BIC eligi6 k, = 4, mientras que para los robustos, ,@ROB, la mejor eleccion fue k, = 5 y la cons-
tante de calibracién para la p-funcién que acota las deviance resulté igual a ¢, = 0.3515. Como
en el ajuste lineal, el estimador clasico de 3 es muy sensible a los 5 datos atipicos, que también
fueron detectados en nuestro andlisis. En particular, los estimadores del parametro de forma y del
coeficiente relacionado con el tipo de seguro se ven altamente afectados. Luego de eliminar estos
5 datos, el estimador clasico //3\(;{ g es muy similar a BROB, mostrando el buen desempeno de la

propuesta robusta en presencia de datos atipicos. Calculamos los errores estandar asintéticos de las
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estimaciones de 3 que se reportan entre paréntesis. Notemos que los errores estandar asintdticos
: ‘o . . ~—1{5}
de los estimadores robustos y los clésicos calculados sin los 5 datos atipicos, 3., ~ son bastante

similares mientras que los de los estimadores clasicos B, se ven aumentados.

La Figura muestra el grafico de los estimadores de 79 obtenidos usando los estimadores
clésicos (linea discontinua roja) y los robustos (linea discontinua azul). También graficamos el ajuste
dado por el modelo de regresion lineal log—Gamma cuando usamos un MM-estimador pesado para
7o, es decir, que la linea sélida negra corresponde al ajuste n(t) = 0.8892¢ + 7.1268. El ajuste
lineal parece ser una buena eleccién para este conjunto de datos, sin embargo, aparecen algunas
discrepancias cerca de los bordes que pueden ser causadas por una forma diferente de la funcién de
regresién para valores grandes de log(LOS). Cabe notar que en este caso, la forma del estimador
clasico es bastante cercana a la del robusto y esto puede explicarse principalmente por la estructura

isoténica impuesta y el tipo de datos atipicos que afectan principalmente al pardmetro de regresién.

~ ~—{5} ~
BCL /GCL IBROB

ADM 0.2148 (0.0497) | 0.2172 (0.0345) | 0.1979 (0.0339)

INS  0.0984 (0.0792) | -0.0324 (0.0575) | -0.0207 (0.0537)
AGE  -0.0009 (0.0013) | -0.0016 (0.0009) | -0.0019 (0.0009)
SEX  0.1088 (0.0529) | 0.0820 (0.0354) | 0.0615 (0.0358)
DEST -0.1358 (0.0723) | -0.1608 (0.0489) | -0.1673 (0.0493)

a 21.0809 - 45.7560 - 46.0088 -

Tabla 6.4: Analisis de los costos hospitalarios bajo un modelo de regresién parcialmente lineal isoténico

log-Gamma.
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Figura 6.10: Estimadores cldsicos (rojo) y robustos (azul) de la funcién de regresién 7(t). El ajuste lineal

corresponde a la linea sélida negra.
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Capitulo 7

Consideraciones finales

El problema de estimar la componente no paramétrica 7y y el parametro de regresién 3, bajo
un modelo parcialmente lineal generalizado ha sido extensamente estudiado. Entre otros métodos,
los B-splines han sido considerados para aproximar la funcién desconocida 79. Una ventaja de los
B-splines es que proveen un procedimiento de estimacion que puede extenderse a la situacién en que
hay restricciones de monotonia en la componente no paramétrica imponiendo restricciones de no
decrecimiento en los coeficientes. Para superar la sensibilidad del procedimiento cldsico basado en la
deviance hemos introducido dos familias de estimadores robustos para las componentes de un modelo
parcialmente lineal generalizado. La primera estd basada en B—splines mondnotos y la segunda usa
una monotonizacién del estimador de B—splines sin restricciones, para estimar la componente no
paramétrica. En ambos casos, usamos una funcién de pérdida acotada para controlar los residuos
deviance grandes. Una de las ventajas de nuestro procedimiento es que también permite incluir
modelos con un parametro de ruido desconocido, como el pardmetro de escala en el modelo de
regresion parcialmente lineal o el pardmetro de forma en el modelo de regresién parcialmente lineal
con errores log—-Gamma. La estimacién del pardmetro de ruido es un problema importante porque
permite calibrar los estimadores robustos y atenuar el peso de residuos grandes. De hecho, como en
regresiéon lineal, para decidir si una observacién es atipica es necesario determinar el tamano de los

residuos que dependen fuertemente del estimador del pardmetro de ruido.

Los estimadores obtenidos son consistentes y obtuvimos tasas de convergencia para los estima-
dores sin restricciones y para los basados en B—splines monotonos. Hemos estudiado también la
funcién de influencia empirica de los estimadores propuestos que permite cuantificar la sensibilidad
frente a datos anémalos de los estimadores del pardmetro de regresién y de la funcién de regre-
sién. Como era de esperar, el enfoque cldsico basado en la deviance no es robusto porque conduce
a una funcién de influencia empirica no acotada, mientras que para nuestra propuesta robusta la

influencia es acotada. El comportamiento inadecuado del método cldsico cuando hay datos atipicos
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en la muestra se confirma también en nuestro estudio de simulacién. El procedimiento robusto da
origen estimadores mas confiables conduciendo a casi los mismos resultados tanto bajo el modelo

log-Gamma central o bajo las contaminaciones estudiadas.

En esta primera parte, hemos considerado estimadores bajo un modelo parcialmente lineal ge-
neralizado isoténico y, en este sentido, la pregunta sobre como verificar la monotonia de la parte no
paramétrica se vuelve un tema importante. En algunas situaciones, como las consideradas en la Sec-
cion 6.2] este supuesto estd motivado por la estructura del problema. Sin embargo, en otros casos, es
importante justificarlo a través de un procedimiento de test. La mayor parte de la bibligrafia sobre
tests de monotonia se enfoca en el modelo usual de regresién no paramétrica. Entre otros, Gijbels
et al. (2000) consideran un procedimiento basado en signos de las diferencias entre la variable de
respuesta que resulta relativamente robusto frente a distribuciones de los errores con colas pesadas.
Por otro lado, Birke y Dette (2007) definen un test basado en la distancia Ly y en la composicién de
un estimador de la inversa de una funcién de regresién monétona con una estimacion sin restriccion
de la funcién de regresién. En el contexto general que hemos estudiado, un enfoque al problema de
test podria ser considerar un procedimiento relacionado al definido en Birke y Dette (2007). Mas
precisamente, definamos Y (g)(s) = fol Itg(r)<sydt, para s € R. Hemos visto que si g es mondtona
entonces Y(g) es igual a g~ ! la inversa generalizada de g. Sea 7y el estimador robusto por B-splines
de 7 calculado sin restricciones y definido en la Seccién Denotemos por 1O = Y (7n1)- En
particular, para el modelo log—Gamma 7n; es definida a través de los Pasos 1 a 3 descriptos en
la Seccién 2.5} Entonces, un test de bondad de ajuste para testear monotonia puede basarse en el
estadistico fol [T© (7in1(£)) — t]2dt. Un enfoque diferente puede aplicarse bajo un modelo parcial-
mente lineal con errores simétricos aplicando el procedimiento del signo definido en Gijbels et al.
(2000) a los residuos parciales y; — X;FB ordenados segun los valores crecientes de las covariables ;.
Un anélisis cuidadoso de las propiedades asintéticas y del comportamiento en muestras finitas de
estos procedimientos va més alla del alcance de esta tesis. Dejamos estos importantes y desafiantes

problemas tedricos como trabajo futuro.
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Parte 11

Modelo de regresion parcialmente

lineal semi—funcional
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Capitulo 8

Introduccion

Los modelos parcialmente lineales pertenecen a la clase de modelos semiparamétricos. Contienen
tanto componentes paramétricas como no paramétricas. Por un lado, el modelo parcialmente lineal
se ocupa de la maldicion de la dimension asociada a los modelos completamente no paramétricos y
facilita la interpretacion del efecto de las covariables asociadas con la parte lineal. Por otro lado, son
mas flexibles que los modelos de regresion lineal habituales cuando se cree que algunas covariables

se relacionan de manera no lineal con la variable independiente.

En el caso de covariables euclideas, el modelo parcialmente lineal fue extensamente estudiado.
Entre otros, podemos mencionar los trabajos de Ansley y Wecker (1983), Green et al. (1985), Denby
(1986), Heckman (1986), Engle et al. (1986), Rice (1986), Chen (1988), Robinson (1988), Speckman
(1988), Chen y Chen (1991), Chen y Shiau (1991 y 1994), Gao y Zhao (1993), Gao y Liang (1995),
He y Shi (1996) y Yee y Wild (1996) quienes investigaron algunos resultados asintéticos usando
técnicas de splines suavizantes, ntcleos, o vecinos mas cercanos. Una descripcién extensa de los
diferentes resultados obtenidos en modelos de regresion parcialmente lineales puede encontrarse en
Hardle et al. (2000). Propuestas robustas para estos modelos fueron dadas, por ejemplo, en He et al.
(2002) quienes consideraron M—estimadores basados en splines para observaciones repetidas y por
Bianco y Boente (2004) quienes introdujeron un procedimiento de tres pasos basado en niicleos. Una
estrategia diferente fue sugerida por Bhattacharya y Zhao (1997) quienes definieron un estimador
consistente, con tasa \/n, del coeficiente de regresiéon cuando las covariables relacionadas con la

componente lineal pertenecen a un conjunto compacto.

El anadlisis de datos funcionales aumenté su desarrollo recientemente debido a su aplicabilidad en
problemas donde es dificil una formulaciéon en un contexto de observaciones escalares o vectoriales.
Algunas dreas de aplicaciéon son campos como biologia, econometria, geofisica, ciencias médicas,

meteorologia y reconocimiento de patrones. En este contexto, los datos son de naturaleza continua,
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corresponden a observaciones de curvas aleatorias, superficies o imagenes en vez de escalares o vec-
tores. Aun cuando, en muchos casos, los datos se registran en una grilla densa de puntos, la alta
dimensionalidad y la estructura de correlacion implican que el uso directo de métodos de dimensién
finita pueda fallar si tratamos a las observaciones como vectores aleatorios. Ademas, el marco dado
por el andlisis de datos funcionales permite sacar provecho de supuestos cualitativos como la sua-
vidad de las curvas. Por estas razones, en las dltimas décadas, se propusieron diferentes métodos
para manejar este tipo de datos llamados datos funcionales. Una caracteristica de estos datos es
que pueden verse como realizaciones de elementos aleatorios que toman valores en un espacio de
funciones como L?(T) o C"(T), con T C R un intervalo finito. Un contexto usualmente considerado
trata las observaciones como elementos de un espacio de Hilbert separable H que no necesariamen-
te tiene dimensién finita. Diversos métodos de inferencia para analizar datos funcionales pueden
encontrarse en Ramsay y Silverman (2005), Ferraty y Vieu (2006) y Ferraty y Romain (2010). Po-
demos mencionar también los libros de Horvath y Kokoszka (2012) y Hsing y Eubank (2015), donde
se describen diferentes procedimientos para datos funcionales y sus propiedades y los trabajos de
Cuevas (2014) y Goia y Vieu (2016) quienes presentan un resumen de los avances recientes en el

area de estimacion en el caso de dimension infinita.

Por ejemplo, consideremos el conjunto de datos TECATORE] que corresponde a un estudio de
control de calidad en la industria alimenticia donde se estudiaron 215 muestras de carne. Cada
muestra contiene finas ldminas de carne con diferentes contenidos de grasa, proteinas y contenido
de humedad. Para cada muestra, se observa una curva espectrométrica X correspondiente a la
absorbancia medida en una grilla equiespaciada de 100 longitudes de onda que varia de 850nm a
1050nm. Los contenidos de grasa, proteinas y de humedad se determinan por métodos analiticos.
Este conjunto de datos fue estudiado, entre otros, por Ferraty y Vieu (2002) y Aneiros-Pérez y Vieu

(2006), donde pueden verse mas detalles. La Tabla muestra las primeras observaciones de este

conjunto.
Espectro Proteina | Grasa | Agua
Coll | Col2 | --- | Col 100 | Col 101 | Col 102 | Col 103
2.6177 | 2.6181 | --- | 0.8996 60.5 22.5 16.7
2.8558 | 2.8606 | --- | 0.6203 46 40.1 13.5
2.5828 | 2.5845 | --- | 0.6905 71 8.4 20.5

Tabla 8.1: Primeras tres observaciones del conjunto de datos Tecator.

La Figura muestra todas las observaciones correspondientes a la absorbancia. Dicha figura

ilustra claramente que, dada la precision de la grilla, cada observacién parece una curva discreti-

'Disponible en la librerfa de R fda.usc o en el sitio http://1ib.stat.cmu.edu/datasets/tecator.
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zada que puede pensarse como la realizacién de una curva continua que es funcién de la longitud
de onda. Como mencionan Leurgans, Moyeed y Silverman (1993): the spectra observed are to all
intents and purposes functional obsemationfﬂ Otra caracteristica de estos datos es que las curvas
espectrométricas parecen similares excepto por un corrimiento vertical. Por esta razén, en el andlisis

de estos datos suelen tomarse las derivadas del espectro que se presentan en la Figura [8.2
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Figura 8.1: Datos TECATOR. (a) Puntos observados. (b) Curvas
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Figura 8.2: Conjunto de datos reales TECATOR: derivadas de la absorbancia X'.

Cabe mencionar que obtener la curva espectrométrica es mas econémico en tiempo y costo que
el procedimiendo analitico para determinar el contenido graso. Por esta razon, resulta interesante

obtener un modelo que permita predecir el contenido graso de una muestra a partir de su contenido

2Los espectros observados son, a todos los efectos y fines, observaciones funcionales

101



de proteina y agua asi como del espectro de su absorbancia. Entre los modelos considerados esté el

modelo parcialmente lineal funcional que describiremos a continuacion.

En esta parte de la tesis, el objetivo es modelar la relacién entre una respuesta univariada y y un
conjunto de covariables (X,z), donde X € L?(T) es una covariable funcional y z € R%. Por claridad
de notacién, de ahora en mas, las variables aleatorias escalares se indicaran con letras mintsculas,
mientras que los elementos aleatorios funcionales con maytsculas. Dos enfoques fueron considerados
en la literatura para extender el modelo parcialmente lineal del caso euclideo al caso en que existen
covariables funcionales. Para capturar las ventajas del modelado parcialmente lineal y el andlisis no
paramétrico de datos funcionales Aneiros—Pérez y Vieu (2006) introdujeron el modelo de regresién
parcialmente lineal funcional que modela la relacién entre la respuesta y el predictor funcional X
de manera no paramétrica mientras que la variable aleatoria escalar z se introduce en el modelo a
través de una componente lineal. Estimadores robustos para los pardmetros de este modelo fueron
considerados por Boente y Vahnovan (2017). Un modelo diferente fue estudiado por Lian (2011)
quien propuso una extension del modelo parcialmente lineal llamada modelo lineal semifuncional
SFLM en la que se combinad enfoques paramétricos y no paramétricos usando un modelo de regresién
funcional para las covariables de dimensién infinita X y un modelo de regresién no paramétrica
para las otras covariables que pueden pertenecer a un espacio semimétrico. Su enfoque combina
una aproximacion de la variables funcionales X usando componentes principales y estimadores de
Nadaraya—Watson basados en ntcleos. En el caso particular de ¢ = 1, es decir, cuando z es una
variable escalar, Zhou y Chen (2012) consideraron estimadores basados en splines, mientras que
Qingguo (2015) y Huang et al. (2015) consideraron M-estimadores para dar dos enfoques mas

resistente a la presencia de respuestas atipicas.

Siguiendo la idea de Lian (2011), Qingguo (2015) proyecta la covariable funcional en la base
de sus primeras autofunciones mientras que aproxima la componente no paramétrica usando B—
splines. Por otra parte, Huang et al. (2015) usan B-splines para aproximar tanto el pardmetro de
regresion como la componente no paramétrica. Ambos autores, consideran M-estimadores basados
en funciones de escores 1) mondtonas una vez realizada la aproximacién de dimension finita. Cabe
notar que los estimadores dados en Qingguo (2015) y Huang et al. (2015) no son equivariantes
por cambios de escala ya que no incorporan ningin estimador preliminar de escala. Como ha sido
ampliamente discutido en modelos de regresién en dimensién finita, el tamano de los residuos que
se consideraran atipicos depende de un buen estimador preliminar de escala, en este sentido la
estimacién de la escala es necesaria para calibrar los estimadores robustos y atenuar el peso de
residuos grandes (ver Maronna et al., 2019). Otra desventaja de las propuestas dadas en Qingguo
(2015) y Huang et al. (2015) es el uso de una p-funcién convexa, es sabido que conduce a estimadores

no robustos si existen datos atipicos en las covariables. Por otra parte, la presencia de datos atipicos
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en las covariables funcionales podria afectar el procedimiento de estimacién propuesto en Qingguo
(2015) ya que este autor utiliza las componentes principales cldsicas para aproximar a X y estimar
el parametro de regresién. Para superar estos problemas nuestra propuesta usa MM-estimadores
tal como han sido definidos en Yohai (1987), esto es, la funcién de pérdida convexa es reemplazada
por una funcién de pérdida acotada. Por otra parte, consideramos dos familias de estimadores: en
la primera se utilizan B—splines para aproximar tanto el parametro de regresién lineal funcional
como la componente no paramétrica, mientras que en la segunda se usan componentes principales

robustas para aproximar a X y B—splines para la componente no paramétrica.

La segunda parte de la tesis se organiza como sigue. El Capitulo [J] describe los estimadores
robustos propuestos. En particular, como nuestro enfoque estd basado en el desarrollo en dos bases,
componentes esféricas o B—splines para la componente funcional y B—splines para la componente
no paramétrica, describimos un método robusto para elegir la cantidad de nodos en la Seccién [0.4]
Los resultados de consistencia y de tasas de convergencia para los estimadores que utilizan en B—
splines para ambas componentes, se detallan en el Capitulo En el Capitulo reportamos un
estudio de simulacién realizado con el objetivo de examinar el comportamiento de los procedimientos
propuestos bajo distintos esquemas de contaminacion, en muestras finitas. En el mismo capitulo, en
la Seccién [11.2]se presenta el analisis de los datos TECATOR. Finalmente, en el Capitulo [12] damos

algunas conclusiones sobre esta segunda parte.
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Capitulo 9

Estimadores robustos para modelos

parcialmente lineales semifuncionales

9.1. Introduccion

Sean y y z variables aleatorias a valores reales y X € L?(7) un proceso estocéstico, todos ellos
definidos en el espacio de probabilidad (€2, 5,P). Sea (-,-) y || - || la norma y producto interno de

L%(T) respectivamente.

El modelo de regresién lineal semifuncional, estudiado en Lian (2011), Zhou y Chen (2012) y
Qingguo (2015), entre otros, supone que observamos ternas (y;, X;, z;), 1 <1 < n, independientes e
idénticamente distribuidas con la misma distribucién que (y, X, z), donde la respuesta y se relaciona

con las covariables (X, z) a través del modelo

y = (X, Bo) +mo(z) +ooe, (9.1)

donde By € L*(T), no : Z — R es una funcién suave desconocida, 7 y Z son intervalos compactos
y € es un error aleatorio independiente de (X, z). Notemos que para identificar 79 no incluimos en

el modelo una ordenada al origen. Sin pérdidad de generalidad, suponemos que 7 = Z = [0, 1].

Cabe mencionar que si, por informacién previa, sabemos que la funcién 7y es mondtona, por

ejemplo, no decreciente, esta restriccién debe tomarse en cuenta al estimar 7.

En el contexto clésico, se supone que Ee = 0 y Ee? = 1. Como es usual en robustez, evitamos
suponer la existencia de momentos para los errores y supondremos que los errores € tienen una
distribucién G(-) simétrica alrededor de 0, donde G tiene pardmetro de escala 1 para identificar la
escala de los errores. El parametro og denota un parametro de escala que no necesariamente coincide

con la raiz cuadrada de la varianza ya que no suponemos la existencia del segundo momento de los
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errores.

Por otra parte, como en el contexto clasico, se supone que el proceso X tiene segundo momento, es
decir, que E|| X ||? < oo y se indica por u = EX. M4s aun, se supone que el operador de covarianza I
de X tiene rango infinito, es decir, que todos sus autovalores Ay > As > ... son positivos, para poder
identificar la pendiente funcional By. Efectivamente, supongamos por simplicidad que E||X||? < oo
y E(X) =0y seal el operador de covarianza de X. Llamemos A\; > A2 > ... a los autovalores de I'
y ¢; ala autofuncién asociada a A;. SiI' tuviera rango finito £, entonces para j > k tendriamos que
P ((X,¢j) = 0) = 1. En esta situacién, fp no serfa identificable porque Sy + ¢; también verificaria

el modelo (9.1)).

9.2. Estimadores basados en B—splines

En esta seccion, introduciremos estimadores robustos basados en B—splines para estimar 79 y Sg.
Para ello, necesitaremos suponer que ambas funciones son suaves, en particular, supondremos que
no € C"([0,1]) y Bo € C"(]0,1]) donde C"([a, b]) es el espacio de funciones definidas en el intervalo

[a, b] que son r veces continuamente diferenciables.

Para obtener una aproximacién por splines para cada funcién, procedemos como en la Seccién
de la primera parte. Tomamos una sucesién de nodos Z,, = {Q,n}?i"fr% donde 0 =1 =--- =
Com < Cogin < oo < Gmptt+in = -+ = Gnnt+20n = 1 que particionan al intervalo cerrado [0,1] en
my, + 1 subintervalos Z; = [Cotin, Coritin), Para s = 0,....my — 1y L, = [Grp+tns G +0+1,n) -
Llamamos S, (Z,,¢) a la clase de splines de orden ¢ > r + 2 con nodos Z,. Segin el Corolario
4.10 of Schumaker (1981), para cualquier g € S, (Z2,,/), existe una base de funciones B-splines
{Bj :1<j <kyp}, con k, =my,+¥¢, tal que g = Z?Zl a; Bj.

Si fijamos dos valores mq(ll) y m,(f) para el nimero de nodos, automaticamente quedan determina-
dos los valores k;, g = mg)—kﬁ Y kny= mg)%—ﬁ para las dimensiones de las bases {Bj(-l) 11 <5 <k,p}
y {BJ(.2) :1 < j <ky,y}. Entonces, para funciones fy y 1o suficientemente suaves, podemos usar las
aproximaciones por B-splines [y(t) ~ ngf b B](-l) (t) vy no(z) =~ Zfif a; B](.z)(z). Por simplicidad

en la notacién escribiremos p1 = ky, g y p2 = kn .

Cuando no se imponen restricciones de monotonia sobre la funcién verdadera 7, este enfoque

permite definir MM—-estimadores basados en B—splines como sigue.

Para cada b € R”' y a € RP2, llamemos sean By (t) = Y01, b; B](-l)(t) ¥y na(z) = 2202 a; B](-2)(z)

y definamos r;(Bp,1a) = yi — D51, bjxij — 352, a; B](-Z)(zi) a los correspondientes ;esiduos, donde
xij = (Xi,BJ(.l)>. Entonces, si x; = (zi1,...,%ip,)" v Bi = (B%Q)(zi), . ,Bé?(zﬁ) escribimos de

manera méas compacta r;(8p,na) = y; — bTx; —a’B;.
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Sea p: R — Ry una p—funcién definida como en es decir, como en Maronna et al. (2019):
una funcién par, no decreciente en |x|, creciente para x > 0 cuando p(z) < lim;— 1o p(t) y tal que
p(0) = 0. Llamemos p.(u) = p(u/c) con ¢ > 0 una constante de calibracién. Una eleccién comun es

la funcién de Tukey definida como p(z) = min (3z% — 3z* + 25, 1).

Los estimadores se definen a través del procedimiento usual en regresiéon robusta, Yohai (1987),
dado en dos pasos: en el primero obtenemos un estimador inicial posiblemente ineficiente que permite
calcular una escala robusta de los residuos, mientras que el segundo calculamos M—estimadores de
regresion equivariantes con la escala obtenida anteriormente. A continuacién detallamos ambos

pasos.

» Paso S. Para todo b € RP! y a € RP2, sea s,(0p,7a) €l M—estimador de escala de los residuos
Ti(ﬁba 77a)7 1 S ? S n, es dGCiI', sn(ﬁbvna) verifica
1 - Ti(Pb,
o 2P <2(5 "a)> —b.
n—(p1+p2) = 3n(Bbs 1)
El término de correccién n — (p; + p2) se incluye para ajustar por el posible gran nimero de

parametros y dar estimadores con menor sesgo. Definamos

(bINI, aINI) = ar%ml'n Sn(ﬁb, 77a) )
a

Bint = ﬁgINI (75) = ?1:1 bj,INI BJ(- )(t)a nINI(Z) = UﬁINI(z) = ?2:1 Q5 INI Bj(- )(Z) y sea
o= Sn(/B\INh ﬁINI) = Iglgl Sn(ﬁba 77a) . (9-2)

Cuando p es la funcién de Tukey, la eleccién ¢; = 1.54764 y b = 1/2 da un estimador de escala

Fisher—consistente para la distribucién normal con punto de ruptura 50 %.

» Paso M. Usando la funcién p., con ca > ¢; y el estimador de escala o del paso anterior
calculamos un M—estimador, es decir, definimos
n
T - ~ ~ , Tl(ﬁlﬂ 77 )
(bl,...,bpl,al,...,apz):argm1n2p62 <Z,\a . (9.3)
a . g
) =1
Los estimadores finales de la funcién de regresion By y de la componente no paramétrica ng

se definen, respectivamente, como

Bty=>"1;BM ) (9.4)
j=1

A=) =Y ;87 (z). (9.5)
j=1

Cuando hay una restriccién de monotonia sobre la funcion 7y resulta interesante definir estimado-
res isoténicos de la componente no paramétrica. Exploramos dos enfoques que detallamos en las

siguientes secciones.
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9.2.1. Estimadores basados en B—splines monétonos

Como en la Seccion para obtener estimadores que tengan en cuenta la restriccién de que g
es no decreciente podemos utilizar B—splines monétonos. Sin embargo, los utilizaremos solamente
en el Paso M del MM-estimador, una vez obtenido, en el Paso S, el estimador de escala sin

restricciones.

Dado un estimador de escala &, los estimadores de [y y 719 se obtienen como en (9.4]) y (9.5))

pero donde los coeficientes (b1, ...,bp,,a1,...,Gp,) se obtienen como la solucién de

n
~ ~ ~ . Ty ﬁb?
(b1,...,bp,01,...,0p,) =  argmin E Pes <1(Ana)) .

b7a1§a2§"‘§ap2 i=1 g
El problema de minimizacién involucra ahora la restricciéon aq < --- < a,,. Para resolverlo utiliza-
mos un procedimiento iterativo de cuadrados minimos pesados sujeto a a1 < --- < ay,, es decir,

iterativamente, aproximamos el problema de minimizacién por un subproblema cuadrético como se
describe en el Algoritmo (I} Vale la pena mencionar que el método iterativo de cuadrados minimos
pesados, indicado en la literatura como IRWLS es un algortimo habitual para calcular M—estimadores
de regresién y condiciones para su convergencia pueden verse en Maronna et al. (2019). Nuestro
algoritmo solamente incorpora la condicién de orden existente sobre los coeficientes a; al procedi-
miento usual. Cabe mencionar que en cada paso del algoritmo se usa la misma S—escala & computada

sin restricciones. A los estimadores obtenidos con este procedimiento los denotaremos

(BMON(t),ﬁMON(z)) - :E:E%<E§})(f% . 4 BP0 | . (9.6)

9.2.2. Estimadores monotonizados basados en B—splines

Para dar una modificacién mondétona de 7 sin estimar nuevamente (3, podemos utilizar el proce-
dimiento de monotonizacién estudiado en Neumeyer (2007) que fue descripto en la Seccién De
esta forma, aplicamos dicho procedimiento sobre los estimadores sin restricciones definidos a través

de (9.4)) y (9.5)), sin necesidad de computar un nuevo estimador para [.

Sean (ﬁ, 1) los estimadores de By y mo sin restricciones, dados en (9.4) y (9.5). El estimador

mondtono para 7 se define como

=" (T a0)50) To. (9.7)

donde T estd dada en ([2.5). Como en la Seccién utilizando la funcién T dada en (2.5), podemos
definir una versién discreta de dichos estimadores como 7, = T <T(ﬁ)ﬂ[ﬁ(0)’ﬁ(m> [jp,1) De esta

manera, los estimadores resultantes seran

(Bt),fhwon(=)) = (B, io(2)) - (9.8)



Algoritmo 1 Célculo del M—estimador con restricciones de monotonia

1: Seam =0y (b0, a(o)) la solucién de , esto es, los MM-estimadores sin restricciones y &
la escala definida en el Paso S.

2: repetir

3:  Dado m calculemos los pesos

—; <7“i(ﬁb<m)ﬂ7a<m))> G
o g 7i(Bpm) s Na(m) )

con ¢ = p.,, y definamos

Yw,i = wzl/ﬁyz ; BS,)M = wil,/nzBlgl)(ti) ) ijie = wil,/nfo) (zi)
4:  Llamemos v; = (Bq(ulgl, . ,ng)ipl, Bg)ﬂ, . ,Bﬁ)im)T, Yo = Wiy - Yuwn)t vy d =
(b, aT)T. Resolvemos el subproblema cuadréatico aproximante con restricciones de monotonia
n p1 P2 2
o, I VIR i, v (0 2 B - 2 BT

5. Definimos b(™*1 como las primeras p; componentes de d y almt1) como las dltimas.

6: hasta convergencia.
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9.3. Estimadores basados en componentes principales

Un enfoque diferente fue dado por Qingguo (2015) quien en lugar de usar una base de splines para
aproximar el parametro de regresion lineal funcional, considera la base de componentes principales
del proceso X, es decir, las autofunciones de la funcién de covarianza K (s,t) = Cov(X(s), X (t)).
Mais precisamente, por el Teorema de Mercer existe un sistema ortonormal completo {¢g}r>1 C

L?(T) y una sucesién de niimeros reales A\; > Ay > --- > 0 tales que
o
K(s,t) = Z Njo;(s)p;(t) para s,t € T,
j=1

donde la serie converge absolutamente y uniformenente en 7 x T. Més aun, el desarrollo de

Karhunen—Loéve del proceso X, permite obtener la siguiente representacion
X=p+) &dw, (9.9)
E>1

con & = (X — p, ¢ ) tales que E (§) = 0, Cov (& ,&r) = dke Ak Cabe notar que la convergencia
en es en media cuadréatica y uniforme en 7.

Utilizando (9.9), el modelo (9.1)) puede escribirse como

yi = (Xi, Bo) +mo(zi) + & = Y Bio&ij +mlz) + e, (9.10)
j=1
donde B0 = (B, ¢; ), &j = (Xi—p, ¢5) v m(2) = no(2) + {1, Bo). Observemos que si 79 es mondtona,

71 también lo es.

Por lo tanto, si estimdramos en forma robusta tanto la posicién p como las autofunciones ¢;(t)
podriamos predecir X; usando una cantidad finita de componentes, como X’z =1+ 2?1:1 éjaj.
Cabe mencionar que este procedimiento de aproximacién permite reconstruir las curvas usando sus
scores @j y una proyeccién en una base de dimensién p; pequena, ya que usualmente un pequeno
nimero de componentes principales da una buena aproximacién del proceso. La funcién de regresion

centrada en (9.10), (X; — p, o), queda aproximada por
(Xi — 1, Bo) = (Xi — 1, 8) = Y _bjo&ij » (9.11)
j=1

donde bjo = (Bo, ¢5) v &j = (Xi — s ¢;)-
Una vez obtenido el desarrollo del término funcional en las primeras p; componentes, utilizamos

B-splines para aproximar a 7; y definimos los residuos como
P p2
ri(Boma) = vi — Y _ bi&i; — Y a;B;(z),
j=1 j=1
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donde, como en la Seccién p2 = ky, indica la dimensién de la base de splines {B; : 1 <
Jj < kpg} utilizada para aproximar 7, es decir, tomamos x; = (@1,...,§Aipl)T en los Pasos S
y M antes descriptos. De esta forma, podemos calcular cualquiera de los estimadores propuestos
en [9.2l En particular, una vez obtenido el estimador, 77, de 71 el estimador de 19 se define como

n(z) =m(z) — (@, B), donde 3 es el estimador de .

Un punto importante del método de estimacion antes descripto es el célculo de los estimadores
robustos de p1 y ¢;. En el &mbito robusto, varios funcionales de posicién han sido considerados para

el proceso X, entre otros la mediana geométrica o espacial definida como

pom = argmin [ (| X — 6] — [ X]]) (9.12)

0cL2(T)
es la eleccion usual para centrar los datos cuando se usa el operador de covarianza espacial. El
estimador natural de la posicién es en este caso, la version empirica de (9.12)), es decir, el valor i

definido como

n

1
[ = argmin — (I1X: = 0| — | X1 (9.13)
9cL2(T) 1 ;

que se denomina la mediana espacial muestral. Gervini (2008) mostré que ji puede obtenerse resol-
viendo un problema de minimizacién convexa n-dimensional. Més aun, 1 es fuertemente consistente
respecto de la topologia débil en L?(T), es decir, para todo u € L*(T), (i, u) =% {pey, u). Cardot
et al. (2013) propusieron estimar la mediana espacial a través de un algoritmo que puede verse como
un algoritmo de gradiente estocastico. El Teorema 3.1 de Cardot et al. (2013) muestra que, bajo

ciertas condiciones de regularidad, este estimador converge en norma a la mediana geométrica en

casi todo punto.

Las autofunciones ¢; son llamadas direcciones principales y se estiman usualmente como la j—ési-
ma autofuncién de la funcién de covarianza muestral. Sin embargo, estos estimadores son sensibles
a la presencia de datos funcionales atipicos. Existen varias propuestas para estimar las direccio-
nes principales en forma robusta, siendo la primera de ellas las componentes principales esféricas
definidas por Locantore et al. (1999) y estudiadas en Gervini (2008). Otros métodos incluyen el pro-
cedimiento de projection-pursuit definido en Bali et al. (2011), el enfoque robusto dado en Sawant et
al. (2012), los M—estimadores basados en splines propuestos por Lee et al. (2013) y los S-estimadores
introducidos en Boente y Salibidn Barrera (2015). En particular, las componentes principales esféri-
cas son las autofunciones del operador de signo espacial muestral, que es simplemente el operador
de covarianza muestral de las curvas centradas proyectadas sobre la esfera unitaria. Nuestra reco-
mendacién es utilizar las componentes principales esféricas, que definiremos a continuacién, por su

simplicidad computacional y por sus propiedades en el caso eliptico.
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Definamos la funcién K5(s,t) y el operador de covarianza muestral esférico asociado, I'®, como

RS(s, 1) = 1 f: (Xi(s) — 1(s))(Xi(t) — p(2)) s _ leiz (X; — 1) ® (X; — }i) |
=1

n 2= I — Al X — a2

Gervini (2008) prueba que 'S es un estimador consistente del operador del signo espacial definido

por

s _E{(X—MGM)®(X—MGM)}
X = panll?
Sean ¢, y ¢} las autofunciones I'| y I'S, respectivamente, ordenadas de manera decreciente segin
sus autovalores. Las autofunciones ¢ se denominan componentes principales esféricas muestrales y
¢} son las direcciones principales esféricas. Mediante ¢; podemos aproximar las observaciones X;

como X; = i+ Z§1:1 @jg?sj donde, como antes, @j =(X; -1, qgj) son los scores predichos centrados.

Cuando se consideran las direcciones principales esféricas pueden darse dos situaciones: la dis-
tribucién del proceso estd concentrada en un espacio de dimensién finita o el rango de I'® es infinito.
El Teorema 3 de Gervini (2008) establece que si el proceso es de dimensién finita, es decir, si
X =p+ Y &y los scores estandarizados (&1/vVA1, ...,/ /\/Ag), con Ay > -+ > g > 0, tie-
nen distribucién simétrica con marginales intercambiables, entonces las autofunciones de I'® son ¢,
1 < j < gy en el mismo orden. Por otra parte, Boente et al. (2014) mostraron que las componentes
principales esféricas son Fisher-consistentes para cualquier distribucién eliptica. Precisamente, si X
es un proceso eliptico, £(u,T'), entonces, I'® tiene las mismas autofunciones que I' y en el mismo
orden. Observemos que en el contexto que nos interesa, es decir, bajo el modelo , el proceso X
no puede tener una expansion finita ya que no permitiria identificar el pardametro 5. Finalmente,
Boente et al. (2019) obtuvieron la distribucién asintética de las direcciones principales esféricas
muestrales. Estas dos propiedades no requieren la existencia de segundos momentos, lo que vuelve

adecuado al procedimiento bajo la sospecha de curvas atipicas.

Observacién 9.1. Supongamos que E||X||? < co y llamemos A a los autovalores del operador de
covarianza de X. Si indicamos por A} a los autovalores de I'S tenemos que A} se contrae respecto

de A\ como sigue

52
A= ME ( k ) . (9.14)

2
2 <12
Para evitar situaciones en las que los autovalores del operador del signo estdn muy cerca y no

permitan identificar el orden de las autofunciones es mejor ordenar las autofunciones ¢y segin los

valores de una escala robusta de los datos proyectados, (X; — 11, g/gk), 1<i<n. &

Un estudio detallado de las propiedades asintéticas y del comportamiento para muestras finitas

va mas alld de los lineamientos de esta tesis y seran objeto de estudio futuro.
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9.4. Seleccion del modelo

Al igual que en la primera parte de la tesis, los estimadores propuestos dependen de parametros
de suavizado que son, o bien, el tamano de las bases de B—splines utlizadas para aproximar el
parametro de regresion y la componente no paramétrica, o bien, la cantidad de componentes esféricas
empleadas para estimar Sy. Por esta razén, resulta importante determinar un criterio que seleccione,

en algin sentido, el mejor modelo.

De ahora en mads, indicaremos por p; la dimension utilizada para aproximar a [y, o sea, la
cantidad de parametros correspondiente al término funcional, y por ps a la dimensién usada para
estimar 79. Sean 7, 5 y 1) los estimadores obtenidos cuando se utilizan espacios de dimensién p; y

p2 respectivamente y sean 7; ,, p, los correspondientes residuos, es decir,

-~

Tipipe = Yi — (Xi, B) — () .

Qingguo (2015) define un criterio analogo al criterio de informacién de Schwarz (1978) como

& logn
BIC(p1,p2) = log <ZP(Tz’,p1,pz)> 2g (p1+p2)-

Sin embargo, esta definicién adolece del mismo problema que los estimadores propuestos en Qing-
guo (2015). La escala de los residuos no es tenida en cuenta. Para remediar el problema definimos

una version del mismo criterio que si la incluye.

logn
BICq(p1,p2) log< QZP( ’pl’p2)>+04 i (p1+p2). (9.15)

Observemos que si p fuera la funciéon cuadratica se recupera el BIC clésico. Un criterio alternativo

es el AIC propuesto por Akaike (1974)

1,P1,pP2 2
AIO(plaZ)Z log ( Z (T ,D1,P )) + E (pl +p2) . (916)

Ambos criterios pesan por igual la cantidad de pardmetros correspondientes al término funcional
y a la componente no paramétrica. Para separar ambos efectos también proponemos un criterio
hibrido, que llamamos HIC, como un intermedio entre (9.15)) y (9.16)) y que puede ser mas adecuado

cuando se consideran los estimadores basados en componentes principales.

2 log(n
HIC(p1,p2) log< Z ( ’p“’?)>+np1+ i)pz. (9.17)

En forma similar a los criterios considerados en Ronchetti (1985) y Tharmaratnam y Claeskens

(2013) para selecciéon de modelos de regresién, podemos considerar también dos criterios similares

113



al BIC y AIC pero que tienen en cuenta en forma separada el efecto de la escala y de la funcién

de pérdida p. Indicaremos por BIC* y AIC* a estos criterios que se definen como sigue

* ~ 1< Tip1, logn
BICa(p1,p2)=10g(g2)+nZ;p( z;m)+a i (p1 + p2) (9.18)

~ 1 & i 2
AIC*(p1,p2) = log (02) + - Zp (7”,1?%102) + — (p1 +p2). (9.19)

; n
1=

En todos los casos, valores grandes indican un mal ajuste.

9.5. Algunos comentarios adicionales

Cabe mencionar que los MM-estimadores definidos en la Seccién[0.2]y los resultados del Capitulo
pueden extenderse facilmente al caso, en que se tienen observaciones (y;, X;, z;, v;) independientes

e idénticamente distribuidas tales que
yi = Yo + (Xi, Bo) + vino(z:) + oo,

donde 7y juega el papel de la ordenada al origen. En particular, para obtener los MM-estimadores
basta definir en el Paso S y el Paso M, los residuos (7, Bb, 7a) como 7i(V, Bb,Na) = Yi — 7 —
Sl bjw =3 a4 UZ'B](-Q)(Zi) =y, —v—b'x; — a’(v;B;). La consistencia de estos estimadores

puede obtenerse en forma andloga a la consistencia de los MM-estimadores para el modelo (9.1)

con la hipétesis adicional Ev? < oo.

Las propuestas y resultados también pueden extenderse de modo a incluir el modelo

Yi = <Xla BO) + Yov; + no(zz) + op€,

que en este caso por razones de identificabilidad de 7y no incluye ordenada al origen. Para ello
bastard considerar en la definicién de los estimadores x; = ((Xj, B%l) )y (X, B](ﬁ)% vi)t o x; =
(@1, .. ,@pl,vi)T si se utilizan B—splines o direcciones principales, para aproximar la componente

lineal. De esta forma se define 7;(8p,7a) = y; — bTx; — a’B;, en los Pasos S y M.

Claramente, nuestras propuestas proveen procedimientos de estimacién para el caso del modelo
lineal funcional o, mds generalmente, para el modelo y; = (X;, Bo) + ¥z + oo€, tomando x; =
(X, B§1)>, o (X, Bé?% z;). Estimadores robustos basados en splines para el caso en que vy = 0
fueron dados por Maronna y Yohai (2013) y en este sentido, esta tesis complementa dicho trabajo

obteniendo resultados de consistencia y tasas para dichos estimadores.
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Capitulo 10

Consistencia de los estimadores

basados en B—splines

En este capitulo, obtenemos resultados de consistencia y tasas de convergencia de los estimado-
res definidos en y (9.5). Llamamos | -||, a la norma euclidea de RP y por (-,-) y ||-|| al producto
interno y a la norma de L?(0,1), respectivamente. Para cualquier funcién continua v : R — R sea
|lv]|oe = sup; [v(t)]. A lo largo del capitulo, V es un entorno de o cuya clausura )V estd estricta-
mente incluida en (0, 00). Como en la primera parte, para cualquier medida Q, N (e, F, Ls(Q)) v
N[](e,]: ,Ls(Q)) indican los nimeros de cubrimiento y cubrimiento corchete de una clase de fun-
ciones F con respecto a la distancia de Ls(Q). Sus definiciones pueden consultarse en la Seccién

3.1

Consideraremos el espacio de funciones cuyas derivadas r—ésimas satisfacen una condicién de

Lipschitz en [0, 1], con r > 1,

L. = L,([0,1]) = {g eC([0,1]) : [|[¢P]| <00, 0<j<r y sup

21722

(M) (2) = ¢
9" (1) — g <z2>\<oo}7

|21 — 22

con la norma

)

(r) _ £
i 1O s £ @) = 1)
Ile, = i [/ +  sup

donde fU) es la j-ésima derivada de f. La bola unitaria en dicho espacio se indica por V{T) ={f¢€

L£7([0,1]) < [ flle <13

Como mencionamos en la Seccién el parametro By no estd identificado univocamente si,
por ejemplo, el operador de covarianza I" de X tiene rango finito. Precisamente, como se menciona
en Cardot et al. (2013), si N(I') = {z € L*(T), Tz = 0} # {0}, entonces algunos autovalores
de T' son nulos. En la Seccién hemos mencionado que el desarrollo de Karhunen—Loeve del

proceso X, permite obtener la representacién X = g+ > ;g &k ¢k, donde & = (X — p,¢y)
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v {¢r}r>1 C L3(T) son las autofunciones ortonormales de I'. Por lo tanto, con probabilidad 1
(X —p, Bo) = (X — u, Bo + ag) para cualquier ag € N (T'), es decir, no podemos garantizar unicidad
para la representacion dada en y mucho menos para los funcionales asociados a los estimadores
definidos en la Seccion [9.2.1], salvo que nos restrinjamos a considerar como espacio paramétrico para

Bo el ortogonal del nicleo de I'. Por esta razén, para obtener resultados de consistencia supondremos

que N (T') = {0}.

Las demostraciones de este capitulo pueden encontrarse en el apéndice del mismo.

10.1. Consistencia

Los supuestos que presentamos a continuaciéon son necesarios para obtener los resultados de
consistencia. Refieren a la distribucién de los errores para asegurar la consistencia de Fisher, a
la suavidad del pardametro de regresién y de la componente no paramétrica, asi como las tasas
a las que crecen las dimensiones de las bases. Estos tltimos supuestos son usuales al tratar con
aproximaciones por splines. La hipdtesis permiten asegurar que (fp, 7o) es el inico minimo de
M(B,n, o), requisito usual en modelos de regresién para obtener estimadores consistentes. Asimismo,
FC8| que comentamos en la Observacién es la versién funcional del supuesto (A.3) en Yohai

(1987) adaptado a la estructura parcialmente lineal. Para aliviar la notacién escribimos p en lugar

de pe; 0 pey-

FC1 La variable aleatoria e tiene una funcién de densidad go(t) que es par, no creciente en |¢|, y

estrictamente decreciente para |t| en un entorno de 0.
FC2 Para casi todo zg, P({X, ) = c|z = 29) < 1, para toda 8 € L?(0,1), c€ Ry (8,¢) # 0.

FC3 La funcién p : R — [0,00) es una p—funcién como en es decir, es una funcién continua,
par, no decreciente tal que p(0) = 0, lim, o0 p(u) # 0 y, ademds, si 0 < u < v con p(v) <

sup,, p(u) entonces p(u) < p(v). Cuando p es acotada suponemos que sup,, p(u) = 1.
FC4 La funcién p es diferenciable con derivada acotada 1 tal que ((u) = ut)(u) también es acotada.

FC5 Las funciones verdaderas 5y y 1o son tales que By € C"([0,1]) y no € C"([0,1]). Ademas,

sus derivadas r—ésimas satisfacen una condicién de Lipschitz en [0,1], con r > 1, es decir,

10, Bo € L:([0,1]).
FC6 Los estimadores ¢ de og son fuertemente consistentes.

FC7 Los pardametros de suavizado k,, g y kp, tienen orden O(n”) con 1/(2r+2) < v < 1/(2r). Més

aun, el cociente entre el espaciado maximo y minimo estd acotado uniformemente.
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FC8 Existe 0 < ¢ < 1 tal que P((X, 5) +n(z) = 0) < ¢, para cualquier 5 € L1([0,1]), n € £1([0, 1]),
(8,m) # 0.

Observacién 10.1. La condicién se cumple, por ejemplo, cuando P ((X, 8) + n(z) =0) =0,
para cualquier 3 € L?(0,1), n € £1([0,1]), (8,n) # 0. La hipétesis implica, como condicién
necesaria, que el niucleo del operador de covarianza de X se reduzca a {0}. En particular, X no
puede tener un desarrollo de Karhunen—Loéve finito. Si asi fuera, como mencionamos anteriormente,
P ((X,¢;) =0) =1, paraj > k, donde ¢; son las autofunciones de I" asociadas a su j—ésimo autovalor
Aj, con A\ > Ag > .... En esta situacién, Sy no es identificable porque By + ¢; también verifica el

modelo (2.12). Denotamos I';, al operador de covarianza condicional X|z = zp, esto es,
I, =E{[X —E(X|z = 20)] ® [X —E(X|z = 20)] |2 = 20} .

Luego, los supuestos y se cumplen cuando, para casi todo zg, el nicleo de I',; se reduce
a {0}, N(Ty) = {z € L*(0,1) : T,y;@ = 0} = {0}, que es andlogo al requisito en Huang et
al. (2015). En efecto, supongamos que N (I',,) = {0} y llamemos pu,, = E(X|z = z), entonces
I = E{[X — pz) ® [X — piz] |2 = 20}. Probemos que se verifica. Notemos que (3,I',,8) =
E[(8, X — i-,)]* de manera que (8,1, 8) = 0siy solo si P ((8, X — pi=,) = 0) = 1. Supongamos que
FC2|no se cumple, entonces existe 8 € L2(0,1) y a € R, (8,a) # 0 tales que P((X, B) = a|z = z) =
1. Luego, en particular, tenemos que a = (., 3), de forma que P((X —p,,, 8) = 0]z = z9) = 1 lo que
implica que (5,T';,8) = 0. Luego, usando que I';, es un operador lineal, compacto y autoadjunto con
traza finita resulta que F%QB = 0 entonces 3 € N(T',,) llevando a una contradiccién. Argumentos
similares permiten mostrar que se verifica. Mas aun, si P((X,8) = alz = z9) = 0, para
cualquier 3 € L?(0,1), a € R tal que (8, a) # 0, entonces N'(I',,) = {0}. Luego, nuestros supuestos

y son mas débiles que pedir N'(T,,) = {0}. &

El Lema que enunciamos seguidamente asegura que el funcional asociado a los estimadores
considerados cumple la consistencia de Fisher, condicién necesaria para garantizar que estimamos

las cantidades buscadas.

Lema 10.1 (Consistencia de Fisher). Supongamos que se cumple Yy que p es una funcion que

verifica [FC3, Sea

M(B,n,0) =Ep (y_ X, ) —n(2)> .

g

Entonces, para cualquier o > 0,

a) M(B,n,0) > M(Bo,n0,0).

b) Si ademas se cumple (Bo,mo) es el unico minimizador de M (3,1, 0).
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Los siguientes resultados seran ttiles para derivar la consistencia de los estimadores propuestos.

En adelante, consideramos la versién empirica M, (5,7, 0) del funcional M (3,7, 0) definida por

X g
=1

v los espacios de splines de dimension finita para s = 1,2
Ps
MY =N, BY(1), b e R
j=1

donde, como en la Seccién hemos indicado por simplicidad, p1 = k, g y p2 = kn -
Lema 10.2. Sea p una funcion acotada que verifica[FC3 y[FCJ y supongamos que se cumple[FC.
Entonces, sip1 =k, g yp2 = kny

0) SUB, 0 sepath yepd V(B r) = M(3,,0)] 25 0, cuando n = oc.

iy [p (eelmn) (g, 0)] | 0.

M 1§
b) Mis aun, Supa>0,BeM§,11),neM§,22) n—p1—p2 2i=1

Para obtener la consistencia de los MM—estimadores definidos en (9.4]) y (9.5), dada una funcién

p v un estimador de escala consistente o, definimos los estimadores

p1
> > (1
By =08 (1) (10.2)
j=1
p2
i(z) =Y a;B% (). (10.3)
j=1
donde b = (/b\l, . ,Epl)T ya=(ai,...,ap,)" cumplen
0™ T~ ~ . o T s Tla
(b1,... by, a1, Gpy) = argmanp <M) .
ba i 7

Proposicién 10.3. Sea p una funcién acotada y supongamos que se cumplen los supuestos[FC1| a

FC7, Si (E, ) son los estimadores definidos en (10.2)) y (10.3]) entonces M(B, 7, 00) =2 M (Bo, 10, 00)-

Teorema 10.4. Sea p una funcidn acotada y supongamos que se cumplen[F'C1| a[FC. Supongamos
que M(Bo,m0,00) = b, <1 =|pllec, E[| X]||? < 00 y que se cumple con ¢ < 1—b,. Entonces, si

(B, 1n) son los estimadores definidos en Y se cumple que HB—BOHOO + Hﬁ—noHoo 2%0.

Observemos que para cualquier funcién p tal que p < p,,, se tiene M (Bo, n0,00) < b < 1. Por lo
tanto, si ¢ < 1 —b también se tiene que ¢ < 1 —1b,,. y la condicién ¢ < 1 — b fue también un requisito

en Yohai (1987) para obtener consistencia de los MM-estimadores.

Si tuviéramos razones para suponer que la funcién 7y en (9.1) es mondtona, por ejemplo no

decreciente, la modificacién mondtona de 7) descripta en la Seccién[9.2.2| permite obtener estimadores
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monétonos. El siguiente resultado es una consecuencia directa del Teorema[10.4]y del Teorema 3.2 en
Neumeyer (2007). Por otra parte, argumentos analogos a los considerados en las demostraciones de
la Proposicién y del Teorema m permiten mostrar que los estimadores (BMON, Thion) definidos
en también son consistentes.

Corolario 10.5. Sea p una funcion acotada y supongamos que se cumplen de[FCT| o[F'C. Ademds,

supongamos que M (Bo,m0,00) = b, < 1 = ||p|ls, E|| X]|]* < o0 y se verifica con ¢ < 1 — b,,.
Sean (B, n) los estimadores definidos en (10.2) y (10.3) y 7 la modificacion mondtona de 7 dada

en . Entonces se tiene que HﬁI - 770”00 2500,

Resta dar una familia de estimadores de escala que verifique [FC6] Los MM-estimadores de la

Seccion (9.2 usan estimadores de escala basados en una escala robusta. Precisamente, hemos definido

0= 5sn (5IN1, 7/7\INI) = Sn (5511\]17 ﬁaINI) = I{)lgl 5n (BbyMa)

donde s, (Bb,na) satisface

B S . 7“</3bn>> _
n — (p1 + p2) ;pal <3n(5b777a) .

Definamos el M—funcional S(3,n) asociado. Para ello, denotemos r(5,n7) =y — (X, 5) — n(z) a los

5o (§m) =

Por simplicidad, de ahora en maés, supondremos que los estimadores de escala estan calibrados de

residuos. El funcional S(3,7) satisface

modo tal que o¢g = S(Bo,n0) = argmin S(5,7n), o sea, Ep,, (¢) = b.

El siguiente resultado muestra que bajo ciertas condiciones los estimadores de escala efectiva-

mente satisfacen [FC6l

Teorema 10.6 (Consistencia de la escala). Supongamos que la funcion p., es acotada y satisface

yIFC4 SiE(|X]) < oo y se cumplen |[FC1| |[FC5 y|FC7, entonces & 55 o9 = S(Bo, n0).

10.2. Tasas de convergencia

En esta seccién obtendremos tasas de convergencia para los estimadores definidos en ((10.2)) y
(10-3) respecto de la distancia 72(61, 62) = E[(X, 51 — B2) + m1(2) — 12(2)]* donde, de ahora en més,
0 =(8,n).

Llamemos © = £,([0,1]) x £,([0,1]) y ©n = MY x MP 1 {0 = (B,17) € © : 1B = Bollos +

Im — mollooc < €0} para g > 0, un valor que fijaremos mas adelante. En base a los resultados
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dados en el Teorema salvo un conjunto de probabilidad nula, para n suficientemente grande,
é\: (67 "/7\) € ®n

Para obtener tasas de convergencia necesitaremos los siguientes dos supuestos adicionales.

FC9 Existe ¢y > 0, un entorno V de gg y una constante positiva Cy tal que para cualquier 6 € ©,,
y cualquier o € V
M(0,0) — M(0p,0) > Con*(6,0) -

FC10 La funcién v es continuamente diferenciable con derivada acotada 1" y Ei¢’(e) > 0.

Teorema 10.7. Sea p una funcién acotada y supongamos que se cumplen [FC1| o [FCF y [FC9
Supongamos que M (Bo,10,00) = b, < 1= ||pllec, E[| X|* < 0 y que vale con ¢ <1—b,. Sean
(B, 1) son los estimadores definidos en (10.2) y (10.3). Entonces, tenemos que 'yn7r(/0\, 50) = Op(1),

donde 6 = (B, n) Y v = n™nn0=/2) - Por lo tanto, si v = 1/(1 + 2r) los estimadores convergen

a la tasa dptima n'/(+27),

El siguiente lema da condiciones bajo las cuales se cumple el supuesto [FC9]

Lema 10.8. Sea p una funcién acotada tal que se cumplen [FC3, [FCJ y[FC10. Si para alguna
constante C > 0 vale P(||X|| < C) =1 entonces se cumple [FCY

Observacion 10.2. Observemos que si X y z son independientes y E(X) = 0 se tiene que
2 (01,02) = E[(X, B — B2) + m(2) = m(2)) = E[(X, B1 = Bo))* + E i (2) — m2(2)]” .

Por lo tanto, del Teorema deducimos que 2R [7i(z) — no(2)]> = Op(1). Més aun, de la de-

mostraciéon de dicho resultado se deduce que existe 17 € ./\/11(922) tal que ||7 — nollec = O(n y

Y2E [7(z) — 71(2)]? = Op(1). Usando que j — 7j € Mg) y el Lema 7 de Stone (1986) podemos con-

-r 1/)

cluir que existe una constante C' > 0 tal que |7 — 7|2, < Cp2E[7i(z) — 71(2))%, lo que implica
que p2_1/2’yn||ﬁ— Nllec = Op(1). Supongamos que v = 1/(1 4+ 2r) y » > 1. Teniendo en cuen-
ta que py = O(n*), podemos concluir que n"~1/2/1+27) 17 — 7|, = Op(1), lo que conduce a
n(r=1/2)/ 20 |5 — o]l o = Op(1). Esta tasa es heredada por la modificacién monétona de 7j cuando

7 es monotona. &

10.3. Apéndice A: Demostraciones

10.3.1. Demostraciéon del Lema [10.1]

La demostracién es similar a la del Lema 2.11
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DEMOSTRACION. El Lema 3.1 de Yohai (1987) junto con y el hecho de que € = €0 /o satisface
el supuesto implican que para todo a # 0,

o (2 )] >2[p (2)]. o1

lo que demuestra la parte Eﬂ

Para ver la parte b)| llamemos a(X, z) = ®(X, 2) /0, con ®(X, z) = (X, 8 — fo) + n(z) — mo(z) ¥
Ay = {(X,z) : (X, z) = 0}. Condicionando a (X, z) y usando la independencia entre los errores y

las covariables se obtiene que

EJO(I)(X,Z)> 5, <60—0 B <I>(X,z)>

g g g

M(B,n,0) ZE/)(
- E{p (67) T, (X, 2) } {]E [p (67 —a(X, z)) I(X, z)} Lgs (X, z)}
—E (p (e;)) E{L4(X,2)} + E{E [p (e? —a(X, z)) (X, z)} Lgs (X, z)} .
Para todo (X, z) ¢ Ay, usando

E [p (e? —a(X, z)) (X, 2) = (Xo, zo)} —E [p (e? — a(Xo, zo)) (X, 2) = (Xo, zo)]
5o (2 )] > 2o ()

donde la tltima igualdad sigue de la independencia entre los errores y las covariables. Como

implica que P(Af) > 0 obtenemos que

M(B,n,0) = Ep (67) (Ao) + {E [p (e? —a(X, z)) I(X, z)} Tgg (X, z)}
> Ep (e;) (Ao) + {E [p (e?)] L (X, z)} —Ep (e?) P (Ao) + Ep G%) P (AS)

>E<p (6?)) = M(Bo,m0,0) ,

lo que concluye la demostracién. ]

10.3.2. Demostraciéon del Lema [10.2]

La parte @ se deduce de |a)| notando que n/(n — p; — p2) — 1. Para demostrar la parte @
(2) @ )" (1) M\)"
recordemos que llamamos B(z) = (Bl (2),...,Bps (z)) yX= <<X, By > ,...,<X, By, >> .
Definamos la clase de funciones

y—bTx —aTB(z)
o

J’nZ{f(.%X,Z):p( >,b€Rp1,a€Rp2,o>O}.

Dado que p es acotada y vale la clase de funciones F,, tiene envolvente 1. Los argumentos

utilizados en la demostracién de la primera parte de Lema [3.13] permiten acotar, para cualquier
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medida de probabilidad @, el nimero de cubrimiento N (2¢, F,,, L1(Q)) como

qn—1
N(2e, Fu, L1(Q) < [an (16¢)% (1) ] , (10.5)

donde ¢, = 2(p1 + p2 + 3) — 1. Usando que log(gn)/(p1 + p2 +3) < 1y (10.5) y suponiendo, sin

pérdida de generalidad, que K > 1, tenemos que

€

1 anl
log (V(26, Fy. L1 (©))) < log [an (toey (1) ]
1
<2 {log(K) +log gy + gnlog(16e) + (gn — 1) log (6>}
1
<2 {qn [log(K) + 1+ log(16e) + log ()} }
€
1
< C(p1 +p2)log <6)
para € < min((16e)~!, e~ %) y alguna constante C' > 0. Entonces, como p; = O(n”) y p2 = O(n")
con v < 1, deducimos que

| 1
“log N(2€, Fo, Li(Py)) < C L1216 <> -0,
n n €

que conjuntamente con el Lema [3.2] implica
sup ‘Mn(ﬁanao—)_M</87n7o—>‘ﬁ>07

>0, BeMS) neM)

concluyendo la demostracion.

10.3.3. Demostracion de la Proposicién [10.3

Por p1 = ky gy p2 = knn son de orden O(n”). Recordemos que denotamos por r;(fp, 7a) =
y;i —b'x; —a'B;, donde x; = (zi1,...,Tip,)", @iy = <X¢,B](-1)) y B; = (Bf)(zi), e ,B;()?(zi))T- El
Lema, implica que
A, = sup |M,(8,n,0) — M(B,n,0)| =30, (10.6)
o>0,8e MY nemy)
donde M,, estd definida en . Por otro lado, del Lema se deduce que M(By,no,0) =

infg , M(B,n,0), para cualquier o > 0. Luego,

3
0< M (Bvﬁv UO) - M(BO:”an—O) = ZAn,z
=1

con An,l == M (67ﬁ73) _MTL <B77/7\78)7 An,? - MTL (B?ﬁaa) _M <ﬂ07770700) y An,3 - M (67?770-()) -
M (B, 7, 3). Notemos que |A, 1| < A, que, junto con (10.6)), implica que A, ; =% 0. Usando un
desarrollo de Taylor de orden uno y el supuesto tenemos que

09— O
Ans] < [ICllc - 5
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donde E = fHog + (1 — )5 es un punto intermedio. Por lo tanto, usando obtenemos que
Anz 25 0.

Acotemos A,, 2. Usando y obtenemos de Schumaker (1981) que existen Be Mz(gll) y
n e Mg) tales que HB— Bollceo = O(n™"Y) v |7 — nollec = O(n™""). Entonces, usando que (B, n)

minimizan M,(-,-,0), podemos acotar A, por

3

Ano < My (B,7,5) — M(Bo,m0,00) = > _ Cnij,
j=1

donde Cp1 = My (3,7,6) — M(B3,7,5), Cna = M(B,7,00) — M(Bo,n0,00) y Cnz = M(B,7,5) —
M(g, 7,00). La consistencia fuerte de & y el hecho que B € /\/l](gll) y e M;@Z) implican que |Cy, 1
puede acotarse por A, por lo tanto, |C), 1] 2% 0. Con un argumento similar al utilizado para acotar
Ay 3, tenemos que C, 3 2% 0. Finalmente, observemos que HB - BOHOO + Hﬁ — 770”00 — 0 implica
que, para todo (y, X, z),

y = (X, B) +i(2) >y — (X, o) +mo(2).
Por lo tanto, el hecho que p sea continua y acotada junto con el Teorema de Convergencia Dominada

permiten concluir que Cp, 2 — 0. Luego,
0< M(ﬂaﬁaa()) - M(/B07770700) E) Oa

o sea, M (E 1,00) =2 M(Bo, no, 00), lo que concluye la demostracion.

10.3.4. Demostraciéon del Teorema [10.4]

Para probar el Teorema necesitaremos el siguiente resultado preliminar.

Lema 10.9. Sea p una funcion acotada tal que M(Bo,n0,00) = b, < 1 = ||p|lec- Sea <3n,ﬁn) €
./\/l](gll) X ./\/l](fz) una sucesién aleatoria tal que M(B\n,?]n,ao) L% M(Bo, mo,00), donde hemos hecho

explicita la dependencia en n por claridad. Supongamos que E|| X||? < oo y que se cumplen a
[FC3 y[FC§ con c < 1—1b,. Entonces, existe L tal que

P (Umers Ozan [1Bn = Boll ., + 17 =], <L) =1

Demostracion. Dado § > 0, definamos K tal que para todo K > Kj,
P(|X] > K) <§. (10.7)

Recordemos que V}l) es un conjunto compacto para la topologia de la norma || - ||, esto es,

visto en C([0, 1]). Fijemos 8 € Vfl), n e Vfl). Sea § = (8,n) y consideremos ¢y > 0 un punto de
continuidad de la distribucién de |(X, 8) + n(z)| tal que

P({X,8) +n(2)| < ¢g) < c.
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Si g*,m* € C(]0,1]) es tal que max (|| — Blloos |7* — 1lloo) < Vg, donde ¥g = ¢g/(2(K+1)), tenemos

que
P (1065 + ()1 2 %) 2 0B+ 06a)| 2 ) — P (0010 +1) 2 %) = 400).
Observando que A(f) > 1 — ¢ — J obtenemos
inf ]P’<|<X,ﬁ*)+n*(z)] > gbﬁ’”) >Af)>1—c—94. (10.8)
max([|8*=Blloo,In* —nlloc) <Po -2 )

Sea B(0, p) representa la bola abierta con centro en 6 y radio p, B(6, p) = {(f, g) € C([0,1])xC([0,1]) :
9€V£1)XV§1)B(9’199) de VF) X V{l).
Como Vl(l) X V{I) es un conjunto compacto en C([0,1]) x C([0,1]), existen 6; = (5;,7;) € VF) X Vfl),
1 < j <s, tales que V{l) X Vl(l) - U‘;-:lB(Gj,ﬁj) con J; = p,. A partir de ([10.8), obtenemos que

méx (|| f — Blloos lg — 1llcc) < p}. Consideremos el cubrimiento U

]P’<<X,,8>+n(z)]>¢;j> S1—c—3.

min inf
1=7<s méx(||B—B; llooslIn—njlloc) <

donde ¢; = ¢y;, lo que significa que para cualquier (B,n) € Vl(l) X Vl(l) existe 1 < 7 < s tal que

P<|<X,ﬁ>+n(z)|>¢;j> S1—c—3. (10.9)

Sea N tal que P(N) = 0 y para cada w ¢ N, M(Bn,ﬁn,ao> — M(Bo,m0,00) = b,. Fijemos
w & N ysea > 0 tal que b+ ¢ < 1 — c. Luego, existe ng € N tal que para cada n > ny,

M (Bn,ﬁn,ag> <b,+E/2.

Para ver que existe L > 0 tal que, para w ¢ N, limsup,_, |Bn — Bollz, + 7 — mollz, < L,

basta mostrar que existe L > 0 tal que

inf M(B,m,00) > by + €.
18=Bollzy +lIn—mnollc,>L ( ) r

Llamemos R(u) = Ep (e — u/0p). La independencia entre los errores y las covariables implica que

(X, 8= Bo) +n(z) —no(2)
00

M(8.n,00) = Ep ( - ) —ER((X,8— o) + (n—10)(2))

Usando que limjy| 40 R(u) = 1, obtenemos que para cualquier § > 0 existe ug tal que para todo u
con |u| > uyp,

R(u)>1-34. (10.10)
Elijamos L > 2 up/ minj<;<s(¢;) donde ¢; esta dada en (10.9) y sean (B, nx) € £1([0,1])xL1([0,1]),

k € N, tales que v, = ||,8k—60”£1+‘|77k_770uﬁ1 >Ly M(ﬁk, Nk Uo) — fnf‘|5_50|‘£1+||77_,70||£1 >I M(ﬁ, n, 00).
Llamemos By, = (8 — Bo)/vk ¥ Tk = (7k — 10) /v, entonces (B, ) € VI x VIV, usando ({0.9),

obtenemos que existe 1 < j = j(k) < s tal que

P<‘<X7§k>+ﬁk(z)‘ > q;’) >1—c—9. (10.11)
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Usando que v, > L > 2ug/¢; y denotando ug (X, 2) = v ((X, Br)+77k(2)) obtenemos que |uy (X, z)| >
up siempre que |[(X, 5k> + 1k (2)| > ¢j/2, que junto con ([10.10)) permite deducir que

M By, 1k, 00) = ER ((X, Bi) + 1k (2)) = ER (uk(X, 2)) 2 E {R (uk (X, 2)) H|<X,Ek>+ﬁk(z)|>¢j/2}
> -2 ([oc B+ > 2)

>(1—c—9)(1-9),
donde la ultima desigualdad sigue de (10.11)). Luego,

inf M(B,n,00) > (1 —c—0)(1—9).
l18—Bollcy +llm—mollz, >L (8,1, 00) 2 ( I )

Como lims,o(1 —c—9)(1 —=6) =1 —c > b+ &, podemos elegir § y en consecuencia L tal que

inf Mﬁ»%ao >b +£>MB>7/7\30-0 5
18—=Boll.c, +lIn—mollc, >L ( )= (B, 00)

de donde se deduce que |3, — Bollz, + 7 — mollz, < L, lo que concluye la demostracion. ]

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [10.4] Por simplicidad sean 6 = (3,1) y 6o = (8o, n0). A partir de
la Proposicién y del Lema basta mostrar que para cualquier € > 0,

{ f M b b > M ) b b
(ﬂ’g)leAE (B,m,00) (Bo, 1m0, 00)

donde Ac = {(8,n) € L1([0,1]) x L1([0,1)[|B = Bollz, + [In = mollz, < L, d(8,60) > €} y d(0,00) =
18 = Bolloo + 17 — m0l|0o-

Al igual que en la demostraciéon del Lema sean (Bg,mk) € Ae, k € N, tales que M =
M (B, nk, 00) — nf g yea. M(B,n,00). Denotemos por vy, = |8k — Bollz, + |7 — mollz,- Como vy
estd acotada, tenemos que ||Bx — ol €s acotada, més aun, S — [y es equicontinua pues su primer
derivada es Lispchitz con constante de Lipschitz uniformemente acotada. Por lo tanto, usando el
Teorema de Arzeld-Ascoli, tenemos que existe una subsucesién {k](.l)} tal que Bkm — By converge
uniformemente a una funcién continua f. En forma analoga, obtenemos que existej una subsucesion
de {k](-l)} que indicaremos {k;} tal que g; = 1, —no converge uniformemente a una funcién continua
g. Sean 5 = f+Boy n=g+no los limites uniformes de S, y 7, respectivamente. Si indicamos por
Ji = Bry — Bo tenemos que || By, — Blloo + Iy — illoe = 0, Tty [ flloe = 1 1o ¥ iy llgilloc = gl
Como (B, nx) € Ae, tenemos que || fjllo + ||gjlloc > €, de manera que d(6,00) > € con 8 = (3,7).

Como p es una funcién acotada continua, el Teorema de Convergencia Mayorada permite concluir

que My, — M(g, 1,00), lo que implica que inf g yca M(B,7,00) = M(g, 7,00). El Lema m
junto con el hecho que d(6~?, 6p) > € implican que M(B, n,00) > M(Bo,n0,00) lo que concluye la

demostracion. [
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10.3.5. Demostraciéon del Teorema [10.6]

Recordemos que definimos 7(3,71) = y — (X, 8) —n(t) y que supusimos que o9 = S(f3p, 70) donde

T(ﬁoﬂ?a)) B
ey (5(507770) =b,

o sea, que Ep,, (¢€) = b. Ademas, los estimadores de escala o = sn(BINI, Ting) satisfacen

R - yi — (Xi, But) — Tina (£4) _
n—(p1+p2)zpcl( >_b‘

i=1 Sn (BINI» ';\]INI)

S(Bo,no) es la solucién de

Para aliviar la notacion escribimos p en vez de p¢, y B y 1 en lugar de BINI v TNt

Mostraremos que para cualquier § > 0, con probabilidad 1, existe ng > 1 tal que para n > ny,

tenemos que |6 — og| < 4.

A partir del Lema [10.2] tenemos que

I i[p<yz-—<Xi,/3>—n<zz~>>_M(ﬁ,n,U)Hmo.

n— - (e}
b1 —p2

sup
o>,BeMGY neml)

Por lo tanto, existe un conjunto de probabilidad cero N7 tal que para cualquier w ¢ N7,

: Zn: [p<yi_ X, 5) —n(a)) —M(B,n,a)H S0 (10.12)

n— - g
b1 —p2

sup
o>0,8e MG nem)

se cumple. Por otro lado, por la ley de los grandes nimeros

1 & op € a.s, op €
= —E E =b.
n;p<00+5> p<00+5>< p(€)

Como (n — p1 — p2)/n — 1, tenemos que

1 " ( 0o € ) as ( op € )
n—pl—m;p oo+ p op+0

Luego, existe un conjunto de probabilidad nula N5 tal que, para cualquier w ¢ Na,

1 - og € g €
A, (8) = ——M— E . 10.1
O == ;:1/)(“0*5) — p<00+5> (10.13)

Finalmente, considerando que E (||X||) < oo, por la ley fuerte de los grande nimeros y usando

nuevamente que (n — p; — p2)/n — 1, obtenemos que existe un conjunto de probabilidad nula N3

tal que

n —

1 n
_ Xl = E(|X]), 10.14
L3 - B () (10,19
para cualquier w ¢ N3. Fijemos w ¢ N7 UN; UN3.

Comenzamos mostrando que existe ng tal que o < og + § para n > ng. Usando y y
Schumaker (1991), existen Be M;ll) yne ./\/l,(i) tales que

1B = Bolle = O(n™"") 17— 1ol = O(n™""). (10.15)
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Usando un desarrollo de Taylor de orden uno resulta

1 & s — (X, B) — 7t 1 &
Zﬂ(‘” <aoi>6 i >> _ S

n—p1— p2 =1 n—p1—Dp2 i—1

a0 € + (Xy, Bo — B) + (0 — 1) (t:)
)

00 €

1 n
n—p1 —pa ;p<00+5> )

donde

(Xi, B0 — B) + (no — n)(t:)
oog+90

1 = 00€i+§i>
Rp=—
n—pi —p2 ;1/1( oo+ 6

y & son puntos intermedios entre 0y (X;, Bo—/3)+(no—1)(t;). De (10.13)) obtenemos inmediatamente
oo € €
E = <Ep|— )=
’ <00 +9 ) L <00>

~ 1 n
— oo + 180 = Blloo———— > |1 X;
<H770 Moo + 1150 Blloon_pl_m 2 | zH)

que

An(6) —

Ademss, la cota

[Ral < [[¢]lo

oo +9

junto con (10.14)) y (10.15)) implican que |R,,| — 0. Por lo tanto, obtenemos que

n
1 o

n—p1—p2i

oo+ 90

(yi —(X;,B) — ﬁ(ti)) by

Sea 01 > 0 tal que by + d1 < b, entonces existe ng € N tal que para n > ng,

n
1 ZP

(10.16)

(yi_ (Xi, ) —ﬁ(h)) <by+4d1 <D.

n—p1—p2 op+9

Notando que

1 n
72 p
n—p1—p2i-

(yi - <Xi7§> - ﬁ(tz‘)) b
Sn(ﬁaﬁ) 7

a partir de (|10.16)) y usando que p es no decreciente, obtenemos que sn(g,ﬁ) < 09 + ¢. Por otra
parte, sabemos que ¢ = min ) @ sn(B,1m) vy que E € M](Dll) yne Mg), luego o < sn(g,ﬁ),
BEMyp, MEMy,

lo que nos permite concluir que para n > ng, 0 = sn(g, n) <o+ 0.
Falta mostrar que existe n; € N tal que, para cualquier n > nq, g > og — 0.

El hecho de que p sea no decreciente junto con implican que M (B, 1m0, 00—3) > M (Bo, 1m0, 00) =
b (ver el Lema 3 de Salibidn—Barrera, 2006). Sea d2 > 0 tal que M(By,n0,00 — ) = ba = b+ Ja.
Usando que se cumple (10.12)), obtenemos que existe ni € N tal que para todo n > nq,

1 - i — (X — ;
sup — — Z [p (yz < Za/8> 77(21)> _ M(ﬁﬂ%U)} < 52 .
50,86 M) mem@ | T PL T P25 7
Luego,
1 - — (Xi, B) — Nz ~ )
Zp yl < Z’§> 77(274) - n M(B’ /'77 O‘) < 72 )
n—p1—p2 i o n—p1—p2 2
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lo que implica que

~

~ 1 -~ i — (X5, B) — (2 1) 1
— " M(B.75 <> B ’Am =) +2=pt 2.
n—p1—p2 n—p1—p2 i o

~—

Por otro lado, usando nuevamente que (n — p; — p2)/n — 1y que p es acotada obtenemos que

n A~ LN n
7M(/8’777 O‘) - M(ﬁ? 7770-) <
n—pi1—p2

T n—p1—p2

1'%0

de manera que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que para cualquier n > ni,

02

——— M(B,7,)+ % < b+0s.

n—p1—p2
El Lema implica que M (o, nop,0) < M(ﬁ, 7,0), entonces

M(B,7,7) <

M(/BOaTZO?a) < b+52 :M(507n0700_5)7

de donde deducimos que o > o9 — § para n > nq, lo que concluye la demostracién.

10.3.6. Demostracién del Teorema [10.7

Para demostrar el Teorema necesitamos un lema auxiliar para calcular algunos nimeros
de entropia. Recordemos que © = £,.([0,1]) x £,([0,1]), ©,, = ./\/léll) X ./\/11(722) N{0 = (B,n) € © :
18 = Bolloo + 1 = molloe < €0} ¥ 72(6,60) = B[(X, 8 — Bo) + n(2) — no(2)]*. Observemos que, salvo

un conjunto de probabilidad nula, § = (B\ ,7) € O, para n suficientemente grande.
Lema 10.10. Dados by € RP! yag € RP2, sean (o(t) = ?1:1 bjo B](-l)(t) yno(z) = 21;2:1 ajo B](.2) (2),
b0 = (Bo, o) € /\/ll(,ll) X Mg). Sea p una funcion acotada que cumple . Definamos la clase de

funciones

gn,5,§0 = {f970' — ‘/:970' - ‘/50,0_ . d(@,ao) S (5,9 - 9?17 o e V}

= {‘/9,0 -V

00,0

0 €0,5,0€V=][01,0]},

con 01 = 00/2, o9 =200, d(0,60) = 15— Bolloo + |7 — M0llc ¥
—(X,B)+n(z
Vaa=p<y (X, B8) +n( ))

’ o

para 6 = (B,7m). Si E||X||? < oo existe una constante Cy > 0 independiente de n, 0o y € tal que

¢\ p1+p2+1
Niy(€.G, 55,0 L2(P)) < 02( ) .

€
DEMOSTRACION. La demostracién sigue pasos andlogos a los utilizados para probar el Lema

Como Eg?(z) < ||g||%, los argumentos considerados en Shen y Wong (1994) al analizar el Caso 3 de

la pagina 596 implican que el logaritmo del nimero de cubrimiento corchete de la clase
1 ~
o5, =\ B0 =3 b BV(1) b e R 5 - foll < c
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puede acotarse por

log N[j (e, H, 5, L2(P)) < Cipi log (¢/¢) (10.17)

para 0 < € < ¢ y la constante C7 es independiente de c, Eo y n. Similarmente, el logaritmo del

numero de cubrimiento corchete de la clase

2 ~
Hemo = 4 1(2) =Y a; BP () ,a € R [l — oo < €
j=1
puede acotarse por
log N[](G,HCﬁO,LQ(P)) < Cgpg log (C/E) (10.18)

Por ([10.17) y (10.18)), para cualquier 0 < € < c1, H, 5o puede cubrirse con un numero finito

Mi(€) < (¢/e)“'P' de e-corchetes {1Bj.r,Bjv),1 < j < Mi(e)} mientras que H, 5, puede cubrirse
por un nimero finito Ma(e) < (¢/e)?P? de e-corchetes {[n;.r,n;0],1 < j < Ma(e)},. Por otro
lado, el conjunto V = [o1, 9] puede cubrirse con Msz(e) < C3(1/€) bolas de radio € y centro o(*),

1 <s < Ms(e).

Como ) es acotada si o € [07, 09],

2, (12| < e o Il
ou o o 00

sea j, m y s tales que [ pertenece al e-corchete [B; 1, 3;u], n pertenece al

Dada fy, € gn@%,

e-corchete [1m.1, tm.u] ¥ |0 — 0©®)| < e. Denotemos

y — (X, Bju) +77m,U(Z)> ) (y — (X, Bo) +770(Z)>

fims(W, X, 2) =p <

O'(S) 0’(5)
y — (X, Bu) + mu(z y — (X, Bo) +mo(z
ot X1 = p (L) 1 (00 )
o o
Usando un desarrollo de Taylor de orden uno y el hecho de que ((u) = u(u) estd acotada,
obtenemos que
|f9,a_fj,m,s‘ < |f9,a_fj,m|+‘fj,m_fj, s
C o0 S
< Wl (1 18 = B0 + 1n(2) = i)} + 2251 o 619

(kuoouxu T 2”“'“’) T 1lloe (e (2) — nm,U<z>>

HCHOO

(kuwuxu 1 plclle +||wuoo> ,

donde las tltimas desigualdades siguen del hecho que 9, 1. < 1(2) < Pm.v(2), [|105,0(2) =150 (2) |loo <
€0 < Bju(t)=B(t) < Biu(H)=BiL (D), conlo cual [y B0 (t) = B#)*dt < [y [850(t) — B (D) dt <

ey |o — 0| < e. Definamos las funciones

HCHOO

WU (1,X,2) = Fymay, X, 2) + (uwrmuxu 1 olltlee ||w||oo)

IICIIoo

L
WD) (% tX,2) = fyma(y, X, 2) — € (uwoouxu 1ol ||w||oo> .
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Observemos que gp(L) < for < go(U) Luego, considerando que E||X||? < oo, obtenemos que

]7m78 - ‘77m75'

U L 1/2 Clloo
1602 = el < 2 {e (1t EX12) 7 42050 ) )

< 2¢ (10l @17 +2850= 4 o) —are.

Por lo tanto, el niimero total de corchetes de tamano Aje necesarios para cubrir G, , A estd acotado

por Hle M;i(e) < A(6/e)¢P1HP2HD) con € = max(Cy, Cs, 1), lo que concluye la demostracién. W

La demostracion del Teorema [10.7] utiliza argumentos semejantes a los considerados en la de-

mostracién del Teorema [B.11]

DEMOSTRACION DEL TEOREMA . Como en la demostracién de la Proposicién sean E €
MW v i e M) tales que |8 — Bollee = O(n™"Y), |77 = 1olloc = O(n~"") y llamemos 6., = (B, 7).
Més aun, indiquemos por by, € RP!' y ag,, € RP? a los vectores tales que g(t) = bg’nB(l)(t) y
~ N _ T T2 W — (D W) © @ p® @ "
77(2) - aO,nB (Z) donde B (t) - Bl [ 7BP1 (t) y B (Z> - Bl (Z)7 o 'aBp2 (Z) .

Para obtener la tasa de convergencia de nuestro estimador 0 = (3, n) aplicaremos el Teorema
3.4.1 de van der Vaart y Wellner (1996). Siguiendo su notacién llamemos L,(0) = —M(6,0) y
L,(0) = —M,(0,0) y para 6 € ©, sea d,(0,00) = m(0,6). La funcién L,, es aleatoria debido al

estimador del parametro de escala o.

Sea 6, = A (”50 ~ Blloo + II70 —7}||oo>, donde A = 4+/(Cy (E[| X2+ 1) + Ag)/Co con Ay =
4[4[l (E[[X[|? +1) y Cp estd dada en

Teniendo en cuenta que
[(Mn(0,0) — M(6,0)) — (Mn(0o,n,0) — M(00,0,0))| = |(Ly — Ln)(0) — Ly — Ln) (00,0

para usar el Teorema 3.4.1 de van der Vaart y Wellner (1996), mostraremos que existe una funcién

on tal que ¢, (5)/5"* es decreciente en (d,,00) para algiun v < 2 y que para cualquier § > 0y,

sup Ln(0) — Ln(6on) = sup M(6pn,0) — M(0,5) < —6° (10.19)
9€®n75 0€O, 5
E* sup v/n|(M,(0,5) — M(0,0)) — (My(0on,0) — M(00.0,5))| < ¢n(0) (10.20)

Ge@n,g

dn(8,00,) =50, (10.21)

donde el simbolo < significa menor o igual salvo por una constante multiplicativa, E* es la esperanza

exterior y ©,,5 ={0 € ©,,: 6/2 < d,(0,6p,,) < 6}.
El hecho de que d,,(0,6o,,) < dn(8,60) + dn(0o,n,00) implica que
@2(0,00n) < 2{d2(0,00) + (EIX|?+1) (15— BolZ + 17— mol%)} . (10.22)
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Usando ([0:22), d2(8,66) “5 0, 1B — folloo = O(™™), 7 — mollow = O(n~""), deducimos que
(10.21)) se cumple.

El supuesto y & =% g, implican que, salvo un conjunto de probabilidad nula, si n > ny,
para todo 6 € ©,,, M(0,5) — M(0y,5) > Con*(0,6p). Ademéds, como los errores tienen distribucién

simétrica y son independientes de las covariables, obtenemos que

E [¢ (y — (X, Bo) +mo(z)

g

> <<X;§— Bo) +1(z) — 770(2))} =0,

de donde se deduce que

50 (£) (005 - o)+ ) - m(a))’|
— e[ (5) (05 - )+ ) - m(2) |
1B (X, B o) +ii(2) — ()

5 1ot (B(X, B o) + E (=) — m(2))°)
<24/l (EIXIP B~ Boll% + 17— moll%)

< 4o [IIB = BollZ + 117 = mollZ.] = 0(n2),

M6 = M(00,0) = [ (L5 AEDED) (05— ) 47 - ()]
(4

\ /\

| /\

donde Ag = 4 ||¢/'||oo ((E[|X[[* 4+ 1) y £ es un punto intermedio entre y — (X, BY+7i(2) e y— (X, Bo) +
no(z). Usando ({10.22) y como §/2 < dy,(8,00,,), deducimos que

M(6,) — M(60,0,5) > Cod2(0,60) — Ao [ — Bol% + 7 — molI2

C ~ -
> Z2d2(0,60,) — (Co (EIXIP +1) + A0) (118 — BollZ + 117 moll%.)

C ~ _ 2
2, 00n> (Co (BIX|> + 1) + Ao) (1180 = Bllow + llmo — il
CO CO CO CO
> §52 A2 (Co (EIIX|I> +1) + Ag) 62 < 6%~ T 62> T —6%,

lo que prueba ((10.19)).

Ahora debemos hallar ¢, (d) tal que ¢,(0)/0 sea decreciente en 0 y se cumpla ((10.20)). De la

consistencia de &, con probabilidad uno, para n suficientemente grande

Vi |(Ln(0,5) = L(0,5)) = (Ln(bo.n,7) = L(Bon, )| <
sup v |(Ln(0,0) — L(8,0)) — (Lu(Bo,n,0) — L(Bo,n, )| »

oceV

donde V = [0(/2, 20¢]. Definamos la clase de funciones

J

Jrn,é = {‘/0,0 - ‘/00,”,0 : < dn(9700,n) < 579 € @n7 (S V} = {VO,U - ‘/Goyn,a 10 € Gn,(Sa a € V},

[\)
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con

g

‘/b,a:p<

para 6 = (f8,7). La desigualdad (10.20)) involucra un proceso empirico indexado en F, 5 pues

y—<X,B)+?7(Z)>

E* sup Vi |(Ln(0,8) — L(6,8)) — (Lu(00.,3) — L(0o.0,5))| < E* sup v/n|(Pa — P)f].
96@’”,5 f€-7'—n,5

Para cualquier f € F, s, tenemos que ||f|lo < A1 = 2||p|loo. Més aun, si Ay = 2||9||oc/00 usando
que o € V, la desigualdad

, <y— (X, 8) +n<z>> ., (y— <X,§> +77(Z)> (X,8-B) +n(z) —iiz)

g0

|V;9,0'_VY9()771,U‘ = S 2 ||¢||oo

)
g

y el hecho de que d,,(6,6p,,) < 9, tenemos que
A

Pf? <
g

2 - 2
s ([ =B+ - 1)) = B 0,00, < 4307
0
Por lo tanto, el Lema 3.4.2 de van der Vaart y Wellner (1996) permite concluir que

J[](Aé/z 0, Fn5, La(P))
1207 Jn !

donde J(0, F, L2(P)) = fo(s \/1 +log Nij(€, F, L2(P))de es la integral corchete de la clase F.

E' sup Vil(Py — P)f| < Jj) (456, Fus, La(P) (1 e
fe}—n,é

Observemos que cualquier § = (8,7) € ©,5, § puede escribirse como 3 = b'x, mientras

n = a"B para algin b € RP! y a € RP?, entonces
@2(0,00.) = E ([x" (b~ bo) + (a — a0,)"B(2)]*) .

Luego, F.5 C Gnen, con c =06 y la cota dada en el Lema [10.10] permite obtener
5>p1+p2+1

- )
€

N (e Fugs La(P)) < C (

de donde se tiene que
(A6, Fu5, La(P) S 63/pr+p2 +1.

Si llamamos ¢, = p1 + p2 + 1, obtenemos que para alguna constante A3 independiente de n y 6,

. q
E 923};5 GV ko — Gn Vool < As [5 gt/ + \/%] .

Eligiendo
q
6ul0) =5 a3 + I
tenemos que ¢,,(0)/d es decreciente en § lo que prueba ((10.20)).
Sea v, = O(nmn((1=1)/2)) "entonces v, < 6", donde 6, = A {Hﬁo — Blloo + lIno — 7~7Hoo} =
O(n~"™) como hemos definido previamente. Tenemos que mostrar que v2¢, (1/7,) < /n. Notemos

que

1 q
772L¢n <%> = 'anrl/2 + ’Y'?L 7% = \/ﬁ an(l + an) >

132



donde a,, = 'ynq,l/Q/\/ﬁ. Para derivar que v2¢,, (1/7,) < +/n, basta con mostrar que a, = O(1), lo
que sigue de ¢, = O(n”) y v, = O(n®) con ¢ = min(rv, (1 —v)/2).

Finalmente, la condicién Ln(é\) > Ly (00.n) — Op(7;, ) requerida por el Teorema 3.4.1 de van der

Vaart y Wellner (1996) se verifica trivialmente porque 0 minimiza M, (0,0). Luego, tenemos que

V2d2(00,0,0) = Ox(1).

Por otro lado dy(0o.m,00) < |53 = 10lleo (B X [12)2 + (|17 = nollec = O(n™™) < A, que junto a
Y2d2 (0o 1, 5) = Op(1) y la desigualdad triangular v2d? (o, 5) = Op(1) lo que concluye la demostra-

cion. [ |

10.3.7. Demostraciéon del Lema [10.8

Como en la demostracién del Teorema [10.4] tenemos que

M(@,U)—M(Q,a):E-p y= KOt _ (v () + )
| =E EUOGXﬁ 50>>+77()< 77(Z)>p(006)>]}
—E [1s (%) (X, 8 o) + () = mo(2))]
+3E [1/}’(00”5) (X, 8~ fo) +n(=) - m(z»ﬂ
= 3w [ () (- )+ ) - w7

donde & es un punto intermedio entre ¢g(X,z) = (X,5 — Bo) + n(z) — no(2) y 0. Notemos que
19(X, 2)| < [IX18 = Bollool + [I7 = nolloc, entonces si [|3 = Bollo| + [I7 = n0lloc < €0, tenemos que
|€] < (C' + 1)¢y con probabilidad 1.

El hecho de que ¢ = E¢)'(¢) > 0 y la continuidad de ¢’ implican que para ¢ suficientemente

chico

inf E¢’<UO€+“) >% 50,

0>0,|lc—00|<8,|a|<d

Luego, si V={c >0:|0c —0g| <} y g =06/(C + 1), tenemos que

M(6.) = M(60.0) = 5 B [0 (0 ) (05 - b ) — i)

> LE[((X, 8 Bo) +1(z) = m0(2))*| = £m(0,60)

oS N

lo que concluye la demostracién.
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Capitulo 11

Estudio numeérico y analisis de un

conjunto de datos reales

11.1. Estudio de Monte Carlo

En esta seccion reportamos los resultados obtenidos en un estudio de Monte Carlo disefiado para
investigar, en muestras finitas, el desempeno de los estimadores basados en B—splines definidos en

la Seccién [9.2]y su estabilidad frente a observaciones atipicas.

En todas las tablas, el procedimiento cldsico basado en cuadrados minimos se indica como CL,
mientras que los M-estimadores definidos en Huang et al. (2015) y los MM—estimadores introducidos
en esta tesis a través de las ecuaciones y (9.5, se indican por M y MM, respectivamente. Los
M-estimadores se calcularon usando la funcién de Huber con constante ¢ = 1.345, mientras que
para los MM-estimadores, las funciones p., ¥ p¢, se tomaron como la funcién bicuadrada de Tukey
con constantes de calibracion ¢; = 1.54764 (b = 1/2) y ¢ = 4.685, tomando 5000 submuestras
para calcular el S—estimador. Para el cdlculo de los MM-estimadores, se utilizé la funciéon lmrob del
paquete robustbase. Los estimadores de By y 79 se aproximaron usando splines ciibicos con nodos
equiespaciados. En la Seccion se reportan los resultados de un estudio preliminar en el que
analizamos, para muestras sin contaminar, el comportamiento de los criterios para seleccionar la
dimensién de las bases, definidos en la Seccién[9.4l En la Seccién[11.1.3]se analiza el comportamiento
de los estimadores para muestras con y sin contaminar, para evaluar sus propiedades de eficiencia

y robustez.

Teniendo en cuenta que el modelo con el que generamos los datos fue construido utilizando una
funcién 1y mondtona, se presentan los resultados obtenidos mediante el procedimiento de monoto-

nizacién de Neumeyer (2007) indicados en las Tablas por fyop.
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Para evaluar el desempeno de cada estimador consideramos las medidas resumen denotadas
como Sesgo? y MISE = VAR + Sesgo? que son aproximaciones del cuadrado del sesgo integrado y
el error cuadratico medio integrado, respectivamente. Dichas medidas fueron calculadas en grillas
equiespaciadas de 100 puntos sobre T al evaluar los estimadores de 3y y sobre Z para los estimadores

de 1. A continuacién, damos su definicién.

Dada una funcién v : Z — R, consideramos una grilla de M = 100 puntos equiespaciados
t1 < --- <ty sobre Z. Sea 75, 1 < j < npg, la estimacién de v obtenida en la j—ésima replicacion.

Definimos

2

1 &L (12 1o &
Seseo?() = -3 | = D A,te) — (k) y  MISEG) = [MZ@(w—v(W

que dan aproximaciones numéricas de |7 (1/nR > oiE A () = fy(t)) dty > 58 [z () — ~()? dt/ng,
respectivamente. Tanto Sesgo? como MISE pueden verse dominados por errores numéricos cerca del
limite del soporte de los datos. Para atenuar este efecto, como en He y Shi (1998), consideramos el

desempeno de los estimadores en el interior del espacio de diseno tomando las medidas

2

1 M—q 1 nR
Sesgotn(3) = 75 > | 7o 2 Tilte) -
q f=q+1 Rj=1
1 nRr 1 M_q
MISErx(7) = - Z Wy Z (&j(tf) - 'Y(té))2
Ly Ly g}

En nuestro estudio excluimos el 10 % de los puntos exteriores, esto es ¢ = [M x 0.05]. Por lo tanto,
calculamos las medidas resumen en el restante 90 % interior. Todas las tablas que presentaremos en
las siguientes secciones corresponden a medidas con un 10% de poda. Relegamos al apéndice del

presente capitulo las correspondientes versiones de las tablas sin poda alguna.

11.1.1. Esquemas de simulacion

Los siguientes modelos se consideraron para generar los datos. En el primero de ellos, la funcién
Bo se eligié como una combinacién lineal de las autofunciones del operador de covarianza de X. En
el segundo modelo, [y es un polinomio. En todos los casos, se realizaron nr = 500, replicaciones

generando muestras de tamano n = 300.

Las muestras de datos fueron generadas a partir del siguiente modelo.

yi = (Bo, Xi) +mo(zi) + € (11.1)

con T = [0,1], z; ~ U(—1,1), de modo que Z = [—1,1]. La componente no paramétrica se elegié

mondtona ny(z) = 3arctan (10(z — 0.5)). Por otra parte, X;(¢) es un proceso con autofunciones
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¢;(t) donde ¢; son los elementos de la base de Fourier ¢1(t) =1y ¢;(t) = V2 cos((j — 1)mt), j > 2
y con scores &;; independientes e idénticamente distribuidas. Para muestras sin contaminar, que
indicaremos Cp, &; ~ N(0,572) y ¢, ~ N(0,1). Teniendo en cuenta que VAR(E;;) < 1/2500, cuando

7 > 2500, se aproximé numéricamente el proceso mediante los primeros £ = 50 términos.

En el primer modelo, llamado Modelo 1, [y(t)

Mientras que en el segundo modelo, llamado Modelo 2, By(t) = 3.

S22 Biods, con Bio = 0.3y Bio =
4(—1)7*15=2 4 > 2. Este es el modelo considerado en Qingguo (2015) y Huang et al. (2015).

La Figura da una representacién grafica de los parametros 5y y 19 de ambos modelos, asi

como de los primeros elementos de la base de autofunciones del proceso X (t).

Bolt)

(a) Pendiente funcional 5o para el Modelo 1.
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(c) Componente no paramétrica 7o . (d) Primeros cinco elementos ¢; de la base

de autofunciones.

Figura 11.1: Parametros verdaderos de la simulacién.

Para cada modelo, consideramos dos esquemas de contaminacién donde esperamos que el primero

afecte principalmente a los estimadores de la funcién de regresion no paramétrica 7y, mientras que
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el segundo deberia afectar a los estimadores de la funcién de regresién lineal 5.

» O egc) ~ 0.9N(0,1) + 0.1 N(p,0.25), con p = 12, que corresponde al modelo de errores

groseros (gross—errors model).

= (C5: En este caso, contaminamos la covariables X; como sigue. XZ-(C) = Z?il fl-(;)qﬁj(t), con
&9 ~ N(0,572) para j # 2 y €5 ~ 0.9N(0,0.25) + 0.1 N(11/2,0.25). Para obtener puntos
con alta palanca dafinos también contaminamos el error cada vez que las covariables eran

contaminadas. Concretamente se generaron variables v; ~ Bin(1,0.10) de modo tal que

e Siv =06 =¢yx =X,

e Siwv =1, egc) ~ N(u,0.25) y Xi(c) = Z?il g§§)¢j(t), con Z(]C) ~ N(0,j72) para j #2y

€5) ~ N(1/2,0.25).

Las respuestas se generaron utilizando el modelo yl-(c) = (B, Xi(c)) +no(z) + E,EC). Como antes,

se tomd p = 12.

De esta forma, para C] se obtuvieron errores groseros en las respuestas (outliers verticales) y para

C5 se obtuvieron valores grandes de las respuestas asociados a puntos de alta palanca.

La Figura muestra las trayectorias generadas en una de las replicaciones para ilustrar el

efecto producido por la contaminacién Cy .

X@®
X

-2

-4
L

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(a) Trayectorias X;(t) bajo Co. (b) Trayectorias X;(t) bajo Cb.

Figura 11.2: A la izquierda, trayectorias X;(t) para muestras sin contaminacién. A la derecha, las trayec-

torias contaminadas para Cy (en rojo se muestran las observaciones contaminadas).
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11.1.2. Sobre los criterios de seleccion de las dimensiones de las bases

A partir de los modelos descriptos en la seccion precedente, calculamos para cada una de las
muestras todos los criterios detallados en la seccién [0.4l Las dimensiones de las bases variaron en los
rangos 4 < p; < 13y 4 < py < 13 ya que se utilizaron splines cibicos. La Tabla muestra, para
cada criterio de seleccién, el desempeno de los estimadores medido a través del Sesgo?FR y MISErg
cuando se consideran muestras sin contaminacién (bajo Cj) generadas a partir del Modelo 1. Para
los criterios BIC, y BIC}, tomamos dos valores de a: @ = 1 que corresponde al criterio usual en el

caso del estimador de minimos cuadrados y o = 0.5.

Como puede observarse en la Tabla y en la Figura los valores de MISE+rr de 77y Mob
son mas estables para los distintos criterios que los obtenidos para los estimadores B del parametro
de regresién funcional. Para estos tltimos, los valores mas pequenos corresponden a los criterios
BIC, y BICY. Si bien ambos penalizan por igual a los parametros p; y pe, el criterio BICT pesa en
mayor medida al valor de la funcién de pérdida. Cabe destacar sin embargo, que los valores de sesgo
cuadrado para los estimadores cldsicos de la componente no paramétrica es mucho menor cuando
se utiliza el criterio de Akaike (AIC o AIC}), aunque esa reduccién no se refleja en una reduccién
del MISErg. Por otra parte, al estimar el parametro de regresién funcional Sy, los menores valores
de Sesg;o%R se obtienen con el criterio BICy 5 en particular, al considerar el MM-estimador. Un
hecho destacable es que el M—estimador da origen a valores de MISE1r menores a los del estimador

clasico.

Cabe mencionar que la pérdida de eficiencia del MM-estimador respecto del estimador de mini-
mos cuadrados es menor al considerar el criterio BIC; que cualquiera de los otros criterios salvo
para el HIC que da valores muy grandes de error cuadratico medio. Por otra parte, para el criterio
BICg 5 el MISErg del MM-estimador del parametro de regresién funcional es el triple que para
el estimador de minimos cuadrados, mientras que en el caso del criterio BICy 5 aumenta solo una
tercera parte, produciendo una pérdida de eficiencia del 28 %. Andlogamente, cuando o = 1, el MM-
estimador utilizando el criterio BIC,, tiene mejor eficiencia respecto del estimador clasico el criterio
que cuando se utiliza BIC}%. Como se mencion6 anteriormente, el estimador de g presenta un com-
portamiento mas estable para los distintos criterios y la pérdida de eficiencia del MM—estimador es
del 5% al utilizar el criterio BIC,. Cabe mencionar que al tomar o = 0.5 el MISEy del estimador
de [y es al menos 3.3 veces mas grande que cuando consideramos a = 1, mientras que los valores
de MISErg(7) usando BIC; sélo son un 25 % més grandes. Por esta razon, en la Seccién se
reporta el comportamiento de los estimadores bajo contaminacién cuando se utiliza el criterio BIC1

para elegir la dimensién de las bases de B—splines.

Conclusiones similares se obtienen para el Modelo 2, como se deduce de los resultados dados en
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la Tabla y Figura [11.4

~

p n Thiob

Estimador | Criterio Sesgo?FR MISEr Sesgo?FR MISE Sesgo%R MISE g
CL AIC 0.0019 0.4945 0.0038 0.0451 0.0059 0.0305
AlIC* 0.0019 0.4945 0.0038 0.0451 0.0059 0.0305

BICy5 | 0.0015 0.2195 0.0064 0.0473 0.0079 0.0330

BIC, 0.0018 0.0859 0.0198 0.0621 0.0190 0.0448

BICy5 | 0.0015 0.2195 0.0064 0.0473 0.0079 0.0330

BICY 0.0018 0.0859 0.0198 0.0621 0.0190 0.0448

HIC 0.0047 1.5175 0.0062 0.0477 0.0077 0.0335

M AlIC 0.0012 0.3791 0.0045 0.0471 0.0066 0.0324
AIC* 0.0017 0.0947 0.0157 0.0580 0.0154 0.0414

BICy5 | 0.0013 0.1944 0.0081 0.0500 0.0091 0.0352

BIC, 0.0017 0.0863 0.0248 0.0687 0.0231 0.0498

BICy5 | 0.0017 0.0833 0.0271 0.0713 0.0249 0.0519

BICY 0.0016 0.0795 0.0764 0.0989 0.0586 0.0741

HIC 0.0032 1.4050 0.0083 0.0507 0.0093 0.0358

MM AIC 0.0023 0.6798 0.0041 0.0477 0.0063 0.0323
AIC* 0.0024 0.9959 0.0058 0.0504 0.0076 0.0345

BICy5 | 0.0012 0.2940 0.0064 0.0497 0.0079 0.0344

BIC, 0.0018 0.0876 0.0187 0.0633 0.0181 0.0454

BICys | 0.0019 0.6485 0.0075 0.0523 0.0089 0.0367

BICY 0.0019 0.1314 0.0197 0.0667 0.0189 0.0482

HIC 0.0048 1.6940 0.0062 0.0503 0.0078 0.0349

Tabla 11.1: Medidas resumen podadas bajo Cy para todos los criterios para el Modelo 1.
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B 0 Thion

Estimador | Criterio | Sesgo2r, MISEqg | Sesgo2, MISErg | Sesgo?; MISEqg
CL AIC 0.0011  0.5003 | 0.0038  0.0452 | 0.0060  0.0304
AIC* | 0.0011  0.5003 | 0.0038  0.0452 | 0.0060  0.0304

BIC 0.0004  0.2169 | 0.0063  0.0472 | 0.0077  0.0328

BIC, 0.0001  0.0843 | 0.0195  0.0620 | 0.0185  0.0443

BIC* | 0.0004 0.2169 | 0.0063  0.0472 | 0.0077  0.0328

BICT | 0.0001  0.0843 | 0.0195  0.0620 | 0.0185  0.0443

HIC 0.0060  1.5257 | 0.0062  0.0476 | 0.0076  0.0333

M AIC 0.0007  0.5176 | 0.4958  0.5180 | 0.4839  0.5045
AIC* | 0.0004  0.2808 | 0.4975  0.5210 | 0.4853  0.5070

BIC 0.0004  0.2682 | 0.4975  0.5209 | 0.4853  0.5070

BIC, 0.0001  0.1419 | 0.5071  0.5342 | 0.4927  0.5179

BIC* | 0.0001  0.1675 | 0.5008  0.5263 | 0.4878  0.5114

BICY | 0.0002  0.1303 | 0.5180  0.5454 | 0.5017  0.5268

HIC 0.0060  1.9632 | 0.4975  0.5212 | 0.4851  0.5071

MM AIC 0.0015  0.6646 | 0.0040  0.0473 | 0.0061  0.0321
AIC* | 0.0015  0.9797 | 0.0057  0.0502 | 0.0074  0.0342

BIC 0.0006  0.2924 | 0.0064  0.0496 | 0.0078  0.0343

BIC, 0.0001  0.0865 | 0.0179  0.0624 | 0.0173  0.0446

BIC* | 0.0010  0.6283 | 0.0073  0.0526 | 0.0087  0.0367

BICY | 0.0002  0.1220 | 0.0185  0.0655 | 0.0178  0.0473

HIC 0.0041  1.7205 | 0.0061  0.0505 | 0.0076  0.0348

Tabla 11.2: Medidas resumen podadas bajo Cy para todos los criterios para el Modelo 2.
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Medidas resumen podadas para todos los criterios considerados bajo Cy para el Modelo 2.

Figura 11.4
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11.1.3. Resultados para muestras contaminadas

En base a las conclusiones dadas en la Seccién [11.1.2] se reportan los resultados obtenidos cuando
los parametros de suavizado p; = k, g y p2 = ky, fueron elegidos mediante el criterio BIC; dado
en (9.15)), es decir, las dimensiones de las bases variaron en los rangos 4 < p; <13y 4 <py <13y

se eligieron aquellos valores que minimizaban

ol & T logn
BICi(p1,p2) = log <02 ZP (l’pi’p2>> + 25 (p1 + pa).
n o

n

i=1
Las Tablas y reportan, para el Modelo 1 y el Modelo 2, respectivamente, las medidas resu-

men Sesgoz, v MISErg de los estimadores clésicos, el M—estimador y el MM-estimador indicados

por CL , M y MM, respectivamente.

~

s n Mo
Estimador Sesgo?FR MISE g Sesgo%R MISE g Sesgo%R MISE g

Co CL 0.0018  0.0859 0.0198 0.0621 0.0190  0.0448
M 0.0017  0.0863 0.0248 0.0687 | 0.0231 0.0498

MM 0.0018  0.0876 0.0187  0.0633 0.0181 0.0454

Ch CL 0.0038 1.1129 1.3964 1.7289 1.4633 1.6551
M 0.0022 0.2559 0.2836 0.4176 0.2864  0.3757

MM 0.0013  0.1260 0.0237  0.0733 0.0223  0.0526

Cy CL 2.7805 29177 0.0516 0.1108 0.0446  0.0807
M 2.8108 2.9438 0.0673 0.1178 0.0551 0.0872

MM 0.0763  0.8097 0.0325 0.1078 0.0338  0.0846

Tabla 11.3: Medidas resumen podadas para los estimadores 3, 7'y Tuop de Bo y mo, bajo el Modelo 1,
calculados sin restricciones usando B-splines y cuando el estimador de 7y es calculado a partir de 77 usando

la modificacién monétona descripta en la Seccién

Como es de esperar, para las muestras sin contaminar el comportamiento de todos los estimado-
res es similar, mientras que para ambos escenarios de contaminacién, el estimador clasico muestra
su sensibilidad frente a datos atipicos. En particular, bajo C'y el MISErg de ambas componentes
aumenta drasticamente con un fuerte incremento del sesgo cuadrado en la estimacion de la compo-
nente no paramétrica 1. Por otro lado, bajo Cs el efecto es mayor para la estimacion de la pendiente
funcional nuevamente debido a un gran aumento del sesgo cuadrado. Vale la pena mencionar que
bajo Cy, los valores de Sesgo%R(E) son mucho menores para el Modelo 2 que para el Modelo 1 ya

que para el primero la funcién §y se aproxima mejor por splines por ser un polinomio.
En contraste, el M—estimador definido en Huang et al. (2015) triplica el MISEtg bajo Cy respec-

144



5 i hion

Estimador Sesgo?FR MISE g Sesgo%R MISE Sesgo?FR MISEr

Co CL 0.0001 0.0843 0.0195 0.0620 0.0185  0.0443
M 0.0001 0.1419 0.5071 0.5342 0.4927  0.5179

MM 0.0001 0.0865 0.0179 0.0624 0.0173  0.0446

Ch CL 0.0018 1.0967 1.4071 1.7394 1.4745 1.6665
M 0.0004  0.2506 0.2843 0.4175 0.2874  0.3760

MM 0.0004  0.1220 0.0227  0.0724 0.0214  0.0518

Co CL 2.7536 2.8855 0.0503 0.1101 0.0436  0.0799
M 2.7865 2.9285 0.0658 0.1174 0.0539  0.0864

MM 0.0758  0.8297 0.0316 0.1076 0.0329  0.0845

Tabla 11.4: Medidas resumen podadas para los estimadores B\, 7'y Nuop de By v mo, bajo el Modelo 2,
calculados sin restricciones usando B-splines y cuando el estimador de 7y es calculado a partir de 7 usando

la modificacién mondtona descripta en la Seccién

to del obtenido bajo Cy cuando se estima el pardmetro de regresién funcional y lo multiplica por seis
al estimar la componente no paramétrica. Sin embargo, como esperdbamos a partir del disefio de los
esquemas de contaminacion, bajo Cs el sesgo cuadrado de B aumenta considerablemente compro-
metiendo la estimacién y dando origen a estimaciones poco fiables. El impacto de los datos atipicos

en las covariables X no es atenuado por el M—estimador por lo que se arruinan las estimaciones [3.

Los MM-estimadores que constituyen la propuesta de esta tesis tiene un desempefnio notoria-
mente mejor que los anteriormente mencionados bajo ambas contaminaciones. En particular, bajo
C} los valores de Sesgo2y y MISErg del M-estimador de 79 son al menos 5 veces mayores que los
MM-estimador, aun después de haber realizado la modificacién mondétona descripta en la Seccién
Para el estimador de fp, la diferencia entre el M-estimador y el MM-estimador es menor
aunque se observa una mejorfa en términos del Sesgo2. Si bien el MISErr del MM-estimador de 3y
se multiplica por nueve bajo C5 con respecto al obtenido para muestras sin contaminar, su valor es
la tercera parte del que arrojan los estimadores clasicos y el M—estimador quienes por otra parte dan
origen a estimaciones muy sesgadas en base a los valores reportados de Sesgo. En este sentido, el
MM-estimador aumenta su variabilidad méas que su sesgo, aunque el efecto en el sesgo parece ser

mayor bajo el Modelo 2.

En todos los casos, cuando el estimador de 79 es calculado a partir de 7 usando la modificacién
mondétona descripta en la Seccién el MISEr disminuye respecto del obtenido para el estimador

sin restricciones.
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11.2. Aplicacién a un conjunto de datos reales: TECATOR

En esta seccién, retomaremos el conjunto de datos reales TECATOR comentado ya en la Sec-
cién [8} Recordemos que el conjunto de datos TECATOR[] corresponde a un estudio de control de
calidad en la industria alimenticia donde se estudiaron 215 muestras de carne. Por cada unidad se
observa el contenido de grasa, de proteinas y de agua y se registra una curva espectrométrica, X,
correspondiente a la absorbancia medida en 100 longitudes de onda. Intentamos predecir el conte-
nido de grasa, que serd nuestra respuesta y, utilizando como variables explicativas el contenido de
agua, que indicaremos v, el de proteinas (z) y alguna caracteristica de la curva espectrométrica que

indicaremos por X.

Aneiros-Pérez y Vieu (2006) recomiendan usar un modelo donde (z,v) aparezca como covariable
en la regresién lineal, mientras que la curva espectrométrica X aparece modelada con una compo-
nente no paramétrica y = f19 z + B2 v + 1Mo(X) + ope y la cercania entre curvas se mide a través de

la distancia L? de las derivadas segundas.

Huang et al. (2015) estudiaron varios modelos donde X es la derivada segunda de la curva
espectrométrica X'. En todos sus modelos, X aparece como covariable en una componente de re-
gresién lineal funcional mientras que las componentes de (z,v) aparecen mediante un término no
paramétrico aditivo y = (X, o) +10,1(2) +10,2(v) + 0p€, 0 bien, mediante un término de interaccién
entre contenido de los contenidos de proteina y agua y = vy + (X, 8o) + v no(z) + ope. Para nuestro

analisis nos inclinamos por la segunda variante, es decir, consideraremos el siguiente modelo
Y =0+ (X, Bo) +vno(z) + oge. (11.2)

El objetivo de nuestro andlisis no es alcanzar un estudio completo de este conjunto de datos, sino
que deseamos ilustrar como nuestro procedimiento puede ser utilizado para detectar datos anémalos
y proveer estimaciones confiables. Los MM-estimadores se calcularon como descripto en la Seccién

Las dimensiones de las bases se eligieron utilizando el criterio BIC}.

Antes de elegir nuestras muestras de entrenamiento y de testeo, queremos discutir el comporta-
miento de las trayectorias para detectar posibles datos atipicos entre ellas. Para ello consideramos
el boxplot funcional introducido en Sun y Genton (2011). La Figura[11.5] da el boxplot funcional de
la derivada segunda de la absorbancia. Los datos detectados como outliers por este procedimiento
se muestran en rojo en el grafico y corresponden a las curvas identificadas como 7, 34, 35, 43, 44,

45, 129, 140, 172, 186 y 215.

Dividimos la muestra en un conjunto de entrenamiento correspondiendo las primeras 155 ob-

servaciones, con indices en Z, y uno de testeo con las 60 restantes observaciones, con indices en 7.

'Disponible en la librerfa de R fda.usc o en el sitio http://1ib.stat.cmu.edu/datasets/tecator.
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Figura 11.5: Boxplot funcional de la derivada segunda de la absorbancia, Sun y Genton (2011). Se advierte

la presencia de datos atipicos en la covariable funcional.

Dada sy = MADje7(y;), como en Boente y Vahnovan (2017), definimos como medidas de bondad
de ajuste a la media y mediana de los errores cuadraticos de prediccion sobre el conjunto de testeo,
definidas respectivamente por

mediana(y; — ;)2

.72
MSPE=— Wi 0" pedpE = 5
nyg “ S s
JjeJ J J

La Tabla reporta la media y mediana de los errores cuadraticos de predicciéon para el ajuste

clasico y robusto.

CL MM

MSPE | 0.00252 | 0.00504

MedSPE | 0.00095 | 0.00084

Tabla 11.5: Errores de prediccién para el ajuste clasico y robusto.

Las diferencias que se observan entre la media y la mediana sugieren la presencia de posibles
observaciones atipicas ya sea en el conjunto de entrenamiento o en el de testeo. Esto explica tam-
bién el mejor ajuste obtenido por el método robusto al tomar la mediana del error cuadratico de

predicciéon MedSPE. Algunos datos atipicos en el conjunto de entrenamiento podrian influenciar la
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estimacion de Sy y ng al usar los estimadores clasicos, asi como valores atipicos de las respuestas en
la muestra de testeo agranda los valores del M SPE del estimador robusto, este hecho es anédlogo a

lo que ocurre en regresion con el efecto de los asi llamados outliers verticales.

Para evaluar la capacidad de prediccién de datos no atipicos, como en Boente y Vahnovan (2017),
calculamos sobre el conjunto de testeo el error de prediccion de la muestra limpia. Si indicamos a

las observaciones atipicos como

1 si (yi, Xi, v, 2i) corresponde a un dato atipico detectado

Vi =
0 sino,
definimos
1 .72
MSPEqpaw=—""—+—— Z(l =) M
ng = 2ies i ey 57

Para detectar las observaciones atipicas en ambos conjuntos analizamos los residuos del ajuste

robusto. Las Figuras [11.6(a)| y [L1.6(b)| muestran los boxplots de los residuos en el conjunto de

entrenamiento y testeo, respectivamente. Para el conjunto de entrenamiento, las observaciones 28,
29, 31, 34, 86, 89, 122, 140, 141 y 143 se detectan como posibles datos atipicos. Para el conjunto

de testeo hay cinco residuos con valores atipicos correspondientes a las observaciones 177, 180, 181,

184 v 185.
[ ~ 4

-2
I

-4
4

(a) (b)

Figura 11.6: Boxplot de los residuos en el conjunto de entrenamiento (a) y de testeo (b)

El MSPFEqgan fue calculado eliminando, por lo tanto, las 5 observaciones atipicas del conjunto
de testeo detectadas por el boxplot de los residuos. Los valores del M SP Eq gax cuando se utiliza el
estimador clasico y el MM—estimador se reportan en la Tabla junto con los resultados obtenidos
al aplicar el procedimiento clasico al conjunto de entrenamiento sin las 10 observaciones identificadas

como atipicas. Denotamos a este tltimo procedimiento cL™°%,
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CL cr,~ out MM

MSPE 0.00252 | 0.00512 | 0.00504

MedSPE | 0.00095 | 0.00087 | 0.00084

MSPFEcgan | 0.00128 | 0.00151 | 0.00149

Tabla 11.6: Efectos de los 14 datos atipicos en el conjunto de entrenamiento y test.

Como puede observarse, los resultados obtenidos muestran que, como ha sido ampliamente dis-
cutido, el estimador de minimos cuadrados trata de dar un compromiso entre observaciones atipicas
y no atipicas. Después de haber eliminado los datos que se detectaron como atipicos, el procedi-
miento clasico lleva a resultados similares a los obtenidos con el MM—-estimador, lo que confirma la
utilidad de los procedimientos robustos tanto para proveer métodos de inferencia confiables como

para identificar potenciales datos atipicos.
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Figura 11.7: Estimaciones para By y 79. Las lineas azul, naranja y verde oscuro corresponden al ajuste

robusto, cldsico y al ajuste cldsico sin los datos atipicos del conjunto de entrenamiento, respectivamente.

Las Figuras|11.7(a)| y [11.7(b)| muestran, respectivamente, las estimaciones de 79 y Sy obtenidas

mediante el procedimiento clasico (en lineas color naranja), el robusto (en azul) y el cldsico sin los
datos atipicos (en verde oscuro). En ambos casos, la estimacién robusta no se ve afectada por los
datos atipicos del conjunto de entrenamiento y da resultados similares a los del estimador clésico
una vez que los datos atipicos son eliminados de la muestra. En particular, la estimacién clésica
de By se ve seriamente afectada para valores pequeiios de longitudes de onda, mientras que la de

1o muestra un corrimiento respecto de las estimaciones obtenidas mediante el MM-estimador y el
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estimador de minimos cuadrados basado en la muestra sin datos atipicos.

11.3. Apéndice: Tablas sin poda.

Las Tablas[11.7, [11.8 [11.9 y [L1.10} que reportamos a continuacion, contienen las medidas resu-

men sin poda correspondientes a las Tablas [11.1] [11.2} [11.3]y [11.4] respectivamente, presentadas en

las Secciones [11.1.2| y [11.1.3] Las conclusiones que se pueden extraer de las mismas son andlogas a

las descriptas para las medidas Sesgoz; y MISErg.

/B\ ﬁ ﬁMOD
Estimador | Criterio | Sesgo? MISE | Sesgo? MISE | Sesgo? MISE

CL AIC 0.0110 0.8305 | 0.0038 0.0620 | 0.0106 0.0416
AIC* | 0.0110 0.8305 | 0.0038 0.0620 | 0.0106 0.0416
BICps | 0.0104 0.3814 | 0.0065 0.0636 | 0.0121 0.0436
BIC; | 0.0122 0.1515 | 0.0201 0.0783 | 0.0225 0.0536
BICys | 0.0104 0.3814 | 0.0065 0.0636 | 0.0121 0.0436
BICT | 0.0122 0.1515 | 0.0201 0.0783 | 0.0225 0.0536
HIC | 0.0193 2.4368 | 0.0064 0.0649 | 0.0120 0.0444

M AIC 0.0089 0.6292 | 0.0046 0.0646 | 0.0113 0.0439
AIC* | 0.0118 0.1660 | 0.0159 0.0745 | 0.0192 0.0512
BICy5 | 0.0093 0.3380 | 0.0083 0.0663 | 0.0133 0.0460
BIC; | 0.0119 0.1530 | 0.0254 0.0855 | 0.0266 0.0587
BIC§5 | 0.0117 0.1458 | 0.0279 0.0884 | 0.0285 0.0607
BICY | 0.0112 0.1386 | 0.0856 0.1169 | 0.0620 0.0801
HIC | 0.0128 2.2454 | 0.0085 0.0676 | 0.0136 0.0468

MM AlIC 0.0108 1.1058 | 0.0041 0.0659 | 0.0113 0.0443
AIC* | 0.0113 1.6008 | 0.0059 0.0683 | 0.0124 0.0462
BICps | 0.0089 0.4874 | 0.0065 0.0670 | 0.0124 0.0459
BIC; | 0.0122 0.1529 | 0.0189 0.0803 | 0.0219 0.0551
BICgs | 0.0111 1.0764 | 0.0076 0.0700 | 0.0134 0.0480
BICTY | 0.0112 0.2251 | 0.0201 0.0844 | 0.0228 0.0578
HIC | 0.0169 2.7118 | 0.0063 0.0681 | 0.0125 0.0468

Tabla 11.7: Medidas resumen sin podar bajo Cy para todos los criterios para el Modelo 1.
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B n Thion
Estimador | Criterio | Sesgo? MISE | Sesgo? MISE | Sesgo? MISE
CL AIC | 0.0019 0.8322 | 0.0038 0.0626 | 0.0106 0.0416
AIC* | 0.0019 0.8322 | 0.0038 0.0626 | 0.0106 0.0416
BICy5 | 0.0006 0.3685 | 0.0064 0.0639 | 0.0120 0.0435
BIC; | 0.0003 0.1389 | 0.0198 0.0785 | 0.0221 0.0533
BICj s | 0.0006 0.3685 | 0.0064 0.0639 | 0.0120 0.0435
BICT | 0.0003 0.1389 | 0.0198 0.0785 | 0.0221 0.0533
HIC | 0.0124 2.4311 | 0.0063 0.0652 | 0.0119 0.0443
M AIC | 0.0008 0.8150 | 0.6484 0.6817 | 0.6312 0.6602
AIC* | 0.0005 0.4497 | 0.6475 0.6829 | 0.6294 0.6602
BICy5 | 0.0005 0.4262 | 0.6475 0.6828 | 0.6294 0.6602
BIC; | 0.0002 0.2287 | 0.6457 0.6877 | 0.6225 0.6588
BICq s | 0.0002 0.2745 | 0.6463 0.6851 | 0.6263 0.6600
BICY | 0.0002 0.2098 | 0.6476 0.6898 | 0.6194 0.6555
HIC | 0.0100 3.2260 | 0.6474 0.6831 | 0.6291 0.6601
MM AIC | 0.0034 1.0768 | 0.0040 0.0662 | 0.0111 0.0441
AIC* | 0.0034 1.5625 | 0.0058 0.0685 | 0.0122 0.0459
BICy5 | 0.0007 0.4732 | 0.0065 0.0671 | 0.0124 0.0457
BICy; | 0.0003 0.1406 | 0.0181 0.0797 | 0.0211 0.0543
BICj§ s | 0.0015 1.0435 | 0.0074 0.0706 | 0.0132 0.0481
BICT | 0.0003 0.2043 | 0.0189 0.0835 | 0.0217 0.0569
HIC | 0.0088 2.7495 | 0.0062 0.0688 | 0.0124 0.0466

Tabla 11.8: Medidas resumen sin podar bajo Cy para todos los criterios para el Modelo 2.
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n Tion
Estimador | Sesgo? MISE | Sesgo? MISE | Sesgo? MISE
Co CL 0.0122 0.1515 | 0.0201 0.0783 | 0.0225 0.0536
M 0.0119 0.1530 | 0.0254 0.0855 | 0.0266 0.0587
MM 0.0122 0.1529 | 0.0189 0.0803 | 0.0219 0.0551
Cq CL 0.0186 1.8468 | 1.5961 2.0783 | 1.6827 1.9357
M 0.0132 0.4304 | 0.3189 0.5390 | 0.3402 0.4746
MM 0.0093 0.2169 | 0.0244 0.0922 | 0.0265 0.0628
Cy CL 3.4921 3.7270 | 0.0556 0.1375 | 0.0501 0.0931
M 3.5309 3.7600 | 0.0739 0.1451 | 0.0605 0.0983
MM 0.1127 1.1543 | 0.0327 0.1334 | 0.0403 0.1014

Tabla 11.9: Medidas resumen sin podar para los estimadores B, 7'y Tuop de By y mg, bajo el Modelo 1,
calculados sin restricciones usando B—splines y cuando el estimador de g es calculado a partir de 7 usando

la modificacién mondétona descripta en la Seccién

5 0 Phiov
Estimador | Sesgo? MISE | Sesgo? MISE | Sesgo? MISE
Co CL 0.0003 0.1389 | 0.0198 0.0785 | 0.0221 0.0533
M 0.0002 0.2287 | 0.6457 0.6877 | 0.6225 0.6588
MM 0.0003 0.1406 | 0.0181 0.0797 | 0.0211 0.0543
C CL 0.0028 1.8065 | 1.6087 2.0884 | 1.6958 1.9474
M 0.0007 0.4114 | 0.3200 0.5388 | 0.3417 0.4743
MM 0.0005 0.2022 | 0.0234 0.0917 | 0.0255 0.0621
Cy CL 3.3690 3.5973 | 0.0542 0.1371 | 0.0491 0.0923
M 3.4067 3.6500 | 0.0723 0.1451 | 0.0593 0.0978
MM 0.0929 1.1589 | 0.0317 0.1340 | 0.0395 0.1018

Tabla 11.10: Medidas resumen sin podar para los estimadores E, 7'y Tuop de Bo v 1o, bajo el Modelo 2,
calculados sin restricciones usando B-splines y cuando el estimador de 7y es calculado a partir de 77 usando

la modificacién mondtona descripta en la Seccién
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Capitulo 12

Consideraciones finales

Desde su introduccién por Engle et al. (1986), el modelo parcialmente lineal ha sido extensamente
estudiado en la literatura estadistica. El creciente interés por el desarrollo de técnicas basadas el
datos funcionales ha suscitado varias propuestas que combinan enfoques tanto paramétricos como
no paramétricos con regresiéon funcional resultando en modelos parcialmente lineales funcionales.
Entre otros modelos, la propuesta que estudiamos considera un modelo con una componente no

paramétrica 7p y un término de regresién funcional con parametro, de dimensién infinita, Sg.

Uno de los enfoques tradicionales para estimar estas funciones consiste en desarrollar ambas
componentes en ciertas bases y realizar inferencia sobre los coeficientes. Los B—splines han sido
considerados para aproximar tanto la pendiente funcional 8y como la componente no paramétrica
no- Una ventaja de los B—splines es que proveen un procedimiento de estimaciéon que puede ex-
tenderse a la situacién en que hay restricciones de monotonia en la componente no paramétrica
imponiendo restricciones de no decrecimiento en los coeficientes. Para superar la sensibilidad del
procedimiento clasico basado en funciones de pérdida no convexas hemos introducido una familia
de estimadores robustos para ambas componentes del modelo. Mediante una monotonizacién del
estimador robusto de B—splines sin restricciones de 7y se estiman ambas componentes sin necesi-
dad de recalcular el estimador de (y. Una alternativa consiste en desarrollar el término funcional
en la base de autofunciones del operador de covarianza. En esta linea, presentamos una propuesta
robusta de componentes principales esféricas, el estudio detallado de sus propiedades asintdticas
y del comportamiento para muestras finitas serdn objeto de estudio futuro. Asimismo, evaluamos

diferentes criterios para la seleccion del modelo.

Obtuvimos resultados de consistencia y tasas de convergencia tanto para los estimadores sin
restricciones como para aquellos obtenidos imponiendo restricciones de orden a los coeficientes. Re-

sultados para la versién monotonizada se deducen de los anteriores. El comportamiento inadecuado
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del método clésico cuando hay datos atipicos en la muestra se confirma en nuestro estudio de simu-
lacién. El procedimiento robusto da origen estimadores més confiables conduciendo préacticamente

a los mismos resultados para muestras con y sin datos atipicos.

Por tdltimo, ilustramos mediante un conjunto de datos reales la utilidad de los procedimientos
robustos tanto para proveer métodos de inferencia confiables como para identificar potenciales datos

atipicos.

Pablo Vena Graciela Boente Matias Salibian—Barrera
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