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Propiedades homotdpicas de los complejos de p-subgrupos

Resumen. En esta tesis se investigan las propiedades homotépicas de los posets de p-
subgrupos de un grupo finito. Particularmente estudiamos los siguientes problemas: la conjetu-
ra de Quillen que relaciona la contractibilidad de estos posets con la existencia de p-subgrupos
normales no triviales, la conjetura de Webb sobre los complejos (y posets) de 6rbitas, y el grupo
fundamental de estos posets. Los métodos desarrollados en este trabajo combinan herramien-
tas de la teoria de grupos finitos, la clasificacién de grupos simples y sistemas de fusién, con
herramientas topolégicas y combinatorias.

A principios de los 70, D. Quillen relacioné la cohomologia equivariante médulo p de los
G-espacios con los p-subgrupos elementales abelianos de G. El poset S,(G) de p-subgrupos
no triviales de G fue introducido luego por K. Brown para estudiar la caracteristica de Euler
de grupos (no necesariamente finitos), que codifica la presencia de torsion. Unos afios mas
tarde, Quillen introdujo el poset A,(G) de p-subgrupos elementales abelianos no triviales de
un grupo finito G y estudi6 las propiedades homotdpicas de su complejo de orden asociado
IC(A,(G)) en relacion con las propiedades algebraicas p-locales de G. Asf, Quillen probé que
K(A,(G)) y K(S,(G)) son homotSpicamente equivalentes y que si G posee un p-subgrupo
normal no trivial entonces estos complejos son contréctiles. La vuelta a esto tltimo es la bien
conocida conjetura de Quillen, que actualmente permanece abierta. El resultado mas avanzado
en esta direccion se debe a M. Aschbacher y S.D. Smith, quienes establecieron la conjetura si
p > 5y los grupos no poseen ciertas componentes unitarias.

En esta tesis adoptamos el punto de vista de R.E. Stong de tratar a los posets A,(G) y
S,(G) como espacios topoldgicos finitos. Con esta topologia intrinseca, estos posets no son
homotdépicamente equivalentes y la conjetura de Quillen se puede reformular diciendo que si
S,(G) es homotdpicamente trivial como espacio finito entonces es contrictil. En general, hay
espacios finitos homotopicamente triviales pero no contractiles (el teorema de Whitehead no es
vélido en espacios finitos). Respondimos a una pregunta de Stong mostrando que A, (G) puede
ser homotdpicamente trivial pero no contrictil y describimos la contractibilidad del espacio
finito A, (G) en términos puramente algebraicos.

En este contexto estudiamos la conjetura de P. Webb que afirma que, en término de es-
pacios finitos, los posets A,(G)' /G y S,(G)'/G son homotdpicamente triviales. La conjetura
original de Webb fue probada primero por P. Symonds. En general S,(G)'/G puede no ser
contréctil como espacio finito, pero A,(G)’/G resulté ser contréctil en todos los ejemplos que
calculamos, y conjeturamos que esto debe valer siempre (Ilamamos a esto la version fuerte de
la conjetura de Webb). En la tesis mostramos la validez de la version fuerte de la conjetura en
diversos casos, utilizando para esto herramientas de sistemas de fusién.

El grupo fundamental de los posets de p-subgrupos fue estudiado por varios matemati-
cos en las dltimas tres décadas. Hasta el momento los trabajos mds relevantes son los de M.
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Aschbacher, quien prob6 condiciones algebraicas necesarias y suficientes para que A,(G) sea
simplemente conexo, mdédulo una conjetura sobre la cual hay considerable evidencia, y los
trabajos de Ksontini quien investigd el grupo fundamental de estos posets cuando el grupo G
es un grupo simétrico. En todos los casos estudiados los grupos resultaban siempre libres. En
esta tesis probamos que el grupo fundamental de estos complejos es libre en casi todos los
casos. En particular vimos que es libre para ciertas extensiones de grupos simples y para to-
dos los grupos resolubles. En general, asumiendo la conjetura de Aschbacher, mostramos que
71 (Ap(G)) = m(Ap(Sg)) * F, donde F es un grupo libre, Si es un cociente particular de G y
71 (Ap(Sg)) es libre salvo quizds si S es casi simple. Ademds, vimos que 71 (A3(Ajp)) no es
libre (acd A g es el grupo alterno en 10 letras), mostrando que la obstruccién a que los comple-
jos de p-subgrupos sean homotdpicos a bouquet de esferas puede aparecer también en el ;.
Este es el primer ejemplo en la literatura de un poset de p-subgrupos con grupo fundamental
no libre.

Por dltimo, nos centramos en el estudio de la conjetura de Quillen. Demostramos que ésta
es cierta si K(S,(G)) admite un subcomplejo invariante de dimensién 2 y homotépicamente
equivalente a él, probando asi nuevos casos de la conjetura que no eran sabidos hasta el mo-
mento. También mostramos que la conjetura se puede estudiar bajo la suposiciéon 0,/ (G) = 1
(el subgrupo normal de G més grande de orden coprimo con p), extendiendo varios de los re-
sultados conocidos de Aschbacher y Smith a todo primo p. Esto nos permite concluir que la
conjetura es cierta si K(A,(G)) tiene dimensién 3.

Palabras clave: p-subgrupos, espacios finitos, clasificaciéon de grupos simples, sistemas de
fusién, conjetura de Quillen.
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Homotopy properties of the p-subgroup complexes

Abstract. In this thesis we investigate the homotopy properties of the p-subgroup posets
of a finite group. Particularly, we study the following problems: Quillen’s conjecture, which
relates the contractibility of these posets with the existence of nontrivial normal p-subgroups,
Webb’s conjecture, on the orbit complexes (and posets), and the fundamental group of these
posets. The methods developed in this work combine tools of the theory of finite groups, the
classification of finite simple groups and fusion systems, with topological and combinatorial
techniques.

At the beginning of the seventies, D. Quillen related the equivariant cohomology modulo
p of G-spaces with the elementary abelian p-subgroups of G. The poset S,(G) of nontrivial
p-subgroups of G was introduced by K. Brown to study the Euler characteristic of groups (not
necessary finite), which encodes the presence of torsion. Some years later, Quillen introduced
the poset A,(G) of nontrivial elementary abelian p-subgroups of a finite group G and studied
the homotopy properties of its order complex K(A,(G)) in relation with the p-local algebraic
properties of G. Quillen proved that X(A,(G)) and (S, (G)) are homotopy equivalent and
that if G has a nontrivial normal p-subgroup then these complexes are contractible. The reci-
procal to this last statement is the well-known Quillen’s conjecture, which remains open. The
most advanced result on this direction is due to M. Aschbacher and S.D. Smith, who established
the conjecture if p > 5 and the groups do not have certain unitary components.

In this dissertation we adopt the viewpoint of R.E. Stong of handling the posets .A,(G) and
S,(G) as finite topological spaces. With this intrinsic topology, these posets are not homotopy
equivalent and Quillen’s conjecture can be reformulated by saying that if S,,(G) is a homotopi-
cally trivial finite space then it is contractible. In general, there are homotopically trivial finite
spaces which are not contractible (Whitehead’s theorem is no longer true in this context). We
answer a question raised by Stong by showing that A,(G) may be homotopically trivial but
non-contractible, and describe the contractibility of the finite space A, (G) in purely algebraic
terms.

In this context we study Webb’s conjecture which states that, in terms of finite spaces, the
posets A,(G)'/G and S,(G)' /G are homotopically trivial. The original Webb’s conjecture was
proved first by P. Symonds. In general S,(G)’'/G may be non-contractible as a finite space,
but A,(G)'/G turned out to be contractible in all the examples that we computed, and we
conjecture that this should always hold (we call this the strong version of Webb’s conjecture).
We prove some cases of the strong version of the conjecture by using tools of fusion systems.

The fundamental group of the posets of p-subgroups was studied by several mathematicians
in the last decades. So far, the most relevant works are those of M. Aschbacher, who proved
necessary and sufficient algebraic conditions for A,(G) to be simply connected, modulo a
conjecture for which there is considerable evidence, and the works of Ksontini who investigated



the fundamental group of these posets when G is the symmetric group. In all the cases studied,
the groups turned out to be free. In this thesis we show that the fundamental group of these
complexes is free in almost all cases. In particular we prove that it is free for certain extensions
of simple groups and for any solvable group. In general, assuming Aschbacher’s conjecture, we
show that m;(A,(G)) = m(A,(Sg)) * F, where F is a free group, Sg is a particular quotient
of G and m;(A,(S¢)) is free except perhaps if Sg is almost simple. Moreover, we prove that
m (A3(Ayg)) is non-free (here, Ay is the alternating group in 10 letters), showing that the
obstruction for the p-subgroup complexes to be homotopy equivalent to a bouquet of spheres
can also rely on the ;. This is the first example in the literature of a p-subgroup poset with
non-free fundamental group.

Finally, we focus on the study of Quillen’s conjecture. We prove that the conjecture holds if
K(S,(G)) admits an invariant 2-dimensional homotopy equivalent subcomplex, showing new
cases of the conjecture. We also prove that the conjecture can be studied under the supposition
O, (G) = 1 (the largest normal subgroup of G of order prime to p), extending some known re-
sults of Aschbacher and Smith to every prime p. This allows us to conclude that the conjecture
holds if IC(A,(G)) has dimension 3.

Key words: p-subgroups, finite spaces, classification of finite simple groups, fusion systems,
Quillen’s conjecture.
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Introduccion

El objetivo principal de esta tesis es estudiar las propiedades homotodpicas de los posets
de p-subgrupos tanto desde el punto de vista de espacios finitos como desde el punto de vista
clasico por medio de la topologia de sus complejos de 6rdenes. Dado un grupo finito G y un
primo p que divide a su orden, consideramos el poset S,(G) de p-subgrupos no triviales de G
y el subposet A, (G) de p-subgrupos elementales abelianos no triviales de G.

El estudio de estos posets comenzé en la década del 70, motivado por los articulos funda-
cionales de D. Quillen [Qui71], quien relaciond ciertas propiedades de la cohomologia equi-
variante médulo p de los G-espacios con los p-subgrupos elementales abelianos de G. El gru-
po G actia en estos posets via conjugaciéon en los p-subgrupos, y por lo tanto obtenemos
G-espacios cuyas propiedades homotdpicas estdn estrechamente ligadas con G. Por ejemplo,
en [Web87] se relaciona la cohomologia p-ddica de G con la de los grupos de isotropia de
los simplices del complejo de orden K(S,(G)), y el teorema de amplitud de Brown estable-
ce que la cohomologfa equivariante médulo p de |K(S,(G))| es isomorfa a la cohomologia
equivariante modulo p de G (ver [Bro94, Smill]). Recordar que si X es un poset finito, su
complejo de orden IC(X) consiste de las cadenas no vacias de elementos de X. Si Y es un
G-espacio entonces EG XY es su construccidon de Borel, y la cohomologia equivariante de
Y es la cohomologia de su construccién de Borel. También tenemos la fibracién de Borel
IIC(S,(G))| = EG x¢ |K(S,(G))| — BG que induce una sucesién exacta corta en los gru-
pos fundamentales, mostrando que 71 (EG x ¢ |K(S,(G))|) es en general un grupo infinito (ver
Teorema 3.4.2).

Desde un punto de vista algebraico, la estructura como G-poset de S,(G) guarda la in-
formacién p-local de G, es decir, la estructura de los normalizadores de los p-subgrupos no
triviales de G. Esto estd fuertemente relacionado con la fusion del grupo. El estudio gene-
ral de los sistemas de fusién y los grupos p-locales comenzé como generalizacién de esta
idea para abstraerse de la estructura global del grupo y tratar de entender sus propiedades
p-locales de una manera més sistematica: como son los morfismos de conjugacién entre p-
subgrupos de un p-subgrupo de Sylow fijo. Desde un punto de vista topoldgico, la estructura
p-local del grupo codifica la misma informacién que la p-completacion BG/,A7 de su espacio
clasificante BG. M4s relaciones aparecen en la teorfa de representacion de grupos finitos. Ver
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INTRODUCCION

[AKOL11, Grol6, Qui78, Smil 1, Web87].

En [Bro75], K. Brown trabajé con la parte racional de la caracteristica de Euler de un
grupo (no necesariamente finito), la cual guarda relacién con la presencia de torsién en el
grupo. Introdujo el poset S,(G) de p-subgrupos no triviales y mostr6 que, cuando G es finito,
2(S,(G)) es 1 médulo |G|, (la potencia mds grande de p que divide al orden de G). Esto es
comunmente denominado Homological Sylow Theorem.

Unos afios més tarde, D. Quillen estudié mas en profundidad las propiedades homotdpicas
de estos posets por medio de sus complejos de érdenes [Qui78]. El introdujo el poset A, (G)
y mostré que la inclusién C(A,(G)) C K(S,(G)) es una equivalencia homotdpica. También
relacioné algunas propiedades homotdpicas de estos complejos con propiedades algebraicas
de G. Por ejemplo, la desconexién de KC(S,(G)) se traduce algebraicamente en la existencia
de un subgrupo de G fuertemente p-embebido. En [Qui78] se muestra que si G posee un p-
subgrupo normal no trivial entonces K(S,(G)) es contrictil. La vuelta a esta proposicién es
la bien-conocida conjetura de Quillen [Qui78, Conjecture 2.9]. Quillen establecid la conjetura
para grupos resolubles, grupos de p-rango 2 (es decir, .A,(G) tiene altura 1) y grupos finitos
de tipo Lie en caracteristica p (porque en este caso /C(S,(G)) es homotdpico al Tits building
del grupo). Actualmente la conjetura permanece abierta pero han habido importantes avances.
El resultado mds general se encuentra en el famoso articulo de M. Aschbacher y S.D. Smith
[AS93]. Ellos utilizan fuertemente la clasificacién de los grupos finitos simples para probar la
conjetura si p > 5y los grupos no poseen ciertas componentes unitarias. Ver también [AK90,
HI88, PSV19, Rob88, Smill].

En la década de los 80, R.E. Stong considerd los posets de p-subgrupos como espacios
topoldgicos finitos por primera vez. Si X es un poset finito entonces posee una topologia in-
trinseca cuyos abiertos son los downsets (0 sea los conjuntos U C X talesquesixeUey <x
entonces y € U). Esta construccién da lugar a un isomorfismo entre la categoria de posets fi-
nitos con funciones que preservan el orden y la categoria de espacios finitos 7y con funciones
continuas. Cuando X es un poset finito, también tenemos la topologia de su complejo de orden
KC(X). La relacién entre estas dos topologias estd dada por el teorema de McCord que afirma
que existe un equivalencia débil natural py : |[KC(X)| — X, es decir, una funcién continua que
induce isomorfismos en todos los grupos de homotopia y de homologia (ver [McC66]). Con
la topologia intrinseca de espacios finitos, un poset finito X homotdpicamente trivial (todos
sus grupos de homotopia, y en particular de homologia, son triviales) podria no ser contractil
y, mds en general, hay equivalencias débiles entre espacios finitos que no son equivalencias
homotdpicas. Es decir, el teorema de Whitehead no es valido en el contexto de espacios topo-
l6gicos finitos. Ver [Ale37, Barlla, Sto66] para mds detalles. En [Sto84] Stong consider6 los
posets A,(G) y S,(G) como espacios topoldgicos finitos y prob6 que, como espacios finitos,
no tienen el mismo tipo homotépico (aunque la inclusion A, (G) — S,(G) es una equivalencia
débil por el teorema de McCord y el resultado de Quillen). Mds atn, mostré que S,(G) es



INTRODUCCON

contrictil como espacio finito si y solo si G posee un p-subgrupo normal no trivial. De esta
manera, la conjetura de Quillen se puede reformular diciendo que si S,,(G) es un espacio finito
homotépicamente trivial entonces es contractil (como espacio finito). Como A, (G) y S,(G) no
tienen el mismo tipo homotépico como espacios finitos en general, Stong pregunto si la misma
reformulacién de la conjetura de Quillen puede ser establecida en términos de A, (G).
Nuestro estudio sobre los posets de p-subgrupos comenzé motivado por esta pregunta de
Stong y los resultados obtenidos por J. Barmak relacionando los distintos tipos homotdpicos
de espacios finitos [Barlla, Chapter 8]. En mi Tesis de Licenciatura [Pit16], respondi por la
negativa a la pregunta de Stong exhibiendo un grupo G tal que para p = 2, el espacio finito
A,(G) es homotdpicamente trivial pero no contréctil (ver Ejemplo 1.3.17). De esta manera, la
conjetura de Quillen en términos de espacios finitos no significa lo mismo para A,(G) y S,(G).
Maés atin, como para S,(G) hay una descripcién puramente algebraica de lo que significa ser
contrictil como espacio finito, hicimos lo mismo para el poset .A,(G) usando la nocién de ho-
motopia en pasos. Bsicamente una homotopia entre funciones continuas de espacios finitos
puede describirse combinatoriamente y uno puede definir una longitud n > 0 de la homotopia.
De esta manera, decimos que un poset finito es contrdctil en n pasos si existe una homotopia de
longitud n entre la funcién identidad del poset y una funcién constante. Para el caso del poset
A,(G), esta longitud define un invariante algebraico que se traduce en la existencia de cierto
p-subgrupo elemental abeliano de G. Esto permite describir la contractibilidad de A,(G) en
términos algebraicos (aunque para determinar estos subgrupos se necesita conocer parte de la
combinatoria del poset A,(G)). Estos resultados pueden encontrarse en el articulo escrito en
colaboracién con E.G. Minian [MP18]. En el Capitulo 1 exhibimos algunos de estos resultados.
También estudiamos estas preguntas en relacion con otros posets de p-subgrupos que surgen
en la literatura. Considere el poset B,(G) = {P € S,(G) : P = O,(Ng(P))} de p-subgrupos
radicales no triviales de G, introducido por Bouc y cominmente llamado poset de Bouc. Aqui,
O,(H) denota al p-subgrupo normal mas grande de H, y Ng(P) es el normalizador de P en G.
Es sabido que K(B,(G)) — K(S,(G)) es una equivalencia homotépica (ver [Bou84, TW91]).
En términos de espacios finitos, probamos que B,(G) puede tener distinto tipo homotépico a
S,(G) y a Ay(G) (aunque tienen el mismo tipo homotépico débil por el teorema de McCord).
Se puede ver que si O,(G) # 1 entonces O,(G) es un minimo de B,(G) y por lo tanto, B,(G)
es contractil como espacio finito si y solo si G posee un p-subgrupo normal no trivial. Asi, la
conjetura de Quillen (en términos de espacios finitos) se reformula de la misma manera pa-
ra B,(G) que para S,(G). En términos de homotopia simple equivariante de espacios finitos,
mostramos que S,(G) ¥ B,(G), S,(G) ' A,(G) y B,(G) /¥ A,(G). También considera-
mos el complejo de Robinson R,(G) C K(S,(G)), introducido por R. Kn’orr y G. Robinson
[KR89], cuyos simplices son las cadenas de p-subgrupos (P < ... < B,) de manera que P; es
normal en P, para todo i. La inclusion R ,(G) — K(S,(G)) es una equivalencia homot6pica
(ver [TWO1]). A diferencia de los otros complejos de p-subgrupos, en general R ,(G) no pro-
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INTRODUCCION

viene de un poset y por lo tanto consideramos su poset de caras de R,(G) para estudiar sus
propiedades homotdpicas como espacio finito. Si K es un complejo simplicial finito, su poset
de caras X'(K) es el poset finito cuyos elementos son los simplices no vacios de K ordena-
dos por inlcusién. Si X es un poset finito, entonces X (K(X)) = X’ es la primera subdivision
de X. Notar que la primera subdivisién baricéntrica de K es K’ = K(X(K)). En vista de es-
tas observaciones, es mas natural considerar las relaciones homotodpicas entre el espacio finito
X(R,(G)) y los posets S,(G)', A,(G)" y B,(G)'. En general, X(R,(G))' no es homotpica-
mente equivalente a ninguno de los otros posets y puede ser homotdpicamente trivial pero no
contréctil (ver Ejemplo 1.3.17), pero X (R,(G)) 4 S,(G).

En el Capitulo 2 estudiamos la conjetura de P. Webb en términos de espacios finitos.
En [Web87] se conjeturé que el espacio de 6rbitas [IC(S,(G))|/G es contréctil. La conjetu-
ra de Webb fue probada primero por P. Symonds [Sym98] utilizando herramientas bésicas
de topologia algebraica. Mds tarde surgieron otras demostraciones y generalizaciones de es-
te problema utilizando teorfa de fusién de grupos y teoria de Morse de Bestvina-Brady (ver
[Bux99, Grol6, Lib08, Lin09]). En general, la conjetura se prueba usando el complejo de Ro-
binson. En [Pit16] probamos que, en términos de espacios finitos, la conjetura de Webb afirma
que los posets de 6rbitas S,(G)' /G, A,(G)'/G, B,(G)' /Gy X(R,(G))/G son homotdpica-
mente triviales. La accién de G en estos posets es la inducida por conjugacién en las cadenas
de p-subgrupos. De esto nace naturalmente la pregunta de si en verdad son contréctiles como
espacios finitos. En el articulo [Pit19] mostramos que S,(G)'/G y B,(G)'/G pueden no ser
contréctiles. Sin embargo, no sabemos si .A,(G)’/G es siempre contrictil o no. Hasta ahora
las evidencias sugieren que siempre es contractil y en [Pit19] conjeturamos que esta version
mads fuerte de la conjetura de Webb debe valer. En [Pit19] se muestran varios casos para los
que A,(G)'/G es un espacio finito contractil utilizando herramientas basicas de fusién de gru-
pos finitos como el teorema de fusién de Alperin. En este capitulo recordamos los resultados
de este articulo y probamos mds casos de esta conjetura mds fuerte. Los métodos que usa-
mos dependen fuertemente de que estamos lidiando con cadenas de p-subgrupos abelianos y
por lo tanto no pueden ser aplicados de la misma manera a los posets S,(G)'/G y B,(G)'/G.
En el siguiente teorema resumimos todos los casos en que probamos que A,(G)’'/G es con-
tractil como espacio finito. Notamos por SylP(G) al conjunto de p-subgrupos de Sylow de
G, |G| al orden de G, Q;(G) = (x € G:x? = 1) y Z(G) al centro de G. El p-rango de G es
m,(G) =méx{r:A € A,(G),|A| =p"}.

Teorema 2.5.12. Sea G un grupo finito, p un primo que divide a su orden, S € Sylp(G) y
Q = Q4 (Z(S)). En los siguientes casos A,(G)' /G es un espacio finito contrdctil:

1. Q(S) es abeliano,
2. A,(G) es contrdctil,

3. |G| = p%q, con q primo,
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INTRODUCCON

4. Los p-subgrupos de Sylow de G se intersecan trivialmente,

5. La fusion de los p-subgrupos elementales abelianos de S estd controlada por Ng(O)
para algiin 1 # 0 < Q1(Z(Q4(S))),

6. my(G)—m,(Q) <1,
7. mp(G) —m,(Q) =2y my(G) > logp(]G\p) -1,
8. |G|, < p*

9. G =My, Mz, My, J1, Jo, HS, o p es impar y G es un grupo de Mathieu, un grupo de
Janko, He, O’N, o Ru, 0 p =5y G = Coy,

10. A, (G) es disconexo.

La dificultad para probar que A, (G)’/G es contrictil si G es p-resoluble recae en el hecho
de que A,(G) puede ser homotopicamente trivial pero no contréctil como espacio finito. Es
decir, O,(G) # 1 no garantiza que A, (G) sea contréctil. Esto no sucede con S,(G)'/G.

En el siguiente teorema resumimos los casos en los que hemos probado que el espacio
finito S,(G)'/G es contréctil. Recordar que O,/ (G) es el subgrupo normal de G mds grande de
orden coprimo con p.

Teorema 2.5.11. Sea G un grupo finito, p un primo que divide a |G|y S € Syl,(G). En los
siguientes casos S,(G)' /G es un espacio finito contrdctil:

1. 0,(G/0,(G)) # 1; en particular esto vale para grupos p-constrained (y por lo tanto
para p-resolubles) o si O,(G) # 1,

2. Q(S) es abeliano,

3. |G| = p%q, con q primo,

4. Los p-subgrupos de Sylow de G se intersecan trivialmente,

5. Existe 1 # O < Z(S) tal que Ng(O) controla la G-fusion en S.

El teorema anterior nos permite deducir que el grupo mds chico para el cual S,(G)'/G no
es contractil es el grupo simple PSL,(7) para p = 2, y, més en general, si S,(G)’/G no es
contréctil entonces G/0,/(G) es una extension de un producto directo de grupos simples por
automorfismos externos del producto (ver Observacién 2.5.9 y Proposicién 2.5.10).

También probamos que el poset de 6rbitas A,(G)/G (sin subdividir) es siempre contractil
como espacio finito.

Teorema 2.4.1. El espacio finito A,(G)/G es contrdctil.
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Para B,(G)/G y S,(G)/G esto es inmediato porque tienen un maximo: la clase de con-
jugacién de un p-subgrupo de Sylow. Sin embargo, A,(G)/G no tiene un maximo en general
pues A, (G) podria tener elementos maximales que no sean todos conjugados entre si e incluso
de distintos 6rdenes.

En el Capitulo 3 nos ocupamos de estudiar aspectos generales sobre el tipo homot6pi-
co de los complejos de p-subgrupos, enfocdndonos principalmente en su grupo fundamental.
Por mucho tiempo se pensé que (A, (G)) tenia siempre el tipo homotdpico de un bouquet
de esferas (de dimensiones posiblemente distintas). De hecho, Quillen probé6 esto para cier-
tos grupos resolubles y grupos de tipo Lie [Qui78]. Mas tarde, J. Pulkus y V. Welker dieron
una descomposicion wedge de KC(.A,(G)) de donde se deduce que si G es resoluble entonces
K(A,(G)) es un bouquet de esferas si los intervalos superiores K(A,(G/0,(G))>a) lo son
(A€ A,(G/Oy(G))). Ver [PW00]. Sin embargo, J. Shareshian mostré que en general los com-
plejos de p-subgrupos no tienen el tipo homotdpico de un bouquet de esferas pues hay torsién
en el segundo grupo de homologia de A3(Aj3), donde A3 es el grupo alterno en 13 letras
[Sha04]. No obstante, nada estaba dicho sobre el grupo fundamental, el cual deberia ser libre si
fueran homotdpicos a bouquet de esferas. M. Aschbacher fue uno de los primeros mateméticos
en investigar el grupo fundamental en bisqueda de condiciones puramente algebraicas nece-
sarias y suficientes para que A,(G) sea simplemente conexo [Asc93]. Asi, Aschbacher probé
que, médulo una conjetura sobre la cual hay considerable evidencia [Asc93, p.2], si m,(G) > 3
entonces A,(G) es simplemente conexo si y solo si los links A, (G)~4 son conexos para todo
|A| = p, salvo quizas si G/O,/(G) es un grupo casi simple u otros dos grupos excepcionales
que surgen de los grupos simples. Recordemos que G es denominado casi simple si existe un
grupo simple no abeliano L tal que L < G < Aut(L). Tanto las excepciones como el uso de la
conjetura corresponde a la parte del “si” del teorema. Siguiendo esta linea, K. Das estableci6 la
simple conexi6n de A, (G) para algunos grupos G de tipo Lie [Das95, Das98, Das00]. Luego
R. Ksontini trabajé con los grupos simétricos S,, describiendo los pares (p,n) para los que
A, (Sy) es simplemente conexo y mostrando que 7 (A,(S,)) es libre salvo quizds si n = 3p
0 3p+1 (p impar) [Kso03, Kso04]. Poco mds tarde, J. Shareshian probé que m;(A,(S,)) es
libre si n = 3p [Sha04]. Hasta ese momento no se sabia qué sucedia con el caso n =3p + 1.
Referimos a [Smil 1, Section 9.3] para un resumen sobre las diferentes geometrias simplemente
conexas para grupos simples, muy relacionadas con los complejos de p-subgrupos.

En esta tesis probamos que 71 (.A,(G)) es un grupo libre en casi todos los casos. De hecho
probamos que es libre para varias familias de grupos casi simples y para todos los grupos reso-
lubles. Sin embargo, encontramos que 7;(.A3(Ag)) no es libre y que Ajq (el grupo alterno en
10 letras) es el grupo mds chico que da lugar a un poset de p-subgrupos con grupo fundamental
no libre. Més atn, la homologia de .A3(A o) es libre abeliana. De esta manera, la obstruccién
a que K(A,(G)) sea un bouquet de esferas también puede recaer en el grupo fundamental y
podria no ser detectada con la homologia. Usualmente, el estudio de los problemas asociados
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a los complejos de p-subgrupos es por medio de su homologia, y nuestro ejemplo muestra
que en general esto no va a ser suficiente para determinar su tipo homotdpico. Observar que
A3(Aj9) = A3(S10) es uno de los casos excluidos en los cdlculos de Ksontini y Shareshian.
Estos resultados pueden encontrarse en el articulo escrito en colaboracién con E.G. Minian
[MP19].

Sin embargo, nuestro ejemplo es bastante excepcional y hemos probado que en general
el grupo fundamental si es libre, y que las posibles excepciones surgen esencialmente de los
grupos simples (como en el caso de A ). Para probar esto tuvimos que asumir la conjetura de
Aschbacher [Asc93, p.2], sobre la cual, como mencionamos antes, hay considerable evidencia.

Teorema 3.4.2. Sea G un grupo finito y p un primo que divide a |G|. Asuma la conjetura
de Aschbacher. Entonces existe un isomorfismo w1 (Ap(G)) = m1(Ap(Sg)) * F, donde F es un
grupo libre y Sg = Q1(G) /0, (21(G)). Ademds, m (A,(Sg)) es un grupo libre (y por lo tanto
71 (Ap(G)) es libre) excepto posiblemente si Sg es casi simple.

Para la parte del “Ademas” no necesitamos asumir la conjetura. Para grupos p-resolubles
0,(S¢) # 1, o sea que S,,(Si) es contrictil y asi obtenemos grupo fundamental libre, médulo
la conjetura de Aschbacher. Para grupos resolubles o para p = 2 la conjetura no es necesaria.

Corolario 3.0.1. Asuma la conjetura de Aschbacher. Si O,(Sg) # 1 entonces w1 (A,(G)) es
libre. En particular, esto vale para grupos p-resolubles y, mds en general, para grupos p-
constrained.

Corolario 3.0.3. Si G es resoluble entonces (A, (G)) es un grupo libre.

Mis atin, probamos que 7;(A,(G)) es libre para algunas familias de grupos casi simples
G.

Teorema 3.0.4. Supongamos que L < G < Aut(L), donde L es un grupo simple no abeliano.
Entonces w1 (A, (G)) es un grupo libre en los siguientes casos:

1. m,(G) <2,

2. Ap(L) es disconexo,

3. A,(L) es simplemente conexo,

4. L es simple de tipo Lie en caracteristica py p1 (G : L) cuando L tiene rango Lie 2,
5. p=2y Ltiene 2-subgrupos de Sylow abelianos,

6. p=2yL=A, (el grupo alterno en n letras),

7. L es un grupo de Mathieu, J, o J»,
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8 p>3yL=J; McL, O’N.

Por ejemplo, S.D. Smith comenta en [Smill, p.290] que para muchos grupos simples L
con mp(L) > 3 es de esperarse que A, (L) sea simplemente conexo.

Las técnicas utilizadas para probar estos resultados involucran herramientas bésicas de to-
pologia algebraica combinadas con reducciones de espacios finitos y la clasificacién de los
grupos finitos simples. También usamos los resultados de Aschbacher [Asc93].

En el Capitulo 4 estudiamos en profundidad la conjetura de Quillen. Recordemos que la
conjetura afirma que si C(A,(G)) es contrictil entonces G posee un p-subgrupo normal no
trivial, o sea O,(G) # 1. En general se trabaja con una siguiente version mdas fuerte de la

conjetura.
Conjetura fuerte de Quillen. Si O,(G) = 1 entonces H.(A,(G),Q) # 0.

En las primeras secciones del Capitulo 4 recordamos los resultados conocidos sobre la
conjetura (fuerte) junto con breves ideas de sus demostraciones, incluyendo el resultado de M.
Aschbacher y S.D. Smith [AS93, Main Theorem].

Luego, utilizando las ideas de B. Oliver y Y. Segev [OS02], probamos el siguiente teorema

sobre la conjetura de Quillen.

Teorema 4.3.1 (con 1. Sadofschi Costa y A. Viruel). Si K es un subcomplejo de Z-aciclico y
2-dimensional G-invariante de IC(S,(G)), entonces O,(G) # 1.

Del cual deducimos inmediatamente:

Corolario 4.3.2. Sea G un grupo finito. Supongamos que K(S,(G)) admite un subcomplejo
homotdpicamente a éste, 2-dimensional y G-invariante. Si O,(G) = 1 entonces H.(S,(G),Z) =
0.

Observar que el teorema no estd enunciado para la version fuerte de la conjetura.

Por ejemplo, el corolario anterior puede ser aplicado si m,(G) < 3 o B,(G) tiene altura 2.

Otro subposet que podemos considerar para aplicar el teorema anterior es el poset i(.A,(G))
de intersecciones no triviales de p-subgrupos elementales abelianos maximales. Este subposet
es G-invariante y homotopicamente equivalente a A,(G) (como espacio finito), por lo que
K(i(A,(G)))) € K(S,(G)) es una equivalencia homotdpica. Ver también [Smill] para una
lista mds extensa de complejos de p-subgrupos homotépicamente equivalentes a K(S,(G)).

En aplicacién de nuestro teorema, damos algunos ejemplos de grupos G los cuales no en-
tran en las hipétesis de los teoremas de [AS93] pero que atn asi verifican la conjetura por el
Corolario 4.3.2. Mostramos que es posible construirse un subcomplejo de K(S,(G)) homoto-
picamente equivalente, G-invariante y de dimension 2. Estos resultados aparecen en el articulo

escrito en colaboracién con I. Sadofschi Costa 'y A. Viruel [PSV19].
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Culminamos este capitulo mostrando que es posible estudiar la conjetura fuerte de Quillen
bajo la suposicion O,/ (G) = 1, y aplicamos esta reduccién para obtener nuevos casos de la
conjetura. En [AS93, Proposition 1.6], se muestra que esta suposicién es posible provisto de
que p > 5. Utilizando técnicas de espacios finitos y el caso p-resoluble de la conjetura de
Quillen, probamos que esta reduccion es posible para todo primo p. Precisamente, probamos
el siguiente teorema.

Teorema 4.5.1. Sea G un grupo finito. Supongamos que los subgrupos propios de G satisfacen
la conjectura fuerte de Quillen y que O, (G) # 1. Entonces G satisface la conjetura fuerte
de Quillen. En particular, un contraejemplo minimal G a la conjetura fuerte de Quillen tiene
0y (G)=1.

Este teorema no solo es interesante por la reduccién que nos permite hacer, sino también
por el método de su demostracion. El uso de la clasificacion de los grupos finitos simples en
la demostracion de este teorema es considerablemente menor que en la del resultado mds débil
[AS93, Proposition 1.6]. De hecho solo la usamos para invocar el caso p-resoluble de la conje-
tura, dentro del cual el uso de la Clasificacién es solo para la estructura de los automorfismos
externos de los grupos simples.

La demostracién de nuestro teorema también provee una técnica para encontrar ciclos no
triviales en la homologia de A,(G), generalizando la idea original de [AS93, Lemma 0.27]
(see Lemma 4.5.10).

Aplicando los Teoremas 3.4.2 y 4.5.1, y Corolario 4.3.2, obtenemos los siguientes corola-

rios.

Corolario 4.5.13. Sea G un grupo finito. Supongamos que los subgrupos propios de G sa-
tisfacen la conjetura fuerte de Quillen y que K(S,(G)) posee un subcomplejo 2-dimensional,
G-invariante y homotopicamente equivalente a éste. Entonces G satisface la conjetura fuerte
de Quillen.

Notar que este resultado es una ligera mejora a coeficientes racionales del Corolario 4.3.2,
pero necesitamos la hip6tesis inductiva.

Corolario 4.5.14. La conjetura fuerte de Quillen vale para grupos de p-rango a lo sumo 3.

También eliminamos la posibilidad de componentes de p-rango 1, que nos permite extender
el resultado principal de [AS93] a p =5.

Teorema 4.6.3. Sea L < G una componente tal que L/Z(L) tiene p-rango 1. Si la conjetura

fuerte de Quillen vale para los subgrupos propios de G, entonces vale para G.

Corolario 4.6.5. Las conclusiones del Main Theorem de [AS93] valen para p = 5.
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Finalmente, como aplicacién de nuestros métodos y resultados, deducimos la conjetura
fuerte para grupos de p-rango 4.

Teorema 4.6.8. La conjetura fuerte de Quillen vale para grupos de p-rango a lo sumo 4.

Estos resultados serdn parte de un nuevo articulo mas general sobre la conjetura de Quillen,
que actualmente estd en preparacion.

Muchos de los ejemplos que presentamos en esta tesis fueron calculados en GAP [GAP18]
con un paquete de posets finitos desarrollado en colaboracién con X. Fernandez e 1. Sadofschi
Costa [FPSC19]. En el Apéndice A.2 pueden encontrarse algunos de los c6digos que hemos
usado para computar los ejemplos que presentamos aqui.
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Introduction

The main objective of this thesis is to study the homotopy properties of the posets of p-
subgroups both from the point of view of finite topological spaces and from the classical view-
point by means of the topology of their order complexes. Given a finite group G and a prime
p dividing its order, we consider the poset S,,(G) of nontrivial p-subgroups of G and the poset
A,(G) of nontrivial elementary abelian p-subgroups of G.

The study of these posets began at the seventies, motivated by the foundational articles
of D. Quillen [Qui71], who related certain properties of the modulo p equivariant cohomo-
logy of G-spaces with the elementary abelian p-subgroups of G. The group G acts on the-
se posets via conjugation of the p-subgroups, and therefore we obtain G-spaces whose ho-
motopy properties are closely related with G. For example, in [Web87] the p-adic cohomo-
logy of G is related with that of the isotropy groups of the simplices of the order complex
K(S,(G)), and Brown’s ampleness theorem states that the modulo p equivariant cohomology
of |KK(S,(G))| is isomorphic to the modulo p cohomology of G (see [Bro94, Smill]). Recall
that if X is a finite poset, its order complex K(X) consists of the nonempty chains of elements
of X. If Y is a G-space then EG XY is its Borel construction, and the equivariant coho-
mology of Y is the cohomology of the Borel construction. We also have the Borel fibration
IIK(S,(G))| = EG % |K(S,(G))| — BG which induces a short exact sequence between the
fundamental groups, showing that 7 (EG x¢ |[K(S,(G))|) is in general an infinite group (see
Theorem 3.4.2).

From an algebraic point of view, the structure of S,(G) as a G-poset keeps the p-local
information of G, that is, the structure of the normalizers of the nontrivial p-subgroups of G.
This is strongly related with the fusion of the group. The general study of the fusion systems
and the p-local groups began as a generalization of this idea to get abstracted from the global
structure of the group and try to understand the p-local properties in a more systematic way:
how the conjugation morphisms between p-subgroups of a fixed Sylow p-subgroup are. From
a topological point of view, the p-local structure of the group encodes the same information
as the p-completion BGQ of its classifying space BG. More relations appears in representation
theory of finite groups. See [AKO11, Gro16, Qui78, Smill, Web87].

In [Bro75], K. Brown worked with the rational part of the Euler characteristic of a group
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(not necessarily finite), which keeps relation with the presence of torsion in the group. He intro-
duced the poset S,(G) of nontrivial p-subgroups and showed that, when G is finite, x(S,(G))
is 1 modulo |G|, (the greatest power of p dividing the order of G). This is usually called the
Homological Sylow Theorem.

A few years later, D. Quillen studied in more depth the homotopy properties of these posets
by means of their order complexes [Qui78]. He introduced the poset .4,(G) and showed that
the inclusion (A, (G)) € K(S,(G)) is a homotopy equivalence. He also related some homo-
topy properties of these complexes with algebraic properties of G. For example, the discon-
nectedness of K(S,(G)) translates algebraically into the existence of a strongly p-embedded
subgroup in G [Qui78, Proposition 5.2]. In [Qui78] it is shown that if G has a nontrivial normal
p-subgroup then /C(S,(G)) is contractible. The converse of this proposition is the well-known
Quillen’s conjecture [Qui78, Conjecture 2.9]. Quillen established the conjecture for solvable
groups, groups of p-rank 2 (i.e. A,(G) has height 1) and finite groups of Lie type in characte-
ristic p (because in this case /C(S,(G)) has the homotopy type of the Tits building of G). The
conjecture remains open so far but there have been important advances. The most general result
can be found in the famous article of M. Aschbacher and S.D. Smith [AS93]. They strongly
use the classification of finite simple groups to establish the conjecture if p > 5 and the groups
do not have certain unitary components. See also [AK90, HI88, PSV19, Rob88, Smill].

In the eighties, R.E. Stong considered the posets of p-subgroups as finite topological spa-
ces for the first time. If X is a finite poset, then it has an intrinsic topology whose open sets are
the downsets (i.e. the subsets U C X such that if x € U and y < x then y € U). This construc-
tion gives rise to an isomorphism between the category of finite posets with order preserving
maps and the category of finite 7p-spaces with continuous maps. When X is a finite poset,
we also have the topology of its order complex K (X). The relation between these two topolo-
gies is given by McCord’s Theorem which states that there exists a natural weak equivalence
Uy : |K(X)| — X, i.e. a continuous map inducing isomorphisms in all homotopy groups (and
homology groups) (see [McC66]). With the intrinsic topology of finite spaces, a homotopically
trivial finite poset X (all its homotopy groups, and in particular homology groups, are trivial)
could be non-contractible and, more generally, there are weak equivalences between finite spa-
ces which are not homotopy equivalences. That is, Whitehead’s theorem is no longer true in
the context of finite spaces. See [Ale37, Barl 1a, Sto66] for more details. In [Sto84] Stong con-
sidered the posets A, (G) and S,(G) as finite spaces and proved that, as finite spaces, they do
not have the same homotopy type (but the inclusion A,(G) — S,(G) is a weak equivalence by
McCord’s theorem and Quillen’s results). Moreover, Stong showed that S,(G) is a contractible
finite space if and only if G has a nontrivial normal p-subgroup. Hence, Quillen’s conjecture
can be restated by saying that if S,(G) is a homotopically trivial finite space then it is contrac-
tible (as finite space). Since A, (G) and S,(G) do not have the same homotopy type in general,
Stong asked whether the same reformulation of Quillen’s conjecture can be stated in terms of
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A, (G).

We began the study of the posets of p-subgroups motivated by Stong’s question and the
results obtained by J. Barmak relating the different homotopy types of finite spaces [Barlla,
Chapter 8]. In my Undergraduate Thesis [Pitl16], I answered Stong’s question by the negative
by exhibiting a finite group G such that for p = 2, the finite space A,(G) is homotopically
trivial but non-contractible (see Example 1.3.17). Therefore, Quillen’s conjecture in terms of
finite spaces does not mean the same for A,(G) and S,,(G). Further, since the contractibility
of §,(G) is described in purely algebraic terms, we did the same for the poset A, (G) by using
the notion of homotopy in steps. Basically, a homotopy between continuous functions of fi-
nite spaces can be described in combinatorial terms and one can define the length n > 0 of
the homotopy. In this way, we say that a finite poset is contractible in n steps if there exists a
homotopy of length n between the identity map of the poset and a constant map. For the poset
A,(G), this length defines an algebraic invariant which translates into the existence of cer-
tain elementary abelian p-subgroup of G. This allows to describe the contractibility of A,(G)
in algebraic terms (but some of the combinatorial of the poset A,(G) is needed to determine
these subgroups). These results can be found in the paper written in collaboration with E.G.
Minian [MP18]. In Chapter 1 we exhibit some of these results. We also study these questions
in relation with other posets of p-subgroups that appear in the literature. Consider the poset
B,(G) ={P € S,(G) : P=0,(Ng(P))} of nontrivial radical p-subgroups of G, introduced by
Bouc and commonly called Bouc poset. Here, O,(H) denotes the largest normal p-subgroup of
H, and N (P) is the normalizer of P in G. It is known that IC(B,(G)) — K(S,(G)) is a homo-
topy equivalence (see [Bou84, TW91]). In terms of finite spaces, we proved that B,(G) may
not be homotopy equivalent to S,(G) and A, (G) (although they have the same weak homotopy
type by McCord’s theorem). It can be shown that if O,(G) # 1 then O,(G) is a minimum of
B,(G) and hence, B,(G) is a contractible finite space if and only if G has a nontrivial normal
p-subgroup. Therefore, Quillen’s conjecture (in terms of finite spaces) reformulates in the sa-
me way for B,(G) as for S,(G). In terms of equivariant simple homotopy of finite space, we
show that S,(G) ¥ B,(G), S,(G) ¥ A,(G) and B,(G) /¥ A,(G). We also consider Robin-
son complex R,(G) C K(S,(G)), introduced by R. Knérr and G. Robinson [KR89], whose
simplices are the chains of p-subgroups (Py < ... < B,) such that P; is normal in P, for all i.
The inclusion R,(G) — K(S,(G)) is a homotopy equivalence (see [TW91]). Unlike the ot-
her p-subgroup complexes, the complex R ,(G) does not come from a poset, and therefore we
consider its face poset to study its homotopy properties as finite space. If K is a finite simplicial
complex, its face poset X'(K) is the finite poset whose elements are the nonempty simplices
of K ordered by inclusion. If X is a finite poset, then X' (}C(X)) = X' is the first subdivision of
X. Note that the first barycentric subdivision of K is K" = K(X'(K)). In light of these observa-
tions, it is more natural to consider the homotopy relations between the finite space X' (R,(G))
and the posets S,(G)’, A,(G)" and B,(G)'. In general, X(R,(G)) is not homotopy equiva-
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lent to any of the previous posets and it can be homotopically trivial and non-contractible (see
Example 1.3.17), but X (R ,(G)) /¢ S,(G).

In Chapter 2 we study P. Webb’s conjecture in terms of finite spaces. In [Web87] it was
conjectured that the orbit space |IC(S,(G))|/G is contractible. Webb’s conjecture was proved
first by P. Symonds [Sym98] by using basic tools of algebraic topology. Later, other proofs
and generalizations of this problem arose by using fusion theory of groups and Bestvina-Brady
approach to Morse theory (see [Bux99, Grol6, Lib0O8, Lin09]). In general, the conjecture is
proved by using Robinson complex. In [Pit16] we proved that, in terms of finite spaces, Webb’s
conjecture asserts that the orbit posets S,(G)' /G, A,(G)' /G, B,(G)'/G and X(R,(G))/G are
homotopically trivial. The action of G on these posets is the induced by conjugation on the
chains of p-subgroups. From this observation it is natural to ask if they are in fact contractible
as finite spaces. In [Pit19] we showed that S,(G)'/G and B,(G)’/G may be non-contractible.
However, we do not know if A,(G)'/G is always contractible or not. So far, the evidences
suggest that it is always contractible and in [Pit19] we conjecture that this stronger version of
Webb’s conjecture should hold. In [Pit19] several cases for which A,(G)’/G is a contractible
finite space are shown, by using basic tools of fusion in finite groups such as Alperin’s fusion
theorem. In this chapter we recall the results of this article and prove more cases of this stronger
conjecture. The methods that we use deeply depend on the fact that we are dealing with chains
of abelian p-subgroups and therefore, they cannot be carry out in the same way for the posets
S,(G)'/G and B,(G)'/G. In the following theorem we summarize all the cases that we have
shown that A,(G)'/G is a contractible finite space. Denote by Syl,(G) the set of Sylow p-
subgroups of G, |G| the order of G, Q(G) = (x € G : x”? = 1) and Z(G) the center of G. The
p-rank of G is m,(G) = max{r : A€ A,(G),|A| =p"}.

Teorema 2.5.12. Let G be a finite group, p a prime number dividing its order, S € Syl p(G) and
Q = Q4 (Z(S)). In the following cases A,(G)' /G is a contractible finite space:

1. Q(S) is abelian,

2. A,(G) is contractible,

3. |G| = p%*q, with q prime,

4. The Sylow p-subgroups of G intersect trivially,

5. The fusion of elementary abelian p-subgroups of S is controlled by Ng(O) for some
170 <Q(Z(Q1(5))),

6. my(G) —mp(Q) <1,

7. mp(G) —my(Q) =2 and m,(G) > r,(G) — 1,
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8. ry(G) <4,

9. G =M, My, My, Ji, Jo, HS, or p is odd and G is any Mathieu group, Janko group,
He, O’N, or Ru, or p =5 and G = Coy,

10. A,(G) is disconnected.

The difficulty for showing that A,(G)’/G is contractible if G is a p-solvable group relies
on the fact that .4,(G) may be a homotopically trivial but non-contractible finite space. That is,
0,(G) # 1 does not guarantee that A, (G) is contractible. This does not happen with S, (G)’/G.

In the following theorem we summarize the cases for which we have proved that the finite
space S,(G)’ /G is contractible. Recall that O, (G) is the largest normal subgroup of G of order
prime to p.

Teorema 2.5.11. Let G be a finite group, p a prime number diving |G| and S € Syl ,(G). In the
following cases S,(G)' /G is a contractible finite space:

1. 0,(G/0,(G)) # 1; in particular it holds for p-constrained groups (and therefore for
p-solvable groups) or if 0,(G) # 1,

2. Q(S) is abelian,

3. |G| = p%*q, with q prime,

4. The Sylow p-subgroups of G intersect trivially,

5. There exists 1 # O < Z(S) such that Ng(O) controls the G-fusion in S.

From the above theorem we deduce that the smallest group for which S,(G)’/G is non-
contractible is the simple group PSL,(7) with p = 2, and, more generally, if S,(G)'/G is
non-contractible then G/0,/(G) is an extension of a direct product of simple groups by outer
automorphisms of the product (see Remark 2.5.9 and Proposition 2.5.10).

We also prove that the orbit poset A,(G)/G (without subdividing) is always contractible
as finite space.

Teorema 2.4.1. The finite space A,(G)/G is contractible.

For B,(G)/G and S,(G)/G this is immediate since they have a maximum: the conjugation
class of a Sylow p-subgroup. However, 4,(G)/G may have no maximum in general since
A,(G) may have non-conjugate maximal elements and even of different orders.

In Chapter 3 we deal with general aspects of the homotopy type of the p-subgroup com-
plexes, focusing primarily on their fundamental group. For a long time it was believed that
KC(A,(G)) always had the homotopy type of a bouquet of spheres (of possibly different di-
mensions). In fact, Quillen proved this for some classes of solvable groups and groups of Lie
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type [Qui78]. Later, J. Pulkus and V. Welker gave a wedge decomposition of K(A,(G)) from
which it is deduced that if G is solvable then /C(.A,(G)) is a bouquet of spheres if the upper
intervals K(A,(G/0,(G))>a) are (A € A,(G/0,(G))). See [PW00]. However, J. Shareshian
showed that in general the p-subgroup complexes do not have the homotopy type of a bouquet
of spheres since there is torsion in the second homology group of A3(A3), where A3 is the
alternating group on 13 letters [Sha04]. Nevertheless, nothing was said about the fundamental
group, which should be free if they were homotopic to a bouquet of spheres. M. Aschbacher
was one of the first mathematicians who studied the fundamental group in the search of ne-
cessary and sufficient purely algebraic conditions for A, (G) to be simply connected [Asc93].
Thus, Aschbacher proved that, modulo a conjecture for which there is a considerable evidence
[Asc93, p.2],if m,(G) > 3 then A, (G) is simply connected if and only if the links A, (G)~ 4 are
connected for all |A| = p, except perhaps if G/O,y(G) is an almost simple group or another two
exceptional groups arising from simple groups. Recall that G is termed almost simple if there
exists a non-abelian simple group L such that L < G < Aut(L). Both the exceptions and the use
of the conjecture correspond to the “if” part of the theorem. Following this line, K. Das establis-
hed the simple connectivity of .A,(G) for some groups G of Lie type [Das95, Das98, Das00].
Later, R. Ksontini worked with the symmetric groups S,, describing the pairs (p,n) for which
A,(S,) is simply connected and showing that 7;(.A,(S,)) is a free group in the remaining
cases except perhaps if n =3p orn =3p+1 (p odd) [Kso03, Kso04]. Shortly after, J. Shares-
hian proved that 7 (A,(S,)) is a free group if n = 3p [Sha04]. Until that moment it was not
known the case n =3p+ 1. We refer to [Smill, Section 9.3] for a summary on different simply
connected geometries for simple groups, closely related to the p-subgroup complexes.

In this thesis we prove that m; (A, (G)) is a free group in almost all cases. In fact, we show
that it is a free group for various families of almost simple groups and for every solvable group.
However, we found that m;(A3(Ag)) is not free and that Aj( (the alternating group in 10
letters) is the smallest group giving rise to a p-subgroup complex with non-free fundamental
group. Moreover, the homology of A3(Aj) is free abelian. In this way, the obstruction for
IC(A,(G)) to be a bouquet of spheres can also rely on its fundamental group and may not be
detected with the homology. Usually, the study of the problems associated to the p-subgroup
complexes is by means of their homology, and our example shows that in general it will not
be sufficient to determine their homotopy type. Note that A3(Aj9) = A3(Sio) is one of the
case excluded in the calculations of Ksontini and Shareshian. These results can be found in the
article written in collaboration with E.G. Minian [MP19].

Nevertheless, our example is rather exceptional and we have proved that in general the
fundamental group is free, and that the possible exceptions arise essentially from simple groups
(like in the case of Ajp). In order to prove this, we had to assume Aschbacher’s conjecture
[Asc93, p.2], for which, as we mentioned before, there is considerable evidence.

Teorema 3.4.2. Let G be a finite group and p a prime dividing |G|. Assume that Aschbacher’s
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conjecture holds. Then there is an isomorphism 71 (A,(G)) = m(A,(Sg)) x F, where F is a
free group. Moreover, m(A,(Sg)) is a free group (and therefore m (A,(G)) is free) except
possibly if Sg is almost simple.

For the “Moreover” part we do not need to assume the conjecture. For p-solvable groups
0,(Sg) # 1, so S,(S¢) is contractible and hence we obtain free fundamental group, modulo
Aschbacher’s conjecture. For solvable groups or p = 2 the conjecture is not needed.

Corolario 3.0.1. Assume that Aschbacher’s conjecture holds. If 0,(Sg) # 1, then m(A,(G))
is free. In particular, this holds for p-solvable groups and, more generally, for p-constrained
groups.

Corolario 3.0.3. If G is solvable then (A, (G)) is a free group.
Moreover, we proved that i (A,(G)) is free for some families of almost simple groups G.

Teorema 3.0.4. Suppose that L < G < Aut(L), with L a simple group. Then mt;(A,(G)) is a

free group in the following cases:
1. my(G) <2,
2. A,(L) is disconnected,
3. A,(L) is simply connected,
4. Lis simple of Lie type in characteristic p and p 1 (G : L) when L has Lie rank 2,
5. p=2and L has abelian Sylow 2-subgroups,
6. p=2and L= A, (the alternating group),
7. Lis a Mathieu group, J| or Jy,
8. p>3and L =J;, McL, O’N.

For example, S.D. Smith mentions in [Smill, p.290] that in general A,(L) is expected to
be simply connected for simple groups L with m,(L) > 3.

The techniques used to prove these results involves basic tools of algebraic topology com-
bined with reductions of finite spaces and the classification of the finite simple groups. We have
also used Aschbacher’s results [Asc93].

In Chapter 4 we focus on the study of Quillen’s conjecture. Recall that the conjecture says
that if KC(A,(G)) is contractible then G has a nontrivial normal p-subgroup, that is 0,(G) # 1.
In general a stronger version of the conjecture is considered.

Conjetura fuerte de Quillen. [f0,(G) = 1 then H.(A,(G),Q) # 0.
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In the first sections of Chapter 4 we recall the known results on the (strong) conjecture
together with brief ideas of their proofs, including the result of M. Aschbacher and S.D. Smith
[AS93, Main Theorem)].

Then, by using the ideas of B. Oliver and Y. Segev [0S02], we prove the following theorem
on Quillen’s conjecture.

Teorema 4.3.1 (with I. Sadofschi Costa and A. Viruel). If K is a Z-acyclic and 2-dimensional
G-invariant subcomplex of K(S,(G)), then O,(G) # 1.

From which we immediately deduce:

Corolario 4.3.2. Let G be a finite group. Suppose that K(S,(G)) admits a 2-dimensional and
G-invariant subcomplex homotopy equivalent to itself. If O,(G) = 1 then H.(S,(G),Z) # 0.

Note that the theorem is not stated for the strong version of the conjecture.

For example, the above corollary can be applied if m,(G) < 3 or B,(G) has height 2.

Another useful subposet we can consider to apply the above theorem is the poset i(A,(G))
of nontrivial intersections of maximal elementary abelian p-subgroups. This subposet is G-
invariant and homotopy equivalent to .4, (G) (as finite space), so KC(i(A,(G))) € K(S,(G)) is
a homotopy equivalence. See also [Smil 1] for a longer list of p-subgroup complexes homotopy
equivalent to (S, (G)).

In application of our theorem we give some examples of groups G which do not satisfy the
hypotheses of the theorems of [AS93] but they do satisfy the conjecture by Corollary 4.3.2.
We show that it is possible to construct a homotopy equivalent 2-dimensional and G-invariant
subcomplex of K(S,(G)). These results appear in the article written in collaboration with L
Sadofschi Costa and A. Viruel [PSV19].

We culminate this chapter by showing that it is possible to study the strong conjecture under
the assumption O,/(G) = 1, and apply this reduction to yield new cases of the conjecture. In
[AS93, Proposition 1.6] it is shown that this assumption is valid provided that p > 5. By using
techniques of finite spaces and the p-solvable case of Quillen’s conjecture, we prove that this
reduction is possible for every prime p. Concretely, we prove the following theorem.

Teorema 4.5.1. Let G be a finite group. Suppose that the proper subgroups of G satisfy the
strong Quillen’s conjecture and that O, (G) # 1. Then G satisfies the strong Quillen’s con-

Jjecture. In particular, a minimal counterexample G to the strong Quillen’s conjecture has

0,(G)=1.

This theorem is interesting not only by the reduction which allows us to do, but also by the
method of its proof. The use of the classification of the finite simple groups in the proof of this
theorem is considerable minor than in the weaker result [AS93, Proposition 1.6]. In fact, we
only use it to invoke the p-solvable case of the conjecture, in which the use of the Classification
is just for the structure of the outer automorphism groups of simple groups.
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The proof of our theorem also provides a technique to find nontrivial cycles in the homology
of A,(G), generalizing the original idea of [AS93, Lemma 0.27] (see Lemma 4.5.10).
Applying Theorems 3.4.2 and 4.5.1, and Corollary 4.3.2, we obtain the following corolla-

ries.

Corolario 4.5.13. Let G be a finite group. Suppose that the proper subgroups of G satisfy
the strong Quillen’s conjecture and that K(S,(G)) admits a 2-dimensional and G-invariant

subcomplex homotopy equivalent to itself. Then G satisfies the strong Quillen’s conjecture.

Note that this result is a slight improvement of Corollary 4.3.2 to rational coefficients, but
we need the inductive hypothesis.

Corolario 4.5.14. The strong Quillen’s conjecture holds for groups of p-rank at most 3.

We also eliminate the possibility of components of p-rank 1, which allows us to extend the
main result of [AS93] to p =5.

Teorema 4.6.3. Let L < G be a component such that L/Z(L) has p-rank 1. If the strong Qui-
llen’s conjecture holds for proper subgroups of G then it holds for G.

Corolario 4.6.5. The conclusions of the Main Theorem of [AS93] hold for p =5.

Finally, as application of our methods and results, we deduce the strong conjecture for
groups of p-rank 4.

Teorema 4.6.8. The strong Quillen’s conjecture holds for groups of p-rank at most 4.

These results will be part of a new and more general article on Quillen’s conjecture, which
is now in preparation.

Most of the examples we present in this dissertation were computed with GAP [GAP18]
with a package of finite posets developed in collaboration with X. Ferndndez and I. Sadofs-
chi Costa [FPSC19]. In Appendix A.2 can be found some of the codes that we have used to
compute the examples presented here.

XXVII






Indice general

Resumen

Abstract

Introduccion

Introduction

Indice general

1.

3.

Espacios finitos y los posets de p-subgrupos

1.1, Gruposfinitos . . . . . . . . .. e

1.2. Espacios topoldgicos finitos . . . . . . .. ..o

1.3. Los posets de p-subgrupos como espacios finitos . . . . . . ... ... L.
1.3.1. Algunos casos con A,(G) ~S,(G) . ... ... ...........
1.3.2. Contractibilidad de los posets de p-subgrupos . . . . . . ... ... ..
1.3.3. Lacontractibilidadde A,(G) . ... ... .. ... .. ... .....

La conjetura de Webb

2.1. Sistemasdefusién . . . . ...
2.2. G-posetsy G-complejos . . . ... .o
2.3. Reformulacion de la conjetura de Webb y una conjetura mas fuerte . . . . . . .
24. Contractibilidadde A,(G)/G. . . . . .. ... ...
2.5. Contractibilidad de A,(G)'/G . . . . .. ... .

El grupo fundamental de los posets de p-subgrupos

3.1. Propiedades homotdpicas de los complejos de p-subgrupos . . . . . . . .. ..
3.2. Un grupo fundamentalnolibre . . . . . . . ... ... ... ... ... ...
33. Lareduccion O, (G) =1 . ... .. ... ... ... ... ... .. .. ..
3.4. Reducciénalcasocasisimple . .. ... ... .. ... ... .........

111

IX

XIX

20
24
27
30

39
41
43
47
50
52



INDICE GENERAL

3.5. Grupo fundamental libre en algunos grupos casi simples . . .

4. La conjetura de Quillen

4.1. Antecedentes sobre la conjetura de Quillen. . . . . . ... ..

4.2. Boceto de los métodos y demostracion de Aschbacher-Smith

4.3. 2-complejos Z-aciclicos y la conjetura de Quillen . . . . . . .
4.4. Ejemplos del caso 2-dimensional . . . . . . . ... ... ...
4.5. Lareduccion O,/ (G) = 1 para la conjetura de Quillen . . . . .
4.6. Elcaso p-rango 4 de la conjetura fuerte . . . . .. ... ...

A. Apéndice

A.l. Grupos finitos simples . . . . . ... ...
A.1.1. Grupos simples finitosde tipoLie . . ... ... ...
A.1.2. Grupos Esporddicos . . . ... ... ... ......

A2. Codigosen GAP . . ... ... Lo
A.2.1. Calculandoel coredeunposet . . . ... ... ....
A.2.2. Calculando el grupo fundamental . . . ... ... ..

Lista de Simbolos

Bibliografia



Capitulo 1

Espacios finitos y los posets de
p-subgrupos

En este capitulo estudiamos los posets de p-subgrupos desde el punto de vista de espacios
finitos. Recordemos que D. Quillen estudié las propiedades homotdpicas de los complejos
de 6rdenes K(A,(G)) y K(S,(G)). El mostré que la inclusién A,(G) < S,(G) induce una
equivalencia homotopica al nivel de sus complejos de 6rdenes, y que K(S,(G)) es contractil
cuando G posee un p-subgrupo normal no trivial. La vuelta a esto ultimo es la conjetura de
Quillen, la cual permanece abierta hasta el momento, y es estudiada en el Capitulo 4. La manera
estdndar de analizar a estos posets es por medio de la topologia de sus complejos de 6rdenes
asociados KC(S,(G)) y K(A,(G)).

A lo largo de esta tesis, vamos a considerar a los posets finitos como espacios finitos 7y,
usando una topologia intrinseca en la cual los abiertos son los downsets. La topologia intrinseca
y la topologia de sus complejos de 6rdenes estan relacionadas por el Teorema de McCord 1.2.2:
para un poset finito X, existe una equivalencia homotdpica débil |[KC(X)| — X. Sin embargo, las
equivalencias débiles entre espacios finitos no son equivalencias homotépicas en general, y el
teorema de Whitehead no es cierto en este contexto. Hay espacios finitos que son homotépica-
mente triviales y no contrictiles (ver por ejemplo [Barlla, Example 4.2.1]). Recordar que un
espacio topolégico es homotdépicamente trivial si todos sus grupos de homotopia son triviales.

R.E. Stong, que habfa trabajado con espacios finitos en [Sto66], estudio a los posets A, (G)
y S»(G) con esta topologia intrinseca en [Sto84]. Stong probé que la inclusién A, (G) — S, (G)
no es una equivalencia homotépica de espacios finitos en general (pero si es una equivalencia
homotépica débil por el teorema de McCord). Ademds, él mostré que S,,(G) es un espacio fini-
to contrictil siy solo si G posee un p-subgrupo normal no trivial, y que la conjetura de Quillen
se puede reformular en términos de espacios finitos diciendo que si S,(G) es homotopicamen-
te trivial, entonces S, (G) es contrdctil. Stong también probé que la contractibilidad de A, (G)
como espacio finito implica la de S,(G) y dejé abierta la pregunta de si vale la vuelta. Esto
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equivale a preguntarse si la conjetura de Quillen se puede reformular diciendo que si A, (G) es
homotdépicamente trivial entonces es un espacio finito contrictil.

Nosotros respondemos a la pregunta de Stong por la negativa en [Pit16] (ver también
[MP18]). En el Ejemplo 1.3.17 mostramos que existe un grupo finito G tal que A,(G) es homo-
topicamente trivial pero no contractil para algin primo p, y que S,(G) es contrictil. Nuestro
ejemplo muestra que la contractibilidad del espacio finito A,(G) no es igual a la de S,(G).
Dado que Stong describi6 la contractibilidad de S,(G) en términos algebraicos, nosotros des-
cribimos la contractibilidad de .A,(G) en términos algebraicos-combinatorios en el Teorema
1.3.32 usando la nocién de contractibilidad en pasos.

El capitulo estd organizado de la siguiente manera. En las primeras dos secciones recor-
damos algunas definiciones bdsicas, notaciones y resultados sobre grupos finitos y espacios
topolégicos finitos. También introducimos el poset de Bouc B,(G) (que consiste de los p-
subgrupos radicales no triviales de G) y el complejo de Robinson R,(G) (ver Definicion
1.1.10). En la Seccién 1.3 comparamos el tipo homotdpico equivariante de los diferentes posets
de p-subgrupos considerados como espacios topoldgicos finitos. Recordemos que G actia en
sus posets de p-subgrupos via conjugacion. En la Subseccién 1.3.1 damos algunas condiciones
particulares bajo las cuales los posets de p-subgrupos de un grupo finito tienen el mismo tipo
homotdpico. En la Subseccién 1.3.3 describimos la contractibilidad de S,(G), B,(G) y A, (G)
en términos algebraicos. Los resultados de este capitulo son extensiones de los resultados de
[Pit16] y del articulo escrito en colaboracién con E.G. Minian [MP18] a los posets BP(G) y
X(R,(G)) (el poset de caras del complejo de Robinson).

A lo largo de esta tesis hablaremos de las propiedades homotépicas de un poset finito
siempre considerado como un espacio topolégico finito. Por ejemplo, si X e ¥ son posets finitos,
escribimos X ~ Y si X e Y son homotdpicamente equivalentes como espacios finitos.

1.1. Grupos finitos

En esta seccion recordamos algunos hechos basicos, definiciones y resultados sobre grupos
finitos que serdn utiles en los préximos capitulos. Al final de la seccién exhibimos los dife-
rentes posets de p-subgrupos que surgen de un grupo finito. Las referencias principales para
los resultados clésicos sobre grupos finitos son los libros de M. Aschbacher [Asc00] y de .M.
Isaacs [Isa08].

Para un grupo G, escribimos H < G si H es un subgrupo de G, H < G si H es un subgrupo
propio de G, y 1 # H si H es no trivial. Denotamos por N < G a un subgrupo normal N
de G, y N<G si N es ademds propio. Un subgrupo N de G se dice caracteristico en G si
¢®(N) = N para todo automorfismo ¢ de G. Escribimos NcharG en este caso. Si K,H < G,
entonces Cx(H) ={g€ K : gh=ghparatodohc H} y Nxy(H) ={g€ K : HS =H} son el
centralizador y el normalizador, respectivamente, de H en K. Aqui, H¢ = g~ 'Hg. Escribimos
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[H,K] para denotar al subgrupo de G generado por los conmutadores [h,k] = hkh~'k~! para
heHykeKk.

Para un nimero primo p, O,(G) denota el p-subgrupo normal mas grande de G. Este gru-
po se llama el p-core de G. Por los teoremas de Sylow, es igual a la interseccion de todos
los p-subgrupos de Sylow de G. Denotamos por Sylp(G) al conjunto de p-subgrupos de Sy-
low de G. Por p’-grupo nos referimos a un grupo finito de orden coprimo con p. Sea 0, (G)
el p’-subgrupo normal mas grande de G. Este grupo se llama comiinmente el p’-core de G.
Andlogamente, OP(G) (resp. O” (G)) es el subgrupo normal més chico de G tal que el cociente
G /0" (G) (resp. G/OP (G)) es un p-grupo (resp. p'-grupo).

Denotamos por Z(G), [G,G] = G', ®(G), y F(G) al centro, el derivado, el subgrupo de
Frattini y el subgrupo de Fitting de G respectivamente. Recordar que ®(G) es la interseccion
de todos los subgrupos maximales de G, o equivalentemente, el conjunto de no generadores de
G. El subgrupo de Fitting F(G) es el subgrupo normal nilpotente mds grande de G. Equiva-
lentemente, F(G) es el producto de los subgrupos O,(G) para p | |G|. Notar que todos estos
subgrupos son caracteristicos en G.

Para un primo p fijo, denotamos por Q;(G) al subgrupo de G generador por los elementos
de orden p. El p-rango de G es el entero no negativo m,(G) = max{r : A < G p-subgrupo
elemental abeliano, |[A| = p"}. Sea r,(G) = log,(|G/,).

Sea S un p-grupo. Si 1 # N < S, entonces NNZ(S) # 1. Si H < S es un subgrupo propio,
entonces H < Ng(H). El subgrupo de Frattini ®(S) es el subgrupo normal més chico de S tal
que S/P(S) es elemental abeliano. En particular, S es elemental abeliano si y solo si ®(S) = 1.

Denotamos por Aut(S) al grupo de automorfismos de un grupo finito G. Hay un mapa
G — Aut(G) definido por g — c,-1, donde cg(h) = h® = g 'hg es el morfismo de conjugacién.
El nicleo de este morfismo es el centro de G, y su imagen es G/Z(G) = Inn(G) < Aut(G), el
grupo de automorfismos internos de G. El grupo de automorfismos externos de G es Out(G) =
Aut(G)/Inn(G).

Dada una sucesién exacta corta 1 -+ N — G — H — 1 de grupos finitos, decimos que G es
una extension de N por H. Cuando la extension se parte (extension split), escribimos G =N x H
0 G =N : H. Cuando la extensién no se parte, escribimos G = N - H. El producto directo de N
por H es denotado por N x H.

Ahora recordamos algunos teoremas clasicos de la teoria de grupos finitos. Un p-subgrupo
Q de G es radical si Q = 0,(Ng(Q)). Tenemos la siguiente propiedad sobre p-subgrupos
radicales.

Proposicion 1.1.1. Sea G un grupo finito y p un primo que divide al orden de G. Sea Q < G
un p-subgrupo radical y sea P < G un p-subgrupo tal que Ng(Q) < Ng(P). Entonces P < Q.
En particular, tomando P = O,(G) tenemos que O,(G) < Q.

Demostracion. Procedemos por contradiccién. Supongamos que P £ Q. Dado que Q < Ng(P),
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PQ es un p-subgrupo y Q < PQ. Por lo tanto Q < Npo(Q) Por otro lado, si x € Ng(Q) entonces

Npo(Q)* = (PQNNG(Q))" = (PO)* NNG(Q)" = PONNG(Q) = Npo(Q). Esto es, Npo(Q) <
0,(Ng(Q)) = Q, una contradiccién. O

Un grupo finito G es resoluble si tiene una serie de descomposicion cuyos factores son
abelianos simples. Recordemos algunos resultados cldsicos que nos aseguran la resolubilidad
de un grupo.

Teorema 1.1.2 (Burnside). Si |G| = p®qP con p y q primos, entonces G es un grupo resoluble.

El siguiente teorema es uno de los primeros grandes pasos en la clasificacién de los grupos
finitos simples (CGFS para abreviar).

Teorema 1.1.3 (Feit-Thompson). Todo grupo finito de orden impar es resoluble. En particular,
un grupo simple no abeliano tiene orden par.

Teorema 1.1.4 (Schur-Zassenhaus). Sea 1 - N — G — H — 1 una extension de grupos finitos
donde gcd(|N|,|H|) = 1. Entonces la extension se parte, es decir, G = N X H es un producto
semidirecto. Mds atin, el grupo H es un complemento de N en G, y es el vinico salvo conjuga-

cion.

Definicién 1.1.5. Un grupo G es p-nilpotente si G = O,y(G)S con S un p-subgrupo de Sylow
de G. Equivalentemente, G es una extensién de un p’-grupo por un p-grupo (y se parte).

Los grupos p-nilpotentes estdin muy relacionados con el control de la fusién de los p-
subgrupos de Sylow. Usaremos esta nocién en nuestro tratado sobre la conjetura de Webb en
el Capitulo 2.

Finalmente, enunciamos el bien conocido Lemma 1.2.3 de Hall-Higman.

Teorema 1.1.6 (Hall-Higman). Sea G un grupo m-separable tal que O (G) = 1. Entonces
C(0x(G)) < 0x(G).

Recordar que un grupo m-separable, para & un conjunto de nimeros primos, es un grupo
finito G tal que tiene una serie de descomposicion cuyos factores son 7T-grupos o 7’-grupos.
Aqui, un m-grupo es un grupo finito tal que todo primo que divide a su orden esté en el conjunto
7. Un 7’-grupo es un grupo finito cuyo orden no es divisible por ninguno de los primos de 7.

El teorema anterior lo usaremos para grupos p-resolubles. Recordar que un grupo es p-
resoluble si es m-separable para 7 = {p}. Todo grupo resoluble es p-resoluble. Usaremos la
siguiente propiedad que es mds débil que ser p-resoluble. Sea O,y ,(G) el tinico subgrupo
normal de G que contiene a O,y (G) tal que O, ,(G)/0,(G) = 0,(G/0,(G)). Notar que es
un subgrupo caracteristico de G.
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Definicion 1.1.7. Un grupo G es p-constrained si
CG(Sm 0p/7p(G)) < Op’»p(G)a
donde S € Syl ,(G). Si 0 (G) = 1, esto dice que C6(0,(G)) < 0,(G).

Por el teorema de Hall-Higman 1.1.6, todo grupo p-resoluble es p-constrained.

A lo largo de la clasificacién de grupos finitos simples, hay un subgrupo caracteristico que
juega un rol clave: el subgrupo de Fitting generalizado. Si G es un grupo finito, el subgrupo
de Fitting F(G) es el subgrupo normal nilpotente més grande de G. Cuando G es resoluble,
este subgrupo es auto-centralizante, esto es, Cg(F(G)) < F(G). Sin embargo, esta propiedad
no vale para todos los grupos en general y esto llevé a la definicion del subgrupo de Fitting ge-
neralizado F*(G). Este subgrupo caracteristico es auto-centralizando y es igual a F (G) cuando
G es resoluble. Referimos a [Asc00, Section 31] para més detalles.

De ahora en adelante, por un grupo simple nos referimos a un grupo simple no abeliano.

Un grupo finito K es quasisimple si es un grupo perfecto y K/Z(K) es simple. Equivalente-
mente, es una extension perfecta central de un grupo simple. Un subgrupo L < G es subnormal
si existen subgrupos Ly, Ly, ..., L, < G talesque Lo =L, L, =Gy L; <L;; para todo i.
Una componente de G es un subgrupo subnormal quasisimple. Denotamos por C(G) al con-
junto de componentes de G. El layer de G es el subgrupo generado por las componentes de
G y lo denotamos por E(G). Es bien sabido que E(G) es de hecho un producto central de
las componentes de G. Esto significa que si L,K € C(G) son componentes distintas, entonces
[L,K] = 1. Notar que Z(E(G)) es el producto de los centros de las componentes de G. En
particular es un subgrupo normal nilpotente de G y Z(E(G)) < F(G). El subgrupo de Fitting
generalizado de G es el producto F*(G) = F(G)E(G). Se puede ver que [F(G),E(G)] =1
y Z(E(G)) = F(G)NE(G) < Z(F(G)). Los subgrupos F(G), E(G) y F*(G) son caracteris-
ticos en G. Mas atin, F*(G) se auto-centraliza, es decir Cg(F*(G)) = Z(F*(G)). Notar que
Z(F*(G)) =Z(F(G)) > Z(E(G)). En consecuencia, uno puede estudiar la estructura de G via
la representacion G/Z(F(G)) — Aut(F*(G)).
Observacion 1.1.8. Asuma que F(G) = 1. Entonces Z(E(G)) < Z(F(G)) = 1 y toda compo-
nentes de G es de hecho un grupo simple. De esta manera, tenemos que F*(G) = E(G) es
el producto directo de grupos simples y por la condicién de auto-centralizacion, Cg(E(G)) =
Cs(F*(G)) =Z(F*(G)) = Z(F(G)) = 1. Luego tenemos una representacién de G como sub-
grupo de Aut(E(G)). Mds atn, supongamos que escribimos E(G) = [T, L, donde los L;s
son grupos simples no isomorfos dos a dos. De [GLS96, Section B] se puede ver que

n

Aut(E(G)) = Aut (HL> = [T (Aut(L:)2Sy,)
i=1

i=1

donde el producto wreath Aut(L;)?S,, es tomado con respecto a la permutacién natural de S,,
sobre el conjunto de n; elementos. Aqui S, denota al grupo simétrico en n letras.
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CAPITULO 1. ESPACIOS FINITOS Y LOS POSETS DE p-SUBGRUPOS

Dado que los automorfismos de los grupos simples estdn bien entendidos por la Clasifica-
¢ién, un grupo con F(G) = 1 puede ser estudiado mediante la representacién como subgrupo
de Aut(E(G)).

Dado que F(G) < 0,(G)0,(G), estas condiciones valen si 0,(G) =1 = 0,(G).

Definicion 1.1.9. Un grupo finito G es casi simple (0 almost simple) si es una extension de un
grupo simple por automorfismos externos. Equivalentemente, F*(G) es un grupo simple y por
lo tanto F*(G) < G < Aut(F*(G)).

Los grupos casi simples son importantes en la clasificaciéon de grupos simples dado que
ellos son, a grandes rasgos, los primeros grupos que uno se construye a partir de los grupos
simples. Recordemos que todo grupo finito posee una serie subnormal cuyos factores son gru-
pos simples. En el caso de grupos casi simples, resulta que esta serie tiene un Unico grupo
simple en la parte mds baja de la serie (es decir, F*(G)), y el resto de los grupos son cicli-
cos. Esto se sigue de la conjetura de Schreier (actualmente probada como consecuencia de la
Clasificacién), que establece que el grupo de automorfismos externos de un grupo simple es
resoluble.

En los capitulos siguientes, usaremos la Clasificacién para construir ejemplos. En los Capi-
tulos 3 y 4, usaremos esto para estudiar el grupo fundamental de los complejos de p-subgrupos
y la conjetura de Quillen.

Recordemos que la clasificacién de los grupos finitos simples establece que todo grupo
finito simple es o bien un grupo Alterno A, con n > 5, un grupo finito simple de tipo Lie o uno
de los 26 grupos Esporadicos. Referimos al Apéndice A.1 para mas informacion sobre grupos
finitos simples. All{ incluimos una descripcién de las diferentes familias de grupos simples, sus
ordenes, las estructuras de sus automorfismos exteriores y algunos teoremas de la Clasificacién
que nos serdn ttiles.

Concluimos esta seccién introduciendo los diferentes posets y complejos de p-subgrupos
que estudiaremos a lo largo de esta tesis.

Definicion 1.1.10. Sea G un grupo finito y p un primo que divide a su orden. Consideremos
los siguientes poset de subgrupos de G ordenados por inclusion.

S,(G) ={P < G : P p-subgrupo no trivial}
Ap(G) ={E € S,(G) : E elemental abeliano}
B,(G) ={P € 5,(G) : P=0,(Nc(P))}
X,(G) = {P € 8,(G) : PISsiSeSyl(G)yP<S}

También tenemos los siguientes complejos simpliciales. Denotemos por K,(G) al commuting
complex de G en p, cuyos simplices son los conjuntos {E1,...,E,} de subgrupos de orden p
de G tales que [E;,E;] = 1 para todo i, j (es decir, generan un p-subgrupo elemental abeliano).
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1.2. ESPACIOS TOPOLOGICOS FINITOS

Denotemos por R, (G) al subcomplejo de Robinson de £C(S,(G)), cuyos simplices consis-
ten de las cadenas (P < ... < P,) con P, < P, para todo i.

Los posets S,(G), A,(G) y B,,(G) fueron considerados primero por K. Brown en [Bro75],
D. Quillen en [Qui78] y S. Bouc [Bou84], respectivamente. Por eso a sus complejos de 6rdenes
se los denomina cominmente el complejo de Brown, el complejo de Quillen y el complejo de
Bouc, respectivamente. A estos posets también se los llaman poset de Brown, poset de Quillen
y poset de Bouc, respectivamente.

El commuting complex K,,(G) fue usado por M. Aschbacher para estudiar el grupo funda-
mental de los posets de p-subgrupos (ver [Asc93]).

El complejo de Robinson R ,(G) fue considerado primero por G.R. Robinson en su refor-
mulacién de la conjetura de Alperin [KR89] y fue usado en la demostracién de la conjetura de
Webb (ver Capitulo 2).

El poset X,(G) no parece haber sido considerado anteriormente. Nosotros usamos este
poset en [Pit19] en el estudio de la conjetura de Webb en el Capitulo 2.

1.2. Espacios topolégicos finitos

La teoria de espacios topoldgicos finitos comenzé con los trabajos de P.S. Alexandroff
[Ale37], y fueron continuados luego por M. McCord [McC66] y R.E. Stong [Sto66]. M4s re-
cientemente, J. Barmak y E.G. Minian profundizaron mds el estudio de los espacios finitos
[Barlla, Barllb, BM08b, BM08a, BM12b]. Para todo complejo simplicial finito, su poset de
caras es un espacio finito con los mismos grupos de homotopia y homologia, y reciprocamente,
todo espacio finito tiene un complejo simplicial asociado. Podemos eliminar ciertos tipos de
puntos en espacios finitos (Ilamados beat points y weak points) preservando su tipo homoto-
pico (débil). La clave aqui es que la eliminacién de un beat o weak point en un espacio finito
resulta en muchos colapsos simpliciales en el complejo asociado, los cuales no cambian el tipo
homotdépico. Esto permite manipular a estos objetos de manera algoritmica y combinatoria y
encontrar espacios finitos débilmente equivalentes con menos puntos.

En esta seccion recordamos los resultados bdsicos que necesitaremos sobre espacios topo-
l6gicos finitos. Referimos al lector al libro de J. Barmak para més detalles [Barl1a].

De ahora en adelante, por un espacio topoldgico finito entendemos un espacio finito 7y. Ver
[Barlla, Proposition 1.3.1] para comprobar de que no hay pérdida de generalidad.

Dado un poset finito X, existe una topologia intrinseca que lo hace un espacio topoldgico
finito. Para cada elemento x € X, considere el conjunto U, = {y € X : y < x}. Entonces la
coleccion {U, : x € X} es una base para una topologia en X. Notar que los abiertos son los
downsets del poset y que el espacio topoldgico resultante es 7p.

Reciprocamente, si X es un espacio finito 7y, entonces para cada x € X podemos considerar
el abierto minimal U, que contiene a x. Como X es finito, U, es la interseccién de todos los
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abiertos que contienen a x. Ahora pongamos x <y si Uy C Uy. Con este orden X es un poset
finito. Es fécil chequear que estas construcciones son inversas una de otra. Ademads, una funcién
f: X —Y entre posets finitos es continua si y solo si preserva el orden.

Proposicion 1.2.1. Sean X e Y dos espacios finitos. Una funcion f : X — Y es continua si y

solo si preserva el orden.

Por lo tanto las categorias de posets finitos y espacios finitos 7y son isomorfas.

En general, dado un poset finito X podemos considerar su complejo de orden asociado
K(X). Este es el complejo simplicial cuyos vértices son los elementos de X y cuyos simplices
son las cadenas no vacias de elementos de X. Todo morfismo de orden f : X — Y entre posets
finitos induce un morfismo simplicial KC(f) : IC(X) — K(Y') definido en un vértice x € X como
K(f)(x) = f(x). De esta manera, tenemos dos topologias que surgen naturalmente de un poset
finito X. A decir, la topologia intrinseca de X como espacio topoldgico finito y la topologia
de su complejo de orden K(X). La relacion entre estos dos espacios estd dada por el teorema
de McCord [McC66, Theorem 1]. Para un complejo simplicial K, denotamos por |K| a su
realizacion geométrica. Si K = K(X) para un poset finito X, también escribiremos |X| para
denotar a |[KC(X)|. Si ¢ : K — L es un morfismo simplicial, denotamos por |¢|: |K| — |L| ala
funcién continua inducida en las realizaciones geométricas.

Teorema 1.2.2 (McCord). Sea X un espacio finito. Existe un funcion continua natural [y :
|K(X)| — X definida por

-
Mx Ztixi :min{xi : iZO,...,I’}
i=0

]

que es una equivalencia débil. Esta funcién se llama funcion de McCord.

Recordar que una equivalencia homotdpica débil (o equivalencia débil para abreviar) entre
dos espacios topoldgicos es una funcién continua que induce isomorfismos en todos los grupos
de homotopia.

La naturalidad de la funcién de McCord en el Teorema 1.2.2 implica que, para una funcién
continua f : X — Y entre espacios finitos, |IC(f)|o ux = uy o f. En particular, |[K(f)| es una
equivalencia homotdpica si y solo si f es una equivalencia débil.

Observacion 1.2.3. De hecho, la funcién de McCord no es una equivalencia homotdpica en
general. Las equivalencias débiles entre espacios finitos podrian no ser equivalencias homo-
tépicas, y espacios finitos homotdpicamente triviales podrian no ser contrictiles (ver [Barlla,
Example 4.2.1] o Ejemplo 1.3.17). Esto es, el teorema de Whitehead no es verdadero en el con-
texto de espacios topoldgicos finitos. La falla de este importante teorema es uno de los puntos
fundamentales que hace interesante el estudio de posets finitos con esta topologia: al nivel de
la topologia intrinseca podria haber diferencias homotdpicas que quizas no son percibidas con
la topologia de sus complejos de orden.
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1.2. ESPACIOS TOPOLOGICOS FINITOS

Para un complejo simplicial finito K, denotamos por X' (K) a su poset de caras (0 face po-
set), cuyos elementos son los simplices de K ordenados por inclusién. Un morfismo simplicial
¢ : K — L entre complejos simpliciales finitos induce una funcién continua X'(¢) : X(K) —
X (L) entre sus posets de caras. Se puede ver que hay una funcién andloga a la de McCord
Uk : |K| — X(K) (ver [Barlla, Theorem 1.4.12]).

Si X es un poset finito, denotamos por X’ al poset de cadenas no vacias de X ordenado
por inclusién. Notar que X' = X (K(X)). Decimos que X’ es la (primera) subdivisién de X.
Escribimos X ) para la n-ésima subdivisién iterada de X, es decir, X" = (X(*~1D)’. Si K es un
complejo simplicial, entonces K’ denota al complejo simplicial cuyos vértices son los simplices
de K y cuyos simplices son las cadenas de simplices de K ordenadas por inclusién. Por lo tanto,
K' = K(X(K)). Decimos que K’ es la (primera) subdivisién baricéntrica de K. Recordar que
|K|y |K’| son homeomorfos.

Para un poset finito X, su poset opuesto X°P tiene los mismos elementos de X pero con el
orden opuesto. Notar que (X°P)" = X'y K(X) = K(X°P). Ademds, f: X — Y es un morfismo
de orden (o sea una funcién continua) si y solo si f°P : X°P — Y°P ]o es. Por el Teorema de
McCord, X y X°P tienen los mismos grupos de homotopia y homologia. Sin embargo, podria
no existir ninguna equivalencia débil entre ellos.

De ahora en adelante no haremos ninguna distincién entre la categoria de posets finitos y la
categoria de espacios finitos. Trataremos a los posets finitos como espacios topolégicos finitos
por medio de su topologia intrinseca, y viceversa.

El tipo homotdpico de los espacios finitos

En lo que sigue recordamos los hechos bésicos que necesitamos para calcular el tipo ho-
motdpico de espacios finitos. La teoria de homotopia de espacios finitos puede ser estudiada en
términos combinatorios por medio de su orden intrinseco. Esta idea es debida a Stong [Sto66].

La proposicién siguiente relaciona la conexién de un espacio finito con la conexién de su
orden intrinseco, que es la conexién del diagrama de Hasse asociado.

Proposicion 1.2.4. Si X es un espacio finito, entonces X es localmente arcoconexo. Ademds,
hay un camino entre dos elementos x,y € X si y solo si existen xy,...,x, € X tales que xy = x,
Xp=yyparatodo 0 <i<n, x; < Xjp1 0Xi > Xjy1.

Las homotopias entre funciones continuas de espacios topoldgicos finitos pueden ser des-
critas utilizando la combinatoria de su orden intrinseco. De cierta manera esto es una generali-
zacion de la proposicién anterior.

Definicién 1.2.5. Sean X e Y espacios finitos. Consideremos el conjunto Y* de todas las fun-
ciones continuas de X en Y. Para f, g € Y, definamos f < g si f(x) < g(x) para todo x € X.
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Proposicion 1.2.6. Si X e Y son espacios finitos, entonces Y es un espacio finito (con el orden

de la definicion anterior).

Proposicion 1.2.7. Sean f,g: X — Y dos funciones continuas entre espacios finitos X e Y.
Entonces f'y g son homotdpicas en el sentido cldsico, y escribimos f ~ g, si y solo si f,g € YX

estdn arcoconectadas. Esto es, f ~ g siy solo si existen funciones continuas fo,...,f,: X =Y
tales que fo = f, fu =gy paratodo 0 <i<n, f; < fir10 fi > fit1.

Sea f: X — Y una funcién continua entre espacios finitos. Entonces f induce un morfismo
simplicial KC(f) : (X) — K(Y). Si f ~ g entonces K(f) y K(g) son contiguas en el sentido de
complejos simpliciales (ver [Barl la, Chapter 2, section 1]). En particular [IC(f)| y |[K(g)| son
homotdpicas en el sentido clasico. Sin embargo, aunque |K(f)| y |K(g)| sean homotdpicas, f
y g podrian no serlo (ver Observacion 1.2.3).

Abhora describimos un método de R.E. Stong [Sto66] para calcular el tipo homotdpico de
un poset finito. Bdsicamente el tipo homotépico de los espacios finitos estd determinado por
los espacios finitos minimales (en el sentido que definiremos mds abajo), que son dnicos salvo
homeomorfismo.

Sea X un espacio finito. Denotamos por Max(X) al conjunto de elementos maximales de
X. Similarmente denotamos por Min(X) al conjunto de elementos minimales de X. Si x € X,
denotamos por Max(x) al conjunto de elementos maximales sobre x y por Min(x) al conjunto
de elementos minimales debajo de x. Sean F, = {ye X : y>x}, b ={ycX : y>x}, U, =
{yeX :y<x}yU ={y€X :y<x}. Escribimos FX para enfatizar que F, estd tomado
en el poset X. También denotamos X<, = UX, Xo, = UX, X, = FX y X., = FX. Siy € X,
escribimos x < y si x < y y no existe un elemento z € X tal que x < z < y. Si x < y entonces
decimos que x esta cubierto por y 'y que y cubre x.

Definicion 1.2.8. Sea X un espacio finito y sea x € X. Decimos que x es un up beat point si Fy
tiene un minimo, y que x es un down beat point si U, tiene un mdximo. Decimos que x es un
beat point si es un up o un down beat point.

Observacion 1.2.9. Notar que x € X es un up beat point si y solo si existe un tnico y € X tal
que x < y. Andlogamente, x es un down beat point si y solo si existe un tnico y € X tal que
y<x.

Si X es un espacio finito y x € X es un beat point, entonces X —x C X es un retracto por
deformacién fuerte. Por ejemplo, si x es un up beat point cubierto por y € X, entonces podemos
definir la retraccién r : X — X —x por r(x) = y.

Supongamos que empezamos con un espacio finito y removemos los beat points uno por
uno. En cierto punto, alcanzaremos un espacio sin beat points. Un espacio finito sin beat points
es un espacio finito minimal. Resulta que, sin importar en qué orden hayamos extraido los beat
points, los espacios finitos minimales que podemos alcanzar son todos homeomorfos. Por lo
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tanto, para cada espacio finito hay un retracto por deformacién fuerte Xo C X que es un espacio
finito minimal. Llamamos a Xy el core de X y es dnico salvo homeomorfismo. Mds atn, los
posibles cores de los espacios finitos clasifican los tipos homotdpicos de los espacios finitos.
Esto es, dos espacios finitos X e Y tienen el mismo tipo homotdpico si y solo si sus cores son
homeomorfos. Debajo enunciamos este Teorema de Clasificacion.

Teorema 1.2.10 ([Sto66, Section 4]). Una equivalencia homotdpica entre espacios finitos mi-
nimales es un homeomorfismo. En particular, el core de un espacio finito es vnico salvo ho-
meomorfismo y dos espacios finitos son homotopicamente equivalentes si'y solo si tienen cores

homeomorfos.
Como corolario, el core de un espacio finito contréctil es el singleton.
Corolario 1.2.11. Un espacio finito X es contrdctil si y solo si su core es un punto.

Removiendo beat points en un espacio finito X podemos alcanzar subespacios que son
retractos por deformacién fuerte de X. Resulta que este tipo de subespacios pueden ser siempre
obtenidos de esta manera.

Proposicion 1.2.12. Sea X un espacio finito y sea Y C X un subespacio. Entonces Y C X es
un retracto por deformacion fuerte de X siy solo si Y se obtiene de X removiendo beat points.

Escribimos X \\ Y cuando ¥ C X es un retracto por deformacién fuerte.
El siguiente teorema probado por Barmak y Minian en [BM12b] relaciona la contractibili-
dad de X con lade X'.

Teorema 1.2.13 (Barmak-Minian). Un espacio finito X es contrdctil si'y solo si su subdivision
X' lo es.

Demostracion. Ver [BM12b, Corollary 4.18]. O

Este teorema permite caracterizar la contractibilidad de un espacio finito en términos de
sus subdivisiones iteradas.

La demostracién consiste en mostrar que cuando el core de X es no trivial, el core de X’
es mas grande que el core de X. Por lo tanto, deducimos que X y X’ tienen el mismo tipo
homotdpico solo cuando sus componentes conexas son contractiles.

Teorema 1.2.14. Sea X un espacio finito. Si X es homotopicamente equivalente a una subdi-
vision X" entonces X, y por lo tanto todas sus subdivisiones, tienen el tipo homotdpico de un

espacio discreto.
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Tipo homotopico simple de espacios finitos

La falla del teorema de Whitehead en los espacios finitos se codifica en el hecho de que
remover o agregar beat points en un espacio finito es un movimiento bastante restrictivo.

En algunos casos, queremos encontrar una relacion entre dos espacios finitos X e Y tal que
nos garantice que KC(X) y C(Y) tienen el mismo tipo homotdpico, pero menos restrictivo que
la condicién de beat points. De esta manera, Barmak y Minian [BMOS8b] tradujeron la nocién
de homotopia simple de complejos simpliciales al contexto de espacios finitos. En complejos
simpliciales, el tipo homotdpico simple es més fuerte que el tipo homotdpico usual, pero para
espacios finitos resulta ser mds débil.

Definicién 1.2.15. Sea X un espacio finito. Decimos que x es un up weak point si Fy es con-
tractil, y un down weak point si U, es contrictil. Decimos que x es un weak point si es un up o
un down weak point.

Observacion 1.2.16. Si x € X es un weak point, la inclusiéon X —x C X es una equivalencia
débil (ver [Barl1a, Proposition 4.2.4]).

Sea X un espacio finito. Si Y C X, decimos que hay un colapso elemental de X a Y,y
escribimos X\ Y, si ¥ = X — x para algin weak point x € X. También decimos que Y se
expande elementalmente a X y escribimos Y ¢ X. Escribimos X \ Y (o Y ./"X) cuando Y se
obtiene de X removiendo weak points. En este caso decimos que X colapsa a Y y que Y se
expande a X. Decimos que X es colapsable si colapsa a un punto.

Si Z es otro espacio finito, decimos que X es simple homotopicamente equivalente a Z,
o que X y Z tienen el mismo tipo homotdpico simple, si existe una serie de espacios finitos
Xo,X1,...,X, tales que Xo = X, X,, = Z y para cada i, X; colapsa o se expande a X;;;. Lo
denotamos X /v Z.

Esto define una nocién de teoria de homotopia simple en espacios finitos. Se puede mostrar
que espacios finitos homotdpicamente equivalentes son simple homotépicamente equivalentes
(ver [Barlla, Lemma 4.2.8]). La vuelta no vale. Mas atin, hay espacios finitos colapsables que
no son contractiles (ver [Barl1a, Example 4.3.3]).

Dos espacios finitos que son simple homotdpicamente equivalentes tienen los mismos gru-
pos de homotopia y homologia. Ademads, esta nocion de tipo homotdpico simple se corresponde
con la misma nocién al nivel de los complejos simpliciales.

Teorema 1.2.17 (ver [Barlla, Theorem 4.2.11]). 1. Sean X e Y espacios finitos. Entonces
X e Y son simple homotdpicamente equivalentes si y solo si K(X) y K(Y) son simple
homotdpicamente equivalentes. Ademds, si X Y entonces KC(X)  K(Y).

2. Sean K y L complejos simpliciales. Entonces K y L son simple homotopicamente equi-
valentes si'y solo si X (K) y X (L) son simple homotdpicamente equivalentes. Ademds, si
K™ L entonces X (K) X(L).
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Notar que un espacio finito X es simple homotdpicamente equivalente a un punto si y solo
si X — {*} es una equivalencia débil, si y solo si X es homotépicamente trivial (o sea tiene
grupos de homotopia triviales). Sin embargo, esta nocidn es estrictamente mas débil que ser
colapsable. Esto es, si X es colapsable entonces es simple homotdpicamente equivalente a un
punto pero la vuelta no vale. Por ejemplo, tomemos K cualquier triangulacién del Dunce hat.
Es sabido que K es contractil y que por lo tanto tiene el tipo homotépico simple de un punto.
En particular, X = X'(K) es simple homotGpicamente equivalente a un punto. Por otro lado,
ninguna triangulacién del Dunce hat es colapsable, por lo que X (K) no podria ser colapsable.

El join de espacios finitos

Si X e Y son espacios finitos, entonces definimos su join X x Y que sea el poset finito cu-
yo conjunto subyacente es la unién disjunta de X e Y con el siguiente orden. Se mantiene el
mismo ordenen X yen Y, y ponemos x < yparatodox € X ey €Y. Si Ky L son complejos
simpliciales, entonces su join K * L es el complejo simplicial cuyos vértices son la unién dis-
junta de los vértices de K y L. Los simplices de K * L son los simplices de K, los simplices de
Ly las uniones cUT con 6 € Ky T € L. Por lo tanto, (X *Y) = KC(X)*xK(Y) y |[K*L| es
L|
La contractibilidad del join de posets estd descrita en la siguiente proposicion.

homeomorfo al join topoldgico clésico |K|

Proposicion 1.2.18 (ver [Barl la, Proposition 2.7.3]). Sean X e Y dos espacios finitos. Enton-

ces X xY es contrdctil siy solo si X oY lo es.

Notar que hay complejos simpliciales finitos K y L tales que su join K x L es contrictil
pero que K y L no son contrictiles (ver comentario debajo de [Barlla, Proposition 6.2.12]).
Por lo tanto, tomando X = X' (K) e Y = X (L) podemos encontrar espacios finitos que no son
homotdpicamente triviales pero que su join si lo es.

Tenemos un resultado anélogo al de la proposicién anterior para tipo homotépico simple.

Proposicion 1.2.19 (ver [Barl 1a, Proposition 4.3.4]). Sean X y Y dos espacios finitos. Enton-

ces X xY es colapsable siy solo si X oY es colapsable.

Tipo homotopico equivariante

Enunciaremos aqui las definiciones y resultados principales sobre la teoria de homotopia
equivariante de espacios finitos. Seguimos las ideas de [Bre72], [Sto84] y, més recientemente,
[Barlla, Chapter 8].

Consideramos siempre acciones a derecha. Para un G-conjunto X, escribimos xé para la
accion de g € G sobre x € X. Si H < G es un subgrupo y Y C X, denotamos por Y = {y" : y ¢
Y,h€ H} ypor Fixy(Y) = {y €Y : y" =y para todo h € H} el conjunto de puntos fijos. El
grupo G, es el estabilizador (o grupo de isotropia) en G del elemento x € X. La 6rbitade x € X
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CAPITULO 1. ESPACIOS FINITOS Y LOS POSETS DE p-SUBGRUPOS

por la accién de G es denotada por O,. Por G-espacio entendemos un espacio topolégico con
una accién de un grupo G por homeomorfismos.

Una funcién continua f : X — Y entre dos G-espacios se dice que es G-equivariante o que
es un G-mapa si preserva la accion de G. Esto es, f(x8) = f(x)$ paratodox € X y g € G. Una
homotopia X x [0,1] — Y entre G-espacios X e Y es G-equivariante si es un G-mapa cuando
vemos a [0, 1] con la accién trivial de G. Dos G-mapas son G-homotdpicamente equivalentes si
existe una homotopia G-equivariante entre ellos. Escribimos f ~¢ g si f y g son G-mapas ho-
motdpicamente equivalentes. El G-mapa f : X — Y es una G-equivalencia o una equivalencia
homotopica G-equivariante si existe un G-mapa g: Y — X tal que fog ~gIdy y go f ~¢ ldx.
Dos G-espacios X e Y son G-homotdpicamente equivalentes o tiene el mismo tipo homotdpico
G-equivariante si existe una G-equivalencia f : X — Y. Escribimos X ~¢ Y en tal caso. Un
subespacio ¥ C X de un G-espacio X se dice invariante si Y° =Y. Decimos que ¥ C X es un
retracto por deformacion fuerte equivariante si Y es un subespacio invariante de X y existe
una retraccién equivariante r : X — Y tal que ior ~¢ Idy relativaa Y, donde i : Y — X es la
inclusion.

Por un G-poset entendemos un poset con una accién del grupo G por isomorfismos de
poset. Si tenemos un G-poset finito, entonces su topologia intrinseca hereda la G-estructura y
se convierte en un G-espacio finito en el sentido topolégico. Reciprocamente, si empezamos
con un G-espacio finito, entonces es un G-poset con su estructura de orden intrinseca. Ademads,
G-mapas de espacios finitos se corresponden con funciones G-equivariantes que preservan el
orden de G-posets finitos. Por lo tanto, las categorias de G-posets finitos y G-espacios finitos
son isomorfas. En el contexto de espacios finitos, se puede ver que dos mapas equivariantes
f,g : X — Y entre G-espacios son G-homotdpicamente equivalentes si y solo si existe una
sucesion de G-mapas fo, fi,...,f, € YX talesque fo = f, =8y fi < fiy1 0 f; > fir1 para
cadai.

Si X es un G-espacio arbitrario, podemos preguntarnos si su tipo homotépico equivariante
coincide con su tipo homotdpico usual. Para espacios arbitrarios esto es falso. Por ejemplo, hay
G-complejos contréctiles que no tiene un punto fijo por la accién de G. Esto implica que no
son G-contrictiles.

Esta situacién no aparece en el contexto de espacios finitos. Hemos visto que si X es un
espacio finito entonces podemos remover beat points de X hasta alcanzar un espacio finito
minimal (un espacio finito sin beat points), que es el core de X. El core determina univocamente
el tipo homotépico de X. Esto es, dos espacios finitos tienen el mismo tipo homotoépico si y
solo si tienen cores isomorfos. Resulta que entre todas las elecciones posibles de cores de X,
existe al menos una que es G-invariante si X es un G-espacio.

Lema 1.2.20 ([Sto84, Lemma p.96]). Sea X un G-espacio finito. Entonces existe un core de X

que es G-invariante y un retracto por deformacion fuerte equivariante de X.
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La idea de la demostracion de este lema es que, en lugar de remover un tnico beat point
en un espacio finito, podemos remover toda su Orbita y obtener un retracto por deformacién
fuerte equivariante. Esto es, si X es un G-espacio finito y tiene un beat point x € X, entonces
X — O, — X es un retracto por deformacién fuerte equivariante. Esto se sigue del hecho de que
si x y x% son comparables para algiin g € G entonces x = x8 (ver [Barlla, Lemma 8.1.1]). En
particular, un G-espacio finito contrictil tiene un punto fijo.

Corolario 1.2.21 (Cf. [Sto84]). Si X es un G-espacio finito contrdctil, entonces tiene un punto
fijo.

Mis atn, este core invariante permite probar una versién mds fuerte del bien conocido
Teorema de Bredon para G-CW-complejos. Lo recordamos aqui abajo.

Teorema 1.2.22 (ver [Bre67, II] o [tD87, 11.2.7]). Sea f : X — Y un G-mapa entre G-CW-
complejos. Entonces f es G-equivalencia homotdpica si y solo si, para todo H < G la funcion
inducida fy : Fixg(X) — Fixy (Y) es una equivalencia homotdpica.

Notar que, en particular, f es una equivalencia homot6pica tomando H = 1.
Para espacios finitos, no necesitamos asumir la condicién de ser una equivalencia homotd-
pica en cada espacio de puntos fijos: solo requerimos que f sea una equivalencia homotépica.

Teorema 1.2.23 (Version de espacios finitos [Sto84]). Sea f: X — Y un G-mapa entre G-
espacios finitos. Entonces f es una G-equivalencia homotdpica si'y solo si f es una equivalen-

cia homotopica. En particular, dos cores G-invariantes de X son G-homeomorfos.

Demostracion. La demostracién original de este teorema es de Stong [Sto84]. La reproduci-
mos aqui. Tomemos Xy C X e Yy C Y cores G-invariantes que son retractos por deformacién
fuerte G-equivariantes X e Y respectivamente. Sean iy : Xo < X e iy : Yy < ¥ las inclusio-
nes,y sean ry : X — Xo y ry : ¥ — Yy las retracciones equivariantes tales que rx oix = ldy,,
ix ory ~¢ ldx, ry oiy = Idy, y iy ory ~ Idy. Entonces ry o f oix es un G-mapa. Si f es
una equivalencia homotoépica, entonces ry o f oix lo es y por lo tanto un homeomorfismo G-
equivariante. Luego f es una G-equivalencia dado que f =iy o (ry o f oix) o rx es una compo-
sicién de G-equivalencias. 0

Recordar que si X es un espacio finito, entonces todo retracto por deformacién fuerte de X
se puede obtener removiendo beat points (ver Proposicién 1.2.12). En el contexto equivariante
tenemos un resultado similar. En lugar de remover un tnico beat point, podemos remover toda
su Orbita y obtener un retracto por deformacién fuerte equivariante. La siguiente proposicién
asegura que esta es la inica forma de obtener subespacios G-invariantes de G-espacios finitos
que también son retractos por deformacién fuerte equivariante. Escribimos X ¥ Y si X es un
G-espacio finito e Y C X es un subespacio invariante obtenido de X removiendo 6rbitas de beat
points.
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Proposicion 1.2.24 ([Barl 1a, Proposition 8.3.1]). Sea X un G-espacio finito y sea Y C X un

subespacio invariante. Las siguientes son equivalentes:
1. XN Y,

2. Y C X es un retracto por deformacion fuerte equivariante.
3. Y C X es un retracto por deformacion fuerte.

Si X es un G-espacio, se define X /G como el espacio de drbitas con elementos las clases
de elementos de X bajo la relacién de equivalencia x ~ x8 para g € G y x € X. Denotamos por
X a la clase del elemento x € X bajo esta relacién. Entonces X /G es un espacio topolégico con
la topologia cociente inducida por la funcién x € X —x € X /G.

En el contexto de espacios finitos, X /G resulta ser un espacio finito. Recordemos que es-
tamos asumiendo que nuestros espacios finitos son 7. Se puede ver que si X es un G-espacio
finito 7y entonces X /G es también un espacio finito 7y. En particular, X /G es un poset con la
relacion de orden X < y si x8 <y para algin g € G.

Para un G-espacio finito X, podemos relacionar la extracciéon de beat points de X con el
subespacio de puntos fijos Fixg(X) y el espacio de 6rbitas X /G.

Teorema 1.2.25 ([Barlla, Proposition 8.3.14]). Sea X un G-espacio finito Si Y C X es un
retracto por deformacion fuerte equivariante, entonces Fixg(X) Nx Fixg(Y) y X/G N Y /G.
En particular, si X es contrdctil entonces Fixg(X) y X /G lo son, y por lo tanto, Fixg(X) # @,

es decir hay un punto fijo.

Como corolario, si dos G-espacios finitos son G-homotépicamente equivalentes, sus subes-
pacios de puntos fijos y sus espacios de orbitas son homotdpicamente equivalentes.

Esto vale en general para G-espacios: si X ~¢ Y entonces Fixg(X) ~ Fixg(Y) y X /G ~
Y /X . Para espacios finitos esto nos dice que se lleva bien con la extraccién de beat points.

Notar que en general, si un G-espacio X es contrdctil entonces Fixg(X) y X /G podrian no
serlo. Por ejemplo, tomar X =R con la accién de G = Z por traslacion. Entonces X es contrictil
pero Fixg(X) = @ y X/G = S! no lo son. Incluso si el G-espacio X es compacto y G es finito
podria no haber puntos fijos. Por ejemplo, la conjetura de Casacuberta-Dicks asegura que si X
es un G-CW-complejo 2-dimensional y contrictil entonces tiene un punto fijo por la accién de
G (ver [CD92]). En el Capitulo 4, Seccidén 4.3 probamos esta conjetura cuando X es uno de los
complejos de p-subgrupos de un grupo finito G.

También hay una versién equivariante de teoria de homotopia simple de espacios finitos,
introducida por Barmak [Barl1a, Chapter 8 Section 3]. Barmak usa este versién equivariante
de homotopia simple para dar enunciados equivalentes de la conjetura de Quillen [Barlla,
Theorem 8.4.3].
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Sea X un G-espacio finito. Si x € X es un weak point, entonces también lo es x4 para todo
g € G. Se puede mostrar que X — O, — X es una equivalencia débil. En este caso decimos
que hay un G-colapso elemental de X a X — O, y lo denotamos por X ¥ X — O,. Notar que
X — O, es un subespacio invariante de X. Decimos que X G-colapsa a un subespacio invariante
Y si Y se puede obtener de X removiendo 6rbitas de weak points. Esto es, hay una serie de
G-colapsos elementales empezando en X y terminando en Y. Denotamos esto por X \ Y. De-
cimos que X es G-colapsable si X\’ x. Andlogamente definimos G-expansiones elementales
y G-expansiones. SiY es un G-espacio finito arbitrario, decimos que X e Y tienen el mismo tipo
homotdpico simple equivariante, y lo denotamos por X /¥ Y, si existe una serie de G-colapsos
y G-expansiones empezando en X y terminando en Y.

Observacion 1.2.26. Hemos visto que hay espacios finitos que son colapsables pero no con-
tractiles. Poniendo la accién trivial en tales espacios, obtenemos ejemplos de espacios finitos
G-colapsables pero no contractiles. Por otro lado, hemos visto que todo G-espacio finito con-
tractil es G-contractil. Sin embargo, esto no vale para tipo homotépico simple. Esto es, un
G-espacio finito podria ser colapsable pero no G-colapsable. Ver [Barl1a, Example 8.3.3].

Recordar que un G-complejo es un complejo simplicial K junto con una accién del grupo
G en su conjunto de vértices por isomorfismos simpliciales.

Hay una version andloga de teoria de homotopia simple equivariante para complejos sim-
pliciales finitos (ver [Barl1a, Definition 8.3.5]). Notar que si X es un G-espacio finito, entonces
K(X) es un G-complejo finito. Andlogamente, si K es un G-complejo finito, entonces X (K)
es naturalmente un G-espacio finito. La relacién entre G-colapsos en G-espacios finitos y G-
complejos estd dada por el siguiente teorema.

Teorema 1.2.27 ([Barl1a, Theorem 8.3.11]). 1. Sea X un G-espacio finitoy seaY C X un
subespacio invariante. Si X ¥ Y entonces K(X) N’ K(Y).

2. Sea K un G-complejo finito y sea L C K un subcomplejo invariante. Si K™ L entonces
X(K)N x(L).
En particular; si X e Y son G-espacios finitos, entonces X /4 Y si'y solo si K(X) /4 K(Y).

Tenemos resultados andlogos a los del Teorema 1.2.25 para tipo homotdpico simple equi-
variante, pero solo para el subespacio de puntos fijos.

Teorema 1.2.28 ([Barl 1a, Proposition 8.3.15]). Sea X un G-espacio finito e Y C X un subes-
pacio invariante tal que X ' Y. Entonces Fixg(X) Fixg(Y). En particular, si X es G-

colapsable entonces X lo es (y entonces es no vacio).

Corolario 1.2.29 ([Barlla, Corollary 8.3.17]). Sean X e Y dos G-espacios finitos. Si X /4 Y
entonces Fixg(X) 7~ Fixg(Y).
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Para espacios de érbitas, no es verdad que si X N Y entonces X/G Y /G. Ver [Barl la,
Example 8.3.16]. En el ejemplo citado X ' Y y no solo que X /G no colapsa a Y /G, sino que
también tienen diferentes grupos de homotopia.

Concluimos esta seccion observando que un G-colapso en G-complejos finitos induce un
retracto por deformacion fuerte equivariante. Esto es, si K\ L entonces |L| C |K| es un retrac-
to por deformacion fuerte equivariante. En particular, si K /¢ L entonces |K| ~¢ |L|. Referimos
a [Pit16, Teorema 2.4.20] para una demostracién de este hecho.

Teorema 1.2.30. Sean K y L dos G-complejos finitos. Si K¢ L entonces |L| C |K| es retracto
por deformacion fuerte equivariante. Ademds, si K /S L entonces |K| y |L| tienen el mismo tipo
homotdpico equivariante. En particular, esto vale si X e Y son G-espacios finitos, K =K(X) y
L=KY),yXNYoXx/XAY.

1.3. Los posets de p-subgrupos como espacios finitos

En esta seccidn, estudiamos las relaciones entre los diferentes posets de p-subgrupos como
espacios topoldgicos finitos. Es sabido que |KC(A,(G))|, [K(S,(G))|, [K(B,(G))l, IR,(G)|y
|K,,(G)| tienen el mismo tipo homotdpico equivariante (ver por ejemplo [Asc93, Qui78, Smil I,
TWO1]). Sin embargo, al nivel de espacios finitos Stong mostré que por ejemplo A,(G) y
S,(G) no tienen el mismo tipo homotdpico [Sto84]. Nosotros proporcionamos demostraciones
y ejemplos mostrando las diferentes relaciones entre estos espacios finitos en términos del ti-
po homotépico (fuerte) equivariante y el tipo homotdpico simple equivariante. Mostramos que
en general A,(G), S,(G), B,(G) y X(R,(G)) pueden tener distinto tipo homotépico como
espacios finitos. Aqui, para los complejos simpliciales K,(G) y R,(G) consideramos sus po-
sets de caras. En la Subseccién 1.3.1 estudiamos condiciones suficientes sobre el grupo G que
garanticen que dos de estos posets tengan el mismo tipo homotépico como espacios finitos.
En la Subseccién 1.3.2 analizamos la contractibilidad como espacios finitos de los diferentes
posets de p-subgrupos. En el Ejemplo 1.3.17 mostramos que A,(G) podria ser homotdpi-
camente trivial y no contrictil, respondiendo negativamente a la pregunta de Stong al final
de [Sto84]. El mismo ejemplo muestra también que X' (R,(G)) podria ser homotépicamen-
te trivial y no contractil como espacio finito. Finalmente, en la Subseccién 1.3.3 damos una
descripcion algebraico-combinatoria de lo que significa la contractibilidad de A,(G).

Recordemos que tenemos las siguientes implicaciones sobre el tipo homotépico equiva-
riante de espacios finitos:

\t\((; — G

[
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X\Y  15(G) | A)G) | By(G) | X(K,(G))

5,(G) AR /S
A6 | o | = | A o
B,(G) o | — /<

XK,(G) | A | N |

Cuadro 1.1: Relaciones homotdpicas como espacios finitos.

Con estas implicaciones en mente, damos las relaciones entre los diferentes posets de p-
subgrupos en la Tabla 1.1. En cada celda ponemos la relacion entre X e Y, donde X se corres-
ponde con el poset de la primera columna e Y con el poset de la primera fila.

El poset X' (R ,(G)) estd mds relacionado con los posets subdivididos S,(G)" y A,(G)’. En
general, tenemos que X' (R ,(G)) /¥ S,(G).

Proposicion 1.3.1 (Cf. [Bou84, Qui78, TWOII1]). Valen las siguientes relaciones en términos

de espacios finitos:
1. S,(G)NF A,(G),
2. S,(G)\¥ B,(G),
3. X(KH(G) N A (G),

4. X(Rp(G)) 4 A,(G).

En particular, las inclusiones de |A,(G)|, |B,(G)|, |Rp(G)| en |S,(G)| son G-equivalencias

) bl

homotdpicas.

Demostracion. Laultima parte del enunciado se sigue del Teorema 1.2.30.

Probamos primero que S,(G) ¥ A,(G) y S,(G)¥ B,(G). La idea original de esta de-
mostracién de debida a Bouc [Bou84].

Mostramos que A,(G) se obtiene de S,,(G) removiendo 6rbitas de weak points de arriba
hacia abajo. Tomemos P € S,(G) — A, (G). Entonces, 1 # ®(P) y ®(P)Q < P para todo Q < P
dado que P no es elemental abeliano. Por lo tanto S,(G)<p es contrictil via Q < 0®(Q) >
®(Q), P es un down weak point y S,(G) ¥ S,(G) —{P? : g € G}. Extrayendo desde arriba
hacia abajo las 6rbitas de los elementos en S,(G) — A, (G) obtenemos que S,(G) ' A,(G).

Un razonamiento andlogo es obtenido con B,(G) en lugar de A,(G), pero en este caso
las extracciones son de abajo hacia arriba. Si P € S,(G) — B,(G), entonces P < O,(Ng(P))
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y QO < Q0,(Ng(P)) > O,(Ng(P)) es una homotopia bien definida para Q € S,,(G)~p. Por lo
tanto S,(G)p es contrictil y P es un up weak point.

Ahora mostramos que X' (K,(G)) ¥ A,(G). Un elemento ¢ de X (K,(G)) es un conjun-
to de subgrupos de G de orden p que conmutan dos a dos. Esto significa que generan un
p-subgrupo elemental abeliano no trivial. Luego tenemos una funcioén r : X (K,(G)) — A, (G)
definida por r(c) = (X : X € c). En la otra direccién tenemos la funcién i : A,(G) — X (K,(G))
definida por i(E) = {X : X <E,|X| = p}. Claramente r € i preservan el orden, ri = Id 4, ()
e ir > ldy g, (c))- En consecuencia, i es un embeding y A,(G) es un retracto por deformacién

fuerte de X (K,(G)). Dado que A,(G) es G-invariante, X (K,(G)) ¥ A,(G) por la Proposi-
cién 1.2.24.
Finalmente probamos que X (R ,(G)) /¢ A,(G). Esta demostracion es debida a Thévenaz-
Webb [TWI1]. Consideremos la funcion ¢ : X(R,(G)) — A, (G)°P definida por ¢ (P < ... <
P) = Qi(Z(P)) N Py. Se puede ver que Q(Z(P,)) NPy =);Q1(Z(P)). Por lo tanto q) es
una funcién bien definida que preserva el orden. Ademds, ¢ (A,(G)2,) ={(P <...<P) :
Qi (Z(P))NPy>A} escontrictil via (Pp < ... <P )< (A< P < < P,) > (A). Luego, por
[Barl 1a, Proposition 8.3.21], X (R,(G)) /¢ .A,,(G). O

Observacion 1.3.2. Para completar la demostracién de la Tabla 1.1, notar que /¢ es una rela-
cién transitiva. Por ejemplo, S,(G) ' A,(G) y S,(G) ¥ B,(G) implica A,(G) /¢ B,(G).
Ahora damos algunos ejemplos mostrando que las relaciones de la Tabla 1.1 son estrictas.
Recordar que Stong mostré que A,(G) y S,(G) no tienen el mismo tipo homotdpico en
general (ver [Sto84]). Concretamente, para G =S5 y p = 2 él mostré que A,(G) y S,(G)
no son homotépicamente equivalentes. En el siguiente ejemplo exhibimos el grupo més chico
posible con esta propiedad.

Observacion 1.3.3. En los ejemplos subsiguientes usamos el hecho de que B,(G) C i(S,(G))
(ver Lema 1.3.10). Aqui, i(S,(G)) es el subposet de intersecciones no triviales de p-subgrupos
de Sylow de G, y es un retracto por deformacién fuerte equivariante de S,(G) (ver [Barl la,
Chapter 9] o Subseccion 1.3.3 debajo).

Ejemplo 1.3.4. Sea G = (S3 x S3) x C; donde C, actiia permutando las copias de S;. Este
grupo tiene orden 72 y para p = 2, los posets S,(G) y A,(G) no tienen el mismo tipo ho-
motdpico. Hemos verificado esto calculando sus cores, los cuales tienen 21 y 39 elementos
respectivamente.

En la Proposicién 1.3.14 mostramos que este es el grupo mds chico para el cual A,(G) y
S,(G) no tienen el mismo tipo homotépico.

Por otro lado, B,,(G) no tiene beat points y i(S, ( )) = B,(G). Porlo tanto B,(G) y A,(G)
no tienen el mismo tipo homotopico pero B,(G) C S, (G) es un retracto por deformacién fuerte.
También tenemos que X' (R, (G)) ~ A,(G)' y X(R,(G)) # S,(G)’ dado que sus cores tienen
93 y 57 puntos respectivamente.
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Ejemplo 1.3.5. Sea G = L3(2) = PSL3(2) y p = 2. Entonces S,(G) y B,(G) no tienen el
mismo tipo homotépico dado que sus cores tienen 56 y 35 elementos respectivamente. Este
es el grupo més chico para el cual el poset de Brown de p-subgrupos no es homotépicamente
equivalente al poset de Bouc de p-subgrupos radicales.

El algoritmo aplicado para encontrar este ejemplo es el siguiente. Tenemos que S,(G) y
B,(G) tienen el mismo tipo homotdpico cuando O,(G) # 1, los p-subgrupos de Sylow son
abelianos, m,(G) = 1 o |G| = p%“g para ¢ primo (ver Subseccién 1.3.1). Entonces hay solo 4
grupos G que no satisfacen estas propiedades de orden a lo sumo 168. Estos son G = (S3 x
S3) % Ca, Ss, (C3 X C3) x QD1 y PSL3(2). En todos los casos p =2,y S,(G) ~ B,(G) excepto
en el dltimo.

Para G =PSL3(2) y p =2, el core de S,,(G) tiene 56 puntos y tanto 3,(G) como A,(G) son
espacios finitos minimales con 35 puntos. Mds atin, A,(G) y B,(G) no son homotépicamente
equivalentes pero A,(G)°® y B,(G) son homeomorfos. En particular, A,(G)" y B,(G)’ son
homeomorfos. El core de X(R,(G)) tiene 77 puntos y es homotdépicamente equivalente a
A, (G)' pero no a S,(G)', cuyo core tiene 287 puntos.

Ejemplo 1.3.6. Sea G el grupo isomorfo a
5 (C3:(3)

que tiene id [1728,47861] en la libreria de Small Groups de GAP. Su orden es 1728 = 2633 y
es el grupo mds chico para el cual S,(G) y A,(G) no tienen el mismo tipo homotdpico para
un primo p # 2 (p = 3 en este caso). Los cores de S,(G) y A,(G) tienen 256 y 512 puntos
respectivamente. Mds atn, i(S,(G)) = B,,(G), por lo que B,,(G) es un retracto por deformacién
fuerte de S,(G). El core de X' (R ,(G)) tiene 1536 puntos y es homeomorfo al core de A, (G)'.
Asi, X(R,(G)) ~ A,(G)'. Por otro lado, el core de S,(G)’ tiene 1024 elementos, por lo que
X(R,(G)) y Sp(G)' no son homot6picamente equivalentes.

Ejemplo 1.3.7. En todos los ejemplos anteriores, A,(G)" y X(R,(G)) son homotSpicamente
equivalentes. Sin embargo esto no sucede en general. Sea p =2y G el grupo isomorfo a

H xS3

donde H = (S3 x S3) x C; es el grupo del Ejemplo 1.3.4. Los cores de S,(G) y A, (G) tienen 87
y 159 elementos respectivamente, por lo que no son homotépicamente equivalentes. Ademds,
B,(G) =i(S,(G)), que es un retracto por deformacion fuerte de S,(G). Por otro lado, los cores
de S,(G), A,(G)' y X(R,(G)) tienen 789, 1257 y 1149 elementos respectivamente, por lo
que dos a dos no son homotdpicamente equivalentes.

Ejemplo 1.3.8. EI poset X,(G) es considerado en [Pit19] en el estudio de la conjetura de
Webb desde el punto de vista de espacios finitos (ver también Capitulo 2 y Proposicién 2.3.6).
En general, el subposet X,(G) C S,(G) no es débilmente equivalente a S, (G).
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Sea G = (S3 x S3) x C; el grupo del Ejemplo 1.3.4 con p = 2. El poset X,,(G) tiene el tipo
homotépico de un espacio discreto de 9 puntos, mientras que S,(G) es conexo y tiene el tipo
homotépico débil de un wedge de 16 1-esferas. En particular, S,,(G) podria ser conexo y X,,(G)
no.

Es fécil de ver que X,(G) es invariante bajo la accién de G, S,(G) es conexo si X,(G) lo
es, y S,(G) es contrictil si y solo si X,(G) lo es.

No sabemos si existe una relacién mds fuerte o incluso una versién de la conjetura de
Quillen para este poset (cf. Proposicién 1.3.15).

1.3.1.  Algunos casos con A,(G) ~ S,(G)

En general, encontrar condiciones puramente algebraicas necesarias y suficientes en un
grupo finito para que dos de sus posets de p-subgrupos sean homotdpicamente equivalentes,
podria ser bastante complejo dado que hay mucha combinatoria involucrada. La idea de esta
subseccién es establecer algunas condiciones algebraicas simples y suficientes para que dos
posets de p-subgrupos de un grupo G sean homotépicamente equivalentes. No sabemos si
algunas de ellas son también condiciones necesarias. Estas nos serdn dtiles en los siguientes
capitulos.

El siguiente teorema describe la condicién algebraica para que A, (G) sea un retracto por
deformacion fuerte de S,(G). Esto fue hecho parcialmente por Stong al final de [Sto84].

Teorema 1.3.9 (Cf. [MP18, Proposition 3.2]). Sea G un grupo finito y p un primo que divide
a su orden. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Qy(S) es abeliano para S € Syl,,(G),
2. A,(G) C S,(G) es un retracto por deformacion fuerte equivariante,
3. A,(G) € S,(G) es un retracto.

Ademds, si estas condiciones valen, entonces A,(G)' C X(R,(G)) es un retracto por defor-
macion fuerte equivariante.

Demostracion. Si Q(S) es abeliano para § € Syl ,(G), entonces 7 : S,(G) — A, (G) definido
por (Q) = Q;(Q) es un retracto por deformacion fuerte. Reciprocamente, si r : S,(G) —
A,(G) es una retraccién, entonces para cada Q € S,(G) y cada subgrupo X < Q de orden p
tenemos que X = r(X) < r(Q) € A,(G). En particular, Q;(Q) < r(Q) es elemental abeliano.

Para la parte del “Ademds”, considerar la funcién r: X(R,(G)) — A,(G)" definida por
Py <P <...<B)=(Q(PR)<Q(P)<... <Q(F)). Notar r,(G) = log,(|G|,). Para
cada 0 <i < r,(G), considerar las siguientes funciones fi, g; : X (R,(G)) = X(R,(G)).

filPh <P <...<P)={Q(P) : |Pj| < p'yU{P; : |P}| > p'}
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gi(Py <P <...<P)={Q(P) : [Pj| <p'yU{P; : |Pj| > p'}

Claramente, f; y g; son funciones bien definidas que preservan el orden y fijan A, (G)'. El hecho
de que fi(c),gi(c) € X(R,(G)) sic € X(R,(G)) se sigue de que P < Q implica Q;(P) < Q
dado que Q;(P)charP.

Seai: A,(G) — X(R,(G)) lainclusi6n. Entonces ri = Id 4, (gy- Por otro lado, ir = g, (),
ldx(r,(G) = fo=2goy paratodo 0 <i<r,(G), gi-1 < fi > g Porlo tanto, ir ~ ldx(r,,(G)) ¥
A,(G) € X(R,(G)) es un retracto por deformacién fuerte equivariante (ver Teorema 1.2.24).

O

Recordar que i(S,(G)) es el subposet de intersecciones no triviales de p-subgrupos de
Sylow de G y es un retracto por deformacién fuerte equivariante de S,(G) (ver Subseccién
1.3.3).

Lema 1.3.10. Para un grupo finito G, B,(G) C i(S,(G)). Esto es, todo p-subgrupo radical es
una interseccion de p-subgrupos de Sylow de G.

Demostracion. Sea Q € B,(G) y sea P la interseccion de todos los p-subgrupos de Sylow de
G que contienen a Q. Claramente, Q < Py si Q8 = Q entonces P$ = P. Por lo tanto Ng(Q) <
Ng(P). Por la Proposicién 1.1.1, P < Q. En consecuencia, Q = Q € i(S,(G)). O

Proposicion 1.3.11. Si S es abeliano para S € Syl,,(G), entonces B,(G) = i(S,(G)) y por lo

tanto éste es un retracto por deformacion fuerte equivariante de S, (G).

Demostracion. Por el lema anterior resta demostrar que i(S,(G)) C B,(G). Sea Q € i(S,(G)).

Entonces si Si,...,S, son los p-subgrupos de Sylow de G que contienen a Q, tenemos que
Q =21 Si- Ademds, S; < Ng(Q) pues S; es abeliano. Luego Syl,(Ng(Q)) = {S1,...,S.} ¥
0,(NG(Q)) =N;Si=0,0sea Qe B,(G). O

Proposicion 1.3.12. Supongamos que dos p-subgrupos de Sylow distintos de G se interse-
can trivialmente. Entonces S,(G), B,(G), A,(G), X(R,(G)), X,(G) son G-homotdpicamente
equivalentes a Max(S,(G)) = Syl,,(G). En particular esto vale si G tiene un tinico p-subgrupo
de Sylow.

Demostracion. Sea n, el nimero de p-subgrupos de Sylow de G. Es facil ver que cada espacio
tiene | Syl,(G)| componentes conexas.

Para S,(G) y X,(G), las componentes conexas son S,(S) y X,,(S) respectivamente, para
S € Syl,,(G). Dado que tienen mdximo, son contrictiles.

El poset B,(G) es igual a i(S,(G)), el cual es igual a Syl,(G) en este caso (ver Lema
1.3.10).

Las componentes conexas de .A,(G) son Ay (S) para S € Syl (G). Cada una de ellas es
contrdctil via la homotopia E < EQ,(Z(S)) > Q(Z(S)) para E € A,(S).
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Finalmente, X'(R,(G)) tiene n, componentes conexas y cada una de ellas tiene la forma
X(R,(S)) para S € Syl,(G). Queda probar que todas ellas son contréctiles. Podemos reali-
zar una homotopia similar a la de A,(S). Sea Z = Z(S). Considerar las funciones f,g, fi,g; :
X(Rp(S)) = X(R,(S)) definidas como sigue.

f(Py<...<P)=(Z<PRZ<..<PZ)

gPh<...<P)=(2)
[P <...<B)={P;: |P;| <p'yU{P,Z : |P;| > D'}
gi(Po<...<P)={P; : |P| <pYU{PZ : |Pj| > p'}

Todas estas funciones estdn bien definidas, son continuas y gi+1 < fi > g, g1 < f>gy
8r,(G)+1 = 1dx (R, (s))- Por lo tanto, X' (R ,(S)) es contréctil. O

La siguiente proposicion describe el tipo homotdpico de una familia particular de grupos
resolubles. Es una proposicion ttil para buscar ejemplos.

Proposicion 1.3.13. Si |G| = p®q para p,q primos, entonces los posets de p-subgrupos S,(G),
B,(G), Ap(G), X(R,(G)) y X,(G) son G-homotdpicamente equivalentes dos a dos. Mds aiin,
todos ellos son contrdctiles o bien son G-homotdpicamente equivalentes a Max(S,(G)) =
Sy1,(G).

Demostracion. Se sigue de [MP18, Proposition 3.2] y su demostracién, Proposicién 1.3.12 y
Proposicion 1.3.15, que S,(G) es G-homotdopicamente equivalente a todos los otros posets ex-
cepto quizds a X' (R, (G)). Probemos que X' (R ,(G)) ~ S,(G). Por la demostracién de [MP18,
Proposition 3.2] y la Proposicion 1.3.12, podemos suponer que 1 # O,(G) = S| NS, para cua-
lesquiera dos p-subgrupos de Sylow distintos Sy, Sz € Sylp(G). Por lo tanto necesitamos probar
que X (R,(G)) es contrictil. Vamos a probar que X'(R,(0,(G))) € X(R,(G)) es un retracto
por deformacién fuerte. El resultado se seguird dado que X'(R,(0,(G))) es contrictil por la
Proposicion 1.3.12.

Para cualquier Q € S,(G), o bien Q < 0,,(G) o existe un tnico p-subgrupo de Sylow S(Q)
de G tal que Q < S(Q). Ahora, para cualquier cadena c € X(R,(G)) obien c € X(R,(0,(G)))
oexiste Q € ccon Q £ 0,(G).SiP>Qy P € c,entonces P £ 0,(G) y S(P) = S(Q). Escri-
bamos ¢ = c¢;Ucy donde ¢ € X (R,(0,(G))) y c2 € S,(G) —S,(0,(G)). Notar que P < Q si
PeciyQecy. SeaS(c;) =5(Q) sicy# Dy Q € cp. Consideremos las siguientes funciones
definidas en X' (R,(G)).

file) =1 U{0Z(S(c2)) : Q € 2,101 2 p'}U{Q : Q € 2, |0 < p'}

gi(c) = c1U{0Z(S(c2)) : Q€ 2,10 > p}U{Q : Q€ c,|0] < p'}
hi(c) = c1 U{(QZ(S(c2))) N0,(G) : Q € 2,|0] < p'YU{QZ(S(c2)) : Q € c2,]Q] > p'}
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ei(c) = c1U{(QZ(S(c2))) NO,(G) : Q € 2,101 < p'YU{QZ(S(c2)) : Q € e2,]0] > p'}
Todas estas funciones estdn bien definidas y preservan el orden. Para todo i tenemos que
8 < fi = gi+1.ldxr = Jr,(G)+1-80 = €0, €i < h; > ei_1y Im(hr,,(G)+l) =X (R,(0,(G))).
Mas ain, estas funcmnes son la identidad cuando se restringen a X'(R,(0,(G))). En conse-
cuencia, hemos encontrado una homotopia entre la identidad de X(R,(G)) y una retraccién
de X(R,(G)) a X(R,(0,(G))). Esto es, X(R,(0,(G))) € X(R,(G)) es un retracto por
deformacion fuerte. O

Estos resultados permiten probar teéricamente que el orden minimal de un grupo G para el
cual A,(G) y S,(G) no tienen el mismo tipo homotépico es al menos 72. El grupo del Ejemplo
1.3.4 realiza esta cota.

Proposicion 1.3.14. Si |G| < 72 entonces S,(G), B,(G

)y A,(G ) tienen el mismo tipo homo-
tépico G-equivariante para cada primo p. También X (R,(G)) y A,(G)’ tienen el mismo tipo

homotopico G-equivariante.

Demostracion. Sea 1 < n < 72y sea G un grupo de orden n. Si p t |G| todos los posets son
vacio y no hay nada que decir. De otra manera, n = p®mcona > 1y (m:p)=1.Sia=1
0 2, los p-subgrupos de Sylow son abelianos y por el Teorema 1.3.9 y la Proposicién 1.3.11,
A, (G) CS,(G), Ap(G) CX(R,(G))y By(G) € S,(G) son retractos por deformacién fuerte.
Si o > 3 entonces 2332 =72 > n = p¥m > 23m, yasi 1 <m < 9. Param =1 o primo, el
resultado se sigue de la Proposicién 1.3.13. Luego queda probar que m #24,6y 8. Sim=4,6
u 8, como (p:m) =1, p > 3. Pero entonces p*m > 334 = 108 > 72. O

1.3.2. Contractibilidad de los posets de p-subgrupos

En esta seccién estudiamos la contractibilidad de los posets de p-subgrupos. El objetivo es
encontrar las condiciones algebraicas necesarias y suficientes que la caractericen en cada poset

de p-subgrupos.

Proposicion 1.3.15 (Cf. [Sto84]). Sea G un grupo finito y p un niimero primo. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

0,(G) #1,
2. 8,(G) es contrdctil,
3. B,(G) es contrdctil,
4. X,(G) es contrdctil.

En particular, si 0,(G) # 1, Ap,(G) y X(R,(G)) son homotdpicamente triviales.
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Demostracion. La demostracion es esencialmente la misma para cada poset. La idea original
es debida a Stong [Sto84]. Si X es alguno de los posets del enunciado y es contrictil, entonces
tiene un punto fijo (ver Teorema 1.2.25). Entonces O,(G) # 1.

Reciprocamente, asuma que O,(G) # 1. Entonces S,(G) y X,(G) son contrictiles via la
misma homotopia P < PO,(G) > O,(G) con P € S,(G) o X,(G) respectivamente. Por otro
lado, 0,(G) es el minimo de B, (G), por lo que éste es contractil (ver Proposicién 1.1.1). [

Siguiendo a Stong [Sto84], la conjetura de Quillen puede ser reformulada en términos de

la topologia intrinseca de los posets de la siguiente manera.
Conjetura de Quillen: Si S,(G) es homotépicamente trivial entonces es contractil.

Lo mismo vale para B,(G) en lugar de S,(G).

Observacion 1.3.16. Si X es uno de los posets de p-subgrupos de un grupo finito G y es
contractil, entonces G fija un punto de X y por lo tanto O,(G) # 1 (ver Corolario 1.2.21). En
particular, si A, (G) o X(R,(G)) es contrictil entonces S,(G) es contréctil.

La pregunta de que si S,,(G) contréctil implica que A, (G) lo sea fue planteada por Stong
al final de [Sto84]. Nosotros mostramos en [MP18] que la respuesta a la pregunta de Stong es
por la negativa. Esto es, existen grupos finitos G para los cuales A,(G) es homotdpicamente
trivial y no contractil. Esto destaca el poder de los espacios finitos: con la topologia intrinseca
de los posets, hay diferencias homotdpicas entre A,(G) y S,(G) de manera que la conjetura
de Quillen no significa lo mismo en ambos posets.

Ejemplo 1.3.17. Sea G el grupo de orden 576 = 2°32 e indice 5684 en la libreria de Small
Groups de GAP [GAP18]. Este grupo posee la siguiente estructura. Sean Hy = (a,b) = C, x (3,
Hy = {c,d) =C3xC3yN= e, f,g,h) =Cy x Cy x C; x C,. Entonces G = (N : H,) : H, y las
acciones estdn dadas como sigue:

A= d=d* e =f, f"=eg"=hh =g,
& =cbd" =d* e’ =g, f" =h,g" =e,n’ =7,
e =e [ =e,g =hh"=gh,
el =f.f!=feg! =ghh' =g

En particular, O>(G) = N es un p-subgrupo normal no trivial. Luego S>(G) es contractil.
Sin embargo, el poset A, (G) no es contractil pues su core tiene tamafio 100. Ademds, G es un
grupo resoluble, Oy (G) =1y C5(02(G)) < 02(G) es auto-centralizante. Notar que Z(G) = 1.

Este es el ejemplo mds chico de un grupo finito tal que S»(G) es contrictil pero A, (G)
no lo es. El algoritmo para encontrar este ejemplo fue descrito en [Pit16, Ejemplo 3.7.4]. Ver
también [MP18, Example 3.7].
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También se puede ver usando el paquete [FPSC19] de GAP que X (R,(G)) es un espacio
finito homotdpicamente trivial y no contrictil (su core tiene 2065 puntos), y que es el ejemplo
mds chico con esta propiedad. Ademds, el core de A(G)’ tiene 631 puntos y por lo tanto
X(R2(G)) y A2(G) no son homotépicamente equivalentes como espacios finitos (aunque
ambos son homotGpicamente triviales). Mds aiin, por el Teorema 1.2.13, S;(G)" y B2(G)’ son
contrictiles.

En particular, O,(G) # 1 no implica que ni A,(G) ni X(R,(G)) sean contréctiles. Por lo
tanto, es natural preguntarse qué significa la contractibilidad de .A,(G) en términos puramen-
te algebraicos. Nosotros hemos respondido este pregunta usando una descripcién algebraica-
combinatoria del poset A, (G) (ver [MP18] y [Pit16]). No damos la descripcién de la contrac-
tibilidad de X'(R,(G)) en términos algebraicos, pero si damos algunas condiciones suficientes
para que lo sea.

En la seccién siguiente desarrollaremos los resultados que necesitamos para describir la
contractibilidad de A, (G) en términos algebraicos-combinatorios.

La siguiente proposicién provee algunos casos particulares en donde la contractibilidad de
S,(G) implica la de A, (G).

Proposicion 1.3.18. Sea G un grupo finito y p un niimero primo. En cualquiera de los siguien-
tes casos, la contractibilidad de S,,(G) implica la de A,(G):

1. G actiia transitivamente sobre Max (A, (G)),
2. my(G) <2,
3. rp(G) <3.

Demostracion. Supongamos primero que todos los p-subgrupos elementales abelianos maxi-
males son conjugados. Afirmamos que la interseccion de todos ellos es no trivial. En efec-
to, si 21(Z(0,(G))) <A, donde A es un p-subgrupo elemental abeliano maximal, entonces
Q1(Z(0,(G))) = 21(Z(0,(G)))$ < A8 para todo g € G y por lo tanto Q(Z(0,(G))) es un
p-subgrupo elemental abeliano no trivial contenido en la interseccién de todos los p-subgrupos
elementales abelianos maximales. Por la Proposicién 1.3.25, A, (G) es contractil.

Si m,(G) < 2, entonces (A, (G)) es un grafo. Esto implica que, en este caso, A,(G) es
homotdépicamente trivial si y solo si es contrictil.

Siry(G) <3,m,(G)=1,2,03,yeneldltimo caso A,(G) = S,(G). O

Ejemplo 1.3.19. Sea G = ((Z3 x Z3) : Zg) : Z; el grupo con id [144,182] en la libreria de
Small Groups de GAP. Notar que |G| = 2*32. Si tomamos p = 2, los cores de los espacios
finitos S,(G) y A,(G) tienen 21 y 39 elementos respectivamente. En particular, no son ho-
motdpicamente equivalentes. Se puede ver que todos los p-subgrupos elementales abelianos

29



CAPITULO 1. ESPACIOS FINITOS Y LOS POSETS DE p-SUBGRUPOS

maximales dentro de un mismo p-subgrupo de Sylow son conjugados en el Sylow, por lo que
en particular todos los p-subgrupos elementales abelianos maximales son conjugados en G.
Este ejemplo muestra que la condicién del item (1) en la Proposicion 1.3.18 no es suficiente
para que A,(G) y S,(G) sean homotépicamente equivalentes.

Ejemplo 1.3.20. En el Ejemplo 1.3.4, para G = (S3 xS3) xCy y p =2, A,(G) y S,(G) no
tienen el mismo tipo homotSpico como espacios finitos. Notar que m,(G) =1y r,(G) = 3.
En consecuencia, las condiciones (2) y (3) de la Proposicién 1.3.18 no son suficientes para que
A, (G) y S,(G) sean homotdopicamente equivalentes.

1.3.3. La contractibilidad de A,(G)

Por la Observacion 1.3.16 y el Ejemplo 1.3.17, la contractibilidad del espacio finito A,(G)
es estrictamente mds fuerte que la contractibilidad de S,(G). Por otro lado, la Proposicion
1.3.15 describe la contractibilidad de S,(G) en términos puramente algebraicos. Por lo tan-
to, es natural buscar condiciones puramente algebraicas que describan la contractibilidad de
A,(G). En esta seccién damos una descripcién de lo que esto significa, pero necesitamos sa-
ber algunos aspectos de la combinatoria del poset A,(G). Para hacer esto, usamos la nocién
de contractibilidad en pasos. La mayoria del contenido de esta seccién es parte del articulo
[MP18] y [Pit16].

Definicion 1.3.21. Sean f,g: X — Y dos funciones continuas de espacios finitos. Decimos que
f vy g son homotdpicas en n pasos (con n > 0) si existen fy,...,f, : X — Y tales que f = fo,
fa=2gY fi, fi+1 son comparables para todo 0 < i < n. Lo denotamos por f ~, g.

Dos espacios finitos X e Y son homotépicamente equivalentes en n pasos (denotado por
X ~, Y) si existen funciones continuas f: X — Y y g:Y — X tales que fg ~, Ildy y gf ~u
Idx. Decimos que X es contractil en n pasos si X ~, *, o equivalentemente, existen xo € X y
fo=Idx, f1,...,fn = cx, : X — X, donde c,, es la funcién constante xo, tales que f; y fi+1 son
comparables para todo i.

Observacion 1.3.22. Notar que X ~p Y siy solo si son homeomorfos, y que X es contrictil en
1 paso si y solo si tiene un mdximo o un minimo. Notar también que en este caso, X puede ser
llevado a un punto removiendo solo up beat points (si tiene un méximo), o down beat points (si
tiene un minimo). Luego, la contractibilidad en 1 paso significa que solo un tipo de beat point
es necesario remover. Observar también que si X ~, Y e Y ~,, Z, entonces X ~,, 1, Z.

Supongamos que X es un espacio finito contrctil. Por lo tanto existe un orden xi, ..., x, de
los elementos de X tales que x; es un beat point de X — {xy,...,x;_1} parai=1,...,r— 1. En
cada paso, x; puede ser un up beat point o un down beat point. Decimos que los beat points se
puede remover en (a lo sumo) n cambios si hay 1 < ij <ip <...<i, <r—1 tales que todos
los beat points entre xi y X;,—1, Xi, ¥ Xi,—1, - - Xi, Y X,—1 son del mismo tipo. Por ejemplo, si
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el poset X tiene un miximo o un minimo, uno puede alcanzar el singleton removiendo beat
points sin cambios (todos up beat points, si tiene un mdximo, y todos down beat points si tiene
un minimo).

La idea es que el nimero de pasos necesarios en una homotopia entre la identidad y una
funcién constante se corresponde con el nimero de cambios de beat points necesarios para
alcanzar el core del espacio finito. Esto es el contenido del siguiente teorema.

Teorema 1.3.23. El poset X es contrdctil en n pasos si y solo si podemos remover los beat

points con (a lo sumo) n— 1 cambios.

Demostracion. Asuma primero que existe un ordenamiento {xi,...,x¢} = X tal que x; es un
beat point de X; =X — {x1,...,xj_1} y que hay a lo sumo n — 1 cambios de tipo de beat points.

Sin =1, entonces son todos down beat point o todos up beat points. Supongamos el primer
caso. Para cada J, sean Ug" ={xeX;, x<xj}ey;eX;talquey; :méxﬁg". Sear;:X;— X1
laretraccion que enviax; ay; y fijalos demds puntos, y sea i; : X;, | — X lainclusion. Entonces
o :=iry <ldx, = ldy. Sea a; = i1ip...i;r;...rar; : X — X. Como i;r; < Ide para todo j,
concluimos que «; < Idy para todo j. En particular, para j =k —1, 04— < Idx y o_ es una
funcién constante dado que ry_; : Xx—1 — X; = {xx}. En consecuencia, X ~ .

Ahora asumamos que n > 1 y tomemos un ordenamiento {xj,...,x;} = X de beat points
con a lo sumo n — 1 cambios. Tomemos el minimo i tal que x; y x;+; son beat points de distinto
tipo. Por el mismo argumento usado anteriormente, es facil ver que X ~; X — {x1,...,x;} =
X;_1 pues todos los beat points removidos son del mismo tipo. Por induccién, X;_; puede ser
llevado a un punto removiendo beat points con a lo sumo n —2 cambios, y entonces X;_ ~,_1 *.
Por lo tanto, de la Observacién 1.3.22 concluimos que X ~,, *.

Supongamos ahora que X es contréctil en n pasos y procedamos por induccién en n. Si
n =1, entonces X tiene un maximo o un minimo. En tal caso podemos alcanzar el core de X
removiendo solo up beat points en el primer caso, o solo down beat points en el segundo caso.

Sea n = 2 y asumamos, sin pérdida de generalidad, que Idy < g > cy,, donde cy, es la
funcién constante xg. Podemos suponer que X no tiene ni mdximo ni minimo, y esto implica
que g no es la identidad. Sea fix(g) el subposet de X de los puntos fijos por g. Notar que
Max(X) C fix(g) # X. Dado que ldy < g, para cualquier x € X, tenemos que

x<gl) <@ <g) <.

y por lo tanto existe i € N tal que g'(x) € fix(g).

Tomemos x € X — fix(g) un elemento maximal. Si x < z, entonces z € fix(g) por maxima-
lidad. Ahora, dado que g > Idy, tenemos x < g(x) < g(z) = z. Por lo tanto, x es un up beat
point.

Sea {x1,...,x} una extension lineal de (X —fix(g))P? y sea X; = X — {x1,...,x;_1 }. Afir-
mamos que x; es un up beat point de X; para cada j > 1. El caso j = 1 es lo que hicimos
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antes. Supongamos que j > 1 y seay = g"(x;) € fix(g) C X;. Tomemos z € X; tal que z > x;.
Entonces z € fix(g) y x; <y = g"(x;) < &"(z) = z, que muestra que x; es un up beat point
de X;. Asi, fix(g) puede ser obtenido de X removiendo solo up beat points. Ahora mostramos
que fix(g) tiene un minimo, usando que g > ¢,. Esto implica que fix(g) puede ser llevado a
un punto removiendo solo down beat points, y asi los beat points de X pueden ser removidos
con 1 cambio (primero up beat points y luego down beat points). Para ver que fix(g) tiene un
minimo, tomemos m € N tal que g"(xo) € fix(g). Entonces, para cualquier z € fix(g) tenemos
que z=g"*'(2) > g" (xo)-

Supongamos ahora que n > 2. Asuma que existe un fence Idy < g; > g, < g3 >...,con
8n = Cx,- Sea Y = fix(g;). También podemos suponer que X # Y. Por el mismo argumento
usado en el caso n =2, Y es obtenido de X removiendo solo up beat points. Seai: Y — X la

inclusién y r : X — Y la retraccidén dada por la extraccién de up beat points. Entonces

<
Idy > rgi <rgyi > ... 2> rgnizcrgn(xo)'

Asi Y ~,_1 x y, por induccidn, los beat points de Y se pueden remover con a lo sumo n — 2
cambios. Esto concluye la demostracion. O

La idea de contractibilidad en pasos es que para cada entero no negativo n, la condicién
combinatoria A, (G) ~j, * se traduce en una condici6n algebraica en el grupo G. Por lo tanto,
si sabemos lo que significa esto para cualquier n, entonces podemos describir la contractibilidad
de A,(G) en términos algebraicos.

Usando esta nocion, la contractibilidad de .4,(G) en pocos pasos puede ser descrita en

términos puramente algebraicos. Primero necesitamos un lema.

Lema 1.3.24. Si f,g: A, (G) — Ap(G) son dos funciones continuas tales que 1d 4 (6) > f < &,
entonces ld 4, G) < &

Demostracion. Ver [MP18, Lemma 4.4]. ]
Proposicion 1.3.25. Las siguientes afirmaciones valen:

1. A,(G) es contrdctil en 0 pasos si'y solo si G tiene solo un subgrupo de orden p, es decir
Qi(G) =C),

2. A,(G) es contrdctil en 1 paso si y solo si A,(G) tiene un mdximo, si'y solo si Qi(G) es

abeliano,

3. A,(G) es contrdctil en 2 pasos si 'y solo si la interseccion de todos los p-subgrupos

elementales abelianos maximales es no trivial, si 'y solo si p | |C(Q1(G))|, si y solo si

P 1Z2((G))

>
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4. A,(G) es contrdctil en 3 pasos si'y solo si existe un p-subgrupo elemental abeliano
de G que interseca (de manera no trivial) toda interseccion no trivial de p-subgrupos

elementales abelianos maximales.
Si A, (G) es contrdctil en 2 pasos, entonces X(R ,(G)) es contrdctil.

Demostracion. Elitem (1) es claro, y el item (2) se sigue del lema anterior. Probamos (3) y (4).
Asuma que A, (G) es contréctil en 2 pasos. Por el lema previo, podemos suponer que existe una
funcién f : Ap(G) — A,(G) conld 4,(G) < f > cn, donde cy es la funcién constante con valor
N, para algin N € A,(G). De esta manera, si A € A,(G) es un elemento maximal, entonces
A< f(A)implicaA = f(A) y asi, A > N. Se sigue que N < Z(Q,(G)), es decir p | |C5(21(G))|.
Reciprocamente, si p | |C(21(G))| entonces existe a € Z(Q(G)) de orden p. Sea N = (a).
Luego, N € A,(G) y A <AN > N es una homotopia en 2 pasos de A, (G). Esto concluye la
demostracion de (3).

Si A, (G) es contractil en 3 pasos, entonces por el lema previo podemos tomar una homo-
topia Id A,6) S f =g <cn,donde cy es la funcién constantemente N. Ademds, f(B) < r(B),
y asi r(B) > g(B) < N. Esto significa que r(B) NN > g(B) > 1, y por lo tanto

B<r(B)>r(B)NN<N

es una homotopia bien definida entre la identidad de .A,(G) y la funcién constante N. Pero
entonces N interseca no trivialmente a toda interseccion no trivial de elementos maximales de
A,(G). Notar que esto también prueba la vuelta.

Resta probar que si A, (G) es contractil en dos pasos entonces X' (R ,(G)) es contréctil. Pri-
mero notar que X' (R ,(G)) es homotépicamente equivalente al subposet X = {c € X (R ,(G)) :
0 = Q(Q) para todo Q € c}. La retraccion a este subposet estd dada por tomar Q; a los ele-
mentos de una cadena.

Segundo, sea Z = Q;(Z(22(G))) (que es no trivial por hipdtesis) y definamos las siguientes
funciones en X.

file)={0Z : Q€c,|Q| > p}U{Q : Q€c |0 <P},
gilc)={0Z : Q€c,|0| > p'IU{Q: Q€c, |0l < p'},
g(c) ={0Z : Qe c}U{Z},
h(c) ={Z}.

Claramente, f;,g;,g,h: X — X estdn bien definidas y preservan el orden, f; > g; < fi—1 para
todoi, fo=g0<g>hy fr,,(G)-H = |ldy. O

El siguiente ejemplo muestra que, a diferencia de lo que sucede con S,(G) (que siempre
es contractil en 2 pasos dado que es conicamente contractil [Qui78, Proposition 2.4]), el poset
A,(G) podria ser contréctil en mas de 2 pasos.
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Ejemplo 1.3.26. Sea G = Sy4. Entonces |G| = 2°3. Dado que N = ((12)(34),(13)(24)) es un
2-subgrupo normal no trivial de G, ambos posets S»(G) y A2(G) son contrictiles por el item
(3) de la Proposicion 1.3.18. De hecho, A, (G) es contrictil en 3 pasos pero no es contréctil en
2 pasos pues Q(G) = G tiene centro trivial. El poset i(A,(G)) de intersecciones no triviales
de elementos maximales (ver debajo para una definicién formal) estd dado por

<(12),(34w34),(13@&«14),(23»
((12)(34)) ((13)(24))  ((14)(23))

La interseccién de todos los p-subgrupos elementales abelianos maximales es trivial, pero el

subgrupo N interseca no trivialmente a toda interseccion no trivial de p-subgrupos elementales

abelianos maximales.

Podemos encontrar grupos mds grandes para los cuales A,(G) es contréctil en estricta-
mente mas de 3 pasos. Sin embargo, no sabemos si mas de 4 pasos son necesarios. Esto es, si
Ap(G) ~ * implica Ay (G) ~y *.

La contractibilidad de .A,,(G) en mds de 3 pasos puede ser descrita en términos algebraicos
para con la ayuda de informacién combinatoria extra sobre el poset. Los métodos que usaremos
son una generalizacién de los usados en la demostracién del Lema 1.3.24 y la Proposicién
1.3.25.

Para un lattice finito L, recordemos que L* = L — {f), i} es la parte propia de L. Decimos
que un poset finito X es un reduced lattice si X = L* para algutn lattice L. Equivalentemente,
para todo par de elementos {x,y} con una cota superior en X existe el supremo xV y. Esta
condicién a su vez es equivalente a decir que para cada par de elementos {x,y} con una cota
inferior en X existe el infimo x Ay (ver [Barl1la, Chapter 9]). Un reduced lattice X es atomico
si todo elemento es el supremo de los elementos minimales por debajo de éste, esto es, si
x = Vyemin(r) Y Para cada x € X. Andlogamente, X es coatomico si X°P es atémico, es decir, si
x = Ayemax(r) Y Para cada x € X.

El poset A, (G) es un reduced lattice atomico: el infimo de dos p-subgrupos elementales
abelianos con interseccién no trivial es su interseccion, y el supremo, cuando estdn acotados
superiormente, es el subgrupo generado por ambos subgrupos.

Dadas dos funciones que preservan el orden f,g: X — Y, donde Y es un reduced lattice,
tal que {f(a),g(a)} es acotado inferiormente (resp. acotado superiormente) para cada a € X,
podemos definir las funciones fA g, fVg:X — Y por (fAg)(a) = f(a)Agla)y (fVg)(a)=

fla)vg(a).

Proposicion 1.3.27. Sea X un reduced lattice atémico. Si ldx ~,, g, entonces existen fy, ..., fn:
X — X con

>
ldy=fo<fizfo<...<fu=¢g
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y tales que for = for—1 A foxs1 paracada l <k <n/2y fouy1 = fo V faks2 para cada 0 < k <
n/2.

Demostracion. Ver [MP18, Proposition 4.7] OJ

La siguiente construccion fue introducida por J. Barmak en [Barl1a, Chapter 9]. Dado un
reduced lattice X, sea

i(X)= { /\ x: S CMax(X), S # @y acotado inferiormente}
x€S

s(X) = {\/x : § CMin(X), S # @ y acotado superiormente} .
xeS

Con estas notaciones, X es atomico si y solo si X = §(X), y es coatémico si y solo si
X =1i(X). Ambos i(X) y s(X) son retractos por deformacion fuerte de X (ver [Barlla, Chapter
9]). Mas atin, i(X) puede obtenerse de X extrayendo solo up beat points, y s(X) extrayendo solo
down beat points. Como ii(X) =i(X) y s5(X) = s(X), podemos realizar estas dos operaciones
hasta obtener un core de X. En particular, el core de X es un reduced lattice atémico y coatémico
al mismo tiempo. Sea n > 0. Si X es atémico y n > 0, denotamos por X,, al (n+ 1)-ésimo
término en la sucesion

X Di(X) Dsi(X) Disi(X)D....

De la misma manera, cuando X es coatémico denotamos por X, al (n+ 1)-ésimo término
en la sucesion
X Ds(X)Dis(X) Dsis(X) D....

Observacion 1.3.28. Si X es un G-poset, entonces i(X) y s(X) son retractos por deformacion
fuerte G-invariantes de X. En consecuencia, este método provee una herramienta sencilla para
encontrar un core G-invariante de X.

Observacion 1.3.29. Notar que si X es un reduced lattice e Idy < f, entonces f(x) < NyeMax(x) Y
para cualquier x € X.

Teorema 1.3.30. Sea X un reduced lattice atémico. Las siguientes condiciones son equivalen-

tes:

3. Xij~p—ixforalli>0,

4. X, =x*.
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Con la convencion que, para un niimero no negativo m, X ~, x significa que X ~q *. Equi-
valencias andlogas valen cuando X es un reduced lattice coatomico, con s(X) en lugar de
i(X).

Demostracion. La demostracion se sigue sencillamente del Teorema 1.3.23 y la Proposicién
1.3.27. La idea es que la Unica manera de extraer beat points en un reduced lattice atémico
X es extrayendo los puntos de X —i(X), que son up beat points. Entonces podemos iterar el
procedimiento. Ver la demostracién de [MP18, Theorem 4.9] para més detalles. O

Observacion 1.3.31. Si X es atdmico, entonces X, es coatdmico para n impar y es atdmico si n
es par. En particular, si X ~, *, por el teorema previo, X,, = *, lo que significa que X,,_; tiene un
maximo si n es impar, o tiene un minimo si n es par. Luego si notamos M, al conjunto Min(X,)
cuando n par, y Max(X,) cuando n es impar, concluimos que X ~,, * si y solo si | M,| = 1.

Ahora podemos aplicar estos resultados para describir la contractibilidad en pasos del poset
A,(G) en términos algebraicos.

Para cada conjunto M,, tenemos un subgrupo de G que describe si éste es un punto o no.
Este subgrupo es la interseccion de los elementos de M, o bien el subgrupo generado por M,,.
En cada caso, este subgrupo determinard si .A,(G) es contréctil en n+ 1 pasos o no.

Teorema 1.3.32. El poset A,(G) es contrdctil en n pasos si'y solo si una de las siguientes
condiciones vale:

1. n=0y A,(G) = {*},
2. n>1lespary(Naem, ,A>1,
3. n>1lesimpary (A : A€ M,_1) es abeliano.

Demostracion. Por la observacion anterior A,(G) ~, * siy solo si M, | = 1.

Si n es impar, A,,(G)n_l tiene un maximo y M,_; es el conjunto de elementos minimales
de A,(G)y—1. Si B € A,(G),—1 es el maximo, entonces B > A para cada A € M,,_; y asi,
(A 1 A€ M,_) es un subgrupo abeliano.

Si n es par, .A,,(G)n,l tiene un minimo y M,,_; es el conjunto de elementos maximales de
Ap(G)y-i1. Si B € Ap(G),—1 es el minimo, B < A para cada A € M,,_; y entonces 1 < B <
Maem,_, A es un subgrupo no trivial. Esto prueba la parte del “si”.

Para la parte del ““solo si”, notar que A, (G),—1 ~1. Ahora el resultado se sigue del Teorema
1.3.30. O

Seria interesante encontrar una mejor descripcion para los subgrupos (Jycaq, A (n par) y

(A : A€ M,_;) (nimpar). Notar que las condiciones del teorema anterior sobre estos grupos

n—1

dicen que hay ciertas relaciones de conmutacion entre los elementos de orden p. Por ejemplo,
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cuando n = 2 esto significa que hay un elemento de orden p conmutando con todos los elemen-
tos de orden p. Para n = 3, esto dice que hay un p-subgrupo elemental abeliano no trivial N tal
que para cada A € A,(G) existe un elemento no trivial x € N que conmuta con todo elemento
de orden p que conmuta con A.

Podriamos continuar con este razonamiento para pasos mas grandes pero la descripcion
algebraica se vuelve més técnica.
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Capitulo 2

La conjetura de Webb

En el articulo [Web87], P. Webb consider6 los complejos de p-subgrupos con la accién por
conjugacién inducida por grupo subyacente. El relacion6 la cohomologia p-adica de un grupo
finito G con la cohomologia de ciertos estabilizadores de los simplices de los complejos de
p-subgrupos (ver [Web87, Theorem 3.3]). Webb not6 que los complejos de p-subgrupos de G
son una geometria para el grupo que codifican su informacién p-local. De hecho, cuando G es
un grupo de tipo Lie en caracteristica p, su Tits building (que es una geometria en el sentido de
Tits) es homotGpicamente equivalente al complejo complejo de p-subgrupos K(S,(G)). Asi,
estos complejos pueden ser vistos como una generalizacion de los buildings para todo grupo
finito en el primo p. Mas ain, en [Web87, §5] Webb introdujo un médulo de Steinberg para
G en el primo p usando los complejos de cadenas de los complejos de p-subgrupos de G.
Este médulo de Steinberg (que es en realidad un médulo virtual) coincide con el médulo de
Steinberg clésico para grupos de Chevalley.

Webb también mostré que |K(S,(G))|/G es médulo p aciclico y conjeturé que de hecho es
contrictil. Esta conjetura fue probada primero por P. Symonds en [Sym98]. La demostracion de
Symonds consiste en mostrar que |/C(S,(G))|/G es simplemente conexo y aciclico. Mas tarde
otros autores probaron la conjetura de Webb usando diferentes métodos. Por ejemplo, Assaf
Libman [LibO8] y Markus Linckelmann [Lin09] probaron una generalizacién de la conjetura
de Webb que surge de los sistemas de fusion. Esto es, si F es un sistema de fusién saturado
sobre un p-grupo finito Sy C es una F-coleccién no vacia y cerrada, entonces podemos formar
el espacio de 6rbitas |C|/F que coincide con |[K(S,(G))|/G cuando F = Fg(G) y C = Sp(S).
Ellos probaron que este espacio es contractil. Una demostracién mas reciente de este resultado
para sistemas de fusién fue obtenido por J. Grodal en [Grol6]. Otra demostracién de la con-
jetura de Webb de debida a Kai-Uwe Bux [Bux99], usando la versién de teoria de Morse de
Bestvina-Brady.

En este capitulo estudiamos la conjetura de Webb desde el punto de vista de espacios fini-
tos. La forma usual de estudiar esta conjetura es por medio del espacio de 6rbita de la realiza-
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ci6én geométrica de un complejo de p-subgrupos. Dado que K(A,(G)), K(S,(G)), K(B,(G))
y R, (G) son G-homotdpicamente equivalentes (ver Proposicion 1.3.1), los espacios de orbitas
IC(Ap(G))|/G, |K(S,(G))|/G, |K(B,(G))|/Gy |R,(G)|/G son homotépicamente equiva-
lentes. Por el resultado de Symonds, todos ellos son contractiles. Por otro lado, la estructura
de los espacios de 6rbitas de sus posets de caras podrian ser diferentes. Si X es un G-espacio
finito, podemos considerar los espacios de 6rbitas X /G (que es un poset) |[K(X)/G|, |K(X)|/G
y X'/G. En general estos espacios no son homotGpicamente equivalentes (ver Ejemplo 2.2.2).
En el contexto de los posets de p-subgrupos, estudiaremos las relaciones entre estos espacios
de 6rbitas y sus tipos homotépicos. En la Proposicidon 2.3.1 mostramos que si K es uno de
los complejos de p-subgrupos anteriores, entonces la conjetura de Webb acierta que el espacio
finito X'(K)/G es homotdpicamente trivial. Esta reformulacién de la conjetura de Webb nos
hace pensar de que quizds una reformulacién mds fuerte de la conjetura valga. Esto es, si el
espacio finito X'(K) /G es en realidad contrictil. Mostramos que S,,(G)'/G y B,(G)'/G no son
contrictiles en general (ver Ejemplos 2.3.2 y 2.3.3). Sin embargo, en todos los ejemplos que
calculamos el poset A,(G)'/G este result ser contréctil. Creemos que esta versién mds fuerte
de la conjetura de Webb deberia valer:

Conjetura de Webb fuerte. El espacio finito A,(G)'/G es contrdctil.

Probaremos algunos casos particulares de esta conjetura mds fuerte (ver Teorema 2.5.12).
Notar que, dado que los espacios finitos A,(G), S,(G) y B,(G) no son homotépicamente equi-
valentes en general, los espacios de Orbitas de sus posets subdivididos podrian tener diferente
tipo homotdpico (y de hecho lo tienen).

Por otro lado, la conjetura de Webb estd relacionada con los posets subdivididos, pero
podriamos preguntarnos qué sucede que el espacio de drbitas de los posets originales. Esto
es, cudl es el tipo homotdpico de X /G, donde X = A,(G), S,(G) o B,(G). Observar que
S,(G)/Gy B,(G)/G tienen un maximo (la clase de un p-subgrupo de Sylow) y por lo tanto
son contrdctiles. Sin embargo A,(G)/G podria no tener un maximo y no podemos deducir
facilmente su contractibilidad. No obstante, en el Teorema 2.4.1 mostramos que A,(G)/G es
siempre contractil usando algunas nociones basicas de teoria de fusion.

La fusién en p de un grupo finito G es, a groso modo, la informacién sobre la conjugacién
de los p-subgrupos de G. Uno define la categoria de fusién de G sobre un p-subgrupo de Sylow
S fijo, y esta categoria (llamada el sistema de fusién de G en S) codifica la estructura p-local
de G. En algunos casos (como para grupos finitos simples), la estructura p-local determina
la estructura global del grupo. Los teoristas de grupos y los topdlogos algebraicos estudian
sistemas de fusion generales sobre p-grupos para entender mejor (y simplificar) la clasificacién
de los grupos finitos simples, representacion modular e incluso propiedades cohomoldgicas de
los grupos finitos sobre cuerpos de caracteristica p.

Algunos resultados de este capitulo aparecen en [Pit19].
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2.1. Sistemas de fusion

El estudio de los espacios de drbitas de los posets de p-subgrupos estd fuertemente rela-
cionado con la fusién de los grupos en el primo p. El objetivo de esta seccién es dar un breve
repaso de algunos de los teoremas principales en sistemas de fusion.

Fijemos un p-subgrupos de Sylow S < G. El sistema ia de fusion de G sobre S es la cate-
goria Fs(G) cuyos objetos son los subgrupos de Sy, para P,Q < S, el conjunto de morfismos
de PaQes

Homz ) (P,Q) = {cg|p : g € G,P$ < 0}

Esto es, los morfismos de P a Q son aquellos inducidos por conjugar por un elemento de G que
envia P a un subgrupo de Q.

Un subgrupo H < G que contiene a S se dice que controla la fusion en S si Fs(H) = Fs(G).
Esto significa que si P¢,P < § para g € G, entonces existe & € H tal que ¢,|p = c;|p.

Uno de los objetivos en el estudio de los sistemas de fusion es encontrar un subgrupo H < G
que controle la fusién en S y que permita describir mejor la categoria de fusion. De esta manera
tenemos los siguientes teoremas bien conocidos.

Teorema 2.1.1 (Burnside’s fusion theorem). Si S es abeliano entonces Fs(G) = Fs(Ng(S)), y

todo morfismo en Fs(G) se extiende a un automorfismo de S.

Recordar que un grupo finito G es p-nilpotente si tiene un p-complemento normal, es decir
G = Oy (G)S para S € Syl,(G). Un subgrupo p-local de G es un subgrupo de la forma Ng(P)
para P < G un p-subgrupo no trivial.

Teorema 2.1.2 (Frobenius). El grupo G es p-nilpotente si'y solo si Fs(G) = Fs(S), si y solo si
cada subgrupo p-local es p-nilpotente.

Es sorprende que para primos impares, la condicién del teorema anterior necesita ser che-
queada solo en un subgrupo especial de G. Esto es, sea J(S) el subgrupo de S generado por los
p-subgrupos elementales abelianos de S de rango m,,(S).

Teorema 2.1.3 (Glauberman-Thompson). Sea p un primo impar. Entonces Fs(G) = Fs(S) si
y solo si Fs(Ng(Z(J(S)))) = Fs(S).

Este teorema dice que solo necesitamos chequear la condicién del teorema de Frobenius en
el subgrupo Ng(Z(J(S))). En particular, si Fs(Ng(Z(J(S)))) = Fs(S) entonces Ng(Z(J(S)))
controla la G-fusién en S. Esta ultima situacién sucede mds a menudo de lo esperado. La obs-
truccién para que esto suceda estd dada por la presencia del grupo Qd(p) en algin subcociente
de G. Recordemos que Qd(p) es el extension split natural CIZ, X SLa(p).

Proposicion 2.1.4. Si G= Qd(p) y S € Syl,(G) entonces Fs(G) # Fs(NG(Z(J(S))))-
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Teorema 2.1.5 (Glauberman ZJ-theorem). Sea p un primo impar, y sea G un grupo finito que

no tiene ningiin subcociente isomorfo a Qd(p). Sea S un p-subgrupo de Sylow de G. Entonces

Fs(N6(2(J(8)))) = Fs(G).

La demostracién del teorema anterior puede encontrarse en [Crall].

A principios de los noventa, Puig axiomatiz6 las propiedades de la G-fusién en un p-
subgrupo de Sylow S e introdujo las categorias de Frobenius sobre un p-grupo finito S. El
las usé como herramienta en teoria de representaciones para estudiar p-blocks de grupos fini-
tos, en un contexto mds general, motivado por el articulo de Alperin-Broué’s [AB79]. Puig no
publicé sus ideas hasta 2006, en [Pui06]. Las categorias de Frobenius de Puig son llamadas,
en nuestra terminologia, sistemas de fusion saturados, y codifican la misma informacién que
la categoria Fg(G).

Mas relaciones de sistemas de fusién con teoria de homotopia aparecen en los trabajos de
Broto-Levi-Oliver [BLOO03]. La conexion con teoria de homotopia estd parcialmente motivada
por la conjetura de Martino-Priddy (cuya demostracion fue completada primero por Oliver).
Esta conjetura acierta que para dos grupos finitos G y H, las p-completaciones de sus espacios
clasificantes BGQ y BH é\ son homotdpicamente equivalentes si y solo si Gy H tienen la misma
estructura p-local, es decir, tienen sistemas de fusién isomorfos en un p-subgrupo de Sylow
(en particular tienen p-subgrupos de Sylow isomorfos). De esta manera, los sistemas de fusién
son una estructura algebraica que codifican la informacién p-local de los espacio clasificantes
de los grupos (que son su p-completacion). Esta idea se traduce al contexto mds general de
sistemas de fusién, dando lugar a la nocién de grupos finitos p-locales.

Ahora damos la definicidn general de un sistema de fusién sobre un p-grupo y las propie-
dades principales en las que estamos interesados. Seguimos las convenciones de [AKO11].

Definicion 2.1.6. Un sistema de fusion sobre un p-grupo S es una categoria F cuyos objetos
son los subgrupos de S y cuyos conjuntos de morfismos satisfacen las siguientes condiciones
paratodo P,Q < §S:

1. Hom(5)(P.Q) C Hom#(P,Q) C Inj(P. Q).

2. Cada ¢ € Homz(P, Q) puede ser escrito como un F-isomorfismo seguido por una inclu-
sion.

Aqui, Inj(P, Q) denota al conjunto de morfismos inyectivos de P a Q.

Cuando el sistema de fusién F es realizable por un grupo finito G, es decir F = Fg(G),
tenemos entonces algunas propiedades adicionales que surgen de los teoremas de Sylow. Al-
gunas de estas propiedades las traducimos al contexto general y definimos sistemas de fusion
saturados. Recordemos que si K, H < G son grupos, entonces Auty (K) = Ny(K)/Cy(K).

Definicion 2.1.7. Sea F un sistema de fusion sobre un p-grupo Sy sea P < S.
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1. Q < Ses F-conjugado a P si existe un F-isomorfismo ¢ : P — Q. Escribimos P/ para
el conjunto de los F-conjugados de P.

2. P es fully normalized en F si |[Ns(P)| > |Ns(Q)| para todo Q < S F-conjugado a P.
3. Pes fully automized en F si Auts(P) € Syl ,(Autz(P)).

4. P es receptive en F si para cada Q < Sy cada ¢ € Isor(Q,P), existe un morfismo
@ € Homz(Ny, S) tal que ¢|p = ¢, donde

Ny ={g €Ns(Q) : ¢cep~"' € Autg(P)}

Observacion 2.1.8. Si F = Fs(G), por los teoremas de Sylow es fécil probar que Q < S es fully
normalized (resp. centralized) si y solo si Ns(Q) € Syl,(Ng(Q)) (resp. Cs(Q) € Syl,(C(Q))).

Definicion 2.1.9. Un sistema de fusién F sobre un p-grupo S es saturado si verifica las si-
guientes condiciones:

1. (Axioma de Sylow) Cada subgrupo P < S que es fully normalized en F es también fully
centralized y fully automized en F.

2. (Axioma de Extensién) Cada subgrupo P < § que es fully centralized en F es también
receptive en F.

Se puede mostrar que Fg(G) es un sistema de fusion saturado [AKO11, Theorem 2.3].
Aquellos sistemas de fusién saturados que no son realizables por un grupo finito se llaman

sistemas de fusion exoticos.

2.2. G-posets y G-complejos

En esta seccién estudiamos las relaciones entre los diferentes espacios de érbitas que sur-
gen de los G-posets. Seguimos el libro de Bredon [Bre72] para las definiciones y propiedades
principales de los G-complejos. También referimos a la Subseccién 1.2 para las definiciones y
resultados principales de G-espacios.

Recordar que un G-complejo es un complejo simplicial finito K con una accién de G por
automorfismos simpliciales. Un G-poset es un poset finito X con una accién de un grupo G por
automorfismos de posets.

Si K es un G-complejo, entonces K/G es el complejo simplicial cuyos vértices son las
orbitas de vértices de K y {vo,V1,...,v,} es un simplex de K /G, con v; vértices de K, si existen
w; € ; tales que {wo,w1,...,w,} es un simplex de K.

Recordar de la Subseccion 1.2 que si X es un G-poset entonces X /G es un poset.
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Si (xp < x1 <...<xy)esunacadenaenel G-poset X y g € G, sea (xg < x] <...<x,)%=
(x§ <xf <...<x3). Esto define una accién de G en K(X) por automorfismos simpliciales y
sobre X’ por automorfismos de posets. Andlogamente, si K es un G-complejo, entonces X (K)
es un G-poset de manera candnica.

Siguiente la terminologia de [Bre72, p.115], un G-complejo K se dice que satisface la
propiedad (B) en H < G si cada vez que tenemos {vo,...,v,}y {vg", ...,vIn} stmplices de K
hi

con h; € H, entonces existe h € H tal que v;' = vf-’ para todo i. Decimos que K satisface (B) si
lo hace sobre H = G, y que K es regular si satisface la propiedad (B) en cada subgrupo de G.
Es facil ver que si K es un G-complejo, entonces K” es un complejo regular (ver [Bre72,

Ch. I1I, 1.1 Proposition]). Ademds, si K = (X ) para un G-poset X, entonces K’ es regular.

Proposicion 2.2.1. Sea X un G-poset finito. Entonces K(X) = K(X') es un G-complejo regu-
lar.

Demostracion. Ver [Pit19, Proposition 2.3]. ]

Decimos que un G-poset X satisface (B) sobre H < G si K(X) lo hace como G-complejo,
y que X es regular si K(X) lo es.

De ahora en adelante, haremos una distincién entre un complejo simplicial y su realizacién
geométrica. Recordemos que |K| es la realizacién geométrica de un complejo simplicial K.

Si K es un G-complejo, |K| es un G-espacio y |K|/G es su espacio de 6rbitas. Hay una
estructura celular inducida en |K|/G que lo hace un CW-complejo. Esta estructura podria no
ser una triangulacién para |K|/G como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.2. Sea X el modelo finito minimal de S' de 4 puntos. Ver Figura 2.1.

Y
N

Figura 2.1: Poset X (izquierda) y complejo /C(X) (derecha).

mo m

El grupo ciclico C; actda en X intercambiando los elementos maximales y los elementos
minimales. La accién inducida sobre |[KC(X)| es la accién antipodal en S!. La estructura celular
inducida en |IC(X)|/C, tiene dos O-celdas y dos 1-celdas, y no es una triangulacién. Ver Figura
2.2.
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mo < My

mp < My
Figura 2.2: Estructura celular heredada en |[C(X)|/Cs.

Si K es un G-complejo, hay un morfismo simplicial K — K /G que lleva un vértice v € K a
su 6rbita v € K/G. La siguiente proposicion dice que para un G-complejo regular K, K/G da
una triangulacién para |K|/G (ver [Bre72, p.117]).

Proposicion 2.2.3. Si K es un G-complejo regular, entonces hay un homeomorfismo Qg :
|K|/G — |K/G]| inducido por el cociente |K| — |K|/G.

En general, hay una funcion inducida ¢k : |K|/G — |K /G| definida por

Pk (an) = ZIWT-

Esta funcién es continua y sobreyectiva pero podria no ser inyectiva.
Sea X un G-poset finito. Estamos interesados en estudiar las relaciones entre los diferentes
espacios de érbitas K(X/G), K(X)/Gy |K(X)|/G.

Ejemplo 2.2.4. Sea X el poset del Ejemplo 2.2.2 con G = C,. Entonces X /G = {mg,Mo} y
mg < Mp. En particular es un espacio finito contrdctil. El complejo K(X)/G tiene dos vér-
tices mg, Mp y un unico 1-simplex {79, My}. Por lo tanto K(X)/G es contréctil. Dado que
IK(X)|/G = S! no es contractil, en general |K|/G y |K /G| no tienen el mismo tipo homotSpi-
co.

Es inmediato de la definicién que (X /G) = K(X)/G cuando X es un G-poset finito.

Proposicion 2.2.5. Sea X un G-poset. Entonces K(X)/G es exactamente el complejo simplicial
K(X/G).

Es facil ver que la funcién de McCord (ver Teorema 1.2.2) es equivariante e induce una fun-
cién continua en los espacios de orbita fix : |[KC(X)|/G — X /G. Podemos deducir la siguiente

proposicion.

Proposicion 2.2.6. Si X es un G-poset, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

K(X)|/6 - x/G

l‘P}C(X) %T“X/G

IK(X)/G| == IK(X/G)]
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donde = significa equivalencia débil. En particular, si Qy(x) es un homeomorfismo, fly es una

equivalencia débil.

Para un complejo simplicial K, sea & : |[K’| — |K| el homeomorfismo definido por mandar
un simplex a su baricentro. Si K es un G-complejo, entonces K’ lo es y & es una funcién
equivariante. En particular /2 : |K’| /G — |K|/G es un homeomorfismo.

Sea X un G-poset y sea K = KC(X). El siguiente diagrama conmutativo muestra la relacion

entre las diferentes funciones involucradas.

Uy Hx

XX K| —L—— |K| — X 2.1
X'J/G% |1<i/G L |K|l/G — P _x/c
JW fp JW e
«  |K(X'/G)|=—=I|K'/G]| K /G| =——|K(X/G)|
=\|h
(X/G) e IK((X/G))| — K(X /G

Usamos el simbolo = para denotar un homeomorfismo.

Por la Proposicién 2.2.1, K’ es regular y ¢g : |K'|/G — |K’ /G| es un homeomorfismo. En
particular, 1o @' : |K'/G| — |K|/G da una triangulacién canénica para |K|/G.

En el diagrama hemos incluido la funcién o : X' /G — (X /G)’ definida por

o((xo<x1 <...<xp)) =X <X <...<Xy).

La siguiente proposicién muestra que, de cierta manera, & es la version de espacios finitos de
la funcion ¢k : |K|/G — |K/G].

Proposicion 2.2.7. El morfismo & es inyectivo si 'y solo si X satisface la propiedad (B) en G.

Ademds, si o es inyectivo entonces es un isomorfismo de posets.
Demostracion. Ver [Pit19, Proposition 2.9]. O
Deducimos los siguientes corolarios.

Corolario 2.2.8. Si X es un G-poset, para todo n # 1 hay un isomorfismo de posets X ") /G =
(X'/G) "=V 8i X es regular, X" /G = (X /G)") para todo n > 0.

Demostracion. Dado que K(X)" = K(X') es un G-complejo regular por la Proposicién 2.2.1,
se sigue por definiciéon que X () es regular para todo n > 1. Asumamos que n > 2. Por la
proposicién previa, X" /G = (X*=1) /G)', y por induccién, X~V /G = (X' /G)"~?). Luego,
XW/G=((X"/G) "2 = (X'/G)nD,
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Si X es regular, entonces X' /G = (X/G)' y X" /G = (X'/G)" V) = (X/G)™ para n >
0. 0

Corolario 2.2.9. Para un G-posetX yn>1, X (n) /G es contrdctil si y solo si X' /G es contrdctil.

Si X es regular, X") /G es contrdctil si 'y solo si X /G es contrdctil.
Demostracion. Se sigue del corolario anterior y del Teorema 1.2.13. O

Consideremos la accién de G por conjugacion a derecha en los posets de p-subgrupos. Esto
es, A8 = g !Ag paraA < Gy g € G. El siguiente ejemplo tomado de [Smil 1, Example 3.2.9]
muestra que S,(G) podria no ser regular.

Ejemplo 2.2.10. Sea G = Sy, el grupo simétrico en cuatro letras, y sea X = S»(G). Un 2-
subgrupo de Sylow de G es S = ((13),(1234)) = Ds. Los elementos (13)(24) y (12)(34)
pertenecen a S y son conjugados via (23) € G. De esta manera, tenemos dos subgrupos dife-
rentes Q1 = ((13)(24)) y Q> = ((12)(34)) que determinan el mismo punto en X /G.

Tomemos las cadenas (Q; < S) y (Q2 < S). Afirmamos que tienen diferentes érbitas. Dado
que Z(S) = Q1, si (Q1 < 8)8 = (02 < 8), entonces g € Ng(S) < Ng(Z(S)) =Ng(Q1) y 02 =
Qf = 01, una contradiccién.

2.3. Reformulacion de la conjetura de Webb y una conjetura mas
fuerte

En [Web87] P. Webb conjeturé que |K(S,(G))|/G es contréctil. Desde la primera demos-
tracion de la conjetura dada por P. Symonds (ver [Sym98]), han habido varias demostraciones
y generalizaciones de esta conjetura involucrando sistemas de fusion y teoria de Morse (ver
[Bux99, Gro16, Lib08, Lin09]). En todos estos articulos, los autores trabajan con el tipo homo-
topico del espacio de 6rbitas |K|/G, donde K es un complejo simplicial G-homotépicamente
equivalente a }C(S,(G)). Por ejemplo, Symonds y Bux probaron que |R,(G)|/G es contractil.

Usando los resultados de la seccién anterior, podemos reformular la conjetura de Webb en
términos de espacios finitos.

Proposicion 2.3.1 (Webb’s conjecture). Si K C K(S,(G)) es un subcomplejo G-invariante que
es G-homotdpicamente equivalente a IC(S,(G)), el espacio finito X (K) /G es homotdpicamen-
te trivial. En particular, esto vale para K € {K(S,(G)),K(A,(G)),K(B,(G)),R,(G)}.

Demostracion. Se sigue del teorema de Symonds [Sym98] y el Diagrama 2.1. Ver también
[Pit19, Proposition 3.1]. O

En el contexto de espacios finitos, ser contractil es estrictamente mas fuerte que ser homo-
topicamente trivial. Asi, podriamos preguntarnos si X' (K)/G es de hecho contrictil cuando K
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(B<RS<S (B"<0<S) (B"<R<S)

(0<S (B<RS) (B<R) B' < Q)

Figura 2.3: Espacio finito B,(G)’/G.

es uno de los complejos simpliciales K(S,(G)), K(A,(G)), K(B,(G)) o R,(G). El siguiente
ejemplo muestra que esto falla para K = K(S,(G)) y K = K(B,(G)).

Ejemplo 2.3.2. Si G = Ag 0 PSL,(7) y p =2, entonces S,(G)'/G no es un espacio finito
contrictil. Estos ejemplos fueron testeados con GAP. En la Proposicion 2.5.10 mostramos que
G =PSL,(7) con p =2 es la configuracion mds chica para la cual S,(G)’/G no es contréctil.

En general, el poset B,(G)'/G no es contréctil pero el ejemplo es mucho mds grande que
el de S,(G).

Ejemplo 2.3.3. Sea G el grupo transitivo de grado 26 y nimero 92 en la libreria de grupos tran-
sitivos de GAP. Este grupo puede describirse como un producto semidirecto de una extension
no-split de PSL,(5%) por Cy, por C», es decir G ~ (PSL,(5%) - C,) : C>. Aqui el punto denota
extensién no-split. Su orden es |G| = 23,3,5%,13 = 31200.

Hemos computado el poset B,,(G)’/G usando el paquete [FPSC19] en GAP. Fijemos S €
Syl,(G). Entonces B,(G)/G = {S,0,R,A,B} con A,B,R,Q < S p-subgrupos radicales de G
dentro de S. Para ciertos g,i € G, tenemos que R # RS, B # B" y R¢ B" < §. Ver Figura 2.3
para el diagrama de Hasse del poset.

El espacio finito B,(G)'/G no es contrictil dado que su core tiene mds de un elemento.

Por ejemplo, podemos realizar las siguientes extracciones de beat points (Q < S), (B <R),

(B"< Q), (A), (0), (A<S), (B"<Q<S), (B"<S). Esto lleva al core de B,(G)'/G (ver
Figura 2.4), el cual tiene més de un punto.

Hasta ahora no hemos encontrado ningtin ejemplo donde el poset A, (G)’/G no sea contrac-
til. Recordemos que la conjetura de Webb acierta que A, (G)’/G es un espacio finito homotGpi-
camente trivial (ver Proposicion 2.3.1). En la Seccién 2.5 probamos algunos casos particulares
para los cuales A,(G)'/G es contréctil usando herramientas de fusién y de espacios finitos.
Creemos que esta propiedad mds fuerte vale en general.
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(B< R <) (B<R<S) (B"<R<S)

(R<S) (B <Rs) (B<S)

() (R) (B)

Figura 2.4: Core del espacio finito B,(G)’/G.

Conjetura 2.3.4. El poset A,(G)'/G es un espacio finito contrdctil.

Observacion 2.3.5. Por el Corolario 2.2.8, para un poset de p-subgrupos X, el tipo homotdpico
(como espacio finito) de X () /G esta determinado por X’/G. Més atin, por el Corolario 2.2.9,
X'/ G es contréctil si y solo si X () /G es contrdctil para algiin n > 1.

Cuando tratamos de probar que A, (G)’/G es contréctil, surge el problema de como contro-
lar la fusién de las cadenas de p-subgrupos elementales abelianos. Esto nos motivé a trabajar
con el poset X,(G) en el cual es fécil controlar la fusion de sus cadenas. Recordemos que X,(G)
consiste de los p-subgrupos no triviales Q < G que son normalizados por los p-subgrupos de

Sylow que lo contienen. Esto es,
X,(G) ={0 € S,(G) : Q IS paratodo S € Syl (G) tal que Q < S}.

En general, el subposet X,,(G) C S, (G) no es débilmente equivalente a S,,(G) (ver Ejemplo
1.3.8).
La siguiente proposicién es una consecuencia inmediata de los teoremas de Sylow.

Proposicion 2.3.6. El poset X,(G)' /G es conicamente contrdctil.

Demostracion. Fijemos S € Syl,(G). Si ¢ € X,,(G)' es una cadena cuyos elementos son sub-

grupos de S, entonces ¢ U (S) € X,,(G)'. Tenemos las desigualdades:

c<cU(S) >0

que seran una homotopia de espacios finitos luego de probar que la funcién ¢ — cU(S) no
depende del representante elegido ¢ € S,(S)' NX,(G)".

Asumamos que ¢,c$ € S,(S)' NX,(G) y ¢ =(Qo < Q1 < ... < Q). Entonces §,88 <
Ng(Q3) paratodo i y S, S8 son p-subgrupos de Sylow de ; NG(Q3?). Tomemos h € (;Ng(QF)
tal que S = S%". Luego (cU(S))8" = (c8" U (S8")) = (c2 U (S)). O
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Ejemplo 2.3.7. Una ligera modificacién de las ideas previas muestran que N'/G es c6nica-
mente contréctil, donde ' C S,(G)’ es el subposet de cadenas ¢ € S,(G)’ tales que existe un
p-subgrupo de Sylow S con Q <. para todo Q € c¢. Podemos construir la homotopia de la mis-
ma manera que hicimos en la Proposicion 2.3.6. Primero, fijemos un p-subgrupo de Sylow S.
Para c € NV, tomemos g € G con Q¢ < § para todo Q € c. Tenemos una homotopia bien definida

¢ <c8U(S) > (S) en N/G (cf. [Lib08, Theorem 3.2]).

2.4. Contractibilidad de A,(G)/G

Dado que G actiia transitivamente en los elementos maximales de S,(G), el espacio de
érbitas S,,(G)/G es contréctil porque tiene un maximo (la érbita de los p-subgrupos de Sylow).
Ademis, la misma demostracién muestra que el espacio de 6rbitas de cualquier subposet G-
invariante de S,(G) que contiene a los p-subgrupos de Sylow de G es contréctil. Por ejemplo,
esto vale para los subposets B,(G) y X,(G).

Por otro lado, G no actia transitivamente en los elementos maximales de .A,(G) en general.
De hecho, los elementos maximales de A,(G) podrian tener diferentes érdenes. Luego no
se puede deducir el tipo homotdpico de A,(G)/G de manera facil como lo hacemos para
S,(G)/G. Atn asf, mostramos que .A,(G)/G es contrictil.

Teorema 2.4.1. El poset A,(G)/G es conicamente contrdctil.

Demostracion. Fijemos un p-subgrupo de Sylow S < G. Dado que toda 6rbita de A,(G)/G
puede ser representada por un elemento fully centralized dentro de S, podemos definir la si-
guiente homotopia: para x € A,(G)/G, tomemos A € x tal que A < § es fully centralized, y
pongamos

x=A<Q(Z(Cs(A))) = Qu1(Z(S5)).

Vamos a probar que la funcién x = A — Q;(Z(Cs(A))) esté bien definida, o sea no depende de
la eleccion de A, y que preserva el orden. Luego de probar esto, dado que Q;(Z(S)) siempre
estd contenido en los subgrupos de la forma Q;(Z(Cs(A))), el resultado se seguira.

Buena definicién: tomemos A, B € x ambos fully centralized contenidos en S. Tenemos que
ver que existe k € G tal que Q;(Z(Cs(A)))* = Q(Z(Cs(B))).

Como A = B, B = A® para algiin g € G. Observemos que Cs(A) € Syl ,(Cs(A)) implica
que Cs:(A®) € Syl,(Cg(A%)). Dado que Cs(A®) € Syl,(Cg(A®)), existe h € Cg(A%) tal que
Cs(A8) = Cg¢(A8)" = Cs(A)3". Luego, conjugar por gh induce un isomorfismo entre Cs(A) y

Cs(A$). Por otro lado, todo isomorfismo de grupos H; — H, se restringe a un isomorfismo entre
Qi (Z(Hy)) y Q1(Z(Hy)). En conclusién, debe ser que Q;(Z(Cs(A)))8" = Q1(Z(Cs(A%))).
Preserva el orden: supongamos que A < B con ambos A, B < S fully centralized. Debemos

ver que

Q1(Z(Cs(A))) < Q1(Z(Cs(B))).
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Como A < B, existe g € G tal que A < BS. Sin embargo podria suceder que B¢ % S. Vamos
a solucionar este problema usando un truco que serd usado repetidamente a lo largo de este
capitulo. Dado que Cs(A) es un p-subgrupo de Sylow de Cg(A) y B8 < Cg(A), existe h €
Cg(A) tal que B8" < Cg(A). Més atin, podemos escoger & de manera que B%" < Cs(A) sea fully
centralized en C;(A) con el p-subgrupo de Sylow Cs(A). Esto significa que CCS(A)(th) es un
p-subgrupo de Sylow de Cg,a)(B%"). Para Ceya)(B") = Cs(B%") y Ceya)(BE") = Co(BE").
Por lo tanto A < B&" y Bsh < Ses fully centralized en G.

Ahora probamos que Q;(Z(Cs(A))) < Q1(Z(Cs(B#"))). Si x € Z(Cs(A)) tiene orden p y
Cs(B8") < Cs(A), entonces [x,Cs(B8")] < [x,Cs(A)] = 1. Dado que B$" < Cs(B#"), concluimos
que x € Z(Cs(B¢")). En consecuencia, por la buena definicién obtenemos que

Q1(Z(Cs(A))) < Q1 (Z(Cs(B*))) = Q1 (Z(Cs(B)))"
para algin k € G. O

Observacion 2.4.2. La demostracion del teorema anterior fue extraida de [Pit19, Theorem 4.3].
Alli, usamos el subgrupo Q(Z(Q(Cs(A)))) en lugar de Q;(Z(Cs(A))). La demostracion es
esencialmente la misma.

Observacion 2.4.3. En la demostracion previa usamos el hecho de que si A < B son p-subgru-
pos elementales abelianos de G con A < § fully centralized, entonces existe & € Cg(A) tal que
B" < S es también fully centralized. Esto funciones porque tomar centralizadores invierte las
inclusiones entre subgrupos.

El otro truco que usamos en la demostracion es que siempre tomamos representantes de
elementos de una 6rbita dentro de un p-subgrupo de Sylow fijo. Esto también serd usado repe-
tidamente.

Observacion 2.4.4. Para A € A,(G), el subgrupo Q(Z(Q1(Cs(A)))) es la interseccion de
todos los p-subgrupos elementales abelianos maximales de G que contienen a A.

Sean Mj, ..., M, los p-subgrupos elementales abelianos maximales de G que contienen
a A. Entonces M; < Cg(A) para todo i, y en particular M; < Q(Cg(A)). Six e ;M y z €
Q(Cg(A)) tiene orden p, entonces el subgrupo (A, z) es elemental abeliano y por lo tanto esta
contenido en algin M;. En particular, x y z conmutan. Esto prueba que (); M; es un subgrupo de
Q1 (Z(Q1(C(A)))). Reciprocamente, siy € Q;(Z(2;(Cs(A)))), entonces y conmuta con M;, y
la maximalidad implica que y € M; para todo i. Esto muestra que Q(Z(Q;(Cg(A)))) <N M;.

Observacion 2.4.5. Tomemos X € {A,(G),S,(G),B,(G)}. Si supiéramos que X es regular,
entonces X' /G = (X /G)’ seria contractil por el Corolario 2.2.9. Sin embargo, esto podria no
suceder como muestra el Ejemplo 2.2.10.
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2.5. Contractibilidad de A,(G)'/G

Los Ejemplos 2.3.3 y 2.3.2 muestran que 3,(G)'/G y S,(G)’ /G podrian no ser contrictiles
en general. Sin embargo, hemos conjeturado que A, (G)’/G es siempre contréctil (ver Conje-
tura 2.3.4). En esta seccidon probamos algunos casos particulares de esta conjetura mas fuerte.
También mostramos varios casos para los cuales S,,(G)’/G es contractil y vemos que la falla a
su contractibilidad surge de los grupos simples.

En la secci6n previa probamos que A,(G)/G es contrictil usando un truco con los centra-
lizadores. Este truco no se puede llevar a cabo en S,,(G) o B,(G) porque no todo subgrupo en
estos posets es abeliano. La siguiente proposicion sugiere que esta propiedad de ser abelianos
hace que las cosas funcionen (cf. Teorema 2.1.1).

Recordar del Teorema 1.3.9 que A,(G) C S,(G) es un retracto por deformacién fuerte si
y solo si Q(S) es abeliano, para § € Syl,(G).

Proposicién 2.5.1. Si A,(G) C S,(G) es un retracto por deformacion fuerte, Ay(G)'/G,
S,(G)' /Gy X(R,(G))/G son espacios finitos contrdctiles. En particular, esto vale cuando

los p-subgrupos de Sylow son abelianos.

Demostracion. La hipétesis implica que A, (G) — S,(G) es un retracto por deformacion fuer-
te equivariante. Esto induce un retracto por deformacion fuerte equivariante A,(G)" — S,(G)’
y por lo tanto, A,(G)' /Gy S,(G)'/G tienen el mismo tipo homotdpico como espacios finitos.
Por el Teorema 1.3.9, A,(G)'/G — X(R,(G))/G es también una equivalencia homotdpica.
Por lo tanto, resta probar que A,(G)'/G es contréctil.

Fijemos S € Syl ,,(G). SiA € Aj(S) y g € G es tal que A® < S, entonces (ANQ;(S))8 <AS <
Q;(S). Luego, Fs(G) = Fs(Ng(Q1(S))) por [AKO11, Corollary 4.7] (o sea Q;(S) es strongly
closed, ver Observacién 2.5.15). En particular Ng((S)) controla la fusién en A,(S)". El
resultado se sigue del Teorema 2.5.13 con O = Q(S). O

Proposicién 2.5.2. Si los p-subgrupos de Sylow de G son abelianos entonces A,(G)'/G,
S,(G)' /G, B,(G)' /Gy X(R,(G))/G son espacios finitos contrdctiles.

Demostracion. Por la Proposicion 1.3.11, B,(G) es un retracto por deformacion fuerte equi-
variante de S,(G). Luego B,(G)'/G C S,(G)'/G es un retracto por deformacion fuerte. El
resultado se sigue de la Proposicién 2.5.1. 0

Observacion 2.5.3. Si X es un G-poset contractil, X’ es contrdctil por el Teorema 1.2.13 y
asi, su espacio de 6rbitas X’ /G es contractil por el Teorema 1.2.25. En particular tenemos la
siguiente proposicion.

Proposicién 2.5.4. Si 0,(G) # 1 los espacios finitos S,(G)' /G y B,(G)' /G son contrdctiles.

Demostracion. Se sigue de la observacién anterior y la Proposicion 1.3.15. O
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Observacion 2.5.5. Por la Proposicion 1.3.15, S,(G) y B,(G) son contrictiles si y solo si
0,(G) # 1. Sin embargo, por el Ejemplo 1.3.17, podria ser que O,(G) # 1 y que A,(G)
y A,(G)" no sean contrictiles. Luego, a priori, no podemos deducir la contractibilidad de
A,(G)'/G de la proposicién anterior. Aun asf, si A,(G) es contréctil entonces A,(G)' /G lo es
(ver Observacion 2.5.3).

Similarmente a las Proposiciones 1.3.12 y 1.3.13, podemos probar el siguiente resultado.

Proposicion 2.5.6 (cf. [Thé92]). Si los p-subgrupos de Sylow de G se intersecan trivialmente
o |G| = p%q para q primo, entonces A,(G)' /G, S,(G)'/G, B,(G)'/G y X(R,(G))/G son
espacios finitos contrdctiles.

Demostracion. Por las Proposiciones 1.3.12 y 1.3.13, estos posets tiene el tipo homotépico
equivariante de un espacio discreto en el que G actia transitivamente. Luego sus espacios de
Orbitas son contrictiles. U

Observacion 2.5.7. Se puede mostrar que el subgrupo O, (G) no afecta la fusién de los p-
subgrupos de G. Sea G = G/ O, (G). En términos de sistemas de fusién, esto significa que la
categoria F5(G) es isomorfa a Fs(G) (ver [AKO11, Exercise 2.1]). En términos de espacios
finitos, esto significa que, por ejemplo, S,(G)'/G=S,(G)/Gy A,(G)' /G = A,(G)'/G. Aqui,
= denota isomorfismo de posets u homeomorfismo de espacios topoldgicos.

También tenemos que X (R,(G))/G = X(R,(G))/G, pero esto podria parecer menos
claro. Fijemos un p-subgrupo de Sylow S < G. Podemos ver a X(R,(G))/G como el con-
junto de clases de equivalencias de cadenas (P) < ... < P,) € X(R,(S)) con (P < ... <
P)~(Pp<...<P)siPE<SSi(Ph<..<P)~(P<..<P)'yhcG, enton-
ces para algin g € G, cg|lp, = ci|p, (aqui, ¢, es el morfismo de grupo inducido por conju-
gacién por g a derecha). Luego (Py < ... < P)~ (Ry<...<P)'= (R <...<PB),y
(Pp<...<P)',(Ry<...<P)€X(R,)).

Esto homeomorfismo podria no valer para el poset de p-subgrupos radicales dado que el co-
ciente G — G podria enviar un p-subgrupo radical a un p-subgrupo no radical. Por ejemplo, sea
G la extension de un p-grupo elemental abeliano S de p-rango al menos 2 que actiia fielmente
en un p’-grupo resoluble L. Entonces G = S es un p-grupo y B,(G) = {S}. En consecuencia,
B,(G)'/G consiste de un solo punto. Por otro lado, el poset B,(G) tiene el tipo homotépico
débil de un bouquet de esferas de dimension m,(S) —1 > 1 por el Teorema 3.1.4. Dado que
la accion de S en L es fiel, B,(G) no es contrdctil y tiene altura m,,(S) — 1. Asi, B,(G)'/G y
B,(G)' /G no son homeomorfos pues tienen diferentes alturas.

Esta observacién da lugar a la siguiente proposicién. Recordemos que un grupo G es p-
constrained si Cg(SN Oy ,(G)) < Oy »(G), con S € Syl,,(G) (ver Definicién 1.1.7).

Proposicion 2.5.8 (cf. [Thé92]). Si O, (G) < Oy ,(G) entonces S,(G)' /G es contrdctil. En
particular esto vale para grupos p-resolubles y, mds en general para grupos p-constrained.
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Demostracion. Todo grupo p-resoluble es p-constrained, y la condicion O,(G) < O, ,(G)
vale para grupos p-constrained.

Por la Observacioén 2.5.7, si G = G/0,(G), entonces S,(G)'/G = S,(G)'/G. Por la Pro-
posicién 2.5.4 S,,(G)' /G es contréctil dado que O,(G) = 0, ,(G)/0,(G) # 1. O

Observacion 2.5.9. La demostracion anterior sugiere que la falla a la contractibilidad del poset
S,(G)'/G surge de las extensiones de grupos simples en el siguiente sentido.

Si 0,(G) #100y,(G) <0y ,(G), entonces S,(G)' /G es contrictil. Por lo tanto, supon-
gamos que 0,(G) = 1 = O,(G) (ver Observacion 2.5.7). Por la Observacion 1.1.8, F*(G) =
E(G) =L; x...x L, es el producto directo de grupos simples de orden divisible por p y
F*(G) < G < Aut(F*(G)). Luego G es una extensién de L; X ... x L, por algunos automorfis-
mos externos de este producto directo de grupos simples.

La siguiente proposicién muestra que de hecho, el ejemplo minimal para el que S,(G)' /G
no es contrictil es un grupo simple (ver Ejemplo 2.3.2).

Proposicion 2.5.10. Si (G, p), con p un primo que divide a |G

, es una configuracion minimal
para la que S,(G)' /G no es contrdctil, entonces G =PSLy(7) y p = 2.

Demostracion. Tomemos (G, p) una configuracién minimal para la cual S,,(G)’/G no es con-
tractil. Por la observacion anterior, F*(G) < G < Aut(F*(G)) y F*(G) es un producto directo
de grupos simples de orden divisible por p. Las configuraciones mds chicas para F*(G) son
As, PSL,(7) y Ag, y p=2. Por lo tanto, la primeras posibilidades son (G, p) = (As,2), (Ss,2)
o (PSL,(7),2). Si (G, p) = (As,2), entonces los p-subgrupos de Sylow de G se intersecan tri-
vialmente y asi S,(G)'/G es contrictil por la Proposicién 2.5.6. Si (G, p) = (Ss,2), analizando
los p-subgrupos radicales de G se puede mostrar que i(S,(G)) = B,(G) y que este poset tiene
altura 1. Por la Proposicién 2.3.1 S,(G)’/G es homotdpicamente trivial, y por la Observacion
1.3.28 es homotdpicamente equivalente a un poset de altura 1. Luego S,(G)’/G es contréctil.
Por el Ejemplo 2.3.2, concluimos que (G, p) = (PSL2(7),2) es la configuracién minimal. [

En el siguiente teorema resumimos los casos para los que S,(G)'/G es un espacio finito
contréctil.

Teorema 2.5.11. Sea G un grupo finito, p un primo que divide a |G|y S € Syl,(G). En los
siguientes casos S,(G)' /G es un espacio finito contrdctil:

1. 0,(G/0,(G)) # 1; en particular esto vale para grupos p-constrained (y por lo tanto
para grupos p-resolubles) o si O,(G) # 1 (Proposicion 2.5.8),

2. Q(S) es abeliano (Proposicion 2.5.1),

3. |G| = p®q, con q primo (Proposicion 2.5.6),
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4. Los p-subgrupos de Sylow de G se intersecan trivialmente (Proposicion 2.5.6),
5. Existe 1 #£ O < Z(S) tal que Ng(O) controla la G-fusion en S (Observacion 2.5.15).

Ahora probamos algunos casos particulares de la Conjetura 2.3.4, que acierta que el espacio
finito A,(G)'/G es contrictil. Recordemos que A,(G)’/G es homot6picamente trivial por la
Proposicién 2.3.1. Algunas de las técnicas que usamos aqui para probar la contractibilidad de
A,(G)'/G usan fuertemente el hecho de que estamos trabajando con cadenas de p-subgrupos
elementales abelianos.

En el siguiente teorema recolectamos los resultados principales de este seccidn sobre la
contractibilidad de A, (G)’/G. Recordemos que r,(G) = log,(|G/,).

Teorema 2.5.12. Sea G un grupo finito, p un primo que divide a su orden, S € Sylp(G) y
Q = Q4 (Z(S)). En los siguientes casos A,(G)' /G es un espacio finito contrdctil:

1. Q;(S) es abeliano (Proposicion 2.5.1),

2. A, (G) es contrdctil (Observacion 2.5.5),

3. |G| = p%q, con q primo (Proposicion 2.5.6),

4. Los p-subgrupos de Sylow de G se intersecan trivialmente (Proposicion 2.5.6),

5. La fusion de los p-subgrupos elementales abelianos de S estd controlada por Ng(O)
para algiin 1 # 0 < Q1(Z(Q4(S))) (Teorema 2.5.13),

6. my(G) —m,(Q) <1 (Teorema 2.5.19),
7. my(G) —my(Q) =2ym,(G) > ry(G) — 1 (Teorema 2.5.27),
8. r,(G) <4 (Corolario 2.5.28),

9. G=Mi1, M3, My, J1, Jo, HS, 0 p es impar y G es cualquier grupo de Mathieu, grupo de
Janko, He, O’N, o Ru, 0o p =5y G = Coy (ver Corolarios 2.5.30y 2.5.31 y la discusion
debajo de éstos),

10. A,(G) es disconexo (Teorema 2.5.29).

De ahora en adelante, fijemos un p-subgrupo de Sylow S < G y sea Q = Q;(Z(S)) el
subgrupo generado por los elementos centrales en S de orden p. Usaremos este subgrupo para
construir homotopias y extraer beat points. Notar que m,(G) = m,(S), y si H < G entonces
my(H) < my(G).

Vamos a trabajar con 6rbitas de cadenas ¢ € A,(G)'/G y siempre asumiremos que ¢ es un
representante de su Grbita elegido dentro de A, (S)'.
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El siguiente teorema muestra que si requerimos que el normalizador de un subgrupo no
trivial O < Q(Z(21(S))) controle la fusién en los p-subgrupos elementales abelianos de S,
entonces A,(G)'/G es contrictil. Dado que Ng(S) < Ng(€), esta condicién se satisface si
Ng(S) controla fusion en los p-subgrupos de S. En tal caso G se dice que es p-Goldschmidt.

Teorema 2.5.13. Asuma que Ng(O) controla la fusion de los subgrupos en A,(S), donde
0 € A,(S) conmuta con todo p-subgrupo elemental abeliano de S (es decir O < Z(€;(S))).
Entonces A,(G)'/G es contrdctil.

En particular, si O = Q, y dado que S < N;(S) < Ng(Q), la hipétesis vale si Fs(G) = Fs(S)
(es decir G es p-nilpotente), Fs(G) = Fs(Ng(S)) (es decir G es p-Goldschmidt) o Fs(G) =
Fs(Ng(Q)).

Demostracion. Construimos una homotopia en A,(G)’/G entre la identidad y una funcién
constante.

Paracadaie€ {1,...,r,(G)}, sean f, fi,gi : Ap(G)' /G — A,(G)' /G las funciones definidas
como sigue:

fillAdo <... <An))={A; : |A;| <p'}U{A;0 : |Aj| > p'}

gi((Ao < ... <Au)) ={A; : [Aj| < p'}U{A;0 : |Aj| > p'}

fl(Ag<...<A))=(0<0Ag< ... < OA)

donde los representantes estdn escogidos dentro de A, (S)'.

Debemos chequear que estdn bien definidas. Supongamos que (Ag < ... <A,), (Ao <...<
A,)8 € Ap(S)'. Por hipétesis, existe h € Ng(O) tal que cp|a, = cgla,. Por lo tanto, (Ag < ... <
Ap)8=(Ag<...<A))"y (A0 <...<A,0)"=(A50 < ... < AJO). Esto muestra que f;, g
y f estdn bien definidas. Claramente todas ellas preservan el orden. Finalmente, f; > g; < fi_;

para todo i, f, ()+1 = 1d.4,(6y /6> ¥ §1(x) < f(x) > (O) para todo x € A,(G)'/G. O

Observacion 2.5.14. En las hipétesis del Teorema 2.5.13, si O% < S, entonces existe & € Ng(O)
tal que ;|0 = cglo : O — O%. Por lo tanto, O = O% y O es el tinico conjugado a él mismo que
estd dentro de S. En este caso O es denominado weakly closed en Fs(G).

Observacion 2.5.15. El Teorema 2.5.13 se puede generalizar para probar la contractibilidad
de los otros posets S,(G)' /G, B,(G)'/G y X(R,(G))/G cuando existe un subgrupo andlogo
a O cuyo normalizador controla Ia fusién en los elementos del poset de p-subgrupos corres-
pondiente. Por ejemplo, si para algin 1 # O < Z(S), Ng(O) controla la fusién en S, entonces
X(R,(G))/GyS,(G) /G son contréctiles. La demostracién funciona de la misma manera que
para A,(G)'/G pero tomando las cadenas en los posets correspondientes. Mds atin, la hipétesis
significa que cada morfismo de conjugacién ¢ : R — P entre subgrupos P,R < § se extiende a
un morfismo ® : RO — PO con ®(0) =0y D|g = ¢.
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Esta condicién puede ser traducida a un sistema de fusién general. Esta es equivalente
a pedir que F = Nr(0O), donde Nx(O) es la categoria normalizadora para O. Para Q < S,
el normalizador de Q en F es la categoria Nx(Q) con elementos los subgrupos de Ng(Q)
y morfismos ¢ : R — P en F, con R,P < Ng(Q), tales que existe ® : RQ — PQ en F con
®(Q) = Qy P|g = ¢. Cuando Q es fully F-normalized, Nx(Q) es un sistema de fusion sobre
Ns(Q), y si F = Fs(G), entonces Nx(Q) = Fiy(0)(Nc(Q)).

Dado que O es un subgrupo normal abeliano de S, 7 = Nx(O) si y solo si para cualquier
subgrupo R < S y morfismo ¢ : R — S tenemos que @(RNO) C O (ver [AKO11, Corollary
4.7]). En este caso O se denomina strongly closed en F.

Observacion 2.5.16. La Proposicién 2.5.8 muestra que S,(G)’/G es contrictil cuando G es
p-resoluble. La conclusién andloga para A,(G)'/G no es inmediata dado que O,(G) # 1 no
implica que A, (G) sea contrdctil.

Los siguientes teoremas se centran en el estudio de la contractibilidad de A, (G)' /G cuando
la diferencia entre el p-rango de G y el p-rango de Z(S) es pequefio. Podemos interpretar la
diferencia m,(G) —m,(Q), que depende solo del p-subgrupo de Sylow Sy su centro, como
una medida de cudntos elementos no centrales de orden p en S hay. Por ejemplo, si m,(G) —
m,(Q) = 0 entonces Q;(S) = Q(Z(S)), es decir, todos los elementos de orden p en S son
centrales en S.

Probaremos primero el caso m,(G) —m,(Q) < 1. Luego, probaremos algunos casos parti-
culares de la conjetura fuerte cuando m,(G) — m,(Q) < 2. En particular deduciremos la con-
tractibilidad de A, (G)' /G cuando |S| < p* y para algunos grupos espéradicos.

Las demostraciones de estos teoremas fueron extraidas de [Pit19].

Primero, necesitamos una herramienta bésica de la teoria de fusién de grupos: el Teorema
de Fusién de Alperin. Solo necesitamos una version mds débil del teorema, la cual dice que
podemos controlar la fusién dentro de un p-subgrupo de Sylow fijo via los normalizadores de

sus subgrupos no triviales.

Teorema 2.5.17. Sea S € Sylp(G) y supongamos que A,A8 < G. Entonces existen subgrupos
O1,...,0, < Syelementos g; € Ng(Q;) tales que:

1. A8t-8i-1 < Qi paral <i<n,

2. cgla = Cgygula-
En particular, AS = A81-8n,

Una versién mds general de este teorema acierta que podemos suponer que los Q;s son
subgrupos esenciales de S o incluso S. Para més detalles ver [AKO11, Part I, Theorem 3.5].

Observacion 2.5.18. Si A € A,(S) es un p-subgrupo elemental abeliano maximal de S, enton-
ces Q < A. Luego Q estd contenido en la interseccién de todos los p-subgrupos elementales
abelianos maximales de S.
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Teorema 2.5.19. Si m,(G) —m,(Q) < 1, el espacio finito A,(G)' /G es contrdctil.

Demostracion. El caso m,(G) = m,(€2) vale por la Proposicién 2.5.1 dado que ©;(S) es abe-
liano. Luego podemos asumir que m,(G) —m,(Q) = 1. Asi, si A € A,(S), entonces AQ €
A,(S) es maximal cuando Q L Ay A £ Q.

Considerar el conjunto A = {4 € A,(S) : Aesfc, Q£ AyA £ Q}. La condicién A < Q
es equivalente a A < Q para A € A,(S) fc. SiA € A,(S) es fully centralized y A < Q, entonces
A% < Qparaalgin g € G. Porlo tanto, |Cs(A)| > |Cs(A%)| = |S| y asi, Cs(A) = S, es decir A < Q.
En consecuencia, A no contiene elementos maximales de Ap(S ), ni subgrupos centrales de S,
y AQ es maximal si A € A. Més atn, si un elemento maximal B € A,(S) que contiene a A
también contiene a , entonces B = AQ.

Tomemos representantes de las clases de conjugacion Ay,...,A; € A tales que si A € A
entonces A = A; para algin i, y A; < A; implica j < i. Probaremos primero que el subposet

de 6rbitas de cadenas ¢ tales que (A;) % ¢ para todo i es un retracto por deformacion fuerte de
A,(G)'/G. Para hacer esto, asumiendo que hemos extraido todas las érbitas de cadenas que

contienen (A;) para j < i, extraemos primero todas las 6rbitas que contienen a (A;) pero no a

(A;Q). Luego extraeremos aquellas érbitas que contienen a (4;) y (A;Q) simultdneamente.

Para cada 1 <i <k, sea P; = {¢ € A,(G)'/G : (A;) £ ¢ para j < i}. Asumamos que
hemos mostrado que P;_; C A,(G)’/G es un retracto por deformacién fuerte. Probaremos que
‘P; € P;_1 es un retracto por deformacion fuerte. Sea A = A;. Supongamos que hemos extraido
todas las posibles orbitas ¢ tales que @ < ¢ pero m £ € como up beat points. Si una de
ellas todavia queda, tomemos una maximal, digamos c.

Notar que m no fue extraida porque AQ # A; para todo j. Afirmamos que ¢ es
un up beat point cubierto por ¢ U (AQ). Sea ¢ = (B; < ... < By < A), donde s podria ser 0.
La cadena c tiene a A como el elemento mas grande dado que todo elemento maximal que
contiene a A tiene la forma AQ. Mas atn, si B € c es fully centralized con A < B < AQ, entonces
Q<BoB<Q,pues B+#A; para todo j. Como A £ Q, Q < By en consecuencia B = AQ.
Sead =cU(AQ) = (B; < ... < By <A <AQ). Si¢ =< d, el representante d’ puede elegirse
para que tenga la forma d’ = (B; < ... < By < A < (AQ)#) por maximalidad de ¢. También
podemos asumir que (AQ)¢ < § pues A es fully centralized (ver Observacion 2.4.3). Dado que
(AQ)% € A,(S) es maximal y contiene tanto a A como a €, tenemos que AQ = (AQ)8. Por lo
tanto d = d’ y ¢ es un up beat point cubierto por d.

Hemos probado que el subposet P; UD;, donde D; = {¢ € Pi_; : (A),(AQ) < ¢}, es un
retracto por deformacién fuerte de P;_;. Notar que P,ND; = &.

Definamos una funcién r : ;U D; — P; de la siguiente manera. Sea 7(¢) = ¢ — {(A)} si
¢ € D; y escojamos ¢ € A, (S)’ tal que (A) < c. Notar que si (A) < c entonces (AQ) < c. Defina
r que sea la identidad en P;. Es facil ver que r estd bien definida, preserva el orden y que
r(x) < x paratodo x € P;UD;.

Hemos mostrado que P; es un retracto por deformacién fuerte de A, (G)’/G, para todo
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1<i<k.

Los elementos de Py tiene las siguientes posibles representaciones:

(C<...<Cs<Q<B) 2.2)
(C;<...<Cs<B) (2.3)
(C<...<C<Q) 2.4)

(€1 <...<Cy) (2.5)

cons >0y Cs < Q< B<S. Para ver que este lista estd completa, tomar ¢ € P con ¢ € A,(S)’
y tal que todo A € c es fully centralized en S (ver Observacién 2.4.3). Si B € c entonces Q < B

0B < Q, pues (A;) £ ¢ para todo .
El objetivo es probar que la funcién que incluye a Q entre los C’s y los B’s estd bien

definida y preserva el orden. Esto es, cada vez que (C; < ... < Cs) = (C‘f <...< C§) se tiene
(C1<...<C<Q) = (C]<...<C§ < Q), y andlogamente con los elementos de la forma
(C) <...<Cy<B).

Como Q es central en S, si Q8 < Ses fully centralized entonces Q8 = Q. Luego, si Cs,
Ci<Qy(C)<...<C) = (C] < ... < CF), los subgrupos Cy, C§ son fully centralized y

(C1<...<C<Q)=(C§<...<C§ <)
= (Cf <...<C§ < Qsh)
=(C{<...<C§< Q).

Dado que Q¢ podria no estar incluido en S, tomamos 4 € Cs(C¥) tal que Q8" < Cs(C§) = S es
fully centralized (ver demostracion del Teorema 2.4.1 y Observacién 2.4.3).
Para el otro caso, como antes, asumimos que

(C1<...<C;<B)=(C§ <...<C§ <BY)

conCy < Q<B<SyCé< Q< B2<S.Conjugando por g~! obtenemos

(Cf<...<Ci<Q<B)=(C1<...<C;<Q8' <B).

Tomemos h € Cg(Cy) tal que Q8 ' < Cg(Cy) = S es fully centralized. Por lo tanto, Q¢ ' =
Q. Como B" podria no ser un subgrupo de S, tomamos un 4’ € C(Q) tal que B" < S. En
particular, 4,4’ € C5(C;) y tenemos que probar que

(C1<...<C;<Q<B)=(C;<...<Cy < Q< B

con hl' € C(Cy). Usamos el Teorema de Fusion de Alperin 2.5.17 dentro del grupo Cg(Cy) con
B.B"™ < S € Syl,(Cg(Cy)). Asi, resta ver el caso hh' € N (c,)(Q) donde Q < Sy B,B"™ < Q.
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Sea k = hi'. Si k € Ng(Q) ya estamos, por lo que suponemos que Q # QF. Observar que
Q, Q% < B*. Como Q < Z(Q), QX < Z(Q") = Z(Q) y Q' conmuta con todo elemento de orden
p en Q. En particular conmuta con B, y por la maximalidad de éste, QX < B. La condicién
Q # QF implica B = QQ¥ = B por un argumento de orden. En cualquier caso, hemos probado

que

(C1<...<CG<Q<B)=(C1<...<C; < Q< BY

como desedbamos.
Para completar la demostracién, notemos que la funcién que incluye a Q dentro de las
orbita de cadenas ¢ representadas como (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) preserva el orden y satisface

c<cU((Q)>(Q).

En consecuencia, A,(G)’/G es contrictil porque tiene un retracto por deformacion fuerte que
lo es. O

Obtenemos los siguientes corolarios inmediatos (sin asumir la Proposicién 2.3.1).

Corolario 2.5.20. Si A,(G)'/G tiene altura 1 (o sea m,(G) < 2) entonces es un espacio finito

contrdctil.

Corolario 2.5.21 (cf. [Thé92]). Si los p-subgrupos de Sylow de G son cuaterniones generali-
zados o diedrales, entonces A,(G)' /G es contrdctil.

Demostracion. En cualquier caso, m,(G) < 2, y el resultado se sigue del Teorema 2.5.19. [J

Siguiendo las ideas del teorema anterior, nos enfocamos ahora en el caso m,,(G) —m,(Q) =
2. No probaremos este caso en general. Aun asi, las técnicas que usamos aqui nos permiten pro-
bar que A,(G)'/G es contréctil si |G|, < p* 0 r,(G) < m,(G) + 1. Més atin, encontramos un
retracto por deformacién fuerte de A,(G)'/G que puede ser usado para probar su contractibi-
lidad. Usamos nuevamente el Teorema de Fusién de Alperin 2.5.17.

Comenzamos con unos lemas preliminares.

Lema 2.5.22. Sean G, py S como antes. Si C < S es fully centralized, CQ < S es fully centra-
lized y Cs(CQ) = Cs(C).

Demostracion. Si A,B C G, entonces vale que Cg(AB) = C(A) NCg(B). De esta manera,
Cs(CQ) = Cs(C)NCs(Q2) = Cs(C) pues Q& < Z(S). Sea g € G tal que (CQ)# < S. Entonces

[Cs((CQ)*)| = |Cs(C*) NCs(QF)] < [Cs5(C*)] < |C5(C)| = |Cs(CQ)|.-
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Observacion 2.5.23. Si m,(G) —m,(Q) =2, todo elemento maximal de A,(S) tiene p-rango
my(G) om,(G) — 1.

Lema 2.5.24. Sean G, py S como antes. Sea P C A,(G)'/G el siguiente subposet.
P={xe€A,(G)'/G : six=¢, conce A,(S), yAEcesfc entonces A< Qo Q<A}.
Simy(G)—mp(Q) <2, P C A,(G) /G es un retracto por deformacion fuerte.

Demostracion. Sim,(G)—m,(Q) < 1, entonces la demostracién es similar a la del Teorema
2.5.19, por lo que podemos asumir que 1, (G) —mp,(Q) =2. Sear =m,(G) y sea

A={Ac A,(S) :Aesfc, QLAyA £ Q}.

Claramente, ANMax(.A,(S)) = @y Q8 ¢ A para cualquier g € G.

Notar que P es el subposet de 6rbitas de cadenas que contienen a (A) para A € A. Queremos
extraer los elementos que contienen (A) con A € A, como beat points.

Sea Py ={c€ A,(G)'/G : (A) £ ¢ paratodo A € Atal que m,(A) > r'+1}. Observar que
Po=PyPr_1=Ap(G)'/G. Inductivamente supongamos que hemos probados que P,» C P,
es un retracto por deformacion fuerte con 1 < 7/ < r — 1. Mostraremos que P_; C Py es un
retracto por deformacion fuerte. Tomemos A € A de p-rango r’. Entonces o bien (AQ)$ € A
para algiin g € G, o bien (AQ)8 ¢ A para todo g € G.

Caso 1: existe g € G con (AQ)® € A. Luego, (AQ)$ es fully centralized y no contiene a Q.
Como m,(Q) =r—2,

mp(Q) —my(AQ)NQ)
mp(Q) — (my(Q) 1)

+mp(Q) —my(ANQ) + 1
+(r—2) = (my(A) — 1) +1

Esto es, (AQ)2Q € A,(S) es maximal de p-rango r. Dado que ((AQ)$Q)¢ ' > A, existe x €
Co(A) tal que ((AQ)$Q)¢ '* < S es fully centralized. Por lo tanto tenemos las siguientes de-
sigualdades:

Cs((AQ)*Q)| = |Cs((AQ)*)] = |Cs(AQ)[ = [Cs(A)]

> [Cs(((AQ)*Q)* )]
> |Cs((AQ)*Q)]
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1

que son igualdades de hecho. Més atn, deducimos que Cs(A) = Cs(((AQ)8Q)8 *). Sea D =
((AQ)8Q)¢ . Notar que D € A, (S) es maximal debido a su rango. Asi, D = Q(Cs(D)) =
Q(Cs(A)) y hay un tinico elemento maximal sobre A.

Ahora tomemos cualquier orbita ¢ € P, conteniendo (A). Si (A < E) < ¢, para algin

E < S con m,(A) < m,(E) <r—1, cambiando E por un conjugado, podemos asumir que
E < S es fully centralized. Luego E ¢ A y esto implica Q < E, por lo que E > AQ. Como
m,(AQ) > r— 1, tenemos la igualdad E = AQ, y esto es una contradiccién. Por lo tanto ningu-

na 6rbita de cadena sobre (A) puede contener un elemento de rango entre n,(A)+1y r—1.En
consecuencia, éstas cadenas tienen la forma (Ag < ... <A;<A) 0 (Ap<...<A;<A<E)

con E € A,(S) maximal de rango r. Por el razonamiento anterior, E = D y ¢ es un up beat cu-

bierto por (Ag < ... <Ay <A < D). Podemos remover todas las 6rbitas conteniendo (A) pero

no (D) de arriba hacia abajo pues son beat points al momento de su extraccion.

Luego de extraer todos estos elementos, los elementos que contienen a (A) que quedan

tienen la forma (Ap < ... <A; <A < D). Cada uno de ellos es un down beat point cubierto

tnicamente por el elemento (Ag < ... < A; < D), si los extraemos de abajo hacia arriba.

Caso 2: (AQ)$ ¢ A para todo g € G. Es ficil ver que m,(AQ) =r o r— 1. En el primer
caso, podemos extraer todos los elementos que contienen a m usando el mismo razonamiento
del Caso 1. En el segundo caso, queremos hacer algo similar, pero podria pasar que A tenga
mds de un elemento maximal de .A,,(S) sobre él. Si tiene solo uno, es similar a la demostracién
del Caso 1. Asumamos entonces que hay mas de un elemento maximal sobre A. Notar que estos
maximales tienen p-rango r porque m,(AQ) =r—1.

Como antes, extraemos primero de arriba hacia abajo todas las orbitas de cadenas que

contienen a (A) pero no a (AQ). Estos elementos tienen las formas(Ag < ... <Ay <A) y
(Ao <...<A; <A <B)conB e A,(S) maximal. Como Q < B,

(Ag<...<A;<A<B)<(Ap<...<A; <A<AQ<B).

Si(Ap<...<A;<A<B)< d al momento de su extraccién, entonces, luego de conjugar, d
puede ser tomado de manera que tenga la formad = (Ag < ... < Ay <A < AQ < B8) para algin
g € Ci(A). Ahora aplicamos el Teorema de Fusién de Alperin sobre Cg(A) para probar que

(Ap<...<A;<A<AQ<B)=(Ap<...<A; <A <AQ < B?)

con el morfismo ¢, : C(A) — Cg(A). Existen subgrupos Q1, ..., Qr < Cs(A) y 8 € Neg(4)(Qi)
tales que B8!8i-1 < Q; 'y ¢g|p = Cg, ©...0c1|p. Sean B; = B81& y By = B. Como son todos
maximales y A < B;, tenemos que AQ < B; para todo i. Por lo tanto es suficiente con mostrar
que

(Ap< ... <A <A<AQ<B)=(Ap<...<A; <A<AQ<B;_)

para todo i > 1. Si (AQ)8 = AQ ya estamos. De otra manera, notar que AQ < Q;(Z(Q;)) y
asi (AQ)8 < Q1 (Z(0%)) = Q1(Z(Q:)). Esto implica que C = (AQ)(AQ)8 = Q;(Z(Q;)) y en
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particular A, (Q;) tiene un tnico elemento maximal que es C. Dado que B;,B;—; € A,(Q;) son
elementos maximales, deducimos que B; = C = B;_;.

Esto ha mostrado que (Ap < ... <Ay <A < B) es un up beat point cubierto, al momento
de su extraccion, por (Ag < ... <A; <A <AQ < B). Luego de extraerlo, (Ag < ... <A; <A)
se convierte en un up beat point cubierto por (Ag < ... < A; <A < AQ) y lo podemos extraer.

Los elementos restantes conteniendo a (A) pueden ser extraidos de la misma manera que
hicimos en el Caso 1.

Hemos mostrado que P,»_; C Py es un retracto por deformacién fuerte para cualquier
1 </ <r—1. En particular, P = Py C P,_; = Ap(G)'/G es un retracto por deformacién
fuerte. O

Observacion 2.5.25. Si my(G) —m,(Q) = 2, los elementos A € A,(S) no centrales y fully
centralized que podrian aparecer como elementos de una cadena ¢ € A,(S)’ con ¢ € P tienen
p-rango m,(G) o m,(G) — 1.

Lema 2.5.26. Con las notaciones del lema anterior, asumir que m,(Q) = m,(G) —2. Si
A € A,(S) tiene rango m,(G) — 1y estd cubierto por un iinico elemento maximal en A, (S),
entonces P se retrae por deformacion fuerte al subposet de los elementos que no contienen a

(4).

Demostracion. Claramente el resultado vale si tales elementos ya fueron extraidos. Por lo tan-
to, podemos asumir que cada A% < § fully centralized contiene Q. También podemos suponer
que A es fully centralized. Si B = Q;(Cs(A)), B € A,(S) es el tnico elemento maximal que

contiene estrictamente a A. Extraemos primero los elementos x = (Cp < ... < C; < Q < A), con
s > —1, de arriba hacia abajo como up beat points. Six <d,d = (Cy < ... < C; < Q <A < D)
para algin D € A,(S), y debe ser D = B por unicidad. Luego x es un up beat point. Més atin,
cualquier elemento de la forma (C§ < ... < C§ < Qg <A)esiguala (Cp < ... < C; < Q < A")
con A" < § fully centralized. Es ficil ver que A” también estd cubierto por un tnico ele-

mento maximal, por lo que (Cp < ... <Cs; < Q < A") también es un up beat point. Luego
de extraer todas estas 6rbitas, los tinicos elementos que contienen a (A) son los de la for-
ma (Cp<...<C;<A<B)y(Ch<...<Cs<A),paras > —1y Cy < Q. Podemos extraer

(Co<...<Cy<A) desde arriba hacia abajo dado que al momento de su extraccién son up

beat points cubiertos por (Cp < ... < Cy <A < B). Ahora los elementos que quedan conte-
niendo a (A) son de la forma (Cp<...<C;<A<B)y (C5<...<C{ <Q8<A<B). A
todos estos los podemos extraer de abajo hacia arriba porque son down beat points cubriendo

a(Ch<...<Cy<B)y(C§<...<C§ < Q8 < B) respectivamente. O

Ahora probamos un resultado que basicamente dice que A, (G)’/G es un espacio finito con-
tractil cuando el p-rango de Gy el rango de Q son bastante cercanos a r,(G). Como corolario,
mostramos que A,(G)’ /G es contréctil si S tiene orden a lo sumo p*.
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Teorema 2.5.27. Si m,(G) —m,(Q) <2y my(G) > r,(G) — 1, entonces A,(G)'/G es un

espacio finito contrdctil.

Demostracion. Por la Proposicién 2.5.1 y el Teorema 2.5.19, podemos asumir que m,(G) =
rp(G) =1y mp(G) —m, () = 2. Por el Lema 2.5.24, solo necesitamos mostrar que P es
contrictil.

La idea es extraer beat points para alcanzar un subposet con minimo @

Sea A € A,(S) un elemento no maximal de rango m,(G) — 1. Existe B € A,(S) de rango
m,(G) tal que A < B. Esto implica que B < Cs(A). Por otro lado, A £ Z(S) pues m,(A) >
my(Q) =m,(Z(S)), por lo que Cs(A) < S. Por orden, Cs(A) = By A esté cubierto por un tinico
elemento maximal de A,(S). En particular A es fully centralized. Por el Lema 2.5.26, P se

retrae por deformacién fuerte al subposet de elementos que no contienen a (A). Luego con-

seguimos un retracto por deformacién fuerte de P cuyos elementos son (Cp < ... < Cy < Q),
(Ch<...<Cy<Q<B)y(Ch<...<Cs<B),paraB € A,(S) maximal de rangoror—1y
s>—1,y m para s > 0, con Cy < Q en todos los casos.

Supongamos que B € A,(S) es maximal de rango m,(G) — 1. Los elementos que contienen

a (B) tienen la forma (Cp < ... < Cs; < B) para s > —1 y C; < Q. Repitiendo la demostracion

del Teorema 2.5.19, podemos extraerlos de arriba hacia abajo como up beat points cubiertos por

(Co < ... < Cy < Q < B) al momento de su extraccion. Asi, cualquier elemento que contiene a

(B) también contendrd a (Q).

Ahora extraemos los elementos conteniendo a (B) pero no a () para B € A,(S) maximal

de rango m,(G). Estos elementos tienen la forma (Cp < ... <Cy < B) paras > —1y C; < Q,
y estdn cubiertos por (Cp < ... <C; <Q <B)y (Cp<...<Cs < Q< Bg) al momento de su
extraccion, para algin g € Cg(Cy). Necesitamos probar que son iguales. Usando el Teorema de

Fusi6n de Alperin, podemos asumir que g € N¢;(c,) (Q) para un subgrupo Q < S con B,B$ < Q.
Si Q8 = Q, listo. De otra manera, g ¢ Ng(Q) y asi Q = B pues debe ser Q < S por orden. Esto
nos dice que B = BS.

Hemos alcanzado un retracto por deformacién fuerte de P cuyos unicos elementos que

no contienen a (Q) son (Cp < ... < Cs) con Cy < Q. De nuevo, repitiendo la dltima parte de
la demostracién del Teorema 2.5.19, podemos extraerlos de arriba hacia abajo como up beat

points cubiertos por (Cp < ... < Cs; < Q) al momento de su extraccién.

Finalmente, P se retrae fuertemente a un subposet con minimo (), y en consecuencia es
contractil. Ul

Obtenemos los siguientes corolarios.
Corolario 2.5.28. Si r,(G) <4, el espacio finito A,(G)' /G es contrdctil.

Demostracion. Se sigue de la Proposicién 2.5.1 y los Teoremas 2.5.19 y 2.5.27. O
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Por la Proposicién 3.1.1, el poset A,(G) es disconexo si y solo si G tiene un subgrupo
fuertemente p-embebido. La demostracion del siguiente teorema depende de la clasificacién
de grupos con un subgrupo fuertemente p-embebido (ver Teorema A.1.1) y de los resultados
obtenidos arriba.

Corolario 2.5.29. Si A,(G) es disconexo entonces A,(G)'/G es contrdctil.

Demostracion. Podemos asumir que O,/(G) = 1 por la Observacién 2.5.7 y que O,(G) =
1. Luego ©;(G) es uno de los grupos en la lista del Teorema A.1.1. Notar que m,(G) =
mp(Q1(G)).

Los casos m,(€21(G)) < 2 valen por el Teorema 2.5.19.

Si Qi(G) es simple de tipo Lie y de Lie rango 1 en caracteristica p, entonces los p-
subgrupos de Sylow de G se intersecan trivialmente por el Teorema A.1.3. Luego A,(G)'/G
es contractil por la Proposicién 2.5.6.

Los grupos restantes de la lista tienen p-rango 2 por la Tabla A 4. O

Obtenemos contractibilidad de A, (G)’/G para algunos grupos esporddicos simples como
aplicacién de nuestros resultados. Requerimos p impar.

Corolario 2.5.30. Si G es un grupo de Janko, un grupo de Mathieu, He, HS, O’'N o Ru, y p es

impar, entonces A,(G)' /G es contrdctil.

Demostracion. Por la Tabla A.6 y el Corolario 2.5.20, solo resta ver el caso G =J3 y G = O’N,
ambos con p = 3.

Se puede ver que el centro de un 3-subgrupo de Sylow de J; tiene 3-rango 2. Como
m3(J3) = 3, el resultado se sigue del Teorema 2.5.19.

Los 3-subgrupos de Sylow de O’N son elementales abelianos de rango 4. Luego el resultado
se sigue de la Proposicién 2.5.2. O

Corolario 2.5.31. Sea G el grupo esporddico simple Coy y p = 5. Entonces A,(G)' /G es

contrdctil.

Demostracion. Sea S un 5-subgrupo de Sylow de G = Co;. Entonces r5(G) =4, ms(G) =3y
ms(Z(S)) = 1. Por el Teorema 2.5.19, As(G)'/G es contréctil. O

Para G un grupo esporadico y p = 2, la diferencia m,(G) — m,(Q) es mas grande que 2
en general, y nuestros teoremas no aplican. Audn asi, para los grupos esporddicos mds chicos
podemos usar GAP junto con el paquete [FPSC19] para llevar a cabo el célculo del core de
A,(G)'/G. De esta manera, para p =2y G = My, My, My, M3, Ji, J» o HS, A,(G)' /G es
contrictil. Notar que J; tiene 2-subgrupos de Sylow abelianos y podemos aplicar la Proposicién
2.5.2 (de hecho, es el tnico grupo esporadico con un 2-subgrupo de Sylow abeliano por el
Teorema de clasificacion de Walter 3.5.4).
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Observacion 2.5.32. Casi todas las demostraciones que hemos hecho pueden ser llevadas a
cabo en un sistema de fusion saturado general sobre un p-grupo fijo S. Si F es un sistema de
fusion saturado sobre S, podemos formar el espacio de 6rbitas A, (S) /F de la siguiente manera:
siA,B € A,(S) definimos la relacion A ~ B si ¢(A) = B para algtin morfismo ¢ en la categoria
F. Entonces A, (S)/F := A,(S)/ ~ es contrictil con la misma homotopia que hemos definido
en el Teorema 2.4.1.

Andlogamente, podemos definir la relacién ~ en A, (S)" poniendo (Py < ... < P,) ~ (Qo <
... < Q) si existe un morfismo ¢ en F tal que ¢(P;) = Q; para todo i, y poner A, (S)'/F =
AP(S)// ~-

Cuando F = Fs(G), A,(S)/F = A,(G)/Gy Ap(S) | F = Ay(G) /G.
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Capitulo 3

El grupo fundamental de los posets de
p-subgrupos

En el Capitulo 1 hemos estudiado a los posets de p-subgrupos como espacios topoldgi-
cos finitos. Hemos visto que su tipo homotdpico estd determinado por el core del poset (salvo
homeomorfismo) y que en general, los posets de p-subgrupos no tienen el mismo tipo homo-
topico como espacios finitos. Mds atn, los cores de A,(G) y S,(G) pueden ser calculados
algoritmicamente tomando alternadamente los subposets i y s (ver Observacién 1.3.28). Sin
embargo, cuando trabajamos con la topologia de sus complejos de érdenes, sabemos que son
G-homotdpicamente equivalentes y que no hay ningtin algoritmo para calcular su tipo homo-
tépico. En general, no se conoce el tipo homotépico de los complejos de p-subgrupos.

En su articulo fundacional [Qui78], Quillen calculé el tipo homotépico de ciertas familias
de complejos de p-subgrupos. Por ejemplo, €l mostré que (A, (GL,(g))) (cong=1 méd p)
y K(A,(LA)) (con L p'-grupo resoluble y A p-grupo elemental abeliano actuando en L) son
complejos Cohen-Macaulay (ver Definicién 3.1.3 y Teorema 3.1.4). Mds atin, cuando G es
de tipo Lie en caracteristica p, K(A,(G)) tiene el tipo homotopico del Tits building de G. En
cualquiera de estos casos, los complejos de p-subgrupos tienen el tipo homotdpico de un wedge
de esferas.

A lo largo de las siguientes décadas, se prob6 que K(A,(G)) tenfa el tipo homotSpico de
un bouquet de esferas (de dimensiones posiblemente distintas). En [PWO00] Pulkus y Welker
obtuvieron una descomposicién wedge para (A, (G)) cuando G es un grupo resoluble, redu-
ciendo el estudio del tipo homotépico de K(A,(G)) para grupos resolubles al estudio del tipo
homotépico de los intervalos superiores A,(G)-a, A € A,(G) (ver Teorema 3.1.7). De hecho
hay una pregunta en [PW00], atribuida a Thévenaz, de si los complejos de p-subgrupos tienen
siempre el tipo homotdpico de un bouquet de esferas (de dimensiones posiblemente distintas).
En 2005 Shareshian dio el primer ejemplo de un grupo cuyo complejo de p-subgrupos que
no es homotdpicamente equivalente a bouquet de esferas. Concretamente, €l mostré que hay
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torsion en el segundo grupo de homologia de A3(A3) (ver [Sha04]). Notar que el ejemplo que
muestra la falla de ser homotdpico a un bouquet de esferas surge de un grupo simple.

En este capitulo nos enfocamos en el estudio del grupo fundamental de los complejos de
p-subgrupos. Este fue investigado primero por M. Aschbacher, quien dio condiciones alge-
braicas para que A,(G) sea simplemente conexo, médulo una conocida conjetura sobre la
cual hay considerable evidencia (ver [Asc93, Theorem 1 & 2]). Luego, K. Das estudi6 la sim-
ple conexién de los complejos de p-subgrupos de algunas familias grupos finitos de tipo Lie
(ver [Das95, Das98, Das00]). En [Kso03, Kso04], Ksontini investigd el grupo fundamental
de A,(Sp). El estableci6 condiciones necesarias y suficientes en términos de n y p para que
A,(S,) sea simplemente conexo. En los casos restantes prob6 que su grupo fundamental es li-
bre excepto posiblemente paran =3p on =3p+1 (p impar). En [Sha04], Shareshian extendi6
los resultados de Ksontini y mostré que el grupo fundamental de A, (S,) es también libre para
n=3p.

Todos estos resultados podrian sugerir que el grupo fundamental de A,(G) es siempre
libre. Mostraremos que esto vale para grupos resolubles (ver Corolario 3.0.3 debajo) y, médulo
la conjetura de Aschbacher, para grupos p-resolubles (ver Corolario 3.0.1 debajo). De hecho,
hay pocos ejemplos de complejos de p-subgrupos que no son homotépicamente equivalentes
a bouquet de esferas, y el contraejemplo de Shareshian .A3(A3) falla en el segundo grupo de
homologia pero tiene grupo fundamental libre. Sorprendentemente encontramos que el grupo
fundamental de A3(Ajo) no es libre. Este es isomorfo a un producto libre de un grupo libre
con 25200 generadores y un grupo no libre cuya abelianizacién es Z**. Este es el grupo G mds
chico con 71 (A,(G)) no libre para algtin primo p. Notar que la homologia entera de .A3(A o)
(= A3(S1p)) es abeliana libre (cf. [Sha04, p.306]), por lo que en este caso la obstruccién a ser
un bouquet de esferas yace en el grupo fundamental y no en la homologia.

Mostraremos que los complejos de p-subgrupos con grupo fundamental no libre son bas-
tante excepcionales. El primero de nuestros resultados acierta que, médulo la conjetura de
Aschbacher, el estudio de la libertad de 7;(.A,(G)) se reduce al caso casi simple. Sea Sg =
Q1(G)/0y (Qu(G)).

Teorema 3.4.2. Sea G un grupo finito y p un primo que divide a |G|. Asuma la conjetura
de Aschbacher. Entonces existe un isomorfismo 71 (Ap(G)) = w1 (Ap(Sg)) * F, donde F es un
grupo libre. Ademds, 71 (Ap(Sg)) es un grupo libre (y por lo tanto m (A, (G)) es libre) excepto

posiblemente si S es casi simple.

Siempre podemos asumir que A, (G) es conexo (ver Observacién 3.1.2). Notar que, en este
caso, A, (Sg) es conexo también pues la funcién inducida A,(G) — A,(Sg) es sobreyectiva.

De hecho, en el Teorema 3.4.2 solo necesitamos asumir la conjetura de Aschbacher para
los p’-grupos simples L involucrados en O,/ (Q(G)) y para p-rango 3 (ver Proposicién 3.3.9
debajo). Tampoco es necesaria para la parte del “Ademads” del teorema.
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Recordemos la conjetura de Aschbacher [Asc93].

Conjetura de Aschbacher 3.3.8. Sea G un grupo finito tal que G = F*(G)A, donde A es
un p-subgrupo elemental abeliano de rango r > 3 y F*(G) es el producto directo de los A-
conjugados de una componente simple L de G de orden coprimo con p. Entonces A,(G) es

simplemente conexo.

Aschbacher probd la conjetura para todos los grupos simples L excepto para los tipo Lie
con Lie rango 1 y los grupos esporadicos que no son grupos de Mathieu (ver [Asc93, Theorem
3D.

Debajo listamos algunas consecuencias inmediatas del Teorema 3.4.2.

Si G es p-resoluble, O,(Sg) # 1,y Sg no es casi simple. De hecho, A,(Si) es homotdpi-
camente trivial por la Proposicion 1.3.15. Recordar que O, ,(G) es el tinico subgrupo normal
de G que contiene a O,y (G) tal que O,y ,(G)/0y(G) = 0,(G/0y(G)).

Corolario 3.0.1. Asuma la conjetura de Aschbacher. Si O,(Sg) # 1, entonces m(A,(G)) es
libre. En particular, esto vale para grupos p-resolubles y, mds en general, para grupos p-
constrained.

Si tomamos un grupo simple abeliano L en las hipétesis de la conjetura de Aschbacher,
entonces la conjetura vale para L por el Teorema 3.1.4. Dado que no hay grupos simples no
abelianos involucrados en un grupo resoluble, la conjetura de Aschbacher no es necesaria asu-
mirla en grupos resolubles.

Por el teorema de Feit-Thompson 1.1.3, si p =2 no hay p’-grupos simples no abelianos. En
consecuencia, la conjetura de Aschbacher no necesita ser asumida y obtenemos los siguientes
corolarios.

Corolario 3.0.2. Hay un isomorfismo m(A2(G)) = m1(Az2(Sg)) * F, donde F es un grupo
libre. Ademds, m(A2(Sg)) es un grupo libre (y por lo tanto m (A2 (G)) es libre) excepto posi-
blemente si S es casi simple.

Corolario 3.0.3. Si G es resoluble entonces m(.A,(G)) es un grupo libre.

En la Seccién 3.3, usamos una variante de la descomposicion wedge de Pulkus-Welker

Teorema 3.1.7 para restringir la conjetura de Aschbacher al caso de p-rango 3.

Proposicion 3.3.9. Si la conjetura de Aschbacher vale para p-rango 3, entonces vale para
todo p-rango r > 3. Mds aiin, si la conjetura vale en p-rango 3 para un p’'-grupo simple L
entonces vale para todo p-rango r > 3 para L.

En la Seccion 3.5 estudiamos la libertad de algunas clases de grupos casi simples. No nece-
sitamos asumir la conjetura de Aschbacher para estos casos. En el siguiente teorema resumimos
los resultados de la Seccion 3.5. Recordemos que por un grupo simple nos referimos a un grupo
simple no abeliano.

69



CAPITULO 3. EL GRUPO FUNDAMENTAL DE LOS POSETS DE p-SUBGRUPOS

Teorema 3.0.4. Supongamos que L < G < Aut(L) donde L es un grupo simple. Entonces

71 (A, (G)) es un grupo libre en los siguientes casos:
1. my(G) <2,
2. Ap(L) es disconexo,
3. Ap(L) es simplemente conexo,
4. L es simple de tipo Lie en caracteristica py p1 (G : L) cuando L tiene Lie rango 2,
5. p=2y Ltiene 2-subgrupos de Sylow abelianos,
6. p=2yL=A, (el grupo alterno),
7. L es un grupo de Mathieu, J| o J3,
8 p>3yL=J; McL, O’N.

De nuestro ejemplo base A g (con p = 3) y del Teorema 3.4.2, uno puede facilmente cons-
truir una cantidad infinita de ejemplos de grupos finitos G con 7;(A3(G)) no libre, tomando
extensiones de 3’-grupos H cuyos 3’-grupos simples involucrados satisfagan la conjetura de
Aschbacher, por Ajg. Sin embargo, A g es el tnico ejemplo conocido hasta el momento de un
grupo simple con grupo fundamental no libre. No sabemos si 71 (A, (A3,1)) es libre o no para
p > 5. Seria interesante encontrar nuevos ejemplos de grupos simples G (otros aparte de los
grupos alternos) con 71 (A, (G)) no libre. Ademds de los trabajos mencionados de Aschbacher,
Das, Ksontini y Shareshian, referimos al lector al libro de S.D. Smith [Smil1l, Section 9.3] pa-
ra mas detalles sobre el grupo fundamental del complejo de Quillen y aplicaciones a teoria de
grupos, tales como pruebas de unicidad. Un trabajo reciente de J. Grodal [Gro16] relaciona el
grupo fundamental de estos complejos con teoria de representacion modular de grupos finitos
via la sucesion exacta

1 = m(Sy(G)) = m(F,(G)) -G —1

(cuando S,(G) es conexo). Aqui .7,(G) denota la transport category, cuyos objetos son los
p-subgrupos no triviales de G, y con Hom 7 ) (P, Q) = {g € G : P* < Q}. Es bien sabido que
la realizacién geométrica de 7 G) es homotSpicamente equivalente a la construccién de Borel
EG x¢ |S,(G)| (ver por ejemplo [Grol6, Remark 2.2]), y la sucesién exacta se sigue de la
fibracién |S,(G)| = EG X¢ |S,(G)| — BG. Recordemos que por el teorema de Amplitud de
Brown, la cohomologia médulo p de EG X |S,(G)| es isomorfa a la cohomologia médulo p
de G (ver [Bro94, Smill]).

A lo largo de este capitulo, cuando hablemos del tipo homotépico de un poset nos referimos
al tipo homotdpico de su topologia intrinseca como espacio finito. Atdn asi, los resultados de
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este capitulo se centran en el tipo homotdpico débil de los posets de p-subgrupos, que es el tipo
homotdpico de sus complejos de 6rdenes. Muchos de los resultados de este capitulo aparecen
en el articulo escrito en colaboracién con E.G. Minian [MP19].

3.1. Propiedades homotopicas de los complejos de p-subgrupos

En esta seccion exhibimos algunos resultados sobre el tipo homotdpico general de los com-
plejos de p-subgrupos. También proveemos de las herramientas necesarias para estudiar el gru-
po fundamental en las secciones siguientes. Referimos al lector a la Seccién 1.1 del Capitulo 1
para las notaciones y definiciones sobre teoria de grupos finitos.

El primer paso para estudiar el tipo homotdpico de los complejos de p-subgrupos podria ser
determinar las condiciones puramente algebraicas que caractericen su conexién como espacios
topolégicos. Esto fue hecho por Quillen [Qui78]. Recordemos que un subgrupo fuertemente
p-embebido de G es un subgrupo propio M < G tal que |M|, = |G|, y M N M? es un p’-grupo
paratodo g € G— M.

Proposicion 3.1.1 ([Qui78, Proposition 5.2]). El poset A,(G) es disconexo siy solo si G tiene

un subgrupo fuertemente p-embebido.

Observacion 3.1.2. Supongamos que A,(G) es disconexo y sea C una componente conexa.
Sea M < G el estabilizador de C bajo la accién de conjugacién de G en las componentes
conexas de A,(G). Se puede ver que C = A,(M) y que M es un subgrupo fuertemente p-
embebido de G (ver por ejemplo [Asc00, Section 46] o [Qui78, Section 5]). Més ain, dado
que G permuta transitivamente las componentes conexas de A,(G), éstas son todas homeo-
morfas y en particular homotdpicamente equivalentes (incluso como espacios finitos). Luego
7, (A, (G)) = 7, (C) = my(Ap(M)), n > 1, para cualquier componente conexa C. Aqui, 7, de-
nota el n-ésimo grupo de homotopia. Tenemos conexiones similares para los grupos de ho-
mologia. Recordar que H,(X,A) es la homologia reducida de X con coeficientes en el grupo
abeliano A. Por lo tanto el estudio del tipo homotdpico (y en particular los grupos de homotopia
y homologia) de los complejos de p-subgrupos puede ser restringido al caso conexo.

Los grupos que poseen un subgrupo fuertemente p-embebido estdn clasificados (ver Teo-
rema A.1.1) y es uno de los ingredientes de la CGFS. Nosotros usamos frecuentemente esta
clasificacion.

Ahora mostramos cémo la propiedad de ser Cohen-Macaulay surge en el contexto de los
complejos de p-subgrupos. Esto fue notado primero por D. Quillen [Qui78].

Definicion 3.1.3. Sea X un poset finito. Decimos que X es esférico si es (h(X) — 1)-conexo (es
decir, C(X) tiene el tipo homotdpico de un wedge de esferas de dimension /4(X)). Decimos que
X es Cohen-Macaulay (o que IC(X) lo es) si es esférico, y para cadax <y € X, X<, es esférico
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de altura h(x) — 1, X, es esférico de altura 7(X) — h(x) — 1 y X=, N X, es esférico de altura
h(y) — h(x) —2. Notar que un complejo simplicial K es esférico o Cohen-Macaulay si X'(K) lo
es.

La propiedad de ser Cohen-Macaulay (CM para abreviar) depende de argumentos inducti-
vos pues involucra la esfericidad de los links de elementos.

El siguiente teorema muestra que A,(G) es Cohen-Macaulay para ciertas configuraciones
de grupos resolubles. Este teorema es parte de la demostracién de la conjetura de Quillen para
grupos resolubles (ver Seccién 4.1).

Teorema 3.1.4 ([Qui78, Theorem 11.2]). Sea G = LA, donde L es un p'-grupo resoluble y A

es un p-grupo elemental abeliano que actiia en L. Entonces A,(LA) es Cohen-Macaulay.

Demostracion. (Esquema) Sea G = LA, donde L es un p’-grupo resoluble sobre el cual el
p-grupo elemental abeliano A actda. Procedemos por induccién en el orden de LA. Suponga-
mos que L admite un subgrupo propio no trivial H que es LA-invariante. Entonces A,(HA) y
A,((L/H)A) son Cohen-Macaulay. Consideremos la funcién ¢ : A,(LA) — A,((L/H)A) in-
ducida por el cociente L — L/H. Aplicamos [Qui78, Propositions 9.7 y 10.1], que establece que
A,(LA) es Cohen-Macaulay si A, ((L/H)A) y ¢~ ' (A,((L/H)A)<g) 1o son (el dltimo con altu-
ramy(B)— 1), para cada B € A,(A). Notar que si B € A,(A), entonces ¢ (A, ((L/H)A)<p) =
q '(A,(HB/H)) = A,(HB), el cual es Cohen-Macaulay de altura m,(B) — 1 por induccion.
Por lo tanto .A,(LA) es Cohen-Macaulay.

Ahora supongamos que L no admite un subgrupo propio no trivial y LA-invariante. Enton-
ces L es caracteristicamente simple y resoluble, y esto implica que L es un g-grupo elemental
abeliano, con g primo. Veamos a L como espacio vectorial sobre [, y A actda en L por auto-
morfismos lineales. La minimalidad de L implica que o bien C4(L) = A, o L es irreducible con
la accion de A/Ca(L) y A/C4(L) es ciclico de orden p. En el primer caso, A,(LA) = A,(A) es
Cohen-Macaulay. En el segundo caso LA = LA x C4(L) para algiin complemento Ayg < A de
Ca(L). Los posets A, (LAg) y A,(Ca(L)) son Cohen-Macaulay y por lo tanto A, (LA) lo es por
[Qui78, Proposition 10.3] y Proposiciéon 3.1.16. O

El resultado anterior no es verdad si G = LP con P solo un p-grupo que actia en el p’-grupo
resoluble L (ver [Smill, Example 9.3.2]). Atn asf, si Q;(P) es abeliano, entonces A, (LP) =
A, (LQ;(P)) es Cohen-Macaulay.

De hecho, Quillen dejé abierto el problema de si el resultado anterior puede ser extendido
al caso no resoluble, es decir, cuando L es solo un p’-grupo [Qui78, Problem 12.3]. Ver también
[Smill, p.299]. Este problema permanece abierto y la conjetura de Aschbacher 3.3.8 puede ser
visto como un caso particular.

Observacion 3.1.5. Considerar las configuraciones G = LA, donde L es un p’-grupo sobre el
cual el p-grupo elemental abeliano A acttia. Tenemos que, para estas configuraciones, los posets
A, (LA) son Cohen-Macaulay si y solo si son esféricos.
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Asumamos que son esféricos. Fijemos una configuracion LA y sea B < A. Entonces el poset
A,(LA)<p = A,(B) — {B} es Cohen-Macaulay de altura m,(B) — 2. Por otro lado, Nz4(B) =
Np(B)Ay Np(B) = O,(Npa(B)). Luego por el Lema 3.1.8,

Ap(LA)>p = Ay (Nia(B)/B) = Ap(NL(B)(A/B))

es esférico de altura (m,(A) —m,(B) —1) = ((m,(A) — 1) — (m,(B)—1)—1). Para B < C <A,
los intervalos A, (LA)~pNA,(LA)<c = A,(C/B) — {C/B} son esféricos de altura ((m,(C) —
1) — (m,(B) — 1) —2). Por lo tanto si todos los posets A,(LA) son esféricos, entonces todos
ellos son Cohen-Macaulay. La reciproca es inmediata de las definiciones.

Mas atin, la demostracion del teorema anterior funciona de la misma manera para un grupo
no resoluble L hasta el punto en que asumimos que L no tiene un subgrupo propio no trivial
LA-invariante. Esto implica que L es el producto directo de p’-grupos simples, permutados
transitivamente por A. Por lo tanto, para mostrar que A,(LA) es siempre Cohen-Macaulay,
necesitamos mostrar que es esférico cuando L es el producto directo de p’-grupos simples
permutados transitivamente por A.

Problema de Quillen: ;Es A,(LA) (m,(A) —2)-conexo cuando L es el producto directo de
p’-grupos simples permutados transitivamente por A, un p-grupo elemental abeliano?

Observacion 3.1.6. La conjetura de Aschbacher 3.3.8 dice que .A,(LA) es 1-conexo cuando
my(A) > 3.

Recordemos la decomposicién wedge de Pulkus-Welker.

Teorema 3.1.7 ([PWO00, Theorem 1.1]). Sea G un grupo finito con un p'-subgrupo resoluble
N. Para A € A,(G), sea A= NA/N. Entonces A,(G) es débilmente equivalente al wedge

Ap(G) \ A (NA)#A,(G) 5
AcA,(G)
donde para cada A € A,(G) un punto arbitrario cx € A,(NA) es identificado con A € A,(G).

Los intervalos superiores se entienden mejor en el poset S,(G). Ver [Qui78, Proposition
6.1].

Lema 3.1.8 (Intervalos superiores). Tenemos una equivalencia homotopica como espacios fi-
nitos S,(G)sp ~ S,(NG(P)/P). En particular, si G tiene p-subgrupos de Sylow elementales
abelianos entonces A,(G)sa = Sp(G)>a ~ Sp(NGg(A)/A) = Ap(NG(A)/A).

Demostracion. (Esquema) Notar que S,(Ng(P)/P) = S,(Ng(P))>p, y las funciones f: Q €
Sp(G)>p = No(P)/PS,(NG(P)/P) y g: Q € Sp(NG(P))>p = Sp(NG(P)/P) = Q € 5p(G)p
estdn bien definidas, preservan el orden, fg(Q) = Qy gf(Q) = No(P) < Q. O
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Las siguientes proposiciones muestran que los posets de p-subgrupos se comportan como
los posets de caras de los complejos simpliciales, en el sentido que la inclusion del subposet de
elementos de altura a lo sumo 7 (el “n-esqueleto”) induce una n-equivalencia. Primero recorde-
mos una generalizacion del Teorema A de Quillen para posets (ver también [Qui78, Proposition
1.6]).

Proposicion 3.1.9 ([Bjo03, Theorem 2], ver también [Barl1lb]). Sea f : X — Y un morfismo
de posets. Asuma que f~'(Y<,) es n-conexo para todo a € Y. Entonces f es una (n+1)-

equivalencia.

Sea X" el subposet de X de elementos de altura a lo sumo n. Notar que S,(G)" = {P €
S,(G) : |P| < p" 1}y Ay(G)" = A (G)NS,(G)" = {A € Ay(G) : my(A) <n+1}. Recordar
que A,(G) — S,(G) es una equivalencia débil por la Proposicién 1.3.1.

Proposicién 3.1.10. Las inclusiones A,(G)" — A,(G)"™ y S,(G)" — S,(G)"™! son n-
equivalencias. En particular, las inclusiones A,(G)*> < A,(G) y S,(G)? < S,(G) inducen

isomorfismos entre los grupos fundamentales.

Demostracién. Mostramos que la inclusién i : S,(G)" < S,(G)"™! es una n-equivalencia
usando la proposicién anterior. Sea P € S,(G)"™!. Notar que i*I(S,,(G)Z,I) C S,(P). Si
|P| < p™!, entonces P € S,(G)" y i”'(S,(G)"%') = S,(P) es contrictil (ver Proposicién
1.3.15). En particular es (n — 1)-conexo. Supong;mos que |P| = p"*2. Si P es elemental abe-
liano, entonces i~ (SP(G)’S)I) = A,(P) — P es el poset de subespacios propios de P, que es
un wedge de esferas de dimension (n — 1) por el resultado cldsico de Solomon-Tits. Si P no
es elemental abeliano, i~ (S,(G)"5) = S,(P) — P, y 1 # ®(P) < P, donde ®(P) es el sub-
grupo de Frattini de P. Luego Q < Q®(P) > ®(P) induce una homotopia entre la identidad y
la funcién constante dentro de S,(P) — P, y por lo tanto S, (P) — P es contrictil. Esto muestra
que i : Sp(G)" = S,(G)"! es una n-equivalencia. Una demostracién similar funciona para

A,(G). O

Observacion 3.1.11. Por la Proposicién 3.1.10, para estudiar el grupo fundamental del com-
plejo de Quillen, solo necesitamos estudiar el subposet AP(G)2. Notar que podriamos ha-
ber deducido el isomorfismo i, : 711 (A,(G)?) — 7 (A,(G)) sin necesidad de las Proposicio-
nes 3.1.9 y 3.1.10: se sigue del teorema de van Kampen y el hecho de que para cualquier
P e Ay(G)—A,(G)?, Ap(G)<p es un wedge de esferas de dimension al menos 2.

Observacion 3.1.12. Para un subgrupo H < P, considerar el subposet N' = {E € A,(G) :
ENH # 1} C A,(G). Notar que la inclusiéon A,(H) C N es un retracto por deformacién
fuerte via E € N — ENH € A,(H).

Lema 3.1.13. Sean H < Gy E € A,(G) — A,(H). Entonces i : A,(Cy(E)) - NNA,(G)>g
definida por i(A) = AE es un retracto por deformacion fuerte.
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Demostracion. El resultado es claro si A,(Cy(E)) es vacio. Si es no vacio, consideremos la
funcién r: N'NA,(G)>g — A,(Cu(E)) definida por r(A) = AN H. Entonces ri(A) = A por
ley modular, y ir(A) < A. O

Usaremos el siguiente lema de [Asc93].

Lema 3.1.14 ([Asc93, (6.9)]). Sea N < G y supongamos que A,(N) es simplemente conexo. Si
A,(Cn(E)) es conexo para cada subgrupo E < G de orden p, entonces A,(G) es simplemente

conexo.
La siguiente proposicién describe el grupo fundamental de un join de dos posets finitos.

Proposicion 3.1.15 ([Barl la, Lemma 6.2.4]). Si X e Y son dos posets finitos no vacios, enton-
ces m (X xY) es el grupo libre de rango (|my(X)| —1).(|m(Y)|—1).

Cuando G = G x G, es el producto directo de dos grupos, Quillen mostré que /C(A,(G))
es homotépicamente equivalente a K(A,(G1)) * K(A,(G2)), donde * denota el join de com-
plejos simpliciales (ver [Qui78, Proposition 2.6]). En la siguiente proposiciéon mostramos que
hay una relacién més fuerte al nivel de espacios finitos que implica el resultado de Quillen.

Proposicion 3.1.16. Si G = G x G entonces A,(G) tiene el mismo tipo homotdpico simple
G-equivariante que Ap(G1) * A,(G2), donde la accion de G en el iiltimo poset es la dada
por conjugacion en cada factor del join. En particular, por el Teorema 1.2.30, K(Ap(G)) y
K(A,(G1))*K(Ap(G2)) = K(Ap(G1) * Ap(G2)) son G-homotdpicamente equivalentes.

Demostracion. Si X es un poset finito, sea CTX = X U {1}, resp. C~X = X U{0}, el poset
obtenido de X agregando un maximo, resp. un minimo. Sea X; = C~A,(G1) x C~ A,(G2) —
{(0,0)}. Notar que X, tiene una accién inducida por G y por lo tanto es un G-poset. Sean
p1:G1 X Gy — Gy p2: Gy X Gy — Gy las proyecciones. Tenemos una funcion bien definida
que preserva el orden f : A,(G| x G2) = X1, f(H) = (p1(H),p2(H)). La funcién g : X; —
A, (G1 x G,) definida por g(H,H,) = Hy x H, satisface gf(H) > H y fg(H x H») = H x H>.
Notar que ambas funciones f y g son equivariantes. Luego A, (G x G2) ~¢ X;.

De una manera similar, es facil chequear que X, = CTA,(G1) x C~A,(G2) — {(1,0)} ~¢
A, (G1) % A,(Ga) (ver [Pitl6, Proposicién 2.2.1]).

Vamos a probar que X; /¥ X,. Sean X = Ap(G1) y Y = A,(G,). Consideremos el poset
X;=(CTCX)x(C"Y)—{(0,0),(1,0)}. Notar que X; y X, son subposets de X3 y que X3 es
un G-poset. Mostraremos que X; ¢ X3.

Sea {y1,...,y,} un conjunto de representantes de las 6rbitas de la accién de G sobre Y tales
que y; < y‘j paraalgin g € Gimplicai < j. SeaZ; =X3—{(1,y;)% : 1 <j<i,g € G}. Notar que
cada Z; es G-invariante, X; = X3 —{(1,y) : y€Y} =2, X3=Z0y Zi-1 = Z;U{(1,y,)® : g € G}.
Tenemos

Ol e =C X % CU% —{(0,0)} = C"Ay(G1) x C A, (5) — {(0,0)} = A,(Gy x ¥f) = =.
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El poset A, (G x y¥) es contractil via la homotopia A < Ay > y?. Luego, extrayendo toda la
o6rbita de (1,y;), obtenemos un colapso simple equivariante Z;_; N Z;. Inductivamente, X3 =
ZoN )N L N 7, =X,

Una demostracién andloga muestra que X3 N\ X,. En consecuencia X; /¥ X». L]

Por las Proposiciones 3.1.15 y 3.1.16 obtenemos grupo fundamental libre para producto
directo de grupos.

Corolario 3.1.17. SiG =G| x Gy y p| ged (|G|, |Ga|) entonces A, (G) es conexo y mi (A, (G))
es libre. Mds aiin, A,(G) es simplemente conexo si'y solo si A,(G;) es conexo para algiin
i=1,2.

El siguiente resultado se sigue inmediatamente de [BM12a, Corollary 4.10]. Incluimos una
demostracion alternativa aqui.

Proposicion 3.1.18. Sea X un poset finito conexo y seaY C X un subposet tal que X —Y es una
anti-cadena (o sea, elementos distintos de X —Y no son comparables). Si Y es es simplemente
conexo entonces (X ) es libre.

Demostracion. Como la inclusién |IC(Y)| C |[K(X)| es una cofibracién y |[IC(Y)| es simple-
mente conexo, por el teorema de van Kampen la funcién cociente induce un isomorfismo
m([K(X)]) = m(|(X)|/IK(Y)|). Ademas, como X —Y es una anti-cadena, el espacio co-
ciente |IC(X)|/|IC(Y)] tiene el tipo homotdpico de un wedge de suspensiones. Luego, 7; (X)
m (|K(X)|/|K(Y)]) es un grupo libre.

oo

3.2. Un grupo fundamental no libre

El grupo fundamental del complejo de Quillen fue investigado primero por Aschbacher,
quien analiz6 la simple conexién [Asc93]. K. Das estudi6 la simple conexién de los complejos
de p-subgrupos para grupos de tipo Lie (ver [Das95, Das98, Das00]). En [Kso03, Kso04],
Ksontini investigé el grupo fundamental del complejo de Quillen de grupos simétricos. Debajo
recordamos los resultados de Ksontini. Estos resultados serdn usados en la Proposicién 3.5.11.

Teorema 3.2.1 ([Kso03, Kso04]). Sea G =S, y sea p un primo.

1. Si p es impar, entonces Ap(S,) = Ap(Ay). En este caso, A,(S,) es simplemente conexo
siy solo si3p+2<n<p®on>p*+p.Sip*<n<p’+p, entonces T (A,(S,)) es
libre salvo si p=3yn=10. Sin < 3p entonces m,(S,) <2y 7 (Ap(S,)) es libre.

2. Si p =2, entonces Ay(S,) es simplemente conexo si'y solo sin =4 on>"7. En los otros
casos, T (A2(Sy)) es un grupo libre por cdlculo directo.

76



3.3. LA REDUCCION O (G) =1

En [Sha04] Shareshian extendi6 los resultados de Ksontini y mostré que el grupo funda-
mental de A, (S,) también es libre para n = 3p.

Teorema 3.2.2 ([Sha04]). m(.A,(S,)) es libre cuando n = 3p.

En [Sha04] Shareshian dio el primer ejemplo de un grupo cuyo complejo de p-subgrupos
no es homotdpicamente equivalente a un bouquet de esferas: él mostré que hay torsién en el
segundo grupo de homologia de A3(S;3) = A3(Aj3). Sin embargo, su grupo fundamental es
libre. Sorprendentemente encontramos que el grupo fundamental de .43(A o) no es libre. Este
el primer ejemplo concreto conocido de un complejo de Quillen con un grupo fundamental
no libre. De hecho, A es, hasta ahora, el tnico ejemplo conocido de un grupo simple cuyo
complejo de Quillen tiene grupo fundamental no libre.

Para calcular 7;(A3(Ajo)) usamos el poset de Bouc B,(G) de los p-subgrupos radica-
les. Recordemos que B,(G) < S,(G) es una equivalencia débil. En particular, m;(A,(G)) =
11(S55(G)) = 1 (B,(G)).

Calculamos 71 (B3(A0)) usando GAP [GAP18] con el paquete [FPSC19].

Encontramos que 7 (B3(A10)) es un producto libre de un grupo libre en 25200 generadores
y un grupo no libre en 42 generadores y 861 relaciones cuya abelianizacién es Z*?. No tiene
elementos de torsién pero si tiene relaciones de conmutatividad. Notar que la homologia entera
de Aj3(Ayp) es abeliana libre (cf. [Sha04, p.306]). Como consecuencia del Teorema 3.4.2, uno
puede construirse una cantidad infinita de ejemplos de grupos finitos G con 7;(.A3(G)) no
libre, toméndose extensiones de 3’-grupos cuyos 3’-grupos simples involucrados satisfagan la
conjetura de Aschbacher, por A . Serfa interesante encontrar otros ejemplos de grupos simples
con grupo fundamental no libre.

También pudimos verificar que A es el grupo mas chico con un complejo de p-subgrupos
con 7 no libre. Notar que, por el Teorema 3.4.2, solo necesitamos verificar si un 7; es libre en
los grupos casi simples (notar también que la conjetura de Aschbacher es vélida para grupos
de orden menor al de Ajp). Por otro lado, el Teorema 3.0.4 nos permite descartar muchos
potenciales contraejemplos. Los restantes grupos casi simples que son mas chicos que Ajg
fueron chequeados por cédlculos en GAP [GAP18, FPSC19].

3.3. Lareduccion O, (G) =1

En esta seccién, reducimos el estudio del grupo fundamental de A, (G) al caso O (G) = 1
usando la conjetura de Aschbacher. Asumos que A4, (G) es conexo y que G = (G) dado que
Ap(G) = Ay(@1(G)).

La reduccién O,/ (G) = 1 depende del wedge lemma de colimite homotépicos. Usaremos
el resultado de Pulkus-Welker [PWO00, Theorem 1.1] (enunciado como Teorema 3.1.7 arriba)
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pero para el poset A, (G)? en lugar de A,(G). Recordar que 7 (A,(G)) = m1(A,(G)?) por la
Proposicién 3.1.10.

Notar que m,(G) = m,(G/0,(G)) y que A,(G/O,(G)) es conexo cuando A,(G) es
conexo pues la funcién inducida A, (G) — A,(G/0,/(G)) es sobreyectiva. El siguiente lema es
una variacion del resultado de Pulkus-Welker Teorema 3.1.7. Hemos reemplazado la hipétesis
de resolubilidad del p’-subgrupo normal N < G por la simple conexién de A,(NA) para A €
A,(G) de p-rango 3.

Lema 3.3.1. Sea N un p'-subgrupo normal de G tal que A,(NA) es simplemente conexo para
cada A € A,(G) de p-rango 3. Entonces A,(G)?* es débil homotdpicamente equivalente al
wedge
AGINE\ A NB)« A, (G/N),
BeA,(G/N)?

En particular, para cierto punto base,
71 (Ap(G)) = 71 (Ap(G/N) #5e 4, (6w M (Ap(NB) ¥ Ap(G/N) ).

Demostracion. Seguimos esencialmente la demostracién de Pulkus-Welker [PW00, Theorem
1.1]. Sea N < G un p/-subgrupo normal de G. Escribamos G = G/N y sea f : A,(G)* —
A, (G)? 1a funcién inducida por tomar cocientes. Notar que estd bien definida y es sobre-
yectiva. Usaremos [PWO00, Corollary 2.4]. Para esto tenemos que verifiar que las inclusio-
nes f*I(Ap(é)iE) — ffl(Ap(é)iE) son homotdpicas a funciones constantes. Notar que
S (Ap(G)25) = Ay (NB) ~ Max(A,(NB)) y 1~ (Ap(G)2y) = A,(NB).

Por hipétesis y por la Observacion 3.3.2 debajo deducimos que A,(NB) —Max(A,(NB))
y A, (NB) son esféricos de la dimensién correcta para cada B < G de p-rango a lo sumo 3. Por
ejemplo, si B tiene p-rango 3, entonces A,(NB) —Max(A,(NB)) es 0-esférico y .A,(NB) es
1-esférico.

El resultado se sigue del hecho de que la inclusién de una esfera de dimensién n en una
esfera de dimensién m > n es null homotépica, y A,(NB) —Max(A,(NB)) y A,(NB) son
esféricos. 0

Observacion 3.3.2. Sea A un p-grupo elemental abeliano de p-rango al menos 2 actuando
en un p’-grupo N. Afirmamos que A,(NA) es conexo. De otra manera, tomemos un con-
traejemplo minimal NA. Luego 1 = O,(NA) y NA = Q;(NA) por minimalidad. Por lo tanto
N=0,(NA)=0,(Q(NA)) y A=NA/N = Q(NA)/O, (2 (NA)) es uno de los grupos en
la lista del Teorema A.1.1. Pero ninguno de los grupos en la lista es elemental abeliano de
p-rango al menos 2. En consecuencia 4,(NA) es conexo.

Lema 3.3.3. Sea N un p'-subgrupo normal de G y sea A € A,(G) de p-rango a lo sumo
3. Asuma la conjetura de Aschbacher para p-rango 3. Entonces el grupo fundamental de
A,(NA) >|<.A,,(G/N)2>X es libre si |A| = p o p? y trivial si |A| = p>.
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Demostracion. Podemos suponer que N # 1. Examinemos los posibles rangos de A. Si |A| = p,
A, (NA) es una unién disjunta de puntos mientras que .A,(G/N)2 , es un grafo no vacio. Luego
su join es homot6pico a un wedge de 2-esferas y 1-esferas.

Si |A| = p?, A,(NA) es un grafo conexo no vacio por la Observacién anterior. Notar que
A,(G/N )2> 4 podria ser o bien vacif si A es maximal, o discreto. Luego, su join es homotdpico
a un wedge de 2-esferas o 1-esferas.

Falta probar el caso |A| = p®. Aqui, A,(G/N)2, es vacio. Tenemos que ver que A,(NA)
es simplemente conexo. Como asumimos la conjetura de Aschbacher, A,(NA) es simplemen-
te conexo si N es producto directo de simples permutados transitivamente por A. En el caso
general, A,(NA) es simplemente conexo por las Observaciones 3.1.5y 3.1.6. O

Observacion 3.3.4. Notar que en la demostracién del Lema 3.3.3, la conjetura de Aschbacher
solo necesita ser asumida en los p’-grupos simples involucrados en N.

Observacion 3.3.5. Asumir las hipétesis del Lema 3.3.3. Si ademds tenemos que A,(G/N )2>Z
es conexo para |A| = p (resp. no hay elementos maximales en .A,(G) de orden p?), entonces
el poset A,(NA) * A,(G/N )2>K es simplemente conexo para |A| = p (resp. |A| = p?). Estas
condiciones se cumple por ejemplo cuando G/N es un p-grupo elemental abeliano.

Ahora aplicamos estos resultados para reducir el estudio del grupo fundamental de los
posets de p-subgrupos a los grupos con p’-core trivial.
Asumamos que G = Q(G) y que la conjetura de Aschbacher vale para grupos de p-rango

Entonces por los Lemas 3.3.1 y 3.3.3 y la Observacion 3.3.2,
m1(Ap(G)) = 11 (Ap(G/ 0y (G))) #5e a6 /vy M (Ap(NB) * Ap(G/N)2 ).

Los grupos 7 (.Ap (NB) .A,,(G/N)ig) son libres por el Lema 3.3.3. En particular, 1 (A, (G))
es libre cuando 7 (A,(G/0,(G))) lo es.

Deducimos el siguiente corolario, que se corresponde a la primera parte del Teorema 3.4.2.
Sea Sg = Q1(G)/0,(21(G)).

Corolario 3.3.6. Asuma la conjetura de Aschbacher para p-rango 3. Existe un isomorfismo
i (Ap(G)) = m(A,(Sg)) * F, donde F es un grupo libre. En particular, m(A,(G)) es libre si
71 (Ap(Sg)) es libre.

Observacion 3.3.7. En el Corolario 3.3.6, solo necesitamos asumir la conjetura de Aschbacher
en los p’-grupos simples involucrados en 0,/ (Q;(G)).

Culminamos esta seccién con algunas observaciones sobre la conjetura de Aschbacher.
Recordemos el enunciado de la conjetura.

79



CAPITULO 3. EL GRUPO FUNDAMENTAL DE LOS POSETS DE p-SUBGRUPOS

Conjetura 3.3.8 (Aschbacher). Sea G un grupo finito tal que G = F*(G)A, donde A es un
p-subgrupo elemental abeliano de rango r > 3 y F*(G) es el producto directo de los A-
conjugados de una componente simple L de G de orden coprimo a p. Entonces A,(G) es

simplemente conexo.

Aschbacher mostré que su conjetura vale para una amplia clase de grupos simples L. A
decir, los grupos alternos, los grupos de tipo Lie y rango de Lie al menos 2, los grupos espo-
radicos de Mathieu y los grupos L(q), con g par (ver [Asc93, Theorem 3]). El caso del grupo
esporddico de Lyons se deduce de [AS92]. Mds tarde, Segev traté muchos de los restantes
grupos de tipo Lie y rango Lie 1 en [Seg94].

En la siguiente proposicién reducimos el estudio de la conjetura de Aschbacher al caso de

p-rango 3.

Proposicion 3.3.9. Si la conjetura de Aschbacher vale para p-rango 3, entonces vale para
cualquier p-rango r > 3. Mds aiin, si la conjetura vale en p-rango 3 para un p’-grupo simple
L entonces vale para cualquier p-rango r > 3 para L.

Demostracion. Asuma que la conjetura vale para p-rango 3 y tomemos G = F*(G)A como
en la conjetura, con m,(A) > 4. Dado que i (A,(G)) = m(A,(G)?), alcanza con mostrar
que A,(G)? es simplemente conexo. Sea N = F*(G) y notar que G/N = A. Estamos en las
hipétesis del Lema 3.3.1 y por lo tanto .4,(G) es simplemente conexo siempre que A,(A) y
los joins de los posets A,(NB) * A,(A)2 5, con B € A,(A)?, lo sean. Notar que hemos hecho
la identificacién G/N = A. Como A, (A) es esférico de dimensién m,(A) — 1 > 2, es simple-
mente conexo. Ademds, para B € A,(A)?, A,(NB) x A,(A)2 5 es simplemente conexo por la
Observacion 3.3.5. O

3.4. Reduccion al caso casi simple

En esta seccién, reducimos el estudio de la libertad del grupo fundamental al caso casi
simple. Probamos el siguiente resultado, para el cual no es necesario asumir la conjetura de
Aschbacher.

Teorema 3.4.1. Sea G un grupo finito y p un primo que divide a su orden. Supongamos que
0, (G) = 1. Entonces m(A,(G)) es un grupo libre excepto posiblemente si G es casi simple.

Esto nos permite completar la demostracién del teorema principal de este capitulo Teorema
34.2.

Teorema 3.4.2. Sea G un grupo finito y p un primo que divide a su orden. Asuma la conjetura
de Aschbacher. Entonces existe un isomorfismo m(Ay(G)) = m(Ap(Sg)) * F, donde F es un
grupo libre. Mds aiin, 7 (A, (Sg)) es un grupo libre (y por lo tanto mt (A, (G)) es libre) excepto

posiblemente si S¢ es casi simple.
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Demostracion. Por el Corolario 3.3.6, solo necesitamos probar la parte del “Mds ain”. En
tal caso podemos asumir que G = Si. Luego estamos en las hipétesis del Teorema 3.4.1 y el

resultado se sigue. O

Ahora nos enfocamos en la demostracién del Teorema 3.4.1. Supongamos que el teore-
ma no es vélido y tomemos un contragjemplo minimal G. Entonces G satisface las siguientes

condiciones:

(C1) G=9Q(G)y A,(G) es conexo,
(C2) 0,(G) =1 (sino A,(G) es homotdpicamente trivial por la Proposicion 1.3.15),

(C3) m(Ap(G)) no es un grupo libre. En particular, .A,(G) no es simplemente conexo y G
tiene p-rango al menos 3,

(C4) 0,(G) =1,
(C5) G2 Gy x G (por Proposicion 3.1.17).

Observacion 3.4.3. De las condiciones (C2) y (C4) deducimos que Z(G) =1, Z(E(G)) =1,
F(G)=1y F*(G) =Ly x ... x L, es el producto directo de componentes simples de G, cada
una de orden divisible por p. En particular C;(F*(G)) = Z(E(G)) = 1, por lo que F*(G) <
G < Aut(F*(G)).

Observacion 3.4.4. Si G satisface las condiciones anterior, por la Observacion 3.4.3, F*(G) =
Li x...xL,.Porlo tanto A,(F*(G)) tiene grupo fundamental libre si r = 2, y es simplemente
conexo para r > 2 (ver Proposiciéon 3.1.17). Si r =1, G es casi simple. Tratamos los casos r = 2
y r > 2 de manera separada (ver Teoremas 3.4.8 y 3.4.9 debajo).

En lo que sigue no necesitamos asumir la conjetura de Aschbacher. En [Asc93, Sections 7
& 8], Aschbacher caracterizé los grupos G para los cuales algin link A,(G)>g, con E < G de
orden p, es disconexo. La siguiente proposicion lidia con el caso de links conexos. Concreta-
mente, [Asc93, Theorem 1] acierta que si O,y(G) = 1y los links A,(G)~g son conexos para
todo E < G de orden p, entonces o bien A,(G) es simplemente conexo, G es casi simple y
A,(G) y A,(F*(G)) no son simplemente conexos, o bien G tiene cierta estructura particular.

Probamos que en el dltimo caso, el grupo fundamental es libre.

Proposicion 3.4.5. Supongamos que G satisface las condiciones (C1)...(C5). Si los links de
la forma A,(G)sg son conexos para todo E < G de orden p, entonces G es casi simple y

A,(F*(G)) no es simplemente conexo.

Demostracion. Usamos [Asc93, Theorem 1]. Por las condiciones (C1)...(C5), G se corres-
ponde al caso (3) o (4) de [Asc93, Theorem 1]. El caso (4) implica que G es casi simple y
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A,(F*(G)) no es simplemente conexo. Si G estd en el caso (3) de [Asc93, Theorem 1], enton-
ces (A, (G)) es libre (que contradice (C3)). Esto se deduce de la demostracién de [Asc93,
(10.3)], dado que bajo estas hipétesis A,(G) y A, (F*(G)) son homotépicamente equivalentes,
y w1 (A,(F*(G))) es libre por la Proposicién 3.1.17. O

Observacion 3.4.6. En [Asc93, Theorem 1], se requiere la conjetura de Aschbacher. Sin em-
bargo, dado que O,/ (G) = 1, no necesitamos asumirla en la proposicién anterior.

Para el resto de la seccién asumiremos que G no es casi simple, por lo que F*(G) = L; x
...x L, conr > 1. Tratamos los casos r =2 y r > 2 de forma separada.

Observacion 3.4.7. Sea L un grupo simple con un subgrupo fuertemente p-embebido, es decir
tal que A, (L) es disconexo. Entonces L es uno de los grupos simples en la lista del Teorema
A.1.1. Por el Teorema A.1.3, los p-subgrupos de Sylow de L tienen la propiedad de intersec-
cion trivial (o sea dos p-subgrupos de Sylow distintos se intersecan trivialmente). Por lo tanto
las componentes conexas de A,(L) tienen la forma A,(S) para S € Syl (L), hay [Syl,(L)|
componentes y todas ellas son contréctiles por la Proposicién 1.3.15.

Teorema 3.4.8. Bajo las condiciones (C1)...(C5), si F*(G) = Ly x Ly es un producto directo de
dos grupos simples, entonces p =2, G = L1C; (el producto wreath estdndar), con L un grupo
simple de tipo Lie y Lie rango 1 en caracteristica2 y Ly = Ly = L. En este caso, T (A2(G)) es
un grupo libre con (|Syl,(L)| —1)(| Syl,(L)| — 1 +|L|) generadores.

Demostracion. Notar que A,(F*(G)) es homotdpicamente equivalente a A, (L) *.A,(Ly), el
cual es simplemente conexo si y solo si A,(L;) o0 .A,(Ly) es conexo (ver Proposicién 3.1.17).

Asumamos que A,(F*(G)) es simplemente conexo. Dado que A,(G) no es simplemente
conexo, por el Lema 3.1.14 existe algtin subgrupo E < G de orden p tal que A,(Cr+g)(E))
es disconexo. Como F*(G) = Ly x L, m,(F*(G)) > 2 por ser simple conexién. Por [Asc93,
(10.5)], E actda regularmente en el conjunto de componentes de G y cada L; posee un subgrupo
fuertemente p-embebido, por lo que A, (L;) es disconexo para i = 1,2. En particular p =2y
Ly = L. Dado que A,(F*(G)) ~ Ap(Ly)* Ap(Ly) es simplemente conexo, A,(L;) es conexo
para algin i, una contradiccién.

Ahora supongamos que A, (F*(G)) no es simplemente conexo. Entonces 7 (A, (F*(G)))
es un grupo libre por la Proposicién 3.1.17, y tanto L; como L, son grupos simples con un
subgrupo fuertemente p-embebido. Usamos [Asc93, (10.3)]. Por las hipétesis, G se correspon-
de a uno de los casos (2) o (3) de [Asc93, (10.3)]. En el caso (3), como mencionamos en la
demostracion de la Proposicion 3.4.5, A,(G) y A, (F*(G)) son homotépicamente equivalentes
(que contradice las condiciones sobre G). Por lo tanto G estd en el caso (2) de [Asc93, (10.3)],
p=2y G =L E para algin E < G de orden 2. Entonces, E = (¢) para una involucién e € G,
y Ly es un grupo de tipo Lie y rango de Lie 1 en caracteristica 2 por la Observacion 3.4.7.

Probemos ahora que 7;(.A2(G)) es libre. Sea N = F*(G) =Ly x L, y L=L;. Sea N =
{Ae A (G) : ANN # 1} ysea S = A»(G) — N el complemento de A en A,(G). SiAe€ S

82



3.4. REDUCCION AL CASO CASI SIMPLE

entonces A~ NA/N < NE/N =E, porlo que |A| =2. Luego S={A <G : |A|=2,A 4N}
consiste de algunos elementos minimales del poset y tenemos que
A (G)=N U A2(G)>a.
AeS

Para cada A € S, NN A (G)sa ={W € A(G) : WNN # 1,W > A} ~ A(Cy(A)) por
el Lema 3.1.13. Notar que Cy(A) = L pues G = NA. Por la Observacién 3.4.7, A(L) tie-
ne |Syl,(L)| componentes conexas y cada una es simplemente conexa. Como A»(G)>4 es
contréctil, por la version disconexa del teorema de van Kampen (ver [Bro06, Section 9.1]),
T (NUAL(G)sa) = w1 (N) % Fy, donde Fy es un grupo libre de rango | Syl,(L)| — 1. Ademds,
A2(G)saNA2(G)>p C N para cada A # B € S, y recursivamente tenemos que 7 (A (G)) =
71 (N) x F, donde F es un grupo libre de rango (| Syl,(L)| — 1)|S|.

Por la Observacién 3.1.12, N ~ A(N) = Ay (L; X Ly). De la Observacion 3.1.15 deduci-
mos que 71 (A) es un grupo libre de rango

(ISyL(L)] = 1)* = (|mo(A2(L1))| = 1) (|mo(A2(L2))| — 1).

Finalmente calculemos |S|. Sea Z(G) el nimero de involuciones distintas que hay en G.
Luego Z(G) = Z(N) + s, donde s es el nimero de involuciones no contenidas en N. Notar que
s =|S|. Si g € G— N es una involucion, entonces g = xye con x € L e y € L,. La condicién
g% = l implica 1 = xyexye = xyx°y* = (xy¢)(yx) con y° € L1 y x° € L. Dado que L; NL, = 1,
xy*=1yyx*=1,0seay=(x"')°. En consecuencia, g = x(x )¢ =xex 'y s = [{x(x )¢
xe L} = L =L,

Concluimos que 71 (A>(G)) es un grupo libre con (| Syl,(L)| — 1)2 + |L|(|Syl,(L)| — 1)
generadores. O

e .

Ahora lidiamos con el caso r > 2.

Teorema 3.4.9. Bajo las condiciones (CI)...(C5), si F*(G) = Ly X ... X L, es un producto
directo de grupos simples con r > 2, entonces p es impar, r = p, cada L; posee un subgrupo
fuertemente p-embebido, {L,,...,L,} es permutado regularmente por algiin subgrupo de orden

pde G,y mi(Ay(G)) es un grupo libre.

Demostracion. Las hipétesis implican que A,(F*(G)) ~ A,(Ly)*...xA,(L,) es simplemente
conexo por la Proposicién 3.1.17. Entonces existe algin subgrupo £ < G de orden p tal que
Ap(Cpe(c)(E)) es disconexo por el Lema 3.1.14. Por lo tanto estamos en el caso (5) de [Asc93,
(10.5)], E permuta regularmente las componentes {Li,...,L,} y cada L; posee un subgrupo
fuertemente p-embebido. En particular, r = p es impar y L; = L; para todo i, j.

Sean N = F*(G)y H=\;Ng(L;). Entonces N <H.SiA € A,(H), entonces A < (; Ng (L),
por lo que Cy(A) = [1;Cr,(A). En particular,

Ap(Cy(A)) = Ay (H%W) ~ Ap(Cry (A) % Ap(Cry (A)) .. Ay (Cp, (A))
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es simplemente conexo. Luego por el Lema 3.1.14, A,(H) es simplemente conexo, y asf
N ={X € A,(G) : XNH # 1} también es simplemente conexo por la Observacién 3.1.12.
Consideremos el complemento S = A,(G) —N. Si X € S entonces X NH = 1. Asi, X = X; X»
donde X, permuta regularmente las componentes {Li,...,L,} y X; < (;Ng(L;) = H. Dado
que X NH = 1, concluimos que X; = 1y |Xa| = p, es decir |X| = p. Por lo tanto S es una
anti-cadena y por la Proposicién 3.1.18, m; (A, (G)) es libre. O

Demostracion del Teorema 3.4.1. Si G es un contragjemplo minimal a este teorema, entonces
G satisface las condiciones (C1)...(C5) y G no es casi simple. Por la Observacién 3.4.4 y los
Teoremas 3.4.8 y 3.4.9, m;(A,(G)) es libre, una contradiccién. O

3.5. Grupo fundamental libre en algunos grupos casi simples

En esta seccién probamos que 71 (A, (G)) es libre cuando G es un grupo casi simple con
alguna hipdtesis extra. Usaremos la estructura de los automorfismos externos de los grupos
simples. Referimos al lector a las secciones 7'y 8 de [GL83] y los capitulos 2 a 5 de [GLS98].
Notar que [GLS98] usa una definicién diferente de automorfismos de cuerpo y de grafos (ver
[GLS98, Warning 2.5.2]). Nosotros seguimos las definiciones dadas en [GL83]. Para el p-
rango de los grupos simples usaremos los resultados de la seccion 10 de [GL83] y en particular
[GLS3, (10-6)]. Ver también Apéndice A.1.

Considerar un grupo finito G tal que L < G < Aut(L), donde L es un grupo simple de orden
divisible por p. Podemos suponer que G = Q;(G), m,(G) > 3y A,(G) es conexo.

En el siguiente teorema usaremos [Qui78, Theorem 3.1]. Recordar que este teorema mues-
tra que si H es un grupo de tipo Lie y rango de Lie n en caracteristica p, entonces K(A,(H))
tiene el tipo homotdpico del Tits building de H, que es homotdpicamente equivalente a un
bouquet de esferas de dimension n — 1. Este wedge es no trivial si O,(H) = 1.

Teorema 3.5.1. Sean G y L como arriba. Entonces m (A, (G)) es libre si Ay(L) es disconexo
o simplemente conexo.

Demostracion. Probamos primero que 71 (A, (G)) es libre cuando A, (L) es disconexo. En este
caso, L tiene un subgrupo fuertemente p-embebido. Tratamos cada caso de la lista del Teorema
A.1.1. Ver también Tabla A 4.

» Sim,(L) =1, entonces p e impary m,(G) < 2 por [GL83, (7-13)].

= Si L es simple de tipo Lie y rango de Lie 1 en caracteristica p, entonces sus p-subgrupos
de Sylow se intersecan trivialmente, es decir PN PS¢ =1 si P € Syl (L) y g € L—
Ni(P) (ver Teorema A.1.3). La demostracién es similar a las demostraciones de los
Teoremas 3.4.8 y 3.49. Sea N ={X € A,(G) : XNL# 1} ysea S = A,(G) —N.
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Como m,(Out(L)) < 1, S consiste de subgrupos de orden p. Por las Observaciones
3.1.12y3.4.7, N ~ A, (L) tiene componentes simplemente conexas. Si A € S, entonces
Ap(G)>a NN >~ A,(C(A)) por Lema 3.1.13, y los p-subgrupos de Sylow de Cy(A) se
intersecan trivialmente, por lo que A,(G)>4 NN tiene componentes simplemente cone-
xas. Entonces 7 (A, (G)) es libre por el teorema de van Kampen.

= L%2G,(3) = Ree(3) 0 Aut(Sz(2°)) pues estos grupos no son simples.

= En los casos restantes, mp(G) = 2 por la Tabla A.4, [GL83, (10-6)] o cédlculo directo.

Ahora probamos que 7;(.A,(G)) es libre cuando A, (L) es simplemente conexo. Notar
que m,(L) > 3 pues de otra manera O,(L) # 1, contradiciendo que L es simple. Por Lema
3.1.14, podemos asumir que A,(C.(E)) es disconexo para algin E < G de orden p. Por lo
tanto estamos en uno de los casos (1), (2), (3) o (4) de [Asc93, (10.5)]. Tratamos cada uno de
ellos por separado.

1. Si L es simple de tipo Lie y rango de Lie 1 en caracteristica p, entonces .A, (L) es disco-
nexo, contradiciendo nuestra hipétesis.

2. Sip=2,qgesparyL=L3(q),Us(q) o Spa(q), entonces L es simple de tipo Lie y rango
de Lie a lo sumo 2. En cualquier caso, X(.A,(L)) no es simplemente conexo pues tiene
el tipo homotdpico de un bouquet no trivial de esferas de dimension igual a su rango de
Lie menos 1. Si L =2 G»(3), entonces Out(L) = Out(G>(3)) = C;. Luego, 7 (A,(G)) es
libre por la Proposicién 3.1.18 aplicadaaY = {X € A,(G) : XNL# 1} C A,(G). Notar
que Y es simplemente conexo pues Y ~ A,(L) por la Observacién 3.1.12.

3. Si p=2y L= Ls(g*) con q par, entonces L tiene rango de Lie 2 y asf, K(A,(L)) un
bouquet no trivial de esferas de dimensién 1, contradiciendo la hipétesis.

4. Sip>3,g=¢ méd pyL=L:(q),entonces m,(Out(L)) = 1 por [GL83, (9-3)]. Por lo
tanto 7; (A, (G)) es libre por la Proposicién 3.1.18 aplicadaa Y = {X € A,(G) : XNL #
1} C A,(G).

O]

Corolario 3.5.2. Si L es un grupo de tipo Lie en caracteristica py p1 (G : L) cuando L tiene
Lie rango 2, entonces m (A, (G)) es libre.

Demostracion. Recordar que K(.A,(L)) es homot6picamente equivalente a un wedge no trivial
de esferas de dimension n — 1, donde n es el rango de Lie de L. Si n # 2, entonces L estd en
las hipétesis del Teorema 3.5.1. Sin =2, A,(G) = A,(L) pues p1 (G : L). En cualquier caso,
71 (Ap(G)) es un grupo libre. O
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Observacion 3.5.3. El Corolario 3.5.2 no da informacién en el caso de que L tiene rango de
Lie2y p|(G:L). Sabemos que ;(.A,(L)) es un grupo libre pero si p | (G : L) podria ser que
7 (A, (G)) % m (Ay(L)). Por ejemplo, tomemos L = L3(2%) y p = 2. Notar que Out(L) = Dy5.
Hemos computado 7;(.A,(G)) para todas las posibilidades de G tal que L < G < Aut(L), y
todos resultaron libres. Si G = Aut(L), A, (G) es simplemente conexo, mientras que 7; (A, (L))
es un grupo libre no trivial.

La simple conexién de los complejos de p-subgrupos fue ampliamente estudiada. Ver por
ejemplo [Asc93, Das95, Das98, Das00, Kso03, Kso04, Qui78, Sha04, Smill]. En general,
cuando el grupo tiene p-rango al menos 3, se espera que su complejo de p-subgrupos sea
simplemente conexo, e incluso a menudo Cohen-Macaulay (ver [Smil 1, p.290]). Por lo tanto,
el teorema anterior realmente cubre una clase bastante grande de grupos casi simples.

Recordemos la clasificacién de J. Walter de grupos simples con 2-subgrupos de Sylow
abelianos [Wal69].

Teorema 3.5.4 (Walter’s Classification). Sea L un grupo simple con un 2-subgrupos de Sylow
abeliano S. Entonces L es isomorfo a uno de los siguientes grupos:

1. Ly(q), g=3,5 mdd 8 (y S es elemental abeliano de orden 2?2),
2. Lr(2"), n > 2 (y S es elemental abeliano de orden 2"),

3. 2Gy(3"), n impar (y S es elemental abeliano de orden 23),

4. Ji (v S es elemental abeliano de orden 23).

En la demostracion del siguiente resultado, trabajamos con el poset de Bouc B, (G) de los
p-subgrupos radicales no triviales, en lugar de A,(G). Recordemos que A,(G) y B,(G) tienen
el mismo tipo homotdpico débil, y en particular 7 (A, (G)) = m(B,(G)).

Teorema 3.5.5. Supongamos que G es casi simple, p =2y F*(G) tiene 2-subgrupos de Sylow
abelianos. Entonces m (Ax(G)) es libre.

Demostracion. Sea L= F*(G). Por el Teorema de Walter 3.5.4, L es uno de los grupos (1)...(4).

El caso (2) se sigue del caso disconexo del Teorema 3.5.1.

En el caso (4), G =J; y m(A2(G)) es libre en 4808 generadores por cdlculos en compu-
tadora con GAP [GAP18] y el paquete [FPSC19].

En el caso (3), L = 2G,(3") = Ree(3"), con n impar. Entonces Out(L) = C, tiene orden
impar y A»(G) = Ay(L). Alcanza con probar que B(L) tiene altura 1. Notar que S>(L) =
Ay(L). Sea g = 3". Por [GLS98, Theorem 6.5.5], los normalizadores de los 2-subgrupos no
triviales de L tienen las siguientes formas: C; X Ly(q) para involuciones y (C3 X D(,1y/2) X C3
para 4-subgrupos. Si ¢ € L es una involucién, O»(N(t)) = (¢). Si X es un subgrupo de orden 4
de L entonces X < O»(N.(X)) = C; pues ¢ =3 mdd 4. Para un 2-subgrupo de Sylow S de L
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se tiene que S = O2(NL(S)). Por lo tanto, el poset 3,(L) consiste solamente de los 2-subgrupos
de Sylow y los subgrupos de orden 2. En consecuencia, 3, (L) tiene altura 1 y por lo tanto tiene
grupo fundamental libre.

En el caso (1), L = Ly(q), ¢ = 3,5 mdd 8, por lo que ¢ es impar y no es un cuadrado.
Luego Out(L)/Outdiag(L) tiene orden impar y podemos asumir que L < G < Inndiag(L). En
cualquier caso, my(G) = 2 por [GLS98, Theorem 4.10.5(b)]. ]

Ahora calculamos el grupo fundamental de A,(G) para algunos grupos esporadicos parti-
culares L. Notar que m,(L) <2 si p > 7. Ver Tabla A.6 para el p-rango de los grupos simples

Esporadicos y Tabla A.5 para sus grupos de automorfismos externos.

Ejemplo 3.5.6. Por calculos en computadora, m;(.A2(G)) es libre para L = J; o J,. Notar que
Out(J;) =1y Out(J>) = C;. Si p es impar, m,(G) <2 para L =J; 0 J>.

Ejemplo 3.5.7. Si G=J300’Ny p =3, entonces 7; (A3(G)) es libre. Por [Kot97, Proposition
3.1.4] y [UYO02, Section 6.1], solo hay dos clases de conjugacién de 3-subgrupos radicales no
triviales de G. Por lo tanto, K(B3(G)) tiene dimension 1. Para p > 3, m,(G) < 2, por lo que
71 (Ap(G)) es libre.

Ejemplo 3.5.8. Si G =McL y p = 3, entonces 7;(.A,(G)) es libre. Por cilculos en compu-
tadora, si S es un 3-subgrupo de Sylow de G, entonces existen tres subgrupos de S (salvo
conjugacién) que son 3-subgrupos radicales no triviales de G, digamos A, By S. Sus 6rdenes
son |A| = 81, |B| =243, |S| = 729. Ademds, A,B < Sy A £ B. Entonces A8 £ B para todo
g € G tal que A% < S, y por lo tanto C(B3(G)) es 1-dimensional. Para p > 3, m,(G) <2,y
71 (Ap(G)) es libre.

Proposicion 3.5.9. Supongamos que L es un grupo esporddico de Mathieu. Si p es impar
entonces m,(G) < 3y A,(G) tiene grupo fundamental libre. Si p =2, A>(G) es simplemente

conexo excepto para L = My, que en tal caso 7 (Az(G)) es un grupo libre no trivial.

Demostracion. Sea L uno de los grupos esporddicos de Mathieu My, M, M2, M3 0 Mb4. En
todos los casos, m,(L) < 2 si p es impar (ver Tabla A.6). Asumamos que p = 2. Recordar que
Aut(L) = L para L =My, My3 y Mps, y Out(L) = C, para L =M1 y Mp,.

Notar que my(M;;) = 2. Para L = M} 0 My, chequeamos con GAP que A;(L) es simple-
mente conexo.

Si G = Aut(My,), entonces S = {X € A,(G) : XNMy =1} C Min(A4,(G)). Sea N =
A,(G) —S. Recordar que N ~ A, (M) por la Observacion 3.1.12 y por lo tanto es simple-
mente conexo. Cualquier A € S estd generado por una involucion que actda como automorfismo
externo en M»;. Por [GLS98, Table 5.3c], su centralizador en M», tiene un 2-subgrupo normal
no trivial. Esto es, A»(Ca,, (A)) es homotSpicamente trivial por la Proposicién 1.3.15. Entonces
para cualquier A € S, N'U A, (G)>4 es simplemente conexo por el teorema de van Kampen y,
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recursivamente, 4, (G) es simplemente conexo. Un razonamiento similar muestra que .4, (G)
es simplemente conexo para G = Aut(M;) (ver [GLS98, Table 5.3b]).

Por [Smill, p.295], K(A2(M>4)) es homotdpicamente equivalente a su geometria 2-local,
que es simplemente conexa.

Queda por determinar el grupo fundamental de A, (M,3). Para esto usamos la clasificacion
de subgrupos maximales de M33 y M5;. Primero notar que M5, es un subgrupo maximal de My3
de indice impar 23. En particular, todo 2-subgrupo elemental abeliano de M;3 estd contenido
en algln conjugado de M. Luego U = {A(My) UA2(M3,) : g € M3} es un cubrimiento
de A, (M,3) por subposets. Hemos calculado la interseccion de los diferentes conjugados de
M>, con GAP. Todas las intersecciones Mo OM§2, con g € Mp3 — My, forman un subgrupo
de My, de orden 20160. Todos los subgrupos maximales de My, tienen orden menor a 20160
excepto por el subgrupo maximal isomorfo a L3(22) (y todos sus conjugados) que tiene orden
exactamente 20160. Por lo tanto, My, N M5, = L3 (22) y, por el teorema de van Kampen, cada
elemento de U/ es simplemente conexo. Las intersecciones triples de diferentes conjugados de
M>, son todas isomorfas a C% x Ag, y las intersecciones cuddruples de diferentes conjugados
de M»; son todas isomorfas a Cé' » C3. Esto muestra que las intersecciones dobles y triples de
elementos de U/ son conexas. En consecuencia, por el teorema de van Kampen, A, (M»3) es
simplemente conexo. O

Abhora investigamos el grupo fundamental del complejo de Quillen para los grupos alternos
en p = 2. Usamos los resultados de Ksontini sobre 7; (A2(S,)) (ver Seccion 3.2).

Observacion 3.5.10. Por la lista del Teorema 3.5.1, el poset A;(A,) es disconexo si y solo si
n =735, pues, para p = 2, el tinico isomorfismo de un grupo alterno con un grupo de esa lista es
As 22 [,(2?) (ver Teorema A.1.4).

Proposicion 3.5.11. Sea n > 4. El grupo fundamental de A;(A,) es simplemente conexo para
n=4yn>8. Paran=>5, cada componente de A(As) es simplemente conexa, paran =6 es
libre de rango de 16, y para n =7 es libre de rango 176.

Demostracion. Sin =4, entonces O2(Ay) # 1y A>(Ay) es contréctil. Sin =5, As = L,(22),
cuyos 2-subgrupos de Sylow se intersecan trivialmente por el Teorema A.1.3. Por lo tanto,
sus componentes conexas son contractiles (y en particular simplemente conexas). Los casos
n = 6,7,8 se pueden obtener por célculos directos por computadora.

Probemos el caso n > 9. Vamos a proceder similarmente a los teoremas anteriores. To-
memos N = {A € Ay(S,) : ANA, # 1}. Por la Observacién 3.1.12, N ~ Ay(A,), y sea
S = A>(S,) — N su complemento en A;(S,,). Notar que S consiste de los subgrupos de orden
2 de S, generados por involuciones que se pueden escribir con un nimero impar de transposi-
ciones disjuntas. Observar también que para cualquier A # B € S, A»(S;) >4 NA2(S,)>5 CN.
Por el Teorema de Ksontini 3.2.1, m;(A2(S,)) = 1. Luego por el teorema de van Kampen
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theorem, para probar que 71 (Az(A,)) = m (N) es trivial, solo necesitamos mostrar que las
intersecciones N N A (S,) >4 =~ A2(Cy, (A)) son simplemente conexas para todo A € S.
Apelamos ahora a la caracterizacion de los centralizadores de involuciones en A, para mos-
trar que Az (Cy, (x)) es simplemente conexo si (x) € S. Seax € S, — A, una involucién actuan-
do como producto de r transposiciones disjuntas y con s puntos fijos. Por [GLS98, Proposition
5.2.8], Ca, (x) = (Hy x Hy) (t), donde H; < Z,S, tiene indice 2, y Hy = A,. Aqui, el pro-
ducto wreath es tomado con respecto a la permutacion natural de S, en el conjunto {1,...,r}.
Ademds, H; = E xS, donde E < Z} es el subgrupo {(a1,...,a,) € Z5 : Y;a; =0}. Sis <1
entonces t = 1. Si s > 2, entonces ¢ # 1, H, (t) = 7S, y H, (t) = S;. En cualquier caso,
E < (H) X Hy) (t) pues [H;,Hy] =1y E < H; (t). Por lo tanto, si r > 1, O2(Cy,(x)) # 1y
A(Cy,(x)) es contractil. En particular es simplemente conexo. Si r = 1, Cy, (x) = H, (t) = S,
y por lo tanto A»(Cp, (x)) ~ Ax(Ss) es simplemente conexo por el Teorema 3.2.1 (notar que
s>7Tpues2r+s=n>9). J

Combinando la Proposicién 3.5.11 con el Teorema 3.2.1 deducimos el siguiente corolario.
Corolario 3.5.12. Si A, <G < Aut(A,), entonces m (Ax(G)) es un grupo libre.

Demostracion. Sin # 6, entonces G = A, 0 S,. En cualquier caso, m;(.4,(G)) es libre por la
Proposicion 3.5.11 y el Teorema 3.2.1. Para n = 6, Out(Ag) = C; X C2 y Ag < Sg < Aut(Ag).
Si F*(G) = Ag, entonces G = Sg, Ag 0 Aut(Ag). En cualquier caso, 7; (A2 (G)) es libre por los
resultados anteriores o por calculos en la computadora. O
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Capitulo 4

La conjetura de Quillen

En [Qui78], D. Quillen conjeturé que G posee un p-subgrupo normal no trivial (es decir
0,(G) # 1) siy solo si C(S,(G)) es contrictil. Si O,(G) # 1 entonces S,(G) es conicamente
contrdctil via la homotopia P < PO,(G) > O,(G), y por lo tanto K(S,(G)) es contréctil. La
conjetura de Quillen estd enfocada en la reciproca: si O,(G) = 1 entonces K(S,(G)) no es
contrictil. Quillen mostrd que su conjetura vale para grupos de p-rango a lo sumo 2 [Qui78,
Proposition 2.10], grupos resolubles [Qui78, Corollary 12.2] y para grupos de tipo Lie en ca-
racteristica p [Qui78, Theorem 3.1]. Un gran avance sobre esta conjetura fue hecho por M.
Aschbacher y S.D. Smith en [AS93], basado en la clasificacion de grupos finitos simples. Ellos
probaron que la conjetura vale si p > 5 y G no contiene ciertas componentes unitarias (ver
Teorema 4.1.2 debajo).

En general, se cree que una version mds fuerte de la conjetura de Quillen vale. Esto es,
si 0,(G) = 1 entonces H,(S,(G),Q) # 0. Tanto en [Qui78] como en [AS93] se muestra esta
version fuerte de la conjetura. La mayoria de las demostraciones de Quillen consisten en mos-
trar que el grupo de homologia de dimensién superior I:Im],(G)—l (A,(G),Z) es no nulo cuando
0,(G) = 1. Notar que este grupo es abeliano libre. Aschbacher y Smith llaman a esta propie-
dad la Quillen dimension property en p, (QD), para abreviar, y es una herramienta central en
la demostracion de su teorema principal sobre la conjetura de Quillen. Aun asi, hay grupos que
no satisfacen (QD) . Por ejemplo, cuando G es finito de tipo Lie en caracteristica p, K(A,(G))
tiene el tipo homotopico del Tits building de G, que en general tiene menor dimensién que el
complejo de Quillen. En [AS93, Theorem 3.1] hay una lista de los grupos simples para los
cuales sus p-extensiones podrian no satisfacer (QD),.

En este capitulo repasamos los resultados sobre la conjetura de Quillen. Explicamos bre-
vemente las ideas detrds de las demostraciones de algunos casos de la conjetura en la Seccién
4.1. Esbozamos la demostracion del resultado de Aschbacher-Smith [AS93, Main Theorem] en
la Seccidén 4.2.

En la Seccién 4.3, probamos nuevos casos de la conjetura de Quillen, que no eran sabidos

91



CAPITULO 4. LA CONJETURA DE QUILLEN

hasta el momento.

Teorema 4.3.1. Si K es un subcomplejo de Z-aciclico y 2-dimensional G-invariante de KC(S,(G)),
entonces O,(G) # 1.

El resultado previo nos provee de una herramienta ttil para probar que un grupo verifica la
conjetura de Quillen.

Corolario 4.3.2. Sea G un grupo finito. Supongamos que K(S,(G)) admite un subcomplejo
homotdpicamente a éste, 2-dimensional y G-invariante. Si O,(G) = 1 entonces H.(S,(G),Z) =
0.

En particular, esto muestra que la conjetura vale para grupos de p-rango 3 (extiendo el caso
de p-rango 2). Ver Corolario 4.3.3. Nuestra demostracién del caso 2-dimensional estd basado
en la Clasificacién pues usamos la teorfa desarrollada por Oliver y Segev en [OS02]. En la
Seccién 4.4 damos ejemplos de grupos que satisfacen la conjetura que no estdn incluidos en
los teoremas de [AS93].

Los resultados de las Secciones 4.3 y 4.4 aparecen en un articulo escrito en colaboracién
con L. Sadofschi Costa 'y A. Viruel [PSV19].

En la Seccidn 4.5 trabajamos con la version fuerte de la conjetura de Quillen.

Conjetura fuerte de Quillen. Si O,(G) = 1 entonces H.(A,(G),Q) # 0.
Probamos que esta version fuerte puede ser estudiada bajo la suposicién O, (G) = 1.

Teorema 4.5.1. Sea G un grupo finito. Supongamos que los subgrupos propios de G satisfacen
la conjectura fuerte de Quillen 'y que O, (G) # 1. Entonces G satisface la conjetura fuerte
de Quillen. En particular, un contraejemplo minimal G a la conjetura fuerte de Quillen tiene
0y (G)=1.

Este teorema generaliza el resultado de Aschbacher-Smith [AS93, Proposition 1.6], en el
cual prueban un resultado analogo pero para p > 5. Ellos usan fuertemente la Clasificacién en
varias partes de la demostracién de su proposicidén. Nosotros solo la usamos para invocar el
caso p-resoluble Teorema 4.1.3.

En combinacién con el Corolario 4.3.2 (que estd enunciado en términos de homologia
integral y no en homologia racional) y el Teorema 3.4.2, obtenemos los siguientes resultados.

Corolario 4.5.13. Sea G un grupo finito. Supongamos que los subgrupos propios de G sa-
tisfacen la conjetura fuerte de Quillen y que K(S,(G)) posee un subcomplejo 2-dimensional,

G-invariante y homotopicamente equivalente a éste. Entonces G satisface la conjetura fuerte
de Quillen.

Corolario 4.5.14. La conjetura fuerte de Quillen vale para grupos de p-rango a lo sumo 3.
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Finalmente, con un exhaustivo uso de nuestros resultados y las técnicas desarrolladas a lo
largo de estos capitulos, culminamos con la demostracién de la conjetura fuerte de Quillen
para grupos de p-rango 4 y reducimos el estudio de la conjetura a grupos con componentes de
p-rango al menos 2.

Teorema 4.6.8. La conjetura fuerte de Quillen vale para grupos de p-rango a lo sumo 4.

Teorema 4.6.3. Sea L < G una componente tal que L/Z(L) tiene p-rango 1. Si la conjetura
fuerte de Quillen vale para los subgrupos propios de G, entonces vale para G.

En particular, esto trata con algunos de los casos excluidos en [AS93] y nos permite exten-
der el teorema principal de Aschbacher-Smith a p =5.

Corolario 4.6.5. Las conclusiones del Main Theorem de [AS93] valen para p = 5.

4.1. Antecedentes sobre la conjetura de Quillen

En esta seccién resumimos los casos en los que se sabe que la conjetura es valida, e ilus-
tramos las ideas detrds de sus demostraciones. Trabajamos con la siguiente version fuerte de la
conjetura:

Conjetura fuerte de Quillen. Si O,(G) = 1 entonces H.(A,(G),Q) # 0.
Teorema 4.1.1. La conjetura fuerte de Quillen vale en los siguientes casos:
1. my(G) <2 ([Qui78, Proposition 2.10]),
2. G es de tipo Lie en caracteristica p ([Qui7/8, Theorem 3.1]),
3. G es resoluble ([Qui78, Corollary 12.2]),
4. G=GL,(q) cong=1 mdd p ([Qui78, Theorem 12.4]),
5. G es p-resoluble (varios autores),
6. G es casi simple ([AK90, Theorem 3]).
El resultado de Aschbacher-Smith [AS93, Main Theorem] tiene un enunciado mas técnico.

Teorema 4.1.2 (Aschbacher-Smith). Asumir que p > 5y que, cuando G tiene una componente
unitaria U,(q) con ¢ = —1 moéd p y q impar, (QD), vale para todas las p-extensiones de
Um(q”g) conm < nye€ 7. Entonces G satisface la conjetura fuerte de Quillen.
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Aqui, una p-extensién de un grupo simple L es un producto semidirecto LA de L por un
p-grupo elemental abeliano A induciendo automorfismos externos en L. Recordemos que G
se dice que tiene (o satisface) la Quillen dimension property en p, (OD), para abreviar, si

H,y (6)-q(Ap(G),Z) # 0. Como el dltimo grupo de homologia es abeliano libre, esto equivale

aque A, )-1(Ay(G),Q) #0.

De hecho, se cree que las p-extensiones de grupos unitarios como en el enunciado del
teorema de Aschbacher-Smith satisfacen (QD),, si p > 3, por lo que esta hipétesis no deberfa
ser necesaria. Ver [AS93, Conjecture 4.1] y [AS93, Proposition 4.8].

Por otro lado, el problema de extender el Teorema 4.1.2 al primo p = 5 recae en la presencia
de ciertos grupos de Suzuki como componentes de G (ver Teoremas 4.2.6 y 4.2.7). Para p =2
y p = 3, més obstrucciones aparecen y la extensidn a estos casos es incluso mds delicada
y requeriria un andlisis mds profundo. En aplicacién de nuestro resultado sobre la conjetura
de Quillen Corolario 4.3.2, presentamos en la Seccion 4.4 algunos ejemplos de grupos que
satisfacen la conjetura para p = 2 y 5 que no estdn incluidos en las hipétesis de los teoremas
de [AS93].

A lo largo de esta seccion trabajamos con homologia racional, y por “aciclico” queremos

decir Q-aciclico.

Casos probados por Quillen

En [Qui78], Quillen mostré algunas casos de su conjetura, que estan listados en el Teorema
4.1.1.

El caso de p-rango 2 es una consecuencia del siguiente resultado de Serre: un grupo finito
actuando en un drbol tiene un punto fijo. Si m,(G) =2y A,(G) es aciclico, entonces es un
arbol y tiene un punto fijo por la accion de conjugacion de G en A,(G). Esto implica que G
tiene un p-subgrupo normal no trivial.

Cuando G es un grupo de tipo Lie en caracteristica p, Quillen not6 que K(A,(G)) es
homotépicamente equivalente al Tits building de G [Qui78, Theorem 3.1]. Por el resultado
clasico de Solomon-Tits, el building de G tiene el tipo homotépico de un bouquet de esferas de
dimension n— 1, donde n es el rango del grupo de tipo Lie. Esto resultado puede ser interpretado
también considerando el poset de Bouc B,(G). En este caso, B,(G) es el poset de radicales
unipotentes de los subgrupos parabdlicos de G, y es isomorfo al poset opuesto de los subgrupos
parabdlicos de G, cuyo order complex da el building de G.

La demostracion del caso resoluble es reducida a un caso base. Esto es, Quillen primero
probé que los grupos de la forma LA tienen (QD),, donde L es un p’-grupo resoluble sobre
el cual el p-grupo elemental abeliano A actia fielmente. Si G es resoluble y O,(G) = 1, por
el Teorema de Hall-Higman 1.1.6, L := 0,(G) # 1 y Cg(L) < L. Asf, cada A € A,(G) actia
fielmente en L (pues O,(LA) = C4(L) = 1). Si A tiene p-rango m,(G), por el caso LA, 0 #
Hy 6)-1(Ap(LA)) C Hyy (6)-1(Ap(G)). Esta inclusion vale pues A es un elemento maximal
de A,(G) (ver [Qui78, Theorem 12.1]).
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Ahora mostramos el caso LA. La demostracidn de este caso estd incluida en las conclusio-
nes de [Qui78, Theorem 11.2]. Por el Teorema 3.1.4, sabemos que A, (LA) es Cohen-Macaulay
(con C4(L) no necesariamente trivial). Si ademds C4(L) = 1, mostramos que LA tiene (QD),.
Procedemos por induccién como en la demostracion del Teorema 3.1.4.

Sea G = LA, donde L es un p’-grupo resoluble sobre el cual el p-grupo elemental abeliano
actda fielmente (es decir C4(L) = 1). Asumamos que L tiene un subgrupo propio no trivial
H que es LA-invariante. Entonces, si A actia fielmente en H (resp. L/H), HA tiene (QOD),
(resp. (L/H)A tiene (QD),). Considerar la funcion ¢ : A,(LA) — A,((L/H)A) inducida por
el cociente L — L/H. Sea B = C4(L/H). Tenemos un isomorfismo del grupo de homologia
H,, (4)-1(A,(LA)) con el grupo

Aoy 1 (A (L/HA)) D Huye)-1 (Ap(HO)) @ Hyy (4) -y )1 (Ap(L/H)A) ).
CEA,((L/H)A)

Ver [Qui78, Theorem 9.1] o [Pit16, Teorema 2.1.28]. Si B = 1, entonces (L/H)A tiene (QOD),
por induccién y por lo tanto LA lo tiene por la descomposicién homolégica anterior. Su-
pongamos que B # 1. Notar que A,((L/H)A)>g = A,((L/H)(A/B)) es Cohen-Macaulay y
A/B actia fielmente en L/H. Asi, Hm,,(A)—mp(B)—l (A,((L/H)A)>p) # 0. Para ver que LA tie-
ne (QD),, por induccion y la descomposiciéon homolégica anterior, alcanza con probar que
C:=Cg(H) = 0,(HB) = 1. Observar que [L,C] < [L,B] <H.Seanl € Ly c € C. Entonces
lel=' = [l,c]c € HC = H x C. Dado que Icl~! es un p-elemento, [/,c] = 1. En consecuencia,
[L,C] =1y estoimplica que C < Cs(L) = 1.

Si L no tiene subgrupos propios no triviales y LA-invariantes, entonces L es caracteristi-
camente simple. Como L es resoluble, L es un g-grupo elemental abeliano y A/Cs(L) actia
irreduciblemente en L por automorfismos lineales. Como la accién de A en L es fiel, esto im-
plica que A es ciclico, A,(LA) es disconexo de altura 0y (QD),, vale para LA.

Otras demostraciones del caso resoluble pueden encontrarse en [Smill] y [PWO0O0].

La demostracién de Quillen del caso G = GL,(q) con ¢ =1 mdd p consiste en mostrar
que A,(G) es Cohen-Macaulay de dimensién n — 1.

El caso p-resoluble

Esbozamos una ligera variacion de la demostracion del caso p-resoluble de la conjetura su-
gerido por Alperin en unas notas no publicadas durante los ochenta. La demostracién original
estd explicada en el libro de Smith [Smill, Theorem 8.2.12]. Nosotros la simplificamos com-
binandola con la demostracién del caso resoluble presentada anteriormente. Otra demostracién
de este caso es debida a A. Diaz Ramos [DR16].

Si G es p-resoluble con O,(G) = 1, mostramos que G tiene (QD),. Similar al caso resolu-
ble, por el Teorema de Hall-Higman 1.1.6, alcanza con probar el caso G = LA, donde L es un
p’-grupo admitiendo una accién fiel de un p-grupo elemental abeliano A. Probamos el siguiente
teorema.
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Teorema 4.1.3. Sea G = LA, donde L es un p’-grupo sobre el cual el p-grupo elemental abe-
liano A actiia fielmente. Entonces G tiene (QD)),.

Demostracion. (Idea) Tomemos una configuracion minimal LA que falle de satisfacer (QD),.
La idea es construirse un subgrupo resoluble K < L que admita una accién fiel de A. Por
minimalidad, serd que K = Ly por lo tanto, por el caso resoluble, LA tiene (QD),,.

Notar que la reduccién de la configuracion resoluble LA al caso L caracteristicamente
simple funciona de la misma manera sin asumir resolubilidad. Luego por minimalidad, L es
un grupo caracteristicamente simple que es el producto directo de los A-conjugados de una
componente simple Ly de L. Vamos a encontrar un subgrupo de Sylow Sy de Ly para el cual
Na(Lo)/Ca(Lo) actda fielmente en Sy, es decir Na(Lo) < Na(So) ¥ Cy,(1y)(So0) < Ca(Lo). Una
vez que escogimos a Sy, tomamos K que sea el producto de los A-conjugados de Sy. Notar que
K es resoluble. De Cy, (1,)(So) < Ca(Ly), se sigue que C4(K) = 1, y la minimalidad implica
que L =K.

Ahora escogemos el subgrupo de Sylow Sy < L. El caso de interés es Na(Lo) > Ca(Lo)
(si no cualquier Sylow funciona). Por accién coprima [Asc00, (18.7)], Na(Lo) fija algin g-
subgrupo de Sylow de Ly para cada primo g que divide a |Ly|. Como la accién de Ny (Lo)
en Ly es no trivial, y Ly estd generado por estos subgrupos de Sylow, Ny(Ly) debe actuar no
trivialmente en al menos uno de estos subgrupos de Sylow, digamos Sy. Usando la clasifi-
cacion de los grupos finitos simples para describir sus grupos de automorfismos externos, se
puede ver que Na(Lo)/Ca(Lo) < Out(Ly) es ciclico de orden p. Esto nos da el requerimiento
Ciy (1o) (S0) < Ca(Lo). O

Un resultado bien conocido de Hawkes-Isaacs sobre la conjetura de Quillen acierta que,
para grupos p-resolubles G con un p-subgrupo de Sylow abeliano, O,(G) # 1 si y solo si
X(Ap(G)) =1 (ver [HI88]). Sin embargo, ellos no explicitan qué grado de la homologia es no
trivial cuando O, (G) = 1.

Omitimos la demostracién del caso casi simple de la conjetura pues requiere un lenguaje
mas técnico. Ver [AK90].

4.2. Boceto de los métodos y demostracion de Aschbacher-Smith

En esta seccién damos una visién en conjunto de las técnicas y la demostracion del teorema
principal de [AS93] (ver Teorema 4.1.2 arriba). Excluimos las componentes unitarias U,(q)
cong=—1 mdd p del andlisis para simplificar los aspectos técnicos de la demostracién. Aqui
también trabajamos con homologia racional y por “aciclico” queremos decir QQ-aciclico.

De manera similar a los casos resolubles y p-resolubles de la conjetura, la idea es construir-
se esferas en la homologia. En el contexto general, podria pasar que los grupos fallen de tener

(OD),, por lo que es posible que tengamos que construir esferas en otros grupos de homologia
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en lugar del grupo de dimensién mayor. De esta manera, las herramientas principales son el
variante del método de Robinson el Lema 4.2.1 y el Homology Propagation Lemma 4.2.5.

Antes de citar las herramientas principales de [AS93], damos una muy breve explicacién
de la demostracion del Teorema 4.1.2. Queremos probar que si O,(G) = 1 entonces A,(G)
no es aciclico, cuando p > 5y G no tiene componentes unitarias U,(g) con ¢ = —1 mdd p.
Tomemos un contraejemplo minimal G sujeto a nuestras condiciones. La primera reduccion
importante usando el Homology Propagation Lemma 4.2.5 es que O,y (G) = 1. Esta reduccién
depende profundamente del hecho de que p > 5 y no puede ser llevado a cabo de la misma
manera sin asumir esta hipétesis.

Una vez que podemos suponer que O,/(G) = 1, la segunda reduccién consiste en asumir
que cada componente de G tiene alguna p-extension dentro de G que no satisface (QD),. Por
contradicci6n, suponemos que hay una componente L cuyas p-extensiones satisfacen (QD),.
Entonces, existe un producto semidirecto “maximal” LB < G, con B p-subgrupo elemental
abeliano induciendo automorfismos externos en L, con LB satisfaciendo (QD),. Bajo una ade-
cuada eleccion de B, el Homology Propagation Lemma 4.2.5 con H = LB, K = Cg(H) nos da
homologia no trivial en A,(G). Una vez mds, las hipotesis del Lema 4.2.5 estdn garantizadas
pues p > 5.

En el paso final, tenemos que O,/(G) = 1 y ninguna componente de G satisface (QD),, para
todas sus p-extensiones. Como mencionamos antes, Aschbacher y Smith dieron una lista con
los grupos simples para los cuales algunas de sus p-extensiones podrian no satisfacer (QD),
(ver [AS93, Theorem 3.1]). Este resultado depende fuertemente de la clasificacion de los gru-
pos finitos simples. La contradiccién final viene de encontrar un p’-grupo 2-hiperelemental

H < G tal que la caracteristica de Euler de los puntos fijos S,,(G)"

, con la ayuda de la variante
del método de Robinson Lema 4.2.1, tiene dos valores diferentes cuando la calculamos de dos
formas distintas.

En lo que sigue, citamos los resultados principales que necesitamos para dar un boceto més
detallado de la demostracién del resultado de Aschbacher-Smith.

Recordemos que un grupo g-hiperelemental H es una extension split de un grupo ciclico
normal por un g-grupo. El siguiente lema es una variacion de [Rob88, Proposition 2.3]. La pro-
posicién original de Robinson acierta que si G contiene un p’-subgrupo g-hiperelemental H tal
que S,(G)" = @, entonces L(S,(G)) # 0y en particular, S,(G) no es aciclico. Aqui, L(K) de-
nota el mddulo de Lefschetz (virtual) de un G-complejo K de dimension d. Esta definido como
la suma alternada de los grupos del complejo de cadenas sobre Z: L(K) = @7, (—1)/Ci(K).

Si L(L) = 0 entonces J(K) = 0.

Lema 4.2.1 ([AS93, Lemma 0.14]). Supongamos que un grupo g-hiperelemental H actiia en
un poset aciclico X. Entonces ¥(X") =0 méd q.

El uso de la Clasificacion junto con el resultado de Robinson permiten probar la conjetura
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de Quillen para muchos grupos simples e incluso mostrar que algunas p-extensiones de grupos
simples satisfacen (QD),. De esta manera, Aschbacher y Kleidman mostraron que si G es
casi simple entonces tiene un p’-subgrupo g-hiperelemental H que no fija ningtin p-subgrupo
excepto si p=2y F*(G) = L3(2?). Luego, por el resultado de Robinson, tales grupos satisfacen
la conjetura de Quillen. Mas atin, esto prueba la conjetura de Quillen para grupos casi simples
(esto es, si 0,(G) = 1 entonces A, (G) no es aciclico).

Los siguientes lemas son titiles para hacer reducciones en los grupos que queremos probar
la conjetura de Quillen.

Lema4.2.2 ([AS93, Lemma0.11]). Si N < Z(G) es un p'-grupo entonces el cociente G — G /N
induce un isomorfismo de posets A,(G) = A,(G/N).

Lema 4.2.3 ([AS93, Lemma 0.12]). Si N < G es un p’-subgrupo normal entonces hay una
inclusion H.(A,(G/N)) C H.(A,(G)).

Lema 4.2.4 ([AS93, Lemma 0.13]). Si N = Z(G) 0 Z(E(G)) entonces 0,(G/N) = 0,(G)N/N.

Lema 4.2.5 (Homology Propagation Lemma, [AS93, Lemma 0.27]). Supongamos que H,K <
G con K <Cg(H), HNK un p'-grupo y que las siguientes condiciones valen:

1. para algiin A exhibiendo (QD), para H, A,(G)>a CA XK,
2. A,(K) no es aciclico.
Entonces A, (G) no es aciclico.

Aqui, por A exhibiendo (QD), para H queremos decir que H satisface (QD),, m,(A) =
m,(H) y que hay un ciclo no trivial & en el grupo de homologia superior de A,(H) que
contiene una cadena cuyo elemento mds grande es A.

Las demostraciones de los siguientes dos teoremas dependen fuertemente de la CGFS.
Ellos son una herramienta crucial en la demostracién del Teorema 4.1.2 pues permiten obtener
las hipétesis del Lema 4.2.5. Notar que ambos teoremas funcionan sin condiciones adicionales
para p > 5.

Teorema 4.2.6 (Existencia de complemento no cénico [AS93, Theorem 2.3]). Asumir que p
es impar y que B es un p-grupo elemental abeliano induciendo automorfismos externos en un
grupo simple L. Excluir los casos L = Ly(23), U3(2%) y Sz(2°) con p = 3,3,5 respectivamente.
Entonces existe un complemento no cénico B' a L en LB. Esto es, O,(Cr(B')) =1y ningiin
miembro de A,(Aut(L))~p centraliza Cr(B').

Teorema 4.2.7 (Complementos no cénicos [AS93, Theorem 2.4]). Asumir que IB es un pro-
ducto semidirecto de un grupo I por un p-grupo elemental abeliano B tal que F(I) = Z(I) es
un p'-grupo y que las p-extensiones de las componentes L de I tienen complementos no conicos
como en el Teorema 4.2.6. Entonces algiin complemento B' a I en IB satisface O,(Ci(B')) = 1.
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Con estos resultados, ahora podemos dar un boceto mds detallado de la demostracién del
resultado principal de Aschbacher-Smith Teorema 4.1.2. Por simplicidad, asumimos que p > 5
y que las componentes unitarias que no se sabe que satisfacen (QD),, no estdn involucradas en
G.

Tomemos G un contraejemplo minimal a la conjetura fuerte de Quillen, es decir sujeto a
las condiciones 0,(G) = 1y H.(A,(G)) = 0. La idea es hacer una serie de reducciones sobre
el grupo G para llegar a una configuracién minimal con algunas propiedades adicionales sobre
el cual podemos derivar una contradiccion final. Asumimos que Z(G) = Z(E(G)) = 1 por el
Lema 4.2.4. Notar que F(G) < 0,(G).

Primer paso: probamos que un contragjemplo minimal G tiene O,/ (G) = 1.
Proposicién 4.2.8 ([AS93, Proposition 1.6]). Podemos suponer que Oy (G) = 1si p > 5.

En particular esto da que F(G) = 1 y por lo tanto, F*(G) = E(G) es el producto directo de
grupos simples, cada uno de orden divisible por p.

Sea L = O,(G) y supongamos que L # 1. Si todo p-subgrupo elemental abeliano de G
centraliza a L, entonces [L,Q;(G)] = 1 y por minimalidad L < G = Q;(G). Luego L < Z(G),
una contradiccion. Por lo tanto existe A € A,(G) que actia fielmente en L, y lo escogemos de
rango maximal.

Sean H =LAy K = Cg(H). Laidea es usar el Lema 4.2.5, por lo que primero necesitamos
O0,(K) =1.

Sea I = Cg(L) y notar que A actia fielmente en /. Se puede chequear que F(I) = Z(I) =
Z(L), que es un p’-grupo. Ahora, la hipétesis p > 5 nos garantiza la existencia de un comple-
mento no cénico A" a I en A por los Teoremas 4.2.6 y 4.2.7. Es decir, A’ es un p-subgrupo
elemental abeliano de /A con 0,(C;(A")) =1 y A’ tiene el mismo orden que A. Como A’
también actia fielmente en L, podemos asumir que A = A’. Notar que C;(A) = Cg(LA) =K y
0p(K) = 0,(Ci(A)) = 1.

Verifiquemos las hipétesis del Lema 4.2.5. Notar que HNK =Z(H) = Z(LA) <Z(L) es un
p’-grupo pues la accién de A en L es fiel. Mds aun, por accién coprima y el caso p-resoluble, A
exhibe (QD),, para H = LA. Se puede ver que A,(G)-4 € A x K ya que A es de rango maximal
sujeto a actuar fielmente en L. Por otro lado, K es un subgrupo propio de G y entonces satisface
la conjetura de Quillen, es decir H,(A,(K)) # 0. En conclusién, estamos en las hip6tesis del
Lema 4.2.5 y asf H.(A,(G)) # 0.

Segundo paso: probamos que ninguna componente de G puede satisfacer (QD),, para todas
sus p-extensiones (ver [AS93, Proposition 1.7]).

Supongamos que L es una componente de G que satisface (QD),, para todas sus p-exten-
siones. Notar que L es un grupo simple de orden divisible por p. Similarmente al paso previo,
podemos tomar A € A,(Ng(L)) maximal sujeto a actuar fielmente en L. Mds atin, ANL # 1y
podemos elegir A que maximice esta interseccion. La idea es aplicar el Lema 4.2.5 con H =LA
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y K = Cg(H). Descomponer A = (ANL) x B, y notar que m,(A) = m,(LB), y LA =LB <
Aut(L). Por hipétesis, LB satisface (QD),, y como A es de rango maximal, podemos asumir
que A exhibe (QD),, para LB.

Finalmente, chequeamos que A puede ser escogido tal que O,(K) = 1. Sea I = Cg(L) y
notar que /B es un producto semidirecto pues A es fiel en L. Como F(Cg(L)) es resoluble y es
normalizado por E(G), se puede probar que [E(G),F(Cg(L))] = 1. La condicién Cs(E(G)) =
Z(E(G)) =1 implica que Z(I) < F(I) = F(Cg(L)) = 1, que es un p’-grupo. De nuevo, la
hipétesis p > 5 garantiza la hipétesis del Teorema 4.2.7 y podemos encontrar un complemento
no cénico B’ alen B con O,(C;(B')) = 1. Tomando A’ = (ANL)B' y chequeando que A’ podria
ser nuestro A, podemos tomar A’ y B que sean A y B. Por lo tanto, 0,(K) = 0,(Cg(LB)) =
0,(Ci(B)) = 1.

Anélogamente al primer paso, podemos chequear las hipdtesis del Lema 4.2.5 y concluir
que A1.(A,(G)) #0.

Tercer paso: derivamos una contradiccidn final calculando la caracteristica de Euler de dos
formas distinas.

Por el Segundo paso, las componentes de F*(G) estan en la lista de [AS93, Theorem 3.1]
pues podrian tener alguna p-extensién que no satisface (QD),. Recordar que estamos asu-
miendo que G no contiene grupos unitarios U,(g) con ¢ = —1 mdd p como componentes.
Sean Ly,...,L, las componentes de G. Como p > 3, podemos invocar [AS93, Theorem 5.3] y
encontrar en cada L; un p’-subgrupo Brauer 2-elemental H; (un producto directo de un grupo
ciclico (x;) por un 2-grupo Q) tal que ¥(S,(L;)™) = +1. Sea H = ({(x1x2...X,)) X (Q1...0n)
y notar que H es un p’-subgrupo Brauer 2-elemental (y en particular 2-hiperelemental). Usando
acciones coprimas y [AS93, Theorem 5.3], se puede mostrar que S,(G)? =S, (L; x ... x L,)".
Por la Proposicién 3.1.16 aplicada a S,(G), como S, (Ly X ... x L,) A& S,(Ly) *...%S,(Ly),
también tenemos

Sp(Ly X .. X L) (Sp(Ly) %o Sp(Ly)) = Sp(L1) ™ 5. xS, (Ly) .

Ahora calculamos la caracteristica de Euler de S,(G)?. Si S, (G) es aciclico, por el Lema 4.2.1
72(S,(G)) =0 méd 2. Por otro lado, por la descomposicién join,

X(Sp(G)") = ifl X(Sy(Li)H) = +1
i=1

pues ¥ (S,(L;)*7) = 1 para cada i por [AS93, Theorem 5.3], que es I méd 2.

4.3. 2-complejos Z-aciclicos y la conjetura de Quillen

En las secciones previas hemos resumido los resultados conocidos sobre la conjetura de
Quillen, junto con la demostraciéon de Aschbacher-Smith.
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En esta seccién trabajamos con la siguiente versién de la conjetura: si O,(G) = 1 entonces
H.(S,(G),Z) # 0. En particular, tomamos homolog{a con coeficientes enteros y por “aciclico”
queremos decir Z-aciclico.

Proveemos nuevos casos de esta version de la conjetura cuando se relaciona con el estudio
de grupos actuando en 2-complejos aciclicos. Nuestros resultados depende de la clasificacion
de Oliver y Segev [OS02] sobre acciones de grupos finitos en 2-complejos aciclicos sin puntos
fijos, que depende de la clasificacion de grupos simples.

Los resultados de esta seccién se corresponden a un trabajo en colaboracién con Ivdn Sa-
dofschi Costa y Antonio Viruel y se encuentran en el articulo [PSV19].

Probamos el siguiente teorema.

Teorema 4.3.1. Si K es un subcomplejo de Z-aciclico y 2-dimensional G-invariante de KC(S,(G)),
entonces 0,(G) # 1.

Del Teorema 4.3.1 deducimos inmediatamente:

Corolario 4.3.2. Sea G un grupo finito. Supongamos que K(S,(G)) admite un subcomplejo
homotdpicamente a éste, 2-dimensional y G-invariante. Si O,(G) = 1 entonces H.(S,(G),Z) =
0.

Si G tiene p-rango 3 entonces K(A,(G)) es un subcomplejo homotdpico a K(S,(G)),
G-invariante y 2-dimensional. Luego la conjetura de Quillen vale para grupos de p-rango 3.

Corolario 4.3.3. La conjetura de Quillen vale para grupos de p-rango a lo sumo 3.

Por el Corolario 4.3.2, la conjetura de Quillen también vale cuando B,(G), i(S,(G)) o
i(A,(G)) tienen altura 2.

Corolario 4.3.4. Sea G un grupo finito tal que B,(G) tiene altura 2. Si I-NI*(SP(G),Z) =0
entonces 0,(G) # 1.

Corolario 4.3.5. Sea G un grupo finito tal que uno de los posets i(S,(G)) o i(A,(G)) tiene
altura 2. Si H.(S,(G),Z) = 0 entonces 0,(G) # 1.

En la seccién siguiente damos una serie de ejemplos que satisfacen las hipétesis del Coro-
lario 4.3.2 pero que no estdn contenidos en los teoremas de [AS93] ni en el Teorema 4.1.1.

Para probar el Teorema 4.3.1, necesitamos ver primero alguno de los resultados de [OS02].
Por G-complejo queremos decir G-CW complejo.

Definicién 4.3.6 ([OS02]). Un G-complejo X es esencial si no hay un subgrupo normal 1 #
N <G tal que para cada H C G, la inclusién X'V — X* induce un isomorfismo en la homologia
entera.

Los teoremas principales de [OS02] son los siguientes.
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Teorema 4.3.7 ([0S02, Theorem Al]). Para cualquier grupo finito G, hay una G-complejo
(finito) 2-dimensional esencial sin puntos fijos si'y solo si G es isomorfo a uno de los siguientes

grupos simples
1. Lr(2%) para k > 2,
2. Ly(q) parag=+3 (m6d 8)yg>35, 0
3. Sz(2%) para k > 3 impar.
Mds atin, los subgrupos de isotropia de cualquier tal G-complejo son resolubles.

Teorema 4.3.8 ([OS02, Theorem B]). Sea G un grupo finito, y sea X un G-complejo 2-
dimensional aciclico. Sea N el subgrupo generado por los subgrupos normales N' <G tales
que xV # @. Entonces XV es aciclico; X es esencial si y solo si N = 1, y la accion de G/N en

XV es esencial.
Denotemos por S(G) al conjunto de subgrupos de G.

Definicién 4.3.9 ([0S02]). Una familia de subgrupos de G es cualquier subconjunto F C S(G)
cerrado bajo conjugacion. Una familia no vacia se dice que es separating si tiene las siguientes
tres propiedades: (a) G ¢ F; (b) si H C H 'y H € F entonces H' € F; (c) para cualquier
H<K C G con K/H resoluble, K € FsiH € F.

Para una familia F de subgrupos de G, un (G, F)-complejo es un G-complejo cuyos grupos
de isotropia estdn en F. Un (G, F)-complejo es H-universal si el conjunto el conjunto de
puntos fijos de cada H € F es aciclico.

Lema 4.3.10 ([OS02, Lemma 1.2]). Sea X cualquier G-complejo aciclico de dimension 2 sin
puntos fijos. Sea F el conjunto de subgrupos H < G tales que X" # @. Entonces F es una
familia separating de subgrupos de G, y X es un (G,F)-complejo H-universal.

Si G no es resoluble, la familia separating de subgrupos resolubles de G es denotada por
SLY.

Proposiciéon 4.3.11 ([OS02, Proposition 6.4]). Asuma que L es uno de los grupos simples L (q)
0 Sz(q), donde q = p* y p es primo (p = 2 en el segundo caso). Sea G < Aut(L) cualquier
subgrupo conteniendo a L, y sea F una familia separating para G. Entonces hay un (G,F)-
complejo 2-dimensional aciclico si 'y solo si G =L, F =SLV, y q es una potencia de 2 o
g=+3 (méd 8).

Definicion 4.3.12 ([OS02, Definition 2.1]). Para cualquier familia F de subgrupos de G definir

ir(H) = (1= x(K(F>n)))-

[NG(H) : H]
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Lema 4.3.13 ([0S02, Lemma 2.3]). Fijar una familia separating F, un (G,F)-complejo finito
H-universal X, y un subgrupo H < G. Para cada n, sea c,(H) el niimero de drbitas de n-celdas
de tipo G/H en X. Entonces ir(H) = Y,>0(—1)"c,(H).

Proposicion 4.3.14 ([0S02, Tables 2,3,4]). Sea G uno de los grupos simples L (2*) para k > 2,
Ly(q) para g = +3 (méd 8) y g > 5, 0 Sz(2¥) para k > 3 impar. Entonces ispy(1) = 1.

Usando estos resultados probamos lo siguiente.

Teorema 4.3.15. Todo G-complejo aciclico de dimension 2 tiene una orbita con estabilizador

normal.

Demostracion. Si X # @ listo. De otra manera, G acttia sin puntos fijos en X. Considerar el
subgrupo N generador por los subgrupos N’ <G tales que X l = &. Claramente N es normal en
G. Por el Teorema 4.3.8 Y = X" es aciclico (y en particular no vacio) y la accién de G/N en
Y es esencial y sin puntos fijos. Por el Lema 4.3.10 F = {H < G/N : Y# + &} es una familia
separating e Y es un (G/N,F)-complejo H-universal. Luego, el Teorema 4.3.7 acierta que
G/N debe ser uno de los grupos PSL;,(2¥) para k > 2, PSL,(q) parag = +3 (méd 8) y ¢ > 5,
0 Sz(2K) para k > 3 impar. En cualquier caso, por la Proposicién 4.3.11 debe ser F = SLV.
Por la Proposicién 4.3.14, is,y (1) = 1. Finalmente por el Lema 4.3.13, Y debe tener al menos
una G/N-6rbita libre. Luego X tiene una G-6rbita de tipo G/N y listo. O

Ahora podemos probar el Teorema 4.3.1.

Demostracion del Teorema 4.3.1. Por el Teorema 4.3.15 hay un simplex 6 = (Ag < ... <A))
de X con estabilizador N<G. Como Ag <N, vemos que O,(N) es no trivial. Por otro lado, N<G
y O,(N)charN implica que O,(N)<G. Por lo tanto O,(N) < 0,(G) y O,(G) es no trivial. []

Observacion 4.3.16. Un posible enfoque al estudio de la conjetura de Quillen es encontrar un
subcomplejo aciclico 2-dimensional y G-invariante de (S, (G)). Si la conjetura fuese cierta,
entonces esto seria posible. Luego por el Teorema 4.3.1, la conjetura de Quillen puede refor-
mularse de la siguiente manera: si .A,(G) es aciclico, entonces existe un subcomplejo aciclico
G-invariante y 2-dimensional de /C(S,(G)).

4.4. Ejemplos del caso 2-dimensional

En esta seccion aplicamos el Teorema 4.3.1 y el Corolario 4.3.2 para establecer la conjetura
de Quillen para algunos grupos no incluidos en las hipétesis de los teoremas de [AS93].

La presencia de componentes simples de G isomorfas a L,(2%) o U3(23) (en el caso p = 3)
y SZ(25) (en el caso p = 5) es una obstruccién para extender [AS93, Main Theorem] (ver
también Teorema 4.1.2) a los primos p =3y p =5. El caso p = 2 no es considerado en [AS93]
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y requeriria de un andlisis mucho més detallado. Como hemos visto en la Seccién 4.2, el primer
paso en la demostracién del Teorema 4.1.2 es la reduccién al caso O,/(G) = 1 por medio de
[AS93, Proposition 1.6] (ver Proposicion 4.2.8). Para hacer esto, [AS93, Theorems 2.3, 2.4]
(ver Teoremas 4.2.6 y 4.2.7) son necesarios y estos hacen un fuerte uso de la hipétesis p > 5.
Concretamente, no es posible aplicar [AS93, Theorem 2.3] si una componente de C;(0,/(G))
es isomorfa a ,(23), U3(23) (si p = 3) 0 Sz(2°) (si p = 5).

Antes de presentar los ejemplos para p = 3 y p = 5, damos un poco de motivacién. La
mayoria de los grupos G en estos ejemplos satisfacen las siguientes condiciones. Primero,
0,(G) # 1y C5(0,(G)) contiene una componente isomorfa a Us(2%) si p =3y a Sz(2°)
si p = 5. De esta manera, no podemos hallar homologfa no trivial para A,(G) de la misma
manera que es hecho en la demostracién de [AS93, Proposition 1.6] pues no podemos invocar
[AS93, Theorems 2.3, 2.4] (ver la demostracién en la Seccion 4.2).

En segundo lugar, por [AS93, Lemma 0.12] (ver también Lema 4.2.3) hay una inclusién
H.(Ap(G/0y(G)):Q) € Hi(Ay(G): Q).

Pedimos que 0,(G/0,(G)) # 1, de manera que H,(A,(G/0,/(G))) = 0. Finalmente reque-
rimos 0,(G) = 1.

Los grupos presentados en los Ejemplos 4.4.5 y 4.4.7 tienen p-rango 4 y estdn construidos
de la siguiente manera. Tomamos un producto directo de un grupo N, que consiste de una o
mads copias de un p’-grupo simple particular, por un grupo K que consiste de una o mas copias
de L="U;(2%) si p=30L=2Sz(2")si p=>5. Luego tomamos dos p-grupos ciclicos A y By los
hacemos actuar en el producto directo N X K como sigue. Tomamos una accién fiel de A X B en
N, y escogemos una representacion A x B — Aut(K) tal que O,(K x (A x B)) = 0,(Cs(K)) #
1. El grupo G = (N x K) x (A x B) satisface las condiciones 0,(G) =1, 0,(G) =N # 1,
Co(N) =Ky 0,(G/N)=0,(K x (A xB)) # 1. Ademds, como el p-rango de L es a lo sumo
2, podemos construir G para que tenga p-rango 4 ajustando el nimero de copias de L en K.

Para estos grupos mostramos que C(S,(G)) admite un subcomplejo 2-dimensional, G-
invariante y homotdpicamente equivalente a éste, y por lo tanto se aplica el Corolario 4.3.2.

En el Ejemplo 4.4.6 consideramos p = 5 y construimos un grupo de 5-rango 3 en una forma
similar a la del Ejemplo 4.4.7.

Por otro lado, en el Ejemplo 4.4.4 tomamos p = 3 y consideramos un grupo G de 3-rango
3 en las hipétesis del tercer paso de la demostracion de [AS93, Main Theorem] para el cual
[AS93, Theorem 5.3] no se aplica (ver también el tercer paso de la demostracién del Teorema
4.1.2 en la Seccién 4.2).

En los Ejemplos 4.4.9 y 4.4.10 describimos dos grupos de 2-rango 4 tales que K(S>(G))
admite un subcomplejo 2-dimensional, G-invariante y homot6picamente equivalente a éste.

Para las afirmaciones sobre la estructura de los grupos de automorfismos de los grupos
finitos de tipo Lie referimos a [GL83] (ver también Apéndice A.1).
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El siguiente lema nos provee una manera fécil de calcular el p-rango de un producto semi-

directo.

Lema 4.4.1. Seal - N — G — K — 1 una extension de grupos finitos. Entonces

mp(G) = mixm, (Cy(4)) +my(A),

donde S es el conjunto de p-subgrupos elementales abelianos 1 <A < G tales que ANN = 1.
En particular tenemos que m,(G) < m,(N) +m,(K).

Demostracion. SiA € S tenemos que Cy(A) x A = Cy(A)A y asi
1y (Co(4)) +mp(4) = my (Cy(A)A) < my (G).

Tomando méximo sobre A € S obtenemos la cota inferior para m,(G). Ahora probamos la
otra desigualdad. Sea E un p-subgrupo elemental abeliano de G y escribamos E = (ENN)A,
para algin complemento A de ENN en E. Entonces m,(ENN) < m,(Cy(A)) y A € S. Aho-
ra, m,(E) = my(ENN)+my(A) < m,(Cn(A)) +m,(A), lo cual nos da la cota superior para
m,(G). Para la tltima afirmacién notar que Cy(A) < Ny que m,(A) < m,(K) por los teoremas
de isomorfismos. O

El siguiente lema nos permite obtener subcomplejos propios de K(A,(G)) preservando el
mismo tipo homotopico.

Lema 4.4.2. Sea G un grupo finito y sea H < G. Ademds, supongamos que O,(Cy(E)) # 1
para cada E € A,(G) con ENH = 1. Entonces A,(G) ~ A,(H).
w

Demostracion. Considerar el subposet N' = {E € A,(G) : ENH # 1}. Por la Observacién
3.1.12, A,(H) ~ N.

Sea S = {E € A,(G) : ENH = 1} el complemento de A en A,(G). Tomemos una ex-
tensién lineal {E;,...,E,} de S tal que E; < E; implica i < j. Fijemos E € S y considerar
Ap(G)sgNN ={AeN : A>E}. Porel Lema3.1.13, A,(G)>g NN ~ A,(Cy(E)), que es
un espacio finito homotépicamente trivial.

Sea X' = A,(G) — {Ei+1,...,E,}. Mostramos que X' < X’™! es una equivalencia débil
paracada0 <i<r—1.

Notar que X'*! = XU {E;}. Més atn, X;"E = A,(G)>g NN, que es homotopicamente
trivial. Luego X' = X'*! — {E;} < X"*! es una equivalencia homotépica débil (ver por ejemplo
[Barlla, Proposition 6.2.2]). En consecuencia,

Ap(G) =X" % X0 = A,(G) ~S =N =~ A, (H).
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Observacion 4.4.3. En las hip6tesis del lema anterior, se puede mostrar que si ademas H <G
entonces KC(A,(G)) ~g K(A,(H)).

Ejemplo 4.4.4. Sea p =3 ysea L =1,(2%) x L,(2*) x L,(2?). Sea A un grupo ciclico de orden
3 actuando en L permutando las copias de L,(2%). Tomemos G = LA. Como m3(L,(2%)) = 1
y CL(A) = 1,(2%), vemos que m3(G) = 3. Por el Corolario 4.3.3, G satisface la conjetura de
Quillen.

Ejemplo 4.4.5. Sean p =3, N = Sz(23) x Sz(2%) x Sz(2*) y U = U3(2%). Sean A = (a) y B =
(b) grupos ciclicos de orden 3. Vamos a construir un producto semidirecto G = (N x U) X (A X
B). Para hacer esto necesitamos definir un morfismo A x B — Aut(N x U) = Aut(N) x Aut(U).

Elijamos un automorfismo de cuerpo ¢ € Aut(U;(2%)) de orden 3. Por las propiedades
de las acciones de los p-grupos, existe un automorfismo interno x € Inn(U3(2?)) de orden 3
que conmuta con ¢. Entonces A x B — Aut(Us(2%)) estd dado por a — x y b+ ¢. Elegir un
automorfismo de cuerpo W € Aut(Sz(23)) de orden 3. Hagamos actuar a A en cada coordenada
de N como y y que B actie en N permutando las coordenadas. Esto nos da un morfismo bien
definido A x B — Aut(N).

El 3-rango de G es m3(G) = m3(U3(2%)AB). Podemos tomar un subgrupo elemental abe-
liano E < Cy(¢) de orden 9 que contenga a x pues Cy (¢) = PGU3(2) = ((C3 x C3) X 0g) X C3
por [GL83, (9-1), (9-3)] (cf. [GLS99, Chapter 4, Lemma 3.10]) y .43(PGU3(2)) es conexo de
altura 1. Entonces EAB es un subgrupo elemental abeliano de orden 3*. Asi, m3(UAB) > 4.
Como m3(Us(2%)) =2y m3(AB) = 2, por Lema 4.4.1 tenemos m3(G) = 4.

Por el Corolario 4.3.2, para mostrar que la conjetura de Quillen vale para Gy p = 3 alcanza
con encontrar un subcomplejo 2-dimensional y G-invariante de /C(S3(G)) homot6épicamente a
este ultimo.

Sea H = (N x U)A. Notar que H<G y m3(H) = 3. Por lo tanto, K(.A3(H)) es subcomplejo
G-invariante y 2-dimensional de /C(.A3(G)). Ahora el plan es aplicar el Lema 4.4.2 para mostrar
que A3(H) ~ A3(G). Sea E € A3(G) tal que ENH = 1. Entonces E = EH/H < B= (3 y asi,
E es ciclico generado por algin elemento e € E. Escribamos e = nua'b/ conn € Nyu c U 'y
i,j€{0,1,2}. Notar que j # 0 pues ENH = 1. Si v € U, entonces

V= vnuaibj — (vua")b/—.

Como j # 0 y e induce un automorfismo de U de orden 3 en Inn(U )¢/, por [GL83, (7-2)] y la
definicién de automorfismo de cuerpo, e es Inndiag(U)-conjugado a ¢/ y actiia como automor-
fismo de cuerpo en U. En particular, Cy(E) = Cy(e) = Cy(¢/) = Cy(¢). Observar también
que O3(Cy(E)) = 03(Cy(9)) = C3 x C3 # 1. Dado que Cy(E)<Ch(E) y O3(Cy(E)) # 1,
concluimos que O3(Cy(E)) # 1. Por el Lema 4.4.2, A3(G) =~ A3(H), que es 2-dimensional
y G-invariante. En conclusion, el subcomplejo K(A3(H)) satvivsface la hipétesis del Corolario
4.3.2 y por lo tanto la conjetura de Quillen vale para G.
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Finalmente notar que O3(G) = 1, 03(G) = N, C5(03(G)) = U3(2®) y 03(G/03(G)) =
03(U3(2*)AB) = {ax™ ') = C;.

Ejemplo 4.4.6. Sea p = 5. Sea r un niimero primo tal que r =203 médSyseag=r> con
n > 2. Sea N uno de los grupos simples Ly(q), G2(q), *D4(¢q’) 0 2G»(3”") y sea A = (a) un
grupo ciclico de orden 5". Observar que 51 |N|. Hagamos actuar a en N como un automorfismo
de cuerpo de orden 5". Elijamos un automorfismo de cuerpo ¢ € Aut(Sz(2°)) de orden 5y
hagamos actuar A en Sz(2°) x Sz(23) como ¢ x ¢. Ahora consideremos el producto semidirecto
G = (N x Sz(2%) x Sz(2°)) x A definido por esta accion.

Como los 5-subgrupos de Sylow de Sz(2°) son ciclicos de orden 25, por el Lema 4.4.1
tenemos que ms(G) = 3. Por el Corolario 4.3.3, la conjetura de Quillen vale para G.

Finalmente, nuestro grupo satisface las siguientes propiedades: Os(G) = 1, Os/(G) = N,
C6(05(G)) = S2(2°)* y 05(G/05(G)) = Ca(S2(2°)?) = (@) # 1.

Ejemplo 4.4.7. Sea p =5y sea N = L3, donde L es uno de los 5'-grupos simples del ejemplo
previo. Sean A = (a) = Cs: y B = (b) = Cs. Sea G = (N x Sz(2°)?) x (A x B), donde a actia
en cada copia de L como un automorfismo de cuerpo de orden 5" y trivialmente en Sz(2°)2, y
b permuta las copias de L y actia como un automorfismo de cuerpo de orden 5 en cada copia

de Sz(2%).
Para calcular el 5-rango de G usamos el Lema 4.4.1:
ms(G) = ms(Sz(2°)* x (A x B))
= ms(A x (Sz(2°)*B))
= ms(A) +ms(S2(2°)*B)
=143
=4.

Ahora el objetivo es aplicar el Corolario 4.3.2 en G para encontrar un subcomplejo 2-dimen-
sional, G-invariante y homotdpicamente equivalente a K(Ss5(G)) para proceder como en el
Ejemplo 4.4.5.

Sea H = (N x Sz(2°)?)A = NA x Sz(2°)?. Notar que H < G, ms(H) =3y que K(As(H))
es un subcomplejo 2-dimensional y G-invariante de (As(G)). Mostraremos que As(H) ~
As(G) aplicando el Lema 4.4.2. !

Sea E € As(G) tal que ENH = 1. Entonces E es ciclico generado por un elemento e de
orden 5y e =Isa'’b/ conl € N,s € Sz(2%)%,0<i<5"— 1y jec{1,2,3,4}. Luego E actda por
automorfismos de cuerpo en cada copia del grupo Suzuki y e es Inndiag(Sz(2°))-conjugado al
automorfismo de cuerpo inducido por b en Sz(2°) (ver [GL83, (7-2)] y Ejemplo 4.4.5). Asf,
Cr(E) = Cya(E) X Cgyp52(E). Notar que Cs,p5)2(E) < Cu(E) y Csy052(E) = Cyy5)(E)* =
(Cs x C4)? tiene un 5-subgrupo normal no trivial. Por lo tanto As(G) ~ As(H) por el Lema
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4.4.2 y la conjetura de Quillen vale para G por el Corolario 4.3.2 aplicado al subcomplejo
K(As(H)).
Observar que Os/(G) = N, C6(05(G)) = Sz(2°)2, 05(G) =1y 05(G/0%(G)) = A # 1.

Concluimos con dos ejemplos de grupos que satisfacen la conjetura de Quillen para p = 2.

Proposicion 4.4.8. Sean L, y L, dos grupos finitos en los que sus p-subgrupos de Sylow dis-
tintos se intersecan trivialmente. Sea L = L1 X Ly y tomemos G una extension de L tal que
|G : L| = p. Entonces i\(S,(G)) y B,(G) tienen altura a lo sumo 2. Si ademds los p-subgrupos
de Sylow de Ly y L, tienen Q, abeliano, entonces i(Ap,(G)) tiene altura a lo sumo 2.

Demostracion. Los elementos de i(S,(L)) tienen la forma S; x S, 1 xS, o 1 x 1, donde
Si < L; son p-subgrupos de Sylow. Luego i(S,(L)) tiene altura 1.
Ahora supongamos que Qp < Q1 < ... < @, es una cadena en i(S,(G)). Entonces

QNL<QNL<...<Q,NL

es una cadenaen i(S,(L)). Afirmamos que existe a lo sumo un indice i tal que Q;NL = Q;4 NL.
Para ver esto notar que

1 si Qj CL
P si Qj Z L
Tenemos que |Q;11: Q- [Qi: QiNL| = [Qiy1: Qi1 NL|-|Qiy1NL: QiNL|. Entonces si Q;NL =
Qir1NL, como |Qit1 : Qi > p debemos tener que |Q; : O;NL| =1y |Qiy1: Qir1 NL| = p.
Luego i =max{j : Q; CL}.

De esto concluimos que (i(S,(G))) < 1+ h(i(Sy(L)) = 2. Por el Lema 1.3.10 B,(G)
es un subposet de i(S,(G)). Luego B,(G) es a lo sumo de altura 2. La misma demostracién

Q;:Q;NL|=

puede ser adaptada facilmente para probar que, si los p-subgrupos de Sylow de L y L, tiene
Q, abeliano, entonces i(A,(G)) tiene altura a lo sumo 2. O

En los siguiente ejemplos usamos el hecho de que dos 2-subgrupos de Sylow distintos de
As y de U3(2?) se intersecan trivialmente, y que Q1 (S) es abeliano si S es un 2-subgrupo de
Sylow de As o U3(2?).

Ejemplo 4.4.9. Sea G la extension split (As x As) x C; donde el generador de C, actia en
cada coordenada como conjugar por la transposicién (12). Por el Lema 4.4.1, G tiene 2-rango
4. Por la Proposicién 4.4.8, i(A2(G)), i(S2(G)) y B2(G) son de altura a lo sumo 2 y entonces
la conjetura de Quillen vale para G pues los Corolarios 4.3.4 y 4.3.5 se aplican.

Ejemplo 4.4.10. Sea G = (U3(2?) x As) x C, el producto semidirecto construido de la siguien-
te manera. Sea L = U3(2%) x As. Entonces

Out(L) = Aut(U3(2%))/Inn(U3(2%)) x Aut(As)/Inn(As) = Cy x Cs.

108



4.5. LA REDUCCION Oy (G) = 1 PARA LA CONJETURA DE QUILLEN

Tomemos ¢ € Out(L) que sea la tnica involucién que actia no trivialmente en ambos factores.
Luego G = L(t). Por Lema 4.4.1, G tiene 2-rango 4 y como antes, la conjetura de Quillen vale
para G.

4.5. Lareduccién O, (G) = 1 para la conjetura de Quillen

En la seccién previa estudiamos algunos ejemplos de grupos finitos G que no satisfacian
las hipétesis de los teoremas de [AS93] pues p < 5y O,(G) # 1. Estos ejemplos fueron
construidos evadiendo los métodos de reduccion de [AS93] (ver también Seccién 4.2). Sin
embargo, en cada caso encontramos que el poset de Quillen podia ser reducido (preservando su
tipo homotdpico débil) a un subposet invariante de altura 2 y por lo tanto satisfacen la conjetura
de Quillen por el Corolario 4.3.2.

En esta seccion mostramos que los métodos usados para reducir los posets de los ejemplos
previos pueden ser generalizados. Concretamente, mostramos que podemos reducir el estudio
de la conjetura de Quillen a grupos finitos G con O,y(G) = 1. Ahora trabajamos con homologia
racional y por lo tanto con la conjetura fuerte de Quillen.

Teorema 4.5.1. Sea G un grupo finito. Supongamos que los subgrupos propios de G satisfacen
la conjectura fuerte de Quillen y que O, (G) # 1. Entonces G satisface la conjetura fuerte
de Quillen. En particular, un contraejemplo minimal G a la conjetura fuerte de Quillen tiene
0y (G)=1.

La demostracién sigue las ideas de propagacién de homologia del Lema 4.2.5 del articulo
de Aschbacher-Smith [AS93]. Nosotros probamos una generalizacion de este lema en el Lema
4.5.10. Debajo citamos las definiciones y resultados de [AS93] que necesitaremos.

Si X es un poset finito, denotemos por Z,(X) al conjunto de n-ciclos del complejo de
cadenas reducido C,(X) con coeficientes racionales (que es el complejo de cadenas de /C(X)).
Escribimos A, (X) para la homologfa de X con coeficientes racionales.

Definicion 4.5.2. Sea X un poset finito. Una cadena a € X' es full si para todo x € X tal
que {x} Ua es una cadena tenemos que x € a o bien x > médxa. Una cadena que contiene
a a se llama cadena a-inicial si tiene la forma (xo < x; < ... <xp, <yo < ... <), donde
(xo <x1<...<Xxp)=a.

Definicion 4.5.3. Sea G un grupo finito con (QD), y seam = m,(G) — 1. Tomemos un ciclo no

trivial & € H,,(A,(G)) = Z(A,(G)). Sila cadena a = (Ag < Ay < ... <Ay,) es un sumando
del ciclo a, escribimos a € o y decimos que A, exhibe (QD), para G. Notar que a es una
cadena full.
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Para las siguientes definiciones y proposiciones, fijamos un grupo finito G y subgrupos H <
Gy K <Cg(H) tales que HNK es un p’-subgrupo. Notar que [H,K] =1, HNK < Z(H)NZ(K)
y Ap(HK)~ A,(H/HNK)*A,(K/HNK) (ver Lema 4.2.2).

w

Definicion 4.5.4. Seaa = (A9 < ... <A,,) una cadenade A,(H)y b= (Bp < ... <B,) una
cadena de A, (K). Entonces

axb:=(Ag<...<Apn <BoAn <...<BpAn)
es una cadena en A, (HK).

Supongamos que ¢ = (0,1,2...,m+n+ 1). Una permutaciéon ¢ del conjunto de indices
{0,1,2,....m+n+1}talque 6(i) < o(j)sii< j<mom—+1<i< jesllamada un shuffle.
Seao(c):=(0(0),0(1),...,0(m+n+1)).

Con las notaciones anteriores, sea C; =Aj si j <m0 B;_(,,11) si j > m+ 1. Definamos
(a x b)s que sea la cadena cuyo i-ésimo elemento es C(0)Co (1) - - - Co i)

Definicion 4.5.5 ([AS93, Definition 0.21]). Con la notacién anterior, el producto shuffle de a

ybes
axb= Z (—1)G(a><b)o-GCm+n+](Ap(HK>).

o shuffle

Extendemos este producto por linealidad a todas las cadenas de C..(A,(H)) y C..(A,(K)).

Proposicién 4.5.6 ([AS93, Corollary 0.23]). Si o € Z,,(A,(H)) y B € Z,(A,(K)) entonces
o X B € Zm+n+1(Ap(HK)).

Observacion 4.5.7. Sea X un poset finito y a € X’. Denotar por C,(X), al subgrupo de cadenas
a-iniciales de C,(X), y por C,(X)-, al subgrupo de cadenas que no son a-iniciales. Claramente

tenemos una descomposicion
C.(X) = C(X)a P C(X)
Mis adn, si d denota el morfismo de borde del complejo de cadenas,
9(Ci(X)-a) € Co(X)a.
Si y € C.(X) entonces ¥ = ¥, + Y-, donde ¥, corresponde a la parte a-inicial de ¥, y
97 =9(¥a) +9(¥-a) = ((¥a))a+ (9 (%a))~a + 9 (¥-a)-
Lema 4.5.8 (cf. [AS93, Lemma 0.24]). Si a es una cadena full entonces (0Y), = (V) a-

Lema 4.5.9 (cf. [AS93, Lemma 0.25]). Sea X C A,(G) tal que si BNK # 1y B A,(G)
entonces B € X. Sea a una cadena full de X N A,(H) y b una cadena de A,(K). Valen las

siguientes:
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1. (axb),=(axb)g=ig=axb,
2. (d(axb))y= (=1)""(axdb), donde m es el largo de la cadena a.

Ahora probamos una variacién del Lema 4.2.5 (ver también [AS93, Lemma 0.27]) que nos
permitird extender algunos de los resultados de [AS93].

Lema 4.5.10 (Homology Propagation). Sea G un grupo finito. Sean H < G, K < Cg(H) y
X C A,(G) tales que:

(1) SiBe€ A,(G) yBNK # 1, entonces B€ X;
(1) HNK es un p'-grupo;

(111) Existe a € A,(H)'NX' tal que a € a € C.(A,(H))NCi(X) y & es un ciclo pero no un
borde en C.(A,(H));

(1v) Ademds, paratal a, si BUa € X' entonces B € a, 0 bien B= (mdxa)Cp(H) y 1 #Cp(H) <
K;

(V) H.(A,(K)) #0.
Entonces H,(X) # 0.

Demostracion. Seguiremos esencialmente la demostracién del Lema 4.2.5 (ver [AS93, Lemma
0.27]), adaptado a estas hipétesis.

Por (v), existe un ciclo B € C.(A,(K)) que no es un borde en C.(A,(K)). Tomemos una
cadena a y un ciclo o como en la hipétesis (iii). Entonces & x 3 es un ciclo por la Proposicién
4.5.6 y pertence a C,(X) por las hipétesis (i) y (iii). Supongamos que o x 8 = dy con y €
C.(X). Escribamos B =Y, ¢;(By < ... <Bi)y y= Zjejpj(Cé <. < Cthrs+2)’ donde s+1 =
|la|. Entonces podemos tomar pA rte a-inicial a ambos lados de la igualdad & x 8 = 9. Notar
que no se puede agregar ninglin grupo intermedio a a por la hipétesis (iv). Sea A = médxa. Por

las hipétesis (i) y (ii), y Lema 4.5.9,
(@axBla=qy qgiaU(AB) < ... <AB])

(donde 0 # g € Q es el coeficiente de a en &), y es igual a

t4-s+2 ) N
Ona=Y.p; Y (-Drau(Cl <...< <...<Cis12)
jer St

t+1

=Y pi(=1)' Y au(Cl, <...<Cl 1 <.  <Cispa)
jer k=0
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Aqui,J'={j€J:aC(C}<...<C/ )} Porlahipétesis (iv), D] ;= C], ,, = AE{, donde
E]l = CC}:HH(H) #1.Sean B =Y, qi(ABy < ... <AB) y 7=Ycppj(-1)"'(D) < ... <
D/, ). Notar que gB = 07. Sea N = {E ¢ A,(G) : ENK # 1} y considerar la retraccién
r: N — A,(K) dada por r(E) = ENK. Notar que r es una equivalencia homotdpica y que

N C X por hipétesis (i). Por lo tanto,

qB =r.(gB) =r.(3(7) = 9(r-(7))

y 7+(¥) € C.(A,(K)). Como g es inversible, tenemos una contradiccion. O
Observacion 4.5.11. La demostracion funcionaria con coeficientes enteros si pudiéramos es-
coger la cadena a y el ciclo & € Z,(A,(H)) de manera que a tiene coeficiente 1 en o.

Si tomamos coeficientes en Z, entonces, en la demostracion del Lema 4.5.10, g € Z implica
que gf = 0 en la homologia de A,(K). Esto es, B es un elemento de torsién de A, (A, (K),Z).
La demostracion también funcionaria con coeficientes enteros si pudiéramos suponer que f3 no
es un elemento de torsién de A, (A,(K)), o que su orden es coprimo con el coeficiente de a en
o.

Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema 4.5.1.

Demostracion del Teorema 4.5.1. Sea G como en las hipdtesis del teorema. Entonces G =
Q1(G) y 0,(G) = 1. Por Lema 4.2.2, podemos asumir que Z(G) = 1. Sea L = 0,/(G) y su-
pongamos que L # 1. Si todo A € A,(G) actia no fielmente en L, entonces, considerando los
subgrupos de orden p, L < C(221(G)) = Z(G) = 1, una contradiccién. Por lo tanto, algiin
A € A,(G) actia fielmente en L.

Sea P = {A € A,(G) : A actia fielmente en L}. Entonces P # @. Sea P = {A,...,A,}
una extensién lineal de P tal que A; < A; implica i < j. Sea i = max{k : O,(Cg(LAy)) = 1},
con i = 0 si este conjunto es vacio, y sea Xy = A,(G) — {Ag, ..., A/}

Probaremos que X; ;1 C A,(G) es una equivalencia débil mostrando que X; C X, es una
equivalencia débil para cada j > i. Pongamos X := X;;1 = X;U{A} con A :=A;. Si B €
X-4 entonces A < By B no actda fielmente en L. Luego Cz(L) # 1. Sea N' = {E € A,(G) :
Cg (L) # 1}. Por la Observacién 3.1.12, N~ A, (Cg(L)). Entonces X~y = A,(G)>4a NN Por
el Lema 3.1.13 es homotdpicamente equivalente a A, (Ce,(1)(A)) = A,(Cs(LA)) A %, pues
0,(Cg(LA)) # 1. Por lo tanto X — {A} — X es una equivalencia débil.

Por induccion concluimos que X;;; C A,(G) es una equivalencia débil. Sea X = X, ;.
Notar que A, (LCg(L)) C X. Sii=0, entonces A,(G) ~X = N =~ A,(Cs(L)) Pero Cg(L) <G
implica 0,(Cg(L)) =1, y como L no es central en G, Cg(L) < G. Por la hipétesis inductiva,
0# H.(A,(C(L)),Q) = H.(A,(G),Q), una contradiccion. Por lo tanto, i > 0 y tenemos que
A=A,

Ahora chequeamos las hipétesis del Lema 4.5.10 con H =LA y K = Cg(LA).
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(1) Los elementos de A,(G) — X actdan fielmente en L, por lo que intersecan trivialmente a
K,

(1) HNK < Z(L) es un p’-grupo;

(111) Seaa € A,(LA)' una cadena que exhibe (QD),, en algin ciclo & € C.(A,(LA)). Enton-
ces & € C(X) pues A,(LA) C X.

(1v) Es claro pues a es una cadena full.
(V) Vale pues O,(K) =1y K <G.
Por lo tanto, H,(A,(G)) = H.(X) # 0. O

Observacion 4.5.12. Como notamos en la Observacién 4.5.11, la reduccidn anterior puede ser
llevada a cabo con coeficientes enteros si pudiéramos elegir al ciclo a € Zmp( A)-1 (A,(LA)) con
al menos uno de sus términos con coeficiente igual a 1.

Esto también funcionaria con coeficientes enteros si el ciclo no trivial B que escogimos en
la homologia de A, (K) tiene orden coprimo con el coeficiente de alguna cadena a € a.

Relacionamos este resultado con el Corolario 4.3.2, que estd enunciado en términos de
homologia con coeficientes enteros.

Corolario 4.5.13. Sea G un grupo finito. Supongamos que los subgrupos propios de G sa-
tisfacen la conjetura fuerte de Quillen y que K(S,(G)) posee un subcomplejo 2-dimensional,

G-invariante y homotopicamente equivalente a éste. Entonces G satisface la conjetura fuerte
de Quillen.

Demostracién. Tomando un contraejemplo, O,(G) = 1 y H.(A,(G),Q) = 0. Por el Teorema
4.5.1, podemos suponer que O,y(G) = 1. Como la conjetura fuerte de Quillen vale para grupos
casi simples, G no es casi simple.

Sea K tal subcomplejo. Si K tiene homologia entera libre abeliana, entonces K es Z-aciclico
y por el Teorema 4.3.1, O,(G) # 1, una contradiccién. Veamos ahora que H, (K, Z) es abeliano
libre.

Por un argumento de dimensién, H,(K,Z) y Hyo(K,Z) son grupos abelianos libres. Resta
probar que H(K,Z) es libre. Por el Teorema 3.4.1, como O,/(G) =1y G no es casi simple,
71 (Ap(G)) es un grupo libre. Por lo tanto, H (K, Z) es un grupo abeliano libre. O

Podemos extender el Corolario 4.3.3 del caso de p-rango 3 al caso de la version fuerte de
la conjetura.

Corolario 4.5.14. La conjetura fuerte de Quillen vale para grupos de p-rango a lo sumo 3.
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4.6. El caso p-rango 4 de la conjetura fuerte

En esta seccion reducimos el estudio de la conjetura fuerte de Quillen a grupos con com-
ponentes de p-rango al menos 2, y probamos que ésta vale para grupos de p-rango a lo sumo 4.
Las ideas detrds de estas demostraciones siguen bdsicamente las del Lema 4.4.2 y del Teorema
4.5.1, con el uso del Lema 4.5.10. Comenzamos con algunas observaciones generales.

Observacion 4.6.1. Sea L < Gy sea E € A,(Ng(L)). Entonces EN(LCg(L)) =1 siy solo si
E actda por automorfismos externos en L.

Supongamso que E N (LCg(L)) = 1 y que x € E actia como automorfismo interno en L.
Entonces existe y € L tal que z = y~'x acts trivially on L. Por lo tanto z € Cg(L) y x = yz €
LC(L). Como EN(LCg(L)) = 1, concluimos que x = 1.

La reciproca es inmediata.

Observacion 4.6.2. Sea G un grupo finito con C(F*(G)) = 1 y F*(G) = E(G). Notar que
Z(E(G)) = 1. Sea L una componente de G.

Si B < G estal que BNL # 1, entonces B < Ng(L). Esto vale porque si b € B entonces
L’NL > BN Les no trivial, y esto fuerzaa L’ = L.

Por otro lado, si N = 0,(Cs(L)) y K € C(G) es una componente de G, entonces o bien K €
C(Cg(L)), o K = L. En ambos casos, [N,K] =1, por lo que 1 = [N,E(G)] = [N,F*(G)] pues
E(G)=F*(G).Porlotanto N < C;(E(G)) = Cc(F*(G)) = 1. En conclusion, O,(Cg(L)) = 1.

El siguiente teorema trata con grupos con alguna componente de p-rango 1. En particular,
trata con los casos excluidos L»(23) con p = 3 y Sz(23) con p = 5 en [AS93]. Luego, este
teorema realmente representa uan extension de los trabajos de Aschbacher-Smith.

Teorema 4.6.3. Sea L < G una componente tal que L/Z(L) tiene p-rango 1. Si la conjetura
fuerte de Quillen vale para los subgrupos propios de G, entonces vale para G.

Demostracion. Supongamos lo contrario. Por el Teorema 4.5.1, 0,(G) =1 =0,(G) y L es
un grupo simple de p-rango 1. Por la Observacién 4.6.2, 0,(Cg(L)) = 1. Sea N = {E €
A,(Ng(L)) : EN(LCg(L)) # 1}. Dividimos la demostracion en dos casos.

Caso 1: A,(Ng(L)) = N. En este caso, no hay automorfismos externos de L de orden
p dentro de G, y Q;(Ng(L)) = L x Q(Cg(L)). Sea A € A,(L). Si B € A,(G)>4 entonces
B = ACg(L), por lo que A,(G)>a € A x Cg(L). Ademds, como L tiene p-rango 1, A es una
componente conexa de A,(L) y exhibe (QD), para L. Luego se verifican las hipétesis del
Lema4.2.5conH =Ly K =Cg(L).

Caso 2: A,(Ng(L)) # N Eneste caso, todo E € A,(Ng(L)) —N actda por automorfismos
externos en L por la Observacion 4.6.1, y tiene orden p porque m,(L) = 1 (ver Tabla A.4). Por
el Lema 4.6.4, podemos supoenr que L no es isomorfo a L,(23) (p = 3) ni a Sz(2°) (p = 5).
Luego m,(LE) =2y LE tiene (QD), (o sea it is connected, see Table A.4). Ademds, todo A €
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A,(LE) de orden p? es igual a Q; (S) para algtin S € Syl,(LE) por [GLS99, Chapter 4, Lemma
5.1(b)]. Asi, todo A € A,(LE) de orden p* exhibe (QD), para LE, y dos de ellos son LE-
conjugados. Tomemos un tal subgrupo A y notar que LA = LE, por lo que C(LA) = Cg(LE).
Sea K :=Cg(LE). Si B € A,(G)-4 entonces BNL # 1y B=ACp(L) <AC(LA) = AK, con
Cp(L) # 1. Esto muestra que B € A,(G)>a — r(B) = Cp(L) € A,(K) es una retraccién con
inversa C — AC. Por lo tanto, A,(G)-4 ~ A,(K). Si O,(K) = 1 entonces ya estamos por el
Lema 4.2.5 con H = LA.

Si 0,(K) # 1, entonces podemos extraer todos estos A y obtener una equivalencia homoté-
pica débil A,(G) —{A € A,(LE) : |A| = p*} — A,(G). Supongamos que la misma conclusién
vale para cualquier eleccién de E € A,(Ng(L)) — N, estoes, O,(CG(LE)) #1.SeaS={A €
A,(NG(L)) : |A| = p* actiia fielmente en L}. Entonces X := A,(G) — S < A,(G) es una
equivalencia homotopica débil. Sea A € A,(L). Si B € X4 entonces BNL > A # 1 implica que
B € A,(Ng(L)),y como B no puede actuar fielmente en L, tenemos que B = ACg(L) < ACg(L).
Como antes, X~4 ~ A,(Cg(L)) via laretraccion B — Cg(L). Sea & = (A) € Co(.A,(L)). Como
X>4 € A x Cg(L), las hipotesis del Lema 4.5.10 son verificadas con H =L, K = Cg(L) y
a=(A) = a, porlo que H,(A,(G)) = H.(X) es no trivial. O

El siguiente lema trata con algunos casos excluidos en [AS93].

Lema 4.6.4. Sea G un grupo finito tal que sus subgrupos propios safisfacen la conjetura fuerte
de Quillen. Si L es una componente de G tal que L/Z(L) es isomorfo a L,(2*) (y p=13) o
Sz(23) (y p = 5), entonces G satisface la conjetura fuerte de Quillen.

Demostracion. Supongamos lo contrarior. Luego 0,(G) = 1 = 0,/(G). Sea L tal componente.
Entonces L es un grupo simple y L 22 L,(2%) o Sz(2°), con p =3 o p = 5 respectivamente.
Notar que Aut(L) = L x C,, donde C, actiia en L por automorfismos de cuerpo. Si x € Aut(L)
es un automorfismo no interno de orden p de L, entonces x actia en L por automorfismos de
cuerpoy Cr(x) =2 S3 2 C3xCysip=3yL=21,(2%),0CL(x) 2 Cs xCysip=5tL==Sz(2%).
Esto es, Q1(C(x)) = C),.

Procedemos de manera similar al teorema anterior. Sea

N ={E € A,(Ne(L)) : EN(LCG(L)) # 1}.

Caso 1: A,(Ng(L)) = N. Este caso se sigue exactamente igual al anterior.

Caso 2: A,(Ng(L)) # N, por lo que todo E € A,(Ng(L)) — N actia por automorfismos
externos de cuerpo en L, |E| = p, LE = Aut(L) y Ng(L) = LECg(L).

Fijemos E € A, (Ng(L)) — N . Probemos que A, (G) g es contrictil. Sea C = Q(C(E)) €
A,(L) y fijemos un generador ¢ € C. Supongamos que b,b’ € C(E) son tales que c” y &
pertenecen a la misma componente L; € C(G). Entonces 1 # ¢” € Ly NL", por lo que L; = L.
Similarmente, L; = LY, Luego,

b'b™" € Ng(L)NCG(E) = Cyy1) (E) = CL(E)ECG(LE).
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Por otro lado, [C,C(E)ECG(LE)] = 1, por lo que [C,b'b~"] = 1 y por lo tanto ¢ = ¢'.
Considerar el conjunto Z = {c’ : b € C5(E)}. No es dificil mostrar que los elementos de

7 conmutan dos a dos. Sea ¢ = [[c7¢’. Entonces ¢ € E(G) y éste es un elemento no trivial de

orden p (la proyeccion a L es c). Sea C = (¢) (# 1). Notar que [C,E] = 1y C € A,(LCg(L)).

Si Be A,(G)>g y b € B, entonces b permuta los elementos de Z. En particular, éb

=y asi
[C,B] = 1. Por lo tanto A,(G)~g es conicamente contréctil via la homotopia B < CB>CE,y
entonces E es un up weak point de A,(G).

La estructura de A, (Aut(L)) puede ser descrita ficilmente: sus componentes conexas tie-
nen la forma A, (E), donde E es elemental abeliano de orden p? generador por un elemento de
orden p de L y algin automorfismo externo de cuerpo de L. Esto es porque Aut(L) = Ree(3)
o Aut(Sz(2%)) y los p-subgrupos de Sylow de estos grupos se intersecan trivialmente por el
Teorema A.1.3. En particular, para todo C € A, (L) existe un tnico Ec € A,(Aut(L)) de orden
p? tal que C < Ec,y C = Q(Cr(x)) para todo x € Ec — C.

Sif C € A, (L), entonces |C| = p y A,(G)>c =~ Ay(EcCs(L)), que es contrictil pues 1 #
Ec <Z(EcCg(LC)). En conclusién, los subgrupos del conjunto S := A, (L) U{E € A,(Ng(L)) :
E actda por automorfismos de cuerpo en L} tienen orden p y son up weak points. Luego,
X :=A,(G) — S — A,(G) es una equivalencia homoté6pica débil.

Ahora, notemos que X N.A,(Ng(L)) = A,(Ng(L)) —S y que ésta contiene a A,(Cg(L)).
Sea S’ = {F € A,(Ng(L)) : |F| = p?y actda fielmente en L}. Observar tambifen que S’ C X.
Claramente X~y = A,(G)>r ~ A,(Cg(LF)) y la retraccion r : Xop — A,(Cg(LF)) definida
por r(B) = Cg(L) es una equivalencia homotGpica.

Si 0,(Cg(LF)) # 1 para todo F € &', considerar S” = {E € A,(G) — A,(L) : E actia
fielmenteen L}, y seaY = A,(G) —S”. Entonces Y < A,(G) es una equivalencia homotdpica
débil (podemos extraer primero los puntos de S” de orden p como up weak points, y luego los
de orden p?). Notar que A, (L) C Y y tomemos C € A,(L). Si B € Y-, entonces BNL > C # 1
implica que B < Ng(L) y B £ L, y como hemos extraido aquellos que actdan fielmente en L,
B=CCg(L). Asi, Y~¢c C C x Cg(L) y por el Lema 4.5.10 aplicado al subposet Y, H = A,(L),
K=Cs(L)ya=(C)=a, H,(A,(G)) =2 H.(Y) es no trivial.

Ahora supongamos que para algin F € A,(Ng(L)) de orden p? y que actda fielmente en
L tenemos que O,(Cg(LF)) = 1. Sea oo = (F) € Co(A,(LF)). Entonces o no es un borde
en C.(A,(LF)) y F € X. Como O,(Cg(LF)) = 1, por induccién podemos tomar un ciclo no
trivial 0 # B € H,(A,(CG(LF))). Las hip6tesis del Lema 4.5.10 se satisfacen claramente con
H=LF,K=Cg(LF)y a=a=(F),y porlo tanto H.(A,(G)) 2 H.(X) #0. O

Como corolario, uno puede mostrar que [AS93, Main Theorem] se extiende a p = 5. La
obstruccién para extender este teorema a p = 3 recae en [AS93, Theorem 5.3], el cual se
demuestra para p > 3 y es fuertemente usado en el tercer paso de la demostraciéon de [AS93,
Main Theorem] (ver también la discusion en la Seccidon 4.2).
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Corolario 4.6.5. Las conclusiones del Main Theorem de [AS93] valen para p = 5.

Ahora continuamos con algunas observaciones preliminares antes de probar el caso de p-
rango 4 de la conjetura fuerte.

Observacion 4.6.6. Supongamos que H < Gy m,(H) = m,(G) =: r. Entonces tenemos una
inclusién en el grupo de homologia superior H,_(A,(H)) C H,_1(A,(G)). En particular, si
H tiene (QD), entonces lo tiene G.

SiL=L; x...xL,esun producto directo y cada L; tiene (QD),, entonces L tiene (QD),,.
Esto se sigue de la equivalencia débil A, (L) ~ A,(Ly)*...x Ap(Ly) y la descomposion ho-
mologica del join.

Observacion 4.6.7. Sea G tal que 0,(G) = 1= 0,(G) y G = Q(G). Supongamos que L es
una componente normal de G. Sea H = L x Cg(L) y sea x € G de orden p. Si x actia por un
automorfismo interno en L, entonces x = yz donde y € L'y z € Cg(L) (ver Observacién 4.6.1).
Por lo tanto, si todo elemento de orden p de G actia por automorfismos internos en L, entonces
G=Q;(G)=LxCg(L).En particular, A,(G) ~ A, (L)* A, (Cg(L)) por la Proposicién 3.1.16.
Finalmente, si .A,(Cg(L)) no es Q-aciclico entonces tampoco es .A,(G) pues A, (L) no es Q-
aciclico (por el caso casi simple de la conjetura).

Teorema 4.6.8. La conjetura fuerte de Quillen vale para grupos de p-rango a lo sumo 4.

Demostracion. Sea G un contragjemplo minimal al enunciado del teorema. Entonces G =
Q1(G), my(G) =4, 0,(G) =1 =0,(G) y H.(A,(G),Q) = 0 por el Teorema 4.5.1 y el Co-
rolario 4.5.14. Estas hipétesis implican que F*(G) = L; X ... X L, es el producto directo de
grupos simples de orden divisible por p. Por el caso casi simple de la conjetura, n > 2, y por
el Lema 4.4.1 n < 4. Por el Teorema 4.6.3, podemos suponer que G no tiene componentes de
p-rango 1, por lo que m,(L;) > 2 para todo i, y esto fuerza an =2, con m,(Li) =2 = m,(Ly).

Por la Observacién 4.6.7, si G tiene una componente normal L; entonces algin elemento
de orden p de G actiia por automorfismos externos en L; y en particular p | | Out(L;)|.

Si tanto A, (L) como A,(L,) son conexos, entonces L; y L, tienen (QD), y asi F*(G)
tiene (QD) ), llevando a una contradiccién por la Observacién 4.6.6. En consecuencia, podemos
asumir que A, (L) es disconexo, es decir L; tiene un subgrupo fuertemente p-embebido. Por
la Tabla A.4, L es isomorfo a uno de los siguientes grupos:

1. [,(2%)=As0U3(2*) conp=2,0

2. L3(2%) con p = 3.

Estamos usando el hecho de que si p es impar entonces L; es normal en Gy p | |Out(L;)|.
Lidiamos con cada caso por separado.
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1. p=2yL; = As o U3(2%). Supongamos que alguna involucién x € G permuta L; con
L, (o sea no son normales en G). Sea X = (x). Notar que F*(G) < Ng(L1) y G =
Ng(Li)X. Como m;(A»(F*(G)X)) es un grupo libre no trivial por el Teorema 3.4.8,
F*(G) < Ng(Ly) (que es un subgrupo de Aut(L;) x Aut(L,)). Podemos suponer que
Ng(Ly) = Q1 (Ng(Ly)) y entonces, Ng(L1)/F*(G) es un subgrupo no trivial de C; x C».

Como my(Aut(U3(2%))) =3y Ss x Ss tiene (QD), y 2-rango 4, Ng (L) = F*(G){¢) don-
de ¢ es una involucién actuando por un automorfismo externoen L1 y L. Si L) = Us (22),
entonces my(Cr, (9)) =2y ma(L1(9)) =3 = ma(L2(9)). Esto lleva a que my(Ng(L1)) =
5, una contradiccién. En consecuencia, G = ((As x As) x (¢)) x X, donde ¢ actda en
cada copia de A5 como una involucién externa y X permuta las copias de As.

Una demostracién similar a la de los Ejemplos 4.4.9 y 4.4.10 muestra que i(.A,(G)) tiene
altura 2, llevando a una contradiccion cuando es combinada con el Corolario 4.5.13 en
este contexto. También puede ser testeada con GAP [GAP18, FPSC19].

Por lo tanto, podemos suponer que L; < G.

Considerar H =Ly x Cg(Ly), y N = {E € A»(G) : ENH # 1}. El complemento S :=
A(G) — N consiste de subgrupos de orden 2 pues de otra manera Q;(Aut(L;)) < G
(ver Observacion 4.6.7) y asi G = Q;(Aut(L;)) x G, para algin G, < Aut(L;). Sus
links son A>(G)>g ~ A2(Cr, (E)) * A2(Co(L1E)), para E € S. Si todos estos links son
homotépicamente tr{vviales entonces ya estamos. Supongamos que no todos lo son, por
lo que en particular para algtin E € S tenemos que O, (Cg(LiE)) = 1.

Los centralizadores de las involuciones externas de L; = As y U3(2%) son Sz y As res-
pectivamente, los cuales tienen poset de 2-subgrupos disconexo. Notar que m,(S3) = 1.

Como Ss tiene (QD),, 2 = ma(As) = ma(Ss) y As no tiene (QD),, para todo involucién
x € S5 — As existe una involucién y € As tal que (x,y) exhibe (QD); en Ss.

Si L; = As entonces todo E € A(G) — N actiia por automorfismos externos en L; y por
lo tanto, para algin A € A, (L), AE exhibe (QD), para LiE = Ss. Fijemos E € S con
0,(C6(L1E)) =1y tomemos A € Ay(L;) con |A| = p y AE exhibiendo (QD), para L|E.
Entonces L E = L,AE tiene (QD), exhibido por AE 'y O,(Cg(L1AE)) = 0,(Cg(L E)) =
1. Las hipétesis del Lema 4.2.5 pueden ser chequeadas y por lo tanto H, (A>(G),Q) # 0.

En consecuencia, L; = U3(2?) y L, 2 As. Ademds, existe alguna involucién x € G que
actia por automorfismos externos tanto en L; como en L, por la Observacién 4.6.7.
Como Cy, (x) = Cy,(22)(x) = As tiene 2-rango 2, debe ser que Cy, (x) tiene 2-rango 1y
esto fuerza a que L, = L,(g) con ¢ impar y x induciendo automorfismos diagonales en
L, (ver [GLS98, Theorem 4.10.5]).

Supongamos que existe una involucién ¢ € Cg(L;) actuando por automorfismos de cuer-
po externos en L, = Ly(r*), con r un primo impar. Entonces C,(¢) = Ly(r*/?) tiene
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2-rango 2,y asi L} X (Lp(¢)) < H tiene 2-rango al menos 5, una contradiccién. En con-
secuencia Cg(L;) no contiene ninguna involucién que actie como automorfismos de
cuerpo en L. Por el razonamiento anterior, una involucién externa tanto de L; como de
L, debe actuar por automorfismos diagonales en L,. Esto muestra que G no contiene
automorfismos de cuerpo de L; y en particular, G < Aut(L;) x Inndiag(L;).

Tomemos A € A>(L,) exhibiendo (QD), para L,. Como L, < G, deducimos que O,,(Cg(LoA)) =
0,(Cs(L2)) =1,y si B € A,(G)>a, entonces B/Cg(L,) < Inndiag(L,), que tiene 2-

rango 2. Luego Cp(Ly) # 1 y B = ACg(Ly). Por el Lema 4.2.5 aplicado a H =L, y

K =Cg(La), H:(A2(G),Q) # 0.

2. Supongamso que p =3y L; = L3(22).

Notar que m3(Ly) =2, Out(L3(2%)) & D1y = C3 x (C3 x C>) y Inndiag(L3(2%)) =2 L3(22) x
C3, por lo que sin pérdida de generalidad G < Inndiag(L3(22)) x Aut(L,). También pode-
mos asumir que G no es el producto directo de grupos casi simples y que algin elemento
x € G— L, de orden 3 actda por automorfismos diagonales en L; = L3(2?) y por automor-
fismos externos en L,. Sea C = (x). Observar que (L; X L, )C contiene todo automorfismo
diagonal no interno de L1, y todo tal automorfismo actda no trivialmente en L,.

Como A3(L3(2?)) es disconexo pero Aj3(L3(2%)C) es un poset conexo (no simplemente
conexo) de altura 1, cambiando C por otro automorfismo diagonal no interno de L; =
L3(2%) (que estd en (Ly x Lp)C), para algtin A € A3(Cy, (C)), AC exhibe (QD)3 para L;C
(esto vale pues CL3(22)(C) = As 0 C7 x C3 por cdlculo directo). Sean H = L; x Cg(L;)
y N ={E € A3(G) : ENH # 1}. Entonces S := A3(G) — N consiste de elementos
minimales actuando por automorfismos diagonales no internos en L; = L3(22).

Recordar que A3(G)>k =~ A3(Cr, (E) x CG(L1E)) ~ A3(Cpy2)(E)) ¥ A3 (Co(LIE)) y
C6(LiE) =Cg(LiC), para E € S. Si 0,(Cs(L1C)) ;Z 1 entonces A3(G) =~ N ~ A3(H)
y ya estamos. De otra manera, C € S, O,(Cg(L1C)) = 1 y para algiin A g Az(Cr, (0)),
AC exhibe (QD)3 para L;C. Por el Lema 4.2.5 con H = L;(AC) y K = Cs(L(AC)) =
Co(LiC), H.(A3(G),Q) # 0.

O

Esto concluye la demostracién del caso de p-rango 4.
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A.1. Grupos finitos simples

Por la clasificacién de grupos finitos simples (CGFS), todo grupo simple pertenece a una

de las siguientes familias:
1. Grupos ciclicos C), de orden p primo (los grupos simples abelianos),
2. Grupos Alternos A, conn > 5,
3. Grupos simples finitos de tipo Lie,
4. Los 26 grupos Espordadicos.

Recordar que un grupo finito G tiene un subgrupo fuertemente p-embebido si existe M < G
tal que M|, = |G|, y MNM? es un p’-grupo para todo g € G— M. Por los resultados de Quillen
(ver Proposicién 3.1.1), G posee un subgrupo fuertemente p-embebido si y solo si A,(G) es
disconexo. El siguiente teorema clasifica los grupos con esta propiedad.

Teorema A.1.1 ([Asc93, (6.1)]). El grupo finito G tiene un subgrupo fuertemente p-embebido
(es decir A, (G) es disconexo) si'y solo si 0 bien 0,(G) =1ym,(G) =1,0Q(G)/0,(21(G))

es uno de los siguientes grupos:
1. Simple de tipo Lie y rango de Lie 1 en caracteristica p,
2. Ay, conp>5,
3. Ree(3), L3(2%) 0 My con p =3,
4. Aut(Sz(2%)), 2F4(2)', McL, o Fi con p =5,
5. Jyconp=11.

Observacion A.1.2. Los grupos simples de tipo Lie y Lie rango 1 son los grupos Ly (g), Usz(q),
Sz(q) y 2G»(q). En caracteristica 2, estos son Ly(2"), U3(2") y Sz(2") y son los tnicos grupos
simples con un subgrupo fuertemente 2-embebido. No hay grupos simples de 2-rango 1 (ver
[GLS98, Theorem 4.10.5(a)]).
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De esta lista podemos concluir que si L es un grupo simple con un subgrupo fuertemente
p-embebido entonces sus p-subgrupos de Sylow se intersecan trivialmente. Esto se deduce de
[GLS98, Theorem 7.6.2]. Ver también [Sei82, Theorem 7].

Teorema A.1.3 ([GLS98, Theorem 7.6.2]). Si G tiene p-rango 1 o es uno de los grupos casi

simples del Teorema A.1.1, entonces los p-subgrupos de Sylow de G se intersecan trivialmente.

A.1.1. Grupos simples finitos de tipo Lie

La familia de grupos simples de tipo Lie es la familia mds grande de grupos simples, y
frecuentemente se la subdivide en las siguientes subfamilias:

Clasicos: L,(q), B.(q), Cu(q), Dn(q).Un(q), an(Q);
Excepcionales: Es(q), E7(q), Es(q), F4(q), G2(q);
(No clasicos) Twisteados: Sz(2™), Ree(3™), *D4(q), 2F4(2™), 2Es(q).

Aqui, g = p/, donde p es un nimero primo, y, por ejemplo L, (q) es el grupo especial lineal
proyectivo definido sobre el cuerpo finito de g elementos F,.

Llamamos a los grupos L,(q), Bu(q), Ci(q), Dn(q) los grupos cldsicos no twisteados o
grupos de Chevalley no twisteados. Los grupos U,(q), *D,(q), *Es(q), *D4(q) son variaciones
de Steinberg (que son twisteados). Los grupos excepcionales son E¢(q), E7(q), Es(q), Fi(q),
G(g) (y no son twisteados). Los grupos de Suzuki-Ree son los grupos Sz(q), >F4(q) y Ree(q)
(son twisteados).

En la Tabla A.1 damos los nombres y 6rdenes de los diferentes grupos finitos simples de
tipo Lie. Denotamos por (a,b) al mdximo comtin divisor entre los enteros a y b.

Los siguientes grupos que aparecen en la Tabla A.1 no son simples. Ver [GL8&3, (3-1)].

= [5(2) y L»(3) son resolubles.

= U3(2) es resoluble.

= Sz(2) es resoluble.

= B;(2) no es simple, pero B, (2)’ si.
= G,(2) no es simple, pero G(2)’ si.

= 2F,(2) no es simple, pero 2F4(2)’ si y es llamado el grupo de Tits. Su grupo de automor-
fismos externos es C».

= Ree(3) no es simple, pero Ree(3)’ si.
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Grupo Orden Otros nombres
Grupos clasicos no twisteados de tipo Lie
[ )
q i+1 PSL.(9),
L,(q),n>2 —_ —1
() Ve g(q ) A ()
2
q' Yoo O2n+1(9)
Bu(q),n>2 11" —1) :
(2,9—1) 1 Q4+1(¢)(q impar)
2
qn n 2i
Cu(q),n>3 1 1¢ -1 PSp,,(q
(a) oreyd Gl (@)
(n—1) 1) 2=l
q q"—1)
Dy(q),n>4 € q(_ ; H q'—1) 03,(9), PQ3,(9)
Variaciones de Steinberg
n(n 1)
- PSU,(q)
Un n> 3 1+1 1+1
n an(qz)
s - qn(nfl)(q +1) n—1 2 i
- PQ;, (q)
36(,12_ 9 8 _ 6__ 5 2_
2E6(q) 7°(q“—1)(q +1)(rg3’qi)§? D(g+1)(g"°=1) 2E6(q?)
3Dy(q) q%(¢"+q* +1)(¢°—1)(¢* - 1) *Dy(q’)
Grupos de tipo Lie excepcionales
36,12 9 8 6 5 2
E 7°(¢ =)@ -1)(¢"—1)(¢°~1)(¢’=1)(¢°=1)
o) q“(q‘s—l)(414—1)(q12—15(1;°)—1)(qg—l)(qé—l)(qz—l)
E7(‘1) 2.4-1)
Ex(a) q"(¢° = 1)@ = 1)(¢* - 1)(¢" ~ 1)
(" =1)(¢"” - 1D(¢" - 1)(¢*— 1)
Fy(q) (g - 1)(¢* —1)(¢°—D(¢*~ 1)
Ga(q) ¢°(¢°—1) (¢’ — 1)
Grupos de Suzuki-Ree
SZ(22"+1),nZ 1 q2(q2+1)(q—1),q=22"“ 232(22n+1)
PR (22 ), n >0 | ¢"(¢°+1)(¢" —1)(¢* +1)(g — 1), ¢ =2""""
Ree(32n+1)’n20 q3(q3+1)(q_1)’q:32n+1 2G2(32n+1)

Cuadro A.1: El orden de los grupos finitos de tipo Lie y sus nombres.

Existen algunos isomorfismos entre los grupos simples de las diferentes familias, y estdn
dados en el siguiente teorema. Ver [GL83, (3-2) & (3-3)].

Teorema A.1.4. Tenemos los siguientes isomorfismos entre las diferentes familias:
L2(2) =~ Ss; L2(3) = Ay L2(22) = L2(5) =~ As
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Ly(3%) = By(2) = Ag:  By(2)=Se; Ly(2) = Ag;
Ly(7) = L3(2); L(2%) =Ree(3); B,(2™)=C,(2™)
By(3) = Us(2); Us(3)=Gr(2)
Ba(q") = Ca(q"); Ds3(q") = La(q"); *Ds(q") =Ua(q"); *Da(q") = La(q™")

En la Tabla A.3, describimos brevemente los grupos de automorfismos externos de los
grupos finitos simples de tipo Lie. Adoptamos la convencién de [GL83, Section 7] para los
nombres de los diferentes automorfismos de un grupo de tipo Lie, que de hecho sigue [Ste68].
Referimos a [GL83] para mds detalles sobre los automorfismos de los grupos de tipo Lie.

Sea L un grupo finito simple de tipo Lie definido sobre el cuerpo de g elementos [F,.
Un automorfismo de L es interno (o inner) si esta en Inn(L) = L/Z(L). Un automorfismo
interno-diagonal (o inner-diagonal) de L es un automorfismo de L que es un producto de un
automorfismo interno con uno diagonal (en el sentido de [Ste68]). El grupo de automorfis-
mos interno-diagonales de L es denotado por Inndiag(L). Tenemos que Inndiag(L) < Aut(L) y
Outdiag(L) = Inndiag(L)/Inn(L). Los elementos de Inndiag(L) — Inn(L) se llaman automor-
fismos diagonales. Hay un subgrupo ®; < Aut(L) que esencialmente es el grupo de automorfis-
mos del cuerpo de definicién. Esto es, ®; = Aut([F,) excepto si L es una variacion de Steinberg,
que en tal caso @, = Aut(F ) si L = Uy(q), ’D,(q) 0 %Es(q), y &1 = Aut(F ) si L= 3Dy(q).
Notar que ®;, es siempre un grupo ciclico. Hay un subgrupo I';, < Aut(L) que consiste de los
automorfismos de grafo, isomorfo al grupo de simetrias del diagrama de Dynkin de L. Podria
haber muchas elecciones para ®; y I';. Fijamos una de ellas. Entonces [®,,I';] =1y &I, es
un subgrupo de Aut(L). Los elementos de ®; y sus conjugados son llamados automorfismos de
cuerpo (o field automorphisms). Los elementos de ®;1'; — ®; que generan un grupo (ciclico)
disjunto de I'z, junto con sus conjugados en Aut(L), se llama automorfismos de grafo-cuerpo
(o graph-field automorphisms). Los elementos de I'; Inndiag(L) — Inndiag(L) son automorfis-
mos de grafo (o graph automorphisms), excepto si L = Bz(q), Fi(q) 0 Ga(q) y I'L # 1, que
en tal caso los elementos de ®;I'; — P, son llamados automorfismos de grafo-cuerpo. Si L es
una variacién de Steinberg U,(q), 2D,(q), *Es(q) 0 3D4(q), entonces &, es ciclico de orden
2f,2f,2fy 3f respectivamente y los elementos de orden no divisible por 2, 2, 2'y 3 resp. (y
sus conjugados) son llamados automorfismos de cuerpo. El resto de los elementos de ®;, son
llamados automorfismos de grafo.

El grupo Aut(L) es una extension split Inndiag(L) : (&, x ') y su grupo de automorfismos
exteriores es Outdiag(L) : (&, x I'). Estos tres grupos son ciclicos excepto para D,(q) con g
impar, donde Outdiag(D,(q)) = C» x C, y si n =4 entonces ', = S3.

Todo automorfismo de L se puede escribir como i.d.f.g, donde i es un automorfismo inte-
rior, d es diagonal, f es de cuerpo y g es un automorfismo de grafo.

Ponga ¢ = p/, con p primo. Adoptamos la convencién de que n denota al grupo ciclico de
orden n, y n™ es el producto directo C,".
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Grupo ‘ Estructura del Out
Grupos clasicos no twisteados de tipo Lie
2,g—1):(f,1 n=72
Lhns2 2q-1): (£1)
(nyg—1):(fx2) n>2
2,g—1):(f,1 imparon > 2
By(g).n>2 (2,¢—=1):(f,1)  gimp
(2,g—1):(fx2) gpar,n=2
Cu(q),n=3 (2,g—1):(f,1)
(2,g—1)2:(fxS;) n=4
Dy(q),n>4 (2,g—1)?:(fx2) n>4par
(4,4"—1):(fx2) nimpar
Variaciones de Steinberg
*Da(q),n >4 (4,9"+1):(21,1)
*Eo(q) (B,q+1): (211
3D4(Q) 1a3f>1
Grupos excepcionales de tipo Lie
Es(q) B,g—1):(f*x2)
E7(Q) (2aq71)(f’1)
1.f,1 q impar
Fy(q)
1.(fx2) gqpar
Lf.1 p#3
Ga(q)
1.(fx2) p=3
Grupos de Suzuki-Ree
Sz(2*+1), n > 1 1.2n+1),1
1.2n+1),1 0
2F,(22 ), 0> 0 (2n+1),1 n#
1,2,1 n=20
Ree(3"t1),n>0 1.(2n+1),1

Cuadro A.3: Estructura de los automorfismos externos de los grupos simples de tipo Lie.

La siguiente tabla resume los p-rangos y la estructura de los automorfismos externos para
los grupos de la lista del Teorema A.1.1. En cada caso, ¢ = p® es el orden del cuerpo de

definicion.

125



APENDICE

Grupo G | Orden | owG) | my(G) | m,(Ou(G))
Grupos de p-rango 1
G ‘ ‘ p-Sylow ciclico ‘ 1 ‘ <1
Lie rango 1 en caracteristica p
Ly(p*) ] (2.4—1)%C, a =my(C,) <1
U () PG| (B | 7 ";j (o) <1
, 2 b
Sz(2¢4), aimpar | ¢*(¢*+1)(g—1) C, a 0
Ree(34), aimpar | ¢*(¢*+1)(g—1) C, 2a =m,(C,) <1
Grupos alternos, p > 5
Asy 2ot G 2 | 0
Excepciones con p =3
Ree(3) 23337 1 2 0
L3(4) 203257 Di, 2 1
My 2432511 1 2 0
Excepciones con p =5
Aut(Sz(32)) 21053 31,41 1 2 0
2F4(2) 211335213 G, 2 0
McL 2736537.11 G 2 0
Fip, 217.39.527.11,13 G, 2 0
Excepciones con p =7
Ja 1 1 0

Cuadro A .4: Estructura de grupos con un subgrupo fuertemente p-embebido y sin p’-core.

A.1.2. Grupos Esporadicos

En la siguiente tabla listamos los 6rdenes de los grupos esporadicos. El grupo de automor-
fismos externos de un grupo esporadico es o bien el grupo trivial o el grupo ciclico C;. Muchos
de ellos llevan los nombres de los matemadticos que los descubrieron.
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Grupo ‘ Out ‘ Otros nombres
Grupos de Mathieu
My, 1
M12 2
M 27325711 2
My 27.3257,11,23 1
Mo, 210335711 1
Grupos de Janko
i 23.3,5,7,11,19 1
Jz 2
5 27.355.17,19 2
A 221 335.7,11°,23,29,31,37,43 1
Grupos de Conway
Coy 221 39 5% 72 11,13,23 1 1
Co, 218 3653 7.11,23 1 2
Cos 2103753 7.11,23 1 3
Grupos de Fischer
Fip, 217.39527.11,13 2 M(22
Fiss 218 313 527 11,13,17,23 1 M(23
Fib, 221 316,52 73 11,13,17,23,29 2 M(24)
HS 293253711 2
McL 273653711 2 Mc
He 21033 5273 17 2 F
Ru 21433 53.7.13,29 1
Suz 2133752 11,13 2
O’N 293%573,11,19,31 2 ON
HN 21436567 11,19 2 Fs
Ly 28.37.56.7,11,31,37,67 2
Th 215310 53 7213.19,31 1 F;
B 241 313 56 72 11,13,17,19,23,31,47 1 )23
M | 24632059 76112.133,17,19,23,29,31,41,47,59,71 | 1 F

Cuadro A.5: Orden y estructura del Out de los grupos Esporadicos.

En la Tabla A.6 listamos los p-rangos de los grupos Esporadicos. Las celdas vacias signifi-

can que el p-rango es a lo sumo 1.
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L | m(L) | m3(L) | ms(L) | my(L) | mu(L) | mi3(L)
My 2 2
Mi> 3 2
.76%) 4 2
M»3 4 2
My, 6 2
J1 3
J 4 2 2
J3 4 3
Jq 11 2 2
Cop 11 6 3 2
Co, 10 4 2
Cos 4 5 2
Fip 10 5 2
Fias 11 6 2
Fib, | 11 7 2 2
HS 4 2 2
McL 4 4 2
He 6 2 2 2
Ru 6 2 2
Suz 6 5 2
O’N 3 4 2
HN 6 4 3
Ly 4 5 3
Th 5 5 2 2
B 12to 18 6 3 2
M 13t0 22 8 4 3 2 2

Cuadro A.6: El p-rango de los grupos Esporadicos.

A.2. Coédigos en GAP

En esta seccién presentamos algunos codigos de programacién en GAP que hemos usado

para calcular los ejemplos. Usamos el paquete [FPSC19], cuyo cédigo puede encontrarse en el

repositorio de github.
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A.2.1. Calculando el core de un poset
Usando el paquete [FPSC19], podemos calcular su core en GAP de la siguiente manera.

gap> LoadPackage ("posets");;
gap> G:=AlternatingGroup (5);;
gap> p:=2;;

gap> P:=QuillenPoset (G,p);
<finite poset of size 20>
gap> Core(P);

<finite poset of size 5>

Si G =S31C; con p =2, por el Ejemplo 1.3.4, A,(G) y S,(G) no son homotSpicamente
equivalentes. Hemos calculado sus cores con el siguiente programa en GAP. Este grupo G
tiene id (72,40) en la libreria SMALLGROUPS de GAP.

gap> G:=SmallGroup (72,40);
<pc group of size 72 with 5 generators>
gap> p:=2;

2

gap> StructureDescription(G);
"(S3 x S3) : C2"

gap> ApG:=QuillenPoset (G,2);
<finite poset of size 39>
gap> SpG:=BrownPoset (G,2);
<finite poset of size 57>
gap> Core (ApG);

<finite poset of size 39>
gap> Core (SpG);

<finite poset of size 21>

El siguiente c6digo computa el core de los posets de p-subgrupos del grupo del Ejemplo
1.3.17, que corresponde al contraejemplo a la pregunta de Stong. Este tiene id (576,8654) en
la libreria SMALLGROUPS de GAP.

gap> G:=SmallGroup (576 ,8654);

<pc group of size 576 with 8 generators>
gap> ApG:=QuillenPoset (G,2);

<finite poset of size 321>

gap> Core (ApG);

<finite poset of size 100>

gap> RpG:=RobinsonPoset (G,2);

<finite poset of size 48431>

gap> Core (RpG);

<finite poset of size 2065>
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gap> SdApG:=FacePoset (OrderComplex (ApG));
<finite poset of size 3287>

gap> Core (SdApG);

<finite poset of size 631>

También podemos computar el poset de drbitas de las subdivisiones de los posets de p-
subgrupos. En el siguiente ejemplo calculamos el core de A, (G)’/G cuando G es el grupo del
Ejemplo 1.3.17 con p = 2.

gap> G:=SmallGroup (576 ,8654);

<pc group of size 576 with 8 generators>

gap> OrbitSdApG:=0rbitSubdivisionPosetOfElementaryAbelianpSubgroups(G,2);
<finite poset of size 9>

gap> Core(OrbitSdApG);

<finite poset of size 1>

En el siguiente ejemplo computamos el core de S,(G)’/G cuando G =PSL,(7) y p = 2.

gap> G:=PSL(2,7);

Group ([ (3,7,5)(4,8,6), (1,2,6)(3,4,8) 1)

gap> OrbitSdSpG:=0rbitSubdivisionPoset0fpSubgroups (G,2);

<finite poset of size 19>

gap> Core (0rbitSdSpG);

<finite poset of size 13>

gap> OrbitSdApG:=0rbitSubdivisionPoset0fElementaryAbelianpSubgroups (G,2);
<finite poset of size 5>

gap> Core (O0rbitSdApG);

<finite poset of size 1>

A.2.2. Calculando el grupo fundamental

El siguiente programa computa el grupo fundamental de un poset de p-subgrupos.

gap> G:=AlternatingGroup (9);

AltC L1 .. 91)

gap> BpG:=BoucPoset (G,3);

<finite poset of size 2324>

gap> pil:=FundamentalGroup (BpG);

<fp group of size infinity with 2997 generators>
gap> NonFreePart (pil);

Free group of rank 2997.

<pc group of size 1 with O generators>

Aqui, la funcién NonFreePart toma un grupo finitamente presentado Q = (X |R) y devuel-
ve el grupo finitamente presentado (X’|R) donde X’ consiste de aquellos elementos de X que
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aparecen en alguna relacién de R. Cuando el conjunto de relaciones es vacio, devuelve el grupo

trivial e informa que el grupo es libre de rango |X|. En caso contrario, imprime el rango de la

parte libre, o sea |X|— |X’|, y devuelve el grupo finitamente presentado (X'|R).

NonFreeP

art := function (Q)

local a, r, v, F, code, involved_generators, rels,

rels

rels

rels

1, rels_coded, relators_coded;

:=Relators0fFpGroup (Q);;
1:=List(rels,LetterRepAssocWord);;

involved_generators:=Set(List (Set(Concatenation(relsl)),AbsInt));;

code

end ;;

:=function (x)
if x > 0 then

return PositionSorted(involved_generators,x);
else

return - PositionSorted(involved_generators,-x);
fi;

s

if Size(involved_generators) > 0O then

else

fi;

end;;

Print ("The free part has rank ",

Size (Generators0fGroup(Q)) - Size(involved_generators),

F:=FreeGroup(Size(involved_generators));
a:=Generators0fGroup (F) [1];
relators_coded:=List(relsl, r-> List(r,code));
rels_coded:=List (relators_coded,

v-> AssocWordByLetterRep (FamilyObj(a),v));

return F/rels_coded;

Print ("Free group of rank ",Size(GeneratorsOfGroup(Q)),

return TrivialGroup ();

ll.\nll);

|I.\nll);

Con este programa podemos calcular el grupo fundamental de A, (G) con G= Aoy p = 3.

gap> G:=
Alt(C [ 1
gap> BpG
<finite

gap> pil

AlternatingGroup (10);
91)

:=BoucPoset (G,3);

poset of size 24620>

:=FundamentalGroup (BpG);

<fp group of size infinity with 25242 generators>

gap> Q:=
The free

NonFreePart (pil);
part has rank 25200.

<fp group of size infinity with 42 generators>

131



APENDICE

El grupo Q es no libre pues tiene relaciones de conmutacidn no triviales y su abelianizacién
es abeliana libre de rango 42.

gap> A:=AbelianInvariants(Q);;
gap> Size(A);

42

gap> Unique (A);

[ 01

gap> Size (Relators0fFpGroup(Q));
861

gap> RelatorsO0fFpGroup(Q){[1..2]1};
[ f41--1%f36"-1xf41xf36, f38~-1*xf34~-1%xf38*f34 ]

El cédigo muestra que el tnico invariante abeliano de Q es 0, esto es, el grupo ciclico
infinito Z, y que hay 42 copias de éste. Esto significa que la abelianizacién de Q es Z*2.
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Grupos y acciones

Sean G, H y N grupos y sea X un G-conjunto.

A, el grupo alterno en n letras

C, el grupo ciclico de orden n con notacién multiplicativa
D, el grupo diedral de orden n

F, el grupo libre de rango n

L,(q) es PSL,(q)

PSL,(q) el grupo especial lineal proyectivo sobre el cuerpo F,
PSU,(q) el grupo especial lineal unitario sobre el cuerpo I,

Sy el grupo simétrico en n letras

Sz(q) para ¢ = 22"*! denota el grupo de Suzuki sobre el cuerpo F,

Un(q) es PSU,(q)

F, cuerpo finito de orden ¢

Zy, el grupo ciclico de orden n con notacién aditiva

|G| el orden de G

lg| elordende g € G

|Gl la w-parte del orden de G, con & conjunto de primos

Aut(G) grupo de automorfismos de G

Inn(G) grupo de automorfismos internos de G

Out(G) grupo de automorfismos externos de G

Inndiag(G) el grupo de automorfismos externos diagonales de un grupo finito de tipo
Lie G

Outdiag(G) el grupo de automorfismos interno-diagonales de un grupo finito de tipo Lie
G

HLZG un subgrupo de G

H<G un subgrupo propio de G

NG un subgrupo normal de G

NG un subgrupo propio normal de G
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NcharG
Ng(H)
Co(H)
(G, H]
[G:H]
NxH
NxH
N:H
NH
N.H
G/H
(S)
Cl(g)
he

HS
(g, ]
G/
F(G)

un subgrupo caracteristico de G

el normalizador de H en G

el centralizador de H en G

el conmutador de Gy H

indice de H en G

producto directo de N por H

extension split de N por H

extension split de N por H

extension split interna de N por H

extension no-split de N por H

conjunto de coclases a derecha o grupo cociente si H < G
subgrupo generador por S C G

clase de conjugacién de g

=g 'hgparag,he G

=g 'HgparaH <G

el conmutador ghg~'h~!

subgrupo derivado de G

subgrupo de Fitting de G

subgrupo de Fitting generalizado de G

el layer de G

el subgrupo de Frattini de G

el centro de G

el p-subgrupo normal més grande de G

el p’-subgrupo normal més grande de G

el subgrupo normal més chico de G con G/OP(G) un p-grupo
el subgrupo normal mds chico de G con G/O” (G) un p/-grupo
para un primo fijo p, el subgrupo de G generado por los elementos de orden
p

el conjunto de p-subgrupos de Sylow de G

es |Syl,(G)]

el p-rango de G

es 10gp(\G]p)

el producto libre de A y B

una accién de grupo de G sobre X (a derecha)

el elemento g € G actuando en x € X

la 6rbita de x € X

el estabilizador (o grupo de isotropia) de x € X

el conjunto de puntos fijos de H C G sobre Y C X
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V& el conjunto {y8:y €Y, g€ G}si¥Y CX
CGFS Clasificacién de los grupos finitos simples

Espacios topologicos

Sean X e Y dos espacios topologicos.

D" el disco unitario en R”

Sr la esfera unitaria en R"+!

X~Y significa que X e Y son homotépicamente equivalentes

X=~Y significa que hay un espacio Z junto con equivalencias débiles Z — X y
! ZY

XY equivalencia débilde X a Y

X" el n-esqueleto del CW-complejo X

Posets y complejos simpliciales

Sean X,Y dos G-posets y K, L dos G-complejos simpliciales.

IK| la realizacién geométrica de K

K(X) el complejo de orden de X

X (K) el poset de caras de K

x la n-ésima subdivision o poset derivado de X
K™ la n-ésima subdvidisién de K

Lk(v,K) el link del vértice ven K

St(v,K) el star abierto del vértice v en K

Xox ={rex:y>x}

X>x :{yEXZyZX}

FY esXo MY siY CX

EY esXo,NYsiY CX

Xox ={reXx:y<x}

X<x ={yeX:y<x}

uY esX,NYsi¥Y CX

ur esXo,NYsi¥ CX

fly ={x € X: f(x) <y} eslafibra del morifsmo f: X — Y bajoy
fly ={x€X: f(x) >y} es la fibra opuesta del morfismo f : X — ¥ bajoy
Ux el mapa de McCord’s de |[IC(X)| a X

Xop el poset X con el orden opuesto

x=<y el elemento x € X estd cubierto pory € X
h(x) laalturade x € X
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h(X)
Max(X)
Min(X)
X\vY
Y 7'X
X\ y
XNY
Y X

XN\ Y

Y /X

XA~AY

Xy
XNy
XAy

la altura de X

los elementos maximales de X

los elementos minimales de X

colapso fuertede X aY C X

expansion fuertede Y C X a X

colapso fuerte G-equivariantede X aY C X
colapso elemental simplede X aY C X
expansion elemental simplede Y C X a X
colapso simplede X aY C X

expansién simplede Y C X a X

X e Y tienen el mismo tipo homotépico simple
colapso elemental simple G-equivariante de X aY C X
colapso simple G-equivariante de X aY C X

X e Y tienen el mismo tipo homotépico simple G-equivariante

Familias de posets y complejos simpliciales

Ap(G)

el poset de Quillen de p-subgrupos elementales abelianos no triviales de G
el poset de Bouc de p-subgrupos radicales de G

el commuting complex de G en p

el poset de Brown de p-subgrupos no triviales de G

el subcomplejo de Robinson de (S, (G)) con cadenas (Py < ... < P,) tales
que P; < P, para todo i

el poset de elementos P € S,(G) tales que P IS si S € Syl,(G)yP<S
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