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Álgebras de operadores en espaciosLp asociadas a grafos orientados

Resumen

Esta tesis está dedicada al estudio de representaciones por operadores acotados en espa-
ciosLp del álgebra de LeavittLQ de un grafo.

SeanQ un grafo orientado finito por filas yLQ su álgebra de Leavitt sobreC. Para
p ∈ [1,∞) consideramos la noción de representación espacial deLQ por operadores lineales
y acotados en un espacioLp(X, µ), que generaliza la introducida por N. C. Phillips par el caso
en queQ es la rosa ded pétalos, yLQ el álgebra de LeavittLd.

Para cadap consideramos la completaciónOp(Q) deLQ bajo la norma

‖a‖ := sup
ρ espacial

‖ρ(a)‖ (a ∈ LQ).

Probamos que siLQ es simple yρ es unaLp representación espacial no nula deLQ en-
tonces‖a‖ρ := ‖ρ(a)‖ no depende deρ. En particular siLQ es simple,Op(Q) = ρ(LQ) para
cualquier representación espacial no nulaρ.

Probamos que siQ y F son dos grafos finitos por filas, yp y q distintos, no existe un
morfismo continuo deOp(Q) enOq(F).

Probamos además queOp(Q) es simple si y sólo siLQ lo es. Aquı́, unaLp álgebra de
operadoresA se dice simple si todo morfismo no nulo deA en otraLp álgebra de operadores
es inyectivo. Esta definición de simplicidad no coincide con la de álgebras de Banach, pues
podrı́an existir ideales cerrados que no sean el núcleo de un morfismo contractivo entreLp

álgebras de operadores, al contrario de lo que sucede en el caso deC∗-álgebras.
Probamos que existe una biyección entre la clase de idealesS1 invariantes enOp(Q) y

el conjunto de subconjuntos de vértices hereditarios y saturados deQ. Este resultado es
un análogo a la biyección ya conocida entre ideales graduados del álgebra de Leavitt y los
subconjuntos de vértices hereditarios y saturados.

ParaQ finito por filas arbitrario, calculamos laK-teorı́a topológica deOp(Q) y probamos
que coincide con la de laC∗-álgebra de Cuntz-Krieger deQ.

Palabras clave: Grafos orientados;Lp álgebra de operadores; Representaciones espa-
ciales;Álgebra simple; IdealS1 invariante; Conjuntos hereditarios y saturados;K-teorı́a.
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Lp operator algebras associated with directed graphs

Abstract

This thesis is devoted to the study of Leavitt path algebra representations by bounded
operators onLp spaces.

Let Q be a row finite directed graph andLQ the associated Leavitt algebra overC.
For p ∈ [1,∞) we consider a notion of spatial representation of the Leavitt algebraLQ on

spaces of the formLp(X, µ). This generalizes the definition introduced by N. C. Phillips for
the case where the graphQ is the rose with d petals, andLQ is the Leavitt algebraLd.

For eachp, we consider the closureOp(Q) of LQ with respect to the norm

‖a‖ := sup
ρ spatial

‖ρ(a)‖ (a ∈ LQ).

We prove that ifLQ is simple andρ is a nonzeroLp spatial representation ofLQ, then
‖a‖ρ := ‖ρ(a)‖ does not depend onρ. In particular, ifLQ is simple, the equalityOp(Q) = ρ(LQ)
holds for any nonzero spatial representationρ.

Let Q andF be row finite graphs. We show that ifp, q ∈ [1,∞) are different then there is
no nonzero continuous homomorphism fromOp(Q) toOq(F).

We also prove thatOp(Q) is simple if and only ifLQ is simple. Here anLp operator
algebraA is called simple if every nonzero contractive homomorphismfromA to another
Lp operator algebra is injective. This definition of simplicity is not the same as for Banach
algebras, because, unlike what happens withC∗-algebras, anLp operator algebra may have a
closed ideal which is not the kernel of any contractive homomorphism to anotherLp-operator
algebra.

In addition, we give a bijection between the class of gauge-invariant ideals inOp(Q) and
the set of hereditary and saturated subsets of vertices ofQ. This result can be viewed as an
analogue of the known bijection between graduated ideals ofthe Leavitt algebra and the set
of hereditary and saturated subsets of vertices.

Finally, for Q a row finite graph, we calculate the topologicalK-theory ofOp(Q) and we
prove that it agrees with theK-theory of the Cuntz-KriegerC∗-algebra ofQ.

Keywords: Directed graphs;Lp operator algebras; Spatial representations; Simple alge-
bra; Gauge-invariant ideals; Hereditary and saturated sets; K-theory.
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Introducci ón

Esta tesis estudia unaLp álgebra de operadores particular, en especial condiciones necesarias
y suficientes de simplicidad y el cálculo de sus grupos deK-teorı́aK0 y K1.

Un grafo dirigido es un objeto que consiste de vértices y aristas orientadas que unen dos
vértices. Los grafos pueden ser representados por operadores sobre un espacio de Hilbert
H : los vértices son representados por proyecciones sobre subespacios cerrados mutuamente
ortogonales, y las aristas por isometrı́as parciales entresubespacios apropiados. Se llama
álgebra de un grafo a laC∗-subálgebra deL(H) generada por dichos operadores.

En 1977, J. Cuntz [9] construye laC∗-álgebraOd (actualmente conocida como álgebra de
Cuntz) generada pord isometrı́as que satisfacen ciertas relaciones y prueba, entre otras cosas,
que es simple sid ≥ 2. El álgebra de Cuntz también puede ser definida como la clausura,
con respecto a una norma adecuada, del rango de una∗-representación del álgebra de Leavitt
Ld sobre un espacio de HilbertH . Las álgebras de Leavitt fueron introducidas por Leavitt en
[17]; en [18] se demuestra que dichas álgebras son simples.

Más adelante, en 1980, J. Cuntz y W. Krieger [10] estudian una familia deC∗-álgebras
que coincide con laC∗-álgebra de un grafoQ (la notamosC∗(Q)). En el caso en que el grafo
es aquel que tiene un vértice yd aristas (y notamosQ = Rd), el álgebra de Cuntz coincide
con laC∗-álgebra de ese grafo y en particular con el álgebra Cuntz-Krieger.

En 2006, M. Tomforde [25] da condiciones necesarias y suficientes sobre el grafoQ para
decidir cuándoC∗(Q) es simple. Estas condiciones son muy fáciles de verificar sobre el grafo.
Dos años más tarde, G. Abrams y G. Aranda Pino [3] construyen el análogo algebraico a la
C∗-álgebraC∗(Q), que es el álgebra de caminos de LeavittLQ y coincide conLd cuando el
grafo esQ = Rd. Su principal resultado es queLQ es simple si y solo siC∗(Q) es simple.

Por otro lado, laK-teorı́a asociada a unaC∗-álgebraA, los grupos abelianosK0(A) y
K1(A), contiene gran información acerca de cómo es el álgebra. En 2004, I. Raeburn y W.
Szymański [24] calculan los gruposK0(C

∗(Q)) y K1(C
∗(Q)) asociados a un grafoQ finito por

filas. Y en 2009, P. Ara, M. Brustenga y G. Cortiñas [6] calculan, entre otros resultados, la
K-teorı́a del álgebra de LeavittLQ paraQ un grafo finito por filas.

Unos años más tarde, en 2012 C. Phillips se pregunta qué pasaba en un contexto distinto
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al de espacios de Hilbert y contruye ([20]) álgebras análogas a las Cuntz pero sobre espacios
Lp(X, µ) y con p ∈ [1,∞), que notaremosOp

d. En el caso en quep = 2, vale queO2
d = Od.

Además prueba que sid1, d2 ∈ {2, 3, . . .} son arbitrarios yp1 , p2 ∈ [1,∞), entonces no existe
un morfismo continuo y no nulo deOp1

d1
enOp2

d2
.

En trabajos que siguieron, [21] y [22], Phillips calcula suK-teorı́a y muestra queOp
d es

simple.
En esta tesis se construye un análogo a las álgebras Cuntz-Krieger en un contextoLp y se

extiende el trabajo de Phillips a cualquier grafo finito por filas. Estas álgebras serán notadas
Op(Q). Más aún, al igual que en las álgebras de Cuntz-Krieger,obtenemos condiciones
necesarias y suficientes de simplicidad y se calculan sus grupos abelianosK0 y K1.

Convenciones.En este trabajo los grafos los asumiremos finitos por filas, salvo ejemplos
especı́ficos y/o resultados en los que sus hipótesis sean más particulares (como por ejemplo,
algunos resultados validos para grafos finitos).

Los espaciosLp(X, µ) que consideramos son conp ∈ [1,∞).
Las álgebras de Leavitt pueden ser definidas sobre un anilloR. Para nosotros el anillo es

simpreR= C.

Desarrollo. Esta tesis se centra en el estudio de representaciones por operadores acotados
en espaciosLp del álgebra de Leavitt de un grafo finito por filasQ.

El trabajo está dividido en cuatro capı́tulos: el Capı́tulo 1 contiene una breve introducción
a las álgebras de caminos de Leavitt y se presentan las representaciones espaciales que serán
las análogas a las isometrı́as parciales y proyecciones consideradas por Cuntz y Krieger para
definir el álgebraC∗(Q) en el casoL2. En nuestro caso, para representar el álgebra de Leavitt
LQ serán necesarias las representaciones espaciales introducidas por Phillips en [20]. Dare-
mos además condiciones de espacialidad.

Los Capı́tulos 2, 3 y 4 contienen la mayor parte de los resultados originales de la tesis.
Estos capı́tulos se dividen en tres partes destacadas: la construcción del álgebraOp(Q), su
clasificaciòn en cuanto a su simplicidad, y el cálculo de suK-teorı́a cuandoLQ es simple.

Más precisamente, en el Capı́tulo 2 se define (Definición 2.1) el álgebraOp(Q) como la
completación de el álgebra de LeavittLQ respecto de la norma

‖a‖ := sup
ρ espacial

‖ρ(a)‖ (a ∈ LQ). (1)

El resultado más importante de este capı́tulo es la independencia de la espacialidad en la
norma cuando el álgebraLQ es simple (Teorema 2.2.12).

Probamos que siLQ es simple yρ es unaLp representación espacial no nula deLQ en-
tonces‖a‖ρ := ‖ρ(a)‖ no depende deρ. En particular siLQ es simple,Op(Q) = ρ(LQ) para
cualquier representación espacial no nulaρ. Además, probamos (Teorema 2.3.7) que siQ y
F son dos grafos finitos por filas, yp y q son distintos, no existe un morfismo continuo no
nulo deOp(Q) enOq(F).
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En el Capı́tulo 3 clasificamos lasLp álgebrasOp(Q) que son simples. Probamos (Teorema
3.4.2 y Teorema 3.4.3) queOp(Q) es simple si y sólo siLQ lo es. Aquı́, unaLp álgebra de
operadoresA se dice simple (en el sentido de álgebra universal) si todo morfismo no nulo de
A en otraLp álgebra de operadores es inyectivo. Esta definición de simplicidad no coincide
con la de álgebras de Banach, pues podrı́an existir idealescerrados que no sean el núcleo de
un morfismo contractivo entreLp álgebras de operadores, al contrario de lo que sucede en el
caso deC∗-álgebras (ver [12, Theorem I.5.4]).

Otra parte importante de este cápı́tulo son los idealesS1-invariantes deOp(Q). Probamos
(Teorema 3.3.7) que existe una biyección entre esta clase de ideales y el conjunto de sub-
conjuntos de vértices hereditarios y saturados del grafo.Este resultado es un análogo a la
biyección ya conocida entre ideales graduados del álgebra de Leavitt y los subconjuntos de
vértices hereditarios y saturados probada por Ara y ArandaPino en [3].

Finalmente, en el Capı́tulo 4 calculamos laK-teorı́a deOp(Q). ParaQ finito por filas arbi-
trario y LQ simple, probamos (Teorema 4.2.9) que laK-teorı́a topológica deOp(Q) coincide
con la del álgebra de Cuntz-KriegerC∗(Q).
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Chapter 1

Álgebras de Leavitt

En este capı́tulo haremos primero una breve introducción alas álgebras de Leavitt. A contin-
uación nos concentraremos en las representaciones espaciales de estas álgebras, y probaremos
condiciones necesarias de espacialidad. Dichas representaciones serán sumamente necesarias
para definir el álgebra universalOp(Q), álgebra en la que se basan todos los resultados de esta
tesis.

1.1 Vértices y caminos

Comencemos recordando definiciones necesarias para entender la estructura de un grafo.

Definición 1.1.1 Un grafo dirigidoQ := (Q0,Q1, r, s) consiste de dos conjuntos Q0, Q1 (que
llamaremosvérticesy aristas), y funciones r, s : Q1 → Q0. Estas funciones representaran lo
que denominamos dominio y rango de cada arista.

Definimos como(Q1)∗ al conjunto formado por las aristas de Q1 pero miradas en la
dirección opuesta. Lo denotaremos(Q1)∗ := {e∗ : e ∈ Q1}.

Un vértice v tal que s−1(v) = ∅ decimos que es unpozo, mientras que un vértice v tal que
r−1(v) = ∅ decimos que es unafuente. A los subconjuntos de vértices que son pozos y a los
que son fuentes los denotamos Sink(Q) y Source(Q), respectivamente.

Un grafo Q esfinito si los conjuntos Q0 y Q1 son finitos.
Un grafo Q esfinito por filassi el conjunto s−1(v) es finito para todo v∈ Q0.

Un vértice v se diceregularsi 0 < |s−1(v)| < ∞, y Reg(Q) denotará al conjunto de los
vértices regulares de Q.

13
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Un subgrafo F ⊆ Q es unsubgrafo completo deQ si para cada vértice regular v∈
Reg(F), su preimagen por s sobre F y su preimagen por s sobre Q coinciden, o sea, s−1

F (v) =
s−1

Q (v).

Una arista e es unlazosi s(e) = r(e).
Un caminoα en un grafo Q es una yuxtaposición de aristasα = e1 . . .en tal que r(ei) =

s(ei+1) para cada i= 1, . . . , n− 1. En este caso, l(α) = n representa lalongituddeα.
Diremos que un caminoα = e1 . . .en es cerrado si s(α) = r(α), donde s(α) := s(e1) y

r(α) = r(en).
Un camino e1 . . .en será unciclo si s(e1) = r(en) y s(ei) , s(ej) para todo i, j.
Un camino infinitoα es una sucesión de aristasα = e1 . . .ei . . . tales que r(ei) = s(ei+1)

para todo i≥ 1.
Una arista e diremos que es unasalidade un camino e1 . . .en, si s(e) = s(ei) para algún

i = 1, . . . , n y e< {e1, . . . , en}.

Denotaremos porP al conjunto de caminos finitos, y porPn al conjunto de caminos de
longitud n. EntoncesP =

⋃

n∈N0

Pn.

Si v∈ Q0 y n ∈ N0, P(n, v) será el conjunto de caminosα tales que l(α) = n y r(α) = v.

Definiremos un preorden (o sea, una relación reflexiva y transitiva) en Q0 de la siguiente
manera:

w � v ⇔ ∃ α ∈ P tal que s(α) = v y r(α) = w. (1.1)

Un vértice v en un grafo Q escofinalsi para todoγ que es un camino infinito o es tal que
r(γ) es un pozo, existe un vértice w en el caminoγ tal que w� v. Decimos que el grafo Q es
cofinalsi lo son todos los vértices de Q.

1.2 Álgebra de caminos

En esta sección presentaremos al álgebra de caminos de Leavitt, o simplemente álgebra de
Leavitt, y ejemplificaremos a partir de algunos grafos particulares.

Definición 1.2.1 Sea Q un grafo. Sea LQ el álgebra de caminos de Leavitt con coeficientes
enC definida como laC-álgebra asociativa libre generada por el conjunto Q0 ∪Q1 ∪ (Q1)∗,
sujeto a las siguientes relaciones:

• vv′ = δv,v′v ∀ v, v′ ∈ Q0,

• s(e)e= er(e) = e∀ e ∈ Q1,
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• r(e)e∗ = e∗s(e) = e∗ ∀ e ∈ Q1,

• (CK1) e∗e′ = δe,e′r(e) ∀ e, e′ ∈ Q1,

• (CK2) v=
∑

{e∈Q1:s(e)=v}

ee∗, si s−1(v) , ∅.

En el álgebraLQ existe una involución∗ definida en un elemento
n∑

i=1

λiαiβ
∗
i ∈ LQ (donde

αi, βi ∈ P y λi ∈ C) como
n∑

i=1

λiαiβ
∗
i 7−→

n∑

i=1

λiβiα
∗
i .

Notar que, en particular,v∗ = v para todov ∈ Q0.

Ejemplo 1.2.2 Sea d∈ N ∪ {∞}. Consideremos al grafo que de consiste de un vértice v y d
lazos, y notaremos a su álgebra de Leavitt asociada por Ld.

En el caso en que d sea finito el grafo es

•v

e1

��

e2

��
e3

ss

ed

33 .

Un álgebra con menos relaciones que el álgebra de Leavitt es el álgebra de Cohn. En el
caso particular en que tiene cuatro generadores la definimosa continuación y resultará útil
para diferenciarOp(Q) deOq(Q′) en la Sección 2.3.

Definición 1.2.3 Definiremos el álgebra de Cohn C2 como el álgebra universal compleja y
asociativa generada por x1, x2, y1, y2 que satisface la relación yj xi = δi j para todo i, j = 1, 2.

Definición 1.2.4 Sean{e1, e2, . . .} las infinitas aristas que definen al grafo asociado a L∞,
como en el Ejemplo 1.2.2 para d= ∞. SeaΨ : L∞ → C2 el homomorfismo definido por
Ψ(ei) := xi

2x1 yΨ(e∗i ) := y1y
i
2 para i ∈ N.

Proposición 1.2.5 ([3, Lemma 1.7]) Sea Q un grafo. Entonces existe una únicaZ−graduación
sobre LQ determinada por

deg(v) = 0, deg(e) = 1 y deg(e∗) = −1, ∀v ∈ Q0, e ∈ Q1.

Lema 1.2.6 Sea Q un grafo finito por filas sin pozos, y sean a1, . . . , am ∈ LQ. Entonces
existen n∈ N, un conjunto finito F⊆ P y escalaresλi

α,β ∈ C para cada i= 1, . . .m,α ∈ F y
β ∈ Pn, tales que

ai =
∑

α∈F

∑

β∈Pn

λi
α,βαβ

∗, ∀i = 1, . . . ,m.
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Demostracíon. Cada elementoai es de la forma

ai =

ni∑

j=1

λi
jα

i
jβ

i
j
∗
.

Podemos suponer que todos los caminosβi
j tienen la misma longitud para todoi y para todo

j. En efecto, notemos que si tuviéramos un elemento de la formaαβ∗, alpicando la condición
(CK2) de la Definición 1.2.1 en el vérticev = r(α) = r(β) resulta que

αβ∗ =
∑

{e∈Q1:s(e)=v}

αe(βe)∗

entonces en la suma aparecen caminos “estrella” de longituduno más que la longitud deβ.
Notemos que este proceso se puede seguir hasta obtener el largo deseado, ya que no hay
pozos en el grafo.

Sean := max
i, j
{l(βi

j)}. Aplicamos el resultado anterior a losr(βi
j) tales quel(βi

j) < n el

número necesario de veces hasta obtener todos lo largon, entonces en la suma de cadaai

podemos suponer que todos los caminosβi
j tienen longitudn. Para cadai llamemosFi al

conjunto de losαi
j y Gi al de losβi

j.
Reagrupando podemos suponer que para cadai

ai =

ni∑

j=1

∑

β∈Pn

λi
j,βα

i
jβ
∗.

SeaF :=
m⋃

i=1

Fi. Por lo tanto,ai =
∑

α∈F

∑

β∈Pn

λi
α,βαβ

∗ siendoλi
α,β = 0 en caso en queα < Fi o

β < Gi.

Definición 1.2.7 Sean Q un grafo finito por filas y LQ el álgebra de caminos de Leavitt
definida en 1.2.1. Para cada n∈ N0, definimos laC-álgebra(LQ)0,n como la generada por
los elementosαβ∗ tales queα, β ∈ Pn y r(α) = r(β). La notación la reduciremos a L0,n cuando
no haya dudas sobre quién es el grafo.

Notamos por(LQ)0 (o simplemente L0) al conjunto de elementos de grado0, respecto de
la graduación mencionada en la Proposición1.2.5.

Proposición 1.2.8 ([8, proof of Theorem 5.3]) Sea n∈ N0. El colı́mite de{(LQ)0,n, in,n+1}n∈N0

es(LQ)0, siendo in,n+1 : L0,n → L0,n+1 las inclusiones definidas sobre generadores como

αvβ∗ 7→
∑

{e∈Q1:s(e)=v}

αe(βe)∗.
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1.3 Representaciones déalgebras de Leavitt sobre espacios
de Banach

Cada álgebra de Leavitt puede ser representada por operadores en un espacio de Banach.
Más concretamente, nos van a interesar son las representaciones en los espacios de la forma
Lp(X, µ), pero en esta sección daremos resultados más generales acerca de esto.

Lema 1.3.1 Sea Q un grafo finito por filas sin pozos. Sea B un álgebra unital sobreC, y
seanϕ, ψ : LQ → B morfismos tales que para todo e∈ Q1 se tiene queϕ(e) = ψ(e) y
ϕ(ee∗) = ψ(ee∗). Entoncesϕ = ψ.

Demostracíon. Alcanzará con demostrar queψ y ϕ coinciden sobre los generadores. Si
v es un vértice, como no es un pozo podemos escribir

ϕ(v) = ϕ


∑

{e∈Q1:s(e)=v}

ee∗

 =
∑

{e∈Q1:s(e)=v}

ϕ(ee∗) =
∑

{e∈Q1:s(e)=v}

ψ(ee∗) = ψ(v)

dado que, por hipótesis,ϕ(ee∗) = ψ(ee∗) ∀e ∈ Q1.
Si e ∈ Q1, sabemos quee∗ee∗ = e∗, queϕ(e∗)ϕ(e) = ϕ(r(e)) y lo mismo paraψ. Luego,

ϕ(e∗) = ϕ(e∗)ϕ(ee∗)

= ϕ(e∗)ψ(ee∗)

= ϕ(e∗)ψ(e)ψ(e∗)

= ϕ(e∗)ϕ(e)ψ(e∗)

= ϕ(r(e))ψ(e∗)

= ψ(r(e))ψ(e∗) = ψ(e∗).

Lema 1.3.2 Sea Q un grafo finito sin pozos. Sea B un álgebra unital sobreC, y seanϕ, ψ :
LQ → B homomorfismos unitales tales que para todo e∈ Q1 se tiene queϕ(e) = ψ(e).
Entoncesϕ = ψ.

Demostracíon. Vemos que se cumplen las hipótesis del Lema 1.3.1 y quedarádemostrado
queϕ = ψ. Basta ver queϕ(ee∗) = ψ(ee∗) para todoe ∈ Q1.

Notar que
∑

e∈Q1

ϕ(ee∗) = 1, y la misma identidad es verdadera paraψ, entonces sie ∈ Q1

tenemos que:
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ψ(ee∗)ϕ(ee∗) = ψ(ee∗e)ϕ(e∗) =
∑

f∈Q1

ψ(ee∗ f )ϕ( f ∗) =
∑

f∈Q1

ψ(ee∗)ϕ( f f ∗) = ψ(ee∗).

Además, sie, f son dos aristas distintas, se tiene que

ψ(ee∗)ϕ( f f ∗) = ψ(ee∗)ϕ(ee∗)ϕ( f f ∗) = 0.

Resulta de estas dos observaciones que

ϕ(ee∗) =
∑

f∈Q1

ψ( f f ∗)ϕ(ee∗) = ψ(ee∗)ϕ(ee∗) = ψ(ee∗).

Si E es un espacio de Banach notaremos porL(E) al espacio de operadores lineales
acotados deE enE.

A continuación definiremos distintos tipos de representaciones de álgebras de Leavitt en
E. En el caso particularLd, estas representaciones fueron introducidas por Phillipsen [20].

Definición 1.3.3 Sea Q un grafo finito por filas. Sean E un espacio de Banach no nulo y
ρ : LQ → L(E) una representación.

1. Decimos queρ es contractiva sobre generadoressi para todo e∈ Q1, se tiene que
‖ρ(e)‖ ≤ 1 y ‖ρ(e∗)‖ ≤ 1.

2. Decimos queρ esforward isometricsi ρ(e) es isométrica para toda arista e.

Lema 1.3.4 (Análogo a [20, Lemma 2.18]) Sean Q un grafo finito por filas, Eun espacio
de Banach no nulo yρ : LQ → L(E) una represenatción. Sea u:= {uv}v∈Q0 ⊆ L(E) tal que
uv es inversible enρ(v)L(E)ρ(v) para cada v∈ Q0. Entonces hay una única representación
ρu : LQ→ L(E) tal que

ρu(e) = us(e)ρ(e), ρu(e
∗) = ρ(e∗)u−1

s(e) y ρu(v) = ρ(v) (∀e ∈ Q1, v ∈ Q0).

Demostracíon. Definiendo la representación sobre los vértices y las aristas como en el
enunciado, solo hay que comprobar las relaciones que aparecen en la Definición 1.2.1, y esa
prueba es automática.

Definición 1.3.5 (Análogo a [20, Definition 8.1]) Sean Q un grafo finito, p∈ [1,∞], (X,B, µ)
un espacio de medidaσ-finita yρ : LQ→ L(Lp(X, µ)) una representación.
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1. Decimos queρ es libre si existe una partición X=
⊔

m∈Z

Em tal que para todo m∈ Z,

e∈ Q1 se tiene

ρ(e)(Lp(Em, µ)) ⊆ Lp(Em+1, µ) y ρ(e∗)(Lp(Em, µ)) ⊆ Lp(Em−1, µ). (1.2)

2. Decimos queρ esaproximadamente libresi para todo N∈ N, existen n≥ N y una

partición X =
n−1⊔

m=0

Em tales que para m= 0, . . . , n − 1 y e ∈ Q1 se cumple1.2, donde

En = E0 y E−1 = En−1.

1.4 Representaciones espaciales deLQ

Para poder definir el álgebraOp(Q), necesitaremos representar a las álgebras de Leavitt de
manera espacial. Dividiremos la sección en dos partes: isometrı́as parciales espaciales, nece-
sarias para definir las representaciones espaciales, y condiciones de espacialidad.

1.4.1 Isometŕıas parciales espaciales

En 1958, J. Lamperti introduce [16] el concepto de “semiespacial” (como describiremos
abajo) para una isometrı́a entreLp espacios.

En 2012, Phillips, basandose en la teorı́a de semiespacialidad de Lamperti, definide las
representaciones espaciales en [20] . Algunas de las definiciones y propiedades necesarias de
ese trabajo son las que daremos a continuación.

Definición 1.4.1 SeanB := (B, ′,∨,∧) yC := (C, ′,∨,∧) dosσ-álgebras de Boole.

(a) Unσ-morfismodeB enC es un morfismo S: B → C entre álgebras de Boole en el
sentido usual, y además para toda elección de conjuntos E1,E2, . . . ∈ B se tiene que

S


∞∨

n=1

En

 =
∞∨

n=1

S(En).

(b) Unσ-idealenB es un subconjuntoN ⊆ B que contiene al elemento0, es cerrado por
uniones contables y es tal que para todo E∈ B y F ∈ N que satisface E∧ F ∈ N se
cumple que E∈ N .

(c) ([20, Lemma 4.14]) SiN ⊆ B es unσ-ideal, definimos la relación de equivalencia∼
como:

E ∼ F ⇔ E△F := (E ∧ F′) ∨ (E′ ∧ F) ∈ N .
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Definición 1.4.2 Sea(X,B, µ) un espacio de medida. Denotamos por L0(X, µ) al espacio
vectorial de las funciones medible sobre X a valores complejos, módulo las que se anulan en
casi todo punto. Si E∈ B, denotamos porχE a la función caracterı́stica de E, la cual estará
bien definida sobre los elementos de L0(X, µ).

Ejemplo 1.4.3 [20, Example 4.14] Sea X un conjunto, y seaB unσ-álgebra sobre X. Seaµ
una medida con dominioB. Entonces,

N(µ) := {E ∈ B : µ(E) = 0}

es unσ-ideal enB.

Notación 1.4.4 Si (X,B, µ) es un espacio de medida y E∈ B, notamos porB|E a la σ-
álgebra de subconjuntos de E que consiste de todos los F∈ B tal que F⊆ E, y la llamamos
la restricción deB.

Definición 1.4.5

(a) Sean(X,B, µ) y (Y,C, ν) espacios de medida. Unatransformación de espacios de
medida, o sencillamente transformación,de (X,B, µ) en (Y,C, ν) es unσ-morfismo
S : B/N(µ)→ C/N(ν).

(b) Sean(X,B, µ) y (Y,C, ν) dos espacios de medidaσ-finita. Un sistema semiespacial
para (X,B, µ) y (Y,C, ν) es una cuaterna(E, F,S, g) formada por E∈ B, F ∈ C y
S una transformación de medibles inyectiva de(E,B|E, µ|E) en (E,C0|F , ν|F) (donde
C0 en rango de laσ álgebra) tal queνran(S) esσ-finita, y g es una funciónC-medible
definida sobre F tal que|g(y)| = 1 para casi toda y∈ Y.

Decimos que(E, F,S, g) es unsistema espacialsi, además, S es biyectiva.

(c) Sean(X,B, µ) y (Y,C, ν) dos espacios de medidaσ-finita y sea p∈ [1,∞]. Una apli-
cación lineal s∈ L(Lp(X, µ), Lp(Y, ν)) es unaisometrı́a parcial semiespacialsi existe
un sistema semiespacial(E, F,S, g) tal que, para todoξ ∈ Lp(X, µ), se tiene que

(sξ)(y) =


g(y)

([
dS∗(µ|E)

d(ν|ran(S))

]
(y)

)1/p

S∗(ξ|E)(y) y ∈ F

0 y < F

Cuando p= ∞ tomamos

[
dS∗(µ|E)

d(ν|ran(S))

]1/p

como la constante 1.

La medida

[
dS∗(µ|E)

d(ν|ran(S))

]
es la medida de Radon-Nikodym.
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(d) Decimos que s es unaisometrı́a parcial espacialsi el sistema(E, F,S, g) es espacial.
Llamamos a E y a Fdominio soportadoy rango soportadode s, respectivamente.

Ejemplo 1.4.6 Sea Q un grafo finito por filas con numerables vértices. Consideremos los
conjuntosPe, que son los conjuntos de caminos que empiezan en una arista ey Pv los
caminos que empiezan en el vértice v, yµ la medida discreta.

Seaρ : LQ → L(Lp(P)) la representación definida de la siguiente manera:

ρ(v)(( fp)p∈P) 7→ ( fp)vp∈Pv

ρ(e)(( fp)p∈P) 7→ ( fp)ep∈Pe

ρ(e∗)(( fp)p∈Pe) 7→ ( fp)e∗p∈P

En particular, como hay numerables caminos, tenemos una representación espacial de
LQ sobre el espacio de sucesionesℓp(N).

Notación 1.4.7 Sea(X,B, µ) un espacio de medida, y sea p∈ [1,∞]. Sea mX : L∞(X, µ) →
L(Lp(X, µ)) el morfismo definido por

mX( f )(ξ)(x) := f (x)ξ(x)

para f ∈ L∞(X, µ), ξ ∈ Lp(X, µ) y x ∈ X.

Lema 1.4.8 ([20, Lemma 6.12, (3)]) Si s∈ L(Lp(X, µ), Lp(Y, ν)) es una isometrı́a parcial
espacial con sistema espacial(E, F,S, µ), entonces existe una única isometrı́a parcial espa-
cial t ∈ L(Lp(Y, ν), Lp(X, µ)) cuyo sistema espacial es(F,E,S−1, (S−1)∗(g)−1). Además, s y t
satisfacen que ts= mX(χE) y st= mY(χF).

Definición 1.4.9 Si s y t son las isometrı́as parciales espaciales del Lema 1.4.8 llamamos a
t la reversade s.

1.4.2 Condiciones de espacialidad

En [20], Phillips da condiciones necesarias de espacialidad de representaciones para el caso
particular del álgebra de LeavittLd que definimos en el Ejemplo 1.2.2. Extenderemos algunas
de estos resultados al caso general de un álgebra de LeavittLQ.

Lema 1.4.10 ([20, Lemma 6.15]) Sean(X,B, µ) e (Y,C, ν) dos espacios de medidaσ-finita.
Sea p∈ [1,∞] y sea s∈ L(Lp(X, µ), Lp(Y, ν)) una isometrı́a parcial semiespacial con do-
minio soportado E⊆ X, rango soportado F⊆ Y, y rango deσ-álgebraC0. Entonces son
equivalentes:

(a) s es espacial.
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(b) ran(s) = Lp(F, µ).

(c) C0 = C |F .

Definición 1.4.11 Sean Q un grafo, p∈ [1,∞], (X,B, µ) un espacio de medidaσ-finita, y
seaρ : LQ→ L(Lp(X, µ)) una representación.

1. Decimos queρ esdisjuntasi para cada e∈ Q1 existen conjuntos disjuntos Xe ⊆ X tales
que ran(ρ(e)) ⊆ Lp(Xe, µ).

2. Decimos queρ esespacialsi para cada e∈ Q1, los operadoresρ(e) y ρ(e∗) son isome-
trias parciales espaciales (Definición [1.4.5), (5)], conρ(e∗) la reversa deρ(e) en el
sentido de la Definición 1.4.9.

Lema 1.4.12 Sea Q un grafo finito sin pozos. Sean p∈ [1,∞) \ {2}, (X,B, µ) un espacio
de medidaσ-finita, y ρ : LQ → L(Lp(X, µ)) una representación unital disjunta y forward
isometric. Entoncesρ es espacial.

Demostracíon. ComoQ es finito entoncesLQ tiene unidad. Luego, comprobamos que
definiendoσ(e) := ρ(e) y σ(e∗) a la reversa (en el sentido de la Definición 1.4.9) deσ(e),
para cadae ∈ Q1, se obtiene una representación espacialσ : LQ → L(Lp(X, µ)). Por Lema
1.3.2σ y ρ coinciden, y es claro que entoncesρ es espacial.

Lema 1.4.13 Sea Q un grafo finito por filas. Sean p∈ [1,∞], (X,B, µ) un espacio de medida
σ-finita, yρ : LQ→ L(Lp(X, µ)) una representación espacial. Entonces:

(a) ρ es contractiva sobre generadores.

(b) ρ es disjunta.

(c) Para cada e∈ Q1 existe un subconjunto Xe ⊆ X tal que ran(ρ(e)) = Lp(Xe, µ).

Demostracíon. El ı́tem (a) se sigue de [20, Lemma 6.5(2)] y el ı́tem (c) de Lema 1.4.10.
Para probar el ı́tem (b), seanXe como en (c) para cada aristae. Supongamos quee y f

son dos aristas distintas tales queµ(Xe∩Xf ) , 0. Entoncesρ(e∗)ρ( f ) es una isometrı́a parcial
espacial no nula por [20, Lemma 6.17], con ran(ρ( f )) = Lp(Xf ), dom(ρ(e∗)) = ran(ρ(e)) =
Lp(Xe) y dom(ρ(e∗)ρ( f )) = Lp(S−1

f (Xf ∩ Xe)). El conjunto dom(ρ(e∗)ρ( f )) es de medida
nula, por la relacióne∗ f = 0 en la Definición 1.2.1, entonces es de medida nula. Luego,
µ(Xe∩ Xf ) = 0 lo que contradice lo que estabamos suponiendo.
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El álgebra universalOp(Q)

Diremos queA es unaLp-álgebra de operadoressi existen (X,B, µ) un espacio de medida
σ-finita y una representación isométricaρ : A → L(Lp(X)). Nos interesará el caso particular
Op(Q) que definiremos a continuación.

2.1 Definicíon deOp(Q): la completación deLQ

En esta sección se tratará el caso particular de laLp-álgebra de operadoresOp(Q) con Q un
grafo finito por filas.

Este álgebra será definida para grafos finitos por filas de lasiguiente manera:

Seanp ∈ [1,∞) y (X,B, µ) un espacio de medidaσ-finita. Definimos el álgebraOp(Q)
como la completación del álgebra de LeavittLQ en la norma

‖a‖ := sup
ρ

‖ρ(a)‖ (a ∈ LQ) (2.1)

(el supremo es sobre las representaciones espacialesρ de LQ definidas en la Sección
1.4.2).

Notemos por
‖a‖ρ := ‖ρ(a)‖ (2.2)

a cada seminorma considerada en (2.1).

Proposición 2.1.1

(a) El conjunto

S := {p : LQ → R≥0/∃ ρ representación espacial de LQ tal que p= ‖ · ‖ρ}

es no vacio.

23
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(b) (∀a ∈ LQ) ‖a‖ = sup
p∈S

p(a) < ∞.

(c) La seminorma definida en el ı́tem anterior es una norma yOp(Q) := LQ (completación
con esa misma norma) es una Lp-álgebra de operadores.

Demostracíon.
SeaI un conjunto de subı́ndices tal que

S = {‖ · ‖ρi : ρi espacial y‖ · ‖ρi , ‖ · ‖ρ j (∀i , j)}.

Para cadai ∈ I , la representaciónρi está representada en un espacio de la formaLp(Xi), o
seaρi : LQ→ L(Lp(Xi)).

SeanX :=
⊔

i∈I

Xi y la representación espacial (, 0)σ : LQ→ L(Lp(X))(≃ L


⊔

i∈I

Lp(Xi)

)

definida porσ := (ρi)i∈I .
Veamos que‖a‖ = ‖a‖σ para todoa ∈ LQ. Es claro que‖a‖ρ ≤ ‖a‖. Por otro lado,

‖a‖ = sup
ρ

‖ρ(a)‖ = sup
i∈I
‖ρi(a)‖

y además

‖a‖σ = sup
{ξ=(ξi )i∈I :‖ξ‖=1}

‖σ(a)ξ‖ = sup
i∈I

sup
‖ξi‖=1

‖ρi(a)ξi‖ ≥ ‖ρi(a)‖ (∀i ∈ I ).

Por lo tanto, también vale la otra desigualdad

‖a‖σ ≥ ‖a‖.

Para ver que si‖a‖ = 0 entoncesa = 0, basta considerar la representación espacial
inyectiva dada en el Ejemplo 1.4.6.

Comoρ(v) , 0 para todo vérticev, por el Teorema de Unicidad para álgebras de Leavitt
[2, Theorem 2.2.15], tenemos queρ es inyectiva.

Como 0= ‖a‖ = ‖σ(a)‖, se tiene queρ(a) = 0 y por lo tantoa = 0.

Ejemplo 2.1.2 Cuando p= 2 la L2 álgebraO2(Q) coincide con la C∗-álgebra del grafo Q,
la C∗(Q) (ver [23]).

2.2 Caracterizacíon deOp(Q) cuandoLQ es simple

Lo esencial del capı́tulo es la demostración de que la normadefinida en (2.1) se alcanza en
todas las representaciones espaciales no nulas cuando el álgebra de Leavitt es simple.

Entonces, la seminorma (2.2) no depende deρ. En particular siLQ es simple,Op(Q) =
ρ(LQ) para cualquier representación espacial no nulaρ. Este es el resultado más importante
de este capı́tulo.

Primero analizaremos el caso en que el grafo no tiene fuentes, estos resultados serán los
pasos previos al caso general.
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2.2.1 Representaciones torcidas por un operador inversible

Una herramienta importante en este capı́tulo será poder respresentar aLQ, de una manera
distinta a partir de un operador inversible enL(Lp(Y, µ)) y una representación arbitraria. Esto
es lo que estudiaremos a continuación y compararemos las normas de estas representaciones.

Lema 2.2.1 Sea p≥ 1. Sean(X,B, µ) y (Y,C, ν) dos espacios de medidaσ−finita. Sean
ρ : LQ → L(Lp(X, µ)) una representación y u∈ L(Lp(Y, ν)) un operador inversible. Entonces
existe una única representaciónρu : LQ → L(Lp(X × Y, µ × ν)) tal que, para todo e∈ Q1, se
tiene

ρu(e) = ρ(e) ⊗ u and ρu(e∗) = ρ(e∗) ⊗ u−1.

Dicha representación tiene las siguientes propiedades:

(a) Si α ∈ LQ es un elemento homogéneo de grado k (con respecto a laZ-graduación
definida en la Proposición 1.2.5), entoncesρu(α) = ρ(α) ⊗ uk.

(b) Si u es isométrico, p, 2 y ρ espacial, entoncesρu es espacial.

(c) Si existe Y=
∐

m∈Z

Fm una partición tal que u(Lp(Fm, ν)) = Lp(Fm+1, ν) ∀m ∈ Z, entonces

ρu es libre en el sentido de la Definición 1.3.5.

Demostracíon. Consideremos, para cadav ∈ Q0, los elementos inversiblesuv := ρ(v)⊗ u
en (ρ(v) ⊗ 1)L(Lp(X × Y, µ × ν))(ρ(v) ⊗ 1) con inversaρ(v) ⊗ u−1, y la representaciónρ ⊗p 1 :
LQ → L(Lp(X × Y, µ × ν)). Podemos aplicar el Lema 1.3.4 y resulta que existe una única
representación (ρ ⊗ 1)u : LQ → L(Lp(X × Y, µ × ν)) tal que

(ρ ⊗ 1)u(v) = (ρ ⊗ 1)(v)

y
(ρ ⊗ 1)u(e) = us(e)(ρ ⊗ 1)(e) y (ρ ⊗ 1)u(e

∗) = (ρ ⊗ 1)(e∗)u−1
s(e).

Por lo tanto, resulta que

(ρ ⊗ 1)u(e) = us(e)(ρ ⊗ 1)(e)

= (ρ(s(e)) ⊗ u)(ρ(e) ⊗ 1)

= ρ(s(e))ρ(e) ⊗ u

= ρ(e) ⊗ u.

Notemos que, de forma análoga al cálculo anterior, tenemos que (ρ ⊗ 1)u(e
∗) = ρ(e∗) ⊗ u−1.

Definimos la representación como:ρu := (ρ ⊗ 1)u.
Es claro que siα = e1 . . .en ∈ Pn y β = f1 . . . fm ∈ Pm tal quen−m= k, entonces tenemos

queρu(αβ∗) = ρ(αβ∗) ⊗ un−m. De esto se sigue (a).
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Probemos el ı́tem (b). Por [20, Lemma 6.16], tenemos queu es espacial, y aplicando [20,
Lemma 6.20], resulta queρ(e) ⊗ u es espacial con reversaρ(e∗) ⊗ u−1 ∀e ∈ Q1. Luego,ρu es
espacial.

Considerando la partición
X × Y =

∐

m∈Z

X × Fm

es claro queρu es libre y por lo tanto queda demostrado el ı́tem (c).

Observacíon 2.2.2 En el ı́tem(b) del Lema 2.2.1 se usa p, 2 para garantizar que u sea
espacial.

Proposición 2.2.3 Sea Q un grafo finito. Sean p∈ [1,∞), (X,B, µ) un espacio de medida
σ-finita, y ρ : LQ → L(Lp(X, µ)) una representación. Sea u∈ L(ℓp(Z)) el operador shift,
(u(x))(m) := x(m− 1) para x ∈ ℓp(Z). Seaρu como en el Lema 2.2.1. Entonces para todo
a ∈ LQ se tiene que‖ρu(a)‖ ≥ ‖ρ(a)‖.

Demostracíon. La demostración es muy técnica y es básicamente la misma que para el
caso de el álgebra de LeavittLd probado en [20, Proposition 8.3]. Esencialemente necesita-
mos una graduación enLQ que la tenemos dada por la Proposición 1.2.5 y el Lema 2.2.1 que
ya lo demostramos antes. Con estas herramientas el argumento de la demostración es igual.

2.2.2 Disjuntando el espacio de medida

Para demostrar que en el caso simple la completación no depende de la represenatción, como
mencionamos antes, serán necesarios resultados previos que veremos a continuación.

En particular el Lema 2.2.4, requiere en gran parte de argumentos relacionados con
propiedades de grafos especı́ficamente. Esto es lo que diferencia mayormente de la de-
mostración de Phillips (ver [20, Lemma 8.5]) en el casoLd donde el grafo es conocido.

Lema 2.2.4 Sea Q un grafo finito por filas tal que LQ es simple. Sea(X,B, µ) un espacio de
medidaσ-finita conµ , 0. Sean{Xv}v∈Q0 ⊂ X de medida no nula y{Xe}e∈Q1 ⊂ X conjuntos

medibles disjuntos tales que X=
∐

v∈Q0

Xv y Xv =
∐

{e:s(e)=v}

Xe (∀v ∈ Q0), y para cada e∈ E1 sea

Se : (Xr(e),B|Xr(e)
, µ|Xr(e)

)→ (Xe,B|Xe
, µ|Xe

)

una transformación biyectiva.
Entonces, para todo n∈ N0 y todo v∈ Q0 existen conjuntos Ev ∈ B tales queµ(Ev) , 0,

y tales que para todo caminoα = α1 . . . αm que termina en v, y∀ m ∈ {0, 1, 2, . . . , n} los
siguientes elementos

Sα1 ◦ . . . ◦ Sαm([Ev]) ∈ B/N(µ)

son disjuntos.
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Previo a la demostración introduciremos algo de notacióny haremos algunas observa-
ciones.

Definición 2.2.5 Definimos el siguiente orden parcial en el conjunto de caminosP:

α ≥ β⇔ ∃ γ tal queβ = αγ.

Es claro que esta relación es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Observacíon 2.2.6 Sea X como en el Lema 2.2.4. Para cada caminoγ, definimos el conjunto
Xγ := Sγ(Xr(γ)). Notar queµ(Xγ) , ∅ si y solo siµ(Xr(γ)) , ∅

Siα ≥ β, entonces Xβ ⊆ Xα pues Xβ = Sα(Xγ) ⊆ Sα(Xr(α)) = Xα.
Usando la propiedad (CK2) de la Definición 1.2.1, para todo vértice v y todo n, se tiene

que
Xv =

∐

{α∈Pn:s(α)=v}

Xα.

Supongamos queα � β y queα 
 β. Si s(α) , s(β), Xα ∩ Xβ ⊆ Xs(α) ∩ Xs(β) = ∅.
Si s(α) = s(β), existen caminosγ, θ1, θ2 ∈ P con l(γ) ≥ 0 y θ1 , θ2 tal queα = γθ1 y

β = γθ2. Como Sγ es inyectiva, entonces Xα ∩ Xβ = Sγ(Xθ1 ∩ Xθ2) = Sγ(∅) = ∅.
Luego, siα y β no son caminos comparables, y resulta que Xα ∩ Xβ = ∅.

Demostracíon. (Lema 2.2.4)
Consideremos todos los vértices quev que están contenidos en al menos un ciclo. Para

cada uno de esosv, seaα := αv un ciclo basado env y seaβ un camino cerrado definido
de la siguiente manera: comienza env, recorre el cicloα hasta la salida, que siempre existe,
saliendo y regresando luego al ciclo finalizando env por cofinalidad.

Gráficamente el caminoβ serı́a:

v

salida

β

Definimos el siguiente camino infinito:

γ := αβααββαααβββ . . . .
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Seaγi la i-ésima arista para cadai ∈ N.
Este camino tiene la propiedad de que:

∄ un camino finitoµ tal queµµ ≥ γ. (2.3)

Para probarla, consideremos un caminoµ. Si s(µ) , r(µ), entoncesµµ = 0. Entonces
podemos asumir ques(µ) = s(α) = r(µ) = v. Suponiendo queµµ ≥ γ, llegamos a una
contradicción.

Si µ termina enα, entoncesµ = α (caso en que es claro queαα � γ) o es de la forma
µ = αβǫα. Comoµµ = αβǫααβǫα, se desprenden dos casos de este último;

Si l(ǫ) = 0, entoncesµµ = αβααβα � γ. Si l(ǫ) > 0, entonces podemos escribir aǫ de la
formaǫ = αp con p ∈ P. Resulta que

µµ = αβαpααβαpα

y en particularαβαpααβα ≥ µµ, por lo tanto, siµµ ≥ γ por transitividad

αβαpααβα ≥ γ

que resulta falso.
Similarmente, probaremos queµ no termina enβ. Resulta que, o bienµ = αβ, pero

αβαβ � γ, o µ = αβǫβ con l(ǫ) > 0. Veamos que este último caso tampoco es posible. Por
un argumento similar al anterior, siµµ ≥ γ, comoαβǫβαβ ≥ µµ, entonces resultarı́a que

αβǫβαβ ≥ γ

que es absurdo.
Luego, queda probada la afirmación.
Seann ∈ N y v ∈ E0. Definimos el conjunto medibleEv ∈ B como

Ev := Xγ1...γ2n.

Por la Observación 2.2.6,µ(Ev) , ∅.
Falta probar que, dados dos caminos distintosη , τ tales quer(η) = r(τ) = v, de longitud

k y l respectivamente (k, l ≤ n), entonces

Sη(Ev) ∩ Sτ(Ev) = ∅.

Supongamos quek ≤ n y l = 0. ComoSη(Ev) = Xηγ1...γ2n es suficiente ver que los caminos
ηγ1 . . . γ2n y γ1 . . . γ2n no son comparables, por la Observación 2.2.6. Si existep ∈ P tal que
ηγ1 . . . γ2np = γ1 . . . γ2n, entoncesη y p tienen longitud cero y por tantoη = τ = v, pero eran
distintos por hipótesis.

Supongamos ahora queηγ1 . . . γ2n = γ1 . . . γ2np para algúnp ∈ P, entoncesη = γ1 . . . γk

para 1≤ k ≤ 2n. Luego,

γ1 . . . γkγ1 . . . γk . . . γ2n = γ1 . . . γ2np
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lo que implica que
γ1 . . . γkγ1 . . . γk = γ1 . . . γ2k ≥ γ,

pero por (2.3) esto no puedo suceder.
Seak > 0 y l > 0 dos números naturales cualesquiera. Sin pérdida de generalidad,

podemos asumir quek ≤ l. Por un argumento de longitudη ≮ τ. Por la Observación 2.2.6 la
única posibilidad es que sean caminos comparable, más aún η > τ.

Por otra parte,τ = ηδ. Luego,

Sη(Ev) ∩ Sτ(Ev) = Sη(Ev ∩ Sδ(Ev)) = ∅

puesEv ∩ Sδ(Ev) = ∅ usando el primer caso probado.
Entonces construimos espacios mediblesEv que cumplen la propiedad del enunciado pero

solamente para vértices que están contenidos en al menos algún ciclo.
Veamos que para el resto de los vértices del grafo basta tomar cualquier espacio medible

de medida no nula en cadaXv correspondiente.
Entonces, seaEv ⊆ Xv cualquiera tal queµ(Ev) , ∅ solo para los vértices que no

pertenecen a ningún ciclo. Fijemos uno de estosv y veamos que siα y β dos caminos
distintos, entoncesSα(Ev) ∩ Sβ(Ev) = ∅.

Observemos que sir(α), r(β) , v entoncesSα(Ev) = ∅ y Sβ(Ev) = ∅.
Por la Observación 2.2.6, podemos suponer que los caminos son comparables. Supong-

amos sin pérdida de generalidad queαv = βvδv. Por lo tanto,δ es un camino cerrado que
empieza y termina env, o sea quev pertenece a algún ciclo. Como estabamos suponiendo
quev no pertenecia a ningún ciclo, no existen talesα y β.

Queda demostrado entonces el lema.

2.2.3 Independencia de espacialidad para grafos sin fuentes

En esta sección probaremos que siLQ es simple, entonces‖a‖ρ = ‖ρ(a)‖ no depende de la
representación espacialρ. En particular siLQ es simple,Op(Q) = ρ(L(Q)) para cualquier
representación espacial no nulaρ. Entonces concluiremos que el supremo en (2.1) se alcanza
en cualquier respresentación espacial no nula.

Es sabido queLQ es simple si y sólo siQ es cofinal y todos los ciclos tienen salida, ver
([2, Lemma 2.9.6] y [5, Theorem 3.1]). Esta caracterización la usaremos en los siguiente
capı́tulos.

Comenzaremos probando un resultado muy técnico y previo a la demostración de la in-
dependecia de las representaciones mencionada arriba.

Proposición 2.2.7 Sea Q un grafo finito por filas y sin fuentes, tal que LQ es simple. Sean
(X,B, µ) y (Y,C, ν) espacios de medidaσ−finita, y p∈ [1,∞)−{2}. Seaρ : LQ → L(Lp(X, µ))
una representación espacial aproximadamente libre, y seaϕ : LQ → L(Lp(Y, ν)) una repre-
sentación espacial. Entonces para todo a∈ LQ, resulta que‖ρ(a)‖ ≤ ‖ϕ(a)‖.
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Demostracíon. La demostración de [20, Proposition 8.6] se adapta completamente a
nuestro caso enLQ, pero dado su arduo tecnicismo preferimos incluir todos losargumen-
tos nuevos dentro del contexto general y no darlos de forma aislada. Por definición, los
operadoresϕ(e) y ρ(e) son isometrı́as parciales espaciales∀e ∈ Q1. Además, sus sistemas
espaciales son (Yr(e),Ye,Se, ge) y (Xr(e),Xe,Re, he) respectivamente, en los cualesSe y Re son
tranformaciones biyectivas entre conjuntos medibles.

Seaa ∈ LQ. Queremos probar que‖ρ(a)‖ ≤ ‖ϕ(a)‖. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que‖ρ(a)‖ = 1. Por Lema 1.2.6 existen unN0 ∈ N0 y un subconjunto finitoF0 ⊆ P

tales que
a =

∑

α∈F0

∑

β∈PN0

λα,βαβ
∗, (λα,β ∈ C).

SeaH ⊆ Q0 definido comoH := {s(α) : α ∈ F0}. Elegimos un único caminoτv ∈ PN0

para cada vérticev ∈ H tal quer(τv) = v. Definimos

τ :=
∑

v∈H

τv.

Seanb := τa, F := {τs(α)α : α ∈ F0} y N1 := max
α∈F0

{l(α)}. Entonces,

b = τa =
∑

η∈F

∑

β∈PN0

λη,βηβ
∗.

Dado queρ y ϕ son contractivas sobre generadores resulta que‖ρ(τ)‖ = ‖ρ(τ∗)‖ = 1 por
Lema 2.3.2. Luego, comoa = τ∗τa = τ∗b,

‖ρ(a)‖ = ‖ρ(τ∗)ρ(b)‖

≤ ‖ρ(τ∗)‖‖ρ(b)‖

= ‖ρ(b)‖

≤ ‖ρ(τ)‖‖ρ(a)‖

= ‖ρ(a)‖,

entonces‖ρ(b)‖ = ‖ρ(a)‖ = 1, y análogamente‖ϕ(a)‖ = ‖ϕ(b)‖.
Por lo observado antes, será suficiente probar que 1= ‖ρ(b)‖ ≤ ‖ϕ(b)‖.
Seaǫ > 0. Veamos que‖ϕ(b)‖ > 1− ǫ.
Si N0 = N1 = 0, entoncesb es una combinación lineal de vértices, y por tanto la desigual-

dad es inmediata.
En otro caso,N0 + N1 > 0 y elegimosr ∈ Z>0 tal que

r > (N0 + N1)

(
2
ǫ

)p

.
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Como‖ρ(b)‖ = 1, podemos tomarξ(0) ∈ Lp(X, µ) de norma 1 y tal que‖ρ(b)ξ(0)‖p > 1−
ǫ

2
.

Comoρ es aproximadamente libre, existenN > (N0 + N1)r y subconjuntosD0, . . . ,DN ⊆

X tales que:

• X =
N−1∐

m=0

Dm.

• Para todoe ∈ Q1, conDN := D0 y D−1 := DN−1, tenemos:

ρ(e)(Lp(Dm, µ)) ⊆ Lp(Dm+1, µ) y ρ(e∗)(Lp(Dm, µ)) ⊆ Lp(Dm−1, µ) (0 ≤ m≤ N − 1).

Escribimosξ(0) =

N−1∑

m=0

ξ(0)
m conξ(0)

m ∈ Lp(Dm, µ) param= 0, . . . ,N − 1.

Afirmamos que existe un conjuntoT deN0 + N1 valores consecutivosm tales que

‖
∑

m∈T

ξ(0)
m ‖p <

ǫ

2
.

Probemos esta afirmación. Observemos que, como los conjuntosDm son disjuntos, ten-
emos ∥∥∥∥∥∥∥

∑

m∈T

ξ(0)
m

∥∥∥∥∥∥∥

p

p

=
∑

m∈T

‖ξ(0)
m ‖

p
p.

Supongamos que no existe tal conjuntoT. Entonces, en particular, parak = 0, . . . , r − 1
existennk ∈ [k(N0 + N1), (k+ 1)(N0 + N1)) tales que

‖ξ(0)
nk
‖p ≥

ǫ

2

(
1

N0 + N1

) 1
p

.

Por tanto,

‖ξ(0)‖pp ≥

r−1∑

k=0

‖ξ(0)
nk
‖pp ≥ r

(
ǫ

2

)p 1
N0 + N1

> 1

contradiciendo el hecho de que‖ξ(0)‖p = 1. esto prueba la afirmación.
Por ciclicidad podemos permutar los ı́ndices de los conjuntos Dm, y asumir queT =

{0, . . . ,N0 − 1,N − N1, . . . ,N − 1}, entonces
∥∥∥∥∥∥∥

N0−1∑

m=0

ξ(0)
m +

N−1∑

m=N−N1

ξ(0)
m

∥∥∥∥∥∥∥
<
ǫ

2
.



32 CHAPTER 2. ELÁLGEBRA UNIVERSAL OP(Q)

Definimos

ξm :=

{
ξ(0)

m N0 ≤ m≤ N − N1 − 1
0 0≤ m≤ N0 − 1 ∧ N − N1 ≤ m≤ N − 1

y

ξ :=
N−1∑

m=0

ξm = ξ
(0) −

∑

m∈T

ξ(0)
m .

Luego,‖ξ − ξ(0)‖ <
ǫ

2
, y por tanto

‖ρ(b)ξ‖ > ‖ρ(b)ξ(0)‖ − ‖ρ(b)(ξ − ξ(0))‖ > 1−
ǫ

2
−
ǫ

2
= 1− ǫ.

Es claro además, que‖ξ‖ ≤ ‖ξ(0)‖ = 1.
Por [20, Lemma 2.17] existe una representaciónψ : LQ → L(Lp(X × Y, µ × ν)) dada por

ψ(c) := 1⊗ ϕ(c), ∀c ∈ LQ. Más aún, se cumple que‖ψ(b)‖ = ‖ϕ(b)‖.
SeanSe y Re las transformaciones biyectivas entre medibles descriptas en el Lema 2.2.4

y que corresponden aρ(e) y ϕ(e) respectivamente, parae ∈ E1.
Dado queX =

∐

e∈E1

Xe y la identificación que hacemos de los conjuntos con sus imágenes

enB/N(µ), tenemos que

Dm+1 =
∐

e∈E1

Re(Dm), m= 0, . . . ,N − 2.

SeaW := P<N, y para cada caminoγ ∈ W definimos el conjuntoDγ := Rγ(D0) con
Rγ := Rγ1 ◦ . . . ◦Rγn paraγ = γ1 . . . γn. Entonces,

X :=
∐

γ∈W

Dγ. (2.4)

Paraγ ∈ W, definimoseγ := m(χDγ
) ∈ L(Lp(X, µ)) (siguiendo la Notación 1.4.7). Luego,

los elementoseγ son idempotentes de norma 1 y su suma es 1.
Otra manera de pensar al conjuntoW es como una unión de subconjuntos de caminos en

W que terminan en el mismo vértice. Definimos para cada vérticev ∈ Q0 los conjuntos

Wv := {γ ∈W : r(γ) = v}.

Seav ∈ Q0, aplicando el Lema 2.2.4 existe un conjuntoEv ⊆ Y conν(Ev) , 0 tal que los
conjuntosEv,γ := Sγ(Ev) son disjuntos paraγ ∈Wv. Entonces,

ϕ(γ)(Lp(Ev, ν)) = Lp(Ev,γ, ν), ∀ γ ∈Wv.

Elegimos, para cadav ∈ Q0 , ηv ∈ Lp(Ev, ν) tal que‖ηv‖p = 1.
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Seau : Lp(X, µ) −→ Lp(X × Y, µ × ν) el operador definido por

u(ξ) :=
∑

v∈Q0

∑

γ∈Wv

ρ(γ∗)eγ(ξ) ⊗ ϕ(γ)ηv, (ξ ∈ Lp(X, µ)).

Afirmamos queu es isométrica.
En efecto, como los conjuntosDγ son disjuntos, los resultados (2.4) y [20, Remark 2.7]

muestran que‖ξ‖pp =
∑

γ∈W

‖eγ(ξ)‖
p
p. Por otro lado,

ran(eγ) = Lp(Dγ, µ) ⊆ ran(ρ(γ))

y ρ(γ∗) es una isometrı́a sobre ran(ρ(γ)). En particular, es una isometrı́a sobre la imágen de
eγ, y por lo tanto

‖ρ(γ∗)eγ(ξ)‖p = ‖eγ(ξ)‖p.

Además, los elementosρ(γ∗)eγ(ξ) ⊗ ϕ(γ)ηv están soportados sobre conjuntos disjuntos
X × Ev,γ y ‖ϕ(γ)ηv‖p = ‖ηv‖p = 1, entonces

‖u(ξ)‖pp =

∥∥∥∥∥∥∥
∑

v∈E0

∑

γ∈Wv

ρ(γ∗)eγ(ξ) ⊗ ϕ(γ)ηv

∥∥∥∥∥∥∥

p

p

=
∑

v∈E0

∑

γ∈Wv

‖ρ(γ∗)eγ(ξ)‖
p
p‖ϕ(γ)ηv‖

p
p

=
∑

γ∈W

‖eγ(ξ)‖
p
p

= ‖ξ‖pp.

Esto completa la demostración de queu es una isometrı́a.

Ahora, seanG0 := P≤N1 y G :=
N0+N1⋃

m=N0

Pm. ComoF ⊆ G podemos escribir a

b =
∑

α∈G

∑

β∈PN0

λα,βαβ
∗

siendoλα,β = 0 paraα ∈ G \ F.
Veamos que para cualquier elementoξ ∈ Lp(X, µ) soportado en

N−N1−1⋃

m=N0

⋃

γ∈Pm

Dγ,

y cualquierb ∈ LQ (no necesariamente elb usado antes), tenemos que:
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u(ρ(b))ξ = ψ(b)u(ξ). (2.5)

Por linealidad será suficiente probar (2.5) paraξ ∈ Lp(Dγ) con γ ∈ W y N0 ≤ l(γ) ≤
N − N1 − 1.

Seaγ = γ0γ1 conγ0 ∈WN0 y 0 ≤ l(γ1) ≤ N − N0 − N1 − 1. Como

ξ ∈ Lp(Dγ) ⊆ ran(ρ(γ)) ⊆ ran(ρ(γ0))

resulta queρ(γ0)ρ(γ∗0)ξ = ξ.
Para todoβ ∈ PN0, β

∗γ0 = δβ,γ0, luego

ρ(b)ξ =
∑

α∈G

∑

β∈PN0

λα,βρ(α)ρ(β∗)ρ(γ0)ρ(γ∗0)ξ

=
∑

{α∈G:r(α)=r(γ0)}

λα,γ0ρ(α)ρ(γ∗0)ξ.

Comoγ = γ0γ1 y ξ ∈ Lp(Dγ), entoncesρ(γ∗0)ξ ∈ Lp(Dγ1).
Seaα ∈ G tal quer(α) = r(γ0). ComoN0 ≤ l(α) ≤ N0+N1 y 0 ≤ l(γ1) ≤ N−N0−N1−1,

se sigue queN0 ≤ l(α) + l(γ1) ≤ N − 1 y ρ(α)ρ(γ∗0)ξ ∈ Lp(Dαγ1).
Luego,

u(ρ(α)ρ(γ∗0)ξ) =
∑

v∈E0

∑

γ′∈Wv

ρ(γ′∗)eγ′(ρ(α)ρ(γ∗0)ξ) ⊗ ϕ(γ′)ηv (2.6)

= ρ((αγ1)
∗)ρ(α)ρ(γ∗0)ξ ⊗ ϕ(αγ1)ηv

= ρ(γ∗1α
∗αγ∗0)ξ ⊗ ϕ(αγ1)ηv

= ρ(γ∗)ξ ⊗ ϕ(αγ1)ηv

Entoncesuρ(b)ξ =
∑

α∈G

λα,γ0ρ(γ∗)ξ ⊗ ϕ(αγ1)ηv.

Por otro lado,

ψ(b)u(ξ) = (1⊗ ϕ(b))(ρ(γ∗)ξ ⊗ ϕ(γ)ηv) (2.7)

=
∑

α∈G

∑

β∈PN0

λα,βρ(γ∗)ξ ⊗ ϕ(α)ϕ(β∗)ϕ(γ)ηv

=
∑

α∈G

λα,γ0ρ(γ∗)ξ ⊗ ϕ(α)ϕ(γ1)ηv.

Comparando (2.6) con (2.7), probamos la ecuación (2.5).
Volviendo a las elecciones deξ y deb tomadas al principio, que satisfacen las hipótesis

para (2.5), se tiene que

‖ψ(b)uξ‖p = ‖uρ(b)ξ‖p = ‖ρ(b)ξ‖p > 1− ǫ
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dado que ademásu es isométrica.
Para completar la demostración, como‖ξ‖p = 1 y ‖u(ξ)‖p = 1 entonces‖ϕ(b)‖ = ‖ψ(b)‖ >

1− ǫ.

Teorema 2.2.8Sea Q un grafo finito por filas y sin fuentes, tal que LQ es simple. Sean
(X,B, µ) y (Y,C, ν) espacios de medidaσ-finita. Seanρ : LQ → L(Lp(X, µ)) y ϕ : LQ →

L(Lp(Y, ν)) representaciones espaciales. Entonces el mapa definido porρ(e) 7→ ϕ(e) y
ρ(e∗) 7→ ϕ(e∗) ∀ e ∈ Q1, se extiende a un isomorfismo isométricoρ(LQ)→ ϕ(LQ).

Demostracíon. El resultado a probar es simétrico respecto deρ y de ϕ, entonces es
suficiente probar que para todoa ∈ LQ, ‖ϕ(a)‖ ≤ ‖ρ(a)‖. Seau ∈ L(ℓp(Z)) el operador shift, y
seaϕu : LQ → L(Lp(Y, ν) ⊗ ℓp(Z)) definido como en el Lema 2.2.1, entonces la Proposición
2.2.3 implica que‖ϕ(a)‖ ≤ ‖ϕu(a)‖. Comoϕu es libre por el Lema 2.2.1(c), es espacial por el
Lema 2.2.1(b), lo que por la Proposición 2.2.7 implica que‖ϕu(a)‖ ≤ ‖ρ(a)‖.

Usando el Teorema 2.2.8, es claro el siguiente resultado.

Teorema 2.2.9Sea Q un grafo finito por filas y sin fuentes, tal que LQ es simple. Entonces,

Op(Q) = ρ(LQ)

para cualquier representación espacialρ de LQ. O sea, todas las seminormas (2.2) coinciden.

2.2.4 Independencia de espacialidad: caso general

Extenderemos el Teorema 2.2.8 al caso en que el grafo es finitopor filas teniendo que adaptar
algunos resultados a este contexto y para esto necesitaremos el caso sin fuentes probado en
la Subsección 2.2.3.

Si Q es un grafo con fuentes, podemos construir un grafo sin fuentesQ̂ de manera que
exista una inclusión isométrica entreOp(Q) y Op(Q̂). Esto nos permitirá extender el Teorema
2.2.9 a caulquier grafo finito por filas.

Proposición 2.2.10 Sea Q un grafo finito por filas. SeâQ el grafo que se obtiene de agregar
una “cola” a cada fuente z de la siguiente forma

. . . •
g3
−→ •w2

g2
−→ •w1

g1
−→ •z. (2.8)

Entonces la inclusión naturalOp(Q) ֒→ Op(Q̂) es isométrica.

Demostracíon. Seaρ : LQ → L(Lp(X)) una representación espacial deLQ. Definimos
el conjuntoY := X ⊔

⊔

z fuente

(Xz × N). Notemos que existen, para cadan ∈ N0, isometrı́as

τn : Lp(Xz)→ Lp(Xz × {n}) (dondeτ0 es la identidad). Definimos la representación espacial

ρ̂ : Op(Q̂)→ L(Lp(Y))
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comoρ sobre el grafoQ, y sobre los vértices y aristas que agregamos como

ρ̂(wn) := IdLp(Xz×{n}),

y

ρ̂(gn) := τn+1 ◦ τ
−1
n .

Veamos que la inclusiónOp(Q) ֒→ Op(Q̂) es isométrica.
Seaa ∈ LQ. Si ρ es una representación espacial deLQ, de la misma manera que antes,

podemos construir una representación espacialρ̂ deLQ̂, entonces

‖ρ(a)‖ = ‖̂ρ(a)‖ ≤ ‖a‖Op(Q̂)

y tomando supremo sobre las representaciones espaciales deLQ

‖a‖Op(Q) ≤ ‖a‖Op(Q̂).

De manera analoga, si consideramos una representación espacial deLQ̂, restringimos
obteniendo una representación espacial deLQ, y tenemos la otra desigualdad. Luego, las
normas‖ · ‖Op(Q) y ‖ · ‖Op(Q̂) coinsiden sobreLQ y comoLQ es denso enOp(Q), las normas
coinciden sobreOp(Q).

Observacíon 2.2.11 Sea Q un grafo finito por filas ŷQ el grafo que se obtiene de sacarle
las fuentes a Q (Proposición 2.2.10). Si LQ es simple, entonces LQ̂ es simple.

Demostracíon. Abrams y Aranda Pino probaron ([2, Lemma 2.9.6] y [5, Theorem3.1])
queLQ es simple si y solo si el grafoQ es cofinal y todo ciclo tiene salida. Entonces basta
con chequear que esto sucede en el caso deQ̂ sabiendo queQ lo verifica. Notar que la
construcción dêQ no agrega pozos ni ciclos nuevos al grafo. En particular todociclo sigue
teniendo salida. Además, los caminos infinitos que podrı́an agregarse a los que ya estaban en
Q son los que comienzan en alguna “cola” y continuan hasta alg´un camino infinito enQ. De
modo queQ̂ es cofinal.

Por lo tanto, concluimos el siguiente resultado:

Teorema 2.2.12Sea Q un grafo finito por filas tal que LQ es simple. Entonces,

Op(Q) = ρ(LQ)

para cualquier representación espacialρ de LQ. O sea, todas las seminormas (2.2) coinciden.

Demostracíon. Seana ∈ LQ y ρ : LQ → L(Lp(X)) una representación espacial deLQ.
Tenemos que ver que‖a‖Op(Q) = ‖ρ(a)‖. Como en la Proposición 2.2.10 construimmos una
representación espacialρ̂ : Op(Q̂)→ L(Lp(Y)) del álgebra de LeavittLQ̂ del grafo sin fuentes
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Q̂. Del hecho de que la inclusiónOp(Q) ֒→ Op(Q̂) es isométrica (Proposición 2.2.10) y el
caso sin fuentes aplicado âQ (Teorema 2.2.9 y Observación 2.2.11), resulta que

‖a‖Op(Q) = ‖a‖Op(Q̂) = ‖̂ρ(a)‖ = ‖ρ(a)‖.

Phillips definióOp(Ld) parad ∈ N ∪ {∞} de la misma forma que para el caso finito. En
el Ejemplo 1.2.2, el caso particulard = ∞ define un grafo que no es finito por filas, por lo
tanto no es un caso particular nuestro. Sin embargo, vale el mismo Teorema 2.2.12 y fue
demostrado también por Phillips en [20]. Notemos que cuando d = ∞, el grafo de un vértice
y d aristas es simple (sid es finito también es cierto pero es un caso particular de grafo finito),
entonces vale que:

Ejemplo 2.2.13 (Phillips [20]) Si ρ es una representación espacial de L∞ (definida en [20]),
entonces

Op(L∞) = ρ(L∞).

En la siguiente sección incluiremos representaciones espaciales deL∞.

2.3 Op(Q) contra Oq(Q′)

Concluiremos este capı́tulo estudiando la relación entredos completaciones del tipo (2.1)
para dos grafos finitos yp, q distintos. Más concretamente, probaremos que no existe un
morfismo continuo de una completación en la otra.

Veamos primero algunos resultados previos.

Definición 2.3.1 Sean(X,B, µ) un espacio de medida yτ1, . . . , τn ∈ L(Lp(X)) isometrı́as
parciales espaciales con inversasσ1, . . . , σn. Decimos queτ1, . . . , τn son ortogonales si
τ jσi = 0 yσiτ j = 0 ∀i , j.

Lema 2.3.2 Sea(X,B, µ) un espacio de medidaσ−finita, y sea p∈ [1,∞). Seanτ1, . . . , τn

isometrı́as parciales espaciales con sus respectivos sistemas espaciales ortogonales(Xi ,Yi,Si, gi), (i =

1, . . . , n). Si notamosτ :=
n∑

i=1

τi, entonces‖τ‖ = 1.

Demostracíon. Seaξ ∈ Lp(X). Existenξi ∈ Lp(Xi) (parai = 1, . . . , n) y η ∈ Lp(X \
n⋃

i=1

Xi)



38 CHAPTER 2. ELÁLGEBRA UNIVERSAL OP(Q)

tales queξ =
n∑

i=1

ξi + η. SeaB ⊆ L(Lp(X)) la bola cerrada de radio 1. Entonces,

‖τ‖ = sup
‖ξ‖=1
‖τ(ξ)‖

= sup
ξ ∈ B


n∑

i=1

‖τi(ξi)‖
p



1
p

= sup
ξ ∈ B


n∑

i=1

‖ξi‖
p



1
p

= sup
‖ξ‖=1
‖ξ‖ = 1

Definición 2.3.3 Sea Q un grafo con al menos un ciclo. Sea C el subconjunto de vértices
que pertenecen, por lo menos, a un ciclo de Q. Seaι : C2 → LQ el morfismo definido a partir
de generadores por

ι(x1) =
∑

v∈C

αv, ι(x2) =
∑

v∈C

βv y ι(yi) = (ι(xi))
∗ (i = 1, 2),

dondeαv y βv son los ciclos basados en v, definidos en el Lema 2.2.4.

Lema 2.3.4 Sean p∈ [1,∞) \ {2}, (X,B, µ) un espacio de medidaσ-finita y Q un grafo con
al menos un ciclo. SeanΨ : L∞ → C2 y ι : C2→ LQ los morfismos de la Definición 1.2.4 y de
la Definición 2.3.3. Supongamos queρ : LQ → L(Lp(X, µ)) es una representación espacial,
entonces la composiciónρ◦ι◦Ψ : L∞ → L(Lp(X, µ)) es también una representación espacial.

Demostracíon. Tenemos que probar queρ◦ι◦Ψ(ei) y ρ◦ι◦Ψ(e∗i ) son isometrı́as parciales
espaciales para todoi ∈ N. Por definición,

ρ ◦ ι ◦ Ψ(ei) =
∑

v∈C

ρ(βv)
iρ(αv)

y

ρ ◦ ι ◦Ψ(e∗i ) =
∑

v∈C

(ρ(α∗v))
iρ(β∗v)

para todoi ∈ N.
Comoρ es espacial y (βi

vαv)
∗(βi

wαw) = 0 parav , w, entoncesρ(βi
vαv) es una isometrı́a

espacial.
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SeaF :=
∐

v∈C

Xev. SeaFi :=
⊔

v∈C

Xβi
vαv

, el rango deρ(βv)
iρ(αv) esLp(Xβi

vαv
) y el rango de

ρ ◦ ι ◦ Ψ(ei) esLp(Fi) ⊆ Lp(F).
Además,ρ ◦ ι◦Ψ(ei) es isométrico. Seaf ∈ L(Lp(X, µ)), entonces existe un único vértice

v tal queρ ◦ ι ◦ Ψ(ei)( f ) = ρ(βv)
iρ(αv)( f ).

Comoρ(βv)
iρ(αv) es una composición de isometrı́as parciales, resulta que

‖ρ ◦ ι ◦ Ψ(ei)( f )‖ = ‖ f ‖.

Por [20, Lemma 6.16] y el Lema 2.3.2,ρ◦ ι◦Ψ(ei) es una isometrı́a espacial en el sentido
de la Definición 1.4.5, y tiene dominio (soporte)X y rango (soporte)F.

Análogamente,ρ ◦ ι ◦ Ψ(e∗i ) resulta una isometrı́a espacial.

Teorema 2.3.5Sean p, q ∈ [1,∞) y p , 2, Q un grafo con al menos un ciclo yρ : LQ →

L(ℓp(N)) una representación espacial. Supongamos que existe un morfismo continuo no nulo
deρ(LQ) aL(ℓq(N)), entonces p= q.

Demostracíon. Supongamos queϕ : ρ(LQ)→ L(ℓq(N)) es un morfismo continuo. Como
ρ es espacial, la composiciónρ◦ ι◦Ψ (en Lema 2.3.4) es espacial por Lema 2.3.4. Definimos
B := (ρ ◦ ι ◦ Ψ)(L∞). Entonces aplicando el resultado [20, Lemma 9.1] aϕ|B, existe un
isomorfismo entreℓp(N) y un subespacio deℓq(N). Es un resultado clásico que un subespacio
de dimensión infinita deℓq(N) es isomorfo aℓq(N), entonces en este caso particularℓp(N) ≃
ℓq(N) [19, Sección 2.a] y por lo tantop = q.

Corolario 2.3.6 Sean p, q ∈ [1,∞) distintos y p, 2. Sean Q y Q′ dos grafos finitos, seaρ :
LQ → L(ℓp(N)) una representación espacial, y seaϕ : LQ′ → L(ℓq(N)) una representación
arbitraria. Entonces, no existe un morfismo continuo no nulodeρ(LQ) enϕ(LQ′).

Demostracíon. SeanΨ y ι los morfismos del Lema 2.3.4, los cuales inducen un mor-
fismo entre las completaciones de las álgebras de Leavittι ◦ Ψ : L∞ → LQ. Además, la
representaciónϕ induce un morfismoϕ : LQ′ → L(lq(N)). Supongamos que existe un mor-
fismo continuo y no nuloφ : ρ(LQ)→ ϕ(LQ′), entonces tendrı́amos un morfismo continuo no
nuloϕ◦φ◦ ι ◦ Ψ : L∞ → L(lq(N)). Pero además, la composiciónρ◦ ι◦Ψ : L∞ → L(lp(N)) es
una representación espacial por Lema 2.3.4, y por [20, Lemma 9.1] lp(N) es isomorfa como
espacios de Banach a un subespacio delq(N). Igual que en la demostración del Teorema 2.3.5
resulta quep = q.

En la Sección 2.2 vimos queOp(Q) = ρ(LQ) para toda representación espacialρ : LQ →

Lp(X, µ).
Dadasρ : LQ → L(ℓp(N)) una representación espacial (ver Ejemplo 1.4.6) yϕ : LQ′ →

L(ℓq(N)) una representación arbitraria, por Corolario 2.3.6 no existe un morfismo continuo
deOp(Q) = ρ(LQ) enϕ(LQ′) = O

q(Q′).
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Podemos resumir este resultado en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.7Sean p, q ∈ [1,∞) distintos, p, 2, y Q y Q′ dos grafos finitos por filas y Q
numerable, tales que Q tiene por lo menos un ciclo y sus álgebras de Leavitt asociadas, LQ y
LQ′ , son simples. Entonces no existe un morfismo continuo deOp(Q) enOq(Q′).



Chapter 3

Clasificación de lasálgebrasOp(Q)
simples

Las álgebras de Leavitt simples fueron clasificadas por Abrams y Aranda Pino en [5] para
grafos finitos por filas. En este capı́tulo clasificaremos lasp-álgebrasOp(Q) simples (en el
contexto deLp álgebras de operadores).

El resultado más importante de este capı́tulo será que el ´algebraOp(Q) es simple (como
álgebra universal) si y sólo si su álgebra de Leavitt asociadaLQ lo es.

Por otro lado, es conocido que los ideales deLQ están en biyección con los subconjuntos
de vértices hereditarios y saturados.

Veremos que enOp(Q) esos subconjuntos de vértices están en biyección con los ideales
S1-invariante.

3.1 La accíon deS1 sobreOp(Q)

El grupoS1 actua continuamente sobreOp(Q) de forma única. Probaremos esto y también
que tiene una función deOp(Q) enOp(Q) asociada que será una herramienta importante en
la demostración de los teoremas de unicidad que clasificar´an las álgebrasOp(Q) simples.

Definición 3.1.1 Seaτ la acción deS1 sobre el álgebra de Leavitt LQ definida para cada
z ∈ S1 como

τz : LQ −→ LQ

v 7−→ v

e 7−→ ze

e∗ 7−→ z−1e∗

41
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Proposición 3.1.2 Sea Q un grafo finito. Entonces existe una única acciónγ de S1 sobre
Op(Q) tal que z7→ γz es continua,γz(e) = ze para todo e∈ Q1, y γz(v) = v para todo v∈ Q0.

Demostracíon. Seaγ la acción deS1 sobreLQ definida sobre los generadores como en la
Proposición 3.1.2.

Veamos queγz es isometrica para todoz ∈ S1. Seaa ∈ LQ y z ∈ S1. Definimos y notamos
por‖a‖ρ = ‖ρ(a)‖ como en (2.2) a la seminorma asociada a cada representaciónespacialρ de
LQ.

Observemos que componer una representación espacial conγz es espacial. Por lo tanto,

‖a‖ := sup
ρ espacial

‖a‖ρ = sup
ρ espacial

‖γz(a)‖ρ◦γz ≤ ‖γz(a)‖.

Por otro lado,

‖γz(a)‖ = sup
ρ espacial

‖γz(a)‖ρ = sup
ρ espacial

‖a‖ρ◦γz ≤ ‖a‖.

Luego, queda demostrado que‖γz(a)‖ = ‖a‖.
Además, podemos extender esta acción de manera continua atodo el espacioOp(Q). Sean

z ∈ S1, a ∈ Op(Q) y ǫ > 0. Como|z−w| = |w−1z− 1| y ‖γz(a)− γw(a)‖ = ‖γw(γw−1z(a)− a)‖ =
‖γw−1z(a) − a‖ para todow ∈ S1, sin pérdida de generalidad, podemos asumir quew = 1. Sea

b ∈ LQ tal que‖a− b‖ <
ǫ

3
, entonces

‖γz(a) − a‖ ≤ ‖γz(a) − γz(b)‖ + ‖γz(b) − b‖ + ‖b− a‖ <
2ǫ
3
+ ‖γz(b) − b‖.

Por la graduación deLQ dada en la Proposición 1.2.5, existenq ≤ r ∈ Z andbn ∈ (LQ)n

(la componente de gradon deLQ) paran = q, . . . , r, tales queb =
r∑

n=q

bn.

Además, existeδ > 0 tal que si|z− 1| < δ entonces|zn − 1| <
ǫ

3
r∑

i=q

‖bi‖

. Entonces se tiene

que,

‖γz(b) − b‖ = ‖
r∑

n=q

(zn − 1)bn‖ ≤

r∑

n=q

|zn − 1|‖bn‖ <
ǫ

3
.

Teorema 3.1.3Sea Q un grafo finito por filas. Seaτ la acción de la Definición 3.1.1 deS1

sobre LQ. Supongamos queφ : LQ → O
p(Q) es un morfismo tal queφ(v) , 0 para todo

v ∈ Q0, yφ ◦ τz = γz ◦ φ para todo z∈ S1, entoncesφ es inyectiva.
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Demostracíon. SeaI = Ker(φ). Si a ∈ I , entoncesφ(τz(a)) = σz(φ(a)) = 0 y τz(a) ∈
I ∀z ∈ S1. Luego,I es invariante por la acción deτ. Por [1, Proposition 1.4, (2)]I resulta
ser un ideal graduado. Notemos que en la proposición que estamos citando la acción es con
dominio un cuerpo infinito salvo el 0,K∗, lo que es esencial para mostrar que sin < m(∈ N)
entonces existet ∈ K∗ tal quetn

, tm. Esto es un hecho enS1, y el resto de la demostración
se seguirı́a igual.

Entonces podemos afirmar queI es un ideal graduado deLQ, y por [2, Proposition 2.4.9]
I está generado por el subconjunto de vérticesI ∩ Q0. Entoncesφ(v) , 0 para todov ∈ Q0 y
esto contradice la hipótesis.

Corolario 3.1.4 El morfismo naturalι : LQ → O
p(Q) es inyectivo.

Definición 3.1.5 Seaγ la acción definida en la Proposición 3.1.2. Para cada n∈ Z, defini-
mos a la funciónΦn : Op(Q)→ Op(Q) como

Φn(a) :=
1
2π

∫ 2π

0
e−inθγeiθ(a) dθ.

Lema 3.1.6 Sean n,m∈ Z y Bn := {b ∈ Op(Q) : γz(b) = znb ∀(z ∈ S1)}. Entonces:

(a) Para c∈ Bn y b ∈ Op(Q),

Φm(bc) = Φm−n(b)c y Φm(cb) = cΦm−n(b).

(b) Paraα, β ∈ P,

Φn(αβ
∗) =

{
0 l(α) , l(β) + n
αβ∗ l(α) = l(β) + n

.

(c) BnBm ⊆ Bn+m.

Demostración.La demostración es clara usando la Definición 3.1.5 y un argumento de
continuidad.

Proposición 3.1.7 Consideremos el conjunto Bn y la funciónΦn introducidos en el Lema
3.1.6, entonces:

(a) Im(Φn) ⊆ Bn

(b) Φn|Bn
= idBn. Más aún, Bn = Im(Φn) por (a).

(c) ‖Φn‖ = 1

(d) Bn = (LQ)n, completando la parte de grado n respecto de la norma en LQ (2.1).
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Demostracíon. Es facil ver queγz(Φn(b)) = znΦn(b) si b ∈ Op(Q), y esto prueba (a).
Comoγeiθ es una isometrı́a por la Proposición 3.1.2, entonces‖Φn‖ ≤ 1. Por el ı́tem (b),

se tiene que‖Φn‖ = 1.
Probemos el ı́tem (d). Es claro que todo elementob ∈ (LQ)n que se aproxima por elemen-

tos en (LQ)n, por un argumento de continuidad, verifica queγz(b) = znb. Entoncesb ∈ Bn.
Seab ∈ Bn. Entonces, dadoǫ > 0, existea = (am)m ∈ LQ (con am ∈ (LQ)m) tal que

‖b− a‖ < ǫ. Pero esto implica, por (b) y Lema 3.1.6(b), que existe tal que

‖b− an‖ = ‖Φn(b− a)‖ < ǫ.

Luego,b ∈ (LQ)n.

Lema 3.1.8 Seaϕ ∈ (Op(Q))′ (el espacio dual usual). Entonces,

ϕ(Φn(a)) =
1
2π

∫ 2π

0
e−inθϕ(γeiθ(a)) dθ

para todo n∈ Z y a∈ Op(Q).

Demostracíon. La funcióne−inθϕ(γeiθ(a)) es Bochner integrable (ver [13, II§2, Definition
1]) por [13, II §2, Theorem 2]. En efecto,

1
2π

∫ 2π

0
‖e−inθγeiθ(a)‖ dθ =

1
2π

∫ 2π

0
‖a‖ dθ = ‖a‖ < ∞.

Luego, usando el resultado de [13, II§2, Theorem 6] completamos la prueba.

Corolario 3.1.9 Sea a∈ Op(Q). Supongamos queΦn(a) = 0 ∀n ∈ Z (Φn es la definida en
Definición 3.1.5). Entonces a= 0.

Demostracíon. Será suficiente probar queϕ(a) = 0 ∀ϕ ∈ (Op(Q))′. LlamamosCn al
n-ésimo coeficiente de Fourier de la función deS1 enC definida porz 7→ ϕ ◦ γz(a), dondeγ
es la acción definida en la Proposición 3.1.2.

ComoΦn(a) = 0 (∀n ∈ Z), ϕ(Φn(a)) = 0 (∀n ∈ Z), entoncesCn = 0, (∀n ∈ Z). Luego,
ϕ ◦ γz(a) = 0 (∀z ∈ S1) por [26, Theorem 12.16], y en particular siz= 1 ϕ(a) = 0.

3.2 Teoremas de unicidad

En 1980 Cuntz y Krieger ([10]) prueban un teorema de unicidad[23, Theorem 2.4], en donde
un morfismo entre laC∗-álgebra de un grafo finito por filasE y unaC∗-álgebra asociada a
unaE-familia Cuntz-Krieger (ver [23, Chapter 1]) que no manda los vértices a cero, es nece-
sariamente un isomorfismo deC∗-álgebras. Extenderemos este resultado a nuestro contexto
Lp. Los lemas que necesitaremos previamente serán probados parap , 2, caso contrario el
resultado de unicidad es el menionado anteriormente paraC∗-álgebras.
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Definición 3.2.1 Sean Q1,Q2, . . . grafos. Definimos el grafo
∐

i∈N

Qi como el que tiene vértices

y aristas 
∐

i∈N

Qi


0

:=
∐

i∈N

Q0
i y


∐

i∈N

Qi


1

:=
∐

i∈N

Q1
i .

Entonces,
L⊔i∈NQi

= LQ1 ⊔ LQ2 ⊔ . . . .

Ejemplo 3.2.2 Sea Ad el grafo con d vértices y d− 1 aristas

v1•
e1
−→ •v2

e2
−→ •v3

e3
−→ . . .

ed−1
−→ •vd

Por [2, Proposition 1.3.4] el álgebra de matrices de d× d es isomorfa al álgebra de
Leavitt de este grafo. O sea, Md ≃ LAd.

Sean d1, d2, . . . ∈ N. En particular, usando la Definición 3.2.1, se tiene que
⊕

i∈N

Mdi ≃ L⊔i∈NAdi
.

Notación 3.2.3 Notaremos Mp
d = L(lp({1, 2, . . . , d})) con la norma usual de operadores.

Algebraicamente estamos identificando Mp
d con la matrices complejas Md de d× d.

Nos interesa probar que siLQ es simple, entoncesOp(Q) también (en el sentido de la
Definición 3.4.1).

A continuación presentaremos algunos resultados previossiguiendo la Notación 3.2.3

Lema 3.2.4 Sean d1, . . . , dn ∈ N y p ∈ [1,∞) \ {2}. Si ρ :
n⊕

i=1

Mdi → L(Lp(X, µ)) es una

representación unital y contractiva como mapa de
n⊕

i=1

Mp
di

enL(Lp(X, µ)), entoncesρ es

espacial.

Demostracíon. Seaξ ∈ S1. SeaEi
j,k la matriz canónicaE j,k de tamañodi × di. Para cada

i = 1, . . . , n definimos el elementoti, j(ξ) ∈
n⊕

k=1

Mdk en el lugarl como

(ti, j(ξ))l :=



1 i , l

ξEi
j j +

n∑

j,k=1

Ei
kk i = l

Notar que‖ti, j(ξ)‖ = 1 y que (ti, j(ξ))
−1
l :=

{
1 i , l
(ti j (ξ

−1))l i = l
.
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Comoρ es contractiva,ρ(ti j (ξ)) es una isometrı́a biyectiva (∀i, j, ξ), y por [20, Lemma
6.16] es espacial entonces le corresponde un sistema espacial (X,X,Si j (ξ), gi j (ξ)).

Como Si j (1) = IdB, por [20, Lemma 6.22] se sigue queSi, j(−1) = IdB. Además,
ρ(ti j (−1)) = m(gi j (−1)) (la multiplicaciòn porgi j (−1), 1.4.7).

Como (
1− ti, j(−1)

2

)

l

=

{
Ei

j j l = i
0 l , i

existe una partición de conjuntos mediblesX =
n∐

i=1

di∐

j=1

Xi j . NotemosXi :=
di∐

j=1

Xi j .

Luego,ρ(Ei
j j ) =

1−m(gi j (−1))

2
es espacial∀i, j y por lo tanto, por [20, Theorem 7.2,

(1)⇔ (5)], ρ|Mdi
: Mdi → L(Lp(Xi)) es espacial para todoi.

Por lo tanto,ρ es espacial.

Lema 3.2.5 Sean d1, . . . , dn ∈ N y p ∈ [1,∞) \ {2}. Si ρ :
n⊕

i=1

Mdi → L(Lp(X, µ)) es

una representación unital, inyectiva y contractiva como mapa de
n⊕

i=1

Mp
di

enL(Lp(X, µ)),

entoncesρ es espacial e isométrica.

Demostracíon. Por Lema 3.2.4 probamos que podemos escribir aρ comoρ =
n⊕

i=1

ρi

dondeρi : Mp
di
→ L(Lp(Xi)) son representaciones unitales y contractivas.

Por [20, (4)⇒ (3), Theorem 7.2], las representacionesρi son isométricas, y por lo tanto
ρ también lo es.

Lema 3.2.6 Sean d1, . . . , dn ∈ N y p ∈ [1,∞) \ {2}. Si ρ :
n⊕

i=1

Mp
di
→ L(Lp(X, µ)) es una

representación contractiva e inyectiva, entoncesρ es isométrica y espacial.

Demostracíon. Consideremos el idempotentee := ρ(1). Entonces podemos descom-
poner aLp(X) como una suma directa

Lp(X) = Im(e) ⊕ Ker(e).

SeaR :=
n⊕

i=1

Mp
di
. Entonces,

Im(e) = ρ(1)(Lp(X)) ⊆ ρ(R)Lp(X) = ρ(1)ρ(R)Lp(X) ⊆ ρ(1)Lp(X) ⊆ Im(e).
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Análogamente a la demostración del Lema 3.2.5 construimos elementos

ti j (ξ) = ρ(ψi jξ) ⊕ idKer(e) ∈ ρ(R)Lp(X) ⊕ Ker(e)

Comoρ es contractiva,‖ti j (ξ)‖ ≤ 1.
Además,t−1

i j (ξ) = ti j (ξ
−1) entoncesti j (ξ) es unitaria. Comop , 2, es espacial. Luego,

por [20, Lemma 6.22], existe una funcióngi j tal quegi j (−1)2 = 1 y ti j (−1) = m(gi j (−1)) (la
multiplicaciòn porgi j (−1), 1.4.7).

Entonces,ρ(Ei
j j ) =

1− ti j (−1)

2
=

1−m(gi j (−1))

2
y

1− gi j

2
= χYi j dondeYi j = {x/gi j (x) =

−1}. Luego,ρ(Ei
j j ) es espacial, entoncesρ(Ei

pq) espacial para todop, q, i = 1, . . . , n y luegoρ
es espacial.

Notar que losYi j son disjuntos y queY =
∐

i, j

Yi j , entonces

e= ρ(1) =
∑

i, j

ρ(Ei
j j ) =

∑

i, j

χEi
j j
= χY.

Luego, Im(e) = Lp(Y) y la correstricción deρ a Lp(Y) es unital, contractiva e inyectiva,
entonces es isométrica y por lo tantoρ también lo es.

Lema 3.2.7 Seaρ :
∞⊕

i=1

Mp
di
→ L(Lp(X, µ)) una representación contractiva e inyectiva.

Entoncesρ es espacial e isométrica.

Demostracíon. Seaa := (ai)i∈N ∈

∞⊕

i=1

Mp
di
, entonces existen ∈ N tan queai = 0 ∀i > n.

Restringiendoρ a
n⊕

i=1

Mp
di

, obtenemos una representación contractiva e inyectiva

ρn :
n⊕

i=1

Mp
di
→ L(Lp(X))

que resulta ser isométrica y espacial por Lema 3.2.6. Entonces

‖ρ(a)‖ = ‖ρn(a)‖ = ‖a‖

como querı́amos probar.

Notación 3.2.8 DefinimosOp(Q)0 := (LQ)0 (clausurando respecto de la norma de la Definición
2.1).
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Proposición 3.2.9 Sea Q un grafo finito sin fuentes ni pozos y tal que todo ciclo tenga salida.
SeaB ⊆ L(Lp(X, µ)) un álgebra de Banach con una acciónβ : S1 → Aut(B) tal queβz :
B → B (∀z ∈ S1) y ∀b ∈ B z 7→ βz(b) resultan continuas. Sea f: Op(Q) → B un morfismo
unital contractivo tal que f(v) , 0 (∀v ∈ Q0) y

βz ◦ f (a) = f ◦ γz(a) (∀a ∈ Op(Q)). (3.1)

Entonces f es inyectiva.

Demostracíon. Como primer paso veamos quef es inyectiva sobreOp(Q)0. Como f es
contractiva,f|Op(Q)0,n

es contractiva para todon ∈ N, y afirmamos que es isométrica para todo

n ∈ N. En efecto, seann ∈ N y di := |P(n, vi)| con i = 1, . . . , r y Q0 = {v1, . . . , vr }.
Observemos que el hecho de quef (v) , 0 para todov ∈ Q0 implica que f es inyectiva

sobreL0,n y en particular sobre la parte de grado 0.

Por lo tanto, por el Lema 3.2.6, la restricción def sobreL0,n =

r⊕

i=1

Mp
di

es isométrica para

todo n ≥ 0. Si ahora tomamos colı́mite y completamos el álgebraL0, f resulta isométrica
sobreOp(Q)0.

Seaa ∈ Ker( f ). Para ver quea = 0, por Corolario 3.1.9, será suficiente probar que
Φn(a) = 0 (∀n ∈ Z).

Asumamos primero quea ∈ Ker( f ) ∩ Op(Q)n (para algúnn ∈ Z).
El morfismo f es isométrico sobreOp(Q)0 entonces es inyectivo. Por lo tanto, el caso

n = 0 es evidente.
Veamos ahora lo que sucede conn , 0.
ComoQ no tiene fuentes, para cadav ∈ Q0 existe una aristaev ∈ Q1 tal quer(ev) = v.

Definimos los elementos
t+ =

∑

v∈Q0

ev (de grado 1)

y

t− =
∑

v∈Q0

e∗v (de grado -1).

Notemos que se cumple
t−t+ = 1.

Si n > 0, atn− ∈ Ker( f ) ∩ Op(Q)0 = {0}, entoncesatn− = 0. Multiplicando a derecha portn
+,

tenemos quea = 0.
Análogamente, en el cason < 0, consideremos el elementotn

+a ∈ Ker( f ) ∩ Op(Q)0 = {0};
multiplicándolo a izquierda portn

− obtenemos el mismo resultado.
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Si ahora consideramos un elementoa ∈ Ker( f ) cualquiera, por (3.1)

f ◦ Φn(a) = Φn ◦ f (a) = 0

y eso implicarı́a queΦn(a) ∈ Ker( f ) ∩ Op(Q)n.
EntoncesΦn(a) es un elemento de gradon anulado porf . Estamos entonces en el caso

anterior, y por lo tantoΦn(a) = 0 para todon ∈ N que era lo que querı́amos probar.

Teorema 3.2.10Sea Q un grafo finito sin pozos ni fuentes tal que LQ es simple. Seaπ :
Op(Q) → L(Lp(X, µ)) una representación no nula, entoncesπ es inyectiva.

Demostracíon. Usando un argumento similar al de [23, Proposition 4.2], veamos primero
queπ(v) , 0 para todo verticev. Supongamos queπ(v) = 0 ∀v ∈ Q0. Si e ∈ Q1

π(e) = π(ee∗e) = π(e)π(r(e)) = 0,

entoncesπ es nula sobreLQ y comoLQ es denso enOp(Q), π = 0. Por lo tanto, existev ∈ Q0

tal queπ(v) , 0.
Por otro lado, seaw ∈ Q0 y veamos queπ(w) , 0. Comov no es un pozo, por (CK2)

de la Definition 1.2.1 existee ∈ Q1 tal ques(e) = v y π(ee∗) , 0. Comoe = ee∗e, entonces
π(e) , 0. Además, comor(e) no es un pozo,π(r(e)) , 0. Aplicamos el procedimiento
anterior obteniendo un caminoα ∈ P tal ques(α) = v y tal queπ(z) , 0 para todo vérticez
del caminoα. Por cofinalidad, existeβ ∈ P tal ques(β) = w y termina en un vértice deα,
entoncesπ(w) , 0 ya quewββ∗ = ββ∗ , 0.

Probemos la siguiente desigualdad para todoa ∈ Op(Q),

‖π(Φn(a))‖ ≤ ‖π(a)‖ (n ∈ Z).

Por un argumento de continuidad podemos suponer quea =
∑

(µ,ν)∈F

λµ,νµν
∗ conF un con-

junto de finitos pares de caminos (µ, ν) tales quer(µ) = r(ν).
El mismo argumento que en la demostración de la Proposición 3.2.9, muestra queπ es una

isometrı́a sobreOp(Q)0. Consideremost+ y t− elementos enOp(Q)1 y Op(Q)−1 respectiva-
mente, como definimos en Proposición 3.2.9. Mostraremos que ‖t+‖ = 1 y analogamente re-
sultará que‖t−‖ = 1. Seanρ una representación espacial no nula yξ = (ξv)v∈Q0 ∈

⊕

v∈Q0

Lp(Xv),

entonces

‖ρ(t+)(ξ)‖
p =

∑

v∈Q0

‖ρ(ev)(ξv)‖
p
Lp(Xs(ev))

=
∑

v∈Q0

‖ξv‖
p = ‖ξ‖p. (3.2)

Luego,‖ρ(t+)‖ = 1 y tomando supremo sobre todas las representacionesρ se tiene que
‖t+‖ = 1.
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Sean > 0. Observemos que, como‖t+‖, ‖t−‖ ≤ 1,

‖Φn(a)‖ = ‖Φn(a)tn
−t

n
+‖ ≤ ‖Φn(a)tn

−‖ ≤ ‖Φn(a)‖,

y análogamente,

‖π(Φn(a))‖ = ‖π(Φn(a)tn
−t

n
+)‖ ≤ ‖π(Φn(a)tn

−)‖ ≤ ‖π(Φn(a))‖.

ComoΦn(a)tn
− ∈ O

p(Q)0 y π es una isometrı́a sobreOp(Q)0, resulta que

‖π(Φn(a))‖ = ‖π(Φn(a)tn
−)‖ = ‖Φn(a)tn

−‖ = ‖Φn(a)‖. (3.3)

De la misma forma, sin < 0 se tiene quetn
+Φn(a) ∈ Op(Q)0, entonces

‖π(Φn(a))‖ = ‖π(tn
−t

n
+Φn(a))‖ = ‖π(tn

+Φn(a))‖ = ‖tn
+Φn(a)‖ = ‖Φn(a)‖ (3.4)

Entonces, siguiendo la misma demostración de [23, Theorem2.4] pero en nuestro caso,
se tiene que‖Φn(a)‖ ≤ ‖π(a)‖, (n ∈ Z) para todoa ∈ Op(Q).

Concluimos queπ es inyectiva, por Corolario 3.1.9,a = 0.

Teorema 3.2.11Sea Q un grafo finito por filas tal que LQ es simple. Seaπ : Op(Q) →
L(Lp(X, µ)) una representación contractiva y no nula, entoncesπ es inyectiva.

Demostracíon. Probemos que podemos suponer queQ no tiene pozos ni fuentes. En
efecto, seaQ+ el grafoQ de manera tal que a cada pozow le agregamos un camino infinito
de la forma

w•
f1
−→ •v1

f2
−→ •v2

f3
−→ . . . (3.5)

y a cada fuentez le agregamos un camino infinito de la forma

. . . •
g3
−→ •w2

g2
−→ •w1

g1
−→ •z. (3.6)

SeaY := X ⊔
⊔

w pozo

(Xw × N) ⊔
⊔

z fuente

(Xz × N). Notemos que existen, para cadan ∈ N0,

isometrı́asθn : Lp(Xw) → Lp(Xw × {n}) y τn : Lp(Xz) → Lp(Xz × {n}) (dondeθ0 y τ0 son las
identidades). Definimos la representación

π̃ : Op(Q+)→ L(Lp(Y))

comoπ sobre el grafoQ, y sobre los vértices y aristas que agregamos como

π̃(vn) := IdLp(Xw×{n}) y π̃(wn) := IdLp(Xz×{n}),

y
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π̃( fn) := θn ◦ θ
−1
n+1 y π̃(gn) := τn+1 ◦ τ

−1
n .

Observemos que la inclusiónOp(Q) ֒→ Op(Q+) es isométrica.
Seaa ∈ LQ.
Entonces

‖π(a)‖ = ‖π(a)‖ ≤ ‖a‖Op(Q+)

y tomando supremo sobre las representaciones espaciales deLQ

‖a‖Op(Q) ≤ ‖a‖Op(Q+).

De manera analoga, si consideramos una representación espacial deLQ+ , restringimos
obteniendo una representación espacial deLQ, y tenemos la otra desigualdad. Luego, las
normas‖ · ‖Op(Q) y ‖ · ‖Op(Q+) coinciden sobreLQ y comoLQ es denso enOp(Q), las normas
coinciden sobreOp(Q).

Como la inclusiónOp(Q) ֒→ Op(Q+) es isométrica, para ver queπ es inyectiva bastará
probar quẽπ es inyectiva.

ComoQ+ es un grafo finito por filas y no tiene ni pozos ni fuentes la demostración será
similar, con algunas modificaciones, a la del caso finito en elTeorema 3.2.10.

El grafo Q+ no es siempre cofinal, por lo tanto no va a ser automático el hecho de que
π̃(v) , 0 (∀v ∈ (Q+)0). Suponiendo que enQ hay por lo menos algún pozo o alguna fuente
(caso contrario es trivial), empecemos notando que es cierto para los vértices en (Q+)0 \ Q0.

Seav ∈ Q0. Considero los elementosv1 y f1 de (3.5), en caso de existir previamente un
pozow. Notar quẽπ(w) , 0. Si no,

π̃(v1) = π̃( f ∗1 f1) = π̃( f ∗1 )̃π(w)̃π( f1) = 0

pero comov1 ∈ (Q+)0 \ Q0 es absurdo.
Por otro lado,w no es una fuente, luego existee ∈ Q1 tal quer(e) = w y que además

verifica quẽπ(e) , 0. ComoQ es cofinal existe un caminoβ que comienza env y termina en
e. Luego, la demostración se sigue igual que en el el Teorema 3.2.10.

En caso de existir una fuentez, consideramosw1 y g1 de (3.6). Comog∗1g1 = z, π̃(z) , 0.
Comoz no es un pozo entonces existee ∈ Q1 tal ques(e) = z que además cumplẽπ(e) , 0.
Se sigue igual que el caso anterior.

Por lo tantõπ(v) , 0 para todov ∈ (Q+)0.
Siguiendo los pasos del Teorema 3.2.10, veamos que para todoa ∈ Op(Q+),

‖π(Φn(a))‖ ≤ ‖π(a)‖ (n ∈ Z).

Consideremos los elementost+,F =
∑

v∈F

ev y t−,F =
∑

v∈F

e∗v, paraF un sunconjunto finito de

vértices, similares a los definidos en la Proposición 3.2.9.
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Por un argumento de continuidad podemos suponer quea =
∑

(µ,ν)∈F

λµ,νµν
∗ con F el con-

junto de finitos pares de caminos (µ, ν) tales quer(µ) = r(ν) y λµ,ν , 0.
El mismo argumento que en la demostración de la Proposition3.2.9, pero ahora usando

el Lema 3.2.7 (dado que puede haber infinitos vértices), muestra quẽπ es una isometrı́a sobre
Op(Q+)0. Como‖t+,F‖ = ‖t−,F‖ = 1 (al igual que en Teorema 3.2.10), sin > 0 elijo F ⊆ (Q+)0

finito tal queΦn(a)t−,Ft+,F = Φn(a) y se sigue la misma cuenta que en (3.3). De la misma
forma sin < 0 se sigue (3.4).

El resto de la demostración es igual que en el Teorema 3.2.10y concluimos quẽπ es
inyectiva.

3.3 IdealesS1-invariantes / Conjuntos hereditarios y satu-
rados

Presentaremos la biyección que existe entre subconjuntosde vértices hereditarios y saturados
y ciertos ideales enOp(Q), losS1-invariantes.

Definición 3.3.1 Decimos que un ideal cerrado I⊳ Op(Q) esS1-invariante siγz(I ) = I para
todo z∈ S1, dondeγ es la acción de la Proposición 3.1.2.

Definición 3.3.2 Un subconjunto H⊆ Q0 eshereditariosi cada vez que v∈ H y w ≤ v, se
tiene que w∈ H. Essaturadosi para cada v∈ Q0 tal que s−1(v) , ∅ y {r(e) : s(e) = v} ⊆ H,
entonces v∈ H.

Definición 3.3.3 Sean Q un grafo y H⊆ Q0 un subconjunto hereditario y saturado. Sea
Q \ H el grafo finito definido como(Q0 \ H, r−1(Q0 \ H), r, s).

Lema 3.3.4 Sea H⊆ Q0 hereditario y saturado. Entonces,Op(Q)/I (H) � Op(Q \ H).

Demostracíon. Resulta de la propiedad universal paraOp(Q \ H).

Lema 3.3.5 Si I es un idealS1-invariante deOp(Q), entonces H:= I ∩ Q0 es hereditario y
saturado.

Demostracíon.
ComoH = (I ∩ LQ) ∩ Q0 y ademásI ∩ LQ es un ideal enLQ entonces por [2, Lemma

2.4.3] el resultado es cierto paraLQ. Luego,H es hereditario y saturado.

Lema 3.3.6 Para cada H⊆ Q0 denotamos por I(H) a su ideal cerrado asociado deOp(Q)
generado por H. Si H es hereditario y saturado, entonces I(H) es un idealS1-invariante.
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Demostracíon. SeaJ(H) el ideal enLQ generado porH. Por [2, Lemma 2.4.1] es cerrado.
El ideal J(H) tiene una graduación dada por las siguientes componentesJ(H)n = (LQ)n ∩

J(H), ∀n ∈ Z.
Veamos primero queI (H) = J(H) para probar queI (H) esS1-invariante.
Es trivial queJ(H) ⊆ I (H). LlamemosI ′ := J(H). Observemos que

H′ := I ′ ∩ Q0 = J(H) ∩ Q0 = H

y por lo tanto
I ′ ⊇ I (H′) = I (H).

Seaz ∈ S1. Seaa =
k∑

n=−k

an ∈ J(H) conan ∈ J(H)n. Por un lado,γz(a) =
k∑

n=−k

znan ∈ J(H),

entoncesγz(J(H)) ⊆ J(H). Por otro lado,a = γz


k∑

n=−k

z−nan

 y se tiene la inclusión que falta

γz(J(H)) ⊇ J(H).
Observemos queb ∈ I (H) si y solo existeb = lim bn conbn ∈ J(H) (∀n), entonces usando

queγz es continua y queJ(H) esS1-invariante, se tiene queI (H) esS1-invariante.

Teorema 3.3.7Sea Q un grafo finito y sin fuentes. Sean p∈ [1,∞) y (X,B, µ) un espacio
de medidaσ-finita. Entonces, existe una correspondencia biyectiva entre los subconjuntos
hereditarios y saturados de Q y los idealesS1-invariantes deOp(Q), dada por

H −→ I (H) and HI := Q0 ∩ I ←− I . (3.7)

Demostracíon. Primero observemos que (3.7) está bien definida por el Lema 3.3.5 y el
Lema 3.3.6.

Veamos ahora que (3.7) es una biyección. SeaH hereditario y saturado. Es claro que
H ⊆ HI(H). Si v ∈ I (H), por el isomorfismo expuesto en el Lema 3.3.4 tenemos quev ∈ H.

Si I es un idealS1-invariante. Es evidente la inclusiónIHI ⊆ I . Para probar la inclusión
que falta consideremos el morfismo cociente contractivoπ : Op(Q)/I (HI ) → O

p(Q)/I , que
por el Lema 3.3.4 puede ser reemplazado por el morfismoπ′ : Op(Q \ HI ) → Op(Q)/I .
Notemos que siv ∈ Q0 \ H, π′(v) , 0, y que además, si consideramosγ̃ a la acción en
Op(Q)/I que hereda deOp(Q), se tiene queπ′ ◦ γz = γ̃z◦ π

′ . Se sigue de la Proposición 3.2.9
queπ′, y por lo tantoπ, es un isomorfismo. Luego,I = I (HI ).

Teorema 3.3.8Sea Q un grafo finito sin fuentes tal que su álgebra de LeavittLQ es simple.
Entonces no existen ideales propiosS1-invariantes enOp(Q).

Demostracíon. SeaI un ideal enOp(Q) S1-invariante y distinto deOp(Q). Veamos que
I = 0, lo que es equivalente a probar queH := I ∩ Q0 = ∅ por Teorema 3.3.7. Usando la
correspondencia biyectiva entre conjuntos hereditrariosy saturados, e ideales deLQ probada
en [8, Theorem 5.3], el conjuntoH está en biyección con el ideal generado porH, J(H) ⊳ LQ.

Como estamos suponiendo queLQ es simple, siJ(H) , 0, entoncesJ(H) = LQ y H = Q0.
LuegoQ0 ⊆ I , y por lo tantoI = Op(Q) lo que es absurdo.
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3.4 Teorema de simplicidad

En esta sección definiremos la simplicidad en el sentido deLp álgebra de operadores y dare-
mos condiciones necesarias y suficientes sobre el grafoQ para que el álgebraOp(Q) resulte
simple. Veremos que estas condiciones coinciden con las delcasoC∗(Q) probado en 2006
por Tomforde [25] y el caso del álgebra de LeavittLQ en 2008 por Abrams y Aranda Pino
[3].

Definición 3.4.1 Decimos que una Lp-álgebra de operadoresA es simple si todo morfismo
contractivo no nulo deA en otra Lp-álgebra de operadores es inyectivo.

Cabe destacar que, a diferencia de lo que ocurre en el casoC∗, no todo ideal cerrado es
el núcleo de un morfismo entreLp álgebras de operadores. El ejemplo se puede encontrar en
un trabajo reciente de Gardella y Thiel, [15, Theorem 2.5].

Por lo tanto, la Definición 3.4.1 no caracteriza aOp(Q) simple como álgebra de Banach,
pues podrı́a tener ideales cerrados que no sean el núcleo deun morfismo contractivo entreLp

álgebras de operadores.
Nos interesa probar queLQ es simple si y solo siOp(Q) también lo es (en el sentido de la

Definición 3.4.1).
La primera implicación es el Teorema de unicidad 3.4.2 probado en la Sección 3.2.

Teorema 3.4.2Si LQ es simple, entoncesOp(Q) es simple como Lp-álgebra de operadores.

Para la reciproca necesitaremos los conjuntos hereditarios y saturados y los idealesS1

introducidos en la Sección 3.3.

Teorema 3.4.3SiOp(Q) es simple como Lp-álgebra de operadores, entonces LQ es simple.

Demostracíon. Por [5, Theorem 3.1],LQ es simple si y solo si los únicos subconjuntos
de vértices hereditarios y saturados son∅ y Q0, y todo ciclo enQ tiene salida.

En el caso en que el grafoQ ni es solo un ciclo, ni es un ciclo más entradas, veamos que
estas dos condiciones necesarias y suficientes de simplicidad se verifican.

SeaH ( Q0 es un subconjunto hereditario y saturado propio, entonces consideremos
su ideal generadoI (H) y por Lema 3.3.4Op(Q)/I (H) ≃ Op(Q \ H) es unap-álgebra de
operadores. Seaπ : Op(Q) → Op(Q \ H) la proyección usual, que además es contractiva y
no nula. ComoOp(Q) es simple, entoncesπ es inyectiva, y por lo tantoI (H) = 0. Por la
correspondencia dada en el Teorema 3.3.7 resultaH = ∅.

Por el [2, Lemma 2.9.6], lo probado antes es equivalente a queQ sea cofinal.
Seac un ciclo sin salida y seaH := c0 el subconjunto de vértices que aparecen en el ciclo

c.
Si ninguna aristae tiene la propiedad de quer(e) ∈ H, entonces es claro queH es hered-

itario y saturado no vacı́o. Por lo probado antes,H = Q0, lo cual es absurdo ya que estamos
suponinedo queQ no es un solo ciclo.
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En el caso en que exista una aristae tal quer(e) ∈ c0 y que no sea una entrada que
empieza en un pozo, entonces existef ∈ Q1 tal ques( f ) = s(e) (resp.r( f ) = s(e)) y r( f ) < H
(resp. s( f ) < H). En cualquiera de los dos casos, comoQ es cofinal existe un caminoα tal
ques(α) ∈ H y r(α) ∈ {s( f ), r( f )}. Esto significa que el cicloc tiene una salida, lo que es
absurdo.

Falta ver que en el resto de los casos, cuandoQ es un solo cicloc y cuando es un ciclo
c con entradas, el álgebraOp(Q) no es simple. O sea que vamos a probar que en estos casos
particulares dondeLQ no es simple, el álgebraOp(Q) tampoco.

Más allá del número de aristas, a modo de ejemplo, estas serı́an las dos posibilidades para
el grafoQ:

o de la forma .

En cualquier caso, existec = e1e2 . . .ed un ciclo en el grafoQ y notemos a sus vértices
comovi := s(ei) con i = 1, . . . , d. Seanf ji las aristas que son entradas del ciclo, conwji :=
s( f ji ) y vi = r( f ji ).

Numeramos al resto de las aristas (o sea, las entradasf ji en el caso de haber) a partir
del naturald + 1 en adelante, en el orden 11, 21, . . . , 12, 22, . . . , 1n, 2n, . . . y los notamosn ji .
Consideremos el conjuntoX := {1, . . . , d} ∪ {n ji ∈ N>d} ji con la medida de contar.

Seaπ : LQ → L(Lp(X)) la representación espacial definida sobre las aristas y sobre sus
estrellas como:

ei 7→ Ei,i+1

en 7→ En,1

e∗i 7→ Ei+1,i

f ji 7→ E ji ,i

f ∗ji 7→ Ei, ji

(donde las matricesEi, j son las matrices canónicas), y luego extendemos lineal y multi-
plicativamente.

Es claro queπ(c) = π(c2) = E1,1, entoncesπ no es inyectiva. Podemos extender el
morfismoπ a toda el álgebraOp(Q), entonces existe un morfismo contractivoπ̃ : Op(Q) →
L(Lp(X)) de manera quẽπ|LQ = π. Comoι : LQ ֒→ Op(Q) es inyectiva por Corolario 3.1.4 y
π̃ ◦ ι = π, entonces̃π no es inyectiva dado queπ no lo es.

Encontramos un morfismo contractivo y no nuloπ̃ : Op(Q) → L(Lp(X)) no inyectivo,
entoncesOp(Q) no es simple comoLp álgebra.

Corolario 3.4.4 Op(Q) simple si y solo si, Q es cofinal y todo ciclo tiene salida.
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Demostracíon. Por [2, Lemma 2.9.6], [5, Theorem 3.1], Teorema 3.4.2 y Teorema 3.4.3.

Corolario 3.4.5

Op(Q) simple⇐⇒ C∗(Q) simple⇐⇒ LQ simple.

Demostracíon. Por Teorema 3.4.3, Teorema 3.4.2, Corolario 3.4.4 y [23, Theorem 4.14].



Chapter 4

La K-teor ı́a deOp(Q) cuandoLQ es
simple

En 2011, Phillips calculó laK-teorı́a de las álgebrasOp
d ([21]). Anteriormente, en 2009, Ara,

Brustenga y Cortiñas calcularon laK-teorı́a de álgebras de Leavitt para grafo finitos por filas
([6]). Parte de estos resultados nos permitirán, en este último capı́tulo de la tesis, calcular la
K-teorı́a del álgebraOp(Q) paraQ un grafo finito por filas cuandoLQ es simple. El cálculo
estará basado en la sucesión Pimsner-Voiculescu para el producto cruzado reducido en el
contextoLp, [22].

Consideraremos el producto cruzado reducido para unaLp álgebra en particular que pre-
sentaremos en la siguiente sección, y que será un colimı́te en la categorı́a de álgebras de
Banach con morfismos contractivos, considerada por Phillips en [22].

4.1 La Lp-álgebracolim Op(Q)0

SeaQ un grafo finito y sin fuentes. Consideremos los elementost+ =
∑

v∈Q0

ev y t− =
∑

v∈Q

e∗v

definidos en la Proposición 3.2.9. Definimos el morfismo isométricoα : Op(Q)0 → O
p(Q)0

porα(a) := t+at− y notamos porS := colimαO
p(Q)0 al colı́mite en la categorı́a de las álgebras

de Banach con morfismos contractivos, inducido porα deOp(Q)0. Más adelante extendere-
mos esta notación paraα siendo un endomorfismo deL0, o deOp(Q)0, o deOp(Q).

Lema 4.1.1 S es una Lp-álgebra de operadores.

Demostracíon. Queremos representar de forma isométrica el álgebraS en algún espacio
de medidaX.

A continuación construiremos este espacioX a partir del conjunto de caminos de longitud
finitaP.

57
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SeaDv := {γ ∈ P : ev ≥ γ} y D := ∪v∈Q0Dv. Definimos dos aplicacionesm− : P → P
comom−(γ) = es(γ)γ y m+ : D→ P m+(γ) = e∗vγ si γ ∈ Dv.

SeaX := colim(P
m−
−−→ P . . .) y seanPi := P lo que hay en el lugari.

En el Ejemplo 1.4.6 construimos una representaciónρ espacial deLQ enL(Lp(P)). Re-
stringiendo aOp(Q)0 obtenemos un morfismo acolimψL(Lp(Pi)) (dondeψ : L(Lp(Pi)) →
L(Lp(Pi+1)) el morfismo conjugar porm∗+ y m∗−), que pasa al colı́mite dado queα es una
isometrı́a.

Entonces existe un morfismoπ : S → colimL(Lp(Pi)). Si probamos que existe un
morfismo isométricoσ decolimψL(Lp(Pi)) enL(Lp(X)), luego habremos representado aS
sobreLp(X) porσ ◦ π.

Construcción deσ:

ComoX es un colı́mite existen morfismos deP en X que en cada lugari lo llamaremos
θi : Pi → X. Estos inducen (∀i) aplicaciones deLp(X) enLp(Pi) que llamaremosθ∗i .

SeaY := colim(D
m+
−−→ D . . .). Para cadai vamos a definir una aplicaciónτi : Y→ Pi de

la siguiente manera: sij ≥ i, tenemos las funciones (m+)
j−i : D j := D→ Pi, como además el

diagrama

D j

(m+) j−i

��

m− // D j+1

(m+) j+1−i
}}zz
z
z
z
z
z
z

Pi

conmuta, lo podemos extender al colı́mite. Analogamente, notamos porτ∗i al morfismo
deLp(Pi) enLp(X) inducido porτi identificandoLp(Y) ⊆ Lp(X).

Seaσi : L(Lp(Pi))→ L(Lp(X)) el morfismo

f 7→ τ∗i ◦ f ◦ θ∗i .

Veamos que pasa al colı́mite, o sea queσi+1 ◦ ψ = σi.
Como el diagrama

Pi

θi

��

m− // Pi+1

θi+1}}zz
z
z
z
z
z
z

X

conmutam∗− ◦ θ
∗
i+1 = θ

∗
i .

Además, el diagrama

Di
m+ // Di+1

Y

τi

OO

τi+1

<<
z
z
z
z
z
z
z
z
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conmuta, entonces

τ∗i+1 ◦m∗− = τ
∗
i .

Luego, paraf ∈ L(Lp(Pi)) resulta que

σi( f ) = τ∗i ◦ f ◦ θ∗i = τ
∗
i+1 ◦m∗− ◦ f ◦m∗− ◦ θ

∗
i+1 = σi+1 ◦ ψ( f ).

Observar queπ ◦ σ es un morfismo contractivo que no manda los vértices a cero. Luego,
sobreOp(Q)0 es inyectivo y al igual que en la demostración de la Proposición 3.2.9, resulta
isométrico sobreOp(Q)0. Como los morfismos del colı́miteS son isométricos, el morfismo
es isométrico también sobreS. Hemos probado queS es unaLp álgebra de operadores.

4.2 Producto cruzado reducido

Los productos cruzados que estudiaremos a continuación serán de gran importancia para
calcular la K-teorı́a. Consideraremos el producto cruzadoen el contexto deLp-álgebras in-
troducido por Phillips en [21] y su sucesión exacta larga análoga a la de Pimsner-Voiculescu.

La estrategia para calcular la K-teorı́a será usar Pimsner-Voiculescu (en contextoLp) para
el producto cruzado deS conZ.

Las definiciones de representación covariante y producto cruzado consideradas por Phillips
en [21] las recordaremos a continuación.

Definición 4.2.1 Sea A es un álgebra de Banach, G es un grupo localmente compacto y α
una acción de G sobre A.

1. Una representación covariante (π,w) de (A,G, α) sobre un espacio Lp(X, µ) es una
representación w de G en operadores inversibles de Lp(X, µ), g 7→ wg, tal que g7→ wgξ

es continua∀ξ ∈ Lp(X, µ), y una representaciónπ : A→ L(Lp(X, µ)) tal que

π(αg(a)) = wgρ(a)w−1
g (∀g ∈ G, a ∈ A).

2. Una representación covariante escontractivasi verifica ‖wg‖ ≤ 1 ∀g ∈ G y ρ es
contractiva.

3. ([22, Notation 3.1]) Sea(π,w) una representación covariante de(A,G, α) sobre un
espacio Lp(X) entonces definimos el producto de convolución

(π ⋊ w)(a)(ξ) :=
∫

G
π(a(g))wg(ξ)dν(g)

para a∈ Cc(G,A, α) y ξ ∈ Lp(X).

Notamos por A⋊α G aCc(G,A, α) con este producto de convolución.
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4. ([14, Definition 3.2]) SeaR una clase no vacı́a de representaciones continuas covari-
antes. Definimos la seminorma

σR( f ) := sup
(π,w)∈R

‖π ⋊ w( f )‖

para f ∈ Cc(G,A, α).

5. ([22, Definition 2.12])(π,w) es una representacion covariante regular siπ es con-
tractiva, w isométrica y verifican que hay unaπ0 : A → L(Lp(X)) representación
contractiva tal que

(π(a)(ξ))(h) = π0(α
−1
h (a))(ξ(h))

para a∈ A, h ∈ G, ξ ∈ Cc(G, L
p(X)) y

wg(ξ)(h, x) = ξ(g−1h, x)

para g, h ∈ G, ξ ∈ Lp(G× X) y x ∈ X.

6. ([22, Definition 3.3]) Definimos al producto cruzado reducido Fp
r (A,G, α) como la

completación deCc(G,A, α)/Ker(σR) en la norma‖ · ‖R inducida porσR, siendoR
la familia de representaciones covariantes regulares que vienen de representaciones
contractivas.

Estas definiciones las utilizaremos cuando el grupo sea discreto, más precisamenteZ.

Teorema 4.2.2([22, Theorem 3.7])

• Existe un morfismoιr : Cc(G,A, α) → F p
r (A,G, α) tal que si (π,w) es una repre-

sentación covariante regular de(A,G, α) en Lp(X), existe una única representación
ρw,π : F p

r (A,G, α)→ L(Lp(X)) que verificaρw,π ◦ ιr = π ⋊ w.

• Si a∈ F p
r (A,G, α), entonces

‖a‖R = sup{‖ρw,π(a)‖ : (π,w) σ − finita, no degenerada, contractiva y regular}.

SeanC := colimαL0 y ϕn : L0 → C los morfismos canónicos al colı́mite. SeaC[u, u−1, α] =
C ⋊α Z el producto cruzado algebraico. Llamandoen := ϕn(1), como en [6, proof of Theo-
rem 3.6] existen isomorfismosψn : L0[t+, t−, α] → enC[u, u−1, α]en dondeψn(a) = ϕn(a) para
a ∈ L0, ψn(t+) = enuen y ψn(t−) = enu

−1en.
Notar queC[u, u−1, α] y es densa enCc(S,Z, α).
Sea (π,w) es una representación regular de (S,Z, α) enL(Lp(Z × X)), entonces tiene aso-

ciada una representación contractivaπ0 (ver Definición 4.2.1). A partir deπ y ψn definiremos
representaciones deLQ, que llamaremosρn : LQ = L0[t+, t−, α] → L(Lp(X)), comoπ0 ◦ ϕn

sobreL0 y ρ(t±) := π ◦ ψn(t±).
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Lema 4.2.3 Sea p∈ [1,∞) \ {2}. Si (π,w) es una representación regular de(S,Z, α) en
L(Lp(Z × X)), entoncesρn es una representación espacial∀n.

Demostracíon. Por Lema 3.2.6π0 ◦ ϕn es espacial, y en particularπ0(en) es un idempo-
tente espacial.

Comoπ(u) y π(u−1) son unitarios, luego por [20, Lemma 6.16] son isometrı́as espaciales,
y por lo tantoρn(t±) también.

Basta ver queρn(e) es una isometrı́a parcial espacial para todoe ∈ Q1 y habremos probado
queρn es espacial. Escribimos a una arista como producto de un elemento enL0 y t+ de la
siguiente manera:

e= et−t+ ∈ L0t+

luego,ρn(e) resulta ser una composición de dos isometrı́as espaciales, y por lo tanto también
lo es.

Lema 4.2.4 Sea Q un grafo finito sin fuentes tal que LQ es simple. Entonces

F p
r (S,Z, α) = colimαO

p(Q).

Demostracíon. El producto cruzado reducidoF p
r (S,Z, α) es la completació del producto

cruzado algebraicoC ⋊α Z respecto de la norma del Teorema 4.2.2. Como por el Lema
4.2.3 cada representación covariante regular y contractiva ρw,π tiene representaciones espa-
ciales asociadasρn de LQ, y LQ la estamos suponiendo simple, entonces por Teorema 2.2.8
Op(Q) = ρn(LQ) y podemos completar el colı́mite respecto de una representación espacial en
particular. Además, los morfismos de transición son isometrı́as, entoncescolimαO

p(Q) es la
completación del colı́mite algebraico colimLQ con la norma inducida porLQ.

Entonces resulta que

F p
r (S,Z, α) = C ⋊α Z = (colimαL0) ⋊ Z = colimαL0[t+, t−, α] = colimαLQ = colimαO

p(Q).

Corolario 4.2.5 K∗(F
p
r (S,Z, α)) = K∗(O

p(Q))

Dividiremos la siguiente sección en dos partes, el caso finito y sin fuentes, y el caso
general finito por filas.



62 CHAPTER 4. LA K-TEOŔIA DE OP(Q) CUANDO LQ ES SIMPLE

4.2.1 K-teoŕıa: caso finito y sin fuentes

Phillips demuestra en [21, Theorem 6.15] que es válida la sucesión de Pimsner-Voiculescu
en el contexto deLp álgebras de operadores. Aplicando este resultado paraS como en la
sección anterior (4.2) y usando el Corolario 4.2.5 tenemosla sucesión que sigue:

K0(S)
id−α̂∗ // K0(S)

ǫ∗ // K0(Op(Q))

∂

��
K1(Op(Q))

∂

OO

K1(S)
ǫ∗oo K1(S)

id−α̂∗oo

(4.1)

Por un lado,

K1(S) = K1(colimαO
p(Q)0) = colimK1(O

p(Q)0) = 0

ya que
K1(O

p(Q)0) = K1(L0) = K1(colimL0,n) = colimK1(L0,n) = 0.

En el Lema 4.2.4 probamos queF p
r (S,Z, α) = colimαO

p(Q), entonces resulta la siguiente
sucesión exacta larga

0 // colimK1(Op(Q)) // K0(S)
id−α∗ // K0(S) // colimK0(Op(Q)) // 0 (4.2)

El morfismoα : Op(Q) → Op(Q) (que es conjugar por los elementost+ y t−) induce la
identidad en los gruposKn, entonces nos queda la siguiente sucesión

0 // K1(Op(Q)) // K0(S)
id−α∗ // K0(S) // K0(Op(Q)) // 0

Luego,

K1(O
p(Q)) = Ker(K0(S)

id−α∗
−−−−→ K0(S))

y

K0(O
p(Q)) = Coker(K0(S)

id−α∗
−−−−→ K0(S)

En [6] se define una matrizN′Q ∈ Z
(Q0×Q0) cuyas entradasni, j son la cantidad de aristas

que hay dei a j para un grafoQ finito por filas. Sacando las columnas correspondientes a
los pozos a las matricesN′tQ y la identidad se obtienen matrices que se notaránNt

Q y 1 en

Z(Q0×(Q0\Sinks(Q))), respectivamente.
En este caso particular el grafo es finito entonces notaremosd := |Q0| y d′ := |Sinks(Q)|

y como
K0(S) = K0(O

p(Q)0) = K0(L0) = K0(colimL0,n) = colimK0(L0,n),

por [6, proof of Theorem 5.10] resulta que

Coker(K0(S)
id−α∗
−−−−→ K0(S)) = Coker(Zd−d′

1−Nt
Q

−−−−→ Zd)
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y que

Ker(K0(S)
id−α∗
−−−−→ K0(S)) = Ker(Zd−d′

1−Nt
Q

−−−−→ Zd).

Con lo probado anteriormente más [23, Lemma 7.12] resulta que laK-teorı́a topológica
deOp(Q) y la C∗(Q) (la C∗ del grafoQ) coinciden.

Teorema 4.2.6Sea Q un grafo finito sin fuentes tal que LQ es simple, entonces

K∗(O
p(Q)) = K∗(C

∗(Q)).

4.2.2 K-teoŕıa: caso finito por filas

Extenderemos el Teorema 4.2.6 al caso en que el grafo es finitopor filas tal queLQ es simple.
Para demostrarlo necesitaremos cierta notación previa que daremos a continuación.

Notación 4.2.7 Para un caminoγ ∈ P, denotamos por v(γ) a todos los vértices que aparecen
en el camino. Escribimos como PQ = {γ ∈ P : |v(γ)| = l(γ) + 1} al conjunto de los caminos
que no se cortan a sı́ mismos. SeaQ̃ el gráfico cuyos vértices son

Q̃0 : {v ∈ Q0 : rP(v) * PQ}

(o sea, son todos los vértices de Q con excepción de los que son rango de caminos que no se
cortan a sı́ mismos) y el conjunto de las aristas es

Q̃1 := {e ∈ Q1 : sQ(e) ∈ Q̃0}.

Proposición 4.2.8 Sea Q un grafo finito por filas. Si LQ es simple entonces LF es simple
para todo F⊆ Q un subgrafo completo de Q.

Demostracíon. Recordemos que siE es un grafo finito por filas, [5, Theorem 3.1] y [2,
Lemma 2.9.6],LE resulta simple si y solo si:

• Todo ciclo tiene al menos una salida.

• E es cofinal (ver Definición 1.1.1).

Usando el resultado anterior probaremos los dos ı́tems mencionados. Seaγ un ciclo en
F, entonces existe una salidae ∈ Q1 ya queLQ es simple. Seav := s(e) ∈ F0. ComoF es
completo,s−1

F (v) = s−1
E (v) y e ∈ F1.

Veamos queF es cofinal. Seanv ∈ F0, γ un camino infinito enF y w ∈ F0 un vértice
enγ. ComoLQ es simple, existenn ∈ N0 y un caminoα := α1 . . . αn enQ tal ques(α) = v
y r(α) = w. Ademas,α1 ∈ s−1

E (v) = s−1
F (v) entoncesα1 ∈ F1. Siguiendo este proceso, se

obtiene queαi ∈ F1,∀i = 1, . . .n, y α es un camino enF.
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Teorema 4.2.9Sea Q un grafo finito por filas tal que LQ es simple, entonces

K∗(O
p(Q)) = K∗(C

∗(Q)).

La demostración en el caso finito está basada en [6, Theorem6.3] para poder suponer que
el grafo no tiene fuentes. Luego, extendemos esto a un grafo finito por filas.

Demostracíon. Supongamos primero queQ es un grafo finito arbitrario. Seand := |Q0|

y d′ := |Sink(Q)|. Consideremos el subgrafoF ⊆ Q definido porF0 := Q̃0 ∪ Sink(Q) y
F1 := Q̃1, a partir de la Notación 4.2.7.

De [6, lemma 6.2] se deduce queF es completo. Seant := |F0| y k := d− t. Si k > 0, por
[6, Theorem 6.3], existe una cadena finita y creciente de subgrafos completos

F = E0 ⊆ E1 ⊆ E2 ⊆ . . . ⊆ Ek = Q

con las siguientes propiedades para todoi = 0, . . . , k;

• |E0
i+1 − E0

i | = 1.

• Sink(Ei) = Sink(Q).

• Existepi ∈ LZ(Ei) tal queLZ(Ei+1) ≃ piLZ(Ei)pi.

• El núcleo y conúcleo deZt+i−d′
1−Nt

Ei
−−−−→ Zt+i y deZt+i+1−d′

1−Nt
Ei+1

−−−−−→ Zt+i+1 coinciden.

Se desprende de estas propiedades que existea ∈ LQ tal queLF ≃ aLFa, entonces
K∗(O

p(Q)) ≃ K∗(O
p(F)). Como el grafoF es finito, sin fuentes y por la Proposición 4.2.8LF

es simple, aplicamos el Teorema 4.2.6.
Si ahoraQ es un grafo finito por filas, por [8, Lemma 3.2] sabemos queQ es colı́mite

filtrante de sus subgrafosF finitos y completos. Como ademásLQ es simple, entonces la
norma enOp(Q) no depende de la representación espacial (Teorema 2.2.12) y

Op(Q) = colimF O
p(F).

Esto implica que

K0(O
p(Q)) = colim K0(O

p(F)) = colim Coker(Z|F
0\Sink(F)|

1−Nt
F

−−−−→ Z|F
0|)

y

K1(O
p(Q)) = colim K1(O

p(F)) = colim Coker(Z|F
0\Sink(F)|

1−Nt
F

−−−−→ Z|F
0|).

Luego,

K0(O
p(Q)) = Coker(Z(|Q0\Sink(Q)|)

1−Nt
Q

−−−−→ Z(|Q0|)



4.2. PRODUCTO CRUZADO REDUCIDO 65

y

K1(O
p(Q)) = Ker(Z(|Q0\Sink(Q)|)

1−Nt
Q

−−−−→ Z(|Q0|).

Entonces por [6, proof of Theorem 5.10], laK-teorı́a topológica deOp(Q) y C∗(Q) coin-
ciden por [23, Lemma 7.12].

Corolario 4.2.10 Sea Q un grafo finito por filas tal que LQ es simple, entonces

K∗(O
p(Q)) = K∗(O

2(Q)).

Demostracíon. Por Ejemplo 2.1.2 y Teorema 4.2.9.



66 CHAPTER 4. LA K-TEOŔIA DE OP(Q) CUANDO LQ ES SIMPLE



Bibliography
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[7] P. Ara, M. A. González-Barroso, K. R. Goodearl, E. Pardo, Fractional skew monoid
ring, J. Algebra 278 (2004), 104–126.

[8] P. Ara, M. A. Moreno, E. Pardo,Nonstable K-theory for graph algebras, Algebr. Rep-
resent. Theory 10 (2007), 157–178.

[9] J. Cuntz. Simple C∗-algebras generated by isometries, Comm. Math. Phys.,2, Vol.57
(1977), 173–185.

[10] J. Cuntz, W. Krieger.A class of C∗-algebras and topological Markov chains, Invent.
Math.,3, Vol.56 (1980), 251–268.

[11] J. CuntzA class of C∗-algebras and topological Markov chains. II. Reducible chains
and the Ext-functor for C∗-algebras., Invent. Math. 63 (1981), no. 1, 25–40.

[12] K. R. Davidson,C∗-algebras by example, Fields Institute Monograph Series, Amer.
Math. Soc. Providence, RI, Vol. 6 (1996).

67



68 BIBLIOGRAPHY

[13] J. Diestel, J.J Uhl, Jr.,Vector Measures, Math. Surveys 15, Amer. Math. Soc., Provi-
dence (1977).

[14] S. Dirksen, M. de Jeu, and M. Wortel,Crossed products of Banach algebras, I , Disser-
tationes Math., to appear. (arXiv:1104.5151v2 [math.OA])

[15] E. Gardella, H. Thiel,Quotients of Banach algebras acting on Lp-spaces, disponible en
arXiv:1412.3985.

[16] J. Lamperti,On the isometries of certain function-spaces, Pacific J. Math. 8 (1958),
459–466.

[17] W.G. Leavitt,The module type of a ring, Trans. A.M.S. 42 (1962), 113–130.

[18] W.G. Leavitt,The module type of homomorphic images, Duke Math. J. 32 (1965), 305–
311.

[19] J. Lindenstrauss and L. Tzafriri,Classical Banach Spaces. I. Sequence Spaces, Ergeb-
nisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, vol. 92, Springer-Verlag, Berlin, New
York, 1977.

[20] N. C. Phillips, Analogs of Cuntz algebras on Lp spaces, preprint (arXiv:1201.4196
[math.FA]).

[21] N. C. Phillips,Crossed Products of Lp Operator Algebras and the K-Theory of Cuntz
Algebras on Lp Spaces, preprint (arXiv:1309.6406v1 [math.FA]).

[22] N. C. Phillips, Simplicity of UHF and Cuntz algebras on Lp-spaces, preprint
(arXiv:1309.0115 [math.FA]).

[23] I. Raeburn,Graph Algebras, BMS Regional Conference Series in Mathematics, vol.103.
American Mathematical Society, Providence (2005).
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