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Cohomología de Hochschild
de álgebras de operadores diferenciales

Resumen

Si An es la n-ésima C-álgebra de Weyl, hay un acción canónica del grupo sim-
pléctico Sp(C, n) sobre An dada por substitución lineal de los generadores. En
particular, si G ⊆ Sp(C, n) es un subgrupo �nito, por restricción de esa acción
obtenemos una acción de G sobre An. El resultado principal de esta tesis es la de-
terminación del álgebra de cohomología de Hochschild HH∗(AG

n) del álgebra de
invariantes AG

n : construimos una �ltración F sobre el álgebra de grupoCG y mostra-
mos que hay un isomor�smo HH●(AG

n) ≅ grF CG entre el álgebra de cohomología y
el álgebra graduada asociada a F. Esto completa la determinación de la estructura de
HH●(AG

n) iniciada por [J. Alev, M. A. Farinati,�. Lambre, y A. L. Solotar, J. Algebra
232 (2000) no. 2, 564–577].
Los resultados de esta tesis aparecieron publicados en los trabajos [M. Suárez-

Alvarez, Algebra structure on the Hochschild cohomology of the ring of invariants
of a Weyl algebra under a �nite group, J. Algebra 248 (2002), no. 1, 291–306].

Palabras clave: cohomología de Hochschild, álgebras de operadores diferenciales,
álgebras de Weyl, producto cup, invariantes.





Hochschild cohomology
of algebras of di�erential operators

Abstract

If An is the nthWeyl algebra overC, there is a canonical action of the symplectic
group Sp(C, n) on An given by linear substitution of the generators. In particular, if
G ⊆ Sp(C, n) is a �nite subgroup, we obtain an action of G on An.�e main result
of this thesis is the determination of the Hochschild cohomology algebra HH∗(AG

n)
of the algebra AG

n of invariants of An under the action ofG: we construct a �ltration F
on the group algebra CG and show there is an isomorphism HH●(AG

n) ≅ grF CG
between the cohomology algebra and the graded algebra associated to F.�is com-
pletes the description of the Hochschild cohomology of AG

n started by [J. Alev, M. A.
Farinati,�. Lambre, y A. L. Solotar, J. Algebra 232 (2000) no. 2, 564–577].

�e results of these thesis have been published as [M. Suárez-Alvarez, Algebra
structure on the Hochschild cohomology of the ring of invariants of a Weyl algebra
under a �nite group, J. Algebra 248 (2002), no. 1, 291–306].

Keywords:Hochschild cohomology, algebras of di�erential operators,Weyl algebras,
cup-product, invariants.





Agradecimientos

A los muchos a quienes debo mi formación como matemático: mis profesores, mis
compañeros de estudio, mis alumnos, la gran cantidad de matemáticos que
conocí en estos años. De ellos aprendí matemática, claro. Pero también
aprendí de ellos que hacer matemática es una actividad profundamente
humana, y gracias a ellos pude apreciar el inmenso valor que esto tiene. Mi
agradecimiento a todos ellos es realmente sincero.

A Jacques Alev, Nicolás Andruskiewitsch y Gabriel Minian por haber aceptado ser
jurados de esta tesis y por la extraordinaria paciencia que mostraron.

AMax Karoubi, con quién fue a la vez un placer y un honor trabajar.

A Andrea Solotar, mi directora, que no deja de sorprenderme por la dedicación, la
pasión y la generosidad con que encara cada cosa que hace, y sin cuyo apoyo
constante ciertamente nada de esto hubiera sucedido.

A Fernando.

A mi familia.





Introducción

El objetivo de esta tesis es la determinación de la estructura del álgebra de coho-
mología de Hochschild de ciertas álgebras de operadores diferenciales. La situación
que más nos interesa es la de un grupo �nito G que actúa de manera lineal sobre un
espacio vectorial complejo C: logramos describir completamente la cohomología
de Hochschild HH●(Di�(V/G)) del álgebra Di�(V/G) de operadores diferencia-
les regulares sobre la variedad cociente V/G en términos de datos asociados a la
representación de G. Más aún, nuestra descripción es efectiva y podemos darla
explicitamente en ejemplos no triviales.

Una motivación inmediata para hacer esto es la de obtener invariantes que
permitan avanzar sobre el problema de distinguir a las álgebras Di�(V/G) que
pueden construirse de esta forma: el álgebra de cohomología de Hochschild es, de
acuerdo a un resultado clásico de Jeremy Rickard, un invariante derivado del álgebra
Di�(V/G) y, en consecuencia, nuestros resultados permiten distinguir efectivamen-
te a estas álgebras entre sí. Este punto de vista aparece como una extensión natural
de trabajos de Jacques Alev y otros que tenían a la conjetura de Gelfand-Kirilov
como objetivo último.
Una motivación más general para estudiar a las álgebras Di�(V/G) es que éstas

pueden verse como deformaciones no conmutativas de las álgebrasOV/G de fun-
ciones regulares sobre las variedades cociente V/G o, más precisamente, sobre los
�brados cotangentes de éstas, y que entonces uno puede esperar obtener información
de naturaleza geométrica sobreV/G a partir de las propiedades algebraicas y homoló-
gicas del álgebra Di�(V/G). Se sigue de un resultado de Mariusz Wodziki [Wod87]
que, si X es una variedad algebraica afín regular de�nida sobre C y si Di�(X) es el
álgebra de operadores diferenciales regulares sobre X, hay un isomor�smo canónico
entre la cohomología de Hochschild HH●(Di�(X)) y la cohomología de de Rham
H●(XC,C) de la variedad compleja XC asociada a X.
Frente a este hecho es natural preguntarse qué sucede en la situaciónmás general

en que la variedad X no es regular. Desde este punto de vista, las variedades cociente
V/G proveen una gran familia de ejemplos de prueba para estudiar esta cuestión y
que, de hecho, contiene varios ejemplos de gran interés, como aquella en la que G es
el grupo de Weyl de un álgebra de Lie semisimple actuando naturalmente sobre la
correspondiente álgebra de Cartan V = h, o la decripción del esquema de Hilbert
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ii INTRODUCCIÓN

de puntos en el plano como resolución de la n-ésima potencia simétrica (C)n/Sn
de C.
Finalmente, la descripción de la cohomología de las álgebras Di�(V/G) y de

la estructura algebraica que existe sobre ella es un paso importante, de acuerdo al
método desarrollado por Gerstenhaber, para el estudio de la teoría de deformaciones
de Di�(V/G). En el caso particular, y el más interesante, en que G es un grupo
generado por re�exiones, este estudio ha sido llevado a cabo por Victor Ginzburg y
Pavel Etingof.
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CAPÍTULO I

La cohomología de Hochschild de un álgebra

1. De�nición

1.1. Fijemos un cuerpo k. En todo lo que sigue, escribiremos⊗ y hom(−,−) en lugar
de ⊗k y homk(−,−), todos los espacios vectoriales serán k-espacios vectoriales y
todas nuestras álgebras serán k-álgebras.

1.2. Si A es un álgebra, notamos AMod y ModA a las categorías de A-módulos a
izquierda y a derecha, respectivamente, y si B es otra álgebra, escribimos AModB a
la categoría de (A, B)-bimódulos. Cuando B = A, diremos A-bimódulos en lugar de
(A,A)-bimódulos.
1.3. El álgebra opuesta Aop de A coincide con A como espacio vectorial y su producto
⋅ está dado en términos del de A vía la relación a ⋅ b = ba. Es inmediato veri�car
que esto de�ne en efecto un álgebra asociativa; en particular, su elemento unidad es
el mismo que el de A. Hay un isomor�smo de categorías AopMod ≅ ModA, al que
consideramos una identi�cación.

1.4. El álgebra envolvente Ae de A es simplemente el álgebra producto tensorial
A⊗ Aop. Hay un isomor�smo de categorías AeMod ≅ AModA, al que consideramos,
como antes, una identi�cación.

1.5. La cohomología de Hochschild de A es el functor de Yoneda

H●(A,−) = Ext●Ae(A,−) ∶ AModA → kModZ

con valores en la categoría de espacios vectoriales Z-graduados. Si M ∈ AModA,
decimos que H●(A,M) es la cohomología de Hochschild de A con valores en M. Si
M = A es el bimódulo regular, escribimos simplemente HH●(A) = H●(A,A).
1.6. En vista de su de�nición, la cohomología de Hochschild es un ∂-functor. Explí-
citamente, dada una sucesión exacta corta

E ∶  //M′
f

//M


//M′′ // (1)

en AModA, existe un mor�smo ∂●E ∶ H●(A,M′′)→ H●+(A,M′) de grado 1, natural
con respecto a mor�smos de sucesiones exactas, que da una sucesión exacta larga

⋯ // Hp(A,M′)
f p∗ // Hp(A,M)

p∗ // Hp(A,M′′)
∂pE // Hp+(A,M′) // ⋯

1



2 I. COHOMOLOGÍA DE HOCHSCHILD

De hecho, se trata de un ∂-functor universal, cf. [Gro57], pero no necesitaremos esto.

1.7. Para calcular la cohomología de Hochschild, podemos usar el hecho de que la
categoría AModA posee—porque es isomorfa a una categoría de módulos—tanto
su�cientes objectos proyectivos como su�cientes objectos inyectivos. Esto tiene
como consecuencia que el functor de Yoneda Ext●Ae(−,−) es naturalmente isomorfo
al functor derivado a derecha de homAe(−,−) con respecto a cualquiera de sus
variables o, de hecho, con respecto a ambas variables simultáneamente.
Nos interesa particularmente una de estas opciones, que ahora describimos en

detalle.

1.8. Fijemos una resolución proyectiva ε ∶ P → A del A-bimódulo regular A en
AModA, de manera que P es un complejo de A-bimódulos proyectivos concentrado
en grados negativos y ε es un mor�smo de complejos—consideramos aquí a A como
un complejo de A-bimódulos concentrado en grado —que induce un isomor�smo
en homología. Una tal resolución existe siempre porque, como dijimos arriba, la
categoría de A-bimódulos es isomorfa a la de Ae-módulos izquierdos, y ésta, como
toda categoría de módulos, posee su�cientes objectos proyectivos.
Si M ∈ AModA, en vista del isomor�smo Ext●Ae(−,M) = R●(homAe(−,M)),

cf. [HS97, �. IV.9.1], tenemos que

H●(A,M) ≅ H(homAe(P,M)) (2)

de manera natural. Si, además, f ∶ M → N es un mor�smo en AModA, el mor�s-
mo H●(A, f ) ∶ H●(A,M) → H●(A,N) corresponde, bajo el isomor�smo (2), al
mor�smo inducido en la homología por f ,

H(homAe(P, f )) ∶ H(homAe(P,M))→ H(homAe(P,N)).

Finalmente, si E es una sucesión exacta corta como en (1), el mor�smo de conexión

∂●E ∶ H●(A,M′′)→ H●+(A,M′)

corresponde al mor�smo de conexión de la sucesión exacta larga obtenida a partir
de la sucesión exacta corta de complejos

 // homAe(P,M′)
f∗ // homAe(P,M)

∗ // homAe(P,M′′) // 

Vemos así que la elección de la resolución P → A de A como A-bimódulo permite
dar una realización concreta del ∂-functor H●(A,−).
1.9. El bimódulo regular A ∈ AModA posee muchas resoluciones P → A. La teoría
general de functores derivados nos asegura que la descripción de H●(A,−) dada
en 1.8 no depende, a menos de un isomor�smo canónico, de la resolución elegida,
pero es esperable que, al hacer manipulaciones, sea de interés tener tanto control
sobre P como sea posible. En particular, en vista de las aplicaciones, es deseable
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disponer de resoluciones que dependan en forma natural, en un sentido apropia-
do, del álgebra A. Describimos a continuación una resolución de A especialmente
conveniente desde este punto de vista, a la que llamamos resolución estándar.

1.10. Antes que nada, observemos que el functor evidente

F = A⊗ (−)⊗ A ∶ kMod→ AModA

toma sobre los objetos valores proyectivos. Esto se sigue inmediatamente de la
fórmula de adjunción

homAe(A⊗M ⊗ A,N) ≅ hom(M ,N),

válida siM ∈ kMod y N ∈ AModA.

1.11. Si p ∈ N, pongamos B−pA = F(A⊗p) = A⊗(p+); si p ∈ N, pongamos BpA = .
Por otro lado, si p ∈ N, sea d−p ∶ B−pA→ B−p+A el mor�smo de A-bimódulos dado
por

d−p(a ⊗⋯⊗ ap+) =
p

∑
i=

(−)i+a ⊗⋯⊗ aiai+ ⊗⋯⊗ ap+,

y sea dp =  ∶ BpA→ Bp+A si p ≥ .
1.12. Proposición. (BA, d) es un complejo de A-bimódulos proyectivos. Hay un mor-
�smo ε ∶ BA → A tal que ε ∶ a ⊗ b ∈ BA = A ⊗ A ↦ ab ∈ A y este induce un
isomor�smo en la homología. En particular, ε ∶ BA→ A es una resolución proyectiva
de A en AModA.

Demostración. Un cálculo directo muestra que dp+ ○ dp =  y que ε● es un mor-
�smo de complejos. Las componentes homogéneas de BA son proyectivas como
A-bimódulos en vista de la observación hecha en 1.10. Resta mostrar que ε induce
un isomor�smo en la homología.
Consideremos el mor�smo de complejos φ ∶ A→ BA tal que φ(a) = ⊗ a. Es

inmediato que ε○φ = A. Por otro lado, φ○ε ≃ BA via la homotopía s ∶ BA→ BA[−]
dada, para cada p ∈ N, por

s−p(a ⊗⋯⊗ ap+) = ⊗ a ⊗⋯⊗ ap+

sobre los tensores elementales de B−pA. �

1.13. Especializando la descripción de H●(A,−) hecha en 1.8 al caso en que usamos
la resolución estándar, obtenemos lo siguiente. SeaM ∈ AModA y sea

C(A,M) = homAe(BA,M).

Se trata, a menos de un isomor�smo canónico, del complejo de espacios vectoriales
concentrado en grados no-negativos que tiene Cp(A,M) = hom(A⊗p ,M) si p ∈ N,
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y en el que la diferencial dp ∶ Cp(A,M)→ Cp+(A,M) es tal que, si f ∈ Cp(A,M),

(dp f )(a ⊗⋯⊗ ap+) = a f (a ⊗⋯⊗ ap+)

+
p

∑
i=

(−)i f (a⊗⋯⊗ aiai+⊗⋯⊗ ap+)+ (−)p+ f (a⊗⋯⊗ ap)ap+.

Entonces es H●(A,M) = H(C(A,M)) de manera natural.
1.14. En todo lo que sigue identi�caremos C(A,M) = hom(k,M) conM.

2. Cálculos elementales

2.1. SeaM ∈ AModA. De la de�nición misma, tenemos que es

H(A,M) = ExtAe(A,M) = homAe(A,M).

Si notamos

MA = {m ∈ M ∶ am = ma para todo a ∈ A},

entonces es fácil veri�car que la aplicación

f ∈ homAe(A,M)↦ f () ∈ MA

está bien de�nida y que, de hecho, establece un isomor�smo H(A,M) ≅ MA

natural enM. En particular, cuandoM = A vemos que

HH(A) ≅ AA = Z(A)

es el centro de A.

2.2. Una -cocadena f ∈ C(A,M) del complejo C(A,M) de 1.13, es decir, un
mor�smo k-lineal f ∶ A → M, es un -cociclo si, cualesquiera sean a, a ∈ A, se
tiene que

(d f )(a ⊗ a) = a f (a) − f (aa) + f (a)a = .

Vemos así que el conjunto de -cociclos es precisamente Z(A,M) = Derk(A,M),
el espacio de k-derivaciones de A con valores enM.
Por otro lado, sim ∈ C(A,M) = M, su coborde dm ∈ C(A,M) es elmor�smo

a ∈ A↦ am −ma ∈ M .

Vemos así que el conjunto de -cobordes en el complejo C(A,M) coincide con el
de las k-derivaciones f ∶ A → M para las cuales existe un elemento m ∈ M tal
que f (a) = am −ma. Estas derivaciones se llaman derivaciones interiores y forman
claramente un subespacio InnDerk(A,M) ⊂ Derk(A,M).
Concluimos de esta manera que hay un isomor�smo natural

H(A,M) ≅ Derk(A,M)
InnDerk(A,M) .



§3. RELACIÓN CON LA COHOMOLOGÍA DE MÓDULOS 5

2.3. Por supuesto, si el álgebra A es conmutativa yM es un A-bimódulo simétrico,
se tiene que InnDerk(A,M) = , así que H(A,M) = Derk(A,M). En particular,
en este caso es HH(A) = Derk(A).

3. Relación con la cohomología de módulos

3.1. Lema. Sean A, B y C tres k-álgebras, y sean M ∈ ModA⊗B, N ∈ AModC y
P ∈ ModB⊗C . Entonces hay un isomor�smo natural

φM,N ,P ∶ homAop⊗Bop(M , homCop(N , P))→ homBop⊗Cop(M ⊗A N , P)

Demostración. Basta de�nir

φM,N ,P( f )(m ⊗ n) = f (m)(n)

para todo f ∈ homAop⊗Bop(M , homCop(N , P)), m ∈ M y n ∈ N para obtener un
mor�smo natural. Por otro lado, podemos de�nir otro mor�smo

ψM,N ,P ∶ homBop⊗Cop(M ⊗A N , P)→ homAop⊗Bop(M , homCop(N , P))

poniendo

ψM,N ,P( f )(m)(n) = f (m ⊗ n)

para todo f ∈ homBop⊗Cop(M ⊗A N , P), m ∈ M y n ∈ N . Dejamos al lector las
veri�caciones de que se trata de buenas de�niciones y de que, de hecho, obtenemos
de esta manera mor�smos inversos. �

3.2. Lema. Sean A, B y C tres k-álgebras, y sean M ∈ ModA⊗B y N ∈ AModC módulos
proyectivos. Entonces M ⊗A N es un B ⊗ C-módulo derecho proyectivo.

Demostración. De acuerdo a 3.1 hay un isomor�smo

homAop⊗Bop(M , homCop(N ,−)) ≅ homBop⊗Cop(M ⊗A N ,−)

de functores de�nidos sobreModB⊗C . El functor homBop⊗Cop(M⊗AN ,−) es, de esta
manera, naturalmente isomorfo a la composición de los functores homCop(N ,−) y
homAop⊗Bop(M ,−), que son exactos. Resulta entonces que es él mismo exacto y, en
consecuencia, queM ⊗A N es proyectivo enModB⊗C . �

3.3. Proposición. Sean A, B y C tres k-álgebras, y sean M ∈ ModA⊗B, N ∈ AModC y
P ∈ ModB⊗C . Supongamos que TorA+(M ,N) = . Entonces hay una sucesión espectral
convergente que tiene

Ep,q
 ≅ ExtpAop⊗Bop(M , Ext

q
Cop(N , P))⇒ ExtBop⊗Cop(M ⊗A N , P).

Demostración. Fijemos resoluciones proyectivas X → M y Y → N de M como
Aop ⊗ Bop-módulo y de N como A⊗ Cop-módulo, respectivamente. El complejo
X⊗AY calcula TorA(M ,N), de manera que, en vista de la hipótesis, es acícliclo. Por
otro lado, del lema 3.2 sabemos que X ⊗A Y es un complejo de Bop ⊗ Cop-módulos
proyectivos, asi que X ⊗A Y → M ⊗A N es una resolución proyectiva de M ⊗A N
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como Aop ⊗ Bop-módulo. Como consecuencia de esto, la cohomología del complejo
homAop⊗Bop(X ⊗A Y , P) es naturalmente isomorfa a ExtAop⊗Bop(M ⊗A N , P).
Consideremos ahora la sucesión espectral E correspondiente al complejo doble

U = homAop⊗Bop(X ⊗A Y , P) �ltrado con la �ltración F para la cual es

F pUq = ⊕
r+s=q
s≥q

homAop⊗Bop(Xp ⊗A Yq , P).

Esta sucesión espectral, soportada en el primer cuadrante, es convergente y converge
a H(U) = ExtAop⊗Bop(M ⊗A N , P). Usando 3.1, vemos que

Ep,q
 = homAop⊗Bop(Xp ⊗A Yq , P) ≅ homAop⊗Bop(Xp , homCop(Yq , P))

y la diferencial sobre E está inducida por la diferencial de Y . Como el functor
homAop⊗Bop(X ,−) es exacto, tenemos que

Ep,q
 ≅ homAop⊗Bop(Xp , Ext

q
Cop(N , P))

y es fácil ver que la diferencial sobre E es la inducida por la de X. De esta manera
concluimos inmediatamente que

Ep,q
 ≅ ExtpAop⊗Bop(M , Ext

q
Cop(N , P)).

La sucesión espectral E, entonces, tiene la forma deseada. �

3.4. Proposición. ([CE99,�eorem 2.8a]) Sea A una k-álgebra y sean M, N ∈ ModA.
Si dotamos al espacio vectorial hom(M ,N) de su estructura canónica de A-bimódulo,
hay un isomor�smo natural

ExtA(M ,N) ≅ H●(A, hom(M ,N)).
Hay, por supuesto, un resultado simétrico que expresa el functor ExtA(−,−) de�nido
sobre AMod en términos de la cohomología de Hochschild H●(A,−).
Demostración. En la proposición 3.3 elijamos A, B, C,M, N y P como Aop, A, k, A,
M y N , respectivamente. Esto nos da una sucesión espectral convergente que tiene

Ep,q
 ≅ ExtpA⊗Aop(A, Ext

q
kop(M ,N))⇒ ExtAop⊗kop(A⊗A M ,N).

Como k = kop es un cuerpo, Ext+k(−,−) ≅  y esta sucesión espectral degenera en
isomor�smos ExtAe(A, hom(M ,N)) ≅ ExtA(M ,N). �

4. Extensiones

4.1. Una extensión de un álgebra A es un epimor�smo de álgebras p ∶ B → A.
Dada una tal extensión, es claro queM = ker p es un ideal bilátero en B, así que en
particularM puede ser visto como un B-bimódulo.
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4.2. Decimos que la extensión p ∶ B → A es in�nitesimal siM = . En ese caso, es
fácil veri�car queM adquiere un estructura de A-bimódulo poniendo, si a, a ∈ A,
m ∈ M,

a ⋅m ⋅ a = bmb,

con bi ∈ p−(ai) para cada i ∈ {, }.
4.3. Si M ∈ AModA, una extensión in�nitesimal de A por M es una terna (i , B, p)
en la que B es un álgebra, p ∶ B → A es un mor�smo de álgebras e i ∶ M → B es un
mor�smo de espacios vectoriales tales que es exacta la sucesión

 // M
i // B

p
// A // 

y

i(p(b)mp(b′)) = bi(m)b′, ∀b, b′ ∈ B,∀m ∈ M . (3)

Esta última condición es equivalente a que p sea una extensión in�nitesimal y que i
induzca un isomor�smo de A-bimódulos entreM y ker p, dotado este último de su
estructura de A-bimódulo descripta en 4.1.

4.4. Escribamos InfExt′(A,M) a la clase de todas las extensiones in�nitesimales
de A porM.

4.5. SiM ∈ AModA, la extensión trivial de A por M es la extensión E = (i , B, p) en
la que el álgebra B es el espacio vectorial A⊕M dotado del producto

(a,m) ⋅ (a,m) = (aa, am +ma),

el mor�smo p ∶ B → A es la proyección en el primer sumando e i ∶ M → B la
inclusión en el segundo. Que esto de�ne en efecto una extensión in�nitesimal de A
porM sigue de una veri�cación directa. Habitualmente escribimosA⋊M al álgebra B
que aparece en E.
4.6. Si E = (i , B, p) y E ′ = (i′, B′, p′) son dos extensiones in�nitesimales de A
porM, decimos que E y E ′ son equivalentes, y notamos E ∼ E ′, si existe un mor�smo
de álgebras φ ∶ B → B′ que hace conmutar el siguiente diagrama:

 // M
i // B

p
//

φ
��

A // 

 // M
i′ // B′

p′
// A // 

En vista del lema de los 5, vemos que en ese caso φ es un isomor�smo. Se sigue
inmediatamente de esto que la relación ∼ es simétrica. Como claramente es re�exiva
y transitiva, se trata de hecho de una relación de equivalencia.

4.7. Notemos InfExt(A,M) al cociente InfExt′(A,M)/∼. No es difícil ver que se
trata de un conjunto.
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4.8. Sea E = (i , B, p) ∈ InfExt′(A,M) y sea f ∶ M → M′ un mor�smo en AModA.
Vemos aM como un B-bimódulo por restricción de escalares a lo largo de p de ma-
nera que, en particular, podemos considerar la extensión trivial E = (i, B⋊M′, p)
de B porM′.
Sea ∆ ∶ m ∈ M ↦ (i(m), f (m)) ∈ B ⋊M′. Se trata claramente de un monomor-

�smo de espacios vectoriales. Su imagen es un ideal bilátero: en efecto, si m ∈ M y
(b,m′) ∈ B ⋉M′, es

∆(m) ⋅ (b,m′) = (i(m)b, i(m)m′ + f (m)b).

Por otro lado, tenemos que i(m)b = i(mp(b)), que

f (m)b = f (m)p(b) = f (mp(b))

y, por la forma en que B actúa enM′, que i(m)m′ = p(i(m))m′ = . Se sigue de esto
que ∆(m) ⋅ (b,m′) = ∆(mp(b)) ∈ im∆, y vemos que im∆ es un ideal a izquierda;
una cálculo similar muestra que el ideal es tambien ideal a derecha.
Tenemos así un álgebra B′ = (B ⋊M′)/ im∆ y podemos considerar el diagrama

de espacios vectoriales

 // M
i //

f
��

B
p

//

f ′
��

A // 

 // M′

i′
// B′

p′
// A // 

en el que f ′ ∶ B → B′ e i′ ∶ M′ → B′ están inducidas por las inyecciones canónicas
B → B ⊕M′ yM′ → B ⊕M′ y, �nalmente, p′ esta inducida por p.
La construcción hecha implica que el cuadrado izquierdo del diagrama es co-

cartesiano en kMod; en particular, la segunda �la es exacta. Un cálculo directo
muestra que p′ es un mor�smo de álgebras y que la condición (3) se satisface. Vemos
así, en de�nitiva, que la terna f∗(E) = (i′, B′, p′) es un elemento de InfExt′(A,M′).
4.9. Esto de�ne una función f∗ ∶ InfExt′(A,M) → InfExt′(A,M′). No hay ningu-
na di�cultad en mostrar que ésta es compatible con la relación de equivalencia ∼
introducida arriba, de manera que tenemos de hecho una aplicación

f∗ ∶ InfExt(A,M)→ InfExt(A,M′)

para cada mor�smo f ∶ M → M′ en AModA. Otra vez, no es difícil mostrar que esto
de�ne un functor InfExt(A,−) ∶ AModA → Set.

4.10. Teorema. Sea A un álgebra. Hay un isomor�smo de functores

H(A,−) ≅ InfExt(A,−) ∶ AModA → Set
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Demostración. Fijemos un bimódulo M ∈ AModA, sea Z(A,M) el espacio de
-cociclos en el complejo C(A,M) descripto en 1.13 y sea f ∈ Z(A,M). Entonces
f ∶ A⊗ → M es tal que

a f (a ⊗ a) − f (aa ⊗ a) + f (a ⊗ aa) − f (a ⊗ a)a = , (4)

cualesquiera sean a, a, a ∈ A y, en particular, tomando tomando en esta ecuación
a, a y a iguales a ,  y a y a a,  y , respectivamente, vemos que

f (⊗ a) = f (⊗ )a,
f (a ⊗ ) = a f (⊗ );

(5)

Consideremos ahora el álgebra A⋊ f M que como espacio vectorial coincide con
A⊕M, y en la que el producto está dado por

(a,m) ⋅ (a,m) = (aa, am +ma + f (a ⊗ a)).

Esto de�ne un producto asociativo precisamente porque f satisface (4) y porque

(,− f (⊗ )) ∈ A⋊ f M

es una unidad como consecuencia de (5).
Más aún, si i f ∶ M → A ⋊ f M y p f ∶ A ⋊ f M → A son las aplicaciones

lineales correspondientes a la inyección canónica M → A⊕M y a la proyección
canónica A ⊕ M → A, respectivamente, una veri�cación rutinaria muestra que
(i f ,A⋊ f M , p f ) ∈ InfExt′(A,M). Escribamos ΦM( f ) a la clase de (i f ,A⋊ f M , p f )
en InfExt(A,M). Claramente, esto de�ne una función

ΦM ∶ Z(A,M)→ InfExt(A,M).

Sea ahora h ∈ C(A,M) = hom(A,M). Por supuesto es f + dh ∈ Z(A,M), así
que podemos considerar el álgebra A⋊ f+dh M y la extensión in�nitesimal corres-
pondiente de A porM. De�namos

φh ∶ (a,m) ∈ A⋊ f M ↦ (a,m + h(a)) ∈ A⋊ f+dh M .

Obtenemos de esta forma un mor�smo de álgebras que hace conmutar el diagrama

 // M
i f // A⋊ f M

p f //

φh
��

A // 

 // M
i f+dh // A⋊ f+dh M

p′f+dh // A // 

y esto nos dice que ΦM( f ) ∼ ΦM( f + dh) y nos permite concluir que ΦM induce
una función

ΦM ∶ H(A,M)→ InfExt(A,M).

A�rmamos que ΦM es una biyección.
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Sea (i , B, p) ∈ InfExt′(A,M). A menos de equivalencia de extensiones, pode-
mos suponer sin perdida de generalidad que B = A⊕M como espacio vectorial, que
i ∶ M → B es la inyección canónica y que p ∶ B → A es la proyección canónica. En
ese caso, hay exactamente una aplicación lineal f ∶ A⊗ → M tal que el producto en
B satisface

(a, ) ⋅ (a, ) = (aa, f (a ⊗ a)),

y un simple cálculo muestra que la asociatividad de B implica que f ∈ Z(A,M). Es
fácil, a partir de esto, ver que (i , B, p) = ΦM( f ). Esto prueba queΦM es sobreyectiva.
Sean, por otro lado, f , f ′ ∈ Z(A,M) y supongamos que ΦM( f ) ∼ ΦM( f ′),

de manera que existe un mor�smo de álgebras φ ∶ A ⋊ f M → A ⋊ f ′ M que hace
conmutar el diagrama

 // M
i f // A⋊ f M

p f //

φ
��

A // 

 // M
i f ′ // A⋊ f ′ M

p f ′ // A // 

Queda entonces bien determinado un mor�smo h ∈ C(A,M) = hom(A,M) tal
que φ(a, ) = (a, h(a)) para todo a ∈ A. Calculando la diferencia

φ(a, )φ(a, ) − φ((a, )(a, ))

en términos de f , f ′ y h, se ve inmediatamente que f − f ′ = dh y que, entonces, f y
f ′ determinan la misma clase en H(A,M). Así vemos que ΦM es inyectiva.
Dejamos al lector la veri�cación de la naturalidad del isomor�smo ΦM con

respecto aM ∈ AModA. �

5. Estructura multiplicativa

5.1. La siguiente proposición, que describe la cohomología de un producto tensorial
de complejos en término de la de los factores, se debe, esencialmente, a Hermann
Künneth [Kün23,Kün24]. La versión que presentamos está tomada de [CE99].

Proposición. Sea Λ un dominio de ideales principales y sean C y D dos complejos
de Λ-módulos. Supongamos que al menos uno de los dos es acotado inferiormente o
superiormente y que uno de los dos es además playo. Entonces hay una sucesión exacta
corta de Λ-módulos graduados

 // H(C)⊗Λ H(D) ζ // H(C ⊗Λ D) // TorΛ (H(C),H(D●))[] // 

Aquí, ζ está inducido por el mor�smo evidente Z(C)⊗Λ Z(D)→ Z(C ⊗Λ D).
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Demostración. Sin pérdida de generalidad, supongamos que C es playo, y sean B y
Z los subcomplejos de C formados por los bordes y los ciclos, respectivamente—las
diferenciales sobre estos complejos son triviales y, como Λ es un dominio de ideales
principales, ambos complejos son playos.
Hay una sucesión exacta corta de complejos

 // Z
ι // C

∂ // B[] //  (6)

en la que ι es la inclusión y ∂ está inducida por la diferencial de C. Que B sean playo
implica que el resultado de aplicar a (6) el functor (−)⊗Λ D es una sucesión exacta
de complejos dobles

 // Z ⊗Λ D
ι⊗idD // C ⊗Λ D

∂⊗idD // B[]⊗Λ D //  (7)

En particular, si ponemos X = TotC ⊗Λ D, podemos de�nir una �ltración FX
sobre X poniendo

FX = Z ⊗Λ D,

FX = C ⊗Λ D.

Por supuesto, estamos identi�cando a Z ⊗Λ D con su imagen por ι ⊗ idD. Esta
�ltración es claramente convergente, así que determina una sucesión espectral E
convergente que converge a H(X) = H(C ⊗Λ D).
Usando (7), vemos que

Ep,q
 = F pXp+q

F p−Xp+q ≅

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(Z ⊗Λ D)q , si p = ;
(B[]⊗Λ D)q+, si p = ;
, en otro caso.

Más aún, bajo estos isomor�smos, la diferencial dp,q
 ∶ Ep,p

 → Ep,q+
 está inducida

por la de D. Usando la platitud de Z y de B, vemos que

Ep,q
 ≅

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(Z ⊗Λ H(D))q , si p = ;
(B[]⊗Λ H(D))q+, si p = ;
, en otro caso.

Ahora, es fácil veri�car que la diferencial dp,q
 ∶ Ep,q

 → Ep−,q
 está inducida por la

inclusión B[]↪ Z, que cabe en una sucesión exacta corta

 // B[] // Z // H(C) // 

La sucesión exacta larga de TorΛ(−,H(D)), junto con la platitud de Z, nos da
entonces una sucesión exacta de Λ-módulos graduados

 // TorΛ (H(C),H(D)) // E,●
d,●
 // E,● // H(C)⊗Λ H(D) // 
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Concluimos que

Ep,q
∞ = Ep,q

 ≅

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(H(C)⊗Λ H(D))q , si p = ;
TorΛ (H(C),H(D))q+, si p = ;
, en otro caso.

Que la sucesión espectral E converja a H(C ⊗ D) nos dice precisamente que hay
una sucesión exacta corta como la del enunciado. El mor�smo ζ que aparece en ella
es uno de los mor�smos de borde de E y éste puede calcularse directamente para
ver que es de la forma descripta. �

5.2. El mor�smo ζ que aparece en 5.1 es asociativo en el siguiente:

Proposición. Sea Λ un cuerpo y sean C, D y E complejos de Λ-módulos acotados
inferiormente. Entonces todos los mor�smos del siguiente diagrama están de�nidos y
el diagrama conmuta:

H(C)⊗H(D)⊗H(E)

ζ⊗iduukkkkkkkk

id⊗ζ ))SSSSSSSS

H(C ⊗ D)⊗H(E)
ζ

))SSSSSSSS
H(C)⊗H(C ⊗ D)

ζ
uukkkkkkkk

H(C ⊗ D ⊗ E)

Hay, por supuesto, hipótesis mucho menos restringidas para las cual podemos
obtener la misma conclusión.

Demostración. Esto sigue de uncálulo directo, usando la descripción del mor�smo ζ
hecha en 5.1. �

5.3. Lema. Sean A, B y C tres álgebras.
(i) Si M ∈ ModA⊗B, N ∈ AModC y P ∈ ModB⊗C , hay un isomor�smo natural

de espacios vectoriales

s ∶ homA⊗B(M , homC(N , P))→ homB⊗C(M ⊗A N , P).

(ii) Si M ∈ ModA⊗B es proyectivo y N ∈ AModC es proyectivo como C-módulo,
entonces M ⊗A N es B ⊗ C-proyectivo.

(iii) Si M ∈ AModB es proyectivo, entonces M es proyectivo como A-módulo.

Demostración. De�namos s poniendo s( f )(m ⊗ n) = f (m)(n). Es fácil que que
esto está bien de�nido y que es una biyección. Esto muestra 5.3(i). Para ver 5.3(ii),
sean M y N como en el enunciado. Usando 5.3(i), vemos que hay una factorización
de functores

homB⊗C(M ⊗A N ,−) ≅ homA⊗B(M ,−) ○ homC(N ,−),
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y las hipótesis implican que tanto homA⊗B(M ,−) como homC(N ,−) son exactos.
Vemos así queM ⊗A N es proyectivo enModB⊗C . Finalmente, la tercera a�rmación
es consecuencia del hecho evidente de que todo (A, B)-bimódulo libre es libre como
A-módulo. �

5.4. Sean A, B y C trés álgebras y seanM, N ∈ AModB yM′,N ′ ∈ BModC . Entonces
hay un mor�smo

∨ ∶ homA⊗Bop(M ,N)⊗homB⊗Cop(M′,N ′)→ homA⊗Cop(M⊗BM′,N⊗BN ′)

tal que ( f ∨ f ′)(m ⊗ m′) = f (m) ⊗ f ′(m′). Es evidente que ∨ es natural en las
cuatro variables.

5.5. Sean A, B, C y D cuatro álgebras y consideremos bimódulos M, N ∈ AModB,
M′, N ′ ∈ BModC yM′′, N ′′ ∈ CModD. Un cálculo directo muestra que el siguiente
diagrama conmuta:

homA⊗Bop(M ,N)⊗ homB⊗Cop(M′ ,N ′)⊗ homC⊗Dop(M′′ ,N ′′)
∨⊗id

sshhhhhhhhhhh

id⊗∨

''NNNNNNNNNNNNNNNNNNN

homA⊗Cop(M ⊗B M′ ,N ⊗B N ′)⊗ homC⊗Dop(M′′ ,N ′′)

∨

''NNNNNNNNNNNNNNNNNNN

homA⊗Bop(M ,N)⊗ homB⊗Dop(M′ ⊗C M′′ ,N ′ ⊗C N ′′)

∨sshhhhhhhhhhh

homA⊗Dop(M ⊗B M′ ⊗C M′′ ,N ⊗B N ′ ⊗C N ′′)

Describimos esto diciendo que el producto ∨ es asociativo: si α ∈ homA⊗Bop(M ,N),
β ∈ homB⊗Cop(M′,N ′) y γ ∈ homC⊗Dop(M′′,N ′′), la conmutatividad del diagrama
nos dice exactamente que (α ∨ β) ∨ γ = α ∨ (β ∨ γ).
5.6. Podemos extender el mor�smo ∨ a la cohomología de la siguiente manera. Sean
como antes M, N ∈ AModB y M′, N ′ ∈ BModC y sean ε ∶ P → M y ε′ ∶ P′ → M′

resoluciones A⊗ Bop- y B ⊗ Cop-proyectivas, respectivamente. Supongamos que es
TorB+(M ,M′) = . La naturalidad de ∨ nos da un mor�smo de complejos

∨ ∶ homA⊗Bop(P,N)⊗homB⊗Cop(P′,N ′)→ homA⊗Cop(P⊗BP′,N⊗BN ′).
(8)

Usando 5.3(iii) vemos que ε y ε′ son resoluciones proyectivas deM y M′ en tanto
B-módulo a derecha y B-módulo a izquierda, respectivamente, de manera que

H(P ⊗B P′) ≅ TorB(M ,M′)

canónicamente. Usando ahora 5.3(ii), vemos que P⊗B P′ es un complejo de A⊗Cop-
módulos proyectivos. En de�nitiva, dada nuestra hipótesis sobre TorB+(M ,M′), con-
cluimos que ε ⊗ ε′ ∶ P ⊗B P′ → M ⊗B M′ es una resolución A⊗ Cop-proyectiva de
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M ⊗B M′ y, en particular, que hay un isomor�smo canónico

H(homA⊗Cop(P ⊗B P′,N ⊗B N ′)) ≅ ExtA⊗Cop(M ⊗B M′,N ⊗B N ′).

La fórmula de Künneth 5.1 nos da, por otro lado, un isomor�smo canónico

H(homA⊗Bop(P,N))⊗H(homB⊗Cop(P′,N ′))
≅ H(homA⊗Bop(P,N)⊗ homB⊗Cop(P′,N ′)) (9)

y el miembro izquierdo es isomorfo a ExtA⊗Bop(M ,N)⊗ ExtB⊗Cop(M′,N ′) canóni-
camente.
Juntando todo, vemos que componiendo el mor�smo inducido por (8) en la

homología con (9) obtenemos un producto

∨ ∶ ExtA⊗Bop(M ,N)⊗ExtB⊗Cop(M′,N ′)→ ExtA⊗Cop(M⊗BM′,N⊗BN ′)
(10)

bajo la hipótesis de que TorB+(M ,M′) = . Notemos que es claro, de la forma misma
de la contrucción hecha, que ∨ es natural con respecto a M, N ∈ AModB y a M′,
N ′ ∈ BModC .

5.7. En general, es difícil controlar el mor�smo (10). Tenemos, sin embargo, el
siguiente importante resultado:

Proposición. Tomemos, en 5.6, B = k. Supongamos además que las álgebras A y C
son nötherianas a izquierda y derecha, respectivamente, y que los módulos M ∈ AMod

y M′ ∈ ModC son �nitamente generados sobre A y C, respectivamente. Entonces el
producto (10) es un isomor�smo.

∨ ∶ ExtA(M ,N)⊗ ExtCop(M′,N ′)→ ExtA⊗Cop(M ⊗M′,N ⊗ N ′)

para cada N ∈ AMod y cada N ′ ∈ ModC .
Notemos que en esta situación la condición TorB+(M ,M′) =  para la existencia del
mor�smo ∨ se satisface automáticamente.
Demostración. El mor�smo

homA(M ,N)⊗ homCop(M′,N ′)→ homA⊗Cop(M ⊗M′,N ⊗ N ′)

de 5.4 es claramente una transformación natural entre functores aditivos y exactos
a derecha deM ∈ AMod yM′ ∈ ModC . Evidentemente se trata de un isomor�smo
cuandoM = A yM′ = C, así que un argumento estándar nos permite concluir que
es un isomor�smo, más generalmente, cuandoM yM′ son proyectivos �nitamente
generados.
Ahora bien, bajo las hipótesis del teorema es posible elegir resoluciones pro-

yectivas P → M y P′ → M′ de M y M′ en AMod y ModC , respectivamente, con
componentes �nitamente generadas, de manera que el mor�smo de complejos (8)
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resulta un isomor�smo. Por supuesto, esto nos dice que el mor�smo ∨ del enunciado,
esencialmente inducido por (8), es un isomor�smo. �

5.8. Supongamos que, en la situación de la proposición 5.7 tenemos dos álgebras
más D y E, y que N ∈ AModE y N ′ ∈ DModC . Entonces la functorialidad implica que
ExtA(M ,N) es un E-módulo derecho, que ExtCop(M′,N ′) es un D-módulo izquier-
do y tanto que ExtA(M ,N) ⊗ ExtCop(M′,N ′) como ExtA⊗Cop(M ⊗ M′,N ⊗ N ′)
son (E ,D)-bimódulos. Con respecto a estas estructuras, el isomor�smo ∨ de 5.7
es un isomor�smo de (E ,D)-bimódulos. La veri�cación de esto es completamente
rutinaria, y consiste en establecer resultados análogos para los diferentes mor�smos
que fuimos construyendo desde 5.4 en adelante. Dejamos los detalles a cargo del
lector.

5.9. Corolario. Sean A y B dos álgebras tales que Ae y Be son nötherianas, y sean
M ∈ AModA y N ∈ BModB bimódulos. Si vemos a M ⊗ N como un A⊗ B-bimódulo
de la manera evidente, hay un isomor�smo

∨ ∶ H●(A,M)⊗H●(B,N) ≅ H●(A⊗ B,M ⊗ N).

Demostración. Esto es simplemente un caso particular de 5.7, ya que por ejemplo
H●(A,M) = ExtAe(A,M). �

5.10. Sean A, B, C y D cuatro álgebras y sean M, N ∈ AModB, M′, N ′ ∈ BModC y
M′′, N ′′ ∈ CModD bimódulos. Supongamos que

TorB+(M ,M′) = TorC+(M′,M′′) = 

y que

TorC+(M ⊗B M′,M′′) = TorB+(M ,M′ ⊗C M′′) = .

Entonces todos los productos que aparecen en el siguiente diagrama están de�nidos:

ExtA⊗Bop(M ,N)⊗ ExtB⊗Cop(M′ ,N ′)⊗ ExtC⊗Dop(M′′ ,N ′′)
∨⊗id

sshhhhhhhhhhh

id⊗∨

''NNNNNNNNNNNNNNNNNNN

ExtA⊗Cop(M ⊗B M′ ,N ⊗B N ′)⊗ ExtC⊗Dop(M′′ ,N ′′)

∨

''NNNNNNNNNNNNNNNNNNN

ExtA⊗Bop(M ,N)⊗ ExtB⊗Dop(M′ ⊗C M′′ ,N ′ ⊗C N ′′)

∨sshhhhhhhhhhh

ExtA⊗Dop(M ⊗B M′ ⊗C M′′ ,N ⊗B N ′ ⊗C N ′′)

A�rmamos que este diagrama conmuta. Esto es consecuencia, vista la forma en que
están de�nidos los productos en la cohomología, de que el diagrama de 5.5 conmuta
y es natural y de que el mor�smo de Künneth es asociativo, cf. 5.2.

Como en 5.5, interpretamos esto diciendo que el producto ∨ es asociativo: dados
clases α ∈ ExtpA⊗Bop(M ,N), β ∈ ExtqB⊗Cop(M′,N ′) y γ ∈ ExtrC⊗Dop(M′′,N ′′), la
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conmutatividad del diagrama nos dice que

(α∨ β)∨γ = α∨ (β∨γ) ∈ Extp+q+rA⊗Dop(M⊗B M′⊗C M′′,N ⊗B N ′⊗C N ′′).

5.11. Observemos que si en 5.6 tomamos A = B = C yM = M′ = A, la hipótesis se
satisface trivialmente, así que hay un producto

∨ ∶ ExtAe(A,N)⊗ ExtAe(A,N ′)→ ExtAe(A⊗A A,N ⊗A N ′).

Por otro lado, si ∆ ∶ A→ A⊗AA es el isomor�smodeA-bimódulos tal que ∆() = ⊗,
tenemos un isomor�smo

∆∗ = ExtAe(∆,−) ∶ ExtAe(A⊗A A,−)→ ExtAe(A,−).

Podemos de�nir, entonces, un producto ⊔ sobre la cohomología de Hochschild
H●(A,−) poniendo

⊔ = ∆∗ ○ ∨ ∶ H●(A,N)⊗H●(A,N ′)→ H●(A,N ⊗A N ′).

Esto es natural con respecto aN ,N ′ ∈ AModA, porque tanto ∆∗ como∨ son naturales,
y es asociativo, esto es, conmuta el siguiente diagrama:

H●(A,N)⊗H●(A,N ′)⊗H●(A,N ′′)
⊔⊗id

xxqqqqqqqqqqqqq
id⊗⊔

&&MMMMMMMMMMMMM

H●(A,N ⊗A N ′)⊗H●(A,N ′′)
⊔

&&MMMMMMMMMMMMM H●(A,N)⊗H●(A,N ′ ⊗A N ′′)
⊔

xxqqqqqqqqqqqqq

H●(A,N ⊗A N ′ ⊗A N ′′)
En efecto, esto sigue de que, si notamos (−,−) en lugar de ExtAe(−,−), cada una de
las celdas acotadas del diagrama de la �gura 1 en la página siguiente.

5.12. Finalmente, sea M ∈ AModA y notemos λM ∶ A⊗A M → M al isomor�smo
inducido por la acción de A enM. Entonces tenemos un producto

⌣ = λM
∗ ○ ⊔ ∶ HH●(A)⊗H●(A,M)→ H●(A,M), (11)

que es, otra vez, natural con respecto aM y asociativo, en el sentido de que conmuta

HH●(A)⊗HH●(A)⊗H●(A,M)
⌣⊗id

xxqqqqqqqqqqqqq
id⊗⌣

&&MMMMMMMMMMMMM

HH●(A)⊗H●(A,M)
⌣

&&MMMMMMMMMMMMM HH●(A)⊗H●(A,M)
⌣

xxqqqqqqqqqqqqq

H●(A,M)
Esto sigue de que cada cara acotada en el diagrama de la �gura 2 en la página
siguiente.
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(A,N)⊗ (A,N ′)⊗ (A,N ′′)
∨⊗id

{{xxxxxxxxxx
id⊗∨

##FFFFFFFFFF ED
id⊗⊔

��

GF
⊔⊗id

��

(A⊗
A
A,N ⊗

A
N ′)⊗ (A,N ′′)

∆
∗
⊗id

{{xxxxxxxxxx
∨

##FFFFFFFFFF
(A,N)⊗ (A⊗

A
A,N ′ ⊗

A
N ′′)

∨

{{xxxxxxxxxx
id⊗∆

∗

##FFFFFFFFFF

(A,N ⊗
A
N ′)⊗ (A,N ′′)

∨

##FFFFFFFFFF

@A
⊔ //

(A⊗
A
A⊗

A
A,N ⊗

A
N ′ ⊗

A
N ′′)

(∆⊗id)
●

{{xxxxxxxxxx
(id⊗∆)

∗

##FFFFFFFFFF
(A,N)⊗ (A,N ′ ⊗

A
N ′′)

∨

{{xxxxxxxxxx

BC
⊔oo

(A⊗
A
A,N ⊗

A
N ′ ⊗

A
N ′′)

∆
∗

##FFFFFFFFFF
(A⊗

A
A,N ⊗

A
N ′ ⊗

A
N ′′)

∆
∗

{{xxxxxxxxxx

(A,N ⊗
A
N ′ ⊗

A
N ′′)

Figura 1.

HH●(A)⊗HH●(A)⊗H●(A,M)
⊔⊗id

{{xxxxxxxxxx
id⊗⊔

##FFFFFFFFFF ED
id⊗⌣

��

GF
⌣⊗id

��

H●(A,A⊗
A
A)⊗H●(A,M)

λA
∗
⊗id

{{xxxxxxxxxx
⊔

##FFFFFFFFFF
HH●(A)⊗H●(A,A⊗

A
M)

⊔

{{xxxxxxxxxx
id⊗λM

∗

##FFFFFFFFFF

HH●(A)⊗H●(A,M)
⊔

##FFFFFFFFFF

@A
⌣ //

H●(A,A⊗
A
A⊗

A
M)

(λA
⊗id)∗

{{xxxxxxxxxx
(id⊗λM

)∗

##FFFFFFFFFF
HH●(A)⊗H●(A,M)
⊔

{{xxxxxxxxxx

BC
⌣oo

H●(A,A⊗
A
M)

λM
∗

##FFFFFFFFFF
H●(A,A⊗

A
M)

λM
∗

{{xxxxxxxxxx

H●(A,M)

Figura 2.

5.13. Fijemos una resolución Ae-proyectiva ε ∶ P → A de A e identi�quemos, para
cada M ∈ AModA, H●(A,M) con H(homAe(P,M)). El producto (11) es entonces
la composición de los siguientes mor�smos, en orden: el isomor�smo de la fórmula
de Künneth,

H(homAe(P,A))⊗H(homAe(P,M))→ H(homAe(P,A)⊗homAe(P,M)),
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el mor�smo ∨ de (10)

H(homAe(P,A)⊗ homAe(P,M))→ H(homAe(P ⊗A P,A⊗A M)),

el mor�smo ∆∗ inducido por ∆ ∶ A→ A⊗A A,

H(homAe(P ⊗A P,A⊗A M))→ H(homAe(P,A⊗A M)),

y, �nalmente, el isomor�smo inducido por λM
∗ ,

H(homAe(P,A⊗A M))→ H(homAe(P,M)).

Tenemos fórmulas explícitas para calcular todos estos mor�smos salvo ∆∗.

5.14. Consideremos un mor�smo ∆● ∶ P → P ⊗A P de complejos de A-bimódulos
que haga conmutar el diagrama

P
ε //

∆●
��

A

∆

��
P ⊗A P ε⊗ε // A⊗A A

Llamamos a un tal mor�smo ∆● un mor�smo diagonal. Es claro que existen mor�s-
mos diagonales, ya que ε ⊗ ε ∶ P ⊗A P → A⊗A A es una resolución Ae-proyectiva
de A⊗A A; más aún, esto nos dice que todos los mor�smos diagonales son homotó-
picos.
Podemos ahora calcular

∆∗ ∶ H(homAe(P ⊗A P,A⊗A M))→ H(homAe(P,A⊗A M)),

simplemente por composición con ∆●.

5.15. Cuando usamos la resolución estándar ε ∶ BA→ A, es posible hace una elección
cómoda de un mor�smo diagonal ∆● ∶ BA → BA⊗A BA. En efecto, si para p ≥ 
de�nimos

∆−p ∶ B−pA→ ⊕
r+s=p

B−rA⊗A B−sA

poniendo

∆−p(a ⊗ . . . ap+) = ⊕
r+s=p

(a ⊗ . . . ar ⊗ )⊗ (⊗ ar+ ⊗ . . . ⊗ ap+),

un cálculo directo muestra que obtenemos un mor�smo de complejos que hace
conmutar

BA
ε //

∆●
��

A

∆

��
BA⊗A BA ε⊗ε // A⊗A A
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Siguiendo la receta presentada en 5.13 y usando este mor�smo ∆● para calcu-
lar ∆∗, obtenemos lo siguiente: siM ∈ AModA, φ ∈ HHp(A) y ψ ∈ Hq(A,M), sean
f ∈ Cp(A,A) y  ∈ Cq(A,M) cociclos que representan a φ y a ψ en los comple-
jos C●(A,A) y C●(A,M), respectivamente. Entonces φ ⌣ ψ ∈ Hp+q(A,M) está
representado por el (p + q)-cociclo t ∈ Cp+q(A,M) tal que

t(a ⊗ . . . ⊗ ap+q) = f (a ⊗ . . . ⊗ ap) (ap+ ⊗ . . . ⊗ ap+q). (12)

Concluimos así que el producto ⌣ que hemos construido coincide con el considerado
por Gerstenhaber en [Ger63].

5.16. Observemos que procediendo como en 5.12, pero esta vez usando el isomor-
�smo ρM ∶ M ⊗A A→ M inducido por la acción a derecha sobre el A-bimóduloM,
podemos construir un producto

⌣ = ρM
∗ ○ ⊔ ∶ H●(A,M)⊗HH●(A)→ H●(A,M),

que notamos con el mismo símbolo. Dado que λA = ρA, esto no introduce ninguna
ambigüedad.

5.17. Usando 5.15 podemos dar una prueba simple de la siguiente proposición:

Proposición. Sea A un álgebra y M ∈ AModA. Entonces el producto ⌣ hace de
HH●(A) un álgebra graduada y de H●(A,M) un HH●(A)-bimódulo graduado.

Demostración. Lo único que queda por mostrar es que HH●(A) posee un elemento
unidad para ⌣, que la acción de HH●(A) sobre H●(A,M) es unitaria a ambos lados
y que las acciones de HH●(A) sobre H●(A,M) a izquierda y a derecha conmutan.
Dejamos esto último—que sigue fácilmente de 5.10—al lector y damos los detalles
referidos a la unidad.
Sea u = A ∈ C(A,A) = A. Es inmediato veri�car que u es un -cociclo en el

complejo C(A,A), de manera que determina una clase υ ∈ HH(A). A�rmamos
que υ es una unidad y que actua trivialmente sobre H●(A,M) tanto a izquierda
como a derecha. Esto puede deducirse inmediatamente de la fórmula (12). �

5.18. Sea Λ un álgebra, sean M, N ∈ ΛMod y �jemos una resolución proyectiva
P → M deM. Recordemos la forma en que se de�nen los isomor�smos inversos

H(homΛ(P,N))
Φ // ExtΛ(M ,N)
Ψ

oo (13)

5.19. Sea primero α ∈ Hp(homΛ(P,N)) y sea f ∶ P−p → N un p-cociclo en
homΛ(P,N) que representa a α. Consideremos el siguiente diagrama de �echas
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sólidas

P−p−
d−p− // P−p // //

f
%%JJJJJJJJJJJJ coker d−p− // //

f̄
��

P−p+

f ′

��

d−p+ // P−p+

id

��
 // N κ

// E
κ′

// P−p+

Como f es un cociclo, existe un mor�smo f̄ que hace conmutar el triángulo. Si
contruimos ahora el cuadrado central haciendo un push-out, es fácil ver que hay
exactamente un mor�smo κ′ que completa el diagrama a un diagrama conmutativo
con �la inferior exacta. Si notamos E−p+f = E, f −p = f , f −p+ = f ′ y E l

f = P l y
f l = idP l si −p +  < l ≤ , este diagrama puede extenderse entonces a uno de la
forma

⋯ // P−p //

f −p

��

P−p+ //

f −p+
��

P−p+ //

f −p+
��

⋯ // P− //

f −
��

P //

f 

��

M //

id

��



 // N
κ // E−p+f

κ′ // E−p+f
// ⋯ // E−f // Ef // M // 

en el que las dos �las son exactas. En particular, la segunda �la es una p-extensión E f

deM por N en ΛMod. La clase de E f en Ext
p
Λ
(M ,N) es, por de�nición, Φ(α).

5.20. Recíprocamente, sea E una p-extensión de M por N en ΛMod como la que
aparece en la segunda �la del siguiente diagrama

⋯ // P−p− // P−p //

f −p

��

P−p+ //

f −p+
��

⋯ // P− //

f −
��

P //

f 
��

M //

id

��



 // N // E−p+ // ⋯ // E− // E // M // 

y que representa una clase E ∈ Extp
Λ
(M ,N). Como la primera �la tiene objetos

proyectivos y la segunda es exacta, existe un mor�smo de complejos f como en la
�gura que hace conmutar el diagrama punteado y, en particular, f p ∶ P−p → N es
un p-cociclo en el complejo homΛ(P,N). La aplicación Ψ de (13) es tal que Ψ(E)
es la clase de f en H(homΛ(P,N)).
5.21. Teniendo esta descripción de los mor�smos (13), es fácil probar el siguiente
teorema de Gerstenhaber:

Teorema. Sea A un álgebra y M un A-bimódulo. Entonces el álgebra HH●(A) es con-
mutativa y el HH●(A)-bimódulo H●(A,M) es simétrico. Por otro lado, la aplicación
Φ ∶ HH●(A)→ Ext●Ae(A,A) de (13) es un isomor�smo de álgebras entre HH●(A) y el
álgebra de Yoneda.
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Demostración. Fijemos una resolución proyectiva ε ∶ P → A del A-bimódulo A y un
mor�smo de complejos ∆● ∶ P → P⊗A P a lo largo de ∆ ∶ A→ A⊗AA, como en 5.14.
Sean f ∶ P−p → A y  ∶ P−q → M p- y q-cociclos en homAe(P,A) y homAe(P,M),
respectivamente, que representan clases φ y ψ.
Como en 5.18, construimos a partir de  una q-extensión E de A por M en

AModA,

⋯ // P−q− // P−q //

−q

��

P−q+ //

−q+
��

⋯ // P //


��

A //

id

��



 // M // E−q+
// ⋯ // E // A // 

y a partir de f una p-extensión E f de A por A,

⋯ // P−p− // P−p //

f −p

��

P−p+ //

f −p+
��

⋯ // P //

f 

��

A //

id

��



 // A // E−p+f
// ⋯ // Ef // A // 

Entonces la (p + q)-extensión compuesta E ○ E f es la �la de

 // M // E−q+
// ⋯ // E //

��444
E−p+f

// ⋯ // Ef // A // 

A

AA���

Escribamos Q = P ⊗A P. Podemos de�nir dos mor�smos de complejos

l , r ∶ Q → E ○ E f

de la siguiente manera: primero,

l  = r = id ∶ A→ A;

si −p +  ≤ i ≤ , ponemos

l i = ε ⊗ f i ∶ Q i → (E ○ E f )i = E i
f ,

r i = f i ⊗ ε ∶ Q i → (E ○ E f )i = E i
f ;

si −p − q +  ≤ i ≤ −p, ponemos

l i = i+p ⊗ f −p ∶ Q i → (E ○ E f )i = E i+p
 ,

r i = (−)i f −p ⊗ i+p ∶ Q i → (E ○ E f )i = E i+p
 ;

y, �nalmente,

l−p−q = −q ⊗ f −p ∶ Q−p−q → (E ○ E f )−p−q = M ,

r−p−q = (−)−p−q f −p ⊗ −q ∶ Q−p−q → (E ○ E f )−p−q = M .
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La veri�cación de que esto de�ne en efecto mor�smos de complejos se reduce a un
cálculo inmediato que omitimos. Obtenemos así dos diagramas conmutativos de la
forma

Q−p−q− // Q−p−q //

��

Q−p−q+ //

��

⋯ // Q−p //

��

Q−p+ //

��

⋯ // Q //

��

A //

��



 // M // E−q+
// ⋯ // E //

��777
E−p+f

// ⋯ // Ef // A // 

A

AA���

En uno de ellos, las fechas verticales provienen de l , y en otro las �echas verticales
provienen de r. Esto nos dice que, bajo el isomor�smo Ψ de (13), a la clase de la
(p + q)-extensión E ○ E f de Ext

p+q
Ae (A,M) corresponde tanto la clase de l−p−q

como la clase de r−p−q en Hp+q(homAe(Q ,M)). Vemos así que l−p−q y r−p−q son
(p + q)-cociclos cohomólogos en el complejo homAe(Q ,M) y, en particular, que
sus composiciones con ∆−p−q son (p + q)-cociclos cohomólogos en homAe(P,M).
Como las clases de l−p−q ○ ∆−p−q y de r−p−q ○ ∆−p−q en Hp+q(homAe(P,M))

representan a ψ ⌣ φ y a (−)p+qφ ⌣ ψ, respectivamente, concluimos que

ψ ⌣ φ = (−)p+qφ ⌣ ψ. (14)

Más aún, se sigue de lo hecho que la clase de la (p + q)-extensión El−p−q○∆−p−q

coincide con la de E ○ E f en Ext
p+q
Ae (A,M), de manera que es

Φ(ψ ⌣ φ) = Φ(ψ) ○Φ(φ). (15)

Es claro que (14) y (15) implican todas las a�rmaciones del teorema. �

6. Un ejemplo

6.1. Consideremos el álgebra A = k[X]/(X) y supongamos por simplicidad, en
toda esta sección, que la característica de k es diferente de .

6.2. Escribimos x a la clase de X en A. Claramente {, x} es una base de A.
6.3. Hay una -extensión de A por A en AModA de la forma

 // A
f // A⊗ A

f // A⊗ A
f // A //  (16)

con los mor�smos unívocamente determinados por las ecuaciones

f(⊗ ) = ,
f(⊗ ) = x ⊗  + ⊗ x ,

y

f() = x ⊗  + ⊗ x .
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6.4. Componiendo la extensión (16) consigo misma in�nitas veces obtenemos una
resolución Ae-proyectiva de A. Explícitamente, se trata de la resolución ε ∶ P → A
de A en AModA de la forma

⋯ d− // A


⊗ A
d− //

s−
oo A



⊗ A
d− //

s−
oo A



⊗ A
d− //

s−
oo A



⊗ A
ε // //

s
oo A

s
oo (17)

Aquí estamos escribiendo A
p
⊗ A al bimódulo P−p = A⊗ A colocado en grado −p.

Las diferenciales de esta resolución son tales que es ε(a


⊗ b) = ab y, si p > ,

d−p(a
p
⊗ b) = ax

p−
⊗ b + (−)pa

p−
⊗ xb.

El complejo es exacto: en efecto, hay una contracción, dibujada en (17) con �echas
punteadas, tal que s(a) = 



⊗ a y, si p > ,

s−p(
p
⊗ a) = ,

s−p(x
p
⊗ a) = 

p+
⊗ a.

Más aún, hay un mor�smo diagonal ∆● ∶ P → P ⊗A P dado por

∆−p(a
p
⊗ b) =

p

∑
i=

(a
i
⊗ )⊗ (

p−i
⊗ b)

para cada p ≥ .

6.5. El cálculo de HH●(A) es inmediato una vez que identi�camos el complejo que
se obtiene aplicando homAe(−,A) a la resolución (17). En particular, es fácil ver que
para cada p >  hay cociclos tp− ∶ A

p−
⊗ A → A y zp ∶ A

p
⊗ A → A, dados por

tp−(a
p−
⊗ b) = axb y zp(a

p
⊗b) = ab, que no son cohomólogos a cero y cuyas clases

de cohomología τp− y ζp son tales que HHp−(A) = kτp− y HHp(A) = kζp.
Por otro lado, HH(A) está generado libremente sobre k por las clases υ y ξ de los
cociclos u, c ∶ A



⊗ A→ A dados por u(a


⊗ b) = ab y c(a


⊗ b) = xab.

6.6. Finalemente, un cálculo directo usando ∆● y estos cociclos muestra que υ es la
unidad de HH●(A) y que

ξ ⌣ ξ = ξ ⌣ τp− = ξ ⌣ ζp = τp− ⌣ τq− = ,
τp− ⌣ ζq = τ(p+q)−,

ζp ⌣ ζq = ζ(p+q),

cualesquiera sean p, q > .
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6.7. Obtenemos así la siguiente descripción del álgebra de cohomología de A:

Proposición. Si k es un cuerpo de característica distinta de , hay un isomor�smo de
álgebras conmutativas graduadas

HH●(k[X]/(X)) = k[ξ, τ, ζ]
(ξ, ξτ, ξζ)

con τ de grado  y ζ de grado .

Demostración. Basta tomar τ = τ y ζ = ζ en 6.6. �

6.8. Podemos describir las clases ζ y τ en términos de extensiones de la siguiente
manera: es inmediato veri�car que la clase ζ de la proposición es la clase característica
de la -extensión (16) y τ es la clase de la extensión

 // A
f

// M


// A // 

en la queM es el bimódulo que coincide con A⊕ A en tanto A-módulo izquierdo y
cuya acción a derecha es tal que (a, b) ⋅x = ((a−b)x , bx), y en la que los mor�smos
f y  están dados por f () = (, ) y (a, b) = b.
Por otro lado, es evidente que τ corresponde a la derivación δ ∈ Derk(A) tal

que δ(x) = x, mientras que ζ es la clase característica de la extensión in�nitesimal
de álgebras

 // A
ι // k[Y]/(Y) π // A // 

en la que ι() = y, ι(x) = y y π(y) = x, si notamos y a la clase de Y en k[Y]/(Y).

7. Invariancia Morita

7.1. Si A y B son álgebras, un contexto de A a B es una -upla (P,Q , θ , φ) con
P ∈ BModA, Q ∈ AModB, θ ∶ P ⊗A Q → B un mor�smo de B-bimódulos y
φ ∶ Q ⊗B P → A un mor�smo de A-bimódulos para los cuales se tiene

θ(p⊗ q)p′ = pφ(q ⊗ p′)

y

qθ(p⊗ q′) = φ(q ⊗ p)q′

siempre que p, p′ ∈ P y q, q′ ∈ Q.
7.2. Lema. Sean Ay B álgebras y sea (P,Q , θ , φ) un contexto de Aa B. Si θ es sobreyec-
tivo, entonces se trata de un isomor�smo y P es un A-módulo proyectivo y �nitamente
generado.

Por supuesto, una a�rmación análoga relativa a φ también vale.
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Demostración. Supongamos que θ es sobreyectivo, de manera que en particular
existe un elemento e = ∑i∈I pi ⊗ qi ∈ P ⊗A Q tal que θ(e) =  ∈ B. Consideremos el
mor�smo β ∶ b ∈ B ↦ be ∈ P ⊗A Q. Entonces si p ∈ P y q ∈ Q es

β(θ(p⊗ q)) =∑
i∈I

pi ⊗ qiθ(p⊗ q) =∑
i∈I

pi ⊗ φ(qi , p)q

=∑
i∈I

piφ(qi , p)⊗ q =∑
i∈I

θ(pi ⊗ qi)p⊗ q

= θ(e)p⊗ q = p⊗ q

Vemos así que β ○ θ = P⊗Q . En particular, el mor�smo θ es inyectivo.
Si i ∈ I, sea ρi ∶ p ∈ P ↦ φ(qi ⊗ p) ∈ A. Se trata claramente de un mor�smo de

A-módulos, y si p ∈ P es

∑
i∈I

piρi(p) =∑
i∈I

piφ(qi ⊗ p) =∑
i∈I

θ(pi ⊗ qi)⊗ p = p,

así que {(pi , ρi) ∶ i ∈ I} es un sistema de coordenadas proyectivo sobre P como
A-módulo a derecha. En consecuencia, P es proyectivo enModA, y es �nitamente
generado porque el conjunto I es �nito. Una construcción simétrica muestra que Q
es es proyectivo y �nitamente generado en AMod. �

7.3. Teorema. Sean Ay B álgebras y sea (P,Q , θ , φ) un contexto de Aa B. Supongamos
que los mor�smos θ y φ son sobreyectivos. Entonces

(i) Los functores

F = P ⊗A (−) ∶ AMod→ BMod

G = Q ⊗B (−) ∶ BMod→ AMod

son equivalencias de categorías k-lineales inversas.
(ii) Los functores

F = P ⊗A (−)⊗A Q ∶ AModA → BModB

G = Q ⊗B (−)⊗B P ∶ BModB → AModA

son equivalencias de categorías k-lineales inversas.

Cuando se satisface la hipótesis del teorema, decimos que el contexto (P,Q , θ , φ) es
exacto, que las álgebras A y B son equivalentes en el sentido deMorita o, simplemente,
Morita-equivalentes, y escribimos A ∼

M
B.

Demostración. En vista de 7.2, θ y φ son isomor�smos. Si M ∈ BMod, hay una
cadena de isomor�smos

FG(M) = P ⊗A Q ⊗B M θ⊗ // B ⊗B M // M

que dependen naturalmente deM y que dan un isomor�smo de functores

FG ≅  ∶ BMod→ BMod.
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De la misma forma, obtenemos un isomor�smo GF ≅  a partir de φ. Esto prueba
la primera parte. Para ver la segunda procedemos de la misma manera, conside-
rando por ejemplo el isomor�smo FG ≅  ∶ BModB → BModB que se obtiene de
componer los isomor�smos naturales

FG(M) = P ⊗A Q ⊗B M ⊗B P ⊗A Q
θ⊗⊗φ

// B ⊗B M ⊗B M // M

para cadaM ∈ BModB. �

7.4. La razón por las que nos interesa 7.3 es su conexión con la cohomología de
Hochschild:

Proposición. Sean A y B álgebras y sea (P,Q , θ , φ) un contexto de A a B con θ
y φ sobreyectivos. Entonces hay un isomor�smo HH●(A) ≅ HH●(B) de álgebras
graduadas.

El isomor�smo en cuestión depende, en general, del contexto (P,Q , θ , φ).
Demostración. De 5.21 sabemos que hay isomor�smos canónicos de álgebras gra-
duadas HH●(A) ≅ ExtAe(A,A) y HH●(B) ≅ ExtBe(B, B), así que bastará mostrar
que hay un isomor�smo ExtAe(A,A) ≅ ExtBe(B, B).
El functor F = P ⊗A (−)⊗A Q ∶ AModA → BModB de 7.3(ii) es, por supuesto,

un functor exacto, de manera que induce un mor�smo

ExtAe(A,A)→ ExtBe(F(A), F(A)) (18)

entre las álgebras de Yoneda de A y de su imágen F(A). Como F es de hecho una
equivalencia, es claro que este mor�smo es un isomor�smo. Como hay isomor�smos
de B-bimódulos

F(A) = P ⊗A A⊗A Q // P ⊗A Q θ // B

es claro que ExtBe(F(A), F(A)) ≅ ExtBe(B, B). Componiendo a éste con (18)
obtenemos el isomor�smo buscado. �

7.5. La sitación más simple en la que la hipótesis de 7.3 se satisface es la siguiente:

Proposición. Sea A un álgebra, sea n ≥  y sea Mn(A) el álgebra de matrices n × n
con coe�cientes en A. Sean P = An× y Q = A×n los conjuntos de vectores columna
y �la, respectivamente, con coe�cientes en A. La multiplicación matricial hace de P
un (Mn(A),A)-bimódulo y de Q un (A,Mn(A))-bimódulo, y determina también
mor�smos θ ∶ P ⊗A Q → Mn(A) y φ ∶ Q ⊗Mn(A) P → A de Mn(A)- y de A-
bimódulos. Entonces (P,Q , θ , φ) es un contexto de Aa Mn(A) con θ y φ sobreyectivos.
En particular, hay un isomo�smo de álgebras graduadas

HH●(Mn(A)) ≅ HH●(A).

Demostración. Esto sigue de veri�caciones directas y de 7.4. �
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8. Álgebras de invariantes y productos cruzados

8.1. Sea A un álgebra y sea G un grupo que actua a izquierda sobre A por automor-
�smos de álgebra, de manera que tenemos un mor�smo de grupos G → Aut(A).
Notemos kG a la k-álgebra de grupo de G.

8.2. El producto cruzado A⋊G es la k-álgebra que, en tanto espacio vectorial, coincide
con el producto tensorial A⊗ kG, y cuyo producto está dado por

a ⊗  ⋅ b ⊗ h = a(b)⊗ h

siempre que a, b ∈ A y , h ∈ G. Es inmediato veri�car que obtenemos de esta forma
en efecto una k-álgebra, y que el elemento A ⊗ G es su elemento unidad.

8.3. La aplicación a ∈ A↦ a⊗ G ∈ A⋊G es un mor�smo inyectivo de álgebras que
consideraremos una identi�cación y que hace de A⋊G un A-bimódulo de manera
natural. Es fácil ver que, para esta estructura de bimódulo, A⋊G es un A-módulo
libre tanto a izquierda como a derecha con base {⊗  ∶  ∈ G} y en tanto.

8.4. Por otro lado, el álgebra de invariantes de A bajo la acción de G es

AG = {a ∈ A ∶ a = a para todo  ∈ G}.

Otra vez, es rutina veri�car que se trata de una subálgebra de A.

8.5. Sea P el (A⋊G ,AG)-bimódulo que coincide con A como espacio vectorial, y
cuyas acciones a izquierda y a derecha están dadas por

a ⊗  ⇀
P
x = a(x)

si a ⊗  ∈ A⋊G y x ∈ P, y

x ↼
P
a = xa

si x ∈ P y a ∈ AG . Sea, por otro lado, Q el (AG ,A ⋊ G)-bimódulo que, otra vez,
coincide con A en tanto espacio vectorial pero cuyas acciones a izquierda y a derecha
están ahora dadas por

a ⇀
Q
x = ax

si a ∈ AG y x ∈ Q, y

x ↼
Q
a ⊗  = −(xa)

si x ∈ P y a ⊗  ∈ A⋊G.
El interés de estra construcción reside en el siguiente resultado:
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8.6. Proposición. (M. Cohen, D. Fischman, S. Montgomery, [CFM90]) Sea A un
álgebra, G un grupo �nito que actúa a izquierda sobre A y sean P y Q los bimódulos
recien construidos. Sean tr ∶ A→ AG la aplicación traza, dada por

tr(a) = ∑
∈G

(a)

y sean θ ∶ P ⊗AG Q → A⋊ G y φ ∶ Q ⊗A⋊G P → AG las aplicaciones k-lineales tales
que

θ(x ⊗ y) = ∑
∈G

x(y)

y

φ(y ⊗ x) = tr(yx)

siempre que x ∈ P e y ∈ Q. Entonces θ y φ son mor�smos de A⋊G- y AG-bimódulos,
y (P,Q , θ , φ) es un contexto de AG a A⋊G.

Demostración. Esto sigue de un cálculo directo. �

8.7. Hay muchas formas de caracterizar la exactitud del contexto construido en esta
proposición en términos de la forma en queG actúa sobre A; véanse las notas [Far01]
para un estudio detallado de esta cuestión. Nosotros estamos interesados en una
situación particularmente simple desde este punto de vista.

8.8. En primer lugar, podemos hacer la siguiente observación elemental:

Proposición. Sea A un álgebra, G un grupo �nito que actúa a izquierda sobre A y sea
(P,Q , θ , φ) el contexto construido en 8.6. Si el orden del grupo G es inversible en el
cuerpo k de base, entonces el mor�smo φ es sobreyectivo.

Demostración. Como 
∣G∣ ∈ k, w = 

∣G∣ A ⊗ A ∈ P ⊗AG Q y claramente φ(w) = .
Como la imagen de φ es un A-bimódulo, es decir, un ideal bilátero, concluimos
que φ es sobreyectivo. �

8.9. Lema. (S. Montgomery [Mon80]) Sea A un álgebra simple y sea G un grupo que
actua sobre A vía un mor�smo de grupos ρ ∶ G → Aut(A) inyectivo tal que ρ() es un
automor�smo interior de A solamente cuando  = G . Entonces el producto cruzado
A⋊G es un álgebra simple.

Cuando se satisface la condición del lema, decimos que la acción de G sobre A es
exterior.

Demostración. Supongamos que existe un ideal bilátero no nulo y propio I ⊊ A⋊G.
Sea x = ∑∈G x ∈ I un elemento no nulo para el cual el conjunto soporte

supp x = { ∈ G ∶ x ≠ }, que no es vacío, es de cardinal mínimo. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que G ∈ supp x; si ese no es el caso, podemos
sustituir a x por x− con  ∈ supp x. Más aún, podemos suponer que x = : si no,
como AxA = A porque A es simple, existen n ∈ N y elementos ai , bi ∈ A para
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i ∈ {, . . . , n} tales que∑n
i= aixbi = , y podemos reemplazar a x por el elemento

∑n
i= aixbi de I, que tiene el mismo soporte que x.
Observemos que {} ⊊ supp x: de valer la igualdad tendríamos  = x ∈ I e I = A,

lo que no es cierto. Fijemos entonces un elemento h ∈ supp x tal que h ≠ .
Sea a ∈ A y sea y = ax − xa. Es fácil ver que supp y ⊆ (supp x)/{}. La minima-

lidad de la elección de x implica entonces que y = ∑∈G(ax − x(a)) =  y, en
particular, que

axh = xhh(a). (19)

Como h es actúa por automor�smos de A, esto implica que Axh = xhA, y entonces
que Axh = AxhA. Como A es simple, necesariamente  ∈ Axh = xhA, de manera que
xh es inversible en A, y la ecuación (19) nos dice entonces que para todo a ∈ A es

x−h axh = h(a)

o, en otras palabras, h actúa sobre A vía el automor�smo interior de A correspon-
diente a xh. Esto es imposible, por hipótesis y esta imposibilidad prueba que no
existen ideales no nulos propios es A⋊G. �

8.10. Proposición. Sea A un álgebra simple y sea G un grupo que actua sobre A
vía una acción exterior. Entonces el mor�smo θ del contexto (P,Q , θ , φ) de 8.6 es
sobreyectivo.

Demostración. La imagen de θ es un A⋊G-subbimódulo de A⋊G, esto es, un ideal
bilátero y es evidentemente no nulo. De acuerdo al lema 8.9, A⋊G no tiene ideales
biláteros propios, así que nevesariamente im θ = A⋊G. �

8.11. Esta proposición junto con 8.8 nos da inmediatamente el siguiente criterio de
exactitud:

Teorema. Sea k un cuerpo, sea A una k-álgebra simple y sea G un grupo �nito que
actua sobre A vía una acción exterior y tal que su orden ∣G∣ es inversible en k. Entonces
el contexto (P,Q , θ , φ) de 8.6 es exacto y las álgebras AG y A⋊G son equivalentes en
el sentido de Morita. �

8.12. El interés de este resultado, a nuestros �nes, es el siguiente. En la situación del
teorema, suele suceder que no disponemos de una descripción explícita del álgebra
de invariantes AG , o que la descripción que tenemos es demasiado complicada como
para ser de utilidad al encarar la determinación de HH●(AG), mientras que tenemos
mucho más control sobre el álgebra A ⋊ G. Cuando estamos en las hipótesis del
teorema, obtenemos de 7.4 un isomor�smo HH●(AG) ≅ HH●(A ⋊ G) entre las
álgebras de cohomología de Hochschild de AG y A⋊G, y reducimos el problema de
calcular HH●(AG) al más accesible de calcular HH●(A⋊G).
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9. La cohomología de un producto cruzado

9.1. Fijemos un álgebra A y un grupo G que actúa sobre A por automor�smos de
álgebras. Por simplicidad, escribamos B = A⋊G.

9.2. Sea M ∈ BModB. Por restricción de escalares a lo largo del mor�smo de 8.3
podemos ver aM como un A-bimódulo, y calcular su subespacio de A-invariantes

MA = {m ∈ M ∶ para todo a ∈ A es am = ma}.

Hacemos deMA un G-módulo a izquierda de�niendo

 ⋅m = m−

para cada  ∈ G y cada m ∈ MA; es fácil ver que m− ∈ MA, así que esto tiene sen-
tido, y la veri�cación de que obtenemos de esta forma una acción de G es inmediata.
Extendiendo de la manera evidente esta construcción a los mor�smos, es claro que
construimos un functor

(−)A ∶ AModA → GMod.

Sea, por otro lado,

(−)G ∶ GMod→ kMod

el functor usual de G-invariantes, tal que sobre los objetos M ∈ GMod se tiene
MG = {m ∈ M ∶ m = m para todo  ∈ G}.
9.3. Lema. Sea (−)A⋊G ∶ A⋊GModA⋊G → kMod el functor de A ⋊ G-invariantes.
Entonces hay un isomor�smo natural de functores

(−)A⋊G ≅ (−)G ○ (−)A.

Demostración. El lema sigue inmediatamente de observar que siM ∈ A⋊GModA⋊G ,
entonces (MA)G = MA⋊G . �

9.4. SeaM unG-módulo. Decimos queM es acíclico si es trivial para la cohomología,
esto es, si para todo p >  se tiene que Hp(G ,M) = . Por otro lado, decimos queM
es un G-módulo coinducido si existe un espacio vectorial tal queM ≅ hom(kG ,V)
en tanto G-módulo.
Notemos que si V ,W ∈ kMod, entonces hom(V ⊗ kG ,W), consu estructura

usual de G-módulo, es coinducido, porque es isomorfo a hom(kG , hom(V ,W)).
Lema. Un G-módulo coinducido es acíclico.

Demostración. SeaV un espacio vectorial y seaM = hom(kG ,M) con su estructura
usual de G-módulo. Si P↠ k una resolución kG-proyectiva del G-módulo trivial k,
entonces la cohomología H●(G ,M) es isomorfa a la cohomología del complejo
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homG(P, hom(kG ,V)). Pero si X ∈ GMod eY ∈ kMod, hay un isomor�smo natural
de espacios vectoriales

homG(X , hom(kG ,Y))→ hom(X ,Y),

así que en particular el complejo homG(P, hom(kG ,V)) es isomorfo al complejo
hom(P,V), que es acíclico porque P es acícliclo y k es un cuerpo. Esto prueba el
lema. �

9.5. Lema. Sea I ∈ A⋊GModA⋊G un A ⋊ G-bimódulo inyectivo. Entonces IA es un
G-módulo acíclico: esto es, Hp(G , IA) =  para todo p > .
Aquí H●(G ,−) es el functor de cohomología de grupos evaluado en G.
Demostración. Sea ι ∶ M → hom((A ⋊ G)e ,M) tal que ι(m)(x ⊗ y) = xmy para
todo m ∈ M y todo x, y ∈ A ⋊ G. Como (A ⋊ G)e es un (A ⋊ G)e-módulo a
derecha, hom((A⋊G)e ,M) es un (A⋊G)e-módulo izquierda o, equivalentemente,
un A⋊G-bimódulo, y es fácil ver que ι es un mor�smo de A⋊G-bimódulos para
esta estructura. Como es un monomor�smo yM es inyectivo en A⋊GModA⋊G ,M es
isomorfo a un sumando directo de hom((A⋊ G)e ,M) en tanto A⋊ G-bimódulo.
Para probar el lema, entonces, y en vista de 9.4 bastará mostrar hom((A⋊G)e ,M)A
es isomorfo a un G-módulo coinducido.
Sea N ∈ A⋊GModA⋊G . Si f ∈ hom((A⋊G)e ,N) y l , r ∈ A⋊G, entonces la acción

de A⋊G sobre el A⋊G-bimódulo es tal que

(l f r)(x ⊗ y) = f (xr ⊗ l y)

para todo x, y ∈ A⋊G. En particular, si f ∈ hom((A⋊G)e ,N)A, tenemos que

f (xa ⊗ y) = (a f )(x ⊗ y) = ( f a)(x ⊗ y) = f (x ⊗ ay)

para todo x, y ∈ A ⋊ G. En consecuencia, a partir de f obtenemos un mor�smo
φ( f ) ∶ (A⋊G)⊗A (A⋊G)→ N y, en de�nitiva, una aplicación

φ ∶ hom((A⋊G)e ,N)A → hom((A⋊G)⊗A (A⋊G),N)

que es evidentemente un isomor�smo natural en N . Observemos que hay un iso-
mor�smo

(a⊗)⊗′ ∈ (A⋊kG)⊗kG ↦ (a⊗′−)⊗(⊗′) ∈ (A⋊G)⊗A(A⋊G)

de espacios vectoriales que tiene inversa

(a ⊗ )⊗ (a′ ⊗ ′) ∈ (A⋊G)⊗A (A⋊G)
↦ (a(a′)⊗ ′)⊗ ′ ∈ (A⋊ kG)⊗ kG

y que induce un isomor�smo

hom((A⋊G)⊗A (A⋊G),N)→ hom((A⋊G)⊗ kG ,N).
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Componiendo, obtenemos un isomor�smo

ψ ∶ hom((A⋊G)e ,N)A → hom((A⋊G)⊗ kG ,N)

tal que ψ( f )((a ⊗ )⊗ ′) = f ((a ⊗ ′−)⊗ (⊗ ′)). Calculando, vemos que si
h ∈ G es

ψ(h ⋅ f )((a ⊗ )⊗ ′) = ψ( f )((a ⊗ )⊗ h−′),

así que si dotamos a (A⋊G)⊗kG de una estructura deG-módulo a izquierda tal que
h ⋅ (a⊗ )⊗ ′ = (a⊗ )⊗ h′ para cada a ∈ A y cada , ′, h ∈ G, y consideramos
sobre hom((A ⋊ G) ⊗ kG ,N) la estructura de G-módulo izquierdo inducida, el
isomor�smo ψ resulta un isomor�smo de G-módulos, ya que en ese caso es

ψ( f )((a ⊗ )⊗ h−′) = (h ⋅ ψ( f ))((a ⊗ )⊗ ′)

Así, nuestro G-módulo hom((A⋊G)e ,N)A es isomorfo al G-módulo coinducido
hom((A⋊G)⊗ kG ,N), que es G-acíclico. �

9.6. Teorema. Sea A un álgebra y sea G un grupo que actúa sobre A por automor-
�smos. Sea M un A⋊G-bimódulo. Entonces existe una sucesión espectral convergente
cohomológicamente graduada y con soporte en el primer cuadrante que tiene

Ep,q
 ≅ Hp(G ,Hq(A,M))⇒ H●(A⋊G ,M).

Demostración. Sabemos que hay un isomor�smo de ∂-functores

H●(A⋊G ,−) ≅ R●((−)A⋊G)

con R●((−)A⋊G) el ∂-functor derivado a derecha del functor de A⋊G-invariantes

(−)A⋊G ∶ A⋊GModA⋊G → kMod

De acuerdo a 9.3, tenemos una factorización de (−)A⋊G de la forma

A⋊GModA⋊G
(−)A

// GMod
(−)G

// kMod

y 9.5 nos dice que (−)A manda objetos inyectivos de A⋊GModA⋊G a objetos acícli-
cos para (−)G . Como los functores (−)A y (−)G son exactos a izquierdo, estamos
entonces en las hipótesis del teorema de Grothendieck que muestra la existencia de
una sucesión espectral para una composición de functores, como en [HS97,�eorem
9.3]. El teorema es consecuencia directa de esto. �
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9.7. Si tomamosM = A⋊G en el teorema, entonces el límite de la sucesión espectral
es HH●(A⋊H), que es un álgebra. En ese caso podemos ser más precisos:
Teorema. Cuando M = A ⋊ G, la sucesión espectral del teorema anterior es una
sucesión espectral de álgebras.

Esto signi�ca que hay una estructura de álgebra bigraduada sobre cada una de las
etapas Er , r ≥ , demanera que (i) para cada r ≥  la diferencial dr es una derivaciones
de Er , que (ii) el isomor�smo Er+ ≅ H(Er) es un isomor�smo de álgebras y que
(iii) que E∞ es un álgebra de manera compatible con las estructuras de álgebras de
las etapas �nitas y que hay un isomor�smo de álgebras E∞ ≅ grHH●(A ⋊ G). En
[McC01] puede encontrarse una descripción precisa de esta noción.
Más áun, la estructura de álgebra del término E es la natural. Como A⋊G es

un álgebra, H●(A,A⋊G) posee una estructura de álgebra con producto dado por la
composición del producto

⊔ ∶ H●(A,A⋊ A)⊗H●(A,A⋊G)→ H●(A, (A⋊G)⊗A (A⋊G))

construido en 5.11 y el mor�smo

H●(A, (A⋊G)⊗A (A⋊G))→ H●(A,A⋊G)

inducido por la multiplicación (A ⋊ G) ⊗A (A ⋊ G) → A × G. La acción de G
sobre H●(A,A⋊G) es compatible con la multiplicación, de manera que la cohomo-
logía H●(G ,H●(A,A ⋊ G)) posee un producto inducido: este es precisamente el
producto de la estapa E de la sucesión espectral.

9.8. La prueba del teorema 9.7 consiste en tres pasos. Primero, es necesario dar una
construcción alternativa de la sucesión espectral que en vez de proceder como en la
prueba del teorema de Grothendieck utiza un complejo doble construido a partir
de las resoluciones estándar de G y de A; esto puede llevarse a cabo directamente
o usando, por ejemplo, la maquinaria general presentada por Matthias Künzer
en [Kün08] para compara sucesiones espectrales. Una vez hecho esto, el segundo
paso consiste en construir una estructura multiplicativa en el complejo así obtenido,
que induce la estructura en toda la sucesión espectral: esto se lleva a cabo usando las
fórmulas explícitas para el producto de HH●(A) que dimos en 5.15 y las fórmulas
análogas y bien conocidas para el producto sobre la cohomología de grupos.
Omitimos los detalles, ya que exponerlos nos llevaría demasiado lejos de nuestros

objetivos.

9.9. Un corolario inmediato del teorema, que es explicita el caso particular en el
que estamos interesados, es el siguiente:

Proposición. Sea A un álgebra, sea G un grupo �nito que actua sobre A por automor-
�smos de álgebra, y supongamos que el orden de G es inversible en el cuerpo de base k.
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Entonces hay un isomor�smo de álgebras

HH●(A⋊ A) ≅ H∗(A,A⋊G)G

Aquí H●(A,A ⋊ G) es un álgebra como en las observaciones hechas después del
enunciado del teorema.

Demostración. La hipótesis sobre el orden de G implica que el álgebra de grupo kG
es semisimple, y entonces Hp(G ,−) =  si p > . En particular, la sucesión espectral
construida en el teorema 9.6 esta soportada sobre uno de los ejes coordenados, de
manera que degenera inmediatamente y da un isomor�smo

H(G ,H●(A,A⋊G)) ≅ HH∗(A⋊G),

que es un isomorfsmo de álgebras como consecuencia de 9.7. La proposición sigue,
entonces, de que H(G ,−) = (−)G . �



CAPÍTULO II

Álgebras de operadores diferenciales

1. Operadores diferenciales

1.1. Sea k un anillo conmutativo.

1.2. Si Λ es una k-álgebra (no necesariamente conmutativa) y x, y ∈ Λ, escribimos

[x , y] = xy − yx

y, más generalmente, si l ≥  y x, y, . . . , yl ∈ Λ, de�nimos inductivamente

[x , y, . . . , yl] = [[x , y, . . . , yl−], yl].

Notamos, además, ad y a la aplicación [−, y] ∶ x ∈ Λ ↦ [x , y] ∈ Λ.
Es inmediato veri�car que la aplicación [−,−] ∶ Λ × Λ → Λ es anti-simétrica y

que, cualesquiera sean x, y, z ∈ Λ, se tiene que

[x , yz] = [x , y]z + y[x , z] (20)

y

[x , [y, z]] = [[x , y], z] + [y, [x , z]]. (21)

La primera de estas identidades es la llamada regla de Leibniz, mientras que la
segunda es la condición de Jacobi para el corchete [−,−].
Usando (21) es fácil ver que si los elementos y, . . . , yl conmutan entre sí, la

expresión [x , y, . . . , yl] es simétrica con respecto a sus últimos l argumentos.

1.3. Fijemos una k-álgebra conmutativa A.

1.4. Si x ∈ A, escribimos mx ∈ Endk(A) a la aplicación mx ∶ y ∈ A↦ xy ∈ A dada
por la multiplicación por x.

1.5. Sea (Di� p
k(A))p≥− la sucesión de subespacios de Endk(A) con Di�

−
k (A) = 

y, para cada p ≥ ,

Di� p
k(A) = { f ∈ Endk(A) ∶ [ f ,mx] ∈ Di� p−

k (A) para cada x ∈ A}.

Sea además Di� k(A) = ⋃p≥−Di�
p
k(A).

1.6. Sea S ⊂ A un subconjunto que genera a A como k-álgebra. Si f ∈ Endk(A) y
p ≥ , un argumento inductivo evidente usando (20) y (21) prueba que f ∈ Di� p

k(A)
sii se tiene [ f ,mx , . . . ,mxp] =  para cada elección de x, . . . , xp ∈ S.

35
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1.7. Lema. Sea A una k-álgebra conmutativa.
(i) La sucesión (Di� p

k(A))p≥− de subespacios de Endk(A) es creciente.
(ii) Si x ∈ A, entonces mx ∈ Di�(A). La aplicación m ∶ x ∈ A↦ mx ∈ Di�(A)

es un isomor�smo de k-álgebras. En particular, Di�k(A) = EndA(A).
(iii) Si p, q ≥ −, f ∈ Di� p

k(A) y  ∈ Di�
q
k(A), entonces [ f , ] ∈ Di�

p+q−
k (A).

(iv) Si p, q ≥ −, f ∈ Di� p
k(A) y  ∈ Di�

q
k(A), entonces f  ∈ Di�

p+q
k (A).

(v) Di� k(A) es una sub-k-álgebra deEndk(A) y (Di� p
k(A))p≥ es una �ltración

creciente y exhaustiva compatible con esta estructura, y la correspondiente
álgebra graduada grDi� k(A) es conmutativa.

El álgebra Di� k(A) es el álgebra de operadores diferenciales sobre A. Si f ∈ Di� k(A),
decimos que f tiene orden a lo sumo p cuando f ∈ Di� p

k(A).
Demostración. (i)Mostremos que Di� p−

k (A) ⊂ Di� p
k(A) para todo p ≥  haciendo

inducción sobre p; notemos que cuando p =  no hay nada que probar. Sea entonces
p ≥ , f ∈ Di� p−

k (A) y supongamos que Di� p−
k (A) ⊂ Di� p−

k (A). Sea x ∈ A. Tene-
mos que [ f ,mx] ∈ Di� p−

k (A) en vista de la elección de f , y la hipótesis inductiva
nos dice que entonces [ f ,mx] ∈ Di� p−

k (A). La arbitrariedad de x implica ahora
que f ∈ Di� p

k(A).
(ii) Si x ∈ A, entonces [mx ,my] =  ∈ Di�−k (A) para cada y ∈ A porque

A es conmutativa. Luego mx ∈ Di�k(A) y la aplicación m del enunciado está bien
de�nida. Que se trata de un mor�smo de k-álgebras es evidente. Si f ∈ Di�k(A), la
de�nición de Di�k(A) nos dice que f (xy) = x f (y) cualesquiera sean x, y ∈ A, así
que si y ∈ A, tenemos que

f (y) = f (y ) = y f () = m f ()(y),

de manera que f = m f (). La aplicación m es por lo tanto sobreyectiva. Es inyectiva
porque para cada x ∈ A es mx() = x.

(iii) Digamos que un par (p, q), con p, q ≥ −, es bueno si cualesquiera sean
f ∈ Di� p

k(A) y  ∈ Di�qk(A) se tiene que [ f , ] ∈ Di� p+q−
k (A). Notemos que,

en vista de las de�niciones y de (ii), un par (p, q) que tiene alguna de sus dos
componentes igual a −  es bueno. Para probar la a�rmación (iii), supongamos
inductivamente que

si −  ≤ p′ ≤ p, −  ≤ q′ ≤ q y (p′, q′) ≠ (p, q), entonces el
par (p′, q′) es bueno. (22)

Ahora, si f ∈ Di� p
k(A),  ∈ Di�

q
k(A) y x ∈ A, es

[[ f , ],mx] = [[ f ,mx], ] + [ f , [,mx]],

así que, como [ f ,mx] ∈ Di� p−
k (A) y [,mx] ∈ Di�q−k (A), la hipótesis (22) implica

que [[ f , ],mx] ∈ Di� p+q−
k (A). Como el elemento x es arbitrario, esto nos dice

que [ f , ] ∈ Di� p+q−
k (A), esto es, que el par (p, q) es bueno. Esto prueba (iii).
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(iv) Si p, q ≥ −, f ∈ Di� p
k(A),  ∈ Di�

q
k(A) y x ∈ A, es

[ f ,mx] = [ f ,mx]  + f [,mx].

Como [ f ,mx] ∈ Di� p−
k (A) y [,mx] ∈ Di�q−k (A), vemos que, si razonamos como

en la prueba de (iii), la prueba de (iv) se reduce a la veri�cación de su validez cuando
p = − o q = −, la que es claramente inmediata.

(v) Esto es consecuencia directa de (i)–(iv). �

1.8. El lema 1.7 provee una descripción explícita de Di�k(A), al que desde ahora
identi�camos con A; así, escribiremos generalmente x en lugar de mx . Además, es
claro que (iv) implica que, bajo esa identi�cación, cada Di� p

k(A) es un A-bimódulo.
Es fácil dar ejemplos que muestren que no se trata de A-bimódulos simétricos, en
general.

1.9. Para Di� k(A) tenemos la siguiente descripción:
Lema. Sea A una k-álgebra conmutativa. Si δ ∈ Derk(A) es una k-derivación de A,
entonces δ ∈ Di� k(A). La aplicación

(x , δ) ∈ A⊕Derk(A)↦ x + δ ∈ Di� k(A)

es un isomor�smo de A-módulos izquierdos.

Demostración. Si δ ∈ Derk(A) y x, y ∈ A, es

[δ,mx](y) = δ(xy) − x δ(y) = y δ(x) = mδ(x)(y),

así que [δ,mx] = mδ(x) ∈ Di�k(A). Esto nos dice que δ ∈ Di� k(A). Esto prueba
la primera a�rmación del lema y la buena de�nición de la aplicación que aparece
en el enunciado. La A-linealidad a izquierda puede veri�carse haciendo un cálcu-
lo directo. Para ver que se trata de un isomor�smo, exhibiremos una aplicación
ψ ∶ Di� k(A)→ A⊕Derk(A) que es su inversa.
Sea f ∈ Di� k(A). Si y ∈ A, entonces existe u ∈ A tal que [ f ,my] = mu. Eva-

luando ambos miembros de esta igualdad en  ∈ A vemos inmediatamente que
u = f (y) − y f () y, entonces, que

f (yz) − y f (z) = f (y)z − y f ()z (23)

para todo z ∈ A. Sea δ = f −m f () ∈ Endk(A). Usando (23), calculamos que

δ(y)z + yδ(z) = f (y)z − f ()yz + y f (z) − y f ()z
= f (yz) − f ()yz = δ(yz),

de manera que δ ∈ Derk(A). Tiene sentido poner, entonces,

ψ( f ) = ( f (), δ) ∈ A⊕Derk(A).

Es inmediato que, de�nida así, la aplicación ψ es la inversa buscada. �
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1.10. En general, no hay una descripcion directa para Di� p
k(A) cuando p ≥  com-

parable a la dada en 1.7 y 1.9 para p =  y p = .

2. Una descripción alternativa de Di� k(A)

2.1. El objetivo de esta sección es presentar una descripción alternativa de Di� k(A)
que resulta considerablemente más cómoda para muchos propósitos.

2.2. Sea µ ∶ A ⊗k A → A la multiplicación de A y sea J = ker µ, de manera que
tenemos una sucesión exacta corta de A-bimódulos:

 // J // A⊗k A
µ

// A // 

Como A es conmutativa, µ es un mor�smo de k-álgebras y J es un ideal de A⊗ A.

2.3. Si x ∈ A, entonces d(x) =  ⊗ x − x ⊗  ∈ J, así que podemos de�nir de esta
manera una aplicación d ∶ A→ J, que es claramente k-lineal. Se trata, de hecho, de
una k-derivación.

2.4. La imágen d(A) genera a J como A-módulo tanto a izquierda como a derecha:
dado un elemento u = ∑i∈I xi⊗yi ∈ J, demanera que µ(u) = ∑i∈I xi yi = , entonces

∑
i∈I

xi d(yi) = u = −∑
i∈I
d(xi)yi .

En particular, d(A) genera a J como ideal de A⊗k A. Más generalmente, si S ⊂ A
es un subconjunto que genera a A como k-álgebra es fácil ver, usando que d es una
derivación, que d(S) genera a J como ideal de A⊗ A.

2.5. Recordemos que cuandoM y N son A-módulos izquierdos, el k-espacio vec-
torial homk(M ,N) resulta un A-bimódulo, de manera que si f ∈ homk(M ,N) y
x, y ∈ A, entonces x f y ∶ M → N es el mor�smo tal que (x f y)(m) = x f (ym) para
cada m ∈ M. Dotado de esta estructura, es fácil ver hay un isomor�smo

α ∶ homA⊗kA(A, homk(M ,N))→ homA(M ,N)

tal que α( f )(m) = f ()(m) si f ∶ A→ homk(M ,N) es A⊗k A-lineal y m ∈ M.
2.6. Proposición. Sea A una k-álgebra conmutativa y sea p ≥ . Entonces hay un
isomor�smo de A-módulos izquierdos o derechos

homA⊗kA ((A⊗k A)/Jp+, Endk(A)) ≅ Di� p
k(A)

y, si dotamos a A⊗k A de la topología J-ádica y a Endk(A) de la topología discreta,

homcont
A⊗kA (A⊗k A, Endk(A)) ≅ Di� k(A)

también como A-módulos izquierdos o derechos.
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Demostración. Si f ∈ Endk(A) y x ∈ A, es inmediato veri�car que, con respecto a la
estructura de A⊗k A-módulo de Endk(A), se tiene que d(x) f = [ f ,mx].
Sea p ≥  y pongamos Pp = (A⊗k A)/Jp+. La aplicación

φ ∈ homA⊗kA(Pp , Endk(A))↦ φ(⊗ ) ∈ { f ∈ Endk(A) ∶ Jp+ f = }.

es evidentemente un isomor�smo de A-módulos izquierdos. Como sabemos que
Jp+ está generado como A-bimódulo por los productos de la forma d(x)⋯d(xp)
con x, . . . , xp ∈ A, y como

d(x)⋯d(xp) f = [ f ,mx , . . . ,mxp],

es claro que { f ∈ Endk(A) ∶ Jp+ f = } = Di� p
k(A). Esto prueba la primera parte

de la proposición.
La segunda parte es consecuencia inmediata de la primera, ya que un homo-

mor�smo A⊗k A→ Endk(A) es continuo precisamente cuando se anula sobre una
potencia de J. �

2.7. Motivados por esta proposición hacemos la siguiente de�nición: cuando M
y N son A-módulos izquierdos y p ≥ , el espacio de operadores diferenciales de M
en N de orden p es

Di� p
k(M ,N) = homA⊗kA ((A⊗k A)/Jp+, homk(M ,N))

y, si dotamos a A ⊗k A de la topología J-ádica y a homk(M ,N) de la topología
discreta, el espacio de operadores diferenciales de M en N es

Di� k(M ,N) = homcontA⊗kA (A⊗k A, homk(M ,N))

2.8. Notemos que la proposición nos dice que Di� p
k(A,A) = Di�

p
k(A) para cada

p ≥  y que Di� k(A,A) = Di� k(A). Es de esta forma como se introducen los
operadores diferenciales en [Gro, §16].

3. Operadores diferenciales sobre álgebras de dimensión �nita

3.1. En esta sección daremos una descripción completa del álgebra Di� k(A) cuando
A es una k-álgebra de dimensión �nita y k es un cuerpo perfecto. Esto es posible
gracias al teorema de estructura de anillos artinianos y el Teorema Principal de
Wedderburn-Malcev, que nos permiten reducir la cuestión al caso local más simple.

3.2. Proposición. Sea k un cuerpo y sea (A,m) una k-álgebra conmutativa y local de
dimensión �nita, con cuerpo residual k. Entonces Di� k(A) = Endk(A).
Demostración. Escribimos ⊗ = ⊗k y pongamos n = m⊗ A+ A⊗m ⊂ A⊗ A. Como
m es nilpotente, es claro que todo elemento de n es nilpotente en A⊗ A; por otro
lado, tenemos que (A⊗ A)/n ≅ A/m ≅ k. Concluimos, entonces, que n es el radical
de Jacobson de A y, como n es evidentemente un ideal maximal, que es el único. Así,
A⊗ A es local y, como es además artiniana, el ideal n es nilpotente.
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Ahora bien, el ideal J = ker(µ ∶ A⊗ A→ A) de 2.2 está contenido en n, así que
existe p ≥  tal que Jp+ =  y entonces

Di� p
k(A) = homA⊗A ((A⊗ A)/Jp+, Endk(A))

coincide con Endk(A). Por supuesto, esto implica que Di� k(A) = Endk(A). �

3.3. Lema. Sea K/k una extensión algebraica y separable de cuerpos y sea M ∈ KMod.
Entonces toda k-derivación d ∶ K → M es nula.

Demostración. Sea d ∶ K → M una k-derivación y sea λ ∈ K. Como K/k es al-
gebraica y separable, existe p ∈ k[X] tal que p(λ) =  y p′(λ) ≠ . Entonces
 = d(p(λ)) = p′(λ)d(λ), así que d(λ) = . �

3.4. Proposición. Sea K/k una extensión algebraica y separable de cuerpos y sea A
una K-álgebra. Entonces Di� p

K(A) = Di�
p
k(A) para cada p ≥ − y, en consecuencia,

Di�K(A) = Di� k(A).

Notemos que las igualdades de este enunciado tienen sentido, ya que todos los
conjuntos considerados están contenidos en Endk(A).

Demostración. Basta probar la primera a�rmación. Hacemos inducción sobre p; por
supuesto, cuando p = − no hay nada que probar. Supongamos entonces que p ≥ −
y que Di� p

K(A) = Di�
p
k(A). Es claro que Di�

p+
K (A) ⊂ Di� p+

k (A), así que tenemos
que mostrar solamente la inclusión recíproca.
Sea f ∈ Di� p+

k (A). Para ver que f ∈ Di� p+
K (A) solo hay que veri�car que f es

K-lineal. Para cada λ ∈ K ⊂ A es [ f ,mλ] ∈ Di� p
k(A) = Di�

p
K(A), así que podemos

de�nir una aplicación φ ∶ λ ∈ K ↦ [ f ,mλ] ∈ EndK(A). Explícitamente, si λ ∈ K y
x ∈ A, es

φ(λ)(x) = f (λx) − λ f (x).

Si consideramos a EndK(A) como un K-módulo de la manera evidente, la aplica-
ción φ resulta una k-derivación: es claro que es k-lineal y si λ, µ ∈ K y x ∈ A,

φ(λµ)(x) = f (λµx) − λµ f (x)
= f (λµx) − λ f (µx) + λ f (µx) − λµ f (x)

que, como f (λµx) − λ f (µx) = µ f (λx) − λµ f (x) porque φ(λ) es K-lineal, es

= µ f (λx) − λµ f (x) + λ f (µx) − λµ f (x)
= (µφ(λ) + λφ(µ))(x).

Ahora bien, como la extensión K/k es algebraica y separable, 3.3 nos dice que φ = ,
esto es, que f es K-lineal, como queríamos. �
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3.5. Es una consecuencia inmediata de esta proposición que si K/k es una extensión
algebraica y separable, entonces Di� k(K) = K. Cuando la extensión no es separable,
en cambio, hay generalmente ‘más’ operadores diferenciales: tenemos, por ejemplo,
el siguiente siguiente caso particular:

Proposición. Sea k un cuerpo de característica positiva p y sea K/k una extensión
puramente inseparable simple de grado pr . Entonces Di� k(K) = Endk(K).
Demostración. Existe x ∈ K/k tal que xpr = a ∈ k y K = k(x). El conjunto
{x i ∶  ≤ i < pr} es una k-base de K. Consideremos, para cada i ∈ {, . . . , pr − }, el
elemento δi ∈ Endk(K) tal que

δi(x j) = ( j
i
) x j−i , si  ≤ j < pr .

Claramente es δ = idK . A�rmamos que

[δi+,mx] = δi (24)

siempre que  ≤ i < pr − . En efecto, si j < pr − , entonces

[δi+,mx](x j) = δi+(x j+) − xδi+(x j)

= ( j + 
i +  ) x

j−i − ( j
i + ) x

j−i

= δi(x j),

mientras que

[δi+,mx](xp
r−) = δi+(a) − xδi+(xp

r−)

= −( pr − 
i +  ) xpr−i−

= δi(xp
r−),

ya que (p
r−
i ) + (pr−i+ ) = ( pr

i+) ≡  (mod p).
Usando la relación (24), el hecho de que K está generada por x como k-álgebra

y 1.6, es fácil ver que δi ∈ Di� i
k(K) para cada i ∈ {, . . . , pr − }. Más aún, es

consecuencia inmediata de la de�nición que δi(x j) =  y δi(x i) =  si  ≤ j < i < pr ,
así que B = {δi ∶  ≤ i < pr} es un conjunto linealmente independiente en el
K-módulo izquierdo Di� k(K). Pero como evidentemente Di� k(K) ⊂ Endk(K) y
dimK Endk(K) = pr , es claro queB es, de hecho, una K-base de Di� k(K) y que
Di� k(K) = Endk(K). �

3.6. Proposición. Supongamos que k es un cuerpo perfecto y sea (A,m) una k-álgebra
de dimensión �nita que es conmutativa y local. Entonces A posee una estructura
canónica de A/m-espacio vectorial, única a menos de un k-isomor�smo de A/m, y se
tiene que Di� k(A) = EndA/m(A).
La estructura de k-álgebra de EndA/m(A) depende claramente solo de A.



42 II. ÁLGEBRAS DE OPERADORES DIFERENCIALES

Demostración. El teorema de Wedderburn-Malcev [Pie82, Corollary 11.7] nos dice
que existe un único subcuerpo K ⊂ A que es una sub-k-álgebra y tal que A = K ⊕m,
de manera que, en particular, K ≅ A/m. Vista como K-álgebra, A está en las hipótesis
de 3.2, así que Di�K(A) = EndK(A). Como K/k es �nita y separable, 3.4 nos dice,
�nalmente, que Di� k(A) = Di�K(A). �

3.7. Proposición. Sean A y A dos k-álgebras conmutativas. Entonces hay un isomor-
�smo de A × B-módulos izquierdos Di� p

k(A × A) ≅ Di� p
k(A) ×Di�

p
k(A) para

cada p ≥ − y un isomor�smo de k-álgebrasDi� k(A×A) ≅ Di� k(A)×Di� k(A).
Demostración. Todo elemento f ∈ Endk(A×A) puede escribirse de manera única
en la forma ( f f

f f ) con fi j ∈ homk(A j ,A j) si i, j ∈ {, }, y es claro que en
esta escritura el producto en Endk(A × A) coincide con el producto matricial.
Mostremos, para cada p ≥ −, que si f ∈ Di� p

k(A × A), entonces fii ∈ Di� p
k(Ai)

para i ∈ {, }, f =  y f = . Esto implica inmediatamente las dos a�rmaciones
del enunciado.
Sea entonces f = ( f f

f f ) ∈ Di�
p
k(A × A). Si (a, a) ∈ A × A, sabemos que

[ f ,m(a ,a)] ∈ Di�
p−
k (A × A). Calculando esto, vemos que

[ f ,m(a ,a)] = ( [ f,ma] fma −ma f
fma −ma f [ f,ma]

) ,

así que, haciendo inducción en p, podemos concluir que [ fii ,ma i ] ∈ Di�
p−
k (Ai) si

i ∈ {, } y que

fma −ma f = , (25)

fma −ma f = . (26)

De la arbitrariedad de a ∈ A y de a ∈ A deducimos que f ∈ Di� p
k(A) y que

f ∈ Di� p
k(A). Por otro lado, tomando (a, a) = (A , ) en (25) y en (26) vemos

que f =  y que f = . �

3.8. Estamos ya en condiciones de dar la descripción del anillo de operadores dife-
renciales sobre una k-álgebra artiniana:

Teorema. Sea k un cuerpo perfecto y sea A una k-álgebra conmutativa de dimensión
�nita. Entonces existen álgebras locales (A,m), . . . , (Ar ,mr) tales que

A ≅ A ×⋯ × Ar

y

Di� k(A) ≅∏
i
EndA i/mi(Ai).

Demostración. Sabemos que el álgebra A es un producto directo de un número �nito
de k-álgebras conmutativas artinianas locales, cf. [Eis95, Corollary 9.1]. El teorema,
entonces, es consecuencia de 3.6 y de 3.7. �
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3.9. Notemos que el teorema nos dice, en particular, que el álgebra de operadores
diferenciales sobre un álgebra de dimensión �nita es semisimple.

4. Operadores diferenciales sobre álgebras a�nes regulares

4.1. Si A es una k-álgebra conmutativa, recordemos que decimos que A es regular si
para cada ideal maximalm ∈ maxSpecA se tiene que el anillo local Am es un anillo
local regular, esto es, si

dimA/m m/m = dimAm

con dimAm la dimensión de Krull de Am; ver, por ejemplo, el libro de Hideyuki
Matsumura [Mat80].

4.2. Si A es un álgebra �nitamente generada y regular, la estructura del álgebra de
operadores diferenciales puede ser estudiada en detalle. El siguiente teorema resume
parte de lo que se puede decir con toda generalidad:

Teorema. Sea k un cuerpo de característica nula. Sea A una k-álgebra conmutativa
�nitamente generada y supongamos que A es un dominio de integridad de dimensión
de Krull n = dimA.

Entonces las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

(a) El álgebra A es regular.
(b) Di� k(A) es una k-álgebra simple.
(c) El Di� k(A)-módulo izquierdo A es simple.

Cuando estas condiciones se satisfacen, Di� k(A) es un anillo noetheriano tanto a
izquierda como a derecha y:

(i) La dimensión de Krull de Di� k(A) en el sentido de Gabriel-Rentschler
[RG67] es

K(Di� k(A)) = n.

(ii) La dimensión global de Di� k(A) es

gldimDi� k(A) = n.

(iii) La dimensión de Gel’fand-Kirillov de Di� k(A) es

GKdimDi� k(A) = n.

(iv) En tanto subálgebra de Endk(A), el álgebra Di� k(A) está generada por
Di� k(A) = A⊕Derk(A).

Demostración. Ver el Capítulo 15 de [MR01]. �
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4.3. A pesar de que, como en este teorema, podemos obtener información de ca-
rácter estructural sobre las álgebras de operadores diferenciales sobre un álgebra
regular A, es considerablemente di�cil describir explícitamente el álgebra Di� k(A).
Recientemente Vladimir Bavula [Bav05], en un verdadero tour de force, logró dar
una construcción explícida de generadores y relaciones para Di� k(A) en términos
de una presentación de A; más aún, en [Bav08] pudo resolver el problema todavía
más delicado de hacer esa descripción cuando el cuerpo de base tiene característica
positiva.

4.4. El caso que más nos interesa es cuando A = k[t, . . . , tn] es el álgebra de polino-
mios en variables t, . . . , tn algebraicamente independientes. Es fácil ver que se trata
de un álgebra regular, y entonces el teorema nos permite obtener una descripción
del álgebra Di� k(A).
En efecto, un cálculo directo muestra que Derk(A) es el un A-módulo a izquier-

da libre con base { ∂
∂t , . . . ,

∂
∂tn } el conjunto de derivaciones formales usuales con

respecto a las variables, así que la parte (iv) de 4.2 nos da generadores y relaciones
para Di� k(A). Haremos esto explícito en la sección 4 del capítulo III y obtendremos
en los capítulos siguientes casi toda la información provista por el teorema en este
caso particular por métodos ad hoc.



CAPÍTULO III

Álgebras deWeyl

1. De�niciones

1.1. Fijemos un cuerpo C algebraicamente cerrado y de característica cero. Notare-
mos hom(−,−) y (−)⊗ (−) a los functores homC(−,−) y (−)⊗C (−).
1.2. Fijemos un entero n ∈ N.
1.3. La n-ésima álgebra de Weyl An es la C-álgebra libre en generadores p, . . . , pn, y
q, . . . , qn sujetos a las relaciones

[qi , p j] = δi, j , (27)

y

[pi , p j] = [qi , q j] =  (28)

para cada i, j ∈ {, . . . , n}.
1.4. SeaO = C[t, . . . , tn] laC-álgebra de polinomios con variables t, . . . , tn. Existe
un único mor�smo de C-álgebras ρ ∶ An → EndC(O) tal que

ρ(pi)( f ) = ti f

y

ρ(qi)( f ) =
∂ f
∂ti

para cada i ∈ {, . . . , n} y cada f ∈ O , y esto hace deO un An-módulo izquierdo. En
efecto, si C⟨p, . . . , pn , q, . . . , qn⟩ es el álgebra libre en los generadores indicados,
estas fórmulas de�nen un mor�smo de álgebras

ρ̄ ∶ C⟨p, . . . , pn , q, . . . , qn⟩→ EndC(O),

y es inmediato veri�car que los elementos

qi p j − p jqi −  − δi, j ,

pi p j − p jpi
y

qiq j − q jqi

correspondientes a las relaciones (27) y (28) tiene imagen nula por ρ̄, de manera que
ρ̄ pasa al cociente para dar el mor�smo de álgebras ρ ∶ An → EndC(O) buscado.
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Usaremos el símbolo⇀ para la acción de An sobreO correspondiente al mor�s-
mo ρ, de manera que si x ∈ An y f ∈ O , escribiremos x ⇀ f = ρ(x)( f ).
1.5. Proposición. El conjunto B = {pi q

j
 ⋯pinn q

jn
n ∶ i, . . . , in , j, . . . , jn ∈ N} es una

base de An como C-espacio vectorial.

Demostración. Es claro, de la de�nición misma, que An está generada por los mo-
nomios no conmutativos en los generadores p, . . . , pn , q, . . . , qn. Las relaciones
que de�nen a An nos dicen que

qi p j = piq j + δi, j , (29)

pi p j = p jpi , (30)

y

qiq j = q jqi (31)

para cada i, j ∈ {, . . . , n} y es evidente que usando estas relaciones podemos ver
que todo monomio no conmutativo en los generadores es igual en An a una combi-
nacón lineal de elementos del conjunto B del enunciado. Para probar la proposición,
entonces, bastará mostrar que B es linealmente independiente.
Supongamos, por el contrario, que B es linealmente dependiente. Existe en ese

caso un conjunto �nito no vacío I ⊂ Nn y una función a ∶ I → C/ tales que, si
escribimos α = (iα , jα , . . . , iαn , jαn) para cada α ∈ I, se tiene en An que

∑
α∈I

a(α)pi
α


 q
jα
 ⋯pi

α
n
n q jαn

n = .

Sea b = max{ jα ∶ α ∈ I} y de�namos inductivamente, para l ∈ {, . . . , n},

bl = max{ jαl ∶ α ∈ I, jα = b, . . . , jαl= = bl−}.

Sea además I′ = {α ∈ I ∶ iα = b, . . . , iαn = bn}. Entonces es I′ ≠ ∅ y en O se tiene
que

 =
⎛
⎝∑α∈I

a(α)pi
α


 q
jα
 ⋯pi

α
n
n q jαn

n
⎞
⎠
⇀ tb ⋯tbnn = b!⋯bn!∑

α∈I′
a(α)t i

α


 ⋯t i
α
n
n .

Pero esto claramente implica que a(α) =  para cada α ∈ I′, lo que es absurdo. �

1.6. Proposición. Sean m, n ∈ N. Entonces Am ⊗ An ≅ Am+n.

Demostración. Es fácil veri�car que haymor�smos de álgebras φ ∶ Am⊗An → Am+n

y ψ ∶ Am+n → Am ⊗ An tales que

φ(pi ⊗ ) = pi , φ(qi ⊗ ) = qi ,

φ(⊗ p j) = p j+m , φ(⊗ q j) = qm+ j
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y

ψ(pk) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

pk ⊗ , si  ≤ k ≤ m;

⊗ pk−m+, si m +  ≤ k ≤ m + n;

ψ(qk) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

qk ⊗ , si  ≤ k ≤ m;

⊗ qk−m+, si m +  ≤ k ≤ m + n;

y que se trata de mor�smos inversos. �

1.7. Corolario. Si n ∈ N, entonces An ≅ A ⊗⋯⊗ A
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n factores

.

Demostración. Esto sigue de 1.6 y de una inducción evidente. �

1.8. Proposición. Hay un isomor�smo F ∶ An → Aopn .

Demostración. Es inmediato veri�car, usando la presentación dada para An en 1.3,
que existe exactamente un mor�smo de álgebrasF ∶ An → Aopn tal que

F (pi) = qi

y

F (qi) = −pi
para cada i ∈ {, . . . , n}. Como (−)op es un functor, tenemos también un isomor-
�smoF op ∶ Aopn → (Aopn )op = An, y un cálculo directo muestra que

(F op ○F ) = idAn .

Esto implica claramente queF es un isomor�smo. �

1.9. Corolario. Hay un isomor�smo Ae
n ≅ An.

Demostración. Es Ae
n = An ⊗ Aopn ≅ An ⊗ An por 1.8, y esto es isomorfo a An

por 1.6. �

2. La �ltración de Bernstein

2.1. La �ltración de Bernstein es la �ltración positiva y creciente FAn sobre An que
tiene, para cada m ∈ N,

FmAn = ⟨pi q
j
 ⋯pinn q

jn
n ∶  ≤ i +⋯ + in + j +⋯ + jn ≤ m⟩.

2.2. Si notamos V al subespacio de An generado por {p, . . . , pn , q, . . . , qn}, es
claro que FAn = C⊕ V y, más generalmente, se tiene que

FmAn = (FAn)m

para todo m ∈ N, como puede verse mediante una inducción evidente usando
las relaciones (29), (30) y (31). Esto implica que FAn es una �ltración de An como
álgebra.
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2.3. Si x ∈ An/, notamos s(x) al símbolo principal de x con respecto a la �ltración F:
esto es, si m ∈ N es tal que x ∈ FmAn/Fm−An, entonces

s(x) = x + Fm−An ∈ FmAn/Fm−An = grM An .

2.4. Proposición. Hay un isomor�smo

φ ∶ C[x, . . . , xn , y, . . . , yn]→ grAn

de álgebras graduadas tal que

φ(xi) = s(pi)

y

φ(yi) = s(qi)

para cada i ∈ {, . . . , n}.
Demostración. Para ver que existe un tal mor�smo, basta mostrar que los elementos
del conjunto {s(p), . . . , s(pn), s(q), . . . , s(pn)} conmutan entre sí, y esto es conse-
cuencia inmediata de (27) y de (28); más aún, el mor�smo es claramente homogéneo.
Como tanto las componentes homogéneas de C[x, . . . , xn , y, . . . , yn] como

de grAn tienen dimensión �nita, para ver que φ es una biyección alcanza conmostrar
que es sobreyectivo. Esto sigue de que el conjunto B de 1.5 es una base y de que su
imagen por s en grAn es una base de grAn, ya que

s(pi q
j
 ⋯pinn q

jn
n ) = s(p)i s(q) j⋯s(pn)in s(qn) jn = φ(x i y

j
 ⋯x inn y jnn )

cada vez que i, . . . , in , j, . . . , jn ∈ N. �

2.5. Lema. Sea A una C-álgebra y sea FA una �ltración sobre A.

(i) Si grA es un dominio, entonces A es un dominio.
(ii) Si grA es nötheriana a izquierda, entonces A es nötheriana a izquierda.

Demostración. (i) Supongamos que A no es un dominio, de manera que existen
a, b ∈ A/ con ab = . Sean n, m ∈ N tales que a ∈ FnA/Fn−A y b ∈ FmA/Fm−A;
entonces s(a) = a + Fn−A ∈ grn A y s(b) = b + Fm−A ∈ grm A. Por supuesto,
es s(a) ≠  y s(b) ≠ , y como

s(a)s(b) = ab + Fn+m−A = Fn+m−A =  ∈ grn+m A,

vemos que grA tampoco es un dominio.
(ii) SeanL (A) yL (grA) los conjuntos de ideales izquierdos de A y de grA,

respectivamente; L (A) y L (grA) son conjuntos ordenados via la relación de
inclusión. Si I ∈ L (A), consideramos para cada m ∈ N el subespacio

Im = (I + Fm−A) ∩ FmA
Fm−A

⊆ grm A
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y ponemos

γ(I) = ⊕
m∈N

In ⊆ grA.

A�rmamos que obtenemos de esta forma una aplicación γ ∶ L (A)→L (grA) que
es un mor�smo de conjuntos ordenados y tal que

si I, J ∈ L (A) son tales que I ⊊ J, entonces γ(I) ⊊ γ(J). (32)

En efecto, veamos primero que γ(I) es un ideal izquierdo de grA, que es mani�es-
tamente homogéneo. Sean m, n ∈ N, x ∈ grm A e y ∈ In, de manera que existen
a ∈ FmA/Fm−A y b ∈ (I + Fn−A) ∩ FmA tales que x = a + Fm−A e y = b + Fn−A.
Entonces

xy = ab + Fm+n−A ∈ grm+n A

y, como ab ∈ FmA ⋅ (I + Fn−A) ⊆ I + Fm+n−A, vemos que xy ∈ Im+n. Esto nos dice
que γ(I) es un ideal izquierdo.
Consideremos, por otro lado, ideales I y J ∈ L (A) y supongamos que I ⊊ J. Sea

m = min{k ∈ N ∶ (J/I) ∩ FkA ≠ }

y sea x ∈ (J/I) ∩ FmA. Tenemos que s(x) ∈ Jm. Supongamos que

x + Fm−A ∈ Im = (I + Fm−A) ∩ FmA
Fm−A

,

de manera que existe x′ ∈ I tal que x − x′ ∈ Fm−A. Entonces es

 ≠ x − x′ ∈ (J/I) ∩ Fm−A,

lo que contradice la elección de m. Esta contradicción prueba (32).
Ahora bien, la hipótesis de que grA es nötheriana signi�ca que toda cadena

creciente en L (grA) es �nita. Usando (32) podemos concluir inmediatamente
que lo mismo vale en L (A), así que A también es nötheriana, como queríamos
mostrar. �

2.6. Proposición. El álgebra de Weyl An es un dominio nötheriano.

Demostración. De la proposición 2.4 vemos inmediatamente que grAn es un domi-
nio nötheriano, así que la proposición es consecuencia del lema 2.5. �

3. La graduación por pesos

3.1. Existe exactamente una Z-graduación sobre el álgebra An para la cual es

∣pi ∣ =  y ∣qi ∣ = −

para cada i ∈ {, . . . , n}. En efecto, es claro que estas fórmulas de�nen una gradua-
ción sobre el álgebra libre C⟨p, . . . , pn , q, . . . , qn⟩ y que las relaciones (27) y (28)
que de�nen a An son homogéneas con respecto a ella.
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3.2. Si k ∈ Z, notamos A(k)n al subespacio de An de elementos de grado k de An para
esta graduación y decimos que los elementos de A(k)n tienen peso k.

3.3. Sea e ∶ An → An la aplicación lineal tal que si k ∈ Z y si a ∈ A(k)n es e(a) = k a.
Es inmediato veri�car que se trata de una derivación, de manera que

e(ab) = e(a)b + ae(b)

para cada a, b ∈ An. Llamamos a e la derivación euleriana de An.

3.4. Lema. Sea δ ∶ An → An una derivación tal que δ(pi) =  y δ(qi) = − cualquiera
sea i ∈ {, . . . , n}. Entonces δ = e.

Demostración. Esto es consecuencia inmediata de que e satisface las condiciones
del enunciado y de que una derivación de An queda unívocamente determinada por
sus valores sobre {p, . . . , pn , q, . . . , qn}, ya que este conjunto genera a An. �

3.5. Sea w = ∑n
i= piqi ∈ An y sea e′ ∶ An → An la aplicación tal que e′(a) = [w , a]

para todo a ∈ A. Es inmediato veri�car que se trata de un derivación y que e′(pi) = 
y que e′(qi) = − para todo i ∈ {, . . . , n}. Usando 3.4, entonces, concluimos que
e = e′. Así, la derivación euleriana de An es una derivación interior.

4. El álgebra de Weyl como álgebra de operadores diferenciales

4.1. Las álgebras de Weyl aparecen naturalmente como álgebras de operadores
diferenciales regulares sobre el espacio afín:

Proposición. SeaO = C[t, . . . , tn] laC-álgebra de polinomios en variables t, . . . , tn,
y sea Di�C(O) el álgebra de operadores diferenciales regulares sobre O . Entonces hay
un isomor�smo An ≅ Di�C(O).
Demostración. Sea EndC(O) el álgebra de endomor�smos de O en tanto espacio
vectorial. Sea m ∶ O → EndC(O) el mor�smo de álgebras tal que m(a)(b) = ab, y
sea DerC(O) el O-módulo izquierdo de las derivaciones C-lineales de O . Como O

es un algebra regular, su álgebra de operadores diferenciales Di�C(O) está generada,
en tanto subálgebra de EndC(O), por la unión de m(O) y de DerC(O).
Para cada i ∈ {, . . . , n} notemos ∂

∂t i
a la derivación deO dada por la derivación

formal con respecto a la variable ti . A�rmamos que existe un mor�smo de álgebras
φ ∶ An → Di�C(O) tal que

φ(pi) = m(ti)

y

φ(qi) = ∂
∂t i

para cada i ∈ {, . . . , n}. Para verlo, basta veri�car que

[ ∂
∂t i
,m(t j)] = δi, j
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y

[m(ti),m(t j)] = [ ∂
∂t i
, ∂
∂t j

] = 

para cada i, j ∈ {, . . . , n}, lo que sigue de un cálculo directo.
El mor�smo φ es necesariamente inyectivo, ya que An es simple. Por otro la-

do, como { ∂
∂t , . . . ,

∂
∂tn } es una base de DerC(O) como O-módulo. Como además

{m(t), . . . ,m(tn)} genera a m(O), es claro entonces que el conjunto

{m(t), . . . ,m(tn), ∂
∂t i
, . . . , ∂

∂tn }

genera a Di�C(O) como álgebra. En vista de la de�nición de φ, esto implica que se
trata de una sobreyección. �

4.2. Notemos que la acción ⇀ de An sobre O construida en 1.4 coincide con la
acción natural de Di�C(O) sobre O bajo el isomor�smo de la proposición.





CAPÍTULO IV

Cohomología de las álgebras deWeyl

1. Una resolución proyectiva

1.1. Proposición. Sea A una C-algebra y sean x, . . . , xn ∈ A elementos que conmutan
dos a dos. Para cada k ∈ {, . . . , n} sea Ik = ∑k

i= Axi el ideal izquierdo generado por
x, . . . , xk ; en particular, es I = . Supongamos que

si a ∈ A y axk ∈ Ik−, entonces a ∈ Ik−. (33)

Entonces si V = ⊕n
i=Cxi es el subespacio vectorial de A generado por {x, . . . , xn},

hay una resolución proyectiva de A/In como A-módulo izquierdo de la forma

⋯ // A⊗ ΛpV
dp // A⊗ Λp−V // ⋯

⋯ // A⊗ ΛV
d // A⊗ V

d // A
ε // A/In

con diferenciales dadas por

dp(a ⊗ v ∧⋯ ∧ vp) =
p

∑
i=

(−)i+avi ⊗ v ∧⋯ ∧ v̂i ∧⋯ ∧ vp

si p ≥ , a ∈ Ay v, . . . , vp ∈ V, y con aumentación ε ∶ A→ A/In dada por la proyección
canónica.

Demostración. Un cálculo directo muestra que la construcción del enunciado da
efectivamente un complejo. Notémoslo X, de manera que Xp = A⊗ ΛpV para cada
p ≥ .
Procedemos por inducción. Cuando n =  no hay nada que probar, así que

podemos suponer que n > . Sea V ′ = ⊕n−
i= Cxi ⊂ V . Es inmediato veri�car que

obtenemos un subcomplejo X′ de X si ponemos X′p = A⊗ ΛpV ′ para cada p ≥ .
La hipótesis inductiva dice precisamente que Hp(X′) ≅  si p >  y que ε induce un
isomor�smo H(X′) ≅ A/In−.
Sea Y = X/X′ el complejo cociente. Claramente Y = , mientras que hay

isomor�smos up ∶ A⊗ Λp−V ′ → Yp con

up(a ⊗ v ∧⋯ ∧ vp−) = a ⊗ v ∧⋯ ∧ vp− ∧ xn + X′p

para cada p >  que determinan un isomor�smo de complejos X′[]→ Y . Identi�-
cando vía este isomor�smo a Y con X′[], vemos que hay entonces una sucesión
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exacta de complejos

 // X′ // X // X′[] //  (34)

Explicitamente, en grados bajos, tenemos un diagrama conmutativo de la forma



��



��



��



��
⋯ // A⊗ ΛV ′ //

��

A⊗ ΛV ′ //

��

A⊗ ΛV ′ //

��

A //

��



⋯ // A⊗ ΛV //

��

A⊗ ΛV //

��

A⊗ ΛV //

��

A //

��



⋯ // A⊗ ΛV ′ //

��

A⊗ ΛV ′ //

��

<<

A ////

��

 //

��



   

Considerando la sucesión exacta larga correspondiente a (34), vemos que hay iso-
mor�smos Hp(X) ≅  para cada p >  y una sucesión exacta

 // H(X) // H(X′)
∂ // H(X′)

en la que H(X′) ≅ A/In− y en la que, a menos de este isomor�smo, el mor�smo
de conexión ∂ ∶ A/In− → A/In−, indicado por una �echa punteada en el diagrama,
está dado por ∂(a + In−) = axn + In−. La hipótesis (33), entonces, implica que
∂ es inyectivo, así que H(X) = . Como es claro, además, que la aumentación ε
induce un isomor�smo H(X) ≅ A/In, podemos concluir que X es una resolución
proyectiva de A. �

1.2. Lema. Sea A una C-álgebra y sea FA una �ltración creciente sobre A. Supon-
gamos que x, . . . , xn ∈ A son elementos que conmutan dos a dos y notemos, para
cada k ∈ {, . . . , n}, Ik e I′k a los ideales izquierdos generados por x, . . . , xk y por
s(x), . . . , s(xk) en A y en grA, respectivamente; en particular, I = I′ = . Supon-
gamos que no hay divisores de cero en grA y que para cada k ∈ {, . . . , n} se tiene
que

si a ∈ grA y si as(xk) ∈ I′k−, entonces a ∈ I′k−. (35)

Entonces para cada k ∈ {, . . . , n}

si a ∈ A y si axk ∈ Ik−, entonces a ∈ Ik−.

En otras palabras, para obtener la conclusión de 1.1 en las condiciones del lema basta
veri�car la condición (33) a menos de la �ltración de A.
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Demostración. Sea k ∈ {, . . . , n}, a ∈ FmAy supongamos que axk ∈ Ik−, demanera
que existen a, . . . , ak− ∈ A tales que axk = ∑k−

i= aixi . Entonces

s(axk) = s(
k−
∑
i=

aixi) ∈ I′k−.

Como grA es un dominio, s(axk) = s(a)s(xk) así que (35) nos dice que s(a) ∈ I′k−.
Vemos entonces que existen b, . . . , bk− ∈ A y a′ ∈ Fm−A tales que a = ∑k−

i= bixi+a′.
Como xk conmuta con cada uno de x, . . . , xk−,

a′xk = axk −
k−
∑
i=

bixixk = axk −
k−
∑
i=

bixkxi ∈ Ik−,

y vemos inductivamente que a′ ∈ Ik− y, entonces, que a ∈ Ik−. �

1.3. Dada un álgebra A notamos ∂ ∶ A→ A⊗ A a la aplicación tal que

∂(a) = a ⊗  − ⊗ a

para cada a ∈ A. Es inmediato veri�car que

∂(ab) = ∂(a)b + a∂(b) (36)

cualesquiera sean a, b ∈ A, de manera que ∂ es una derivación.
Lema. Sea A un álgebra y sea µ ∶ A⊗A→ A el producto de A. Si X ⊆ A es un conjunto
que genera a A como álgebra, entonces el conjunto ∂(X) = {∂(x) ∶ x ∈ X} genera al
núcleo I = ker µ como A-bimodulo.

Demostración. Es inmediato que ∂(x) ∈ I para cada x ∈ X, así que el subbimódulo
I′ generado por ∂(X) en A⊗ A está contenido en I. Para probar el lema tenemos
que mostrar que I ⊆ I′.
Sea x ∈ I. Existe un conjunto �nito J y familias (a j) j∈J y (b j) j∈J de elementos deA

tales que x = ∑ j∈J a j⊗b j y, como x ∈ I, es∑ j∈J a jb j = . Es entonces x = ∑ j∈J ∂(a)b j

y esto prueba que I está generado, en tanto A-módulo derecho, por {∂(a) ∶ a ∈ A}.
Para terminar, mostremos que ∂(a) ∈ I′ cualquiera sea a ∈ A.
Sean n ∈ N, x, . . . , xn ∈ X y x = x⋯xn. Usando (36) vemos que

∂(x) =
n
∑
i=

x . . . xi−∂(xi)xi+⋯xn ∈ I′.

El lema sigue entonces de que todo elemento deA es combinación lineal de productos
de elementos de X y de que ∂ es lineal. �

1.4. Sea ahora An la n-ésima álgebra deWeyl, con generadores p, . . . , pn y q, . . . , qn
como en III.1.3. Sea Ae

n = An ⊗ Aopn el álgebra envolvente de An, de manera que hay
una identi�cación canónica de Ae

nMod con AnModAn y sea µ ∶ Ae
n → An el mor�smo

de An-bimódulos dado por la multiplicación de An. Sea I = ker µ.
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1.5. Como consecuencia del lema 1.3 y de que {p, . . . , pn , q, . . . , qn} genera a An,
vemos que en tanto ideal izquierdo de Ae

n o, equivalentemente, en tanto subbimódulo
de An ⊗ An, I está generado por los n elementos

∂(p), . . . ∂(pn), ∂(q), . . . , ∂(qn).

Por otro lado, un cálculo directo muestra que estos elementos conmutan dos a dos.

1.6. Proposición. Sea An la n-ésima álgebra de Weyl y sea V =⊕n
i=Cpi ⊕⊕n

i=Cqi ,
entonces An tiene, como An-bimódulo, una resolución proyectiva ε ∶ Ae

n ⊗ ΛV → An

con diferenciales dm ∶ Ae
n ⊗ ΛmV → Ae

n ⊗ Λm−V dadas por

dm((a⊗b)⊗v∧⋯∧vm) =
m
∑
i=

(−)i+(a⊗vib−avi⊗b)⊗v∧⋯∧v̂i∧⋯∧vm

si m ≥ , a, b ∈ An y v, . . . , vp ∈ V, y con aumentación ε ∶ Ae
n → An dada por el

producto.

Demostración. La �ltración de Bernstein de An de III.2.1 induce sobre Ae
n una

�ltración creciente de álgebras tal que

FmAe
n = ∑

m′+m′′≤m
Fm′An ⊗ Fm′′An

para cada m ≥ , y es fácil ver que hay un isomor�mo de álgebras grAe
n ≅ (grAn)e .

En particular, el álgebra graduada asociada grAe
n es un dominio conmutativo y los

símbolos principales de los generadores del ideal I descriptos en 1.3 están dados por

s(∂(pi)) = ⊗ xi − xi ⊗ ,
s(∂(qi)) = ⊗ yi − yi ⊗ 

para cada i ∈ {, . . . , n}. Vemos entonces que los elementos

s(∂(p)), . . . , s(∂(pn)), s(∂(q)), . . . , s(∂(qn))

de grAe
n satisfacen la condición (35) del lema 1.2, que entonces nos dice que los

elementos

∂(p), . . . , ∂(pn), ∂(q), . . . , ∂(qn)

de Ae
n están en las hipótesis de 1.1. Esta proposición, a su vez, nos da una resolución

proyectiva para An ≅ Ae
n/I como Ae-módulo izquierdo. A menos de notación, esta

resolución es aquella cuya existencia de a�rma aquí. �

1.7. Corolario. Si n ∈ N, entonces lgldimAn ≤ n.
Demostración. Es consecuencia de 1.6 que pdimAe

n
An ≤ n, ya que la resolución ahí

construida para An tiene longitud precisamente n. Esto implica inmediatamente
que H i(A,M) ≅ ExtiAe

n
(An ,M) ≅  si i > n cualquiera seaM ∈ AModA.
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Si ahora M, N ∈ AnMod y dotamos al espacio vectorial hom(M ,N) de su
estructura canónica de An-bimódulo, de I.3.4 obtenemos un isomor�smo

ExtAn(M ,N) ≅ H●(A, hom(M ,N))

En particular, ExtiAn
(M ,N) ≅  si i > n y, en consecuencia, pdimAM ≤ n.

Como esto vale para todo M ∈ AMod, concluimos que es lgldimA ≤ n, como es
precisamente la desigualdad que queríamos. �

1.8. De hecho, puede verse que lgldimAn = n, [MR01,�eorem 7.5.8(iii)], pero lo
único que necesitamos a nuestros �nes es saber que esa dimensión global es �nita.

2. Cohomología de Hochschild

2.1. NotemosW∗ al espacio dual de un espacio vectorialW . Si A es un álgebra, si
W es un espacio vectorial de dimensión �nita y si M es un A-módulo izquerdo, hay
un isomor�smo natural

φ ∶ M ⊗W∗ → homA(A⊗W ,M)

tal que φ(m ⊗ f )(a ⊗ w) = am f (w) para cada m ∈ M, f ∈ W∗, a ∈ A y w ∈ W :
la veri�cación de esto es inmediata. Consideramos, cuando sea conveniente, a este
isomor�smo como una identi�cación.

2.2. En esta sección consideramos solamente la primer álgebra de Weyl A. Para
simpli�car la notación, escribiremos p y q en vez de p y q, y A en vez de A.

2.3. De acuerdo a 1.6, hay una resolución Ae-proyectiva de A de la forma

 // Ae ⊗ ΛV
d // Ae ⊗ V

d // Ae
µ

// // A (37)

con aumentación µ ∶ Ae → A dada por el producto, y diferenciales tales que

d((a ⊗ b)⊗ v = (av ⊗ b − a ⊗ vb)

y

d((a ⊗ b)⊗ p ∧ q) = (ap⊗ b − a ⊗ pb)⊗ q − (aq ⊗ b − a ⊗ qb)⊗ p

siempre que a, b ∈ A y v ∈ V .
2.4. Para calcular la cohomología de Hochschild HH●(A) = ExtAe(A,A), tene-
mos que calcular la cohomología del complejo que se obtiene aplicando el functor
homAe(−,A) a (37). A menos de identi�caciones como en 2.1, se trata del complejo

A
d // A⊗ V∗

d // A⊗ ΛV∗

con diferenciales dadas por

d(a) = [p, a]⊗ p̂ + [q, a]⊗ q̂
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y

d(a ⊗ p̂ + b ⊗ q̂) = ([p, b] − [q, a])⊗ p̂ ∧ q̂

para cada a, b ∈ A; aquí {p̂, q̂} es la base de V∗ dual a {p, q}. Denotemos X a este
complejo.

2.5. Podemos extender la graduación de A por pesos de III.3.1 al complejo X: si
k ∈ Z, sean

X(k) = A(k) ⊆ X,

X(k) = A(k+) ⊗Cp̂⊕ A(k−) ⊗Cq̂ ⊆ X,

X(k) = A(k) ⊗ ΛV∗ ⊆ X.

Calculando puede veri�carse que d i(X i
(k)) ⊆ X i+

(k) para cada i ∈ {, , } y cada
k ∈ Z. Esto nos dice que tenemos para cada k ∈ Z un subcomplejo X(k) de X de la
forma

X
(k)

// X
(k)

// X
(k)

Más aún, es fácil ver que, de hecho, X =⊕k∈Z X(k) como complejo. Obtenemos así
una Z-graduación sobre el complejo X.

2.6. Existe exactamente un mor�smo e ∶ X → X de complejos Z-graduados tal que
para cada k ∈ Z la restricción e(k) ∶ X(k) → X(k) de e a la componente homogé-
nea X(k) es la multiplicación por k. Claramente e puede verse como una extensión
a X de la derivación euleriana de�nida en III.3.3.

2.7. Proposición. Para cada k ∈ Z/ el complejo X(k) es exacto. En particular, la
inclusión X() ↪ X induce un isomor�smo en la homología.

Esta proposición puede verse, esencialmente, como un caso particular de un resulta-
do de Tom Goodwillie [Goo85] que describe la acción de una derivación interior
sobre la cohomología de un álgebra: recordemos de III.3.5 que la derivación euleriana
de A es interior.

Demostración. Como la característica del cuerpo C es cero, basta mostrar que el
mor�smo de complejos e ∶ X → X induce el mor�smo nulo en la homología, ya que
e es diagonalizable y su núcleo es precisamente X().
Consideremos los mor�smos s ∶ X → X y s ∶ X → X tales que

s(a ⊗ p̂ + b ⊗ q̂) = aq + pb

y

s(a ⊗ p̂ ∧ q̂) = −pa ⊗ p̂ + aq ⊗ q̂
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siempre que a, b ∈ A. Calculando directamente y usando III.3.5, es fácil ver que en
el diagrama

X
d //

e
��

X
d //

e
��

s

~~

X

e
��

s

~~
X

d // X
d // X

se tiene que

s ○ d = e,

d ○ s + s ○ d = e

y

d ○ s = e.

En otras palabras, el mor�smo s ∶ X → X de grado − es una homotopía de e al
mor�smo nulo X → X y, en particular, el mor�smoH(e) ∶ H(X)→ H(X) inducido
por e en la cohomología es nulo. �

2.8. Los elementos de la base B = {piq j ∶ i , j ∈ N} de A construida en III.1.5 son
homogéneos y, claramente, el peso de piq j es i − j. Esto nos dice que si k ∈ Z es

A(k) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

⊕
i∈Z

Cpi+kqi , si k ≥ ;

⊕
i∈Z

Cpiqi−k , si k < .

Como consecuencia de esto, vemos que

A(k) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

pkA(), si k ≥ ;
A()q−k , si k < .

(38)

2.9. Lema. Si h = pq ∈ A, entonces A() = C[h].
Demostración. Claramente C[h] ⊆ A(), ya que h tiene peso nulo y A() es una
subálgebra. Por otro lado, es fácil ver inductivamente que

piqi = h(h − )(h − )⋯(h − i + ),

y esto nos dice que A() ⊆ C[h]. �

2.10. Si f ∈ C[X], entonces

[p, f (h)] = −p( f (h + ) − f (h))

y

[q, f (h)] = ( f (h + ) − f (h))q
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En efecto, basta considerar el caso en que f = X i es un monomio de grado i ∈ N.
Cuando i =  ambas a�rmaciones son evidentes. Si en cambio i >  y hacemos
inducción tenemos, por ejemplo, que

[p, hi] = [p, h]hi− + h[p, hi−]
= −phi− − hp((h + )i− − hi−)
= −phi− − p(h + )((h + )i− − hi−)
= −p((h + )i − hi)

2.11. Por otro lado, si f ∈ C[X], entonces

p f (h)q = f (h − )h (39)

En efecto, si f =  esto es evidente, y haciendo inducción vemos que

phi+q = ppqhiq

= pqphiq − phiq

= h(h − )ih − (h − )ih
= (h − )i+h.

Usando (39) es inmediato veri�car que

[p, f (h)q] = f (h − )h − f (h)(h − )

y

[q, p f (h)] = − f (h − )h + f (h)(h + ).

2.12. Usando la descripción de A() dada en 2.9 y las igualdades (38) de 2.8, vemos
que el subcomplejo X() ⊆ X es de la forma

C[h] d // pC[h]⊗Cp̂⊕C[h]q ⊗ q̂ d // C[h]⊗Cp̂ ∧ q̂

con

d( f (h)) = −p( f (h + ) − f (h))⊗ p̂ + ( f (h + ) − f (h))q ⊗ p̂ (40)

y

d(p f (h)⊗ p̂ + (h)q ⊗ q̂)
= ((h − )h − (h)(h − ) + f (h − )h − f (h)(h + ))⊗ p̂ ∧ q̂

si f (h), (h) ∈ C[h].
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2.13. Proposición. Hay isomor�smos

HH i(A) ≅
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

C, si i = ;
, en otro caso.

Demostración. Tenemos que calcular la cohomología del complejo X. De acuerdo
a 2.7 es lo mismo calcular la cohomología del subcomplejo X() descripto en 2.12.
Consideremos la aplicación D ∶ C[h]→ C[h] tal que

D( f (h)) = f (h + ) − f (h)

para cada f (h) ∈ C[h]. Es fácil ver que

D(hi) = ihi− + o,

con o ∈ C[h] de grado menor que i − , y que kerD = C, el subespacio de los
polinomios constantes. Reescribiendo (40) en la forma

d( f (h)) = −pD( f (h))⊗ q̂ + D( f (h))q ⊗ q̂

y recordando que A es un dominio, es claro ahora que H(X()) = ker d = C.
Por otro lado, sean E, E′ ∶ C[h]→ C[h] las aplicaciones tales que

E( f (h)) = − f (h − )h + f (h)(h + )

y

E′((h)) = (h − )h − f (h)(h − )

para cada f (h) ∈ C[h]. Si i ≥ , tenemos que

E(hi) = −(h − )ih + hi(h + ) = ( + i)hi + o

y

E′(h′) = (h − )ih − hi(h − ) = ( − i)hi + o′,

con o, o′ ∈ C[h] de grado menor que i. Es inmediato deducir de esto que E es
sobreyectiva y, como para todo f (h) ∈ C[h] es

d(p f (h)⊗ p̂ + (h)q ⊗ q̂) = (E( f (h)) − E′((h)))⊗ p̂ ∧ q̂,

concluimos que la diferencial d es sobreyectiva. En otras palabras, es H(X()) ≅ .
Para cada k ≥  notemos C[h]≤k al subespacio de C[h] de los polinomios de

grado a lo sumo k. De las expresiones obtenidas para las diferenciales, vemos que

d(C[h]≤k) = C[h]≤k−
y

d(pC[h]≤k− ⊗Cp̂⊕C[h]≤k−q ⊗ q̂) = C[h]≤k− ⊗Cp̂ ∧ q̂.
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para todo k ≥ , así que el complejo X() tiene un subcomplejo X(),k de la forma

C[h]≤k
d // pC[h]≤k− ⊗Cp̂⊕C[h]≤k−q ⊗ q̂ d // C[h]≤k− ⊗Cp̂ ∧ q̂

en el que dimC ker d =  y en el que la diferencial d es sobreyectiva. Contando di-
mensiones, vemos que H(X(),k) ≅ . Finalmente, como X() es la unión creciente
de su familia de subcomplejos {X(),k ∶ k ≥ }, concluimos que H(X()) ≅ . �

2.14. El siguiente resultado, que describe la cohomología de Hochschild de las
álgebras de Weyl, fue obtenido originalmente por Ramaiyengar Sridharan vía un
procedimiento algo distinto.

Corolario. (R. Sridharan [Sri61]) Si n ≥ , hay isomor�smos

HH i(An) ≅
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

C, si i = ;
, en otro caso.

Demostración. El álgebra envolvente Ae
 es nötheriana, y de III.1.7 tenemos un iso-

mor�smo An ≅ A⊗n . Procediendo de manera inductiva, usando a cada paso la
fórmula de Künneth I.5.9 para la cohomología de Hochschild, vemos entonces que
HH●(An) ≅ HH●(A)⊗n. Usando ahora 2.13 obtenemos el resultado buscado. �

2.15. Corolario. El centro del álgebra de Weyl An es Z (An) = C.

Demostración. Esto sigue directamente de 2.14 ya que, como vimos en I.2.1, hay un
isomor�smoZ (An) ≅ HH(An). �

2.16. Proposición. El álgebra de Weyl An es simple.

Demostración. Supongamos que I ⊆ An es un ideal bilátero no nulo y sea

m = min{k ∈ N ∶ I ∩ FkAn ≠ }.

Fijemos un elemento x ∈ (I ∩ FmA)/. Si y ∈ {p, . . . , pn , q, . . . , qn}, entonces

[x , y] ∈ I ∩ [FmAn , FAn] ⊆ I ∩ Fm−An = .

Así, x conmuta con los generadores de An. Esto implica que x es un elemento no
nulo del centroZ (An) de An y, como el centro se reduce aC de acuerdo a 2.15, que
x es inversible. Así, vemos que el ideal I no es propio. �

3. Dualidad de van den Bergh

3.1. Para determinar la homología de Hochschild de las álgebras deWeyl podríamos
proceder de manera directa, exactamente como lo hecho en la sección anterior, pero
preferimos obtener el resultado de un teorema de dualidad de Michel van den Bergh
entre la homología de Hochschild y la cohomología, que probamos en esta sección.
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3.2. Lema. Sean A y B dos álgebras y sean M ∈ AMod, N ∈ AModB y P ∈ BMod. Hay
un mor�smo de grupos abelianos

ηM,N ,P ∶ homA(M ,N)⊗B P → homA(M ,N ⊗B P)

que es un isomor�smo cuando M es proyectivo y �nitamente generado.

Demostración. DadosM ∈ AMod, N ∈ AModB y P ∈ BMod, es fácil ver que hay un
mor�smo ηM,N ,P ∶ homA(M ,N)⊗B P → homA(M ,N ⊗B P) de grupos abelianos
unívocamente determinado por la condición de ser

ηM,N ,P( f ⊗ p)(m) = f (m)⊗ p

cualesquiera sean f ∈ homA(M ,N), p ∈ P y m ∈ M.
Para cada M ∈ AMod notemos eM ∶ f ∈ homA(A,M) ↦ f () ∈ M; se trata de

un isomor�smo natural. Entonces conmuta el diagrama

homA(A,N)⊗B P

N ⊗B P

homA(A,N ⊗B P)
ηA,N ,P //

eN⊗idP ��11111

eN⊗BP��

de manera que ηA,N ,P es un isomor�smo. Como η es una transformación natural
de functores aditivos en la variable M, de esto deducimos inmediatamente que
ηM,N ,P es más generalmente un isomor�smo cuandoM es proyectivo �nitamente
generado. �

3.3. Proposición. Sea A un álgebra tal que su álgebra envolvente Ae es nötheriana
y supongamos que pdimAe A < ∞. Sea M ∈ AModA. Entonces hay una sucesión
espectral natural y �nitamente convergente tal que

Ep,q
 ≅ TorAe

p (Ext−qAe (A,Ae),M)⇒
p
H−●(A,M).

En vez de suponer que Ae es nötheriana podríamos haber asumido solamente que A
admite una resolución Ae-proyectiva por módulos �nitamente generados. La prueba
que damos se aplica a ese caso más general.

Demostración. Como A es un Ae-módulo �nitamente generado, la hipótesis implica
que existe una resolución Ae-proyectiva X → Ade longitud �nita y con componentes
�nitamente generadas. Sea además Y → M una resolución Ae-proyectiva arbitraria.
Sea d = pdimAe A; sin pérdida de generalidad podemos suponer que Xq =  si q > d.
Consideremos el complejo doble Z = homAe(X ,Y), graduado cohomológica-

mente de manera de que sea Zp,q = homAe(X−q ,Yp). Es claro que Z está soportado
en el cuarto cuadrante y, de hecho, es Zp,q =  si p < , si q >  o si q < −d. En
particular, las dos sucesiones espectrales asociadas a Z son �nitamente convergentes
y convergen a H(Tot Z).
Sea ′′E la segunda sucesión espectral asociada a Z, correspondiente a la la �ltra-

ción por columnas indexada por el índice q. El término inicial ′′E coincide con Z en
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tanto espacio vectorial doblemente graduado, y su diferencial es la inducida por la
diferencial de Y . Como las componentes de X son Ae-proyectivas, para cada q ∈ Z
el functor homAe(X−q ,−) es exacto, y entonces tenemos que

′′Ep,q
 ≅

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

homAe(X−q ,M), si q = ;
, en otro caso.

Más aún, la diferencial de término ′′E es la inducida por la de X de manera natural.
Esto hace evidente que

′′Ep,q
 ≅

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Ext−qAe (A,M), si q = ;
o, en otro caso.

La sucesión espectral ′′E degenera entonces en su término ′′E, y como converge,
vemos que

Hq(Tot Z) ≅ H−q(A,M)

para cada q ∈ Z.
Consideremos ahora la primera sucesión espectral ′E asociada a Z, correspon-

diente a la �ltración por �las. Otra vez el término inicial ′E coincide con Z en tanto
espacio vectorial doblemente graduado, pero ahora la diferencial está inducida por
la de X. Si p, q ∈ Z, viendo a Ae como un Ae-bimódulo de la manera evidente, hay
un isomor�smo natural

′Ep,q
 = homAe(X−q ,Yp)

≅ homAe(X−q ,Ae ⊗Ae Yp)

y como X−q es un Ae-módulo proyectivo y �nitamente generado, de 3.2 obtenemos
otro isomor�smo natural

≅ homAe(X−q ,Ae)⊗Ae Yp

La naturalidad de estos isomor�smos hace que también vía estos isomor�smos la
diferencial de ′E esté inducida por la de X.
Como el functor (−)⊗Ae Yp es exacto para cada p ∈ Z, vemos entonces que el

siguiente término de ′E está dado por

′Ep,q
 ≅

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Ext−qAe (A,Ae)⊗Ae Yp , si q ≤ ;
, en otro caso.

La diferencial de ′E está inducida por la de Y . Es inmediato, entonces, que

′Ep,q
 ≅

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

TorA
e

p (Ext−qAe (A,Ae),M), si q ≤ ;
, en otro caso.
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Como ′E converge a H(Tot Z), que sabemos es isomorfo a H●(A,M), vemos que
′E es una sucesión espectral que satisface las condiciones de la proposición. �

3.4. Dada un álgebra A, un bimódulo U ∈ AModA es inversible si existe V ∈ AModA
tal que U ⊗A V ≅ A ≅ V ⊗A U .

3.5. Lema. Sea A un álgebra y sea U ∈ AModA un A-bimódulo inversible. Sea además
M ∈ AModA. Entonces hay isomor�smos

σM ∶ U ⊗Ae M → A⊗Ae (U ⊗A M)

y

ΣM ∶ TorAe(U ,M)→ H●(A,U ⊗A M)

naturales en M.

Demostración. Una veri�cación rutinaria prueba que hay un isomor�smo natural
σM ∶ U ⊗Ae M → A⊗Ae (U ⊗A M) tal que σM(u ⊗ m) =  ⊗ (u ⊗ m) si u ∈ U y
m ∈ M, que tiene inversa σ−M dada por σ−M (a ⊗ (u ⊗m)) = au ⊗m cualesquiera
sean a ∈ A, u ∈ U y m ∈ M.
Sea ahora X → M una resolución Ae-proyectiva deM. Como U es inversible, el

complejo U ⊗A X es una resolución Ae-proyectiva de U ⊗A M. La naturalidad del
isomor�smo σ recién construido implica que tenemos un isomor�smo

σX ∶ U ⊗Ae X → A⊗Ae (U ⊗A X)

y este depende naturalmente, amenos de homotopía, deM. Esto implica que pasando
a la homología tenemos un isomor�smo

ΣM = H(σX) ∶ TorA
e(U ,M)→ H●(A,U ⊗A M)

natural enM. Esto prueba el lema. �

3.6. Ya estamos en condiciones de probar el teorema de dualidad de van den Bergh.
La prueba que damos, basada en las proposiciones anteriores, es esencialmente la
misma que la dada por él en [vdB98], aunque nosotros no usamos el lenguaje de las
categorías derivadas. Él no parece necesitar la hipótesis de nötherianidad del álgebra
envolvente que nosotros hacemos.

3.7. Observemos que para cada i ∈ N el espacio vectorial ExtiAe
n
(An ,Ae

n) es, de
manera canónica, un Ae

n-módulo: en efecto, Ae
n es un Ae

n-bimódulo, y para calcular
solo estamos usando su estructura de An-módulo izquierdo.

3.8. Teorema. (M. van den Bergh [vdB98], [vdB02]) Sea A un álgebra tal que su
álgebra envolvente Ae es nötheriana y tal que pdimAe A <∞. Supongamos además
que existe d ∈ N tal que

(a) ExtiAe(A,Ae) ≅  si i ≠ d, y
(b) el A-bimódulo U = ExtdAe(A,Ae) es inversible.
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Entonces hay un isomor�smo natural de espacios vectoriales

H i(A,M) ≅ Hd−i(A,U ⊗A M)

Demostración. Estamos en las hipótesis de 3.3. Más aún, la condición (a) y (b) impli-
can que la sucesión espectral E construida en esa proposición degenera inmediata-
mente y tiene

Ep,q
∞ ≅

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

TorA
e

p (U ,M), si q = −d;
, en otro caso.

Como E ⇒ H−●(A,M), vemos entonces que hay un isomor�smo

H i(A,M) ≅ TorAe

d−i(U ,M).

Componiéndolo con el isomor�smo ΣM de 3.5 obtenemos el isomor�smo cuya
existencia se a�rma en el enunciado del teorema. �

3.9. En las condiciones del teorema, es claro que cualquiera seaM ∈ AModA se tiene
que H i(A,M) ≅ Hi(A,M) ≅  si i > d.

3.10. La condición de que sea pdimAe A < ∞ en el teorema es necesaria. Así, si
A = C[X]/(X) como en la sección 6, es muy fácil calcular, usando la resolución
construida en I.6.4, que

ExtiAe(A,Ae) ≅
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

A, si i = ;
, en otro caso.

así que esta álgebra cumple todas las hipótesis de 3.8 salvo que es pdimAe A = ∞.
Pero la conclusión no vale ya que, por ejemplo, HH i(A) /≅  para todo i ≥ .

4. La homología de An

4.1. Usando el resultado de la sección anterior, es fácil determinar la homología de
Hochschild de las álgebras de Weyl:

Proposición. Sea n ∈ N. Entonces para cada M ∈ AnModAn hay un isomor�smo

H●(A,M) ≅ Hn−●(A,M)

En particular, la homología de Hochschild de An es

HHi(An) ≅
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

C, si i = n;
, en otro caso.

Demostración. Hay un isomor�smo Ae
n ≅ An, así que Ae

n es nötheriana y tiene
dimensión global �nita. El corolario seguirá inmediatamente de 3.8 simostramos que
ExtiAe

n
(An ,Ae

n) ≅  si i ≠ n, y que U = ExtnAe
n
(An ,Ae

n) ≅ An como An-bimódulo,
en vista de 2.14 y de queU es evidentemente inversible. Así, vemos que la proposición
se reduce al siguiente lema. �
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4.2. Lema. Sea n ∈ N. Entonces hay isomor�smos de An-bimódulos

ExtiAe
n
(An ,Ae

n) ≅
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

, si i ≠ n;
An , si i = n.

Demostración. Como en la prueba de 2.14, usando I.5.9, vemos que hay un isomor-
�smo

ExtAe
n(An ,Ae

n) ≅ ExtAe

(A,Ae

)⊗n

de espacios vectoriales graduados. Más aún, de acuerdo a la observación hecha
en I.5.8 este isomor�smo es un isomor�smo de An-bimódulos. Vemos así que el
lema quedará probado en general si mostramos que vale cuando n = .
Escribamos A en vez de A, y p y q en vez de p y q, y sea V = Cp ⊕ Cq.

Para calcular ExtAe(A,Ae) usamos la resolución (37) de 2.3. Aplicándole el functor
homAe(−,Ae) obtenemos el complejo

homAe(Ae ,Ae) δ // homAe(Ae ⊗ V ,Ae) δ // homAe(Ae ⊗ ΛV ,Ae)
(41)

con diferenciales tales que

δ( f )((a ⊗ b)⊗ v) = f (av ⊗ b) − f (a ⊗ vb)

y

δ()((a ⊗ b)⊗ p ∧ q) = f ((ap⊗ b)⊗ q) − f ((a ⊗ pb)⊗ q)
− f ((aq ⊗ b)⊗ p) + f ((a ⊗ qb)⊗ p).

siempre que a, b ∈ A, v ∈ V , f ∈ homAe(Ae ,Ae) y  ∈ homAe(Ae ⊗ V ,Ae). Reali-
zando identi�caciones estándar, y escribiendo {p̂, q̂} a la base de V∗ dual a {p, q},
este complejo queda en la forma

Ae δ // Ae ⊗ V∗
δ // Ae ⊗ ΛV∗

con diferenciales tales que

δ(a ⊗ b) = (ap⊗ b − a ⊗ pb)⊗ p̂ + (aq ⊗ b − a ⊗ qb)⊗ q̂

y

δ((a ⊗ b)⊗ φ)

= [φ(q)(pa ⊗ b − a ⊗ bp) − φ(p)(qa ⊗ b − a ⊗ bq)]⊗ p̂ ∧ q̂

siempre que a, b ∈ A y φ ∈ V∗,
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Consideremos ahora los mor�smos λi ∶ Ae ⊗ΛiV∗ → Ae ⊗Λ−iV , i ∈ {, , },
tales que

λ(a ⊗ b) = (a ⊗ b)⊗ p ∧ q,

λ((a ⊗ b)⊗ p̂ + (a′ ⊗ b′)⊗ q̂) = (a ⊗ b)⊗ q − (a′ ⊗ b′)⊗ p

y

λ((a ⊗ b)⊗ p̂ ∧ q̂) = −a ⊗ b

siempre que a, a′, b, b′ ∈ A. Se trata claramente de isomor�smos de A-bimódulos, y
un cálculo directo muestra que el diagrama

Ae δ //

λ
��

Ae ⊗ V∗
δ //

λ
��

Ae ⊗ ΛV∗

λ
��

Ae ⊗ ΛV
d // Ae ⊗ V

d // Ae

en el que la segunda �la es la resolución (37) de 2.3, conmuta. Como consecuencia de
esto, la homología del complejo (41) coincide con la de la resolución. Esto implica que
ExtiAe(A,Ae) ≅  si i ≠  y que ExtAe(A,Ae) ≅ A. Más aún, este último isomor�smo
es un isomor�smo de A-bimódulos: esto sigue de un cálculo directo. �

4.3. Corolario. La dimensión proyectiva de An como An-bimódulo es

pdimAe
n
An = n,

Esta dimensión proyectiva se llama a veces la dimensión de Hochschild de An.

Demostración. La resolución proyectiva para An como An-bimódulo que construi-
mos en 1.6 tiene longitud n, así que pdimAe

n
An ≤ n. Por otro lado, el lema nos

dice que ExteAn
(An ,Ae

n) ≠ , de manera que pdimAe
n
An ≥ n. �



CAPÍTULO V

Acciones de grupos �nitos sobre las álgebras deWeyl

1. Espacios simplécticos

1.1. Si V es un espacio vectorial, una forma simpléctica sobre V es una forma bilineal
ω ∶ V ⊗ V → C antisimétrica y no-degenerada.

1.2. SiV es un espacio vectorial y si ω ∶ ΛV → C es una forma simpléctica, decimos
que el par (V ,ω) es un espacio simpléctico. En todo lo que sigue solo consideraremos
espacios simplécticos de dimensión �nita.

1.3. Si ω es una forma simpléctica sobre un espacio vectorial V , la antisimetría
nos permite identi�car a ω como una aplicación lineal ΛV → C. Identi�caremos,
además, para cada p ≥ , al espacio (ΛpV)∗ dual a ΛpV con ΛpV∗ de la mane-
ra canónica, de manera que, en particular, consideramos a ω como un elemento
de ΛV∗.

1.4. Sea n ∈ N. Sea B = {u, . . . , un} la base canónica de Cn y sea {û, . . . , ûn} la
base de (Cn)∗ dual a B. El espacio simpléctico estándar de dimensión n es el par
(Cn ,ω) con

ω =
n
∑
i=

ûi ∧ ûi+n ∈ Λ(Cn)∗.

En efecto, es inmediato veri�car que la matriz de la forma ω con respeto a la base B
es la matriz de bloques

Ωn = (  In
−In 

) (42)

en la que In ∈ Mn(C) es la matriz identidad y, como detΩn = , ω es no-degenerada.
1.5. Es fácil producir otros ejemplos de espacios simplécticos:

Proposición. Sea h un espacio vectorial de dimensión �nita y sea h∗ su espacio dual.
Sea V = h⊕ h∗ y consideremos la forma bilineal ω ∶ V ⊗ V → C tal que

ω((h, φ), (h′, φ′)) = φ(h′) − φ(h)

siempre que (h, φ), (h′, φ′) ∈ V. Entonces ω es antisimétrica y no-degenerada, de
manera que (V ,ω) es un espacio simpléctico.

Llamamos a esta estructura simpléctica la estructura simpléctica canónica de h⊕ h∗.

69
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Demostración. La antisimetría de ω es evidente. Sea (h, φ) ∈ V/. Si h ≠ , de
manera que existe φ′ ∈ V∗ tal que φ′(h) ≠ , es ω((h, φ), (, φ′)) ≠ . Si, en
cambio, es h = , debe ser φ ≠ , y en este caso existe h′ ∈ V tal que φ(h) ≠ : ahora
es ω((h, φ), (h′, )) ≠ . Esto prueba que ω es no-degenerada. �

1.6. El siguiente resultado es debido a Carl Gustav Jacob Jacobi; curiosamente, es
en la memoria en que fue presentado que aparece por primera vez usada la palabra
determinante en su sentido actual:

Lema. (C. G. J. Jacobi [Jac27]) Si n ∈ N es impar y A ∈ Mn(C) es una matriz anti-
simétrica, entonces detA = .

Demostración. En efecto, en esas condiciones tenemos que

detA = detAt = det(−)A = (−)n detA. �

1.7. Proposición. Si (V ,ω) es un espacio simpléctico, entonces la dimensión de V
como espacio vectorial es par.

Demostración. Sea n = dimC V y sea {v, . . . , vn} una base de V . Si i, j ∈ {, . . . , n},
sea ai, j = ω(vi ∧v j) y sea A = (ai, j) ∈ Mn(C). Como ω es antisimetrica, la matriz A
es antisimétrica. Por otro lado, como ω es no-degenerada, detA ≠ . De 1.6, entonces,
concluimos que n es par. �

1.8. Lema. Sea (V ,ω) un espacio simpléctico y sean v, v ∈ V tales que ω(v∧v) ≠ .
Si V ′ = ⟨v, v⟩ y

V ′′ = {v ∈ V ∶ ω(v ∧ u) =  para todo u ∈ V ′},

entonces V = V ′ ⊕ V ′′ y (V ′′,ω∣ΛV ′′) es un espacio simpléctico.

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ω(v ∧ v) = .
Si α, β ∈ C y v = αv + βv ∈ V ′ ∩ V ′′, entonces tenemos que  = ω(v ∧ v) = −β
y  = ω(v ∧ v) = α: esto nos dice que V ′ ∩ V ′′ = . Por otro lado, si v ∈ V es fácil
ver que

v − ω(v , v)v + ω(v , v)v ∈ V ′′,

de manera que v ∈ V ′ + V ′′. En de�nitiva, tenemos que V = V ′ ⊕ V ′′.
Nos resta mostrar que la restricción ω∣ΛV ′′ es no-degenerada. Supongamos que

v ∈ V ′′/ es tal que ω(v ∧ w) =  para todo w ∈ V ′′. La elección de V ′′ implica
que también ω(v ∧ w) =  si w ∈ V ′ así que, como V = V ′ ⊕ V ′′, vemos que
de hecho ω(v ∧ w) =  para todo w ∈ V . Como ω es no-degenerada, vemos que
necesariamente v = . �
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1.9. Proposición. Sea (V ,ω) un espacio simpléctico y sea dimC V = n. Entonces
existe una base ordenada B = {u, . . . , un , v, . . . , vn} de V tal que

ω(ui ∧ vi) = δi, j ,

ω(ui ∧ u j) = 

y

ω(vi ∧ v j) = 

siempre que i, j ∈ {, . . . , n}. Además, si {û, . . . , ûn , v̂, . . . , v̂n} es la base de V∗ dual
a B, se tiene que

ω =
n
∑
i=

ûi ∧ v̂i .

Decimos que una base como la del enunciado es una base simpléctica de (V ,ω).
Demostración. Sea un ∈ V un vector no nulo. Como la forma ω es no-degenerada,
existe vn ∈ V tal que ω(un ∧ vn) = . Sea V ′ = ⟨un , vn⟩ el subespacio de V generado
por un y vn, y sea V ′′ = {v ∈ V ∶ ω(v ∧ u) =  para todo u ∈ V ′}. De 1.8 sabemos
que V = V ′⊕V ′′ y que la restricción ω∣ΛV ′′ ∶ ΛV ′′ → C es no-degenerada, así que
(V ′′,ω∣ΛV ′′) es un espacio simpléctico. Como dimC V ′′ = (n − ) < n podemos
suponer que V ′′ posee una base simpléctica {u, . . . , un−, v, . . . , vn−} y es claro,
entonces, {u, . . . , un , v, . . . , vn} es una base simpléctica para (V ,ω). �

1.10. Notemos que 1.9 nos dice que, a menos de elegir una base adecuada, todo espa-
cio simpléctico es isomorfo en un sentido evidente al espacio simpléctico estándar
de 1.4 de la dimensión adecuada.

1.11. Proposición. Sea (V ,ω) un espacio simpléctico y sea dimC V = n. Entonces

ωn = ω ∧⋯ ∧ ω
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
n factores

es un elemento no nulo de ΛnV∗.

Demostración. Sea B = {u, . . . , un , v, . . . , vn} una base de V como en 1.9, de ma-
nera que si {û, . . . , ûn , v̂, . . . , v̂n} es la base dual a B, es ω = ∑n

i= ûi ∧ v̂i . Entonces

ωn = ∑
≤i ,...,in≤n

ûi ∧ v̂i ∧ ûi ∧ v̂i ∧⋯ ∧ ûin ∧ v̂in (43)

Es claro que los únicos términos de esta suma que no son nulos son aquéllos para los
cuales existe una permutación π ∈ Sn de {, . . . , n} tal que i j = π( j) si j ∈ {, . . . , n}.
Ahora bien, si π ∈ Sn, es

ûπ() ∧ v̂π() ∧ ûπ() ∧ v̂π() ∧⋯ ∧ ûπ(n) ∧ v̂π(n)

= û ∧ v̂ ∧ û ∧ v̂ ∧ ⋯ ∧ ûn ∧ v̂n
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ya que

ûi ∧ v̂i ∧ û j ∧ v̂ j = û j ∧ v̂ j ∧ ûi ∧ v̂i

cualesquiera sean i, j ∈ {, . . . , n}. Vemos así que todos los términos no nulos de la
suma (43) son iguales, y que

ωn = n! û ∧ v̂ ∧ û ∧ v̂ ∧⋯ ∧ ûn ∧ v̂n

Es ahora evidente que ωn es un elemento no nulo de ΛnV∗, ya que B es una
base. �

2. Automor�smos simplécticos

2.1. Si (V ,ω) y (V ′,ω′) son espacios simplécticos, una transformación lineal sim-
pléctica f ∶ (V ,ω) → (V ′,ω′) es una transformación lineal f ∶ V → V ′ tal que
f ∗(ω′) = ω. Explícitamente, esta condición dice que

ω(v ∧w) = ω′( f (v) ∧ f (w))

cualesquiera sean v, w ∈ V .
2.2. Proposición. Sean (V ,ω) y (V ′,ω′) espacios simplécticos. Entonces toda trans-
formación lineal simpléctica f ∶ (V ,ω)→ (V ′,ω) es inyectiva.
Demostración. Si v ∈ ker f , entonces para todo w ∈ V es

ω(v ∧w) = ω′( f (v) ∧ f (w)) = .

Como ω es no-degenerada, esto nos dice que v = . Así, f debe ser inyectiva. �

2.3. En particular, si (V ,ω) es un espacio simpléctico, toda transformación lineal
simpléctica f ∶ (V ,ω)→ (V ,ω) es un isomo�smo. El conjunto de todas las trans-
formaciones lineales simplécticas (V ,ω) → (V ,ω) es claramente cerrado bajo
la composición y la inversión, así que se trata de un subgrupo de GL(V), al que
notamos Sp(V ,ω) o, cuando la forma ω pueda sobreentenderse, Sp(V).
2.4. Si (Cn ,ω) es el espacio simpléctico estandar de I.1.11, y si identi�camos, usando
la base canónica, a GL(Cn) con GL(C, n), el grupo Sp(Cn ,ω) puede describirse
de la siguiente manera:

Proposición. Sea n ∈ N. Entonces unamatriz M ∈ GL(C, n) pertence a Sp(Cn ,ω)
sii tiene una descomposición en bloques

M = (A B
C D

)

con A, B, C, D ∈ Mn(C) tal que

AtD − C tB = I,

AtC = C tA
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y

DtB = BtD.

El subgrupo de GL(C, b) de las matrices que satisfacen las condiciones de la pro-
posición se escribe usualmente Sp(C, n).
Demostración. Sea M ∈ Mn(C) y consideremos una descomposición en bloques
de M como en el enunciado. La matriz Ωn de ω con respecto a la base estándar
de Cn es la matriz (42) de 1.4, y es fácil ver queM ∈ Sp(Cn ,ω) siiM tΩnM = Ωn.
Escribiendo explíciamente esta última condición obtenemos inmediatamente las
ecuaciones del enunciado. �

2.5. Recordemos que si f ∈ End(V) es un endomor�smo lineal de un espacio
vectorial V de dimensión n ∈ N y si ν ∈ ΛnV/ es un elemento no nulo de la
potencia exterior máxima de V , entonces sabemos que f∗(ν) = det f ν.

Proposición. Si (V ,ω) un espacio simpléctico y sea f ∈ Sp(V ,ω), entonces det f = 
y, en consecuencia, Sp(V ,ω) ⊆ SL(V).
Demostración. Si f ∈ Sp(V , Ω), entonces f ∗(ω) = ω. Esto implica, inmediatamente,
que f ∗(ωn) = ωn y, como ωn ∈ ΛnV∗ es un elemento no nulo de acuerdo a 1.11,
esto nos dice que det f = . �

2.6. En general Sp(V ,ω) ⊊ SL(V), pero:
Proposición. Si (V ,ω) un espacio simpléctico de dimensión , es Sp(V ,ω) = SL(V).
Vemos, en particular, que en este caso el subgrupo Sp(V ,ω) ⊆ GL(V) no depende
de la forma simpléctica ω.

Demostración. Una forma simpléctica sobre un espacio vectorial V de dimensión 
es simplemente un elemento no nulo de ΛV∗. En otras palabras, una forma simpléc-
tica ω es, en ese caso, una forma de volumen. Si f ∈ Sp(V ,ω), la relación f ∗(ω) = ω
dice entonces, precisamente, que det f = . �

2.7. Recordemos que un automor�smo f ∈ Aut(V) de un espacio vectorial V es
semisimple si todo subespacio f -invariante de V posee un subespacio complementa-
rio f -invariante, esto es, si para cada subespacio U ⊆ V tal que f (U) ⊆ U existe un
subespacio U ′ ⊆ V tal que f (U ′) ⊆ U ′ y V = U ⊕U ′.
Como nuestro cuerpo base C es algebraicamente cerrado, un automor�smo

semisimple es automáticamente diagonalizable. Por otro lado, tenemos que:

Lema. Todo automor�smo de orden �nito es semisimple.

Demostración. En efecto, si el orden del automor�smo f es r, entonces el polinomio
Xr −  anula a f y, en consencuencia, es divisible por el polinomio minimal m f de f .
Como la característica de C es nula, Xr −  es un polinomio separable, así que todas
las raices de m f son simples y esto implica que f es diagonalizable. �
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2.8. Para cada r ∈ N notemos

Γr = {λ ∈ C ∶ λr = }

al subgrupo de C× de las raíces r-ésimas de la unidad.

2.9. Proposición. ([AL99, Lemme 3.2]) Sea (V ,ω) un espacio simpléctico de dimen-
sión n y sea f ∈ Sp(V ,ω) un elemento semisimple. Entonces existe una base simpléc-
tica B = {u, . . . , un , v, . . . , vn} de V y escalares λ, . . . , λn ∈ C× tales que

f (ui) = λiui

y

f (vi) = λ−i vi

para cada i ∈ {, . . . , n}. Si además f tiene orden �nito r, entonces λ, . . . , λn ∈ Γr .
Demostración. Como f es semisimple, existe una base {w, . . . ,wn} de V y escala-
res µ, . . . , µn ∈ C× tales que f (wi) = µiwi para cada i ∈ {, . . . , n}.
Sean un = w y λn = µ. Como ω es no-degenerada, existe j ∈ {, . . . , n} tal

que ω(un ∧ w j) ≠  y, de hecho, a menos de cambiar a w j por un múltiplo suyo,
podemos suponer que ω(un ∧w j) = . Como f ∈ Sp(V ,ω), tenemos entonces que

 = ω(un ∧w j) = ω( f (un) ∧ f (w j)) = λnµ j ω(un ∧w j) = λnµ j

y esto implica que µ j = λ−n . Pongamos vn = w j y consideremos los subespacios
V ′ = ⟨un , vn⟩ y V ′′ = {v ∈ V ∶ ω(v ∧ u) =  para todo u ∈ V ′}. De 1.8 sabemos
que (V ′′,ω∣ΛV ′′) es un espacio simpléctico, y es fácil ver que f se restringe para
dar un elemento f ∣V ′′ ∈ Sp(V ′,ω∣ΛV ′′). Como dimC V ′′ = n −  < dimC V ,
haciendo inducción podemos suponer entonces que tenemos una base simpléctica
{u, . . . , un−, v, . . . , vn−} de V ′′ y escalares λ, . . . , λn− ∈ C× con f (ui) = λiui y
f (vi) = λ−i ui para cada i ∈ {, . . . , n−}. Es claro ahora que {u, . . . , un , v, . . . , vn}
es una base simpléctica de V que satisface las condiciones del enunciado para los
escalares λ, . . . , λn ∈ C×. Como la última a�rmación del enunciado es inmediata,
esto termina la prueba. �

2.10. La siguiente proposición nos da ejemplos de automor�smos simplécticos:

Proposición. Sea h un espacio vectorial de dimensión �nita, sea h∗ su espacio dual,
sea V = h ⊕ h y sea ω ∈ ΛV∗ la forma simpléctica canónica sobre V construida
en 1.5. Si f ∈ GL(h) es un automor�smo lineal de V y si f ∗ ∈ GL(h∗) es su mor�smo
transpuesto, entonces f ⊕ ( f ∗)− ∈ GL(V) es un automor�smo simpléctico de (V ,ω).
Más aún, la aplicación

γh ∶ f ∈ GL(h)↦ f ⊕ ( f ∗)− ∈ Sp(V ,ω)

es un monomor�smo de grupos.

Demostración. La primera a�rmación sigue de un cálculo directo usando la de�ni-
ción de ω dada en 1.5. La segunda es inmediata. �
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2.11. Es importante observar, sin embargo, que no todo automor�smo simpléctico
de h ⊕ h∗ está en la imagen del mor�smo φh de 2.10. Por ejemplo, si h = C tiene
dimensión , si v ∈ C/ es un elemento no nulo, y si φ ∈ C∗ es el elemento tal que
φ(v) = , entonces el automor�smo f ∈ GL(h⊕ h∗) tal que f (v) = φ y f (φ) = −v
es simpléctico, pero claramente no está en la imagen del mor�smo γh de 2.10.

3. Automor�smos lineales del álgebra de Weyl

3.1. Fijemos n ∈ N y notemos V al subespacio del álgebra de Weyl An generado
por {p, . . . , pn , q, . . . , qn}.
3.2. De acuerdo a las relaciones (27) y (28) de III.1.3 que de�nen a An, para cada
v, w ∈ V se tiene que [v ,w] ∈ C, así que podemos de�nir una aplicación

ω ∶ v ⊗w ∈ V ⊗ V ↦ [v ,w] ∈ C.

Se trata claramente de una forma antisimétrica. Más aún, de la de�nición III.1.3
vemos que lamatriz de la forma ω con respecto a la baseB = {p, . . . , pn , q, . . . , qn}
es precisamente la matriz Ωn de 1.4. Esto nos dice que el par (V ,ω) es un espacio
simpléctico y que B es una de sus bases simplécticas.
3.3. Decimos que un automor�smo  ∶ An → An de álgebras es lineal si (V) ⊆ V
y escribimos Aut(An) al subconjunto de Aut(An) de los automor�mos lineales.
Es inmediato que se trata de un subgrupo.

3.4. Si  ∈ Aut(An), es (V) = V , ya que  es inyectivo y V tiene dimensión �nita,
así que podemos considerar a la restricción ∣V como un elemento de GL(V). Más
aún: si  ∈ Aut(An), entonces ∣V ∈ Sp(V ,ω); esto es evidente de las de�niciones.
Como consecuencia de ésto, la aplicación α de la siguiente proposición está bien
de�nida.

3.5. Proposición. La aplicación α ∶  ∈ Aut(An) ↦ ∣V ∈ Sp(V ,ω) es un isomor-
�smo de grupos.

Demostración. Es claro que se trata de un mor�smo de grupos. Es inyectivo porque
V genera a An como álgebra, de manera que los valores de  sobre V determinan
a . Para terminar, sea f ∈ Sp(V ,ω): tenemos que mostrar que existe  ∈ Aut(An)
tal que ∣V = f .
Sea ̄ ∶ C⟨p, . . . , pn , q, . . . , qn⟩ → An el mor�smo de�nido sobre el álgebra

libre C⟨p, . . . , pn , q, . . . , qn⟩ tal que ̄(pi) = f (pi) y ̄(qi) = f (qi) para cada
i ∈ {, . . . , n}. Como f ∈ Sp(V ,ω), es fácil mostrar que la imagen por ̄ de los
elementos

qi p j − p jqi −  − δi, j ,

pi p j − p jpi
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y

qiq j − q jqi

correspondientes a las relaciones (27) y (28) tienen imagen nula por ̄. Esto implica
que ̄ se factoriza por el cociente de C⟨p, . . . , pn , q, . . . , qn⟩ generado por estos
elementos, y nos da entonces un mor�smo  ∶ An → An de álgebras tal que ∣V = f .
Notemos que  es inyectivo, ya que An es simple, y es sobreyectivo porque su

imagen contiene a V , que genera a An. Luego  ∈ Aut(An) y α() = f , como
queríamos. �

3.6. Si  ∈ Aut(An), entonces (V) = V y, por supuesto, (C) = C. La �ltración
de Bernstein de An tiene FAn = C ⊕ V , así que (FAn) = FAn y, más general-
mente, es (FmAn) = FmAn para cada m ∈ N, ya que FmAn = (FAn)m. Así, todo
automor�smo lineal de An preserva la �ltración de Bernstein.

3.7. El subgrupo de Aut(An) de los automor�smos que preservan la �ltración de
Bernstein, sin embargo, es estríctamente más grande que Aut(An):
Proposición. Consideremos la acción a derecha del grupo Aut(An) sobre V∗ tal que

λ ⋅  = α()∗(λ)

para cada  ∈ Aut(An) y λ ∈ V∗; aquí ∗ ∶ V∗ → V∗ es el mor�smo transpuesto
de α(). Podemos en particular considerar el producto semi-directo Aut(An) ⋊ V∗.
Entonces hay un único mor�smo de grupos

β ∶ Aut(An) ⋊ V∗ → Aut(An)

tal que β(, λ)(v) = (v) + λ(v) para cada (, λ) ∈ Aut(An) ⋊ V∗ y cada v ∈ V,
y la imagen de β el precisamente el conjunto de los automor�smos de An que preservan
la �ltración de Bernstein.

Demostración. Que la acción de Aut(An) sobre V∗ está bien de�nida sigue de un
cálculo directo. La veri�cación de las a�rmaciones relativas a β es análoga a lo hecho
para probar 3.5. Dejamos los detalles a cargo del lector. �

3.8. Más aún: no es cierto que todo automor�smo de A preserve la �ltración de
Bernstein. Por ejemplo, si t ∈ C[X] hay un automor�smo t ∶ A → A tal que

t(p) = p

y

t(q) = q + t(p).

En efecto, como [q + f (p), p] = [q, p] = , el mor�smo t está bien de�nido, es
inyectivo ya que A es simple, y es sobreyectivo ya que p y q = t(q) − t(t(p)))
están en la imagen de t . Finalmente, es claro que en cuanto deg t >  la �ltación de
Bernstein no es preservada por t .
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3.9. Es fácil ver que el conjunto T = {t ∶ t ∈ C[X]} es un subgrupo de Aut(A), y
que T ∩Aut(A) ≅ C× es el subgrupo de Aut(A) que corresponde al subgrupo
de matrices diagonales de Sp(V ,ω). El siguiente resultado de Jacques Dixmier y
Leonid Makar-Limanov describe la estructura de Aut(A):
Teorema. (J. Dixmier [Dix68], L. Makar-Limanov [ML84], H. W. E. Jung [Jun42])
El grupo Aut(A) es el producto libre de sus subgrupos Aut(A) y T amalgamado en
su intersección.

3.10. En cambio, cuando n ≥  no disponemos de una descripción de Aut(An),
y ni siquiera se conoce un conjunto de generadores. La di�cultad radica, en gran
parte, en que es muy difícil reconocer un automor�smo de An. Una conjetura de
Dixmier dice, sin embargo, que el problema es solo aparente:

Conjetura. (J. Dixmier [Dix68]) Todo endomor�smo de álgebras f ∶ An → An es un
isomor�smo.

Esta conjetura esta abierta para todo n ≥ . Es interesante notar que Maxim Kontse-
vich y Alexei Belov-Kanel probaron recientemente en [BKK07] que la validez de la
Conjetura de Dixmier para todo n ≥  es equivalente a la validez de la Conjetura
Jacobiana en todas las dimensiones.

3.11. En cuanto a la estructura de Aut(An), en un trabajo reciente Kontsevich y
Belov-Kanel propusieron la siguiente conjetura:

Conjetura. (Kontsevich–Belov-Kanel [BKK05]) El grupo de automor�smos de An es
isomorfo al grupo Aut(Pn) de automor�smos de Pn = C[x, . . . , xn] en tanto álgebra
de Poisson con respecto al corchete dado por

{xi , x j} = δi,n+ j − δn+i, j

para cada i, j ∈ {, . . . , n}.
En el trabajo en el que proponen esta conjetura, los autores demuestran que hay un
isomor�smo entre los subgrupos de Aut(An) y de Aut(Pn) formado por los auto-
mor�smos llamadosmansos, y proponen un candidato explícito para el isomor�smo
Aut(An) ≅ Aut(Pn).

4. Subgrupos �nitos de Aut(An)

4.1. Haciendo uso fundamental del teorema 3.9 que describe la estructura del grupo
Aut(A) como producto libre amalgamado de sus subgrupos Aut(A) y T, y apo-
yándose en la teoría de estructura desarrollada por J.-P. Serre para este tipo de
productos, J. Alev obtuvo el siguiente resultado:

Teorema. (J. Alev [Ale86]) Todo subgrupo �nito de Aut(A) es conjugado a un sub-
grupo de Aut(A). �
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4.2. Si V = Cp ⊕Cq ⊆ A y si (V ,ω) es el espacio simpléctico construido en 3.2,
sabemos de 3.5 que Aut(A) es naturalmente isomorfo a Sp(V ,ω). A su vez, como
dimC V = , la proposición 2.6 nos dice que Sp(V ,ω) = SL(V). Finalmente, �jando
de una vez por todas la base {p, q} para V , hay un isomor�smo SL(V) ≅ SL(C, ),
al que consideraremos como una identi�cación.

4.3. Esto, junto con 4.1, reduce la descripción de los subgrupos �nitos de Aut(A) a
menos de conjugación al problema clásico de describir las clases de conjugación de
subgrupos �nitos de SL(C, ).
4.4. Fijemos una sucesión (ζn)n≥ de elementos deC de manera tal que (i) ζn es una
raíz primitiva n-ésima de  y (ii) se tiene que ζnnm = ζm cualesquiera sean n, m ∈ N.
Por ejemplo, cuando C es el cuerpo de los números complejos podemos elegir
ζn = eπ

√
−/n para cada n ∈ N.

4.5. El siguiente teorema, cuya prueba puede encontrarse en [Spr77], se remonta
esencialmente a Hermann Schwarz [Sch73], Paul Gordan [Gor77], Arthur Cayley
[Cay80a], [Cay80b] y Felix Klein [Kle56]:

Teorema. Sea G ⊆ SL(C, ) un subgrupo �nito. Entonces G es conjugado exactamente
a uno de los siguientes grupos:

● el grupo cíclico G(An), generado por

ρn = (ζn 
 ζ−n

) ;

● el grupo diedral binario G(Dn), generado por ρn y

σ = (  ζ
ζ 

) ;

● el grupo tetraedral binario G(E), generado por ρ, σ y

τ = √

(ζ ζ

ζ ζ
) ;

● el grupo octaedral binario G(E), generado por ρ, σ y τ;
● el grupo icosaedral binario G(E), generado por

υ = (−ζ 
 −ζ

) , φ = (  
− )

y

ψ = 
ζ − ζ−

(ζ + ζ− 
 −(ζ + ζ− ))

�
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4.6. Este teorema nos da una descripción los subgrupos �nitos de Aut(A) a menos
de conjugación. Más aún, es claro que todo subgrupo �nito de Aut(A) es conjugado
a uno de los dados en el enunciado por un elemento de Aut(A).
4.7. No tenemos, en cambio, ningún resultado semejante para los subgrupos �nitos
de Aut(An) cuando n ≥ : el problema es que como no conocemos la estructura del
grupo Aut(An) en ese caso, no sabemos como probar la a�rmación correspondiente
a 4.1 y, ni siquiera, si es válida.

4.8. Observemos, sin embargo, que todo grupo �nito es isomorfo a un subgrupo
de Aut(An) para algún n. En vista de 3.5 y de que el tipo de isomor�smo de Sp(V ,ω)
depende solamente de dimC V , alcanza con mostrar que todo grupo �nito G es
isomorfo a un subgrupo de Sp(V ,ω) para algún espacio simpléctico (V ,ω).
Pero como G es �nito y C tiene característica nula, existe una representación

�el ρ ∶ G → GL(h) de G sobre un C-espacio vectorial h, así que podemos consi-
derar el espacio simpléctico (h⊕ h∗,ω) construido como en 1.5 y el monomor�s-
mo γh ∶ GL(h) → Sp(h ⊕ h∗,ω) de 2.10. Entonces el subgrupo G′ = γh(ρ(G))
de Sp(V ,ω) es isomorfo a G.





CAPÍTULO VI

Cohomología de álgebras de invariantes de un álgebra deWeyl

1. Homología torcida de A

1.1. Sea A un álgebra y  ∈ Aut(A) un automor�smo. Si M es un A-bimódulo,
notamos M al A-bimódulo que en tanto A-módulo izquierdo coincide con M,
salvo que escribimos sus elementos en la formam en vez de simplementem, y cuya
estructura a derecha es tal que

m ⋅ a = m(a)

para cadam ∈ M y cada a ∈ A. DecimosM se obtiene deM torciendo su estructura
derecha por el automor�smo .

1.2. En lo que queda de esta sección consideraremos solo la primer álgebra deWeyl, y
escribiremos A = A,p = p y q = q, para simpli�car la notación. Como siempre, sea
V = Cp⊕Cq. Nuestro objetivo es calcular los grupos de cohomología Ext●Ae(A,A)
para un automor�smo  de A lineal y semisimple.

1.3. Si a, b ∈ A y  ∈ Aut(A), escribimos

[a, b] = ab − (b)a.

1.4. Notemos que [−,−] no es una derivación. Tenemos, sin embargo, la siguiente
propiedad análoga:

Lema. Si a, b, c ∈ A, entonces [a, bc] = [ab, c] + [(c)a, b].
Demostración. Esto sigue de un cálculo directo. �

1.5. Proposición. (J. Alev,�. Lambre [AL98]) Si  ∈ Aut(A) es un automor�smo
lineal semisimple y  ≠ idA, entonces A = C⊕ [A,A].
Demostración. De acuerdo a V.2.9 y a V.3.5, existe s ∈ Aut(A) tal que ss− actúa
diagonalmente sobre la base {p, q}. Como

s([a, b]) = [h(a), h(b)]ss−

para todo a, b ∈ A, tenemos que s([A,A]) = [A,A]ss− , y es claro que esto implica
que para probar la proposición podemos suponer simplemente que  actúa diago-
nalmente, esto es, que existe un escalar λ ∈ C× tal que (p) = λp y (q) = λ−q.
Más aún, como  ≠ id, es λ ≠ .

81
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Como el automor�smo  es compatible con la graduación de A, tenemos que
[A(k),A(l)] ⊆ A(k+l) si k, l ∈ Z. El subespacio [A,A] de A es, en consecuencia,
un subespacio homogeneo. Si escribimos [A,A](k) a su componente homogénea de
peso k, que es

[A,A](k) = ∑
l+l ′=k

[A(l),A(l ′)] ⊆ A(k),

tenemos entonces que

[A,A] =⊕
k∈Z

[A,A](k) .

Sea h = pq, de manera que A() = C[h], como vimos en IV.2.9, y que para cada
k ∈ Z y cada f ∈ A(k) se tiene que [h, f ] = k f .
Si k ∈ Z y f ∈ A(k), es [ f , h] = [ f , h] = −k f porque (h) = h y esto implica

que cuando k ≠ , tenemos

A(k) ⊆ [A(k),A()] ⊆ [A,A](k) ⊆ A(k)

y, entonces, [A,A](k) = A(k) para todo k ∈ Z/. Vemos así que la proposición
quedará probada si mostramos que A() = C⊕ [A,A]() .
Si f , f ′ ∈ A() y k ≥ , entonces 1.4 nos dice que

[pk f , f ′qk] = [pk f f ′, qk] + [λ−kqrpk f , f ′] (44)

Notemos que λ−kqrpk f ∈ A() y que, como ( f ′) = f ′, es

[λ−kqrpk f , f ′] = [λ−kqrpk f , f ′] = 

porque A() es una subálgebra conmutativa. Usando esto en (44), vemos que

[A(k),A(−k)] ⊆ [A(k), qk] . (45)

Si ahora k >  y f ∈ A(), es

[pk f , qk] = [pk f q, qk−] + [λ−k+qk−pk f , q]
∈ [A(k−), qk−] + [A(), q]

de manera que, inductivamente,

[A(k), qk] ⊆ [A(), q] (46)

Procediento de manera similar, obtenemos las inclusiones

[A(−k),A(k)] ⊆ [A(−k), pk] ⊆ [A(−), p]
correspondientes a (45) y a (46), respectivamente, y, como [A(),A()] = , con-
cluimos que

[A,A]() = ∑
k∈Z

[A(k),A(−k)] ⊆ [A(), q] + [A(−), p] ⊆ [A,A]() ,
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de manera que

[A,A]() = [A(), q] + [A(−), p] . (47)

Finalmente, si f ∈ A(), un cálculo directo muestra que

λ[p f , q] + [ f q, p] = ,

y esto implica que [A(), q] = [A(−), p], y que (47) se simpli�ca a

[A,A]() = [A(−), p] . (48)

Ahora, si f ∈ C[X] es

[ f (h)q, p]q = f (h)qp − λp f (h)q

y, usando la relación (39) de IV.2.11, podemos ver que esto es

= f (h)(h + ) − λh f (h − ).

En particular, si i ∈ N, tenemos que

[hiq, p] = ( − λ)hi+ + o

con o ∈ C[h] de grado menor que i + . Así, el conjunto {[hiq, p] ∶ i ≥ }, que
general linealmente a [A(−), p]q, contiene exactamente un polinomio de C[h] de
cada grado positivo. Esto implica, por supuesto, queC[h] = C⊕ [A(−), p]q. De (48)
y como A() = C[h], entonces, vemos que A() = C ⊕ [A,A]() , que es lo que
queríamos. �

1.6. Corolario. (J. Alev,�. Lambre [AL98]) Si  ∈ Aut(A) es un automor�smo
lineal semisimple y  ≠ idA, entonces dimC H(A,A) = .
Demostración. En efecto, sabemos que H(A,A) es naturalmente isomorfo al es-
pacio de coinvariantes A/[A,A] y [A,A] = [A,A], de manera que el corolario
sigue de 1.5. �

1.7. Proposición. (J. Alev, M. Farinati,�. Lambre, A. Solotar [AFLS00]) Sea A la
primer álgebra de Weyl. Si  ∈ Aut(A) es un automor�smo lineal semisimple y
 ≠ idA, entonces

dimC Ext●Ae(A,A) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

, si i = id y ● = , o si ≠id y ● = ;
, en cualquier otro caso.

Demostración. Si  = id, esto sigue de IV.2.13, así que sea  ≠ id. Como en la prueba
de 1.5 podemos suponer que  actua diagonalemente sobre la base p, q de V , de
manera que existe λ ∈ C× tal que p = λp y q = λ−q. Más aún, la hipótesis implica
que λ ≠ .
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Para calcular Ext●Ae(A,A), determinamos la cohomología del complejo que
se obtiene de aplicar el functor homAe(−,A) a la resolución Ae-proyectiva de A
construida en IV.2.3. Realizando identi�caciones como en IV.2.4, ese complejo es

A d // A ⊗ V∗ d // A ⊗ ΛV∗

con diferenciales dadas por

d(a) = (pa − λap)⊗ p̂ + (qa − λ−aq)⊗ q̂

y

d(a ⊗ p̂ + b ⊗ q̂) = (pb − λbp − qa + λ−aq)⊗ p̂ ∧ q̂

para cada a, b ∈ A. Llamemos X este complejo.
La �ltración de Bernstein de A determina de manera evidente una �ltración

sobre las componentes homogéneas de X, y las fórmulas dadas para la diferencial
de X muestran que X es, de esta forma, un complejo �ltrado.
Sea B = grA el álgebra graduada asociada de manera que, según vimos en la

proposición III.2.4, hay un isomor�smo B ≅ C[x , y]. El complejo grX es, entonces,
isomorfo a

B
d // B ⊗ V∗

d // B ⊗ ΛV∗

con diferenciales dadas por

d(a) = ( − λ)xa ⊗ p̂ + ( − λ−)ya ⊗ q̂

y

d(a ⊗ p̂ + b ⊗ q̂) = (( − λ)xb − ( − λ−)ya)⊗ p̂ ∧ q̂

para cada a, b ∈ B. Reconocemos inmediatamente el complejo de Koszul para
C[x , y] correspondiente a la sucesión regular ((− λ)x , (− λ−)y), reindexado. En
consecuencia, es bien conocido que

dimC H●(grX) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

, si ● = ;
, en cualquier otro caso.

Esto implica, vía un argumento estándar basado en que todas las �ltraciones que
estamos considerando son acotadas inferiormente, que

Ext●Ae(A,A) ≅ H●(X) ≅ 

si ● ≠ . Finalmente, de IV.4.1 sabemos que

ExtAe(A,A) ≅ H(A,A) ≅ H(A,A)

y este último espacio tiene dimensión , de acuerdo a 1.6. �
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2. Homología torcida de An

2.1. En esta sección extendemos la proposición 1.7 a todas las álgebras de Weyl,
pero con obtenemos una descripción concreta de los grupos de cohomología y no
solamente de su dimensión.

2.2. Sea V el subespacio de An generado por {p, . . . , pn , q, . . . , qn}, dotado de su
estructura de espacio simpléctico y sea ω la forma simpléctica sobre V construida
en V.3.2.

2.3. Fijemos un automor�smo lineal  ∈ Aut(An) = Sp(V ,ω). y supongamos que
 es semisimple.

2.4. Procediendo como en IV.2.4 usando la resolución construida en IV.1.6 para An,
vemos que la cohomología Ext●Ae

n
(An ,An) puede calcularse como la cohomología

del complejo hom(Λ●V ,An) con diferenciales

dr ∶ hom(ΛrV ,An)→ hom(Λr+V ,An)

dadas por

dφ(v ∧⋯ ∧ vr+) =
r+
∑
i=

(−)i+[a, φ(v ∧⋯ ∧ v̂i ∧⋯ ∧ vr+)]

para cada φ ∈ hom(ΛrV ,An) y cada v, . . . , vr+ ∈ V . Es importante observar que el
corchete [a,−] que aparece en esta fórmula se aplica sobre elementos del bimódulo
torcido An y, entonces, hace aparecer la acción de  sobre A.

2.5. Sea V  = {v ∈ V ∶ v = v} el subespacio �jo de V bajo la acción de . Sea,
por otro lado, V el subespacio de V generado por los autovectores de  en V
correspondientes a autovalores distintos de . Como estamos suponiendo que  es
semisimple, tenemos que

V = V  ⊕ V . (49)

2.6. De V.2.9 sabemos que existe una base simpléctica {u, . . . , un , v, . . . , vn} de V
y escalares λ, . . . , λn ∈ C× tales que ui = λiui y vi = λ−i vi para cada i ∈ {, . . . , n}.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que d = d() ∈ N es tal que λi ≠ 
si  ≤ i ≤ d y que λi =  si d < i ≤ n, de manera que es ui , vi ∈ V si  ≤ i ≤ d y
ui , vi ∈ V  si d < i ≤ n. Claramente, entonces,

d = 

dimC V .

2.7. Esta última expresión para d hace evidente que la función d ∶ G → N es una
función central, esto es, que es constante sobre las clases de conjugación de G.
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2.8. Observemos que tanto (V ,ω∣ΛV∗

) como (V  ,ω∣ΛV ∗) son espacios sim-

plecticos: en efecto, {u, . . . , ud , v, . . . , vd} y {ud+, . . . , un , vd+, . . . , vn} son bases
simplécticas para V y V , respectivamente. En particular, la forma

η = η = (ω∣ΛV∗

)d ∈ ΛdV∗



es no nula, de acuerdo a V.1.11.

2.9. A partir de (49) obtenemos una descomposición

ΛdV = ⊕
r+s=d

ΛrV  ⊗ ΛsV . (50)

Como ΛV  se identi�ca canónicamente con C, podemos a su vez identi�car el
sumando ΛV ⊗ΛdV con ΛdV y extender, sin cambiar la notación, a la forma η
a un elemento de ΛdV∗ de manera que se anule sobre los otros sumandos que
aparecen en (50).

2.10. Sea, �nalmente,

η̃ = η̃ ∶ v ∈ ΛdV ↦ η(v) ∈ An.

Se trata de una d-cocadena en el complejo hom(ΛV ,An) de 2.4.
2.11. Proposición. La cocadena η̃ ∶ ΛdV → An es un cociclo.

Demostración. Fijemos una base {v, . . . , vn} de V para la que sea v, . . . , vd ∈ V

y vd+, . . . , vn ∈ V . Sean además, i, . . . , id+ tales que  ≤ i < ⋯ < id+ ≤ n.
Entonces

d η̃(vi ∧⋯ ∧ vid+) =
d+
∑
j=

(−) j+[vi j , η̃(vi ∧⋯ ∧ v̂i j ∧⋯ ∧ vid+)]

=
d+
∑
j=

(−) j+[vi j , η(vi ∧⋯ ∧ v̂i j ∧⋯ ∧ vid+)].

Si id > d, entonces η(vi ∧⋯∧ v̂i j ∧⋯∧vid+) =  para todo j ∈ {, . . . , d+}, por
la forma en que extendimos η a ΛdV en 2.9, de manera que d η̃(vi ∧⋯∧vid+) = .
Si, por el contrario, id ≤ d, es necesariamente i j = j para cada j ∈ {, . . . , d}
y η(vi ∧ ⋯ ∧ v̂i j ∧ ⋯ ∧ vid+) =  para esos valores de j. En este segundo caso,
entonces,

d η̃(vi ∧⋯ ∧ vid+) = (−)d[vid+ , η(v ∧⋯ ∧ vd)].

Como η toma valores en el centro de An y como  actúa trivialmente sobre éste,
vemos que también ahora tenemos que d η̃(vi ∧⋯ ∧ vid+) = .
Como {vi ∧ ⋯ ∧ vid+ ∶  ≤ i < ⋯ < id+ ≤ n} es una base de Λd+V ,

concluimos de esta forma que d η̃ ∶ Λd+ → An se anula, es decir, que η̃ es un
d-cociclo. �
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2.12. Proposición. La cocadena η̃ ∶ ΛdV → An no es un coborde.

Demostración. Fijemos una base simpléctica {u, . . . , un , v, . . . , vn} de V como
en 2.6 y supongamos que h ∈ hom(Λd−V ,An) es tal que d(h) = η̃.
Si escribimos, para cada i ∈ {, . . . , d},

hi = h(v ∧⋯ ∧ v̂i ∧⋯ ∧ vd ∧ u ∧⋯ ∧ ud)
y

h′i = h(v ∧⋯ ∧ vd ∧ u ∧⋯ ∧ ûi ∧⋯ ∧ ud)

entonces

η̃(v ∧⋯ ∧ vd ∧ u ∧⋯ ∧ ud) = dh(v ∧⋯ ∧ vd ∧ u ∧⋯ ∧ ud)

=
d
∑
i=

(−)i+[vi , hi] +
d
∑
i=

(−)d+i+[ui , h′i] .

La elección de η̃ implica inmediatamente que η̃(v ∧⋯ ∧ vd ∧ u ∧⋯ ∧ ud) es un
escalar no nulo y, por otro lado, el tercer miembro de esta igualdad es un elemento
de [V ,An], de manera que

[V ,An] ∩C ≠ .

Para cada i ∈ {, . . . , n} sea V i = Cvi ⊕ Cui ⊆ V y sea Ai la subálgebra
de An generada por V i . Entonces V = ⊕n

i= V
i y, abusando un poco de la nota-

ción, A = ⊗n
i= A

i . Claramente Ai es isomorfa al álgebra de Weyl A, y cada V i es
-invariante, así que i = ∣V i es un automor�smo simpléctico de V i que extiende
a un automor�smo del álgebra Ai . Más aún, es

[V ,An] =
d
∑
i=

[V i ,An] =
d
∑
i=

A ⊗⋯⊗ [V i ,Ai]i ⊗⋯⊗ An . (51)

Si i ∈ {, . . . , d}, entonces i es un autmor�smo lineal del álgebra deWeyl Ai distinto
de la identidad, así que 1.5 nos dice que Ai = C ⊕ [Ai ,Ai]i . Usando esto en (51)
vemos que, entonces, C ∩ [V ,An] = . Esto es absurdo en vista de 2.10, y esta
contradicción prueba la proposición. �

2.13. No es difícil mostrar que todo d-cociclo φ ∈ hom(ΛdV ,An) con valores
en el subespacio C ⊂ An es un multiplo escalar del cociclo η̃ contruido en esta
sección. No necesitaremos para lo que sigue este resultado, así que omitimos los
detalles; pueden encontrarse en [SA02].

2.14. Ya estamos en condiciones de calcular explícitamente la cohomología de An

con valores en el bimódulo torcido An:

Teorema. Sea  ∈ Aut(An) = Sp(V ,ω) un automor�smo lineal semisimple de An y
sea d = 


dimC V. Entonces hay un isomor�smo de espacios vectoriales graduados

f = f ∶ ΛdV∗
 [−d]→ Ext●Ae

n
(An ,An)
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Demostración. El espacio vectorial graduado ΛdV∗
 [−d] tiene dimensión  y está

concentrado en grado d. Si calculamos Ext●Ae
n
(An ,An) como la cohomología del

complejo hom(Λ●V ,An), entonces podemos de�nir una aplicación lineal

f ∶ ΛdV∗
 [−d]→ Ext●Ae

n
(An ,An)

de manera que la imagen de la forma η de 2.8 sea la clase de la d-cocadena η̃
construida en 2.10. Esto tiene sentido porque η̃ es un cociclo, de acuerdo a 2.11,
y se trata de un monomor�smo porque η̃ no es un coborde, como vimos en 2.12.
Para ver que f es un isomor�smo, entonces, alcanza con mostrar que el espacio
vectorial graduado Ext●Ae

n
(An ,An) también tiene dimensión  y está concentrado

en grado d.
Retomemos las notaciones de la prueba de 2.12. Del isomor�smo de álgebras

A =⊗n
i= A

i y el correspondiente isomor�smo de bimódulos A =⊗n
i= A

i i obte-
nemos, iterando la fórmula de Künneth I.5.9 para la cohomología de Hochschild,
un isomor�smo

∨ ∶
n
⊗
i=
Ext●
(Ai)e(A

i ,Ai i)→ Ext●Ae
n
(An ,An).

Sabemos de 1.7 que

dimC Ext●(Ai)e(A
i ,Ai i) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

, si i = id y ● = , o si ≠id y ● = ;
, en cualquier otro caso.

Usando esto es inmediato veri�car que la única componente homogénea no nula
del producto⊗n

i= Ext
●
(Ai)e

(Ai ,Ai i) es la de grado d, y que ésta tiene dimensión :
en efecto, esto sigue de que el conjunto {i ∈ {, . . . , n} ∶ i ≠ id} tiene exactamente
d elementos. Finalemente, como el mor�smo ∨ es un isomor�smo, lo mismo vale
para Ext●Ae

n
(An ,An), que es lo que queríamos mostrar. �

2.15. Observemos que la determinación de las dimensiones de las componentes ho-
mogéneas de Ext●Ae

n
(An ,An) puede hacerse sin necesidad de tener la información

sobre el cociclo η̃ obtenida en esta sección: ese es lo que se hace en el trabajo [AFLS00].
Nosotros, sin embargo, necesitamos la forma explícita del isomor�smo de 2.14 en la
forma dada en la prueba de ese teorema.

3. Cohomología con valores en A⋊G

3.1. Fijemos un subgrupo �nitoG ⊂ Aut(An) de automor�smos lineales del álgebra
de Weyl An.

3.2. Si , h ∈ G, entonces la aplicación

v ∈ Vhh− ↦ hv ∈ V
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está bien de�nida, es biyectiva e induce un isomor�smo

h# ∶ Λd()V∗
 → Λd(hh

−)V∗
hh−

ya que d() = d(hh−). Podemos entonces de�nir

h# =⊕
∈G

h# ∶⊕
∈G
Λd()V∗

 [−d()]→⊕
∈G
Λd()V∗

 [−d()].

Obtenemos así una aplicación

h ∈ G ↦ h# ∈ GL(⊕
∈G
Λd()V∗

 [−d()]).

Es fácil ver que se trata de un mor�smo de grupos, que hace del espacio

⊕
∈G
Λd()V∗

 [−d()]

un G-módulo.

3.3. Lema. Bajo la acción de G sobre⊕∈G Λd()V∗
 [−d()] se tiene que

h ⋅ η = ηhh−

para cada , h ∈ G.
Demostración. Recordemos que η = (ω∣ΛV∗


)d() ∈ Λd()V∗

 . Es claro entonces
que η = (ωd)∣Λd()V∗


y, de acuerdo a la forma en que está de�nida la acción de G,

es

h ⋅ η = (h∗(ω)d)∣
Λd(hh−)V∗

hh−

con h∗ ∶ ΛV∗ → ΛV∗ el mor�smo inducido por h. Como la acción de G sobre V
es simpléctica, h∗(ω) = ω, y entonces vemos inmediatamente que h ⋅ η = ηhh− ,
como a�rma el lema. �

3.4. El objetivo de esta sección es obtener la siguiente descripción de los grupos de
cohomología ExtAe

n(An ,An ⋊G) en tanto G-módulos:
Proposición. Hay un isomor�smo de G-módulos graduados

f ∶⊕
∈G
Λd()V∗

 [−d()]→ Ext●Ae
n
(An ,A⋊G)

tal que para cada  ∈ G es

f (η) = [η̃] ∈ Extd()Ae
n

(An ,A⋊G)

con η ∈ Λd()V∗
 [−d()] y η̃ ∈ hom(Λd()V ,An) como en la sección ante-

rior.
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Demostración. Para ver que se trata de un isomor�so de espacios vectoriales gra-
duados basta observar que a menos del isomor�smo canónico

⊕
∈G
Ext●Ae

n
(An ,An) ≅ Ext●Ae

n
(An ,A⋊G)

que da la aditividad de Ext, la aplicación f se identi�ca con la suma directa

f =⊕
∈G

f ∶⊕
∈G
Λd()V∗

 [−d()]→⊕
∈G
Ext●Ae

n
(An ,An)

de los isomor�smos obtenidos en 2.14. En vista de como fue de�nido el mor�smo f
y del lema 3.3, para terminar la prueba de la proposición tenemos que mostrar que
si , h ∈ G entonces

h ⋅ [η̃] = [η̃hh−]. (52)

En efecto, esto implica inmediatamente que f es un mor�smo de G-módulos.
Explicitemos la acción de G sobre Extd()Ae

n
(An ,An ⋊G).

En IV.1.6 construimos una resolución Ae
n-proyectiva Ae

n ⊗ Λ●V ↠ An. La
acción de G sobre An induce de manera evidente una acción sobre Ae

n, sobre V
y sobre Λ●V , y en consecuencia G actúa sobre las componentes homogéneas del
complejo Ae

n⊗Λ●V . Más aún, comoG actúa por automor�smos de An es inmediato,
en vista de las fórmulas que dimos en IV.1.6 para las diferenciales de ese complejo y
para su aumentación, que estos mor�smos son de hecho mor�smos de G-módulos.
Por otro lado, G actúa sobre A⋊ G por ‘conjugación’, de manera que si , h ∈ G y
a ∈ A, es

h ⋅ a ⊗  = h(a)⊗ hh−.

Entonces el complejo homAe
n(Ae

n ⊗ Λ●V ,An ⋊G), cuya cohomología es isomorfa
a ExtAe

n(An ,An ⋊ G), es un complejo de G-módulos con la acción diagonal. Este
complejo de identi�ca, como ya hicimos antes, con hom(Λ●V ,A⋊G) y la acción
de G inducida sobre éste último es también la acción diagonal. En de�nitiva, la
acción de G sobre ExtAe

n(An ,An ⋊G) puede ser descripta de la siguiente manera:
si r ≥  y si α ∈ ExtrAe

n
(An ,An ⋊G) es una clase de cohomología representada por

un r-cociclo a ∶ ΛrV → A⋊G, y si h ∈ G, entonces h ⋅ α ∈ ExtrAe
n
(An ,An ⋊G) es la

clase de cohomología del r-cociclo b ∶ ΛrV → An ⋊G tal que

b(v ∧⋯vr) = h b(h−(v) ∧⋯ ∧ h−(vr))h−

para cada v, . . . , vr ∈ V .
En particular, si , h ∈ G, la clase h ⋅ [η̃] está representada por el cociclo

θ ∶ Λd()V → A⋊G tal que

θ(v ∧⋯ ∧ vd()) = h η̃(h−(v) ∧⋯ ∧ h−(vd()))h−

= η(h−(v) ∧⋯ ∧ h−(vd()))hh−,
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y entonces para ver que (52) vale tenemos que mostrar que

ηhh−(v ∧⋯ ∧ vd()) = η(h−(v) ∧⋯ ∧ h−(vd())).

Esto es es precisamente el contenido de 3.3. �

4. Estructura multiplicativa

4.1. En esta sección determinamos el producto

⌣ ∶ ExtAe
n(An ,An ⋊G)⊗ ExtAe

n(An ,An ⋊G)→ ExtAe
n(An ,An ⋊G)

del álgebra ExtAe
n(An ,An ⋊G). Recordemos que este producto es la composición

del producto

⊔ ∶ ExtAe
n(An ,An ⋊G)⊗ ExtAe

n(An ,An ⋊G)
→ ExtAe

n(An , (An ⋊ G) ⊗An (An ⋊ G))

construido en I.5.11 con el mor�smo

ExtAe
n(An , (An ⋊G)⊗An (An ⋊G))→ ExtAe

n(An ,An ⋊G)

inducido por la aplicación

(An ⋊G)⊗An (An ⋊G)→ An ⋊G

dada por el producto de An ⋊G.

4.2. Recordando la descomposición An ⋊G ≅⊕∈G An del An-bimódulo An ⋊G,
y usando la aditividad de los functores involucrados, vemos que tenemos que calcular
la composición de

⊔ ∶ ExtAe
n(An ,An)⊗ ExtAe

n(An ,Anh)→ ExtAe
n(An ,An ⊗An Anh) (53)

con el mor�smo

µ,h ∶ ExtAe
n(An ,An ⊗An Anh)→ ExtAe

n(An ,Anh)

inducido por la multiplicación An ⊗An Anh → Anh.

4.3. El mor�smo µ,h es fácil de controlar, usando la siguiente observación:

Lema. Sea Λ un álgebra y sean , h ∈ Aut(Λ) dos automor�smos de Λ. Entonces la
aplicación φ ∶ Λ ⊗Λ Λh → Λh tal que φ(a ⊗ bh) = a(b)h para cada a, b ∈ Λ,
es un isomor�smo de Λ-bimódulos.

Demostración. Que φ está bien de�nida y que es un mor�smo de Λ-bimódulos
sigue de un cálculo directo. Para ver que se trata de un isomor�smo, basta observar
que la aplicación ψ ∶ ah ∈ Λh ↦ a ⊗ h ∈ Λ ⊗Λ Λ es una inversa para φ. �
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4.4. Para calcular el producto ⊔ de (53) seguimos la construcción hecha en la sec-
ción 5 del capítulo I. El primer paso es la obtención de un mor�smo diagonal:

Proposición. Sea ∆ ∶ An → An ⊗An An el isomor�smo de An-bimódulos tal que
∆() =  ⊗ , y sea ε ∶ P = Ae

n ⊗ Λ●V ↠ An la resolución Ae
n-proyectiva de An

construida en IV.1.6. Entonces existe un mor�smo ∆ ∶ P → P ⊗A P tal que conmuta el
diagrama

P
ε //

∆

��

An

∆

��
P ⊗A P ε⊗ε // An ⊗An An

Demostración. Para cada d ≥  sea Sd el grupo simétrico sobre {, . . . , d}. Además,
si p, q ≥  son tales que p + q = d sea Sp,q ⊂ Sd el subconjunto de los (p, q)-shu�es:
una permutación π ∈ Sd es un elemento de Sp,q sii π() < π() < ⋯ < π(p)
y π(p + ) < π() < ⋯ < π(p + q) y en ese caso escribimos π = (i , j) con
i = (π(), . . . , π(p)) y j = (π(p + ), . . . , π(p + q)). Notemos, �nalmente, ε(i , j) a
la signatura de la permutación (i , j).
Consideremos la aplicación ∆ ∶ P → P ⊗An P de espacios vectoriales graduados

tal que si d ≥  la componente de grado d de ∆ es

∆d((a ⊗ b)⊗ v ∧⋯ ∧ vd)

= ∑
p+q=d
(i, j)∈Sp,q

ε(i , j) ((a ⊗ )⊗ vi ∧⋯ ∧ vip)⊗ ((⊗ b)⊗ v j ∧⋯ ∧ v jq).

Es inmediato que se trata de un mor�smo de An-bimódulos graduados. Más aún,
un cálculo tedioso pero familiar prueba que se trata de un mor�smo de complejos.
Finalmente, un cálculo directo veri�ca la conmutatividad del diagrama que aparece
en su enunciado, terminando la prueba de la proposición. �

4.5. Usando el mor�smo ∆ ∶ P → P ⊗An P podemos describir el producto

⊔ ∶ ExtAe
n(An ,M)⊗ ExtAe

n(An ,N)→ ExtAe
n(An ,M ⊗A N)

para cada elección deM y N en AnModAn . En efecto, sean p, q ≥  y consideremos
clases α ∈ ExtpAe

n
(An ,M) y β ∈ ExtqAe

n
(An ,N). Si vemos a ExteAn

(An ,M) como la
cohomología del complejo homAe

n(P,M), que a su vez se identi�ca con el complejo
hom(Λ●V ,M), entonces α es la clase de un p-cociclo a ∈ hom(ΛpV ,M); de forma
similar, la clase β está representada por un q-cociclo b ∈ hom(ΛqV ,N). En estas
condiciones, la clase α⊔β está representada por el cociclo γ ∈ hom(Λp+qV ,M⊗AN)
tal que

γ(v ∧⋯ ∧ vp+q) = ∑
(i, j)∈Sp,q

ε(i , j) a(vi ∧⋯ ∧ vip)⊗ b(v j ∧⋯ ∧ v jq).
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4.6. Para poder usar esta expresión en la situación especial de (53) necesitamos el
siguiente lema elemental, pero que parece no haber sido observado antes:

Lema. Si , h ∈ G, entonces Vh ⊆ V + Vh y, en particular, se tiene que

d(h) ≤ d() + d(h).

Demostración. Como G es �nito, podemos suponer a V dotado de un producto
interno G-invariante. Es inmediato, entonces, que para cada k ∈ G los subespacios
complementarios Vk y V k son ortogonales.
Si ahora , h ∈ G, es

(V + Vh)⊥ = V⊥ ∩ V⊥h = V  ∩ V h ⊆ V h

de manera que

Vh = (V h)⊥ ⊆ (V + Vh)⊥⊥ = V + Vh .

Esto prueba el lema. �

4.7. Proposición. Sean , h ∈ G y consideremos el mor�smo

⌣ ∶ ExtAe
n(An ,An)⊗ ExtAe

n(An ,Anh)→ ExtAe
n(An ,An ⊗An Anh)

(i) Si d(h) < d() + d(h), entonces este mor�smo es nulo.
(ii) Si, en cambio, d(h) = d() + d(h), entonces se trata de un isomor�smo y

[η̃] ⌣ [η̃h] = [η̃h]. (54)

Notemos que estos dos casos son exhaustivos, en vista de la desigualdad obtenida
en el lema anterior.

Demostración. Recordemos que ExtAe
n(An ,An) ≅ Λd()V∗

 [−d()] es un es-
pacio vectorial graduado de dimensión total , concentrado en grado d() y allí
generado por la clase [η̃]. En consecuencia, ExtAe

n(An ,An) ⊗ ExtAe
n(An ,Anh)

y ExtAe
n(An ,An⊗An Anh) son espacios vectoriales graduados de dimensión total 

y concentrados en grado (d() + d(h)) y d(h), respectivamente.
Cuando d(h) < d() + d(h), no hay puede haber entonces aplicaciones no

nulas de ExtAe
n(An ,An)⊗ExtAe

n(An ,Anh) a ExtAe
n(An ,An⊗An Anh), así que la

a�rmación (i) es inmediata.
Supongamos ahora, para ver (ii), que

d(h) = d() + d(h). (55)

De acuerdo a lo hecho en 4.5, el producto [η̃] ⊔ [η̃h] está representado por el
d(h)-cociclo γ ∶ Λ(d(h))V ,An ⊗An Anh) tal que

γ(v ∧⋯ ∧ vd(h))
= ∑
(i, j)∈Sd(),d(h)

ε(i , j) η(vi ∧⋯ ∧ vid())ηh(v j ∧⋯ ∧ v jd(h))  ⊗ h



94 VI. COHOMOLOGÍA DE ÁLGEBRAS DE INVARIANTES DE UN ÁLGEBRA DE WEYL

para cada elección de v, . . . , vd(h) ∈ V .
La igualdad (55), en vista del lema 4.6, implica que Vh = V ⊕ Vh. Podemos

entonces elegir una base {w, . . . ,wn} de V de manera que {w, . . . ,wd()} ⊂ V,
{wd()+, . . . ,wd()h} ⊂ Vh y {wd(h)+, . . . ,wn} ⊂ V h. Es fácil ver ahora,
procediendo como en la prueba de 2.11, que si  ≤ i < ⋯ < id(h) ≤ n es

γ(wi ∧⋯ ∧wid(h)) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

 ⊗ h, si id(h) = d(h);
, en caso contrario.

Esto nos dice precisamente que

γ(v ∧⋯ ∧ vd(h)) = ηh(v ∧⋯ ∧ vd(h))  ⊗ h

para cada elección de v, . . . , vd(h) ∈ V . y, en consecuencia, el producto [η̃] ⌣ [η̃h]
está representado por el cociclo η̃h ∈ hom(Λd(h)V ,Anh): esto nos dice que
vale (54) y prueba (ii). �

4.8. Consideremos la �ltración creciente F sobre el álgebra de grupo CG tal que

FkCG = ⊕
d()≤k

C

para cada k ≥ . Es una consecuencia inmediata de la desigualdad obtenida en
el lema 4.6 que F es una �ltración de álgebras y entonces podemos considerar el
álgebra graduada gr● CG. Para cada  ∈ G escribimos ̄ al símbolo principal de 
en gr● CG.

4.9. De la de�nición de la �ltración es claro que FkCG = Fk+CG para todo k ∈ N,
así que grk+CG =  si k ∈ N.

4.10. La acción de G sobre CG inducida por la conjugación es compatible con la
�ltración F, ya que d ∶ G → N es una función central. En consecuencia, el álgebra
gr● CG hereda una acción de G por automor�smos, y evidentemente es

h ⋅ ̄ = hh− (56)

para cada elección de , h ∈ G.
4.11. Teorema. Hay un isomor�smo de álgebras graduadas

f ∶ H●(An ,An ⋊G) ≅ gr● CG

tal que f ([η̃]) = ̄, y este isomor�smo es compatible con la acción de G sobre
H●(An ,An ⋊G) y gr● CG.

Demostración. Sabemos que {[η̃] ∶  ∈ G} es una base para

H●(An ,An ⋊G) ≅ Ext●Ae
n
(An ,A⋊G),

así que hay exactamente una aplicación lineal como en el enunciado y es un isomor-
�smo, ya que {̄ ∶  ∈ G} es, por supuesto, una base de gr● CG. Que esta aplicación
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es un mor�smo de álgebras es consecuencia directa de la proposición 4.7. Finalmen-
te, para ver que es compatible con la acción de G basta comparar la fórmula (52)
de la página 90 y la (56) de 4.10 que dan, respectivamente, la acción de G sobre el
dominio y el codominio de f . �

5. Productos cruzados y subálgebras de invariantes

5.1. Como consecuencia del teorema de la sección anterior y de los resultados de la
sección 9 del capítulo I, podemos obtener el resultado central de esta tesis:

Teorema. Sea n ≥ , sea An la n-ésima álgebra de Weyl y sea G un grupo �nito
que actúa sobre An por automor�smos lineales. Sea Z (G) el centro del álgebra de
grupo CG. Como se trata de una subálgebra de CG, podemos restringir a �ltración
constuida en 4.8 a Z (G) y considerar el álgebra graduada asociada gr●Z (G). Hay
entonces un isomor�smo de álgebras graduadas

HH●(An ⋊G) ≅ gr●Z (G)

Demostración. De acuerdo a los teoremas I.9.6 y I.9.7, sabemos que hay una sucesión
espectral convergente de álgebras que tiene

Ep,q
 ≅ Hp(G ,Hq(A,A⋊G))⇒ HH●(A⋊G).

Como G es �nito y nuestro cuerpo de baseC es de característica cero, el álgebraCG
es semisimple y H+(G ,−) = . Esto nos dice que la etapa E de la sucesión espectral
está soportada en uno de los ejes, así que la sucesión espectral degenera allí y nos da
un isomor�smo de álgebras graduadas

HH●(A⋊G) ≅ H(G ,H●(A,A⋊G)) = H●(A,A⋊G)G .

Además, según 4.11, hay un isomor�smo de álgebras H●(A,A⋊G) ≅ gr● CG com-
patible con la acción de G, así que en de�nitiva tenemos un isomor�smo de álgebras
graduadas

HH●(A⋊G) ≅ (gr● CG)G

Para probar el teorema, entonces, tenemos que mostrar que

(gr● CG)G ≅ gr●Z (G). (57)

Ahora bien, es inmediato veri�car que Z (G) = (CG)G y que la �ltración
de Z (G) coincide con la �ltración sobre (CG)G inducida por restricción de la
deCG, así que gr●Z (G) ≅ gr●(CG)G y, por otro lado, hay un isomor�smo evidente
gr●(CG)G ≅ (gr● CG)G . La composición de estos dos isomor�smos prueba (57) y,
entonces, el teorema. �

5.2. Usando ahora los resultados de la sección 7 del capítulo I sobre la invariancia
por equivalencias Morita, obtenemos un resultado similar para las subálgebras de
invariantes de An:
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5.3. Teorema. En la situación del teorema anterior, supongamos que la acción de G
sobre An es �el y sea AG

n = {a ∈ An ∶ a = a para cada  ∈ G} la subálgebra de
invariantes de An para G. Entonces AG

n y An ⋊ G son equivalentes en el sentido de
Morita y, en particular, hay un isomor�smo de álgebras

HH●(AG
n) ≅ gr●Z (G).

Demostración. Como las únicas unidades de An son los escalares, la acción de G
sobre An es exterior como en I.8.9. Como la característica de C es nula, ∣G∣ es
inversible en C, y el teorema I.8.11 nos dice que AG

n y An ⋊ G son equivalentes en
el sentido de Morita. De acuerdo a I.7.4, entonces, las álgebras de cohomología
HH●(AG

n) y HH●(An ⋊G) son isomorfas y el teorema sigue de 5.1. �

5.4. Razonando como en 4.9 podemos ver que el algebra gr●Z (G) está concentrada
en grados pares, así que lo mismo vale para HH●(An ⋊G) y HH●(AG

n).

6. Ejemplos

6.1. Sea G un grupo �nito que actua linealmente sobre el álgebra de Weyl An y sea,
como siempre, V = ⊕n

i=Cpi ⊕ Cqi ⊂ An dotado de su forma simpléctica ω. Sea
ρ ∶ G → Sp(V ,ω) el mor�smo de grupos que determina la acción de G sobre An.

6.2. Sea d ∶  ∈ G ↦ 

dimC V ∈ N la función de 2.6, y sea µ ∶ G → N tal que

µ() = n − d() para todo  ∈ G. Como V ⊕ V  = V , es µ() = dimC V  y
entonces µ() es la multiplicidad de  como autovalor de ρ().
6.3. Notemos ⟨G⟩ al conjunto de las clases de conjugación de G y, para cada  ∈ G,
sea ⟨⟩ ∈ ⟨G⟩ la clase de conjugación de . Sabemos que d es una función central,
así que µ también lo es. Esto nos permite de�nir, de manera evidente, funciones
d, µ ∶ ⟨G⟩→ N, para las que no introducimos nuevos nombres.

6.4. Si c ∈ ⟨G⟩, sea s(c) = ∑∈c  ∈ CG. Es inmediato ver que s(c) es central
en CG, que el conjunto B = {s(c) ∶ c ∈ ⟨G⟩} es una base de Z (G) y que, más
generalmente, para cada k ∈ N, el conjuntoBk = {s(c) ∶ c ∈ ⟨G⟩, d(c) ≤ k} es una
base de FkZ (G).
6.5. Lema. Si F es la �ltración de Z (G) como en 5.1, entonces

s(c) ∈ Fd(c)Z (G)/Fd(c)−Z (G),

así que el símbolo principal ĉ de s(c) en gr●Z (C) tiene grado d(c). Para cada
k ∈ N, grk Z (G) tiene a {ĉ ∶ c ∈ ⟨G⟩, d(c) = k} como base y, en particular,

dimC HHk(An ⋊G) = dimC grk Z (G) = ∣{c ∈ ⟨G⟩ ∶ d(c) = k}∣

Demostración. Esto es inmediato de las de�niciones. �
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La acción tautológica de Sn

6.6. Sea Sn el grupo simétrico sobre {, . . . , n} y consideremos la acción de Sn
sobre An tal que

 ⋅ pi = p(i)
y

 ⋅ qi = q(i)

para cada i ∈ {, . . . , n} y cada  ∈ Sn. Para esta acción, es fácil ver que si una
permutación  ∈ Sn tiene k ciclos, entonces dimC V  = k y d() = n− k. Teniendo
en cuenta la forma en que las clases de conjugación de Sn se corresponden con las
particiones de n, es claro que, para cada k ∈ N, la dimensión dimC grk Z (G) es la
cantidad de particiones de n con exactamente k partes.
Para cada partición λ, notemos cλ a la clase de conjugación correspondiente y,

para simpli�car, escribamos [λ] en vez de ŝλ.

6.7. Consideremos el caso particular en que n = . Las particiones de  son (),
(, ), y (), así que {[], [, ], []} es una base de gr●Z (G). Contado partes
vemos que

[] ∈ grZ (G), [, ] ∈ grZ (G), [] ∈ grZ (G).

Es claro que [] es la unidad de gr●Z (G). Por otro lado [] ⌣ [] =  porque
grZ (G) = . El único producto de la tabla de multiplicar de gr●Z (G) correspon-
diente a esta base que no es trivial es [] ⌣ [].
Calculémoslo. Tenemos los elementos

s() = S ,
s(, ) = ( ) + ( ) + ( ),
s() = (  ) + (  )

enZ (S) y calculando vemos que

s() ⋅ s() =  s() +  s().

Esta expresión nos dice que hay tres formas de escribir al elemento neutro como
producto de dos transposiciones, y que hay tres formas de escribir a cada -ciclo
como producto de dos transposiciones. Mirando esta ecuación en gr●Z (S) vemos,
entonces, que

[] ⌣ [] =  [].

Vemos así que la clase [] genera a gr●Z (S) y, de hecho, vemos que hay un iso-
mor�smo

HH●(A ⋊ S) ≅ gr●Z (S) ≅ C[ξ]/(ξ)
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con C[ξ]/(ξ) el álgebra graduada con ξ en grado .

6.8. Este ejemplo muestra que el producto en la cohomología de HH●(An ⋊ G)
puede no ser trivial.

Separación

6.9. Notemos C[G] al álgebra de funciones centrales sobre G con valores en C.
6.10. El álgebra C[G] es un λ-anillo de manera canónica, con las operaciones de
Adams ψk ∶ C[G]→ C[G] dadas por

ψk( f )() = f (k)

para cada k ≥ , f ∈ C[G] y  ∈ G; ver las notas de Donals Knutson[Knu73].
6.11. Sea t una variable y sea C[G]⟦t⟧ el anillo de series formales de potencias en t
con coe�cientes en C[G]; consideramos a sus elementos como funciones centra-
les sobre G con valores en C⟦t⟧. Sea p ∈ C[G]⟦t⟧ tal que p() es el polinomo
característico de ρ() para cada  ∈ G y sea q ∈ C[G]⟦t⟧ tal que q(t) = tnp(t−).
6.12. Sea χ ∈ C[G] el caracter de ρ, de manera que χ() = tr ρ() para cada  ∈ G.
Un calculo directo usando el hecho de que cada elemento de  actua de manera
diagonalizable sobre V prueba que

d
dt
ln q(t) = −∑

k≥
ψk+(χ)tk

Como p y q tienen al  como cero de la mismamultiplicidad, y evaluando el miembro
izquierdo de esta igualdad, vemos que la función d ∶ G → N está dada por

d = n + res∑
k≥

ψk+(χ)tk , (58)

con res f el residuo en  de la función f meromorfa en .
La expresión (58) obtenida para d muestra que esta función depende solamente

de las operaciones de Adams de la estructura de λ-anillo del álgebra C[G] y del
carácter χ.

6.13. Como el tipo de isomor�smo del álgebraZ (G) depende solamente de la tabla
de carácteres, y la estructura de λ-anillo de C[G] depende solamente de la tabla de
carácteres de G y de la familia de aplicaciones potencia ⟨⟩ ∈ ⟨G⟩ ↦ ⟨k⟩ ∈ ⟨G⟩,
es fácil ver que el tipo de isomor�smo del algebra de cohomología HH●(An ⋊ G)
depende solamente de esa información.
En particular, como existen pares de grupos no isomorfos con tablas de carác-

teres iguales y aplicaciones de potencias conjugadas—ejemplos explícitos de esto
construidos por Dade en [Dad64]—vemos que no podemos reconstruir el grupo G
a partir del álgebra HH●(AG

n). Para esos ejemplos, se necesitan invariantes más �nos
para separar las álgebras de invariantes correspondientes.
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