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Cohomologia de Hochschild

de algebras de operadores diferenciales

Resumen

Si A, esla n-ésima C-algebra de Weyl, hay un accién canénica del grupo sim-
pléctico Sp(C, 2n) sobre A, dada por substitucién lineal de los generadores. En
particular, si G € Sp(C, 2n) es un subgrupo finito, por restricciéon de esa accion
obtenemos una accion de G sobre A,. El resultado principal de esta tesis es la de-
terminacién del dlgebra de cohomologia de Hochschild HH* (A%) del algebra de
invariantes A%: construimos una filtracién F sobre el dlgebra de grupo CG y mostra-
mos que hay un isomorfismo HH®(A%) = gr, CG entre el dlgebra de cohomologia y
el dlgebra graduada asociada a F. Esto completa la determinacion de la estructura de
HH*(A%) iniciada por [J. Alev, M. A. Farinati, Th. Lambre, y A. L. Solotar, J. Algebra
232 (2000) no. 2, 564-577].

Los resultados de esta tesis aparecieron publicados en los trabajos [M. Sudrez-
Alvarez, Algebra structure on the Hochschild cohomology of the ring of invariants
of a Weyl algebra under a finite group, J. Algebra 248 (2002), no. 1, 291-306].

Palabras clave: cohomologia de Hochschild, 4lgebras de operadores diferenciales,
algebras de Weyl, producto cup, invariantes.






Hochschild cohomology

of algebras of differential operators

Abstract

If A, is the nth Weyl algebra over C, there is a canonical action of the symplectic
group Sp(C, 2n) on A, given by linear substitution of the generators. In particular, if
G < Sp(C, 2n) is a finite subgroup, we obtain an action of G on A,,. The main result
of this thesis is the determination of the Hochschild cohomology algebra HH* (A%)
of the algebra A% of invariants of A,, under the action of G: we construct a filtration F
on the group algebra CG and show there is an isomorphism HH*(AS) = gr, CG
between the cohomology algebra and the graded algebra associated to F. This com-
pletes the description of the Hochschild cohomology of AS started by [J. Alev, M. A.
Farinati, Th. Lambre, y A. L. Solotar, J. Algebra 232 (2000) no. 2, 564-577].

The results of these thesis have been published as [M. Sudrez-Alvarez, Algebra
structure on the Hochschild cohomology of the ring of invariants of a Weyl algebra
under a finite group, J. Algebra 248 (2002), no. 1, 291-306].

Keywords: Hochschild cohomology, algebras of differential operators, Weyl algebras,
cup-product, invariants.
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Introduccion

El objetivo de esta tesis es la determinacion de la estructura del algebra de coho-
mologia de Hochschild de ciertas algebras de operadores diferenciales. La situacion
que mas nos interesa es la de un grupo finito G que actiia de manera lineal sobre un
espacio vectorial complejo C: logramos describir completamente la cohomologia
de Hochschild HH* (Diff (V/G)) del élgebra Diff (V/G) de operadores diferencia-
les regulares sobre la variedad cociente V /G en términos de datos asociados a la
representacion de G. Mas adn, nuestra descripcion es efectiva y podemos darla
explicitamente en ejemplos no triviales.

Una motivacion inmediata para hacer esto es la de obtener invariantes que
permitan avanzar sobre el problema de distinguir a las dlgebras Diff (V/G) que
pueden construirse de esta forma: el dlgebra de cohomologia de Hochschild es, de
acuerdo a un resultado clasico de Jeremy Rickard, un invariante derivado del algebra
Diff(V/G) y, en consecuencia, nuestros resultados permiten distinguir efectivamen-
te a estas algebras entre si. Este punto de vista aparece como una extension natural
de trabajos de Jacques Alev y otros que tenian a la conjetura de Gelfand-Kirilov
como objetivo ultimo.

Una motivacion mds general para estudiar a las algebras Diff (V/G) es que éstas
pueden verse como deformaciones no conmutativas de las dlgebras Oy de fun-
ciones regulares sobre las variedades cociente V/G o, més precisamente, sobre los
fibrados cotangentes de éstas, y que entonces uno puede esperar obtener informacion
de naturaleza geométrica sobre V' /G a partir de las propiedades algebraicas y homol6-
gicas del dlgebra Diff (V/G). Se sigue de un resultado de Mariusz Wodziki [Wod87]
que, si X es una variedad algebraica afin regular definida sobre C y si Diff (X) es el
algebra de operadores diferenciales regulares sobre X, hay un isomorfismo canénico
entre la cohomologia de Hochschild HH* (Diff (X)) y la cohomologia de de Rham
H*(Xc,C) de la variedad compleja X asociada a X.

Frente a este hecho es natural preguntarse qué sucede en la situacién mas general
en que la variedad X no es regular. Desde este punto de vista, las variedades cociente
V /G proveen una gran familia de ejemplos de prueba para estudiar esta cuestion y
que, de hecho, contiene varios ejemplos de gran interés, como aquella en la que G es
el grupo de Weyl de un algebra de Lie semisimple actuando naturalmente sobre la
correspondiente dlgebra de Cartan V = b, o la decripcién del esquema de Hilbert
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ii INTRODUCCION

de puntos en el plano como resolucién de la n-ésima potencia simétrica (C?)"/S,
de C2.

Finalmente, la descripcion de la cohomologia de las dlgebras Diff (V/G) y de
la estructura algebraica que existe sobre ella es un paso importante, de acuerdo al
método desarrollado por Gerstenhaber, para el estudio de la teoria de deformaciones
de Diff (V/G). En el caso particular, y el més interesante, en que G es un grupo
generado por reflexiones, este estudio ha sido llevado a cabo por Victor Ginzburg y
Pavel Etingof.
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CAPITULO 1

La cohomologia de Hochschild de un algebra

1. Definicion

1.1. Fijemos un cuerpo k. En todo lo que sigue, escribiremos ® y hom(—, —) en lugar
de ®; y homy (-, —), todos los espacios vectoriales serdn k-espacios vectoriales y
todas nuestras algebras seran k-algebras.

1.2. Si A es un algebra, notamos 4Mod y Mod, a las categorias de A-mddulos a
izquierda y a derecha, respectivamente, y si B es otra algebra, escribimos 4Modg a
la categoria de (A, B)-bimo6dulos. Cuando B = A, diremos A-bimddulos en lugar de
(A, A)-bimodulos.

1.3. Eldlgebra opuesta A°? de A coincide con A como espacio vectorial y su producto
- esta dado en términos del de A via la relacién a - b = ba. Es inmediato verificar
que esto define en efecto un algebra asociativa; en particular, su elemento unidad es
el mismo que el de A. Hay un isomorfismo de categorias 4orMod = Mody, al que
consideramos una identificacion.

1.4. El dlgebra envolvente A® de A es simplemente el dlgebra producto tensorial
A ® A°P. Hay un isomorfismo de categorias 4eMod =~ 4Mod 4, al que consideramos,
como antes, una identificacidon.

1.5. La cohomologia de Hochschild de A es el functor de Yoneda
H*(A,-) = Exth. (A, -) : saMods — (Mod”

con valores en la categoria de espacios vectoriales Z-graduados. Si M € sMody,
decimos que H*(A, M) es la cohomologia de Hochschild de A con valores en M. Si
M = A es el bimddulo regular, escribimos simplemente HH®*(A) = H*(A, A).

1.6. En vista de su definicién, la cohomologia de Hochschild es un 0-functor. Expli-
citamente, dada una sucesion exacta corta

£ 00— ML oMM )

en 4Mody, existe un morfismo dg : H*(A, M") —» H**'(A, M") de grado 1, natural
con respecto a morfismos de sucesiones exactas, que da una sucesion exacta larga

P
aé‘

P P
o HP(A, M) T HP(A M) T HP(A M) TS HPR(A, M) — -

1



2 I. COHOMOLOGIA DE HOCHSCHILD

De hecho, se trata de un o-functor universal, cf. [Grosy], pero no necesitaremos esto.

1.7. Para calcular la cohomologia de Hochschild, podemos usar el hecho de que la
categoria 4Mod, posee—porque es isomorfa a una categoria de médulos—tanto
suficientes objectos proyectivos como suficientes objectos inyectivos. Esto tiene
como consecuencia que el functor de Yoneda Ext. (-, —) es naturalmente isomorfo
al functor derivado a derecha de homy.(—, —) con respecto a cualquiera de sus
variables o, de hecho, con respecto a ambas variables simultdneamente.

Nos interesa particularmente una de estas opciones, que ahora describimos en
detalle.

1.8. Fijemos una resolucién proyectiva ¢ : P — A del A-bimddulo regular A en
AMody, de manera que P es un complejo de A-bimodulos proyectivos concentrado
en grados negativos y € es un morfismo de complejos—consideramos aqui a A como
un complejo de A-bimédulos concentrado en grado 0—que induce un isomorfismo
en homologia. Una tal resolucién existe siempre porque, como dijimos arriba, la
categoria de A-bimddulos es isomorfa a la de A°-modulos izquierdos, y ésta, como
toda categoria de mddulos, posee suficientes objectos proyectivos.

Si M € 4Mody, en vista del isomorfismo Ext%. (-, M) = R®*(homgye (-, M)),
cf. [HS97, Th.1V.9.1], tenemos que

H*(A, M) = H(homy. (P, M)) (2)
de manera natural. Si, ademds, f : M — N es un morfismo en 4Mod,, el morfis-
mo H*(A, f) : H*(A,M) - H*(A, N) corresponde, bajo el isomorfismo (2), al
morfismo inducido en la homologia por f,

H(homye (P, f)) : H(homye (P, M)) — H(homye (P, N)).

Finalmente, si £ es una sucesién exacta corta como en (1), el morfismo de conexién

oy : H*(A,M") - H* (A, M)

corresponde al morfismo de conexion de la sucesion exacta larga obtenida a partir
de la sucesion exacta corta de complejos

0 — home (P, M') L home (P, M) ~% hom e (P, M") — 0

Vemos asi que la eleccion de la resolucion P - A de A como A-bimddulo permite
dar una realizacion concreta del 0-functor H*(A, -).

1.9. El bimédulo regular A € sMod, posee muchas resoluciones P — A. La teoria
general de functores derivados nos asegura que la descripcion de H*(A, —) dada
en 1.8 no depende, a menos de un isomorfismo candnico, de la resolucion elegida,
pero es esperable que, al hacer manipulaciones, sea de interés tener tanto control
sobre P como sea posible. En particular, en vista de las aplicaciones, es deseable
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disponer de resoluciones que dependan en forma natural, en un sentido apropia-
do, del algebra A. Describimos a continuacién una resoluciéon de A especialmente
conveniente desde este punto de vista, a la que llamamos resolucion estdndar.

1.10. Antes que nada, observemos que el functor evidente
F=AQ® (—) ® A: Mod - sMody,

toma sobre los objetos valores proyectivos. Esto se sigue inmediatamente de la
férmula de adjuncién

homy:(A® M ® A,N) 2 hom(M, N),

valida si M € yMod y N € 4Mod 4.

111, Si p € Ny, pongamos BPA = F(A®P) = A®(P*2); i p e N, pongamos BPA = 0.
Por otro lado, si p € N,sead? : B?A — B"P*' A el morfismo de A-bimédulos dado
por

p .
dP(a®-® Api1) = Z(‘l)mao Q- ®0aiAjt1 @+ ® dp+1,
i=0

ysead? =0:BPA - BP'Asip > 0.

1.12. Proposicion. (BA, d) es un complejo de A-bimdédulos proyectivos. Hay un mor-
fismoe: BA » Atalquee® : a®@b e B’A = A® A — ab € Ay este induce un
isomorfismo en la homologia. En particular, € : BA — A es una resolucion proyectiva
de A en 4Mody,.

Demostracién. Un calculo directo muestra que d?*! o dP = 0 y que &° es un mor-
fismo de complejos. Las componentes homogéneas de BA son proyectivas como
A-bimodulos en vista de la observacion hecha en 1.10. Resta mostrar que ¢ induce
un isomorfismo en la homologia.

Consideremos el morfismo de complejos ¢ : A — BA tal que ¢°(a) =1® a. Es
inmediato que o ¢ = 14. Por otro lado, po¢ ~ 154 vialahomotopia s : BA — BA[-1]
dada, para cada p € Ny, por

sP(ag® - ®aps1) =180 a)® - ® dpy

sobre los tensores elementales de BPA. O

1.13. Especializando la descripcion de H® (A, —) hecha en 1.8 al caso en que usamos
la resolucién estandar, obtenemos lo siguiente. Sea M € 4Mod, y sea

C(A, M) = homye (BA, M).

Se trata, a menos de un isomorfismo candnico, del complejo de espacios vectoriales
concentrado en grados no-negativos que tiene C (A, M) = hom(A®?, M) si p € Ny,
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y en el que la diferencial d? : CP(A, M) - CP*1(A, M) es tal que, si f € CP(A, M),

(dpf)(al R & Clp+1) = alf(az R & ap+1)

P )
+ Z(—l)’f(al ® - ®aiAiy ® @ adpy1) + (-1 f(a®® ap)aps1.
i1

Entonces es H*(A, M) = H(C(A, M)) de manera natural.
1.14. En todo lo que sigue identificaremos C°(A, M) = hom(k, M) con M.

2. Célculos elementales

2.1. Sea M € 4Mody. De la definiciéon misma, tenemos que es
H°(A, M) = Ext}. (A, M) = homy. (A, M).
Si notamos
M*={meM:am=maparatodoa e A},
entonces es facil verificar que la aplicacién
f ehomye (A, M) = f(1) e M*
estd bien definida y que, de hecho, establece un isomorfismo H°(A, M) = M4
natural en M. En particular, cuando M = A vemos que
HH(A) = A% = Z(A)
es el centro de A.

2.2. Una I-cocadena f € C'(A, M) del complejo C(A, M) de 1.13, es decir, un
morfismo k-lineal f : A - M, es un 1-cociclo si, cualesquiera sean ay, a, € A, se
tiene que

(d'f)(am®az) = ai1f (a2) - f(maz) + f(a)az = 0.

Vemos asi que el conjunto de 1-cociclos es precisamente Z' (A, M) = Dery (A, M),
el espacio de k-derivaciones de A con valores en M.
Por otro lado, sim € C° (A, M) = M, sucoborde d%m € Cl(A, M) es el morfismo

aeAw—am-—maceM.

Vemos asi que el conjunto de 1-cobordes en el complejo C(A, M) coincide con el
de las k-derivaciones f : A — M para las cuales existe un elemento m € M tal
que f(a) = am — ma. Estas derivaciones se llaman derivaciones interiores y forman
claramente un subespacio InnDery (A, M) c Dery (A, M).

Concluimos de esta manera que hay un isomorfismo natural

Der (A, M)

HY(AM)z —52 7
( ) InnDery (A, M)



§3. RELACION CON LA COHOMOLOGIA DE MODULOS 5

2.3. Por supuesto, si el dlgebra A es conmutativa y M es un A-bimodulo simétrico,
se tiene que InnDery (A, M) = 0, asi que H'(A, M) = Dery(A, M). En particular,
en este caso es HH'(A) = Der(A).

3. Relacion con la cohomologia de médulos

3.1. Lema. Sean A, B y C tres k-dlgebras, y sean M € Modagp, N € s4Modc y
P € Modggc. Entonces hay un isomorfismo natural

PM,N,P !hOInAop®Bop(M, homcop(N,P)) - h0m30p®cop(M ®a N,P)

Demostracién. Basta definir

omNp(f)(m@n) = f(m)(n)

para todo f € homgepgper (M, homeer (N, P)), m € M y n € N para obtener un
morfismo natural. Por otro lado, podemos definir otro morfismo

YM,N,P : h0m30p®cop (M ®a N,p) - hoonp®Bop(M, hOl’nCop (N,P))

poniendo

yunp(f)(m)(n) = f(m @ n)

para todo f € hompergcor (M ®4 N,P), m € M yn € N. Dejamos al lector las
verificaciones de que se trata de buenas definiciones y de que, de hecho, obtenemos
de esta manera morfismos inversos. O

3.2. Lema. Sean A, By C tres k-dlgebras, y sean M € Modgp y N € 4Mod¢ médulos
proyectivos. Entonces M ® 4 N es un B ® C-méddulo derecho proyectivo.

Demostracion. De acuerdo a 3.1 hay un isomorfismo
hom gopgpgop (M, homcoep (N, —)) = hompopgcor (M ®a N, —)

de functores definidos sobre Modpggc. El functor hompepgcor (M ®4 N, —) es, de esta
manera, naturalmente isomorfo a la composicion de los functores homcer (N, -) y
hom yopggor (M, —), que son exactos. Resulta entonces que es él mismo exacto y, en
consecuencia, que M ®4 N es proyectivo en Modpgc. U

3.3. Proposicion. Sean A, B y C tres k-dlgebras, y sean M € Modugp, N € sModc y
P € Modggc. Supongamos que Tor (M, N) = 0. Entonces hay una sucesion espectral
convergente que tiene

ED? = Exth,, ¢ pop (M, Ext, (N, P)) = Extporgcor (M ®4 N, P).

Demostracion. Fijemos resoluciones proyectivas X - My Y — N de M como
AP ® B°?-modulo y de N como A ® C°P-mddulo, respectivamente. El complejo
X ®,4 Y calcula Tor?(M, N), de manera que, en vista de la hipdtesis, es acicliclo. Por
otro lado, del lema 3.2 sabemos que X ®4 Y es un complejo de B°? ® C°P-mddulos
proyectivos, asi que X ® 4 Y - M ®4 N es una resolucién proyectivade M ®4 N
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como A°? ® B°?-mddulo. Como consecuencia de esto, la cohomologia del complejo
homepgper (X ®4 Y, P) es naturalmente isomorfa a Extgopgpor (M ®4 N, P).

Consideremos ahora la sucesion espectral E correspondiente al complejo doble
U = homgepgpor (X ®4 Y, P) filtrado con la filtracion F para la cual es

Fp Uq = @ hoonp®Bop (XP ®4 Yq, P)
r+s=q
$2q
Esta sucesion espectral, soportada en el primer cuadrante, es convergente y converge
a H(U) = Extgopgpor (M ®4 N, P). Usando 3.1, vemos que
Eg’q = hom gopgpgor (Xp ®4 Yq, P) ~ hom gopgpgor (Xp, hom cop (Yq, P))

y la diferencial sobre E, esta inducida por la diferencial de Y. Como el functor
hom epgper (X, —) es exacto, tenemos que

Ef”q = hom gorggor (Xp, EXt%OP (N, P))

y es facil ver que la diferencial sobre E; es la inducida por la de X. De esta manera
concluimos inmediatamente que

ED? = Exth,, ¢ pop (M, ExtL,, (N, P)).

La sucesidn espectral E, entonces, tiene la forma deseada. O

3.4. Proposicion. ([CE99, Theorem 2.8a]) Sea A una k-dlgebra y sean M, N € Mod 4.
Si dotamos al espacio vectorial hom(M, N) de su estructura canénica de A-bimddulo,
hay un isomorfismo natural

Exta(M,N) = H*(A, hom(M,N)).

Hay, por supuesto, un resultado simétrico que expresa el functor Ext, (-, —) definido
sobre 4Mod en términos de la cohomologia de Hochschild H*(A, —-).

Demostracion. En la proposicion 3.3 elijamos A, B, C, M, Ny P como A°?, A, k, A,
M y N, respectivamente. Esto nos da una sucesion espectral convergente que tiene

EP » Exti®Aop (A, EX'EZOP (M,N)) = Extyorgior (A ®4 M, N).

Como k = k°P es un cuerpo, Ext; (-, —) = 0 y esta sucesion espectral degenera en
isomorfismos Extae (A, hom(M, N)) = Exta(M, N). O

4. Extensiones

4.1. Una extensiéon de un algebra A es un epimorfismo de algebras p : B — A.
Dada una tal extension, es claro que M = ker p es un ideal bilatero en B, asi que en
particular M puede ser visto como un B-bimdédulo.
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4.2. Decimos que la extension p : B — A es infinitesimal si M* = 0. En ese caso, es
facil verificar que M adquiere un estructura de A-bimddulo poniendo, si a;, a; € A,
meM,

a-m-dp = blmbz,
con b; € p~'(a;) paracada i € {1,2}.
4.3. Si M € 4Mody, una extension infinitesimal de A por M es una terna (i, B, p)
en la que B es un algebra, p: B — A es un morfismo de dlgebrase i : M — B es un
morfismo de espacios vectoriales tales que es exacta la sucesion

i P
0 M B A 0

i(p(b)mp(b")) = bi(m)b', Vb,b' € B,Ym e M. (3)

Esta ultima condicidn es equivalente a que p sea una extension infinitesimal y que i
induzca un isomorfismo de A-bimddulos entre M y ker p, dotado este ultimo de su
estructura de A-bimddulo descripta en 4.1.

4-4. Escribamos InfExt’ (A, M) a la clase de todas las extensiones infinitesimales
de A por M.

4.5. Si M € sModpy, la extensién trivial de A por M es la extension & = (i, B, p) en
la que el dlgebra B es el espacio vectorial A ® M dotado del producto
(a1, M) - (a2, mz) = (@142, amy + miaz),

el morfismo p : B — A es la proyeccion en el primer sumandoe i : M — Bla
inclusion en el segundo. Que esto define en efecto una extension infinitesimal de A
por M sigue de una verificacion directa. Habitualmente escribimos Ax M al dlgebra B
que aparece en &y.

4.6. Si€ = (i,B,p) y &' = (i’,B’,p") son dos extensiones infinitesimales de A
por M, decimos que £ y £’ son equivalentes, y notamos € ~ &', si existe un morfismo
de algebras ¢ : B - B’ que hace conmutar el siguiente diagrama:

i P
M B A
I
. p'
M——p A

En vista del lema de los 5, vemos que en ese caso ¢ es un isomorfismo. Se sigue

0

0

0 0

inmediatamente de esto que la relacion ~ es simétrica. Como claramente es reflexiva
y transitiva, se trata de hecho de una relaciéon de equivalencia.

4.7. Notemos InfExt(A, M) al cociente InfExt’ (A, M) /~. No es dificil ver que se
trata de un conjunto.
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4.8. Sea & = (i, B, p) € InfExt’ (A, M) ysea f : M - M’ un morfismo en 4Mod .
Vemos a M como un B-bimddulo por restriccion de escalares a lo largo de p de ma-
nera que, en particular, podemos considerar la extension trivial & = (ig, Bx M’, po)
de B por M'.

SeaA:meMw (i(m), f(m)) € Bx M'. Se trata claramente de un monomor-
fismo de espacios vectoriales. Su imagen es un ideal bilatero: en efecto, sim € M y
(b,m") e Bx M', es

A(m) - (b,m") = (i(m)b,i(m)m’ + f(m)b).
Por otro lado, tenemos que i(m)b = i(mp(b)), que

f(m)b = f(m)p(b) = f(mp(b))

y, por la forma en que B acttia en M, que i(m)m’ = p(i(m))m' = 0. Se sigue de esto
que A(m) - (b,m’") = A(mp(b)) € im A, y vemos que im A es un ideal a izquierda;
una calculo similar muestra que el ideal es tambien ideal a derecha.

Tenemos asi un algebra B’ = (Bx M")/im A y podemos considerar el diagrama
de espacios vectoriales

P
0 M——>B A 0
- ?’
0 M — B A 0
1

enelque f': B— B’ ei’: M’ - B’ estan inducidas por las inyecciones candnicas
B—>Bo®M'yM' - Bae My, finalmente, p’ esta inducida por p.

La construccion hecha implica que el cuadrado izquierdo del diagrama es co-
cartesiano en yMod; en particular, la segunda fila es exacta. Un célculo directo
muestra que p’ es un morfismo de algebras y que la condicion (3) se satisface. Vemos
asi, en definitiva, que la terna f, (€) = (i’, B/, p’) es un elemento de InfExt’ (A, M”).

4.9. Esto define una funcién f, : InfExt'(A, M) — InfExt’(A, M"). No hay ningu-
na dificultad en mostrar que ésta es compatible con la relacion de equivalencia ~
introducida arriba, de manera que tenemos de hecho una aplicacion

f+ : InfExt(A, M) — InfExt(A, M)

para cada morfismo f : M — M’ en 4Mody. Otra vez, no es dificil mostrar que esto
define un functor InfExt(A, -) : 4Mod,s — Set.

4.10. Teorema. Sea A un dlgebra. Hay un isomorfismo de functores

H?*(A,-) = InfExt(A, -) : sMod4 — Set
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Demostracion. Fijemos un bimédulo M € sMody, sea Z%(A, M) el espacio de
2-cociclos en el complejo C(A, M) descripto en 1.13 y sea f € Z2(A, M). Entonces
f:A®? > M es tal que

alf(az ® a3) —f(a1a2 ® a3) + f(al ® a2a3) —f(a1 ® az)a3 =0, (4)

cualesquiera sean ay, a,, as € Ay, en particular, tomando tomando en esta ecuacion
ai, az y as iguales al,lyayaa,lyl, respectivamente, vemos que

fdl®a)=f(1®1)a,
f(a®l)=af(1®1);

Consideremos ahora el dlgebra A x 1 M que como espacio vectorial coincide con

(5)

A ® M,y enla que el producto esta dado por
(a1, m) - (a2, my) = (araz, aymy + myaz + f(a1 ® az)).

Esto define un producto asociativo precisamente porque f satisface (4) y porque
(L-fe®l))eAxs M

es una unidad como consecuencia de (5).

Miés atin, si if : M - Axg Myps: Axg M — A son las aplicaciones
lineales correspondientes a la inyecciéon canénica M — A & M y a la proyeccion
candnica A @ M — A, respectivamente, una verificacién rutinaria muestra que
(if, Axs M, py) € InfExt'(A, M). Escribamos @y ( f) ala clase de (if, Axg M, ps)
en InfExt(A, M). Claramente, esto define una funcién

Dy 1 Z*(A, M) — InfExt(A, M).

Sea ahora h € C'(A, M) = hom(A, M). Por supuesto es f + dh € Z*(A, M), asi
que podemos considerar el dlgebra A x ¢, g, M y la extension infinitesimal corres-
pondiente de A por M. Definamos

(ph:(a,m)€A><1fM»—>(a,m+h(a))€A><1f+th.

Obtenemos de esta forma un morfismo de algebras que hace conmutar el diagrama

0 Y QAN PY V Sy S
Ph

ifidn Plrran
0— M — A gy M ——= A ——0

y esto nos dice que @ (f) ~ @y (f + dh) y nos permite concluir que @ induce
una funcién

@y H2(A, M) — InfExt(A, M).

Afirmamos que @) es una biyeccion.
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Sea (i, B, p) € InfExt’ (A, M). A menos de equivalencia de extensiones, pode-
mos suponer sin perdida de generalidad que B = A ® M como espacio vectorial, que
i: M — Beslainyeccién canonica y que p : B - A es la proyeccion candnica. En
ese caso, hay exactamente una aplicacién lineal f : A®? — M tal que el producto en
B satisface

(a1,0) - (a2,0) = (@az, f(a1 ® a2)),

y un simple calculo muestra que la asociatividad de B implica que f € Z*(A, M). Es
facil, a partir de esto, ver que (i, B, p) = ®;(f). Esto prueba que @ es sobreyectiva.

Sean, por otro lado, f, f' € Z*(A, M) y supongamos que ®p(f) ~ ®p(f'),
de manera que existe un morfismo de algebras ¢ : A xy M — A »xp M que hace
conmutar el diagrama

; T

pf/

04>M4> ><1f/M4>A4>0

Queda entonces bien determinado un morfismo h € C'(A, M) = hom(A, M) tal
que ¢(a,0) = (a,h(a)) para todo a € A. Calculando la diferencia

¢(a1,0)¢(az,0) - ¢((a1,0)(a2,0))

en términos de f, 'y h, se ve inmediatamente que f — f' = dh y que, entonces, 'y

f' determinan la misma clase en H?(A, M). Asi vemos que @ es inyectiva.
Dejamos al lector la verificacion de la naturalidad del isomorfismo @ con

respecto a M € 4Modag. |

5. Estructura multiplicativa

5.1. La siguiente proposicion, que describe la cohomologia de un producto tensorial
de complejos en término de la de los factores, se debe, esencialmente, a Hermann
Kiinneth [Kiin23,Kiin24]. La version que presentamos estd tomada de [CEg9].

Proposicion. Sea A un dominio de ideales principales y sean C y D dos complejos
de A-médulos. Supongamos que al menos uno de los dos es acotado inferiormente o
superiormente y que uno de los dos es ademads playo. Entonces hay una sucesion exacta
corta de A-méddulos graduados

0 = H(C) &5 H(D) -~ H(C®, D) — Tor{(H(C), H(D*))[1] =

Aqui, { estd inducido por el morfismo evidente Z(C) ®p Z(D) - Z(C ®4 D).



§5. ESTRUCTURA MULTIPLICATIVA 11

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que C es playo, y sean By
Z los subcomplejos de C formados por los bordes y los ciclos, respectivamente—Ilas
diferenciales sobre estos complejos son triviales y, como A es un dominio de ideales
principales, ambos complejos son playos.

Hay una sucesion exacta corta de complejos

0 7 —=c—2- B[] 0 (6)

en la que ¢ es la inclusién y 0 estd inducida por la diferencial de C. Que B sean playo
implica que el resultado de aplicar a (6) el functor (—) ® 5 D es una sucesién exacta
de complejos dobles

1I®idp 0®idp

0*>Z®AD*>C®AD*>B[1]®AD*>O (7)
En particular, si ponemos X = TotC ® D, podemos definir una filtraciéon FX
sobre X poniendo

F°X =Z®, D,

F'X=Ce®,D.
Por supuesto, estamos identificando a Z ®, D con su imagen por  ® idp. Esta
filtracion es claramente convergente, asi que determina una sucesion espectral E

convergente que converge a H(X) = H(C ®, D).
Usando (7), vemos que

FP P (Z ®A D)q, si p= 0;

Pl=———— ={(B[1]®@x D)1, sip=1;

0 7 pp-ixptq A » SIp=4
0, en otro caso.

Maés aun, bajo estos isomorfismos, la diferencial dg 4, Eg LN EOP %1 ost4 inducida
por la de D. Usando la platitud de Z y de B, vemos que

(Zep H(D))Y, sip=0;
EP1 > (B[1] @, H(D))1, sip=1;
0, en otro caso.

ol . . , , “Lq . .
Ahora, es facil verificar que la diferencial d”? : EP*? — EP™ est4 inducida por la
inclusién B[1] = Z, que cabe en una sucesion exacta corta

0 B[1] z H(C) —>0

La sucesion exacta larga de Tor®(—, H(D)), junto con la platitud de Z, nos da
entonces una sucesion exacta de A-mddulos graduados

1,e

d
0 — Tor(H(C), H(D)) — E* == E** — H(C) ® H(D) — 0
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Concluimos que

(H(C)®r H(D)),  sip=0;
ERT = EP9 = { TorM(H(C), H(D))1", sip=1
0, en otro caso.

Que la sucesion espectral E converja a H(C ® D) nos dice precisamente que hay
una sucesion exacta corta como la del enunciado. El morfismo { que aparece en ella
es uno de los morfismos de borde de E y éste puede calcularse directamente para
ver que es de la forma descripta. O

5.2. El morfismo { que aparece en 5.1 es asociativo en el siguiente:

Proposicion. Sea A un cuerpo y sean C, D y E complejos de A-médulos acotados
inferiormente. Entonces todos los morfismos del siguiente diagrama estdn definidos y
el diagrama conmuta:

H(C)® H(D) ® H(E)

H(C®D)®H(E§ (H(C)@H(C@D)

Hay, por supuesto, hipdtesis mucho menos restringidas para las cual podemos
obtener la misma conclusion.

Demostracién. Esto sigue de uncalulo directo, usando la descripcion del morfismo ¢
hecha en s.1. O
5.3. Lema. Sean A, B y C tres dlgebras.

(i) Si M € Modagp, N € sMod¢ y P € Modggc, hay un isomorfismo natural
de espacios vectoriales

s :homygp(M,homc(N, P)) - hompgc(M ®4 N, P).

(ii) Si M € Modugp es proyectivo y N € 4Modc es proyectivo como C-mddulo,
entonces M ®4 N es B ® C-proyectivo.
(iii) Si M € sModp es proyectivo, entonces M es proyectivo como A-médulo.

Demostracién. Definamos s poniendo s(f)(m ® n) = f(m)(n). Es facil que que
esto esta bien definido y que es una biyeccion. Esto muestra 5.3(i). Para ver 5.3(ii),
sean M y N como en el enunciado. Usando 5.3(i), vemos que hay una factorizaciéon
de functores

hompgc(M ®4 N, ~) = homagp(M, —) o homc(N, -),
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y las hipétesis implican que tanto homggp(M, —) como hom¢(N, —) son exactos.
Vemos asi que M ®4 N es proyectivo en Modpgc. Finalmente, la tercera afirmacion
es consecuencia del hecho evidente de que todo (A, B)-bimddulo libre es libre como
A-moédulo. 0

5.4. Sean A, By C trés dlgebras y sean M, N € ;Modg y M’, N’ € gModc. Entonces
hay un morfismo

Vv : homagpor (M, N)®hompgcor (M', N') - homagcor (M®pM', N®pN")

tal que (f v f')(m @ m’) = f(m) ® f'(m"). Es evidente que V es natural en las
cuatro variables.

5.5. Sean A, B, C y D cuatro algebras y consideremos bimédulos M, N € 4Modp,
M', N' € gMod¢c y M", N” € cModp. Un célculo directo muestra que el siguiente
diagrama conmuta:

homA@BOP(M N) ® hOmB®Cop(M, N’ ) ® homC@DOP (MII N”)

%

id
h0mA®Cop (M ®p M’ N ®p N’ ) ® h0mC®D0p(M" N”) S

homA®Bop M N)®h0mB®D0p(M ®c M" N’® N")

homygper (M ®5 M’ ®c M",N ®3 N’ ®c N”)

Describimos esto diciendo que el producto Vv es asociativo: si a« € homagpgor (M, N),
B € hompgcer (M',N") yy € homcgper (M”, N"'), la conmutatividad del diagrama
nos dice exactamente que (a vV f) vy =a Vv (fVy).

5.6. Podemos extender el morfismo Vv ala cohomologia de la siguiente manera. Sean
como antes M, N € yModg y M, N’ € gModc yseane: P > Mye : P' > M’
resoluciones A ® B°?-y B ® C°P-proyectivas, respectivamente. Supongamos que es
TorB(M, M) = 0. La naturalidad de v nos da un morfismo de complejos

Vv : homagper (P, N)®hompgcor (P, N') = homgcor (P®pP', N®gN').
(8)

Usando 5.3(iii) vemos que ¢ y ¢ son resoluciones proyectivas de M y M’ en tanto
B-moédulo a derecha y B-moédulo a izquierda, respectivamente, de manera que

H(P®g P') = Tor®(M, M")

can6nicamente. Usando ahora 5.3(ii), vemos que P ®p P’ es un complejo de A ® CP-
moédulos proyectivos. En definitiva, dada nuestra hipétesis sobre Tor? (M, M), con-
cluimos que e ® ¢’ : P ®p P’ -~ M ®p M’ es una resoluciéon A ® C°P-proyectiva de
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M ®p M'Yy, en particular, que hay un isomorfismo canénico
H(homygcor (P ®p P',N ®3 N')) = Extpagcor (M ®3 M',N ®p N').

La férmula de Kiinneth 5.1 nos da, por otro lado, un isomorfismo canénico

H(homagper (P,N)) ® H(hompgcor (P',N'))
~ H(homagger (P, N) ® hompgcer (P, N'))  (9)

y el miembro izquierdo es isomorfo a Extagper (M, N) ® Extggcor (M’, N') candni-
camente.

Juntando todo, vemos que componiendo el morfismo inducido por (8) en la
homologia con (9) obtenemos un producto

V i Extagpor (M, N) ® Extggcor (M', N') — Extagcor (M®pM', N®pN')
(10)

bajo la hipétesis de que Tor® (M, M”) = 0. Notemos que es claro, de la forma misma
de la contruccion hecha, que Vv es natural con respecto a M, N € 4Modg y a M/,
N’ € gModc.

5.7. En general, es dificil controlar el morfismo (10). Tenemos, sin embargo, el
siguiente importante resultado:

Proposicion. Tomemos, en 5.6, B = k. Supongamos ademds que las dlgebras A y C
son notherianas a izquierda y derecha, respectivamente, y que los médulos M € 4Mod
y M’ € Modc son finitamente generados sobre A y C, respectivamente. Entonces el
producto (10) es un isomorfismo.

Vv : Exta(M, N) ® Extcor (M', N') —» Extagcor (M ® M', N ® N')

para cada N € 4Mod y cada N’ € Mod.
Notemos que en esta situacion la condicién Tor? (M, M) = 0 para la existencia del
morfismo V se satisface automaticamente.

Demostraciéon. El morfismo
hom4 (M, N) ® homcer (M’, N') - homagcor (M ® M', N ® N')

de 5.4 es claramente una transformacion natural entre functores aditivos y exactos
a derecha de M € 4Mod y M’ € Mod¢. Evidentemente se trata de un isomorfismo
cuando M = Ay M’ = C, asi que un argumento estdndar nos permite concluir que
es un isomorfismo, mas generalmente, cuando M y M’ son proyectivos finitamente
generados.

Ahora bien, bajo las hipétesis del teorema es posible elegir resoluciones pro-
yectivas P > My P’ - M’ de My M' en 4Mod y Mod, respectivamente, con
componentes finitamente generadas, de manera que el morfismo de complejos (8)
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resulta un isomorfismo. Por supuesto, esto nos dice que el morfismo v del enunciado,
esencialmente inducido por (8), es un isomorfismo. O

5.8. Supongamos que, en la situacién de la proposicion 5.7 tenemos dos dlgebras
méas Dy E,yque N € sModg y N’ € pModc. Entonces la functorialidad implica que
Exts (M, N) es un E-médulo derecho, que Extcor (M’, N”) es un D-modulo izquier-
do y tanto que Ext4 (M, N) ® Extcor (M’, N”) como Extagcor (M ® M',N ® N')
son (E, D)-bimddulos. Con respecto a estas estructuras, el isomorfismo Vv de 5.7
es un isomorfismo de (E, D)-bimddulos. La verificacién de esto es completamente
rutinaria, y consiste en establecer resultados analogos para los diferentes morfismos
que fuimos construyendo desde 5.4 en adelante. Dejamos los detalles a cargo del
lector.

5.9. Corolario. Sean A y B dos dlgebras tales que A® y B¢ son nétherianas, y sean
M € 4.Mody y N € gModp bimédulos. Si vemos a M ® N como un A ® B-bimédulo
de la manera evidente, hay un isomorfismo

v:H*(A,M)®H*(B,N) = H'(A® B, M® N).

Demostracion. Esto es simplemente un caso particular de 5.7, ya que por ejemplo
H*(A, M) = Extae (A, M). O

5.10. Sean A, B, C y D cuatro algebras y sean M, N € 4Modp, M’, N’ € gModc¢ y
M",N" € cModp bimédulos. Supongamos que

Tor®(M, M") = Tor®(M',M") = 0
y que
TorS(M @3 M', M") = Tor®(M, M’ ®c M") = 0.
Entonces todos los productos que aparecen en el siguiente diagrama estan definidos:

EXtA@BOP (M, N) ® EXtB@CoP (M’, N,) ® EXtC@DoP (M”, N”)

y

Extagcor (M ®5 M', N ®5 N') ® Extegper (M", N") &Y

EXtA®BOP M N)®EXtB®Dup(M ®c M” N’® N”)

EXtA@D"P(M ®p M’ ®c M',N ®p N’ ®c N")

Afirmamos que este diagrama conmuta. Esto es consecuencia, vista la forma en que
estan definidos los productos en la cohomologia, de que el diagrama de 5.5 conmuta
y es natural y de que el morfismo de Kiinneth es asociativo, cf. 5.2.

Como en 5.5, interpretamos esto diciendo que el producto V es asociativo: dados

(M,N), B € Extd_ o,(M',N") yy € Extlgpop(M",N"), la

clases a € Ext} B&CoP

A®B°P
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conmutatividad del diagrama nos dice que

(avB)vy=av(Bvy)eExth T8 (Mop M ®cM",NegN'®cN").

5.11. Observemos que si en 5.6 tomamos A = B= Cy M = M’ = A, la hipotesis se
satisface trivialmente, asi que hay un producto

Vi Extge (A, N) ® Extge (A, N') » Extge (A®4 A,N®4 N').
Porotrolado,siA : A - A®4A es el isomorfismo de A-bimddulos tal que A(1) = 1®1,
tenemos un isomorfismo

A" = Extye (A, —) : Extye (A ®4 A, —) — Extyge (A, —).

Podemos definir, entonces, un producto U sobre la cohomologia de Hochschild
H*(A, -) poniendo
u=A*ov:H*(A,N)® H*(A,N') > H*(A,N®4 N').

Esto es natural con respectoa N, N’ € 4Mod, porque tanto A* como V son naturales,
y es asociativo, esto es, conmuta el siguiente diagrama:

H*(A,N)® H*(A,N")® H*(A,N")

u®id ideu

N
/

H*(ALN®s N')® H*(A,N") H*(A,N)® H*(A,N'"®4 N")

/
N

H.(A,N ®a N’ ®4 N”)
En efecto, esto sigue de que, si notamos (—, —) en lugar de Extge (—, —), cada una de
las celdas acotadas del diagrama de la figura 1 en la pagina siguiente.

5.12. Finalmente, sea M € 4Mod, y notemos MM A®4 M — M al isomorfismo
inducido por la accién de A en M. Entonces tenemos un producto

v=AMou: HH*(A) ® H*(A, M) — H*(A, M), (11)
que es, otra vez, natural con respecto a M y asociativo, en el sentido de que conmuta
HH®*(A) ® HH*(A) ® H*(A, M)

~®id ide-

N
/

HH*(A) ® H*(A, M) HH*(A) ® H*(A, M)

/
N

H*(A, M)

Esto sigue de que cada cara acotada en el diagrama de la figura 2 en la pagina
siguiente.
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———HH"(4) @ HH" (4) ® H" (4, M)—————
o
H*(A,A® A)®@ H*(A,M) HH*(A)® H*(A,A® M)

A A
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HH*(A) ® H*(A, M) (A, A®A®M) HH*(A) ® H*(A, M)
\ (AAjid/ W\Mﬁ !
H*(A,A® M) H*(A,A® M)
A A
Al hhe
N H*(A, M) -/
FIGURA 2.

5.13. Fijemos una resolucién A®-proyectiva ¢ : P - A de A e identifiquemos, para
cada M € 4Mod,, H*(A, M) con H(homy. (P, M)). El producto (11) es entonces
la composicion de los siguientes morfismos, en orden: el isomorfismo de la férmula

de Kiinneth,

H(homy:(P,A))®H(homy: (P, M)) - H(homye (P, A)®homye (P, M)),
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el morfismo Vv de (10)
H(homye(P,A) ® homye (P, M)) - H(homg: (P ®4 P,A®4 M)),
el morfismo A* inducido por A: A - A®4 A,
H(homye(P®4 P,A®4 M)) - H(homy:(P,A®4 M)),
y, finalmente, el isomorfismo inducido por )Liw ,
H(homye(P,A®4 M)) — H(homye (P, M)).
Tenemos formulas explicitas para calcular todos estos morfismos salvo A™.

5.14. Consideremos un morfismo A® : P - P ®4 P de complejos de A-bimodulos
que haga conmutar el diagrama

p— % .4
J/A. J/A
£®e
Py P A®p A

Llamamos a un tal morfismo A® un morfismo diagonal. Es claro que existen morfis-
mos diagonales, yaque e® e : P®4 P > A ®4 A es una resolucién A®-proyectiva
de A ®4 A; mas aun, esto nos dice que todos los morfismos diagonales son homoto-
picos.

Podemos ahora calcular

A H(homAe(P ®sP,A®y M)) - H(hOl’nAe(P,A®A M)),
simplemente por composicién con A®.

5.15. Cuando usamos la resolucion estandar € : BA — A, es posible hace una eleccién
cémoda de un morfismo diagonal A® : BA - BA ®4 BA. En efecto, si para p > 0
definimos

AP:BPA-> P BTA®,B7A

r+s=p

poniendo

AP(ag®...apn)= D (00®...4,81) @ (1€ a1 ®...® ap.1),

r+s=p

un calculo directo muestra que obtenemos un morfismo de complejos que hace

conmutar
BA A
e |
BA®4BA —= - A®, A
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Siguiendo la receta presentada en 5.13 y usando este morfismo A® para calcu-
lar A*, obtenemos lo siguiente: si M € 4Mod,, ¢ € HHP(A) y y € H1(A, M), sean
f e CP(A,A) y g € CI(A, M) cociclos que representan a ¢ y a ¥ en los comple-
jos C*(A,A) y C*(A, M), respectivamente. Entonces ¢ ~ v € HP"9(A, M) estd
representado por el (p + g)-cociclo t € CP*4( A, M) tal que

(@ ®...0ap14) = f(a1®...0ap) g(aps1® ... ® apiq). (12)

Concluimos asi que el producto ~ que hemos construido coincide con el considerado
por Gerstenhaber en [Ger63].

5.16. Observemos que procediendo como en 5.12, pero esta vez usando el isomor-
fismo pM : M ®4 A — M inducido por la accién a derecha sobre el A-bimédulo M,
podemos construir un producto

v=pMovu: H* (A, M) ® HH*(A) -~ H* (A, M),

que notamos con el mismo simbolo. Dado que A4 = p#, esto no introduce ninguna
ambigiiedad.

5.17. Usando 5.15 podemos dar una prueba simple de la siguiente proposicion:

Proposicion. Sea A un digebra y M € sMod,. Entonces el producto - hace de
HH*(A) un dlgebra graduada y de H* (A, M) un HH® (A)-bimddulo graduado.

Demostracién. Lo unico que queda por mostrar es que HH®(A) posee un elemento
unidad para -, que la accién de HH®(A) sobre H®*(A, M) es unitaria a ambos lados
y que las acciones de HH®(A) sobre H*(A, M) a izquierda y a derecha conmutan.
Dejamos esto ultimo—que sigue facilmente de 5.10—al lector y damos los detalles
referidos a la unidad.

Seau =14 € C°(A, A) = A. Es inmediato verificar que u es un 0-cociclo en el
complejo C(A, A), de manera que determina una clase v € HH°(A). Afirmamos
que v es una unidad y que actua trivialmente sobre H*(A, M) tanto a izquierda
como a derecha. Esto puede deducirse inmediatamente de la férmula (12). O

5.18. Sea A un algebra, sean M, N € ,Mod y fijemos una resolucion proyectiva
P — M de M. Recordemos la forma en que se definen los isomorfismos inversos

H(homa (P, N)) % Exty (M, N) (13)

5.19. Sea primero a € HP(homy(P,N)) ysea f : P? - N un p-cociclo en
homy (P, N) que representa a «. Consideremos el siguiente diagrama de flechas
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sélidas
d—pfl dﬁerl
p~r-1 pr coker d P! pr +1 pp+2
¥ e f! id
0 o P
K

Como f es un cociclo, existe un morfismo f que hace conmutar el triangulo. Si
contruimos ahora el cuadrado central haciendo un push-out, es facil ver que hay
exactamente un morfismo «’ que completa el diagrama a un diagrama conmutativo
. . . —p+1 _ —p _ —p+1 _ / 1 _ 1
con fila inferior exacta. Si notamos E " = E, f P=ffP =fyE =Py
f! =idpi si—p +1< 1 <0, este diagrama puede extenderse entonces a uno de la

forma

. ‘>P_P‘>P—P+1‘>P—P+2‘>"">P—1‘>PO‘>M‘>O

R

7p+1LE7P+2—>"'—>E}1—>E?—>M—>O

0 —>N—E i
en el que las dos filas son exactas. En particular, la segunda fila es una p-extension E ¢
de M por N en AMod. La clase de E¢ en Exti(M, N) es, por definicion, @ («).

5.20. Reciprocamente, sea E una p-extension de M por N en o Mod como la que
aparece en la segunda fila del siguiente diagrama

- —>pPl—spP—sppl s —pl_—spl s p-—>

TR TR lid
Y \ 7 '
OHN%E—P+1‘>"">E—1‘>EO‘>M‘>O

y que representa una clase £ € Exti(M ,N). Como la primera fila tiene objetos
proyectivos y la segunda es exacta, existe un morfismo de complejos f como en la
figura que hace conmutar el diagrama punteado y, en particular, f : P — N es
un p-cociclo en el complejo homy (P, N). La aplicacion ¥ de (13) es tal que ¥ (&)
es la clase de f en H(hom, (P, N)).

5.21. Teniendo esta descripcidn de los morfismos (13), es facil probar el siguiente
teorema de Gerstenhaber:

Teorema. Sea A un dlgebra y M un A-bimédulo. Entonces el dlgebra HH®(A) es con-
mutativa y el HH®(A)-bimédulo H®* (A, M) es simétrico. Por otro lado, la aplicacién
@ : HH*(A) - Ext}. (A, A) de (13) es un isomorfismo de dlgebras entre HH®(A) y el
dlgebra de Yoneda.
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Demostracion. Fijemos una resolucion proyectiva € : P — A del A-bimédulo A y un
morfismo de complejos A®* : P - P®4 Palolargode A: A - A®4 A, como en 5.14.
Sean f: PP - Ay g: P™1 - M p-y gq-cociclos en homye (P, A) y homye (P, M),
respectivamente, que representan clases ¢ y y.

Como en 5.18, construimos a partir de g una g-extensiéon E; de A por M en
aMody,

s P—q—l — P9 —— P—q+1 PO A 0
ig‘q ig“‘“ ly“ lid
—gq+1 0
0——M—E, Eg A 0

y a partir de f una p-extension E¢ de A por A,

. > P—p—l -~ P—p -~ P—p+1 PO A 0
pr if“’“ lf" id
0 A—EM" — o Ef a0

Entonces la (p + g)-extension compuesta E, o E¢ es la fila de

0 9M‘>E;q+1 . 4>E2 —>E}P+1

NS
A

Escribamos Q = P ® 4 P. Podemos definir dos morfismos de complejos

l,r:Q— EgzoEy

de la siguiente manera: primero,
M'=r'=id: A> 4

si—-p+1<1i<0, ponemos
'=e® f:Q" > (Eg0Ef)' = Ef,
rt =fi®s:Qi - (EgOEf)i =E};

si—p-q+1<i<—p, ponemos
l'=g*P e fP:Q - (EgoEs) = ENP,
= (-)'f P g"*?: Q' ~ (E;0 Ef)' = Eg'”;

y, finalmente,
P 9=g9@fP:QP 1> (E0E) P 1=M,
rPa _ (_1)—P—11f—l’ ® g—q Q7P (Eg oEf)_P_q = M.
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La verificacion de que esto define en efecto morfismos de complejos se reduce a un
calculo inmediato que omitimos. Obtenemos asi dos diagramas conmutativos de la
forma

Q—p—q—l . Q—p—q . Q—p—qul e e Q—p s Q—p+1 e e QO 9A4>0

| ! J ' Vo

04>M4>E;q+1—> %E?—)E_PH—) —>E‘(;—>A4>0

f
NS
A

En uno de ellos, las fechas verticales provienen de [, y en otro las flechas verticales
provienen de r. Esto nos dice que, bajo el isomorfismo ¥ de (13), a la clase de la
(p + g)-extension E; o Ef de Ext‘f‘jq(A, M) corresponde tanto la clase de 7771
como la clase de r 779 en HP*1(homye(Q, M)). Vemos asi que [ 7?79y r P79 son
(p + gq)-cociclos cohomdlogos en el complejo homye (Q, M) vy, en particular, que
sus composiciones con A™?~1 son (p + q)-cociclos cohomdlogos en homye (P, M).
Como las clasesde [P0 A™P"9yde r 7”10 A™P79 en HP*1(homy. (P, M))
representan a ¥ - ¢ y a (-1)P*4¢ - y, respectivamente, concluimos que

yeo=(-)g-y. (14)

Mis aun, se sigue de lo hecho que la clase de la (p + q)-extension Ej-p-qop-r-4
coincide con la de E; o Ef en Extﬁjq(A, M), de manera que es

Oy~ ¢) = D(y) o 0(9). (15)

Es claro que (14) y (15) implican todas las afirmaciones del teorema. O

6. Un ejemplo

6.1. Consideremos el algebra A = k[X]/(X?) y supongamos por simplicidad, en
toda esta seccion, que la caracteristica de k es diferente de 2.

6.2. Escribimos x a la clase de X en A. Claramente {1, x} es una base de A.

6.3. Hay una 2-extension de A por A en 4Mod,4 de la forma

0—>Ai>A®Ai>A®Ai>A4>O (16)

con los morfismos univocamente determinados por las ecuaciones

fle1) =1,

L(18l)=x01+1®x,

f()=x®1+1®@x.
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6.4. Componiendo la extension (16) consigo misma infinitas veces obtenemos una
resolucion A®-proyectiva de A. Explicitamente, se trata de la resolucién ¢ : P — A
de A en 4Mod4 de la forma

a5 43 , d7? ) d-! 0 e
T T A®RA= TAQRA= T AQA= TAQA< (17)
s73 72 571 s0 s

Aqui estamos escribiendo A ® A al bimédulo PP = A ® A colocado en grado —p.

Las diferenciales de esta resolucion son tales que es ¢(a ® b)=aby,sip>0,
-1 -1
dP(a®b)=ax® b+ (-1)"a'® xb.

El complejo es exacto: en efecto, hay una contraccion, dibujada en (17) con flechas

punteadas, tal que s'(a) =1 ®a y,sip>0,

sfp(léa) =0,
s_p(xéa) -1%® a.

Mas aun, hay un morfismo diagonal A® : P - P ® 4 P dado por

AP(a®b) = i(a ®1)®(1'® b)
i=0

para cada p > 0.

6.5. El célculo de HH*(A) es inmediato una vez que identificamos el complejo que
se obtiene aplicando hom 4. (—, A) a la resolucion (17). En particular, es facil ver que

para cada p > 0 hay cociclos tp 1 : A & A A Yz i A & A - A, dados por

tap-1(a & b) = axbyzy(a % b) = ab, que no son cohomologos a cero y cuyas clases
de cohomologia 7551 y {2, son tales que HH?*7Y(A) = ktyp1y HH?*!(A) = k&ap.
Por otro lado, HH®(A) esta generado libremente sobre k por las clases vy & de los

cociclos u, ¢ : A® A — A dados por u(a ® b)=abyc(a ® b) = xab.
6.6. Finalemente, un célculo directo usando A® y estos cociclos muestra que v es la
unidad de HH*(A) y que

§-8=8-1yp 128 (p=Tap 1~ T2g1=0,

Top-1~ (2g = T2(p+q)-1>

GCp ~ C2g = Ca(piq)>

cualesquiera sean p, g > 0.
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6.7. Obtenemos asi la siguiente descripcion del algebra de cohomologia de A:

Proposicion. Si k es un cuerpo de caracteristica distinta de 2, hay un isomorfismo de
dlgebras conmutativas graduadas

k(& 1,(]
(&, &1,80)

con 7 de grado 1y { de grado 2.

HH* (K[X]/(X?)) =

Demostracién. Basta tomar 7= 13y ( = {, en 6.6. O

6.8. Podemos describir las clases { y 7 en términos de extensiones de la siguiente
manera: es inmediato verificar que la clase { de la proposicion es la clase caracteristica
de la 2-extension (16) y 7 es la clase de la extension

0 AT oA 0

en la que M es el bimédulo que coincide con A @ A en tanto A-mddulo izquierdo y
cuya accion a derecha es tal que (a, b)-x = ((a—b)x, bx), y en la que los morfismos

fy g estan dados por f(1) = (1,0) y g(a,b) = b.

Por otro lado, es evidente que 7 corresponde a la derivacion & € Der(A) tal
que §(x) = x, mientras que ( es la clase caracteristica de la extension infinitesimal
de algebras

0— A ——Kk[Y]/(Y) <> A4 —>0

enlaque(1) = y%,1(x) = y’ yn(y) = x, si notamos y alaclase de Y en k[ Y]/(Y*).

7. Invariancia Morita

7.1. Si A y B son algebras, un contexto de A a B es una 4-upla (P, Q, 0, ¢) con
P € gMody, Q € 4Modp, 0 : P ®4 Q — B un morfismo de B-bimddulos y
¢ : Q ®p P - A un morfismo de A-bimédulos para los cuales se tiene

B(p®q)p =pp(q®p)

70(p®q’) = 9(q®p)q

siempre que p, p’ € Pyq, q’' € Q.
7.2. Lema. Sean A y B dlgebras y sea (P, Q, 0, ¢) un contexto de A a B. Si 0 es sobreyec-

tivo, entonces se trata de un isomorfismo y P es un A-médulo proyectivo y finitamente
generado.

Por supuesto, una afirmacion andloga relativa a ¢ también vale.
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Demostracion. Supongamos que 6 es sobreyectivo, de manera que en particular
existe un elemento e = > ;.; pi ® gi € P ®4 Q tal que O(e) =1 € B. Consideremos el
morfismo f:b e B+ beeP®4 Q.Entoncessipe Pyqge Qes

BO(p®q)) =Y pi®qib(peq) =Y pi®¢(qip)q

iel iel
=2 pip(qi-p)®q=) 0(pi®qi)p®q
iel iel

=0(e)p®q=p®q

Vemos asi que o 0 = 1pgq. En particular, el morfismo 6 es inyectivo.
Siiel,seap;:pePw ¢(q;®p) € A. Se trata claramente de un morfismo de
A-modulos, ysip € Pes

Y. pipi(p) =D pip(qi®p)=>.0(pi®qi)®p=p,

iel i€l iel
asi que {(pi,pi) : i € I} es un sistema de coordenadas proyectivo sobre P como
A-mddulo a derecha. En consecuencia, P es proyectivo en Mody, y es finitamente
generado porque el conjunto I es finito. Una construccion simétrica muestra que Q
es es proyectivo y finitamente generado en 4Mod. (]

7.3. Teorema. Sean A y B digebras y sea (P, Q, 0, ¢ ) un contexto de A a B. Supongamos
que los morfismos 6 y ¢ son sobreyectivos. Entonces

(i) Los functores
F=P®4 (—) : sAMod — gMod
G=Q®g (-):pgMod - 4Mod

son equivalencias de categorias k-lineales inversas.
(ii) Los functores

F,=P®y (—) ®4Q: AMOdA - BMOdB
G, =Q®p (—) ®p P : gModg - 4Mody4
son equivalencias de categorias k-lineales inversas.

Cuando se satisface la hipdtesis del teorema, decimos que el contexto (P, Q, 0, ¢) es
exacto, que las algebras A y B son equivalentes en el sentido de Morita o, simplemente,
Morita-equivalentes, y escribimos A ~ B.

Demostracion. En vista de 7.2, 0 y ¢ son isomorfismos. Si M € zMod, hay una
cadena de isomorfismos

0
FG(M)=P®, Q@ M —>~Boy M —— M
que dependen naturalmente de M y que dan un isomorfismo de functores

FG z1: gMod — gMod.
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De la misma forma, obtenemos un isomorfismo GF = 1 a partir de ¢. Esto prueba
la primera parte. Para ver la segunda procedemos de la misma manera, conside-
rando por ejemplo el isomorfismo F,G; = 1: gModp — gModp que se obtiene de
componer los isomorfismos naturales

0’1®
F2:G3(M) =P8, Q@5 M@ P®,Q —~ Bog Moy M —> M

para cada M € gModgp. O

7.4. La razén por las que nos interesa 7.3 es su conexion con la cohomologia de
Hochschild:

Proposicion. Sean A y B dlgebras y sea (P,Q, 0, ¢) un contexto de A a B con 6
y ¢ sobreyectivos. Entonces hay un isomorfismo HH®(A) =~ HH*(B) de dlgebras
graduadas.

El isomorfismo en cuestion depende, en general, del contexto (P, Q, 6, ¢).
Demostracion. De 5.21 sabemos que hay isomorfismos canoénicos de algebras gra-
duadas HH®(A) = Extsc (A, A) y HH®*(B) = Extge (B, B), asi que bastard mostrar
que hay un isomorfismo Ext4e (A, A) = Extge (B, B).

El functor F, = P®4 (-) ®4 Q : sMod4 — gModp de 7.3(ii) es, por supuesto,
un functor exacto, de manera que induce un morfismo

EXtAe (A,A) g EXtBe (Fz(A),Fz(A)) (18)

entre las dlgebras de Yoneda de A y de su imdgen F,(A). Como F; es de hecho una
equivalencia, es claro que este morfismo es un isomorfismo. Como hay isomorfismos
de B-bimodulos

0
F,(A)=P®,A®,Q —>P®4,Q —B
es claro que Extge(F,(A), F,(A)) = Extge(B, B). Componiendo a éste con (18)
obtenemos el isomorfismo buscado. O
7.5. La sitacién mas simple en la que la hipdtesis de 7.3 se satisface es la siguiente:

Proposicion. Sea A un digebra, sea n > 1y sea M, (A) el digebra de matrices n x n
con coeficientes en A. Sean P = A y Q = A™" los conjuntos de vectores columna
y fila, respectivamente, con coeficientes en A. La multiplicacion matricial hace de P
un (M, (A),A)-bimédulo y de Q un (A, M, (A))-bimddulo, y determina también
morfismos 6 : P @4 Q - Mu(A) y ¢ : Q ®p,(a) P > A de My(A)-y de A-
biméddulos. Entonces (P, Q, 0, ¢) es un contexto de A a M,,(A) con 0 y ¢ sobreyectivos.
En particular, hay un isomofismo de dlgebras graduadas

HH*(M,(A)) = HH*(A).

Demostracion. Esto sigue de verificaciones directas y de 7.4. (]
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8. Algebras de invariantes y productos cruzados

8.1. Sea A un algebra y sea G un grupo que actua a izquierda sobre A por automor-
fismos de dlgebra, de manera que tenemos un morfismo de grupos G - Aut(A).
Notemos kG a la k-algebra de grupo de G.

8.2. Elproducto cruzado AxG esla k-algebra que, en tanto espacio vectorial, coincide
con el producto tensorial A ® kG, y cuyo producto esta dado por

a®g-b®h=ag(b)®gh

siempre que a, b € Ay g, h € G. Es inmediato verificar que obtenemos de esta forma
en efecto una k-algebra, y que el elemento 14 ® 1 es su elemento unidad.

8.3. Laaplicacion a € A » a ® 1 € A x G es un morfismo inyectivo de dlgebras que
consideraremos una identificacién y que hace de A x G un A-bimddulo de manera
natural. Es fécil ver que, para esta estructura de bimédulo, A x G es un A-mdédulo
libre tanto a izquierda como a derecha con base {1® g : g € G} y en tanto.

8.4. Por otro lado, el dlgebra de invariantes de A bajo la accién de G es
A®={acA:ga=aparatodo g € G}.

Otra vez, es rutina verificar que se trata de una subdlgebra de A.

8.5. Sea Pel (A x G, A%)-bimédulo que coincide con A como espacio vectorial, y
cuyas acciones a izquierda y a derecha estan dadas por

a®g;*x=ag(x)
sia®geAxGyxeP,y

X “—ad=Xxa
P

sixePyace AS . Sea, por otro lado, Q el (AG,A x G)-bimo6dulo que, otra vez,
coincide con A en tanto espacio vectorial pero cuyas acciones a izquierda y a derecha
estan ahora dadas por

a—x=ax
Q
siaeASyxeQ,y
xga@gzgil(xa)

sixePya®geAxG.
El interés de estra construccion reside en el siguiente resultado:
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8.6. Proposicion. (M. Cohen, D. Fischman, S. Montgomery, [CFMogo]) Sea A un
dlgebra, G un grupo finito que actiia a izquierda sobre A y sean P y Q los bimddulos
recien construidos. Sean tr : A — A la aplicacién traza, dada por
tr(a) = ). g(a)
g<G
ysean0:P®,c Q > AxGyg:Q®aug P — AC las aplicaciones k-lineales tales
que

0(x®y) = xg(y)g
g<G

p(y®x) =tr(yx)

siempre que x € P e y € Q. Entonces 0 y ¢ son morfismos de A x G- y AS-bimédulos,
y (P, Q,0,9) es un contexto de AS a A= G.

Demostracion. Esto sigue de un célculo directo. O

8.7. Hay muchas formas de caracterizar la exactitud del contexto construido en esta
proposicion en términos de la forma en que G acttia sobre A; véanse las notas [Faroi]
para un estudio detallado de esta cuestion. Nosotros estamos interesados en una
situacion particularmente simple desde este punto de vista.

8.8. En primer lugar, podemos hacer la siguiente observacién elemental:

Proposicion. Sea A un dlgebra, G un grupo finito que actiia a izquierda sobre A y sea
(P,Q, 0, ¢) el contexto construido en 8.6. Si el orden del grupo G es inversible en el
cuerpo k de base, entonces el morfismo ¢ es sobreyectivo.

Demostracién. Como ﬁ ek, w= \_éllA ® 14 € P®y6 Q y claramente ¢(w) = 1.
Como la imagen de ¢ es un A9-bimodulo, es decir, un ideal bilatero, concluimos

que ¢ es sobreyectivo. |

8.9. Lema. (S. Montgomery [Mon8o]) Sea A un dlgebra simple y sea G un grupo que
actua sobre A via un morfismo de grupos p : G — Aut(A) inyectivo tal que p(g) es un
automorfismo interior de A solamente cuando g = 1. Entonces el producto cruzado
A x G es un dlgebra simple.

Cuando se satisface la condicion del lema, decimos que la accion de G sobre A es
exterior.

Demostracion. Supongamos que existe un ideal bilatero no nulo y propio I ¢ A x G.

Seax = ¥ eg Xgg € I un elemento no nulo para el cual el conjunto soporte
suppx = {g € G : x4 # 0}, que no es vacio, es de cardinal minimo. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que 1 € supp x; si ese no es el caso, podemos
sustituir a x por xg~! con g € supp x. Mas atn, podemos suponer que x; = 1: si no,
como Ax;A = A porque A es simple, existen n € N y elementos a;, b; € A para
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ie{l,...,n} talesque X7, a;x1b; =1, y podemos reemplazar a x por el elemento
Y7 aixb; de I, que tiene el mismo soporte que x.

Observemos que {1} ¢ supp x: de valer la igualdad tendriamos 1 =x e [ e I = A,
lo que no es cierto. Fijemos entonces un elemento 4 € supp x tal que h # 1.

Seaa € Ayseay = ax — xa. Es facil ver que supp y € (supp x)\{1}. La minima-
lidad de la eleccién de x implica entonces que y = 3 e (axy — x49(a))g =0y, en
particular, que

axy = xph(a). (19)

Como h es acttia por automorfismos de A, esto implica que Ax;, = x; A, y entonces
que Axjy, = Axy A. Como A es simple, necesariamente 1 € Axj, = x; A, de manera que
xp, es inversible en A, y la ecuacion (19) nos dice entonces que para todo a € A es

x; axy = h(a)

0, en otras palabras, h acttia sobre A via el automorfismo interior de A correspon-
diente a xj,. Esto es imposible, por hipétesis y esta imposibilidad prueba que no
existen ideales no nulos propios es A x G. O

8.10. Proposicion. Sea A un dlgebra simple y sea G un grupo que actua sobre A
via una accién exterior. Entonces el morfismo 6 del contexto (P, Q, 0, ¢) de 8.6 es
sobreyectivo.

Demostracion. La imagen de 6 es un A x G-subbimddulo de A x G, esto es, un ideal
bilatero y es evidentemente no nulo. De acuerdo al lema 8.9, A x G no tiene ideales
bilateros propios, asi que nevesariamente imf = A x G. (]

8.11. Esta proposicion junto con 8.8 nos da inmediatamente el siguiente criterio de
exactitud:

Teorema. Sea k un cuerpo, sea A una k-dlgebra simple y sea G un grupo finito que
actua sobre A via una accion exterior y tal que su orden |G| es inversible en k. Entonces
el contexto (P, Q, 0, @) de 8.6 es exacto y las dlgebras AC y A x G son equivalentes en
el sentido de Morita. O

8.12. Elinterés de este resultado, a nuestros fines, es el siguiente. En la situacion del
teorema, suele suceder que no disponemos de una descripcion explicita del algebra
de invariantes A, o que la descripcién que tenemos es demasiado complicada como
para ser de utilidad al encarar la determinacion de HH®*(A®), mientras que tenemos
mucho mas control sobre el dlgebra A x G. Cuando estamos en las hipotesis del
teorema, obtenemos de 7.4 un isomorfismo HH*(A®) =~ HH®(A x G) entre las
algebras de cohomologia de Hochschild de A® y A x G, y reducimos el problema de
calcular HH®(A®) al més accesible de calcular HH®* (A x G).
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9. La cohomologia de un producto cruzado

9.1. Fijemos un algebra A y un grupo G que actta sobre A por automorfismos de
algebras. Por simplicidad, escribamos B = A x G.

9.2. Sea M € gModp. Por restriccion de escalares a lo largo del morfismo de 8.3
podemos ver a M como un A-bimédulo, y calcular su subespacio de A-invariantes

M* = {meM:paratodo a e Aesam=ma}.

Hacemos de M# un G-médulo a izquierda definiendo

g-m=gmg"

para cada g € G y cada m € M*; es facil ver que gmg ™' € M, asi que esto tiene sen-
tido, y la verificacién de que obtenemos de esta forma una accién de G es inmediata.
Extendiendo de la manera evidente esta construccion a los morfismos, es claro que
construimos un functor

(-)*: 4Mod4 - gMod.
Sea, por otro lado,

()¢ : gMod - Mod
el functor usual de G-invariantes, tal que sobre los objetos M € gMod se tiene
MC® ={meM: gm=mparatodo g € G}.

9.3. Lema. Sea (-)4*C : 4.gModaxg — xMod el functor de A x G-invariantes.
Entonces hay un isomorfismo natural de functores

(P2 (=)0 ()N

Demostracion. El lema sigue inmediatamente de observar que si M € g4ugMod4xg,
entonces (M4)¢ = MA*G, O

9.4. Sea M un G-moédulo. Decimos que M es aciclico si es trivial para la cohomologia,
esto es, si para todo p > 0 se tiene que H? (G, M) = 0. Por otro lado, decimos que M
es un G-mddulo coinducido si existe un espacio vectorial tal que M ~ hom(kG, V)
en tanto G-mddulo.

Notemos que si V, W € Mod, entonces hom(V ® kG, W), consu estructura
usual de G-modulo, es coinducido, porque es isomorfo a hom(kG, hom(V, W)).

Lema. Un G-mddulo coinducido es aciclico.

Demostracién. Sea V un espacio vectorial y sea M = hom(kG, M) con su estructura
usual de G-modulo. Si P - k una resolucion kG-proyectiva del G-moédulo trivial k,
entonces la cohomologia H®*(G, M) es isomorfa a la cohomologia del complejo
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homg (P,hom(kG, V)).Perosi X € GMod e Y € yMod, hay un isomorfismo natural
de espacios vectoriales

homg (X, hom(kG,Y)) - hom(X,Y),

asi que en particular el complejo homg (P, hom(kG, V')) es isomorfo al complejo
hom(P, V'), que es aciclico porque P es acicliclo y k es un cuerpo. Esto prueba el
lema. U

9.5. Lema. Sea I € pugModaxg un A x G-bimddulo inyectivo. Entonces 14 es un
G-médulo aciclico: esto es, H? (G, I) = 0 para todo p > 0.

Aqui H*(G, -) es el functor de cohomologia de grupos evaluado en G.

Demostracién. Sea 1 : M — hom((A x G)®, M) tal que 1((m)(x ® y) = xmy para
todom € M ytodo x, y € AxG. Como (A x G)°esun (A x G)*-médulo a
derecha, hom((A x G)¢, M) es un (A x G)¢-mddulo izquierda o, equivalentemente,
un A x G-bimddulo, y es facil ver que ¢ es un morfismo de A x G-bimddulos para
esta estructura. Como es un monomorfismo y M es inyectivo en 4xgModaxg, M es
isomorfo a un sumando directo de hom((A x G)¢, M) en tanto A x» G-bimo6dulo.
Para probar el lema, entonces, y en vista de 9.4 bastard mostrar hom((A » G)¢, M)
es isomorfo a un G-mddulo coinducido.

Sea N € 4ugModxg.Si f e hom((AxG)¢ N)yl,re AxG,entonces laaccion
de A » G sobre el A x G-bimodulo es tal que

(Ifr)(x®y) = f(xrely)

para todo x, y € A x G. En particular, si f € hom((A % G)®, N)4, tenemos que

f(xa®y)=(af)(x®y)=(fa)(x®y) = f(x®ay)

para todo x, y € A x G. En consecuencia, a partir de f obtenemos un morfismo
o(f): (AxG)®4 (A xG) — Ny, en definitiva, una aplicacion

¢ :hom((Ax G)% N)* - hom((AxG) ®, (AxG),N)

que es evidentemente un isomorfismo natural en N. Observemos que hay un iso-
morfismo

(a®g)®g € (AxkG)®kG ~ (a®gg )@ (18g") € (AxG)®4(AxG)
de espacios vectoriales que tiene inversa
(a®g)®(a'®g)e(AxG)®s(AxG)
= (ag(a’) ® gg') ® g’ € (A= kG) ® kG
y que induce un isomorfismo

hom((AxG)®4 (AxG),N) > hom((AxG)®kG,N).
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Componiendo, obtenemos un isomorfismo
y :hom((A x G)¢,N)* - hom((A xG) ® kG, N)

talque y(f)((a® g)® g') = f((a® gg™) ® (1® g)). Calculando, vemos que si
heGes

y(h-f)((a®g)®g)=y(f)((a®g)ah™g),

asi que si dotamos a (Ax G) ® kG de una estructura de G-mddulo a izquierda tal que
h-(a®g)®g =(a®g)®hg' paracadaa e Aycadag, g', h € G,y consideramos
sobre hom((A x G) ® kG, N) la estructura de G-mddulo izquierdo inducida, el
isomorfismo ¥ resulta un isomorfismo de G-mddulos, ya que en ese caso es

v(((aeg)eh™g) =(h-y(f)((a®g)®g')

Asi, nuestro G-médulo hom((A x G)¢, N)# es isomorfo al G-médulo coinducido
hom((A % G) ® kG, N), que es G-aciclico. O

9.6. Teorema. Sea A un dlgebra y sea G un grupo que actia sobre A por automor-
fismos. Sea M un A x G-bimédulo. Entonces existe una sucesion espectral convergente
cohomolégicamente graduada y con soporte en el primer cuadrante que tiene

EPY > HP(G,HI(A,M)) = H* (A% G, M).

Demostracion. Sabemos que hay un isomorfismo de o-functores
H* (A% G,-) = R*((-)™)
con R*((~)**%) el o-functor derivado a derecha del functor de A x G-invariantes

(—)AXG : AxGMOdAxG — kMOd

De acuerdo a 9.3, tenemos una factorizacion de (—)A”G de la forma

()" ()¢
axgMod g — ¢Mod —— Mod

y 9.5 nos dice que (-)# manda objetos inyectivos de 4,GMod 4. a objetos acicli-
cos para (—)©. Como los functores (—)4 y ()¢ son exactos a izquierdo, estamos
entonces en las hipotesis del teorema de Grothendieck que muestra la existencia de
una sucesion espectral para una composicion de functores, como en [HS97, Theorem
9.3]. El teorema es consecuencia directa de esto. O
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9.7. Sitomamos M = A x G en el teorema, entonces el limite de la sucesion espectral
es HH*(A x H), que es un algebra. En ese caso podemos ser mds precisos:

Teorema. Cuando M = A x G, la sucesion espectral del teorema anterior es una
sucesion espectral de dlgebras.

Esto significa que hay una estructura de dlgebra bigraduada sobre cada una de las
etapas E,, r > 2, de manera que (i) para cadar > 2la diferencial 4" es una derivaciones
de E,, que (ii) el isomorfismo E,,; = H(E,) es un isomorfismo de algebras y que
(iii) que E es un algebra de manera compatible con las estructuras de algebras de
las etapas finitas y que hay un isomorfismo de algebras Eo, = gr HH*(A x G). En
[McCo1] puede encontrarse una descripcion precisa de esta nocion.

Mas dun, la estructura de algebra del término E; es la natural. Como A x G es
un dlgebra, H®(A, A » G) posee una estructura de dlgebra con producto dado por la
composicion del producto

U:H*(A,AxA)® H*(A,Ax G) > H*(A,(AxG) ®4 (AxG))
construido en 5.1y el morfismo
H*(A,(AxG)®4(AxG)) > H*(A,AxG)

inducido por la multiplicacion (A x G) ®4 (A x G) - A x G. La accién de G
sobre H*(A, A x G) es compatible con la multiplicacion, de manera que la cohomo-
logia H*(G, H*(A, A x G)) posee un producto inducido: este es precisamente el
producto de la estapa E, de la sucesion espectral.

9.8. La prueba del teorema 9.7 consiste en tres pasos. Primero, es necesario dar una
construccién alternativa de la sucesion espectral que en vez de proceder como en la
prueba del teorema de Grothendieck utiza un complejo doble construido a partir
de las resoluciones estandar de G y de A; esto puede llevarse a cabo directamente
o usando, por ejemplo, la maquinaria general presentada por Matthias Kiinzer
en [Kiino8] para compara sucesiones espectrales. Una vez hecho esto, el segundo
paso consiste en construir una estructura multiplicativa en el complejo asi obtenido,
que induce la estructura en toda la sucesion espectral: esto se lleva a cabo usando las
formulas explicitas para el producto de HH®*(A) que dimos en 5.15 y las férmulas
analogas y bien conocidas para el producto sobre la cohomologia de grupos.

Omitimos los detalles, ya que exponerlos nos llevaria demasiado lejos de nuestros
objetivos.

9.9. Un corolario inmediato del teorema, que es explicita el caso particular en el
que estamos interesados, es el siguiente:

Proposicion. Sea A un dlgebra, sea G un grupo finito que actua sobre A por automor-
fismos de dlgebra, y supongamos que el orden de G es inversible en el cuerpo de base k.
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Entonces hay un isomorfismo de dlgebras

HH*(AxA) =2 H (A, AxG)®
Aqui H®*(A, A x G) es un algebra como en las observaciones hechas después del
enunciado del teorema.

Demostracion. La hipétesis sobre el orden de G implica que el dlgebra de grupo kG
es semisimple, y entonces H? (G, —) = 0 si p > 0. En particular, la sucesién espectral
construida en el teorema 9.6 esta soportada sobre uno de los ejes coordenados, de
manera que degenera inmediatamente y da un isomorfismo

H°(G,H*(A,A» G)) 2 HH*(Ax G),

que es un isomorfsmo de dlgebras como consecuencia de 9.7. La proposicion sigue,
entonces, de que H°(G, ) = (-)C. O



CAPITULO II

Algebras de operadores diferenciales

1. Operadores diferenciales

1.1. Sea k un anillo conmutativo.

1.2. Si A es una k-algebra (no necesariamente conmutativa) y x, y € A, escribimos

[x,y] =xy-yx

Yy, mas generalmente, si /| > 2y x, yi, ..., y; € A, definimos inductivamente

[y o] = [ 0y ) i

Notamos, ademds, ad y a la aplicacion [—, y] : x € A~ [x, y] € A.
Es inmediato verificar que la aplicacién [—, -] : A x A - A es anti-simétrica y
que, cualesquiera sean x, y, z € A\, se tiene que

[x, y2] = [x, y]z + y[x, 2] (20)

[x. [y 2l] = [[x.y) 2] + [ [, 2] (21)

La primera de estas identidades es la llamada regla de Leibniz, mientras que la
segunda es la condicién de Jacobi para el corchete [—, -].

Usando (21) es facil ver que si los elementos y;, ..., ¥; conmutan entre si, la
expresion [x, y1,.. ., y;| es simétrica con respecto a sus ultimos / argumentos.

1.3. Fijemos una k-dlgebra conmutativa A.

1.4. Six € A, escribimos m, € Endi(A) ala aplicacion m, : y € A~ xy € A dada
por la multiplicacién por x.

1.5. Sea (Diffi(A))pZ,l la sucesion de subespacios de Endy (A) con Diff;'(A) = 0
Y, para cada p > 0,
Difff(A) = {f € Endy(A) : [f, my] € Diff? " (A) para cada x € A}.

Sea ademas Diff; (A) = Up>— Diffi(A).

1.6. Sea S c A un subconjunto que genera a A como k-algebra. Si f € Endi(A) y
p > 0, un argumento inductivo evidente usando (20) y (21) prueba que f € Diﬂ“z (A)
sii se tiene [ f, My, .. ., mxp] = 0 para cada eleccion de x, ..., xp € S.

35
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1.7. Lema. Sea A una k-dlgebra conmutativa.
(i) La sucesion (Diff‘z (A))p-1 de subespacios de Endy (A) es creciente.
(i) Six € A, entonces my € Diff°(A). La aplicacion m : x € A~ my € DiffO(A)
es un isomorfismo de k-dlgebras. En particular, Diff} (A) = Enda(A).
(iii) Si p, g > -1 f € Difff(A) y g € Diff1(A), entonces [f, g] € Diff? """ (A).
(iv) Sip, q> -1, f e Difff(A) y g € Diff!(A), entonces f g € Diff} 1 (A).
(v) Diffx(A) es una sub-k-dlgebra de Endy(A) y (Diff}]z (A))ps0 es una filtracion
creciente y exhaustiva compatible con esta estructura, y la correspondiente
dlgebra graduada gr Diffy (A) es conmutativa.

El dlgebra Diff (A) es el dlgebra de operadores diferenciales sobre A. Si f € Diff(A),
decimos que f tiene orden alo sumo p cuando f € Diff‘Z(A).

Demostracion. (i) Mostremos que Diff‘z_l(A) c Diffi (A) para todo p > 0 haciendo
induccidén sobre p; notemos que cuando p = 0 no hay nada que probar. Sea entonces
p=1 fe Diﬁi_l(A) y supongamos que DifT‘Z_Z(A) c Diffi_l(A). Sea x € A. Tene-
mos que [ f,my] € Diﬁf‘Z*z(A) en vista de la eleccién de f, y la hip6tesis inductiva
nos dice que entonces [ f, my| € Diffi_l(A). La arbitrariedad de x implica ahora
que f € Diffi(A).

(ii) Si x € A, entonces [my, m,] = 0 € Diff;'(A) para cada y € A porque
A es conmutativa. Luego my € Diffz(A) y la aplicaciéon m del enunciado esta bien
definida. Que se trata de un morfismo de k-algebras es evidente. Si f € Diff} (A), la
definicién de Diff{ (A) nos dice que f(xy) = xf(y) cualesquiera sean x, y € A, asi
que si y € A, tenemos que

) =fO1) =yfQ) = msy(y),

de manera que f = m(;). La aplicacion m es por lo tanto sobreyectiva. Es inyectiva
porque para cada x € A es m, (1) = x.

(iii) Digamos que un par (p,q), con p, g > —1, es bueno si cualesquiera sean
f e Diff‘Z(A) y g € Diff](A) se tiene que [f,g] € Diff‘zw_l(A). Notemos que,
en vista de las definiciones y de (ii), un par (p,q) que tiene alguna de sus dos
componentes igual a —1 es bueno. Para probar la afirmacioén (iii), supongamos
inductivamente que

si —1<p' <p, -1<q <qy(pq) # (p,q), entonces el (22)
par (p’,q") es bueno.

Ahora,si f € Diﬂ“z(A), geDiff1(A) yx e A, es

[[f’ gl; mx] = [[f’ mx],g] + [f’ (9> mx]]’
asi que, como [ f,my] € DiffZ_I(A) y[g,mx] € Diffi_l(A), la hipétesis (22) implica
que [[ 1.9l mx] € Diff‘;c’+q_2(A). Como el elemento x es arbitrario, esto nos dice

que [f,g] € DiffI:q_l(A), esto es, que el par (p, q) es bueno. Esto prueba (iii).
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(iv) Si p, g > -1, f € Diff?(A), g € Diff}(A) y x € A, es
[fg,mx]=[f,mc]g+ f[g,mx].

Como [ f,my] € Diﬁ'i_l(A) y[g,mx] € Diﬁ’Z_I(A), vemos que, si razonamos como
en la prueba de (iii), la prueba de (iv) se reduce a la verificacién de su validez cuando
p =-10q =-1,1a que es claramente inmediata.

(v) Esto es consecuencia directa de (i)-(iv). O

1.8. Fllema 1.7 provee una descripcion explicita de Diffg(A), al que desde ahora
identificamos con A; asi, escribiremos generalmente x en lugar de m,. Ademads, es
claro que (iv) implica que, bajo esa identificacion, cada Diff{ (A) es un A-bimodulo.
Es facil dar ejemplos que muestren que no se trata de A-bimddulos simétricos, en
general.

1.9. Para Diff} (A) tenemos la siguiente descripcion:

Lema. Sea A una k-dlgebra conmutativa. Si 8 € Dery(A) es una k-derivacion de A,
entonces 8 € Diff; (A). La aplicacion

(x,8) € A® Dery(A) = x + 8 € Diff}(A)

es un isomorfismo de A-modulos izquierdos.

Demostracién. Sid € Derg(A)yx, ye A, es

[8, mc](y) = 8(xy) —x8(y) = y8(x) = ms(x) (),

asi que [§, my ] = mgy(y) € Diff} (A). Esto nos dice que & € Diff}(A). Esto prueba
la primera afirmacién del lema y la buena definicién de la aplicacién que aparece
en el enunciado. La A-linealidad a izquierda puede verificarse haciendo un calcu-
lo directo. Para ver que se trata de un isomorfismo, exhibiremos una aplicacién
v : Diff} (A) — A @ Der,(A) que es su inversa.

Sea f € Diff} (A). Si y € A, entonces existe u € A tal que [f,m,] = m,. Eva-
luando ambos miembros de esta igualdad en 1 € A vemos inmediatamente que

u=f(y) - yf(1)y, entonces, que
fy2)=yf(2) = f(y)z-yf()z (23)
paratodo z € A.Sea § = f — mg(;) € Endi(A). Usando (23), calculamos que
0(y)z+y8(2) = f(n)z - f(yz+yf(2) - yf(1)z
= f(yz) = f(Dyz = (y2),
de manera que 6 € Der(A). Tiene sentido poner, entonces,
y(f) = (f(1),8) € A® Deri(A).

Es inmediato que, definida asi, la aplicacién y es la inversa buscada. ]
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1.10. En general, no hay una descripcion directa para Diﬂ”; (A) cuando p > 2 com-
parablealadadaeni17yigparap=0yp=1

2. Una descripcidn alternativa de Diff ;. (A)

2.1. El objetivo de esta seccidn es presentar una descripcion alternativa de Diff; (A)
que resulta considerablemente mas comoda para muchos propdsitos.

2.2. Sea y : A® A - Ala multiplicacion de A y sea | = ker y, de manera que
tenemos una sucesion exacta corta de A-bimodulos:

04>]4>A®kA4H>A4>0

Como A es conmutativa, ¢ es un morfismo de k-dlgebras y J es un ideal de A ® A.

2.3. Six € A, entonces d(x) =1® x — x ® 1 € ], asi que podemos definir de esta
manera una aplicacion d : A — ], que es claramente k-lineal. Se trata, de hecho, de
una k-derivacion.

2.4. Laimagen d(A) genera a ] como A-mddulo tanto a izquierda como a derecha:
dado un elemento u = Y ;.; x;®y; € J,de manera que p(u) = ¥,y xiyi = 0, entonces

Yoxid(yi) =u=-> d(xi)yi.

iel iel
En particular, d(A) genera a J como ideal de A ® A. Mdas generalmente, si S c A

es un subconjunto que genera a A como k-algebra es facil ver, usando que d es una
derivacion, que d(S) genera a ] como ideal de A ® A.

2.5. Recordemos que cuando M y N son A-mddulos izquierdos, el k-espacio vec-
torial homy (M, N) resulta un A-bimédulo, de manera que si f € homy(M,N) y
X, y € A, entonces xfy: M — N es el morfismo tal que (xfy)(m) = xf(ym) para
cada m € M. Dotado de esta estructura, es facil ver hay un isomorfismo

o« :hompg, 4 (A, homy (M, N)) - homy (M, N)

tal que a(f)(m) = f(1)(m) si f : A - homi(M,N) es A ®; A-lineal y m € M.

2.6. Proposicion. Sea A una k-dlgebra conmutativa y sea p > 0. Entonces hay un
isomorfismo de A-modulos izquierdos o derechos

homug,a ((A®k A)/JP*',Endi(A)) = Diftf (A)
y, si dotamos a A ®, A de la topologia J-ddica y a Endy(A) de la topologia discreta,
hom{! , (A @k A, Endg(A)) = Diff(A)

también como A-mddulos izquierdos o derechos.
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Demostracién. Si f € Endg(A) y x € A, es inmediato verificar que, con respecto a la
estructura de A ® A-mo6dulo de Endy (A), se tiene que d(x) f = [f, mx].
Sea p > 0y pongamos P, = (A ® A)/JP*!. La aplicacién

¢ € homg,a(Pp, Endr(A)) = ¢(1®1) € {f € Endy(A) : JP*' f = 0}.

es evidentemente un isomorfismo de A-mddulos izquierdos. Como sabemos que
JP*! estd generado como A-bimédulo por los productos de la forma d(xo) -+ d(x))
con X, ..., Xp € A, y como

d(x0) - d(xp) f = [fs Mg g, ],

es claro que {f € Endi(A) : JP*1f =0} = Diff‘Z(A). Esto prueba la primera parte
de la proposicion.

La segunda parte es consecuencia inmediata de la primera, ya que un homo-
morfismo A ® A - End(A) es continuo precisamente cuando se anula sobre una
potencia de J. O

2.7. Motivados por esta proposicion hacemos la siguiente definiciéon: cuando M
y N son A-médulos izquierdos y p > 0, el espacio de operadores diferenciales de M
en N de orden p es

Diff? (M, N) = homag, 4 ((A ®x A)/J?*',homi (M, N))

Y, si dotamos a A ®; A de la topologia J-ddica y a homy (M, N) de la topologia
discreta, el espacio de operadores diferenciales de M en N es

Diff (M, N) = hom{{y' , (A ® A, hom (M, N))

2.8. Notemos que la proposiciéon nos dice que Diﬁ”z (AA) = Diﬂ“z (A) para cada
p > 0y que Diffy (A, A) = Diff;(A). Es de esta forma como se introducen los
operadores diferenciales en [Gro, §16].

3. Operadores diferenciales sobre dlgebras de dimension finita

3.1. En esta seccion daremos una descripcién completa del dlgebra Diffx (A) cuando
A es una k-dlgebra de dimension finita y k es un cuerpo perfecto. Esto es posible
gracias al teorema de estructura de anillos artinianos y el Teorema Principal de
Wedderburn-Malcev, que nos permiten reducir la cuestion al caso local mas simple.

3.2. Proposicion. Sea k un cuerpo y sea (A, m) una k-digebra conmutativa y local de
dimension finita, con cuerpo residual k. Entonces Diff; (A) = Endy (A).

Demostracion. Escribimos ® = ® y pongamosn=m® A+ A®@mc A® A. Como
m es nilpotente, es claro que todo elemento de n es nilpotente en A ® A; por otro
lado, tenemos que (A ® A)/n = A/m = k. Concluimos, entonces, que n es el radical
de Jacobson de A y, como n es evidentemente un ideal maximal, que es el unico. Asi,
A ® A eslocal y, como es ademas artiniana, el ideal n es nilpotente.
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Ahora bien, el ideal ] = ker(y : A® A - A) de 2.2 estd contenido en n, asi que
existe p > 0 tal que J?*! = 0 y entonces

Diff? (A) = homuga ((A® A)/JP*!, Endi(A))

coincide con End (A). Por supuesto, esto implica que Diff;(A) = Endg(A). O

3.3. Lema. Sea K/k una extensién algebraica y separable de cuerpos y sea M € xMod.
Entonces toda k-derivacion d : K — M es nula.

Demostracién. Sea d : K — M una k-derivacién y sea A € K. Como K/k es al-
gebraica y separable, existe p € k[X] tal que p(1) = 0y p'(1) # 0. Entonces
0=d(p(A)) =p'(L)d(L), asi qued(A) = 0. O
3.4. Proposicion. Sea K/k una extensién algebraica y separable de cuerpos y sea A
una K-dlgebra. Entonces Difff (A) = Diff‘;7 (A) para cada p > -1 y, en consecuencia,
Diffx (A) = Diff(A).

Notemos que las igualdades de este enunciado tienen sentido, ya que todos los
conjuntos considerados estan contenidos en Endy (A).

Demostracion. Basta probar la primera afirmacion. Hacemos induccién sobre p; por
supuesto, cuando p = —1 no hay nada que probar. Supongamos entonces que p > —1
y que Diff? (A) = Diff‘z(A). Es claro que Diﬁfﬁﬂ(A) c Diff‘zﬂ(A), asi que tenemos
que mostrar solamente la inclusion reciproca.

Sea f € Diff‘ZH(A). Para ver que f € Diff‘?l(A) solo hay que verificar que f es
K-lineal. Paracadal e Kc Aes[f,m)] € Diﬁ"‘Z(A) = Diﬂ“‘l';(A), asi que podemos
definir una aplicacién ¢ : 1 € K — [f,m, ] € Endg(A). Explicitamente, si A € K'y
x€Aes

o) (x) = f(Ax) = Af (x).

Si consideramos a Endg(A) como un K-mdédulo de la manera evidente, la aplica-
cion ¢ resulta una k-derivacion: es claro que es k-lineal ysiA, y € Ky x € A,

o(Au)(x) = f(Aux) - Apf(x)
= f(Apx) = Af (ux) + Af (ux) = Auf (x)
que, como f(Apx) —Af(px) = uf(Ax) — Auf(x) porque (1) es K-lineal, es

= uf(Ax) = Apf(x) + Af (ux) - Auf(x)
= (up(A) + Ap(u))(x).

Ahora bien, como la extension K/k es algebraica y separable, 3.3 nos dice que ¢ = 0,
esto es, que f es K-lineal, como queriamos. O
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3.5. Es una consecuencia inmediata de esta proposicion que si K/k es una extension
algebraica y separable, entonces Diff;(K) = K. Cuando la extensién no es separable,
en cambio, hay generalmente ‘mas’ operadores diferenciales: tenemos, por ejemplo,
el siguiente siguiente caso particular:

Proposicion. Sea k un cuerpo de caracteristica positiva p y sea K[k una extension
puramente inseparable simple de grado p". Entonces Diffx (K) = Endg (K).

Demostracién. Existe x € K\k tal que x*' = a € ky K = k(x). El conjunto
{x":0<i<p'}esunak-base de K. Consideremos, para cada i € {0,...,p" —1}, el
elemento §; € End(K) tal que

Si(xj):(]_)xj_i, si0<j<p.
i
Claramente es §p = idg. Afirmamos que
[8is1, mx] = 6 (24)

siempre que 0 < i < p" — 1. En efecto, si j < p” — 1, entonces

(81, M) (x7) = 81 (/1) — %8111 (x7)

:(j+1)xj—i_( j )xj—i
i+1 i+1
= 8;(x),

mientras que

(811, m ] (xP' 1) = 811 (a) — x81a(xP )

) _(p’ —1)xpr_i_1
i+1

= 8;(xF" ),

yaque (7 + (%) = () =0 (mod p).

Usando la relacién (24), el hecho de que K esta generada por x como k-algebra
y 1.6, es facil ver que &; € Diff;(K) para cada i € {0,...,p" — 1}. Mds aun, es
consecuencia inmediata de la definicion que 8;(x/) = 0y 8;(x') =1si0< j<i < p',
asi que # = {8; : 0 < i < p"} es un conjunto linealmente independiente en el
K-modulo izquierdo Diff (K). Pero como evidentemente Diff (K) c Endi(K) y
dimg Endg (K) = p, es claro que A es, de hecho, una K-base de Diff;(K) y que
Diffk(K) = Endk(K). ([
3.6. Proposicion. Supongamos que k es un cuerpo perfecto y sea (A, m) una k-dlgebra
de dimension finita que es conmutativa y local. Entonces A posee una estructura
candnica de A[m-espacio vectorial, tinica a menos de un k-isomorfismo de A/m, y se
tiene que Diff;(A) = End g/ (A).

La estructura de k-algebra de End 4/, (A) depende claramente solo de A.
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Demostracion. El teorema de Wedderburn-Malcev [Pie82, Corollary 11.7] nos dice
que existe un unico subcuerpo K c A que es una sub-k-algebraytalque A= K @ m,
de manera que, en particular, K @ A/m. Vista como K-algebra, A estd en las hip6tesis
de 3.2, asi que Diffx(A) = Endg(A). Como K/k es finita y separable, 3.4 nos dice,
finalmente, que Diff (A) = Diff g (A). O
3.7. Proposicion. Sean A, y A, dos k-dlgebras conmutativas. Entonces hay un isomor-
fismo de A x B-mddulos izquierdos Di[f‘Z(Al x Ay) 2 Diﬁi (Ap) x Diff‘Z(Az) para
cada p > -1y un isomorfismo de k-dlgebras Diff ;. (A1 x A, ) = Diff (A;) xDiffx (A2).
Demostracién. Todo elemento f € Endy(A; x A,) puede escribirse de manera tinica
en la forma (211 Jf,Z) con fi; € homy(Aj, Aj) sii, j € {I,2}, y es claro que en
esta escritura el producto en Endg(A; x A;) coincide con el producto matricial.
Mostremos, para cada p > -1, quessi f € Difff{7 (A; x Ay), entonces f;; € Diff},Z(Ai)
parai€ {1,2}, fix =0y fxn = 0. Esto implica inmediatamente las dos afirmaciones
del enunciado.

Sea entonces f = (}211 JJ:Z ) € DiffIIZ(Al x A;).Si (a1, az) € Ay x Ay, sabemos que

[f> M(arar)] € Diff‘z*l(Al x Aj). Calculando esto, vemos que

_ [fll’ m‘ll] fl2ma2 - malle
[f’ m(al,az)] - >
fuma, —ma, fn [ f22, Ma, ]

asi que, haciendo induccion en p, podemos concluir que | fi;, mg, ] € Diff}]Z_I(A,-) si
ie{l,2} yque

f12mu2 - malflz =0, (25)

Sfamg, — mg, f1 = 0. (26)
De la arbitrariedad de a; € A; y de a, € A; deducimos que fi; € Diffi (A1) y que
fa € Diff‘Z(Az). Por otro lado, tomando (a1, az) = (14,,0) en (25) y en (26) vemos
que fi2 =0y que f5 = 0. O
3.8. Estamos ya en condiciones de dar la descripcion del anillo de operadores dife-
renciales sobre una k-élgebra artiniana:

Teorema. Sea k un cuerpo perfecto y sea A una k-dlgebra conmutativa de dimension
finita. Entonces existen dlgebras locales (A, m1), ..., (A,, m,) tales que

A2 A;x--xA,

Diff;(A) 2 [ [ Endy, jm, (4:).

Demostracion. Sabemos que el algebra A es un producto directo de un nimero finito
de k-algebras conmutativas artinianas locales, cf. [Eisgs, Corollary 9.1]. El teorema,
entonces, es consecuencia de 3.6 y de 3.7. O
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3.9. Notemos que el teorema nos dice, en particular, que el dlgebra de operadores
diferenciales sobre un éalgebra de dimension finita es semisimple.

4. Operadores diferenciales sobre algebras afines regulares

4.1. Si A es una k-algebra conmutativa, recordemos que decimos que A es regular si
para cada ideal maximal m € maxSpec A se tiene que el anillo local A, es un anillo
local regular, esto es, si

dimA/mm/m2 =dim Ap,
con dim A, la dimensién de Krull de Ay,; ver, por ejemplo, el libro de Hideyuki

Matsumura [Mat8o].

4.2. Si A es un algebra finitamente generada y regular, la estructura del algebra de
operadores diferenciales puede ser estudiada en detalle. El siguiente teorema resume
parte de lo que se puede decir con toda generalidad:

Teorema. Sea k un cuerpo de caracteristica nula. Sea A una k-dlgebra conmutativa
finitamente generada y supongamos que A es un dominio de integridad de dimension
de Krull n = dim A.

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) El dlgebra A es regular.
(b) Diffx(A) es una k-dlgebra simple.
(c) EIDiffg(A)-médulo izquierdo A es simple.

Cuando estas condiciones se satisfacen, Diffy(A) es un anillo noetheriano tanto a
izquierda como a derecha y:

(i) La dimensién de Krull de Diff(A) en el sentido de Gabriel-Rentschler
[RG67] es

K(Diffx(A)) = n.

(ii) La dimensién global de Diff;.(A) es
gldim Diff; (A) = n.

(iii) La dimensién de Gel'fand-Kirillov de Diff . (A) es
GKdim Diff (A) = 2n.

(iv) En tanto subdlgebra de Endy(A), el digebra Diffy(A) estd generada por
Diff} (A) = A @ Dery(A).

Demostracion. Ver el Capitulo 15 de [MRo1]. U
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4.3. A pesar de que, como en este teorema, podemos obtener informacion de ca-
racter estructural sobre las dlgebras de operadores diferenciales sobre un algebra
regular A, es considerablemente dificil describir explicitamente el dlgebra Diff; (A).
Recientemente Vladimir Bavula [Bavos], en un verdadero tour de force, logré dar
una construccion explicida de generadores y relaciones para Diff;(A) en términos
de una presentacion de A; mds aun, en [Bavo8] pudo resolver el problema todavia
mas delicado de hacer esa descripcion cuando el cuerpo de base tiene caracteristica
positiva.

4-4. El caso que més nos interesa es cuando A = k[ti,.. ., t,] es el dlgebra de polino-
mios en variables #, ..., t, algebraicamente independientes. Es facil ver que se trata
de un algebra regular, y entonces el teorema nos permite obtener una descripcién
del dlgebra Diff . (A).

En efecto, un calculo directo muestra que Der(A) es el un A-médulo a izquier-
da libre con base {a%, e %} el conjunto de derivaciones formales usuales con
respecto a las variables, asi que la parte (iv) de 4.2 nos da generadores y relaciones
para Diff; (A). Haremos esto explicito en la seccién 4 del capitulo I11 y obtendremos
en los capitulos siguientes casi toda la informacion provista por el teorema en este

caso particular por métodos ad hoc.



CAPITULO 1II

Algebras de Weyl

1. Definiciones
1.1. Fijemos un cuerpo C algebraicamente cerrado y de caracteristica cero. Notare-
mos hom(—,-) y (=) ® () alos functores hom¢ (-, -) y (-) ®c (-).
1.2. Fijemos un entero n € N.

1.3. La n-ésima dlgebra de Weyl A,, es la C-algebra libre en generadores py, ..., pn, ¥

q1> ---» qn sujetos a las relaciones

(95 pj] = 6ij» (27)
y

[pi,pj] = [4i9;]1=0 (28)

paracadai,je{l,...,n}.

1.4. Sea 0 = C[ty,..., t,]la C-dlgebra de polinomios con variables f, ..., t,,. Existe
un unico morfismo de C-dlgebras p : A, - End¢(0) tal que

p(pi)(f) = tif

¥
_of
P(a)(f) =5

paracadaie {l,...,n}ycada f € 0, yesto hace de & un A,-mddulo izquierdo. En
efecto, si C(p1,..., Pn>q1> - - ->qn) es el dlgebra libre en los generadores indicados,
estas formulas definen un morfismo de algebras

p:C(p,..os P> Q1>+ - > qn) ~ Endc(0),
y es inmediato verificar que los elementos

qipj = pjqi —1-0i,j,

pipj=Pjpi

qiqj — 9j9i
correspondientes a las relaciones (27) y (28) tiene imagen nula por p, de manera que

p pasa al cociente para dar el morfismo de édlgebras p : A, - End¢ (&) buscado.

45
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Usaremos el simbolo — para la accidén de A, sobre & correspondiente al morfis-
mo p, de manera quesix € A, y f € 0, escribiremos x — f = p(x)(f).
1.5. Proposicién. El conjunto B = {pl'ql'-pinglht iy, .., in, j1, ..., jn € No} es una
base de A,, como C-espacio vectorial.
Demostracion. Es claro, de la definicién misma, que A, estd generada por los mo-

nomios no conmutativos en los generadores P>+ Pn>qis--->qn. Las relaciones
que definen a A, nos dicen que

qgipj = pigj + 0i,j> (29)

pipj = pjpi> (30)
y

q9iq; = 4;4i (31)

paracadai, j € {l,...,n} yes evidente que usando estas relaciones podemos ver
que todo monomio no conmutativo en los generadores es igual en A, a una combi-
nacon lineal de elementos del conjunto B del enunciado. Para probar la proposicion,
entonces, bastard mostrar que B es linealmente independiente.

Supongamos, por el contrario, que B es linealmente dependiente. Existe en ese
caso un conjunto finito no vacio I ¢ N3" y una funcién a : I — C\0 tales que, si
escribimos « = (i, j§, ..., iy, j%) para cada « € I, se tiene en A, que

> a(a)pl al'-piiql =o.
ael

Sea by = max{j{ : « € I'} y definamos inductivamente, para [ € {2,...,n},
by=max{ji:ael, ji =by, ..., jl,=bi1}.

Seaademas I’ = {ael:if=by, ..., i = b,}. EntoncesesI' + @y en O se tiene
que

0= Za(oc)p{f‘q{f---g)i,zqf;z - tfl---tZ" =bl---b,! Z a(oc)tflamti,z.
ael ael’

Pero esto claramente implica que a(a) = 0 para cada « € I, lo que es absurdo. [
1.6. Proposicion. Sean m, n € N. Entonces Ay, ® Ap = Appin.
Demostracion. Es facil verificar que hay morfismos de dlgebras ¢ : A, ® A, = Apin
YV Apsn = Ay ® Ay tales que

¢(pi®1) = pi, ¢(qi ®1) = qi,

¢(1® pj) = pjem, ¢(1®q;) = Gmej
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y
Pr®1, sil<k<m;
y(pr) = .
1® promi1, Sim+1<k<m+n;
qx ® 1, sil<k<m;
y(qx) = .
1® gk_ms1>» Sim+1<k<m+mn;
y que se trata de morfismos inversos. O
1.7. Corolario. Si n € N, entonces A, 2 A; ® - ® Aj.
| —
n factores
Demostracion. Esto sigue de 1.6 y de una induccién evidente. O

1.8. Proposicién. Hay un isomorfismo F : A, — AyY.

Demostracion. Es inmediato verificar, usando la presentacion dada para A, en 1.3,
. , O
que existe exactamente un morfismo de dlgebras .7 : A, - A}’ tal que

Z(pi) = qi
y
7 (qi) = —pi
paracadai€ {1,...,n}. Como (—)° es un functor, tenemos también un isomor-

fismo .7 : A3 — (AF)°P = A, y un célculo directo muestra que
(ﬂop Oy)z = idAn-
Esto implica claramente que .% es un isomorfismo. O

1.9. Corolario. Hay un isomorfismo A%, = A,y,.

Demostracion. Es A® = A, ® AW = A, ® A, por 1.8, y esto es isomorfo a A,y
por 1.6. (]
2. La filtracién de Bernstein

2.1. La filtracion de Bernstein es la filtracion positiva y creciente FA, sobre A, que
tiene, para cada m € Ny,

FnAn = (pla] it 0 iy 4ot iy + ji+ o+ ju < m).

2.2. Si notamos V al subespacio de A, generado por {p1,...,Pn>q1>--->qn}> €S
claro que F,A, = C1® V y, mas generalmente, se tiene que

FmAn = (FlAn)m

para todo m € Ny, como puede verse mediante una induccién evidente usando
las relaciones (29), (30) y (31). Esto implica que FA,, es una filtracion de A,, como
algebra.
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2.3. Six € A,\0, notamos s(x) al simbolo principal de x con respecto ala filtracion F:
esto es, si m € Ny es tal que x € F, A,,\Fy,-1A,, entonces

S(X) =X+ melAn € FmAn/Fm—lAn = ngAn~
2.4. Proposicion. Hay un isomorfismo

P: Clxt, -« s Xm> Y1 oo o> Vu] - gri,

de dlgebras graduadas tal que

¢(xi) =s(pi)

o(yi) = s(q:)
paracadaic{l,...,n}.

Demostracion. Para ver que existe un tal morfismo, basta mostrar que los elementos
del conjunto {s(p1),...,s(pn)>s(q1),-..,s(pn)} conmutan entre si, y esto es conse-
cuencia inmediata de (27) y de (28); mas aun, el morfismo es claramente homogéneo.

Como tanto las componentes homogéneas de C[x, ..., X, ¥1,. .., ¥n]| como
de gr A, tienen dimensidn finita, para ver que ¢ es una biyeccion alcanza con mostrar
que es sobreyectivo. Esto sigue de que el conjunto B de 1.5 es una base y de que su
imagen por s en gr A, es una base de gr A,, ya que

s(pialpiran) = s(p1) " s(q) s (pn) " s(qn) ™" = @(x{ "2t yi')
cadavez que iy, ..., iy, fi,-.-> jn € Np. O

2.5. Lema. Sea A una C-dlgebra y sea FA una filtracion sobre A.

(i) SigrA esun dominio, entonces A es un dominio.
(ii) Si grA es notheriana a izquierda, entonces A es notheriana a izquierda.

Demostracion. (i) Supongamos que A no es un dominio, de manera que existen
a,b e A\0 con ab = 0. Sean n, m € Ny tales que a € F,A\F,_1Ay b € F A\Fp_14;
entonces s(a) = a+ F, 1A € gr, Ay s(b) = b+ F,,1A € gr,, A. Por supuesto,
ess(a) #0ys(b) #0,ycomo

s(a)s(b) =ab+Fpim1A=FpimaA=0egr, A,

vemos que gr A tampoco es un dominio.

(ii) Sean £ (A) y Z(gr A) los conjuntos de ideales izquierdos de A y de gr A,
respectivamente; .2 (A) y -Z(gr A) son conjuntos ordenados via la relacién de
inclusioén. Si I € Z(A), consideramos para cada m € Ny el subespacio

_ (I+Fy1A)nFyuA c

r. A
F, 1A 8T

Im
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y ponemos
y(I)= € I,cgrA.
mEN()
Afirmamos que obtenemos de esta forma una aplicacion y : £ (A) - £ (gr A) que
es un morfismo de conjuntos ordenados y tal que

sil,]J e Z(A) son tales que I ¢ J, entonces y(I) ¢ y(J). (32)

En efecto, veamos primero que y(I) es un ideal izquierdo de gr A, que es manifies-
tamente homogéneo. Sean m, n € Ny, x € gr, A e y € I,, de manera que existen
a € FpyA\Fpn1Aybe (I+F,1A)nF,Atalesquex =a+Fy,1Aey=0b+F,,A.
Entonces

xy=ab+Fpp Acgr, A

y, como ab € Fy,A- (I + F_1A) € I+ Fpyin_1A, vemos que Xy € Ip.p. Esto nos dice
que y(I) es un ideal izquierdo.
Consideremos, por otro lado, ideales Iy ] € Z(A) y supongamos que I & J. Sea

m =min{k € No: (J\I) n FxA#0}
yseax € (J\I) n F,, A. Tenemos que s(x) € J,. Supongamos que
(I+Fn1A)nF,A

Fu1A

de manera que existe x” € I tal que x — x” € F,,,_; A. Entonces es

>

x+Fn1Aely, =

0#x—x"€(J\I)nFpu14,

lo que contradice la eleccién de m. Esta contradiccion prueba (32).

Ahora bien, la hipdtesis de que gr A es notheriana significa que toda cadena
creciente en .Z(gr A) es finita. Usando (32) podemos concluir inmediatamente
que lo mismo vale en .Z(A), asi que A también es notheriana, como queriamos
mostrar. (]

2.6. Proposicion. El dlgebra de Weyl A,, es un dominio nétheriano.

Demostracion. De la proposicion 2.4 vemos inmediatamente que gr A, es un domi-
nio noétheriano, asi que la proposicion es consecuencia del lema 2.5. O
3. La graduacion por pesos

3.1. Existe exactamente una Z-graduacion sobre el dlgebra A, para la cual es
pil=1 y il =-1
paracada i€ {1,...,n}. En efecto, es claro que estas formulas definen una gradua-

cion sobre el dlgebra libre C(py, ..., pn, q1,--.>qn) ¥ que las relaciones (27) y (28)
que definen a A, son homogéneas con respecto a ella.
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3.2. Sik € Z, notamos Asqk) al subespacio de A,, de elementos de grado k de A,, para
esta graduacion y decimos que los elementos de A%k) tienen peso k.

3.3. Seae: A, - A, laaplicacion lineal tal quesik e Zysia € Asqk) ese(a) =ka.
Es inmediato verificar que se trata de una derivacion, de manera que

e(ab) =e(a)b+ae(b)
para cada a, b € A,,. Llamamos a e la derivacién euleriana de A,,.

3.4. Lema. Sea 8 : A, - A, una derivacion tal que §(p;) =1y 8(qi) = —1 cualquiera
seai€{l,...,n}. Entonces § = e.

Demostracion. Esto es consecuencia inmediata de que e satisface las condiciones
del enunciado y de que una derivacion de A, queda univocamente determinada por
sus valores sobre {p1,..., Pn, q1>- - ->qn}> ya que este conjunto genera a A,,. ]
3.5. Seaw =" pigic Ay yseae : A, - Ay laaplicacion tal que e’(a) = [w, a]
para todo a € A. Es inmediato verificar que se trata de un derivaciony que e’(p;) = 1
yque e’(g;) = -1 paratodoi € {1,...,n}. Usando 3.4, entonces, concluimos que
e = ¢’. Asi, la derivacién euleriana de A, es una derivacién interior.

4. El algebra de Weyl como algebra de operadores diferenciales

4.1. Las algebras de Weyl aparecen naturalmente como algebras de operadores
diferenciales regulares sobre el espacio afin:

Proposicion. Sea & = C[t, ..., t,] la C-digebra de polinomios en variables ti, ..., ty,
y sea Diffc(0) el digebra de operadores diferenciales regulares sobre O. Entonces hay
un isomorfismo A, = Diffc(0).
Demostracién. Sea Endc(0) el dlgebra de endomorfismos de & en tanto espacio
vectorial. Sea m : & — End¢ () el morfismo de édlgebras tal que m(a)(b) = ab,y
sea Derc(0) el 0-mddulo izquierdo de las derivaciones C-lineales de &. Como &
es un algebra regular, su dlgebra de operadores diferenciales Diffc () estéd generada,
en tanto subalgebra de End¢ (&), por la unién de m( &) y de Derc (0).
Paracadai€ {1,...,n} notemos a% ala derivacion de & dada por la derivacion
formal con respecto a la variable t;. Afirmamos que existe un morfismo de algebras
¢ : A, - Diffc(0) tal que

¢(pi) = m(t;)

¢(q:i) = a%

paracadai € {1,...,n}. Para verlo, basta verificar que

[a%,m(tj)] =0i
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d 0
[m(t:), m(1j)] = 55, 55,1 = 0
paracadai, je {1,...,n},lo que sigue de un célculo directo.
El morfismo ¢ es necesariamente inyectivo, ya que A, es simple. Por otro la-

do, como {a%, e %} es una base de Derc (&) como &-moddulo. Como ademéds
{m(t1),...,m(t,)} generaa m(0), es claro entonces que el conjunto

{m(ty),...,m(tn), a%, s %

genera a Diff ¢ (&) como algebra. En vista de la definicién de ¢, esto implica que se
trata de una sobreyeccion. O

4.2. Notemos que la accién — de A, sobre & construida en 1.4 coincide con la
accién natural de Diff ¢ (&) sobre & bajo el isomorfismo de la proposicion.






CAPITULO IV

Cohomologia de las algebras de Weyl

1. Una resolucién proyectiva

1.1. Proposicion. Sea A una C-algebra y sean x;, ..., x, € A elementos que conmutan
dos a dos. Para cada k € {0,...,n} sea I = Y% | Ax; el ideal izquierdo generado por
X1, ..., Xi; en particular, es Iy = 0. Supongamos que

siacAyaxy € Iy, entonces a € I_;. (33)

Entonces si V = @, Cx; es el subespacio vectorial de A generado por {x1,..., %y},
hay una resolucién proyectiva de A[I,, como A-mddulo izquierdo de la forma

dp
= AQ NPV —= A@ APV ——

d, d e
= AQ ANV —>AQV —= A—— All,

con diferenciales dadas por

p .
dp(a®@vin-=nvy)=> (1) avi®@viA-ADi A AV,
i=1
sip>lLacAyvy,..., vy € V,yconaumentacion e : A — A[I, dada por la proyeccion
canodnica.

Demostracion. Un calculo directo muestra que la construccién del enunciado da
efectivamente un complejo. Notémoslo X, de manera que X, = A ® APV para cada
p>0.

Procedemos por inducciéon. Cuando # = 0 no hay nada que probar, asi que
podemos suponer que n > 0. Sea V' = @' Cx; c V. Es inmediato verificar que
obtenemos un subcomplejo X’ de X si ponemos X;, = A® APV’ paracada p > 0.
La hipdtesis inductiva dice precisamente que H,(X") = 0'si p > 0 y que ¢ induce un
isomorfismo Ho(X') = A/I,,1.

Sea Y = X/X' el complejo cociente. Claramente Y, = 0, mientras que hay
isomorfismos u, : A® AP'V' > Y, con

Up(A®VIA - AVp1) = AR VI A AVp 1 AXy +X;,

para cada p > 0 que determinan un isomorfismo de complejos X’[1] — Y. Identifi-
cando via este isomorfismo a Y con X'[1], vemos que hay entonces una sucesion

53
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exacta de complejos

0 X' X X'[1] 0 (34)
Explicitamente, en grados bajos, tenemos un diagrama conmutativo de la forma

0 0 0 0

’ ’ ’ }

= AQ ANV —= AQ ANV —= A AV —=A—0

: } T !

T ANV = A® AV —— > AQAV — = A——=0

| ¢ i

= AQ AV —= AQ AV’

) /

0 0

O =2 <

S =<=—0O

Considerando la sucesion exacta larga correspondiente a (34), vemos que hay iso-
morfismos Hy,(X) = 0 para cada p > 1y una sucesion exacta

0 — Hi(X) —= Ho(X') —> Ho(X')

enla que Ho(X") = A/I,_; y en la que, a menos de este isomorfismo, el morfismo
de conexién 0 : A/I,,_; - A/I,_1, indicado por una flecha punteada en el diagrama,
esta dado por d(a + I,-1) = ax, + I,,_;. La hipotesis (33), entonces, implica que
0 es inyectivo, asi que H1(X) = 0. Como es claro, ademads, que la aumentacién ¢
induce un isomorfismo Hy(X) = A/I,, podemos concluir que X es una resolucion
proyectiva de A. U

1.2. Lema. Sea A una C-dlgebra y sea FA una filtracion creciente sobre A. Supon-
£amos que Xxi, ..., X, € A son elementos que conmutan dos a dos y notemos, para
cada k € {0,...,n}, Iy e I, a los ideales izquierdos generados por xi, ..., X y por
s(x1), ..., s(xx) en A y en gr A, respectivamente; en particular, Iy = Ij = 0. Supon-
gamos que no hay divisores de cero en gr A y que para cada k € {1,...,n} se tiene
que

siaegrAysias(xg) el ,, entoncesa € I;_,. (35)
Entonces para cada k € {1,...,n}

sia € Aysiaxy € Iy, entonces a € Ij_;.

En otras palabras, para obtener la conclusion de 1.1 en las condiciones del lema basta
verificar la condicién (33) a menos de la filtracién de A.
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Demostracién. Seak € {1,...,n},a € F,, Aysupongamos que axy € I;_;,de manera
que existen ay, ..., dx_; € A tales que axy = Zf;ll a;x;. Entonces

k-1
s(axy) = S(Z aixi) €Il
i-1

Como gr A es un dominio, s(axy) = s(a)s(xy) asi que (35) nos dice que s(a) € I; _,.
Vemos entonces que existen by, ..., bx_; € Aya’ € Fp 1Atalesquea = Y5 bix;+a'.
Como x; conmuta con cada uno de xy, ..., Xx_1,
k-1 k-1
a'x, = axy — Z bixixy = axy — Z bixyxi € Iy,
i=1 i=1
y vemos inductivamente que a’ € I;_; y, entonces, que a € Ij_;. (]

1.3. Dada un édlgebra A notamos 0 : A -~ A ® A ala aplicacion tal que
d(a)=a®l-1®a

para cada a € A. Es inmediato verificar que
d(ab) =d(a)b+ad(b) (36)

cualesquiera sean a, b € A, de manera que 0 es una derivacion.

Lema. Sea A un dlgebray sea y: A® A — A el producto de A. Si X € A es un conjunto
que genera a A como dlgebra, entonces el conjunto d(X) = {d(x) : x € X} genera al
niicleo I = ker u como A-bimodulo.

Demostracién. Es inmediato que d(x) € I para cada x € X, asi que el subbimo6dulo
I’ generado por d(X) en A ® A estd contenido en I. Para probar el lema tenemos
que mostrar que I ¢ I'.

Sea x € I. Existe un conjunto finito J y familias (a;) je; y (b;) jey de elementos de A
talesquex = Yy aj®b;y,comox € I,es Yy a;bj = 0. Esentonces x = 3 j; d(a)b;
y esto prueba que I estd generado, en tanto A-mddulo derecho, por {d(a) : a € A}.
Para terminar, mostremos que d(a) € I’ cualquiera sea a € A.

Seann e N, xy, ..., x, € Xy x = x1---x,,. Usando (36) vemos que

n
d(x) = le oo xis10(x) Xy xp €1
i1

Ellema sigue entonces de que todo elemento de A es combinacidn lineal de productos
de elementos de X y de que 0 es lineal. O

1.4. Seaahora A, la n-ésima algebra de Weyl, con generadores py,..., pn Y q1>--+> qn
como en I1L.1.3. Sea A% = A, ® A}’ el lgebra envolvente de A, de manera que hay
una identificacién canénica de 4 Mod con 4, Mody,, ysea u : Aj - A, el morfismo
de A,-bimo6dulos dado por la multiplicacién de A,,. Sea I = ker y.
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1.5. Como consecuencia del lema 1.3 y de que {p1,..., pn, q1>-..>qn} generaa A,,
vemos que en tanto ideal izquierdo de A¢, o, equivalentemente, en tanto subbimodulo
de A, ® A, I esta generado por los 2n elementos

I(p1)s---9(pn),9(q1)>- - 9(qn)-

Por otro lado, un célculo directo muestra que estos elementos conmutan dos a dos.

1.6. Proposicion. Sea A, la n-ésima dlgebra de Weyl y sea V = @7, Cp; ® @7, Cq;,
entonces A, tiene, como A,-bimddulo, una resolucion proyectiva e : A5, @ AV - A,
con diferenciales d,, : AS ® A"V — A% ® A™'V dadas por

dm((a®b)®ViA--AVy) = Z(—l)”1(a®v,-b—avl-®b)®v1/\---/\1>,-/\---/\vm
i=1

sim>1,a,beA,yv,...,v, € V,ycon aumentacién € : A — A, dada por el
producto.
Demostracion. La filtracion de Bernstein de A, de IIl.2.1 induce sobre A¢ una

filtracién creciente de algebras tal que

FuAf = Y FwAp®FuA,

m’+m''<m
para cada m > 0, y es facil ver que hay un isomorfimo de dlgebras gr A = (grA,)°.
En particular, el dlgebra graduada asociada gr A% es un dominio conmutativo y los
simbolos principales de los generadores del ideal I descriptos en 1.3 estan dados por
s(a(p,)) =1®x;—x;®1,
s(9(qi)) =1®@yi-yi®1

paracadai € {1,...,n}. Vemos entonces que los elementos

s(a(p1))> - ->5(3(pn)),s(a(q)), - - 5(9(qn))

de gr A? satisfacen la condicion (35) del lema 1.2, que entonces nos dice que los
elementos

I(p1)s--+>9(pn), d(q1), - - 9(qn)

de A¢ estan en las hipotesis de 1.1. Esta proposicion, a su vez, nos da una resolucion
proyectiva para A, 2 A% /I como A°-mdédulo izquierdo. A menos de notacion, esta
resolucion es aquella cuya existencia de afirma aqui. ]

1.7. Corolario. Sin € N, entonces Igldim A, < 2n.

Demostracion. Es consecuencia de 1.6 que pdim . A, < 21, ya que la resolucién ahi
construida para A, tiene longitud precisamente 2n. Esto implica inmediatamente
que H' (A, M) = Ext',. (A,, M) = 0sii > 2n cualquiera sea M € 4Mod 4.
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Si ahora M, N € 4,Mod y dotamos al espacio vectorial hom(M, N) de su
estructura canonica de A, -bimddulo, de 1.3.4 obtenemos un isomorfismo

Exta, (M,N) = H*(A,hom(M, N))

En particular, Extf‘\n(M ,N) = 0sii > 2ny, en consecuencia, pdim, M < 2n.
Como esto vale para todo M € 4Mod, concluimos que es Igldim A < 2x, como es
precisamente la desigualdad que queriamos. O

1.8. De hecho, puede verse que Igldim A,, = n, [MRoz1, Theorem 7.5.8(iii)], pero lo
unico que necesitamos a nuestros fines es saber que esa dimension global es finita.

2. Cohomologia de Hochschild

2.1. Notemos W™ al espacio dual de un espacio vectorial W. Si A es un algebra, si
W es un espacio vectorial de dimension finita y si M es un A-modulo izquerdo, hay
un isomorfismo natural

¢»:M®W”* > homy(A® W, M)

talque p(m ® f)(a®w) = amf(w) paracadam e M, f e W', ac Aywe W:
la verificacién de esto es inmediata. Consideramos, cuando sea conveniente, a este
isomorfismo como una identificacion.

2.2. En esta seccion consideramos solamente la primer algebra de Weyl A;. Para
simplificar la notacidn, escribiremos py g en vez de p; y q1, y A en vez de A;.

2.3. Deacuerdo a 1.6, hay una resolucion A®-proyectiva de A de la forma

d d u
0—= ACQAY — =A@V —> A° —> A (37)
con aumentacion y : A° — A dada por el producto, y diferenciales tales que

d((a®@b)®v=(ave®b-axvb)

d2((a®@b)®pnrq)=(ap®b-ax®pb)®q-(aqe®b-a®qb)®p
siempre que a,be Ayve V.

2.4. Para calcular la cohomologia de Hochschild HH®*(A) = Extse(A, A), tene-
mos que calcular la cohomologia del complejo que se obtiene aplicando el functor
homye (-, A) a (37). A menos de identificaciones como en 2.1, se trata del complejo

d° d'
A—=>AQV" —= A A*V*

con diferenciales dadas por

A

d’(a) =[p.al®p+[g.a]® 4§
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d(agp+b®q)=([p.b]-[g.a])®prg

paracada a, b € A;aqui {p, 4} es la base de V* dual a {p, q}. Denotemos X a este
complejo.

2.5. Podemos extender la graduacion de A por pesos de IIL.3.1 al complejo X: si
k € Z, sean

X0y = AW € X°,
Xy =AM eCpo AtV e Chc X,
Xiy =AM @ A2V* < X2,

Calculando puede verificarse que di(Xé k)) c XEZ; para cada i € {0,1,2} y cada

k € Z. Esto nos dice que tenemos para cada k € Z un subcomplejo X ) de X dela
forma

0 1
X(k) X

2
(k) Xk

Mds atn, es facil ver que, de hecho, X = @z X(x) como complejo. Obtenemos asi
una Z-graduacion sobre el complejo X.

2.6. Existe exactamente un morfismo e : X - X de complejos Z-graduados tal que
para cada k € Z la restriccién ey : X(x) > X(x) de e a la componente homogé-
nea Xy es la multiplicacion por k. Claramente e puede verse como una extension
a X de la derivacion euleriana definida en I11.3.3.

2.7. Proposicion. Para cada k € Z\0 el complejo Xy es exacto. En particular, la
inclusién X oy = X induce un isomorfismo en la homologia.

Esta proposicion puede verse, esencialmente, como un caso particular de un resulta-
do de Tom Goodwillie [Goo85] que describe la accion de una derivacidn interior
sobre la cohomologia de un dlgebra: recordemos de I11.3.5 que la derivacion euleriana
de A es interior.

Demostracion. Como la caracteristica del cuerpo C es cero, basta mostrar que el
morfismo de complejos e : X — X induce el morfismo nulo en la homologia, ya que
e es diagonalizable y su nucleo es precisamente X ).

Consideremos los morfismos s' : X! — X%y s? : X2 — X! tales que

s'a®@p+b®q)=aq+pb

52(a®f)/\¢j):—pa®f)+aq®q
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siempre que a, b € A. Calculando directamente y usando III.3.5, es facil ver que en
el diagrama

d° 1 d! )
X0 ——x!—— X

S1 - V 52 - V
20 el , S g2
£ £
X ——=Xx'——=Xx?
se tiene que
Sl ° dO — 30,
d%ost+sod = ¢

d'os? = e2.

En otras palabras, el morfismo s : X — X de grado -1 es una homotopia de e al
morfismo nulo X — Xy, en particular, el morfismo H(e) : H(X) - H(X) inducido
por e en la cohomologia es nulo. O

2.8. Los elementos de la base B = {p’q’ : i, j e Ny} de A construida en IIL1.5 son
homogéneos y, claramente, el peso de p’q’ es i — j. Esto nos dice que si k € Z es
PCptrg, sik>0

i€Z

PCpiq*, sik<o.
i€Z

Al _

Como consecuencia de esto, vemos que

kA sik>0;
A _ {P(O) o (38)
AWg ", sik <.

2.9. Lema. Si h = pq € A, entonces A = C[h].

Demostracion. Claramente C[h] ¢ A(®), ya que h tiene peso nulo y A(®) es una
subalgebra. Por otro lado, es facil ver inductivamente que

p'g' =h(h-1)(h-2)-(h-i+1),
y esto nos dice que A(®) ¢ C[A]. O
2.10. Si f € C[X], entonces

[p, f()] = =p(f(h+1) - f())

(4, f(h)] = (f(h+1) - f(h))q



60 IV. COHOMOLOGIA DE LAS ALGEBRAS DE WEYL

En efecto, basta considerar el caso en que f = X’ es un monomio de grado i € N.
Cuando i = 0 ambas afirmaciones son evidentes. Si en cambio i > 0 y hacemos
induccion tenemos, por ejemplo, que

[p:h'] = [p, h]h" ™" + h[p, K]
=—ph' —hp((h+1)" = h')
=—ph' —p(h+1)((h+1)"' =K'

=-p((h+1)" - h')
2.11. Por otro lado, si f € C[X], entonces
pf(h)q=f(h-1)h (39)

En efecto, si f = 1esto es evidente, y haciendo induccién vemos que

ph'*q = ppqh’q
= paph’q - ph'q
= h(h-1)'h - (h-1)'h
= (h-1)""h.

Usando (39) es inmediato verificar que

[p, f(h)q] = f(h=1)h - f(h)(h-1)

(9, pf(B)] ==f(h-D)h+ f(R)(h+1).

2.12. Usando la descripcion de A() dada en 2.9 y las igualdades (38) de 2.8, vemos
que el subcomplejo X9y € X es de la forma

C[h] -2~ pC[h] @ Cp@ C[h]q® § —— C[h]® Cp A §
con

d°(f(m) = -p(f(h+1) = f(W)®p+(f(h+1) - f(h))g®p  (40)

d'(pf(h)®p+g(h)g®q)
=(g(h=1h-g(h)(h=1) + f(h-Dh - f(h)(h+1)) ® pr g

si f(h), g(h) € C[h].
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2.13. Proposicion. Hay isomorfismos

C, sii=0;

0, en otro caso.

HHi(Al) = {

Demostracion. Tenemos que calcular la cohomologia del complejo X. De acuerdo
a 2.7 es lo mismo calcular la cohomologia del subcomplejo X gy descripto en 2.12.
Consideremos la aplicacion D : C[h] — C[h] tal que

D(f(h)) = f(h+1) - f(h)
para cada f(h) € C[h]. Es facil ver que
D(h') =ik +o,

con o0 € C[h] de grado menor que i — 1, y que ker D = C, el subespacio de los
polinomios constantes. Reescribiendo (40) en la forma

d*(f(h)) = -pD(f(h)) ® 4+ D(f(h))q®q

y recordando que A es un dominio, es claro ahora que H° (X(o0y) = ker d’=C.
Por otro lado, sean E, E' : C[h] — C[h] las aplicaciones tales que

E(f(h)) ==f(h=Dh+ f(h)(h+1)

E'(g(h)) = g(h-Dh - f(h)(h-1)
para cada f(h) € C[h]. Sii > 0, tenemos que
E(h)==(h-1)'h+h (h+1)=(1+i)h' +0

E'(h)=(h-1)'h-h'(h-1)=(1-i)h' +0,

con o, o' € C[h] de grado menor que i. Es inmediato deducir de esto que E es
sobreyectiva y, como para todo f(h) € C[h] es

d'(pf(h)®p+g(h)g®q) = (E(f(h)) - E'(g(h))) ® p A4,

concluimos que la diferencial d" es sobreyectiva. En otras palabras, es HZ(X(O)) ~ (.
Para cada k > 0 notemos C[h] al subespacio de C[h] de los polinomios de
grado a lo sumo k. De las expresiones obtenidas para las diferenciales, vemos que

d°(C[h]<k) = C[h] ko

d'(pClh]k1 ® Cp @ Clh] g ® 4) = C[h]ka ® CH A 4.
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para todo k > 0, asi que el complejo X ) tiene un subcomplejo Xy« de la forma

d° N N d! A A
Clh]<k — pClh]cx1® Cp@ Clh] k19 ® § — Clh]k1©CpAg

en el que dimc ker d° = 1y en el que la diferencial d' es sobreyectiva. Contando di-
mensiones, vemos que H I(X(O),k) = 0. Finalmente, como X g es la union creciente
de su familia de subcomplejos {X ) x : k > 0}, concluimos que H'(X(py) 2 0. O

2.14. El siguiente resultado, que describe la cohomologia de Hochschild de las
algebras de Weyl, fue obtenido originalmente por Ramaiyengar Sridharan via un
procedimiento algo distinto.

Corolario. (R. Sridharan [Sri61]) Si n > 1, hay isomorfismos
C, sii=0;

0, en otro caso.

HH'(A,) z{

Demostracion. El algebra envolvente A es notheriana, y de IIL.1.7 tenemos un iso-
morfismo A, = A?”. Procediendo de manera inductiva, usando a cada paso la
térmula de Kiinneth I.5.9 para la cohomologia de Hochschild, vemos entonces que
HH*®(A,) = HH*(A;)®". Usando ahora 2.13 obtenemos el resultado buscado. [

2.15. Corolario. El centro del dlgebra de Weyl A, es Z°(A,) = C.

Demostracion. Esto sigue directamente de 2.14 ya que, como vimos en I.2.1, hay un
isomorfismo Z°(A,) & HH°(A,). O

2.16. Proposicion. El digebra de Weyl A,, es simple.

Demostracion. Supongamos que I € A, es un ideal bildtero no nulo y sea
m =min{k € Ng: InF¢A, # 0}.

Fijemos un elemento x € (I N F,, A)\0.Siy € {p1,...,Pn>q1>--->qn}> entonces
[x,y] € 1N [FAp, FLAy] €10 FpyoyAy = 0.

Asi, x conmuta con los generadores de A,,. Esto implica que x es un elemento no
nulo del centro Z°(A,) de A, y, como el centro se reduce a C de acuerdo a 2.15, que
x es inversible. Asi, vemos que el ideal I no es propio. O

3. Dualidad de van den Bergh

3.1. Para determinar la homologia de Hochschild de las dlgebras de Weyl podriamos
proceder de manera directa, exactamente como lo hecho en la seccién anterior, pero
preferimos obtener el resultado de un teorema de dualidad de Michel van den Bergh
entre la homologia de Hochschild y la cohomologia, que probamos en esta seccion.
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3.2. Lema. Sean A y B dos dlgebras y sean M € sMod, N € sModg y P € gMod. Hay
un morfismo de grupos abelianos

NM,N,P * homA(M, N) ®B P - homA(M, N ®B P)
que es un isomorfismo cuando M es proyectivo y finitamente generado.

Demostracién. Dados M € sMod, N € sModp y P € gMod, es facil ver que hay un
morfismo #,n,p : homy (M, N) ®p P - homy (M, N ®p P) de grupos abelianos
univocamente determinado por la condicién de ser

nunp(f ® p)(m) = f(m)®p
cualesquiera sean f € homy(M,N),pe Pyme M.
Para cada M € 4Mod notemos ey : f € homy(A, M) — f(1) € M; se trata de
un isomorfismo natural. Entonces conmuta el diagrama

homu(A, N) ®5 P ™% homy (A, N ®5 P)

8N®idp\ /eN®BP

N ®pP

de manera que 774, n,p es un isomorfismo. Como # es una transformacién natural
de functores aditivos en la variable M, de esto deducimos inmediatamente que
N M,N,p €s mas generalmente un isomorfismo cuando M es proyectivo finitamente
generado. 0

3.3. Proposicion. Sea A un dlgebra tal que su dlgebra envolvente A° es nitheriana
y supongamos que pdim,. A < oco. Sea M € sMod,. Entonces hay una sucesion
espectral natural y finitamente convergente tal que

EP? = Tor) (Ext,1(4,A°), M) = H™*(A,M).
p

En vez de suponer que A° es nétheriana podriamos haber asumido solamente que A
admite una resolucién A®-proyectiva por moédulos finitamente generados. La prueba
que damos se aplica a ese caso mds general.

Demostracion. Como A es un A°-moédulo finitamente generado, la hipétesis implica
que existe una resolucion A®-proyectiva X — A de longitud finita y con componentes
finitamente generadas. Sea ademas Y — M una resolucion A®-proyectiva arbitraria.
Sea d = pdim 4. A; sin pérdida de generalidad podemos suponer que X; = 0sig > d.

Consideremos el complejo doble Z = homye (X, Y'), graduado cohomoldgica-
mente de manera de que sea Z”*9 = homye (X_g4, Yp). Es claro que Z estd soportado
en el cuarto cuadrante y, de hecho, es Z71 = 0si p < 0,sig > 00sig < —d. En
particular, las dos sucesiones espectrales asociadas a Z son finitamente convergentes
y convergen a H(Tot Z).

Sea "'E la segunda sucesion espectral asociada a Z, correspondiente a la la filtra-
cién por columnas indexada por el indice g. El término inicial “Eq coincide con Z en
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tanto espacio vectorial doblemente graduado, y su diferencial es la inducida por la
diferencial de Y. Como las componentes de X son A®-proyectivas, para cada g € Z
el functor homye (X_,, —) es exacto, y entonces tenemos que

homAe(X_q,M), sig=0;

17 >
E{) 9 ~
0, en otro caso.

Més aun, la diferencial de término "E; es la inducida por la de X de manera natural.
Esto hace evidente que
-q C =0
1P Ext,. (A, M), siq=0;
2 =
0, en otro caso.

La sucesion espectral "E degenera entonces en su término "E,, y como converge,
vemos que

HY(TotZ) = H(A, M)

para cada g € Z.

Consideremos ahora la primera sucesion espectral ‘E asociada a Z, correspon-
diente a la filtracion por filas. Otra vez el término inicial ‘Ey coincide con Z en tanto
espacio vectorial doblemente graduado, pero ahora la diferencial estd inducida por
lade X. Si p, g € Z, viendo a A® como un A°-bimddulo de la manera evidente, hay
un isomorfismo natural

EP? = homue (X_g, V)
= home (X_g, A ®4¢ Y,)

y como X_; es un A®-modulo proyectivo y finitamente generado, de 3.2 obtenemos
otro isomorfismo natural

~ homye (X_q,Ae) ® Ae Yp

La naturalidad de estos isomorfismos hace que también via estos isomorfismos la
diferencial de 'E, esté inducida por la de X.
Como el functor (-) ®4¢ Y} es exacto para cada p € Z, vemos entonces que el
siguiente término de 'E esta dado por
B - Ext,{(A, A%) @4 Yp, siq<0;
0, en otro caso.

La diferencial de 'E; estd inducida por la de Y. Es inmediato, entonces, que

Tor?e(Ext;{g(A, A®), M), sig<O0;

/Eg,q ~
0, en otro caso.
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Como E; converge a H(Tot Z), que sabemos es isomorfo a H*(A, M), vemos que
’E es una sucesion espectral que satisface las condiciones de la proposicion. (]

3.4. Dada un dlgebra A, un bimédulo U € 4Mod, es inversible si existe V € sMod,
talque U@, VA2V e U.

3.5. Lema. Sea A un dlgebra y sea U € sMod4 un A-bimédulo inversible. Sea ademds
M e 4Mody. Entonces hay isomorfismos

oM :U®pe M > AQ®ape (U®AM)

S Tor (U, M) — Hy(A, U ®4 M)
naturales en M.

Demostracion. Una verificacion rutinaria prueba que hay un isomorfismo natural
oM :U®pe M —> AQpe (U M) talque oy(u®@m) =1@ (u@m)siuecUy
m € M, que tiene inversa 0;; dada por 05/ (a ® (u ® m)) = au ® m cualesquiera
seana € A,ue Uyme M.

Sea ahora X — M una resolucién A®-proyectiva de M. Como U es inversible, el
complejo U ®4 X es una resolucion A°-proyectiva de U ® 4 M. La naturalidad del
isomorfismo o recién construido implica que tenemos un isomorfismo

0x :U®ge X > A®ye (U@AX)

y este depende naturalmente, a menos de homotopia, de M. Esto implica que pasando
a la homologia tenemos un isomorfismo

Sy = H(ox) : Tor® (U, M) - Hy(A, U ®4 M)
natural en M. Esto prueba el lema. O

3.6. Ya estamos en condiciones de probar el teorema de dualidad de van den Bergh.
La prueba que damos, basada en las proposiciones anteriores, es esencialmente la
misma que la dada por él en [vdBg8], aunque nosotros no usamos el lenguaje de las
categorias derivadas. El no parece necesitar la hipétesis de nétherianidad del dlgebra
envolvente que nosotros hacemos.

3.7. Observemos que para cada i € Ny el espacio vectorial Ext). (A,, A$) es, de
n

manera canonica, un A% -modulo: en efecto, A? es un A¢-bimédulo, y para calcular

solo estamos usando su estructura de A,-moédulo izquierdo.

3.8. Teorema. (M. van den Bergh [vdBo8], [vdBo2]) Sea A un dlgebra tal que su
dlgebra envolvente A® es notheriana y tal que pdim 4. A < oo. Supongamos ademds
que existe d € Ny tal que

(a) Exti. (A, A®)20sii#d,y

(b) el A-bimédulo U = Ext4, (A, A®) es inversible.
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Entonces hay un isomorfismo natural de espacios vectoriales

H'(A,M) = Hy_;(A,U®4 M)

Demostracion. Estamos en las hipétesis de 3.3. Mas aun, la condicién (a) y (b) impli-
can que la sucesion espectral E construida en esa proposicion degenera inmediata-
mente y tiene

EEI

112

A° .
Torp (U,M), siq=-d;
0, en otro caso.
Como E = H*(A, M), vemos entonces que hay un isomorfismo
) e
H'(A, M) = Tory_;(U,M).
Componiéndolo con el isomorfismo Xy de 3.5 obtenemos el isomorfismo cuya
existencia se afirma en el enunciado del teorema. O
3.9. En las condiciones del teorema, es claro que cualquiera sea M € 4Mody se tiene
que H'(A,M) = H;(A,M) 2 0sii>d.
3.10. La condicién de que sea pdim,. A < oo en el teorema es necesaria. Asi, si
A = C[X]/(X?*) como en la seccién 6, es muy facil calcular, usando la resolucién
construida en 1.6.4, que
. A, sii=0;
Ext’y. (A, A®) =
0, en otro caso.

asi que esta algebra cumple todas las hipétesis de 3.8 salvo que es pdim 4. A = oo.
Pero la conclusién no vale ya que, por ejemplo, HH?(A) # 0 para todo i > 0.

4. Lahomologia de A,

4.1. Usando el resultado de la seccion anterior, es facil determinar la homologia de
Hochschild de las algebras de Weyl:

Proposicion. Sea n € N. Entonces para cada M € 4,Mody, hay un isomorfismo
H*(A, M) = Hyp—o(A, M)
En particular, la homologia de Hochschild de A, es

C, sii=2n;
HH;(A,)

0, en otro caso.
Demostracion. Hay un isomorfismo A%, = A,,, asi que A¢ es notheriana y tiene
dimension global finita. El corolario seguirad inmediatamente de 3.8 si mostramos que
Extj{i (Ay, AS) 2 0sii#2n,yqueU = Exti'% (Ay, AS) 2 A, como A,-bimdédulo,
en vista de 2.14 y de que U es evidentemente inversible. Asi, vemos que la proposicion
se reduce al siguiente lema. (]
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4.2. Lema. Sea n € N. Entonces hay isomorfismos de A,-bimédulos

. 0, sii#2n;
Extge (A, A%)
" A,, sii=2n.

Demostracion. Como en la prueba de 2.14, usando I.5.9, vemos que hay un isomor-
fismo

EXtAf1 (Am AZ) = EXtA‘f (Al’ Ai)®”

de espacios vectoriales graduados. Mas atn, de acuerdo a la observacion hecha
en 1.5.8 este isomorfismo es un isomorfismo de A,-bimddulos. Vemos asi que el
lema quedara probado en general si mostramos que vale cuando #n = 1.

Escribamos Aenvezde A, ypyqgenvezde pryqi,yseaV = Cp o Cq.
Para calcular Extge (A, A®) usamos la resolucion (37) de 2.3. Aplicandole el functor
homye (-, A®) obtenemos el complejo

0 1
hom e (A%, A°) > home (A° ® V, A°) > hom e (A° ® A2V, A°)
(41)
con diferenciales tales que

(f)((a®b)ev)=f(av®b) - f(a®vb)

8'(g)((aeb)epnrq)=f((apob)®q) - f((a®pb)®q)
- f((ag@b) @ p) + f((a ®qb) ® p).

siempre que a,b € A,v € V, f € homye(A®, A°) y g € homye(A° ® V, A®). Reali-
zando identificaciones estdndar, y escribiendo {p, §} a la base de V* duala {p, q},
este complejo queda en la forma

80 !
A== A°Q V" — A°@ A?V*
con diferenciales tales que

(a®b)=(apodb-a®@pb)®p+(aqgeb-a®qb)®§

8'((a®b)®9)
- [9(a)(pagb-aebp)-9(p)(qa@b-asbg)|®pnrg

siempre que a,be Aygpe V*,
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Consideremos ahora los morfismos A; : A ® A'V* - A°@ A1V, ie {0,1,2},
tales que
M(a®b)=(a®b)®pArg,
M(a®b)op+(a'ob)og)=(a®b)oq-(a’'®b")®p

ML((a®@b)®pArg)=-a®b

siempre que a, a’, b, b’ € A. Se trata claramente de isomorfismos de A-bimddulos, y
un calculo directo muestra que el diagrama

80 &
AP — A°Q V* — A° @ A2V*

Aol All Azl
d dil

AC@ A2V —> A°® V A®

en el que la segunda fila es la resolucion (37) de 2.3, conmuta. Como consecuencia de
esto, la homologia del complejo (41) coincide con la de la resolucion. Esto implica que
Ext,. (A, A®) 2 0sii # 2y que Ext}. (A, A®) = A. M4s atin, este tiltimo isomorfismo
es un isomorfismo de A-bimddulos: esto sigue de un calculo directo. O

4.3. Corolario. La dimension proyectiva de A, como A,-bimédulo es
pdimA% A, =2n,
Esta dimension proyectiva se llama a veces la dimensién de Hochschild de A,,.

Demostracion. La resolucion proyectiva para A, como A,-bimddulo que construi-
mos en 1.6 tiene longitud 27, asi que pdim 4. A, < 2n. Por otro lado, el lema nos
dice que Ext (An, A7) # 0, de manera que pdim,, A, > 2n. O



CAPITULO V

Acciones de grupos finitos sobre las algebras de Weyl

1. Espacios simplécticos

1.1. Si V es un espacio vectorial, una forma simpléctica sobre V es una forma bilineal
w:V ®V — C antisimétrica y no-degenerada.

1.2. Si V esun espacio vectorial y si w : A*V — C es una forma simpléctica, decimos
que el par (V, w) es un espacio simpléctico. En todo lo que sigue solo consideraremos
espacios simplécticos de dimension finita.

1.3. Si w es una forma simpléctica sobre un espacio vectorial V, la antisimetria
nos permite identificar a w como una aplicacién lineal A?V — C. Identificaremos,
ademads, para cada p > 0, al espacio (APV)* dual a A’V con APV™ de la mane-
ra canonica, de manera que, en particular, consideramos a w como un elemento
de A2V*.

1.4. Sean € N.Sea B = {uy, ..., us,} labase candnica de C*" y sea {iy,..., 02, } la

base de (C*")* dual a B. El espacio simpléctico estdndar de dimensién 2n es el par
(C*", w) con

n
w = Z ﬁj N 1:[,'_,_" € AZ(Czn)*.
i=1

1

En efecto, es inmediato verificar que la matriz de la forma w con respeto a la base B
es la matriz de bloques

0 I,
Qp = 2
n (_ L o ) (42)
en la que I, € M,,(C) es la matriz identidad y, como det Q,, = 1, w es no-degenerada.
1.5. Es facil producir otros ejemplos de espacios simplécticos:

Proposicion. Sea by un espacio vectorial de dimension finita y sea h* su espacio dual.
Sea V. =h@bh* yconsideremos la forma bilineal w : V ® V — C tal que

((h, ), (', 9") = p(h") = p(h)
siempre que (h, ), (', ¢") € V. Entonces w es antisimétrica y no-degenerada, de
manera que (V, w) es un espacio simpléctico.
Llamamos a esta estructura simpléctica la estructura simpléctica canénica de b @ h*.

69



70 V. ACCIONES DE GRUPOS FINITOS SOBRE LAS ALGEBRAS DE WEYL

Demostracién. La antisimetria de w es evidente. Sea (h,¢) € V\0.Si h # 0, de
manera que existe ¢’ € V* tal que ¢’(h) # 0, es w((h,9),(0,¢")) # 0. Si, en
cambio, es h = 0, debe ser ¢ # 0, y en este caso existe h' € V tal que ¢(h) # 0: ahora
es w((h,¢),(h',0)) # 0. Esto prueba que w es no-degenerada. O

1.6. Elsiguiente resultado es debido a Carl Gustav Jacob Jacobi; curiosamente, es
en la memoria en que fue presentado que aparece por primera vez usada la palabra
determinante en su sentido actual:

Lema. (C. G.J. Jacobi [Jac27]) Si n € N es impar y A € M,(C) es una matriz anti-
simétrica, entonces det A = 0.

Demostracion. En efecto, en esas condiciones tenemos que
det A = det A" = det(~1)A = (-1)" det A. O

1.7. Proposicion. Si (V,w) es un espacio simpléctico, entonces la dimensién de V
como espacio vectorial es par.

Demostracién. Sean = dimc Vysea{v,...,v,} unabasede V.Sii, je {l,...,n},
seaa;j=w(viAvj)yseaA = (a;;) € Mu(C).Como w es antisimetrica, la matriz A
es antisimétrica. Por otro lado, como w es no-degenerada, det A # 0. De 1.6, entonces,
concluimos que 7 es par. ]

1.8. Lema. Sea (V, w) un espacio simpléctico y sean vy, v, € V tales que w(viAvy) # 0.
SiV' =(vi,v2)y

V'"={veV:w(vau)=0paratodoueV'},

entonces V=V' @ V" y (V" w|p2yn) es un espacio simpléctico.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que w(v; A v,) = 1.
Sia,BeCyv=av +pv,e V' nV", entonces tenemos que 0 = w(v Avy) = —
y 0= w(v Avy) = a: esto nos dice que V' n V" = 0. Por otro lado, si v € V es facil
ver que

V- w(V’VZ)Vl + w(V, VI)VZ € V”,

de manera que v € V' + V. En definitiva, tenemos que V = V' @ V",

Nos resta mostrar que la restriccion w| 2y~ es no-degenerada. Supongamos que
v € V"\0 es tal que w(v A w) = 0 para todo w € V”. La eleccion de V" implica
que también w(v A w) = 0siw € V' asi que, como V = V' @ V", vemos que
de hecho w(v A w) = 0 para todo w € V. Como w es no-degenerada, vemos que
necesariamente v = 0. O
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1.9. Proposicion. Sea (V, w) un espacio simpléctico y sea dimc V = 2n. Entonces
existe una base ordenada B = {uy, ..., up,v1,...,v,} de V tal que

w(u,- N V,') = 6,"]',

w(ui Auj)=0

w(viAvj) =0

siempre que i, j € {1,...,n}. Ademds, si{ly, ..., ln, V1, ..., Vn} esla base de V* dual
a B, se tiene que

n
w = Zlft, /\1A/,'.
i=1

Decimos que una base como la del enunciado es una base simpléctica de (V, w).

Demostracion. Sea u, € V un vector no nulo. Como la forma w es no-degenerada,
existe v, € V tal que w(un Avy,) =1.Sea V' = (u,, v,) el subespacio de V generado
poru, yvy, ysea V" ={v e V:w(vAu)=0paratodoue V'}. De 1.8 sabemos
que V = V'@ V" y que la restriccion w| 2y : A>V" — C es no-degenerada, asi que
(V", w|p2y) es un espacio simpléctico. Como dim¢ V' = 2(n —1) < 2n podemos
suponer que V" posee una base simpléctica {uy,. .., uy_1,v1,...,vn-1} y es claro,
entonces, {uy, ..., Uy, V1, ...,y €s una base simpléctica para (V, w). O

1.10. Notemos que 1.9 nos dice que, a menos de elegir una base adecuada, todo espa-
cio simpléctico es isomorfo en un sentido evidente al espacio simpléctico estandar
de 1.4 de la dimension adecuada.

1.11. Proposicion. Sea (V, w) un espacio simpléctico y sea dimc V' = 2n. Entonces

Ww'"=wAAw
—_—
n factores

es un elemento no nulo de A*"V*.

Demostracién. Sea B = {uy,...,uy,V1,...,v,} unabase de V como en 1.9, de ma-
nera que si {fiy, ..., Uy, V1,...,V,} eslabase duala B, es w = Y7, i1; A ¥;. Entonces
n A A A A
"= Yy AV Ay AV A AT, ADG, (43)
1<iyensin<n
Es claro que los inicos términos de esta suma que no son nulos son aquéllos para los
cuales existe una permutacion 7 € S, de {1,...,n} talque ij = n(j) sije {L,...,n}.
Ahora bien, si 7 € S,,, es

ﬁﬂ(l) AN f/ﬂ(l) AN ﬁﬂ(z) A 197.,(2) VARRRIVAN ﬁn(n) A 1,)7'[(1’1)

SUAVIAURAVY A ANl AV,
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ya que

ﬁi/\&i/\l:tj/\&j:ﬂj/\f/j/\ﬁi/\f}i
cualesquiera sean i, j € {1,...,n}. Vemos asi que todos los términos no nulos de la
suma (43) son iguales, y que

a)n:}’l!ﬁl/\f/l/\ﬁz/\f/z/\-n/\ﬁn/\f/n

Es ahora evidente que w” es un elemento no nulo de A**V*, ya que B es una
base. g

2. Automorfismos simplécticos

2.1. Si(V,w)y(V',w") son espacios simplécticos, una transformacion lineal sim-
pléctica f : (V,w) —» (V', ") es una transformacion lineal f : V — V' tal que
f*(w") = w. Explicitamente, esta condicion dice que

wvaw) =o' (f(v) A f(w))
cualesquiera sean v, w € V.

2.2. Proposicion. Sean (V,w) y (V', w") espacios simplécticos. Entonces toda trans-
formacién lineal simpléctica f : (V,w) — (V', w) es inyectiva.

Demostracion. Siv € ker f, entonces para todow € V es

w(vAw) =’ (f(v) A f(w)) =0.
Como w es no-degenerada, esto nos dice que v = 0. Asi, f debe ser inyectiva. [

2.3. En particular, si (V, w) es un espacio simpléctico, toda transformacion lineal
simpléctica f : (V,w) - (V, w) es un isomofismo. El conjunto de todas las trans-
formaciones lineales simplécticas (V,w) — (V,w) es claramente cerrado bajo
la composicion y la inversidn, asi que se trata de un subgrupo de GL(V'), al que
notamos Sp(V, w) o, cuando la forma w pueda sobreentenderse, Sp(V').

2.4. Si (C*", w) esel espacio simpléctico estandar de I.1.11, y si identificamos, usando
la base canénica, a GL(C?*") con GL(C, 2n), el grupo Sp(C*", w) puede describirse
de la siguiente manera:

Proposicién. Sea n € N. Entonces una matriz M € GL(C, 2n) pertence a Sp(C*", w)
sii tiene una descomposicion en bloques

A B
M =
(¢ o)
con A, B, C, D € M,,(C) tal que

A'D-C'B=1,
A'C=C'A
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D'B=B'D.
El subgrupo de GL(C, 2b) de las matrices que satisfacen las condiciones de la pro-
posicidn se escribe usualmente Sp(C, 2n).

Demostracién. Sea M € M,(C) y consideremos una descomposicion en bloques
de M como en el enunciado. La matriz ), de w con respecto a la base estindar
de C" es la matriz (42) de 1.4, y es facil ver que M € Sp(C*", w) sii M'Q,M = Q,,.
Escribiendo expliciamente esta tltima condicion obtenemos inmediatamente las
ecuaciones del enunciado. O

2.5. Recordemos que si f € End(V) es un endomorfismo lineal de un espacio
vectorial V de dimensiéon n € Nysiv € A"V\0 es un elemento no nulo de la
potencia exterior maxima de V, entonces sabemos que f.(v) = det f .

Proposicion. Si (V, w) un espacio simpléctico y sea f € Sp(V, w), entonces det f =1
y, en consecuencia, Sp(V,w) € SL(V).

Demostracién. Si f € Sp(V,Q),entonces f*(w) = w. Esto implica, inmediatamente,
que f*(w") = 0"y, como w" € A*"V* es un elemento no nulo de acuerdo a 1.11,
esto nos dice que det f = 1. 0

2.6. En general Sp(V,w) ¢ SL(V), pero:
Proposicion. Si (V, w) un espacio simpléctico de dimension 2, es Sp(V, w) = SL(V).

Vemos, en particular, que en este caso el subgrupo Sp(V, w) € GL(V) no depende
de la forma simpléctica w.

Demostracién. Una forma simpléctica sobre un espacio vectorial V' de dimension 2
es simplemente un elemento no nulo de AV *. En otras palabras, una forma simpléc-
tica w es, en ese caso, una forma de volumen. Si f € Sp(V, w), la relaciéon f*(w) = w
dice entonces, precisamente, que det f = 1. O

2.7. Recordemos que un automorfismo f € Aut(V') de un espacio vectorial V es
semisimple si todo subespacio f-invariante de V posee un subespacio complementa-
rio f-invariante, esto es, si para cada subespacio U ¢ V tal que f(U) < U existe un
subespacio U’ € V talque f(U')cU'yV=Ueo U

Como nuestro cuerpo base C es algebraicamente cerrado, un automorfismo
semisimple es automaticamente diagonalizable. Por otro lado, tenemos que:

Lema. Todo automorfismo de orden finito es semisimple.

Demostracion. En efecto, si el orden del automorfismo f es r, entonces el polinomio
X" —1anulaa fy, en consencuencia, es divisible por el polinomio minimal m de f.
Como la caracteristica de C es nula, X" — 1 es un polinomio separable, asi que todas
las raices de m son simples y esto implica que f es diagonalizable. ]
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2.8. Para cada r € N notemos
I[,={AeC:A" =1}
al subgrupo de C* de las raices r-ésimas de la unidad.

2.9. Proposicion. ([AL99, Lemme 3.2]) Sea (V, w) un espacio simpléctico de dimen-
sion 2n y sea f € Sp(V, w) un elemento semisimple. Entonces existe una base simpléc-
tica B={uy,...,up,v1,...,vn} de V yescalares Ay, ..., Ay, € C* tales que

f(ui) = Aiu;
Y

fvi) = A7
paracadai€{l,...,n}. Si ademds f tiene orden finito r, entonces Ay, ..., Ay € I}
Demostracién. Como f es semisimple, existe una base {wy, ..., wa,} de V y escala-

res py, ..., han € C* tales que f(w;) = y;w; paracadaie{l,...,2n}.

Sean u, = w; y A, = p1. Como w es no-degenerada, existe j € {2,...,2n} tal
que w(u, Awj) # 0y, de hecho, a menos de cambiar a w; por un multiplo suyo,
podemos suponer que w(u, A w;) = 1. Como f € Sp(V, w), tenemos entonces que

1= w(up Awj) = o(f(un) A f(wj)) = Anptj w(tn Aw;j) = Apu;
y esto implica que y; = A,'. Pongamos v, = w; y consideremos los subespacios
V' = (up,vn) y V" = {v e V: w(vAu)=0paratodou € V'}. De 1.8 sabemos
que (V", w|p2y~) es un espacio simpléctico, y es facil ver que f se restringe para
dar un elemento f|y» € Sp(V', w|p2y~). Como dimc V" = 2n -2 < dim¢ V,
haciendo induccién podemos suponer entonces que tenemos una base simpléctica
{u, ..., up-1, V15 ..., V1) de V" yescalares Ay, ..., Aoy € C* con f(u;) = diu; y
f(vi) = A;'u; paracadai € {1,...,n—1}. Esclaro ahora que {u1, ..., un, V1, ..., Vn}
es una base simpléctica de V' que satisface las condiciones del enunciado para los
escalares Ay, ..., A, € C*. Como la tltima afirmacidn del enunciado es inmediata,
esto termina la prueba. O

2.10. La siguiente proposicion nos da ejemplos de automorfismos simplécticos:

Proposicion. Sea by un espacio vectorial de dimension finita, sea h* su espacio dual,
seaV =hehyseawe A*V* la forma simpléctica candnica sobre V construida
en 1.5. Si f € GL(h) es un automorfismo lineal de V y si f* € GL(h*) es su morfismo
transpuesto, entonces f ® (f*)™' € GL(V') es un automorfismo simpléctico de (V, w).
Mas atin, la aplicacion

yy: f€GL(h) = fo (f) " eSp(V,w)
es un monomorfismo de grupos.

Demostracion. La primera afirmacion sigue de un célculo directo usando la defini-
cion de w dada en 1.5. La segunda es inmediata. U



§3. AUTOMORFISMOS LINEALES DEL ALGEBRA DE WEYL 75

2.11. Es importante observar, sin embargo, que no todo automorfismo simpléctico
de h @ h* estd en la imagen del morfismo ¢, de 2.10. Por ejemplo, si h = C tiene
dimension 1, si v € C\0 es un elemento no nulo, y si ¢ € C* es el elemento tal que
¢(v) =1, entonces el automorfismo f € GL(h @ h*) talque f(v) =@y f(¢) = —v

es simpléctico, pero claramente no estd en la imagen del morfismo yy de 2.10.

3. Automorfismos lineales del algebra de Weyl

3.1. Fijemos n € N y notemos V al subespacio del algebra de Weyl A, generado
por {P1,-- > Pn>qi>--->qn}-

3.2. De acuerdo a las relaciones (27) y (28) de IIL.1.3 que definen a A, para cada
v, w € V se tiene que [v, w] € C, asi que podemos definir una aplicaciéon

w:veweVeVee[v,w]eC.

Se trata claramente de una forma antisimétrica. Mds aun, de la definicion I11.1.3
vemos que la matriz de la forma w con respecto alabase B = {p1,..., Pn>q1>--->qn}
es precisamente la matriz Q, de 1.4. Esto nos dice que el par (V, w) es un espacio
simpléctico y que B es una de sus bases simplécticas.

3.3. Decimos que un automorfismo g : A, — A, de dlgebras es lineal si g(V) c V
y escribimos Aut; (A, ) al subconjunto de Aut(A,) de los automorfimos lineales.
Es inmediato que se trata de un subgrupo.

3.4. Sige Aut;(A,), es g(V) = V, yaque g es inyectivo y V tiene dimension finita,
asi que podemos considerar a la restriccién g|y como un elemento de GL(V'). Mas
aun: si g € Aut;(A,), entonces g|y € Sp(V, w); esto es evidente de las definiciones.
Como consecuencia de ésto, la aplicacion « de la siguiente proposicion estd bien
definida.

3.5. Proposicion. La aplicacion a : g € Auty(A,) — glv € Sp(V,w) es un isomor-
fismo de grupos.

Demostracion. Es claro que se trata de un morfismo de grupos. Es inyectivo porque
V generaa A, como algebra, de manera que los valores de g sobre V determinan
a g. Para terminar, sea f € Sp(V, w): tenemos que mostrar que existe g € Aut;(A,)
tal que g|y = f.

Sea g : C(p1,..., Pu-q1>--->qn) = Ay el morfismo definido sobre el dlgebra
libre C(p1, ..., pns 41> --»qn) tal que g(pi) = f(pi) y 9(qi) = f(4:) para cada
i€{l,...,n}. Como f € Sp(V,w), es facil mostrar que la imagen por g de los
elementos

qipj— Pjqi —1- 6ijs
pipj— pjpi
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qiqj — 9j4i
correspondientes a las relaciones (27) y (28) tienen imagen nula por g. Esto implica
que g se factoriza por el cociente de C(py,..., pn, q1>--->qn) generado por estos
elementos, y nos da entonces un morfismo g : A,, - A,, de algebras tal que g|y = f.
Notemos que g es inyectivo, ya que A, es simple, y es sobreyectivo porque su
imagen contiene a V, que genera a A,. Luego g € Aut;(A,) y a(g) = f, como
queriamos. (]

3.6. Sig e Aut;(A,), entonces g(V) = V y, por supuesto, g(C) = C. La filtracion
de Bernstein de A, tiene A, = C® V, asi que g(FiA,) = FLA,, y, mas general-
mente, es g(F,A,) = FiyA, para cada m € Ny, ya que F,, A, = (F1A,)™. Asi, todo
automorfismo lineal de A, preserva la filtracion de Bernstein.

3.7. El subgrupo de Aut(A,) de los automorfismos que preservan la filtracion de
Bernstein, sin embargo, es estrictamente mds grande que Aut; (A, ):

Proposicion. Consideremos la accién a derecha del grupo Aut;(A,) sobre V™ tal que

Ag=a(g)" ()

para cada g € Auty(A,) y A € V*5aqui g* : V* — V™ es el morfismo transpuesto
de a(g). Podemos en particular considerar el producto semi-directo Aut;(A,) x V*.
Entonces hay un uinico morfismo de grupos

B:Aut(A,) » V' - Aut(A,)

tal que $(g,1)(v) = g(v) + A(v) para cada (g, 1) € Aut;(A,) x V* ycadav € V,
y la imagen de f el precisamente el conjunto de los automorfismos de A,, que preservan
la filtracion de Bernstein.

Demostracién. Que la accion de Aut;(A, ) sobre V* estd bien definida sigue de un
calculo directo. La verificacion de las afirmaciones relativas a  es analoga a lo hecho
para probar 3.5. Dejamos los detalles a cargo del lector. g

3.8. Mas aun: no es cierto que todo automorfismo de A; preserve la filtracién de

Bernstein. Por ejemplo, si t € C[ X ] hay un automorfismo g; : A; — A; tal que

gi(p)=p

g:(q) = q + t(p).

En efecto, como [g + f(p), p] = [¢,p] = 1, el morfismo g; estd bien definido, es
inyectivo ya que A; es simple, y es sobreyectivo ya que py q = g:(q) — t(9:(p)))
estan en la imagen de g;. Finalmente, es claro que en cuanto deg ¢ > 11a filtacién de
Bernstein no es preservada por g;.
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3.9. Es ficil ver que el conjunto Tj = {g; : t € C[X]} es un subgrupo de Aut(4;),y
que Ty N Aut;(A;) = C* es el subgrupo de Aut;(A;) que corresponde al subgrupo
de matrices diagonales de Sp(V, w). El siguiente resultado de Jacques Dixmier y
Leonid Makar-Limanov describe la estructura de Aut(A;):

Teorema. (J. Dixmier [Dix68], L. Makar-Limanov [ML84], H. W. E. Jung [Jun42])
El grupo Aut(A;) es el producto libre de sus subgrupos Auty (A1) y Ty amalgamado en
su interseccion.

3.10. En cambio, cuando #n > 2 no disponemos de una descripcion de Aut(A,),
y ni siquiera se conoce un conjunto de generadores. La dificultad radica, en gran
parte, en que es muy dificil reconocer un automorfismo de A,. Una conjetura de
Dixmier dice, sin embargo, que el problema es solo aparente:

Conjetura. (J. Dixmier [Dix68]) Todo endomorfismo de dlgebras f : A, — A, es un
isomorfismo.

Esta conjetura esta abierta para todo n > 1. Es interesante notar que Maxim Kontse-
vich y Alexei Belov-Kanel probaron recientemente en [BKKo7] que la validez de la
Conjetura de Dixmier para todo n > 1 es equivalente a la validez de la Conjetura
Jacobiana en todas las dimensiones.

3.11. En cuanto a la estructura de Aut(A,), en un trabajo reciente Kontsevich y
Belov-Kanel propusieron la siguiente conjetura:

Conjetura. (Kontsevich-Belov-Kanel [BKKos]) El grupo de automorfismos de A, es
isomorfo al grupo Aut(P,) de automorfismos de P, = C[xy, ..., x2,] en tanto dlgebra
de Poisson con respecto al corchete dado por

{xbxj} = 5i,n+j - 5n+i,j

paracada i, je{l,...,n}.

En el trabajo en el que proponen esta conjetura, los autores demuestran que hay un
isomorfismo entre los subgrupos de Aut(A,) y de Aut(P,) formado por los auto-
morfismos llamados mansos, y proponen un candidato explicito para el isomorfismo
Aut(A,) = Aut(P,).

4. Subgrupos finitos de Aut(A,)

4.1. Haciendo uso fundamental del teorema 3.9 que describe la estructura del grupo
Aut(A;) como producto libre amalgamado de sus subgrupos Aut;(A;) y T3, y apo-
yandose en la teoria de estructura desarrollada por J.-P. Serre para este tipo de
productos, J. Alev obtuvo el siguiente resultado:

Teorema. (J. Alev [Ale86]) Todo subgrupo finito de Aut(A;) es conjugado a un sub-
grupo de Aut;(Ay). O
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42. SiV=Cpa@®Cqgc A ysi(V,w) es el espacio simpléctico construido en 3.2,
sabemos de 3.5 que Aut;(A;) es naturalmente isomorfo a Sp(V, w). A su vez, como
dimc V = 2,la proposicién 2.6 nos dice que Sp(V, w) = SL(V'). Finalmente, fijando
de una vez por todas la base {p, g} para V, hay un isomorfismo SL(V') = SL(C, 2),
al que consideraremos como una identificacion.

4.3. Esto, junto con 4.1, reduce la descripcion de los subgrupos finitos de Aut(A;) a
menos de conjugacion al problema clasico de describir las clases de conjugacion de
subgrupos finitos de SL(C, 2).

4-4. Fijemos una sucesion ({;),»1 de elementos de C de manera tal que (i) {,, es una
raiz primitiva n-ésima de 1y (ii) se tiene que (!, = (;, cualesquiera sean n, m € N.
Por ejemplo, cuando C es el cuerpo de los nimeros complejos podemos elegir
(= 2V 1/n para cada n € N,

4.5. El siguiente teorema, cuya prueba puede encontrarse en [Spr77], se remonta
esencialmente a Hermann Schwarz [Schy3], Paul Gordan [Gory7], Arthur Cayley
[Cay8oa], [Cay8ob] y Felix Klein [Kle56]:

Teorema. Sea G € SL(C, 2) un subgrupo finito. Entonces G es conjugado exactamente
a uno de los siguientes grupos:

e el grupo ciclico G(A,,), generado por

{0
“:(0 %J;

el grupo diedral binario G(D,,), generado por pz, y

9
s 0)

el grupo tetraedral binario G(Eg), generado por ps, o y

(8 9)
V2\G &)

el grupo octaedral binario G(E7), generado por ps, 0 y 7;

el grupo icosaedral binario G(Es), generado por
I I (0 1
Lo -g) L W)

1 ((5+(;2 1 )
Ym0 g
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4.6. Este teorema nos da una descripcion los subgrupos finitos de Aut(A;) a menos
de conjugacion. Mds aun, es claro que todo subgrupo finito de Aut(A;) es conjugado
a uno de los dados en el enunciado por un elemento de Aut;(Ay).

4.7. No tenemos, en cambio, ningtn resultado semejante para los subgrupos finitos
de Aut(A,) cuando n > 2: el problema es que como no conocemos la estructura del
grupo Aut(A,) en ese caso, no sabemos como probar la afirmacion correspondiente
a 4.1y, ni siquiera, si es valida.

4.8. Observemos, sin embargo, que todo grupo finito es isomorfo a un subgrupo
de Aut(A,,) para algiin n. En vista de 3.5 y de que el tipo de isomorfismo de Sp(V, w)
depende solamente de dim¢ V, alcanza con mostrar que todo grupo finito G es
isomorfo a un subgrupo de Sp(V, w) para algun espacio simpléctico (V, w).

Pero como G es finito y C tiene caracteristica nula, existe una representacién
fiel p : G — GL(h) de G sobre un C-espacio vectorial b, asi que podemos consi-
derar el espacio simpléctico (h @ h*, w) construido como en 1.5 y el monomorfis-
mo yy : GL(h) — Sp(h @ b*, w) de 2.10. Entonces el subgrupo G’ = y,(p(G))
de Sp(V, w) es isomorfo a G.






CAPITULO VI

Cohomologia de algebras de invariantes de un algebra de Weyl

1. Homologia torcida de A,

1.1. Sea A un algebray g € Aut(A) un automorfismo. Si M es un A-bimodulo,
notamos Mg al A-bimédulo que en tanto A-mddulo izquierdo coincide con M,
salvo que escribimos sus elementos en la forma mg en vez de simplemente m, y cuya
estructura a derecha es tal que

mg-a=mg(a)g
para cada m € M ycada a € A. Decimos Mg se obtiene de M torciendo su estructura

derecha por el automorfismo g.

1.2. Enlo que queda de esta seccion consideraremos solo la primer dlgebra de Weyl, y
escribiremos A = Aj,p = p1y q = q1, para simplificar la notaciéon. Como siempre, sea
V = Cp & Cgq. Nuestro objetivo es calcular los grupos de cohomologia Ext5. (4, Ag)
para un automorfismo g de A lineal y semisimple.

1.3. Sia,be Ay ge Aut(A), escribimos
[a,b]y=ab—-g(b)a.
1.4. Notemos que [—, -], no es una derivacion. Tenemos, sin embargo, la siguiente
propiedad analoga:
Lema. Si a, b, c € A, entonces [a, bc]y = [ab, c]y + [g(c)a, b,
Demostracion. Esto sigue de un célculo directo. g

1.5. Proposicion. (J. Alev, Th. Lambre [AL98]) Si g € Aut;(A) es un automorfismo
lineal semisimple y g # id 4, entonces A= C @ [A, A,

Demostracién. De acuerdo a V.2.9 y a V.3.5, existe s € Aut;(A) tal que sgs™ acttia
diagonalmente sobre la base {p, g}. Como

S([a’ b]g) = [h(a)’ h(b)]sgs‘l

para todo a, b € A, tenemos que s([A, A],) = [4, Algs
que para probar la proposiciéon podemos suponer simplemente que g actia diago-

-1, y es claro que esto implica

nalmente, esto es, que existe un escalar A € C* tal que g(p) = Apy g(q) = A 7'q.
Mas atin, como g # id, es A # 1.

81
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Como el automorfismo g es compatible con la graduacién de A, tenemos que
[A(k),A(l)]g c A®D ik, 1eZ El subespacio [A, A], de A es, en consecuencia,
un subespacio homogeneo. Si escribimos [ A, A];k) a su componente homogénea de
peso k, que es

(4,410 = 3 (A0, 4007, c A,
1+1=k
tenemos entonces que

(4, 4] = B[, AL,
keZ

Sea h = pq, de manera que A©) = C[h], como vimos en IV.2.9, y que para cada
k € Zycada f € A% se tiene que [k, f] = kf.

SikeZy feAk, es [f>hlg = [f>h] = =kf porque g(h) = h y esto implica
que cuando k # 0, tenemos

A(k) c [A(k),A(O)]g c [A,A]ék) c A(k)

ék) = A% para todo k € Z\0. Ve(n;os asi que la proposicion
0
g -

y, entonces, [A, A]
quedar4 probada si mostramos que A(®) = C @ [A, A]
Si f, f' € A y k >0, entonces 1.4 nos dice que

(" f'd g = [ a1 + A *a D" fo ] (44)
Notemos que A %g"pk f € A y que, como g(f’) = f, es

A " f. 1= Vg P f. f1] =0
porque A(®) es una subalgebra conmutativa. Usando esto en (44), vemos que

[A(k),A(’k)]g c [A(k),qk]g. (45)
Siahorak >0y f e A eg

[p"f.4"1g = [p*fa: 4" 1o+ A" "0 FLql4

€ [AU, g5, + [AY, g1,

de manera que, inductivamente,

[A®), 4", <[4V, q], (46)
Procediento de manera similar, obtenemos las inclusiones

[A(’k),A(k)]g c [A(’k),pk]g c [A(fl),p]g
correspondientes a (45) y a (46), respectivamente, y, como [A(O),A(O)]g =0, con-
cluimos que

(A, AL = S [A®, AR (4D g1, + [ACD, p], < [4, 4],
keZ
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de manera que
[4,415" = [4D, ] + [A, p],. (47)

Finalmente, si f € A un calculo directo muestra que

Alpf.qlg+faplg =0,
y esto implica que [A®, qlg = [ACD, Plg> ¥ que (47) se simplifica a

[4, A1) = [AC), pl,. (48)
Ahora, si f € C[X] es
[f(R)g, plq = f(h)ap - Apf(h)q

¥, usando la relacién (39) de IV.2.11, podemos ver que esto es
= f(h)(h+1) = Ahf(h-1).
En particular, si i € Ny, tenemos que
[hq, ply = (1= M)k 4 0

con o € C[h] de grado menor que i + 1. Asi, el conjunto {[h’q, p], : i > 0}, que
general linealmente a [A(Y), Plg» contiene exactamente un polinomio de C[h] de
cada grado positivo. Esto implica, por supuesto, que C[h] = C@& [ACD, Plq-De (48)
y como A(®) = C[h], entonces, vemos que A?) = C @ [A4, A]éo), que es lo que
queriamos. (]

1.6. Corolario. (J. Alev, Th. Lambre [AL98]) Si g € Aut;(A) es un automorfismo
lineal semisimple y g + id 4, entonces dimc Ho(A, Ag) = 1.

Demostracién. En efecto, sabemos que Ho(A, Ag) es naturalmente isomorfo al es-
pacio de coinvariantes A/[A, Ag]y [A, Ag] = [A, A],, de manera que el corolario
sigue de 1.5. O

1.7. Proposicion. (J. Alev, M. Farinati, Th. Lambre, A. Solotar [AFLSo0]) Sea A la
primer dlgebra de Weyl. Si g € Aut;(A) es un automorfismo lineal semisimple y
g # idy, entonces

1, sigi=idye=0,0sig:idye=2;

dim¢ Ext}. (A, Ag) =
0, en cualquier otro caso.

Demostracion. Si g = id, esto sigue de IV.2.13, asi que sea g # id. Como en la prueba
de 1.5 podemos suponer que g actua diagonalemente sobre la base p, g de V, de
manera que existe 1 € C* tal que gp = Ap y gq = A~'q. Mis aun, la hipétesis implica
que A # 1.
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Para calcular Extj. (A, Ag), determinamos la cohomologia del complejo que
se obtiene de aplicar el functor homge (-, Ag) a la resolucién A°-proyectiva de A
construida en I'V.2.3. Realizando identificaciones como en IV.2.4, ese complejo es

d° « -
Ag ——= Age V"' ——= Ag A"V
con diferenciales dadas por

d*(a) = (pa-Aap)® p+(qa-A"ag) ®q

d'(a@p+b®qd)=(pb-Abp-qa+1'ag)®pnrg

para cada a, b € A. Llamemos X este complejo.

La filtracién de Bernstein de A; determina de manera evidente una filtracién
sobre las componentes homogéneas de X, y las formulas dadas para la diferencial
de X muestran que X es, de esta forma, un complejo filtrado.

Sea B = gr A el dlgebra graduada asociada de manera que, segiin vimos en la
proposicion I11.2.4, hay un isomorfismo B = C[x, y]. El complejo gr X es, entonces,
isomorfo a

0 dl
B—=B®V* —=B® A*V*
con diferenciales dadas por

d(a)=1-Vxa®p+(1-1"yaog

d(a®p+b®qd)=(1-A1)xb-(1-1")ya)®pnrg

para cada a, b € B. Reconocemos inmediatamente el complejo de Koszul para
C[x, y] correspondiente a la sucesién regular ((1-1)x, (1- A7) y), reindexado. En
consecuencia, es bien conocido que

. 1, sie=2;
dimc He(grX) =
0, en cualquier otro caso.

Esto implica, via un argumento estandar basado en que todas las filtraciones que
estamos considerando son acotadas inferiormente, que

Ext%.(A,Ag) 2 H*(X) 20
si @ # 2. Finalmente, de IV.4.1 sabemos que
Ext3. (A, Ag) = H*(A, Ag) = Hy(A, Ag)

y este ultimo espacio tiene dimension 1, de acuerdo a 1.6. (]
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2. Homologia torcida de A,

2.1. En esta seccion extendemos la proposicion 1.7 a todas las dlgebras de Weyl,
pero con obtenemos una descripcion concreta de los grupos de cohomologia y no
solamente de su dimension.

2.2. Sea V el subespacio de A, generado por {p1, ..., Pn>q1>--->qn}> dotado de su
estructura de espacio simpléctico y sea w la forma simpléctica sobre V construida
en V.3.2.

2.3. Fijemos un automorfismo lineal g € Aut;(A,) = Sp(V, w). y supongamos que
g es semisimple.

2.4. Procediendo como en IV.2.4 usando la resolucién construida en IV.1.6 para A,
vemos que la cohomologia Ext;‘i (Ay, Ang) puede calcularse como la cohomologia
del complejo hom(A®V, A, g) con diferenciales

d, :hom(A"V,A,g) - hom(A"™'V, A,g)

dadas por

r+l

dp(Vi A= AVpyp) = Z(—l)’“[a, (VLA AV A AVpy)]
i=1

paracada ¢ € hom(A"V,A,g)ycadavy,..., v, € V. Esimportante observar que el
corchete [a, —] que aparece en esta formula se aplica sobre elementos del bimodulo
torcido A, y, entonces, hace aparecer la accién de g sobre A.

2.5. Sea V9 = {v € V : gv = v} el subespacio fijo de V bajo la accion de g. Sea,
por otro lado, V, el subespacio de V' generado por los autovectores de g en V/
correspondientes a autovalores distintos de 1. Como estamos suponiendo que g es
semisimple, tenemos que

V=VieV,. (49)

2.6. De V.2.9 sabemos que existe una base simpléctica {uy, ..., Uy, v1,..., v, de V
yescalares Ay, ..., A, € C* tales que gu; = Aju; y gv; = /\i’lvi paracadaie€{l,...,n}.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que d = d(g) € Nestal que A; # 1
sil<i<dyqueld; =1sid <i<n, demaneraqueesu;v;€ Vysil<i<dy
u;, vi € V9sid < i < n. Claramente, entonces,

d = 5 dimc V.

2.7. Esta tltima expresion para d hace evidente que la funcién d : G - Ny es una
funcidn central, esto es, que es constante sobre las clases de conjugaciéon de G.
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2.8. Observemos que tanto (V, w|AzV;) como (V9, w|p2y4+) son espacios sim-
plecticos: en efecto, {uy1,...,ug, V1, .., Va} Y {tgs1>-->Un,Vds1>---»Vn} son bases
simplécticas para V; y V9, respectivamente. En particular, la forma

_ _ d 2d v r*
n="ng=(wy;)" € A%Vy
es no nula, de acuerdo a V.1.11.

2.9. A partir de (49) obtenemos una descomposicion

AV = @ AVI® AV, (50)
r+s=2d
Como A°VY se identifica canénicamente con C, podemos a su vez identificar el
sumando A°V9® A%V, con A>?V,, y extender, sin cambiar la notacion, ala forma
a un elemento de A??V* de manera que se anule sobre los otros sumandos que
aparecen en (50).

2.10. Sea, finalmente,
fl=fg:ve AV - 5(v)g € Ang.
Se trata de una 2d-cocadena en el complejo hom(AV, A, g) de 2.4.

2.11. Proposicién. La cocadena i : A**V — A, g es un cociclo.

Demostracion. Fijemos una base {vy,...,v2,} de V parala que sea vy, ..., v,q € Vg
Y V2d+1> --+» Van € V9. Sean ademas, iy, ..., ipgy) tales que 1 < 4j < -+ < ipg,y < 2m.
Entonces

2d+1
dﬁ(v,-l VARERIVAN Vizdﬂ) = Z (—I)JH[V,'J,, ﬁ(vil VANRERIVAN f/ij VANRERIVAN Vi2d+1):|
=

2d+1 )
= z; (_1)]+1|:Vij’ 71(1/1'1 ARREA 1A/l'j ARNRA Vizd+1):|5g‘

i=
Siiyg > 2d, entonces (v, A= AVi; A+ AV, ) = 0paratodo j € {1,...,2d +1}, por
la forma en que extendimos 7 a A?V en 2.9, de manera que d7j(v;, A= A Vi) =0.
Si, por el contrario, i,y < 2d, es necesariamente i; = j para cada j € {1,...,2d}
y n(viy Ao ADi;p A Ay, ) = 0 para esos valores de j. En este segundo caso,
entonces,

dﬁ(vil AR vi2d+1) = (_l)d[vizd+1’ ’7(1}1 ARRRRA VZd)]gg'

Como # toma valores en el centro de A, y como g actua trivialmente sobre éste,
vemos que también ahora tenemos que dj(vi, A+ Avi,, ) = 0.
) . . 2d+1
Como {vj, A== A Vi, 1< i < < iygy < 2n} es una base de A%V,

concluimos de esta forma que d#j : A??*! - A, g se anula, es decir, que 7] es un
2d-cociclo. O
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2.12. Proposicién. La cocadena 7 : A**V — A, g no es un coborde.

Demostracién. Fijemos una base simpléctica {uy,..., Uy, v1,...,v,} de V como
en 2.6 y supongamos que h € hom(A%#71V, A, g) es tal que d(h) = 7.
Si escribimos, paracadai € {1,...,d},

hi=h(Mi A ADiNAVGAUL A ANUg)

he=h(ViAAVGAUL A AT A Alg)
entonces

17(1/1 N ANVgNUL N - /\ud) = dh(v1 N ANVg NUL N - /\ud)

d
l)z+1 V,, ; g+z 1)d+1+1 h;]g
i=1

M&

:1
La eleccion de 77 implica inmediatamente que 7(vi A+ Avg AUy A== Alig) s un
escalar no nulo y, por otro lado, el tercer miembro de esta igualdad es un elemento
de [Vy, A, 4, de manera que

[V An]gn C#0.

Para cada i € {1,...,n} sea V' = Cv; ® Cu; C V y sea A’ la subalgebra
de A, generada por V'. Entonces V = @, V' y, abusando un poco de la nota-
cién, A = @7, A’. Claramente A’ es isomorfa al dlgebra de Weyl A;, y cada V' es
g-invariante, asi que g; = g|y+ es un automorfismo simpléctico de V*? que extiende
a un automorfismo del algebra A’. Mas atin, es

d d
(Voo Aulg =Y [V, Aulg =D Al® @[V, A'], @0 A" (51)

i=1 i=1
Siie{l,...,d},entonces g; es un autmorfismo lineal del dlgebra de Weyl A’ distinto
de la identidad, asi que 1.5 nos dice que A’ = C & [Ai, Ai]gi. Usando esto en (51)
vemos que, entonces, C N [Vg,An] g = 0. Esto es absurdo en vista de 2.10, y esta
contradicciéon prueba la proposicion. U

2.13. No es dificil mostrar que todo 2d-cociclo ¢ € hom(A%?V, A, g) con valores
en el subespacio Cg c A, g es un multiplo escalar del cociclo 7 contruido en esta
secciéon. No necesitaremos para lo que sigue este resultado, asi que omitimos los
detalles; pueden encontrarse en [SAo2].

2.14. Ya estamos en condiciones de calcular explicitamente la cohomologia de A,
con valores en el bimddulo torcido A, g:

Teorema. Sea g € Aut;(A,,) = Sp(V, w) un automorfismo lineal semisimple de A, y
sead =1 5 dimc Vy. Entonces hay un isomorfismo de espacios vectoriales graduados

f=fg: AV, Vo [-2d] > Exthe (An, Ang)
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Demostracién. El espacio vectorial graduado A2 V, [-2d] tiene dimension 1y estd
concentrado en grado 2d. Si calculamos Ext}. (A5, Ang) como la cohomologfa del
complejo hom(A°®V, A, g), entonces podemos definir una aplicacion lineal

f: AV [-2d] > Exthe (An, Ang)

de manera que la imagen de la forma # de 2.8 sea la clase de la 2d-cocadena 7
construida en 2.10. Esto tiene sentido porque 7 es un cociclo, de acuerdo a 2.11,
y se trata de un monomorfismo porque 7 no es un coborde, como vimos en 2.12.
Para ver que f es un isomorfismo, entonces, alcanza con mostrar que el espacio
vectorial graduado Ext}, (A4, A,g) también tiene dimension 1y estd concentrado
en grado 2d.

Retomemos las notaciones de la prueba de 2.12. Del isomorfismo de algebras
A=Q®", A yel correspondiente isomorfismo de bimédulos Ag = ®”, A g; obte-
nemos, iterando la férmula de Kiinneth I.5.9 para la cohomologia de Hochschild,
un isomorfismo

n . .
AV ®EXtEAi)e(Al,Algi) — EX'[ZZ (An,Ang).
i=1

Sabemos de 1.7 que
i 1 1; i i= d = O, i d = 2;

0, en cualquier otro caso.

Usando esto es inmediato verificar que la tinica componente homogénea no nula
del producto @7, Extz Aiye (A%, Alg;) esla de grado 2d, y que ésta tiene dimension I:
en efecto, esto sigue de que el conjunto {i € {1,...,n} : g; # id} tiene exactamente
d elementos. Finalemente, como el morfismo Vv es un isomorfismo, lo mismo vale

para Extzi (Ay, Ang), que es lo que queriamos mostrar. (]

2.15. Observemos que la determinacién de las dimensiones de las componentes ho-
mogéneas de Ext}, (Ay, Ang) puede hacerse sin necesidad de tener la informacién
sobre el cociclo 77 obtenida en esta seccion: ese eslo que se hace en el trabajo [AFLSoo].
Nosotros, sin embargo, necesitamos la forma explicita del isomorfismo de 2.14 en la
forma dada en la prueba de ese teorema.

3. Cohomologia con valoresen A x G

3.1. Fijemos un subgrupo finito G c Aut; (A, ) de automorfismos lineales del élgebra
de Weyl A,,.

3.2. Sig, h € G, entonces la aplicacion

Ve thh—l — hy € Vg



§3. COHOMOLOGIA CON VALORES EN A x G 89
esta bien definida, es biyectiva e induce un isomorfismo
# . A2d(g) \r* 2d(hgh™') y,*
D2 Vi
yaque d(g) = d(hgh™). Podemos entonces definir

W= @ @ AMvI[-2d(g)] > @ A*D Vi [-2d(g)].
geG geG geG

Obtenemos asi una aplicacion

heGwo h e GL(EBGAZd(g) V;[—zd(g)]).
ge

Es facil ver que se trata de un morfismo de grupos, que hace del espacio

E% N D yE[-2d(g)]
g€

un G-moddulo.

3.3. Lema. Bajo la accién de G sobre @ ye A%(9) Vy[-2d(g)] se tiene que

h- Mg = Nhght
para cada g, h € G.

Demostracion. Recordemos que 775 = (w|52 vy )4(9) ¢ p24(9) V. Es claro entonces

que 174 = ()] A2d(e) v+ Y» de acuerdo a la forma en que esta definida la accién de G,
9
es

h- g = (h*(w)d)h\ld(hgh—l)v*
hgh~1

con h* : A’V* — A2V* el morfismo inducido por h. Como la accién de G sobre V
es simpléctica, h*(w) = w, y entonces vemos inmediatamente que 1 - 174 = 1, g1,
como afirma el lema. O

3.4. El objetivo de esta seccion es obtener la siguiente descripcion de los grupos de
cohomologia Extye (A,, A, @ G) en tanto G-mddulos:

Proposicion. Hay un isomorfismo de G-médulos graduados

f 62 NI VA [-2d(g)] > Extle (An, Ax G)
ge

tal que para cada g € G es
F(ng) = lilg] € Exy? (4, 4% G)

con ny € A%(9) Vy[-2d(g)]yiig € hom(A249)V, A, g) como en la seccion ante-
rior.
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Demostracion. Para ver que se trata de un isomorfiso de espacios vectoriales gra-
duados basta observar que a menos del isomorfismo canénico

D Extye (An, Ang) = Extye (An, A% G)
geG

que da la aditividad de Ext, la aplicacion f se identifica con la suma directa

f=® f: @AV [-2d(g)] > D Exth: (An, Ang)

geG g¢G geG
de los isomorfismos obtenidos en 2.14. En vista de como fue definido el morfismo f

y del lema 3.3, para terminar la prueba de la proposicién tenemos que mostrar que
si g, h € G entonces

h-[fg] = [fingn-1]- (52)
En efecto, esto implica inmediatamente que f es un morfismo de G-médulos.

Explicitemos la accion de G sobre Exti‘é(g ) (An, Ay % G).

En IV.1.6 construimos una resolucién A¢-proyectiva A% ® A*V - A,. La
accion de G sobre A, induce de manera evidente una accién sobre A$, sobre V
y sobre A®V, y en consecuencia G actua sobre las componentes homogéneas del
complejo A% ® A®V. Mas aun, como G actuia por automorfismos de A, es inmediato,
en vista de las formulas que dimos en IV.1.6 para las diferenciales de ese complejo y
para su aumentacion, que estos morfismos son de hecho morfismos de G-mddulos.
Por otro lado, G acttia sobre A x G por ‘conjugacion, de manera quesig, h € Gy
acaAes

h-a®g=h(a)®hgh™.

Entonces el complejo homye (A, ® A®V, A, x G), cuya cohomologia es isomorfa
a Extae (Ap, Ay % G), es un complejo de G-mddulos con la accién diagonal. Este
complejo de identifica, como ya hicimos antes, con hom(A®*V, A x G) y la acciéon
de G inducida sobre éste ultimo es también la accidén diagonal. En definitiva, la
accién de G sobre Extae (A, A, x G) puede ser descripta de la siguiente manera:
sir>0ysiaeExt), (Ay, Ap x G) es una clase de cohomologia representada por
un r-cocicloa: A"V - Ax G, ysih € G, entonces h - « € Ext',. (Ap, Ay xG) esla
clase de cohomologia del r-cociclo b : A"V — A, » G tal que '

b(viA-vy) = hb(h () A AR (v,)) B!

paracadavy, ..., v, e V.
En particular, si g, h € G, la clase h - [],4] estd representada por el cociclo
0: A9V - AxG tal que

9(1/1 VARRRIVAN Vzd(g)) =h ﬁg(h_l(vl) VARRRIVAN h_l(vzd(g)))h_l
=1g(h (v) A AR (vaa(q)) Y hgh™,
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y entonces para ver que (52) vale tenemos que mostrar que

Mhght (VLA Avaa(g)) = g (B () A A BT (v24(g)))-

Esto es es precisamente el contenido de 3.3. O

4. Estructura multiplicativa
4.1. En esta secciéon determinamos el producto
v Extge (An, Ay % G) ® Extge (Ay, Ay x G) — Extge (Ay, Ay % G)
del dlgebra Extye (A,, A, @ G). Recordemos que este producto es la composicion
del producto

Ut Extge (Ap, Ay % G) ® Extye (Ay, Ay % G)
— Extpe (A, (An x G) ®4, (Ap % G))

construido en I.5.11 con el morfismo

Extae (Ap, (Ap % G) ®4, (An % G)) > Extae (Ay, Ay % G)
inducido por la aplicacion

(Ay%G)®a, (AyxG) > Ay %G

dada por el producto de A, x G.

4.2. Recordando la descomposicién A, x G = @ 9¢G Ang del A, -bimédulo A, x G,
y usando la aditividad de los functores involucrados, vemos que tenemos que calcular
la composicién de

L EXtAi’ (An,Ang) ® EXtA; (An,Anh) - EXtA; (An:Ang ®a4, Anh) (53)
con el morfismo
g EXtAi (An,Ang ®4, Anh) - EX'[Ail (An,Angh)

inducido por la multiplicacion A,g ®4, Anh - A, gh.

4.3. El morfismo p , es fécil de controlar, usando la siguiente observacion:
Lema. Sea A un dlgebra y sean g, h € Aut(A) dos automorfismos de A. Entonces la
aplicacion ¢ : Ag ® A, — Agy, tal que p(ag ® bh) = ag(b)gh para cada a, b € A,
es un isomorfismo de A-bimédulos.

Demostracion. Que ¢ esta bien definida y que es un morfismo de A-bimddulos

sigue de un célculo directo. Para ver que se trata de un isomorfismo, basta observar
que la aplicacién y : agh € Agh— ag®1h € Ag ®, Ay es unainversa para ¢. [



92 VI. COHOMOLOGIA DE ALGEBRAS DE INVARIANTES DE UN ALGEBRA DE WEYL

4.4. Para calcular el producto U de (53) seguimos la construccidon hecha en la sec-
cion 5 del capitulo I. El primer paso es la obtencion de un morfismo diagonal:

Proposicion. Sea A : A, - A, ®a, A, el isomorfismo de A,-bimédulos tal que
A(l) =1®1 yseae: P = A5 ®A°V - A, la resolucion AS,-proyectiva de A,
construida en IV.1.6. Entonces existe un morfismo A : P — P ® 4 P tal que conmuta el

diagrama
P ‘ A,
Qe
P®yP Ay ®4, An

Demostracién. Para cadad > 0 sea S, el grupo simétrico sobre {1,...,d}. Ademas,
si p,q > 0sontales que p+q =dsea S, 4 c Sy el subconjunto de los (p, q)-shuffles:
una permutacion 7 € S; es un elemento de S, 4 sii 7(1) < 7(2) < - < 7(p)
yra(p+1) < 7(2) < -+ < 7(p+ q) y en ese caso escribimos 7 = (i,j) con
i=(n(1),...,7(p))yj=(n(p+1),...,7(p+q)). Notemos, finalmente, (i, j) a
la signatura de la permutacion (i, j).

Consideremos la aplicacion A : P - P ®4, P de espacios vectoriales graduados
tal que si d > 0 la componente de grado d de A es

A ((a®b) @V A Avg)

= Zd s(i,j)((a@l)@v,'l/\---/\vip)®((1®b)®vjl/\---/\qu).
pra=
(1,7)€Sp.q

Es inmediato que se trata de un morfismo de A,-bimddulos graduados. Mas atn,
un calculo tedioso pero familiar prueba que se trata de un morfismo de complejos.
Finalmente, un calculo directo verifica la conmutatividad del diagrama que aparece
en su enunciado, terminando la prueba de la proposicion. O

4.5. Usando el morfismo A: P - P ®4, P podemos describir el producto
L EXtqu (An, M) ® EXtA; (An,N) - EXtAf1 (An,M ®a N)

para cada eleccién de M y N en 4, Mody, . En efecto, sean p, g > 0 y consideremos
clases a € EXti; (A, M)y« Extf‘% (An, N). Si vemos a Ext}y (A, M) como la
cohomologia del complejo homye (P, M), que a su vez se identifica con el complejo
hom(A*®V, M), entonces « es la clase de un p-cociclo a € hom(A?V, M); de forma
similar, la clase f3 estéd representada por un g-cociclo b € hom(A?V, N). En estas
condiciones, la clase a L3 estd representada por el cociclo y € hom(AP*1V, M®4N)
tal que

YA AVpg) = Y, e(isj)a(vi A Avi,) @ b(vi A AY;).
(,7)€Sp.q
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4.6. Para poder usar esta expresion en la situacidn especial de (53) necesitamos el
siguiente lema elemental, pero que parece no haber sido observado antes:

Lema. Si g, h € G, entonces Vg, € Vy + Vy, y, en particular, se tiene que
d(gh) <d(g) +d(h).
Demostracion. Como G es finito, podemos suponer a V dotado de un producto
interno G-invariante. Es inmediato, entonces, que para cada k € G los subespacios
complementarios Vi y V¥ son ortogonales.
Siahora g, h € G, es
(Vg+ Vi)t =Van Vi =vinvhcyeh
de manera que
Vg = (VI € (Vg + Vi)t = Vg + V.
Esto prueba el lema. O

4.7. Proposicion. Sean g, h € G y consideremos el morfismo
S EXtAi (An,Ang) ® EXtAt;! (An,Anh) - EXtAf;! (An,Ang ®a, Anl’l)

(i) Sid(gh) <d(g) +d(h), entonces este morfismo es nulo.
(ii) Si, en cambio, d(gh) = d(g) + d(h), entonces se trata de un isomorfismo y

(1] ~ [7in] = [71gn]- (54)

Notemos que estos dos casos son exhaustivos, en vista de la desigualdad obtenida
en el lema anterior.

Demostracion. Recordemos que Extae (An, A,g) = A24(9) V,[-2d(g)] es un es-
pacio vectorial graduado de dimension total 1, concentrado en grado 2d(g) y alli
generado por la clase [#,4]. En consecuencia, Extae (A,, A, g) ® Extye (Ay, Aph)
y Extae (Ap, Ang ®4, Anh) son espacios vectoriales graduados de dimensién total 1
y concentrados en grado 2(d(g) + d(h)) y 2d(gh), respectivamente.

Cuando d(gh) < d(g) + d(h), no hay puede haber entonces aplicaciones no
nulas de Extye (A,, Apg) ® Extae (Ap, Ayh) aExtge (Ap, Ang®a, Aph),asiquela
afirmacién (i) es inmediata.

Supongamos ahora, para ver (ii), que

d(gh) = d(g) +d(h). (55)
De acuerdo a lo hecho en 4.5, el producto [774] U [7j;] estd representado por el
2d(gh)-cociclo y : A24WM)V A, g®,, A,h) tal que

YL A AVaacgn))

= > e(is ) ng(viy A A Vipa oy M (Vis A AV, ) 9@ h
(1:)€S24(g) 2a(h)
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para cada eleccién de vy, ..., Vag(gn) € V-

La igualdad (s5), en vista del lema 4.6, implica que V,j, = V4 & V},. Podemos
entonces elegir una base {wi, ..., w2, } de V de manera que {wy, ..., w44} € Vy,
Waa(g)+1> - > Wad(gyn) € Vi Y {Waa(gnys1>--->Wan} € V9" Es facil ver ahora,
procediendo como en la prueba de 2.11, que si 1 < i) <+ < ipg(gp) < 211 €8

g®h, si izd( n) = 2d(gh),
y(Wil/\"'/\Wizd(gh)):{ 9 .
0, en caso contrario.

Esto nos dice precisamente que

YA Avaa(gny) = Ngh(Vi A AVaa(gny) g® h

para cada eleccion de vy, ..., ¥24(4n) € V. y; en consecuencia, el producto [774] - [71]
estd representado por el cociclo 74, € hom(A249M) v, A, gh): esto nos dice que
vale (54) y prueba (ii). O

4.8. Consideremos la filtracion creciente F sobre el dlgebra de grupo CG tal que

FkCGI @ Cg
2d(g)<k

para cada k > 0. Es una consecuencia inmediata de la desigualdad obtenida en
el lema 4.6 que F es una filtracion de 4lgebras y entonces podemos considerar el
algebra graduada gr, CG. Para cada g € G escribimos g al simbolo principal de g
en gr, CG.

4.9. Deladefinicion de la filtracion es claro que F,xCG = F,;,;CG paratodo k € Ny,
asi que gr,, ., CG = 0si k € No.

4.10. La accién de G sobre CG inducida por la conjugacién es compatible con la
filtracién F, ya que d : G — Ny es una funcién central. En consecuencia, el dlgebra
gr, CG hereda una accién de G por automorfismos, y evidentemente es

h-g=hgh' (56)
para cada eleccion de g, h € G.
4.11. Teorema. Hay un isomorfismo de dlgebras graduadas

f:H*(A, Ay xG) 2gr, CG

tal que f([#14]) = g, y este isomorfismo es compatible con la accion de G sobre
H*(A,, Ay xG) ygr, CG.

Demostracion. Sabemos que {[74] : g € G} es una base para
H*(An, An # G) 2 Extle (An, A% G),

asi que hay exactamente una aplicacion lineal como en el enunciado y es un isomor-
fismo, ya que {7 : g € G} es, por supuesto, una base de gr, CG. Que esta aplicacion
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es un morfismo de algebras es consecuencia directa de la proposicion 4.7. Finalmen-
te, para ver que es compatible con la accién de G basta comparar la féormula (52)
de la pagina 9o y la (56) de 4.10 que dan, respectivamente, la accién de G sobre el
dominio y el codominio de f. O

5. Productos cruzados y subalgebras de invariantes

5.1. Como consecuencia del teorema de la seccion anterior y de los resultados de la
seccidn 9 del capitulo I, podemos obtener el resultado central de esta tesis:

Teorema. Sea n > 1, sea A, la n-ésima dlgebra de Weyl y sea G un grupo finito
que actiia sobre A, por automorfismos lineales. Sea % (G) el centro del dlgebra de
grupo CG. Como se trata de una subdlgebra de CG, podemos restringir a filtracion
constuida en 4.8 a Z°(G) y considerar el dlgebra graduada asociada gr, 2°(G). Hay
entonces un isomorfismo de dlgebras graduadas

HH*(A, xG) zgr, Z(G)

Demostracion. Deacuerdo alos teoremas1.9.6 yI.9.7, sabemos que hay una sucesion
espectral convergente de algebras que tiene

EPY = HP(G,HI(A, A% G)) = HH"(A % G).

Como G es finito y nuestro cuerpo de base C es de caracteristica cero, el dlgebra CG
es semisimple y H" (G, —) = 0. Esto nos dice que la etapa E; de la sucesion espectral
estd soportada en uno de los ejes, asi que la sucesion espectral degenera alli y nos da
un isomorfismo de algebras graduadas

HH®*(A»G) 2 H°(G,H*(A,AxG)) = H* (A, Ax G)°.

Ademds, segln 4.11, hay un isomorfismo de édlgebras H*(A, A x G) = gr, CG com-
patible con la accién de G, asi que en definitiva tenemos un isomorfismo de algebras
graduadas

HH®*(AxG) = (gr, CG)®
Para probar el teorema, entonces, tenemos que mostrar que
(gr.CG)® = gr, Z(G). (57)

Ahora bien, es inmediato verificar que Z°(G) = (CG)® y que la filtracién
de Z(G) coincide con la filtracién sobre (CG)® inducida por restriccion de la
de CG, asi que gr, Z(G) = gr,(CG)C y, por otro lado, hay un isomorfismo evidente
gr,(CG)® = (gr, CG)®. La composicién de estos dos isomorfismos prueba (57) y,
entonces, el teorema. O

5.2. Usando ahora los resultados de la seccion 7 del capitulo I sobre la invariancia
por equivalencias Morita, obtenemos un resultado similar para las subalgebras de
invariantes de A,
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5.3. Teorema. En la situacion del teorema anterior, supongamos que la accion de G
sobre A, es fiel y sea AS = {a € A, : ga = aparacada g € G} la subdlgebra de
invariantes de A, para G. Entonces AS y A, x G son equivalentes en el sentido de
Morita y, en particular, hay un isomorfismo de dlgebras

HH*(AS) = gr, Z(G).

Demostracion. Como las tinicas unidades de A, son los escalares, la accién de G
sobre A, es exterior como en 1.8.9. Como la caracteristica de C es nula, |G| es
inversible en C, y el teorema 1.8.1 nos dice que AS y A, x G son equivalentes en
el sentido de Morita. De acuerdo a 1.7.4, entonces, las dlgebras de cohomologia
HH®(AS)y HH*(A, x G) son isomorfas y el teorema sigue de 5.1. O

5.4. Razonando como en 4.9 podemos ver que el algebra gr, Z°(G) estd concentrada
en grados pares, asi que lo mismo vale para HH*(A, x G) y HH*(A%).

6. Ejemplos

6.1. Sea G un grupo finito que actua linealmente sobre el dlgebra de Weyl A, y sea,
como siempre, V = @7, Cp; ® Cq; c A, dotado de su forma simpléctica w. Sea
p:G — Sp(V,w) el morfismo de grupos que determina la accién de G sobre A,,.

6.2. Sead:ge G~ %dim(c Vy € Ny la funcion de 2.6, y sea y; : G — Ny tal que
t1(g) = n—2d(g) paratodo g € G.Como V,; ® VI = V, es yi(g) = dimc VI y

entonces y1(g) es la multiplicidad de 1 como autovalor de p(g).

6.3. Notemos (G) al conjunto de las clases de conjugacién de G y, para cada g € G,
sea (g) € (G) la clase de conjugacion de g. Sabemos que d es una funcién central,
asi que y; también lo es. Esto nos permite definir, de manera evidente, funciones
d, w1 : (G) - Ny, para las que no introducimos nuevos nombres.

6.4. Si c € (G), seas(c) = Yyecg € CG. Es inmediato ver que s(c) es central
en CG, que el conjunto # = {s(c) : ¢ € (G)} es una base de Z°(G) y que, mas
generalmente, para cada k € Ny, el conjunto %y = {s(c) : c € (G), d(c) < k} esuna
base de F Z(G).

6.5. Lema. Si F es la filtracién de Z°(G) como en 5.1, entonces
s(¢) € Foa(ey 2 (G)\Faa(y-1Z (G),

asi que el simbolo principal ¢ de s(c) en gr, Z(C) tiene grado 2d(c). Para cada
k € No, gr,, Z(G) tienea {¢: c € (G), 2d(c) = k} como base y, en particular,

dime HH* (A, % G) = dime gr, Z(G) = [{c € (G) : 2d(c) = k}|

Demostracion. Esto es inmediato de las definiciones. O
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La accion tautoldgica de S,

6.6. Sea S, el grupo simétrico sobre {1,...,n} y consideremos la accién de S,
sobre A, tal que

9 Pi=Py(i)
y
9 9qi = qq(i)
para cada i € {1,...,n} y cada g € S,. Para esta accidn, es facil ver que si una

permutacion g € S, tiene k ciclos, entonces dim¢ V9 = 2k y d(g) = n— k. Teniendo
en cuenta la forma en que las clases de conjugacion de S, se corresponden con las
particiones de , es claro que, para cada k € Ny, la dimension dimc gr,, 2°(G) esla
cantidad de particiones de n con exactamente k partes.

Para cada particion A, notemos ¢ a la clase de conjugacion correspondiente y,
para simplificar, escribamos [1] en vez de §).

6.7. Consideremos el caso particular en que n = 3. Las particiones de 3 son (1%),
(2,1), v (3), asi que {[1°],[2,1],[3]} es una base de gr, Z'(G). Contado partes
vemos que

Plegr, 2(G),  [21]egn, 2(G).  [3]egr, Z(G).
Es claro que [1°] es la unidad de gr, 2°(G). Por otro lado [3] ~ [3] = 0 porque
gre Z(G) = 0. El unico producto de la tabla de multiplicar de gr, 2°(G) correspon-
diente a esta base que no es trivial es [2] - [2].
Calculémoslo. Tenemos los elementos
s(P) =1,
s(2,1) = (12) + (13) + (23),
s(3) = (123) + (132)
en Z°(Ss) y calculando vemos que
s(2)-5(2) =3s(1*) +35(3).

Esta expresion nos dice que hay tres formas de escribir al elemento neutro como
producto de dos transposiciones, y que hay tres formas de escribir a cada 3-ciclo
como producto de dos transposiciones. Mirando esta ecuacion en gr, Z(S3) vemos,
entonces, que

[2] - [2]=3[3].

Vemos asi que la clase [2] genera a gr, Z°(S3) y, de hecho, vemos que hay un iso-
morfismo

HH* (A3 % S3) = gr, Z(S3) = C[£]/(&)
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con C[£]/(&?) el dlgebra graduada con & en grado 2.

6.8. Este ejemplo muestra que el producto en la cohomologia de HH*(A, x G)
puede no ser trivial.

Separacion
6.9. Notemos C[G] al algebra de funciones centrales sobre G con valores en C.

6.10. El dlgebra C[G] es un A-anillo de manera candnica, con las operaciones de
Adams y* : C[G] — C[G] dadas por

v (N(9) = f(4")
para cada k > 0, f € C[G] y g € G; ver las notas de Donals Knutson[Knuy3].

6.11. Sea t una variable y sea C[G][¢] el anillo de series formales de potencias en ¢
con coeficientes en C[G]; consideramos a sus elementos como funciones centra-
les sobre G con valores en C[t]. Sea p € C[G][t] tal que p(g) es el polinomo
caracteristico de p(g) para cada g € G y sea q € C[G][t] tal que q(¢t) = *"p(¢t™").

6.12. Sea y € C[G] el caracter de p, de manera que x(g) = tr p(g) paracada g € G.
Un calculo directo usando el hecho de que cada elemento de g actua de manera
diagonalizable sobre V' prueba que

L ing() = - Xy (0

k>0
Como py q tienen al 1 como cero de la misma multiplicidad, y evaluando el miembro
izquierdo de esta igualdad, vemos que la funcién d : G - Ny esta dada por
d=n+res; Y ¢ 7 (x)tk, (58)
k>0

con res; f el residuo en 1 de la funcién f meromorfa en 1.

La expresion (58) obtenida para d muestra que esta funcién depende solamente
de las operaciones de Adams de la estructura de A-anillo del dlgebra C[G] y del
caracter y.

6.13. Como el tipo de isomorfismo del dlgebra 2°(G) depende solamente de la tabla
de cardcteres, y la estructura de A-anillo de C[G] depende solamente de la tabla de
carédcteres de G y de la familia de aplicaciones potencia (g) € (G) ~ (g*) € (G),
es facil ver que el tipo de isomorfismo del algebra de cohomologia HH* (A, x G)
depende solamente de esa informacion.

En particular, como existen pares de grupos no isomorfos con tablas de carac-
teres iguales y aplicaciones de potencias conjugadas—ejemplos explicitos de esto
construidos por Dade en [Dad64]—vemos que no podemos reconstruir el grupo G
a partir del dlgebra HH®*(A%). Para esos ejemplos, se necesitan invariantes mas finos
para separar las dlgebras de invariantes correspondientes.
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