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Teoria de representaciones y homologia de dlgebras de Yang-Mills

Resumen

Las dlgebras de Yang-Mills fueron introducidas por Alain Connes y Michel Dubois-Violette en [CD1], en relacién
al estudio de ciertos problemas planteados en la teoria de cuerdas y la teoria de campos no conmutativos (cf. [Nel],
donde el autor insiste en la necesidad de conocer la teoria de representaciones para estas dlgebras).

El problema de describir la categoria completa de representaciones de las dlgebras de Yang-Mills es demasiado
complejo. Por este motivo, nos concentramos en tratar de obtener familias de representaciones lo suficientemente
finas como para distinguir elementos de este dlgebra: empleando el método de érbitas de Kirillov concluimos que
toda algebra de Weyl es cociente de toda dlgebra de Yang-Mills con mas de 2 generadores (cf. Corolario[3.5.3). Esto
permite hallar varias familias de representaciones, ya que las representaciones de las algebras de Weyl generalizadas
fueron estudiadas previamente por Bavula y Bekkert en [BB].

Por otro lado, se estudiaron también las propiedades homoldgicas de las dlgebras de Yang-Mills, en particular,
su homologia de Hochschild y ciclica, obteniendo de este modo también su cohomologia ya que existe una dualidad
entre ambas. El resultado fundamental para estudiar las homologias mencionadas es que el dlgebra de Lie de Yang-
Mills posee un ideal que en si mismo es un dlgebra de Lie libre. Esta idea hab{a sido ya utilizada por Movshev (cf.
[Mov]) en su trabajo inédito sobre las dlgebras de Yang-Mills, tendiente a calcular la homologia. Una parte de esta
tesis estd dedicada a hacer un uso correcto de esa idea.

Palabras clave: Homologia, Yang-Mills, Koszul, representaciones, érbitas.



Representation theory and homology of Yang-Mills algebras

Abstract

Yang-Mills algebras were first defined by Alain Connes and Michel Dubois-Violette [CDI], in relation with
certain problems arising in string theory and noncommutative gauge theory (cf. [Nell], where the author stresses
the need for the representation theory of this kind of algebras).

The problem of finding every representation of the Yang-Mills algebras is too difficult. Hence, we will focus our-
selves in some particular families of representations fine enough to distinguish elements of the Yang-Mills algebra.
By using Kirillov’s orbit method, we can prove that every Weyl algebra is a quotient of every Yang-Mills algebra
with more than 2 generators (cf. Corollary [3.5.3). This allows us to find various families of representations of the
Yang-Mills algebras, since the representation theory for the generalized Weyl algebras has been previously studied
by Bavula and Bekkert [BB].

On the other hand, we have also studied the homological properties of the Yang-Mills algebras, with special
attention to Hochschild and cyclic homology. We also obtain the cohomology taking into account the Poincaré
duality for these algebras. In order to obtain the previous results, we use the fundamental fact that the Lie Yang-
Mills algebras have as a direct summand a Lie ideal, which is in itself a free Lie algebra. This idea has been exploited
by Michael Movshev in his unpublished paper concerning the homology of the Yang-Mills algebras (cf. [Mov]). A
part of this thesis is concerned with the correct use of these ideas.

Keywords: Homology, Yang-Mills, Koszul, representation theory, orbit method.
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Passer de la mécanique de Newton a celle d’Einstein doit étre un peu, pour le mathémathicien, comme de passer de
bon vieux dialecte provengal a I'argot parisien dernier cri. Par contre, passer d la mécanique quantique, j’imagine,
c’est du frangais au chinois.

Alexandre GrothendiecK[

I want to say a word about the communication between mathematicians and physicists.

It has been very bad in the past, and some of the blame is doubtless to be laid on the physicist’s shoulders. We tend
to be very vague, and we don’t know what the problem is until we have already seen how to solve it. We drive
mathematicians crazy when we try to explain what our problems are. When we write articles we don’t do a good
enough job of specifying how certain we are about our statements; we do not distinguish guesses from theorems.

(..)

I think this is getting much better. I find it is wonderful how mathematicians these days are willing to explain their
field to interested physicists. This situation is improving, partly because as Iz Singer mentioned, we realize now
that in certain areas we have much more in common than we had thought, but I think a lot more has to be done.
There is still too much mathematics written which is not only not understandable to experimental or theoretical
physicists, but is not even understandable to mathematicians who are not the graduate students of the author.

Steven Weinberg El

IRécoltes et Semailles, (1986).
2Mathematics: The unifying thread in science: Notices Amer. Math. Soc. 33, (1986), pp. 716-733.
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Introduccion

El objetivo principal de esta tesis es el estudio de la teorfa de representaciones de las dlgebras de Yang-Mills.

Las algebras de Yang-Mills son dlgebras de Koszul ctibicas, de dimension global 3 y son dlgebras envolventes
de dlgebras de Lie. Su estudio recibi6é un fuerte impulso recientemente a partir de los trabajos de Alain Connes y
Michel Dubois-Violette. Estos autores se interesan en esta familia de 4lgebras a raiz de sus aplicaciones fisicas. Es
de esperar entonces que el conocimiento de las representaciones de las algebras de Yang-Mills resulte importante
para estas aplicaciones.

Si bien serfa por el momento muy dificil describir todas las representaciones, ya que se trata, salvo en el caso
del 4lgebra de Yang-Mills con 2 generadores, de algebras no noetherianas, nos concentramos en tratar de obtener
familias de representaciones lo suficientemente finas como para distinguir elementos del dlgebra de Yang-Mills.
Para ello, se utiliz6 fuertemente el método de érbitas de Kirillov, y también una versién mds precisa del teorema de
Dixmier que muestra que toda édlgebra envolvente de este tipo tiene como cociente toda algebra de Weyl. Usamos
posteriormente que las representaciones de las dlgebras de Weyl generalizadas habian sido estudiadas previamente
por Viktor Bavula y Viktor Bekkert en [BB]. Se estudié también la categoria de representaciones de dimensién finita
de las algebras de Yang-Mills, mostrando que toda representaciéon de este tipo se obtiene como médulo sobre el
dlgebra envolvente de un cociente del dlgebra de Lie original.

Se estudiaron también las propiedades homoldgicas de las algebras de Yang-Mills, en particular su homologia
de Hochschild, obteniendo de este modo también su cohomologia ya que existe una dualidad entre ambas.

El elemento mds importante para obtener los resultados antes mencionados es mostrar que el dlgebra de Lie de
Yang-Mills tiene como sumando directo a un ideal que en si mismo es un algebra de Lie libre. Esta idea habia sido
ya utilizada por Movshev (cf. [Mov])) en su trabajo inédito sobre las dlgebras de Yang-Mills, tendiente a calcular la
homologia. Una parte de esta tesis estd dedicada a hacer un uso correcto de esa idea.

El contenido de la tesis es el siguiente.

En el Capitulo 2 se resumen elementos de la teoria de A-dlgebras y codlgebras, teorfa que generaliza a las
dlgebras y codlgebras diferenciales graduadas, respectivamente. Se resumen luego las aplicaciones de las A..-
algebras y codlgebras a las construcciones bar y cobar y a las nociones de graduacién vy filtracién.

En el Capitulo 3 se repasan las definiciones bésicas de la teoria de representaciones de algebras de Lie, y los resul-
tados sobre su homologia y cohomologia, en particular un criterio cohomolégico (Proposicién de demostrar
que un algebra de Lie es libre. Se repasa también la nocién de polarizacién de funcionales lineales. Finalmente se
recuerdan propiedades de los ideales maximales del dlgebra envolvente de un algebra de Lie nilpotente.

En el Capitulo 4, que es uno de los capitulos principales de esta tesis, luego de recordar la definicién de algebra
de Yang-Mills y de definir las distintas graduaciones que se utilizardn, se describen sus representaciones de dimen-
sién finita, mostrando que la categoria que éstas forman es el colimite filtrante de las categorias de médulos de tipo
finito sobre los cocientes del dlgebra de Lie de Yang-Mills por los ideales de su serie central descendente, cocientes
cuyas dlgebras envolventes son noetherianas. Mds atin, se prueba que toda representacién nilpotente o resoluble
irreducible no trivial de dimensién finita es de dimensién 1 y que el conjunto de clases de isomorfismo de estas
representaciones estd parametrizado por k™ \ {0}, donde n es la cantidad de generadores del dlgebra de Yang-Mills
con la cual estamos trabajando (Teorema[3.1.12).

Luego se estudian algunas propiedades homolégicas basicas, calculdndose explicitamente la homologia del al-
gebra de Yang-Mills con 2 generadores, la cual, como ya fue dicho, se distingue de las demds por ser la tinica
noetheriana.

Se comienza a continuacién a estudiar el dlgebra TYM(n), dlgebra envolvente del sumando directo del dlgebra
de Yang-Mills con n generadores que es un dlgebra de Lie libre.

Otra parte importante de este capitulo es la subseccion “Algunos cdlculos”, donde se obtienen explicitamente las
dimensiones de las componentes homogéneas del dlgebra de Lie de Yang-Mills y de su componente libre, aplicando
el método de 6rbitas para hallar los pesos posibles de los ideales maximales en grados bajos.

Se prueba luego que toda algebra de Weyl es cociente del algebra de Yang-Mills con 3 generadores, la cual a
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su vez es cociente del dlgebra de Yang-Mills con n generadores, para todo n > 3. Ademads, se demuestra que
la familia de representaciones del dlgebra de Yang-Mills inducida de esta forma separa puntos. Es importante
notar (Observaciéon que pese a ésto, esta subcategoria de representaciones no es esquelética, ya que toda
representaciéon de un algebra de Weyl posee dimensién de Gelfand-Kirillov finita, pero el dlgebra de Yang-Mills
tiene dimensién de Gelfand-Kirillov infinita.

El Capitulo 5 es otro de los capitulos mdas importantes de la tesis, ya que en él se calcula la homologia de
Hochschild del algebra de Yang-Mills con n generadores cuando n > 3. Para ello es necesario describir explicita-
mente el dlgebra de Lie libre antes mencionada, tanto de manera algebraica como geométrica y homolégica. Se dan
las demostraciones completas de todos los resultados necesarios, inclusive de varios que fueron enunciados por
Movshev.

Se trata posiblemente del capitulo mas técnico de la tesis, ya que los objetos con los que tratamos son de una
gran complejidad, por lo cual es necesario abordar la resolucién del problema en todos sus detalles.

En el Capitulo 6 se repasa el estudio de las representaciones de algebras de Weyl generalizadas hecho por Bavula
y Bekkert, en relacién con los resultados obtenidos en el Capitulo 4.

En el Capitulo 7 se tratan ejemplos con aplicaciones en geometria no conmutativa y en teoria de campos de
gauge, con especial énfasis en el ejemplo de los instantones en el espacio plano no conmutativo de 4 dimensiones.



Notacion

Los conjuntos de los niimeros naturales, los enteros positivos con el cero, los enteros, los racionales, los reales y
los complejos seran notados con los simbolos N, Ny, Z, Q, R y C, respectivamente. Ademads, k indicara un cuerpo
algebraicamente cerrado de caracteristica cero, a menos que se diga lo contrario. Si {v1,...,v,} € V es una base
del k-espacio vectorial V, {v7, ..., v} C V* indicard la base dual, i.e., v} (v;) = d;;.

Dada una k-algebra asociativa o de Lie A y un G subgrupo de Z, denotaremos §Mod, Mod$, Gmod y mod9 las
categorias de A-médulos G-graduados a izquierda y a derecha y de A-médulos de dimension finita G-graduados a
izquierda y a derecha, respectivamente. También notaremos ¢ Alg y ¢LieAlg las categorias de dlgebras G-graduadas
y algebras de Lie G-graduadas, respectivamente. Si G = {0}, obtenemos en cada caso la definicién no graduada.

Si V es un espacio vectorial de dimensién n sobre k, identificaremos el dlgebra simétrica S(V) de V' con el
dlgebra de polinomios en n indeterminadas k[t1,...,%,]. Este dlgebra resulta entonces graduada, y notaremos la
graduacién, que denominaremos usual

S(V)=5(V)= & s"(v).

n€Ng

La clase de un tensor v; ® - - - ® v, € V®" serd notado v1 Qs -+ - Q5 v, en S"V y vy A+ Av, en A"V,
Si V es un médulo (graduado) sobre un dlgebra de Hopf (graduada) H, entonces, el morfismo

V2 5 A2V @ S2V

VR W (VAW v Qs w)
es un isomorfismo de H-moédulos graduados (homogéneo de grado 0). Més atin, las aplicaciones
APV - V2

1
UAw»—>§(U®w—w®v)

SV — ve?

1
v®sw»—>§(v®w+w®v)

son H-lineales (homogéneas de grado 0) e inyectivas, y dan la inversa del morfismo V®? — A2V & S2V.

X1
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Capitulo 1

Axo-algebras y Ay,-codlgebras

El objetivo de este capitulo asi como del siguiente es recopilar resultados que serdn necesarios para la realizacién
del trabajo sobre algebras de Yang-Mills. En este capitulo presentamos la teoria y resultados generales sobre las
dlgebras y codlgebras diferenciales graduadas dentro del contexto natural de las A..-dlgebras y A.-codlgebras.
La mayoria de estos resultados son conocidos y sencillos, y es por este motivo que son s6lo mencionados. Para
mayores referencias, recomendamos [Lef].

1.1 Generalidades

En esta seccion se recuerdan las definiciones de algebras y codlgebras en categorias monoidales, asi como las ver-
siones graduadas y diferenciales graduadas de las mismas.

Sea C una categoria k-lineal de Grothendieck (i.e., C es abeliana y satisface AB5) y semisimple. Supondremos
ademads que C esta provista de una estructura de categoria monoidal k-lineal, es decir, existe un funtor k-bilineal
®:CxC—C,
un objeto e € Ob(C), e isomorfismos naturales
axyz: (XY)Z - X® (Y ®2),
Ix :e® X — X,
rx : X®e— X,

tales que los siguientes diagramas

(WeX)eY)® Z

aw,x,y ®idg AWRX,Y,Z
WeR(XeY)eZ WeX)® (Y 2Z)
AW, XQ®Y,Z AW, X,Y®Z

We(XeY)e ) I e (X e (Yo 2)
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idx ®ly rx Qidy

®ERY)=——— (X ®e)®

son conmutativos.
Lema 1.1.1. Si (C,®) es una categoria monoidal, entonces los siguientes diagmmas

XY

XQY)<———(e®X)QY

(X®Y) ®e—>X® Y®e)

son conmutativos, para todo par de objetos X,Y de C. Mds aiin, dado un objeto X de C, tenemos las identidades

legx =1de ® lx,
TX®e =TX ®idea
le = Te.

Demostracion. Cf. [Ka], Lemma XI.2.2 y Lemma XI.2.3. O

Supondremos también que los funtores X ® (—) y (—) ® X son exactos y conmutan con colimites filtrantes.
La categoria ;Mod de k-espacios vectoriales, provista del producto tensorial ®;, es un ejemplo de categoria que
satisface estos axiomas.

Un objeto graduado en C es una coleccién de objetos M = {M"},cz de C indexada por Z. El objeto M™ se
denomina componente (homogénea) de grado n de M. A su vez, el conjunto de morfismos graduados entre dos
objetos graduados M y N se define como el espacio vectorial Z-graduado

Homg,(c)(M, N) = @(H Home (M™, N™t™)),
meZ neZ

donde la composicién de dos morfismos (homogéneos)
f= (fn>7l€Z € HomGr(C) (L7 M)

de gradom, y
9= (9")nez € Homg, ) (M, N)

de grado m/, estd dada por el morfismo de grado m + m/’
gof=1(g"""0f")nez-

Estos datos definen una categoria graduada, que denotaremos Gr(C).

En el caso C = yMod, Gr(C) resulta la categoria (graduada) de espacios vectoriales graduados con morfismos
k-lineales graduados.

Anélogamente, un objeto diferencial graduado en C es un par (M, d), donde M es un objeto graduadoenCy d
es un endomorfismo de M de grado 1 tal que d o d = 0, denominado diferencial de M. Del mismo modo, se define
el conjunto de morfismos entre dos objetos diferenciales graduados (M, dns) y (IV, dn) como el espacio vectorial
diferencial Z-graduado dado por Homg, ) (M, N), con diferencial

8(f) = (dn o f" — (=)™ f"* o dar)nez,
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donde f = (f")nez € Homg,(c)(M, N)™ es un morfismo de grado m. Se tiene entonces una categoria diferencial
graduada, que denotaremos Dif(C).

Nuevamente, si C = ;Mod, Dif(C) resulta la categoria diferencial graduada de espacios vectoriales diferenciales
graduados con morfismos graduados.

Dado un objeto diferencial graduado (), d) en C, obtenemos los siguientes subobjetos graduados de M: ZM =
{Ker(d™)}mez y BM = {Im(d™ ')},,ez. Se denominan ciclos de (M,d) y bordes de (M,d), respectivamente.
Notar que BM es un subobjeto graduado de Z M.

La categoria de complejos de objetos en C posee los mismos objetos que Dif (C), pero la coleccién de morfismos
entre dos complejos (M, dy) y (N, dy) esta dada por Z°Hompg(cy (M, das), (N, dy)), con respecto a la diferencial
d. Notaremos esta categoria C(C).

Siguiendo con el mismo ejemplo, si C = yMod, C(C) resulta la categoria de complejos de espacios vectoriales
con morfismos de complejos.

Si M y N son dos objetos graduados, el objeto producto tensorial de M y NV es el objeto graduado cuya compo-
nente de grado n estd dada por

(Me@N)"=  MPe N
pt+g=n

Del mismo modo, si f € Homg,c)(M,N)y g € Homg,)(M’, N') son dos morfismos de grado m y m/, el producto
tensorial de f y g es el morfismo de grado m + m/

feg: MM — NN’

cuya componente homogénea de grado n es

(fog"= P ) freg.

p+g=n

La categorfa Gr(C) provista del bifuntor producto tensorial ® y del objeto graduado e, cuyas componentes
homogéneas son nulas, salvo la componente de grado 0, que es el elemento neutro e de C, resulta una categoria
monoidal.

Si (M, dar) y (N, dn) son dos complejos de objetos en C, el complejo producto tensorial de ambos estd dado por
el objeto graduado producto tensorial M ® N, con diferencial dy; ® idy + idyr @ dn. Con este producto tensorial y
el objeto graduado e con la diferencial nula, C(C) resulta una categoria monoidal.

Consideramos, en Gr(C), el funtor de suspension S : Gr(C) — Gr(C), dado por

S(M)™ =M™, Vn € Z,

S(f)y" = frtvn ez,

si f € Homg,c)(M, N). Por lo tanto, existe el morfismo
sy M — SM
de grado —1, tal que sus componentes satisfacen
sy =idpyn,Vn € Z.

El funtor S se puede extender a C(C), considerando que la suspensién de un complejo de objetos (M, das) de C
estd dada por el objeto graduado SM, con diferencial

dsy = —Sp odys o s&l.
Por otro lado, se define el funtor de homologia
H:C(C) — Gr(0),
tal que, si (M, dps) es un complejo de objetos de C, la componente de grado n de HM es

H"M = Z"M/B" M,
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y, si f € Homge)((M,dnr), (N,dn)), entonces H(f) es el morfismo cuya componente homogénea de grado n es la
inducida por la restriccién de fa ZM.

Diremos que f € Homg(c)((M,dyr), (N, dn)) es un quasiisomorfismo si H( f) es un isomorfismo, y que (M, dxs)
es aciclico si es quasiisomorfo al complejo nulo de C(C).

Dados dos morfismos f,g € Homge)((M,dn), (N,dy)), se dirdn homotdpicos si existe un morfismo h ¢
Homgy(cy(M, N) de grado —1 tal que §(h) = f — g. Observar que la homotopia es una relacién de equivalencia.

La categoria homotépica H(C) tiene los mismos objetos que C(C), pero los morfismos estdn dados por

Homy(c) (M, dyr), (N, dy)) = H°(Home ey (M, dag), (N, dn))).

Deseamos remarcar que H induce un funtor H : H(C) — Gr(C).
Sea ahora (A, ®) la categoria monoidal C, Gr(C) o C(C). Un éalgebra asociativa en A es un par (A, ), donde A
es un objeto de A y 1 es un morfismo (de grado cero si A = Gr(C))

p:ARA— A,
que cumple que el diagrama
ApAeA—24 s ag4
J{idm&)u J{u
A®A . A

es conmutativo. El morfismo u es la multiplicacién de A.
Dadas (A, 1) y (A’, 1) dos dlgebras en A, un morfismo de dlgebras en A de (A, i) en (4’, 1) es un morfismo

f:A— A
en A tal que el diagrama
fof e A
A®A A®A
lﬂ I
A ! A1
conmuta. La clase de las dlgebras en A forma una categoria.
Definimos p?) = p, ysin >3,
s A% A

es el morfismo dado por
p = = o (id% 2 @ p).

Sin € N, el conticleo de ;" *1) resulta un cociente de A, que denominaremos 4lgebra de elementos n-irreducibles
de A.

Sif,g: A— A’ son dos morfismos de dlgebras, una (f, g)-derivacién es un morfismo D : A — A’ que verifica
la regla de Leibniz: Doy = po (f ® D+ D ® g). Una derivacién de A es una (id 4, id 4)-derivacion.

Ejemplo 1.1.2. Si M es un objeto de la categoria monoidal A, el dlgebra tensorial reducida sobre M es el objeto de A
T(M) = @ M@,
neN

junto con la multiplicacion inducida por los morfismos candnicos de asociatividad de A
M®" g MeY _ p®tn) T(M)

Dado n € N, notaremos -
in s M®" < T(M)

la inclusion candnica. )
Un dlgebra en A se dice libre si es isomorfa a T (M), para algiin objeto M de A.

El ejemplo anterior resulta ttil por la siguiente propiedad universal de las 4lgebras libres.
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Lema 1.1.3. Sea (A, p1) un digebra en A. Dado un morfismo (homogéneo de grado 0 si A = Gr(C)) f : M — A, existe un
tinico morfismo de dlgebras f : T'(M) — A tal que el diagrama

M — 4
x_ /
T(M)

es conmutativo. Mds atin, la componente n-ésima del morfismo f,n €N, estd dada por

Rn (n)
MeEn I A8 1L 4

Por otro lado, sean f,g : M — A dos morfismos en un dlgebra A. Por lo dicho anteriormente, inducen inicos morfismos
de dlgebras f,g : T(M) — A. Dado un morfismo D : M — A, existe una vinica (f, g)-derivacion D : T(M) — A tal que el

diagrama
M b A
T(M)

es conmutativo. Mds aiin, la componente n-ésima del morfismo D (n € N) estd dada por

‘u(n) o Z (f®l ® D ®g®J)
+j+1=n

Demostracion. Cf. [Lef], Lemme 1.1.2.1. O

Generalizando las definiciones anteriores, se dice que un &4lgebra sobre Gr(C) es un dlgebra graduada en C,
mientras que un algebra sobre C(C) es un algebra diferencial graduada en C. Denotaremos Alg la categoria de
dlgebras en C(C). Si C = yMod, entonces Alg coincide con la categoria de k-dlgebras diferenciales graduadas.

Un morfismo en Alg es un quasiisomorfismo si induce un isomorfismo en homologia. Ademas, un algebra
diferencial graduada en C se dice quasilibre si el dlgebra graduada subyacente es libre en la categoria de algebras
graduadas en C.

Dos morfismos f,g : A — B de dlgebras diferenciales graduadas en C son homotépicos si existe una (f, g)-
derivacién h : A — B de grado —1 tal que

f—g=dpoh+hody.

Un élgebra asociativa unitaria en A es un triple (A4, i, ) donde (A, i) es un dlgebra asociativa en A, y 17 es un
morfismo
n:e— A,

denominado unidad de 4, tal que el diagrama siguiente

AR A

ida®n
n®id o

A®e Iz e® A

A

es conmutativo.

Dadas (A4, p,n) y (4’, 1/, n") dos dlgebras unitarias en .4, un morfismo de dlgebras (unitarias) en A de (A, p1,7)
en (A, 1/, n') es un morfismo f : A — A’ entre las 4lgebras subyacentes (A, ) y (4, 1') tal que es un morfismo
fon=n'. Laclase de las dlgebras unitarias en .4 forma una categoria.
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Del mismo modo, un 4lgebra unitaria sobre Gr(C) se denomina dlgebra unitaria graduada en C, mientras que
un dlgebra unitaria sobre C(C) se denomina dlgebra unitaria diferencial graduada en C.

Notar que e posee una estructura trivial de dlgebra unitaria en cada una de las categorias monoidales correspon-
dientes, proveniente del isomorfismo [, = . : e ® e — e (cf. Lema . La unidad esta dada por la identidad
ide : e —e.

Por otro lado, un dlgebra aumentada en A es una cuatrupla (A4, u,n,€), donde (A, i, n) es un 4lgebra unitaria
en Aye: A — eesun morfismo de dlgebras unitarias, que denominamos aumentacién de A. Si (A, p,7,¢)
y (A", i/, 7', €) son dos dlgebras aumentadas en .4, un morfismo de dlgebras aumentadas en A de (A4, i, 7, €) en
(A", 1/, €') es un morfismo de dlgebras unitarias f : (A,p,n) — (A',p/,n) tal que € o f = €. La clase de las
dlgebras aumentadas en A también forma una categoria.

Denominamos dlgebra graduada aumentada en C a un élgebra aumentada en Gr(C), y dlgebra diferencial gra-
duada aumentada en C a un dlgebra aumentada sobre C(C). Denotaremos Algala categoria de dlgebras diferenciales
graduadas aumentadas en C. Si C = ;Mod, entonces Alga coincide con la categoria de k-algebras diferenciables
graduadas aumentadas.

Como es usual, muchas veces diremos que A es un algebra asociativa (resp. unitaria, aumentada) sin hacer
referencia explicita a la multiplicacién p (resp. a la unidad 7, a la aumentacion e).

Si A es un dlgebra aumentada en 4, el dlgebra reducida A es el nticleo de la aumentacion e de A. Observar que
A posee estructura de dlgebra (no necesariamente unitaria) en A con multiplicacién dada por la restriccién de la
multiplicacién de A. Asuvez, si f : A — A’ es un morfismo de dlgebras aumentadas, se define el morfismo de
algebras f : A — A’ inducido por la restriccién de f a 4, i.e., es el tnico morfismo que cumple que el diagrama
siguiente es conmutativo

If
A

Esta construccién induce un funtor (—) : Alga — Alg.

Por otro lado, si A es un algebra en A con multiplicacion y, el dlgebra aumentada A estd dada por el objeto
A @ e, junto con la multiplicacién inducida por los morfismos (i, 4, r4 y re = le, la unidad e — A @ e dada por la
inclusién, y la aumentacién A @ e — e dada por la proyeccién.

Todo morfismo f : A — A’ de dlgebras define el morfismo de algebras aumentadas

7

—_—

~

-

f /!
—_—

s

ff=rfoid. : AT — (4.

Esta construccién induce un funtor (—)* : Alg — Alga.
Notar que estas construcciones inducen funtores quasiinversos entre la categorfa de dlgebras en A y la categoria
de dlgebras aumentadas en A.

Observacién 1.1.4. Veamos que los funtores (=) y (=) preservan quasiisomorfismos.
Por un lado, si f : A — A’ es un quasiisomorfismo de dlgebras aumentadas, entonces el diagrama

A%Ase

b,

A’k—>A’L>>6

es un morfismo de sucesiones exactas cortas con dos flechas verticales quasiisomorfismos. Por lo tanto, al tomar la sucesion
exacta larga de (co)homologia y aplicar el lema de los 5, vemos que f debe ser un quasiisomorfismo.
Del mismo modo, si f : A — A’ es un quasiisomorfismo de dlgebras, resulta un morfismo de sucesiones exactas cortas

€

A- AT e
A
A (A)F e

con dos flechas verticales quasiisomorfismos. Si aplicamos el lema de los 5 a la sucesion exacta larga de (co)homologia, f resulta
un quasiisomorfismo.
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A continuacién, presentamos las versiones duales de todas las definiciones anteriores en forma resumida.

Una codlgebra coasociativa en A es un par (C,A), donde C es un objeto de A y A es un morfismo (de grado
cerosi A= Gr(C)) A: C — C ® C, denominado comultiplicacién, tal que (A ® id¢) o A = (ide ® A) o A.

Dadas (C,A) y (C’,A’) dos codlgebras en A, un morfismo de codlgebras en A de (C,A) en (C',A’) es un
morfismo f: C — C'en Atal que (f ® f) o A = A’ o f. La clase de las codlgebras en A forma una categoria.

Definiendo A = A, ysin >3, A : ¢ — C®" como el morfismo dado por A = (id7, 2 ® A) o A*—1),
puede verificarse que, para todo n € N, el nticleo de A1) es una subcodlgebra de C, denotada Cln), y que
denominaremos subcoalgebra de elementos n-primitivos de C. La filtracién creciente

CCCpC---CCpC...

se denomina filtracién primitiva de C.

La codlgebra C se dice cocompleta si colil\rln Cpn =C.

Dados f,g : C — C’ dos morfismos de coélgebras, una (f, g)-coderivacién es un morfismo D : C' — C’ tal que
AoD=(f®D+ D® g)oA. Una coderivacién de C es una (id 4, id 4 )-coderivacion.

Ejemplo 1.1.5. Si M es un objeto de la categoria monoidal A, la codlgebra tensorial reducida sobre M es el objeto de A

T°(M) = @M=",

neN

junto con la comultiplicacién inducida por la suma de los inversos de los morfismos candnicos de asociatividad de A

ME" — @ MP @ M®? — T°(M) @ T°(M).

ptg=n

Observar que T¢(M) es una codlgebra cocompleta. Dado n € N, denotaremos p,, : T¢(M) — M®™ la proyeccion candnica.
Una codlgebra C' en A se dice colibre si es isomorfa a (M), para algiin objeto M de A. En este caso se ve directamente
que C ~T°(Cpy).

La siguiente propiedad universal de las codlgebras colibres es andloga a la que verifican las dlgebras

Lema 1.1.6. Sea (C, A) una codlgebra cocompleta en A. Dado un morfismo (homogéneo de grado 0 si A = Gr(C)) f : C —
M, existe un tinico morfismo de codlgebras f : C — T°(M) tal que el diagrama

es conmutativo. La componente n-ésima del morfismo f, n € N, estd dada por
®n (n)
o8 oo v,
Por otro lado, sean f,g : C — M dos morfismos de una codlgebra C en M. Por lo dicho anteriormente, inducen tinicos

morfismos de codlgebras f,g : C — T°(M). Dado un morfismo D : C'— M, existe una iinica (f, )-coderivacion D : C' —
T°(M) tal que el diagrama

es conmutativo. La componente n-ésima del morfismo D (n € N) estd dada por

S (fFeDeg®)|oam.
I+j+1=n
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Demostracion. Cf. [Lef], Lemme 1.1.2.2. O

Una codlgebra sobre Gr(C) se denomina codlgebra graduada en C, mientras que una codlgebra sobre C(C) se
denomina codlgebra diferencial graduada en C. Denotaremos Cog (resp. Cogc) la categoria de coalgebras diferen-
ciales graduadas (resp. cocompletas) en C. Si C = ;Mod, entonces Cog coincide con la categoria de k-codlgebras
diferenciales graduadas.

Dos morfismos f,g : C — D de codlgebras diferenciales graduadas en C son homotépicos si existe una (f, g)-
coderivacién h : ¢ — D de grado —1 tal que

f—g=dpoh+hodc.

A su vez, una codlgebra counitaria en A es un triple (C, 6, ¢) donde (C, §) es una coélgebra coasociativa en A, y
€ es un morfismo

e:C — e,

denominado counidad de C, tal que el diagrama siguiente

CRe A e®C
e®ide
i;\ck /
cCxC

es conmutativo.

Dadas (C, A,e) y (C', A, ¢’) dos coélgebras counitarias en A, un morfismo de codlgebras (counitarias) en A de
(C,Ae) en (C',A’,€') es un morfismo f : C — C’ en A entre las codlgebras subyacentes (C, A) y (C’, A’) tal que
¢’ o f = e. Es claro que la clase de las coalgebras counitarias en A forma una categoria.

Del mismo modo, una codlgebra counitaria sobre Gr(C) se denomina codlgebra counitaria graduada en C, mien-
tras que una codlgebra counitaria sobre C(C) se denomina coalgebra counitaria diferencial graduada en C.

Tal como sucede en el caso de algebras, e posee una estructura trivial de codlgebra counitaria en cada una de
las categorfas monoidales correspondientes, proveniente del isomorfismo (1 = r;! : e — e ® e (cf. Lema|[L.1.1).
La counidad es la identidad id. : e — e. Sin embargo, se debe observar que e no es cocompleta, ya que ningin
morfismo no nulo e — M proviene de un morfismo de codlgebras e — T¢(M).

Una codlgebra coaumentada en A es una cuatrupla (C, A, ¢,7n), donde (C, A, €) es una codlgebra counitaria en
Ay mn:e— Cesun morfismo de codlgebras counitarias, que denominamos coaumentacién de A. Si (C,A,¢,n)y
(C', A, €', n") son dos codlgebras coaumentadas en .4, un morfismo de codlgebras coaumentadas en Ade (C, A, ¢, 1)
en (C', A’ €',n') es un morfismo de codlgebras counitarias f : (C,A,e) — (C',A’,¢') tal que f on = 7'. La clase de
las codlgebras coaumentadas en .4 forma una categoria.

Denominaremos codlgebra graduada coaumentada en C a una codlgebra coaumentada en Gr(C), y coalgebra
diferencial graduada coaumentada en C a una coalgebra coaumentada sobre C(C).

Definimos

C’[/n] = ker(7®" o AM) ¥n > 2,

donde 7 : C' — C es el contcleo de la coaumentacién 7 : e — C. Una codlgebra coaumentada se dice cocompleta si
es el colimite de los objetos C’[’n], n > 2.

Denotaremos Coga (resp. Cogca) la categoria de codlgebras coaumentadas (resp. cocompletas) en C(C). Si
C = pMod, entonces Cog coincide con la categoria de k-codlgebras diferenciables graduadas coaumentadas.

Como es usual, diremos que C' es una codlgebra (resp. counitaria, coaumentada) sin hacer referencia directa a la
comultiplicacién A (resp. a la counidad ¢, a la coaumentacion 7).

Si C es una coélgebra coaumentada en A, la codlgebra reducida C es el conticleo de la coaumentacién 7 de
C. Notar que C posee estructura de codlgebra (no necesariamente counitaria) en .A con comultiplicacién inducida
por la comultiplicaciéon de C. Por otro lado, si C' es una codlgebra en A con comultiplicacion A, la codlgebra
coaumentada C* estd dada por el objeto C' @ e, junto con la comultiplicacién inducida por los morfismos Ac, I,
ro' yi;t =r;1, lacounidad C®e — e dada por la proyeccién, y la coaumentacién e < C & e dada por la inclusién.
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Si f: C — €’ es un morfismo de codlgebras coaumentadas, se define el morfismo de coélgebras f : C — C’
inducido por f, i.e., es el tnico morfismo que cumple que

f

—_

<

<

Q=——-0Q
Q=—Qq

f
—

conmuta. -
Esta construccién induce un funtor (—) : Coga — Cog.
Asuvez,sif: C — €' es un morfismo de codlgebras, se define el morfismo de codlgebras coaumentadas

ff=f@oid.: Ct —= (C)*.

Nuevamente, obtenemos un funtor (—)* : Cog — Coga.

Del mismo modo que para algebras, estos funtores son quasiinversos e inducen una equivalencia entre las
categorias de coalgebras en A y la categoria de codlgebras aumentadas en .A. Mas atn, en el caso A = C(C),
vemos directamente que estos funtores se restringen a una equivalencia entre Cogc y Cogca.

Observacién 1.1.7. Al iqual que en el caso de dlgebras, estos funtores preservan quasiisomorfismos.

1.2 A-dlgebrasy A, -codlgebras

La nocién de A..-dlgebra aparecié por primera vez en [Sta] con motivaciones provenientes de la topologia del
espacios de lazos. El uso de las A.-dlgebras en dlgebra no conmutativa y teorfa de representaciones es debida a B.
Keller (cf. [Kel2], [Kel3]], [Kel4]). Por otro lado, estas nociones se generalizaron para el caso de coalgebras (cf. [Sal,
[Sml], [Uml]). A continuacién recordemos estas definiciones.

Sea n € N. Una A, -dlgebra es un objeto A en Gr(C) junto con una familia de morfismos homogéneos

m;: A% — A1 <i<n,
de grado 2 — i, tales que para cada 1 < j < n, se tiene una identidad en Homg,(c) (A®7 A)
> (D) map1ie 0 (1§ @ my, @1d°) =0, (A))
(a,b,c)el;

donde
Ii={(a,b,c) eNj:a+b+c=jyb>1}

Por otro lado, un morfismo de A,,-algebras, o simplemente A, -morfismo, f : A — A’, es una familia de morfis-
mos homogéneos _
fi A% 5 A 1<i<n,

de grado 1 — i, tales que se verifica la siguiente igualdad en Homg, ) (A%, A’):

> (D) fagrpeo (i @my®id5) = Y (=1)myo(fi, @ ® fi,), (fun;)
(a,b,c)€l; (ryi1,..00)EJ;
donde .
Ji=| H{(rir,... ip) cin, o ie €Ny Y i =5}
reN =1
y
r t
s=s(rying. i) = Y ((L=i) Y i),
t=2 u=1

Un A, -morfismo f se dice estricto si f; = 0, para todo 2 < i < n. La composicién de dos A,-morfismos
f:A — Ayg:A— A" eslafamilia de morfismos (go f); : A’®/ — A” dado por

(gofly= Y. (F)Cieigo(f, @@ f).

(ryit,emrin)E€J;
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El A,,-morfismo identidad id 4 de A estd dado por la familia de morfismos {(id4); }sen tal que la primera com-
ponente es la identidad de A en la categoria Gr(C) y las componentes de grado superior son nulas.
Resulta entonces que la clase de las A, -dlgebras forma una categoria que denotamos Alg,, .

Observacion 1.2.1. Sean A una A,-dlgebra y m > n. Entonces A posee estructura de A,,-dlgebra de forma directa, al elegir
mj =0,paran+1 < j <m. Mdsain, si f : A — Besun A,-mortfismo y definimos f; =0, paran+ 1 < j < m, resulta
un motfismo de A,-dlgebras con las estructuras de A,,-dlgebras definidas anteriormente.
Esta construccion induce un funtor fiel
ln<m * Algn — Algmv

donde tn<n = idayg, . Vemos directamente que, sin < m < p, tm<p © ln<m = Ln<p-

Observacién 1.2.2. Notar que Alg, coincide con la categoria de complejos C(C) y que Alg es una subcategoria (no plena) de
Alg,,, para todo n > 2.

Mds aiin, si A es una A,,-dlgebra, n > 3, la identidad (A1) implica que (A, m1) es un complejo, mientras que la igualdad
(Az) indica que m; es una derivacion con respecto a la multiplicacion mso. Sin embargo, mq no es necesariamente asociativa,
ya que la identidad (As)

ma o (Mg ®idg —idg ® ma) =mqomz +mzo (M ®ids ®ids +ida @ m1 @idyg +idg @ idg @ mq)

implica que la obstruccion a la asociatividad de m estd dada por el borde de ms en el complejo Hompyg(c) (A, m1)®2, (A, my)).
Por otro lado, si f : A — A’ es un morfismo de A,,-dlgebras, n > 3, la identidad (fun,) implica que fy es un morfismo de
complejos. La igualdad (funs)

flomg:m’20(f1®f1)—|—m'1Of2+f20(m1®idA+idA®m1)

implica que la obstruccion a que f1 sea compatible con las multiplicaciones mq y mb estd dada por el borde de fo en el complejo
Hompig(c) ((4,m1)%, (A7, my)).

Una A.-algebra es un objeto A en Gr(C) junto con una familia de morfismos homogéneos
m; : A% — A,

de grado 2 — i (i € N), tales que se verifica la igualdad (4;) para cada j € N.

Andlogamente, un A, -morfismo entre dos A.-algebras, f : A — B, es una familia de morfismos homogéneos
fi + A®" — B de grado 1 — i que satisfacen la identidad para todo j € N. La composicién y la identidad se
definen de forma andloga que para A, -dlgebras.

Resulta entonces que la clase de las A,-dlgebras forma una categoria que denotamos Alg_.

Observacién 1.2.3. Dada una A, -dlgebra A, resulta una A.o-dlgebra al elegir m; = 0,paraj >n+1,ysi f: A — Bes
un A,-morfismo, al definir f; = 0, para j > n + 1, resulta un morfismo de Aoo-dlgebras con las estructuras de Ao-dlgebras
definidos anteriormente.

Nuevamente, esta construccion induce un funtor fiel

tn : Alg, — Alg_.
Vemos directamente que, sin < m
lm O lp<m = ln-

Sean A y A’ dos A.-dlgebras. Un A, -quasiisomorfismo f : A — A’ es un A,,-morfismo tal que f; es un
quasiisomorfismo del complejo (A4, m1) en (A', m}).
Sean f,g : A — A’ dos As-morfismos. Una homotopia entre f y g es una familia de morfismos homogéneos
(i € N)
hi + A% — A,

de grado —1 que satisfacen la siguiente igualdad en Homg, ) (A®7, A'):
fj _gj = Z(—l)s/m;.+1+to(fil ® . '®f7‘,r®hq®gj1 ® . ®g]t)—|- Z (—l)ab+cha+1+co(id%a@)mb@id%c), (homj)
(a,b,c)el;

donde la primera suma estd indexada por el conjunto

T t
KJ = |_| |_| {<r7i1a"-7i’rat7jl7"'7jt7q):7;17"~,ir7j17"'7jt7q€N/ntENOyZil—’—Zjl+q:j}7

reNteN =1 =1
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y
t t T T u—1
S/ = S,(rvilv"'7irataj17~~'ajtaq) =i+ Z(l 7]u)(] - Z]U) +qzlu + Z(l 72”) ZZU
u=1 v=u u=1 u=2 v=1

Anélogamente, podemos definir una A.,-codlgebra es un objeto C' en Gr(C) junto con una familia de morfismos
homogéneos A, : C — C®?, de grado 2 — i (i € N), que satisfacen las identidades en Homg,c) (C®7,0)

S (D) TAE @ Ay @1dE) 0 Agrrye = 0, (C))
(a,b,c)el;
y el morfismo
sTc - [ o),
i€N
con componente ¢-ésima ‘
—(sg1)¥" 0 Aiosc,

se factoriza por el morfismo

o - I o)®.

€N €N

1.3 Construcciones bar y cobar

En esta seccién recordaremos las construcciones bar y cobar, debidas a Eilenberg y Mac Lane para las algebras difer-
enciales graduadas (cf. [EM]), situdndolas en el contexto de las A,.-dlgebras y A.-codlgebras, debidas a Stasheff
(cf. [Sta]l) y a Adams (cf. [Adal), respectivamente.

Sea A un objeto en Gr(C). Se define el isomorfismo k-lineal

HomGr(C) (A®i, A) — HomGr(C)((SA)@)i, SA)
fro—saofo(s3)®.

Dada {m; : A®" — A},cn, una familia de morfismos homogéneos de grado 2 — i, podemos aplicarles el isomorfismo
anterior y obtener b; € Homg,(c)((SA)®*, SA). Notar que b; es un morfismo homogéneo de grado 1.
Esta familia define un morfismo homogéneo de grado 1

B=@Db : @P(SA)*" — SA.
1€N 1€EN

Por el Lema el morfismo B induce una tnica coderivacién (de grado 1) b : T¢(SA) — T¢(SA) tal que
prob=DB.

Lema 1.3.1. Son equivalentes:
(i) La familia de morfismos {m; }:en, define en A una estructutra de A.-dlgebra.
(i) La coderivacion b es diferencial, i.e., bo b = 0.
(iii) Para cada j € N, se tiene la siguiente identidad
> bugrgw o (5 @b, @id5Y) =0,
(uv,w)El,
donde I; estd definido como en la seccion anterior.

Demostracion. Cf. [Lef], Lemme 1.2.2.1. O

La codlgebra diferencial graduada (7¢(SA),b) asociada a la A.-dlgebra A se denomina construccién bar de 4,
y se denotard B(A).

Observacién 1.3.2. La definicion de A-dlgebra de Stasheff es el item (ii) del lema anterior. Como la biyeccién dada por
[ —sa0 fo(sy")® esarbitraria, los signos que aparecen en las identidades (A) son también arbitrarios, como ocurre en
la literatura.
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Sean Ay A’ dos A.-dlgebras. La siguiente aplicacién es un isomorfismo k-lineal
HomGr(C) (A®i7 AI) — HomGr(c) ((SA)(X)i, SA/)
Fr GOV o (s,

donde |f| denota el grado del morfismo f. Por lo tanto, una familia f; : A®" — A’ de morfismos homogéneos de
grado 1 — 7 induce un morfismo F : @, y(SA)®" — SA’, de componentes f;. )
Por el Lema F induce un tnico morfismo de codlgebras I : T¢(SA) — T°(SA) talque p; o F = F.

Lema 1.3.3. Son equivalentes:
(i) La familia de morfismos f; : A®" — A’,i € N, define un morfismo de A.-dlgebras.

(ii) El morfismo de codlgebras F : T¢(SA) — T¢(SA) es un morfismo de codlgebras diferenciales graduadas, i.e., F o
bB(A) - bB(A’) okF.

Demostracion. Cf. [Lef], Section 1.2.2. O

Sean f,g : A — A’ dos As.-morfismos y sean F,G : B(A) — B(A’) los morfismos de codlgebras diferenciales
graduadas correspondientes a f y g, respectivamente. Sea H : B(A) — B(A’) una (F, G)-coderivacién de grado —1.
Por el Lema H esta determinada por el morfismo p; o H : B(A) — SA’, de componentes H; : (SA)®" — SA’/,
teN.

Por el isomorfismo f — (—1)f1f o (s,1)®%, la familia H; proviene de la familia de morfismos h; : A®" — A’
i € N, de grado —i. Esta biyeccién entre el conjunto de (F, G)-coderivaciones de grado —1 y el conjunto de familias
de morfismos graduados A®" — A’,i € N, de grado —i, se restringe a una biyeccion entre el conjunto de homotopias
de coélgebras graduadas H : B(A) — B(A’) entre los morfismos F'y G y el conjunto de homotopias h; : A®" — A’
de A..-algebras entre los A-morfismos f y g.

Por lo anterior, la construccién bar induce un funtor plenamente fiel

B : Alg,, — Cogc,

que preserva homotopias. Por lo tanto, la categoria Alg_ es equivalente a una subcategoria plena de la categoria
Cogc de codlgebras diferenciales graduadas cocompletas.

Observacién 1.3.4. Para el caso de las A, -dlgebras, la construccion es similar. Si A es una A, -dlgebra, se define la codlgebra
cocompleta

n

By (A) = (T°(SA)m) = P(s4)",

i=1
junto con la diferencial b construida como antes.
De igual forma que antes, se induce un funtor plenamente fiel

B, : Alg, — Cogc.

Veremos ahora la version dual.
Sea C un objeto en Gr(C). La aplicacién

HomGr(C) (C7 C®2) - HomGr(C)(57107 (Silc)(@i)
[ —(Sgllc)@ ofosg-ic

es un isomorfismo k-lineal.
Sea {A; : C — C®'},cn una familia de morfismos homogéneos de grado 2 — i tal que el morfismo

D:S7'C— s o),

ieN
con componente i-ésima D; = —(sgflc)® o A; o sg-1¢, homogénea de grado 1, se factoriza por el monomorfismo
candénico

o) - I o).

ieN ieN

Por el Lema el morfismo D induce una tnica derivacion (de grado 1) D en T(S~'C) tal que D o iy = D.
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Lema 1.3.5. Son equivalentes:
(i) La familia de morfismos {A,; };cn, define en C una estructura de A-codlgebra.
(ii) La derivacion D en T(S~1C) es diferencial, i.e., D o D = 0.

Demostracion. Cf. [Lef], Section 1.2.2. O

El dlgebra diferencial graduada (T'(S~'C), D) asociada a la A.-dlgebra A se denomina construccién cobar de
C, y se denotard Q(C).

Sean C'y C' dos A.-codlgebras. El espacio de morfismos de C' en C” esta dado por Hom, (2(C'), 2(C")), con
la composicién e identidad inducidas por las definidas en la categoria Alg. Por lo tanto, obtenemos una categoria
Cog,, de A-codlgebras y un funtor plenamente fiel Q2 : Cog,, — Alg. Notar que Cog es una subcategoria (no
plena) de Cog,.

Denotaremos también B y 2 a las restricciones de las construcciones bar y cobar a las categorias de dlgebras
diferenciales graduadas y codlgebras diferenciales graduadas cocompletas, respectivamente.

Lema 1.3.6. El funtor
Q: Coge — Alg

es adjunto a izquierda del funtor
B : Alg — Cogc.

Dmostracion. Cf. [Lef], Lemme 1.2.2.5. O

Sea ahora A un algebra diferencial graduada aumentada. La construccién bar (aumentada) de A estd dada por
la coalgebra diferencial graduada coaumentada

B*(4) = (B(A)*.

Andlogamente, si C' es una codlgebra diferencial graduada coaumentada, la construccién cobar (coaumentada) de
A estd dada por el dlgebra diferencial graduada aumentada

Qv (C) = ().

1.4 Filtraciones

En la tltima seccién de este capitulo consideraremos las nociones de objeto filtrado y objeto graduado.
Sea ahora A la categoria Gr(C) o C(C). Una filtracién de un objeto M de A es una sucesion creciente de subob-
jetos de M
FPMCF'MC---CF'MC---CM

indexada por Ny. Diremos que la filtracién es exhaustiva si

colim F'M = M,

—Np
y admisible si es exhaustiva y F°M = 0. Un objeto filtrado de A es un objeto M provisto de una filtracion
{F'M};en,. Diremos que es admisible si la filtracion es admisible. Como es usual, muchas veces diremos que M
es un objeto filtrado sin escribir explicitamente la filtracién. Un complejo filtrado es un objeto filtrado de C(C).
Un motrfismo de objetos filtrados es un morfismo f : M — M’ en A que preserva la filtracion, i.e., f(F'M) C

FiM', Vi e Ny. La clase de los objetos filtrados en A forma una categoria, que denotaremos Fil(.A).
Dado un objeto M en A, posee naturalmente una filtracién trivial, de la forma

FiM = M,Yi e N.

Todo morfismo en A preserva las filtraciones triviales.
Esto induce un funtor tensorial plenamente fiel

t: A— Fil(A).
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Dados dos objetos filtrados M y M’, el producto tensorial M @ M’ estd provisto de la filtracién definida por

FiM@M)= Y F'M®FIM,VieN.

pHq=i

La suma directa de una familia {1} } ;¢ ; de objetos filtrados puede filtrarse mediante

F(EPM;)=EP F'M;,VieN,.

jeJ jeJ

Consideraremos la filtracién trivial para el objeto neutro e de A.

Con el producto tensorial y objeto neutro anteriores, la categoria de objetos filtrados de A resulta de forma
inmediata una categoria monoidal. Deseamos remarcar que el funtor ¢ es inmediatamante monoidal.

A su vez, si M es un objeto filtrado de A, la suspension SM estéd provista de la filtracion F*(SM) = S(F'M),
para todo i € Ny. Esto extiende de forma natural el funtor suspensién de A a la categoria de objetos filtrados en A.

El graduado asociado al objeto filtrado M estd dado por la suma directa de la sucesién de objetos Grpe ps (M)
de A de la forma

Crle M = FOM,
Grieyy M = FIM/F='M, i € N.

Observacion 1.4.1. Esta definicién difiere de la presentada en [Lef], Section 1.3.2, ya que ahi, el objeto graduado estd dado
por la sucesion de objetos que presentamos anteriormente. Esto implica que los objetos poseen una doble graduacion, lo que no
es conveniente si se desea estudiar las (co)dlgebras obtenidas como graduados asociados de (co)dlgebras filtradas.

Como es usual, si f : M — M’ es un morfismo de objetos filtrados, se define el morfismo (en .A)
Gr(f) : GI“FoMM — GI"Fo]u/M,,

cuya componente n-ésima es la inducida por la restricciéon de f a F”M. Nuevamente, obtenemos un funtor Gr :
Fil(A) — A.

Sean M y M’ dos objetos filtrados en C(C) y f : M — M’ un morfismo filtrado, diremos que f es quasiiso-
morfismo filtrado si los morfismos inducidos Grie ;M — Grip.,, M’ son quasiisomorfismos en C(C), para todo
i € No.

Un algebra filtrada (resp. codlgebra filtrada) es un dlgebra en la categoria de complejos filtrados C(C). Un
algebra (resp. coalgebra) diferencial graduada A (resp. C) con una filtracién {F* A} (resp. {F*C}) en C(C) es un
algebra (resp. coalgebra) filtrada si y sélo la filtracién satisface que

p(F'AP @ FIAT) C FHAPTY (resp. A(F"C™) C € Y F'c? @ F/C).

ptHg=mit+j=n

Denotaremos estas categorias 0 Alg y MoCog, respectivamente. A su vez, la categoria de coélgebras filtradas y
cocompletas (como coédlgebra coaumentada) serd denotada Mo Coge.

Andlogamente podemos definir dlgebra unitaria filtrada y dlgebra aumentada filtrada (resp. codlgebra couni-
taria filtrada y codlgebra coaumentada filtrada). Notaremos las categorias de algebras aumentadas filtradas y
codlgebras coaumentadas fitradas mediante "o Alga y Mo Coga, respectivamente. Denotaremos 0 Cogea la categoria
de codlgebras coaumentadas filtradas y cocompletas (como coélgebra graduada).

Si A es un algebra aumentada filtrada en A, el dlgebra reducida A posee una filtracién dada por

F*A=ANF° A,

donde la interseccién estd dada por el pullback de los morfismos F*A — Ay A — A (cf. [Weil, Ex. A.4.4). Vemos
directamente que A con la filtracion anterior resulta un élgebra filtrada.

Notar que, si f : A — A’ es un morfismo de édlgebras aumentadas filtradas, el morfismo de 4lgebras f A A
respeta la filtracion, y es, por lo tanto, un morfismo de 4lgebras filtradas. En otras palabras, se induce un funtor

(=) : NoAlga — NoAlg,

Por otro lado, si A es un algebra filtrada en A con multiplicacién y, el dlgebra aumentada A™ estd provista de
una filtracion
F*AT=F*Ade.
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Se demuestra de forma inmediata que A™ con la filtracién anterior resulta un dlgebra aumentada filtrada. Nue-
vamente, si f : A — A’ es un morfismo de dlgebras aumentadas filtradas, el morfismo de dlgebras aumentadas
ft: At — (A)* dado por f @ id. preserva la filtracién. En consecuencia, f* resulta un morfismo de é&lgebras
aumentadas filtradas. Finalmente, por lo anterior, esta construccién induce un funtor

(=) :NoAlg — NoAlga,

El caso de coalgebras es similar. De todos modos, deseamos precisar que en este caso, si C es una coalgebra
coaumentada filtrada en A, la codlgebra reducida C posee una filtracién F*C dada por la imagen bajo la proyeccién
C — C de F*C. El resto de los resultados es idéntico al caso de algebras presentados anteriormente. Es decir,
tenemos los funtores

(;) : NoCoga — NoCog,
(—)T : NoCog — NoCoga,

y del mismo modo para el caso de las categorias 0 Cogc y Mo Cogca.

Por otro lado, si A es un algebra filtrada, la multiplicacién de A induce de forma natural una estructura de
algebra en Grp. 4(A). Més atn, si 4 es un algebra unitaria filtrada, entonces del morfismo n : e — F°A (recordar
que 7 preserva la filtracién de e) obtenemos

e — FOA < Grpe 4(A),

que induce en Grpe 4 (A) una estructura de dlgebra unitaria. Si A es un dlgebra aumentada filtrada con aumentacién
€, luego Grpe 4(A) resulta aumentada, con la unidad antes definida y la aumentacién dada por el morfismo de
componentes

€0IFoACA : FYA — e,
0: F""A/F"”_lA —e,VmeN,

donde iposca : FOA — A es la inclusion de F°A en A. Vemos directamente que estas construcciones inducen

funtores de las correspondientes categorias de algebras (resp. unitarias, aumentadas) filtradas, en las categorias de

dlgebras (resp. unitarias, aumentadas). El caso de codlgebras (resp. unitarias, aumentadas), cocompletas o no, es

analogo (la counidad se define del mismo modo que la aumentacién anterior, y la coaumentacién como la unidad).
Tenemos los siguientes diagramas conmutativos (a menos de tinico isomorfismo natural)

NoAlg e Alg No Alga G Alga
\L(V l()+ i() J{()
NoAlga —— X > Alga NoAlg — S Alg

para dlgebras, y del mismo modo ocurre para codlgebras (cocompletas).

Sea ahora A un algebra filtrada. La filtracién F* A de A induce una filtracién en el objeto B(A) = T¢(SA), de
acuerdo con lo explicado més arriba. Esta filtracién es compatible con la comultiplicacién de B(A), y en consecuen-
cia, B(A) resulta una codlgebra filtrada. Ademas, si f : A — A’ es un morfismo de algebras, B(f) : B(4) — B(A4’)
resulta un morfismo de codlgebras filtradas.

Anédlogamente, sea C' una codlgebra filtrada y cocompleta (como coalgebra diferencial graduada). La filtracion
F*C de C induce una filtracén en el objeto Q(C) = T(S~!C), de acuerdo con lo explicado anteriormente, y esta
filtracién es compatible con la multiplicaciéon de Q(C'). En consecuencia, 2(C) resulta un dlgebra filtrada. Mds aun,
si f: C — C’ es un morfismo de codlgebras, Q(f) : Q(C) — Q(C") resulta un morfismo de dlgebras filtradas.

Sea C una codlgebra (diferencial graduada) cocompleta. La filtracién primitiva de C estd dada por la sucesién
de subcodlgebras (ya que C es semisimple)

Cop=0CCyCCppC---CC

de elementos i-primitivos. Por lo anterior, la filtracién primitiva induce una filtracién de dlgebras en 2(C), la que a
su vez induce una filtracion de codlgebras en B(2(C)), que denominaremos filtracién C-primitiva.

Notar que, si C'y C’ son dos coélgebras diferenciales graduadas provistas de la filtracién primitiva, todo mor-
fismo de codlgebras f : C'— C' resulta filtrado, ya que

oo A = A 6 7.
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Lema 1.4.2. Sean Ay A’ dos dlgebras diferenciales graduadas y f : A — A’ un quasiisomorfismo de dlgebras. EIl morfismo
de codlgebras
B(f): B(A) — B(4")

es un quasiisomorfismo filtrado para la filtracién primitiva. Mds avin, B(f) es un quasiisomorfismo de codlgebras diferenciales
graduadas.

A su vez, el morfismo de adjuncion Q(B(A)) — A es un quasiisomorfismo de dlgebras.

Dualmente, sean C'y C' dos codlgebras diferenciales graduadas y f : C — C' un quasiisomorfismo de codlgebras. El
morfismo de codlgebras

Qf) : Q(C) — Q")

es un quasiisomorfismo filtrado, donde cada dlgebra posee la filtracién inducida de la filtracién primitiva de la codlgebra corres-
pondiente. Mds aiin, Q( f) es un quasiisomorfismo de dlgebras diferenciales graduadas.

El morfismo de adjuncién C' — B(Q(C')) es un quasiisomorfismo filtrado de codlgebras, considerando a C' con la filtracién
primitiva y a B(Q(C)) con la filtracién C-primitiva.

Demostraciéon. Cf. [Lef], Lemme 1.3.2.3, y [Kell]. Soélo faltan demostrar dos cosas. Por un lado, es necesario
demostrar que el morfismo
B(f): B(A) — B(4")

no es solamente un quasiisomorfismo filtrado para la filtracién primitiva, sino que es un quasiisomorfismo de
coalgebras (cf. [Mac], Thm. 11.2).

Para ver esto, s6lo es necesario observar que las filtraciones primitivas son compatibles con la diferenciales de
las codlgebras diferenciales graduadas B(A) y B(A’). Como estas filtraciones son acotadas inferiormente y son
exhaustivas, las sucesiones espectrales asociadas convergen a las homologias de B(A) y B(A’), respectivamente.
Ademads, el paso cero de la sucesiones espectrales estd dado por Gr(B(A)) y Gr(B(A4’)), respectivamente. Como
B(f) es un quasiisomorfismo filtrado, esto significa que induce un quasiisomorfismo entre Gr(B(A)) y Gr(B(4")),
que induce un quasiisomorfismo de B(A) en B(A’), por convergencia.

Por otro lado, falta probar que Q(f) : Q(C) — Q(C") es solamente un quasiisomorfismo filtrado, para la filtracién
primitiva, y un quasiisomorfismo de algebras.

Como f : C — (' es un morfismo de coalgebras filtradas (para la filtracion primitiva), por la demostraciéon
del Lemme 1.3.2.3, [Lef], el morfismo €(f) es un quasiisomorfismo filtrado, con la filtraciones inducidas de las
filtraciones primitivas correspondientes. Nuevamente, estas filtraciones son compatibles con la diferenciales de
las algebras diferenciales graduadas Q(C) y Q(C’). Del mismo que se probé para el funtor bar, Q(f) resulta un
quasiisomorfismo. O

Observacion 1.4.3. Por el Lema anterior y la Observacion si f: A— A’ esun quasiisomorfismo de dlgebras diferen-
ciales graduadas aumentadas, el morfismo de codlgebras diferenciales graduadas coaumentadas B (f) : BY(A) — BT (A’)
resulta un quasiisomorfismo. Del mismo modo, si f : C' — C’ es un quasiisomorfismo de codlgebras diferenciales graduadas
coaumentadas, el morfismo de dlgebras diferenciales graduadas aumentadas Q+(f) : QT (C) — QT (C") resulta un quasiiso-
morfismo.

Finalmente, deseamos notar que la construcciones bar y cobar conmutan (salvo tinico isomorfismo natural) con
el funtor Gr, i.e., tenemos los siguientes diagramas conmutativos (salvo tinico isomorfismo natural)

No Alg S S\ P No Clog % . Cog
| E §
No Cogc G% COgC No Alg r Alg

Como los funtores (—)* y (—) conmutan (salvo tnico isomorfismo natural) con el funtor Gr, resulta como coro-
lario del resultado anterior que las construcciones bar y cobar aumentadas también conmutan (salvo tinico isomor-
fismo natural) con Gr.



Capitulo 2

Algebras de Lie

En este capitulo resumiremos las definiciones generales de dlgebras de Lie y sus representaciones, que serdn ttiles
en capitulos posteriores, con particular interés en su interrelacién con la teoria de dlgebras asociativas. Ponemos
especial énfasis en las dlgebras de Lie nilpotentes, asi como en el método de 6rbitas, tanto en su version algebraica
como en su versién analitica. Por otro lado, denotaremos con ® el producto tensorial ®, de k-espacios vectoriales.

Para mayores referencias, recomendamos [Dix1] o [Hum]| para los aspectos generales, [Wei] para los aspectos
(co)homolégicos, y también [Dix1], [C&al] o [Kir] para el método de 6rbitas.

2.1 Definiciones generales

En esta seccién se dan las definiciones bésicas de dlgebras de Lie.
Un dlgebra de Lie g sobre k es un k-espacio vectorial provisto de un morfismo k-lineal

[l:e2s—g
que cumple las siguientes propiedades:
1. Antisimetria: [z,y] = —[y, 2|, Vz,y € g.
2. Identidad de Jacobi: [z, [y, 2]] + [y, [z, z]] + [z, [z, y]] = 0, V,y,2 € g.

El morfismo [,] se denomina el corchete de Lie de g. Si el corchete es el morfismo nulo, se dice que el dlgebra de
Lie g es abeliana o conmutativa.

Dadas dos élgebras de Lie g y g’, con corchetes [, ] y [, ]’ respectivamente, un morfismo de dlgebras de Lie ¢ de g
en g’ es un morfismo k-lineal ¢ : g — g’ tal que [,] o (¢ ® ¢) = ¢ o [,]. Denotaremos ,LieAlg la categoria de algebras
de Lie sobre k.

Ejemplo 2.1.1. (i) Dada una k-dlgebra asociativa A, el conmutador permite definir una estructura de dlgebra de Lie sobre
A, que denotaremos Lie(A), al considerar el corchete [a,b] = ab — ba, Va,b € A. Si f : A — B es un morfismo de
k-dlgebras asociativas, entonces también resulta un morfismo de dlgebras de Lie de Lie(A) en Lie(B). De hecho, Lie
define un funtor de la categoria de dlgebras asociativas sobre k en la categoria de dlgebras de Lie sobre k.

Reciprocamente, dada un dlgebra de Lie g, es posible asociarle un dlgebra asociativa, denominada dlgebra universal
envolvente, definida como

Ug) =T(g)/{z@y—y@x—[z,y] s 2,y € g}).

El morfismo k-lineal g — U(g) es inyectivo (cf. [IDix1l, Prop. 2.1.9), y por lo tanto identificamos a g con su imagen
en U(g). Dado un morfismo de dlgebras de Lie f : g — b, éste induce un iinico morfismo de dlgebras asociativas
F :U(g) — Uh) tal que F|g = f. En consecuencia, U define un funtor de la categoria de k-dlgebras de Lie en la
categoria de k-dlgebras asociativas. Mds aiin, el funtor U es adjunto a izquierda de Lie, es decir, para toda k-dlgebra de
Lie g y toda k-dlgebra asociativa A existe una biyeccién natural

Homag(U(g), A) ~ Hompieag (g, Lie(A)).

17
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(ii) Un caso particular de (i) consiste en considerar, dado un k-espacio vectorial V, la k-dlgebra Endy(V'). EI corchete es
entonces

[f,9l=fog—golf.

Denotaremos gl(V') = Lie(Endy(V)), o gl(n, k) si dimg (V) = n y hemos elegido una base ordenada de V. Esta es el
dlgebra de Lie asociada al grupo de Lie GL(V') = Auty (V).

(iii) Del mismo modo, s\(V') es la k-dlgebra de Lie dada por el espacio vectorial de las transformaciones lineales en Endy (V)
que tienen traza 0, con el corchete inducido. Denotaremos sl(V'), o sl(n, k) si dimy (V') = n y hemos elegido una base
ordenada de V. Esta es el dlgebra de Lie asociada al grupo de Lie

SL(V) = SL(n, k) = {f € Autx(V) : det(f) = 1}.

Una subdlgebra de un algebra de Lie g es un subespacio vectorial h) de g que cumple que, si z,y € b, entonces
[z,y] € h. Vemos de manera inmediata que una subélgebra de un algebra de Lie es ella misma un algebra de Lie
con el corchete restringido. Un ideal de un algebra de Lie g es un subespacio vectorial I de g que cumple que, si
x € gyy € I, entonces [z,y] € I. Notar que g y {0} son ideales de g (llamados ideales triviales).

Un algebra de Lie se dice simple si no es abeliana y no tiene ideales salvo los triviales. Por ejemplo, s[(V') es un
dlgebra de Lie simple.

Dado un ideal I del dlgebra de Lie g, el k-espacio vectorial g/I posee una estructura de 4lgebra de Lie sobre %,
definida al pasar al cociente el corchete de g, es decir,

[Z,9] = [z,y],Vz,y € g.

Observacion 2.1.2. La categoria de dlgebras de Lie sobre k posee productos: dada {(g;,[,];)}jes una familia de dlgebras de
Lie, el producto estd dado por el espacio vectorial
119

jeJ

junto con el corchete [(x;) e, (y;)jes) = ([2j,Y5]5)jes, Y las proyecciones

pj3ng4’9j

jeJ

(w5)jes = ;.

El centro de g es el ideal Z(g) = {z € g : [z,y] = 0,Vy € g}. Luego, un algebra de Lie es abeliana si y sélo si
Z(g) = 0.

El algebra derivada de g es el ideal dado por [g,g] = ({[z,y] : =,y € g}). Entonces, un algebra de Lie g es
conmutativa si y sélo si su dlgebra derivada es trivial.

También, se define el normalizador de un subconjunto S de g como la subélgebra dada por

Ng(S)={zeg:[z,y] €S, VyeS}

Si S es una subalgebra de g, entonces S C N, (S) y S es un ideal en Ny (5).

Un endomorfismo k-lineal d de g se dice una derivacién de g si cumple que d([z, y]) = [d(x),y] + [z,d(y)], para
x,y € g. El espacio vectorial Der(g) dado por las derivaciones de g es una subdlgebra de Lie de gl(g).

Sea x € g, consideramos el morfismo k-lineal

adgr : g — g
y = [z, y].

Vemos trivialmente que este morfismo es una derivacién, usando la identidad de Jacobi. La imagen del morfismo
k-lineal

adg : g — gl(g)

x — adg,

se denomina espacio de derivaciones interiores de g y se denotard InnDer(g).
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Dadas dos algebras de Lie g y , y una accién de g en b por derivaciones (i.e., un morfismo de dlgebras de Lie
¢ : g — Der(h)), el dlgebra de Lie producto semidirecto g x ) de g y §j estd dada por el espacio vectorial g x
provisto del corchete

[(z,y), (", ")) = ([z, 2], [y, '] + d(W) (") — B(y ) (@),

donde z,2’ € g, y,y' €.

La serie central descendente de g es la sucesién decreciente de ideales de g dada por C%(g) = gy C"(g) =
[C"~(g),g], Vn € N. Un algebra de Lie g se dice nilpotente si C"(g) = 0 para algin n € N.

La siguiente proposicién, demostrada por Dixmier, da otra caracterizacion de las dlgebras de Lie nilpotentes.

Proposicién 2.1.3. Son equivalentes

1. g es nilpotente.

2. Existe r € Ny una sucesion decreciente g1 O --- D g, de ideales de g, tales que g1 = g, g» = 0y g; D [g,8i—1],
T=2,...,7.

Demostraciéon. Cf. [Dix1]], 1.3.5. O

Ejemplo 2.1.4. La subdlgebra de Lie n(n, k) < gl(n, k) de matrices n x n triangulares estrictamente superiores es un dlgebra
de Lie nilpotente, ya que la serie central descendente de n(n, k) estd dada por

C'(n(n, k) = ({es; i +1 < j}),

donde e; ; es la matriz elemental dada por (e; j)m.n = 0i,m0;jn-
La subdlgebra de Lie 6(n, k) < gl(n, k) de matrices n x n diagonales es también un dlgebra de Lie nilpotente.

De forma anéloga, se puede definir la serie derivada de g como la sucesion decreciente de ideales de g dada por
D(g) = gy D"(g) = [D"*(g),D" '(g)], Vn € N. Un élgebra de Lie g se dice resoluble si D"(g) = 0 para algtin
n € N.

Proposicién 2.1.5. Son equivalentes
1. ges resoluble.

2. Existe r € Ny una sucesion decreciente g1 O --- D g, de ideales de g, tales que g1 = g, - = 0y g D [gi—1,08i—1),
1=2,...,T.

Demostracion. Cf. [Dix1]], 1.3.7. O

Observacion 2.1.6. Teniendo en cuenta que D™(g) C C™(g) para todo n € Ny, es inmediato ver que toda dlgebra de Lie
nilpotente es resoluble.

Ejemplo 2.1.7. La subdlgebra de Lie §(n, k) + n(n, k) < gl(n, k) de matrices n x n triangulares superiores es un dlgebra de
Lie resoluble, ya que la sucesion derivada cumple que

C'(n(n, k) C (feiy i +1< 5}

Diremos que g es completamente resoluble si la representacion adjunta de g es triangularizable, es decir, si
existe una sucesién decreciente de ideales g = go D g1 O --- D gdim(g) = 0 de g tales que dim(g;) = dim(g) — 1,
i =0,...,dim(g). Dela Proposicion.1.3]y[2.1.5[vemos que un algebra de Lie nilpotente es completamente resoluble,
y un algebra de Lie completamente resoluble es resoluble. Como k es algebraicamente cerrado, si g es resoluble, es
completamente resoluble (cf. [Dix1], Thm. 1.3.12).
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2.2 Representaciones de dlgebras de Lie

En esta seccién se da la definicién de representacién de una algebra de Lie y se describen las representaciones
irreducibles de dimension finita de las algebras de Lie nilpotentes.
Una representacién (o médulo) a izquierda de una k-dlgebra de Lie g es un k-espacio vectorial V' provisto de
un morfismo de dlgebras de Lie p : g — gl(V).
Andlogamente, una representaciéon (o médulo) a derecha de una k-algebra de Lie g es un k-espacio vectorial V'
provisto de un morfismo de algebras de Lie
p:g— gl(V)”r.

Una forma equivalente de describir una representacion a derecha de g consiste de un k-espacio vectorial V' provisto
de un morfismo k-lineal p’ : V ® g — V tal que, si denotamos p'(v @ ) =v.x (z € g, v € V),

(v.x)y — (vy)x =v.]z, ¥y,

paraz,y € gyv € V. S5i V es un g-mddulo a izquierda, posee una estructura natural de g-médulo a derecha :
v.x = —x.v, ¢ € g, v € V, también reciprocamente. Esta dualidad proviene de la involucién del dlgebra de Lie
g dada por — —z, denominada antipoda. De ahora en adelante, a menos que se diga lo contrario, debido a esta
dualidad, vamos a considerar solamente médulos a izquierda.

Dadas V' y W dos representaciones de g, un morfismo de g-médulos de V' en W es un morfismo k-lineal de
f:V — W, tal que f(z.v) = z.f(v), paratodov € V, z € g. Denotaremos ;Mod la categoria de g-mddulos.

Observacién 2.2.1. De los Ejemplos[2.1.1(i) y (ii), obtenemos que
Homriealg (9, g1(V)) =~ Hompearg (g, Lie(Endy(V))) ~ Homaig (U(g), Endi (V).

Luego la categoria de representaciones de g es equivalente a la categoria de representaciones de U(g). Es claro que la antipoda
de U(g) induce una equivalencia entre las categorias de representaciones a izquierda y a derecha de U(g).

Ejemplo 2.2.2. (i) La representacion definida en el espacio vectorial V' = k provisto de la accién trivial, i.e., p = 0, es
llamada representacion trivial. Mds en general, todo k-espacio vectorial V' posee una estructura trivial de médulo
sobre g, i.e., p=10. Si f : V — V' es un morfismo k-lineal, entonces es un morfismo de g-mddulos, si consideramos a
V' y V' con la accién trivial. En consecuencia, obtenemos un funtor de la categoria de espacios vectoriales sobre k en la
categoria de representaciones de g, denominado funtor de g-modulos trivial.

(ii) El dlgebra universal envolvente U(g) posee una estructura natural de g-médulo a izquierda si definimos p'(z ® z) = xz,
x € g, z € U(g), llamada representacion regular a izquierda de g, que corresponde (de acuerdo con la Observacion
a la accién regular a izquierda de U(g). Andlogamente, podemos definir la representacién regular a derecha de
g. Notar que U(g) es un g-bimédulo con estas dos acciones.

(iii) Sielegimos V = gy p' = [,], obtenemos una representacién de g en si misma, denominada representacion adjunta.
Como U(g) es un g-bimddulo, podemos definir definir la representacion adjunta de g en U(g) dada por .z = xz — zz,
x € g,z € U(g). La correspondiente representacion de U(g) no puede ser escrita de manera conveniente.

Por la Observacién anterior, vemos que la categoria de g-médulos es abeliana, satisface los axiomas introducidos
por Grothendieck AB4* y AB5, y posee suficientes objectos proyectivos e inyectivos. Por lo tanto, esta definida la
suma directa y el producto de médulos sobre g. Mds concretamente, si {V;};c; es una familia de representaciones
de g, la representacion suma directa de esta familia consiste del espacio vectorial

PDv;
jeJ

con la acci6n diagonal, i.e. z.(35;c;v;) = > ;c;%.vj, donde v; € Vj, @ € g, y la suma es de soporte finito. Del
mismo modo, la representacion producto directo de esta familia consiste del espacio vectorial

IIv
jeJ

con la accién diagonal, es decir, z.(v;)jc; = (2.v;),cs, donde v; € V}, x € g. Andlogamente, dado un submédulo W
de V, existe el médulo cociente V/WW. Diremos que una representacién V' de g es irreducible o simple, si no posee
otra subrepresentacién que las triviales {0} y V.
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Mas atin, como U(g) es un algebra de Hopf (cf. [Mont], Ex. 1.5.4), la existencia de coproducto implica que la
categoria de representaciones de g resulta monoidal: dados V' y W dos g-médulos, el producto tensorial V' ® W
tiene estructura de g-mdédulo dado por z.(v ® w) = z.v ® w + v ® z.w. A su vez, la existencia de la antipoda implica
que el espacio vectorial dual V* = Homy,(V, k) a un médulo V tiene estructura de g-médulo con la accién dual, i.e.,
(x.f)(v) = — f(x.v). La representacién dual a la representacion adjunta se denomina coadjunta.

Si g actta en un espacio vectorial V, acttia también en sus productos tensoriales V®™, y por lo tanto en el dlgebra
tensorial 7'(V'). De hecho, esta accién inducida es la dnica derivacién que extiende la accién de g en V. Al pasar
al cociente, la misma define una representacién (por derivaciones) de g en el dlgebra simétrica S(V') de V (resp. el
dlgebra exterior AV de V), que deja estable cada sumando directo SP(V') (resp. APV). Esto implica que g acttia (por
derivaciones) en T'(g), S(g) v Ag.

Diremos que una representacién V' de g es diagonalizable (resp. triangularizable) si existe una base ordenada
B de V tal que el endomorfismo de V definido por = € g es diagonal (resp. triangular), para todo z € g. Si g es
resoluble, una representacién V' es triangularizable si y sélo si el endomorfismo inducido por z es triangularizable,
para todo z € g (cf. [Dix1], Thm. 1.3.12).

El siguiente teorema es fundamental en la teoria de dlgebras de Lie:

Teorema 2.2.3 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Sea k un anillo conmutativo y g un dlgebra de Lie sobre k, que es libre como k-
médulo. Sea B = {z;},cr una base ordenada de g, i.e., I es un conjunto totalmente ordenado. Luego el dlgebra envolvente
U(g) es un k-mddulo libre con base ordenada:

{ziy ...z, : 1 €No, (i1,...,0) el tales que i; < --- <i}.

Demostracion. Cf. [Dix1], Thm. 2.1.11 o [Huml], Coro. 17.3 C. O

Como consecuencia del Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, resulta el siguiente corolario

Corolario 2.2.4. Sea g un digebra de Lie sobre un cuerpo k. El morfismo k-lineal

v+ S(a) = Ulg)
1
T1...Tp — ) E Zo(1) - -+ To(n)

n.
oES,

es un isomorfismo candnico de g-modulos, donde U(g) estd provisto de la accién adjunta.

Demostracién. Ver [Dix1], 2.4.5, Prop. 2.4.10. O

Por el Teorema de Weyl (cf. [Huml], Thm. 6.3), la categoria de representaciones de dimension finita de un dlgebra
de Lie semisimple es bien comprendida (no sucede lo mismo con la categoria de todas las representaciones). Sin
embargo, nosotros estaremos mds interesados en el caso nilpotente. Aunque el Teorema de Engel (o sus corolarios,
cf. [Huml], Coro. 3.3) brinda un método para hallar a priori todas las representaciones de dimensién finita para un
dlgebra de Lie nilpotente, lamentablemente no existe una descripcién completa para dichas representaciones.

De todos modos, si se conocen todas las representaciones irreducibles de dimension finita de un algebra de
Lie nilpotente, descriptas en el siguiente Lema (cf. [Dix1l], Cor. 1.3.13, para el caso resoluble). Presentamos la
demostracién ya que nos serd de utilidad mds adelante.

Lema 2.2.5. Sea g una k-dlgebra de Lie nilpotente de dimension finita. Toda representacion irreducible de dimension finita no
trivial de g es de dimension 1. Mds aiin, el conjunto de clases de isomorfismo de representaciones irreducibles no triviales de

dimension finita de g estd parametrizado por k8/¢"(®),

Demostracién. Sea V un g-moédulo irreducible no trivial de dimensién finita n > 1 dado por ¢ : g — gl(V),
o equivalentemente, por ® : U(g) — Endi(V). Definimos hh = ¢(g) y A = Im(®P). Deseamos notar que h es
un dlgebra de Lie nilpotente de dimensién finita menor o igual que dimg(g) y V' es un h-médulo irreducible (o
equivalentemente, un A-médulo irreducible).

Probaremos el lema por induccién en la dimensién de g. Si g tiene dimension 1, es abeliana, y C!(g) = 0.
Supongamos que g estd generada por un elemento z, y por lo tanto ¢(z) € h es un endomorfismo de V. Como V
es de dimension finita (y & algebraicamente cerrado), posee un autovalor ¢, € k. El morfismo ¢(z) — c,idy € A es
A-lineal, y como V es irreducible, por el lema de Schur, ¢(z) = c.idy. Por lo tanto, V' debe tener dimensién 1, y
todo modulo irreducible de dimensidn finita es de la forma V, = k.v,, (¢ € k) con la accién z.v = cv. Trivialmente,
Ve~ Vysiysblosic=rc.
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Supongamos ahora que el lema estd demostrado para dlgebras de Lie nilpotentes de dimensiéon menor (estricta-
mente) que n, y sea g un dlgebra de Lie nilpotente de dimensién n. Sea

g=C"@g) D>C'(g)>--->C™(g) DC™ ' (g) =0

la serie central descendente de g, donde C™(g) # 0. Luego, como C™*(g) = [g,C™(g)] = 0, C™(g) C Z(g), y de
hecho, dado z € C™(g), existen z, y € g tales que [z,y] = 2.

A suvez, como Z(g) C Z(U(g)), obtenemos que ®(z) € Z(A). Nuevamente, como V' es de dimensién finita (y &
es algebraicamente cerrado), ®(z) posee al menos un autovalor ¢, € k. El morfismo

D(z) —cidy : V-V

es A-lineal, ya que ®(z) — c,idy € Z(A). Por el lema de Schur, ®(z) — c.idy = 0, ya que V es un A-médulo
irreducible. Luego ®(z) = c,idy. Sin embargo, debe ser ¢, = 0, ya que c,id = ®(z) = ®([z,y]) = [®(x), P(y)], ¥
en consecuencia c¢,n = tr(®(z)) = tr([®(z), ®(y)]) = 0. Por lo tanto, C™(h) = ¢(C™(g)) = 0. El 4lgebra de Lie h
resulta entonces una imagen epimérfica de g/C™(g), lo que implica que h tiene dimensién estrictamente menor que
dimy (g). Por la hipétesis inductiva V' es dimensién 1.

Més aun, como V es de dimension 1, todo elemento de g acttia por homotecias. Si z € C!(g), luego existen
x,y € g, tales que [z, y] = z. Si suponemos que ¢(z) = c.idy, luego

cxn = tr(g(2)) = tr([¢(z), 4(y)]) = 0.

Sea {¥i,..., 7} unabasede g/C'(g) (y; €9,1 <i <),y (c) = (c1,...,a) € k'. Definimos una representacién de g,
Vie) = k.v(c), con la accion siguiente: si z € g, luego la clase de z en g/C 1(g) se puede escribir

l
z= § a;Yi,
=1

y definimos
l
2.U() = Z A;CiV(c)-
=1

Como g acttia en V' por homototecias, todo médulo irreducible es de la forma V{,), para (c) € k'. Trivialmente,
Viey = V(o) siy solosi (c) = (¢). El lema queda demostrado. O

2.3 Homologia y cohomologia de dlgebras de Lie

La categoria de representaciones de un dlgebra de Lie g estd naturalmente provista de una teoria de (co)homolo-
gia, que provee invariantes asociados a la categoria de representaciones de las dlgebras de Lie. En esta seccién
recordaremos las definiciones bdsicas al respecto y enunciaremos una proposicién (Prop. que nos serd de
utilidad luego.

Dado un g-médulo V, definimos el espacio de invariantes ¢ de V' como

Vei={veV:zw=0Vze g},

y el espacio de coinvariantes V; de V' como
Vo =V/gV.

Ambos son k-espacios vectoriales.

Notar que V¢ ~ Homy g (k,V)y Vg ~ k ®y(g) V, donde g actda trivialmente en k. De hecho, (=) y (=),
definen funtores de la categorfa de mddulos sobre g en la categoria de k-espacios vectoriales. Mds atin, el funtor
de invariantes (—)? es el adjunto a derecha del funtor de g-médulos trivial, y el funtor de coinvariantes (—)4 es el
adjunto a izquierda del funtor de g-moédulos trivial (cf. [Weil, Ex. 7.2.4). Por lo tanto, (—)¢ es exacto a izquierda y
(—)g es exacto a derecha.

Definicién 2.3.1. Sea g una k-dlgebra de Lie y V un g-médulo. Definimos la cohomologia H*(g, V') del dlgebra de Lie g
con coeficientes en el médulo V como la coleccion de funtores derivados a derecha R®((—)g). Por definicion H%(g, V) = V¢

Andlogamente, definimos la homologia H,.(g,V) del dlgebra de Lie g con coeficientes en el médulo V como la
coleccion de funtores derivados a izquierda Le((—)g). Por definicion Hy(g,V) = Vj
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Observacion 2.3.2. Teniendo en cuenta que V& ~ Homy(g) (k, V'), vemos que H®(g,V) ~ Extyq)(k,V), y como Vg ~
k ®uq) V, resulta que Hq(g, V) ~ Tor¥ 9 (k, V). En ambos casos g actiia trivialmente (cf. [Weil, Ex. 7.2.4).

Esta (co)homologia puede calcularse como sigue. Si APg denota el p-ésimo producto exterior de g, generado por
los monomios 1 A --- Az, conz; € g (i =1,...,p), definimos C)(g) = U(g) ® APg. Como APg es un médulo libre
sobre k, C)(g) es un g-médulo libre, y por lo tanto proyectivo. Notar que Cy(g) = U(g) y C1(g) = U(g) ® g.

Definimos €4 : Cy(g) — k mediante la aumentacién o counidad de ¢/(g), y una diferencial 6, : C,(g) — Cp—1(g)
(p € N), mediante la férmula de Cartan

p—1
5p(z®x0/\---/\xp,1)—Z(—l)izxi®a:0/\--~/\§:i/\-~-/\xp,1

+Z D 2@ [, 2] ABo Ao A A ABj A ATp_1,
1<j

donde #; indica que el témino z; estd omitido. Notar que ¢ : U(g) ®x g — U(g) es el morfismo k-lineal dado por el
producto 01 (z ® x) = zx.

Es facil ver que 6, 0 6,11 = 0,y €509 = 0. Mds atin, (C,, ds) es una resolucion proyectiva del g-médulo trivial &
(cf. [Weil], Thm. 7.2.2) y se denomina complejo de Chevalley-Eilenberg.

Por la Observacion la cohomologia H*(g, V) de g con coeficientes en V' coincide con la cohomologia del
complejo de cocadenas de Chevalley-Eilenberg C*(g,V) = Homy(4)(Ce(g), V), y la homologia H,(g,V) de g con
coeficientes en V' coincide con la homologia del complejo de cadenas de Chevalley-Eilenberg Co(g,V) = V ®y(q)

Ce(g).
En consecuencia, H*(g, V) se puede calcular como la cohomologia del complejo

Homyy(g)(Ca(g), V') =~ Homyy(g) (U(g) @1 A®g, V') ~ Homy(A®g, V)

con diferencial

p
A (F)(@o N Nap) =D (1) 'wif(mo A N A Ay)

1=0
Y (D) (i, a) Awo A AB A Ad A A ).
1<J

Anélogamente, H, (g, V) puede calcularse como la homologia del complejo
V ®u(g) Co(8) =V @yy(q) U(g) @1 A°g =~V @1 Ag

con diferencial

p—1
dgE(v®x0/\---/\xp,1)—Z(—l)iv:m@xo/\--~/\;%Z-/\---/\xp,1
+Z D)o@ 2,2 Amg Ao  AZg Ao ABj A~ ATp_q.
1<J

Observacion 2.3.3. Si V es un g-médulo (a izquierda), posee una estructura de g-bimédulo de forma natural, donde la accion
a derecha es la trivial (i.e., inducida por la aumentacion ey de U(g)). Denotaremos este U(g)-bimédulo V.

Es conocido que la (co)homologia de Hochschild de U(g) con coeficientes en V. es equivalente a la (co)homologia de dlgebras
de Lie de g con coeficientes en 'V, i.e., Ho(U(g), Ve) ~ Ho(g, V) (H®*(U(g), Ve,) ~ H*(g,V')) (cf. [CEI, Thm. X.2.1).

La siguiente proposicién nos serd de utilidad més adelante.

Proposicién 2.3.4. Sea g un dlgebra de Lie, tal que H*(g, M) = 0, para todo g-mdédulo M y e > 2. Entonces g es un dlgebra
de Lie libre.

Demostracion. Cf. [Weil], Ex. 7.6.3. O
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2.4 Polarizaciones

En esta seccién agruparemos lemas que refieren a formas bilineales alternadas que resultardn de utilidad.

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita con una forma bilineal antisimétrica (, ), y sea W un subespacio
vectorial de V. Notaremos W+ al complemento ortogonal de W en V, y denominaremos V' al k-espacio vectorial
{veV:{(v,w)=0,Vw e V}. Para todo subespacio W se verifica la igualdad (cf. [Dix1]], 1.12.1)

dim(W) 4 dim(W+) = dim(V) + dim(W n V).

Diremos que W es totalmente isotrépico si W C W=. Un elemento maximal en el conjunto de los subespacios
totalmente isotrépicos, ordenado por la inclusién, se denomina maximalmente totalmente isotrépico.

Proposicion 2.4.1. Son equivalentes:
1. W es maximalmente totalmente isotrépico.
2. dim(W) = (dim(V) + dim(V1)) /2.
3. W=w

Demostraciéon. Cf. [Dix1], 1.12.1. O

Dada f € g* una funcional lineal de un dlgebra de Lie de dimensién finita g, ésta define una forma bilineal
antisimétrica By en g mediante (z,y) = f([z,y]). Si V es un subespacio de g, denotaremos V/ el complemento
ortogonal de V' con respecto a By.

Definicién 2.4.2. Una subdlgebra by de g se dice subordinada a f si By|, = 0, es decir, si f([x,y]) =0, paraz,y € h. Si b
es maximalmente totalmente isotropica con respecto a By, diremos que b es una polarizacion de f en g. Es directo ver que en
este caso la dimensién de b debe ser (cf. [Dix1l], 1.12.1)

dimg(g) + dimy (gf)
5 .

(2.4.1)

Mds aiin, b es una polarizacion de f en g siy s6lo si by es una subdlgebra subordinada a f de dimensién (dimy,(g)+dimg (g7))/2
(cf. [Dix1l], 1.12.8).

A su vez, si la subdlgebra es resoluble, diremos que es una polarizacion resoluble de f en g. Denotaremos P(f,g) o
P(f) el conjunto de las polarizaciones de f en g,y PR(f,g) 0 PR(f) el conjunto de las polarizaciones resolubles de f en g.

Proposicién 2.4.3 ([Dix1l], Prop. 1.12.10). Sea g un dlgebra de Lie completamente resoluble de dimension finita n, y sea
0=go C - C gn = g una bandera de ideales de g, i.e., una sucesion creciente de ideales tales que dim(g;) =i (i =0,...,n).
Dada f € g* una funcional lineal de g, sean f; = flg, ypi = g{l +---+g;"(i=0,...,n). Entonces

(i) pn € P(f).
(i) ppn 0 gi = pi.
(iii) Si d € Der(g) es una derivacion de g, que preserva cada g; y tal que f(Im(d)) =0, luego d(p;) Cp;, i =1,...,n.
Demostracién. Probaremos (i) y (ii) por induccién en n. Para ello haremos uso del siguiente lema elemental:

Lema 2.4.4. Sean V un espacio vectorial con una forma bilineal antisimétrica (), V' un subespacio de codimension 1,y ()’
la restriccion de la forma bilineal (,)a V.

1. Si VLt C V/, entonces V+ es un subespacio de codimension 1 en (V' )t. En este caso, todo espacio maximalmente
. L. 12 . . L.
totalmente isotropico con respecto a () es maximalmente totalmente isotrépico con respectoa ().

2. SiVL ¢ V', entonces (V')* = V- NV’ es un subespacio de codimension 1 en V+. Si W es un subespacio vectorial
maximalmente totalmente isotrépico con respectoa (), M NV resulta maximalmente totalmente isotrépico con respecto
a(,) ydim(W)=1+dim(W nV’).
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Demostracion. Cf. [Dix1]], Lemma 1.12.2. O
Supongamos p,, C gﬁ"_‘ll. Entonces, por el lema anterior, g/» C gﬁ"_‘f, y en consecuencia p,, € p,—1. Por la
hipétesis inductiva, p, Ng;i = pp—1 NG = Pp;, 2 < N, ¥V P, = Pp_1 €s maximalmente totalmente isotrépico con

respecto a By, _, y por lo tanto con respecto a By.
frn—1

n—1-*

fn-1

Supongamos que p,, ¢ g Por el lema anterior, g’ ' = g/* N g,_1 es un subespacio de codimensién 1 de

g/n. Por lo tanto, p, N g1 = Pr_1 + (gi“’_’f N gn—1) = pn—1. La hipétesis inductiva asegura que p, N g; = p;,
i < n. Ademads, p,, = p,_1 + g/* es totalmente isotrépico, y dim(p,,) = 1 + dim(p,,—1), por lo que es maximalmente
totalmente isotrépico. Finalmente, p,, es maximalmente totalmente isotrépico.

Sean x € gf’ ey € gj-c", coni > j. Luego [z,y] € g,. Sea z € g;, entonces

£l g ) = (e ulw)) + £, ly,ul)) € fi(lss87°]) + fillgs al']) = 0.

Por lo tanto, [z,y] € g;j. Esto implica que p,, es una subdlgebra de Lie de g y p,, € P(f).
Para demostrar (iii), procederemos como sigue. Sea = € g;’ ey € g;, luego

F(ld(),y)) = f(d(f.y)) = f(lz.d()]) = = f(z,dy)]) € f(o]* 8:]) = 0,

y en consecuencia, d(x) € g/*. La proposicion esta demostrada. O

Una polarizacion se dice estdndar si es obtenida a partir de una bandera de la ideales de la forma anterior.

2.5 Ideales maximales del dlgebra envolvente //(g) de un algebra de Lie nil-
potente g

En esta ultima seccién del capitulo recordaremos resultados de Dixmier que relacionan las polarizaciones con los
ideales primitivos de algebras de Lie nilpotentes de dimensién finita. Nos interesa particularmente la afirmacién
(iv) de la Proposicién[2.5.1}

Un élgebra asociativa A # {0} se dice integra si, dados a,b € A dos elementos no nulos de A4, el producto ab es
no nulo. Un ideal I < A bildtero de un dlgebra A se dice primo si I # Ay si J, K < A/I son dos ideales bilateros no
nulos en el 4lgebra cociente A/I, entonces JK # {0}. Por otro lado, decimos que I < A es completamente primo si
A/I es integra. Notar que todo ideal completamente primo es primo (cf. [Dix1], 3.1.6).

Decimos que I < A es semiprimo si [ # Ay todo ideal bildtero nilpotente J < A/I es nulo. Notar que un ideal
definido como interseccién de ideales semiprimos es semiprimo, y que todo ideal primo es semiprimo (cf. [Dix1],
3.1.6). A suvez, I <A se dice primitivo si es el ideal anulador de un A-médulo a izquierda simple. Denotaremos
Prim(A) el conjunto de todos los ideales primitivos de A. Notar que todo ideal primitivo es primo (cf. [Dix1], 3.1.6).

Diremos que I < A es maximal si I # A y si es maximal en el conjunto de los ideales bildteros de A, ordenado
por inclusién. Todo ideal maximal es primitivo (cf. [Dix1], 3.1.6).

En esta seccién vamos a suponer que el dlgebra de Lie g es de dimensién finita. Como U/(g) es noetheriana e
integra, posee un anillo de divisién de fracciones Frac(i/(g)) (o cuerpo no conmutativo de fracciones) (cf. [Dix1],
3.1.16 y Thm. 3.6.12). Sea I <«U(g) un ideal semiprimo, entonces U/(g)/I también posee un anillo de fracciones
Frac(U(g)/I). Diremos que I es racional si Z(Frac(U(g)/I)) = k. Todo ideal racional de U(g) es primitivo y, como k
es algebraicamente cerrado, también vale la reciproca (cf. [Dix1]], Thm. 4.5.7).

Proposicién 2.5.1. Sea I «U(g) un ideal bildtero del dlgebra universal envolvente de un dlgebra de Lie g nilpotente de
dimension finita. Son equivalentes:

(i) 1 es primitivo.
(ii) I es maximal.
(iii) I es racional.
(iv) Exister € Ntal quelU(g)/I ~ A, (k).

(v) I es el miicleo de un representacion simple de U(g).



26 CAPITULO 2. ALGEBRAS DE LIE

Demostracion. Cf. [Dix1], Prop. 4.7.4, Thm. 4.7.9. O

Si I <U(g) es un ideal que satisface alguna de las condiciones equivalentes de la proposicién anterior, el entero
positivo r (univocamente determinado) tal que ¢(g)/I ~ A, (k) se denomina peso del ideal I (cf. [Dix1], 4.7.10).

Supongamos que el dlgebra de Lie es nilpotente. Dada f € g* una funcional lineal y h; una polarizacién de f,
podemos definir una representacién de b en el espacio vectorial k.vy de dimensién 1 mediante la accién

zwp = (f(x) +trgsy, (adgz))vy,

donde = € by y trg/y, = trg — try,. Por lo tanto, obtenemos el U(g)-médulo inducido Vi = U(g) @y, k-vy. Si
denotamos la accion p : U(g) — Endi(Vy), I(f) = Ker(p) es un ideal bildtero del dlgebra envolvente 1/(g).
En la notacién del ideal I(f) no incluimos la polarizacién. Esto estd justicado por la siguiente proposicion.

Proposicién 2.5.2. Sea g una k-dlgebra de Lie nilpotente de dimension finita, f € g* y by y b'; dos polarizaciones de f. Si
denotamos p : U(g) — Endy (V) y p' : U(g) — Endy(V}) las representaciones construidas de acuerdo al procedimiento
anterior, respectivamente, entonces Ker(p) = Ker(p').

Demostracion. Cf. [Dix1], Thm. 6.1.4. O

Si by es una polarizacién estandar, el ¢/ (g)-médulo V; resulta simple (cf. [Dix1], Thm. 6.1.1) y por lo tanto, I(f)
es primitivo.

Teorema 2.5.3. Sea g una k-dlgebra de Lie nilpotente de dimension finita. Si I es un ideal bildtero primitivo de U(g), entonces
existe f € g* tal que I = I(f).

Demostracion. Cf. [Dix1], Thm. 6.1.7. O

El grupo Aut(g) es un grupo algebraico cuya élgebra de Lie es Der(g). Sea a el dlgebra de Lie algebraica gene-
rada por el ideal InnDer(g) en Der(g). El grupo algebraico irreducible G asociado a a se denomina grupo adjunto
algebraico de g. Es un subgrupo de Aut(g). Si a = InnDer(g), G se denomina grupo adjunto de g.

En consecuencia, el grupo G actta en el dlgebra g, y por lo tanto también en g* con la accién dual, llamada
coadjunta.

Teorema 2.5.4. Sea g una k-dlgebra de Lie nilpotente de dimension finita. Sean fy f' dos funcionales lineales de g, I(f) e
I(f') los ideales bildteros de U(g) asociados, respectivamente, entonces I(f) = I(f") si y sélo si existe g € G tal que f = g.f'.

Demostracion. Cf. [Dix1], Prop. 6.2.3. O

Los dos teoremas anteriores implican que, para un algebra de Lie nilpotente de dimensién finita, existe una
biyeccién
I:g"/G — Prim(U(g))

entre el conjunto de clases de funcionales lineales de g bajo la accién coadjunta y el conjunto de ideales primitivos
de U(g).

Toda 6rbita coadjunta 2 C g* es una variedad algebraica (irreducible) (cf. [Hum?2], Prop. 8.2) provista de una
estructura (algebraica) simpléctica de la forma siguiente (cf. [CG], Prop. 1.1.5). Si f € ), el espacio tangente de 2 en
fesdelaformaT((Q2) =g/ g/. La forma bilineal alternada B ¢ definida en g induce una forma bilineal alternada en
g/9’, que denominaremos wy. La asignacién f — w; es una 2-forma cerrada no degenerada en €, y por lo tanto
resulta una variedad simpléctica. Notar que dimy () = dimy(g/g’). Una 6rbita de dimensién maxima se denomina
genérica o regular (cf. [Kir], Ch. 5, Sec. 2.2).

El peso de un ideal primitivo I(f) estd dado por r = dimy(g/g’)/2 (cf. [Dix1], Prop. 6.2.2). Empleando la
identidad (2.4.T), entonces el peso es también r = dimy(g/hs), donde b; es una polarizacion de f. A su vez, si
s es la orbita coadjunta determinada por f, vemos que su dimensién es el doble del peso del ideal primitivo
I(f) determinado por f. Por lo tanto, la determinacién del mayor peso posible para cada g brinda informacién
geomeétrica y algebraica ttil, ya que coincide con el doble de la mayor dimensién posible de las 6rbitas coadjuntas.
Mas atin, si 7 es el mayor peso posible para g, entonces la dimensién de una érbita coadjunta genérica es 2r y la
dimensién de Z(U(g)) (i.e., el grado de trascendencia de su cuerpo de fracciones) es igual a dimy(g) — 2r (cf. [Dix2]
y [GK).

Sea b <« g un ideal (de Lie) del dlgebra de Lie g e I <¢/(h) un ideal bildtero del dlgebra universal envolvente de h.
Como U(h) < U(g), podemos ver a I dentro de U(g). El estabilizador de I en g es el conjunto

st(l,g) ={zxe€g:[z,I] CI}.

La siguiente proposicién nos sera ttil més adelante.
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Proposicién 2.5.5. Sea by < g un ideal nilpotente (de Lie) del dlgebra de Lie completamente resoluble g, f € b* una funcional
lineal y ¢ el conjunto g’ = {z € g: f([z,h]) = 0}. Luego st(I(f),g) =h+g".
Demostracion. Cf. [Dix1], Prop. 6.2.8. O

Ademas, es posible hallar todas las representaciones unitarias irreducibles (complejas) de un grupo de Lie nilpo-
tente (real) simplemente conexo G a partir del método de 6rbitas de Kirillov. Lo repasaremos brevemente. Para una
referencia completa ver [C&al|, Chapitre V, Sec. 2y 3, o [Kir].

Notaremos g al dlgebra de Lie (compleja) asociada al grupo de Lie (real) G. El grupo de Lie G acttia en el dlgebra
g a través de la representacién adjunta, y por lo tanto también en g* con la accién dual, llamada coadjunta.

Si f € g* una funcional lineal de g, y h ¢ una polarizacién de f (i.e., h es una subélgebra de Lie de g que cumple
que f([hr,hs]) = 0y es maximal entre las subdlgebras con esta propiedad), podemos definir una representacién
(compleja) Wy de by de la siguiente manera: como C-espacio vectorial Wy = Cuvy, con la accién z.vy = f(z)vy,
donde z € hy.

Luego, si Hy = exp(hy) es el grupo de Lie real (simplemente conexo) asociado a b, acttia en Cvy mediante
exp(x) — €@, Kirillov demostré que el médulo inducido V; = Ind$ ,(Wy) es una representacion unitaria irre-
ducible de G. Mds atn, dada V' una representacién unitaria irreducible de G, existe f € g* tal que V' ~ V}, y dadas
dos representaciones unitarias irreducibles asociadas a dos funcionales f, g € g*, entonces V; ~ V;siysélosi fy g
pertenecen a la misma 6rbita bajo la accién coadjunta.

Ejemplo 2.5.6. Sea Nj el grupo de Heisenberg de dimension 3, es decir el grupo de matrices de la forma

1 a c
N3 = 0 1 bf:abceR
0 0 1

Este es un grupo de Lie simplemente conexo, y su dlgebra de Lie asociada es by ~ n3. La funcién exponencial
exp : ng — N3
0 a c 1 a c+ %b
00 b]l—1|0 1 b
0 00 0 0 1

es un isomorfismo.
Si llamamos x,y, z a la base de Y1, con [x,y] = z, [z,2] = [z,y] = 0, y =¥, y*, 2* a la base dual, un elemento de 7 lo
escribimos f = o™ + By* + vz*. La accion coadjunta de N3 en w3, estd dada por

1
0 f=(a+by)z" + (B —ay)y” +92"
0

O = Q
[enBie N

Si f(2) = v =0, la polarizacién de f es la misma b1, por lo que la representacion unitaria irreducible es de dimension 1
dada por el cardcter (a,b,c) s €"(@28Y) . Vemos también que la 6rbita de f bajo la accion coadjunta es {f}, por lo que los
elementos de esta familia de representaciones estdn parametrizados por (o, 3) € R2.

Si f(z) =~ # 0, una polarizacion posible de f es la subdlgebra

0 0 ¢
hy = 00 by,
0 0 0
por lo que
1 0 ¢
Hy={l0 1 b
0 01

En este caso vemos que dos funcionales lineales f = ax™ + By* +vz* y g = o'x* + f'y* + ' 2* estdn en la misma 6rbita siy
sélo siy = ~'.

En consecuencia, esta familia de representaciones irreducibles estd parametrizada por R \ {0}. Una presentacion posible
estd dada por operadores diferenciales en L*(R, u) (funciones con valores complejos), donde 1 es la medida de Lebesgue, y la
accién es la siguiente

X —

%7 y’_>’7t7 Z’—?’}/ld
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Capitulo 3

Algebras de Yang-Mills

El objetivo de este capitulo es estudiar el algebra de Yang-Mills. Se describen primero las representaciones de
dimensién finita. Luego, con el objeto de encontrar familias de representaciones de la misma que separen puntos,
se estudia la relacion de estas dlgebras con las dlgebras de Weyl. Para ello se describe al dlgebra de Lie de Yang-Mills
como una suma directa de un k-espacio vectorial y un ideal que en si mismo es un algebra de Lie libre.

En este capitulo £ serd un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica ceroy ® = ®y.

3.1 Definiciones y generalidades

En esta seccién recordamos la definicién de las dlgebras de Yang-Mills y estudiamos propiedades de sus represen-
taciones de dimensién finita.

Sean € Ny sea f(n) el dlgebra de Lie libre con n generadores {z1,...,z,}. Se trata de una k-algebra de Lie de
dimensién infinita provista de una graduacion sobre N localmente de dimension finita.

El dlgebra de Yang-Mills con n generadores se define como el dlgebra de Lie sobre k

pm(n) = f(n)/<{2[% [, 5] - 1 < j < n}).

Notemos que hm(n) es un dlgebra de Lie con una N-graduacién localmente de dimension finita, por ser cociente de
un algebra de Lie con una N-graduacion localmente de dimension finita por un ideal homogéneo.

Como toda éalgebra de Lie, el algebra de Yang-Mills tiene asociada un algebra asociativa, el dlgebra universal
envolvente U(ym(n)), que notaremos YM(n), y que también llamaremos dlgebra de Yang-Mills con n generadores.
SiV(n) =span,({r1,...,2,}), resulta también que

YM(n) =~ TV(?%)/HZ[% [z, 5] : 1 < j <n}).

En consecuencia, el dlgebra de Yang-Mills asociativa es un dlgebra homogénea ctibica, es decir, es un cociente de
un algebra tensorial por un ideal (R(n)) homogéneo de grado 3, i.e., R(n) C V(n)®3, donde

n
R(n) = spank,({Z[:ci, [z, 2]] 1 1 < j <mn}). (3.1.1)
i=1
Ocasionalmente, cuando quede claro del contexto omitiremos el indice n para reducir la notacién. Denotaremos

TYM(n) al dlgebra asociativa U (tym(n)).

Observacién 3.1.1. Como se observa en [Modl, la definicion anterior (para k = C) coincide con la dada en [CDI]|.

Recordamos la definicion de dlgebra de Yang-Mills dada en [CD1ll. Sea g € M,,(R) una matriz simétrica invertible (i.e.,
una forma bilineal simétrica no degenerada en R™), que escribimos g = (gi;)1<s,j<n. El dlgebra de Yang-Mills es el cociente
de la C-dlgebra libre en V1, ..., V,, por el ideal de relaciones

K= Z 97V, [V, Vi), 1 <1 < n}), (3.1.2)

1<i,j<n

29
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donde empleamos la notacién g=' = (¢")1<; j<n.
Para demostrar que esta definicion coincide con la nuestra, basta ver que las expresiones anteriores son independientes de
la base ordenada elegida. Veamos esto un poco mds en detalle.
Definimos el espacio vectorial real
E(Tl) = SpanR(vla RS Vn)7

provisto de la forma bilineal (real) simétrica no degenerada g dada por

y sea g~ la forma bilineal inversa de § definida en E(n)*, i.e., g~ es la forma inducida en E(n)* proveniente de pedir que
el isomorfismo lineal

E(n) — E(n)*
v g(v, )
sea una isometria. Notemos que g~ es simétrica y no degenerada, y que su matriz en la base dual {V5,...,Vi}esg=!, lo

que justifica el nombre usado.
Las relaciones (3.1.2)) pueden escribirse de la forma siguiente

K={ Y g V. V)IVs[Vy, Vil 1 <1< n}).

1<i,j<n

n

Notar que, si hacemos el cambio de base V}; = 3°7_, ¢;;V;, en las bases duales resulta (V)" = >77_, d;; V5, donde
2?:1 djicji, = 0. En otras palabras, la matriz de cambio de base entre las bases duales es la traspuesta de la inversa de la
matriz de cambio de base entre las bases originales.

Cada generador del ideal K se puede reescribir entonces de la siguiente forma:

Z g_l(va v;)[vzv [Vj’ vl]]

1<i,j<n

=2 X Do dudip g (Vi) (V) )i ey [V, [V, Vi)

1<i,j<n 1<4,5'<n 1<2”,57 <n,

= > > s (V) (V) )V, [V, Vi)

1<i/,j/<n 1<i,j" <n

= Y FHVIL(V))IVE VL VL

1<i,j'<n

De lo anterior vemos ficilmente que

K=({ Z g_l((V;)*ﬂ (V;)*)[V;, [VSJVHL 1<i<n}),

1<ij<n

y por lo tanto, el ideal es independiente de la eleccién de base ordenada del espacio vectorial E(n).

Deseamos notar que este razonamiento es independiente del cuerpo de base elegido (e.g., R o C): denotamos E(n)c y gc las
extensiones C-lineales correspondientes al espacio vectorial E(n) y a la forma bilineal §. Notar que gc es una forma bilineal
compleja simétrica no degenerada en el espacio E(n)c.

Sea {x1,...,x,} una base ortonormal (ordenada) de E(n)c con respecto a gc. Si escribimos el ideal K en esta base,

obtenemos
E=({ Y [olwnz]l1<j<nd),
1<4,5<n

es decir, obtenemos nuestra expresion del ideal de relaciones del dlgebra de Yang-Mills.

Ejemplo 3.1.2. Sea n = 2. En este caso ym(2) ~ b, donde by es el dlgebra de Heisenberg, con generadores x,y,z, y
relaciones [x,y] = z, [x, 2] = [y, z] = 0. El isomorfismo estd dado por

I — T,

T2 — Y.
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También resulta que ym(2) ~ ng, donde ng es el dlgebra de Lie de matrices estrictamente triangulares superiores en Ms(k),
y el isomorfismo es el siguiente

Ty — €12,

To H— €23.

En este caso, YM(2) es un dlgebra noetheriana, ya que ym(2) es dimension finita. Mds aiin, de las observaciones anteriores
YM(2) ~ A(2,—1,0), es decir, el digebra de Yang-Mills es también un dlgebra down-up.

Notaremos la graduacién
ym(n) = P ym(n);,
JEN
que se denominard graduacién usual del dlgebra de Yang-Mills ym(n).
A su vez, definimos

l
am(n)' = P pm(n);.

Algunas veces, siguiendo a [Mov], pensaremos al dlgebra de Lie ym(n) como un algebra de Lie graduada, con-
centrada en grado par, es decir, asignaremos a cada espacio homogéneo ym(n); el grado 2j. A esta graduacion la
llamaremos graduacién especial del dlgebra de Yang-Mills hm(n). En este caso, el ideal

tom(n) = D ym(n);

Jj=2

estd concentrado en grados pares mayores que 2, y de hecho es isomorfo (como élgebras de Lie graduadas) al
algebra de Lie libre graduada en un cierto espacio vectorial graduado W (n), i.e., thm =~ f,,.(W(n)) (cf. [Mov], [MS]
y Subseccién[3.2.2]de esta tesis). Este isomorfismo es clave para estudiar las propiedades del dlgebra de Yang-Mills,
y nos ocuparemos de él en detalle mas adelante (cf. Subseccion[3.2.2).

Anélogamente a lo que se hizo anteriormente, es posible considerar la graduacién usual de YM(n), corres-
pondiente a tomar la graduacién del dlgebra universal envolvente asociada a la graduacién usual del adlgebra de
Lie ym(n). También podemos considerar la graduacién especial de YM(n), que corresponde a tomar el dlgebra
universal envolvente graduada del dlgebra de Lie graduada ym(n), con la graduacion especial.

La siguiente proposicién, cuya demostracién es muy sencilla, permite ver la relacion entre la situacion graduada
y no graduada:

Proposicion 3.1.3. El siguiente diagrama de funtores

ﬁZMod For
Ty
2ZLieAlg
(@) Uy
i Alg
o
kMOd f
x\ rLieAlg
Al < U

es conmutativo.
Observacion 3.1.4. Los funtores olvido de dlgebras asociativas y dlgebras de Lie preservan y reflejan objetos libres.

Podemos reformular los resultados de la Observacion [3.1.1]de la forma siguiente.

En primer lugar, V' (n) es una representacién del grupo de Lie SO(n) con la acciéon estandar dada por el producto
de matrices, que induce una representacién del dlgebra de Lie so(n). Més atn, para cada j € N, V(n)® es una
representacién de SO(n) (o so(n)) con la accién diagonal. Por lo tanto, obtenemos una accién de SO(n) por auto-
morfismos de dlgebras en TV (n), que induce una accién por derivaciones de so(n) en TV (n). Ambas acciones son
homogéneas de grado 0.

La Observacion3.1.T|implica que el ideal (R(n)) en TV (n) es invariante por la accion de SO(n) y en consecuencia
se induce una accién por automorfismos de élgebras en el cociente YM(n), que induce a su vez una accién por
derivaciones de so(n) en TV (n). Aligual que para TV (n), ambas acciones son homogéneas de grado 0.

Esto implica que
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Proposicién 3.1.5. Existe una accion natural del grupo de Lie SO(n) por automorfismos de dlgebras graduadas en YM(n),
proveniente de la accion estindar de Lie SO(n) en V(n). Esto induce una accion por derivaciones (no graduadas) del dlgebra
de Lie so(n) correspondiente en YM(n).

Podemos presentar el dlgebra de Yang-Mills de una forma diferente, que nos serd de utilidad mas adelante.
Dado n € N, sea U(n) = span, (q1,---,qn,P1,---,Pn) y sea h(n) el dlgebra de Lie definida por

n

b(n) = f(U(n)/Y_las pi)-

j=1

Del mismo modo que para el dlgebra de Yang-Mills, podemos considerar dos graduaciones en h(n). La primera,
denominada usual, consiste en suponer que el grado de cada ¢; es 1 y de cada p; es 2. Para la graduacién especial
el grado de cada ¢; es 2 y de cada p; es 4.

Sea a = k.H el dlgebra de Lie abeliana de dimensién 1. También consideraremos dos graduaciones en a. La
graduacion usual consiste en suponer que el grado de H es 1, mientras que para la graduacién especial H tiene
grado 2.

Existe una accién por derivaciones de a en f(n)

p:a— Derg(h(n)),

definida por,sil < j <n,
p(H)(q;) = pj,

=1

La demostracién de que p define una accién es inmediata. Si consideramos la graduacién usual, p es un morfismo
de grado 1, y para la graduacion especial, p posee grado 2. Por lo tanto podemos considerar el producto semidirecto
de algebras de Lie h(n) x a, que posee dos graduaciones, que denominaremos también usual y especial, inducidas
de las graduaciones (usual y especial, respectivamente) de h(n) y a.

A continuacién enunciamos una proposicién, cuya demostracién es inmediata, que relaciona ambas presenta-
ciones del dlgebra de Yang-Mills

Proposicién 3.1.6. Dado n € N, existe un isomorfismo de dlgebras de Lie
¢n ym(n+1) — b(n) xa,

H, = sii=1,
T = .
qi—1, Sl 75 1,

con inversa
U h(n) xa—ymn+1)

dada por
qi = Ti+1
pi = @1, Tiy1]-
Los isomorfismos anteriores son homogéneos de grado cero para las dos graduaciones consideradas.
Observacion 3.1.7. Por la proposicién anterior, deducimos que YM(n + 1) ~ U(h(n))#Ek[H].
El dlgebra de Yang-Mills no es en general nilpotente, ya que su serie central descendente
ym(n) =C°(ym(n)) > C'(ym(n)) > - > C™(ym(n)) > ...

no es finita, sin embargo es residualmente nilpotente, es decir, N, en,C™ (ym(n)) = 0. Esto se debe a que, como
ym(n) es graduada, C" (ym(n)) C P;>m+19m(n);. Notar que ym(n)/C™(ym(n)) es un dlgebra de Lie nilpotente de
dimension finita para todo m € Ny, ya que su serie central descendente es

ym(n)/C™ (nm(n)) = C°(ym(n)/C™ (nm(n))) D C' (ym(n))/C™ (ym(n)) > -~ > C™ (ym(n))/C™ (ym(n)) = 0.
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Veamos con més detalle cémo son los ideales de la serie central descendente. Como el ideal de f(n)

n

I(n) = ({D_lwi, [es,25)) : 1 < j < n})

i=1

es homogéneo, luego
n) = @D 1(n); = U ) Nin),).
jEN jEN

A suvez, en el dlgebra de Lie libre

lo que implica que

C*(ym(n)) = C*(f(n))/(I(n) NC*(j(n))) = @ f(n);/(I(n) Nf(n);)
@ f(n);/1(n); = @ pm(n);.

J>k+1 G>k+1

Directamente de lo anterior, obtenemos el isomorfismo k-lineal canénico j; : ym(n)/C!(hym(n)) — ym(n)'.

Por otro lado, si hm(n) no es de dimensién finita, como cada sumando ym(n); es de dimension finita, resulta que
C*(ym(n)) # 0 para todo k € Ny, y entonces ym(n) no es nilpotente. Mas adelante veremos que en el tGnico caso en
que el 4lgebra de Yang-Mills ym(n) es de dimension finita es para n = 2 (ver Observacion 3.3.1).

El siguiente lema nos sera de utilidad para el estudio de las representaciones de algebras de Yang-Mills:

Lema 3.1.8. El morfismo suryectivo de dlgebras de Lie m, : ym(n) — ym(n)/C'ym(n), induce un morfismo suryectivo de
dlgebras T1; : U(ym(n)) — U(ym(n)/Cl(ym(n))). Sea K; = Ker(I;). Entonces

K=K =0.
leN

Demostracién. Recordemos que v : S(g) — U(g) es el isomorfismo g-lineal canénico de S(g) en el dlgebra universal
envolvente de g. Notaremos ¢} : S(g) — k la counidad de S(g) dada por la proyeccién canénica sobre el cuerpo .

Como el funtor S(—) es adjunto a izquierda del funtor olvido de k-dlgebras conmutativas en k-espacios vectori-
ales, preserva colimites. En particular, como

pm(n) = ym(n)' ® C'(ym(n)),

obtenemos S(ym(n)) ~ S(ym(n))) ® S(C'(ym(n))).

Maés atin, el isomorfismo de k-dlgebras t de S(hym(n)) en S(ym(n)!) ® S (C (ym(n))) estd inducido por el morfismo
de espacios vectoriales v + w +— v ® 1 + 1 ® w, donde v € ym(n)!, w € C'(ym(n)). La inversa de t estd dada por la
multiplicaciéon v ® w — vw.

A su vez, el morfismo suryectivo de espacios vectoriales 7, : ym(n) — ym(n)/C'(ym(n)) induce el morfismo
suryectivo de algebras P, : S(hym(n)) — S(ym(n)/C'(ym(n))), y el isomorfismo k-lineal j; induce un isomorfismo de
algebras J; : S(ym(n)/C'ym(n))) — S(hm(n)"). Ademds, el morfismo .J; o P; coincide con (idyp () ® Eél(nm(n))) ot,y
por lo tanto tiene nucleo t~(S(ym(n)!) @ Sy (Cl(ym(n)))) = S(ym(n)") S, (C (ym(n))).

Por otro lado, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

S(UT”)) " S(ym(n)/C! (ym(n)))
U(ym(n)) ——— U(ym(n)/C! (ym(n)))

En consecuencia, K; = v(S(ym(n)!)S, (C!(ym(n)))). Luego,

K = ()K= [)7(Stm(n))S,(C'(n ¥([) S(om(n C'(ym(n)))).

leN leN leN
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Para ver que K se anula, como

() S(m(n)")S+(C'(hm(n)))) N S(ym(n)') =0,
leN

para todo [ € N, y como S(ym(n)) = [J,cy S(hm(n)!), entonces

[ S(um(n))S.(C (nm(n))) = 0.

leN

El lema queda demostrado. O

Dada una representacion
¥ ym(n)/C (ym(n)) — gl(V)

de un cociente ym(n)/C*(ym(n)) del dlgebra de Yang-Mills, obtenemos una representacién de hm(n) simplemente
de componer 1 o 1. A su vez, todo morfismo f entre dos representaciones V' 'y W del cociente hym(n)/C*(ym(n)),
induce un morfismo entre las correspondientes representaciones del dlgebra ym(n). Esta asignacién es funtorial. En
consecuencia, obtenemos un funtor k-lineal

Ik = ym(n) sk (ym(n)yMod = ym(n)Mod,

que también se restringe a un funtor i;, entre las subcategorias plenas de médulos de dimensién finita.

Del mismo modo, dados k, m € N, tales que k < m, el morfismo de algebras de Lie <, : ym(n)/C™(ym(n)) —
pm(n)/C*(ym(n)), dado por la proyeccién canénica induce un funtor k-lineal I<,, de la categoria y, n) /¢t (ym(n))Mod
en la categoria u(n)/cm (ym(n))Mod, que también se restringe a las subcategorias plenas de médulos de dimensién
finita, que notaremos ix<,. Es facil ver que l,,<p © In<m = Ii<p, y que Iy, 0 Iy<ym = lk.

Observacién 3.1.9. Notar que los funtores I<p, y Ii, preservan médulos irreducibles.
Vemos a continuacion la utilidad de estos cocientes cuando se consideran modulos de dimensién finita.

Proposicién 3.1.10. Sea ¢ : ym(n) — gl(V') una representacién nilpotente de dimension finita de ym(n). Existe m € Ny
un motrfismo

¢": ym(n)/C™ (ym(n)) — gl(V'),

tal que ¢ se puede factorizar como ¢ = ¢’ o m,,, donde my, es la proyeccién candénica de ym(n) en ym(n)/C™(hym(n)).

Demostracion. Sea Ker(¢) el ideal nticleo de ¢. Como Im(¢) es una subdlgebra de Lie nilpontente de dimensién
finita de gl(V'), Ker(¢) es de codimension finita y existe m € N tal que Ker(¢) D @;>mhm(n);. Como &;>mym(n); O
C™(ym(n)), entonces Ker(¢) D C™(ym(n)). Si definimos

¢": ym(n)/C™ (ym(n)) — gl(V)

el morfismo inducido por ¢, resulta que ¢ = ¢’ o 7,,,. La proposicién queda demostrada. O

Corolario 3.1.11. La categoria u () niimod de mdédulos nilpotentes de dimension finita sobre ym(n) es el colimite filtrante
(en la categoria de las categorias k-lineales) de las categorias ym(n)/cm(mmn)ymod de modulos de dimension finita sobre
ym(n)/C™ (ym(n)), m € N.

Demostracién. Sea C una categoria k-lineal y sea {Fy, : ym(n)/cm(ym(n))mod — C}nen una coleccién de funtores
k-lineales tales que F, o i<, = F}, sil < m. Vamos a definir un funtor k-lineal F' : n ) nymod — C tal que
F=F,ol,.

Si M es una representacién nilpotente de dimensién finita de ym(n) dada por ¢ : ym(n) — gl(M), por la
Proposicion existe un entero positivo m € N tal que ¢ puede factorizarse de la forma ¢,, o m,, donde
ém  ym(n)/C™(ym(n)) — gl(M), y entonces M puede considerarse como un médulo sobre ym(n)/C™(ym(n)),
que escribiremos M,,,. Notar que I,,,(M,,) = M. Sea F(M) = F,,(Mp,).
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Esta asignacion estd bien definida, ya que si existe otro entero positivo [ € N tal que ¢ = ¢; o m, con ¢; :
pm(n)/C'(ym(n)) — gl(M), y suponiendo que [ > m, resulta que ¢y, © Tu<; = ¢;. Para demostrar esta tltima
igualdad procedemos como sigue. Por un lado, tenemos el diagrama

ym(n)/C (ym(n))

b1
S gl(M)
P
ey~ | o
pm(n)/C™ (ym(n))

Las caras son conmutativas por definicién con excepcién tal vez de ¢,, o m,<; = ¢;. Como 7; es suryectiva, la
igualdad anterior es cierta si y sélo si ¢,,, o Ty<; 0 T = ¢y o m. Esta igualdad es cierta ya que ¢,,, o m<; 0 m =
¢m © T, = ¢ = ¢ o m. Por lo tanto, M; = I,,<;(M,,), y en consecuencia Fy(M;) = Fj o I<i(Mp,) = Fp(M,y,).

Sean M y N dos representaciones nilpotentes de dimension finita sobre ym(n) y f : M — N un morfismo
entre ellas, ie., tenemos dos morfismos de algebras de Lie ¢ : ym(n) — gl(M), ¥ : ym(n) — gl(NV) tales que
f(@(x)(y) = ¥(@)(f(y)), six € ym(n), y € M. Por la Proposition 3.1.10} existe un entero positivo m € N tal que ¢
y 9 se pueden factorizar de la forma ¢,, o 7, ¥ ¥, © T, respectivamente. Denotaremos M, y IV, estos médulos.
Se sigue directamente de las definiciones que f es también un morfismo de médulos sobre ym(n)/C™ (ym(n)), que
denotaremos f,,. Notar que I,,,(fn) = f. Sea F(f) = Fp,(fm)-

Andlogamente, esta asignacion estd bien definida, ya que, si existe otrol € Ntal que ¢ = ¢y om y ¢ = ¢y om,
y suponiendo que | > m, resulta que ¢p<; © ¢m = ¢ Y Ym<i © ¥y, = . Finalmente, f; = I,<i(fm), con lo que
F(f)) = Fy o In<i(fm) = Fu(fm). Por definicion, F,, = F o I, ya que, si M € yu(n)/cm (ym(n))mod, entonces
(I;m(M))m = M, ysi f: M — N es un morfismo entre objetos de ,u () /cm (ym(n))mod, entonces (1,,,(f))m = f. La
unicidad es trivial. O

Por la proposicién anterior, vemos trivialmente que todo médulo nilpotente irreducible de dimensién finita
sobre ym(n) es un médulo irreducible sobre ym(n)/C™ (ym(n)), para algtin m € N. Cémo ésta tltima es un dlgebra
de Lie nilpotente de dimensién finita, basta entonces encontrar los médulos irreducibles de dimensién finita para
este tipo de algebras. Del Lema y la Proposicién resulta el siguiente teorema:

Teorema 3.1.12. Toda representacion nilpotente irreducible de dimension finita no trivial del dlgebra de Yang-Mills ym(n) es
de dimension 1. Mds aiin, el conjunto de clases de isomotfismo de representaciones nilpotentes irreducibles de dimension finita
no triviales de ym(n) estd parametrizado por k™.

Demostracion. El primer enunciado es consecuencia del Lema y la Proposicion 3.1.10] Para demostrar el
segundo enunciado, definimos la siguiente familia de representaciones de ym(n). Dado (c) € k", sea V(o) = k.v(e),
con la accién siguiente: si z € g, la clase de z en ym(n)/C'(ym(n)) puede escribirse

n
z= E a; T,
i=1
y la accién estd dada por
n
Z.U(C) = Z aiciv(c).
i=1

La demostracion del lema anterior se aplica en este caso también para probar que toda representacién nilpotente
irreducible de dimension finita de ym(n) es de esta forma, y evidentemente, V) >~ V(. si y s6lo si (c) = (). O

Observacién 3.1.13. El teorema anterior es vdlido no sélo para las dlgebras de Yang-Mills, sino también para cualquier dlgebra
de Lie g provista de una N-graduacion localmente de dimension finita, en cuyo caso el conjunto de clases de isomorfismo de

representaciones nilpotentes irreducibles no triviales de dimension finita de estd parametrizado por k9/ CHo),
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3.2 Propiedades homoldgicas del dlgebra de Yang-Mills

3.2.1 Generalidades

En esta subseccion recordaremos propiedades homoldgicas de YM(n), explicitando los complejos que serdn usados
posteriormente.

El dlgebra de Yang-Mills YM(n) es, como hemos visto, un dlgebra homogénea ctibica. Esto es ttil desde el punto
de vista homoldgico, ya que de acuerdo con [BDVW]|, YM(n) posee un 3-complejo de YM(n)-mddulos a izquierda
asociado

0 — YM(n) ® (YM(n)})* 2 YM(n) ® (YM(n)5)* 2 YM(n) ® (YM(n)y)* 2 YM(n) ® (YM(n)})* 2 YM(n) — 0,

(3.2.1)
donde YM(n)' es el dlgebra 3-homogénea dual de de YM(n). Recordemos que si A es una k-dlgebra N-homogénea
(N > 2) delaforma A = TV/(R), con R C V®V, se define el dlgebra N-homogénea dual A' como el cociente
T(V*)/(R*), donde Rt C (V*)®N ~ (V®N)* es el anulador de R. En ese caso, el N-complejo de Koszul (a
izquierda) de A es

L A A L B A (A B Ag A Ao, (32.2)

donde (A}) C V¥ y la diferencial b; es la inducida por la multiplicacién
a®(el®...®6i)}_>a61®...®ei'

Notar que, a partir de las identificaciones anteriores, las diferenciales del N-complejo obtenido son homogéneas de
grado 0.
De este N-complejo, se pueden extraer los complejos Cp, ,(A), con0 < r < N—-2yr+1<p< N-1,dela

forma

b

N-p ! x O ! x b
- A Y (AN+T) - A 0 (AprJrr)

Ay Yo (3.2.3)

Proposicién 3.2.1. Sea A = TV/(R) un dlgebra N-homogénea, con N > 3, y sea (p,r) € N tales que 0 <r < N —2y
r+1<p<N—1pero(p,r)# (N —1,0). SiC,,(A) es exacto en grado i = 1, luego R =00 R = VOV,

Demostracion. Cf. [BDVW], Prop. 4. O

Siguiendo a [Berl] y [BDVW], el complejo Cn_1,0(A) se denomina complejo de Koszul de 4, y si este complejo
es exacto en grados positivos A se denomina un dlgebra de Koszul. Esta definicién generaliza la dada por Priddy
en el caso N = 2 (cf. [Pril).

La siguiente proposicion caracteriza el dlgebra homogénea dual del dlgebra de Yang-Mills y su demostracion es
directa.

Proposicién 3.2.2. Sea YM(n) = TV (n)/(R(n)) el digebra 3-homogénea de Yang-Mills. Si denotamos B* = {z%,...,z}}
la base dual de V (n)*, entonces las componentes homogéneas del dlgebra homogénea dual al dlgebra de Yang-Mills estdin dadas
por

YM(n), = C1, YM(n), = @, Cxjz}, YM(n)}, = Cz2,
YM(n); = V7, YM(n)s = @7, Cajz, YM(n)! = 0,
!

sii>4yz=>Y . (x7)?es un elemento central de YM(n)

Demostracién. Cf. [CDI], Prop. 1. O

De la proposicién anterior se obtienen los siguientes isomorfismos k-lineales que usaremos para describir expli-
citamente las diferenciales del complejo de Koszul del dlgebra de Yang-Mills:

(YM(n))* = V(n),

(YM(n)3)" = V(n)*?,

(YM(n)3)" = R(n),

(YM(n)y)" = (V(n) @ R) N (R@V(n)).
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Los dos primeros isomorfismos son claros, y provienen del isomorfismo (V*)* ~ V. Para demostrar el tercero, sélo
debemos recordar que si F' < E son dos espacios vectoriales, entonces E*/ F+ ~ F*. Finalmente, razonamos como
sigue: si I, F’ < FE son espacios vectoriales, entonces

FNF ~(E*/(FNF)%)* ~ B*/(F+ + F'%),

ya que (F N F)t = F+ + F't. Al aplicar este resultado para F = V(n) @ R, F = R@ V(n) y E = V(n)®4,
demostramos el tltimo isomorfismo.
En este caso, el complejo de Koszul asociado al 3-complejo (3.2.1) es

0 — YM(n) ® (YM(n)})* 25 YM(n) ® (YM(n)5)* 22% YM(n) ® (YM(n)})* -2 YM(n) — 0. (3.2.4)

Veremos que este complejo es exacto en grados positivos , es decir, que YM(n) es Koszul.
Definimos la sucesion de YM(n)-médulos a izquierda de la forma

0 — YM(n) 25 YM(n)" 22 YM(n)" 25 YM(n) 2% k — 0, (3.2.5)
donde las diferenciales estdn dadas por
do(z) = 6nm(n)(z)v

n
51(21, ceey Zn) = Zzﬂi,
i=1

52(2’1, sy Zn) = (Z ZiMilv ey Z ZiM,m),
i=1 i=1

d3(2) = (zx1, ..., 2x4),

para z € YM(n),y

TiXj — 21’jx7;, Sii 7é j,

Mij =4 v 22, sii=j.

I#i
Esta sucesién es un complejo, i.e., §; 0 §;11 = 0 (¢ = 0,1,2), como se puede verificar directamente. Mds atin,
podemos ver que es exacta. Entonces resulta una resolucién libre, y por lo tanto proyectiva, de & como YM(n)-
moédulo. Ademds, como la resolucién proyectiva (3.2.5) es minimal en la categoria graduada (cf. [CDI], Thm. 1,
[Ber2])), obtenemos que la dimensién global de YM(n) es 3.

Observacién 3.2.3. Notar que la resolucién anterior estd compuesta tinicamente de morfismos homogéneos: o es homogéneo
de grado 0, 61 y 03 son homogéneos de grado 2 y d2 es homogéneo de grado 4, para la graduacion especial. En consecuencia, si
trasladamos la graduacién de los YM(n)-mddulos graduados del complejo (i.e., aplicamos el funtor suspension en la categoria
de YM(n)-médulos graduados) de manera apropiada, podemos considerar la resolucion anterior en la categoria graduada (con
morfismos homogéneos de grado 0), como mostraremos mds adelante.

Por otro lado, el subcomplejo
0 — YM(n) 2% YM(n)" <22 YM(n)" % YM(n) — 0

es isomorfo (en la categoria graduada con morfismos homogéneos) al complejo de Koszul de Y M (n) y es exacto
para grados positivos, luego YM(n) resulta Koszul.
Hemos obtenido

Proposicién 3.2.4 (cf. [CD1]], Thm. 1). El digebra de Yang-Mills es Koszul de dimensién global 3.

Vamos a presentar ahora una forma especial de la resoluciéon de Koszul (3.2.5), teniendo en cuenta la estructura
graduada de YM(n) y la accién de so(n), es decir, vamos a presentar una resolucién de k en la categoria de YM(n)-
moédulos graduados (con la graduacién usual), con morfismos homogéneos de grado 0 y provistos de una accién
de so(n), compatible con la accién de YM(n), es decir, si W es un tal YM(n)-moédulo, entonces

z.(z2w) = (z.2)w + z(z.w),
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para todo z € so(n), z € YM(n) y w € W, y donde . indica tanto la accién de so(n) en YM(n) como en W.
Recordamos que V (n) es un espacio vectorial graduado concentrado en grado 1.
Consideramos la resolucién de k de la forma

/ ’

0 — YM(n)[—4] & YM(n) ® V(n)[=2] 2 YM(n) @ V(n) 2 YM(n) 2 k — 0. (3.2.6)

con diferenciales

n

by(z) = Z 21 @ T,
i=1
n

by(z @ x;) = Z(Z.I‘? Q@ — 22x%; @ T + 2T, @ ),
j=1
b (2 ® ;) = 2wy,
bo(2) = €gmn)(2).
Es directo chequear que el complejo anterior es isomorfo al complejo en la categoria de YM(n)-mddulos a
izquierda, sin tener en cuenta la graduacion o la accién de so(n). Como cada diferencial es homogénea de grado 0,
es una resolucién en la categoria de YM(n)-mdédulos a izquierda graduados, con morfismos homogéneos de
grado 0. Mds atn, es facil ver que las diferenciales son so(n)-lineales.
Dado un YM(n)-médulo a izquierda W graduado, provisto con una accién de so(n) compatible con la accién de
YM(n), si aplicamos el funtor Homyi(,)(—, W) a la resolucion (3.2.6), obtenemos el complejo, que notaremos que
notaremos (C*(YM(n), W), d),

0—W-LwWevm) L weVn - w4 —o, (3.2.7)

luego de aplicar los siguientes isomorfismos YM(n)-lineales homogéneos de grado 0 y so(n)-equivariantes dados
por Homy () (YM(n)[d], W) ~ W2 —d] y

Homy () (YM(n) @ V(n)[d], W) — W @ V(n)[—d]
feY o) e,
i=1
donde d € Z. Las diferenciales estdn dadas por

d'(w) = szw ® x5,
i=1
d*(w® ;) = Z(m?w ® T + Tizw @ — 20,2,w @ x5),
j=1
d(w ® ;) = zyw.

Anélogamente, sea W un YM(n)-médulo a derecha graduado, provisto con una accién de so(n) compatible
con la accién de YM(n). Si aplicamos el funtor W @y (—) a la resolucion (3.2.6) y usamos los isomorfimos
YM(n)-lineales graduados homogéneos de grado 0y so(n)-equivariantes W @yni(,) YM(n)[d] ~ W[d] y

W &ymi() YM(n) ® V(n)[d] — W @ V(n)[d]
W QyM(n) 1 @ T — w x4,
donde d € Z, obtenemos el complejo, que notaremos (Co (YM(n), W), d),
0— W[4 & WeVn)|-2 - WwWeVn) LW —o, (3.2.8)
donde

di(w ® ;) = wxy,
_ - 2
do(w® x;) = Z(wxj ® T + wrr; ® x; — 2wr;T; xj),
j=1

ds(w) = waz ® x;.
i=1
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Como YM(n) es un dlgebra de Hopf, si W es YM(n)-médulo a izquierda graduado provisto con una accién de
so(n) compatible con la accién de YM(n), empleando la antipoda S de YM(n) (que es un morfismo homogéneo
de grado 0), W resulta también un YM(n)-médulo a derecha graduado provisto con una accién de so(n) compa-
tible con la acciéon de YM(n). A su vez, V(n) estd concentrado (en grado 1), por lo que W @ V(n)[d] ~ (W ®
V(n))[d],Vd € Z,y por lo tanto, de comparar los complejos y (3.2.8), obtenemos que (Co (YM(n), W), d')[4] =
(C*(YM(n),W),d), donde (d')®* = (—1)*d®. Lo anterior implica que H*(ym(n), W) = H;(ym(n), W) =0,sii > 3,y
también,

H'(ym(n), W) = Hz_i(ym(n), W)[4],

para 0 < i < 3. En otras palabras, al ver las series de Hilbert,
H'(ym(n), W)(t) = Hs_;(ym(n), W) (t)t~*.

Esta relacién entre la homologia y la cohomologia se denomina usualmente dualidad de Poincaré, por su parecido
con el caso de la cohomologia de de Rham de variedades diferenciables compactas.
Hemos demostrado

Proposicién 3.2.5. (cf. [CD1l, Eq. (1.15)) La cohomologia del dlgebra de Yang-Mills con coeficientes en un YM(n)-médulo
graduado W, provisto con una accion de so(n) compatible con la accion de YM(n) coincide con la cohomologia del complejo
(3.2.7). Andlogamente, la homologia del dlgebra de Yang-Mills con coeficientes en un YM(n)-médulo graduado W, provisto
con una accién de so(n) compatible con la accion de YM(n) coicide con la homologia del complejo (3.2.8). Ambas complejos
satisfacen que (Co(YM(n), W), d')[4] = (C*(YM(n), W),d), donde (d')* = (—1)*d®, lo que implica que H*(ym(n), W) =
Hs_;(ym(n), W)[4], para 0 < i < 3.

Notar que la resolucién de Chevalley-Eilenberg de k es una resolucién en la categoria de YM(n)-médulos gra-
duados con morfismos homogéneos de grado 0, provistos de una accién de so(n) compatible con la accién de
YM(n). Si W es un YM(n)-médulo a izquierda (resp. a derecha) graduado provisto de una accién de so(n) compa-
tible con la acciéon de YM(n), vemos directamente que los morfismos del complejo de Chevalley-Eilenberg para la
cohomologia (resp. homologia) de YM(n) con coeficientes en IV son homogéneos de grado 0 y son so(n)-lineales.

Mas adelante, serd ttil comparar las resoluciénes de Chevalley-Eilenberg y la resolucién de Koszul de k. Para
ello, consideramos el diagrama

> U(ym(n)) ® Alym(n) —> Urm(n)) © APom(n) — Ulym(n)) ® A2pm(n) —2> Ulnm(n)) ® ym(n) —> Ulym(n)) > k —> 0

GT nT idYI\I(n)Q{)incT
bt b b’

b’

0 U(ym(n))[—4] ——> U(ym(n)) ® V(n)[~2] == U(ym(n)) ® V(n) —> U(ym(n)) —> k —> 0
donde
n(z ® z;) :Z(zxj Qx; ANz + 2@ x5 Az, xi]), (3.2.9)
j=1
1 n
0(z) =5 > 2@z Ay A g, ail. (32.10)
ij=1

Se puede comprobar directamente que las aplicaciones anteriores forman un morfismo de complejos. Mds atn, este
morfismo es YM(n)-lineal a izquierda, homogéneo de grado 0 y so(n)-equivariante.

Ejemplo 3.2.6. Como una aplicacién sencilla del complejo de Koszul (3.2.8), vamos a calcular la homologia de Hochschild de
YM(2), es decir, vamos a calcular HHo(YM(n)) ~ Hq(hm(2), YM(2)) (isomorfismo homogéneo de grado cero). El cdlculo de
esta homologia ya es conocido en la literatura (cf. [Null, Chap. III, Théorém 3.2, aunque en ese caso las homologias obtenidas
no son espacios vectoriales graduados). Por el Corolario YM(2) ~ S(ym(2)) como ym(2)-médulos graduados con
isomorfismo homogéneo de grado cero.

Por lo tanto, HH4(YM(n)) ~ He(ym(2), YM(2)) ~ H,(hm(2), S(vym(2))) (isomorfismo homogéneo de grado cero). Por
el Ejemplo podemos considerar a ym(2) con base como k-espacio vectorial dada por {x,y, z}, tales que [z,y] = z y
z € Z(ym(2)). Notar que con la graduacién usual, x e y tienen grado 1, mientras que z tiene grado 2. Escribiremos k[x, y, 2]
en lugar de S(ym(2)).
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Se puede demostrar directamente que la accién (a derecha) de ym(2) en kx,y, 2] estd dada por

p.x = z@
oy’
by = Z@
ox’
p.z =0,

para todo p € k[z,y, z].
Dado p € k[z,y, z] de la forma

p= E ai,j,lxiyjzl

(i,,1)ENG
definimos
A
/pdx: | Z ai’j’li—i—lyjz .
(4,5,1)EN}
Es fdcil comprobar que
0 / d
- r =
o p b,

mientras que
0
/ ai;dx =p—p(0,y,2).

Valen resultados andlogos para las variables y y z. Se puede probar directamente que

0 [ Op
87y /pdw = / a—ydac7 (3.2.11)
y del mismo modo para la variable z.
El complejo de Koszul es de la forma
0 — Kfe,y, 2][~4] = Klz,y.2] @ V(D)[-2) - klz,y,2] © V(2) < Ky, 2] — 0, (3212)
donde las diferenciales son
_ _,0q Op
hpor+qoy) =5 -7
8%p 9%p 8%q 8%q
— 2P 74
d(p@r+qy) ==z (3m2 QT+ 910y QY+ R QY+ 950y ® x),
ds(r) = —zg®x+zﬁ®
=Ty oz =Y

donde p,q,r € klz,y, 2].

Esto implica directamente que Hs(ym(2), YM(2)) ~ Ker(ds). Pero r € Ker(ds) si y sélo si sus derivadas parciales
con respecto a x e y son nulas, es decir, si v € k[z]. En consecuencia, resulta el isomorfismo homogéneo de grado cero
HH3(YM(2)) ~ k[z][—4]. Mds aiin, por la dualidad de Poincaré, vemos que HH°(YM(2)) ~ Z(YM(2)) = k[2].

Por otro lado, es ficil probar el isomorfismo homogéneo de grado cero HHy(YM(2)) ~ k[z,y], ya que la imagen de d; es
cualquier polinomio de la forma zp, con p € k[z,y, z].

Vamos a calcular HH2(YM(2)). Paraello, sea p ® v + q ® y € Ker(da). Esto es equivalente a las condiciones siguientes:

o (op 0q\ _ O (op  9q\ _
oz <8x + 8y) =0, dy (630 * 8y> =0

p=Y_pz, q=) a4,

1€Ng 1€Np

Si escribimos

donde p;, q; € k[x,y], Vi € Ny, las condiciones anterior son equivalente a lo siguiente: Para todo i € Ny,

0 (Opi  Oai\ _ i pi | 04\ _
6x(8x+3y>_07 6y<6m+6y>_0'




3.2. PROPIEDADES HOMOLOGICAS DEL ALGEBRA DE YANG-MILLS 41
Por lo tanto, para todo i € Ny
Opi | 0qi
=c¢ €k 3.2.13
ox + dy ¢ ( )
Sir € klx,vy, z] y escribimos
r= Z 2t
1€Np
con r; € k[z,y|, entonces
ip1 075 i1 07
_ i+1 ? i+1 7
d3(T)——ZZ 87y®x+z %ééy
1€Np
Elegimos r tal que
;= /qi+1dx_ /piJrl(O,y)dy,Vi € Np. (3.2.14)
Por lo tanto, el ciclo inicial p ® x + q ® y es equivalente a
3 8Ti_1 i 8ri_1 i 8ri_1
PRT+qRy—ds(r) = po®@a+q®@y+ Y (2 (pit——)@x+2" (¢i— )®Y) = po@r+q@y+ Y _ 2 (pit )®z.
ieN 0y Oz eN dy
Por las identidades (3.2.13) y (3.2.14), vemos que

(r“)T'i,l o 8 ) _ )
pi + 99 —pﬁay(/qzdx /pz(O,y)dy)

0q;
—pi+/ By dx —p;i(0,y)

_ Op: — e
—pi+ [ (o= Doy - pi(0.9) = i

En consecuencia, p ® x 4 q @ y es equivalente al ciclo

POT+@Oy+ Yy oz
€N

Vemos que, si ¢; # 0, z'c;x @ x no puede ser un borde (ya que para un borde es ¢; = 0). Como es un ciclo, debe satisfacer

ademds que

990 _ . _ 9po
Oy O or
y por lo tanto
0
o = Coy — %dy +h,
T

donde h € k[z] es un polinomio cualquiera. Por lo tanto, el ciclo p @ x + q ® y es equivalente a

o

PoRXT+ oYy Y — O

dy®y+h®y+2zicim®x.
ieN
Mis aiin, si elegimos los ciclos de la forma anterior, para h = x* € k[z], py = z2y* € k[z,y] y ¢
i1,12, 13,14 € Ny, éstos forman una base de la homologia H Hy(YM(2)).
Del mismo modo, podemos calcular la homologia H H,(YM(2)). Sip ® x + g ® y es un ciclo, entonces

9¢i _ Opi _
Ox Oy ’
para todo ¢ € N;. Por lo tanto, existe r; € k[x,y| tal que
ori _ o Oni_
or Di, By = i,
para todo i € Ny. Si elegimos p), y g, tales que
opi_y | 0¢;_s —
Ox Oy v

= 0;4, € k, con
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para todoi > 2,p ® x + q ® y es equivalente a

87'0 87’0 (97‘1 (97‘1
T QT+ QY+ 27— Qr+27—- QY.

p0®l’+QO®y+2’p1®fE+Z(]1®y:8$ oy O ay

Ms aiin, vemos directamente que la coleccion de ciclos anteriores con ro = xy2 € k[z,y] y r1 = z®y" € klz,y|, con
i1,142,13,14 € No y (i1,12) # (0,0), (i3,i4) # (0,0), forman una base de HH,(YM(2)).

3.2.2 El algebra TYM(n)

En esta subseccién vamos a presentar de manera detallada las demostraciones de los resultados mencionados en
[MS]], que en muchos casos estdn incompletas o son incorrectas. Realizaremos para ello varios calculos (co)homol6-
gicos, con el objetivo de probar que TYM(n) es un élgebra libre.

Definimos los morfismos d;, i = 1, ..., n, dados por
d; - V(n Vin
(n) = V(n) (3.2.15)
di(x;) = 6ij,
que se extienden de forma tinica a derivaciones d;, i = 1,...,n,en TV (n). Como
dz([x],xk]) = dz((EJIL'k — {Ekl'j) = (5¢j.’tk + xj5ik — 5ikx]’ — Lﬁk(gij = 0 (3216)
paratodoi,j, k=1,...,n, entonces
n
d; (Y[, g, w]]) = 0
j=1
paratodo i,k =1,...,n. Estoimplica que cada d; induce una derivacién en TV (n)/(R(n)) = YM(n), que denotare-
mos también d;, i =1,...,n.

Empecemos caracterizando U (tym(n)) como subdlgebra de U (ym(n)) = YM(n):

Proposicién 3.2.7. La inclusion inc : tym(n) — ym(n) induce un monomorfismo de dlgebras U(inc) : U(tym(n)) —
U(ym(n)). Mds aiin, la imagen de este morfismo es exactamente

ﬂ Ker(d;).
i=1

Demostracion. El primer enunciado es una consecuencia inmediata del Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt (cf.
[Dix1], Sec. 2.2.6, Prop. 2.2.7). Como es usual, vamos a identificar I/ (tym(n)) con su imagen por U (inc) en U (ym(n)).

Veamos el segundo un poco mds en detalle. Por un lado, si z € tym(n) = [ym(n), ym(n)], entonces (visto dentro
de YM(n)), por la identidad (3.2.16), resulta que d;(z) = 0,7 = 1,...,n. Como tym(n) genera el dlgebra U (tym(n)) y
d; es una derivacion, cada d; se anula sobre el dlgebra envolvente U(thym(n)), es decir,

U(tym(n)) C () Ker(d,).
=1

Sea ahora z € U(ym(n)). Elijamos una base ordenada de tym(n) (como k-espacio vectorial), que denotaremos
B = {y; : j € J}. En consecuencia, el conjunto B = {z1,...,2,} U B’ es una base ordenada de nm(n) (como
k-espacio vectorial). Por el Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt,

z= > AR SORR A YA
e S
Entonces, | '
di (Z) - Z Cg;“;';»’-]yi“n,31,...,81)7'1.1{1 e ‘r;‘i_l ce x:Lny;l e y;lla
ST SR
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Supongamos que d;(z) = 0, para todo i = 1,...,n. Nuevamente, del Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt resulta
que r; =0, paratodo ¢ = 1,...,n. Esto implica que z € U(tym(n)), es decir,

ﬂ Ker(d;) C U(tym(n)).

La proposicién queda demostrada. O

En el dlgebra YM(n) podemos definir la filtracién dada por
FI ={z€ TYM(n):di(z) € FI~' Vi, 1 <i<n},
sij €N, FY = {0}. Notar que F' = TYM(n).

Lema 3.2.8 (cf. [MS], Lemma 28). La filtracion {F7};cn, definida en Y M(n) es creciente, multiplicativa, exhaustiva,
Hausdorff y cumple que x; € F?, para todoi =1,...,n.

Demostracién. Demostremos primero por induccioén que {F7} ¢y, es creciente.
La inclusién F° C F! es clara.
Supongamos ahora inductivamente que
Fc...cpm,

donde m > 2. Entonces, si 2 € F™, d;(z) € F™~! C F™, para todoi = 1,...,n, es decir, d;(z) € F™, para todo
i=1,...,n, porloque z € F!. Esto implica que

FOQQFMQF’H’kFl

Por lo tanto, {F7}cn, es creciente.

Probemos ahora que la filtracion {F7 }jen, es multiplicativa, es decir, F° iFl C Fit para todo j,I € Ny. Lo
demostraremos por induccién en j + [.

En primer lugar, debemos ver que FUF° C FY. Esto es inmediato, ya que F° = {0} es una subalgebra de YM(n).

Supongamos ahora que F7F! C Fi*! paratodo j,1 € Ny tales que j + | < m, conm > 1.

Sean ahora j, [ € Ny tales que j+1 = m+1ysean z € F/ yw € F'. En consecuencia, d;(z) € F'~'y d;(w) € F'71,
paratodoi=1,...,n.

Por la identidad de Leibniz y la hipétesis inductiva, zw € F™ !, ya que

di(zw) = di(2)w + zd;(w) € FI7'F! 4 FIpi=t C pm™,
Luego FVF! C F7+!, para todo j,1 € Ny. Por otro lado, la condicién
z, € F2Yi=1,...,n,
es inmediata de la definicién de d;, debido a que d;(z;) = §;; € TYM(n) = F*.

Como los elementos 1, .. . , z,, generan YM(n), por el Teorema de Poincaré—Birkhoff—Witt, y como la filtracién es
multiplicativa, resulta que U, y, Fi = YM(n), es decir, la filtracion {F },cn, es exhaustiva. A su vez, la filtracion

es Hausdorff, es decir, (), F/ = {0}, ya que F° = {0}. O

El siguiente lema nos sera de utilidad

Lema 3.2.9 (cf. [Coul, Lemma 2.2). Sea A una k-dlgebra asociativa unitaria. Si 0;, i = 1,...,n son las derivaciones
usuales de k[t1, ..., t,], definimos las derivaciones D; = ids ® 0; en el dlgebra Alty, ..., t,] ~ A ®y klt1,...,t,]. Dados
polinomios p1,...,pn € Alt1,...,t,] que cumplen que D;(p;) = D;(p;), para todo i,j = 1,...,n, entonces existe un

polinomio P € Altq,...,t,] tal que D;(P) =p;, i =1,...,n.

Demostracién. Observemos primero que dados ¢ € {1,...,n} y un polinomio ¢ € Alty,...,t,], existe otro poli-
nomio @) € Alty,...,t,] tal que D;(Q) = ¢, ya que si escribimos
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entonces el polinomio

Q= > (it ) apn ottt

(r1,-..,mn )ENG

cumple lo pedido. Notar que utilizamos fuertemente que char(k) = 0.

Para probar el lema, demostraremos el siguiente resultado por induccién: Dado 1 < m < n, existe un polinomio
q tal que D;(q) = p;, paratodo 1 <i < m.

Para m = 1 se trata del resultado anterior. Supongamos que es cierto para m fijo con 1 < m < n. Entonces, existe
un polinomio ¢ tal que D;(¢) = p;, para todo i tal que 1 < i < m.

Consideremos el polinomio ¢’ = D,,+1(¢) — pm+1. Este polinomio cumple que D;(¢’) =0, parai =1,...,m,lo
cual implica que ¢’ sélo posee variables ¢,,41,...,t,, es decir, ¢ € Alt;41,...,t,]. Entonces, existe un polinomio
Q € Altimy1, ..., ty] tal que Dy, 11(Q) = ¢'. Ahora, el polinomio ¢ — @ cumple que D;(q — Q) = D;(q) = P,, para
t=1,...,m, Y Dmy1(¢ — Q) = Di11(q) — Dimy1(Q) = pm1. Luego el resultado es cierto para m + 1. O

Sea Grps (YM(n)) el graduado asociado del algebra YM(n) con la filtracién {F7} jen,, y denotemos z, la clase en
Grps (YM(n)) de un elemento z € YM(n).

Observacion 3.2.10. Si A es una k-dlgebra filtrada por {F7} jen, (filtracion creciente, multiplicativa, y exhaustiva), se tiene
la aplicacion

“:A— Grpe(4)

a— a.

Notar que esta aplicacion no es lineal, pero si multiplicativa. Ademds, si z,w € FJ representan dos elementos z,w €
FI/Fi=L, entonces z + w = z + .

Notar que las derivaciones d;, i = 1,...,n, inducen morfismos en el graduado asociado, que también son deriva-
ciones y que denotaremos de la misma forma. Esto se debe a lo siguiente: si z,y € F7 cumplen que z = g, es decir,
z—y € FI~1, entonces d;(z),d;(y) € F/~'y d;(z) —d;(y) = di(2—y) € F/~2. En consecuencia, el morfismo inducido
d;(Z) = d;(z) esta bien definido.

A su vez, este morfismo es una derivacién, ya que si z € Fi, we F

dl(g’lj}) = dl(m) = dz(zw) = dz(z)w + Zdl(w) = dl(z)w + zdz(w) = dz(z)u’} + Edi(w%

donde d;(2)w, zd;(w) € Fi*=1 1o que implica que d;(2)w + zd;(w) = d;(z)w + zd;(w) (cf. Observacién 3.2.10).
Ademés, F''/F° es una subélgebra de Grpe (YM(n)), isomorfa (como dlgebra) a F! = TYM(n). De ahora en
adelante haremos uso de esta identificacion.

Lema 3.2.11 (cf. [MS], Lemma 29). El dlgebra Grp.(YM(n)) satisface las siquientes propiedades:
(i) Los elementos Z;,i = 1,...,n, conmutan entre si.
(ii) Los elementos Z;,i = 1,...,n, conmutan con la subdlgebra F'* | F°.
(iii) Los elementos ;,i=1,...,n,y F1/FY generan Grre (YM(n)).

(iv) La subdlgebra generada por los elementos z; y F* /F° es isomorfa a (F'/F°) @y, k[t1,...,t,] y por lo tanto existe un
isomorfismo de dlgebras (F*/F°) @y, k[t1, ..., tn] =~ Gree(YM(n)).

Demostracién. El primer enunciado es consecuencia directa de la identidad (3.2.16). Para demostrar el segundo
enunciado, procedemos andlogamente: si z € F'!, entonces

di([xj,2]) = [di(z;), 2] + [z, di(2)] = [6i5, 2] + [25,0] =0,

es decir, [z;,2] € F!,paratodoz € F',j =1,...,n.
Sea A la subélgebra de Grpe (YM(n)) generada por z;, i = 1,...,n, y F'/F°. Los primeros dos items implican
que existe un morfismo suryectivo de dlgebras
¢: (F'/FO) @ klty,... . ty] — A
z ®p(tla cee atn) = p(xla s ,LEn)Z'
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Notar que ¢ induce un monomorfismo en F!'/F° ~ F!'/F° ® k.1, ya que F'/F° C A. Identificaremos F'! /F° con
FYF'® k.1,

Por otro lado, si denotamos {0;};=1.... » las derivaciones usuales del 4lgebra de polinomios de n variables, el
algebra (F'/F°) ®y k[t1, ... ,t,] estd provista de la derivaciones D; = idp1,po @ 0;. Notar que ¢ o D; = d; o ¢, para
todoi =1,...,n, como resulta de las siguientes igualdades:

S(Di(z @ .. AT)) = Gz @ttt AT AT = E BT E e = AT 2) = di(d(2 @ 7).

Vamos a demostrar que ¢ es un isomorfismo. Supongamos que I # {0} es su ntcleo. Por lo que dijimos antes,
IN(F'/F°®k.1) = {0}. Ademéds, de po D; =d; o ¢, resulta D;(I) C I,i=1,...,n.
Sea z € I, z # 0, que escribimos

2= Y gy, O
(71500050 ) ENG
donde a,, ., € F'/F°. Entonces, existe una n-upla (ry,...,r,) tal que a,, ., # 0y no existe otra n-upla
(s1,...,8n) que cumpla que as,,.. s, # 0y s; > rj, para todo j = 1,...,n. En consecuencia, D' ...D}"z =

7777 rm #0,ycomo D;(I)CI,i=1,...,n resultaquea,, ., €1
Porotrolado, a,, ..., € F'/F°loqueimplicaa,, ., € (F'/F°)NI = {0}, queesabsurdo, yaquea,,, . ,, # 0.
Luego ¢ es inyectiva, y por lo tanto un isomorfismo entre Ay (F'/F%) @y, k[t1,...,tn].

Vamos a demostrar el tercer item por induccién en el indice de la graduacién de Grge (YM(n)).

Siz € F'/FY = F1, es directo.

Supongamos que, si j < m, con m € N fijo, entonces F7 /Fi~! C A.

Sea z € F™T1/F™ y sea 2 € F™T! un representante. Entonces, d;(z) = w; € F™, paratodoi = 1,...,n. Por
la hipétesis inductiva, w; € A, para todo i = 1,...,n. Estos elementos cumplen que d;(w;) = d;(w,), para todo
i,j = 1,...,n. Luego, los elementos w; = ¢~ (w;) cumplen que D;(w}) = D;(w}), para todo 4, j = 1,...,n. Por el
Lema[3.2.9] existe un elemento w’ € F!/F°® k[t1,...,t,] tal que D;(w') = w}, i =1,...,n.

En consecuencia, siw = ¢(w') € A, v = z — w cumple que d;(v) =0,i = 1,...,n, porlo que v € F, y entonces
z = w. Finalmente, A = Grpe(YM(n)), y ¢ es un isomorfismo de (F'/F%) @y, k[t1,...,t,] en Grge(YM(n)). Esto
demuestra también el dltimo enunciado, por lo que el lema queda demostrado. O

Consideramos ahora el algebra graduada YM(n) ® A*V (n) con el producto usual, y la graduacién dada por la
graduacién de A*V(n) (i.e., consideramos a YM(n) en grado cero). En este dlgebra definimos la diferencial d de
grado 1 dada por

d(z@w) = Zdi(z) ® (z; Aw),

donde z € YM(n) y w € A*V(n). La identidad d? = 0 es directa, ya que z; A z; = 0. Ademds, d es una derivacién
(graduada), ya que

d((z@w)(Z @w')) =d(zz @wAw') = Z di(22) @ (x; AwAw') = Z((L(z)z' + 2d;(2) @ (x; Aw Aw')

= (Z di(2) @ (zi Aw))(2' @ w') + ()" (z @ w) (Y di(2)) ® (s Aw')

i=1
=dzew)(Z @uw') + (-1)*®(z @ w)d(z @ w').
Si €ym(n) €s la aumentacién usual de YM(n), y € la aumentacion usual del dlgebra exterior, consideramos la au-

mentacién sobre YM(n) ® A*V(n), dada por € = €,y ® €. Esto induce sobre YM(n) ® A®V(n) una estructura de
algebra diferencial graduada aumentada.

Proposicién 3.2.12 (cf. [MS], Lemma 30, 31). Consideremos al dlgebra TYM(n) como dlgebra diferencial graduada con-
centrada en grado 0, con diferencial nula y aumentada con el morfismo €yym(n). Entonces el morfismo

inc: TYM(n) — YM(n) ® A*V(n)
z—2Q1

es un quasiisomorfismo de dlgebras diferenciales graduadas aumentadas, que escribiremos de la forma TYM(n) ~, YM(n) ®
AV (n).
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Demostraciéon. El morfismo inc es de dlgebras graduadas, como vemos directamente. Ademds, conmuta con la
diferencial, por la Proposicién Maés atin, dicha proposicién implica que inc induce un isomorfismo entre
TYM(n) y HO(YM(n) ® A*V(n)) = Z°(YM(n) @ A*V(n)), ya que z € Z°(YM(n) ® A*V(n)) siysélosiz =v®1,
conv € YM(n), yd(z) = > i, di(v) ® ; = 0, lo que ocurre si y s6lo si d;(v) = 0, para todoi =1,...,n.

Notar que inc también conmuta con las aumentaciones.

Para ver que inc induce un isomorfismo en cohomologifa, es necesario calcular la cohomologia del complejo
subyacente al dlgebra diferencial graduada (YM(n) ® A*V(n),d). Por una cuestién de claridad, escribiremos el
complejo de cocadenas (YM(n) ® A*V (n),d), como un complejo de cadenas a partir de definir Cy = (YM(n) ®
A"=*V(n), con la misma diferencial, que denotaremos también d.

Consideramos en (C,, d) la filtracion {FoeC'}ecz definida por

F,C, = FP*"=1@ A"=1V ().

Notar que {F,C'}ecz es una filtracién creciente, acotada inferiormente y exhaustiva, y que d(F,Cy) C F,—2Cy_1.
Por lo tanto, { FeC'}ecz es una filtraciéon de complejos e induce una sucesion espectral cuyo segundo término es

B2y = FyChia/ FyeiCprg = (F"9 @ A" 0FOV () /(F"=0 AP~ @+ V ()
~ (FP=9/F=17 1Y) @ AP~ POV (n) = Grpe (Y M (n))" "9 @ A"~ PV (n)
~ TYM(n) ® S"~4(V(n)) @ A"~ P+DV (n),
donde en el tltimo isomorfismo empleamos el dltimo item del Lema(3.2.11} La diferencial d; g Ef, ¢ EZ_Z q+1 S€

puede escribir de la forma siguiente

(Fn=1/Fr=1=1) @ An= )V (n)

TYM(n) @ S"~9(V (n)) @ A" @+ V (n)

(Fn—q—l/pn—q—2) ® An—(P+Q)+1V(n)

’
dp,q

TYM(n) ® S"~4(V(n)) @ An~P+ad+1y(n)

donde d es el morfismo inducido por d y d;, , es la diferencial dada por

d;,q(z ®URw) = ZZ ® 0;(v) ® (x; Aw).
i—1

Veamos que esta diferencial es exacta salvo en el caso p = 0, ¢ = n. Para ello, notemos que la diferencial d;yq

es la extension TYM(n)-lineal de la diferencial del complejo de de Rham del algebra S(V'(n)), y se sabe que su
cohomologia es cero, salvo en grado 0, que es k (cf. [Lo|], Thm. 3.2.5).

Esto implica que el tercer paso de la sucesién espectral colapsa, debido a que el tinico elemento no nulo es
E§,, = TYM(n). Como la filtracién es acotada inferiormente y exhaustiva, del teorema de convergencia clasico,
resulta que la sucesién espectral es convergente, y converge a la homologia del complejo (C,,d) (cf. [Weil], Thm.
5.5.1).

Finalmente, H*(YM(n) ® A*V(n)) = H,_o(C) =0,si® £ 0,y H'(YM(n) @ A*V(n)) = H,(C) = TYM(n). O

De la proposicién anterior vemos que B (TYM(n)) ~, BT (YM(n)®A®*V (n)) (para un repaso de la construccion
bar B*(—), cf. Seccién[L.3), y por lo tanto, las homologias (como &lgebras diferenciales graduadas) de Hochschild
con coeficientes en k son isomorfas, i.e.

Ho(TYM(n), k) = Ho(BT(TYM(n))) ~ Ho(B*(YM(n) ® A*V(n))) = Ho(YM(n) ® A*V (n), k).

Vamos a estudiar la (co)homologia de ym(n) con coeficientes en el médulo S(V(n)), donde la accién de ym(n)
sobre S(V(n)) esta dada de la siguiente forma.

Del isomorfismo de k-espacios vectoriales V' (n) ~ ym(n)/tym(n), obtenemos la proyeccion k-lineal 7 : ym(n) —
V(n).

La accién se define como

22t o) = w(z)at o,

donde z € ym(n) y (r1,...,7,) € Nj.

Notar que la identidad anterior implica que la accién inducida de tym(n) sobre S(V'(n)) es trivial.
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Del mismo modo que para el dlgebra de Yang-Mills, definimos la graduacién especial de S(V'(n)) de la forma
siguiente: consideramos a V'(n) concentrado en grado 2, e identificamos S(V'(n)) con S, (V' (n)), el dlgebra simétrica
en la categorfa de k-espacios vectoriales graduados. La graduacién usual de S(V'(n)) consiste en considerar a V'(n)
concentrado en grado 1, e identificar S(V'(n)) con Sy, (V(n)).

Si consideramos al dlgebra de Yang-Mills ym(n) y a S(V(n)) con la graduacién especial, entonces S(V (n)) resulta
un moédulo graduado sobre ym(n).

La siguiente proposicion nos serd de utilidad mds adelante para demostrar la convergencia débil de la sucesion
espectral definida en el Corolario Estos resultados se encuentran enunciados en los razonamientos de [MS],
aunque no se encuentran demostrados.

Proposicién 3.2.13. La homologia de Lie de ym(n) con coeficientes en el médulo S(V (n)) estd dada por

k, sie=0,
0, sie=2,0e>3

He(ym(n), S(V(n))) = {

La homologia en grado 1 es suma directa de espacios vectoriales HY (p € Ny), donde

(n+p—1)! (n+p)! (n+p—3)! (n+p—4)!

N T N R RV ) t oo SiP23
dimy, (HY) = ”Einjl)!)é! - (iLn—Jrl)!)é! -n, sip=2,
plote=Dt  (ndp)! sip=0,1.

(n—1)! CESHICESHIE

Demostracién. Emplearemos la Proposicién [3.2.5 para calcular la homologia H,(ym(n), S(V (n))). En primer lugar,
esta proposicién implica directamente que H, (ym(n), S(V(n))) = 0, si @ > 3. Basta calcular entonces la homologia
enloscasos 0 < e < 3.

El complejo que calcula la homologia es el dado por (3.2.8), que escribimos a continuacién para el caso W =
S(V(n)

0— S(V(n)) & S(V(n) ® V(n) <2 S(V(n)) @ V(n) -2 S(V(n)) — 0, (3.2.17)
y observando ademas que S(V/(n)) es conmutativa, da(w ® ;) = Y7, (23w ® 7; — zizj.w @ x5).

El complejo anterior es la suma directa de los complejos de k-espacios vectoriales de dimensién finita

p—1 p+2
dg dy

0 — P V() B SP(V(n) @ Vin) B STV () 0 Vin) T V() — 0, (3.2.18)
donde p € Z, y consideramos que SP(V(n)) = 0, si p < 0. Definimos

. | Ker(d?)/Im(d% 1), sie#1,

Notar que el morfismo d} es inyectivo, para p € Ny, ya que, si d;(w) = 0, entonces z;.w = 0, para todo i =
1,...,n, porque {z;};=1,.. nesbasede V(n))y S(V(n)) es integro. Por lo tanto, resulta que Hs(ym(n), S(V(n))) = 0.

Anélogamente, el morfismo d} es suryectivo, para p € Ny. Esto se debe a que, si w € SP*!(V (n)), entonces existe
i tal que w = z;.w’ (porque p + 1 > 0), es decir, w = d; (w'). Por otra parte, como d; es un morfismo de grado 1, si
w € S°(V(n)) = k, no existe w’ € S(V(n)) ® V(n) tal que d; (w’) = w. En consecuencia, la homologia en grado cero
es Ho(ym(n), S(V(n))) = k.

Demostraremos ahora que Ha(ym(n), S(V(n))) = 0. Paraello, seaw € S?(V(n))Q@V (n), w = Y i, w;®z; (donde
w; € SP(V(n)),i = 1,...,n), perteneciente al nucleo de dj. Entonces 0 = da(w) = Y7 (wix] @ x; — wiwiz; @ x5) =

i,j=1
0, y como {z;}i=1,..n es base de V(n), resulta que Z?Zl(wlxi —wjz;z;) = 0,Vi=1,...,n. Esto es equivalente a
escribir

n n
w; E x?zmi E rw;,Vi=1,...,n.
=1 =1

Como S(V(n)) es un dominio de factorizacién tnica, y los x; son primos, esta igualdad implica que z; divide a w;,
Vi=1,...,n.
Sean entonces w) tales que w; = z;w}. Podemos reescribir la igualdad anterior de la forma

n n

2 1 2,/ ;
E Tijw; = E rjw;,Vi=1,...,n,
J=1 J=1
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0, equivalentemente,
n
E o3 (w) —wj) =0,Vi=1,...,n.
j=1

n 2 /

Sean 14, 77 fijos, 1 < i; < i3 < n, entonces resulta ijl ] (wj, —w;,) = 0,y como S(V(n)) es integro, obtenemos

que wj, = wj,, Vi, iz,1 <y <iz < n. Llamemos a este elemento w’. Entonces, w; = z;w’.
Pero ds(w') =Y i w'e; ® x; = >, w; @ x; = w. En consecuencia, H2(hym(n), S(V(n))) = 0.
Para calcular la homologia en grado 1 recordemos que H? = Ker(d?)/Im(d5?), p € No.
Como df es suryectiva, entonces
) - e 1 _ (atp-1 (n+p)!
dimy (Ker(d?))) = dimg (SP(V(n)) @ V(n)) — dimg (ST (V(n))) =n CET CEICEFSE

donde usamos que
(n+p—1)!
(n—1)!p! -~

Por otro lado, como Hy (ym(n), S(V (n))) = 0, resulta Ker(d%?) = Im(d}?), y de la inyectividad de d%~?, obtenemos

dimy,(S7(V (n))) =

(m+p-=3!  (n+p—4)
(n—Dlp—2)! (n—=1)p-3)

dimk(Im(dgﬁ)) = dimy (SP2(V(n)) ® V(n)) — dimg(SP73(V(n))) = n

parap > 3.
Sip = 0,1, entonces Im(d5 ?) = {0}, ya que S*~2(V (n)) ® V(n) = {0}.
En el caso p = 2, resulta que SP~3(V (n)) = {0}, lo que implica

dimy, (Im(d5 ™)) = dimg (SP~2(V(n)) @ V(n)) = n.
La proposicién queda demostrada. O

Corolario 3.2.14. La filtracién {FPC4(YM(n), S(V (n)))}pez del complejo (Co(YM(n), S(V (n))), d) dado por (3:2.17), tal
que

FPC,(YM(n), S(V(n)))
= (0 — SZP(V(n)) 2% §272(V(n)) ® V(n) -2 S272(V(n)) ® V(n) -2 S27P(V(n)) — 0), (3.2.19)

es creciente, exhaustiva y Hausdorff, y la sucesion espectral asociada a dicha filtracién converge débilmente a la homologia
Ho.(ym(n), S(V(n))) del complejo (Co(YM(n), S(V(n))),d).

Demostraciéon. Vamos a indicar los pasos sucesivos de la sucesiéon espectral, siguiendo la construccién en [Weil,
Sec. 5.4. En primer lugar debemos notar que, como d; y ds son de grado 1, y d» es de grado 2, vemos que

di(F*Ce(YM(n), S(V(n)))) € F*~'Ca(YM(n),S(V (n))),

parai=1,2,3,y
ds(FPCo(YM(n), S(V(n)))) € FP~2C,(YM(n), S(V(n))).

Esto implica que las diferenciales dj , son 0. Ademds, como
Ep g = FPCpiq(ym(n), S(V(n))/FP~ Cpiq(om(n), S(V(n))),

entonces la sucesién espectral estd concentrada en los (p, ¢) tales que 0 < p+ ¢ < 3,y p <0, y resulta

SP(V(n)), sig=—p,
SP(V(n) @ V(n), sig=-p+1,

ES,={8P(V(n)@V(n), sig=-p+2,
S7P(V(n)), sig=—p+3,
0 si no.

Gréficamente
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q q

° ° o 0 Eg. o<o—o<£or 0 E.l’.
io io lo T ) :
. o . 7 0 ° i [ o . % 0
ior”a_ io io 0 M
0 e . 0 0<—— o< o< 0

iot*,_ io 0 . P
0 0 e 0 0 0<— o< 0

iorr' o K

0 0 0 e—p 0 0 0<"—e 9 !

Figura 3.1: Paso cero E97. y primer paso E},. de la sucesion espectral. Las lineas
punteadas indican los limites entre los cuales la sucesion espectral estd acotada

En el paso siguiente de la sucesion espectral, como df , = 0, EJ , = E} , y las diferenciales son las inducidas por la
diferencial de Co(YM(n), S(V(n))), resulta

Oa si q=—D
d;pa Si q=—p + 1/

1 _ : _
d,, =10, sig=—-p+2,
ds*, sig=-p+3,

0 si no.

Por lo tanto, el segundo paso de la sucesién espectral es

S7P(V(n))/Im(dy ™), siqg=—p,

Ker(d;?), sig=—p+1,

Eza,q = Im(d?;_p+l)a sig=-p+2,
Ker(d3 "), sig=—-p+3,
0 si no,

y nuevamente los diferenciales son los inducidos por la diferencial de Co(YM(n), S(V(n))), es decir,

£ -1k’ sig=-p+2
P 0 si no.

En este caso, resulta

Q

o e 0 0 E{.

0\0\0%\0 0

0 o-\c» 0
I p

0 0 o —f——

Figura 3.2: Segundo paso E? , de la sucesi6n espectral. Las lineas punteadas indi-
can los limites entre los cuales la sucesién espectral estd acotada
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En consecuencia, el tercer paso de la sucesién espectral es

Hy P (gm(n), S(V(n))), siq=—p,
HyP(ym(n), S(V(n)), sig=-p+1,
g = Hy"(om(n), S(V(n)), sig=-p+2,
HyP(ym(n), S(V(n))), sig=—-p+3,
0 sino,
es decir, la sucesién espectral converge débilmente. O

Definiremos otra filtracion en el dlgebra diferencial graduada aumentada YM(n) ® A*V (n) a partir de la formula
F,(YM(n) ® A®V (n)) = YM(n) ® A*=PV (n).

Vemos directamente que F,(YM(n) ® A*V(n)) es una filtracién decreciente, acotada, multiplicativa, compatible con
la diferencial, i.e., d(F,(YM(n) ® A*V (n))) C F,(YM(n) ® A*V(n)). Mdas adn,

d(Fy(YM(n) @ A*V (1)) € Fpir (YM(n) © AV (n)).

Deseamos notar que ¢(F,(YM(n) ® A*V(n))) =0,sip > 1.

En consecuencia, el graduado asociado a esta filtraciéon Grg, (YM(n) ® A*V(n)) es un élgebra diferencial gra-
duada aumentada, con diferencial nula y aumentacién dada por la clase de e.

Consideramos a YM(n) como algebra diferencial graduada aumentada concentrada en grado cero, diferencial
nula, y aumentacion €, (,,), y @ A*V(n) como élgebra diferencial graduada aumentada con la graduacién usual
(dada por e), diferencial nula y la aumentacién usual. Entonces, resulta directamente que el graduado asociado es
el producto tensorial (diferencial graduado aumentado) de las dlgebras YM(n) y A*V (n).

Esta filtracion induce una filtracién decreciente y acotada superiormente de codlgebras coaumentadas en

BT (YM(n) ® A°V (n)),
que denotamos Fo(B1(YM(n) ® A*V(n))) (cf. [Lef], Sec. 1.3.2). Por definicion,
Grp, (BT (YM(n) ® A*V(n))) = BT (Grpg, (YM(n) @ A*V (n))).

Como el graduado asociado Grp, (YM(n) ® A*V(n)) es el producto tensorial (diferencial graduado aumentado)
de las dlgebras YM(n) y A*V (n), entonces

B*(Grp, (YM(n) ® A*V (n))) =4 B*(YM(n)) ® B (A*V (n)).

Por otro lado, si A es un élgebra (graduada) aumentada, entonces B*(A) es el complejo reducido de Hochschild
(graduado) con coeficientes en el bimédulo (graduado) k, que se obtiene de tensorizar la resolucién bar (norma-
lizada) de Hochschild (graduada) con k sobre A¢. Por lo tanto, BT (A) es quasiisomorfa como k-espacio vectorial
(graduado) a cualquier complejo que se obtenga de tensorizar una resolucién de A°-mdédulos proyectivos (gradua-
dos) con k sobre A°.

En consecuencia, BT (YM(n)) ~, Co(YM(n),k). Asimismo, como A®*V(n) es Koszul, resulta el quasiisomor-
fismo Bt (A*V(n)) ~, S*(V(n)), donde consideramos a S*(V (n)) como é4lgebra diferencial graduada (por e) con
diferencial nula (cf. [PP], Sec. 2.1, Example; Sec. 2.3).

Finalmente,

Grr, (BT (YM(n) ® AV (n))) ~, Coe(YM(n), k) @ S(V(n)).

Notar que el espacio de la derecha es el paso cero de la sucesion espectral convergente calculada en el Corolario
214

A su vez, la sucesion espectral asociada a la filtracion F,(B*(YM(n) ® A*V(n))) es convergente, ya que la
filtracién es decreciente, exhaustiva, Hausdorff y estd acotada superiormente (lo que es andlogo al caso creciente,
exhaustivo, Hausdorff, y acotado inferiormente, cf. [Weil], Sec. 5.2). Del teorema de comparacién de sucesiones
espectrales (cf. [Wei], Thm. 5.2.12), resulta que

Ho(BT(YM(n) ® A®V (n))) =~ He(Co(YM(n), S(V(n)))).
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Al aplicar la Proposicién vemos que
Ho(tym(n), k) ~ Hy(TYM(n), k)) ~ He (BT (TYM(n))) =~ Hqe(Co(YM(n), S(V(n)))).
Recordamos ahora algunos resultados sobre la cohomologia de algebras:

Proposicién 3.2.15. Sea k un anillo conmutativo con unidad y W un k-médulo. Si M un bimddulo sobre el dlgebra libre
T (W), resulta entonces que Ho(T(W), M) =0y H*(T (W), M) = 0, para todo e > 2.

Demostracion. Cf. [Weil], Prop. 9.1.6.. O

Observacién 3.2.16. De las Proposiciones y resulta que si el digebra envolvente de un dlgebra de Lie U(g) es
libre, entonces g es libre. El reciproco es directo.

Teorema 3.2.17. Sea W un espacio vectorial graduado concentrado en grado 1y A = T(W')/I un dlgebra graduada (i.e., I
es graduado). Escribimos al ideal I de la forma
I= P I

mENEZ

Para cada m > 2, es posible elegir R,, C I, subespacio k-lineal, tal que

IQ = R27

ImRm@< Z W®i®Rj®W®l).

i+j+l=m,2<j<m

Definimos
R @
mEsz_)

Entonces,

H()(A, k) TOI"O ( 7]€) = k,

Hl(Av k) = TOI‘1 ) =V,

Hy(A, k) = Tory (k, k) = R
Demostracién. Cf. [Ber2], Prop. 2.5. O

Por la Proposicion[3.2.13] resulta Ho(TYM(n), k) = 0. Si consideramos a V' (n) como espacio vectorial graduado
concentrado en grado 2, el dlgebra TYM(n) = U(tym(n)) resulta graduada, y el Teorema[3.2.17)implica que TYM(n)
es libre graduada, por lo que, TYM(n) es libre, al olvidar la graduacioén.

Més atin, de la Observacion resulta que tym(n) es un dlgebra de Lie libre, y debido a la Observacion3.1.4}
no importa el contexto (graduado o no).

En consecuencia, hemos obtenido el siguiente teorema, que es clave para los resultados que obtendremos res-
pecto de las representaciones del algebra de Yang-Mills.

Teorema 3.2.18. El dlgebra de Lie tym(n) es libre, y también lo es el dlgebra asociativa TYM(n).

3.3 Propiedades generales

En esta seccién estudiaremos la integridad y noetherianidad de YM(n).

El 4lgebra de Yang-Mills YM(n) es integra para todo n € N (i.e., el producto de dos elementos no nulos es no
nulo), ya que es el dlgebra envolvente de un dlgebra de Lie. La prueba de este hecho es la misma que en el caso de
dlgebras de Lie de dimension finita (cf. [Dix1]], Corollary 2.3.9, (ii), p. 76).

Estudiemos ahora la noetherianidad del dlgebra de Yang-Mills. Para ello, primero notemos que basta ver el caso
a izquierda, ya que YM(n) es noetheriana a izquierda si y sélo si es noetheriana a derecha. Esto se deduce como
sigue. Como YM(n) es un algebra de Hopf, la antipoda es un isomorfismo de bidlgebras de YM(n) en la bidlgebra
opuesta YM(n)°P°P, y por lo tanto, YM(n) es noetheriana a izquierda si y sélo si YM(n)°P°°P es noetheriana a
izquierda, que es equivalente a que YM(n) sea noetheriana a derecha.
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En el caso n = 2, el élgebra de Yang-Mills YM(2) es noetheriana. Esto se ve directamente del isomorfismo
YM(2) ~ U(bh1) (ver ejemplo[3.1.2). Como by es de dimension finita, luego S(h1) es noetheriana, con lo que ¢ (h1) es
noetheriana, ya que su graduado asociado S(h1) es noetheriano (cf. [Dix1]], Corollary 2.3.8, p. 76).

En el caso n > 3, el dlgebra de Yang-Mills YM(n) no es noetheriana. Veamos primero que basta demostrarlo
paran = 3.

Sean n, m € N tales que n > m. El epimorfismo de espacios vectoriales

V(n) - V(m)
T > X, sil<i<m,
x; — 0, sim+1<7:<n,

induce un morfismo suryectivo de algebras de Lie

que cumple que

fmﬁn({Z[f% [zs,2;]] 1 1< j<n})C {Z[xl, [zi,2;]] : 1 < j <m}.

i=1 i=1
Por lo tanto, induce un morfismo suryectivo de dlgebras de Lie
Pm<n : yM(n) — ym(m),
y también un morfismo suryectivo de dlgebras asociativas, que notaremos del mismo modo,
DPm<n : YM(n) - YM(m).

Como YM(3) es imagen epimoérfica de YM(n), Vn > 3, luego si YM(n) (n > 3) fuera noetheriana, YM(3) seria
noetheriana.
Para demostrar que YM(3) no es noetheriana, recordemos que

donde V' (3) = k.z1 & k.z2 ® k.z3. Consideremos la sucesion creciente de ideales a izquierda de YM(3)
Jl QJQ g"‘ngg RS

donde
Jm = ({ZoZ1, 2273, ..., To2T"}), meN.

Vamos a demostrar que esta sucesion no es finita, es decir, que todas las inclusiones son estrictas. Si una inclusién
no fuera estricta, entonces existiria my € N tal que J,,,, = Jm,+1. En ese caso, xgxm‘)“ € Jim,, es decir,

— —-m +1
Zox " E plmgxl,

luego
w0 — Zmaxl (0> i, [ws, 2] 1< j < 3}).

En consecuencia, podemos escribir

mo

mo+1 i mo+1 1 m,
2ax Ot = " piwaal =) i, [, a5]] = 2220t — prasat — - — Py waa]

2 2 2 2
= q1 (2521 + 2125 — 220221 T2 + 5T, + X175 — 2T321X3)
+ qo(2329 + 122? — 2312021 + TETo + ToTh — 223T013)

+ q3(2323 + 2322 — 2w 237 4 T3 + 2325 — 2X073T7).
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Los términos de la forma r.z3 (r € TV (3)) en el segundo miembro tienen que anularse, por lo que tenemos que
q1 (2125 — 2232173) + q2(20x3 — 2237073) + q3(2iw3 + v323) = 0,

lo que implica que ¢; = g2 = g3 = 0. Finalmente, resulta que

mo+1 1 m
2o 0T = 1Ty — = Pmy T2y ° =0,
que es un absurdo. Por lo tanto, todas las inclusiones J,,, C Jpm,+1 son estrictas. En consecuencia, YM(3) no es
noetheriana, y luego YM(n) no es noetheriana para n > 3.

Observacion 3.3.1. El hecho de que YM(n) = U(ym(n)) no sea noetheriana para n > 3 implica directamente que ym(n) no
es de dimension finita para n > 3.

Observacién 3.3.2. La no noetherianidad de YM(n) también puede demostrarse como sigue.

Por un lado, YM(n) D TYM(n) es una extension de dlgebras libre (a izquierda y a derecha), pero no es finita sino que es
finitamente generada (cf. [Weil, Coro. 7.3.9). Los generadores de la extension YM(n) > TYM(n) son {1, ..., 2y}

Por otro lado, como TYM(n) es un dlgebra libre con una cantidad infinita de generadores si n > 3 (cf. Teo. [3.2.18), no es
noetheriana, y por lo tanto YM(n) no puede ser noetheriana. Esto se debe a la siguiente propiedad: Si A D B es una extension
de dlgebras tal que A es un B-mddulo a derecha (resp. a izquierda) libre e I <« B es un ideal a izquierda (resp. a derecha),
entonces A.I es un ideal a izquierda (vesp. a derecha) de A que satisface que A.I N B = I. Esta propiedad implica directamente
que si B no es noetheriana a izquierda (resp. a derecha), luego A no es noetheriana a izquierda (resp. a derecha).

Demostremos entonces la propiedad anterior de las extensiones libres de dlgebras. La inclusion I C A.I N B es directa.
Veamos la otra. Para ello, sea B = {a;};c; una base de A como B-médulo. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
1 = a;, € B. Entonces, como todo elemento de A se puede escribir como y . a;b;, con b; € B, un elemento x € A.I N B es

de la forma
r= Y aics

iel

el

donde ¢; € I. Como x € B, que denotaremos b, entonces ¢;, = by a; = 0,Vi € I, i # ig. Pero entonces x = a;,¢;, = 1¢;, =
Ciy € 1.

3.4 Algunos cdlculos

A partir de la propiedad de ser Koszul de YM(n), [CD1] obtienen directamente la serie (formal) de Hilbert para el
dlgebra de Yang-Mills YM(n), definida de la forma siguiente

Pynigny(t) = Y dimy(YM(n);)t'.
1€Ng

Proposicion 3.4.1 (cf. [CD1], Cor. 3.). La serie de Hilbert de YM(n) es

1
1—2)(1—nt+12)

Pyniny () =

Demostraciéon. Como YM(n) es un algebra Koszul cubica, de la aciclicidad del complejo contraido Cs o(YM(n))
debe ser

Pynn) () Q@ymmy (t) = 1,
donde
Qyri(ny (1) = Z(dimk(YM(n)gn)ti’m — dimy (YM(n)},, £ )
neN
(cf. [DVP], Prop. 1y Coro. 1). En nuestro caso, Qyni(n) (t) = 1 —nt +nt® —t* = (1 —1?)(1 — nt+t*). La proposicion
queda demostrada. O

Otra demostracién de este resultado se encuentra en [Mov], 7.1, y se basa en la Proposici()n

Esta proposicién implica que, si n > 3, YM(n) tiene crecimiento exponencial, y por lo tanto GK-dim(YM(n)) =
oo (esto también se puede deducir del hecho que YM(n) posee como subdlgebra a TYM(n), que es un algebra
libre con una cantidad infinita de generadores, y por lo tanto su dimensién de Gelfand-Kirillov es infinita (cf.
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[McR], Prop. 1.15, (iv))), mientras que, si n = 2, YM(2) tiene crecimiento polinomial. En este tltimo caso, como
YM(2) = U(hy), GK-dim(YM(2)) = dimg(h;) = 3.

Por el Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, es posible obtener las dimensiones de cada espacio homogéneo del
dlgebra de Yang-Mills N (n); = dimy(ym(n);) (j € N) a partir de (cf. [PP], Ch. 2, Sec. 2, Example 2)

1 N(n);
H(l—ﬁ) = Pymn) ()

jEN

De la identidad anterior y la Proposicién obtenemos entonces una férmula directa para j > 3

Ny = 23wy o),
] m

m=

donde t; y t3 son las raices de t? — nt + 1 = 0, y p(z) es la funcién de Mobius, i.e.,

0, siz ¢Z,
0, siz € Z,y x = 0 o existe p primo tal que p?|z,
p(x) = .
1, si|z| =1,
(-1)", size€Zyxz=p;...p,,donde p;...p, son primos diferentes.

Como las relaciones del dlgebra de Yang-Mills son cubicas, las dimensiones en el caso j = 1,2 son iguales al caso
del dlgebra libre f(V(n)), i.e., N(n); = ny N(n)2 = n(n —1)/2.
En el caso de hm(3), obtenenemos que la serie de dimensiones N (3); (j € N) es de la forma:
1
3

21314 ] 5|6 7 8 9 10 11 12 13 14
3151024 |50 | 120 | 270 | 640 | 1500 | 3600 | 8610 | 20880 | 50700

J
N;

La Proposicion B.1.6|nos permite construir de forma recursiva una base para el dlgebra de Yang-Mills, ya que se
compone de {z1} y una base de j(n—1). Por otro lado, como el ideal de relaciones que define h(n —1) estd generado
por un dnico elemento, es una base de Grobner en T'(U(n — 1)) (cf. [Gral, Thm. 13), donde U(n — 1) fue definido en
la Seccién[3.1) y por lo tanto podemos hallar una base para h(n — 1) a partir de una base para el dlgebra de Lie libre
(graduada) f(U(n — 1)) y eliminar las relaciones obtenidas.

Para describir una base de (U (n — 1)), seguiremos la presentacién usual de conjuntos de Hall dada en [Bour], p.
132. Para ello, si X es un conjunto consideramos el magma libre M (X)) en el conjunto X definido inductivamente
como sigue. Por un lado, X C M(X) ysia,b € M(X), entonces (a,b) € M(X). Esto implica que M (X) estd
provisto de una operacién binaria (no asociativa), que denotaremos -.

Si S(X) denota el semigrupo libre en X, con operaciéon también denotada por -, tenemos un morfismo de con-
juntos

p: M(X) — S(X),
denominado deparentizacién, definido de la forma siguiente. Para a € X, p(a) = a. Asuvez, sia € M(X)\ X,
a = (b,c),y se define p(a) = p(b).p(c).

La longitud I/(a) de un elemento a del magma libre M (X) se define recursivamente como sigue. Si ¢ € X,
definimos [(a) = 1. Sino a = (b,¢), donde b,c € M(X); en este caso se define [(a) = I(b) + I(c). Por otro lado, un
orden (total) en el conjunto X induce un orden (total) en el magma libre M (X). Dados dos elementos a,b € M (X),
sil(a) < I(b), entonces a < b. Sil(a) = I(b) = I € N, entonces empleamos el orden lexicografico, es decir, si
suponemos p(a) = a1 ...a; y p(b) = b1...b;, se define a < bsiexiste 0 < ig < [ tal que a; = b;, paral < i < iy, y
Qig+1 < big41.

A partir del orden fijado, podemos definir recursivamente el siguiente subconjunto 5 del magma libre M (X).
Por un lado, suponemos X C B. Asuvez, sia € M(X)\ X, entonces a = (b, ¢), y supondremos que a € B siy s6lo
sib,ce B,b< ¢ ysic=(d, f) (necesariamente cond, f € By d < f), entonces d < b.

En nuestro caso, fijamos un orden del conjunto X = {¢1,...,¢n-1,P1,---,Pn—1y delaforma g < --- < gp_1 <
p1 < -+ < pp—1. Siaplicamos el procedimiento anterior obtenemos una base (homogénea) del algebra de Lie
(graduada) f(U(n — 1)), donde consideramos la graduacién especial.

La serie de Hilbert de f(U(n — 1)) estd dada por (cf. [MO], Thm. 3.1)

(U n =~ D)) =5 S u(HS )

d=1 =1
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donde rq, ..., r4 son las raices del polinomio 1 — (n — 1)t? — (n — 1)t

Veamos un poco més en detalle el caso del dlgebra de Yang-Mills con 3 generadores. En este caso, §(2) estd
generado por {q1, g2, p1,p2} con la relacién [g1,p1] = —[g2,p2]. A su vez, la sucesién de las dimensiones de cada

componente homogénea de f(U(2)) esta dada por

Grado de la 21416| 8 | 10|12 | 14 16 18 20 22 24 26 28
componente homogénea
Dimension de la 213|161]12|30 |65 | 162 | 381 | 940 | 2301 | 5754 | 14372 | 36342 | 92115
componente homogénea
Una base de f(U(2)), considerada con la graduacién especial (hasta grado 10), estd dada por
Grado Elementos de la base
2 q1, ¢
4 P1.P2.q1, 4]
6 [q1,p1], [q1, 2], (g2, P1], (g2, P2],
[ 1, [(ha q2]] [QQa [Q17 qQH
8 [pl,pﬂ/ [Qh [thlﬂ [Ch, [(117112“, [q [Q1,p1]], [(127 [6]172?2]], [QQ, [(J2,p1]]/ [QQ, [q27p2]]l

[p1,[q1, 42]], [p2, (a1, 2]l a1, (a1, (a1, @2]l), [az, (a1, (a1, @2]]l, (g2, (a2, (41, g2]]]

[

[Qh [Q17 [Q17P1]]] [Q17 [Q1, [Q1,p2m [ 2 [QL [Q1,p1]]] [CI2, [(h, [Q17P2H],
[92, (92, [q1, p1]]), (a2, (92, [q1, p2]]]s (2, (92, (g2, P1]]]s (92, (g2, (g2, p2]]],
[p1, a1, [q1, @2]), [p1s [a2, [a1s @)1, [p2, (a1, [a1, @2)]), [p2s (a2, (a1, @2]]l,
a1, a2), (a1, p1]l, [la1s (Iﬂ [q1,p2]], [la1, q2], (a2, p1ll, (a1, @2], (g2, P2]],

a1, [q1; (91 (a1, @211, (a2 [, [aa, (91, @)1, [g

[Q17 (I2]7 [Q1, [Qh Q2]]]], [Q1 Q2], [Q2, [Q17 CI2]]]]

[
10 o1 [ars pal) [1s lans p2l], [p1s la2, palls (o1, a2, p2)ls (P2, [an, palls (P2, (a1, p2]l, (P2 (g2, p1])s [P2s [g2: p2]),

42, 92, (a1, [q1, @2]1]], [92, (92, (g2, a1, @211,

Las relaciones que obtenemos son las siguientes

Grado Relacion entre elementos de la base

2 Z

4 N

6 lq1,p1] = —[q2, 2],

8 91, [q1, 1]l = =1, [g2, p2]] = [p2, (91, @2]] — la2, (a1, p2l], [g2, [q1, P1]] = —[g2, (g2, P2]l,

10 [p1,[q1, p1]] = —=[p1, (g2, p2]l, [P2; [a1, p1]] = —[p2, (g2, p2]],
a1, a1, [qu, pa]l] = —lau, (a1, (g2, p2l]] = [p2, [a1, (a1, @2]]] — 2[[a1, 2], [thzﬂ — [a2, [q1, [q1, p2]]l,
[Q2, [(h, [Q17P1H] = —[(h, [Qh [Q27p2]]] [p27 [qh [Qh (J2H] - 2[[Q17 (J2] [Q1 p2]] - [(J27 [(117 [61172?2]]]/

[QQ, [QQ, [thlm = —[QQ, [Q2, [QQ,pz]]], [[Qm (I3]7 [thlﬂ [[QQ, 93], [Q2,p2H

Exhibiremos ahora una base para los cocientes

l

ym(3)/C! (hm(3)) = ) om(3);,

Jj=1

con!=1,...,5. Para ello, emplearemos los calculos anteriores junto con el isomorfismo de la Proposicién
Una base del dlgebra cociente del dlgebra de Yang-Mills ym(3)/C* (hym(3)) estd dada por

como se deduce trivialmente.

Bl = {xlvaa x3}7

Para el dlgebra cociente ym(3)/C?(ym(3)), en cambio la base resulta

donde z;; = [x;,z;], (1,7 = 1,

By = {351,962,373,1712,%1373723},

2,3). En estos dos casos, vemos que obtenemos el dlgebra de Lie nilpotente libre de

indice 1y 2, respectivamente, ya que las relaciones de Yang-Mills son de grado 3.
Si consideramos ym(3)/C3(ym(3)), la base es la siguiente

Bs = {thfza$3,$127~T13,$23»$212,35213,33223,133127&5323},
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donde notamos z;;;, = [z, [z, xx]]. Ademds definimos J; = {(212), (213), (223), (312), (323) } el conjunto de indices
triples de Bs.
El caso ym(3)/C*(hym(3)) es un poco mas complicado. Podemos ver que el conjunto

By = {fl,ﬂﬂza353,5812,!5137$23,$212,$2137932237$3127$323,

T(12)(13)> L(12)(23)> L(13)(23)s L2213, L2223, L3212, L3213, L3223, L3312, 3323}
es una base, donde notamos ;i = [y, [x, [Tk, T1]]] Y Z(i5)kt) = [[24, 7], [Tk, 21]]. Definimos a su vez
Jo={((12)(13)), ((12)(23)), ((13)(23)), (2213), (2223), (3212), (3213), (3223), (3312), (3323) }

el conjunto de indices cuddruples de B,.
Para demostrar que B4 es base nuevamente basta probar que es un sistema de generadores, ya que #(B4) = 21.
Esto es trivial, porque
To212 = —T(13)(23), 3313 = —T3212-

El caso hm(3)/C5(ym(3)) es andlogo. El conjunto

Bs = {x1, 22,73, T12, 713, T23, T212, T213, T223, T312, 323,
T(12)(13)) L(12)(23)s L(13)(23)) L2213, L2223, L3212, L3213, L3223, L3312, L3323
T(12)(212)5 £(12)(213)> L(12)(312) 5 L(13)(212)5 L(13)(213)> L(13)(312)>
T22212, 122213, 32212, 32213, £33212, £33213, T33312; L(12)(223), L(12)(323)> L(13)(223)s L(13)(323)» L(23)(312)»

T22223, 32223, 33223, 33323, T(23)(223)» 90(23)(323)}

es una base, donde notamos zjim = [Ts, [T, [Tk, [0, Tm]]]] ¥ T(i5)(kim) = [[2i, 5], [28, [21, 21n]]]. Definimos a su vez

J5 = {((12)(212)), ((12)(213)), (12)(312)), ((13)(212)), ((13)(213)), ((13)(312)), (22212),
(22213), (32212), (32213), (33212), (33213), (33312), ((12)(223)), ((12)(323)),

((13)(223)), ((13)(323)), ((23)(312)), (22223), (32223), (33223), (33323), ((23)(223)), ((23)(323))}
el conjunto de indices de Bs.

Para demostrar que B; es base basta demostrar que es un sistema de generadores, ya que #(B5) = 45. Esto es
trivial, porque

T(12)(313) = —L(12)(212)»
T(13)(313) = —L(13)(212)»
T33313 = —I33212,

T(23)(212) = T32212 — T(13)(323) T 33213,

T(13)(223) — T22212 — 32213
T(23)(213) = 9 )

Z(23)(313) = —L(23)(212) = —T32212 T T(13)(323) — ¥33213-

Ahora, procederemos a calcular los posibles pesos para cada uno de los ejemplos de dlgebras de Lie nilpo-
tentes ym(3)/C®(ym(3)) vistos anteriormente. Como se expuso en la Seccién [2.5] la determinacion del mayor peso
posible para cada ym(3)/C®(ym(3)) brinda informacién geométrica y algebraica, ya que si p es el mayor peso
posible para ym(3)/C*(ym(3)), entonces la dimensién de una 6rbita coadjunta genérica es 2p y la dimensién de
Z(U(ym(3)/C*(ym(3)))) es igual a dimy (ym(3)/C* (ym(3))) — 2p.

Sea f € (hm(3)/C?*(ym(3)))* de la forma

3
f — Z CiLE,T —+ Z CijCC;kj,
i=1 i<j
con cip =0, ¢13 # 0, ca3 # 0. Luego, una polarizacién asociada a f es
[]f = k’.ﬂ?l D k.IQ D k.l‘lg D k.l‘lg D ]{3.1‘23,

ya que b es una subdlgebra de hym(3)/C?(ym(3)) tal que f([hs,hys]) = 0, y es maximal, porque tiene codimensién
1y ym(3)/C?(ym(3)) no es una polarizacion de f, pues f([z1,z3]) # 0. Como el peso de I(f) (es decir, el entero
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positivo r dado por U(g)/I(f) ~ A.(k)) es igual a dim(g/bhy), resulta que U(hym(3)/C*(ym(3)))/I(f) ~ Ai(k). Es
facil demostrar que no hay pesos mayores para ym(3)/C?(ym(3)).
Si consideramos el caso ym(3)/C3(ym(3)), toda funcional lineal es de la forma

f= Zczx +chﬂcu+ Z Cijk Ty -

i<j (ijk)€Js

Debe ser z;; € by, para todo i < j y x;x € by, para todo (ijk) € J5. Seaz = 3°°

j—1 a;jz;. Entonces

[, z12] = a1x323 + a2x212 + a3T312,
[, 213] = —a1T223 + G2T213 — A3T212,

[z, 223] = a1(—x312 + T213) + A2T223 + azT323.
Luego, z € hysiysolosi f([z,z;;]) =0, paral < i < j < 3, es decir,

a1¢323 + azca12 + azcsziz = 0,
—a1C23 + a2c213 — azca12 = 0,

a1(—cs12 + €213) + asc223 + azczaz = 0.

Supongamos cza3 = c213 = c312 = 1, €223 = 212 = 0, entonces a; = as = a3 = 0, y por lo tanto « = 0, es decir, la
polarizacién de f es

hf = k.lﬂlz ©® k.lL’lg ©® k.l’gg ©® k.l’glg © k‘.(Eng &) k.$312 5>} k.1'223 © k.$323,

y luego U(ym(3)/C3(ym(3)))/1(f) ~ As(k). A su vez, hemos demostrado que no existe f € (ym(3)/C3(ym(3)))* con
una polarizacién de codimensiéon mayor que 3.
Sico12 = 1, c323 = €312 = Ca23 = 213 = 0, resulta ag = a3 = 0. En consecuencia, la polarizacién de f es de la
forma
f)f =kax1 Dk.x1oD k13D k.xo3 B k.x212 D k.x213 D k.x310 D k.To23 D k.T303,

y luego U (ym(3)/C*(hm(3)))/1(f) = Az (k).
En el caso hm(3)/C*(ym(3)), toda funcional lineal es de la forma

f E Cll' + E Cl]‘rzj + § Cljkxuk + E Cl]klxljkl

i<j (ijk)eJs (ijkl)€Jy

Se ve directamente que z;;;, € by, para todo (ijk) € J3y 41 € by, para todo (ijkl) € J4. Por otro lado, podemos

suponer sin pérdida de generalidad que z12 € hy. Sea x = Z;’:l a;rj + a13x13 + az3x23. Entonces

[x, T12 G1T323 + 22212 + A3T312 — A13T(12)(13) — G23T(12)(23)>

=

T, Ta12] = a173203 + a2(T(13)(23) — T3213) + A3T3212,

T, v213] = a1(T(12)(13) — T2223) + A2T2213 + A3T3213,
]
]
=

[
[
[z, 2223
[
[

= a1(27(12)(23) + T2213 — T3212) + A2T2223 + A3T3223,
x,x312] = a1(—Ta2)(13) + T3323) + a2(—2(12)(23) + T3212) + A3T3312,
T, 2323] = a1(T(13)(23) + T3213 — T3312) + A273203 + A3T3323.

Luego, z € by siysolosi f([z,z;;1]) = 0, para todo (ijk) € J3 y f([x, z12]) = 0, es decir,

a1¢323 + a2C212 + a3C312 — A13C(12)(13) — @23¢(12)(23) = 0,
a1c3223 + az(c(13)(23) — 3213) + azczanz = 0,

a1(caia)(13) — T2223) + G2C2213 + azcagz = 0,

a1(2c(12)(23) + €2213 — C3212) + A2C2023 + a3C3203 = 0,
a1(—c@2)(13) + €3323) + az(—c12)(23) + c3212) + azczziz =0,

a1(cqig)(23) + €3213 — €3312) + 23223 + a3¢3323 = 0.
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Si elegimos 3223 = 1, C3212 = C2223 = 3323 = 0, c3213 = C3312/2 = —Ca213/2 = c(12)(23), resulta que a; =
az = az = 0. Por otro lado, la primera de las identidades anteriores implica que ai3c(12y(13) + a23c(12)(23) = 0.
Esto significa que la maxima codimensién posible para una funcional f € (ym(3)/C3(ym(3)))* es 4. Por ejemplo,
suponiendo 0(12)(23) =1 y 6(12)(13) = 0,

hf = k210D k.x13 D k.o D k.x213 D k.x312 D k.x293 D k.x393 D @ k.xijkb
(ijkl)€ s

por lo que U(ym(3)/C*(ym(3)))/I(f) ~ A4(k). En consecuencia, hemos probado que, dado 7 tal que 1 < r < 4,
existe un ideal I in U (ym(3)) tal que A, (k) ~U(ym(3))/I.
Haremos como ultimo ejemplo hm(3)/C®(hym(3)). Sea la funcional

*
f § Ci‘r + E :C”(E” + E : cljkxz]k + E C'ijlx’bjk‘l + E : Cijklmxijklm'

i<j (ijk)€Js (ijkl)eJs (ijklm)eJs

Se ve directamente que z;ji € bf, Tijii € by Y Tijrim € by, para todo (ijk) € Js, (ijkl) € Jyy (ijklm) € Js,
respectivamente. Sea x = 25:1 a;x;+ 3,5 aiji;. Luego, @ € by siy sélosi f([z, zijk]) = 0y f([2, xijm]) = 0, para
todo (ijk) € J3) y (ijkl) € Ju), respectivamente. Como

[z, T212] = a173223 + a2(T(13)(23) — T3213) + A3T3212
+ a12T(12)(212) T @13T(13)(212) + 23(T32212 — T(13)(323) T T33213),
[z, 7213] = a1((12)(13) — T2223) + A2T2213 + A3T3213
Z(13)(223) — 22212 — 32213
9 )
[JS, 1‘223} = G1(2$(12)(23) + T2213 — T3212) + A2T2203 + A3T3223

+ @127 (12)(213) T A13T(13)(213) T A23

+ a12%(12)(223) + @132 (13)(223) T A23%(23)(223);
[z, 2312] = a1(—2(12)13) + T3323) + a2(—T(12)(23) + T3212) + a3T3312
+ a12%(12)(312) + A13T(13)(312) T A23T(23)(312);
[z, 323] = a1(2(13)(23) + T3213 — T3312) + A2T3223 + A3T3323
+ Q122 (12)(323) T Q13T (13)(323) T A23L(23)(323)>
[%%12)(13)} = *a1($(12)(223) + $(13)(323)) + a2(x(12)(213) - $(13)(212))
+ a3(w(12)(323) — T(13)(312) )
[537 90(12)(23)] = a1($(12)(213) — Z(12)(312) — 55(23)(323)) + a2($(12)(323) — T32212 — 33213 + $(12)(223))
+ a3(z(12)(323) — T(23)(312))s

T(13)(223) + T22212 + T32213
[95795(13)(23)] = G1($(13)(213) + T(23)(223) — »’U(13)(312)) + a2 (19)(223) 5

+ az(32212 — T33213),
en particular, obtenemos que
a1¢3223 + a2(c(13)(23) — C3213) + A3C3212 + A12C(12)(212) + A13C(13)(212) T @23(C32212 — C(13)(323) + C33213) = 0,
C(13)(223) — C22212 — C32213
2
a1(2¢(12)(23) + C2213 — €3212) + G2C2223 + A3C3223 + A12C(12)(223) T A13C(13)(223) T A23C(23)(223) = 0,

a1(c(12)(13) — C2223) + G2C2213 + A3C3213 + A12C(12)(213) + A13C(13)(213) + Q23 =0,

a1(—c(2)13) + €3323) + a2(—cr12y(23) + €3212) + azc3z12 + A12¢(12)(312) T A13C(13)(312) + A23C(23)(312) = 0,

a1(c(13)(23) + €3213 — €3312) + A2C3223 + 3C3323 + A12C(12)(323) + A13C(13)(323) + A23C(23)(323) = O,

—a1(0(12)(223) + 0(13)(323)) + (12(0(12)(213) - C(13)(212)) + Cl3(¢(12)(323) - C(13)(312)) =0,

a1(6(12)(213) — C(12)(312) — 0(23)(323)) + a2(0(12)(323) — C32212 — €33213 + 0(12)(223)) + a3(0(12)(323) - 0(23)(312)) =0,

C(13)(223) T C22212 + €32213
2

Al elegir C(lg)(glg) = 0(13)(213) = C(23)(223) = C(lg)(312) = C(lg)(323) = —0(13)(212) = 1, y el resto de los coeficientes
iguales a cero, resulta a; = a2 = a3 = a12 = a13 = az3 = 0. Por lo tanto, la mayor codimensién de una polarizacién
de una funcional cualquiera f € (ym(3)/C°(ym(3)))* es 6. En la siguiente seccion utilizaremos estos calculos para
completar uno de los resultados principales obtenidos en esta tesis: el Teorema

a1(C(13)(213) + C(23)(223) — 0(13)(312)) + as + a3(c3z212 — €33213) = 0.
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3.5 Teoremas principales

En esta seccién se demuestran varios resultados principales de esta tesis. En el Teorema se prueba que toda
dlgebra de Weyl A,.(k) es un cociente de YM(3). Como corolario, toda dlgebra de Weyl es cociente de YM(n), con
n > 3. Este resultado puede utilizarse, por ejemplo, para construir familias de representaciones del dlgebra de
Yang-Mills que separen puntos, lo cual se hace en la Proposicion [3.5.5]

Teorema 3.5.1. Dado r € N existe un morfismo suryectivo de k-dlgebras
U(ym(3)) = A (k).

Mds aiin, podemos elegir este morfismo de manera tal que exista | € N tal que el morfismo anterior se factorice por el cociente
U(ym(3)/C! (ym(3)))
U(hm(3)) A (k)

\ /’

U(ym(3)/C! (nm(3)))

Demostracién. En la seccién anterior demostramos el caso r = 1, 2, 3, 4. Vamos a demostrar ahora el resultado para
r > 5.

Sabemos que hay una descomposicién como k-médulos ym(3) = V & tym(3). Si vemos ym(3) como una élge-
bra de Lie graduada, con la graduacién especial, el Teorema [3.2.18| asegura que tym(3) es un algebra de Lie libre
graduada (en grado par) generada por un espacio vectorial graduado (en grado par) W (3), es decir,

tym(3) =~ fg-(W(3)),

Por la Proposicién W(3) = @,cy W (3)21+2, condimy (W (3)242) = 2[+1. Elegimos una base para los primeros
dos espacios homogéneos de W (3) como antes: para W (3)4 elegimos la base {12, 13, x23} y para W (3)s tenemos

{371127 X113, 221, 123, 33312}-
Por la Proposicién resulta

Ugr (tym(3)) =~ Ugr (fgr (W (3))) = Tgr (W (3)),
y, por lo tanto, si O denota el funtor olvido,
T(OW(3))) = O(Tg(W(3))) = O(Ugr(tym(3))) = U(O(tym(3)))-

Para cada m € N, tener un morfismo de k-4lgebras de U (O(tym(3))) en A,, (k) equivale entonces a un morfismo
de k-dlgebras de T(O(W)) en A,,(k), lo que es lo mismo que un morfismo de k-espacios vectoriales de O(WW) en
A, (k). El morfismo de élgebras serd suryectivo si la imagen del correspondiente morfismo de espacios vectoriales
contiene a los generadores (como algebra) de A,, (k), que denotaremos p1,...,Pm,q1,- - ., ¢m cOmo es usual.

De ahora en adelante, como trabajaremos exclusivamente en la categoria de algebras no graduadas, aunque
mantendremos la graduacién canénica del dlgebra de Yang-Mills ym(3), omitiremos escribir el funtor olvido O sin
que ello cause confusién alguna.

Suponemos m > 2. Elijamos un morfismo de k-espacios vectoriales

¢:W(3) — An(k)

tal que (W (3)4) = {0} y d(z112) = p1, d(x221) = P2, d(2123) = q1, ¢(*113) = G2, P(z312) = 0, y tal que para cada
generador del dlgebra de Weyl p; v ¢; (3 < ¢ < m), existan elementos homogéneos de grado mayor que 6, w;, w; en
una base de W (3) tales que ¢(w;) = p; y ¢(w]) = ¢;. Esta tiltima condicién es facilmente satisfecha ya que W (3) es
de dimensién infinita.

Sean d; y d} los grados de w; y w;, respectivamente. Sea j el médximo de los grados d; y d,, y seal = 2j + 1. El
morfismo ¢ induce un tnico morfismo suryectivo ® : U(tym(3)) — A,,(k), que es equivalente a un morfismo de
algebras de Lie

tym(3) — Lie(Ap,(k)).

Este tltimo se factoriza de la forma siguiente

tym(3) — tym(3)/C (hym(3)) — Lie(An, (k)),
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donde el primer morfismo es la proyecciéon canénica. Por lo tanto, el morfismo @ se factoriza también
U(tym(3)) — U(tym(3)/C" (ym(3))) — Ay ().
Hemos obtenido finalmente un morfismo suryectivo de k-algebras
U U(tym(3)/CH (ym(3))) = A (k),

y el dlgebra de Lie tym(3)/C!(ym(3)) es nilpotente. Mds atin, es un ideal nilpotente del 4lgebra de Lie nilpotente
pm(3)/Cl(ym(3)). Cémo médulos sobre k se tiene el isomorfismo ym(3)/C (hym(3)) = V(3) @ tym(3)/C (ym(3)).

Sea I = Ker(¥). Como el cociente del dlgebra envolvente U(tym(3)/C!(ym(3))) por el ideal I es un élgebra de
Weyl, que es simple, I es un ideal bilatero maximal, y por lo tanto existe una funcional lineal f € (tym(3)/C!(ym(3)))*
tal que I = I(f). Elegimos h; una polarizacioén estdndar de f, i.e., una polarizacién dada a partir de una bandera
de tym(3)/C'(hym(3)). Sea f € (ym(3)/C(hm(3)))* una extension de f, y sea b 7 una polarizacion esténdar de f dada
al continuar la bandera de tym(3)/C!(ym(3)) a ym(3)/C(ym(3)), i.e., si la bandera es:

tym(3)/C' (ym(3)) C g1 C go C g3 = ym(3)/C(ym(3)),

y si notamos f; la restriccién de f a g; (i = 1,2, 3), entonces
br=by+ol +of +of.
De acuerdo con la Proposicién[2.5.5]
st(I(f),ym(3)/C' (ym(3))) = tym(3)/C" (ym(3)) + ¢,

donde
st(I(f), om(3)/C (ym(3))) = {z € ym(3)/C' (ym(3)) : [z, I(f)] C I(f)},

g’ = {z € ym(3)/C(hm(3)) : f([z, tym(3)/C' (hym(3))]) = 0}.

Facilmente, obtenemos que, para nuestra eleccién de ¥, Z12, 13, T23 € I, pero Z112, Z221, T123 No estd en el nticleo
de ¥, ya que ¥(Z112) = p1, ¥(Z221) = p2 y ¥(Z123) = q1-

Sea x € ym(3)/C'(ym(3)), luego = = o’ + y, donde 2’ = S°_ ;i € V(3), e y € tym(3)/C'(ym(3)). Como
[y, I(f)] € I(f), entonces x € st(I(f),pym(3)/C'(ym(3))) siy solosi [z/, I(f)] C I(f). Veamos que quiere decir esta

condiciéon. Como
3

(2, Z12) = g ¢i|Zi, T12] = c1T112 — €221 — C3T123,
i=1
[#',Z12] € I siy s6lo si ¥([x',Z12]) = O, es decir, si y s6lo si cip1 — capa — csqn = 0, pero como los gene-
radores de A,,(k) son linealmente independientes, debe ser ¢y = ¢; = ¢3 = 0, y resulta '’ = 0, lo que im-

plica st((f),pm(3)/C'(ym(3))) = tym(3)/C'(ym(3)). Luego g’ C tym(3)/C'(ym(3)). En consecuencia, resulta que
gl' C tym(3)/C'(ym(3)), y por lo tanto h; C tym(3)/C(ym(3)). Por la maximalidad de by en tym(3)/C!(ym(3)),
vemos que h 7 C hy. La otra inclusion estd dada por definicién, conque by = b.

Finalmente, el peso del ideal I(f) es igual a

dimy,((ym(3)/C' (ym(3))) /b 7) = dimg ((hm(3)/C'(ym(3)))/by)
= dimy((tym(3)/C' (hm(3)))/bf) + 3 = m + 3.

Hemos demostrado, tomando r = m + 3, que A, (k) es un cociente de ¢/ (ym(3)) para cualquier r > 5, y en
consecuencia para todo r € N. O
Observacion 3.5.2. La demostracion anterior no es vdlida en el caso de ym(2), ya que en ese caso tym(2) =~ f,,(W(2)) con
dim(W(2)) = 1.

Como U (hm(3)) es cociente de toda U (ym(n)) para n > 4, tenemos el siguiente corolario:
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Corolario 3.5.3. Dados dos niimeros naturales r,n € N, con n > 3, existe un motrfismo suryectivo de k-dlgebras
U(ym(n)) — A, (k).
Mds atin, existe | € N tal que el morfismo anterior se factoriza por el cociente U(ym(n)/C!(ym(n)))

U(ym(n)) Ar (k)

\ /

U(ym(n)/C! (ym(n)))

Definicién 3.5.4. Sea A una k-dlgebra asociativa, o de Lie, y sea R C aMod una subcategoria plena de la categoria de
médulos (a izquierda) sobre A. Diremos que R separa puntos de A si para todo a € A, a # 0, existe un objeto M € R tal
que a no induce el morfismo nulo en M.

Por la Proposicién 3.1.15 de [Dix1]], un ideal I de un élgebra envolvente de un dlgebra de Lie g es semiprimo si
y sélo si es interseccion de ideales primitivos. Como U(g) es integra, el ideal nulo {0} es completamente primo, y
por lo tanto semi-primo (cf. [Dix1], 3.1.6). Entonces, {0} es interseccién de ideales bildteros primitivos. A fortiori, la
interseccion de todos los ideales bilateros primitivos de Z/(g) es nula, es decir, el radical de Jacobson J(¢(g)) = {0}.
Asimismo, como todo ideal bildtero maximal es primitivo (cf. [Dix1], 3.1.6), la interseccién de todos los ideales
bilateros maximales es nula.

Sea W(n) la subcategoria plena de y/(ym(n))Mod formada por todos los médulos M tal que existen 7,/ € N que
cumplen que la accién se factoriza ¢ : U(ym(n)) — U(ym(n)/C (ym(n))) — A,.(k) — Endy(M).

Proposicién 3.5.5. La categoria W (n) separa puntos de U(ym(n)).

Demostracién. Sea x € U(ym(n)) no nulo. Luego, existe I € N tal que m(z) € U(ym(n)/C'(ym(n))) es no nulo
(cf. Lema . Como hm(n)/C'(ym(n)) es un &lgebra de Lie nilpotente de dimensi6n finita, la interseccién de
todos los ideales bilateros maximales es nula, y entonces existe un ideal bildtero maximal J < (ym(n)/C!(ym(n)))
tal que m;(z) ¢ J. Por otro lado, tenemos que U (ym(n)/C (ym(n)))/J ~ A, (k), para algtn r € N (cf. [Dix1]], 4.5.8
y Thm. 4.7.9). Como la imagen inversa de un ideal bildtero maximal por un morfismo de k-algebras suryectivo es
maximal, I = 7, *(J) es un ideal bildtero maximal en U(ym(n)) y U(ym(n))/T =~ U(ym(n)/C'(ym(n)))/J =~ A, (k).
Trivialmente = ¢ I, pues si z € I, luego m(x) € m(I) = J, lo que es absurdo. Sea M un médulo sobre A, (k), tal
que la imagen de x bajo los isomorfismos anteriores es no nula (tomar por ejemplo el mismo A, (k)). Luego, los
isomorfismos anteriores inducen sobre M una estructura de ¢ (ym(n))-médulo, donde x no actiia como el morfismo
nulo. La proposicién queda demostrada. O

Observacion 3.5.6. Aungque la subcategoria W(n) separa puntos del dlgebra de Yang-Mills YM(n), no es esquelética en la
categoria yi(nyMod. Esto se debe a que todo objeto de VW(n)) posee dimension de Gelfand-Kirillov finita, ya que, si M € W(n)
es un médulo inducido de un médulo de A, (k), luego (cf. [McRl, Prop. 1.15, (ii); Prop. 3.2, (iii), (v))

GK—dimYM(n) (M) = GK—dimAT(k) (M) < GK—dimAr(k) (A, (k)) = 2r.

Por otro lado, como YM(n) posee dimensién de Gelfand-Kirillov infinita (cf. Seccion [3.4), existen modulos (e.g., YM(n)) que
no pertenecen a W(n).
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Capitulo 4

Homologia de Hochschild y homologia
ciclica del algebra de Yang-Mills

El objetivo de este capitulo es hallar la homologia de Hochschild y ciclica del dlgebra de Yang-Mills YM(n) para
n > 3. Recordamos que el caso n = 2 ya fue calculado en el Ejemplo[3.2.6]

Por este motivo, serd necesario estudiar las propiedades homolégicas del dlgebra de Lie libre thm(n) asi como de
su espacio de generadores W (n). En las primeras secciones estudiaremos en detalle este tltimo espacio, probando
en particular que posee estructura de S(V(n))-médulo (y por lo tanto de YM(n)-mddulo) y varias propiedades
homolégicas utiles (cf. Teorema [4.6.4] Proposicién[4.6.13). En particular, hallaremos las serie de Hilbert de W (n), lo
que nos permitira hallar el centro de YM(n) (cf. Corolario{4.3.6). Para las demostraciones de estos hechos sera ttil
estudiar espacios geométricos asociados a W (n) (cf. Seccié%

A partir del andlisis de la homologia para W (n), procederemos a estudiar las correspondiente homologia del
ideal de aumentacién de TYM(n) en la primera subseccion de la Seccién 4.7, de donde obtendremos la informacion
suficiente para hallar del primer grupo de cohomologia HH*(YM(n)) en la Subeccién (cf. Teorema .

Finalmente, en la misma seccién, a partir del andlisis de la homologfa ciclica de 4lgebras graduadas, vamos a
calcular la serie de Hilbert de los grupos de homologia de Hochschild y homologia ciclica del dlgebra de Yang-Mills.

La mayoria de los resultados de este capitulo se encuentran en [Mov]. Sin embargo, varios de ellos estan for-
mulados de forma incompleta y hasta incorrecta, y muchas veces sin demostraciones. Es por esto que el d&nimo
de este capitulo es presentar de forma lo mds completa y precisa posible los resultados para calcular la homologia
de Hochschild y ciclica del dlgebra de Yang-Mills YM(n). Por otro lado, las demostraciones brindadas en muchos
casos difieren de las bosquejadas en [Mov].

4.1 El médulo W (n)

Por el Teorema 3.2.18] el dlgebra de Lie graduada con la graduacién especial tym(n) es libre graduada, y por lo tanto
es isomorfa al dlgebra de Lie libre graduada f,,-(1W(n)) de un espacio vectorial graduado W (n), con la graduacién
especial, que podemos suponer incluido en tym(n).

Por otro lado, el morfismo W (n) — tym(n)/[tym(n), tym(n)] dado por la composicién de la inclusién y la proyec-
cién candnica es un isomorfismo homogéneo de grado 0 (cf. [Weil], Coro. 7.2.5, Thm. 7.4.1). Mds atin, como tym(n)
es un ideal de ym(n), tym(n)/[thym(n), tym(n)] posee una accién de ym(n) inducida de la accién adjunta de ym(n) tal
que tym(n) actda trivialmente. Por lo tanto, tym(n)/[tym(n), tym(n)] resulta un ym(n)/tym(n)-médulo, es decir, un
V(n)-médulo, donde consideramos a V'(n) como el dlgebra de Lie abeliana de dimensién n, o un S(V'(n))-médulo
graduado, al considerar el dlgebra universal envolvente. Esto induce una accién de V' (n) en W(n), que podemos
escribir de la forma z;.w y que satisface que

[z, w] = 25w + Z[vi’l’ v; ], (4.1.1)
leL

donde L es un conjunto de indices y v;;,v; ; € tym(n), VI € L.
Mas atn, teniendo en cuenta que tym(n) = f(W(n)), tym(n) es la subélgebra de Lie generada por W(n) en

63
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Lie(TW (n)). En consecuencia, recordando que TW (n) = @, <y, W (n)*?, podemos escribir

tom(n) = @D tom(n)?,

peN

con tym(n)? = tym(n) N W (n)®P. Si z € tym(n)?, diremos que = tiene grado homolégico p.
Por lo tanto, podemos escribir

[, w] = x;w + pr.w, (4.1.2)
p>2

donde p”.w es la proyeccion de [z;, w] € tym(n) en la p-ésima componente thym(n)P. Notar que la suma anterior es
finita.

Proposicién 4.1.1. El espacio vectorial graduado W (n), con la graduacion usual, es un S(V (n))-médulo graduado para la
graduacion usual. Mds aiin, como el elemento g = Y, x? € S(V (n)) actiia por cero, W (n) resulta un S(V (n))/{g)-médulo
graduado.

Demostracién. La primera parte ya fue demostrada, donde consideramos la graduacién usual, por ser mds natural
para las élgebras asociativas.
Para demostrar la segunda, a partir de (4.1.1), basta ver que

n

Z[z,;, [z, w]] € [tym(n), tym(n)],YVw € W(n). (4.1.3)

i=1
Para ello, procederemos por induccién en el grado usual d de w. Si d = 2, luego podemos suponer w = [z;, ],

donde 1 < j,1 < n. En este caso, aplicando la identidad de Jacobi,

n n

D sl w]] =l [, [y, @] =

i=1 i=1 1

QZ .%‘l,.%‘7 l‘z,xl ] [tUm(n)’tUm(n)L

i=1

(s, [, )]s ma] +2 ) [lwi ), i, @] + Y [y, [, [, @]

i=1 i=1

I

Il
§ [l

donde en el dltimo paso empleamos las relaciones de Yang-Mills.
Supongamos que demostramos la propiedad (4.1.3) para todo w de grado d < dy y sea w de grado dop + 1.
Entonces, podemos escribir

n

w = Z[-Tj»ij

j=1
donde w; posee grado menor o igual que dy, y por lo tanto, por hipétesis inductiva,

n

Z[l‘i’ [‘ri’wj]] = Z [C(;dé]vVI <j<n

=1 aEAJ-

donde A; es un conjunto de indices y ¢/, d’ € tym(n),Va € 4;,1 < j <n.
Por otro lado,

n n n n
Z i, [Ti,w ([, [zi, 4], wy] +22 [i, x;], [2s, wyl] +Z[xjv[[xiv[mi’wjm
=1 =1 =1 =1
= Z @i, 2], (i, wy) +Z > Logleh d
i=1 i=1acA;
=2 (w5, 2], [25,w, +ZZ ([l ), &) + [c), [25, ))) € [tom(n), tym(n)],
i=1 i=1 a€A;

donde 4; es un conjunto de indices y ¢/, d? € tym(n), Va € A;,1 < j < n. O

a’ ~'a
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4.2 Algunos resultados ttiles

En esta subseccién vamos a presentar algunos resultados que serdn empleados en el analisis del médulo W (n) y
que fueron extraidos de [Mov], Sec. 3.3, aunque con algunas correcciones.

Definicién 4.2.1 (cf. [Movl], Def. 13). Sea S(V(n)) el dlgebra simétrica y sea N un S(V(n))-mddulo a derecha. Si
z € S(V(n)), definimos el anulador de N con respecto a z como el S(V (n))-submédulo de N dado por

anny(z) ={y € N : yz =0}.
A su vez, se define el anulador positivo de N como el S(V (n))-submddulo de N siguiente
ann(N) ={y € N:ya=0,Va e ST(V(n))}
Por otra parte, consideraremos los S(V (n))-mddulos siguientes (con la estructura inducida de N™)
Z(N) ={(y1:---yn) € N" 2 Y yiwjas = y;a},
i=1
B(N)={(y1,...,yn) € N : 3y € N tal que yx; = y; },

denominados submdédulos de ciclos y submdédulo de bordes, respectivamente. Es directo ver que B(N) C Z(N).
Se define H(N) = Z(N)/B(N).

Observacion 4.2.2. La imagen del morfismo S(V (n))-lineal

ann(N) — N @ A"V (n)
y'—>y®:v1/\~-~/\acn

estd incluida en el niicleo de la n-ésima diferencial dS* del complejo de Chevalley-Eilenberg de V con coeficientes en N, ya que

dSE(y®$1/\~--/\xn):Z(—l)iywi®x1/\...55i/\~--/\mn:O,
i=1

pues yx; = 0. Mds aiin, como {x1 A+ - -AZ; A+~ ATy }1<i<n €5 una base de A"~V (n), entonces y@x1 A+ - Ay, € Ker(dS®)
si y sélo si yx; = 0, Vi, con 1 < i < n. En consecuencia, la aplicacién anterior define un isomorfismo S(V (n))-lineal de
ann(N) en H,(V, N).

Observacion 4.2.3. Considerando el isomorfismo de dlgebras de Lie ym(n)/tym(n) ~ V(n), obtenemos que todo S(V (n))-
médulo (o V (n)-médulo) N, es un ym(n)-mddulo con la accion inducida. En ese caso, vemos directamente del complejo de
Koszul para la homologia del dlgebra de Yang-Mills wm(n) con coeficientes en N que Z(N) ~ Zy(ym(n), N) = Ker(dz)
y B(N) ~ By(ym(n),N) = Im(ds), a partir del isomorfismo canénico N ® V(n) ~ N™. En consecuencia, H(N) ~
Hjy(ym(n), N). Esto justifica el nombre empleado.

Dado N un S(V(n))-médulo, podemos considerar el morfismo S(V (n))-lineal

hy : Z(N) — ann(N/N.q)

n
(yla s ayn) = Zgzxm
i=1

donde g; es la clase de y; en N/N.q.
Es directo chequear que h/y estd bien definida: si (y1,...,y,) € Z(N), entonces

n
Zyiximj =y;jq € N.q.

i=1
Pero este morfismo satisface que h/y(B(N)) = 0, ya que, si (yz1,...,yz,) € B(N), para y € N, entonces
Ry (yz1,...,yx,) es la clase del elemento Y, y2? = yq € N.q. Por lo tanto, iy induce un morfismo de S(V (n))-

moédulos by de H(N) en ann(N/N.q).
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Proposicién 4.2.4 (cf. [Movl], Prop. 14). Si el endomorfismo S(V (n))-lineal de N dado por la multiplicacion por q es
inyectivo, entonces el morfismo hy definido anteriormente es un isomorfismo.

Demostracién. Si (y1,...,y,) € Ker(hy), entonces existe y € N tal que

n
3 i = .
i=1

Como (y1,...,yn) € Z(N), i, yixjx; = y;q, y por lo tanto resulta yz;q = y,;q, Vj = 1,...,n. Como el endo-
)

morfismo S(V(n))-lineal de N dado por la multiplicacién por g es inyectivo, y; = yz;, Vj = 1,...,n, es decir,
(Y1,...,yn) € B(N), y por lo tanto, hn es inyectivo.
Sea ahora gy € ann(N/N.q) la clase de un elemento y € N. Por lo tanto, existen elementos y1,...,y, € N tales

que yz; = y;q, Vi =1,...,n. Luego,

n

n
D viwg =y yzi = ya.
=1

i=1
Como el endomorfismo S(V (n))-lineal de N dado por la multiplicacion por g es inyectivo, resulta y = >_"_; v;2;, y
por lo tanto An (y1,...,yn) = 7, es decir, hy es suryectivo. La proposicién queda demostrada. O

Proposicién 4.2.5 (cf. [Movl], Prop. 15). Si el endomorfismo S(V (n))-lineal de N dado por la multiplicacion por q es
inyectivo y H,,(V,N) = H,,_1(V,N) = 0, entonces Ha(ym(n), N) = H(N) = 0.

Demostraciéon. Como la sucesion exacta corta de S(V(n))-médulos
0-N3N-—-N/Ng—0
da lugar a la sucesién exacta larga en homologia de Lie
0— H,(V(n),N) — H,(V(n),N) — H,(V(n), N/N.q) = H,—1(V(n),N) —» H,_1(V(n),N) — ...

y H,(V,N) = H,,_1(V,N) = 0, entonces H,,(V(n), N/N.q) ~ ann(N/N.q) ~ H(N), donde empleamos los resulta-
dos de la Observacién y la Proposicion Finalmente, por la Observacion Hs(ym(n),N) = H(N) =
0. O

4.3 Laserie de Hilbert de W (n)

Definicién 4.3.1. La serie de Hilbert de un k-espacio vectorial graduado V- = P, ., V, es la serie formal de potencias en
Z||z, 2= Y]] dada por

hy(z) = Zdimk(Vn)z".

En esta seccién vamos a estudiar la (co)homologia de S(V(n)) como representaciéon graduada de ym(n), y en
particular vamos a calcular la serie de Hilbert del espacio vectorial graduado de generadores libres del dlgebra
thm(n).

Como el ideal tym(n) < ym(n) es igual al conmutador de ym(n), la estructura de tym(n)-médulo inducida de
S(V(n)) es trivial. A su vez, como el algebra de Lie tym(n) es libre, al emplear [Wei], Prop. 9.1.6, la homologia
puede calcularse empleando la resolucién de k por tym(n)-médulos libres

0 — U(tym(n)) ® W(n) 2 U(tym(n)) =" &k — 0, 4.3.1)
por lo que obtenemos que
S(V(n)), sie=0,
Ho(tym(n), S(V(n))) =< S(V(n)) @ W(n), sie=1,
0, sie>1,

donde S(V(n)) ® W(n) posee estructura de V(n)-médulo dada por la accién diagonal de considerar las acciones
usuales en S(V(n)) y W(n), y los isomorfismos anteriores son de V' (n)-médulos graduados (homogéneos de grado
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0). Esto se demuestra comparando la resolucién anterior con una resolucion de k en la categoria de ym(n)-médulos,
e.g., la resolucién de Cartan-Eilenberg

< — Uym(n)) ® A2pm(n) B U(ym(n)) © pm(n) B U(mm(n)) T k — 0,

que es una resolucién de U (thm(n))-méddulos libres, por el Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt. Usando este com-
plejo, la homologia He (tym(n), S(V(n))) posee naturalmente una accion de ym(n)/tym(n) ~ V(n).
En este caso, el morfismo de comparacion es sencillo

€tym(n)

0 Utym(n)) @ W (n) —— U(tym(n)) —= f —> 0

l iinc@inc iinc
d3 d €ym(n)

- = U(ym(n)) © Aym(n) — = U(ym(n)) © ym(n) — = U(ym(n)) 2k —0

Por lo tanto, obtenemos un morfismo de espacios vectoriales graduados (homogéneo de grado 0) entre complejos
que calculan la homologia H, (tym(n), S(V(n))):

0 SV()®@W(n) — 2 = 5(V(n)) “tym(n)

€ym(n)

LB S(V(n) ®rymn) YM(n) ® A%ym(n) %% S(V(n)) ®rym(n) YM(n) @ ym(n) s S(V(n)) ®TyM(n) YM(n) = 0

Demostraremos que los morfismos inducidos en homologia son V' (n)-lineales, es decir, debemos probar que oy
B inducen morfismos V'(n)-lineales & y 5 en la homologia.
El caso de a es simple, ya que, si z € S(V(n)) = Ho(tym(n), S(V(n))), a(z) = 2 @rymm) 1, luego,

73.0(2) = 1;.(2 @1yMn) 1) = 72 @1yMMn) L + 2 @TYMMN) Ti = iz @TyMn) 1 = @(72),

donde usamos que z @1ywm(n) i = 0, ya que z@rywmm) Ti = d1(2 @7ym(n) 1 ®2;). En consecuencia, & es V (n)-lineal.
Para el morfismo (3 es similar. Sea z @ w € S(V(n)) ® W(n) = H1(tym(n), S(V(n))). Entonces

Bz @w) = 2 @rymn) 1 @ w.

Por un lado, como
da (2" @rymm) ¥ @ a Ab) = 2" @rymm) Y'a @b — 2’ @rymm) Y0 a — 2’ @rymm) ¥ @ [a,b], (4.3.2)
entonces
do(z @1yMmn) 1 @ T Aw) = 2 @TyM(n) T @ W — 2 DTyM(n) W @ T3 — 2 D7yMn) 1 ® 24, W]
=2 ®TyM(n) Ti @ W — 2W OTyM(n) 1 ® ;

— 2@TYyM(n) 1 ® Z;.w — Z Z @TyM(n) 1 ® [Vi, U;,l]
leL

=2 @TYM(n) Ti @W — 2 ATYM(n) 1 @ T w — Z Z2 ®1yMn) 1 ® [vig, vé,l],
leL

donde usamos que TYM(n) acttia por cero en S(V(n)) y la identidad (4.1.1). Por otro lado, empleando nuevamente
la identidad (4.3.2),

Z d2(2 @Tymn) 1 @ vig Avy,) = Z 2 @TYM(n) Vil ® Vi) — Z 2 @TYM(n) Vig ® Vil — Z 2 @ryM(n) 1 ® [vig, vi ]
leL leL leL leL

= Z Z@1yMmn) 1 ® [vi1, 7],
IEL

ya que v;;,v;; € tym(n). Al combinar las dos igualdades anteriores obtenemos

d2(z @1ymm) 1 @ 2 Aw — Z 2 @ryMn) 1 ®vig Aviy) = 2 @1yM(n) T @ W — 2 @ryM(n) 1 © Tiw,
leL
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lo que implica que

2 @TYM(n) Ti @ W = 2 @1yM(n) 1 @ T;w.

Podemos usar la identidad anterior para obtener que

7.3(z2 @ w) = 2;.(2 @rymMn) 1 ® W) = 2 @TyM(n) Ti @ W+ Tiz @rym~n) 1 ® W
=2 @1yMn) | @ 2w + 22 @rympn) 1 @ w = B(xiz @w+ 2z @ zw) = Bz;.(2 @ w)),

es decir, 3 es V(n)-lineal.
Ahora continuamos con nuestro estudio de la homologia He (ym(n), S(V(n))). Por el calculo anterior, la sucesion
espectral convergente de Hochschild-Serre (cf. [Weil, 7.5.2)

Ep, = Hy(V(n), Hy(tym(n), S(V(n)))) = Hpq(9m(n), S(V (n)))

estd compuesta de dos filas (¢ = 0, 1). Por [Weil], Ex. 5.1.3 y Ex. 5.2.2, resulta la sucesién exacta larga

= Hya(om(n). SV () = B2y > By = Hylom(n). S(V(m)) — ... w33
— Hy(ym(n). S(V () — B}y - By — Hi(ym(n). S(V(n) — B}y — 0

y E3, ~ Hy(ym, S(V(n))), lo que implica directamente que Ho(ym(n), S(V (n))) ~ k (cf. 3.2.13).

Observacién 4.3.2. La sucesion espectral de Hochschild-Serre se obtiene a partir de la filtracién (por filas o columnas) del
complejo total de un complejo doble en el primer cuadrante, en este caso, un complejo doble de médulos graduados con diferen-
ciales dadas por morfismos homogéneos de grado 0. La filtracion (por filas o columnas) preserva la graduacién. La construccién
de la sucesion espectral a partir de una filtracion (cf. [Weil, Thm. 5.4.1 y Thm. 5.5.1) estd expresada solamente en términos de
morfismos homogéneos de grado 0, con lo que todos los morfismos de la sucesién exacta larga son homogéneos de grado
cero, y lo mismo el isomorfismo E3, ~ Ho(ym, S(V (n))).

Por otro lado, EZ, = H,(V (n), Ho(tym(n), S(V(n)))) = 0,sip > 1, ya que Ho(tym(n), S(V(n))) ~ S(V(n)). Por

P
lo tanto, resulta E>_, | ~ H,(ym(n), S(V(n))), para p > 1, lo que implica directamente que

Hy(ym(n), S(V(n))) = Hp1(V(n), S(V(n)) ® W(n)) =0,

sip > 2,yaque S(V(n)) ® W(n) es un V(n)-médulo proyectivo. Andlogamente,

donde todos los isomorfismos son de ym(n)-médulos a derecha y homogéneos de grado 0. Finalmente, hemos
probado (cf. [Mov], Prop. 8)

Proposicién 4.3.3. La homologia He(ym(n), S(V(n))) del dlgebra de Yang-Mills con coeficientes en el médulo S(V (n)) es
trivial, con excepcion en los grados 0 y 1, donde resulta Ho(hym(n), S(V(n))) ~ ky Hi(ym(n), S(V(n))) ~ W (n) (isomor-
fismos YM(n)-lineales a derecha, homogéneos de grado 0), donde W (n) es el k-espacio vectorial graduado de generadores libres
de tym(n).

Como aplicacién de la proposicién anterior podemos hallar la serie formal de Hilbert W (n)(t) de W (n) con la
graduacién usual. Para ello debemos tener en cuenta que si
oM Lams m o,

es una sucesion exacta corta de médulos graduados con morfismos homogéneos f de grado d y g de grado d/,
entonces

M(t) =t~ M"(t) 4 t*M'(t).
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Observacién 4.3.4. La identidad anterior implica que la serie de Hilbert no es un morfismo de Euler-Poincaré (cf. [La2],
Ch. 3, §8) si consideramos la categoria de médulos graduados con morfismos homogéneos no necesariamente de grado 0. En
consecuencia, si definimos la caracteristica de Euler-Poincaré de un complejo de médulos graduados (C,, de) como

1€Z

resulta que la caracteristica de Euler-Poincaré de un complejo de mdédulos graduados no coincide en general con la de su
homologia (cf. [La2|], Ch. XX, §3).

Si nos restringimos a la categoria de médulos graduados con morfismos homogéneos de grado 0, en cambio, la serie de
Hilbert si es aditiva, y por lo tanto, la caracteristica de Euler-Poincaré de un complejo de médulos graduados coincide con la de
su homologia (cf. [La2ll, Ch. XX, §3, Thm. 3.1).

Al inspeccionar el complejo (3.2.8) para W = S(V(n)), su caracteristica de Euler-Poincaré resulta

3 4 1—nt+nt3—t4
Xe oM, sv e = SV )(E) =ntSV(n))(t) +nt2S(V(n))(t) = £S5V ()(E) = ——7 7

ya que S(V(n))(t) = (1 —t)~". A su vez, por la observaciéon anterior, como el complejo (3.2.8) estd formado de
morfismos homogéneos de grado cero, su caracteristica de Euler-Poincaré coincide con la de su homologia.

Como Ho(om(n), S(V(n))) = k, Hi(ym(n), S(V(n))) = W(n), Ha(ym(n), S(V () = 0y H(om(n), S(V(n))) =
0 como moédulos graduados, la caracteristica de Euler-Poincaré de su homologia resulta

XHao(Ca(YM(n),S(V(n)))(t) = 1 = W(n)(t).

Finalmente,

(1—t)"—1+nt—nt>+t*

W(n) (t) = (1 _ t)”

Hemos probado

Proposicién 4.3.5 (cf. [Movl], Prop. 55). La serie formal de Hilbert del espacio vectorial graduado W (n)) (con la graduacion
usual) de generadores libres de tym(n) estd dada por

(1—t)"—1+nt—nt®+t*

W) = =
En el caso en que n = 3, obtenemos
_(B3=n?

por lo que dimy (W (n);4+1) = 2i + 1, parai € N, y cero sino.
Como consecuencia del Teorema|3.2.18|y la Proposiciéon podemos hallar el centro del dlgebra de Yang-Mills
para n > 3 (el centro de YM(2) estd calculado en el Ejemplo[3.2.6).

Corolario 4.3.6. Sin > 3 el centro del dlgebra de Yang-Mills YM(n) es k.

Demostracién. Por un lado, el cuerpo de base k C YM(n) estd incluido en el centro, como se observa directamente.
Por lo tanto, k C Z(YM(n)).

Por otro lado, HH®(YM(n)) ~ H°(ym(n), YM(n)). A su vez, por el Corolario YM(n) = U(ym(n)) ~
S(ym(n)). En consecuencia, debemos calcular HC(ym(n), YM(n)) ~ H(ym(n), S(hym(n))) = S(ym(n))"™),

Sea z € S(ym(n)) de la forma

z= Z C(il,...,in),laflll .. .ajil"tl,
(i1,--vin ) ENG IEL

donde c(;, ....i,)1 € k, {ti}1cL es la base de Poincaré-Birkhoff-Witt de TYM(n).

Entonces, z € S(ym(n))"™™ siy sélo si

n
0=[w,z] = Z c(i17___7in)7l(x§1 coxinw, ] + Z zh .ijx;j_l[w, zi] ... winty) (4.3.4)
(415500 ) ENGLIEL J=1
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para todo w € YM(n). Esto implica que z € TYM(n). Supongamos que no fuera asi. Entonces existirfa (i, ...,i0) €

Ng nonuloy Iy € L tal que c(;, )1 7 0. Sea

J ={(i1,...,in) € Ny : Il € Ltal quec, .. ;)1 # 0},

y sea (i},...,i,) € J con grado ¢} + - - - + i/, mdximo. Vemos entonces que [w, z] posee un término de la forma

/

. .
i 7
C(i/lv-naiil)al/xl ...xn"[w,tl/L

conc ..y # 0, que no se puede cancelar con otro término de la suma por cuestiones de grado ¢} +- - - +1/,.
Por lo tanto, debe ser [w,t;/] =0, Vw € tym(n), es decir, ¢ € Z(TYM(n)).

Como n > 3, por la Proposicion[4.3.5) TYM(n) es un élgebra libre en una cantidad infinita de generadores y por
lo tanto no puede ser conmutativa. De hecho, su centro es el cuerpo de base k. En otras palabras, ¢ = 1.

’

. . . I 3 ./ -/
. Por lo. tanto, (?btuv1mos que los términos de la forma c;, iy p@y' .zt ty, conegr gy A0edy 4 dp, =
imax Maximo satisfacen que ¢, = 1.

Como [z, 2] =0, paratodo h = 1,...,n, resulta que
*1 *2
n
i i i Lodi—1 i
0= [zn, 2] = Z Clitponnyin) 1 (@T - @y [0, U] + fo gl [, ag) )
(#1,...,in )ENG,IEL j=1

i1+ Fin <imax

(4.3.5)

*3

n
Z Z i1 .d5—1 7
+ C(il,...,in),lI1 Z]I] [I’h,zj} 'Z'nn

(i1,-wrin)ENG IEL j=1

i1+ -Fin=imax

Observamos que en el término %; consideramos solamente los sumandos con ¢; # 1, ya que si t; = 1, entonces
[177;, tl] =0.

Por cuestiones de grado iy + --- + i,, vemos que los términos de la forma *3 no pueden cancelarse con los
del término del tipo . Por otro lado, tampoco pueden cancelarse con términos de %1, ya que [z;,z;] estd en la
componente homogénea de tym(n) de grado homolégico 2, mientras que [z, ¢;] estd en la componente homogénea
de grado homolégico mayor estricto que 2. Esto implica que los coeficientes c(;, ... ;) con i; + -+ + i, maximo
deben ser nulos, lo que es un absurdo, pues se supuso que no era el caso. El absurdo provino de suponer que
z ¢ TYM(n). En consecuencia, z € TYM(n).

Nuevamente, como n > 3, TYM(n) es un élgebra libre en una cantidad infinita de generadores y por lo tanto
su centro es el cuerpo de base k. Como z € Z(YM(n)) N TYM(n), luego z € Z(TYM(n)) y por lo tanto z € k. El
corolario queda demostrado. O

4.4 Otra caracterizacion de W (n)

Aunque el isomorfismo de la Proposicién da otra caracterizacién de W (n), el mismo no es explicito. En la
Proposicién de esta subseccién exhibiremos un isomorfismo V'(n)-lineal homogéneo de grado cero explicito
entre W (n) y Hi(ym(n), S(V(n))). Supondremos que S(V(n)) ® V(n) posee la acciéon a izquierda de V'(n) dada por
la accién usual en S(V (n)).

Comencemos considerando la siguiente aplicacién k-lineal homogénea de grado 0

¢:TV(n) V(n)) @ V(n)

=
Z%’xi = ZW(%’) & 4,

n n
i=1 i=1
donde 7 : TV(n) — S(V(n)) es la proyeccién canénica. El morfismo anterior estd bien definido ya que todo
elemento = de TV (n) se escribe de manera tnica de la forma z = ! | ¢;x;. La linealidad y homogeneidad son
directas. Ademds, como 7 es suryectivo, ¢ resulta suryectivo también.

Por otra parte, como 7 es un morfismo de k-algebras, si z, 2’ € TV (n) son homogéneos de grado mayor o igual
que 1, entonces ¢(z'zx;) = 7(2'2) ® x; = 7(2')7(2) ® x;, es decir, si 2/ € TV (n) es homogéneo de grado mayor o
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igual que 2, resulta que ¢(z'z) = w(z').¢(z). En particular, si 2/ = x;, entonces ¢(z,z) = z;.¢(z). Esto no implica
que ¢ sea V(n)-lineal, ya que TV (n) no es un V(n)-médulo con la multiplicacién a izquierda.
Denominaremos ¢’ a la restriccion de ¢ a f(V(n)) € TV (n). Es facil ver que
¢ () = 1@, (4.4.1)
(b/([xil, [ cy [xilfu‘riz} .. ]]) =Xy Ty oL QX4 — Xjy Ty 5Ty QT4 4, (442)

donde [ > 2. Esta tiltima identidad se demuestra por induccién en l. Sil = 2 es directa.
Supongamos que [ > 2, y que la identidad anterior sea cierta para [ — 1. En ese caso

¢/([mi17 [ ) [xil,—mxil] cee ]]) = ¢($“ [xizv [ BN [xil—lﬂxil] ce H) - ¢([xi27 [ ) [xiz—lvmiz] . Hxll)
- xi1¢([$i27 [ (] [Iil—lﬂ‘ril] s H) - ,’T([zizv [ BN [zil—lﬂxil} e H) & Ty
= xiid)/([x’izv [ = ['r’iz 17331'1] - H)

=TiyTiy -+ - Tiy_,Tiy_y @ Tiy — iy Tigy « - - Tiy_,Tiy @ T4y _q,

donde empleamos la identidad ¢(z;2') = x;.¢(2’), vélida para cualquier 2’ € TV (n) homogéneo de grado mayor o
igual que 2, la hipétesis inductiva y la igualdad 7 ([z, z]) = 0, Vz, 2 € TV (n) (ya que 7 es un morfismo de algebras).
El siguiente lema serd de utilidad.

Lema 4.4.1. Sip: S(V(n)) @ V(n) — S(V(n)) denota la restriccion de la multiplicacién de S(V(n)) a S(V(n)) ® V(n),
entonces ¢'([f(V (n), F(V (n))]) = Ker(s),

Demostracién. La inclusion ¢/ ([f(V (n)), f(V (n))]) € Ker(u) es directa de la identidad (#.4.2) y del hecho inmediato
de que todo elemento elemento de [f(V(n)), f(V (n))] se escribe como combinacién lineal de elementos de la forma
[{Eil, [ PN [{Eil_l,.’I}ilH] con | > 2.

Veamos ahora la otra inclusién. Sea

n
y = Z Z a?m? .wir @ € Ker(p),
Jj=14eNy

donde i = (i1, ...,i,) y la suma anterior es finita. Escribiremos la suma anterior de la forma abreviada

Siguiendo con esta notacién, sera ttil fienotar e; € Nj, conl < i < n, el vector tal que (¢;); = ;5,1 < j <n
Ademas, como es usual, escribiremos |i| = i1 + -+ + iy,.
Probaremos que existe z € [f(V(n)),f(V(n))] tal que y = ¢'(2).

En principio, y € Ker(u) siy s6lo si
DI WL

J=lieNy

Esto ultimo es equivalente a la condicién siguiente: Para todo (i1, ..., i,) € Ny

zn:ag . (4.4.3)

Jj=1

donde empleamos la convencién a% =0,siexisteuniconl <! <ntalquei <O0.
En consecuencia, si definimos para todo i € Nj

J i1 ij—1

— @ .
Y; = a;_ejgcl c T Ty R T,

resulta por un lado que

Jj=14eNy ieNp \Jj=1 ieND
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y por otro, de la condicién equivalente {#.4.3), vemos directamente que u(y) = 0 siy s6lo si u(y;) = 0, Vi € Nj.
Por lo tanto, basta demostrar que dado i € Nj e y € Ker(u) de la formay = 7 o1 azfeml ¢ ® x; existe z €
1V (). H(V ()] tal que y = &'(2).
Suponemos entonces dado i € Nj fijoey = Z? 1a§ ¢ =1 %,
Tjy-0oytj,con0 <1 <n, los elementos no nulos en la n-upla i, es decir, i ij =0,siysolosij# ji,...,J.
~ Sil =0, es decir, i es la n-upla nula, entonces debe ser y = 0 = ¢'(0) € ¢'([f(V'(n)), f(V(n))]), ya que en ese caso
al, =0,Vjtalquel <j <mn.
‘ Sil = 1, entonces existe jo, con 1 < jo < n, tal que i = m.ej,, m € N, y luego la condicién @#4.3) implica que
@, 1., =0,y porlotanto y — 0 = &/(0) € & (1(V(n)), F(V (m))).
Sea [ > 2. Vamos a proceder por induccién en {. Supongamos que el enunciado es cierto para [ — 1. Escribimos

7o @ x; que satisface que . = 0. Sean

n

Y= aﬁ ze]®x_§ a zejp®x]
t—ej,

g1 —i—e; ) —i—e; ) J1 z e 2 e
=0, (l‘ QT —T ]2®x]2)+a§7 ]2®xJ2+§ :a ]p®'er

!
_ 0 —i—e; . —i—e; . Jp —i—e; .
=a' (@M Qux; -T2 Q)+ g bgfejp:v @ xj,
p=2

= a! i1 ¢/(adij1 71(‘%‘]'1) ° adihil(m]‘z) o ad'is (xjg) 0.+ oad" (le 1332, x]l + Z b ij_eip ® Ziy,

donde bgi% =d' +a ybor = ag’) . ,si3<p<l

11— 6 31 ’L €J2 Z er
Por un lado, como

el elemento

pertenece al ntcleo de 4. Por otro lado, por hipétesis inductiva, existe z' € [f(V(n)),f(V(n))] tal que v/ = ¢'(%).
Entonces

Yy = agl_ejl ¢I(adij1 _l(le) o adij2_1(‘rj2) o adijB (xh) 00 adijl (le )([ij le])) + ¢/(Z/)
= qbl(agl_g adijl 71("'6]'1) o adi'jzil(sz) o a“dijs (xjs) 00 adin (sz )([CL‘j2, le]) + Zl)
y por lo tanto existe z € [f(V (n)),f(V(n))] tal que y = ¢'(z). El lema queda demostrado. O

Seadsy : S(V(n))®V(n) — S(V(n)) ® V(n) la diferencial en grado 2 del complejo para W = S(V(n)). En

ese caso,
n

n
dQ(Z 2i ® in) = Z (szf Rx; — 22k ® xj).
i=1 ij=1

Como d; = 1, Im(dz) C Ker(p), y por lo tanto podemos considerar el morfismo de espacios vectoriales graduados
homogéneo de grado 0, que denotaremos 1/,

[{(V(n)),§(V(n))] = Ker(u)/Tm(ds) = Hi(ym(n), S(V(n))) = W(n),

dado por la composicién de ¢’ y la proyeccion canénica. Notar que 7’ es suryectivo, ya que es composicién de
morfismos suryectivos.

Lema 4.4.2. Sea ds la diferencial en grado 2 del complejo 3:2.8) para W = S(V (n)) y ¢’ el morfismo de [§(V (n)), f(V (n))]

en Ker(u)/Im(d2) dado por la composicién de ¢’ y la proyeccién canomca Si (R( )) denota el ideal de Lie en §f(V(n))

generado por el espacio vectorial de las relaciones de Yang-Mills , entonces ¢'((R(n))) C Im(ds), y por lo tanto i’

induce un morfismo k-lineal homogéneo de grado 0 suryectivo de [f (V( )), f(V(n)]/(R(n)) = tym(n) en Ker(p)/Im(dz) =
(

Hi(ym(n), S(V(n))) = W(n) (notar que (R(n)) < [f{(V(n)), {(V (n)))-
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Demostracién. Dado j, con 1 < j < n, denotaremos r; = Y7, [z;, [z;, z;]].
Primero demostraremos que todo elemento de (R(n)) se escribe como combinacién lineal de elementos de la
forma

[xi1v [‘riza [ ) I:xip717’rip] . ]]]7

dondep € N, i1,...,14, € {1,...,n}. Denotaremos R(n) el espacio vectorial generado por estos elementos.
Para ello, sea y € (R(n)). Por definicién, y es combinacién lineal de elementos de la forma siguiente:

[a1,[az,[. .., [ai—1,7s,] -],

dondel e N, s; € {1,...,n}yai,...,a—1 € f(V(n)).

Podemos suponer sin pérdida que y es de la forma anterior. La demostracién es por inducciénen . Sil = 1,
estamos considerando entonces un elemento de la forma r,, € R(n) C R(n).

Sil > 1, entonces y = [a1,b], donde b = [ag, ..., [a;—1,7s]...]].

Por hipétesis inductiva b € R, y por lo tanto se escribe como combinacién lineal de elementos b;, j € J, con J
algtn conjunto finito de indices, tales que

bj = [Ii{’ [:ci]z-, [..., [xiij_l’Ti?%j] Sl

Como a; € f(V(n)), es combinacién lineal de elementos de elementos af, g € G, con G algtin conjunto finito de

indices, tales que

af = [xhga [--~7[$hfng_1,$h?ng]---]]-

Para probar que y = [a;,b] € R(n), basta probar que

[aﬁlla b]} = [[Ihfv [ cey [zhfngflvxhgn,g] s Ha [xlga [IZ%, [ cey [‘T,‘ijilvri%j] . HH € R(”)v

paratodo g € Gy j € J. Esto lo haremos por induccién en el grado usual m de af.

Sim = 1, es inmediato. Supongamos que m > 1y que el enunciado anterior es cierto para m — 1. Escribimos
9 _

a=af =3 [rsaly

b= bj = [fEiN [.’L’i2, [ ey [xipfl,n-p] . ]]]
Luego,
[a,0] = > lles ], 0) = = S lal, [eg, 8] + [, [al, B
s=1 s=1 s=1

Como el grado usual de a/, es m — 1 para todo s, con 1 < s < n, entonces, por hipétesis inductiva, [a}, [z, b]] € R(n)
y [a},b] € R(n). Esto dltimo implica que [z, [a], b]] € R(n), y en consecuencia [a, b] € R(n). Hemos demostrado por
lo tanto que (R(n)) = R(n), es decir, que todo elemento de (R(n)) se escribe como combinacién lineal de elementos
de la forma

[Ih’ [xiza [ (RN} [‘Tip—urip] s ]]]7
dondep e N, iq,...,4, € {1,...,n}.
Por la identidad (4.4.2),
(b'([xil, [l‘iz, [ R [.TizFl R Tip] .. HD = Z(.Th Ty oo inp71$?®$73p —Xj Ty - - $¢p71$j$1p®$j) = d2(37i1-77i2 - aci%l@xip),
j=1
es decir, ¢'((R(n))) C Im(dz). El lema queda demostrado. O

Por lo tanto, hemos obtenido un morfismo suryectivo k-lineal homogéneo de grado 0
o' tym(n) — Hi(ym(n), S(V(n))) ~ W(n).

Podemos chequear facilmente que ¢’ ([thm(n), tym(n)]) = 0.
Esto se prueba de la forma siguiente. Sean a,b € [f(V (n)), {(V(n))] tales que a,b € tym(n). Como ¢’([a, b]) es la
clase de ¢'([a, b]) en Ker(u)/Im(d2), basta ver que ¢’ ([a, b]) € Im(dz). Mds atin, vamos a demostrar que ¢'([a, b]) = 0.
Como a,b € [f(V(n)),f(V(n))], entonces podemos escribir a = Y7, [x;,a}] y b = Y77, [x;,b}], donde a, b €
f(V(n)). Luego
¢'([a, b]) = d(ab — ba) = ¢(ab) — ¢(ba) = 7(a)p(b) — m(b)¢(a) = 0
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donde 7 : TV (n) — S(V(n)) es la proyeccién candnica y usamos que w(a) = w(b) = 0, pues 7 es un morfismo de
algebras.

Finalmente, como ¢’ ([tym(n), thm(n)]) = 0, ¢’ induce un morfismo suryectivo de espacios vectoriales graduados
homogéneo de grado 0, que denominaremos 1,

tym(n)/[tym(n), tym(n)] — Ker(p)/Tm(ds) = Hi(ym(n), S(V(n))) = W (n).

Como, a su vez, tym(n)/[tym(n), thm(n)] es isomorfo a W (n) como espacios vectoriales graduados (isomorfismo ho-
mogéneo de grado 0), y W(n) es localmente de dimensién finita, ¢ debe ser un isomorfismo de espacios vectoriales
graduados.

Hemos demostrado la siguiente proposicion.

Proposicion 4.4.3. La aplicacion
¥+ tym(n)/[tym(n), tym(n)] — Ker(p)/Im(dz) = Hi(ym(n), S(V(n)))
es un isomorfismo de espacios vectoriales graduados homogéneo de grado 0. Mds aiin, este morfismo es V' (n)-lineal.

Demostracién. S6lo falta demostrar que el morfismo ) es V' (n)-lineal. Esto es directo de la identidad (4.4.2). O

Corolario 4.4.4. El espacio vectorial W (n) es finitamente generado como S(V (n))-médulo y como S(V(n))/{q)-mddulo.
Una coleccién finita de generadores (como médulo sobre S(V (n)) y S(V(n))/(q)) estd dada por

{[zi, 73] }1<icj<n.

Demostracién. Consideraremos a S(V (n)) @V (n) provisto de la acciéon a izquierda de V' (n) dada por la accién usual
en S(V(n)). Vemos directamente que es finitamente generado, y como S(V(n)) es noetheriano, S(V(n)) ® V(n)
resulta noetheriano. En ese caso, la diferencial d; del complejo de Koszul con coeficientes en S(V'(n)) resulta un
morfismo V'(n)-lineal y por lo tanto su nicleo es un V' (n)-submoédulo finitamente generado. Por el Lema el
conjunto
{zi®@z; —z; @z }1<ici<n

es un sistema de generadores de Ker(d;) como S(V (n))-médulo.

Por otra parte, como dy también es V(n)-lineal, Im(dz) es un V(n)-subméddulo de Ker(d;). Como W(n) es
isomorfo a un cociente del S(V (n))-médulo finitamente generado Ker(d; ) por el submédulo Im(ds), resulta finita-
mente generado con sistema de generadores

{[7i, 7] bi<ici<n.

Finalmente, como la estructura de S(V(n))/(g)-médulo de W (n), proviene de la accién de S(V'(n)), W (n) resulta
también un S(V(n))/(g)-médulo finitamente generado con el mismo sistema de generadores. O

4.5 Algunas propiedades geométricas de W (n)

4.5.1 Generalidades

En esta subseccion daremos algunas caracterizaciones geométricas de I (n) que serdn de gran utilidad. Podemos
suponer que k = C para mds simplicidad, aunque no es necesario. Recomendamos a [Hart], Ch. 2 y 3, o [Mi] para
mayores referencias.

Como se vio en la Proposicién W (n) es un S(V(n))/(q)-moédulo graduado, donde ¢ = >_" , z7. En esta
subseccién, escribiremos A = S(V'(n))/{g) y supondremos n > 3.

Podemos considerar el espectro proyectivo X = Proj(A), que es una variedad algebraica (proyectiva) lisa (cf.
[Hart], Exer. 5.8) de dimensién n — 2 inmersa en el espacio proyectivo Proj(S(V'(n))). Denotaremos también X la
variedad elemental subyacente, incluida en el espacio proyectivo P(V(n)). Como es usual, no haremos distincién
entre los esquemas y las variedades elementales subyacentes, a menos que sea necesario.

Recordamos que en el caso de una variedad proyectiva X = Proj(A), existe un funtor aditivo monoidal plena-
mente fiel

(=)~ : GMod — Qcoh(o, Mod)
M — M~,
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donde denotamos 4Mod a la categoria de A-médulos graduados provista de morfismos homogéneos de grado
0, Qcoh(pMod) a la categoria de haces de Ox-moédulos quasicoherentes y la imagen de un médulo finitamente
generado es un haz de Ox-mdédulos coherente (cf. [Mi], Lemma 5.7). Mds atin, (—)~ resulta exacto, ya que la
fibra del haz M~ en un ideal primo homogéneo p es igual a la componente de grado cero M, de la localizacion
M, ~ M ®4 A,. Por lo tanto, el médulo graduado W (n) posee un haz de Ox-moédulos quasicoherente asociado
W (n)~. Empleando el Corolario[4.4.4, W (n)™ resulta coherente.

Si A[i] denota la suspensién i-ésima de A, se define el haz de Ox-médulos Ox[i] = Afi]™ y, si F es un haz de
Ox-médulos, F[i] = F Qo Ox|i]. Podemos considerar entonces el funtor

Ty : 0xMod — 4 Mod
F @F(X,}'[i]).

€L

Si F es quasicoherente, entonces el morfismo natural Sz : I'e(F)~ — F es un isomorfismo (cf. [Mi], Thm. 5.9).
A su vez, como A es integray A; = Z?’:l Ap.Z;, con {Z1,...,Z,} elementos primos en A, el morfismo natural
a: A — Te(Ox) es un isomorfismo (cf. [Mi], Thm. 5.9).

El siguiente lema es analogo a la férmula de Kiinneth, a pesar de que en este caso no se satisfacen sus hipétesis
usuales (cf. [Weil], Thm. 3.6.1). La demostracion es una variaciéon de la misma, que presentamos por completitud.

Lema 4.5.1. Sea Co = Co(YM(n), S(V(n))) el complejo para el YM(n)-médulo graduado S(V(n)) y sea z €
S(V(n)) un elemento homogéneo no nulo de grado d > 1. Definimos el digebra A, = S(V(n))/(z), que es un S(V (n))-
moédulo graduado. Al aplicar el funtor A, ®@g(v(n)) (—) al complejo C, obtenemos la siguiente sucesion exacta corta de
A.-médulos graduados con morfismos homogéneos de grado 0

0 — Az ®s(v(n)) Hp(C) = Hp(Az @s(v(ny) C) — Tory " (AL, H, 1 (C)) — 0.

Demostracién. En principio, vemos directamente que C, es un complejo de S(V (n))-médulos a izquierda libres.
La homologia de este complejo fue determinada en la Proposicién

Podemos aplicar el funtor A, ®g (v (n)) (—) al complejo C,. Aunque no se satisfacen las hipétesis de la férmula
de Kiinneth , la demostracién sigue siendo valida, como procederemos a mostrar.

Si Z, y B, son los subcomplejos de C, de ciclos y bordes, respectivemente, provistos con diferencial nula cada
uno, entonces, dado p € Z, resulta la sucesién exacta corta de S(V'(n))-moédulos graduados con morfismos homogé-
neos de grado 0

dP
0—2,—Cy,— By_1 =0,
que induce una sucesién exacta de A,-médulos graduados con morfismos homogéneos de grado 0 de la forma

id®d

0 — Tory " (A, By 1) = A, @5v(n)) Zp — Az @s(v(m) Cp = Az @5(v(ny) Bp-1 — 0,

ya que Torls(v("))(Az, Cp) = 0, pues Cp, es un S(V(n))-moédulo libre. Ademds, como Tor‘;(v("))(A, Cp) = 0, resulta
que Torf(v("))(AZ, Zy) = Torg(v("))(A, B,_1). Como A, tiene dimensién proyectiva menor o igual que 1 como
S(V(n))-médulo, ya que posee una resolucién graduada con morfismos homogéneos de grado 0 de la forma

0— S(V(n))[-d] 5 S(V(n)) — A, — 0, (4.5.1)

entonces Tory V™) (A,, Z,) = Tor; V") (A,, B,_) = 0. Més atn, TorSV(")(A,, Z,) = Torqsi‘f("))(Az, B,_1) =0,
sig> 2.
Vamos a demostrar que Torf(v(")) (A, Bp—1) =0, para todo p € Z.
Si consideramos la sucesién exacta corta de S(V (n))-médulos graduados con morfismos homogéneos de grado
0
0— B, — Z,— H,(C)—0,

resulta la siguiente sucesion exacta larga de A-médulos graduados con morfismos homogéneos de grado 0

0 — Tory ™A, Hy(C) = A @sv(n)) By = Az ®5(v(ny) Zp — Az ®3(v(n)) Hp(C) = 0, (45.2)

ya que Tor} V™) (4,, Z,) = 0.
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Por otro lado, Tors(v(n))(A B,) = Torj Vi) (a, H »(C)) = 0, ya que A tiene dimensién proyectiva menor o
igual que 1.

En consecuencia, Torf(v(”))(AZ, B,_1) = 0, para todo p € Z. Por lo tanto, tenemos la sucesion exacta corta de
complejos

de
0— A, @sv(n)) Ze = Az A5V (n)) Co = Az ®5(v(n)) Be—1 — 0.

Como las diferenciales de A; ®@g(v(n)) Zo Y A= @5(v(n)) Bs son nulas, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo
cuyas filas son sucesiones exactas largas de S(V (n))-médulos graduados

Iol o
> Ho(A: ®s(v(n)) B) > He(Az ®@s(v(n)) Z) > He(A: @s(v(n)) C) = He—1(A®5(v(n)) B) > He-1(Az @s(v(n)) Z) >

‘ nc
S(V(n)) S(V(n))
s> A ®5(v(n)) Be — Az ®5(v(n)) Lo —> He(A: ®s(v(n)) C) — Az @s(v(n)) B. 11— A, ®S(V(n)) Zoq —> -

ida,

donde inc : B, < Z, es la inclusién (cf. [Weil], Thm. 3.6.1).
Por lo tanto, empleando la sucesién (4.5.2), obtenemos la sucesién exacta corta de A.-moédulos graduados con
morfismos homogéneos de grado 0

0 — A. @s(v(my) Hp(C) = Hyp(A @5y () C) — Tory ™A, H, ,(C)) — 0.

El lema queda demostrado. O

Como consecuencia del lema anterior obtenemos que, al ser H>(C) =0,
Hy(ym(n), A.) = Hy(A. @g0v(ny) C) = Tory V" (A, H (C)) = Tor} V™ (4, W(n)).

Empleando la resolucion @5.1), vemos que Tor; " ™) (A, W (n)) ~ annyy (n)—q) () (cf. Defm1c1on

En el caso particular z = ¢, es d = 2 y obtenemos un isomorfismo de A modulos (homogeneo de grado 0)
H(A @s(v(n)) C) = W(n)[-2].

Supongamos ahora z = z;. Empleando los isomorfismos anteriores obtenemos que

Hy(ym(n), S(V(n))/(z:)) = Tory " (S(V(n)) /(2:), W (1)) = anny (1) ().

Como la dimensién proyectiva de S(V(n))/(x;) como S(V (n))-médulo es menor o igual que 1, por la resolucién
(4.5.1), entonces H,,(V(n),S(V(n))/(z;)) = Ho—1(V(n),S(V(n))/{z;)) = 0 (ya que estamos suponiendo n > 3). A
su vez, como ¢ y x; son coprimos en S(V'(n)), entonces el endomorfismo S(V (n))-lineal de S(V'(n))/(z;) dado por
la multiplicacién por ¢ es inyectivo. Por la Proposicion [¢.2.5] debe ser Hy(ym(n), S(V(n))/(z;)) = 0. Esto implica
que annyy () (7;) = anny((x;) = 0, paratodoi = 1,...,n y por lo tanto el morfismo natural M(n) — M(n)(,,)
es inyectivo para todo ¢ = 1,...,n. En consecuencia, el morfismo natural a : M (n) — I'e(M(n)™) es inyectivo (cf.
[Mil, p. 115).
Por lo tanto, hemos obtenido el siguiente resultado, que fue usado implicitamente en [Mov].

Proposicién 4.5.2. Sea n > 3y M(n) = W(n)[2]. El morfismo natural o« : M(n) — T'e(M(n)™) es so(n)-equivariante,
homogéneo de grado 0 e inyectivo.

Demostraciéon. La demostraciéon de que o es homogéneo es inmediata de la definicién, y el hecho de que sea
so(n)-equivariante es consecuencia de la naturalidad de c. O

Proposicion 4.5.3. Sea d,, : Q4 — A el morfismo A-lineal proveniente de la derivacion euleriana dey, i.e., dey(2) = mz,
si z es homogéneo de grado m. El A-médulo W (n) es isomorfo como A-mddulo graduado (isomorfismo homogéneo de grado 0)
a Ker(d,,). Es decir, tenemos la sucesion exacta corta de A-médulos graduados, con morfismos homogéneos de grado 0

0= W(n) — Qaj A, -0, (4.5.3)

donde AL =) A, es el ideal irrelevante del dlgebra No-graduada A.

meN
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Demostracién. Sabemos que W (n)[—2] ~ Hz(A ®@g(v(n)) C) (isomorfismo de A-médulos homogéneo de grado 0).
Por otro lado, inspeccionando el complejo A ® C,, vemos inmediatamente que

Ker(idg ® da) = {Z a; @ x; : Zaixi =0},
=1 i
ya que

n

(ldA ® dg)(z a; ® .’EZ) = Z (azx? X x; — Ai;T;T; ® Z'j)

i=1 ij=1
n n n
= E a;q @ x; — E (E ;)5 ® T
i=1 j=1 i=1
n n
= — E ( E aixi)xj ®$j,
j=1 i=1

y luego (ida ® d2)(>"1, a; @ ;) = 0siysélosiy ., a;x; =0, yaque A es integra. A su vez,

Im(idy ® d3) = {Z az; ® x;}.
i=1

La segunda sucesion exacta fundamental para el cociente A = S(V(n))/(q) es (cf. [Weil, 9.2.7)

§ «@
(@)/(0)* > A®sn)) Lsvimnm — Qagr — 0,

donde §(q) = dq y a(p @g(v(n)) dz) = pdz, con z,p € S(V(n)).
Como Qv )y =~ S(V(n)) ® V(n), empleando el isomorfismo z ® z; +— zdx; (cf. [Hart], Example 8.2.1),
entonces obtenemos que, bajo esa identificacion, Im(d) = Im(id4 ® ds), y mds adn, la aplicacién

D ® Ty — pdIy,

es un isomorfismo de A-médulos graduados homogéneo de grado 0. En otras palabras, tenemos la sucesién exacta
de A-médulos graduados

donde el primer morfismo es de la forma a — >_" , ax; ® x;. Notar que A ® V(n) ~ (A[-1])".

Entonces, si consideramos el morfismo dado por la inclusién Ker(ds) < A @ V(n), éste induce un morfismo de
A-médulos graduados Hz(A @g(v(n)) Ce)[2] — (A®V(n))/Im(ida ® d3) ~ Q4. Es directo ver que esta aplicacién
induce el primer morfismo del enunciado de la proposicién y se obtiene la sucesion exacta corta {@.5.3). O

Definimos el A-médulo graduado M (n) = W(n)[2].
La siguiente proposicién es un hecho mencionado en [MS], Example 4, y en [Mov]:

Proposicién 4.5.4. El haz de O x-médulos M (n)™ es isomorfo al haz tangente de X.

Demostracién. Como el funtor (—)~ es exacto, He(C™~) = H,(C)~. En particular, aplicando el Lema resulta
Hy(C™) = Hy(C)~ ~ W (n)[—2]™.

Por un lado, podemos considerar la sucesién exacta de Euler para el espacio proyectivo (cf. [Hart], Example
8.20.1, [Huyl], Prop. 2.4.4)

0= Opv ) = (Orw )" = Teqvimy) = 0,
donde el primer morfismo estd inducido por un morfismo de la forma
S(V(n)) — (S(V(n))[])"

2z (221,...,22,).
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Sii: X — P(V(n)) es lainclusién de X en P(V(n)), como el funtor i* es adjunto a izquierda del funtor i, es
exacto a derecha y por lo tanto, al aplicar el funtor i* a la sucesién exacta corta anterior, resulta la siguiente sucesién
exacta

Ox = (Ox[1)" = i (Te(v (ny)) = 0,

donde el primer morfismo estd inducido por un morfismo de la misma forma que antes.

Podemos comparar esta sucesion con la obtenida al aplicar el funtor (—)™ a la sucesién exacta ¢.5.4). Esto
implica que Q7 , ~ i (Te(v (n))) [-2]-

A su vez, consideramos la sucesién exacta del fibrado normal de una subvariedad (cf. [Mil, p. 150)

0 — Tx — " (Tev(n)) — Nxpviny) — 0,

donde Nx|p(v(n)) = Homoy (Z/Z?, Ox) es el fibrado normal de la inclusién i : X — P(V (n)) e Z es el haz de ideales
de Op(y (n))-médulos que define X. En este caso se puede ver que NXUP(V(”)) es el fibrado de linea J\/Xm(v(n)) =
Ox[2] y el ultimo morfismo de la sucesion exacta anterior estd inducido por d,. Para ver esto, empleamos la
siguiente cadena de isomorfismos

Nxp(v(ny) = Homo, (Z/T% Ox) ~ (Homa((q)/{q)*, A))~ ~ (A[2]))~ = Ox|[2],

donde el pentiltimo isomorfismo es inducido por el isomorfismo A-linear homogeneo Hom 4 ({g)/ (@)%, A) S A[2] of
degree 0 dado por f — f(q).
Por lo tanto, Tx ~ W (n)[2]~ ~ M (n)"~. La proposicién queda demostrada. O

4,5.2 El Teorema de Borel-Weil-Bott

En esta subseccién vamos a presentar algunas aplicaciones del Teorema de Borel-Weil-Bott para el cdlculo de varias
homologias. Para mayores referencias recomendamos [Tay|], Ch. 14-16.

Como la accién de SO(n) en V(n) es homogénea, ésta induce una accién en P(V'(n)). Como esta accién preserva
la cuddrica definida por el polinomio ¢, vemos que X posee una accién de SO(n). Mds atin, podemos considerar a la
cuddrica X como un espacio homogéneo con respecto al grupo de Lie SO(n), ya que la accién es transitiva, como se
ve directamente. Por lo tanto, como X es compacto existe un subgrupo parbélico P de SO(n) tal que SO(n)/P ~ X.
Vamos a determinar el dlgebra de Lie de P, que denominaremos p.

Para ello, serd ttil emplear la siguiente descripcién de so(n). Denotaremos m = [n/2] a la parte entera de n/2.
Consideramos el siguiente morfismo k-lineal (cf. [FH], Eq. (20.4))

¢ : A’V (n) — so(n)
TNy dony
tal que
¢w/\y(v) = <y,1)>37 - <JJ, U>y'
Es facil demostrar que ¢ es un isomorfismo. Por lo tanto, éste induce en A%V (n) una estructura de algebra de Lie,
de forma tal que ¢ es un isomorfismo de dlgebras de Lie,
e Ay 2 Ay ==y Ny + @y Yy A+ (g, ahha Ay = (y o nal
En el caso de la base ortonormal de V' (n) obtenemos
[T ANxj, i A X)) = =012 A Ty + O5m@j A X+ 0585 A\ Ty — 05, m T3 A 7. (4.5.5)

Elegimos un punto distinguido p € X tal que p = x; + ixy,41 € V(n) y consideramos la aplicacién suryectiva
R;:50(n) — X
g g.p

El subgrupo P estd dado por el nticleo de R; y por lo tanto es de la forma

P ={g€8S0(n):gp=p}
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Sea p el dlgebra de Lie de P. Como la accién de SO(n) en X estd inducida de la accién estéandar de SO(n) en V' (n),
la dltima condicién es equivalente a x.p = Ap, para todo x € p y para algin A € k. Empleando el isomorfismo ¢
anterior es facil ver que p estd generado por la base formada por los siguientes conjuntos

{g=z1 NT1pm}, (4.5.6)
{gjr =21 A5+ iT14m A T H1<j<n,j21,14m> (4.5.7)
{915 = i N 1<ici<nij#1,14m- (4.5.8)

Ademas, los corchetes estan dados por

[9i.5: 9] = 0,
9,9/ ] =g},
(93, 7]= 19— 6ig),
933> Gi,m] = —0i1G5,m + 8i.mGjp + 05.19i,m — 0jmGils
9791 =

Esto implica que p = (so(n — 2) x a) x a(n — 2), donde a = k.g y a(n — 2) es el dlgebra de Lie abeliana generada

por los elementos (.5.7).

Definimos los elementos
{gj_ =TI ANTj — iT14m AN TjH<j<n,j£1,14m- (4.5.9)

Si agregamos este conjunto a la base anterior de p, obtenemos una base para so(n). Los corchetes estdn dados por

l9.95] = —ig;,
l9i5,9, ] = lgi —0i195
l9: 95 1=
l97,97] = —293 1+ 05,9.

Podemos relacionar esta base con la base usual para la descomposicién de Cartan de so(n). En este pardgrafo
repasamos las definiciones y propiedades bésicas de la teoria de dlgebras de Lie para el caso de so(n). Seguiremos
en mayor medida la exposicién de [EH], Lectures 18, 19, 20, que recomendamos ademads para mayores referencias.

Es necesario dividir el estudio de estds dlgebras de Lie en dos casos: n par o impar. Comencemos con n par.
En ese caso, se considera una base {v1,...,v,} en el espacio vectorial V' (n) con la forma bilineal (,) simétrica no
degenerada tal que (v;, vjqm) = J; ;, Vi, tales que 1 < i, j < m. Sin es impar, se impone que

(Vi, Vjpm) = 0;5,Vi,j talesque 1 < 4,5 < m,
<'Un7 Un> - 07
(vi,v;) =0, paralosdemds 1 <i,j < n.
La relacién entre la nueva base y la anterior es la siguiente. Si n es par,
Tj+iTj4m v _ T~ iTjm
o T ™ = A Itm
vz V2

En el caso n impar falta agregar v,, = x,,.
La base usual para so(n) estd dada en este caso, de forma matricial, por

v; = ,Vjitalquel <j <m.

e Lasubdlgebra de Cartan estd formada por labase {H; = E; ; — Eppti m+i J1<i<m, cuya base dual es {L; }1<i<m.
e Los elementos {X; ; = E; j — Em4jm+it1<i#j<m, con autovalor L; — Lj;.
e Los elementos {Y; j = E; m+j — Ejm+i}1<i<j<m, con autovalor L; + L;.
e Loselementos {Z; ; = Eyyij — Em+jiti<i<j<m, con autovalor —L; — L;.
Sin es impar debemos agregar ademds los elementos siguientes

e Los elementos {U; = E; ,, — Ey m+i f1<i<m, con autovalor L;.
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e Loselementos {V; = E,,+in — En i t1<i<m, con autovalor —L;.
Si n es par, el conjunto de raices positivas estd dado por
R* ={Li+ Lihi<icj<m U{Li = L} i<icj<m,
mientras que en el caso n impar
R ={Li+ Lih<icj<m U{Li = Lih<icj<m U {Li}1<i<m-
En este caso, el vector de Weyl de so(n), i.e., la semisuma de todas las raices positivas es

p= Z(m —i)L;

K3

en el caso n par, y
p:i(m—i—i—})Li
p 2

en el caso n impar.
A suvez, la cdmara de Weyl asociada a la eleccién de raices positivas estd dada por

m
W= {ZaiLi ta1 > ag > > ame1 > |am|}
=1
en el caso n par, mientras que en el caso n impar
m
WZ{ZaiLi:al >ag > > am, >0}
=1

Si n es par, el grupo de Weyl estd dado por composiciones de las siguientes isometrias:

LinLj, Lil—>Lj,
Spi+r; ¢ Lj — —Li, SL—1; + § Lj— Ly,
Ll'_)Lb 5117527.]/ Ll'_)Ll; Sll#lm]r

mientras que en el caso n impar debemos agregar ademas
Li — —Lj,
oL {Lj — Ly, sij#i
La relacién con la primera base presentada es como sigue. Sin es par,
(i) Hi = —ig,
(i) Hj = —igj j+m,para2 < j<m,
(i) X1; = (9, —ig},,n)/2 para2 <j<m,
(iv) Xj1=—(9; +1i9;4,,)/2, para2 < j<m,
(V) X501 =(9j1 + Gjrmitm — 19 j4m — 19j14m)/2, para2 < j #1 < m,
(vi) Y1 = (g +igfy,)/2 para2 < j<m,
(Vi) Y1 = (90 = Gjtmasm + iG504m = ig15+m)/2, para2 < j # 1 <m,
(vil)) Z1,; = (9; —i9;,,)/2 para2 < j<m,
(X) Zji = (950 = Gitmiem = iGj14m +ig5+m)/2, para2 < j # 1 < m.

Si n es impar debemos agregar
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() Ui =gt/v2,

(i) Uj = (gjn +igj+mn)/V2, para2 < j <m,
(iii) Vi =g, /V2,
(iv) Vj = (gjn — igj+mn)/ V2, para2 < j < m.

Deseamos estudiar més en detalle dos fibrados sobre X: el fibrado tangente y el fibrado tautolégico (que coincide
con el haz Ox[—1]). Para ello, una descripcién ttil es presentarlos como fibrados asociados al fibrado P-principal
SO(n) — X. Por lo tanto, debemos exhibir dos p-médulos V(n — 2) y k.v, tales que SO(n) xx V(n —2) ~ Tx y
SO(n) x x k.v ~ Ox[1]. Esto se hace estudiando la accién del grupo de isotropia del punto j en la fibra del fibrado
vectorial correspondiente (cf. [GS], p. 258, [Tay|], Thm. 16.1.3). En este caso, se estudiard la accién de p en la fibra.

Observacion 4.5.5. Notamos que como p = (so(n —2) x a) X a(n — 2) y en nuestros ejemplos a(n — 2) siempre actuard por
cero, nuestro estudio de los p-mddulos se reducird esencialmente al estudio de so(n — 2)-mddulos.

En el caso del fibrado tangente, el p-m6dulo debe ser so(n)/p con la accién adjunta (cf. [GS], p. 258). Una base
de V(n — 2) = so(n)/p estd dada por las clases de los elementos {g; }1<j<n,j+1,1+m definidos en (4.5.9).

A partir de los conmutadores de so(n), se ve directamente que la parte dada por a(n —2) enp = (so(n—2) x a) x
a(n — 2) acttia por cero en V' (n — 2), mientras que V' (n — 2) es la representacion estandar de so(n — 2). Finalmente,
como

Hi.g; = —ig.g; = —ilg,9; 1 =—9; ,
concluimos que todos los elementos de V(n — 2) tienen peso es —L; con respecto a a.

Sin > 5, el p-médulo V(n—2) = so(n)/p es irreducible de peso minimo — Ly — Ly, ya que V (n —2) es un médulo
irreducible sobre so(n — 2) de peso minimo —Ly. En el caso n = 3, V(n — 2) es irreducible de peso —L1, ya que
V(n—2)=k,yso(n—2)=0.Sin =4,V (n—2)noesirreducible sinoque V(n—2) =V, @V_,donde Vy =V_ =k
como k-espacios vectoriales y V4 es irreducible de peso minimo £L, — L;.

En consecuencia, 7x = M(n)~ = (W(n)[2])™ es el fibrado asociado a un p-médulo irreducible de peso minimo
—(Lg + Ly),sin > 5. En el caso n = 3, vemos entonces que M (3)™~ = (W (3)[2])™ es el fibrado vectorial asociado a
un p-mdédulo irreducible de peso minimo — L, y por lo tanto M (3)~ ~ Ox[1]. Sin =4, M(4)~ = My & M~,donde
M es el fibrado asociado a un p-moédulo irreducible de dimensién 1 y peso minimo +L; — L.

El caso del fibrado tautoldgico es mas o menos similar. En primer lugar, si i : X < P"~! es la inclusi6n, tenemos
que A[—1]~ = Ox[-1] ~ i*(Opn-1[—1]), ya que

" (Opna [=1]) = i (S(V(n)[=1]7) = (A @s(v(n)) SV (n)[-1])~ = A[-1]7.

Notar que bajo la identificacién entre fibrados vectoriales y haces localmente libres sobre una variedad lisa, el
pullback de fibrados vectoriales coincide con el pullback de haces. Como Opn-1[—1] es el fibrado tautolégico de
P"~1, ie., el fibrado tal que (cf. [Huy], Prop. 2.2.6, aunque ahi se denomina fibrado tautolégico a Opn-1[1])

Opn-1[-1] = {(7,w) € P ' x k" : w € ¥},

entonces
Ox[-1] = i*(Opn-1[-1]) = {(3,w) € X x k" : w € v},

es el fibrado tautolégico sobre X. En este caso, la accién de p sobre la fibra k.p de p satisface
gi,j-p=0, g;j.p=0, gp=ip,

por lo que H;.p = p. En consecuencia, k.p es un p-moédulo irreducible de peso (minimo) L;.
Miés atin, si E'y E’ son dos representaciones sobre p, como

SO(n) xx (E® E') ~ (SO(n) xx E) @ (SO(n) xx E),

donde E @ E’ esta provisto de la accién diagonal y el producto tensorial anterior es el definido para fibrados
vectoriales. Notamos que si consideramos los haces asociados resulta

SO(n) xx (E® E') ~ (SO(n) xx E) ®oy (SO(n) xx E),

ya que el producto tensorial de haces de O x-moédulos coincide con el producto tensorial de fibrados vectoriales.
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En este caso, podemos calcular suponiendo £ = E' = V(n — 2). Sin = 3, entonces, como M (3)~ ~ Ox[1],
M@3)~ ® M(3)~ ~ M(3)[1]~. Enel caso n = 4, como V(2) = k & k, con peso minimo —(Lq + L2) y —(L1 — Ls),
entonces V(2) @ V(2) ~ k@ k@ kS k, con pesos minimos —2(Ly + Lg), —2(L1 — Lg), —2L1 y —2L4, respectivamente.

Sin > 5, por la férmula de Zelobenko (cf. [Zell, §131, Thm. 5, o [EH], Exercise 25.33, aunque ahi hay un error,

debe cambiarse H!' "' por E'**'), se puede probar la descomposicién siguiente de so(n — 2)-médulos
Vin—-2)@V(n—-2)~A*V(n-2)akdS2.(V(n-2)),

donde S (V(n — 2)) es el submodulo irreducible sobre so(n — 2) de S?(V (n — 2)) de peso maximo 2L, (y minimo

—2L5). Esto da la descomposiciéon de V(n — 2) ® V(n — 2) como p-mbdulos.

Sin =5 A?V(n —2), ky S2.(V(n — 2)) son p-médulos irreducibles de peso minimo —(2L; + La), —2L1 y
—2(Ly + Ly), respectivamente, empleando las reglas de fusion de so(3) = s((2).

Sin=6,kyS2.(V(n—2))son p-médulos irreducibles de peso minimo —2L; y —2(L; + L2), respectivamente. El
p-moédulo A2V (n—2), no es irreducible, sino que es suma directa de dos representaciones irreducibles de peso mini-
mo, una de peso minimo — (2L + Ly + L3), y otra de peso minimo — (2L, + L2 + L3), como se deduce directamente
de las consideraciones como so(4)-médulos.

Sin>7,A*V(n-2),kyS2.(V(n—2))son p-médulos irreducibles de peso minimo —(2Ly + Ls + L3), —2L1 y
—2(Ly + Ly), respectivamente, empleando las reglas de fusion de so(n — 2).

A partir de la informacién anterior podemos calcular la cohomologia H*(X, M (n)[i]~) y H*(X,(M(n)~ Qo
M (n)™~)[i]), para todo i € Z. Para ello emplearemos el Teorema de Borel-Weil-Bott, que enunciamos a continuacién

Teorema 4.5.6. Sean G un grupo de Lie semisimple y P un subgrupo parabdlico, con dlgebras de Lie asociadas g y p, respec-
tivamente. Suponemos que g posee una descomposicion triangular tal que p es una subdlgebra parabélica de g con respecto
a esa descomposicion. Sea X = G/P el espacio homogéneo asociado y E — X un fibrado homogéneo proveniente de una
representacion irreducible de peso minimo —\ sobre p. Denotaremos p el vector de Weyl del g, i.e., la semisuma de todas las
raices positivas de g.

Si X\ + p es singular, es decir, si existe una raiz o tal que (A + p, a) = 0, entonces H*(X, E) = 0.

Si X + p es no singular, sea w el tinico elemento del grupo de Weyl de g tal que w(X + p) pertenece a la cdmara de Weyl
asociada a la eleccion de raices positivas y I la longitud de w, es decir, el niimero de raices positivas o tales que w(«) es negativa.
En este caso, H*(X,E) = 0,si @ # [,y H(X, E) es el g-médulo irreducible de peso mdximo w(\ + p) — p.

Demostracién. Cf. [GS]|, Thm. 6.1, [Tay|], Thm. 16.5.3. O

Por lo tanto, sélo es necesario calcular elementos del grupo de Weyl y calcular su longitud. Esto es inmediato de
la descripcion explicita dada al principio de la seccién.

En nuestro caso X es la cuddrica en P(V(n — 1)) de dimension n — 2 definida por el polinomio ¢ = Y., z?,
que podemos considerar como espacio homogéneo de la forma SO(n)/P, donde P es un subgrupo parabdlico de
SO(n), como se decribi6 anteriormente. Empleando el Teorema de Borel-Weil-Bott podemos obtener las siguientes
proposiciones, donde, si A es un peso dominante, denotaremos I' 1a representacién irreducible de peso maximo A.

Proposicién 4.5.7. Sin = 3, resulta

Ty , cone=0,si1>—1,
H* (X, M(n)[i]™) = {00 R
I'_(iy2)r,, cone=1,sii< -2,

Ty , cone=0,si1> -2,
H*(X, (M(n)” ®ox M(n)™)[i]) = { 2" cT
I'_(i43yr,, cone=1,sii< —3.

Proposicion 4.5.8. Sin = 4, resulta

F(i+1)L1+L2 D F(i+l)L1fL25 cone=0,si1>0,
0, sii=—1,

H*(X,M(n)[i]”) =< k®k, cone=1,sii=-2,
0, sii = —3,

U3y, O _(ix3)p,—1,, cone=2,sii< —4,
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H* (X, (M(n)~ ®@ox M(n)™)[i]) =

Proposicion 4.5.9. Sin =5, resulta

H* (X, M(n)[i]™) =

H* (X, (M(n)~ ®ox M(n)™)[i]) =

Proposicién 4.5.10. Sin > 6, resulta

H* (X, M(n)[i]™) =

Sin==6

k

IleJrLz )

H*(X, (M(n)~ ®ox M(n)™)[i]) =

o2
Pivoyr,+20, @ Lvoyn,—20, ® L5001

©2
rys,

ko k,
I—‘LlJrLz @ FLl*Lm
re?,

FL1+L2 S FLI—L27
ko k,

re?

Ly
B2

U ivaynivore O T (ipayp—20, @ T2 41

Cit1)L1+L,, cone=0,sii>0,
0, sit=—1,

k, cone=1,s11=—2,
k, cone=2,811=—3,
0, sit = —4,

I (i44)L,+L,, cone=3,sii< =5,

Lvoyni+20, ©Tit2)ni 400 © Tir2)Lys
'y, ®Try,

k

FL1+L27

I, ®k,

'y, ®k,

|

k,

FL1+L2 S FL17

T (ivsypyver, ® T (ysyn i+, DT _(is)Ly,

Piyoypi+20, D U2y 4no4rs O Uiv2)Li 40— D Lat2yry,
Iri4ro+is Ploi400-125 B L,

Pritra+rs ©®Ti4r0-10s ® Ly,
P _(iy6)L14LotLs DU _(i46)L1+Lo—Ls DU _(iye)L1420, DT —(i+6)L1>

cone=0,si1>0,

cone=0,si1=—1,
cone=0,si1=-2,
cone=1,8i1=-2,
cone=1,sii= -3,
cone=1,si1=—4,
cone=2,si1=—4,
cone=2,si1= -5,
cone=2,si1< —6.
cone=0,si7>0,

cone=0,si1=-—1,
cone=0,sii= -2,
cone=1,si1= -2,
cone=1,si1= -3,
cone=2,si1=—4,
cone=2,811=-5,
cone=3,sii=—5,
cone=3,si1=—6,

cone=3,si1< —7.

L)Ly 4Las cone=20,si1>0,

0, siit=—1,

k, cone=1,sii=—2,

0, si—n+3<i< -3,

k, cone=mn—3,811=—-n-+2,
0, sit=-n-+1,

I (nti—1)Li4Lyy CONO®=n—2,81i< —n.

cone=0,si1>0,

cone=0,si1=—1,
cone=0,si1=—2,
cone=1,s11=—2,
cone=1,sii = -3,
cone=2,s11=—4,
cone=3,8i1=—5,
cone=3,si1=—6,
cone=4,si1=—6,
cone=4,sii = -7,

cone=4,si1 < —8.
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Sin > 7, obtenemos

Liivoypi+200 @ Loy +Lo4L5 ®Lv2)L,, cone=0,sii >0,

FL1+L2+L3@FL1, cone=0,si1=—1,

k cone=0,si1=—2,

| R cone=1,si1=—2,

I'e,, cone=1,sii= -3,

k, cone=2,si1=—4,
H*(X,(M(n)~ o, M(n)™)[i]) =<0, si—n+3<i< -5,

k, cone=n—4,si1=—-—n-+2,

I'e,, cone=n—3,811=—-n-+1,

| RS cone=mn—3,sii=—n,

k, cone=mn—2,811=—n,

I'ii4ro+0: BTy, cone=n—2,sii=-n-—1,

F—(i+n)L1+L2+L3 & F—(i+n)L1+2L2 &L _(4nyL,, cone=n-—2, sii < —n—2.

Como aplicacién de los teoremas anteriores tenemos el siguiente corolario.
Corolario 4.5.11. Sean > 4y M(n) = W (n)[2]. El morfismo natural @ : M (n) — T'e(M(n)™) es biyectivo.

Demostracion. Por la Proposiciéon[.5.2) a es inyectivo.
Sea n = 4. Como consecuencia de la férmula del cardcter de Weyl (cf. [EH], Eq. (24.41)), sabemos que

dimy (T 41y 2,4 £o) = dimp(Cynyp,—1,) = (i +2)% — 1,
lo que implica que la serie de Hilbert del espacio vectorial graduado ®;>oH (X, M(4)[i]™) es
S 2427 - 1= 2(i+1)(i + 3)t'.
1€Np 1€Np

A su vez, la serie de Hilbert para W (4) con la graduacién usual es

(1—t)* —1+4t — 43 +t* 32 — 43 + ¢4
4)(t) = =2
W (4)(t) T T

por lo que la serie de M (4) con la graduacién usual es

WAt 3—4t+t>  _(1—1t)(3—1) _2(3—t)

M(4)(t) = 2 - (1 _ t)4 - (1 — t)4 - (1 — t)?’.

Es facil ver que ambas series coinciden, ya que

1 +1D)6E+2),
(1—t)3_z t

Por lo tanto, « debe ser biyectivo.

Sin > 5, como dim(M(n);) > 0, Vi € Ny, resulta un morfismo inyectivo so(n)-equivariante «; : M(n); —
HO(X, M (n)[i]™) = T'(14i)1,+1L, cuya imagen es no nula. Como I'(144)1,, 41, €s un s0(n)-médulo irreducible, por el
Lema de Schur, «; debe ser un isomorfismo para todo i € Ny. O

Observacién 4.5.12. El resultado anterior no es vilido para n = 3. Esto se deduce como sigue. Por la Proposicion {.5.7)
HO(X, M (3)[—1]~) = k. Sin embargo,
2i+3, VieNp,
M(3); = { t+9, VieNg

0, Si no

(cf. Seccién[4.3).
Como
dimk(r(i+1)L1) = 2(’L —|— 1) + 17
(cf. [FHI, Eq. (24.29)), comparando dimensiones en cada grado, vemos que «; es un isomorfismo en grado i € Ny, y por lo
tanto, la codimension de M (3) en T'o(M(3)™) es 1.
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4.6 Propiedades homolégicas del médulo W (n)

4.6.1 Generalidades
La siguiente proposicién es una aplicacién directa del Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt.
Proposicién 4.6.1. Sea h un ideal de un dlgebra de Lie g.

(i) El ideal a izquierda generado por by en U(g) coincide con el ideal a derecha generado por b en U(g), y es por lo tanto
bildtero.

(ii) Sim : g — g/b es la proyeccion canénica, entonces el morfismo de dlgebras U(m) : U(g) — U(g/b) inducido de w es
suryectivo y su niicleo es el ideal (a izquierda o a derecha) en U(g) generado por .

Demostracién. Cf. [Dix1], Prop. 2.2.14. O

Por la proposicién anterior, el morfismo canénico de algebras U(w) : YM(n) — S(V(n)) inducido de la pro-
yeccion w : ym(n) — V(n) es suryectivo y su nticleo es el ideal de YM(n) generado por tym(n). Recordamos que
W(n)y k son S(V(n))-médulos (a izquierda y a derecha), y por lo tanto, empleando el morfismo U(x), resultan
también YM(n)-médulos. Como S(V(n)) y YM(n) son bidlgebras, dado i € N, el espacio vectorial W (n)® es un
S(V(n))-médulo (resp. YM(n)-médulo) con la acciéon diagonal. Notar que la accion de YM(n) en W (n)®* inducida
de la accién de S(V(n)) coincide con la accién diagonal proveniente de la accién de YM(n) en W (n) inducida de
S(V(n)).

Podemos enunciar una aplicacién inmediata de las consideraciones geométricas de la seccién anterior, que nos
serd util para analizar la homologia del médulo W (n).

Proposicién 4.6.2. Sea i € N. Resulta Hs(ym(n), W (n)®%) = 0.
Demostracién. Empleando el complejo de Koszul (3.2.8)) para el dlgebra de Yang-Mills, vemos que
Hs(ym(n), W(n)®") = {w € W(n)® :z;w=0,Vi=1,...,n},

es decir Hz(ym(n), W (n)®%) = H°(V (n), W (n)®?).

Vamos a probar que Hsz(ym(n), W(n)®") = 0. Para ello, basta probar que, dado w € W (n)®* homogéneo de
gradod, y z;w =0,Vi=1,...,n, entonces w = 0.

Por la Proposicion[4.5.2] podemos considerar a un elemento w homogéneo de grado d como una seccién del haz
localmente libre (W (n)~)®*[d] sobre [[;—, X, y a z; como una seccién del fibrado vectorial O Xi[1] sobre [[=, X,
por lo tanto, la condicién z;w = 0 implica que w = 0. La proposiciéon queda demostrada.

Sean R y S dos anillos, X un R-médulo a derecha, ¥ un R-S-bimédulo y Z un S-médulo a izquierda. Si
Q — X y P — Z son las correspondientes resoluciones proyectivas, se obtiene una sucesién espectral 2, =
Torf’(X , TorqS (Y, Z)) a partir de la filtracién por filas del complejo doble C,, , = Q, ®r Y ®s P, y converge, en caso
de que Y sea un R-médulo playo, a Tor? (X ®rY, Z) (cf. [Well], Exercise 5.6.2).

Dado i € Ny, podemos considerar entonces la sucesion espectral para el caso R = S(V(n)), S = YM(n), X =
W(n)®,Y = S(V(n))y Z =k, dada por

B2, = Tory V) (W (n)®, Tor ™" (S(V (n)), k) = Torﬁi(")(W(n)@i, k).

En primer lugar, hay que notar que Tor:ﬁ;/;(") (W (n)®%, k) ~ Hpyy(pym(n), W(n)®?). A menos que se diga lo contrario,

todos los morfismos considerados son de so(n)-médulos graduados homogéneos de grado cero.

Observacién 4.6.3. Si elegimos Qo = A°V(n) @ W(n)®" @ S(V(n)) el complejo Co(ym(n), W (n)®* @ S(V(n))) de
Chevalley-Eilenberg para la homologia de V (n) con coeficientes en W (n)®* ® S(V (n)), es inmediato ver que es una resolucién
proyectiva de W (n)®* como S(V (n))-médulo. A su vez, elegimos P como la resolucién de Koszul (3.2.6) de k como médulo

sobre el dlgebra de Yang-Mills.
En ese caso, es ficil ver que la sucesién espectral considerada estd dada por la filtracién por filas del complejo doble

Cpq = Qq @s(v(n) S(V(1)) @ymn) Pp = ATV (n) @ W(n)®' ® Cp(YM(n), S(V(n))), (4.6.1)

con diferencial vertical dS¥ ® idyn(n), , donde consideramos la accion de V(n) en W (n)®* ® S(V (n)), y diferencial horizontal
idpeyv(nyew n)e: @ de, donde de es la diferencial de Co(YM(n), S(V (n))).
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Por otro lado, como Tor;(M(")(S(V(n)), k) ~ H,(ym(n), S(V(n))), por la Proposicic')n tenemos los isomor-
fismos de V' (n)-médulos graduados

k, sie =0,
TorfMM (S(V(n)), k) = { W(n), sie=1,
0, sino.

Entonces la sucesion espectral anterior posee solamente dos filas de la forma
Ep = Tory D (W (n) ' k) = Hy (V (), W (n)")
Y 2 S(v ' i+1
By 2= Torg VO (W (), W (n)) = Hy(V (n), W () *HD).
Este tltimo isomorfismo se debe a que Tor¥® (M, N) ~ H,(g, M © N) (cf. [Wei], Thm. 5.6.6, Exercise 7.3.5, donde

estd indicado el caso del funtor Ext, que es andlogo). Mds atin, como la sucesion espectral estd formada sé6lo por
dos filas, da lugar a una sucesién exacta larga (cf. [Weil], Ex. 5.2.2)
— Hy(om(n), W (n)®") — Hy(V (n), W (n)®) — Hp—s(V (n), W (n)*CD) — Hyoy (ym(n), W(n)¥) —
o= Hy(V (), W (n)) — Hy(V(n), W (n)*0FD) — Hy(om(n), W (n)®") — HQ(V( ), W(n)®") —
— Ho(V(n), W(n)**V) — Hy (ym(n), W (n)®) — Hi(V(n), W (n)*') —
y el isomorfismo Hy(ym(n), W (n)®") ~ Hy(V (n), W (n)®?).
Sin embargo, como YM(n) posee dimension global 3, H,(ym(n), W (n)®*) = 0, si p >
Sii =0, W(n)® ~ k. En este ultimo caso, teniendo en cuenta que Hy(ym(n), W
siguiente sucesion exacta larga
0= Hy(V(n), k) — Ha(V(n), W(n)) — Hz(ym(n), k) — Hz(V(n), k) — Hi(V(n), W(n))
— Hy(ym(n), k) — Ha(V(n), k) — Ho(V(n), W(n)) — Hi(ym(n), k) — Hi(V(n), k) — 0.

4.
(n)®") = 0, obtenemos la

Por otro lado, teniendo en cuenta que H,(V(n),k) ~ APV (n), como se deduce directamente del complejo de
Chevalley-Eilenberg, y los isomorfismos

Hy(ym(n), k) ~ k,
Hi(ym(n), k) ~ V(n),
Hy(ym(n), k) ~ V(n)[-2],
Hs(ym(n), k) ~ k[—4],

que se obtienen del complejo de Koszul para el dlgebra de Yang-Mills, resulta el isomorfismo
Ho(V (n), W (n)) ~ A’V (n),
y las siguientes sucesiones exactas cortas
0 — A*V(n) — Hy(V(n), W(n)) — k[—4] — 0
y
0 — A3V (n) — Hi(V(n),W(n)) — V(n)[-2] — 0.

Notar que usamos que los morfismos Ha(ym(n), k) — Ha(V(n), k) y Hs(hm(n), k) — Hs(V(n), k) son nulos, ya que
son aplicaciones so(n)-lineales entre representaciones irreducibles diferentes.
A su vez, como H,(ym(n), k) = 0, Vp > 4, entonces resulta el isomorfismo

H,(V(n), W(n)) ~ AP*2V (n), (4.6.2)

parap > 3. _
Analicemos ahora el caso 7 > 1. Por la Proposicic’)n Hs(ym(n), W(n)®") = 0,si¢ > 1, y en consecuencia
obtenemos la sucesién exacta larga

0 — Hs(V(n), W (n)®) — Hy(V(n), W(n)*CD) — Hy(ym(n), W (n)®") — Ha(V (n), W (n)®")
— Ho(V(n), W (n)®"*V) — Hy(ym(n), W (n)*) — Hy(V(n), W(n)®') — 0.
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A su vez, como H,(ym(n), W (n)®%) = 0, para e > 3, resulta el isomorfismo
Hy(V (), W (n)20)) = Hypo(V(0), W (n)®),

donde p > 2.
Empleando induccién obtenemos entonces el siguiente isomorfismo

Hy(V (n), W (n)®7) = Hya(-1)(V (n), W (1)),

paratodop > 2,j > 2,salvoparap=2ei = 1.
Si utilizamos el isomorfismo (4.6.2), resulta

H,(V(n), W(n)®7) ~ AP35V (n),
sip > 2y j > 2. Podemos resumir la informacién del isomorfismo anterior y el dado en (4.6.2) con la condicién
H,(V(n), W(n)®") =~ APV (n),

sip>2yi>1,salvoelcasop=2ei=1.
Hemos obtenido entonces

Teorema 4.6.4 (cf. [Movl], Prop. 10). Seai > 1. Tenemos la sucesion exacta larga de so(n)-mddulos graduados con morfismos
homogéneos de grado cero

1=

0= Hy(V (), W(n)®) 2 Hy(V(n), W(n)2 D) 2 Hy (gm(n), W (n)®7)

— Hy(V(n), W(n)®") % Ho(V (n), W (n)®E+D) 24 Hy (gm(n), W (n)®7) % Hy(V (n), W (n)") — 0,

1=

y los isomorfismos so(n)-lineales homogéneos de grado cero siguientes

Hy(ym(n), W (n)®") = Ho(V (n), W (n)*"),
Hy(V(n), W(n)) ~ A%V (n),
Hy(V (1), W (n) = A3V (n) & V(n)[-2,
Hy(V(n), W(n)) = AV (n) & k[~4]
H,(V(n), W(n)®") ~ AP*2'V (n),donde p > 2, salvo el casop =2 ei = 1

Observaci6én 4.6.5. Sii > 1, notar que los morfismos S; y S; en el teorema anterior coinciden con las diferenciales d3 , y d3
del paso 2 de la sucesion espectral antes definida. Ademds, los isomorfismos

Hy(V(n), W (n)®") — Hy—2(V (n), W (n)*+D)

(si p > 4) coinciden con las diferenciales d, .
Sii =0, los monomorfismos
0 — A"V (n) = Hay(V(n), W(n))

0 — A*V(n) — Hy(V(n), W(n))
coinciden con las diferenciales d3 , y d3 , respectivamente. En este caso también los isomorfismos
Hy(V (n), W(n)®") = Hy—o(V (n), W (n) (")

(si p > 5) coinciden con las diferenciales d, .
Por otro lado, en este caso el complejo doble es quasiisomorfo a Co(YM(n), W (n)®%). Mds aiin, las flechas B; y B,
provienen del quasiisomorfismo natural
Tot(Ce o) — Co(YM(n), W(n)®") (4.6.3)

inducido por la proyeccion

Coo=W(n)® @ Ce(YM(n),S(V(n))) — Co(YM(n), W(n)®?) (4.6.4)
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dada por la multiplicacién de S(V (n)) en W (n)®?, i.e.,
WR2ZRUV— wz @,
siw ® z ® v pertenece a C1(YM(n), W (n)®?) o Co(YM(n), W(n)®?), donde w € W(n)®%, z € S(V(n))yv e V(n),y
w2z we,

si w ® z pertenece a Co(YM(n), W (n)®%) o C5(YM(n), W(n)®?), donde w € W(n)®" y z € S(V(n)). De acuerdo con
[Weill, Exercise 5.1.2, podemos identificar E., | con subcoczentes de Tot(Cl o) y las aplicaciones B; y Bj estdn inducidas por la
composicion de la inclusion y el quaszzsomorﬁsmo 4.6.3) (cf. [Weill, Exercise 5.1.3).

Finalmente, vamos a describir el morfismo I, : Hl(t)m( ), W(n)®%) — H1(V(n), W(n)®*). Para ello, recordamos que, si
E es un V (n)-mddulo, el morfismo de dlgebras de Lie w : ym(n) — V' (n) dado por la proyeccién canénica induce un morfismo
de complejos Co (hm(n), E) — Co(V (n), E) dado por

eQuUiA--Avp = e@m(vy) A Am(vp),

donde vy, ..., v, € ym(n). Esto induce un morfismo en la homologia He(ym(n), E) — He(V (n), E). En particular, obtene-
mos un morfismo Hy(ym(n), E) — Hy(V(n), E), inducido por idg @ .

Por otro lado, de la comparacion de resoluciones hecha al final de la Subseccion [3.2.1)del Capitulo 3, resulta que el morfisno
idg ®inc : E® V(n) — E ® ym(n) induce un isomorfismo en homologia H,(ym(n), E) — Hyi(ym(n), E). Por lo tanto,
si elegimos como representante de la homologia Hy(hm(n), E) a los ciclos de C1(YM(n), E), y como representante de la
homologia H(V (n), E) a los ciclos de Cy(V (n), E), la aplicacién H,(ym(n), E) — Hy(V (n), E) inducida por la identidad
idggv (n) coincide con la inducida por idg ® .

Por [Weill, Exercise 5.1.3, se puede ver que si elegimos como representante de la homologia Hq(ym(n), W (n)®?) a los ciclos
de Cy (YM(n), W (n)®"), y como representante de la homologia Hy(V (n), W (n)®?) a los ciclos de C1(V (n), E), la aplicacion
I; estd inducida por la identidad idyy (n)igv (). Por lo tanto, I; coincide también con el morfismo inducido por idyy ()i @ .
Proposicién 4.6.6 (cf. [Mov], Prop. 11 y Coro. 12). El morfismo Sy : Ha(V(n),W(n)) — Ho(V(n), W(n)®?) es
inyectivo. Por la exactitud de la sucesion exacta larga del Teorema[4.6.4, B es suryectivo e I} = 0.

Demostracién. La demostracion es por inspeccién de los morfismos a nivel del complejo doble que define la suce-
sién espectral que da lugar a la sucesién exacta larga del teorema anterior (cf. [Weil], Exercise 5.1.2).

En primer lugar, a partir del complejo doble (4.6.1), la Observacién y [Weil, Exercise 5.1.2, el morfismo
AV (n) = Hy(V(n), k) — Ha(V(n), W(n)) estd inducido por

Tiy N Tig N Tiy N Tiy > E xla(l) A Lig(a) ® [xid(3)7mio‘(4)}7
oESy

donde el elemento de la derecha es un ciclo en A2V (n) @ W (n).
A su vez, el elemento
Z z; ANxj @ [25,7;] € A’V (n) @ W(n)
1<i<j<n
es un ciclo no nulo en la homologia, ya que proviene del ciclo siguiente

(0, Z i ANz @ (5 @ —xj®xi),2xi®1®xi®1,—1®1®1)
1<i<j<n i=1
de la componente de grado 3 del complejo total del complejo doble [@.6.1). Este ultimo elemento no es nulo en la
homologia del complejo total, ya que —1® 1 ® 1 no puede estar en la imagen de la diferencial vertical por cuestiones
de grado. Més atin, la imagen de este elemento en Hs(hm(n), k) ~ k es —1.
Por lo tanto, una base para Hz(V (n), W(n)) estd dada por los ciclos

{Z 6(0')1'1'6(1) A Ti o (2 ® [xig(S),in(4)] 1< <ig<ig<ig < ’I’L} U{ Z T Nx; @ [xi,xj]}.
o€Sy 1<i<j<n

Nuevamente empleando [Weil, Exercise 5.1.2, vemos que el morfismo de Hz(V (n), W (n)) en Ho(V (n), W (n)®?)
satisface que

Z G(U)zig(l) NTi, g @ [zi0(3)7xia(4)] = Z E(U)[Iia(l)7xia(2)] ® [Iia(3)7xia(4)]7
oESy 0ESy

Yo wiAz @z Y e a) © [z ag),

1<i<j<n 1<i<j<n
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paratodo 1 < i; < iy < i3 < 44 < n. No es dificil ver que los elementos imagen dados son linealmente indepen-
dientes en A2V (n) ® A2V (n).

Como la accién de S(V (n)) en W (n) es graduada, y W (n)s = AV (n), vemos que (W (n) ® W(n))s = AV (n) @
A2V (n) es la componente homogénea no nula de grado mas bajo. Notamos que la imagen de la base anterior de
Hy(V(n), W(n)) dada por ciclos estd contenida en (W (n) ® W(n))4, y por lo tanto S es inyectiva. O

De las descripciones geométricas de la subseccion anterior y las propiedades homolégicas estudiadas en esta
seccién, podemos deducir nuevas propiedades del ym(n)-médulo W (n)®?, con i € Ny. Para ello comencemos
analizando cémo es la accién de g en W (n)®?

Supondremos i > 2. Como la accién de g en W (n)®" se obtiene de la comultiplicacién de YM(n), debemos
calcular A®(q). Sii = 2, resulta

AP (g) = idyn(n) ® ¢+ ¢ ® idyni(n) + 2 Z @ 2.

Mas atn, tenemos la siguiente expresion inductiva para ¢ > 3, cuya verificacién es inmediata

AD(g) = AT (q) @ idyai(n) @ idymin) +idGyy s © ¢ @ idynm +idSag ) © g

+2 Z Z dgl\/ll( 1)) QT ® idf?l(&(_é)_m ® (fl ® idYM(n) + idYM(n) & Cﬂz) + 21d®(1 2) & Zml ® xy.

1<j<i—2 =1

Proposicién 4.6.7 (cf. [Mov], Prop 17). Sea i > 2. El endomorfismo S(V (n))-lineal de W (n)®* dado por la multiplicacion
por q es inyectivo.

Demostracién. Supongamos que i = 2. En este caso, como el S(V(n))-médulo W (n)®? es graduado y la multipli-
cacién por ¢ es homogénea (de grado 2), basta demostrar que, dado m = ), ., m; ® m;] un elemento homogéneo de
grado d, tal que la suma anterior es finita, deg(m;) + deg(m}) = d, entonces gm = 0 implica m = 0. En este caso,

gm=A®(gym = Z(mi®qm§+qmi®m§+2 Z Tym;@xymy) = 2 Z Z Tym; @ ym; = 2(2 xl®xl)(Z(mi®m§)).

€L =1 1€Z 1=1 =1 i€EL

Por la Proposicionft.5.2] podemos considerar que m; y m/ son secciones globales en X de (W (n)[i])~ y (W (n)[d—i])™
respectivamente, para todo ¢ € Z. Por lo tanto, m;®@m/ es una seccién de (W (n)[i])~X(W (n)[d—i])~ sobre X x X. De
la misma forma, por [Mi], Thm 5.9, los elementos z; son secciones globales de Ox [1], y en consecuencia, > ;' ; ;@1
es una seccién de Ox [1]|KOx[1] sobre X x X (cf. [Hart], Exercise 5.11). Si ¢.m = 0, entonces, por ser secciones sobre
un haz localmente libre, debe ser m; ® m;, =0, Vi € Z.

Por lo tanto, el endomorfismo S(V (n))-lineal de W (n)®? dado por la multiplicacién por g es inyectivo

Supongamos ahora que i > 3. En este caso consideramos la siguiente filtracién decreciente { F*W (n)®(=2)} .oy,
en el médulo W (n)®(=2) dada de la forma

FoW (n)®6-2) = @ Wn);, @ - @W(n)j_,,

J1,--,Ji—2€No
J1+-tij_o>e

que induce una filtracion decreciente { F'*W (n)®"}4cn, en W (n)®* del siguiente modo
FW(n)® = F*W(n)20~2) @ W(n)%?

Notamos que ambas filtraciones son exhaustivas y Hausdorff.

Como la accién de S(V(n)) en W (n)®' es graduada, vemos directamente de la expresién anterior de A (¢) que
el endomorfismo de W (n)®? dado por la multiplicacién por g preserva la filtracién anterior. Més atn, considerando
el graduado asociado a la filtracion Grpe W (n)®?, vemos que coincide con el endomorfismo de Grpe W (n)®* dado
por multiplicacién por

2 d?;l\;[(f) ® Z & J?l

y por lo tanto es inyectivo, del mismo modo que en el caso i = 2.
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Se concluye entonces que el endomorfismo de W (n)®* dado por multiplicacién por ¢ debe ser inyectivo, como se
sigue del siguiente hecho elemental: Dado un morfismo f de espacios vectoriales filtrados de dimensién finita (con
filtraciones exhaustivas y Hausdorff) que preserva las respectivas filtraciones y tal que el correspondiente morfismo
inducido en el graduado asociado es inyectivo, entonces f es inyectivo.

Esto se deduce como sigue. Sea f : E — E’ un morfismo de espacios vectoriales filtrados por F*E y F*FE’,
respectivamente, que suponemos decrecientes. Supongamos que f preserva las filtraciones y que el morfismo
inducido Gr(f) : Grpe E — GrpsE’ es inyectivo. Sea v € E no nulo. Como la filtracién de E es exhaustiva y
Hausdorff, entonces existe i € Ny tal que v € F'F pero v ¢ F'"'E. Entonces, la clase v de v en el graduado
asociado no es nula y como Gr(f) es inyectivo, Gr(f)(v) # 0. Como Gr(f)(?) es la clase de f(v) en F'E'/F*+1E/,
entonces f(v) # 0, es decir, f es inyectivo. La proposicién queda demostrada. O

Obtenemos entonces los siguientes corolarios, el segundo de los cuales estd en [Mov], pero de forma incorrecta.

Corolario 4.6.8 (cf. [Mov], Lemma 20). Dado i > 2, resulta Hz(ym(n), W (n)®?) = 0.

Demostracién. Como el endomorfismo de W (n)®* dado por la multiplicacién por g es inyectivo por la proposicién
anterior, y H,(V,W(n)®") = H,,_1(V,W(n)®") = 0 por el Teorema empleando la Proposicién resulta
Ha(ym(n), W(n)®") = 0. a

Corolario 4.6.9 (cf. [Mov], Coro. 21). EI S(V (n))-médulo W (n)®* es libre si y s6lo si i > max(2, (n — 1)/2).

Demostracién. Como el S(V(n))-médulo graduado W (n)®? estd acotado inferiormente, es libre si y solo si es
proyectivo, lo que es equivalente a que sea playo. Mas atn, bajo estas hipétesis, por la forma de la resolucién
proyectiva minimal, se deduce que W (n)®? es libre si y solo si su homologia H,(V (n), W (n)®?) es nula, para todo
e > 0 (cf. [Ber2|], Lemme 1.3, Teo 1.11, Coro. 1.12).

Por el Teorema4.6.4) vemos por un lado que, sip > 2

Hy(V (n), W (n)®") ~ AP*2V (n),
que es nulo si y s6lo si p + 2i > n, es decir, si y s6losii > (n — p)/2. Por lo tanto, la familia {H,(V (n), W (n)®")},>2
esnulasiysoélosii> (n—2)/2.
Por otro lado, por el corolario anterior, Ha(hym(n), W (n)®?) = 0 para i > 2, lo que implica que

S1 s Hy(V (), W (n)®) — Hy (V(n), W(n)20+1)

es un isomorfismo. Por lo tanto, H; (V (n), W (n)®?) ~ A3T20=DV(n), sii > 3. Vemos facilmente que, suponiendo
i >3, Hi(V(n), W(n)®) =0siysolosil+2i > n,esdecir, i > (n — 1)/2. El corolario queda demostrado. O

4.6.2 Calculo de la homologia TorsV (™) (M (n), M(n))

Podemos aplicar los resultados del pardgrafo anterior al calculo de la homologia TorsY (™) (M (n), M (n)). Recor-
damos que M(n) = W(n)[2].

El motivo para concentrarnos en M (n) en lugar de W (n) se debe en parte a las buenas propiedades homolégicas
de M(n).

Proposicién 4.6.10 (cf. [Movl], Prop. 23). EI S(V(n))-médulo M (n) es Koszul, es decir, Torﬁ V) (M (n), k) estd concen-
trado en grado p, para todo p € Np.

Demostracién. Por el Teorema vemos que, como Tor? V) (M (n), k) ~ H,(V(n),M(n)), resulta que

Hy(V (n), M(n)) ~ Ho(V(n), W (n))[2] =~ (A*V(n))[2],
Hy(V(n), M(n)) = Hy(V(n), W (n))[2] = (A°V (n))[2] & V (n),
Hy(V(n), M(n)) = Hy(V(n), W(n))[2] = (A'V (n))[2] & k[-2],
Hy(V (n), M(n)) =~ Hy(V(n), W (n))[2] = (A"*2V (n))[2],

para p > 3y donde todos los morfismos anteriores son homogéneos de grado 0. La proposicién queda demostrada.
O
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Toda resolucién minimal proyectiva P(M (n)) del S(V(n))-médulo graduado M (n) es de la forma

0 — S(V(n)) ® Torg ™ (M(n), k) — S(V(n)) @ Tory "™ (M (n), k) — -+ —
— 5(V(n)) @ Tor; V™) (M(n), k) — S(V(n)) ® Tors Y ™) (M (n), k) — M(n) — 0. (4.6.5)

Vamos a describir explicitamente la diferencial de la resolucién anterior de la siguiente manera.
Sea R(M(n))e dado por
R(M(n)), = S(V(n)) @ (AV (n)),

para todo p € Ny, provisto de la diferencial

P
(dS®)(z @@y Ao Aay,) :}2 DI ewy, @@y Ao Ny, Ao Ay (4.6.6)
j=1

Como (R(M(n))s,dS®) coincide con el complejo de Chevalley-Eilenberg en grado mayor o igual que 0, su ho-
mologia es H,(V(n),S(V(n))) = 0 para ¢ > 1. Notar que R(M(n))s+2 es un subespacio vectorial graduado de
S(V(n)) @ TorS V) (M (n), k).

Definimos la diferencial df de la resolucién minimal proyectiva de M (n) como sigue. Si v € R(M(n))p42,
con p > 1, se define dff (v) = d¥,(v). Siv ¢ R(M(n)), entonces podemos suponer que, o bien v pertenece a
k[—2] C Hy(V (n), M(n)), conbase {c}, o v pertenecea V(n) C Hi(V(n), M(n)), cuya base denotaremos {es, ..., e, }.

Se define

d¥(z®¢) Z 225 ® ey, (4.6.7)
d¥(z®e) = Z 2x; @ xj N Ty, (4.6.8)
j=1

donde z € S(V(n)).
Finalmente, se define el mofismo de aumentacién df : P(M(n))y — M(n)

d¥ (2 @ A xy) = 2]z, 7). (4.6.9)

Por el Corolario M (n) es un S(V(n))-médulo finitamente generado por el conjunto {[z;,z;] : 1 <i < j < n},
y por lo tanto, dif es suryectivo.

Es facil comprobar que dff es S(V (n))-lineal, homogéneo de grado 0, so(n)-equivariante y d o df, , = 0, para
todo p € Np.

Mas atin, el complejo P(M (n)). es aciclico en grados positivos y es una resolucion de M (n). Por un lado, como
Ho(P(M(n))) = Hey2(R(M(n))) para @ > 3, la aciclicidad de P(M(n)))s, para ® > 3 es directa. El caso ¢ = 2
también es directo, ya que df es inyectiva. Los demads casos, i.e., « = 0, 1 pueden verificarse facilmente como sigue.

Supongamos que analizamos el caso = 1. Sea z = 2’ + 2" € Ker(d¥), con

2= Z v insiz) ® Tiy ATy Ay € S(V(n)) @ AV (n),

1<i1<i2<i3<n
2= Zzl ®e; € S(V(n)) ®V(n),
i=1
es decir, df(2”) € Im(d§®). Como Im(d$®) = Ker(dS$®), la condicién anterior es equivalente a

0=dS¥ (")) = Z (205 ® T — 2425 ® x5).

1<i,j<n

Por lo tanto, resulta que d5™ o df*|s(v(n))ev(n) = d2, donde d; es la diferencial del complejo Co(YM(n), S(V(n)))
dado en (3.2.8), y la condicién anterior significa que z” € S(V(n)) ® V(n) pertenece al nticleo de d». Por la Proposi-
cién @%g(pnm(n), S(V(n))) = 0, y en consecuencia, existe w € S(V(n)) tal que z”" = d; (w) = df (w ® ¢), es decir,
el complejo P(M(n))e es aciclicoen e = 1.
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Finalmente, demostremos que P(M (n)), es una resolucién de M (n). Para ello, basta ver que Ker(d) = Im(df).
Comencemos observando que

S(V(n)) © A2V (n) 2 M(n) 0

dS® lw

Ker(dy) ———— Ker(d;)/Im(dz)

S(V(n)) ® V(n)

dy

S(V(n))

es conmutativo, donde 7 es la proyeccmn candnica y ¢ es el isomorfismo de la Proposmlon Por lo tanto,

Ker(df) = Ker(m o dS®) = (d$¥)~!(Im(dz)). Luego, dado w € S( (n)) @ A2V (n), w € Ker(df) si y s6lo si existe

w' € S(V(n))®@V(n) tal que dS¥(w) = da(w'). Como dy = dSFod¥ |5(V(n))®v(n),resulta que dCE( ) = dSE(dE (")),

es decir, w—df (w’) € Ker(d§®) = Im(d§™). Recordando que dS™ = df| g(rs(n)),, Obtenemos que Ker(df) = Im(df).
En consecuencia, hemos demostrado

Proposicién 4.6.11 (cf. [Movl], Prop. 23). EI complejo [@.6.5) provisto de la diferencial @.6.6), @6.7) y @-6.8) es una
resolucién minimal proyectiva de M (n), con diferencial so(n)-equivariante.

Aplicando el funtor exacto (—)"~ a la resolucién (4.6.5) (cf. Seccién4.5.1), obtenemos el complejo aciclico de haces
de Opn-1-médulos

0 — (S(V(n)) ® TorS V) (M(n), k)~ — (S(V(n)) @ Tor> V"™ (M (n), k)™ — ...
— (8(V(n)) @ Tory Y™ (M (n), k)™ — (S(V(n)) ® Tory ") (M(n), k)~ — M(n)~ — 0. (4.6.10)

Si aplicamos el funtor i*, donde i : X — P"~!, resulta el complejo de haces de O x-médulos

0— (AR TorS V™) (M(n), k)~ = -+ — (A Tor; V™) (M(n), k)~ — (A@Tors ¥ ™) (M (n), k)~ — M(n)~ — 0.
(4.6.11)
Como i* es exacto a derecha, el complejo anterior es exacto en M (n)™.
Vemos trivialmente que el complejo anterior se puede obtener de aplicar el funtor (=)~ a P(M(n)) @s(v(n)) 4,
donde recordamos que A = S(V(n))/(q).
Como (—)™ es exacto, la homologia de @6.11) es (Tory (™) (M (n), A))~. Empleando la resoluciéon @5.1),
vemos que

M(n), sie =0,
TorS V) (M (n), A) = { M(n)[-2], sie=1,
0, si no.
Por lo tanto
M(n)~, sie=0,
Hu (" (P(M(n))™)) = § M(n)[-2]~, sie=1,
0, si no.

Como M(n)™~ es un haz de Ox-mddulos localmente libre, es playo en la categoria de haces de Ox-moédulos,
y por lo tanto el funtor (—) ®o, M(n)™ es exacto. Si aplicamos este funtor al complejo :*(P(M (n))™) anterior
obtenemos

0 — (M(n)@Tor ™ (M(n), k)~ — - — (M(n)@Tory "™ (M(n), k)~ — (M (n)@Torg " " (M(n), k)™~ — 0.
(4.6.12)
Empleando la férmula de Kiinneth en la categoria de haces de Ox-médulos, obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.6.12 (cf. [Movl], Prop. 31). La homologia del complejo de haces de O x-médulos (4.6.12) es el haz de Ox-
médulos M(n)~ ®o, M(n)~ engrado 0y (M(n)~ ®o, M(n)~)[—2] en grado 1.



4.6. PROPIEDADES HOMOLOGICAS DEL MODULO W (N) 93

Reindexando el complejo (4.6.12), dado ¢ € Ny, podemos definir el complejo de cocadenas de haces de Ox-
modulos Fli]* dado por

(4.6.13)

Fi = {5 M)W @ M@)li+a), si-n<a<o,
0, sino,

provisto de las mismas diferenciales que (4.6.12). Como F[i]* es acotado para todo i € Ny, podemos considerar las

dos sucesiones espectrales (débilmente convergentes) de Grothendieck asociadas al funtor de secciones globales (cf.
[Wei], 5.7.9, 5.7.10)

TESP[i] = HI(HP(X, F[i]*)) = HPT(X, F[i]*), (4.6.14)

MEPi) = HP (X, HY(Fli]*)) = HPY(X, Fli]*), (4.6.15)

que convergen a la misma homologia.
Por lo tanto, el primer paso de la primera sucesion espectral es de la forma

S(V(n)) » S e <
IE;”’M _ {Tor_q (M(n),k) @ HP(X, M(n)[i + ¢|~), S% n<qg<o, (4.6.16)
0, si no.
Por otro lado, por la Proposicién el segundo paso de la segunda sucesién espectral es
HP(X, (M(n)™ @ox M(n)™)i)), sig=0,
MBI = ¢ HP (X, (M (n)~ @0y M(n)™)[i—2]), sig=1, (4.6.17)
0, si no.

La siguiente proposicién se encuentra en [Mov], pero de forma incorrecta.
Proposicién 4.6.13 (cf. [Mov], Prop. 33). Sin = 3, entonces
Torg ™ (M (n), M (n))
Torg " (M(n), M(n) = T2y, Vi 2 1,
Tor; ™ (M(n), M(n)) = V(n) @ k,
(M(n), M(n))
(M(n), M(n))

=

= S2,(V(n) @ V(n) @ k,

Tori(iv(”)) M(n

TorS(V ()

L, V12> 2,
,Vp 2> 2.

=
I
!

Sin = 4, entonces

yM(n)) =Tor,yor, ®Tor,—20, ®lor, ®Tor, ®Tp, 41, B, —1, DL DK,
S(V(n .
TOTO,(i M) (M (n), M(n)) = Cioviypi+2r. © Toyiyr,—20, @ ngi)L17VZ >1,

(M(n),M(n)) =Taor,yor, ®Tor, 41, ®Tor, ®Tr, 41, © T, Ok,
(M(n), M(n)) =T (o4i),+20, © Tariypi+L, @ Toyiye,, Vi > 1,
TOTf,gV(n))(M(”), M) =Tr,41, 0T, ©F,
(M(n), M(n))
(M(n), M(n))
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Sin=6

Porytor, ®Lori4rot0s ® o0, +0,-105 ® Lo, ® U410, ® 0,41, B F,

V(M (n), M(n))
(M (n), M(n)) LCotiyii+20: © Lotiyii+iot+Ls © Tgiyiito—1s © Tagiyr,, Vi > 1,
V(M (n),M(n)) =Tpy i1, &1, Sk,
Tors(”"” (M(n), M(n)) = Tirys22, ® ity s Lot Le ® DitatLo-1a ® Dir, Vi > 2,

(M (n), M(n))

(M (n), M(n))

(M (n), M(n))

Tor2 M(n), M(n)) =k,

TorS(V(n) M(n),M(n))=0,Vi>3

Tors(v(")) M(n),M(n))=0,Vp >3

Sin>7

Torgy ™ (M (n), M(n)) = Tor, 4o, ® Torys1asza ® Doz, ®Tr,ar, ® Toitraer, © K,
Torg" ™ (M(n), M(n)) = Diasiyz, +220 ® Tosiriatzatra ® Dariyry, Vi > 1,
Torls,(lv(n))(M(n)7 M(n)) =V (n) ® AV (n) ® AV (n),
T f,gV(n))(M(”)v M) =Tir,+20, BLiti+1o+Ls P Liri+ro—15 P Lin,, Vi > 2,
Torf ) (M (n), M(n)) = A4V (n), Vi > 2,
Tor%v(n))(M(n),M(n)) 0,Vj>i>2

Demostracion. En todos los casos, como el S(V(n))-mddulo M (n) es Koszul (o inspeccionando el complejo (4.6.13)),
entonces
Torgy " (M(n), M(n)) = M(n)o ® M(n)o = A2V (n) ® A2V (n).

Empleando la férmula de Zelobenko para las reglas de fusién de so(n) vemos que

I'on, ®@V(n) @k, sin =3,
Toriyor, @T2n—20, B4, T, -1, ® F2L1 ® k92, sin =4,
Tori4ors @ Ton 410, ® T L, 41, ® T2, &', Bk, sin =35,
Torg"(ov(n))(M(n), M(n)) = 1—‘2L1+L2-0-L3 52 1—‘QLH-Lz—Ls. 5] 1—‘2L1+2Lz S2) 1-‘L1+L2 52 I_‘L1+L2 52 1—‘2141 D ka sin =6,
Tori4ro4rs ®lon 420, U410, Bl 400415 B T2r, © K, sin=7,
Tory4Lo+Ls ®Ton 4200 ®T 0400 Ol 4L04Ls+L, O TL 4004L5—1, Dlor, ®k, sin=3§,
Pory4ro+rs @ T2ny420, ®ULy40y ®ULi4o+L54+0s © o, @K, sin > 8.

Por los isomorfismos so(n)-lineales siguientes

Wn)~V(n)~Ty,, sin =5,

W(n) ~ A? ( YT, 4L, sin =6,

Wn)~AV(n) ~Tr, LyiLss sin=717,

W(n) ~Tr, Lo+ La+Ls ® T L4104 Lo—La sin=38,

Wn) =T, 4Lyt Lot Las sin > 8§,

podemos reeescribir la homologia de la forma

Lo, ®V(n) ®k, sin=3,
Doryyor, ®lon,—or, ®Un, 40, ®lr,—1, ® F?fl @ kP2, sin =4,
Torgy " (M(n), M(n)) ~ { Tor, o1, ®Tor, 41, ®Tr, 11, & Tar, ®Ts, &k, sin=5,
Doritrotrs @2 400—1, ®Ton, 420, ® T 41, @40, ®T2p, ®k, sin =6,
Tor, Loty @ Tor,vom, ®Tr, 4z, AV (n) T, OF, sin>T.

Ahora vamos a calcular el resto de las componentes homogéneas.
Presentaremos el calculo explicito en el caso n > 7, ya que los demads son anélogos.
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Sea i = 1. En el caso de la sucesion espectral (4.6.15), resulta

Pspi4potrs ®Lsp,42m, @31, sip=0,¢=0,
MEYI] = 4 Try 410ty ®TL,, sip=0,q=—1, (4.6.18)
0, si no.

Por lo tanto, esta sucesién espectral colapsa, y coincide con su limite, es decir, obtenemos que

HY(X, F1]°) = Ts1y 42020 ® 3044 L0-10 ® Tsrig2r, ® Tary,
H_l(X? ‘7:[1].) =04 Lo+Ls ® L0 40,-1, L,
El resto de las hipercohomologias son nulas.

Por otro lado, si consideramos el primer paso de la sucesion espectral (4.6.16) asociada al complejo F*[i], vemos
que, por el Corolario IE?°[4] es la componente de grado i del complejo P(M (n))® s(v(n)) M(n), conla misma

diferencial, y por lo tanto, ’ EZ[i] = Torf((l‘;(n)) (M(n), M(n)). En particular, la sucesion espectral EJ"[1] es de la
forma
Tor® ™) (M(n), M(n)), sip=0,-1<q<0,
TERA[1] = { APV (n), sip=1,¢g= -3, (4.6.19)
0, si no.

Por las consideraciones anteriores, vemos que

Torf?,gv(n))(M(”)a M(n)) ~ H(X, F[11*) ~ Tz, 420, © Tar, 410415 © D30, 120—15 ® Tz,

Tory ") (M (n), M(n)) ~ BV (X, F[1]*) & AV(n) = Tpyirps1s @ Trysrr, ©Try & APV (n).

Sea i > 2. En el caso de la sucesion espectral (4.6.15), resulta

Cogorit2r. ®Lorori4ro4rs ® Ly, sip=0,¢=0,
TEPU] = Tiryyor, ®Tinyirotrs © Tirs, sip=0,qg=—1, (4.6.20)
0, si no.

Por lo tanto, esta sucesion espectral colapsa, y obtenemos que

HO(X, Fi]*) = T2tiypa+200 O TiagiLat Lot La ® Loty Ly
H (X, F[i]*) = Tir, 420, ® TiryLo+Ls ® Tir,-

Nuevamente, el resto de las hipercohomologias es nula.
La sucesion espectral / E3"7[i] para i > 2 es de la forma

Tor® V) (M (n), M(n)), sip=0,—i<q<0,

—4a,?

LEPaf] = AV (), sip=1,g=—i—2, (4.6.21)

0, si no.
Por las consideraciones anteriores, vemos que

S(V(n e
TOl"o,(i ( ))(M(n), M(n)) ~HO(X, Fl]*) =~ Toviyri 20, ® Dotiyiot Lot Ls ® Logir, s
Tory ™) (M (n), M(n)) = B (X, Fi]*) ~ Tir, 421, ® TitatLos1o ® Tir, -
Tor? V) (M (n), M(n)) ~ A4V (n).

2,7

Las demds componentes son nulas.
La proposicién queda demostrada. O
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Observacién 4.6.14. Empleando los isomorfismos

A3V (4) ~Tp, =V(4), sin =4,
AV (5) ~Tp, 41, ~ A*V(5), sin=5,
A3V (6) 2T, s rytrs ®TL, 4Ly Lss sin =6,
AV(6) ~Tp,, sin =6,
A3V (n) =T, Lot Lss sin>17,

obtenemos que Tory SV (M (n), M(n)) ~ A5V (n) ® A3V (n) & V(n).

Observacién 4.6.15. Es claro que las siguientes inclusiones son verdaderas: k & A*(V (n)[1]) € Ho(V(n),S?M(n)) y
A2(V(n)[1]) € Ho(V(n), A2M (n)). No es difil hallar qué representatlons irreducible de so(n) entre las dadas para la descom-
posicion de Ho o(V (n), M (n)®?) en la Proposicién |4 pertenecen a Hoo(V(n),S*M(n)) o Hoo(V(n),A>M(n)). Por
un lado, recordamos que si X es un peso dominante y o es una raiz positiva de so(n) tal que \(H,,) # 0, entonces I'yy C ST
yTax_o C AT, (cf. [FHI, Exercise 25.32). Primero, aplicando el hecho anterior a A = Ly for n = 3, vemos que

Tor, € Hoo(V(n),S*M(n)),
y segundo, a A = L1 + Lo para n > 4, encontramos que
Tor,21, € Hoo(V(n),S*M(n)).

A su vez, para un o apropiado para cada caso, resulta que

F2L1+L2 - .Z;IO,O(VY(TL),/\2.2\4(77,))7 sin = 5,
Poryirotiy ® Loy 0,1, © Hoo(V(n), A2M(n)), sin =6,
F2L1+L2+L3 - HO,O(V(H),AZM(’R», sin>"T.

Por un argumento de dimensiones no es dificil verificar que, paran > 5, Ho o(V (n), A2M(n)) ~ A?(V (n)[1]) AA%*(V (n)[1])
es la suma directa de A?(V (n)[1]) y los médulos que aparecen en la lista anterior, en cada caso (cf. [FHI, Eq. (24.29) y (24.41)).
El mismo arqumento implica que Ho o(V (n), A2M (n)) ~ A2(V(n)[1]) A A2(V(n)[1]) es suma directa de A*(V (n)[1]) and
Tsp, paran = 4. Finalmente, paran = 3, Ho o(V (n), A>M (n)) es isomorfo a A*(V (n)[1]).

La siguiente proposicién da una descripcién explicita de una base para Tors(v(")) (M(n),M(n)), y se encuentra
mencionada con errores en [Mov]].

Proposicion 4.6.16 (cf. [Mov], Prop. 34). A partir de la descomposicién
S(V(n)) ~ AB 3
Tory 3 (M(n),M(n)) ~A°V(n)® A°V(n)®V(n),
tenemos las siguientes bases para cada componente dadas por ciclos

(i) En V(n) consideramos la base dada por las clases en la homologia de los ciclos

{ D moz)@miz]eo+ Y (e, ® [z, 2] @z + (2, 25] @ (2, 2] ® 25) h<i<n.
1<i<j<n 1<i,j<n

(it) En A3V (n) consideramos la base dada por las clases en la homologia de los ciclos

n
{Z Z 6(0)[17%(1)71'%(2)} [:I:ZG(S)’ Q@ + Z Z xia(l)’ /\ [xia(z)’xl] ® xia(3>}1§i1<iz<isfn'

I=10€S; 1=1 0€S;
(iii) En APV (n) consideramos la base dada por las clases en la homologia de los ciclos

{ E xlau) ) :EZO‘(Q)] ® [xia(a) ) mio‘(4)} ® Lig(s) }1Si1 <ip<izg<tg<is<n-
o€Ss
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Demostracion. La demostraciéon de que las clases mencionadas son ciclos es directa aunque engorrosa. Ademas, es
sencillo ver que son base en la homologia, ya que pertenecen a A?V (n) ® A?V (n) ® V(n), donde no existen bordes
por cuestiones de grado. Por lo tanto, basta ver que son linealmente independientes como elementos del espacio
vectorial de ciclos, lo que es directo pero tedioso. O

Proposicién 4.6.17 (cf. [Mov], Prop. 27). Si consideramos el complejo de Chevalley-Eilenberg para la homologia de V' (n)
con coeficientes en A ® A, el elemento

n

z=Y (@;®1-1®z)®z € AR A®V(n)
i=1

es un generador de TorS(V(")) (A, A). Mds miin, x es un generador de TorS(V("))(A A) como S(V (n))-médulo.

Demostracion. Es facil ver que z es un ciclo. Ademds, por cuestiones de grado, no puede ser un borde, ya que
no hay bordes en Tors(v("))(A A). Por lo tanto, como z es de grado 2y Tor} V") (4, A) ~ A[~2], z debe ser un
generador de Tors(v(n))(A A) como S(V(n))-médulo. O

Sea C una k-algebra conmutativa y N un C-médulo a derecha. Seancy, ... ,c, € C. A partir de la accién de estos
elementos, resulta una accién del dlgebra de Lie V(n) en C'y en N, compatible con la accién de C' en N. Obtenemos
una aplicacién S(V (n))-lineal graduada homogénea de grado 0 de complejos a partir del morfismo N ® C — N

N ® APV (n) ® C @ A1V (n) — N @ APT1V (n),
que induce un morfismo S(V (n))-lineal graduado homogéneo de grado 0 en la homologia
Hy(V(n),N) © Hy(V(n),C) = Hp4(V(n), N).

Estamos interesados enelcaso C = A® Ay N = M(n) ® M(n). Sielegimos¢; =1®z;+ ;9 1,i=1,...,n,
la acciéon de V(n) en A ® Ay en M(n) @ M(n) es la diagonal. Por lo tanto, obtenemos un morfismo S(V (n))-lineal
graduado homogéneo de grado 0

M(n)®@ M(n)® APV(n) @ A® A® AV (n) — M(n) @ M(n) ® APV (n), (4.6.22)
y, en particular, resulta la aplicacién S(V (n))-lineal graduada homogénea de grado 0
Hy(V(n),M(n) @ M(n)) ® H(V(n),A® A) — H(V(n), M(n) ® M(n)). (4.6.23)
Proposicién 4.6.18 (cf. [Mov], Prop. 34). El coniicleo del morfismo @.6.23) es A°V (n) & A3V (n) & V(n).
Demostracién. La demostracion es andloga a la de la Proposicién
En principio, por la Proposicién 4.6.16 Torf(lv("))(M (n), M(n)) tiene una base de elementos de grado 1. Por
la Proposicién 4.6.17, el generador de TorS(V(”))(A A) posee grado 2, y por lo tanto, por cuestiones de grado,

TorS(V( ))(M(n),M( )) € Hi(V(n), M(n) ® M(n)) no puede estar en la imagen de (4.6.23).

Veamos ahora que las demds componentes homogéneas Tors(v(”))(M (n),M(n)), 5 > 1de Hi(V(n),M(n) ®
M (n)) estan en la imagen del morfismo (4.6.23). Para ello consideramos los complejos de haces de Ox-médulos
siguientes. Trataremos solamente el caso n > 4, ya que el caso n = 3 es andlogo.

Dado i € Ny, se definen los complejos de cocadenas de haces de Ox-moédulos F[i]* y G[i]* dados por

Fijt {(()(M(n) ® M(n))[i +q] @ A=7V (n))"~, Z ;: <q¢=0, (4.6.24)
y , .
gl { é(A ©A)li+q @AV (n)”, i <q¢<0, (4.6.25)

Ambos complejos estdn provistos de las diferenciales asociadas a las diferenciales del complejo homolégico de
Chevalley-Eilenberg de V' (n) con coeficientes en M (n) ® M(n) y A ® A, respectivamente.
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Como Fi]* y G[i]* son acotados para todo i € Ny, de la misma forma que antes podemos considerar la sucesion
espectral (débilmente convergente) de Grothendieck asociada al funtor de secciones globales (cf. [Weil], 5.7.9, 5.7.10)

B = HP (X, HY(F[i)*)) = HP9(X, F[i)*),

y lo mismo para G[i]®. La sucesion espectral asociada a G[i]* se denominara /£ (E")$"[i].

Como el funtor (—)™ es exacto, la cohomologia del complejo de haces G[i]® es (Tori(iv(")) (A, A))~,y por lo tanto,
Ox il sit=0,
HP(Gli]*) = Ox[i—2], sii=1,
0, si no.

Por otro lado, teniendo en cuenta que F[i]* = M(n)~ Qo G[i]* ®o, M(n)~, la cohomologia del complejo de haces
Fli]® es

M(n)[i]~, sii =0,
HPGli]*) =< M(n)[i —2]~, sii=1,
0, si no.

A su vez, aplicando el funtor (—)~ al morfismo (4.6.22), resulta un morfismo de complejos
Flil? @ Gli)* — Fli+ 77,
que induce una aplicacién de haces de O x-médulos
HP (Fi]) ® HY(G[j]) — H"(Fli + 5])-
Al tomar secciones globales hallamos una aplicacién
MBS @ (B () — BT (i ),
En particular, resulta el morfismo de S(V (n))-médulos graduados homogéneo de grado 0
ey il (BN l) — By i+ 4,
es decir,
H(X,0x[i - 2]) ® H'(X, (M(n)~ ®0, M(n)™)[j]) — H(X, (M(n)~ ®oy M(n)™)[i +j —2]). (4.6.26)

Como HY(X,Ox|[i —2]) = A;_s, resulta no nulo si i > 2. Luego, el morfismo anterior es nulo para i < 1. Por
cuestiones de grado resulta entonces que H°(X, (M (n)~ ®o, M(n)~)[—1]) = V(n) ® A3V (n) no estd en la imagen
de la aplicacién anterior.

Ademas, como el morfismo coincide con la accién de A en M (n), vemos que es suryectivo para i > 2.

’ !
Como las sucesiones espectrales /! EL? y 11 (E')5 7 colapsan, se obtiene que

HO(X, F[7]°) = T By i),
HH (X, F)%) =TTy ],

y del mismo modo para U(E/)g,q’_ 7 7
Por otro lado, dado i € Ny, se definen los complejos de cocadenas de haces de O x-médulos F[i]* y G[i]* dados

por

il = {(()Tor-qw(n» H e M)W, s n<aso w62
y . .
Glil? — { (Tor-o( ) © Ald) ) sl -n<a <0 46.28)

Los dos complejos estan provistos de las diferenciales asociadas a las diferenciales del complejo de Koszul.
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Como FTi]* y G[i]* son acotados para todo i € Ny, de la misma forma que antes podemos considerar la sucesién
espectral (débilmente convergente) de Grothendieck asociada al funtor de secciones globales (cf. [Weil], 5.7.9, 5.7.10)

TEFPli] = HU(H(X, F[i]*)) = H9(X, F[i]*),
MED[i) = HP (X, HY(F[i]*)) = H7(X, F[i]*),

y lo mismo para G[i]*. La sucesién espectral asociada a G[i]* se denominara /Z(E"){?[i] y 11 (E")$"[i], respectiva-
mente.

Vemos inmediatamente que " EJ”[i] = "TESP[i] y T1(E')3P[i] = T (E")$"[i]. Ademds las sucesiones espectrales
asociadas a F[i|* y a F[i]* tienen el mismo limite. Lo mismo ocurre para las sucesiones espectrales asociadas a G[i]*
yagli°®.

Del mismo modo que en la demostracién de la Proposiciéon el segundo paso de la primera sucesién
espectral P[] es de la forma

Tory o ™) (M(n), M(n)), sip=0,q=0,

_ A1+4 : — 1 — _
)= ! Vin) &k, sip=la=-2 (4.6.29)
, sip=n—3,¢gq=-n+2,
0, sino,
y
Tor® V") (M (n), M(n)), sip=0,—i<q<0,
TER ] = { A4V (n), sip=1,¢g=—i—2, (4.6.30)
0, sino,
donde i € N. De forma andloga,
) S(V (m)) ip=0,i<q<
I(E"Yy ) = {Tor‘“ (4,4), sip=0,-i<q=<0, (4.6.31)
0, si no,
parai € No.
Por las consideraciones anteriores, vemos que
Torgy ™ (M (), M(n)) = (X, FI0]*)/(A*V (n) © ),
Tors(v("))(M(n)7M(n)) ~ H™Y (X, F[1]*) & A%V (n),
Tory " ™ (M(n), M(n)) ~ HO(X, F[i]*), Vi € N,
Tory "™ (M (n), M(n)) ~ BN (X, F[i]*), Vi > 2,
Tor) (V") (M(n), M(n)) ~ AV (n), Vi > 2,
y
Tory ) ™ (4, A) ~ HO(X, G[0]*),
Tor} (") (A, A) ~ HY(X, G[1]*),
Torg (" ") (A, A) ~ HO(X, Gli]*),Yi € N,
Tory "4, A) ~ HH(X, G[i]*), Vi > 2.
Empleando los isomorfismos anteriores y el morfismo (4.6.26), resulta que el morfismo
Toryy (A, A) @ Torg " (M (n), M(n)) — Tor? "5 (M (n), M (n))
es suryectivo para todo j € Ny. La proposicién queda demostrada. O

De manera andloga se puede hallar el nticleo de 4.6.23).
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Proposicién 4.6.19. Sea n > 3. El niicleo de la aplicacion (4.6.23) es isomorfo (isomorfismo de k-espacios vectoriales gradua-
dos, homogeneo de grado 0) a

ANV (n)]) & A*(V(n)[1]) & k,

donde consideramos para cada sumando directo las bases dadas por las clases de homologia de los siguientes ciclos en el complejo
de Chevalley-Eilenberg Co(V (n), M (n) ®g(vn)) M(n)):

(i) para k:

> e [zz’»ﬂﬂﬂ},

1<i<j<n
(ii) para AV (n):

n
{ § (L'Z,IL'Z x]v l]} R
=1 1<i<j<n

(iii) para A*V (n):
{ Z 6(0)[371'”(1) ’ xia(z)] ® [miU(S) ) xia(zl)]}

1<iy <in<iz<is<n
U€S4 >t 2 3 4>

Corolario 4.6.20 (cf. [Mov], Coro. 35). Todo elemento de H,(V (n), M (n) ® M(n)) es la clase de una combinacion lineal
de ciclos dados por

(i) EnV(n)

{ ) rloigloa+ Y (o] ® )+ 2,25 © [1, 2] © 7)) h<icn-
1<i<j<n 1<i,5<n

(ii) En A3V (n)

n
{Z Z €(0) @iy )0 Ty )| N (i 00 7] @ 1+ Z Z )iy 0y Tl A [Ty )5 0] @ Ty ) J1<i1 <t <y <

=1 0c€S3 =1 0€S3

(iii) En APV (n)
{Z xla(1)7mzo‘(2)} ® [xia(3)7$io‘(4)] ® xia(s)}1§i1<i2<i3<i4<i5Sn'

o€Ss

(iv) Los elementos de Hy ;(V (n), M(n) ® M(n)), con j > 2,

n

! /
E g (myx; @ myp —my @ mya;) ® a;,
i=11eL

donde L es un conjunto finito de indices y my, m; € M (n) son homogéneos de grado d; y d; tales que d; + d; = j — 2,
para todo ¢ € L. Denominaremos genéricos a estos 1iltimos elementos.

Demostracion. Por la Proposicion anterior, todo elemento de Hy(V (n), M (n) ® M (n)) es suma de un elemento en
A5V (n) ® A3V (n) @ V(n) y un elemento en la imagen del morfismo (#.6.23). Por la Proposicién

n
Z($i®1—l®$i)®$i

i=1

es un generador de Torf(v("))(A,A) como S(V(n))-médulo, y como el morfismo (4.6.23) es S(V(n))-lineal, los
elementos de la imagen de (4.6.23) son de la forma descripta en el item (iv). O
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4.7 Homologia de Hochschild y homologia ciclica del dlgebra de Yang-Mills

En esta seccién vamos a calcular la homologia de Hochschild y ciclica del dlgebra de Yang-Mills con n generadores.
Como la homologia de Hochschild de YM(2) se calcul6 en la Secci6n 3.1} Ejemplo Nnos vamos a concentrar en
el caso n > 3, salvo que se diga expresamente lo contrario.

En primer lugar, serd necesario demostrar previamente algunos resultados auxiliares, que veremos en la primera
subseccion acerca de la homologia H*®(ym(n), Ker(eymn))). En la Subsecc usaremos estos cdlculos para
hallar el grupo de cohomologia HH'(YM(n)). Finalmente, en la Subseccién presentaremos el calculo del resto
de las homologias de Hochschild de Y M (n) a partir del estudio de la homologia ciclica de dlgebras graduadas.

4.7.1 Calculo de la homologia H*(ym(n), Ker(eyma))), parae = 0,1
Anilisis de la sucesién espectral

En esta subseccion vamos a calcular H*®(ym(n), Ker(eyym(n))) para e = 0,1y abreviaremos I = Ker(€egym(n))-

Consideramos la filtracién creciente FoI de ym(n)-médulos graduados de I compatible con la accién de so(n)
dada de la forma siguiente

1 ip>-—1,
pr={h  sir=
177, sip< -2

Notar que la filtracién anterior es exhaustiva y Hausdorff.

Empleando el complejo C, (YM(n), I) (también es posible usar el complejo de Chevalley-Eilenberg Co (hm(n), I)),
vemos que la filtracién anterior induce una filtracién creciente FoCo(YM(n), I) exhaustiva y Hausdorff del com-
plejo Co(YM(n),I) (resp. Ceo(ym(n),I)) dada por FoCe(YM(n),I) = Co(YM(n), FoI) (resp. FoCo(hm(n),I) =
Ce(ym(n), FoI)). Por lo tanto, obtenemos una sucesion espectral cuyo paso cero es

Eg,q = FpCpiq/Fp-1Cprq = Cpig(YM(n), F 1)/ Cpiq(YM(n), Fyy11) 2 Cpig(YM(n), Fp I/ Fp 1 1).

Ademads, a partir del isomorfismo de algebras graduadas TYM(n) ~ TW (n), resulta el isomorfismo de ym(n)-
modulos graduados homogéneo de grado cero so(n)-equivariante

TP /TPt ~ W (n)®(-P) ip<—1,
- {7 ()P, sip

0, sip > 0.
Esto implica que la sucesion espectral anterior puede escribirse de la forma

Cprq(ym(n), I7P/I7PHY) = Cpy g (pm(n), W(n)®CP)), sip < -1,
0 ~ + ) + ) ;
By g~ Cprq(YM(n), Fpl /Fp11) ~ {0717 ! e sip>0,
En consecuencia,

ot o [Hosalom(o), T2/ 1774 = Hy (om(n), W(n)2CP), sip < -1,
P40, sip > 0.

Los isomorfismos anteriores son homogéneos de grado 0 y so(n)-equivariantes.

Por el Corolario como Hy(ym(n), W(n)®*) = 0, para i > 2, vemos que E, , , = 0, para todo p € Z, salvo
parap = —1. Asuvez, porla Proposicién Hs(ym(n), W (n)®") = 0, parai > 1, vemos entonces que E} 5, =0,
para todo p € Z. Por otro lado, por el Corolario 4.6.9]1a sucesion espectral es acotada y por lo tanto convergente.
Luego, Hs(ym(n),I) = 0.

Gréficamente
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. 0 0 0
e—e 0 0 E,.
O<g—o<—¢ S °

0 O<T°<—0

0 0 0$-

0 0 0 0 0 4

Figura 4.1: Primer paso E, , de la sucesi6n espectral. Las lineas punteadas indican
los limites entre los cuales la sucesion espectral estd acotada

Vamos a estudiar la diferencial
dby 5t EL) 3 = Hy(ym(n), W(n)) — Hy(ym(n), W(n)®?) = EL, 5.

Se va a demostrar en la Proposicién del parégrafo siguiente que el nucleo de d' | 5 es V(n)[—4], cuya base
estd dada por el Corolario Esto implica directamente que E?; 3 ~ V(n)[—4] (isomorfismo homogéneo de
grado 0 y de so(n)-médulos). Por lo tanto, Ha(ym(n),I) es un subcociente de V(n)[—4]. Sin embargo, como la
sucesion espectral estd definida en la categoria de so(n)-médulos debe ser un subcociente como so(n)-médulo.
Como V' (n)[—4] es un so(n)-moédulo irreducible, s6lo puede ser Ha(ym(n),I) ~ V(n)[—4] o Ha(ym(n),I) = 0. El
altimo caso no puede ser, ya que, dado i = 1,. .., n, los ciclos

> i ] @ 3 € Colym(n), tym(n)) € Colym(n), 1)
=1

considerados en el Lema [£.7.2]no son triviales, por cuestiones de grado homol6gico. Mas atin, de la misma forma
que en esa proposicion, los ciclos anteriores dan lugar a un conjunto de clases de homologia linealmente indepen-
diente.

Por lo tanto, hemos obtenido que

Teorema 4.7.1 (cf. [Movl], Prop. 37). Sin > 3, Ha(ym(n), Ker(epymn))) = Ha(hm(n), tym(n)) es isomorfo a V(n)[—4] y
H3(ym(n), Ker(€eqmn))) es nulo.

Calculo del nicleo de d' | 5

En esta subseccion vamos a probar que Ker(d!, ;) ~ V(n)[—4].

Utilizando el isomorfismo de ym(n)-médulos graduados homogéneo de grado cero W (n)®? ~ AW (n) ®
S2W (n), y la aplicacién suryectiva By : Hy(V(n), W(n)®?) — Ha(ym(n),W(n)) dada en el Teorema (cf.
Proposicion , si definimos H3(ym(n), W(n)) = Im(B/|s2w(n)) y HS(hm(n), W (n)) = Im(B{|x2w(n)), resulta
que Hs(om(m), W (n)) = H3(ym(n), W (n)) + HS (gm(n), W (n)).

El siguiente lema nos sera de utilidad

Lema 4.7.2 (cf. [Mov], Prop. 38). Sea z = > | w; ® w} ® x; un ciclo en W(n)®? @ V(n) que representa un elemento &
de Hy(V (n), W (n)®?), donde w;,w, € W(n), Vi =1,...,n. Deacuerdo con &5.5), podemos escribir

(i, w:] = xlw; + Z [Ui,l) 'U;,l]’
leLl;
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donde L; es un conjunto finito de indices y v;,v; , € tym(n), para todoi = 1,...,n, | € L;. Entonces B{(Z) es la clase en
Hy(ym(n), W(n)) del siguiente ciclo en W (n) ® A%ym(n)

n n
Zwi ®w;/\z,; +Z Z w; @ v /\ULI.
=1

i=11€L;

Demostracién. Denotaremos B (z) al elemento que representa a B} () dado en el enunciado anterior. Es directo
ver que Bj () es un ciclo en W(n) @ A%2pym(n).
Por el Corolario[4.6.20} = es combinacién lineal de elementos de los conjuntos siguientes

@) {PCicicjcnl@iz] ® [zl @2+ 30 o4 j<n ([T 2] @ 24, 23] © 25 + [24, 75] @ [31, 2] ® ) h<izn,

(i) {22121 D oes, €O Ti, 0y g | A @iy gy, Tl @21+ 30020 3 e, €0) @i 0y s Tl A iy 0> 1) @ Ty ) b1 <y <in<ig<ns
(i) {D_,es, €(O)[Ti ) Tip )] @ [Tiy iy Tiyay] © Ty ) 11<in <in<is <ia<is<no
iv) Yo (mx; @ m' — m @ m'z;) @ z;, donde m, m’ € M son homogéneos de gradody d’ talesque d+d' = j — 2,

que pertenecen a V (n), A3V (n), A°V (n) o son genéricos, respectivamente. Estos elementos pertenecen a W (n)®? ®
V(n).

Para hallar la imagen bajo B] de estos elementos es necesario inspeccionar el complejo doble dado en la
Observaci cuya sucesion espectral degenera en una sucesion exacta larga. En ese caso, la aplicacion Bj estd
dada por (4.6.3), en la Observacion [£.6.5, Sin embargo, el codominio de es el complejo Co(YM(n), W(n)).
Para obtener un elemento en el complejo de Chevalley-Eilenberg Co (hm(n), W (n)), es necesario aplicar el morfismo
de comparacién dado al final de la Subseccién[3.2.1} La demostracion es bastante engorrosa, ya que requiere
analizar cada caso en particular. Més atin, el procedimiento anterior no da exactamente el ciclo del enunciado, sino
que difiere de él en general en un borde.

Por otro lado, H;(V(n), W(n)®?) estd generado como S(V (n))-médulo por los ciclos dados por los items (i),
(id), (iii) y

> (g wilas @ [wg, av] — [, 2] @ [wy, 22 @ 2,
i=1

ya que Hq(V (n), A®?) estd generado como S(V (n))-médulo por

n

i=1

y W(n) estd generado por {[z;,z;]}1<i<j<n. Como el morfismo del enunciado es S(V(n))-lineal, basta demostrar
que el procedimiento descripto en el pérrafo anterior coincide con el morfismo del enunciado de la proposicién en
€505 Casos.

Diremos en cada caso cémo es la aplicacién B dada por con imagen en C,(YM(n), W(n)), y la corres-
pondiente con imagen en C,(ym(n), W(n)), al aplicar el morfismo de comparacién dado al final de la Subseccién
Finalmente, explicitaremos los bordes necesarios para obtener B a partir de Bj.

Dadol,con1 <1 <n,sea

z= Y [wa)@srlon+ Y (0,5 © 2,55 @z + (1,05 © [o, 2] ® 25).

1<i<j<n 1<4,5<n

En este caso, la imagen de B] en Co(YM(n), W(n)) es

y al aplicar n dado en (3.2.9), resulta

Z ([z1, z5]z @ 2y Ay + [z, 25) @ 2 A 21, 25]).
ij=1
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Por otro lado, como [z, [z;, x;]] = x;.[x;, z;] por cuestiones de grado homolégico, entonces

Bi@)= Y lwowl@oa)Am+ D (wnw) @ v, x5) Awy + (w25 © [w, 2] Awy).
1<i<j<n 1<i,j<n

En este caso,
Bj(z) = By(z) — dS®( Z [z, xj] @ 1 Awi A xj).

1<j<i<n

Dados 1 < i1 <9 < i3 <n,sea

n
Z 6(0)[372}7(1) ) xio'(Q)} N [mic(l?)’xl} ®x + Z Z 6(0)[33%(1) ) xl] N [xi(r(Q) ) xl] ® Ligzy+

1 0c€S3 =1 0€S3

La imagen de este elemento bajo Bf en Co(YM(n), W(n)) es

E [mia(1)7xia(2)} ® Li, (s
ocls

y al aplicar el morfismo 7, resulta

n
Z Z ([mia(l)’xia(z)]xi ® x; N Lig (s + [xia(l)vxia(z)] @ i A [xivxiaw)]'
i=1 oCAs

Usando nuevamente que [z;, [z;, 2;]] = 2;.[z;, z;], entonces

n
Bi(@) =YY ([@iy ) Tigga) @ iy oy @] AT+ [T, 00, 1] @ [T, ), 1] A i)
=1 o€As

- [mia(:}) ) xl] ® [xi(r(l)’mia(Z)] AN — [xia(Q) ) 1‘1] ® [xia(l) ) xl] A xio‘(l}))'

En este caso,

Bi(‘r) = Bi(m) + dgE(Z Z [xiamvml] @ xp A Lig 2y N xia(s))'
=1 oc€As

Dados 1 < i1 <ig < i3 <i4 <i5 <n,sea

T = Z E(U)[‘ria(l)7mio‘(2)} ® [xia(3)7£rio‘(4)} ® Lig(sy-
o€Ss

Empleando la identidad de Jacobi, la imagen de este elemento bajo Bj es cero tanto en Co(YM(n), W (n)) como en
el complejo de Chevalley-Eilenberg C, (hm(n), W(n)).

Resulta B
Bi () = Z G(U)[xig(l)’xia(z)] & [mig(?’)’xia(él)] N,
o€E€Sy
y entonces
- 1
C
Bi (z) = _dSE(g Z E(U)[wia(l)7xio‘(2)} @ T, N Tiggy N xi(r(S))'
o€Ss

Por otro lado, dados 1 <i < j <nyw € W(n), sea

x = Z(wxl ® [zi, 2] —w ® [x;, xj].21) @ 2.
=1

La imagen de este elemento bajo B} en Cq(YM(n), W(n)) es (wz; ® z; — wx; ® x;), y al aplicar 7, resulta

n
Z(wmjxl Qx AT +wrj @ xp A [T, 2] — wz;xp @ T ATy —wr; @ Xy A |31, 25]).
=1
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En este caso si debemos considerar términos en [tym(n), tym(n)]:
[, [[wis 5], i) = =l [0, @il 5] = [, [0, [0, 25]]] = 2{[a, 4], [21, 5],
y por lo tanto,

Z (wxy @ [z4, 2] Nwyp —w @ (24, 2] Az + 2w @ [, 23] A [z, 25]).
1=1

La diferencia estd dada por
N n
Bi(z) = By(z) + dgE(Z(w Qx| ANzj ANy —w [z, 5] ANzg Az —wzy @ Az Axy)).
1=1

La proposicién queda demostrada. O

Podemos aplicar la proposicion anterior de la forma siguiente. Sea z € Hy(V (n), S

de la forma

M(n)) la clase de un ciclo

1 n
i=1 i=1
Vemos de forma inmediata que

. 1 &
Bi(z) = 3 Z(wz @ wi A x; +w, ® w; A i)+ Z w; @ Vi Avg ) + Z w; @ Uiy N g, (4.7.1)
i=1 leL; reL,

donde L; y L; son dos conjuntos finitos de indices y v; i, v; ;, ui,ir, u; ;, € thm(n) satisfacen que

[wi, wi] = z.w; + Z [wi s g ], (4.7.2)
lVeL;

[xlv = Tj- w + Z Vi1, U zl (473)
leL;

paratodoi=1,...,n,le L;yl' € L.
Por otro lado, si # € H1(V (n), A>M (n)) es la clase de un ciclo de la forma

n n
1
a:zg wi/\w§®xi:§§ (w; @ W, @ z; — w, @ w; @ x4),

i=1 i=1
resulta que
n

Bi(z) == Z(w’ @ wi A x; —w, @ w; A ;) + Z w; @ Vi ANy — Z w; @ i N g g, (4.7.4)
i=1 leL; reL

donde L; y L} son dos conjuntos finitos de indices.

Proposicién 4.7.3 (cf. [Mov]], Prop. 39). La restriccion
A 3l 1g (om(n) W (n)) + HS (9m(n), W (n)) — Hi(ym(n), W(n)*?).
es inyectiva. Mds aiin, Bj o Iy o d*, 5 : Hy(ym(n), W (n)) — HS(ym(n), W (n)) es la proyeccion natural.

Demostracion. Basta demostrar el segundo enunciado, ya que el primero es consecuencia del segundo.
La diferencial d), , es el morfismo inducido de la diferencial del complejo C,(ym(n),I), es decir, sip < —1y
x € I77/I-P*1 @ APT9ym(n) es un representante de la clase z € E), = Hp q(FyCpye/F,-10p1,), entonces dy, ()
eslaclaseen E} , , de dST ().
Sea z € H5(V(n), M(n)) (resp. # € H$(V(n), M(n))) la clase de un ciclo z € I/I?> ® A’ym(n). Empleando la
identidad (resp. (£.7-1)), podemos suponer que x es de la forma
T = ;;((wl @ wi A x; £ w @ w; Ax;)+ IEZL. w; @ vy Avgy £ Z,GZL/ w; @ Wiy N g pr).
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Entonces,
n
dCE _ 1 ! / / / ) / /
2 (@) =3 D (wi, wf] @ m; — [wy, 2] © Wi — wi ® [w], 23]) £ ([w], wi] @ @ — [w], 2] @ w; — w] @ [w;, ;])
i=1

+ 3 (wi, i) @ vy — [wi, v )] @ vip — wi @ [vig, V) ])
leL;

> (whywa] ® uf g — [wh, l )] © wip — w) @ [ug,uy]).
rer,

Si tomamos clase en I2/I? @ ym(n) y tenemos en cuenta que

n
/ / ! !
g (wiz; @ w; £ w; @ x;w; + w; @ wix; £ wiz; ® w;) =0,
i=1

resulta que d' | 5(Z) es la clase de

1 n
3 DO ([wiyvid] @ vy — [wi, vf )] @ vig — [vig, v],)] ® wy)
i=1 leL;
+ Z ([w£7ui,l’] ® u;,l’ - [wg,u;l/] @ Ug,pr — [ui’hu;,l] ® w;)%
=7

1 n
) > @lws, wi @ wit > ([wi, vid] ® 0]y — [ws, 0] )] @ vig — [vi g, 0] @ wy)
i=1 €L,
- Z ([wg,ui7l/] ® u;,l’ - [wgvug,l/] & U — [ui,lvu;,l] ® w;))a
=7

siz € H3(V(n), M(n)).

Como I es el morfismo inducido en la homologia por la aplicacion idyy(,)e2 @ 7, donde 7 : ym(n) — V(n)
es la proyeccién canénica (cf. Observacion , obtenemos que I o d' | 5(Z) es la clase del elemento nulo si
z € H5(V(n), M(n)), y es la clase del elemento

n

Z(wl QW @ x; —w; @ w; @ T;),

i=1
siz € H§(V(n),M(n)). Por lo tanto, Bj o Iy 0 d', 3(z) = 0siz € H5(V(n),M(n)), y Bj o Iy 0d!, 3(z) = &, si
z € H§(V(n), M(n)). La proposicion queda demostrada. O

Sea h(n) = tym(n)/C?(tym(n)) el segundo término de la serie central descendente de tym(n). Como espacio
vectorial graduado, vemos que h(n) ~ W (n)®A?W (n). Ademas, A>°W (n) = Z(h(n))y [,]: W(n)AW (n) — A2W (n)
es un isomorfismo homogéneo de grado 0. Como tym(n) es un algebra de Lie libre, h(n) es un dlgebra de Lie
nilpotente libre de indice de nilpotencia 2.

La accién adjunta de ym(n) en tym(n) induce una accién en el cociente h(n). Por lo tanto, el espacio vectorial
graduado S?h(n) posee una accion natural (graduada) de ym(n), y podemos considerar el espacio vectorial gra-
duado (52h(n))ym(n), que denotaremos D(h(n)). Por lo dicho antes, D(h(n)) posee una accién graduada de ym(n)
tal que tym(n) actaa de forma nula, y en consecuencia, la accién graduada de ym(n) en D(h(n)) induce una accién
graduada de V(n) = ym(n)/tym(n) en D(h(n)).

Sia,b € h(n), denotaremos a o b € D(h(n)) ala clase de a ®4 b en D(h(n)). En este caso,

zi(aob) =[z;,alob+ao [z, b

Proposicién 4.7.4 (cf. [Mov], Prop. 40). Existe un sucesién exacta corta de S(V (n))-médulos

0 — A*W(n) % D(h(n)) 2 52W(n) — 0,
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donde (3 estd inducido por la proyeccién natural de S*t(n) — S?W (n) y el morfismo « estd dado por

w1 N\ wg N\ wz — wy 0 [w27w3]7
donde wi, W2, W3 € W(n)

Demostracién. Sabemos que h(n) ~ W (n) & AW (n) como espacios vectoriales graduados. Por lo tanto, D(h(n)) es
un cociente de S%h(n) ~ S2W(n) ® W(n) @ A2W (n) & S2A2W (n) (isomorfismo de espacios vectoriales graduados).
Sin embargo, el ultimo sumando pertenece a tym(n).S?*h(n). Esto se debe a que, dados v, v, w,w’ € W (n),

v.(wo v/, w']) = [v,w] o [v/,w] + W o [v, v, w]] = [v,w] o [v

ya que [v, [, w']] € C%(tym(n)). En consecuencia, vemos que el subconjunto de D(f(n)) formado por las clases de
los elementos del espacio vectorial W (n) @ A>W (n) C S%h(n) es un V(n)-submédulo de D(h(n)).

Como tym(n) es el dlgebra de Lie libre generada por el espacio vectorial W (n), se puede demostrar sin dificultad
que S2W N tym(n).S5%h(n) = 0. En consecuencia, la proyeccion p : D(h(n)) — S?W(n) es un epimorfismo lineal.
Este morfismo es S(V (n))-lineal, ya que las clases en D(h(n)) de los elementos en W (n) ® A2W (n) C S2h(n) forman
un S(V(n))-médulo y p es la proyeccién natural dada por el cociente por ese submdédulo.

A suvez, dado v ®;, [w,w'] en la componente W (n) ® AW (n) C S?h(n), resulta que

v R [w,w'] = —v @ [ww] = —w' @ [w,v] + w.(vOswW).

Por lo tanto, el morfismo « estd bien definido, y es claramente S(V (n))-lineal. Mds atn, vemos que Im(«) es igual a
la clase en D(h(n)) de los elementos en W (n) @ AW (n) C S?h(n). La inyectividad de « se sigue de que thm(n) es
un dlgebra de Lie libre generada por W (n). O

A partir de ahora, sera conveniente identificar AW (n) con la imagen de a en D(h(n)). Més aun, por lo anterior,
no escribiremos las barras que denotan clase para los elementos de W (n), y por lo tanto, escribiremos muchas veces
wy o [we, ws] € A3W (n) en lugar de wy A wa A ws.

Por la sucesion exacta corta anterior, obtenemos un morfismo § : H;(V (n), S?°W (n)) — Ho(V (n), AW (n)) en la
homologia. Por el lema de la serpiente, resulta que ¢ es el morfismo inducido por

n n
Zwi ®s Wi @ T; > Z( Z wi g A ug e A w; + Z Vi1 AV A w;), (4.7.5)
i=1

=1 I'eL} lel;

donde empleamos la notacién de £.7.2) y @.7.3).
Usando la notacién dada en (.1.2), resulta

3 i @l @i 3 (i) 0wl + () 0w 476
=1 =1

Por otro lado, la restricciéon del morfismo By : Ho(V(n), W(n)®3) — Hi(ym(n), W(n)®?) de la sucesién exacta
larga del Teorema a Hy(V(n), A*W (n)) esta inducida por (cf. Observacién 4.6.5)

w1 Awg Awg — wi A we @ wg + we A wg @ wy + wz Awy @ ws. (4.7.7)

Proposicién 4.7.5 (cf. [Mov], Prop. 41). Si 6 : H1(V(n),S?W(n)) — Ho(V(n), AW (n)) es el morfismo asociado a la
sucesion exacta corta de la Proposicion el siguiente diagrama resulta conmutativo

Hy(V(n), S2W (n)) —> Ho(V(n), A3W (n))

lBi \LBz
1

Hy(ym(n), W(n) ——% H, (om(n), W (n)®?)

Demostracion. Es directo de la expresiones para los morfismos dados por (¢.7.5), @.7.7), (¢.7.1), recordando que
d!, 5 es el morfismo inducido por d§™. O
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Proposicién 4.7.6 (cf. [Movl], Prop. 42). La restriccion del morfismo Bf a Hy(V (n),S?W (n)) tiene niicleo A°V (n),
mientras que la restriccion del morfismo Bs a Ho(V (n), AW (n)) es inyectiva.

Demostracién. Veamos primero que Ker(B1|q, (v (n), Szv(n))) = A5V(n). Por la demostracién de la Propos1c1or1
vemos que A°V (n) C Ker(B}). Més atin, por la expresion de los ciclos dados en el Corolarlom 4.6.20, A5V (n) C
Hl(V(n), S2V (n)).

Por otro lado, por la exactitud de la sucesion exacta del Teorema[4.6.4, Ker(B]) = Im(S]). Empleando el mismo
teorema, S| es inyectivo y H3(V (n), W(n)) ~ A%V (n), y por lo tanto Ker(B}) ~ A°V(n). Por lo tanto, la restriccién
del morfismo B} a Hy(V (n), S?V(n)) tiene niicleo A%V (n).

Veamos ahora el caso del morfismo Ba| g, (v (n),a3w (n))- Por un lado, por la exactitud de la sucesion exacta del
Teorema [4.6.4) Ker(B) = Im(S2) = Sa(Ha(V (n), W (n)®?)).

Por el mismo teorema, Hy(V (n), W (n)®?) ~ A5V (n). De hecho, utilizando las ideas explicadas en la Proposicién

los ciclos

{Z €(0)[Tiy1ys Tigay] @ [Tiyays Tiyay] @ Ty A Ty 2 1 < it <dig <z <y < i < ig < n}
oE€Sg

forman una base para Hy(V (n), W(n)®?), ya que, a partir del complejo doble (#.6.1), la Observacion y [Weil,
Exercise 5.1.2, el morfismo A%V (n) = Hg(V(n), k) — Ha(V (n), W(n)®?) estd inducido por

iy N Ty NTig NTiy N Tig N Zjg E e(g)[xia(l)7xio(2)] ® [xia(B)’in(4)] @ Ty N Tigeey
o E€Sg

donde el elemento de la derecha es un ciclo en A2V (n) ® W (n)®2. Al igual que en la Proposicién para la
aplicacién 51, el morfismo S, en un elemento de la base es la clase de un ciclo la forma

Z 6(0)[$i0<1)7xia(2)] & ['rio(S)’xicr(él)] ® [mio(5)7xia(6)]'
oE€Sg

Por lo tanto, Im(S;) € Hy(V (n), S*W (n)). Como S*W (n) N A*W (n) = {0}, resulta que Ker(Ba| g, (v (n),A2W (n)))
0.

o

Proposicién 4.7.7 (cf. [Mov], Prop. 43). El niicleo del morfismo & : Hi(V (n), S?W (n)) — Ho(V (n), A*W (n)) dado en
(@.7.5) es V(n)[—4] ® AV (n).

Demostracién. Puede comprobarse directamente de la expresion para los ciclos de A5V (n), los ciclos de V(n)
(dados en el Corolario [4.6.20) y la expresién para § (dada en la identidad @7.5)) que A°V (n) & V (n)[—4] C Ker(d)
(el cambio en el grado proviene de que en el Corolario se estudi6 la homologia de M(n)). Los elementos
dados por ciclos de (A3V (n))[—2] pertenecen a H;(V (n), AW (n)) y por lo tanto, no estén al ntcleo de 6.

En consecuencia, basta demostrar que d es inyectiva en los elementos genéricos de Hy(V (n), S?W (n)), lo cual es
tedioso. Incluimos de todos modos la demostracién completa de este hecho ya que la misma no es evidente.

Un elemento genérico de Hy(V (n), S?W (n)) puede escribirse como combinacion lineal de ciclos de la forma

[, ]z @ T [:17 , Tq] — [xi,xl]@)jg[m ,Tglar) @ 1y
; j P Lq J ps Lq 478)

(@2, ) ® (20, 3]0 — &' 2y, Tg)1 @ [, 25]) © @)

con |i| > 0, que se obtiene del morfismo (4.6.23) aplicado al elemento

(25, 25] ® Ty, 2g) — T'lap, 0] ® [25,25]) ® Y (11 @ 1 — 1@ 1) ® 1) € Co(V(n), A2W (n)) @ C1(V(n), A®?).
=1
(4.7.9)

Denotaremos ¢ = ([z, ;] @ T'[xp, Tq] — T[Ty, 24] @ [2,2]).
Notar que el morfismo (£.6.23) “intercambia paridad” entre Hy(V (n), W (n)®?) y H1(V (n), W (n)®?), i.e., envia
el médulo Hy(V (n), A2W (n)) en Hy(V (n), S?W(n)) y Ho(V (n), S?W(n)) en Hy(V (n), A>°W (n)).
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Sea c el ciclo dado por (4.7.8) y ¢ su clase en la homologia. Si utilizamos la identidad dada en (4.7.6), entonces
() estd dado el ciclo

1 l 1 !
ay by as by
n

Z(P?([wi>wj]afz)of’[$p7wq}+[wi»wj]wzop?((f"[%wq})—pf([xivxj])of[wp,wq]wz (i) 0 p7 (&', w]2)
=1

i ! i !
as bg ay by

07 ([, 24)) © [i, 5] + T [, 3] 0 pF (4, 5]210) — P (' [, 2g)1) 0 [wnwj]—f[xp»rcq]wzOp?([wi,wj}))‘
(4.7.10)

A su vez, como

ai +ag = (o (s, 25)m) + pf (w3, 25))) 0 7' [, ) — AT (pf ([, 251) © T g, ) @ 30),

by + by = —[zi 23] 0 (07 (2 [wp, wql)ze + pf (&' [y, zg)r)) + d5 ™ (6, 25] 0 7 (2 [2p, 24)) @ 1),

a5 +ay = —(p}( [xpvxq]m) + 07 (@ [y, wg]w1)) © [, 23] + AT (07 (& [y, ) © i, 5] @ ),

Vs + by = @[y, 2] 0 (0} ([wi w)a) + pf ([0, 25]))210) — dF™ (@' [wp, 2] © 97 ([, 25]) © 22),
resulta que §(¢) es la clase del ciclo

n

Z((P?([xnxj]wz)+p?([wi,wj])xz)Ofﬁi[wqu]—[wu%] (07 (&' [wp, )30 + 7 (& [, Tg)1))
=1 4.7.11)

— (P} (@ [y, wqlm1) + PP (@ [0y, wg))m1) © [4, 5] + &' [2, 34] © (0} ([, 25]20) + pF (s, %‘])xl))-

Podemos simplificar la identidad anterior a partir de la siguiente definicién. Dado w € W (n), sea

n

Aw) = Z[x“ [, w]].

i=1

Recordando que g.w = 0, resulta que

Zz7pz +pz 'rZ )+’lb,

donde @ € @©p>3tym(n)P.
Entonces, podemos reescribir el ciclo (4.7.11) de la forma

A([xhxj]) o i‘l[xqu] - [wi’xj] o A(i‘z[xqu]) - A(ji[mpvxq]) o [mh mj] + ij[xqu] o A([xlﬁ x]])

~ - (4.7.12)
= 2(A([xi7xj]) o fz[xpqu] - [mivxj} o A(i'z[xwxq]))‘

Empleando las relaciones del algebra de Yang-Mills ( , no es dificil demostrar que
A([Ih LE]]) =2 Z[[‘Tla ‘TiL [‘Tla I]]]
1=1

De la misma forma, debemos encontrar alguna expresion para A(z*[x,, z,]). Para ello, consideramos el siguiente
elemento en thm(n)

NE

(@1, [0, [y, - - (@i, [2p, 2g]] - - 1) (4.7.13)
1

Il
N

donde # = x;, ...x;, yr > 1. La componente del elemento anterior en tym(n)? se obtiene reemplazando en la
expresion anterior [x;, —] por z;.(—) + p7(—) y resulta

A(jg[xp’ xq]) + Z Z le‘Til v iy p?h (xih+l oo Ty, [‘rl” xQ])' (4'7'14)
h=11=1
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Notaremos ps : tym(n) —» tym(n)? la proyeccion. Empleando la identidad anterior vemos que

n
J)“J)] © P2 le? Z, J)“,...,[inr,[Ip,l'q”--.”])
=1

= [xi’ xj] o (A(‘ij[xlﬂ xq]) + Z Z .131231‘1‘1 s xih—lplzh (xih+1 - T, [xp’ xq]))
h=1i=1 (4.7.15)
= [xi?xj] ° A(ji[xwxq]) - d?E( xl?xﬂ Ly o Z Zmll : 'mih,—lp?h, (xih,+l EEEA [x:m xq]) ® xl)
h=11=1
— d¥%([w, 2] 0 Z Z 1T, - .xi,klpi (Tipy oo, [Tp, 24]) @ 17),
h=11=1
es decir, §(¢) estd dado por el ciclo
2 Z mhxl .TI[,LL'J ] © jz[l‘pqu] - [xial'j] OPQ(Z[xla [xla [xin EN) [‘Tiw [.’L‘p,LL'qH - ]]])) (4.7.16)
I=1 1=1

A su vez, el elemento se puede escribir también como

n

Z[xlv [ajla [T’iu sy [zim [l'p,iﬁqﬂ . ]H =

3

[.11[, [xi17 SRR Hl‘l, xih]’ s [‘T’im [xlﬂ xq]] s ]HH

>
M+ 11

i

m

i

+ [ml’[xilv"'v[xirv[mla[xqu]]“'m
=1

— Z[mly [xip v Hmh xih]a s [‘T’ir7 [xilﬂ xq]] s ]]]]] (4717)
h=11=1

El

\E

[y, Ml @i [ [op, 2g]l] ]

>

l

1

3 =

+ 22 Tiyy s (T, ([T, 2p)s [T, 2g]] - ],
=1

donde en la dltima igualdad utilizamos las relaciones del dlgebra de Yang-Mills (3.1.1).
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Ademas, usando también las relaciones del dlgebra de Yang-Mills (3.1.1), vemos que

szl, Tiyso o @iy [T, [Tpy2g]] -] ]

h=11=1

_ZZZ%,... e zs,), - (s @i, [, (g 2g)] -]
h=11=1 g=1

—1—22%1,... (@1, [, 23,)]5 - [, [2p, 2g]] -] 0]
h=11=1

+ZZ Z Tiy ool i) (o @i ) [, gy 2g]] - ] ]

h=11=1 g=h+1

+ZZ Tiyy oo [l i) [, [T [2p, 2] -]

h=11=1

—ZZZ%,... oz, ] - s @i, [T, (g, 2g)] o] ]

hlllgl

+ZZ Z Tiy, - o2, s ms,) - @, [Tp, )] -] ] ]

h=11=1 g=h+1

#3032zl

h=11=1

Por lo tanto,

SO e i @@ [ [ )] ] L)
h=11=1
Z Tiyy sz mi, ], - @i, [ [Tp, ®g]]] -] ] € @tnm(n)p.
h=1[l=1 p>2
Hemos probado entonces que
Z[wla [xla [xh,' ) [xirv [xpa :Cq]] s ]H = Z Z L, xlu s [[xlvxlh] [$Zra [xpa xq]] s m]]
I=1 h=11=1
"‘Z T, [Ty s (@ [0, [2p, )] - - -]
= (4.7.18)
=23 o [ o o))
h=1i=1
+ 2Z[mi1,. o @ s zpls [, 2g]) - - -] + @,
=1
donde w € P,,.., tym(n)?. Luego,
pQ(Z['rl’ [xh [.131‘1, R [xiw [xp’ xq” e m)
= . (4.7.19)

=23 i, @) w [ wg)) + 2D F [, @), [, 2],

h=11=1 =1
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Utilizando esta expresién en la identidad (4.7.16)) resulta

2(22[[xlvxi]v [xlvxj]] © j;[xp?xq} xl’ x] op2 Z L, wlv xll" T [‘/'Cir7 [xp’xq]] s ]]]))
=1 =1
=4 (o], [0, 25]) 0 [y, ) — [24, 23] 0 T {1, 2], [0, 74]) (4.7.20)
1=1
—4 s z”: [z, 5] 0 myxsy - [@n @iy ], - - - T [T, T4])-
h=11=1

Denominaremos a este ciclo ¢
Consideremos la aplicacién k-lineal

£: AW (n) — A*V(n) @ AW (n),
dada por
E([iys Ty |21 A [Ty Ty )20 A [0, T55]23) = 21(0)Ti, A xjy ® [Ty, T )20 A [T, T55] 23
+ 22(0)Ti, A Tjy ® [Tig, Tjsl2a A 20, T, |21
+ ZS(O)xls A Ljg ® [xi17xj1]21 A [xi27xj2]227

donde z; € S(V(n)),i=1,2,3.

Es directo aunque engorroso chequear que, si consideramos a A?V (n) con la accién trivial de S(V(n)) (i.e.,
la provista por la aumentacién de S(V(n))), £ es S(V(n))-lineal y so(n)-equivariante. Por lo tanto, { induce un
morfismo entre las homologias

E: Ho(V(n), AW (n)) — Ho(V (n), AV (n) @ A2W (n)) = A2V (n) @ Ho(V (n), A2W ().
Vamos a probar que £(5(¢)) es la clase del ciclo dado por
2 Z Ts ANy @ (x5 A y).
1<s<t<n

donde (z, A z,).¢ denota la accién de x, A z, € A?V(n) ~ so(n) on ¢ (cf. [FHI], §20.1, (20.4)). La expresion (4.7.21)
no depende de la eleccion de ¢ ya que la diferencial del complejo de Chevalley-Eilenberg es so(n)-equivariante.
Vamos a calcular £(5(¢)). Para ello, basta aplicar ¢ al ciclo ¢’ dado en (#7.20). Luego &(c') 1a clase del ciclo

(5‘ 1,0Tp A Tq @ [T, 2] A [0, 5] — S51,0%6 A x5 @ [0, 2] A [:vl,xq]), (4.7.21)

HM:

n £(*1)

Z (ml ANz @ [T, 5] N T[T, Tq] + 21 A Tj @ Tj[p, Tg] A [T1, 4] + O51,0Tp A Tg @ [0, T3] A [0, 2]
=1

£(*2)
— (@i Ay @ Ti([zr, xp) A [, 24)) + 1 A g @ (24, 5] A Tz, xp] + 21 A Tp @ T3[mr, g] A [T, 25])

*1

&(*3), first part

— Z Ty Ny @ 2wy .. ([T, 20, ) AN g, [T, 1g])
h=1

*2

&(*3), second part

_ le A Ziy @ Ty - By oo Ty [T, Tg] A [mi7xj]>7
h=1

donde usamos que

Z Tp N Tq @ [T, 5] Ny, ..., (20, @5, ] Z Tp NTq @ (T4, 5] Ny o xy [o, (2, 2, ]] = 0.
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En este caso, como x; es claramente un borde y x; es un borde si || > 0, {(¢’) es equivalente a

n
22 (azl ANz Q [z, 5] A Tilzp, Tq) — 21 Ay @ (21, T3] A TFXp, 4]
+ 0p3,0p A Tq @ [T1, Ti] A [0, 5] — O31,0%5 A 35 @ [, Tp] A [0, 4]
+a AN xp @ [z, 25) ATz, xg) — 21 A @ (24, 5] A Ty, ap)

+ le Nz, & [xi,xj] NTixi, .. .fih .. .xr[xp,:cq])
o también a

22 (xl ANy @ (xp A xy). [, 25] ATy, kq) + 21 Ay @ (1 A 2j). [, 5] A Zz[zp, 4]
=1

+ o Axp Q [z, 2] A Ti(x A xp).[Tp, kgl + 21 A g @ [T4, 2] AT (21 A zg). [2p, T4
+ 0j31,07p A Tq @ [T1, Ti] A [0, 5] — 051 0% A 35 @ [, Tp] A [0, 4]

+ Y @ A, ® [0, 23] A (2 A ws,) (F) (2, ffq])
que se puede simplificar para obtener

23w Am @ (@ Aw)it D 8 0( A g ® @] A fon ] - w Ay @ wy] Al ).
1<s<t<n =1

Si|i| > 0, i.e., ¢ tiene grado estrictamente mayor qur 4, entonces

£0@)=2 Y @Az @ (@ Am)é
1<s<t<n

¢ = 0, para todo
2

En este caso, si ¢ € Ker(9), luego, como {xs A @t }1<s<t<n €s una base de A2V (n), resulta (x5 A
). Sin embargo,

1 < s <t < n. Esto implica que ¢ pertenece a la representacion trivial de so(n) en Ho(V (n), W(n
por la Proposicién 4.6.13|esto no es posible.
Si|i| =0, ¢ tiene grado 4 y

)-
)®

£(8(e)) =2 Z Ts ATy @ (T5 A y).C+ Z (:vp ANTq @ [xp, @) A [z, 2] — 2 Ay @ [ag, 2p] A [xbxq]). (4.7.22)

1<s<t<n =1

Sin = 3, como Hy(V(n), A2W (n)) coincide con el nticleo del morfismo dado por (@ , No es necesario considerar
este caso (cf. Observacién 4.6.15).

Supongamos que n > 4 y que ¢ es un elemento no trivial de una componente isotipica en Ho(V (n), A2°W (n))
diferente de (las que aparecen en) A2V (n). En este caso, como el morfismo dado por y § son so(n)-
equivariant, la composicién de estos dos morfismos aplicada en ¢ se anula si y s6lo si esa composicion se anula
en toda la componente isotipica a la que ¢ pertenece. Fijamos

[e1,e2] A [e1,eq] € Tar,, ifn=4,
c= [61,62]/\ [61,65] €F2L1+L27 ifn=>5,
le1,e2] Aler,es] € loryyryirny, ifn>7,
donde {es, ..., e,} es una base de V(n) para la que la forma Cuadratica de V' (n) resulta polarizada (cf. [FH], §18.1).

Podemos eleglr esta base como se explic6 en la Subseccion[£.5.2] Sea m = [n/2] la parte entera de n/2. Si n es par,
se define e; = (2 + iTj4m)/V2 Y €jom = (zj — zmﬁm)/\f para 1 < j < m; mientras que, si n es impar, e, = Ty,



114 CAPITULO 4. HOMOLOGIA DE HOCHSCHILD Y HOMOLOGIA CICLICA DEL ALGEBRA DE YANG-MILLS

Omitimos de forma intencional el caso n = 6 en la lista anterior ya que debemos considerar dos componentes
isotipicas diferentes: ¢ = [e1, e2] A [e1, e§} €Tlor, 41041, Y €= [e1, gg] Alerses] € Tary4no—Ls-

Vamos a ver que la composicién de {od con aplicada a ¢ no se anula en ningtin caso. Primero recordamos
el siguiente hecho elemental: Consideramos un k-espacio vectorial V' de dimensién finita n, ¢ € (V* ® V*)* una
morfismo bilineal en V*, y una base {v1,...,v,} C V, con base dual {v],...,v5} C V*. Por la identificacion
canénica (V* @ V*)* ~V ® V, vemos que la expresion

> o v © vy € VE?

ij=1

se identifica con ¢, y es por lo tanto indenpendiente de la base elegida. Cuando V esta provista con una forma
bilineal simétrica no degenerada @ : V@2 — k, podemos considerar ¢ = Q~!, la forma inversa de Q.
Aplicamos el hecho anterior para reescribir la ecuaciéon (4.7.22) como sigue. Primero,

m

n
S m@m = (e1®erim+ erpm @ er) + On_omien @ en,
=1 =1

donde usamos ¢ igual a la forma inversa de V(n). A su vez, la forma bilineal simétrica no degenerada K (zs A
Ty, Ty A Ty) = 05 5010 — 05 /0 ¢ €8 invariante, y por lo tanto es una forma de Killing en A2V (n), y coincide con
tr((—) o (—))/(—8) bajo la identificacién canénica A%V (n) ~ so(n) (cf. [FH], §20.1, (20.4)). Por lo tanto,

Z (xs Nae) @ (s Nay) = Z K (es Neg)™, (esr Aew)*)(es Aer) @ (esr Aeyr).

1<s<t<n 1

Por las consideraciones anteriores, podemos reescribir la expresion (£.7.22) para la composicién de € o § con (£.6.23)
aplicada a ¢, donde ¢é = [e1,e3] A [e1,ep] and h € {3,4,5,6} estd dado de acuerdo con la eleccion previa de ciclos.
Hay un término de la forma (e; A e2) ® a;,2 en el ciclo que representa la clase de homologia de la composicién de

€ o § con [.6.23) aplicada a ¢, donde

ars = (ertm A earm)(ler,ea] Alersen]) = D (et ea] A lersms en] + [errms ex] A e, en])
=1

- 5n—2m,1 [en7 61} A\ [ena eh]

= [e1, e14m] A [e1, en] — [e1, €2] Aleayms en] — [e24m, €2] A ler, en]
m

= (ler, 1] Aleryms en] + [erpm, ex] Aler en]) = Sn—am.1(en, €1] A fen, €nl,
=1

y por lo tanto no se anulah. Como no hay bordes en este grado, la composicién de & o § con [#.6.23) aplicada a ¢ no
se anula La proposicién queda demostrada. O

Volvamos ahora al estudio de la sucesién espectral
Proposicion 4.7.8. El miicleo de la diferencial d* | 5 es isomorfo a V (n)[—4], donde V (n)[—4] estd dado en el Corolario|4.6.20)

Demostracién. De la proposicién anterior, la Proposici(’)ny la Proposicién obtenemos que Ker(d!, 3) =
V(n)[—4]. O

4.7.2 Célculo de HH'(YM(n))

En esta subseccion vamos a calcular HH'(YM(n)), para n > 3. Empecemos para ello describiendo algunas deriva-
ciones de YM(n).

Proposicién 4.7.9 (cf. [Mov], Lemma 45). Tenemos un mofismo k-lineal inyectivo homogéneo de grado 0

ke Vn)2]eA*(V(n)[1]) — HH' (YM(n)).
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Demostracién. Consideramos las siguientes derivaciones (no graduadas) de YM(n).
En primer lugar, el morfismo homogéneo de grado 0

doy : YM(n) — YM(n)

z — |z|z,

donde z € YM(n) es homogéneo de grado usual |z|, es una derivacién de YM(n), denominada euleriana, como se
puede comprobar facilmente.

Por otro lado, en la Subseccién se consideraron las derivaciones d;, i = 1, ...,n de grado —1 inducidas por
los morfismos (3.2.15).

Finalmente, como so(n) ~ A%V (n) acttia en YM(n) por derivaciones de grado 0, obtenemos inmediatamente
que a cada elemento de A?V (n) le podemos asociar una derivacion.
Es facil probar que se induce un morfismo k-lineal inyectivo homogéneo de grado cero

k®V(n)[2] @ A*(V(n)[1]) = Der(YM(n)). (4.7.23)

Por cuestiones de graduacién solo es necesario ver que el conjunto formado por las derivaciones asociadas a una
base de so(n) y la derivacién euleriana es linealmente independiente, lo que es inmediato.
La aplicacién del enunciado consiste de componer el morfismo (4.7.23) con la proyeccién canénica

Der(YM(n)) — Der(YM(n))/Innder(YM(n)) ~ HH*(YM(n)).

Como las derivaciones interiores tienen grado mayor o igual que 1, salvo la derivacién trivial, se deduce inmedia-
tamente que la composicién anterior sigue siendo inyectiva. La proposicién queda demostrada. O

Ahora vamos a presentar los calculos necesarios para hallar exactamente la homologifa anterior, y probaremos
que el monomorfismo de la proposiciéon anterior es un isomorfismo. Esto lo haremos a partir de una sucesién
espectral asociada a una filtracién de S(ym(n)).

En principio, como YM(n) ~ S(ym(n)) como ym(n)-médulos graduados (isomorfismo homogéneo de grado 0
s0(n)-equivariante), entonces

HH'(YM(n)) ~ H' (ym(n), YM(n)) = H' (ym(n), S(ym(n))) = ) H' (ym(n), S"(hm(n))).

1€Np

Sea I C S(ym(n)) el ideal generado por tym(n). Como tym(n) es un ym(n)-moédulo, se deduce inmediatamente
que I es también un ym(n)-médulo. Por lo tanto, podemos considerar la filtracion decreciente {F'*S(hm(n))}ecz de
ym(n)-médulos de S(ym(n)) dada por

7, sip>1,

FPS =
(ym(n)) {S(nm(n)) sip <0,

Vemos directamente que F*S(ym(n)) es exhaustiva y Hausdorff. Dado i € N, la filtracién anterior induce una

filtracién decreciente {F*S¢(hm(n))}ecz de ym(n)-modulos en S¢(ym(n)) de forma que también resulta exhaustiva

y Hausdorff. Dado p < 0, tenemos el isomorfismo natural de ym(n)-médulos graduados homogéneo de grado cero

FPS'(gm(n))/FPTS (ym(n)) = S7FV (n) @ SP(tym(n)),

donde la accién de ym(n) en S*"PV (n) es trivial.
La filtracién anterior da lugar a una coleccién de sucesiones espectrales

LEPY = P (ym(n), STPV (n) ® SP(tym(n))), (4.7.24)

para todo i € Ny, donde por definicién S?(—) = 0, para ¢ < 0. Cada una de estas sucesiones espectrales estd
acotada, y por lo tanto, es convergente. La sucesién espectral total EJ*, dada por la suma directa de las sucesiones
espectrales *Eq’*, es entonces convergente.

Como el isomorfismo de ym(n)-médulos graduados S(tym(n)) ~ U(tym(n)) preserva el grado homolégico,
induce un isomorfismo S (thym(n)) ~ Ker(eymn)), y €n consecuencia

Ho(ym(n), Ker(egmn))) = He(ym(n), S (tym(n))) = @ He(ym(n), S'(tym(n))).

ieN
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Por el Teorema Hs(ym(n), Ker(€gm(n))) = 0, lo que implica directamente que H, (ym(n), S*(tym(n))) = 0, para
todo i € N. Por otro lado, empleando el mismo teorema, Ha(ym(n), Ker(eqmm))) =~ Ha(hym(n), tym(n)) ~ V(n)[—4],
y por lo tanto, resulta que Ha(ym(n), S*(tym(n))) = 0, para todo ¢ > 2.

Empleando la dualidad de Poincaré del dlgebra de Yang-Mills, resulta

Proposicién 4.7.10. Los grupos de homologia H' (ym(n), S*(tym(n))) con i > 2y H°(ym(n), S*(tym(n))), con i > 1 son
nulos. A suvez, H(ym(n), tym(n)) ~ H*(ym(n), k) ~ V(n).

A partir de la proposicién anterior y teniendo en cuenta que
'L = FPH (ym(n), S"(ym(n)))/FP L (ym(n), S*(ym(n))),

concluimos que H'(ym(n), S*(ym(n))) es suma directa (como espacio vectorial graduado) de un subcociente de
'Ey° y un subcociente de ‘Ey'".

q ED*
0 —>0 0 0 0 0
de',’2
1 0
0 ety 0 0 0
J01 di’;i_r
0 ! L >e—250 0 0
0,0 1,0 20
0 . dy . d; . dy o 0 0 PO
) dﬁl'—l
. 1 - 0
0 0 0 0 o ——>e0 ——

Figura 4.2: Primer paso E}’® de la sucesion espectral. Las lineas punteadas indican
los limites entre los cuales la sucesién espectral esta acotada

Empecemos estudiando * ;. Para ello es necesario calcular el nticleo de “d;"° y la imagen de “d)"°.
En primer lugar, empleando las identificaciones

iE?’O = H%(ym(n), SV (n)) ~ SV (n)

‘EY = H'(ym(n), "1V (n) ® tym(n)) ~ STV (n) @ V(n)

dadas por la Proposicién [4.7.10} es facil ver que “d)"" se identifica con la la diferencial de de Rham d{ restringida a
la componente i-ésima del algebra simétrica S(V'(n)). Recordamos que la diferencial de de Rham estd dada por

dhg : S'V(n) ® APV (n) — SV (n) @ APV (n)

(4.7.25)
zZQ x4, /\"‘/\.Z'ip »—>(’)j(z)®xj/\xil /\-~-/\xip.

Los siguientes lemas serdn de utilidad en el estudio de la sucesion espectral anterior.

Lema 4.7.11 (cf. [Mov]l, Lemma 48). La imagen de la diferencial
2dy" 2By = HY (ym(n), V(n) © om(n)) — EY° = H?(om(n), 5*(tym(n)))
es naturalmente isomorfa a AV (n). De hecho, la imagen de 2d}’° coincide con la imagen del monomorfismo lineal

7: A%V (n) — H*(ym(n), S*(tym(n))) (4.7.26)
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dado por la composicién del morfismo ¢ : A2V (n) — Z2(YM(n), S?(tym(n))) dado por

n

vz Naj) = Z ( xi, x[[xg, xp), 1] ® xp — 425, xp), ][5, 1) @ Xp
p,l=1

= 2, aill[og, w1l 2] © @ + 2lai, i), wpllg, wi] @ )

y la proyeccién candnica Z*(YM(n), S?(tym(n))) — H?(ym(n), S%(thym(n))).

Demostracién. Por la Proposicién[4.7.10) H'(ym(n), V(n) ® tym(n)) ~ V(n)®2. De hecho, empleando el Teorema
(.71} dado z; ® x;, su correspondiente clase de cohomologia Z; ; es la determinada por el cociclo

le [z, 2] @ 2, € V(n) @ C*H(YM(n), tym(n)).
Por lo tanto, obtenemos que d;"°(%; ;) esta dado por el cociclo

n
Z [is zp[[25, m1], 7p] @ 21 — 2[[24, 7], ][5, T1] @ 7
pl=1

2[‘7:17 xl][[xjvxl] mp] ® Tp + [xivxl][[xjaxl]vxp] ® Tp + Hxivle xp] [xjvxl] & xp)

= Z (Q[xi7x17][[xjvxl]’ xp] ®x — 2[[$i7$17]’ ml][xJ'?xl] ® Tp
p,l=1

= [z, @[z, w1, wp] @ p + [[wi, 3], ][5, 2] © 3p)

= > Clas, wi]([zg, @), 2] @ @ — 2[[ws, 3] i) [y, m] © @,
p,l=1

=z, @z, mil wp] @ 2y + [ls, ], wpl [z, 1) © ).

L, . 1.0/ — o — — — .. o —

Es facil ver entonces que d;’ (‘T’fu‘) =0,812;; = Z;j + T, para todoi,j =1,...,n. Por otro lado, si I es la clase
. 1 _ A .

asociadaa x; ® r; — r; ® x5, dl’o(xf’ ;) estd dado por el cociclo

n

Z (4[xi7 xl][[xja xp]7 JJ[] ®xp — 4[[$i> mp]a xl][xj’ xl] ® Tp
p,l=1

- 2[33% xl][[xja xl]7 xp] ® xp + 2[[:&, xl]? wp][x% xl] ® m,’n)'

Por lo tanto, d; " (z¢ ;) estd inducido por un cociclo de grado 2.

Por otro lado, ¢ es inyectiva, como se demuestra a continuacién. Consideremos primero el caso n # 4. Como el
morfismo ¢ es so(n)-equivariante y no trivial y A2V (n) es irreducible, esto implica que ¢ es monomorfica. Para el
caso n = 4 podemos proceder de forma andaloga, pero teniendo en cuenta que AV (n) ~T'r, 41, 1,1, € 1 no se
anula en ningtn sumando directo.

Del complejo C*(YM(n), S?(tym(n))), vemos que el espacio B*(YM(n), S?(tym(n)))s de cobordes de grado 8
es una imédgen epimorfica de S?(tym(n))s ~ S?(A?V (n)) bajo el morfismo so(n)-equivariante ds. No es dificil de
probar que la interseccién entre la imdgen de ¢ y B2(YM(n), S?(tym(n)))s es trivial, y por lo tanto 7 es también
inyectiva. Esto se puede deducir de argumentos sobre las componentes isotipicas, que explicamos a continuacién.
Sin #6,la Observaci(')ndice que Im(¢) ~ A2V (n) no es una componente isotipica de S?(A?V (n)), que implica
que la interseccién anterior es trivial. El caso n = 6 es andlogo. O
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Lema 4.7.12. Si denotamos p : V (n)®? — A2V (n) la proyeccion canénica, el siguiente diagrama resulta conmutativo

. e .
1E11’0 1E12’0
H'(ym(n), SV (n) ® tym(n)) H'(ym(n), SV (n) ® S*(tym(n)))
\Lz idgi—2y (,)®T

dip ®idy (n) idgi—2y(,,)®p
_— >

SV (n) ® V(n) Si=2V (n) ® V(n)®2 Si=2V (n) ® A%V (n)

donde dSy, es la diferencial de de Rham.
Ademds, notar que (idgi-2y () ® p) o (dJg ® idy(n)) = dig-

Demostracién. Basta probar el lema para el caso en que ¢ € H'(ym(n), S?V(n)) esté representado por
n
Zz ® [z, 1) ® 2,
=1

donde z = z;, ...x;,_, € S""'V(n). En este caso, ‘d;’(¢) esta representado por el cociclo

n n 1—1
Z Z Z(Z'rﬁ s [xjhvxg] Ty @ ijaxl]vxg] ®xp — 224, ... ijmmg])ml] Ty @ [xjv'rl] ®xg
I=1 g=1h=1
=2z, ..y, wl oz, O [z, wl] vgl @ g Hagy wg, @]wg o, © (3, @), 7] ®@ 2
+ T4 - [[xjh’xl},xg] T, @ [J:jvxl] X Tg
=33 0,(2)Clar, ) @ ([, 1], 1) ® w1 = 2[r, 3], 2] @ [, 1) © 4
=1 j=1r=1
—2[zr, 1] @ [[5, 21), 2] ® Tg + [T, 1] ® [[25, T1], 24] @ Tg + [[T0, 1], Tg] ® [25, 71] ® g
= 0r(2) ® 1wy Axj).
r=1
El lema esta demostrado. O

Como consecuencia directa de los lemas anteriores resulta la siguiente proposicion.

Proposicién 4.7.13 (cf. [Mov], Coro. 50). El siguiente diagrama

1.d§),0 id},O
i 70,0 o ipl,0 i i1
lEl 'LEl lEl

F b

. T dar ;
SV (n) —="8""1V(n) ® V(n) —= 12V (n) @ A2V (n)

es conmutativo. Como Hip (S(V(n))) = 0 (cf. [Weill, Cor. 9.9.3), esto implica que 1By =0, para todo i € Ny,

Por la proposicién anterior concluimos que *Ey"* = 0y por lo tanto H' (ym(n), S*(ym(n))) es isomorfo (como es-

. . . ; 70,1 i 70,1 ; 10,1 - .
pacio vectorial graduado) a un subcociente de *E5". Como "E5" = Ker(*d;’"), es conveniente hallar explicitamente
este morfismo.

Lema 4.7.14 (cf. [Mov]], Lemma 52). La imagen de la diferencial
Yyt TEY = HY(gm(n), V(n) — YEPY = H (ym(n), tym(n))

es naturalmente isomorfa a S2,V (n) ~ S?V (n)/k.q, donde § = 3", x; @ x;. De hecho, la imagen de 2d5"* coincide con la
imagen del monomorfismo lineal
7 S2V(n) — H*(ym(n), tym(n)) (4.7.27)



4.7. HOMOLOGIA DE HOCHSCHILD Y HOMOLOGIA CICLICA DEL ALGEBRA DE YANG-MILLS 119

dado por la composiciéon de ' : S2.V (n) — Z*(YM(n), tym(n)) definido como

rr

n

(i ®s @) = Z 2[ws, mp], 5] © wp — 2[wj, 2p), 23] @ )

y la proyeccion candnica Z*(YM(n), tym(n)) — H?(ym(n), tym(n)).

Demostracién. Por la Proposicion H'(ym(n),V(n)) ~ V(n)®2 Sea 7, ; la clase de cohomologia asociada a
z; @ x; € CY(YM(n),V(n)). De forma anédloga al lema anterior hallamos que, si z = Z; j, d'(z) esta dado por el

cociclo
n

Z(—Q[[zi,xp], zj] @ xp — [[T4, x4, 2p] @ Tp). (4.7.28)
p=1
Empleando la identidad de Jacobi es directo comprobar que la identidad anterior es exactamente nula si tomamos
T como T}; = T;j — T, para todoi,j = 1,...,n. Del mismo modo, por las relaciones de Yang-Mills (3.1.T), si
T=Y % elcociclo d' (z) es identicamente nulo.
Por otro lado, si 77 ; es la clase asociada a z; @ z; + x; ® ;, )" (#; ;) esta dado por el cociclo

n

Z 2[[xi, xp), 5] ® xp — 2[[x, p], ] @ Tp). (4.7.29)

p,l=1

Por lo tanto, d}"' (5 ;) estd inducido por un cociclo de grado 0. En este caso hay cobordes de este grado, que son de
la forma

ST canllras ), wp) © @ (4.7.30)

p=11<a<b<n
Por lo tanto, vemos que el cociclo (4.7.29) es equivalente a

n

— 4> [, 2], 5] @ . (4.7.31)

p,l=1

Es fécil ver que ¢/ es inyectiva, ya que ¢/ es un morfismo no trivial so(n)-equivariante y S2 .V
moédulo irreducible.

Considerando el complejo C*(YM(n), tym(n)), vemos que el subespacio B%(YM(n), tym(n))s expandido por los
cobordes de grado 6 es una imégen epimoérfica de (tym(n))s ~ A2V (n) bajo el morfismo so(n)-equivariante ds. La
interseccion entre B2(YM(n), tym(n))e y la imédgen de ¢ es trivial, ya que Im(:’) ~ S2 V(n) no es una componente

isotipica de A2V (n). Esto implica que ¢’ es monomorfica. O

(n) es un so(n)-

Lema 4.7.15. Si denotamos p’ : V(n)®% — S2 V(n) la proyeccion canénica, el siguiente diagrama resulta conmutativo

rr

iE?,l id[f’l iEll,l
H'(ym(n), S’V (n)) H' (ym(n), SV (n) @ tym(n))
i: idSi*IV(n)®z/

ddR®ldV(':§, idgi—1 V(n)®Pl
_ > - >

SV (n) ® V(n)
donde d3y, es la diferencial de de Rham.

=1V (n) @ V(n)®? SV (n) ® S2,V (n)

rr

Demostracién. Basta probar el lema para el caso en que ¢ € H'(ym(n), S?V (n)) esté representado por z ® z;, donde
z=uxj ...x;, € S'V(n). En este caso, id)! () est4 representado por el cociclo

ZZ(_Q%I ol )] cxg @@+ ag, [, ) @] oxg, @ @)
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O
Por el lema anterior hallamos que
Proposicién 4.7.16 (cf. [Movl, Prop. 53). El espacio ‘Ey’" = 0 para i > 3. Mds aiin,
(1) °EQ" es el espacio vectorial con base formada por los cociclos {z; : i =1,...,n}, donde x; € V(n) = C* (YM(n), k),

1 . . .
(2) 'EJ" es el espacio vectorial con base formada por los cociclos

{r;@zj—zj—x;:1<i<j<n}U {le ®x;} € CHYM(n),V(n)),

3

0.1 . , ‘
(3) 2Ey" es el espacio vectorial con base formada por los cociclos

- 1
{Z T @ T — 5@2 @z;:i=1,...,n} C C*(YM(n),S*V(n)).
i=1

Demostracién. En primer lugar, es directo comprobar todos los elementos de C'*(YM(n), k) son cociclos, ya que
H'(YM(n), k) ~ V(n). Por otro lado, por el Lema Ker('d)"") est4 expandido por los cociclos dados en el item
@)

Sea i > 2 y consideramos

z = sz ®@z; € S'V(n)@V(n)

J=1
un representante de una clase de cohomologia z en iE? 1 Luego

n

(idsi-1v(n) @ P) 0 (dig @idy () Oz @ x;) = Y On(z;) @ 71 @5 25 € SV (n) @ S5,V (n).
j=1 j.h=1
Por lo tanto, z € Ker(*d>") si y s6lo si se satisfacen las condiciones siguientes
(i) Onzj = —0j2n, Vh,j=1,...,ntalesque h # j,
(ii) Opzn = 052, Vh,j=1,...,n.

Analizaremos en primer lugar el caso i = 2. Para ello, suponemos

n
zj = Z 0] T2 T, € S%V (n),

m,l=1
dondea], =al ,€k,VI,m=1,...,n. Las condiciones anteriores son equivalentes a
@) af,, =—d},,, Vil,m=1,... ntalesquej#I,

R ; —
(b) a;j,, =a;,,, Vi lm=1,...n,
respectivamente. La primera condicién implica directamente que, si j, [, m son todos diferentes entre si,

m _ Jj _ _  _ _m
i = Gm = T m = G0

)

y por lo tanto, debe ser a{ym = 0. Por otro lado, las dos condiciones implican que, dados j # I,

R B
—055 = a1 = Ay

Notaremos a este elemento ;.
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Aplicando estos resultados podemos simplificar la expresion de z de la forma siguiente

n n
J L J . . J 2 . J 2 .
Z )y T1Tm @ Tj = E (2 E @ mTiTm @ Tj + E Ay T, @ Tj + @ ;25 @ xj)
'rrL,l:l Jj=1 1<m<mn 1<m<n
m # j m # j

z

n

J

—_

I
NE

2 2
( E 20T T Q T — g QjTp, @ Tj+ oy @ x;)
<m<mn 1<m<n
m 7 m # j

1

<.
Il
-

n
1

20¢m(z TjTm QT — 5-73? X xm)a

=1

n
m=1
donde en la segunda suma omitimos escribir los términos con a] , , ya que son nulos. En consecuencia, hemos

0.1 14 . . .
probado que ?E;"" estd expandido por la base del item (3) del enunciado.
S 0.1 . . . .. .
Ahora probaremos que *E;"" = 0 para ¢ > 3. Esto es consecuencia directa del siguiente lema auxiliar.

Lema 4.7.17. Sean > 3y sean z1, . . ., 2z, polinomios homogéneos de grado i > 3 en k[x1, ..., z,] que satisfacen que
(1) Onzj = —0;zn, Yh,j=1,...,ntales que h # j,
(II) Opzp = 05z, Vh,j=1,...,n.
Entonces zy = -+ =z, = 0.
Demostracién. La demostracion es elemental pero la incluimos por completitud. Aplicando la condicién (I), resulta
952050 = 055052051 = —05,0j: P2 = —0,05sPs2 = 0j102Pss = 02011 Pjs = —0520js P -

Por lo tanto, 0;,0;,p;, = 0, Vj1, ja, j3 distintos entre si. Esto implica que

,,,,,

Por otro lado,

En particular, la condicién (II) implica que a; = a{L =0,Vj,h=1,...,ntales que h # j. Ellema queda demostrado.
O

La proposicién queda demostrada. O

Proposicion 4.7.18 (cf. [Mov], Lemma 54). El niicleo de zdg’l es nulo. En consecuencia, 2E§ )

Demostracién. Si aplicamos la diferencial 243" a la clase de cohomologia dada por un cociclo de la forma
S 1
Z(acjxl ® x; — 5:1:12 ® x;), (4.7.32)
1=1

obtenemos la clase de cohomologia dada por el cociclo

Z (Q[xjvxm] ®s [T1, Tm] ® 11 — Q[Ij’ T Qs [21, Trn] @ Ty — [T, Tm] @5 [T1, Trn] @ zj) € C1(YM(n), SQ(Um(n))).

l,m=1
Notamos que las clases de cohomologia de los cociclos anteriores son linealmente independientes, lo que implica
que Ker(2dy') = 0. Esto se puede demostrar como sigue. Teniendo en cuenta que 2EJ"" es un so(n)-médulo
irreducible y 2ds’' es so(n)-equivariant, el dltimo es un isomorfismo si no se anula. Como no hay cobordes del
mismo grado interno y los cociclos (4.7.32) no se anulan, concluimos que Ker(ng’l) =0. O
Empleando las Proposiciones 4.7.9| [4.7.16 y [4.7.18 hallamos

Teorema 4.7.19. El morfismo de la Proposicion [4.7.9es biyectivo, en otras palabras,
HH'(YM(n)) ~ k@ V(n)2] ® A*(V(n)[1]).
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4.7.3 Homologia de Hochschild y ciclica de YM(n)
Generalidades y homologia ciclica de dlgebras libres graduadas

En esta subseccion, A serd una k-dlgebra (graduada) conexa (i.e.,, Ay = k). Notaremos HC,(A) (HCJ"(A)) el e-
ésimo grupo de homologia ciclica (graduada) de Ay HC,(A) = HC,(A)/HC4 (k) (HCY (A) = HCJ"(A)/HCY (k)
el e-ésimo grupo de homologia ciclica (graduada) reducida. De la misma forma, HH,(A) = HH,(A)/HH,.(k)
(HH! (A) = HHJ"(A)/HHY" (k) denotaré e-ésimo grupo de homologia de Hochschild reducida. Notar que
HHJ(A) = HH,(A), para® > 1, HH(A) = HHy(A)/k, HHo(A) = HCy(A) y HHo(A) = HCy(A), y lo mismo
para el caso graduado.

Como es usual, si A es Ny-graduada, la homologia ciclica (graduada) posee dos grados, el homoldgico, y el
interno. Por este motivo, notaremos HC; ;(A) (HC';(A)) y HC,; j(A) (Hin; (A)) las componentes de grado interno
j del grupo i-ésimo de homologia ciclica (graduada) y de homologia ciclica (graduada) reducida de A. Esto implica
que es estos grupos son espacios vectoriales graduados con respecto al grado interno.

Si A es un dlgebra Ny-graduada, la relacién entre las homologias (graduadas) anteriores estd dada por la sucesién
exacta corta de espacios vectoriales graduados con morfismos homogéneos de grado 0 (cf. [Wei], Thm. 9.9.1, [Lo],
Thm. 4.1.13)

y w7 ~gr pe———Jti —F=gr
0— HC] |(A) — HH] (A) — HCJ"(A) — 0, (4.7.34)

proveniente de la sucesién exacta larga de Connes ([Lo], Prop. 5.3.12).
Sea i € Ny E un espacio vectorial Z'-graduado, es decir,

E=E;.

Jez

Como es usual, |j| = j; + - - + j; denotard el grado total. Para abreviar, diremos que E es i-graduado.

Notar que, empleando la graduacién dada por el grado total, un espacio i-graduado resulta graduado en el
sentido usual.

De la misma forma que para el caso de un espacio vectorial graduado, la serie de Hilbert del espacio vectorial

i-graduado E est4 dada por la serie formal de potencias en Z[[t,t; ", ..., t;, t;l]]
E(t1,...,t;) = E() = Zdlmk
jEZE

Un algebra libre i-graduada es el édlgebra asociativa T'E con la i-graduacién asociada a la graduacién de .
Del mismo modo que antes, T'E resulta un algebra graduada con la graduacién dada por el grado total. En este
caso, podemos considerar la homologia ciclica graduada HC{" (T E) de TE, que coincide con el espacio de palabras
ciclicas graduadas Cyc?" (E). Denotaremos Cyc’' (E) = Cyc?"(E)/k y por lo tanto, Cyc”' (E) ~ HCy (TE).

Aunque el siguiente lema es conocido en la literatura, lo incluimos por completitud.

Lema 4.7.20 (cf. [Mov], Prop. 56). Todos los grupos de homologia ciclica graduada reducida de TE son nulos salvo
HC\(TE), cuya serie de Hilbert estd dada por

HCG (TE)(t1,...,t;) = Cyc” (B)(t1, ..., t:) = = > # log(1 — B((—1)!H,, .. (=),

donde o es la funcion de Euler.

Demostracion. La demostraciéon de que los grupos de homologia ciclica graduada reducida de T'E son nulos salvo
HC] (TE) es directa de la sucesién exacta corta (@.7.33), empleando que HH (TE) = 0, para o > 2 (cf. [Weil,
Prop. 9.1.6). Mas atin, por el mismo hecho, obtenemos el isomorfismo homogéneo de grado 0

HHY(TE) ~ HH, (TE) ~ HC, (TE),
por lo que basta calcular este ultimo grupo. Recordamos que HH{" (TE) ~ HC§" (TE).

Vamos a calcular HH{"(TE), teniendo en cuenta los siguientes isomorfismos homogéneos de grado 0

HH{"(TE) = H{"(TE,TE) ~ Tor{ *(k, TE) ~ Tor] *(k, Sgr(fgr (E))) ~ @D Tor] *(k, S, (f4r(E))),
pENg
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donde S? (f,-(E)) posee la accién adjunta. Denotaremos HC((TE) = Torl £ (k, S (f,,(F))). Notar que

» Magr

HCy (TE) ~ HC§"(TE) ~ HHE"(TE) ~ Tor} ® (k, TE) ~ Torg ® (k, S, (fgr (E))) ~ €D Torg * (k, S5, (f4r (E))).
pEN
(4.7.35)
Empleamos la resolucién de T'E-médulos graduados a derecha de k£ (con morfismos homogéneos de grado 0)
analoga a la dada en [Weil, Prop. 9.1.6,

0EQTELTE Sk —o.

Al tensorizar con Sy, (f4-(E)) obtenemos el complejo que calcula la homologia HH{"(TE), que denominaremos
C.(E),
0= E® Syr(Fyr (B)) = Sy (for(E)) — 0. (4.7.36)

El complejo anterior es suma directa de los complejos, que denominaremos C% (F),
0— E® S5 (fgr (E)) — S5, (fgr(E)) — 0, (4.7.37)

para todo p € Ny. Notar que, a partir del complejo anterior y la sucesién exacta corta (4.7.33), resulta que

Tor # (k, S5, (14r(E))) ~ HCy ' (TE),¥p > 0

»Magr

(cf. [Weil], Thm. 9.1.6, Prop. 6.1.10).
Como los morfismos de los complejos anterior son homogéneos con repecto al grado interno de F, la caracteris-
tica de Euler de (4.7.36) coincide con la de su homologfa. Por lo tanto,

8P (§gr(E)) (&) — SE (for(E)) B E(T) = Xcr(m)5) = Xu(cz ) ) = HCH(TE)(t) — HCOY ™ (TE) ().

Al sumar las identidades anteriores, por un lado hallamos que

Z Xcr )yt = Z N(E) = SP (Fgr (B) (B E ()17
pENg pENp
= (5"(fgr (B)(E) = S* (5o (B) (D) E(D))2”
pENo (4.7.38)
) D Sh(far(E))(DF
pENg

= (1= B((1)))Sgr (fgr (E)) (T, 1),

mientras que, por otro lado,

> xuezmyat’ = Y (HCY(TE)(®) ~ ATy (TE)(@)

pENy €Ny
= > (S (fgr(B))() — S”~ (fgr(B)) () E(D))2
pefo . (4.7.39)
=(1-7) > HC(TE)(D)t" + 1.

peEN

= (1= HCY (TE)(E1) + 1,

donde
HCy (TE)(t,t) = > HCG(TE)(b)t".
peEN

Por lo tanto,

708 ()i g = (i (PVED0 - BD) -1
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Notar que, como H C_’gT(TE) (t) = HC} (TE)(Z,1), la expresion anterior es una suma formal en ¢ que en realidad

converge para cada #* fijo.
En consecuencia, podemos calcular esta tltima expresion empleando la regla de Bernouilli-L'Hospital, es decir,

98gr(fgr tt
Si E’ es un espacio vectorial i-graduado, entonces es sencillo probar que (cf. [PP], Chapter 2, Section 2, Example 3)

|7]€2.Z2+1
Sgr(E')(t) = T (4.7.40)
l7l€2.Z

HCY (TE)(F) = lim(

Luego,
[T -+ t)dimer(E);)
ljle2.z+1
[T (1—ttd)dimGer(E);)
|7l€2.Z

Sgr(Fgr(E))(E,1) =

Por lo tanto,

9log(Syr (fgr (E))(=t,1)) _ —tt dim(fy,(E);) tt7 dim (4, (E)7)
! ; gat _,_Z 1—5?3 ; +,_Z 1—?53 ’
\g|e2 Z+1 ljle2.z

1)Vt dim(fy, (E);)
= Z 1— i '

jEN

Finalmente

98y (fgr (B)) (=, 1) (1)1 dim(fy, (E);) .
5 =2 s Sor(Tor (B)) (=H,1).
JENG
En este caso el limite cuando ¢ tiende a 1 es sencillo
T (—)V1E dim(f,,(E);)
HCY (TE)(T) = — )
yrEH =3 ——

JENE

Sgr(fgr (E)) (=1, 1)(1 — E(=1)), (4.7.41)

ya que, como Sy, (fgr (E)) =~ Uy (for (E)) ~ TE es Koszul, resulta

Sgr(fgr(E))(£,1) B(f)™ (4.7.42)
Por otro lado, a partir de las identidades (.7.40) y (.7-42] , resulta
1 , -
log(t—%— 3 —log(1 - E'(=) = Y dim(fy(E');)log(1 — )
|jle2z+1
- Z dim(fg-(£')7) log(1 — ) = Z( 1)1 dim( (for (B Z —
ljle2z JENG meN
(4.7.43)
A suvez, por la identidad
3 ?0) _qvien
rs
7:::65,\]
resulta
_ @1 — E(—#¢ _l IJ\d 7Zm7lj
Z 1 Og(l ( tla"'a t ZZ Z lm(fm( )]) m
leN leN jeN meN
l
= Z Z V1277 dim(f, (E);)% (4.7.44)

Jj€EN} peN

> S (1)l dim(f,, (B);) = HCo(TE) ().

J€EN} peN
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El lema queda demostrado. O

Podemos aplicar la proposicién anterior para el estudio de la homologfa ciclica (no graduada) de un algebra
No-graduada A. Recordamos que

Xare. (= D (DPHC,(A)(1). (4.7.45)

pEZ
En este caso, hallamos la siguiente proposicién, conocida en la literatura (cf. [I]), que se encuentra incorrecta en
[Mov].

Proposicién 4.7.21. (cf. [Modl, Prop. 58) Si A es un dlgebra No-graduada, entonces

X&HC. Z ell IOg )

>1

Demostracién. Supongamos en principio que A estd concentrada en grados pares y sea A el niicleo de la au-
mentaciéon de A. Empleando [Lo], Proposicién 2.2.16, resulta que HC4(A) ~ HC,(A). Consideramos el siguiente

espacio bigraduado B.7.
— . 1
Bp7q {4 11)7 S? q 4

0, si no.

La identidad induce un morfismo del complejo de Connes C)(A) en Ciycgr(B) (cf. [Lo], 2.1.4). Si consideramos la
graduacién en el complejo de Connes C;(A) dada por e + p + 1, donde p es el grado interno de A y la graduaciéon
total en Cyc”" (B), el morfismo anterior es homogéneo de grado 0. En consecuencia,

dim(Cyc” (B)p,g+1) = dim(C; (A),), (4.7.46)
donde C}(A),, es la componente de grado interno p de C)(A).
Ademas,
Xeacay = (=1 CHA)) = Y (=1 HC;(A)() = xme. (ayu)- (4.7.47)
jEN €N
Como

Cye” (B)(t,t2) = D dim(Cyc” (B)iy i)11' 5,
i1,i2€E€Ng

empleando las identidades (4.7.46) y (4.7.47) resulta que

Cyc” (B)(t,~1) = > (=1)"dim(Cyc” (B)i, ;)"

i1,i2E€Np

= > (=02 D dim(CL_ (A))t" = Y (1)1 (A)(1) (4.7.48)
i2E€Ny i1 ENg i2€N,

= TXCXA) ) T TXHC.(A)(1)

Por otro lado, empleando que
B(t1,t2) = (A(t1) = D2

y el Lemaf4.7.20} hallamos que

e (1)1, 1) = — 30 MWiog - B, 1) = - 3 A rogagyien),
I>1 1>1
Finalmente, por la identidad (4.7.48) concluimos que
o(l l
Xz = 20 A 1os(A(-1)1) = 3 P tog(ae),
1>1 1>1

ya que A estd concentrada en grados pares.
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Ahora supongamos que A es un dlgebra Ny-graduada cualquiera. En este caso, considerando la graduacién
duplicada de A obtenemos un édlgebra concentrada en grados pares, es decir, se define A’ tal que

{AL = Ap, sipe 2N,
A, =0, sino.

El resultado anterior aplicado a A’ nos permite hallar la caracteristica de Euler XTC. (AN (1)- Como A'(t) = A(t?) y
XHC, (AN() — XHC, (A)(t2)7 resulta

e(l)
Xae.aym = D 1os(At)).
1>1

Usando las Proposiciones y obtenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 4.7.22. Si YM(n) es el dlgebra de Yang-Mills con n generadores con la graduacion usual, entonces

10 e(l)
XHC. (M) = D o n log(YM(n)(t') = = > - log(1 - nt! + nt3 — ¢4,
>1 >1

Homologia de Hochschild y homologia ciclica del dlgebra de Yang-Mills

Empezamos observando que por el Corolario el Teorema y las Proposiciones4.7.22]y
HH3(YM(n))(t) =t

5 ~1
HH(Mm)(0) = (= 1yt gt
l
XHC,(YM(n))(t) — — Z # log(1 — nt! 4+ nt® — 4,
1>1

donde usamos la dualidad de Poincaré. Vamos a hallar las series de Hilbert de los demés grupos de homologia a
partir de éstos.

Por la sucesién exacta corta y teniendo en cuenta que HH,(YM(n)) = 0 para e > 4, concluimos que
HC.(YM(n)) = 0 para ® > 3. Mds atin,

HCo(YM(n))(t) = HHa(YM(n))(t),

HC1(YM(n))(t) = HH(YM(n))(t) — HO2(YM(n))(?) (4.7.49)
= HHy(YM(n))(t) — HH3(YM(n))(t),

HCo(YM(n))(t) = HHo(YM(n))(t).

Como se not6 en [CD2], Eq. (1.22), a partir de la propiedad Koszul de YM(n), resulta que

3

> (=1)'HH;(YM(n))(t) = 0. (4.7.50)
=0
Finalmente, se puede verificar directamente de que
3 — 3 . —_—
Xaze. onpe = D (D HC(YM())(8) = Y _(=1)'(3 — ) HHi(YM(n))(0). (4.7.51)
i=0 1=0

Estas dos tltimas identidades forman el siguiente sistema lineal determinado
SHH,(YM(n))(t) — 2HH: (YM(n))(£) = a2 (vatmny o — HH2(YM(n))(0),
HHo(YM(n))(t) — HH1(YM(n))(t) = HH5(YM(n))(t) — HH2(YM(n))(t),
que da como solucién
HHo(YM(n))(t) = Xg76, (vmn)) () — ZHH3(YM(n))(t) + HH(YM(n))(t),
HH(YM())() = Xi7, (vt s — SHHs(YM(0))(t) + 2H Ha(YM(0) (1),

Por lo tanto, hemos demostrado
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Teorema 4.7.23. Sin > 3, entonces la homologia de Hochschild estd dada por

HH,(YM(n))(t) =0, sie >4,
HH3(YM(n))(t) = t*,
HHo(YM(n))(t) = (”(”2_ Y1) 4,
HH,(YM(n Z g(1 —nt' +nt3 —*) + (n(n — 1) — 1)t* + 2nt?,
HH - ﬂ I/ 31 _ 44l n(n—l)_ 4 3
o(YM(n Z 7 log(1 = nt! 4 ™ — %) + (== Dt 4+ ntd + 1,

HClyyoe(YM(n))(t) =1, sie >0,
HC5404(YM(n))(t) =0, sie >0,
HCy(YM(n))(t) =1 +t*,
HCy(YM(n))(t) = "(”2_ -
HCo(YM(n))(t) = — ?%ngl—nﬂ+nﬁ%—#w+(ﬂﬁiif—nﬁ+nﬁ+1.

Por completitud citamos el siguiente teorema, que se obtiene directamente del Ejemplo y las relaciones
(4.7.49)

Teorema 4.7.24. Sin = 2, entonces la homologia de Hochschild estd dada por

HH,(YM(2))(t) =0, sie >4,
4
HHy(YM(2))(1) = T
1+t -t
HHy(YM(2))(t) = 2t3ma
2=+t
HHy(YM(2))(t) = tw7
HH(YMR))(0) = =55
A su vez, la homologia ciclica estd dada por
HCy124(YM(2)) () = 1, sie >0,
H03+2. (YM(Z))(t) = 0, Sie >0,
HC(YM(2))(t) =1+ %,
@28
HCy (YM(2))(t) = =2
HCo(YM(2))(t) =
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Capitulo 5

Representaciones del dlgebra de Weyl

Debido al Teorema toda representacion de (toda) dlgebra de Weyl es una representacién de (toda) algebra
de Yang-Mills con n > 3. En esta seccién vamos a presentar el estudio hecho en [BB] de ciertas subcategorias de
representaciones de las dlgebras de Weyl. Esta informacién nos ayudara a entender parcialmente la correspondiente
categoria de médulos sobre las dlgebras de Yang-Mills.

5.1 Definicién de dlgebra de Weyl generalizada

Las representaciones de A, (k) estin mds o menos descriptas en [BB], donde aparecen como caso particular de
representaciones dlgebras de Weyl generalizadas (o dlgebras de Bavula).

En las definiciones que siguen supondremos que k es un anillo conmutativo con unidad. Sea D una k-algebra
(conunidad), ¢ = (071, ..., 0,) una n-upla de automorfismos k-lineales de D que conmutanentresiy a = (a1, ..., ay)
una n-upla de elementos centrales de D tales que o;(a;) = a;, para i # j. El dlgebra de Weyl generalizada
(GWA), o édlgebra de Bavula, sobre k de grado n, D(c,a), es el dlgebra sobre D generada por las indeterminadas

xf,...,z} 27, ...,z sujetas a las relaciones
rial =, wlwg = oia),
z¥d = oF'(d)zF,Vd € D,
[m;,x;] = [mj,xﬂ = [mj,xﬂ =0,Vi# 7.
Observacién 5.1.1. Notar que el producto tensorial de una coleccion de k-dlgebras de Bavula {D;(o;,a’) : i = 1,...,m},

donde D;(c;,a') es de grado n;, es un dlgebra de Bavula:
Di(o',a') @k -+ @k Dy (6™, a™) = (D1 ®p, - - @1 D) (0, ..., 0™), (a*, ..., a™)),

de grado ny + - - - + n,y,, donde o* = (o, ... ol ) es una n;-upla de automorfismos de D; que conmutany a* = (ai, ..., a’, )

Y ng . N 3 n;
es una n;-upla de elementos centrales de D; tales que o (ay) = ay, para k # j, con j,k =1,...,n;.
A suvez, si A= D(o,a) es una k-dlgebra de Weyl generalizada de grado n, entonces su dlgebra opuesta A°P es un dlgebra
de Weyl generalizada de grado n, teniendo en cuenta que

A ~ DP(g71 o(a)),
donde o' = (o7',...,007 ) yo(a) = (d1(ar),. .., 0n(an)).

De ahora en adelante, a menos que sea necesario, omitiremos en general la referencia al anillo de base.

Sea D(o, a) un élgebra de Bavula de grado n, y sea m = (my,...,my) € Z". Definimos
Oy = (xbl‘g‘n(ml))ml\ o (:Uign(mn))\mn|,
donde (xii)o = 1p. Definiendo D(o,a)m = D.vy = vg.D, entonces el dlgebra de Weyl generalizada resulta

graduada de la forma

D(o,a) = @ D(o,a)m,

mezr

129
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y la graduacién es compatible con la estructura multiplicativa, i.e.
D(o,a)mD(0,a)m C D(o,a)mim,Vm,m' € 72",

es decir, D(o,a) es un algebra Z"-graduada. Esto implica que D(o,a) es libre como D-médulo a izquierda y a
derecha.

Supongamos que A = D(o,a) sea un algebra de Weyl generalizada de grado 1, i.e.,, 0 € Auty(D)y a € Z(D).

Por lo tanto, el dlgebra A est4 generada por D y las indeterminadas » = z{ e y = 27, con las relaciones

yr = a, xy = o(a), xd = o(d)x, yd = o Y(d)y,Vd € D.
Por lo dicho antes, A es Z-graduada A = @,z A, donde A,,, = Dvy, = v, D,y

z™ sim >0,

—m

U = Y sim <0,

1D sim = 0.
Esto implica que existen (m,m’),, (m,m’),. € D tales que
VU = (M, M) Ut = Vg (m,m') .

Més atn, (m,m’); = ¢ ({m,m’),) y si m,m’ > 0, entonces

o/ . _ _ / .
(m, —m), — {0:((1) coomTm L (@) sim >/, (=), = {O’ mtl(g) .. oTmT ™ (q) sim >,
ag

(a)...0(a) sim <m/, o™ (a)...0o(a) sim<m/,
y en todo otro caso es (m, m’) = 1.

Ejemplo 5.1.2. El dlgebra de Weyl Ay (k) ~ k(x,0)/([0,x] — 1) es isomorfa a un dlgebra de Bavula con D = k[h], o(h) =
h — 1y a = h, mediante el isomorfismo

Ay(k) = k[h](, a),

T,

o ax,

Ox — h.

Ademds la n-ésima dlgebra de Weyl A, (k) ~ @71 A1(k) >~ k[h1,...,hs)(01, ..., 00, b1, ..., hy) es undlgebra de Bavula
por la Observacion donde o;(h;) = h;j — 0;; (cf. [BBI, Sec. 1.4).

Sea ahora D(o, a) un dlgebra de Bavula de grado n. Del mismo modo que para el caso de grado 1, las relaciones
del dlgebra implican que existen (m,m'),, (m,m’), € D tales que

_ _
Vi Um = (m, m >l’UﬁL+m/ = Umn+4m/ (m, m >7,.
De hecho, resulta

<ﬁl, m/>l - H <mia m;>l7 <m7 m/>r - H <mia m;>r7

=1 =1

donde cada (m;,m}), y (m;,m;), es el definido anteriormente.
Proposicién 5.1.3. Sea D(o,a) un dlgebra de Weyl generalizada sobre el anillo D. Entonces

(i) Si D es noetheriana como D-médulo a izquierda (resp. derecha), luego D(c,a) es noetheriana como D(o, a)-médulo a
izquierda (resp. derecha).

(ii) Si Desintegray a; #0,Vi=1,...,n, entonces D(c,a) es integra.
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Demostracién. Cf. [Bal]. O

De ahora en adelante, del mismo modo que en [BB|, Sec. 1.4, trabajaremos con algebras de Bavula sobre un

cuerpo algebraicamente cerrado ky D = k[h4, ..., h,], tales que los automorfismos cumplan que
b L4,
mwn={f’ S
: Aihi + i, sij=t,

donde A;, p1; € k, v a; € k[h;] C k[h1,...,hy], parai =1,...,n. De manera directa,
D(o,a) = ) k[hil (il pn as)
i=1

(cf. Observacion[5.1.1).

Denotaremos G el grupo generado por los automorfismos ;, i = 1, ..., n, que actiia de manera natural en el con-
junto de ideales maximales mSpec(D) de D. Notar que si G; es el grupo generado por o;, entonces G ~ G1 X - - X G
A su vez, mSpec(D) se identifica con k", ya que todo ideal maximal de D es de la forma ({h1 —7y1,..., hn — 0 }),
donde ; € k,i = 1,...,n. Llamaremos max : mSpec(D) = k" al isomorfismo k-lineal. Mediante esta identifi-
cacioén, la accién de G en k" es de la forma

O-i'(’ylw'-a’yiv'-w’Yn) = (717>A;1(71_M1)377n)

Sea H el k-espacio vectorial k", y sea {h; : i = 1,...,n} su base candnica. El dual H* = Homy,(H, k) de este espacio
vectorial se denomina espacio de pesos de D(o,a), y un elemento £ de H*, un peso de D(c,a). Notamos que H*
estd provisto de la acciéon dual de la accion de G en H, i.e., 0;.§ =00, L

En el caso n = 1, una 6rbita de v € k es el conjunto de los elementos de la forma O(y) = {c*(y) : i € Z} C k. La
Orbita se dird degenerada si contiene una raiz del polinomio a € k[h]. En caso contrario se dird no degenerada. A
su vez, una Orbita O(~) se dice ciclica de longitud ! (resp. lineal) si su cardinal es finito e igual a ! (resp. infinito).
El conjunto de las 6rbitas ciclicas (resp. lineales) se denotara Cyc (resp. Lin). A su vez, el conjunto de las érbitas
ciclicas (resp. lineales) no degeneradas se denotard Cycn (resp. Linn). En el caso del dlgebra de Weyl A, (k), donde
o(y) = v + 1, todas la érbitas de las dlgebras de Weyl son ciclicas, y una érbita O es degenerada siy s6lo si O = Z.

Cada 6rbita lineal O(~y) puede ser identificada con el conjunto de los enteros Z mediante

Esto induce un orden en O(7) y, de hecho, tenemos definido los intervalos de la forma (—o0, «, (o, 8], [, 8], [, B),
etc. Por ejemplo, [a, 8] = {o%(7) : a < i < b}, donde 0%(v) = ay ob(y) = .

Si la 6rbita O(v) es ciclica de longitud [, se define el segmento («, ] = {o%(a) : 0 < i < j < I} donde j es el
minimo entero positivo que cumple que o7 () = 3.

Las raices Ay < -+ < Ag (r€sp. A1,...,As = 0%5(A\1), con 0 < iy < --- < i5 < [) del polinomio a en una 6rbita
lineal (resp. ciclica de longitud /) degenerada O forman una descomposicién en s + 1 conjuntos disjuntos (resp. s
conjuntos disjuntos)

Fl = (—OO,)\l],PQ = ()\1,)\2], e ,FS = ()\571,)\3],].—‘5le = ()\S,OO)
(Tesp.,Fl = ()\s,)\l],rg = ()\1, AQ]’ e ,Fs = ()\5_1,)\3]).

Diremos que dos elementos o y 5 en k son equivalentes, a ~ (3, si pertenecen a la misma 6rbita y ésta es no
degenerada, o, si es degenerada, pertenecen al mismo conjunto I';. El conjunto de las clases de equivalencia en la
6rbita O se denotara O y I'(7) la clase equivalencia de v € k. Una clase de equivalencia I' se denomina marcada si
contiene una raiz de a.

En el caso general (n € N), vemos que D(o,a) = ®}_,D,(0;, a;), y podemos aplicar las definiciones anteriores a
cada D;(0;, a;). En este caso definimos una relacién de equivalencia ~ en mSpec(D(c,a)) ~ k™ como el producto
de las relaciones de equivalencia ~; en cada D;(0;, a;). Andlogamente, el conjunto de las clases de equivalencia en
la 6rbita O se denotara O y T'() la clase equivalencia de v € k.
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5.2 Representaciones de peso y representaciones peso generalizadas

En esta seccién recordamos la nocién de médulo de peso, médulo de peso generalizado en el contexto de las dlge-
bras de Weyl generalizadas.
Un D(o, a)-mbdulo M se dice de peso si

M= Mc= P {meM:(h—¢h)m=0YheH}

feH* {eH*

y dimy (M) < 00, V€ € H*. Andlogamente, un D(o, a)-méddulo M se dice de peso generalizado si

M= M = P {me M:3Ik(m) € Ntal que (h — £(h))""™'m = 0,vh € H}
EeH™ EeH*

y dimg(M¢®) < oo, V¢ € H*. Notar que un médulo de peso es un médulo de peso generalizado. Esta definicion
es andloga a la definicién de médulo de pesos para las representaciones de algebras de Lie semisimples o de Kac-
Moody.

Se define el soporte de un médulo de peso (resp. de peso generalizado) como el conjunto

Supp(M) = {¢€ € H* : M # 0 (resp. M # 0)}.

La categoria de D(o, a)-médulos de peso generalizado es una subcategoria plena de la categoria de D(o, a)-
modulos. De hecho, si
0—-M —-M-—M"—0

es una sucesion exacta corta de D(o, a)-mddulos de peso generalizado, entonces Supp(M) = Supp(M’)+ Supp(M")
y dimy, (M*) = dimy ((M')*) 4 dimy ((M")*), para todo £ € H*.
A suvez,
wEMEC Mo TEMe C My VE € H,

lo que implica que todo D(o, a)-médulo de peso puede descomponerse como suma de D(c, a)-médulos de acuerdo
a las orbitas
M =P Mo = DD M
o 0 ¢eo
y andlogamente, todo D(o, a)-médulo de peso generalizado puede descomponerse como suma de D(o, a)-médulos
- - D
o 0 ¢eo

En ambos casos, las sumas estan indexadas por el conjunto de 6rbitas {O}. Esto implica que, si M es indescom-
ponible, luego su soporte esta incluido en una érbita.
Recordamos los siguientes resultados:

Lema 5.2.1. Si M es un médulo de peso (resp. de peso generalizado), entonces dimy, (M) = dimy (M) (resp. dimg(M®) =
dimy (M¢")) para pesos equivalentes £ ~ &',

Demostracién. Cf. [BB], Lemma 1.6.1. O

Corolario 5.2.2. El soporte de un modulo de peso generalizado es la union disjunta de clases de equivalencia.

Demostraciéon. Cf. [BB]], Coro. 1.6.2. O

Denotaremos, como en [BB], W(O) y GW(O) las categorias de médulos de peso y médulos de peso generalizado
con soporte en una drbita O, respectivamente, e Ind(V(O)) e Ind(GW(0O)) los conjuntos de clases de isomorfismo de
moédulos de peso indescomponibles y médulos de peso generalizado indescomponibles con soporte en una 6rbita
O, respectivamente.
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5.3 Categorias asociadas

En esta seccién todas las categorias que consideremos serdn k-lineales, i.e., el conjunto de morfismos entre dos
objetos cualesquiera de la categoria serd un k-moédulo, y la composicién k-bilineal. Recomendamos consultar [Mit]
para mayores referencias en categorias k-lineales.

Si O C k™ es una 6rbita de D(o, a), [BB] definen la categoria k-lineal Cp de la siguiente forma. La clase de objetos
estd dada por la 6rbita O, y la clase de flechas de la categoria esta generada por el conjunto

{Xa,iaya,ina,i HOAS O,Z =1,.. .7’17,},
donde

KXot oo — o),
Yoi:o0i(a) = a,

H,;:a— a,
con las relaciones
Yo,iXai=0ai(Hai), XaiYai=0i(ai)(Hy(a):),

XaiHai= Ui(HUi(a)vi)X"vi’ Yo‘viHUi(a)vi = O'i_l(Ha,i)Ya,iy
Ua,iVs,j — V,5Usi = 0,V # J,

donde U,V € {H,X,Y}, o, 3,7,9 € Oy las composiciones tengan sentido.
Si definimos hq,; = Ha i — a4, @ = (a)1<i<n € O, en funcién de los nuevos generadores

{Xa,i7Ya,i; h%i oS O,i = 1, - ,TL},
las relaciones que definen la categoria Co pueden escribirse como

Yo,iXai = ai(hai + i),  XaiYai=ai(Niho,(a), + i),
Xa,iha,i = /\ihcri(a),iXa,ia hozﬂ'Ya,i = )\iYa7iho'i(a),ia
Ua,iVs,j = Vy5Usi = 0, Vi # j,

donde U,V € {h,X,Y}, , 8,7,0 € Oy las composiciones tengan sentido.
Notar que, si escribimos O = O; x --- x O,,, entonces resulta el producto tensorial (externo)

CO ~ @?Zlc@i.

Denotaremos Co(nil) la categoria de Co-mdédulos localmente de dimensién finita tales que los generadores h, ;
acttian por morfismos nilpotentes, y Co(0) la subcategoria plena de Co-médulos localmente de dimensién finita
tales que los generadores h,,; actian por el morfismo cero.

La utilidad de esta categoria es la siguiente: existen equivalencias de categorias

GW(0) =~ Co(nil),
W(0O) ~ Co(0).

Supongamos por un momento n = 1. Sea O € Lin una 6rbita lineal, o, 3 = 0% (a) € O (i € Z). Se definen
laﬁ = Xo-ifl(a) - XU(Q)XO”

sii €N, lpa =1y
lﬁa =Yo—i(a) - Yo-—l(a)7
sii € —N. Si O € Cyc es una 6rbita ciclica, |O] =1, a # 3 = o¢'(a) € O (0 < i < l). Se definen

Ca,-i— = Xo.l—l(a) . Xg(a)th

Co,— = Ydfz(a) ces Yg—l(a).
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A suvez, dadom € N, se define la categoria

Com=Co/({RI; Na € O,i=1,...,n}).

a,i?

Para cada m > 2, tenemos el funtor candnico

bPo,m : CO,m - CO,mfh

ya que Co m,m—1 €s un cociente de Co ..
La siguiente proposicién es directa:

Proposicién 5.3.1. Dada una érbita O C k™ tenemos las siguientes equivalencias de categorias
Co(nil) ~ liinCQm,
Co(0) ~Co 1.
Demostracion. Cf. [BB], Lemma 2.2.1. O

SiT" = (I'y,...,I',) es una clase de equivalencia en una 6rbita O, luego cada I'; no contiene més que una raiz
del elemento a; € k[h;]. Denotaremos (I', i) la multiplicidad de esa raiz (en caso de existir). A su vez, dadosT" e
i € {1,...,n}, definimos I'[i] = T, si 0;(') C T, y I'[i] = I, en caso contrario y I" N ¢;(I") # 0 (notar que I" estd
univocamente determinado por esta condicién). Se define I'[;,0] = I' y I'[¢, j] = I'[4,5 — 1][é], si j € N. Notar que
I[i, 1] = T'[i.

Para cada 6rbita O = O; x - - - x O,, consideramos la categoria Lo definida de la siguiente forma. La clase de los
objetos esta dado por el conjunto O, y las flechas estan dadas por el conjunto de generadores

hr;:I' = T',paracadal € 0,
ar;:T — D[i],paracada T € O tal que I'; es marcada,
yr,; : T[i] — I',paracada T € O tal que T'; es marcada,

gr.i, glié :T — T,paracadal € O tal que O; es ciclica no degenerada,

donde i =1,...,n, con las relaciones
xrihr; = )\Lr[i]ilmi)hr[i],il"r,z', hriyri = /\Lr[i]i‘yr‘,ihl“[i],ia
T, T[i]:|(T,i) , (Ti
YriTr,; = hl("71"z>7 Triyr; = AL S 1)h<p[if’>l-,

ur ;vrr,; — vre jure i = 0, parai # j,
donde w,v € {z,y,h,g}, T, T/, T T" € 0, las composiciones sean posibles y |I'[i];| es el cardinal de la i-ésima

componente de I'[i], si es finita, y |T'[i];| = 1, si no.
A suvez, dadom € N, se define la categoria

Lom=Co/({hf VT € O,i=1,...,n}).
Para cada m > 2, tenemos el funtor candnico
To,m : Com — Lom-1,
ya que Lo, ;m—1 €s un cociente de Lo .. Se define
Lo il = 113150,%
Vemos facilmente que

£O = IZ'?:I‘COia
EO,m = &?:1501:7'"1'

Proposicién 5.3.2. Dada una érbita O C k™, las categorias Lo nit Y Lo,1 son esqueletos de las categorias Co(nil) y Co(0),
respectivamente.
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Demostracién. Cf. [BB], Prop. 2.3.1. O

El funtor que da la equivalencia anterior se puede describir de la forma siguiente. Por un lado, para cada
i=1,...,n, definimos las funciones

P(i)i,m : @z — O,
1—\'_) ﬁ? SIF: (—OO,ﬁ], (a,ﬁ]o(a‘l(ﬁ),oo),
B, sino,

donde 58 € I'; C O; es un elemento fijo (cualquiera).
Por otro lado, paracadai =1, ...,n, se definen

POT',,'m : Arr(Loi,'rn) - Arr(co,-,m),
hr; — hPOi(Fi)’
gr, = Cpy (I;),+ St O; es ciclica no degenerada,

Yr; — lai,ﬁm

Ir,; = lﬁzazb;iﬁL (ch)v

donde, si O es una 6rbita lineal degenerada o ciclica degenerada y la clase de equivalencia I'; contiene una raiz
a; = Pp,(T;) del polinomio a;, luego 3; = Po,(T'[i];) = o'i(a;), para algin l; € N, lo,5,lg,0; = hé}}’”bwi (Ha,) y
ba, 5, (H) = o; "™ (a) . ay)(H — o) T,

Luego, se define el funtor

PO,m : ‘CO,m - CO,m7
PO,m = &;L:lPOi,’nl'

5.4 Teoremas principales

Recordamos que una categorfa k-lineal C se dice salvaje si existe un C-k(z, y)-bimédulo M libre como k(x,y)-
moédulo a derecha y tal que el funtor de la categoria de k(z,y)-médulos a izquierda de dimensién finita en la
categorfa de C-mé6dulos a izquierda

k(z,y)od — cmod
N = M @k N

preserve indescomponibilidad y clases de isomorfismo.

Por otro lado, C se dice mansa si para cada entero m € N existe una cantidad finita de C-k[z]-bimddulos {M; :
i=1,...,dy,} tales que paracadai = 1,...,d,, el k[z]-m6dulo a derecha }; es libre y finitamente generado, y cada
C-médulo a izquierda indescomponible de dimensién m es isomorfo a M; ®j,,] S, para algtn k[z]-médulo a derecha
simple S.

Dado un Lo ,,-médulo M (o Lo ni-médulo), obtenemos un Co ,,-médulo Me de la forma siguiente: dado
a €T, se define Mo (a) = M(T'), provisto de la accién

@)
MO(Ha,i) = )\il c AZHM(hF,z) + o F,
dondei=1,...,n,a €'y Po,,(I') =7 ... 75" ().
(ii)
M (xr)Mo(ba,p;(Ha,i)), sia; esunaraiz de a;,

Mo (Xa,i) = § M(gr.), si O; € Cyeny oy = Po,m(1);,
E, sino.
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(iii)
M@(ai(Ha_,i))M’l(gp,i), siO; € Cycn yo; = P@7m(r)i,
Mo (Yo,i) = M(yp’i)Mél(ai(Ha;i_l(a) Z)) . M(;l(ai(Hdi(a)yi)), si o; es una raiz de a;,
Mo(a;i(Ha,)), sino,

donde Pp ,,(T'[i]) = 0} (Po,m(T)).

Dado un Lo ,,-médulo M (o Lo ni-médulo), obtenemos un D(o, a)-méddulo Me de la forma siguiente: el espa-
cio vectorial es Mo = @qcoM(a), donde M () = M(T'), si o € T, provisto de la accién

Xim = Mo(Xq,i)m, Y,m = MO(YG_fl(a)7i)m7 H;m = Mo(Hy,;)m,

donde m € M («).
Por otro lado, [BB] consideran la siguiente lista de categorfas mansas (cf. [BB], Sec. 2.5):

A=k,
B = k(t), t es nilpotente,
C = k(t,t™),
a
D o! o? ab es nilpotente,
b
a1
£ an { ol ~ o2 ass a2, = a12a91, 43y = 21012, A21011 = U226
- 11 12021, G5 21012, 421011 22021,
ai2
a12a22 = a11a12, a11, a2z Nilpotentes,
az
—_— .
F .1 . 02 aibi:biai:O,z:L...A,
b2
aiy by bs as
by
o’ o3 a;a; = bbby, =0,Vi,4,l,m=1,...,4,siposible,
ay
d a
G ol of o? ba = dc, ab y cd nilpotentes,
c b
ai Am
—_— .
Hm(TTZEN) Y ol - o gm—1 o abi=ba; =0,i=1,...,m,
by bm

ar
_—
.1 .2

IS0

@M .3

Im(mEN) abi =ba; =0,i=1,...,m.

Por otro lado, definen la siguiente coleccién de mddulos, que verifican las propiedades enunciadas a continua-
cion:

(i) Los B-médulos B,, = k[t]/(t™), donde n € N, que cumplen que
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(if)

(iif)

(iv)

Proposicién 5.4.1. Se verifica que
Ind(B) = {B,, : n € N}.

Demostracién. Cf. [BB], Sec. 3.1. O

El C-médulo Cy,, = k[t]/(f™), donden € Ny f € Irr(k[t]) \ {t}.
Proposicién 5.4.2. Se verifica que

Ind(C) = {Cyn:neN, felrr(k[t]) \ {t}}.

Demostracion. Cf. [BB], Sec. 3.1. O

Los D-médulos D,,; (n € N, ¢ = 1,2) definidos por el k-espacio vectorial con base e1, ..., e,, tal que D, 1(1),
Dy.2(2) y Dr,1(2), Dy 2(1) contienen el vector e; con indices impares y pares, respectivamente. La accién estd
dada por ue; = ej11 y ve; = ejt1 (€np1 = 0).

Proposicién 5.4.3. Se verifica que
Ind(D) = {D,.; : n € N,i € {1,2}}.

Demostracién. Cf. [BB], Sec. 3.1. O

Sea W el monoide libre en dos letras a, b. Para cada “palabra” w = wy ... w, en W de longitud n, y j € Z/mZ,
definimos el Z™-médulo I7, de la manera siguiente. Posee una base como k-espacio vectorial dada por
{eo,-..,en}, y cada I}, (1) posee como base {e, : j + k = l[(mod.m)}. La accién estd dada por

we ert+1, SikF#nywgyr =a,
1€k = .
0, sino,

ex—1, Siwp =10,
bi_iep = .
0, si no.

Siw = 0, luego Z; y es el Z™-moédulo simple en j.

Diremos que una palabra w es una m-palabra si su longitud es multiplo de m, y no periédica si no es la
potencia de otra m-palabra. Para cada polinomio indescomponible f = a; + - -+ + agz?! + 2? # 2¢ y una
m-palabra no periédica w en W de longitud n, definimos el Z"*-médulo Z;! ; de la manera siguiente. Posee
una base como k-espacio vectorial dada por {ey s : K =0,...,n —1,s = 1,...,d}, y cada I}’ ;(I) posee como
base {ey s : kK = l(mod.m)}. La accién estd dada por

€k+1,s sik#n—1ywr1 =a,
wen. = €0,5+1, sik=n—1,w,=ays#d,
’ >, 0e,, Ssik=n—1,w,=ays=d,
0, si no.
ek 1,0, sik#0yw,=b,
by ren = €n—1,5415 sik=0,w, =bys#d,
’ >, en_1, Sik=0,w,=bys=d,
0, si no.

Dos palabras w = w11 ... Wem ¥ W = Wemt1 ... WkmWii... Wsm se dicen equivalentes, 1 < s < k. De-
notaremos (2, el conjunto de clases de equivalencias de m-palabras no periddicas, e Ind(k[t]) el conjunto de
polinomios ménicos indescomponobles con excepcién de {t¢ : d € N}.

Proposicién 5.4.4. Dado m € N,

Ind(Z™) ={Z},, Z)"; : 2 € Q,w € W, f € Ind(k[t]),j = 0,...,m — 1}.



138 CAPITULO 5. REPRESENTACIONES DEL ALGEBRA DE WEYL

Demostraciéon. Cf. [BB], Sec. 3.2. O

(v) Como la categoria F es cociente de 7%, entonces podemos definir los F-médulos F; ;1 = If;abb’x_l, Fogo1=
Zz?baa,xqr Fiyp = I;‘bab’f, Fop = I{faba’f Y Fjw = I;{w, donde f € Ind(k[t]),7 = 0,...,m — 1, w = bP(ab)%a",

q € Ng, p,r € {0,1}.
Proposicién 5.4.5.

Ind(F) ={Fro-1.Foo-1,F1.5: Fo.f, Fjw : [ € Ind(E[t]),7 =0,...,m—1,w = b"(ab)%",q € No,p,r € {0,1}}.

Demostraciéon. Cf. [BB], Sec. 3.3. O

(vi) Andalogamente, usando el funtor H™ — 7™+2, dado por i — i, a; — a; y b; — b;, podemos definir la familia
de H™-médulos HY, = I 2, dondew € W, [w| <m —j,j=0,...,m—1.

Jw !

Proposicién 5.4.6.
Ind(H™) = {H}, cw e W, |w|<m —j,j=0,...,m—1}.

Demostracion. Cf. [BB], Sec. 3.4. O

Los siguientes teoremas describen las categorias W(O) y GW(O):

Teorema 5.4.7. La categoria W(O) donde O = [, O; es mansa si y sélo si el nimero § de 6rbitas infinitas no degeneradas
O; es mayor o igual que n — 2,y si § = n — 2 todas las 6rbitas son infinitas y cada orbita no degenerada contiene exactamente
una raiz del polinomio a;.

Si todas las orbitas O, son infinitas y no hay mds de una orbita degenerada, entonces WW(O) contiene solamente un niimero
finito de médulos indescomponibles no isomorfos entre si.

Demostraciéon. Cf. [BB], Thm. 1. O

Teorema 5.4.8. La categoria GW(O) donde O = [[_, O; es mansa si y sélo si n = 1, la 6rbita O es infinita y no contiene
mds de dos raices del polinomio a, y si contiene exactamente dos raices, entonces las dos son simples, y si contiene una sola raiz
entonces su multiplicidad es menor o iqual que 2.

Demostracion. Cf. [BB], Thm. 2. O

A su vez, por aplicacién directa de los teoremas anteriores para el caso de algebras de Weyl y el estudio de las
categorias anteriores se obtienen los siguientes teoremas. Notar que, a partir del Corolario éstos permiten
obtener familias de representaciones de las dlgebras de Yang-Mills para n > 3 generadores.

Teorema 5.4.9. Consideramos el dlgebra de Weyl A, (k). Entonces W(O) es mansa para toda orbita O.

Sichar(k) = 0y O # Z, entonces W(O) ~ sMod e Ind(W(0)) = {Ao}.

Sichar(k) # 0y O # Z, entonces W(O) ~ ¢Mod e IndW(0)) = {Co,fn : n €N, f € Irr(k[t]) \ (t) }.
Si char(k) = 0y O = Z, entonces W(O) =~ 31 Mod e Ind(W(O)) = {H ;.0 }-

Si char(k) # 0y O = Z, entonces W(O) ~ z1Mod e nd(W(0)) = {Z}, ,,, 5 . ; }-

La categoria GW(O) es mansa si y sélo si char(k) = 0.
En este caso, si O # Z, entonces GW(O) ~ gMod e Ind(GW(O)) = {Bo.», : n € N}.
Si O = Z, entonces GW(O) ~ pMod e Ind(GW(0O)) = {Don,i:n € N,i =1,2}.

Demostracion. Cf. [BB], Sec. 4.1. O

Teorema 5.4.10. Consideramos el dlgebra de Weyl Az(k), con char(k) = 0. Entonces W(QO) es mansa para toda 6rbita
0= 01 X 02.

Si Oy #Zy Oy # Z, entonces W(O) ~ sMod e Ind(W(0)) = {Ao}.

SiO0; =ZyO; #L(i,j € {1,2}), entonces W(O) ~ 3,1 Mod e Ind(W(0)) = {Hp . }-

Si Oy = Oy = 7Z, entonces W(O) ~ _7:M0d e Ind(W(O)) = {F0717;¢_1, f@,27$_1,.7:o,17f7 .7:(9727f, .7:(97]’,,,1,}.

Si char(k) # 0, entonces W(QO) es salvaje.

La categoria GW(O) es salvaje.



5.4. TEOREMAS PRINCIPALES 139
Demostracion. Cf. [BB], Sec. 4.2. O
Teorema 5.4.11. Sea A, (k) el dlgebra de Weyl, con n > 3 y char(k) = 0. Escribimos una érbita de la forma O = Oy x - -- X
On,.

SiO0; #7Z(i=1,...,n),entonces W(O) =~ 4Mod e Ind(W(O)) = {Ao}.

Si el mimero de orbitas no degeneradas O; es n — 1, entonces W(O) =~ 31 Mod e Ind(W(0)) = {H, ;. }-

Si el miimero de 6rbitas no degeneradas O; es n — 2, entonces W(O) ~ zMod e

IndW(0)) = {Fo,1,2-1,Fo,2,0-1:F0,1,5 F0.2,f, FO,jw}-

Si el miimero de orbitas no degeneradas O; es menor o igual que n — 3, entonces W(Q) es salvaje.

Si char(k) # 0, entonces W(O) es salvaje.

La categoria GW(O) es salvaje.
Demostracion. Cf. [BB], Sec. 4.3. O
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Capitulo 6

Ejemplos

En este capitulo presentaremos un ejemplo de representaciones de dlgebras de Yang-Mills que aparece naturalmente
en geometria (no)conmutativa y en teorfa de campos de gauge. Esencialmente, mostraremos que si A es un algebra
con una accién por derivaciones del dlgebra de Lie abeliana R”, todo A-médulo proyectivo finitamente generado
(i.e., “secciones globales (no conmutativas) de un fibrado vectorial”) provisto de una conexién posee una accién
natural del algebra de Yang-Mills con n generadores. Luego, discutiremos un caso interesante para la teoria de
campos no conmutativa: el espacio plano no conmutativo.

6.1 Generalidades

Comenzamos haciendo una pequeria introduccién sobre conexiones en geometria (no) conmutativa (cf. [Kar], Chap.
D).

Sea A una k-dlgebra, y sea

0(A) = @ am(4)
meENg

una k-dlgebra diferencial graduada, con diferencial d de grado 1 tal que Q2°(4) = A. Llamaremos a Q2°(A) la re-
solucién de de Rham (no conmutativa) de A y a su cohomologia, la cohomologia (no conmutativa) de de Rham
de A. Si A es el anillo de funciones C*°(X,R) de una variedad C*°-diferenciable real X, y Q*(A4) = Q°*(X) es el
complejo de formas diferenciales de X, obtenemos la definicién usual de cohomologia de de Rham de variedades
diferenciables.

Notar que cada Q2™ (A) es un A-bimédulo, m € Ny, con la acciéon inducida de la multiplicacién (graduada) de
Q°(A).

Sea M es un A-moédulo a derecha finitamente generado y proyectivo. Una conexién sobre M es un morfismo
k-lineal

D: M — M@, 0 HA),

que cumple que
D(ma) = D(m) ® a4+ m & d(a),

donde m € M y a € A. La estructura de A-médulo a derecha de M ® 4 Q'(A) estd inducida por la correspondiente
de Q1 (A).

Notar que, si D y D’ son dos conexiones sobre el mismo médulo, entonces D — D’ es un endomorfismo A-lineal
de M.

Observacion 6.1.1. Sea K =RoCy A = C>(X, K) el anillo de funciones C* de una variedad diferenciable real compacta
X (resp. el anillo de funciones continuas de un espacio topolégico Hausdorff compacto X) y sea Vect i (X) la categoria de K-
fibrados vectoriales diferenciables (resp. continuos) sobre X. Si Proj(amod) es la subcategoria plena de asmod de A-médulos
proyectivos finitamente generados, el Teorema de Swan (cf. [Sw] y [Rol, Thm. 1.6.3) asegura que el funtor secciones globales

Vect g (X) —L5 Proj (amod)
Er——m7m—s F(X, E)
es una equivalencia de categorias.

141
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En este caso, si Q*(A) es el complejo de formas diferenciables de la variedad X y M es el A-médulo de secciones globales de
un fibrado vectorial real E sobre X, es inmediato ver que la definicion de conexién anterior coincide con la definicién usual de
geometria diferencial.

Ejemplo 6.1.2. (i) Si M = A™ es un A-médulo libre de tipo finito, podemos definir la aplicacién k-lineal
dm : A™ — QLA™ ~ A™ @4 QY (A)
(a1,...,am) — (d(a1),...,d(an)),

denominada conexion de Levi-Civita, y que notaremos usualmente con la letra d. En general, una conexién en A™ es
dela forma D = d + T, donde T € End4(Q'(A)™) ~ M,,(4) ® Q1(A).

(ii) Sea M un sumando directo del médulo libre A™, dado por el miicleo del proyector p € End4(A™). Si denotamos
i: M — A™ la inclusién de M en A™, podemos definir la aplicacién k-lineal

D:M— Mo, Q' (A)
n— ((p®idgi(ay) odoi)(n)

inducida por la conexion de Levi-Civita en A™. En general, en esta situacion omitiremos en la escritura el morfismo de
inclusion i, ya que realizaremos los cdlculos dentro de A™.

La siguiente proposicion es directa:
Proposicién 6.1.3. Si D es una conexién sobre M, entonces existe un tinico motfismo k-lineal
D*: M®40%A) - M®40°A),
con D° = D, tal que
D(mw) = D(m)w + (—1)™Imd(w),

dondem € M ®4 Q°*(A) yw € Q°*(A) son homogéneos (la estructura de Q°* (A)-médulo a derecha de M @ 4 Q°*(A) estd dada
por extension de escalares).

Demostracion. Cf. [Kar], Prop. 1.10. O

Notar que D* resulta de grado 1. Ademas, por la proposicién anterior, escribiremos D*®* = D sin que ello cause
problema alguno.
A pesar de que D no es Q2°*(A)-lineal, D o D si resulta serlo:
D(D(mw)) = D(D(m)w + (=1)"'m @ d(w))
= D(D(m))w + (=)™ D(m)d(w) + (=1)™ D(m)d(w) +m @ d(d(w))
=D(D(m))w.
Por lo tanto, D o D esta determinada por el morfismo A-lineal

R:M~M®s0%A) — Mo, 02%(A),

que denominamos curvatura de la conexién D. Del mismo modo que para las conexiones, escribiremos R tanto
para D o D como para su componente de grado 0.
Ejemplo 6.1.4. (i) Como d* = 0, vemos directamente que la curvatura de la conexion de Levi-Civita es cero.

Si consideramos una conexion en A™ de la forma D = d+T, la curvatura resulta, haciendo uso del isomorfismo candnico
A @4 Q2 (A) ~ Q2(A)™,

R=(d+T)(d+T)=d*+dl +Td+T?
=d(l') —T'd+Td+T?
=d(T) +T?,

que implica que
R € Ends(A™, A™ @4 Q%(A)) ~ M,,(Q(A)).
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(ii) En el caso de la conexion inducida en un médulo proyectivo finitamente generado M por Levi-Civita en un médulo libre
de la forma A™, la curvatura resulta

R = pdpd = pd(p)d + ppd* = pd(p)d.
Por otro lado, como p? = p, resulta
d(p) = d(p*) = d(p)p + pd(p),
y por lo tanto pd(p) = d(p)(id — p) y (id — p)d(p) = d(p)p.

Asuwvez, sixz € M = Im(p), entonces p(z) = x, lo que implica que d(z) = d(p(x)) = d(p)(x) + p(d(x)), es decir, al
restringirnos a M, d(p) = (id — p)d.

En consecuencia, R = pd(p)d = d(p)(id — p)d = d(p)(id — p)?d = d(p)(id — p)d(p) = pd(p)d(p). En adelante, por
motivos de sencillez, escribiremos dp, en lugar de d(p).

(iii) Supongamos que el proyector del ejemplo anterior es la composicién de dos motrfismos A-lineales f y g, ie., p = fg,
donde gf = id. En este caso, g es un epimorfismo y f un monomorfismo, Ker(g) = Ker(p) = Im(id — p) e Im(f) =
Ker(id — p) = Im(p). Ademds, de gf = id, resulta que dgf + gdf = 0, es decir, dgf = —gdf.

La curvatura en M = Im(p) resulta
R = pdpdp = pd(fg)d(fg) = fg(dfg + fdg)(dfg + fdg) = (fgdfg + fgfdg)(dfg + fdg)
= (—fdgfg+ fdg)(dfg + fdg) = fdg(id — p)(dfg + fdg)
= fdgdfg+ fdgfdg — fdgpdfg — fdgpfdg = fdgdfg+ fdgfdg — fdgfgdfg — fdgfgfdg
= fdgdfg+ fdgfdg + fdgfdgfg — fdgfdg = fdgdfg+ fdgfdg.
Andlogamente, la curvatura en M’ = Ker(p) es
R = (id — p)dpdp = (id — p)df gdf g + (id — p)dfdg.

Teniendo la graduacién de 2°(A), consideremos la graduacion inducida en M ® 4 Q°(A) y el dlgebra graduada
de endomorfismos Endgea)(M ®4 Q°(A)), con el producto dado por la composicion. Por la proposicion anterior,
R e El’ldgc(A)(M ®A Q.(A))

Consideremos la derivaciéon graduada

[D, =] : Endge(a)(M ®4 Q°(A)) — Endge a)(M ®4 Q°(A)),
T—DoT—(-1)TIToD.
Notar que [D, —| estd bien definida, ya que
[D. T)(mw) = D(T(mw)) = (~1)TNT(D(mw)) = D(T(m)w) — (~)TT(D(m)w + (=1)"md(w))
= D(T(m))w + (~1)"HTT(m)d(w) — (=) T(D(m))w + (~)THIT (m)d(w)
= D(T(m))w — (~HT'T(D(m))w = [D, T](m)w,
y es de grado 1.
La demostracién de la siguiente proposicion es directa:
Proposicién 6.1.5. La curvatura satisface la siguiente igualdad, denominada identidad de Bianchi,
[D,R] = 0.

Una familia importante de resoluciones de de Rham (no conmutativas) es el desarrollado por Connes en [Conl.
Nosotros presentaremos una variacion de la exposicién de Connes.

Sea g una k-dlgebra de Lie de dimension finita NV que acttia por derivaciones en un algebra A. Consideramos la
resolucién de de Rham dada por el espacio vectorial graduado por e

Q°(A) = A®;, A*g".

La diferencial d del espacio anterior es la dada por la férmula de BRST, es decir, si {y1,...,yn} es una base de g,
entonces
al 1
dla®z) = Z(yj.a ®Y; Nz + 5@ ®Y; NYj-z),

i=1
donde a € 4, z € A®g*, y;.a indica la accién de g en A e y;.z es la acciéon dada al extender por derivaciones (no
graduadas) la accién coadjunta de g en g*.
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Observacién 6.1.6. El método BRST fue estudiado por primera vez en [BRSI y es un mecanismo empleado usualmente en
fisica para analizar cuantizaciones con vinculo de primera clase para teorias de campos invariantes de gauge (cf. [KoS|).

Si (,) es una forma k-bilineal no degenerada del dlgebra de Lie g, induce una forma k-bilineal no degenerada en
g* al identificar g y g* a través del par canénico dado por la evaluacion g* ® g — k. Esta tltima induce la siguiente
forma k-bilineal no degenerada en A®g*

J
Z H 6(0‘)<x;k7 y;(z)>7 Slj = l/

(@INA NG YT A AY) = 068, i=l
0, sij # L.
Si el dlgebra de Lie es compleja (o si estudiamos representaciones complejas) el isomorfismo de Hodge puede estar
dado a partir de la forma sesquilineal del espacio complejo g (o gc).

Sea (,) una forma k-bilineal (o sesquilineal si ¥ = C) no degenerada del élgebra de Lie g y vol € AVg* una
forma de volumen, i.e., de norma uno. Denotaremos *4 : A®g* — A°g* el isomorfismo de Hodge de g, es decir,
el morfismo k-lineal definido mediante la férmula w A #4(w') = (w,w’)vol (resp. w A #4(@’) = (w,w’)vol en el caso
sesquilineal).

Recordamos que si {1, ..., zn} es una base ortonormal de g y vol = z} A - - - Az, entonces

o Sifiy,...,iJ01,---,in—1} ={1,..., N}, entonces
kg (Vg Ao Avgy) = €(vjy, Ao Avja ), (6.1.1)
donde € = sgn(i1,...,%, j1,. .., jn—1). En particular g(vol) = 1 y *4(1) = vol.
o Siwe Alg*, W € AN~ g
(wy g (w)) = (=1)' VD (xg(w), ).
Por lo tanto, *4 es una isometria de A®g*.

Para la demostracién de las propiedades anteriores puede consultarse [Lall], Ch. X, Sec. 4, o [Huy], Prop. 1.2.20.
Si M es un A-moédulo a derecha, entonces una conexién resulta ser un morfismo k-lineal de la forma

D:M—-Mes(ARg")~Meg".

Dado z € g, denotamos D, al endomorfismo k-lineal de M, denominado componente z-ésima de la conexién D,
definido por la identidad

En este caso
Dim) = 3 D, (m)y;.
j=1

Para simplificar, escribiremos usualmente D; en lugar de D, .

Notar que la igualdad anterior nos permite visualizar a la conexién como un elemento de Endy (M) ® g* C
Endy (M) ® A®g*, donde Endy (M) ® A®g* es un dlgebra graduada por e.

Por otro lado, la curvatura resulta

R:M— M (A®A2g*) ~ M @ A%g*.

Dados z,y € g, denotamos R, , al endomorfismo k-lineal de M, denominado componente (z,y)-ésima de la cur-
vatura de D, definido por la identidad
Ry y(m) = (D(m),z Ay).
De manera directa, vemos que R, , = —R, .,y Ry = Dy o Dy, — D, o D, — Dy, .. Por otro lado, la curvatura se
puede escribir como
R(m) = > Ry, (m)y; Ay;.
1<i<j<N

Andlogamente al caso de la conexién, escribiremos usualmente R; ; en lugar de R, .

La igualdad anterior implica que la curvatura es un elemento de Endy (M) ® A?g* C Endy (M) @ A®g*.

Notar que en este caso, el dlgebra Endge4)(M ®4 Q°*(A)) es una subalgebra de End, (M) ® A®g*, debido a la
siguiente cadena de isomorfismos

Endgeay(M ®4 Q°(A)) ~ Homa (M, M ©4 Q°*(A)) ~ Homs (M, M ®; A®g*) ~ Homa (M, M) ®; A®g".

Hemos visto que la conexién y la curvatura en este caso son elementos de la k-dlgebra graduada Endy, (M )®@A*g*.
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Proposicién 6.1.7. La identidad [D, R] = 0 (visto como conmutador graduado en el dlgebra Endy, (M) ® A®g*) es equivalente
a la coleccion de igualdades
[RiijDl]+[lea ] [Rlz; ] *O’

para todas las ternas i, j, 1 tales que 1 < i < j <1 < N. Mds aiin, éstas igualdades siempre son ciertas.

Demostracién. Para demostrar la proposicién, basta escribir el conmutador [D, R] en componentes:

[D,R] = DR — (-1)/PIIBIRD = DR — RD

N N
=Y Y DiRuyiAyiAyi—d . > RuDiyi Ay Ay

i=1 1<j<I<N i=1 1<j<I<N
Al extraer la componente de tipo i, ¥j,, Y1,, con 1 < ig < jo < lop < N, resulta entonces
(DiyRjo.10 — Djo Rig.1o + Dig Rig.jo) — (Rijo10Dio — Rig.1oDjy + Rig.jo Do )s
que se puede reescribir de la forma

[R;

10,J0

Dlo] + [R107l0’ } [Rl(Jﬂm 0] =0.
Como {y}, A yj, Ayj hi<io<jo<io<n €s una base de A®g*, el primer enunciado de la proposicion queda demostrado.
El segundo es directo a partir de la Proposicion O
Si el dlgebra de Lie g es conmutativa, entonces las componentes de la curvatura se puedan escribir como sigue
Ri,j = [D’i7 D]]7
y por lo tanto las identidades de Bianchi son equivalentes a escribir
[[Di; Ds), Di] + [[Dj, D], Di] + [[D1, Di], Dy = 0,

para todas las ternas i, j,l talesque ¢ < j <ly4,j5,l =1,..., N, es decir, son equivalentes a la identidad de Jacobi
para los endomorfismos D;, D; y D; en gl (M).
Definimos * = idgnq, (1) ® *4 €l isomorfismo de Hodge de Endy, (M) ® A®g*.

Proposicién 6.1.8. La identidad [D, *(R)] = 0 (visto como conmutador graduado en el dlgebra Endy (M) ® A®g*) es equiv-

alente a la coleccién de igualdades
N

> [Di, Ri ] =0

i=1
paratodo j, 1 < j < N.

Demostracién. Demostraremos la proposicion escribiendo el conmutador [D, *(R)] € AN ~1g* en componentes:

[D,*(R)] = D % (R) — (=1)/PI*(B) « (R)D = D % (R) — (_1)N % (R)D

N
Z Z DiR; ;i A#(y; Ayf) — Z Z RjiDix (y; ANyf) Ny

i=11<j<I<N i=1 1<j<I<N

N
Z Z (DiRji — RjiDi)y; Ax(y; Ayp)
11

<g<i<

N
i=11

- (DiRjy — RjuDi)y; A(—=1)7 gy A Ay A Ayp A Ay
<G<ISN

= > (DjRju—RuDy)y; A(=1)7H T A AN Ay A Ay
1<j<I<N

+ Z (Dszz—leDz)yl* ( 1)]+l 1y* /\y] ./\y}*/\.../\y}*v
1<j<I<N

= Z (D; R — Jle)(—l)lyI/\"‘/\yAl*/\"'/\97\1
1<j<I<N

+ > (DiRjy— RjuD) (=17 i A Ay A Ay
1<j<I<N
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Si extraemos la componente de tipo y; A -+ A yjfo N« Nyx,conl < jo < N,resulta

(=1)°( > (DjRjjo — RjjoDj) — > (DjRjy;— R ;Dy)),
1<j<do Jo<j<N

que podemos reescribir
N

> Dy, Ry j,] = 0.

i=1

Nuevamente, como y; A -+ A yjfu A -+ Ay} forman una base de AN~1g*, con 1 < jo < N, la proposicion queda
demostrada. O

Las igualdades anteriores son denominadas ecuaciones de Yang-Mills, ya que son anélogas a las consideradas
para las teorfas de gauge en geometria diferencial y teoria de campos clésicas (cf. [Deé&eall], I-Classical Fields, Ch. 4).
En el caso en que el dlgebra de Lie es conmutativa, obtenemos exactamente las relaciones que definian el dlgebra de
Yang-Mills ym(N), i.e.,

N
i=1
paratodo 1 < j < N, es decir, M es un ym(N)-médulo.

Nuevamente, de forma andloga al caso de las teorias de gauge (cf. [De&all), si g es un dlgebra de Lie de dimen-
sién 4, un instantén es una conexién sobre un médulo M tal que su curvatura cumple que

*(R) = £R.

En el caso que el signo de la ecuacion anterior sea positivo, el instantén se dice auto-dual, y si es negativo, anti-
auto-dual. Para g = R* (0 C*) las componentes de un instantén cumplen las ecuaciones de Yang-Mills, y M resulta
un ym(4)-moédulo.

6.2 Ejemplo: Instantones en el espacio plano no conmutativo R}

En esta seccién presentamos un ejemplo importante de la teorfa de campos no conmutativa: los instantones en el
espacio plano no conmutativo. Seguiremos esencialmente [Sch| o [KS], aunque completamos todos los detalles.

Sea # una matriz antisimétrica invertible en M (RR), cuyas componentes escribiremos 6;;, 1 < j,l < d, e Y (d) =
spanc(yi, - .. ,yq). Se define usualmente el espacio plano no conmutativo como la C-dlgebra dada por

Rj = T(Y(d)/{lys. ] — 10;.3)-

Aunque ésta es la definicién mds usual de espacio plano no conmutativo en el mundo naif de la teoria de campos no
conmutativa, como se vera en esta seccién (siguiendo a [KS]), este dlgebra no es apropiada para analizar instantones
(o solitones) no conmutativos, sino que es necesario emplear ciertas “completaciones” (cf. Observacién|[6.2.6).

Por este motivo, usaremos diversas versiones del espacio plano no conmutativo como *-algebras de Fréchet
o C*-algebras, que describimos a continuacién. Empleamos la misma notacién que antes: 6 es una matriz anti-
simétrica invertible en M;(R).

Sea V' un espacio vectorial real de dimension finita d, que consideraremos como grupo de Lie abeliano real, y
sea A un C-espacio de Fréchet, es decir, un espacio vectorial topolégico localmente convexo, dado por una familia
a lo sumo numerable de seminormas {||—||;};en~ y completo. Consideraremos a A provisto de una accién « de V/
isométrica y fuertemente continua, es decir, un morfismo C-lineal o : V ®¢ A — A que satisface que ||a(v®a)||; =
llall;, Va € A,v €V, j e Ny, paratodo a € A, laaplicacién

a(—,a): V- A
v—a(v®a)
es continua, respectivamente.

Un elemento a € A se dice suave si a(—,a) es un morfismo C*°. El subconjunto de elementos suaves de A es
una subélgebra de A, que denotaremos A*, y es una subrepresentacion de A para la acciéon de V.
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Si{e1,...,eq} es una base de V, dado i = 1,...,d, se denotard 0; o «., la derivacién asociada del dlgebra de
Lie de V (que se identifica canénicamente con V') en la direccién de e;. En A consideraremos la coleccién de

seminormas
0™ all;

lallji = sup Y ==, (6.2.1)
i<j n.
=7 |nl<t
donde la suma anterior es sobre los multiindices n = (n1,...,n4) € N¢ tales que || =ng + -+ ng < ly se define

nl=mnq!. .. ngl.

Supongamos que A es un algebra de Fréchet, i.e., A estd provista de una multiplicacién continua. Esto es
equivalente a que las seminormas {||—||,} ey sean submultiplicativas, es decir, para todo j existe [ y una constante
¢c; tal que [|abl|; < ¢jllal|;||b]|;, para todo a,b € A. En este caso, la familia de seminormas (6.2.1) definidas en A>

también resulta submultiplicativa y A*° es por lo tanto un élgebra de Frechet.

Ejemplo 6.2.1. Supongamos que tenemos un dlgebra de Fréchet A" provista de una familia de seminormas {||—||;}jen-
Consideramos Cy(V, A') el espacio de Fréchet de de funciones continuas acotadas de V en B, con las seminormas |/ f||; =
sup,ey | f(v)|I}, Vi € N y provisto de la accion dada por traslaciones, i.e., (v, f)(w) = f(v + w). Esta accién es isométrica
pero no es fuertemente continua. Sea A = C,,(V, A") el subespacio maximal de Cy,(V, A’) en el que o es fuertemente continua,
que resulta ser el espacio de funciones uniformemente continuas acotadas de V en A'. En este caso, denotamos B4 = A
el espacio de los vectores suaves de A. Si A’ = C, escribimos BY = B(V), o simplemente B, que coincide con el espacio
B de L. Schwartz (cf. [Schll). Si A’ es una C*-dlgebra, B resulta una +-dlgebra de Fréchet, considerando la involucion
) = ()" ,

Por otro lado, se define S*' el espacio de las funciones C> de V en A’ tales que todos los productos de sus derivadas por
polinomios en V' estdn acotados para cada seminorma de A’. SA" es un espacio e Fréchet para la coleccién de seminormas
siguientes: dados p un polinomio, n € N§ un multiindice, y j € N, se define || f||p.7.; = Ilp(«™ f)||}. Notamos que la accién
anterior no es isométrica para estas seminormas. Si A’ = C, sA =8 (V), que también escribiremos S, es el espacio de
Schwartz.

Consideramos en A el producto, denominado estrella o deformado, dado por la integral oscilatoria (cf. [Shul,
Sec. 23.2, [Rie2], Ch. 1, y Def. 2.1)

(axb) = /]Rd /Rd a(fu)(a)a(v)(b)e™ du(u)du(v), (6.2.2)

donde p es la medida de Lebesgue.

El producto anterior es asociativo (cf. [Rie2], Thm. 2.14), las seminormas son submultiplicativas (cf.
[Rie2], Prop 2.2), la accién de R? sigue siendo diferenciable por automorfismos del producto estrella (cf. [Rie2],
Prop. 2.5) y la involucién * de A es una involucién con respecto al producto estrella ya que 6 es antisimétrica
(cf. [Rie2], Prop. 2.19). Por lo tanto, A resulta una *-algebra de Fréchet, que denotaremos Ay. Notemos que la
topologia inducida por las seminormas es independiente de la eleccién de la base de V.

Ejemplo 6.2.2. S C B4 es un ideal para el producto deformado, y para todo f € BA', la multiplicacion

Lg: SA L s¥

6.2.3
g fx*g, 623)

es continua para la topologia de S** (cf. [Rie2ll, Prop. 3.3).
Ademds, S*" estd provista de una forma con valores en A’

0 = /V F(0)g(0)dp(v).

Si A’ es una C*-dlgebra, S*' resulta un médulo prehilbertiano sobre A', considerando la forma A'-lineal (f,g) ., = (f*, 9"y
(cf. [Rie2ll, p. 29) y puede demostrarse que si f € S, el operador L ; dado en resulta acotado para la estructura de S*'
de A'-médulo prehilbertiano (cf. [Rie2ll, Lemma 4.3). Mds aiin, si f € B, L es un operador acotado para la estructura de
SA" de A’-médulo prehilbertiano (cf. [Rie2], Thm. 4.6).

Supongamos ahora que A es una C*-dlgebra. Entonces, es posible definir una norma en A* de forma tal que
resulte una pre-C*-dlgebra del modo siguiente (cf. [Rie2], Ch. 4). Consideramos los espacios B4 y S* presentados
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en los Ejemplos y En este caso, tenemos un *-morfismo equivariante con respecto a la accion de V' de la
forma

¢ A— Cu(V,A)

ar (v a(v®a)),

y por lo tanto satisface que ¢(A>) C B4 y es un morfismo para el producto deformado (cf. [Rie2], Prop 2.10).

Denotamos L, el operador acotado Ly, considerado en (6.2.3). Se define ||| = ||L,|. Esta norma le da a
A una estructura de pre-C*-dlgebra, con el producto estrella y la involucién de A. La completaciéon de A* con
respecto a esta norma es una C*-dlgebra, que denotaremos Ay, y se denomina la cuantizacién por deformaciéon
estricta de A (cf. [Rie2], Def. 4.9).

Es posible extender la accién de V' en A a una accién de V' en A de forma fuertemente continua tanto para la
estructura de Fréchet, como para la estructura de pre-C*-dlgebra (cf. [Rie2], p. 44), y por lo tanto, resulta una accién
fuertemente continua de V en Ay (cf. [Rie2], Prop. 5.11).

Observacion 6.2.3. En [Rie3], Prop. 2.14, se probé que la C*-dlgebra Ag es el dlgebra de punto fijo generalizado para la
accion de de V en A (cf. [Rielll, Def. 1.4) y por lo tanto es equivalente Morita estricto a la C*-dlgebra producto cruzado entre
SA y V por la accién p definida como p,(f)(w) = a(f(w — v)) (cf. [Rie3l, Thm. 3.2)

Podemos aplicar las prescripciones anteriores al siguiente caso particular.

Sea A = Cy(R%,C) la C*-dlgebra de funciones continuas que tienden a cero en infinito provista de la norma del
supremo y la conjugacién, con la accién de V = R? en A dada por traslaciones, i.e., a(v, f)(w) = f(v + w). Notar
que en este ejemplo A C Cy,(V,C), con la estructura de C*-dlgebra inducida y la accién inducida de V. Se define
RY = A>. Es facil ver que

RY = {f € C=(R%C): lim 97 f = 0,7 € Nd},

donde z € R%, i = (n1,...,nq) € N§, 07 = 921 ... 924, con el producto (estrella) dado por

Frae) = [ [ o+ bl + o) duu)auto),

donde j: es la medida de Lebesgue, y la involucién es la conjugacion.

En este caso, es facil ver que A*® — B es un *-morfismo continuo que preserva el producto deformado (cf.
[Rie2], Prop 2.10) y S C A*. En consecuencia, S C R es un ideal (bildtero) de R¢ con respecto al producto estrella
(cf. [Rie2], Coro. 4.4). Mas atin, dado f € RY, el operador L es acotado, y definiendo || f|| = ||L;||, R¢ resulta una
pre-C*-dlgebra, como se vio en el caso general, y su completacién es una C*-algebra, que denotaremos R¢. A su
vez, es posible extender (de forma fuertemente continua) a Rg la accién de R? en I@g.

Consideramos ahora otra versién del espacio plano no conmutativo. Sea S(RZ, C), o més simplemente S(RZ),
la *-dlgebra de Fréchet definida de la forma siguiente. Dado = € R?, notaremos (z) = (1 + ||z||?>)}/2. El espacio
vectorial es el espacio de Schwartz

S(RY) = {f € C*(R%,C) : (x)P2 f| < Cp.n, V7 € N4, p € Ny},

con el producto definido por la integral anterior, la involucién dada por la conjugacién de funciones y la topologia
dada por la familia de seminormas definidas por las constantes Cj, ,, (i € Nd y p € Np).
Dados m € R, 0 < p < 1, se define ([Shul, Def. 23.1)

m(md\ __ oo (mvd . 19n m—pl|n|
IY(RY) = {f € C*R",C) : |07 f(x)] < Cr(2)™ "™},
que posee una estructura de espacio de Fréchet dada por la familia de seminormas definidas por las constantes Cj,
(n € N@).
Deseamos notar que (cf. [Shul], Eq. (23.2))
S(RY) = Nmerl)! (RY).

El producto usual de funciones cumple que, si f; € T (R?) y f, € T'?(R?), entonces f1.fp € T/ 72 (R) (cf.
[Shul, Sec 23.1).
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Sea f € F;"(Rd) y d par, d = 2d’. Se define el operator pseudodiferencial Op(f) asociado a la amplitud f a
partir de la integral

Op(f) : S(RY) — S(RY)

e [ ] H@ e duty) i),
R4 JRd

que es continuo con la topogia de Fréchet usual de S(R?). Més atin, puede ser extendido a un operador continuo
de S'(R?) en S'(RY) (cf. [Shul, Sec. 23.2). Notaremos G*(R%) la imagen bajo Op del espacio I'"(R¢). Notar que
Op induce un isomorfismo lineal de I'}*(R?) en G7*(R?) (cf. [Shu], Thm. 23.2).

Observacién 6.2.4. Si f € T'(R?), el operador Op( f) puede extenderse a un operador acotado en L*(R%/?) (cf. [Shudl, Thm.
24.3),y si f € TT(R?), con m < 0, puede extenderse a un operador compacto en L*(R%/?) (cf. [Shudl, Thm. 24.4).

Por lo tanto, tenemos las siguiente coleccién de x-dlgebras de Fréchet, que usualmente se identifican con el
espacio plano no conmutativo,

o I',(RY) = Unmerl')"(RY),
o I'M,sim <0,

o IO(RY) = Upn<ol'J'(R?),
o I59(R?) = Up<ol 7 (RY),

con la involucién dada por conjugacién. Notar que I's(R?) C RY.

La clase de médulos proyectivos finitamente generados sobre la C*-dlgebra RY estéd en correspondencia con la
clase de modulos proyectivos finitamente generados sobre I'}' (m < 0), que a su vez estdn en correspondencia con
la clase de modulos proyectivos finitamente generados sobre un dlgebra de operadores compactos de un espacio de
Hilbert (cf. [Rie2]]).

Por otra parte, dados m € R, 0 < p < 1, definimos

T (RY) = {f € C®(R%,C) : |f(2)] < Co@)™, |0 f(x)] < Calx) "™},

Se puede demostrar que fg“ (RY) C F;’L(Rd). Consideremos el espacio de amplitudes hiperbélicas (cf. [Shu], Def.
25.1)

HTp™ (RY) = {f € C®(R',C) : C{a)™ < |f(2)] < Cola)™, |07 f()] < Cafar)™""}.

Notar que el espacio anterior se puede definir también de la forma siguiente
HIT™ (RY) = {f e T (RY) : 3g € T,™ idga — f.9 € S(RY)}

y que, dados f, € HT)""™ (RY), f, € HT*™(R) y f; € T™s(RY), con mg < m}, entonces f; € HI')" ™ (RY),
fi+ fs € HD™m (RY) y f1.fy € Hl";”lerr""m,ﬁ'm,2 (R?) (cf. [Shul, Lemma 25.1). Notaremos HG7™ (R?) la imagen
bajo Op del espacio H FZ””' (R4), denominado espacio de operadores hiperbélicos.

Ademas, el operador pseudodiferencial Op(f) asociado a f € H FZ“’”/ (R%) es un operador Fredholm de S(R¢)
en S(R?), y de S'(RY) en &' (R?) (cf. [Shul, Thm. 25.3).

Por otro lado, si f; € Hl"ZLl’m/1 Ry fa € HI‘;”Q’m‘; (R9), entonces f; * fo € Hl"f.f“+m2’m;+m{2 (RY) (cf. [Foll, Thm.
2.47, Eq. (2.44b)). Mas atn, resulta que Op es un morfismo de algebras, al considerar el producto estrella (cf. [Fol,
Eq. (2.44b)). Al aplicar este morfismo a RY, vemos que induce una *-representacion irreducible de RY en L2(R%), lo
que implica que Op es un monomorfismo de RY en L2(R?) (cf. [Cor], Thm. 1.2; [Fo], Thm. 1.30; [Rie2], pp. 31, 39).

Dado f € HT'"™ (R%), entonces existe g € HI';™~™ (R?), denominada parametriz, tal que

idga — fx g € S(RY), idge — g% f € S(RY).

Notar que, si g, g’ son dos parametrices de f, entonces g — ¢’ € S(R?) (cf. [Shul], Thm. 25.1).
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Sea f € H F;’“m/ (RY) y Op(f) su operador pseudodiferencial asociado. Supongamos que Op(f) es inyectivo
(por [Shu], Eq. (25.7), no importa dénde). Si nos restringimos al espacio de Schwartz con el producto sesquilineal

inducido de L?(R%'), vemos que Op(f)*Op(f) es inyectivo, ya que, si v € Ker(Op(f)*Op(f))

0 = (Op(f)"Op(f)v,v) = (Op(f)v, Op(f)v),

lo que implica que Op(f)v = 0, y por lo tanto v = 0.

A su vez, como Op(f)*Op(f) es autoadjunto, posee inversa (cf. [Schl], Thm. 25.4). Entonces, existe un operador
T = Op(f)(Op(f)*Op(f))~/? tal que T*T = idg(re). Ademds, las amplitudes asociadas a 7'y T* pertenecen a
HT9°(R%), y por la unicidad de la parametriz, idsgs) — TT* es un operador integral con nicleo en el espacio de
Schwartz S(R?9).

Observacioén 6.2.5. Siguiendo a [Hor, todas las definiciones y resultados anteriores pueden obtenerse en el caso mds general
de funciones con valores en un espacio Home (E, F'), donde E y F son dos C-espacios vectoriales de dimension finita, y el valor
absoluto es reemplazado por la norma usual de Home (E, F).

En este caso, denotaremos los espacios anteriores de la forma R§(N, N'), S(Rg)(N, N') y T(R§)(N, N’) (e = m, < 0,<
0), si dim¢(E) = N y dime(F) = N'.

Los resultados anteriores (salvo el caso de operadores hiperbdlicos) son vdlidos para multiplicaciones (matriciales) g.f de
funciones, con f tomando valores en Homc (E, F') y g en Homc (F, G). En el caso de operadores hiperbélicos, elegimos E = F,
y notaremos HI™™ (R3)(N).

Estaremos particularmente interesados en el caso m = n = 4, con el dlgebra de Lie R*, que actda sobre el espacio
no conmutativo R} por las derivaciones usuales. En este caso, existe un procedimiento para describir instantones,
denominado ADHM no conmutativo, que es una generalizacién del método de Atiyah-Drinfeld-Hitchin-Manin en
geometria diferencial (cf. [ADHM]) y que procedemos a explicar.

En primer lugar, sean V' y W dos C-espacios vectoriales, y consideremos los morfismos de espacios vectoriales
By, By € End¢(V), I € Home(W, V) y J € Home(V, W). Ademas, definimos los elementos de T',(R%)

21 = Y1 +iy2,
2o = Y3 + 1Y4.
y los ndmeros complejos (., (i, (2 € C mediante
[21722] - Cca [21’21] = _Cla [Z2722] = _<27

donde z; = y1 — iy2, Z2 = y3 — iya (los niimeros complejos anteriores se escriben como combinacién lineal de los
elementos de matriz de 6, ya que son los corchetes de Poisson de las funciones coordenadas (cf. [Ried], p. 72)).
Ademas, ¢, = (4 + (o.

Comencemos considerando el morfismo de I',(R?)-médulos

D (VoVaeW)eT,(RY) - (VaoV)eT,(RY

dado en forma matricial por

—B2+22 B1—Z1 I
Bi—z Bi—-7z J*)

Notar que este operador estd bien defindo ya que I',(R?) x T',(R?) C T',(R%) (cf. [Shu], Sec. 23.2).
Sean
py = [B1, BY] + [Ba, B3] + II* — J*J,
He = [Blv BQ] + IJa
fic = [B3, Bi] + JI",

entonces, las identidades

Hr = Cra
He = <C7
e = Cm
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denominadas ecuaciones ADHM, implican que D*D € Endp, gay((V & V) ® I',(RY)) se puede escribir de la forma
A 0
0 A)’

A= (Bl — Zl)(BT — 21) + (BQ — ZQ)(B; — 22) +II*,
= (BT — 51)(31 — Zl) + (B; — ZQ)(BQ - 22) + J*J.

donde A € Endp, ga)(V © I',(R?)) esta dado por

El morfismo A es claramente inyectivo (mds atn, es definido positivo) y autoadjunto.
Por otro lado, A es un elemento de HT'2*(R%)(2), ya que es la suma I1* € HT'V*(R*)(2) y de
A(z1,22) = (B1 — 21)(Bf — 21) + (B2 — 22)(B; — 22),
que pertenece a HT'>*(R*)(2). Para demostrar esto altimo
A(z1,22) = BiBf — 21B} — B1%1 + |21|* 4+ BaBj — 2B3 — BoZy + | 22|,

y como BB}, BoB; € T9(RY)(2,2); B1Z1, Bfz1, BaZa, Bz € THRY)(2,2) v |21]? + |22]> = |2> € HTT*(RY)(2),
entonces A € HI>?(R%)(2).

Finalmente, como A es inyectivo, autoadjunto y pertenece a HT'}*(R*)(2), es un isomorfismo.

Podemos definir entonces los morfismos de I',(RY)-médulos p = D(D*D)'D*yp' =1 —pen (VaV @
W) @ I',(R?), que cumplen p? = p, p> = p’ y pp’ = p’p = 0. Consideramos el I',(R%)-médulo M = Ker(D*) =
Im(p) = Ker(p'), que es proyectivo finitamente generado, ya que es sumando directo (como I',(R?)-m6dulo) de
(Ve VaeW)el,(RY) ylaconexién inducida por Levi-Civita en M.

Observacién 6.2.6. En [Ne2ll, pp. 13-14, o [NSI, estd demostrado que A es un morfismo inyectivo. Sin embargo, este
morfismo no es biyectivo al emplear la definicion de espacio plano no conmutativo presente en esos articulos, y por lo tanto
no se puede obtener un moédulo proyectivo finitamente generado de acuerdo a las prescripciones anteriores en ese contexto (cf.
Schl, p. 2).

Si definimos f = Dy g = (D*D)~'D*, la curvatura correspondiente es la calculada en el Ejemplo (iii),
R= p’dD(D*D)’lD*dD(D*D)*lD* +p'dDd((D*D)~'D¥)
=p'dD(D*D)"*D*dD(D*D)~'D* — p'dD(D*D)~*d(D*D)(D*D)~*D* + p'dD(D*D)~'dD*,
ya que
d(a ) = —a"td(a)a™'.
Mas atin, como d(D*D) = dD*D + D*dD, resulta
R =p'dD(D*D)"'D*dD(D*D)~'D* — p/dD(D*D)"'dD*D(D*D)~' D*

—p'dD(D*D)"'*D*dD(D*D)~*D* + p'dD(D*D)~'dD*

= p'dD(D*D)"*dD* — p'dD(D*D)~'dD*p,
y como R esta restringido a Ker(p) = Im(p’), obtenemos

R =9pdD(D*D)~'dD*p'.

De la definicién de D* resulta la siguiente expresién matricial para la curvatura

iA" T, AN wy +iw3) 0
R=2p | A=Y (wy — iws) —iA 0|,
0 0 0

donde w;, i = 1,2, 3, son 2-formas con valores en el algebra de Lie R* dados por

w1 = dxodx + drsdry,
Wy = dl‘ldl‘g + d.IQdZC47
w3y = drgdxy + drodrs.
De la escritura anterior, vemos inmediatamente que R es auto-dual. Esto implica que las componenetes de la

conexién de Levi-Civita para el médulo M cumplen las ecuaciones de Yang-Mills, y por lo tanto M es un YM(4)-
modulo.
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Observacién 6.2.7. De igual modo que en la geometria conmutativa, en el caso de los instantones en el espacio plano no
conmutativo se imponen condiciones de crecimiento en infinito, cf. [Schl], Sec. 3.
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