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Estimacion Robusta en Modelos Parcialmente Lineales Generalizados

En esta tesis, introducimos una nueva clase de estimadores robustos para las componentes
paramétricas y noparamétricas bajo dos modelos parcialmente lineales generalizados. En el primero,
las observaciones independientes (y;,x;,t;), 1 < i < n satisfacen y;| (x;,t;) ~ F (-, ;) con u; =
H (n(t;) + x}B), para una funcién de distribucién F'y una funcién de vinculo H conocidas, donde
t; € IR, x; € IRP. La funciéon n : IR — IR y el parametro 3 son las cantidades a estimar. Los
estimadores robustos se basan en un procedimiento en dos pasos en el que valores grandes de la
deviance o de los residuos de Pearson se controlan a través de una funcién de escores acotada.
Los estimadores robustos de @ resultan ser n'/2—consistentes y asintéticamente normales. El
comportamiento de estos estimadores se compara con el de los estimadores clasicamente usados,
a través de un estudio de Monte Carlo. Por otra parte, la funciéon de influencia empirica permite
estudiar la sensibilidad de los estimadores.

El modelo generalizado parcialmente lineal de indice simple, generaliza el anterior pues las
observaciones independientes son tales que y;| (x;,t;) ~ F (-, 1;) con pu; = H (n(a™t;) + x;3), donde
ahora t; € IR, x; € IRP y la funcién n : IR — IR y los parametros 3y a (||a|| = 1) son desconocidos
y se desean estimar. Introducimos dos familias de estimadores robustos que resultan ser consistentes
y asintoticamente normales. Calculamos también su funcién de influencia empirica.

Todas las propuestas dadas mejoran el comportamiento de los estimadores clasicos en presencia
de observaciones atipicas.

Palabras Claves: Estimadores de Ntcleos; Estimadores Robustos; Modelos Parcialmente Lineales;
Suavizadores; Tasa de convergencia.



Robust Estimation in Generalized Partially Linear Models

In this thesis, we introduce a new class of robust estimates for the parametric and nonparametric
components under two generalized partially linear model. In the first one, the data (y;,x;,%;),
1 < i < n, are modeled by y;| (x;,t;) ~ F (-, ;) with u; = H (n(t;) + x}3), for some known
distribution function F' and link function H, where t; € IR, x; € IRP. The function n : IR — IR and
the parameter 8 are unknown and to be estimated. The robust estimators are based on a two step
procedure, where large values of the deviance or Pearson residuals are bounded through a score
function. It is shown that the estimates of 3 are root—n consistent and asymptotically normal.
Through a Monte Carlo study, we compare the performance of these estimators with that of the
classical ones. Besides, through their empirical influence function we study the sensitivity of the
estimators.

The generalized partially linear single index model generalizes the previous one since the in-
dependent observations are such that y;| (x;,t;) ~ F (-, ;) with p; = H (n(a’t;) + x;3), where
now t; € IRY, x; € IRP and n: IR — IR, B and « (]|a|| = 1) are the unknown parameters to be
estimated. Two families of robust estimators are introduced which turn out to be consistent and
asymptotically normally distributed. Their empirical influence function is also computed.

The robust proposals improve the behavior of the classical ones when outliers are present.

Keywords and phrases: Kernel Weights; Partly linear models; Rate of convergence; Robust estima-
tion; Smoothing.
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Capitulo 1

Introduccion

La mayoria de los procedimientos estadisticos clasicos estdn basados en modelos con hipétesis
rigidas, tales como errores normales y observaciones equidistribuidas, entre otros. Bajo estas
hipétesis se deducen procedimientos 6ptimos. Por ejemplo, para el caso de regresion con errores nor-
males, el procedimiento 6ptimo es el de minimos cuadrados; para modelos paramétricos en general,
los procedimientos éptimos clasicos son los estimadores de maxima verosimilitud. Sin embargo,
estos métodos son muy sensibles al incumplimiento de las hipdtesis que los generaron, tales como
la presencia en la muestra de observaciones atipicas. En efecto, pequenas desviaciones del modelo
central, como puede ser el modelo de errores normales o el modelo logistico, manifestadas por unas
pocas observaciones atipicas pueden invalidar las conclusiones basadas en estos procedimientos.
Los procedimientos estadisticos robustos tienen como objetivo permitir inferencias vélidas cuando
el modelo no se cumple exactamente y al mismo tiempo ser altamente eficientes bajo el modelo
central.

Por otra parte, los modelos clasicamente usados son paramétricos y la suposicién es que la
muestra de observaciones proviene de una familia paramétrica conocida. En estos casos, el problema
es estimar los parametros desconocidos o hallar tests de hipétesis o intervalos de confianza para
los parametros. Esta suposiciéon puede ser relativamente fuerte porque el modelo paramétrico
supuesto puede no ser el correcto si existe alguno (los datos pueden ser tales que no exista una
familia paramétrica adecuada que dé un buen ajuste), ademés los métodos estadisticos desarrollados
para un modelo paramétrico particular pueden llevar a conclusiones erréneas cuando se aplican
a un modelo ligeramente perturbado (falta de robustez respecto del modelo). Estos problemas
llevaron a la tendencia de desarrollar ademéas de procedimientos estadisticos robustos, métodos
semiparamétricos para analizar los datos.

El modelo lineal generalizado supone que se tienen observaciones (y;,x;,%;), 1 < i < n, inde-
pendientes y con la misma distribucién que (y,x,t) € IRPT2. Se supone ademés que la distribucién
condicional de y|(x,t) pertenece a una familia exponencial de la forma

explyf(x,t) — B(0(x,1)) + C(y)]

para funciones B y C' conocidas donde la media se modela linealmente a través de una funcién
inversa de vinculo, g, es decir, g(u(x,t)) = ap + x"8 + t con u(x,t) = E(y|(x,t)) = B'(6(x,t)), y
B’ la derivada de B (ver McCullagh y Nelder, 1989).



CAPITULO 1: INTRODUCCION 2

Para estos modelos, la funciéon de influencia de los estimadores cldsicos basados en cuasi-
verosimiltud es no acotada. Grandes desviaciones de las variables respuesta respecto de su media,
medidas a través de los residuos de Pearson, o datos atipicos en el espacio de las covariables pueden
tener una gran influencia en los estimadores de méxima verosimilitud. Esos outliers o potenciales
outliers para los modelos lineales generalizados deben ser detectados y controlados por procedimien-
tos robustos como los considerados por Stefanski, Carroll y Ruppert (1986), Kiinsch, Stefanski y
Carroll (1989), Bianco y Yohai (1995), Cantoni y Ronchetti (2001) y Bianco, Garcia Ben y Yohai
(2005).

En algunas aplicaciones, el modelo lineal es insuficiente para explicar la relacién entre la variable
respuesta y las covariables asociadas. Una extension natural, que sufre de la asi llamada maldicion
de la dimension, consiste en modelar la media noparamétricamente en las covariables. Una estrate-
gia alternativa consiste en modelar linealmente la mayoria de los predictores mientras que uno o un
pequeno nimero se modelan en forma noparamétrica. Esta es la aproximacion que se abordara en
esta tesis, de modo que la relaciéon vendra dada por el modelo semiparamétrico parcialmente lineal
generalizado siguiente: y;|(x;,t;) ~ F(., ;) con p; = H(n(t;) +x;8) v Var(yi|(xi, t;)) = V(wi),
donde H = g~ ! es la funcién de vinculo conocida, V es conocida, n(t) es la componente no
paramétrica desconocida que se supone una funcién continua y 8 € IRP es un pardmetro de-
sconocido que se desea estimar.

Un caso particular de estos modelos lo constituyen los modelos de regresién parcialmente lineales
en los que la funcién vinculo es la identidad. Més precisamente, en estos modelos las observaciones
verifican y; = x3 +1(t;) + €;, donde los errores son independientes e independientes de los efectos
(x4,t;) y donde en muchos casos se supone que x;; = ¢;(t;) + 2, para 1 < j < p. Estimadores de
tipo splines y propuestas basadas en polinomios locales, en niicleos o en vecinos més cercanos para
modelos de regresién parcialmente lineales fueron considerados por varios autores para el caso de
disenos fijos y aleatorios (ver, por ejemplo, Hérdle, Liang y Gao (2000)).

En el caso de modelos parcialmente lineal generalizados, propuestas basadas en nicleos fueron
dadas por Severini y Staniswalis (1994) que aplicaron el concepto de perfiles de verosimilitud gener-
alizada introducido por Severini y Wong (1992). En muchos casos, la componente noparamétrica de-
pende de un vector de covariables t € IR?, s6lo a través de una proyeccién a't, donde el pardmetro o
es desconocido. Este modelo se conoce como modelo parcialmente lineal generalizado de indice sim-
ple y fue introducido por Carroll, Fan, Gijbels y Wand (1997) quienes dieron una propuesta basada
en cuasi-verosimilitud. En el mismo se supone, entonces, que las observaciones (y;, X;,t;) € IRPFa+!
son tales que y;|(xi, ti) ~ F(., 1) con p; = H(n(et;) +x;8), Var(yi|(xi, t:)) = V(w), H=g " es
la funcién de vinculo conocida, V' es conocida, 7(t) es la componente no paramétrica desconocida
que se supone una funcién continua y 8 € IRP y a € IR? son parametros desconocidos que se desea
estimar. Observemos que el modelos parcialmente lineal generalizado corresponde al caso o = 1
conocido.

Como en el caso lineal, todos estos estimadores son muy sensibles a observaciones atipicas. En el
caso de modelos de regresién parcialmente lineales, estimadores robustos basados en M-estimadores
locales fueron considerados por Bianco y Boente (2004) mientras que una propuesta robusta para
modelos parcialmente lineales generalizados, basada en el concepto de perfiles, fue dada por Boente,
He y Zhou (2006).

En el Capitulo 2, propondremos estimadores de dos pasos basados en procedimientos de cuasi-
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verosimilitud locales relacionados con los de Carroll, Fan, Gijbels y Wand (1997), con funciones
de escores que ponderdn las observaciones atipicas para el modelo semiparamétrico parcialmente
lineal generalizado. Por otro lado, obtendremos resultados sobre el comportamiento asintético de las
propuestas dadas, més precisamente probaremos que los estimadores propuestos son consistentes y
asintoticamente normales. Para estudiar, la robustez de nuestra propuesta, obtendremos la funcién
de influencia empirica y estudiaremos sus propiedades.

En el Capitulo 3, adaptaremos los estimadores propuestos en el capitulo anterior al modelo
parcialmente lineal generalizado de indice simple. Daremos dos propuestas de estimacién robusta
para estos modelos mas generales. Al igual que en el capitulo anterior estudiaremos propiedades
asintoticas de los estimadores resultantes de ambas propuestas y obtendremos la funcién de influ-
encia empirica. El Apéndice contiene las demostraciones de algunos de los lemas enunciados en las
distintas Secciones.



Capitulo 2

Modelo Generalizados Parcialmente
Lineales

2.1 Introduccién

Consideremos y, una variable aleatoria Bernoulli y supongamos que deseamos modelar la proba-
bilidad de ocurrencia del evento {y = 1} a través de una relacién lineal de una variable explicativa
x de dimensién p. El modelo de regresién lineal habitual, supone que p(z) = E(y|x = x) puede
ser modelada de la siguiente manera pu(x) = B'x. Claramente, en el caso de variables Bernoulli
este modelo no resulta apropiado ya que pu(x) = P(y = 1|x = x) y por lo tanto toma valores entre
(0,1) mientras que 3'x podria tomar valores en toda la recta real. Una solucién a este problema
fue estudiada por Nelder y Wedderburn (1972) . La idea consiste en transformar E(y|x = z) con
una funcién cuya imagen sea la recta real y luego modelar esta transformacion linealmente en las
variables explicativas. Por ejemplo en el caso de variables Bernoulli, suele utilizarse la funcién logit,

definida como logit(p) = log (ﬁ). De esta forma, el modelo resulta

logit (u(x)) = B'
que es comunmente conocido como modelo de regresién logistica.

De un modo mas general, podemos definir los Modelos Lineales Generalizados. En estos modelos
la variable de respuesta y tiene distribuciéon condicional a x = =z perteneciente a una familia
exponencial con media p(x). Més precisamente, la funcién de densidad de y|x = x puede escribirse
de la siguiente manera

fy|x:x(y) - exp{y@(m) - B(@((L‘)) + C(y)}
donde By C son funciones conocidas y por lo tanto u(x) = B'(0(x)) con B’ la derivada de B. En

estos modelos la media es modelada linealmente a través de una funcién g cuya inversa H = g—!
es usualmente llamada vinculo. Es decir,

9(u(x)) = Bx . (2.1)

Como mencionamos en la introduccion, en muchas oportunidades suponer esta dependencia lineal
resulta insuficiente para explicar la relacién subyacente entre y e x. Por tal motivo y para evitar
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el problema de “la maldicion de la dimensién” que poseen las técnicas puramente no paramétricas
es que surgen los Modelos Parcialemente Lineales Generalizados. En este enfoque se supone que
contamos con un par (x,t) de variables explicativas y con una variable de respuesta y donde
la distribucién y condicional a (x,t¢) pertenece como antes a una familia exponencial. Es decir,
yl(x,t) ~ F(,pu(x,t)) con p(x,t) = H(B"x +1(t)) vy VAR(y|(x,t)) = V(u(x,t)) donde H = g~ es
la funcién vinculo conocida. Este modelo combina la ficil interpretaciéon de los modelos lineales
con la flexibilidad de los modelos noparamétricos.

Estimadores para 3y n en Modelos Parcialmente Lineales Generalizados (GPLM) fueron estu-
diados por diversos autores como Hérdle, Liang y Gao (2000), Hérdle, Miiller, Sperlich y Werwatz
(2004). Las procedimientos cldsicos de estimacién si bien son eficientes bajo el modelo central
pueden verse seriamente influenciados por la presencia de un pequeno grupo de observaciones
atipicas. Debido a este hecho, Boente, He y Zhou (2006) propusieron una familia de estimadores
para el modelo GPLM resistente a datos anémalos en la muestra.

En este Capitulo, proponemos un nuevo método de estimacién en modelos GPLM que puede ser
descripto en dos pasos. Estudiaremos distintas propiedades como la consistencia y la distribucién
asintética y a fin de estudiar la robustez de nuestra propuesta derivaremos la funcién de influencia
empirica.

2.2 Estimacion

Sean (y;,%;,t;) € IRP*? observaciones independientes tales que y;|(xi,t;) ~ F(-,p5) con p; =
H(n(t;)+x:3) y VAR(yi|(xi,t:)) = V(). Sean no(t) y By los verdaderos pardmetros y indiquemos
por Ey la esperanza bajo el verdadero modelo, entonces Ey(y|(x,t)) = H(no(t) + x"By). Sea
wy : IRP — IR una funcién de pesos que controla las covariables x’s de alta palanca y p : IR?> — IR
una funcién de pérdida. Definamos,

Su(a,B,t) = Y Wit)p (v, xB + a) wi(x;) (2.2)
i=1
S(a,8,7) = Eolp(y,x'B+a)ui(x)|t =7], (2:3)

donde W;(t) son pesos que dependen de la cercania de t; a t y que tomaremos basados en nicleos,
0 sea,

Supongamos que wi(-) y p(:) son tales que S(no(t),By,t) = miﬁn S(a,B,t), entonces una forma
a,
de estimar ng(t) y B, seria estimar S(a,3,t) por Sy(a,B,t) y luego minimizar S, (a,3,t). Este

procedimiento no da lugar a un estimador de B, ya que el minimo en 8 de S,(a,3,t) depende de
t, y por otro lado su velocidad de convergencia asintética no es /n.

Con el objetivo de obtener estimadores de 3, cuya velocidad de convergencia sea /i, definimos
para cada B € IR? y cada funcién continua v : IR — IR,

n

FaB.0) = =3 p 0B+ ulte)) wa(x) (24

i=1
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F(B,v) = Eolp(y,x"B+v(t)) wa(x)] , (2.5)

donde ws(+) es una funcién de peso que controla los puntos de alta palanca en las x;. Supondremos
que se satisface la consistencia de Fisher, es decir F(8y,1m0) = mﬁin F(B,n) y ademés que B es el

unico minimo de F(8,np).

Bianco y Yohai (1995) estudiaron condiciones para garantizar la Fisher consistencia para el
modelo de regresion logistico, proponiendo funciones de pérdida de la forma,

ply,u) = ¢[=In f(y, H(u)) + A(y)l + G(H(u)) , (2.6)

donde ¢ es una funcién acotada, continua y no decreciente con derivada continua ¢, y f(-,s) es la
densidad de la funcién de distribucién F(-,s) donde y|(x,t) ~ F (-, H (no(t) + x"3y)). La funcién
A(y) es introducida con el objetivo que en el caso cldsico se tenga la deviance y puede ser tomada
de la siguiente manera A(y) = In (f(y,y)). Finalmente, G se usa para garantizar la consistencia de
Fisher y satisface,

G(s) = [ pln flys) + AW (0. 5)dn(y)
= Es(pl=In f(y,8) + AW)] ['(v,9)/ [ (y,9))

donde E; indica que la esperanza es respecto de la distribucién F(-, s). Croux y Haesbroeck (2002)
también estudiaron la consistencia de Fisher para el modelo de regresion logistico proponiendo una
nueva familia de funciones de ¢. Bianco, Garcia Ben y Yohai (2005) estudiaron el caso de familias
de distribuciones continuas, con densidad fuertemente unimodal como por ejemplo la distribucién
log-gama, probando que el término de correccién dado a través de G, puede ser eliminado.

Las distintas opciones de funcién de pérdidas, consideradas anteriormente se basan en contro-
lar altos valores de deviance. Cantoni y Ronchetti (2001) introdujeron otra clase de funciones
de pérdidas, que controlan valores atipicos de residuos de Pearson. Este enfoque se basa en
robustificar la cuasi-verosimilitud. Sea 7(y, ) = (y —p) V~=/2(u) los residuos de Pearson con
VAR (y;|(x4,t;)) = V (15). Llamemos v(y, 1) = V=2(u)tpe (r(y, 1)), donde 9, es una funcién im-
par no decreciente y ¢ una constante de ajuste, como por ejemplo la funcién de Huber. Entonces
la funcién de pérdida propuesta seria,

(w)
ply,u) = — VSH v(y, s)ds + G(H(u))| , (2.7)

0

donde sq es tal que v(y,s0) = 0y G(s), el término de correcién que garantiza la consistencia de
Fisher satisface G'(s) = —E; (v(y, s)).

La familia de estimadores robustos para modelos parcialmente lineales generalizados que es-
tudiaremos en este capitulo puede definirse como un procedimiento en dos pasos de la siguiente
manera.

e Paso 1: Para cada valor de t fijo, sea

(B(t),ii(t)) = argmin S,(a, 3,1) (2.8)

a’7a
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e Paso 2: Definimos el estimador de 3, como

B = argminF,(3,7). (2.9)
B

0
Luego, si la funcién p es continuamente diferenciable y si llamamos ¥ (y,u) = ap(y,u),

(Bo,m0(t)) v (B(t), 7(t)) resuelven respectivamente las siguientes ecuaciones de estimacién S'(a, 8,t) =
0y Sk(a,B,t) =0 donde

SYa,B,7) = E(V(y,x"B+a)w (x)z|t =7) (2.10)
S’}L(a”ﬁ’t) = ZVVZ(t)\IJ (yi, x; B + a) z;w1(x;) (2.11)
i=1

y z = (1,x")". Por otra parte, el estimador propuesto del parametro de regresién B, es solucion de
FY(B,7) =0y By es solucién de F1(B,n0) = 0 donde

n

F'B) = B (x84 oft) wa(x)x) (212)
FiB0) = D W (x4 olt) walx)x: (213)
=1

Este enfoque mejora computacionalmente la propuesta de Boente, He y Zhou (2006). En efecto,
dichos autores consideran una propuesta basada en perfiles y definen para cada 3 € IRP, njg(t) =
argmin, S, (a, 3,t). El estimador de 3 se define entonces como ,@ = argming F,(83,7)s), mientras
que el de 7 resulta ser 7) = 7j;. En nuestra propuesta 7 se calcula una sola vez en el primer paso
y por lo tanto, no es necesaria la minimizacién de S, para una grilla de valores de 3 de modo a
obtener 7); para cada uno de ellos, lo cual facilita el computo del estimador.

2.3 Consistencia

En esta Seccién mostraremos que los estimadores definidos en (2.8) y (2.9) bajo algunas condiciones

de regularidad son consistentes. Supondremos que t € 7 y que 79 C 7 es un conjunto compacto.

Entonces si v es una funcién continua v : 7y — IR indiquemos por |[vg.cc = sup [v(t)] ¥ [|v|lec =
teT

sup |v(t)|. Esta ultima cantidad puede ser no finita.
teT

C1. p(y,a) es una funcién continua y acotada y w; y we estdn acotadas.

C2. El ntcleo K : IR — IR es una funcién par, no negativa, acotada y continua con derivada
acotada, que satisface /K(u)du =1, /uQK(u)du < 00 |u|K(u) — 0 si |u| — oco.

C3. La sucesion h,, satisface h,, — 0, nh,/log(n) — oc.

C4. fr, la densidad marginal de ¢; es una funcién acotada en 7 y dado un conjunto compacto
7o C 7T existe una constante positiva Ay (7p) tal que Ay (7y) < fr(t) para todo t € Ty.
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C5. S(a,B,t) satisface la siguiente condicién de equicontinuidad: dado € > 0 existe 6 > 0 tal que

[ti—ta| <0y ||B1—0Bsl| <d,t; €Ty y B, € Kparai=1,2= sul%|S(a,,@1,t1)—5(a,,32,t2)| <e.
ac

C6. S(a,3,t) es una funcién continua y 70(t) es continua y diferenciable.

Lema 2.3.1. Sea K C IRP y Ty C T compactos tales que 75 C 7 donde 7; es la clausura de una §
vecindad de 7y . Supongamos que se satisfacen C1 - C6 y la siguiente condicion,

i) K es de variacién acotada

ii) La familia de funciones F = {f(y,x) = p(y,x"B + a) w1 (x),8 € IRP,a € IR} tiene niimero
de cubrimiento N (e, F, L'@)) < Ae~W, para cualquier @ y 0 < ¢ < 1

Luego se tiene, ||7j — nol|o,00 — 0.
DEMOSTRACION DEL LEMA 2.3.1.
En forma andloga al Teorema 3.1 de Boente, He y Zhou (2006) se tiene que
sup [|Su(a,B,) = S(a, B, )]0 = 0.

Be]Rp
aclR

Luego el Lema A.1 de Carrol, Fan, Gijbels y Wand (1997) implica que ||8 — Bol| + | — 0]l0,00 == 0
|
Teorema 2.3.2. Sea 8 el argumento que minimiza F,(8,7) donde F,(8,7) estd definida en (2.4).

0 P
Supongamos que ¥ (y,u) = 6—p(y, u) es acotada y que 1) satisface
u

17 = 110ll0,00 == 0. (2.14)

Supongamos que se satisface C1 y la siguiente condicion; la familia de funciones H = { fs(y,x,t) =
p(y,x"B + no(t))wa(x), B € IRP} tiene mimero de cubrimiento finito, N (e, F, L'(@)) < oo, para
cualquier @ y 0 < € < 1 entonces,

a) sup |Fn(B,7) — F(B,m0)| > 0 para cualquier conjunto compacto K
pelR?

b) Si, F(B,no) tiene un tinico minimo en (By,n0) y Blim F(B,n0) > F(By,mo), entonces B %
18] —00
Bo-

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.3.2.

a) Dado € > 0, sea 7y un conjunto compacto tal que P(t; ¢ 7y) < € entonces,

R N 1 &
sup [F(8,7) = Fu(B,m0)] < 117 = mollo,colw2lloo [¥lloc + 2llw2llocllplloc =D L g7
pelR” n:=
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y usando la condicién (2.14) y la ley fuerte de los grandes nimeros se tiene que,

sup ’Fn(ﬁvﬁ) - Fn(/67770)’ & 0
selR”
Luego, por la hipotesis sobre el nimero de cubrimiento para la clase H del Teorema 2.4.1 de Van
der Vaart y Wellner, obtenemos que

sup |F,(B,m0) — F(B,m0)] <=0
selR?

b) Sea ,[Aik una subsucesién de B tal que ,[Aik — 3%, supongamos sin perder generalidad que B — 3.
Si||B*]| < o0, de a) y de la continuidad de F'(8,n0) deducimos que F, (B,7) — F(B*,m0) 2> 0y

Fo(Bo: 1) — F(Bo,m0) £ 0. Como F,,(Bg,7) > Fu(B,7) y F tiene un tnico minimo en (8,70),
facilmente se obtiene 3* = 3.

Supongamos que ||,3 | = oo luego igual que antes tenemos que F), ([3 n) — (,[Ai ) — 0,
<0

Fu(Bo, 1) = F(Bo,m0) <= 0y Fo(By, 1) > Fu(B,7) entonces Jim F(ﬁ 1m0) — F(Bo,m0) absurdo
luego ||B%]| < oo O

2.4 Funcién de influencia empirica

Uno de los objetivos de la estadistica robusta es dar procedimientos de estimacién que sean menos
sensibles a datos atipicos. La funcién de influencia empirica, ver Tukey (1970), es una medida
de robustez, que refleja el comportamiento del estimador cuando cambiamos un elemento de la
muestra por una nueva observacién que no proviene del modelo original. Mallows (1974) considerd
una funcién de influencia para muestras finitas que corresponde a la funcién de influencia definida
por Hampel (1974) (ver Hampel, Ronchetti, Rousseeuw y Stahel, 1982) evaluada en la distribucién
empirica de los datos. Para el caso de regresién noparamétrica, Tamine (2002) propuso una funcién
de influencia suavizada para estimadores noparamétricos de regresién basados en nucleos, pero bajo
el supuesto que el parametro de suavizado h es fijo. Por otra parte, Manchester (1996) introdujé
un método grafico para reflejar la sensibilidad de un estimador bajo contaminacion.

Para medir la influencia de una observacién atipica, consideraremos una versién empirica de la
funcién de influencia definida de la siguiente manera. Sea {(y;,X;,%;) }1<i<n, Una muestra aleatoria
y consideremos ,8 el estimador del pardmetro de regresion basado en esa muestra. Observemos que
si llamamos P, a la medida empirica que le asigna masa puntual 1/n a cada elemento de la muestra
resulta que 3 = B(P,). Por otro lado, consideremos P, ; a la medida empirica que le asigna masa
1—¢ . . . . .. (n—1)e+1
==£ a cada oPservamon (yisXi,t;), 1 <i<n i#j,yalaobservacion (y;,x;,t;) masa ~— —.
Indiquemos B, . al estimador del pardmetro de regresién para esta nueva muestra. Entonces, la

funcién de influencia empirica (EIF) para B es:
T Bj,e - B
BIE () = Im =

En adelante sélo notaremos a ,[Aijﬁ por BE omitiendo por simplicidad el subindice j. Observemos
~ 55
que EIFj(8) = £8.|

o Luego, con el objetivo de obtener EIF; (B) para el estimador propuesto,
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o En primer lugar, notemos que 3, satisface
E=

PN
calculemos 3-8,

1-¢

n .
7

v (yzw x;B. + ﬁa,j(tz‘)) wa(xi)x; +e¥ (y]aX;Be + ﬁa,j(%‘)) wa(x;j)x; =0 (2.15)
1

donde (B.(t), 7e,j(t)) satisfacen

0 = - ; : ;K (ti }: t) v (yi’X;‘Bs(t) + ﬁa,j(t)) w1(Xi)z; (2.16)

b ek (tj - t) W (47,58 () + e 5(1)) w1 (x))z

es decir Bs(t) Y 7e,j(t) corresponden a los estimadores obtenidos en el primer paso con la nueva
muestra. Entonces derivando respecto de ¢ la ecuacién (2.15) y evaluando en € = 0 tenemos,

1 & ~
0 = — > u (yi,xgﬂ + ﬁ(ti)) wa(x;)X;
=1
1 nz ~ =
=3 (v 0B+ (1)) waoci)oci ] ELF(B) + EIF; (7) (1)
i=1
+ v (yj, X8+ ﬁ(fj)) wa(X;)X;
1 TL ey ~ T 2 n
= = > x (yz', x; 3+ ﬁ(fi)) wa(x;)x;[x; EIF;(8) + EIF;(7) ()] (2.17)
i=1
+ (1,58 + BIF () (1)) ws (),
donde EIF;(7)(t) = %ﬁa,j(t)‘azo y x(y,u) = %\I/(y, u). Luego para calcular la influencia empirica

de 3 es necesario obtener EIF;(9)(t;) para 1l <1 < n. Entonces derivamos respecto de ¢ y evaluamos
en € = 0 la ecuacién (2.16) y obtenemos,

n h

0o - - f K (ti - t) X (v xiB(1) + (1)) wl(xi)ZiZ%( EIF;(7)(t) )

£B.(t)

e=0
ti—t

+ K < ) W (35, x5B(t) + A(t)) w1 ()2

luego EIF;(7)(t) es el primer elemento del vector

v = - {% S () (i) + 700) w1<xz->ziz;}K (50) ¥ (B0 + 1)) wr ()2
(2.18)

i=1

~

Finalmente de (2.17) despejamos EIF;(3) obteniendo
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+ % D (i X6 + (1)) walxi)xi EIFj(ﬁ)(ti)} (2.19)

donde EIF;(7)(t;) es el primer elemento de v; definido en (2.18).

En la Seccién 2.6.1 describimos dos ejemplos de modelos particulares y para una muestra de cada
uno de estos modelos calculamos la funcién de influencia empirica. En cada caso consideramos una
grilla de puntos con diferentes valores de (yo, zo,%o) vy calculamos la funcién de influencia empirica
para cada unos de los puntos de la grilla.

2.5 Distribucion Asintotica

En esta Seccion mostraremos que bajo ciertas hipdtesis, el estimador propuesto para el parametro
de regresion es asintoticamente normal. Para simplificar la notacién llamaremos:

0 0?
x(y,a)=%\lf(y,U) y xl(y,a)=W‘I’(y,u)

Sea ¥ la matriz 3 = 3; + ¥y + 35 4 X3 con
B = Eo{ ¥ (y1,xiBy +mo(tr) whlxi)xixi }

¥y = Eo{Gi(t1)fr(t1)¥ (y1,x180 + no(t1)) wa(x1)y(t1)x; }
S5 = Eo{G%(tl)’V(tl)v(tl)"'f%(tl)}

donde v(7) = E(x (y,x"By + no(t)) wa(x )xfT )|t =7) y Gi(1) el primer elemento de

A() (g 1B (7)) ) () com A ( (X By + () (<) () (L) It = 7). Supon-
dremos ademés que 7 es compacto.

N1. no y 7(t) son continuas y derivables con derivadas continuas, tales que ni 17— 1ollec =0y
- p
17" = nollee — 0
N2. Las funciones ¥, x, x1, w2, ¥1(x) = xw1(x) y ¥2(x) = xws(x) son continuas y acotadas.

N3. La matriz A = Eq [x (y,x"By + no(t)) xx"wa(x)] y A(t) definida anteriormente son no singu-
lares.

N4. La matriz X es definida positiva.
N5. Eo{¥ (y,x"By + no(t)) [(x,1)} = 0.

N6. Eg (w2(x)[x[]?) < oo.
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N7. fr la densidad marginal de ¢; y su derivada son funciones continuas y acotadas. Ademés,

2

N8. a) mi(t,7) = E(Gi(t2)|t1 =t,ta = 7), mi(t,7) = 5

funciones continuas y acotadas.
b) ma(r1, 72,73, 70) = E([Gilt;) — Galt)[Gultr) — Go(t )]t = 7oty = Tasty = To,ty = 1)

mi(t,7) y mi(t,7) = my(t,7) son

0
or
/ _ . .
mb(T1, T2, T3, T4) = a—mg (71,72, 73,74) son funciones continuas y acotadas.
Ty
c) (t) tiene derivada continua.

N9. El nicleo K : IR — IR es una funcién par, no negativa, acotada y Lipschitz de orden uno,
que satisface [ K(u)du =1, [uK (u)du =0y [u?K(u)du < oo.

Para demostrar que el estimador propuesto para el parametro de regresién es asintoticamente
normal necesitaremos el siguiente lema que demostraremos en el Apéndice.

Lema 2.5.1. Supongamos que se satisface N1, N2, N3, N7, K es un ntcleo simétrico y
2

E(wi(x)|[x|]?) < o0. Sinh* - 0y nhm lognl/h) = 400 y n'/4|B(t) — Byl < 0 entonces se
tiene
n /
sup |9 E n(t—1t)Gj(t)] =o n~1/?2
- [7(t) — mo(t nf )G;(1)] p( )

donde G(t) estd definido anteriormente.

Teorema 2.5.2. Supongamos que t; son variables aleatorias y su distribucién tiene soporte en un
conjunto compacto 7. Supongamos que se satisfacen N1 a N9, si nh* — 0 entonces si B es una
solucién de (2.13) consistente y se satisface la conclusién del Lema 2.5.1, se tiene que

ns (B - ,@0) LN (0,A*12 (A*l)T) ,

donde A y 3 estan definidas anteriormente.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.5.2. Sea 3 solucién de F1(8,7) = 0 definida en (2.13). Haciendo
un desarrollo de Taylor de orden uno se tiene

1 o

0 = =D W (yxiB+ilt) walxi)x,
i=1
n

1 - ~
= gz\p(yiaxiﬁo"i_n(ti)) w2(xz)xz + - ZX Yis X B3 +77( ))wQ(XZ)XZ (/6 /BO)
i=1 i=1
con B* un punto intermedio entre 3, y B Entonces, es suficiente mostrar que,

n

A, = Z (43, ;8% + 7)(1:)) wa () xix] = A

=1
n

B, = Z U (yi, 1 Bo + 7(t:)) wa(x:)x; == N (0, %)
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donde A y ¥ estan anteriormente. A, puede escribirse como

1 . T Q% T 1 . T Q% T
An = — D X (Wi x; B + mo(t:)) wa(xi)xix] + - > x1 (Wi Xi B + &) wa (xi)xix; (A(t:) — 1o(t:))
i=1 i=1

donde &,; es un punto intermedio entre 7)(¢;) y no(t;). Por N1, N2 y N6 se tiene que A%z) 250.
N2 implica que A\(8) = E(x(y,x'B + no(t))w2(x)xx") es una funcién continua de 3, del hecho que
o B se deduce que

E [x (y,X"8" + no(t)) wa(x)xx"] — E [x (y, X" By + no(t)) wa(x)xx"] == 0.

Luego, es suficiente mostrar que,
1 & p
n D X (Wi x; 8%+ mo(t:) wa(xi)xix} — B [x (y, X" B no(t)) wa(x)xx"] = 0.
i=1

Consideremos la siguiente clase de funciones H = {x (y,x"3 + no(t)) we(x)xx" B € K} con K un
entorno compacto de B,. Usando los mismos argumentos que en el Lema 1 de Bianco y Boente

(2002) se tiene que AlY 2L A

Para obtener la distribucién asintética de 3 es suficiente analizar el comportamiento de B,,.
Sea,

C, = % S (31, X080 + (1) w33 )i + ()Gt (1)
i=1

. —1
donde G;(7) el primer elemento de [E <X(y,x"',30 +n0()w1 (%) (L) (L) |t = T>:| U (y;, %18y +
mo(m)wi(x:)(x,) ¥ 7(7) = E(x (y,%" By + no(t)) wa(x)xf7. ' (£)]t = 7).

De, N5 se sigue que C,, tiene distribucién asintética normal con matriz de covarianza 3. Luego
basta demostrar que B,, — C,, —2,0. Es f4cil ver que B, — C,, = BS) + Bg) donde

BY - - Z i XEBo -+ (1) walo)s (t) — ()]~ = iz?ljlwtnaz-(ti)fT(u)

— Bgﬂ) o Bgl)
1 & 1 2
BY = -3 X1 (i xiBo + Gin)) walxo)x; (n (1) — mo(t:)])
=1

donde &;,, es un punto intermedio entre 7(¢;) y n0(¢;). De N1 y N2 se sigue que BY 2.0. Luego,

para finalizar bastara con probar que Bg) -2, 0. Por el Lema 2.5.1. se tiene

B® —

n

X (Yis X; Bo + no(ti)) wa(xi)xq [7(t:i) — no(t:)]

= L1

@
I
-

X (Wi, X Bo + no(ts)) wa(x;)%;

S-Sl
i
i
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X

1 S ti —t; on(n=1/2
{—nth(ti)ZG]uz)K( ) + ol >}
T —1 tl_t]
X1y + (1)) walox s i ()G (1) K (P52 ) 40, (1)
= B(5)+0p(1)

Entonces basta ver que B£L5) — B£L4) 2.0.

Sea R(yi, X, t;) = X (yi, X} B + 1o (t:)) wa(x;)x; f7 (t;) entonces,

BO _BO = LN LS i (B0 g Gi) — S (1) G)
IS (") Rl 16t S 0G0
= 2 an DK () Rl )Gi) =10t
+ an:l [%EK (tZ;tj) _fT(tl)] V(tz)Gz(tz)
= X LK () 1Rt )G
+ =3 Y K (M) bty - Gy
i=1 """ =1
s 2y 2w (B s 6 - Gl
i=1 """ =1
1 &1 & ti —t;
+ %; %;K( h )_fT(tz)] V(t:)Gi(t:)

Por N5, E(G1(t1)[t1) = 0 luego, usando N7, sup
teT

K
nh Z (
6.6.7 de Hardle, Liang y Gao (2000) obtenemos B B 2, 0

(8)

Para obtener la convergencia de Bj,’ calculamos su esperanza y su varianza. Consideremos
m1(t,7) definida en N8, observemos que m(t,t) = 0, entonces

> — fr(t)

BBY) = “Ep (frenmn. K (22))
= nfl/ 0 fr(t /mltT K (57 sotryarde.
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Usando N7, N8 y N9 se tiene,

/mltT ( )fT dT—/mltt—uh) (u) fr(t — uh)du
= [lmubmi (e, 8) + w Rl 6 60K @) Fr(6) ~ wh () du

=m0 [ WK @ fp )+ fr) v @mi (e e)du—h [ WK @mi (¢80 (G)du
= 0%

entonces por N2 como 7 es compacto E(B(g)) = ”—ﬁO(hQ) = O(n'/?h?) — 0. Para el célculo de
la varianza, el desarrollo es similar. Observemos primero que

8)

B{Y 3/2 Z ( > V()IGilty) = Gilti) n3/2 ZZU
i#]j
entonces
Cov(BY,BY) = — > Cov(Zy. — 533 Cov(z, %)
i£j i#£] l#s
nin — n2(n—1
_ 3 )COV(Z12,Z12) + (n3 )[COV(ZH,ZB) +Cov(Z12, Z32)]
ahora

tr(Cov(Ziz, Z12)) < iE <K2 b~ t2> tr(y(t1)y"(t1))[G1(t1) — Gl(tz)]2>

= o8 (K2 () ety i) - G

= % / K* (u - v) tr(y(u)y" (w)[G1(u) = G () fr(u) fr(v) du dv

= / K2 (2)tr(y(w)y" (w)[G1(w) — Gi(u — zh) fr(u) fr(u — zh) du dz

= o [ K6y @G (€2 fr(u)frlu — 2h) du dz

obteniendo asi que t7(COV(Z12, Z12)) = O(h) y por lo tanto n(n — 1)tr(Cov(Zia, Z12))/n® — 0
cuando n — c0. Del mismo modo calculemos Cov(Z12, Z13).

Bzw) = [ ("5 ) G (W)~ Ga () () fr(v) du do

_ /K — G — b)) fr(u) f(u — 2h) du dz

tr(E(Z12213)) = / h2 (u — v) (u ; Z) tr(y(w)y" (1) [Gr(v) — G1(0)][G1(u) — G1(2)]
(w) fr() fr(u) fr(z) du dv dz
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= /K(Z)K(U)W(W(U)VT(U))[Gl (u) = Gi(u — h)][G1(uv) — G1(u — hz)]
fr(w) fr(v) fr(u— ho)fr(u —hz) du dv dz

() (o)t (3w () (G (60 1[G (€2)h2) fr () fr (0) (s — ) fr (o — ) dudud
= 0%

obteniendo entonces tr(Cov(Z12, Z13)) = O(h?) y de forma andloga tr(Cov(Z12, Z32)) = O(h?) y
por lo tanto tenemos,

n

-1
tT(COV(B%S),B%S))) = TtT(VAR(Zlg)) + n t?“[COV(Zlg, Zlg) + COV(Z127,~, Zgg)] = O(hn_l + h2)

n

La convergencia de ng) y Bg) la obtenemos de la misma forma que para B%S). Calculemos en

primer lugar la esperanza,

Be0) = g (r (1) ) - i)

ny/n h
= B (5 (M) bt () EGi )l
= e (5 (M) ) )
= e [ (M) B = ) ) ) i () e

haciendo un cambio de variables, realizando un desarrollo de Taylor y usando el hecho que mq (u, u) =
0 obtenemos,

BBY) = " [ 1K (U5) b~ ) ) fr(w) fr(o)dude

Vn h
" 22,2
- \/ﬁl /fT(u)/K(z)'y'(fz)hz lrm(u,u) — hzm(u, 2) + hTm/f(U,&)] fr(u —hz)dzdu

entonces por N8 y como -y es derivable y su derivada continua, obtenemos que F (Bg)) = O(n'/2h?).
Con los mismo argumentos obtenemos que la traza de la matriz de varianza converge a 0 por lo
tanto Bg) 2.0.

)

Por tdltimo calculemos la esperanza de ng ,

BBY) = g (1 (M) (Rl ) - ()] ()
= B (5 (M) Gt Bl xauta) — (e, 1)
= o (55 () Gt B(R G xe )lt2) = A(02)]) =0

Para la varianza los términos de covarianzas son cero por el mismo argumento que la esperanza.
Entonces tenemos que tr(VAR(BﬁLG))) =0((nh)™h). O
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2.6 Resultados numeéricos

2.6.1 Estudio de Monte Carlo

Esta Seccion contiene los resultados de un estudio de simulacién preliminar disenado con el objetivo
de evaluar el procedimiento de estimacién propuesto en este Capitulo. En este estudio se consi-
deraron dos modelos logisticos parcialmente lineales generalizados. Con el objetivo de comparar
su performance bajo contaminacién, para cada uno de ellos se calcularon los estimadores robustos
propuestos, indicados por MO en tablas y graficos y los estimadores de cuasi—verosimilitud, indicados
por QL, propuestos por Carroll, Fan, Gijbels y Wand (1997), que son una alternativa a los de perfiles
propuestos por Severini y Staniswalis (1994).

Los estimadores MO elegidos fueron aquellos que controlan la deviance y fueron calculados
usando la funcién de escores propuesta por Croux y Haesbroeck (2002) con constante ¢ = 0.5. Las
funciones de pesos wy y we utilizadas para controlar las variables de alta palanca fueron elegidas
iguales y del siguiente modo,

1
wi(z;) = wh(z;) SRS YAE

donde M,, corresponde a la mediana de las x;’s. Las covariables x; se tomaron univariadas.
Para el Estudio 1 se generaron 1000 muestras de tamano 100 y se tomé una ventana de h = 0.3.
En el Estudio 2, como en Boente, He y Zhou (2006) y para comparar los resultados obtenidos en

este estudio con los obtenidos en el Estudio 3 de dichos autores, se generaron 100 muestras de
tamano 200 con pardmetro de suavizado h = 0.1. En ambos casos se utilizé el funciéon nicleo de

Epanechinikov, K (t) = ﬁ (1 — %t2> 1 (—vB.VE) (t). Los modelos considerados fueron los siguientes,

Estudio1: =z ~U(—-1,1),t ~U(0,1)ey|(z,t) ~ Bi(1,p(x,t)) dondelog (p(z,t)/ (1 — p(z,t))) =
2z + sen(2wt). Es decir, By =2y no(t) = sen(2nt).

Estudio 2: Primero se generaron pares de una distribucién normal bivariada, (x;,t;) ~
N((0,1/2),%) donde se truncé la variable ¢ € [1/4,3/4] con

1 1/(6v/3)
Y= .
1/(6v3)  1/36
La variable de respuesta fue generada de la siguiente manera

L, Bowi+mno(ti) +e >0
Yi =
0,  Boxi+mno(t;) +€6 <0

donde [y = 2, no(t) = 2 sen(4nt) y €; son independientes con distribucién logistica.

Para cada conjunto de datos generado siguiendo los modelos de los estudios 1 y 2 se considerd
la siguiente contaminacién. En primer lugar, se generd una muestra de variables uniformes inde-
pendientes, u; ~ U(0,1) para 1 < i < n. A continuacién, se consideré el siguiente esquema de
contaminacion

o] si u; < 0.90
‘] una nueva observacién de una N(10,1) siu; > 0.90
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) Y siu; <0.90
%=1 una nueva observacién de una Bi(1,0.05) st u; > 0.90

Las Tablas 1 y 2 contienen los resultados obtenidos para cada estudio de simulacién. Para
los estimadores de [y, se consideraron las siguientes medidas resumen: media, desvio estandar y
mediana calculadas sobre las replicaciones. Para estudiar el comportamiento de los estimadores de
la componente no paramétrica 7y, que indicamos por 7)qr, y Mo, consideramos el error cuadratico
medio (ECM) y el error cuadrético mediano (ECMed) definidos por

n

ECM@) = - Y [i(t) — n(t)]*  ECMed(7) = mediana(i(te) — n(t)|?)
=1

En las Figuras 1 y 2 se presentan los boxplots de los estimadores del parametro de regresion 3y para
comparar su comportamiento. Cada figura contiene 4 boxplots que corresponden a los estimadores
clasicos y robutos obtenidos bajo el modelo sin contaminacién y bajo contaminacién que indicamos
por Cy y Cq, respectivamente. En todos los casos la linea roja corresponde al verdadero valor del
parametro regresién que para ambos estudios es Gy = 2.

Tabla 1: Estimadores de (g

Estudio 1 Estudio 2
Bor  Bmo | BqL  Bwmo
media 2.0813 2.0945 | 1.9322 1.8849
desvio 0.5300 0.5863 | 0.3725 0.4059 | Cy
mediana | 2.045 2.0366 | 1.8915 1.8330
ecm 0.2875 0.3526 | 0.1433 0.1780
media | -0.1595 1.9238 | -0.1700 1.7737
desvio 0.0680 0.7656 | 0.0643 0.4573 | C4
mediana | -0.1653 1.9429 | -0.1819 1.6540
ecm 4.6690 0.5919 | 4.7130 0.2603

Tabla 2: Estimadores de nqg.

Estudio 1
ECM(ijqL) ECMed(iiqr.) ECM(fmo) ECMed(7no)
media 0.2678 0.1291 0.3074 0.1364 Cy
media 0.2347 0.1494 0.4267 0.1497 &
Estudio 2
ECM(ijqL) ECMed(iiqr) ECM(fmo) ECMed(7mo)
media 0.5504 0.1356 0.8009 0.1413 Cy
media 18.0007 0.2063 1.2699 0.2247 &
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Figura 1: Boxplot del pardmetro de regresién del Estudio 1. (a) corresponde a Cy y (b) a C;

(a) (b)
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Figura 2: Boxplot del pardmetro de regresién del Estudio 2. (a) corresponde a Cy y (b) a C;
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Tanto la Tabla 1 como la Figura 1 muestran el pésimo comportamiento de BQL ante la presencia
de datos atipicos con alta palanca. El estimador robusto de 3y es mds estable ante esta pertur-
bacién y su comportamiento bajo Cjy es similar al del estimador de cuasi—verosimilitud siendo su
error cuadratico medio un 20% mayor. Por otra parte, bajo contaminacién el error cuadratico del
estimador BQL es casi 8 veces mayor que el del robusto ya que es igual a 4.6680 mientras que el
estimador robusto BMO tiene un error cuadratico de 0.5919.

Respecto del Estudio 2, el estimador de [y presenta mas sesgo que en el Estudio 1. Este
hecho ya se observaba en el trabajo de Boente, He y Zhou (2006) y puede explicarse en parte,
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porque el diseno para las variables ¢t en el Estudio 2 no es equiespaciado. Por lo tanto, una
ventana adaptiva podria ser beneficiosa en este modelo. Sin embargo, como en el Estudio 1 el
error cuadratico medio de BMO es sélo un 24% mayor que el del estimador cldsico bajo Cy mientras
que bajo (1, la situacién se invierte siendo el error cuadratico de BQL casi seis veces mayor que
el de BMO. Vale la pena mencionar que en ambos estudios, el desvio estandar del estimador de
cuasi—verosimilitud se reduce notablemente, concentrando los valores del estimador cerca del valor
estimado de modo que un test para el pardmetro de regresion rechazaria que el mismo fuese igual a 2.
Finalmente, respecto de los estimadores introducidos en Boente, He y Zhou (2006), los estimadores
del parametro 8 introducidos en esta tesis muestran una ligera mejoria tanto en sesgo como en
varianza respecto de los introducidos por esos autores tanto bajo Cy como bajo C;. Este beneficio
va en detrimento de la estimacién de 7 ya que su error cuadrético es mucho mayor (mas del doble
en el caso robusto) que el de la propuesta dada por Boente, He y Zhou (2006). Debemos mencionar
que si bien la propuesta de esta tesis considera a n como un pardmetro de ruido y el objetivo se
centra en la estimacién del parametro de regresién 3, un método de estimacién que combinaria las
ventajas de ambos procedimientos podria ser el siguiente:

a) Calcule el estimador de 8 como se definié en (2.8) y (2.9). Sea B el estimador resultante.

b) Calcule ng(t) = argmin, Sn(a,B,t)

Este procedimiento tiene las mismas propiedades asintdticas que las vistas anteriormente pero
permite mejorar el error cuadratico del estimador de 7. Por otra parte, no es tan costoso com-
putacionalmente como la propuesta de Boente, He y Zhou (2006). La tabla siguiente contiene los
resultados para cada estudio de simulacién de el procedimiento descripto anteriormente que permite
para mejorar la estimacion de ng

Tabla 3: Estimadores de 1y mejorados.

Estudio 1
ECM(ijqL) ECMed(ijqr) ECM(mo) ECMed(7no)
media 0.2106 0.1244 0.2214 0.1321 Cy
media 0.2343 0.1535 0.2478 0.1458 (&1
Estudio 2
ECM(ijqL) ECMed(iqr) ECM(imo) ECMed(imo)
media 0.2603 0.136 0.2768 0.1462 Co
media 1.1046 0.2245 0.593 0.2048 (&1

Para concluir el estudio queremos mencionar que, en el Estudio 1, con respecto a la estimacion
de 7, todos los procedimientos parecen ser estables, debido a que la magnitud de anomalia y es muy
limitada en este caso. Sin embargo, en el Estudio 2, el estimador clasico de 1 muestra un pésimo
comportamiento bajo C;. Este fenémeno puede explicarse por el hecho de que n(t) representa
localmente la ordenada al origen en el modelo logistico y por lo tanto, es muy sensible a datos
de alta palanca, como ha sido ampliamente estudiado en el modelo de regresién logistico (ver por
ejemplo, Maronna, Martin y Yohai (2006))
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2.6.2 Funcién de Influencia Empirica

En esta Seccién, se grafica la funciéon de influencia empirica en los dos modelos descriptos en la
Seccién 2.6.1. Es decir, para cada uno de esos modelos se gener6 una muestra (y;, x;,t;), 1 <i <n,
de tamano n = 100. Se tom¢ una grilla de valores (yp,xo, o) definida por yg = 0 e yo = 1, ya

que y;|(x;,t;) es binomial, ¢ty € {0,0.1,0.2,...,1} y 2o toma valores en una grilla de tamano 20
equiespaciada en [—10, 10].

En consecuencia, para yo = 1 e yp = 0 tenemos una grilla de 220 puntos (xg,ty) y para cada
uno de estos puntos calculamos la funcién de influencia empirica dada por (2.19) y obtenida en
la Seccién 2.4. Este influencia se calcul6 tanto para los estimadores cldsicos correspondientes a la
cuasi—verosimilitud (con ¥ = id) como para el caso robusto con la funcién de escores propuesta por
Croux y Haesbroeck (2002) como en la Seccién 2.6.1. Se tomé una ventana igual a 0.3 en ambos
casos y las funciones de pesos y el nicleo de la misma forma que en el estudio de simulacién. Notese
que el mayor tamaino de la ventana se debe a que en este caso se tomaron muestras de tamano 100
en ambos estudios. Las Figuras 3, 4, 5 y 6 muestran los resultados obtenidos.

Figura 3: Funcién de influencia empirica para el Estudio 1 correspondientes a yg = 1 (a) Estimador
clasico (b) Estimador robusto.
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Figura 4: Funcién de influencia empirica para el Estudio 2 correspondientes a yo = 1 (a) Estimador
clasico (b) Estimador robusto.
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Figura 5: Funcién de influencia empirica para el Estudio 1 correspondientes a yg = 0 (a) Estimador
clésico (b) Estimador robusto.
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Figura6 : Funcién de influencia empirica para el Estudio 2 correspondientes a yo = 0 (a) Estimador
clasico (b) Estimador robusto.
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Las Figuras 3, 4, 5 y 6 muestran que la funciéon de influencia del estimador clasico no es
acotada, como es bien sabido. Valores negativos de valor absoluto grande son muy influyentes para
la estimacion de B cuando yg = 1. Por otra parte, el estimador robusto tiene funcion de influencia
empirica acotada. En ambos casos, el maximo valor absoluto de la influencia se alcanza para valores
de = cercanos a —2.5, siendo esta influencia negativa. Por otra parte, para ambos casos, los puntos
cercanos a 0.5 son los valores en los que la funciéon de influencia empirica es méxima. Por lo tanto,

los valores cercanos a —2.5 son los que se espera producirdn el mayor sesgo, siendo éste negativo
pero acotado para contaminaciones infinitésimales. El mismo analisis se puede hacer cuando yy = 0.



Capitulo 3

Modelo Generalizados Parcialmente
Lineales con Indice Simple

3.1 Introduccién

En el Capitulo anterior se estudiaron los modelos parcialmente lineales generalizados , que buscan
explicar una variable de respuesta y con variables explicativas (x,t) donde x € IRP y t € IR a través
de una relacién lineal en x y de forma noparamétrica en t. Una extensién natural que es estudiar
este modelo cuando la variable ¢ toma valores solo en la recta real sino que posee dimensién mayor
que 1, t € IR?. Claramente, uno podria imitar el método propuesto anteriormente, considerando
un estimador noparamétrico pero ahora basado en una muestra ti,...,t, de dimensién ¢. Sin
embargo, es bien sabido que esta propuesta sufriria del problema conocido como “maldiciéon de la
dimensién”, ya que necesitariamos de un muestra de gran tamano para garantizar que el suavizado
local que se realiza en los métodos de estimacién noparamétricos como vecinos m&s cercanos o
nucleos puedan ser llevados a cabo con éxito.

Una propuesta alternativa para solucionar este problema fue estudiada por Carroll, Fan, Gijbels
y Wand (1997) que consideraron un modelo donde la variable de respuesta y depende en forma no
paramétrica de t a través de una proyeccién; este modelo es conocido como Modelo parcialmente
lineal generalizado con indice simple (GPLMI). Més precisamente , este nuevo modelo supone que
contamos con (y,X,t) un vector aleatorio tal que y € IR, x € IR y t € IR? donde la distribucién
de y condicional (x,t) pertenece a una familia exponencial con la media modelada a través de
una proyeccién del vector t. Es decir, y|(x,t) ~ F(-, u(x,t)) con pu(x,t) = H(B'x + n(a’t)) y
VAR(y|(x,t)) = V(u(x,t)) donde H = g~! es la funcién vinculo conocida. Claramente, para poder
identificar a a y 7 es necesario contar con la restricciéon que ||a|| = 1.

Estimadores para B, a 'y n en Modelos parcialmente lineal generalizado con indice simple fueron
considerados por Carroll, Fan, Gijbels y Wand (1997). En este Capitulo, introduciremos dos prop-
uestas de estimacion robusta para este modelo, ademads estudiaremos sus propiedades asintoticas y
derivaremos la funcién de influencia empirica para una de ellas.

24
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3.2 Estimacion

Sean (y;, X;, t;) observaciones independientes tales que y; € IR, x; € IRP y t; € IR? y supondremos
que y;|(x;,ti) ~ F(-, ;) donde p; = H(x;B + n(a't;)) y VAR(yi|(xi,t:)) = V(wi). Sean o, Bg v
oy los verdaderos parametros y notemos por Ejy la esperanza bajo el verdadero modelo, entonces
Eo(yll(xz,tz)) = H(X;,BO + no(aatz)) Deﬁnamos,

Rn(a’/@’a’u) = ZWa’L(u)p (yl'aXE/@ + CL) wl(Xi) (31)
=1
R(a,B,a,u) = Eolp(y,x"B+a)wi(x)la’t =] , (32)

donde wy : IRP — IR es una funcién de pesos que controla las covariables x’s de alta palanca y
p: IR* — IR una funcién de pérdida. Los pesos W,;(u) dependen de la cercania de u y t; proyectado
en la direccién «, i.e. a't; y que tomaremos basados en ntcleos

k(24
()

Wa,(u) =

j=1

con Kp,(u) = + K (%). Supongamos que 7q g(u) es tal que 1, g(u) = argmin R(cv, 3, a,u). Por otro
a€R
lado, definamos las siguientes funciones,

Gal@sB,0) = =3 p(ixiB +vla't) uz(x) (33)
i=1
GlaB.v) = Eolp(yx'8+0(a't) wa(x) (34)

donde ws(+) es una funcién de pesos que controla los puntos de alta palanca en las x’s. Supongamos
que oy, B, satisfacen (ao,3)) = argmin G(a,3,10) es decir se satisface la Fisher consistencia.
B

Diversos autores, establecieron diferentes condiciones que garantizan la consistencia de Fisher,
en el Capitulo anterior se resumieron algunas de las propuestas dadas para modelos parcialmente
lineales generalizados, que también son validas para los modelos parcialmente lineales generalizados
con indice simple estudiados en este capitulo.

A continuacién introduciremos dos familias de estimadores robustos en modelos parcialmente
lineales generalizados con indice simple.

3.2.1 Propuesta 1

Esta primer propuesta esta basada en el método de perfiles que fue introducido por Severini y Wong
(1992), estudiado por van der Vaart (1988) y aplicado mds recientemente por Severini y Staniswalis
(1994). El procedimiento de estimacién que proponemos en primer lugar puede ser definido en dos
pasos de la siguiente manera:

e Paso 1: Para cada B y « fijos, con ||| =1 sea
n
Nos(u) = argemin > Wailw)p (i, %8 + a) wy (x;)
R =1

= argmin R,(a, 3,a,u)
aER



CAPITULO 3: ESTIMACION 26

e Paso 2: Definamos el estimador de (o, 8y) como

~ : 1 & T ~ T
(&.B) = argmin =" p(yi, X8+ flap(@’t:)) w2 (x;)
[AESWEIS ]

3.2.2 Propuesta 2

En la siguiente propuesta definimos un estimador de tres pasos. El cédlculo del estimador propuesto
depende de estimadores iniciales, que pueden ser obtenidos a partir de la propuesta anterior.

e Paso 1: Calculamos un estimador inicial robusto y consistente de B, y un estimador inicial
robusto, consistente y equivariante por transformaciones otorgonales de ay, que llamaremos
IBR y Og,. Sea oy = aRl/HaRlH-

e Paso 2: Definamos un estimador de 7y como

Taw (W) = argmmZ (00 (1% By + @) wi ()

acER

= argmln Rn(aR7IBR7a’7u) ‘
aER

e Paso 3: Definimos estimadores para (o, 3,) como
~ 1&
(a, [3) = argrgin - Z P (yi, x; 3+ ﬁER,,ER(aTti)) wa(x;)
* i=1
En ambas propuestas, el problema de minimizacién da origen a puntos criticos de las ecuaciones
derivadas. Si p(y,u) es diferenciable y notamos por ¥(y,u) = dp(y,u)/0u. Sean,

1( ,Ba,u) = E(¥ (y,x'8 + a) wi(x)|a't = u) (3.5)

0,1 = 3 st B 0B ) () (3.6)

X 2 U)|y=aT
FU(, Bnes) = B <\1/ (., x"B + na,ﬁ(a“t))wz(x)< , + 9 ()] t)| ) Ttt)) + 9(2) (3.7)

FaNeyp (W) lu=art + %%,a(u

n

0 ~
Z (yi, x; B + ﬁaﬁ(a"'ti))wg(xi)( - X; + aana,a(;t)lu_a t; >+0<0> '
a_ana,ﬁ(u)‘uiavrti + %na,ﬁ(u)’u:a'rtiti o
(3.8)
donde 6 es el multiplicador de Lagrange debido a la restriccién ||a||> = 1. Entonces, los estimadores
pueden ser obtenidos como solucién de las ecuaciones derivadas. Mas precisamente, 7, 5(u) y
Tap(u) satisfacen RY(ct, B,Nap(u),u) =0y R:(a, B, 77&,3( u),u) = 0, respectivamente. Y ademads,

(0,80) vy (&,B) satisfacen Fl(a, 8,745 =0y Fl(a .3, s ﬂ) = 0, respectivamente.

3|'—‘

( 16 7701,!3

Andlogamente, para la propuesta dos na,s(u) y 75, 5, (u) satisfacen RYa, B, Nap(u),u) =0y
R}L(&R,BR,ﬁaR,BR(U),u) = 0 respectivamente y (g, 3o) v (&, 3) satisfacen G0, B0 Nao3,) = 0
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1/~ A _ .
y G, (a, S, :;R,n/B\R) = 0 respectivamente con

Gl o, Bv) = E(@(y,xT5+v(aTt))w2(x)< * )) (3.9)

v'(at)t

Gl Bv) = %iw<yz-,x;ﬂ+v<a"'ti>>w2<xz->(M * ) (3.10)

=1 OéTtZ')tZ‘

3.3 Consistencia

Al igual que en la Seccién 2.3, el objetivo de esta parte es mostrar que bajo algunas condiciones
de regularidad ambas propuestas de estimadores de ag y B presentados en la Seccién anterior son
consistentes. En esta parte supondremos que t € 7 C IRY. Sea 735 C 7 un conjunto compacto,

consideremos el conjunto U(7p) = {a't : t € 7y, ||| = 1} entonces si v es una funcién continua
v :U(Tp) — IR notaremos por ||v|lpc = sup |v(u)].
uel (7o)

D1. La funcién p(y,a) es una funcién continua y acotada y wq y we estdn acotadas.

D2. El nicleo K : IR — IR es una funcién par, no negativa, acotada y continua con derivada

acotada, que satisface /K(u)du =1, /uQK(u)du < 00 |u|K(u) — 0 si |u| — oco.

D3. La sucesién h,, satisface h,, — 0, nh,,/log(n) — oc.

D4. fr(t) la densidad marginal de t; es acotada. Dado un conjunto compacto 7o C 7 existe una
constante positiva A; (U(7p)) tal que Ay (U(Zp)) < fo(u) para todo v € U(Tp) v ||e|| = 1
donde f, es la densidad marginal de a"t;.

D5. R(«, B,a,u) satisface la siguiente condicién de equicontinuidad: dado e > 0 existe 6 > 0 tal
que

lup —ual < 9,||8) — Bsll <9 and [ja1 — ae| <6 ,u; € U(Ty) ,3; eK,o; €8 coni=1,2

entonces sup |R(a1)ﬁlaaau1) - R(QQaBZ’a)u2)| <e€.
aclR

D6. R(a,B,a,u) es una funcién continua y 7, g(u) es funcién continua en (o, 8, u).

D7. Los estimadores iniciales ar y Br de ap y B, son consistentes.

Observaciones: D4 se cumple si fr(t) > B1(7y) Vt € 7y. La hipétesis D7 es necesaria para
probar la consistencia de los estimadores de la segunda propuesta, en primer lugar mostraremos la
consistencia de los estimadores de la primer propuesta, de esta forma estos estimadores podrian ser
considerados los estimadores iniciales de la segunda propuesta.

Lema 3.3.1. Sea K C IRP un conjunto compacto, 8! = {a € IR? ||a|| = 1} y To C T un conjunto
compacto tal que 3 69 > 0 75, C 7, donde 75, es la clausura de una ¢y vecindad de 7y . Supongamos
que se satisfacen D1 a D6 y que vale la siguiente condicion
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i) K es de variacién acotada

ii) la familia de funciones F = {f(y,x) = p(y,x" B+ a) wi(x),3 € K,a € IR} tiene nimero de
cubrimiento N (e,.?’-",L1 @)) < Ae™W | para cualquier medida de probabilidad @ y 0 < € < 1.

FEntonces se tiene:

a) sup HRn(avﬁvav ) _R(avﬁvav ')”O,oo ﬂ) 0
a€ER,aeSL,BE

b) Si inf lim R(e,B,a,u) — R(a, B, g(u),u)| >0, entonces
aesl, gek |lal—oo ’
u€l(To)

~ a.s.
Sup ”7704,13 - na,ﬁHO,oo — 0.
«€81, ek

DEMOSTRACION DEL LEMA 3.3.1.
1
a) Sea Rin(a, B,a,u) = = 321 ) Kp(a'ti—u)p (yi, x; 8 + a) wi(x;), Ron(c,u) = - > K (u—a'ty)

Rln(a7 167 a, u)

con Kp,(u) = +K(%). Entonces R, (e, 3,a,u) = Ron(co0)

. Ahora,

sup HRn(a’B’a") _R(aaﬁ’a")uo,oo < sup HRln(a’/@’a") _E(Rln(aaﬁaa’ '))Ho,oo+

acSl ek acsl pex
acRr acR
+ sup HE(RlTb(a’/@aaa )) _R(aaﬁaaa )E (Ron(aa'))HO,oo +
acsl, ek
aclR

+llplleo sup [ Bon (e, -) — E(ROn(a,'))Ho,oo]/ inf _ Ron(c, u)
1S

a8t uel (7o)
donde ||p||lc = sup |p(y,a)|. Para n suficientemente grande,
,a

inf Rn ’ > inf Rn - Rn "_ERn 3"
west i T (o, u) L E (Rop (e, u)) sup [ Ron (e, ) — E (Ron(et,))lp.00

E (Rop(a,u)) = h/ ( )fa dv—/K ) fo(hv + u)dv
Consideremos § < dp y seaUs = {u+s:u € U(Tp) ||s|| <0} y sea R tal que / K (v)dv > 1/2

[v|<R
entonces si h < 0/R se tiene que hv+u € Us y como Us es un conjunto compacto y por D4 tenemos

E (ROn(a,u)) > %Al (U(;) .
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Entonces es suficiente mostrar,

sup HRln(a,,B,a,') _E(Rln(avﬁ7a7'))HO,oo & 0 (311)
acsl,gex
acR
sup [Ron(ex,) = E (Ron(c, N —> 0 (3.12)
1S
sup HE(Rln(aaﬁvav )) - R(avﬁvav )E (ROn(av'))HO,oo - 0 (313)
aegé,ge;c

Usando el Teorema 37 de Pollard (1984) y D1 se tiene (3.12) .
Por otro lado, si u; = ™t
‘E (Rln(a767a7u)) - B7a u) (Ron(a U’)) ’ ’E(Kh (U1 —U)[R(Ot,ﬁ,a,’U,1) —R(O[,IB,G,,U,)])’
= ‘/ Kh T_u (Oé,,B,G,T)_R(Q,B,G,U)]fa('r) dr

< ||f,,||oo/K(v) \R(at, B, a,u — vh) — R(e, B, a,u)| dv

Como fr es acotada y ||a|| = 1, haciendo un cambio de variables resulta sup ||fa|lco < 00, luego
a€S?
por D5 se tiene (3.13).

Por tltimo para probar (3.11), consideremos la clase de funciones

Fn = {gtya,aﬁ,h(y,x,v) = Bilp(y,XT,@ + a)wi (x)K (#) = B’lp(y,xTB + a)wl(x)ﬁa7h,t(v)}

con B = ||p|loo||w1||cc|| K||co- La demostracién de (3.11) se obtiene entonces como en el Teorema de
3.1 de Boente, He y Zhou (2006).

Parte b) Es andloga al Teorema 3.1 de Boente, He y Zhou (2006).0J
3.3.1 Consistencia de los estimadores de la primera propuesta

Lema 3.3.2. Sea &, (3 el argumento que minimiza Gp(a, B,7a,5) donde Gy, (a, B,v) esta definido
en (3.3) y Na,p verifica

SUD  [7la8 — Tassll0,00 = 0- (3.14)
aesl,BEIC
Si se satisface D1 y D6 entonces
a) sup |G, B,7ap) — G(at, B,1ap)] 225 0 para cualquier conjunto compacto K.

a,a€81;b,8eK
b) Si existe un conjunto compacto K tal que lim P (ﬂn>m,3 € IC1) G(a, B,Ma,p) tiene un
m—»oo
tinico minimo en (v, By), entonces & *% oy y [5’ 2% B, donde & y [5’ son los estimadores
de la primer propuesta.



CAPITULO 3: CONSISTENCIA 30

DEMOSTRACION DEL LEMA 3.3.2.

a) Dado ¢ > 0, sea 7y un conjunto compacto tal que P(t ¢ 7j) < € entonces se tiene que,

sup \Gn(a,ﬁ, ﬁa,b) - Gn(aaﬁvna,b)‘ S sup Hﬁa,b - 77a,b”0,oon2HooH\I/Hoo
a,a€81,b,8eK a,a€81.b,8eK
1>
+ 2Hw2||oo||p||oogzl(ti¢%>
i=1

y usando (3.14) y La Ley Fuerte de los Grandes Nimeros tenemos que,

sup |Gn(a’/3a7/7\a,b) _Gn(aaﬁana,bﬂ ﬁ) 0.
a,a€81,b,8eK

Entonces es suficiente probar que sup |G, B,map) — G, B,Map)| 22, 0. Consideremos
a,a€81,b,8eK
la familia de funciones

H=A{fasy,x,t) = py,x" B+ nep(a't))wa(x) b,8€Ka,ac Sl}

luego usando el Teorema 3 del Capitulo 2 de Pollard, la compacidad de ', D1 y D6 con los mismos
argumentos que en el Lema 1 de Bianco y Boente (2002) se tiene que

sup ‘Gn(avﬁvna,b) - G(aaﬁﬂ?a,b)‘ E) 0.
a,a€S81;b,8eK

b) Como (&, B) esta ultimamente en un compacto, supongamos por simplicidad que (&, B) es
la subsucesién convergente, (a,3) <% (a*,3*), por la parte a) y la continuidad de G(«,3,v)

tenemos que G”(a’ﬁ’ﬁgﬁ) - G(a*’ﬁ*7na*aﬁ*) =2 0 Yy Gn(aOMBOvﬁaO:ﬁo) - G(a()’lBOvnO) =2 0.
Como Gy (g, By, Nao,8,) = Gn(a,,@,ﬁ;RﬁR) y G(a, 8,14,) tiene un tnico minimo en (e, By),
facilmente se obtiene b).0

3.3.2 Consistencia de los estimadores de la segunda propuesta

Lema 3.3.3. Sea &,03 el argumento que minimiza G”(a’ﬁvﬁER,ER) donde G, (a,B,v) esta
definido en (3.3) y Na,p verifica

SUP |78 = T, ll0,00 = 0. (3.15)
acSl ek

Supongamos que:
a) se satisface D1 y D7.
b) existe un conjunto compacto Ky tal que lim P (ﬂn>m[§ € ICl).
m—0o0 -

¢) G(a,B,m0) tiene un tnico minimo en (o, By)-
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Entonces & =% o y B £ B donde & y (3 son los estimadores correspondientes a la segunda
propuesta.

DEMOSTRACION DEL LEMA 3.3.3.

Como (&, ,[AS) esta ultimamente en un compacto, entonces podemos sin perdida de generalidad
suponer que (&, 3) =% (a*, %), luego por D7, la continuidad de 7,5 y el Lema 3.3.2. parte a)

fenemos que G”(a’B’ﬁER,ER) — G(a*,B%,10) = 0y Gu(ao, By, Tz, 5,) — G, By, mo) == 0.

Finalmente como Gn(ao,ﬁo,ﬁgR ER) > Gn(&,,@,ﬁgR ER) y G(a,3,m0) tiene un dinico minimo
en (By, o), se tiene lo que queriamos probar.[]

3.4 Funcién de influencia empirica

Como en la Seccién (2.4), en esta parte obtendremos la funcién de influencia empirica de & y B
los estimadores resultantes de la primer propuesta. Con el objetivo de simplificar el calculo de la
funcién de influencia empirica, en primer lugar analizaremos como afecta la aplicacién de trans-
formaciones ortogonales de las observaciones a los estimadores & y B Asi mismo, analizaremos
la invarianza de transformacién ortogonales en el problema teérico. Més precisamente, si (ag, 3g)
minimizan G(ev, 3,14,5) estudiaremos como se ven afectados g y By cuando en lugar de consid-
erar las variables (y,x,t) tomamos (y,x,I't) siendo I" una matriz ortogonal en IR7*?. Asi mismo
siay B corresponden a los estimadores obtenidos a partir de una muestra aleatoria (y;,x;,t;)
estudiaremos los estimadores resultantes a partir de una muestra (y;, x;, ['t;).

Lema 3.4.1. Supongamos que (o, 3y) minimizan G(c, 3,14,), sea t = I't donde I'T" = T
consideremos

G(et,Biap) = Eo|p(4,X'B+Tlap(@h)) ws(x)]
donde 1, 5(u) = argmin Eg [p (y,X"B + a)) wy (x)|a't = u} .

Si (&, By) = argmin G(,B,7ap) ¥ G(a,B,7a) tiene un tinico minimo en (cy, B,) entonces
o 9||ex||=
g
tenemos que oy =T'ag y By = By.
DEMOSTRACION DEL LEMA 3.4.1.

En primer lugar observemos que 7, g(t) = Nrra. g(u) pues
Mas(w) = argminEo |p (y,x"B + a)) wi (x) "t = u]
a
— argminFo [p (3, X8 + a)) wi (x)|(T"a)"t = u]
a
= Mria,e(u)

Entonces, tenemos que,

Eo [p (4% Bo + 71z, 5, (@0) ) wa(x)] = Bo[o (4.3 By + 1z, 5, (T'60)'6) ) wa(x)] - (3.16)
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Por otro lado tenemos que

o [p (X' Bo + 1z, 3, (@) wax)] = __min  Bo [p (1, X'B + e p(@'D) ) wa(x)
BERP
einin  Eolp(y,x'B+wrras((Ma)t))we(x)] = min ~ Eolp(y,x'8 +nrras((I"a)'t)) wa(x)]
BERP BERP
ceinin  Eolp (y,x'B 4 napla’t) wa(x)] = Eolp(y, X By +1ag.e (@pt)) wa(x)]
BERP

luego de (3.16) se tiene que I"ayg = oy y Bo = By como queriamos probar. []

Lema 3.4.2. Supongamos que (&,,[Ai) minimizan Gp(e, 3,7as), sea t; = I't; donde I'T = |
consideremos

Gl Big) = -3 0 (10 XiB + @) wnfoc)
=1
K (%)

) p (Yi, x;B + a) w(x;) .

~
= o~

Si (a,3) = argmin én(a,,@,ﬁaﬁ) v Gp(e, B,7a,p) tiene un tnico minimo en (&, 3) entonces
acRl||la, =1
BERP

a=Ta y ,[~3 = ,[Ai
DEMOSTRACION DEL LEMA 3.4.2.

La demostracién es andloga a la anterior. Observamos primero que 7, 5(u) = 7rra,s(u) pues

~ & K, (aTEZ- — u)
na,ﬁ(U) - ar‘;gé?;n z:zl Z?:1 Ky (OzTEj —u

. Ky (TMa)"t; —u)
= argmin
aER z:zl ?:1 Kh ((FTa)th—u)

)p (yi, x; B + a) wi(x;)

P (Yi, X; B + a) w(x;)

= ﬁFTa,ﬁ(u)
Entonces tenemos que,
n ~ n =
Sop (0B iz Junoe) = Yp (Bt A z500) ) (317
i=1 ’ i=1 o
Por otro lado es facil ver que
n =~ A n o~
> (wexiB o+ asu) ) wn) = 3 (v XiB + 2 (0)) walx)
i=1 ' i=1

entonces de (3.17) se tiene que (FTa,B) = (&,B) O
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OBSERVACION: Como consecuencia de lo estudiado anteriormente observemos que bastard con
calcular la funcién de influencia empirica en el caso en que & es el ¢g-ésimo vector de la base
candnica de dimensién ¢ que llamaremos e, € IRY.

Pues si a # e, como ||a| = 1 tomemos 71, ...,7,-1 tales que junto con & formen una base
ortonormal y llamemos [ a la matriz cuyas columnas corresponden a los elementos de la base, es
decir T’ = (71 -..7¢4—1 @). Entonces consideremos {(y;, X;, fti)}lgign la muestra transformada y a*
y B* los estimadores asociados a dicha muestra. Luego bastard observar que por lo demostrado
anteriormente &. = I"&’ y B, = B. por lo tanto EIF(&); = " EIF(&*); y EIF(8) = EIF(3").
Entonces nos concentremos solamente en obtener la funcién de influencia empirica en el caso & = ey.

Al igual que en la Seccién 2.4 notaremos por o, Ba y nff%( ) a los estimadores de la muestra

transformada omitiendo nuevamente el subindice j. También introduciremos la siguiente notacién
que usaremos tanto en esta Seccién como en la siguiente.

0
X(yva) = %\I](yva)
0?
) = o < )
T = (a,8,u)
0 = ( 071607a0t)
70 = (ow,Bo, apti)
7= (@p.a't)

(9 77&,3( )| «,B,8)=T
vi(t) = ( 8 s (
aal «,B,8)=T + %na,ﬁ(s)’(a,ﬁ,s):fr t;

w(r) = ( + B ()l 0= )

2 () (i) + Tl (5) (ps)=r ti

Desarrollo para la obtencién de la funcion de influencia empirica:

Antes de comenzar con el desarrollo formal para obtener la curva de influencia notemos que bajo
el supuesto & = €4, como ||a|| = 1 para todo ¢, se deduce facilmente que &' EIFj(a) = 0, entonces
sia = (ai,...,qq), tenemos que EIFj(ay) = 0. Luego si notamos por alb = (ay,... ,Qg—1)
bastara con obtener EIF; (B) y EIFj(&(q_l)).

Este desarrollo lo realizaremos en dos etapas, en primer lugar mostraremos que existen dos
matrices aleatorias A y B en IRPH0*P+9) que definen implicitamente EIF;(8) y EIFj(a) de la

siguiente forma;
~ - 0 0 EIF;(3)
PrA=-{P.-B+90 !
a { a Bt (o I)}(EIFJ-(&)
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En la segunda etapa estudiaremos el sistema obtenido en el paso anterior para obtener expre-
siones explicitas de EIF;(3) y EIF;(a).

Etapa 1: Observemos que (BE, a.) resuelven

9 ~(e)
1oe ™ . X; + REM (u)| —art;
+ n Z \I] (y’u zﬁe + 7]’\ = (astl)) UJQ(XZ)( e ,qf(g)
i=1 5 (W, + by g7 5 (Wl,—g
a €)
Xj +a_ e Ag(u)’u art, )

+ E\p(yﬂ’xjﬁe+77A)A5(a'etj)>w2(xj)< e o
80‘ 045,3( )|u aTt +t]%7726;5\6( )|u :;Tt

donde ﬁ‘(f%(u) satisface

o'ty —u) (i, X} + ip()) w (i) (3.19)

+ EKh(Oéth —u)¥ (yja x;8 + 7755,%(“)) w1 (x;).

Llamemos ¢(¢) a

1—ed . Xit ol 5 ()] 't
¢(€) = n Z v (ylvxzﬁe 77’\)’\ (aeti)> wQ(Xi)< _(¢) 5 9 /u\(z-:)
i=1 w5 (Wl ar g, +tigeis 5 (W)l o,
A(E)
@) Xj + 550 5 Wz,
e (B + 5 (@) )< o ) o @ (3:20)
dalla, 5 (Wh=at, +t]8un/\ 5. Wl—ary,

luego (3.18) es equivalente a 6. (5015) + ¢(e) = 0. Derivando (3.18) en ¢ y evaluando en 0 se tiene,

Entonces como ||&| =1, P (&) =0y & EIFj(&) = 0 de donde,

Pa 2 g(e)]eco = - ( ’ ) (3.21)
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Para simplificar la notacién llamemos

(6 a7167 )_na}‘)( ) goc(g’a’/gvu) 8(177:(16}3( )
ga(e. o, B,u) = ZASh(w) gule, o, B,u) = 275 H(w)

Gi — %9(5, af—:) /@5) a;ti)|€=0 Ga,i - %ga(s) aEa Bga a;ti)|s=0

Gpi = 2ga(e, e, B.,alt) =0 Gui = Zgule, @, B, alt)]c—o.

Calculemos % o(e)

e=0

= —%Z\I’ (yla T,@+77""(a t; )) wz(XZ)I//\Z(a’B’a‘tl)

e=0 i=1

1 & TN . r N
+ - DX (yz‘,Xfﬂ + 75 ti)) (x; EIF;(B) + Gi)wa(x:)Vi(@, B, &'t;)
i=1

1 & ~ G

N0 (. X" e ~(Ot A Byi
T 2 (s 0B + 75000 walox) (Ga,i + tﬁm)
+ 0 (5,38 + 7 5(8't)) wa(x))7 (& B G't)

Usando que 6(2) + ¢(0) =

~6(e)

- 9<2>+;Zx(yu><ﬂ+n 5(67:)) (<! BIF; (B) + Gi)wn(x:)74(, B, &'t:)
€= i=1

)
+ % Xn: v (yuX'{B + ﬁgﬁ(aTti)) wg(xi)< AGB,iA )

+ v (yj,x],a + 712 5(67t5) ) wa(x;)75(@&, B, &) (3.22)
Entonces es necesario calcular G;, Ga,i’ Geaiy Guj-

Lema 3.4.3. Sii1 Y7 | Kp(a't; —u)X(yi, X! B+7a s (u))wi(x;) es no singular y 7, s(u) es continua
y tiene derivadas parciales continuas respecto de o, B y u entonces,

N 0 . . 0 . ~ 0 .
Gi = EIFj(la,(u))|,_~ + g(na,ﬁ(“)) _EIFj(a) + a—ﬂ(%,ﬁ(u)) __EIFj(B) + (77a s(u)|  ElFj(@)t;
0 »? "
Go,i = EIFj(gna,ﬁ(U)) - + m(%,ﬁ(u)) = EIFj(a)
0 PN
+ m(na,ﬁ(“)) - EIF;(8) + M(na,ﬁ(“)) - EIF;(a@)
o 5 "
Gpi = EIFJ‘(a—B%,ﬁ(U)) T + 50 (1)) - EIF; (a)
0% 0? N
m(%,a(u)) - EIF;(8) + 5udn 75 (Na,p(u)) e EIF;(a)t;
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a .
Gui = EIFj(%Ua,ﬁ(U))

2
+ m(%,ﬁ(u))

9%
- + m(na,ﬁ(“))

~ 0%
_BIFB) + 5 (e p(0)

__EIF;(@)t;

T=

La demostracién del Lema anterior se encuentra en el Apéndice donde también se dan las expresiones
de EIFj(7la,s(w)), EIFj(557a,6(1)), EIFj(557a,8()) ¥ EIFj(§;7a,s(w)).

Ahora debemos reemplazar las expresiones de G;, Gg i, Go,i y Gy, Obtenidas en le Lema anterior
en (3.22), para esto primero calculamos;

. - _ . 0 -
x BIF;(B) + Gi = EIFj(las(u)l.— + [xi + 5 (as ()|, 7 EIF;(8)

0 d ,
4 BIF(@) 5 ()5, + 5 (as ()],

J
= BIF)(5 7l s(0)

Si llamamos A(7;) a la matriz de dimensién (p + ¢) X (p + q) tal que

~ 0?
AT = m(%,a(u)) R
N 0% - 0% i
ATz = m(na,ﬁ(u)) Tt m(na,a(u)) ~ t;
i 82 i =T3 82 i =T3
ATi)an = m(na,ﬁ(u)) t %(naﬁ(w) R t;
82 o 82 o 82
A(Ti)22 = m(na,ﬁ(u)) R + 8’&804 (na,ﬁ(u))‘ R t;r + aaau (na,ﬁ(u)) R t;r
0% .
+ W(%,B(U)) . tit;
entonces
< G ) - < EIF)(f57e.a(u))] _. )
Coi 1 Guiti EIF) (i flas(w)| . + EIFj(§as(w)| . ti
_ . (EIF;(B)
+ A7) (EIFj(a)

ahora si reemplazamos en (3.22),

ot = o(2)
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T Zx (1B + 72 5(67%0) BIF Gy ali)|_ a0 (7)

+ o Z}X (5038 + 72 5(@'41)) walx ) (7)1 (7)' (Eﬁ@)

+ %i\lf (yl,xlﬁ + nAA(a 't )) w2(Xz‘)< . EIFj(%ﬁa,a(U)) — )
= BIF, (£ la,0(u))|,_ + BIF (Zi7p()]_ &

* % Zz"; v (yi’ X8+ ﬁz,a(a"'ti)) wa (%) A7) (Egj Eg)

+ 0 (yx)B + a5 (@) wax)7 (7))

of)

0
S (B 56 ) IR s wn(x)7i(R)ALR)
i=1 T=Ti
n EIFj(Zfas(u)| -
+ lzm(yl,xlﬁ—i—nAA(at)) wg(xi)< op e ‘T_T' )
(= EIF) (420 0(w)|_ + EIF) (£l a(w)| _ ti
+ 0 (5 x5B + 7 5(878)) wa ()75 (7))
+ {1 Zx Vi X; B + Nz 5(a"t; )) wa (%) 03 (73) 03 (T3)"
1 _ | (EIF;(B)
+ EZ;W(%XZB#LUA (a’ )) w2(Xi)A(Tz’)} <EIF;(6¢)>
Entonces si
~ n ~ 0
A= LB+ Raal@ ) BIF ()| walx i)
;& _ EIF; (& a,s(0))|
+ = Yy xiB+ig5(a't;) wz(Xz’)< T )
" ( sa'e) EIF) (g7 (w))| _ + EIF;(f7la.0(w)| _ b

+ U (5, X5B + 71 5(@'t5)) wa(x;)75(7)
B = {% Z X (yh XzB + ﬁg,g(a“‘tz‘» wa (% ) Vi (75) 05 (72)"
+ —Z‘I’ (yz,xzﬁJr??AA(a ti )) wz(xz’)A(ﬂ')}

Finalmente de (3.21)
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entonces
~ - 0 0 EIF;(3)
P~A=—-({P-B+0 ! 3.23
« { a bt (0 I)}(EIFJ-(&) (3.23)
Etapa 2: A continuacién analizaremos si Py B+0 8 ? es asintéticamente inversible. Para

esto supondremos que wy = ws, por lo tanto E (¥ (y,x"8 + 1a.s(u)) wa2(x)|a’t = u) = 0 y deduci-
mos entonces que

1 & s o N
- Z 1\ (yi,xz‘ﬂ + 7 5(a tz)) wy(x;)A (7)) =20
i=1

y E (X (Y, X" B + Na,p(w)) (X"' + %na,g(u)) wa(x)|a't = u) = 0. Luego se sigue facilmente que,

n

I S U NN a.s.
- ZX (yl,xzﬁ + 5@t )) wa(%:)7;(T3)03(T3)" — B
i=1
donde
_( Bi1 O
o (% 0) s
0 !
Bn = E{X(y7x Bo + no(agt)) (X +—770 )] y= aot) (X + B ——10(w)]u= agt) wg(x)}
0 0

B, = E{X(?/,X Bo +mo(agt)) (6 Mo (u t+t8—770( )|ua5t)

(%770( )u= aot-l-ta—no(u)\u "‘0) wg(x)}

por otro lado § = —a" Y7 | ¥ (yz,xlﬁ + Mg (@'t )) wy(x;)D;(7;) por lo tanto tenemos que 6 —— 0

~ 0 0 a.s.
yP;B—i—@(O I>—>PaB

Bastara entonces analizar la inversibilidad de P,B. Pero como EIF;j(a&4) = 0 y solo necesitamos
calcular EIFj(a;) para 1 < j < ¢ — 1, es suficiente mostrar que la sub-matriz superior izquierda
de dimensién (p+q —1) x (p +q — 1) de P,B es inversible, es decir si en (3.24) llamamos By =
( Bs1 By

By Bos
es inversible pero esto se deduce del hecho que B11 y Bo1 son no singulares.

Finalmente de (3.23) podemos despejar EIFJ-(B) y EIFj(a (a=1))

B
donde By es un matriz de (¢— 1) x (¢ — 1) entonces bastard ver que ( 011 BO )
21

. By Ci G, EIF;(3)
~ . 00 . PPN by
P;A:—{P;BJre(O I)}(g?gg%)— Cs By By || EIFj@“)
! Cs Bas By EIF i(ag)
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Observar que la ultima fila de Py A es cero pues la tltima fila de P; es cero, es decir, Py A =

((PE ‘3?%*‘1*1) y EIFj(a,) también es cero. Luego

< By C G, EIF; (8)
P~ A _ ~ By by j
<( “ )pgq 1) — | C3 By By EIF;(a® )
Cs Bos By 0
entonces
~ B C EIF;(8)
( o )p+q 1 ( C; By ) < EIFj(a(qfl))
. ]§11 61 . sy . .
y por lo visto antes PS B es asintoticamente inversible tenemos que
3 21
-~ ~ ~ -1
EIF;(8) B C ~
( EIFJ(aq—l) 03 B21 ( o )erq 1

3.5 Distribucion Asintotica

En esta Seccién mostraremos que bajo ciertos supuestos los estimadores propuestos en las Secciones
3.2.1 y 3.2.2 son asintéticamente normales. Como en la Seccién 2.5 supondremos que t € 7 y que
T es compacto. Llamemos ¥ = BN + £ 4 [2@))r + 6) donde

=M = B {‘1’2 (y1,x180 + mo(ete)) w%(xl)V(To)V(TO)T}

2@ = BEo{G1(ofts)fay(ait1) ¥ (y1, %] 8y + no(oxts)) wa(x1)y(t1)v(70)"}

=0 = B {G%(aatl)’Y(tl)V(tl)Tfao(O‘E)tl)}

donde G;(u) corresponde al primer elemento de
[E (x (5, %" By + mo(xgt) Jwi (x)v(70)v(70)" [t = @) ™" ¥ (yi, x} By + 1o (W) Jws (xi)vi (701)
vy y(u) = E(x (y,x"Bo + no(eht)) wa (x)xfo, (aft)[t = u).

El siguiente conjunto de hipétesis es necesario para el desarrollo de la distribucién asintética.

M1. a) Las funciones 7, 5(t) ¥ 7a,5(¢) son continuas y con derivadas terceras continuas con re-
specto a o, 3 y u.
b) ‘ ﬁgg noH 2,0, para & y 3 estimadores consistentes de ag y 3.
’ [e.e]

¢) Paracadat € T, a 'y B, flap(a't) == 1, 5(a’t). Ademis, ni 1M0,80 — M0l oo 2.0,

0

0 0
8una’ﬂ

ou e
a=a(,8=8

2.0

a=a(,8=8

(e 9]
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M2.

Ms.

Ma4.

Ms5.
Me.

M7.

MsS.

M9

2 2
a_ﬁ _8_,7 2, 0
ou2 P ou2 P
a=a0,6=8) a=a0,8=80 || o0
y
3 3
K i 2.
ou3 P oud P )
a=a0,6=8) a=a0,8=80|| o0
Paral <j<p
il 9 0 »
n4 Tna,ﬁ - Fna,ﬁ 0
Rj —ap.8= Bj g
a=a0,8=Bo a=a0,8=Ro ||
y
il 0 0 »
g Nes T 9a e — 0
*J —ap.8= g A
a=ea0,8=B0 a=a0,8=80 || o0

Las funciones ¥, x, x1, w2 y ¥2(X) = Xwy(X) son continuas y acotadas.

Sea B = EO [X (y7 XT,BO + no(aat)) ’U)Q(X)I/(TO)V(TO)T] donde
X+ G57a.0(5)|(a8.5)=m
v(ro) = | , ;
mna,ﬁ(sﬂ(a,ﬁ,s):n) + %nc‘ﬁ(s)ka,ﬁ,s):n) t

la submatriz superior izquierda de B de dimensién (p + ¢ — 1) x (p + ¢ — 1) que llamaremos
B, es no singular.

La submatriz superior izquierda de ¥ de dimensién (p +¢q — 1) X (p + g — 1) que llamaremos
321 es definida positiva.

EO {\Ij (ya XT/@O + 770(1:)) |(Xa t)} = 0.

Eo (wa(x)[[x[|?) < oc.

foo la densidad marginal de oty y su derivada son funciones continuas y acotadas. Més aun,
tin; fao(at) > 0.

€

0
a) mi(vi,v2) = E(Gi(ajta))[ty = vi,ty = v2), mi(vi,v2) = aTml(VlaVQ) ymi (v, v2) =
0? ’
81/281/2
b) 77”@(1/1,1/2,1/3,1/4) = E([Gi(QBtj)_Gi(ag)tz‘)][Gs(aatl)_Gs(aats)]’ti = Ul,tj = VQ,tS =

m1(v1,vs) son funciones continuas y acotadas.

vs,t; = vy) y mh(vy,ve,vs,vy) = 877712(1/1,1/2,1/3,1/4) son funciones continuas y
1

acotadas.

. El nicleo K : IR — IR es una funcién par, no negativa, acotada, Lipschitz y de variacién
acotada, que satisface [ K(u)du =1y [u?K(u)du < oo.
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3.5.1 Distribucion asintética de los estimadores de la primer propuesta

Para obtener la distribucién asintética de los estimadores de la primer propuesta necesitamos los
siguientes lemas cuyas demostraciones se encuentran en el Apéndice.

Lema 3.5.1. Sea (y;,x;,t;) observaciones independientes tales que y;|(x;,t;) ~ F(-, ;) con p; =
H(xIB + no(agti)) v VAR(y;|(xi,t;)) = V(pi). Supongamos que t; son vectores aleatorios con
distribucién con soporte compacto 7 y que se satisfacen M1, M2, M5 y M6. Sean & y ,B tales
que & - ay y B £, By- Entonces B, 2, B donde B es definida en M3 y

1 & ~ ~ N~ T

B, = EZX(yi,X@T'/@+77;,E(a ti))wa (xi) Vi (73) vi(7)
=1
n

1 o .
+ D W (yi, % B + 15 5(@"t:) Jwa (%) (7:)
=1

92 ~ 92 ~ 92 ~ "

{9\( ) _ 0B0BT n&,ﬁ(u) 00T na,ﬁ(u) + 8u83n&,ﬁ(u)ti
i\T) = 9% 9’ = b 02 o 9 0% = to4 0o £t
PO Ua,ﬂ(u) + aﬁauna,ﬁ(u) i Dadal na,ﬁ(u) + aaauna,ﬂ(u) i T 52 Ua,a(u) it

(a,ﬁ,u):T

Lema 3.5.2. Supongamos que se satisface M1, M2, E(wi(x)|x||*) < oo y K es un nicleo
simétrico y acotado. Si nh* — 0y % — 00 cuando n — oo se tiene

n

> Kn(agt; — apt)Gj(agt)| = op(n~/?)
j=1

SUP [7agp, (@pt) — mo(cpt) — ————
tET‘ Oﬁo( 0 ) ( 0 ) nfao(aot)

donde G(u) esta definido anteriormente.

Teorema 3.5.3. Supongamos que {t;}i<ij<, son variables aleatorias con distribucién en un con-

junto compacto 7, el pardmetro de suavizado satisface nh* — 0y % — 00. Si;

g (1
i) se satisfacen M1 a M9.
ii) &y B los estimadores definidos en (3.2.1) son consistentes.

iii) se satisface la conclusion del Lema 3.5.2.

entonces se tiene,

a)
B — Bo
a1l _ gl

ﬁ( )> L, N, BT = (BT

donde a4V = (1,0, 0g-1), O‘éqil)

M4 respectivamente

= (ap1,...,04—1) y B1 y X estdn definidas en M3 y
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~ p
b) vn(a, — agg) — 0

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.5.3. En primer lugar observemos que por el Lema 3.4.1. es
suficiente realizar la demostracién en el caso en que g = ey.

Sean (&,,[Ai) solucién de Fé(a,B,ﬁ; E) =0, es decir ' y B satisfacen,
0 ~n
0= 6?(&) +— Z U (y;, xiB8 + M 5(@"t:))wa (x:) 7 (7) (3.25)
=1

llamemos D,, = 2 "7 | U(y;, x! i, +15 5(@"t;))wa(x;)7(7;) mediante un desarrollo de Taylor alrede-

dor de (e, A, a't;) es facil ver que D,, = ﬁn + B, \/ﬁ(’é Bo) donde
(gt . < Vi@ o)
U, = 7 Z (Yi» X; Bo + Mo, (@0ti) ) w2 (x:) Vi (T0;)
[
B, = - Z X(Yis X; 5 + 77~~(a ti))wa(x;)vi (73) i (72)'

+ =YWy, x B+ i 5(A0t) )wa (x:) 05 (F)
=1

S|

donde 731(7) esta definida en Lema 3.5.1, & es un punto intermedio entre o y &, B es un punto

intermedio entre B y B VT = (&,B, a't;). Por el Lema 3.5.1. tenemos que By, L, B donde B
esta definida en M3. Luego debemos hallar la distribucién asintética de U,,. Sea

U, = \/* Z‘I’ Yir X; Bo + Ne,s, (0 ti) Jw2 (X )vi(70:)

U,, es asintéticamente normal. Luego es suficiente analizar el comportamiento de U,, — U,,, para
esto consideremos la siguiente expansién U,, — U,, = Uy, + Uy, + Us,, + Uy, donde,

U, - \%; (915 B0 + T (0638 253 i(01) — P4 (7o)

Us = \%z (0152 B0 + T (€0560))02.50) T (X314) — T (30 W 01) — 71700
U;, = % Zﬁ;x(yi, X; By + Neo,mo (oti) ) w2 (%i)Vi(70i) [Neo,m0 (C0ti) — Nexo,8, (0]

Uy, = % zn: X1 (Y1, X! B0 + Ein)wa (%) 73 (10:) [0 (T 130 (CE 1) — 7o 30 (Ctrt:))]?

s
Il
—

donde &;;,, son puntos intermedios entre 7q,,5,(C(ti) ¥ Tag,s, (@bti). Bajo M1 y M2 se tiene que
Uy, 0.
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Para probar que Ujy, 2.0, en virtud de M1 y M2 bastara mostrar que Uz, 2,0 con

* . 0 . 0
2n — \/— ZX yZ’XzI@O—f—naoﬂo (aOt ))wQ(XZ)[naO,ﬁo(aot ) Neo,80 (aOti)][%na,ﬁ(u)_%na,ﬁ(u)]|T=T0iti

Notemos que por el Lema 3.5.2. tenemos que U3, = Usy,, + 0,(1) donde

Uoip —n" 3 Z

1§i,j§n fOLO (aBtj)

t;

T=To;

Kn(ait; — ait; ) ) R )
0% = B8 411+ 0 80) 205G ()| T (1) = )]

En el Lema 3.5.4., que se encuentra al finalizar la demostracién de este teorema probaremos que
Us1,, == 0. Por lo tanto, s6lo debemos analizar el comportamiento asintético de Uy, v Us,.

En primer lugar probaremos que Uy, 2,0, definamos
Jn(v) = \/— Z (Y, X; By + Nexo 30 (0ti) ) w2 (xs)v(t5)

Sea V = {v € CHT) : ||v]loo <1 ||¥/]lc < 1}. Observemos que, para cualquier medida de
probabilidad @, el “bracketing number” N[, (e, V, Lz@)) y por lo tanto, el nimero de cubrimiento
N (e, V, L*@)), satisfacen

log N (G/Q,V, L2(@)) <log N[ (e,V, L2@)> <Cel,
para todo 0 < € < 2, donde la constante C' es independiente de la medida de probabilidad @. (ver

corolario 2.7.2 en Van der Vaart y Wellner (1996)).

Consideremos la clase de funciones

F={90(y,%,t) = V(y, X" By + Nag,g, (nt) Jw2(x)v(t) veV}.
Si g, € F entonces g, estd acotada por M = ||¥||||w2]|e y ademés por M5 E(g, (yi, x;,t;)) = 0.

Llamemos |g||q.2 = (Fq(g?))"/?. Es ficil ver que dado v € V y |jus — v||g2 < € se tiene que
v, — gvll .2 < Me entonces N (eM,F,L*@)) < N (¢,V, L*@)). Luego la clase de funciones tiene
nimero de cubrimiento finito.

Consideremos G, una clase de funciones y llamenos 7 (9,G) a la integral,

4
7(6.6) = suw | Vi+108N (€Glloz.0.L2(@)) de

donde el supremo se toma sobre todas las medidas de probabilidad discreta @ y G satisface que
Vg€ lglle2 <Gy [Glaz> 0.

La funcién J es decreciente, J(0,G) =0, J(1,G) < o0y J(6,G) — 0 cuando 6 — 0 para la
clase de funciones que satisfacen la condicién uniforme de entropia. Ademés si Gy C G se tiene que

J(6,G0) < T(6,9).
Sea e >0y 0 <0 <1 consideremos la subclase de F, Fs = {g,(y,x,t) € F con ||gy|locc < I}y

aana,ﬁ(s agﬁa,ﬁ(s)

" )
<a%77a,/3(3) - a—a%,/a( s) + (au%,ﬁ(s) - %ﬁa,ﬁ(s)) t

o(t) =

(e,8,8)=(e0,B0,2(t)
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entonces como vg(t;) = vi(70;) — Ui(70;) por M1 tenemos que sup|v0( )| £+ 0. Luego para n
teT
suficientemente grande P(0p € V' y ||Up]loo < 0) > 1 —0/2.

Por otro lado,

sup — Zg i, Xi, ti) < M6?
9€Fs Vi

entonces la desigualdad maximal para el nimero de cubrimiento implica que

P(|Jn(00)] > ) < P(|Jn 170)’>5 Uo €V y [[to]loc <8)+0

< <sup Zgyz,xz,@ 6>+5
9€Fs
1 n
< e 'E(sup |—= > gy, xi )| | +6
(M Yl

e 'DM T, F)+6

donde D es una constante independiente de n.
Luego, usando que la clase de funciones F satisface la condiciéon de entropia uniforme se tiene

que %ir% J(8,F) = 0 por lo tanto Uy, = J,,(Tp) == 0 como queriamos probar.

Finalmente para concluir el analisis del comportamiento asintético de fJn—Un, debemos analizar
el comportamiento asintético de Us,, para ello utilizaremos el Lema 3.5.2.

1 &
Uz, = 7 Z X (Wi Xi Bo + Nao,8, (@0t ) w2 (%:)Vi(70i) [Tlaco, s (Qpli ) — Neo,80 (agti)]
i=1
n 1 n
= — i X B0 + Nao,se (Q0ti) ) w2 (X)) Vi (T0i) | ——F—7= D Kn(agt; — agty) G (agt;
\/_; (y 0 77060(0 ))wa(x;) (O)nfao(aoti); h(O] oti) J(O )
+ o0p(1)
= B/QZZX (Ui X} Bo + T ,a0 (00 t:) )wa (i )i (T0i) K (b — o) fay (pts) ' G (agpti)
i=1j=1
+ op(1)
= Ug )+ op(1)
Sea  R(yi,xi,t:)) = x(yi,xjBy + Uao,ao(%t ))w2(Xz)Vz'(TOi)fao(aﬁti)_l y t) =
E(R(y1,x1,t1)[t; = t) entonces, se cumple U:(sn \/— Yoieq Gilagt)y(ts) fao (@pts) 250 pues,

Z Gi(agti)y(ti) fao (aots) =

n

2

=1 "3

Kp(agt; — agty)[R(y;, x5, t5)Gi(agt;) — v(t:)Gi(agts)]

SEE
M= L=

n
1
2|y

i=1

Knp(ogty — agti) — fao (agti) |[7(t:)Gi(ogts)

- -

=1

<
Il
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- i%;:%iyz@%q—aanm@pwiﬁ—vﬁme%%)
N % g %EZ:K (agt; — et (t;) — 1 (t)]Giipt;)

N % z:; %éx (apt; — apt:)[Gilait;) — Galapts)] (ko)

N % Z %jﬁ;lmagtj — ati) = fuoleits) | Gilagtn(ts)

Con los mismos argumentos que en el Teorema 2.5.2, es facil ver que cada sumando de la expresion
anterior converge a 0 en probabilidad. Por lo tanto concluimos que

U,-U, +— Z Gi(agti)v(t:) fao (gt ) 20,

como desedbamos, de donde U, es asintéticamente normal con media 0 y matriz de covarianzas 3
definida al comenzar la Seccién.

Para concluir la demostracién, de (3.25) tenemos que

O_PUWH%nJ<B %> (3.26)

a — &

P
como g = €, tenemos que P, — P, donde

1 0 0
P, = 0
1 0
0 0 0
i Bui B (p+q—1)x(p+q—1) T (p+q—1)x
entonces si B,, = B, Bn4 donde B,,; € IR , Bn2,B, 3 € IR y B, €
B!, B2,
IR y supongamos ademds que B,; = nlo con Bl, € IRP*P.  Llamemos
Bnl Bnl
2o
Pg(p ta-b) _ donde p, corresponden a las filas de P;. Entonces por el Lema 3.5.1.

P
PA(erq*l)Bn AN ( B; B ) donde B estd definida en M3.

Por otro lado, como ||&|| = 1 entonces,

1 = [n2/n(é — ag) + o' [n2y/n(@ — o) + ]
1 = V(@ —ay)'[n*vVn(@ — ag) + 200] + 1
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luego, /n(a — ap)* (@ + ag) = 0. Ahora juntando esta ecuacién con (3.26) tenemos;

( —prteg, ) _ < ptilB, ) (ﬁ(@—%))
0 0 V(e — ap)

P/Ep‘i’(I*l)

como & es consistente y By es no singular entonces B,, resulta asintéticamente inversible.

Luego /n(a, — agg) == 0y

B-B e e
ﬁ(“(ql) O(q—l)> = N(0,B; 121(]31 1) )

donde By y 3 estdn definidas en M3 y M4.

Lema 3.5.4. Supongamos que se satisfacen las hipétesis del Teoremma 3.5.3 luego Ujs, 50
con

1 Kh(aati - O[Btj) T T T 0 ~ 0
Uin = 55 1<izj:<n Toa(0it)) X(Yi, Xi Bo 1l 8 (0ti) ) w2 (xi) G (@gti) | 5-Tas () = 2 Tla,a(u)

t;

T=T0i

DEMOSTRACION DEL LEMA 3.5.4.

Notemos que Uy, puede escribirse como Ujg, = ”T_IU%)” + U(122)n con

u® vn Kn(agts — agit)) . . e
n — iy X + g, agt;))wa(X; G'ativti
BT D)2 Julagty) X s (@it G gne)
K(0) < 1 - . oy A\~
U(Q)n iy X B0 + N oy t;))wa (x;)Gi(at; ) u(t;
12 hny/n gt fao(ag)tj)X(y 0T 0,30( 0 )) 2 ) (o ) ( )

donde 5(t;) = [Z7ap(tt) — Z0aps(u)]lr=m,ti. Del hecho que nh? — oo y [[3jec —— 0 es fécil ver
que Ug)n 2.0.

Para ver que Ul . 0 consideremos los procesos Uy, (:) vy Vi, (+) definidos por
12n

\/ﬁ K (aétzzaét])
U = L Xi b,y X, t) — F t, ), x, t)|t =t;,t =t;)|v(t;
n(gv) n(n_l); ot 9003, 63,35, 1) = Blg(y, %, t,9/, % ¢)[t = t; DL
K agtifagtj
n h
Vn(gv) = \/— Z ( )E(g(an,tay/aX/,t/Nt = tiat/ = t])v(tz)

n(n—1) 22 fug(0ht))

con g(yi, Xi» b, Y5, X5, t5) = X (i, X Bo + Nao,6, (b)) w2(x:)Gj(apts) y donde (y, x,t) ~ (i, x', t)
e independientes entre si. Luego, bastara probar que

p

D) #Un(g5) — 0
ii) 4 Valgs) =0



CAPITULO 3: DISTRIBUCION ASINTOTICA 47

En primer lugar veamos i). Consideremos la clase de funciénes G definida por

ojt; — ot - . .
g = { gv(yi,xiatiayj’xjatj) =K <%> {X(yi,xzﬂo + Uao,ao(aoti))WQ(Xz')Gj(aoti)

—E(X(,X"Bo + Tao 5y (@pt) ) w2 (x)Gj (apt)|t = tit; = tj)}v(ti)/fao (aft;) con ve C*0, 1], [v]l) < 1}

donde ||v||%2) = |lv||% +|1v]|2% + [|v"||% . Observemos que podemos suponer que si g, € G, [|gu oo < 1
Vv gy es simétrica, de lo contrario bastara con considerar

9o (Yi> Xis i, v, %5, t5) + 90 (Y5, X5, 65,43, X4, t5)
2

y dividir a ¢g* por \|K||OOH><HOOHG2||Oo/tin;fa0(a6t). Por otro lado consideremos las clases de
€

g*(yiaxiativijxj7tj) =

funciones

K

ot — a7
{Inttr) = 1 (ST jag) =1}
Vo= el Il < 1)

y sean P, la medida empirica asociada a {(vy;,X;,ti)}1<i<n y T, la medida empirica asociada a
{(yi, %is b4, 5, X5, t5) Mi<itj<n-

Por ser K de variacién acotada, se tiene que log N (e, T}, K, 1) < €~ /2 (Pollard (1984)). Por otra
parte, del Teorema 2.7.1 de Van der Vaart y Wellner (1996) se deduce que log N (¢, P, V,1) < /2,
de donde

log N(e, T,,,G,1) < logN(e,T,,K,1)log N(e, Py, V, 1)
con lo cual J(s) = /08 log N(€,Ty,,G,1) de < 44/s.
Usando los mismo argumentos que en el Teorema 5 de Noland y Pollard (1988), consideremos
go(y, x, 6,y %) = g0(y. %, 6,5/, X t') = Pgu(y, X, 8,0, 7)) = P(gu(es -,y X t)) — P @ Pgo)
con g, € G entonces U, (g,) = Up(gv) + onl/2(p, — P)® Pg,.

Veamos primero que U, (g;)/h 2,0. Sea e > 0 fijo, como ||5]] == 0 tenemos que dado § > 0
existe ng tal que si n > ng entonces

P(| Un(@)/hl > €) < P(1Ua(@)/h] > &, |I5] < 1)+

IN

P (sug | Un(gv)| > h&?) +6

gv€G1
1 ~
< B (SUP | Un(gv)l) +46
6 o~
gv€G1

donde G5 = {Gy : 9o € G v ||[v]|2 < 8}. Por el Lema 4 de Nolan y Pollard (1988) existe una constante
C tal que

T
gv€G1 n

E (p | Un@m) < 2007 2B (0, + 70T (22))
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con b, =1y 71, < % entonces E(@n + TnJ(?_—Z>) < 3. Por lo tanto,

%E ( sup | Un@)!) <6Cn~(he) ™!

Ju egl

con lo cual como nh? — oo tenemos que E ( sup | Un@v)]) /h — 0 de donde
gv€G1

P<%| Un(@;)| > €) — 0.

Veamos ahora que h~'n'/2(P, — P) ® Pgs .0, para esto consideremos la clase de funciones
Ghs = {gno(y,x,t) = +Pgy(-,+, -y, x,t) con g, € Gy [[v]|oc < 6} es ficil ver que F = 1 es una
mayorante para Gps v que

n
sup 0t gn, (i xi ) <6
Ihv€Gns i—1

log N(e€, Py, Grs,1) < log N(e, P, V5,6) < e 1/

donde Vs es la clase de funciones C?[0,1] con [vll2y < 1y [[v]lc < 6. Entonces tenemos que
J(6,Grs) < 21/6 y por la desigualdad maximal para el nimero de cubrimiento concluimos que,
P('nY2(P, — P) o Pgy| ) < P(h™'n?|(P, = P)® Py;| > <, [0l <8)+9
< P( sup |n1/2(Pn — P)gpy| >€)+ 9

9hv€Ghs

1
—E< sup |n'/2(P, — P)Qm!) +0
€ Ihv€Ghs

1
ng(é, Ghs)+ 6

< 2D W46

IN

con D una constante independiente de §. Entonces P(h~'n!/?|(P, — P) ® Pgs| > ¢) -2+ 0. Y por
lo tanto hemos probado 1i).

Resta entonces ver ii). Primero observemos que utilizando los mismos argumentos que en Lema
3.5.2. podemos probar que

1 n
LValge) ~ Y Blgfy .t x Bt = t)o(t) 2 0

Finalmente, como la clase de funciones V definida anteriormente, satisface la condicién uniforme
de entropia (ver Van der Vaart y Wellner (1996)) se tiene que el proceso Z,, definido

Zu(0) = Y3 Blg(y, by x, Bt = 6)0(t)

es Donsker. En particular, es ajustado luego como ||5]| == 0 tenemos que P(|Z,(?)| > ¢) — 0. O
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3.5.2 Distribucion asintética de los estimadores de la segunda propuesta

En esta Seccién necesitaremos la siguiente notacién

BR’ O‘Ot )
R’ a't; )

() =
( ) (g |(abs)—T ti)

}\\i T =
( ) <%77a,b( )|(a,b,s):7- ti>

Lema 3.5.5. Sea (y;,x;,t;) observaciones independientes tales que y;|(x;,t;) ~ F(-, ;) con p; =
H(x!B + no(ayti)) v VAR(yi|(x4,t;)) = V(i;). Supongamos que t; son variables aleatorias con
distribucién con soporte compacto 7 y que se satisfacen M1, M2, M5 y M6. Sean &, ap, B y
B g estimadores débilmente consistentes de o y B respectivamente. Entonces C,, L, C donde

C = Eo [x (y1,%1B8y + no(et1)) wa(x1) A1 (10)A1(70)"] ¥

TRoi =

(ar
TRi (g,

1< . S\ (= AT
C, = nZX(% Tﬁ+77aRE (@'t;))wa (%) Ni (Tri ) \i(TRi)
=1

1 oL
+ S Wy xiB + M, 5, (66 )wa(xi) N (Fri)
=1

con %RZ' — (aRaBR) aTtZ) y

~ 0
)\Z1 T) = 2
™ < L w)

T=T

La demostraciéon del Lema 3.5.5. utiliza los mismos argumentos que la demostraciéon del Lema
3.5.1., los detalles de la misma se encuentran en el Apéndice.

Observacion: En la Seccién anterior probamos que los estimadores de la primer propuesta son
asintéticamente normales més precisamente hemos demostrado que

\/5<B - 50) _ <B1 T it [ (Yis X Bo + mo(agti) Jwa (xi)vi(T0:) — Gi(OZBti)’Y(ti)fao(aﬁti)D

1
a—OlO 0 +Op()

es decir probamos que podiamos linealizar los estimador en el sentido que existe ¢ tal que
E(@(yl’xlatl)) =0y

f<[3 Bo>_ ngyz,xz, )+ 0p(1). (3.27)

o — &

Con el objetivo de probar que los estimadores de la segunda propuesta son asintéticamente normales
supondremos que los estimadores iniciales necesarios para la obtencién de estos pueden linealizarse,
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Br-Bs

puede escribirse como
A r— g

es decir exite una funcién ¢ tal que E(p(y1,x1,t1)) =0y \/ﬁ<

(3.27).
Llamemos W = W(y1,x"By + no(a™t1))wa(x1)A1(701) + ¢(y1, X1, t1) donde

0
N 1 () (s (o
By xi,t1) = E<x<yl,xlﬁo+nao,ﬁo<aot1>>wz<xl>xl<m>(% o )= a0 ’))

%77&,3(8)|(a,/3,5):(ao,ﬁo,a6t1)
X @(y1,x1t1) + G1(a"t) foo (") Y(t1),

y () = E(x(y1,X1B0 + Mooz, (@bt1))wa(x1)A1(701)[t = t1). Notemos que por M5 y (3.27),
E(W) =0y definamos, I' = E[]WW™].

Para la demostracion de la distribucién asintética de los estimadores de la segunda propuesta
ademas de algunas de las hipétesis consideradas en la Seccién necesitaremos los siguientes supuestos.

M10. Sea C = Eg[x (y1,%x]8¢ + no(afti)) wa(x1)A1(70)A1(70)"], la submatriz superior izquierda de
C de dimensién (p+qg—1) x (p+ g — 1) que llamaremos C; es no singular

M11. La submatriz superior izquierda de I' de dimensién (p +¢q — 1) x (p + ¢ — 1) que llamaremos
I'y es no singular.

Teorema 3.5.6. Supongamos que {t;}i<i<, son variables aleatorias con distribucién en un con-
junto compacto 7', el pardmetro de suavizado satisface nh* — 0 y nh?/log(1/h) — oco. Si

i) se satisfacen M1, M2, M5 a M11,

111

)

ii) los estimadores iniciales, ar y B R, satisfacen (3.27),
) los estimadores & y B definidos en (3.2.2) son consistentes,
)

iv) y se satisface la conclusién del Lema 3.5.2

entonces se tiene,

a)
B — Bo
a1l — gl

ﬁ( )> 2, N(0,CTITy(CTY))

~1
81 ):(

donde &9V = (Q1,...,04-1), agt,...,a0g—1) ¥ C1 y I'1 estan definidas en M10

y M11 respectivamente
b) V(@ — agg) = 0

Observacion: Al igual que en la Secciéon 3.4, donde analizamos el comportamiento de los esti-
madores de la Propuesta 1 bajo transformaciones ortogonales, es facil ver que los estimadores de la
segunda propuesta preservan la misma propiedad, tomando el estimador inicial de «¢ invariante por



CAPITULO 3: DISTRIBUCION ASINTOTICA 51

transformaciones ortogonales. Debido a este hecho bastard realizar la demostracién del Teorema
3.5.6 en el caso en que ag = ey.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.5.6

Sean (&, ) solucién de G}L(a,,@,ﬁ;R 5,) =0, es decir o y B satisfacen,

0 T
0=24, <a> + = Z U(y;, X; ,@ + naR gR(aTti))wz(Xi))\i(TRz’) (3.28)
i=1
llamemos D,, = <37 W(y;, x] B+ Nap sy (0 t))w2(x;) Xi(Tri) mediante un desarrollo de Taylor
alrededor de (&, B) es facil ver que D, = V,, + C, \/ﬁ(@ Bo) donde
vn(a — a)
~ 1 & N . N
VvV, = 7 > W(yi, xi By + 7z, 5, (@pti))wa(xi) Ai(Tro:)
vn i
C, = - ZX yi, X:0 + 72, gR(a"'ti))w2(xz‘)xi(?Rz‘)Xz‘(?Rz‘)T

=1
n

1 o1
+ =2 X B+ 2,5, (@) wa(xi) N (Fri)
=1

donde \}(7) esta definida en Lema 3.5.4, & es un punto intermedio entre o y @, B es un punto
intermedio entre B, vy By Tri = (@R, Br,'t;). Por el Lema 3.5.5. tenemos que C, 2, C donde
C esta definida en M10. Luego debemos hallar la distribucién asintética de V. Sea

Vo = \/— Z‘Ij Yis Xi Bo + Nao,mo (0 ti) ) w2(x:) Ni (T0;)

V,, es asintéticamente normal. Luego es suficiente analizar el comportamiento de V,, — V,,, para
esto consideremos la siguiente expansién V,, — V,, = Vy,, + Vo, + V3, + Vy, donde,

Vin = Ti (31 X380 + T (@) 03 () (o) — o)

Vo = %; (91 X1+ e (X3t0) 2 %0) [ 3 () — T (@8] Fror) — A7)
Vi = %z (45 K10+ T (65t0) 2 (K6 Ni 01 T 3, (1) — Ty (1)

Vi, = %z (0, By + i ()M (r00) 04 (7, 5, (QXbt) — o ()

Visn = %Zn: (46 X1 B0 + GinJwa (%) [0 (s, 5, (QtBts) = Mg 0 (tit))]* [Ni(Frot) = Ni(70)]

-
I
N
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donde &, y (in son puntos intermedios entre 7)., g, (agt;) ¥ M n BR(O‘Bti)-

Usando argumentos andlogos a los utilizados en el Teorema 3.5.3, tenemos que Vi, 2,0 por
otro lado, de M1, M2 y el hecho que n'/4||ar — ao|| <5 0y n'/4||8x — Byl =2 0 concluimos que
Vi, 20 para ¢ = 4,5.

Luego para obtener el comportamiento asintético de VZ — V., probaremos que
i) Vg, =0
ii) Existe una funcién @ tal que V3, = \/— Yoim1 Py, Xi, ti) + op(1).

Por lo tanto probando i) y ii) podemos concluir que,
_ 1 & ( 6) 2 0
Vip — V __E :QO Yi, Xis b)) —
n n \/ﬁ ot (2 1 7

entonces \Afn es asintéticamente normal con media 0 y matriz de covarianzas I' definida al comen-
zar la Seccién. Finalmente, la demostracién se completa del mismo modo que el Teorema 3.5.3,
multiplicando por P la igualdad (3.28) obtenemos

0=P.V, +PC n\f(B BO)

o — &

Luego de M10 tenemos que v/n(Gy — o) —= 0y

B-p D _ 1\
\/E(,\l 01 - N(O’Cl 1F1(Cl 1) )
donde C;y y I'y estan definidas en M10 y M11, respectivamente.

Entonces solo falta demostrar i) y ii), en primer lugar notemos que por el Lema 3.5.2. tenemos
que

Mo (1)~ e (8) = a3 (1) = T (1) + T () = T (1)
0 N
= e (5) (=t o) (@R — 00) (329)
J

+ 6_77&,3(8)|(a,ﬁ,s):(a0,ﬁo,u)(//B\R - Bo)

+ nfao ZKh (aot >Gj(u)+0P(n_1/2)

Luego con el objetivo de probar ii), de (3.29) obtenemos la siguiente expansion,

V3, = V31, + V32, + V33, + Vs, + V35, + OP(n_1/2)
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donde
1 & . . 0 .
Vo = — > X(ir XiBo + Mg 0 (b)) w2 (3%0) X4 (701) 7~ h0,(5) (8,5 =080, cg8:) V(@R = €x0)
i=1 *
n 0

1 _
Vi = — — > X(Yir X[ Bo + Nag 3y (@G ti) ) w2 (Xz‘)Az‘(TOi)a—ﬁ%,a(S)!(a,a,s):(ao,go,agti)\/ﬁ(ﬁR — Bo)

=1
1 = T T T T
Vi, = 33— T are Fn(@0ti = QRN (i X5 By + sy (i) () Mi(70:) G (@7t:)
i=135=17<0 ao )
1 i _
Vi = — > X Wi Xi By + Nao,p, (Qfbi)) w2 (x0)Ai (70i) 7~ [ 6(5) = N8 (8)]] (0,8,5)=(c0,80,01t:) VU OLR — Xp)
=1 <

1 & . . 0 . ~
Visn = o Z X (i, X By + nao,ﬁo(aotz‘))w2 (Xz‘))\z‘(TOi)a—ﬁ [na,a(é’) - 7701,!3(8)]‘(a,ﬁ,s)z(ao,ﬁo,agti)\/ﬁ(BR - Bo)
i=1

Por M1, M2 y el hecho que /n(ag —ap) = Op(1) y vi(Bg —By) = Op(1) facilmente obtenemos
que Vs;, —— 0 para i = 4,5, con los mismos argumentos usados en el Teorema 3.5.3 tenemos que

Vi = - gGZ-(a"ti)fao<a"‘ti>fv<ti> T o,(1)

con ¥(t) = E(x(y1,X1Bo + Nao,s, (@ht1))wa(x1)A1(701)[t = t1). Luego, como los estimadores ini-
ciales Bp v &g satisfacen la condicién de linealizacién, (3.27) y por la Ley de los Grandes Numeros
tenemos

o]

T T _aT/O(: (8)| «,B8,8)=(e0,B80,0t

V3, + Vs, = E (X(yth@o+ﬁao,ﬁo(aoh))w2(X1))\1(701) <8a A r5)= (080,00 1)>>
8_137704,3(5)|(a,ﬁ,8):(ao,ﬁo,a6t1)

T Z (yi> xit;) + 0p(1)

y por lo tanto

n

> @i x4, 6:) + 0p(1)

1
Vi, = —=
V&

con

0

~ T T _ana,ﬁ(s)’ o,B,8)=(x0, ,a']vt

By xists) = E<x<y1,xlﬂo+nao,ﬁo<a0t1>>w2<xl>mm>(% (ro)=le0s0eit) ) ) oy, xity)
a_ﬁnohﬂ(s)‘(Q,B,S)Z(ao,ﬁo,agtl)

+  Gilagti) fao (apti)y(ts)-

Para concluir la demostracién veamos i). De (3.29) podemos escribir a Vg, = Va1, + Voo, +
Vs, + op(n~1/?) donde

0 ~ -
Vo, = ZX Yis X; Bo + Neo,p, (i ))'U)Q(Xz)a Ns8(5) | (c0,,8) (0,800 [N (TROi) — Xi(T0i) ]/ (@ r — evo)
=1
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0 ~ ~
Voon = — Z X3 XiBo + Mo,z (08:) )12 (%) 57 (5) (5) | (0,0.5)= (w0 0, ) [Mi (Th0i) = Ai(10)]Vn(Br — Bo)
=1

Vg, = 3/2 ZZ 7 (a &) Kn(agti — at)x(yis X} By + Mg,z (i) w2 (x:) G (@igt) [Ni(Froi) = Nil705)]
i=1j=1J0\70

Por M1, tenemos que | A (Fro1) — A1 (7o1)] —— 0 luego como /n(a@g—oag) = Op(1) y va(Br—B,) =

Op(1) y por M2, facilmente obtenemos Vg, 50 para i = 1,2. Finalmente la demostracién de
p

que Vo3, — 0 se encuentra en el Lema 3.5.7. O

Lema 3.5.7. Supongamos que se satisfacen las hipétesis del Teoremma 3.5.6 luego

3/2 Z Z Kn(atgti—aity )X (i X1 BoH1lao s, (@iti) Jw2 (x:) G (exta) [Ni (Fror) = Ai(70:)] = 0
n =1j=1 fao(aot )

La demostracién del Lema 3.5.7. es andloga a la demostracién del Lema 3.5.4.



Apéndice A

Apéndice

A.1 Demostracion del Lema 2.5.1.

Sea A, (f) = A,@(t) —Bo
1(t) —mno(t
de orden dos alrededor de (3, n0(t)) tenemos que,

)> , entonces como S (3(t),7(t)) = 0 y haciendo un desarrollo de Taylor

0 = % > Uy, % By + mo(8)) Kn(t — ti)w (xi)z;
i=1

A D ¥ X8y + () Kt — s (x)mn

+ Zn:Xl(yi,fi(t))(An(t)zi)ng

= Wn(t) + An(t)An(t) + Cn(t)

30\ i
con &;(t) un punto intermedio entre [3( ) Z; y ( Po ) z;. Luego vemos que,
i(t) mo(t)

i) Cu(t) = Op([An (1))
i) An(t) = —A(t) + Op(h? + (nh) =/ 1og"* (1))

donde A(t) = fr(t)E(wi(x1)x(y1, %180 + mo(t))z121"[t1 = 7).
En primer lugar, veamos i). Por N2, el hecho que E(||x1|[*w1(x1)) < ooy K es acotada tenemos

que,

< = _ ) Y
Cadl < 5lAn)] ||X1||oonh§i:1K< ) Il )

1 & ti—t
Luego, como 7 es compacto y E (w1 (x)]|z||?) < oo es facil ver que sup - ZK ( : - ) |z 3w (x5)
teT N

O,(1) y por lo tanto queda probado i).

95
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Para probar ii), usando el Lema A.2 de Carrol, Fan, Gijbels y Wand (1997b) obtenemos que
A, (t) = E(An(t)) + Op(cy 10g1/2(%)). Calculemos entonces E(A,(t)),

E(An(t) =

K (ti }: t> X (i, xiBo + Uo(t))wl(xz')zizf)

1
w2
= 3 (5 () B Ot B+ ) (a1
g (1 (55 o)

t

donde g(7) = E(w1(x:)x(vi, X} By +1n0(t))ziz;"|t; = 7). Haciendo cambio de variables, un desarrollo
de Taylor y usando el hecho de que el nicleo es simétrico se tiene que FE (%K (%) g(tl)) =
g(t) fr(t) + O(h?) obteniendo asi que

An(t) = fr(®) E(wi (x1)x(y1, X180 + mo(t))z121" [t = ) + Op(h* + (nh)~"/* log"*(1/h))
Como conclusién de i) y ii), tenemos que
0 = Wa(t) = A()An (D)1 + Op(h? + (nh)~1/? 10g1/2(%))] +O0p(lAn(B)]1%)

entonces

An(t) + A@t) " Wa(t) = An(t)Op(h* + cn logl/z(%)) +Op(lAn()]1%).

Por lo tanto, por N1, el hecho que n'/4||B(t) — Bylloo — 0, nh* — 0y % — 00 sin — 00
concluye la demostraciéon del Lema.[]

A.2 Demostracion del Lema 3.4.3.

Para calcular G;,Gp4,Gai y Gy basta con utilizar la Regla de la Cadena. Y asi por ejemplo,
tenemos

0 ~ 0 0 0
Gi = 379 €7a7167a/t’i = 579 €7a7167u +_g €7a7167u _a

e (5, &e, B, e )520 Oe ( )(577):(0,2) Do ( )(s,f)=(0,n) R

0 0 ~ 0 0

4+ —yg&,a,8,u —0 + —ge,a, B,u —a t;

Op ( ) e=0m=r, 02 “lemo  Ou ( ) (er)=07) 92 le=0

entonces
. 0 N
G’i = EIFJ (naﬁ(u))\T:a + a(naﬁ(u)) = EIFJ (a)
B ~

_EIFj(&)t;

T=T;

+ orleal)| _ EIFYB) + 5 alu)

T=
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y del mismo modo para Gg i, Gu,i ¥ Gu,i

Gas = B usl)| 5o (usl)]  FIFY@)
o e
+ i iaalt)]| _EINB)+ 0o uslu)) _EIF(@
B 2
oo = PG|+ 5| BIF(@)
0? - 0?
¢ g Teali)| FIRB)+ Sl sl P&
a 0?2 .
Gus = BNy mala)]_ + o5 limal)| _EIF(@)
o2 e
* g es)| BB+ sl PIF@)

Luego para obtener explicitamente G;,Ggi,Ga;i y Gu,i €s necesario calcular cada una de las
funciones de influencias empiricas involucradas.

De (3.19) derivando respecto de ¢ y evaluando en € = 0 se tiene que,

_ 9 Kn(a'ty = u)¥ (y;, %58 + flao(u) ) w1 (x;)
EIFj(Ta,0(u)) = 5-9(e, @, B, u)le=0 = TIS Kot — ) (K08 + g (1)) 01 (5)

Ahora nuevamente, en (3.19) primero derivo respecto de a, entonces tengo que;

1—¢

0 = z K (at; = u)ts @ (y:, X1 + A p(w) ) wi (x:)
+ (ats = w)x (i, X8 + s () ) ga (&, @, By w)wi (xi)
i=1
n gwl(xj){%f(,;(a"' Wty ¥ (45,58 + 75 h(w))
+ Kn(at; —u)x (4, X;8 + A h(1)) ga(e 0, B,u)} (A1)

Entonces derivando respecto de ¢, evaluando en € = 0 y usando (A.1) con ¢ = 0; podemos despejar
BIF} (2 (7 5()) como.

-1
EIFJ(%(ﬁa,a(U)) = { ZKhOft —u)x(yi,xfﬂ+ﬁa,g(u))w1(xi)} X

=1
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x {%z%fc "t = )X (53, XL + Tl (1)) w1 (%) BIF] (1 (1))

im (@0 — )1 (g X1 + (1) 01 () BIF (o (0) - (1)
i=1

SRty —u)t; U (1, %58+ fas(w) ) w1 (x;)

@t 0 (15558 + s (0)) 1305 2 o)

Del mismo modo para calcular EIFJ(%(’;}\D"Q(U)) derivamos respecto de 3 y luego respecto de €

0 = _ZKh "t — u)x1 (Yo XiB + Ta,p(u ))(X’é‘+a%(ﬁa,a(U)))wl(xz')EIFj(ﬁa,a(U))

0
+ _ZKh o'ti = w)X (Ui XiB + oo (1)) w1 (%) BIF; (5 -7l 0 (1))
=1

4 K0Tt ) (15, X5+ s (1)) () + 5 (101 )

entonces

n -1
EIFj(agﬁﬁaﬁ(u)) = { Z (a't; —u) (yl-,xg,@+ﬁaﬁ(u))w1(xi)} X

X

{ Kot = 0 08+ (1) 06+ 5 ()01 ) B 50

K@ty — (35X + s (1)) 0 + 5 al)) ()}

por tultimo y del mismo modo que en los casos anteriores obtenemos,

EIFJ(%ﬁ%ﬁ(U)) - { ZKh a t _U’)X (ylvxzﬁ+na/3 ’U)1 Xz }
=1
x { > K@t — )1 (538 + Tl >>w1<xz>§<naﬁ< )) EIF; (7 5(w)
=1

- Z Kh a't; — u (yi7 leﬁ + ﬁa,ﬁ (’U,)) wl(xi) EIFJ (ﬁaﬁ (’U,))

- EK;L(ath —u)¥ (yj,x§,3 + ﬁa,g(u)) w1 (x;)
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A.3 Demostracion del Lema 3.5.1.

En primer lugar notemos por

2 2 2
_ e (1) 52557 N (1) + 5255 e (W)
7.91‘ (T) = 52 52 52 52 o2 T
o016 (1) + gaauTlas (Wi Fagara.s(v) + 2550 Mas(W)bi + grznas(w)tity )| _
Luego, notar que B,, puede escribirse como B,, = ?:1 Bgf) donde
1 & ~
B{) = - > x(Wir xiB + nolexgti) Jwa (xi)vi(10i)vi(10:)"
=1
1 Zn ~
B = - D x(Wi XiB + 1 (@) )wa (xi) [7: (73) vi(7a) " — vi(70i )i (70:)"]
=1
1& ~
B = - D xa (i Xi B + Erin)wa (% )vi (r0i)vi(10:) [z 5(@" ) — mo(gts)]
=1
| -
B{Y) = - > Wy, x; B + no(agts) )wa (x;)0: (7o)
=1
1 Zn ~ ~
By = - D (i, xi B + 1z (@) )wa (x:) [0 (7o) — i(704)]
=1
1 Zn ~
B - - > x(in X B + Eain)w2(x:)03(10) [Tz 5(&"t:) — mo(egts)]
im1

donde £15n y &2in son puntos intermedios entre 73 z(a't;) y no(agt;). Usando M1, M2, M6 y el

hecho que a y B son consistentes, se tiene que Bg), B$?>, B§15) y Bgﬁ) convergen a 0 en probabilidad.

Por el Teorema de convergencia mayorada tenemos que

n

E(n™" > x(yi X3 B + no(ots) )wa (x:)vi(0:)vi(r0:)") — E(x(y, %" By + no(cegt) ywa (x)v(10)v/(70)")
=1

luego por el Teorema 3 en el Capitulo 2 de Pollard (1984) obtenemos

sup [ ™" 3~ Dy, % Bmolexiti) oz (% v (7oi)vi (701)") = B Oy, X Bormoexgt) Jwa (o)) (o) (o) ]| 5 0
=1

entonces tenemos que Bg) -, B con B definida en M3. Con los mismos argumentos utilizados

)

para probar la convergencia de Bg y por M5 obtenemos que B#) 250. 0

A.4 Demostracion del Lema 3.5.2.

Del hecho que, R} (o, By, Tay,s, (1), u) = 0 haciendo un desarrollo de Taylor alrededor de no(u)
tenemos que,
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1 ,, )
0 = E Z Kh(a(l)tl - ’U’)\I](yh X’iﬁo + Neo,B0 (U))Wl (XZ)
i=1

i=1

b Kt — (i xiBo + o(0) (50) (T, () — ()
=1

b S Kt — w)xa (it XiBo + En)wn (%) (o g (1) — 10(10))?
=1

2n -
= Walu) + An(u) (g0 (1) = 10(w) + Cn(u)

donde &, es un punto intermedio entre 7),,,5,(w) y no(u). Luego igual que en Lema 2.5.1 es facil
Ver que,

i) Cn(u) = Op(flap,s, — M0ll*)
ii) Ap(u) = —A(u) + Op(h? + (nh)~1/21log'/2(}))

donde A(u) = fa,(u)E(x(y1, %80 + no(u)wi (x1)|aft; = u). Finalmente, de M1 y como nh* — 0,

2 . . .«
—nh™__ 55 sin — oo concluimos la demostracién. [
log (1/h)

A.5 Demostracion del Lema 3.5.5.

En primer lugar notemos por

0
)\% T) =
") (aa—;nmu)titz )‘

Luego, notar que C,, puede escribirse como C,, = ?:1 Cg) donde
O = LS (i + bt (e ()
i=1
cp = 1 gnlx(yi, KB+ 7, 5, (670w (%) (7) — Mi(roi)
cP = % anxl(y@-, ;B + Grin)wa (%) Xi(700) [z, 5, (&) — 1o (cpts)]
O = 13 B+ e wa(x)N
O = 53 WX+ gy, () r) N 7))
B - % zn: X(Yi X} B + Eain)wa (xi) A (700) [z, 5, (@ t:) — mo(jts)]

i=1
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donde {15, y &2in son puntos intermedios entre 7 BR(aTti) y no(ajt;). Usando M1, M2, M6 y

el hecho que &, ag, BR y B son consistentes, se tiene que Cg), CS’), C£L5) y 0%6) convergen a (0 en

probabilidad.

Por el Teorema de convergencia mayorada tenemos que

E(n™" > x(yi x; B + no(cigti) wa (x:)Xi(10:) — E(x(y1, X1 8 + no(chtr) wa(x1) A1 (101))
i=1

luego por el Teorema 3 en el Capitulo 2 de Pollard (1984) obtenemos

n

sup ™Dl xi B + o) Jwa (xi) Ai(10:)) — E(x(y1, %18y + mo(atr) Jwa (x1)) M (101))]| “ 0
=1

)

-2, C con C definida en M10. Con los mismos argumentos utilizados

)

2
entonces tenemos que Cﬁl

para probar la convergencia de Cg y por M5 obtenemos que Cgl) L50. 0
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