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Estimación robusta para un modelo de reducción de la dimensión

Resumen
Las técnicas no paramétricas son herramientas �exibles para poder estudiar la relación

entre una variable aleatoria continua y un vector de covariables explicativas, pero para
su aplicación requieren un número de observaciones que crece exponencialmente con la
dimensión p del vector de covariables.

Una manera de poder enfrentar la estimación no�paramétrica con una muestra de
tamaño moderado y p grande, es obtener un número reducido de nuevas variables ex-
plicativas sin disminuir la información que ellas provean sobre la variable respuesta. Las
diversas estrategias para encarar este problema se engloban en lo que se denomina re-
ducción de la dimensión.

Cook [2007] introduce el concepto de reducción su�ciente, y el modelo de principal
�tted components (PFC). Cook y Forzani [2008] calcula el estimador de máxima verosi-
militud (MV) para el modelo PFC suponiendo que los errores tienen distribución normal
multivariada. Sin embargo, cuando hay contaminación o la distribución de los errores no
es normal multivariada, los estimadores de MV se ven muy afectados y por lo tanto en
estos casos, pueden ser muy poco informativos.

En esta tesis proponemos estimadores robustos de tipo τ para estimar el modelo PFC
y por consiguiente para la correspondiente reducción su�ciente. Estos estimadores están
basados en una τ−escala (ver Yohai y Zamar [1988]).

De�nimos el τ−funcional de estimación del cual se derivan los τ−estimadores pro-
puestos. Se demuestra que bajo condiciones generales estos estimadores son fuertemente
consistentes.

A partir de las ecuaciones de estimación se obtiene una expresión para los τ−esti-
madores similar a la de MV, excepto que las observaciones aparecen acompañadas por
pesos que, a su vez, dependen de los parámetros. Esto sugiere un algoritmo iterativo
natural para computar los τ . También se discute cómo obtener valores iniciales para este
algoritmo.

Un estudio de Monte Carlo permite comparar los τ -estimadores y los estimadores
de MV bajo el modelo PFC y bajo contaminación por outliers. Los resultados de esta
simulación muestran claras ventajas para los τ -estimadores. También se presenta una
propuesta de selección de la dimensión del espacio de reducción basada en validación
cruzada.

Finalmente, ilustramos la aplicación del método con dos ejemplos de datos reales. Las
demostraciones de los resultados se presentan en varios apéndices.

Palabras clave: reducción de la dimensión, principal �tted components, estimación
robusta, τ−estimador, reducción su�ciente, regresión inversa, selección de la dimensión.
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Robust estimation for a dimension reduction model

Abstract
Non-parametric estimating procedures are �exible tools to study the relationship

between a continuous response and a vector of explanatory variables. However these
methods require a number of observations that grows exponentially with the number of
explanatory variables. One way to overcome this situation is to obtain a reduced number
of new variables that contain the same information on the response than the original
ones.

Several strategies have been proposed to achieve this dimension reduction. Cook
[2007] introduces the concept of su�cient reduction and the principal �tted components
(PFC) model. Cook and Forzani [2008] obtain the maximum likelihood (ML) for the PFC
model assuming that the error distribution is multivariate normal. However these estima-
tors may be much a�ected for outlier contamination or a non normal error distribution,
and therefore, when this occurs, they may not be much informative.

In this thesis we propose robust estimators for the parameters of the PFC model based
on a τ -scale (see Yohai and Zamar [1988]), and therefore we provide robust estimators
for the su�cient reduction too.

We de�ne the τ−estimating functional that generate the τ−estimators for the PFC
model. We prove that under general assumptions this τ−estimators are strongly consis-
tent.

We obtain the estimating equations that characterize the critical points of the τ−es-
timator. Using these equations we can express the τ−estimators as a weighted ML esti-
mator where the weight for each observation depends on the parameters. This expression
suggests a natural iterative algorithm to compute the τ−estimators. We also discuss how
to obtain starting values for the parameters of the algorithm.

We perform a simulation study to compare the τ− and ML−estimators. The simula-
tion results show that the τ−estimators compare favorably with respect to the ML−es-
timator. We also propose a procedure based on cross validation to choose the dimension
of the su�cient reduction.

Finally,we illustrate the advantages of the proposed estimation procedure using two
real datasets. The proofs of the main results can be found in several appendices.

Key words: dimension reduction, principal �tted components, robust estimation,
τ−estimator, su�cient reduction, inverse regression, dimension selection.
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1. Subespacios de Reducción

Sea (x,y) ∈ Rp+1 un vector aleatorio, con x ∈ Rp. En muchas aplicaciones, el interés
está en el modelado de la relación entre x e y. Para esto, un modelo frecuentemente usado
es

y = g (x,ε)

donde g es una función desconocida y ε, el término del error, no es observable, pero se
asume independiente de x. La estimación de g se puede realizar a través de la regresión no
paramétrica. Las técnicas de regresión no paramétrica permiten estimar a esta función
g a partir de una muestra {(xi, yi)} , con 1 ≤ i ≤ n. Son herramientas más �exibles
que los modelos más clásicos, como el modelo de regresión lineal, que imponen alguna
estructura (en este caso, la linealidad) a la función g. Las técnicas no paramétricas (o
también denominadas técnicas de suavizado no paramétrico) estiman la E(y|x = x0) a
través de un promedio ponderado de los valores de la variable y observados en la muestra,
donde los pesos o ponderadores de un valor yi observado dependen, esencialmente, de
la distancia entre x0 (el valor alrededor del cual uno quiere estimar) y xi (el valor de
las covariables observadas simultáneamente con yi). Desafortunadamente, el tamaño de
muestra n necesario para producir un suavizado no paramétrico apropiado es exponencial
en p, el número de covariables. En las aplicaciones, no suele disponerse de esta cantidad
de observaciones. En estadística, esto se conoce como la maldición de la dimensionalidad.
Sin embargo, en muchos casos se tiene información redundante en las covariables, en el
sentido de que existe una función R : Rp → Rd con d ≤ p tal que la relación entre y y x
puede ser modelada adecuadamente por

y = g1 (R (x) , ε1) (1)

con ε1 y R(x) independientes. Si d es su�cientemente pequeño podemos estimar el modelo
(1) de manera adecuada con técnicas de regresión no paramétrica. El objetivo de este
trabajo es estudiar y estimar a R, dejando las cuestiones de cómo estimar a g1 o describir
sus características principales para un trabajo futuro.

Podemos formalizar esta idea de la siguiente manera.

De�nición 1.1 Una reducción es una función medible R : Rp → Rd con d ≤ p.

De�nición 1.2 Los vectores aleatorios u y v son condicionalmente independientes
dado z si para todas las funciones f, g tales que f (u) , g (v) ∈ L∞ (Ω) se cumple que

E [f (u) g (v) | z] = E [f (u) | z]E [g (v) | z] .

Lo notaremos de la siguiente forma, u⊥⊥v | z.

En el Apéndice A.1 hacemos una introducción a la independencia condicional, y
enunciamos las principales propiedades de ella.

De�nición 1.3 Una reducción R se dice su�ciente si x⊥⊥y | R (x) .
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Observación 1.1 Usando el Teorema A.5, podemos expresar el hecho de que R sea una
reducción su�ciente de las siguientes formas equivalentes

i. x⊥⊥y | R (x)

ii. y | x ∼ y | R (x)

iii. x | (y,R (x)) ∼ x | R (x)

De acuerdo a (ii) podemos decir que una reducción su�ciente R (x) contiene toda la
información que x tiene acerca de y.

La siguiente de�nición corresponde a la reducción su�ciente más simple que se puede
obtener.

De�nición 1.4 Sea R (x) una reducción su�ciente. Diremos que es minimal si para
toda otra reducción su�ciente T (x) resulta que R (x) es una función de T (x) .

Las técnicas de regresión implican el modelado (y la estimación) de lo que se suele
llamar la reducción directa (forward reduction), expresada por la distribución de y | x
(o alguna medida resumen de la misma que sea de interés). Por la Observación 1.1(ii),
por supuesto, esto puede ser equivalentemente escrito en términos de modelar o resumir
la distribución conjunta de (x, y) o de la reducción inversa, que es la distribución de
x | y. Esta libertad hace posible utilizar diferentes enfoques para encontrar reducciones
su�cientes. En la regresión directa, el modelo de regresión lineal estándar es el ejemplo
de reducción más utilizado. En este modelo se propone que

y = βTx + ε

con ε y x independientes, E (ε) = 0 y β ∈ Rp un vector desconocido. Al modelar el
vínculo entre x e y de esta forma, estamos imponiendo que R (x) = βTx (d = 1) sea
una reducción su�ciente puesto que y | x ∼ y | R (x) . La modelización de reducciones
inversas, es decir, de la distribución de x | y, se ha desarrollado mucho en los últimos
años. Puede lidiar en forma sencilla con d > 1 y y resuelve los problemas vinculados
con la maldición de la dimensionalidad cuando p es grande. Podemos mencionar dos
enfoques generales para encontrar reducciones su�cientes modelando la regresión inversa.
El primero (que históricamente también surgió primero) es lo que se conoce como la
reducción inversa basada en momentos (moment-based approach). Este enfoque utiliza los
momentos de las variables para estimar las reducciones su�cientes. El segundo enfoque
está basado en la modelización de la regresión inversa (model-based inverse reduction),
en la que se especi�ca un modelo paramétrico para la relación inversa de x en términos
de y. En las Secciones 1.2 y 1.3 presentamos brevemente ambos enfoques.
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1.0.1. Relación entre estadístico y reducción su�ciente

En estadística, en un encuadre más general, a partir de una muestra x1, . . . ,xn de
vectores o variables aleatorios i.i.d. con distribución en la familia F = {Pθ : θ ∈ Θ}
cualquier estadístico T (x1, . . . ,xn) de�ne una forma de reducir la información contenida
en la muestra.

Informalmente, un estadístico T es su�ciente para θ si captura toda la información
que la muestra pueda tener sobre el θ. Esta noción fue introducida por Fisher en 1922.
La de�nición formal es la siguiente.

De�nición 1.5 Un estadístico T (x1, . . . ,xn) es su�ciente para θ (o para la familia F
de posibles distribuciones para xi) si la distribución condicional de la muestra dado
T (x1, . . . ,xn) , o sea (x1, . . . ,xn) | T (x1, . . . ,xn) , no depende de θ.

¾Cómo se relaciona esta de�nición con la de reducción su�ciente dada en la página
11? Aquí la familia de distribuciones que nos interesa es F que contiene a todas las
distribuciones condicionales de x | y. Dada una observación (x, y) , en este caso, un
estadístico T (x, y) será su�ciente si la distribución condicional de x | (y, T (x, y)) no
depende (matemáticamente) de F . Si R (x) es una reducción su�ciente, en el sentido
de la De�nición 1.3, entonces, por la equivalencia de la Observación 1.1, sabemos que
x | (y,R (x)) ∼ x | R (x) , luego R (x) será un estadístico su�ciente para F .

1.1. Subespacios de reducción de la dimensión y subespacio central

Por lo general, no hay una regla especí�ca para guiar la elección de una reducción. Sin
embargo, siempre es posible empezar restringiendo la atención a la clase de las reducciones
lineales. Como R (x) = x es trivialmente su�ciente, una reducción lineal siempre existe. Si
R (x) = ηTx con η ∈ Rp×d es una reducción d−dimensional, entonces también RA (x) =
(ηA)T x lo es para cada A ∈ Rd×d de rango completo. En consecuencia, sólo el subespacio
generado por las columnas de η, que vamos a denotar span(η), queda identi�cado. En
este caso, el span(η) se llama un subespacio de reducción de la dimensión.

Si span(η) es un subespacio de reducción de la dimensión, entonces también lo es
span(η, η1) para cualquier η1 ∈ Rp×d1 . Como consecuencia de esto, puede haber mu-
chos subespacios lineales su�cientes de reducción en una regresión particular; estaremos
interesados en aquel que tenga la dimensión más pequeña. Entonces, podemos de�nir,

De�nición 1.6 Sea
Sy|x =

⋂

S es un subespacio
de reducción de la dimensión

S.

Sy|x siempre será un subespacio, aunque no necesariamente será un subespacio de
reducción de la dimensión. Sin embargo, bajo condiciones bastante generales se prueba
que Sy|x resulta serlo, ver Cook [1994], Cook [1996] y Cook [1998]. Cuando esto sucede,
a Sy|x se lo denomina subespacio central.

Siguiendo a Cook, en este trabajo asumiremos que el subespacio central existe. En
consecuencia, el objetivo de la inferencia en reducción su�ciente será obtener Sy|x.
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1.2. Reducción inversa basada en momentos

La primera propuesta de reducción inversa surge en el trabajo seminal de K.-C. Li
[1991a], en el que se propone la regresión inversa partida (Sliced Inverse Regression, SIR)
para la reducción de dimensión. En ese trabajo se utiliza la siguiente condición,

(Condición de Linealidad) Existe un η0 ∈ Rp×d tal que E
(
x | ηT0 x

)
es una función

lineal de x.

K.-C. Li [1991a] demuestra que bajo dicha condición, E (x | y) − E (x) pertenece al
subespacio de dimensión d, Σspan (η0) , donde Σ = Var (x) y span (η0) es el subespacio
generado por las columnas de η0. Si asumimos que Sy|x = span (η0) , esta relación permite
la estimación de Sy|x a través de la estimación de la esperanza condicional de x | y, la
esperanza de x y la matriz de covarianza de x.

La razón por la que el SIR es tan innovador es que propone invertir los roles de x
e y: en vez de regresar a y en función de x (forward regression), Li es pionero en la
propuesta de regresar a x en función de y (inverse regression). Con este cambio de roles
se esquiva el problema de la dimensionalidad. Esto sucede pues la regresión inversa puede
llevarse a cabo regresando cada coordenada de x en función de y. Es decir, enfrentamos
p problemas de regresión univariada en vez del problema original de regresión múltiple
con alta dimensión del espacio de las covariables.

Como no se impone un modelo, la estimación de E (x | y) se hace de forma no paramé-
trica de la manera más sencilla, a través de medias muestrales. Si y es discreta, de rango
pequeño, la esperanza de x cuando y = y0 se estima por la media calculada utilizando
la distribución empírica, es decir, por el promedio de las observaciones x′s en la muestra
cuyo valor y es igual a y0. Si y es continua, su rango observado se divide en H intervalos
disjuntos (Ih)h=1,...,H . Cada observación pertenece a uno de estos intervalos, la esperanza
E (x | y ∈ Ih) se estima por la media muestral de las observaciones x′s en la muestra cuyo
valor de y pertenece a Ih. E (x) se estima por la media muestral de las x′s. Σ se estima
con la matriz de covarianza muestral Σ̂ (de nuevo, la covarianza calculada utilizando la
distribución empírica) y el subespacio central se estima mediante la búsqueda de las d
componentes principales de los valores estimados

mh = EPn (x | y ∈ Ih)− EPn (x) = ̂EP (x | y ∈ Ih)− ÊP (x) (2)

donde Pn es la distribución empírica, Pn = 1
n

∑n
i=1 δ(xi,yi) basada en la muestra (xi, yi)1≤i≤n .

Así las H estimaciones calculadas en (2) yacen aproximadamente en el subespacio de in-
terés, Li propone encontrar el subespacio de dimensión d más cercano (en la distancia
habitual para espacios euclídeos) a los vectores {m1, . . . ,mH}. Este es el subespacio ge-
nerado por las d primeras componentes principales de {m1, . . . ,mH}, donde cada mh

es ponderada por la proporción de observaciones de la muestra utilizadas para calcu-
larla (wh). Finalmente el estimador de Sy|x es el espacio generado por los autovectores
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asociados a los d mayores autovalores de

Σ̂−1

(
H∑

h=1

mhm
T
hwh

)
= Σ̂−1

[
m1 · · · mH

]
diag (w1, . . . , wH)




mT
1
...

mT
H


 .

En esta línea, otras propuestas de reducción de la dimensión surgen de modelar mo-
mentos condicionales de segundo orden. Entre ellas, la Sliced Average Variance Estimator
(SAVE) es otra técnica de reducción de dimensión que fue propuesta por Cook y Weis-
berg [1991]. Bajo la condición de linealidad enunciada más arriba, sumada al supuesto
de condición de covarianza constante de�nido como

Var
(
x | ηT0 x

)

es constante para algun valor de η0 ∈ Rp×d. Los autores observan que span (Σ−Var (x | y)) ∈
Σspan (η0) donde Σ es nuevamente la covarianza de x, Σ = Var (x) y span repre-
senta el subespacio generado por las columnas de la matriz. Luego, si asumimos que
Sy|x = span (η0) , estimando apropiadamente a estas matrices se puede obtener un esti-
mador para Sy|x. Este es el sustento poblacional para SAVE que se centra en la estimación
no paramétrica de Var (x | y) y Σ, y utiliza componentes principales. Algunos otros mé-
todos han sido desarrollados en esta línea. Entre ellos podemos mencionar los métodos de
Principal Hessian Direction, originalmente propuesto por K.-C. Li [1992], inverse regres-
sion estimation, por Cook y Ni [2005], directional regression, por B. Li y Wang [2007],
partial inverse regression with a categorical predictor propuesta por Wen y Cook [2007].

Finalmente, vale la pena observar que tanto la condición de linealidad como la de
covarianza constante imponen restricciones en la distribución conjunta de los predictores.
Las distribuciones elípticamente simétricas satisfacen la condición de linealidad. Puede
verse K.-C. Li [1991b], para una discusión sobre el tema.

Por otro lado, una limitación del SIR es la siguiente. Como observa K.-C. Li [1991a],
bajo la condición de linealidad, podría pasar que

span [E (x | y)− E (x)]  Σspan (η0) ,

es decir, que la curva de regresión inversa esté incluida en un subespacio propio de
Σspan (η0) , en ese caso no podremos recuperar a Sy|x sólo estudiando la curva E (x | y) .
Es decir, hay casos en los que no basta con la esperanza condicional para caracterizar a la
reducción su�ciente. En ese marco, el subespacio generado por los autovectores calculados
estará contenido en el subespacio de reducción, pero éstos podrían no generarlo, o sea,
podría recuperarse una parte del subespacio de interés, no todo.

En el paquete de R dr Weisberg [2002], están programados el SIR, SAVE y otros
estimadores de Sy|x basados en momentos.

Tanto SIR como SAVE proporcionan estimadores consistentes de Sy|x a tasa
√
n ba-

jo condiciones estándar. Varios artículos describen su desempeño en el caso de muestras
�nitas. En ellos, se describen las di�cultades de SIR para encontrar las direcciones co-
rrectas en el caso en el que la E (y | x) depende de x de forma no lineal, por ejemplo
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K.-C. Li [1991a], Cook y Weisberg [1991], H. Wang y Xia [2008] en el caso en el que la
función g que vincula a y con x en el modelo (1) es simétrica respecto del origen. SAVE
fue desarrollado para solucionar este problema, pero funciona peor que SIR en presencia
de tendencias lineales. En H. Wang y Xia [2008] se exhibe un ejemplo de simulación
en la que la varianza condicional V ar (y | x) no es constante, y muestra que ni el SIR
ni el SAVE, ni Principal Hessian Direction (ni tampoco Simple contour regression que
comentamos en la siguiente sección) encuentran las direcciones correctas. Por supuesto,
todos ellos comparten la falta de resistencia a la presencia de valores atípicos, como se
muestra por ejemplo en Gather, Hilker, y Becker [2002].

1.3. Reducción de la dimensión basada en modelos

El segundo enfoque para proponer estimadores de las reducciones o del subespacio
central es lo que se llama reducción su�ciente de la dimensión basada en modelos. La
idea es proponer directamente un modelo para la distribución inversa, es decir, para
la distribución de x | y. El objetivo sigue siendo tratar de encontrar una reducción
adecuada para que la estimación directa sea posible. En este escenario, la orientación
hacia el método de estimación de Sy|x adecuado proviene del propio modelo. Y también
del modelo se deduce el comportamiento asintótico de los estimadores propuestos. La
motivación para la introducción de una familia de distribuciones fue la posibilidad de
derivar a través de ella nuevos estimadores que serían óptimos cuando las observaciones
siguen la distribución supuesta, y luego estudiar su rendimiento cuando la verdadera
distribución es otra. Otra motivación fue establecer condiciones precisas bajo las cuales
existe el subespacio central y es único, y también para poder asegurar que la propuesta
de estimación de la reducción es capaz de recuperar e�cazmente todo el subespacio.

Una forma de introducir este enfoque es el siguiente. Como observara K.-C. Li [1991a],
si la condición de linealidad es satisfecha, E (x | y) − E (x) pertenece a un subespacio.
Además, por de�nición, esta cantidad debe depender de y. Uno puede modelar la distri-
bución condicional (o inversa) de x | y tomando en cuenta estos hechos, y luego tratar de
recuperar la reducción su�ciente a partir de este subespacio. En Szretter y Yohai [2009]
demostramos que bajo el supuesto de que la distribución de x | y es normal, con la media
perteneciente a una variedad afín (desconocida), con matriz de covarianza constante (y
desconocida), entonces podemos identi�car y estimar el subespacio central mediante el
método de máxima verosimilitud.

En Cook [2007] y en Cook y Forzani [2008] se propone un modelo más general para
la distribución condicional: el modelo de componentes principales ajustadas (principal
�tted components, PFC). Asumamos que E (x | y)−E (x) pertenece a un subespacio de
dimensión d. Consideremos la matriz Γ (desconocida) de dimensión p × d que tiene por
columnas a los generadores linealmente independientes de dicho subespacio. Entonces,
para cada valor de y debería existir un vector de coordenadas νy ∈ Rd que satisfaga

E (x | y)− E (x) = Γνy.
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Los autores asumen que las observaciones satisfacen el siguiente modelo: condicional a y,

x = µ + Γνy + σε,

donde µ ∈ Rp, Γ ∈ Rp×d, d < p, ΓTΓ = Id, σ > 0, d es conocido, νy ∈ Rd es una
función desconocida de y con matriz de covarianza de�nida positiva y media muestral
igual a cero. El vector de errores ε ∈ Rp es independiente de y, con distribución normal de
media 0 y matriz de covarianza identidad. ν (y) son las coordenadas de E (x | y)−E (x)
en la base dada por la columnas de Γ. De modo que ν : R→ Rd es una función vectorial
(o curva) desconocida que dependerá de la selección de la base de span (Γ) realizada.
La propuesta de Cook y Forzani [2008] es modelar esta función, sugiriendo guiarse por
grá�cos de los datos disponibles para hacerlo. La idea es encontrar una aproximación
a ν su�cientemente buena usando, por ejemplo, un polinomio de grado r (r ≤ d). Por
ejemplo, para r = 3, se puede tomar

ν (y) = β



y
y2

y3




donde la matriz β ∈ Rd×r es otro parámetro del modelo. Otra posibilidad inspirada en
el SIR es dividir el rango de y en r fetas o intervalos disjuntos (Ih)h=1,...,r y proponer

ν (y) = β



II1 (y)

...
IIr (y)


 ,

donde IA es la función indicadora del conjunto A. También se podrían utilizar funciones
trigonométricas adaptadas de una serie de Fourier.

Otros ejemplos de reducciones su�cientes basadas en modelos son Simple contour
regression, y Envelope models, ambas propuestas por Cook, Li, y Chiaromonte [2010].
También Model�based SIR, propuesta por Scrucca [2011].

El trabajo de esta tesis se desarrolla de la siguiente forma. En el Capítulo 2 presenta-
mos con detalle el modelo de PFC, incluyendo una descripción del espacio de parámetros.
En el Capítulo 3 discutimos la relación entre estadístico su�ciente y modelo de PFC. Co-
ok [2007] exhibe una expresión para la reducción su�ciente cuando los errores del modelo
PFC tienen distribución normal multivariada. En este capítulo extendemos este resultado
para el caso en el que la distribución del error pertenece a una familia de distribuciones
más amplia que la normal multivariada.

En el Capítulo 4 presentamos el estimador de máxima verosimilitud (EMV) para el
modelo PFC con error normal multivariado obtenido por Cook y Forzani [2008]. Estos
estimadores son e�cientes bajo normalidad, pero son sensibles a la presencia de outliers.
En este capítulo presentamos una propuesta de estimación para superar esta limitación,
basada en escalas de tipo τ . Las escalas de tipo τ , introducidas por Yohai y Zamar [1988]
pueden ser altamente robustas y e�cientes. A los estimadores propuestos los denomina-
mos τ−estimadores para el modelo PFC. Se basan en minimizar el det(∆) sujeto a una
condición sobre la τ−escala de los residuos estandarizados de las observaciones.
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En el Capítulo 5 construimos al τ−funcional para el modelo PFC que da lugar a
los τ−estimadores, y probamos que resulta equivariante. También presentamos maneras
alternativas de de�nirlo, siempre como aquella combinación de los parámetros en la que
se minimiza una función objetivo.

En la Sección 6.1 exhibimos condiciones sobre la distribución de los errores que ga-
rantizan la existencia de dicho mínimo, tanto para el funcional como para el estimador.
Estas condiciones incluyen a las distribuciones esféricas. En la Sección 6.2 re�namos
dichas condiciones para garantizar, además, la unicidad del mínimo (y, por lo tanto,
la buena de�nición del τ−funcional). Y, además, probamos la Fisher consistencia del
τ−funcional para el modelo PFC.

En el Capítulo 7 probamos la consistencia fuerte de los τ−estimadores. Para obte-
ner este resultado, probamos la continuidad del funcional, por lo que también hemos
veri�cado la robustez cualitativa asintótica del τ−funcional.

En el Capítulo 8 hallamos las ecuaciones de estimación para obtener al τ−funcional.
A partir de ellas obtenemos una expresión para los τ−estimadores análoga a la de má-
xima verosimilitud, pero con pesos dependiendo de los parámetros. Esto nos permite
proponer un algoritmo iterativo para computar los τ−estimadores en el que en cada pa-
so se actualizan los estimadores y los ponderadores que dependen de las observaciones.
Asimismo, presentamos un procedimiento para obtener valores iniciales para el algoritmo
propuesto. Esto lo hacemos en el Capítulo 9, donde también mostramos los resultados de
un estudio de Monte Carlo para comparar los τ−estimadores con los EMV bajo el modelo
PFC con errores normales y en distintos escenarios de contaminación. En la Sección 9.5
presentamos una propuesta basada en validación cruzada para seleccionar la dimensión
del espacio de reducción, y evaluamos su performance en otra simulación. Ambos estu-
dios de simulación muestran que los τ−estimadores son altamente e�cientes y robustos
en muestras �nitas. Finalmente, en la Sección 9.7, aplicamos el procedimiento propuesto
(validación cruzada para seleccionar la dimensión y estimación robusta de tipo τ−) a dos
ejemplos de datos reales. Las demostraciones de los resultados se presentan en los apén-
dices correspondientes a los capítulos donde fueron enunciadas. También en los apéndices
presentamos en forma resumida resultados que describen temas que este trabajo utiliza
(independencia condicional, descomposición en valores singulares, normas de matrices,
variedades de Grassman, DAGs y probabilidades, cálculo de ángulos principales).
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2. Modelo PFC (Principal Fitted Components)

2.1. Modelo

Sea (x, y) un vector aleatorio con x ∈ Rp, y ∈ R. Diremos que satisface el modelo de
componentes principales ajustadas (Principal Fitted Components, PFC, por sus siglas en
inglés) introducido por Cook [2007] si existe un vector µ0 ∈ Rp, una matriz Γ0 ∈ Rp×d
con rango (Γ0) = d ≤ p, una matriz β0 ∈ Rd×r con d ≤ r, una función f : R→ Rr, y una
matriz ∆0 ∈ Rp×p de�nida positiva tales que

x = µ0 + Γ0β0f(y) + ∆
1/2
0 u (3)

donde u es un vector aleatorio p−dimensional independiente de y. Los valores de los
parámetros µ0,Γ0, β0 y ∆0 son desconocidos, pero la función f es conocida. El vector u

no es observable. Al término ∆
1/2
0 u se lo denomina error del modelo.

Para completar el modelo, se suelen imponer condiciones sobre la distribución de
los errores o sobre la distribución conjunta de (x, y). Cook [2007] propone que u ten-
ga distribución conjunta normal multivariada con EF (u) = 0 y matriz de covarianza
EF
(
uuT

)
= Ip. En ese artículo se prueba que para este modelo bajo distribución normal

de los errores, R (x) = ΓT0 ∆−1
0 x es una reducción su�ciente. En Cook y Forzani [2008] se

prueba que dicha reducción es minimal.

2.2. Matriz de regresión de rango reducido

Sea Θ el espacio de posibles parámetros para el modelo PFC. Buscamos una descrip-
ción de este espacio que nos dé identi�cabilidad del modelo.

Observemos que Γ0 y β0 no están determinados, ya que si A ∈ Rd×d es una matriz
inversible, se puede cambiar a Γ0 y β0 por Γ0A y A−1β0, respectivamente, y el modelo se
mantiene igual. El subespacio de dimensión d en Rp generado por las columnas de Γ0 es
el que queda identi�cado por el modelo, ya que el subespacio generado por las columnas
de Γ0 y el generado por las columnas de Γ0A coinciden. Lo denotaremos SΓ0 = span(Γ0).

Claramente µ ∈ Rp sin restricción alguna, y ∆ ∈ PDS (p) donde PDS (p) es la
clase de todas las matrices p× p reales simétricas y de�nidas positivas. En cuanto a los
coe�cientes del modelo de regresión, esto es Γ y β, a través del siguiente lema pode-
mos caracterizar a su producto, B = Γβ ∈ Rp×r. Las restricciones impuestas sobre las
dimensiones de Γ0 y β0 restringen el rango de Γ0β0 a valer a lo sumo d ≤ mı́n (p, r) .

Lema 2.1 Sea B ∈ Rp×r con rango (B) = d. Entonces existen matrices U ∈ Rp×d, D ∈
Rd×d y Ψ ∈ Rd×r tales que UTU = Id,ΨΨT = Id, D es una matriz diagonal D =
diag (σ1, . . . , σd) ∈ Rd×d con σ1 ≥ · · · ≥ σd ≥ 0 y

B = UDΨ. (4)

Este resultado es la Proposición 1.47 de Eaton [1983].
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Luego, si llamamos B0 = Γ0β0, resulta que B0 ∈ Rp×r con rango (B) ≤ d, podemos
escribir el modelo PFC de una forma alternativa

x = µ0 +B0f(y) + ∆
1/2
0 u. (5)

Asumiremos que f(y) no tiene ninguna �la constante (pues en tal caso no hay identi�-
cabilidad del parámetro µ0 en el modelo). Alternativamente, podríamos agregar una �la
con un uno a f(y) de modo de incluir a µ0 en la matriz de coe�cientes. De modo que

si tomamos f̃ : R → Rr+1 de�nida por f̃(y) =

[
1

f(y)

]
, y D0 =

[
µ0 Γ0β0

]
∈ Rp×(r+1) ,

podemos escribir

x = D0z + ∆
1/2
0 u, (6)

donde z = f̃(y). Esta ecuación corresponde a un modelo de regresión lineal multivariado,
con vector de respuestas x, vector de covariables z y matriz de coe�cientes de regresión
D0. Observemos que si d < p y r = d, o bien p = d tenemos directamente el modelo
lineal multivariado. En los demás casos, la diferencia es que en el modelo PFC se impone
reducir el rango de la matriz de coe�cientes.

2.3. Espacio de parámetros del modelo

El espacio de posibles parámetros para el modelo PFC, Θ, puede escribirse como

Θ =
{
θ = (µ, B,∆) ∈ Rp × Rp×r × PDS (p) : rango (B) ≤ d

}
(7)

=
{
θ = (µ,Γβ,∆) ∈ Rp × Rp×r × PDS (p) : Γ ∈ Rp×d, (8)

β ∈ Rd×r, rango (Γ) = d
}
,

Como lo que queda identi�cado por el modelo es el subespacio span (Γ) , y no la matriz
Γ, siguiendo a Cook y Forzani [2008] utilizaremos la notación SΓ = span (Γ) . De�namos
el espacio

Ω =
{
B ∈ Rp×r : rango (B) ≤ d

}
,

de matrices de rango reducido. Dado B ∈ Ω, por el Lema 2.1, podemos descomponer a
B

B = UDΨ. (9)

Esta descomposción es única si asumimos que los valores singulares σ1, . . . , σd de B son
todos distintos y se adopta la convención de que la primera coordenada no nula de cada
columna de U y Ψ sea positiva. La dimensión algebraica del conjunto de matrices

{
U ∈ Rp×d : UTU = Id

}

es d (p− d)+ d(d−1)
2 , ver Absil, Mahony, y Sepulchre [2009]. De ello resulta que la dimen-

sión algebraica de Ω es d (p+ r − d) . Si tomamos Γ = U y β = DΨ se cumplen para
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estas matrices las restricciones impuestas y se recupera a B. Luego (9) es una caracteri-
zación de Ω. A lo largo de este trabajo utilizaremos las dos notaciones alternativas para
la matriz: B = Γβ.

En el Apéndice B discutimos otras caracterizaciones del espacio de parámetros, con
el objetivo de tener la misma notación que la utilizada en Cook y Forzani [2008].

2.4. Datos generados bajo el modelo PFC

A modo ilustrativo, veamos cómo son los grá�cos de dispersión de a pares, y en R3

para datos generados bajo el modelo PFC con p = 2, r = 2 y d = 1 ó 2. En la Figura 1a y
1b se ven, respectivamente, el grá�co de dispersión de a pares y el scatterplot en R3 para
200 observaciones simuladas bajo el modelo PFC con d = 1. En cambio, en las Figuras
1c y 1d apreciamos los mismos grá�cos para datos simulados bajo el modelo PFC, pero
en este caso para d = 2.
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Figura 1: Las cuatro �guras muestran grá�cos de doscientas observaciones generadas por
el modelo PFC, con p = 2, r = 2, f (y) =

(
y, y2

)T
, ∆ = I, µ = (0, 0)T . La variable y fue

generada con distribución U (0, 4) . En las �guras (a) y (b) tomamos d = 1 y Γ = (1, 1)T .

En cambio, en (c) y (d) d = 2 y Γ =

[
1 1
1 −1

]
.

(a) Scatter plot de a pares, d = 1.
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(b) Grá�co de dispersión en R3, d = 1.
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(c) Scatter plot de a pares, d = 2.
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(d) Grá�co de dispersión en R3, d = 2.
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3. Reducción en el modelo PFC

Sea V un subespacio de dimensión d en Rp, y ∆ una matriz p× p simétrica de rango
completo, escribimos p∆ (x,V) para referirnos a la proyección ortogonal de x en V, con
el producto escalar 〈·, ·〉∆ inducido por ∆. Si {v1, . . . ,vd} es una base ortonormal de V
con el producto escalar 〈·, ·〉∆ , podemos escribir

p∆ (x,V) =
d∑

i=1

〈x,vi〉∆ vi =
d∑

i=1

(
vTi ∆−1x

)
vi =

d∑

i=1

vi
(
vTi ∆−1x

)

=

(
d∑

i=1

viv
T
i

)
∆−1x = [v1 · · ·vd]




vT1
...

vTd


∆−1x. (10)

Recordemos que ‖x‖2∆ = ‖p∆ (x,V)‖2∆ + ‖x−p∆ (x,V)‖2∆ , donde ‖x‖2∆ = xT∆−1x, tam-
bién p∆ (x,V)+p∆

(
x,V⊥

)
= x, donde V⊥ es el subespacio ortogonal a V con el producto

escalar 〈·, ·〉∆ . Si la base {v1, . . . ,vd} no fuera ortonormal para el producto escalar 〈·, ·〉∆ ,
y llamamos Γ a la matriz que tiene por columnas a los vi, es decir, si

Γ =
[
v1 · · · vd

]
,

entonces,
p∆ (x,V) = p∆ (x, span (Γ)) = Γ

(
ΓT∆−1Γ

)−1
ΓT∆−1x. (11)

Desde aquí en adelante, consideramos un vector aleatorio x que satisface el modelo
PFC, introducido en (3). Como observáramos, la matriz Γ0 no es identi�cable, aunque sí
lo es el subespacio generado por sus columnas, span (Γ0). Por esta razón, asumiremos sin
pérdida de generalidad que las columnas de Γ0 son ortonormales, con el producto interno
inducido por ∆0, esto es ΓT0 ∆−1

0 Γ0 = Id×d. Sea

∓1 =
{

Γ1 ∈ Rp×(p−d) : ΓT1 ∆−1
0 Γ1 = I(p−d)×(p−d), ΓT1 ∆−1

0 Γ0 = 0(p−d)×d

}
,

es decir, ∓1 es el conjunto de generadores ortonormales con el producto interno inducido
por ∆0 del subespacio span (Γ0)⊥ .

En el siguiente resultado, generalizamos el resultado probado por Cook [2007], Pro-
posición 6, que a�rma que R (x) = ΓT0 ∆−1

0 x es una reducción su�ciente cuando se asume
que la distribución de los errores es normal. En contraposición al modelo considerado
en Cook [2007] y Cook y Forzani [2008], aquí no imponemos normalidad (de hecho, ni
siquiera asumimos distribución elíptica de los errores, más aún, no pedimos siquiera que
la distribución conjunta de las x sea continua).

Teorema 3.1 Bajo el modelo PFC, si p∆0

(
∆

1/2
0 u, span (Γ0)

)
y p∆0

(
∆

1/2
0 u, span (Γ0)⊥

)

son vectores independientes, entonces R (x) = ΓT0 ∆−1
0 x es una reducción su�ciente.

La demostración de este resultado está en el Apéndice C.2.
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Observación 3.1 Observemos que para todo Γ1 ∈ ∓1,

cov
(
p∆0

(
∆

1/2
0 u, span (Γ0)

)
, p∆0

(
∆

1/2
0 u, span (Γ1)

))

= cov
(

Γ0ΓT0 ∆
−1/2
0 u,Γ1ΓT1 ∆

−1/2
0 u

)

= Γ0ΓT0 ∆
−1/2
0 cov (u,u)

[
Γ1ΓT1 ∆

−1/2
0

]T

= Γ0ΓT0 ∆
−1/2
0 I∆

−1/2
0 Γ1ΓT1

= Γ0ΓT0 ∆−1
0 Γ1ΓT1 = 0,

de modo que estos dos vectores aleatorios son siempre no correlacionados.

Observación 3.2 Si u tiene distribución normal, u ∼ Np (0, I) , sea Γ1 ∈ ∓1, entonces,
como

[
Γ0 Γ1

]
tiene rango p, tenemos

(
ΓT0 ∆

−1/2
0 u,ΓT1 ∆

−1/2
0 u

)
=
[
Γ0 Γ1

]T
∆
−1/2
0 u

∼ Np

(
0,
[
Γ0 Γ1

]T
∆
−1/2
0

([
Γ0 Γ1

]T
∆
−1/2
0

)T)

= Np

(
0,

[
ΓT0 ∆−1

0 Γ0 ΓT0 ∆−1
0 Γ1

ΓT1 ∆−1
0 Γ0 ΓT1 ∆−1

0 Γ1

])
= Np (0, I) .

Esto signi�ca que los vectores ΓT0 ∆
−1/2
0 u y ΓT1 ∆

−1/2
0 u tienen distribución conjunta nor-

mal multivariada, y son independientes. De modo que si u tiene distribución normal,

p∆0

(
∆

1/2
0 u, span (Γ0)

)
= Γ0ΓT0 ∆

−1/2
0 u y p∆0

(
∆

1/2
0 u, span (Γ1)

)
= Γ1ΓT1 ∆

−1/2
0 u tam-

bién son independientes y la hipótesis del Teorema 3.1 se satisface, entonces en este caso
R (x) es una reducción su�ciente, recuperando lo que fuera probado por Cook [2007].

Más aún, el Teorema 3.1 es más general que el probado por Cook. Para a�rmarlo,
debemos ser capaces de exhibir alguna situación para el modelo PFC en la que los errores
no sean normales, y sin embargo estemos en las hipótesis de dicho lema para poder
concluir que R (x) es una reducción su�ciente. Las dos siguientes observaciones exhiben
ejemplos.

Observación 3.3 Sea u = (u1, . . . , up)
T un vector aleatorio con u1, . . . , up variables

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Consideremos Γ0 =
[
e1 · · · ed

]

con ej el j-ésimo vector canónico en Rp (con todas las coordenadas iguales a cero y un
uno en la j-ésima) y ∆0 = I. En tal caso

p∆0

(
∆

1/2
0 u, span (Γ0)

)
= (u1, . . . , ud, 0, . . . , 0)T =

d∑

j=1

ujej

p∆0

(
∆

1/2
0 u, span (Γ0)⊥

)
= (0, . . . , 0, ud+1, . . . , up)

T =

p∑

j=d+1

ujej
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que son claramente independientes. La distribución de cada uj puede ser cualquiera (por
ejemplo, t de Student con k grados de libertad). En este caso, el Teorema 3.1 garantiza
que R (x) será una reducción su�ciente.

Para el siguiente ejemplo, introducimos primero una familia de distribuciones (de
variables y vectores aleatorios), para luego construir el ejemplo. La normal asimétrica
(skew-normal) es una familia paramétrica de distribuciones univariadas que incluye a la
normal estándar como caso particular.

De�nición 3.1 Sea φp (z; Ω) la densidad de una variable aleatoria Np (0,Ω) con Ω ∈
Rp×p de�nida positiva y sea Φ la función de distribución acumulada de una variable
aleatoria normal estándar. Luego

Ω = CTω2C

es la descomposición de Ω en autovalores y autovectores, con ω una matriz con elementos
positivos en la diagonal (los desvíos estándares asociados a la matriz de covarianza dada
por Ω). De�nimos la función f : Rp → R por

f (y) = 2φp (y − ξ;Ω) Φ
(
αTω−1 (y − ξ)

)
,

donde α ∈ Rp y ξ∈ Rp. Si y es un vector aleatorio con densidad f , entonces decimos que
y tiene distribución normal asimétrica multivariada (skew-normal) y escribimos
y ∼ SNp (ξ,Ω,α) . A los parámetros α,ξ y Ω se los denomina parámetro de inclinación
(slant), posición y matriz de escala, respectivamente.

Observemos que ω puede escribirse de la siguiente forma

ω = (Ω� Ip)1/2

donde � denota el producto coordenada a coordenada (o producto de Hadamard). La
matriz Ω = ω−1Ωω−1 es la matriz de correlación asociada a Ω. La forma de la densidad
multivariada resultante depende de una combinación entre Ω y α. En la Figura 2 se
pueden ver las curvas de nivel de la distribución normal asimétrica bivariada, en dos
casos que comparten todos los valores de los parámetros excepto el Ω12. En dicha �gura
se gra�can las curvas de nivel de la normal bivariada de base, en línea punteada, y las
de la normal asimétrica correspondiente en línea llena. Ambos grá�cos comparten los
valores de α,ξ y la diagonal de Ω. Vemos que es el efecto combinado entre α y Ω el que
afecta la forma de la densidad.

La familia de distribuciones normales multivariadas asimétricas es estudiada en va-
rios artículos de Azzalini, en particular, Azzalini y Dalla Valle [1996]. La notación que
presentamos aquí aparece en Azzalini y Capitanio [2003]. Un tratamiento sistemático
de esta distribución, desarrollada en forma independiente de trabajos previos, en la que
�guran los resultados importantes y varias generalizaciones puede encontrarse en el libro
de Azzalini y Capitanio [2014]. Como explica Azzalini [2005], la razón por la cual se
incluye el término aparentemente redundante ω−1 en el argumento de Φ es mantener el
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Figura 2: Curvas de nivel de dos densidades normales asimétricas bivariadas de paráme-
tros ξ = 0,α = (5,−3)T ,Ω11 = Ω22 = 1 en ambos casos, y Ω12 = −0,7 para el grá�co
de la izquierda y Ω12 = 0,7 para el grá�co de la derecha. La �echa representa el vector
α dividido por su norma euclídea. Fuente Azzalini y Capitanio [2014].

parámetro de forma α inalterado cuando se transforma linealmente al vector y de�nien-
do y′ = a + By para una matriz diagonal de�nida positiva B : en ese caso cambia la
posición y la escala pero no cambia α.

Se puede calcular la función generadora de momentos de un vector y ∼ SNp (ξ,Ω,α)
que está dada por

M (t) = 2 exp

(
ξT t +

1

2
tTΩt

)
Φ
(
δTωt

)
, t ∈ Rp,

donde

δ =
Ωα

(
1 + αTΩα

)1/2 ,

y Ω es la matriz de correlación asociada a Ω,

Ω = ω−1Ωω−1.

A partir de M (t) se obtiene

E (y) = ξ + ω

√
2

π
δ y V ar (y) = Ω− 2

π
ωδδTω. (12)

Observemos que aunque el parámetro de posición ξ sea cero, esto no garantiza que el
vector y tenga esperanza cero.
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Hay varias construcciones explícitas que permiten obtener vectores aleatorios con
distribución SN . Para los propósitos de la tesis será de interés el siguiente acoplamiento
o construcción de un vector aleatorio con distribución normal asimétrica multivariada
p-dimensional, a partir de un vector aleatorio (p+ 1)−dimensional normal multivariado.

Representación estocástica o acoplamiento. Sean Y0 ∼ N (0, 1) e

y =



Y1
...
Yp


 ∼ Np

(
0,Ψ

)

independientes, donde Ψ es una matriz de correlación de rango completo y de dimensión
p × p (observar que la diagonal de Ψ tiene exclusivamente unos). Dado un vector δ=
(δ1, . . . , δp)

T con todas sus coordenadas en el intervalo (−1, 1) , se de�nen las variables
aleatorias

Zj = δj |Y0|+
√

1− δ2
jYj , j = 1, . . . , p.

Podemos acomodar estas variables en el vector aleatorio z = (Z1, . . . , Zp)
T . Sea

Dδ =
(
Ip − diag (δ)2

)1/2
,

donde diag (δ) es una matriz diagonal, cuya diagonal es el vector δ. Con ella podemos
escribir a z de una forma más compacta

z = Dδy + δj |Y0| .

Entonces, z ∼ SNp

(
0,Ω,α

)
, donde Ω y α se de�nen a partir de Ψ y δ por

λ = D−1

δ
δ (13)

Ω = Dδ
(
Ψ + λλT

)
Dδ = Ψ +Dδλλ

TDδ (14)

α =
D−1

δ
Ψ
−1

λ
(

1 + λTΨ
−1

λ
)1/2

. (15)

Observación 3.4 Sea z un vector aleatorio con distribución normal asimétrica p−dimensional,
z ∼ SNp

(
0,Ω,α

)
, con p = 2d. Tomemos c1, c2, . . . , cd ∈ (−1, 1) de modo que exista al

menos un par i, j tales que ci 6= cj , sea

δ = (c1, c1, c2, c2, . . . , cd, cd) =

d∑

j=1

cj (e2j−1 + e2j)

y tomemos Ψ = I. Sea

u = z− E (z) = z−
√

2

π
δ,
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por (12), y consideramos el modelo PFC con este error. Tomamos ∆0 = I, y

Γ0 =
(
e1 + e2 e3 + e4 · · · ep−1 + ep

) 1√
2
,

donde ei es el iésimo vector canónico en Rp. En este caso, podemos tomar

Γ1 =
(
e1 − e2 e3 − e4 · · · ep−1 − ep

) 1√
2
,

y, por el acoplamiento presentado, tenemos

p∆0

(
∆

1/2
0 u, span (Γ0)

)
= Γ0ΓT0 ∆

−1/2
0 u

=
1

2

d∑

j=1

(u2j−1 + u2j) (e2j−1 + e2j)

=
1

2

d∑

j=1

(Z2j−1 + Z2j − E (Z2j−1 + Z2j)) (e2j−1 + e2j)

=
1

2

d∑

j=1

[
2cj |Y0|+

√
1− c2

j (Y2j−1 + Y2j)− 2cj

√
2

π

]
(e2j−1 + e2j)

y,

p∆0

(
∆

1/2
0 u, span (Γ0)⊥

)
= Γ1ΓT1 ∆

1/2
0 u

=
1

2

d∑

j=1

(u2j−1 − u2j) (e2j−1 − e2j)

=
1

2

d∑

j=1

(Z2j−1 − Z2j − E (Z2j−1 − Z2j)) (e2j−1 − e2j)

=
1

2

d∑

j=1

√
1− c2

j (Y2j−1 − Y2j) (e2j−1 − e2j)

puesto que, por (12) se tiene

E (Z2j−1 + Z2j) = 2cj

√
2

π

E (Z2j−1 − Z2j) = cj

√
2

π
− cj

√
2

π
= 0.

Como (Y0, Y1, . . . , Yp)
T ∼ Np+1 (0, I) , en particular sus coordenadas son independientes.

Además, como el vector

(
Y0,

(Y1 + Y2)√
2

,
(Y1 − Y2)√

2
,
(Y3 + Y4)√

2
,
(Y3 − Y4)√

2
, . . . ,

(Yp−1 + Yp)√
2

,
(Yp−1 − Yp)√

2

)T
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también tiene todas sus coordenadas independientes (por ser una transformación ortogo-

nal de (Y0, Y1, . . . , Yp)
T ) y, como p∆0

(
∆

1/2
0 u, span (Γ0)

)
es función de las coordenadas

de índice par y de la primera, mientras que p∆0

(
∆

1/2
0 u, span (Γ0)⊥

)
es función de las

coordenadas impares (mayores o iguales a tres), es decir, ambos son función de conjun-
tos disjuntos de coordenadas del vector aleatorio (Y0,y), resultan independientes. En este
caso, la reducción es su�ciente. Observemos que además, como ci 6= cj para al menos un
par de índices i, j, el vector z no tiene todas sus coordenadas idénticamente distribuidas,
de modo que este ejemplo es distinto del presentado en la Observación 3.3.
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4. Estimador de Máxima Verosimilitud bajo normalidad

4.1. Estimador basado en una muestra

Supongamos que (x, y) satisface el modelo PFC y que u tiene distribución normal
con media 0 y matriz de covarianza I. Sea (xi, yi) , 1 ≤ i ≤ n, una muestra i.i.d. de este
modelo. En Cook y Forzani [2008], se derivan los estimadores de máxima verosimilitud
(EMV) de los parámetros del modelo y consecuentemente también los del espacio de
reducción su�ciente.

Bajo normalidad, para todo θ = (µ, B,∆) ∈ Θ la función de verosimilitud está dada
por

L (θ) = L (µ, B,∆) (16)

=
n∏

i=1

1

(2π)p/2
|∆|−1/2 exp

{
−1

2
(xi − µ−Bf(yi))

T ∆−1 (xi − µ−Bf(yi))

}
.

El EMV θ̂MV =
(
µ̂MV , B̂MV , ∆̂MV

)
queda de�nido por ser aquella combinación de los

parámetros θ ∈ Θ que maximiza a la función L. Es decir,

θ̂MV = arg máx
θ∈Θ

L (θ) .

Llamando

µi = µ +Bf(yi), (17)

el logaritmo de la función de verosimilitud está dado por

ln (L (µ, B,∆)) = −np
2

ln(2π)− n

2
ln |∆| − 1

2

n∑

i=1

(xi − µi)
T ∆−1 (xi − µi) (18)

donde |∆| indica el determinante de la matriz ∆.

4.2. Obteniendo el EMV

Se buscan valores de θ ∈ Θ que maximicen el ln (L (θ)) . Sean

x̄ =
1

n

n∑

i=1

xi,

zi = xi − x̄,

f̄ =
1

n

n∑

i=1

f (yi) ,
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X la matriz de dimensión n × p que tiene a zT1 , . . . , z
T
n por �las y F una matriz de

dimensión n× r cuyas �las son
(
f (yi)− f̄

)T
. Sean

Σ̂fit =
1

n
XTF(FTF)−1FTX

Σ̂ =
1

n
XTX =

1

n

n∑

i=1

(xi − x̄) (xi − x̄)T

y
Σ̂res = Σ̂− Σ̂fit.

Luego, Σ̂ resulta la matriz de covarianza muestral de las x′s. Además Â = XTF(FTF)−1

es la matriz de coe�cientes ajustados para el modelo de regresión lineal multivariada de
xi en f (yi) . Obsérvese que Â no tiene restricciones de rango.

Sea C la matriz ortogonal [c1 · · · cp] donde ci es un autovector de Σ̂
−1/2
res Σ̂fitΣ̂

−1/2
res

correspondiente al autovalor πi, y π1 ≥ π2 ≥ · · · ≥ πp. Denotemos por Π̂ a la matriz
diagonal, Π̂ = diag (π1, . . ., πp), entonces

Σ̂−1/2
res Σ̂fitΣ̂

−1/2
res = CΠ̂CT .

Sea Ch la matriz con las primeras h columnas de C.

Teorema 4.1 Sean (xi, yi)1≤i≤n vectores de Rp+1 independientes que cumplen el modelo
PFC

xi = µ0 + Γ0β0f(yi) + ∆
1/2
0 u

para f una función conocida, y los vectores ui con distribución Np (0, I) . Entonces,

(a) El EMV de ∆ es

∆̂ = Σ̂res + Σ̂
1/2
fit Cp−d C

T
p−dΣ̂

1/2
fit .

(b) Sean t̂i, 1 ≤ i ≤ p los autovectores ortonormales de ∆̂−1/2Σ̂fit∆̂
−1/2 correspon-

dientes a los autovalores λ̂1 ≥ λ̂2 ≥ · · · ≥ λ̂p. El EMV de SΓ, ŜΓ es el subespacio

generado por ∆̂1/2t̂1, . . . , ∆̂
1/2t̂K . El EMV de µ es

µ̂ = x̄.

Una vez �jadas las columnas de Γ̂ como cualquier base ortonormal de ŜΓ resulta

β̂ =
(

Γ̂T ∆̂−1Γ̂
)−1

Γ̂T ∆̂−1Â donde Â = XTF(FTF)−1. Luego, en virtud de (11)

resulta que

B̂ = Γ̂β̂ = Γ̂
(

Γ̂T ∆̂−1Γ̂
)−1

Γ̂T ∆̂−1Â

= p
∆̂

(
Â, span

(
Γ̂
))

,

por lo que el EMV de B es la proyección ortogonal, en el producto interno inducido
por ∆̂, de Â en el subespacio ŜΓ (observemos que B̂ así de�nida sí tiene rango
reducido).
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(c) ∆̂1/2t̂i es un autovector de Σ̂fitΣ̂
−1
res correspondiente al autovalor 1/πp−i+1.

(d) ∆̂ también puede ser escrito de la siguiente forma

∆̂ =
1

n

n∑

i=1

(
xi − µ̂− B̂f (yi)

)(
xi − µ̂− B̂f (yi)

)T
(19)

y satisface

1

n

n∑

i=1

(
xi − µ̂− B̂f (yi)

)T
∆̂−1

(
xi − µ̂− B̂f (yi)

)
= p. (20)

Los ítems (a) y (b) son parte del Teorema 3.1 de Cook y Forzani [2008], y de los
resultados anteriores de la misma publicación. El ítem (c) es una combinación del Apén-
dice A.7 de Cook [2007] y el Corolario 3.2 de Cook y Forzani [2008]. La prueba de (d)
está en el Apéndice D.1.

Maximizar la función de verosimilitud, con el requisito de que θ ∈ Θ es, por supuesto,
equivalente a resolver el siguiente problema

mı́n
θ∈Θ

{
ln |∆|+ 1

n

n∑

i=1

(xi − µi)
T ∆−1 (xi − µi)

}
. (21)

Si llamamos
g(θ) = ln |∆|

y

h (θ) =
1

n

n∑

i=1

(xi − µi)
T ∆−1 (xi − µi) ,

el problema de hallar el estimador de máxima verosimilitud está dado por

mı́n
θ∈Θ

l(θ), (22)

donde l(θ) = g(θ) + h (θ).
En el Lema 4.1 mostramos una forma equivalente de escribir el problema de máxima

verosimilitud para el modelo PFC.

Lema 4.1 Son equivalentes

i. El problema de máxima verosimilitud para PFC dado por (22).
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ii. El problema

mı́n
θ∈Θ

g(θ) (23)

sujeto a la condición

h (θ) =
1

n

n∑

i=1

(xi − µ−Bf(yi))
T ∆−1 (xi − µ−Bf(yi)) = p. (24)

La demostración de este resultado está en el Apéndice D.

4.3. Escalas

A continuación de�nimos una función de escala.

De�nición 4.1 Sea u = (u1, . . . , un) una muestra de tamaño n. Diremos que una fun-
ción s : Rn → [0,+∞) es una escala si

i. s (λu) = λs (u) , para λ > 0.

ii. s (u) = s (|u1| , . . . , |un|)

iii. Si |ui| < |vi| , para todo 1 ≤ i ≤ n, entonces s (u) ≤ s (v) .

Las funciones de escala se utilizan para medir las magnitudes absolutas de un conjunto
de números. Muchos estimadores (para distintos modelos) se de�nen minimizando una
escala determinada de la diferencia entre el valor observado y el valor ajustado por el
método propuesto (a esta diferencia suele denominársela residuos del modelo).

Veamos algunos ejemplos de escalas.

Ejemplo 4.2 Escala cuadrática.

s2 (u) =
1

n

n∑

i=1

u2
i . (25)

Es la escala más utilizada. Los estimadores construidos en base a ella suelen denominarse
estimadores de mínimos cuadrados. No es robusta.

Ejemplo 4.3 M-escalas. Fueron introducidos por Huber [1981]. Se de�nen a partir de
una función ρ : R→ [0,+∞) que satisface

A1. ρ(0) = 0, ρ(u) = ρ(−u), ρ es de clase C2. Denotaremos por ψ a la derivada de ρ.

A2. Existe una constante c > 0 tal que ρ es estrictamente creciente en [0, c] y constante
en [c,+∞) .
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Sea a = ρ (c) . Sea κ ∈ (0, sup ρ) . Una M-escala s (u1, . . . , un) se de�ne (implícita-
mente) por

1

n

n∑

i=1

ρ

(
ui

s (u1, . . . , un)

)
= κ. (26)

La escala cuadrática puede ser vista como una M-escala, tomando ρ (u) = u2 y κ = 1,
aunque en ese caso la ρ−función no cumple con ser acotada. Si la ρ−función cumple las
condiciones A1 y A2, la M-escala resulta robusta.

Ejemplo 4.4 La mediana de los valores absolutos

s (u1, . . . , un) = mediana {|u1| , . . . , |un|}

es una escala robusta.

Ejemplo 4.5 La escala L1

s1 (u1, . . . , un) =
1

n

n∑

i=1

|ui|

es otra escala robusta.

Ejemplo 4.6 τ−escalas. Fueron introducidas por Yohai y Zamar [1988]. Consideramos
dos funciones ρ1 y ρ2 de�nidas en [0,+∞) que satisfacen las condiciones A1 y A2 (página
34). Además, imponemos la siguiente condición, sólo en la función ρ2,

A3. 2ρ2 (t)− ψ2 (t) t > 0 para t > 0.

De�nimos una τ− escala para la muestra u =(u1, . . . , un) por

τ2 (u) = s2 (u)

[
1

n

n∑

i=1

ρ2

(
ui
s (u)

)]
, (27)

donde s(u) es una M-escala basada en ρ1 y κ1 (en lugar de ρ y κ) de�nida en (26).

Una τ−escala puede verse como un múltiplo adaptativo de una M-escala. Observemos
que si se elige ρ2 (u) = u2, resulta que τ2 (u) = 1

n

∑n
i=1 u

2
i , por lo que las τ−escalas pueden

verse como una generalización de la escala cuadrática. Nuevamente, esta elección de ρ2

resulta no acotada. Sin embargo, tomando a ρ2 como una función acotada, que cerca del
origen se parezca a la cuadrática, puede probarse que la τ−escala construida con esta
función resulta e�ciente. Asimismo, si la función ρ1 satisface las condiciones requeridas,
y κ1 es elegido de manera apropiada, la τ−escala resulta robusta.

Tomando en cuenta las de�niciones de función de escala realizada, podemos reescribir
la de�nición del EMV para el modelo PFC.
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Sean (x1, y1), ..., (xn, yn) vectores aleatorios independientes idénticamente distribui-
dos que satisfacen el modelo PFC. Para cada observación (xi, yi) de la muestra, y cada
θ = (µ, B,∆) ∈ Θ se puede de�nir la distancia

di (θ) = d (xi, yi,θ) =
{

(xi − µ−Bf(yi))
T ∆−1 (xi − µ−Bf(yi))

}1/2
. (28)

A la distancia di dada en (28) la denominaremos distancia de Mahalanobis, de la i-ésima
observación, haciendo abuso de notación, ya que en realidad es la efectiva distancia de
Mahalanobis cuando el parámetro θ toma el valor verdadero, es decir, cuando θ = θ0 =
(µ0, B0,∆0). Observemos que

d
(
xi, yi, θ̂MV

)
=
∥∥∥∆̂
−1/2
MV

(
xi − µ̂MV − B̂MV f(yi)

)∥∥∥ , (29)

es decir, la distancia de Mahalanobis de la i-ésima observación, tomada con los parámetros
estimados es igual a la norma de los residuos estandarizados del modelo PFC ajustado.

La equivalencia dada en el Lema 4.1 permite escribir al EMV del siguiente modo:

θ̂MV = arg mı́n
θ∈Θ
|∆| (30)

sujeto a la condición

h (θ) =
1

n

n∑

i=1

d2 (xi, yi,θ) = p. (31)

Una manera alternativa de escribir la condición (31) es

s2 (d1 (θ) , . . . , dn (θ)) = p (32)

donde la escala s2 es la escala cuadrática de�nida en el Ejemplo 4.2.
Escrito de este modo, el problema de hallar estimadores para el modelo PFC puede

ser visto como un problema de encontrar los valores de los parámetros que minimizan el
determinante de la matriz de covarianza de los errores (es decir, una medida del tamaño
de los errores) sujeto a la condición (32) que impone que la escala (es decir, una medida
del tamaño) de las distancias de Mahalanobis de las observaciones, sea �ja. Observemos
que esta condición (32) evita que el mínimo se alcance en un valor degenerado de los
parámetros del modelo. Otra forma de verlo es pensar que el EMV elige el valor del
estimador como el que minimiza una función objetivo, entre muchos competidores que
comparten el valor de la escala cuadrática.

4.4. Propuesta de τ−estimador para el modelo PFC

La escala cuadrática considerada para de�nir al EMV es sensible a la presencia de
observaciones atípicas. Nosotros proponemos un estimador robusto para el modelo PFC
cambiando esta escala por una escala más robusta, es decir, una τ−escala que tiene alto
punto de ruptura y a la vez, alta e�ciencia bajo normalidad. Ahora, podemos formalizar
la de�nición de τ−estimadores para el modelo PFC.

Fijemos κ2 ∈ [0, sup ρ2] .
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De�nición 4.2 Para las observaciones (x1, y1), . . . , (xn, yn) independientes idénticamen-
te distribuidas que satisfacen el modelo PFC, de�nimos los τ estimadores para el

modelo PFC por los vectores y matrices
(
µ̂, B̂, ∆̂

)
que resuelven el siguiente problema

mı́n
θ∈Θ
|∆| (33)

sujeto a la condición
τ2 (d (θ)) = κ2, (34)

donde d (θ) = (d1 (θ) , . . . , dn (θ)) y cada coordenada di (θ) fue de�nida en (28).

Observemos que en virtud del Lema 4.1, esta de�nición coincide con la de máxima ve-
rosimilitud bajo normalidad bajo el modelo PFC, cuando tomamos como τ2 a la de�nida
en (25).

En la siguiente sección hacemos una introducción a los estimadores de�niéndolos a
partir de funcionales de estimación. Esta aproximación permite escribir las demostracio-
nes de algunos resultados de forma más sencilla.
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5. De�nición del τ−funcional y propiedades

Supongamos que se observa un vector z en Rq y se quiere estimar un parámetro θ que
varía en Θ usando una muestra aleatoria z1, . . . , zn. Una forma de de�nir un estimador de
θ es utilizando un funcional T : P(Rq)→Θ, donde si E es un espacio medible, entonces
P(E) es el espacio de distribuciones sobre E. Luego un estimador de θ puede ser de�nido
como θ̂ = T(Fn), donde Fn es la distribución empírica de la muestra. En la sección 5.1
damos la de�nición de un funcional que genera los τ -estimadores para el modelo de PFC.
En las secciones 5.2 y 5.3 estudiamos las propiedades de este funcional.

5.1. De�nición del τ−funcional de estimación

Consideramos dos funciones ρ1 y ρ2, que serán dos ρ−funciones de�nidas en [0,+∞)
que satisfacen las condiciones A1, A2 y A3 establecidas en las páginas 34 y 35.

Sea P0 una probabilidad de�nida en R≥0, sean

κi := EP0 (ρi (d)) , i = 1, 2 (35)

Antes de de�nir el τ−funcional de estimación para el modelo PFC, de�nimos los
M−funcionales de escala y los τ−funcionales de escala.

De�nición 5.1 Un M−funcional de escala SM : P ([0,+∞)) → R>0 está dado por
el valor SM (H) que satisface

EH

(
ρ1

(
v

SM (H)

))
= κ1, (36)

cuando v tiene distribución H. De esta forma, SM (P0) = 1.

De�nición 5.2 Un τ−funcional de escala Sτ : P ([0,+∞))→ R>0 está dado por

S2
τ (H) = S2

M (H)EH

(
ρ2

(
v

SM (H)

))
(37)

donde SM (H) es un M−funcional de escala de�nido previamente, basado en ρ1.

Recordemos el espacio de posibles parámetros para el modelo PFC, dado por

Θ =
{
θ = (µ, B,∆) ∈ Rp × Rp×r × PDS (p) : rango (B) ≤ d

}
,

donde PDS (p) es la clase de todas las matrices p× p reales simétricas y de�nidas posi-
tivas. Como ya dijimos, la matriz B también puede ser representada por el producto Γβ.
Sea (x, y) un vector aleatorio que satisface el modelo PFC, y θ = (µ, B,∆) ∈ Θ. Luego
de�nimos

d (x,y,θ) =
(

(x− µ−Bf(y))T ∆−1 (x− µ−Bf(y))
)1/2

. (38)

Para cada P ∈ P
(
Rp+1

)
y θ ∈ Θ, de�nimos HP,θ como la distribución de d (x,y,θ)

cuando (x,y) tiene distribución P.
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De�nición 5.3 Un τ−funcional de estimación para el modelo PFC que notare-
mos por θτ (P ) , θτ : P

(
Rp+1

)
→ Θ, está dado por el valor de θ = (µ,B,∆) ∈ Θ que

minimiza |∆| sujeto a
S2
τ (HP,θ) = κ2, (39)

donde |∆| indica determinante de ∆.

5.2. Formulaciones equivalentes del τ−funcional
En esta sección mostraremos algunas de�niciones equivalentes del τ -funcional. Para

hacerlo, veamos primero algunas propiedades de los funcionales de tipo M y τ recién
de�nidos.

Lema 5.1 Sea θ = (µ, B,∆) ∈ Θ y λ > 0. Llamemos θλ := (µ, B, λ∆) .

i. La condición
EHP,θ (ρ1 (v)) = κ1. (40)

es equivalente a la condición SM (HP,θ) = 1. Además, para todo θ ∈ Θ, si elegimos
λ = S2

M (HP,θ) entonces θλ satisface la condición (40), o sea EHP,θλ (ρ1 (v)) = κ1.

ii. Para todo λ > 0, S2
M (HP,θλ) = 1

λS
2
M (HP,θ) .

iii. Para todo λ > 0, S2
τ (HP,θλ) = 1

λS
2
τ (HP,θ) .

La demostración de este resultado está en el Apéndice E.

En lo que sigue, mantendremos la convención de notar θλ := (µ, B, λ∆) para todo
θ = (µ, B,∆) ∈ Θ y λ > 0. Consideremos los siguientes cuatro funcionales θA(P ),θB(P ),
θC(P ),θD(P ),

A θA(P ) está de�nido como en la De�nición 5.3. Es decir, θA(P ) = θτ (P ).

B θB(P ) se de�ne como el valor θ = (µ, B,∆) ∈ Θ tal que minimiza

ΦB,P (θ) = |∆|
[
S2
τ (HP,θ)

]p
(41)

y además satisface (39). Obsérvese que si θ1 = (µ, B,∆) y θ2 = (µ, B, λ∆) , donde
λ > 0 entonces ΦB,P (θ1) = ΦB,P (θ2). Luego, por el Lema 5.1(iii), entre los valores
que minimizan ΦB,P (θ), siempre se puede encontrar uno que satisface (39).

C Para de�nir a θC(P ), de�nimos antes un funcional auxiliar. θ̃C(P ) se de�ne como el
valor θ = (µ, B,∆) ∈ Θ que minimiza

ΦC,P (θ) = |∆|
[
EHP,θ (ρ2 (v))

]p
(42)

sujeto a
EHP,θ (ρ1 (v)) = κ1. (43)
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Sea q =
S2
τ

(
H
P,θ̃C (P )

)
κ2

. Entonces, de�nimos a θC(P ) de la siguiente forma

θC(P ) :=
(
θ̃C(P )

)
q

= (µ, B, q∆) .

D Primero se de�ne el funcional auxiliar θ̃D(P ) como el valor θ = (µ, B,∆) ∈ Θ que
minimiza S2

τ (HP,θ) con la restricción

|∆| = 1. (44)

Sea u =
S2
τ

(
H
P,θ̃D(P )

)
κ2

. Entonces,

θD(P ) :=
(
θ̃D(P )

)
u

=
(
µ̃D (P ) , B̃D (P ) , ∆̃D (P )

)
u

=
(
µ̃D (P ) , B̃D (P ) , u∆̃D (P )

)
.

Observación 5.1 Observemos que en virtud del Lema 5.1(iii), tanto θC(P ) como θD(P )
satisfacen

S2
τ

(
HP,θC(P )

)
= S2

τ

(
HP,θD(P )

)
= κ2.

Observación 5.2 Para todo λ > 0 se tiene que ΦB,P (θλ) = ΦB,P (θ) .

Observación 5.3 Para el problema de�nido en B, observemos que el valor del mínimo de
ΦB,P es el mismo, ya sea que se lo busque con o sin la restricción (39), por la Observación
5.2. Dicha restricción sólo se impone para poder identi�car una solución al problema de
minimizar, ya que una vez obtenido dicho valor de θ el mínimo se alcanza también en
θλ para todo λ > 0.

Los τ−estimadores fueron originalmente propuestos por Yohai y Zamar [1988] para
estimar los parámetros del modelo lineal univariado con errores homoscedásticos. En
dicho artículo, se presenta a los τ−estimadores como los valores que minimizan una escala
τ de los residuos, como en el funcional D, pero sin ninguna restricción, ya que buscan los
estimadores de los coe�cientes del modelo lineal, y en ese contexto la solución al problema
se alcanza en un valor no degenerado de los parámetros. En García Ben, Martínez, y
Yohai [2006] proponen τ−estimadores para los coe�cientes de regresión y la matriz de
covarianza de los errores para el modelo de regresión de respuesta multivariada. Estos
estimadores se presentan en forma similar al caso A. La propuesta de Lopuhaä [1991]
de estimadores robustos de tipo τ para el modelo de posición y escala multivariado los
escribe en los mismos términos de nuestro funcional C. El Lema 5.2 que sigue establece
la equivalencia de las cuatro formulaciones bajo el modelo PFC.

Lema 5.2 Sea P ∈ P
(
Rp+1

)
, entonces θA(P ) = θB(P ) = θC(P ) = θD(P ).

La demostración de este resultado está en el Apéndice E.
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5.3. Equivarianza del τ−funcional de estimación

En esta sección, probaremos que el funcional θB de�nido en la Sección 5.2 es afín
equivariante. Por las equivalencias probadas en la Sección 5.2 esto se traducirá en la
equivarianza del τ− funcional de estimación para el modelo PFC.

Obsérvese que si (x,y) sigue un modelo de PFC con θ = (µ, B,∆) , entonces si
de�nimos a x∗ por x∗ = Ax + b, donde A es una matriz p × p no singular y b ∈ Rp
entonces (x∗, y) sigue un modelo de PFC con θ∗ =

(
Aµ + b, AB,A∆AT

)
. El siguiente

teorema prueba la equivarianza de θB.

Teorema 5.1 Sea P la distribución de (x,y) y P ∗ la distribución de (Ax + b,y) con
A ∈ Rp×p no singular y b ∈ Rp. Entonces θB (P ) = (µ (P ) , B (P ) ,∆ (P )) implica que
θB (P ∗) =

(
Aµ (P ) + b, AB (P ) , A∆ (P )AT

)
.

La demostración de este resultado está en el Apéndice E.

5.4. Distribución empírica y τ−estimador

Como decimos al principio de este capítulo, una manera alternativa de de�nir a los
τ−estimadores es aplicar el τ−funcional de estimación de�nido en la Sección 5.1 a la
distribución empírica que se deduce de una muestra aleatoria obtenida bajo el modelo.
Recordemos que la medida empírica Pn o probabilidad inducida por una muestra se de�ne
para subconjuntos A medibles de Rp+1 por

Pn(A) =
1

n

n∑

i=1

IA (xi,yi) =
1

n

n∑

i=1

δ(xi,yi)(A)

donde IA es la función indicadora y δ(xi,yi) es la medida de Dirac, dada por

δ(xi,yi)(A) =





1 si (xi,yi) ∈ A

0 si (xi,yi) /∈ A.

A partir de la medida empírica, la función de distribución empírica puede escribirse como

Fn (x,y) = Pn ({(s,t) : sj ≤ xj para j = 1, . . . , p y t ≤ y}) .

si x = (x1, . . . , xp) .

Luego, los τ−estimadores para el modelo PFC de�nidos en 4.2 cumplen
(
µ̂, B̂, ∆̂

)
=

θτ (Pn).

En virtud de las equivalencias probadas en la Sección 5.2 podemos interpretar al
τ−estimador para el modelo PFC mediante el funcional θD. A través de este funcional
resulta que θτ puede verse como el valor de los parámetros que minimiza la τ−escala de
las distancias de Mahalanobis de las observaciones, sujeto a una restricción que impide
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que el mínimo se alcance en un valor degenerado de los parámetros. Como observáramos
en (29) en el contexto de observaciones del modelo PFC, la distancia de Mahalanobis de
una observación a un candidato θ ∈ Θ, d (xi,yi,θ) puede interpretarse como la norma
del residuo estandarizado cuando consideramos a θ como el verdadero parámetro del
modelo PFC. Luego, tanto el EMV como el estimador robusto propuesto pueden verse
como aquellos valores que minimizan una escala (cuadrática en el caso del EMV, robusta
de tipo τ para el τ−estimador) de la norma de los residuos estandarizados, sujeto a una
restricción sobre el determinante de la matriz de covarianza de los errores que excluye a
las matrices de rango menor a p como posibles.
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6. Propiedades del τ−funcional
6.1. Existencia

Los resultados probados en esta sección son similares a los de la la Sección 2.2 de Lo-
puhaä [1991], Llamemos P a la distribución de (x, y) y supongamos que f = (f1, ..., fr) :
R→ Rr ha sido �jada. Sea Df el conjunto de discontinuidades de f ,

Df =
{

(x, y) ∈ Rp+1 : f es discontinua en y
}

=
{

(x, y) ∈ Rp+1 : h (x,y) = (x, f (y)) es discontinua en (x, y)
}

=
{
z ∈ Rp+1 : h (z) es discontinua en z

}

=
⋃

ε

⋂

δ

Aε,δ (45)

donde Aε,δ es el conjunto de z en Rp+1 para los cuales existen puntos z1 y z2 en Rp+1 tales
que ‖z− z1‖ < δ, ‖z− z2‖ < δ, y ‖h (z1)− h (z2)‖ ≥ ε. Entonces Aε,δ es un conjunto
abierto, y podemos tomar las operaciones de unión e intersección en (45) restringidas a
los racionales, entonces Df es un conjunto de Borel (aun en el caso en el que h resulte
ser una función de Rp+1 a Rs no medible). Pedimos que

P (Df ) = 0. (46)

Observemos que la condición (46) se veri�ca trivialmente en el caso en el que f es continua,
pero también en el caso en el que la f es apropiada para usar con el método SIR, es decir,
cuando f(y) =

∑H
h=1 IIh (y) eh donde r = H y los eh son vectores canónicos en Rr y P

es absolutamente continua, pues en tal caso

Df =
{

(x, y) ∈ Rp+1 : y = ah, h = 1, ...,H
}

donde tomamos Ih = [ah, ah+1) ,

que es un un conjunto de probabilidad P cero. Esta condición también se veri�ca en el
caso en el que y es una variable aleatoria discreta, de rango �nito, ya que en tal caso
podemos tomar a f como f(y) =

∑H
h=1 IIh (y) eh, donde elegimos a los Ih de modo que

contengan exactamente un valor del rango de y en su interior, de modo que Df sea el
mismo de antes, que tenga probabilidad cero pero por un motivo diferente.

Existirán soluciones para nuestro problema si P, la probabilidad de (x, y) , y la función
f : R→ Rr se combinan de forma tal de no ubicar demasiada masa concentrada en alguna
región muy angosta. Formalicemos este requisito. Para eso, de�nimos para a ∈ Rp,b ∈
Rr, c ∈ R, con a ó b no nulos

Ha,b,c =
{

(x, y) : aTx + bT f (y) = c
}
. (47)

Al evento H(a,b,c) lo denominaremos �hiperplano�. Si pensamos en la porción de Rp+r

representada por
{

(x, z) ∈ Rp+r : aTx + bT z = c
}
, esto será, de hecho, un hiperplano, y

la región {
(x, z) ∈ Rp+r : aTx + bT z = c, z = f (y) , y ∈ R

}
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representará una super�cie contenida en él. En este sentido, mantenemos el nombre
hiperplano (sin las comillas) para referirnos a él.

Para ε entre 0 y 1 su�cientemente pequeño, de�nimos la siguiente propiedad:

(Sε) La probabilidad P tiene la propiedad (Sε) si para todo H(a,b,c) se veri�ca que
P
(
H(a,b,c)

)
< ε.

Obsérvese que la propiedad (Sε) se cumple si ε es una cota superior para la probabi-
lidad de todo H(a,b,c).

De�nición 6.1 Sea α =
(
αT

1 ,α
T
2

)
, donde α1 ∈ Rp, α2 ∈ Rr, l ∈ R, δ ∈ R>0. Luego

de�nimos faja de tamaño δ alrededor del hiperplano H(α1,α2,l) a

H (α, l, δ) =
{

(x, y) : l ≤ α1
Tx + α2

T f (y) ≤ l + δ, α =
(
αT

1 ,α
T
2

)}
. (48)

Para simpli�car la notación, usaremos además de

Θ =
{
θ = (µ, B,∆) ∈ Rp × Rp×r × PDS (p) : rango (B) ≤ d

}
,

la siguiente descripción del espacio de parámetros Θ,

Θ̃ =
{
θ = (D,∆) ∈ Rp×(r+1) × PDS (p) : rango (D) ≤ d+ 1

}

donde D es el resultado de concatenar a µ y B en una sola matriz, D =
[
µ B

]
∈

Rp×(r+1), seguiremos denominando θ a cada elemento de ambos conjuntos. En (6) pro-
poníamos agregar una �la con un uno a f(y) para poder incluir al término independiente
del modelo PFC en un producto de matrices. Si tomamos f̃ : R → Rr+1 de�nida por

f̃(y) =

[
1

f(y)

]
, y D0 =

[
µ0 B0

]
∈ Rp×(r+1) , escribimos

x = D0z + ∆
1/2
0 u,

donde z = f̃(y).

De�nición 6.2 Sea θ = (D,∆) ∈ Θ̃, c > 0. De�nimos al conjunto E (D,∆, c) por

E (D,C, c) =

{
(x, y) :

[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]
≤ c2

}
. (49)

Lo denominaremos un elipsoide generalizado, centrado en Df̃(y) y de radio c.

Ahora tenemos las herramientas para establecer el resultado de existencia de solución
para el problema que de�ne al τ−funcional.
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Teorema 6.1 Sea (x, y) que cumple el modelo PFC y sea P su distribución. Supongamos
que P satisface (Sε) para algún 0 < ε ≤ 1 − κ1

a1
, siendo a1 = maxρ1, y que f es conti-

nua o acotada. Entonces, existe al menos un valor de θ que cumple con las condiciones
impuestas por el funcional θC (P ) .

La demostración de este resultado está en el Apéndice F.

Observación 6.1 Cuando el vector u es absolutamente continuo e independiente de y,
se satisface (Sε) para todo 0 < ε ≤ 1, puesto que en tal caso tenemos

P
(
H(a,b,c)

)
= P

({
(x, y) : aTx + bT f (y) = c

})

= P
({

(u, y) : aT
(
µ0 +B0f(y) + ∆

1/2
0 u

)
+ bT f (y) = c

})

= P
({

(u, y) : aT∆
1/2
0 u = c− aTµ0 −

(
B0 + bT

)
f(y)

})

= E
[
P
({

(u, y) : aT∆
1/2
0 u = c− aTµ0 −

(
B0 + bT

)
f(y)

}
| f (y)

)]
.

La probabilidad condicional vale cero, en el caso en el que el vector u es absolutamente
continuo, por lo que P

(
H(a,b,c)

)
= 0, y P cumple Sε para todo 0 < ε ≤ 1.

Observación 6.2 ¾Qué condiciones debe cumplir la muestra para poder asegurar que
el τ−estimador exista? Sea kn el máximo número de observaciones (xi, yi) tales que
(xi, f(yi)) caen en un hiperplano. En general, por de�nición se tiene kn ≥ p + r. Se
dice que un conjunto de al menos d + 1 puntos en Rd está en posición general si
ningún hiperplano contiene más de d puntos. Si los puntos (xi, f(yi)) ∈ Rp+r están en
posición general, resulta que kn = p+ r. Los puntos deben arreglarse especialmente para
no estar en posición general, por ejemplo teniendo tres en una línea en R2 o cuatro en
un plano en R3. Sea Pn la probabilidad empírica inducida por la muestra, para cualquier
a ∈ Rp,b ∈ Rr,c ∈ R se tiene

Pn
(
H(a,b,c)

)
≤ kn

n
.

Si kn < nε < n
(

1− κ1
a1

)
, Pn está en las hipótesis del Teorema 6.1 y hay al menos una

solución del problema que de�ne a θC para Pn. Por lo tanto, una condición su�cien-
te para que el estimador θC (Pn) de los parámetros del modelo PFC exista, es que las
observaciones de la muestra {(xi, f(yi))}1≤i≤n estén en posición general.

6.2. Unicidad y Fisher consistencia del τ−funcional
Necesitaremos imponer algunas condiciones sobre la distribución de los errores del

modelo PFC para obtener resultados de unicidad en la de�nición del τ -funcional. Por
supuesto, queremos resultados generales, que incluyan a la distribución normal multi-
variada de los errores como caso particular. Comenzamos recordando la de�nición de
simetría esférica.
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De�nición 6.3 Diremos que una función f : Rp → R es esférica o esféricamente
simétrica si

f(u) = f∗(uTu) ,

para alguna función f∗ : [0,+∞)→ [0,+∞) que integra uno.

De�nición 6.4 Diremos que una función f : Rp → R es elíptica o elípticamente
simétrica si

f(u) = cf∗((u−µ)T Σ (u−µ)),

para alguna f∗ : [0,+∞) → [0,+∞) con integral �nita, Σ una matriz p × p de�nida
positiva, µ ∈ Rp y c una constante de normalización que se incluye para garantizar que
f sea una función de densidad.

De�nición 6.5 Diremos que una función f : Rp → R es simétrica y unimodal si:

(a) f (x) = f (−x) para todo x ∈ Rp.

(b) Ha = {x : f (x) ≥ a} es convexa para todo 0 ≤ a.

Si una función f es simétrica y unimodal entonces es radialmente decreciente. Esto es,
para todo x ∈ Rp si α1 > α2 ≥ 0 resulta que f (α1x) ≤ f (α2x). Si la segunda desigualdad
es siempre estricta, entonces decimos que f es radialmente decreciente en sentido estricto.
También nos referiremos a estas funciones diciendo que son estrictamente unimodales.
Las distribuciones elípticas y unimodales satisfacen las condiciones de la De�nición 6.5.
Podremos probar la unicidad del τ−funcional para familias más amplias que las que
acabamos de de�nir.

Sea O (p) el grupo de matrices p × p ortogonales, y sea Wp el subgrupo de O (p)
generado por las matrices de permutación (es decir, matrices que tienen una entrada de
la matriz igual a 1 en cada �la y cada columna, y ceros en los restantes lugares) y por
las matrices de re�exión (esto es, matrices diagonales que tienen en la diagonal o bien
un +1 o un −1). La siguiente de�nición es de Anderson [1955].

De�nición 6.6 Diremos que una función f : Rp → R es Wp−invariante si

f (x) = f (Ax)

para todo A en Wp y x en Rp.

Entre los ejemplos de funciones Wp−invariantes se incluyen la densidad de un vector
aleatorio esféricamente simétrico, la densidad de un vector aleatorio con coordenadas
simétricas independientes e idénticamente distribuidas, o en general, la densidad de un
vector aleatorio de coordenadas simétricas intercambiables. Observemos que las funciones
Wp−invariantes quedan determinadas por su de�nición en Rp+.

Las siguientes de�niciones de mayorización, M-mayorización y M-concavidad apare-
cen en Marshall y Olkin [1979].
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De�nición 6.7 Dado el vector x = (x1, . . . , xp)
T ∈ Rp, denotemos por x[1] ≥ · · · ≥ x[p]

a las coordenadas de x en orden decreciente. Para x,y ∈ Rp,

x ≺ y si





k∑
j=1

x[j] ≤
k∑
j=1

y[j] para 1 ≤ k ≤ p− 1, y

p∑
j=1

x[j] =
p∑
j=1

y[j].

Decimos que x está mayorado por y.

De�nición 6.8 Para x,y ∈ (0,+∞)p ,

x ≺My si





k∏
j=1

x[j] ≤
k∏
j=1

y[j] para 1 ≤ k ≤ p− 1, y

p∏
j=1

x[j] =
p∏
j=1

y[j].

Decimos que x está M-mayorado por y.

Una de�nición alternativa de M-mayorización es la siguiente: para x,y ∈ Rp+,

x ≺My si y sólo si log (x) ≺ log (y) ,

donde log (x) = (log (x1) , . . . , log (xp)) y el símbolo ≺ se re�ere a la mayorización de�nida
previamente. Observemos que existe una correspondencia entre los puntos x ∈ (0,+∞)p

y las elipses con semi ejes x1, . . . , xp. Intuitivamente, x ≺My signi�ca que la elipse corres-
pondiente a x es �menos dispersa� que la elipse (con el mismo volumen) correspondiente
a y. La �elipse menos dispersa� entre todas las elipses con el mismo volumen es la esfera.
Siguiendo a Tatsuoka y Tyler [2000], de�nimos la siguiente familia de funciones.

De�nición 6.9 Diremos que una función f : Rp+ → R o que una función Wp−invariante
f : Rp → R es M-cóncava si para x ≺My, resulta f (x) ≥ f (y) . Diremos que la
función f es estrictamente M-cóncava si para x,y ∈ Rp+ y x ≺My implica que vale
la desigualdad estricta salvo que exista una permutation A en Wp tal que Ax = y.

A las funciones M-cóncavas se las denomina M-decrecientes. De�nimos la clase de
medidas de probabilidad Pp (Wp,M) ⊂ P (Rp) como la clase de distribuciones de�nidas
en Rp que tienen densidades que son Wp−invariantes y M-cóncavas. La clase Pp (Wp,M)
incluye a las distribuciones unimodales y esféricamente simétricas, como así también una
gran clase de distribuciones cuyas coordenadas son independientes e idénticamente dis-
tribuidas, con distribución univariada simétrica, como por ejemplo la distribución t de
Student. Es un resultado conocido que la única distribución dentro de la clase de distribu-
ciones esféricas que tiene coordenadas independientes e idénticamente distribuidas es la
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distribución normal multivariada esférica. Es por eso que la clase Pp (Wp,M) puede ser
vista como una generalización de las normales esféricas, que incluye a las distribuciones
unimodales esféricamente simétricas.

Un ejemplo de una función M-cóncava que no es esféricamente simétrica, ni simétrica
y unimodal es la densidad conjunta de v.a.i.i.d. con distribución t de Student con k > 0
grados de libertad, es decir

f (x1, . . . , xp) = c

p∏

i=1

(
1 +

x2
i

k

)−(k+1)/2

.

Esto está probado en Tatsuoka y Tyler [2000], en el Apéndice, como consecuencia de los
Lemas A1 y A2 (página 1241 de dicho artículo).

Grá�camente, una densidad Wp−invariante es M-cóncava si y sólo si las curvas de
nivel en (0,+∞)p son convexas cuando son gra�cadas en escala logarítmica. En la Figura
3 podemos ver las curvas de nivel de la densidad conjunta de un vector aleatorio de dos
variables aleatorias independientes idénticamente distribuídas, con distribución Cauchy
(es decir, distribución t de Student con un grado de libertad).

Figura 3: Curvas de nivel de la densidad de dos variables aleatorias independientes con
distribución Cauchy (es decir, t de Student con un grado de libertad). El grá�co A está
en escala usual, en el grá�co B la escala es logarítmica.
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Probaremos que el τ−funcional para el modelo PFC tiene única solución bajo el su-
puesto de que la distribución de los errores pertenezca a la clase Pp (Wp,M) . Como
estableciéramos en la Observación 3.3, cuando el error del modelo PFC tiene coor-
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denadas independientes idénticamente distribuidas, hemos probado que la reducción
R (x) = ΓT0 ∆−1

0 x es una reducción su�ciente.

Si asumimos que (x, y) satisface el modelo PFC y que la distribución del error u está
en la clase Pp (Wp,M) entonces, como

x = µ0 +B0f(y) + ∆
1/2
0 u

donde u e y son independientes, entonces P , la probabilidad inducida por (x, y) puede
obtenerse a partir de las distribuciones de Fu y Fy si conociéramos a ambas y si también
conociéramos los valores de los parámetros verdaderos (µ0, B0,∆0) . Recordemos que
para cualquier θ = (µ, B,∆) que está en el espacio de parámetros del modelo PFC,
notamos por HP,θ a la distribución de

d (x, y,θ) =
{

(x− µ−Bf(y))T ∆−1 (x− µ−Bf(y))
}1/2

.

Teorema 6.2 Supongamos que ρ1 y ρ2 satisfacen A1-A2, y además ρ2 satisface A3.
Sea (x, y) que satisface el modelo PFC y asumamos que la distribución del error u está
en la clase Pp (Wp,M) y que es independiente de y. Llamemos P0 a la distribución de
probabilidad de (x, y) . Entonces, el problema de minimizar el det(∆) sujeto a que θ ∈ Θ
y

S2
τ (HP,θ) = κ2.

tiene a (θ0)c = (µ0, B0, c∆0) con c = 1
κ2
S2
τ (HP0,θ0) como única solución.

La demostración de este resultado está en el Apéndice F.

Observemos que, en otras palabras, el Teorema 6.2 nos dice que bajo estas hipótesis,
el τ−funcional de estimación para el modelo PFC está bien de�nido, en el sentido de
que devuelve un único valor en el espacio de parámetros. Más aún, el mínimo se alcanza
en el valor verdadero de los parámetros con la (posible) excepción de una constante
multiplicativa para la matriz de covarianza. Esta constante vale uno si se toman a κ1 y
κ2 como en (35); pues, en tal caso, SM (HP0,θ0) = 1 y S2

τ (HP0,θ0) = κ2.
Recordemos la siguiente de�nición.

De�nición 6.10 Sea A ⊂ P
(
Rd
)
un subconjunto de probabilidades de�nidas en Rd

parametrizadas por el conjunto de parámetros Θ. Decimos que el funcional T : A → Θ
es Fisher consistente para Θ si T (Pθ) = θ.

Observemos que el Teorema 6.2 prueba la Fisher consistencia del τ−funcional de
estimación para el modelo PFC, θτ , en este caso, ya que θτ (P0) =θ0.
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Observación 6.3 (error t de Student) En particular, por los comentarios posteriores
a la De�nición 6.9, el Teorema 6.2 garantiza la unicidad del τ−funcional en el caso en
el que el error tiene distribución normal multivariada y también cuando sus coordenadas
son i.i.d. con distribución t de Student con k grados de libertad.

Observación 6.4 (Pn empírica) En el caso del estimador basado en una muestra de n
observaciones que no están en posición general (i.e. cuando las observaciones no satisfa-
cen más relaciones lineales de las que deben) hemos probado la existencia de al menos una
solución al problema que de�ne a θC para Pn en la Observación 6.2, no hemos probado
unicidad de la misma (y posiblemente no lo sea).

Observación 6.5 (error Skew normal) Cabe preguntarse si la densidad skew-normal
descripta en el Ejemplo 3.4, para la cual ya hemos visto que hay identi�cabilidad del
subespacio de reducción su�ciente de la dimensión, pertenece a Pp (Wp,M) . En la Figura
4 pueden verse las curvas de nivel de dos densidades skew-normal para dos conjuntos de
parámetros (correspondientes a los casos δ constante o no). Ninguna de las densidades
resultan W2−invariantes.

Figura 4: Curvas de nivel de la densidad skew normal bivariada, descripta en la De�ni-
ción 3.1, con la parametrízación dada por (13), (14) y (15) del Ejemplo 3.4. En ambos
Ψ = I.La densidad del grá�co A, δT = (0,5, 0,5)por lo que resulta λ = (1, 1) 1√

3
,α =

(0,5164, 0,5164)y Ω =

[
1 0,25

0,25 1

]
. Para el grá�co B, δT = (0,8,−0,1)por lo que resul-

ta λ =
(

4
3 ,−0,1005

)
,α = (1,33092,−0,0605)y Ω =

[
1 −0,08

−0,08 1

]
.Ninguna de las dos

densidades resulta W2−invariante. En ambos casos, ξ = 0.
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Hemos probado la unicidad del τ−funcional de estimación para el modelo PFC bajo
una amplia familia de distribuciones unimodales y simétricas. Esto no implica que las
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ecuaciones de estimación asociadas tengan una única solución, sólo dicen que el valor
que optimiza el criterio dado por el τ−funcional es único. Para los estimadores, como
discutimos en la Observación 6.4, no tenemos certeza de unicidad.
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7. Consistencia

7.1. Notación y preliminares

Recordemos que f = (f1, ..., fr) : R→ Rr está �ja y sea P la medida de probabilidad
de�nida en Rp+1. Asumimos que P (Df ) = 0, dondeDf es el conjunto de discontinuidades
de f . Estamos interesados en las siguientes dos clases de subconjuntos de Rp+1 : la clase
E de �elipsoides generalizados� de�nida en (49) para una función f �ja, esto es

E = {E (D,∆, c) : (D,∆) ∈ Θ, c > 0} (50)

donde

E (D,∆, c) =

{
(x, y) :

[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]
≤ c2

}
. (51)

y la clase H de �hiperplanos generalizados� de�nida en la condición Sε, (página 46) para
una función f �ja, esto es

H =
{
H(a,b,c) : a ∈ Rp,b ∈ Rr, c ∈ R

}
(52)

donde
H(a,b,c) =

{
(x, y) : aTx + bT f (y) = c

}
.

Podemos escribir estas dos clases de conjuntos de una manera apropiada para probar los
resultados que nos interesan. Sea G el subespacio lineal de dimensión �nita generado por
las siguientes funciones reales de�nidas en Rp+1,

{1, xhxl, xh, fs (y) , fs (y) ft (y) , xhfs (y) : 1 ≤ h, l ≤ p, 1 ≤ s, t ≤ r} . (53)

Sea D1 la clase de subconjuntos de�nido de la siguiente manera: C ∈ D1 si existe g ∈ G
tal que C = {z = (y, x1, ..., xp) : g(z) ≥ 0} y sea D2 de�nida por

D2 = {C ∩D : C ∈ D1, D ∈ D1} . (54)

Claramente, D1 y D2 están contenidos en los borelianos de Rp+1. Entonces, E ⊂ D1, y
H ⊂ D2 porque

H(a,b,c) = {g1 ≥ 0} ∩ {−g1 ≥ 0} (55)

donde g1 (x, y) = aTx + bT f (y)− c, g1 ∈ G.

Utilizaremos los dos siguientes resultados, del libro de Billingsley [1968] relacionados
con la convergencia débil de probabilidades en espacios métricos. Los utilizaremos en
la demostración del Teorema 7.4. También agregamos el Lema 7.1 que particulariza el
segundo resultado al contexto en el que trabajamos, y será utilizado también en la prueba
del Teorema 7.4.



56

Teorema 7.1 (Teorema 5.1, Billingsley [1968]) Sean S, S′ espacios métricos, S,S ′
las σ−álgebras de Borel respectivas (i.e. las σ−álgebras generadas por los abiertos de
cada espacio métrico) y sea (Pk)k una sucesión de medidas de probabilidad de�nidas en
S, que converge débilmente a P. Sea h : S → S′ una función medible tal que P (Dh) = 0,
donde Dh es el conjunto de discontinuidades de h, entonces la sucesión de medidas de
probabilidades inducidas Pkh

−1 converge débilmente a Ph−1. (En particular,
∫
hdPk →∫

hdP ).

Recordemos que Ph−1 (o P ◦ h−1) es la probabilidad inducida en (S′,S ′), de�nida
por Ph−1 (A) = P

(
h−1 (A)

)
para todo A ∈ S ′. Ver el Apéndice, Sección E.2.

Teorema 7.2 (Teorema 5.5 Billingsley [1968]) Sean S, S′ espacios métricos, S′ se-
parable, S, S ′ las σ−álgebras de Borel respectivas y sean hk y h funciones medibles,
(hk)k∈N , h : S → S′. Sea (Pk)k una sucesión de medidas de probabilidad de�nidas en S,
que converge débilmente a P . De�nimos

E = {x ∈ S : ∃ (xk)k tales que xk → x y hk (xk) 9 h (x)} ,

supongamos que P (E) = 0, entonces Pkh
−1
k converge débilmente a Ph−1.

Lema 7.1 Sea (Pk)k una sucesión de medidas de probabilidad de�nidas en Rp+1 que
converge débilmente a una medida de probabilidad P cuando k → ∞. Sea (θk)k una
sucesión dada por θk = (Dk,∆k) ∈ Θ tal que θk → θL. Sea

g (x, y,θ) = ρ1

([(
x−Df̃(y)

)T
∆−1

(
x−Df̃(y)

)]1/2
)

(56)

para θ = (D,∆) , f̃ y P que satisfacen condición (46). Entonces,

ĺım
k→∞

∫
g (x, y,θk) dPk (x, y) =

∫
g (x, y,θL) dP (x, y) .

La demostración de este resultado está en el Apéndice G.

7.2. Convergencia débil de probabilidades y convergencia uniforme

Para poder probar la consistencia, necesitamos relacionar la convergencia débil de una
sucesión de medidas de probabilidad con la convergencia uniforme de las integrales sobre
ciertos conjuntos (o, lo que es lo mismo, la convergencia uniforme de las probabilida-
des de ciertos subconjuntos). Para ello, damos una breve introducción de convergencias
de funciones en espacios euclídeos para luego enunciar el resultado de Rao [1962] que
utilizaremos en la prueba de consistencia del τ−funcional de�nido.
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Sea X un espacio métrico, y sea Cs(X ) el espacio de todas las funciones continuas
de X en Rs, f : X → Rs. Para cada subconjunto compacto K de X , podemos de�nir la
seminorma ‖ ‖Cs(K) en Cs(X ) por ‖f‖Cs(K) := supx∈K |f(x)|. La topología generada
por todas estas seminormas (cuandoK varía por todos los subconjuntos compactos de X )
se denomina la topología de la convergencia uniforme sobre compactos; es más fuerte que
la topología de la convergencia puntual, pero más débil que la topología de la convergencia
uniforme. De hecho, una sucesión (fk)k ∈ Cs(X ) converge a f ∈ Cs(X ) en esta topología
si y sólo si fk converge uniformemente a f en cada conjunto compacto, es decir, si

ĺım
k→∞

sup
x∈K
|fk(x)− f(x)| = 0,

para cada subconjunto compacto K de X . A esta convergencia se la denomina usual-
mente convergencia uniforme sobre compactos (u.c.c. por sus siglas en inglés, uniform
convergence on compact sets).

La caracterización de subconjuntos compactos de Cs (X ) es bien conocida y está
dada por el Teorema de Arzelá-Ascoli en el caso de los conjuntos localmente compac-
tos y separables, es decir cuando el espacio métrico X puede escribirse de la siguiente
forma, X =

⋃∞
i=1Ki donde Ki es compacto y Ki ⊂ interior (Ki+1) para todo i ∈ N. En

particular, los espacios euclídeos Rs y los X compactos son localmente compactos y sepa-
rables. El Teorema de Arzelá-Ascoli da la siguiente equivalencia en espacios localmente
compactos y separables: una familica A ⊂ C (X ) es condicionalmente compacta (i.e., su
clausura es compacta), si y sólo si las dos condiciones siguientes se satisfacen:

(i) para cada x, supf∈A |f(x)| <∞.

(ii) A es equicontinua en cada x ∈ X , i.e., para cada ε > 0 existe una vecindad N de
x tal que |f(x)− f(y)| < ε, para todo y ∈ N y toda f ∈ A.

Utilizaremos el Teorema 3.4 de Rao [1962], que enunciamos a continuación.

Teorema 7.3 (Teorema 3.4 Rao [1962]) Sea µ una medida (es decir, una función
de�nida en una σ−álgebre de conjuntos, �nita, no negativa y σ−aditiva) en un espacio
métrico separable X y sea A una familia de funciones continuas de X a Rs, que satisfacen
las dos condiciones siguientes:

(i) A es (u.c.c.) compacta y,

(ii) µg−1 tiene distribuciones marginales continuas para cada g ∈ A.

Si µk converge débilmente a µ, entonces

ĺım
k→∞

sup
A
|µk (A)− µ (A)| = 0, (57)

donde el supremo en (57) se toma sobre todos los conjuntos A de la forma

A = {x : gj (x) ≤ aj , j = 1, 2, . . . , s}
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donde g (x) = (g1 (x) , . . . , gs (x)) ∈ A y (a1, . . . , as) es un vector arbitrario de Rs.

Este resultado establece la continuidad del funcional θ̃C , o, equivalentemente del
τ−funcional, y es esencial para probar la consistencia de los τ−estimadores.

Teorema 7.4 Sea (Pk)k≥1 una sucesión de medidas de probabilidad, y sea P otra pro-

babilidad absolutamente continua, todas de�nidas en Rp+1 tales que Pk converge dé-
bilmente a P. Supongamos que P satisface (Sε) para algún 0 < ε < 1 − κ1

c1
y que

θ̃C (P ) =
(
D̃C (P ) , ∆̃C (P )

)
se de�ne de forma única. Entonces, para todo k su�ciente-

mente grande, existe al menos un valor θ ∈ Θ que cumple las condiciones que de�nen al
funcional θ̃C (Pk) , y para cualquier sucesión de soluciones θ̃C (Pk) , k ≥ 1, resulta que
ĺımk→∞ θ̃C (Pk) = θ̃C (P ) .

La demostración de este resultado está en el Apéndice G.

Por el estrecho vínculo entre los funcionales θ̃C y θC , el Teorema 7.4 podría enunciarse
en términos de θC en vez de θ̃C .

7.3. Consistencia del τ−estimador

El objetivo es utilizar el Teorema 7.4 para (Pk)k la secuencia de medidas empíricas
obtenidas a partir de muestras (observaciones independientes e idénticamente distribui-
das, iid) que veri�can el modelo PFC, para probar la consistencia del τ−estimador. Para
ello transcribimos algunos resultados de Pollard [1984].

De�nición 7.1 (Pollard [1984], p.17) Sea D una clase de subconjuntos de un espacio
S. Decimos que la clase tiene discriminación polinomial (de grado ν) si existe un
polinomio ρ (·) (de grado ν) tal que, para todo n y todo subconjunto S0 de S que consiste
en n puntos , la clase de conjuntos

{S0 ∩D : D ∈ D} (58)

(contenida en P (S0), el conjunto de partes de S0) tiene cardinalidad a lo sumo ρ (n) . ρ
se denomina polinomio discriminante para D.

Una consecuencia de esta de�nición es que si D1 ⊂ D y D tiene discriminación
polinomial, también la tiene D1 (porque el mismo polinomio discriminante establece una
cota para la cardinalidad de (58) cuando sólo consideramos D ∈ D1).

Recordamos la siguiente generalización de Glivenko�Cantelli de la misma fuente.

Teorema 7.5 (Teorema 14, Pollard [1984]) Sea P una medida de probabilidad de�-
nida en un espacio de medida S y sea Pk la medida empírica obtenida a partir de una
muestra iid de tamaño k de P . Para cada clase D de subconjuntos de S con discrimina-
ción polinomial, tal que supD∈D |Pk (D)− P (D)| es medible, tenemos

sup
D∈D
|Pk (D)− P (D)| →

k→∞
0 casi seguramente. (59)
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Observación 7.1 Pollard [1984] da un tratamiento más general a la clase D de subcon-
juntos de S para los cuales supD∈D |Pk (D)− P (D)| es medible, de�niendo una clase
permisible de subconjuntos que incluye la condición de medibilidad establecida más arri-
ba como caso particular.

El siguiente resultado establece la consistencia de los τ−estimadores.

Teorema 7.6 Sea P una medida de probabilidad que satisface (Sε) para algún 0 < ε <

1− κ1
c1
, y supongamos que θ̃C (P ) =

(
D̃C (P ) , ∆̃C (P )

)
está univocamente de�nido. Sea

Pk la medida empírica obtenida a partir de una muestra iid de tamaño k de observaciones
(xi, yi)i≥1 de P , entonces ĺımk→∞ θ̃C (Pk) = θ̃C (P ) casi seguramente.

La demostración de este resultado está en el Apéndice G.

Para garantizar la consistencia del τ−estimador de ∆, que di�ere de ∆̃C (P ) en una
constante multiplicativa, todavía resta demostrar que dicha sucesión de constantes por
la cual se corrige a θ̃C (Pk) para obtene r el τ−estimador de ∆ para Pk, converge a la
adecuada.

Corolario 7.1 Bajo las condiciones del Corolario 7.6, se tiene que ĺımk→∞ θτ (Pk) =
θτ (P ) casi seguramente.

La demostración de este resultado está en el Apéndice G.

Observación 7.2 Supongamos que ρ1 y ρ2 satisfacen A1�A2, y además ρ2 satisface A3.
Sea (x, y) que satisface el modelo PFC y asumamos que la distribución del vector u está
en la clase Pp (Wp,M) y que es independiente de y. Como ya observamos en la prueba
del Teorema 6.2, en este caso P , la distribución de probabilidad de (x, y) , estará en las
condiciones del Corolario 7.1 y la consistencia de los τ−estimadores del modelo PFC (al
único valor posible del τ−funcional) queda garantizada.

Observación 7.3 Enfaticemos que en el camino para probar la consistencia, hemos pro-
bado la continuidad del τ−funcional para el modelo PFC. En virtud de esto, logramos ver
la robustez cualitativa asintótica del funcional.
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8. Ecuaciones de estimación para el τ− funcional

8.1. Planteo y notación

Por el resultado de equivalencias probado en el Teorema 5.2 para obtener las ecuacio-
nes del τ−funcional podemos basarnos en los distintos funcionales de�nidos en la Sección
5.2. Una posibilidad es hallar el mínimo de la función ΦC,P sujeto a la restricción dada
por (43) utilizando multiplicadores de Lagrange. Este enfoque es el que sigue Lopuhaä
[1991], por ejemplo, para el caso de τ−estimadores de posición y covarianza multivaria-
dos. Otra posibilidad es obtener las ecuaciones que resultan de minimizar la función
ΦB,P y agregarle la ecuación de la restricción,

S2
τ (HP,θ) = κ2.

Este enfoque es el que se sigue en García Ben et al. [2006] para el cálculo del estimador
del modelo lineal con respuesta multivariada. En esta sección, resolvemos el problema de
caracterizar a θB (P ) para una probabilidad P arbitraria que cumple el modelo PFC.

En esta Sección, trabajaremos con la parametrización del modelo PFC dada por
(µ,Γ, β,∆) ∈ Θ, con µ ∈ Rp,Γ ∈ Rp×d, β ∈ Rd×r,∆ ∈ PDS (p) y pedimos que el
rango de Γ sea d. Lo seguiremos notando por la letra griega θ. En las demostraciones
se agregarán las demás restricciones que necesitamos para tener identi�cabilidad del
modelo, como discutimos en el Apéndice B.4. Sea θ = (µ,Γ, β,∆) ∈ Θ y recordemos que
notábamos

d (x,y,θ) =
{

(x− µ− Γβf(y))T ∆−1 (x− µ− Γβf(y))
}1/2

, (60)

a la distancia de Mahalanobis que se obtiene utilizando esos parámetros. Luego,

ΦB,P (θ) = |∆|
(
S2
τ (HP,θ)

)p
= |∆|

(
S2
M (HP,θ)

)p
(∫

ρ2

(
d (x,y,θ)

SM (HP,θ)

)
dP (x,y)

)p
,

donde SM (HP,θ) esta (implícitamente) de�nido por

EHP,θ

(
ρ1

(
v

SM (HP,θ)

))
= κ1. (61)

De�nimos a θB (P ) ∈ Θ como aquel valor de los parámetros que minimiza a ΦB,P (θ)
entre todos los θ ∈ Θ que cumplen

S2
τ (HP,θ) = κ2. (62)

Como observamos en el Capítulo 5, la restricción (62) sólo se impone para identi�car
una solución al problema planteado, ya que ΦB,P (θλ) = ΦB,P (θ) para todo λ > 0. De
modo que θB (P ) también satisface el problema de minimización sin restricciones. Luego,
buscaremos el mínimo de ΦB,P (θ) para θ ∈ Θ, o, equivalentemente, queremos minimizar
el ln (ΦB,P (θ)) ,

ln (ΦB,P (θ)) = ln |∆|+ 2p ln (SM (HP,θ)) + p ln

(∫
ρ2

(
d (x,y,θ)

SM (HP,θ)

)
dP (x,y)

)
.



62

Establecemos la siguiente notación para exhibir el resultado de un modo compacto.
Sean

a (d) = 2ρ2 (d)− ψ2 (d) d

b (d) = ψ1 (d) d

u (θ) = EP

(
ρ2

(
d (x,y,θ)

SM (HP,θ)

))

De�namos

w(1) (θ) =

pEP

[
a

(
d(x,y,θ)

SM(HP,θ)

)]

2u (θ)S2
M (HP,θ)EP

[
b

(
d(x,y,θ)

SM(HP,θ)

)]

w(2) (θ) =
p

2u (θ)S2
M (HP,θ)

, (63)

Finalmente de�nimos los pesos

w (d,θ) =

{
w(1) (θ)

ψ1 (d)

d
+ w(2) (θ)

ψ2 (d)

d

}
. (64)

Obsérvese que

w

(
d(x,y,θ)

SM(HP,θ)
,θ

)
= w(1) (θ)ψ1

(
d(x,y,θ)

SM(HP,θ)

)
SM(HP,θ)
d(x,y,θ) +w(1) (θ)ψ2

(
d(x,y,θ)

SM(HP,θ)

)
SM(HP,θ)
d(x,y,θ) .

Sea

W (θ) = EP

[
w

(
d (x,y,θ)

SM (HP,θ)
,θ

)]
. (65)

Como probaremos en la página 190, los pesos w (d,θ) son positivos y acotados, por lo
que W está bien de�nida. Luego podemos de�nir una nueva distribución que depende
del θ ∈ Θ dada por,

P ∗θ (A) :=

∫

A

1

W (θ)
w

(
d (x,y,θ)

SM (HP,θ)
,θ

)
dP (x,y) , (66)

para todo A boreliano de Rp+1. De esta forma, P ∗θ es una distribución para (x,y) , y para
toda función g medible tenemos

EP

[
1

W (θ)
w

(
d (x,y,θ)

SM (HP,θ)
,θ

)
g (x,y)

]
= EP ∗θ [g (x,y)] .

Luego si covP (v, z) indica la matriz de covarianza entre los vectores v y z cuando la
probabilidad inducida por ellos es P y varp(v) =covp(v,v), llamemos

Π (θ) = covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1 (

covP ∗θ [x, f (y)]
)T

. (67)

Claramente Π (θ) resulta una matriz simétrica y de�nida positiva.
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8.2. Caracterizando los puntos críticos y el mínimo

Consideremos la siguiente condición sobre las ρ−funciones.

A4 Las funciones ψk(t)/t son no crecientes (k = 1, 2).

Observemos que los pesos w que se utilizan en el cálculo del τ−funcional depen-
den de las distancias a través de las funciones ψk(t)/t, (k = 1, 2), luego, para que el
τ−funcional resulte robusto es razonable pedir que las observaciones con mayores dis-
tancias de Mahalanobis tengan menores pesos en el cómputo de los estimadores. Con
la notación introducida al �nal de la Sección precedente, en (64), (65), (66) y (67), el
siguiente resultado permite caracterizar tanto a los puntos críticos de la función objetivo
ΦB, que da una manera alternativa de de�nir al τ−funcional para el modelo PFC, como
a dicho τ−funcional.

Teorema 8.1 Supongamos que ρ1 y ρ2 satisfacen A1 y A2, y además ρ2 satisface A3.
Sea (x, y) que satisface el modelo PFC y asumamos que la distribución del vector u está
en la clase Pp (Wp,M) y que es independiente de y. Sea P la distribución de probabilidad
de (x, y) .

i. Los valores de θ = (µ,Γ, β,∆) ∈ Θ críticos de ln ΦB,P (θ) satisfacen las siguientes
ecuaciones de estimación,

∫
w (θ) (x− µ− Γβf (y)) dP (x,y) = 0 (68)

∫
w (θ)

[
− (x− µ) f (y)T + Γβf (y) f (y)T

]
dP (x,y) = 0

∆−
∫
w (θ) (x− µ− Γβf (y)) (x− µ− Γβf (y))T dP (x,y) = 0

∫
w (θ) (x− µ− Γβf (y)) fT (y)βTdP (x,y) = 0.

ii. Luego, los valores de θ = (µ,Γ, β,∆) ∈ Θ críticos de ln (ΦB,P (θ)) satisfacen las
siguientes ecuaciones

µ =
1

W (θ)
EP

[
w

(
dEP ∗θ [g (x,y)]

SM (HP,θ)
,θ

)
(x− Γβf (y))

]
(69)

= EP ∗θ (x− Γβf (y)) .

Las columnas de ∆−1/2Γ son d autovectores ortogonales de la matriz simétrica

∆−1/2Π (θ) ∆−1/2,

donde Π (θ) fue de�nida en (67). Sin pérdida de generalidad, los podemos elegir
ortonormales, es decir satisfaciendo

∆−1/2Π (θ) ∆−1/2
(

∆−1/2Γ
)

= ∆−1/2ΓΩ (θ) , (70)
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donde Ω (θ) es diagonal, y

(
∆−1/2Γ

)T (
∆−1/2Γ

)
= Id,

o equivalentemente
ΓT∆−1Γ = Id (71)

Además

∆ = EP

[
w

(
d (x,y,θ)

SM (HP,θ)
,θ

)
(x− µ− Γβf (y)) (x− µ− Γβf (y))T

]
(72)

= W (θ) varP ∗θ [x− Γβf (y)]

y

β = ΓT∆−1covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1

. (73)

iii. Supongamos que ρ1 y ρ2 también satisfacen A4. Entonces, para que el valor de θ =
(µ,Γ, β,∆) sea mínimo local de ln (ΦB,P (θ)) además de cumplir las condiciones
establecidas en (ii), en las columnas de ∆−1/2Γ se deben poner los autovectores de
la matriz simétrica ∆−1/2Π (θ) ∆−1/2 asociados a los mayores autovalores de dicha
matriz, donde Π (θ) fue de�nida en (67).

iv. El τ−funcional de estimación θτ (P ) se obtiene corrigiendo el valor θ = (µ,Γ, β,∆)
obtenido en (iii) del siguiente modo

θτ (P ) = (µ,Γ, β,m∆)

con

m =
1

κ2
S2
τ (HP,θ) .

La demostración de este resultado está en el Apéndice H.

Observación 8.1 Es inmediato que si θ = (µ,Γ, β,∆) ∈ Θ cumple (72), entonces
θt = (µ,Γ, β, t∆) también lo cumple, para todo t > 0. Por lo tanto si θ es un punto
crítico de ln (ΦB,P (θ)) , entonces θt también lo es, para todo t > 0.

Observación 8.2 El Teorema 8.1 (i) permite expresar al τ−funcional de estimación

para el modelo PFC como un M-funcional, excepto por el hecho de que la función w(d,θ)
W (θ)

que da los pesos, resulta ser un promedio pesado de dos funciones ψ, y los pesos, en este
caso, dependen de las variables (x,y) .

Observación 8.3 Para permitir la identi�cación de Γ y de β, a lo largo del cálculo sur-
gieron condiciones de normalización comentadas en la página 140, al caracterizar el espa-
cio de parámetros como Θ∗. Estas restricciones resultaron: (1) las columnas de ∆−1/2Γ
son ortogonales, ya que son autovectores de la matriz simétrica ∆−1/2Π (θ) ∆−1/2, o
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sea ΓT∆−1Γ = Id y (2) βvarP ∗θ [f (y)]βT es diagonal, con elementos decrecientes en la
diagonal. Esto es consecuencia de que, por (73),

β = ΓT∆−1covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1

,

luego

βvarP ∗θ [f (y)]βT = ΓT∆−1covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1

varP ∗θ [f (y)]

·
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1

covP ∗θ [f (y) ,x] ∆−1Γ

= ΓT∆−1covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1

covP ∗θ [f (y) ,x] ∆−1Γ

= ΓT∆−1Π (θ) ∆−1Γ

=
(

ΓT∆−1/2
)(

∆−1/2Π (θ) ∆−1/2
)

∆−1/2Γ

=
(

ΓT∆−1/2
)

∆−1/2ΓΩ (θ) = ΓT∆−1ΓΩ (θ) = Ω (θ) .

En lo que sigue daremos una interpretación de los τ−funcionales obtenidos.

Observación 8.4 (Relación con el modelo lineal multivariado sin restricciones)
Si miramos el problema con la probabilidad P ∗θ que se obtiene a través de P con los pesos
(64) calculados en el punto crítico, resulta que el valor propuesto para la matriz B = Γβ
de coe�cientes es

Γβ = ΓΓT∆−1covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1

.

Para el modelo lineal multivariado sin restricciones de rango en la matriz de coe�cientes,
el τ−funcional de Γβ resulta ser

covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1

,

ver García Ben et al. [2006]. Entonces, para el modelo PFC, el τ−funcional correspon-
diente resulta ser la proyección del τ−funcional sin restricciones de rango al subespacio
generado por las columnas de Γ, en la norma inducida por ∆, ver (10).

Observación 8.5 Para interpretar las condiciones que satisface el span (Γ) , prime-
ro recordemos el problema de correlaciones canónicas, que describimos a continuación.
Sean x1 ∈ Rp y x2 ∈ Rr vectores aleatorios con esperanza 0 y sean Σ11 =var[x1] ,
Σ22 =var[x2] ,Σ12 =cov[x1,x2] y Σ21 = ΣT

12. Se tiene el siguiente resultado, que es el
Teorema 5.9 de Seber [1984].
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Teorema 5.9 de Seber [1984]. Sean 1 > ρ2
1 ≥ ρ2

2 ≥ · · · ≥ ρ2
m > 0, don-

de m = rango (Σ12) , los d autovalores no negativos de Σ−1
11 Σ12Σ−1

22 Σ21 (y también de
Σ−1

22 Σ21Σ−1
11 Σ12). Sean a1,a2, . . . ,am y b1,b2, . . . ,bm los correspondientes autovectores

de Σ−1
11 Σ12Σ−1

22 Σ21 y de Σ−1
22 Σ21Σ−1

11 Σ12, respectivamente. Sean α y β vectores arbitrarios
tales que para s ≤ m− 1, αTx1 no está correlacionada con cada aTj x1 (j = 1, 2, ..., s) y

βTx2 no está correlacionada con cada bTj x2 (j = 1, 2, ..., s). Entonces:

(i) La máxima correlación al cuadrado entre αTx1 y βTx2 está dada por ρ2
s+1 y ocurre

cuando α = as+1 and β = bs+1.

(ii) cov[aTj x1,a
T
k x1] = 0, j 6= k, y cov[bTj x2,b

T
k x2] = 0, j 6= k.

El valor
√
ρ2
j = |ρj | para que valor absoluto si ρj ≥ 0. se denomina la j-ésima

correlación canónica, y uj = aTj x1 y vj = bTj x2 son las j-ésimas variables canóni-
cas. Llamaremos a aj y bj las j-ésimas direcciones canónicas, asociadas a x1 y x2

respectivamente. Más allá de los signos, éstas serán únicas si las correlaciones canónicas
son distintas.

Volviendo a los τ−funcionales propuestos, observemos que ∆−1/2Π (θ) ∆−1/2 es si-
métrica y semide�nida positiva. Luego, sean

λ1

(
∆−1/2Π (θ) ∆−1/2

)
≥ · · · ≥ λp

(
∆−1/2Π (θ) ∆−1/2

)

sus autovalores, sea Ω̃ (θ) ∈ Rp×p la matriz que los tienen en su diagonal ordenados en
forma decreciente y sea U ∈ Rp×p ortonormal tales que

∆−1/2Π (θ) ∆−1/2 = U Ω̃ (θ)UT

=
[
∆−1/2Γ ∆−1/2Γ1

] [Ω (θ) 0
0 Ω1 (θ)

] [
ΓT∆−1/2

ΓT1 ∆−1/2

]

= ∆−1/2
[
Γ Γ1

] [Ω (θ) 0
0 Ω1 (θ)

] [
ΓT

ΓT1

]
∆−1/2

= ∆−1/2ΓΩ (θ) ΓT∆−1/2 + ∆−1/2Γ1Ω1 (θ) ΓT1 ∆−1/2.

Sea θ el punto crítico de ln ΦB,P donde se alcanza el mínimo de la función. Por el Teore-
ma 8.1 (iii) sabemos que en el valor de θ que alcanza el mínimo de ΦB,P , los autovectores
de ∆−1/2Π (θ) ∆−1/2 que se deben utilizar como columnas de ∆−1/2Γ son aquellos que
corresponden a los d mayores autovalores. Luego, por las igualdades (70) y (71) sabemos
que

Ω̃ (θ) =

[
Ω (θ) 0

0 Ω1 (θ)

]
,

y que las primeras d columnas de U (las que están asociadas a los mayores autovalores)
están compuestas por ∆−1/2Γ. Sea Γ1 ∈ Rp×(p−d) tal que

U = ∆−1/2
[
Γ Γ1

]
,
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es decir, llamamos Γ1 a las p− d últimas columnas de ∆−1/2U. Resulta,

ΓT1 ∆−1Γ1 = Ip−d,

ΓT1 ∆−1Γ = 0p−d,d, ΓT∆−1Γ = Id.

Ahora daremos simplemente un argumento heurístico para respaldar este hecho. Calcule-
mos las correlaciones canónicas entre x1 = x − µ − Γβf (y) y x2 = f (y) − EP ∗θ [f (y)] ,
con dicho θ = (µ,Γ, β,∆) . En ese caso, x1 representará el residuo del modelo y x2 será
el vector de las covariables explicativas apropiadamente centradas. El ajuste será satis-
factorio si la mayor correlación canónica entre ellas es muy pequeña. Calculemos dicha
correlación. El cuadrado de la mayor correlación canónica entre x1 y x2 será igual al
mayor autovalor de la matriz Σ−1

11 Σ12Σ−1
22 Σ21 donde

Σ11 = varP ∗θ [x− µ− Γβf (y)]

Σ22 = varP ∗θ

[
f (y)− EP ∗θ [f (y)]

]
= varP ∗θ [f (y)]

Σ12 = covP ∗θ

[
x− Γβf (y)− µ,f (y)− EP ∗θ [f (y)]

]
.

Como θ es crítico, satisface (69) y (72), luego µ = EP ∗θ [x− Γβf (y)] y tanto x1 como
x2 tienen esperanza cero. Además, resulta

Σ11 =
1

W (θ)
∆

Σ12 = covP ∗θ [x, f (y)]− ΓΓT∆−1covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1

varP ∗θ [f (y)]

=
(
I − ΓΓT∆−1

)
covP ∗θ [x, f (y)]

Luego,

Σ−1
11 Σ12Σ−1

22 Σ21 = ∆−1
(
I − ΓΓT∆−1

)
covP ∗θ [x, f (y)]

(
varP ∗θ [f (y)]

)−1
(74)

· covP ∗θ [f (y) ,x]
(
I − ΓΓT∆−1

)T
(75)

= ∆−1
(
I − ΓΓT∆−1

)
Π (θ)

(
I −∆−1ΓΓT

)
.

Observemos que

∆−1
(
I − ΓΓT∆−1

)
Π (θ) ∆−1Γ = 0

por lo que de (74) tenemos

Σ−1
11 Σ12Σ−1

22 Σ21 = ∆−1
(
Γ1Ω1 (θ) ΓT1

)
.

Esta matriz tiene por autovectores a las columnas de ∆−1Γ1 con autovalores correspon-
dientes a la diagonal de Ω1 (θ) , pues

Σ−1
11 Σ12Σ−1

22 Σ21

(
∆−1Γ1

)
= ∆−1

(
Γ1Ω1 (θ) ΓT1

) (
∆−1Γ1

)
=
(
∆−1Γ1

)
Ω1 (θ) .
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Luego, las correlaciones canónicas al cuadrado entre x−µ−Γβf (y) y f (y)−EP ∗θ [f (y)]

son los autovalores de ∆−1/2Π (θ) ∆−1/2 que no se utilizaron para de�nir a los autovecto-
res de ∆−1/2Π (θ) ∆−1/2 que conforman a Γ. En ese sentido, si para elegir las columnas
de Γ se tomaron los d mayores autovalores de ∆−1/2Π (θ) ∆−1/2 entonces la mayor co-
rrelación canónica entre x − µ − Γβf (y) y f (y) − EP ∗θ [f (y)] será lo menor posible,
y valdrá λd+1 (Π (θ)) . Observemos que al identi�car el subespacio tal que al proyectar
los residuos, éstos quedan lo menos correlacionados posibles con la respectiva proyección
d−dimensional de las f (y) , por ortogonalidad, también estamos identi�cando al subespa-
cio generado por las columnas de ∆−1Γ que es el que reduce la dimensión. Dicha matriz
resulta tener por columnas al subespacio ortogonal a las direcciones canónicas entre los
residuos entre x−µ−Γβf (y) y las explicativas, f (y)−EP ∗θ [f (y)] , asociadas a las elección
que hace que las correlaciones canónicas sean lo más chicas posibles.
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9. Estudio de los τ−estimadores para el modelo PFC para
muestras �nitas

9.1. Ecuaciones de estimación para el τ−estimador basado en una
muestra

Calculemos el estimador basado en una muestra aleatoria {(xi,yi) , 1 ≤ i ≤ n} , es
decir, el valor del τ−funcional de estimación evaluado en la medida empírica Pn co-
rrespondiente. Recordemos que la medida empírica Pn se de�ne para subconjuntos A
medibles de Rp+1 por

Pn(A) =
1

n

n∑

i=1

IA (xi,yi) =
1

n

n∑

i=1

δ(xi,yi)(A)

donde IA es la función indicadora y δ(xi,yi) es la medida de Dirac. A partir de la medida
empírica, la función de distribución empírica puede escribirse como

Fn (x,y) = Pn ({(s,t) : sj ≤ xj para j = 1, . . . , p y t ≤ y}) .

Para describir el algoritmo, adaptaremos la notación introducida en la Sección 8.1. Para
toda función s medible de�nida en el espacio p+ 1 dimensional, tenemos

EPn [s (x,y)] =
1

n

n∑

i=1

s (xi,yi) .

Recordemos que para cada θ ∈ Θ, denotamos por HPn,θ a la distribución de d (x,y,θ)
cuando (x,y) tiene distribución Pn. En particular SM (HPn,θ) , que por brevedad notare-
mos Sn (θ) , se de�ne por

EPn

(
ρ1

(
d (x,y,θ)

SM (HPn,θ)

))
= EHPn,θ

(
ρ1

(
v

SM (HPn,θ)

))
= κ1

Es decir Sn (θ) satisface
n∑

i=1

1

n
ρ1

(
d (xi,yi,θ)

Sn (θ)

)
= κ1. (76)

Luego,

un (θ) = EPn

(
ρ2

(
d (x,y,θ)

Sn (θ)

))
=

1

n

n∑

i=1

ρ2

(
d (xi,yi,θ)

Sn (θ)

)
. (77)

Hemos agregado el subíndice n para enfatizar la dependencia de la muestra. De igual
modo se computan

EPn

[
a

(
d (x,y,θ)

Sn (θ)

)]
, EPn

[
b

(
d (x,y,θ)

Sn (θ)

)]
,
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donde las funciones a y b están de�nidas en (79) y (80). Notaremos los pesos por

wi (θ) = w

(
d (xi,yi,θ)

Sn (θ)
,θ

)
(78)

= w(1) (θ)ψ1

(
d (xi,yi,θ)

Sn (θ)

)
Sn (θ)

d (xi,yi,θ)

+ w(2) (θ)ψ2

(
d (xi,yi,θ)

Sn (θ)

)
Sn (θ)

d (xi,yi,θ)
.

donde

w(1) (θ) =
pEPn

[
a
(
d(x,y,θ)
Sn(θ)

)]

2un (θ)S2
n (θ)EPn

[
b
(
d(x,y,θ)
Sn(θ)

)]

w(2) (θ) =
p

2un (θ)S2
n (θ)

,

y

a (d) = 2ρ2 (d)− ψ2 (d) d (79)

b (d) = ψ1 (d) d. (80)

Sea

Wn (θ) = EPn

[
w

(
d (x,y,θ)

Sn (θ)
,θ

)]

=
1

n

n∑

i=1

w

(
d (xi,yi,θ)

Sn (θ)
,θ

)
=

1

n

n∑

i=1

wi (θ) .

Obsérvese que si θ = (µ,Γ, β,∆) y θ∗ = (µ,Γ, β, λ∆) , entonces

wi (θ∗) = λwi (θ) . (81)

Para todo θ ∈ Θ, a partir de la medida empírica podemos de�nir la medida inducida
P ∗n,θ (que es una medida aleatoria discreta) dada por,

P ∗n,θ (A) :=
1

Wn (θ)n

n∑

i=1

w

(
d (xi,yi,θ)

Sn (θ)
,θ

)
δ(xi,yi) (A)

=
1

Wn (θ)n

n∑

i=1

wi (θ) δ(xi,yi) (A) ,

para todo A conjunto medible en Rp+1. Luego para cada función g : Rp+1 → R, podemos
escribir

EP ∗n,θ [g (x,y)] = EPn

[
1

Wn (θ)
w

(
d (x,y,θ)

Sn (θ)
,θ

)
g (x,y)

]
=

1

nWn (θ)

n∑

i=1

wi (θ) g (xi,yi) .
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De este modo, sean

xw (θ) = EP ∗n,θ [x] =
1

nWn (θ)

n∑

i=1

wi (θ) xi

fw (θ) = EP ∗n,θ [f (y)] =
1

nWn (θ)

n∑

i=1

wi (θ) f (yi)

Xθ =




xT1 − xTw (θ)
...

xTn − xTw (θ)


 ∈ Rn×p,

Fθ =




f (y1)T − f
T
w (θ)

...

f (yn)T − f
T
w (θ)


 ∈ R

n×r,

Wθ =
1

Wn (θ)
diag (w1 (θ) , . . . , wn (θ)) ∈ Rn×n.

Recordemos que covP (v, z) indica la matriz de covarianza entre los vectores v y z cuando
la probabilidad inducida por ellos es P y varp(v) =covp(v,v). Tenemos que

covP ∗n,θ [x, f (y)] =
1

nWn (θ)

n∑

i=1

wi (θ) (xi − xw (θ))
(
f (yi)− fw(θ

)
)T

=
1

n
XTθWθFθ

varP ∗n,θ [f (y)] =
1

nWn (θ)

n∑

i=1

wi (θ)
(
f (yi)− fw(θ)

) (
f (yi)− fw(θ)

)T

=
1

n
FTθWθFθ

Πn (θ) = covP ∗n,θ [x, f (y)]
(

varP ∗n,θ [f (y)]
)−1 (

covP ∗n,θ [x, f (y)]
)T

=
1

n
XTθWθFθ

(
FTθWθFθ

)−1 (XTθWθFθ
)T
.

Luego, la versión empírica del Teorema 8.1 es la siguiente. La función objetivo basada
en la muestra observada es

ln (ΦB,Pn (θ)) = ln |∆
(
S2
n (θ)

)
|

+ p ln


EPn


ρ2



{

(x− µ− Γβf(y))T ∆−1 (x− µ− Γβf(y))

S2
n (θ)

}1/2







= ln |∆|+ p ln
(
S2
n (θ)

)
+ p ln

(
1

n

n∑

i=1

ρ2

({
d (xi,yi,θ)

S2
n (θ)

}1/2
))

. (82)
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Los valores de θ = (µ,Γ, β,∆) que son puntos críticos de la función ln (ΦB,Pn (θ)) satis-
facen las ecuaciones (83), (84), (85) y (86) que �guran más abajo

µ = EP ∗n,θ [x− Γβf (y)]

=
1

nWn (θ)

n∑

i=1

wi (θ) [xi − Γβf (yi)] . (83)

Las columnas de ∆−1/2Γ son los autovectores asociados a los mayores d autovalores de
la matriz simétrica ∆−1/2Πn (θ) ∆−1/2, y serán elegidos ortonormales. Luego satisfacen

∆−1/2Πn (θ) ∆−1/2
(

∆−1/2Γ
)

= ∆−1/2ΓΩn (θ) , (84)

Γ∆−1Γ = Id×d

donde Ωn (θ) ∈ Rd×d es la matriz diagonal, conteniendo los d mayores autovalores de la
matriz ∆−1/2Πn (θ) ∆−1/2 ordenados en orden decreciente.

∆ = Wn (θ)EP ∗n,θ

[
(x− µ− Γβf (y)) (x− µ− Γβf (y))T

]

=
1

n

n∑

i=1

wi (θ) [xi − µ− Γβf (yi)] [xi − µ− Γβf (yi)]
T (85)

β = ΓT∆−1covP ∗n,θ [x, f (y)]
(

varP ∗n,θ [f (y)]
)−1

= ΓT∆−1XTθWθFθ
(
FTθWθFθ

)−1
. (86)

Por (81), si θ = (µ,Γ, β,∆) satisface (83), (84), (85) y (86), también las satisface
θ∗ = (µ,Γ, β, λ∆) para todo λ > 0. Luego, a partir de θ = (µ,Γ, β,∆) un punto crítico
de ΦB,Pn (θ), construimos a θ∗ = (µ,Γ, β, λ∆) tomando a

λ =
S2
τ (HPn,θ)

κ2
=
τ2(d (θ))

κ2
.

De esta manera nos aseguramos que θ∗ cumple la restricción (39) que debe satisfacer el
τ− estimador. Finalmente el τ−estimador resulta ser

θ∗ = (µ,Γ, β, λ∆) =

(
µ,Γ, β,

τ2(d (θ))

κ2
∆

)
. (87)

9.2. Algoritmo para computar el τ−estimador

Sea una muestra aleatoria de n observaciones {(xi,yi) , 1 ≤ i ≤ n} con (xi,yi) ∈ Rp+1

que suponemos satisface el modelo PFC.
Describiremos un algoritmo iterativo para calcular el τ−estimador. Más detalles sobre

la de�nición de los estimadores, y el cálculo de las constantes involucradas puede verse
en las secciones que siguen.
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Lo importante, como en la mayoría de los procedimientos iterativos que conducen al
cálculo de un estimador robusto, será elegir un estimador inicial cercano al mínimo del
τ−funcional. Presentamos nuestra elección del estimador inicial en la sección siguiente.

Supongamos que tenemos un estimador inicial θ(0) =
(
µ(0),Γ(0), β(0),∆(0)

)
. El es-

timador calculado en el paso k será denotado por θ(k) =
(
µ(k),Γ(k), β(k),∆(k)

)
. Para

describir el algoritmo bastará describir como obtener θ(k+1) a partir de θ(k). Para esto
se seguirán los siguientes pasos.

1. Calculemos las distancias de Mahalanobis usando θ(k)

d
(k)
i = d

(
xi,yi,θ

(k)
)

=

√(
xi − µ(k) − Γ(k)β(k)f (yi)

)T (
∆(k)

) (
xi − µ(k) − Γ(k)β(k)f (yi)

)
,

calculemos el valor del S(k)
M = SM

(
HPn,θ

(k)

)
que cumple

1

n

n∑

i=1

ρ1



d
(
xi,yi,θ

(k)
)

SM

(
HPn,θ

(k)

)


 = κ1

y los pesos iniciales, sea w(k)
i el peso calculado en base a la i−ésima observación,

1 ≤ i ≤ n. Esto es

w
(k)
i = w



d
(
xi,yi,θ

(k)
)

SM

(
HPn,θ

(k)

) ,θ(k)


 (88)

= w1

(
θ(k)

)
ψ1



d
(
xi,yi,θ

(k)
)

SM

(
HPn,θ

(k)

)



SM

(
HPn,θ

(k)

)

d
(
xi,yi,θ

(k)
)

+ w2

(
θ(k)

)
ψ2



d
(
xi,yi,θ

(k)
)

SM

(
HPn,θ

(k)

)



SM

(
HPn,θ

(k)

)

d
(
xi,yi,θ

(k)
) .

donde

w1

(
θ(k)

)
=

pEPn

[
a

(
d(x,y,θ(k))

SM

(
H
Pn,θ

(k)

)
)]

2un

(
θ(k)

)
S2
M

(
HPn,θ

(k)

)
EPn

[
b

(
d(x,y,θ(k))

SM

(
H
Pn,θ

(k)

)
)]

w2

(
θ(k)

)
=

p

2un

(
θ(k)

)
S2
M

(
HPn,θ

(k)

) ,
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y un fue de�nida en (77). Calculamos también

Wn

(
θ(k)

)
=

1

n

n∑

i=1

w
(k)
i .

2. Con ellos, calculamos

x(k)
w = EP ∗

n,θ(k)
[x] =

1

nWn

(
θ(k)

)
n∑

i=1

w
(k)
i xi

f
(k)
w = EP ∗

n,θ(k)
[f (y)] =

1

nWn

(
θ(k)

)
n∑

i=1

w
(k)
i f (yi)

X(k) =




xT1 − x
(k)T
w

...

xTn − x
(k)T
w


 ∈ Rn×p,

F(k) =




f (y1)T − f
(k)T
w

...

f (yn)T − f
(k)T
w


 ∈ R

n×r,

W(k) =
1

Wn

(
θ(k)

)diag
(
w

(k)
1 , . . . , w(k)

n

)
∈ Rn×n

cov
(k)
P ∗
n,θ(k)

[x, f (y)] =
1

n
X(k)TW(k)F(k)

var
(k)
P ∗
n,θ(k)

[f (y)] =
1

n
F(k)TW(k)F(k)

Π̂(k) = cov
(k)
P ∗
n,θ(k)

[x, f (y)]

(
var

(k)
P ∗
n,θ(k)

[f (y)]

)−1(
cov

(k)
P ∗
n,θ(k)

[x, f (y)]

)T

=
1

n
X(k)TW(k)F(k)

(
F(k)TW(k)F(k)

)−1 (
X(k)TW(k)F(k)

)T

3. Calculamos

µ(k+1) =
1

nWn

(
θ(k)

)
n∑

i=1

wi (θ
(k))

[
xi − Γ(k)β(k)f (yi)

]
.
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4. Luego, hacemos la descomposición espectral de
(
∆(k)

)−1/2
Π̂(k)

(
∆(k)

)−1/2
. Sean

c1, c2, ..., cd los autovectores correspondientes a sus máximos d autovalores λ1 ≥
λ2 ≥ · · · ≥ λd y construimos la matriz C(k+1)

C(k+1) =
(

c1 · · · cd
)

∈ Rp×d, es decir, la matriz cuyas columnas son los autovectores asociados a los d
mayores autovalores. Luego

Γ(k+1) =
(

∆(k)
)1/2

C(k+1).

Ahora estamos en condiciones de actualizar β y ∆. Sea

β(k+1) =
(

Γ(k+1)
)T (

∆(k)
)−1

X(k)TW(k)F(k)
(
F(k)TW(k)F(k)

)−1
.

Antes de actualizar ∆, recalculamos los pesos mediante

d
(k+1)
i = d

(
xi,yi,θ

~(k+1)
)

S
(k+1)
M = SM

(
HPn,θ

~(k+1)

)

w
(k+1)
i = w

(
d

(k+1)
i

S
(k+1)
M

,θ
~(k+1)
1

)
,

donde
θ~(k+1) =

(
µ(k+1),Γ(k+1), β̂(k+1), ∆̂(k)

)

Luego, primero de�nimos el nuevo valor de ∆ sin corregir por

∆~(k+1) =
1

n

n∑

i=1

w
(k+1)
i

[
xi − µ(k+1) − Γ(k+1)β(k+1)f (yi)

]
·

[
xi − µ(k+1) − Γ(k+1)β(k+1)f (yi)

]T
.

Entonces de�nimos el nuevo valor de θ con ∆ sin corregir por

θ~~(k+1) =
(
µ(k+1),Γ(k+1), β(k+1),∆~(k+1)

)
.

5. Con estos estimadores de paso uno, actualizamos las distancias de Mahalanobis
para cada observación

d
(k+1)
i = d

(
xi,yi,θ

~~(k+1)
)

=

√(
xi − µ(k+1) − Γ(k+1)β(k+1)f (yi)

)T (
∆~(k+1)

)−1 (
xi − µ(k+1) − Γ(k+1)β(k+1)f (yi)

)
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o, escritos de manera vectorial, d(k+1) =
(
d

(k+1)
1 , . . . , d

(k+1)
n

)T
. Actualizamos el

valor del S-estimador de escala S(k+1)
M = SM

(
HPn,θ

~~(k+1)

)
como aquella cantidad

que cumple con la siguiente ecuación

n∑

i=1

1

n
ρ1



d
(
xi,yi,θ

~~(k+1)
)

SM

(
HPn,θ

~~(k+1)

)


 = κ1

Entonces ∆(k+1) = 1
κ2
S2
τ

(
HPn,θ

~(k+1)

)
∆~(k+1), con

S2
τ

(
HPn,θ

~~(k+1)

)
= S2

M

(
HPn,θ

~~(k+1)

)
EH

Pn,θ
~~(k+1)


ρ2


 v

SM

(
HPn,θ

~~(k+1)

)






=
(
S

(k+1)
M

)2 1

n

n∑

i=1

ρ2



d
(
xi,yi,θ

~~(k+1)
)

S
(k+1)
M




y de�nimos θ(k+1) =
(
µ(k+1),Γ(k+1), β(k+1),∆(k+1)

)
.

El algoritmo se detiene en la iteración (k + 1)−ésima cuando el cambio en la función
objetivo es menor que una cota pre�jada δ > 0, es decir

∣∣∣ln ΦB,Pn

(
θ(k)

)
− ln ΦB,Pn

(
θ(k+1)

)∣∣∣ < δ.

donde ln ΦB,Pn está escrita en la ecuación (82).

9.2.1. Estimadores iniciales

Comenzamos con un estimador robusto inicial para los parámetros. Para ello, utili-
zamos el modelo de regresión univariado para cada coordenada del vector x,

xj = bTj

[
f (y)

1

]
+ εj (89)

con xj , εj ∈ R, bj ∈ Rr+1, j = 1, . . . , p. Estimamos cada vector de coe�cientes con
un método robusto para la regresión lineal, un MM-estimador, ver Yohai [1987]. Este
estimador se puede calcular, por ejemplo, utilizando la rutina lmRob del paquete robust
para R desarrollada por J. Wang et al. [2014] del paquete R, (R Core Team [2015]).
Observemos que el modelo (89) incluye un término de intercept, ya que la última �la
de la covariable es igual a uno. Luego construimos una matriz de coe�cientes estimados,
Θ ∈ Rp×(r+1) concantenando en una matriz los vectores estimados, por �la, de la siguiente
forma,

Θ =




bT1
...

bTp


 ∈ Rp×(r+1).
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Como estimador inicial de Γβ tomaremos la matriz formada por las primeras r columnas
de Θ, y como estimador inicial µ(0) para µ la última columna de dicha matriz. Con ellos,
computamos los residuos iniciales

r
(0)
i = xi − µ(0) − (Γβ)(0) f (yi) .

Como estimador inicial de ∆ sin corregir tomamos un S-estimador de covarianza de
los residuos iniciales r

(0)
i , computados con la función bicuadrada de Tukey usando un

algoritmo rápido para su cómputo, que se encuentra programado en el software R Core
Team [2015], bajo la función CovSest, de la librería rrcov, desarrollada por Todorov y
Filzmoser [2009], es decir

∆∗(0) = CovSest
(
r

(0)
1 , . . . , r(0)

n

)
.

El algoritmo rápido es similar al propuesto en Salibian-Barrera y Yohai [2006]. Cuando
corregimos el valor de la matriz de covarianza de la forma establecida en (87) obtenemos
el estimador inicial de θ

θ̂
(0)

=


µ(0),

(
Γ(0)β(0)

)
,

S2
τ

(
H
Pn,
(
µ̂(0)

,Γ(0β(0),∆∗(0)
))

κ2
∆∗(0)


 .

Obsérvese que en el valor inicial no se estiman separadamente Γ y β sino su producto.
Más detalles sobre el MM-estimador de regresión y el S-estimador de covarianza en la
Sección 9.2.2.

9.2.2. Algunos comentarios sobre los estimadores iniciales

Para obtener un estimador inicial de la matriz de coe�cientes de regresión, realizamos
p regresiones lineales univariadas, utilizando un estimador robusto con alto punto de
ruptura y alta e�ciencia. Utilizamos la función lmRob de la librería robust de J. Wang
et al. [2014] del paquete R (R Core Team [2015]). El estimador se calcula a partir de
un S- estimador inicial con punto de ruptura igual a 0.5. El estimador �nal es un MM-
estimador, propuesto por Yohai, Stahel, y Zamar [1991], que utiliza una M-escala de
los residuos del estimador inicial (ver la de�nición de M-escalas en la página 34). Para
calcular este M-estimador se utiliza un algoritmo de mínimos cuadrados ponderados
iterados, tomando al estimador inicial como punto de partida.

Para la elección de los parámetros correspondientes al MM-estimador, tenemos en
cuenta las recomendaciones de Maronna, Martin, y Yohai [2006], Secciones 5.5 y 5.9.
Ellos muestran que hay un trade-o� para los estimadores entre e�ciencia bajo norma-
lidad y sesgo bajo contaminación: a mayor e�ciencia asintótica, mayor sesgo. Por eso
recomiendan elegir los parámetros de modo que el estimador tenga e�ciencia de 0,85 (en
vez de tomar valores mayores) de modo de controlar el sesgo manteniendo una e�ciencia
su�cientemente alta.
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Los S-estimadores de posición multivariada y matriz de dispersión fueron introducidos
por Davies [1987] y luego estudiados por Lopuhaa [1989]. Para una descripción de estos
estimadores, puede verse también Maronna et al. [2006].

La librería rrcov implementa cuatro algoritmos distintos para calcular el S-estimador,
en la función CovSest. Nosotros utilizamos la opción llamada �bisquare� basada en una
ρ−función en la familia de la bicuadrada de Tukey, es decir, una función ρ dada por

ρc (u) =





u2

2

(
1− u2

c2
+
u4

3c4

)
si |u| ≤ c

c2

6
si |u| > c,

(90)

donde la constante c es positiva. Observemos que, para cada u �jo, cuando c aumenta,
la ρ−función tiende a u2

2 . Es fácil veri�car que estas ρ−funciones satisfacen las hipótesis
A1−A3. En la Figura 5 puede verse un grá�co de la ρ−función y de su derivada ψ para
algunos valores de la constante c. Utilizamos la función CovSest de la librería rrcov

del R, con la opción method="bisquare", que calcula los S-estimadores de posición y
escala de la forma que describimos a continuación, como proponen Maronna et al. [2006],
Secciones 6.7.3 y 6.7.5.

Figura 5: Función ρc bicuadrada de�nida en (90) y su derivada ψc, para distintos valores
de la constante c.
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9.2.3. Detalles sobre la implementación del algoritmo

Cuando la función ρ2 se elige como ρ2 (u) = u2, el τ−estimador para el modelo
PFC resulta ser el estimador de máxima verosimilitud para el caso normal. Luego, para
combinar robustez con e�ciencia, podemos elegir la función ρ2 de modo que coincida con
el cuadrado en una amplia zona alrededor del cero. Para ello se utiliza una familia de
funciones ρc propuesta en Muler y Yohai [2002] y que es una aproximación polinomial
simple a la función ρ óptima derivada en Yohai y Zamar [1997]. Esta familia tiene la
forma

ρc (u) =





1,38
(
u
c

)2
si
∣∣u
c

∣∣ ≤ 2
3

4,04
(
u
c

)8 − 11,66
(
u
c

)6
+ 10,76

(
u
c

)4 − 2,69
(
u
c

)2
+ 0,55 si 2

3 <
∣∣u
c

∣∣ ≤ 1

1 si
∣∣u
c

∣∣ > 1
(91)

y la denominamos ρ−casi-óptima. En la implementación del algoritmo, las constantes se
eligen para tener simultáneamente, robustez (para eso se elige la función ρ1) y alta e�-
ciencia bajo normalidad (para eso se elige la función ρ2), como detallamos a continuación.
En la Figura 7 además, vemos que tanto la familia de ρ−funciones bicuadrada como la
familia de ρ−funciones que denominamos casi-óptima satisfacen la hipótesis A4, ya que
en ambas familias la función ψ (u) /u resulta decreciente. En dicha �gura podemos ver
que para la ρ−casi-óptima la función ψ (u) /u que de�ne los pesos es una versión suaviza-
da de la función escalón (indicadora o heaviside), es decir que básicamente, dependiendo
de si la distancia de Mahalanobis de una observación a los valores calculados de los pa-
rámetros es pequeña o no, las observaciones o bien entran al cálculo de los estimadores
(básicamente todas con el mismo peso) o bien no entran en dichos cálculos.

García Ben et al. [2006], proponen τ−estimadores para el modelo lineal multivariado
(tanto para la matriz de coe�cientes del modelo, como para la matriz de covarianza
de los errores), y en el Teorema 2 prueban que el máximo punto de ruptura que pueden
alcanzar dichos estimadores es cercano a 0,5 cuando el tamaño de muestra n es grande (es
en realidad 0,5−(p+ q − 1) / (2n) , donde p es es la dimensión del vector de observaciones
independientes y q es la dimensión del vector de las variables dependientes en el modelo
lineal multivariado (MLM)) y se alcanza cuando

κ1

máxu ρ1 (u)
=

1

2
. (92)

En el mismo artículo, se prueba en el Corolario al Teorema 5, que, bajo condiciones de
regularidad de las ρ−funciones, de regularidad de la distribución del vector de covariables
y elipticidad de la distribución de los errores, la e�ciencia relativa asintótica (ARE, por
sus siglas en inglés) del τ−estimador de la matriz de los coe�cientes del MLM respecto
del estimador de máxima verosimilitud de dicha matriz de coe�cientes, está dada por

ARE (ψ1, ψ2, H0) =
EH0

(
v2
)

c2
0k

2
0EH0

(
ψ∗2

(
v
k0

)) (93)
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Figura 6: Función ρc polinomial (casi óptima) de�nida en (91) y su derivada ψc, para
distintos valores de la constante c.
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donde ψi = ρ′i, H0 es la verdadera distribución de las distancias de Mahalanobis del
MLM. Bajo normalidad de los errores del MLM en Rp, H0 resulta ser la distribución de
la raíz cuadrada de una variable χ2

p = Γ
(p

2 ,
1
2

)
(chi cuadrado con p grados de libertad),

es decir, tiene densidad

f (v) =
1

2
p
2
−1Γ

(p
2

)vp−1e−v
2/2I(0,+∞) (v) .

La función ψ∗ se de�ne por

ψ∗ (v) = Cψ1 (v) +Dψ2 (v)

con

C = EH0

(
2ρ2

(
v

k0

)
− ψ2

(
v

k0

)
v

k0

)
(94)

D = EH0

(
ψ1

(
v

k0

)
v

k0

)
(95)

y
k0 = S (H0)
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Figura 7: Grá�co de ψc (x) /x, para la familia bicuadrada de�nida en (90) a la izquierda
y para la polinomial (casi óptima) de�nida en (91) a la derecha, para distintos valores
de la constante c.

0 1 2 3 4

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

x

ψc(x)
x

c = 1
c = 2
c = 3

0 1 2 3 4

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

x

ψc(x)
x

c = 1
c = 2
c = 3

de�nido por

EH0

(
ρ1

(
v

S (H0)

))
= κ1 (96)

y

c0 =
p

EH0

(
(p− 1)

ψ∗
(
v
k0

)
v
k0

+ ψ∗′
(
v
k0

)) .

Asumiendo que la distribución de los errores del MLM es gaussiana, podemos calcular
las constantes κ1 y c1 a partir de (92) y (97), a continuación

κ1 = EH0 (ρ1 (v)) , (97)

ya que máxu ρ1 (u) = 1. Con esa elección de constantes, por (96) resulta k0 = S (H0) = 1.
A partir de ρ1 calculamos D según la ecuación (95). Para obtener un τ−estimador que
sea e�ciente, podemos elegir el valor de c2 para que

ARE (ψ1, ψ2, H0) = 0,90,

bajo normalidad de los errores del MLM. Luego, calculamos κ2 como aquel valor que
cumple

κ2 = EH0 (ρ2 (v)) .

A continuación �guran algunos de los valores de las constantes que consideramos.
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p 2 5 10
e�ciencia 0.85 0.90 0.85 0.90 0.85 0.90

c1 2.0803 2.0803 3.6076 3.6076 5.2108 5.2108
κ1 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50
c2 3.0193 3.2332 3.7252 3.9759 2.5762 2.1767
κ2 0.2898 0.2567 0.4744 0.4242 0.9739 0.9920

9.3. Cómo evaluar la estimación de un subespacio

Nos interesa resumir la bondad de la estimación obtenida con distintos métodos,
para poder comparar el ajuste que se obtiene usando los τ−estimadores del subespacio
de reducción y usando los EMV en distintos escenarios simulados, con muestras �nitas,
ya que, como hemos visto, lo que queda identi�cado es el subespacio y no sus generadores.
En esta sección de�niremos ángulos entre subespacios y distancias entre los mismos.

Distintas propuestas estadísticas para reducir la dimensión han utilizado distintos
métodos para evaluar la efectividad obtenida. En el caso de las simulaciones, cuando se
conocen los parámetros con los que fueron obtenidos los datos, se tiene por un lado ∆0

y Γ0 verdaderos y por el otro ∆̂ y Γ̂ estimados. Citemos algunos ejemplos. Cook [2007]
analiza el caso d = 1 y propone utilizar el ángulo entre Γ0 y Γ̂. Cook y Forzani [2008]
también simulan el caso d = 1 pero utilizan, en cambio, el ángulo entre ∆−1

0 Γ0 y ∆̂−1Γ̂,
es decir, entre los generadores de los subespacios de reducción. Para d > 1, el artículo
de B. Li, Zha, y Chiaromonte [2005] y el de B. Li y Wang [2007] usan la distancia de
proyección (ver la De�nición 9.2, que también se denomina distancia de Gap) entre el
subespacio de reducción original y el estimado por el método de contour regression que
proponen. K.-C. Li [1991a] toma el promedio de las correlaciones canónicas al cuadrado
entre la variable proyectada al subespacio estimado ∆̂−1Γ̂x y las verdaderas proyecciones
∆−1

0 Γ0x. H. Wang y Xia [2008] reportan el error de estimación promedio.

9.3.1. Vectores y ángulos principales

Sean A y B dos subespacios en Rp. Introducimos la de�nición de ángulos principales
entre un subespacio k−dimensional y uno l−dimensional. Para una tratamiento completo
puede verse Eaton [1983], Proposición 1.48 y subsiguientes, o Watkins [1991], Sección 7.5.

De�nición 9.1 Sean A y B dos subespacios en Rp, con dim (A) = k,dim (B) = l, r =
mı́n (k, l) . De�nimos el i-ésimo par de vectores principales (ai,bi) para i = 1, . . . , r
recursivamente como las soluciones al siguiente problema de optimización

máx aTb

sujeto a: a ∈ A,b ∈ B
‖a‖ = ‖b‖ = 1

aTa1 = · · · = aTai−1 = 0
bTb1 = · · · = bTbi−1 = 0,
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(para i = 1 las condiciones de ortogonalidad son vacías). Los ángulos principales se
de�nen por

cos ζi = aTi bi, i = 1, . . . , r.

Como el coseno es una función decreciente, resulta 0 ≤ ζ1 ≤ · · · ≤ ζr ≤ π
2 . Notaremos

ζi (A,B) = ζi al i-ésimo ángulo principal entre A y B.

En otras palabras, el primer ángulo principal entre los subespacios A y B es el ángulo
más pequeño que se puede armar entre un vector en A y un vector en B, ya que el ángulo
se minimiza cuando el coseno se maximiza. El par de vectores unitarios a1 ∈ A,b1 ∈ B
en los que se realiza dicho máximo son el primer par de vectores principales. A partir de
él, se de�ne el segundo ángulo principal ζ2 como el menor ángulo que se puede formar
entre un vector en A que sea ortogonal a a1 y un vector en B que sea ortogonal a b1.
Los restantes ángulos se de�nen en forma similar.

Observación 9.1 Si ζ1 = 0 entonces dim (A ∩ B) ≥ 1. Más aún, si ζ1 = · · · = ζm =
0 < ζm+1, entonces

A ∩ B = span {a1, . . . ,am} = span {b1, . . . ,bm} .

Este resultado es el Teorema 6.4.2 de Golub y Van Loan [2013].

Si dim (A) = dim (B) = k, claramenteA = span {a1, . . . ,ak} y B = span {b1, . . . ,bk} .
Los vectores principales no quedan unívocamente determinados, pero sí lo están los ángu-
los principales. Por ejemplo, el par de vectores principales ai y bi se puede intercambiar
con −ai y −bi, pero si ζ1 < · · · < ζr, los vectores principales estarán unívocamente deter-
minados, exceptuando el signo de la primer componente no nula del vector. El siguiente
Teorema muestra como obtener los ángulos principales.

Teorema 9.1 Sean A y B subespacios en Rp, y sean PA y PB las matrices de las pro-
yecciones ortogonales en A y B en la base canónica. Si k = rango(PBPA), entonces
existen conjuntos ortonormales {a1, . . . ,ak} ⊂ A, {b1, . . . ,bk} ⊂ B y números positivos
µ1 ≥ · · · ≥ µk tales que

i. PBPA =
∑k

i=1 µibia
T
i =

[
b1 · · · bk

]
diag (µ1, . . . , µk)




aT1
...

aTk


 .

ii. PAPBPA =
∑k

i=1 µ
2
i aia

T
i .

iii. PBPAPB =
∑k

i=1 µ
2
ibib

T
i .

iv. 0 < µj ≤ 1 y aTi bj = δijµj para i, j = 1, ..., k.

v. Si x ∈ A ∩ (span {a1, . . . ,ak})⊥ y w ∈ B, entonces xTw = 0.

Si w ∈ B ∩ (span {b1, . . . ,bk})⊥ y x ∈ A, entonces xTw = 0.
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Teorema 9.2 En la notación del Teorema previo, sea A1 = A, B1 = B,

Ai = A ∩ (span {a1, . . . ,ai−1})⊥

Bi = B ∩ (span {b1, . . . ,bi−1})⊥

para i = 2, . . . , k + 1. Entonces

sup
a∈Ai
‖a‖=1

sup
b∈Bi
‖b‖=1

aTb = aTi bi = µi,

para i = 1, . . . , k. También, Ak+1 ⊥ B y A ⊥ Bk+1.

Observación 9.2 En virtud del Teorema 9.1 y el Teorema 9.2 y la de�nición de ángulos
principales entre subespacios, tenemos que

cos ζi = µi, i = 1, . . . , k.

En el Apéndice I.1 damos tres procedimientos distintos para calcular los ángulos
principales, dependiendo de la información que tengamos de cada subespacio, o de cuán
pequeños sean estos ángulos.

9.3.2. Distancias entre subespacios

Queremos de�nir una noción de distancia entre subespacios k−dimensionales de Rp.
Para llevar adelante esta tarea, podríamos valernos tanto de los ángulos principales como
de las posibles bases ortonormales que se pueden tomar en ellos. El siguiente teorema
justi�ca esta idea. Sea O (p) el conjunto de matrices p × p ortogonales. A continuación,
se enuncia el Teorema 3 de Wong [1967].

Teorema 9.3 Cualquier noción de distancia entre subespacios k dimensionales de Rp
que convierte a la Grassmaniana Grass (k,Rp) en un espacio métrico que sea invariante
por rotaciones en O (p) debe ser una función de los ángulos principales. Es decir, si
d : Grass (k,Rp)×Grass (k,Rp)→ [0,+∞) es una distancia que además cumple

d (span (V A) , span (V B)) = d (span (A) , span (B)) para toda V ∈ O (p)

para toda A,B ∈ Rp×k con rango (A) = rango (B) = k, entonces d debe ser una función
de los ζi (span (A) , span (B)) .

Se pueden de�nir varias nociones de distancia entre subespacios de la misma dimen-
sión. A continuación presentamos varias. Puede consultarse, por ejemplo Hamm y Lee
[2008] o Edelman, Arias, y Smith [1998], para una descripción más extensa. La más
utilizada es la distancia de proyección.
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De�nición 9.2 (Distancia de proyección) Sean A y B subespacios k−dimensionales
de Rp. Sean A,B ∈ Rp×k con rango (A) = rango (B) = k, tales que A = span (A) ,B =
span (B) . De�nimos la distancia de proyección dproy entre ellos por

dproy (A,B) = máx
a∈A
‖a‖2=1

d (a,B) (98)

donde ‖a‖2 =
√

aTa y
d (a,B) = mı́n

b∈B
‖a− b‖2 . (99)

Observación 9.3 Algunos autores la denominan la distancia de Gap.

El siguiente teorema permite calcular esta distancia.

Teorema 9.4 Sean {q1, . . . ,qk} y {qk+1, . . . ,qd} bases ortonormales para A y A⊥, res-
pectivamente, y sean {r1, . . . , rk} y {rk+1, . . . , rd} bases ortonormales para B y B⊥, res-
pectivamente. Llamamos

Q1 =
[
q1 · · · qk

]
∈ Rp×k, Q2 =

[
qk+1 · · · qp

]
∈ Rp×(p−k)

R1 =
[
r1 · · · rk

]
∈ Rp×k, R2 =

[
rk+1 · · · rp

]
∈ Rp×(p−k).

Entonces se tiene

dproy (A,B) =
∥∥RT2 Q1

∥∥
2

=
∥∥RT1 Q2

∥∥
2

=
∥∥QT1 R2

∥∥
2

=
∥∥QT2 R1

∥∥
2

=
∥∥Q1Q

T
1 −R1R

T
1

∥∥
2

= ‖PA − PB‖2
= sin ζk (A,B)

donde para matrices, la norma ‖·‖2 denota la norma de operadores lineales (o norma
inducida o espectral ver la Sección B.1.2, es el mayor valor singular de la matriz, ‖Q‖2 =√
λmáx (QTQ)) y PA denota la matriz asociada a la proyección ortogonal en el subespacio
A).

Para una demostración de este Teorema, ver Watkins [1991].

De�nición 9.3 (Distancia Grassmaniana) Sean A y B subespacios k−dimensionales
de Rp. Se de�ne la distancia Grassmaniana entre ellos por

dGrass(k,Rp) (A,B) =

(
k∑

i=1

ζ2
i (A,B)

)1/2

.

De�nición 9.4 (Distancia Cordal) Sean A y B subespacios k−dimensionales de Rp.
Se de�ne la distancia cordal entre ellos por

dcordal (A,B) =

(
k∑

i=1

sin2 ζi (A,B)

)1/2

=
1√
2
‖PA − PB‖F ,

donde ‖·‖F es la norma Frobenius para matrices, ver la Sección B.1.2.
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Al valor sin ζ1 (A,B) a veces se lo denomina la distancia de máxima correlación, pero
no es una métrica ya que puede valer cero sin que los subespacios A y B sean iguales.
Puede probarse que, equivalentemente, está basada en la mayor correlación canónica, en
el sentido dado en la página 66.

En virtud de las descripciones anteriores, para comparar subespacios utilizaremos el
ángulo principal (para d = 1), o en general el d-ésimo ángulo principal entre el verdadero
subespacio de reducción de la dimensión y el estimado, como medida de performance de
los estimadores.

9.4. Simulación

Realizamos dos simulaciones que describimos a continuación, para el caso en el que
d = 1 ó d = 2.

9.4.1. Caso d = 1

El modelo simulado es

x = µ0 + Γ0β0f (y) + ∆
1/2
0 u

donde x ∈ Rp, con p = 10, d = 1, r = 2, µ0 = 0, Γ0 = (1, 0, . . . , 0)T ∈ Rp×d, β0 =

(1, 1) ∈ Rd×r, f (y) =
(
y, y2

)T ∈ Rr, ∆0 = Ip, u ∼ Np (0, Ip) , y ∼ U (0, 4) . Para evaluar
el desempeño del estimador bajo contaminación de los datos, tomamos un 10 % de
las observaciones (f (y) ,x) de la forma (f∗ (y) ,x∗) , donde f∗ (y) = f (10) =

(
10, 102

)T

y x∗ = λ (0, 1, 0, . . . , 0)T con λ = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 10, 15, 20. En la Figura 8 mostramos
los boxplots de los ángulos que se obtienen entre el verdadero subespacio de reducción(
∆−1SΓ

)
y el subespacio de reducción estimado

(
∆̂−1S

Γ̂

)
por máxima verosimilitud y

por el τ−estimador que proponemos, en los distintos escenarios: sin contaminación (SC)
y para los distintos valores de λ considerados, a partir de B = 500 muestras de tamaño
n = 200, con 10 % de datos contaminados. Las constantes descriptas en la Sección 9.2.3
resultan ser, para este caso

c1 = 5,210748 (100)

κ1 = 0,5000047

c2 = 4,841626

κ2 = 0,569148.

En la Figura 8 vemos que cuando no hay contaminación, el ángulo entre el subespacio
verdadero y el estimado por ambos métodos es bastante pequeño, siendo más pequeño
aún el de máxima verosimilitud (mediana menor a 15o en ambos métodos). Sin embargo,
apenas empezamos a contaminar, el estimador de máxima verosimilitud se rompe, dando
ángulos alrededor de 35o cuando λ ≤ 5, para romperse abiertamente (estimando una
dirección prácticamente ortogonal a la original) para λ = 10 ó λ = 20 (mediana superior
a 80o), mientras que el τ−estimador prácticamente no se modi�ca, siempre la mediana
del ángulo entre la dirección verdadera y la estimada da apenas menor a 15o.
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Figura 8: Boxplots de los ángulos entre el subespacio verdadero y el subespacio estimado
por máxima verosimilitud (en gris) y usando el τ−estimador propuesto (en salmón) para
la simulación descripta en la Sección 9.4.1.
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9.4.2. Caso d = 2

Primera simulación

Sin contaminar El modelo simulado es

x = µ0 + Γ0β0f0 (y) + ∆
1/2
0 u

donde x ∈ Rp, con p = 10, d = 2, r = 2, µ0 = 0, Γ0 =

[
1 0 0 · · · 0 0

0 −
√

2
2

√
2

2 · · · 0 0

]T
∈

Rp×d, β0 =

[
1 0
0 1

]
∈ Rd×r, f0 (y) =

(
y, y2

)T ∈ Rr, u ∼ Np (0, Ip) , y ∼ U (0, 4) ,

∆0 = 0,1 · Ip.

Para evaluar el desempeño del estimador bajo contaminación de los datos, tomamos
un 10 % de las observaciones contaminadas. Las observaciones contaminadas (x,y) siguen
el siguiente modelo

x = µ0 + ΓCjβ0fCj (y) + ∆
1/2
Cj

u,

con 1 ≤ j ≤ 4. En cada uno de los siguientes cuatro escenarios, contaminamos de formas
distintas.
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Contaminación 1 Tomamos fC1 (y) = (10, 10)T , ∆C1 = ∆0 = 0,1 · Ip y

ΓC1 =

[
1 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 1

]T
.

Observemos que en este escenario, el subespacio de reducción de las observaciones
no contaminadas (span

(
∆−1

0 Γ0

)
) y el de las contaminadas

(
span

(
∆−1

0 ΓC1

))
forman

los siguientes ángulos principales: 0o y 90o, es decir, uno de los generadores de ambos
subespacios coincide, el otro está a 90o.

Contaminación 2 Tomamos fC2 (y) = f0 (10) =
(
10, 102

)T
, ∆C2 = ∆0 = 0,1 · Ip y

ΓC2 =

[
1 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 1

]T
.

Contaminación 3 Tomamos fC3 (y) = f0 (10) =
(
10, 102

)T
, ∆C3 = 0,5 · Ip y ΓC3 =[

1 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 1

]T
.

Contaminación 4 Tomamos fC4 (y) = f0 (10) =
(
10, 102

)T
, ∆C4 = 0,5 · Ip y ΓC4 =[

0 0 · · · 0 1 0
0 0 · · · 0 0 1

]T
. En esta situación, los ángulos principales son ambos igua-

les a 90o, es decir, en este caso están contaminadas ambas direcciones principales.

Si bien la distancia de proyección entre dos subespacios de dimensión dos depende so-
lamente del segundo ángulo principal entre el subespacio verdadero y el estimado, hemos
resumido el comportamiento de ambos ángulos principales a lo largo de la simulación, pa-
ra tener un mejor conocimiento del funcionamiento de ambos métodos bajo los distintos
escenarios.

Las constantes c1, κ1, c2, κ2 las tomamos como en (100). En la Figura 9 gra�camos
los boxplots del primer y segundo ángulo principal entre el subespacio verdadero y el
subespacio estimado por máxima verosimilitud (en color rojo y rosa, respectivamente) y
lo mismo para el τ−estimador propuesto (en color azul y celeste, respectivamente) para la
simulación descripta en la Sección 9.4.2. Se generaron n = 200 datos sin contaminación.
Luego, se reemplazaron 20 observaciones de cada muestra por otras 20 contaminadas
bajo los cuatro escenarios descriptos en dicha sección.

En dicho grá�co vemos que, para los datos sin contaminación, ambos métodos estiman
igualmente bien el subespacio de reducción de la dimensión (las medianas de los ángulos
principales para máxima verosimilitud son 8.7o y 13.9o, respectivamente, mientras que
para el τ−estimador resultan ser 9.8o y 15.5o). Para las contaminaciones C1 a C4 vemos
que el método de máxima verosimilitud erra en la estimación de la segunda dirección
principal en todos los casos (medianas cercanas a 90o, el método estima una dirección
perpendicular a la que debería), y con respecto a la primera, la estima razonablemente
bien (medianas de 14.9o, 18.9o, 27.7o y 21.5o respectivamente, en los ángulos entre el
primer vector principal verdadero y estimado), mientras que los ángulos principales de
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Figura 9: Boxplots del primer y segundo ángulo principal entre el subespacio verdadero
y el subespacio estimado por máxima verosimilitud (en rojo y rosa, respectivamente) y
usando el τ−estimador propuesto (en azul y celeste, respectivamente) para la simulación
descripta en la Sección 9.4.2. Se generaron n = 200 datos sin contaminación. Luego,
se reemplazaron 20 observaciones de cada muestra por otras 20 contaminadas bajo los
cuatro escenarios descriptos en dicha sección.
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los τ−estimadores casi no se modi�can con la contaminación, mostrando su desempeño
robusto en muestras �nitas (medianas de 9.8o y 15.5o en todos los casos).

Para comparar ambos estimadores en una muestra, vemos en la Figura 10 un scat-
ter plot de las 200 observaciones correspondientes a una de las muestras simuladas
bajo la contaminación C3. En la imagen de la izquierda gra�camos las y′s en fun-
ción de las dos reducciones estimadas bajo máxima verosimilitud (es decir, los puntos
(R1 (xi) , R2 (xi) , yi) , 1 ≤ i ≤ n = 200), y en la derecha, lo mismo para la estimación
dada por los τ−estimadores propuestos.

En ambos scatter plots vemos que, si bien los subespacios identi�cados son diferentes,
ambos métodos apartan las observaciones contaminadas del resto. Para ver la bondad del
ajuste obtenido, eliminamos dichas observaciones atípicas de ambos conjuntos de datos,
y corremos un estimador no paramétrico de la regresión, es decir, de la esperanza con-
dicional E (y | (R1 (x) , R2 (x))) con la función sm.regression del paquete sm Bowman
y Azzalini [2014] de R. En la Figura 11(a) puede verse el mismo conjunto de datos de
la Figura 10 sin los outliers, con la función de regresión estimada por esta rutina no
paramétrica. En el grá�co de la izquierda, la reducción utilizada es la de máxima verosi-
militud. A la derecha, tenemos el mismo grá�co, esta vez para la reducción estimada vía
el τ−estimador. Para ambas situaciones también reportamos el estimador del desvío es-
tándar del error que se obtiene junto con el ajuste no paramétrico. En este caso podemos
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Figura 10: Scatter plot de las observaciones de una muestra generada bajo la contami-
nación C3. A la izquierda, las y‘s están ploteadas en función de las proyecciones de las x
sobre el subespacio de reducción estimado por máxima verosimilitud. A la derecha, las
mismas observaciones y están gra�cadas en función de su proyección sobre el subespacio
de reducción estimado por el τ−estimador.
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usar un estimador clásico (no necesariamente robusto) ya que en el proceso de reducir la
dimensión de los datos, los outliers fueron identi�cados y eliminados.

Para comparar estos ajustes, estimamos el desvío estándar asociado al error, estimado
por la rutina sm.regression. En el ejemplo gra�cado en la Figura 11 (b) obtenemos que
σ̂MV = 0,102 y σ̂TAU = 0,045. Para comparar ambos ajustes, en la Figura 11 exhibimos
un boxplot de los desvíos estándares estimados para cada conjunto de datos simulado
bajo la contaminación C3 (siempre tomando en cuenta las 180 observaciones no atípicas).

En dicho grá�co vemos que los desvíos estándares de los errores estimados por la re-
gresión no paramétrica dan todos más chicos si el subespacio de reducción de la dimensión
se estima a través de los τ−estimadores, que si lo estimamos por máxima verosimilitud.

Segunda simulación El modelo simulado es

x = µ0 + Γ0β0f0 (y) + ∆
1/2
0 u
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Figura 11: Resúmenes grá�cos del ajuste no paramétrico a una muestra.

(a) Scatter plot de las observaciones de una muestra generada bajo la contaminación C3, exclu-
yendo los outliers. Las super�cies fueron ajustadas usando la rutina de regresión no paramétrica
sm.regression del paquete sm del R. La �gura (a), a la izquierda, muestra las y′s en función de
las proyecciones de las x sobre el subespacio de reducción estimado por máxima verosimilitud.
A la derecha, en la �gura (b) vemos las mismas observaciones y gra�cadas en función de su
proyección sobre el subespacio de reducción estimado por el τ−estimador.

(a) (b)

(b) Boxplot de los desvíos estándares del error estimados por la rutina de regresión no paramétrica
sm.regression del paquete sm del R, para las 500 muestras generadas bajo la contaminación C3, exclu-
yendo los outliers, para Máxima verosimilitud y τ−estimadores.
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donde x ∈ Rp, con p = 10, d = 2, r = 2, µ0 = 0, Γ0 =

[
1 0 0 · · · 0 0

0 −
√

2
2

√
2

2 · · · 0 0

]T
∈

Rp×d, β0 =

[
1 0
0 1

]
∈ Rd×r, f (y) =

(
y, y2

)T ∈ Rr, u ∼ Np (0, Ip) , y ∼ U (0, 4) . Simula-

mos bajo dos escenarios: (a) ∆0 = Ip, y (b) ∆0 = 0,5Ip.
Como en el caso simulado para d = 1, para evaluar el desempeño del estimador

bajo contaminación de los datos, tomamos un 10 % de las observaciones (x, f (y)) de la

forma (x∗, f∗ (y)) , donde f∗ (y) = f (10) =
(
10, 102

)T
y x∗ = λ (0, 0, . . . , 0, 1)T con λ =

0, 1, 2, 3, 4, 5, 10, 15, 20. En las Figuras 12a y 12b mostramos los boxplots de los ángulos
que se obtienen entre el verdadero subespacio de reducción

(
∆−1SΓ

)
y el subespacio

de reducción estimado
(

∆̂−1S
Γ̂

)
por máxima verosimilitud (en rojo y rosa) y por el

τ−estimador que proponemos (en azul y celeste), con las matrices de covarianza del error
descripta en (a) y (b) respectivamente, bajo los distintos escenarios: sin contaminación
(SC) y para los distintos valores de λ considerados, a partir de B = 500 muestras de
tamaño n = 200, con 10 % de datos contaminados. Las constantes son las descriptas en
la Sección 9.2.3.

Tanto en la Figura 12a como en la 12b puede apreciarse el mismo fenómeno que en la
9: cuando no hay contaminación ambos métodos encuentran el subespacio correctamente.
Sin embargo cuando contaminamos los datos, el método de máxima verosimilitud falla en
detectar el subespacio, mientras que el τ−estimador lo encuentra. Además, cuánto menor
es la varianza del error, mejor funciona el τ−estimador, lo cual era esperable, aunque no
pasa lo mismo con el EMV.
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Figura 12: Boxplots del primer y segundo ángulo principal entre el subespacio verdadero
y el subespacio estimado por máxima verosimilitud (en rojo y rosa, respectivamente) y
usando el τ−estimador propuesto (en azul y celeste, respectivamente) para la simulación
descripta en la Sección 9.4.2. Se generaron n = 200 datos sin contaminación. Luego,
se reemplazaron 20 observaciones de cada muestra por otras 20 contaminadas según lo
descripto en dicha sección, para distintos valores del parámetro λ.

(a) Matriz de covarianza del error ∆0 = Ip
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(b) Matriz de covarianza del error ∆0 = 0,5Ip
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9.5. Selección de d

9.5.1. Propuestas existentes

Hasta aquí, asumimos que d, la dimensión del subespacio de reducción su�ciente, era
conocida de antemano. En las aplicaciones prácticas, sin embargo, esta dimensión debe
ser estimada a partir de los datos. Cook y Forzani [2008] proponen dos formas distintas
de elegir la dimensión, usando el estimador de máxima verosimilitud bajo normalidad
del modelo PFC. La primera, basada en el test del cociente de verosimilitud, para testear
las hipótesis

H0 : d = m

H1 : d > m.

El estadístico correspondiente a este test es

Λm = 2
[
lnL

(
θ̂mı́n(r,p)

)
− lnL

(
θ̂m

)]
,

donde el logaritmo de la función de verosimilitud L se puede encontrar en (18). Aquí θ̂m
denota el estimador de máxima verosimilitud de los parámetros del modelo PFC que
se calcula asumiendo que d = m. Bajo la hipótesis nula, Λm tiene distribución asintótica
χ2 con (r −m)(p −m) grados de libertad. El test del cociente de verosimilitud (LRT;
likelihood ratio test) se usa de forma secuencial en este contexto, comenzando con m = 0,
se estima a d como el primer valor de dimensión hipotetizado que no sea rechazado.

El segundo enfoque que proponen Cook y Forzani [2008] es usar un criterio basado
en la información, como el AIC o el BIC, nuevamente construido con los estimadores de
máxima verosimilitud. Para m ∈ {0, ...,mı́n(r, p)} se elige la dimensión d que minimice
el

IC(m) = −2 lnL
(
θ̂m

)
+ h(n)g (m) ,

donde el logaritmo de la función de verosimilitud L fue de�nido en (18), g (m) es el
número de parámetros a ser estimados, en este caso p(p+ 3)/2 + rm+m(p−m) y h(n)
depende de si se calcula el BIC (Bayesian Information Criterion) en cuyo caso se toma
h (n) = log (n) o el AIC (Akaike Information Criterion) en cuyo caso h (n) = 2. Estas
versiones son adaptaciones de lo que ocurre frecuentemente con el comportamiento asin-
tótico para otros modelos. En las simulaciones observan que LRT y AIC sobreestiman
el valor de d, mientras que el BIC lo subestima. Los autores enfatizan que, sin embar-
go, las consecuencias de ambas fallas no son igualmente peligrosas: pequeños niveles de
sobreestimación son razonables en el contexto de la búsqueda de la reducción su�ciente,
ya que una estimación más �na se conseguirá luego al estimar el modelo directo (no ya
inverso) de regresión no paramétrica. En cambio, si la dimensión es subestimada, R ya
no será una reducción su�ciente. Bura y Cook [2003] proponen un test asintótico para
el rango de la matriz de coe�cientes en un contexto de regresión con matrices de rango
reducido, que no requiere supuestos sobre la distribución de la respuesta. Extienden el
test para abarcar también el caso de matriz de covarianza de los errores no constante.
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Los procedimientos conducen a tests asintóticos χ2 ó χ2 pesados. También Bura y Yang
[2011] proponen dos tests para seleccionar el rango de la matriz en el contexto más ge-
neral de reducción de la dimensión, basados en autovalores de una matriz, siendo uno de
ellos asintóticamente χ2 pesado y el otro, un test asintótico de tipo Wald.

Nuestra propuesta consiste en realizar un procedimiento de validación cruzada para
seleccionar a d.

9.5.2. Validación cruzada

La validación cruzada (cross-validation) es una técnica estadística que se usa tanto
para evaluar el comportamiento de un estimador como para seleccionar un modelo entre
varios posibles. Consiste en la división aleatoria de la muestra en dos partes: una parte
de entrenamiento y otra de validación. la primera se utiliza para ajustar el modelo, la
segunda parte para validarlo. Mosteller y Tukey [1968] proponen tomar la muestra de
validación de tamaño uno, de modo que el procedimiento se repite n veces, una para
cada observación como muestra de validación. Finalmente se resume lo obtenido en las
distintas submuestras, usualmente se toma el promedio de los estimadores obtenidos
(o algún otro resumen) como criterio de cross-validación. Nuestra propuesta para la
selección de la dimensión d a partir de una muestra está basada en una validación cruzada
con cinco cortes o subgrupos (5-fold cross-validation), como describimos a continuación.
Complementamos la elección de la dimensión con la one-standard-deviation rule, (regla de
un desvío estándar) según la propuesta dada por Hastie, Tibshirani, y Friedman [2009].

Cross-validation basado en el τ−estimador

1. Dividimos a la muestra en cinco partes (o folds) de igual tamaño, elegidas de
forma aleatoria,

⋃5
k=1Bk = {1, 2, . . . , n} , Bk ∩ Bl = ∅ para todo 1 ≤ k 6= l ≤ 5,

] (Bk) =
[
n
5

]
. Elegimos un dmáx ≤ mı́n {p, r} , dmáx es el máximo valor de d que

evaluaremos por validación cruzada.

2. Para cada fold o parte, k = 1, . . . , 5,

a) (Entrenamiento) Para cada d = 0, . . . , dmáx, calculamos los τ−estimadores
para PFC con todas las observaciones que no pertenecen a Bk. Sea

θ̂
(d)

k := θ̂ ({(xi, yi) : i ∈ Bc
k}) (101)

=
(
µ̂

(d)
k , Γ̂

(d)
k , β̂

(d)
k ,∆̂

(d)
k

)
.

basado en (entrenado con) 4n/5 observaciones.

b) (Validación o testeo) Para cada observación (xj , yj) tal que j ∈ Bk, es
decir para cada observación del grupo de testeo, calculamos la distancia de
Mahalanobis de dicha observación tomada con los estimadores calculados en
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(101), sea

d
(d)
j := dj

(
xj , yj , θ̂

(d)

k

)

=

{(
xj − µ̂

(d)
k − Γ̂

(d)
k β̂

(d)
k f(yj)

)T (
∆̂

(d)
k

)−1 (
xj − µ̂

(d)
k − Γ̂

(d)
k β̂

(d)
k f(yj)

)}1/2

.

Observar que, en realidad, k = k(j). A partir de ellas, calculamos Sk (d) , el

M-estimador de escala basado en las distancias
{
d

(d)
j : j ∈ Bk

}
, tal que

1(
1
5n
)
∑

j∈Bk

ρ1

(
d

(d)
j

Sk (d)

)
= κ1.

Para cada j ∈ Bk, sea

L
(d)
j =

∣∣∣∆̂(d)
k

∣∣∣
1/p

S2
k (d) ρ2

(
d

(d)
j

Sk (d)

)
.

3. (Función objetivo) Para cada d = 0, . . . , dmáx, Calculamos el valor de la función

objetivo robusta, promediando los L(d)
j ,

CVtau (d) =
1

n

n∑

j=1

L
(d)
j (102)

=
1

5

5∑

k=1

∣∣∣∆̂(d)
k

∣∣∣
1/p

S2
k (d)


 5

n

∑

j∈Bk

ρ2

(
d

(d)
j

Sk (d)

)
 ,

y su desvío estándar muestral como

SDtau (d) = sd
(
L

(d)
1 , . . . , L(d)

n

)

=

√
V ar

(
L

(d)
1 , . . . , L

(d)
n

)
.

Finalmente, estimamos la desviación estándar de CVtau (d), que llamaremos el error
estándar de CVtau (d) , por

SEtau (d) =
SDtau (d)√

n
. (103)

4. El criterio que suele utilizarse para elegir el valor de d por validación cruzada sería
tomar el

d̂ = arg mı́n
0≤d≤dmáx

CVtau (d) .
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En la Figura 13, en el grá�co de la derecha vemos las curvas de cross validación
para un ejemplo simulado, con d = 4 y r = 5 (detalles descriptos en la Sección 9.6.1,
simulación sin contaminar). En dicho grá�co observamos que la curva es bastante
plana para valores de d cerca del mínimo. Las barras verticales representan los
errores estándares calculados por cross validación, como se describe en el punto 3.
Teniendo esto en cuenta es que proponemos utilizar la regla de �un desvío estándar�:
elegir el modelo más parsimonioso cuya función de performance diste menos de un
error estándar de la mínima. Esta regla, sugerida por Hastie et al. [2009] (Sección
7.10) toma en cuenta que la curva de CVtau está estimada con error, y se basa en el
hecho de que cuánto menor sea la cantidad de parámetros a estimar con los mismos
datos, mejor será la calidad de la estimación obtenida (i.e. será menor la varianza
de los mismos). El criterio que utilizaremos para elegir el d siguiendo la regla de un
desvío estándar será

d̂cross = mı́n
{
d = 0, . . . , dmáx : CVtau (d) < CVtau

(
d̂
)

+ SEtau

(
d̂
)}

.

Para poder comparar la performance de este criterio robusto de selección de la di-
mensión que proponemos, aplicamos el mismo criterio de selección de la dimensión pero
basado en el método de máxima verosimilitud. A continuación describimos los pasos en
los que consiste la propuesta.

Cross-validation basado en el estimador de máxima verosimilitud El meca-
nismo es similar al descripto en la Sección para τ−estimadores. Las diferencias son las
siguientes.

2. Para cada fold o parte, k = 1, . . . , 5,

a) (Entrenamiento) En (101), calculamos los θ̂
(d)

k usando los estimadores de
máxima verosimilitud para PFC descriptos en el Capítulo 4, en vez de los
τ−estimadores.

b) (Validación o testeo) Las distancias las calculamos usando los EMV θ̂
(d)

k ,
y luego de�nimos, para cada j ∈ Bk,

ML
(d)
j = ln

∣∣∣∆̂(d)
k

∣∣∣+ d2
(
xj , yj , θ̂

(d)

k

)
.

3. (Función objetivo) Para cada d = 0, . . . , dmáx, Calculamos el valor de la función

objetivo de máxima verosimilitud, promediando los ML
(d)
j ,

CVMV (d) =
1

n

n∑

j=1

ML
(d)
j (104)

=
1

5

5∑

k=1

ln
∣∣∣∆̂(d)

k

∣∣∣+
1

n

n∑

j=1

d2
(
xj , yj , θ̂

(d)

k

)
,
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y su desvío estándar muestral como

SDMV (d) = sd
(
ML

(d)
1 , . . . ,ML(d)

n

)

=

√
V ar

(
ML

(d)
1 , . . . ,ML

(d)
n

)
.

Finalmente, estimamos la desviación estándar de CVMV (d), que llamaremos el error
estándar de CVMV (d) , por

SEMV (d) =
SDMV (d)√

n
. (105)

El criterio que utilizaremos para elegir el d siguiendo la regla de un desvío estándar
será

d̂(ML)
cross = mı́n

{
d = 0, . . . , dmáx : CVMV (d) < CVMV

(
d̂(ML)

)
+ SEMV

(
d̂(ML)

)}
,

siendo
d̂(ML) = arg mı́n

0≤d≤dmáx

CVMV (d) .

En la Figura 13 vemos las curvas de cross-validación para máxima verosimilitud a
la izquierda y la correspondiente a τ−estimadores a la derecha, para la misma muestra
considerada simulada, con d = 4 y r = 5 (detalles descriptos en la Sección 9.6.1, simu-
lación sin contaminar). Las barras verticales tienen la amplitud de un error estándar a
cada lado, y con un punto más grande indicamos la dimensión seleccionada. La muestra
sigue el modelo PFC y no contiene outliers.

9.6. Simulaciones de Validación Cruzada para seleccionar a d

9.6.1. Caso d = 2, r = 2

Simulamos según lo descripto en la Sección 9.4.2 los siguientes cinco escenarios. Para
cada caso, 500 replicaciones. El tamaño de muestra es siempre n = 200.

Sin contaminar El modelo simulado es

x = µ0 + Γ0β0f0 (y) + ∆
1/2
0 u

donde x ∈ Rp, con p = 10, d = 2, r = 2, µ0 = 0, Γ0 es una matriz de p × d de la
siguiente forma [

1 0 0 · · · 0 0

0 −
√

2
2

√
2

2 · · · 0 0

]T
,

β0 is I2, f0 (y) =
(
y, y2

)T
, u ∼ Np (0, I10) , y ∼ U (0, 4) , ∆0 = 0,1I10. El tamaño

de muestra es n = 200.
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Figura 13: Función objetivo de la validación cruzada dada en y (104) para máxima ve-
rosimilitud a la izquierda, y (102) para τ−estimador de PFC a la derecha. Las barras
verticales indican los límites dados por un error estándar, según (103) y (105), respecti-
vamente. Los datos fueron generados con d = 4 y r = 5 (detalles descriptos en la Sección
9.6.1, simulación sin contaminar). Indicamos con un punto la dimensión elegida por el
criterio de un desvío estándar.
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Para evaluar el desempeño del estimador bajo contaminación de los datos, tomamos
un 10 % de las observaciones contaminadas. Consideramos 4 escenarios de contamina-
ción. Las observaciones contaminadas (x,y) en el escenario de contaminación j siguen el
siguiente modelo

x = µ0 + ΓCjβ0fCj (y) + ∆
1/2
Cj

u,

con 1 ≤ j ≤ 4. Luego, además del escenario sin contaminar, agregamos las siguientes
cuatro contaminaciones.

Contaminación 1 Tomamos fC1 (y) = (10, 10)T , ∆C1 = ∆0 = 0,1I10, n = 200 y

ΓC1 =

[
1 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 1

]T
.

Observemos que en este escenario, el subespacio de reducción de las observaciones
no contaminadas (span

(
∆−1

0 Γ0

)
) y el de las contaminadas

(
span

(
∆−1

0 ΓC1

))
forman

los siguientes ángulos principales: 0o y 90o, es decir, uno de los generadores de ambos
subespacios coincide, el otro está a 90o.

Contaminación 2 Tomamos fC2 (y) = f0 (10) =
(
10, 102

)T
, ∆C2 = ∆0 = 0,1 · Ip, n =

200 y ΓC2 =

[
1 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 1

]T
.

Contaminación 3 Tomamos fC3 (y) = f0 (10) =
(
10, 102

)T
, ∆C3 = 0,5 · Ip, n = 200 y

ΓC3 =

[
1 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 1

]T
.

Tomamos fC4 (y) = f0 (10) =
(
10, 102

)T
, ∆C4 = 0,5 · Ip, n = 200 y

ΓC4 =

[
0 0 · · · 0 1 0
0 0 · · · 0 0 1

]T

En este caso, los ángulos principales son ambos iguales a 90o, es decir, están contaminadas
ambas direcciones principales.

Las constantes c1, κ1, c2, κ2 las tomamos como en (100). Para cada uno de los cinco
escenarios (sin contaminar, y C1 a C4) generamos B = 500 muestras de n = 200 observa-
ciones cada una. Resumimos la performance de ambas propuestas de estimar la dimensión
del subespacio de reducción por validación cruzada junto al criterio de un desvío están-
dar, de dos formas distintas. La primera es una tabla de valores de d estimados por
validación cruzada utilizando máxima verosimilitud y τ−estimadores, obtenidos en las
500 muestras simuladas bajo cada escenario. La segunda es una grá�ca de las funciones
objetivo de la validación cruzada dadas en (102) y (104), una curva para cada muestra,
donde indicamos con un punto la dimensión elegida por el criterio de un desvío estándar
descripto en la Sección 9.5.2. En cada caso hacemos un grá�co con sólo 20 curvas, en
vez de las 200 calculadas en cada situación, ya que al ser unas pocas, pueda apreciarse
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la forma de cada una. En cada caso, elegimos las primeras 20 curvas simuladas. A la
izquierda siempre el grá�co correspondiente a máxima verosimilitud, a la derecha el de
los τ−estimadores.

Tabla 1: Porcentajes de los valores de d seleccionados por validación cruzada con máxima
verosimilitud (a la izquierda) y con el τ−estimador para el modelo PFC (a la derecha),
en 500 muestras de tamaño 200 cada una, bajo los escenarios previamente descriptos,
todos generados con d = 2, r = 2.

d seleccionado por MV d seleccionado por τ−est
Escenario 0 1 2 0 1 2

SC 0 0 100% 0 0 100%
C1 0.2% 64.4% 35.4% 0 0 100%
C2 0.6% 68.8% 30.6% 0 0 100%
C3 68.6% 31.4% 0 0 0 100%
C4 41.8% 58.2% 0 0 0 100%

Podemos ver que para este caso, ambos procedimientos de cross-validation eligen bien
la dimensión del subespacio de reducción de dimensión cuando no hay contaminación.
Sin embargo, con la aparición de contaminación, el método de máxima verosimilitud es
sensible a su presencia y ya no selecciona la dimensión de manera apropiada. En cambio,
la cross-validación basada en τ−estimadores resiste la presencia de outliers y consigue
estimar bien la dimensión.

Para completar el estudio, también aplicamos sobre las mismas muestras los tres
métodos existentes para seleccionar la dimensión de la reducción, introducidas en la
Sección 9.5.1. Fueron corridas con el paquete LDR Cook, Forzani, y Tomassi [2011]
programado en MATLAB. Para todas las muestras generadas, tanto las contaminadas como
las sin contaminar, los tres métodos eligieron d = 2 correctamente. Una contra que tiene
este paquete es que sólo prueba valores de d ≥ 1. En estas simulaciones con d = r = 2
esto quiere decir que sólo prueba d = 1 y d = 2. Cook y Forzani [2008] remarcan que
además estos métodos tienden a sobreestimar el valor de d, por lo cual no parece tan
sorprendente el resultado obtenido.
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Figura 14: Funciones objetivo de la validación cruzada dadas en (102) y (104), una curva
para cada muestra simulada en los distintos escenarios, con d = 2, r = 2. Indicamos con
un punto la dimensión elegida por el criterio de un desvío estándar. A la izquierda el
grá�co correspondiente a máxima verosimilitud, a la derecha el de los τ−estimadores.
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Figura 15: Contaminaciones 3 y 4.

(c) Contaminación 2
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(d) Contaminación 3
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Figura 15: Contaminación 5.

(e) Contaminación 4
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9.6.2. Caso d = 2, r = 5

Simulamos los siguientes cinco escenarios, que son similares a los cinco escenarios del
caso anterior.

Sin contaminar El modelo simulado es

x = µ0 + Γ0β0f0 (y) + ∆
1/2
0 u

donde x ∈ Rp, con p = 10, d = 2, r = 5, µ0 = 0, Γ0 =

[
1 0 0 · · · 0 0

0 −
√

2
2

√
2

2 · · · 0 0

]T
∈

Rp×d, β0 =

[
1 0 1 0 1
0 1 0 1 0

]
∈ Rd×r, f0 (y) =




(
y−2

2/
√

3

)

(
y−2

2/
√

3

)2

(
y−2

2/
√

3

)3

(
y−2

2/
√

3

)4

(
y−2

2/
√

3

)5




∈ Rr, u ∼ Np (0, Ip) ,

y ∼ U (0, 4) , ∆0 = 0,1 · Ip.

Observemos que la función f0 (y) corresponde a los polinomios mónicos de grado 1 a
5, para la y estandarizada, ya que si y ∼ U (0, 4) entonces, E (y) = 2 y V ar (y) = 4/3.
Para evaluar el desempeño del estimador bajo contaminación de los datos, tomamos un
10 % de las observaciones contaminadas. Las observaciones contaminadas (x,y) siguen
el siguiente modelo

x = µ0 + ΓCjβ0fCj (y) + ∆
1/2
Cj

u,

con 1 ≤ j ≤ 4. Luego, además del escenario sin contaminar, agregamos las siguientes
cuatro contaminaciones.

Contaminación 1 Tomamos fC1 (y) = (10, 10, 10, 10, 10)T , ∆C1 = ∆0 = 0,1 · Ip y

ΓC1 =

[
1 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 1

]T
.

Nuevamente, (span
(
∆−1

0 Γ0

)
) y

(
span

(
∆−1

0 ΓC1

))
forman los siguientes ángulos

principales: 0o y 90o, es decir, uno de los generadores de ambos subespacios coincide,
el otro está a 90o.

Contaminación 2 Tomamos fC2 (y) = f0 (10) =
[
6. 928 2 48,0 332. 55 2304,0 15963

]T
,

∆C2 = ∆0 = 0,1 · Ip y ΓC2 =

[
1 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 1

]T
.

Contaminación 3 Tomamos fC3 (y) = f0 (10) ,∆C3 = 0,5·Ip y ΓC3 =

[
1 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 1

]T
.
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Tabla 2: Porcentaje de veces en el que el valor d fue seleccionado por validación cruzada
con máxima verosimilitud (a la izquierda) y con el τ−estimador para el modelo PFC (a
la derecha), en 500 muestras de tamaño 200 cada una, bajo los escenarios previamente
descriptos, todos generados con d = 2, r = 5.

d seleccionado por MV d seleccionado por τ−est
Escenario 0 1 2 3 0 1 2 3

SC 0 0 100% 0 100%
C1 38.4% 17.8% 43.4% 0.4% 100%
C2 9.8% 48% 41.8% 0.4% 100%
C3 21.6% 75% 3.4% 0 100%
C4 18.8% 27% 54.2% 0 100%

Contaminación 4 Tomamos fC4 (y) = f0 (10) ,∆C4 = 0,5·Ip y ΓC4 =

[
0 0 · · · 0 1 0
0 0 · · · 0 0 1

]T
.

Ahora, los ángulos principales son ambos iguales a 90o, es decir, están contaminadas
ambas direcciones principales.

Para cada uno de los cinco escenarios (sin contaminar, y C1 a C4) generamos B = 500
muestras de n = 200 observaciones cada una. Resumimos la performance de ambas
propuestas de estimar la dimensión del subespacio de reducción de la misma forma que
describimos en la Sección 9.6.1.

Nuevamente, en este caso, la validación cruzada tanto por máxima verosimilitud como
con τ−estimadores funciona bien para la selección de d cuando no hay contaminación.
Sin embargo, con la aparición de contaminación, el método de máxima verosimilitud es
sensible a su presencia y ya no selecciona la dimensión de manera apropiada. En cambio,
la cross-validación basada en τ−estimadores resiste la presencia de outliers y consigue
estimar bien la dimensión. También repetimos esta simulación completa (sin contaminar

y con las cuatro contaminaciones) tomando a f0 (y) =
(
y, y2, y3, y4, y5

)T
y los resultados

de la validación cruzada tanto bajo MV como usando el τ−estimador fueron similares a
los obtenidos en este caso, por eso no los reportamos.

Para permitir la comparación con métodos publicados, también aplicamos para estas
mismas muestras los tres métodos existentes para seleccionar la dimensión de la reduc-
ción, introducidas en la Sección 9.5.1, nuevamente con el paquete LDR Cook et al. [2011]
programado en MATLAB. Recordemos que estas propuestas sólo prueban valores de d ≥ 1.
Los resultados obtenidos �guran en la Tabla 3. En ella puede verse que cuando no hay
contaminación, los tres métodos seleccionan bien la dimensión d. Sin embargo, en presen-
cia de la contaminación los tres métodos eligen d = 3 mayoritariamente, sobreestimando
el valor correcto.
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Tabla 3: Porcentaje de veces en el que el valor d fue seleccionado por AIC, BIC y LRT, en
las 500 muestras correspondientes a la Tabla 2 tamaño 200 cada una, bajo los escenarios
previamente descriptos, todos generados con d = 2, r = 5.

Porcentaje de veces que es elegido
Escenario Valor de d AIC BIC LRT

SC 1 0 0 0
2 88.4% 100% 95.2%
3 11.4% 0 4.4%
4 0.2% 0 0.4%

C1 1 0 0 0
2 0 0.8% 0
3 88.2% 99.2% 94%
4 11.6% 0 5.8%
5 0.2% 0 0.2%

C2 1 0 0 0
2 0 0.8% 0
3 89.4% 99.2% 93.4%
4 10.6% 0 6.6%

C3 1 0 0 0
2 0 0 0
3 100% 100% 100%
4 0 0 0

C4 1 0 0 0
2 0 0 0
3 100% 100% 100%
4 0 0 0
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Figura 15: Funciones objetivo de la validación cruzada dadas en (102) y (104), una curva
para cada muestra simulada en los distintos escenarios, con d = 2, r = 5. Indicamos con
un punto la dimensión elegida por el criterio de un desvío estándar. A la izquierda el
grá�co correspondiente a máxima verosimilitud, a la derecha el de los τ−estimadores.

(a) Sin Contaminación

0 1 2 3 4 5

−
35

−
30

−
25

−
20

MV

d

C
V

M
V
(d

)

●●●●●●●

●●
●

●
●

●
●
●

●

●●●

●

0 1 2 3 4 5

0.
00

5
0.

01
0

0.
01

5
0.

02
0

0.
02

5
0.

03
0

Tau

d

C
V

ta
u(d

)

●●●●●●●●●●
●
●
●●●
●
●●●
●

(b) Contaminación 1

0 1 2 3 4 5

−
20

0
20

40
60

MV

d

C
V

M
V
(d

)

●●
●

●

●
●

●
●

●
●●

●

●
●

●●

●
●

●●

0 1 2 3 4 5

0.
01

0
0.

01
5

0.
02

0
0.

02
5

0.
03

0
0.

03
5

Tau

d

C
V

ta
u(d

)

●●●●●●●
●
●●●
●●●●●●●●●



9.6 Simulaciones de Validación Cruzada para seleccionar a d 109

Figura 16: Contaminaciones 2 y 3.
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Figura 16: Contaminación 4.

(e) Contaminación 4
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9.6.3. Caso d = 4, r = 5

Simulamos los siguientes cinco escenarios.

Sin contaminar El modelo simulado es

x = µ0 + Γ0β0f0 (y) + ∆
1/2
0 u

donde x ∈ Rp, con p = 10, d = 4, r = 5, µ0 = 0, Γ0 =




1 0 0 0 · · · 0 0

0 −
√

2
2

√
2

2 0 · · · 0 0

0
√

2
2

√
2

2 0 · · · 0 0
0 0 0 1 · · · 0 0




T

∈

Rp×d, β0 =




1 0 1 0 1
0 1 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 1


 ∈ Rd×r, f0 (y) =




(
y−2

2/
√

3

)

(
y−2

2/
√

3

)2

(
y−2

2/
√

3

)3

(
y−2

2/
√

3

)4

(
y−2

2/
√

3

)5




∈ Rr, u ∼ Np (0, Ip) ,

y ∼ U (0, 4) , ∆0 = 0,1 · Ip.

Para evaluar el desempeño del estimador bajo contaminación de los datos, tomamos
un 10 % de las observaciones contaminadas. Las observaciones contaminadas (x,y) siguen
el siguiente modelo

x = µ0 + ΓCjβ0fCj (y) + ∆
1/2
Cj

u,

con 1 ≤ j ≤ 4. Luego, además del escenario sin contaminar, agregamos las siguientes
cuatro contaminaciones.

Contaminación 1 Tomamos fC1 (y) = (10, 10, 10, 10, 10)T , ∆C1 = ∆0 = 0,1 · Ip y

ΓC1 =




1 0 0 0 · · · 0 0

0 −
√

2
2

√
2

2 0 · · · 0 0
0 0 0 0 · · · 1 0
0 0 0 0 · · · 0 1




T

.

Nuevamente, (span
(
∆−1

0 Γ0

)
) y

(
span

(
∆−1

0 ΓC1

))
forman los siguientes ángulos

principales: 0o, 0o, 90o y 90o, es decir, dos de los generadores de ambos subespa-
cios coinciden, los otros dos están a 90o.

Contaminación 2 Tomamos fC2 (y) = f0 (10) =
[
6. 928 2 48,0 332. 55 2304,0 15963

]T
,

∆C2 = ∆0 = 0,1 · Ip y ΓC2 = ΓC1 .

Contaminación 3 Tomamos fC3 (y) = f0 (10) , ∆C3 = 0,5 · Ip y ΓC3 = ΓC1 .
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Contaminación 4 Tomamos fC4 (y) = f0 (10) , ∆C4 = 0,5 · Ip y

ΓC4 =




0 0 · · · 0 1 1 0 0
0 0 · · · 0 1 −1 0 0
0 0 · · · 0 0 0 1 0
0 0 · · · 0 0 0 0 1




T

.

Ahora, los cuatro ángulos principales son iguales a 90o, es decir, están contaminadas
las 4 direcciones principales.

Tabla 4: Porcentaje de veces en el que el valor d fue seleccionado por validación cruzada
con máxima verosimilitud (a la izquierda) y con el τ−estimador para el modelo PFC (a
la derecha), en 500 muestras de tamaño 200 cada una, bajo los escenarios previamente
descriptos, todos generados con d = 4, r = 5.

d seleccionado por MV d seleccionado por τ−est
Escenario 0 1 2 3 4 3 4

SC 0 0 0 1% 99% 0 100%
C1 28.8% 14.4% 53.4% 4% 0 0 100%
C2 22.2% 25.4% 36.4% 15.8% 0.2% 0.2% 99.8%
C3 41.8% 45.4% 12.8% 0 0 0 100%
C4 26.8% 24.4% 48.8% 0 0 0 100%

En la Tabla 4 se ven los resultados obtenidos en la simulación. Allí puede apreciarse
el mismo fenómeno que ocurría con los casos anteriores: cuando no hay contaminación,
ambos procesos eligen la dimensión correcta; sin embargo, cuando las muestras están
contaminadas, el método de seleccionar la dimensión basado en máxima verosimilitud se
corrompe, mientras que el basado en τ−estimadores resiste y selecciona adecuadamente.

Nuevamente, para comparar con los métodos de selección de dimensión existente,
en la Tabla 5 exhibimos los resultados de correr los métodos AIC, BIC y LRT para las
mismas muestras. En ellas vemos que los tres métodos seleccionan mayoritariamente bien
la dimensión correcta en el escenario sin contaminar. Sin embargo, en las contaminaciones
el AIC selecciona bastante mal la dimensión (excepto para C4), lo mismo que LRT. En
cuanto al BIC, este método selecciona bien la dimensión para tres de los cuatro escenarios
contaminados, sobreestimando la dimensión sólo bajo C1, mostrando una alta capacidad
de detección, que ya había sido señalada en la literatura.
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Tabla 5: Porcentaje de veces en el que el valor d fue seleccionado por por AIC, BIC
y LRT, en las 500 muestras correspondientes a la Tabla 4 tamaño 200 cada una, bajo
los escenarios previamente descriptos, todos generados con d = 4, r = 5. Resultados
corridos con el paquete LDR Cook et al. [2011] programado en MATLAB. Cabe recordar
que este paquete sólo prueba valores de d mayores o iguales a uno.

Porcentaje de veces que es elegido
Escenario Valor de d AIC BIC LRT

SC 4 92.6% 100% 93.6%
5 7.4% 0 6.4%

C1 3 0 1.6% 0
4 0 20.2% 0
5 100% 78.2% 100%

C2 3 0 2.8% 0
4 23.6% 89% 26.2%
5 76.4% 8.2% 73.8%

C3 3 0 3.2% 0
4 80% 96.8% 84%
5 20% 0 16%

C4 4 58.2% 99.4% 60.4%
5 41.8% 0.6% 39.6%
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Figura 16: Funciones objetivo de la validación cruzada dadas en (102) y (104), una curva
para cada muestra simulada en los distintos escenarios, con d = 2, r = 5. Indicamos con
un punto la dimensión elegida por el criterio de un desvío estándar. A la izquierda el
grá�co correspondiente a máxima verosimilitud, a la derecha el de los τ−estimadores.
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Figura 17: Contaminaciones 2 y 3.
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Figura 17: Contaminación 4.

(e) Contaminación 4
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9.7. Ejemplos de datos reales

Finalmente, para ilustrar el desempeño de nuestras propuestas, aplicamos los τ−estimadores
de reducción su�ciente propuestos a dos conjuntos de datos.

9.7.1. Datos ais

Utilizamos los datos ais ya analizados por Cook [1998] y por Bura, Duarte, y Forzani
[2016] que se encuentran disponibles en el paquete DAAG de R. Estos datos fueron reco-
lectados en un estudio para analizar determinadas características en el tamaño corporal
y en la sangre de atletas. Para una muestra de n = 202 individuos que entrenan en el
Australian Institute of Sport tomamos como variable respuesta a y = masa corporal ma-
gra (ver Bura et al. [2016] para su de�nición) y como variables predictoras la cantidad de
glóbulos rojos (rcc), cantidad de glóbulos blancos (wcc), concentración de hemoglobina
en g/dl (hg), altura en cm (ht) y peso en kg (wt).

Para estos datos ajustamos el modelo

xi = Γβf (yi) + µ + ∆1/2ui,

con i = 1, . . . , n = 202, donde xi es un vector de dimensión p = 5 que contiene las
variables explicativas para la i-ésima observación, y f(y) = (y∗, y∗2, y∗3)T con y∗ =
(y − y)/sd(y).

Para la elección de la dimensión d del espacio de reducción utilizamos el criterio
de validación cruzada descripto en la Sección 9.5.2. Aplicamos dicho método usando el
estimador de máxima verosimilitud y el estimador τ , en ambos casos encontramos que
la dimensión elegida resulta d = 1. Para la comparación de los subespacios generados a
partir de estas dos estimaciones, calculamos el ángulo entre ellos que resulta de 35,36◦.

Sin embargo, detectamos que los datos utilizados presentan observaciones atípicas.
Para identi�carlas, nos basamos en las distancias de Mahalanobis (28) calculadas con
el ajuste utilizando el estimador τ. Identi�camos como atípicas todas las observaciones
cuya distancia de Mahalanobis al cuadrado supere el cuantil 0,975 de la distribución χ2

con 5 grados de libertad. Dicho cuantil es igual a 12,8325. Este criterio selecciona 14
observaciones de la muestra, las correspondientes a los índices i = 11, 36, 56, 75, 113, 160,
161, 163, 166, 178, 181, 186, 187, 194. Luego, realizamos el ajuste utilizando el estimador
de máxima verosimilitud pero eliminando estas observaciones. El ángulo entre el subespa-
cio de reducción estimado por MV con estas 188 observaciones y el obtenido a utilizando
los τ−estimadores basados en toda la muestra se reduce a 2,31o.

La Figura 17 muestra la relación entre y y R̂τ (x) = ∆̂−1Γ̂x para los parámetros ∆ y
Γ estimados con el estimador τ .

9.7.2. Datos eólicos

El segundo ejemplo de datos reales corresponde a mediciones de viento y producción
eólica realizados en el Parque Eólico de Rawson, entre el 31 de marzo y el 7 de noviembre
de 2012. El parque, que se halla cercano a la ciudad de Rawson, provincia de Chubut,
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Figura 17: Scatter plot de y versus R̂τ (x) para el ejemplo ais.
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cuenta con 43 generadores Vestas V90, con capacidad de generación de 1.8 MW de
potencia cada uno. Tomamos un aerogenerador del parque. La base de datos cuenta con
29771 observaciones, sin embargo, solamente 18342 tienen todas las variables observadas
(sin datos faltantes). Cada observación es un promedio de lo que sucede en un periodo
de diez minutos. Se relevaron las siguientes cuatro variables generales:

1. vw80m: es la velocidad del viento en metros por segundo, medido por un anemómetro
en una torre del parque, a 80 metros de altura.

2. vw35m: es la velocidad del viento, en m/s, medido en una torre del parque a 35
metros de altura.

3. dw79m: la dirección del viento en grados, medida en la torre a 79 metros de altura.

4. pre78m: es la presión en milibares, medido a 78 metros de altura.

Además, con el sensor del aerogenerador ubicado a 85 metros de altura se mide:

5. vwg: la velocidad del viento que impacta en el aerogenerador, en m/s.

6. dwg: la dirección del viento en grados.

7. pow: la potencia, enKW, producida por el aerogenerador.

El objetivo del estudio es predecir la potencia generada (pow) de la mejor manera
posible a partir de las seis variables explicativas disponibles.

Como la base de datos dispone de un gran número de observaciones, antes de hacer
ningún análisis la dividimos en dos partes de tamaño 9171 cada una, que denominamos
la muestra de entrenamiento y la muestra de validación.

Para las observaciones de la muestra de entrenamiento, ajustamos el modelo PFC

xi = Γβf (yi) + µ + ∆1/2ui, (106)
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donde xi ∈ R6 contiene a las variables explicativas de la i−ésima observación antes
descriptas (4 variables generales, y 2 medidas directamente en el aerogenerador), yi es
la potencia (pow) en la iésima observación, y f(y) = (y∗, y∗2, y∗3, y∗4, y∗5, y∗6)T con y∗ =
(y − y)/sd(y), y 1 ≤ i ≤ n = 9171.

Para este modelo ajustamos el estimador τ robusto, el EMV, y también calculamos
las componentes principales robustas para las (xi)1≤i≤n basadas tanto en la matriz de
covarianza como en la matriz de correlación. Para calcular estas matrices usamos un
S-estimador de covarianza calculado con la función bicuadrada de Tukey usando un algo-
ritmo rápido para su cómputo, que se encuentra programado en el software R Core Team
[2015], bajo la función CovSest, (method bisquare), de la librería rrcov, desarrollada por
Todorov y Filzmoser [2009], como describimos en la Sección 9.2.1.

Para los dos métodos de estimación para PFC seleccionamos la dimensión d del sub-
espacio de reducción su�ciente mediante validación cruzada, según lo propuesto en la
Sección 9.5.2. Tanto para los τ−estimadores como para los EMV, la dimensión seleccio-
nada resultó ser d = 1, como puede verse en la Figura 18.

Figura 18: Funciones de validación cruzada para máxima verosimilitud (a la izquierda)
y τ−estimadores del modelo PFC (a la derecha) para el ejemplo de datos eólicos, con
p = r = 6. En ambos grá�cos se resalta la dimensión elegida por el criterio de un desvío
estándar.
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En la Figura 19 gra�camos los coe�cientes que de�nen las direcciones estimadas
tomando d = 1, en el espacio R6, para los cuatro métodos empleados. El orden de las
variables es el que aparece en la descripción de las xi luego de la ecuación (106). Cada
método está representado por una curva, de un color en particular: en rojo para el τ,
azul el EMV, naranja las componentes principales robustas basadas en los datos crudos y
verde para las componentess principales robustas basadas en las variables estandarizadas.
La primer componente principal explica el 99,1 % de la variabilidad de las observaciones
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Figura 19: Coe�cientes que de�nen la reducción su�ciente correspondientes al
τ−estimador (rojo), a máxima verosimilitud (azul), la primera direcciones principales
calculadas con los datos crudos (naranja) y sobre los datos estandarizados (verde).
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cuando son calculadas en base a las variables crudas y 53,5 % cuando las calculamos en
base a las variables estandarizadas.

Las constantes utilizadas para el estimador τ resultaron en este caso:

c1 = 3,983, k1 = 0,499, c2 = 4,174, k2 = 0,461,

para obtener una e�ciencia asintótica de 0,90, como se describe en la Sección 9.2.3.

En la Figura 19 vemos que el estimador τ selecciona esencialmente a la velocidad
del viento medida en el aerogenerador como la variable que más interesa para predecir a
la variable respuesta y, en consonancia con el modelo físico que se utiliza para modelar
la potencia producida por la fuerza eólica, como puede apreciarse en la Figura 20. El
EMV para PFC selecciona un contraste entre dicha velocidad y la velocidad medida en
el parque a 35 metros de altura como principal responsable de la potencia. La primera di-
rección principal robusta, medida sobre las variables crudas, selecciona el promedio entre
la dirección del viento medido en la torre del parque y la dirección del viento medida en el
aerogenerador. Vemos que el método de componentes principales que también reduce la
dimensión aunque de forma no supervisada por una variable respuesta, no detecta como
variables relevantes a las velocidades del viento, a pesar de explicar una alta propor-
ción de la variabilidad original de las covariables. Esto puede deberse a las importantes
diferencias de escala que tienen la covariables. Por esta razón también calculamos las
direcciones principales robustas para las covariables estandarizadas. Finalmente, en la
Figura 19 vemos que la primer dirección depende de las seis covariables medidas, siendo
esencialmente un contraste entre la presión y el promedio de las restantes. Concluimos
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que la estandarización de las variables tampoco permite la detección adecuada del fe-
nómeno que regula la producción eólica. En síntesis, vemos que la reducción dada por
los τ estimadores basados en la muestra entrenamiento es la única reducción que logra
recuperar la información físicamente relevante del problema.

Figura 20: Curva teórica de potencia (en kW) en función de la velocidad del viento (en
m/s) para el aerogenerador Vestas V90, 1.8 MW y 2.0 MW.

Los ángulos principales entre los subespacios estimados �guran en la Tabla 6 que
sigue. En ella vemos que las dos reducciones (MV y la robusta) estiman subespacios dis-
tintos, distintos también de los subespacios de dimensión uno generados por las primeras
direcciones principales tanto de las variables crudas como de las variables estandarizadas.

Tabla 6: Ángulo entre subespacios estimados por los cuatro métodos presentados: PFC
ajustado por un τ−estimador, PFC ajustado por EMV, componentes principales robus-
tas basadas en los datos crudos, componentes principales robustas basadas en los datos
estandarizados.

Ángulos Reducción Comp. Principales Comp. Princ.
Máx. Veros Robustas Rob Estandariz.

Reducción Tau 22,1o 89,7o 57,1o

Reducción MV · 89,7o 58,7o

CP Robustas · 68,4o

Para comparar el poder explicativo de los cuatro subespacios de reducción estimados,
usamos un estimador no paramétrico de regresión robusto: tomando como respuesta a
y, y como variables explicativas las correspodientes proyecciones a los subespacios. Es
decir, ajustamos una curva de regresión no paramétrica de y explicada por:

Rτ (x) = ∆̂−1
τ Γ̂τx, donde ∆̂τ y Γ̂τ fueron estimados por los τ−estimadores calcu-

lados con la muestra entrenamiento,
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RMV (x) = ∆̂−1
MVΓ̂MVx, donde ∆̂MV y Γ̂MV fueron estimados por los EMV calcula-

dos con la muestra entrenamiento,

vT1 x, donde v1 es la primer dirección principal robusta, es decir el autovector aso-
ciado al mayor autovalor del S-estimador de covarianza calculado con los datos
crudos de la muestra entrenamiento, y

wT
1 x, donde w1 es la primer dirección principal robusta, es decir el autovector

asociado al mayor autovalor del S-estimador de covarianza calculado con los datos
estandarizados de la muestra entrenamiento.

En los cuatro casos, para calcular la regresión no paramétrica, utilizamos el M-
estimador no paramétrico basado en polinomios locales de orden 1 introducido en Boente
y Martínez [2017], ajustada con cada uno de los cuatro conjuntos de datos de la mues-
tra entrenamiento. Este estimador no paramétrico de la curva de regresión es robusto.
Representa una modi�cación del propuesto por Boente y Fraiman [1989]. De este modo
obtuvimos cuatro estimadores no paramétricos de la curva de regresión, que nos permiten
explicar a y utilizando los cuatro subespacios hallados.

Luego, para cada una de las 9171 observaciones de la muestra de validación predi-
jimos el valor de y utilizando cada uno de los estimadores no paramétricos ajustados,
y calculamos los residuos de cada una de las observaciones como la diferencia entre el
valor observado de la producción total y el valor estimado por la regresión robusta (ba-
sada en la muestra de entrenamiento). Esto nos permitió obtener cuatro conjuntos de
residuos. Finalmente calculamos la escala de cada conjunto de residuos, tomando varias
de las posibilidades descriptas en la Sección 4.3. Usamos la escala de los residuos como
una medida de la bondad de las distintas reducciones. En la Tabla 7 aparecen los valores
obtenidos. Consideramos distintas escalas: M-escala, mediana de los valores absolutos,
escala L1 y la raíz cuadrada de la escala cuadrática.

Tabla 7: Distintas escalas de los residuos dados por el ajuste no paramétrico robusto de re-
gresión basado en los cuatro subespacios estimados (τ−estimadores, EMV, componentes
principales robustas crudas y estandarizadas) usando la muestra de entrenamiento para
seleccionar la dimensión, estimar los subespacios y la curva no paramétrica de regresión,
y la muestra de validación para predecir y calcular los residuos. Escalas consideradas:
M-escala, mediana de los valores absolutos, escala L1 y la raíz cuadrada de la escala
cuadrática.

Mediana de Raíz cuad de
M-escala los valores abs Escala L1 esc cuadrática

τ−est 151.25 38.97 72.43 123.22
MV 160.23 51.86 91.53 150.14
CP Rob 816.72 562.74 552.30 627.28
CP Rob Est 803.66 551.06 548.11 622.49

En la tabla, vemos que para todas las escalas consideradas, el menor valor calculado
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sobre los residuos siempre se alcanza en la reducción estimada por los τ−estimadores
propuestos. El hecho de evaluar el ajuste obtenido con la muestra de validación que no
fue utilizada para estimar nos permite evitar los efectos distorsionantes del sobreajuste.
Podemos concluir que la reducción que mejor resume el vínculo entre las covariables y
la respuesta (la potencia generada en todo el parque) está dada por la encontrada por
los estimadores τ propuestos, ya que al predecir con ella los valores de potencia en una
muestra independiente, el error cometido (resumido a través de una medida de escala) es
menor.

En la Figura 21 presentamos un grá�co de los 9171 observaciones de la muestra de
validación. Cada observación representa la variable respuesta (pow) versus la primera
reducción estimada por τ (basada en la muestra de estimación) en negro. En rojo presen-
tamos la predicción de la curva de regresión no paramétrica descripta antes, basada en la
muestra de entrenamiento, calculada para cada punto de la muestra de validación. Vemos
que en este caso, a diferencia del ejemplo AIS, el vínculo entre la variable respuesta y la
reducción su�ciente resulta (fuertemente) no lineal. A pesar de ello, el modelo de PFC
ajustado con el estimador robusto propuesto logra recuperar claramente la reducción
responsable de la variabilidad de la potencia.

Como una última comparación entre el ajuste dado por los EMV y los estimadores τ,
siguiendo lo realizado en el ejemplo de las atletas, miramos las distancias de Mahalanobis
estimadas por el τ−estimador del modelo PFC a los datos de la muestra de entrenamien-
to. Podemos considerar outliers a las observaciones con mayores distancias de Mahala-
nobis estimadas, y comparar el subespacio de reducción estimado por el τ−estimador
basado en todos los datos (de la muestra de entrenamiento) y el subespacio de reducción
estimado en base a las observaciones de la muestra de entrenamiento cuya distancia de
Mahalanobis al cuadrado estimada sea menor al cuantil 0,999 de la distribución χ2 con
6 grados de libertad, que es 22,458. Eliminamos dichas observaciones (que resultaron ser
1258), y calculamos los EMV sobre las 7913 restantes. El subespacio de reducción su�-
ciente estimado por máxima verosimilitud basado en esta muestra más pequeña forma
un ángulo principal de 1,29o con el subespacio estimado por los estimadores τ en vez de
22,13o que formaban ambos subespacios de reducción estimados, basados en todas las
observaciones. Esto indica que también el método robusto para PFC propuesto es capaz
de detectar las observaciones atípicas para el modelo, ya que al calcular los estimado-
res clásicos sin tenerlas en cuenta llegamos esencialmente al mismo estimador que nos
proporciona el método τ.
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Figura 21: Cada punto negro corresponde a una observación de la muestra de validación:
gra�camos la varible respuesta (pow) versus la reducción su�ciente correspondiente es-
timada por el τ−estimador entrenado con la muestra de entrenamiento. En rojo, para
cada observación de la muestra de validación, gra�camos la variable y predicha con el es-
timador no paramétrico de regresión estimado robustamente con un estimador entrenado
con la muestra de entrenamiento, versus la reducción correspondiente.
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A. Apéndice del Capítulo 1

A.1. Independencia condicional

Sea (Ω,F0, P ) un espacio de probabilidad. Todas las variables y vectores aleatorios
que consideremos a continuación estarán de�nidas en él. A la menor sub−σ−álgebra que
contiene a los eventos nulos (i.e. A ∈ F0 tales que P(A) = 0) de F0 la denotaremos por
null(F0). Decimos que una sub−σ−álgebra de F0 es completa si contiene a null(F0).
Para toda sub−σ−álgebra F ′ de F0 su completación se de�ne por σ (F ′, null(F0)), es
decir, la menor sub−σ−álgebra que contiene a ambas σ−álgebras. La denotaremos F ′.

Recordemos la de�nición de esperanza condicional.

De�nición A.1 Dados un espacio de probabilidad (Ω,F0, P ) , una σ− álgebra F ⊂ F0,
y una variable aleatoria X que es F0− medible con E |X| <∞, de�nimos la esperanza
condicional de X dado F , E [X | F ] , a cualquier variable aleatoria que satisface:

(EC i) E [X | F ] ∈ F , i.e. es F medible.

(EC ii) Para todo A ∈ F ,
∫
AXdP =

∫
AE [X | F ] dP.

La condición (EC ii) puede ser escrita de la siguiente forma: E (X1A) = E (E [X | F ] 1A) .
Si Y es otra variable aleatoria y F = σ (Y ) es la menor σ− álgebra que hace a Y

medible, entonces la esperanza condicional E [X | σ (Y )] se escribe E [X | Y ] . Con esta
notación,W ∈ σ (Y ) signi�ca σ (W ) ⊂ σ (Y ) , o equivalentemente, que existe una función
medible s : R→ R tal que W = s (Y ) .

Cualquier variable aleatoria que cumple (EC i) y (EC ii) de la de�nición previa se
dice que es una versión de E [X | F ] .

Teorema A.1 E [X | F ] existe y es única (c.s.). Tiene esperanza �nita (es integrable).

La prueba de la existencia se basa en el Teorema de Radon-Nikodym. Ver, por ejem-
plo, Durrett [2010], Sección 5.1.

Intuitivamente, pensamos que F describe la información que tenemos a nuestra dis-
posición en el sentido de que para cada A ∈ F , sabemos si A ha ocurrido o no. Ese es
el motivo por el cual la esperanza condicional debe satisfacer la condición (EC i) de la
de�nición, es decir, la esperanza condicional sólo debe depender de la información dis-
ponible. Por otro lado, E [X | F ] es nuestra �mejor conjetura� del valor de X dada la
información que tenemos, para cumplir (EC ii) tiene que tomar el mismo valor medio
que X en cada subconjunto de F .

Teorema A.2 (Propiedades de la esperanza condicional)

i. (Linealidad) E [aX + Y | F ] = aE [X | F ] + E [Y | F ] .

ii. (Monotonía) Si X ≤ Y entonces E [X | F ] ≤ E [Y | F ]
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iii. E (E [Y | F ]) = E (Y ) .

La demostración de estas propiedades puede verse, por ejemplo, en Durrett [2010],
Teorema 5.1.2 e igualdad (5.1.5).

Lema A.1 Si F1 ⊂ F2 entonces

i. E [E [X | F1] | F2] = E [X | F1] .

ii. E [E [X | F2] | F1] = E [X | F1] .

En palabras, la menor σ−álgebra gana. La primer igualdad es trivial. La segunda
es una poderosa herramienta para calcular esperanzas condicionales. Una demostración
puede encontrarse en Durrett [2010], Teorema 5.1.6.

Teorema A.3 Si X ∈ F y E |X| <∞, E |XY | <∞, entonces E [XY | F ] = XE [Y | F ] .

Una demostración puede encontrarse en Durrett [2010], Teorema 5.1.7.

Lema A.2 Sean W1,W2, X variables aleatorias y h ∈ L∞ (Ω) , entonces

E (E [W1 | X]W2h (X)) = E (W1E [W2 | X]h (X))

= E (E [W1 | X]E [W2 | X]h (X)) .

Demostración. El Teorema A.3 justi�ca la segunda igualdad,

E (E [W1 | X]W2h (X)) = E (E [E [W1 | X]W2h (X) | X])

= E (E [W1 | X]h (X)E [W2 | X])

lo cual prueba que la primera expresión es igual a la última. La simetría en los roles de
W1 y W2 prueba la otra.

La de�nición y teorema que siguen se deben a Dynkin (en el mismo espíritu del
Teorema π − λ), son muy importantes y nos permitirán probar el Teorema A.5.

De�nición A.2 Sea D una clase de subconjuntos de Ω. Diremos que D es un D-sistema
si se satisfacen las siguientes condiciones:

i. Ω ∈ D.

ii. Si A,B ∈ D, A ⊂ B entonces B −A ∈ D.

iii. Si (An)n≥1 ⊂ D y An ↗ A entonces A ∈ D.
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Teorema A.4 Sea C una clase de subconjuntos de Ω y asumamos que C es cerrada bajo
intersecciones �nitas. Si D es un D-sistema tal que C ⊂ D entonces σ (C) ⊂ σ (D) .

Para una prueba de este resultado, ver Ash [1972] p. 168-169.

La siguiente exposición de independencia condicional sigue el artículo de Basu y
Pereira [1983].

De�nición A.3 Los vectores aleatorios x e y son condicionalmente independien-
tes dado z si para toda f, g tales que f (x) , g (y) ∈ L∞ (Ω) resulta

E [f (x) g (y) | z] = E [f (x) | z]E [g (y) | z] .

Lo notaremos x⊥⊥y | z.

Teorema A.5 x e y son condicionalmente independientes dado z si y sólo si

E [f (x) | (y, z)] = E [f (x) | z] para toda f tal que f (x) ∈ L∞ (Ω) . (107)

La notación usual para (107) es x | (y, z) ∼ x | z.

Entonces, decir que x⊥⊥y | z es equivalente a decir que x | (y, z) tiene la misma
distribución condicional que x | z, o, en palabras, qeu la distribución de x, dados y y
z está de hecho, completamente determinada solamente por el valor de z, y se vuelve
super�ua una vez que uno conoce a z. Observemos que en la de�nición de esperanza
condicional lo roles de x e y son claramente simétricos, esta simetría no es tan clara en
(107).
Demostración. Veamos que (107) implica la independencia condicional. Por el Lema
A.1 (ii), obtenemos la primera igualdad:

E [f (x) g (y) | z] = E [E [f (x) g (y) | (y, z)] | z]

= E [g (y)E [f (x) | (y, z)] | z]

= E [g (y)E [f (x) | z] | z]

= E [f (x) | z]E [g (y) | z] .

Hemos usado la hipótesis en la tercera igualdad, y el Teorema A.3 en la segunda y cuarta,
probando la impicación es verdadera.

Recíprocamente, queremos probar que si para toda f y g funciones medibles tales
que f (x) y g (y) son acotadas, se cumple,

E [f (x) g (y) | z] = E [f (x) | z]E [g (y) | z] .

entonces, para toda f tal que f (x) ∈ L∞ (Ω) , se tendrá

E [f (x) | (y, z)] = E [f (x) | z] .
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Sea E la clase de subconjuntos de�nida por

E =

{
E : E ∈ σ (y, z, null(F0)) = σ (y, z)

y
∫
E f (x) dP =

∫
E E [f (x) | z] dP ∀f tal que f (x) ∈ L∞ (Ω)

}
.

E es un D-sistema pues

1. Ω ∈ E ,

2. Para A,B ∈ E , A ⊂ B tenemos B −A ∈ E .

3. E es una clase monótona: Sea (An)n≥1 ⊂ E y An ↗ A entonces queremos probar
que A ∈ E .

Para f ≥ 0, tenemos 1An ↗ 1A, luego por el teorema de la convergencia
monótona tenemos, tenemos
∫

A
f (x) dP =

∫
f (x) 1AdP = ĺım

n→∞

∫
f (x) 1AndP = ĺım

n→∞

∫

An

f (x) dP

= ĺım
n→∞

∫

An

f (x) dP = ĺım
n→∞

∫

An

E [f (x) | z] dP (108)

= ĺım
n→∞

∫
E [f (x) | z] 1AndP =

∫
E [f (x) | z] 1AdP (109)

=

∫

A
E [f (x) | z] dP.

La segunda igualdad en (108) se debe a que An ∈ E . Y la segunda igualdad
en (109) deriva nuevamente de la convergencia monótona y del hecho de que
E [f (x) | z] ≥ 0 cuando f es positiva.

Para f general, escribimos f = f+−f− y usamos la linealidad de la esperanza
condicional.

Queremos mostrar que E contiene a σ (y, z). Sean C,D dos conjuntos que cumplen
C ∈ σ (y), D ∈ σ (z). Claramente, C ∩D ∈ σ (y, z) y como 1C ∈ σ (y) si y sólo si existe
una función s medible tal que 1C = s (y) . Análogamente, 1D = h (z) , entonces

∫

C∩D
f (x) dP = E (1C1Df (x)) = E (E [1C1Df (x) | z])

= E (1DE [1Cf (x) | z])

= E (1DE [1C | z]E [f (x) | z])

= E (1D1CE [f (x) | z]) =

∫

C∩D
E [f (x) | z] dP

donde hemos usado las hipótesis para la cuarta ecuación y el Lema A.2 para la quinta.
Luego E ′ ⊂ E donde

E ′ =
{
C ∩D : C ∈ σ (y) y D ∈ σ (z)

}
.
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Como E ′ es cerrado bajo intersecciones �nitas, y σ (E ′) = σ (y, z), por el Teorema A.4,
concluimos que σ (y, z) ⊂ E , esto es E [f (x) | (y, z)] = E [f (x) | z] para toda f tal que
f (x) ∈ L∞ (Ω) .

Citamos a Basu y Pereira [1983]. El concepto de independencia condicional da lugar
a muchas preguntas. Entre ellas están las que involucran a la preservación de la misma
al agregar o quitar variables. Supongamos que x,y, z,w,x1, z1, son vectores aleatorios
tales que x⊥⊥y | z, x1 ∈ σ (x) , z1 ∈ σ (z) . ¾Qué se puede decir de la relación ⊥⊥ si x1

sustituye a x, z1 sustituye a z, cambiamos a y por (y,w) o a z por (z,w)? En otras
palabras, podemos reducir o aumentar a σ (x) , σ (y) ó σ (z) sin destruir la independencia
condicional? En general, la respuesta es no. Sin embargo, para ciertas clases de aumentos o
disminuciones la relación puede ser preservada. La esencia de los principios de Drop/Add
para independencia condicional está contenida en el siguiente resultado.

Lema A.3 (add and drop) Si x⊥⊥y | z, entonces para cada x′ ∈ σ (x) se tiene:

i. x′⊥⊥y | z

ii. x⊥⊥y | (x′, z)

iii. (x, z)⊥⊥(y, z) | z

Entonces, si x⊥⊥y | z, la relación⊥⊥ es preservada cuando (i) x ó y son arbitrariamente
reducidas (drop), (ii) z es aumentada (add) en cualquier parte esencial de x ó y, o bien
(iii) x ó y son aumentadas (add) por cualquier parte esencial de z.

Demostración.

i. Como x′ ∈ σ (x) existe una función medible s tal que x′ = s (x) , luego puesto
que x⊥⊥y | z, entonces para toda f tal que f (x′) ∈ L∞ (Ω) , tendremos f (x′) =
f (s (x)) ∈ L∞ (Ω) , y

E
[
f
(
x′
)
| (y, z)

]
= E [f (s (x)) | (y, z)] = E [f (s (x)) | z] = E

[
f
(
x′
)
| z
]
.

que es equivalente a (i).

ii. Por el Teorema A.5, si mostramos que para cada g tal que g (y) ∈ L∞ (Ω) ,
E [g (y) | (x,x′, z)] = E [g (y) | (x′, z)] , habremos completado la prueba de (ii).

E
[
g (y) |

(
x,x′, z

)]
= E [g (y) | (x, z)] = E [g (y) | z] (110)

donde la última igualdad sigue de la equivalencia a x⊥⊥y | z establecida en el
Teorema A.5.

Por otro lado, por el Lema A.1, tenemos

E
[
g (y) |

(
x′, z

)]
= E

[
E
[
g (y) |

(
x,x′, z

)]
|
(
x′, z

)]

= E
[
E [g (y) | z] |

(
x′, z

)]
= E [g (y) | z] . (111)

Finalmente, a partir de (110) y (111) puede obtenerse el resultado buscado.
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iii. Basta mostrar que (x, z)⊥⊥y | z puesto que entonces (iii) sigue por simetría.
Por el Teorema A.5, queremos probar qeu para cada g tal que g (y) ∈ L∞ (Ω) ,
E [g (y) | (x, z)] = E [g (y) | z] , lo cual se deduce de la independencia condicional
de x⊥⊥y | z.
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B. Apéndice del Capítulo 2

Comenzamos este apéndice resumiendo algunas cuestiones de álgebra lineal que pue-
den ser de interés para el tema que estudiamos. Comencemos por recordar la descompo-
sición en valores singulares de una matriz, y algunas propiedades de interés, para luego
resumir las distintas nociones de normas en espacios matriciales.

B.1. Descomposición en Valores Singulares (SVD)

B.1.1. De�nición y construcción

En álgebra lineal, la descomposición en valores singulares (en inglés, singular value
decomposition (SVD)) es una factorización de una matriz real o compleja, con muchas
aplicaciones en distintas áreas de la matemática, desde el procesamiento de señales hasta
la estadística. Formalmente

Teorema B.1 Sea M una matriz m × n cuyos coe�cientes son números reales o com-
plejos. Entonces existe una factorización de la forma

M = UΣV
T
, (112)

donde U es una matriz unitaria m ×m real o compleja (unitaria signi�ca que UU
T

=

U
T
U = I, donde U es la matriz conjugada de U . En el caso en el que U es real, decimos

que es una matriz ortogonal), Σ es una matriz rectangular diagonal m× n con números

reales no negativos en la diagonal, y la matriz unitaria n × n V
T
denota la traspuesta

conjugada de la matriz unitaria V de dimensión n×n. Tal factorización se denomina la
descomposición en valores singulares de M .

Los elementos σi de la diagonal de Σ se denominan los valores singulares de M . Una
convención habitual es listarlos en orden descendiente. En este caso, la matriz diagonal
Σ queda unívocamente determinada por M (aunque las matrices U y V no lo están). Las
m columnas de U y las n columnas de V se denominan los vectores singulares a izquierda
de M y a derecha de M , respectivamente.

La descomposición en valores singulares y la diagonalización están muy relacionadas.
En efecto:

- Los vectores singulares a izquierda de M son autovectores de MM
T
.

- Los vectores singulares a derecha de M son autovectores de M
T
M .

- Los valores singulares no nulos de M (que se encuentran en la diagonal de Σ) son

las raíces cuadradas de los autovalores no nulos tanto de MM
T
como de M

T
M .

Para una demostración de este resultado puede verse Eaton [1983], Teorema 1.3.
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¾Es única esta descomposición? Si asumimos que m ≤ n, Σ será única, puesto que los
autovalores de M

T
M lo son. Sin embargo, los autovectores que componen a U y V no

serán únicos salvo que los autovalores sean todos distintos, y se utilice una convención
apropiada para los autovectores (por ejemplo, que la primer coordenada no nula de cada
uno sea positiva).

Observación B.1 Si escribimos

U =
[

u1 u2 · · · um
]

donde los ui son las columnas de U , y

V =
[

v1 v2 · · · vn
]

donde los vi son las columnas de V , y D1/2 = diag (σ1, . . . , σq1) , donde σ1 ≥ · · · ≥ σq1 ,
entonces una forma alternativa de escribir la ecuación (112) es

M =

q1∑

i=1

σiuiv
T
i .

B.1.2. Normas de vectores y matrices

Norma de vectores Para vectores x ∈Rn ó Cn,x = (x1, . . . , xn)T , para p ≥ 1 la
p−norma está dada por

‖x‖p =

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

.

Si p = 2, la 2−norma recibe el nombre de norma euclídea.

Norma de matrices

Norma inducida A partir de la norma para vectores de Rn ó Cn, se pueden de�nir la
correspondiente norma inducida o norma de operadores en el espacio de matrices
m-por-n de la siguiente forma,

‖A‖ = máx {‖Ax‖m : x ∈ Rn con ‖x‖n = 1} = máx
x 6=0

‖Ax‖m
‖x‖n

.

Si m = n y se utiliza la misma norma en el dominio y en el rango, entonces la
norma inducida resulta una norma matricial sub-multiplicativa. La norma de operadores
correspondiente a la p−norma de vectores es

‖A‖p = máx
x 6=0

‖Ax‖p
‖x‖p

.

Estas normas son diferentes de las p−normas de coordenadas de matrices que presentamos
más adelante, aunque también son usualmente notadas por ‖A‖p.
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Norma espectral La norma espectral de una matriz A es el mayor valor singular de
A, es decir, la raíz cuadrada del mayor autovalor de la matriz de�nida positiva A

T
A

‖A‖2 =

√
λmáx

(
A
T
A
)

= σmáx (A) .

En el caso especial de p = 2 (la norma Euclídea) y matrices cuadradas m = n, la
norma inducida es la norma espectral.

Normas componente a componente o Entrywise Estas normas toman a la matriz
m × n como si fuera un vector de dimensión mn, y utilizan alguna norma de vectores
conocida.

Por ejemplo, usando la p−norma para vectores, se obtiene

‖A‖p =




m∑

i=1

n∑

j=1

|aij |p



1/p

.

Una expresión alternativa se obtiene si escribimos a la matriz en términos de los vectores
que componen sus columnas, es decir, si

A = (aij)1≤i≤m,1≤j≤n =
(
a1 · · · an

)

donde aTj = (a1j , . . . , amj) son los vectores columna de la matriz A, entonces

‖A‖p =

∥∥∥∥
(
‖a1‖p , . . . , ‖an‖p

)T∥∥∥∥
p

.

Para p = 2, se denomina la norma de Frobenius o norma de Hilbert�Schmidt. Hay
varias formas de de�nirla,

‖A‖F =

√√√√
m∑

i=1

n∑

j=1

|aij |2 =

√
traza(A

T
A) =

√√√√
mı́n{m,n}∑

i=1

σ2
i

donde, como antes, A
T

denota la conjugada traspuesta de A, y (σi) son los valores
singulares de A. La norma de Frobenius es muy parecida a la norma Euclídea en Rn o
Cn.

La norma de Frobenius es sub-multiplicativa y muy utilizada en el álgebra lineal nu-
mérica. En general es más fácil de calcular que las normas inducidas y tiene la propiedad
de ser invariante bajo transformaciones unitarias (ortogonales en los reales). Veámoslo
en el caso real, sea C una matriz ortogonal, luego

‖CA‖2F = traza
(

(CA)T · (CA)
)

= traza(ATCTCA) = traza(ATA) = ‖A‖2F .
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B.1.3. Aproximación por matrices de menor rango

Un problema frecuentemente tratado en diversas aplicaciones es el siguiente. Dada una
matrizM se la quiere aproximar por otra matriz M̃ , que se denomina truncada, que tiene
un rango especí�co r. Esta área se conoce como low-rank matrix approximation. Antes
de presentar el resuEn el caso en el que la aproximación se base en minimizar la norma
de Frobenius de la diferencian entre M y M̃ bajo la restricción de que rango(M̃) = r
resulta ser que la solución está dada por la SVD de M , más especí�camente

M̃ = U Σ̃V
T

(113)

donde Σ̃ es la misma matriz que Σ excepto que sólo contiene los r mayores valores
singulares (los otros valores singulares se reemplazan por cero). Esto se conoce como el
Teorema de Eckart�Young theorem, ya que fue probado por estos dos autores en
1936 (aunque más tarde se descubrió que era un resultado conocido por autores anteriores
(Stewart 1993). Otra manera de expresar este resultado es la siguiente

M̃ =

r∑

i=1

σiuiv
T
i .

Puede verse, por ejemplo, Eaton [1983], página 458, o Seber [1984], página 544.

B.2. Variedades de Stiefel y de Grassmann

En esta sección presentamos las de�niciones y los resultados básicos que involucran
a las variedades de Stiefel y de Grassmann. Puede verse Absil et al. [2009], Capítulo 3,
para una presentación completa. Algunos resultados fueron extraidos de Ferrer, García,
y Puerta [1994] y de Edelman et al. [1998].

Sea d ≤ p. Denotamos por Grass (d,Rp) al conjunto de todos los subespacios d-
dimensionales de Rp. Es decir,

Grass (d,Rp) := {V ⊂ Rp : V es subespacio de Rp, dim (V) = d} .
A este conjunto se lo puede dotar con una estructura de variedad diferencial. Se la
denomina variedad de Grassmann o Grassmanniana de dimensión d en Rp.

Sea A ∈ Rp×d, A = (aij)1≤i≤p,1≤j≤d =
[
a1 · · · ad

]
donde aTj = (a1j , . . . , apj) son

los vectores columna de la matriz A. Consideraremos la norma en Rp×d inducida por el
producto interno de Frobenius (ver la Sección B.1.2), es decir

‖A‖F =

√√√√
p∑

i=1

p∑

j=1

|aij |2 =
√

traza(ATA).

De�nimos la variedad no compacta de Stiefel por

St (d,Rp) :=
{
A ∈ Rp×d : rango (A) = d

}

=
{
A =

[
a1 · · · ad

]
∈ Rp×d : a1, . . . ,ad son linealmente independientes

}
,
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es decir, St (d,Rp) es el conjunto de matrices p × d cuyas columnas son linealmente
independientes. Observemos que este conjunto es abierto en Rp×d puesto que,

St (d,Rp) :=
{
A ∈ Rp×d : det

(
ATA

)
6= 0
}

es la preimagen de un conjunto abierto, R−{0} , vía una función continua
(
A→ det

(
ATA

))
.

En consecuencia, admite una estructura diferenciable de una variedad abierta de Rp×d.
Esta estructura diferenciable está generada por la aplicación vec : Rp×d → Rpd, donde
vec (A) denota el vector de Rpd que se obtiene al apilar las columnas de A una debajo de
la otra. Cabe resaltar que la aplicación vec no es muy adecuada, puesto que destruye la
estructura matricial de su argumento, ya que en particular vec (AB) no puede escribirse
de manera sencilla a partir de vec (A) y de vec (B) .

También consideramos la variedad compacta de Stiefel dada por

St∗ (d,Rp) :=
{
A ∈ Rp×d : ATA = Id

}
,

es decir, el conjunto de matrices p×d con columnas ortonormales. Claramente, St∗ (d,Rp) ⊂
St (d,Rp) . Este conjunto resulta acotado (por

√
d) y cerrado (por ser la preimagen del

conjunto cerrado {Id} vía la función continua A → ATA), y por lo tanto es un subcon-
junto compacto de St (d,Rp) .

Observemos que si utilizamos otro producto interno en Rp y consideramos la noción
de perpendicularidad inducida por él, podríamos generalizar la de�nición de la variedad
compacta de Stiefel. Más especí�camente, sea ∆ ∈ PDS (p) , se puede de�nir un producto
interno en Rp inducido por ∆, dado por

〈x,y〉∆ = xT∆−1y,

y la norma dada por

‖x‖∆ =
√
〈x,x〉∆.

Luego, se podría generalizar la variedad compacta de Stiefel de la siguiente forma

St∗∆ (d,Rp) :=
{
A ∈ Rp×d : AT∆−1A = Id

}
,

es decir, pidiendo que las columnas de A sean ortonormales con la norma (y producto
interno) inducida por ∆.

Veamos cómo se relacionan estos tres conjuntos entre sí. Consideremos la siguiente
función,

span : St (d,Rp)→ Grass (d,Rp) ,
A→ span (A)

donde span (A) denota al subespacio generado por las columnas de A, es decir, span (A) ={
Aα : α ∈ Rd

}
. En el espacio de las Grassmannianas (Grass (d,Rp)) consideramos la

topología �nal respecto de π, es decir, U ⊆ Grass (d,Rp) es abierto si y sólo si span−1 (U)
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es abierto en St (d,Rp) . Siguiendo a Absil et al. [2009], nos referiremos a esta topología
como la topología de Grassmann. Observemos que la aplicación span permite de�nir la
siguiente relación de equivalencia en St (d,Rp) . Usaremos ∼ para denotarla. Diremos que

A ∼ B si y sólo si span (A) = span (B) .

La clase de equivalencia de A en St (d,Rp) inducida por esta relación está dada por

[A] =
{
B ∈ Rp×d : span (A) = span (B)

}
,

es decir, todas las matrices que tienen por columnas una base del subespacio generado
por A. El conjunto St (d,Rp) / ∼ de�nido por

St (d,Rp) / ∼:= {[A] : A ∈ St (d,Rp)}

de todas las clases de equivalencia de ∼ en St (d,Rp) es el cociente de St (d,Rp) por ∼ .
Cada punto del espacio cociente es un subconjunto de St (d,Rp) . La función

π : St (d,Rp)→ St (d,Rp) / ∼
A→ [A]

es la proyección canónica. Como los conjuntos de nivel de span (·) son las clases de
equivalencia de la relación ∼ y como además la aplicación span (·) es sobreyectiva sobre
Grass (d,Rp), resulta que span (·) induce una correspondencia biyectiva entre Grass (d,Rp)
y St (d,Rp) / ∼ . Esta biyección se ilustra en la Figura 22.

Figura 22: Diagrama de correspondencia entre la Grassmaniana y una subvariedad en el
espacio de matrices.

St (d,Rp)

St (d,Rp) / ∼ Grass (d,Rp)

π span

f̃

En Absil et al. [2009], Proposición 3.4.6, se muestra que esta relación de equivalencia
admite una (única) estructura de variedad cociente. Si una matriz A y un subespacio
SA satisfacen SA = span(A), decimos que A es la representación matricial de SA. El
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conjunto de todas las representaciones matriciales de span(A) es la clase de equivalencia
π−1 (π (A)) . Se tiene que

π−1 (π (A)) = {AM : M ∈ GLd} ,

donde GLd es el grupo lineal general, es decir, el conjunto de todas las matrices d × d
inversibles. De hecho, la operación A→ AM, M ∈ GLd, corresponde a todos los posibles
cambios de base para el span(A). Luego, suele usarse la notación St (d,Rp) /GLd para
St (d,Rp) / ∼ . Por lo tanto, tenemos la identi�cación

Grass (d,Rp) ' St (d,Rp) /GLd.

Esta descripción de Grass (d,Rp) como variedad cociente permite probar que

dim (Grass (d,Rp)) = d (p− d) ,

y dotar a Grass (d,Rp) de una topología y una estructura diferenciable. Ver Absil et al.
[2009], Sección 3.4 para una demostración del cálculo de la dimensión y la construcción
de las mismas. También resulta que

dim (St∗ (d,Rp)) = pd− d (d+ 1)

2
= d (p− d) +

d (d− 1)

2
.

Otras representaciones de la Grassmanniana como cociente están dadas por

Grass (d,Rp) ' St∗ (d,Rp) /O (d) ' O (p) / (O (d)×O (p− d)) ,

(ver Edelman et al. [1998]), donde

O (p) =
{
A ∈ Rp×p : ATA = Ip

}
= St∗ (p,Rp)

es el grupo de matrices ortogonales de Rp×p. De lo anterior, tenemos dim (O (p)) = p(p−1)
2 .

Finalmente, consideremos la restricción de π a St∗ (d,Rp) , es decir, π := π |St∗(d,Rp)

y de�namos la función dada por el proceso de ortonormalización de Gram-Schmidt, es
decir, la función

GS : St (d,Rp)→ St∗ (d,Rp)
A→ GS (A)

GS (A) es la matriz que se obtiene al aplicar el proceso de ortonormalización de Gram-
Schmidt a las columnas a1, . . . ,ad de A. Es un resultado conocido que el método de
Gram-Schmidt de�ne una función continua. Luego π ◦GS = π, como puede verse en la
Figura 23, que vincula los tres espacios que de�nimos. Se prueba que Grass (d,Rp) es un
espacio compacto respecto de la topología de Grassmann.
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Figura 23: Diagrama conmutativo que permite de�nir la topología Grassmann de forma
directa en la Grassmanniana.

St (d,Rp)

Grass (d,Rp)

St∗ (d,Rp)

π

GS

π

B.3. Caracterización del espacio Ω

Nuestro objetivo es caracterizar el espacio

Ω =
{
B ∈ Rp×r : rango (B) ≤ d

}
,

involucrado en la de�nición del espacio de parámetros del modelo PFC. Dado B ∈ Ω, por
la Proposición 2.1, igualdad (4), existen U ∈ St∗ (d,Rp) , Σ1 = diag (σ1, . . . , σd) ∈ Rd×d
con σ1 ≥ · · · ≥ σd ≥ 0 y V ∈ St∗ (d,Rr) tales que

B = UΣ1V
T . (114)

Como comentamos luego del Teorema B.1 de descomposición en valores singulares, esta
descomposción es única si asumimos que los valores singulares σ1, . . . , σd de B son todos
distintos y se adopta la convención de que la primer coordenada no nula de cada columna
de U y V sea positiva. Luego, la función dada por

φ : Ω→ St∗ (d,Rp)× (0,+∞)d × St∗ (d,Rr) (115)

φ (B) = (U,diag (Σ1) , V )

está bien de�nida y es biyectiva al restringirla al conjunto de matrices de Ω con todos sus
valores singulares distintos. De acuerdo a lo anterior, resulta que la dimensión algebraica
de Ω es

dim (Ω) = dim (St∗ (d,Rp)) + dim
(

(0,+∞)d
)

+ dim (St∗ (d,Rr))

= d (p− d) +
d (d− 1)

2
+ d+ d (r − d) +

d (d− 1)

2
= d (p+ r − d) . (116)
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Recordemos que si tomamos Γ = U y β = Σ1V
T se cumplen para estas matrices las

restricciones impuestas y se recupera a B. Luego (115) es una caracterización de Ω.

Otra posibilidad es la siguiente. Para cada B ∈ Ω, V = span (B) es un elemento de
Grass (d,Rp) . Entonces existe una matriz A ∈ Rp×d tal que [A] = V = SA = span (A) .

Consideremos P[A] = A
(
ATA

)−1
AT la proyección ortogonal (con la norma usual) en

span (A) . La proyección no depende de los generadores de span (A) elegidos, ya que
tiene por columnas a

{
P[A]e1, . . . , P[A]ep

}
. Sea

A0 :=
[
P[A]ei1 · · · P[A]eid

]

donde 1 = i1 < · · · < id elegidos de modo tal que rango (A0) = d y si

A1 :=
[
P[A]ej1 · · · P[A]ejd

]

cumple rango (A1) = d, entonces hay al menos un k entre 1 y d para el cual jk > ik. Es
decir, en A0 ponemos por columnas d vectores linealmente independientes que generan
a SA, elegidos de modo de poner las primeras d columnas si fuera posible y sino (si
estas fueran linealmente dependientes) comenzamos por P[A]e1 y tomamos el menor l
tal que el conjunto

{
P[A]e1, P[A]el

}
es linealmente independiente. Tomamos i2 = l. Si

d > 2, buscamos ahora el menor s con i2 < s de modo que
{
P[A]e1, P[A]ei2 , P[A]es

}
sea

linealmente independiente. Tomamos i3 = s. Seguimos hasta de�nir id, de modo que
rango (A0) = d.

Esto de�ne la siguiente función, que a cada subespacio le asigna una matriz que tiene
por columnas a una base de dicho subespacio,

Gen : Grass (d,Rp)→ St (d,Rp)
Gen (V) = Gen (SA) = Gen (span (A0)) = A0.

Esto nos permite tener otra representación de Ω.

Como A ∈ Rp×d y A0 := Gen (SA) ∈ Rp×d generan el mismo espacio, existe una
matriz B0 ∈ Rd×r tal que B = A0B0, luego podemos de�nir

ϕ : Ω→ Grass (d,Rp)× Rd×r (117)

ϕ (B) = (span (B) , B0)

Por de�nición, esta aplicación resulta biyectiva, y es (una posible formalización de) la
descripción introducida en Cook y Forzani [2008], por lo que (117) resulta ser otra ca-
racterización alternativa de Ω. Con ella, podemos, por supuesto, repetir el cálculo de
dimensiones para Ω :

dim (Ω) = dim (Grass (d,Rp)) + dim
(
Rd×r

)

= d (p− d) + dr

= d (p+ r − d) .
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B.4. Caracterización alternativa de Θ

A partir de la descomposición de B dada en (114) si tomamos Γ = U y β = Σ1V
T ,

entonces

Γ ∈ Rp×d, ΓTΓ = Id

β ∈ Rd×r, ββT = Σ1V
TV Σ1 = Σ1Σ1 = diag

(
σ2

1, . . . , σ
2
d

)
,

con σ2
1 ≥ · · · ≥ σ2

d.

Con estas herramientas, podemos construir la siguiente representación del espacio de
parámetros del modelo PFC.

Θ3 =

{
(µ,Γ,Σ1, V,∆) : µ ∈ Rp,Γ ∈ St∗ (d,Rp) , V ∈ St∗ (d,Rr) ,∆ ∈ PDS (p) ,

Σ1 ∈ Rd×d diagonal, con diagonal decreciente

}
,

(118)
o, también

Θ∗ =

{
(µ,Γ, β,∆) : µ ∈ Rp,Γ ∈ Rp×d, β ∈ Rd×r,∆ ∈ PDS (p) : ΓTΓ = Id,

ββT es diagonal, con diagonal decreciente

}
, (119)

ya que dado θ ∈ Θ3 se puede asociar un único θ̃ ∈ Θ∗ y viceversa. Como comentamos en
la Sección B.2, podríamos imponer otras condiciones de normalización en la de�nición de
Θ3 y Θ∗. En la Sección 8.2, cuando calculamos el funcional propuesto en este trabajo,
las condiciones de normalización impuestas surgirán del criterio de estimación elegido. A
esta altura nos basta notar que responden a una restricción de ortogonalidad sobre Γ y
otra de diagonalización sobre β.

Otra posibilidad es describir a Θ a través de una biyección entre Ω y el producto
cartesiano Grass (d,Rp) × Rd×r, que puede darse a través de la función ϕ de�nida en
(117) o a través de cualquier otra biyección que se pueda de�nir entre estos espacios,
dando lugar a la siguiente notación

Θ5 =
{

(µ,SΓ, β,∆) : µ ∈ Rp,SΓ ∈ Grass (d,Rp) , β ∈ Rd×r,∆ ∈ PDS (p)
}

=
{

(µ,Γ, β,∆) : µ ∈ Rp, span (Γ) ∈ Grass (d,Rp) , β ∈ Rd×r,∆ ∈ PDS (p)
}
.

Finalmente, podemos calcular la dimensión del espacio de parámetros Θ, a través de
cualquiera de las caracterizaciones presentadas. En particular,

Θ = {θ = (µ, B,∆) ∈ Rp × Ω× PDS (p)} .

luego su dimensión será

dim (Θ) = dim (Rp) + dim (Ω) + dim (PDS (p))

= p+ d (p+ r − d) + dim (PDS (p))
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ya que la dimensión de Ω la calculamos en (116). Recordando que A ∈ PDS (p) si y sólo
si

A = Udiag (λ1 (A) , . . . , λp (A))UT

con U ∈ St∗ (p,Rp) y λ1 (A) ≥ · · · ≥ λp (A) > 0 los autovalores (reales) de A. Luego su
dimensión algebraica resulta ser

dim (PDS (p)) = dim (St∗ (p,Rp)) + p =
p (p+ 1)

2

y �nalmente, dim (Θ) = p(p+3)
2 + d (p+ r − d) .

También es de interés para nuestro problema de�nir una distancia entre los elementos
del espacio de parámetros. Puede verse el Apéndice 9.3 para una discusión del tema.
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C. Apéndice del Capítulo 3

C.1. DAGs

Los grafos son una herramienta muy poderosa para descubrir, expresar y probar
relaciones de independencia condicional entre las variables. Los introducimos en esta
sección, siguiendo la presentación dada en Pearl [2009], Wasserman [2013] y Pearl [1988].

Un grafo dirigido G consiste en un conjunto de vértices V y un conjunto de aristas E, es
decir, un conjunto de pares ordenados de vértices, G = {V,E}. Para nuestros propósitos,
cada vértice o nodo corresponderá a una variable aleatoria o vector. Si (A,B) ∈ E,
entonces en el grafo hay una �echa que apunta desde A a B. Si hay una �echa de A y
B entonces se dice que A es un padre de B y B es un hijo de A. Un camino dirigido
entre dos variables es un conjunto de �echas, cada una apuntando en la misma dirección
a lo largo del conjunto, que une una variable con la otra. Una secuencia de vértices
adyacentes que comienza en A y termina en B ignorando la dirección de las �echas se
llama camino no dirigido,o simplemente un camino. A es un ancestro de B si hay
un camino dirigido de A a B. En ese caso también decimos que B es un descendiente
de A. Una variable que aparece en el grafo con dos �echas apuntándola, como ocurre
con B en el grafo A → B ← C se denomina un colisionador (colider). Ser (o no)
colisionador es una propiedad del camino. En la �gura 24, B es un colisionador para
el camino A −→ B ←− C, pero B no es un colisionador para el camino de la ruta
A −→ B −→ D.

Figura 24: DAG con un colisionador. En el camino A −→ B ←− C, B es un colisionador.
En el camino A −→ B −→ C, B no es un colisionador.

Un camino dirigido que comienza y termina en la misma variable se denomina un
ciclo. Un grafo dirigido se dice acíclico si no tiene ciclos. En este caso decimos que el
grafo es un grafo acíclico dirigido (directed acyclic graph) ó DAG .
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C.2. Probabilidad codi�cada por un DAG

Una �echa entre dos nodos, más especí�camente, una �echa de A a B indica la
posibilidad de conexión causal entre ellos: se lee �A causa o provoca a B�. En términos
estadísticos, una �echa A −→ B codi�ca cualquier distribución de probabilidad conjunta
que sea compatible con la existencia de una función f0 tal que podemos escribir

B = f0 (A, εB)

donde εB es una variable error independiente de A. Por supuesto, si f0 es una función
que no depende de su primer argumento, entonces, de hecho, B no depende de A. Esta
es la razón por la cual, en los DAGs, los supuestos causales quedan codi�cados no en las
�echas dibujadas, sino en las �echas ausentes. Una �echa indica meramente la posibilidad
de una conexión causal, una �echa ausente representa la a�rmación de no in�uencia. Esto
conduce a la siguiente de�nición.

De�nición C.1 Sea G un DAG con vértices V = (X1, . . . , Xk). Si P es una distribución
de probabilidad para V , decimos que es compatible con G, o que G representa a P si

P

(
k⋂

i=1

{Xi ∈ Ai}
)

=
k∏

i=1

P


Xi ∈ Ai |

⋂

j:Xj∈π(Xi)

{Xj ∈ Aj}




para todos los conjuntos borelianos A1, . . . , Ak, donde π (Xi) son los padres de Xi. Lla-
mamos P (G) al conjunto de todas las distribuciones de probabilidad compatibles con el
grafo G.

Esto signi�ca que una variable en el grafo es independiente del �pasado� dados sus
padres. Esto es usualmente denominada la condición de Markov de P .

Por ejemplo, para el grafo de la Figura 24, una densidad conjunta para este grafo
debe factorizarse de la siguiente forma

fABCD (a, b, c, d) = fA (a) fC (c) fB|AC (b | a, c) fD|B (d | b) .

La probabilidad que este grafo codi�ca también puede ser descripta a través del siguiente
sistema de ecuaciones (que se denominan ecuaciones estructurales):

B = f1 (A,C, εB)

D = f2 (B, εD)

Aquí las variables εB y εD se denominan �exógenas�. Representan factores de fondo
observados o no observados que el modelador decide mantener no explicados, es decir,
los factores que in�uyen, pero no están in�uenciados por otras variables (denominadas
�endógenas�) en el modelo. Las variables exógenas no observadas a veces se llaman �per-
turbaciones� o �errores�, representan hechos omitidos por el modelo, pero que se juzgan
relevantes para explicar el comportamiento de las variables incluídas en el modelo. Por
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lo general son no observadas, y el modelador se resigna a reconocer su existencia y a
asignarle un rol cualitativo a su vínculo con otras variables en el sistema. Se asume que
las variables exógenas asociadas a cada variable del modelo son conjuntamente indepen-
dientes.

La potencia de los modelos grá�cos radica en que permiten expresar en forma simple
las suposiciones hechas por el modelador acerca de las relaciones causales entre las va-
riables. Y también le permite al analista deducir otras (in)dependencias implícitas en las
suposiciones. Estas se puede resolver grá�camente a traves del criterio de d−separación,
probado por Pearl [1988]. La d signi�ca �directa�.

De�nición C.2 (d−separación) Sean X e Y dos nodos de un DAG G, y sea S un sub-
conjunto de nodos que no contiene ni a X ni a Y . Decimos que S bloquea (o d−separa)
un camino p que conecta a X con Y si

i. p contiene al menos un nodo que emite una �echa que está en S, o bien

ii. p contiene al menos un colisionador que está fuera de S y que no tiene descendientes
en S.

Si S bloquea todos los caminos de X a Y , decimos que d−separa a X e Y.
Sean A, B y S tres subconjuntos distintos de nodos de G, con A y B no vacíos.

Diremos que A y B están d−separados por S si para todo X ∈ A e Y ∈ B, X e Y están
d−separados por S.

Citemos a Pearl, �la interpretación del bloqueo es que detiene el �ujo de la información
(o dependencia) entre las variables que están conectadas por dichos caminos�. El teorema
que sigue, debido a Verma y Pearl [1988], y Verma y Pearl [1990] conecta la d−separación
con la independencia condicional.

Teorema C.1 (Implicaciones probabilísticas de la d−separación) Sean A, B y S
conjuntos disjuntos de vértices en un grafo G. Tenemos la siguiente equivalencia: A⊥⊥B| S
para toda P ∈ P (G) si y sólo si A y B están d−separados por S en el DAG G.

En la Figura 24, S = ∅ bloquea el camino A −→ B ←− C porque B es un colisionador
en el camino pero no está en S y su descendiente D no está en S. Entonces A⊥⊥C. S =
{B} bloquea el camino A −→ B −→ D porqueB emite una �echa a lo largo del camino. A
y D son variables dependientes pero se vuelven independientes (i. e. bloqueadas) cuando
condicionamos a (i. e. conocemos el valor de)B. En simbolos, A⊥⊥D | B. Pero S = {B} no
bloquea el camino A −→ B ←− C. Este camino representa la situación en que dos causas
independientes, A y C tienen un efecto común. Cuando condicionamos en (i. e. conocemos
el valor de) este efecto común B (o cualquiera de sus descendientes), estas dos variables
se vuelven dependientes: conocer el valor de una consecuencia común usualmente hace
que las variables originales se vuelvan (condicionalmente) dependientes. Entonces, en
general, A y C no serán independientes, cuando condicionemos en B. Condicionar en un
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colisionador, abre un camino entre los ancestros. Lo mismo ocurre si condicionamos en
un descendiente de un colisionador: en la Figura 24, el camino A −→ B ←− C no está
bloqueado por S = {D}. Entonces, en general, A y C no serán independientes cuando
condicionemos en D.

Demostración del Teorema 3.1. Bajo el modelo PFC tenemos

x = µ0 + Γ0β0f(y) + ∆
1/2
0 u.

Sea Γ1 ∈ ∓1, luego, por (10) vale que

p∆0 (x, span (Γ0)) = Γ0ΓT0 ∆−1
0 x = Γ0R (x)

p∆0 (x, span (Γ1)) = Γ1ΓT1 ∆−1
0 x,

x = p∆0 (x, span (Γ0)) + p∆0 (x, span (Γ1))

R (x) = ΓT0 ∆−1
0 x = ΓT0 ∆−1

0 µ0 + ΓT0 ∆−1
0 Γ0β0f(y) + ΓT0 ∆

−1/2
0 u

= β0f(y) + ΓT0 ∆−1
0

(
µ0 + ∆

1/2
0 u

)
(120)

de modo que

x = p∆0 (x, span (Γ0)) + p∆0 (x, span (Γ1))

= Γ0ΓT0 ∆−1
0 x + Γ1ΓT1 ∆−1

0 x

= Γ0R (x) + Γ1ΓT1 ∆−1
0

(
µ0 + Γ0β0f(y) + ∆

1/2
0 u

)

= Γ0R (x) + Γ1ΓT1 ∆−1
0

(
µ0 + ∆

1/2
0 u

)

= Γ0β0f(y) + Γ0ΓT0 ∆−1
0

(
µ0 + ∆

1/2
0 u

)
+ Γ1ΓT1 ∆−1

0

(
µ0 + ∆

1/2
0 u

)
(121)

Recordemos que u e y son independientes. La descomposición de x establecida en
(121) y (120) nos permite dibujar un DAG (ver la Sección C.1 para una presentación de
los DAGs en relación con los modelos estocásticos) para describir la dependecia entre las
variables involucradas en el modelo PFC. En la Figura 25, mostramos el DAG sin ningun
supuesto extra. En este grá�co, u juega el rol de una variable exógena.

Asumimos que

p∆0

(
∆

1/2
0 u, span (Γ0)

)
= Γ0ΓT0 ∆

−1/2
0 u

y

p∆0

(
∆

1/2
0 u, span (Γ1)

)
= Γ1ΓT1 ∆

1/2
1 u

son independientes. Equivalentemente, ΓT0 ∆
−1/2
0 u y ΓT1 ∆

−1/2
0 u son independientes. Tra-

ducimos esta información a un DAG en el que borramos las �echas que emanan de u en
la Figura 25. El nuevo grafo se puede observar en la Figura 26.
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Figura 25: DAG que describe la relación de dependencia entre las variables del modelo
PFC.

y β0f(y)

R(x)

u

ΓT
0 Δ

− 1
2

0 u

ΓT
1 Δ

− 1
2

0 u

x

En este grafo, S = {R (x)} bloquea el único camino que conecta a y con x : y −→
β0f(y) −→ R (x) −→ x, luego, por el Criterio de d−separación (Teorema C.1), x⊥⊥y |
R (x) , y por lo tanto, R (x) es una reducción su�ciente.
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Figura 26: DAG que describe la dependencia entre las variables aleatorias involu-

cradas en el modelo PFC asumiendo independencia entre p∆0

(
∆

1/2
0 u, span (Γ0)

)
y

p∆0

(
∆

1/2
0 u, span (Γ1)

)
.

y β0f(y)

R(x)

u

ΓT
0 Δ

− 1
2

0 u

ΓT
1 Δ

− 1
2

0 u

x
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D. Apéndice del Capítulo 4

D.1. Demostraciones de máxima verosimilitud

Demostración del Teorema 4.1 (d). Observemos que dados µ̂i = µ̂+Γ̂β̂f (yi) (de�ni-
mos a µi en la ecuación (17)) para 1 ≤ i ≤ n, el estimador de máxima verosimilitud de ∆
es el estimador de máxima verosimilitud de ∆ cuando queremos ajustar una distribución
normal Np (0,∆) a las observaciones xi− µ̂− Γ̂β̂f (yi) , lo cual justi�ca la expresión (19).

Finalmente, para probar (20) observemos que

p = traza (Ip) = traza
(

∆̂∆̂−1
)

= traza

((
1

n

n∑

i=1

(
xi − µ̂− Γ̂β̂f (yi)

)(
xi − µ̂− Γ̂β̂f (yi)

)T
)

∆̂−1

)

= traza

(
1

n

n∑

i=1

(
xi − µ̂− Γ̂β̂f (yi)

)(
xi − µ̂− Γ̂β̂f (yi)

)T
∆̂−1

)

=
1

n

n∑

i=1

traza

((
xi − µ̂− Γ̂β̂f (yi)

)(
xi − µ̂− Γ̂β̂f (yi)

)T
∆̂−1

)

=
1

n

n∑

i=1

traza

((
xi − µ̂− Γ̂β̂f (yi)

)T
∆̂−1

(
xi − µ̂− Γ̂β̂f (yi)

))

=
1

n

n∑

i=1

(
xi − µ̂− Γ̂β̂f (yi)

)T
∆̂−1

(
xi − µ̂− Γ̂β̂f (yi)

)
,

lo cual prueba (d).

Demostración del Lema 4.1. Debemos mostrar que el mínimo de ambos problemas

se alcanza en el mismo valor. Sea θ̂c =
(
µ̂c, Γ̂c, β̂c, ∆̂c

)
el mínimo de g (θ) sujeto a

h (θ) = c. Esto implica que

l
(
θ̂c

)
= g

(
θ̂c

)
+ c.

Probemos que θ̂p =
(
µ̂p, Γ̂p, β̂p, ∆̂p

)
es el EMV.

Valen las siguientes dos propiedades para k > 0, que se derivan de las de�niciones de
las funciones g y h.

(a) g (µ,Γ, β, k∆) = p log k + g (µ,Γ, β,∆)

(b) h (µ,Γ, β, k∆) =
1

k
h (µ,Γ, β,∆) .

Entonces

l
(
θ̂p

)
= g

(
θ̂p

)
+ p ≤ g

(
µ̂c, Γ̂c, β̂c,

c

p
∆̂c

)
+ p (122)
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puesto que h
(
µ̂p, Γ̂p, β̂p, ∆̂p

)
= p y también

h

(
µ̂c, Γ̂c, β̂c,

c

p
∆̂c

)
=
p

c
h
(
µ̂c, Γ̂c, β̂c, ∆̂c

)
= p,

por la propiedad (a) enunciada más arriba. Entonces (122) sigue de la de�nición de(
µ̂p, Γ̂p, β̂p, ∆̂p

)
. También

g

(
µ̂c, Γ̂c, β̂c,

c

p
∆̂c

)
+ p = p log

c

p
+ g

(
θ̂c

)
+ p.

Pero r(p) = p log c− p log p+ p alcanza un máximo para p = c, donde toma el valor
c, por lo que

g

(
µ̂c, Γ̂c, β̂c,

c

p
∆̂c

)
+ p = g

(
θ̂c

)
+ r (p) ≤ g

(
θ̂c

)
+ c.

Luego,

l
(
θ̂p

)
= g(θ̂p) + h

(
θ̂p

)

≤ g(θ̂c) + h
(
θ̂c

)

= l
(
θ̂c

)
(123)

para todo c > 0. Sea θ ∈ Θ5 cualquiera. Con probabilidad uno, h (θ) ∈ (0,+∞) .
Llamemos c1 al valor de h (θ) (que es aleatorio). Por un lado, tenemos que

l
(
θ̂c1

)
≤ l (θ)

y por otro, vale (123), luego

l
(
θ̂p

)
≤ l (θ) ,

probando que θ̂p es el EMV.

Recíprocamente, sea θ̂MV el EMV. Por el Teorema 4.1 (d) sabemos que h
(
θ̂MV

)
= p.

Por ser el EMV para el problema PFC sabemos que para todo θ ∈ Θ5 vale

l
(
θ̂MV

)
≤ l (θ) .

Sea θ ∈ Θ5 tal que h (θ) = p. Luego, tenemos

l
(
θ̂MV

)
= g

(
θ̂MV

)
+ h

(
θ̂MV

)
= g

(
θ̂MV

)
+ p

≤ l (θ) = g (θ) + h (θ) = g (θ) + p,

luego g
(
θ̂MV

)
≤ g (θ) , probando el resultado.
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E. Apéndice del Capítulo 5

E.1. Demostraciones de equivalencias entre funcionales

Demostración del Lema 5.1.

i. y ii. Por de�nición de SM , tenemos

κ1 = EHP,θ

(
ρ1

(
v

SM (HP,θ)

))

= EP


ρ1




{
(x− µ−Bf(y))T ∆−1 (x− µ−Bf(y))

}1/2

SM (HP,θ)







= EP


ρ1




{
(x− µ−Bf(y))T (∆λ)−1 (x− µ−Bf(y))

}1/2

1√
λ
SM (HP,θ)







= EH
P,θλ

(
ρ1

(
v

1√
λ
SM (HP,θ)

))
.

Luego, tomando
√
λ = SM (HP,θ) resulta que θλ cumple la condición (40), proban-

do (i). Además, resulta

1√
λ
SM (HP,θ) = SM (HP,θλ

)

o, equivalentemente

S2
M (HP,θ) = λS2

M (HP,θλ
) ,

probando (ii).

iii.

S2
τ (HP,θλ

)

= S2
M (HP,θλ

)EHP,θλ

(
ρ2

(
v

SM (HP,θλ
)

))

=
1

λ
S2
M (HP,θ)

· EP


ρ2




{
(x− µ−Bf(y))T (λ∆)−1 (x− µ−Bf(y))

}1/2

SM (HP,θλ
)






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=
1

λ
S2
M (HP,θ)

· EP


ρ2




{
(x− µ−Bf(y))T ∆−1 (x− µ−Bf(y))

}1/2

√
λSM (HP,θλ

)







=
1

λ
S2
M (HP,θ)EHP,θ

(
ρ2

(
v√

λSM (HP,θλ
)

))

=
1

λ
S2
M (HP,θ)EHP,θ

(
ρ2

(
v

SM (HP,θ)

))

=
1

λ
S2
τ (HP,θ) .

Demostración del Lema 5.2. Primero veamos que θA (P ) = (µA (P ) , BA (P ) ,∆A (P ))
minimiza a

ΦB,P (θ) = |∆|
[
S2
τ (HP,θ)

]p
.

Por de�nición sabemos que satisface (39). Luego, para todo θ que cumpla (39) tenemos

ΦB,P (θA (P )) = |∆A (P ) |
[
S2
τ

(
HP,θA(P )

)]p
= |∆A (P ) | [κ2]p ≤ |∆| [κ2]p = ΦB,P (θ) .

En segundo lugar, veamos que un múltiplo de θB (P ) resuelve el problema que de�ne
a θ̃C (P ) . Sea a = S2

M

(
HP,θB(P )

)
. Entonces, como consecuencia del Lema 5.1(i) y (ii),

(θB (P ))a cumple la restricción (43). Además, para todo θ con S2
M (HP,θ) = 1 se tiene

ΦC,P (θ) = |∆|
[
EHP,θ (ρ2 (v))

]p
= |∆|

[
S2
M (HP,θ)

]p
[
EHP,θ

(
ρ2

(
v

S2
M (HP,θ)

))]p

(124)

= ΦB,P (θ) = ΦB,P (θλ) ,

donde la última igualdad vale para todo λ > 0. Luego, para todo θ que cumple (43) se
tiene

ΦC,P (θ) = ΦB,P (θ) ≥ ΦB,P (θB (P )) = ΦB,P ((θB (P ))a) = ΦC,P ((θB (P ))a) ,

probando lo requerido. Entonces, multiplicando a ∆B (P ) por una constante adecuada
se conseguirá a θC (P ).

En tercer lugar, veamos que un múltiplo de θC (P ) = (µC (P ) ,BC (P ) ,∆C (P ))
resuelve el problema que de�ne a θ̃D (P ) . Observemos que (θC (P )) 1

|∆C (P )|1/p
satisface

(44). Sea θ∈ Θ que también cumple (44). Queremos probar que

S2
τ

(
HP,(θC(P )) 1

|∆C (P )|1/p

)
≤ S2

τ (HP,θ) . (125)



E.1 Demostraciones de equivalencias entre funcionales 153

Sean λ = S2
M

(
HP,θC(P )

)
y w = S2

M (HP,θ) , sabemos que tanto (θC (P ))λ como (θ)w
cumplen (43). Por lo tanto

ΦC,P ((θC (P ))λ) ≤ ΦC,P ((θ)w) . (126)

Pero, por un lado,

ΦC,P ((θC (P ))λ)

= |λ∆C (P )|
[
EHP,(θC (P ))λ

(ρ2 (v))
]p

= |∆C (P )|
[
S2
M

(
HP,θC(P )

)]p

·


EP


ρ2




{
(x− µC (P )−BC (P ) f(y))T [∆ (P )]−1 (x− µC (P )−BC (P ) f(y))

}1/2

SM
(
HP,θC(P )

)










p

= |∆C (P )|
[
S2
τ

(
HP,(θC(P ))

)]p

=

[
S2
τ

(
HP,(θC(P )) 1

|∆C (P )|1/p

)]p
(127)

y por el otro

ΦC,P ((θ)w) = |w∆|
[
EHP,θw (ρ2 (v))

]p

= |∆|
[
S2
M (HP,θ)

]p

EP


ρ2




{
(x− µ−Bf(y))T ∆−1 (x− µ−Bf(y))

}1/2

SM (HP,θ)










p

=
[
S2
τ (HP,θ)

]p
(128)

A partir de (126), (127) y (128) se obtiene (125), probando el resultado.
Finalmente, queremos ver que θD (P ) = (µD (P ) ,BD (P ) ,∆D (P )) resuelve el pro-

blema que de�ne a θA (P ) . Sea θ∈ Θ. Luego, (θD (P )) 1

|∆D(P )|1/p
y (θ) 1

|∆|1/p
cumplen (44)

y por lo tanto,

S2
τ

(
HP,(θD(P )) 1

|∆D(P )|1/p

)
≤ S2

τ

(
HP,(θ) 1

|∆|1/p

)
.

Por el Lema 5.1(iii) esto equivale a

|∆D (P )|1/p S2
τ

(
HP,θD(P )

)
≤ |∆|1/p S2

τ (HP,θ) .

Si θ satisface (39), es decir, S2
τ (HP,θ) = κ2, entonces, como θD (P ) también satisface

(39), la última desigualdad equivale a

|∆D (P )| ≤ |∆| ,

lo cual prueba que θD (P ) resuelve el problema que de�ne a θA (P ) .
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E.2. Medida inducida

Sean (Ω,B) y (Ω′,B′) espacios de probabilidad, B y B′ son σ−álgebras de conjuntos
de Ω y Ω′, respectivamente. Se dice que una función h : Ω → Ω′ es medible (B,B′) si la
preimagen h−1 (M ′) pertenece a B para cadaM ′ de B′. Sea P una medida de probabilidad
de�nida en (Ω,B) y h una función (B,B′) medible. P ◦ h−1(= Ph−1) denota la medida
de probabilidad de�nida en (Ω′,B′) dada por

(
P ◦ h−1

)
(M ′) = P

(
h−1 (M ′)

)
para todo

M ′ ∈ B′. Sea h : Ω′ → Rmedible B′, entonces la función real f◦h de�nida en Ω es medible
B. Ver el Billingsley [1968] para una prueba del Teorema de Cambio de Variables, que
recordamos a continuación.

Teorema E.1 (Teorema de Cambio de Variables) La función f es integrable con
respecto a la medida P ◦ h−1 si y sólo si la función real f ◦ h es integrable con respecto a
P, en cuyo caso tenemos

∫

h−1(M ′)
f (h (w)) dP (w) =

∫

M ′
f
(
w′
)
d
(
P ◦ h−1

) (
w′
)

para todo M ′ ∈ B′.

Demostración del Teorema 5.1. Consideremos la función h : Rp+1 → Rp+1, dada por
h(x,y) = (Ax + b,y) = (x∗,y∗) y la transformación en el espacio de parámetros dada por
W : Θ→ Θ, W (θ) =

(
Aµ + b, AB,A∆AT

)
. Luego, para toda f función real integrable

tenemos

EHP∗,θ∗ (f (v))

= EP ∗ (f (d ((x∗, y∗),θ∗)))

=

∫
f

({
(x∗ − µ∗ −B∗f(y∗))T (∆∗)−1 (x∗ − µ∗ −B∗f(y∗))

}1/2
)
dP ∗(x∗,y∗)

=

∫
f

({
(x∗ − µ∗ −B∗f(y∗))T (∆∗)−1 (x∗ − µ∗ −B∗f(y∗))

}1/2
)
d
(
P ◦ h−1

)
(x∗,y∗)

=

∫
f

({
(Ax + b− µ∗ −B∗f(y))T (∆∗)−1 (Ax + b− µ∗ −B∗f(y))

}1/2
)
dP (x,y)

=

∫
f
({(

x−A−1 (µ∗ − b)−A−1B∗f(y)
)T
AT (∆∗)−1A

(
x−A−1 (µ∗ − b)−A−1B∗f(y)

)}1/2
)
dP (x,y)

= EP
(
f
(
d
(
(x,y),W−1 (θ∗)

)))

= EHP,W−1(θ∗)
(f (v)) .

donde W−1 (θ) =
(
A−1 (µ− b) , A−1B,A−1∆

(
A−1

)T)
, por el Teorema de cambio de

variables (ver el Apéndice E, página 154). En particular, esta igualdad para toda función
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f integrable, implica que las dos distribuciones coinciden, es decir, HP ∗,θ∗ = HP,W−1(θ∗).

Luego, S2
M

(
HP ∗,θ∗

)
= S2

M

(
HP,W−1(θ∗)

)
y S2

τ

(
HP ∗,θ∗

)
= S2

τ

(
HP,W−1(θ∗)

)
. Luego

ΦB,P ∗ (θ∗) = |∆∗|
[
S2
τ

(
HP ∗,θ∗

)]p
= |∆∗|

[
S2
τ

(
HP,W−1(θ∗)

)]p
(129)

= |A|2
∣∣∣A−1∆∗

(
A−1

)T ∣∣∣
[
S2
τ

(
HP,W−1(θ∗)

)]p
= |A|2ΦB,P

(
W−1 (θ∗)

)
(130)

≥ |A|2ΦB,P (θB (P )) = |A|2ΦB,P
(
W−1 (W (θB (P )))

)

= ΦB,P ∗ ((W (θB (P ))))

donde la desigualdad vale por la de�nición de θB (P ) , y la última igualdad es consecuen-
cia de (129) y (130). Además,

S2
τ

(
HP ∗,W (θB(P ))

)
= S2

τ

(
HP,θB(P )

)
= κ2,

lo cual prueba que θB (P ∗) = W (θB (P )) =
(
Aµ (P ) + b,AB (P ) , A∆ (P )AT

)
.



156



157

F. Apéndice del Capítulo 6

F.1. Demostraciones de existencia

Lema F.1 (Sε) es equivalente a la siguiente condición

(Cε) P y f son tales que

δε = ı́nf
{
δ : P (H (α, l, δ)) ≥ ε, ‖α‖ = 1,α ∈ Rp+r, l ∈ R, δ ≥ 0

}

es positivo.

Demostración.
Cε implica Sε : Sea P que satisface Cε, y elijamos a ∈ Rp,b ∈ Rr, c ∈ R. Sea H =

H(a,b,c) un hiperplano. Consideremos la faja H ((a,b) , c, 0) con δ = 0 < δε. Entonces
P (H (α, l, 0)) < ε, lo cual prueba la implicación.

Sε implica Cε : Fijemos ε > 0.
Observemos que

δε = ı́nf
{
δ : P (H (α, l, δ)) ≥ ε, ‖α‖ = 1,α ∈ Rp+r, l ∈ R, δ ≥ 0

}

=
1

2
ı́nf
{
η : P

(
H0 (α, l, η)

)
≥ ε, ‖α‖ = 1,α ∈ Rp+r, l ∈ R, η ≥ 0

}

donde
H0 (α, l, η) =

{
(x, y) : αT (x, f (y)) ∈ [l − η, l + η]

}

es una faja centrada de tamaño 2η alrededor del hiperplano H(α1,α2,l). Sea

A (α, l) :=
{
η : P

(
H0 (α, l, η)

)
≥ ε
}

Entonces, (Cε) es equivalente a que

ηε = ı́nf
α∈Rp+r,‖α‖=1

l∈R

{
η : P

(
H0 (α, l, η)

)
≥ ε
}
> 0.

Primer paso. Fijemos α y l que cumplen ∈ Rp+r, ‖α‖ = 1 y l ∈ R. Sea

η (α, l) = ı́nf
{
η : P

(
H0 (α, l, η)

)
≥ ε
}

Veamos que si P satisface Sε, entonces η (α, l) > 0, para todo par (α,l) que cumpla las
condiciones. Si P satisface Sε, entonces

P
(
H0 (α, l, 0)

)
< ε,

por ser H0 (α, l, 0) un hiperplano. También,

H0 (α, l, 0) =
⋂

n∈N
H0

(
α, l,

1

n

)
,
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y como
{
H0
(
α, l, 1

n

)}
n
es una sucesión decreciente de eventos, por la continuidad de la

probabilidad, tenemos que

P
(
H0 (α, l, 0)

)
= ĺım

n→+∞
P

(
H0

(
α, l,

1

n

))
< ε.

Como la sucesión
{
P
(
H0
(
α, l, 1

n

))}
n
es decreciente, existe un entero n0 tal que

P

(
H0

(
α, l,

1

n

))
< ε, ∀n ≥ n0 = n0 (α, l) .

Luego, A =
{
η : P

(
H0 (α, l, η)

)
≥ ε
}
⊂
(

1
n0
,+∞

)
. Por otro lado, como

1 = P

(⋃

n∈N
H0 (α, l, n)

)
= ĺım

n→+∞
P
(
H0 (α, l, n)

)
,

existe un entero n1 tal que

P
(
H0 (α, l, n)

)
≥ ε, ∀n ≥ n1 = n1 (α, l) .

Luego, el conjunto A 6= ∅, y η (α, l) > 1
n0
> 0.

Observemos que,
P
(
H0 (α, l, η (α, l))

)
≥ ε. (131)

Esto es consecuencia de que, por de�nición,

η (α, l) = ı́nf
{
η : P

(
H0 (α, l, η)

)
≥ ε
}
.

Luego, existe una sucesión real (ηn)n tal que ηn ↓ η (α, l) , y para la cual se veri�ca
P
(
H0 (α, l, ηn)

)
≥ ε. Entonces

P
(
H0 (α, l, η (α, l))

)
= P

(⋂

n∈N
H0 (α, l, ηn)

)

= ĺım
n→+∞

P
(
H0 (α, l, ηn)

)
≥ ε,

lo cual prueba la observación.
Segundo paso. Por de�nición de ηε, sabemos que existe una sucesión (αn, ln) tal que

η (αn, ln)↘ ηε.

Como {αn}n está en un compacto, existe un α0 de norma uno y una subsucesión que
converge a α0. Sin pérdida de generalidad, suponemos que αn → α0. Por el primer paso
de la demostración, sabemos que

P
(
H0 (αn, ln, η (αn, ln))

)
≥ ε, ∀n.
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Como P es acotada en probabilidad (tight), para todo 0 < h < 1 existe un subconjunto
compacto Bh ⊂ Rp+1 :

P ({(x, y) ∈ Bh}) ≥ 1− h.

Podemos asumir que dichos conjuntos son bolas y que la sucesión (Bh)h es creciente a
Rp+1. Luego, llamando H0

n a H0 (αn, ln, η (αn, ln)) por (131) tenemos

P
(
H0
n ∩Bh

)
≥ P

(
H0
n

)
+ P (Bh)− 1 ≥ ε− h.

Veamos que la sucesión real (ln)n converge. En particular, tomando h = ε
2 , tenemos que,

para todo n,
H0
n ∩B ε

2
6= ∅.

Más aún, como P(Df ) = 0, tenemos que H0
n ∩B ε

2
∩Df 6= ∅, para todo n. Sea (xn, yn) ∈

H0
n ∩B ε

2
∩Df . Luego, llamando ηn = η (αn, ln) ,

ln − ηn ≤ αT
n (xn, f (yn)) ≤ ln + ηn

{(xn, yn)}n ∈ Bε/2

Como Bε/2 es compacto, existe una subsucesión de {(xn, yn)}n que converge a un punto
(x0, y0) ∈ Bε/2. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que (xn, yn) → (x0, y0) .

Como (xn, yn) ∈ Df , tenemos que αT
n (xn, f (yn)) y η (αn, ln) son sucesiones convergentes.

Luego, existen reales m1 y M1 tales que, para todo n,

m1 ≤ αT
n (xn, f (yn))− ηn ≤ ln

ln ≤ αT
n (xn, f (yn)) + ηn ≤M1.

Por lo tanto, la sucesión real (ln)n está acotada, y entonces admite una subsucesión
convergente a un valor l0. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que toda la
sucesión converge a l0.
Tercer paso. Probemos que, sabiendo que P

(
H0
n

)
≥ ε para todo n, se deduce que

P
(
H0 (α0, l0, ηε)

)
≥ ε. Sea (x, y) ∈ Sn ∩Bh y δ > 0. Esto implica que

ln − ηn ≤ αT
n (x, f (y)) ≤ ln + ηn,

o, equivalentemente,

ln − ηn − (αn −α0)T (x, f (y)) ≤ αT
0 (x, f (y)) ≤ ln + ηn − (αn −α0)T (x, f (y)) . (132)

Como f es acotada, y Bh es compacto, existe una constanteMh tal que ‖(x, f (y))‖ ≤Mh.
Como αn → α0, existe un n0 tal que para todo n ≥ n0 se tiene que ‖(αn −α0)‖ < Mh

δ
2 .

El valor de n0 dependerá de Mhδ, o sea, n0 = n0 (h, δ) . Para todo n ≥ n0 se tiene que

∣∣∣(αn −α0)T (x, f (y))
∣∣∣ ≤ ‖(αn −α0)‖ ‖(x, f (y))‖ < δ

2
.
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Como ln + ηn − (αn −α0)T (x, f (y)) converge a l0 + ηε, de la desigualdad anterior y de
(132) tenemos que,

l0 − ηε − δ ≤ ln − ηn − (αn −α0)T (x, f (y)) ≤ αT
0 (x, f (y))

≤ ln + ηn − (αn −α0)T (x, f (y)) ≤ l0 + ηε + δ.

Luego, para todo n ≥ n0 = n0 (h, δ) se tiene que

Sn ∩Bh ⊂ H0 (α0, l0, ηε + δ) ∩Bh.

Luego,

ε− h ≤ P (Sn ∩Bh) ≤ P
(
H0 (α0, l0, ηε + δ) ∩Bh

)
.

Entonces, para todo 0 < h < ε, tenemos

ε− h ≤ P
(
H0 (α0, l0, ηε + δ) ∩Bh

)
.

Como
(
B 1
n

)
n
es una sucesión creciente a todo el espacio, resulta que

ĺım
n→+∞

(
ε− 1

n

)
≤ ĺım

n→+∞
P
(
H0 (α0, l0, ηε + δ) ∩B 1

n

)

= ĺım
n→+∞

P

( ∞⋃

n=1

(
H0 (α0, l0, ηε + δ) ∩B 1

n

))

= ĺım
n→+∞

P
(
H0 (α0, l0, ηε + δ)

)

ε ≤ P
(
H0 (α0, l0, ηε + δ)

)

Como esto vale para todo δ > 0, y, los conjuntos
(
H0
(
α0, l0, ηε + 1

n

))
n
decrecen a

H0 (α0, l0, ηε) , por la continuidad de la probabilidad resulta que ε ≤ P
(
H0 (α0, l0, ηε)

)
.

Esto implica que ηε ≥ η (α0, l0) > 0.

Análogamente a la Observación 2.1 de Lopuhaä [1991], el siguiente lema será útil para
probar uno de los resultados que siguen.

Lema F.2 Si P satisface (Sε) , cualquier valor de θ∈ Θ que minimiza a ΦC,P (θ) sujeta
a

EHP,θ (ρ1 (v)) = κ1 (133)

es también una solución al problema de minimización con la siguiente restricción, en vez
de (133)

EHP,θ (ρ1 (v)) ≤ κ1. (134)
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Demostración. Consideremos la función h : (0,+∞)→ R dada por

h (s) = ΦC,P (µ, B, s∆)

= |s∆|
(
EHP,θρ2 (v)

)p

= |s∆|
(
EP

(
ρ2

({
(x− µ−Bf(y))T

1

s
∆−1 (x− µ−Bf(y))

}1/2
)))p

= |s∆|
(
EP

(
ρ2

({(
x−Df̃(y)

)T 1

s
∆−1

(
x−Df̃(y)

)}1/2
)))p

= |∆|sp




∫
ρ2




{(
x−Df̃(y)

)T
∆−1

(
x−Df̃(y)

)}1/2

√
s


 dP (x, y)




p

= |∆|
(∫

sρ2

(
d√
s

)
dHP,θ (d)

)p
,

Observemos que esta función es creciente para cualquier valor de θ = (D,∆) en el espacio

de parámetros. La derivada de sρ2

(
d√
s

)
es

∂

∂s

[
sρ2

(
d√
s

)]
= ρ2

(
d√
s

)
− 1

2
sψ2

(
d√
s

)
ds−3/2

= ρ2

(
d√
s

)
− d

2
√
s
ψ2

(
d√
s

)
.

Como P satisface (Sε) , es decir, no puede tener toda su masa concentrada en un hiper-
plano, por la condición adicional A3 impuesta sobre ρ2 tenemos que h′ (s) > 0, de modo
que h es estrictamente creciente en s > 0.

Sea θ̃C (P ) =
(
D̃C (P ) , ∆̃C (P )

)
, y sea θ2 (P ) = (D2 (P ) ,∆2 (P )) que minimiza a

ΦC,P sujeto a la restricción (134). Queremos probar que

ΦC,P

(
θ̃C (P )

)
≤ ΦC,P (θ2 (P )) , (135)

puesto que la desigualdad inversa vale por de�nición de θ2 (P ) . Si

EHP,θ2(P )
ρ1 (v) = κ1,

entonces la desigualdad (135) se veri�ca. Si, en cambio,

EHP,θ2(P )
ρ1 (v) < κ1,

entonces, por la Observación 5.1(i), resulta que (θ2 (P ))λ = (D2 (P ) ,∆2 (P )λ) satisface
la igualdad a κ1 en (43), con λ = S2

M

(
HP,θ2(P )

)
. Como ρ1 es creciente, dicho λ < 1.

Como h es creciente, resulta que tomando θ = θ2 (P ) tenemos

h (λ) < h (1) ,
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es decir
ΦC,P ((θ2 (P ))λ) < ΦC,P (θ2 (P )) .

Como además, (θ2 (P ))λ satisface la igualdad (134) que de�ne la restricción que debe
cumplir θ̃C (P ), por de�nición de θ̃C (P ) tenemos

ΦC,P

(
θ̃C (P )

)
≤ ΦC,P ((θ2 (P ))λ) .

Juntando las dos últimas desigualdades, hemos probado (135), y por lo tanto el resultado
buscado.

Lema F.3 Supongamos que θ = (D,∆) ∈ Θ̃ satisface la restricción (43) y que κ1 <
a1 = máx ρ1. Entonces, existe una constante q > 0, que sólo depende de las funciones ρ1

y ρ2 y de la constante κ1, tal que

∫
ρ2

({[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]}1/2
)
dP (x, y) ≥ q.

Demostración. Sea A el conjunto

A =
[
E
(
D,∆, ρ−1

1

(κ1

2

))]c

=

{
(x, y) :

√[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]
> ρ−1

1

(κ1

2

)}
.

Entonces

κ1 = EHP,θ (ρ1 (v))

= EP

(
ρ1

({[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]}1/2
))

=

∫
ρ1

({[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]}1/2
)
dP (x, y)

=

∫

A
ρ1

({[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]}1/2
)
dP (x, y)

+

∫

Ac
ρ1

({[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]}1/2
)
dP (x, y)

≤ a1

∫

A
dP (x, y) + ρ1

(
ρ−1

1

(κ1

2

))∫

Ac
dP (x, y)

= a1P (A) +
κ1

2
(1− P (A)) .
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Como κ1 < a1, esto implica que P (A) ≥ κ1
2a1−κ1

> 0. Luego

∫
ρ2

({[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]}1/2
)
dP (x, y)

=

∫

A
ρ2

({[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]}1/2
)
dP (x, y)

+

∫

Ac
ρ2

({[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]}1/2
)
dP (x, y)

≥
∫

A
ρ2

({[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]}1/2
)
dP (x, y)

≥ ρ2

(
ρ−1

1

(κ1

2

))∫

A
dP (x, y)

= ρ2

(
ρ−1

1

(κ1

2

))
P (A)

≥ ρ2

(
ρ−1

1

(κ1

2

)) κ1

2a1 − κ1
= q > 0.

Lema F.4 Sea θ = (D,∆) ∈ Θ̃, 0 < m0 < ∞, 0 < c < ∞, y 0 < ε < 1. Sean
λ1 (∆) ≥ λ1 (∆) ≥ · · · ≥ λp (∆) > 0 los autovalores de ∆ ordenados de forma decreciente.

i. Si P satisface (Sε) y P (E (D,∆, c)) ≥ ε, entonces existe una constante k1 > 0,
que depende sólo de ε, P y c, tal que λp (∆) ≥ k1.

ii. Supongamos que
∫
ρ1

(
‖x‖
m0

)
dP (x, y) ≤ κ1 y que λp (∆) ≥ k1 > 0. Entonces, existe

una constante k2 ∈ R, que depende sólo de k1,m0, ρ1, ρ2 y κ1, tal que si λ1 (∆) > k2,
el punto (D,∆) no puede ser θ̃C (P ) , es decir, no puede minimizar ΦC,P sujeto a
la restricción (134).

iii. Asumamos que P satisface (Sε) , que P (E (D,∆, c)) ≥ ε, que 0 < k1 ≤ λp (∆) ≤
λ1 (∆) ≤ k2, y que f es continua o acotada. Entonces, existe un conjunto compacto
K ⊂ Θ̃, que sólo depende de ε, k1, k2, a1 (= arg máx ρ1) y P, tal que θ = (D,∆)
pertenece a K.

Demostración. Antes de probar las tres a�rmaciones, aplicaremos algo de álgebra lineal
a nuestro problema. Como ∆ ∈ PDS (p) , existe una matriz ortogonal U ∈ Rp×p, U =[

u1 · · · up
]
con {u1, . . . ,up} una base ortonormal de Rp, tal que

∆ = U · diag (λ1 (∆) , . . . , λp (∆)) · UT .

Luego
∆−1 = U · diag

(
λ−1

1 (∆) , . . . , λ−1
p (∆)

)
· UT .
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Por lo tanto,

d2 ((x, y) , D,∆) :=
[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]

=
[
x−Df̃(y)

]T
U · diag

(
λ−1

1 (∆) , . . . , λ−1
p (∆)

)
· UT

[
x−Df̃(y)

]

=

p∑

i=1

[
x−Df̃(y)

]T
ui

1

λi (∆)
uTi

[
x−Df̃(y)

]

=

p∑

i=1

1

λi (∆)

(
uTi

[
x−Df̃(y)

])2

≥ 1

λj (∆)

(
uTj

[
x−Df̃(y)

])2
,

para todo j entre 1 y p. Sea

Vj :=

{
(x, y) :

(
uTj

[
x−Df̃(y)

])2
≤ λj (∆) c2

}

=

{
(x, y) :

∣∣∣uTj
[
x−Df̃(y)

]∣∣∣ ≤
√
λj (∆)c

}

=

{
(x, y) : −

√
λj (∆)c ≤ uTj

[
x−Df̃(y)

]
≤
√
λj (∆)c

}

=

{
(x, y) : uTj µ−

√
λj (∆)c ≤ uTj x− uTj Bf(y) ≤ uTj µ +

√
λj (∆)c

}
.

Vj es una faja. La podemos escribir en la forma (48). El vector normal es nj =
(
uTj ,−

(
BTuj

)T)
,

cuya norma es
‖nj‖ = ‖uj‖2 +

∥∥BTuj
∥∥2

= 1 +
∥∥BTuj

∥∥2
.

Entonces, si tomamos αj =
nj
‖nj‖ , lj =

uTj µ−
√
λj(∆)c

‖nj‖ , δj =
2
√
λj(∆)c

‖nj‖ , resulta que

E (D,∆, c) ⊆ Vj = H (αj , lj , δj) , (136)

para todo 1 ≤ j ≤ p. Ahora nos abocamos a probar cada ítem.

i. En particular, tenemos que E (D,∆, c) ⊆ H (αp, lp, δp) . De modo que

ε ≤ P (E (D,∆, c)) ≤ P (H (αp, lp, δp)) .

En virtud del Lema F.1, tenemos

δε ≤ δp =
2
√
λp (∆)c

‖np‖
≤ 2
√
λp (∆)c

puesto que ‖np‖ ≥ 1. O, equivalentemente, 0 < δ2
ε

4c2
≤ λp (∆) , lo cual prueba (i).
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ii. Buscamos θ = (D,∆) que cumpla ΦC,P (D,∆) ≤ ΦC,P (D∗,∆∗) para todo (D∗,∆∗) ∈
Θ̃, donde

ΦC,P (D,∆) = |∆|
(
EP

(
ρ2

({[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]}1/2
)))p

=

p∏

i=1

λi (∆)

(∫
ρ2

({[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]}1/2
)
dP (x, y)

)p

≤ λ1 (∆)

p∏

i=2

λi (∆) (a2)p

Observemos que
(
0,m2

0I
)
satisface la restricción (134). Entonces, de acuerdo al

Lema F.2, si (D,∆) es un candidato a ser θ̃C (P ), debe satisfacer

ΦC,P (D,∆) ≤ ΦC,P

(
0,m2

0I
)

=
(
m2

0

)p
(∫

ρ2

({
xTx

m2
0

}1/2
)
dP (x, y)

)p

≤
(
m2

0

)p
(a2)p

lo cual implica que

λ1 (∆)

p∏

i=2

λi (∆) ≤
(
m2

0

)p
(a2)p(

∫
ρ2

({[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]}1/2
)
dP (x, y)

)p .

Por el Lema F.3, sabemos que el denominador de la expresión de la derecha en la
desigualdad previa está acotado por debajo por una constante q, de modo que

λ1 (∆) ≤
(
m2

0

)p
(a2)p(

∫
ρ2

({[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]}1/2
)
dP (x, y)

)p∏p
i=2 λi (∆)

≤
(
m2

0

)p
(a2)p

qp [λp (∆)]p−1 ≤
(
m2

0a2

)p

qp [k1]p−1 ,

lo cual prueba (ii).

iii. Por hipótesis, y a partir de (136) tenemos que

ε ≤ P (E (D,∆, c)) ≤ P (H (αj , lj , δj)) . (137)

Como se detalla en el Apéndice B.1.2, la 2-norma (o norma de Frobenius) de una
matriz p×r es su norma Euclídea, tomando a la matriz como un vector de dimensión
pr:

‖B‖22 = traza
(
BTB

)
=

p∑

i=1

r∑

j=1

B2
ij
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También
∥∥UTB

∥∥2

2
= traza

((
UTB

)T
UTB

)
= traza

(
BTB

)
= ‖B‖22 .

Asumimos que ‖B‖2 > k3. Eligiendo apropiadamente el valor de k3 contradiremos
(137), como se verá a continuación. El cuadrado de la 2-norma es también la suma
de los cuadrados de las normas de cada �la de UTB, mirada como un vector de Rr.
Como

UTB =




uT1
...

uTp


B =




uT1 B
...

uTpB




entonces
∥∥UTB

∥∥2

2
> k2

3 implica que existe al menos un j entre 1 y p tal que∥∥∥uTj B
∥∥∥

2
> k3√

p . Entonces, si tomamos k3 >
2
√
rk2c
δε

, donde δε es positivo, a través

del Lema F.1, obtenemos que δj < δε, de modo que, para dicho j tenemos que
P (H (αj , lj , δj)) < ε. Esto contradice (137). Luego, existe un valor positivo k3,
que depende solamente de ε, k2 y P tal que ‖B‖2 ≤ k3.

Como la norma espectral de ∆ satisface ‖∆‖ = λ1 (∆) y tenemos que 0 < k1 ≤
λp (∆) ≤ λ1 (∆) ≤ k2, entonces ∆ pertenece a un subconjunto acotado de PDS (p) .

Nos resta acotar µ. Como P es una probabilidad en Rp+1, es tight (acotada en
probabilidad). De modo que dado ε, existe Bε un subconjunto compacto de Rp+1

tal que P (Bε) ≥ 1− ε. Como
{

(x, y) : ‖x−Bf(y)− µ‖2 ≤ c2λp (∆)
}
⊆ E (D,∆, c)

y

E (D,∆, c) ⊆
{

(x, y) : ‖x−Bf(y)− µ‖2 ≤ c2λ1 (∆)
}

⊆
{

(x, y) : ‖x−Bf(y)− µ‖2 ≤ c2k2

}

tenemos que ‖x−Bf(y)− µ‖ ≤ c
√
k2 para algún (x, y) ∈ Bε. Sino,

{
(x, y) : ‖x−Bf(y)− µ‖2 ≤ c2k2

}
⊂ Bc

ε,

implicando queE (D,∆, c) ⊂ Bc
ε, lo cual contradiría el hecho de que P (E (D,∆, c)) ≥

ε. Como B es acotado, (x, y) ∈ Bε compacto,

‖x−Bf(y)‖ ≤ ‖x‖+ ‖Bf(y)‖ ≤ ‖x‖+ ‖B‖ ‖f(y)‖ ≤ k4 + k3k4,

si asumimos que f sea continua o acotada, k4 depende solamente de f , ε y P.
Finalmente,

‖µ‖ ≤ ‖x−Bf(y)− µ‖+ ‖x−Bf(y)‖ ≤ c
√
k2 + k4 + k3k4,

que es una constante que depende de c, ε, k2, f y P, y la a�rmación queda probada.
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Demostración del Teorema 6.1. Sea (D,∆) ∈Θ que satisface la restricción (43). Para
que podamos utilizar el Lema F.4 (i), debemos probar que P (E (D,∆, c)) ≥ ε para
alguna constante c positiva. Sea E := E (D,∆, c1) un elipsoide generalizado, centrado en
Df̃(y) y de radio c1. Entonces, sabemos que

∫
ρ1

({[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]}1/2
)
dP (x, y)

=

∫

E
ρ1

({[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]}1/2
)
dP (x, y) (138)

+

∫

Ec
ρ1

({[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]}1/2
)
dP (x, y)

=

∫

E
ρ1

({[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]}1/2
)
dP (x, y)

+ a1 (1− P (E)) , (139)

puesto que ρ1 es una función creciente en [0, c1] que alcanza su máximo en c1 y es
constante en [c1,+∞) , a1 = ρ1 (c1) , y

Ec =

{
(x, y) :

[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]
≥ c2

1

}
.

Podemos reescribir (139) de la siguiente forma

1

a1

∫
ρ1

({[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]}1/2
)
dP (x, y)

=
1

a1

∫

E
ρ1

({[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]}1/2
)
dP (x, y) + (1− P (E)) ,

que, como 1
a1

∫
E ρ1

({[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]}1/2
)
dP (x, y) > 0, implica

P (E) ≥ 1− 1

a1

∫
ρ1

({[
x−Df̃(y)

]T
∆−1

[
x−Df̃(y)

]}1/2
)
dP (x, y)

= 1− κ1

a1
≥ ε,

puesto que (D,∆) satisface la restricción (43). El Lema F.4 (i) implica que λp (∆) ≥
k1 > 0.

Como ĺımm→+∞
∫
ρ1

(
‖x‖
m

)
dP (x, y) = 0, existe m0 > 0 tal que

∫
ρ1

(‖x‖
m0

)
dP (x, y) ≤ κ1.
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Luego, el Lema F.4 (ii) asegura que λ1 (∆) ≤ k2. Finalmente, el Lema F.4 (iii) implica
que para resolver el problema que permite encontrar a θ̃C (P ) uno puede restringirse a
un subconjunto compacto K ⊂ Θ̃. Como la función ΦC,P es una función continua de D
y ∆, debe alcanzar un mínimo en K.

F.2. Demostraciones de unicidad

A partir del Lema F.5, que es el Lema A.8 de García Ben et al. [2006], y el Lema
F.6, que es el Lema 4.2 de Tatsuoka y Tyler [2000], puede obtenerse el lema clave para
garantizar la unicidad (Lema F.7), que es similar al Lema A.10 de García Ben et al.
[2006], pero adaptado a nuestro problema. Recordemos que las propiedades que de�nen
a las ρ−funciones fueron de�nidas en la página 34.

Lema F.5 (Lema A.8, García Ben et al. [2006]) Sea ρ que satisface A1-A3, y de-
�namos r : (0,+∞)→ R por

rH (t) = t2EH

(
ρ
(v
t

))
,

donde H es la distribución de la variable aleatoria positiva v. Entonces, rH es una función
no decreciente.

Demostración. Se deduce de

r′H (t) = 2tEH

(
ρ
(v
t

))
+ t2EH

(
ψ
(v
t

) v
t2

(−1)
)

= tEH

[
2ρ
(v
t

)
− ψ

(v
t

) v
t

]

y la propiedad A3.

Lema F.6 (Lema 4.2, Tatsuoka y Tyler [2000]) Sea ρ : [0,+∞)→ R que satisface
ρ (0) = 0, ρ es creciente (en sentido amplio) y ρ es continua a derecha en 0, y P , la
distribución de x está en la clase Pp (Wp,M), sea V ∈ PDS (p) , entonces

EP

[
ρ
(

(x−µ)T V −1 (x−µ)
)]
≥ EP

[
ρ
(
axTx

)]
,

donde ap = det (aI) = det
(
V −1

)
. Más aún, si o bien ρ es estrictamente creciente en un

intervalo donde la densidad de x es estrictamente positiva o bien, la densidad de x es
estrictamente M−cóncava, entonces la desigualdad es estricta.

Demostración. Este es el Lema 4.2 de Tatsuoka y Tyler [2000].
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Lema F.7 Sea ρ : [0,+∞) → R que satisface ρ (0) = 0, ρ es creciente (en sentido am-
plio) y ρ es continua a derecha en 0, y P , la distribución de u está en la clase Pp (Wp,M) .
Sea v un vector aleatorio en Rp independiente de u, V ∈ PDS (p) , ap = det

(
V −1

)
.

Asumamos que ρ es estrictamente creciente en un intervalo donde la densidad de u es
estrictamente positiva, o bien, que la densidad de u es estrictamente M-cóncava, y que
vale o bien (i) P (v 6= 0) > 0, o bien (ii) V 6= a−1I. Entonces

E

[
ρ

({
(u− v)T V −1 (u− v)

}1/2
)]

> E
[
ρ
({
auTu

}1/2
)]
.

Demostración. Supongamos que (i) sea cierta. Entonces,

E

[
ρ

({
(u− v)T V −1 (u− v)

}1/2
)
| v =µ

]
= E

[
ρ

({
(u−µ)T V −1 (u−µ)

}1/2
)]

donde la esperanza se toma respecto del vector aleatorio (u,v) . Si ρ cumple las hipótesis
del Lema F.6, entonces ρ◦√· también las cumple, de modo que por el Lema F.6 tenemos

E

[
ρ

({
(u− µ)T V −1 (u− µ)

}1/2
)]

> E
[
ρ
({
auTu

}1/2
)]

y la desigualdad es estricta con probabilidad mayor a cero. Luego, el lema vale. La
demostración es similar cuando vale (ii).

Lema F.8 Supongamos que ρ1 y ρ2 satisfacen A1-A2, y también que ρ2 satisface A3.
Sea (x, y) que satisface el modelo PFC y asumamos que la distribución del error u está
en la clase Pp (Wp,M). Sea θ = (µ, B,∆) ∈ Θ, sea λ > 0 tal que det (λ∆0) = det (∆)
y supongamos que (µ, B,∆) 6= (µ0, B0, λ∆0) = θ0, en el sentido que B0 6= B, o bien
µ0 6= µ, o λ∆0 6= ∆. Entonces

ΦB,P (µ0, B0, λ∆0) < ΦB,P (µ, B,∆) ,

donde

ΦB,P (µ, B,∆) = det (∆)
[
S2
M (HP,θ)

]p
[
EHP,θ

(
ρ2

(
v

SM (HP,θ)

))]p

y P es la medida de probabilidad de (x, y) .

Demostración. (x, y) satisface el modelo PFC, de modo que

x = µ0 +B0f(y) + ∆
1/2
0 u
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entonces, para cada Σ ∈ PDS (p) , tenemos

(x− µ−Bf(y))T Σ−1 (x− µ−Bf(y))

=
(
µ0 +B0f(y) + ∆

1/2
0 u− µ−Bf(y)

)T
Σ−1

(
µ0 +B0f(y) + ∆

1/2
0 u− µ−Bf(y)

)

=
(
u−
[
∆
−1/2
0 (µ− µ0) + ∆

−1/2
0 (B −B0) f(y)

])T
∆

1/2
0 Σ−1

∆
1/2
0

(
u−
[
∆
−1/2
0 (µ− µ0) + ∆

−1/2
0 (B −B0) f(y)

])

= (u− v)T
(

∆
−1/2
0 Σ∆

−1/2
0

)−1
(u− v) = (u− v)T V −1 (u− v) (140)

donde llamamos

v = ∆
−1/2
0 (µ− µ0) + ∆

−1/2
0 (B −B0) f(y) (141)

V = ∆
−1/2
0 Σ∆

−1/2
0 ∈ PDS (p) . (142)

Para poder comparar ΦB,P ((θ0)λ) con ΦB,P (θ) necesitamos comparar S2
M

(
HP,(θ0)λ

)

con S2
M (HP,θ) . Por de�nición de S2

M ,

κ1 = EHP,θ

(
ρ1

(
v

SM (HP,θ)

))

= EP


ρ1



{

(x− µ−Bf(y))T ∆−1 (x− µ−Bf(y))

S2
M (HP,θ)

}1/2





= EP


ρ1



{

(x− µ−Bf(y))T (∆/λ)−1 (x− µ−Bf(y))

λS2
M (HP,θ)

}1/2





= EP


ρ1



{

(u− v)T V −1 (u− v)

λS2
M (HP,θ)

}1/2





donde v y V fueron de�nidas en (141) y (142) con Σ = ∆/λ. Entonces, como

det
(
V −1

)
= 1,

si tomamos ρ (t) = ρ1

(
t√

λS2
M(HP,θ)

)
entonces está en las hipótesis del Lema F.7 y a
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partir de él tenemos

κ1 = EP

(
ρ

({
(u− v)T V −1 (u− v)

}1/2
))

> EP

(
ρ
({

uTu
}1/2

))
(143)

= EP


ρ1



{

1[
λS2

M (HP,θ)
]uTu

}1/2



 .

También,

κ1 = EHP,(θ0)λ


ρ1


 v

SM

(
HP,(θ0)λ

)






= EP


ρ1








(x− µ0 −B0f(y))T ∆−1
0 (x− µ0 −B0f(y))

λS2
M

(
HP,(θ0)λ

)





1/2






= EP


ρ1








1

λS2
M

(
HP,(θ0)λ

)uTu





1/2




 . (144)

donde la última igualdad se deduce de (140) para µ = µ0,Σ = ∆0, y B = B0, donde
obtenemos v = 0 y V = I. De (143) y (144), como ρ1 ◦

√· es no decreciente, tenemos

S2
M (HP,θ) > S2

M

(
HP,(θ0)λ

)
. (145)

Además, como ρ2 satisface A1 − A3, si tomamos H = HP,θ y la relación (145)
obtenemos la siguiente primera desigualdad

ΦB,P (θ)

= det (∆)

[
S2
M (HP,θ)EHP,θ

(
ρ2

(
v

SM (HP,θ)

))]p

≥ det (∆)


S2

M

(
HP,(θ0)λ

)
EHP,θ


ρ2


 v

SM

(
HP,(θ0)λ

)







p

= det (λ∆0)
[
S2
M

(
HP,(θ0)λ

)]p

·


EP


ρ2








(x− µ−Bf(y))T ∆−1 (x− µ−Bf(y))

S2
M

(
HP,(θ0)λ

)





1/2









p

= det (λ∆0)
[
S2
M

(
HP,(θ0)λ

)]p

·
[
EP

(
ρ2

({
(u− v)T V −1 (u− v)

}1/2
))]p
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donde estamos usando (140) para Σ = ∆S2
M

(
HP,(θ0)λ

)
. Entonces, como

det
(
V −1

)
=


 1

λS2
M

(
HP,(θ0)λ

)



p

a partir del Lema F.7 obtenemos

ΦB,P (θ)

≥ det (λ∆0)
[
S2
M

(
HP,(θ0)λ

)]p [
EP

(
ρ2

({
(u− v)T V −1 (u− v)

}1/2
))]p

> det (λ∆0)
[
S2
M

(
HP,(θ0)λ

)]p

EP


ρ2








uTu

λS2
M

(
HP,(θ0)λ

)





1/2









p

= det (λ∆0)
[
S2
M

(
HP,(θ0)λ

)]p

EP


ρ2








uT (Iλ)−1 u

S2
M

(
HP,(θ0)λ

)





1/2









p

= det (λ∆0)
[
S2
M

(
HP,(θ0)λ

)]p

·


EP


ρ2








(x− µ0 −B0f(y))T (λ∆0)−1 (x− µ0 −B0f(y))

S2
M

(
HP,(θ0)λ

)





1/2









p

= ΦB,P ((θ0)λ)

donde la cuarta a�rmación se debe a la identidad (140) para µ = µ0,Σ = λ∆0, y B = B0,
(de modo que obtenemos v = 0 y V = Iλ). Esto prueba el resultado.

Demostración del Teorema 6.2. (Existencia) La distribución del error u, Fu ∈
Pp (Wp,M) , entonces u es absolutamente continua, luego, por la Observación 6.1, satis-
face la propiedad Sε para todo 0 < ε ≤ 1, de modo que de acuerdo al Teorema 6.1 existe
al menos una solución al problema planteado por el τ−funcional de estimación para P0.

(Unicidad) Primero chequeamos que (θ0)c satisface la restricción necesaria sobre la
τ−escala. Por la Observación 5.1 (iii), tenemos

S2
τ

(
HP0,(θ0)c

)
=

1

c
S2
τ (HP0,θ0) =

κ2

S2
τ (HP0,θ0)

S2
τ (HP0,θ0) = κ2.

Sea θ = (µ, B,∆) ∈Θ tal que ∆ > 0, rank (Γ) = d y S2
τ (HP0,θ) = κ2.Queremos

probar que det (c∆0) < det (∆) . Sea λ =
(

det(∆)
det(∆0)

)1/p
, de modo que

det (λ∆0) = λp det (∆0) = det (∆) . (146)
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Si µ 6= µ0, ó B 6= B0 ó ∆ 6= λ∆0, por el Lema F.8 tenemos

ΦB,P0 (µ0, B0, λ∆0) < ΦB,P0 (µ, B,∆) ,

o equivalentemente

det (λ∆0)
[
S2
τ

(
HP0,(θ0)λ

)]p
< det (∆)

[
S2
τ (HP0,θ)

]p

lo cual, por (146), es equivalente a

[
S2
τ

(
HP0,(θ0)λ

)]p
<
[
S2
τ (HP0,θ)

]p
= [κ2]p . (147)

Por la Observación 5.1 (iii), tenemos

S2
τ

(
HP0,(θ0)λ

)
= S2

τ

(
HP0,(θ0)λ

c c

)
=
c

λ
S2
τ

(
HP0,(θ0)c

)
=
c

λ
κ2.

Entonces, (147) es equivalente a

cp < λp =

(
det (∆)

det (∆0)

)

o
cp det (∆0) = det (c∆0) < det (∆) ,

lo cual completa la prueba.
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G. Apéndice del Capítulo 7

G.1. Preliminares

Demostración del Lema 7.1. Sea gk (x, y) = g (x, y,θk) y gL (x, y) = g (x, y,θL) .
Entonces, el subconjunto

E =
{
z = (x, y) ∈ Rp+1 : ∃ (zk)k tales que zk → z y gk (zk) 9 g (z)

}

satisface E ⊂ Df que tiene P−probabilidad cero. Luego, aplicamos el Teorema 7.2 (Teo-
rema 5.5 Billingsley [1968]), por lo que resulta que Pkg

−1
k converge débilmente a Pg−1. En

particular, para toda función acotada y (uniformemente) continua w : [0,∞) → [0,∞),
tenemos que

ĺım
k→∞

EPkg−1
k

(w (t)) = EPg−1 (w (t))

Si tomamos w (t) = tI[0,a1] (t) + a1I(a1,+∞) (t) , obtenemos, usando el teorema de cambio
de variables (Teorema E.1) en la tercera igualdad que sigue,

ĺım
k→∞

EPkg−1
k

(w (t)) = EPg−1 (w (t))

ĺım
k→∞

∫
w (t) dPkg

−1
k (t) =

∫
w (t) dPg−1 (t)

ĺım
k→∞

∫
w (g (x, y,θk)) dPk (x, y) =

∫
w (g (x, y,θL)) dP (x, y)

ĺım
k→∞

∫
g (x, y,θk) dPk (x, y)

l
=

∫
g (x, y,θL) dP (x, y) ,

lo cual prueba el resultado.

G.2. Demostraciones de convergencia

Queremos usar el Teorema 3.4 de Rao [1962] para la clase de funciones A ⊂ C2

(
Rp+1

)

dada por

A =

{
g : Rp+1 → R2 : g (x, y) = (g1 (x, y) , g2 (x, y)) , g1, g2 ∈ G,

sup‖(x,y)‖≤1 {|g1 (x, y)| , |g2 (x, y)|} = 1

}
, (148)

donde la clase G de funciones está de�nida en (53).

Lema G.1 La clase A de�nida en (148) es (u.c.c.) compacta.

Demostración. Claramente, A ⊂ C2

(
Rp+1

)
, las funciones continuas de Rp+1 a R2,

puesto que la función f de�nida en el modelo PFC es continua. Debemos ver que

(i) A es cerrada.
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(ii) Para cada (x, y) ∈ Rp+1,

sup
g∈A
‖g (x, y)‖ = sup

g1,g2∈G:‖(g1,g2)‖∞=1
{|g1 (x, y)| , |g2 (x, y)|} <∞.

(iii) A es equicontinua en cada x ∈ X .

La primera condición nos dirá que A = A y a partir de (ii) y (iii) tendremos que A
es (u.c.c.) pre-compacta. Juntando ambas tenemos que A es (u.c.c.) compacta. Nos resta
probar las tres propiedades recién enunciadas.

(i) Veamos que A es cerrada. Sea (gn)n≥1 = ((g1,n, g2,n))n≥1 ⊂ A una sucesión tal

que gn
ucc→ g = (g1, g2) . Como converge uniformemente sobre compactos, y la bola

unitaria en Rp+1 es compacta, resulta que

ĺım
n→∞

sup
‖(x,y)‖≤1

máx {|g1,n (x, y)− g1 (x, y)| , |g2,n (x, y)− g2 (x, y)|} = 0,

o equivalentemente

ĺım
n→∞

‖g1,n − g1‖∞ = ĺım
n→∞

‖g2,n − g2‖∞ = 0,

luego gn
‖·‖∞→ g, o equivalentemente, g1,n

‖·‖∞→ g1 y g2,n
‖·‖∞→ g2. A partir de esto se

deducen dos cosas: como g1,n, g2,n ∈ G que es un subespacio vectorial de dimensión
�nita, es cerrado y por lo tanto g1, g2 ∈ G. Y además, resulta ‖gi,n‖∞ → ‖gi‖∞
para i = 1, 2. Luego g ∈ A, y hemos probado que A es cerrada.

(ii) Fijemos (x, y). Consideremos el siguiente operador

T(x,y) : G × G ⊂ C2

(
Rp+1

)
→
(
R2, ‖·‖∞

)

dado por
T(x,y) (g) = T(x,y) (g1, g2) = (g1 (x, y) , g2 (x, y)) ,

es decir, T(x,y) es el operador evaluar en (x, y) . Claramente, T(x,y) es un operador
lineal. Como G × G es un espacio vectorial de dimensión �nita, entonces todo ope-
rador lineal de�nido en él es continuo. Por de�nición, A ⊂ C2

(
Rp+1

)
es acotado

en norma ‖·‖∞ . Como T(x,y) es continuo, su imagen T(x,y) (A) es acotada en R2, es
decir, existe c constante tal que,

∥∥T(x,y) (g)
∥∥
∞ = máx {|g1 (x, y)| , |g2 (x, y)|} ≤ c,

para todo g ∈ A, o, equivalentemente,

sup
g:‖g‖∞=1

∥∥T(x,y) (g)
∥∥
∞ <∞.

Luego, hemos probado (ii).
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(iii) G es un espacio vectorial de dimensión �nita, escribimos G = span {h1, . . . hM} .
Sea g ∈ A. Luego existen constantes (aji)j=1,2;1≤i≤M tales que

gj =
M∑

i=1

ajihi, j = 1, 2,

y

‖g (x, y)− g (x0, y0)‖∞ = sup
j=1,2

∣∣∣∣∣
M∑

i=1

aji [hi (x, y)− hi (x0, y0)]

∣∣∣∣∣ (149)

Como g ∈ A resulta ‖gj‖∞ ≤ 1. Como gj es una expresión lineal en las constantes,
la condición |gj (x, y)| ≤ 1 (j = 1, 2) para varios puntos (x, y) garantiza que existe
una constante C que acota superiormente todas las constantes, es decir

|aij | ≤ C
para j = 1, 2; 1 ≤ i ≤M. De (149) tenemos

‖g (x, y)− g (x0, y0)‖∞ ≤ sup
j=1,2

M∑

i=1

|aji| |hi (x, y)− hi (x0, y0)|

≤ C
M∑

i=1

|hi (x, y)− hi (x0, y0)| (150)

Sea ε > 0 y �jemos (x0, y0) ∈ Rp+1. Para cada i existe un entorno Ni de (x0, y0)
para el cual

|hi (x, y)− hi (x0, y0)| < ε

CM
para todo (x, y) ∈ Ni.

Luego N =
⋂M
i=1Ni es un entorno de (x0, y0) . Sea (x, y) ∈ N, entonces, de (150)

resulta

‖g (x, y)− g (x0, y0)‖∞ ≤ C
M∑

i=1

ε

CM
< ε,

probando que la familia A es equicontinua, y por lo tanto el resultado buscado.

El siguiente lema nos permite pasar de la convergencia débil de probabilidades a una
convergencia uniforme en una familia de conjuntos, y será usado en la prueba del Teorema
7.4.

Lema G.2 Sea (Pk)k una sucesión de medidas de probabilidad de�nidas en Rp+1 que
converge débilmente a una medida de probabilidad P cuando k → ∞. Asumimos que P
es absolutamente continua (con respecto a la medida de Lebesgue en Rp+1). Entonces,

sup
D∈D2

|Pk (D)− P (D)| →
k→∞

0,

donde D2 es la clase de conjuntos de�nida en (54).
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Demostración. Queremos usar el Teorema 3.4 de Rao [1962] para la clase de funciones
A ⊂ C2

(
Rp+1

)
de�nida en (148). Por el lema anterior tenemos queA es (u.c.c.) compacta.

Como P es absolutamente continua y cada función g ∈ A es continua, tenemos que P ◦g−1

tiene distribuciones marginales continuas. Luego, por el Teorema 7.3 tenemos que (57)
vale para los conjuntos A de la forma

A =
{

(x, y) ∈ Rp+1 : g1 (x, y) ≤ a1, g2 (x, y) ≤ a2

}
(151)

donde g1, g2 ∈ G, tales que ‖g‖∞ = sup‖(x,y)‖≤1 {|g1 (x, y)| , |g2 (x, y)|} = 1. Queremos
probar que (57) es válido para los conjuntos de la clase D2. Sea A de la forma (151),
entonces g1 ∈ G si y sólo si −g1 + a1 ∈ G, y podemos escribir

A = {: g1 (x, y) ≤ a1} ∩ {(x, y) : g2 (x, y) ≤ a2}
= {0 ≤ −g1 + a1} ∩ {0 ≤ a2 − g2}
= {0 ≤ g̃1} ∩ {0 ≤ g̃2}

con g̃1, g̃2 ∈ G, de modo que A ∈ D2. Recíprocamente, si elegimos A ∈ D2, entonces
existen conjuntos C,D ∈ D1 tales que A = C ∩D. Luego, existen g1, g2 ∈ G :

C = {g1 ≥ 0} , D = {g2 ≥ 0} .

Entonces, llamando
a = sup

(x,y):‖(x,y)‖≤1
{|g1 (x, y)| , |g2 (x, y)|}

podemos de�nir

g =
1

a
(g1, g2) .

Luego,

i. g ∈ A y podemos escribir

ii. C =
{
−g1

a ≤ 0
}
, D =

{
−g1

a ≤ 0
}
,

de modo que A resulta de la forma (151). Y hemos probado el resultado.

Demostración del Teorema 7.4. Recordemos que

θ̃C (P ) =
(
D̃C (P ) , ∆̃C (P )

)
=
(
µ̃C (P ) , B̃C (P ) , ∆̃C (P )

)
,

entonces por el Lema 5.1 podemos asumir que µ̃C (P ) = 0 y ∆̃C (P ) = I.
P satisface (Sε) para algún 0 < ε < 1− κ1

a1
, esto es

P
(
H(a,b,c)

)
< ε

para todo a ∈ Rp,b ∈ Rr, c ∈ R. Entonces, por (55) y el Lema G.2 tenemos
∣∣Pk

(
H(a,b,c)

)
− P

(
H(a,b,c)

)∣∣ ≤ sup
D∈D2

|Pk (D)− P (D)| →
k→∞

0,
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luego para δ > 0, existe k0 = k0 (δ) tal que para todo k ≥ k0 se cumple

sup
D∈D2

|Pk (D)− P (D)| < δ.

A partir de las últimas tres desigualdades, tenemos

Pk
(
H(a,b,c)

)
< δ + ε < 1− κ1

a1
para todo k > k0 y todo (a,b,c) ,

si tomamos δ <
(

1− κ1
a1

+ ε
)

1
2 . Entonces, para todo k ≥ k0, Pk satisface (Sε) para algún

0 < ε < 1− κ1
a1

y, en virtud del Teorema 6.1, el problema de minimizar ΦB,Pk sujeta a la

restricción (43) tiene al menos una solución θ̃C (Pk) =
(
D̃C (Pk) , ∆̃C (Pk)

)
= θk.

Usando que θk satisface la restricción (43) tenemos que

κ1 = EHPk,θk (ρ1 (v)) =

∫
ρ1 (v) dHPk,θk

=

∫
ρ1

({[
x− D̃C (Pk) f̃(y)

]T [
∆̃C (Pk)

]−1 [
x− D̃C (Pk) f̃(y)

]}1/2
)
dPk (x, y)

(152)

=

∫

Ek

+

∫

Eck

tomando Ek = E
(
D̃C (Pk) , ∆̃C (Pk) , c1

)
donde llamamos c1 = mı́n {t > 0 : ρ1 (t) = a1}

y E está de�nido en (51), y además, no escribimos la función a ser integrada pues es la
misma que en (152). La segunda integral es igual a a1Pk (Eck) y la primera es positiva,
de modo que

κ1 ≥ a1Pk (Eck) = a1 (1− Pk (Ek))

o equivalentemente,

Pk (Ek) ≥ 1− κ1

a1
> ε para todo k > k0. (153)

Supongamos que P (Ek) < ε. Usamos nuevamente el Lema G.2 para mostrar que, para
δ1 > 0 existe un k′0 = k′0 (δ1) tal que

|P (Ek)− Pk (Ek)| ≤ sup
D∈D1

|Pk (D)− P (D)|

≤ sup
D∈D2

|Pk (D)− P (D)| < δ1 para todo k > k′0

de modo que,

Pk (Ek) ≤ |P (Ek)− Pk (Ek)|+ P (Ek) < δ1 + ε para todo k > k′0
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lo cual contradice (153) si δ1 + ε < 1 − κ1
a1
, o equivalentemente, δ1 < 1 − κ1

a1
− ε y

k > máx (k0, k
′
0) . Entonces, hemos probado que

P (Ek) = P
(
E
(
D̃C (Pk) , ∆̃C (Pk) , c1

))
≥ ε. (154)

para todo k su�cientemente grande.
De acuerdo al Lema F.4(i), esto signi�ca que existe una constante k1 > 0 tal que

λp

(
∆̃C (Pk)

)
≥ k1 eventualmente.

Para η > 0, consideremos los siguientes subconjuntos

F1 =

{
(x, y) :

{[
x− D̃C (P ) f̃(y)

]T
I−1

[
x− D̃C (P ) f̃(y)

]}1/2

≤ c1

}

F2 =

{
(x, y) : c1 <

{[
x− D̃C (P ) f̃(y)

]T [
x− D̃C (P ) f̃(y)

]}1/2

< (1 + η) c1

}

F3 =

{
(x, y) : (1 + η) c1 ≤

{[
x− D̃C (P ) f̃(y)

]T [
x− D̃C (P ) f̃(y)

]}1/2
}
.

Como ρ1 es estrictamente creciente en [0, c1] para (x, y) ∈ F1 tenemos

ρ1




∥∥∥x− D̃C (P ) f̃(y)
∥∥∥

1 + η


 < ρ1

(∥∥∥x− D̃C (P ) f̃(y)
∥∥∥
)

luego

∫

F1

ρ1




∥∥∥x− D̃C (P ) f̃(y)
∥∥∥

1 + η


 dP (x, y) <

∫

F1

ρ1

(∥∥∥x− D̃C (P ) f̃(y)
∥∥∥
)
dP (x, y) .

Para (x, y) ∈ F2 tenemos

ρ1




∥∥∥x− D̃C (P ) f̃(y)
∥∥∥

1 + η


 < a1 = ρ1

(∥∥∥x− D̃C (P ) f̃(y)
∥∥∥
)
,

y para (x, y) ∈ F3

ρ1




∥∥∥x− D̃C (P ) f̃(y)
∥∥∥

1 + η


 = a1 = ρ1

(∥∥∥x− D̃C (P ) f̃(y)
∥∥∥
)
.
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De modo que

EP


ρ1




∥∥∥x− D̃C (P ) f̃(y)
∥∥∥

1 + η




 =

∫
ρ1




∥∥∥x− D̃C (P ) f̃(y)
∥∥∥

1 + η


 dP (x, y) (155)

<

∫
ρ1

(∥∥∥x− D̃C (P ) f̃(y)
∥∥∥
)
dP (x, y)

= EP

(
ρ1

(∥∥∥x− D̃C (P ) f̃(y)
∥∥∥
))

= κ1

donde la última igualdad vale pues θ̃C (P ) =
(
D̃C (P ) , ∆̃C (P )

)
=
(
0, B̃C (P ) , I

)
satis-

face (43). Como Pk converge débilmente a P , y ρ1

(
‖x−D̃C(P )f̃(y)‖

1+η

)
es una función real

medible, por el Teorema 7.1 tenemos que

EPk


ρ1




∥∥∥x− D̃C (P ) f̃(y)
∥∥∥

1 + η




→ EP


ρ1




∥∥∥x− D̃C (P ) f̃(y)
∥∥∥

1 + η




 < κ1,

por lo que, para k su�cientemente grande resulta EPk

(
ρ1

(
‖x−D̃C(P )f̃(y)‖

1+η

))
≤ κ1.

Esto signi�ca que el vector
(
0, B̃C (P ) , (1 + η)2 I

)
satisface (134) para Pk para k

su�cientemente grande. A partir del Lema F.2 y de la de�nición de θ̃C (Pk) tenemos que
para η > 0, vale

ΦC,Pk

(
θ̃C (Pk)

)
≤ ΦC,Pk

(
0, B̃C (P ) , (1 + η)2 I

)
,

esto es

|∆̃C (Pk) |
(
EPk

(
ρ2

({[
x− D̃C (Pk) f̃(y)

]T [
∆̃C (Pk)

]−1 [
x− D̃C (Pk) f̃(y)

]}1/2
)))p

≤ | (1 + η)2 I|
(
EPk

(
ρ2

({[
x−

(
0, B̃C (P )

)
f̃(y)

]T [
(1 + η)2 I

]−1 [
x−

(
0, B̃C (P )

)
f̃(y)

]}1/2
)))p

.

Tomando ĺım supk obtenemos, para η > 0,

ĺım sup
k→∞

ΦC,Pk

(
θ̃C (Pk)

)
≤ | (1 + η)2 I|

(
EP

(
ρ2

(
1

(1 + η)

∥∥∥x−
(
0, B̃C (P )

)
f̃(y)

∥∥∥
)))p

= ΦC,P

(
0, B̃C (P ) , (1 + η)2 I

)
.
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Cuando tomamos ĺımη↘0 obtenemos, en virtud del teorema de la convergencia dominada,
usando (155) para ρ2

ĺım sup
k→∞

ΦC,Pk

(
θ̃C (Pk)

)
≤
(
EP

(
ρ2

(∥∥∥x−
(
0, B̃C (P )

)
f̃(y)

∥∥∥
)))p

= ΦC,P

(
0, B̃C (P ) , I

)
. (156)

Llamemos sk :=

(
EPk

(
ρ2

({[
x− D̃C (Pk) f̃(y)

]T [
∆̃C (Pk)

]−1 [
x− D̃C (Pk) f̃(y)

]}1/2
)))p

.

Por el Lema F.3, como θ̃C (Pk) y Pk satisfacen la restricción (43) existe una constante
q > 0, que dependen de ρ1, ρ2 y κ1 (pero no de Pk) tal que

q ≤
∫
ρ2

({[
x− D̃C (Pk) f̃(y)

]T [
∆̃C (Pk)

]−1 [
x− D̃C (Pk) f̃(y)

]}1/2
)
dPk (x, y)

= EPk

(
ρ2

({[
x− D̃C (Pk) f̃(y)

]T [
∆̃C (Pk)

]−1 [
x− D̃C (Pk) f̃(y)

]}1/2
))

.

de modo que tenemos

qp ≤ sk, para todo k

ĺım sup
k→∞

|∆̃C (Pk) |sk ≤ ΦC,P

(
0, B̃C (P ) , I

)
(157)

Entonces,
(∣∣∣∆̃C (Pk)

∣∣∣
)
k
está acotado por encima, pues si no lo estuviera, existiría una

subsucesión tal que
∣∣∣∆̃C

(
Pkj
)∣∣∣ → +∞, de modo que

∣∣∣∆̃C

(
Pkj
)∣∣∣ skj → +∞ lo cual

contradice (157). Entonces, existe un A > 0 tal que
∣∣∣∆̃C (Pk)

∣∣∣ ≤ A.

Como hemos probado que existe una constante k1 tal que k1 ≤
[
λp

[
∆̃C (Pk)

]]
, tenemos

kp−1
1 λ1

[
∆̃C (Pk)

]
≤
[
λp

[
∆̃C (Pk)

]]p−1
λ1

[
∆̃C (Pk)

]
≤

p∏

i=1

λi

[
∆̃C (Pk)

]
=
∣∣∣∆̃C (Pk)

∣∣∣ ≤ A,

de modo que λ1

[
∆̃C (Pk)

]
está acotada superiormente, para todo k su�cientemente gran-

de. Luego, podemos aplicar el Lema F.4(iii) a P y θ̃C (Pk) para probar que existe un
subconjunto compactoK de Θ tal que para k su�cientemente grande, θ̃C (Pk) estará con-

tenida en K. Por lo tanto, basta mostrar que toda subsucesión convergente
(
θ̃C
(
Pkj
))

j

tiene límite
(
0, B̃C (P ) , I

)
= θ̃C (P ) .
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Sea θkj = θ̃C
(
Pkj
)
, j ∈ N, una subsucesión para la cual ĺımj→∞ θkj = θL. Entonces,

en virtud del Lema 7.1 para g de�nida en (56) tenemos

ĺım
j→∞

∫
g
(
x, y,θkj

)
dPkj (x, y) =

∫
g (x, y,θL) dP (x, y) ,

esto es
κ1 = ĺım

j→∞
Pkj

(
ρ1

(
d
(
·,θkj

)))
= EP (ρ1 (d (·,θL))) .

Esto signi�ca que θL satisface la restricción (43) que debe cumplir θ̃C (P ). Como este

problema tiene a θ̃C (P ) =
(
0, B̃ (P ) , I

)
como única solución, debe cumplirse que

|∆L| {EP (ρ2 (d (·,θL)))}p = ΦC,P (θL) ≥ ΦC,P

(
θ̃C (P )

)
.

Como ∆kj → ∆L, tenemos
∣∣∆kj

∣∣→ |∆L| . Por el Lema 7.1 aplicado a ρ2 tenemos que

EP (ρ2 (d (·,θL))) = ĺım
j→∞

EPkj

(
ρ2

(
d
(
·,θkj

)))
,

de modo que

ΦC,P (θL) = |∆L| {EP (ρ2 (d (·,θL)))}p = ĺım
j→∞

∣∣∆kj

∣∣
{
EPkj

(
ρ2

(
d
(
·,θkj

)))}p

= ĺım
j→∞

ΦC,Pkj

(
θ̃C
(
Pkj
))

≤ ĺım sup
k→∞

ΦC,Pkj

(
θ̃C (Pk)

)
≤ ΦC,P

(
θ̃C (P )

)

donde la última desigualdad se debe a (156). Por hipótesis, hay un único valor para
θ̃C (P ) , de modo que concluimos que θL = θ̃C (P ) , lo cual prueba el resultado.

G.3. Demostraciones de consistencia

Necesitamos demostrar que la distribución empírica de las observaciones que siguen
el modelo PFC cumple los requisitos de medibilidad establecidos en el Teorema 7.5 por
Pollard, para la clase de subconjuntos D2, y también que D2 tiene discriminación poli-
nomial.

Lema G.3 (Lema 18 Pollard [1984]) Sea G un espacio vectorial de dimensión �nita
de funciones reales de�nidas en S. La clase de los conjuntos de la forma {g ≥ 0} , para
g en G, tiene discriminación polinomial de grado no mayor que la dimensión de G.

Lema G.4 (Lema 15 Pollard [1984]) Sean C y D dos clases de subconjuntos con dis-
criminación polinomial,entonces también tienen discriminación polinomial cada una de
las siguientes:
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(i) {Dc : D ∈ D} ;

(ii) {C ∪D : C ∈ C y D ∈ D} ;

(iii) {C ∩D : C ∈ C y D ∈ D} .

Lema G.5 Las clases de subconjuntos E y H (de�nidas en (50) y (52) respectivamente)
tienen discriminación polinomial. También la tiene la clase D2 de�nida por (54),

D2 = {C ∩D : C ∈ D1 y D ∈ D1} ,

donde D1 es la clase de subconjuntos de la forma {g ≥ 0 : g ∈ G} , G fue de�nida en (53).

Demostración. Por el Lema G.3 sabemos que D1 tiene discriminación polinomial. Co-
mo observáramos al principio de esta Sección, E está contenida en D1, luego E tiene
discriminación polinomial. También mostramos que H ⊂ D2 en (55) por lo que el Lema
G.4, D2 tiene discriminación polinomial, y de ahí se deduce que también la tiene H.

Todavía nos resta demostrar que D2 satisface la condición de medibilidad del Teorema
7.5. Para ello, vamos a utilizar una serie de lemas y de�niciones del mismo libro Pollard
[1984] (Sección II) .

De�nición G.1 Se dice que una clase de funciones F es universalmente separable
si existe una subclase numerable F0 tal que cada f en F puede escribirse como un límite
puntual de una sucesión en F0.

Lema G.6 Sea F una clase de funciones medibles que es universalmente separable. Si
F tiene una envolvente F , es decir, si existe una función F medible tal que |f | ≤ F para
cada f en F , para la cual

∫
F (x) dP (x) <∞, entonces

sup
f∈F

∣∣∣∣
∫
f (x) dPk (x)−

∫
f (x) dP (x)

∣∣∣∣ = sup
f∈F

∣∣∣∣∣
1

k

k∑

i=1

f (Xi)−
∫
f (x) dP (x)

∣∣∣∣∣

es medible.

Demostración. Es el ejercicio 3, Capítulo II, de Pollard [1984].

Lema G.7 Sea G un espacio vectorial de dimensión �nita de funciones reales de S, la
clase D de los conjuntos de la forma {g ≥ 0} para g en G, es universalmente separable.
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Demostración. Cada función g en G se puede expresar como una combinación lineal
de alguna colección �ja y �nita de funciones no negativas. Sea G0 la subclase numerable
generada al tomar coe�cientes racionales. Para cada g en G existe una sucesión (gn)n
en G0 para la que gn ↓ g. Entonces {gn ≥ 0} ↓ {g ≥ 0} puntualmente. Es el ejercicio 4,
Capítulo II, del libro de Pollard [1984].

Lema G.8 Las operaciones del Lema G.4 preservan la separabilidad universal.

Demostración. Es el ejercicio 5, Capítulo II, de Pollard [1984].

Lema G.9 Sea (xi, yi)i≥1 una sucesión de vectores aleatorios iid con distribución P que
satisface el modelo PFC, y sea (Pk)k≥1 la sucesión de medidas empíricas basadas en estas
observaciones. Entonces

sup
A∈D2

|Pk (A)− P (A)|

es una función medible. La clase de subconjuntos D2 fue de�nida en (54).

Demostración. Es una consecuencia de los últimos tres lemas, si consideramos a F
como la clase de funciones F = {IA : A ∈ D2}, y IA como la función indicadora . De
esta manera la función constante 1 es una envolvente P−integrable para F , y para cada
subconjunto A tenemos EPk (IA) = Pk (A) .

Demostración del Teorema 7.6. Debido al Teorema de Glivenko-Cantelli en Rp+1,
(ver por ejemplo, Shorack y Wellner [2009] , pág. 833) también tenemos que

sup
t=(t1,...,td)∈Rd

∣∣∣∣∣Pk
(

d⋂

i=1

(−∞, ti]
)
− P

(
d⋂

i=1

(−∞, ti]
)∣∣∣∣∣ →k→∞ 0

casi seguramente, de modo que (Pk)k converge débilmente a P .
Además, por el Teorema 7.5, y los Lemas G.5 y G.9 tenemos que ĺımk→∞ supD∈D2

|Pk (D)− P (D)| =
0 casi seguramente.

Demostración del Corolario 7.1. Para probar este resultado, hay que corregir a
θ̃C (Pk) para convertirlo en θτ (Pk). Sabemos que

θτ (Pk) =
[
θ̃C (Pk)

]
1
κ2
S2
τ

(
H
P,θ̃C (P )

) (158)

=

(
D̃C (P ) ,

1

κ2
S2
τ

(
H
P,θ̃C(P )

)
∆̃C (P )

)
,

donde recordemos que

S2
τ

(
H
Pk,θ̃C(Pk)

)
= S2

M

(
H
Pk,θ̃C(Pk)

)
EH

Pk,θ̃C(Pk)


ρ2


 v

SM

(
H
Pk,θ̃C(Pk)

)




 .
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Por la Observación 5.1 i. se tiene que, por de�nición, S2
M

(
HPk,θC(Pk)

)
= 1 para toda

probabilidad tanto Pk como P , con lo cual

S2
τ

(
H
Pk,θ̃C(Pk)

)
= EH

Pk,θ̃C(Pk)
(ρ2 (v))

=

∫
ρ2

(({[
x− D̃C (Pk) f̃(y)

]T [
∆̃C (Pk)

]−1 [
x− D̃C (Pk) f̃(y)

]}1/2
))

dPk (x, y) .

En virtud del Teorema de Glivenko-Cantelli, del hecho de que θ̃C (Pk) converge casi
seguramente a θ̃C (P ) por el corolario anterior y del Lema 7.1, resulta que

ĺım
k→∞

S2
τ

(
H
Pk,θ̃C(Pk)

)
= S2

τ

(
H
P,θ̃C(P )

)
casi seguramente.

Por (158), y el Corolario 7.6 tenemos entonces que

ĺım
k→∞

θτ (Pk) = ĺım
k→∞

(
D̃C (Pk) ,

1

κ2
S2
τ

(
H
Pk,θ̃C(Pk)

)
∆̃C (Pk)

)

=

(
D̃C (P ) ,

1

κ2
S2
τ

(
H
P,θ̃C(P )

)
∆̃C (P )

)
= θτ (P ) ,

casi seguramente, probando la consistencia fuerte de los τ−estimadores del modelo PFC.
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H. Apéndice del Capítulo 8

H.1. Cálculo del valor del τ−funcional
Al �nal de la demostración, en la Sección H.1.1, exhibimos todas las ecuaciones del

Petersen y Pedersen [2008] que se utilizan para probar el Teorema 8.1.

Demostración del Teorema 8.1.

i. El valor de θ= (µ,Γ, β,∆) que minimiza a ln (ΦB,P (θ)) será en particular un
punto crítico para dicha función. Por ello, queremos encontrar los valores de θ que
satisfacen

5 ln (ΦB,P (θ)) = 0. (159)

Para simpli�car la notación, llamemos d (θ) = d (x,y,θ) y S (θ) = SM (HP,θ) .
Recordemos que llamamos ψk (t) = ρ′k (t) , para k = 1, 2.

Calculamos
∂

∂µ
ln (ΦB,P (θ)) .

∂

∂µ
ln (ΦB,P (θ)) =

2p

S (θ)

∂

∂µ
S (θ)

+
p

EP

(
ρ2

(
d(θ)
S(θ)

))
∫
ψ2

(
d (θ)

S (θ)

)
∂

∂µ

(
d (θ)

S (θ)

)
dP (x,y) (160)

Derivamos a la igualdad

EP

(
ρ1

(
d (θ)

S (θ)

))
= κ1

que de�ne a S (θ) , y obtenemos,

0 =

∫
ψ1

(
d (θ)

S (θ)

)
∂

∂µ

(
d (θ)

S (θ)

)
dP (x,y)

=

∫
ψ1

(
d (θ)

S (θ)

)
1

S2 (θ)

[
∂d (θ)

∂µ
S (θ)− d (θ)

∂S (θ)

∂µ

]
dP (x,y)

=

∫
ψ1

(
d (θ)

S (θ)

)
1

S (θ)

∂d (θ)

∂µ
dP (x,y)−

∫
ψ1

(
d (θ)

S (θ)

)
d (θ)

S2 (θ)

∂S (θ)

∂µ
dP (x,y)

=

∫
ψ1

(
d (θ)

S (θ)

)
1

2d (θ)S (θ)

∂d2 (θ)

∂µ
dP (x,y) (161)

− ∂S (θ)

∂µ

∫
ψ1

(
d (θ)

S (θ)

)
d (θ)

S2 (θ)
dP (x,y)

donde la última igualdad vale pues S no depende de (x,y), y hemos usado la igual-
dad (163) escrita a continuación, que vincula la derivada de d (θ) con la derivada
de d2 (θ) : a partir de

∂

∂µ
d2 (θ) = 2d (θ)

∂

∂µ
d (θ) (162)
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se deduce que

∂

∂µ
d (θ) =

1

2d (θ)

∂

∂µ
d2 (θ) . (163)

Despejando la derivada de S a partir de la igualdad (161), tenemos

∂

∂µ
[S (θ)] =

∫
ψ1

(
d(θ)
S(θ)

)
1

2d(θ)S(θ)
∂d2(θ)
∂µ dP (x,y)

∫
ψ1

(
d(θ)
S(θ)

)
d(θ)
S2(θ)

dP (x,y)

=

∫
ψ1

(
d(θ)
S(θ)

)
1

2d(θ)
∂d2(θ)
∂µ dP (x,y)

∫
ψ1

(
d(θ)
S(θ)

)
d(θ)
S(θ)dP (x,y)

(164)

Luego, podemos expresar la derivada del cociente entre la distancia y S de la
siguiente forma

∂

∂µ

(
d (θ)

S (θ)

)
=

1

S2 (θ)

[
∂d (θ)

∂µ
S (θ)− d (θ)

∂S (θ)

∂µ

]

=
1

S2 (θ)


 S (θ)

2d (θ)

∂d2 (θ)

∂µ
− d (θ)

∫
ψ1

(
d(θ)
S(θ)

)
1

2d(θ)
∂d2(θ)
∂µ dP (x,y)

∫
ψ1

(
d(θ)
S(θ)

)
d(θ)
S(θ)dP (x,y)




Llamando u (θ) = EP

(
ρ2

(
d(θ)
S(θ)

))
, reemplazamos en la ecuación (160) para obte-

ner

∂

∂µ
ln (ΦB,P (θ))

=
2p

S (θ)

∂

∂µ
S (θ) +

p

u (θ)

∫
ψ2

(
d (θ)

S (θ)

)
∂

∂µ

(
d (θ)

S (θ)

)
dP (x,y)

=
2p

S (θ)

∫
ψ1

(
d(θ)
S(θ)

)
1

2d(θ)
∂d2(θ)
∂µ dP (x,y)

∫
ψ1

(
d(θ)
S(θ)

)
d(θ)
S(θ)dP (x,y)

+
p

u (θ)

∫
ψ2

(
d (θ)

S (θ)

)
1

S2 (θ)

[
S (θ)

2d (θ)

∂d2 (θ)

∂µ

−d (θ)

∫
ψ1

(
d(θ)
S(θ)

)
1

2d(θ)
∂d2(θ)
∂µ dP (x′,y′)

∫
ψ1

(
d(θ)
S(θ)

)
d(θ)
S(θ)dP (x′,y′)


 dP (x,y)
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=
2p

S (θ)EP

[
b
(
d(θ)
S(θ)

)]
∫
ψ1

(
d (θ)

S (θ)

)
1

2d (θ)

∂d2 (θ)

∂µ
dP (x,y)

+
p

2u (θ)S2 (θ)

∫
ψ2

(
d (θ)

S (θ)

)
S (θ)

d (θ)

∂d2 (θ)

∂µ
dP (x,y)

− p

u (θ)S (θ)

[∫
ψ2

(
d (θ)

S (θ)

)
d (θ)

S (θ)
dP (x,y)

] ∫ ψ1

(
d(θ)
S(θ)

)
1

2d(θ)
∂d2(θ)
∂µ dP (x′,y′)

EP

[
b
(
d(θ)
S(θ)

)]

=
p

2u (θ)S2 (θ)

∫
ψ2

(
d (θ)

S (θ)

)
S (θ)

d (θ)

∂d2 (θ)

∂µ
dP (x,y)

+

∫ 


p

S2 (θ)EP

[
b
(
d(θ)
S(θ)

)] − p

2u (θ)S2 (θ)EP

[
b
(
d(θ)
S(θ)

)]EP
[
ψ2

(
d (θ)

S (θ)

)
d (θ)

S (θ)

]


· ψ1

(
d (θ)

S (θ)

)
S (θ)

d (θ)

∂d2 (θ)

∂µ
dP (x,y)

Finalmente, la ecuación (160) que da la derivada de la función objetivo respecto de
µ es

∂

∂µ
ln (ΦB,P (θ))

=

∫ {
w(1) (θ)ψ1

(
d (θ)

S (θ)

)
S (θ)

d (θ)
+ w(2) (θ)ψ2

(
d (θ)

S (θ)

)
S (θ)

d (θ)

}
∂d2 (θ)

∂µ
dP (x,y)

(165)

donde estamos llamando

w(1) (θ) =
p

S2 (θ)EP

[
b
(
d(θ)
S(θ)

)]
(

1− 1

2u (θ)
EP

[
ψ2

(
d (θ)

S (θ)

)
d (θ)

S (θ)

])

=
p
(

2u (θ)− EP
[
ψ2

(
d(θ)
S(θ)

)
d(θ)
S(θ)

])

2u (θ)S2 (θ)EP

[
b
(
d(θ)
S(θ)

)]

=
pEP

[
2ρ2

(
d(θ)
S(θ)

)
− ψ2

(
d(θ)
S(θ)

)
d(θ)
S(θ)

]

2u (θ)S2 (θ)EP

[
b
(
d(θ)
S(θ)

)] =
pEP

[
a
(
d(θ)
S(θ)

)]

2u (θ)S2 (θ)EP

[
b
(
d(θ)
S(θ)

)]

(166)

w(2) (θ) =
p

2u (θ)S2 (θ)
. (167)

Recordemos la de�nición de los pesos

w (d,θ) =

{
w(1) (θ)

ψ1 (d)

d
+ w(2) (θ)

ψ2 (d)

d

}
,
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por lo que

w

(
d (x,y,θ)

S (θ)
,θ

)
= w(1) (θ)ψ1

(
d (θ)

S (θ)

)
S (θ)

d (θ)
+w(2) (θ)ψ2

(
d (θ)

S (θ)

)
S (θ)

d (θ)
. (168)

A lo largo de la demostración, y para abreviar, notaremos a los pesos por w (θ) ,
aunque en verdad dependen tanto del parámetro como del valor del vector aleatorio
(x,y) , es decir, notamos

w (θ) := w

(
d (x,y,θ)

S (θ)
,θ

)
. (169)

Por las hipótesis hechas sobre las funciones ρ : tenemos que 2ρ2 (t) − ψ2 (t) t >

0 para t > 0, de modo que EP
[
a
(
d(θ)
S(θ)

)]
> 0. También sabemos que ρk son

estrictamente crecientes en [0, ck] y constantes en [ck,+∞) , para k = 1, 2. Luego
b (d) = ψ1 (d) d ≥ 0 (es > 0 cuando d < ck y cero en [ck,+∞) , de modo que
su esperanza será positiva), resulta que los pesos w (θ) son positivos. Luego, en
notación compacta tenemos la siguiente expresión equivalente de (165)

∂

∂µ
ln (ΦB,P (θ)) =

∫
w (θ)

∂d2 (θ)

∂µ
dP (x,y) . (170)

De la ecuación (76) de Petersen y Pedersen [2008], obtenemos que

∂d2 [(x,y) ,θ]

∂µ
= −2∆−1 (x− µ− Γβf (y))

y �nalmente, (170) queda

∂

∂µ
ln (ΦB,P (θ)) = −2∆−1

∫
w (θ) (x− µ− Γβf (y)) dP (x,y) = 0 (171)

Calculamos
∂

∂β
ln (ΦB,P (θ)) .

Operando del mismo modo que antes, la ecuación (170), en lo que re�ere a β se
convierte en

∂

∂β
ln (ΦB,P (θ)) =

∫
w (θ)

∂d2 [(x,y) ,θ]

∂β
dP (x,y) (172)

Escribimos

d2 [(x,y) ,θ] = (x− µ− Γβf (y))T ∆−1 (x− µ− Γβf (y))

= (x− µ)T ∆−1 (x− µ)− 2 (x− µ)T ∆−1Γβf (y)

+ (βf (y))T ΓT∆−1Γ (βf (y)) .
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Para diferenciar el segundo término de la suma, utilizamos la ecuación (62) de
Petersen y Pedersen [2008], y para el tercero, usamos la ecuación (80) de la misma
fuente para obtener

∂d2 [(x,y) ,θ]

∂β
= −2ΓT∆−1 (x− µ) f (y)T + 2ΓT∆−1Γβf (y) f (y)T .

Si juntamos todo, obtenemos

∂

∂β
ln (ΦB,P (θ)) (173)

= 2ΓT∆−1

∫
w (θ)

[
− (x− µ) f (y)T + Γβf (y) f (y)T

]
dP (x,y)

= 0

Calculamos
∂

∂∆
ln (ΦB,P (θ)) .

Por la ecuación (51) de Petersen y Pedersen [2008], tenemos

∂ ln |∆|
∂∆

= ∆−1,

y por la ecuación (57) de la misma fuente se obtiene

∂d2 [(x,y) ,θ]

∂∆
=

∂

∂∆
traza (x− µ− Γβf (y))T ∆−1 (x− µ− Γβf (y))

= −∆−1 (x− µ− Γβf (y)) (x− µ− Γβf (y))T ∆−1. (174)

Con ellas podemos escribir

∂

∂∆
ln (ΦB,P (θ))

= ∆−1 +

∫
w (θ)

∂

∂∆
d2 (θ) dP (x,y)

= ∆−1 +

∫
w (θ)

[
−∆−1 (x− µ− Γβf (y)) (x− µ− Γβf (y))T ∆−1

]
dP (x,y)

= ∆−1 −
∫
w (θ) ∆−1 (x− µ− Γβf (y)) (x− µ− Γβf (y))T ∆−1dP (x,y) (175)

= 0

Calculamos
∂

∂Γ
ln (ΦB,P (θ)) .

Procediendo de la misma forma que antes, la ecuación (170) en lo que respecta a
Γ se convierte en

∂

∂Γ
ln (ΦB,P (θ)) =

∫
w (d (θ))

∂d2 [(x,y) ,θ]

∂Γ
dP (x,y) (176)
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Por lo tanto, sólo debemos calcular
∂d2 [(x,y) ,θ]

∂Γ
. Podemos usar la ecuación (80)

de Petersen y Pedersen [2008], para obtener

∂d2 [(x,y) ,θ]

∂Γ
=

∂

∂Γ
(x− µ− Γβf (y))T ∆−1 (x− µ− Γβf (y))

= −2∆−1 (x− µ− Γβf (y)) (βf (y))T

= −2∆−1 (x− µ− Γβf (y)) fT (y)βT .

de modo que

∂

∂Γ
ln (ΦB,P (θ)) = −2

∫
w (θ) ∆−1 (x− µ− Γβf (y)) fT (y)βTdP (x,y) (177)

= −2∆−1

∫
w (θ) (x− µ− Γβf (y)) fT (y)βTdP (x,y)

= 0

Sabemos que los valores críticos deben satisfacer las cuatro ecuaciones (171), (173),
(175) y (177), lo cual prueba la parte (i) de este teorema, ya que estas cuatro igualdades
son las que conforman (68).

ii. Comenzamos resolviendo este sistema de ecuaciones por la ecuación (175). Es equi-
valente a

∆−1 = ∆−1

∫
w (θ) (x− µ− Γβf (y)) (x− µ− Γβf (y))T dP (x,y) ∆−1

Ip = ∆−1EP

(
w (θ) (x− µ− Γβf (y)) (x− µ− Γβf (y))T

)

∆ = EP

(
w (θ) (x− µ− Γβf (y)) (x− µ− Γβf (y))T

)

=

∫
w (θ) (x− µ− Γβf (y)) (x− µ− Γβf (y))T dP (x, y) . (178)

Nos enfocamos en resolver (171). Como ∆ > 0, la ecuación (171) es equivalente a

∫
w (θ) (x− µ− Γβf (y)) dP (x,y) = 0

∫
w (θ) [x− Γβf (y)] dP (x,y) = µ

∫
w (θ) dP (x,y)
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Calculamos la integral de los pesos. Llamamos W (θ) =
∫
w (θ) dP (x,y) .

W (θ) =

∫
w

(
d (x,y,θ)

S (θ)
,θ

)
dP (x,y)

=

∫ {
w(1) (θ)ψ1

(
d (θ)

S (θ)

)
S (θ)

d (θ)
+ w(2) (θ)ψ2

(
d (θ)

S (θ)

)
S (θ)

d (θ)

}
dP (x,y)

= w(1) (θ)

∫
ψ1

(
d (θ)

S (θ)

)
S (θ)

d (θ)
dP (x,y)

+ w(2) (θ)

∫
ψ2

(
d (θ)

S (θ)

)
S (θ)

d (θ)
dP (x,y)

Como

w(1) (θ) =
pEP

[
a
(
d(θ)
S(θ)

)]

2u (θ)S2 (θ)EP

[
b
(
d(θ)
S(θ)

)]

w(2) (θ) =
p

2u (θ)S2 (θ)

tenemos

W (θ) =
pEP

[
a
(
d(θ)
S(θ)

)]
EP

[
ψ1

(
d(θ)
S(θ)

)
S(θ)
d(θ)

]

2u (θ)S2 (θ)EP

[
b
(
d(θ)
S(θ)

)] +
pEP

[
ψ2

(
d(θ)
S(θ)

)
S(θ)
d(θ)

]

2u (θ)S2 (θ)

=
p

2u (θ)S2 (θ)



EP

[
a
(
d(θ)
S(θ)

)]
EP

[
ψ1

(
d(θ)
S(θ)

)
S(θ)
d(θ)

]

EP

[
b
(
d(θ)
S(θ)

)]

+ EP

[
ψ2

(
d (θ)

S (θ)

)
S (θ)

d (θ)

])

=
p

2u (θ)S2 (θ)EP

[
b
(
d(θ)
S(θ)

)]
(
EP

[
2ρ2

(
d (θ)

S (θ)

)
− ψ2

(
d (θ)

S (θ)

)
d (θ)

S (θ)

]

·EP
[
ψ1

(
d (θ)

S (θ)

)
S (θ)

d (θ)

]
+ EP

[
ψ2

(
d (θ)

S (θ)

)
S (θ)

d (θ)

]
EP

[
ψ1

(
d (θ)

S (θ)

)
d (θ)

S (θ)

])
.

(179)

Observemos que si bien hemos llamado pesos a los w (θ) , no son éstos los que

integran uno, sino w(θ)
W (θ) . Observemos también que W (θ) = EP

[
w
(
d(x,y,θ)
S(θ) ,θ

)]
,

es decir, la esperanza de la variable aleatoria w
(
d(x,y,θ)
S(θ) ,θ

)
cuando el vector (x,y)
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tiene distribución P . De�namos los pesos que sí integran uno,

w∗ (θ) =
w (θ)

W (θ)

=
EP

[
a
(
d(θ)
S(θ)

)]
ψ1

(
d(θ)
S(θ)

)
S(θ)
d(θ) + EP

[
b
(
d(θ)
S(θ)

)]
ψ2

(
d(θ)
S(θ)

)
S(θ)
d(θ)

EP

[
a
(
d(θ)
S(θ)

)]
EP

[
ψ1

(
d(θ)
S(θ)

)
S(θ)
d(θ)

]
+ EP

[
b
(
d(θ)
S(θ)

)]
EP

[
ψ2

(
d(θ)
S(θ)

)
S(θ)
d(θ)

]

Luego,

µ =
1∫

w (θ) dP (x,y)

∫
w (θ) (x− Γβf (y)) dP (x,y)

=
1

W (θ)
EP [w (θ) (x− Γβf (y))] (180)

Utilizando la notación dP ∗θ (x,y) introducida en (66), es decir,

dP ∗θ (x,y) :=
1

W (θ)
w (θ) dP (x,y) = w∗ (θ) dP (x,y) .

podemos escribir la identidad (180) de la siguiente forma

µ =
1

W (θ)
EP [w (θ) (x− Γβf (y))]

= EP

[
1

W (θ)
w

(
d (x,y,θ)

S (θ)
,θ

)
[x− Γβf (y)]

]

= EP ∗θ [x− Γβf (y)] . (181)

O bien,
EP ∗θ (x− µ− Γβf (y)) = 0. (182)

Si reescribimos la ecuación (178), tenemos

Ip =

∫
w (θ) ∆−1 (x− µ− Γβf (y)) (x− µ− Γβf (y))T dP (x, y) ,

entonces,

traza(I) = traza

(∫
w (θ) ∆−1 (x− µ− Γβf (y)) (x− µ− Γβf (y))T dP (x, y)

)

=

∫
w (θ) traza

(
∆−1 (x− µ− Γβf (y)) (x− µ− Γβf (y))T

)
dP (x, y)

=

∫
w (θ) traza

(
(x− µ− Γβf (y))T ∆−1 (x− µ− Γβf (y))

)
dP (x, y)

=

∫
w (θ) traza

(
d2 [(x,y) ,θ]

)
dP (x, y)

=

∫
w (θ) d2 [(x,y) ,θ] dP (x, y) ,
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o, equivalentemente

p =

∫
w (θ) d2 [(x,y) ,θ] dP (x, y) (183)

Por supuesto, esta cuenta también la podríamos haber hecho directamente, utili-
zando la expresión para los pesos hallada en (168), (166) y (167), como �gura a
continuación
∫ {

w(1) (θ)ψ1

(
d (θ)

S (θ)

)
S (θ)

d (θ)
+ w(2) (θ)ψ2

(
d (θ)

S (θ)

)
S (θ)

d (θ)

}
d2 (θ) dP (x, y)

= S (θ)

∫ {
w(1) (θ)ψ1

(
d (θ)

S (θ)

)
+ w(2) (θ)ψ2

(
d (θ)

S (θ)

)}
d (θ) dP (x, y) .

Como

w(1) (θ) =
pEP

[
a
(
d(θ)
S(θ)

)]

2u (θ)S2 (θ)EP

[
b
(
d(θ)
S(θ)

)]

w(2) (θ) =
p

2u (θ)S2 (θ)

tenemos

S (θ)

∫ {
w(1) (θ)ψ1

(
d (θ)

S (θ)

)
+ w(2) (θ)ψ2

(
d (θ)

S (θ)

)}
d (θ) dP (x, y)

= S2 (θ)

(
w(1) (θ)

∫
ψ1

(
d (θ)

S (θ)

)
d (θ)

S (θ)
dP (x, y) + w(2) (θ)

∫
ψ2

(
d (θ)

S (θ)

)
d (θ)

S (θ)
dP (x, y)

)

= S2 (θ)

(
w(1) (θ)EP

[
b

(
d (θ)

S (θ)

)]
+ w(2) (θ)EP

[
ψ2

(
d (θ)

S (θ)

)
d (θ)

S (θ)

])

= S2 (θ) (
pEP

[
a
(
d(θ)
S(θ)

)]

2u (θ)S2 (θ)EP

[
b
(
d(θ)
S(θ)

)]EP
[
b

(
d (θ)

S (θ)

)]

+
p

2u (θ)S2 (θ)
EP

[
ψ2

(
d (θ)

S (θ)

)
d (θ)

S (θ)

]
)

=
p

2u (θ)
(EP

[
a

(
d (θ)

S (θ)

)]
+ EP

[
ψ2

(
d (θ)

S (θ)

)
d (θ)

S (θ)

]
)

=
p

2u (θ)
(EP

[
2ρ2

(
d (θ)

S (θ)

)
− ψ2

(
d (θ)

S (θ)

)
d (θ)

S (θ)
+ ψ2

(
d (θ)

S (θ)

)
d (θ)

S (θ)

]
)

=
p

2u (θ)
EP

[
2ρ2

(
d (θ)

S (θ)

)]
= p.

A partir de la ecuación (173), tenemos

ΓT∆−1

∫
w (θ)

[
− (x− µ) f (y)T + Γβf (y) f (y)T

]
dP (x,y) = 0
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o, si dividimos porW (θ) en ambos términos, escribimos la identidad anterior como

ΓT∆−1

∫
w (θ)

W (θ)

[
− (x− µ− Γβf (y)) f (y)T

]
dP (x,y) = 0.

o, por (182) la podemos reescribir de la siguiente forma

ΓT∆−1covP ∗θ [x− µ− Γβf (y) , f (y)] = 0

equivalentemente,

ΓT∆−1covP ∗θ [x, f (y)] = ΓT∆−1ΓβvarP ∗θ [f (y)] .

Despejamos β :

(
ΓT∆−1Γ

)−1
ΓT∆−1covP ∗θ [x, f (y)]

(
varP ∗θ [f (y)]

)−1
= β. (184)

Como ∆ > 0, la ecuación (177) es equivalente a

EP
[
w (θ) (x− µ− Γβf (y)) fT (y)

]
βT = 0,

o,

EP ∗θ

[[
x− Γβf (y)− EP ∗θ (x− Γβf (y))

]
fT (y)

]
βT = 0,

o, equivalentemente

covP ∗θ [(x− Γβf (y)) , f (y)]βT = 0 (185)

o, equivalentemente
(

covP ∗θ [x, f (y)]− ΓβvarP ∗θ [f (y)]
)
βT = 0.

Podemos reemplazar a β por el valor obtenido para él en la ecuación (184) para
obtener

(
covP ∗θ [x, f (y)]− Γ

(
ΓT∆−1Γ

)−1
ΓT∆−1covP ∗θ [x, f (y)]

(
varP ∗θ [f (y)]

)−1
varP ∗θ [f (y)]

)
βT = 0

(
covP ∗θ [x, f (y)]− Γ

(
ΓT∆−1Γ

)−1
ΓT∆−1covP ∗θ [x, f (y)]

)
βT = 0

(
I − Γ

(
ΓT∆−1Γ

)−1
ΓT∆−1

)
covP ∗θ [x, f (y)]βT = 0.

Como ∆−1 > 0, podemos premultiplicar por ella para obtener

∆−1
(
I − Γ

(
ΓT∆−1Γ

)−1
ΓT∆−1

)
covP ∗θ [x, f (y)]βT = 0

∆−1/2
(
I −∆−1/2Γ

(
ΓT∆−1Γ

)−1
ΓT∆−1/2

)
∆−1/2covP ∗θ [x, f (y)]βT = 0
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Sea Q := P∆−1/2Γ = ∆−1/2Γ
(
ΓT∆−1Γ

)−1
ΓT∆−1/2 la matriz de proyección que

proyecta al subespacio generado por las columnas de ∆−1/2Γ, de modo que la
igualdad anterior puede escribirse

∆−1/2 (I −Q) ∆−1/2covP ∗θ [x, f (y)] ·
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1 (

covP ∗θ [x, f (y)]
)T

∆−1Γ
(
ΓT∆−1Γ

)−1

= 0

equivalentemente,

(I −Q) ∆−1/2covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1

(186)
(

covP ∗θ [x, f (y)]
)T

∆−1/2
[
∆−1/2Γ

]
= 0.

Llamemos

Π (θ) = covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1 (

covP ∗θ [x, f (y)]
)T

(187)

= covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1 (

covP ∗θ [f (y) ,x]
)

La igualdad (186) es equivalente a

(I −Q) ∆−1/2Π (θ) ∆−1/2
[
∆−1/2Γ

]
= 0,

entonces ∆−1/2Π (θ) ∆−1/2
[
∆−1/2Γ

]
pertenece al subespacio span{∆−1/2Γ}, pues

(I −Q) proyecta a span{∆−1/2Γ}⊥. Luego
[
∆−1/2Γ

]
tiene por columnas a los ge-

neradores de un autoespacio de ∆−1/2Π (θ) ∆−1/2 (las restricciones de rango ga-
rantizan que sean linealmente independientes).

Como las columnas de ∆−1/2Γ son autovectores de la matriz simétrica ∆−1/2Π (θ) ∆−1/2,
estas resultan ortogonales. Sin pérdida de generalidad, las podemos elegir ortonor-
males, es decir

∆−1/2Π (θ) ∆−1/2
(

∆−1/2Γ
)

= ∆−1/2ΓΩ (θ) , donde Ω (θ) ∈ Rd×d es diagonal, y
(188)

(
∆−1/2Γ

)T (
∆−1/2Γ

)
= I, o equivalentemente, ΓT∆−1Γ = I. (189)

Más aún, a los elementos de la diagonal de Ω (θ) los podemos ordenar en orden
decreciente. Repasemos las expresiones que tenemos (hasta ahora) para los puntos
críticos

µ = EP ∗θ [x− Γβf (y)]
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∆ = EP

[
w (θ) (x− µ− Γβf (y)) (x− µ− Γβf (y))T

]

= W (θ) covP ∗θ [x− Γβf (y) ,x− Γβf (y)] (190)

β =
(
ΓT∆−1Γ

)−1
ΓT∆−1covP ∗θ [x, f (y)]

(
varP ∗θ [f (y)]

)−1

= ΓT∆−1covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1

(191)

donde la última igualdad es cierta por (189).

Finalmente, una manera alternativa de escribir las ecuación para ∆ es

∆
1

W (θ)
= covP ∗θ ((x− µ− Γβf (y)) , (x− µ− Γβf (y))) (192)

= covP ∗θ

((
x− Γβf (y)− EP ∗θ [x− Γβf (y)]

)
,x− EP ∗θ [x]

)

− covP ∗θ [(x− Γβf (y)) , f (y)] (Γβ)T . (193)

Por (185), sabemos que el segundo sumando es cero, entonces

∆
1

W (θ)
= varP ∗θ [x]− covP ∗θ [Γβf (y) ,x]

= covP ∗θ (x,x)− ΓβcovP ∗θ [f (y) ,x] .

Ahora reemplazamos la expresión para β en el segundo término para obtener

ΓβcovP ∗θ (f (y) ,x) = ΓΓT∆−1covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1

covP ∗θ [f (y) ,x]

= ΓΓT∆−1Π (θ)

donde Π (θ) fue de�nida en (187). A partir de (188), tenemos

∆−1/2Π (θ) ∆−1/2
(

∆−1/2Γ
)

= ∆−1/2ΓΩ (θ)

∆−1/2Π (θ) ∆−1Γ = ∆−1/2ΓΩ (θ)

Π (θ) ∆−1Γ = ΓΩ (θ)

de modo que

ΓβcovP ∗θ (f (y) ,x) = ΓΓT∆−1Π (θ) = Γ
(
Π (θ) ∆−1Γ

)T
= Γ (ΓΩ (θ))T

= ΓΩ (θ) ΓT =
d∑

i=1

Ωi (θ)γiγ
T
i ,

Γ =
[
γ1 γ2 . . . γd

]
∈ Rp×d y Ω (θ) = diag (λ1, λ2, ..., λd) ∈ Rd×d, (asumimos,

sin pérdida de generalidad, que λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λd) por lo que

∆
1

W (θ)
= varP ∗θ [x]− ΓβcovP ∗θ [f (y) ,x] (194)

= varP ∗θ [x]− ΓΩ (θ) ΓT . (195)
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iii. Por el Teorema 6.2, la función ΦB,P alcanza un mínimo, que debe ser uno de los
puntos críticos. Para probar que dicho mínimo se alcanza en θ = (µ,Γ, β,∆) cuando
los autovalores seleccionados para construir a Γ son aquellos correspondientes a los
mayores autovalores, la idea es descartar que ese mínimo se alcance cuando en Γ
se ubica cualquier otra elección de los autovectores que no sea la correspondiente
a los autovectores asociados a los mayores autovalores.

La estrategia para la demostración es la siguiente. Sean λ1 ≥ · · · ≥ λp los au-

tovalores de ∆−
1
2 Π (θ) ∆−

1
2 y zi, 1 ≤ i ≤ p, los autovectores correspondientes.

Sea SΓ0 el subespacio generado por ∆1/2zij , j = 1, . . . , d, es decir, Γ0 tiene a los
vectores ∆1/2zij por columnas y, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que
λi1 ≥ λi2 ≥ · · · ≥ λid (o, equivalentemente i1 ≥ i2 ≥ · · · ≥ id). Supongamos que
id > d y que λid < λd. Entonces existe un k ≤ d tal que k 6= i1, . . . , id. Llame-
mos SΓt al subespacio que se obtiene reemplazando a zid por (1 − t2)1/2zid + tzk
y llamemos Γt a la matriz que tiene a los vectores ∆1/2zij por columnas, donde
reemplazamos a zid por (1− t2)1/2zid + tzk. Denotemos por θ0 = (µ0,Γ0, β0,∆) al
punto crítico. De�namos la curva γ: (−1, 1)→ Θ, dada por

γ (t) = (µt,Γt, βt,∆t)

donde

Γt =
[
∆1/2zi1 . . . ∆1/2zid−1

∆1/2
[
(1− t2)1/2zid + tzk

]]
,

βt = ΓTt ∆−1covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1

∆t = ∆

µt = EP ∗θ [x− Γtβtf (y)] .

A continuación, probaremos que la función ΦB,P ◦ γ : (−1, 1) → R alcanza un
máximo local en t = 0. Esto implicará que la función ΦB,P (θ) no alcanza un mínimo
local en θ0 = γ (0) = (µ0,Γ0, β0,∆) , descartando que el valor del τ−funcional
sea θ0. Como este argumento puede repetirse para todo θ crítico en el que se
seleccionen autovectores no asociados a los d mayores autovalores, este argumento
inhabilita a todo otro punto crítico para ser el mínimo de ΦB,P . Como por el
teorema mencionado este mínimo existe, entonces, se alcanzará en el punto crítico
que consiste en poner en la matriz Γ los autovectores asociados a los mayores
autovalores de ∆−

1
2 Π (θ) ∆−

1
2 .

La función objetivo es

ΦB,P (θ) = |∆| ·
(
S2
M (HP,θ)

)p ·
(∫

ρ2

(
d (x,y,θ)

SM (HP,θ)

)
dP (x,y)

)p
,

por lo que

ln (ΦB,P (γ (t))) = ln |∆|+2p ln
(
SM

(
HP,γ(t)

))
+p ln

(∫
ρ2

(
d (x,y,γ (t))

SM
(
HP,γ(t)

)
)
dP (x,y)

)
.
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Recordemos la notación introducida en la Sección 8.1,

a (d) = 2ρ2 (d)− ψ2 (d) d

b (d) = ψ1 (d) d

u (θ) = EP

(
ρ2

(
d (x,y,θ)

SM (HP,θ)

))

A partir de ellos, se de�nen

w(1) (θ) =

pEP

[
a

(
d(x,y,θ)

SM(HP,θ)

)]

2u (θ)S2
M (HP,θ)EP

[
b

(
d(x,y,θ)

SM(HP,θ)

)]

w(2) (θ) =
p

2u (θ)S2
M (HP,θ)

,

y los pesos se de�nen por

w (d,θ) =

{
w(1) (θ)

ψ1 (d)

d
+ w(2) (θ)

ψ2 (d)

d

}
.

Si los componemos con la curva γ obtenemos:

w̃ (t) := w

(
d (x,y,γ (t))

SM
(
HP,γ(t)

) ,γ (t)

)
= w(1) (γ (t))ψ1

(
d (x,y,γ (t))

SM
(
HP,γ(t)

)
)
SM

(
HP,γ(t)

)

d (x,y,γ (t))

+ w(2) (γ (t))ψ2

(
d (x,y,γ (t))

SM
(
HP,γ(t)

)
)
SM

(
HP,γ(t)

)

d (x,y,γ (t))
.

Para abreviar la notación, llamemos

S (t) := SM
(
HP,γ(t)

)

d (t) := d (x,y,γ (t)) .

Observemos que, en verdad, d (t) es una función tanto de t como del vector aleatorio
(x,y) , aunque este hecho no se vea re�ejado en la notación d (t) . Notemos por

A (t) := EP

[
a

(
d (t)

S (t)

)]
= EP

[
2ρ2

(
d (t)

S (t)

)
− ψ2

(
d (t)

S (t)

)
d (t)

S (t)

]
> 0 (196)

B (t) := EP

[
b

(
d (t)

S (t)

)]
= EP

[
ψ1

(
d (t)

S (t)

)
d (t)

S (t)

]
> 0 (197)

v (t) := u (γ (t)) = EP

(
ρ2

(
d ((·) ,γ (t))

SM
(
HP,γ(t)

)
))

= EP

(
ρ2

(
d (t)

S (t)

))
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Observemos que con toda esta notación, resulta

w̃ (t) := w

(
d (t)

S (t)
,γ (t)

)

= w(1) (γ (t))ψ1

(
d (t)

S (t)

)
S (t)

d (t)
+ w(2) (γ (t))ψ2

(
d (t)

S (t)

)
S (t)

d (t)

=
pA (t)

2v (t)S2 (t)B (t)
ψ1

(
d (t)

S (t)

)
S (t)

d (t)
+

p

2v (t)S2 (t)
ψ2

(
d (t)

S (t)

)
S (t)

d (t)

=
p

2v (t)S2 (t)

{
ψ2

(
d (t)

S (t)

)
S (t)

d (t)
+
A (t)

B (t)
ψ1

(
d (t)

S (t)

)
S (t)

d (t)

}
. (198)

Sea

m (t) := ln ΦB,P (γ (t))

= ln |∆|+ 2p ln [S (t)] + p ln

(∫
ρ2

(
d (t)

S (t)

)
dP (x,y)

)

la función que queremos estudiar. Tenemos

m′ (t) =
2p

S (t)

∂S (t)

∂t
+

p

v (t)

∫
ψ2

(
d (t)

S (t)

)
∂

∂t

(
d (t)

S (t)

)
dP (x,y) . (199)

Entonces hay que calcular
∂

∂t

(
d(t)
S(t)

)
y
∂S (t)

∂t
. Empecemos estudiando d (t) , para

luego derivarla.

(x− µt − Γtβtf (y)) =
(
x− EP ∗θ [x− Γtβtf (y)]− Γtβtf (y)

)

=
(
x− EP ∗θ [x]− Γtβt

(
f (y)− EP ∗θ [f (y)]

))

Entonces

d2 (t) = (x− µt − Γtβtf (y))T ∆−1 (x− µt − Γtβtf (y))

=
(
x− EP ∗θ [x]

)T
∆−1

(
x− EP ∗θ [x]

)

+
(

Γtβt

(
f (y)− EP ∗θ [f (y)]

))T
∆−1

(
Γtβt

(
f (y)− EP ∗θ [f (y)]

))

− 2
(
x− EP ∗θ [x]

)T
∆−1Γtβt

(
f (y)− EP ∗θ [f (y)]

)

= uno+ dos+ tres (200)

El primer término

uno =
(
x− EP ∗θ [x]

)T
∆−1

(
x− EP ∗θ [x]

)
,
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no depende de t. Como ∆−
1
2 Π (θ) ∆−

1
2 es simétrica los autovectores zi pueden ele-

girse ortonormales (son ortogonales, y pueden elegirse de norma uno). Esto signi�ca
que

zTi zj =





1 si i = j

0 si i 6= j.
(201)

Entonces,

ΓTt ∆−1Γt

=




zTi1∆1/2

...
zTid−1

∆1/2

[
(1− t2)1/2zid + tzk

]T
∆1/2




∆−1
[
∆1/2zi1 . . . ∆1/2zid−1

∆1/2
[
(1− t2)1/2zid + tzk

]]

=




zTi1
...

zTid−1[
(1− t2)1/2zid + tzk

]T



[
zi1 . . . zid−1

[
(1− t2)1/2zid + tzk

]]

=




zTi1zi1 zTi1zi2 . . . zTi1zid−1
zTi1
[
(1− t2)1/2zid + tzk

]


=




1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0

. . .
0 0 · · · 0 1


 = Id

De modo que ΓTt ∆−1Γt = Id, y el segundo término en la suma dada en (200) es

dos =
[(

f (y)− EP ∗θ [f (y)]
)]T

βTt ΓTt ∆−1Γtβt

(
f (y)− EP ∗θ [f (y)]

)

=
[(

f (y)− EP ∗θ [f (y)]
)]T

βTt βt

[(
f (y)− EP ∗θ [f (y)]

)]
,

Como también

βt = ΓTt ∆−1covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1

,

βTt βt =
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1

covP ∗θ [x, f (y)] ∆−1ΓtΓ
T
t ∆−1·

covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1
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y

ΓtΓ
T
t

=
[
∆1/2zi1 . . . ∆1/2zid−1

∆1/2
[
(1− t2)1/2zid + tzk

]]




zTi1∆1/2

...
zTid−1

∆1/2

[
(1− t2)1/2zid + tzk

]T
∆1/2




= ∆1/2



d−1∑

j=1

zijz
T
ij +

[
(1− t2)1/2zid + tzk

] [
(1− t2)1/2zid + tzk

]T

∆1/2.

Resulta que el segundo término es

dos =
[(

f (y)− EP ∗θ [f (y)]
)]T (

varP ∗θ [f (y)]
)−1

covP ∗θ [x, f (y)]T ∆−1

ΓtΓ
T
t ∆−1covP ∗θ [x, f (y)]

(
varP ∗θ [f (y)]

)−1 [(
f (y)− EP ∗θ [f (y)]

)]
.

Como

Γtβt = ΓtΓ
T
t ∆−1covP ∗θ [x, f (y)]

(
varP ∗θ [f (y)]

)−1
,

el último término es

tres = −2
(
x− EP ∗θ [x]

)T
∆−1ΓtΓ

T
t ∆−1covP ∗θ [x, f (y)]

(
varP ∗θ [f (y)]

)−1 (
f (y)− EP ∗θ [f (y)]

)

Sumando ambos obtenemos

{
[(

f (y)− EP ∗θ [f (y)]
)]T (

varP ∗θ [f (y)]
)−1

covP ∗θ [f (y) ,x]− 2
(
x− EP ∗θ [x]

)T
}

∆−1ΓtΓ
T
t ∆−1covP ∗θ [f (y) ,x]

(
varP ∗θ [f (y)]

)−1 [(
f (y)− EP ∗θ [f (y)]

)]

Esta es la expresión que debemos derivar con respecto a t. Tenemos

∂

∂t
ΓtΓ

T
t =

∂

∂t


∆1/2



d−1∑

j=1

zijz
T
ij +

[
(1− t2)1/2zid + tzk

] [
(1− t2)1/2zid + tzk

]T

∆1/2




=
∂

∂t

[
∆1/2

([
(1− t2)1/2zid + tzk

] [
(1− t2)1/2zid + tzk

]T)
∆1/2

]

=
∂

∂t

[
∆1/2

[
(1− t2)zidz

T
id

+ t2zkz
T
k + t(1− t2)1/2zidz

T
k + t(1− t2)1/2zkz

T
id

]
∆1/2

]

Sabemos que

∂

∂t
(1− t2) = −2t

∂

∂t
t(1− t2)1/2 =

1− 2t2√
1− t2

∂

∂t
(t2) = 2t
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entonces

∂

∂t
ΓtΓ

T
t = ∆1/2

[
(−2t) zidz

T
id

+ 2tzkz
T
k +

(
1− 2t2√

1− t2
)

zidz
T
k +

(
1− 2t2√

1− t2
)

zkz
T
id

]
∆1/2,

dando lugar a

∂

∂t
d2 (t) = {

[(
f (y)− EP ∗θ [f (y)]

)]T (
varP ∗θ [f (y)]

)−1
covP ∗θ [f (y) ,x]− 2

(
x− EP ∗θ [x]

)T
}

∆−1 ∂

∂t
ΓtΓ

T
t ∆−1covP ∗θ [x, f (y)]

(
varP ∗θ [f (y)]

)−1 [(
f (y)− EP ∗θ [f (y)]

)]

= {
[(

f (y)− EP ∗θ [f (y)]
)]T (

varP ∗θ [f (y)]
)−1

covP ∗θ [f (y) ,x]− 2
(
x− EP ∗θ [x]

)T
}

∆−1∆1/2

[
(−2t) zidz

T
id

+ 2tzkz
T
k +

(
1− 2t2√

1− t2
)

zidz
T
k +

(
1− 2t2√

1− t2
)

zkz
T
id

]
∆1/2∆−1

covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1 [(

f (y)− EP ∗θ [f (y)]
)]

∂

∂t
d2 (t) = {

[(
f (y)− EP ∗θ [f (y)]

)]T (
varP ∗θ [f (y)]

)−1
covP ∗θ [f (y) ,x]− 2

(
x− EP ∗θ [x]

)T
}

∆−1/2

[
(−2t) zidz

T
id

+ 2tzkz
T
k +

(
1− 2t2√

1− t2
)

zidz
T
k +

(
1− 2t2√

1− t2
)

zkz
T
id

]
∆−1/2

covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1 [(

f (y)− EP ∗θ [f (y)]
)]

(202)

Finalmente,
∂

∂t
d2 (x,y,γ (t)) = 2d (x,y,γ (t))

∂

∂t
d (x,y,γ (t))

o, escrito de forma sintética

∂

∂t
d2 (t) = 2d (t)

∂

∂t
d (t)

de donde se obtiene
∂

∂t
d (t) =

1

2d (t)

∂

∂t
d2 (t) (203)

Hallemos ahora la derivada de S (t) . Por de�nición de S2
M tenemos

∫
ρ1

(
d (x,y,γ (t))

SM
(
HP,γ(t)

)
)
dP (x,y) = κ1

Entonces, si derivamos respecto de t obtenemos

0 =

∫
ψ1

(
d (x,y,γ (t))

SM
(
HP,γ(t)

)
)
∂

∂t

(
d (x,y,γ (t))

SM
(
HP,γ(t)

)
)
dP (x,y) ,
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Llamábamos d (t) = d (x,y,γ (t)) y S (t) = SM
(
HP,γ(t)

)
tenemos

0 =

∫
ψ1

(
d (t)

S (t)

)
∂

∂t

(
d (t)

S (t)

)
dP (x,y)

=

∫
ψ1

(
d (t)

S (t)

)
1

S2 (t)

[
∂d (t)

∂t
S (t)− d (t)

∂S (t)

∂t

]
dP (x,y)

=

∫
ψ1

(
d (t)

S (t)

)
1

S (t)

∂d (t)

∂t
dP (x,y)−

∫
ψ1

(
d (t)

S (t)

)
d (t)

S2 (t)

∂S (t)

∂t
dP (x,y)

=

∫
ψ1

(
d (t)

S (t)

)
1

2d (t)S (t)

∂d2 (t)

∂t
dP (x,y)− ∂S (t)

∂t

∫
ψ1

(
d (t)

S (t)

)
d (t)

S2 (t)
dP (x,y)

o, equivalentemente

∂

∂t
[S (t)] =

∫
ψ1

(
d(t)
S(t)

)
1

2d(t)S(t)
∂d2(t)
∂t dP (x,y)

∫
ψ1

(
d(t)
S(t)

)
d(t)
S2(t)

dP (x,y)

=

∫
ψ1

(
d(t)
S(t)

)
1

2d(t)
∂d2(t)
∂t dP (x,y)

∫
ψ1

(
d(t)
S(t)

)
d(t)
S(t)dP (x,y)

(204)

donde la última igualdad vale pues S no depende de (x,y). De�namos

H (t) :=

∫
ψ1

(
d (t)

S (t)

)
1

2d (t)

∂d2 (t)

∂t
dP (x,y)

=

∫
ψ1

(
d (t)

S (t)

)
∂d (t)

∂t
dP (x,y)

=
1

2S (t)

∫
ψ1

(
d (t)

S (t)

)
S (t)

d (t)

∂d2 (t)

∂t
dP (x,y) (205)

Y recordemos de (197) que

B (t) := EP

[
b

(
d (t)

S (t)

)]
= EP

[
ψ1

(
d (t)

S (t)

)
d (t)

S (t)

]

luego

∂

∂t

(
d (t)

S (t)

)
=

1

S2 (t)

[
∂d (t)

∂t
S (t)− d (t)

∂S (t)

∂t

]

=
1

S2 (t)


 S (t)

2d (t)

∂d2 (t)

∂t
− d (t)

∫
ψ1

(
d(t)
S(t)

)
1

2d(t)
∂d2(t)
∂t dP (x,y)

∫
ψ1

(
d(t)
S(t)

)
d(t)
S(t)dP (x,y)




=
1

S2 (t)

[
S (t)

2d (t)

∂d2 (t)

∂t
− d (t)

H (t)

B (t)

]
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y

∂

∂t
[S (t)] =

H (t)

B (t)
. (206)

Poniendo todo junto, tenemos

m′ (t) =
2p

S (t)

∂S (t)

∂t
+

p

v (t)

∫
ψ2

(
d (t)

S (t)

)
∂

∂t

(
d (t)

S (t)

)
dP (x,y)

=
2p

S (t)

∂

∂t
[S (t)] +

p

v (t)

∫
ψ2

(
d (t)

S (t)

)
1

S2 (t)

[
S (t)

2d (t)

∂d2 (t)

∂t
− d (t)

H (t)

B (t)

]
dP (x,y)

=
2p

S (t)

H (t)

B (t)
+

p

v (t)

1

S2 (t)

∫
ψ2

(
d (t)

S (t)

)
S (t)

2d (t)

∂d2 (t)

∂t
dP (x,y)

− p

v (t)S (t)

[
H (t)

B (t)

] ∫
ψ2

(
d (t)

S (t)

)
d (t)

S (t)
dP (x,y)

=
p

v (t)

1

S2 (t)

∫
ψ2

(
d (t)

S (t)

)
S (t)

2d (t)

∂d2 (t)

∂t
dP (x,y)

+
p

S (t)

[
H (t)

B (t)

](
2− 1

v (t)

∫
ψ2

(
d (t)

S (t)

)
d (t)

S (t)
dP (x,y)

)

m′ (t) =
p

v (t)

1

S2 (t)

∫
ψ2

(
d (t)

S (t)

)
S (t)

2d (t)

∂d2 (t)

∂t
dP (x,y)

+
p

S (t)

[
H (t)

B (t)

]
1

v (t)

(∫ {
2ρ2

(
d (t)

S (t)

)
− ψ2

(
d (t)

S (t)

)
d (t)

S (t)

}
dP (x,y)

)

=
p

2v (t)S2 (t)

∫
ψ2

(
d (t)

S (t)

)
S (t)

d (t)

∂d2 (t)

∂t
dP (x,y)

+
p

2v (t)S2 (t)

[
A (t)

B (t)

]
2S (t)H (t)

=
p

2v (t)S2 (t)

{∫
ψ2

(
d (t)

S (t)

)
S (t)

d (t)

∂d2 (t)

∂t
dP (x,y)

+

[
A (t)

B (t)

]
2S (t)

1

2S (t)

∫
ψ1

(
d (t)

S (t)

)
S (t)

d (t)

∂d2 (t)

∂t
dP (x,y)

}

donde hemos usado (196) en la segunda igualdad y (205) en la última igualdad.

m′ (t) =
p

2v (t)S2 (t)

∫ {
ψ2

(
d (t)

S (t)

)
S (t)

d (t)
+
A (t)

B (t)
ψ1

(
d (t)

S (t)

)
S (t)

d (t)

}
∂d2 (t)

∂t
dP (x,y)

=

∫
w̃ (t)

∂d2 (t)

∂t
dP (x,y) (207)
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Reemplazamos la expresión de ∂d2(t)
∂t que calculamos en (202),

m′ (t) =

∫
w̃ (t)

∂d2 (t)

∂t
dP (x,y)

= traza{
∫
w̃ (t) {

[(
f (y)− EP ∗θ [f (y)]

)]T (
varP ∗θ [f (y)]

)−1
·

covP ∗θ [f (y) ,x]− 2
(
x− EP ∗θ [x]

)T
}

∆−1/2

[
(−2t) zidz

T
id

+ 2tzkz
T
k +

(
1− 2t2√

1− t2
)

zidz
T
k +

(
1− 2t2√

1− t2
)

zkz
T
id

]
∆−1/2

covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1 [(

f (y)− EP ∗θ [f (y)]
)]
dP (x,y)}

=

∫
w̃ (t) traza{

[(
f (y)− EP ∗θ [f (y)]

)]
{
[(

f (y)− EP ∗θ [f (y)]
)]T (

varP ∗θ [f (y)]
)−1

covP ∗θ [f (y) ,x]− 2
(
x− EP ∗θ [x]

)T
}

∆−1/2

[
(−2t) zidz

T
id

+ 2tzkz
T
k +

(
1− 2t2√

1− t2
)

zidz
T
k +

(
1− 2t2√

1− t2
)

zkz
T
id

]
∆−1/2

covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1

dP (x,y)}

= traza{
∫
w̃ (t)

[(
f (y)− EP ∗θ [f (y)]

)]
{
[(

f (y)− EP ∗θ [f (y)]
)]T (

varP ∗θ [f (y)]
)−1
·

covP ∗θ [f (y) ,x]− 2
(
x− EP ∗θ [x]

)T
}dP (x,y)

∆−1/2

[
(−2t) zidz

T
id

+ 2tzkz
T
k +

(
1− 2t2√

1− t2
)

zidz
T
k +

(
1− 2t2√

1− t2
)

zkz
T
id

]
∆−1/2

covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1
}

= traza{{EP ∗θ
([(

f (y)− EP ∗θ [f (y)]
)] [(

f (y)− EP ∗θ [f (y)]
)]T)(

varP ∗θ [f (y)]
)−1
·

covP ∗θ [f (y) ,x]− 2EP ∗θ

([(
f (y)− EP ∗θ [f (y)]

)](
x− EP ∗θ [x]

)T)
}

∆−1/2

[
(−2t) zidz

T
id

+ 2tzkz
T
k +

(
1− 2t2√

1− t2
)

zidz
T
k +

(
1− 2t2√

1− t2
)

zkz
T
id

]
∆−1/2

covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1
}.
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En t = 0, S (0) = 1 así que

m′ (0) = traza{{EP ∗θ
([(

f (y)− EP ∗θ [f (y)]
)] [(

f (y)− EP ∗θ [f (y)]
)]T)(

varP ∗θ [f (y)]
)−1
·

covP ∗θ [x, f (y)]T − 2EP ∗θ

([(
f (y)− EP ∗θ [f (y)]

)](
x− EP ∗θ [x]

)T)
}

∆−1/2
[
zidz

T
k + zkz

T
id

]
∆−1/2covP ∗θ [x, f (y)]

(
varP ∗θ [f (y)]

)−1
}

= traza{{varP ∗θ [f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1

covP ∗θ [x, f (y)]T

− 2covP ∗θ (f (y) ,x)}

∆−1/2
[
zidz

T
k + zkz

T
id

]
∆−1/2covP ∗θ [x, f (y)]

(
varP ∗θ [f (y)]

)−1
}

m′ (0) = traza{{covP ∗θ
[f (y) ,x]− 2covP ∗θ (f (y) ,x)}∆−1/2

[
zidz

T
k + zkz

T
id

]
∆−1/2

covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1
}

= −traza{covP ∗θ
[f (y) ,x] ∆−1/2

[
zidz

T
k + zkz

T
id

]
∆−1/2

covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1
}

m′ (0) = −traza{covP ∗θ
[x, f (y)]

(
varP ∗θ [f (y)]

)−1
covP ∗θ [f (y) ,x] ∆−1/2

·
[
zidz

T
k + zkz

T
id

]
∆−1/2}

= −traza{∆−1/2Π (θ) ∆−1/2
[
zidz

T
k + zkz

T
id

]
} = −traza{

[
λidzidz

T
k + λkzkz

T
id

]
}

= −traza{
[
λidz

T
k zid + λkz

T
id

zk
]
} = 0,

donde la última igualdad vale por (201). Restaría derivar de nuevo a m y evaluarla
en cero. Para veri�car que la función m alcanza un máximo local en t = 0 nos
bastaría con ver quem′′ (0) < 0. Ya observamos en (207) quem′ (t) puede escribirse
del siguiente modo

m′ (t) =

∫
w̃ (t)

∂d2 (t)

∂t
dP (x,y) ,

entonces acabamos de probar que

m′ (0) =

∫
w̃ (0)

∂d2 (0)

∂t
dP (x,y) = 0 (208)

La segunda derivada de m tendrá dos sumandos, que surgen de derivar cada uno
de los dos términos que se multiplican para de�nir a m′ (t),

m′′ (t) =

∫ (
∂

∂t
w̃ (t)

)
∂d2 (t)

∂t
dP (x,y) +

∫
w̃ (t)

∂2d2 (t)

∂t2
dP (x,y) . (209)
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Comencemos calculando el segundo término.

∂2d2 (t)

∂t2
=

∂

∂t
{
[(

f (y)− EP ∗θ [f (y)]
)]T (

varP ∗θ [f (y)]
)−1

covP ∗θ [f (y) ,x]− 2
(
x− EP ∗θ [x]

)T
}

∆−1/2

[
(−2t) zidz

T
id

+ 2tzkz
T
k +

(
1− 2t2√

1− t2
)

zidz
T
k +

(
1− 2t2√

1− t2
)

zkz
T
id

]
∆−1/2

covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1 (

f (y)− EP ∗θ [f (y)]
)
},

como

∂

∂t

(
1− 2t2√

1− t2
)

=

(
t

(1− t2)
3
2

(
2t2 − 3

)
)

resulta

∂2d2 (t)

∂t2
=

{(
f (y)− EP ∗θ [f (y)]

)T (
varP ∗θ [f (y)]

)−1
covP ∗θ [f (y) ,x]− 2

(
x− EP ∗θ [x]

)T}

∆−1/2

[
(−2) zidz

T
id

+ 2zkz
T
k +

(
t

(1− t2)
3
2

(
2t2 − 3

)
)
(
zidz

T
k + zkz

T
id

)
]

∆−1/2

covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1 (

f (y)− EP ∗θ [f (y)]
)

Luego

∂2d2 (0)

∂t2
=
∂2d2 (t)

∂t2

∣∣∣∣
t=0

=

{(
f (y)− EP ∗θ [f (y)]

)T (
varP ∗θ [f (y)]

)−1
covP ∗θ [f (y) ,x]− 2

(
x− EP ∗θ [x]

)T}

∆−1/2
[
(−2) zidz

T
id

+ 2zkz
T
k

]
∆−1/2

covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1 (

f (y)− EP ∗θ [f (y)]
)
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y el segundo sumando queda

∫
w̃ (0)

∂2d2 (0)

∂t2
dP (x,y)

= EP ∗θ

(
∂2d2 (t)

∂t2

)

= traza{{EP ∗θ
([(

f (y)− EP ∗θ [f (y)]
)] [(

f (y)− EP ∗θ [f (y)]
)]T)(

varP ∗θ [f (y)]
)−1
·

covP ∗θ [f (y) ,x]− 2EP ∗θ

([(
f (y)− EP ∗θ [f (y)]

)](
x− EP ∗θ [x]

)T)
}

∆−1/2
[
(−2) zidz

T
id

+ 2zkz
T
k

]
∆−1/2

covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1
}

= traza{{
(

varP ∗θ [f (y)]
)(

varP ∗θ [f (y)]
)−1

covP ∗θ [f (y) ,x]

− 2covP ∗θ [f (y) ,x]}∆−1/2
[
(−2) zidz

T
id

+ 2zkz
T
k

]
∆−1/2

covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1
}

= traza{{covP ∗θ
[f (y) ,x]− 2covP ∗θ [f (y) ,x]}∆−1/2

[
(−2) zidz

T
id

+ 2zkz
T
k

]
∆−1/2

covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1
}

= −traza{∆−1/2covP ∗θ [x, f (y)]
(

varP ∗θ [f (y)]
)−1

covP ∗θ [f (y) ,x] ∆−1/2
[
(−2) zidz

T
id

+ 2zkz
T
k

]

= −traza{∆−1/2Π (θ) ∆−1/2
[
(−2) zidz

T
id

+ 2zkz
T
k

]
}

= −traza{
[
(−2)λidzidz

T
id

+ 2λkzkz
T
k

]
}

= −traza{
[
(−2)λidz

T
id

zid + 2λkz
T
k zk

]
} = − ((−2)λid + 2λk)

= 2(λid − λk) (210)

Como λk > λid , resulta que [λid − λk] < 0, o sea que m′′ (0) es la suma de dos
términos, según (209), el segundo de los cuales es negativo. Veamos el signo del
primero.

w̃ (t) =
p

2v (t)S2 (t)

{
ψ2

(
d (t)

S (t)

)
S (t)

d (t)
+
A (t)

B (t)
ψ1

(
d (t)

S (t)

)
S (t)

d (t)

}
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entonces

w̃′ (t) =

(
p

2v (t)S2 (t)

)′{
ψ2

(
d (t)

S (t)

)
+
A (t)

B (t)
ψ1

(
d (t)

S (t)

)}
S (t)

d (t)

+
p

2v (t)S2 (t)

{
ψ′2

(
d (t)

S (t)

)
+
A (t)

B (t)
ψ′1

(
d (t)

S (t)

)}
S (t)

d (t)

∂

∂t

(
d (t)

S (t)

)

+
p

2v (t)S2 (t)

{
ψ2

(
d (t)

S (t)

)
+
A (t)

B (t)
ψ1

(
d (t)

S (t)

)}
∂

∂t

(
S (t)

d (t)

)

+
p

2v (t)S2 (t)

∂

∂t

(
A (t)

B (t)

)
ψ1

(
d (t)

S (t)

)(
S (t)

d (t)

)
.

Llamemos

g1 (t) =

(
p

2v (t)S2 (t)

)′{
ψ2

(
d (t)

S (t)

)
+
A (t)

B (t)
ψ1

(
d (t)

S (t)

)}
S (t)

d (t)

g2 (t) =
p

2v (t)S2 (t)

{
ψ′2

(
d (t)

S (t)

)
+
A (t)

B (t)
ψ′1

(
d (t)

S (t)

)}
S (t)

d (t)

∂

∂t

(
d (t)

S (t)

)

g3 (t) =
p

2v (t)S2 (t)

{
ψ2

(
d (t)

S (t)

)
+
A (t)

B (t)
ψ1

(
d (t)

S (t)

)}
∂

∂t

(
S (t)

d (t)

)

g4 (t) =
p

2v (t)S2 (t)

∂

∂t

(
A (t)

B (t)

)
ψ1

(
d (t)

S (t)

)(
S (t)

d (t)

)

Usando que

S (0) = 1

y notando

∂

∂t
d2 (0) =

∂d2 (t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

,

como hemos descompuesto a la derivada en la suma

w̃′ (t) = g1 (t) + g2 (t) + g3 (t) + g4 (t) ,

resulta que

m′′ (t) =

4∑

i=1

∫
gi (t)

∂

∂t
d2 (t) dP (x,y) +

∫
w̃ (t)

∂2d2 (t)

∂t2
dP (x,y) .
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Analicemos cada uno de los primeros cuatro sumandos de esta expresión,

G1 (t) :=

∫
g1 (t)

∂

∂t
d2 (t) dP (x,y)

=

∫ (
p

2v (t)S2 (t)

)′{
ψ2

(
d (t)

S (t)

)
S (t)

d (t)
+
A (t)

B (t)
ψ1

(
d (t)

S (t)

)
S (t)

d (t)

}
∂

∂t
d2 (t) dP (x,y)

=

∫ −p
[
v′ (t)S2 (t) + v (t) 2S (t)S′ (t)

]

2v2 (t)S4 (t)

{(
2v (t)S2 (t)

p

)
w̃ (t)

}
∂

∂t
d2 (t) dP (x,y)

=

∫ −
[
v′ (t)S2 (t) + v (t) 2S (t)S′ (t)

]

v (t)S2 (t)
w̃ (t)

∂

∂t
d2 (t) dP (x,y)

=
−
[
v′ (t)S2 (t) + v (t) 2S (t)S′ (t)

]

v (t)S2 (t)

∫
w̃ (t)

∂

∂t
d2 (t) dP (x,y)

Como por (208) tenemos,
∫
w̃ (0)

∂

∂t
d2 (0) dP (x,y) = 0

entonces,
G1 (0) = 0. (211)

G2 (t) =

∫
p

2v (t)S2 (t)

{
ψ′2

(
d (t)

S (t)

)
+
A (t)

B (t)
ψ′1

(
d (t)

S (t)

)}
S (t)

d (t)

∂

∂t

(
d (t)

S (t)

)
∂

∂t
d2 (t) dP (x,y)

G2 (0) =

∫
p

2v (0)

{
ψ′2 (d (0)) +

A (0)

B (0)
ψ′1 (d (0))

}

1

d (0)


S (0) ∂

∂td (0)− d (0) H(0)
B(0)

S2 (0)


 ∂

∂t
d2 (0) dP (x,y)

=

∫
p

2v (0)

{
ψ′2 (d (0)) +

A (0)

B (0)
ψ′1 (d (0))

}

1

d (0)

((
∂

∂t
d (0)

)
− d (0)

H (0)

B (0)

)
∂

∂t
d2 (0) dP (x,y)

=

∫
p

v (0)

{
ψ′2 (d (0)) +

A (0)

B (0)
ψ′1 (d (0))

}(
∂

∂t
d (0)

)2

dP (x,y)

− H (0)

B (0)

∫
p

2v (0)

{
ψ′2 (d (0)) +

A (0)

B (0)
ψ′1 (d (0))

}
∂

∂t
d2 (0) dP (x,y) (212)

donde usamos (203) para la última igualdad.

G3 (t) =

∫
p

2v (t)

{
ψ2

(
d (t)

S (t)

)
+
A (t)

B (t)
ψ1

(
d (t)

S (t)

)}
∂

∂t

(
S (t)

d (t)

)
∂

∂t
d2 (t) dP (x,y)

=

∫
p

2v (t)

{
ψ2

(
d (t)

S (t)

)
+
A (t)

B (t)
ψ1

(
d (t)

S (t)

)}


H(t)
B(t)d (t)− S (t) ∂

∂td (t)

d2 (t)


 ∂

∂t
d2 (t) dP (x,y) .
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Luego

G3 (0) =

∫
p

2v (0)

{
ψ2 (d (0))

d (0)
+
A (0)

B (0)

ψ1 (d (0))

d (0)

}(
H (0)

B (0)
−

∂
∂td (0)

d (0)

)
∂

∂t
d2 (0) dP (x,y)

=

∫
w̃ (0)

(
H (0)

B (0)
− 1

d (0)

∂

∂t
d (0)

)
∂

∂t
d2 (0) dP (x,y)

=
H (0)

B (0)

∫
w̃ (0)

∂

∂t
d2 (0) dP (x,y)− 2

∫
w̃ (0)

(
∂

∂t
d (0)

)2

dP (x,y)

= 0− 2

∫
w̃ (0)

(
∂

∂t
d (0)

)2

dP (x,y) (213)

usamos nuevamente (203) para la penúltima igualdad y (208) en la última.

G4 (t) =

∫
p

2v (t)S2 (t)

∂

∂t

(
A (t)

B (t)

)
ψ1

(
d (t)

S (t)

)(
S (t)

d (t)

)
∂

∂t
d2 (t) dP (x,y)

G4 (0) =
p

2v (0)

∂

∂t

(
A (t)

B (t)

)∣∣∣∣
t=0

∫
ψ1 (d (0))

d (0)

∂

∂t
d2 (0) dP (x,y)

=
p

2v (0)

(
A′ (0)B (0)−A (0)B′ (0)

B2 (0)

)
H (0) 2

Como

B (t) =

∫
ψ1

(
d (t)

S (t)

)
d (t)

S (t)
dP (x,y) ,

tenemos

B′ (t) =

∫
ψ′1

(
d (t)

S (t)

)
∂

∂t

(
d (t)

S (t)

)
d (t)

S (t)
+ ψ1

(
d (t)

S (t)

)
∂

∂t

(
d (t)

S (t)

)
dP (x,y)

=

∫ {
ψ′1

(
d (t)

S (t)

)
d (t)

S (t)
+ ψ1

(
d (t)

S (t)

)}
∂

∂t

(
d (t)

S (t)

)
dP (x,y)

=

∫ {
ψ′1

(
d (t)

S (t)

)
d (t)

S (t)
+ ψ1

(
d (t)

S (t)

)}(
S (t)

∂

∂t
d (t)− d (t)

H (t)

B (t)

)
1

S2 (t)
dP (x,y)

B′ (0) =

∫ {
ψ′1 (d (0)) d (0) + ψ1 (d (0))

}( ∂

∂t
d (0)− d (0)

H (0)

B (0)

)
dP (x,y)

=

∫ {
ψ′1 (d (0)) d (0) + ψ1 (d (0))

}( 1

2d (0)

∂

∂t
d2 (0)− d (0)

H (0)

B (0)

)
dP (x,y)

A (t) = EP

[
a

(
d (t)

S (t)

)]
= EP

[
2ρ2

(
d (t)

S (t)

)
− ψ2

(
d (t)

S (t)

)
d (t)

S (t)

]

A (0) = EP [2ρ2 (d (0))− ψ2 (d (0)) d (0)]

=

∫
[2ρ2 (d (0))− ψ2 (d (0)) d (0)] dP (x,y)



214

A′ (t) =

∫ [
2ψ2

(
d (t)

S (t)

)
− ψ′2

(
d (t)

S (t)

)
d (t)

S (t)
− ψ2

(
d (t)

S (t)

)]
∂

∂t

(
d (t)

S (t)

)
dP (x,y)

=

∫ [
ψ2

(
d (t)

S (t)

)
− ψ′2

(
d (t)

S (t)

)
d (t)

S (t)

]
∂

∂t

(
d (t)

S (t)

)
dP (x,y)

A′ (0) =

∫ [
ψ2 (d (0))− ψ′2 (d (0)) d (0)

]( ∂

∂t
d (0)− d (0)

H (0)

B (0)

)
dP (x,y)

=

∫ [
ψ2 (d (0))− ψ′2 (d (0)) d (0)

]( 1

2d (0)

∂

∂t
d2 (0)− d (0)

H (0)

B (0)

)
dP (x,y)

Reemplazamos estas expresiones en G4

G4 (0) =
p

2v (0)

(
A′ (0)B (0)−A (0)B′ (0)

B2 (0)

)
2H (0)

=
pH (0)

v (0)

1

B (0)

{∫ [
ψ2 (d (0))− ψ′2 (d (0)) d (0)

]( 1

2d (0)

∂

∂t
d2 (0)− d (0)

H (0)

B (0)

)
dP (x,y)

−A (0)

B (0)

∫ {
ψ′1 (d (0)) d (0) + ψ1 (d (0))

}( 1

2d (0)

∂

∂t
d2 (0)− d (0)

H (0)

B (0)

)
dP (x,y)

}

=
H (0) p

v (0)

1

B (0)

{∫ [
ψ2 (d (0))− ψ′2 (d (0)) d (0)− A (0)

B (0)

{
ψ′1 (d (0)) d (0) + ψ1 (d (0))

}]
·

1

2d (0)

∂

∂t
d2 (0) dP (x,y)

−
∫ [

ψ2 (d (0))− ψ′2 (d (0)) d (0)− A (0)

B (0)

{
ψ′1 (d (0)) d (0) + ψ1 (d (0))

}]
d (0)

H (0)

B (0)
dP (x,y)

}

=
H (0) p

v (0)

1

B (0)

{∫
ψ2 (d (0))

1

2d (0)

∂

∂t
d2 (0) dP (x,y) (214)

−
∫ (

ψ′2 (d (0)) d (0) +
A (0)

B (0)
ψ′1 (d (0)) d (0)

)
1

2d (0)

∂

∂t
d2 (0) dP (x,y) (215)

−
∫

A (0)

B (0)
ψ1 (d (0))

1

2d (0)

∂

∂t
d2 (0) dP (x,y) (216)

−
∫

[ψ2 (d (0))] d (0)
H (0)

B (0)
dP (x,y) (217)

+

∫ [
ψ′2 (d (0)) +

A (0)

B (0)
ψ′1 (d (0))

]
d2 (0)

H (0)

B (0)
dP (x,y) (218)

− A (0)

B (0)

H (0)

B (0)

∫
ψ1 (d (0)) d (0) dP (x,y)

}
(219)

Recordemos (208) ∫
w̃ (0)

∂

∂t
d2 (0) dP (x,y) = 0,
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es decir,

p

2v (0)

∫ (
ψ2 (d (0))

d (0)
+
A (0)

B (0)

ψ1 (d (0))

d (0)

)
∂

∂t
d2 (0) dP (x,y) = 0

Luego

1

2

∫
ψ2 (d (0))

d (0)

∂

∂t
d2 (0) dP (x,y) = −

∫
A (0)

B (0)

ψ1 (d (0))

2d (0)

∂

∂t
d2 (0) dP (x,y)

= −H (0)
A (0)

B (0)

es decir, (214) es igual que (216) e igual a −H (0) A(0)
B(0) , pues

H (0) =
1

2

∫
ψ1 (d (0))

d (0)

∂

∂t
d2 (0) dP (x,y)

=

∫
ψ1 (d (0))

∂

∂t
d (0) dP (x,y) .

Por otro lado, si sumamos (217) y (219) obtenemos

H (0) p

B (0) v (0)

{
−
∫

[ψ2 (d (0))] d (0)
H (0)

B (0)
dP (x,y)− A (0)

B (0)

H (0)

B (0)

∫
ψ1 (d (0)) d (0) dP (x,y)

}

= −H
2 (0)

B2 (0)

∫
p

v (0)

[
ψ2 (d (0)) +

A (0)

B (0)
ψ1 (d (0))

]
d (0) dP (x,y)

= −H
2 (0)

B2 (0)

∫
p

v (0)

[
ψ2 (d (0))

d (0)
+
A (0)

B (0)

ψ1 (d (0))

d (0)

]
d2 (0) dP (x,y)

= −H
2 (0) 2

B2 (0)

∫
w̃ (0) d2 (0) dP (x,y)

Luego

G4 (0) =
p

2v (0)

(
A′ (0)B (0)−A (0)B′ (0)

B2 (0)

)
2H (0)

=
H (0) p

B (0) v (0)

{
−2H (0)

A (0)

B (0)

−
∫ (

ψ′2 (d (0)) d (0) +
A (0)

B (0)
ψ′1 (d (0)) d (0)

)
1

2d (0)

∂

∂t
d2 (0) dP (x,y)

+

∫ [
ψ′2 (d (0)) +

A (0)

B (0)
ψ′1 (d (0))

]
d2 (0)

H (0)

B (0)
dP (x,y)

}

− H2 (0) 2

B2 (0)

∫
w̃ (0) d2 (0) dP (x,y) (220)
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Entonces, �nalmente,

m′′ (0) =

∫
w̃′ (0)

∂

∂t
d2 (0) dP (x,y) + 2(λid − λk)

= G (0) + G̃ (0)

y de (211), (212), (213) y (220) resulta

G (0) = G1 (0) +G2 (0) +G3 (0) +G4 (0)

= 0 +

∫
p

v (0)

{
ψ′2 (d (0)) +

A (0)

B (0)
ψ′1 (d (0))

}(
∂

∂t
d (0)

)2

dP (x,y) (221)

− H (0)

B (0)

∫
p

2v (0)

{
ψ′2 (d (0)) +

A (0)

B (0)
ψ′1 (d (0))

}
∂

∂t
d2 (0) dP (x,y) (222)

− 2

∫
w̃ (0)

(
∂

∂t
d (0)

)2

dP (x,y)− 2H2 (0)A (0) p

B2 (0) v (0)

+
H (0) p

B (0) v (0)

{
−
∫ (

ψ′2 (d (0)) d (0) +
A (0)

B (0)
ψ′1 (d (0)) d (0)

)
1

2d (0)

∂

∂t
d2 (0) dP (x,y)

(223)

+

∫ [
ψ′2 (d (0)) +

A (0)

B (0)
ψ′1 (d (0))

]
d2 (0)

H (0)

B (0)
dP (x,y)

}

− H2 (0) 2

B2 (0)

∫
w̃ (0) d2 (0) dP (x,y)

Observemos que (222) y (223) son iguales, luego

G (0) =

∫
p

v (0)

{
ψ′2 (d (0)) +

A (0)

B (0)
ψ′1 (d (0))

}(
∂

∂t
d (0)

)2

dP (x,y)

− H (0)

B (0)

∫
p

v (0)

{
ψ′2 (d (0)) +

A (0)

B (0)
ψ′1 (d (0))

}
∂

∂t
d2 (0) dP (x,y)

− 2

∫
w̃ (0)

(
∂

∂t
d (0)

)2

dP (x,y)− 2H2 (0)A (0) p

B2 (0) v (0)

+

∫ [
ψ′2 (d (0)) +

A (0)

B (0)
ψ′1 (d (0))

]
d2 (0)

H2 (0) p

B2 (0) v (0)
dP (x,y)

− H2 (0) p

B2 (0)

∫
w̃ (0) d2 (0) dP (x,y)
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G (0) =

∫
p

v (0)

{
ψ′2 (d (0)) +

A (0)

B (0)
ψ′1 (d (0))

}(
∂

∂t
d (0)

)2

dP (x,y) (224)

−
∫

p

v (0)

{
ψ′2 (d (0)) +

A (0)

B (0)
ψ′1 (d (0))

}
H (0)

B (0)
2d (0)

∂

∂t
d (0) dP (x,y)

(225)

− 2

∫
w̃ (0)

(
∂

∂t
d (0)

)2

dP (x,y)− 2H2 (0)A (0) p

B2 (0) v (0)

+

∫
p

v (0)

[
ψ′2 (d (0)) +

A (0)

B (0)
ψ′1 (d (0))

]
d2 (0)

H2 (0)

B2 (0)
dP (x,y) (226)

− H2 (0) 2

B2 (0)

∫
w̃ (0) d2 (0) dP (x,y)

Juntando (224) con (225) y (226)

G (0) =

∫
p

v (0)

{
ψ′2 (d (0)) +

A (0)

B (0)
ψ′1 (d (0))

}[(
∂

∂t
d (0)

)
− H (0)

B (0)
d (0)

]2

dP (x,y)

− 2

∫
w̃ (0)

(
∂

∂t
d (0)

)2

dP (x,y)− 2H2 (0)A (0) p

B2 (0) v (0)

− H2 (0) 2

B2 (0)

∫
w̃ (0) d2 (0) dP (x,y)

Asumimos que ψi(t)
t son no crecientes (para i = 1, 2), es decir, que, para todo t > 0

∂

∂t

ψi (t)

t
=
ψ′i (t) t− ψi (t)

t2
≤ 0,

o, equivalentemente, para todo t > 0 tenemos

ψ′i (t) ≤ ψi (t)

t
.
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Usando esta cota, como
[(

∂
∂td (0)

)
− H(0)

B(0)d (0)
]2
≥ 0, tenemos

∫
p

v (0)

{
ψ′2 (d (0)) +

A (0)

B (0)
ψ′1 (d (0))

}[
∂

∂t
d (0)− H (0)

B (0)
d (0)

]2

dP (x,y)

≤
∫

p

v (0)

{
ψ2 (d (0))

d (0)
+
A (0)

B (0)

ψ1 (d (0))

d (0)

}[
∂

∂t
d (0)− H (0)

B (0)
d (0)

]2

dP (x,y)

=

∫
2w̃ (0)

[
∂

∂t
d (0)− H (0)

B (0)
d (0)

]2

dP (x,y)

=

∫
2w̃ (0)

[
∂

∂t
d (0)

]2

dP (x,y)

− 4

∫
w̃ (0)

[
∂

∂t
d (0)

]
H (0)

B (0)
d (0) dP (x,y)

+

∫
2w̃ (0)

[
H (0)

B (0)
d (0)

]2

dP (x,y)

Entonces

G (0) =

∫
p

v (0)

{
ψ′2 (d (0)) +

A (0)

B (0)
ψ′1 (d (0))

}[(
∂

∂t
d (0)

)
− H (0)

B (0)
d (0)

]2

dP (x,y)

− 2

∫
w̃ (0)

[
∂

∂t
d (0)

]2

dP (x,y)− 2H2 (0)A (0) p

B2 (0) v (0)

− H2 (0) 2

B2 (0)

∫
w̃ (0) d2 (0) dP (x,y)

≤
∫

2w̃ (0)

[
∂

∂t
d (0)

]2

dP (x,y)− 4

∫
w̃ (0)

(
∂

∂t
d (0)

)
H (0)

B (0)
d (0) dP (x,y)

+

∫
2w̃ (0)

[
H (0)

B (0)
d (0)

]2

dP (x,y)− 2

∫
w̃ (0)

[
∂

∂t
d (0)

]2

dP (x,y)

− 2H2 (0)A (0) p

B2 (0) v (0)
− H2 (0) 2

B2 (0)

∫
w̃ (0) d2 (0) dP (x,y)

= −4

∫
w̃ (0)

[
∂

∂t
d (0)

]
H (0)

B (0)
d (0) dP (x,y)

− 2H2 (0)A (0) p

B2 (0) v (0)

ya que el primer y el cuarto sumando son iguales pero con signo distinto, y lo mismo
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pasa con el tercero y el sexto. Además

− 4

∫
w̃ (0)

(
∂

∂t
d (0)

)
H (0)

B (0)
d (0) dP (x,y)

= (−2)
H (0)

B (0)

∫
w̃ (0)

(
∂

∂t
d (0)

)
2d (0) dP (x,y)

= (−2)
H (0)

B (0)

∫
w̃ (0)

(
∂

∂t
d2 (0)

)
dP (x,y) = 0

por (208). Finalmente

m′′ (0) =

∫
w̃′ (0)

∂

∂t
d2 (0) dP (x,y) + 2(λid − λk)

= G (0) + G̃ (0)

≤ −2H2 (0)A (0) p

B2 (0) v (0)
+ 2(λid − λk) < 0.

H.1.1. Igualdades que involucran derivadas matriciales

A continuación exhibimos las ecuaciones del libro de Petersen y Pedersen [2008],
citadas en esta tesis, en el orden en el que fueron citadas y con la numeración de la
publicación original, para facilitar la lectura.

Sea W ∈ Rn×n simétrica, x, s ∈ Rn, A ∈ Rn×n, entonces

∂

∂s
(x−As)T W (x−As) = −2ATW (x−As) . (Petersen, ec 76)

Sea X ∈ Rn×k una matriz (o vector, si k = 1), a ∈ Rn, b ∈ Rk, entonces
∂

∂X

(
aTXb

)
= abT . (Petersen, ec 62)

Sea W ∈ Rn×n simétrica, x, s ∈ Rn, A ∈ Rn×n

∂

∂A
(x−As)T W (x−As) = −2W (x−As) sT . (Petersen, ec 80)

Sea X una matriz inversible,

∂

∂X
ln |det (X)| =

(
X−1

)T
=
(
XT
)−1

(Petersen, ec 51)

Sea X una matriz inversible, y A, B matrices para las cuales los siguientes productos
están bien de�nidos,

∂

∂X
traza

(
AX−1B

)
= −

(
X−1BAX−1

)T
(Petersen, ec 57)
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I. Apéndice del Capítulo 9

I.1. Procedimientos para calcular los ángulos principales

En esta sección presentamos varias formas (equivalentes) de calcular los ángulos or-
denados entre dos subespacios A y B, y también señalaremos algunos resultados y co-
mentarios sobre el tema, que conciernen a los cálculos numéricos.

Procedimiento 1. Directamente derivado de la teoría anterior.
Sean {v1, . . . ,vk} una base para A, y {w1, . . . ,wl} una base para B. Supongamos,

sin pérdida de generalidad, que k ≤ l.

1. Hallar la matriz para PA y PB (en la base canónica). Esto se consigue encolumnando
los vectores de la base de la siguiente forma: sean

V =
[

v1 · · · vk
]
∈ Rp×k

W =
[

w1 · · · wl

]
∈ Rp×l

entonces

PA = V
(
V TV

)−1
V T

PB = W
(
W TW

)−1
W T .

2. Hallar los autovalores y autovectores de la matriz simétrica PAPBPA ∈ Rp×p, lla-
memos µ2

1 ≥ · · · ≥ µ2
k > 0 a los autovalores.

3. Entonces, como
(cos ζi)

2 = µ2
i , i = 1, . . . , k,

el i−ésimo ángulo principal es

ζi = arc cos
√
µ2
i , i = 1, . . . , k.

Como el arc cos
√
µ2 es una función decreciente de µ, los ángulos elegidos de esta

forma resultan en el orden correcto: ζ1 ≤ ζ2 ≤ · · · ≤ ζk.

Procedimiento 2. Supongamos que A y B tienen la misma dimensión k. Entonces
A = span {a1, . . . ,ak} y B = span {b1, . . . ,bk} . Si aplicamos la transformación lineal
PBPA a los generadores de B obtenemos

PBPAbj =

k∑

i=1

µibia
T
i bj = µjbja

T
j bj = µ2

jbj ,
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donde la segunda igualdad es consecuencia del Teorema 9.1.(iv), de modo que bj se encoje
por µ2

j = cosζj (0 < µj ≤ 1) , y bj es un autovector de PBPA de autovalor µ2
j .

En las aplicaciones, los subespacios A y B aparecen a través de una base de ca-
da uno de ellos. Si las bases no son ortonormales, pueden ortonormalizarse usando las
técnicas estándares para ello. Por lo tanto, asumamos que disponemos de bases ortonor-
males {q1, . . . ,qk} y {r1, . . . , rk} de A y B, respectivamente. Sea Q1 =

[
q1 · · · qk

]
∈

Rp×k y R1 =
[
r1 · · · rk

]
∈ Rp×k. Queremos determinar los ángulos y los vectores

principales entre los subespacios. Esto es equivalente a determinar las matrices A1 =[
a1 · · · ak

]
, B1 =

[
b1 · · · bk

]
y D = diag (µ1, . . . , µk) construidas en el Teo-

rema 9.1.(i).

Lema I.1 Sean Q1, A1 ∈ Rp×k matrices con columnas linealmente independientes.

Proposición I.1 i. Sus columnas generan el mismo subespacio, i.e. span {q1, . . . ,qk} =
span {a1, . . . ,ak} si y sólo si existe una matriz M1 ∈ Rk×k no singular tal que
A1 = Q1M1.

ii. Supongamos que span {q1, . . . ,qk} = span {a1, . . . ,ak} y que Q1, A1 tienen colum-
nas ortonormales. Entonces, M1 también tiene columnas ortonormales.

A partir del resultado previo, tenemos M1, N1 ∈ Rk×k matrices ortogonales (es decir,
matrices que cumplen M−1

1 = MT
1 ) tales que

A1 = Q1M1 y B1 = R1N1.

Entonces

QT1 R1 =
(
A1M

T
1

)T (
B1N

T
1

)
= M1A

T
1 B1N

T
1 = M1diag (µ1, . . . , µk)N

T
1 . (227)

donde la última igualdad vale por el Teorema 9.1.(iv). ComoM1, N1 ∈ Rk×k son matrices
ortogonales y diag (µ1, . . . , µk) es diagonal, M1diag (µ1, . . . , µk)N

T
1 es la descomposición

SVD de QT1 R1. Esto nos da una manera de calcular los ángulos y vectores principales.
Calcular

1. QT1 R1.

2. La descomposición de ella: QT1 R1 = M1diag (µ1, . . . , µk)N
T
1 , donde µ1 ≥ · · · ≥ µk

son los valores singulares.

3. Tomar ζi = arc cosµi, i = 1, . . . , k, como ángulos principales.

4. Tomar A1 = Q1M1 y B1 = R1N1 como vectores principales.
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Procedimiento 3. Todavía resta resolver un problema para llevar a cabo estos cálcu-
los, y es que la función de ζ = arc cosµ está mal condicionada para µ cerca de uno (y ζ
cerca de 0), como puede verse en la Figura 27a. Es decir, pequeñas perturbaciones en µ
pueden causar perturbaciones relativamente grandes en ζ. Para valores de µ alejados de
uno, arc cosµ está bien condicionada. Si queremos calcular ángulos principales pequeños
con precisión, tenemos que encontrar otro método. Los detalles se pueden encontrar en
Watkins [1991], Sección 7.5. Se basa en el siguiente resultado.

Teorema I.1 Sean A y B subespacios k−dimensionales de Rp con ángulos principales
ζ1 ≤ ζ2 ≤ · · · ≤ ζk. Sean {q1, . . . ,qk} y {qk+1, . . . ,qp} bases ortonormales para A y A⊥,
respectivamente, y sean {r1, . . . , rk} y {rk+1, . . . , rp} bases ortonormales para B y B⊥,
respectivamente. Sean

Q1 =
[
q1 · · · qk

]
∈ Rp×k, Q2 =

[
qk+1 · · · qp

]
∈ Rp×(p−k)

R1 =
[
r1 · · · rk

]
∈ Rp×k, R2 =

[
rk+1 · · · rp

]
∈ Rp×(p−k).

Entonces, los valores singulares de QT2 R1 y QT1 R2 son

sin ζ1 ≤ sin ζ2 ≤ · · · ≤ sin ζk.

Análogamente a lo que comentamos antes para la inversa del coseno, resulta que el
arc sen está bien condicionado cuando el ángulo es pequeño y mal condicionado cuan-
do está cerca de π/2. En la Figura 27b vemos el grá�co de esta función. A partir de
esta observación, podemos establecer otro procedimiento para calcular ángulos, que nos
permitirá calcular a los pequeños con precisión.

Calcular

1. {qk+1, . . . ,qp} una base ortonormal paraA⊥. SeaQ2 =
[
qk+1 · · · qp

]
∈ Rp×(p−k).

2. Sea {r1, . . . , rk} una base ortonormal para B, sea R1 =
[
r1 · · · rk

]
∈ Rp×k.

3. Calcular QT2 R1.

4. Hallar los valores singulares σ1 ≤ σ2 ≤ · · · ≤ σk de QT2 R1.

5. Tomar ζi = arc senσi, i = 1, . . . , k, como los ángulos principales.

Observemos que la enumeración dada a los valores singulares es la inversa a la de los
procedimientos anteriores porque σ1 ≤ σ2 ≤ · · · ≤ σk están numerados en orden creciente,
ya que la inversa del seno (arc sen) es una función creciente. De esta forma, los ángulos
principales quedan ordenados en forma creciente, como se requiere, ζ1 ≤ ζ2 ≤ · · · ≤ ζk.

Este procedimiento permite hallar valores precisos de ζi cuando corresponde a ángulos
pequeños e imprecisos para los ζi que están cercanos a π/2.
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Figura 27: Grá�co de la función arc cos : [−1, 1] → [0, π] a la izquierda, y arc sen :
[−1, 1]→

[
−π

2 ,
π
2

]
, a la derecha. En ellos vemos que el arco coseno está mal condicionado

para ángulos cercanos a 0 y a π, mientras que el arco seno está mal condicionado para
ángulos cercanos a ±π

2 .
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