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Estimacion robusta para un modelo de reduccién de la dimensién

Resumen

Las técnicas no paramétricas son herramientas flexibles para poder estudiar la relacion
entre una variable aleatoria continua y un vector de covariables explicativas, pero para
su aplicaciéon requieren un niimero de observaciones que crece exponencialmente con la
dimensiéon p del vector de covariables.

Una manera de poder enfrentar la estimacién no—paramétrica con una muestra de
tamano moderado y p grande, es obtener un nimero reducido de nuevas variables ex-
plicativas sin disminuir la informacién que ellas provean sobre la variable respuesta. Las
diversas estrategias para encarar este problema se engloban en lo que se denomina re-
duccion de la dimensidn.

Cook| [2007] introduce el concepto de reduccion suficiente, y el modelo de principal
fitted components (PFC). Cook y Forzani [2008] calcula el estimador de maxima verosi-
militud (MV) para el modelo PFC suponiendo que los errores tienen distribucién normal
multivariada. Sin embargo, cuando hay contaminacién o la distribucién de los errores no
es normal multivariada, los estimadores de MV se ven muy afectados y por lo tanto en
estos casos, pueden ser muy poco informativos.

En esta tesis proponemos estimadores robustos de tipo 7 para estimar el modelo PFC
y por consiguiente para la correspondiente reduccién suficiente. Estos estimadores estan
basados en una T—escala (ver |Yohai y Zamar |[1988]).

Definimos el 7—funcional de estimacién del cual se derivan los T—estimadores pro-
puestos. Se demuestra que bajo condiciones generales estos estimadores son fuertemente
consistentes.

A partir de las ecuaciones de estimacion se obtiene una expresion para los T—esti-
madores similar a la de MV, excepto que las observaciones aparecen acompanadas por
pesos que, a su vez, dependen de los pardmetros. Esto sugiere un algoritmo iterativo
natural para computar los 7. También se discute cémo obtener valores iniciales para este
algoritmo.

Un estudio de Monte Carlo permite comparar los 7-estimadores y los estimadores
de MV bajo el modelo PFC y bajo contaminacién por outliers. Los resultados de esta
simulaciéon muestran claras ventajas para los 7-estimadores. También se presenta una
propuesta de seleccién de la dimensiéon del espacio de reduccién basada en validacion
cruzada.

Finalmente, ilustramos la aplicaciéon del método con dos ejemplos de datos reales. Las
demostraciones de los resultados se presentan en varios apéndices.

Palabras clave: reduccién de la dimension, principal fitted components, estimacion
robusta, T—estimador, reducciéon suficiente, regresion inversa, seleccion de la dimension.



Robust estimation for a dimension reduction model

Abstract

Non-parametric estimating procedures are flexible tools to study the relationship
between a continuous response and a vector of explanatory variables. However these
methods require a number of observations that grows exponentially with the number of
explanatory variables. One way to overcome this situation is to obtain a reduced number
of new variables that contain the same information on the response than the original
ones.

Several strategies have been proposed to achieve this dimension reduction. (Cook
[2007] introduces the concept of sufficient reduction and the principal fitted components
(PFC) model. Cook and Forzani [2008] obtain the maximum likelihood (ML) for the PFC
model assuming that the error distribution is multivariate normal. However these estima-
tors may be much affected for outlier contamination or a non normal error distribution,
and therefore, when this occurs, they may not be much informative.

In this thesis we propose robust estimators for the parameters of the PFC model based
on a 7-scale (see Yohai and Zamar [1988]), and therefore we provide robust estimators
for the sufficient reduction too.

We define the 7—estimating functional that generate the 7—estimators for the PFC
model. We prove that under general assumptions this 7—estimators are strongly consis-
tent.

We obtain the estimating equations that characterize the critical points of the T7—es-
timator. Using these equations we can express the T—estimators as a weighted ML esti-
mator where the weight for each observation depends on the parameters. This expression
suggests a natural iterative algorithm to compute the 7—estimators. We also discuss how
to obtain starting values for the parameters of the algorithm.

We perform a simulation study to compare the 7— and ML—estimators. The simula-
tion results show that the 7—estimators compare favorably with respect to the ML—es-
timator. We also propose a procedure based on cross validation to choose the dimension
of the sufficient reduction.

Finally,we illustrate the advantages of the proposed estimation procedure using two
real datasets. The proofs of the main results can be found in several appendices.

Key words: dimension reduction, principal fitted components, robust estimation,
T—estimator, sufficient reduction, inverse regression, dimension selection.
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1. Subespacios de Reduccién

Sea (x,y) € RPT! un vector aleatorio, con x € RP. En muchas aplicaciones, el interés
estd en el modelado de la relacién entre x e y. Para esto, un modelo frecuentemente usado
es

y=g (X7€>

donde g es una funcién desconocida y €, el término del error, no es observable, pero se
asume independiente de x. La estimacion de g se puede realizar a través de la regresion no
paramétrica. Las técnicas de regresién no paramétrica permiten estimar a esta funcién
g a partir de una muestra {(x;,¥;)}, con 1 < i < n. Son herramientas mas flexibles
que los modelos mas clasicos, como el modelo de regresién lineal, que imponen alguna
estructura (en este caso, la linealidad) a la funcion g. Las técnicas no paramétricas (o
también denominadas técnicas de suavizado no paramétrico) estiman la E(y|x = x¢) a
través de un promedio ponderado de los valores de la variable y observados en la muestra,
donde los pesos o ponderadores de un valor y; observado dependen, esencialmente, de
la distancia entre xg (el valor alrededor del cual uno quiere estimar) y x; (el valor de
las covariables observadas simultaneamente con y;). Desafortunadamente, el tamafio de
muestra n necesario para producir un suavizado no paramétrico apropiado es exponencial
en p, el niumero de covariables. En las aplicaciones, no suele disponerse de esta cantidad
de observaciones. En estadistica, esto se conoce como la maldicion de la dimensionalidad.
Sin embargo, en muchos casos se tiene informacion redundante en las covariables, en el
sentido de que existe una funcion R : R? — R? con d < p tal que la relacion entre y y x
puede ser modelada adecuadamente por

y=0 (R(x),e1) (1)

con €1 y R(x) independientes. Si d es suficientemente pequenio podemos estimar el modelo
de manera adecuada con técnicas de regresiéon no paramétrica. El objetivo de este
trabajo es estudiar y estimar a R, dejando las cuestiones de cémo estimar a g; o describir
sus caracteristicas principales para un trabajo futuro.

Podemos formalizar esta idea de la siguiente manera.

Definicién 1.1 Una reduccion es una funcion medible R : RP — R? con d < p.

Definicion 1.2 Los vectores aleatorios u y v son condicionalmente independientes
dado z si para todas las funciones f, g tales que f(u),g(v) € L™ (Q) se cumple que

Elf(a)g(v)|z]=E[f(u)[2z]E[g(v)|z].
Lo notaremos de la siguiente forma, ullv | z.

En el Apéndice hacemos una introduccién a la independencia condicional, y
enunciamos las principales propiedades de ella.

Definicion 1.3 Una reduccion R se dice suficiente si x1ly | R(x).
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Observacion 1.1 Usando el Teorema[A.5], podemos expresar el hecho de que R sea una
reduccion suficiente de las siguientes formas equivalentes

i. x1lly | R(x)
ii. y|x~y|R(x)

ii. x| (y, R(x)) ~x | R(x)

De acuerdo a (i) podemos decir que una reduccion suficiente R (x) contiene toda la
informacién que x tiene acerca de y.

La siguiente definicién corresponde a la reduccion suficiente més simple que se puede
obtener.

Definiciéon 1.4 Sea R (x) una reduccion suficiente. Diremos que es minimal si para
toda otra reduccion suficiente T (x) resulta que R (x) es una funcion de T (x).

Las técnicas de regresion implican el modelado (y la estimacion) de lo que se suele
llamar la reduccion directa (forward reduction), expresada por la distribucion de y | x
(o alguna medida resumen de la misma que sea de interés). Por la Observacion [L.I[ii),
por supuesto, esto puede ser equivalentemente escrito en términos de modelar o resumir
la distribucién conjunta de (x,y) o de la reducciéon inversa, que es la distribucion de
x | y. Esta libertad hace posible utilizar diferentes enfoques para encontrar reducciones
suficientes. En la regresion directa, el modelo de regresion lineal estandar es el ejemplo
de reduccién mas utilizado. En este modelo se propone que

y:BTx+€

con € y x independientes, E (¢) = 0 y B € RP un vector desconocido. Al modelar el
vinculo entre x e y de esta forma, estamos imponiendo que R (x) = B7x (d = 1) sea
una reduccion suficiente puesto que y | x ~ y | R(x). La modelizacion de reducciones
inversas, es decir, de la distribucion de x | y, se ha desarrollado mucho en los tltimos
anos. Puede lidiar en forma sencilla con d > 1 y y resuelve los problemas vinculados
con la maldicién de la dimensionalidad cuando p es grande. Podemos mencionar dos
enfoques generales para encontrar reducciones suficientes modelando la regresién inversa.
El primero (que histéricamente también surgié primero) es lo que se conoce como la
reduccion inversa basada en momentos (moment-based approach). Este enfoque utiliza los
momentos de las variables para estimar las reducciones suficientes. El segundo enfoque
estd basado en la modelizacion de la regresion inversa (model-based inverse reduction),
en la que se especifica un modelo paramétrico para la relacion inversa de x en términos
de y. En las Secciones y presentamos brevemente ambos enfoques.



1.1 Subespacios de reduccién de la dimension y subespacio central 13

1.0.1. Relaciéon entre estadistico y reduccion suficiente

En estadistica, en un encuadre méas general, a partir de una muestra xi,...,X, de
vectores o variables aleatorios i.i.d. con distribucion en la familia F = {FPy: 0 € 0}
cualquier estadistico T (X1, ..., Xy) define una forma de reducir la informacién contenida

en la muestra.

Informalmente, un estadistico T es suficiente para 0 si captura toda la informacion
que la muestra pueda tener sobre el §. Esta nocién fue introducida por Fisher en 1922.
La definicién formal es la siguiente.

Definiciéon 1.5 Un estadistico T (X1, ...,Xy) es suficiente para 6 (o para la familia F
de posibles distribuciones para x;) si la distribucion condicional de la muestra dado
T (X1y...,Xn), 0 sea (X1,...,X,) | T (X1,...,Xpn), no depende de 0.

. Coémo se relaciona esta definicion con la de reducciéon suficiente dada en la pagina
Aqui la familia de distribuciones que nos interesa es F que contiene a todas las
distribuciones condicionales de x | y. Dada una observaciéon (x,y), en este caso, un
estadistico T' (x,y) serd suficiente si la distribucion condicional de x | (y,T (x,y)) no
depende (matematicamente) de F. Si R (x) es una reduccion suficiente, en el sentido
de la Definicion [I.3] entonces, por la equivalencia de la Observacion [I.1] sabemos que
x| (y,R(x)) ~x | R(x), luego R (x) sera un estadistico suficiente para F.

1.1. Subespacios de reducciéon de la dimensién y subespacio central

Por lo general, no hay una regla especifica para guiar la eleccién de una reduccién. Sin
embargo, siempre es posible empezar restringiendo la atencion a la clase de las reducciones
lineales. Como R (x) = x es trivialmente suficiente, una reduccion lineal siempre existe. Si
R (x) = nTx con n € RP*? es una reducciéon d—dimensional, entonces también R4 (x) =
(nA)T x lo es para cada A € R%*? de rango completo. En consecuencia, solo el subespacio
generado por las columnas de 7, que vamos a denotar span(n), queda identificado. En
este caso, el span(n) se llama un subespacio de reduccion de la dimension.

Si span(n) es un subespacio de reduccion de la dimension, entonces también lo es
span(n,n;) para cualquier n; € RP*%. Como consecuencia de esto, puede haber mu-
chos subespacios lineales suficientes de reduccién en una regresion particular; estaremos
interesados en aquel que tenga la dimension méas pequena. Entonces, podemos definir,

Syix = N S.

S es un subespacio
de reduccion de la dimensién

Definicion 1.6 Sea

Sy|x siempre serd un subespacio, aunque no necesariamente serd un subespacio de
reducciéon de la dimensién. Sin embargo, bajo condiciones bastante generales se prueba
que Sy|x resulta serlo, ver Cook [1994], |Cook| [1996] y (Cook| [1998]. Cuando esto sucede,
a Sy|x se lo denomina subespacio central.

Siguiendo a Cook, en este trabajo asumiremos que el subespacio central existe. En

consecuencia, el objetivo de la inferencia en reduccion suficiente serd obtener Syx.
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1.2. Reduccién inversa basada en momentos

La primera propuesta de reducciéon inversa surge en el trabajo seminal de K.-C. Li
[1991a], en el que se propone la regresion inversa partida (Sliced Inverse Regression, SIR)
para la reduccién de dimensiéon. En ese trabajo se utiliza la siguiente condicién,

Condicion de Linealidad) Existe un 79 € RP*? tal que F (x | n'x) es una funciéon
Ul o
lineal de x.

K.-C. Li [1991a] demuestra que bajo dicha condicién, F (x | y) — F (x) pertenece al
subespacio de dimension d, ¥span (1), donde ¥ = Var (x) y span (1g) es el subespacio
generado por las columnas de 7. Si asumimos que Sy |x = span (no) , esta relacion permite
la estimacion de Syx a través de la estimacion de la esperanza condicional de x | y,la
esperanza de x y la matriz de covarianza de x.

La razon por la que el SIR es tan innovador es que propone invertir los roles de x
e y: en vez de regresar a y en funcion de x (forward regression), Li es pionero en la
propuesta de regresar a x en funcion de y (inverse regression). Con este cambio de roles
se esquiva el problema de la dimensionalidad. Esto sucede pues la regresion inversa puede
llevarse a cabo regresando cada coordenada de x en funcién de y. Es decir, enfrentamos
p problemas de regresién univariada en vez del problema original de regresion miltiple
con alta dimensién del espacio de las covariables.

Como no se impone un modelo, la estimacion de E (x | y) se hace de forma no paramé-
trica de la manera mas sencilla, a través de medias muestrales. Si y es discreta, de rango
pequeiio, la esperanza de x cuando y = yg se estima por la media calculada utilizando
la distribucién empirica, es decir, por el promedio de las observaciones x’s en la muestra
cuyo valor y es igual a yg. Si y es continua, su rango observado se divide en H intervalos
disjuntos (Ih)hzl,...,H' Cada observacién pertenece a uno de estos intervalos, la esperanza
E (x| y € Ip,) se estima por la media muestral de las observaciones x’s en la muestra cuyo
valor de y pertenece a I,. E (x) se estima por la media muestral de las x’s. ¥ se estima
con la matriz de covarianza muestral & (de nuevo, la covarianza calculada utilizando la
distribucion empirica) y el subespacio central se estima mediante la bisqueda de las d
componentes principales de los valores estimados

—

mh:Epn(X|yEIh)—Epn(X):EP(X|yEIh)—Ep<X) (2)

donde P, es la distribucién empirica, P, = % > i1 O(xy,) basada en la muestra (x;, Yi)i<i<n -
Asi las H estimaciones calculadas en (2)) yacen aproximadamente en el subespacio de in-
terés, Li propone encontrar el subespacio de dimension d més cercano (en la distancia
habitual para espacios euclideos) a los vectores {mj,...,mg}. Este es el subespacio ge-
nerado por las d primeras componentes principales de {my,...,mg}, donde cada my
es ponderada por la proporcién de observaciones de la muestra utilizadas para calcu-

larla (wp). Finalmente el estimador de Sy|x es el espacio generado por los autovectores
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asociados a los d mayores autovalores de

T
H R my
»! (Z mhmzwh) =31 [ml S mH} diag (wl, - ,U)H)
h=1 mT
H

En esta linea, otras propuestas de reduccién de la dimensién surgen de modelar mo-
mentos condicionales de segundo orden. Entre ellas, la Sliced Average Variance Estimator
(SAVE) es otra técnica de reduccion de dimension que fue propuesta por |(Cook y Weis-
berg [1991]. Bajo la condicién de linealidad enunciada més arriba, sumada al supuesto
de condicion de covarianza constante definido como

Var (x | ngx)

es constante para algun valor de g € RP*<. Los autores observan que span (X — Var (x | y)) €
Yspan (19) donde ¥ es nuevamente la covarianza de x, ¥ = Var(x) y span repre-
senta el subespacio generado por las columnas de la matriz. Luego, si asumimos que
Sylx = span (1) , estimando apropiadamente a estas matrices se puede obtener un esti-
mador para Sy|,. Este es el sustento poblacional para SAVE que se centra en la estimacion
no paramétrica de Var (x | y) y X, y utiliza componentes principales. Algunos otros mé-
todos han sido desarrollados en esta linea. Entre ellos podemos mencionar los métodos de
Principal Hessian Direction, originalmente propuesto por [K.-C. Li [1992], inverse regres-
sion estimation, por |Cook y Ni| [2005|, directional regression, por B. Li y Wang [2007],
partial inverse regression with a categorical predictor propuesta por Wen y Cook|[2007].

Finalmente, vale la pena observar que tanto la condicién de linealidad como la de
covarianza constante imponen restricciones en la distribucién conjunta de los predictores.
Las distribuciones elipticamente simétricas satisfacen la condicion de linealidad. Puede
verse K.-C. Li| [1991b], para una discusién sobre el tema.

Por otro lado, una limitacion del SIR es la siguiente. Como observa K.-C. Li| [1991a],
bajo la condicién de linealidad, podria pasar que

span [E (x | y) — E (x)] & Espan (1) ,

es decir, que la curva de regresién inversa esté incluida en un subespacio propio de
Yispan (1) , en ese caso no podremos recuperar a S, s6lo estudiando la curva E (x | y) .
Es decir, hay casos en los que no basta con la esperanza condicional para caracterizar a la
reduccion suficiente. En ese marco, el subespacio generado por los autovectores calculados
estara contenido en el subespacio de reduccién, pero éstos podrian no generarlo, o sea,
podria recuperarse una parte del subespacio de interés, no todo.

En el paquete de R dr Weisberg| [2002]|, estan programados el SIR, SAVE y otros
estimadores de Sy, basados en momentos.

Tanto SIR como SAVE proporcionan estimadores consistentes de S5 a tasa v/n ba-
jo condiciones estandar. Varios articulos describen su desempetio en el caso de muestras
finitas. En ellos, se describen las dificultades de SIR para encontrar las direcciones co-
rrectas en el caso en el que la F (y | x) depende de x de forma no lineal, por ejemplo
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K.-C. Li| [1991a], |[Cook y Weisberg| [1991], H. Wang y Xia [2008] en el caso en el que la
funcién g que vincula a y con X en el modelo es simétrica respecto del origen. SAVE
fue desarrollado para solucionar este problema, pero funciona peor que SIR en presencia
de tendencias lineales. En [H. Wang y Xia| [2008]| se exhibe un ejemplo de simulacion
en la que la varianza condicional Var (y | x) no es constante, y muestra que ni el SIR
ni el SAVE, ni Principal Hessian Direction (ni tampoco Simple contour regression que
comentamos en la siguiente seccion) encuentran las direcciones correctas. Por supuesto,
todos ellos comparten la falta de resistencia a la presencia de valores atipicos, como se
muestra por ejemplo en |Gather, Hilker, y Becker|[2002].

1.3. Reduccion de la dimensién basada en modelos

El segundo enfoque para proponer estimadores de las reducciones o del subespacio
central es lo que se llama reduccién suficiente de la dimensién basada en modelos. La
idea es proponer directamente un modelo para la distribucién inversa, es decir, para
la distribucién de x | y. El objetivo sigue siendo tratar de encontrar una reduccién
adecuada para que la estimacién directa sea posible. En este escenario, la orientacién
hacia el método de estimacion de S| adecuado proviene del propio modelo. Y también
del modelo se deduce el comportamiento asintético de los estimadores propuestos. La
motivacion para la introduccién de una familia de distribuciones fue la posibilidad de
derivar a través de ella nuevos estimadores que serian 6ptimos cuando las observaciones
siguen la distribucién supuesta, y luego estudiar su rendimiento cuando la verdadera
distribucién es otra. Otra motivacién fue establecer condiciones precisas bajo las cuales
existe el subespacio central y es tinico, y también para poder asegurar que la propuesta
de estimacion de la reduccion es capaz de recuperar eficazmente todo el subespacio.

Una forma de introducir este enfoque es el siguiente. Como observara K.-C. Li [1991a],
si la condicion de linealidad es satisfecha, E (x | y) — E (x) pertenece a un subespacio.
Ademaés, por definicion, esta cantidad debe depender de y. Uno puede modelar la distri-
bucién condicional (o inversa) de x | y tomando en cuenta estos hechos, y luego tratar de
recuperar la reduccion suficiente a partir de este subespacio. En [Szretter y Yohai| [2009]
demostramos que bajo el supuesto de que la distribucion de x | y es normal, con la media
perteneciente a una variedad afin (desconocida), con matriz de covarianza constante (y
desconocida), entonces podemos identificar y estimar el subespacio central mediante el
método de maxima verosimilitud.

En (Cook| [2007] y en |Cook y Forzani| [2008| se propone un modelo mas general para
la distribucion condicional: el modelo de componentes principales ajustadas (principal
fitted components, PFC). Asumamos que F (x | y) — E (x) pertenece a un subespacio de
dimension d. Consideremos la matriz I' (desconocida) de dimension p X d que tiene por
columnas a los generadores linealmente independientes de dicho subespacio. Entonces,
para cada valor de y deberia existir un vector de coordenadas v, € R? que satisfaga

E(x|y)—E(x)=Tv,.
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Los autores asumen que las observaciones satisfacen el siguiente modelo: condicional a y,
x =p+T'vy +oe,

donde p € RP, I' € RP*4, d < p, T'T = I;, 0 > 0, d es conocido, vy, € R? es una
funcién desconocida de y con matriz de covarianza definida positiva y media muestral
igual a cero. El vector de errores € € R? es independiente de y, con distribucién normal de
media 0 y matriz de covarianza identidad. v (y) son las coordenadas de E (x | y) — E (x)
en la base dada por la columnas de I'. De modo que v : R — R% es una funcién vectorial
(o curva) desconocida que dependerd de la seleccion de la base de span (I') realizada.
La propuesta de Cook y Forzani| [2008] es modelar esta funcion, sugiriendo guiarse por
graficos de los datos disponibles para hacerlo. La idea es encontrar una aproximacion
a v suficientemente buena usando, por ejemplo, un polinomio de grado r (r < d). Por
ejemplo, para r = 3, se puede tomar

Yy
v(y) =8|y’
Y
donde la matriz 8 € R¥*" es otro parametro del modelo. Otra posibilidad inspirada en
el SIR es dividir el rango de y en r fetas o intervalos disjuntos (Ih)hzl,..‘,r y proponer

Ih (y)
vy =p| ,
I, (y)

donde I4 es la funcién indicadora del conjunto A. También se podrian utilizar funciones
trigonométricas adaptadas de una serie de Fourier.

Otros ejemplos de reducciones suficientes basadas en modelos son Simple contour
regression, y Envelope models, ambas propuestas por |Cook, Li, y Chiaromonte| [2010].
También Model-based SIR, propuesta por |Scruccal [2011].

El trabajo de esta tesis se desarrolla de la siguiente forma. FEn el Capitulo 2 presenta-
mos con detalle el modelo de PFC, incluyendo una descripcién del espacio de pardmetros.
En el Capitulo 3 discutimos la relacién entre estadistico suficiente y modelo de PFC. |Co-
0k [2007] exhibe una expresion para la reduccion suficiente cuando los errores del modelo
PFC tienen distribucién normal multivariada. En este capitulo extendemos este resultado
para el caso en el que la distribucion del error pertenece a una familia de distribuciones
mas amplia que la normal multivariada.

En el Capitulo 4 presentamos el estimador de maxima verosimilitud (EMV) para el
modelo PFC con error normal multivariado obtenido por (Cook y Forzani [2008]. Estos
estimadores son eficientes bajo normalidad, pero son sensibles a la presencia de outliers.
En este capitulo presentamos una propuesta de estimacién para superar esta limitacién,
basada en escalas de tipo 7. Las escalas de tipo 7, introducidas por Yohai y Zamar| [1988|
pueden ser altamente robustas y eficientes. A los estimadores propuestos los denomina-
mos T—estimadores para el modelo PFC. Se basan en minimizar el det(A) sujeto a una
condicién sobre la T7—escala de los residuos estandarizados de las observaciones.
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En el Capitulo 5 construimos al r—funcional para el modelo PFC que da lugar a
los T—estimadores, y probamos que resulta equivariante. También presentamos maneras
alternativas de definirlo, siempre como aquella combinacién de los parametros en la que
se minimiza una funcién objetivo.

En la Seccion 6.1 exhibimos condiciones sobre la distribuciéon de los errores que ga-
rantizan la existencia de dicho minimo, tanto para el funcional como para el estimador.
Estas condiciones incluyen a las distribuciones esféricas. En la Seccién 6.2 refinamos
dichas condiciones para garantizar, ademas, la unicidad del minimo (y, por lo tanto,
la buena definicion del 7—funcional). Y, ademés, probamos la Fisher consistencia del
T—funcional para el modelo PFC.

En el Capitulo 7 probamos la consistencia fuerte de los 7—estimadores. Para obte-
ner este resultado, probamos la continuidad del funcional, por lo que también hemos
verificado la robustez cualitativa asintética del 7—funcional.

En el Capitulo 8 hallamos las ecuaciones de estimaciéon para obtener al 7—funcional.
A partir de ellas obtenemos una expresion para los 7—estimadores analoga a la de ma-
xima verosimilitud, pero con pesos dependiendo de los parametros. Esto nos permite
proponer un algoritmo iterativo para computar los T—estimadores en el que en cada pa-
so se actualizan los estimadores y los ponderadores que dependen de las observaciones.
Asimismo, presentamos un procedimiento para obtener valores iniciales para el algoritmo
propuesto. Esto lo hacemos en el Capitulo 9, donde también mostramos los resultados de
un estudio de Monte Carlo para comparar los 7—estimadores con los EMV bajo el modelo
PFC con errores normales y en distintos escenarios de contaminacién. En la Seccién 9.5
presentamos una propuesta basada en validacién cruzada para seleccionar la dimensién
del espacio de reduccion, y evaluamos su performance en otra simulacién. Ambos estu-
dios de simulacién muestran que los 7—estimadores son altamente eficientes y robustos
en muestras finitas. Finalmente, en la Seccion 9.7, aplicamos el procedimiento propuesto
(validacion cruzada para seleccionar la dimension y estimacion robusta de tipo 7—) a dos
ejemplos de datos reales. Las demostraciones de los resultados se presentan en los apén-
dices correspondientes a los capitulos donde fueron enunciadas. También en los apéndices
presentamos en forma resumida resultados que describen temas que este trabajo utiliza
(independencia condicional, descomposicion en valores singulares, normas de matrices,
variedades de Grassman, DAGs y probabilidades, calculo de dngulos principales).
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2. Modelo PFC (Principal Fitted Components)

2.1. Modelo

Sea (x,y) un vector aleatorio con x € RP| y € R. Diremos que satisface el modelo de
componentes principales ajustadas (Principal Fitted Components, PFC, por sus siglas en
inglés) introducido por (Cook| [2007] si existe un vector p, € RP, una matriz I'y € RP*4
con rango (Tg) = d < p, una matriz By € R4 con d < r, una funcion f : R — R”, y una
matriz Ay € RP*P definida positiva tales que

x = o + ToBof (y) + AL *u (3)

donde u es un vector aleatorio p—dimensional independiente de y. Los valores de los
parametros pg, o, Bo y Ao son desconocidos, pero la funcién f es conocida. El vector u
no es observable. Al término A(l)/ 21 se lo denomina error del modelo.

Para completar el modelo, se suelen imponer condiciones sobre la distribucion de
los errores o sobre la distribucion conjunta de (x,y). (Cook| [2007] propone que u ten-
ga distribuciéon conjunta normal multivariada con Er (u) = 0 y matriz de covarianza
Er (uuT) = I,. En ese articulo se prueba que para este modelo bajo distribucién normal
de los errores, R (x) = I'f' Aj'x es una reduccion suficiente. En (Cook y Forzani [2008] se
prueba que dicha reduccién es minimal.

2.2. Matriz de regresiéon de rango reducido

Sea O el espacio de posibles parametros para el modelo PFC. Buscamos una descrip-
cion de este espacio que nos dé identificabilidad del modelo.

Observemos que I'g y By no estan determinados, ya que si A € R¥? es una matriz
inversible, se puede cambiar a I'g v By por T'9A y A™1 By, respectivamente, y el modelo se
mantiene igual. El subespacio de dimensién d en R? generado por las columnas de T'g es
el que queda identificado por el modelo, ya que el subespacio generado por las columnas
de I'g y el generado por las columnas de I'gA coinciden. Lo denotaremos Sr, = span(T'y).

Claramente g € RP sin restriccién alguna, y A € PDS (p) donde PDS (p) es la
clase de todas las matrices p x p reales simétricas y definidas positivas. En cuanto a los
coeficientes del modelo de regresion, esto es I' 'y 3, a través del siguiente lema pode-
mos caracterizar a su producto, B = I'§ € RP*". Las restricciones impuestas sobre las
dimensiones de T’y y [y restringen el rango de T'ofy a valer a lo sumo d < min (p,r).

Lema 2.1 Sea B € RP*" con rango (B) = d. Entonces existen matrices U € RP*? D ¢
R¥*d ¢ W € R tales que UTU = I;, 00T = I, D es una matriz diagonal D =
diag (o1,...,04) ER>*? con oy >--->0,>0y

B =UDV. (4)

Este resultado es la Proposicion 1.47 de Eaton| [1983].
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Luego, si llamamos By = I'gfp, resulta que By € RP*" con rango (B) < d, podemos
escribir el modelo PFC de una forma alternativa

x = pg + Bof (y) + A *u. (5)

Asumiremos que f(y) no tiene ninguna fila constante (pues en tal caso no hay identifi-
cabilidad del parametro g en el modelo). Alternativamente, podriamos agregar una fila
con un uno a f(y) de modo de incluir a py en la matriz de coeficientes. De modo que

si tomamos f : R — R"! definida por f(y) = [f(ly)] , v Do = [y ToBo] € RP¥UFD
podemos escribir

x = Doz + A(l)/zu, (6)

donde z = f(y) Esta ecuacién corresponde a un modelo de regresién lineal multivariado,
con vector de respuestas x, vector de covariables z y matriz de coeficientes de regresion
Dg. Observemos que si d < py r = d, o bien p = d tenemos directamente el modelo
lineal multivariado. En los demaés casos, la diferencia es que en el modelo PFC se impone
reducir el rango de la matriz de coeficientes.

2.3. Espacio de parametros del modelo

El espacio de posibles pardmetros para el modelo PFC, ®, puede escribirse como

© ={0=(u,B,A) € R” x RP*" x PDS (p) : rango (B) < d} (7)
- {0 — (1,T8,A) € RP x RP*" x PDS (p) : T € RP¥4, (8)

B e R rango (I') = d} ,

Como lo que queda identificado por el modelo es el subespacio span (I') , y no la matriz
T, siguiendo a|Cook y Forzani| [2008| utilizaremos la notaciéon Sr = span (I') . Definamos
el espacio

Q= {B e R :rango (B) < d},

de matrices de rango reducido. Dado B € Q, por el Lema [2.1] podemos descomponer a
B
B=UDV. (9)

Esta descomposciéon es tinica si asumimos que los valores singulares o1,...,04 de B son
todos distintos y se adopta la convencién de que la primera coordenada no nula de cada
columna de U y VU sea positiva. La dimension algebraica del conjunto de matrices

{U erRP . yTy = [d}

esd(p—d)+ d(dQ_ 1), ver |Absil, Mahony, y Sepulchre [2009]. De ello resulta que la dimen-

sion algebraica de Q es d(p+r —d). Si tomamos I' = U y 8 = DV se cumplen para
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estas matrices las restricciones impuestas y se recupera a B. Luego @ es una caracteri-
zaciéon de 2. A lo largo de este trabajo utilizaremos las dos notaciones alternativas para
la matriz: B =I'j.

En el Apéndice [B] discutimos otras caracterizaciones del espacio de parametros, con
el objetivo de tener la misma notacién que la utilizada en Cook y Forzani| [2008].

2.4. Datos generados bajo el modelo PFC

A modo ilustrativo, veamos cémo son los graficos de dispersion de a pares, y en R3
para datos generados bajo el modelo PFC conp =2,7 =2y d =16 2. Enla Figura[la]y
se ven, respectivamente, el grafico de dispersion de a pares y el scatterplot en R? para
200 observaciones simuladas bajo el modelo PFC con d = 1. En cambio, en las Figuras
y apreciamos los mismos graficos para datos simulados bajo el modelo PFC, pero
en este caso para d = 2.
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Figura 1: Las cuatro figuras muestran graficos de doscientas observaciones generadas por
el modelo PFC, conp=2,r=2,f(y) = (y, yQ)T, A=1,pu=(0, O)T. La variable y fue
generada con distribucion U (0,4) . En las figuras (a) y (b) tomamos d =1y I’ = (1,1)7.
1 1

En cambio, en (¢) y (d) d=2y T = [1 1

(a) Scatter plot de a pares, d = 1. (b) Grafico de dispersion en R3,d = 1.

(c) Scatter plot de a pares, d = 2. (d) Grafico de dispersiéon en R, d = 2.
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3. Reduccion en el modelo PFC

Sea V un subespacio de dimensién d en RP| y A una matriz p X p simétrica de rango
completo, escribimos pa (x,)) para referirnos a la proyeccion ortogonal de x en V, con
el producto escalar (-,-) 5 inducido por A. Si {vi,...,v4} es una base ortonormal de V
con el producto escalar (-,-)  , podemos escribir

d d d
pa (x,V) = Z (X, Vi) Vi = E (V;»FA_IX) v, = Zvi (vl-TA_lx)
; j i=1

i=1 i=1
d vi
= (Z vw?) A'x=[vi---vg] | ¢ | A7k (10)
i=1 v

Recordemos que [[x|% = [[pa (x, V)[% +[lx—pa (x, V)[4 , donde [lx|% = xA~1x, tam-
bién pa (x,V)+pa (X, VL) = x, donde V' es el subespacio ortogonal a V con el producto
escalar (-,-) 5 . Silabase {vq,...,vq} no fuera ortonormal para el producto escalar (-, -) 5 ,
y llamamos I' a la matriz que tiene por columnas a los v;, es decir, si

P=[ - v,

entonces,
A (x,V) = pa (x,span(I')) =T (FTAAF)_I A 1x. (11)

Desde aqui en adelante, consideramos un vector aleatorio x que satisface el modelo
PFC, introducido en . Como observaramos, la matriz I'g no es identificable, aunque si
lo es el subespacio generado por sus columnas, span (I'g). Por esta razon, asumiremos sin
pérdida de generalidad que las columnas de I'g son ortonormales, con el producto interno
inducido por Ay, esto es FgAalfo = I4xq. Sea

1= {Fl € R TIAGIT) = Ty gyp-ay TTAG'To = O(I'—d)xd}’

es decir, F; es el conjunto de generadores ortonormales con el producto interno inducido
por A del subespacio span (FO)l .

En el siguiente resultado, generalizamos el resultado probado por |Cook|[2007], Pro-
posicién 6, que afirma que R (x) = T§ A, 1x es una reduccion suficiente cuando se asume
que la distribucion de los errores es normal. En contraposiciéon al modelo considerado
en |Cook| [2007] y |(Cook y Forzani [2008], aqui no imponemos normalidad (de hecho, ni
siquiera asumimos distribucién eliptica de los errores, mas ain, no pedimos siquiera que
la distribucion conjunta de las x sea continua).

Teorema 3.1 Bajo el modelo PFC, sipa, (A(l)/gu, span (Fo)) YDAy (A(l)/Qu, span (I‘O)L)

son vectores independientes, entonces R (x) = FgAalx es una reduccion suficiente.

La demostracion de este resultado esta en el Apéndice
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Observacion 3.1 Observemos que para todo I'y € F1,

cov (pAo (Aé/2u, span (Fo)) ,PAg (A(l)/2u,span (H)))

— cov (ToTg A5 u T A7 u)
T
= ForgAal/QCOU (u,u) [FJ‘{AEI/Q}

=TT A 1A, T
=T I{A; I =0,

de modo que estos dos vectores aleatorios son sitempre no correlacionados.

Observacion 3.2 Siu tiene distribucion normal, u ~ N, (0,1), sea I'1 € F1, entonces,
como [Fo Fl} tiene rango p, tenemos

(rag Purfag ) = 1y 11]" A7 u

T
~ N, (0, o T a2 (ro )" ag"?) )

(0 [FE{AOer ria; 'y

=N, 0 0 =N, (0,]).
ITA; Ty FlTAoll“lD »(0.1)

p

Esto significa que los vectores FgAgl/Qu Y F?Agl/zu tienen distribucion conjunta nor-
mal multivariada, y son independientes. De modo que si u tiene distribucion normal,
1/2 —-1/2 1/2 —-1/2
DA, (AO/ u, span (FO)) = [ I A, u Y DA, (AO/ u, span (F1)> = I ITA, u tam-
bién son independientes y la hipdtesis del Teorema|3.1| se satisface, entonces en este caso

R (x) es una reduccion suficiente, recuperando lo que fuera probado por |Cook [2007).

Mas adn, el Teorema [3.1] es mas general que el probado por Cook. Para afirmarlo,
debemos ser capaces de exhibir alguna situacién para el modelo PFC en la que los errores
no sean normales, y sin embargo estemos en las hipétesis de dicho lema para poder
concluir que R (x) es una reduccion suficiente. Las dos siguientes observaciones exhiben
ejemplos.

Observacion 3.3 Sea u = (ul,...,up)T un vector aleatorio con wui,...,u, variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Consideremos I'g = [el e ed}
con e el j-ésimo vector candnico en RP (con todas las coordenadas iguales a cero y un
uno en la j-ésima) y Ao = I. En tal caso

d
DA, (A(l)/Qu, span (F0)> = (u1,...,uq,0,... ,O)T = Z uje;
j=1

P
DAy (Aému, span (FO)J‘> =(0,...,0,ugs1,- .. ,up)T = Z uje;
j=d+1
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que son claramente independientes. La distribucion de cada u; puede ser cualquiera (por
ejemplo, t de Student con k grados de libertad). En este caso, el Teorema garantiza
que R (x) serd una reduccion suficiente.

Para el siguiente ejemplo, introducimos primero una familia de distribuciones (de
variables y vectores aleatorios), para luego construir el ejemplo. La normal asimétrica
(skew-normal) es una familia paramétrica de distribuciones univariadas que incluye a la
normal estdndar como caso particular.

Definicion 3.1 Sea ¢, (z;2) la densidad de una variable aleatoria Ny (0,€) con Q €
RP*P definida positiva y sea ® la funcion de distribucion acumulada de una variable

aleatoria normal estandar. Luego
Q= C0Tw?C

es la descomposicion de ) en autovalores y autovectores, con w una matriz con elementos
positivos en la diagonal (los desvios estindares asociados a la matriz de covarianza dada
por Q). Definimos la funcion f: RP — R por

fy)=20,(y - &) @ (o' w™ (y - 8)),

donde o € RP y £€ RP. Si'y es un vector aleatorio con densidad f, entonces decimos que
y tiene distribucion normal asimétrica multivariada (skew-normal) y escribimos
y ~ SN, (§,Q,a). A los pardmetros o,§ y Q se los denomina pardmetro de inclinacion
(slant), posicion y matriz de escala, respectivamente.

Observemos que w puede escribirse de la siguiente forma
w= (20O Ip)1/2

donde ® denota el producto coordenada a coordenada (o producto de Hadamard). La
matriz Q = w ' Qw ™! es la matriz de correlaciéon asociada a €. La forma de la densidad
multivariada resultante depende de una combinaciéon entre 2 y a. En la Figura [2 se
pueden ver las curvas de nivel de la distribucién normal asimétrica bivariada, en dos
casos que comparten todos los valores de los pardmetros excepto el 215. En dicha figura
se grafican las curvas de nivel de la normal bivariada de base, en linea punteada, y las
de la normal asimétrica correspondiente en linea llena. Ambos gréficos comparten los
valores de «,€ y la diagonal de €). Vemos que es el efecto combinado entre o y €2 el que
afecta la forma de la densidad.

La familia de distribuciones normales multivariadas asimétricas es estudiada en va-
rios articulos de Azzalini, en particular, |Azzalini y Dalla Valle [1996]. La notacién que
presentamos aqui aparece en |Azzalini y Capitanio| [2003|. Un tratamiento sistematico
de esta distribucion, desarrollada en forma independiente de trabajos previos, en la que
figuran los resultados importantes y varias generalizaciones puede encontrarse en el libro
de |Azzalini y Capitanio| [2014]. Como explica Azzalini [2005], la razon por la cual se
incluye el término aparentemente redundante w™! en el argumento de ® es mantener el
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Figura 2: Curvas de nivel de dos densidades normales asimétricas bivariadas de parame-
tros £ =0, = (5, —3)T,QH = (99 = 1 en ambos casos, y Q15 = —0,7 para el grafico
de la izquierda y Q19 = 0,7 para el grafico de la derecha. La flecha representa el vector
a dividido por su norma euclidea. Fuente Azzalini y Capitanio| [2014].

o ]
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2 40 1 2 2 40 1 2

parametro de forma a inalterado cuando se transforma linealmente al vector y definien-
do y' = a + By para una matriz diagonal definida positiva B : en ese caso cambia la
posicién y la escala pero no cambia .

Se puede calcular la funciéon generadora de momentos de un vector y ~ SN, (§,12, o)
que esta dada por

1
M (t) = 2exp <£Tt + 2tTQt) o (87wt), teRrP,

donde _
Qo

5 - ,
(1 + aTﬁa) 1/2

y € es la matriz de correlacién asociada a €2,
Q=w 0wt

A partir de M (t) se obtiene

E(y)=¢&+ W\/zé y Var(y)=Q— %w&sTw. (12)

Observemos que aunque el parametro de posiciéon £ sea cero, esto no garantiza que el
vector y tenga esperanza cero.
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Hay varias construcciones explicitas que permiten obtener vectores aleatorios con
distribucién SN. Para los propositos de la tesis serd de interés el siguiente acoplamiento
o construcciéon de un vector aleatorio con distribucién normal asimétrica multivariada
p-dimensional, a partir de un vector aleatorio (p + 1) —dimensional normal multivariado.

Representacion estocastica o acoplamiento. Sean Yy ~ N (0,1) e
Y
y = : ~ Np (0,@)
Yp
independientes, donde ¥ es una matriz de correlacién de rango completo y de dimensién
p X p (observar que la diagonal de U tiene exclusivamente unos). Dado un vector d=

(61,..., (5p)T con todas sus coordenadas en el intervalo (—1,1), se definen las variables
aleatorias

ZjIéj’Y0‘+ 1—(5?}/}‘, j=1,...,p.

Podemos acomodar estas variables en el vector aleatorio z = (71, ..., Zp)T. Sea

D5 = (1, - diag (5°)"".

donde diag () es una matriz diagonal, cuya diagonal es el vector §. Con ella podemos
escribir a z de una forma mas compacta

z:D5y+5j ’YO‘

Entonces, z ~ SN, (0,5, a) , donde Q y « se definen a partir de ¥ y § por
A=Dg'é (13)
Q=Dg(T+AX")Dg =0+ DgAX'Dg (14)
DS
a= (15)

(1 + AT@*A)UT

Observacion 3.4 Sea z un vector aleatorio con distribucion normal asimétrica p— dimensional,
z ~ SN, (O,Q,a) , con p = 2d. Tomemos c1,¢a,...,cq € (—1,1) de modo que exista al
menos un par i,j tales que c¢; # c;, sea

6 - (017617625027 ce. 7Cdvcd) - ZC] (e2j—1 +82j)

[y

<

y tomemos ¥ = I. Seq

u=z—-FE(z)=z—
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por , y consideramos el modelo PFC con este error. Tomamos Ag =1, y

1
Iy = (61+92 e;t+e4 - ep—1+ep) ﬁ;
donde e; es el iésimo vector candnico en RP. En este caso, podemos tomar
1
F1 = (61 — €y €3 — ey €p_1 — ep) E,

y, por el acoplamiento presentado, tenemos

DA, (A(l)/Qu, span (F0)> = FOF,'OFA_I/Qu

d
Z ugj—1 + uz;) (€2j-1 + €z;)

l\D\H
.
I
_

(Zaj1 + Zoj — E(Zaj-1 + Zaj)) (€251 + €2;)

2
2¢; |Yol 4 /1 — ¢ (Yaj—1 + Ya;) — 201\/;] (e2j—1 + €2;)

<
Il
-

Il
roR N&

N | =

1

J

Y,
DA, (Aé/Qu, span (I‘O)J‘> = F1FTA1/2

Il
N =
'M&

<
Il
—

(u2j—1 — uzj) (e2j-1 — ez;)

(Zoj—1 — Zoj — E(Z2j—1 — Zaj)) (€2j-1 — €2;)

\/:(YQJ 1 — Ya;) (ezj-1 — e2;)

<
Il
.

Il Il
N N | —
M= 1=

<
I
—

puesto que, por se tiene

2
E(Zyj—1+ Zoj) = 26]\/>
E(ZQJ 1—Z2J —cj[—cJ[—O

Como (Yp, Y1,... ,Y},)T ~ Np41(0,1), en particular sus coordenadas son independientes.
Ademds, como el vector

(Y YV1+Ys) V1 -Ye) Y34V (V3-Y)) (Yp-1+Yp) (Yp-1-— Yp)>T
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también tiene todas sus coordenadas independientes (por ser una transformacion ortogo-

nal de (Yp,Y1,... ,Yp)T) Yy, como pa, <Aé/2u, span (Fo)) es funcion de las coordenadas

de indice par y de la primera, mientras que pa, <Aé/2u, span (I‘O)L> es funcidn de las
coordenadas impares (mayores o iguales a tres), es decir, ambos son funcion de conjun-
tos disjuntos de coordenadas del vector aleatorio (Yp,y), resultan independientes. En este
caso, la reduccion es suficiente. Observemos que ademds, como ¢; # c¢; para al menos un
par de indices i, j, el vector z no tiene todas sus coordenadas idénticamente distribuidas,
de modo que este ejemplo es distinto del presentado en la Observacion [3.3.
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4. Estimador de Maxima Verosimilitud bajo normalidad

4.1. Estimador basado en una muestra

Supongamos que (x,y) satisface el modelo PFC y que u tiene distribuciéon normal
con media 0 y matriz de covarianza I. Sea (x;,y;),1 < ¢ < n, una muestra i.i.d. de este
modelo. En [Cook y Forzani [2008|, se derivan los estimadores de maxima verosimilitud
(EMV) de los parametros del modelo y consecuentemente también los del espacio de
reduccion suficiente.

Bajo normalidad, para todo 8 = (u, B, A) € © la funcién de verosimilitud esta dada
por

L(6) = L(p, B, A) (16)

n

=11 (2;)]0/2 A7/ exp {—; (i — = BE(y)" A (x; — o Bf(yi»} .
=1

El EMV 8 MYV = <ﬁ, MV B MV, A MV) queda definido por ser aquella combinacién de los

parametros @ € © que maximiza a la funciéon L. Es decir,

Orv = ix L ().
MV argrenég (6)

Llamando
u; = p+ Bf(y;), (17)

el logaritmo de la funcién de verosimilitud estd dado por

In (L (1, B,A)) = =P in(2m) — DAl 23 G- ) AT - p) (19)
=1

donde |A] indica el determinante de la matriz A.

4.2. Obteniendo el EMV

Se buscan valores de 8 € © que maximicen el In (L (6)). Sean
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T

X la matriz de dimensién n X p que tiene a zj,... por filas y F una matriz de

? ’fL

dimension n x r cuyas filas son (f (y;) — f')T. Sean

a 1
Ya = — X F(FTF)~FTX
n
o lor, 1L _ N
E:;X X:EZ(Xi— ) (xi — %)
i=1
y —~ A~ A~
Yires = X — g
Luego, 3 resulta la matriz de covarianza muestral de las x's. Ademés A = XTF(FTF)~!
es la matriz de coeficientes ajustados para el modelo de regresién lineal multivariada de
x; en f (y;) . Obsérvese que A no tiene restricciones de rango.

Sea C' la matriz ortogonal [c;---cp] donde ¢; es un autovector de Erei/zzﬁtz;eiﬁ
correspondiente al autovalor m;, y my > mo > --- > m,. Denotemos por I a la matriz
diagonal, II = diag (71, . . ., Tp), entonces

S5 512 = otie”.

res
Sea (Y, la matriz con las primeras h columnas de C.
Teorema 4.1 Sean (x;, yi)lgign vectores de RP1! independientes que cumplen el modelo

PFC
= po + LoBof (vi) + Am

para £ una funcion conocida, y los vectores u; con distribucion N, (0,1). Entonces,

(a) El EMV de A es
A =S+ 0o CL S,

(b) Sean ti, 1 <i<plos autovectores ortonormales de A~ 1/22ﬁ A-1/2 coTTESPON-
dientes a los autovalores )\1 > )\2 - > )\ El EMV de Sr, Sr es el subespacio

generado por A1/2t17 cee AV, El EMV de o oes

~

M =X.
Una vez fijadas las columnas de T como cualquier base ortonormal de 31" resulta
~ o~~~ L~ ~ ~
3= (FTA*1F> TTA'A donde A = XTF(ETF)"". Luego, en virtud de

resulta que
PO SV I
B:m:r(rTA—lr) ITA-1A4

=Dpx (ﬁ, span <f)) ,

por lo que el EMV de B es la proyeccion ortogonal, en el producto interno inducido
por A, de A en el subespacio Sp (observemos que B asi definida si tiene rango
reducido).
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(c) 31/2E— es un autovector de iﬁtir_eé correspondiente al autovalor 1/m,_;y1.

(d) A también puede ser escrito de la siguiente forma

A= izl (xi— - B ) (xi— - BE ) (19
y satisface
% Zzn; (Xi — [ Bf (yz)>T A1 (xi — i — Bf (yl)> =p. (20)

Los items (a) y (b) son parte del Teorema 3.1 de |Cook y Forzani| [2008], y de los
resultados anteriores de la misma publicacion. El item (c) es una combinacion del Apén-
dice A.7 de |Cook [2007] y el Corolario 3.2 de |Cook y Forzani| [2008]. La prueba de (d)
esta en el Apéndice D.]]

Maximizar la funcioén de verosimilitud, con el requisito de que 8 € © es, por supuesto,
equivalente a resolver el siguiente problema

min {ln |A] + % Z (xi — ;)" A7 (% — ul)} ) (21)

6co P

Si llamamos

9(0) = In|A|

Z (xi — )" A7 (xi — p)

=1

h(6) =

1
n
el problema de hallar el estimador de méxima verosimilitud est4 dado por

min 1(6), (22)

donde 1(0) = g(0) + h (0).
En el Lema mostramos una forma equivalente de escribir el problema de méaxima
verosimilitud para el modelo PFC.

Lema 4.1 Son equivalentes

1. El problema de mdzima verosimilitud para PFC dado por .
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1. Bl problema

{ 2
ggélg(e) (23)
sujeto a la condicion
1o -
h(0)= > (xi—m—Bf(y)) A (i —p - BEw) =p.  (24)
i=1

La demostracion de este resultado estd en el Apéndice D]

4.3. Escalas

A continuacion definimos una funcién de escala.

Definiciéon 4.1 Sea u = (uq,...,u,) una muestra de tamano n. Diremos que una fun-
cion s : R" — [0, +00) es una escala si

i. s(Au) = As(u), para A > 0.
it. s(u)=s(luil,...,|unl)
@i, St |ui| < |vi|, para todo 1 < i < n, entonces s(u) < s(v).

Las funciones de escala se utilizan para medir las magnitudes absolutas de un conjunto
de nameros. Muchos estimadores (para distintos modelos) se definen minimizando una
escala determinada de la diferencia entre el valor observado y el valor ajustado por el
método propuesto (a esta diferencia suele denominéarsela residuos del modelo).

Veamos algunos ejemplos de escalas.

Ejemplo 4.2 FEscala cuadrdtica.

s2(w) = = (25)

FEs la escala mds utilizada. Los estimadores construidos en base a ella suelen denominarse
estimadores de minimos cuadrados. No es robusta.

Ejemplo 4.3 M-escalas. Fueron introducidos por | Huber| [1981]. Se definen a partir de
una funcion p: R — [0,400) que satisface

Al p(0) =0, p(u) = p(—u), p es de clase C%. Denotaremos por 1) a la derivada de p.

A2. Eriste una constante ¢ > 0 tal que p es estrictamente creciente en [0, c| y constante
en [c, +00) .



4.3 Escalas 35

Sea a = p(c). Sea k € (0,supp). Una M-escala s (uy,...,uy) se define (implicita-

mente) por
1 @& U; (26)
n 2’ S (U, ..., up)

=1

La escala cuadrdtica puede ser vista como una M-escala, tomando p(u) = u? y k = 1,
aunque en ese caso la p—funcion no cumple con ser acotada. Si la p—funcidn cumple las
condiciones A1 y A2, la M-escala resulta robusta.

Ejemplo 4.4 La mediana de los valores absolutos
s(ug,...,up) = mediana {|ui|, ..., |u,|}
es una escala robusta.

Ejemplo 4.5 La escala Ly

1 n
s1 (ul,...,un):gZ]ui\
=1

es otra escala robusta.

Ejemplo 4.6 T—escalas. Fueron introducidas por|Yohai y Zaman [1988]. Consideramos
dos funciones p1 y p2 definidas en [0, +00) que satisfacen las condiciones A1y A2 (pdgina
, Ademds, imponemos la siguiente condicién, sdlo en la funcidn pa,

A3. 2ps (t) — a2 (t)t > 0 para t > 0.

Definimos una 7— escala para la muestra u =(uq, ..., uy) por

7% (u) = 5 (u) [igm <Sl<tu)>] : (27)

donde s(u) es una M-escala basada en p1 y k1 (en lugar de p y k) definida en (@)

Una T—escala puede verse como un mailtiplo adaptativo de una M-escala. Observemos
que si se elige pa (u) = u?, resulta que 72 (u) = % S uZ, porlo que las T—escalas pueden
verse como una generalizacion de la escala cuadrdtica. Nuevamente, esta eleccidn de pa
resulta no acotada. Sin embargo, tomando o ps como una funcion acotada, que cerca del
origen se parezca a la cuadrdtica, puede probarse que la T—escala construida con esta
funcidn resulta eficiente. Asimismo, si la funcidn py satisface las condiciones requeridas,
y K1 es elegido de manera apropiada, la T—escala resulta robusta.

Tomando en cuenta las definiciones de funcién de escala realizada, podemos reescribir
la definicién del EMV para el modelo PFC.
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Sean (X1,Y1), ..., (Xn, Yn) vectores aleatorios independientes idénticamente distribui-
dos que satisfacen el modelo PFC. Para cada observacion (x;,y;) de la muestra, y cada
0 = (u, B, A) € O se puede definir la distancia

4:(0) = d (x1.91.0) = { (3 — p— BEw) A (s — - BEw)} . (29)

A la distancia d; dada en la denominaremos distancia de Mahalanobis, de la i-ésima
observacion, haciendo abuso de notacién, ya que en realidad es la efectiva distancia de
Mahalanobis cuando el parametro 6 toma el valor verdadero, es decir, cuando 8 = 8y =
(pg, Bo, Ag). Observemos que

d (Xz,yz’,an) = Hﬁﬁf (Xi — By — éva(yi)) , (29)

es decir, la distancia de Mahalanobis de la i-ésima observacion, tomada con los parametros
estimados es igual a la norma de los residuos estandarizados del modelo PFC ajustado.
La equivalencia dada en el Lema [4.1] permite escribir al EMV del siguiente modo:

Oy = fn |A 30
my = argmin A (30)
sujeto a la condicién
1 n
h(0) =~ d (xiy:.0) = p. (31)
i=1

Una manera alternativa de escribir la condicion (31)) es

52 (dl (0)7"'7dn (0)) =D (32)

donde la escala s es la escala cuadratica definida en el Ejemplo {.2]

Escrito de este modo, el problema de hallar estimadores para el modelo PFC puede
ser visto como un problema de encontrar los valores de los pardmetros que minimizan el
determinante de la matriz de covarianza de los errores (es decir, una medida del tamano
de los errores) sujeto a la condicion que impone que la escala (es decir, una medida
del tamano) de las distancias de Mahalanobis de las observaciones, sea fija. Observemos
que esta condicién evita que el minimo se alcance en un valor degenerado de los
parametros del modelo. Otra forma de verlo es pensar que el EMV elige el valor del
estimador como el que minimiza una funcién objetivo, entre muchos competidores que
comparten el valor de la escala cuadrética.

4.4. Propuesta de 7—estimador para el modelo PFC

La escala cuadratica considerada para definir al EMV es sensible a la presencia de
observaciones atipicas. Nosotros proponemos un estimador robusto para el modelo PFC
cambiando esta escala por una escala mas robusta, es decir, una 7—escala que tiene alto
punto de ruptura y a la vez, alta eficiencia bajo normalidad. Ahora, podemos formalizar
la definicion de T7—estimadores para el modelo PFC.

Fijemos kg € [0,sup pa].
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Definiciéon 4.2 Para las observaciones (X1,91), - - ., (Xn, Yn) independientes idénticamen-
te distribuidas que satisfacen el modelo PFC, definimos los T estimadores para el

modelo PFC por los vectores y matrices <ﬁ,, E, 3) que resuelven el siguiente problema

in|A
iy 1A %)
sujeto o la condicion
7% (d(8)) = ko, (34)

donde d (0) = (d1(0),...,dy (0)) y cada coordenada d; (8) fue definida en (28).

Observemos que en virtud del Lemad.1] esta definicién coincide con la de méxima ve-
rosimilitud bajo normalidad bajo el modelo PFC, cuando tomamos como 72 a la definida
en (23).

En la siguiente seccién hacemos una introduccién a los estimadores definiéndolos a
partir de funcionales de estimacién. Esta aproximaciéon permite escribir las demostracio-
nes de algunos resultados de forma més sencilla.
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5. Definicién del 7—funcional y propiedades

Supongamos que se observa un vector z en R? y se quiere estimar un parametro 6 que
varia en © usando una muestra aleatoria z1, ..., z,. Una forma de definir un estimador de
0 es utilizando un funcional T : P(R?) —©, donde si F es un espacio medible, entonces
P(E) es el espacio de distribuciones sobre E. Luego un estimador de € puede ser definido
como @ = T(F,,), donde F,, es la distribucion empirica de la muestra. En la seccion
damos la definicién de un funcional que genera los T-estimadores para el modelo de PFC.
En las secciones y estudiamos las propiedades de este funcional.

5.1. Definicién del 7—funcional de estimaciéon

Consideramos dos funciones p; y p2, que seran dos p—funciones definidas en [0, +00)
que satisfacen las condiciones A1, A2 y A3 establecidas en las paginas [34] y
Sea Py una probabilidad definida en R>q, sean

ki:=FEp, (pi(d)), i=1,2 (35)

Antes de definir el 7—funcional de estimacién para el modelo PFC, definimos los
M—funcionales de escala y los 7—funcionales de escala.

Definicién 5.1 Un M—funcional de escala Sy : P ([0,+00)) — Rsq estd dado por

el valor Sy (H) que satisface
(o (o) 6
) ) =k,
H{P1 Sar (H) 1

cuando v tiene distribucion H. De esta forma, Sy (Py) = 1.

Definicién 5.2 Un 7—funcional de escala S: : P ([0,4+00)) = Rsg estd dado por

52 (11) =S4 (1) Bn (1 (517 )) (37

donde Syr (H) es un M—funcional de escala definido previamente, basado en p;.

Recordemos el espacio de posibles pardmetros para el modelo PFC, dado por
© = {0 =(u,B,A) € R” x RP*" x PDS (p) : rango (B) < d},

donde PDS (p) es la clase de todas las matrices p x p reales simétricas y definidas posi-
tivas. Como ya dijimos, la matriz B también puede ser representada por el producto I'S.
Sea (x,y) un vector aleatorio que satisface el modelo PFC, y 8 = (u, B, A) € ©. Luego
definimos 12
A(x,y.0) = ((x = p— BEy)" A7 (x— = BEW))) . (38)
Para cada P € P (Rp+1) y 6 € ©, definimos Hpg como la distribucion de d (x,y,0)
cuando (x,y) tiene distribucion P.
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Definicion 5.3 Un 7—funcional de estimacion para el modelo PFC que notare-
mos por 0, (P), 6, : P (Rp+1) — O, estd dado por el valor de @ = (u,B,A) € O que
minimiza |A| sujeto a

S2(Hpg) = Ko, (39)

donde |Al indica determinante de A.

5.2. Formulaciones equivalentes del 7—funcional

En esta seccién mostraremos algunas definiciones equivalentes del 7-funcional. Para
hacerlo, veamos primero algunas propiedades de los funcionales de tipo M y 7 recién
definidos.

Lema 5.1 Sea 8 = (u, B,A) € ® y A > 0. Llamemos 0y := (u, B, \A) .

1. La condicidn
Bttyy (p1 () = . (40)

es equivalente a la condicion Syr (Hpg) = 1. Ademds, para todo 0 € ©, si elegimos
A= 82, (Hpg) entonces ) satisface la condicion @), o sea B, o (p1(v)) = k1.

ii. Para todo A >0, S3, (Hpg,) = 153, (Hpyg) -
iii. Para todo X\ >0, S2 (Hpg,) = 352 (Hpg) -
La demostracion de este resultado esta en el Apendice [E]

En lo que sigue, mantendremos la convencion de notar 8y := (u, B, \A) para todo
0 = (u,B,A) € ®y\ > 0. Consideremos los siguientes cuatro funcionales 0 4 (P),05(P),
OC(P)voD(P)7

A 0,4(P) est4 definido como en la Definicion [5.3] Es decir, 04(P) = 6,(P).
B 0p(P) se define como el valor 8 = (u, B, A) € © tal que minimiza
bpp(0) =|A|[S? (Hpe)]" (41)

y ademas satisface (39). Obsérvese que si 81 = (u, B,A) y 02 = (pu, B,AA), donde
A > 0 entonces ®p p (01) = ®p p(62). Luego, por el Lema [5.1fiii), entre los valores
que minimizan ®p p(0), siempre se puede encontrar uno que satisface .

C Para definir a 8¢(P), definimos antes un funcional auxiliar. 8¢ (P) se define como el
valor 6 = (u, B, A) € © que minimiza

Cc.p (0) = |Al [Brpg (p2 (v))] (42)

sujeto a
EHP,e (Pl (U)) = R1. (43)
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2 (Hpaeir))

= . Entonces, definimos a 8¢ (P) de la siguiente forma

Sea q =

0c(P) = (6c(P)) = (u.B.qh).

D Primero se define el funcional auxiliar 8(P) como el valor 8 = (u, B,A) € © que
minimiza S2 (Hpg) con la restriccion

A =1. (44)

S2(H,5
Sea u = %. Entonces,

0p(P) == (00(P)) = (fip (P).Bp (P).Bp (P))

- (,;D (P),Bp (P),ulAp (P)) :

Observacion 5.1 Observemos que en virtud del Lemal5.1)(ii1), tanto 8¢ (P) como 6 p(P)
satisfacen

S? (Hpoo(p)) = 57 (Hpop(r)) = k2.
Observacion 5.2 Para todo A > 0 se tiene que ®p p (0)) = Ppp(0).

Observacion 5.3 Para el problema definido en B, observemos que el valor del minimo de
®p p es el mismo, ya sea que se lo busque con o sin la restriccion @), por la Observacion
[5.2. Dicha restriccion sélo se impone para poder identificar una solucion al problema de
minimizar, ya que una vez obtenido dicho valor de @ el minimo se alcanza también en
0, para todo X > 0.

Los T—estimadores fueron originalmente propuestos por [Yohai y Zamar| [1988| para
estimar los parametros del modelo lineal univariado con errores homoscedésticos. En
dicho articulo, se presenta a los T—estimadores como los valores que minimizan una escala
7 de los residuos, como en el funcional D, pero sin ninguna restriccién, ya que buscan los
estimadores de los coeficientes del modelo lineal, y en ese contexto la solucién al problema
se alcanza en un valor no degenerado de los pardmetros. En |[Garcia Ben, Martinez, y
Yohai| [2006] proponen T—estimadores para los coeficientes de regresion y la matriz de
covarianza de los errores para el modelo de regresién de respuesta multivariada. Estos
estimadores se presentan en forma similar al caso A. La propuesta de Lopuhad [1991]
de estimadores robustos de tipo 7 para el modelo de posicién y escala multivariado los
escribe en los mismos términos de nuestro funcional C. El Lema que sigue establece
la equivalencia de las cuatro formulaciones bajo el modelo PFC.

Lema 5.2 Sea P € P (RPT) | entonces 04(P) = 0p(P) = 60c(P) = 6p(P).

La demostracion de este resultado estd en el Apéndice [E]
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5.3. Equivarianza del 7—funcional de estimacién

En esta seccion, probaremos que el funcional @p definido en la Seccién es afin
equivariante. Por las equivalencias probadas en la Seccién esto se traducird en la
equivarianza del 7— funcional de estimaciéon para el modelo PFC.

Obsérvese que si (x,y) sigue un modelo de PFC con 8 = (u, B,A), entonces si
definimos a x* por x* = Ax+ b, donde A es una matriz p X p no singular y b € R?
entonces (x*,y) sigue un modelo de PFC con 6* = (Au + b, AB, AAAT) . El siguiente
teorema prueba la equivarianza de 6p.

Teorema 5.1 Sea P la distribucion de (x,y) y P* la distribucion de (Ax +b,y) con
A € RP*P no singular y b € RP. Entonces O (P) = (u (P), B (P),A(P)) implica que
05 (P*) = (An (P) +b,AB(P),AA (P)AT).

La demostracion de este resultado esta en el Apéndice [E]

5.4. Distribucién empirica y 7—estimador

Como decimos al principio de este capitulo, una manera alternativa de definir a los
T—estimadores es aplicar el 7—funcional de estimacién definido en la Seccién a la
distribucién empirica que se deduce de una muestra aleatoria obtenida bajo el modelo.
Recordemos que la medida empirica P, o probabilidad inducida por una muestra se define
para subconjuntos A medibles de RP*! por

n

1o 1
Pa(A) =~ 3 4 (ki) = — Y Sy (4)
=1

i=1

donde I4 es la funcion indicadora y (4, ,,) €s la medida de Dirac, dada por

1 si(x4,y) € A
O ) (A) =
0 sl (x4,y) ¢ A

A partir de la medida empirica, la funcién de distribuciéon empirica puede escribirse como

Fo(xy) =P, ({(st) :sj <wxjparaj=1,....pyt<y}).

six = (21,...,2p).

Luego, los T—estimadores para el modelo PFC definidos en cumplen (ﬁ, §, ﬁ) =
0.(P,).

En virtud de las equivalencias probadas en la Secciéon podemos interpretar al
T—estimador para el modelo PFC mediante el funcional 8p. A través de este funcional
resulta que @, puede verse como el valor de los parametros que minimiza la T—escala de
las distancias de Mahalanobis de las observaciones, sujeto a una restriccién que impide
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que el minimo se alcance en un valor degenerado de los pardmetros. Como observaramos
en en el contexto de observaciones del modelo PFC, la distancia de Mahalanobis de
una observacion a un candidato € € O, d (x;,y;,0) puede interpretarse como la norma
del residuo estandarizado cuando consideramos a 8 como el verdadero pardmetro del
modelo PFC. Luego, tanto el EMV como el estimador robusto propuesto pueden verse
como aquellos valores que minimizan una escala (cuadratica en el caso del EMV, robusta
de tipo 7 para el T—estimador) de la norma de los residuos estandarizados, sujeto a una
restriccién sobre el determinante de la matriz de covarianza de los errores que excluye a
las matrices de rango menor a p como posibles.
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6. Propiedades del 7—funcional

6.1. Existencia

Los resultados probados en esta seccién son similares a los de la la Seccion 2.2 de |Lo-
puhad/[1991], Llamemos P a la distribucion de (x,y) y supongamos que f = (f1, ..., fr) :
R — R" ha sido fijada. Sea Dy el conjunto de discontinuidades de f,

Dg = {(x,y) € RP"' : f es discontinua en y}
= {(x,y) € R : h(x,y) = (x,f (y)) es discontinua en (x,y)}

={z € RP" : h(z) es discontinua en z}

= U ﬂ A5,6 (45>
e 9

donde A, s es el conjunto de z en RP*! para los cuales existen puntos z; y zs en RP*! tales
que ||z —z1]| < 6, ||z —2z2| <,y [|h(z1) — h(z2)|| > e. Entonces A, 5 es un conjunto
abierto, y podemos tomar las operaciones de unién e interseccién en restringidas a
los racionales, entonces D¢ es un conjunto de Borel (aun en el caso en el que h resulte
ser una funciéon de RP*! a R® no medible). Pedimos que

P (Dy) = 0. (46)

Observemos que la condicién se verifica trivialmente en el caso en el que f es continua,
pero también en el caso en el que la f es apropiada para usar con el método SIR, es decir,
cuando f(y) = Zthl Iy, (y) ep donde r = H y los e, son vectores canénicos en R" y P
es absolutamente continua, pues en tal caso

Ds = {(x, y) e RPFL .y =qy, h =1, ,H} donde tomamos I, = [ap, apt1) ,

que es un un conjunto de probabilidad P cero. Esta condicién también se verifica en el
caso en el que y es una variable aleatoria discreta, de rango finito, ya que en tal caso
podemos tomar a f como f(y) = Z,Ijzl Iy, (y) ep, donde elegimos a los Ij, de modo que
contengan exactamente un valor del rango de y en su interior, de modo que Dy sea el
mismo de antes, que tenga probabilidad cero pero por un motivo diferente.

Existiran soluciones para nuestro problema si P, la probabilidad de (x,y) , y la funcion
f : R — R" se combinan de forma tal de no ubicar demasiada masa concentrada en alguna
regién muy angosta. Formalicemos este requisito. Para eso, definimos para a € RP, b €
R", ¢ € R, con a 6 b no nulos

Hape = {(x,9): alx +blf(y) = ch. (47)

Al evento H(gp ) lo denominaremos “hiperplano”. Si pensamos en la porcion de RPFT
representada por {(x, z) ERPT :alx + blz = c} , esto serd, de hecho, un hiperplano, y
la regién

{(x,2) e RF"" :alx+blz=c, z=f(y), yeR}
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representard una superficie contenida en él. En este sentido, mantenemos el nombre
hiperplano (sin las comillas) para referirnos a él.
Para € entre 0 y 1 suficientemente pequeno, definimos la siguiente propiedad:

(S:) La probabilidad P tiene la propiedad (S:) si para todo Hap,) se verifica que
P (H(a,b,c)) <e.

Obsérvese que la propiedad (S:) se cumple si € es una cota superior para la probabi-
lidad de todo Hqp¢)-

Definicion 6.1 Sea o = (a{,a%), donde a1 € RP, ap € R",l € R, § € Ryg. Luego
definimos faja de tamano ¢ alrededor del hiperplano Hq, o, ) @

H(e,1,d) ={(x,9): I <ar’x+ax"f(y) <l+5, a=(af,ad)}. (48)

Para simplificar la notacion, usaremos ademas de
© = {0 = (u,B,A) € R” x RP*" x PDS (p) : rango (B) < d},
la siguiente descripcién del espacio de parametros O,

e = {0 = (D,A) e RP*U) 5 PDS (p) : rango (D) < d + 1}

donde D es el resultado de concatenar a g y B en una sola matriz, D = [u B] €
RP*("+1) seguiremos denominando 6 a cada elemento de ambos conjuntos. En @ pro-
poniamos agregar una fila con un uno a f(y) para poder incluir al término independiente
del modelo PFC en un producto de matrices. Si tomamos f : R — R"*! definida por

f(y) = [f(ly)} .y Do=[po Bol € RPX("+1) " escribimos
x = Doz + Acl)/Qu,
donde z = f(y)
Definicion 6.2 Sea 6 = (D,A) € ©, ¢ > 0. Definimos al conjunto E (D, A, c) por

E(D,C,c) = {(x, y) : [x - D’E(y)r A~ [x - D’E(y)] < 02} . (49)

Lo denominaremos un elipsoide generalizado, centrado en D?(y) y de radio c.

Ahora tenemos las herramientas para establecer el resultado de existencia de solucion
para el problema que define al 7—funcional.
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Teorema 6.1 Sea (x,y) que cumple el modelo PFC y sea P su distribucion. Supongamos
que P satisface (S:) para algin 0 < e <1 — %, siendo a1 = maxp1, y que f es conti-
nua o acotada. Entonces, existe al menos un valor de 0 que cumple con las condiciones

impuestas por el funcional O¢c (P) .

La demostracion de este resultado estd en el Apéndice [E]

Observacion 6.1 Cuando el vector u es absolutamente continuo e independiente de y,
se satisface (S¢) para todo 0 < e < 1, puesto que en tal caso tenemos

P(Hape) =P ({(xy) :a"x+b"f (y) = c})
=P ({(m y):a’ (uo + Bof(y) + A(l)/Qu) +b'f(y) = C})
—pP ({(u, y) :alAYu=c—aTp, — (By +b7) f(y)})
—E [P ({(u,y) ca”AY*u=c—au, — (By+b") f(y)} £ (y))} .

La probabilidad condicional vale cero, en el caso en el que el vector u es absolutamente
continuo, por lo que P (H(a,b,c)) =0, y P cumple S; para todo 0 < e < 1.

Observacion 6.2 ;Qué condiciones debe cumplir la muestra para poder asegurar que
el T—estimador exista? Sea ky, el mdximo nimero de observaciones (x;,y;) tales que
(xi,f(y;)) caen en un hiperplano. En general, por definicion se tiene k, > p + r. Se
dice que un conjunto de al menos d + 1 puntos en R? estd en posicién general si
ningin hiperplano contiene mds de d puntos. Si los puntos (x;,f(y;)) € RPY" estdn en
posicion general, resulta que ky, = p + r. Los puntos deben arreglarse especialmente para
no estar en posicion general, por ejemplo teniendo tres en una linea en R? o cuatro en
un plano en R3. Sea P, la probabilidad empirica inducida por la muestra, para cualquier

aceRP beR" ceR se tiene
k

Po (Hape) < =
n
St k, <ne<n <1 — %) , Py estd en las hipdtesis del Teorema y hay al menos una
solucion del problema que define a O¢ para P,. Por lo tanto, una condicion suficien-
te para que el estimador O¢c (P,) de los pardmetros del modelo PFC ezista, es que las
observaciones de la muestra {(x;,f(vi))}1<;<,, estén en posicion general.

6.2. Unicidad y Fisher consistencia del 7—funcional

Necesitaremos imponer algunas condiciones sobre la distribucién de los errores del
modelo PFC para obtener resultados de unicidad en la definicién del 7-funcional. Por
supuesto, queremos resultados generales, que incluyan a la distribucién normal multi-
variada de los errores como caso particular. Comenzamos recordando la definicién de
simetria esférica.
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Definicion 6.3 Diremos que una funcion f : RP — R es esférica o esféricamente
stmétrica si

flw) = f*(u'u),

para alguna funcion f*:[0,400) — [0,400) que integra uno.

Definicion 6.4 Diremos que una funcion f : RP — R es eliptica o elipticamente
stmétrica si

fa) = cf*((u—p)" = (u—p)),

para alguna f* : [0,400) — [0,+00) con integral finita, ¥ una matriz p X p definida
positiva, p € RP y ¢ una constante de normalizacion que se incluye para garantizar que
f sea una funcidn de densidad.

Definicion 6.5 Diremos que una funcion f : RP — R es stmétrica y unimodal si:

(a) f(x)= f(—x) para todo x € RP.

(b) Hy ={x: f(x) > a} es conveza para todo 0 < a.

Si una funcién f es simétrica y unimodal entonces es radialmente decreciente. Esto es,
para todo x € RP si a; > g > O resulta que f (a1x) < f (a2x). Sila segunda desigualdad
es siempre estricta, entonces decimos que f es radialmente decreciente en sentido estricto.
También nos referiremos a estas funciones diciendo que son estrictamente unimodales.
Las distribuciones elipticas y unimodales satisfacen las condiciones de la Definicién
Podremos probar la unicidad del 7—funcional para familias méas amplias que las que
acabamos de definir.

Sea O (p) el grupo de matrices p X p ortogonales, y sea W), el subgrupo de O (p)
generado por las matrices de permutacion (es decir, matrices que tienen una entrada de
la matriz igual a 1 en cada fila y cada columna, y ceros en los restantes lugares) y por
las matrices de reflexion (esto es, matrices diagonales que tienen en la diagonal o bien
un +1 o un —1). La siguiente definicién es de |Anderson| [1955].

Definicion 6.6 Diremos que una funcion f : RP — R es W,—invariante si

f(x) = f(Ax)
para todo A en W, y x en RP.

Entre los ejemplos de funciones Wy —invariantes se incluyen la densidad de un vector
aleatorio esféricamente simétrico, la densidad de un vector aleatorio con coordenadas
simétricas independientes e idénticamente distribuidas, o en general, la densidad de un
vector aleatorio de coordenadas simétricas intercambiables. Observemos que las funciones
Wp—invariantes quedan determinadas por su definicién en ]Rﬁ.

Las siguientes definiciones de mayorizaciéon, M-mayorizaciéon y M-concavidad apare-
cen en Marshall y Olkin| [1979).



6.2 Unicidad y Fisher consistencia del 7—funcional 49

Definiciéon 6.7 Dado el vector x = (x1, ... ,a:p)T € RP, denotemos por xpy) > -+ > xp
a las coordenadas de x en orden decreciente. Para X,y € RP,

k k
xS 2y peral<k<p-1,y

Decimos que x estd mayorado pory.

Definicion 6.8 Para x,y € (0, +00)?,

k
() Sjl:[ly[j] paral1<k<p-—1,y

e

J=1
X <MY St

Decimos que x estda M-mayorado pory.
Una definicién alternativa de M-mayorizacién es la siguiente: para x,y € RY

x <y sty solo si log (x) < log (y),

donde log (x) = (log (1), ...,log (zp)) y el simbolo < se refiere a la mayorizacion definida
previamente. Observemos que existe una correspondencia entre los puntos x € (0, +00)”
y las elipses con semi ejes 1, . . ., xp. Intuitivamente, x <,y significa que la elipse corres-

pondiente a x es “menos dispersa” que la elipse (con el mismo volumen) correspondiente
a y. La “elipse menos dispersa” entre todas las elipses con el mismo volumen es la esfera.
Siguiendo a Tatsuoka y Tyler| [2000], definimos la siguiente familia de funciones.

Definicion 6.9 Diremos que una funcion f : Rﬁ’r — R o que una funcion Wy—invariante
f R — R es M-concava si para x <pry, resulta f(x) > f(y). Diremos que la
funcion f es estrictamente M-concava si para X,y € Rﬁ Yy X <py tmplica que vale
la desigualdad estricta salvo que exista una permutation A en W), tal que Ax =y.

A las funciones M-concavas se las denomina M-decrecientes. Definimos la clase de
medidas de probabilidad P, (W), M) C P (RP) como la clase de distribuciones definidas
en RP que tienen densidades que son Wy,—invariantes y M-céncavas. La clase Py, (W), M)
incluye a las distribuciones unimodales y esféricamente simétricas, como asi también una
gran clase de distribuciones cuyas coordenadas son independientes e idénticamente dis-
tribuidas, con distribuciéon univariada simeétrica, como por ejemplo la distribucién ¢ de
Student. Es un resultado conocido que la tnica distribucion dentro de la clase de distribu-
ciones esféricas que tiene coordenadas independientes e idénticamente distribuidas es la
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distribucion normal multivariada estérica. Es por eso que la clase P, (W), M) puede ser
vista como una generalizacion de las normales esféricas, que incluye a las distribuciones
unimodales esféricamente simétricas.

Un ejemplo de una funcién M-céncava que no es esféricamente simétrica, ni simétrica
y unimodal es la densidad conjunta de v.a.i.i.d. con distribucién ¢ de Student con k > 0
grados de libertad, es decir

4 2 —(k+1)/2
[z, xp) :cH<1—|—I;>
i=1

Esto esta probado en [Tatsuoka y Tyler| [2000], en el Apéndice, como consecuencia de los
Lemas Al y A2 (pagina 1241 de dicho articulo).

Gréaficamente, una densidad W), —invariante es M-céncava si y solo si las curvas de
nivel en (0, +00)? son convexas cuando son graficadas en escala logaritmica. En la Figura
podemos ver las curvas de nivel de la densidad conjunta de un vector aleatorio de dos
variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas, con distribucién Cauchy
(es decir, distribucion ¢ de Student con un grado de libertad).

Figura 3: Curvas de nivel de la densidad de dos variables aleatorias independientes con
distribucién Cauchy (es decir, t de Student con un grado de libertad). El grafico A esta
en escala usual, en el grafico B la escala es logaritmica.
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Probaremos que el 7—funcional para el modelo PFC tiene tinica solucién bajo el su-
puesto de que la distribucién de los errores pertenezca a la clase P, (W), M). Como
estableciéramos en la Observacion cuando el error del modelo PFC tiene coor-
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denadas independientes idénticamente distribuidas, hemos probado que la reduccién
R(x) = TTA;'x es una reduccion suficiente.

Si asumimos que (x,y) satisface el modelo PFC y que la distribucion del error u esta

en la clase P, (W), M) entonces, como
x = pg + Bof(y) + A(l)/2u

donde u e y son independientes, entonces P, la probabilidad inducida por (x,y) puede
obtenerse a partir de las distribuciones de Iy, y F si conociéramos a ambas y si también
conociéramos los valores de los parametros verdaderos (g, Bo,Ao). Recordemos que
para cualquier @ = (u, B,A) que esta en el espacio de parametros del modelo PFC,
notamos por Hpg a la distribuciéon de

1(6..0) = {(x — - BEW)T A (x - BE) )}

Teorema 6.2 Supongamos que p1 y po satisfacen A1-A2, y ademds ps satisface AS.
Sea (x,y) que satisface el modelo PFC y asumamos que la distribucion del error u estd
en la clase Pp (Wp, M) y que es independiente de y. Llamemos Py a la distribucion de
probabilidad de (x,y) . Entonces, el problema de minimizar el det(A) sujeto a que 6 € ©

Y
572_ (Hp’g) = K9.

tiene a (0o), = (1o, Bo, cAg) con ¢ = %QS’Z (Hpy0,) como tinica solucion.
La demostracion de este resultado esté en el Apéndice [F]

Observemos que, en otras palabras, el Teorema nos dice que bajo estas hipotesis,
el T—funcional de estimacién para el modelo PFC esta bien definido, en el sentido de
que devuelve un tnico valor en el espacio de parametros. Mas aun, el minimo se alcanza
en el valor verdadero de los parametros con la (posible) excepciéon de una constante
multiplicativa para la matriz de covarianza. Esta constante vale uno si se toman a k1 y
K2 como en ; pues, en tal caso, Sy (Hp, 0,) =1y S%(Hp,0,) = k2.

Recordemos la siguiente definicion.

Definicion 6.10 Sea A C P (Rd) un subconjunto de probabilidades definidas en R?
parametrizadas por el conjunto de pardmetros ©. Decimos que el funcional T : A — ©
es Fisher consistente para © siT (Pp) = 0.

Observemos que el Teorema prueba la Fisher consistencia del T—funcional de
estimacion para el modelo PFC, 6., en este caso, ya que 0, (FPy) =6y.



52

Observacion 6.3 (error ¢t de Student) En particular, por los comentarios posteriores
a la Definicion [6.9, el Teorema garantiza la unicidad del T—funcional en el caso en
el que el error tiene distribucion normal multivariada y también cuando sus coordenadas
son i.i.d. con distribucion t de Student con k grados de libertad.

Observacion 6.4 (P, empirica) En el caso del estimador basado en una muestra de n
observaciones que no estdn en posicion general (i.e. cuando las observaciones no satisfa-
cen mds relaciones lineales de las que deben) hemos probado la existencia de al menos una
solucion al problema que define a ¢ para P, en la Observacion [6.9, no hemos probado
unicidad de la misma (y posiblemente no lo sea).

Observacion 6.5 (error Skew normal) Cabe prequntarse si la densidad skew-normal
descripta en el Ejemplo para la cual ya hemos visto que hay identificabilidad del
subespacio de reduccion suficiente de la dimension, pertenece a P, (Wp, M) . En la Figura
[l pueden verse las curvas de nivel de dos densidades skew-normal para dos conjuntos de
pardmetros (correspondientes a los casos & constante o no). Ninguna de las densidades
resultan Wo—invariantes.

Figura 4: Curvas de nivel de la densidad skew normal bivariada, descripta en la Defini-
cion con la parametrizacion dada por (13), y del Ejemplo En ambos
U = I.La densidad del grafico A, 81 = (0,5,0,5)por lo que resulta A = (1,1) %, a0 =

V3
1 025

(0,5164,0,5164)y Q = [0 o5 1 ] . Para el grafico B, 87 = (0,8, —0,1)por lo que resul-

1 —0,08
0,08 1

densidades resulta Wy—invariante. En ambos casos, £ = 0.

ta A = (%, —0,1005) ,a = (1,33092, —0,0605)y Q = [ } .Ninguna de las dos

) -

7
©

Hemos probado la unicidad del 7—funcional de estimaciéon para el modelo PFC bajo
una, amplia familia de distribuciones unimodales y simétricas. Esto no implica que las
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ecuaciones de estimacién asociadas tengan una tnica solucién, sélo dicen que el valor
que optimiza el criterio dado por el 7—funcional es Unico. Para los estimadores, como
discutimos en la Observacion no tenemos certeza de unicidad.
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7. Consistencia

7.1. Notacién y preliminares

Recordemos que f = (fi,..., fr) : R — R" esta fija y sea P la medida de probabilidad
definida en RP*!, Asumimos que P (Dg) = 0, donde Dy es el conjunto de discontinuidades
de f. Estamos interesados en las siguientes dos clases de subconjuntos de RP*! : la clase
& de “elipsoides generalizados” definida en para una funcién f fija, esto es

E={E(D,A,c): (D,A) € ®,c>0} (50)
donde .
E(D,A,c) = {(x,y) : [x - D?(y)} AL [x - DF(y)} < CQ} . (51)

v la clase H de “hiperplanos generalizados” definida en la condicion S, (pagina 46]) para
una funcidn f fija, esto es

H={Hup,:acR beR cecR} (52)
donde
H(a,b,c) = {(Xv y) : aTX + be (y> = C} .

Podemos escribir estas dos clases de conjuntos de una manera apropiada para probar los
resultados que nos interesan. Sea G el subespacio lineal de dimensién finita generado por
las siguientes funciones reales definidas en RPH!,

{Laney, on, fs(), fsW) fi(y), onfs(y): 1<hl<p, 1<st<r}. (53

Sea D; la clase de subconjuntos definido de la siguiente manera: C' € Dy si existe g € G
tal que C = {z = (y,x1,...,zp) : g(z) > 0} y sea D; definida por

’DQZ{CQD:CGDhDEDl}. (54)

Claramente, D; y Do estan contenidos en los borelianos de RPT!. Entonces, £ C Dy, y
‘H C D5 porque

Heapbe = {91 >0y N{-g1 >0} (55)
donde gy (x,y) =alx+blf(y)—c, g1 €G.

Utilizaremos los dos siguientes resultados, del libro de Billingsley [1968| relacionados
con la convergencia débil de probabilidades en espacios métricos. Los utilizaremos en
la demostracion del Teorema [7.4] También agregamos el Lema que particulariza el
segundo resultado al contexto en el que trabajamos, y sera utilizado también en la prueba
del Teorema [Z.4l
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Teorema 7.1 (Teorema 5.1, Billingsley [1968]) Sean S, S’ espacios métricos, S, S’
las o—dlgebras de Borel respectivas (i.e. las o—dlgebras generadas por los abiertos de
cada espacio métrico) y sea (Py), una sucesion de medidas de probabilidad definidas en
S, que converge débilmente a P. Sea h: S — S" una funcién medible tal que P (Dy) = 0,
donde Dy, es el conjunto de discontinuidades de h, entonces la sucesion de medidas de
probabilidades inducidas Ph™" converge débilmente a Ph~'. (En particular, [ hdPy, —
| hdP).

Recordemos que Ph~! (o P o h™!) es la probabilidad inducida en (S’,S’), definida
por Phm! (A) = P (k™! (A)) para todo A € §'. Ver el Apéndice, Seccion .

Teorema 7.2 (Teorema 5.5 Billingsley [1968]|) Sean S, S’ espacios métricos, S’ se-
parable, S, 8" las o—dlgebras de Borel respectivas y sean hy y h funciones medibles,
(hi)ger» B2 S — S Sea (Py),, una sucesion de medidas de probabilidad definidas en S,
que converge débilmente a P. Definimos

E={xeS:3(xy), tales que x;, = x y hy, (xx) - h(x)},

supongamos que P (E) =0, entonces thlzl converge débilmente a Ph™1.

Lema 7.1 Sea (Py), una sucesion de medidas de probabilidad definidas en RPHL que
converge débilmente a una medida de probabilidad P cuando k — oo. Sea (), una
sucesion dada por 0 = (Dy, A) € © tal que 0 — 0. Sea

T B 1/2
9(x,9,0) =1 ([(x - DE(y)) A7 (x- Df(y))} ) (56)
para @ = (D, A), f y P que satisfacen condicion (@ Entonces,

lim [ g(x,y,0k)dPy (X,y):/g(x,y,BL)dP (%,9) .

k—o0

La demostracion de este resultado esta en el Apéndice [G]

7.2. Convergencia débil de probabilidades y convergencia uniforme

Para poder probar la consistencia, necesitamos relacionar la convergencia débil de una
sucesion de medidas de probabilidad con la convergencia uniforme de las integrales sobre
ciertos conjuntos (o, lo que es lo mismo, la convergencia uniforme de las probabilida-
des de ciertos subconjuntos). Para ello, damos una breve introduccion de convergencias
de funciones en espacios euclideos para luego enunciar el resultado de Raol [1962] que
utilizaremos en la prueba de consistencia del 7—funcional definido.
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Sea X un espacio métrico, y sea Cs(X) el espacio de todas las funciones continuas
de X en R*, f: X — R®. Para cada subconjunto compacto K de X, podemos definir la
seminorma || ||, (k) en Cs(X) por || fllc, (k) := supzex |f()]. La topologia generada
por todas estas seminormas (cuando K varia por todos los subconjuntos compactos de X))
se denomina la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos; es mas fuerte que
la topologia de la convergencia puntual, pero més débil que la topologia de la convergencia
uniforme. De hecho, una sucesion (fy), € Cs(X) converge a f € Cs(X) en esta topologia
si y sélo si fr converge uniformemente a f en cada conjunto compacto, es decir, si

lim sup |fi(z) — f(z)| = 0,

k—00 pc K
para cada subconjunto compacto K de X. A esta convergencia se la denomina usual-
mente convergencia uniforme sobre compactos (u.c.c. por sus siglas en inglés, uniform
convergence on compact sets).

La caracterizacién de subconjuntos compactos de Cs(X) es bien conocida y esta
dada por el Teorema de Arzela-Ascoli en el caso de los conjuntos localmente compac-
tos y separables, es decir cuando el espacio métrico X puede escribirse de la siguiente
forma, X =J;2; K; donde K; es compacto y K; C interior (K;;+1) para todo i € N. En
particular, los espacios euclideos R® y los X compactos son localmente compactos y sepa-
rables. El Teorema de Arzela-Ascoli da la siguiente equivalencia en espacios localmente
compactos y separables: una familica A C C' (X) es condicionalmente compacta (i.e., su
clausura es compacta), si y solo si las dos condiciones siguientes se satisfacen:

(i) para cada @, supse 4 |f(7)| < 0.

(ii) A es equicontinua en cada x € X, i.e., para cada £ > 0 existe una vecindad N de
x tal que |f(z) — f(y)| < &, para todo y € N y toda f € A.

Utilizaremos el Teorema 3.4 de Rao| [1962], que enunciamos a continuacion.

Teorema 7.3 (Teorema 3.4 Rao| [1962]) Sea pv una medida (es decir, una funcién
definida en una o—dlgebre de conjuntos, finita, no negativa y o—aditiva) en un espacio
métrico separable X y sea A una familia de funciones continuas de X a R®, que satisfacen
las dos condiciones siguientes:

(i) A es (u.c.c.) compacta y,

(ii) pg~" tiene distribuciones marginales continuas para cada g € A.

Si ur converge débilmente a p, entonces

m sup |y (A) — p(A)] =0, (57)

k—oo A
donde el supremo en se toma sobre todos los conjuntos A de la forma

A={x:9;(z) <a;, j=1,2,...,s}
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donde g (z) = (g1 (z),...,9s () € Ay (ai1,...,as) es un vector arbitrario de R®.

Este resultado establece la continuidad del funcional 50, 0, equivalentemente del
T—funcional, y es esencial para probar la consistencia de los T7—estimadores.

Teorema 7.4 Sea (Py),~; una sucesion de medidas de probabilidad, y sea P otra pro-
babilidad absolutamente continua, todas definidas en RPY! tales que Py converge dé-

K1

bilmente a P. Supongamos que P satisface (S:) para algin 0 < ¢ < 1 — oy que
0c (P) = (]50 (P),Ac (P)) se define de forma tinica. Entonces, para todo k suficiente-

mente grande, existe al menos un valor @ € © que cumple las condiciones que definen al
funcional Oc (Py), y para cualquier sucesion de soluciones Oc (Py), k > 1, resulta que
limg o0 Oc (Pr) = 0c (P).

La demostracion de este resultado esté en el Apéndice [G]

Por el estrecho vinculo entre los funcionales 8¢ y 8¢, el Teoremapodria enunciarse
en términos de B¢ en vez de O¢.

7.3. Consistencia del 7—estimador

El objetivo es utilizar el Teorema para (Py), la secuencia de medidas empiricas
obtenidas a partir de muestras (observaciones independientes e idénticamente distribui-
das, iid) que verifican el modelo PFC, para probar la consistencia del 7—estimador. Para
ello transcribimos algunos resultados de [Pollard [1984].

Definiciéon 7.1 (Pollard [1984], p.17) Sea D una clase de subconjuntos de un espacio
S. Decimos que la clase tiene discriminacion polinomial (de grado v) si existe un
polinomio p (-) (de grado v) tal que, para todo n y todo subconjunto Sy de S que consiste
en n puntos , la clase de conjuntos

(SN D:DeD) (58)

(contenida en P (So), el conjunto de partes de Sp) tiene cardinalidad a lo sumo p(n). p
se denomina polinomio discriminante para D.

Una consecuencia de esta definiciéon es que si Dy C D y D tiene discriminacién
polinomial, también la tiene D; (porque el mismo polinomio discriminante establece una
cota para la cardinalidad de (58|) cuando s6lo consideramos D € Dy).

Recordamos la siguiente generalizacion de Glivenko—Cantelli de la misma fuente.
Teorema 7.5 (Teorema 14, Pollard| [1984]) Sea P una medida de probabilidad defi-
nida en un espacio de medida S y sea Py la medida empirica obtenida a partir de una

muestra 11d de tamano k de P. Para cada clase D de subconjuntos de S con discrimina-
cidn polinomial, tal que suppep | Py (D) — P (D)| es medible, tenemos

sup |P, (D) — P (D)| — 0 casi sequramente. (59)
DeD k—ro0
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Observacion 7.1 |Pollard |1984] da un tratamiento mds general a la clase D de subcon-
juntos de S para los cuales suppep |Px (D) — P (D)| es medible, definiendo una clase
permistble de subconjuntos que incluye la condicion de medibilidad establecida mds arri-
ba como caso particular.

El siguiente resultado establece la consistencia de los T—estimadores.

Teorema 7.6 Sea P una medida de probabilidad que satisface (Se) para algin 0 < e <

— oL, y supongamos que 6c (P) = (5(; (P),Ac (P)) estd univocamente definido. Sea
Py la medida empirica obtenida a partir de una muestra 1id de tamano k de observaciones

(x4,Yi)i>1 de P, entonces limy_, o 5(; (Py) = 50 (P) casi seqguramente.
La demostracion de este resultado esta en el Apéndice [G]

Para garantizar la consistencia del T—estimador de A, que difiere de Ac (P) en una
constante multiplicativa, todavia resta demostrar que dicha sucesion de constantes por
la cual se corrige a O¢ (Py) para obtener el 7—estimador de A para Py, converge a la
adecuada.

Corolario 7.1 Bajo las condiciones del Corolario se tiene que limy_ oo 07 (Pr) =
0, (P) casi seqguramente.

La demostracion de este resultado esta en el Apéndice [G

Observacion 7.2 Supongamos que p1 y p2 satisfacen A1-A2, y ademds po satisface A3.
Sea (x,y) que satisface el modelo PFC y asumamos que la distribucion del vector u estd
en la clase P, (Wy,, M) y que es independiente de y. Como ya observamos en la prueba
del Teorema en este caso P, la distribucion de probabilidad de (x,y), estard en las
condiciones del Corolario y la consistencia de los T—estimadores del modelo PFC (al
inico valor posible del T—funcional) queda garantizada.

Observacioén 7.3 Enfaticemos que en el camino para probar la consistencia, hemos pro-
bado la continuidad del T— funcional para el modelo PFC. En virtud de esto, logramos ver
la robustez cualitativa asintdtica del funcional.
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8. Ecuaciones de estimacién para el 7— funcional

8.1. Planteo y notacién

Por el resultado de equivalencias probado en el Teorema [5.2| para obtener las ecuacio-
nes del 7—funcional podemos basarnos en los distintos funcionales definidos en la Secciéon
Una posibilidad es hallar el minimo de la funcién ®¢ p sujeto a la restriccion dada
por utilizando multiplicadores de Lagrange. Este enfoque es el que sigue [Lopuhai
[1991], por ejemplo, para el caso de T—estimadores de posicion y covarianza multivaria-
dos. Otra posibilidad es obtener las ecuaciones que resultan de minimizar la funcién
®p p y agregarle la ecuacién de la restriccion,

572_ (Hp’g) = k9.

Este enfoque es el que se sigue en |Garcia Ben et al.| [2006] para el célculo del estimador
del modelo lineal con respuesta multivariada. En esta seccién, resolvemos el problema de
caracterizar a O@p (P) para una probabilidad P arbitraria que cumple el modelo PFC.

En esta Secciéon, trabajaremos con la parametrizaciéon del modelo PFC dada por
(u,T,8,A) € ©, con p € R°,T € RP*¢ 3 ¢ R>" A € PDS (p) y pedimos que el
rango de I" sea d. Lo seguiremos notando por la letra griega 6. En las demostraciones
se agregaran las demés restricciones que necesitamos para tener identificabilidad del
modelo, como discutimos en el Apéndice Sea 6 = (u,I', 8, A) € © y recordemos que
notabamos

4(c,0) = { (x — 18R A (x— - 3R} (60)

a la distancia de Mahalanobis que se obtiene utilizando esos parametros. Luego,
d(x,y,0 P
Op.p(0) =|A|(S7 (Hpe))" = |A] (S5 (Hpe))" </ p2 (M) dp (XJJ)) :

donde Syr (Hpg) esta (implicitamente) definido por

Definimos a Op (P) € ® como aquel valor de los parametros que minimiza a ®p p (6)
entre todos los 8 € ® que cumplen

572_ (prg) = Ko. (62)

Como observamos en el Capitulo , la restricciéon s6lo se impone para identificar
una soluciéon al problema planteado, ya que ®p p (0y) = ®p p () para todo A > 0. De
modo que @ p (P) también satisface el problema de minimizacion sin restricciones. Luego,
buscaremos el minimo de ®p p (0) para 8 € ©, o, equivalentemente, queremos minimizar

el In (Q)BJJ (0)) N

In (55 (8)) = In|A| + 2pIn (S (Hpg)) + pln ( [ (%) ap <x,y>) .
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Establecemos la siguiente notacién para exhibir el resultado de un modo compacto.
Sean

0= (o (5 )

Definamos
o ts)
w® (0) = ) S (o)
20 (6) 83 (Hrro) v b 500 )]
@) (6) = b 63
w )
©) =% () S3, (Hpyo) (%3)
Finalmente definimos los pesos
w(d,0) = {w(l) )Y 1w (o) I/Qd“‘l)} . (64)

Obsérvese que
d(x,y,0) _ (D d(x,y,0) Sy (Hpo) (1) d(x,y,0) Sn(Hpye)
w (sM(HP,e) ) 9) =w (0) ¥ <sM(HP,9)> gy W O)V2 | ST ) Tdeewer

Como probaremos en la pagina los pesos w (d, @) son positivos y acotados, por lo
que W estd bien definida. Luego podemos definir una nueva distribucion que depende
del 8 € ® dada por,

N 1 d(x.y,0) N
Fo (4) = /A w (O)w (SM (HP,a)’e> 4P (%), (66)

para todo A boreliano de RPTL. De esta forma, P es una distribucion para (x,y) , y para
toda funcién g medible tenemos

1 w < d(x,y,0)
W () Sy (Hpg)’

Luego si covp(v,z) indica la matriz de covarianza entre los vectores v y z cuando la
probabilidad inducida por ellos es P y var,(v) =cov,(v,Vv), llamemos

Ep [ 9> g (X,y)} = Epg g (x,y)].

11(6) = covry b, ()] (varry [F (1)) (covry [x, £ (w)]) (67)

Claramente II (@) resulta una matriz simétrica y definida positiva.
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8.2. Caracterizando los puntos criticos y el minimo

Consideremos la siguiente condicién sobre las p—funciones.
A4 Las funciones 9(t)/t son no crecientes (k = 1,2).

Observemos que los pesos w que se utilizan en el calculo del 7—funcional depen-
den de las distancias a través de las funciones v (t)/t, (k =1,2), luego, para que el
T—funcional resulte robusto es razonable pedir que las observaciones con mayores dis-
tancias de Mahalanobis tengan menores pesos en el cémputo de los estimadores. Con

la notacién introducida al final de la Seccién precedente, en , , y , el
siguiente resultado permite caracterizar tanto a los puntos criticos de la funcién objetivo

®p, que da una manera alternativa de definir al 7—funcional para el modelo PFC, como
a dicho 7—funcional.

Teorema 8.1 Supongamos que p1 y p2 satisfacen Al y A2, y ademds p2 satisface AS.
Sea (x,y) que satisface el modelo PFC y asumamos que la distribucion del vector u estd
en la clase Py (Wy, M) y que es independiente de y. Sea P la distribucion de probabilidad
de (x,y) .

i. Los valores de @ = (u,T", 3, A) € © criticos de In®p p (0) satisfacen las siguientes
ecuaciones de estimacion,

Jw® x—n-rst@yarxm =0 (©)
[w®) [~ - m e + 1ot )W) ] ap ) =0
A= [ w®) (- T5E () (x — = T3E (1) dP (x) =0
[ w(6) (=~ TBE W) () BT AP () =0

i. Luego, los valores de @ = (u,I', 3, A) € © criticos de In(®p p (0)) satisfacen las
siguientes ecuaciones
ue g [w <dEPg g (x,)]
0)"" 7\ S (Hpo)
— Bp; (x — TBE(y).

0) (=158 () (69)

Las columnas de A™Y/2T son d autovectores ortogonales de la matriz simétrica
Afl/ZH (0) A71/2,
donde 11(0) fue definida en (67). Sin pérdida de generalidad, los podemos elegir

ortonormales, es decir satisfaciendo

Afl/QH(g) A—1/2 (A*1/2F> YN KY) (9), (70)
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donde Q(0) es diagonal, y
(A*WP)T (A*WP) — I,

o equivalentemente
r'A-r =1, (71)

Ademds

o T (A0 N
A_Ep[ (stp,e)"’)( b~ TBE (4) (x — mf(y))] (72)

=W (0) var py [x — T'8f (y)]

B = FTA_ICOVPg x,f (y)] (Varpg f (y)])il . (73)

1. Supongamos que p1 y p2 también satisfacen A4. Entonces, para que el valor de 8 =
(w, T, B, A) sea minimo local de In(®p p(0)) ademds de cumplir las condiciones
establecidas en (ii), en las columnas de A~'/2T se deben poner los autovectores de
la matriz simétrica A~'/211(0) A=/2 asociados a los mayores autovalores de dicha

matriz, donde I1(0) fue definida en (67).

. ElT—funcional de estimacidn 0, (P) se obtiene corrigiendo el valor @ = (u, T, 5, A)
obtenido en (iii) del siguiente modo

0 (P) = (p, T, 5, mA)

con 1
m = 7572_ (Hp}g) .
K2

La demostracion de este resultado esta en el Apéndice [H]

Observacion 8.1 Es inmediato que si @ = (p,I,3,A) € © cumple (79), entonces
0, = (pu, T, B,tA) también lo cumple, para todo t > 0. Por lo tanto si @ es un punto
critico de In (®p p (0)), entonces 0, también lo es, para todo t > 0.

Observacion 8.2 El Teorema (i) permite expresar al T—funcional de estimacion
para el modelo PFC como un M-funcional, excepto por el hecho de que la funcion U‘j‘(/(é’g))
que da los pesos, resulta ser un promedio pesado de dos funciones v, y los pesos, en este

caso, dependen de las variables (x,y) .

Observacion 8.3 Para permitir la identificacion de U y de B, a lo largo del cdlculo sur-
gieron condiciones de normalizacion comentadas en la pigina[I40, al caracterizar el espa-
cio de pardmetros como ©*. Estas restricciones resultaron: (1) las columnas de A='/?T
son ortogonales, ya que son autovectores de la matriz siméirica A—1/21] ©) A=12
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sea TTATIT = I y (2) Buarps [f (y)] BT es diagonal, con elementos decrecientes en la
diagonal. Esto es consecuencia de que, por ,

8 =7 A eov; [ £ (u)] (vare; [F()])
luego
Bvarps [f ()] g =rTA-t covpy [x,f (y)] (varp; [ ) ' varp; [f (y)]
(varr; [£w) covry [£ () X AT
= I‘TA—lcovP; (x,f(y)] (varp; [f (y)]>_1 covp; [f (y),x] AT
=TTA7'I(6) AT
_ (FTA71/2> (A’l/QH(O)A’1/2> A-Ll2r

- (FTA_1/2> A7210 (9) = TTATITQ (8) = Q(6) .

En lo que sigue daremos una interpretacion de los 7—funcionales obtenidos.

Observacion 8.4 (Relacion con el modelo lineal multivariado sin restricciones)
51 miramos el problema con la probabilidad Py que se obtiene a través de P con los pesos
calculados en el punto critico, resulta que el valor propuesto para la matriz B =17
de coeficientes es

D8 =TT Acovpy [x.£ ()] (varp [F(0)]) -

Para el modelo lineal multivariado sin restricciones de rango en la matriz de coeficientes,
el 7—funcional de I'B resulta ser

covr [x.£ ()] (vare; [ w)))

ver |Garcia Ben et al| j2006]. Entonces, para el modelo PFC, el T—funcional correspon-
diente resulta ser la proyeccion del T—funcional sin restricciones de rango al subespacio
generado por las columnas de T, en la norma inducida por A, ver (@)

Observacion 8.5 Para interpretar las condiciones que satisface el span ('), prime-
ro recordemos el problema de correlaciones candnicas, que describimos a continuacion.
Sean x1 € RP y x9 € R" wectores aleatorios con esperanza 0 y sean Y11 =var[xi],
Yoo =var[xa], Y12 =cov[xi,xa] y Y1 = B%,. Se tiene el siguiente resultado, que es el
Teorema 5.9 de |Seber [1984)].



66

Teorema 5.9 de |Seberi [1984)]. Sean 1 > p? > p3 > - > p2 > 0, don-
de m = rango (X12), los d autovalores no negativos de Z‘ilZ‘lgE;zlEgl (y también de
22_2122121_11212). Sean ai,as,...,a, y b1,bs, ... by, los correspondientes autovectores
de EilEng;QlZgl y de 2521221Ef11212, respectivamente. Sean o y 3 vectores arbitrarios
tales que para s < m — 1, aT'xq no estd correlacionada con cada a?xl (1=1,2,...,8) ¥y

BTx9 no estd correlacionada con cada b,]rXQ (1 =1,2,...,s). Entonces:

(i) La mdzima correlacion al cuadrado entre o’

cuando o = azq1 and B =Dbg, .

x1 y BTxy estd dada por pzﬂ Y ocurre

(i1) cov[a;‘rxl,agxl] =0,j#k,y cov[bjTXQ,ngﬂ =0, 7 #k.

El valor /p? = |p;| para que valor absoluto si p; > 0. se denomina la j-ésima
J J J

correlacion candnica, y u; = aijl Yy v = b]TXQ son las j-ésimas variables candni-
cas. Llamaremos a a; y b; las j-ésimas direcciones candnicas, asociadas a X1 y X2
respectivamente. Mds alld de los signos, éstas serdn unicas si las correlaciones canonicas
son distintas.

Volviendo a los T—funcionales propuestos, observemos que A~/2I1 (0) A71/2 es g

métrica y semidefinida positiva. Luego, sean
A <A*1/2H(0) A*1/2> >3 (A*WH 6) A*1/2>

sus autovalores, sea Q (0) € RP*P g matriz que los tienen en su diagonal ordenados en
forma decreciente y sea U € RP*P ortonormal tales que
AP0 ATV2 =UQ ) UT

= [A_l/zf‘ A—l/er] [Q () 0 } {FTA—VT

0 9 (0)] |[TTA-1/2
T
S

= AY2TQ0)TTAY? 4 ATV 0, (0)TT A2,

Sea @ el punto critico de In®p p donde se alcanza el minimo de la funcion. Por el Teore-
ma (iit) sabemos que en el valor de @ que alcanza el minimo de ®p p, los autovectores
de A~V211 (0) A712 que se deben utilizar como columnas de A™Y2T son aquellos que
corresponden a los d mayores autovalores. Luego, por las igualdades (@ Y sabemos

que 5(0) = [Q (()0) QIO(OJ ’

y que las primeras d columnas de U (las que estdn asociadas a los mayores autovalores)
estdn compuestas por A~Y2T. Seaq T'y € RP*P=) 4] que

U=A""72[0 1],
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es decir, llamamos Ty a las p — d dltimas columnas de A™Y/2U. Resulta,

TTATT =1, 4,

ITA' T =0, 40, TTATT =1,
Ahora daremos simplemente un argumento heuristico para respaldar este hecho. Calcule-
mos las correlaciones candnicas entre x1 = x — p — I'Bf (y) y xo = £ (y) — Ep; [f (v)],
con dicho @ = (u, T, B, A). En ese caso, X1 representard el residuo del modelo y xo serd
el vector de las covariables explicativas apropiadamente centradas. El ajuste serd satis-
factorio si la mayor correlacion candnica entre ellas es muy pequenia. Calculemos dicha

correlacion. El cuadrado de la mayor correlacion candnica entre X1 y Xo serd igual al
mayor autovalor de la matriz 21_1121222_21221 donde

Y1 = varpy [x — p — I'Bf (y)]

S = varp; [£(y) — Epy [£ (9)])] = vare, [£ ()

S1p = covy [x — TBF (y) — .t (y) — Ep; [ (v)] -
Como O es critico, satisface @) y (m), luego p = Eps [x —T'Bf (y)] y tanto x1 como
Xy tienen esperanza cero. Ademds, resulta

1
W (6)"

-1
Y12 = covps [x,f (y)] - FFTA_ICOVpg [x,f (v)] (Varpg if (y)]) varps [f (y)]
=(I- FFTAfl) covpy [x,f (y)]

Y11=

Luego,

EﬁlElgE;QlEm =A"! (I - ITTA_I) covps [x,f (y)] (Varpe* [f (y)]) (74)
~covps [f(y),x] (I- FFTA_l)T (75)
=AM (I-TT"A YY1 () (I —A'TTT).

Observemos que
AT (I -TTTAH)II(0) A™'T =0

por lo que de tenemos
S 1280 Yo = AT (1104 (0)TY).

Esta matriz tiene por autovectores a las columnas de A™'T'| con autovalores correspon-
dientes a la diagonal de 1 (0), pues

S 105 Bor (A7) = A0 (0)TT) (AT = (A7) Q4 (6).
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Luego, las correlaciones candnicas al cuadrado entre x — p—1I'Bf (y) y £ (y) — Ep; [f (v)]
son los autovalores de A='/211(0) A=/2 que no se utilizaron para definir a los autovecto-
res de A=1/211 (9) A71/2 que conforman a T. En ese sentido, si para elegir las columnas
de T' se tomaron los d mayores autovalores de A~1/2I1(0) A=/2 entonces la mayor co-
rrelacion candnica entre x — p — IBE (y) y £(y) — Ep; [£(y)] serd lo menor posible,
y valdrd \gy1 (IL(0)). Observemos que al identificar el subespacio tal que al proyectar
los residuos, éstos quedan lo menos correlacionados posibles con la respectiva proyeccion
d—dimensional de las £ (y) , por ortogonalidad, también estamos identificando al subespa-
cio generado por las columnas de AT que es el que reduce la dimension. Dicha matriz
resulta tener por columnas al subespacto ortogonal a las direcciones candnicas entre los

residuos entre x—pu—IBf (y) y las explicativas, £ (y)—Ep; [f (y)], asociadas a las eleccion
que hace que las correlaciones candnicas sean lo mds chicas posibles.
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9. Estudio de los 7—estimadores para el modelo PFC para
muestras finitas

9.1. Ecuaciones de estimaciéon para el 7—estimador basado en una

muestra

Calculemos el estimador basado en una muestra aleatoria {(x;,y:),1 <i<n}, es
decir, el valor del 7—funcional de estimacién evaluado en la medida empirica P, co-
rrespondiente. Recordemos que la medida empirica P, se define para subconjuntos A
medibles de RP*! por

n

1 ¢ 1
P,(A) = - ZIA (xi,yi) = n Z‘S(xi,yi)(A)
i=1 '

=1

donde 14 es la funcién indicadora y d(x, ) €s la medida de Dirac. A partir de la medida
empirica, la funcién de distribucién empirica puede escribirse como

F, (x,y) =P, {(s;t):sj<azjparaj=1,...,pyt <y}).

Para describir el algoritmo, adaptaremos la notacion introducida en la Seccion [8.1] Para
toda funcién s medible definida en el espacio p + 1 dimensional, tenemos

n

Ep, [s (o)) =~ D 5 (xii)

i=1

Recordemos que para cada @ € ©, denotamos por Hp, ¢ a la distribucion de d (x,y, 0)
cuando (x,y) tiene distribucion P,. En particular Sy (Hp, g), que por brevedad notare-
mos Sy, (0), se define por

o o (500 =25 (o (i) =

Es decir S, (@) satisface
1 d (Xiayia 0) o

Luego,

Hemos agregado el subindice n para enfatizar la dependencia de la muestra. De igual

modo se computan
s o (St )| e P (S5
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donde las funciones a vy b estan definidas en y . Notaremos los pesos por

B d (xi,yi,0)
0 (0) = w <W’ 9) (78)
d (Xiyyiy 0) Sh (9)
1) (0) ( < S, (9) > d(xi,yi, 9)
d (xi,yi, 9) Sh (0)
+ul 04, ( Sn (8) ) d (xiyi, 0)
donde
1 pEP, [a (dgxiwﬂ
w® (0) = d(x,y,0)
2u, (0) S2(0) Ep, [b ( Snviyé) ﬂ
p
w® () 20 (0) 52 (0)°
y
a(d) =2pz(d) — 12 (d)d )
b(d) =11 (d)d 0
Sea

l - ( Xuyzv ) Zw
n (2

=1

Obseérvese que si 0 = (u,I', 8, A) y 0" = (u,I', 5, \A) , entonces
w; (0%) = \w; (0) . (81)

Para todo 8 € O, a partir de la medida empirica podemos definir la medida inducida
P o (que es una medida aleatoria discreta) dada por,

1 " d X3, Z',O
ff,e (A) == W Zw <(Sn?(J9))’ 0> O(x; i) (A)

wz Xz i )>
i)

para todo A conjunto medible en RPT!. Luego para cada funcion ¢ : RPT! — R, podemos
escribir

Ep:,l9(xy)] = Ep, {W;(e)w <déj’(yé;9) , 6> g(x,y) } sz 9 (x0,5) -
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De este modo, sean

%y (0) = Ep; , [X] = — @ > wi () x;
n =1
0 (0) = iy, [F ()] = e > wn (0)F 1)
n i=1
[ xf -x5(0)
Xo = € R™*P,
B AC)
[ £()" 1, (0)
]Fg — c R™XT
£ (yn)" £, (6)

Weo = diag (w1 (0),...,w, (0)) € R™*".

1
W, ()
Recordemos que covp(v,z) indica la matriz de covarianza entre los vectores v y z cuando
la probabilidad inducida por ellos es Py var,(v) =cov,(v,Vv). Tenemos que

covp: , [x.£ (y) sz x; = %u (0)) (£ (v:) — Fu(6))"

1
= —XZWqF,g
n

T

varp:ﬁ [f (y)] = TLVVl@ Zwi (0) (f (yz) - ?w(a)) (f (yz) - Fw(a))
" i=1
= %FgWng

11, (6) = covp, . £ ()] (varrs, (£ 0)]) (covrr, b £ w)])

— %X?WGI@@ (FAWoFg) ' (XoWeFg)"

Luego, la version empirica del Teorema[8.1] es la siguiente. La funcién objetivo basada
en la muestra observada es

In(®p,p, (0)) =In|A (S7(6))|

fpm (B (x — = TR T A (x— = Tt |
pn P, | P2 52 (6

N 1/2
:1I1|A‘+pln(s ( —i—pln( ZIOQ <{d z,yz,)H)} )) (82)

~—
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Los valores de 8 = (i, I', 5, A) que son puntos criticos de la funcion In (®p p, (6)) satis-

facen las ecuaciones , , y que figuran mas abajo

p=Ep: [x —Tpf (y)]

1 n
= ) ; w; () [xi — TBE ()] - (83)

Las columnas de A~1/2T son los autovectores asociados a los mayores d autovalores de
la matriz simétrica A~/21I,, (0) A~1/2 v seran elegidos ortonormales. Luego satisfacen

A2, (6) A2 <A’1/21“) = A21Q, (0), (84)
FA™T = Iixa

donde ©Q,, (0) € R¥*? es la matriz diagonal, conteniendo los d mayores autovalores de la
matriz A~/2I1, () A='/2 ordenados en orden decreciente.

A=W, (8) Ep;, [(x— 1 —TBE () (x — o — TBE (3))"]
= LS 0) b — e~ TR ()] b — g — T ) (85
=1

n-

~1
B =TTA covp: , [x £ ()] (varp:, [f ()]
_ ~1
=TTAT'XEWoFq (FgWeFg) . (86)
Por (81), si @ = (u,T', 3, A) satistace (83), (84), y (86), también las satisface

0" = (u, T, B, \A) para todo A > 0. Luego, a partir de @ = (u, ', 8, A) un punto critico
de ®p p, (@), construimos a 8* = (u,I', 3, \A) tomando a
S? (Hp,0) _ 7°(d(9))

A = =
K2 K2

De esta manera nos aseguramos que 8* cumple la restriccion (39)) que debe satisfacer el
7— estimador. Finalmente el 7—estimador resulta ser

2
0" = (u,T, 8, \A) = <u,r,,3, T<d(0>)A> . (87)

K2

9.2. Algoritmo para computar el 7—estimador

Sea una muestra aleatoria de n observaciones {(x;,y;),1 < i < n} con (x;,y;) € RPH!
que suponemos satisface el modelo PFC.

Describiremos un algoritmo iterativo para calcular el 7—estimador. Méas detalles sobre
la definicién de los estimadores, v el cilculo de las constantes involucradas puede verse
en las secciones que siguen.
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Lo importante, como en la mayoria de los procedimientos iterativos que conducen al
calculo de un estimador robusto, serd elegir un estimador inicial cercano al minimo del
T—funcional. Presentamos nuestra elecciéon del estimador inicial en la seccién siguiente.

Supongamos que tenemos un estimador inicial 00 = (u(o),F(O),ﬂ(o),A(O)). El es-

timador calculado en el paso k serid denotado por o) = (u(k),F(k),B(k),A(k)) . Para

describir el algoritmo bastara describir como obtener o+ o partir de 6*). Para esto

se seguiran los siguientes pasos.

1.

Calculemos las distancias de Mahalanobis usando %)

— /(i = 1 = TWFOE (3))7 (AB) (x; = ) - TOFOE (3)).

calculemos el valor del S](V]j) =Su (H P, 9(k)> que cumple

1 d (Xi,yi, G(k)>
z | —~——7 7
i Sm <Hpmg(k)>

(k)

y los pesos iniciales, sea w;
1 <7 <n. Esto es

:/{',1

el peso calculado en base a la i—ésima observacion,

(k) _ (xy
i (Hz o)

=wi (O(k)> 1

,0") (88)

V)

,0F) )

d (xi,yi, O(k)) Sm (Hp 9<k))
Sm (Hp g(k)> (Xzayza

V)
+ w ok ) (meu ) < P, 9(k)>
( >w ( P, g(k)> (Xzayza )

donde

wq (9““) =

2Uy, (9(k)) SJQV[ (Hpme(k)) Ep,

b d(x,y,e(k))
Snm (Hpnyg(m)
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v uy, fue definida en . Calculamos también

—(k) 1 k)
f, ' = Ep~ = w,; 't (yi
o= Ery e 0] = — @ >t o)
I xlT — igf)T
X(k) — : c RnXp’
XZ - iSf)T
)" -
]F(k) _ 6 IRTLXT7
=(k)T
L f (yn)T - va)

covl®  [x,£(y)] = ~XOTWEFE®

n,0(k) n

varl® [ ()] = LFOTWORE

3
2
z
3

-1
n® = covgf*) [x,f (y)] (V&I’ED@ f (y)]> (covgi) : [x,f

n,G(k) n,H(k) n,B(k
_ Lxmrywmpm <F(k)TW<k>F(@)*1 (Xw)TW(k)]F(k))T
n
3. Calculamos
1 n
uth) = >~ wi (W) [xi — 1MVt (3|
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.. —1/2 ~ —1/2
4. Luego, hacemos la descomposicion espectral de (A(k)) / ) (A(k)) / . Sean
C1,C2,...,Cq los autovectores correspondientes a sus maximos d autovalores \; >
Ag > -+ > Mg y construimos la matriz C(k+1)

C(kJrl):(C1 g )

€ RP*?_ es decir, la matriz cuyas columnas son los autovectores asociados a los d
mayores autovalores. Luego

r(k+1) _ (A(k)>1/2 (k1)

Ahora estamos en condiciones de actualizar 5y A. Sea
k1) _ (p<k+1>>T (A(m)‘l W Tyy (R (k) (Fw)TW(k)F(m)‘l .

Antes de actualizar A, recalculamos los pesos mediante

d§k+1) =d (Xivyiv 9®(k+1))

(k+1)
Sy =Su (Hpme@(kﬂ))
JHD

(k+1) ®(k+1)
Wi =W (S(k+1) 0, ) ,
M

P (k+1) _ (u(kJrl)’ p(k+D), B(kJrl)’ 3(1@)

donde

Luego, primero definimos el nuevo valor de A sin corregir por

n

1
®(k+1) _ Z (k+1) [ (k+1) _ (k1) gk+1) e, 3] .
A T £ w; [Xz 12 r B f (yz)}

T
[Xi _ U _pleD) gkt g (yi)]
Entonces definimos el nuevo valor de @ con A sin corregir por

gEe(k+1) _ (M(k+1)7r(k+1)76(k+1)7A@(kJrl)) .

5. Con estos estimadores de paso uno, actualizamos las distancias de Mahalanobis
para cada observaciéon

d§k+l) —d (xi’yi70®®(k+1)>

— [ (x; — kD) — TR+ BEFDF (1)) L (ABRFDY T (x, — (k+1) _ T (kA1) B+ £ (o
i— B (y:) i~ B (i)
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T
o, escritos de manera vectorial, d¢+1) = (dgkﬂ), . ,d%kﬂ)) . Actualizamos el
valor del S-estimador de escala S](\EIH) =Su (H P, 0®®(k+1)) como aquella cantidad
que cumple con la siguiente ecuacién
"1 d (Xi,yz‘, 9®®(k+1))
—pP1 = K1

=1 " Su (Hpnﬁ@@(kﬂ))
Entonces A+ — Ls HPn,9®<’€+1>) A®KHD) con
v

S]VI (Hpn79®®(k+1))

dl
-
2 2
Sr (HPnﬂ@@(kH)) = Su (HPnﬂ@@(kH)) EHP,,@@@(k-H) P2

n . OB®(k+1)
(s 5 (M)
i=1 M

v definimos o+ — (u(k“'l)’I‘(k-H)’ Blk+1) A(k+1)) _

El algoritmo se detiene en la iteracion (k + 1) —ésima cuando el cambio en la funciéon
objetivo es menor que una cota prefijada § > 0, es decir

mdpp, (00) ~lnapp, (60+)] <o
donde In ®p p, estd escrita en la ecuacion (82]).

9.2.1. Estimadores iniciales

Comenzamos con un estimador robusto inicial para los parametros. Para ello, utili-
zamos el modelo de regresién univariado para cada coordenada del vector x,

f
con zj,e; € R, b; € R™1 j = 1,...,p. Estimamos cada vector de coeficientes con

un método robusto para la regresion lineal, un MM-estimador, ver Yohai [1987]. Este
estimador se puede calcular, por ejemplo, utilizando la rutina 1mRob del paquete robust
para R desarrollada por |J. Wang et al.|[2014] del paquete R, (R Core Team| [2015]).
Observemos que el modelo incluye un término de intercept, ya que la tltima fila
de la covariable es igual a uno. Luego construimos una matriz de coeficientes estimados,
© e RP*("+1) concantenando en una matriz los vectores estimados, por fila, de la siguiente
forma,

@=|:|errtl,
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Como estimador inicial de I'8 tomaremos la matriz formada por las primeras r columnas
de ©, y como estimador inicial u(® para p la altima columna de dicha matriz. Con ellos,
computamos los residuos iniciales

i = x; = @ — (08)Vf ().

(2

Como estimador inicial de A sin corregir tomamos un S-estimador de covarianza de

(0)

los residuos iniciales r; ’, computados con la funcién bicuadrada de Tukey usando un
algoritmo rapido para su cémputo, que se encuentra programado en el software [R Core
Team| [2015], bajo la funcion CovSest, de la libreria rrcov, desarrollada por [Todorov y

Filzmoser| [2009|, es decir

n

A*©) = CovSest (r(lo), e r(0)> .

El algoritmo répido es similar al propuesto en Salibian-Barrera y Yohai| [2006]. Cuando
corregimos el valor de la matriz de covarianza de la forma establecida en obtenemos
el estimador inicial de 6

2
S7 (HPn, (ﬂ“’>7r(05(0>,m<0)) >
K2

8" = | po, (pw) 5(0)) 7 A*O)

Obsérvese que en el valor inicial no se estiman separadamente I" y 8 sino su producto.
Mas detalles sobre el MM-estimador de regresion y el S-estimador de covarianza en la

Seccion [0.2.9]

9.2.2. Algunos comentarios sobre los estimadores iniciales

Para obtener un estimador inicial de la matriz de coeficientes de regresion, realizamos
p regresiones lineales univariadas, utilizando un estimador robusto con alto punto de
ruptura y alta eficiencia. Utilizamos la funcién 1mRob de la libreria robust de|J. Wang
et al.| [2014] del paquete R (R Core Team| [2015]). El estimador se calcula a partir de
un S- estimador inicial con punto de ruptura igual a 0.5. El estimador final es un MM-
estimador, propuesto por [Yohai, Stahel, y Zamar [1991], que utiliza una M-escala de
los residuos del estimador inicial (ver la definicién de M-escalas en la pagina [34). Para
calcular este M-estimador se utiliza un algoritmo de minimos cuadrados ponderados
iterados, tomando al estimador inicial como punto de partida.

Para la eleccién de los parametros correspondientes al MM-estimador, tenemos en
cuenta las recomendaciones de Maronna, Martin, y Yohai [2006], Secciones 5.5 y 5.9.
Ellos muestran que hay un trade-off para los estimadores entre eficiencia bajo norma-
lidad y sesgo bajo contaminacién: a mayor eficiencia asintética, mayor sesgo. Por eso
recomiendan elegir los parametros de modo que el estimador tenga eficiencia de 0,85 (en
vez de tomar valores mayores) de modo de controlar el sesgo manteniendo una eficiencia
suficientemente alta.
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Los S-estimadores de posicién multivariada y matriz de dispersiéon fueron introducidos
por [Davies| [1987] y luego estudiados por Lopuhaa [1989]. Para una descripcion de estos
estimadores, puede verse también Maronna et al.| [2006)].

La libreria rrcov implementa cuatro algoritmos distintos para calcular el S-estimador,
en la funcion CovSest. Nosotros utilizamos la opcién llamada “bisquare” basada en una
p—funcién en la familia de la bicuadrada de Tukey, es decir, una funcién p dada por

U2 U2 ’lL4 . <
? 1-— 67 + @ S1 |U’ S C
pe (u) = (90)
- Ju
—_ > ¢,
6 S1 (U &

donde la constante ¢ es positiva. Observemos que, para cada u fijo, cuando ¢ aumenta,
la p—funcién tiende a “72 Es facil verificar que estas p—funciones satisfacen las hipétesis
Al — A3. En la Figura [5| puede verse un grafico de la p—funcién y de su derivada v para
algunos valores de la constante c. Utilizamos la funcién CovSest de la libreria rrcov
del R, con la opcidén method="bisquare", que calcula los S-estimadores de posicion y
escala de la forma que describimos a continuacién, como proponen [Maronna et al.| [2006],
Secciones 6.7.3 y 6.7.5.

Figura 5: Funcién p. bicuadrada definida en y su derivada 1., para distintos valores
de la constante c.

L
= .
©
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9.2.3. Detalles sobre la implementacién del algoritmo

Cuando la funcién ps se elige como ps (u) = u?, el T—estimador para el modelo
PFC resulta ser el estimador de maxima verosimilitud para el caso normal. Luego, para
combinar robustez con eficiencia, podemos elegir la funcion po de modo que coincida con
el cuadrado en una amplia zona alrededor del cero. Para ello se utiliza una familia de
funciones p. propuesta en Muler y Yohai [2002] y que es una aproximaciéon polinomial
simple a la funcion p 6ptima derivada en |Yohai y Zamar| [1997]. Esta familia tiene la
forma

s (1) s |2 <3
pe(u) =14 4,04 (%)% 11,66 (4)° +10,76 ()" — 2,69 (%) +0,55 i 2 < |4 <1
1 si ’%‘ >1
(91)

y la denominamos p—casi-6ptima. En la implementacién del algoritmo, las constantes se
eligen para tener simultaneamente, robustez (para eso se elige la funcion pp) y alta efi-
ciencia bajo normalidad (para eso se elige la funcion ps), como detallamos a continuacion.
En la Figura [7] ademés, vemos que tanto la familia de p—funciones bicuadrada como la
familia de p—funciones que denominamos casi-Optima satisfacen la hipotesis A4, ya que
en ambas familias la funcién v (u) /u resulta decreciente. En dicha figura podemos ver
que para la p—casi-6ptima la funcion 1 (u) /u que define los pesos es una version suaviza-
da de la funcion escalon (indicadora o heaviside), es decir que basicamente, dependiendo
de si la distancia de Mahalanobis de una observacién a los valores calculados de los pa-
rametros es pequena o no, las observaciones o bien entran al cilculo de los estimadores
(basicamente todas con el mismo peso) o bien no entran en dichos calculos.

Garcia Ben et al. [2006], proponen T—estimadores para el modelo lineal multivariado
(tanto para la matriz de coeficientes del modelo, como para la matriz de covarianza
de los errores), y en el Teorema 2 prueban que el maximo punto de ruptura que pueden
alcanzar dichos estimadores es cercano a 0,5 cuando el tamano de muestra n es grande (es
enrealidad 0,5—(p+ ¢ —1) /(2n), donde p es es la dimension del vector de observaciones
independientes y ¢ es la dimensién del vector de las variables dependientes en el modelo
lineal multivariado (MLM)) y se alcanza cuando

K1 1
méx, p1 (u) 2 (92)
En el mismo articulo, se prueba en el Corolario al Teorema 5, que, bajo condiciones de
regularidad de las p—funciones, de regularidad de la distribucién del vector de covariables
y elipticidad de la distribucion de los errores, la eficiencia relativa asintotica (ARE, por
sus siglas en inglés) del T—estimador de la matriz de los coeficientes del MLM respecto
del estimador de méaxima verosimilitud de dicha matriz de coeficientes, estd dada por

En, (%)
Em (v (i)

ARE (11,2, Hy) = (93)
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Figura 6: Funcién p. polinomial (casi 6ptima) definida en (91) y su derivada ., para
distintos valores de la constante c.
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donde ; = p}, Hy es la verdadera distribucién de las distancias de Mahalanobis del
MLM. Bajo normalidad de los errores del MLM en RP, Hj resulta ser la distribucién de
la raiz cuadrada de una variable X;% =T (%, %) (chi cuadrado con p grados de libertad),
es decir, tiene densidad

fw)= %77)1’7167”2/2](0#00) (v).

La funcién 9* se define por
P (v) = Cpr (v) + Dz (v)

con
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Figura 7: Grafico de 9. (z) /z, para la familia bicuadrada definida en a la izquierda
y para la polinomial (casi 6ptima) definida en a la derecha, para distintos valores
de la constante c.
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definido por

w0 (7)) = (90)

En <(p_ ) w*gkﬁ)) g (&)) .

JCH
0

co =

Asumiendo que la distribucién de los errores del MLM es gaussiana, podemos calcular
las constantes k1 y ¢ a partir de y (97), a continuacion

k1= Emg (p1(v)) (97)

ya que max, p1 (u) = 1. Con esa eleccion de constantes, por resulta kg = S (Hyp) = 1.
A partir de p; calculamos D segun la ecuacion (95)). Para obtener un 7—estimador que
sea eficiente, podemos elegir el valor de ¢y para que

ARE (1,19, Hp) = 0,90,

bajo normalidad de los errores del MLM. Luego, calculamos ko como aquel valor que
cumple

k2 = Emy (p2 (v)) -

A continuacién figuran algunos de los valores de las constantes que consideramos.
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D 2 ) 10
eficiencia 0.85 0.90 0.85 0.90 0.85 0.90
c1 | 2.0803 2.0803 | 3.6076 3.6076 | 5.2108 | 5.2108
K1 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50
co | 3.0193 3.2332 | 3.7252 3.9759 | 2.5762 | 2.1767
ko | 0.2898 0.2567 | 0.4744 0.4242 | 0.9739 | 0.9920

9.3. Cobmo evaluar la estimaciéon de un subespacio

Nos interesa resumir la bondad de la estimaciéon obtenida con distintos métodos,
para poder comparar el ajuste que se obtiene usando los T7—estimadores del subespacio
de reduccién y usando los EMV en distintos escenarios simulados, con muestras finitas,
ya que, como hemos visto, lo que queda identificado es el subespacio y no sus generadores.
En esta seccion definiremos angulos entre subespacios y distancias entre los mismos.

Distintas propuestas estadisticas para reducir la dimensién han utilizado distintos
métodos para evaluar la efectividad obtenida. En el caso de las simulaciones, cuando se
conocen los pardmetros con los que fueron obtenidos los datos, se tiene por un lado Ag
y I'g verdaderos y por el otro A y [ estimados. Citemos algunos ejemplos. Cook| [2007]
analiza el caso d = 1 y propone utilizar el angulo entre I'g y T. (Cook vy Forzani J2008|
también simulan el caso d = 1 pero utilizan, en cambio, el dngulo entre Aall“o y AT,
es decir, entre los generadores de los subespacios de reducciéon. Para d > 1, el articulo
de B. Li, Zha, y Chiaromonte [2005] y el de |B. Li y Wang [2007| usan la distancia de
proyeccion (ver la Definicion que también se denomina distancia de Gap) entre el
subespacio de reduccién original y el estimado por el método de contour regression que
proponen. K.-C. Li| [1991a] toma el promedio de las correlaciones canonicas al cuadrado
entre la variable proyectada al subespacio estimado A-1Tx v las verdaderas proyecciones
Aalfox. H. Wang y Xia|[2008] reportan el error de estimacion promedio.

9.3.1. Vectores y angulos principales

Sean A y B dos subespacios en RP. Introducimos la definicién de angulos principales
entre un subespacio k—dimensional y uno [—dimensional. Para una tratamiento completo
puede verse Eaton| [1983|, Proposicion 1.48 y subsiguientes, o Watkins|[1991], Seccién 7.5.

Definiciéon 9.1 Sean A y B dos subespacios en RP, con dim (A) = k,dim (B) = [,r =
min (k,1). Definimos el i-ésimo par de vectores principales (a;,b;) parai=1,...,r
recursivamente como las soluciones al siguiente problema de optimizacion

méxalb
sujeto a: acAbekB
lall = bl =1

b’b; =---=blb; 1 =0,
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(para i = 1 las condiciones de ortogonalidad son wacias). Los dngulos principales se
definen por

cosCZ-:aini, i=1,...,r
Como el coseno es una funcion decreciente, resulta 0 < (4 < -+ < (- < g Notaremos

G (A, B) = ¢ al i-ésimo dngulo principal entre A y B.

En otras palabras, el primer angulo principal entre los subespacios A y B es el déngulo
mas pequeno que se puede armar entre un vector en A4 y un vector en B, ya que el angulo
se minimiza cuando el coseno se maximiza. El par de vectores unitarios a; € A, b; € B
en los que se realiza dicho maximo son el primer par de vectores principales. A partir de
él, se define el segundo dngulo principal (o como el menor dngulo que se puede formar
entre un vector en A que sea ortogonal a a; y un vector en B que sea ortogonal a by.
Los restantes angulos se definen en forma similar.

Observacion 9.1 Si (1 = 0 entonces dim (AN B) > 1. Mds atin, $i (4 = -+ = (p =
0 < (m+1, entonces

ANB=span{ai,...,a,} =span{by,...,by,}.
FEste resultado es el Teorema 6.4.2 de Golub y Van Loan [2013)].

Sidim (A) = dim (B) = k, claramente A = span{ay,...,a;} y B=span{by,...,bg}.
Los vectores principales no quedan unfvocamente determinados, pero si lo estan los &ngu-
los principales. Por ejemplo, el par de vectores principales a; v b; se puede intercambiar
con —a; y —b;, perosi (; < --- < (., los vectores principales estaran univocamente deter-
minados, exceptuando el signo de la primer componente no nula del vector. El siguiente
Teorema muestra como obtener los angulos principales.

Teorema 9.1 Sean A y B subespacios en RP, y sean P4 y P las matrices de las pro-
yecciones ortogonales en A y B en la base candnica. Si k = rango(PpP4), entonces
existen conjuntos ortonormales {ay,...,ar} C A, {by,...,bg} C B y nimeros positivos
p1 > - > g tales que

af
i. PgPa=Y" wbal =[ by - by |diag(ui,....pm) | :
T
Ay
it. PAPgPy = Zle p2a;al’.
iti. PpPaPg =" | u?b;bl.
w. 0<p; <1y ainj = 0;jpj para i,j =1,... k.
v. Six € AN (span{ay,...,ap})t y w € B, entonces xTw = 0.

Siw € BN (span{by,...,bi})* yx € A, entonces x'w = 0.
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Teorema 9.2 En la notacidén del Teorema previo, sea A1 = A, B = B,

A; = AN (span{ai,...,a;_1})*"
BZ' = B M (span {bl, ey bi_l})J‘

para i =2,...,k+ 1. Entonces

sup sup a’b = a;?Fbi = U,
acA; beB;
llall=1 |Ib]|=1

parai=1,... k. También, A1 L By AL Bii1. m

Observacion 9.2 En virtud del Teorema[9.1y el Teorema[9.2 y la definicion de dngulos
principales entre subespacios, tenemos que

cos G = 4, 1=1,...,k.

En el Apéndice damos tres procedimientos distintos para calcular los dngulos
principales, dependiendo de la informacién que tengamos de cada subespacio, o de cuan
pequerios sean estos dngulos.

9.3.2. Distancias entre subespacios

Queremos definir una nocién de distancia entre subespacios k—dimensionales de RP.
Para llevar adelante esta tarea, podriamos valernos tanto de los angulos principales como
de las posibles bases ortonormales que se pueden tomar en ellos. El siguiente teorema
justifica esta idea. Sea O (p) el conjunto de matrices p X p ortogonales. A continuacion,
se enuncia el Teorema 3 de Wong| [1967].

Teorema 9.3 Cualquier nocion de distancia entre subespacios k dimensionales de RP
que convierte a la Grassmaniana Grass (k,RP) en un espacio métrico que sea invariante
por rotaciones en O (p) debe ser una funcion de los dngulos principales. Es decir, si
d : Grass (k,RP) x Grass (k,RP) — [0,400) es una distancia que ademds cumple

d (span (VA),span (VB)) = d (span (A) ,span (B))  para toda V € O (p)

para toda A, B € RP*k con rango (A) = rango (B) = k, entonces d debe ser una funcion
de los (; (span (A),span (B)).

Se pueden definir varias nociones de distancia entre subespacios de la misma dimen-
sion. A continuacion presentamos varias. Puede consultarse, por ejemplo [Hamm y Lee
[2008] o |[Edelman, Arias, y Smith| [1998|, para una descripcion més extensa. La més
utilizada es la distancia de proyeccion.
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Definiciéon 9.2 (Distancia de proyeccion) Sean A y B subespacios k—dimensionales
de RP. Sean A, B € RP** con rango (A) = rango (B) = k, tales que A = span (A),B =
span (B) . Definimos la distancia de proyeccion dy.oy entre ellos por

dproy (A, B) = meéjl{ d(a,B) (98)
llally=1
donde ||all, = vaTa y
d(a,B) :Iglelgna—b’b. (99)

Observacion 9.3 Algunos autores la denominan la distancia de Gap.
El siguiente teorema permite calcular esta distancia.

Teorema 9.4 Sean {qi,...,qx} ¥ {Qrs1,...,da} bases ortonormales para A y AL, res-

pectivamente, y sean {r1,..., 1} y {viy1,...,rq} bases ortonormales para B y B*, res-
pectivamente. Llamamos

Q=[am - a] eR”*  Q=[aqp -+ q) eREH

Ri=[r; - 1)) €RK Ry = [rpi1 -+ 1] € RPXP7H),

Entonces se tiene
s (A.8) = | B Q1] = | BT s, = QT el = [ @F ],
= [|@1@Qf - RiRT||, = | Pa— Psl,
= sin (x (A, B)

donde para matrices, la norma |-||, denota la norma de operadores lineales (o norma
inducida o espectral ver la Seccio’n es el mayor valor singular de la matriz, |Q|, =

VAmax (QTQ)) y Pa denota la matriz asociada a la proyeccion ortogonal en el subespacio
A).

Para una demostracion de este Teorema, ver Watkins [1991].

Definiciéon 9.3 (Distancia Grassmaniana) Sean A y B subespacios k—dimensionales
de RP. Se define la distancia Grassmaniana entre ellos por

1/2
dGrass(k RP) -A B (Z CZ .A B > .

Definicién 9.4 (Distancia Cordal) Sean A y B subespacios k—dimensionales de RP.
Se define la distancia cordal entre ellos por

=1

1/2
1
cordal(A B (ZSIH Cz -A B)) ZEHPA_PBHF7

donde ||-|| p es la norma Frobenius para matrices, ver la Seccion [B.1.4
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Al valor sin (; (A, B) a veces se lo denomina la distancia de mdazima correlacion, pero
no es una métrica ya que puede valer cero sin que los subespacios A y B sean iguales.
Puede probarse que, equivalentemente, estd basada en la mayor correlacién canénica, en
el sentido dado en la pagina [66]

En virtud de las descripciones anteriores, para comparar subespacios utilizaremos el
angulo principal (para d = 1), o en general el d-ésimo angulo principal entre el verdadero
subespacio de reduccion de la dimension y el estimado, como medida de performance de
los estimadores.

9.4. Simulacion

Realizamos dos simulaciones que describimos a continuacién, para el caso en el que
d=16d=2.

94.1. Casod=1

El modelo simulado es

X = pg + ToBof (y) + A(l)/Qu

donde x € RP, con p =10,d =1, r =2, p, =0, 'y = (1,0,...,0)T e RPxd g, =
(1,1) € R £ (y) = (y,yQ)T eR", Ag=1,,u~ N, (0,I,), y ~ U (0,4). Para evaluar
el desempeno del estimador bajo contaminacién de los datos, tomamos un 10 % de
las observaciones (f (y),x) de la forma (f* (y),x*), donde £* (y) = £ (10) = (10, 102)T
y x* = A(O,l,O,...,O)T con A = 0,1,2,3,4,5,10,15,20. En la Figura [§8] mostramos
los boxplots de los d4ngulos que se obtienen entre el verdadero subespacio de reduccién
(AflSp) y el subespacio de reduccion estimado <3*18f) por méaxima, verosimilitud y
por el T—estimador que proponemos, en los distintos escenarios: sin contaminacion (SC)
y para los distintos valores de A considerados, a partir de B = 500 muestras de tamafio
n = 200, con 10 % de datos contaminados. Las constantes descriptas en la Seccion
resultan ser, para este caso

1 = 5,210748 (100)
K1 = 0,5000047

o = 4,841626

Ko = 0,569148.

En la Figura 8| vemos que cuando no hay contaminacion, el &ngulo entre el subespacio
verdadero y el estimado por ambos métodos es bastante pequeno, siendo més pequeno
aun el de méxima verosimilitud (mediana menor a 15° en ambos métodos). Sin embargo,
apenas empezamos a contaminar, el estimador de maxima verosimilitud se rompe, dando
angulos alrededor de 35° cuando A\ < 5, para romperse abiertamente (estimando una
direccion practicamente ortogonal a la original) para A = 10 6 A = 20 (mediana superior
a 80°), mientras que el 7—estimador practicamente no se modifica, siempre la mediana
del angulo entre la direccién verdadera y la estimada da apenas menor a 15°.
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Figura 8: Boxplots de los d4ngulos entre el subespacio verdadero y el subespacio estimado
por méxima verosimilitud (en gris) y usando el T—estimador propuesto (en salmoén) para
la simulacién descripta en la Seccion
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Parametro de contaminacion

9.4.2. Casod=2
Primera simulacion

Sin contaminar El modelo simulado es

X:Mo+roﬁof0(y)+Aé/2u
1 0 0 0 o]
dondex € RP, conp =10, d=2,r =2, uy =0,I'g = 0 _@ @ 0 0
RPXd By = [(1) (1)] c R £y (y) = (y,yz)T eR",u~ N,(0,1,), y ~U(0,4),

Ao =0,1-1I,

Para evaluar el desempeno del estimador bajo contaminacién de los datos, tomamos
un 10 % de las observaciones contaminadas. Las observaciones contaminadas (x,y) siguen
el siguiente modelo

1/2
X = Ky + FC]'/BOij (y) + AC/J u,

con 1 < 5 < 4. En cada uno de los siguientes cuatro escenarios, contaminamos de formas
distintas.
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Contaminacién 1 Tomamos fo, (y) = (10,10)7, Ag, = Ag = 0,1 - I,y

100 --- 0 0]F

Tei=1g 00 ... 01

Observemos que en este escenario, el subespacio de reduccién de las observaciones
no contaminadas (span (AJIFO)) y el de las contaminadas (span (Aalfcl)) forman
los siguientes angulos principales: 0° y 90°, es decir, uno de los generadores de ambos
subespacios coincide, el otro esta a 90°.

Contaminaciéon 2 Tomamos fe, (y) = f (10) = (10, 102)T, Ac, = Ao =011,y

bo_[too 00
21000 - 0 1| °
Contaminaciéon 3 Tomamos fc, (y) = f5 (10) = (10, 102)T, Acy =051, y I'cy, =
100 -~ 0 0"
oo0oo0 --- 0 1| °

Contaminacion 4 Tomamos fc, (y) = fo(10) = (10, 102)T, Ac, =051, y I'c, =

00 --- 010
o0 --- 001
les a 90°, es decir, en este caso estdn contaminadas ambas direcciones principales.

T
] . En esta situacién, los d&ngulos principales son ambos igua-

Si bien la distancia de proyeccion entre dos subespacios de dimension dos depende so-
lamente del segundo angulo principal entre el subespacio verdadero y el estimado, hemos
resumido el comportamiento de ambos &ngulos principales a lo largo de la simulacién, pa-
ra tener un mejor conocimiento del funcionamiento de ambos métodos bajo los distintos
escenarios.

Las constantes ci, k1, ¢2, ko las tomamos como en (100). En la Figura @] graficamos
los boxplots del primer y segundo &ngulo principal entre el subespacio verdadero y el
subespacio estimado por maxima verosimilitud (en color rojo y rosa, respectivamente) y
lo mismo para el T—estimador propuesto (en color azul y celeste, respectivamente) para la
simulacion descripta en la Seccion [9.4.2] Se generaron n = 200 datos sin contaminacion.
Luego, se reemplazaron 20 observaciones de cada muestra por otras 20 contaminadas
bajo los cuatro escenarios descriptos en dicha seccién.

En dicho grafico vemos que, para los datos sin contaminacién, ambos métodos estiman
igualmente bien el subespacio de reduccion de la dimension (las medianas de los angulos
principales para maxima verosimilitud son 8.7° y 13.9°, respectivamente, mientras que
para el T—estimador resultan ser 9.8° y 15.5%). Para las contaminaciones C1 a C4 vemos
que el método de méaxima verosimilitud erra en la estimacién de la segunda direccién
principal en todos los casos (medianas cercanas a 90°, el método estima una direccion
perpendicular a la que deberia), y con respecto a la primera, la estima razonablemente
bien (medianas de 14.9°, 18.9°, 27.7° y 21.5° respectivamente, en los angulos entre el
primer vector principal verdadero y estimado), mientras que los angulos principales de
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Figura 9: Boxplots del primer y segundo angulo principal entre el subespacio verdadero
y el subespacio estimado por méxima verosimilitud (en rojo y rosa, respectivamente) y
usando el 7—estimador propuesto (en azul y celeste, respectivamente) para la simulacion
descripta en la Seccion [0.4.2] Se generaron n = 200 datos sin contaminacion. Luego,
se reemplazaron 20 observaciones de cada muestra por otras 20 contaminadas bajo los
cuatro escenarios descriptos en dicha seccion.
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los T—estimadores casi no se modifican con la contaminacién, mostrando su desemperno
robusto en muestras finitas (medianas de 9.8° y 15.5° en todos los casos).

Para comparar ambos estimadores en una muestra, vemos en la Figura 10| un scat-
ter plot de las 200 observaciones correspondientes a una de las muestras simuladas
bajo la contaminacion C3. En la imagen de la izquierda graficamos las 3's en fun-
cion de las dos reducciones estimadas bajo maxima verosimilitud (es decir, los puntos
(R1 (x4),R2(x4),vi), 1 <i<mn =200), y en la derecha, lo mismo para la estimacion
dada por los T—estimadores propuestos.

En ambos scatter plots vemos que, si bien los subespacios identificados son diferentes,
ambos métodos apartan las observaciones contaminadas del resto. Para ver la bondad del
ajuste obtenido, eliminamos dichas observaciones atipicas de ambos conjuntos de datos,
y corremos un estimador no paramétrico de la regresiéon, es decir, de la esperanza con-
dicional E (y | (R1 (x), Rz (x))) con la funcion sm.regression del paquete sm Bowman
y Azzalini [2014] de R. En la Figura [1I{a) puede verse el mismo conjunto de datos de
la Figura sin los outliers, con la funcién de regresién estimada por esta rutina no
paramétrica. En el grafico de la izquierda, la reduccion utilizada es la de méaxima verosi-
militud. A la derecha, tenemos el mismo grafico, esta vez para la reduccion estimada via
el T—estimador. Para ambas situaciones también reportamos el estimador del desvio es-
tandar del error que se obtiene junto con el ajuste no paramétrico. En este caso podemos
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Figura 10: Scatter plot de las observaciones de una muestra generada bajo la contami-
nacion C3. A la izquierda, las y‘s estan ploteadas en funcién de las proyecciones de las x
sobre el subespacio de reduccién estimado por maxima verosimilitud. A la derecha, las
mismas observaciones y estdn graficadas en funcién de su proyeccion sobre el subespacio
de reduccion estimado por el T—estimador.
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usar un estimador clasico (no necesariamente robusto) ya que en el proceso de reducir la
dimensién de los datos, los outliers fueron identificados y eliminados.

Para comparar estos ajustes, estimamos el desvio estdndar asociado al error, estimado
por la rutina sm.regression. En el ejemplo graficado en la Figura|11] (b) obtenemos que
onmy = 0,102 y o4y = 0,045. Para comparar ambos ajustes, en la Figura [11] exhibimos
un boxplot de los desvios estandares estimados para cada conjunto de datos simulado
bajo la contaminacién C3 (siempre tomando en cuenta las 180 observaciones no atipicas).

En dicho grafico vemos que los desvios estandares de los errores estimados por la re-
gresion no paramétrica dan todos mas chicos si el subespacio de reduccién de la dimensién
se estima a través de los 7—estimadores, que si lo estimamos por maxima verosimilitud.

Segunda simulaciéon  El modelo simulado es

x = po + LoBofo (y) + A(l)/zu
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Figura 11: Restimenes gréficos del ajuste no paramétrico a una muestra.

(a) Scatter plot de las observaciones de una muestra generada bajo la contaminaciéon C3, exclu-
yendo los outliers. Las superficies fueron ajustadas usando la rutina de regresion no paramétrica
sm.regression del paquete sm del R. La figura (a), a la izquierda, muestra las y’s en funcién de
las proyecciones de las x sobre el subespacio de reducciéon estimado por maxima verosimilitud.
A la derecha, en la figura (b) vemos las mismas observaciones y graficadas en funciéon de su
proyeccion sobre el subespacio de reduccion estimado por el T—estimador.

(b) Boxplot de los desvios estandares del error estimados por la rutina de regresion no paramétrica
sm.regression del paquete sm del R, para las 500 muestras generadas bajo la contaminaciéon C3, exclu-
yendo los outliers, para Maxima verosimilitud y 7—estimadores.
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T
dond € RP 10, d = 2 2 0,1 1 0 0 00
onde x ,conp=10,d=2,r =2, =0, =
p Ko 0 0 7@ g . 0 0
RPxd By = [(1) ﬂ € R¥>*" f(y) = (y,yQ)T €eR",u~N,(0,1,), y ~U(0,4). Simula-

mos bajo dos escenarios: (a) Ag = I, y (b) Ag = 0,51,.

Como en el caso simulado para d = 1, para evaluar el desempefio del estimador
bajo contaminacion de los datos, tomamos un 10 % de las observaciones (x,f (y)) de la
forma (x*,f* (y)), donde £* (y) = £ (10) = (10, 102)T y x* = A(0,0,...,0,1)" con \ =
0,1,2,3,4,5,10,15,20. En las Figuras y mostramos los boxplots de los angulos
que se obtienen entre el verdadero subespacio de reduccién (A_ISF) y el subespacio

de reduccién estimado (3_15'?) por méxima verosimilitud (en rojo y rosa) y por el

T—estimador que proponemos (en azul y celeste), con las matrices de covarianza del error
descripta en (a) y (b) respectivamente, bajo los distintos escenarios: sin contaminacion
(SC) y para los distintos valores de A considerados, a partir de B = 500 muestras de
tamano n = 200, con 10 % de datos contaminados. Las constantes son las descriptas en
la Seccion [0.2.31

Tanto en la Figura [I2a] como en la[12b] puede apreciarse el mismo fenémeno que en la
[OF cuando no hay contaminacion ambos métodos encuentran el subespacio correctamente.
Sin embargo cuando contaminamos los datos, el método de maxima verosimilitud falla en
detectar el subespacio, mientras que el 7—estimador lo encuentra. Ademaés, cudnto menor
es la varianza del error, mejor funciona el 7—estimador, lo cual era esperable, aunque no
pasa lo mismo con el EMV.
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9.4 Simulacién

Figura 12: Boxplots del primer y segundo angulo principal entre el subespacio verdadero

y el subespacio estimado por méxima verosimilitud (en rojo y rosa, respectivamente) y

usando el 7—estimador propuesto (en azul y celeste, respectivamente) para la simulacion

descripta en la Seccion [0.4.2] Se generaron n = 200 datos sin contaminacion. Luego,

se reemplazaron 20 observaciones de cada muestra por otras 20 contaminadas segin lo

descripto en dicha seccién, para distintos valores del parametro .
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9.5. Seleccién de d
9.5.1. Propuestas existentes

Hasta aqui, asumimos que d, la dimension del subespacio de reduccion suficiente, era
conocida de antemano. En las aplicaciones précticas, sin embargo, esta dimensién debe
ser estimada a partir de los datos. (Cook y Forzani [2008| proponen dos formas distintas
de elegir la dimension, usando el estimador de maxima verosimilitud bajo normalidad
del modelo PFC. La primera, basada en el test del cociente de verosimilitud, para testear
las hipotesis

H()Zd:m
Hy:d>m.

El estadistico correspondiente a este test es
Ap =2 {mL (émm(r,p)) L (%)] ,

donde el logaritmo de la funcién de verosimilitud L se puede encontrar en . Aqui Em
denota el estimador de maxima verosimilitud de los parametros del modelo PFC que
se calcula asumiendo que d = m. Bajo la hipoétesis nula, A,, tiene distribucion asintética
X2 con (r — m)(p — m) grados de libertad. El test del cociente de verosimilitud (LRT;
likelihood ratio test) se usa de forma secuencial en este contexto, comenzando con m = 0,
se estima a d como el primer valor de dimensién hipotetizado que no sea rechazado.

El segundo enfoque que proponen [Cook y Forzani [2008| es usar un criterio basado
en la informacién, como el AIC o el BIC, nuevamente construido con los estimadores de
maxima verosimilitud. Para m € {0,...,min(r,p)} se elige la dimensién d que minimice
el

IC(m)=—-2InL (Em) + h(n)g (m),

donde el logaritmo de la funcién de verosimilitud L fue definido en , g(m) es el
namero de parametros a ser estimados, en este caso p(p+3)/2+rm+m(p —m) y h(n)
depende de si se calcula el BIC (Bayesian Information Criterion) en cuyo caso se toma
h(n) = log(n) o el AIC (Akaike Information Criterion) en cuyo caso h(n) = 2. Estas
versiones son adaptaciones de lo que ocurre frecuentemente con el comportamiento asin-
totico para otros modelos. En las simulaciones observan que LRT y AIC sobreestiman
el valor de d, mientras que el BIC lo subestima. Los autores enfatizan que, sin embar-
go, las consecuencias de ambas fallas no son igualmente peligrosas: pequenos niveles de
sobreestimacién son razonables en el contexto de la bisqueda de la reduccién suficiente,
ya que una estimacion mas fina se conseguird luego al estimar el modelo directo (no ya
inverso) de regresion no paramétrica. En cambio, si la dimension es subestimada, R ya
no serd una reduccion suficiente. Bura y Cook| [2003| proponen un test asintético para
el rango de la matriz de coeficientes en un contexto de regresiéon con matrices de rango
reducido, que no requiere supuestos sobre la distribucién de la respuesta. Extienden el
test para abarcar también el caso de matriz de covarianza de los errores no constante.
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Los procedimientos conducen a tests asintoticos x? 6 x? pesados. También Bura y Yang
[2011] proponen dos tests para seleccionar el rango de la matriz en el contexto mas ge-
neral de reduccién de la dimensién, basados en autovalores de una matriz, siendo uno de
ellos asintéticamente x? pesado y el otro, un test asintético de tipo Wald.

Nuestra propuesta consiste en realizar un procedimiento de validacién cruzada para
seleccionar a d.

9.5.2. Validacién cruzada

La validacion cruzada (cross-validation) es una técnica estadistica que se usa tanto
para evaluar el comportamiento de un estimador como para seleccionar un modelo entre
varios posibles. Consiste en la divisién aleatoria de la muestra en dos partes: una parte
de entrenamiento y otra de walidacion. la primera se utiliza para ajustar el modelo, la
segunda parte para validarlo. Mosteller y Tukey| [L968| proponen tomar la muestra de
validacién de tamano uno, de modo que el procedimiento se repite n veces, una para
cada observaciéon como muestra de validacion. Finalmente se resume lo obtenido en las
distintas submuestras, usualmente se toma el promedio de los estimadores obtenidos
(o algin otro resumen) como criterio de cross-validacion. Nuestra propuesta para la
seleccion de la dimension d a partir de una muestra esta basada en una validacién cruzada
con cinco cortes o subgrupos (5-fold cross-validation), como describimos a continuacion.
Complementamos la eleccion de la dimension con la one-standard-deviation rule, (regla de
un desvio estandar) segun la propuesta dada por Hastie, Tibshirani, y Friedman| [2009].

Cross-validation basado en el T—estimador

1. Dividimos a la muestra en cinco partes (o folds) de igual tamano, elegidas de
forma aleatoria, | J;_; By = {1,2,...,n}, By N By = 0 para todo 1 < k # [ < 5,
#(Br) = [2]. Elegimos un dpgx < min{p,7}, dmax s el méximo valor de d que
evaluaremos por validacién cruzada.

2. Para cada fold o parte, k=1,...,5,

a) (Entrenamiento) Para cada d =0, ..., dpys, calculamos los 7—estimadores
para PFC con todas las observaciones que no pertenecen a Bj. Sea

0, =8 ({(xiui) i € Bz}> (101)

_(A(d QNGO )

basado en (entrenado con) 4n/5 observaciones.

b) (Validaciéon o testeo) Para cada observacion (xj,y;) tal que j € By, es
decir para cada observacion del grupo de testeo, calculamos la distancia de
Mahalanobis de dicha observaciéon tomada con los estimadores calculados en
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(L01)), sea
~(d)
d;d) =d; (X],yj,é?k )

{349 - 0 e0)” (B19) ™ (- 20 - 5050}

Observar que, en realidad, kK = k(j). A partir de ellas, calculamos Sy (d), el

M-estimador de escala basado en las distancias {dg-d) 1] € Bk}, tal que

LT () w

5 JGB

Para cada j € By, sea

(d)
@ _ [R@]P 2 d;
Lj - ’Ak ) Si; (d) p2 (Sk(d)>'

3. (Funcién objetivo) Para cada d =0, ..., dyax, Calculamos el valor de la funcion

(d)

objetivo robusta, promediando los L;~,

1
CViau (d) = > L§d) (102)

v su desvio estdndar muestral como

SDian (d) = sd (Lgd), .. ,Lg@)

= \/Var (Lgd), ce L%d))

Finalmente, estimamos la desviacion estandar de C'Viay (d), que llamaremos el error
estindar de CViay (d), por

S Diay (d)

SEian (d) = N

(103)

. El criterio que suele utilizarse para elegir el valor de d por validacién cruzada seria

tomar el

d = arg 0<£n1§1 CViau (d) .
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En la Figura en el grafico de la derecha vemos las curvas de cross validacion
para un ejemplo simulado, con d = 4 y r = 5 (detalles descriptos en la Seccion m
simulacion sin contaminar). En dicho grafico observamos que la curva es bastante
plana para valores de d cerca del minimo. Las barras verticales representan los
errores estandares calculados por cross validaciéon, como se describe en el punto 3.
Teniendo esto en cuenta es que proponemos utilizar la regla de “un desvio estandar”™
elegir el modelo mas parsimonioso cuya funcién de performance diste menos de un
error estandar de la minima. Esta regla, sugerida por Hastie et al. [2009] (Seccion
7.10) toma en cuenta que la curva de C'Vi,y esta estimada con error, y se basa en el
hecho de que cudnto menor sea la cantidad de parametros a estimar con los mismos
datos, mejor sera la calidad de la estimacion obtenida (i.e. serd menor la varianza
de los mismos). El criterio que utilizaremos para elegir el d siguiendo la regla de un
desvio estdndar serd

oross = min {d =0,.. . dmax : CVian (d) < CVian (CT) + SEau (E)} .

Para poder comparar la performance de este criterio robusto de seleccion de la di-
mensién que proponemos, aplicamos el mismo criterio de seleccién de la dimensién pero
basado en el método de maxima verosimilitud. A continuaciéon describimos los pasos en
los que consiste la propuesta.

Cross-validation basado en el estimador de maxima verosimilitud El meca-
nismo es similar al descripto en la Seccién para 7—estimadores. Las diferencias son las
siguientes.

2. Para cada fold o parte, k=1,...,5,

~(d
a) (Entrenamiento) En (101)), calculamos los OI(C) usando los estimadores de
maxima verosimilitud para PFC descriptos en el Capitulo 4] en vez de los
T—estimadores.

~(d
b) (Validacion o testeo) Las distancias las calculamos usando los EMV 9,(C ),

v luego definimos, para cada j € By,
ML = ’3,@( + @2 (xj,yj,égf)> .

3. (Funcion objetivo) Para cada d =0, ..., dysx, Calculamos el valor de la funcion
(d)

objetivo de maxima verosimilitud, promediando los M L;",

1 n
CVary (d) = =3 MLl (104)
j=1

5 n
= %Zln ‘ﬁ,(cd)‘ + % Zd2 (Xjayj,/él(gd)> s
k=1 j=1
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y su desvio estdndar muestral como
SDyv (d) = sd <ML§d), e, MLgld))

- \/Var (ar®,... ML),

Finalmente, estimamos la desviacion estandar de CVyy (d), que llamaremos el error
estindar de CVyry (d) , por

SE d) = ———. 105
El criterio que utilizaremos para elegir el d siguiendo la regla de un desvio estdndar
sera

Cross

D =min {d=0,..., dusx - CViav (d) < OV (dMD) + SEyry (D) ],

siendo
(;l\(ML) = ar min CVMV d).
gUSdemax @)

En la Figura [13| vemos las curvas de cross-validacién para maxima verosimilitud a
la izquierda y la correspondiente a T—estimadores a la derecha, para la misma muestra
considerada simulada, con d = 4 y r = 5 (detalles descriptos en la Seccion simu-
lacion sin contaminar). Las barras verticales tienen la amplitud de un error estandar a
cada lado, y con un punto més grande indicamos la dimensién seleccionada. La muestra
sigue el modelo PFC y no contiene outliers.

9.6. Simulaciones de Validaciéon Cruzada para seleccionar a d
9.6.1. Casod=2,r=2

Simulamos segun lo descripto en la Seccion los siguientes cinco escenarios. Para
cada caso, 500 replicaciones. El tamafio de muestra es siempre n = 200.

Sin contaminar El modelo simulado es

1/2
x = pg + Tofofo () + Ay *u
donde x € RP, con p =10,d =2, r =2, uy = 0, I'g es una matriz de p x d de la
siguiente forma
T
0 0

0
2 )
% .- 0 0

1
0 —

o ©

50 is IQ, fo (y) = (y,yQ)T , 0 Np (0,110), Yy~ U (0,4), AO = 0,1[10. El tamafio
de muestra es n = 200.
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Figura 13: Funcién objetivo de la validacién cruzada dada en y para maxima ve-
rosimilitud a la izquierda, y para T—estimador de PFC a la derecha. Las barras
verticales indican los limites dados por un error estindar, segin y , respecti-
vamente. Los datos fueron generados con d =4 y r = 5 (detalles descriptos en la Seccion
, simulacién sin contaminar). Indicamos con un punto la dimensién elegida por el
criterio de un desvio estandar.
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Para evaluar el desempernio del estimador bajo contaminacién de los datos, tomamos
un 10 % de las observaciones contaminadas. Consideramos 4 escenarios de contamina-
cion. Las observaciones contaminadas (x,y) en el escenario de contaminacion j siguen el
siguiente modelo

X = Ky + FCjﬁOij (y) + Alc/fu’

con 1 < j < 4. Luego, ademés del escenario sin contaminar, agregamos las siguientes
cuatro contaminaciones.

Contaminaciéon 1 Tomamos fo, (v) = (10, 10)T, Ac, =Ag=0,1110,n =200y

100 --- 0 0]F

Tei=1g 00 ... 01

Observemos que en este escenario, el subespacio de reduccién de las observaciones
no contaminadas (span (A; 'Tg)) y el de las contaminadas (span (Ay 'T'¢, ) ) forman
los siguientes angulos principales: 0° y 90°, es decir, uno de los generadores de ambos
subespacios coincide, el otro esta a 90°.

Contaminacion 2 Tomamos fg, (y) = fy (10) = (10, 102)T, Ao, =Ag=0,1-Tp,n=

T
100 --- 0O
QOOYFCZ[O 00 --- 0 1} '
Contaminacion 3 Tomamos fg, (y) = fy (10) = (10, 102)T, Acy, =05+ I,,n =200y
T
po_[too 00
“~o0oo0 - 0 1] "

Tomamos fc, (y) = £y (10) = (10, 102)T, Ac,=0,5-1,,n=200y

00 017"

0 1
FC4_[0 0 -~ 001

En este caso, los dngulos principales son ambos iguales a 90°, es decir, estan contaminadas
ambas direcciones principales.

Las constantes ¢, k1, ¢, Ko las tomamos como en ([100)). Para cada uno de los cinco
escenarios (sin contaminar, y C1 a C4) generamos B = 500 muestras de n = 200 observa-
ciones cada una. Resumimos la performance de ambas propuestas de estimar la dimensién
del subespacio de reduccién por validacién cruzada junto al criterio de un desvio estan-
dar, de dos formas distintas. La primera es una tabla de valores de d estimados por
validacién cruzada utilizando méaxima verosimilitud y 7—estimadores, obtenidos en las
500 muestras simuladas bajo cada escenario. La segunda es una grafica de las funciones
objetivo de la validacién cruzada dadas en y , una curva para cada muestra,
donde indicamos con un punto la dimension elegida por el criterio de un desvio estandar
descripto en la Seccién En cada caso hacemos un grafico con s6lo 20 curvas, en
vez de las 200 calculadas en cada situacién, ya que al ser unas pocas, pueda apreciarse
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la forma de cada una. En cada caso, elegimos las primeras 20 curvas simuladas. A la
izquierda siempre el grafico correspondiente a méxima verosimilitud, a la derecha el de
los T—estimadores.

Tabla 1: Porcentajes de los valores de d seleccionados por validacién cruzada con méxima
verosimilitud (a la izquierda) y con el 7—estimador para el modelo PFC (a la derecha),
en 500 muestras de tamano 200 cada una, bajo los escenarios previamente descriptos,
todos generados con d =2, r = 2.

d seleccionado por MV | d seleccionado por 7—est

FEscenario 0 1 2 0 1 2
SC 0 0 100 % 0 0 100 %
C1 02% 644% 354% 0 0 100 %
C2 06% 688% 30.6% 0 0 100 %
C3 68.6% 31.4% 0 0 0 100 %
C4 41.8% 58.2% 0 0 0 100 %

Podemos ver que para este caso, ambos procedimientos de cross-validation eligen bien
la dimensién del subespacio de reduccién de dimensién cuando no hay contaminacién.
Sin embargo, con la aparicién de contaminacion, el método de maxima verosimilitud es
sensible a su presencia y ya no selecciona la dimensién de manera apropiada. En cambio,
la cross-validacion basada en T—estimadores resiste la presencia de outliers y consigue
estimar bien la dimensiémn.

Para completar el estudio, también aplicamos sobre las mismas muestras los tres
métodos existentes para seleccionar la dimensiéon de la reducciéon, introducidas en la
Seccion [9.5.1] Fueron corridas con el paquete LDR |Cook, Forzani, y Tomassi [2011]
programado en MATLAB. Para todas las muestras generadas, tanto las contaminadas como
las sin contaminar, los tres métodos eligieron d = 2 correctamente. Una contra que tiene
este paquete es que sbélo prueba valores de d > 1. En estas simulaciones con d = r = 2
esto quiere decir que solo prueba d = 1 y d = 2. [Cook y Forzani [2008| remarcan que
ademés estos métodos tienden a sobreestimar el valor de d, por lo cual no parece tan
sorprendente el resultado obtenido.
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Figura 14: Funciones objetivo de la validacién cruzada dadas en y , una curva
para cada muestra simulada en los distintos escenarios, con d = 2,r = 2. Indicamos con
un punto la dimension elegida por el criterio de un desvio estdndar. A la izquierda el
grafico correspondiente a méxima verosimilitud, a la derecha el de los T—estimadores.
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Figura 15: Contaminaciones 3 y 4.
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Figura 15: Contaminacion 5.

(e) Contaminacion 4
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9.6.2. Casod=2,7r=5

Simulamos los siguientes cinco escenarios, que son similares a los cinco escenarios del
caso anterior.

Sin contaminar El modelo simulado es

x = po + ToBofo (y) + A(l)/Qu

1 0 0O --- 00
dondex € RP,conp =10,d =2,7r =5, ug = 0,1y = NG
—¥2

(#5)
RP*d By = [(1) (1) (1) (1) (j € R £y (y) = E;’/jgg € R, u~ N,(0,1),
(#5)

y ~U(0,4), Ag=0,1-1,

Observemos que la funcion fj (y) corresponde a los polinomios monicos de grado 1 a
5, para la y estandarizada, ya que si y ~ U (0,4) entonces, F (y) = 2y Var (y) = 4/3.
Para evaluar el desempeno del estimador bajo contaminacién de los datos, tomamos un
10 % de las observaciones contaminadas. Las observaciones contaminadas (x,y) siguen
el siguiente modelo

X = Mg + FC].,B()ij (y) + Alc/]-2u7

con 1 < j < 4. Luego, ademés del escenario sin contaminar, agregamos las siguientes
cuatro contaminaciones.

Contaminacién 1 Tomamos f¢, (y) = (10,10, 10, 10, 10)T, Ac, =A0g=01-1,y

I'c, =

100 --- 0 0]F
000 --- 0 1| °

Nuevamente, (span (Aa 1F0)) y (span (Ag 1F01)) forman los siguientes angulos
principales: 0° y 90°, es decir, uno de los generadores de ambos subespacios coincide,
el otro estd a 90°.

Contaminacion 2 Tomamos fe, (y) = fo (10) = [6.9282 48,0 332.55 2304,0 15963]T
100 --- 0 0]
Ac, =Ag=01-1, y T, = 000 - 0 1

Contaminacién 3 Tomamos fo, (y) = £ (10), Ac, = 0,5-I, yT'cy = B g 8 01
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Tabla 2: Porcentaje de veces en el que el valor d fue seleccionado por validacion cruzada
con méaxima verosimilitud (a la izquierda) y con el 7—estimador para el modelo PFC (a
la derecha), en 500 muestras de tamafio 200 cada una, bajo los escenarios previamente
descriptos, todos generados con d = 2, r = 5.

d seleccionado por MV d seleccionado por T—est

Escenario 0 1 2 3 0 1 2 3
SC 0 0 100 % 0 100 %
C1 384% 17.8% 434% 04% 100 %
C2 98% 48% 418% 04% 100 %
C3 216% THB%  34% 0 100 %
C4 18.8% 27% 54.2% 0 100 %

00 - 01 0]

Contaminacién 4 Tomamos f¢, (v) = fy (10), Ac, =0,5-I, yI'c, = 00 - 00 1

Ahora, los &ngulos principales son ambos iguales a 90°, es decir, estdn contaminadas
ambas direcciones principales.

Para cada uno de los cinco escenarios (sin contaminar, y C1 a C4) generamos B = 500
muestras de n = 200 observaciones cada una. Resumimos la performance de ambas
propuestas de estimar la dimensién del subespacio de reduccién de la misma forma que
describimos en la Seccion [9.6.11

Nuevamente, en este caso, la validacién cruzada tanto por méxima verosimilitud como
con T—estimadores funciona bien para la seleccién de d cuando no hay contaminacion.
Sin embargo, con la aparicién de contaminacién, el método de maxima verosimilitud es
sensible a su presencia y ya no selecciona la dimensién de manera apropiada. En cambio,
la cross-validaciéon basada en 7—estimadores resiste la presencia de outliers y consigue
estimar bien la dimension. También repetimos esta simulaciéon completa (sin contaminar

y con las cuatro contaminaciones) tomando a fy (y) = (y, TR T TeN y5)T y los resultados
de la validacion cruzada tanto bajo MV como usando el 7—estimador fueron similares a
los obtenidos en este caso, por eso no los reportamos.

Para permitir la comparaciéon con métodos publicados, también aplicamos para estas
mismas muestras los tres métodos existentes para seleccionar la dimensiéon de la reduc-
cion, introducidas en la Seccion [9.5.1) nuevamente con el paquete LDR |Cook et al.| [2011]
programado en MATLAB. Recordemos que estas propuestas sélo prueban valores de d > 1.
Los resultados obtenidos figuran en la Tabla 3] En ella puede verse que cuando no hay
contaminacion, los tres métodos seleccionan bien la dimension d. Sin embargo, en presen-
cia de la contaminacién los tres métodos eligen d = 3 mayoritariamente, sobreestimando
el valor correcto.
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Tabla 3: Porcentaje de veces en el que el valor d fue seleccionado por AIC, BIC y LRT, en
las 500 muestras correspondientes a la Tabla [2] tamafio 200 cada una, bajo los escenarios
previamente descriptos, todos generados con d = 2, r = 5.

Porcentaje de veces que es elegido

Escenario Valor de d AIC BIC LRT
SC 1 0 0 0

2 88.4% 100 % 95.2%

3 11.4% 0 4.4%

4 0.2% 0 0.4%
C1 1 0 0 0
2 0 0.8% 0

3 88.2% 99.2% 94 %

4 11.6 % 0 58%

5 0.2% 0 0.2%
C2 1 0 0 0
2 0 0.8% 0

3 89.4% 99.2% 93.4%

4 10.6 % 0 6.6 %
C3 1 0 0 0
2 0 0 0

3 100 % 100 % 100 %
4 0 0 0
C4 1 0 0 0
2 0 0 0

3 100 % 100 % 100 %
4 0 0 0
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Figura 15: Funciones objetivo de la validacién cruzada dadas en y , una curva
para cada muestra simulada en los distintos escenarios, con d = 2,7 = 5. Indicamos con
un punto la dimension elegida por el criterio de un desvio estdndar. A la izquierda el
grafico correspondiente a méxima verosimilitud, a la derecha el de los T—estimadores.
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Figura 16: Contaminaciones 2 y 3.

(c) Contaminacion 2

MV Tau
@
S S
o
w 3
8
o
° [T}
N
S
o
0 —_
= o
E ERS g
= o >
U\Tc— [}
a
w0 o
bl =]
o o
T S
o
0
&
T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
d d
(d) Contaminacion 3
MV Tau
o
<
S -
o
n
3
n — [}
o
a2
8 -
o
T o - =8
2 T o
2 go
= >
o O g
S
o
w |
I Te]
-
g -
o
o
3
S S
I
n
o
T T T T T T S T T T T T
o



110

Figura 16: Contaminacion 4.
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9.6.3. Casod=4,r=5

Simulamos los siguientes cinco escenarios.

Sin contaminar El modelo simulado es

X:Mo+roﬁofo(y)+A(1)/2u
1 0 0 0 0o o]”
0 —¥2 L2 00
dondex € RP,conp =10,d =4,7r =5, uy =0,Tg =
P Ho “Tlo 2 2 o 0 0
o 0 0 1 00
2

—

)

~—
1

T >
© S
3

> 2
10101 (2@’/—73)
RP*4, By = 8 (1) (1) (1) 8 e RT £y (y) = (%)3 ER", u~ N,(0,1,),
00011 (ﬁ)‘*
(%)

DO
~
=

yNU(0,4), AOZOJ'IP.

Para evaluar el desempenio del estimador bajo contaminacién de los datos, tomamos
un 10 % de las observaciones contaminadas. Las observaciones contaminadas (x,y) siguen

el siguiente modelo
x = po + T, ofc, () + A,

con 1 < j < 4. Luego, ademés del escenario sin contaminar, agregamos las siguientes
cuatro contaminaciones.

Contaminacién 1 Tomamos fo, (y) = (10,10, 10,10,10)7 , Ag, = Ag =0,1- I,y

1 0 0 0 0 017"
r._ |0 =% 2o 0 0
cCy —

0 0 0 0 10

0 0 0 0 0 1

Nuevamente, (span (Ag 1F0)) y (span (Aa 1F01)) forman los siguientes angulos
principales: 0°,0°,90° y 90°, es decir, dos de los generadores de ambos subespa-
cios coinciden, los otros dos estan a 90°.

Contaminaciéon 2 Tomamos fe, (y) = fo (10) = [6.9282 48,0 332.55 2304,0 15963]T,
A, =Ag=0,1-1,y e, =T¢,.

Contaminacion 3 Tomamos fc, (y) = f5(10), Ac, =0,5-1, y I'cy, =T,
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Contaminacién 4 Tomamos fc, (y) =fy (10), Ac, =051, y

00 o1 1 0 0]"
r. |00 01 -1 0 0
“= 1o 0o 00 0 1 0

0 0 00 0 01

Ahora, los cuatro angulos principales son iguales a 90°, es decir, estdn contaminadas
las 4 direcciones principales.

Tabla 4: Porcentaje de veces en el que el valor d fue seleccionado por validacién cruzada
con méxima verosimilitud (a la izquierda) y con el T—estimador para el modelo PFC (a
la derecha), en 500 muestras de tamano 200 cada una, bajo los escenarios previamente

descriptos, todos generados con d = 4,r = 5.

d seleccionado por MV d seleccionado por T—est
Escenario 0 1 2 3 4 3 4
SC 0 0 0 1% 99 % 0 100 %
C1 288% 14.4% 534% 4% 0 0 100 %
C2 222% 254% 364% 158% 0.2% 0.2% 99.8%
C3 41.8% 454% 12.8% 0 0 0 100 %
C4 26.8% 24.4% 488% 0 0 0 100 %

En la Tabla [] se ven los resultados obtenidos en la simulacién. Alli puede apreciarse
el mismo fendémeno que ocurria con los casos anteriores: cuando no hay contaminacion,
ambos procesos eligen la dimensién correcta; sin embargo, cuando las muestras estan
contaminadas, el método de seleccionar la dimensién basado en méxima verosimilitud se
corrompe, mientras que el basado en 7—estimadores resiste y selecciona adecuadamente.

Nuevamente, para comparar con los métodos de seleccién de dimension existente,
en la Tabla [5] exhibimos los resultados de correr los métodos AIC, BIC y LRT para las
mismas muestras. En ellas vemos que los tres métodos seleccionan mayoritariamente bien
la dimensién correcta en el escenario sin contaminar. Sin embargo, en las contaminaciones
el AIC selecciona bastante mal la dimension (excepto para C4), lo mismo que LRT. En
cuanto al BIC, este método selecciona bien la dimensién para tres de los cuatro escenarios
contaminados, sobreestimando la dimension sélo bajo C1, mostrando una alta capacidad
de deteccion, que ya habfa sido senalada en la literatura.
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Tabla 5: Porcentaje de veces en el que el valor d fue seleccionado por por AIC, BIC
y LRT, en las 500 muestras correspondientes a la Tabla [4] tamano 200 cada una, bajo
los escenarios previamente descriptos, todos generados con d = 4, r = 5. Resultados
corridos con el paquete LDR |Cook et al.| [2011] programado en MATLAB. Cabe recordar
que este paquete sélo prueba valores de d mayores o iguales a uno.

Porcentaje de veces que es elegido

Escenario Valor de d AIC BIC LRT
SC 4 92.6 % 100 % 93.6 %
5 7.4% 0 6.4 %
Cl1 3 0 1.6 % 0
4 0 20.2% 0
5 100% 78.2% 100 %
C2 3 0 2.8% 0
4 23.6 % 89 % 26.2%
5 76.4 % 82% 73.8%
C3 3 0 32% 0
4 80 % 96.8 % 84 %
5 20 % 0 16 %
C4 4 58.2% 99.4% 60.4 %
5 41.8% 0.6 % 39.6%
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Figura 16: Funciones objetivo de la validacién cruzada dadas en y , una curva
para cada muestra simulada en los distintos escenarios, con d = 2,7 = 5. Indicamos con
un punto la dimension elegida por el criterio de un desvio estdndar. A la izquierda el
grafico correspondiente a méxima verosimilitud, a la derecha el de los T—estimadores.
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Figura 17: Contaminaciones 2 y 3.
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Figura 17: Contaminacion 4.
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9.7. Ejemplos de datos reales

Finalmente, para ilustrar el desempeno de nuestras propuestas, aplicamos los 7—estimadores
de reduccion suficiente propuestos a dos conjuntos de datos.

9.7.1. Datos ais

Utilizamos los datos ais ya analizados por |Cook|[1998| y por Bura, Duarte, y Forzani
[2016] que se encuentran disponibles en el paquete DAAG de R. Estos datos fueron reco-
lectados en un estudio para analizar determinadas caracteristicas en el tamano corporal
y en la sangre de atletas. Para una muestra de n = 202 individuos que entrenan en el
Australian Institute of Sport tomamos como variable respuesta a y = masa corporal ma-
gra (ver Bura et al. |2016] para su definicién) y como variables predictoras la cantidad de
globulos rojos (rcc), cantidad de globulos blancos (wec), concentracion de hemoglobina
en g/dl (hg), altura en cm (ht) y peso en kg (wt).

Para estos datos ajustamos el modelo

x; = DBf (y;) + p+ AV,

con ¢ = 1,...,n = 202, donde x; es un vector de dimensién p = 5 que contiene las
variables explicativas para la i-ésima observacion, y f(y) = (v*,v*2,4*3)T con y* =
(v —7)/sd(y).

Para la eleccion de la dimensién d del espacio de reduccién utilizamos el criterio
de validacion cruzada descripto en la Seccién Aplicamos dicho método usando el
estimador de méxima verosimilitud y el estimador 7, en ambos casos encontramos que
la dimensién elegida resulta d = 1. Para la comparacién de los subespacios generados a
partir de estas dos estimaciones, calculamos el dngulo entre ellos que resulta de 35,36°.

Sin embargo, detectamos que los datos utilizados presentan observaciones atipicas.
Para identificarlas, nos basamos en las distancias de Mahalanobis calculadas con
el ajuste utilizando el estimador 7. Identificamos como atipicas todas las observaciones
cuya distancia de Mahalanobis al cuadrado supere el cuantil 0,975 de la distribucién 2
con 5 grados de libertad. Dicho cuantil es igual a 12,8325. Este criterio selecciona 14
observaciones de la muestra, las correspondientes a los indices ¢ = 11, 36, 56, 75, 113, 160,
161,163,166, 178,181,186, 187,194. Luego, realizamos el ajuste utilizando el estimador
de méxima verosimilitud pero eliminando estas observaciones. El &ngulo entre el subespa-
cio de reduccion estimado por MV con estas 188 observaciones y el obtenido a utilizando
los T—estimadores basados en toda la muestra se reduce a 2,31°.

La Figura [17| muestra la relacién entre y y ﬁéT(ac) = A" Tx para los pardmetros A 'y
I" estimados con el estimador 7.

9.7.2. Datos edlicos

El segundo ejemplo de datos reales corresponde a mediciones de viento y produccion
edlica realizados en el Parque Edlico de Rawson, entre el 31 de marzo y el 7 de noviembre
de 2012. El parque, que se halla cercano a la ciudad de Rawson, provincia de Chubut,
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Figura 17: Scatter plot de y versus R, (x) para el ejemplo ais.
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cuenta con 43 generadores Vestas V90, con capacidad de generaciéon de 1.8 MW de
potencia cada uno. Tomamos un aerogenerador del parque. La base de datos cuenta con
29771 observaciones, sin embargo, solamente 18342 tienen todas las variables observadas
(sin datos faltantes). Cada observacion es un promedio de lo que sucede en un periodo
de diez minutos. Se relevaron las siguientes cuatro variables generales:

1. vw80m: es la velocidad del viento en metros por segundo, medido por un anemémetro
en una torre del parque, a 80 metros de altura.

2. vw3bm: es la velocidad del viento, en m/s, medido en una torre del parque a 35
metros de altura.

3. dw79m: la direccién del viento en grados, medida en la torre a 79 metros de altura.

4. pre78m: es la presion en milibares, medido a 78 metros de altura.
Ademas, con el sensor del aerogenerador ubicado a 85 metros de altura se mide:

5. vwg: la velocidad del viento que impacta en el aerogenerador, en m/s.
6. dwg: la direccién del viento en grados.

7. pow: la potencia, en KW, producida por el aerogenerador.

El objetivo del estudio es predecir la potencia generada (pow) de la mejor manera
posible a partir de las seis variables explicativas disponibles.

Como la base de datos dispone de un gran ntimero de observaciones, antes de hacer
ningtan anélisis la dividimos en dos partes de tamano 9171 cada una, que denominamos
la muestra de entrenamiento y la muestra de validacion.

Para las observaciones de la muestra de entrenamiento, ajustamos el modelo PFC

x; = TBf (i) + p + AV ?u,, (106)
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donde x; € R® contiene a las variables explicativas de la i—ésima observacién antes
descriptas (4 variables generales, y 2 medidas directamente en el aerogenerador), y; es
la potencia (pow) en la iésima observacion, y f(y) = (y*,v*?, y*3, y*, y*>, y*®)T con y* =
(y—79)/sd(y), y 1 <i<n=09171.

Para este modelo ajustamos el estimador 7 robusto, el EMV, y también calculamos
las componentes principales robustas para las (x;);,;, basadas tanto en la matriz de
covarianza como en la matriz de correlacion. Para calcular estas matrices usamos un
S-estimador de covarianza calculado con la funcién bicuadrada de Tukey usando un algo-
ritmo réapido para su cémputo, que se encuentra programado en el software [R Core Team
[2015], bajo la funcion CovSest, (method bisquare), de la libreria rrcov, desarrollada por
Todorov y Filzmoser| [2009], como describimos en la Seccion [9.2.1]

Para los dos métodos de estimacién para PFC seleccionamos la dimensién d del sub-
espacio de reducciéon suficiente mediante validacion cruzada, segin lo propuesto en la
Seccion [9.5.2] Tanto para los T7—estimadores como para los EMV, la dimension seleccio-
nada result6 ser d = 1, como puede verse en la Figura

Figura 18: Funciones de validacion cruzada para maxima verosimilitud (a la izquierda)
y T—estimadores del modelo PFC (a la derecha) para el ejemplo de datos eolicos, con
p =1 = 6. En ambos graficos se resalta la dimension elegida por el criterio de un desvio
estandar.
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En la Figura graficamos los coeficientes que definen las direcciones estimadas
tomando d = 1, en el espacio R®, para los cuatro métodos empleados. El orden de las
variables es el que aparece en la descripcién de las x; luego de la ecuaciéon . Cada
método estd representado por una curva, de un color en particular: en rojo para el 7,
azul el EMV, naranja las componentes principales robustas basadas en los datos crudos y
verde para las componentess principales robustas basadas en las variables estandarizadas.
La primer componente principal explica el 99,1 % de la variabilidad de las observaciones
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Figura 19: Coeficientes que definen la reduccién suficiente correspondientes al
T—estimador (rojo), a méxima verosimilitud (azul), la primera direcciones principales
calculadas con los datos crudos (naranja) y sobre los datos estandarizados (verde).
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cuando son calculadas en base a las variables crudas y 53,5 % cuando las calculamos en
base a las variables estandarizadas.
Las constantes utilizadas para el estimador 7 resultaron en este caso:

c1 =3,983, k1 =0499, co=4,174, ko= 0,461,
para obtener una eficiencia asintética de 0,90, como se describe en la Seccién

En la Figura [19] vemos que el estimador 7 selecciona esencialmente a la velocidad
del viento medida en el aerogenerador como la variable que més interesa para predecir a
la variable respuesta y, en consonancia con el modelo fisico que se utiliza para modelar
la potencia producida por la fuerza edlica, como puede apreciarse en la Figura 20| El
EMV para PFC selecciona un contraste entre dicha velocidad y la velocidad medida en
el parque a 35 metros de altura como principal responsable de la potencia. La primera di-
reccion principal robusta, medida sobre las variables crudas, selecciona el promedio entre
la direccién del viento medido en la torre del parque y la direccién del viento medida en el
aerogenerador. Vemos que el método de componentes principales que también reduce la
dimensién aunque de forma no supervisada por una variable respuesta, no detecta como
variables relevantes a las velocidades del viento, a pesar de explicar una alta propor-
cion de la variabilidad original de las covariables. Esto puede deberse a las importantes
diferencias de escala que tienen la covariables. Por esta razon también calculamos las
direcciones principales robustas para las covariables estandarizadas. Finalmente, en la
Figura [19| vemos que la primer direcciéon depende de las seis covariables medidas, siendo
esencialmente un contraste entre la presion y el promedio de las restantes. Concluimos
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que la estandarizacién de las variables tampoco permite la deteccién adecuada del fe-
némeno que regula la producciéon eélica. En sintesis, vemos que la reducciéon dada por
los 7 estimadores basados en la muestra entrenamiento es la finica reduccion que logra
recuperar la informacion fisicamente relevante del problema.

Figura 20: Curva teorica de potencia (en kW) en funcion de la velocidad del viento (en
m/s) para el aerogenerador Vestas V90, 1.8 MW y 2.0 MW.
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Los angulos principales entre los subespacios estimados figuran en la Tabla [6] que
sigue. En ella vemos que las dos reducciones (MV y la robusta) estiman subespacios dis-
tintos, distintos también de los subespacios de dimensién uno generados por las primeras
direcciones principales tanto de las variables crudas como de las variables estandarizadas.

Tabla 6: Angulo entre subespacios estimados por los cuatro métodos presentados: PFC
ajustado por un T—estimador, PFC ajustado por EMV, componentes principales robus-
tas basadas en los datos crudos, componentes principales robustas basadas en los datos
estandarizados.

Angulos Reduccion  Comp. Principales Comp. Princ.
Max. Veros Robustas Rob Estandariz.
Reduccién Tau 22,1° 89,7° 57,1¢
Reduccion MV . 89,7° 58,7°
CP Robustas . 68,4°

Para comparar el poder explicativo de los cuatro subespacios de reducciéon estimados,
usamos un estimador no paramétrico de regresién robusto: tomando como respuesta a
y, v como variables explicativas las correspodientes proyecciones a los subespacios. Es
decir, ajustamos una curva de regresién no paramétrica de y explicada por:

» R, (x) = AT_ 1ffx, donde A, y T, fueron estimados por los T—estimadores calcu-
lados con la muestra entrenamiento,
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» Ry (x) = ﬁgfvvax, donde KMV y va fueron estimados por los EMV calcula-
dos con la muestra entrenamiento,

] vipx, donde vy es la primer direccién principal robusta, es decir el autovector aso-
ciado al mayor autovalor del S-estimador de covarianza calculado con los datos
crudos de la muestra entrenamiento, y

» wlx, donde w; es la primer direccién principal robusta, es decir el autovector
asociado al mayor autovalor del S-estimador de covarianza calculado con los datos
estandarizados de la muestra entrenamiento.

En los cuatro casos, para calcular la regresiéon no paramétrica, utilizamos el M-
estimador no paramétrico basado en polinomios locales de orden 1 introducido en [Boente
y Martinez| [2017], ajustada con cada uno de los cuatro conjuntos de datos de la mues-
tra entrenamiento. Este estimador no paramétrico de la curva de regresion es robusto.
Representa una modificacion del propuesto por Boente y Fraiman|[1989]. De este modo
obtuvimos cuatro estimadores no paramétricos de la curva de regresién, que nos permiten
explicar a y utilizando los cuatro subespacios hallados.

Luego, para cada una de las 9171 observaciones de la muestra de validaciéon predi-
jimos el valor de y utilizando cada uno de los estimadores no paramétricos ajustados,
y calculamos los residuos de cada una de las observaciones como la diferencia entre el
valor observado de la produccién total y el valor estimado por la regresion robusta (ba-
sada en la muestra de entrenamiento). Esto nos permitié obtener cuatro conjuntos de
residuos. Finalmente calculamos la escala de cada conjunto de residuos, tomando varias
de las posibilidades descriptas en la Seccién Usamos la escala de los residuos como
una medida de la bondad de las distintas reducciones. En la Tabla [7] aparecen los valores
obtenidos. Consideramos distintas escalas: M-escala, mediana de los valores absolutos,
escala L y la raiz cuadrada de la escala cuadratica.

Tabla 7: Distintas escalas de los residuos dados por el ajuste no paramétrico robusto de re-
gresion basado en los cuatro subespacios estimados (7—estimadores, EMV, componentes
principales robustas crudas y estandarizadas) usando la muestra de entrenamiento para
seleccionar la dimensién, estimar los subespacios y la curva no paramétrica de regresién,
v la muestra de validacién para predecir y calcular los residuos. Escalas consideradas:
M-escala, mediana de los valores absolutos, escala L; y la raiz cuadrada de la escala
cuadratica.

Mediana de Raiz cuad de

M-escala los valores abs Escala L1 esc cuadratica

T—est 151.25 38.97 72.43 123.22
MV 160.23 51.86 91.53 150.14
CP Rob 816.72 562.74 552.30 627.28
CP Rob Est 803.66 551.06 548.11 622.49

En la tabla, vemos que para todas las escalas consideradas, el menor valor calculado
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sobre los residuos siempre se alcanza en la reduccién estimada por los 7—estimadores
propuestos. El hecho de evaluar el ajuste obtenido con la muestra de validacién que no
fue utilizada para estimar nos permite evitar los efectos distorsionantes del sobreajuste.
Podemos concluir que la reduccién que mejor resume el vinculo entre las covariables y
la respuesta (la potencia generada en todo el parque) estd dada por la encontrada por
los estimadores 7 propuestos, ya que al predecir con ella los valores de potencia en una
muestra independiente, el error cometido (resumido a través de una medida de escala) es
menor.

En la Figura 21] presentamos un grafico de los 9171 observaciones de la muestra de
validacion. Cada observacion representa la variable respuesta (pow) versus la primera
reduccion estimada por 7 (basada en la muestra de estimacion) en negro. En rojo presen-
tamos la prediccion de la curva de regresién no parameétrica descripta antes, basada en la
muestra de entrenamiento, calculada para cada punto de la muestra de validaciéon. Vemos
que en este caso, a diferencia del ejemplo AIS, el vinculo entre la variable respuesta y la
reduccion suficiente resulta (fuertemente) no lineal. A pesar de ello, el modelo de PFC
ajustado con el estimador robusto propuesto logra recuperar claramente la reduccién
responsable de la variabilidad de la potencia.

Como una ultima comparacién entre el ajuste dado por los EMV y los estimadores 7,
siguiendo lo realizado en el ejemplo de las atletas, miramos las distancias de Mahalanobis
estimadas por el T—estimador del modelo PFC a los datos de la muestra de entrenamien-
to. Podemos considerar outliers a las observaciones con mayores distancias de Mahala-
nobis estimadas, y comparar el subespacio de reduccién estimado por el T—estimador
basado en todos los datos (de la muestra de entrenamiento) y el subespacio de reduccion
estimado en base a las observaciones de la muestra de entrenamiento cuya distancia de
Mahalanobis al cuadrado estimada sea menor al cuantil 0,999 de la distribucién x? con
6 grados de libertad, que es 22,458. Eliminamos dichas observaciones (que resultaron ser
1258), y calculamos los EMV sobre las 7913 restantes. El subespacio de reduccion sufi-
ciente estimado por maxima verosimilitud basado en esta muestra mas pequenia forma
un angulo principal de 1,29° con el subespacio estimado por los estimadores 7 en vez de
22,13° que formaban ambos subespacios de reduccién estimados, basados en todas las
observaciones. Fsto indica que también el método robusto para PFC propuesto es capaz
de detectar las observaciones atipicas para el modelo, ya que al calcular los estimado-
res clésicos sin tenerlas en cuenta llegamos esencialmente al mismo estimador que nos
proporciona el método 7.
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Figura 21: Cada punto negro corresponde a una observacion de la muestra de validacién:
graficamos la varible respuesta (pow) versus la reduccion suficiente correspondiente es-
timada por el 7—estimador entrenado con la muestra de entrenamiento. En rojo, para
cada observacion de la muestra de validacion, graficamos la variable y predicha con el es-
timador no paramétrico de regresiéon estimado robustamente con un estimador entrenado
con la muestra de entrenamiento, versus la reduccién correspondiente.
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A. Apéndice del Capitulo

A.1. Independencia condicional

Sea (92, Fo, P) un espacio de probabilidad. Todas las variables y vectores aleatorios
que consideremos a continuacion estaran definidas en él. A la menor sub—o—algebra que
contiene a los eventos nulos (i.e. A € Fy tales que P(A) = 0) de Fy la denotaremos por
null(Fp). Decimos que una sub—o—élgebra de Fy es completa si contiene a null(Fy).
Para toda sub—o—algebra F’' de Fy su completacion se define por o (F', null(Fy)), es
decir, la menor sub—o—4lgebra que contiene a ambas o—algebras. La denotaremos F.

Recordemos la definicion de esperanza condicional.

Definicién A.1 Dados un espacio de probabilidad (2, Fo, P), una o— dlgebra F C F,
y una variable aleatoria X que es Fo— medible con E|X| < oo, definimos la esperanza
condicional de X dado F, E[X | F], a cualquier variable aleatoria que satisface:

(EC i) E[X | F] € F, i.e esF medible.
(EC ii) Para todo Ae F, [, XdP = [, E[X | F|]dP.

La condicion (EC ii) puede ser escrita de la siguiente forma: E (X14) = E (E [ X | F]1a).

Si Y es otra variable aleatoria y F = o (Y') es la menor o— &lgebra que hace a Y
medible, entonces la esperanza condicional E [X | o (Y)] se escribe F [X | Y]. Con esta
notacion, W € o (Y) significa o (W) C o (Y), o equivalentemente, que existe una funcion
medible s : R — R tal que W = s (Y).

Cualquier variable aleatoria que cumple (EC i) y (EC ii) de la definicion previa se
dice que es una version de FE [X | F].

Teorema A.1 E[X | F| existe y es unica (c.s.). Tiene esperanza finita (es integrable).

La prueba de la existencia se basa en el Teorema de Radon-Nikodym. Ver, por ejem-
plo, Durrett| [2010|, Seccién 5.1.

Intuitivamente, pensamos que F describe la informacién que tenemos a nuestra dis-
posicion en el sentido de que para cada A € F, sabemos si A ha ocurrido o no. Ese es
el motivo por el cual la esperanza condicional debe satisfacer la condicion (EC i) de la
definicién, es decir, la esperanza condicional sélo debe depender de la informacion dis-
ponible. Por otro lado, E'[X | F| es nuestra “mejor conjetura” del valor de X dada la
informaciéon que tenemos, para cumplir (EC ii) tiene que tomar el mismo valor medio
que X en cada subconjunto de F.

Teorema A.2 (Propiedades de la esperanza condicional)
i. (Linealidad) EjaX +Y | Fl=aE [ X |F|+ E[Y | F].
. (Monotonia) St X <Y entonces E[X | F] < E[Y | F]
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iii. E(E[Y | F])=E(Y).

La demostracion de estas propiedades puede verse, por ejemplo, en Durrett| [2010],
Teorema 5.1.2 e igualdad (5.1.5).

Lema A.1 Si F; C F3 entonces
i. EIE[X|F]|F)=E[X]|F].
it. E[E[X | F]| Fil=FE[X ]| Fi].

En palabras, la menor o—algebra gana. La primer igualdad es trivial. La segunda
es una poderosa herramienta para calcular esperanzas condicionales. Una demostraciéon
puede encontrarse en Durrett| [2010], Teorema 5.1.6.

Teorema A.3 SiX € FyE|X| <oo,F|XY| < o0, entonces E[XY | Fl=XE[Y | F].

Una demostracion puede encontrarse en |Durrett| [2010|, Teorema 5.1.7.

Lema A.2 Sean Wy, Ws, X variables aleatorias y h € L™ (Q), entonces

E(E W) | X]Wsh (X)) = E(W,E W, | X]h (X))
— E(E[W:1 | X)E[W: | X]h(X)).

Demostracion. El Teorema justifica la segunda igualdad,

E(E W | X]Wah (X)) = E(E[E[Wy | X]W2h (X) | X])
= E(E[W1 | XTh(X) E[W2 | X])

lo cual prueba que la primera expresiéon es igual a la iltima. La simetria en los roles de
W1y Wy prueba la otra. m

La definicién y teorema que siguen se deben a Dynkin (en el mismo espiritu del
Teorema 7 — \), son muy importantes y nos permitiran probar el Teorema

Definiciéon A.2 Sea D una clase de subconjuntos de Q). Diremos que D es un D-sistema
si se satisfacen las siguientes condiciones:

i. QeD.
1. Si A,Be€D,AC B entonces B— A € D.

1. Si (An)n21 cDy A, 7 A entonces A € D.
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Teorema A.4 Sea C una clase de subconjuntos de ) y asumamos que C es cerrada bajo
intersecciones finitas. Si D es un D-sistema tal que C C D entonces o (C) C o (D).

Para una prueba de este resultado, ver |Ash|[1972] p. 168-169.

La siguiente exposicién de independencia condicional sigue el articulo de Basu y
Pereira [1983].

Definicion A.3 Los vectores aleatorios x e y son condicionalmente independien-
tes dado z si para toda f,g tales que f (x),g(y) € L™ (Q) resulta

Elfx)g(y) |zl =E[f(x) |2 Elg(y)|2].
Lo notaremos x 1Ly | z.
Teorema A.5 x ey son condicionalmente independientes dado z si y sélo si
Elf () | (v,2)] = E[f (%) | 2] para toda f tal que f(x) € 1= (). (107)
La notacion usual para esx|(y,z) ~x|z.

Entonces, decir que x1ly | z es equivalente a decir que x | (y,z) tiene la misma
distribucion condicional que x | z, o, en palabras, geu la distribucién de x, dados y y
z estd de hecho, completamente determinada solamente por el valor de z, y se vuelve
superflua una vez que uno conoce a z. Observemos que en la definiciéon de esperanza
condicional lo roles de x e y son claramente simétricos, esta simetria no es tan clara en
(1107)).

Demostracion. Veamos que implica la independencia condicional. Por el Lema
(ii), obtenemos la primera igualdad:

Elf(x)g(y) |zl =E[E[f(x)g(y)|(y.2)] |2
=Eg(y)E[f(x)](y.2)] | 2]
=Elg(y)E[f(x)|2] | 2]
=E[f(x)[2z]E[g(y) | z].

Hemos usado la hipotesis en la tercera igualdad, y el Teorema[A.3]en la segunda y cuarta,
probando la impicacién es verdadera.

Reciprocamente, queremos probar que si para toda f y g funciones medibles tales
que f (x) y g (y) son acotadas, se cumple,

Elfx)gy) |z =E[f(x) |2 Elg(y) |2

entonces, para toda f tal que f(x) € L (Q), se tendra

Elfx) [ (y,2)]=E[f(x)|2].
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Sea &£ la clase de subconjuntos definida por

{ E:Fc O‘ (y,z,null(}"o)) =o(y,z) }
vy [ f(x)dP = [ E[f(x)|2z]dP Vf tal que f(x) € L*(Q) [~

£ es un D-sistema pues

&=

1. Qeé,
2. Para A, Be &, AC Btenemos B—A¢€é.

3. £ es una clase moné6tona: Sea (An)n21 c &y A, 7 A entonces queremos probar
que A € €.

» Para f > 0, tenemos 14, 14, luego por el teorema de la convergencia
monoétona tenemos, tenemos

/Af(x)dP:/f(x)lAdP:nlingo/f(x)lAndP:nlingo/qnf(x)dP

= lim f( )dP = lim Elf (x)]|z]dP (108)
:nlinolo E[ (x) | 2] 14,dP = /E ) | z] LadP (109)

- [ B

La segunda igualdad en (108)) se debe a que A,, € £. Y la segunda igualdad
en (109) deriva nuevamente de la convergencia monotona y del hecho de que
E[f (x) | z] > 0 cuando f es positiva.

» Para f general, escribimos f = f*— f~ y usamos la linealidad de la esperanza
condicional.

Queremos mostrar que & contiene a o (y,z). Sean C, D dos conjuntos que cumplen
Ceo(y), D€ o(z). Claramente, CND €0 (y,z) y como 1l¢c € o (y) siy sblo si existe
una funcion s medible tal que 1¢ = s(y) . Analogamente, 1p = h(z), entonces

f(x)dP

cnD

lelpf(x)) = E(E[lclpf (x) | z])

B
E(1pE[lof (x) | 2])
B
B

IpE[lc [z E[f (%) |

1plcE[f (x) | 2]) /ﬁ E|[f (x)|z]dP

donde hemos usado las hipdtesis para la cuarta ecuacién y el Lema para la quinta.
Luego & C & donde

¢={cnp:cesly)yDea@}.
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Como &’ es cerrado bajo intersecciones finitas, y o () = o (y, z), por el Teorema
concluimos que o (y,z) C &, esto es E[f (x) | (y,2)] = E[f (x) | z] para toda f tal que
f(x)el>*(Q). m

Citamos a Basu y Pereiral [1983]. El concepto de independencia condicional da lugar
a muchas preguntas. Entre ellas estan las que involucran a la preservaciéon de la misma
al agregar o quitar variables. Supongamos que x,y, z, W, Xy, %, son vectores aleatorios
tales que x1ly | z, x1 € 0 (x),21 € 0(z). ;Qué se puede decir de la relacion 1L si x;
sustituye a x, zj sustituye a z, cambiamos a y por (y,w) o a z por (z,w)? En otras
palabras, podemos reducir o aumentar a o (x),0 (y) 6 o (z) sin destruir la independencia
condicional? En general, la respuesta es no. Sin embargo, para ciertas clases de aumentos o
disminuciones la relaciéon puede ser preservada. La esencia de los principios de Drop/Add
para independencia condicional esta contenida en el siguiente resultado.

Lema A.3 (add and drop) Si x 1Ly | z, entonces para cada X' € o (x) se tiene:
i X'y |z
i xlly | (¥,2)
ii. (x,2)U(y,2z) |z

Entonces, si x Ly | z, larelacion L es preservada cuando (i) x 6 y son arbitrariamente
reducidas (drop), (i) z es aumentada (add) en cualquier parte esencial de x 6 y, o bien
(iii) x 6 y son aumentadas (add) por cualquier parte esencial de z.

Demostracion.

i. Como x' € o (x) existe una funcion medible s tal que x’ = s(x), luego puesto
que x 1y | z, entonces para toda f tal que f(x') € L (Q), tendremos f (x') =
fls(x) e L>(Q),y

E[f(xX)|(y.2)]=Elf(sx)]y2]=Elf(sx)|z2l=E[f(X)]z].
que es equivalente a (i).

ii. Por el Teorema si mostramos que para cada g tal que g(y) € L* (),
Elg(y) | (x,x,2)]=E[g(y) | (x,2z)], habremos completado la prueba de (ii).

Elg(y)| (xx.,2)]| =E[g(y) | (x2)]=Elg(y) | 2] (110)

donde la ultima igualdad sigue de la equivalencia a x1lly | z establecida en el
Teorema [A.5]

Por otro lado, por el Lema tenemos
Elg(y)| (x.2)] =E[E[g(y)| (x.x,2)] | (¥,2)]
=E[Blg(y)| 2| (x.2)] =Elg(y) | 2] (111)
Finalmente, a partir de y puede obtenerse el resultado buscado.
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iii. Basta mostrar que (x,z)lly | z puesto que entonces (iii) sigue por simetria.
Por el Teorema queremos probar geu para cada g tal que g(y) € L*® (),
Elg(y)| (x,2)] = E[g(y) | z], lo cual se deduce de la independencia condicional
dexlly |z =
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B. Apéndice del Capitulo

Comenzamos este apéndice resumiendo algunas cuestiones de algebra lineal que pue-
den ser de interés para el tema que estudiamos. Comencemos por recordar la descompo-
sicién en valores singulares de una matriz, y algunas propiedades de interés, para luego
resumir las distintas nociones de normas en espacios matriciales.

B.1. Descomposicion en Valores Singulares (SVD)
B.1.1. Definiciéon y construccion

En &lgebra lineal, la descomposicion en valores singulares (en inglés, singular value
decomposition (SVD)) es una factorizacion de una matriz real o compleja, con muchas
aplicaciones en distintas areas de la matematica, desde el procesamiento de senales hasta
la estadistica. Formalmente

Teorema B.1 Sea M una matriz m X n cuyos coeficientes son nimeros reales o com-
plejos. Entonces existe una factorizacion de la forma

M=USV", (112)

donde U es una matriz unitaria m X m real o compleja (unitaria significa que Uo’ =
T'U= I, donde U es la matriz conjugada de U. En el caso en el que U es real, decimos
que es una matriz ortogonal), ¥ es una matriz rectangular diagonal m X n con nimeros
reales no negativos en la diagonal, y la matriz unitaria n X n V' denota la traspuesta
conjugada de la matriz unitaria V de dimensidn n x n. Tol factorizacion se denomina la
descomposicion en valores singulares de M.

Los elementos o; de la diagonal de 2 se denominan los valores singulares de M. Una
convencion habitual es listarlos en orden descendiente. En este caso, la matriz diagonal
Y queda univocamente determinada por M (aunque las matrices U y 'V no lo estdn). Las
m columnas de U y las n columnas de V se denominan los vectores singulares a izquierda
de M y a derecha de M, respectivamente.

La descomposicién en valores singulares y la diagonalizacién estdn muy relacionadas.
En efecto:

. N —T
- Los vectores singulares a izquierda de M son autovectores de MM .
. —T
- Los vectores singulares a derecha de M son autovectores de M~ M.

- Los valores singulares no nulos de M (que se encuentran en la diagonal de ¥) son
las raices cuadradas de los autovalores no nulos tanto de MM como de M M.

Para una demostracion de este resultado puede verse Eaton| [1983], Teorema 1.3.
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. Es tinica esta descomposiciéon? Si asumimos que m < n, 3 serd tnica, puesto que los

autovalores de M M lo son. Sin embargo, los autovectores que componen a U y V no
serdn unicos salvo que los autovalores sean todos distintos, y se utilice una convencién
apropiada para los autovectores (por ejemplo, que la primer coordenada no nula de cada
uno sea positiva).

Observacion B.1 Si escribimos

donde los u; son las columnas de U, y
V:[vl vy - Vn]

12 _ g
donde los v; son las columnas de V, y DV/? = diag (o4, . .. ,0q,), donde o > -+ > 0g,
entonces una forma alternativa de escribir la ecuacion es

q1
M = E O'illiVZT.
=1

B.1.2. Normas de vectores y matrices

.

Norma de vectores Para vectores x eR"™ 6 C",x = (xl,...,:):n)T, para p > 1 la

p—norma esta dada por
n 1/p

Ixllp = | D laal?

i=1
Si p =2, la 2—norma recibe el nombre de norma euclidea.

Norma de matrices

Norma inducida A partir de la norma para vectores de R"™ 6 C™, se pueden definir la
correspondiente norma inducida o norma de operadores en el espacio de matrices
m-por-n de la siguiente forma,

, - 1Ax]]
|A]| = max {||Ax]|,, : x € R" con |x|, = 1} = max ——=.
" " x20 ||x[,

Sim = n y se utiliza la misma norma en el dominio y en el rango, entonces la
norma inducida resulta una norma matricial sub-multiplicativa. La norma de operadores
correspondiente a la p—norma de vectores es

All, = mix —
H HP x#0 ||X||p

Estas normas son diferentes de las p—normas de coordenadas de matrices que presentamos
més adelante, aunque también son usualmente notadas por ||A||,.
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Norma espectral La norma espectral de una matriz A es el mayor valor singular de
A, es decir, la raiz cuadrada del mayor autovalor de la matriz definida positiva A'A

[All2 = \/m = omix (A).

En el caso especial de p = 2 (la norma Euclidea) y matrices cuadradas m = n, la
norma inducida es la norma espectral.

Normas componente a componente o Entrywise Estas normas toman a la matriz
m X n como si fuera un vector de dimension mn, y utilizan alguna norma de vectores
conocida.

Por ejemplo, usando la p—norma para vectores, se obtiene

1/p

1Al = [ DD lai P

i=1 j=1

Una expresién alternativa se obtiene si escribimos a la matriz en términos de los vectores
que componen sus columnas, es decir, si

A= (aij)lgigm,lgjgn = (a1 an)
donde a]T = (a1j,...,am;) son los vectores columna de la matriz A, entonces
T
lAll, = || (lally - - lanll,) || -
P

Para p = 2, se denomina la norma de Frobenius o norma de Hilbert—Schmidt. Hay
varias formas de definirla,

i zn: |ag;|2 = \/traza(A" A) =

i=1 j=1

[AllF =

donde, como antes, ar denota la conjugada traspuesta de A, y (o;) son los valores
singulares de A. La norma de Frobenius es muy parecida a la norma Euclidea en R" o
Cc".

La norma de Frobenius es sub-multiplicativa y muy utilizada en el 4lgebra lineal nu-
mérica. En general es més facil de calcular que las normas inducidas y tiene la propiedad
de ser invariante bajo transformaciones unitarias (ortogonales en los reales). Vedamoslo
en el caso real, sea C una matriz ortogonal, luego

|CA|% = traza ((CA)T . (C’A)) = traza(ATCTCA) = traza(AT A) = || A||%.
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B.1.3. Aproximacién por matrices de menor rango

Un problema frecuentemente tratado en diversas aplicaciones es el siguiente. Dada una
matriz M se la quiere aproximar por otra matriz M, que se denomina truncada, que tiene
un rango especifico r. Esta area se conoce como low-rank matriz approrimation. Antes
de presentar el resulin el caso en el que la aproximacién se base en minimizar la norma
de Frobenius de la diferencian entre M y M bajo la restriccion de que rango(M) = r
resulta ser que la solucién estd dada por la SVD de M, més especificamente

M=UsvV" (113)

donde ¥ es la misma matriz que ¥ excepto que sélo contiene los r mayores valores
singulares (los otros valores singulares se reemplazan por cero). Esto se conoce como el
Teorema de Eckart—Young theorem, ya que fue probado por estos dos autores en
1936 (aunque méas tarde se descubri6 que era un resultado conocido por autores anteriores
(Stewart 1993). Otra manera de expresar este resultado es la siguiente

T
M = E aiuiviT.
=1

Puede verse, por ejemplo, [Eaton| [1983], pagina 458, o |Seber| [1984], pagina 544.

B.2. Variedades de Stiefel y de Grassmann

En esta seccion presentamos las definiciones y los resultados basicos que involucran
a las variedades de Stiefel y de Grassmann. Puede verse |Absil et al.|[2009], Capitulo 3,
para una presentacion completa. Algunos resultados fueron extraidos de [Ferrer, Garcia,
y Puerta; [1994] y de Edelman et al.| [1998].

Sea d < p. Denotamos por Grass (d,RP) al conjunto de todos los subespacios d-
dimensionales de R?. Es decir,

Grass (d,RP) := {V C RP : V es subespacio de R, dim (V) = d}.

A este conjunto se lo puede dotar con una estructura de variedad diferencial. Se la
denomina variedad de Grassmann o Grassmanniana de dimension d en RP.
pXd A — (q.. = e T — . ,
Sea A € RP*% A = (aij) <icpr<jca = EN ag4) donde a; = (aj,...,ap;) son
los vectores columna de la matriz A. Consideraremos la norma en RP*? inducida por el
producto interno de Frobenius (ver la Seccion [B.1.2)), es decir

p p
D lagl? = y/traza(AT A).

i=1 j=1

[AllF =

Definimos la variedad no compacta de Stiefel por
St (d,RP) := {A € RP*? : rango (A) = d}

= {A = [al e ad] e RP*? . a;, ... a, son linealmente independientes} ,
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es decir, St (d,RP) es el conjunto de matrices p x d cuyas columnas son linealmente
independientes. Observemos que este conjunto es abierto en RP*¢ puesto que,

St (4, R”) i= {4 € RV det (AT 4) # 0}

es la preimagen de un conjunto abierto, R—{0}, via una funciéon continua (A — det (ATA)).
En consecuencia, admite una estructura diferenciable de una variedad abierta de RP*9,
Esta estructura diferenciable estd generada por la aplicacion vec : RP*? — RPY donde
vec (A) denota el vector de RP? que se obtiene al apilar las columnas de A una debajo de
la otra. Cabe resaltar que la aplicacién vec no es muy adecuada, puesto que destruye la
estructura matricial de su argumento, ya que en particular vec (AB) no puede escribirse
de manera sencilla a partir de vec (A) y de vec (B).
También consideramos la variedad compacta de Stiefel dada por

St* (d, RP) := {A e RPXd; AT A = Id} :

es decir, el conjunto de matrices pxd con columnas ortonormales. Claramente, St* (d, RP) C
St (d,R?) . Este conjunto resulta acotado (por v/d) y cerrado (por ser la preimagen del
conjunto cerrado {I;} via la funcién continua A — AT A), y por lo tanto es un subcon-
junto compacto de St (d,RP).

Observemos que si utilizamos otro producto interno en R? y consideramos la nocion
de perpendicularidad inducida por él, podriamos generalizar la definiciéon de la variedad
compacta de Stiefel. Mas especificamente, sea A € PDS (p) , se puede definir un producto
interno en R? inducido por A, dado por

<X7 y>A = XTA_1y7
y la norma dada por

1xlla =/ {x %) A

Luego, se podria generalizar la variedad compacta de Stiefel de la siguiente forma
St (d,RP) := {A e RP*d; ATA=14 = Id} ,

es decir, pidiendo que las columnas de A sean ortonormales con la norma (y producto
interno) inducida por A.

Veamos cémo se relacionan estos tres conjuntos entre si. Consideremos la siguiente
funcién,

span : St (d, RP) — Grass (d,R?),
A — span (A)
donde span (A) denota al subespacio generado por las columnas de A, es decir, span (4) =

{Aa:a € R?}. En el espacio de las Grassmannianas (Grass (d,RP)) consideramos la
topologia final respecto de 7, es decir, U C Grass (d, RP) es abierto si y solo si span~! (U)
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es abierto en St (d,RP) . Siguiendo a |Absil et al.| [2009], nos referiremos a esta topologia
como la topologia de Grassmann. Observemos que la aplicacién span permite definir la
siguiente relacion de equivalencia en St (d, RP) . Usaremos ~ para denotarla. Diremos que

A ~ B siy solo si span (A) = span (B) .
La clase de equivalencia de A en St (d, RP) inducida por esta relacion esta dada por
[A] = {B € RP*? : span (A) = span (B)} :

es decir, todas las matrices que tienen por columnas una base del subespacio generado
por A. El conjunto St (d,RP) / ~ definido por

St (d, RP) / ~:= {[A] : A € St (d,RP)}

de todas las clases de equivalencia de ~ en St (d,RP) es el cociente de St (d,RP) por ~ .
Cada punto del espacio cociente es un subconjunto de St (d,RP). La funcién

7 : St (d,RP) — St (d,RP) / ~
A — [A]
es la proyeccion candnica. Como los conjuntos de nivel de span(-) son las clases de
equivalencia de la relacion ~ y como ademés la aplicacion span (-) es sobreyectiva sobre

Grass (d, RP), resulta que span (-) induce una correspondencia biyectiva entre Grass (d, R?)
y St (d,RP) / ~ . Esta biyeccion se ilustra en la Figura [22]

Figura 22: Diagrama de correspondencia entre la Grassmaniana y una subvariedad en el
espacio de matrices.

T Span
St (d,RP) / ~«=Grass (d, RP)
f
En |Absil et al.| [2009], Proposicion 3.4.6, se muestra que esta relacion de equivalencia

admite una (tnica) estructura de variedad cociente. Si una matriz A y un subespacio
Sa satisfacen Sy = span(A), decimos que A es la representacion matricial de Sy. El
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conjunto de todas las representaciones matriciales de span(A) es la clase de equivalencia
71 (7 (A)). Se tiene que

71 (m (A)) = {AM : M € GLg},

donde GLg es el grupo lineal general, es decir, el conjunto de todas las matrices d X d
inversibles. De hecho, la operacion A — AM, M € GL,, corresponde a todos los posibles
cambios de base para el span(A). Luego, suele usarse la notacién St (d,RP) /GL, para
St (d,RP) / ~ . Por lo tanto, tenemos la identificacion

Grass (d,RP) ~ St (d,RP) /G Ly.
Esta descripcion de Grass (d, RP) como variedad cociente permite probar que
dim (Grass (d,RP)) = d (p — d),

y dotar a Grass (d, RP) de una topologia y una estructura diferenciable. Ver |Absil et al.
[2009], Seccion 3.4 para una demostracion del célculo de la dimension y la construccion
de las mismas. También resulta que

d(d+1)

d(d—1)
> a i)

dim (St* (d, R?)) = pd — 5

=d(p—d)+
Otras representaciones de la Grassmanniana como cociente estan dadas por
Grass (d, RP) = St* (d, R”) /O (d) = O (p) / (O (d) x O (p — ).
(ver Edelman et al.|[1998]), donde
O(p)={AeRr?: ATA=1,} =St (p,RP)

es el grupo de matrices ortogonales de RP*P. De lo anterior, tenemos dim (O (p)) = @.
Finalmente, consideremos la restricciéon de m a St* (d,R?), es decir, T := 7 |g¢* (q,rp)
y definamos la funcién dada por el proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt, es

decir, la funcién

GS : St (d, RP) — St* (d, RP)
A= GS(A)

GS (A) es la matriz que se obtiene al aplicar el proceso de ortonormalizacion de Gram-
Schmidt a las columnas ai,...,a; de A. Es un resultado conocido que el método de
Gram-Schmidt define una funciéon continua. Luego T o GS = 7, como puede verse en la
Figura , que vincula los tres espacios que definimos. Se prueba que Grass (d, RP) es un
espacio compacto respecto de la topologia de Grassmann.
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Figura 23: Diagrama conmutativo que permite definir la topologia Grassmann de forma
directa en la Grassmanniana.

St (d, RP)-C58¢* (d, RP)

Grass (d, RP)

B.3. Caracterizacion del espacio (2

Nuestro objetivo es caracterizar el espacio
Q= {B e R :rango (B) < d},

involucrado en la definicién del espacio de parametros del modelo PFC. Dado B € €2, por
la Proposicion igualdad , existen U € St* (d,RP), ¥ = diag (o1,...,04) € RI*d
conoy >--->04>0yV eSt*(d,R") tales que

B=UxVT, (114)

Como comentamos luego del Teorema de descomposicién en valores singulares, esta
descomposcién es Gnica si asumimos que los valores singulares o1,...,04 de B son todos
distintos y se adopta la convencién de que la primer coordenada no nula de cada columna
de U y V sea positiva. Luego, la funcién dada por

¢ : Q — St* (d,RP) x (0, +00)? x St* (d,R") (115)
¢ (B) = (U,diag (£1), V)
estd bien definida y es biyectiva al restringirla al conjunto de matrices de €2 con todos sus
valores singulares distintos. De acuerdo a lo anterior, resulta que la dimensién algebraica
de Q es
mman:dmu&w¢kwy+mm«a+wﬁ)+dmu&w¢Rq)

d(d—1) d(d—1)
2
(p+r—d). (116)

td+d(r—d) +
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Recordemos que si tomamos I' = U y 8 = V7T se cumplen para estas matrices las

restricciones impuestas y se recupera a B. Luego es una caracterizacion de €.
Otra posibilidad es la siguiente. Para cada B € , V = span (B) es un elemento de

Grass (d,RP) . Entonces existe una matriz A € RP*9 tal que [A] = V = Sy = span (4).

Consideremos Py = A (ATA)_1 AT 1a proyeccion ortogonal (con la norma usual) en
span (A) . La proyeccion no depende de los generadores de span (A) elegidos, ya que
tiene por columnas a {P[A]el, e ,P[A]ep} . Sea,

Ao = [Pajei, - Plei,]

donde 1 = i1 < --- < ig elegidos de modo tal que rango (Ag) =d y si
A1 = [P[A}ejl P[A]ejd]

cumple rango (A1) = d, entonces hay al menos un k entre 1 y d para el cual ji > ix. Es
decir, en Ay ponemos por columnas d vectores linealmente independientes que generan
a Sy, elegidos de modo de poner las primeras d columnas si fuera posible y sino (si
estas fueran linealmente dependientes) comenzamos por P 4e; y tomamos el menor [
tal que el conjunto {P[ ae1, B A]el} es linealmente independiente. Tomamos is = [. Si
d > 2, buscamos ahora el menor s con 15 < s de modo que {P[A]el, Py€iy, P[A]es} sea,
linealmente independiente. Tomamos i3 = s. Seguimos hasta definir ¢4, de modo que
rango (Ap) = d.

Esto define la siguiente funcién, que a cada subespacio le asigna una matriz que tiene
por columnas a una base de dicho subespacio,

Gen : Grass (d,RP) — St (d,RP)
Gen (V) = Gen (Sa) = Gen (span (Ap)) = Ap.

Esto nos permite tener otra representaciéon de €.
Como A € RP*? y Ay := Gen (S4) € RP*? generan el mismo espacio, existe una
matriz By € R¥" tal que B = AyBy, luego podemos definir

¢ : Q — Grass (d,RP) x R¥>*" (117)

¢ (B) = (span (B), Bo)
Por definicion, esta aplicacion resulta biyectiva, y es (una posible formalizacion de) la
descripcion introducida en (Cook y Forzani [2008], por lo que (117) resulta ser otra ca-

racterizacion alternativa de 2. Con ella, podemos, por supuesto, repetir el célculo de
dimensiones para €2 :

dim () = dim (Grass (d, RP)) + dim (RW)
=d(p—d)+dr
=d(p+r—d).
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B.4. Caracterizacion alternativa de ©

A partir de la descomposicion de B dada en (114) si tomamos ' = U y 8 = V7,

entonces

rerrxd 1’ =1,

BeR™ BT =2, VIVE) = 5135 = diag (0%, ...,03) ,
cona%2~-- 2062[.
Con estas herramientas, podemos construir la siguiente representacién del espacio de
parametros del modelo PFC.

0. | (BT SLV,A): pe RVT € 8t* (d,R?), V € St" (d,R") , A € PDS (p),
37 ¥ € R4 diagonal, con diagonal decreciente ’
(118)

o, también

o~ ) (WT.BA)  peRT e RP*d 3 e R>*" A e PDS (p): TTT = I, (119)
- BAT es diagonal, con diagonal decreciente ’

va que dado 8 € @3 se puede asociar un inico 0 c O y viceversa. Como comentamos en
la Seccion [B.2], podriamos imponer otras condiciones de normalizacion en la definicion de
O3 vy ©*. En la Secciéon cuando calculamos el funcional propuesto en este trabajo,
las condiciones de normalizacién impuestas surgirdn del criterio de estimacién elegido. A
esta altura nos basta notar que responden a una restricciéon de ortogonalidad sobre I' y
otra de diagonalizacion sobre (3.

Otra posibilidad es describir a @ a través de una biyeccién entre Q y el producto
cartesiano Grass (d,RP) x R¥", que puede darse a través de la funcion ¢ definida en
0 a través de cualquier otra biyeccién que se pueda definir entre estos espacios,
dando lugar a la siguiente notacion

05 = {(u,Sp,B,A) . € RP, Sp € Grass (d,RP), 3 € R™", A € PDS (p)}
= {(M,F,B,A) : pu € RP, span (') € Grass (d,RP), 3 € R¥*" A € PDS (p)} .

Finalmente, podemos calcular la dimensién del espacio de parametros ©, a través de
cualquiera de las caracterizaciones presentadas. En particular,

®={0=(u,B,A)eR’xQx PDS(p)}.
luego su dimensioén seréd

dim (©) = dim (R?) 4 dim (2) 4+ dim (PDS (p))
=p+d(p+r—d)+dim(PDS (p))
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ya que la dimension de €2 la calculamos en ([116)). Recordando que A € PDS (p) si y solo
si

A =Udiag (M (A),..., A (AN UT

con U € St* (p,RP) y A (A) > --- > X\, (A) > 0 los autovalores (reales) de A. Luego su
dimensién algebraica resulta ser

dim (PDS (p)) = dim (St* (p,RP)) + p = p(p;l)

y finalmente, dim (®) = p(p72+3) +d(p+r—d).
También es de interés para nuestro problema definir una distancia entre los elementos
del espacio de parametros. Puede verse el Apéndice [9.3] para una discusion del tema.
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C. Apéndice del Capitulo

C.1. DAGs

Los grafos son una herramienta muy poderosa para descubrir, expresar y probar
relaciones de independencia condicional entre las variables. Los introducimos en esta
seccion, siguiendo la presentacion dada en [Pearl [2009], Wasserman| [2013] y [Pearl [1988].

Un grafo dirigido G consiste en un conjunto de vértices V' y un conjunto de aristas E, es
decir, un conjunto de pares ordenados de vértices, G ={V, E}. Para nuestros propositos,
cada vértice o nodo corresponderd a una variable aleatoria o vector. Si (4,B) € E,
entonces en el grafo hay una flecha que apunta desde A a B. Si hay una flecha de A y
B entonces se dice que A es un padre de B y B es un hijo de A. Un camino dirigido
entre dos variables es un conjunto de flechas, cada una apuntando en la misma direccién
a lo largo del conjunto, que une una variable con la otra. Una secuencia de vértices
adyacentes que comienza en A y termina en B ignorando la direccion de las flechas se
llama camino no dirigido,o simplemente un camino. A es un ancestro de B si hay
un camino dirigido de A a B. En ese caso también decimos que B es un descendiente
de A. Una variable que aparece en el grafo con dos flechas apuntandola, como ocurre
con B en el grafo A - B < C se denomina un colisionador (colider). Ser (o no)
colisionador es una propiedad del camino. En la figura B es un colisionador para
el camino A — B <— C, pero B no es un colisionador para el camino de la ruta
A— B — D.

Figura 24: DAG con un colisionador. En el camino A — B <— C, B es un colisionador.
En el camino A — B — C, B no es un colisionador.

Un camino dirigido que comienza y termina en la misma variable se denomina un
ciclo. Un grafo dirigido se dice aciclico si no tiene ciclos. En este caso decimos que el
grafo es un grafo aciclico dirigido (directed acyclic graph) 6 DAG .
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C.2. Probabilidad codificada por un DAG

Una flecha entre dos nodos, més especificamente, una flecha de A a B indica la
posibilidad de conexion causal entre ellos: se lee “A causa o provoca a B”. En términos
estadisticos, una flecha A — B codifica cualquier distribucién de probabilidad conjunta
que sea compatible con la existencia de una funcién fy tal que podemos escribir

B = fO (Aa 63)

donde £p es una variable error independiente de A. Por supuesto, si fy es una funcion
que no depende de su primer argumento, entonces, de hecho, B no depende de A. Esta
es la razon por la cual, en los DAGs, los supuestos causales quedan codificados no en las
flechas dibujadas, sino en las flechas ausentes. Una flecha indica meramente la posibilidad
de una conexion causal, una flecha ausente representa la afirmacién de no influencia. Esto
conduce a la siguiente definicién.

Definicion C.1 Sea G un DAG con vértices V = (Xq,...,Xk). Si P es una distribucion
de probabilidad para V', decimos que es compatible con G, o que G representa a P si

k k
P(ﬂ{X16A1}> :HP Xz'EAz'| ﬂ {XjeAj}

i=1 i=1 §:X, Een(X;)

para todos los conjuntos borelianos A1, ..., Ag, donde 7 (X;) son los padres de X;. Lla-
mamos P (G) al conjunto de todas las distribuciones de probabilidad compatibles con el

grafo G.

Esto significa que una variable en el grafo es independiente del “pasado” dados sus
padres. Esto es usualmente denominada la condicién de Markov de P.

Por ejemplo, para el grafo de la Figura una densidad conjunta para este grafo
debe factorizarse de la siguiente forma

fapep (a,b,¢,d) = fa(a) fo (c) fpjac (0] a,c) fpip (d | D).

La probabilidad que este grafo codifica también puede ser descripta a través del siguiente
sistema de ecuaciones (que se denominan ecuaciones estructurales):

B = fl (A7C,SB)
D = fy(B,ep)

Aqui las variables eg v €p se denominan “exdgenas”. Representan factores de fondo
observados o no observados que el modelador decide mantener no explicados, es decir,
los factores que influyen, pero no estan influenciados por otras variables (denominadas
“endogenas”) en el modelo. Las variables exdgenas no observadas a veces se llaman “per-
turbaciones” o “errores”, representan hechos omitidos por el modelo, pero que se juzgan
relevantes para explicar el comportamiento de las variables incluidas en el modelo. Por
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lo general son no observadas, y el modelador se resigna a reconocer su existencia y a
asignarle un rol cualitativo a su vinculo con otras variables en el sistema. Se asume que
las variables exégenas asociadas a cada variable del modelo son conjuntamente indepen-
dientes.

La potencia de los modelos graficos radica en que permiten expresar en forma simple
las suposiciones hechas por el modelador acerca de las relaciones causales entre las va-
riables. Y también le permite al analista deducir otras (in)dependencias implicitas en las
suposiciones. Estas se puede resolver graficamente a traves del criterio de d—separacion,
probado por Pearl [1988]. La d significa “directa”.

Definicién C.2 (d—separacién) Sean X e Y dos nodos de un DAG G, y sea S un sub-
conjunto de nodos que no contiene ni a X ni aY. Decimos que S bloquea (0 d—separa)
un camino p que conecta a X con'Y si

i. p contiene al menos un nodo que emite una flecha que estd en S, o bien

1. p contiene al menos un colisionador que estd fuera de S y que no tiene descendientes

en S.

Si S bloquea todos los caminos de X a'Y, decimos que d—separa a X e Y.

Sean A, B y S tres subconjuntos distintos de nodos de G, con A y B no wvacios.
Diremos que A y B estdn d—separados por S si para todo X € AeY € B, X e Y estdn
d—separados por S.

Citemos a Pearl, “la interpretacion del bloqueo es que detiene el flujo de la informacion
(o dependencia) entre las variables que estan conectadas por dichos caminos”. El teorema
que sigue, debido a Verma y Pearl|[1988], y [Verma y Pearl [1990] conecta la d—separacion
con la independencia condicional.

Teorema C.1 (Implicaciones probabilisticas de la d—separacién) Sean A, B y S
conjuntos disjuntos de vértices en un grafo G. Tenemos la siguiente equivalencia: AL B| S
para toda P € P(G) siy solo si A y B estin d—separados por S en el DAG G.

En la Figura24] S = 0 bloquea el camino A — B «<— C' porque B es un colisionador
en el camino pero no estd en S y su descendiente D no estd en S. Entonces AILC. S =
{B} bloquea el camino A — B — D porque B emite una flecha a lo largo del camino. A
y D son variables dependientes pero se vuelven independientes (i. e. bloqueadas) cuando
condicionamos a (i. e. conocemos el valor de) B. En simbolos, A1LD | B. Pero S = {B} no
bloquea el camino A — B <— (C'. Este camino representa la situaciéon en que dos causas
independientes, A y C tienen un efecto comun. Cuando condicionamos en (i. e. conocemos
el valor de) este efecto comin B (o cualquiera de sus descendientes), estas dos variables
se vuelven dependientes: conocer el valor de una consecuencia comin usualmente hace
que las variables originales se vuelvan (condicionalmente) dependientes. Entonces, en
general, A y C no seran independientes, cuando condicionemos en B. Condicionar en un
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colisionador, abre un camino entre los ancestros. Lo mismo ocurre si condicionamos en
un descendiente de un colisionador: en la Figura el camino A — B <— C no esta
bloqueado por S = {D}. Entonces, en general, A y C no seran independientes cuando
condicionemos en D.

Demostracion del Teorema Bajo el modelo PFC tenemos
x = py + ToBof(y) + Ay u.

Sea I'1 € F1, luego, por vale que

) = ToTd A tx = TyR (x)
)) =T4TT Ay ',
X = DA, (X,span (I'g)) + pa, (x,span (I'1))

DA, (x,span (I'g

PA, (x,span (I'y

R (x) =[§A;'x = T{AG o + TG A ToBof (y) + Fng_l/Qu
_ Byt (y) +FgAal< 1o +A1/2 ) (120)

de modo que

X = pa, (%,span (I'g)) + pa, (x,span (I'1))
=TI Ay 'x +TiTT Ay 'x

= ToR (x) + TiTT A (1o + ToBof (y) + Aj/*u)
= TR (x) + T1T7 Ay <HO+A1/2 )
= ToBof (4) + ToTT AG" (1g + A *u) + TTT AT (g + Ay ) (121)

Recordemos que u e y son independientes. La descomposicién de x establecida en
y nos permite dibujar un DAG (ver la Seccion para una presentacion de
los DAGs en relacion con los modelos estocésticos) para describir la dependecia entre las
variables involucradas en el modelo PFC. En la Figura[25] mostramos el DAG sin ningun
supuesto extra. En este grafico, u juega el rol de una variable exogena.

Asumimos que

DAy <A(1)/2u, span (FO)) = FOFOTAal/Zu

1/2 1/2
DA (AO/ u, span (F1)> = FlFF{AI/ u
. . . T A—1/2 T A—1/2 . .
son independientes. Equivalentemente, I'y Ay~ “u y I'f A, /“u son independientes. Tra-
ducimos esta informaciéon a un DAG en el que borramos las flechas que emanan de u en
la Figura [25] El nuevo grafo se puede observar en la Figura [26]
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Figura 25: DAG que describe la relacién de dependencia entre las variables del modelo
PFC.

En este grafo, S = {R (x)} bloquea el tinico camino que conecta a y con x : y —»
Bof(y) — R (x) — x, luego, por el Criterio de d—separacion (Teorema [C.1)), xlLy |
R (x), y por lo tanto, R (x) es una reduccion suficiente. m
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Figura 26: DAG que describe la dependencia entre las variables aleatorias involu-
cradas en el modelo PFC asumiendo independencia entre pa, (A(l)/ 2u,span (F0)> y

DA, (A(l)/Qu, span (F1)> .

Yy————Bofly

)
TR

FgAS%u/ \

u /X
I'TA, %u
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D. Apéndice del Capitulo

D.1. Demostraciones de maxima verosimilitud

Demostraciéon del Teorema (d). Observemos que dados p; = i+ BE (yi) (defini-

mos a p,; en la ecuacion (17))) para 1 <1i < n, el estimador de méxima verosimilitud de A

es el estimador de méxima verosimilitud de A cuando queremos ajustar una distribucion

normal Ny, (0,A) a las observaciones x; — ft — fo (yi), lo cual justifica la expresion .
Finalmente, para probar observemos que

lo cual prueba (d). m

Demostracion del Lema Debemos mostrar que el minimo de ambos problemas

se alcanza en el mismo valor. Sea 0, = ﬁc,fc,ﬁc,g(,) el minimo de ¢ (@) sujeto a

l (50) =g (50) +e

Probemos que §p = (ﬁp, fp, Ep, ﬁp) es el EMV.
Valen las siguientes dos propiedades para k > 0, que se derivan de las definiciones de
las funciones g y h.

h(8) = c. Esto implica que

(a) g(m,T,B8,kA) = plogk + g (u,T, 3,A)
(b) b (T, 5, k) = 1h (T, 6, 8).

Entonces
! (5p) =g (5;») +p<g <ﬁc,fc,5c, ;ﬁc) +p (122)
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puesto que h (ﬁp, fp, B\p, ﬁp> = p y también
o~ s C PPN
h H07FC7BC7];AC - Eh (HmrwﬁcaAC) =D,
por la propiedad (a) enunciada més arriba. Entonces ([122)) sigue de la definicion de
(ﬁp,fp, pr ﬁp) . También
A s C c ~
g <uc,1“c,6c, pAc> +p=plog » +y9 (BC) + P

Pero r(p) = plogc — plogp + p alcanza un maximo para p = ¢, donde toma el valor
¢, por lo que

(AP SB.) =g (8.) + 1) <0 (8) +
Luego,

1(8,) = 9(8y) +

(
)+ 1

0,)

)
o
~_

— (EC) (123)

para todo ¢ > 0. Sea @ € ©j cualquiera. Con probabilidad uno, h(8) € (0,+c0).
Llamemos ¢; al valor de h (0) (que es aleatorio). Por un lado, tenemos que

l (5@) <1(6)

y por otro, vale (123)), luego
z(ﬁp) <1(0),

probando que §p es el EMV.
Reciprocamente, sea an el EMV. Por el Teorema (d) sabemos que h (an) =p.
Por ser el EMV para el problema PFC sabemos que para todo 8 € ©5 vale

z(@MV) <1(8).
Sea 6 € O3 tal que h (0) = p. Luego, tenemos

l (/éMV> =g (an> +h <§MV) =g (aMV) +p
<1(0)=g(0)+h(0)=g(6)+p,

luego g (an) < ¢(0), probando el resultado. m
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Apéndice del Capitulo

Demostraciones de equivalencias entre funcionales

Demostracion del Lema [5.11

i. y ii. Por definicién de Sy, tenemos

1ii.

N (Y

{c— B A - BE) )
Sy (Hpg)

=Ep | p

o ({e e B AN o Br)
il \%\SM (Hpo)

v
- FE - 1.
Hpo, <p1 (\%SM (HP,9)>>

Luego, tomando v\ = Sy (Hp,g) resulta que 8 cumple la condicion , proban-
do (i). Ademaés, resulta

1
—Sy (H = Sy (H
7 v (Hpg) M (Hpg,)

0, equivalentemente

Sir (Hpg) = AS3; (Hpe,)

probando (ii).

S2 (Hpe,)

85y o) Envey (5

:igﬂmm

“Ep | p ﬂx_u—BﬂwFuAer—u—Bﬂw@UZ

Sy (Hppe, )
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= $5% (Hpo)
[ Br@) A (- BE) )
“Ep | p2

VASy (Hpg,)

1 T e
— )\SM (Hpp) Enp g <p2 (\/XSM (HP,HA)))

— %Sﬁ (Hpo) Enp <p2 (SM(UHpg)>>

= %S?. (Hp’g) . n

Demostracién del Lema 5.2} Primero veamos que 04 (P) = (4 (P),Ba (P), A4 (P))
minimiza a

Opp(0) = |Al[S? (Hpo)]" .
Por definicién sabemos que satisface . Luego, para todo 8 que cumpla (39)) tenemos

Opp (04 (P) =|A4(P)|[S? (Hpg,p)]” =84 (P)|[r2]? <|Al[r2]? = Pp.p ().

En segundo lugar, veamos que un multiplo de @p (P) resuelve el problema que define

a0c (P). Sea a = S3; (Hpg,(p)) - Entonces, como consecuencia del Lema i) y (i),
(05 (P)), cumple la restriccion (43). Ademas, para todo 6 con S3, (Hpg) = 1 se tiene

v p
Ocp (0) = |A| [Eryg (p2 (0)]7 = |A| [S3; (Hpe)]” |:EHP,9 (Pz <S]2\4(Hpe)>>]
T 129)
= (I)B,p (9) = (DB,P (0)\) ;

donde la tltima igualdad vale para todo A > 0. Luego, para todo 8 que cumple se
tiene

Pcp(0)=Ppp(0) > Ppp(0p(P))=25p((05(P)), =Pcr((05(P)),)

probando lo requerido. Entonces, multiplicando a Ap (P) por una constante adecuada
se conseguira a O¢ (P).

En tercer lugar, veamos que un multiplo de O¢c (P) = (¢ (P),Bc (P),Ac (P))
resuelve el problema que define a @p (P). Observemos que (8¢ (P))___1 satisface

[acP)|/P
([4)). Sea < © que también cumple ([#4). Queremos probar que
S? <HP,(oc(P)) ) ) < S7(Hpp)- (125)
[ac@)|'/?
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Sean A = 53, (Hpg.(p)) v w = Si; (Hpg), sabemos que tanto (¢ (P)), como (),
cumplen . Por lo tanto

®c.p ((0c (P)),) < Po.p((0),)- (126)
Pero, por un lado,
Pc,p ((0c (P)),)
= DA (P)| [Eny gy, (P2 (0))]
= ’AC ‘ S]\/[ HPBC ]p

T -1 1/2
(x —po (P) = Be (P)f(y))" [A(P)] (x— pe (P) — Be (P) f(y))}

Su (Hpoe(p))

Ep | p2

= |Ac (P)| [SZ (Hpopry)]"

p
<HP Oc(P) 4 )] (127)
lacP)['/P

y por el otro

Cc,p ((0),) = [wA] [Erpg, (02 (v)]"

[ — = BEW)" A (x - - BE) )

=|A|[S%, (Hpe)|? |E
|A] [S3 (Hpo)] P | p2 S (Fro)

= [S7 (Hpo)]" (128)
A partir de (126)), (127) y (128) se obtiene ([125)), probando el resultado.

Finalmente, queremos ver que Op (P) = (up (P),Bp (P),Ap (P)) resuelve el pro-
blema que define a 84 (P). Sea 8¢ ©. Luego, (0p (P))___ 1 y (0)_1__ cumplen |i

‘AD(P)‘l/p ‘A|1/Z)

Sz (HP,(eD(P)) . > <52 (HP,(O) . ) :
|ap@)|/P INRE

Por el Lema [5.1f(iii) esto equivale a

y por lo tanto,

|Ap (P)|'P S2 (Hpg,p) < A7 S2 (Hpp).

Si 0 satisface (39), es decir, S? (Hpg) = k2, entonces, como 6p (P) también satisface
, la altima desigualdad equivale a

[Ap (P)] < |A[,

lo cual prueba que Op (P) resuelve el problema que define a 84 (P). =
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E.2. Medida inducida

Sean (2, B) y (€, B’) espacios de probabilidad, B y B’ son oc—algebras de conjuntos
de Q y U, respectivamente. Se dice que una funcion h : Q — Q' es medible (B, B’) si la
preimagen h~! (M') pertenece a B para cada M’ de B'. Sea P una medida de probabilidad
definida en (2, B) y h una funcién (B,B’) medible. P o h~!(= Ph~!) denota la medida
de probabilidad definida en (€, B') dada por (Poh™!) (M') = P (h=! (M’)) para todo
M' € B'.Sea h : ' — R medible B’, entonces la funcion real foh definida en €2 es medible
B. Ver el [Billingsley| [1968| para una prueba del Teorema de Cambio de Variables, que
recordamos a continuacion.

Teorema E.1 (Teorema de Cambio de Variables) La funcion f es integrable con
respecto a la medida P o h™' si y sdlo si la funcidn real f o h es integrable con respecto a
P, en cuyo caso tenemos

[ fhwnapw = [ f)apon) (W)
h=1(M") '

para todo M' € B'.

Demostraciéon del Teorema Consideremos la funcién b : RPT — RPFL dada por
h(x,y) = (Ax + b,y) = (x*,y*) y la transformacion en el espacio de parametros dada por
W:0—-0,W(0)= (Au + b, AB, AAAT) . Luego, para toda f funcion real integrable

tenemos

(x — A71 (u* — b) — A7'B*f(y)) }1/2) dP(x.y)
= EP (f (d ((Xay)7 Wil (9*))))
=En, 1. (f (V)

donde W~1(0) = (A_l (b—Db),A71B A71A (A_I)T) , por el Teorema de cambio de
variables (ver el Apéndice[E] pagina|154]). En particular, esta igualdad para toda funcion
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J integrable, implica que las dos distribuciones coinciden, es decir, Hp« g« = Hpyy-1(g+)-

Luego, S%, (Hp«g-) = S3, (HP,W—I(g*)) y S2 (Hprg+) = 52 (HP,W—I(g*)). Luego
Op,pe (0%) = [AY|[S2 (Hpe )] = |A*[[SZ (Hpw1(04)]" (129)
— |A]? ‘A‘lA* 1) (Hpw19)]" = [AP®5,p (W (6%))  (130)

> |AP®p,p (05 (P)) = |A*®p,p (W (W (05 (P))))
=®p,p: (W (05 (P))))

| lsr

donde la desigualdad vale por la definicion de 8 (P), y la tltima igualdad es consecuen-

cia de v . Ademas,
S? (Hp-wiospy) = 5 (Hpoy(p)) = ke,

lo cual prueba que 85 (P*) =W (65 (P)) = (Ap (P) + b,AB(P),AA(P) AT). =



156



157

F. Apéndice del Capitulo [6]

F.1. Demostraciones de existencia
Lema F.1 (S;) es equivalente a la siguiente condicion
(C:) Py f son tales que
be=mf{0: P(H(a,l,8)) >¢,[laf| =1, a e RF" 1eR,§ >0}
es positivo.

Demostracion.

C. implica S; : Sea P que satisface C;, y elijamos a € RP,b € R" ¢ € R. Sea H =
H(ap,) un hiperplano. Consideremos la faja H ((a,b),c,0) con § = 0 < J.. Entonces
P (H (a,1,0)) < €, lo cual prueba la implicacion.

S implica C; : Fijemos ¢ > 0.
Observemos que

6. =f{6: P(H (a,1,0)) >¢,|a|=1,a e R I €R,§ >0}
1
= iinf{n : P(Ho(a,l,n)) >l =1,a € RFF"I ER,nZO}

donde
H° (a7l’77) = {(va) : aT (X)f(y)) € [l —77’1+77]}

es una faja centrada de tamarnio 27 alrededor del hiperplano H(q, a,,1)- Sea
Aa,l):={n:P(H"(a,l,m)) > &}

Entonces, (C:) es equivalente a que

= inf . P (H® (a0, 1,m)) > e} > 0.
1= ™ {n:P(H"(ct,l,m)) > e}
leR
Primer paso. Fijemos a y | que cumplen € RP*" |la|| =1y [ € R. Sea

n(a,l)=if{n: P (HO (a,l,m)) > ¢}

Veamos que si P satisface S., entonces 7 (e, 1) > 0, para todo par (a,l) que cumpla las
condiciones. Si P satisface S., entonces

P (H®(a,1,0)) < e,

por ser HY (a,1,0) un hiperplano. También,

1
H(a,1,0) = () H° (a,l,n>,

neN
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y COmo {HO (a, [, %) }n es una sucesion decreciente de eventos, por la continuidad de la
probabilidad, tenemos que

P(H(e,1,0)) = lim P (HO (ali)) <e.

n—-4o00

Como la sucesién {P (HO (a, l %)) }n es decreciente, existe un entero ng tal que

1
P<H0 (a,l,n>> <e VYn>nyp=mno(a,l).

Luego, A = {77 . P (HO (a,l,n)) > 5} C (n—lo, + oo) . Por otro lado, como

1=pP (U Ho(a,l,n)> = lim P (H(a,l,n)),

n—-+o0o
neN

existe un entero ny tal que
P (HO (a,l,n)) >e, VYn>ni=n(al).

Luego, el conjunto A # 0, y n(a,l) > 7710 > 0.
Observemos que,
P (H® (a,l,n (1)) > e (131)

Esto es consecuencia de que, por definicién,
n(a,l)=inf{n: P (HO (e, l,m)) > €}

Luego, existe una sucesion real (1), tal que n, | n(a,l), y para la cual se verifica
P (H®(e,l,m,)) > e. Entonces

P(H (a,l,n (1)) = P (ﬂ H° (a,l,nn)>

neN
= lim P (H"(a,l,n,)) > e,

n—-+00

lo cual prueba la observacion.
Segundo paso. Por definicion de 7., sabemos que existe una sucesion (o, l,) tal que

n (am ln) \1 Te-

Como {ay,}, estd en un compacto, existe un g de norma uno y una subsucesion que
converge a ag. Sin pérdida de generalidad, suponemos que a,, — . Por el primer paso
de la demostraciéon, sabemos que

P (HO (tny lnym (an,ln))) >e, Vn.
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Como P es acotada en probabilidad (tight), para todo 0 < h < 1 existe un subconjunto
compacto By, C RPH! .
P ({(x,y) € Bp}) > 1—h.

Podemos asumir que dichos conjuntos son bolas y que la sucesion (B},), es creciente a
RPHL. Luego, lamando HY a HY (au, ln, 1 (cun, 1)) por (131) tenemos

P(HYNBy) >P(H))+P(By)—1>¢c—h.

Veamos que la sucesion real (l,,),, converge. En particular, tomando h = §, tenemos que,
para todo n,
Hg N B% # 0.

Mas atin, como P(Dg) = 0, tenemos que HC N B: N Dy # (), para todo n. Sea (X,,yn) €
HYN B N Dg. Luego, llamando n, =17 (an,ln),

ln —nn < ag (Xns £ (Yn)) <l + 10
{(meﬂ)}n € B€/2

Como B,y es compacto, existe una subsucesion de {(xn, yn)},, que converge a un punto
(X0,%0) € Bejp. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que (Xpn,yn) — (X0,%0) -
Como (Xp, yn) € D, tenemos que ol (x,,, f (yn)) v 7 (qn, L) son sucesiones convergentes.
Luego, existen reales m; y M; tales que, para todo n,

my < CVZ (Xn, £ (Yn)) =10 <l
ln < &l (Xp, £ (yn)) + 1 < M.

Por lo tanto, la sucesion real (), estd acotada, y entonces admite una subsucesion
convergente a un valor lp. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que toda la
sucesién converge a lo.

Tercer paso. Probemos que, sabiendo que P (Hg) > ¢ para todo n, se deduce que
P (HO (ao,lo,ng)) > e. Sea (x,y) € S, N By y 6 > 0. Esto implica que

ln — Nn < Clg (X,f(y)) < ln + Mn,

0, equivalentemente,
ln —nn — (an - aO)T (X7 f (y)) < O‘g (x,f (y)) <lp+ 1 — (Qn — aO)T (X7f (3/)) . (132)

Como f es acotada, y By, es compacto, existe una constante My, tal que [|(x,f (y))|| < M.
Como oy, — oy, existe un ng tal que para todo n > ng se tiene que ||(a, — ap)|| < th.
El valor de ng dependera de M4, o sea, ng = ng (h,d). Para todo n > ng se tiene que

4]

(e — )" (%, ()] < [l(@n — )l | (x,£ (1))]| < oh
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Como Iy + 1 — (o — )’ (x, £ (y)) converge a lo + 7., de la desigualdad anterior y de

(132)) tenemos que,

lo—1e =6 <Ly —np — (n — ap)” (x,£ () < al (x,f(y))
<+ — (0 — ag)” (%, (1)) < lo+1e + 0.

Luego, para todo n > ng = ng (h,d) se tiene que
S, N By, ¢ H® (e, 1y, n- + 6) N By,.

Luego,
e—h< P(S,NBy) <P (H (ag,lo,me + ) N By).

Entonces, para todo 0 < h < ¢, tenemos

e—h < P(H (ap,lo,n- + ) N By).

Como (B 1 ) es una sucesién creciente a todo el espacio, resulta que
n/n

n—-+o0o n n—+oo

1
lim <€—>§ lim P( ao,lo,n€+5)ﬂB1>

= lim P( ao,lo,ng+5)ﬂB1>)

n—-+o0o

= lim P (H"(ao,lo,n: +9))

n—-+0o00

e < P (H(ag,lo,m- +6))

Como esto vale para todo § > 0, y, los conjuntos (HO (OL(),Z(),T]S 1))n decrecen a
H° (cvo, lo, m:) , por la continuidad de la probabilidad resulta que e < P ( (ao, 1o, Me ) .
Esto implica que n- > n (ag,lp) > 0. =

Analogamente a la Observacion 2.1 de|Lopuhad [1991], el siguiente lema seré util para
probar uno de los resultados que siguen.

Lema F.2 Si P satisface (S:), cualquier valor de @€ © que minimiza a ®c p (0) sujeta
a

EHP,B (Pl (1})) = k1 (133)

es también una solucion al problema de minimizacion con la siguiente restriccion, en vez

de (T59)

EHP,e (Pl (U)) < K1. (134)
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Demostraciéon. Consideremos la funcién h : (0, +00) — R dada por

h(s) = Bop (1, B, sA)
|SA| EHPePZ U))p

el (foe i) D))
1 (1 (oo ({ e p) " 2 (i) } ) )

{(x pfw)" &t (x- piw) L

NG

p

= |A|sP

— 181 ( [ soa () dttra @)

Observemos que esta funcion es creciente para cualquier valor de @ = (D, A) en el espacio

de parametros. La derivada de sps (%) es

3 (E)]-n(5)- b (5o

()5 (2)

Como P satisface (S;), es decir, no puede tener toda su masa concentrada en un hiper-
plano, por la condicién adicional A3 impuesta sobre py tenemos que h' (s) > 0, de modo
que h es estrictamente creciente en s > 0.

Sea O¢ (P) = (BC (P),Ac (P)), v sea 03 (P) = (D (P), As (P)) que minimiza a
®c p sujeto a la restriccion (134). Queremos probar que

@cr (80 (P)) < Pep (62 (P)). (135)

dP (x,y)

puesto que la desigualdad inversa vale por definicion de 65 (P). Si

EHP,92(P>p1 (U) = ’l{l’

entonces la desigualdad (135]) se verifica. Si, en cambio,

EHP,eQ(mpl (v) < K1,

entonces, por la Observacion [5.1fi), resulta que (02 (P))y, = (D2 (P), Ay (P) A) satisface
la igualdad a k1 en , con A\ = SJQVI (Hp’g2(P)). Como p; es creciente, dicho A < 1.
Como h es creciente, resulta que tomando 6 = 6 (P) tenemos

h(A) <h(1),
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es decir
Pep ((02(P)))) < Pc,p(02(P)).

Como ademas, (62 (P)), satisface la igualdad (134) que define la restriccién que debe
cumplir O¢ (P), por definicion de 8¢ (P) tenemos

@, (8c (P)) < Bop (62 (P)),).-

Juntando las dos altimas desigualdades, hemos probado (135)), y por lo tanto el resultado
buscado. m

Lema F.3 Supongamos que 8 = (D,A) € e) satisface la restriccion y que K1 <
a1 = max p1. Entonces, existe una constante ¢ > 0, que sdlo depende de las funciones py
y po y de la constante k1, tal que

for({l- or] " a7 = o] ) ap e 2
Demostracion. Sea A el conjunto
a=[p (o0 (3]
- {(x, y) : \/[x - D’f(y)} T A [x - D’f”(y)} > ppt (%) } .

Entonces

EHP 0 (p1(v))

—EP< ({ x— Df)] a7 [x_pﬂy)}}lm))

<{ [x = pfw] &~ [x- pf) }1/2> 4P (x,y)
<{ W] a7 x0T }m) 4P (x.y)
(= o] 5 s o) }” ) P x.g)

< al/AdP (x,y) + p1 (pl_l (%)) /ch (x,y)

:alP(A)—k%(l—P(A)).

fo

-
“
+/Acp
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Como k1 < ay, esto implica que P (A) > 52— > 0. Luego

2a1—K1

[ ({ x~ DE(y)] A7 [x - DF(y)] }/) 4P (x,)
T ~

LemaF.4Sea0:(D,A)6(:),O<mo<oo,0<c<oo,y0<e<l.Sean
> ...

AL (A) > A1 (A)

.

9.

114

> Xp (A) > 0 los autovalores de A ordenados de forma decreciente.

Si P satisface (S:) y P(E (D,A,c)) > ¢, entonces existe una constante k1 > 0,
que depende sdlo de €, P y c, tal que Ay (A) > k.

Supongamos que [ p1 (M) dP (x,y) < k1 y que Ap (A) > k1 > 0. Entonces, eziste

mo
una constante ko € R, que depeNnde sdlo de ki, mo, p1,p2 Y K1, tal que si Ay (A) > ko,
el punto (D, A) no puede ser ¢ (P), es decir, no puede minimizar ®c p sujeto a

la restriccion (m

Asumamos que P satisface (S;), que P(E (D,A,c)) > ¢, que 0 < k1 < Ay (A) <
A1 (A) < ko, y que £ es continua o acotada. Entonces, existe un conjunto compacto

K C O, que sdlo depende de e,k1,ko,a; (=argméxp;) y P, tal que @ = (D, A)
pertenece a K.

Demostracion. Antes de probar las tres afirmaciones, aplicaremos algo de dlgebra lineal
a nuestro problema. Como A € PDS (p), existe una matriz ortogonal U € RP*P, U =

[ w

u, | con {uy,...,u,} una base ortonormal de R?, tal que

A =U-diag (M (A),..., ), (A)-UT.

Luego

AT =U -diag (\1(A), ..., 01 (A) - UL
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Por lo tanto,
4 ((x,y), D, A) := [x - D?(y)]T AL [x - Df(y)]

_ [x - D?(y)r U - diag (\7' (D), ...

V; es una faja. La podemos escribir en la forma . El vector normal es n; = (u» ,— (BTuj)T) ,

Cuya norma es

=N

2 2 2
gl = [l |* + [[ BT ||” = 1+ || BTwy "
Typ_ . /). .
Entonces, si tomamos a; = i [; = -2 B ,)\](A)C, §; = 2 A’FA)C, resulta que
37 Inyl ™ [ J [Inl
FE (D,A,C) Q ‘/j = H(aj,lj,éj), (136)

para todo 1 < j < p. Ahora nos abocamos a probar cada item.
i. En particular, tenemos que E (D, A, c) C H (ap,lp, dp) . De modo que
e<P(E(D,A ) <P (H (aplydp)).
En virtud del Lema tenemos

2/ (A
5€§5p:ﬂ

puesto que ||n,|| > 1. O, equivalentemente, 0 < % < X\p (A), lo cual prueba (7).
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ii. Buscamos @ = (D, A) que cumpla ®c p (D,A) < &¢ p (D*, A*) para todo (D*, A*) €
®, donde

Sop (D, A) = 4] (Ep (m ({ x- D?(y)r A7 [x - DE(y)] }1/2> ))p
= f[lA (A) (/ p2 ({ [x = D?(y)]T AT [x = D?(y)] }1/2> dP (x, y)>

p
<M Q) [Tr(A) (az)”
1=2

p

Observemos que (O,m%[ ) satisface la restriccién |D Entonces, de acuerdo al
Lema , si (D, A) es un candidato a ser 8¢ (P), debe satisfacer

1/2 p
Ocp (D,A) < e p (0,m3I) = (m§)” (/ P2 ({’i;} > dP (x,y))

< (mg)" (a2)”

lo cual implica que

A1 (A) ﬁ i (A) < T (ms)” ()" 1/2
=2 (f P2 ({ |:X — D?'(y)} A1 |:X - D?(y)} } ) dp (X>?/)>

Por el Lema [F.3] sabemos que el denominador de la expresion de la derecha en la
desigualdad previa estd acotado por debajo por una constante g, de modo que

M (A) < (m3)” (az)? - .
(f p: ({ x- D] A1 [~ D] } ) P (x. y>> T X (8)

(m3)" (a2 _ (ma)”

TP AT @ kT

D

lo cual prueba (7).
iii. Por hipoétesis, y a partir de tenemos que
e<P(E(D,Ac)) <P(H(aj,l5,65)) . (137)
Como se detalla en el Apéndice la 2-norma (o norma de Frobenius) de una

matriz pxr es su norma Fuclidea, tomando a la matriz como un vector de dimensién
pr:

p r
IB||3 = traza (B"B) =YY" B}

i=1 j=1
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También
|UT B, = traza (U7 B)" UTB) = traza (B"B) = || B

Asumimos que ||B||, > k3. Eligiendo apropiadamente el valor de k3 contradiremos
(137)), como se veré a continuacion. El cuadrado de la 2-norma es también la suma
de los cuadrados de las normas de cada fila de U B, mirada como un vector de R”.
Como

ul ul'B
uU'B=1| : |B= :
u;;F u;FB

entonces HUTB H; > k:% implica que existe al menos un j entre 1 y p tal que

HuJTBH > % Entonces, si tomamos k3 > Lglm, donde ¢ es positivo, a través
2 €

del Lema obtenemos que §; < ., de modo que, para dicho j tenemos que
P (H (ej,1j,05)) < e. Esto contradice (137)). Luego, existe un valor positivo ks,
que depende solamente de €, ky y P tal que || B, < ks.

Como la norma espectral de A satisface ||Al] = A1 (A) y tenemos que 0 < k1 <
Ap (A) < A1 (A) < ko, entonces A pertenece a un subconjunto acotado de PDS (p) .

Nos resta acotar g. Como P es una probabilidad en RPT!, es tight (acotada en
probabilidad). De modo que dado ¢, existe B. un subconjunto compacto de RPT!
tal que P (B:) > 1—¢. Como

{6c0) + Ix=BE(y) - pl” < 0 (A)} C B(D, A, )

E(D,A,¢) € {(x,9): [x~BE(y) - ul” < A (A) |
 {(x,y) 5 Ix=BE(y) — > < ko |
tenemos que ||x—Bf(y) — p|| < evko para algin (x,y) € Be. Sino,
{0 ¢ Ix=BE() - pl < ko € B,

implicando que E (D, A, ¢) C B¢, lo cual contradiria el hecho de que P (E (D, A, ¢)) >
e. Como B es acotado, (x,y) € B compacto,

=B ()|l < lIxll + [BEW)I < lIx] + I BIHEW)] < ka + kska,

si asumimos que f sea continua o acotada, k4 depende solamente de f, ¢ y P.
Finalmente,

|l < |Ix—Bf(y) — pll + [|x—BE(y)|| < cv/ka + ka + kska,

que es una constante que depende de ¢, €, ko, f y P, y la afirmacién queda probada. m
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Demostracion del Teorema Sea (D, A) €O que satisface la restriccion ([43)). Para
que podamos utilizar el Lema (i), debemos probar que P (E (D,A,c)) > & para
alguna constante c positiva. Sea I := E (D, A, ¢1) un elipsoide generalizado, centrado en
Df(y) y de radio ¢;. Entonces, sabemos que

/ ({[x DE(y } - [x—D’fV(y)}}l/2> dP (x,7)

x — Df(y T [x — D’fv(y)} }1/2> dP (x,v) (138)

p1 ({ X — Df T AL |:X — D’fv'(y)} }1/2> dP (x,y)
- /E p ({ x- D’f<y>}T A [x — Di(y) }/) 4P (x,)

+ai(1- P(E)), (139)

puesto que p; es una funcion creciente en [0,c¢;] que alcanza su maximo en c¢; y es
constante en [c1, +00), a1 = p1 (c1),y

E° = {(x, Y): [X - Df(y)}T At [x - D?(y)} > C%} .

Podemos reescribir (139) de la siguiente forma

all / o1 ({ [x- D’fv(y)r A~ [x - Di(y)] }1/2> dP (x,y)

-1 [ ({ [ Di()] A [x - Di()] }/) dP (x,y) + (1 - P (E)),

ay

que, cOmo — fE p1 ({ [X — D’f(y)]T A1 [x - DF(y)} }1/2> dP (x,y) > 0, implica

P(E)>1- 1 / n ({ [~ Di(y)] A [x - DE(w)] }/> dP (x,y)

K1
=1——>c¢,
ai

puesto que (D, A) satisface la restriccion ([43). El Lema (i) implica que \p (A) >
kl > 0.
Como limy, 400 [ p1 (”ﬁ%”) dP (x,y) = 0, existe mg > 0 tal que
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Luego, el Lema (ii) asegura que A1 (A) < ka. Finalmente, el Lema (iii) implica
que para resolver el problema que permite encontrar a 6¢ (P) uno puede restringirse a
un subconjunto compacto K C ©. Como la funcién ®¢ p es una funciéon continua de D
v A, debe alcanzar un minimo en K. m

F.2. Demostraciones de unicidad

A partir del Lema que es el Lema A.8 de |Garcia Ben et al.| [2006], y el Lema
que es el Lema 4.2 de Tatsuoka y Tyler| [2000], puede obtenerse el lema clave para
garantizar la unicidad (Lema , que es similar al Lema A.10 de |Garcia Ben et al.
[2006], pero adaptado a nuestro problema. Recordemos que las propiedades que definen
a las p—funciones fueron definidas en la pagina [34]

Lema F.5 (Lema A.8, Garcia Ben et al. [2006]) Sea p que satisface A1-A3, y de-
finamos 1 : (0,4+00) = R por

=00 o (2))

donde H es la distribucion de la variable aleatoria positiva v. Entonces, rg es una funcion
no decreciente.

Demostracion. Se deduce de
0= o () + 2 0 (3) 1)

oo () -0 )

y la propiedad A3. m

Lema F.6 (Lema 4.2, Tatsuoka y Tyler| [2000]) Sea p : [0, +00) — R que satisface
p(0) = 0, p es creciente (en sentido amplio) y p es continua a derecha en 0, y P, la
distribucion de x estd en la clase P, (W, M), sea V- € PDS (p), entonces

Ep [p ((x—p,)T v (x—p,))} > Ep[p (aXTX)] ,
donde aP = det (al) = det (V_l) . Mds ain, st o bien p es estrictamente creciente en un
intervalo donde la densidad de x es estrictamente positiva o bien, la densidad de x es

estrictamente M—concava, entonces la desigualdad es estricta.

Demostracion. Este es el Lema 4.2 de [Tatsuoka y Tyler| [2000]. m
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Lema F.7 Sea p : [0,+00) — R que satisface p(0) = 0, p es creciente (en sentido am-
plio) y p es continua a derecha en 0, y P, la distribucion de u estd en la clase P, (Wp, M) .
Sea v un vector aleatorio en RP independiente de u, V. € PDS (p), aP = det (V_l).
Asumamos que p es estrictamente creciente en un intervalo donde la densidad de u es
estrictamente positiva, o bien, que la densidad de u es estrictamente M-concava, y que
vale o bien (i) P (v # 0) > 0, o bien (ii) V # a~'I. Entonces

E [p <{(u TV (- v)}mﬂ > 8 [p({au"u}"?)].

Demostraciéon. Supongamos que (i) sea cierta. Entonces,

2o ({a-vv -} ) v eu] =B o ({aew v aew) )

donde la esperanza se toma respecto del vector aleatorio (u,v). Si p cumple las hipotesis
del Lema [F.6] entonces po /- también las cumple, de modo que por el Lema [F.6] tenemos

ol ({5 o)

y la desigualdad es estricta con probabilidad mayor a cero. Luego, el lema vale. La
demostracion es similar cuando vale (i7). m

Lema F.8 Supongamos que p1 y p2 satisfacen AI1-A2, y también que po satisface AS.
Sea (x,y) que satisface el modelo PFC y asumamos que la distribucion del error u estd
en la clase P, (Wy, M). Sea 0 = (u, B,A) € O, sea A > 0 tal que det (AAg) = det (A)
y supongamos que (p, B,A) # (g, Bo,\Ao) = 0o, en el sentido que By # B, o bien
Ko # 1y, 0 NAg # A. Entonces

(I)B,P (:u’07 By, )\Ao) < (I)B,P (/L,B, A) )

donde

Dpp(p, B,A) = det (A) [S3 (Hpe)]" [EHP,Q <P2 (SM(UMDF

y P es la medida de probabilidad de (x,y) .

Demostracién. (x,y) satisface el modelo PFC, de modo que

x = pto + Bof(y) + Ay *u
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entonces, para cada X € PDS (p), tenemos

(x—p— Bf(y))" S (x — p — Bf(y))
T
= (1o + Bof(y) + A *u — = BE(y) ) =7
<M0 + Bof(y) + A(l)/2u —p— Bf(y))
= (0 852 0 o) + 8,2 (B Bo) E(w)]) AYE!
A(l)/Q (u— [AEI/Q (1 — o) + A61/2 (B — Bo) f(y)])

= () (8,282,) @y = (- VT () (140)

donde llamamos

v=200"2 (1= po) + A5 (B = Bo) £(y) (141)
V=2A,"22A;,"? € PDS(p). (142)

Para poder comparar ®p p ((6p),) con ®p p (0) necesitamos comparar S3, (HP,(G()))\)
con S2, (Hpy) . Por definicién de S%,,

o= En (0 (5050

. O~ = BT A (x— - BE) |
=Lp|p 5%4 (Hp,e)

{(x — - BE(y)T (A/N)! (x — p— Bi(y)) }” ))

=F
Pl Pl )\S%/[ (Hpﬁ)

_ (w-v)"vu-w]"”
=Ep | p { N2, (Hpg) }

donde v y V fueron definidas en (141)) y (142)) con ¥ = A/\. Entonces, como

det (V_l) =1,

si tomamos p(t) = p; | ——L—— | entonces estd en las hipotesis del Lema [F.7y a
AS2,(Hp,o)
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partir de él tenemos

,
> Ep (p ({u"u}"?)) (143)

También,

K E 1) Y
0)x S (Hp,(go))\)

1/2
_ {(Xuo — Bof ()" Ayt (x — g Bof(y))}
=Ep|pm 5
)\Slw ( P7(90)>\>

1/2
=Ep|p { - ! uTu} : (144)
ASy (HP,wo)A)

donde la ultima igualdad se deduce de (140) para g = py, X = Ao, y B = By, donde
obtenemos v =0y V = I. De (143)) y (144)), como p; o v/- es no decreciente, tenemos

Sk (Hro) > S (Hp o), ) (145)

Ademds, como po satisface Al — A3, si tomamos H = Hpg y la relacion (|145)
obtenemos la siguiente primera desigualdad

Pp p(0)

= det (A) [Sif (Hro) B <p2 (SM(UHPe)» ]p

p
s2, (HP,(BO)A) Etipe (p2 (W) >]

— det (\Ao) 5%, Hp 60) )}p

> det (A)

Ep | p2

) [s3

1/2

(x— - BE@))" Al(quf(y»}
Sir (HP,(Go)J

)[s3 |’

t (AAo) | Sy Hp(ao)A

-[ o o fo o)
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donde estamos usando (140)) para ¥ = ASJQW (Hp7(90))\) . Entonces, como

p
1

det (V1) =
v 73, (Hpeo, )

a partir del Lema obtenemos

dp p(0)
> det (AMAy) :Sﬁ (HP,(HO),\>:p Ep (p2 ({(u ~V) VT (- V)}W))r

> det (AAg) _S%/[ (Hp,(go)/\) Ep | p2

= det ()\Ao) _Si/[ (HP7(90)>\>_ Ep P2

= det (AAo) 83 (Hp o), )|
. 1/2 p
(x — po — Bof(y))” (AMo) ™ (x — po — Bof(y))

) T
512\/[ (HR(BO),\)

Ep | p2

=5 p((60),)

donde la cuarta afirmacion se debe a la identidad (140) para p = pg, X = Ao, y B = By,
(de modo que obtenemos v =0y V = I\). Esto prueba el resultado. m

Demostracion del Teorema (Existencia) La distribucion del error u, F, €
Pp (W, M), entonces u es absolutamente continua, luego, por la Observacion satis-
face la propiedad S: para todo 0 < & < 1, de modo que de acuerdo al Teorema [6.1] existe
al menos una solucién al problema planteado por el 7—funcional de estimacién para P.

(Unicidad) Primero chequeamos que (6p), satisface la restriccion necesaria sobre la
T—escala. Por la Observacion (iii), tenemos

K2

S — - & = Ko.
S72' (HPo,eo) T( PO?OO) "2

1
572' (HPO7(00)C) - 2572' (HP0760)

Sea 6 = (u, B,A) €0 tal que A > 0, rank(I') = d y S%2(Hp, 9) = k2.Queremos

1
probar que det (cAg) < det (A). Sea A = (;eit((ﬁo))) /p, de modo que

det (AAg) = AP det (Ap) = det (A). (146)
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Sip# pg, 6 B# By 6 A# AAg, por el Lema tenemos

@5 R, (g, Bo, AAo) < @ g, (1, B,A),

o equivalentemente
p
det (AAg) [53 (Hpoﬁ(go)k)} < det (A) [S2 (Hp,0)]"
lo cual, por , es equivalente a
2 p 2 P_ 1. 1p
(52 (Hey 00, )| < [52(Hp,0)])" = [l (147)

Por la Observacion (iii), tenemos

o

C
S72- (HPo,(Go))\> = S72_ (HPO:(QO)AC> = XS?' (HPO,(HO)C) _ XHQ-
Entonces, (147) es equivalente a

P det (Ag) = det (cAp) < det (A),

lo cual completa la prueba. m
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G. Apéndice del Capitulo

G.1. Preliminares

Demostracion del Lema Sea g (x,9) = g(x,4,0k) v 9. (X,y) = g(x,9,0¢L).
Entonces, el subconjunto

E = {z = (x,y) € RPL. 3 (z), tales que z, —zy gi(z) » g (z)}

satisface F© C D que tiene P—probabilidad cero. Luego, aplicamos el Teorema (Teo-
rema 5.5 Billingsley| [1968]), por lo que resulta que P;.Cgk_1 converge débilmente a Pg~!. En
particular, para toda funcién acotada y (uniformemente) continua w : [0,00) — [0, c0),
tenemos que

lim F
k—oo P

gt (W (1)) = Epg-1 (w(t))

Si tomamos w (t) = t1jg q,] (t) + @11 (q, +o0) (t) , Obtenemos, usando el teorema de cambio
de variables (Teorema [E.1|) en la tercera igualdad que sigue,

i [ w(t)dPugy (1) = /
klin;()/w (9(x,y,60k))dPy (x,y) = /w (9(x,y,601))dP (x,y)

, l
lim g (X7 Y, Ok‘) de (X’ y) - = g (Xa Y, OL) dpP (Xv y) )

k—o00

lo cual prueba el resultado. m

G.2. Demostraciones de convergencia

Queremos usar el Teorema 3.4 de Rao|[1962] para la clase de funciones A C Cy (RPF)
dada por

A :{ g: RP-‘—l — R2 : g(xay) = (gl (X,y) » g2 (Xay)) y 91,92 € g7 } (148)
SUD||(x,y)[<1 1191 (%, Y], |92 (x,9)[} =1 ’

donde la clase G de funciones esta definida en (53)).
Lema G.1 La clase A definida en es (u.c.c.) compacta.

Demostracion. Claramente, A C Cy (RP™!) | las funciones continuas de RPT! a R?,
puesto que la funcién f definida en el modelo PFC es continua. Debemos ver que

(i) A es cerrada.
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(ii) Para cada (x,y) € RPFL,

sup [lg (x,9)| = sup {lg1 (x,9)] 192 (x,9)|} < 0.
QEA 91792€g3||(91»92)”oo:1

(iii) A es equicontinua en cada x € X.

La primera condicién nos dird que A = Ay a partir de (ii) y (iii) tendremos que A
es (u.c.c.) pre-compacta. Juntando ambas tenemos que A es (u.c.c.) compacta. Nos resta
probar las tres propiedades recién enunciadas.

(i) Veamos que A es cerrada. Sea (gn),>; = ((91,n,92,n)),~; C A una sucesion tal

ucce .
que g, — g = (g1, g92) . Como converge uniformemente sobre compactos, y la bola
unitaria en RP*! es compacta, resulta que

lim sup  mdx {|g1,n (x,9) = 91 (%, Y)[, [g2,n (%, 9) — g2 (x,9)|} = O,
OO (x,)|I<1

o equivalentemente
A llg1n = g1l = 100 lg2.n — galloe =0,

luego g, — g, o equivalentemente, g; 5, ‘130 g1y 92.n ”ﬂ?" go. A partir de esto se

deducen dos cosas: como g1, g2,n € G que es un subespacio vectorial de dimensién
finita, es cerrado y por lo tanto g1,g2 € G. Y ademés, resulta |ginll. . — |9l
para i = 1,2. Luego g € A, y hemos probado que A es cerrada.

(ii) Fijemos (x,y). Consideremos el siguiente operador
T(x,y) : g X g C 02 (Rp+1) — (RQ, HHoo)

dado por
Tixy) (9) = Tixy) (91,92) = (91 (%, 9), 92 (X, ) ,

es decir, Ty ) es el operador evaluar en (x,y) . Claramente, T(x,y) €s un operador
lineal. Como G x G es un espacio vectorial de dimensién finita, entonces todo ope-
rador lineal definido en él es continuo. Por definicién, A C Cy (RPH) es acotado
en norma |||, . Como T(x ,) es continuo, su imagen Tix ;) (A) es acotada en R?, es
decir, existe ¢ constante tal que,

HT()Qy) (g)Hoo = méx{‘gl (X7 y)| ) ’92 (Xa y)|} <cg

para todo g € A, o, equivalentemente,

sup || Ty (9)]] o, < 00
g:”gHoo:l

Luego, hemos probado (ii).
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(iii) G es un espacio vectorial de dimension finita, escribimos G = span{hy,...hy}.
Sea g € A. Luego existen constantes (aﬂ)j:LQ;lSiﬁM tales que

M
gj = Zaﬂhla ] = 1727
=1

||g (Xa y) -9 (X()v yO - Sulp2 Z a]z i hz (XOa yO)] (149)
J

Como g € A resulta [|gj]| . < 1. Como g; es una expresion lineal en las constantes,
la condicién |g; (x,y)| <1 (j = 1,2) para varios puntos (x,y) garantiza que existe
una constante C' que acota superiormente todas las constantes, es decir

la;j| < C

para j = 1,2;1 < i < M. De (149) tenemos

M
lg (x,9) = 9 (<0,90) |l < sup > " lajil |hi (x,y) = hi (x0,0)]
J=1 i=1

M
< CZ |hi (%, ) — hi (X0,%0)| (150)

Sea ¢ > 0 y fijemos (xq,yo) € RPTL. Para cada i existe un entorno N; de (Xq,%o)
para el cual

|hi (x,y) — hi (X0,90)| < = para todo (x,y) € N;.

€
CM
Luego N = ﬂf‘il N; es un entorno de (xp,yo). Sea (x,y) € N, entonces, de 1}
resulta

||g(X,y)—g(Xo,yo ) _027 <eg,

probando que la familia A es equicontinua, y por lo tanto el resultado buscado. m

El siguiente lema nos permite pasar de la convergencia débil de probabilidades a una
convergencia uniforme en una familia de conjuntos, y serd usado en la prueba del Teorema

L4

Lema G.2 Sea (Py), una sucesion de medidas de probabilidad definidas en RPT! que
converge débilmente a una medida de probabilidad P cuando k — oco. Asumimos que P
es absolutamente continua (con respecto a la medida de Lebesque en RPHL). Entonces,

sup [P (D) — P (D)| — 0,
DeD, k—o0

donde Dy es la clase de conjuntos definida en .
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Demostracion. Queremos usar el Teorema 3.4 de Rao| [1962] para la clase de funciones
A C Cy (RPF) definida en . Por el lema anterior tenemos que A es (u.c.c.) compacta.
Como P es absolutamente continua y cada funcién g € A es continua, tenemos que Pog™?
tiene distribuciones marginales continuas. Luego, por el Teorema tenemos que (57))
vale para los conjuntos A de la forma

A={(xy) eR" 1 g1 (x,y) a1, g2 (x,9) < ag} (151)

donde g1, g2 € G, tales que [lgl.. = sup|eyyj<1 {91 (%,9)]+lg2 (5, 1)|} = 1. Queremos
probar que es valido para los conjuntos de la clase Dy. Sea A de la forma (151)),

entonces g1 € G si y s6lo si —g1 + a1 € G, y podemos escribir

A={91(x,y) a1} N{(x,9) : g2 (x,9) < az}
={0<—gi+a1}N{0<as— g}
={0< g1} N{0 < g2}

con g1,92 € G, de modo que A € Dy. Reciprocamente, si elegimos A € Dy, entonces
existen conjuntos C, D € D; tales que A = C N D. Luego, existen g1,g2 € G :

C={gp =20}, D={g=>0}.

Entonces, llamando

a= sup  {lg1 (x,9)],]92 (x,9)[}
(x):ll (xm)[1<1

podemos definir

Luego,
i. g € Ay podemos escribir
i. C={-2<0},D={-2 <0},
de modo que A resulta de la forma ((151]). Y hemos probado el resultado. m

Demostracion del Teorema Recordemos que

6c (P) = (De (P),Ac (P)) = (fic (P), Be (P), Ac (P)).

entonces por el Lema [5.1| podemos asumir que fi (P) =0 y A (P) = 1.
P satisface (S:) para algtin 0 <& <1 — ¢, esto es

P (Heap.e) <€
para todo a € RP,b € R", ¢ € R. Entonces, por y el Lema tenemos

P (Hian) = P (Hian)| < sup |PLD) = P(D)], 0.
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luego para 6 > 0, existe kg = ko (0) tal que para todo k > kg se cumple

sup |Pyx (D) — P (D)| <.
DeDy

A partir de las dltimas tres desigualdades, tenemos

P, (H(a,b,c)) <d+e<l-— % para todo k > kg y todo (a,b,c),
1

si tomamos 6 < (1 o+ 5) % Entonces, para todo k > kg, Py satisface (S;) para algiun
0<e<1-721y, en virtud del Teorema el problema de minimizar ®p p, sujeta a la

restriccion 1} tiene al menos una soluciéon 50 (Py) = (50 (Py) ,ﬁc (Pk)> = 0.
Usando que 0y, satisface la restriccion tenemos que

k1= Brp, o, (p1(v)) = /Pl (v) dHp, o,

~[n ({ [x~ Do (PIEW)| [Be (R0 [x De (P Tw)] }/> dP (x.y)

(152)
)t

tomando Fy = FE (50 (Pp),Ac (Pr) ,01> donde llamamos ¢; = min{t > 0: p1 (t) = a1}

v E esta definido en (51)), y ademaés, no escribimos la funcion a ser integrada pues es la
misma que en (152)). La segunda integral es igual a a1 Py (E}) y la primera es positiva,
de modo que

k1 2 a1 By (Ef) = a1 (1 — By, (Ek))

o equivalentemente,

Py (Ey) >1— e para todo k > k. (153)
ay

Supongamos que P (Ej) < e. Usamos nuevamente el Lema para mostrar que, para
d1 > 0 existe un k), = k{, (61) tal que

[P (Ex) — Px (Ex)| < sup |P (D) — P (D)
DeD,
< sup |P (D) — P (D)| < 6, para todo k > k{,

de modo que,

Py (Ex) < |P(Eg) — Py (Ex)| + P (Eg) < 61 + € para todo k > Kk
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lo cual contradice (153) si 01 +¢& < 1 — {1, o equivalentemente, §; < 1 — 2 — ¢y
k > méx (ko, k{,) . Entonces, hemos probado que

P(E) =P (E (15(; (Py),Ac (Py) ,cl)> > e (154)

para todo k suficientemente grande.
De acuerdo al Lema (i), esto significa que existe una constante k1 > 0 tal que

Ap (Ko (Pk)) > k; eventualmente.

Para i > 0, consideremos los siguientes subconjuntos

Fi - {<x, 0 (e Be )] 1 e Do)} < }

1/2

FF{<x,y>:cl<{[x—ﬁcwﬁ(y)f[x—ﬁc<P>’f<y>}} <(1+77)cl}

Fy = {<x,y> (L+m)a < {[x ~ Do (P)E)| " [x - De (P)E()] }1/2} .

Como p; es estrictamente creciente en [0, ¢1] para (x,y) € F} tenemos

|x = Do (P F)|
1+

2 <o (|Jx=DeP)Ew))

luego

X HX_fo;)f(y)H 1P ()< [ (= De P E)|) ap e,

Para (x,y) € Fy tenemos

|- De P W)

T a1 =p1 (|[x = De (P Ew) ),

P1

y para (x,y) € F3

P1 (HX - ch_il;)f(y)) =ai=p1 (HX - 50 (P)F(Q)H) .
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De modo que

|x = Do (P)E(w)|

|x = Do (P)Ew)|
1+n r

147

p1 (x,y)  (155)

o1 (|[x = De (P)E(y)|) 4P (x.1)

p (o1 (|Jx = De (P TW)])) =

AN
—_— —

&

donde la tltima igualdad vale pues ¢ (P) = (50 (P),Ac (P)) = (0, Be (P) ,I) satis-

face . Como Pi converge débilmente a P,y p1 (‘X_chi?f(y)n) es una funcion real

medible, por el Teorema tenemos que

|x = Do (P)E(w)|
1+n

|x = Do (P)E(w)|
1+n

— Ep | p1

Ep, | ;1 < K1,

. —Dg(P)f
por lo que, para k suficientemente grande resulta Ep, (,01 <”xf+(n)(y)‘|>> < K1.

Esto significa que el vector (O,EC (P),(1+n)? I) satisface 1D para P para k

suficientemente grande. A partir del Lema y de la definicién de C (P) tenemos que
para i > 0, vale

e, (80 (P) < @cyp, (0.Bc (P), (14+0)° 1),

esto es

e )] (EP’“ <'02 <{ x— De ()W) [Be ()] [x - De (PO Tw)] }1/2> ) )

<|@+n71]
<Epk (Pz ({ x—(0.B0(P)Ew)] [0 +0%1] " [~ (0.Bc(P)) T }/) ))

Tomando lim sup;, obtenemos, para n > 0,

p

lim sup ®c p, <5C (Pk)> < | (1+n)?T] (EP <p2 ( : HX_ (O’EC (P)) ’f@)H)))p

= dop (0, Be (P), (1 + 1) I) .
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Cuando tomamos lim,\ o obtenemos, en virtud del teorema de la convergencia dominada,
usando (155)) para ps

lim sup @c.p, (Bc (P) < (Ep (p2 (HX— (0.5c (P)) i‘(y)H)))p

k—o0

= Bep (0, Be (P) ,1) . (156)

Llamemos sp = <Epk (m ({ [ Do (POEW)] [Be (B0 [x - De (P Ew)] }” 2) ))p |

Por el Lema como 5(; (Py) y Py satisfacen la restriccion existe una constante
q > 0, que dependen de pi, p2 y k1 (pero no de Py) tal que

i< [ ({ [x~ Do (POEw)| [Be (P [x— De (P Tw)] }1/2> AP (x, )

= Bp, <P2 <{ [x— Do (PEw)] [Be (R0 [x De (P Tw)] }1/2» .

de modo que tenemos

q® < s, para todo k
tim sup |Ac (Py)[sk. < @c.p (0, Bo (P), 1) (157)

k—o0

Entonces, (‘AC (Pk)D estd acotado por encima, pues si no lo estuviera, existiria una

subsucesion tal que ‘ﬁc (ij)’ — 400, de modo que ‘KC (ij)
contradice (157). Entonces, existe un A > 0 tal que

Sk; — +00 lo cual

‘Ac (Pk)‘ < A

Como hemos probado que existe una constante ki tal que k1 < [)\p [ﬁc (Pk)H , tenemos

¥ [Re (0] < [ [Be )] M [Be )] < I (B (Py)] = |Ac (Py)| < 4,
i=1
de modo que Aq [ﬁc (Pk)] esté acotada superiormente, para todo k suficientemente gran-

de. Luego, podemos aplicar el Lema (iii) aPy Oc (Py) para probar que existe un
subconjunto compacto K de © tal que para k suficientemente grande, 8¢ (Py) estara con-

tenida en K. Por lo tanto, basta mostrar que toda subsucesiéon convergente (50 (ij)> ,
J

tiene limite (0,§C (P) ,I) —0c(P).
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Sea Ok]. = 5@ (ij) , J € N, una subsucesion para la cual lim;_, ij = 0. Entonces,
en virtud del Lema para g definida en tenemos

i [ g(x9,61) dPy, (x.y) = / 9(%,9,01)dP (x,y).

Jj—o0
esto es
K1 = jlggo P, (1 (d(-0k;))) = Ep(p1(d(-01))).

Esto significa que 0p, satisface la restriccion que debe cumplir 50 (P). Como este

problema tiene a 50 (P)= (0, B (P), I ) como Unica solucién, debe cumplirse que

ALH{EP (p2 (d (- 00))Y = Bep (61) = Do, (8o (P))
Como Ay, — Ap, tenemos |Ag,| — |Az|. Por el Lema[7.1|aplicado a py tenemos que
Ep (p2 (d(,01))) = lim Br, (p2 (d(-.6,))).
de modo que
@0 (02) = |ALI{Ep (p2 (4 (. 6.))Y = lim | A, {En, (02 (d (- 61,))) |
= Jim 0c.s, (0 (1)

< lim sup ®c.p, (50 (Pk)> < Bep (éc (P))
k—o0 J

donde la tltima desigualdad se debe a (L56). Por hipotesis, hay un tnico valor para

0c (P), de modo que concluimos que 87 = O¢ (P), lo cual prueba el resultado. m

G.3. Demostraciones de consistencia

Necesitamos demostrar que la distribucién empirica de las observaciones que siguen
el modelo PFC cumple los requisitos de medibilidad establecidos en el Teorema [7.5] por
Pollard, para la clase de subconjuntos Ds, y también que Ds tiene discriminacién poli-
nomial.

Lema G.3 (Lema 18 Pollard| [1984]) Sea G un espacio vectorial de dimension finita
de funciones reales definidas en S. La clase de los conjuntos de la forma {g > 0}, para
g en G, tiene discriminacion polinomial de grado no mayor que la dimension de G.

Lema G.4 (Lema 15 Pollard| [1984]) Sean C y D dos clases de subconjuntos con dis-
criminacion polinomial,entonces también tienen discriminacion polinomial cada una de
las sigutentes:
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(i) {D°: D € D};
(ii) {CuD:CeCy DeD},

(i) {CND:CeCy DeD}.

Lema G.5 Las clases de subconjuntos € y H (definidas en (@) Yy respectivamente)
tienen discriminacidn polinomial. También la tiene la clase Dy definida por ,

Dy, ={CND:CeDyyDeD},

donde D es la clase de subconjuntos de la forma {g > 0:g € G}, G fue definida en .

Demostraciéon. Por el Lema sabemos que D; tiene discriminacién polinomial. Co-
mo observaramos al principio de esta Seccion, £ estd contenida en Dy, luego & tiene
discriminacion polinomial. También mostramos que H C Dy en (55) por lo que el Lema
D5 tiene discriminacién polinomial, y de ahf se deduce que también la tiene H. =

Todavia nos resta demostrar que D5 satisface la condicién de medibilidad del Teorema
Para ello, vamos a utilizar una serie de lemas y definiciones del mismo libro [Pollard
[1984] (Seccion II) .

Definicion G.1 Se dice que una clase de funciones F es universalmente separable
st existe una subclase numerable Fy tal que cada f en F puede escribirse como un limite
puntual de una sucesion en Fy.

Lema G.6 Sea F una clase de funciones medibles que es universalmente separable. Si
F tiene una envolvente F, es decir, si existe una funcion F medible tal que |f| < F para
cada f en F, para la cual [ F (z)dP (z) < oo, entonces

/f )dP; (z /f )dP (z k /f )dP (z

sup = sup
fer feF
es medible.

Demostracion. Es el ejercicio 3, Capitulo II, de [Pollard| [1984]. =

Lema G.7 Sea G un espacio vectorial de dimension finita de funciones reales de S, la
clase D de los conjuntos de la forma {g > 0} para g en G, es universalmente separable.
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Demostraciéon. Cada funcién g en G se puede expresar como una combinacién lineal
de alguna coleccion fija y finita de funciones no negativas. Sea Gy la subclase numerable
generada al tomar coeficientes racionales. Para cada g en G existe una sucesion (gn),,
en Gy para la que g, | g. Entonces {g, > 0} | {g > 0} puntualmente. Es el ejercicio 4,
Capitulo II, del libro de [Pollard| [1984]. m

Lema G.8 Las operaciones del Lema[G.4) preservan la separabilidad universal.

Demostracion. Es el ejercicio 5, Capitulo II, de Pollard| [1984]. =

Lema G.9 Sea (x;,¥;)i>1 una sucesion de vectores aleatorios iid con distribucion P que
satisface el modelo PFC, y sea (Py);~, la sucesion de medidas empiricas basadas en estas
observaciones. Entonces

sup |Py (A) — P (A)]
A€Ds

es una funcion medible. La clase de subconjuntos Do fue definida en .

Demostraciéon. Es una consecuencia de los ultimos tres lemas, si consideramos a F
como la clase de funciones F = {I4: A € Dy}, y I4 como la funcién indicadora . De
esta manera la funcién constante 1 es una envolvente P—integrable para F, y para cada
subconjunto A tenemos Ep, (I4) = P, (A). =

Demostracién del Teorema Debido al Teorema de Glivenko-Cantelli en RPTL,
(ver por ejemplo, |Shorack y Wellner| [2009] , pag. 833) también tenemos que

N

i=1 i=1

— 0

su
P k—o00

t=(t1,...,ta) ER?

casi seguramente, de modo que (Fy), converge débilmente a P.

Ademas, por el Teorema y los Lemasytenemos que limy_,o SUppep, |Pr (D) — P (D)| =
0 casi seguramente. m

Demostracion del Corolario Para probar este resultado, hay que corregir a
0c (Py) para convertirlo en 0, (Py). Sabemos que

0. (P) = 00 (Py)] (158)

552 (Hpge )

_ ( Do (P), - 52 (Hpgo ) Ao (P)> ,

K2

donde recordemos que

572- (HPk,éc(Pk-)> - 5%4 <HPk7§C(Pk)) EHPk’§C(Pk) P2
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Por la. Observacién 1. se tiene que, por definicién, Sf/[ (Hpk,ec(pk)) = 1 para toda
probabilidad tanto P, como P, con lo cual

S; (H ( PkﬁC(Pk)) EHPk,éc(Pk) (P2 (v))
N /p2 (({ x— Do (Pk)ff(y)}T Ac ()] - x = De (P ()] }1/2>> dP, (x, ).

En virtud del Teorema de Glivenko-Cantelli, del hecho de_que 50 (Pg) converge casi
seguramente a @¢ (P) por el corolario anterior y del Lema resulta que

khﬁrgo SQ< Pk,éc(Pk)) S2< Po (P)) casi seguramente.

Por (158), v el Corolario tenemos entonces que
. Y = 2 X
i 0. (1) = tin (Do (P2 52 (1, g B (7))
~ (D). s (Hpgc( ) Be(P)) =60-(P),

casi seguramente, probando la consistencia fuerte de los T—estimadores del modelo PFC. m
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Apéndice del Capitulo

Calculo del valor del 7—funcional

Al final de la demostracion, en la Seccién exhibimos todas las ecuaciones del
Petersen y Pedersen| [2008| que se utilizan para probar el Teorema .

Demostracion del Teorema

i

El valor de 8= (u,I',3,A) que minimiza a In(®p p(0)) serd en particular un
punto critico para dicha funcién. Por ello, queremos encontrar los valores de 8 que
satisfacen

1 (@55 (6)) = 0. (159)
Para simplificar la notacién, llamemos d () = d(x,y,0) y S(0) = Sy (Hpg) -
Recordemos que llamamos vy, (t) = p (t), para k = 1,2.

0
Calculamos — In(®p p (0)).

op
St (0 (0)) = o 5 (6)
d6)\ o (d(0)
e (mp(“%?))) [ (5@)) 3 (i) 27 0

que define a S (8) , y obtenemos,
o= [ (50) o (510 70
/ V1 (?(?)) 521 [8220)5(0)—d 6) 825)) ] dP (x,y)
o (29) <l i (1) 50
/w1 (?(?)) 1 50 )8?& )dP(XJJ) (161)
0 () 40

donde la ultima igualdad vale pues S no depende de (x,y), y hemos usado la igual-
dad ([163) escrita a continuacion, que vincula la derivada de d (@) con la derivada
de d? (0) : a partir de

—d?(0) =2d(0) —d (8) (162)
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se deduce que

20.(6) 8ud2 6). (163)

0 5(6)] = S (%> 27)50) aﬁ)dP (x,9)
o J 1 (49 ap (x.y)
1 O

(164)

Luego, podemos expresar la derivada del cociente entre la distancia y S de la
siguiente forma

O (d6)\ _ 1 [0d(6) B 85 (6)
8u<5(9)>_52(9)[ o © @) —d6) }

_ 1 {5(0) 08 (0) J 1 (58} 2dtey 22 aP (x.)
SO 2O on [ or (455) Hapar (<

(9)>) , reemplazamos en la ecuacién (160 para obte-

L) SdP (x.)
P d(0) 1 S(68) 0d* ()
+u(9)/w2<5(0)> S2(0 [zd(e) EY
I (% 1 9d*(9) '
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T 2u(0) 52 () G ) ow

p P d(6)\ d(6)
! / { S2(0) Ep [b (%)} 2u (0) S2 (0) Ep [b (%)} br [wz <S(9)> 00)} }
o (49) 0

Finalmente, la ecuacién ((160) que da la derivada de la funcién objetivo respecto de

I es
8?uln(qnap (9))
= [{=@u (5) a2 @ (5@) oy ) w47
(165)
donde estamos llamando
_ ! d(0)\ d(0)
wth (@ —52(9)Epp[b<g<(g;>))} (-mwe = (5w) 50))
QAN
2u (6) S2 (8) Ep [b (%)}
_vEe 20 (56) e (50) 5@) _ vEea(55)]
@20 E [p(49)]  200)520) Br b (55))]
(166)
w® () = P (167)

2u(0) S2 ()

Recordemos la definicion de los pesos

w(d,6) = {“’(” () "Dy (g) P20 } :
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por lo que
d (x,y,9) d(9)\ S () d(0)\ S (6)
w(S5re) = e (GG ) Tt @ (5 ) Tia) 109

A lo largo de la demostracion, y para abreviar, notaremos a los pesos por w (8),
aunque en verdad dependen tanto del parametro como del valor del vector aleatorio
(x,y) , es decir, notamos

w(0):=w <d(;(,’(y6’)0),0> . (169)

Por las hipotesis hechas sobre las funciones p : tenemos que 2py (t) — 1o (t)t >

0 para t > 0, de modo que Ep [a (%)} > (. También sabemos que p; son

estrictamente crecientes en [0, c¢x] y constantes en [cx, +00), para k = 1,2. Luego
b(d) = Y1 (d)d > 0 (es > 0 cuando d < ¢ y cero en [cg, +00), de modo que
su esperanza serd positiva), resulta que los pesos w (0) son positivos. Luego, en
notacién compacta tenemos la siguiente expresién equivalente de

2
s (@np0) = [w©o) 25 ar ). (170)

De la ecuacion (76) de Petersen y Pedersen| |[2008|, obtenemos que
0d* [(x.y), 6]
op
y finalmente, (170) queda

= 207" (x — p — TBE (y))

S0 (@ (0) = 207" [w(6) (x— u~ T8 (1) AP () =0 (17)

0
Calculamos a5 In(®pp(0)).

Operando del mismo modo que antes, la ecuacion (170]), en lo que refiere a /3 se
convierte en

2 X
(@ @) = [ o) HED-lap ) (172)

Escribimos

d®[(x,y),0] = (x —p—TBf ()" A7 (x — p—TBf (y))
= (x— ) AT (x—p) —2(x— )T ATITBE(y)
+ (Bf ()" TTATIT (B (1)) .-
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Para diferenciar el segundo término de la suma, utilizamos la ecuaciéon (62) de

Petersen y Pedersen| [2008|, y para el tercero, usamos la ecuacion (80) de la misma
fuente para obtener

0d* [(xy) , 6]
op

Si juntamos todo, obtenemos

;ﬁ In (®p p(0)) (173)

= —olTA (x — p) £ ()T + 20T ATITBE () £ ()"

2078 (o) [~ e W) +T8E ) E()"] aP ()
=0

0
Calculamos N In(®pp(0)).
Por la ecuacion (51) de |Petersen y Pedersen| [2008], tenemos

Aln|A|

_ A-l
oA AT
y por la ecuaciéon (57) de la misma fuente se obtiene
0d*[(x,y),0] _ 0 T A-1
OTo) O _ 0 tvaza (T8 ()7 A (x — o~ T5F (1)

=AM (x—p-TBE(y) (x—p—TBRE(y) A" (174)

Con ellas podemos escribir

% In (®5.p (0))

— A1y / w () aaAdQ (0) dP (x,y)

A1y /w (6) [~A7" (x — 1~ TBE (y)) (x — o~ TBF ()" A7 P (x.p)

=A"" - /w (6) A~ (x — p —TBf (y)) (x — p — TBE (y))" A™1AP (x,y) (175)
=0

0
Calculamos ar In(®pp(0)).

Procediendo de la misma forma que antes, la ecuacion (170 en lo que respecta a
I' se convierte en

0d* [(xy) , 6]

s (@ (0) = [w (o) P

dP (x,y) (176)
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0d” [(x,y) , 6]

de [Petersen y Pedersen| [2008], para obtener

Por lo tanto, s6lo debemos calcular . Podemos usar la ecuacion (80)

2 [(x
W - ﬁ(x_“_mf(y))TAfl (x — p—TBE (y))

=207 (x — p —TBf (y)) (B (y)"
= —2A7  (x — p— TS () £7 (y) 87"

de modo que

0

s (@ap(6) =2 [w(®) A (x— =I5t (1) £ () 7dP (x)  (177)

TN / w (6) (x — p— TBE () £7 (y) 57dP (x,y)
=0

Sabemos que los valores criticos deben satisfacer las cuatro ecuaciones (171)), (173,
(175) y (177), lo cual prueba la parte (i) de este teorema, ya que estas cuatro igualdades
son las que conforman .

ii. Comenzamos resolviendo este sistema de ecuaciones por la ecuacion (175). Es equi-
valente a

A=A [ (B) G u— TBE () (x — o T3E (1) dP () A
I, = AV Ep (w(8) (x — i — THE () (x — i — T3 ()" )
A=Ep <w () (x — p — TBf (y)) (x — p — TBf (y))T)

- / w(8) (x — pu— TBE (1)) (x — p — TAE ()" dP (x, ). (178)

Nos enfocamos en resolver (171]). Como A > 0, la ecuacion (171)) es equivalente a

/ w () (x — pu— T (4)) dP (x,9) = 0

/ w (8) [x — T5E (4)] dP (x.y) = p / w(8) dP (x.)
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Calculamos la integral de los pesos. Llamamos W () = [w (0) dP (x,y) .

Como

tenemos

o2l 8] oo (48) 8] v (89) 3]
2u (0) S2 () Ep [b (%)} 2u (6) 5% (0)
p  (Erla(5@)|Er [0 (55) #5)]
o | )

P 5(0) 5(6)
o o (49)50] o [+ (49) 28] (49 20

Observemos que si bien hemos llamado pesos a los w (@), no son éstos los que
integran uno, sino Vu",((%)). Observemos también que W () = Ep [w (d(x’y’e),ﬂ)} :

5(6)
es decir, la esperanza de la variable aleatoria w (d(g&g’)e) , 0) cuando el vector (x,y)
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tiene distribucién P. Definamos los pesos que si integran uno,

oy w(0)
(9) 0
B e(5@)] v (56) Fo) + e e (50)] - (50) G0
o o) o o () 3750 (2] o [ () 5]
Luego
u i [ (@) =T W) dP (x)
Jw(0)dP (x,y)
= 77y B 0 (0) (x = T5E () (150)
Utilizando la notacion dPy (x,y) introducida en , es decir,
aP; (%) = Wl(g)w (8) dP (x.y) = w* (6) AP (x,y).
podemos escribir la identidad de la siguiente forma
= gy B 0 (0) (x = T5E (1)
_ 1 d(x,y,0)
=2 g (")) b o)
— Bpy [x — T (). (181)
O bien,
Eps (x — i — TBE (3)) = 0. (182)

Si reescribimos la ecuacion (178)), tenemos

= [w(0) 57 (=~ T8 (9) (x— o~ L5 (1) dP (x.0).

entonces,
traza(l) = traza </w (@) A~ (x —p—TBE(y) (x — p— TBE ()T dP (x, y)>
/ 0) traza (A Yx—p—TBf(y) (x — p—Tpf (y))T) dP (x,y
(

x—p—Tpf ()T A (x — p — TS (y))) dP (x,y)

w traza

fr@
/w ) traza (d* [(x,y) , 0]) dP (x,y)
fr@

w 0] dP (x,y),
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0, equivalentemente
p= [ w®)d(xp).61aP (x.1) (183)

Por supuesto, esta cuenta también la podriamos haber hecho directamente, utili-
zando la expresion para los pesos hallada en (168]), (166) y (167), como figura a
continuaciéon

[{0 @0 (5@) 7@+ @ (5@7) Ty | # @7 s
:5(0)/{w<1> (8) 4 (gi?)) +w® (0) vy (g%)}d(@dl’(xy%

Como
d(e
2u(6) S2 (8) Ep b(%)}
2 (9) = p
w0 = 3@ 57 ()
tenemos

so) [{u @u (5 ) +u@ @0 (5 ) fa@dr ey

nn
=

-0 (4700 [ (59) Sy [ (40) Srcc)
-0 (0 o ()] o (4) 2
o)
S0t sy (5
sl (5] 2o (49) 46

- ng® [ (5@) - (5@) 55 (5@) 5@1)
o (2] -

A partir de la ecuacion (173), tenemos

r7A! /w (0) [~ (x— ) £ ()" + TBE (1) £ (9)" | AP (x) = 0
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0, si dividimos por W (0) en ambos términos, escribimos la identidad anterior como

ITA- /W (k= = TBE () £ ()" ] AP (x,) = 0.
o, por (182)) la podemos reescribir de la siguiente forma
PTA71COVP; x—p—-TIpf(y),f(y)] =0
equivalentemente,
FTA_1COVpg [x,f(y)] = FTA_IFﬁvarpg if ()] .
Despejamos (3 :

(A7) 17 A covpy [ £ (9)] (vare; [f (y)]>_1 _ 3 (184)

Como A > 0, la ecuacion (177)) es equivalente a
Ep [w(0) (x — pu—TBE (y) £7 (y)] 87 =0,
07
Ery | |x = TBE (4) = Er; (x — D8£ (1) | £7 ()] 57 =0,
0, equivalentemente
covps [(x = TBf (), £ (y)] 57 =0 (185)
0, equivalentemente

(cong (x,f (y)] — I'Bvarpy [f (y)}) g7 —

Podemos reemplazar a 3 por el valor obtenido para él en la ecuacion (184) para
obtener

(COVPQ* £ ()] = T (T7AT) ' TTA  covps [x, £ (y)]
-1 -
(varr (£ )]) vy [£ 1) 67 =
(covP(;« [x,f(y)]-T (FTA_IFY1 FTA_ICOVP; [x, f (y)]) s =0
(1 —r(r7a-'n)” FTA”) covpy [x, £ (y)] 87 =
Como A~! > 0, podemos premultiplicar por ella para obtener
ATt (I -T (FTAAF)_I FTAA) covps [x,f (y)] Bl =
ATY/? (I — ATY2r (FTA_IF)_l FTA_I/Z) A_1/2C0Vpg [x,f(y)] 8T =0
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Sea ) := Py-1/2p = A~Y2r (FTA*IF)_I I'TA~1/2 1a matriz de proyeccién que
proyecta al subespacio generado por las columnas de A~Y2I', de modo que la
igualdad anterior puede escribirse

AT1/2 (I-Q) A_1/2C0VP9* x,f (y)] -

(Val“pe* [f (y)])il (COVPg x, f (Z/)])TA_IF (FTA_IF)i1

=0
equivalentemente,
(I~ Q) A covp; [x. £ (9)] (varr; [£ ()]) (156)
(cong ix, f (y)])T A1/2 [A—l/ﬂ ~0.
Llamemos
11(8) = covpy [x. £ ()] (varp; [£(0)]) (covr; e f)]) (187

-1
— covpy [x, £ (y)] (varp; [F()])  (covry [£(y),x])
La igualdad ({186) es equivalente a
(I - Q)A~V211 () A—1/2 {A‘VQF} =0,

entonces A~1/211 (9) A~1/2 [A‘l/QF] pertenece al subespacio span{A~1/2T'}, pues
(I — Q) proyecta a span{A~'/2T'}. Luego [Afl/zl“] tiene por columnas a los ge-
neradores de un autoespacio de A~'/2I1 (@) A=1/2 (las restricciones de rango ga-
rantizan que sean linealmente independientes).

Como las columnas de A~Y/2T" son autovectores de la matriz simétrica A~1/211 ©) A—1/2
estas resultan ortogonales. Sin pérdida de generalidad, las podemos elegir ortonor-
males, es decir

A~Y211 () AL/ (A—Wr) — AY20Q (), donde Q () € R4 es diagonal, y
(188)

T
(A—l/QF) (A‘1/2F) = I, o equivalentemente, ITA™IT = T. (189)

Maés atn, a los elementos de la diagonal de Q (0) los podemos ordenar en orden
decreciente. Repasemos las expresiones que tenemos (hasta ahora) para los puntos
criticos

p = Eps [x — TBf (y)]
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A= Ep [w(0) (x — p— TBE (y)) (x — . — T3 (3))" ]
=W (6) covp; [x — B (y) ,x — T5£ () (190)

8= (TTA7T) T T A covpy [x, £ ()] (var [£ (y)]>_1
= 17 A covpy [ £ (9)] (vare; [F()]) (191)

donde la ultima igualdad es cierta por (189)).

Finalmente, una manera alternativa de escribir las ecuacién para A es

Agrrgr = ovr (= = TAE (). (x = = TAE (1)) (192)

— covpy ((x —TBE (y) — Ep; [x — TBf (y)]) ,x — Ep [x])

— covpg [(x = TBE (y)) . £ ()] (TA)" . (193)
Por (185)), sabemos que el segundo sumando es cero, entonces
1
AW = varp; [x] — covps [I'Bf (y) , X]

= covp; (x,x) — I'Becovpy [f (y),x].
Ahora reemplazamos la expresién para [ en el segundo término para obtener
I'Beovps (f(y),x) = FFTA_ICOVpg [x,f (v)] (varpg if (y)])i1 covps [f (y),x]
=ITTA1I(0)
donde II(0) fue definida en (187). A partir de (188)), tenemos
A~V211(6) A1/ (A—Wr) = A7121Q ()
ATY2I(0) AT = ATV2T0 (9)
I(6)A™'IT =TQ ()
de modo que

fcovps (£ (y),x) = TTTATI(9) =T (I1(8) A~'T)" =T (12 (6))”

d
=TQO)T" = % (0)v!,
i=1
L'=[v 72 ... 74 € Ry Q(6) = diag (A, A2, ..., Aa) € RT*Y, (asumimos,
sin pérdida de generalidad, que Ay > A > --- > \g) por lo que
1
AW = varp; [x] — I'Bcovps [f (), X] (194)

= varpy [x] -T2 (6) I (195)
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iii. Por el Teorema la funcion ®p p alcanza un minimo, que debe ser uno de los
puntos criticos. Para probar que dicho minimo se alcanzaen @ = (u,T', 8, A) cuando
los autovalores seleccionados para construir a I' son aquellos correspondientes a los
mayores autovalores, la idea es descartar que ese minimo se alcance cuando en I
se ubica cualquier otra eleccion de los autovectores que no sea la correspondiente
a los autovectores asociados a los mayores autovalores.

La estrategia para la demostraciéon es la siguiente. Sean Ay > --- > ), los au-

tovalores de A_%H(O) A3 vy z;, 1 < i < p, los autovectores correspondientes.
Sea Sr, el subespacio generado por A1/2zij, j=1,...,d, es decir, I'g tiene a los
vectores A/ 2zi], por columnas y, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que
Xip > Aip > -+ > A, (0, equivalentemente iy > ip > -+ > ig). Supongamos que
iq > d y que \;; < Aq. Entonces existe un k < d tal que k # 41,...,74. Llame-
mos Sr, al subespacio que se obtiene reemplazando a z;, por (1 — t2)1/2zid + tzp
y llamemos T'; a la matriz que tiene a los vectores A/ 2z,~j por columnas, donde
reemplazamos a z;, por (1 — t2)1/2zid + tzy. Denotemos por 8y = (pg, Lo, o, A) al
punto critico. Definamos la curva «: (—1,1) — O, dada por

vy (t) = (II’N Fta ﬁty At)

donde
Ft = [AUQZZ‘I e Al/QZZ'd71 Al/Q [(1 - t2)1/2ZZ’d + tZkH 5
TA—1 -1
B =TT A cov g [x, £ (y)] (v [f (1))
A=A

py = Epy [x — T8 (y)] -

A continuacion, probaremos que la funciéon ®pp o~y : (—1,1) — R alcanza un
maximo local en t = 0. Esto implicara que la funcién ®p p (6) no alcanza un minimo
local en 8y = v (0) = (w9, Lo, B0, A), descartando que el valor del 7—funcional
sea @p. Como este argumento puede repetirse para todo @ critico en el que se
seleccionen autovectores no asociados a los d mayores autovalores, este argumento
inhabilita a todo otro punto critico para ser el minimo de ®p p. Como por el
teorema mencionado este minimo existe, entonces, se alcanzaré en el punto critico
que consiste en poner en la matriz I los autovectores asociados a los mayores
autovalores de A~z1I (0) A7z,

La funcién objetivo es

G55 (0) = |A|- (52 (Hpg))" ( [ (M) 0P <x,y>)p,

por lo que

In (@3, (7 (1))) = In |Al+2p1n (Ss (Hpgp))+pln ( [ (M) ap <x,y>> .
Y (t
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Recordemos la notaci6on introducida en la Seccion [8.1]

v los pesos se definen por

Si los componemos con la curva < obtenemos:

e [ O (1) o d(xy. (1) | Su (Hpa)
0): <5M (Hp~) Y (t)> (@)wn (SM (HP;y(t))) d(x,y,7 (t))

d(xy,7 (1) | Sut (Hraw)
+w® (y (1) ¢ (SM (Hpﬁ(t))> d (x,y, 77(75)) '

Para abreviar la notacién, llamemos

S (t) = Sar (Hpa)
d(t) :==d(xy,7 ().

Observemos que, en verdad, d () es una funcién tanto de ¢ como del vector aleatorio
(x,y) , aunque este hecho no se vea reflejado en la notacion d (t) . Notemos por

5o (0] o (49) - (40) 2] -0
o p(l0)] -l (@) i) o

(¢
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Observemos que con toda esta notacién, resulta

w0 = (G 0)

Sea
m(t) :=In®pp (v (t))

— In|A|+ 2pIn[S (£)] + pln (/m (gig) qp (x,y>>

la funcién que queremos estudiar. Tenemos

m! (1) = 2pt 95 (t /w ( i) < ?)>dp(x,y). (199)

Entonces hay que calcular g (%) y agit)

ot

Empecemos estudiando d (t), para

luego derivarla.

(x—p — Bt (y) = (X — Ep; [x —TuBif (y)] — TeBef (y))
= (x = By ¥~ Tofi (£ (v) — Er; £ )] )

Entonces
@2 (1) = (x =, = DBt (1) A7 (x = py = TuBif ()
— (x- Bp; [x ) ! (x— Br; ¥])
+ (Ftﬁt (f (y) - (?M))T AT (Ft/Bt (f (y) — Epy [f (y)]>>
2 (x - Br x ]) T (£ () — By [£ ()]
= uno + dos + tres (200)

El primer término

uno = (X — Ep; [x])T AL (x — Ep; [x]> ,
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no depende de t. Como A™2II (9) A2 es simétrica los autovectores z; pueden ele-
girse ortonormales (son ortogonales, y pueden elegirse de norma uno). Esto significa
que

1 sit=7j
zz; = (201)
0 sii#j.
Entonces,
r7’A™T,
[ 2zl A1/2
21
5 1
= zz; AL2 A [Al/inl Al/QZid,l Al/2 [(1 _ t2)1/2zz‘d + tZkH
—1
(1= 12) 25, + )" AL/?
— ZZJ;
= ZT' [Zi1 cee Ziy [(1 — t2)1/2Zid + tzk]]
td—1
_[(1 — t2)1/2zid + tzk}T
-z;f';zil zg;zi2 . ZZZZ‘[Fl zz [(1 - t2)1/2zid + tzk]
[1 0 0 0
1 0 0
00 --- 0 1

De modo que I'f A™IT"; = I, y el segundo término en la suma dada en (200) es

dos = [(f (y) — Ep; [f (ymT TTT AT, B, (f (y) — Ep; [f <y)])
= [(F ) — By It (y)])rﬁ;—”ﬁt [(Fw) - By £ )]

Como también

5o =TT A covpy [, (0)] (varr; [E)])

By B = (Val“Pg [f (y)]) covpy [x,f (y)] A7'T T AT

covps [x,f (y)] (varpg* £ (y)])71
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y
.’
Z;TFIAI/2
= [Al/zzil A1/2Zid_1 Al/2 [(1—t2)1/2zid+tzk” 0 :Al/2
td—1

(1= 12)1/22;, + tz;]" A2

d—1 T
= A2 (Z zijzg + [(1 — t2)1/222-d + tzk} [(1 — t2)1/221d + tzk] A2,

Jj=1

Resulta que el segundo término es
dos = (£ ) ~ Br )] (vare; [£ )]
D F A cov [, £ ()] (varry £0)1) [(F )~ Bry E )]

Como .
Tofh = TiTT A covpy [x. £ ()] (varr [ (0)])

el tltimo término es

tres = —2 (x ~ Ep; [x})T AT IT A cov s [x, £ (y)] <Varpg [; (y)]>_1 (f (y) — Eps [f (y)})

~1
covpy [x,f(y)]" AT

Sumando ambos obtenemos
T

(@)~ Bry 1 @N)] (vare; [£@N) covry [£ ). x] —2 (x — Ery <)}

AT A covry [£(4) ] (varr; [£)]) [(E() — Bry £ |

Esta es la expresion que debemos derivar con respecto a t. Tenemos

[ d—1
0 T 0 1/2 T 2\1/2 2\1/2 T 1/2
ST = o Ay (leijzij+[(lt)/zid+tzk] [(l—t)/zid—i—tzk] A/

- T
= % A1/2 <|:(1 — t2)1/2zid + tzk:| |:(1 _ t2)1/2Zid + tzk:| > A1/2:|

= % :A1/2 [(1 - tZ)Zidz;-I; + Pzl 4+ (1 — 2%z, 2E + (1 - t2)1/2zkzz;} Al/ﬂ
Sabemos que
;(1 — %) = -2t
Qt(l t2)1/2 — 1_7%2
ot V-t
Q(tQ) =2t



204

entonces

0 1—2t2 1—2t2
—FtFtT = A2 {(—Qt) zidzg; + 2tzkz{ + <> zidzf + < ) zkzg;] Al/z,

ot VI =12 1—¢2
dando lugar a

S0 =A[(tw) - Br 1N (vares F6)1)  covry [Fw).x) 2 (x ~ Bry 1<) )

A‘lgfthA_lcong . £ (y)] (varp [£ (1)) B (£@) — Er; £ W)

= {[(k )~ By £ )])] (vare; £ @) covry [F (), x] 2 (x — By x]) '}

1— 22 1 —2¢2
A-TAL/2 [(_2t) 2,2, + 2tzz) + <m) 7,71 + ( ) zkzg;] AL/2ZA-T

covps [x,f (y)] (Varpg f (y)]) [(f (y) — Ep; [f (?M)

G20 =A[(r )~ Ery £ W))] (vares [ )]) " covry [F () 3] —2 (x— By x]) )

A—1/2 [(_Qt) zidzg + 2tzyz) + (%) z;, 7} + < 1 1—_275:2) Zkzij;:| A—1/2
covr b £ ()] (varey [ w)) [(F )~ By [£ W) ] (202)

Finalmente,

%Cﬂ(xy v () = 2d (x,y,~ (t ))gd(Xy v (t)

t

o0, escrito de forma sintética

0
2 (£) =24 (1

0

ad (t)

de donde se obtiene

0 1 9

Hallemos ahora la derivada de S (t) . Por definicién de S%, tenemos

d(xy,7 () ) = K
/pl (SM (HP,'y(t))> 4P () '

Entonces, si derivamos respecto de ¢ obtenemos

Xy, (t d(xy,7 (1)) x
/w <5M (HpAm) > <5M (prt)))dP( -

(203)
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Llaméabamos d (t) = d (x,y,7 (t)) y S (t) = Sur (Hp(r)) tenemos

- A\ o (d()
o= [ (50 (5) 7 o
- dt)\ 1 [od(t) a5 (1)
- [ (5@) v [Fa 5010752 ar e
dt)\ 1 ad(t) d(t)\ d(t) 95 (1)
- [ (56) 5o 2o - [ o (565) st P )
d t

2d(t) S (t) ot ’ ot

) ()] = S (&?)) 0RO 8d62t(t) dP (x,y)
ot J o1 (58) Hap (xy)
10 (#8) st arts -
J o1 (5) 5P (x.p)
donde la ultima igualdad vale pues S no depende de (x,y). Definamos
B d(t) 1 0d?(t)
1) = [0 (59 s 2 (x)
d(t)\ od(t
o (Y80
1 d(t)\ S (t)od? (t)
EETIONAS <S(t)) am o ) (205)

o (d@t)\ 1 [od(t) s (1)
ot <S(t))_52(t)[ o oW —dl) =5 ]
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(206)
Poniendo todo junto, tenemos
foy 2P OS(t) | p dt)\ 0 (d(t)
m' (t) = S ot +U(t) /w (S(t) 5% (S(t)>dP(x,y)
d(t) 1 [S(t) od?
P 1

vt)S?(t)/“’Q(
)

[50) 505 [ » (50) 7 5 2o

donde hemos usado (196)) en la segunda igualdad y (205) en la altima igualdad.

L Q0N S AW (A1) S 9 (1)
m(”‘2v<t>s2<t>/{¢2(s<t>>d<t>+B<t>1"1<s<t>>d<t>} gr F ()

2
= /@(t) (9dat(t) dP (x,y) (207)
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2
Reemplazamos la expresién de adat(t) que calculamos en (202)),

m’ (t) = / @ (t) &Zt(t) dP (x,y)
— trazal [ @0 ([(£) ~ Bry £ W)]" (varey (£ @)
cov pg if(y),x] —2 (X — Ep; [X])T}
1

ATY2\(=2t) z;, 2] + 2zp2) + 2 2,2} + L2 zpzl | AT1/2
ta%ig k2k 12 a2k 5 k2,
f

covry bt )] (vare; [ )])

— /ﬁ(t) traza{[(f (y) — Ep; |

1—2t2 1 — 2t2
ATL/2 [(—Qt) 25,20 + 2tz7] + ( ) 2,7} + ( ) ZkZiT] A2

-1
covry e, ()] (varp; [E(v)]) P (x)}

— twazal [ @(0) (£ )~ By (£ @) | ([ (£ )~ By (£ @) (vaney fE )
covps [£ (y),x] — 2 (x ~ Ep [x])T}dP (x.y)
A-1/2 [(_%) 2,2l + 2zpzl + (%) 2,20 + < 1— 22 > ZkZiT] A-1/2
covry [ £ (u)] (varr; [F ()}

—ta{ (e ( (£~ B2 10 00])] [(£ ) - By )] ) (v e )
(

covps £ (y) ,x] — 2Ep; <[(f (y) — Epy [f

1—2t? 1— 2t
A~L/2 [(_Qt) zidzg; + 2tzkz{ + ( : t2> zidzf + < > zkzz;] A~1/2

covr [x.£ ()] (varry [£w)]) ).
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Ent=0,5(0) =1 asi que

' (0) = traza{{Fp; ([(f ()~ Ery [£))] [(£ ) - By e <y>])}T) (vare £ ()

covr; [x. £ ()" — 2Er; <[(f (v) — Er; [E )] (x— Br; [x])T>}

A—L/2 [zidzg + Zsz] A_l/QCOVPe* [x,f (y)] (V&I’Pg £ (y)]>_1}

= traza{{varp; [f (v)] <Va1‘pg [f (y)])il covps [x, f )"
— 2covpy (f(y),x)}

A2 [z, 2] + 2zl ] A7V 2covps [x, £ (y)] (Varpg [f (y)])il}

iq

m’ (0) = traza{{covpg [f (y),x] — 2covp; (f(y) JX)FAT/2 [zidzz + zkzg;] ATY/2
covr 1%, ()] (varr; [£ ()]) )

= —traza{covpg [f (y),x] A~1/? [zidzf + zsz] AT1/2

covpy [, f (y)] (VaI"Pg £ (y)]>_1}

m' (0) = —traza{cong [x,f (y)] (Varpg f (y)})*l covpy [ (y), ] A~1/2

. [zidzg + zkzg;] A*1/2}

= —traza{ATV/2I1(9) A™Y/2 [zidz;‘g + zkz;{l]} = —traza{ [)\idzidz;‘g + )\kzkzzi]}

= —traza{ [Aidzfzz-d + )‘kzz;zk]} =0,

donde la ultima igualdad vale por (201)). Restaria derivar de nuevo a m y evaluarla
en cero. Para verificar que la funcién m alcanza un méaximo local en ¢ = 0 nos
bastaria con ver que m” (0) < 0. Ya observamos en (207)) que m/ (t) puede escribirse

del siguiente modo
2
w0 = [a0 25 ap ),

entonces acabamos de probar que

2
m' (0) = /ﬂ? (0) (9dat(0) dP (x,y) =0 (208)

La segunda derivada de m tendra dos sumandos, que surgen de derivar cada uno
de los dos términos que se multiplican para definir a m’ (¢),

2 2 72
" (t) = / <§tﬁ5 (t)> adat(t)dp (x4 + / a2 th(t)dP (xy).  (209)

-1
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Comencemos calculando el segundo término.

P 2 [(5w) - By e )] (s 100) covr (£ ) —2 (x— By 1)}

1—2t2 1 — 2t
A_1/2 |:(_2t) Zidzzz; + 2tZkZ{ + <m) zidz;{ + <m> Zng;:| A_1/2

covpy [x. £ ()] (varr; (£ )])  (£(y) — Erg [£ ()],

Ccomo

gt (3/%) - <(1 —ttz)g S 3)>
resulta
9242 (1) -

SO { ()~ Er E)) (vare; [£)]) covry [£ (). x] —2 (x — Epy [x])T}

t
o 3)> (k)

covpy [x, f ()] (Val“Pg f (y)]) (f (y) — Ep; [f (?J)])

Afl/Q

Afl/Q

(—2) zidzz; + ZZkzg + (

Luego

O*d®(0)  02d>(t)
o2 ot

t=0
-1

_ { ()~ Er E W) (vare; £ )]) " covry [F (). x] — 2 (x — Epy [x])T}
ATV2[(-2) 2,2 + 2242 | A2

covps [x,f (y)] (Varpg f (y)]) (f (y) — Eps [f (y)])
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y el segundo sumando queda

2 72
[a0 5 ar )

= Ep; (82(12 (t))

ot?
— traza{{Ep; ([(f W)~ Er; £ )] [(F () — Brs (8 <y>1>]T> (varrs [E)]) -

covry [t ) )~ 2885 ([(£ )~ By 1)) (x— B ) ))
AV [(=2) 2,28 + 22421 | A2

covpy [x,f (y)] (VaTPg if (?/)]) }

= traza{{ (Varp; [f (y)]) (V&I‘pg £ (y)])_1 cov py if (y),x]
— 2covpy if (v) ,x]}Afl/2 [(—2) zidzg; + QZkZZ] A~1/2

covpy [x. £ ()] (vare; [£ (1)]) )
= traza{{covpg If(y),x] — 2covpg If (v) ,x]}Afl/2 [(—2) zidzg; + 2zsz] A~L/?

covr [x.£ ()] (varr; [£()]) )

= —traza{Afl/QcovP; [x,f ()] (Varp; f (y)])
covp; [f (y),x] AT1/? [(-2) zidzg + 2242} |

= —traza{A~/211(9) A™1/? [(-2) zidzz; + 2zkz;‘g]}

= —traza{ [(—2) )\idzidzg; + 2)\kzkz;ﬂ}

= —traza{ [(—2) Ni 21 2, + 2/\kz£zk]} =—((=2) \i, +2\g)

id

=2(N\i, — k) (210)

-1

Como \; > A\, resulta que [A\;, — A\x] < 0, o0 sea que m” (0) es la suma de dos
términos, segun (209), el segundo de los cuales es negativo. Veamos el signo del
primero.
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al

T—funcion

H.1 Calculo del valor del

+ = T
+ |5

TN R =

Llamemos

Usando que

v notando

9 o

da en la suma

como hemos descompuesto a la deriva

W (t)=g1(t)+g2(t)+935t) +9a(t),
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Analicemos cada uno de los primeros cuatro sumandos de esta expresion,

Gy (t) == /91 (t) gtd2 (t)dP (x,y)

- o) (40 3 0 (40 50} e
_ /_p [V (t) 522 Q(;)(:) g it()jS(t) S (t)] {(21} (t)ps2 (t) {D(t)} gt & (1) dP (x,y)
WE [V (1) 82 <;f>( ;;;2)25 DS OLG () 22 1) a (x)

A0k (;f)( ;;}2(2 )25 (t) S (1)] / @ (1) %dQ (t) dP (x.y)

Como por (208) tenemos,

entonces,

ot

0)
/v ) {d}é (d(0)) + 2%8;@&3 (d (0))} <§td(0)>2dp o)
H

“BO) / %10) {1/”2 (d(0)) + 2% U (d(O))} gtdQ 0)dP(xy)  (212)
donde usamos para la ultima igualdad.

0= sty o (4)+ 2
)
)

(
<[5 (5

v B
(5:00) -4 Fig) ) g O P (xa)
p
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Luego

usamos nuevamente (203)) para la penaltima igualdad y (208]) en la dltima.

g (3] 40) ) e

¢1 )7d2

<> t 0 400) P (xy)

)
ﬁ
) ot
= 5 ( 0)>H(0)2

Como

213

(213)

)
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Reemplazamos estas expresiones en G4

B(0)

— A(0) B'(0)

_p (A0

B2(0)

A(0)

B(0)

U

HO/l/}dO

Recordemos ([208))

w

@) #o55

H(0)

0) dP ( Xy)}

0

(0) e

t

d? (0)dP (x

Y)

> 2H (0)

dP (x,y)

=0,

(214)
(215)
(216)
(217)
(218)

(219)
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es decir,

Luego

;/¢2C§C(i0()0)> %dQ (0)dP (x,y) = _/A(O)w

es decir, (214) es igual que (216} e igual a —H (0) A(0§7

no=1 [ ‘”lcgf(ff” &P (0)dP (x)

— /¢1 (d (0)) gtd (0)dP (x,y) .

Por otro lado, si sumamos (217)) y (219) obtenemos

(

ik S 1o B ) d* (0) dP (x,y)

H? .
0 @ (0) d? (0) dP (x,y)
Luego

"(0)B(0) — A(0) B' (0
0= 5,5) ( 5 (f)ﬂ«n( - ))QH(O)
H(0)p A(0)

B0 / w (0) d? (0) dP (x,y) (220)
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Entonces, finalmente,

:/ —d2 )dP (x,y) + 2(Niy, — Ak

= G(0)+ G (0)

y de (211)), (212)), (213)) y (220) resulta

2
s o)+ au @} (Fa0) ey )

2Ly,
20 [ @MMW+A“MHMW S PO)AP(xy)  (222)

0
B(0)
2 2

0
o A CACIOR ORI ORIO e

d* (0) dP (x,y)
(223)

@

L (6(0) + G ) ¥4 (0 0)] & 0) 3 P (x|

’ B (0)
2
02 [ao@ 0 ar

Observemos que (222)) y (223)) son iguales, luego

G0 = [ A {0+ 5
H

(
O [ 2 [, A®0) , 9
" B(0) ] v(0) {% (@) + Foy¥1 (0))} 570 (0)dP (x.9)

._\
—~
IS8
=
H/_/
7N
¥l
IS8
—
=
~
no
QU
Y
>
N\

, () ,
+ [ [ @)+ gt @O 0 b (e
H

>(0)p
B2(0)

/w@meme
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6= [ 2ol 29 aop) (2a0) e o2
- [ {wsaon + g aon} i S0 ar )
(225)
—2/@(0) (gtd(O))ZdP(x )—W
+ [ fwaon+ Qw00 L wn e
S92 [0 0ar )

Asumimos que %T(t) son no crecientes (para i = 1, 2), es decir, que, para todo ¢ > 0

Oi(t) i)t —i(t) <0
ot 12 -

9

0, equivalentemente, para todo t > 0 tenemos
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|
5
—~
=
[\
— \
S}
=
N—
QL
no
—~
e
QL
I
»
s

2
))p B f; 2(8)2 / w (0)d? (0) dP (x,y)

0] Fglaar )

va que el primer y el cuarto sumando son iguales pero con signo distinto, y lo mismo
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pasa con el tercero y el sexto. Ademaés

! (0) = [ (0) 5 0)dP () + 200, — M)
=G (0) + G (0)
2
< 2%2((%))‘3((8)“’ 20\, — M) <0. m

H.1.1. Igualdades que involucran derivadas matriciales

A continuaciéon exhibimos las ecuaciones del libro de |Petersen y Pedersen [2008],
citadas en esta tesis, en el orden en el que fueron citadas y con la numeracion de la
publicacién original, para facilitar la lectura.

Sea W € R™*"™ gimétrica, x,s € R?, A € R™ "™ entonces

% (x — As)T W (x — As) = —2ATW (x — As). (Petersen, ec 76)
Sea X € R™* una matriz (o vector, si k = 1), a € R”, b € R, entonces
EfX (aTXb) =ab’. (Petersen, ec 62)

Sea W € R™™"™ simétrica, x,s € R", A € R"*"

88A (x — As)T W (x — As) = —2W (x — A4s)s”. (Petersen, ec 80)

Sea X una matriz inversible,

;Xlndet (X)| = (Xfl)T = (XT)_1 (Petersen, ec 51)

Sea X una matriz inversible, y A, B matrices para las cuales los siguientes productos
estan bien definidos,

9 -1 __ (yv-1 -\T
8—Xtraza (AX7'B) = — (X 'BAX ) (Petersen, ec 57)
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I. Apéndice del Capitulo [9]

I.1. Procedimientos para calcular los angulos principales

En esta seccién presentamos varias formas (equivalentes) de calcular los dngulos or-
denados entre dos subespacios A y B, y también senalaremos algunos resultados y co-
mentarios sobre el tema, que conciernen a los calculos numéricos.

Procedimiento 1. Directamente derivado de la teoria anterior.
Sean {vi,...,v} una base para A, y {wi,...,w;} una base para B. Supongamos,
sin pérdida de generalidad, que k <.

1. Hallar la matriz para P4 y Pg (en la base canoénica). Esto se consigue encolumnando
los vectores de la base de la siguiente forma: sean

V:[Vl Vk]ERpXk
W:[wl WZ]G]RPXZ

entonces
Py=vVTV) YT
Ps=w (W'w) " w.
2. Hallar los autovalores y autovectores de la matriz simétrica P4PgP4 € RP*P, lla-
memos u% > e > ,uz > 0 a los autovalores.

3. Entonces, como
(COSC’Z)QZMzZJ i:17"‘7k7

el i—ésimo angulo principal es

Ci:arccosw/u?, i=1,...,k.

Como el arccos+/p? es una funcion decreciente de pu, los angulos elegidos de esta
forma resultan en el orden correcto: (1 < (o < -+ < (g

Procedimiento 2. Supongamos que A y B tienen la misma dimension k. Entonces
A = span{ai,...,ar} y B = span{by,...,bg}. Si aplicamos la transformacion lineal
PPy alos generadores de B obtenemos

k
PsPabj =) uibialbj = pjbjalb; = ji3b;,
=1
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donde la segunda igualdad es consecuencia del Teorema(z'v ), de modo que bj se encoje
por u? =cos¢;j (0 < p; <1),y bjes un autovector de PgPy4 de autovalor u?.

En las aplicaciones, los subespacios A y B aparecen a través de una base de ca-
da uno de ellos. Si las bases no son ortonormales, pueden ortonormalizarse usando las
técnicas estandares para ello. Por lo tanto, asumamos que disponemos de bases ortonor-
males {q1,...,qx} y {r1,...,rx} de Ay B, respectivamente. Sea Q1 = [ql qk] €
RP*E v Ry = [rl rk} € RP*k. Queremos determinar los angulos y los vectores
principales entre los subespacios. Esto es equivalente a determinar las matrices A1 =
[ a; - ag ] , By = [ by - b ] y D = diag (u1, ..., 1) construidas en el Teo-

rema [9.1] (4).
Lema I.1 Sean Q1, A1 € RP** matrices con columnas linealmente independientes.

Proposicion 1.1 i. Sus columnas generan el mismo subespacio, i.e. span{qy,...,qx}
span{ay,...,a;} si y solo si ewiste una matriz My € R*** no singular tal que
Ay = Q1M

it. Supongamos que span{dqq,...,qr} = span{ai,...,ar} y que Q1, Ay tienen colum-
nas ortonormales. Entonces, My también tiene columnas ortonormales.

A partir del resultado previo, tenemos My, N; € R¥*¥ matrices ortogonales (es decir,
matrices que cumplen Mfl = M) tales que

Ay = Q1M y By = R Ny.
Entonces
T .
QiR = (AiM{")" (BiN{) = MiA{ BIN{ = Mydiag (u1,- - -, ) N - (227)

donde la ultima igualdad vale por el Teorema(iv). Como My, N1 € R¥*¥ son matrices

ortogonales y diag (1, .. ., i) es diagonal, Mydiag (u1, ..., ) Ni es la descomposicién

SVD de QT R;. Esto nos da una manera de calcular los dngulos y vectores principales.
Calcular

1. QT R;.

2. La descomposiciéon de ella: QT Ry = Mydiag (p1, ..., ) Ni, donde py > -+ > py,
son los valores singulares.

3. Tomar (; = arccos p;, 1 = 1,...,k, como angulos principales.

4. Tomar A1 = Q1 My y By = R1 Ny como vectores principales.
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Procedimiento 3. Todavia resta resolver un problema para llevar a cabo estos calcu-
los, y es que la funciéon de ¢ = arc cos p estd mal condicionada para p cerca de uno (y ¢
cerca de 0), como puede verse en la Figura . Es decir, pequenas perturbaciones en p
pueden causar perturbaciones relativamente grandes en (. Para valores de p alejados de
uno, arc cos i esta bien condicionada. Si queremos calcular dngulos principales pequenos
con precisién, tenemos que encontrar otro método. Los detalles se pueden encontrar en
Watkins [1991], Seccién 7.5. Se basa en el siguiente resultado.

Teorema I.1 Sean A y B subespacios k—dimensionales de RP con dngulos principales
(<< <k Sean {ai,- - Ak} Y {Qkt1,---,qp} bases ortonormales para A y A+,
respectivamente, y sean {ri,...,ry} y {rpq1,...,r,} bases ortonormales para B y B,
respectivamente. Sean

Qi=[am - aq eRF, Q2= a1 - qy) € RPXPTH)
R1 = |:I'1 s rk} € RpXk, R2 = [rk-i-l e rp] c RPX(p—k)‘

Entonces, los valores singulares de Q2TR1 y QlTRg s0n

sinCl S Sian S S Sian.

Analogamente a lo que comentamos antes para la inversa del coseno, resulta que el
arc sen estd bien condicionado cuando el dngulo es pequefio y mal condicionado cuan-
do esta cerca de 7/2. En la Figura vemos el grafico de esta funcién. A partir de
esta observacion, podemos establecer otro procedimiento para calcular dngulos, que nos
permitira calcular a los pequefios con precision.

Calcular
1. {dk+1,--.,9p} una base ortonormal para Al Sea Qy = [qk+1 _ qp] € Rpx(p=Fk)
2. Sea {ri,...,r;} una base ortonormal para B, sea R; = [rl rk] € RP¥F,

3. Calcular QT Ry.
4. Hallar los valores singulares o1 < g9 < --- < gy, de QgRl.

5. Tomar (; = arc seno;, ¢ = 1,...,k, como los dngulos principales.

Observemos que la enumeracién dada a los valores singulares es la inversa a la de los
procedimientos anteriores porque o1 < g9 < - -+ < g estdn numerados en orden creciente,
ya que la inversa del seno (arc sen) es una funcion creciente. De esta forma, los dngulos
principales quedan ordenados en forma creciente, como se requiere, (1 < (o < -+ < (.

Este procedimiento permite hallar valores precisos de {; cuando corresponde a dngulos
pequenos e imprecisos para los (; que estan cercanos a /2.
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Figura 27: Gréfico de la funcion arccos : [—-1,1] — [0,7] a la izquierda, y arc sen
—1,1] — [—g, g] , a la derecha. En ellos vemos que el arco coseno est4 mal condicionado
para angulos cercanos a ( y a 7, mientras que el arco seno estd mal condicionado para

angulos cercanos a +3.

(a) Arco coseno (b) Arco seno
™ /2
3n/4 /4
= =
(%] =
3 n/2 o { T © T ]
g g
< < -1.0 -0.5 0{0 0.5 1.0
n/4 < -mn/4 —
{ T © T 1 -n/2 -

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
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