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Aspectos algoritmicos de geometria semialgebraica

Esta tesis versa sobre distintos aspectos algoritmicos de geometria semialgebraica;
mas concretamente, sobre la resoluciéon efectiva de sistemas de ecuaciones e inecua-
ciones polinomiales sobre el cuerpo de los niimeros reales. El trabajo se encuentra
dividido en tres capitulos en los que se consideran problemas encuadrados en este

marco general.

En el primer capitulo, estudiamos cotas inferiores de complejidad para los algorit-
mos de resolucion de ecuaciones polinomiales sobre los reales. Probamos resultados
relacionados con la intratabilidad tanto de decidir la existencia como de aproximar
las raices reales para polinomios univariados con coeficientes enteros codificados via

straight-line programs.

En el segundo capitulo presentamos nuevos métodos probabilisticos para decidir la
existencia de soluciones de un sistema de ecuaciones e inecuaciones polinomiales so-
bre los reales y para encontrar puntos en el conjunto de soluciones de estos sistemas.
La complejidad de estos métodos mejora la de los algoritmos anteriores conocidos

que resuelven el mismo problema.

Finalmente, en el tercer capitulo estudiamos un problema proveniente de la teoria de
juegos que se modela mediante sistemas de ecuaciones e inecuaciones polinomiales
sobre los reales. Para tratar con estos sistemas, desarrollamos métodos especificos

de manera de aprovechar las particularidades que presentan.

Palabras clave: sistemas de ecuaciones e inecuaciones polinomiales, teoria de com-

plejidad, straight-line programs, calculo simbdlico, equilibrios de Nash.



Algorithmic aspects in semialgebraic geometry

This thesis deals with different algorithmic aspects in semialgebraic geometry; mo-
re precisely, with the effective resolution of polynomial systems of equations and
inequalities over the real numbers. The thesis is divided into three chapters in which
problems within this general frame are considered.

In the first chapter, we study lower bounds for the complexity of algorithms solving
polynomial equation systems over the real numbers. We prove some results related
to the intractability of both the problem of deciding the existence of real roots
and the problem of approximating real roots of univariate polynomials with integer

coefficients encoded by straight-line programs.

In the second chapter, we present new probabilistic methods to decide the existence
of solutions to polynomial systems of equations and inequalities over the real num-
bers and to find points in the solution sets of these systems. The complexity of these
methods is lower than the ones of the previous known algorithms solving the same
problem.

Finally, in the third chapter, we study a problem from game theory that can be
modeled by means of polynomial systems of equations and inequalities over the real
numbers. To deal with these systems, we develop specific methods in order to exploit
the particularities they present.

Key words: polynomial systems of equations and inequalities, complexity theory,

straight-line programs, symbolic computation, Nash equilibria.
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Introduccion

Los sistemas de ecuaciones e inecuaciones polinomiales multivariadas son tutiles para
modelar diversos problemas de distintas areas tales como robética, procesamiento de
senales, biologia molecular, diseno por computadora, estadistica y teoria de juegos
entre otras. El desarrollo de la computacién hizo factible la resolucion de estos
sistemas algoritmicamente; de alli el interés por obtener procedimientos efectivos

para encontrar y describir sus soluciones.

Desde el punto de vista computacional, uno de los principales problemas es el de
estimar el tiempo necesario para la ejecucién de un algoritmo. Esto puede medirse
en una primera aproximacién por medio de su complejidad algebraica, es decir, la
cantidad de operaciones que el algoritmo efectiia a partir de un input dado.

Esta tesis se centra en el estudio de aspectos algoritmicos de la resolucién de sistemas
de ecuaciones e inecuaciones polinomiales sobre los reales y en el andlisis de la
complejidad de este problema. En este contexto, resultan importantes tanto el diseno
de algoritmos eficientes, como un estudio que pueda brindar informacion sobre los
mismos, por ejemplo, la imposibilidad tedrica de encontrar algoritmos que funcionen
en cierto tiempo deseado.

Uno de los problemas béasicos de geometria algebraica real que consideraremos en esta
tesis consiste en decidir algoritmicamente si un sistema de ecuaciones polinomiales
con coeficientes reales en n variables tiene o no una soluciéon en R". Este problema
es dificil de resolver en toda su generalidad. Por “dificil de resolver” nos referimos
concretamente a que no existe un algoritmo con complejidad polinomial en el tamano
de los datos de entrada que permita constestar la pregunta planteada, a menos que
P = NP.

Por otro lado, dado que el sistema de ecuaciones f; = --- = f,,, = 0, donde fi,..., fi
son polinomios en Rz, ..., z,], admite una solucién en R" si y solo si la ecuacién
f2+ -+ f2 = 0 admite una solucién en R", tenemos que el problema de decidir

si un sistema de ecuaciones polinomiales tiene una solucién en R™ es equivalente al
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de decidir si una ecuacion polinomial tiene una soluciéon en R”.

Ante la dificultad de resolver este problema en toda su generalidad, surge la idea
de restringir el mismo a familias de ecuaciones polinomiales con una estructura
particular e intentar aprovechar dicha estructura para encontrar un algoritmo de
complejidad polinomial que permita decidir la existencia de soluciones reales.

En [Pla77] se mostré que el problema de decidir si un polinomio univariado con
coeficientes enteros dado mediante la codificacién rala tiene o no una raiz compleja
de modulo 1 es NP-hard. Este resultado fue utilizado luego por Biirgisser para
probar que el problema de decidir si un polinomio univariado con coeficientes enteros
codificado por un straight-line program tiene o no una raiz real es también NP-
hard (esta demostraciéon no fue publicada, pero un bosquejo de la misma puede
encontrarse en [Roj00]). El mismo resultado fue obtenido de manera independiente
en [RGKO02, Theorem 5.10] en el contexto de geometria dindmica.

En el primer capitulo de esta tesis, daremos una nueva demostracién de que decidir
si un polinomio univariado con coeficientes enteros codificado por un straight-line
program tiene o no una raiz real es NP-hard. Nuestra demostracion se basa en
una adaptacién conveniente al contexto real de la construccién descripta en [Plat77],
utilizando los polinomios de Tchebychev de primer tipo. Esta nueva demostracién
nos permite asimismo obtener un nuevo resultado: el problema de la aproximacion
de raices reales para polinomios univariados con coeficientes enteros, codificados por

straight-line programs, es NP-hard.

A pesar de las limitaciones mencionadas, es importante desarrollar herramientas
algoritmicas eficientes que permitan obtener informacién sobre el conjunto de so-
luciones de sistemas de ecuaciones e inecuaciones polinomiales sobre los reales, en
particular, para determinar la consistencia de sistemas de este tipo. En el segundo
capitulo de la tesis, estudiaremos este problema.

Maés precisamente, dados polinomios fi,..., fin € R[xy, ..., z,], consideraremos sis-
temas de igualdades y desigualdades

fl g1 Oa
: (%)
fm om0,
donde 0 = (01,...,0m) y 0 € {<,=,>}" 00 € {<,=,>}". En este caso, diremos

que o es una condicion de signo o condicion de signo cerrada respectivamente para

los polinomios dados y llamaremos realizacion de o al conjunto de soluciones en R”
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del sistema de igualdades y desigualdades (). Cuando este conjunto sea no vacio,

diremos que o es factible y que el sistema es consistente.

El problema de determinar si una condicién de signo para una familia de polinomios
es factible es un caso particular del problema de eliminacién de cuantificadores
en la teoria de primer orden sobre los reales y, por otro lado, muchos algoritmos
de eliminacion utilizan la subrutina de decidir cuéles son todas las condiciones de
signo factibles para una familia de polinomios. Es por esto que los sucesivos avances
en el diseno de algoritmos que resuelven uno u otro problema han estado siempre
estrechamente ligados.

Los primeros algoritmos de eliminacion sobre los reales se deben a Tarski [Tarb1] y
Seidenberg [Seib4], pero la complejidad de los mismos es una funcién que no es recur-
siva elemental. El siguiente gran avance fue un algoritmo, presentado en |[Col75], cuya
complejidad es doblemente exponencial. Posteriormente, en [GV8§], se dio un algo-
ritmo de complejidad simplemente exponencial para decidir la consistencia de siste-
mas de desigualdades polinomiales no estrictas sobre R mediante el estudio de puntos
criticos de funciones. Esta idea fue luego reutilizada en [HRS90, Ren92, BPR96| para
obtener algoritmos de eliminacién de complejidad simplemente exponencial. Estos
algoritmos se basan en el calculo de un conjunto finito de puntos que interseca a
cada componente conexa de un conjunto semialgebraico.

El problema especifico de la consistencia de un sistema de igualdades polinomiales
sobre R fue también tratado mediante el estudio de puntos criticos (ver, por ejem-
plo, [RRSEDO0] y [ARSEDO02]). Varios procedimientos probabilisticos llevaron luego
a mejorar las complejidades de estos algoritmos. Mediante el estudio de variedades
polares clésicas, en [BGHM97, BGHMOI] se trata el caso de variedades suaves com-
pactas definidas por polinomios que forman una sucesion regular, obteniéndose un
algoritmo cuya complejidad depende polinomialmente del grado intrinseco de los
sistemas de ecuaciones involucrados y la longitud de los datos de entrada. Para ob-
tener esta complejidad, se utilizan la codificacion de polinomios mediante straight-
line programs junto con procedimientos eficientes para resolver sistemas de ecuacio-
nes polinomiales sobre C ([GHHT97]). La hipétesis de compacidad es suprimida en
[BGHP04, BGHP05L [SEDS03] y en [SEDT] se extienden estos resultados al caso no

equidimensional.

En el segundo capitulo de esta tesis presentaremos un algoritmo probabilistico para
calcular, dada una familia de polinomios fi,..., f,, € Rlzy,...,x,], un conjunto
finito con la propiedad de intersecar la clausura de cada componente conexa de
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la realizacion de cada condicién de signo definida por estos polinomios en tres si-
tuaciones diferentes: bajo ciertas hipdtesis de regularidad sobre los polinomios (ver
Hipotesis , en el caso de polinomios bivariados arbitrarios y en el caso de un
unico polinomio multivariado arbitrario. Ademé&s presentaremos, para el caso gene-
ral, un algoritmo probabilistico para calcular un conjunto finito con la propiedad
de intersecar cada componente conexa de la realizaciéon de cada condiciéon de signo
cerrada. Estos algoritmos se basan en el calculo de puntos extremales para funcio-
nes coordenadas. En cualquiera de los casos mencionados, evaluando los signos de
los polinomios fi,..., f,, en los puntos del conjunto hallado obtenemos la lista de
todas las condiciones de signo cerradas factibles para la familia de polinomios dada.
Ademas, en la primera de las situaciones descriptas, estos resultados nos permi-
ten obtener también todas las condiciones de signo factibles para dicha familia de

polinomios.

La complejidad de los métodos presentados en este capitulo mejora la complejidad
en el peor caso, que es a su vez el caso genérico, de los algoritmos previos que re-
suelven el mismo problema. Una herramienta fundamental para lograr este objetivo
es el uso de técnicas de deformacién especialmente disenadas (ver [HJISS05]) para
tratar con los sistemas de ecuaciones utilizados para caracterizar los puntos extre-
males. Hasta ahora, estos sistemas eran tratados mediante algoritmos generales de
resolucién de sistemas de ecuaciones (JABRW96l Rou99, [GLS01, Lec03]) v la es-
tructura de los mismos solamente habia sido aprovechada para obtener cotas sobre
la cantidad de componentes conexas de las realizaciones de las condiciones de signo
definidas por la familia de polinomios de entrada ([SEDT]), pero no desde el punto
de vista algoritmico. Nuestro trabajo también puede ser considerado una extension
de los trabajos [SEDS03] y [BGHPO5], en el sentido en que trabajamos no solamente
con igualdades sino también con desigualdades.

En el dltimo capitulo de esta tesis, trataremos un problema proveniente de la teoria
de juegos que puede modelarse por medio de sistemas de ecuaciones e inecuaciones
polinomiales sobre los reales.

La teoria de juegos se ocupa de analizar interacciones estratégicas. Esta teoria ha
jugado un rol fundamental en economia (ver por ejemplo [vNMOT7]) y también ha
sido aplicada en diversas areas como politica, sociologia, psicologia y biologia.

Un juego no cooperativo es una situacién de interaccién entre varios jugadores en la
que cada uno busca maximizar su propia ganancia sin comunicarse con los demés.

Un juego en forma normal es uno que se desarrolla en un inico paso en el que cada
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uno de los jugadores elige una entre una cantidad finita de estrategias, llamadas
estrategias puras, y, de acuerdo a la combinacién resultante de elecciones, obtiene una
cierta ganancia. Si el juego se repite més de una vez, cada jugador puede asignar una
probabilidad a la opcién de adoptar cada una de sus estrategias puras, de modo que
los demés no sepan cudl sera su comportamiento de antemano. Una tal asignacién

de probabilidades recibe el nombre de estrategia mizta.

Uno de los conceptos principales en este modelo es el de equilibrio de Nash, que
consiste en una eleccion de una estrategia mixta por parte de cada jugador, de modo
que ninguno puede incrementar la esperanza de su ganancia simplemente cambiando
su propia eleccién. En [Nas51] se demuestra que todo juego no cooperativo en forma

normal tiene equilibrios de Nash.

Los equilibrios de Nash en un juego no cooperativo en forma normal pueden verse
como las soluciones reales de un sistema de ecuaciones e inecuaciones polinomiales
dadas por polinomios multilineales (ver por ejemplo [Stu02, Chapter 6]). Para el
calculo de equilibrios de Nash se han aplicado algoritmos simbdlicos de resolucién
de sistemas de ecuaciones e inecuaciones polinomiales sobre los niimeros reales (ver
[LMO04, MM96] ); sin embargo, no hay resultados significativos en cuanto a la adapta-
cion de estos algoritmos para aprovechar las propiedades particulares de los sistemas
de ecuaciones involucrados. Un estudio comparativo de distintos métodos conocidos
para calcular todos los equilibrios de Nash de un juego puede encontrarse en [Datl
(ver también [HPO5] para un algoritmo numérico reciente). Herramientas relacio-
nadas con la resolucién de ecuaciones polinomiales se han utilizado también para
estimar la cantidad de equilibrios de Nash para un juego dado (ver, por ejemplo,
[Roj97]).

En esta tesis estudiamos los equilibrios de Nash totalmente mixtos de un juego, es
decir, aquéllos en los que cada jugador asigna una probabilidad positiva a cada una
de sus estrategias puras. Para esto, consideramos el conjunto de los cuasi-equilibrios
del juego, es decir, las soluciones complejas del sistema de ecuaciones que caracteriza
los equilibrios buscados. Los juegos en los que cada cuasi-equilibrio da lugar a un
equilibrio de Nash totalmente mixto tienen la maxima cantidad finita posible de
tales equilibrios. En [MMO97], se prob¢ la existencia de juegos con esta propiedad,
pero sin proveer una caracterizaciéon de los mismos.

Nuestro primer resultado es un algoritmo simbélico para hallar una descripcion del
conjunto de cuasi-equilibrios de un juego genérico con una estructura fija, tratando
a los valores de las ganancias obtenidas por los jugadores como parametros. Este
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algoritmo estd basado en un procedimiento simbélico descripto en [JS07] para el
calculo de resultantes multihomogéneas. El resultado siguiente es un algoritmo para
caracterizar los juegos con la méaxima cantidad finita de equilibrios de Nash total-
mente mixtos: presentaremos un algoritmo que, a partir del output del algoritmo
anterior, calcula un nimero finito de desigualdades polinomiales sobre dichas ga-
nancias que, para juegos genéricos, son equivalentes a la existencia de la maxima
cantidad finita de equilibrios de Nash totalmente mixtos. Finalmente, analizare-
mos juegos particulares cuyo conjunto de cuasi-equilibrios resulta finito: daremos
algoritmos para verificar esta condicién, para hallar una descripcion del conjunto
de cuasi-equilibrios y para calcular la cantidad de equilibrios de Nash totalmente
mixtos del juego en cuestién. La complejidad de los algoritmos presentados en este
capitulo es polinomial en la cantidad de jugadores, la cantidad de estrategias de
cada jugador y la maxima cantidad finita de equilibrios de Nash totalmente mixtos
que puede tener un juego con la estructura considerada.



Preliminares

0.1. Notacion general

Notaremos N al conjunto de los nimeros naturales, Ny a N U {0}, Z al anillo de
los ntimeros enteros, y Q,R y C a los cuerpos de los niimeros racionales, reales y

complejos respectivamente.

Sea R un anillo. Si R es un dominio integro y f,¢g € R, notaremos ged(f,g) y
lem(f, g) al méximo comun divisor y al minimo comun miltiplo entre f y g respec-

tivamente, los cuales estan bien definidos salvo por una unidad de R.

Sean n, m € N. Notaremos R[z1, ..., x,], o simplemente R|[x], al anillo de polinomios
en las variables z1, ..., x, con coeficientes en R. Para f € R[x1,...,z,], notaremos
deg f al grado total de f y para 1 < ¢ < n, notaremos deg,. f al grado de f
en la variable x;. Ademas, si el coeficiente principal de f visto como elemento de
Rlxy,...,xi_1,%it1, ..., xy)[x;] es un elemento de R, diremos que f es cuasimdnico
en la variable ;. Finalmente, para f € R[xy,...,Zn, Y1, -, Ym|, notaremos deg, f
al grado de f en las variables x, es decir, visto como elemento de R[y][z].

Sea K un cuerpo. Notaremos K a la clausura algebraica de K. Todos los cuerpos
que consideraremos seran de caracteristica 0; por lo tanto, de aqui en adelante

omitiremos esta aclaracién.
Para una matriz A € K™*™, notaremos ker A a su ntucleo y rank A a su rango.

Notaremos respectivamente A% y PZ a los espacios afin y proyectivo sobre K de
dimensiéon n. A lo largo de este trabajo consideraremos variedades algebraicas V
en espacios ambiente de distinto tipo: afines, proyectivos y productos de éstos. En
cualquiera de estos casos, notaremos dim V' y deg V' respectivamente a la dimensién
y el grado de V. Para subconjuntos X de estos espacios ambientes, notaremos X
a su clausura respecto a la topologia Zariski (ver, por ejemplo, [Sha77] para una

definicion de estos conceptos). Por omisién, nos referiremos por A" y P* a A¢ y P¢

9
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respectivamente.

Para subconjuntos X de R, notaremos inf X y sup X a su infimo y a su supremo
respectivamente cuando existan. Por tltimo, para subconjuntos X de R", notaremos
X a su clausura respecto a la topologfa euclidea.

Para funciones hy, hy : N’ — R, notaremos

hl(nl, . ,nm) = O(hg(nh e ,nm))

para indicar que existen ¢, N € N tales que |hy(ny,...,nm)| < clhao(ny, ..., ny,)| para
todo (n,...,nm) € N™con 7, ;... ni > N.

0.2. Aspectos algoritmicos

Un algoritmo es un procedimiento que, a partir de un input, que consiste en un
conjunto finito de datos, siguiendo ciertas reglas prefijadas produce un output, que

también consiste en un conjunto finito de datos.

Por problema, entenderemos una pregunta a ser contestada, generalmente depen-
diendo de ciertas variables. En este contexto, una instancia del problema es una
especificacion particular de todas las variables involucradas.

El nexo entre los problemas y los algoritmos estd dado por la eleccion de un esquema
de codificacion de las variables que definen cada instancia del problema como un
conjunto finito de datos. Una vez elegido el esquema de codificacion, un algoritmo
resuelve el problema para una instancia particular si la ejecucién del algoritmo con
el input correspondiente a la codificacion de dicha instancia requiere un nimero
finito de pasos y produce la respuesta correcta. Un algoritmo resuelve el problema
si lo resuelve para todas las instancias posibles.

En el segundo y el tercer capitulo de esta tesis nos ocuparemos del diseno de algo-
ritmos para resolver ciertos problemas relacionados con la resolucién de ecuaciones
e inecuaciones polinomiales sobre el cuerpo de los niimeros reales. En todos los algo-
ritmos que consideraremos, las instancias correspondientes al problema en cuestion
seran codificadas como secuencias finitas de elementos en un cuerpo K C R. De
acuerdo al esquema de codificacién preestablecido, el tamano del input, que es la
longitud de la secuencia que lo forma, se medira en funciéon de un vector de elementos
de No.

La complejidad de un algoritmo es una nocién que se define para medir la eficiencia

con la que lleva a cabo la tarea para la que fue disenado, en funciéon del tamano
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del input. En el contexto que describimos en el parrafo anterior, si en el esquema
de codificacion preestablecido el tamano del input se mide por una funcién s que

depende de m parametros, diremos que la complejidad del algoritmo es la funcién

C : Nj* — Ny definida por

C(ny,...,ny) = max{k: € Ny | existe un input de tamano s(ny,...,n,,) tal

que la ejecucion del algoritmo requiere k& operaciones en K }

Un algoritmo probabilistico es un algoritmo en el que, en determinados pasos, se
eligen algunos pardmetros al azar dentro de un conjunto finito preestablecido, y el
éxito de la ejecucién depende de que dichos pardmetros pertenezcan a un cierto
subconjunto. En el segundo capitulo de esta tesis, los algoritmos que disenaremos
seran algoritmos probabilisticos. En todos ellos habré una cantidad fija de pasos de
eleccién al azar y ésta se realiza siempre en Q™ para algin n € N, siendo Q un
subconjunto finito de Q. El éxito de la ejecucion del algoritmo dependera de que
la eleccion no pertenezca a la interseccién de Q™ con una hipersuperficie de A", lo
cual ocurre con probabilidad tan alta como se quiera con tal que el conjunto Q sea

suficientemente grande.

En el primer capitulo de esta tesis estudiaremos cotas inferiores de complejidad para
algoritmos de resolucion de sistemas de ecuaciones polinomiales sobre el cuerpo de
los nimeros reales desde un punto de vista tedrico, para lo que necesitaremos mas
formalidad sobre los conceptos que acabamos de describir. A tal efecto, adoptaremos
el modelo clésico de maquinas de Turing, el cual describimos en la Seccion [0.2.1] En
la Seccion [0.2.2) incluimos una breve introduccion a la teoria de NP-completitud,
que se utiliza para clasificar problemas de acuerdo a su dificultad para resolverlos
algoritmicamente. Aunque esta teoria fue llevada también a otros modelos (ver,
por ejemplo, [BCSS98]), su desarrollo original se basé en el modelo de maquinas
de Turing. Un estudio mas amplio de los temas introducidos en las proximas dos

secciones puede encontrarse, por ejemplo, en [GJ79].

0.2.1. MAquinas de Turing

Una mdquina de Turing deterministica (de una cinta) consiste de una unidad de
control de estado, un cabezal lector/escritor y una cinta infinita formada por casillas

numeradas sucesivamente por los enteros.

Un algoritmo para esta maquina se define mediante
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= un conjunto finito I' de simbolos, que incluye un subconjunto ¥ de simbolos
de entrada y un simbolo distinguido b € T"\ X,

= un conjunto finito ) de estados, que incluye un estado g, llamado estado de
inicio, y dos estados ¢y v qu, llamados estados de finalizacion,

» una funcion de transicion 6 : (Q — {qv,qn}) X I' = @ x I' x {—1,+1}.

Un input para el algoritmo es una secuencia finita formada por elementos de 3.
Dado un input x de longitud n, la maquina ejecuta el algoritmo como se explica a

continuacion.

Primeramente, los elementos de x se imprimen uno a continuacion del otro en la cinta
ocupando las casillas numeradas de 1 a n, y en todas las otras casillas se imprime el
simbolo b. El cabezal lector/escritor se sitia sobre la casilla 1 y la unidad de control
de estado adopta el estado qp.

Luego, la maquina procede en sucesivos pasos. En cada paso, si la unidad de control
de estado se encuentra en un estado ¢ distinto de gy y g, el cabezal lector/escritor
se sittia sobre una casilla que contiene un simbolo sy d(q, s) = (¢, s’, A), entonces
la unidad de control de estado pasa a adoptar el estado ¢/, el cabezal lector/escritor
imprime un simbolo s’ sobre la casilla que se sitia (borrando el simbolo s) y el
cabezal lector /escritor se mueve una casilla hacia el sentido de los niimeros positivos
o negativos segin sea A =1 o A = —1 respectivamente. Si la unidad de control de
estado se encuentra en estado ¢y o gy, la ejecucion del algoritmo finaliza.

En los casos en los que corresponda, se interpreta que el algoritmo ha producido
una respuesta afirmativa o negativa segun la unidad de control de estado haya fina-
lizado en estado gy o gy respectivamente. Cuando el algoritmo fue disenado para
el computo de una funcién definida del conjunto de secuencias finitas de elementos
de ¥ al conjunto de secuencias finitas de elementos de I, el output producido por el
algoritmo es la secuencia formada por los simbolos que se encuentran, al finalizar la
ejecucion, desde la casilla 1 en el sentido de los niimeros positivos hasta incluir todos
los simbolos distintos de b. Notemos que si el algoritmo ha finalizado su ejecucién

en un numero finito de pasos, esta secuencia tiene, en efecto, longitud finita.

En este modelo, la complejidad de un algoritmo esta dada por la funcion C': Ny —
Ny, definida por

C(n) = max{k € Ny | existe un input x de longitud n tal
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que la ejecucion del algoritmo requiere k pasos}.

La complejidad en este moedelo considera el costo de acceder al simbolo que se
encuentra en cada una de las casillas de la cinta, a diferencia de lo que ocurre en
la descripcién més informal dada al comienzo de la Seccién [0.2] en la que todos los

resultados de cémputos anteriores se consideran disponibles en todo momento.

0.2.2. Teoria de NP-completitud

Un problema de decision 11 es un problema cuya respuesta es “si” o “no”. El problema
IT queda determinado definiendo el conjunto de instancias Dy y el conjunto Y C Dy

de instancias para las cuales la respuesta es afirmativa.

La clase de problemas P es la clase de los problemas de decision II para los cuales
existen un algoritmo para una maquina de Turing deterministica y un polinomio
p: N — N tales que el algoritmo resuelve el problema y su complejidad C' verifica
C(n) < p(n) para todo n € Ny.

La clase de problemas NP es la clase de los problemas de decisién II para los cuales
existen un algoritmo para una maquina de Turing deterministica y un polinomio

p: N — N que verifican la siguiente propiedad:

= para toda instancia I € Yy codificada mediante una secuencia x formada por n
simbolos de entrada, existe un secuencia finita 2’ formada por n’ simbolos que
si se imprimen en la cinta ocupando las casillas numeradas de —n’ a —1 luego
de que se imprimen en la cinta los elementos de x, la ejecucion del algoritmo

[{9ee)]

produce la respuesta “si” y requiere una cantidad de pasos acotada por p(n).

» para toda instancia I € Dy \ Y codificada mediante una secuencia finita x
de simbolos de entrada, no existe ninguna secuencia finita 2’ formada por n’
simbolos que si se imprimen en la cinta ocupando las casillas numeradas de
—n’ a —1 luego de que se imprimen en la cinta los elementos de z, la ejecucién
del algoritmo finaliza en una cantidad finita de pasos produciendo la respuesta

[19Ee}]

S1

Informalmente, la clase de problemas NP es la clase de los problemas de decision
IT tales que las instancias I € Y7 pueden ser reconocidas en una cantidad de pa-
sos acotada polinomialmente en funcién de la longitud de la secuencia de simbolos
que codifica a I, a partir de un conjunto de datos que permitan corroborar que la

[A9Eel]

respuesta correcta al problema para la instancia I es “si”.
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Es claro que la clase de problemas P estd incluida en la clase de problemas NP
(tomando, por ejemplo, la secuencia finita =’ vacia en la definicién anterior). Un
problema abierto ampliamente difundido consiste en decidir si estas clases son igua-

les.

Una reduccion polinomial de un problema de decisién II” a un problema de decisién
IT es un algoritmo para una maquina de Turing deterministica tal que existe un
polinomio p : N — N de manera que se verifica la siguiente propiedad: el algoritmo
calcula una funcién que, para cada input formado por n simbolos que codifican
una instancia I’ € Dy, el output es una secuencia finita de simbolos que codifica
una instancia I € Dy de manera que I € Yy si y solo si I’ € Y, y la ejecucion
del algoritmo requiere una cantidad de pasos acotada por p(n). Un problema NP-
completo es un problema de decision II en la clase NP tal que todo problema de
decision IT" en la clase NP se reduce polinomialmente a II.

Estas definiciones implican que si I’ se reduce polinomialmente a Il y II € P,
entonces 1" € P; luego, si existe un problema NP-completo I1 tal que IT € P, entonces
P = NP, de donde surge la importancia de estudiar los problemas NP completos.

Un problema de busqueda 11 es un problema cuya respuesta es un conjunto de objetos
llamados soluciones. El problema II queda determinado definiendo el conjunto de
instancias Dy y el conjunto de soluciones Sp(I) para cada instancia I. Vale la pena
aclarar que un algoritmo resuelve el problema de bisqueda II para una instancia
particular I si, a partir de una secuencia finita de simbolos que codifica a I, el
output es una secuencia finita de simbolos que codifica algin elemento de Si(I) o
la respuesta “no” si Sp(I) es vacio. Todo problema de decisién es un problema
de busqueda, definiendo Sp(I) = {“si”} para I € Y y Su({) = {“no”} para
I € Dy \ Y.

La nocion de reduccién polinomial entre problemas de busqueda exige un cierto
desarrollo formal que excede lo necesario para la comprensién de los resultados de
esta tesis. En forma algo imprecisa, podemos decir que una reduccion polinomial de
un problema de bisqueda II' a un problema de bisqueda IT es un algoritmo para
una maquina de Turing deterministica tal que existe un polinomio p : N — N de
manera que se verifica la siguiente propiedad: para cada secuencia finita formada
por n simbolos que codifica una instancia I de II’, el algoritmo resuelve el problema
IT" para I utilizando una subrutina que resuelve el problema II, y la ejecucion del
algoritmo requiere una cantidad de pasos acotada por p(n), contando cada ejecucién

de la subrutina como un tnico paso.
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Un problema NP-hard es un problema de busqueda II tal que existe un problema de
decisién NP-completo II' que se reduce polinomialmente a I1. Al igual que antes, si
existe un problema NP-hard IT tal que II € P, entonces P = NP.

Dos ejemplos clasicos de problemas NP-completos son los problemas SAT y 3-SAT
([CooT1], [Kar72]). En lo que sigue damos la formulacién de estos problemas, para

lo cual introducimos en primer lugar algunos conceptos.

Una formula bien formada del cdlculo proposicional, o simplemente, una formula
proposicional, es una férmula obtenida a partir de simbolos de predicado Py, ..., P,,
utilizando los conectivos proposicionales A,V y —. Un literal es una férmula proposi-
cional de la forma P o =P, donde P es un simbolo de predicado. Una interpretacion
de los simbolos de predicado P, ..., P, es una funcién I : {P,...,P,} — {V,F},
es decir, una asignacién a cada uno de estos simbolos de predicado de un valor de
verdad “verdadero” o “falso” simbolizado por V' o F' respectivamente. Una interpre-
tacion de los simbolos de predicado Py, ..., P, satisface a una férmula proposicional
W obtenida a partir de ellos si el valor de verdad que la interpretacion le hace
corresponder a W es “verdadero”. Una férmula proposicional W es satisfacible si
existe una interpretacion de los simbolos de predicado a partir de los cuales W fue

obtenida que satisface a W.

El problema SAT es el siguiente problema de decisién: dada una férmula proposi-

cional W obtenida a partir de simbolos de predicado P, ..., P, de la forma
W= (LiyV---VLy) A ALyt V-V Liy,,), (1)

donde para 1 <i <m,1 < j <1I;, L;; es o bien el literal Py, o bien el literal =Py,
para algin 1 < k;; < n, decidir si W es satisfacible.

El problema 3-SAT es el problema de decision SAT restringiendo el conjunto de
instancias a las formulas proposicionales W como en que verifican [; = 3 para
1< <m.

Como consecuencia de la NP-completitud de los problemas SAT y 3-SAT, resulta
que los problemas de busqueda que consisten en encontrar para cada instancia W
de SAT o de 3-SAT una interpretacién de los simbolos de predicado involucrados en

la escritura de W que satisfaga a W (o decidir que no existe tal interpretacion), son
NP-hard.
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0.2.3. Codificacién de polinomios

Sea R un anillo. Todo polinomio en R[zy,...,z,] queda definido conociendo su
grado y los coeficientes correspondientes a monomios de grado menor o igual a
él. Esta es la manera usual en la que se representan polinomios, pero no es la
unica forma de hacerlo. Actualmente coexisten varios esquemas de codificacion de
polinomios muy utilizados en algebra computacional y cada una de ellos presenta
ventajas y desventajas sobre los demas. A continuacion describimos los esquemas de

codificacién que utilizaremos en esta tesis.

Codificacion densa: Es la codificacién usual recién descripta. Consiste en el grado
d del polinomio y la lista de todos los coeficientes correspondientes a monomios de
grado menor o igual a d en algin orden prefijado.

Codificacion rala: Consiste en la lista de todos los coeficientes no nulos del polinomio
junto con el vector de grados en cada variable del monomio al que acompana dicho
coeficiente.

Codificacion por straight-line programs: Consiste en una lista de instrucciones que
permiten evaluar al polinomio en cualquier elemento de R". Cada instruccién de
la lista es una suma, resta o multiplicacién entre variables, elementos de R o el
resultado de instrucciones anteriores de la lista. Cuando R es un cuerpo, la division
de una variable, un elemento de R o el resultado de una instruccién anterior por
un elemento de R también es admitida. La longitud del straight-line program es
la cantidad de instrucciones que lo compone. En adelante escribiremos slp como
abreviatura de straight-line program.

En esta tesis, utilizaremos frecuentemente los siguientes algoritmos para polinomios
codificados por slps:

[BCSI97, Lema 21.25]: A partir de un slp de longitud L que codifica un polinomio
[ € R[z1] de grado acotado por d, calcula con complejidad O(d?L) un slp de longitud
del mismo orden que codifica simultdneamente a todos los coeficientes de f.

[Str73]: A partir de un slp de longitud L que codifica simultdneamente polinomios
f1, f2 € R[z1] con R dominio tales que f, divide a f; en Ry[z1] donde Ry es el cuerpo
de fracciones de R, de una cota d para el grado del cociente f;/f2, y de un elemento
s € R tal que fy(s) # 0, calcula con complejidad O(d?(d+ L)) un slp con coeficientes
en Ry de longitud del mismo orden que codifica el cociente fi/fs. Si fa(s) es una
unidad de R, entonces el cociente fi/fo € R[x1] y el slp obtenido tiene coeficientes
en R.
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[BS83|: A partir de un slp de longitud L que codifica un polinomio f € R[x1,...,z,],
calcula con complejidad O(L) un slp de longitud del mismo orden que codifica

simultaneamente a f y a todas sus derivadas parciales.

0.3. Nociones geométricas

0.3.1. Resolucion geométrica de variedades cero-dimensio-

nales

Una manera de representar variedades cero-dimensionales muy utilizada actualmente
en algebra computacional es por medio de resoluciones geométricas. Esta nocion fue
introducida en los trabajos de Kronecker y Konig ([Kro82], [Koe03]) en los tltimos
anos del Siglo XIX y actualmente figura en la literatura también bajo el nombre
de representacion racional univariada. Un resumen de la historia del uso de esta
representacion en el area puede encontrarse en [GLS01].

Una resolucién geométrica de una variedad cero-dimensional describe a la misma me-
diante una parametrizacién o bien polinomial o bien racional, en la que el parametro
toma valores en el conjunto de raices de un polinomio univariado. Mas precisamen-
te, sea K un cuerpo y V' C A% una variedad no vacia formada por p puntos. El
conjunto {q, wy, ..., w,} C K[U] es una resolucion geométrica (polinomial) de V' si
degg=p,degw; <pparal <i<ny

V= {(wl(u),...,wn(u)) lue K, qlu) = 0}.

A su vez, el conjunto {q, qo, w1, ..., w,} C K[U] es una resolucion geométrica (ra-
cional) de V' si degq = p, degqo < p, degw; < p para 1 < i < n, ged(q,q0) = 1

y
V= {<w1(u) wn(u)> |u€ K, q(u) :O}.

@o(w) " qo(u)
La condicién ged(q, o) = 1 asegura que ninguno de los denominadores en la expre-

sién anterior resulta nulo y, a su vez, que es posible obtener un inverso rq € K[U]
para ¢o modulo ¢. Luego llamando w; al polinomio w;ry mdédulo ¢ para 1 <17 < n,
obtenemos que V = {(w;(u), ..., w,(u)) | u € K, g(u) = 0}. Por lo tanto, es posible
pasar de una representacion racional a una polinomial con un costo computacional
bajo que, en nuestro caso, no incrementa la complejidad de los algoritmos que pre-
sentaremos. Esto nos permitira hacer uso indistinto de ambas representaciones una

vez calculada una de ellas.



PRELIMINARES 18

La practica usual para obtener una resolucion geométrica de una variedad 0-dimen-
sional es considerar una forma lineal que tome distintos valores sobre los puntos
de la variedad V', para luego tomar ¢ como el polinomio que tiene a dichos valores
por raices. En el caso de representaciones polinomiales, la resoluciéon geométrica
se completa con los polinomios que interpolan los valores de las coordenadas de
los puntos de V' en los ceros de ¢. En el caso de representaciones racionales, esta

construccién se adapta convenientemente.

La nocién de resolucion geométrica puede adaptarse facilmente al caso de variedades
proyectivas cero-dimensionales y, mas auin, al caso de variedades multiproyectivas
cero-dimensionales. Sean ny,...,n, e Ny V C IP’% X+ X IP% una variedad no vacia
formada por p puntos. El conjunto {q, w1, ..., Win,, .., Wros ..., Wy, } C K[U]| es
una resolucion geométrica de V' si degq = p, degw;; < pparal <i <r,0< 5 < ny,
los polinomios wy, . . . , W;,, No se anulan simultdneamente en ninguna raiz en K de
gparal <1 <ry

V= {((wlo(u) st wpn (W), (wee(u) e wmr(u))) lue K, q(u) = O}.

0.3.2. Teorema de Bézout multihomogéneo

Sea K un cuerpo y sean ni,...,n, € N. Para 1 < ¢ < r llamemos x; al grupo
de variables zg, ..., Zi,,. Un polinomio f € Klzy,...,z,] es multihomogéneo si es
homogéneo en las variables de cada grupo z; para 1 < ¢ < r y, en tal caso, su
multigrado es el vector (deg,, f,...,deg, f) € Ni.

Seann =2 . ,1y fi,...,[n € K[z1,...,2,] polinomios multihomogéneos con f;
de multigrado d; := (d;1,...,d;) para 1 < i < n. El Teorema de Bézout Multiho-
mogéneo, proveniente de la teoria de interseccion de divisores, establece que el grado
de la variedad definida en IP’% X oo X IP’%* por fi,..., fn estd acotado por

Bezn,,n, (o d) = > (T dia) 2)

(j11min)€3  1<i<n

donde
3= {0 g €0y | #lk | =i} =npara 1 <i <7}

siempre que Bez,, .. (di,...,d,) sea positivo (ver [Sha77, Chapter 4] y [Hei83];
para demostraciones alternativas utilizando técnicas de deformacion ver [MSWO95],
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[McL99], [HJSS05]). Notemos que este resultado puede ser visto también como un
caso particular del Teorema de Bernstein sobre el numero de raices comunes de

sistemas ralos (ver [Ber75]).

El nimero Bez,, ., (di,...,d,) es llamado el nimero de Bézout del sistema polino-
mial genérico con la estructura de multihomogeneidad considerada. Para ky, ..., k; €
No con ) ..., ki = n, notaremos Bez,, _, (di,k1;...;d;, ki) al nimero de Bézout de

un sistema multihomogéneo con k; polinomios de multigrado d; para cada 1 < i < t.

0.4. Otras herramientas

Varias construcciones que realizaremos en este trabajo estan basadas en utilizar con-
venientemente las propiedades que satisfacen las matrices de Cauchy y los polinomios
de Tchebychev de primer tipo, a los cuales nos referiremos en adelante simplemente
por polinomios de Tchebychev. Incluimos a continuacién breves resimenes de estas
propiedades.

0.4.1. Matrices de Cauchy

Una matriz de Cauchy en Q™ > es una matriz A de la forma

1 1
a1 —p o a1—LBmy
A= : . : (3)
1 1
Amy —B1 e QAmy _ﬁmg

con ..., Quy, B1, .o, By € Q, oy # B para todos 1 <t <my y 1 <7 < mo.

Si A es una matriz cuadrada de Cauchy como en con m = my = Mo, entonces

(ngilgm Hil<z’2§m(@i1 - O‘iz)) ( H1§jlgm Hj1<j2§m(ﬁj2 - ﬁﬁ)) '

det(4) = H1§i§m H1§j§m(ai —55)

A partir de esta formula, podemos ver que para toda matriz de Cauchy A como en

@), si ow, # i, y B, # By, para todos 1 < iy < iy <myy 1< gy < jo < my, la
matriz A tiene rango min{m,, ms}.

Podemos observar ademas que toda submatriz de una matriz de Cauchy es a su vez

una matriz de Cauchy.
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0.4.2. Polinomios de Tchebychev

Sea x una variable. Para n € Ny, el n-ésimo polinomio de Tchebychev T,, € Z[z] es
el polinomio que se obtiene siguiendo la siguiente definicién recursiva:

u TO = ]_7
| ] Tl = x’
w T, =22T, 1 — 1T, o paran > 2.

Inductivamente, se puede ver que 7}, es un polinomio de grado n para n € Ny, que
su coeficiente principal es 2" si n > 1 y ademés, que para todo z € [—1, 1],

T, (z) = cos(n arc cos(z)).

(ver, por ejemplo, [KC91l, Section 6.1]). Como consecuencia de esta identidad tene-
mos que las raices de 7T;, son los n nimeros reales en el intervalo (—1,1) de la forma
cos(tm/2n) con t entero impar entre 1 y 2n — 1 inclusive, todas con multiplicidad
1, y que las raices de T son los n — 1 nimeros reales en el intervalo (—1,1) de la
forma cos(tw/2n) con t entero par entre 2 y 2n — 2 inclusive. La evaluacién de T,
en cualquier raiz de 7! da por resultado +1, de donde se deduce que para n par,
T,(x) > —1 para todo = € R.

Notemos ademas que la definicién recursiva de los polinomios de Tchebychev brinda
una manera de calcular para todo n € N, un slp de longitud O(n) que codifica a
T,.
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Cotas inferiores de complejidad

1.1. Introduccion al problema

Uno de los problemas principales en geometria algebraica real consiste en decidir
si un sistema de ecuaciones polinomiales con coeficientes reales en n variables tiene
una solucion en R"™. Para analizar este problema desde el punto de vista de la teoria
de NP-completitud en el modelo de méquinas de Turing, debemos restringirnos al
estudio del mismo en el caso de polinomios con coeficientes en un subanillo de R
cuyos elementos sea posible describir por medio de una secuencia finita de simbolos.
Nos enfocamos entonces en el problema de decidir si un sistema de ecuaciones po-
linomiales con coeficientes enteros en n variables tiene una solucién en R", ya que
cualquier cota inferior de complejidad para la resolucion algoritmica de este proble-
ma implica la misma cota inferior si se considera otro subanillo de R que contenga
al de los nimeros enteros. Es sabido que este problema es NP-hard; de hecho, existe
una reduccién polinomial clasica del problema NP-completo 3-SAT que describimos

a continuacién.

Dada la instancia W de 3-SAT
W: (Lll\/LlQ\/ng) VANEIVA (Lm1VLm2VLm3), (11)

donde para 1 <¢ <m,1 < j <3, L;; es o bien el literal P;ﬁ.j o bien el literal ﬂPkij

21
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para algin 1 < £;; < n, consideremos el sistema de ecuaciones

r? -1 = 0,

2 —1 = 0,
lll(mku)112(xk12)l13($k13> = 0>

\ lml (xk?ml)lm2 (xknLQ)lm3<xk7n3> = 07

donde para 1 <i <m,1 <j <3, l(xy,) = v, —1si Ly = Py, y lij(2r,;) = o, +1
si Ljj = —F,,. Este sistema tiene una soluciéon en R"™ si y solo si la formula T es
satisfacible, ya que cada solucién (z1,...,x,) € R" del mismo se corresponde con
una interpretacion I de los simbolos de predicado P4, ..., P, que satisface a W del
siguiente modo: para 1 < k < n, I[(P,) =V siapy =1e I(P) = F si o = —1.
Como para cada instancia W de 3-SAT, la codificacion del sistema de ecuaciones
asociado, ya sea densa, rala o por slp, puede calcularse en una cantidad de pasos
polinomial en el tamano de W, se obtiene que el problema de decidir si un sistema de
ecuaciones polinomiales con coeficientes enteros tiene una solucién real es NP-hard
para cualquiera de estas codificaciones.

A su vez, el problema de decidir si un sistema de ecuaciones polinomiales con coe-
ficientes enteros tiene una solucién en R" es equivalente al de decidir si una tnica
ecuacién polinomial con coeficientes enteros tiene una solucién en R™, ya que el sis-
tema de ecuaciones f; = --- = f,, = 0 admite una soluciéon en R" si y solo si la
ecuacion fZ+---+ f2 = 0 admite una solucién en R™. Entonces, ante la probable im-
posibilidad de encontrar un algoritmo de complejidad polinomial para decidir si una
ecuacién polinomial con coeficientes enteros tiene una solucién en R”, en adelante
nos enfocamos en el estudio de este problema restringiendo el conjunto de instancias

al conjunto de polinomios univariados.

Para la codificacion densa, es sabido que es posible resolver este problema con com-
plejidad polinomial, por ejemplo mediante el estudio de secuencias de Sturm (ver
[BPRO3, Chapter 2]). Para la codificacién rala, no se conocen resultados al respec-
to. Para la codificacién por slp, Biirgisser probé que el problema es NP-hard (esta
demostracion no fue publicada pero un bosquejo de la misma puede encontrarse en
[Roj00]). La idea de su demostracién consiste en componer el polinomio en cuestién
con una transformacién de Mobius (u homografia) que manda el eje real en la circun-

ferencia unitaria, para luego utilizar de manera apropiada un resultado en [Pla77]
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que establece que el problema de decidir si un polinomio univariado con coeficientes
enteros codificado de manera rala tiene una raiz compleja de médulo 1 es NP-hard.

Otra demostracién del mismo resultado fue obtenida de manera independiente en

[RGKO02, Theorem 5.10].

En este capitulo, damos una nueva demostracion de que el problema de decidir si
un polinomio univariado con coeficientes enteros codificado por un slp tiene una
raiz real es NP-hard. Nuestra demostracion se basa en adaptar directamente al con-
texto real la idea de la reduccién polinomial del problema 3-SAT dada en [Pla77],
utilizando convenientemente propiedades de los polinomios de Tchebychev. A tal
efecto, primeramente definimos una funcién sobreyectiva I,; del conjunto de raices
del M-ésimo polinomio de Tchebychev T, para un M € N apropiado al conjunto de
interpretaciones de los simbolos de predicado P, ..., P,. Luego exhibimos una for-
ma de calcular algoritmicamente para cada instancia W de 3-SAT obtenida a partir
de los simbolos de predicado Pi,..., P, y en una cantidad de pasos polinomial en
el tamano de W, un polinomio F' con la siguiente propiedad: el conjunto de raices
reales de F' esta contenido en el conjunto de raices de T}, y, ademas, para cada raiz
r de Ty, 7 es raiz de F' siy solo si /() satisface a W, con lo cual F tiene una raiz
real si y solo si W es satisfacible.

Una consecuencia de nuestra construccion es que permite saber a priori que las posi-
bles raices reales del polinomio calculado son raices de un polinomio de Tchebychev.
Esto nos lleva luego a obtener un nuevo resultado: el problema de aproximar las
raices reales de un polinomio univariado con coeficientes enteros codificado por un
slp es también NP-hard.

Este capitulo esté organizado de la siguiente manera. En la Seccion damos nues-
tra demostracion de que el problema de decidir la existencia de raices reales en
polinomios univariados con coeficientes enteros codificados por slps es NP-hard. En
la Seccién [I.3] retomamos la construccién hecha en la seccién anterior para pro-
bar que el problema de aproximar las raices reales en polinomios univariados con

coeficientes enteros codificados por slps es también NP-hard.

1.2. Existencia de raices reales

En este capitulo notaremos, para j € N, ¢; al j-ésimo ntimero primo impar. Como
explicamos en la Seccién [I.1] el primer paso en nuestra demostracion es definir, para

M € N, una funcién que asigna a cada raiz del M-ésimo polinomio de Tcheby-
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chev Ty, una interpretacién de determinados simbolos de predicado. A tal efecto,
introducimos las siguientes definiciones.

Definicién 1.1 Para M € N, notamos d(M) al conjunto de los nimeros impares

entre 1 y 2M — 1 inclusive y ry; a la funcion biyectiva

t
rar s d(M) — {raices de Ty},  ra(t) = cos (—W>
2M
Para cada v raiz de Ty, definimos la interpretacion Iy (r) de los simbolos de predi-
cado {P; | q; divide a M} de la siguiente manera:

In(r)(Pj) =V siy solo sir es una raiz de Thy/q, .

Para cada J interpretacion de {P; | q; divide a M}, notamos a(J) = H q;-
{1J(P)=V}

Observacién 1.2 Notemos que para todo t € d(M),
I (rar(t))(P;) =V siy solo si q; divide a t.

Ademds, para cada interpretacion J de {P;|q; divide a M} hay al menos una raiz
r de Ty tal que In(r) = J, por ejemplo, v = ry(a(J)). Mds ain, si M es libre
de cuadrados entonces {t € d(M) | Iy(rp(t)) = J} = {t € d(M) | ged(t, M) =
a(J)}. Luego, la funcion Iy definida del conjunto de raices de Ty al conjunto de

interpretaciones de {P;|q; divide a M} es sobreyectiva.

Para comenzar a relacionar férmulas proposicionales con polinomios univariados y

sus raices reales, consideremos la siguiente definicién.

Definicién 1.3 Para una férmula proposicional W, decimos que M € N es apro-
piado si M es libre de cuadrados y, para todo 7 € N, si la escritura de W invo-
lucra el simbolo de predicado Pj, entonces q; divide a M. En tal caso, definimos
PolyS,,;(W) € Rlz] como el polinomio ménico que tiene por raices simples a las

raices r de Ty tales que Iy (r) satisface a W.

Observacién 1.4 Dadas formulas proposicionales Wy W', siempre que M sea
apropiado, vale que:

1. PolyS,,(=W) = WJ;}ISM(W)’
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2. PolyS,, (W AW’) = ged(PolyS,, (W), PolyS,,(W")),
3. PolyS,;(W vV W') = lem(PolyS,, (W), PolyS,,(W")),

4. PolyS,,(W) = PolyS,;(W') si y solo si W y W' son equivalentes (es decir,
toda interpretacion de los simbolos de predicado satisface a una si y solo si

satisface a la otra).

El siguiente lema provee una manera de calcular PolyS,;,(1¥) en algunos casos par-
ticulares.

Lema 1.5 Siempre que M sea apropiado, vale que:

T @iy -5
1. PolyS,, (P, N--- A\ P;) M/ (g, --aiy)

= M7 (agy )1

2. PolySy, (<P, V ~Py, V ~P,) = o

2M=TPolyS , (P;, APy APig )’

Ty PolyS (Pl AP; o AP; )
3. POlySM(Pil v _‘Pi2 v _\B?’) - glM_lpojinSMl(Pi;\Pis; ’

o T]uPOlySIM(Pil/\PZ‘3)P01ySM(Pi2/\PZ‘3)
4' POlySM(Rl \/ 'Pi2 \/ _"P7‘3) - QAI_lpolyS]u(Plg)POlySM(PZ'l/\P»L‘Q/\Pis)7

__ PolySy (P )PolySyy (Piy )PolyS s (Pig )PolyS py (P APiy APig)
5. PolySy (P, V P, V Py,) PolyS 1 (Pry APy, )PolyS 1 (P, AP,y )PolyS  (Piy APy

Demostracion: En cada {tem, ambos miembros de la igualdad son polinomios mo-
nicos. Para probar el primer item, notemos que el conjunto de raices de Trif(giy a1,
es

(Pt )@ 11 € A0 (@ oai)) | = {me®) | ¥ € dM), g, alt'

que es el conjunto de raices de PolyS,,(P;, A--- A P,). En los demés items puede
verse facilmente que ambos miembros de la igualdad tienen las mismas raices, todas

simples. o

Dado que toda férmula proproposicional W es equivalente a una conjuncién de
disyunciones de literales, podemos notar que como consecuencia de la Observacién
y del primer {tem del Lema , para todo M apropiado, PolyS,, (W) € Q[z].

Introducimos a continuaciéon una familia de polinomios andloga a la de los poli-

nomios ciclotémicos que nos permitira describir méas precisamente los polinomios

PolyS,,(W).
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Definicién 1.6 Para M € N, definimos Cy como el polinomio

Culx)= [ (z—ru®).

ted(M)
ged(t:M)=1
Podemos observar que deg Cu = ¢(2M), donde ¢ es la funcién de Euler, y que el
conjunto de raices de este polinomio es simétrico con respecto al 0. Ademas, para
M’ €N, si M # M, entonces Cy(z) y Cpp(z) son polinomios coprimos.
Veamos que, utilizando los polinomios recién definidos, para una férmula proposi-
cional W y M apropiado, podemos descomponer el polinomio PolyS,,(W) como
producto de polinomios agrupando en cada factor todas las raices que tienen aso-

ciada la misma interpretacién de los simbolos de predicado.

Lema 1.7 Sea W wuna formula proposicional, sea M apropiado y sean Jy, ..., Jy
todas las interpretaciones de los simbolos de predicado involucrados en la escritura
de W que satisfacen a W. Entonces PolyS, (W) =[] <, C’M/Q(Jh).

Demostracion: Como ambos polinomios son moénicos y libres de cuadrados, es su-
ficiente con probar que tienen las mismas raices. Para 1 < h < k, el conjunto de
raices de Cr/a(s,) €8

{TM/a(m(t) | t € d(M/a(Jy)), ged(t, M/a(Jy)) = 1} =
o) . s 30—} -

= {ralt) | ¥ € d(0M), T(ras(t)) = i b

luego la unién de estos conjuntos es el conjunto de raices de PolyS,, (). o

A continuacion probaremos dos lemas auxiliares que nos permitiran calcular el po-

linomio PolyS,;,(V) en determinadas situaciones.

Lema 1.8 Sean q, M € N. Si q es un primo impar que no divide a M, entonces

~

~ ~ CM O Tq
CqMCM N 2(g—1)deg Car
St M es impar, entonces
~ CM o TQ
Con =
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Demostracion: Comencemos probando la primera afirmacién. Ambos polinomios
son ménicos y de grado gp(2M). Como el primer polinomio es libre de cuadrados, es

suficiente con probar que cada una de sus raices es una raiz del segundo polinomio.
Si r es una raiz de Cjy, entonces r = cos(zé—WM) para algiun t € d(qM) tal que
ged(t,gM) =1.Sit =1t 4+ s2M con t’' € d(M) y s € Ny, entonces ged(t', M) =1y,

por lo tanto,
14tr) = cos (qarecos (eos (5 77))) = o0 (577)
r) = cos ( garccos | cos [ —— =cos|(—) =
“ a 2 M oM

t'n

= (—1)cos (577) = (~1)ru(?).

que es una raiz de Cy;. Andlogamente, si 7 una raiz de Cyy, entonces r = cos(z;57)

para algin ¢t € d(M) tal que ged(t, M) = 1. Siqt =t'+s2M cont’ € d(M) y s € Ny,
entonces ged(t', M) = 1y, por lo tanto,

T,(r) = cos (q arc cos (cos (;—;\;))) = cos (gt—]\Z) =

t'n

= (=) cos (577) = (~1)ru(?).

que es una raiz de Cy;.

Podemos probar de manera andloga la segunda afirmacién. Ambos polinomios son
ménicos y de grado 2¢(M). Si r es una rafz de Coy, entonces r = cos(45) para
algin t € d(2M) tal que ged(t, M) =1.Sit =t 4+ s2M con t' € d(M) y s € {0,1},
entonces ged(t', M) = 1y, por lo tanto,

T5(r) = cos <2 arc cos (cos (;—L))) = cos <;—]7\T4> =

= (~1)7cos (1) = (~1)'r 1),

que es una raiz de C'y,. o

Lema 1.9 Sea W una formula proposicional y sea M apropiado. Si la escritura de
W no involucra al simbolo de predicado P; y qj 1 M, entonces

PolyS (W) o T,

2(g;—1) deg PolyS (W)

PolyS, y(W) =

Si M es impar, entonces

POlySM (W) o T2
POlySQM(W) = 9deg PolyS,, (W) °
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Demostracion: Comencemos probando la primera afirmacién. Sean Ji, ..., J, todas
las interpretaciones de los simbolos de predicado {P, | ¢; divide a M} que satis-
facen a W. Para 1 < h < k, sean J{ y JY las interpretaciones de los simbolos
de predicado {P; | ¢ divide a M} U {P;} que extienden a J;, con JF'(P;) = F y
JY (P;) = V respectivamente. Como la definicién de W no involucra a P;, tenemos
que J{, JY, ..., JE JY son todas las interpretaciones de los simbolos de predicado
{P | q divide a M} U{P;} que satisfacen a W. Por el Lema es suficiente con
probar que para 1 < h < k,

% A - Chja(a) © 1y,
gGM/a(J) Y qpM/a(TY) —

9(gj—1) deg Crjary)

Dado que a(Jf) = a(Jy) y a(JY) = gja(Jy), esta igualdad es cierta por la primera
afirmacién del Lema 1.8 aplicada a g; y a M/a(Jy).
Podemos probar de manera analoga la segunda afirmacion, ya que para cualquier
interpretacién J de los simbolos de predicado {P, | ¢; divide a M} que satisface a
W, ~
Contjaqy = doth ° T
odeg Crrya(a)

por la segunda afirmacion del Lema aplicada a M /a(J). o
Podemos dar ahora nuestra demostracion del resultado principal de la seccidon.

Teorema 1.10 FEl problema de decidir si un polinomio univariado con coeficientes

enteros codificado por un slp tiene una raiz real es NP-hard.

Demostracion: Veamos que el problema NP-completo 3-SAT se reduce polinomial-
mente al problema considerado. Mas precisamente, veamos que para cualquier ins-
tancia W de 3-SAT es posible calcular en una cantidad de pasos polinomial en el
tamano de W, un slp que codifica un polinomio F' € Z[z| con las mismas raices
reales que PolyS,,(W) para un M apropiado. Luego, F' tiene una raiz real si y solo
si W es satisfacible.

Sea W = (L1 V LoV Liz) A+ - A(Lyp1 V L2 V Liys) donde para 1 <i <m,1 < j <3,
L;j es o bien el literal P, ; o bien el literal =P, para algin 1 < k;; < n.

Dado que g, = O(klog(k)) (ver [HWT9, Chapter I]), podemos calcular ¢; para todo
1 < 7 < n, en una cantidad de pasos polinomial en n; por ejemplo, escribiendo los

numeros de 1 a ¢ para ¢ € N suficientemente grande y luego eliminando los multiplos
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de cada uno de los ntimeros de la lista. Tomemos M = 2[[,..-, ¢ (podriamos
prescindir del factor 2 en la demostracion de este teorema, p:er(_) éste tendra su
utilidad en la siguiente seccién). Para cada 1 < i < m, sea W; = Lj; V Lip V Liz y
Ni = Gy Qi i, = O(n*log?(n)).

El primer paso consiste en calcular, para cada 1 < i < m, un slp que codifique un
miiltiplo escalar en Z[x] de PolySy (W;). Aplicando la férmula del primer item del
Lema (1.5/en la de los demas items, tenemos que, para cada 1 < i < m, PolySy. (W)
es un cociente entre polinomios de grado acotado por O(N;) que pueden codificarse
por un slp de longitud del mismo orden. Utilizamos entonces el algoritmo para
divisién de polinomios codificados por slp en [Str73], que requiere una cota para el
grado del cociente y un elemento que no anule al denominador. En nuestro caso,
conocemos dicha cota y dicho elemento, ya que ignorando los escalares involucrados
en las formulas del Lema |1.5, obtenemos que la evaluacién del denominador en 1 da
por resultado 1 por ser un producto de polinomios de Tchebychev. El algoritmo en
[Str73] calcula entonces, en una cantidad de pasos polinomial en n y m, un slp de
longitud O(n°log”(n)) que codifica un miiltiplo escalar en Z[x] de PolyS ~,(W;) para
cadal <i<m.

El segundo paso consiste en calcular un slp para un miltiplo escalar de PolyS,,(W;)
en Z[x] para cada 1 < i < m. Siguiendo el Lema , debemos agregar al slp calculado
para un miltiplo escalar de PolySy (W;) en Z[z], la codificacién correspondiente a
la composicién con los polinomios 7T, para cada primo ¢ < ¢, distinto de g, , gx,,
Y Qk; ¥ con el polinomio 75, uno a la vez. Esto puede hacerse en una cantidad de
pasos polinomial en n y m y la longitud de los slps obtenidos es O(n?log”(n)).

Para finalizar, calculamos en una cantidad de pasos polinomial en n y m un slp de
longitud O(mn®log”(n)) para la suma de los cuadrados de los miiltiplos escalares
de los polinomios PolyS,,(W;) calculados en el paso anterior para 1 < i < m. Si
llamamos F' al polinomio codificado por este slp, las raices reales de F' son las raices
reales comunes de los polinomios PolyS,,(W;) para 1 < i < m, que son las raices

reales de PolyS,,;(W). Esto concluye la demostracién del teorema. o

Dado que el polinomio F' construido a partir de una instancia W de 3-SAT en la
demostracion del Teorema tiene todas sus raices reales, si es que tiene alguna,
en el intervalo (—1, 1), obtenemos que aun para intervalos con extremos “pequenos”
es “dificil” decidir la existencia de raices reales. Es decir, hemos demostrado tam-
bién que el problema de decidir si un polinomio univariado con coeficientes enteros
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codificado por un slp tiene una raiz en un intervalo (a,b) con a,b € Q es NP-hard
en sentido fuerte (ver [GJ79, Section 4.2.1]).

1.3. Aproximacion de raices reales

En esta seccién reutilizaremos la construccién hecha en la seccién anterior para
obtener nuevos resultados acerca de la complejidad del problema de aproximar las
raices reales de polinomios univariados con coeficientes enteros codificados por sips.

Enunciamos a continuacién nuestro resultado principal.

Teorema 1.11 Los dos siguientes problemas son NP-hard:

» Dados un polinomio F € Zx| codificado por un slp, un intervalo abierto,
semiabierto o cerrado I con extremos a,b € Q tal que F' tiene una raiz en I,
ye € Q cone >0, encontrar ¢,d € (1 U{a,b}) NQ tales que 0 < d—c<ey

F tiene una raiz en [c,d) N I.

» Dados un polinomio F € Z[x] codificado por un slp, un intervalo abierto,
semiabierto o cerrado I con extremos a,b € Q ye € Q con € > 0, encontrar
c,d € (IU{a,b})NQ tales que 0 < d — ¢ < € con la propiedad de que si F

tiene una raiz en I, entonces F tiene una raiz en [c,d] N I.

Demostracion: Consideremos el siguiente problema de biisqueda: dada una instancia
satisfacible de 3-SAT, encontrar una interpretaciéon de los simbolos de predicado
involucrados en su escritura que la satisfaga. Este problema es NP-hard, ya que si
existiera un algoritmo con complejidad polinomial que lo resolviera, seria posible
adaptarlo para resolver 3-SAT como explicamos a continuacién. Dada una instancia
cualquiera W de 3-SAT, si luego de la cantidad de pasos necesaria el algoritmo no
finalizd, entonces W no es satisfacible. Si finalizé, si la interpretacién dada por el
algoritmo satisface a W, entonces W es satisfacible; si no, entonces W no estaba
en el conjunto de instancias para el cual el algoritmo funciona, es decir, W no es
satisfacible.

Para empezar, mostremos una reduccion polinomial del problema NP-hard descripto
en el parrafo anterior al primero de los problemas en el enunciado del teorema.
Supongamos que existe un algoritmo de complejidad polinomial en la longitud L del

slp que codifica a F'y del tamano de los nimeros racionales a, b y € que lo resuelve
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(donde el tamanio de un nimero racional es la suma de los tamanos de su numerador
y su denominador), y que podemos disponer de este algoritmo como subrutina.
Sea W = (L11V L1aV Liz) A+ - - ALy V Lipa V Lipz) donde para 1 <i <m,1 < j <3,
L;j es o bien el literal Py, o bien el literal =P, para algin 1 < ki; < n, tal
que W es satisfacible. Sea M = 2[[,,.,, qx y sea F el polinomio construido en
la demostracion del Teorema [1.10], cuy;s_raices reales son las raices del polinomio
PolyS,,;(W). Sabemos que podemos calcular en una cantidad de pasos polinomial
en m y n un slp de longitud L = O(mn®log”(n)) que codifica a F.

Como W es satisfacible, sabemos que F' tiene una raiz r = ry(t) € (—1,1), para
algin t € d(M). De hecho, el factor 2 en M asegura que habré al menos una tal
raiz en el intervalo (—3/4,3/4): si M/2 < t < 3M/2, ry(t) € [-V2/2,v/2/2] C
(—3/4,3/4); sit < M/2, entonces M /2 <t+ M < 3M/2 e In(rap(t)) = In(ra(t +
M)), luego podemos reemplazar t por t + M; finalmente, si t > 3M /2, entonces
M/2 <t —M <3M/2e Iy(ry(t)) = In(ryu(t — M)), luego podemos reemplazar
t por t — M. Por lo tanto, podemos suponer que ¢ es un entero impar entre M /2y
3M /2, con lo cual r(t) pertenece el intervalo (—3/4,3/4).

Notemos que si —3/4 < 1y < ro < 3/4, con r; = ry(ty),r2 = ray(tz) para ciertos

enteros t; > ty en d(M), entonces por el Teorema del Valor Medio existe £ €
(arccos(3/4), arccos(—3/4)) tal que

ro — 11 = cos(tom/2M) — cos(tym/2M) = Sin(g)(;]lw_ ta)m > Y ! _]\(;/4)27T > %

Es decir, cualquier par de raices del polinomio de Tchebychev Ty, en el intervalo
(—3/4,3/4) estén separadas por una distancia mayor a 2/M.

Consideremos € = 1/2M. Observemos que, como log(M) = ©(g,) = O(n), donde ©
es la funcién de Tchebychev ©(z) = > . i 10g(p) (ver [HWTI, Chapter XXII,
Theorem 415]), el tamano de ¢ es polinomial en n.

Supongamos que utilizamos la subrutina disponible para encontrar en una cantidad
de pasos polinomial en n y m, nimeros ¢,d € [—3/4,3/4]NQ con 0 < d—c < ¢ tales
que F' tiene una raiz real en [c,d]N(—3/4,3/4). Como d — ¢ es menor que la minima
separacién entre raices reales de F', concluimos que existe exactamente una raiz
real ro = rp(ty) de F en [c,d], que nos provee una interpretacion de los simbolos
de predicado Pi,..., P, que satisface a V. Basta entonces probar que podemos
hallar ¢y y decidir cudl es la interpretacién asociada a ry(ty) en una cantidad de

pasos polinomial en n y m para concluir que podemos resolver el problema NP-
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hard descripto al comienzo de la demostraciéon con complejidad polinomial en n y
m utilizando la subrutina disponible.

Primeramente, utilizamos la siguiente féormula (ver [BBP97]):

(e}

1 4 2 1 1
S SN S R N
—160\8+1  8i+4 8i+5 8i+6
para encontrar una aproximacién p € Q al nimero 7 tal que |[p — 7| < 1/4M en una
cantidad de pasos polinomial en log(M), y por lo tanto, también en n.
Parat € d(M), podemos dar una aproximacion s(t) en Q para el nimero cos(tp/2M)
usando el desarrollo de Taylor con error acotado por 1/4M, también en una cantidad

de pasos polinomial en n; luego tenemos

s(t) — cos (;—;\})‘ < |s(t) — cos <2t—]]\i[>‘ + ‘ cos (;—j@) — COS (;—;\})‘ <
tp

< Js(0) - cos <W)‘ oM~ 2M| = 2M

Notemos que si para un cierto t € d(M), s(t) € [c — 1/2M,d + 1/2M], entonces
t = to, porque de otro modo |ry(t) — ras(to)| < [ra(t) — s(®)| + |s(t) — ra(to)] <
1/2M +1/M < 2/M, lo que es imposible. Luego, para determinar ¢y, basta hallar
el inico t € d(M) tal que ry(t) € s(t) € [c—1/2M,d+ 1/2M]; para lo cual, usando
el método de biseccién en d(M), calculamos las aproximaciones s(t) para a lo sumo

t t 1
P m <

O(log M) elementos de d(M) en una cantidad de pasos polinomial en n.

Para encontrar cudl es la interpretacion asociada a rps(tg), simplemente determina-
mos para cada 1 < j < n si el primo ¢; divide a ¢y 0 no, lo cual puede hacerse en una
cantidad de pasos polinomial en n, e indica si Iy (rp(to)) =V o si Ly (ra(to)) = F
respectivamente.

Para probar que el segundo de los problemas en el enunciado del teorema es NP-hard,
podemos proceder de manera andloga para mostrar una reduccion polinomial a él del
problema 3-SAT. Supongamos que existe un algoritmo de complejidad polinomial
en la longitud L del slp que codifica a F'y del tamano de los niimeros racionales a, b
y € que lo resuelve, y que podemos disponer de este algoritmo como subrutina.

Sea W = (L11 V LigV Li3) A+ -+ A (L V Lo V Lyy3) donde para 1 < i < m,1 <
J < 3, Lij es o bien el literal Py, o bien el literal =P, para algin 1 < k;; < n.
Consideramos entonces nuevamente el polinomio F' construido en la demostracion
del Teorema [1.10, [ = (=3/4,3/4) y ¢ = 1/2M para M = 2[[,;, qx y utilizamos
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la subrutina disponible para encontrar en una cantidad de pasos polinomial en n y
m, nimeros ¢,d € [—3/4,3/4]NQ con 0 < d — ¢ < ¢ tales que si F' tiene una raiz
real en (—3/4,3/4), entonces F tiene una raiz real en [c,d|N(—3/4,3/4). Repitiendo
los razonamientos anteriores, tenemos que existe a lo sumo un ty € d(M) tal que
ra(to) € [c — 1/2M,d + 1/2M]. Més atn, podemos decidir si existe, y en tal caso,
encontrarlo, en una cantidad de pasos polinomial en n. Luego, si no existe tal %y, la
férmula no es satisfacible. Si existe, procediendo igual que anteriormente, podemos
obtener la interpretacion I asociada a 7/(fp); solamente resta entonces evaluar la
férmula W en la interpretacién I, lo cual puede hacerse en una cantidad de pasos
polinomial en n y m, para encontrar una interpretacion que satisface a W si es que
existe alguna, y por lo tanto, para decidir si W es satisfacible. o



Capitulo 2

Condiciones de signo

2.1. Introduccién al problema

Dados polinomios fi,..., fim € Rlzy,...,x,], una condicion de signo para estos
polinomios es un elemento o = (oy,...,0,) € {<,=,>}" y una condicion de signo
cerrada para ellos es un elemento o = (0y,...,0,) € {<,=,>}" . La realizacion

de una condicién de signo o de una condicién de signo cerrada o es el conjunto de

soluciones en R" del sistema de igualdades y desigualdades
fl 01 07
: (2.1)
fm om O.

Cuando este conjunto es no vacio, decimos que o es factible y que el sistema (2.1)) es
consistente. Una celda es una componente conexa de la realizacién de una condicion

de signo.
Un problema basico en geometria semialgebraica efectiva es, dados fi,..., fn €
R[z1,...,z,] y una condicién de signo para ellos, decidir si ésta es factible o no lo

es. Este problema es un caso particular del problema de eliminaciéon de cuantifi-
cadores sobre los reales, que ha sido ampliamente estudiado. Una estrategia usual
en los algoritmos de eliminacién de cuantificadores, aun en los més eficientes (ver,
por ejemplo, [BPR96]), es obtener una familia finita de puntos que interseca cada
componente conexa de un conjunto semialgebraico. Una técnica muy utilizada para
esto consiste en introducir infinitesimales y tomar sumas de cuadrados con el objeto

de reducir el problema al caso particular de hipersuperficies suaves y compactas,

34
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al precio de incrementar tanto el nimero de variables como el grado de los poli-
nomios involucrados. Entre los trabajos que evitan este incremento artificial de los
parametros, en el caso de conjuntos definidos por igualdades, podemos mencionar
[BGHMO97, BGHMO01, [SEDS03, BGHP04, BGHPO05, [SEDT]. Asimismo, la comple-
jidad de los algoritmos en estos trabajos depende de cierto parametro intrinseco de
los sistemas de polinomios considerados y, por lo tanto, resultan mas eficientes en los

casos en los que este parametro es menor que el valor que toma en el caso genérico.

En este capitulo presentaremos un algoritmo probabilistico para calcular, dada una
familia de polinomios fi, ..., f;, € R[xy, ..., z,], un conjunto finito con la propiedad
de intersecar la clausura de cada celda definida por estos polinomios en tres situa-
ciones diferentes: cuando se cumplen ciertas hipétesis de regularidad (Seccion ,
en el caso de polinomios bivariados arbitrarios (Seccién y en el caso de un tni-
co polinomio multivariado arbitrario (Seccién . Ademads presentaremos, para
el caso general, un algoritmo probabilistico para calcular un conjunto finito con la
propiedad de intersecar cada componente conexa de la realizacién de cada condicién
de signo cerrada (Seccién . El output producido por estos algoritmos es una
familia de resoluciones geométricas que describen conjuntos finitos cuya union es el
conjunto buscado. En cualquiera de los casos mencionados, evaluando los signos de
los polinomios fi,..., f, en los puntos del conjunto hallado, obtenemos la lista de
todas las condiciones de signo cerradas factibles para la familia de polinomios dada.
En la primera de las situaciones descriptas, estos resultados nos permiten obtener
también todas las condiciones de signo factibles para dicha familia de polinomios.

Describimos a continuacion cémo funcionan los algoritmos que presentaremos para
el célculo de un conjunto finito que interseque la clausura de cada celda definida
por fi,..., fm en las tres primeras situaciones o cada componente conexa de cada

condicién de signo cerrada para fi,..., f,, en el caso general.

El algoritmo es de naturaleza inductiva en el nimero de variables. En el caso n =
1, los mismos f1,..., f,n proveen la familia de resoluciones geométricas buscada.

Cuando n > 1, procedemos como se explica a continuacién.

Para comenzar efectuamos un cambio lineal genérico de variables, lo que asegura que
para cada componente conexa de la realizacién de cada condicién de signo factible
o de cada condicion de signo cerrada factible, se evita un cierto comportamiento de
tipo asintotico con respecto a la proyeccion sobre la primera coordenada: la imagen
de su clausura por la proyeccion es o bien todo R o bien un intervalo cerrado, acotado

superior o inferiormente, cuyos extremos tienen finitas preimagenes.
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Para cada componente conexa que se encuentre en la segunda situacion, existirdn
puntos en su clausura en los cuales la funcién z; se maximiza o minimiza. A fin de
localizar estos puntos, consideramos un sistema de ecuaciones de estructura similar
al proveniente del Teorema de Multiplicadores de Lagrange. Sin embargo, en el caso
general los puntos buscados no son las nicas soluciones de este sistema, que incluso
puede tener infinitas soluciones. Para solucionar este problema, utilizamos técnicas
de deformacién que recuperan un ntumero finito de soluciones y probamos que entre

ellas se encuentran los puntos buscados originalmente.

Para las otras componentes conexas, como la imagen de la funcién x; restringi-
da a ellas es todo el conjunto R, podemos intersecarlas a todas simultaneamente
con un unico hiperplano de la forma {x; = p;} y eliminar asi una variable. Ra-
zonando de manera inductiva, recomenzamos nuestro algoritmo con los polinomios
filpr, z2, ..y xn)y ooy fn(D1, T2, . . ., @), que involucran una variable menos, y a ca-
da punto del conjunto calculado para estos polinomios le agregamos el valor p; como
primera coordenada. Este conjunto junto con el obtenido en el parrafo anterior for-
man un conjunto con la propiedad de intersecar la clausura de todas las componentes
conexas de condiciones de signo definidas por fi,..., fi-

La complejidad de los métodos presentados en este capitulo mejora la complejidad
en el peor caso, que es a su vez el caso genérico, de los algoritmos previos que re-
suelven el mismo problema. Esto se debe en parte a que el trabajar directamente
con los polinomios dados sin considerar sumas de cuadrados ni perturbaciones in-
finitesimales nos permite evitar el incremento artificial de los parametros. Ademas,
una herramienta fundamental para lograr esta mejora en la complejidad es el uso
de técnicas de deformacion especialmente diseniadas para el caso bihomogéneo (ver
[HISS05]) para tratar los sistemas de ecuaciones con los que localizamos los puntos
extremales. Hasta ahora, la caracterizacion de puntos extremales mediante sistemas
con estructura particular solamente habia sido aprovechada para obtener cotas sobre
la cantidad de celdas definidas por la familia de polinomios de entrada ([SEDT]);
sin embargo, para la resolucién de los sistemas utilizados para caracterizar estos
puntos, se aplicaban algoritmos generales de resolucion de sistemas de ecuaciones
([ABRW96, Rou99, IGLS01], Tec03])

Nuestros resultados pueden ser considerados a su vez como una extensién de los
obtenidos en [SEDS03] y [BGHPO05], en el sentido de que trabajamos no solamente
con igualdades sino también con desigualdades. De hecho, el algoritmo descripto en
[SEDSO03] para el caso particular de variedades equidimensionales regulares defini-
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das por un ideal radical, considera una familia de sistemas de ecuaciones que son
equivalentes a los definidos en las etapas recursivas de nuestro algoritmo. Sin em-
bargo, estos sistemas involucran una gran cantidad de polinomios y no presentan
una estructura particular. Por otro lado, la justificacion tedrica de la correctitud del
algoritmo en dicho trabajo no sigue nuestro razonamiento inductivo sino que se basa
en considerar conjuntamente una familia de proyecciones sobre variedades polares
que, bajo las hipdtesis mencionadas, resultan propias.

Este capitulo esta organizado de la siguiente manera. En la préxima seccién inclui-
mos algunos conocimientos preliminares de geometria semialgebraica. En la Secciéon
probamos que, efectuando un tnico cambio lineal de variables genérico al comien-
zo de los algoritmos que desarrollaremos, podemos suponer que no se dan situaciones
de tipo asintético en ninguna de las etapas recursivas de los mismos. En la Seccion
[2.4] presentamos los sistemas de ecuaciones que utilizaremos para caracterizar los
puntos extremales de la proyeccion sobre la primera coordenada, y en la Seccién
desarrollamos las técnicas de deformacién que utilizaremos para tratar con estos
sistemas. Finalmente, en la Seccion probamos que, en las distintas situaciones
mencionadas, los puntos encontrados utilizando la deformacion incluyen a los puntos
extremales buscados, y combinamos las herramientas desarrolladas en las secciones

anteriores para resolver los problemas planteados.

2.2. Preliminares de geometria semialgebraica

Incluimos en esta seccion los conceptos principales de geometria semialgebraica que
utilizaremos en el resto del capitulo. Para demostraciones y mayores detalles referi-
mos al lector a [BCRIS|, Chapter 2].

Un conjunto semialgebraico de R™ es un conjunto de la forma

U ﬂ {55 € R" | fij(I)Usz}y

I<i<s 1<j<r;

donde, para 1 <i<sy 1<j<wy fij € Rlzy,....2,) y 055 € {<,=,>}.
Dados A C R"y B C R™ semialgebraicos, una funcion semialgebraica es una funcién

f : A — B tal que su grafico es un conjunto semialgebraico de R"*™.

Los conjuntos semialgebraicos y las funciones semialgebraicas satisfacen numerosas

propiedades. A continuacién incluimos un muy breve resumen de las mismas.
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= Uniones finitas e intersecciones finitas de conjuntos semialgebraicos de R™ son
conjuntos semialgebraicos de R™. El complemento de un conjunto semialge-

braico de R"” también es un conjunto semialgebraico de R™.

= Un conjunto semialgebraico tiene finitas componentes conexas, y cada una de
ellas es a su vez un conjunto semialgebraico.

= La suma, resta, producto, divisiéon y composicién de funciones semialgebraicas

(cuando estén bien definidas) dan por resultado funciones semialgebraicas.

= La imagen y preimagen de conjuntos semialgebraicos por funciones semialge-

braicas son conjuntos semialgebraicos.

» Las proyecciones son funciones semialgebraicas.

El siguiente resultado es conocido como el lema de seleccion de curvas y, si bien es

quizas un poco técnico, resulta muy 1util para trabajar con conjuntos semialgebraicos.

Lema 2.1 Sea A C R" un conjunto semialgebraico y x € A. Eziste una curva
continua semialgebraica vy : [0,1] — R™ tal que v(0) = = y v((0,1]) C A.

Para ejemplificar el significado de este lema, podemos agregar que, en realidad,
cualquier conjunto cerrado de R" satisface el lema de seleccién de curvas (tomando
curvas constantes) y que, en cambio, el conjunto A = {2 | n € N} no satisface el
lema de seleccién de curvas.

Para finalizar, incluimos la siguiente definicion clésica en geometria semialgebraica.

Definicién 2.2 Sean g1,...,g91 € Rlxy,...,z,), h1,... by € Rlzy, ..., 2,-1]. Los
polinomios hq, ..., hy particionan g, ..., g si existe una particion de R"' formada
por conjuntos semialgebraicos Ay, ..., A, tales que para todo 1 < s < r, A, puede
definirse utilizando disyunciones y conjunciones sobre los signos que toman los po-
linomios hq, ..., hy en R ! y ademds existen funciones continuas semialgebraicas
€1 < ... <&, As — R tales que:

» para todo p € Ag, {&1(D), .., &.0. (D)} es el conjunto de todas las raices de
todos los polinomios univariados g(p,xy), ..., q(p, Tn) que no resulten idén-
ticamente nulos,

» para todo (p,q) € As xR, los signos de g1(p,q), - - ., q(p,q) quedan determina-
dos a partir de los signos de ¢ — &51(p), -+, q — Esa. (D).
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2.3. Cambios de variables que evitan situaciones

asintoticas

Como explicamos en la Seccién [2.1], para que los algoritmos que presentaremos en es-
te capitulo funcionen de manera correcta, debemos efectuar primeramente un cambio
lineal de variables con el objetivo de evitar ciertas situaciones de tipo asintético. En
esta seccion precisaremos este enunciado. Introducimos a continuacién la notacion

que utilizaremos.

Definicién 2.3 Notamos 11, la proyeccion sobre la k-ésima coordenada; es decir,
I : R" — R, Hg(z1,...,2,) = 2. Para A CR"™ no vacio, definimos:

AN (inf Ty (A))  si T (A) es acotado inferiormente,
0 en caso contrario,

L] Zinf(A, ]{?) = {

ANTI;! I (A i T1.(A .
n Zop(A, k)_{ ) NI (sup IIx(A))  si I, (A) es acotado superiormente,

en caso contrario,
w Z(A k) = Zine(A k) U Zgup (A, k).

Por dltimo, notamos Zint(A), Zswp(A) y Z(A) a los conjuntos Zine(A, 1), Zgup(A, 1)
y Z(A, 1) respectivamente.

Notemos que Zin¢(A, k) puede ser vacio aun cuando I, (A) sea acotado inferiormente.
Tal es el caso, por ejemplo, cuandon =2,k =1y A = {x; > 0,229 = 1}. Veremos
que un unico cambio lineal genérico de variables evita este tipo de situacién asintotica
simultdneamente para todas las componentes conexas de conjuntos definidos por
condiciones de signo para la familia de polinomios de entrada, tanto para la familia
original, como también para las sucesivas familias que obtendremos al evaluar de a
una las variables. El enunciado preciso de este hecho se encuentra en la siguiente
proposicion.

Proposicién 2.4 Luego de un cambio lineal genérico de variables con coeficientes
en Q, para todo conjunto semialgebraico D C R™ definido utilizando disyuncio-
nes y conjunciones sobre los signos que toman los polinomios fi,..., fm Yy para
todo p = (p1,---,pn) € R", si 1 < k < n y C es una componente conexa de
Dn{zy=p1,...,Tk_1 = pr_1}, entonces:
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» Z(C,k) es finito (posiblemente vacio),
v 50 [1,(C) estd acotado inferiormente, entonces Zine(C, k) es no vacio,

n 50 11, (C) estd acotado superiormente, entonces Zg,,(C, k) es no vacio.

Para demostrar la Proposicién [2.4] demostremos primero el siguiente lema auxi-
liar, en el que extendemos la familia de polinomios fi,..., f,, y damos condiciones
suficientes sobre la familia extendida para que se cumpla lo enunciado en esta pro-

posicion.

Lema 2.5 Sea {fi; hi<i<ni<j<i; C Rlz1,...,2,] un conjunto de polinomios no nulos

que satisface las siguientes propiedades:

a) paral <i <mn, el conjunto {fi;}1<;j<i; estd incluido en Rlzy, ..., x;], es estable
por deriwacion con respecto a la variable x; y estd formado por polinomios

cuasimonicos con respecto a esta variable,
b) para 1 <i <mn, fa-v1, -5 fa—yu,_, particionan fii, ..., fu,

Sea p = (p1,...,pn) € R". Sea 1 < i < n y sea D un conjunto semialgebraico
de R* definido utilizando disyunciones y conjunciones sobre los signos que toman
los polinomios fi;,1 < j < l;. Sea 1l < k <1 y sea C'" una componente conexa de
Dn{xy =p1,..., 251 = pr_1}. Entonces

» Z(C,k) es finito (posiblemente vacio),
w 50 11, (C) estd acotado inferiormente, entonces Zine(C, k) es no vacio,

v 50 11, (C) estd acotado superiormente, entonces Zg,,(C, k) es no vacio.

Demostracion: Podemos suponer que £k = 1, ya que para todo 1 < k£ < n, la
familia {f;;(p1,. . Dr—1, Tk, - - -, Tn) br<i<ni<j<i; C R[zg,...,x,] también satisface
las hipdtesis de este lema y la coordenada xj, toma el rol de la primera coordenada.
Procedamos por inducciéon en i. Para ¢ = 1, el resultado es claro pues C' resulta un
intervalo de R. Supongamos ahora que ¢ > 2 y que el resultado vale para ¢ — 1. Sea
II: R* — R ! la proyeccién sobre las primeras i — 1 coordenadas.

Como los polinomios f(i—1)1,. .., fi—1),_, particionan f;,..., fy,, existen conjun-

tos semialgebraicos A;,..., A, C R"! y para 1 < s < r, funciones continuas
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semialgebraicas &1 < ... < &4, © As — R como en la Definicién . Llamemos
Asq, ..., Asy, alas componentes conexas de Ay v Bsy1, - - -, Bsu2a,41 @ la particién
de A,, x R dada por las funciones & 1,...,&sq,, €s decir, B,, 1 es el subconjunto
de A, x R por debajo del grafico de &1, Bs,2 es el grafico de & restringida a
Asu, Bsuzs es el subconjunto de A, ,, x R entre el grafico de &3 y &2, etc. Luego C
puede expresarse como una union finita de conjuntos del tipo By, y II(C) como
una union finita de conjuntos del tipo A ,,.

Si II(C) = UA;, u,, entonces Z(I1(C)) C UpZ(As, u,)- Cada A
ponente conexa del conjunto A, , que puede ser descripto por condiciones de signo

sy, €S UNA com-
para los polinomios f_1y1, ..., fi—1),_,; luego, por hipdtesis inductiva, tenemos que
cada Z (A, 4,) es finito y por lo tanto Z(II(C')) también es finito.

Sea w = (wy,...,w;) € Z(C), veamos que Il(w) € Z(II(C)). Como w € Z(C) C
C, (w) € II(C) c I(C). Ademés, dado que II,(C) = II,(II(C)), tenemos que
wy; = infII;(C) implica que w; = infII;(II(C)), y w; = supIl;(C) implica que
wy = sup 1 (TII(C)); luego II(w) € Z(I1(C)).

Como w € Z(C), al menos uno de los polinomios fi,..., fi, debe anularse en
w (en caso contrario, todos los fi;,1 < j < [;, tendrfan signo constante en un
entorno de w y este entorno estaria contenido en C, lo que contradice que w €
Z(C)). Podemos concluir entonces que Z(C) es un conjunto finito, ya que II(w)
pertenece al conjunto finito Z(II(C)) y w; es una raiz de alguno de los polinomios
fir(Il(w), z;), . . ., fu,(IL(w), x;), que son todos no idénticamente nulos pues cada f;;
es cuasimonico en la variable x;.

Supongamos ahora que II;(C) es un intervalo acotado inferiormente (el otro ca-
so es andlogo). Dado que II;(II(C)) = II;(C), por hipétesis inductiva existe z =
(21,...,2i-1) € Zne(II(C)) C TI(C). Supongamos ademas que A;; C II(C), z €
Zint(A11) y que v : [0,1] — E es una curva continua semialgebraica tal que
¥((0,1]) € A1y 7(0) = z. Llamemos & a y(1). Dado que & € A;; C II(C), existe
y € R tal que (Z,y) € C. Bajo las hipétesis de este lema, para 1 < a < a la funcién
€14 se puede extender de manera continua a A; ([BCR9S, Lema 2.5.6]); llamemos
también & , a dicha extensiéon. Considerando los distintos casos posibles, definimos
la funcién b : [0,1] — R:

w siy =& (%) para algin 1 < a < ay, entonces h(t) = & 4(7(t)),
w si & 4(T) <y < &a1(T) para algin 1 < a < ay, entonces,

B Y —&1,a(T) {lar1(T) —y
O Erons(®) — (@)

@ + &rar1(V(1))
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w siy <&1(7), h(t) =&a(v(@) +y — (D),
= 51 &1, (T) <y, ht) =& (V) + Y — §10i (T),

» sia; =0, h(t) =y.

En cualquier caso, ¥ : [0,1] — R’ definida por (t) = (y(t),h(t)) es una curva
continua, tal que ¥((0,1]) C C (pues los signos de los polinomios f, ..., fu, per-
manecen constantes sobre 7((0,1])) y por lo tanto (z,h(0)) = 5(0) € C. Ademss,
z = inf I, (II(C)) = inf I1, (C), por lo tanto (z, h(0)) € Zine(C), y este conjunto es

no vacio. o
Podemos dar ahora una demostracién de la Proposicién [2.4;

Demostracion: Haciendo uso del Lema [2.5, alcanza con ver que hay un abierto
Zariski U incluido en el conjunto de matrices inversibles en C"*" tal que para toda
matriz Vp en Q"™ NU existe un conjunto de polinomios { fi; }1<i<n1<j<i; C Rlz] que
satisface las hipétesis de dicho lema y tal que para 1 < j <m, f,;(x) = f;(Voz).

Consideremos una matriz V' cuyas entradas son las nuevas variables v,s, 1 < r, s < n,
y construimos el conjunto de polinomios {Fj;h<i<ni1<j<;; C Rlv, z] de la siguiente

maneras:

» Definimos I, = m y para 1 < j < [/, tomamos F,,;(V,z) = f;(Vz). Luego,
para cada 1 < jo </, si F,;, tiene grado d,;, con respecto a las variables z,
agregamos al conjunto {F,;}1<;j<y las primeras d,;, — 1 derivadas de F,;, con

respecto a x,,, formando asi el conjunto {Fy; h<j<i, -

» Sea 1 <4 < n— 1. Definido el conjunto {Ft1);}1<j<ii,s C Rlv,21,..., @i44],

141

definimos { Fj; }1<j<;; como explicamos a continuacién. En primer lugar, forma-

mos un conjunto {Fj; h<j<y C R[v,zq,. .., ;] tomando todas las resultantes y
—J ="

subresultantes entre pares de elementos de {F{;41); }1<j<i,,, con respecto a la

i+1
variable x;, 1, descartando aquéllas que resulten idénticamente nulas. Luego,
para cada 1 < jy < [I, si Fjj, tiene grado d,j, con respecto a las variables z,
agregamos al conjunto {Fj;}i<j<y las primeras djj, — 1 derivadas de Fj;, con

respecto a x;, formando asi el conjunto {F}; }1<j<ui-

Paral <i <mn,1 < j <[, sead;; el grado de Fj; con respecto a las variables z, y sea

: . . - dij . : .
gi; el polinomio en las variables v que acompana a z;” viendo a Fj; como polinomio
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en z;. Queremos ver que, para 1 < j < [i, g;; no es idénticamente nulo, lo cual da
sentido a tomar las d;; — 1 derivadas con respecto a la variable z; en la construccién

anterior y ademds prueba que para [ +1 < j <, ¢;; no es idénticamente nulo.

A tal efecto, probaremos simultdneamente el siguiente resultado auxiliar: si para

B € Q™ notamos B v B a las matrices

~ B 0 - - A B 0
B = (i+1)x(i+1) B = nxn
( 01 ) €Q y 0o 1. )€ Q™

entonces para 1 < j < I/ y para toda B € Q™ vale que F;;(V, Bz) = Fi;(VB,z) y
para I} + 1 < j <I; y para toda B € Q=1x(=1 vale que F;(V, Bz) = F;;(V B, z).

Procedamos por induccién decreciente en i. Si i =n,1 < j <[/ es claro que ¢,

no es idénticamente nulo pues existe un cambio de variables V5 € Q™" que hace
al polinomio f; cuasiménico y de grado d,; con respecto a la variable z,,. Ademds,
para B € Q™" vale que F,,;(V,Bz) = f;(VBzx) = F,;(VB,z). Por ultimo, para
I, +1<j<I,ypara B € Qn1Ix= podemos pensar que F,; es la derivada
con respecto a x,, de un polinomio F, ;(V,x), con 1 < j' < j, para el cual vale que
F,;(V,Bz) = F,;(VB,z). Dada la estructura de B, derivando esta igualdad con

respecto a x, obtenemos la igualdad buscada.

Sea ahora i < ny B € Q. Para 1 < j < l;;1, consideremos la escritura

F(z‘+1)j(V, SC) = Z d(i4+1)4,h (V MG PRI 7xi>x?+1

0<h<d(i41);

en la que A(i+1)j (1) (V,z1,...,2;) es el polinomio g 4+1);(V'). Entonces, el hecho de
que Fiiy1);(V, Ba:) = FHl)](VB x) implica que qg41);n(V, Bx) = g+ Jh(VB x)
para 1 < h < dq1);.

Para 1 < j < [}, supongamos que Fj; corresponde a una resultante o a una sub-
resultante entre los polinomios F;11)1 ¥ Fli+1)2. Como sabemos que los grados de
Fliy11 y Fliy1)2 con respecto a la variable ;41 son di1y1 y d(i41)2 respectivamente,
podemos pensar que Fj; es la evaluacién de un cierto polinomio R en los polinomios
d(i+1)1,n Y 4(i4+1)2,hs luego Fz'j(va B'T) = R(Q(i+1)1,1(V, Bﬂ?)> cee aQ(i+1)2,d(i+1>2(V> Bﬂ?)) =
R(q(i+1)171(VB,:L'), . ,q(i+1)27d(i+1)2(VB,x)) = Fij(VB,:c). Para Il +1 < j < ; po-
demos proceder de igual manera que en el caso © = n.

Veamos ahora que para 1 < j <, ¢;; es no nulo. Sea B € Q™" tal que F};(V, Bx)
tiene grado d;; en la variable ;. Como F;(V, Bx) = F;;(V B, z), resulta que ¢;;(V B)

es no nulo y por lo tanto ¢;; no es idénticamente nulo.
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Definimos entonces U = {V € C™*" | ¢;;(V) # 0 paral <i <n,1 < j <[;}. Para
toda Vo € Q™™ NU, el conjunto {f;;(z)}1<i<ni<j<i; definido por fi;(x) = F;;(Vo, x)
claramente cumple la primera condicién del Lema[2.5]y la segunda condicién se sigue
de [BPRO3|, Proposition 4.34 y Theorem 5.14]. o

Habiendo explicado las propiedades que podemos suponer luego de efectuar un cam-
bio lineal genérico de variables, en la siguiente proposicién damos de manera mas
precisa la idea principal de los algoritmos que presentaremos. La misma surge de
reinterpretar y generalizar el resultado que se da en [SEDS03, Theorem 2] para

conjuntos algebraicos que cumplen determinadas hipétesis.

Proposicién 2.6 Luego de un cambio lineal genérico de variables con coeficientes
en Q, para todo conjunto semialgebraico D C R™ definido utilizando disyunciones
y conjunciones sobre los signos que toman los polinomios fi,..., fm vy para todo
p=(p1,--,0n) €R", siparal < k < n, D(k,p) es el conjunto de componentes
coneras de DN {x1 =p1,...,Tx_1 = Pp_1}, entonces

MU(U U zen)

1<k<n CeD(k,p)

es un conjunto finito que interseca la clausura de cada componente conexa de D.

Demostracidn: La finitud de este conjunto es consecuencia de la Proposicién [2.4]
Podemos observar que D(1,p) es el conjunto de componentes conexas de D. Sea
C1 € D(1,p). Si I1;(Cy) es acotado inferior o superiormente, nuevamente por la
Proposicién , el conjunto finito Z(C1,1) es no vacio y estd incluido en Cj. Si
I1;(C1) no es acotado ni inferior ni superiormente, entonces II;(C;) = R y por lo
tanto C1N{x1 = p1} # 0. Sea Cy € D(2, p) una componente conexa de C1N{x; = p }.
Nuevamente, si IIo(Cs) es acotado inferior o superiormente, el conjunto Z(Cs,2)
es no vacio y estd incluido en Cy C C. Si II5(C3) no es acotado ni inferior ni
superiormente, entonces I1o(Cy) = R y por lo tanto Cy N {z1 = p1, 19 = po} # 0.
Siguiendo de esta manera, llegamos a que o bien existen algin 1 < k < ny C, €
D(k, p) tal que Z(Cy, k) es no vacio y estd incluido en Cy C Cp, o bien p € C;. o

Dado que para k > 2 podemos pensar la k-ésima variable como la primera variable en
los polinomios f;(p1, ..., Pk—1, Tk, .., Ts), 1 < j < m, en las préximas secciones nos
enfocaremos en el problema de encontrar los puntos extremales para la proyeccion
sobre la primera coordenada en las clausuras de componentes conexas de conjuntos

semialgebraicos.
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2.4. Ecuaciones que definen puntos extremales

En esta seccion presentaremos los sistemas de ecuaciones que utilizaremos para

localizar los puntos extremales buscados.

Sean f1,..., fm € R[xy,...,x,]. Supongamos que z es un punto en una componente
conexa del conjunto {z € R" | f;,(x) = --- = f;.(z) = 0} para ciertos iy,...,is €
{1,...,m} con 1 < s <n-—1,en el cual la funcién x; tiene un maximo o un minimo

local. Luego z satisface las siguientes condiciones:

Tofz) - Zagz)

fll(z) == fls(z) = Oa rank < s, (22)
0 is 9 is
is(zy o hegy)

ya que en caso contrario, por el Teorema de la Funcién Implicita, podriamos despejar
de manera continua en el conjunto {fi,(z) = --- = fi.(z) = 0}, n — s funciones
coordenadas incluyendo a z; en funcién de otras s funciones coordenadas en un
entorno de z, lo cual contradice que la funcién z; se minimiza o maximiza sobre una

componente conexa de dicho conjunto en z.

Las condiciones ([2.2]) son equivalentes a decir que existe p = (1, ..., ps) € R°—{0}
tal que

fulz) = =fi(2) =0, > wVfi(z)=(0,...,0) e R, (2.3)

1<j<s

donde V fi,(2) indica que se le quita la primera coordenada a Vf; (2). En el caso
particular en que s = 1, las condiciones ([2.2) son equivalentes a

_ 9 _ 9

fal) = Ga(z) = = G() = 0 2.4)

Por otro lado, podemos considerar las condiciones (2.2)) aun para s > n, pero en tal
caso resultan equivalentes a

fi(2) == fi.() = 0. (2.5)

La estructura homogénea del sistema ([2.3) con respecto a las variables pq, ..., s
nos permite dar las definiciones siguientes.

Definicién 2.7 Sea S = {iy,...,is} C {1,...,m}. Si 2 < s < n — 1, definimos
Ws C A" x P~ como la variedad definida por las ecuaciones y notamos I1 a
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la proyeccion I1 : A" x P~1 — A", Sis =1 0 s > n, definimos Wg C A" como la
variedad definida por las ecuaciones 0 respectivamente. Con el objeto de
unificar la notacion para estos dos ultimos casos, notamos también 11 : A" — A" a

la funcion identidad.

Observemos que, si bien hasta ahora todos los razonamientos que hemos hecho han
tenido lugar en el contexto de los nimeros reales, hemos definido las variedades Wy
como variedades complejas. Esto nos permitira utilizar técnicas de deformacién de
sistemas de ecuaciones sobre cuerpos algebraicamente cerrados en la Seccion [2.5]

La siguiente proposicion es una adaptacion a nuestro contexto de las condiciones de
Karush-Kuhn-Tucker (ver [Ped04, Chapter 3]), que constituyen una generalizacién
del Teorema de los Multiplicadores de Lagrange al caso en que las restricciones estan
dadas por igualdades y desigualdades.

Proposicién 2.8 Sean o0 € {<,<,=,>,>}" y E, ={i | 0, = “ ="}. Para toda
componente conexa C del conjunto {x € R™ | fi(x)010, ..., fm(x)o,0},

Z(C) C U ).
E,CSc{1,...,m}
S0

Demostracion: Sin pérdida de generalidad supongamos E, = {1,...,{} (donde [ =
0 si E, es vacio) y Zint(C) # 0. Sean z = (21,...,2,) € Zing(C) y So = {i €
{1,...,m} | fi(z) = 0}; luego Sy # 0 y podemos suponer que Sy = {1,...,t}
para cierto t con [ < t < m. Veamos que z € II(Wg,). Si ¢ > n, por definicién,
z € II(Wg,). Supongamos entonces que t < n — 1 y procedamos por el absurdo.

Si z ¢ II(Wg,) entonces el conjunto {Vf;(z),i € Sy} es Li. Llamemos f a la fun-
cion f : R* — R f(z) = (fi(x),..., fi(x)). Podemos suponer que el menor co-
rrespondiente a las variables n —t + 1,...,n en la matriz Df(z) es no nulo. Por
el Teorema de la Funcién Inversa aplicado a la funcién h : R*™ — R" h(x) =
(1 — 21, Tt — Zng, f1(x), ..., fi(x)), existe un entorno abierto U de z, un
entorno abierto V' de 0 y una funcién C>* ¢ : V — U inversa de h : U — V. Mas
aun, achicando los abiertos U y V', podemos suponer que para t + 1 < ¢ < m, el
signo de f; es constante en U y que V es de la forma (—e¢, &) para cierto € > 0. Las
primeras n—t funciones coordenadas de g seran las funciones xy+ 21, ..., Tn_t+ 2n_s.
Sea w € CNU yseay = h(w). Sea ¢ € {<,=,>}" tal que para 1 < i < m,

fi(w)5;0. Como w € C, tenemos que para 1 < i < m, la condicién &; implica la
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condicién o; (es decir, 6; € {<,=}sio; = “<7 5, € {>,=}sio; =“>"yd =0;
en los demds casos). Luego para para 1 <i <, y, s = fi(w)o;0.

Sea v : [—¢/2,y1] — V definida por y(u) = (u,y2,...,yn). La curva imagen de
go~vyesconexay go~y(y;) = w € C. Para u € [—¢/2,11] y para 1 < i < ¢,
fiogovy(u) = yn_+40:0; entonces, como para t +1 < ¢ < m, el signo de f; es
constante en U, podemos concluir que la imagen de g o v esta contenida en C'. Sin
embargo, la primera coordenada de goy(—¢/2) es —¢/2+ 2, < z;. Esto es imposible
pues z € Ziye(C) y entonces z; = inf I1;(C). El absurdo provino de suponer que el
conjunto {V fi(z),i € Sp} es Li., luego z € II(Ws,). o

La Proposicion nos proporciona un conjunto que contiene a todos los puntos
extremales buscados. Sin embargo, en el caso general los conjuntos del tipo IT(Wy)
pueden no ser finitos. Tal es el caso, por ejemplo, cuando n =2,m = 1,5 = {1} y
fi=(x3+x3—1)*enelque Wy = {22 +22—1=0},0cuandon =3,m=1,5 = {1}
vy fi = (x1 — 22)® — 22 en el que W5 = {x; — 22 = x5 = 0}. Para solucionar este
problema, en la proxima seccién estudiaremos técnicas de deformacién efectivas des-
de un punto de vista computacional, que nos proporcionaran un conjunto finito que
contiene un subconjunto de II(Ws). En la Seccion [2.6/ probaremos en varias situacio-
nes distintas que este conjunto finito contiene a los puntos extremales buscados; esto
nos permitird concluir que en la Proposicién podemos reemplazar las variedades
II(Wg) por los conjuntos finitos encontrados por las técnicas de deformacion.

2.5. Meétodos de deformacion para sistemas con

dos juegos de variables

En esta seccion describiremos los métodos simbdlicos que utilizaremos para traba-
jar con los sistemas de ecuaciones del tipo de que definen las variedades Wy
(ver Definicién [2.7). Estos métodos estdn basados en técnicas de deformacién in-
troducidas en [GHM™98, (GHH™97, IGLS01), HKP™00, [Sch03] adaptadas al contexto
bihomogéneo como en [HISS05]. Consideraremos variedades algebraicas complejas
y también variedades sobre otros cuerpos algebraicamente cerrados, pero, salvo in-
dicacion explicita, se debe suponer que estamos en el primer caso.
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2.5.1. La deformacion

Sea K un subcuerpo de R. Sean 2 < s <n—1yr =s+n—1. Supongamos dado un

sistema de ecuaciones formado por polinomios en K[z, ..., 2y, 1, ..., is] del tipo:

hi(z) =+ = hg(x) = hgp1(x,pu) = -+ = h(x, 1) = 0, (2.6)
con hgyq, ..., h, homogéneos de grado 1 en las variables 1 (podemos observar que los
sistemas del tipo de ([2.3)) presentan esta estructura). Para 1 <1i < r, sea d; = deg, h;
y sea d > 2 una cota superior para di,...,d,.

Sea W C A" x P*~! la variedad definida por h4, ..., h,. El grado de W estd acotado
por el grado de la variedad definida en P* x P*~! por las homogeneizaciones respecto
a las variables x (con una nueva variable ) de los polinomios hi(x),. .., hs(z),
hsy1(z, @), ... he(x, ). Si para 1 < ¢ < r llamamos e; al multigrado de dichos
polinomios, entonces por el Teorema de Bézout Multihomogéneo (ver Seccién ,
deg W esta acotado por

d:=Bez, s 1(e1,...,6,) = Z ( H 6@5)-

(J1seir)€{1,2}" 1<i<r
#{kljx=1}=n, #{kljx=2}=s-1
El hecho de que e; = (d;,0) para 1 <i < sy e; = (d;,1) para s +1 <14 < r implica
que en la expresién anterior solo suman los términos correspondientes a r-uplas
(j1,- - -, jr) tales que {k | ji, = 2} estd contenido en {s+1,...,7} o, equivalentemente,
tales que {k | jr =1} = {1,...,s}UF paraalgin £ C {s+1,...,r} con #FE = n—s.
Podemos concluir entonces que

= (M) 2 Ta)=(i)n

1<i<s Ec{s+1,..,r} keE
#E=n—s
En las Secciones [2.5.2]y especificaremos dos maneras concretas de “deformar”
el sistema y cada una tendra su aplicacion en la Secciéon . Estas deforma-
ciones se definirdn a partir de un sistema formado por polinomios g;(z), ..., gs(x),
gs+1(z, i), ..., gr(z, p) € Q[z, | al que llamaremos sistema inicial. En esta seccién
demostramos propiedades comunes a ambos tipos de deformacion, las cuales depen-
den de que el sistema inicial satisfaga la siguiente hipdtesis.
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Hipotesis 2.9

1. Para1l <i<r, CZZ =deg, g; > d;.
2. Para s+ 1 <1 <7, g; es homogéneo de grado 1 en las variables .

3. Sipara s+ 1 < i < r definimos gi(z, p1, ..., ps—1) = gi(T, b1, ..., fs—1,1), la

variedad que definen gi,...,4s,Gsi1,---,0r €n A" estd formada por § puntos
S1,...,85 con
s=(ITa)( X IId)
1<i<s EC{s+1,...r} keE
#E=n—s
la matriz diferencial del sistema formado por g1,...,3s,gs+1,---,Gr evaluada
en s; es inversible para todo 1 < i <6 y ademds (Sity -y Sin) Z (Sir1y -+, Sirn)

para1§i<i’§5.

Podemos observar que, bajo estas hipdtesis, las homogeneizaciones respecto a las
variables x (con una nueva variable ) de los polinomios g1 (z), . .., gs(2), gss1(z, 1),

.., gr(z, 1) definen una variedad 0-dimensional en P x P*~! contenida en {x, #
0} {ss # 0} y formada por 0 puntos. Esto es asf ya que, nuevamente por el Teorema
de Bézout Multihomogéneo, la variedad definida en P* x P*~! tiene grado menor o
igual a ¢ v, por la tercera de las condiciones de la HipStesis dicha variedad tiene
esa cantidad de puntos aislados en el abierto {xg # 0} N {us # 0}.

A continuacion damos las definiciones principales para el resto de la seccién.

Definicién 2.10 Seat una nueva variable. Para 1l < i < r, notamos F; al polinomio
Fy= (1 t)h + tg; € Klt.z, 1]

e I el ideal generado por Fi, ..., F,. en el anillo C[t,z, u].

Definimos V- C A* x A" x P~ como la variedad definida por I. Definimos ademds
VO como la unidn de las componentes irreducibles de V contenidas en {t = 0},
VD) como la unidn de las componentes irreducibles de V contenidas en {t = to}
para algin ty € C\ {0}, y V' como la union de las demds componentes irreducibles
de V.

Notamos m : Al x A" x P71 — A" x P~ @ la proyeccion w(t,z, p) = (x, 1) ¥y
7o Al x A" x P71t — Al x A™ a la proyeccidn 7 (t,z, 1) = (t,x).
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Con estas definiciones, m(V N {t = 0}) = W. Ademés, la proyeccién 7 es cerrada
(ver [Sha77, Chapter 1, Section 5, Theorem 3]). Comencemos a estudiar algunas de
las propiedades de las variedades que acabamos de definir, para lo cual, de aqui en

mds supondremos que el sistema inicial satisface la Hipétesis [2.9]

Lema 2.11 Toda componente irreducible de V' es 1-dimensional e interseca a {t =

1}. Ademds, VN {t=1} =V Nn{t=1}.

Demostracion: Toda componente irreducible de V, y en particular de V, tiene di-
mension mayor o igual a 1 dado que V estd definida por 7 = s + n — 1 ecuaciones
en Al x A" x Ps~1. Por otro lado, V N {t = 1} es O-dimensional, ya que esta varie-
dad es simplemente la variedad definida por los polinomios g, ..., g, incluida en el
hiperplano {t = 1} de A' x A" x P*~!. Esto implica que V no tiene componentes
irreducibles incluidas en el hiperplano {t = 1}; luego VN {t =1} =V N {t = 1}.

Sea Vi una componente irreducible de V' y sea Vj su clausura Zariski en A x P xPs—1,
Dado que P x P*~! es una variedad proyectiva, la proyeccién de V; a Al es un
conjunto cerrado (ver [Sha77, Chapter 1, Section 5, Theorem 3]) y, por definicién
de V, esta proyeccién debe ser igual a A'; luego Vi N {t = 1} # (). La hipotesis
sobre gy, ..., g, implica que Vi N {t =1} = Vi N {t = 1}, luego V; N {t = 1} es una
variedad no vacia y 0-dimensional. Por lo tanto, tenemos que dim(V;) < 1, con lo
cual podemos concluir que dim(V;) = 1. o

Dado que cada componente irreducible de V' es 1-dimensional y no esta contenida
en ningin hiperplano de la forma {t = ¢y} para ningin t, € C, tenemos el siguiente
corolario.

Corolario 2.12 El conjunto 7(V N {t = 0}) es un subconjunto finito de W y con-

tiene a todos sus puntos aislados.

Los conjuntos II(7(V N {t = 0})) seran los subconjuntos finitos de las variedades
II(W) a los cuales nos referimos en las observaciones hechas luego de la demostra-
cién de la Proposicién 2.8 En las Secciones y 2.5.3] desarrollaremos méto-
dos simbdlicos que permiten calcular una resolucion geométrica de una variedad
0-dimensional que contiene a II(7(V N {t = 0})). A tal efecto, dado que solamente
conocemos ecuaciones para la variedad V, debemos eliminar las componentes irre-

ducibles de esta variedad contenidas en hiperplanos de la forma {t = ¢, } para algin



CAPITULO 2. CONDICIONES DE SIGNO 51

to € C. Para lograr esto, pensamos a la variable ¢ como parte de los coeficientes de
los polinomios Fi, ..., F, y consideramos la extension del cuerpo C al cuerpo m
Llamemos 1(®) al ideal generado por los polinomios Fy, ..., F, en el anillo C(t)[z, u] y
Ve c A% X IP’% a la variedad definida por (). Estudiemos algunas propiedades
de esta nueva variedad.

Proposicién 2.13 La variedad V) es 0-dimensional y estd formada porg puntos.

Mds aiin, existen 0 elementos Sy, ..., Ss en K[[t — 1]]" tales que
Ve = {((51‘17---75m)a(5i(n+1) e Sipil)), 1< < S} - A%X s # 0}
y ademds (Si, .-, Sin) # (Sity .., Sim) para 1 < i < i < 0.

Demostracion: Por el Teorema de Bézout Multihomogéneo, sabemos que el grado de
la variedad V(® est4 acotado por d; por lo tanto, para ver que V(© es O-dimensional
alcanza con ver que existen § puntos aislados en V(©), Segun la Hipdtesis , existen
0 puntos sy, ...,s; € A" tales que (VN {t =1}) =

= {((Sil,...,SrL’n)7<Si(n+1) NI P 1)), 1<i< 5} C A" x Pt

Notemos que, para 1 < 1 < 5 , la parte de la matriz diferencial del sistema for-
mado por Fi(t,x),..., Fs(t,x), Fs1(t,x,pa, .oy pis—1, 1)y ooy Br(tyxy pigy ooy phs—1, 1)
correspondiente a diferenciar con respecto a las variables x, 1, . . ., us_1, evaluada en
(t,z, p1, ..., ps—1) = (1,8;), coincide con la matriz diferencial del sistema formado
por g1(x), ..., 9s(x), Gss1 (T, pt1y oy fhs—1), -+ Gr(x, 41, ..., ps—1) con respecto a las
variables x, fiq, . .., is—1, evaluada en (x, iy, . .., fts_1) = S;, que es una matriz inver-
sible segtn la Hipétesis Luego, por [HKP"00, Lemma 3|, existen para 1 < i < 5,
elementos S; € K[t — 1]]" tales que

[ ] Fl(t75i17-~-7sin> = ... = Fs<t78i17"'7sin) = Fs+l<t75’i71> e
== Fr(t, Sl‘, ].) - O,
» S;(1) = s;, lo cual implica que son & elementos distintos y que (Sit, -+, Sin) #

(Si’la R ,Si’n) para l <1 < 7 < S

Por otro lado, para 1 < i < S, el determinante de la matriz diferencial de Fi (¢, z),
oo Fy(tx), Fopq (G pny ooy pis—1, 1)y ooy BR(t, @y gy, - ., pis—1, 1) correspondiente a

diferenciar con respecto a las variables x, u1, . . ., us—1 evaluada en .S; es un elemento
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no nulo de C[[t—1]], ya que comienza su desarrollo con un elemento no nulo de C, que

es el determinante de la matriz diferencial de g1(z), ..., gs(z), Gsr1(z, 1, - -, ps—1),
<y Gr(x, 1, ..., us—1) con respecto a las variables x, uq, ..., us_1, evaluada en s;;
luego cada ((Si1, ..., Smn), (Sint1) -+ Sir : 1)) es un punto aislado de Ve, o

El siguiente paso para calcular la resolucion geométrica buscada es analizar formas
lineales sobre la variedad en cuestion. Con tal objetivo, introducimos la siguiente
definicién.

Definicién 2.14 Sean vy, ..., y, nuevas variables. Notamos ¢ a la forma lineal de-
finida tanto en A" como en A% por U(x,y) = Zlgjgn y;jxj, donde las variables y
se consideran como pardmetros. Para o = (av, ..., ap) € C" notamos €, a la forma

lineal definida tanto en A™ como en A% por Lo(z) = 321 jcy, 5T

. . e, e . n s—1 n Y
Extendiendo la definicion de I1 a la proyeccion 11 : AW X PW — Am, definimos

P como el polinomio minimal de ¢ sobre la variedad I1(V©)); es decir,

P(t,Uy) = [] (U—é((Sﬂ,...,Sm),y)> e K[t — 1][U, 4]

1<i<é

Dado que los polinomios Fi, ..., F, tienen sus coeficientes en K, si llamamos [ 1(6) al
ideal que generan los polinomios Fi(t,x),..., Fs(t,x), Fs1(t, @, pa, ooy ps—1, 1)« .+,
Fo(t,, i, - ps—1, 1) en K(8)[w, pur, .- ., prs—1), entonces, K(t)[z, u] /I es un K(t)-
espacio vectorial de dimensién 6 y P (t,U,y) es el polinomio minimal y el polinomio
caracteristico de la transformacion lineal de multiplicar por ¢(x,y) en este espacio
vectorial (considerando a las variables y1, . . . , ¥, como parametros). Esto nos permite
concluir que, en realidad, P € K(¢)[U,y]. Consideremos entonces la escritura

P <pu(t, y)U"
P(t7 U, y) _ (ta U7 ?J) _ Zoghgaph( y) (27)

q(t) q(t)
con ¢ € KJt| ménico, Py ¢ coprimos en K[t,U,yl], pn € Klt,y] para 0 < h < oy
ps(t,y) = q(t).
En el siguiente lema auxiliar veremos una relacién entre los polinomios recién defi-

nidos y la variedad de deformacién definida al comienzo de la seccion.

Lema 2.15 El polinomio P(t, U,y) es libre de cuadrados y si ® : V x A" — A"2

es el morfismo dado por

O(t,z, pu,y) = (t, (z,y),v),

entonces Im® es la hipersuperficie definida por el polinomio f’(t, U,y).
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Demostracion: Sea R(t,U,y) € Clt, U, y| un polinomio libre de cuadrados que define
la hipersuperficie Im®. Veamos que R y P se dividen mutuamente en Clt, U, y].

Para probar que R divide a ]5, alcanza con demostrar que P se anula en Im®.

Sea (tg, o, po,3) € V x A™ Dado que p(t,ﬁ(x,ﬁ),ﬁ) se anula en V() existe
m € N tal que P(t,{(z,3),3)™ € I©), y esto implica que existe v(t) € C[t] tal
que v(t)P(t, l(z, 5),3)™ € 1. Por lo tanto, el polinomio v(t)P(t,(x, 3), 3) se anu-
la en todas las componentes de V, y luego p(t,ﬁ(m,ﬁ),ﬁ) se anula en todas las

componentes de V', en particular P(to, U(xo, ), 3) = 0 como queriamos probar.

Veamos ahora que P divide a R . Notemos que P(t,U,y) es el generador del ideal
de polinomios

{Q(U) e C(t,»)[U] | Q(E(TI(S),y)) = 0 para todo S € v<e>}

en el dominio principal C(¢, y)[U]. Por otro lado, R(t, ¢(x,y),y) = 0 para (t,z, u,y) €
V' x A", luego existe un polinomio w(t) € C[t] y m € N tal que R™(t, {(x,y), y)w™(t)
€ IC[t,x, u,y] C IOC(t)[x, p,y], con lo cual R(t,U,y)w(t) se anula en £(I1(S),y)
para todo S € V(. Tenemos entonces que P(t,U,y) divide a R(t,U,y)w(t) en
C(t,y)[U] y luego en C(t,y)[U]. Como P(t,U,y) = q(t)P(t,U,y) no tiene factores
en C[t, y|, entonces P(t, U,y) divide a R(t,U,y) en Clt, U, y]. o

Podemos ahora enunciar el resultado principal de esta seccién.

Proposicion 2.16 Siguiendo la notacion en , sea [ [ <jcq 4i(U, y)% la facto-
rizacion de ]5(0, U,y) en ClU,y| y sea g(U,y) = ngjga q;(U,y)%~1. Entonces para
a € C" genérico,

~

{P<0,U,a> —92(0,U,0) 22(0,U, @) %(0,11,00}
gU.a) * gUa) ' gWUa) 7 gUa)

es una resolucion geométrica de un conjunto finito que contiene a Il(m(VN{t = 0})).

Demostracion: Para empezar notemos que como ]5(15, U, y) no tiene factores en CJt],

~

P(0,U,y) no es idénticamente nulo.

Sea {z1,...,2,} =7(VN{t=0}) C A" x P*"!. Como para 1 < j <p, (0,2;) € V,
por el Lema tenemos que P(O,ﬁ(l‘[(zj),ﬁ),ﬂ) = 0 para todo [ € C". Esto es
equivalente a que el polinomio U — ¢(I1(z;), 8) divide a lf’(O7 U, 3) en C[U] para todo

B € C", que a su vez es equivalente a que el polinomio U — ((II(2;),y) divide a
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p(O, U,y) en C[U,y|. Podemos suponer entonces que en la expresién 13(0, Uy) =
H1§j§a q;(U,y)%, a es mayor o igual a py ¢; = U — ((Il(z;),y) para 1 < j < p.
Por otro lado, tenemos

opP dj—1 qJ
8U0Uy ZdJQJU?/ H%Uy
1<j<a 1<j'<a
J'#]

y para 1 < k < n,

P - q
8 —(0,U,y) = ZquJU?J) L qu (U, y)%
Yk 1<j<a 1<j'<a
J#i
Entonces
[f’ 0 U, y O U, y 0q;
= [ sy, == d2 Uy [ @),
1<j<a 1<j<a 1<j’<a
J'#7

y para 1 < k < n,

(0 U, ?J 8q
= N di L ~(U.y) I oWy.
1<j<a 1<j'<a
J'#]
Sea o = (aq,...,0,) € C" tal que para 1 < j < a, ¢;(U, ) tiene el mismo grado

que ¢;(U,y) y es libre de cuadrados, y para 1 < j; < j, < a, los polinomios g;, (U, «)
y ¢;,(U, ) son coprimos en C[U]. Estas condiciones se cumplen para valores de «
genéricos ya que son equivalentes a que no se anulen los coeficientes principales
de los polinomios ¢; (pensados como polinomios en U) ni tampoco un conjunto de
polinomios no nulos en C[y] formado por polinomios resultantes. En ese caso,

POUO[ Hq]Ua

1<j<a
es libre de cuadrados y tiene a ((II(21), @), ..., ¢(Il(2,), @) entre sus raices. Ademas,
paral < j<p 1<k<n, %(U, y) =1y %(U’ y) = —II(2;)k,. Luego, tenemos

que
90, ) (U(IL(2)), @), o) = d; ISJHSG gy (U(I(z;), ), a) # 0
J'#i
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y
apP
8_(07 Ua y)
%T(ga_[(zj)v a),a0) = —d;T(z) [ ¢ (1), a),a),
9(U.y) 1<j'<a
J'#7
lo que prueba la proposicion. o

El siguiente lema nos sera ttil en las Secciones y para desarrollar la

contraparte algoritmica de estos resultados.

Lema 2.17 Siguiendo la notacion en , el grado en t del polinomio ]5(15, U,y)

es menor o igual a no.

Demostracién: Para 3 = (8o, 51, ..., 3,) € C"™!, definimos pﬁ(t) = P(t, 3). Para (3
genérico, deg Py = deg, P(t,U,y) y Py es libre de cuadrados por ser P(t,U,y) libre
de cuadrados; luego, si @ es el morfismo definido en el Lema , deg ﬁﬁ es igual a
la cantidad de elementos en el conjunto Im® N {U = By, y1 = B1,- ., Yn = Bu}-

Como dimIm® = n + 1, existe una variedad Z de dimensién menor o igual a n
tal que Im® = Im® U Z. Observemos ademés que, para todo t, € C, la variedad
Im® N {t = to} es vacia o de dimensién n, ya que Im® no tiene componentes
irreducibles contenidas en hiperplanos del tipo {t = #;}. Consideremos el conjunto
T = {ty € C | V tiene componentes irreducibles incluidas en {t = t,}}. Entonces, a

partir de la descomposicién de Im® como
e =z [ (me () (Uft=t})) U (me ) (N {t#0}))
to€T toeT

podemos concluir que para [ genérico,

Im® m {U:ﬁmyl:ﬁl;---vyn:ﬂn}:

=tmd () (N {t#0}) () {U =ty =50 =5}

toeT

Veamos ahora que podemos acotar la cantidad de elementos en Im® N (Nyer{t #
to}) N{U = Bo,y1 = P1,- -, Yn = Pn} para [ genérico por la cantidad de soluciones
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aisladas del sistema

Fl(t,l‘) = O,

Fy(t, ) = 0,
FS+1(t7 T, :u) = 07 (28)

E(tz,p) =0,

\ g(ﬁl, 7Bn( ) BO = O

Para cada elemento (t1, 3) € Im®N(Nyer{t # to})N{U = Bo, 11 = B1,-- -, Yn = Bn}s
existe un elemento (¢, z1, ul) € V tal que £(s,,....3,)(x) = Bo, por lo tanto, (t1, 1, f11)

es una solucion del sistema con t; # ty para todo tg € T.

Si Pg no es idénticamente nulo, la variedad V' no tiene componentes incluidas en
Usn,.p0(®) = Bo} (v luego VN {lp,,. s(x) = Bo} es una variedad O-dimensional).
Esto es asi ya que la proyeccién de cada componente de V' en la coordenada ¢ es domi-

nante y, si (£, , fi) € Vﬂ{ﬁ(gl o () = Bo}, entonces (¢, 3) = ©(t, &, fi, B, ..., Bn) €
Im® y, por lo tanto, Pg(f) = 0.

Dividimos entonces el conjunto de soluciones del sistema en aquéllas para las
que t =ty para algtin ty € Ty aquéllas para las que t # t, para todo ty € T. Como
las soluciones en el segundo grupo son elementos de V N {{(3,,. 3.)(x) = By}, solo
hay finitas de estas soluciones y, por lo tanto, son soluciones aisladas del sistema
(2.8).

Para finalizar la demostracion, veamos que el sistema tiene a lo sumo nd solu-
ciones aisladas. Consideremos las homogeinizaciones de los polinomios que definen
a este sistema considerando tres juegos de variables, uno formado solamente por
la variable ¢, otro formado por las variables x y otro formado por las variables pu.
Los multigrados correspondientes a estos polinomios son (1,6@,0) para 1 < i < s,
(1, d;, 1) paras+1<i<ry(0,1,0)y, por el Teorema de Bézout Multihomogéneo,
el grado de la variedad que definen en P! x P* x P5~! estd acotado por

> 1l
(Bt,Er,E,) k€E,

donde d,.; = 1y la terna (Ey, E,, E,) recorre todas las particiones de {1,...,7+1}
en conjuntos Ey, E, y E,, de cardinal 1,n y s—1 respectivamente, con £, C {1,...,r}
y E, C {s+1,...,r}. Cada una de estas ternas puede conseguirse de manera

unica a partir de un subconjunto E de {s + 1,...,r} de cardinal n — s y de un
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elemento e € {1,...,s} U E tomando E; = {e}, E, = ({1,...,s,r+ 1} UE)\ {e} y
E,={s+1,...,r}\ E. Finalmente

Z ijzz H Jkéz H d, < no.

(Ey,Eq,E,) keE, (E,e) ke({L,...,s,r+1}UE)\{e} (B,e) kefl,...s}UE

2.5.2. Deformacion de tipo 1

En esta seccién definiremos sistemas iniciales particulares que cumplen la Hipdtesis
a los que llamaremos sistemas iniciales de tipo 1. Exhibiremos un algoritmo
para calcular una resoluciéon geométrica como en la Proposicién [2.16| cuando se
utiliza alguno de estos sistemas iniciales. Cuando usemos este algoritmo, diremos
que la resolucién geométrica fue obtenida aplicando deformaciones de tipo 1.

Sistemas iniciales de tipo 1

Definicién 2.18 Liamamos sistema inicial de tipo 1 a un sistema del siguiente tipo:

9i(x) = H (x; — 7) para 1 < i < s,
1<j<d;
( H ij(z > () paras+1<i<r,
1<5<d;

donde para s +1 <1 <ryl<j<d,

1 1
D WD D e v o ek A e 7 oy ey

s+1<k<n
Gl = Y
1<k<s
Recordemos que d > 2 es una cota superior para di,...,d,. Ademds, podemos

observar que, siguiendo la notacién dada en la H1p0t631s 2.9, en el caso de estos
sistemas iniciales tenemos d; = d; para 1 <i <71y é = 0.

Lema 2.19 Los sistemas iniciales de tipo 1 satisfacen la Hipdtesis[2.9.



CAPITULO 2. CONDICIONES DE SIGNO 58

Demostracion: Claramente estos sistemas satisfacen las dos primeras condiciones de
dicha hipdtesis. Veamos que cumplen también la tercera condicion.

Sean ¢, ..., g, como en la Definicién v sea (Ti,. .., Tns i1, -5 fls_1) € AMT1
una solucién del sistema g = -+ = g5 = gsu1 = --- = g = 0. Notemos que en
este sistema las primeras s variables solamente aparecen en las primeras s ecua-
ciones y las restantes n — 1 variables solamente aparecen en las restantes n — 1
ecuaciones. Ademsds, para 1 < i < s, T; debe ser alguna de las d; raices del polino-
mio g;. Luego, estas [ [,,., d; soluciones (1, ..., Z,) se combinan con las soluciones
(Tsa1y - Ty fi1y- - -, fs—1) del sistema gg11 = - -+ = g, = 0. Nos enfocamos ahora en
este nuevo sistema, debemos ver que tiene ), - (41, A Emn—s [1)cg di soluciones
distintas en A" !,

Para s +1 < ¢ < r, g; es un producto de d; funciones lineales ¢;;(z41,...,2,)
y la funcién lineal ¥;(u1, ..., pus—1) = ¥;i(tta,- .., fs—1,1); entonces toda solucién
(Tsa1y-+s Ty i, - - -, ls—1) debe anular al menos una de estas d;+1 funciones lineales
para cada ¢. Supongamos que, en total, se anulan a funciones lineales ¢;;(x) y b >

r—s—a funciones lineales ¥;(1). Si estas a funciones lineales son ¢, paral <1 <a,

entonces (ZTsi1, ..., Tn, 1) es un vector no nulo en el nicleo de la siguiente matriz de
Cauchy en Qx(n—s+1).
1 1 o 1
(il—s—l)d+j1—l+l (il—s—l)d+j1—1+2 (il—s—l)d—l—jl—l—l—n—i—l—s
: : ' : (2.9)
1 1 L 1
(la—s—1)d4ja—1+1  (ia—s—1)d+ja—1+2 (ia—s—1)d+ja—1+nt1—s

Como esta matriz tiene rango min{a,n — s+ 1}, la existencia de este vector implica
que n — s > a. A su vez, supongamos que las b ecuaciones lineales 1;(1) que se
anulan son @Ei;(ﬂ) para 1 <[ < b, entonces (fi1, ..., [ls_1, 1) s un vector no nulo en

el niicleo de la siguiente matriz de Cauchy en Q¥*:

1 1 A S
i]—s—14+1 ¢ —s—1+42 i) —s—1+s

. (2.10)
1 1 B
ip—s—14+1  ij—s—142 iy —s—14s

Nuevamente, como esta matriz tiene rango min{b, s}, la existencia de este vector
implica que s —1 >b. Comoa+b>r—s=n—-1=(n—-s)+(s—1) > a+0b,
entonces tenemos que a =n — sy b= s — 1. Esto nos dice que para s +1 <17 < r,
(Tsa1y -y Ty i1, - - -, ls—1) anula exactamente una de las d; + 1 funciones lineales

que definen a g;.
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El ntmero ZEC{HLMT},#E:”?S [1cg drx proviene de elegir el subconjunto de n — s
de las ecuaciones g; = 0 en las que se anula una funcion lineal correspondiente a
las variables x y luego, dentro de cada ecuacion, cudl es el factor que se anula. En
las demés s — 1 ecuaciones debe anularse la ecuacién lineal correspondiente a las
variables p. Cualquier sistema de este tipo en las variables X 1,..., Ty, f1, ..., fhs—1
determina un tinico punto en A"!, ya que las matrices de Cauchy involucradas son

inversibles.

Veamos ahora que todas las soluciones del sistema g1 = -+ =¢gs =gs11 = -+ = g =
0 obtenidas de esta manera son distintas. Mas ain, veamos que dos tales soluciones

(@), @ ) verifican (21, . 2)) #

(:2'52), . ,33512)). De no ser asi, tenemos que (955”, . ,fgl)) = (:f§2), . ,:if)); esto im-
plica, por la manera en que todas las soluciones fueron obtenidas, que elecciones dis-
tintas de las n— s funciones lineales ¢;,;, llevaron al mismo valor de (Zs41, ..., %) 1=
(Eglﬁl, . ,ig)) = (ffjr)l, . ,fg)). Entonces el vector (Zsy1, ..., Ty, 1) anula al menos
n — s+ 1 funciones lineales ¢;,;,, lo cual es es imposible ya que cualesquiera n—s+1
de estas funciones lineales definen una matriz de Cauchy como en (2.9) que resulta

inversible.

Finalmente veamos que la matriz diferencial del sistema g; = --- = g5 = gs11 =
--- = g, = 0 evaluada en cualquier solucién del mismo es inversible. Estas matrices
tienen arriba a la izquierda un bloque diagonal de s X s con elementos no nulos en
su diagonal. Arriba a la derecha y abajo a la izquierda tiene un bloque de s X (r — s)
y (r — s) X s ceros respectivamente. De modo que alcanza con probar que el bloque
de abajo a la derecha de tamafio (r — s) x (r — s) resulta inversible. Sea M esta
submatriz. Sin pérdida de generalidad, supongamos que (ZTsi1,...,Tn, i1, .- -, fls—1)
es una solucién de gy = -+ = g, = 0 en la que (Zg41,...,T,) anula las funciones

lineales ¢(s41)1,---,Pn1 ¥ (fi1,--.,fls—1) anula las funciones lineales Vngts - - Uy
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Entonces M = M;M; con M, =

ds+l
Yerr () [ ] desni(@ 0
j=2
0
0
y My =
Ds41)1(s+1)
Oni(s+1)
0
0

¢(s+1)1n

(bnln
0

0

0
¢(n+1)1

%«1

60

0
g1
11 i@
j=1
0
d.
0 J]¢n@
j=1

0
V(n+1)(s—1)

wr(s—l)

donde para s + 1 < i,k < n, ¢;1; es el coeficiente que acompana a x; en ¢;; y para

n+1<i<r 1<k<s—1, 1y es el coeficiente que acompana a i en ;. Como

los bloques superior izquierdo en inferior derecho de M, son matrices inversibles (de

Cauchy), entonces det M # 0.

Métodos simbdlicos de deformacion

[m}

Exhibimos a continuacién el esquema de un algoritmo probabilistico para calcular

una resolucién geométrica como en la Proposicién [2.16] basado en la aplicacién del

operador de Newton-Hensel. Para esto, reutilizamos la notacion introducida en la

Seccién [2.5.1] Luego en la proposicion siguiente, especificamos como llevar a cabo

cada paso y analizamos la complejidad total del algoritmo.
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Algoritmo 2.20

Input: Un slp que codifica simultdineamente polinomios hy, ..., h, como en .

Output: Una resolucion geométrica como en la Proposicion [2.16 con V definida a

partir de un sistema inicial g1, ..., g, como en la Definicion|2.18,
Procedimiento:
1. Calcular todas las soluciones s, ...,ss € Q" del sistema inicial deshomogenei-
zado 91(27) == gs(x) = gs-i—l(xaM) == g?‘<xvﬂ) =0.

2. Para 1 < i < 6, calcular elementos SZ € K[t]" tales que para 1 < k < r,
(S’i — Sk € (t— 1)2”‘5“]1{[[15 —1]].

3. Elegir un valor de a = (v, ..., ) € Q" al azar y calcular
P(t,Uyy) mod ((t =1 + (y1 — a1,y y — ) K[ = 1][U, y].

4. Calcular para 0 < h <4, los polinomios py(t,a) y %(t, a), 1 <k<n.

5. Calcular ]5(0, U, a),%(o, U, a),%(o, Ua) para 1 < k < n, g(U,«a) y hacer

las divisiones necesarias.

Proposicion 2.21 Dado un slp de longitud L, que codifica simultdineamente poli-
nomios hy, ..., h, como en (@), el Algoritmo calcula probabilisticamente una
resolucion geométrica como en la Proposicion |2.16| con V' definida a partir de un
sistema inicial g1, ..., g, como en la Definicion[2.18 con complejidad

O(n*(L1 + n’d + n*log(n) log?(d))é> log(8) log log(4)).

Demostracion: Calculemos la cantidad de operaciones necesarias en cada paso del
algoritmo. Puede observarse luego que la complejidad total del algoritmo es la dada
en el enunciado de esta proposicién (utilizando la desigualdad 6 < (Z:ll)d" < (24)"
en la simplificacién de algunos términos).

Paso 1: Para obtener cada una de las ¢ soluciones del sistema debemos resolver
un sistema cuadrado de n — s variables y otro de s — 1 variables, ambos asociados
a matrices de Cauchy. Resolviendo estos sistemas mediante el algoritmo [BP94)
Chapter 2, Algorithm 4.2], tenemos que este paso requiere O(n log?(n)d) operaciones

en Q.
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Paso 2: En la demostracién de la Proposicién usamos [HKPT00, Lemma 3]
para probar la existencia de elementos S; € K|[[t — 1]]" tales que

V(e) = {((Sﬂ;?Szn)?(Sl(n-ﬁ-l) et S 1))’ I<i< 6}

La demostracién de este lema es constructiva. A continuacién, estudiamos en detalle
una manera adaptada a nuestro contexto de llevar a cabo los calculos necesarios

para aproximar estos vectores de series de potencias. Sea F' la funcién definida por

F(z,pa, ... ps1) = (Fi(x),..., Fp (2, g1, .., ps—1,1)) (ver Definicién [2.10)). Para
cada 1 < i < §, consideremos una sucesién de vectores (S),,cn, en K[t]" y dos
sucesiones de matrices (A™),eng, (B™)men, en K[t]™" que cumplen las siguientes
propiedades:

i) SO = s,
ii) para m € Ny, las entradas de s (m) A v B(M) tienen grado menor que 2™,
i) ) = 5 mod (1 — 17"
i) F(S™) =0 mod (t— 17",
v) AMBM =T mod (t —1)2",
vi) Amt) = DF(StM) mod (t —1)2""".

Las condiciones iii) y iv) implican que la sucesién (S™),,cy, determina un elemento
S e K[|t — 1]]" tal que F(S) = 0. Como S(1) = s;, tenemos que S = S;.

Para definir estas sucesiones, comenzamos con A® = Dg(s;) y BO) = (A©)~1 ¢
Q™" donde g = (g1,---,9s, Js+1, - - - » §r)- Estas matrices pueden calcularse siguiendo
la demostracion del Lema y la cantidad de operaciones necesarias no suma a la
complejidad total. Una vez definidos S, At v B procedemos como se explica

a continuacion.
= Evaluamos primeramente la matriz
At = pR(ST™)  mod (t — 1),

Es facil ver que los polinomios ¢y, ..., s, gst+1,---,gr pueden codificarse si-
multdneamente por un slp de longitud O(dn?); luego los polinomios Fi, ..., F,
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pueden codificarse simultdneamente por un slp de longitud L, + O(dn?) y po-
demos obtener un slp de longitud O(nL; +dn?®) que codifique simultdneamente
las entradas de la matriz DF'. Como las operaciones de suma y multiplicacion
entre polinomios en K[t] de grado menor que 2™ pueden ser llevadas a cabo
con O(2™mlog(m)) operaciones K (ver [vzGG99, Chapter 8]), el costo de este
paso es O((nLy + dn3)2™mlog(m)).

» Para definir B+ procedemos como se explica a continuacién.

Para m = 0, como
AW = DF(s;) = Dg(s;) = A9 mod (t — 1),

tenemos que ANV B©) = [ 4 (¢t — 1)U para cierta U € K™"; tomamos entonces
BW = BO — pO¢ —1)U.

Sim > 1, como

At = pR(§t) = DF(S™ D) = A mod (£ —1)*",
definimos (t —1)2" A’ = A("D) — At y B = Bm) _ Bm) (¢ —1)2"" A’ B(m™),
Si AMBM) = [ 4 (t —1)2" R, entonces A VB =T + (t — 1)>"U con

2m—1

U=R-AB™ABM™ _ (t —1)*"" RA'B™.

Por tltimo, definimos B(™*Y) = B’ — B'(t—1)2"U, con lo cual A+ B(m+1) —
I — (t—1)"""U2% Luego B es la aproximacién buscada. Para calcular
Bt calculamos las matrices auxiliares (t — 1)2" A", By (t — 1)*"U =
A B _ T v hacemos las multiplicaciones de matrices necesarias. Esto re-

quiere O(n*2™mlog(m)) operaciones en K.
» Finalmente evaluamos
Sm+l) — §tm) _ glm+D) p(§m))y (2.11)

realizando O((L; + dn?)2™mlog(m)) operaciones en K.

La demostracién de que la sucesién (S),en, satisface la condicién iv) es igual
a la dada en [HKP™00, Lemma 3|, y consecuentemente, por (2.11]) se satisface la
condicidn iii). Las demds condiciones se satisfacen trivialmente a partir de las defi-

niciones.
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2n6+1)]

La cantidad de operaciones en K para calcular S(os( ) a partir de s; es

O((nLy + dn®) > 2™m log(m)) =

1<m<Jlog(2nd+1)]
= O((n*Ly + dn*)dlog(6) loglog()).
Como esto debe hacerse para cada i entre 1 y 9, la cantidad de operaciones total en

K de este paso estd acotada por O((n?Ly + dn*)6?log(8) loglog(4)).

Paso 3: Dado que para 1 <1 < 4, se verifica que
S; =5, mod (t — 1) K[t —1]],
si definimos

P.Uy) = [] (U—e((éﬂ,...,&n),y)) e K[H[U, ],

1<i<6

tenemos que

P(t,U,y) = P(t,U,y) mod (t — 1)*" K[t — 1]][U, y].

Luego, si desarrollamos P en potencias de U e (yxr — ag) para 1 < k < n, solamente
necesitamos calcular los coeficientes que acompanan a U y U (y, —ax), 0 < h < 4.
Considerando entonces a P como un polinomio en U en el que cada coeficiente es una
tira de n + 1 elementos en K[t] (uno correspondiente a U" y uno a U"(y;, — ay,), 1 <
k < n), podemos efectuar este paso mediante [vzGG99, Algorithm 10.3] efectuando
O(n?621og®(8) loglog®(8)) operaciones en K.

Paso 4: En el paso anterior calculamos aproximaciones hasta grado 2nd de los coefi-
centes en K[[t — 1]] correspondientes a U" y U (yx —ax) para 1 <k <ny 0 < h <4
en el desarrollo de P en potencias de U e (yx — ay). Segin la definicién de P, estos

coeficientes son precisamente,

pr(t, a) %(@ )
qt) = qlt)

Dado que en cada una de estas fracciones, el grado en t (y luego en t — 1) del

numerador y el denominador esta acotado por nd, tenemos que todos estos po-
linomios quedan determinados a partir de las aproximaciones calculadas para las

series correspondientes a estas fracciones (ver [v2GG99, Corollary 5.21]). Mds atn,
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podemos recuperar py(t, @), %(t,a) paral <k <ny0<h<Jyq) con
O(n?61og?(8) loglog(d)) operaciones en K usando [vzGG99, Corollary 5.24 y Al-
gorithm 11.4]. En la reconstruccién del numerador y denominador de cada fraccién
podrian aparecer distintos denominadores (divisores de ¢(t)) que deben ser llevados
al denominador comun ¢(t), pero la cantidad de operaciones requeridas no suma a

la complejidad total del paso.

Paso 5: Luego del paso anterior conocemos

P(0,U, ) = Z pr(0,)U",

0<h<o

P
g—(O,U,a): Z %(0,0&)Uh para 1 < k < n,
Yk 0<h<s Yk

y podemos calcular facilmente

op
%(0, (]7 OZ) = Z hph(07 O[)Uh_l.
1<h<s
Sabemos que para « genérico el polinomio % es libre de cuadrados; luego po-

demos calcular g(U, «), salvo por algtin factor no nulo en C, como

- oP
9(U,0) = god (P(0, U,0), 5-(0,U,a)).

Este factor no es importante para definir la resoluciéon geométrica ya que todos los
otros polinomios que la componen se dividiran por el valor de ¢g(U, «) calculado. La
cantidad de operaciones en K necesarias en este paso es O(d1og?(8) loglog(d)). Las

divisiones por ¢g(U, a) no modifican esta complejidad. o

Adaptacion a los casos s=1y s=n

Siguiendo la Definicién [2.7] las variedades Wy que utilizaremos para localizar los
puntos extremales buscados tienen una féormula de definicion distinta en cada uno
delos casos 2 < s <n—1,s =1y s > n. Hasta aqui hemos desarrollado un algoritmo
orientado al primero de estos casos, en el cual los sistemas con los que trabajamos
tienen un juego de variables x y un juego de variables y. La adaptacion de este
algoritmo al caso s = 1 y al caso s = n, en los que solamente debemos manejar

el juego de variables x y todas las variedades involucradas son variedades afines,
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puede hacerse de manera directa. En estos casos, supongamos dado un sistema de

ecuaciones
hi(z) = =h,(z) =0 (2.12)
formado por polinomios en K[zy, ..., x,] tal que, para 1 <i <n, d; := deg, h; < d.

Sea W C A™ la variedad definida por estos polinomios. Por el Teorema de Bézout,
sabemos que deg W estd acotado por 6 := [[,.,.,, di < d™.

Para adaptar el algoritmo desarrollado, requeriremos que el sistema inicial g (z), . ..,

gn(x) satisfaga la siguiente hipdtesis.
Hipotesis 2.22

1. Para1l <i<r, CZZ =degg; > d;.

2. La variedad que definen gy, ...,g, en A" estd formada por S puntos si,. .., 53
con 6 = [Licicn d; y la matriz diferencial del sistema formado por g1, ..., gn

evaluada en s; es inversible para todo 1 <1 < 5.

Definicién 2.23 Seat una nueva variable. Para1l < i < n, notamos F; al polinomio
F, = (1 — t)hl +tg; € K[t,l’]

Definimos V C Ax A" como la variedad definida por Iy, ..., F,. Definimos ademdas
VO como la unidn de las componentes irreducibles de V contenidas en {t = 0},
V) como la unidn de las componentes irreducibles de V contenidas en {t = to}

para algin to € C\ {0}, y V' como la union de las demds componentes irreducibles

de V.

Notamos 7 : A' x A™ — A™ a la proyeccion (t,x) — x. Con el objetivo de unificar
la notacion con el caso 2 < s <n — 1, consideramos r =n y notamos 11 : A™ — A"

y 7 A x A" — Al x A" a las respectivas funciones identidad.

Es facil ver que el sistema inicial

{ gi(w)= [[ (@—j) paral<i<n, (2.13)

1<j<d;

satisface la HipGtesis [2.22] Para este caso tenemos 6 = § < d" y adaptando lo
desarrollado para el caso 2 < s < n — 1, obtenemos el siguiente resultado.
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Proposicion 2.24 Hay un algoritmo probabilistico que, dado un slp de longitud
Ly que codifica simultaneamente polinomios hy, ..., h, como en , calcula una
resolucion geométrica de un conjunto finito que contiene a w(V N{t = 0}) con
complejidad

O(n*(Ly + n*log(n)d)§” log(d) log log(é)).

Aclaracién sobre la notacién

En las Secciones y aplicaremos deformaciones de tipo 1 a sistemas que
definen las variedades Wy (ver Definicion para distintos S C {1,...,m} con
1 < #S5 < n. Luego, para cada tal S notaremos Vs, ngo), Vél) y Vs a las variedades
de las Definiciones y cuando hq, ..., h, son los polinomimos que definen
Ws.

2.5.3. Deformacién de tipo 2

En esta seccién definiremos otros sistemas iniciales que cumplen la Hipotesis|2.9] a los
que llamaremos sistemas iniciales de tipo 2. Al igual que en la Seccién[2.5.2] daremos
un algoritmo para calcular una resoluciéon geométrica como en la Proposicion [2.16
cuando se utiliza alguno de estos sistemas iniciales. Cuando usemos este algoritmo,
diremos que la resolucién geométrica fue obtenida aplicando deformaciones de tipo
2.

La complejidad de este algoritmo sera mayor que la del algoritmo correspondiente
cuando utilizamos sistemas de tipo 1, pero la razoén por la que definimos estas
nuevas deformaciones es que, al aplicarlas a los sistemas que consideraremos para
caracterizar puntos extremales para la primera funcion coordenada (, y

(2.5))), se satisfacen ciertas propiedades geométricas que utilizaremos en las Secciones

2:6.3y 2:6.4

Sistemas iniciales de tipo 2

A diferencia de los sistemas iniciales que hemos llamado de tipo 1, los sistemas
iniciales de tipo 2 dependeran de ciertos parametros que especificaremos en la Seccion

2.0/ segin la necesidad de cada caso.

Sea d = 2[%], es decir, el menor entero par mayor o igual a d (recordemos que d
es una cota para el grado de los polinomios del sistema dado (2.6))). Sea T' = T
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el polinomio de Tchebychev de grado d. Paral < i < s seaT; € {0,1} y sean

0 <a; <...<as nimeros enteros tales que ¢ := a;, +n + 1 es un nimero primo.

Definicién 2.25 Llamamos sistema inicial de tipo 2 a un sistema del siguiente tipo:

1 1
i) = (1 ”( — T ) 1<i<s,
gi(r) = (—1) n+ai+n+1+1<zk;nai+k (rp)) paral<i<s

dg; ,
o) = 3wt poms 41 i<,

Los sistemas de tipo 2 quedan completamente determinados al fijar los ntimeros
ai,...,as y Ti,...,Ts. Observamos que si 7; = 0, entonces g;(x) es estrictamente
positivo en R™ y si 7; = 1, entonces g;(x) es estrictamente negativo en R". Notemos
ademés que para estos sistemas, 0 = (2:11) Js(d— s < (2:%)65”

Por otro lado, podemos notar también que si para 1 < k < n+ 1, definimos b, = —k
y consideramos la matriz de Cauchy A = (Aix)1<i<s1<k<ni1 = (ﬁ)lgig&lgkgrwrl €
Q*(H+D) para 1 <i < s,

9:(@) = (17 (n+ Ay + Y AuT (1)),

1<k<n

mientras que para s+ 1 <17 < r,

gile. 1) = T'(@iee) (3 Ajsenig(=1)7). (2.14)

1<j<s

A continuacién empezamos a estudiar las propiedades de los sistemas iniciales de
tipo 2.

Lema 2.26 Los sistemas iniciales de tipo 2 satisfacen la Hipdtesis[2.9.

Demostracion: Claramente estos sistemas satisfacen las dos primeras condiciones de
dicha hipdtesis. Veamos que cumplen también la tercera condicién.

Sean g1, ..., g, como en la Definicién [2.25} recordemos que, para s+1 < ¢ < r, nota-
mos g; al polinomio definido por g;(z, p1, ..., ts—1) = gi(z, p1, .., ps—1,1). La idea
de la demostracion sera descomponer la variedad definida por g1, ..., gs, Gsi1, - - - 5 Gr
en A" en varias subvariedades finitas y estudiar separadamente cada una de estas
subvariedades.
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Sea B C {2,...,n} con #B = n — s, sea e : B — {—1,1} y supongamos que

e(k) = 1 para a elementos de B. Sea Sp. el conjunto de soluciones (Z, ) =
(T1,. ..y Tp, 41, - - -, fis—1) del sistema
gi(x) =+ = gs() = Gora(z, 1) = gr(a, 1) =0 (2.15)

que ademas satisfacen las condiciones
T'(x) =0y T(xx) = e(k) para todo k € B. (2.16)

Calculemos la cantidad de elementos en Sg.. Sin pérdida de generalidad, suponga-
mos que B = {s+1,...,n}. Dado que ged(T",T + 1) = Ty, y ged(T", T — 1) =
T"/T}y, concluimos que la cantidad de (n — s)-uplas (Zst1, . .., Tn) que satisfacen la
condicién (2.16) es (d/2)*5~%(d/2 — 1)*. Veamos que cada uno de estos elementos
puede extenderse a una solucién (z, 1) del sistema 1) de d* maneras distintas.

Sea A" € Q°** la matriz formada por las primeras s columnas de A. Las condiciones

gi1(z) = -+ = gs(x) = 0, sumadas a la condicién (2.16)), implican
T(J;l) n -+ Al(n+1) + Z Alke(k)
s+1<k<n
A : =— : , (2.17)
n + As(n+1) + Z ASICe(k)
T(xs) s+1<k<n

y la matriz A’ es una matriz de Cauchy inversible. Veamos que en cada solucién
(Z1, ..., %) de (2.17), T(Zk,) # £1 para 1 < kg < s.

Para 1 < ky < s < k < n+1, sea A’(ko‘k) la matriz de Cauchy que se obtiene
reemplazando la kg-ésima columna de A’ por la k-ésima columna de A, A/(ko\o) la
matriz que se obtiene reemplazando la kq-ésima columna de A’ por un vector columna
con el valor 1 en todas sus entradas y, para 1 <7 < s, A} la matriz de Cauchy
que se obtiene eliminando la i-ésima fila y la kg-ésima columna de A’. Utilizando la
regla de Cramer, sabemos que toda solucién de verifica

—1 , , ,
T(w,) = W(“ det (Afyyj) + det (Afynin) + D e(k)det (A(kolk))>'

s+1<k<n

Si calculamos det(A’) con la férmula para el determinante de una matriz de Cauchy
(ver Seccién|0.4.1]), notamos que su numerador y denominador son coprimos con ¢, ya

que cada elemento en cada productoria es un niimero entero no nulo de valor absoluto
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menor a ¢. Andlogamente, para s + 1 < k < n, el numerador y el denominador de
det(Af;, ) son coprimos con ¢. Por otro lado, el numerador de det(A{, ) es
coprimo con ¢ pero el denominador es un multiplo de ¢. Por tltimo, desarrollando

por la kg-ésima columna, tenemos que

det (A/(k‘o‘O)) = Z (—1)i+k0 det( ;lk‘o)’

0<i<s

y cada det(Aj, ) es un ntimero racional con numerador y denominador coprimos
con ¢. Todo esto nos permite concluir que T'(xy,) se puede escribir como una suma
de numeros racionales en la que en un sumando el numerador es coprimo con g, el
denominador es miltiplo de ¢, y en todos los demés sumandos el numerador y el
denominador son coprimos con ¢. Esto implica que T'(zy,) es un nimero racional en
cuya expresion irreducible el denominador es multiplo del primo ¢, y por lo tanto
T(xy,) # 1.

Para cada 1 < ky < s, habra exactamente d valores de Ty, en los cuales el polinomio
T tome el valor obtenido despejando en (2.17). Esto es asi pues los tnicos valores
que toma el polinomio 7" con multiplicidad mayor a 1 son £1, que hemos visto que
no son los valores obtenidos para T'(Zy,).

Sea ahora (Zy,...,Z,) una solucién de y ; veamos que puede extenderse
de una tnica manera a una solucién (z, i) de (2.15). Como T"(zx) = 0 para s+ 1 <
k < n, las ecuaciones g;(x, ) = 0 se satisfacen trivialmente para 2s < i < r (ver
([2.14). Para 1 < ko < s, como T(Zy,) # £1, entonces T"(Zy,) # 0; por lo tanto las

condiciones gsi1(x, 1) = -+ = gas—1(x, ;1) = 0 son equivalentes a
A oo Apoap pa(=1)™ Ag
: . : : =—(=D"| + |, (2.18)
Als e A(sfl)s [1'3—1(_1)7-371 ASS

que tiene una unica solucion.

Observemos que, como para (Z,ft) € Sg., T(Tx) = e(k) = £1 para todo k € B,
al probar que T'(Z)) # £1 para k ¢ B, probamos también que los conjuntos Sg.
son disjuntos y que para cualquier par (z(V, aM), (z®?, i?) de soluciones de ({2.15))
construidas de esta manera se verifica que Z(!) # (). Por otro lado, notemos que
recorriendo todos los posibles B C {2,...,n}, todos los valores de a entre 0 y n — s

y todas las funciones e : B — {—1,1} que toman el valor 1 en a elementos de B,
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hemos encontrado un total de

(7D X ()6 Gy (s

0<a<n-—s

soluciones al sistema ([2.15)).

Probemos ahora que la matriz diferencial de este sistema evaluada en cada una de
estas ¢ soluciones es inversible. Sin pérdida de generalidad, supongamos que (z, i) es
una solucién correspondiente a B = {s+1,...,n}. Dividimos a la matriz diferencial
del sistema en nueve bloques de la siguiente manera:

s | I | I
s—1 { v [ vV [ VI
n—s { VII | VI | IX

~ O~~~

s n—s s—1
Para probar lo afirmado, alcanza con ver que los bloques II, IIT y V son bloques de
ceros y que los bloques I, VI y VIII son inversibles.
El bloque (I |II') corresponde a la matriz ((—1)7A;xT"(Zx))1<i<s1<k<n- Luego I es
la matriz inversible

(—1)m 0 Ay - Ay T'() 0

0 (—=1)™ Ag - Agg 0 T ()

y II es un bloque de ceros (ver (2.16])). El bloque III es un bloque de ceros pues las
variables i no aparecen en la formula que define a ¢y, ..., gs.

Derivando gsy1, ..., g, con respecto a las variables z (ver (2.14))), vemos que V es
un bloque de ceros y que VIII es un bloque diagonal. Para ver que VIII es inversible
debemos ver que para s+ 1 <k <n, T"(Zp) (A (=1)™ + D21 <1 Ajrfy(—=1)7) es
no nulo. Como Zj, es una raiz de T que tiene todas sus raices simples, T"(Zy) # 0.
Supongamos que para algin k, Ag,(—1)™ + > i ) Ajfij(—1)7 = 0. Esta dltima
ecuacion, junto con las ecuaciones , equivalen a

Ag oo Ay Ae pa(—=1)™

Als to A(sfl)s Ass ﬂs—l(_1)7571
Alk o . A(S—l)k Ask (_1)7-3
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lo cual es imposible pues implica que existe un vector no nulo en el nicleo de una
matriz inversible. Por lo tanto VIII es inversible.

Por ultimo, derivando gsy1,...,g2s—1 con respecto a las variables u, vemos que VI

es la matriz inversible

T'(z5) 0 A -0 Ay (-1 0

0 T/(ZZ‘S> Als s A(s—l)s 0 (_1)7'3_1

Métodos simbodlicos de deformacion

Damos a continuacion el esquema un algoritmo probabilistico para calcular una reso-
lucién geométrica como en la Proposicién [2.16f nuevamente reutilizando la notaciéon
de la Seccién [2.5.1] Luego en la proposicién siguiente, especificamos cémo llevar a
cabo cada paso y analizamos la complejidad total del algoritmo. En adelante, notare-
mos {2 a un nimero real positivo tal que para cualquier anillo R es posible efectuar
la suma, multiplicacién y célculo de determinante y de adjunta para matrices en
R™™ con O(m*) operaciones en R. Podemos suponer € < 4 (ver [Ber84]) y, a fin
de simplificar algunas cuentas de complejidad, supondremos €2 > 3.

Algoritmo 2.27

Input: Un slp que codifica simultdineamente polinomios h, ..., h, como en @

Output: Una resolucion geométrica como en la Proposicion con V definida a

partir de un sistema inicial gy, ..., g, como en la Definicion |2.25.
Procedimiento:
1. Elegir a = (aq,...,a,) € Q" al azar y calcular la resolucion geométrica aso-
ciada a la forma lineal £, (z) de la variedad definida en A" por ¢, (x), ..., gs(x),

gerl(xnu)? S JgT(‘rvlu)'

2. Calcular
P(t,U,y) mod ((t — 1)2”6“ +(y1—oy ey Yn — an)2)K[[t —1][U, y].

3. Calcular para 0 < h < 4§, los polinomios py(t, o) y g’ﬁ(t, a), 1 <k<n.
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4. Calcular ]3(0, U, a),%(o, U, a), %(O, Ua) para 1 < k <mn, g(U,«) y hacer

las divisiones necesarias.
Proposicion 2.28 Dado un slp de longitud L, que codifica simultdineamente poli-
nomios hy, ..., h, como en (@), el Algoritmo calcula probabilisticamente una
resolucion geométrica como en la Proposicion [2.16] con V' definida a partir de un
sistema inicial g1, . .., g. como en la Definicion |2.25. con complejidad

O(n*(L1 + dn + nf1)6%log?(9) log logQ(S)).

Demostracion: Calculemos la cantidad de operaciones que realiza el algoritmo en
cada paso.

Paso 1: Como vimos en la demostracién del Lema [2.26] la variedad definida en A"
por ¢g1(x), ..., gs(x), Gst1(x, 1), - .., gr(, ) es una unioén de conjuntos Sp ., donde B
recorre todos los subconjuntos de {2,...,n} de cardinal n — s y e recorre todas las
funciones de B en {—1,1}.

Para empezar, calculemos la resolucién geométrica asociada a la forma lineal £, (z)
de cada Sp .. Para fijar ideas, al igual que en la demostracién del Lema supon-
gamos B = {s+1,...,n} ysea (ZT1,...,Tn, fl1,--.,fs—1) € Spe. Paras+1 <k <n,
T, es una de las raices del polinomio univariado ged (7" (zy), T'(x)) — e(k)); este poli-
nomio es Ty, si e(k) = —ly T'/T; si e(k) = 1 (recordemos que T}, es el polinomio
de Tchebychev de grado d/2). Ademds, para 1 < k < s, T es una de las raices de
un polinomio univariado que se obtiene resolviendo el sistema . Para obtener
la resolucién geométrica de Sp . asociada a la forma lineal ¢,(x), procedemos como
en [JMSW] Section 5.2.1]. Si llamamos dp, a la cantidad de elementos en Sp., la
cantidad de operaciones en K necesarias es 0(5129,.3 log®(dp.) loglog(dp.)).
Finalmente obtenemos la resolucién geométrica de la unién de los conjuntos Sp .
asociada a la forma lineal ¢, (z) procediendo como se explica a continuacién. Dadas
dos resoluciones geométricas {q, qo, w1, ..., w,} y {¢, ¢}, wi,...,w.} de conjuntos
disjuntos con ¢ y ¢’ coprimos, una resolucién geométrica de su union esta dada por
{ad', @0q'+q4q, w1¢'+wiq, . .., w.¢'+w.q}. Para obtener la resolucién geométrica de la
union de los conjuntos Sp ., seguimos el esquema de unién de pares dado en [vzGG99,
Algorithm 10.3]. De esta manera, este paso requiere O(nd?log®(d) loglog(d)) opera-
ciones en Q.

Paso 2: Primeramente, consideremos la variedad definida por g1, ..., gs, Gst+1,- -, Gr
en A%(T)' Sabemos que en realidad, esta variedad estda formada por un conjun-

to finito de puntos con todas sus coordenadas en Q. Dado que los polinomios
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J1y---59s,Gst1, - - -, Gr pueden codificarse simultaneamente por un slp de longitud
O((J + s)n), podemos calcular la resolucién geométrica de esta variedad asocia-
da a la forma lineal /(z,y) médulo el ideal (y; — aq,...,y, — a,)? a partir de
la resolucién geométrica calculada en el paso anterior aplicando [GLS01, Algo-
rithm 1]. La cantidad de operaciones en K que efectia este algoritmo es O((Jn2 +
n?)62 log?(9) loglog*(4)).

A continuacién consideremos la variedad definida por Fi,..., F, en Am, que es
un conjunto finito de puntos con todas sus coordenadas en K[|t — 1]]. Dado que
Fy,...,F, pueden codificarse simultdneamente por un slp de longitud Ly + O((d +
s)n), podemos obtener la resolucién geométrica de esta variedad asociada a la for-
ma lineal ¢(z,y) médulo el ideal (£ — 1)+ 4 (y; — ay,...,yn — on)? a partir
de la resolucion geométrica calculada en el paso anterior aplicando repetidas veces
[GLSO01l, Algorithm 1]. La cantidad de operaciones en K que efectiia este algoritmo
es O(n*(Ly 4 dn +n1)6%log?(6) loglog?(8)). Notemos que en particular habremos
calculado el polinomio buscado y la complejidad total del paso es la de esta ltima

etapa.

Pasos 8 y /: Estos pasos son los Pasos 4 y 5 en el Algoritmo y, COmMoO Vimos
en la Proposicién [2.21] pueden llevarse a cabo realizando O(n2?52log?(d) loglog(d))
y O(dlog?(8) loglog(d)) operaciones en K respectivamente. o

Adaptacion alos casos s=1y s=n

Nuevamente, podemos adaptar de manera directa lo que hemos realizado a los casos
s =1y s =mn. De hecho, manteniendo las definiciones dadas al adaptar el algoritmo
para deformaciones de tipo 1 a estos casos, solamente resta definir como se adaptan
l?s sistemas iniciales. Sea d = 2[%1 y T'= Ty el polinomio de Tchebychev de grado
d.

Para el caso s = 1, tomemos a; entero con a; +n + 1 primo y 7, € {0,1} y

consideremos el sistema inicial

gilw) = (=) (n + T(wy)),

0L1+n~|—1Jr Z a, + k

1<k<n

0
gi(x) = 91() para 2 < i < n.

013
(2.19)

En este caso, tenemos 0 = d(d — 1) < d".
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Para el caso s = n, tomemos 0 < a; < ... < a, nimeros enteros con a, +n + 1
primo y, para 1 <i <mn, 7; € {0,1} y consideremos el sistema inicial

1<k<n

. 1 1 .
{ gi(x) = (—1)™ <n + p—— + Z Py kT(a:k)> para 1 <i<n. (220)

En este caso, tenemos 6 = d".

Procediendo como en la demostraciéon del Lema [2.26] podemos ver que ambos sis-
temas iniciales satisfacen la Hipdtesis [2.22] Adaptando lo desarrollado para el caso
2 < s <n—1, obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.29 Hay un algoritmo probabilistico que, dado un slp de longitud
Ly que codifica simultaneamente polinomios hy, ..., h, como en , calcula una

resolucion geométrica de un conjunto finito que contiene a w(V N{t = 0}) (ver

Deﬁnicidn con complejidad

O(n’*(Ly + dn + nf1)6%log?(9) log logQ(S)).

Aclaracién sobre la notacién

En las Secciones y aplicaremos deformaciones de tipo 2 a sistemas que
definen las variedades Wy (ver Definicién para distintos S C {1,...,m} con
#5 =sy 1< s <n.Como observamos anteriormente, para completar la definicion

de los sistemas iniciales correspondientes, debemos especificar aq, ..., as, 71, ..., Ts.

En la Seccién [2.6.3] estudiaremos el caso m = 1 y luego solamente consideraremos
el caso S = {1}. Definiremos los valores de a; y 71 al comienzo de dicha seccién, de

manera que todas las definiciones quedaran univocamente determinadas.

En la Seccién 2.6.4] consideraremos la lista P = ¢ —n —1,...,¢, —n — 1, donde
q1 < ... < @m son los primeros nimeros primos mayores a n. Para cualquier S C
{1,...,m} con #S = sy 1 < s < n,y cualquier lista 7 = 71, ..., 75, notaremos \A/S,T,
VS(?T), VélT) y Vs, a las variedades de la Definiciones [2.10] y [2.23| tomando A4, ..., A,
como los polinomios que definen Wy (ver Deﬁnicién, los parametros aq, ..., as

como los elementos de la sublista de P formada por los elementos correspondientes
a las posiciones de S 'y 71,...,7, como los elementos de 7. Notemos que para todo
elemento a de P, a+n+1 resulta un niimero primo tal como se pide en la definicién
de los sistemas iniciales de tipo 2.
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2.6. Resolucién del problema

En esta ultima seccién, demostraremos en varias situaciones diferentes que los pun-
tos encontrados siguiendo las técnicas de deformacion desarrolladas en la seccién
anterior incluyen a los puntos extremales buscados. Esto nos permitira hilvanar
todo lo que hemos elaborado y probar los resultados principales del capitulo, que

recordamos a continuacion.

En las Secciones [2.6.1], [2.6.2] y [2.6.3], resolveremos el problema de encontrar un con-

junto finito que contiene un punto en la clausura de cada celda definida por los
polinomios fi, ..., fim, primero bajo ciertas hipétesis de regularidad, luego en el ca-

so bivariado, y finalmente en el caso de un solo polinomio multivariado arbitrario.

Es claro que el conjunto hallado interseca cada componente conexa de la realizacion
de cada condicién de signo cerrada, y, por lo tanto, evaluando el signo de los polino-
mios f1,..., fm en el conjunto finito hallado podremos conocer todas las condiciones
de signo cerradas factibles para esta familia de polinomios. En la Seccién anali-
zaremos la complejidad de efectuar dicha evaluacién y mostraremos ademas que, en
la primera de las tres situaciones mencionadas, a partir de los resultados obtenidos
podremos conocer también todas las condiciones de signo factibles para la familia

de polinomios dada.

Seguidamente, en la misma Seccién efectuaremos algunas consideraciones para
el caso regular sobre la complejidad de estudiar la factibilidad de una condicién de
signo en particular sin estudiar simultdneamente la factibilidad de todas las condi-

ciones de signo posibles.

Finalmente, en la Seccién 2.6.4], estudiaremos el problema de encontrar un conjunto
finito que contenga un punto en cada componente conexa de la realizacion de cada
condicion de signo cerrada factible para fi,..., f,, en el caso general. Nuevamente,
este conjunto podra utilizarse para conocer todas las condiciones de signo cerradas
factibles evaluando el signo de los polinomios fi,..., f,, en los puntos del conjunto
finito hallado.

De aqui en més, consideraremos polinomios fi,..., f,, € K[zy,...,2,] con K un
subcuerpo de R, tales que para 1 < i < m, d; :=deg(f;) <dcond>2,y fi,..., fm
pueden evaluarse conjuntamente por un slp de longitud L. Introducimos ademés la
siguiente definicién:

Definicién 2.30 Definimos respectivamente C y C como los conjuntos de todas las
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celdas y de todas las componentes conexas de realizaciones de condiciones de signo
cerradas definidas por los polinomios f1, ..., fm.

Para 1 < k < n yparap = (p1,...,pn) € R™, definimos C(k,p) como el con-
Junto de todas las componentes conezxas de subconjuntos de R™ del tipo C' N {xy =
Ply- o Tp1=pr_1} conC €Cy é(lf,p) como el conjunto de todas las componentes
conezxas de subconjuntos de R™ del tipo CN{x1 =p1,..., -1 = pr—1} con C € C.

Con estas definiciones, para todo p € R", C(1,p) = C y C(1,p) =C.

2.6.1. El caso regular

A lo largo de esta seccion supondremos que se cumple la siguiente hipétesis sobre
los polinomios fi,..., fm.

Hipdtesis 2.31 Para todo x € C*, si fi,(x) = --- = fi.(x) = 0, {Vfi,(z),...,
Vfi.(x)} es un conjunto linealmente independiente.

Si para S = {iy,...,is} C {1l,...,m} notamos Us a la variedad definida en A™ por
los polinomios f;,, ..., fi., esta hipétesis nos asegura que Ug es o bien vacia, o bien
una variedad no singular de dimension n — s. En particular, si s > n, Ug es vacia y
entonces la variedad Wyg (ver Definicién también es vacia. Ademads, para toda
condicién de signo factible ¢ € {<,=,>}", si E, = {i | 0, = “ = "} entonces
#E, <n.

La siguiente proposiciéon nos permitird utilizar los algoritmos desarrollados en la
Seccion [2.5] en la presente situacion.

Proposicién 2.32 Sea 0 € {<,=,>}" y E, = {i | 0 = “ = "}. Luego de un
cambio lineal genérico de variables, para toda componente conexa C' del conjunto
{z e R" | fi(x)010,..., fi(x)om0},

zcyce | H(W(Vgﬂ{tzo})).
E,CcSc{1,...m}
1<#S<n

Antes de demostrar esta proposicion, demostremos el siguiente lema auxiliar.

Lema 2.33 Luego de un cambio lineal genérico de variables, para todo S C {1,...,

m} con #S =syl<s<n, Ws es un conjunto finito.
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Demostracion: Si s = n, Ws = Ug, que es una variedad algebraica vacia o 0-

dimensional.

Si s < n—1, por los argumentos en [Voi03, Section 2.1] basados en el Teorema
de Sard y la versién holomorfa del Lema de Morse, una forma lineal genérica tiene
un numero finito de puntos criticos en Ug. Dado que II(Wy) es por definicién el
conjunto de puntos criticos de la primera funcién coordenada, luego de un cambio
lineal genérico de variables podemos suponer que II(Wg) es finito.

Para cada = € II(Wg), como el conjunto {Vf;, (z),...,Vfi.(z)} es Li., existe una
submatriz no singular A de s X s en la matriz de n X s que tiene a estos vectores
por columna. Como el conjunto {Vfi (z),...,Vfi.(x)} es 1.d., entonces A debe
involucrar necesariamente a la primera fila. Sea A’ la matriz de (s — 1) x s que se
obtiene quitdndole a A la primera fila, entonces rank A’ = s — 1 y dimker A’ = 1.
Como {0} C {(p1,---,1s) €C* | 2015, 11;V fi,(z) = 0} C ker A’, concluimos que
hay un tnico pu € P*~! tal que (z, ) € Ws. Luego Wy es finito. o

Probemos ahora la Proposicion [2.32] .

Demostracion: Por la Proposicién y la Hipdtesis tenemos que

Z(0) C U II(Ws).

EaCSC{l,,m}
1<#S<n

Por el Lema [2.33] sabemos que para cada conjunto S en la uniéon anterior, Wy es
un conjunto finito; luego cada uno de sus puntos es aislado y, por el Corolario 2.12]
tenemos que W = (Ve N {t = 0}). o

A continuacién presentamos el algoritmo para encontrar un conjunto M con la pro-
piedad de intersecar la clausura de cada celda definida por los polinomios
fi,..., fm. Luego en el teorema siguiente, demostramos que, en efecto, el conjunto
M calculado cumple esta propiedad y analizamos la complejidad del algoritmo.

Algoritmo 2.34

Input: Un slp de longitud L que codifica simultaneamente los polinomios f1, ..., fm.

Output: Un conjunto M C A" codificado como la union de variedades 0-dimensio-

nales de A™ dadas por una lista R de resoluciones geométricas.

Procedimiento:
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1. Efectuar un cambio lineal de variables con coeficientes en Q elegidos al azar.
2. FElegirp = (p1,...,pn) € Q" al azar.

3. Tomar R wacia y para 1 < k < n —1 y para cada S C {1,...,m} con
1<#S<n—k+1:

a) Calcular un slp que codifique simultaneamente los polinomios que definen
la variedad W asociada a los polinomios fi(p1, ..., Dk—1,Tky- -y Tn)y-- -,
f(P1, - PE—1, Tk, - - ., Tp) (donde la coordenada xy, toma el rol de la pri-

mera coordenada,).

b) Calcular una resolucion geométrica {q(k’s)(U),wlik’S)(U), e ,wék’s)(U)}
C K[U] de la variedad TI(x(Vs N {t = 0})) C A" " aplicando deforma-
ciones de tipo 1 y agregar a la lista R la resolucion geométrica

{q(k7S)(U)7p17 -y Pk—1, w(k’S)<U)7 tee 7w£Lk7S)(U)}

4. Agregar a R las resoluciones geométricas { fi(p1,- .-, Pn-1,U), P15+, Pn-1,U},
para 1 <i<m, y{U,p1,...,pu}.

Teorema 2.35 Dado un slp de longitud L que codifica simultaneamente polinomios
fiyeo s fm € Klzy, ..., 2,] de grados acotados por d > 2, sea M C A" el conjunto
caleulado por el Algoritmo[2.3] Si f1,..., fm cumplen la Hipdtesis para elec-
ciones genéricas de los pardmetros involucrados, el conjunto M contiene al menos
un punto en la clausura de cada celda definida por estos polinomios. La complejidad
del algoritmo es

O (n4 (L + nd + nlog(n) log*(d) + nz) log(d) ( log(n) + log log(d))
e 2 (D))

Demostracion: Por la Proposicién [2.6, es suficiente con demostrar que M contiene

U (U U zen)

1<k<n CeC(kp

al conjunto

Notemos que p € M por definicion y es claro que

U z.n)cm.

CeC(n,p)



CAPITULO 2. CONDICIONES DE SIGNO 80

Al haber elegido las coordenadas de p de manera aleatoria, podemos suponer que

para 1 < k < n—1, los polinomios fi(p1,. .., Pk—1,Tk,---,Zn), 1 < i < m, satisfacen
la Hipdtesis m (pensados como polinomios en las variables xg,...,z,). Esto se

debe a que esta condicion es equivalente a que p; no sea uno de los finitos valores
criticos de la funcién coordenada x; en alguno de los conjuntos Ug C C" para
S c {l,....,m},1 < #S < n, ps no sea uno de los finitos valores criticos de la
funcién coordenada x5 en alguno de los conjuntos Ug N {z; = p1} C C™ para tales

conjuntos S y asi sucesivamente. Gracias a la Proposicion [2.32, tenemos entonces

U U zc.k)cm

1<k<n—1 CeC(k,p)

que

y esto nos permite concluir que el conjunto M tiene la propiedad buscada.

Para efectuar un cambio lineal de variables debemos agregar O(n?) instrucciones al

comienzo del slp que codifica los polinomios fi, ..., f,, luego podemos simplemente
suponer que los polinomios fi,..., f,, vienen codificados por un slp de longitud
L+ O(n?).

Paral <k <n-—1lyparacada S C{l,....m}con#S=syl<s<n-—-k+1,
tenemos un slp de longitud O(nL + n?) que codifica los polinomios que definen la
variedad Wg. Podemos calcular una resolucién geométrica de la variedad II(7(Vs N
{t = 0})) € A" *+1 utilizando deformaciones de tipo 1 mediante el Algoritmo [2.20}
Si llamamos d, ¢ a la cantidad de puntos que componen esta variedad, sabemos que
Or,s < (Z:f) d"*+1 y luego la cantidad de operaciones realizadas por dicho algoritmo
se encuentra acotada por

—1\?
@) (n4 (L+nd+nlog(n)log?(d)+n?) log(d) (log(n) +log log(d)) d*"*+) <n 1> ) :
S _—
La complejidad del enunciado se obtiene sumando esta cantidad de operaciones sobre

todos los k y S posibles. o

Condiciones de signo factibles

A continuacion explicaremos cémo es posible conseguir la lista completa de todas las
condiciones de signo factibles para los polinomios fi, ..., f,, a partir de un conjunto
M que contiene un punto en la clausura de cada celda definida por fi,.. ., f,, cuando

dichos polinomios satisfacen la Hipdtesis [2.31
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Para empezar, estudiemos la complejidad de determinar los signos de una lista de
polinomios en un conjunto dado por una resolucion geométrica. En adelante, notare-
mos w a un numero real positivo tal que para todo m € N es posible invertir matrices
en Q™™ con O(m®) operaciones en Q. Podemos suponer entonces w < 2,376 (ver
[CW90]).

Observacion 2.36 Dada una resolucion geométrica {q(U),wi(U),...,w,(U)} C
K[U] formada por polinomios de grado acotado por 0 y una lista de polinomios
fi,..., fm de grado acotado por d y codificados simultdneamente por un slp de lon-
gitud L, es posible obtener los signos de estos polinomios en los puntos del conjunto

representado por la resolucion geométrica con complejidad
O(Ld1og(0) loglog(d) + mé®).
Para ello calculamos primeramente, para 1 <1 < m, el polinomio
fi(wi(U), ..., w,(U)) mod q(U)

con complejidad O(Ld log(d) loglog(d)) ([uzGG99, Chapter 8]) y luego evaluamos los
signos de estos polinomios en los ceros de q aplicando el procedimiento descripto en
[Cand3, Section 3] con complejidad O(md*).

Introducimos a continuacion la notacion que utilizaremos.

Definicién 2.37 Para 0 € {<,=,>}" con exactamente t coordenadas iguales a

“_»

=" notamos P, al subconjunto de {<,=,>}" formado por 3' elementos que se

14

obtiene a partir de o cambiando algunas de sus coordenadas “=7 por “<” ¢ “>7.
Por ejemplo, si 0 = (=, <,=,>) € {<,=,>}*, P, es el conjunto
{(<, GG2)(=552), (50 2) (<< =2), (5,<,=,2), (>, <, =,>),

(<, <> >), (=,<,>,>), (>, <, >, >)}.

El resultado principal que nos permite conocer todas las condiciones de signo facti-
bles se encuentra en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.38 Sea L el conjunto de condiciones de signo factibles para fi,. ..,
fm y sea L' el conjunto de condiciones de signo para f1,..., fm que se satisfacen en
elementos de M. Entonces L = Uycp Py.
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Para probar esta proposicién usaremos el siguiente lema auxiliar.

Lema 2.39 Sea {wy,...,w;} C R™ un conjunto li. Dada o € {<,=,>}" existe
v € R" tal que para 1 <i <t, (w;,v)o;0.

13 7

Demostracion: Sin pérdida de generalidad, supongamos oy = -+ = g, = “ =7,
o1 = =0y =“>7.Sea v € (wi,...,w)". Supongamos que tenemos v; que
satisface (w;,v;)0;0 para 1 < i < j, y queremos hallar v;;; que ademas satisfaga
(wjy1,v;11)0;110. Sea v/ € (wy,...,w;)* tal que (w;i1,v") # 0 (tal v’ existe pues
en caso contrario tendriamos que (wy,...,w;)* C (w;41)* y entonces (w;,1) C
(wi,...,wj), lo cual no ocurre). Para A de médulo suficientemente grande y signo

apropiado, vj41 = v; + Av" cumple la condicién buscada. o
Probemos ahora la Proposicion [2.38|

Demostracion: Sea o € L, sin pérdida de generalidad, supongamos o = (=,..., =,

> ...,>) formada por [ signos “=" y m — [ signos “>". Sea C' una componente

conexa de la realizacion de o, sea z € M N C y sea o' € L' la condicién de signo
13

que satisface z. Por continuidad, ¢’ debe comenzar con [ signos “=" y luego puede

tener solamente signos “=" ¢ “>"; entonces o € P,..

Sea ahora o' € L'y z € M tal que para 1 < i < m, f;i(z)0.0. Sin pérdida de

generalidad, supongamos ¢’ = (=,...,=,>,...,>) formada por t signos “=" y
m — t signos “>". Sit =0, P, = {0’} C L . Supongamos t > 0 y sea 0 € P,;
podemos suponer o = (=,...,=,>,...,>) formada por [ signos “=" y m — [ signos

“>” con 0 < I < t. Como el conjunto {Vfi(z),...,Vfi(2)} es Li., existe v € R"
tal que para 1 < i <[, (Vfi(2),v) =0y paral+1<1i <t (Vfi(z),v) > 0. Sea
v [-1L,1] — {fi = --- = fi = 0} una curva C*™ tal que y(0) = z y 7/(0) = v.
Tal curva existe pues {f; = --- = f; = 0} es una variedad diferencial de dimensién
n — [ cuyo espacio tangente en z es (Vfi(2),...,Vfi(z))*. Para l +1 < i < ¢,
(fi ©7)'(0) = (Vfi(z),v) > 0; por lo tanto, como f; o ¥(0) = 0, para u positivo
y suficientemente chico, f; o y(u) > 0. Ademads, para tales u y para 1 < i < [
serd f; oy(u) = 0, mientras que parat+1 < i < m, f; oy(u) > 0 por continuidad
de f;. Luego tenemos que o € L. o

La Proposiciéon [2.38/nos dice como un conjunto de puntos que interseca la clausura de
todas las celdas nos sirve para listar todas las condiciones de signo factibles cuando
se cumple la Hipotesis [2.31]. En el siguiente teorema estudiamos la complejidad del

algoritmo que se desprende de dicha proposicién.
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Teorema 2.40 Dado un slp de longitud L que codifica simultdneamente polinomios
i,y fm € K[zq, ..., 2,] de grados acotados por d > 2 que cumplen la Hipdtesis
2.31, si el conjunto M calculado por el Algoritmo [2.34] contiene un punto en la
clausura de cada celda definida por estos polinomios (lo cual ocurre para elecciones
genéricas de los pardmetros involucrados), a partir del output de dicho algoritmo es
posible listar todas las condiciones de signo factibles para f1, ..., fm con complejidad

O( 3 (TZ) <md“’" (Z B 11) "+ Lnlog(d) (log(n)+log log(d))d" <Z B i) ) ) .

1<s<min{m,n}

Demostracion: Primeramente, calculamos el signo de los polinomios fi,..., f,, en
los puntos de M: podemos calcular el valor (y en particular, el signo) de estos
polinomios en el punto p efectuando L operaciones en K. Luego, para 1 < k <ny
Sc{l,....m}cons=#Sy1l<s<n-—k+ 1, podemos calcular los signos de
fi,--., fm en el subconjunto de M asociado a k y a S siguiendo el método descripto
en la Observacion [2.36] Para finalizar, la lista de todas las condiciones de signo
factibles se obtiene utilizando la Proposicion La complejidad del enunciado se
obtiene sumando estas complejidades sobre todos los k y S posibles. o

Una condicion de signo en particular

Si solamente estamos interesados en estudiar la factibilidad de una condicién de signo
o para fi,..., fm en particular, podemos adaptar convenientemente los algoritmos
que acabamos de desarrollar para disminuir la cantidad de operaciones necesarias.

Concretamente, si 0 € {<,=,>}", E, ={i | 0, = “ ="} y #E, = [, gracias a la
Proposicién [2.32] podemos simplemente modificar el tercer paso del Algoritmo
considerando los subconjuntos S tales que E, C S. Luego, adaptando la demos-
tracion de los Teoremas y [2.40] tenemos que es posible obtener probabilistica-
mente una familia finita de resoluciones geométricas de variedades O-dimensionales
que interseca la clausura de cada componente conexa de la realizacién de o con

complejidad
O <n4 (L + nd + nlog(n) log*(d) + n*) log(d) (log(n) + loglog(d)))

e ("))

I<s<min{m,n}
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para luego decidir la factibilidad de ¢ con complejidad

0( T (?__zl) (mdw" (Z i Dw+Ln log(d) (log(n)+log log(d))d" (Z - 11) ) ) .

I<s<min{m,n}

2.6.2. Polinomios en dos variables

En esta secciéon mostraremos que, aun cuando no se cumple la hipdtesis de regu-
laridad requerida en la seccién anterior, el Algoritmo [2.34] resuelve el problema de
encontrar un conjunto finito que interseca la clausura de todas las celdas definidas
por los polinomios fi, ..., f. en el caso bivariado. Este algoritmo calcula resoluciones
geométricas para las variedades m(Vs N {t =0}) con S C {1,...,m}, 1 < #S5 < 2.
Como vimos anteriormente, en tales casos, en los sistemas involucrados no aparecen
las variables u, v todas las variedades en la deformacién son variedades afines.

En los siguientes dos lemas estudiamos propiedades particulares de las variedades
m(Vs N {t = 0}) en la presente situacion.

Lema 2.41 Sea S = {iy,is} C {1,...,m} con f;, # 0, fi, # 0 y sean f;, =
[licj<a q;lj y fio = [li<j<py las factorizaciones de fi, y fi, en Clry, xo]. Sean
z€R2y1 <k <ayl<ky<b tal que el unico factor de f; que se anula en z
es qx, y el unico factor de f;, que se anula en z es ry, con qx, Y Tk, no asociados.
Entonces z € m(Vs N{t =0}).

Demostracion: Por el Corolario [2.12] alcanza con demostrar que z es un punto ais-

lado de Wg. Por un lado, tenemos que

WS = V(fipfiz) = U U V(qj17/rj2)7

1<ji<a 1<j2<b

y z € V(gj,,1r;,) sty solosij; = ki y jo = ke. Por otro lado, V(qk,,rs,) tiene
dimensién 0 ya que ry, no es un divisor de 0 en el anillo C[zy, z3]/(qx,) puesto que

Qk, Y Tk, SON primos no asociados en el DFU Clzy, z5]. Luego, z es un punto aislado

de WS. u}

Lema 2.42 Sea S = {i1} C {1,...,m} con fi, # 0 y sea f;, = ngjgaq?j la

factorizacion de f;; en Clxy,xs] luego de un cambio lineal genérico de variables. Sea

z € R? tal que o bien existe 1 < k < a con q(z) = g—g’;(z) = 0, o bien existen

1<k <ky<a conq,(z)=q(z) =0. Entonces z € 7(Vs N {t = 0}).
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Demostracion: Para simplificar la notacién, llamemos f y f’ a los polinomios f;,
y %f; respectivamente. La variedad Vs estd definida por los polinomios F; = (1 —
t)f +tgr, F» = (1 — t) f' + tgo, con g1, g» como en el sistema (2.13). Llamemos I al
ideal generado por Fy y Fy, entonces la variedad Vg N {t = 0} estd dada por el ideal
(I :t>®) 4+ (t).

dj—1

Consideremos los polinomios h = H1gjga ¢’ , h=f/h = ngjga ¢y he =

f'/h=3"1cica djg—gi(nlgj,gm,#j q¢;7). Al haber efectuado un cambio lineal genérico
de variables, podemos suponer que para todo 1 < j < a, el polinomio g—g; no es
idénticamente nulo y luego coprimo con g¢;, lo cual implica que h = ged(f, f').
Notemos que bajo las hipétesis de este lema, hq(z) = ha(2) = 0; luego para demostrar
lo enunciado es suficiente con probar que (I : t*) = (F}, Fy, hogy — h1ge). Veamos
que ambos ideales son iguales a (I : t).

Para probar que (I : t*) = (I : t) alcanza con ver que (I : t*) C (I : t). Para
demostrar esto es conveniente considerar el desarrollo de F; y F; en potencias de ¢,
es decir, Fy = (g1 — f)t + f, Fo = (ga — f))t + f'. Sea p € (I : t?), entonces

pla, ) = (ale,OF + ay (@)t + aox) ) ((g1(2) = f(@))t + () +

(ol OF 4 by (@)t + bo(2) ) (o) = /(@)1 + f'()

para ciertos polinomios ag, by € C[t, x1, 3|, a1, a9, b1, by € Clxy, x2).

Comparando las partes de grado 0 en ¢, tenemos que agf = —bgf’, y esto nos dice
que existe ¢ € Clzy, xs] tal que ag = chy y by = —ch.
Comparando las partes de grado 1 en ¢, tenemos que agg; + bogo = —arf — b f'.

Luego c(hogi — h1g2) = h(—aihy — bihs). Veamos que esto implica que h divide a c.
Para eso alcanza con ver que q;lj ! divide a ¢ para 1l < j < a,y por lo tanto podemos
suponer que d; > 1. En tal caso, tenemos que ¢; | h1 y ¢ 1 hegi (f y g1 pueden
suponerse coprimos como consecuencia del cambio lineal genérico de variables), por
lo tanto g; 1 (heg1 — h1g2) y luego q}ij_l | c. Entonces existe ¢y € Clxy, 23] tal que
¢ = coh y tenemos que

pla.t)t = (ax(a )t +ar(@)) ((92(2) = F(@)t+ f(x) )+

+ (a0t +01(@)) ((92(2) = F @)1+ F(@)) + @) (F@)91(@) - f@)g2(a) ).

Como f'g1 = fg2 = —(g2 = ) (g1 = /)t + f) + (g1 — /)((g2 — )t + ') € I, tenemos
que p € (I : 1), que es lo que querfamos demostrar.
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Veamos ahora que (I :t) = (Fy, Fy, hagi — h1gs). Por un lado,

(hagr — haga)t = ha((gr — /)t + f) — ha((g2 — [t + f'),

con lo cual queda probada una inclusion. Para probar la otra inclusion, procedemos
de manera similar a la de recién. Sea p(t,x) € (I : t), entonces

pla.t)t = (ar(t.2)t +aolx)) ((92(e) = F@2)t + f(2)+
+ (bt 2)t + bo(2)) ((9202) = F/ (@)t + £'(2))

para ciertos polinomios ay, by € C[t, 1, 23], do, by € C[x1, 22). Comparando las partes
de grado 0 en ¢, tenemos que aof = —bof’, v por lo tanto existe ¢ € Clzy, xo] tal que
do = 6h2 y i)(_) = —6h1 Luego

plt,2) = (t,2) (@) = (@)t + f(2))+

#hi(t2) ((ge@) = F@)t+ /@) + @) (hal@)ga (@) = ha(@)ga(a))

lo que prueba la otra inclusion. o

Para poder proceder como en la seccién anterior, en la siguiente proposicién adap-

tamos el resultado contenido en la Proposicién [2.32] a la situacién actual.

Proposicién 2.43 Sea 0 € {<,=,>}". Luego de un cambio lineal genérico de

variables, para toda componente conexa C del conjunto {x € R* | fi(x)d,0,...,

fm(l’)UmO},

Demostracion: Sea z = (z1, 22) € Zing(C) (el caso z € Zg,,(C') es andlogo). Como z €

0C', z debe anular alguno de los polinomios f1, ..., f,, que no resulte idénticamente
nulo.
Si existe 1 < iy < m tal que f;, no es idénticamente nulo, f;(z) = 0 y en la

factorizacién en Clxy,xs] de f;, hay dos o més factores que se anulan en z, o un
factor tal que tanto él como su derivada con respecto a x5 se anulan en z, entonces
por el Lema[2.42] (0,z) € Vi
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Supongamos ahora que no existe tal 7. Sea i1 tal que f;, no es idénticamente nulo,
fi,(2) = 0y sea ¢ el tnico factor de f;, que se anula en z; luego ¢ debe tener todos
sus coeficientes reales ya que el polinomio conjugado de ¢ también divide a f;; y
se anula en z. Ademas, tenemos que %(z) = 0; entonces, por el Teorema de la
Funcién Implicita aplicado a g y z, existen una curva continua (z1, zo(z1)) definida
para x; en un entorno de z; y un entorno de z tal que ¢ tiene signo constante arriba,
abajo, y sobre dicha curva. Restringiendo el entorno de z si es necesario, tenemos
que también el polinomio f;, tiene signo constante arriba, abajo, y sobre dicha curva.
Dado que z; = inf I1;(C'), debe existir iy # i1 tal que f;, no es idénticamente nulo y
fi,(2) = 0. Sea r el tnico factor de f;, que se anula en z; nuevamente r debe tener
todos sus coeficientes reales. Ademas, podemos suponer que ¢ y r no son asociados,
ya que, en caso contrario, las funciones implicitas definidas por ¢ y r coinciden vy,
por lo tanto, por ser z; = inf II;(C), deberd exisitir otro polinomio f que satisfaga
ademas que su unico factor que se anula en z no es asociado a ¢. Finalmente, por el
Lema tenemos que (0, 2) € Vi, 4,3, lo cual termina de probar esta proposicién.

[m}

Podemos ahora enunciar el resultado principal de la seccion.

Teorema 2.44 Dado un slp de longitud L que codifica stmultdneamente polinomios
fi,-- o fm € K[zq, x9] de grados acotados por d > 2, para elecciones genéricas de los
pardmetros involucrados, el conjunto M C A? calculado por el Algoritmo con-
tiene al menos un punto en la clausura de cada celda definida por estos polinomios.

La complejidad del algoritmo es
O((L + d) log(d) log log(d)d"m?).

Demostracion: Teniendo en cuenta la Proposicion y procediendo como en la

demostracion del Teorema [2.35, solamente resta demostrar que

U z)cm,

cec
lo cual es una consecuencia de la Proposicién [2.43] Observemos ademds que podemos
modificar el segundo paso del Algoritmo eligiendo p = (0,0) en vez de hacerlo
de manera aleatoria, ya que en este caso no necesitamos que el punto p satisfaga
ninguna propiedad.
La complejidad del enunciado se obtiene tomando n = 2 en la complejidad del
algoritmo en el caso general, que fue calculada en el Teorema [2.35] o
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2.6.3. Un solo polinomio

En esta seccién resolveremos el problema de encontrar un conjunto finito que in-
terseque la clausura de cada celda definida por un tnico polinomio f; multivariado
arbitrario. A diferencia de las Secciones y utilizaremos deformaciones de
tipo 2, adaptadas al caso s = 1. Para comenzar, realicemos algunas observaciones

relacionadas con estas deformaciones.

Para determinar completamente el sistema inicial , debemos fijar los valores de
los elementos a; y 7 involucrados en la definicién de dicho sistema. A lo largo de esta
seccién tomaremos 71 = 0 (luego tenemos g; > 0 en R"™) y, si llamamos ¢ al menor
primo mayor a n, a; = ¢ —n — 1. Es decir, ¢;(z) = n + % + D i<k<n H+1+kT(xk>7
donde T es el polinomio de Tchebychev de grado d = 2[degh],

Como mencionamos al comienzo de la Seccién [2.5.3] las deformaciones de tipo 2
satisfacen propiedades geométricas que no satisfacen las deformaciones de tipo 1; en

la siguiente observacién puntualizamos aquéllas que aprovecharemos en esta seccion.

Observacién 2.45 Segun vimos en la Seccion los puntos extremales para la
primera funcion coordenada sobre las celdas definidas por el polinomio f, son carac-
terizados por un sistema del tipo de . Dado que el sistema inicial es del tipo de
2.19), siguiendo la Deﬁm’cién tenemos que en esta situacion

Fi(tz) = (1 =t)fi(z) +tg(x) y

df1 dgr, , OF

Esto implica que, para todo tog € R, si xg € {x € R" | F(to,z) = 0} es un extremo

Fi(t,x) = (1 —1t) (t,z) para2 <i<n.

local sobre dicho conjunto para la primera funcion coordenada, entonces, por el Teo-
rema de la Funcion Implicita, Fy(ty,xo) = Fa(to,z0) = -+ = F,(to, x9) = 0 y, por
lo tanto, (to,x4) € V.

Para simplificar la notacion, en adelante notaremos f y F' a los polinomios f; y F}

respectivamente.

Al igual que en la seccién anterior, para poder hacer uso del Algoritmo[2.34] debemos
primeramente adaptar la Proposicién [2.32] lo cual hacemos en las siguientes dos
proposiciones. Un resultado similar al que contiene la primera de ellas considerando
otro tipo de deformacién puede encontrarse en [RRSEDO0)].
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Proposicién 2.46 Luego de un cambio lineal genérico de variables, para toda com-
ponente conexa C del conjunto {x € R™ | f(x) =0},
Z(C)ca(VNn{t=0}).

Demostracion: Por la Proposicién sabemos que Z(C') es finito. Sea z € Zie(C)
y sea € > 0 tal que

» B(z,e)N{f =0} CC,
= B(z,6)NZ(C) = {z},

= ¢ < |to| para todo t, € C tal que V() tiene una componente incluida en

{t =to}.

Como el conjunto compacto 0B(z,e) N C estd incluido en {x; > 2z}, existe u €
(21,21 + €) tal que 0B(z,e) N C' C {x; > u}. Luego f tiene signo constante sobre
el compacto 0B(z,¢) N {z; < p}. Supongamos que f es positivo en dicho conjunto,
entonces existe €9 € (0,¢) tal que F' es positivo en [—e, g9] X (0B(z,e) N{x1 < p}).
Sea y = (y1,...,Yn) € B(z,¢) con y; < 21, con lo cual f(y) # 0. Consideremos la
unién de los dos segmentos en R™ ™ que unen a los puntos (—&g, 2) v (0,9), v (0,7)
y (€0, 2). Como F(—eg,2) <0y F(go,2) > 0, existe un punto (¢,7) en la unién de
los dos segmentos tal que F'(t1,9) = 0. Si ¥ = (91, .-, Un) sabemos que §; < 21 Y,
ademds, como F'(0,y) = f(y) # 0, tenemos que (t1,7) # (0,y) y por lo tanto t; # 0.

Como {z € B(z,e) | F(t;,2) = 0} es un conjunto compacto y no vacio, existe
un punto w en dicho conjunto en el que la funciéon x; se minimiza. Ademas, w &
OB(z,¢e), yvaquew; < g1 < 21 < py F espositiva en [—eg, g9 X (0B(z,e)N{x; < pu}).
Luego, por la Observacion m tenemos que (t1,w) € V, pero como 0 < lt1] < e,
entonces ({1, w) € V.

Como 0 < |(t,w) — (0,2)] < V2e y esto puede hacerse para todo e positivo y
suficientemente chico, entonces (0, z) € V, por ser V' un conjunto cerrado. o

Proposicién 2.47 Luego de un cambio lineal genérico de variables, para toda com-
ponente conexa C' del conjunto {x € R™ | f(x) > 0} o del conjunto {z € R" | f(x) <

0},
Z(C) c n(Vn{t=0}).
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Demostracién: Supongamos que C' es una componente conexa de {f > 0}. Por la
Proposicién 2.4]sabemos que Z(C') es finito. Sea z € Zine(C), luego debe ser f(z) = 0.

Sea C' la componente conexa de {f = 0} que contiene a z y sea ¢ > 0 tal que

= B(z,e)N{f=0}cC,

« B(z,2)NZ(C) = {z},

» & < |to| para todo to € C tal que VM tiene una componente incluida en

{t =to}

Como el conjunto compacto dB(z,¢) N C estd incluido en {x; > 2}, existe yu €
(21,21 +¢) tal que dB(z,e)NC C {x; > u}. Sea 7 : [0,1] — R™ una curva continua
semialgebraica tal que v(0) = z y v((0,1]) € C N B(z,e) N {x1 < u} y sea C la
componente conexa de C'N B(z,¢) tal que v((0,1]) C C;.

Sea t; € (—¢&,0) suficientemente chico para que F(t1,7(1)) sea positivo. Como
F(t1,7(0)) < 0, existe u € (0,1) tal que F(t1,v(u)) = 0. Sea C’ la componente
conexa de {z € B(z,¢) | F(t,z) = 0} que contiene a vy(u). Como v(u) € C' N CY,
C" U C} es conexo, ademés C" C B(z,¢) \ C. Luego, como C; es una componente
conexa de B(z,¢) \ C, concluimos que ¢’ C C.

Sea ahora K = C'U (B(z,e) N {x; > p}). Como C' = C' U (0B(z,e)NC") C
C'"U(0B(z,6)NC) C K, K resulta compacto. Sea w € K el punto de K en el que la
funcién z; se minimiza. Entonces w & B(z,e) N{x; > p}, ya que y(u) € C'N{x; <
p}. Luego w resulta el punto de C' N B(z,¢) N {x; < u} en el que la funcién z; se
minimiza. Por la Observacién tenemos que (t1,w) € V, pero como 0 < |t1] < ¢,
entonces (t1,w) € V.

Como 0 < |(t;,w) — (0,2)] < v/2¢ y esto puede hacerse para todo & positivo y
suficientemente chico, entonces (0, z) € V, por ser V' un conjunto cerrado. o

Teorema 2.48 Dado un slp de longitud L que codifica un polinomio f € K[z, ...,
x,] de grado acotado por d > 2, para elecciones genéricas de los pardmetros involu-
crados, el conjunto M C A" calculado por el Algoritmo|2.34, modificado en su tercer
paso para aplicar deformaciones de tipo 2 en lugar de tipo 1, contiene al menos un
punto en la clausura de cada celda definida por f. La complejidad del algoritmo es

O <n5 (L+ nd + n 1) log?(d) (log(n) + log log(ci))QcZQ”),

donde d es el menor entero par mayor o igual a d.
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Demostracion: Nuevamente, teniendo en cuenta la Proposicion y procediendo
como en la demostracion del Teorema [2.35] solamente resta demostrar que

U U Z(C, k) C M,

1<k<n—-1 CeC(k,p)

lo cual es una consecuencia de la Proposiciones [2.46]y [2.47 Observemos que también
en este caso es posible modificar el segundo paso del Algoritmo eligiendo p =
(0,...,0) en vez de hacerlo de manera aleatoria.

Considerando el cambio lineal de variables y siguiendo [BS83], para cada 1 < k <
n—1 existe un slp de longitud O(L+n?) que codifica simultdneamente los polinomios

1, g—xé, cee %. La complejidad del enunciado se obtiene sumando la complejidad de
las llamadas al Algoritmo [2.27] adaptado como en la Proposicién [2.29 o

2.6.4. El caso general

En esta secciéon estudiaremos el problema de encontrar un conjunto finito que inter-
seque cada componente conexa de la realizacién de cada condicién de signo cerrada
factible para polinomios fi, ..., f,, arbitrarios. El enfoque que adoptaremos sigue el
espiritu de [BPRI6].

Al igual que en la seccion anterior, comencemos efectuando algunas consideraciones
sobre las deformaciones de tipo 2 que utilizaremos en esta seccién. Recordemos que
d es una cota para el grado de fi,..., fn, d es el menor entero par mayor o igual a
dy T es el d-ésimo polinomio de Tchebychev T5.

Sean q; < ... < @, los primeros m nimeros primos mayores a n. De aqui en mas,

para 1 <17 < m, notaremos

1 1
+ — +
g (@) =n+—+ ————— (@), g; (x) = —g; (2).
¢ (G2, -1tk
Podemos observar que para cualquier S = {iy,...,is} C{l,...,m}conl1<s<ny
para cualquier lista *y, ..., *, de signos + y —, los polinomios g;!, ..., g;* forman el

sistema inicial de tipo 2 correspondiente a los pardmetros a; = ¢;; —n—1,1 < j <s
yalalistaT=m,...,7; definida por 7; =0si*; = “4+ 7y 17, =1si % = “="
para 1 < j < s (ver Definicién [2.25)).

En la siguiente observacién puntualizamos propiedades geométricas de las deforma-

ciones de tipo 2 en el caso general.
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Observaciéon 2.49 Segun vimos en la Seccion los puntos extremales para la
primera funcion coordenada sobre el conjunto {x € R | fi,(x) =--- = fi.(x) =0}
en el caso 2 < s < n son caracterizados por el sistema . Al considerar un

sistema inicial de tipo 2, siguiendo la Definicion[2.10, tenemos que para 1 < k < s,
Fy(t,z) = (1 —t) fi, +tg;) (2),

mientras que para s+ 1 < k <r,

dg;’
Fr(t,z,u) = 1—tz,u )—i—tz,uj I —(x) =
1<;<s Oxy— s+1 1<j<s LTk—s+1
= D Higy——(ta)
1<5<s k= s+1
Esto implica que, para todo ty € R, sixzg € {x € R™ | Fi(tg,z) = - - - = Fy(to, z) = 0}

es un extremo local sobre dicho conjunto para la primera funcion coordenada, por
el Teorema de la Funcion Implicita, el conjunto {V F(to,z0), ..., VF,(to,z0)} es

l.d; luego existe g = (p1,...,1s) € R® tal que Fi(to,z0) = -+ = Fis(to,x0) =
Fo1(to, zo, po) = -+ = Fo(to, w0, pto) = 0 g, por lo tanto, (to, 7o, po) € Vs,. Con-
secuentemente, (tg,x0) € 7(Vs,). El mismo resultado vale en los casos s = 1 y
s =n.

En adelante, para simplificar la notacion, notaremos para 1 <1 < m,
Fi(tz) = (1-t)fi(x) +tgf (x) vy F(tx)=(1-1)fi(z) +1tg; (v).

El siguiente lema auxiliar nos permitird aplicar la Proposicion en este caso con-
siderando conjuntos S de cardinal menor o igual a n.

Lema 2.50 Sea S = {iy,...,is} C{l,...,m} cons=#S >n ysea*,...,%*s una
lista de signos + y —. Entonces el conjunto {t € C | Jx € C" con F'(t,z) = --- =
F*(t,r) = 0} es finito (posiblemente vacio).

Ak

Demostracion: Sean lel, o Fe, g5, g; los polinomios que se obtienen homo-

geneizando F}', ..., F; y g;',...,g;° con respecto a las variables 2 con una nueva

variable z. Podemos observar que el grado de todos estos polinomios en las variables
z es d.
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Sea Z la variedad definida en A! x P" por los polinomios le, e sz*s y sea P la
proyecciéon P : Al x P* — Al. Para probar el lema, alcanza con demostrar que P(Z7)
es un conjunto finito. Como P es cerrada, P(Z) es un conjunto cerrado de A'; luego
podemos ver que es O-dimensional viendo que 1 ¢ P(Z), o, equivalentemente, que
el sistema g;'(x) = --- = g;°(z) = 0 no tiene solucién en P".

Primeramente, veamos que este sistema no tiene solucién en el abierto {zq # 0},
para lo cual podemos considerar directamente el sistema g;'(z) = -+ = g;*(z) = 0
en A", Si definimos a; = ¢;; —n—1lparal <j<n+1lyb,=—kparal <k <n-+1
y llamamos B a la matriz de Cauchy (aj+bk)1§j§n+1,1§k§n € QUtDxn 1ag primeras
n + 1 ecuaciones de este sistema son equivalentes a la ecuacion

ay — bn+1

1
n+-———
T(xy) Ap1 — by

En caso de existir alguna solucion, tendriamos que la matriz

1

n+-——
Cl1—bn+1

T

n+-——
Ap4+1 — bn+l

tiene rango menor o igual a n. Veamos que esto no es asi viendo que su determinante

es no nulo. Sabemos que el determinante de esta matriz es igual a

1 1

a1 — bpq1
ndet B f + det B :
1

1 Apy1 — bn+1

Procediendo como en la demostraciéon del Lema [2.26], podemos ver que éste es un
nimero racional en cuya expresion irreducible el numerador no es multiplo del primo

%,.. ¥, por lo tanto, no nulo.

Finalmente, veamos que no hay soluciones en el conjunto {xy = 0}. Para 1 < j < s,

. ; 1 ;

070,21, ..., x,) = £2971 d

gz]-( , L1, ,SL’) Z qz—n—l—i—kxk
1<k<n ~7
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Tomando solamente las primeras n ecuaciones, tenemos que el vector (z¢,...,2%)

rn

estd en el nicleo de la matriz de Cauchy (H+Hk)
i

el vector nulo. Esto a su vez implica que el vector (z,...,x,) es nulo, lo cual es

1<jk<n ¥ Por lo tanto debe ser
imposible. o

La siguiente proposicién nos permitird adaptar el Algoritmo a nuestros propé-
sitos en esta seccion.

Proposicién 2.51 Seanc € {<,=,>}" E, ={i|o;=“="}, U, ={i|o;=“>
"VyLy={i|lo;=“<"}. ParaS C{l,....,m} cons=#S yl<s<n, seaTg =
{r €{0,1}° | » = 0 si el i-ésimo elemento de S pertenece a U, y 17; = 1 si el i-ésimo
elemento de S pertenece a Ly }. Luego de un cambio lineal genérico de variables, para

toda componente conexa C del conjunto {x € R" | fi(2)010, ..., fm(x)om0},

zicyc Y UH<W(VS,Tm{t:0})).

Sc{l,...m} T€Tg
1<#S<n

Demostracion: Sin pérdida de generalidad supongamos que para ciertos [ y k con
0<I<Ek<m,

E,={1,....01}, Uy={l+1,....k}, Ly={k+1,...,m}.

Por la Proposicién sabemos que Z(C) es finito. Como {f; = 0,...,f = 0,
Jre1 =0, fe >0, fryr <0,..., frn <0} es un conjunto cerrado, cada una de sus
componentes conexas también lo es y por lo tanto Z(C) C C.

Sea z € Zine(C) y sea 0 < e < 1 tal que

- B(Z,é)ﬂ{fl:0,...,fl:0,fl+1ZO,...,kaO,kaSO,...,fmSO}CC,

= B(z,6) N Z(C) = {z},

= paratodo S = {iy,...,is} C{1,...,m}cond=#S > nytodalista =, ..., %
de signos +y —, € < [to| para todotg en {t € C—{0} | 3z € C" con F}'(t,x) =
--- = F*(t,z) = 0} (lo cual es posible por el Lema [2.50)),

» para todo S C {1,...,m} con 1 < #S <nytodorT € Tg, e < |ty| para todo
to € C tal que Vs(lT) tiene una componente incluida en {t = ty}.
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Sea v la distancia entre los conjuntos 0B(z,¢) N{z; < 21} y CN B(z,¢). Como estos
dos conjuntos son compactos y disjuntos, tenemos que v > 0.

Para t € R llamemos R; al conjunto

{x € B(z,e) | F{"(t,z) > 0,...,F(t,z) > 0, F] (t,z) <0,...,F (t,z) <0,

F+

Ftx) >0, Ff(t,x) > 0,F (t,z) <0,...,F, (t,z) <0}.

Es claro entonces que Ry = C'N B(z,¢) y que z € R, para todo t € [0, 1].

Veamos que existe t1, 0 < t; < &, tal que la componente conexa C’ del conjunto
Ry, que contiene a z se encuentra contenida en {x € B(z,¢) | dist(z, Ry) < v/2}.
Supongamos que lo afirmado no es cierto. Sea (t!),en una sucesiéon decreciente de
numeros positivos, convergente a 0 y con t| < ¢, y para cada n € N, sea C/, la com-
ponente conexa de Ry que contiene a z. Como C), es conexo, contiene a z e interseca
al conjunto {x € B(z,¢) | dist(z, Ry) > v/2}, existe r,, € C!, con dist(r,, Ry) = v/2.
Como la sucesion (r,,),en estd incluida en el conjunto compacto B(z,¢), tiene una

subsucesién (7,;)jen convergente a un elemento r € B(z,¢), y como la funcién que
mide la distancia a un conjunto fijo es continua, debe ser dist(r, Rg) = v/2. Sin
embargo, tenemos que para 1 <1 < k,

E+(tnj7 Tnj) Z Oa luego -F;'—(O)T) = jlirgo -F?_(tnj)rn]') Z 07

yparal <i<Ilyk+1<i<m,

Fy (tn;,mn;) <0, luego F; (0,7) = im F; (tn,,7rn,) <O0.

3 h
J—00

Esto implica que r € Ry, contradiciendo el hecho de que dist(r, Ry) = v/2 > 0.

Como C” es un conjunto compacto, existe un punto w € C’ en el cual la funcién
x1 se minimiza. Veamos que w € B(z,¢). Como z € C’, tenemos que w; < zp. Si
w € 0B(z,¢), entonces w € IB(z,e) N {x1 < 21}, luego dist(w, Ry) > v, lo que
contradice que dist(w, Ry) < v/2.

Como el signo de los polinomios Fi", ..., F," Fy, ..., F7 Ft, ... FF F ... F,
que no se anulan en (f;,w) es constante en un entorno de dicho punto, podemos
concluir que, si F;',... , F;* son todos los polinomios de la lista anterior que se
anulan en (¢;,w), entonces w es un minimo local para la funcién x; en el conjunto
{r e R | F'(t1,2) =0,...,F*(t1,2) = 0}.

Sea Sy = {i1,...,is}; sabemos entonces que Sy # (). Dado que para 1 < i < m,
F(t;,w) y F; (t;,w) no pueden anularse simultdneamente (porque g, es estric-

tamente positivo en R™), sabemos también que iy, ..., i, son todos distintos, luego
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s = #Sy. Por la manera en que elegimos ¢, tenemos ademas que s < n. Sea 7; la

«

lista 7q,..., 7, con 7, =0si% =“+"y7r=1si%="“—"paral <1 <s. Porla
Observacion , tenemos que (t1,w) € 7?(\750,70), pero como 0 < t; < ¢, debe ser
(t1,w) € T(Vsyr) v luego

(thw) S U U VST

Sc{1,...m} T€7g
1<#S<n

Notemos que este 1ltimo es un conjunto cerrado por ser una union finita de conjuntos
cerrados. Como 0 < |(t;,w) — (0, 2)| < v/2¢ y esto puede hacerse para todo e positivo
y suficientemente chico, entonces

0xe U U #r(sn),

Sc{1,..,m} T€Ts
1<#S<n

o equivalentemente,

ce U Un(e@snit=0)).

Sc{l,...m} T€7s
1<#S5<n

Podemos ahora enunciar el resultado principal de la seccién.

Teorema 2.52 Dado un slp de longitud L que codifica stmultdneamente polinomios
fi,- oy fm € Klzy, ..., x,] de grados acotados por d > 2, para elecciones genéricas

de los pardametros involucrados, el conjunto M C A" calculado por el Algoritmo

cambiando el paso 3.b) por el siguiente

b’) Para cada posible T € {0,1}*, calcular una resolucién geométrica {q*>7(U),
wSW, WS (U)) € KU de la variedad TI(x(Vs, N {t = 0})) C
AR aplicando deformaciones de tipo 2 y agregar a la lista R la resolucion
geométrica

{q(k,s,T)(U%pl’”'?pk 17w](€kST)<U)"“7w£Lk,S,T)<U)}_

contiene al menos un punto en cada componente conexa de la realizacion de cada
condicion de signo cerrada factible para los polinomios fi,..., fm. La complejidad
del algoritmo es

~ ~ ~N D m n—l 2
O(n® d+n?) log?(d) (log(n)+loglog(d)) d*" s :
( (L+d+n?)log*(d)(log(n)+loglog(d)) <1<5<§{m,n}2 (5)(5—1) >>

donde d es el menor entero par mayor o igual a d.
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Demostracion: Una vez mas, teniendo en cuenta la Proposicién y procediendo
como en la demostracion del Teorema [2.35] solamente resta demostrar que

U U zc.k)cm,

1<k<n—1 CeC(k,p)

lo cual es una consecuencia de la Proposicién [2.51L Podemos observar que nueva-
mente es posible modificar también el segundo paso del Algoritmo [2.34] eligiendo
p=1(0,...,0) en vez de hacerlo de manera aleatoria.

Considerando el cambio lineal de variables, para 1 < k < n — 1 y para cada S C
{1,....,m}con#S = sy 1 < s < n—k+1, tenemos un slp de longitud O(nL+n3) que
codifica los polinomios que definen la variedad Wg. Podemos calcular una resolucién
geométrica de la variedad I1(7(Vs,.N{t = 0})) € A" **! utilizando deformaciones de
tipo 2 mediante el Algoritmo[2.27] La complejidad del enunciado se obtiene entonces
sumando esta cantidad de operaciones sobre todos los k, S y 7 posibles. o

A partir de un conjunto que interseca cada componente conexa de la realizacién de
cada condicién de si gno cerrada factible para los polinomios fi, ..., f,, evaluando
los signos de estos polinomios en los puntos de dicho conjunto, obtenemos la lista de
todas las condiciones de signo cerradas factibles para f1, ..., f,,. Procediendo como

se describe en la Observacion [2.36] obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.53 Dado un slp de longitud L que codifica simultdneamente polinomios
fi,- oy fm € K[z, ..., 2,] de grados acotados por d > 2, si el conjunto M calculado
por el Algoritmo [2.34] modificado como en el Teorema contiene un punto en
cada componente conexa de la realizacion de cada condicion de signo cerrada fac-
tible definida por estos polinomios (lo cual ocurre para elecciones genéricas de los
pardmetros involucrados), a partir del output de dicho algoritmo es posible listar

todas las condiciones de signo cerradas factibles para fi,..., fm con complejidad

0( 3 (T) (mdw” (Z B 11) "+ Lnlog(d) (log(n)+log log(d)) d" <Z B i) ) ) .

1<s<min{m,n}



Capitulo 3

Equilibrios de Nash

3.1. Introduccion al problema

Uno de los conceptos principales en teoria de juegos no cooperativos es el de equilibrio
de Nash, que consiste en una eleccién de una estrategia mixta por parte de cada
jugador (es decir, una distribucién de probabilidades en el conjunto de las estrategias
de las que dispone), de modo que ningin jugador pueda mejorar la esperanza de su
ganancia simplemente cambiando su propia eleccién. Esto es decir que, para cada
jugador, para esa eleccion de estrategias mixtas por parte de sus adversarios, su
propia estrategia mixta resulta éptima. Dado que se supone que los jugadores no
pueden comunicarse entre si con el objetivo de sincronizar un cambio de elecciones,

en un equilibrio de Nash el juego tiende a estabilizarse.

En [Nas51] se demuestra que todo juego no cooperativo en forma normal tiene al
menos un equilibrio de Nash. Sin embargo, la demostracién no es constructiva y
no da informacién acerca de la existencia de més de un equilibrio. La pregunta que
puede formularse entonces es como calcular algoritmicamente los equilibrios de Nash

o la cantidad de equilibrios de Nash en un juego dado.

Los equilibrios de Nash en un juego no cooperativo en forma normal pueden verse
como las soluciones reales de un sistema de ecuaciones e inecuaciones polinomiales
(ver, por ejemplo, [Stu02, Chapter 6]). En el caso de juegos entre dos jugadores, los
polinomios involucrados son lineales y, por lo tanto, los equilibrios pueden calcularse
de manera exacta utilizando algoritmos de tipo simplex (ver, por ejemplo, [LH64]);
no obstante, no se conocen algoritmos de complejidad polinomial para resolver el

problema (ver [vS02]).

98
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Un estudio comparativo de distintos métodos conocidos para calcular todos los equi-
librios de Nash de un juego en el caso general puede encontrarse en [Dat]. En [HP05],
se presenta un nuevo algoritmo que resuelve este problema para juegos genéricos me-
diante métodos homotdpicos, pero no se exhiben cotas para la complejidad del mismo
(un tratado reciente sobre métodos numéricos en la resolucién de sistemas de ecua-
ciones polinomiales puede encontrarse en [SW05]). En cuanto a implementaciones,
podemos mencionar el software Gambit ([MMTQT]).

Por otro lado, la caracterizacion del conjunto de todos los equilibrios de Nash de un
juego como un conjunto semialgebraico motivo la aplicacion de algoritmos de elimi-
nacién de cuantificadores en este contexto (ver, por ejemplo, [MM96]), lo que llevé al
desarrollo de un algoritmo para el célculo de equilibrios aproximados ([LM04]). Sin
embargo, no se han obtenido resultados significativos en cuanto a la adaptacion
de estos algoritmos para aprovechar las propiedades particulares de los sistemas de

ecuaciones que surgen en la teoria de juegos.

En este capitulo estudiaremos el conjunto de equilibrios de Nash totalmente miztos
de un juego, es decir, los equilibrios de Nash en los que cada jugador asigna una
probabilidad positiva a la opcion de adoptar cada una de sus estrategias posibles.
Notemos que un procedimiento para calcular estos equilibrios puede utilizarse como
subrutina para calcular todos los equilibrios de Nash de un juego, recorriendo todos
los posibles subconjuntos de estrategias utilizadas. Con este objetivo, consideramos
en primer lugar el conjunto de cuasi-equilibrios del juego, que es el conjunto de
las soluciones complejas del sistema de ecuaciones polinomiales que caracteriza los
equilibrios buscados. Este sistema de ecuaciones presenta una estructura multilineal
que aprovecharemos para obtener algoritmos con buenas cotas de complejidad.

En primer lugar, presentaremos un algoritmo simbdlico para hallar una resolucion
geométrica del conjunto de cuasi-equilibrios de un juego genérico con una estruc-
tura fija, tratando a los valores de las ganancias obtenidas por los jugadores como
parametros. Este método estd basado en un procedimiento simbédlico descripto en
[JSO7] para el cdlculo de resultantes multihomogéneas con complejidad polinomial
en el grado y el nimero de variables de la resultante, lo que da lugar a una com-
plejidad polinomial en la cantidad de jugadores, la cantidad de estrategias puras
de las que disponen y la cantidad de cuasi-equilibrios de un juego genérico. Vale la
pena mencionar que el procedimiento presentado es deterministico, a diferencia de
otros métodos que podrian utilizarse para calcular la misma resoluciéon geométrica

paramétrica con similares cotas de complejidad ([Sch03], [HJSS05]) que son proba-
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bilisticos.

El siguiente resultado que presentaremos es un algoritmo para caracterizar los jue-
gos con la maxima cantidad finita de equilibrios de Nash totalmente mixtos para
la estructura prefijada. La existencia de tales juegos fue probada en [MMO97], pero
sin proveer una caracterizacion de los mismos. Nuestro algoritmo calcula un nimero
finito de desigualdades polinomiales sobre las ganancias que obtienen los jugadores,
las cuales, para juegos genéricos, son equivalentes a la existencia de la maxima can-
tidad finita de equilibrios de Nash totalmente mixtos. Una clasificacion exhaustiva
del espacio de posibles valores de ganancias para los jugadores segtin la cardinalidad
del conjunto de equilibrios de Nash podria obtenerse, por ejemplo, utilizando los
algoritmos en [LRO7] y [Wei92]. Sin embargo, estos enfoques, basados en el calculo

de bases de Grobner, resultan computacionalmente mas costosos.

Finalmente, analizaremos juegos particulares cuyo conjunto de cuasi-equilibrios re-
sulta finito. Daremos algoritmos simbdlicos para verificar esta condicion, para cal-
cular una resolucién geométrica del conjunto de cuasi-equilibrios y para calcular la
cantidad de equilibrios de Nash totalmente mixtos del juego en cuestion. Nuevamen-
te, la complejidad de estos algoritmos es polinomial en ciertos invariantes naturales
asociados al problema, menor que la que podria obtenerse aplicando directamente

los algoritmos generales de resolucion de sistemas de ecuaciones polinomiales.

Este capitulo estd organizado de la siguiente manera. En la proxima seccién in-
cluimos algunos conocimientos preliminares de teoria de juegos. En la Seccion
presentamos algoritmos para calcular una resolucion geométrica del conjunto de
cuasi-equilibrios de un juego genérico, tratando a los valores de las ganancias como
parametros, y para calcular un conjunto de desigualdades polinomiales en dichos
parametros bajo las cuales el juego asociado tiene la maxima cantidad finita de
equilibrios de Nash totalmente mixtos para la estructura considerada. En la Seccién
3.4 estudiamos equilibrios de Nash totalmente mixtos en juegos arbitrarios cuyo
conjunto de cuasi-equilibrios resulta finito. Finalmente en la Seccién probamos

algunos resultados complementarios relacionados con resultantes multihomogéneas.

3.2. Preliminares de teoria de juegos

Incluimos en esta seccién los conceptos principales de teoria de juegos que utili-
zaremos en el resto del capitulo. Una introducciéon mas profunda al tema puede

encontrarse por ejemplo en [OR94].
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Como explicamos anteriormente, en este capitulo consideramos juegos no coopera-
tivos en forma normal, es decir, juegos que se desarrollan en un Unico paso en el que
todos los jugadores actiian simultaneamente sin comunicarse entre si. De aqui en
mas, supondremos que hay r > 2 jugadores en el juego y que para 1 < ¢ < r, el
1-ésimo jugador dispone de n; + 1 estrategias puras con n; € N. Estos datos definen
la estructura del juego.

Fijada la estructura, el juego queda completamente determinado definiendo para

todo 1 < i < r, la matriz de pagos ¢V = (cﬁ)ﬁ

que es una suerte de matriz de r dimensiones cuya entrada

Jo<jr<ni....0<j.<n, del i-ésimo jugador,

(1)
T
ganancia que el i-ésimo jugador obtiene si para cada 1 <t < r, el t-ésimo jugador

€ Q equivale a la

elige su estrategia pura j;.

Para 1 <7 < r, cada estrategia mixta para el i-ésimo jugador esté representada por

un vector x; = (o, ..., Ty,,) de nimeros no negativos que suman 1. Si se juegan
las estrategias mixtas xy,...,x,, entonces la esperanza de la ganancia del i-ésimo
jugador es

— (1)
mi(T1, .., xy) 1= E E Cit o Tl T (3.1)
0<ji<ny 0<jr<nr
Un equilibrio de Nash es un vector de estrategias mixtas tal que ningin jugador
puede incrementar la esperanza de su ganancia cambiando a otra estrategia mixta si
los otros jugadores mantienen su eleccién, es decir, un vector de estrategias mixtas

(x1,...,2,) tal que para todo 1 < i < r y para toda estrategia mixta z,
Wi(l'l, e Li 1, L5y it 1y - - - ,.CCT,) > Wi(.%'l, c. ,xi,l,x;7xi+1, . ,LCT,). (32)

Un equilibrio de Nash totalmente mizto es un equilibrio de Nash en el que a cada
estrategia pura se le asigna una probabilidad positiva, es decir, un equilibrio de Nash
tal que z;; > 0 para 1 <i<r, 0<j < n,.

Los equilibrios de Nash totalmente mixtos del juego asociado a un vector de matrices
de pagos ¢ = (C(i))lgigr pueden caracterizarse como el conjunto de las soluciones
reales del sistema de ecuaciones

(@) (4) _
Z <Cj1-~-ji—1kji+1~--jr le~--ji—10ji+1-~~jr Lijy - Lie1g; 1 Titlgiq - - - Lrjr = 0
J_

para 1 <i<r,1 <k <n;, donde la suma se realiza sobre todos los posibles
Ji=7J1.. Ji-1Jis1---Jr con 0 < j; < my para todo 1 <t <r con t # 1,
(3.3)
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que satisfacen ademds x;; > O para 1 < ¢ < r,0 < j; < n;y 20<jz-<m- i = 1
para 1 < ¢ < r. Para demostrar esto, siguiendo [Stu(02, Sec. 6.3], notemos que para
1< <,

7TZ‘(ZL‘1, e ,(L’r) = Z lL‘iji’ﬂ'i(iL‘l, ey, L1, ejm‘ri-‘rla Ce 7l’n) (34)
0<ji<n;
con ej = (0,...,0,1,0,...0), donde el 1 se encuentra en el (j + 1)-ésimo lugar. La

desigualdad (3.2)) implica que para un equilibrio de Nash (zy,...,z,), para todo
1<i<r,

71'1'(1‘1, ey Li 15, Tgy it 1y - - - ,ZL’T) 2 ’ﬂ'i(l‘l, ey i1, €5, Tig1, - - - ,J?,n)

para 0 < j; < n;; luego por la igualdad (3.4) sumada a la condiciones Yy ; o, Tij, =
1y x5, > 0, tenemos que

7T,L'(l'1, ey Li1,€0, Lit1y - - - ,Q?n) = 7Tl'<£L'1, e Lj15,€1, L5415 - - - ,l'n) =

== 7Ti<$17 vy Ti—1,€6ny5, Tig 1,y - - - 7xn)7

0, equivalentemente, para 1 <i <r, 1 <k <n;,,
7Tz'(l’17 sy Lj—15 €y Tig1,y - - - 7$n) - Wi(l‘h sy Li—1, €0, Tig 1y - - - 7%) = 0.

Reemplazando la férmula en en estas ecuaciones, obtenemos el sistema .
Reciprocamente, es facil ver que cualquier solucién de dicho sistema que satisfaga
ademds w;; > 0 para 1 <i <70 <7j; <n;y D oo, Tij =1 paral <i <7, esun
equilibrio de Nash totalmente mixto.

Observemos que (3.3) es un sistema de n; + - - - + n, ecuaciones polinomiales multi-
homogéneas en los r grupos de variables 1, ..., z, (formados por ny +1,...,n,+1
variables respectivamente) y por lo tanto define una variedad proyectiva (posible-
mente vacia) en P™ x --- x P"™. Como en [Dat], llamaremos cuasi-equilibrios del
juego a las soluciones complejas proyectivas de este sistema, y cuasi-equilibrios afi-
nes del juego a aquéllas que no pertenezcan a ninguno de los hiperplanos {z;o = 0}
para 1 < i < r. Notaremos V, y V2 al conjunto de cuasi-equilibrios y al conjunto
de cuasi-equilibrios afines respectivamente del juego asociado al vector ¢ de matrices
de pagos.

Todo cuasi-equilibrio & := (&,...,&.) determina a lo sumo un equilibrio de Nash
totalmente mixto. De hecho, si para 1 < ¢ < 7, s5¢, = ZOSjgni &j; # 0, la tnica
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representacion en A™H x ... x A"t asociada a € tal que ZOSjigni x;;, = 1 para
1<i<res(&/se,...,&/Se), v este vector serd un equilibrio de Nash totalmente
mixto si y solo si todas sus coordenadas son nimeros reales positivos. Podemos
notar ademas que los cuasi-equilibrios que determinan equilibrios de Nash totalmente
mixtos se encuentran entre los cuasi-equilibrios afines del juego.

Mas especificamente, notemos que es un sistema formado por, para 1 <i <r,
n; polinomios de multigrado d; := (1,...,1,0,1,...,1) € Nj, donde el 0 se encuentra

en el i-ésimo lugar. Notaremos 0 al nimero de Bézout asociado a este sistema (ver
Seccién 0.3.2)), es decir,

0 =Bezy, . . (di,n1;.. .5 dr, ).

El Teorema de Bezout Multihomogéneo dice entonces que el grado de la variedad
V. es menor o igual a d. Esto implica que si V, es finito, estd formado por a lo sumo
§ elementos y que si V2 es finito y tiene § elementos, entonces V, = VL. Dado que
diy =0y dp=1paral <i<r, 1 <k<r 1#k, es facil ver que ¢ es igual al
cardinal del conjunto

30 = {(j117 s 7j7”n7-) S {17 s ’T}n1+---+nr | ]zk 7£Z para 1 S k S n; 'y

(3.5)
H#{jnk | joe =i} =mn; paral <i < 7‘},

En este capitulo trabajaremos en el caso en que o > 0, lo cual ocurre si y solo si
i <D icren ki T Para todo 1 <4 < r. De aqui en mas, supondremos que ésta es
la situacion.

3.3. Equilibrios de Nash totalmente mixtos de jue-

gos genéricos

En esta seccién estudiaremos los equilibrios de Nash totalmente mixtos de un juego
tratando los valores de las ganancias como parametros. En la Seccién dare-
mos un algoritmo para calcular una resoluciéon geométrica del conjunto de cuasi-
equilibrios en este contexto. Para juegos genéricos con la estructura considerada,
podra evaluarse directamente la resolucién geométrica paramétrica obtenida en las
ganancias del juego dado para describir su conjunto de cuasi-equilibrios. A partir del
output del algoritmo mencionado, en la Seccion mostraremos un procedimiento
para calcular condiciones polinomiales sobre las ganancias para caracterizar juegos

con maxima cantidad finita de equilibrios de Nash totalmente mixtos.
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3.3.1. El conjunto de cuasi-equilibrios de un juego genérico

En esta seccion exhibiremos un algoritmo para calcular una resoluciéon geométrica
del conjunto de cuasi-equilibrios de un juego entre r jugadores que disponen de
ni+1,...,n,.+1 estrategias puras, considerando a los valores de las ganancias como
parametros.

Con tal objetivo, introducimos un grupo de variables
_ (W
C = (G}, 1<i<ro<ji<ni,...0<j.<n,

que representan dichas ganancias. Motivados por el sistema (3.3)), introducimos, para
cada 1 <i <rycadal <k <n;, un grupo de nuevas variables

A = (45,

donde J_; recorre todas las (r — 1)-uplas ji ... Ji—1ji+1...Jr con 0 < j, < m; para
todo 1 <t <r cont # 1, y consideramos el polinomio

FkE ) = Z Af],? L1y - - - x(i_l)ji_lx(i+1)ji+1 c oo Lyj, < @[A( k), L1y .. ,:CT].
T

Introducimos también un grupo de nuevas variables
0
A = (A7),

donde J recorre todas las r-uplas j;...7, con 0 < j, < n; para todo 1 <t < r,
y consideramos el polinomio multihomogéneo de multigrado dy := (1,...,1) en los
grupos de variables zy,...,x,,

F(O) = Z ASO)lejl « o Lyj, S @[A(0)7 Ty ;xr]~
J

Para simplificar la notacién, en adelante notaremos A(()O) a la variable A(()(.)A). 0y Al(-?) a
la variable Ag‘)‘)_ojoi__o, donde el indice j > 0 se encuentra en el :-ésimo lugar. Estas
variables representardn los coeficientes de una forma lineal genérica en A™ ™t *7r
homogeneizada.

Finalmente llamemos R a la resultante multihomogénea Res(F(®), Fl(l)7 . ,Féf)).
Recordemos que R es el generador del ideal en Q[A®), AQD Alrmo)]

(FO, RO, FOQIA®, AMD A gy ] () QIA®, ATD, L Al
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y tiene la propiedad de anularse si y solo si el sistema F(©) = Fl(l) =... = Fqgf) =0
tiene una solucién en P™ x --- x P™ (ver [GKZ94]).

El algoritmo que presentaremos para obtener la resolucién geométrica paramétrica
buscada estd basado en el calculo de la resultante multihomogénea R y técnicas
estandar para obtener la resolucién geométrica a partir de dicha resultante. Podemos
ver que R es un polinomio en

1<i<r 1<i<r  1<i'<r
il i
variables. Siguiendo por ejemplo [PS93|, sabemos ademés que R es homogéneo de
grado § en las variables del grupo A©®) y para 1 <i <r,1 < k < n;, R es homogéneo
de grado
0 = Bezy,  n, (do, Lidy,ny; .. 5diyn; — 150 05d,ny)

en las variables del grupo A®). Luego el grado total de R puede acotarse por

1<i<r

Nuevamente motivados por el sistema (3.3)), a cada vector ¢ = (¢¥);<;<, de matrices
de pagos que define un juego particular le haremos corresponder el vector a(c) =

(af;i)) de la siguiente manera:

J_q J1yeedi—1kFip1--gr J15--3Ji—10Ji41--Jr

paral <i<nrl1<k<n,J,;,=7J1...Ji-1Jix1---Jr con 0 < j, < n; para todo
1<t<rcont=#i.

Antes de enfocarnos en el algoritmo, probemos algunos resultados auxiliares sobre
juegos con una cantidad finita de cuasi-equilibrios.

Lema 3.1 Para todo vector de matrices de pagos ¢, V. es finito si y solo si el poli-
nomio R(A©® a(c)) € Q[AY] no es idénticamente nulo.

Demostracion: Si 'V, es cero-dimensional, existe un polinomio multihomogéneo f €
Clzy,...,z,| de multigrado (1,...,1) que no se anula en ninguno de sus puntos,
luego R(A© a(c)) no se anula al ser evaluado en los coeficientes de f. Por otro lado,
si V. tiene dimension positiva, cualquier polinomio multihomogéneo de multigrado
(1,...,1) tiene ceros comunes con V. (ver [Sha77, Chapter 1, Section 6, Theorem
4)); luego R(A® a(c)) es idénticamente nulo. o
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Consideremos todos los polinomios que resultan de realizar la sustitucién

(ik) (%) (9 ;
AJﬂ‘ = le---ji—lkji+l---j7" B le--~ji—10ji+lmjr para 1<i< T, I1<k< i,
Ji =1 JicJiv1 - Jrs

Oﬁjtgnt,lgtgr,t#i,

™) que forman los coeficientes de

en los polinomios en las variables AMD, ... Al
R(A©® AOD A7) pensado como polinomio en las variables A®. El lema
anterior nos dice que para todo vector de matrices de pagos ¢, el juego asociado
tendra un conjunto de cuasi-equilibrios de dimensién positiva si y solo si todos estos
polinomios se anulan simultaneamente al evaluarlos en c. La existencia de juegos
con finitos cuasi-equilibrios nos dice que estos polinomios no son todos idéntica-
mente nulos; luego, para ¢ genérico, el juego asociado tendra un conjunto finito de
cuasi-equilibrios.

Para calcular la resolucién geométrica buscada, consideraremos la forma lineal £(z) =
Z11 + -+ + x,q definida en A™ T gobre el conjunto de cuasi-equilibrios afines de
un juego genérico. En adelante, notaremos n a la suma ), ... n;. Introducimos a

continuacion las siguientes definiciones.

Definicién 3.2 Para 1 <i<r, 1< j <n,;, definimos Q, Wiy, W;; € Q[C][U] como

los polinomios en que se obtienen realizando la sustitucion

A(()O) — U,

Ag)) — =1 paral <i <,

ASO) — 0 para las otras variables en
A(ﬂ? — Cj(l?--ji—lkji-&-lmjr — C](-l?“ji_lojm.“jr para 1 <i<r,1<k<n,,

VA T Y AT
0<ji<m,1<t<rt#i,

oAl
todo 1 < i < r). Definimos S© € Q[C] como la resultante con respecto a la variable

en R, 2& % respectivamente (los polinomios Wiy son el mismo polinomio para
ij

U entre Q) y g—g, tomando a priori el grado de @ en U como § (lo cual tiene sentido

pues sabemos que degy Q < 0).
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En adelante veremos que los polinomios Q y W;;, 1 < i < 1,0 < j < n; dan una
resolucion geométrica asociada a la forma lineal ¢ del conjunto de cuasi-equilibrios

de un juego genérico y que le polinomio S caracteriza esta genericidad.

Lema 3.3 Para todo vector de matrices de pagos ¢, S©(c) # 0 si y solo si el juego
asociado tiene 0 cuasi-equilibrios que resultan todos afines y la forma lineal £ separa
las & soluciones en A™ del sistema afinizado mediante las evaluaciones x;y = 1

para 1 < i <r. Ademds, el polinomio S no es idénticamente nulo.

Demostracion: Las raices de Q(c)(U) son los valores de u € C tales que existe un

cuasi-equilibrio € = ((&10: -+ &g )y -5 (&0 2 -+ 2 &, ) del juego con
u H &io — Z i H &io = 0. (3.7)
1<i<r 1<i<r 1<i'<r
Vi

Veamos para cada cuasi-equilibrio £ qué valores de u € C son soluciones de esta
ecuacion. Si € es un cuasi-equilibrio afin, hay una tnica solucién de que es el
valor de la forma lineal ¢ en (&11/&10, - - -, &, /&r0)- Por otro lado, si existen 1 < 4y <
19 < 1 tales que &;,0 = &,0 = 0, todo u € C es solucion de . Finalmente, si existe
un unico 1 <13 < r tal que &,9 = 0, entonces o bien todo u € C es solucién o bien
no existe ninguna solucién de (3.7)) segin sea &;;; = 0 o &;,1 # 0 respectivamente.

Si ¢ es tal que V! tiene J elementos y la formal lineal ¢ separa las soluciones del
sistema afinizado, entonces Q(c)(U) es un polinomio de grado igual a 0 y libre
de cuadrados, por lo tanto S (c) # 0.

Reciprocamente, si S (c) # 0, Q(c)(U) no es idénticamente nulo y R(A®, a(c))
tampoco es idénticamente nulo. En tal caso, por el Lema [3.1] V. es finito, y luego de
cardinal menor o igual a §. Como Q(c)(U) tiene grado J y es libre de cuadrados, por
la caracterizacion realizada para las raices de Q(c)(U), todos los cuasi-equilibrios
son afines y la forma lineal ¢ separa todas las soluciones del sistema afinizado.

Para probar que S no es idénticamente nulo, es suficiente con probar que existe
un valor particular de ¢ tal que el sistema afinizado tiene ¢ soluciones y tal
que la forma lineal ¢ toma valores distintos en todas ellas. A tal efecto, tomemos
un vector ¢y de manera de obtener un sistema particular con § soluciones afines, y
una forma lineal ¢y € Clx1y,...,%m,] que separe estas soluciones. Escribamos a £
como una suma de formas lineales ¢y; € Clx;, ..., 2] para 1 < i < r; podemos
suponer entonces que cada forma lineal £y es no nula. Haciendo un cambio lineal
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de variables en cada grupo x; sin involucrar a la variable x;q, la forma lineal £y; se
convierte en x;1, £y se convierte en £ y el sistema particular correspondiente a ¢y nos

lleva a un sistema correspondiente a un vector ¢ con la propiedad buscada. o

Observacién 3.4 Dado que S no es idénticamente nulo, tenemos que degy Q =
0. Ademds las cotas de grado para el polinomio R en las variables de cada grupo
implican que deg, Q@ < D y, paral <i <71, 0<j <n,;, degy W;; <0 ydeg, W;; <
D.

Proposicién 3.5 Sea ¢ un vector de matrices de pagos tal que S©(c) # 0. Entonces
{Qe)(U),Wio(c)(U), ..., Wy, (c)(U)} es una resolucion geométrica del conjunto de
cuasi-equilibrios del juego asociado a c.

Demostracion: Veamos que para todo vector ¢ tal que S (c) # 0, V. puede repre-
sentarse de la siguiente manera:

(W) (@) s Wi (@) (@) =+ Win, ()(@)), .

(3.8)
(Wro(e)(w) : Wia(e)(w) < -+ : Wi, (¢)(w)) | w € C, Q(c)(u) = O}.

Por el Lema|3.3| sabemos que para un tal c el juego asociado tiene § cuasi-equilibrios
que resultan todos afines, la forma lineal ¢ toma valores distintos en todos ellos y

estos valores son las raices del polinomio Q(c)(U) que es libre de cuadrados.

Para 1l <17 <r,1 <j <mn,, sea L;; una nueva variable y sea A(LO) el vector que se
obtiene especializando las variables del grupo A© de la siguiente manera:

Ul >

A Lz paral <i<r1<j<n,

Af,o) — 0 para las otras variables en A,

Sea
Rp(AMD, AT gy Ly Ly, ) = R(AY, AOD AU €
S @[A(H), ce ,A(THT),.Tl, ceey Lpy Ln, “on >Lrn,«]-

Dado que R € (FO, FY . FMQ[A®, AMY . Alm) 2 g,], FOAD) =
0, y los polinomios F 1(1), ey Fn(:) no dependen de las variables A tenemos que

Ry e (FV,... . FE"YQ[AM, ... A™) &1 xy i1, ..., Lon,].

Uz
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Como ademaés estos tltimos polinomios tampoco dependen de las variables Lqq, ...,

L,,, , tenemos que

OR;,

(AW A g w Ly, L) =

aLZ]( ) ) s L1, y Lpy Li11, ) r)

_ OR (A AOD Ay a—R(A;”,A“U,...,A<W>)x,-0 €
04y oA
c (Fl(l), ey FT(L:))@[A(IU, e ,A(an), T1yeenoy Ty, L117 ceey Lrnr]-

Evaluando entonces para todo 1 <1 < r, 1 < j < n,, el polinomio % en el vector
a(c), un cuasi-equilibrio afin ((1: &1 - &y )sooys (L&t 2 &m,)) Y

(L117L127---7L1n17---7LT17L7‘27--~7Lan) == (1,0,...707...,1,0,...,0),

obtenemos que
0 = Wio(e)(€(€))&i; — Wiz(e)(€(8)),

lo cual prueba que V. puede representarse como en (3.§]). o

A continuacién presentamos nuestro algoritmo para calcular la resolucion geométrica
paramétrica de la Proposicion [3.5]e inmediatamente después analizamos su comple-
jidad.

Algoritmo 3.6

Input: El nimero de jugadores r y las cantidades nqy + 1,...,n, + 1 de estrategias

puras posibles para ellos.

Output: La resolucion geométrica paramétrica {Q, Wi, ..., W} C Q[C][U] de un
juego genérico con la estructura del input, codificada por un slp.

Procedimiento:

1. Calcular un slp que codifique la resultante R utilizando una version adaptada
del algoritmo en [JS07, Theorem 5] como se especifica en la Seccion|3.5. 1]

2. Calcular un slp que codifique simultaneamente la resultante R y las derivadas

parciales

OR OR Lcicr 1<z
— Yy — para 1 X~ 17T, A RN (7
oAy OAL)
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3. Agregar al slp calculado la codificacion de la sustitucion (@

Teorema 3.7 El Algoritmo calcula una resolucion geométrica paramétrica del
conjunto de cuasi-equilibrios de un juego genérico entre r jugadores que disponen de

ni+1,..., n.+ 1 estrategias puras. La complejidad del algoritmo es
O(D*(D +n;y...n, dlog(D)r’*n*(n® + rN)))

y el output es un slp de longitud del mismo orden que la complejidad que codifica

simultdneamente a todos los polinomios de la resolucion geométrica.

Demostracion: La correctitud del algoritmo se desprende de la Proposicion

En la Seccion veremos que podemos calcular un slp que codifica la resultan-
te R adaptadando el algoritmo en [JSO7, Theorem 5] con complejidad O(D?*(D +
ny ...n.0log(D)r’n*(n®+rN))). A su vez, la longitud del slp obtenido es del mismo
orden. Luego siguiendo [BS83] podemos calcular un slp que codifica simulténeamen-
te a Ry a todas sus derivadas parciales con la misma complejidad. Nuevamente, la
longitud del slp obtenido es del mismo orden. Finalmente el iltimo paso no modifica
la complejidad ni el orden de la longitud del slp obtenido. o

3.3.2. Juegos con maxima cantidad de equilibrios totalmen-

te mixtos

En [MM97] se demuestra la existencia de un conjunto abierto en el espacio (real)
de vectores de matrices de pagos tal que, para todo vector ¢ en dicho abierto, el
juego asociado tiene la méaxima cantidad finita posible de equilibrios de Nash to-
talmente mixtos para la estructura considerada. Como mencionamos anteriormente,
esta cantidad es el nimero de Bézout ¢§ del sistema de ecuaciones polinomiales ((3.3))

asociado.

En esta seccién daremos un algoritmo para obtener una familia finita de desigualda-
des polinomiales tales que un juego que satisface estas condiciones tiene ¢ equilibrios
de Nash totalmente mixtos. Mas aun, para juegos genéricos, estas condiciones seran

equivalentes a la existencia de o equilibrios de Nash totalmente mixtos.

Este algoritmo esta basado en el cdlculo de secuencias de subresultantes con signo
como en [GVLRR94], adaptando a nuestra situacién la construccién clésica de sub-

resultantes a través de determinantes. Otras versiones algoritmicas mas sofisticadas
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de este enfoque (como por ejemplo, [LROI]) no resultan apropiadas para desarro-
llar nuestro algoritmo ya que los polinomios con los que trabajamos dependen de

parametros y se encuentran codificados mediante sips.

Primeramente, recordemos algunas definiciones y notaciones que utilizaremos (ver
por ejemplo [BPRO3|, Section 2.2.2 y Section 4.2] para méas detalles).

Para polinomios P, @ € R[U] con P # 0, la Sturm query de Q) para P es el ntimero

SQ(Q, P) = #{ue R | P(u) =0, Q) > 0} - #{u e R | P(u) =0, Q(u) <0}
y el indice de Cauchy de la funcién racional @/ P es, informalmente, el niimero

I(Q/P) := <n1'1mero de “saltos” de — oo a + oo de Q/P)—

(nflmero de “saltos” de + 0o a — oo de Q/P).

Para polinomios P y (Q sobre cualquier cuerpo de grados p > ¢ respectivamente,
para 0 < h < g, la h-ésima matriz de Sylvester-Habitch de Py @, SH,(P,Q), es la
matriz de tamano (p + q¢ — 2h) X (p + ¢ — h) de los coeficientes de los polinomios
Urh=tp . PQ,...,UP""1Q en la base {UPT4=h=1 . U 1} y la h-ésima subre-
sultante con signo, sr,(P,Q), es el determinante de la matriz cuadrada S/I\{h(P, Q)
que se obtiene eliminando las dltimas h columnas de SHy (P, Q). Ademads, para Py
Q en R[UJ, srp(P, Q) es el signo del coeficiente principal de P elevado a la p —¢.

Antes de dar el algoritmo, probemos el siguiente lema auxiliar.

Lema 3.8 Sean Q,Wh,...,W,, € Q[C][U] como en la Definicion Y sea qs €
Q[C] el coeficiente principal de Q. Para 1 <i<r, 1< j<mn,, sean

SZ(Jh) = Sl"h(Q, Wz]) Srh,l(Q, WU) para 1 S h S 5 — 1,

Si(f) = gsst5-1(Q, Wi;) € Q[C]

obtenidos considerando los polinomios Q), W;; como polinomios en la variable U y
suponiendo a priori que los polinomios W;; tienen grado 0 — 1. Para todo vector c
de matrices de pagos tal que S(O)(c) # 0, las condiciones

S()>0 paral<i<r 1<j<n,1<h<s, (3.9)

son equivalentes a que el juego asociado tenga exactamente 0 equilibrios de Nash

totalmente mixtos.
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Demostracion: Sea c un vector de matrices de pagos tal que S (c) # 0. Por el Lema
sabemos que el juego asociado tiene d cuasi-equilibrios que resultan todos afines
y son separados por la forma lineal ¢. Mds atn, por la Proposicién [3.5] tenemos que
el conjunto de cuasi-equilibrios puede representarse como en (|3.8)).

Paral <i<r,seaS; =) (., Wi € Q[C][U]. Los equilibrios de Nash totalmente
mixtos del juego asociado a ¢ son los puntos (&, .. .,&,) € R x ... x R de la
forma

= (o) Wil
TS OW T SO

que tengan todas sus coordenadas reales y positivas. Recordando que para todo

) para 1 <i<r,  con Q(c)(u) =0,

1 <i<r, Wy=(@Q, esto es equivalente a que u pertenezca al conjunto
{u eR|Q(c)(u) =0, Q(c)(u) >0, Wi(e)(u) >0 paral <i<r, 1<j< nz} U

{u eR|Qe)(u) =0, Q'(c)(u) <0, Wij(c)(u) <0 paral <i<r, 1<j< nz}

Podemos concluir entonces que el juego asociado a ¢ tendra § equilibrios de Nash

totalmente mixtos si y solo si

# N {eerlQO@ =0 @Q@Ws)w >0}) =6 (310

B

Dado que la condicién S (c) # 0 implica que el grado de Q(c) es §, tenemos que
(13.10]) es equivalente a que para todo 1 <7< r, 1 <75 < mn;,

SQ(Q'(c)Wi;(c), Q(c)) = 6.
Por [BPRO3, Proposition 2.51], esta igualdad es equivalente a
I((Q'(0))*Wi(0)/Q(e)) = 0,
y, ya que Q(c) es libre de cuadrados, también es equivalente a
I(Wij(0)/Q(c)) = 6. (3.11)

Sea ¢ un vector de matrices de pagos tal que S (0)(0) # 0 y el juego asociado tiene
d equilibrios de Nash totalmente mixtos. Por [BPR03, Remark 2.49], la igualdad
implica que degy(Wi;(c)) = d —1 para todo 1 < ¢ < r, 1 < j < ny; lue-
go srs(Q(c), Wij(c)) coincide con el signo de gs(c). Por [BPRO3, Theorem 9.5], la
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igualdad (3.11)) es a su vez equivalente a que no haya cambios de signo en la se-

cuencia srs(Q(c), Wi (c)), sts—1(Q(c), Wi;(c)), . . ., sro(Q(c), Wi;(c)) y que ninguno de
estos valores sea nulo, lo cual prueba que valen las desigualdades (3.9)).

Reciprocamente, si ¢ un vector de matrices de pagos que satisface S (c) # 0 y las
desigualdades (3.9), dado que srs_1(Q(c), Wi;(c)) es el coeficiente de grado § — 1 de
Wi;(c), la condicién degy; (W;;(c)) = d—1 es consecuencia de que Si(;s)(c) sea positivo.
En tal caso, nuevamente por [BPR03| Theorem 9.5], las condiciones implican la
igualdad I(W;;(c)/Q(c)) = 0y, por lo tanto, el juego asociado a c tiene exactamente
0 equilibrios de Nash totalmente mixtos. o

Observamos que cada uno de los polinomios S© y sr,(Q, Wi) paral <i<r1<
71<n;y0<h<d—1es el determinante de una matriz de tamano menor o igual a
2§ — 1 cuyas entradas son polinomios en Q[C] de grado total acotado por D y, por
lo tanto, sus grados estan acotados por 20 D. Consecuentemente, los grados de los
polinomios SZ(]h ) estén acotados por 40D.

Exhibimos a continuaciéon un algoritmo para calcular, a partir del output del Al-
goritmo [3.6] los polinomios definidos en el Lema [3.8 que dan las condiciones para
caracterizar los juegos con maxima cantidad finita posible de equilibrios de Nash
totalmente mixtos.

Algoritmo 3.9

Input: Un slp de longitud L que codifica simultdineamente los polinomios @, Wi, . . .,
W, € Q[C|[U] de la Definicion [3.3

Output: Los polinomios S, Sgl) €QC) paral <i1<r,1<j<mn,1<h<§g,
definidos en el Lema codificados por un slp.

Procedimiento:

1. Caleular un slp que codifique simultineamente los polinomios en Q[C] que
definen los coeficientes de Q, Q" y Wi para 1 <i<r 1 <j<mn,.

2. Calcular un slp que codifique simultaneamente los determinantes que dan las
subresultantes con signo requeridas aplicando el algoritmo sin divisiones des-
cripto en [Ber8j|] y agregar la codificacion de las multiplicaciones necesarias.

3. Calcular un slp que codifique el determinante que da la resultante S© nueva-
mente aplicando el algoritmo sin divisiones descripto en [Ber8j)] y adjuntarlo

al slp del paso anterior.
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Teorema 3.10 El Algoritmo caleula los polinomios S© Si(;l) €eQC],1<i<
r,1 <7 <mn,1<h<$§, utilizados para definir un conjunto de desiqualdades sobre
los valores de las ganancias de un juego genérico con la estructura considerada bajo
las cuales el juego asociado tiene la mdzxima cantidad finita posible de equilibrios de

Nash totalmente miztos. La complejidad del algoritmo es
O(6*(nd®* + L))

y el output es un slp de longitud del mismo orden que la complejidad que codifica
simultdneamente a todos los polinomios S Si(;-l), 1<i1<r1<73<n,,1<h<9.

Demostracién: La complejidad del primer paso es O(6%L) y la longitud del slp obte-
nido es del mismo orden. Para explicar como llevar a cabo el segundo paso, notemos
que el algoritmo en [Ber84] calcula, de hecho, todos los coeficientes del polinomio
caracteristico de una matriz y procede de manera recursiva, calculando en cada pa-
so el polinomio caracteristico de la matriz que se obtiene borrando una fila y una
columna de la matriz considerada en el paso previo. En nuestro caso, para cada
1<i<r 1<j<n; tenemos que para 0 < h < §— 1, la matriz S/I\{h(Q, W,;) se ob-
tiene a partir de §I\{h_1(Q, W;;) borrando la primera y la dltima fila y las dos tltimas
columnas. Luego, todas las subresultantes con signo srj,(Q, W;;) con 1 < h <§ —1
son calculadas como resultados intermedios en el célculo de sro(Q, W;;) eligiendo
convenientemente las filas y columnas a ser eliminadas en cada paso. Procediendo
de esta manera, la complejidad total del paso es O(nd?) y la longitud del slp ob-
tenido es O(6%(nd? + L)). Finalmente, el tercer paso es llevado a cabo utilizando

una vez mas este algoritmo con complejidad O(8*) y obteniendo un slp de longitud

O(82(82 + L)). .

3.4. Equilibrios de Nash totalmente mixtos de un

juego arbitrario

En la seccion anterior desarrollamos métodos para obtener una resolucién geométrica
del conjunto de cuasi-equilibrios de un juego tratando a los valores de las ganancias
como parametros. Para juegos genéricos, vimos que esta resolucién geométrica puede
evaluarse directamente en los valores de las ganancias para describir el conjunto
de cuasi-equilibrios del juego particular considerado y, a su vez, especificamos la

condicién de genericidad bajo la cual esto ocurre. En esta seccion adaptaremos los
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precedimientos desarrollados para obtener una resolucion geométrica del conjunto
de cuasi-equilibrios de un juego arbitrario, siempre y cuando dicho conjunto sea
finito. Mostraremos ademas un método para calcular la cantidad de equilibrios de

Nash totalmente mixtos en dicha situacidn.

El Lema [3.1| nos proporciona una condicién necesaria y suficiente para caracterizar
los vectores de matrices de pagos ¢ tales que el conjunto V. de cuasi-equilibirios es
un conjunto finito. Nuestro primer objetivo en esta seccién es dar un método para
verificar dicha condicién algoritmicamente. Primeramente, probemos el siguiente

lema auxiliar.

Lema 3.11 Sea ¢ un vector de matrices de pagos, t una nueva variable y R €
Ql[t] el polinomio que se obtiene especializando las variables A®) en R(A® a(c)) en
potencias sucesivas de t de la siguiente manera:

f4g0 s it Die o+ TTocjc 1 (+1)dr para J = ji...j

) " (3.12)
0<ji<n,1<t<r.

Entonces V, es finito si y solo si R(t) no es idénticamente nulo.

Demostracion: SiV, no es finito, entonces por el Lema sabemos que R(A® a(c))
es idénticamente nulo y luego R(t) también es idénticamente nulo. Supongamos
ahora que V, es finito. Para cada cuasi-equilibrio & = ((§10 1+« &ing )y - +5 (§ro i o+
&rn,)) del juego, sea

fg(t> _ Z §1j1 N 'gTjrtjd+(n1+1)j2+--.+(1_[0§j9_1(nj+1))jr c (C[t],
J

que es un polinomio no idénticamente nulo debido al hecho de que existe al menos
una opcioén de ji, ..., J, para la cual el producto &, ...&;, no es 0. Observemos
que las raices de f%(t) son los valores t, € C tales que existe un cuasi-equilibrio &
del juego para el cual fe(ty) = 0. Entonces, como R(t) tiene las mismas raices que
el polinomio no idénticamente nulo [].y, fe(?), R(t) no es idénticamente nulo. o

A continuacion exhibimos un algoritmo para verificar la condicién de finitud sobre
V. e inmediatamente después calculamos la complejidad del mismo.
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Algoritmo 3.12

Input: El vector de matrices de pagos c.
Output: La respuesta a la pregunta si V, es finito.

Procedimiento:

1. Calcular un slp que codifique la resultante R utilizando una version adaptada
del algoritmo en [JSO7, Theorem 5] como especificaremos en la Seccion|3.5. 1|

2. Agregar al slp calculado la codificacion de la evaluacion

ASO) s gt Die e+ TTog <1 (5+1))dr para J = ji...j

]

O<jp<n,l<t<rm,

(ik) (4) (4) :
A i 7 Gigikiiaege — Cnedic10jigrge  PATO I<i<rl<k<n,
Joi= g1 JieiJivr -

0<ji<n,l<t<nrt#i
para calcular el polinomio univariado R del Lema m

3. Evaluar R en (ITi<icy(ni + 1) = 1)6 + 1 elementos de Q para decidir si R
es idénticamente nulo. En tal caso, responder que V. no es finito; en caso

contrario, responder que V, es finito.

Proposicién 3.13 FEl algoritmo determina si el conjunto de cuasi-equilibrios

de un juego es finito o no lo es con complejidad

O(D*(ny...n,.)%8(D + ny ...n.0log(D)r’*n*(n® + rN))).

Demostracion: La correctitud del algoritmo es consecuencia del Lema [3.11}

El primer paso del algoritmo calcula un slp de longitud O(D?*(D+n; .. .n,.6 log(D)r?
nt(n®+rN))) que codifica la resultante multihomogénea R con una complejidad del
mismo orden. La especializacién para obtener R no suma a la complejidad ni cambia
el orden de la longitud del sip calculado. Dado que deg(R) < ([;<;<,(ni +1) —1)d,
evaluando R en ([], .., (n;+1)—1)5+1 valores distintos de ¢ en Q, podemos decidir
si R es idénticamente nulo. La cantidad de operaciones necesarias para realizar estas

evaluaciones es la dada en el enunciado de la proposicién. o
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Una vez que sabemos que V. es un conjunto finito, sabemos que V' también lo
es. En tal caso, podemos describir el conjunto de cuasi-equilibrios afines del juego
mediante técnicas estandar (similares a las que utilizamos en la Proposicién
que describimos a continuacion.

Supongamos que vab = feW @)Y donde para 1 < k < po, E®) = ((1 5

§1n1), (1 §r1 D fmr)) y llamemos nuevamente %) a (fu b mr) € A”
Sea, ‘7Caf = {eW @)l C A" y sea a = (au1,..., 0, ) € Q" tal que la forma
lineal

l(ZEH, e 7xrnr) = Z aijxij

1<i<r, 1<j<n;

separa los puntos de V*. Consideremos los polinomios

f(O) — A(()O) + Z A(O Tij € Q[A(O) Ti1y..., 2y ],

1<i<r, 1<j<n;

H FOAO W)y e C[AO)].

1<k<po
Sean ¢ y w;; € C[U] para 1 < i <r, 1 < j < n;, los polinomios que se obtienen

realizando la sustitucién

A(O) — —Oém para 1 S l S r, 1 S] S T,

en Qy A(O) respectivamente. Entonces {q, ¢, w11, ..., wm,.} C C[U] es una resolu-
ij
cién geométrica de V2. De hecho, las raices de ¢ son los valores [(£M)), ... (@),

los cuales resultan todos distintos, y para 1 < k < pgy,1 <i <r, 1 < j < n,; tenemos

que
qUE™) = T (Ue®) —ue*) o,
A
wg((€W) = & TI (W) ~1e") = &Pq1(c™)).
1<k <po
K £k

lo que prueba lo afirmado.

La siguiente observacién nos sera util mas adelante para calcular el polinomio @)
recién introducido.
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Observacién 3.14 Sea ¢ un vector de matrices de pagos que define un juego con
conjunto de cuasi-equilibrios finito V, = {£W, ... ¢®}. Para 1 < k < p, elijamos
una representacion de €% mediante coordenadas ((5%), . ,éf}l), Ce (fﬁlg), e ﬁ’fl),«))
tal que si €V, ... £ son los cuasi-equilibrios afines del juego, entonces gf(’;) =1
para 1 < k < py,1 <i<r. Como R(A® a(c)) y [Ticiep FO(AO ¢®)) definen la
misma variedad en AT+ 4 los polinomios FO (A ¢R)) o FO)(AW©) ¢k
son irreducibles y coprimos en C[A®)] para 1 < k < k' < p, por el Nullstellensatz

tenemos que existen una constante b € C y my,...,m, € N tales que
R(AD a(c)) =b [] FOAD, "W)™ e A, (3.13)
1<k<p

A continuacion damos el esquema del algoritmo para calcular la resolucién geométri-
ca buscada. En el teorema que le sigue, detallamos cémo llevar a cabo los sucesivos

pasos del algoritmo y analizamos su complejidad.

Algoritmo 3.15

Input: El vector de matrices de pagos c.

Output: Una resolucion geométrica {q,q', w11, ..., W, } del conjunto de cuasi-equi-

librios afines del juego asociado a c.

Procedimiento:

1. Calcular el polinomio R(A© a(c)) =b H FO(AO glkyym

1<k<p

2. Calcular el polinomio H FOAO ¢®myme,

1<k<po

3. Calcular el polinomio H FO (A gWryms

1<k<po

4. Calcular el polinomio Q) = H FOCAO Ry 4 el vector de coeficientes
1<k<po
a € Q" de una forma lineal | que separa los cuasi-equilibrios afines del juego

definido por c.

5. Calcular los polinomios q,q" y w;j para 1 <i <r,1 <j <n,.
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Teorema 3.16 Dado el vector ¢ de matrices de pagos de un juego entre r jugadores
que disponen de ny+1,...,n,+1 estrategias puras y que tiene un conjunto finito de
cuasi-equilibrios, el Algoritmo [3.19] calcula una resolucion geométrica del conjunto

de cuasi-equilibrios afines del juego asociado a ¢ con complejidad
O(6°D*(D + ny ... n,0log(D)r’*n’(n® + rN))).

Demostracion: Detallemos cémo llevar a cabo cada paso y analicemos la complejidad

correspondiente.

Paso 1: El polinomio R es obtenido utilizando la version adaptada del procedimiento
en [JSO7, Theorem 5] que especificaremos en la Seccién . La complejidad de este
paso es O(D*(D+n; ...n.0log(D)r? n*(n®+rN))) y la longitud del slp obtenido, a
la que llamamos L, es del mismo orden. Realizar la evaluacién de las variables A(%)
para 1 <i < 7,1 < k < n; para obtener R(A®, a(c)) no suma a la complejidad del
paso ni modifica la longitud del slp obtenido.

Paso 2: Notemos que el polinomio que queremos calcular es moénico en la variable
ALy por otro lado b 1,4 1<k<p FO(AD, W)™ 1o depende de esta variable. Luego
este tiltimo polinomio es el coeficiente principal de R(A®, a(c)) en la variable A(()O).
Llamemos d al grado de dicho polinomio en dicha variable.

Primeramente, veamos cémo calcular d. Sea to € Q tal que el polinomio R del Lema
no se anula en ¢, (observemos que si ya ejecutamos el Algoritmo m para
verificar que el conjunto de cuasi-equilibrios es finito, conocemos un valor posible
para tg; en caso contrario debemos ejecutar dicho algoritmo y sumar la complejidad
correspondiente). Sea 7 € Q[A(()O)] el polinomio que se obtiene a partir de R(A®, a(c))
especializando las variables A® excepto A(()O) en potencias sucesivas de ty como en
. Este polinomio es no nulo pues #(1) = R(ty) # 0. Por , tenemos que
deg(7) = d y, por lo tanto, para calcular d es suficiente con calcular los coeficientes
de 7 hasta grado ¢, que es una cota para el grado de 7 en A(()O). Esto puede ser llevado
a cabo con complejidad O(§?L) siguiendo [BCSIT, Lema 21.25].

Una vez conocido d, siguiendo nuevamente [BCS97, Lema 21.25] calculamos un slp de
longitud O(0L) para ][, ,1<pe, FO(AD, W)™ que es el coeficiente correspon-
diente a (A)? en R(A\”, a(c)). Finalmente obtenemos [Tickep, FO(AO) glk)ym
dividiendo R(A® a(c)) por este coeficiente. Como el divisor no se anula cuando
sus variables son especializadas en las sucesivas potencias de t, esta divisién puede
realizarse con el algoritmo [Str73] con complejidad O(6*L), lo que produce un sip
del mismo orden.
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Paso 3: Como el polinomio (@ se obtiene a partir de F©) especializando en 0 todas
las variables A excepto A(()O) y AZ(?) para 1 <1 <r, 1 < j < n;, este paso se lleva
a cabo simplemente realizando esta especializacién en el polinomio calculado en el
paso anterior. La complejidad correspondiente no suma a la complejidad total del
algoritmo.

Paso 4: Sean P =[] 1o, FO(A© gk)yme 6] polinomio calculado en el paso ante-
rior y G el polinomio [T, ,,, f@(A©, 5"‘ )mk_l' luego @ = P/G. Es facil ver que
G es el maximo comun divisor entre P Y5 (0), luego podemos calcular el polinomio
G adaptando el procedimiento basado en el ‘céleulo de subresultantes descripto, por
ejemplo, en [BTTI].
Sea u una nueva variable. Para todo polinomio F' que involucre las variables Ag-)),
1 <i<r1< 5 < ng, notaremos F, al polinomio que se obtiene a partir de F
especializando todas estas Variables en potencias sucesivas de la variable u.
Para 1 < k < k' < po, f(o)( A ), ) )y FL0 ( 5 ) u, &®) ) son polinomios irreduci-
bles coprimos en (C[Aé ), ul; por lo tanto,

0P,

= I AP @)™ = ged (P —5) € ClAP ]

1<k<po 0

y d:= deg 40 (G) = deg o) (Gu).
oP,

Para calcular d buscamos la primera subresultante entre P, N A (considerandolos

como polinomios en la variable A(() ) que resulta no nula. Obtenemos primero un
slp de longitud O(6*L) para P,, luego, siguiendo [BCS97, Lema 21.25], un slp de
longitud O(J°L) para sus coeficientes en la variable A(O) y finalmente, Siguiendo

[Ber84] un slp de longitud O(6°L) para todas las subresultantes entre P, y aA(O)’

que son polinomios de grado a lo sumo 2§°n en Q[u]. Para decidir cuél es la primera
subresultante no nula, el algoritmo evalia la variable u en una cantidad suficiente
de elementos de Q con complejidad O(6Ln).

Utilizando nuevamente los algoritmos [BCS97, Lema 21.25] y [Ber84], una vez cono-

cido d podemos calcular un slp de longitud O(6°L) que codifique los coeﬁcientes del

polinomio P en la variable A la d-ésima subresultante entre P Y3 (0) a la que

llamaremos s, y el d-ésimo polinomio subresultante (ver [BPRO3, Notatlon 8.52])
entre P N (0 7, que coincide con el polinomio sG.

Fmalmente, obtenemos @ dividiendo sP por sG. Notemos que ya conocemos un

punto a donde s no se anula (el valor obtenido para calcular d) Luego, evaluando el
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polinomio no nulo ¢ (A((]O), a) € Q[A(()O)] de grado d en a lo sumo d + 1 elementos de
Q, obtenemos un valor a(()o) € Q tal que (sG)(a(()O), a) # 0. Esto nos permite calcular
el cociente @ aplicando el algoritmo en [Str73]. La longitud del slp obtenido y la
complejidad del paso es O(6°L).

Observemos que la condicién s(a) # 0 implica que el polinomio (P/ G)(A(()O), a) es
libre de cuadrados, y por lo tanto « es el vector de coeficientes de una forma lineal
[ que separa los puntos de ‘7Caf.

Paso 5: Calculamos un slp de longitud O(6%L) que codifique simultdneamente a Q
y todas sus derivadas parciales siguiendo el algoritmo en [BS83], y luego realizamos
la especializacién de las variables AEJO-) en —a;; para 1l <¢ <r,1<j <n;. Como los
polinomios obtenidos tienen grado acotado por d, para calcular la codificacién densa

de ellos interpolamos los valores que toman en ¢ + 1 elementos de Q, siguiendo, por
ejemplo, [vzGG99, Chapter 10]. La complejidad del paso es O(6°Ln). o

Usando métodos cldsicos (como, por ejemplo, [BOKRS6], [Can93]), podemos ahora
dar una descripcion y calcular la cantidad de equilibrios de Nash totalmente mixtos

de un juego con conjunto de cuasi-equilibrios cero-dimensional.

Proposicién 3.17 FEs posible calcular la cantidad de equilibrios de Nash totalmente
maxtos del juego con r jugadores que disponen de ny+1,...,n,+1 estrategias puras
definido por el vector de matrices de pagos c, si el conjunto de cuasi-equilibrios V,
es finito, con complejidad

O(8°D*(D + ny ... n,0log(D)r*n’(n® +rN))).

Demostracion: Sean q y w;j, 1 < 7 < 1,1 < j < n;, los polinomios que com-
ponen la resolucién geométrica del conjunto de cuasi-equilibrios afines del juego
asociado a ¢ obtenida por el Algoritmo El conjunto de equilibrios de Nash
totalmente mixtos del juego estd formado por los puntos (&i,...,&) con § =
(¢'(u)/si(w), win(w)/si(w), . .., wir(u)/si(u)), donde s; = ¢’ + >, ., wij para 1 <
1 < 7,y ues una raiz de ¢, que tienen todas sus coordenadas reales positivas. Luego,
la cantidad de equilibrios de Nash totalmente mixtos es el cardinal del conjunto

{UER|q(u):O,q’(u)>O,wij(u)>O paralgigr,lgjgni} U

{uER[q(u)zO,q’(u)<0,w,-j(u)<O paralgigr,lgjgni}.
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Es posible calcular el cardinal de este conjunto usando el algoritmo en [Can93|
Section 3] con complejidad O(ndé*), donde w es un niimero real positivo tal que para
todo m € N es posible invertir matrices en Q"™*™ con O(m*) operaciones en Q, el

cual podemos suponer menor o igual a 2,376 (ver [CW90]). o

Observaciéon 3.18 FEl algoritmo de la Proposicion puede adaptarse (con la
misma complejidad) para calcular la lista de codificaciones de Thom (ver [CRS8S8]
para la definicion de esta codificacion) de las raices reales del polinomio q en la
resolucion geométrica del conjunto de cuasi-equilibrios afines del juego que propor-

ctonan equilibrios de Nash totalmente mixtos.

3.5. Resultantes multihomogéneas

3.5.1. Calculo de resultantes

El procedimiento en [JSO7, Theorem 5] proporciona una manera de calcular resul-
tantes multihomogéneas bajo la suposicion de que todas las coordenadas de cada
multigrado son nimeros positivos. En esta seccion adaptamos dicho procedimiento

a nuestro contexto, en el cual esta condiciéon no se cumple.

A tal efecto, utilizaremos la teoria en [Stu94] y [Min03]. Podemos utilizar estos resul-
tados en nuestro caso porque las resultantes multihomogéneas de una familia de po-
linomios multihomogéneos Gy, ..., G, en r grupos de variables z; = (2o, ..., Zjn,),
con ), <j<r Ty =1, coincide con la resultante rala de los polinomios deshomogenei-

zados go, . . ., g, obtenidos mediante la evaluacién z;o = 1 para cada 1 < j <.

Sean Ay, ..., A, C Z" conjuntos finitos y sean ¢y, ..., g, polinomios con soporte
Ao, ..., A, respectivamente. Para cada subconjunto J C {0,...,n}, sea L el reti-
jes Aj. Siguiendo [Stud4], para I C {0,...,n} la coleccién
de soportes {A;}icr se dice esencial si rank L7 = #1 — 1 y rank £; > #.J para cada

culado generado por )

subconjunto propio J de I. Si {A,...,A,} tiene una unica subcoleccién {A;};cr
esencial, la resultante Res(go, ..., gn) no es constante y coincide con la resultante
Res(g;;1 € I) (ver [Stu94, Corollary 1.1]).

Proposicién 3.19 Sean nq,...,n, € N tales que n; < Zl<j<rj7$i n; para todo
1<i<r, ysean:=) .. n;. Laresultante de n+1 polinomios multihomogéneos

genéricos F(O),Fl(l),...,F,gp,...,Fl(r),...,Féf) en v grupos de ny +1,...,n, + 1
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variables, donde FO tiene multigrado dy = (1,...,1) y, para cada 1 < i < r,1 <
k< mn; F,Ei) tiene multigrado d; = (1,...,0,...,1) donde el 0 se encuentra en el
1-éstmo lugar, es un polinomio no constante y puede ser calculado algoritmicamente
con complejidad O(D*(D + ny ...n.0log(D)r*n*(n® + rN))), donde D,6 y N son
como en la Seccion [3.3.1]

Demostracion: Para calcular la resultante R aplicaremos recursivamente la formula
de Poisson ([Min03, Lemma 13]). Una vez establecida la validez de esta férmula,
todos los cdlculos requeridos pueden efectuarse de la misma manera que en [JSOT,
Theorem 5] y luego la complejidad del algoritmo y la longitud del slp obtenido son
del mismo orden que los enunciados en dicho teorema. En cada paso de la recur-
sién debemos calcular una resultante multihomogénea en alguna de las siguientes
situaciones, donde myq,...,m, e Ny m:=>,_... m;:

(I) » grupos de my; + 1,...,m, + 1 variables, un polinomio multihomogéneo de
multigrado dy y m; polinomios multihomogéneos de multigrado d; para cada
1 <i<r,donde m; < Zl<j<rj;éi m; para todo 1,

(IT) r grupos de my +1,...,m, + 1 variables y m + 1 polinomios multihomogéneos

de multigrado dy,

(IIT) r grupos de my, mo+1, ..., m,+1 variables y m; polinomios multihomogéneos
de multigrado d; para cada 1 <17 < r, donde m; < Zlgjgmﬂ m; para todo .

A continuacién definimos la recursion para calcular la resultante buscada. Los poli-
nomios F©, F 1(1), - ,Fé:) con los que comenzamos se encuentran en el caso (I) con
m; =n; para 1 < ¢ < 7.

Resolvamos el caso (I) en general: Sean G(()O) y G,(f), 1<i1<nr1< k< m, una
familia de polinomios como en el caso (I) yseaZ := {(0,0)}U{(i,k) |1 <i<r, 1<
k < m;}. Para empezar, notemos que rank £7 = m = #Z — 1. Sea J un subconjunto
propio de Z. Si existen (i, k), (i',k") en J con i # i, entonces rank L; =m > #J y
lo mismo vale si (0,0) € J. Por otro lado, si J C {(i,k) : 1 < k < m;} para algin
1 # 0 fijo, entonces rank £; = Z1§jgr,j;éi m; > m; > #J. Luego, el conjunto de
todos los soportes es el tinico subconjunto esencial. Por lo tanto, la resultante no es
constante y vale la siguiente igualdad:

Res(GY, (G)1<icrichem,) = <H9(()0) )( [T Res((GiD i< 1<k<mz))

tev 1<j<r
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donde g(()o) es la deshomogeneizacién de G(()O) mediante la evaluacién zy,,, = 1 para
cada 1 < ¢ < r, V es el conjunto de ceros comunes en A" de los polinomios g,(j),
1 <i<r1<k<m, obtenidos de la misma forma a partir de G,(f) y, para cada
1 <5<, G,(;]) es el polinomio obtenido a partir de G,(f) mediante la evaluacion
Tjm; = 0. Notemos que este resultado aplicado a los polinomios FO) Fl(l), ey Fn(:)

implica que la resultante R que queremos calcular es un polinomio no nulo.

(L.a) Sim; > 2 para todo 1 < i < r, renombrando las variables y los polinomios
si es necesario, cada una de las resultantes ReS(G,(;}) involucra una familia de

polinomios que se encuentra en el caso (III).

(Lb) Sin pérdida de generalidad, supongamos ahora que m; = 1. Cuando calculamos
Res((G,(jl))lgigmgkgmi) podemos eliminar el primer grupo de variables. Enton-

ces esta resultante involucra m polinomios en r—1 grupos de mo+1,...,m,+1
variables cada uno con m; polinomios con multigrado (1,...,0,...,1), donde el
0 ocupa el (i — 1)-ésimo lugar para 2 < i < r, y uno con multigrado (1,...,1).

Si,para2 <i<r,m; < ZlSjST’#i mj, dado que m; = 1 deducimos que m; <
> s <j<r j#i M Y DOT lo tanto, la familia de polinomios obtenida se encuentra en
el caso (I) pero con un grupo de variables menos que el original. Por otro lado, si
m; = 14’223’97#1' m; para algin 2 < ¢ < r, entonces m; < m; para todo j #
i. Luego, el inico subconjunto esencial es {(i,k) : 1 < k < m;} y la resultante
que debemos calcular es la resultante de una familia de m; polinomios de
multigrado (1,...,1) en r—2 grupos de mo+1,...,m;_1+1,m;1+1,...,m,+1

variables cada uno; esta familia de polinomios se encuentra en el caso (II).

En el caso (II), podemos aplicar directamente el algoritmo en [JS07, Theorem 5] ya
que todas las coordenadas de los multigrados son niimeros positivos.

Finalmente, analicemos el caso (III). Consideremos primero el caso en que r = 2.

En este caso, las hipotesis sobre los nimeros m; implican que m; = moy := M.

(IIL.a) Consideramos la resultante de M polinomios con multigrados (0,1) y M poli-
nomios con multigrados (1,0) en dos grupos de M y M + 1 variables respec-
tivamente. El inico conjunto esencial es el correspondiente a los M primeros
polinomios y, por lo tanto, la resultante es igual al determinante de su matriz
de coeficientes.
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Supongamos ahora que r > 2. Notemos que la igualdad m; = >, <j<riti M puede
valer a lo sumo para un unico valor de 4: si por el contrario, m;, = 213'9,#1'1 m;
y mj, = ZlSan#Zé m; valen para iy # i, se sigue que ZlSan#ih#iQ m; = 0, lo
cual implica que r = 2. Sea G,(j), 1<i<r 1<k<m; una familia de polinomios
que satisface las condiciones (III).

(IIL.b) Si m; = 1, esta familia se encuentra en el caso (Lb).

(Il.c) Simy >2ym; =3 ., ;M para algiin 2 <4 <, el conjunto {(i,k) : 1 <
k < m;} es el unico subconjunto esencial. Luego la resultante involucra m;
polinomios de multigrado (1,...,1) en r — 1 grupos de my,ma+1,...,m;_1 +
1,m;y1+1...,m, + 1 variables respectivamente y, por lo tanto, la familia se
encuentra en el caso (II).

(IIL.d) Simy > 2y m; < 219‘9,#1‘ m; para todo 2 < ¢ < r, entonces m; < my —
1+ Z2§j§r,j7ﬁi m; para todo 2 <4 < r. Luego, el tnico subconjunto esencial
es toda la familia de soportes y aplicando la férmula de Poisson obtenemos:

‘ . ) .
Res((GY)1<izra<iem,) = (JT o5 ]] Res((Gi)ozkzmy: (G))azicrickzm,))

cev 2<i<r

donde gil) es la deshomogeneizacion de Ggl) mediante la evaluacion ,; = 1
para cada 1 < j < r, V es el conjunto de ceros comunes en A™! de los
polinomios g,(;),Q <k<my g,(;),Q < i <r1l<k < m; obtenidos de la
misma forma a partir de GS), y G,(;l) es el polinomio obtenido a partir de Gg)
mediante la evaluacion z;,,, = 0.
Para 2 < [ < r, tomando m' := m — 1, m| := m; — 1 y m, := m,; para
i # 1, la resultante a calcular involucra m’ polinomios en r grupos de m/ +
L...,m_y+1,m;mp,+1,...,m.+1 variables cada uno con m; polinomios
de multigrado d; para cada 1 < i < r. Tenemos que mj] < Znggr m;y,
para i # 1, la condicién m; < Zlgjg’#i m; implica que m; < Zlgjg’#i m’;
luego, renombrando las variables y los polinomios, estamos nuevamente bajo
las condiciones (III).

3.5.2. Una cota para el grado de la resultante

Hemos acotado la complejidad de todos los algoritmos desarrollados en el capitulo

de manera polinomial en funcién del nimero r de jugadores, el niimero de estrategias
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puras nq,...,n, de los r jugadores, la maxima cantidad finita 0 de equilibrios de
Nash totalmente mixtos para un juego con la estructura considerada y el pardmetro
D, que es el grado total de la resultante R. Como vimos en la Seccién [3.3.1) D =
0+ > 1<icy Mili, CON

0 = Bezp,  n, (do, 1;dy,ny; .. 5diym — 1500 0dyyny),

donde dy, dy, . . ., d, son los multigrados de los polinomios F(© Fj(ll)(l <pn<ng),...,
F ]-(:)(1 < j» < n,) respectivamente. El objetivo de esta seccién es exhibir una co-
ta para D polinomial en los otros parametros mencionados anteriormente. De esta
manera, obtenemos que la complejidad de todos los algoritmos presentados en este
capitulo es polinomial en los pardmetros propios de la estructura de juego conside-
rada.

Proposicién 3.20 El grado D de la resultante R puede acotarse de la siguiente
manera

D < <1 + Z n;(n; + 1))5 < n?6.

1<i<r

Demostracion: Veamos que 6; < (n; + 1)d para 1 < i < r. Sin pérdida de generali-
dad, supongamos ¢ = 1. Como el nimero de Bézout es aditivo en cada uno de los
multigrados involucrados (ver igualdad (2]) en la Seccion (0.3.2) y dy = dy + e; donde

er = (1,0,...,0), tenemos que J; es igual a

Bezp, . n.(d1,n15do,n9; ..y dryny) + Bezy, (€1, 1;d1,n — 1y da,no; .1 dyyny) =
=0+ Bezy, n,(€1,1;d1,n1 — 15do, no; .. .5 dr ).

Es facil ver que Bez,,, _n.(e1,1;d1,n1 — 1;do, no; ... 5 dr,n,) = #J1 con

31 = {(jlla--'ajrnr) € {17---7r}n ’ jll = 17 ]zk 7&2 para (Zak) # (171) y

#H g | g =i} =mn; para 1 < i < r}.

Recordando que 0 es el cardinal del conjunto Jy definido en (3.5)), para finalizar la
demostracion, es suficiente con probar que #J; < ni1#Jo.

Definamos la siguiente funcion de J; a Jp: a cada n-upla

j: (]-aj127"'7j1n17"'7j7‘17"'7j7‘nr) 631
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le asociamos la n-upla j' € Jo que se obtiene intercambiando la primera coordenada
de j (que es un 1) con la primera que es diferente de 1 y se encuentra después de la n;-
ésima coordenada. Tal coordenada existe pues suponemos n; < > .. n; y ademads
se encuentra entre las coordenadas ny + 1y 2n; de j. Para probar _el_lema, veamos
que cada elemento de J, es la imagen de a lo sumo n; elementos de J;. Si j’ estd en
la imagen de esta funcién, el vector formado por las n; coordenadas ny; +1,...,2n,
en j’ debe ser de la forma (1,...,1, juk,...) y la cantidad de coordenadas iguales a
1 al comienzo del mismo puede variar entre 1 y n;. Concluimos entonces que hay a
lo sumo n; n-uplas en la preimagen de j', ya que cada una de ellas puede obtenerse
intercambiando la primera coordenada de j’ con alguna de estas coordenadas iguales
al. o
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