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Ideales de operadores multilineales en espacios de Banach
y espacios de sucesiones

Resumen

En este trabajo de�nimos el espacio de sucesiones asociado a un ideal de operadores mul-
tilineales en espacios de sucesiones. Es decir, para cada ideal de operadores multilineales A,
para cada par de espacios de sucesiones E y F y para cada n ∈ N, asociamos un espacio de
sucesiones que lo notamos `n(A;E,F ). Vamos a utilizar dicho espacio para comparar los ideales
de operadores multilineales nucleares, integrales, extendibles y continuos en espacios de sucesio-
nes `p. También vamos a estudiar características estructurales de dichos espacios de sucesiones
�como maximalidad, minimalidad y dualidad� en relación con ciertas características del ideal
y de los espacios de sucesiones involucrados. Damos aplicaciones para los ideales de operadores
multilineales r-dominados y (E, p)-dominados.

De�nimos la propiedad de Radon-Nikodým vectorial para un ideal de operadores multi-
lineales y mostramos, bajo ciertas hipótesis, que los ideales de operadores multilineales con
dicha propiedad coinciden isométricamente con su núcleo minimal en espacios Asplund. Como
consecuencia, probamos la existencia de ciertas estructuras en algunos ideales de operadores
multilineales clásicos (existencia de bases, separabilidad o la propiedad de Radon-Nikodým).
Por otra parte, damos una demostración alternativa a dos resultados ya conocidos. Uno es la
versión vectorial del Teorema de Littlewood-Bogdanowicz-Peªczy«ski que dice que los operado-
res multilineales de c0×· · ·× c0 en Y son aproximables si y solo si Y no contiene copia de c0. El
otro dice que el ideal de operadores multilineales Pietsch-integrales coincide isométricamente
con el ideal de operadores multilineales nucleares en espacios Asplund.

Palabras clave: Ideales de operadores multilineales, espacios de sucesiones, productos
tensoriales, normas tensoriales, estructuras en productos tensoriales.



Ideals of multilinear operators on Banach spaces
and sequence spaces

Abstract

In this work we de�ne the sequence space associated with an ideal of multilinear operators
between sequence spaces. That is, for each ideal of multilinear operators A, for each pair of
sequence spaces E and F and for each n ∈ N, we associate a sequence space that we note
`n(A;E,F ). We will use that space to compare the ideals of nuclear, integral, extendible and
continuous multilinear operators between `p-spaces. We will also study structural characteris-
tics of such sequence spaces � as maximality, minimality and duality � regarding certain
characteristics of the ideal and the sequence spaces involved. We will give applications to the
ideals of r-dominated and (E, p)-dominated multilinear operators.

We de�ne the vector Radon-Nikodým property for an ideal of multilinear operators and
show, under certain assumptions, that the ideals of multilinear operators with that property
coincides isometrically with its minimal kernel on Asplund spaces. As a consequence, we prove
the existence of certain structures in some classical ideals of multilinear operators (existence
of bases, separability or the Radon-Nikodým property). Furthermore, we give an alternative
proof of two results already known. One is the vector version of the theorem of Littlewood-
Bogdanowicz-Peªczy«ski that says that the multilinear operators from c0 × · · · × c0 to Y are
aproximables if and only if Y does not contain a copy of c0. The other one says that the
ideal of multilinear operators Pietsch-integral coincides isometrically with the ideal of nuclear
multilinear operators on Asplund spaces.

Keywords: Ideals of multilinear operators, sequence spaces, tensor products, tensor
norms, structures on tensor products.
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Introducción

En 1920, Stefan Banach presenta su tesis doctoral [Ban22], en la que de�ne los espacios
de tipo (B), como espacios vectoriales normados y completos. A partir de 1928, Fréchet los
llama espacios de Banach. Ejemplos de dichos espacios ya se conocían: C[a, b], el espacio de las
funciones continuas en el intervalo [a, b] (Hadamard, 1903); L2[a, b], el espacio de las funciones
de cuadrado integrable (Fréchet y Riesz, 1907) y su generalización Lp[a, b], para 1 < p <
∞ (Riesz, 1909), etc. En particular, la teoría de los espacios `p, el espacio de las sucesiones
absolutamente p-sumantes, había sido desarrollada por Riesz en 1913. Más adelante, en el año
1934, Köthe y Toeplitz publican el libro �Lineare Räume mit unendlich vielen Koordinaten
und Ringe unendlicher Matrizen� [KT34] donde desarrollan una teoría general de espacios de
sucesiones (luego usada fundamentalmente para el estudio de espacios localmente convexos).

En 1932, Banach publica su libro �Théorie des opérations linéaires�[Ban32] ([Ban32t] tra-
ducción al inglés) que puede considerarse el punto de partida de la teoría de espacios de Banach
y uno de los libros más importantes del Análisis Funcional. En este libro se de�nen, entre otros,
los conceptos de isomor�smo, isometría, metric surjection, distancia de Banach-Mazur y di-
versas nociones sobre sucesiones en espacios de Banach. En esa misma década, se estudian los
espacios de formas y operadores lineales, es decir, el espacio de funciones lineales continuas
de un espacio de Banach en el cuerpo de escalares y el espacio de funciones lineales continuas
entre espacios de Banach, respectivamente. Por consiguiente, se estudia el espacio dual X ′ de
un espacio de Banach X, sus relaciones y sus propiedades, como también se demuestran los
teoremas de la aplicación abierta, del grá�co cerrado y de extensión de Hahn-Banach, pilares
fundamentales de la teoría.

Los productos tensoriales aparecen por primera vez en el Análisis Funcional en una se-
rie de trabajos de Murray y Von Neumann sobre operadores en espacios de Hilbert en la
década del '30. Pero es Schatten en la década del '40 (luego Schatten-Von Neumann) quien
realiza un estudio de productos tensoriales en espacios de Banach en las publicaciones �The
cross-space of linear transformations� (I, II y III) y en el libro �A theory of cross-spaces� (ver
[Sch43, Sch46, SVN46, SVN48, Sch50]). Ya en el primero de esta serie de trabajos [Sch43],
Schatten de�ne la norma tensorial (cross norm) más grande y la norma tensorial más chica �
actualmente denominadas norma proyectiva π y norma inyectiva ε� como también las normas
tensoriales llamadas �razonables�, que son aquellas mayores que la norma inyectiva y menores
que la norma proyectiva, con las que usualmente se trabaja. Pero el paso fundamental lo da
Grothendieck en �Résumé de la théorie métrique des produits tensoriels topologiques� [Gro53]
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y en su tesis doctoral �Produits tensoríels topologiques et espaces nucléaires� [Gro55]. Dichos
trabajos contienen una teoría general sobre normas en productos tensoriales entre espacios de
Banach. En ellos se describen distintas maneras de construir nuevas normas tensoriales a partir
de normas conocidas y se estudia la dualidad entre estas normas. Además, se sientan las bases
de lo que hoy se llama �teoría local�, es decir, el estudio de espacios de Banach en términos de
sus subespacios de dimensión �nita. Quizás por su difícil lectura el trabajo de Grothendieck
en esta área no fue reconocido por muchos años, hasta que en 1968 Lindenstrauss y Peªcy«ski
en �Absolutely summing operators in Lp-spaces and their applications� [LP68] redescubrieron
el trabajo de Grothendieck y le dieron el merecido reconocimiento. El objetivo de Lindentrauss
y Peªczy«ski era �traducir� el Résumé de Grothendieck a un lenguaje más moderno y com-
prensible como también dar nuevas aplicaciones a los resultados del �Résumé� sin el uso de los
productos tensoriales. Así dan una nueva interpretación del �théorème fondamental de la théo-
rie métrique des produits tensoriels� (el resultado más importante del Résumé y el único con
demostración) como una desigualdad entre matrices en espacios de Hilbert, que hoy es conocida
como la desigualdad de Grothendieck. Además presentan aplicaciones de esta desigualdad so-
bre operadores absolutamente p-sumantes. Estos operadores, que habían sido de�nidos un año
antes por Pietsch [Pie67], son el punto de partida para que él, junto a su escuela de analistas
funcionales en Jena, desarrollara el estudio de los ideales de operadores. Es importante remarcar
que la teoría la exponen de manera categórica, es decir, mediante construcciones generales y
propiedades universales pero sin el uso de los productos tensoriales. Este estudio culmina con
la publicación del libro �Operator ideals� [Pie80], uno de los más importantes en esta área del
Análisis Funcional, que presenta de forma enciclopédica lo conocido hasta ese momento.

Grothendieck en su Résumé plantea la conjetura de que las normas proyectiva e inyectiva
nunca resultan equivalentes en el producto tensorial de dos espacios de Banach de dimensión
in�nita. Sin embargo, Pisier en 1983 [Pis83] resuelve la conjetura por la negativa, construyendo
un espacio de Banach de dimensión in�nita X que satisface X ⊗π X = X ⊗ε X. En 1986, Pi-
sier publica el libro �Factorization of linear operators and geometry of Banach spaces� [Pis86]
en donde presenta los resultados que se generaron a partir del Résumé desde el artículo de
Lindenstrauss y Peªcy«ski en adelante. Este trabajo de Pisier motiva que muchos matemáti-
cos comenzaran a usar las técnicas tensoriales (relegadas hasta ese momento) que permiten
establecer una dualidad entre normas/productos tensoriales en espacios de Banach e ideales de
operadores. Esta dualidad representa una herramienta fundamental en el desarrollo de esta teo-
ría ya que da nuevos y provechosos enfoques para atacar un mismo problema. En 1993, Defant
y Floret publican el libro �Tensor norms and Operators ideals� [DF93], en el que describen la
teoría de productos tensoriales y la teoría de ideales de operadores en conjunto. Este compendio
es uno de los libros más in�uyentes en esta área del Análisis Funcional y representa el punto
de partida para que los investigadores utilicen ambos lenguajes indistintamente.

En el mencionado libro �Théorie des opérations linéaires�, Banach plantea la necesidad de
desarrollar una teoría para operadores no lineales y anticipa su proyecto de escribir un segundo
tomo con estos contenidos. Lamentablemente, muere en 1945 sin haber podido realizarlo. De
todas maneras, diversos autores �Fréchet, Gateaux, Michal, Nachbin entre otros� se abocan
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a ese objetivo y comienzan a desarrollar las teorías de operadores multilineales y polinomios en
espacios de Banach como una herramienta para el estudio de funciones holomorfas en espacios
de dimensión in�nita (ver [Muj86, Din99]). En 1984, Pietsch presenta �Ideals of multilinear
functionals (designs of a theory)� [Pie84] donde extiende el concepto de ideal de operadores
(lineales) al de ideal de formas multilineales y sienta las bases para su desarrollo futuro. Dice: �En
orden de extender esta maquinaria (lineal) al caso no lineal, consideramos �como primer paso�
ideales de funcionales multilineales. Luego, generalizando este escenario de valores escalares,
podemos de�nir ideales de operadores multilineales. Finalmente, resulta natural el introducir
las clases de funciones a valores vectoriales sobre espacios de Banach que son diferenciables
u holomorfas tales que sus derivadas de Fréchet tienen propiedades especiales�. Básicamente,
un ideal de operadores es un subespacio del espacio de operadores continuos que es cerrado al
componerlo con operadores lineales y donde se tiene de�nida una norma que hace del subespacio
un espacio de Banach.

Una forma de describir las relaciones entre distintos ideales de operadores y también la
estructura interna de cada uno de ellos es estudiarlos sobre los espacios de Banach más simples:
espacios `p (no sólo por simpleza, sino porque se pueden deducir propiedades generales a partir
del comportamiento en dichos espacios). Más aún, podemos estudiar cierta clase de operadores
que tienen sentido en espacios de sucesiones llamados operadores diagonales. En los trabajos de
Carl [Carl76], König [Kon75] y Pietsch [Pie80] para espacios `p y en el de Garling [Gar74] para
espacios de sucesiones generales, se estudian los operadores lineales diagonales y se de�ne el
concepto de �limit order�, que resulta ser una herramienta útil para poder comparar diferentes
ideales. En [CDS06] y en [CDS07] se extiende el concepto de limit order para formas multilineales
y se estudian los ideales de formas multilineales nucleares, integrales, extendibles, r-dominados,
multiple sumantes y continuas sobre espacios `p. En pocas palabras, el limit order de un ideal de
operadores (lineales o multilineales) indica el �tamaño máximo� que pueden tener los coe�cientes
de un operador diagonal para pertenecer al ideal. Más precisamente, dado α = (αk)k∈N una
sucesión de escalares, llamamos Tα ∈ L(n`p; `q) al operador n-lineal diagonal asociado a α, que
está dado por

Tα(x1, . . . , xn) =
(
αk · x1(k) · · · xn(k)

)
k∈N.

Si A es un ideal de operadores n-lineales y 1 ≤ p, q ≤ ∞, el limit order se de�ne como

λn(A; p, q) = ı́nf
{
λ : para cada α ∈ `1/λ, Tα ∈ A(n`p; `q)

}
.

Por otro lado, dado un ideal de operadores A podemos considerar dos ideales asociados
a este: el ideal más chico y el ideal más grande que coincide con A sobre subespacios de
dimensión �nita. Se los llama Amin y Amax, respectivamente. A partir de estas de�niciones
surge una pregunta natural, ¾bajo qué condiciones se tiene que Amin = Amax? Esto es lo que se
denomina un resultado de coincidencia. En 1977, Lewis estudia problemas de esta naturaleza
en el contexto lineal [Lew77], que en términos de normas y productos tensoriales se traducen
en coincidencias de la forma X ′⊗̃αY ′ = (X⊗̃α′Y )′. Basados en sus resultados, Carando y
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Galicer [CG11] estudian un problema análogo en el contexto de ideales de formas multilineales
y de polinomios homogéneos con valores escalares. En ambos casos, dos de los ingredientes
fundamentales son la extendibilidad del ideal y la propiedad de Radon-Nikodým para normas
tensoriales.

Comenzamos la investigación de esta tesis proponiendo una generalización del concepto de
limit order. De�nimos el espacio de sucesiones asociado a un ideal, que nos permite describir
explícitamente los elementos diagonales presentes en cada ideal. Además, a diferencia del limit
order, podemos de�nirlo para espacios de sucesiones cualesquiera (no necesariamente espacios
`p). Especí�camente, para un ideal de operadores n-lineales A y espacios de sucesiones E y F ,
de�nimos el espacio de sucesiones asociado como

`n(A;E,F ) = {α ∈ `∞ : Tα ∈ A(nE;F )} ,

donde Tα es el operador diagonal asociado a α.
Uno de los teoremas centrales del Análisis Funcional es el Teorema de Hahn-Banach, que

dice que toda forma lineal sobre un espacio de Banach se extiende a cualquier superespacio,
preservando su norma. El hecho de que este teorema no se pueda generalizar al contexto de
operadores lineales, multilineales o polinomiales sobre espacios de Banach, ni siquiera relajando
la condición de preservar la norma, generó gran cantidad de líneas de investigación sobre este
tema como puede verse, por ejemplo, en los trabajos [KR98, Car99, CZ99, CGJ01, Car01, CL05,
JPPGV07, CS14]. Una de estas líneas se re�ere al estudio de operadores extendibles, que son
los que sí se extienden a cualquier superespacio. En relación a esto, nuestro enfoque se centra en
estudiar la relación sobre espacios `p del ideal de operadores multilineales extendibles con otros
ideales de operadores multilineales habitualmente estudiados: nucleares, integrales, acotados.
Es importante notar que en [Vil03] se prueba que si el espacio de llegada de un operador
multilineal está complementado en su bidual (por ejemplo si es un espacio dual, como son los
espacios `p), entonces los operadores multilineales Pietsch y Grothendieck integrales coinciden.
En este caso, los llamamos integrales y los notamos con I(n`p; `q). Sabiendo que los operadores
multilineales nucleares son integrales (considerando medidas atómicas) y que los operadores
multilineales integrales son extendibles [CL05], se tiene la siguiente cadena de inclusiones entre
los ideales de operadores multilineales

N (n`p; `q) ⊆ I(n`p; `q) ⊆ E(n`p; `q) ⊆ L(n`p; `q),

que se traduce en la siguiente cadena de inclusiones entre los espacios de sucesiones asociados
a cada uno de ellos

`n(N ; p, q) ⊆ `n(I; p, q) ⊆ `n(E ; p, q) ⊆ `n(L; p, q).

A partir de estas inclusiones, nos preguntamos cuándo (es decir, para qué valores de p, q y n)
los operadores multilineales diagonales extendibles son �lo máximo posible� (i.e. los operadores
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multilineales continuos son extendibles) y cuándo son �lo mínimo posible� (i.e. los operadores
multilineales extendibles son integrales).

A continuación, buscamos dar una teoría general sobre el espacio de sucesiones asociado a un
ideal de operadores multilineales en espacios de sucesiones cualesquiera y estudiamos relaciones
estructurales que vinculan al ideal con los espacios de sucesiones involucrados. Las propiedades
en las que nos concentramos son las que se re�eren a maximalidad, minimalidad, dualidad y a
algunas relaciones con espacios de sucesiones asociados a ideales de operadores lineales.

Por último, atacamos el problema de buscar condiciones bajo las cuales un ideal A coincide
isométricamente con su núcleo minimal Amin. De�nimos la propiedad de Radon-Nikodým para
ideales de operadores multilineales en el sentido de [Lew77, CG11] (donde se dan propiedades
similares para normas tensoriales) del siguiente modo: Dado Y un espacio de Banach, decimos
que un ideal de operadores n-lineales A tiene la Y -propiedad de Radon-Nikodým si la aplicación
natural (

`1(J1)⊗̃ . . . ⊗̃`1(Jn)⊗̃Y ;α
) 1
� A

(
c0(J1), . . . , c0(Jn);Y

)
,

resulta una metric surjection para todo J1, . . . , Jn conjuntos de índices. Esta de�nición está
relacionada con un resultado de coincidencia en espacios c0. Es decir, si A tiene la Y -propiedad
de Radon-Nikodým entonces se tiene que

A
(
c0(J1), . . . , c0(Jn);Y

) 1
= Amin

(
c0(J1), . . . , c0(Jn);Y

)
para todo J1, . . . , Jn conjuntos de índices (donde

1
= quiere decir isomor�mo isométrico). En el

caso en que un ideal A tenga la Y -propiedad de Radon-Nikodým para todo espacio de Banach
Y , decimos que el ideal A tiene la propiedad de Radon-Nikodým vectorial. Vamos a usar esta
propiedad para poder extender el resultado de coincidencia mencionado sobre espacios c0 a un
resultado de coincidencia sobre espacios Asplund.

A continuación, pasamos a describir los contenidos de cada capítulo.

Capítulo 1: Preliminares

Este capítulo contiene el material necesario para comprender esta tesis. Introducimos las
notaciones, de�niciones y resultados básicos sobre ideales de operadores multilineales y presen-
tamos los ideales con los que trabajaremos en los demás capítulos. Damos las de�niciones de
los productos y las normas tensoriales y mostramos la dualidad entre los ideales de operado-
res multilineales y los productos tensoriales. Resumimos también las notaciones y resultados
básicos sobre espacios de sucesiones e intruducimos conceptos de maximalidad, minimalidad y
dualidad tanto para ideales de operadores multilineales como para espacios de sucesiones.

Capítulo 2: Operadores y formas multilineales diagonales en espacios `p

De�nimos el espacio de sucesiones asociado a un ideal de formas y operadores multilineales
en espacios `p. En la primera sección de este capítulo mostramos en términos del espacio de
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sucesiones asociado los resultados sobre limit order de ideales de formas multilineales nucleares,
integrales, extendibles y continuos que se encuentran en [CDS06] y en [CDS07]. En el caso
del espacio de sucesiones asociado al ideal de operadores multilineales extendibles, pudimos
caracterizar explícitamente el caso 1 < p < 2, desconocido hasta el momento. Especí�camente,
probamos, en Proposición 2.1.5, que `n(E ; p) = `p′/2 para 1 < p < 2. Este proceso nos devela
también un comportamiento inesperado de las formas multilineales diagonales: mientras que
cuando toda forma n-lineal en X1 × · · · × Xn es extendible, resulta que toda forma (n − 1)-
lineal en (n − 1) de esos espacios debe ser extendible, este comportamiento no se mantiene
al restringirnos a formas n-lineales diagonales. En virtud del Lema 2.1.4, toda forma trilineal
diagonal en `1 × `1 × `2 es extendible, pero existen formas bilineales diagonales en `1 × `2 no
extendibles.

En la segunda sección de este capítulo nos abocamos al estudio de las sucesiones asociadas
a ideales en el contexto vectorial. Caracterizamos estos espacios para los ideales de operadores
multilineales nucleares, integrales, extendibles y continuos de `p×· · ·× `p en `q. Únicamente en
el caso de los operadores extendibles cuando 1 < p < 2 nuestra descripción no es completa pero
obtenemos aproximaciones que de todas maneras nos sirven para poder comparar si los elemen-
tos diagonales de cada ideal coinciden o no. Para conseguir estos resultados usamos las normas
tensoriales asociadas a los ideales y la dualidad entre productos tensoriales e ideales de ope-
radores multilineales como también ciertos aspectos de la teoría de operadores absolutamente
sumantes.

Capítulo 3: Operadores multilineales en espacios de sucesiones

En la primera sección de este capítulo de�nimos, para E y F espacios de sucesiones, el
espacio de sucesiones `n(A;E,F ) asociado a un ideal A de operadores multilineales de E×· · ·×E
en F . Demostramos, para el ideal de los extendibles E , que `n(E ; p, F ) = F para todo p ≥ 2 y
cualquier F . Además, relacionamos el espacio de sucesiones asociado a un ideal con un cierto
espacio de multiplicadores. En particular, mostramos que para los operadores multilineales
continuos vale que `n(L;E,F×)

1
= M(F, `n(L;E)) y que si el espacio F es n-convexo se tiene

que `n(L;E,F ) también lo es.
En la segunda sección obtenemos una versión del density lemma para operadores multi-

lineales diagonales en ideales maximales que resulta una herramienta fundamental para po-
der dar resultados generales sobre maximalidad (ver [DF93, Section 13.4]). Demostramos que

`n(A;E,F )max
1
= `n(Amax;E,F××), de donde se deduce que si el ideal A y el espacio F son ma-

ximales, entonces el espacio `n(A;E,F ) es maximal. También probamos los resultados análogos

sobre minimalidad, es decir, que `n(A;E,F )min
1
= `n(Amin;E,Fmin) y que si el ideal A y el

espacio F son minimales, entonces el espacio `n(A;E,F ) es minimal.
En la tercera sección, desarrollamos la dualidad entre el espacio de sucesiones asociado a

un ideal A y el espacio de sucesiones asociado a su adjunto A∗. Probamos que `n(A;E,F )×
1
=

`n(A∗;E×, F×) y que si A y F son maximales, entonces `n(A;E,F )
1
= `n(A∗;E×, F×)×.

En la cuarta sección, presentamos aplicaciones de los resultados obtenidos en las secciones
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anteriores. Mostramos que a partir de los resultados generales podemos deducir los espacios de
sucesiones asociados a los ideales de operadores multilineales nucleares e integrales (obtenidos
en el Capítulo 2 por otro camino). Relacionamos el espacio de sucesiones del ideal de opera-
dores multilineales r-dominados con el espacio de sucesiones asociado al ideal de operadores
lineales absolutamente r-sumantes. Obtenemos teoremas de inclusión y composición para el
ideal de operadores multilineales (E, p)-dominados y probamos que si los espacios X1, . . . , Xn

tienen cotipo 2, entonces los operadores n-lineales (E, 1)-dominados de�nidos en X1× · · ·×Xn

coinciden con los (`n(L, `2n, E), 2)-dominados. Esto extiende un resultado de [DMM02] sobre
operadores lineales absolutamente (E, p)-sumantes. Mostramos también algunos ejemplos de
espacios de sucesiones asociados a los ideales de operadores multilineales integrales y continuos
sobre espacios de Lorentz.

Capítulo 4: Resultados de coincidencia entre un ideal y su núcleo minimal

Comenzamos este capítulo de�niendo, para un ideal de operadores multilineales A, la Y -
propiedad de Radon-Nikodým y la propiedad de Radon-Nikodým vectorial. Demostramos que
L(nc0;Y ) = Lapp(nc0;Y ) si y solo si Y no contiene una copia de c0, lo que puede verse
como la versión vectorial del conocido teorema de Littlewood-Bogdanowicz-Peªczy«ski (ver
[Lit30, Bog57, Pel57] y también [Din99]) que establece que toda forma multilineal T : c0 ×
· · · × c0 → K es aproximable. Utilizamos aquel resultado para probar el teorema princi-
pal del capítulo que establece que para ideales extendibles (ideales en donde todo opera-
dor multilineal puede extenderse a cualquier superespacio del dominio) que tienen la propie-
dad de Radon-Nikodým vectorial vale que Amin(X1, . . . , Xn;Y ) coincide isométricamente con
A(X1, . . . , Xn;Y ) si X1, . . . , Xn son espacios Asplund. Este resultado generaliza lo probado por
Lewis (ver [DF93, Theorem 33.3]) para ideales de operadores lineales y por Carando y Galicer
(ver [CG11, Theorem 3.5]) para ideales de formas multilineales. También relacionamos propie-
dades intrínsecas del espacio A(X1, . . . , Xn;Y ) con propiedades de los espacios X1, . . . , Xn, Y
y de su producto tensorial como por ejemplo, la existencia de base de Schauder, la separabili-
dad, la propiedad de Radon-Nikodým y la propiedad Asplund. Demostramos que bajo ciertas
hipótesis sobre el ideal A y sobre la existencia de base de Schauder de los espacios involucrados
podemos de�nir un orden adecuado (el square ordering) para hallar una base de Schauder para
el ideal A. También probamos que bajo hipótesis adecuadas sobre el ideal A, si X ′1, . . . , X

′
n e Y

son separables, resulta A(X1, . . . , Xn;Y ) separable. Además, mostramos que para un ideal A
extendible maximal con la Y ′-propiedad de Radon-Nikodým son equivalentes que X1, . . . , Xn, Y
son Asplund, que (X1⊗̃ . . . ⊗̃Xn⊗̃Y ;α′) es Asplund y que el espacio A(X1, . . . , Xn;Y ′) tiene la
propiedad de Radon-Nikodým.

En la segunda sección, damos aplicaciones de los resultados obtenidos en la primera sección
para los ideales de operadores multilineales extendibles E y Pietsch (y Grothendieck) integrales
PI (GI). Respecto al ideal de operadores multilineales extendibles, probamos que siX1, . . . , Xn

son espacios Asplund e Y ′ no contiene una copia de c0, entonces Emin(X1, . . . , Xn;Y ′) es iso-
métricamente isomorfo a E(X1, . . . , Xn;Y ′). Es más, obtenemos que si X ′1, . . . , X

′
n e Y ′ tienen

base de Schauder, entonces los monomios con el square ordering forman una base de Schauder
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de E(X1, . . . , Xn;Y ′). Con hipótesis adicionales, deducimos resultados similares en el caso en
que el espacio de llegada no sea necesariamente un espacio dual. Por último, probamos que el
espacio E(X1, . . . , Xn;Y ′) tiene la propiedad de Radon-Nikodým si y solo si X1, . . . , Xn e Y son
espacios Asplund.

Un resultado clásico demostrado por Alencar [Ale85a] establece que el espacio de operadores
multilineales Pietsch integrales coincide isométricamente, sobre espacios Asplund, con su núcleo
minimal (es decir, con el espacio de operadores multilineales nucleares). Nosotros obtenemos
este resultado como consecuencia del teorema principal de este capítulo. Es decir, damos una
prueba independiente de este hecho sin usar la maquinaria de la teoría de medidas vectoriales
como hizo Alencar si no que usando técnicas sobre productos tensoriales y el hecho de que el
ideal PI tiene la propiedad de Radon-Nikodým vectorial. Encontramos también resultados de
coincidencia para el ideal de operadores multilineales Grothendieck-integrales.

Para �nalizar, en la tercera sección, poveemos las de�niciones necesarias y propiedades
básicas sobre ideales de polinomios homogéneos, de�nimos los ideales de polinomios homogéneos
extendibles Pe y el ideal de polinomios homogéneos Pietsch-integrales PPI . Así demostramos
los resultados de coincidencia análogos en el contexto de ideales de polinomios homogéneos.

Apéndice A

El apéndice contiene de�niciones generales y propiedades sobre espacios de Banach y ope-
radores lineales absolutamente sumantes que aparecen en resultados que comentamos a lo largo
de la tesis. Damos de�niciones y algunas propiedades sobre espacios de Banach como la de tipo
y cotipo, las propiedades de extensión y de aproximación, la propiedad de Radon-Nikodým
y la propiedad Asplund. También exponemos de�niciones y propiedades sobre bases en espa-
cios de Banach. Presentamos los conceptos de bases equivalentes, incondicionales, achicantes y
acotadamente completas, y mostramos las relaciones entre dichos conceptos y el principio de
selección de Bessaga-Peªczy«ski. Por último, de�nimos y damos los resultados más importantes
sobre los operadores lineales absolutamente sumantes como el Teorema de inclusión, el Teorema
de composición y los teoremas de dominación y de factorización de Pietsch.

Los resultados presentados en el Capítulo 2 y en el Capítulo 4 forman parte de los artículos
[CDSV14] y [GV15] de reciente publicación.



Capítulo 1

Preliminares

Este capítulo (junto con el Apéndice) contiene todo el material previo necesario para una
lectura de la tesis. Daremos las nociones básicas sobre ideales de operadores multilineales y de
productos tensoriales. Daremos también las notaciones que usaremos y mostraremos la duali-
dad entre ideales de operadores multilineales y productos �y normas� tensoriales. También
daremos las nociones básicas sobre espacios de sucesiones.

Notaciones

A lo largo de esta tesis X, Y y Z serán espacios de Banach sobre el cuerpo de escalares
K = R o C, X ′ el espacio dual de X y JX : X → X ′′ la inclusión canónica de X en su bidual.
Llamaremos BX a la bola unitaria cerrada y FIN(X) a la clase de subespacios de dimensión
�nita de X.

Notaremos L(X;Y ) al espacio de los operadores lineales continuos de X en Y provistos de la
norma supremo y usaremos las letras A, B para sus elementos. Diremos que un operador lineal
suryectivo A : X → Y es una metric surjection si vale que ‖A(x)‖Y = ı́nf {‖x̃‖X : A(x̃) = A(x)}
para todo x ∈ X y que un operador lineal I : X → Y es una isometría si ‖Ix‖Y = ‖x‖X para
todo x ∈ X.

Los símbolos
1
� y

1
↪→ indicarán una metric surjection o una isometría respectivamente.

Escribiremos X
1
= Y en el caso que X e Y sean isométricamente isomorfos (i.e. existe una

isometría suryectiva I : X → Y ). Por último, utilizaremos la notación X ↪→ Y si la inclusión

de X en Y es continua y X
≤1
↪→ Y si la inclusión de X en Y es de norma 1 pero podría no ser

una isometría.
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1.1. Ideales de Operadores Multilineales

Sean X1, . . . , Xn e Y espacios de Banach. La expresión L(X1, . . . , Xn;Y ) notará al espacio
de operadores n-lineales continuos de X1 × · · · × Xn en Y , que resulta un espacio de Banach
con la norma supremo

‖T‖L(X1,...,Xn;Y ) := sup
xi∈BXi

‖T (x1, . . . , xn)‖Y .

En el caso Y = K, notaremos L(X1, . . . , Xn) a L(X1, . . . , Xn;K) (y llamaremos formas mul-
tilineales a sus elementos). En el caso X1 = · · · = Xn = X, indicaremos L(nX;Y ) en vez de
L(X, . . . , X;Y ). Usaremos las letras R, S, T para nombrar a los operadores multilineales.

El ejemplo más simple de operador multilineal está dado por

T = x′1(·) · · ·x′n(·) · y,

donde x′i ∈ X ′i (1 ≤ i ≤ n) e y ∈ Y . Llamaremos operador multilineal de tipo �nito a los
operadores multilineales que se escriben como sumas �nitas de dichos operadores, es decir, T
es de tipo �nito si

T =
m∑
k=1

x′1,k(·) · · · x′n,k(·) · yk.

Notaremos Lf (X1, . . . , Xn;Y ) al espacio de operadores n-lineales de tipo �nito de X1×· · ·×Xn

en Y . Observemos que Lf es un subespacio de L pero no es cerrado (por lo que no resulta un
espacio de Banach). Si consideramos la clausura de Lf (X1, . . . , Xn;Y ) (con la norma supremo),
obtenemos Lapp(X1, . . . , Xn;Y ) que es espacio de los operadores n-lineales aproximables de
X1, . . . , Xn en Y .

Para la teoría de operadores multilineales (y polinomios) en espacios de Banach, nos referi-
mos a los libros de Dineen [Din99] y Mujica [Muj86]

El concepto de ideales de operadores multilineales aparece por primera vez en [Pie84], donde
Pietsch traslada lo estudiado para ideales de operadores lineales al contexto multilineal.

Un ideal normado (resp. de Banach) de operadores n-lineales continuos es un par (A, ‖ · ‖A)
que satisface las siguientes propiedades:

(i) A(X1, . . . , Xn;Y ) := A ∩ L(X1, . . . , Xn;Y ) es un subespacio lineal de L(X1, . . . , Xn;Y )
para todo X1, . . . , Xn, Y y ‖ · ‖A es una norma que hace del par

(
A(X1, . . . , Xn;Y ), ‖ · ‖A

)
un espacio normado (resp. de Banach).

(ii) Si Bj ∈ L(Xj;Zj) para 1 ≤ j ≤ n, T ∈ A(Z1, . . . , Zn;U) y A ∈ L(U ;Y ) entonces
A ◦ T ◦ (B1, . . . , Bn) ∈ A(X1, . . . , Xn;Y ) y

‖A ◦ T ◦ (B1, . . . , Bn)‖A ≤ ‖A‖ · ‖T‖A · ‖B1‖ · · · ‖Bn‖.
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(iii) Dados λ1, . . . , λn ∈ K, la aplicación (λ1, . . . , λn) 7→ λ1 · · ·λn pertenece a A(nK;K) y tiene
norma 1.

Observemos que en el caso que Y = K obtenemos ideales de formas multilineales y si n = 1
obtenemos ideales de operadores lineales.

Notemos que L es trivialmente un ideal (de Banach) de operadores multilineales y que Lf
y Lapp también resultan ideales de operadores multilineales con la diferencia que Lapp es un
espacio de Banach y Lf no lo es.

Otro ejemplo de ideal provisto de la norma usual es el ideal de los operadores multi-
lineales débilmente secuencialmente continuos que lo notamos Lwsc. Recordemos que T ∈
Lwsc(X1, . . . , Xn;Y ) si para toda sucesión débilmente convergente xk,j

w−→ xk en Xk (1 ≤
k ≤ n), se veri�ca que T (x1,j, . . . , xn,j)→ T (x1, . . . , xn) en Y .

Es importante remarcar que para de�nir un ideal de operadores multilineales es de relevancia
tanto dar la forma de sus elementos como de�nir la norma que se va a utilizar. A continuación
veremos otros ejemplos de ideales donde la norma de�nida no es la del supremo, sino una norma
particular para que, en cada caso, el espacio de�nido resulte un espacio de Banach con dicha
norma.

Operadores multilineales Nucleares.

Un operador multilineal T ∈ L(X1, . . . , Xn;Y ) se dice nuclear si puede escribirse como

T (x1, . . . , xn) =
∑
k∈N

x′1,k(x1) · · ·x′n,k(xn) · yk, (1.1)

donde x′i,k ∈ X ′i e yk ∈ Y para todo k ∈ N y 1 ≤ i ≤ n y satisfacen que∑
k∈N

‖x′1,k‖ · · · ‖x′n,k‖ · ‖yk‖ <∞.

El espacio de operadores n-lineales nucleares lo notamos N (X1, . . . , Xn;Y ) y resulta un
ideal de operadores multilineales de Banach si consideramos la norma

‖T‖N (X1,...,Xn;Y ) := ı́nf

{∑
k∈N

‖x′1,k‖ · · · ‖x′n,k‖ · ‖yk‖

}
,

donde el ín�mo se toma sobre todas las representaciones nucleares de T como en (1.1).

Operadores multilineales Integrales.

En este caso de�niremos dos tipos de operadores integrales. Decimos que un operador
multilineal T ∈ L(X1, . . . , Xn;Y ) es Pietsch integral (resp. Grothendieck integral) si existe
una medida regular boreliana µ de variación acotada en (BX′1

×· · ·×BX′n ;w∗) con valores
en Y (resp. en Y ′′) tal que T admite una representación integral de la forma

T (x1, . . . , xn) =

∫
BX′1

×···×BX′n

x′1(x1) · · ·x′n(xn) dµ(x′1, . . . , x
′
n) (1.2)
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para todo xk ∈ Xk.

Los espacios de operadores n-lineales Pietsch integrales y Grothendieck integrales los
notamos PI(X1, . . . , Xn;Y ) y GI(X1, . . . , Xn;Y ) respectivamente y resultan ideales de
operadores multilineales de Banach si consideramos la norma integral de T como el ín�mo
de las variaciones de µ, tomado sobre todas las medidas µ donde T puede escribirse como
en (1.2) y la notamos con ‖T‖PI(X1,...,Xn) (resp. ‖T‖GI(X1,...,Xn)).

Operadores multilineales Extendibles

Un operador multilineal T ∈ L(X1, . . . , Xn;Y ) se dice extendible si para todo superespacio
Zi ⊇ Xi (1 ≤ i ≤ n), existe una extensión T̃ ∈ L(Z1, . . . , Zn;Y ) de T . Notamos con
E(X1, . . . , Xn;Y ) al espacio de operadores n-lineales y resulta un ideal de operadores
multilineales de Banach con la norma dada por en ín�mo de las constantes C > 0 tales
que para todo Zi ⊇ Xi existe una extensión T̃ ∈ L(Z1, . . . , Zn;Y ) con ‖T̃‖ ≤ C y la
notamos ‖T‖E(X1,...,Xn;Y ).

La de�nición de este ideal de operadores multilineales fue introducida por P. Kirwan y
R. Ryan [KR98] en el contexto de ideales de polinomios homogéneos.

En el contexto de operadores lineales, una clase sumamente importante es la de los operado-
res absolutamente p-sumantes (ver de�nición y resultados en Apéndice A.2). Aparecieron por
primera vez a �nes de la década del 60 en dos trabajos fundamentales [Pie67, LP68]. En este
último, surge esta clase de operadores al reinterpretar el famoso Résumé de la théorie métrique
des produits tensoriels topologiques de Grothendieck [Gro53]. En el libro de Diestel, Jarchow
y Tonge [DJT95] se resumen muchos de los resultados obtenidos hasta ese momento sobre los
operadores absolutamente sumantes y se muestra que hay cuatro resultados fundamentales en
la teoría de los operadores lineales absolutamente p-sumantes que son: El Teorema de inclu-
sión, el Teorema de composición y los teoremas de Factorización y de Dominación de Pietsch.
A partir de estas propiedades surgen en el contexto multilineal muchas extensiones posibles
para los operadores absolutamente p-sumantes donde se intenta que se siga veri�cando alguna
de las propiedades fundamentales �por ejemplo los operadores multilineales dominados fueron
de�nidos para que cumplan el teorema de dominación� (ver [CP07, PG05]). A continuación
veremos algunos ejemplos de dichas extensiones, para ello, necesitamos de�nir la norma fuerte
y la norma débil para sucesiones en espacios de Banach.

Sea X un espacio de Banach, una sucesión (xk)k∈N ⊆ X se dice fuertemente p-sumable si
(‖xk‖X)k∈N ∈ `p. Llamamos `p(X) al espacio de sucesiones enX que son fuertemente p-sumables
que resulta un espacio de Banach con la norma

‖(xk)k∈N‖`p(X) = ‖(xk)k∈N‖p :=

(∑
k∈N

‖xk‖pX

)1/p

.
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Una sucesión (xk)k∈N ⊆ X se dice débilmente p-sumable si (x′(xk))k∈N ∈ `p para todo x′ ∈ X ′.
Llamamos `wp (X) al espacio de sucesiones en X que son débilmente p-sumables que resulta un
espacio de Banach con la norma

wp
(
(xk)k∈N

)
:= sup

x′∈BX′

(∑
k∈N

|x′(xk)|p
)1/p

.

Operadores multilineales absolutamente sumantes

Sean 0 < q, p1, . . . , pn <∞ tales que 1
q
≤ 1

p1
+· · ·+ 1

pn
, decimos que un operador multilineal

T ∈ L(X1, . . . , Xn;Y ) es absolutamente (q; p1, . . . , pn)-sumante si existe una constante
C > 0 tal que para todas las sucesiones �nitas x1 = (x1,i)

m
i=1 ⊆ X1,. . . , xn = (xn,i)

m
i=1 ⊆ Xn

vale que (
m∑
i=1

‖T (x1,i, . . . , xn,i)‖qY

)1/q

≤ C · wp1(x1) · · ·wpn(xn). (1.3)

Notamos Π(q;p1,...,pn)(X1, . . . , Xn;Y ) al espacio de operadores n-lineales (q; p1, . . . , pn)-
sumantes que resulta un ideal de operadores multilineales de Banach con la norma dada
por

π(q;p1,...,pn)(T ) := ı́nf
{
C > 0 : T veri�ca (1.3)

}
.

Es decir que T ∈ Π(q;p1,...,pn)(X1, . . . , Xn;Y ) si y solo si el operador n-lineal inducido
T̂ : `wp1

(X1)×· · ·×`wpn(Xn)→ `q(Y ) dado por T̂ (x1, . . . , xn) =
(
T (x1,i, . . . , xn,i)

)m
i=1

resulta

continuo. En tal caso, vale que ‖T̂ : `wp1
(X1)× · · · × `wpn(Xn)→ `q(Y )‖ = π(q;p1,...,pn)(T ).

Si p1 = · · · = pn = p (y entonces p ≤ nq), decimos que T ∈ L(X1, . . . , Xn;Y ) es
absolutamente (q; p)-sumante y lo notamos con

(
Π(q,p); π(q,p)

)
.

Operadores multilineales (q, p)-dominados

Decimos que un operador n-lineal T ∈ L(X1, . . . , Xn;Y ) es (q, p)-dominado, con p ≤ q,
si es absolutamente ( q

n
; p, . . . , p)-sumante. Es decir, si existe C > 0 tal que para todas las

sucesiones �nitas x1 = (x1,i)
m
i=1 ⊆ X1,. . . , xn = (xn,i)

m
i=1 ⊆ Xn vale que(

m∑
i=1

‖T (x1,i, . . . , xn,i)‖q/nY

)n/q

≤ C · wp(x1) · · ·wp(xn). (1.4)

Se denota D(q,p)(X1, . . . , Xn;Y ) al espacio de operadores n-lineales (q, p)-dominados que
resulta un ideal de operadores multilineales de Banach con la norma dada por

D(q,p)(T ) = ı́nf
{
C > 0 : T veri�ca (1.4)

}
.

En el caso que p = q = r, decimos que T es r-dominado lo notamos
(
Dr, Dr

)
.
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Operadores multilineales Multiple r-sumantes

Decimos que un operador n-lineal T ∈ L(X1, . . . , Xn;Y ) es múltiple r-sumante si existe
C > 0 tal que para toda elección de sucesiones �nitas x1 = (x1,i1)m1

i1=1 ⊆ X1, . . . , xn =
(xn,in)mnin=1 ⊆ Xn vale que(

m1,...,mn∑
11,...,in=1

‖T (x1,i1 , . . . , xn,in)‖rY

)1/r

≤ C · wr(x1) · · ·wr(xn). (1.5)

Se denotaMr(X1, . . . , Xn;Y ) al espacio de operadores n-lineales múltiple r-sumantes que
resulta un ideal de operadores multilineales de Banach con la norma dada por

Mr(T ) := ı́nf
{
C > 0 : T veri�ca (1.5)

}
.

La de�nición de este ideal de operadores multilineales fue introducida independientemente
por M. Matos [Mat03] y por F. Bombal, D. Pérez-García y I. Villanueva [BPGV04].

Operadores multilineales fuertemente (q, p)-sumantes

Decimos que un operador n-lineal T ∈ L(X1, . . . , Xn;Y ) es fuertemente (q, p)-sumante,
con p ≤ q, si existe C > 0 tal que para todas las sucesiones �nitas x1 = (x1,i)

m
i=1 ⊆ X1,. . . ,

xn = (xn,i)
m
i=1 ⊆ Xn vale que(

m∑
i=1

‖T (x1,i, . . . , xn,i)‖qY

)1/q

≤ C · sup
φ∈BL(X1,...,Xn)

(
m∑
i=1

|φ(x1,i, . . . , xn,i)|p
)1/p

. (1.6)

Se denota S(q,p)(X1, . . . , Xn;Y ) al espacio de operadores n-lineales fuertemente (q, p)-
sumantes que resulta un ideal de operadores multilineales de Banach con la norma dada
por

S(q,p)(T ) := ı́nf
{
C > 0 : T veri�ca (1.6)

}
.

Si p = q, decimos que T es fuertemente p-sumante y lo notamos con
(
Sp, Sp

)
.

La de�nición de este ideal de operadores multilineales fue introducida por V. Dimant
[Dim03].

1.1.1. Núcleo minimal

El núcleo minimal de un ideal de operadores n-lineales (A, ‖ · ‖A) es el ideal de composición

Amin := F ◦ A ◦ (F, . . . ,F)
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donde F representa el ideal de operadores lineales aproximables, es decir, un operador n-lineal
T pertenece a Amin(X1, . . . , Xn;Y ) si admite una factorización de la forma

X1 × · · · ×Xn
T //

(B1,...,Bn)
��

Y

Z1 × · · · × Zn S // U

A

OO , (1.7)

donde los espacios Z1, . . . , Zn, U son espacios de Banach, los operadores lineales A,B1, . . . , Bn

son aproximables y el operador multilineal S ∈ A(Z1, . . . , Zn;U). La norma minimal de T viene
dada por

‖T‖Amin := ı́nf
{
‖A‖F · ‖S‖A · ‖B1‖F · · · ‖Bn‖F

}
,

donde el ín�mo se toma sobre todas las factorizaciones como en (1.7).
Se tienen las siguientes propiedades, que pueden encontrarse en [Flo01]

1. Amin ⊆ A con ‖ · ‖A ≤ ‖ · ‖Amin .

2. (Amin)min
1
= Amin.

3. Amin es el ideal de operadores n-lineales más chico que satisface

Amin(M1, . . . ,Mn;N)
1
= A(M1, . . . ,Mn;N) para todo M1, . . .Mn, N ∈ FIN .

4. Si X ′1, . . . , X
′
n e Y tienen propiedad de aproximación métrica (ver de�nición en Apéndice

A.1), entonces se tiene que Amin(X1, . . . , Xn;Y )
1
↪→ A(X1, . . . , Xn;Y ).

Además Amin(X1, . . . , Xn;Y )
1
= Lf (X1, . . . , Xn;Y )

‖·‖A
.

Decimos que A es minimal si (A, ‖ · ‖A)
1
= (Amin, ‖ · ‖Amin).

Por ejemplo, los ideales de operadores multilineales aproximables y nucleares son minimales.
Es más, se tiene que (GI)min = (PI)min = N y (L)min = Lapp

(ver [Mur10] para la versión polinomial de estas igualdades).

1.1.2. Cápsula maximal

Sea (A, ‖ · ‖A) un ideal de operadores n-lineales, para cada T ∈ L(X1, . . . , Xn;Y ) se de�ne
la norma

‖T‖Amáx := sup
{
‖QY

L ◦ T ◦ (IX1
M1
, . . . , IXnMn

)‖A : Mi ∈ FIN(Xi), L ∈ COFIN(Y )
}
,

donde IXM : M → X es la inclusión de M en X, QY
L : Y → L es la proyección de Y sobre L y

COFIN(X) representa la clase de subespacios cerrados de codimensión �nita de X. A partir
de dicha de�nición, se de�ne la cápsula maximal del ideal A como

Amáx(X1, . . . , Xn;Y ) :=
{
T ∈ L(X1, . . . , Xn;Y ) : ‖T‖Amáx <∞

}
.
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Se dice que (A, ‖ · ‖A) es maximal si (A, ‖ · ‖A)
1
= (Amáx, ‖ · ‖Amáx).

Los ideales maximales satisfacen las siguientes propiedades que se pueden encontrar en
[Flo01].

1. A ⊆ Amax con ‖ · ‖Amax ≤ ‖ · ‖A.

2. (Amax)max
1
= Amax.

3. Amax es el ideal de operadores n-lineales más grande que satisface

Amax(M1, . . . ,Mn;N)
1
= A(M1, . . . ,Mn;N) para todo M1, . . .Mn, N ∈ FIN .

4. Si A1, . . .An,B son ideales de operadores maximales y A es maximal, entonces B ◦ A ◦
(A1, . . . ,An) es maximal.

5. (Amax)min
1
= Amin y (Amin)max

1
= Amax.

Por ejemplo, L, GI, Dr, Ir son maximales y se tienen las siguientes relaciones (N )max = GI
y (Lapp)max = L.

Para ver que Dr e Ir son maximales es necesario usar el Teorema de representación para
ideales maximales que veremos más adelante (ver Teorema 1.2.3).

1.2. Productos y normas tensoriales

Sean X1, . . . , Xn espacios de Banach, notamos con X1 ⊗ · · · ⊗ Xn = ⊗ni=1Xi su producto
tensorial y con

∑m
j=1 λj · x1,j ⊗ · · · ⊗ xn,j a sus elementos. Observemos que cuando el cuerpo en

el que estamos trabajando es el de los números complejos, los escalares no son necesarios en la
expresión anterior. Por simplicidad, usaremos la notación compleja aunque los resultados valen
también para el caso real.

El producto tensorial ⊗ni=1Xi identi�ca operadores n-lineales de X1 × · · · × Xn en Y con
operadores lineales de ⊗ni=1Xi en Y

L(X1, . . . , Xn;Y ) = L(⊗ni=1Xi;Y ), T  TL,

donde TL(
∑m

j=1 x1,j ⊗ · · · ⊗ xn,j) =
∑m

j=1 T (x1,j, . . . , xn,j).
Por otro lado, hay una identi�cación canónica entre el espacio Lf (X1, . . . , Xn;Y ) y el produc-

to tensorial ⊗ni=1X
′
i⊗Y . En efecto, dado un operador de tipo �nito T =

∑m
j=1 x

′
1,j(·) · · ·x′n,j(·) ·

yj ∈ Lf (X1, . . . , Xn;Y ) decimos que el tensor z :=
∑m

k=1 x
′
1,j ⊗ · · · ⊗ x′n,j ⊗ yj representa a T .

Análogamente, dado z =
∑m

j=1 x
′
1,j ⊗ · · · ⊗ x′n,j ⊗ yj ∈ ⊗ni=1X

′
i ⊗ Y , siempre representa a un

operador n-lineal de tipo �nito (por ejemplo representa a T =
∑m

j=1 x
′
1,j(·) · · ·x′n,j(·) · yj).

Dados operadores lineales Ai ∈ L(Xi;Yi) con 1 ≤ i ≤ n, podemos considerar el operador
lineal (A1⊗ · · · ⊗An) : ⊗ni=1Xi → ⊗ni=1Yi de�nido en los tensores elementales como (A1⊗ · · · ⊗
An)(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = A1(x1)⊗ · · · ⊗ An(xn) y luego extendido por linealidad a todo ⊗ni=1Xi.
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No hay una referencia general para normas tensoriales de orden n sobre productos tensoria-
les de espacios de Banach, aunque podemos encontrar la de�nición y algunas propiedades en
[FH02]. Toda la teoría que usaremos para normas tensoriales se obtienen como generalizaciones
naturales de las normas tensoriales de formas bilineales, hacemos referencia a [DF93] para dicha
teoría.

La teoría de ideales de operadores lineales está estrechamente relacionada con la teoría
de productos tensoriales de espacios de Banach. Esta relación comenzó con el trabajo de A.
Grothendieck (ver [Gro55]), quien de�nió las normas proyectiva e inyectiva en el producto
tensorial entre dos espacios de Banach X e Y .

La norma proyectiva de orden 2 está dada por

π2(z;X ⊗ Y ) := ı́nf

{
m∑
j=1

‖xj‖ · ‖yj‖ : z =
m∑
j=1

xj ⊗ yj

}
.

Y la norma inyectiva de orden 2 está dada por

ε2(z;X ⊗ Y ) := sup
x′∈BX′ ,y′∈BY ′

{∣∣∣∣∣
m∑
j=1

x′(xj) · y′(yj)

∣∣∣∣∣ : z =
m∑
j=1

xj ⊗ yj

}
.

En general los espacios (X ⊗π2 Y ) y (X ⊗ε2 Y ) no son completos por lo que notamos con(
X⊗̃π2Y

)
y con

(
X⊗̃ε2Y

)
a sus completaciones respectivamente.

Grothendieck probó el siguiente teorema que relaciona el producto tensorial de espacios de
Banach con espacios de operadores lineales en X.

Teorema 1.2.1. Sean X e Y espacios de Banach. Entonces(
X⊗̃π2Y

)′ 1
= L(X;Y ′) y

(
X⊗̃ε2Y

)′ 1
= LGI(X;Y ′),

donde LGI denota los operadores lineales Grothendieck integrales.

Estas de�niciones se generalizan de manera natural al contexto multilineal, la norma pro-
yectiva π (de orden n) se de�ne como

π(z) := ı́nf

{
m∑
j=1

‖x1,j‖ · · · ‖xn,j‖

}
,

donde el ín�mo se toma sobre todas la representaciones de z de la forma
∑m

j=1 x1,j ⊗ · · · ⊗ xn,j.
Notamos con

(
⊗ni=1 Xi; π

)
al producto tensorial provisto de la norma proyectiva. La norma

tensorial π está unívocamente determinada por la siguiente propiedad(
⊗ni=1 Xi; π

)′ 1
= L(X1, . . . , Xn)

TL ! T
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X1 × · · · ×Xn
T //

⊗
��

K

(
⊗ni=1 Xi; π

) TL

66

La norma inyectiva ε se de�ne como

ε(z) := sup
x′i∈BX′

i

∣∣∣∣∣
m∑
j=1

x′1(x1,j) · · ·x′n(xn,j)

∣∣∣∣∣ ,
donde

∑m
j=1 x1,j ⊗ · · · ⊗ xn,j es cualquier representación �ja de z. Notamos con

(
⊗ni=1 Xi; ε

)
al

producto tensorial con la norma ε y satisface, por de�nición,(
⊗ni=1 Xi; ε

) 1
↪→ L(X ′1, . . . , X

′
n).

Es decir, (
⊗ni=1 Xi; ε

) 1
↪→
(
⊗ni=1 X

′
i; π
)′
,

esto muestra que ε es de alguna forma dual a π.
Al igual que para productos tensoriales de orden 2, notamos con

(
⊗̃ni=1Xi; π

)
y con

(
⊗̃ni=1Xi; ε

)
a las completaciones de (⊗ni=1Xi; π) y de (⊗ni=1Xi; ε) respectivamente.

El siguiente resultado relaciona normas tensoriales (de orden n) con ideales de operadores
multilineales.

Teorema 1.2.2. Sean X1, . . . , Xn e Y espacios de Banach. Entonces

1. L(X1, . . . , Xn;Y )
1
= L

(
(⊗̃ni=1Xi; π);Y

)
. En particular, para formas multilineales vale que

L(X1, . . . , Xn)
1
=
(
⊗̃ni=1Xi; π

)′
.

2. L(X1, . . . , Xn;Y ′)
1
=
(
(⊗̃ni=1Xi; π)⊗π2 Y

)′ 1
=
(
⊗ni=1 Xi ⊗ Y ; π

)′
.

3. PI(X1, . . . , Xn;Y )
1
= LPI

(
(⊗̃ni=1Xi; ε);Y

)
. Lo mismo sucede para el ideal de operadores

Grothendiek integrales. En particular, aplicando el Teorema 1.2.1, se tiene que

GI(X1, . . . , Xn;Y ′)
1
= LGI

(
(⊗̃ni=1Xi; ε);Y

′) 1
=
(
(⊗̃ni=1Xi; ε)⊗̃ε2Y

)′ 1
=
(
⊗̃ni=1Xi⊗̃Y ; ε

)′
.

Se dice que α es una norma tensorial de orden n si α asigna a cada n-upla de espacios
normados (X1, . . . , Xn) una norma α ( · ;⊗ni=1Xi) en el producto tensorial ⊗ni=1Xi, que satisface

1. ε ≤ α ≤ π en ⊗ni=1Xi. (norma razonable).
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2. ‖A1 ⊗ · · · ⊗ An : (⊗ni=1Xi;α)→ (⊗ni=1Yi;α)‖ ≤ ‖A1‖ · · · ‖An‖ para todo Ai ∈ L(Xi, Yi)
(metric mapping property).

Notamos con (⊗ni=1Xi;α) al producto tensorial ⊗ni=1Xi provisto de la norma α ( · ;⊗ni=1Xi)
que no siempre resulta completo y escribimos (⊗̃ni=1Xi;α) a su completación.

Una norma tensorial α de orden n es �nitamente generada si para toda n-upla de espacios
normados (X1, . . . , Xn) y para z ∈ ⊗ni=1Xi se tiene que

α(z;⊗ni=1Xi) = ı́nf
{
α(z;⊗ni=1Mi) : Mi ∈ FIN(Xi), z ∈M1 ⊗ · · · ⊗Mn

}
.

Por ejemplo, π y ε son normas tensoriales �nitamente generadas.
Si α es una norma tensorial de orden n, se de�ne α′ la norma dual de α. Primero se la

de�ne en FIN como la norma correspondiente al dual del producto tensorial con la norma α.
Es decir, por la relación

(⊗ni=1Mi;α
′) :

1
= (⊗ni=1M

′
i ;α)′

y se extiende su de�nición a NORM (la clase de espacios normados) de la siguiente manera

α′(z;⊗ni=1Xi) := ı́nf
{
α′(z;⊗ni=1Mi) : z ∈M1 ⊗ · · · ⊗Mn

}
,

donde el ín�mo se toma sobre todos los subespacios de dimensión �nita Mi ∈ FIN(Xi) tales
que z pertenece a su producto tensorial (ver [DF93, Section 15]). Por de�nición, α′ siempre es
�nitamente generada y si α es �nitamente generada entonces vale que α′′ = α. Por ejemplo, es
sabido que π′ = ε y ε′ = π.

Dado (A, ‖ · ‖A) un ideal de operadores n-lineales, se de�ne la norma tensorial asociada a
A, como la única norma tensorial α �nitamente generada de orden n+ 1 que satisface

A(M1, . . . ,Mn;N)
1
= (M ′

1 ⊗ · · · ⊗M ′
n ⊗N ;α),

para todo Mi ∈ FIN(Xi) y todo N ∈ FIN(Y ), en este caso escribimos A ∼ α.
Es decir, dado z ∈ ⊗ni=1M

′
i ⊗N , tiene una escritura de la forma z =

∑m
j=1 x

′
1,j ⊗ · · · ⊗ x′n,j ⊗ yj,

consideramos Tz ∈ L(M1, . . . ,Mn;N) el operador n-lineal asociado a z dado por

Tz(x1, . . . , xn) =
m∑
j=1

x′1,j(x1) · · · x′n,j(xn) · yj.

La norma tensorial satisface α(z) = α(z;⊗ni=1M
′
i ⊗N) = ‖Tz‖A(M1,...,Mn;N).

Para z ∈ ⊗ni=1X
′
i ⊗ Y , de�nimos

α(z;⊗ni=1X
′
i ⊗ Y ) = ı́nf{α(z;⊗ni=1M

′
i ⊗N) : z ∈ ⊗ni=1M

′
i ⊗N},

donde Mi ∈ FIN(Xi) y N ∈ FIN(Y ).
Por ejemplo, L y Lapp están asociados a la norma ε y PI, GI, N están asociados a la

norma π. Notemos también que si A está asociado a una norma tensorial �nitamente generada,
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entonces Amin y Amax están asociados a la misma norma tensorial ya que coinciden en espacios
de dimensión �nita.

Cada z ∈ (⊗ni=1Xi ⊗ Y ;α)′ se identi�ca con un operador multilineal continuo de X1 ×
· · · ×Xn en Y ′. Luego, diferentes normas tensoriales producen diferentes ideales de operadores
multilineales.

Hay una fuerte relación entre ideales maximales y su norma tensorial asociada como puede
verse en el siguiente teorema de representación que se puede encontrar en [FH02].

Teorema 1.2.3. Sea (A, ‖ · ‖A) un ideal de operadores n-lineales. Entonces son equivalentes:

(1) (A, ‖ · ‖A) es maximal.

(2) Existe β una norma tensorial �nitamente generada de orden n+ 1 tal que

A(X1, . . . , Xn;Y ′)
1
= (X1 ⊗ · · · ⊗Xn ⊗ Y ; β)′,

A(X1, . . . , Xn;Y )
1
= (X1 ⊗ · · · ⊗Xn ⊗ Y ′; β)′ ∩ L(X1, . . . , Xn;Y ).

En particular, si α es la norma tensorial asociada a A, tenemos que:

Amax(X1, . . . , Xn;Y ′)
1
= (X1 ⊗ · · · ⊗Xn ⊗ Y ;α′)′.

Por otro lado, si A ∼ α, también existe una relación entre (X1 ⊗ · · · ⊗ Xn ⊗ Y ;α) y
Amin(X1, . . . , Xn;Y ) dada en el siguiente teorema de representación que puede verse en [Flo01,
Theorem 4.2]

Teorema 1.2.4. Sea A un ideal de operadores n-lineales minimal asociado a la norma tensorial
α, entonces hay una metric surjection natural:(

⊗̃nj=1X
′
j⊗̃Y ;α

) 1
� A(X1, . . . , Xn;Y ),

de�nida en ⊗nj=1X
′
j ⊗ Y dada por

z =
n∑
j=1

x′1,j ⊗ · · · ⊗ x′n,j ⊗ yj 7→
n∑
j=1

x′1,j( · ) · · ·x′n,j( · ) · yj.

En particular, para un ideal cualquiera A ∼ α (no necesariamente minimal), se tiene que(
⊗̃nj=1X

′
j⊗̃Y ;α

) 1
� Amin(X1, . . . , Xn;Y ). Observemos también que si X ′1, . . . , X

′
n, Y tienen la

propiedad de aproximación acotada (ver de�nición en Apéndice A.1), entonces(
⊗̃nj=1X

′
j⊗̃Y ;α

) 1
= Amin(X1, . . . , Xn;Y ),

como puede verse en [Flo01].
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Observación 1.2.5. En general, si A es un ideal de operadores n-lineales asociado a la norma
tensorial α, tenemos la siguiente inclusión de norma 1 dada por(

⊗̃nj=1X
′
j⊗̃Y ;α

)
1
� Amin(X1, . . . , Xn;Y )

≤1
↪→ A(X1, . . . , Xn;Y ).

Si además A es maximal yX ′1, . . . , X
′
n, Y

′ tienen la propiedad de aproximación métrica, entonces(
⊗̃nj=1X

′
j⊗̃Y ′;α

)
1
= Amin(X1, . . . , Xn;Y ′)

≤1
↪→ A(X1, . . . , Xn;Y ′)

1
=
(
⊗nj=1 Xj ⊗ Y ;α′

)′
.

Sea A ∼ α, se de�ne el ideal adjunto de A como:

A∗(X1, . . . , Xn;Y ) := (⊗ni=1Xi ⊗ Y ′;α)′ ∩ L(X1, . . . , Xn;Y ).

Luego, para M1, . . . ,Mn, N ∈ FIN se satisface que

A∗(M1, . . . ,Mn;N)
1
= (⊗ni=1Mi ⊗N ′;α)

′ 1
= (⊗ni=1M

′
i ⊗N ;α′) .

Es decir, A∗ ∼ α′. De la de�nición se deduce que A∗ es siempre maximal aplicando el
Teorema de representación para ideales maximales (Teorema 1.2.3), además A∗∗

1
= A. Por

ejemplo, L∗ 1
= GI y GI∗ 1

= PI∗ 1
= L.

Observación 1.2.6. Por último observemos que N es el ideal (de Banach) más chico y L
es el más grande. Es decir, dado un ideal A se tiene que si T ∈ N (X1, . . . , Xn;Y ), entonces
T ∈ A(X1 . . . , Xn;Y ) y además ‖T‖A(X1...,Xn;Y ) ≤ ‖T‖N (X1...,Xn;Y ). Y si T ∈ A(X1 . . . , Xn;Y ),
entonces T ∈ L(X1 . . . , Xn;Y ) y además ‖T‖L(X1...,Xn;Y ) ≤ ‖T‖A(X1...,Xn;Y ).

1.3. Espacios de sucesiones.

Sea ω el conjunto de sucesiones de elementos en K = R o C. Un espacio de sucesiones es un
subespacio de ω. Nosotros trabajaremos con una clase más restrictiva de espacios de sucesiones.
Notaremos con ek (k ∈ N) al k-ésimo vector canónico y llamaremos c00 := span{ek : k ∈ N}.
Como primera medida, vamos a trabajar con subespacios de ω que contengan a c00, es decir,
subespacios que contengan a todos los vectores canónicos. Nos interesarán aquellos espacios de
sucesiones que sean normados, más aún, los espacios de Banach. Veamos algunos ejemplos de
espacios de Banach de sucesiones.

`∞ =

{
(xk)k : sup

k∈N
|xk| <∞

}
, con ‖(xk)k‖`∞ = sup

k∈N
|xk|

c0 =
{

(xk)k : ĺım
k→∞
|xk| = 0

}
, con ‖(xk)k‖`∞ = sup

k∈N
|xk|

`p =

{
(xk)k :

∑
k∈N

|xk|p <∞

}
, con ‖(xk)k‖`p =

(∑
k∈N

|xk|p
)1/p

, 1 ≤ p <∞
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bv =

{
(xk)k : ∃ ĺım

k→∞

k∑
i=1

|xi+1 − xi|

}
, con ‖(xk)k‖bv =

∑
k∈N

|xk+1 − xk|+ ĺım
k→∞
|xk|

bs =

{
(xk)k : sup

k∈N

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

xi

∣∣∣∣∣ <∞
}
, con ‖(xk)k‖bs = sup

k∈N

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

xi

∣∣∣∣∣
Utilizaremos las letras E y F para denotar los espacios de sucesiones y ‖·‖E (resp. ‖·‖F ) para

sus normas. Por otra parte, cuando decimos x ∈ E nos referimos a que la sucesión x = (xk)k
pertenece a E. En diversos casos usaremos, por comodidad, la notación x(k) para nombrar la
k-ésima coordenada de la sucesión x y si x e y son dos sucesiones, llamaremos x · y := (xk · yk)k
al producto coordenada a coordenada.

Diremos que un espacio de sucesiones es normal si satisface que si x ∈ ω e y ∈ E son tales
que |xk| ≤ |yk| para todo k ∈ N, entonces x ∈ E y ‖x‖E ≤ ‖y‖E.

Por ejemplo, `p con 1 ≤ p ≤ ∞ y c0 son normales. Pero el espacio bv no es normal ya que
(1, 1, 1, . . . ) ∈ bv pero (1,−1, 1,−1, . . . ) 6∈ bv y los módulos de sus coordenadas coinciden.

La siguiente es una propiedad importante de los espacios normales.

Proposición 1.3.1. Si E es normal con x ∈ E y s es una sucesión tal que |sk| = 1 para todo
k ∈ N, entonces x · s ∈ E con ‖x · s‖E = ‖x‖E.

Demostración. Sea x ∈ E, como |(x · s)k| = |xk| para todo k ∈ N, por la normalidad de E,
se tiene que x · s ∈ E con ‖x · s‖E ≤ ‖x‖E. Ahora bien, aplicando el mismo argumento sobre
x ·s ∈ E, tomando una sucesión s−1 tal que s ·s−1 = (1, 1, 1, . . . ), se tiene que x = x ·s ·s−1 ∈ E
con ‖x‖E ≤ ‖x · s‖E.

A continuación, enunciamos dos propiedades más sobre espacios de sucesiones normales.

Proposición 1.3.2.

a) Sea E un espacio de sucesiones normado y normal y sean x ∈ E y (xn)n∈N una sucesión
de elementos de E, es decir, para cada n ∈ N se tiene que xn = (xn(k))k ∈ E. Si xn → x
en E, entonces cada coordenada de xn converge a la correspondiente coordenada de x, o
sea, xn(k)→ x(k) para cada k ∈ N.

b) Sea E un espacio de Banach de sucesiones. Si E es normal y existen constantes C1, C2 > 0
tales que C1 ≤ ‖ek‖E ≤ C2 para todo k ∈ N, entonces `1 ↪→ E ↪→ `∞.

De ahora en más, usaremos el término espacio de sucesiones para los espacios de Banach
de sucesiones normales tales que ‖ek‖ = 1 para todo k ∈ N. Observemos que con esta de�nición

de espacio de sucesiones, se veri�ca siempre que `1
≤1
↪→ E

≤1
↪→ `∞
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En lo que sigue, recordamos las de�niciones y algunos resultados conocidos sobre estos
conceptos cuyas demostraciones pueden encontrarse, por ejemplo, en [Maz10].

Notaremos con EN := span{e1, . . . , eN} , iEN : EN → E , πEN : E → EN la inclusión y la
proyección canónica respectivamente (escribiremos iN y πN siempre que sea claro a qué espacio
nos referimos) y notaremos E0 := span{ek : k ∈ N}.

Se de�ne el dual de Köthe de E como

E× :=

{
y ∈ ω :

∑
k∈N

|x(k) · y(k)| <∞ para todo x ∈ E

}
,

que resulta un espacio de sucesiones con la norma dada por

‖y‖E× := sup
‖x‖E≤1

∑
k∈N

|x(k) · y(k)| = sup
‖x‖E≤1

‖x · y‖`1 .

La norma también puede expresarse como

‖y‖E× := sup
‖x‖E≤1

∣∣∣∣∣∑
k∈N

x(k) · y(k)

∣∣∣∣∣ . (1.8)

(Ver [LTII79, page 29] donde se de�ne una noción análoga en un contexto más general, el de
Banach lattices).

Dado y ∈ E×, consideramos ϕy ∈ E ′ dada por ϕy(x) =
∑

k∈N x(k) · y(k) que satisface por
de�nición que ‖ϕy‖ = ‖y‖E× , lo que nos da la siguiente proposición.

Proposición 1.3.3. Sea E un espacio de sucesiones. La aplicación de�nida por

E× → E ′

y 7→ ϕy

resulta una inyección isométrica. Es decir, podemos pensar a E× como subespacio isométrico
de E ′.

De la misma manera que de�nimos E× podemos considerar (E×)× := E×× el bidual de

Köthe y vale que E
≤1
↪→ E××. Pues dado x ∈ E, aplicando la Proposición 1.3.3, se tiene que

‖x‖E×× = sup
y∈BE×

‖x · y‖`1 ≤ sup
x′∈BE′

|x′(x)| = ‖x‖E.

Decimos que E es perfecto o Köthe re�exivo si E××
1
= E. Por ejemplo, los espacios `p, con

1 ≤ p ≤ ∞, son perfectos pero el espacio c0 no lo es. Además, E× es perfecto para todo

espacio de sucesiones E. En efecto, siempre vale que E×
≤1
↪→ E×××. Recíprocamente, tenemos
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por de�nición que x ∈ E××× si y solo si x · y ∈ `1 para todo y ∈ E××. En particular, x · y ∈ `1

para todo y ∈ E, es decir, x ∈ E× con

‖x‖E× = sup
y∈BE

‖x · y‖`1 ≤ sup
y∈BE××

‖x · y‖`1 = ‖x‖E××× .

Decimos que E es p-convexo si existe C > 0 tal que para todo x1, . . . , xn ∈ E se satisface∥∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

|xi|p
)1/p

∥∥∥∥∥∥
E

≤ C

(
n∑
i=1

‖xi‖pE

)1/p

. (1.9)

Y decimos que E es q-cóncavo si existe C > 0 tal que para todo x1, . . . , xn ∈ E se satisface(
n∑
i=1

‖xi‖qE

)1/q

≤ C

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

|xi|q
)1/q

∥∥∥∥∥∥
E

. (1.10)

El ín�mo de las constantes que satisfacen (1.9) y (1.10) las llamamos M (p)(E) y M(q)(E)
respectivamente y se llaman la constante de p-convexidad (resp. q-concavidad) del espacio E.

Para E y F espacios de sucesiones, se de�ne el espacio de multiplicadores de E en F como

M(E,F ) := {x ∈ ω : x · y ∈ F para todo y ∈ E} ,

que resulta un espacio de sucesiones con la norma dada por

‖x‖M(E,F ) := sup
y∈BE

‖x · y‖F .

Observemos que si consideramos Dx el operador lineal diagonal de E en F asociado a x, es
decir, Dx(y) = x · y, se tiene que

M(E,F ) = {x ∈ ω : Dx : E → F está bien de�nido y es acotado} ,

y ‖x‖M(E,F ) = ‖Dx‖L(E;F ).

Los ejemplos más simples de espacios de multiplicadores son M(E, `∞)
1
= `∞, M(E, `1)

1
=

E× y M(`∞, F )
1
= F . También se tiene que

M(`p, `q)
1
=

{
`∞, si p ≤ q;
`r, si p > q,

donde 1
r

= 1
q
− 1

p
.

Al igual que para ideales de operadores multilineales, tenemos los conceptos de maximalidad
y minimalidad para espacios de sucesiones.
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1.3.1. Núcleo minimal

Sea E un espacio de sucesiones, se de�ne el núcleo minimal de E como

Emin :=
{
x ∈ ω : x = y · z con y ∈ E y z ∈ c0

}
que resulta un espacio de sucesiones con la norma dada por

‖x‖Emin = ı́nf
{
‖y‖E · ‖z‖`∞ : x = y · z con y ∈ E y z ∈ c0

}
.

Decimos que E es minimal si E
1
= Emin y siempre vale que Emin 1

↪→ E.
La siguiente proposición nos da una caracterización útil del núcleo minimal.

Proposición 1.3.4.

Emin =
{
x ∈ E : ĺım

N→∞
‖πN(x)− x‖E = 0

}
= span{ek : k ∈ N}

‖·‖E
.

Teorema 1.3.5. Son equivalentes:

(1) E es minimal.

(2) E = span{ek : k ∈ N}
‖·‖E

.

(3) E es separable.

(4) E ′
1
= E×.

(5) πN tiende a I sobre compactos.

Demostración. Las equivalencias entre los items (1), (2), (3) y (4) son conocidas (ver [Maz10]),
por lo que solo veremos (1) ⇐⇒ (5) (que lo usaremos en la demostración del Teorema 3.2.5).
Supongamos que E es minimal, y veamos que πEN tiende a IE sobre compactos. Sea K ⊆ F
compacto (es totalmente acotado), entonces dado ε > 0, existen y1, . . . , ym tales que K ⊆⋃m
j=1B(yj, ε). Como E es minimal, existe N0 ∈ N tal que ‖(πEN − IE)(yj)‖E < ε para todo

1 ≤ j ≤ m y para todo N ≥ N0. Luego, dado y ∈ K, existe j0 tal que y ∈ B(yj0 , ε), entonces

‖(πEN − IE)(y)‖E ≤ ‖(πEN − IE)(y − yj0)‖E + ‖(πEN − IE)(yj0)‖E ≤ ε.‖(πEN − IE)‖+ ε ≤ 3 · ε,

para todo N ≥ N0 y para todo y ∈ K.
La vuelta es trivial, ya que los puntos son compactos.

Por ejemplo, los espacios `p, con 1 ≤ p <∞, y c0 son minimales pero `∞ no es minimal ya
que `′∞ 6= `1 = `×∞.
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1.3.2. Cápsula maximal

Sea E un espacio de sucesiones, se de�ne la cápsula maximal de E como

Emax :=
{
x ∈ ω : x · z ∈ E para todo z ∈ c0

}
,

que resulta un espacio de sucesiones con la norma dada por

‖x‖Emax = sup
y∈Bc0

‖x · y‖E.

Siempre vale que E
≤1
↪→ Emax y decimos que E es maximal si E

1
= Emax .

Observemos que ‖x‖Emax = ‖Dx : c0 → E‖, dondeDx es el operador lineal diagonal asociado
a x sobre c0. Luego, M(c0, E) = Emax.

La siguiente proposición nos da una útil caracterización de la cápsula maximal.

Proposición 1.3.6.

Emax =
{
x ∈ ω : la sucesión (πN(x))N es acotada en ‖ · ‖E

}
y además, ‖x‖Emax = sup

N∈N
‖πN(x)‖E.

Como consecuencia, para ver que un espacio de sucesiones E es maximal, como siempre vale

que E
≤1
↪→ Emax, basta ver que Emax ≤1

↪→ E. Es decir, que si ‖π
N

(x)‖E ≤ C para todo N ∈ N,
entonces x ∈ E con ‖x‖E ≤ C.

En el siguiente teorema damos equivalencias de la de�nición de espacio de sucesiones maxi-
mal.

Teorema 1.3.7. Son equivalentes:

(1) E es maximal.

(2) Si (xn)n ⊂ BE tal que xn(k)→ x(k) para todo k ∈ N, entonces x ∈ BE.

(3) E es perfecto, es decir, E
1
= E××.

Por ejemplo, los espacios `p, con 1 ≤ p ≤ ∞, son maximales pero c0 no es maximal ya que
c××0 = `∞ 6= c0. Además, E× es maximal para todo espacio de sucesiones E.
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Operadores y formas multilineales
diagonales en espacios `p

En este capítulo nos vamos a enfocar en estudiar la relación del ideal de operadores mul-
tilineales extendibles con otros ideales de operadores multilineales habitualmente estudiados:
nucleares, integrales, acotados. Como comentamos en la introducción de esta tesis, existe una
relación entre estos ideales (que de momento consideramos entre espacios `p) dada por la si-
guiente cadena de inclusiones

N (n`p; `q) ⊆ I(n`p; `q) ⊆ E(n`p; `q) ⊆ L(n`p; `q).

que se traduce en la siguiente cadena de inclusiones entre los espacios de sucesiones asociados
a dichos ideales (ver de�nición más adelante)

`n(N ; p, q) ⊆ `n(I; p, q) ⊆ `n(E ; p, q) ⊆ `n(L; p, q). (2.1)

Nuestro objetivo estará centrado en determinar para cada valor de p, de q y de n si cada una
de las dos últimas inclusiones de la cadena (2.1) resulta una inclusión propia o resulta una
igualdad. Notemos que en los casos donde determinemos que la inclusión es propia, obtenemos
ejemplos explícitos de operadores multilineales que pertenecen al ideal más chico pero no al
más grande.

Para 1 ≤ p ≤ ∞, llamaremos p′ al conjugado de p. Es decir, p′ es el único número que
veri�ca 1

p
+ 1

p′
= 1 (donde 1 es el conjugado de ∞ y viceversa). Notaremos con `Np al espacio de

N -uplas de números en K provistos de la norma p, es decir, `Np := (KN , ‖ · ‖`p).

2.1. Formas multilineales diagonales en espacios `p

Decimos que una forma multilineal φ : `p × · · · × `p → K es diagonal si existe una sucesión
acotada de escalares α = (α(k))k tal que

φ(x1, . . . , xn) =
∑
k∈N

α(k) · x1(k) · · ·xn(k). (2.2)
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En dicho caso, φ es la forma multilineal diagonal asociada a la sucesión α y la notamos φα. En
otras palabras, dado α ∈ `∞ podemos escribir a φα en su forma tensorial como

φα =
∑
k∈N

α(k) · e′k ⊗ · · · ⊗ e′k,

donde e′k ∈ `p′ denota el k-ésimo funcional coordenado.
Dado A un ideal de formas multilineales, nos preguntamos qué sucesiones α dan lugar a

formas multilineales diagonales que pertenecen al ideal A. De�nimos el espacio de sucesiones
asociado a A como

`n(A; p) :=
{
α ∈ `∞ : φα ∈ A(n`p)

}
,

que resulta efectivamente un espacio de sucesiones (Ver Proposición 3.1.1) con la norma dada
por

‖α‖`n(A;p) := ‖φα‖A(n`p).

En esta sección vamos a describir los siguientes espacios de sucesiones: `n(N ; p), `n(I; p),
`n(E ; p) y `n(L; p). En [Car01] y en [CDS06] se calculan �con otro enfoque� los espacios de
sucesiones asociados a los ideales de formas n-lineales nucleares, integrales y continuas en su
totalidad, mientras que para el ideal de formas n-lineales extendibles se calculan los respectivos
espacios de sucesiones asociados para los casos p = 1 y 2 ≤ p ≤ ∞. Para los restantes valores
de p se dan aproximaciones. Nosotros vamos a completar este cálculo dando explícitamente
el espacio de sucesiones asociado al ideal de formas n-lineales extendibles para 1 < p < 2
(Proposición 2.1.5).

Vamos a comenzar recordando los resultados de [Car01] y [CDS06]. Para empezar, el espacio
de sucesiones `n(L; p) se puede calcular simplemente aplicando la desigualdad de Hölder y se
obtiene que

`n(L; p)
1
=


`∞ si p ≤ n

` p
p−n

si p > n

En particular, se tiene que `n(L;∞)
1
= `1 y como todo espacio de sucesiones contiene a `1

obtenemos
`n(N ;∞)

1
= `n(I;∞)

1
= `n(E ;∞)

1
= `n(L;∞)

1
= `1.

Es decir, los operadores multilineales diagonales sobre `∞×· · ·× `∞ continuos son nucleares (y
entonces son integrales y extendibles también). Por otra parte, es sabido que `p con 1 < p <∞
es un espacio Asplund (ver de�nición y propiedades en Apéndice A.4). Luego, aplicando un
conocido resultado de Alencar [Ale85a] que dice que los ideales de formas multilineales nucleares

e integrales coinciden isométricamente sobre espacios Asplund, se tiene que N (n`p)
1
= I(n`p)

para todo 1 < p <∞. Esto nos dice que basta con calcular el espacio de sucesiones asociado a
alguno de los dos ideales en este caso.
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Proposición 2.1.1.

`n(N ; p)
1
=


`p′/n si 1 < p < n′

`1 si p ≥ n′

En el caso p = 1, se tiene que `n(N ; 1)
1
= c0 y `n(I; 1)

1
= `∞.

A partir de este resultado, podemos describir los espacios de sucesiones asociados a los
ideales de formas multilineales nucleares e integrales para todo 1 ≤ p ≤ ∞. En particular,
como `n(I; 1)

1
= `∞ y todo espacio de sucesiones está incluido en `∞, tenemos que

`n(I; 1)
1
= `n(E ; 1)

1
= `n(L; 1)

1
= `∞.

Es decir, toda forma multilineal diagonal en `1 × · · · × `1 es integral y entonces extendible y
continua. Recordemos, por último, los resultados para el ideal de formas n-lineales extendibles.

Proposición 2.1.2. Sea p ≥ 2, entonces

`n(E ; p) = `1.

Es decir, para p ≥ 2 toda forma n-lineal diagonal extendible en `p × · · · × `p es nuclear.

Ahora sí vamos a completar los cálculos describiendo el espacio `n(E ; p) para 1 < p < 2. En
primera medida, vamos a probar un lema sobre formas n-lineales extendibles sobre `1 × `1 ×
`p1 × · · · × `pn−2 . Para esto vamos a considerar matrices de Walsh, es decir, matrices (akr)k,r de
tamaño N ×N tales que |akr| = 1 y que satisfacen la siguiente condición

N∑
r=1

arkārl = N δk,l . (2.3)

Asumimos además que las matrices son simétricas. Por ejemplo, para el caso complejo las
matrices de Fourier dadas por akr = e

2πi
N
rk [DF93, Section 8.5] son matrices de Walsh simétricas

y para el caso real, se pueden considerar las matrices de Hadamard (ver [MQ10, Section 3])
de�nidas para los N que sean una potencia de 2 y que son generadas por bloques de la siguiente
forma

A2 =

(
1 1
1 −1

)
, A2n+1 =

(
A2n A2n

A2n −A2n

)
.

Para cada N ∈ N y 1 ≤ p ≤ ∞, de�nimos un operador de tipo Toeplitz de `Np en `N∞ como

ξN,p(x) =
N∑
k=1

(
N∑
r=1

ākrx(r)

)
ek. (2.4)

La siguiente proposición nos da una cota superior para la norma del operador ξN,p.
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Proposición 2.1.3. La norma del operador ξN,p es menor o igual a N
1
p′ .

Demostración. Factoricemos al operador ξN,p vía `1:

`Np

id
��

ξN,p
// `N∞

`N1

ξN,1

??
,

y analicemos las normas de cada uno de los factores

‖ id : `Np → `N1 ‖ = sup
x∈B

`Np

‖x‖`N1 ≤ ‖(1, 1, . . . , 1)‖`N
p′

= N
1
p′ ,

∥∥ξN,1 : `N1 → `N∞
∥∥ = sup

x∈B
`N1

sup
1≤k≤N

∣∣∣∣∣
N∑
r=1

ākrx(r)

∣∣∣∣∣ ≤ sup
x∈B

`N1

sup
1≤k≤N

N∑
r=1

|x(r)| ≤ 1.

Luego, se obtiene que ‖ξN,p‖ ≤ ‖ id ‖ · ‖ξN,1‖ ≤ N
1
p′ .

Por último, introducimos para n ≥ 3 la siguiente modi�cación de la forma n-lineal sobre
`N∞ × · · · × `N∞ estudiada por Bohnenblust y Hille en [BH31, Section 2]:

LN(x1, . . . , xn) =
N∑

j,k,l=1

ajl · alk · x1(j) · x2(k) · x3(l) · · · xn(l). (2.5)

Notemos que esta forma n-lineal que de�nimos se construye tomando la forma trilineal de�nida
por Bohnenblust y Hille y extendiéndola a una forma n-lineal manteniendo la norma de la
forma trilineal original. Como la norma extendible de una forma multilineal de�nida sobre
`N∞ × · · · × `N∞ coincide con la norma usual (ver Apéndice A.2), se tiene por [BH31, Section 2]
que

‖LN‖E(n`N∞) = ‖LN‖L(n`N∞) = N2 . (2.6)
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Aplicando las propiedades de los coe�cientes (akr)k,r de la ecuación (2.3), se obtiene

LN
(
ξN,p(x1),ξN,p(x2), x3, . . . , xn

)
=

N∑
j,k,l=1

ajl · alk · ξN,p(x1)(j) · ξN,p(x2)(k) · x3(l) · · · xn(l)

=
N∑

j,k,l=1

ajl · alk ·

(
N∑
r=1

ājr · x1(r)

)
·

(
N∑
s=1

ājs · x2(s)

)
· x3(l) · · · xn(l)

=
N∑

r,s,l=1

x1(r) · x2(s) · x3(l) · · ·xn(l) ·

(
N∑
j=1

ajl · ājr

)
·

(
N∑
k=1

alk · āks

)

=
N∑

r,s,l=1

x1(r) · x2(s) · x3(l) · · ·xn(l) ·N · δl,r ·N · δl,s

= N2 ·

(
N∑
r=1

x1(r) · x2(r) · x3(r) · · ·xn(r)

)
= N2 · ΦN(x1, . . . , xn), (2.7)

donde Φ es la forma n-lineal dada por

Φ(x1, . . . , xn) =
∞∑
k=1

x1(k) · · ·xn(k) (2.8)

y ΦN es la forma n-lineal dada por sumar los primeros N términos en (2.8).

Estamos en condiciones de enunciar el lema que necesitaremos para caracterizar el espacio
de sucesiones asociado a las formas multilineales extendibles en `p × · · · × `p para 1 < p < 2.

Lema 2.1.4. Toda forma n-lineal diagonal sobre `1 × `1 × `p1 × · · · × `pn−2 con 1 ≤ pi ≤ ∞ y
n ≥ 2, es extendible.

Demostración. El caso n = 2 es inmediato ya que, como vimos en la Proposición 2.1.1, las for-
mas n-lineales �y en particular las forma bilineales� sobre `1 son integrales y en consecuencia
extendibles. Para n ≥ 3, cada forma n-lineal diagonal φα : `1 × `1 × `p1 × · · · × `pn−2 → K se
puede factorizar de la siguiente forma

`1

Dα
��

× `1

id
��

× `p1

id
��

× · · · × `pn−2

id
��

φα
// K

`1 × `1 × `p1 × · · · × `pn−2

Φ

<< ,

donde Dα : `1 → `1 es el operador lineal diagonal asociado a α (que está bien de�nido para
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todo α ∈ `∞). En efecto,

Φ ◦ (Dα, id, . . . , id)(x1, . . . , xn) = Φ(α · x1, x2, . . . , xn)

=
∞∑
k=1

α(k) · x1(k) · · ·xn(k)

= φα(x1, . . . , xn).

De la factorización y las propiedades de los ideales de formas n-lineales, se deduce que para ver
que toda forma n-lineal diagonal sobre `1 × `1 × `p1 × · · · × `pn−2 es extendible, basta ver que
Φ es extendible sobre `1 × `1 × `p1 × · · · × `pn−2 .

Para demostrar que Φ es extendible, consideremos la forma n-lineal LN de�nida (2.5) y
observemos que por lo visto en la igualdad (2.7) se obtiene

LN(ξN,1(x1), ξN,1(x2), id(x3), . . . , id(xn)) = N2 · ΦN(x1, . . . , xn),

donde id : `Npi → `N∞. Entonces, de la Proposición 2.1.3 y la identidad (2.6), tenemos que

‖ΦN‖E(`1,`1,`p1 ,...,`pn−2 ) ≤
1

N2
· ‖LN‖E(n`N∞) · ‖ξN,1‖2 ·

n−2∏
i=1

‖ id : `Npi → `N∞‖

≤ 1

N2
·N2 = 1 .

En consecuencia, las normas extendibles de las formas n-lineales ΦN (N ∈ N) están uni-
formemente acotadas por 1. La versión del Density Lemma [DF93, Section 13.4] para ideales
de formas multilineales maximales que se encuentra en [CDS09, Lemma 5.4] dice que si una
forma n-lineal diagonal satisface que las las normas de sus formas n-lineales truncadas estan
uniformemente acotadas en un ideal maximal, entonces la forma n-lineal diagonal original per-
tenece al ideal y su norma es menor o igual a la cota uniforme. De lo que se deduce �ya que el
ideal de formas n-lineales extendibles es maximal [Car99, Corollary 3.9]� que Φ es extendible
y además ‖Φ‖E(`1,`1,`p1 ,...,`pn−2 ) = 1.

El lema anterior, además de ser una herramienta para describir el espacio de sucesiones
asociado al ideal de formas n-lineales extendibles, muestra un comportamiento inesperado de
las formas n-lineales diagonales. Es fácil ver que si toda forma n-lineal sobre X1 × · · · × Xn

es extendible, entonces toda forma (n − 1)-lineal sobre cualquier (n − 1)-upla de los espacios
anteriores es extendible. Sin embargo, esta propiedad deja de valer si nos restringimos a las
formas multilineales diagonales. En efecto, el Lema 2.1.4 muestra que toda forma trilineal
diagonal sobre `1 × `1 × `2 es extendible, mientras que en [CS14] se prueba que existen formas
bilineales diagonales no extendibles sobre `1× `2. En particular, este resultado nos muestra que
existen formas trilineales en `1 × `1 × `2 (no diagonales) que no son extendibles.

Las formas multilineales extendibles pueden caracterizarse como aquellas que se factorizan
vía espacios L∞ �ya que dichos espacios son inyectivos� (ver de�nición en Apéndice A.2).
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Luego, la desigualdad de Grothendieck multilineal nos permite deducir (ver [Ble88] o [PG06,
Corollary 2.5]) que toda forma n-lineal extendible es absolutamente (1; 2)-sumante. A partir
de dicho resultado y usando técnicas de interpolación, se prueba un resultado más fuerte en
[BMP10, Theorem 3.15]: Toda forma n-lineal extendible es absolutamente (r; 2r)-sumante para
todo r ≥ 1. En otras palabras, existe una constante Kr,n > 0 tal que para toda forma n-lineal
extendible φ vale

π(r,2r)(φ) ≤ Kr,n · ‖φ‖E .

Proposición 2.1.5. Sean 1 < p < 2 y n ≥ 2. Entonces, `n(E ; p) = ` p′
2

.

Demostración. Si φα ∈ E(n`p) es una forma n-lineal diagonal extendible, por ser φα absoluta-
mente (p

′

2
, p′)-sumante [BMP10, Theorem 3.15], resulta(

N∑
k=1

|αk|
p′
2

) 2
p′

=

(
N∑
k=1

|φα(ek, . . . , ek)|
p′
2

) 2
p′

≤ π
( p
′

2
,p′)

(φα) · wp′
(
(ek)

N
k=1

)n
= π

( p
′

2
,p′)

(φα),

para todo N ∈ N. Esto implica que α pertenece a ` p′
2

. En otras palabras, lo que mostramos es

`n(E ; p) ⊆ `n(Π
( p
′

2
,p′)

; p) ⊆ ` p′
2

,

con ‖α‖ p′
2

≤ π
( p
′

2
,p′)

(φα) ≤ K p′
2
,n
· ‖φα‖E(n`p) = K p′

2
,n
· ‖α‖`n(E;p).

Recíprocamente, sea α ∈ ` p′
2

y de�nimos (σ(k))k = (α(k)
1
2 )k �para el caso complejo�.

Consideremos el operador lineal diagonal Dσ : `p → `1 y factoricemos a φα de la siguiente
forma

`p

Dσ
��

× `p

Dσ
��

× `p

id
��

× · · · × `p

id
��

φα
// K

`1 × `1 × `p × · · · × `p

Φ

>> .

Para el caso real, en vez de tomar dos veces Dσ, tomamos dos operadores lineales distintos Dσ1

y Dσ2 , donde (σ1(k))k = (|α(k)|1/2)k y (σ2(k))k = (sg(α(k)) · |α(k)|1/2)k. Como vimos en el
Lema 2.1.4, Φ es extendible y tiene norma 1, lo cual implica que φα es extendible y además

‖φα‖E(n`p) ≤ ‖Φ‖E(`1,`1,`p,...,`p) · ‖Dσ‖2 = ‖σ‖2
`p′

= ‖α‖` p′
2

.

Observemos que de esta última prueba, se deduce también que para 1 < p < 2 vale que

`n(E ; p) = `n(Π
( p
′

2
,p′)

; p)
1
= ` p′

2

.

Para �nalizar la sección, resumimos todos los resultados obtenidos en el siguiente teorema
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Teorema 2.1.6. Sea n ≥ 2, se tiene que

1. Para p = 1,
`n(N ; 1) = c0 ( `∞ = `n(I; 1) = `n(E ; 1) = `n(L; 1).

2. Para 1 < p < 2,

a) si n = 2, entonces

`2(N ; p) = `2(I; p) = `2(E ; p) = ` p′
2

( `∞ = `2(L; p).

b) si n ≥ 3, entonces

`n(N ; p) = `n(I; p) = `
máx( p

′
n
,1)
(` p′

2

= `n(E ; p) ( `∞ = `n(L; p).

3. Para 2 ≤ p <∞,

`n(N ; p) = `n(I; p) = `n(E ; p) = `1 ( `n(L; p) =

{
` p
p−n

si n < p .

`∞ si n ≥ p .

4. Para p =∞,
`n(N ;∞) = `n(I;∞) = `n(E ;∞) = `n(L;∞) = `1.

Es interesante notar que para 1 < p < 2 hay una diferencia importante entre formas
bilineales y formas n-lineales con n ≥ 3. De hecho, una consecuencia de un profundo resultado
de Pisier [Pis83] es que toda forma bilineal extendible de�nida en un espacio con cotipo 2 (ver
de�nición en Apéndice A.3) es integral (ver los artículos [Car01, CGJ01] donde se interpreta el
resultado de Pisier de una manera más acorde a nuestro contexto). Por lo tanto, para 1 < p < 2,
toda forma bilineal extendible en `p es integral. Sin embargo, el teorema anterior dice que si
1 < p < 2 y n ≥ 3, existen formas n-lineales diagonales extendibles que no son integrales ya
que la inclusión `n(I; p) ⊆ `n(E ; p) es estricta. Podemos ver que también es estricta la inclusión
`n(E ; p) ⊆ `n(L; p) para 1 < p < ∞ y n ≥ 2, por lo que en este caso existen operadores
multilineales continuos no extendibles.

2.2. Operadores multilineales diagonales en espacios `p

Una herramienta importante para entender el comportamiento de los operadores multili-
neales en espacios `p es notar que hay una identi�cación isométrica natural entre L(n`p; `q) y
el espacio de formas (n + 1)-lineales continuas sobre `p × · · · × `p × `q′ (en el caso que q = 1,
tomamos `q′ como c0 en vez de `∞). Se puede ver también, que esta identi�cación isométrica
sigue valiendo si consideramos las clases de operadores multilineales nucleares e integrales. Sin
embargo, para la clase de operadores multilineales extendibles esta identidad no se mantiene.
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Una forma (n + 1)-lineal sobre `p × · · · × `p × `q′ produce un operador n-lineal extendible de
`p × · · · × `p en `q (como `1 está complementado en su bidual, para q = 1 podemos usar `∞ o
c0 como `q′). Pero veremos más adelante en la Observación 2.2.5 que no vale la recíproca.

El teorema principal de esta sección �Teorema 2.2.8� nos da una lista casi completa de
las condiciones de sumabilidad sobre los coe�cientes que debe tener un operador multilineal
diagonal de `p × · · · × `p en `q para ser integral o extendible. Como consecuencia, se establece
para cada p y q la existencia �o ausencia� de operadores multilineales diagonales que no son
extendibles, o que son extendibles pero no integrales (ver Cuadro 2.1).

Como hemos mencionado en la introducción de este capítulo (y de la tesis), los operadores
n-lineales en espacios `p nucleares son integrales y los operadores n-lineales en espacios `p
integrales son extendibles. Como consecuencia, tenemos la cadena de inclusiones que vimos en
la ecuación (2.1)

`n(N ; p, q) ⊆ `n(I; p, q) ⊆ `n(E ; p, q) ⊆ `n(L; p, q).

Recordemos que nuestro foco está sobre los dos casos extremos: cuándo sólo los operadores
integrales son extendibles o cuándo todos los operadores lo son.

Un operador n-lineal T ∈ L(n`p; `q) es diagonal si existe una sucesión acotada de escalares
α = (α(k))k tal que para x1, . . . , xn ∈ `p, podemos escribir al operador como

T (x1, . . . , xn) = α · x1 · · ·xn =
∑
k∈N

α(k) · x1(k) · · ·xn(k) ek. (2.9)

En dicho caso, T es el operador multilineal diagonal asociada a la sucesión α y lo notamos Tα.
Observemos que también podemos representar a Tα de forma tensorial como

Tα =
∑
k∈N

α(k) · e′k ⊗ · · · ⊗ e′k ⊗ ek,

donde ek es el k-ésimo vector canónico en el espacio `q y e′k es el k-ésimo funcional coordenado.
Al igual que para las formas multilineales, dado A un ideal de operadores multilineales

de�nimos el espacio de sucesiones asociado a A como

`n(A; p, q) :=
{
α ∈ `∞ : Tα ∈ A(n`p; `q)

}
,

que resulta un espacio de sucesiones (ver Proposición 3.1.1) con la norma de�nida por

‖α‖`n(A;p,q) := ‖Tα‖A(n`p;`q).

Es decir, `n(A; p, q) describe el espacio de operadores n-lineales diagonales de `p × · · · × `p
en `q que pertenecen al ideal A. Al igual que en la sección anterior, nos vamos a enfocar
en el cálculo de los espacios de sucesiones asociados a los ideales de operadores multilineales
nucleares, integrales, extendibles y continuos. En el �nal de la sección daremos un teorema
(Teorema 2.2.8) que resume los cálculos efectuados y una tabla (Cuadro 2.1) que muestra la
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comparación entre el ideal de operadores multilineales extendibles con los integrales y con los
continuos.

El espacio `n(L; p, q) se puede calcular usando la desigualdad de Hölder y se obtiene que

`n(L; p, q)
1
=


`∞ si p ≤ nq

`s si p > nq
(2.10)

donde s está de�nido por 1
s

= 1
q
− n

p
.

Las siguientes proposiciones caracterizan los espacios de sucesiones asociados a los ideales
de operadores multilineales nucleares e integrales. Comencemos con el caso p = 1 y q =∞.

Proposición 2.2.1. Sea Tα ∈ L(n`1; `∞). Entonces:

(i) Tα es integral y ‖Tα‖I = ‖α‖`∞.

(ii) Tα es nuclear si y solo si α ∈ c0. En este caso, ‖Tα‖N = ‖α‖`∞.

Demostración. Teniendo en cuenta las siguientes identi�caciones isométricas

L(n`1; `∞)
1
= L(n+1`1),

I(n`1; `∞)
1
= I(n+1`1),

N (n`1; `∞)
1
= N (n+1`1),

que relacionan operadores n-lineales con formas (n + 1)-lineales, el resultado se sigue directa-
mente de la Proposición 2.1.1 para formas multilineales sobre `1 × · · · × `1.

Antes de enunciar el siguiente resultado, recordemos que el ideal de formas n-lineales inte-
grales sobre `p1 × · · · × `pn se identi�ca con el dual del producto tensorial inyectivo (completo)
de dichos espacios (ver [DF93] y [Rya02] o Teorema 1.2.2 teniendo en cuenta que I = PI = GI
sobre espacios `p). Es decir, I(`p1 , . . . , `pn)

1
= (`p1 ⊗ · · · ⊗ `pn ; ε)′.

Proposición 2.2.2. Sea p > 1. La aplicación Tα ∈ L(n`p; `q) es nuclear si y solo si α ∈ `t,
donde t está de�nido como el máximo entre ( n

p′
+ 1

q
)−1 y 1. En este caso, ‖Tα‖N = ‖α‖`t.

Demostración. Si Tα es nuclear, entonces Tα es integral y su forma (n + 1)-lineal asociada
φα : `p × · · · × `p × `q′ → K dada por

φα(x1, . . . , xn, y
′) = 〈Tα(x1, . . . , xn), y′〉

es también integral. Además, vale que ‖φα‖I = ‖Tα‖I (donde consideramos `q′ como c0 en vez
de `∞ para q = 1) y que φα es la forma (n+1)-lineal diagonal asociada a α sobre `p×· · ·×`p×`q′ .
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Luego, si consideramos su linealización Lφα : (⊗n`p ⊗ `q′ ; ε) → K tenemos que es ε-continua.
Por lo tanto, dado N ∈ N se tiene que∣∣∣∣∣

N∑
k=1

α(k) · β(k)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣Lφα
(

N∑
k=1

β(k) · ek ⊗ · · · ⊗ ek ⊗ e′k

)∣∣∣∣∣
≤ ‖Lφα‖(⊗n`p⊗`q′ ;ε)′ · ε

(
N∑
k=1

β(k) · ek ⊗ · · · ⊗ ek ⊗ e′k

)

= ‖Tα‖I(n`p;`q)
· ε

(
N∑
k=1

β(k) · ek ⊗ · · · ⊗ ek ⊗ e′k

)

= ‖Tα‖I(n`p;`q)
·

(
sup

ϕ1,...,ϕn∈B`p′ ,ψ∈B`q

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

β(k) · ϕ1(ek) · · ·ϕn(ek) · ψ(e′k)

∣∣∣∣∣
)

= ‖Tα‖I(n`p;`q)
·

 sup
ϕ1,...,ϕn∈B`p′

∥∥∥∥∥
N∑
k=1

β(k) · ϕ1(k) · · ·ϕn(k) · e′k

∥∥∥∥∥
`q′


= ‖Tα‖I(n`p;`q)

· ‖(Tβ)N‖L(n`p′ ,`q′ )

= ‖Tα‖I(n`p;`q)
·
∥∥(β(k))Nk=1

∥∥
`t′
.

En consecuencia, α ∈ `t y además ‖α‖`t ≤ ‖Tα‖I(n`p;`q)
.

Recíprocamente, si α ∈ `t, veamos que Tα es nuclear y ‖Tα‖N (n`p;`q) ≤ ‖α‖`t . Para t = 1,

la conclusión es trivial ya que `1
≤1
↪→ `n(N ; p, q). Tomemos entonces t > 1 y consideremos la

siguiente factorización de Tα

`p

Dη
��

× · · · × `p

Dη
��

Tα // `q

`1 × · · · × `1 Ψ
// `∞,

Dν

OO

donde η(k) = α(k)
t
p′ , ν(k) = α(k)

t
q y Ψ = T(1,1,... ). Es fácil ver que los respectivos operadores

lineales están bien de�nidos. Además, vale que ‖Dη‖ = ‖η‖`p′ = ‖α‖
t
p′

`t
y que ‖Dν‖ = ‖ν‖`1 =

‖α‖
t
q

`t
.

Por la Proposición 2.2.1, el operador n-lineal Ψ : `1 × · · · × `1 → `∞ es integral y tiene
norma ‖Ψ‖I = ‖(1, 1, . . . )‖`∞ = 1, de lo que se deduce que Tα también es integral. Una vez
más, haremos uso de un resultado de Alencar [Ale85a], que dice que el ideal de operadores
n-lineales Pietsch-integrales (que si consideramos operadores sobre espacios `p, simplemente
los llamamos integrales) coincide isométricamente, sobre espacios Asplund, con el ideal de
operadores n-lineales nucleares. Como t > 1, vale que 1 < p < ∞ (pues si p = ∞, entonces
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t = 1) y `p es un espacio Asplund. Por ende, Tα resulta nuclear y sus normas nuclear e integral
coinciden. Luego,

‖Tα‖N (n`p;`q) = ‖Tα‖I(n`p;`q) ≤ ‖Dν‖ · ‖Ψ‖I(n`1;`∞) · ‖Dη‖n = ‖α‖
t
q
`t
· ‖α‖

nt
p′
`t

= ‖α‖
`t
,

como queríamos ver.

Para �nalizar con la descripción de los espacios de sucesiones asociados a los ideales de
operadores multilineales nucleares e integrales, nos resta demostrar el caso p = 1 y q <∞.

Proposición 2.2.3. Sean q <∞ y Tα ∈ L(n`1; `q). Son equivalentes:

(i) Tα es integral.

(ii) Tα es nuclear.

(iii) α ∈ `q.

Cuando se satisface alguna de las condiciones anteriores, se tiene que

‖Tα‖I(n`1;`q) = ‖Tα‖N (n`1;`q) = ‖α‖
`q
.

Demostración. La equivalencia entre (i) y (iii) se prueba como en la Proposición 2.2.2 sin la
necesidad de los operadores Dη y observando que para p = 1 resulta que t = q. Luego, sólo
debemos probar que (iii) implica (ii). Dado α ∈ `q, calculemos la norma nuclear del operador

T (s,l)
α :=

s+l∑
k=s

α(k) · e′k ⊗ · · · ⊗ e′k ⊗ ek.

Para esto, factorizamos T (s,l)
α de la siguiente manera

`1

Π(s,l)

��

× · · · × `1

Π(s,l)

��

T
(s,l)
α // `q

`l+1
1 × · · · × `l+1

1 Ψl+1

// `∞

D
(s,l)
α

OO
,

donde

Π(s,l) =
s+l∑
k=s

e′k ⊗ ek−s+1

es la proyección (con norma uno) sobre las coordenadas (s, . . . , s+ l),

D(s,l)
α :=

l+1∑
k=1

α(k + s− 1) · e′k ⊗ ek+s−1
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y

Ψl+1 =
l+1∑
k=1

e′k ⊗ · · · ⊗ e′k ⊗ ek.

Como el dominio de Ψl+1 es un producto de espacios de dimensión �nita, este operador es
trivialmente nuclear y sus normas nuclear e integral coinciden. Por lo visto en las Proposiciones
2.2.1 y 2.2.2, se tiene además que ‖Ψl+1‖N = ‖Ψl+1‖I = 1 y que ‖D(s,l)

α ‖ = ‖(αj)s+lj=s‖`q . Por lo
tanto

‖T (s,l)
α ‖N ≤ ‖D(s,l)

α ‖ · ‖Ψl+1‖N · ‖Π(s,l)‖n = ‖(αj)s+lj=s‖`q .

Como α pertenece a `q, esta desigualdad muestra que la serie
∞∑
k=1

α(k) · e′k ⊗ · · · ⊗ e′k · ek �que

de�ne a Tα� es de Cauchy en la norma nuclear, por lo que Tα resulta nuclear.

En resumen, probamos que

`n(N ; p, q)
1
= `n(I; p, q)

1
= `t para (p, q) 6= (1,∞); (2.11)

`n(N ; 1,∞)
1
= c0 y `n(I; 1,∞)

1
= `∞ ,

donde t está dado por t = máx
{

( n
p′

+ 1
q
)−1, 1

}
.

Antes de enfocarnos en la extendibilidad, notemos otro comportamiento particular que
relaciona a las formas y los operadores multilineales. Vale en general que, si dos clases de
formas multilineales no coinciden sobre algún espacio de Banach X, las correspondientes clases
de operadores multilineales (con valores vectoriales) tampoco coinciden para cualquier espacio
de llegada Y . Más precisamente, dados ideales de aplicaciones multilineales A1 y A2 y un espacio
de Banach X, si A1(nX) 6= A2(nX), entonces A1(nX;Y ) 6= A2(nX;Y ) para todo espacio de
Banach Y . En efecto, si tomamos una forma multilineal φ que pertenece a A1(nX) pero que no
pertenece a A2(nX), entonces dado cualquier elemento y ∈ Y distinto de cero se tiene que el
operador multilineal φ · y pertenece a A1(nX;Y ) pero no pertenece a A2(nX;Y ). Notemos que,
si φ es una forma n-lineal diagonal (sobre algún espacio de sucesiones), el operador n-lineal φ ·y
no es necesariamente diagonal. Luego, dicho comportamiento, si nos restringimos a las formas
y operadores multilineales diagonales, deja de valer. Es más, por ejemplo, la Proposición 2.2.3
dice que los operadores n-lineales diagonales integrales de `1× · · · × `1 en `q son nucleares para
todo 1 ≤ q < ∞. Sin embargo, probamos también en la Proposición 2.1.1 que hay formas
n-lineales diagonales que son integrales pero no nucleares sobre `1 × · · · × `1 (basta con tomar
una sucesión α en `∞ que no pertenezca a c0). Es decir,

`n(N ; 1) 6= `n(I; 1)

pero
`n(N ; 1, q) = `n(I; 1, q),
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para todo 1 ≤ q <∞.

La siguiente proposición es un caso particular de un resultado para operadores multilineales
extendibles sobre espacios de sucesiones generales que probaremos en el próximo capítulo (ver
Proposición 3.1.4). Lo enunciamos aquí para dar una caracterización completa en el contexto
de espacios `p.

Proposición 2.2.4. Sean p ≥ 2 y 1 ≤ q ≤ ∞. Entonces,

`n(E ; p, q) = `q .

Observación 2.2.5. Como consecuencia de la Proposición 2.2.4, puede verse que la identi�ca-
ción canónica entre operadores n-lineales y formas (n+1)-lineales no preserva la extendibilidad
(a diferencia de lo que ocurre con los operadores nucleares e integrales). En efecto, si consi-
deramos p = q = 2, de la Proposición 2.2.4 tenemos que `n(E ; 2, 2) = `2, mientras que del
Teorema 2.1.6 se tiene que `n+1(E ; 2) = `1. Luego, tomando una sucesión α ∈ `2 \ `1, obtenemos
un operador n-lineal Tα ∈ L(n`2; `2) que es extendible pero su forma (n + 1)-lineal asociada
�φα ∈ L(n+1`2)� no lo es.

Si p = 1, también podemos describir con exactitud el espacio `n(E ; p, q) como consecuencia
del Lema 2.1.4:

Proposición 2.2.6. Todo operador n-lineal de `1 × · · · × `1 en `q (1 ≤ q ≤ ∞) es extendible:

`n(E ; 1, q)
1
= `∞ .

Demostración. Dado Tα ∈ L(n`1; `q), consideramos la forma (n + 1)-lineal diagonal asociada
φα : `1 × · · · × `1 × `q′ → K. Del Lema 2.1.4, se tiene que φα es extendible y, en consecuencia,
Tα resulta extendible. Además, usando la factorización dada en la prueba del Lema 2.1.4 y la
identidad (2.10), concluimos que

‖Tα‖L(n`1;`q) ≤ ‖Tα‖E(n`1;`q) ≤ ‖φα‖E(`1,...,`1,`q′ )
≤ ‖Dα‖L(`1;`1) = ‖α‖∞ = ‖Tα‖L(n`1;`q).

Hasta ahora, hemos podido dar una descripción del espacio `n(E ; p, q) para p = 1 y para
p ≥ 2. Para 1 < p < 2, caracterizamos con exactitud dicho espacio sólo en los casos q = 1 y
q > p′. Para los casos restantes (1 < p < 2 y 1 < q ≤ p′) logramos dar una estimación del
espacio `n(E ; p, q), como muestra la siguiente proposición.

Proposición 2.2.7. Sea 1 < p < 2.

1. Para q = 1, `n(E ; p, 1) = ` p′
2

.

2. Para q > p′, `n(E ; p, q) = `q.
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3. Para 1 < q ≤ p′, `n(E ; p, q) ⊆ `p′+ε, para todo ε > 0.

Demostración. 1. Sea α ∈ ` p′
2

. Aplicando el argumento usado en la demostración de la Pro-

posición 2.1.5, se tiene que φα : `p × · · · × `p × `∞ → K es extendible con norma extendible
menor o igual que ‖α‖` p′

2

. Entonces, Tα : `p × · · · × `p → `1 es extendible y ‖Tα‖E(n`p;`1) ≤
‖φα‖E(`p,...,`p,`∞) ≤ ‖α‖` p′

2

.

Recíprocamente, supongamos que Tα ∈ E(n`p; `1). Entonces, para todo β ∈ `∞, se tiene que
Dβ ◦ Tα = φα·β ∈ E(n`p). Luego, por la Proposición 2.1.5 se deduce que α · β pertenece a ` p′

2

.

Como esto se cumple para todo β ∈ `∞, podemos concluir que α ∈ ` p′
2

.

2. Para demostrar este ítem, vamos a usar [BP09, Proposition 3.4], que dice que si un
espacio de Banach Y tiene cotipo q > 2 y r < q, entonces todo operador mutlilineal extendible
deX1×· · ·×Xn en Y es absolutamente (q, r)-sumante. Ahora bien, como q > p′ y p < 2 tenemos
que `q tiene cotipo q > 2. Luego, Tα ∈ E(n`p; `q) resulta absolutamente (q, p′)-sumante. Es decir,
para todo N ∈ N, se tiene que(

N∑
k=1

|α(k)|q
) 1

q

=

(
N∑
k=1

‖Tα(ek, . . . , ek)‖q
) 1

q

≤ π(q,p′)(T ) · wp′
(
(ek)

N
k=1

)n
= π(q,p′)(T ),

por lo que α ∈ `q. La inclusión recíproca vale en un contexto general de espacios de sucesiones
y la vamos a demostrar en el capítulo siguiente (ver Lema 3.1.3).

3. En este caso vamos a aplicar [BMP10, Proposition 5.3], que dice que si un espacio de
Banach Y tiene cotipo �nito, entonces para r > q y s < r, todo operador multilineal extendible
X1 × · · · ×Xn en Y es absolutamente (q, s)-sumante.

En nuestro caso como q ≤ p′ y 1 < p, tenemos que `q tiene cotipo �nito máx{2, q}. Tomando
r = p′ + ε ≥ p′ ≥ q y s = p′ < r, tenemos que Tα ∈ E(n`p; `q) es absolutamente (p′ + ε, p′)-
sumante, para todo ε > 0. Es decir, para todo N ∈ N, se tiene que(

N∑
k=1

|α(k)|p′+ε
) 1

p′+ε

=

(
N∑
k=1

‖Tα(ek, . . . , ek)‖p
′+ε

) 1
p′+ε

≤ π(p′+ε,p′)(T ) · wp′
(
(ek)

N
k=1

)n
= π(p′+ε,p′)(T ).

Luego, α ∈ `p′+ε.

A continuación, resumimos los resultados obtenidos a lo largo de esta sección en el siguiente
teorema. Recordemos que de�nimos los números s y t de la siguiente manera

s =
(1

q
− n

p

)−1

t = máx

{(
n

p′
+

1

q

)−1

, 1

}
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Teorema 2.2.8. Sea n ≥ 1, se tiene que

1. Para p = 1,

a) si 1 ≤ q <∞, entonces

`n(N ; 1, q) = `n(I; 1, q) = `q ( `∞ = `n(E ; 1, q) = `n(L; 1, q) ;

b) si q =∞, entonces

`n(N ; 1,∞) = c0 ( `∞ = `n(I; 1,∞) = `n(E ; 1,∞) = `n(L; 1,∞) .

2. Para 1 < p < 2,

a) si q = 1, entonces

`n(N ; p, 1) = `n(I; p, 1) = `1 ( ` p′
2

= `n(E ; p, 1) ( `∞ = `n(L; p, 1) ;

b) si p′ < q <∞, entonces

`n(N ; p, q) = `n(I; p, q) = `t ( `q = `n(E ; p, q) ( `∞ = `n(L; p, q) ;

c) si 1 < q ≤ p′, entonces, para todo ε > 0,

`n(N ; p, q) = `n(I; p, q) = `t ( `q ⊆ `n(E ; p, q) ⊆ `p′+ε ( `∞ = `n(L; p, q) ;

d) si q =∞, entonces

`n(N ; p,∞) = `n(I; p,∞) = `t ( `∞ = `n(E ; p,∞) = `n(L; p,∞) .

3. Para 2 ≤ p <∞,

a) si q = 1, entonces

`n(N ; p, 1) = `n(I; p, 1) = `n(E ; p, 1) = `1 ( `n(L; p, 1) = `∞ o `s ;

b) si 1 < q <∞, entonces

`n(N ; p, q) = `n(I; p, q) = `1 ( `n(E ; p, q) = `q ( `n(L; p, q) = `∞ o `s ;

c) si q =∞, entonces

`n(N ; p,∞) = `n(I; p,∞) = `1 ( `∞ = `n(E ; p,∞) = `n(L; p,∞) .

4. Para p =∞
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a) si q = 1, entonces

`n(N ;∞, 1) = `n(I;∞, 1) = `n(E ;∞, 1) = `n(L;∞, 1) = `1 ;

b) si 1 < q ≤ ∞, entonces

`n(N ;∞, q) = `n(I;∞, q) = `1 ( `q = `n(E ;∞, q) = `n(L;∞, q) .

A pesar de que no logramos describir con exactitud el espacio `n(E ; p, q) para todos los
valores de p, q y n, los resultados obtenidos nos permiten comparar en todos los casos si las
inclusiones

`n(I; p, q) ⊆ `n(E ; p, q) ⊆ `n(L; p, q)

son estrictas o no. Dichas comparaciones se resumen en el siguiente cuadro:

`n(I; p, q) = `n(E ; p, q) = `n(L; p, q) p = 1 y q =∞
p =∞ y q = 1

`n(I; p, q) = `n(E ; p, q) 6= `n(L; p, q) 2 ≤ p <∞ y q = 1
`n(I; p, q) 6= `n(E ; p, q) = `n(L; p, q) p = 1 y 1 ≤ q <∞

1 < p <∞ y q =∞
p =∞ y 1 < q ≤ ∞

`n(I; p, q) 6= `n(E ; p, q) 6= `n(L; p, q) 1 < p < 2 y q = 1
1 < p <∞ y 1 < q <∞

Cuadro 2.1:





Capítulo 3

Operadores multilineales diagonales en
espacios de sucesiones

El objetivo de este capítulo es estudiar de forma general si determinadas características
de los ideales de operadores multilineales actuando en espacios de sucesiones se replican en
los respectivos espacios de sucesiones asociados al considerar los elementos diagonales. Más
precisamente, nos preguntamos si cada ideal de operadores multilineales maximal/minimal se
corresponde con un espacio de sucesiones maximal/minimal. Veremos que si E y F son espacios
de sucesiones y A es un ideal de operadores multilineales tales que el ideal A y el espacio F son
maximales/minimales entonces el espacio de sucesiones asociado, `n(A;E,F ), resulta también
maximal/minimal. Luego veremos la relación existente entre el espacio de sucesiones asociado
a un ideal y el espacio de sucesiones asociado a su adjunto. Por último, daremos aplicaciones
de dichos resultados.

3.1. Consideraciones generales

Sean E y F espacios de sucesiones. Recordemos que para nosotros el término espacio de
sucesiones representa un espacio de Banach de sucesiones que es normal y tal que ‖ek‖ = 1
para todo k ∈ N. Un operador n-lineal T ∈ L(nE;F ) se dice diagonal si existe una sucesión
acotada de escalares α = (α(k))k tal que para todo x1, . . . , xn ∈ E, el operador admite una
escritura de la forma

T (x1, . . . , xn) = α · x1 · · ·xn =
∑
k∈N

α(k)x1(k) · · ·xn(k) ek.

En dicho caso, T es el operador multilineal diagonal asociado a la sucesión α y lo notamos Tα.
Observemos que también podemos representar a Tα de forma tensorial como

Tα =
∑
k∈N

α(k) · e′k ⊗ · · · ⊗ e′k ⊗ ek,



Capítulo 3. Operadores multilineales diagonales en espacios de sucesiones 52

donde ek es el k-ésimo vector canónico en el espacio de sucesiones F y e′k ∈ E ′ es el k-ésimo
funcional coordenado.

Dado A un ideal de operadores multilineales, de�nimos el espacio de sucesiones asociado al
ideal A como

`n(A;E,F ) :=
{
α ∈ `∞ : Tα ∈ A(nE;F )

}
.

Observemos que con esta de�nición se tiene que `1(L;E,F ) = M(E,F ), donde M(E,F )
es el espacio de multiplicadores de E en F que de�nimos en los Preliminares. A continuación,
vamos a demostrar que el espacio `n(A;E,F ) resulta un espacio de sucesiones con la norma
dada por

‖α‖
`n(A;E,F )

:= ‖Tα‖A(nE;F ).

Proposición 3.1.1. Sea A un ideal de operadores n-lineales y sean E y F espacios de sucesio-
nes, entonces

(
`n(A;E,F ), ‖ · ‖`n(A;E,F )

)
es un espacio de sucesiones.

Demostración. Para ver que `n(A;E,F ) es un espacio de sucesiones, tenemos que ver las si-
guientes propiedades

1) `n(A;E,F ) es un subespacio de KN.

2) `1
≤1
↪→ `n(A;E,F )

≤1
↪→ `∞.

3) `n(A;E,F ) es un espacio de Banach.

4) `n(A;E,F ) es normal.

1) Es trivial ya que Tα+β = Tα + Tβ y Tλα = λTα.
2) Si α ∈ `1, entonces se tiene que Tα : E × · · · × E → F está bien de�nida y es nuclear.

Pues si consideramos x1, . . . , xn ∈ E, vale que Tα(x1, . . . , xn) = α · x1 · · ·xn ∈ `1
≤1
↪→ F . Por

otro lado, la escritura de Tα como operador n-lineal diagonal coincide con una representación
nuclear (ver 1.1) ya que podemos escribir a Tα como

Tα =
∑
k∈N

(α(k) · e′k)⊗ e′k ⊗ · · · ⊗ e′k ⊗ ek

y se cumple que ∑
k∈N

|α(k)| · ‖e′k‖n · ‖ek‖ = ‖α‖`1 <∞.

Entonces, por la Observación 1.2.6, se tiene que Tα ∈ A(nE;F ) y además

‖Tα‖A(nE;F ) ≤ ‖Tα‖N (nE;F ) ≤ ‖α‖`1 .
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Además, si α ∈ `n(A;E,F ), la Observación 1.2.6, nos dice que Tα ∈ L(nE;F ) y que cumple

‖Tα‖A(nE;F ) ≥ ‖Tα‖L(nE;F ) = sup
x1,...,xn∈BE

‖Tα(x1, . . . , xn)‖F

≥ sup
x1,...,xn∈BE

‖Tα(x1, . . . , xn)‖∞ = sup
x1,...,xn∈BE

sup
k∈N
|α(k) · x1(k) · · ·xn(k)|.

Tomando x1 = · · · = xn = ek ∈ BE, resulta que ‖Tα‖A(nE;F ) ≥ |α(k)|, para todo k ∈ N. Luego,
α ∈ `∞ y ‖α‖∞ ≤ ‖Tα‖A(nE;F ).

3) Basta ver que `n(A;E,F ) es cerrado. Consideremos el subespacio de A(nE;F ) dado por

Ad(
nE;F ) := {T ∈ A(nE;F ) : T = Tα para algún α} ,

con la norma inducida como subespacio de A(nE;F ). Luego, la aplicación que manda cada
α ∈ `n(A;E,F ) en el respectivo Tα ∈ Ad(

nE;F ) resulta un isomor�smo isométrico. Por tanto,
es su�ciente ver que Ad(

nE;F ) resulta un subespacio cerrado de A(nE;F ). Para esto, tomemos
una sucesión (αm)m ⊆ `n(A;E,F ) tal que Tαm → S en A(nE;F ) y veamos que S ∈ Ad(

nE;F ).
En efecto, de la siguiente identidad

Tαm(x1, . . . , xn) =
∑
k∈N

αm(k) · x1(k) · · ·xn(k) · ek

=
∑
k∈N

x1(k) · · · xn(k) · Tαm(ek, . . . , ek)

y tomando límite en ambos miembros, se deduce que

S(x1, . . . , xn) =
∑
k∈N

x1(k) · · ·xn(k) · S(ek, . . . , ek).

Es decir, S ∈ Ad(
nE;F ) pues es el operador diagonal asociado a la sucesión α(k) = S(ek, . . . , ek).

4) Sean α ∈ `n(A;E,F ) y β ∈ ω tales que |β(k)| ≤ |α(k)| para todo k ∈ N. A�rmamos que
el operador diagonal Tβ : E × · · · ×E → F está bien de�nido. En efecto, dados x1, . . . , xn ∈ E,
vale que |β(k) · x1(k) · · ·xn(k)| ≤ |α(k) · x1(k) · · ·xn(k)| para todo k ∈ N. Luego, como F es
normal y α ·x1 · · ·xn ∈ F , resulta que β ·x1 · · ·xn también pertenece a F . Ahora bien, tomemos
la sucesión γ de�nida como

γ(k) =

{
β(k)/α(k) si α(k) 6= 0

0 si α(k) = 0

y consideremos Dγ : F → F el operador lineal diagonal asociado a γ. La normalidad de F
implica que Dγ está bien de�nido con ‖γ · x‖F ≤ ‖γ‖∞ · ‖x‖F para todo x ∈ F , ya que la
sucesión ‖γ‖∞ · x pertenece a F y veri�ca para todo n ∈ N que

|(γ · x)(k)| = |γ(k) · x(k)| ≤ ‖γ‖∞ · |x(k)| = |(‖γ‖∞ · x)(k)|.
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Esto nos dice que ‖Dγ‖L(F ) ≤ ‖γ‖∞ ≤ 1. Como γ · α = β (recordar que α(k) = 0 implica
β(k) = 0 ya que |β(k)| ≤ |α(k)| para todo k ∈ N), se deduce que Tβ = Dγ ◦ Tα y por lo tanto
Tβ ∈ A(nE;F ) con

‖Tβ‖A(nE;F ) ≤ ‖Dγ‖ · ‖Tα‖A(nE;F ) ≤ ‖Tα‖A(nE;F ).

A continuación, daremos algunas consideraciones básicas, pero importantes, a la hora de
trabajar con espacios de dimensión �nita. Fijaremos algunas notaciones que usaremos hasta el
�nal de este capítulo. Recordemos que llamamos EN = span{e1, . . . , eN} ⊆ E, E0 = span{ek :
k ∈ N} ⊆ E y que notamos con iN : EN ↪→ E a la inclusión canónica y con π

N
: E → EN a

la proyección canónica sobre las primeras N -coordenadas. Si consideramos una sucesión �nita,
dicha sucesión pertenece a todos los espacios de sucesiones, lo que podría modi�carse es su
norma vista en los distintos espacios de sucesiones. Por ejemplo, si consideramos la sucesión
�nita α = e1 + e2, se tiene que ‖α‖`p = 21/p para cada 1 ≤ p <∞.

Si α ∈ `n(A;E,F ), entonces π
N

(α) pertenece a `n(A;E,F )N por de�nición. Ahora bien,
Tπ

N
(α) ∈ A(nE;F ) está dado por

Tπ
N

(α) =
N∑
k=1

α(k) · e′k ⊗ · · · ⊗ e′k ⊗ ek.

Notemos entonces que su imagen pertenece a span{e1, . . . , eN}, por lo que podemos pensar que
Tπ

N
(α) pertenece a A(nE;FN). Consideremos la siguiente composición, que nos vuelve a dar

TπN (α)

EN

iEN
��

× · · · × EN

iEN
��

E × · · · × E
Tπ
N

(α)
// F

πF
N // FN .

.

Entonces, Tπ
N

(α) ∈ A(nEN ;FN) y además ‖Tπ
N

(α)‖A(nEN ;FN ) ≤ ‖Tπ
N

(α)‖A(nE;F ). En otras pala-

bras, `n(A;E,F )N
≤1
↪→ `n(A;EN , FN).

Notemos que en todos los casos llamamos al operador de la misma manera sin importar
cuales son los espacios de salida ni de llegada. Nuestro objetivo es comparar su norma vista en
distintos espacios.

Por otro lado, si α ∈ `n(A;EN , FN), entonces α coincide con π
N

(α) y Tπ
N

(α) pertenece a
A(nEN ;FN). Ahora, la composición

E

π
N

��

× · · · × E

π
N

��

EN × · · · × EN
Tπ
N

(α)
// FN

iFN // F
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nos dice que Tπ
N

(α) pertenece a A(nE;F ) y además ‖Tπ
N

(α)‖A(nE;F ) ≤ ‖Tπ
N

(α)‖A(nEN ;FN ). En
de�nitiva, tenemos la siguiente identidad

`n(A;E,F )N
1
= `n(A;EN , FN).

Observemos también que, como EN es un espacio de dimensión �nita, vale que EN
1
= E ′′N

1
=

E××N . Esto nos permite reemplazar, en la identidad anterior, cada espacio de dimensión �nita
por su bidual de Köthe. Es decir,

`n(A;E,F )N
1
= `n(A;EN , FN)

1
= `n(A;E××N , F××N )

1
= `n(A;E××, F××)N . (3.1)

Por último, recordemos para espacios de dimensión �nita se tiene que

A(EN ;FN)
1
= Amax(EN ;FN)

1
= Amin(EN ;FN).

Luego, en la identidad (3.1) podemos reemplazar A por Amax o Amin indistintamente. Es decir,

`n(A;EN , FN)
1
= `n(Amax;EN , FN)

1
= `n(Amin;EN , FN). (3.2)

Una vez analizado el comportamiento de los espacios de sucesiones asociados a ideales de
operadores multilineales en espacios de dimensión �nita, presentamos una inclusión general que
relaciona espacios de sucesiones asociados a ideales de operadores multilineales con un espacio
de multiplicadores.

Proposición 3.1.2. Sean E y F espacios de sucesiones y A un ideal de operadores n-lineales.
Entonces

`n(A;E,F )
≤1
↪→M(F×, `n(A;E)). (3.3)

Demostración. Sea α ∈ `n(A;E,F ), veamos que α · β ∈ `n(A;E) para todo β ∈ F×. En otras
palabras, queremos ver que la forma n-lineal asociada a α · β �que notamos φα·β� pertenece
a A(nE) para todo β ∈ F×. Para β ∈ F×, consideramos ϕβ ∈ F ′ la funcional lineal de�nida en
la Proposición 1.3.3. Es decir, la funcional lineal de�nida por

ϕβ(x) =
∑
k∈N

β(k) · x(k).

Si componemos la funcional ϕβ con el operador n-lineal diagonal asociado a α, obtenemos la
forma n-lineal diagonal asociada a α · β. En efecto,

ϕβ ◦ Tα(x1, . . . , xn) =
∑
k∈N

α(k) · x1(k) · · ·xn(k) · ϕβ(ek)

=
∑
k∈N

α(k) · β(k) · x1(k) · · ·xn(k)

= φα·β(x1, . . . , xn).
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Luego, la forma n-lineal φα·β pertenece a A(nE) y por la Proposición 1.3.3 tenemos que

‖φα·β‖A(nE) ≤ ‖ϕβ‖F ′ · ‖Tα‖A(nE;F ) = ‖β‖F× · ‖α‖`n(A;E,F ).

En consecuencia,

‖α‖M(F×,`n(A;E)) = sup
β∈BF×

‖α · β‖`n(A;E)

≤ sup
β∈BF×

‖β‖F× · ‖α‖`n(A;E,F ) = ‖α‖`n(A;E,F ).

A continuación, vamos a proceder a calcular el espacio de sucesiones asociado al ideal de
operadores multilineales extendibles. El resultado que demostraremos generaliza la Proposición
2.2.4 que enunciamos en el capítulo anterior. De este modo, la Proposición 2.2.4 se obtiene de
la Proposición 3.1.4 ya que el espacio `q es maximal para todo 1 ≤ q ≤ ∞.

Lema 3.1.3. Sean E y F espacios de sucesiones. Si α ∈ F , entonces el operador n-lineal
diagonal Tα : E×· · ·×E → F es extendible, y su norma extendible es menor o igual que ‖α‖

F
.

En otras palabras,

F
≤1
↪→ `n(E ;E,F ).

Demostración. Tomemos α ∈ F y factoricemos Tα como

E

i
��

× . . . × E

i
��

Tα // F

`∞ × . . . × `∞

Sα

?? ,

donde i es la inclusión natural de E en `∞ y Sα es simplemente Tα actuando en `∞× · · · × `∞.
Como `∞ tiene la propiedad de extensión métrica (metric extension property, ver de�nición en
Apéndice A.2), se tiene que Sα es extendible y ‖Sα‖E(n`∞;F ) = ‖Sα‖L(n`∞;F ) = ‖α‖F . Luego,
Tα ∈ E(nE;F ) y ‖Tα‖E(nE;F ) ≤ ‖Sα‖E(n`∞;F ) · ‖i‖n = ‖α‖F .

En particular, si E = `p y F = `q, tenemos que `q
≤1
↪→ `n(E ; p, q). Este hecho fue enunciado

sin demostración en la prueba del punto 2 de la Proposición 2.2.7.

Proposición 3.1.4. Sean p ≥ 2 y F un espacio de sucesiones maximal. Entonces, el operador
n-lineal diagonal Tα : `p × · · · × `p → F es extendible si y solo si α ∈ F .
En otras palabras,

`n(E ; p, F ) = F .
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Demostración. La inclusión de F en el espacio de sucesiones asociado vale de manera general
como muestra el Lema 3.1.3. Para ver la inclusión inversa, como p ≥ 2 y F es maximal, por las
Proposiciones 2.1.2 y 3.1.2 y el Lema 3.1.3, se tiene que

F
≤1
↪→ `n(E ; `p, F )

≤1
↪→M(F×, `n(E ; `p)) = M(F×, `1)

1
= F××

1
= F.

En la demostración de la Proposición 2.1.2 (que se encuentra en [CDS06, Proposition 3.1]),
se usa que toda forma n-lineal extendible es absolutamente (1, 2)-sumante [PG06, Corollary 2.5].
En dicho resultado, se prueba además que la norma de la inclusión es menor o igual a Kn−1

G ,
donde KG es la constante de la desigualdad Grothendieck. En consecuencia, si α ∈ `n(E ; p, F ),
entonces

‖α‖F ≤ Kn−1
G · ‖α‖`n(E;p,F ).

Notemos que, si consideramos un espacio de sucesiones arbitrario F (no necesariamente
maximal), el argumento usado en la prueba de la proposición anterior nos daría las siguientes
inclusiones

F
≤1
↪→ `n(E ; p, F ) ↪→ F××.

Además, el resultado de la Proposición 2.1.2 usada en la prueba sigue siendo cierto si cambiamos
el espacio `p con p ≥ 2 por cualquier espacio de sucesiones 2-convexo E. Luego, la Proposición
3.1.4 también es válida para operadores multilineales diagonales de E×· · ·×E en un espacio de
sucesiones maximal F . Por ejemplo, se puede aplicar cuando E es el espacio de Lorentz d(w, p)
con p ≥ 2 (ver de�nición en 3.4.6).

En general, la inclusión (3.3) es estricta. Veamos, a continuación, dos ejemplos que lo mues-
tran. El primer ejemplo que consideramos es el ideal de operadores n-lineales extendibles E con
p = 3/2 y q = 4. Como 1 < p < 2 y q > p′ = 3, del ítem 2 de la Proposición 2.2.7 se tiene que

`n(E ; ` 3
2
, `4) = `4,

mientras que de la Proposición 2.1.5 (como 1 < 3
2
< 2) se deduce que

M(`×4 , `n(E ; ` 3
2
)) = M(` 4

3
, ` 3

2
) = `∞.

El segundo ejemplo que consideramos es el ideal de operadores n-lineales integrales I con
p = 1 y 1 ≤ q <∞. Por la Proposición 2.2.3 se tiene que

`n(I; `1, `q) = `q,

mientras que de la Proposición 2.1.1 se obtiene que

M(`×q , `n(I; `1)) = M(`×q , `∞) = `∞.

Sin embargo, si consideramos el ideal de operadores multilineales continuos vale la igualdad
(isométrica) si el conjunto de llegada es un dual de Köthe o es un espacio de sucesiones maximal.
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Proposición 3.1.5. Sean E y F espacios de sucesiones. Entonces

`n(L;E,F×)
1
= M(F, `n(L;E)).

En particular, si F es maximal tenemos que

`n(L;E,F )
1
= M(F×, `n(L;E)).

Demostración. Por un lado, de la Proposición 3.1.2 y usando que F
≤1
↪→ F××, se tiene que

`n(L;E,F×)
≤1
↪→M(F××, `n(L;E))

≤1
↪→M(F, `n(L;E)).

Recíprocamente, sea α ∈M(F, `n(L, E)). Consideremos β ∈ F y tomemos β̃ = β · s, donde
|s(k)| = 1 y se cumple que |α(k) · β(k) · x1(k) · · ·xn(k)| = α(k) · β̃(k) · x1(k) · · ·xn(k) para todo
k ∈ N. Entonces α · β̃ ∈ `n(L;E) y, en consecuencia, dados x1, . . . , xn ∈ E obtenemos

‖Tα(x1, . . . , xn) · β‖1 =
∑
k∈N

|α(k) · x1(k) · · ·xn(k) · β(k)|

=

∣∣∣∣∣∑
k∈N

α(k) · β̃(k) · x1(k) · · ·xn(k)

∣∣∣∣∣
≤ ‖φα·β̃‖L(nE) · ‖x1‖E · · · ‖xn‖E <∞.

Por lo que Tα está bien de�nido de E × · · · × E en F× y además Tα ∈ L(nE;F×). Para
�nalizar, usando la descripción de la norma en F× dada en la ecuación (1.8), podemos ver que
la identidad que estamos demostrando es isométrica. En efecto,

‖α‖`n(L;E,F×) = ‖Tα‖L(nE;F×) = sup
xi∈BE

‖Tα(x1, . . . , xn)‖F×

= sup
xi∈BE

sup
β∈BF

∣∣∣∣∣∑
k∈N

α(k) · β(k) · x1(k) · · ·xn(k)

∣∣∣∣∣
= sup

β∈BF
sup
xi∈BE

∣∣∣∣∣∑
k∈N

α(k) · β(k) · x1(k) · · ·xn(k)

∣∣∣∣∣
= sup

β∈BF
‖φα·β‖L(nE)

= sup
β∈BF

‖α · β‖`n(L;E) = ‖α‖M(F,`n(L;E)).

Por último, si F es maximal, vale que F
1
= F××, entonces

`n(L;E,F )
1
= `n(L;E,F××)

1
= M(F×, `n(L;E)).
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Observemos que la condición de que F sea maximal es necesaria para que valga que la
identidad `n(L;E,F )

1
= M(F×, `n(L;E)), pues si consideramos E = `∞ y F = c0, tenemos que

`n(L; `∞, c0) = c0 6= M(`1; `n(L; `∞)) = M(`1, `1) = `∞.

Corolario 3.1.6. Si E es n-cóncavo, entonces `n(L;E,F )
1
= `∞.

Demostración. En [CDS09, Remark 2.1], se prueba que si E es n-cóncavo, entonces `n(L;E) =

`∞. Luego `n(L;E,F )
1
= M(F×, `n(L;E))

1
= M(F×, `∞)

1
= `∞.

Sea E un espacio de sucesiones y sea 0 < r <∞ tal que M (máx(1,r))(E) = 1 (es decir, E es
máx(1, r)-convexo con constante de convexidad igual a uno). Se de�ne la potencia r del espacio
de sucesiones E como

Er := {x ∈ `∞ : |x|1/r ∈ E},

con la norma dada por
‖x‖Er := ‖ |x|1/r ‖rE,

donde |x|1/r = (|x(k)|1/r)k∈N.
En estas condiciones, Er resulta un espacio de sucesiones 1

mı́n(1,r)
-convexo. Además, si E es

maximal, Er también es maximal [DMM02].
Observemos que, como E es normal, tanto en la de�nición de Er como en la de la norma,

podemos reemplazar |x|1/n por x1/n ya que x ∈ E si y solo si |x| ∈ E. Notemos también que si
x1, . . . , xn ∈ BE, entonces su producto x1 · · ·xn ∈ BEn . En efecto, la desigualdad

(|x1 · · ·xn|)1/n ≤ |x1|+ · · ·+ |xn|
n

implica que (x1 · · ·xn)1/n ∈ E. Además,

‖x1 · · · xn‖En = ‖(|x1 · · ·xn|)1/n‖nE ≤
∥∥∥∥ |x1|+ · · ·+ |xn|

n

∥∥∥∥n
E

≤
(
‖x1‖E + · · ·+ ‖xn‖E

n

)n
≤ 1

En el caso que el espacio E es n-convexo, podemos dar una identi�cación entre el espacio
de sucesiones asociado al ideal de operadores n-lineales continuos de E × · · · ×E en F y cierto
espacio de multiplicadores donde solo están involucrados los espacios E y F .

Proposición 3.1.7. Sea E un espacio de sucesiones n-convexo con constante de convexidad
M (n)(E) = 1. Entonces, para cualquier espacio de sucesiones F ,

`n(L;E,F )
1
= M(En, F ).
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Demostración. Sea α ∈ `n(L;E,F ), tomemos x ∈ En, por lo que x1/n ∈ E, entonces

Tα(x1/n, . . . , x1/n) = α · x1/n · · ·x1/n = α · x ∈ F.

Luego, α ∈M(En, F ) y además

‖α‖M(En,F ) = sup
x∈BEn

‖α · x‖F = sup
x∈BEn

‖Tα(x1/n, . . . , x1/n)‖F

≤ sup
x∈BEn

‖Tα‖L(nE;F ) · ‖x1/n‖nE = sup
x∈BEn

‖α‖`n(L;E,F ) · ‖x‖En = ‖α‖`n(L;E,F ),

es decir, `n(L;E,F )
≤1
↪→M(En, F ).

Recíprocamente, sea α ∈M(En, F ). Tomamos x1, . . . , xn ∈ E, como el producto x1 · · ·xn ∈
En, tenemos que

Tα(x1, . . . , xn) = α · x1 · · ·xn ∈ F.
En consecuencia, Tα está bien de�nido de E × · · · × E en F . Además,

‖Tα‖L(nE;F ) = sup
xi∈BE

‖Tα(x1, . . . , xn)‖F = sup
xi∈BE

‖α · x1 · · ·xn‖F

≤ sup
x∈BEn

‖α · x‖F = ‖α‖M(En,F ),

como queríamos demostrar.

Corolario 3.1.8. Sea E un espacio de sucesiones n-convexo con constante de convexidad
M (n)(E) = 1. Entonces, para cualquier espacio de sucesiones F ,

M(En, F×)
1
= M(F, `n(L;E)).

Demostración. Es consecuencia de las Proposiciones 3.1.5 y 3.1.7 con F× en lugar de F .

Para terminar las consideraciones generales, probemos un resultado sobre la convexidad del
espacio de sucesiones asociado al ideal de operadores multilineales continuos. Este resultado lo
usaremos en la Sección 3.4.5 para demostrar un teorema de inclusión para el ideal de operadores
multilineales (E, p)-dominados.

Proposición 3.1.9. Sea F un espacio de sucesiones n-convexo con constante de convexidad
M (n)(F ) = 1. Entonces, `n(L;E,F ) es n-convexo con constante de convexidad igual a 1, para
todo espacio de sucesiones E.

Demostración. Para probar que `n(L;E,F ) es n-convexo con constante 1, debemos demostrar
que dada una sucesión �nita (αi)

m
i=1 ⊆ `n(L;E,F ) se tiene que∥∥∥∥∥∥

(
m∑
i=1

|αi|n
)1/n

∥∥∥∥∥∥
`n(L;E,F )

≤

(
m∑
i=1

‖αi‖n`n(L;E,F )

)1/n

.
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Llamemos β a la sucesión en `n(L;E,F ) dada por β =
(∑m

i=1 |αi|n
)1/n

. Por ser F n-convexo
con M (n)(F ) = 1, se obtiene∥∥∥∥∥∥

(
m∑
i=1

|αi|n
)1/n

∥∥∥∥∥∥
`n(L;E,F )

= ‖Tβ‖L(nE;F ) = sup
xi∈BE

‖Tβ(x1, . . . , xn)‖F

= sup
xj∈BE

‖β · x1 · · ·xn‖F = sup
xj∈BE

∥∥∥∥∥∥
(

m∑
i=1

|αi|n
)1/n

· x1 · · · xn

∥∥∥∥∥∥
F

= sup
xj∈BE

∥∥∥∥∥∥
(

m∑
i=1

|αi · x1 · · ·xn|n
)1/n

∥∥∥∥∥∥
F

≤ sup
xj∈BE

(
m∑
i=1

‖αi · x1 · · ·xn‖nF

)1/n

= sup
xj∈BE

(
m∑
i=1

‖Tαi(x1, . . . , xn)‖nF

)1/n

=

(
m∑
i=1

‖αi‖n`n(L;E,F )

)1/n

3.2. Relación con Ideales Maximales y Minimales

En esta sección vamos a estudiar la relación existente entre las propiedades de maximalidad
y minimalidad de ideales de operadores multilineales y su respectivo espacio de sucesiones
asociado. Comencemos relacionando el bidual F ′′ del espacio de sucesiones F con su �bidual de
Köthe� F××.

Proposición 3.2.1. La aplicación ξ : F ′′ → F×× dada por ξ(φ) = (φ(e′k))k está bien de�nida
y es continua con norma menor o igual a 1.

Demostración. Sea i : F×
≤1
↪→ F ′ la inclusión de norma 1 dada en la Proposición 1.3.3 y

consideremos e′k ∈ F ′. Entonces, i(ek) = e′k para todo k ∈ N, ya que

i(ek)(x) =
∑
j∈N

ek(j) · x(j) = x(k) = e′k(x).

Veamos ahora que ξ está bien de�nida y es continua con norma menor o igual a 1. Sean β ∈ F×



Capítulo 3. Operadores multilineales diagonales en espacios de sucesiones 62

y γ la sucesión que cumple|β(k) · φ(e′k)| = γ(k) · β(k) · φ(e′k). Luego,

N∑
k=1

|β(k) · φ(e′k)| =
N∑
k=1

γ(k) · β(k) · φ(e′k) = φ

(
N∑
k=1

γ(k) · β(k) · i(ek)

)

= φ ◦ i

(
N∑
k=1

γ(k) · β(k) · ek

)

≤ ‖φ‖F ′′ · ‖i‖L(F×,F ′) ·

∥∥∥∥∥
N∑
k=1

γ(k) · β(k) · ek

∥∥∥∥∥
F×

= ‖φ‖F ′′ · ‖β‖F× .

Como esto vale para todo β ∈ F× y todo N ∈ N, resulta que ξ : F ′′ → F×× está bien de�nida
y ‖ξ‖ ≤ 1.

Si consideramos JF : F ↪→ F ′′ la inclusión canónica de F en su bidual, entonces ξ ◦ JF :
F → F×× es la inclusión de F en F××. En efecto,

ξ ◦ JF (ej) = (JF (ej)(e
′
k))k = (e′k(ej))k = ej.

En [CDS09, Proposition 5.5 y 5.6], se prueba que si A es un ideal de formas multilineales

maximal, entonces vale que `n(A;E)
1
= `n(A;E××) y que `n(A;E)

1
= `n(A∗;E×)×. En ambos

casos, la herramienta fundamental en la demostración es el uso de [CDS09, Lemma 5.4], que es
una versión para formas multilineales diagonales del density lemma que puede verse en [DF93,
13.4]. A continuación, damos una nueva versión en el contexto de operadores multilineales
diagonales y probamos resultados similares a los obtenidos para formas multilineales diagonales.
Esto lo usaremos para demostrar que cierto operador multilineal diagonal pertenece a un ideal
maximal sabiendo que sus sumas �nitas tienen normas uniformemente acotadas.

Lema 3.2.2. Sea A un ideal de operadores n-lineales maximal y sean E y F espacios de
sucesiones. Sea α una sucesión y supongamos que existe C > 0 tal que la proyección π

N
(α)

satisface que ‖π
N

(α)‖`n(A;EN ,F ) ≤ C para todo N ∈ N. Entonces, α ∈ `n(A;E,F××) y además
‖α‖`n(A;E,F××) ≤ C.

Es decir, si Tπ
N

(α) ∈ A(nEN ;F ) tiene norma menor o igual a C para todo N ∈ N, entonces
Tα ∈ A(nE;F××) con norma menor o igual a C.

Demostración. Como A es maximal, el Teorema 1.2.3, nos asegura la existencia de una norma
tensorial ν tal que A(nE;F ′′)

1
= (⊗nE ⊗ F ′; ν)′, por lo que BA(nE;F ′′) es w∗-compacta. Además,

si consideramos la siguiente composición

E

π
N

��

× · · · × E

π
N

��

EN × · · · × EN
Tπ
N

(α)
// F

JF // F ′′,
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podemos ver que ‖JF ◦Tπ
N

(α)◦(πN , . . . , πN)‖A(nE;F ′′) ≤ ‖Tπ
N

(α)‖A(nEN ;F ) ≤ C para todo N ∈ N.
Es decir, JF ◦Tπ

N
(α)◦(πN , . . . , πN ) pertenece a la bola de radio C de A(nE;F ′′) para todo N ∈ N.

Luego, el conjunto
(
JF ◦ Tπ

N
(α) ◦ (π

N
, . . . , π

N
)
)
N
tiene un punto de acumulación respecto a la

topología w∗.
Por otro lado, para cada k ≤ N vale que JF ◦ Tπ

N
(α) ◦ (π

N
, . . . , π

N
)(x1, . . . , xn)(e′k) coincide

con Tα(x1, . . . , xn)(k). En efecto, teniendo en cuenta que

JF ◦ Tπ
N

(α) ◦ (π
N
, . . . , π

N
)(x1, . . . , xn)(e′k) =

(
ξ ◦ JF ◦ Tπ

N
(α) ◦ (π

N
(x1), . . . , π

N
(xn))

)
k
,

si calculamos

ξ ◦ JF ◦ Tπ
N

(α) ◦ (π
N

(x1), . . . , π
N

(xn)) = ξ ◦ JF

(
N∑
k=1

α(k) · x1(k) · · ·xn(k) · ek

)

=
N∑
k=1

α(k) · x1(k) · · ·xn(k) · ek,

obtenemos TπN (α)(x1, . . . , xn) visto en F××.
Entonces, Tα es un punto de acumulación de

(
JF ◦ Tπ

N
(α) ◦ (π

N
, . . . , π

N
)
)
N
. Por lo tanto,

Tα ∈ A(nE;F××) con ‖Tα‖A(nE,F××) ≤ C.

En particular, para F maximal (por ejemplo si es el dual de Köte de un espacio de su-
cesiones), dado un operador multilineal diagonal Tα : E0 × · · · × E0 → F tal que sus trun-
cados satisfacen ‖Tπ

N
(α)‖A(nEN ;F ) ≤ C para todo N ∈ N, se deduce que Tα ∈ A(nE;F ) con

‖Tα‖A(nE;F ) ≤ C.
Nuestro objetivo es analizar la relación entre ideales maximales y minimales con sus respecti-

vos espacios de sucesiones asociados. Veremos que si A y F son maximales, entonces `n(A;E,F )
resulta maximal y que si A y F son minimales, entonces `n(A;E,F ) resulta minimal.

Proposición 3.2.3. Sea A un ideal de operadores n-lineales maximal y sean E y F espacios
de sucesiones. Entonces, `n(A;E,F××) es maximal.

En particular, si A y F son maximales, entonces `n(A;E,F ) es maximal.

Demostración. Para probar que `n(A;E,F××) es maximal basta ver que

`n(A;E,F××)max
≤1
↪→ `n(A;E,F××).

Es decir, si ‖π
N

(α)‖`n(A;E,F××) ≤ C para todo N ∈ N, entonces α ∈ `n(A;E,F××) con
‖α‖`n(A;E,F××) ≤ C. Ahora bien, de la identidad (3.1), obtenemos

‖π
N

(α)‖`n(A;EN ,F××) = ‖π
N

(α)‖`n(A;E,F××) ≤ C.

Luego, el Lema 3.2.2 nos da el resultado buscado.
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Siendo A maximal, la condición de que F sea maximal es necesaria para que `n(A;E,F ) re-
sulte maximal. Por ejemplo, si tomamos A = L, E = `∞ y F = c0, se deduce que `n(L; `∞, c0) =
c0, que obviamente no es maximal.

El siguiente teorema muestra una identidad general que relaciona la maximalidad de un
ideal con la maximalidad del espacio de sucesiones asociado.

Teorema 3.2.4. Sea A un ideal de operadores n-lineales y sean E y F espacios de sucesiones.
Entonces

`n(A;E,F )max
1
= `n(Amax;E,F××).

Demostración. Dada una sucesión α, de las identidades (3.1) y (3.2) se tiene que

‖π
N

(α)‖`n(A;E,F ) = ‖π
N

(α)‖`n(Amax;E,F××).

Entonces, por la Proposición 1.3.6 deducimos que

`n(A;E,F )max
1
= `n(Amax;E,F××)max.

Como Amax y F×× son maximales, la Proposición 3.2.3 nos dice que

`n(Amax;E,F××)max
1
= `n(Amax;E,F××).

En consecuencia,
`n(A;E,F )max

1
= `n(Amax;E,F××).

A continuación, veremos relaciones entre ideales minimales y sus respectivos espacios de
sucesiones asociados.

Teorema 3.2.5. Sea A un ideal de operadores n-lineales y sean E y F espacios de sucesiones.
Si A y F son minimales entonces `n(A;E,F ) es minimal.

Recordemos que para probar que `n(A;E,F ) es minimal, tenemos que ver que ‖π
N

(α) −
α‖`n(A;E,F ) → 0 para todo α ∈ `n(A;E,F ). Es decir,

‖Tπ
N

(α)−α‖A(nE;F ) = ‖(πF
N
− IF ) ◦ Tα‖A(nE;F ) → 0,

para todo α ∈ `n(A;E,F ).
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Demostración. Sea α ∈ `n(A;E,F ), como A es minimal podemos factorizar a Tα como

E

A1

��

× · · · × E

An
��

Tα // F

X1 × · · · × Xn
S // Y,

B

OO

donde A1, . . . , An, B son operadores lineales aproximables y S ∈ A(X1, . . . , Xn;Y ). Por otro
lado, (πF

N
− IF ) ◦ Tα también pertenece a A(nE;F ) y

(πF
N
− IF ) ◦ Tα = (πF

N
− IF ) ◦B ◦ S ◦ (A1, . . . , An).

En otras palabras, obtenemos una factorización de (πF
N
− IF ) ◦ Tα donde (πF

N
− IF ) ◦ B ∈ F y

A1, . . . , An ∈ F. Entonces,

‖(πF
N
− IF ) ◦ Tα‖A(nE;F ) ≤ ‖(πFN − IF ) ◦B‖ · ‖S‖A(X1,...,Xn;Y ) · ‖A1‖ · · · ‖An‖.

Como B ∈ F(Y ;F ) ⊆ K(Y ;F ) y πF
N
tiende a IF sobre compactos (por ser F minimal, ver

Teorema 1.3.5.(5)), entonces ‖(πF
N
− IF ) ◦B‖ tiende a cero. Luego,

‖(πF
N
− IF ) ◦ Tα‖A(nE;F ) → 0

y en consecuencia, `n(A;E,F ) es minimal como queríamos ver.

En la siguiente proposición veremos una caracterización del núcleo minimal del espacio de
sucesiones asociado a un ideal.

Proposición 3.2.6. Sea A un ideal de operadores n-lineales y sean E y F espacios de sucesio-
nes. Entonces,

`n(A;E,F )min
1
= `n(Amin;E,Fmin).

Demostración. Sea α ∈ `n(A;E,F )min, entonces ‖π
N

(α) − α‖`n(A;E,F ) tiende a cero. Por las
identidades (3.1) y (3.2) tenemos que

‖π
N

(α)‖`n(A;E,F ) = ‖π
N

(α)‖`n(Amin;E,Fmin).

Luego, (π
N

(α))N es una sucesión de Cauchy en el espacio `n(Amin;E,Fmin), por lo que converge
a una sucesión que coincide con α coordenada a coordenada. En otras palabras, demostramos
que α ∈ `n(Amin;E,Fmin) y además

‖α‖`n(Amin;E,Fmin) ≤ ‖πN (α)− α‖`n(Amin;E,Fmin) + ‖π
N

(α)‖`n(Amin;E,Fmin),

donde el primer término del lado derecho de la desigualdad tiende a cero y el segundo coincide
con ‖π

N
(α)‖`n(A;E,F ), que converge a ‖α‖`n(A;E,F )min . De lo anterior se concluye que

`n(A;E,F )min
≤1
↪→ `n(Amin;E,Fmin).

Por otro lado, como Amin y Fmin son minimales, por el Teorema 3.2.5 tenemos la otra inclusión:

`n(Amin;E,Fmin)
1
= `n(Amin;E,Fmin)min

≤1
↪→ `n(A;E,F )min.
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3.3. Relación con el Ideal Adjunto

En esta sección, veremos la relación entre el espacio de sucesiones asociados a un ideal y el
asociado a su adjunto. Comenzamos dando resultados para espacios de dimensión �nita.

Proposición 3.3.1. Sea A un ideal de operadores n-lineales y sean E y F espacios de sucesio-
nes. Entonces,

`n(A;EN , FN)×
1
= `n(A∗;E×N , F

×
N ).

Demostración. Notemos que como estamos trabajando con espacios de dimensión �nita, el dual
de Köthe y el dual (como espacio de Banach) coinciden. Además, si llamamos ν a la norma
tensorial asociada a A, tenemos que

A∗(nE×N ;F×N )
1
=

(
n⊗
E×N ⊗ F

××
N , ν

)′
1
= A(nE××N ;F××N )′

1
= A(nEN ;FN)′.

La dualidad está dada de la siguiente manera: Dados T ∈ A(nEN ;FN) y S ∈ A∗(nE×N ;F×N ), que
se escriben

T =
∑
i

γi,1 ⊗ · · · ⊗ γi,n ⊗ yi,

con γj,k ∈ E×N e yi ∈ FN y

S =
∑
j

xj,1 ⊗ · · · ⊗ xj,n ⊗ y×j ,

con xj,k ∈ EN e y×j ∈ F×N , se tiene

〈S, T 〉 =
∑
i,j

γi,1(xj,1) · · · γi,n(xj,n) · y×j (yi)

=
∑
i

S(γi,1, . . . , γi,n)(yi)

=
∑
j

y×j (T (xj,1, . . . , xj,n)).

De la dualidad, se obtiene que |〈S, T 〉| ≤ ‖S‖A∗(nE×N ;F×N ) ·‖T‖A(nEN ;FN ). Además, si S es diagonal,

S = Sβ =
∑N

j=1 β(j) · ej ⊗ · · · ⊗ ej ⊗ e×j para alguna sucesión β. Entonces,

〈Sβ, T 〉 =
N∑
j=1

β(j) · T (ej, . . . , ej)(j).

Notando D(T ) ∈ A(nEN ;FN) a la diagonalización de T , de�nida por

D(T ) =
N∑
i=1

α(i) · e×i ⊗ · · · ⊗ e×i ⊗ ei,
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donde α(i) = T (ei, . . . , ei)(i), concluimos que 〈Sβ, T 〉 = 〈Sβ, D(T )〉 =
∑N

i=1 α(i) · β(i).
Entonces, si β ∈ `n(A;EN ;FN)×,

‖β‖`n(A;EN ,FN )× = sup
‖α‖`n(A;EN,FN )≤1

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

α(i) · β(i)

∣∣∣∣∣
= sup

‖α‖`n(A;EN,FN )≤1

|〈Sβ, Tα〉| = sup
‖Tα‖A(nEN ;FN )≤1

|〈Sβ, Tα〉|

≤ sup
‖Tα‖A(nEN ;FN )≤1

‖Sβ‖A∗(nE×N ;F×N ) · ‖Tα‖A(nEN ;FN )

= ‖Sβ‖A∗(nE×N ;F×N ) = ‖β‖`n(A∗;E×N ,F
×
N ).

Recíprocamente, si β ∈ `n(A∗;E×N , F
×
N ), tenemos que

‖β‖`n(A∗;E×N ,F
×
N ) = sup

‖T‖A(nEN ;FN )≤1

|〈Sβ, T 〉| = sup
‖T‖A(nEN ;FN )≤1

|〈Sβ, D(T )〉|

≤ sup
‖D(T )‖A(nEN ;FN )≤1

|〈Sβ, D(T )〉| = sup
‖Tα‖A(nEN ;FN )≤1

|〈Sβ, Tα〉|

= ‖β‖`n(A;EN ,FN )× .

Como consecuencia de la proposición anterior y de la identidad (3.1) tenemos que

`n(A;E,F )×N
1
= `n(A;EN , FN)×

1
= `n(A∗;E×N , F

×
N )

1
= `n(A∗;E×, F×)N . (3.4)

Esto nos permite dar un resultado general que relaciona el espacio de sucesiones asociado a un
ideal con el correspondiente asociado a su adjunto.

Proposición 3.3.2. Sea A un ideal de operadores n-lineales y sean E y F espacios de sucesio-
nes. Entonces,

`n(A;E,F )×
1
= `n(A∗;E×, F×).

Demostración. Para una sucesión α, la identidad (3.4) nos dice

‖π
N

(α)‖`n(A;E,F )× = ‖π
N

(α)‖`n(A∗;E×,F×).

Entonces, (
`n(A;E,F )×

)max 1
= `n(A∗;E×, F×)max.

Pero `n(A;E,F )× es maximal por ser un dual de Köthe y `n(A∗;E×, F×) es maximal por la
Proposición 3.2.3, en consecuencia

`n(A;E,F )×
1
= `n(A∗;E×, F×).
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Por último, veamos un resultado que nos permitirá dar una relación que nos será de utilidad
en el caso que A y F sean maximales.

Proposición 3.3.3. Sea A un ideal de operadores n-lineales y sean E y F espacios de sucesio-
nes. Si A y F son maximales, entonces,

`n(A;E,F )
1
= `n(A;E××, F ).

Demostración. Como A y F son maximales, la Proposición 3.2.3 nos dice que tanto `n(A;E,F )
como `n(A;E××, F ) son maximales. Además, por la identidad (3.1), para cada sucesión α se
tiene que

‖π
N

(α)‖`n(A;E,F ) = ‖π
N

(α)‖`n(A;E××,F ),

para todo N ∈ N. Luego,
`n(A;E,F )

1
= `n(A;E××, F ).

Como consecuencia de las Proposiciones 3.3.3 y 3.3.2 obtenemos que

`n(A∗;E×, F×)×
1
= `n(A∗∗;E××, F××)

1
= `n(Amáx;E××, F××)

1
= `n(Amáx;E,F××).

Luego, si A y F son maximales, obtenemos

`n(A;E,F )
1
= `n(A∗;E×, F×)×. (3.5)

3.4. Aplicaciones

3.4.1. Sobre resultados ya obtenidos

Si aplicamos los resultados generales obtenidos en este capítulo sobre las relaciones entre
los espacios de sucesiones asociados a ideales de operadores multilineales en espacios de suce-
siones al caso particular de los operadores multilineales nucleares e integrales sobre espacios `p,
recuperamos lo desarrollado en el capítulo anterior.

Para p > 1, tenemos que

`n(N ; `p, `q)
1
= `n(I; `p, `q)

1
= `n(I∗; `×p , `×q )×

1
= `n(L; `p′ , `q′)

× 1
= `t,

donde t = máx

{(
n
p′

+ 1
q

)−1

, 1

}
. La primera igualdad se debe al resultado de Alencar

[Ale85a] ya mencionado, la segunda igualdad se obtiene aplicando la ecuación (3.5) para
A = I y F = `q ya que son maximales. La tercera igualdad es simplemente usar que
I∗ = L y que `×p = `p′ . La última se deriva de la ecuación (2.10).
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Para p = 1 y q <∞,

`n(I; `1, `q)
1
= `n(I∗; `×1 , `×q )×

1
= `n(L; `∞, `

×
q )×

1
= (`×q )× = `q,

que nuevamente resulta de aplicar la ecuación (3.5) para A = I y F = `q y la identidad
(2.10). En cuanto al ideal N , lo que se deduce es

`n(N ; `1, `q)
1
= `n(Imin; `1, `q)

1
= `n(I; `1, `q)

min 1
= `minq = `q.

Aquí la segunda igualdad se obtiene de la Proposición 3.2.6 para A = I y F = `q (minimal
pues q <∞) y la tercera es por la Proposición 2.2.3.

Para p = 1 y q =∞,

`n(I; `1, `∞)
1
= `n(I∗; `×1 , `×∞)×

1
= `n(L; `∞, `1)×

1
= `×1 = `∞,

que resulta de las ecuaciones (3.5) para A = I y F = `∞ y (2.10).

Para concluir con los resultados sobre los operadores nucleares, nos resta comprobar que
`n(N ; `1, `∞) = c0, que lo haremos de manera independiente a lo hecho en el capítulo anterior.

Notemos previamente que `n(Lapp;E,F ) ⊆ c0 para E y F espacios de sucesiones cualesquie-

ra. En efecto, la equivalencia L(nX;Y )
1
= L(X;L(n−1X;Y )) (notada por T 7→ T̃ ) relaciona un

T ∈ L(nX;Y ) aproximable con T̃ operador compacto, ya que si Tn ∈ L(nX;Y ) son de tipo �nito
tendiendo a T , entonces T̃n son de rango �nito tendiendo a T̃ . Por último, si α ∈ `n(Lapp;E,F )
y suponemos que no tiende a cero, existe una subsucesión α(kj) que se mantiene lejos de cero,
pero la sucesión T̃α(ekj) tiene subsucesión convergente, lo que implicaría que la subsucesión de
α tiende a cero.

Además, c0 ⊆ `n(Lapp; `1, `∞). Sea Tα : `1 × · · · × `1 → `∞ con α ∈ c0. Por un lado,

Tα ∈ L(n`1; `∞) ya que `n(L; 1,∞)
1
= `∞. Por otro, Tα ∈ Lapp(n`1; `∞) pues si consideramos

TπN (α), resulta un operador multilineal de tipo �nito y satisface que

‖Tα − TπN (α)‖L(n`1;`∞) = sup
xi∈B`1

‖(α(k) · x1(k) · · · xn(k))k>N‖`∞

= sup
xi∈B`1

sup
k>N
|α(k) · x1(k) · · · xn(k)| ≤ sup

k>N
|α(k)| → 0.

Luego, `n(Lapp; `1, `∞)
1
= c0.

Proposición 3.4.1. Sean E y F espacios de sucesiones y A un ideal de operadores n-lineales.

Si `n(A;E,F )
1
= `∞, entonces `n(Amin;E,F )

1
= c0.

Demostración. Comencemos con la inclusión `n(Amin;E,F )
≤1
↪→ c0. Como `1

1
↪→ E, F

1
↪→ `∞ y

A ⊆ L, se tiene que

`n(Amin;E,F )
≤1
↪→ `n(Amin; `1, `∞)

≤1
↪→ `n(Lmin; `1, `∞)

1
= `n(Lapp; `1, `∞)

1
= c0.
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Ahora, aplicando la Proposición 3.2.6 y la inclusión Fmin 1
↪→ F , obtenemos

c0
1
= `min∞

1
= `n(A;E,F )min

1
= `n(Amin;E,Fmin)

≤1
↪→ `n(Amin;E,F )

≤1
↪→ c0.

Como consecuencia, tenemos que `n(N ; `1, `∞)
1
= c0 ya que `n(I; `1, `∞)

1
= `∞. Es más, esto

implica que `n(Amin; `1, `∞)
1
= c0 para cualquier ideal A, pues

c0
1
= `n(N ; `1, `∞)

≤1
↪→ `n(Amin; `1, `∞)

≤1
↪→ `n(Lapp; `1, `∞)

1
= c0.

3.4.2. Sobre resultados generales

En Proposición 3.1.5, vimos que

`n(L;E,F )
1
= M(F×, `n(L;E)).

Además, por el Corolario 3.1.6 y la Proposición 3.1.7, tenemos que

`n(L;E,F )
1
=


`∞ si E es n-cóncavo

M(En, F ) si E es n-convexo
(3.6)

Aplicando la identidad (3.5) en este caso particular, por la Proposición 3.1.5, si F es maximal,
obtenemos

`n(I;E,F )
1
= `n(L;E×, F×)×

1
= M(F, `n(L;E×))×.

Además, si usamos la identidad (3.6), teniendo en cuenta que E es n-convexo si y solo si E×

es n′-cóncavo (con las mismas constantes) y viceversa, resulta que

`n(I;E,F )
1
=


`1 si E es n′-convexo

M
(
(E×)n, F×

)×
si E es n′-cóncavo

3.4.3. Sobre una pequeña mejora en el cálculo de `n(E ; p, q)

Recordemos lo que sabemos sobre el espacio de sucesiones asociado al ideal de operadores
multilineales extendibles de `p×· · ·×`p en `q. Por las Proposiciones 2.2.4, 2.2.6 y 2.2.7 tenemos
que

Para p ≥ 2, `n(E ; p, q) = `q.

Para 1 < p < 2,
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• q = 1, `n(E ; p, 1) = ` p′
2

.

• q > p′, `n(E ; p, q) = `q.

• 1 < q ≤ p′, `q ⊆ `n(E ; p, q) ⊆ `p′+ε, para todo ε > 0.

Para p = 1, `n(E ; 1, q)
1
= `∞.

Podemos resumir lo que sabemos en el siguiente grá�co, donde ponemos en cada eje las variables
1/p y 1/q, respectivamente (ver grá�cos de limit orders en [Pie80]).

Observemos que la diagonal que dibujamos en el grá�co, representa la curva q = p′.
Aplicando la Proposición 3.1.2 sobre el ideal E y por Proposición 2.1.5, deducimos que

`n(E ; p, q)
≤1
↪→M(`q′ , `n(E ; p)) = M(`q′ , ` p′

2

).
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Entonces, calculando el espacio de multiplicadores, obtenemos

`n(E ; p, q)
≤1
↪→M(`q′ , ` p′

2

)
1
=


`∞, si q′ ≤ p′

2
;

`r, si q′ > p′

2
,

donde 1
r

= 2
p′
− 1

q′
.

Como lo que tenemos es una inclusión del espacio de sucesiones asociado en el espacio de
multiplicadores, solo nos pueden servir los casos donde obtenemos como resultado `r con r <∞.
Es decir, la región q′ > p′

2
, que equivale a q < p

2−p . Además, en la región donde no pudimos
de�nir con exactitud el espacio de sucesiones asociado, sabemos que `n(E ; p, q) ⊆ `(p′+ε), para
todo ε > 0. Luego, en los casos donde `r ⊆ `(p′+ε), es decir, cuando r ≤ p′ tendríamos una
mejora. Esto sucede cuando q ≤ p. En conclusión, mejoramos la �cota superior� del espacio de
sucesiones asociado al ideal E sobre la región 1 ≤ p ≤ 2 y q ≤ p y vale que

`q ⊆ `n(E ; p, q) ⊆ `r,

con 1
r

= 2
p′
− 1

q′
.

Finalmente resumimos lo que obtuvimos en el siguiente grá�co.
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3.4.4. Sobre operadores multilineales r-dominados

En [CDS06] se estudian la formas n-lineales r-dominadas y se las relaciona con operado-
res absolutamente r-sumantes. En concreto, se prueba que una forma n-lineal φα ∈ L(n`p)
es r-dominada si y solo si el operador lineal diagonal Dσ ∈ L(`p; `n) con σ(k)n = α(k) es
absolutamente r-sumante. Y se dan interpretaciones de este resultado en términos del �limit
order�. Aplicando el lema que probaremos a continuación, este resultado puede reescribirse de
la siguiente manera

`n(Dr; `p) = [`1(Πr; `p, `n)]n .

Siguiendo las ideas de [CDS06], vamos a dar una versión para operadores multilineales (a
valores vectoriales) de este resultado. Para ello necesitaremos primero probar el siguiente lema.

Lema 3.4.2. Sea F un espacio de sucesiones n-convexo conM (n)(F ) = 1 y sea r ≥ n. Entonces,
para cualquier espacio de sucesiones E, `1(Πr;E,F ) es n-convexo con M (n)(`1(Πr;E,F )) = 1.

Demostración. El espacio `1(Πr;E,F ) es n-convexo conM (n)(`1(Πr;E,F )) = 1 si y solo si para
todo α1, . . . , αN ∈ `1(Πr;E,F ) se tiene que∥∥∥∥∥∥

(
N∑
k=1

|αk(j)|n
)1/n

∥∥∥∥∥∥
`1(Πr;E,F )

≤

(
N∑
k=1

‖αk‖n`1(Πr;E,F )

)1/n

.

Es decir,

‖Dβ‖Πr(E;F ) ≤

(
N∑
k=1

‖Dαk‖nΠr(E;F )

)1/n

,

con β(j) =
(∑N

k=1 |αk(j)|n
)1/n

.
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Sean x1, . . . , xm ∈ E. Como F es n-convexo con M (n)(F ) = 1 y r ≥ n, obtenemos(
m∑
i=1

‖Dβ(xi)‖rF

)1/r

=

(
m∑
i=1

‖β · xi‖rF

)1/r

=

 m∑
i=1

∥∥∥∥∥∥
(

N∑
k=1

|αk · xi|n
)1/n

∥∥∥∥∥∥
r

F

1/r

≤

 m∑
i=1

(
N∑
k=1

‖αk · xi‖nF

)r/n
1/r

=

 m∑
i=1

(
N∑
k=1

‖Dαk(xi)‖
n
F

)r/n
1/r

≤

 N∑
k=1

(
m∑
i=1

‖Dαk(xi)‖
r
F

)n/r
1/n

(por Minkowski)

≤

(
N∑
k=1

‖Dαk‖
n
Πr(E;F )

)1/n

· wr(xi).

Luego ‖Dβ‖Πr(E;F ) ≤
(∑N

k=1 ‖Dαk‖
n
Πr(E;F )

)1/n

, por lo que `1(Πr;E,F ) resulta n-convexo con

M (n)(`1(Πr;E,F )) = 1.

Notemos que si Tα ∈ L(nE;F ) es un operador n-lineal diagonal y σ es una sucesión que
veri�ca que σn = α, entonces Dσ ∈ L(E;F 1/n). Como estamos trabajando con espacios de
sucesiones normales, es equivalente que un elemento x esté en el espacio de sucesiones a que
|x| esté en el espacio. Luego, si estamos trabajando con sucesiones de números reales, siempre
podemos considerar el módulo de la sucesión. En este caso, tomaríamos σ tal que σn = |α|.

Proposición 3.4.3. Sean E y F espacios de sucesiones y sea Tα ∈ L(nE;F ) un operador n-
lineal diagonal. Entonces, Tα es r-dominado si y solo si el operador diagonal Dσ ∈ L(E;F 1/n)
(con σn = α) es absolutamente r-sumante.

En particular, si n ≥ 2, se tiene que

`n(Dr;E,F ) =
[
`1(Πr;E,F

1/n)
]n
.

Demostración. Observemos primero que como F 1/n es n-convexo con M (n)(F 1/n) = 1, por el
Lema 3.4.2 tiene sentido considerar el espacio

[
`1(Πr;E,F

1/n)
]n
.
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Para α ∈ `n(Dr;E,F ), queremos ver que α ∈
[
`1(Πr;E,F

1/n)
]n
. Es decir, tenemos que

probar que σ := α1/n ∈ `1(Πr;E,F
1/n). Sean x1, . . . , xm ∈ E, entonces(

m∑
i=1

‖Dσ(xi)‖rF 1/n

)1/r

=

(
m∑
i=1

‖(Dσ(xi))
n‖r/nF

)1/r

=

(
m∑
i=1

‖Tα(xi, . . . , xi)‖r/nF

)1/r

≤ ‖α‖1/n
`n(Dr;E,F ) · wr(xi).

Luego α ∈
[
`1(Πr;E,F

1/n)
]n

y además

‖α‖[`1(Πr;E,F 1/n)]
n = ‖α1/n‖n`1(Πr;E,F 1/n) ≤ ‖α‖`n(Dr;E,F ).

Recíprocamente, sea α ∈
[
`1(Πr;E,F

1/n)
]n
, es decir, α1/n ∈ `1(Πr;E,F

1/n). Entonces,
Dα1/n ∈ Πr(E;F 1/n). Además, podemos escribir Tα = Ψ◦ (Dα1/n , . . . , Dα1/n), donde el operador
Ψ ∈ L(nF 1/n;F ) está dado por Ψ(x1, . . . , xn) = x1 · · ·xn. Usando la identidad de ideales
Dr = L ◦ (Πr, . . . ,Πr) [Sch91, Proposition 3.6], se obtiene Tα ∈ Dr(nE;F ) y

‖Tα‖Dr(nE;F ) ≤ ‖Dα1/n‖nΠr(E;F 1/n) = ‖α‖[`1(Πr;E,F 1/n)]
n .

Aplicando la Proposición 3.4.3 a espacios `p, vale que

`n(Dr; `p, `q) = [`1(Πr; `p, `nq)]
n .

Teniendo en cuenta los cálculos hechos en [Pie80, Section 22.4] sobre operadores lineales absolu-
tamente r-sumantes, se pueden deducir los espacios de sucesiones asociados a dichos operadores
y como consecuencia, tenemos determinados los espacios de sucesiones asociados a los opera-
dores multilineales r-dominados.

Veremos a continuación que el ideal de operadores n-lineales r-dominados es maximal. Para
ello, haremos uso del Teorema de representación para ideales maximales (Teorema 1.2.3). Pro-
baremos que el ideal es dual a una norma tensorial �nitamente generada de orden (n+1) cuando
r ≥ n siguiendo las ideas de [CDS07, Section 4] (en donde se prueba el resultado análogo para
aplicaciones multilineales r-dominadas a valores escalares).

Para r ≥ n, de�nimos en ⊗nj=1Xj ⊗ Y ′ la siguiente norma tensorial,

β(t,r)(s) = ı́nf
{
‖λ(k)‖t · wr(x1,k) · · ·wr(xn,k) · `∞(‖y′k‖Y ′)

}
,

donde el ín�mo se toma sobre los elementos de la forma s =
∑N

k=1 λ(k) ·x1,k⊗· · ·⊗xn,k⊗y′k
y donde 1

t
+ n

r
= 1. Es simple veri�car que β(t,r) es una norma tensorial �nitamente generada

de orden (n+ 1).
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Proposición 3.4.4. Si r ≥ n, se tiene que

Dr(X1, . . . , Xn;Y ) =
(
⊗nj=1Xj ⊗ Y ′; β(t,r)

)′ ∩ L(X1, . . . , Xn;Y ),

Dr(X1, . . . , Xn;Y ′) =
(
⊗nj=1Xj ⊗ Y ; β(t,r)

)′
.

En consecuencia, Dr es un ideal maximal.

Demostración. Sea T ∈ Dr(X1, . . . , Xn;Y ) y consideremos s =
N∑
k=1

λ(k) ·x1,k⊗· · ·⊗xn,k⊗y′k ∈

⊗nj=1Xj ⊗ Y ′, entonces tenemos que

|T (s)| =

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

λ(k) · y′k
(
T (x1,k, . . . , xn,k)

)∣∣∣∣∣ ≤ `t(λ(k)) · ` r
n

(
y′k(T (x1,k, . . . , xn,k))

)
≤ `t(λ(k)) · ` r

n

(
‖T (x1,k, . . . , xn,k)‖Y

)
· `∞(‖y′k‖Y ′)

≤ ‖T‖Dr · `t(λ(k)) · wr(x1,k) · · ·wr(xn,k) · `∞(‖y′k‖Y ′).

Como esta desigualdad vale para cualquier representación de s, resulta que T pertenece a(
⊗nj=1Xj ⊗ Y ′; β(t,r)

)′
y además ‖T‖(⊗nj=1Xj⊗Y ′,β(t,r))

′ ≤ ‖T‖Dr(X1,...,Xn;Y ).

Recíprocamente, sea T ∈
(
⊗nj=1 Xj ⊗ Y ′, β(t,r)

)′ ∩ L(X1, . . . , Xn;Y ). Luego, dadas las su-
cesiones �nitas (x1,k)k, . . . , (xn,k)k en X1, . . . , Xn (respectivamente) y dados y′1, . . . , y

′
N en Y ′,

existen escalares λ(1), . . . , λ(N) con `t(λ(k)) = 1 tal que

` r
n

(y′k (T (x1,k, . . . , xn,k))) =
N∑
k=1

λ(k) · y′k
(
T (x1,k, . . . , xn,k)

)
= T

(
N∑
k=1

λ(k) · x1,k ⊗ · · · ⊗ xn,k ⊗ y′k

)

≤ ‖T‖(⊗nj=1Xj⊗Y ′;β(t,r))
′ · β(t,r)

(
N∑
k=1

λ(k) · x1,k ⊗ · · · ⊗ xn,k ⊗ y′k

)
≤ ‖T‖(⊗nj=1Xj⊗Y ′;β(t,r))

′ · wr(x1,k) · · ·wr(xn,k) · `∞(‖y′k‖Y ′).

Por lo tanto, ` r
n

((‖T (x1,k, . . . , xn,k)‖Y )) ≤ ‖T‖(⊗nj=1Xj⊗Y ′;β(t,r))
′ ·wr(x1,k) · · ·wr(xn,k), lo que

implica que T ∈ Dr(X1, . . . , Xn;Y ) y ‖T‖Dr(X1,...,Xn;Y ) ≤ ‖T‖(⊗nj=1Xj⊗Y ′;β(t,r))
′ .

De la misma forma se demuestra que Dr(X1, . . . , Xn;Y ′) =
(
⊗nj=1Xj ⊗ Y ; β(t,r)

)′
. En con-

clusión, Dr es un ideal de operadores multilineales maximal.

Siguiendo la terminología para operadores lineales [DF93, Chapters 17 y 18] y teniendo en
cuenta que en dicho contexto Dr = Πr, es natural llamar r-integrales y r-nucleares a los ideales
de operadores multilineales maximal y minimal asociados a β(t,r) respectivamente. Es decir,
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D∗r = Ir, Iminr = Nr y N ∗r = I∗r = Dr.

Del Teorema de representación para ideales maximales, se desprende que Dr ∼ β′(t,r) ya que
Ir = D∗r ∼ β(t,r) y (D∗r)∗ = Dr. Con esta descripción de la norma tensorial, podemos caracterizar
Ir. Dados M1, . . . ,Mn, N ∈ FIN , se tiene que

Ir(M1, . . . ,Mn;N)
1
=
(
⊗nj=1M

′
j ⊗N ; β(t,r)

)
.

De la Proposición 3.2.6 y la ecuación (3.5) se obtiene

`n(Ir;E,F )
1
= `n(Dr;E×, F×)×, si F es maximal,

`n(Nr;E,F )
1
= `n(Ir;E,F )min, si F es minimal.

3.4.5. Sobre un teorema de inclusión y composición para operadores

multilineales (E, p)-dominados

Teniendo en cuenta la de�nición de operadores multilineales (q, p)-dominados y la de ope-
radores lineales (E, p)-sumantes (ver Apéndice A.4), es natural de�nir operadores multineales
(E, p)-dominados.

Sea E un espacio de sucesiones n-convexo con M (n)(E) = 1 y tal que veri�ca `p ↪→ E.
Decimos que un operador n-lineal T ∈ L(X1, . . . , Xn;Y ) es (E, p)-dominado (y lo notamos
T ∈ D(E,p)(X1, . . . , Xn;Y )) si existe C > 0 tal que para todas las sucesiones �nitas x1 =
(x1,i)

m
i=1 ⊆ X1,. . . , xn = (xn,i)

m
i=1 ⊆ Xn vale que∥∥(‖T (x1,i, . . . , xn,i)‖Y

)m
i=1

∥∥
En
≤ C · cEp · wp(x1) · · ·wp(xn), (3.7)

donde cEp = ‖i : `p ↪→ E‖. Es fácil ver que D(E,p) es un ideal de Banach de operadores n-lineales
con la norma dada por D(E,p)(T ) = ı́nf{C > 0 : T veri�ca (3.7)}.

Es importante notar que en el caso que n = 1, se tiene que D(E,p) = Π(E,p). Basándonos en
el artículo de Defant, Mastyªo y Michels [DMM02], donde se prueban teoremas de inclusión y
composición para operadores lineales absolutamente (E, p)-sumantes (ver Apéndice Proposición
A.6.8, Teorema A.6.9 y Teorema A.6.11), extendemos dichos teoremas al contexto multilineal
para operadores (E, p)-dominados.

Observemos que en el caso que `p ↪→ E y n
r

= 1
p
− 1

q
, se tiene que

`q
1
= `n(L; `r, `p) ↪→ `n(L; `r, E), (3.8)

con ‖α‖`n(L;`r,E) ≤ cEp · ‖α‖`n(L;`r,`p). Es decir, c
`n(L;`r,E)
q ≤ cEp .
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Teorema 3.4.5 (Teorema de inclusión para (E, p)-dominados).
Sea E un espacio de sucesiones n-convexo con M (n)(E) = 1 y tal que veri�ca `p ↪→ E. Si
n
r

= 1
p
− 1

q
, entonces

D(E,p) ⊆ D(`n(L;`r,E),q),

con D(`n(L;`r,E),q)(T ) ≤ cEp ·
(
c
`n(L;`r,E)
q

)−1

·D(E,p)(T ) para todo T ∈ D(E,p).

Si además los espacios X1, . . . , Xn tienen cotipo 2, entonces para todo espacio de Banach Y
se tiene que

D(`n(L;`2n,E),2)(X1, . . . , Xn;Y ) = D(E,1)(X1, . . . , Xn;Y ). (3.9)

Demostración. Observemos primero que D(`n(L;`r,E),q) está de�nido en estas condiciones. En
efecto, en virtud de la Proposición 3.1.9, por ser E n-convexo con M (n)(E) = 1, se tiene que
el espacio `n(L; `r, E) es n-convexo con constante de convexidad igual a 1. Además, `q ↪→
`n(L; `r, E), como muestra la condición (3.8).

Veamos entonces que dado T ∈ D(E,p)(X1, . . . , Xn;Y ) y dadas sucesiones �nitas x1 =
(x1,i)

m
i=1 ⊆ X1, . . . , xn = (xn,i)

m
i=1 ⊆ Xn, vale que∥∥(‖T (x1,i, . . . , xn,i)‖Y
)m
i=1

∥∥
(`n(L;`r,E))n

≤ C · c`n(L;`r,E)
q · wq(x1) · · ·wq(xn).

Comencemos considerando x = (xk)k∈N ⊆ E e y ∈ ` r
n
. Como n

r
= 1

p
− 1

q
, se tiene que

wp(y · x) ≤ ‖y‖r/n · wq(x).

En efecto,

wp(y · x) = sup
x′∈BE′

(∑
k∈N

|x′(yk · xk)|p
)1/p

= sup
x′∈BE′

(∑
k∈N

|yk|p · |x′(xk)|p
)1/p

= sup
x′∈BE′

‖y · x′(x)‖`p ≤ sup
x′∈BE′

‖y‖r/n · ‖x′(x)‖q

= ‖y‖r/n · wq(x).
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Llamemos α a la sucesión que satisface αi = ‖T (x1,i, . . . , xn,i)‖Y y α1/n = (α
1/n
i )i. Entonces,

‖α‖(`n(L;`r,E))n =
∥∥∥(|αi|1/n)mi=1

∥∥∥n
`n(L;`r,E)

= ‖Tα1/n‖nL(m`r;E)

= sup
yj∈B`r

‖α1/n · y1 · · · yn‖nE = sup
yj∈B`r

‖(α · yn1 · · · ynn)1/n‖nE

= sup
yj∈B`r

‖α · yn1 · · · ynn‖En = sup
yj∈B`r

∥∥(‖T (yn1 · x1,i, · · · , ynn · xn,i)‖Y
)m
i=1

∥∥
En

≤ sup
yj∈B` r

n

∥∥(‖T (y1,i · x1,i, . . . , yn,i · xn,i)‖Y
)m
i=1

∥∥
En

≤ sup
yj∈B` r

n

D(E,p)(T ) · cEp · wp(y1 · x1) · · ·wp(yn · xn)

≤ sup
yj∈B` r

n

D(E,p)(T ) · cEp · ‖y1‖r/n · wq(x1) · · · ‖yn‖r/n · wq(xn)

= D(E,p)(T ) · cEp · wq(x1) · · ·wq(xn),

donde D(`n(L;`r,E),q)(T ) ≤ cEp ·
(
c
`n(L;`r,E)
q

)−1

·D(E,p)(T ).

Por último, para probar la identidad (3.9), una de las inclusiones se sigue de lo ya visto en
el caso en que p = 1 y q = 2 (y, en consecuencia, r = 2n). La inclusión inversa se obtiene de los
resultados que veremos a continuación. (Ver conclusión después de la Proposición 3.4.7).

Teorema 3.4.6 (Teorema de composición para aplicaciones (E, p)-dominadas).
Sea E un espacio de sucesiones n-convexo con M (n)(E) = 1 y tal que veri�ca `p ↪→ E. Si
n
r

= 1
p
− 1

q
, entonces

D(`n(L;`r,E),q) ◦ (Π r
n
, . . . ,Π r

n
) ⊆ D(E,p).

Además se tiene que D(E,p) (T ◦ (A1, . . . , An)) ≤ D(`n(L;`r,E),q)(T ) · π r
n
(A1) · · · π r

n
(An), donde

T ∈ D(`n(L;`r,E),q)(Y1, . . . , Yn;Z), A1 ∈ Π r
n
(X1;Y1), . . . , An ∈ Π r

n
(Xn;Yn).

Demostración. Sean Aj ∈ Π r
n
(Xj;Yj) para 1 ≤ j ≤ n y T ∈ D(`n(L;`r,E),q)(Y1, . . . , Yn;Z). Por el

Teorema de dominación de Pietsch para operadores lineales absolutamente p-sumantes (ver en
Apéndice A.6.4), existen medidas de probabilidad µj en (BX′j

;w∗) para 1 ≤ j ≤ n tales que

‖Ajx‖Yj ≤ π r
n
(Aj) ·

∫
BX′

j

|x′(x)|r/ndµj(x′)

n/r

.

Para cada 1 ≤ j ≤ n, consideramos sucesiones �nitas con todos sus elementos no nulos
(xj,i)

m
i=1 ⊆ Xj y escribimos cada xj,i como

xj,i =

∫
BX′

j

|x′j(xj,i)|pdµj(x′j)

n/r

· x0
j,i.
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Para facilitar la notación, llamaremos

xj = (xj,i)
m
i=1, x0

j = (x0
j,i)

m
i=1 y γj =


∫

BX′
j

|x′j(xj,i)|pdµj(x′j)

n/r

m

i=1

.

Notemos que ‖γj‖ r
n
≤ wp(xj)

np/r. En [TJ70] se prueba que bajo estas condiciones vale que para
Aj ∈ Π r

n
(Xj;Yj)

wq(Ajx
0
j) ≤ π r

n
(Aj) · sup

x′j∈BX′
j

(
m∑
i=1

|x′j(xj,i)|p
)1/q

= π r
n
(Aj) · wp(xj)p/q. (3.10)

Observemos también que si α ∈ `n(L; `r, E) y β1, . . . , βn ∈ `r son no nulos, entonces

‖α · β1 · · · βn‖E ≤ ‖α‖`n(L;`r,E) · ‖β1‖r · · · ‖βn‖r.

Luego, usando la desigualdad (3.10) y que c`n(L;`r,E)
q ≤ cEp como vimos en la ecuación (3.8), se

tiene que∥∥∥(∥∥T (A1x1,i, . . . , Anxn,i)
∥∥
Z

)m
i=1

∥∥∥
En

=
∥∥∥∥∥T (A1(γ1 · x0

1), . . . , An(γn · x0
n))
∥∥1/n

Z

∥∥∥n
E

=
∥∥∥∥∥T (A1x

0
1, . . . , Anx

0
n)
∥∥1/n

Z
· γ1/n

1 · · · γ1/n
n

∥∥∥n
E

≤
∥∥∥‖T (A1x

0
1, . . . , Anx

0
n)‖1/n

Z

∥∥∥n
`n(L;`r,E)

· ‖γ1/n
1 ‖nr · · · ‖γ1/n

n ‖nr

≤ D(`n(L;`r,E),q)(T ) · c`n(L;`r,E)
q · wq(A1x

0
1) · · ·wq(Anx0

n) · ‖γ1/n
1 ‖nr · · · ‖γ1/n

n ‖nr
≤ D(`n(L;`r,E),q)(T ) · cEp · π r

n
(A1) · wp(x1)p/q · · · π r

n
(An) · wp(xn)p/q · wp(x1)np/r · · ·wp(xn)np/r

= D(`n(L;`r,E),q)(T ) · cEp · π r
n
(A1) · · · π r

n
(An) · wp(x1) · · ·wp(xn).

En consecuencia, T (A1, . . . , An) ∈ D(E,p) y

D(E,p) (T ◦ (A1, . . . , An)) ≤ D(`n(L;`r,E),q)(T ) · π r
n
(A1) · · · π r

n
(An),

como queríamos ver.

Proposición 3.4.7. Sea T ∈ L(X1, . . . , Xn;Y ). Son equivalentes

(1) T ∈ D(E,p)(X1, . . . , Xn;Y ) y D(E,p)(T ) ≤ C.

(2) D(E,p) (T ◦ (A1, . . . , An)) ≤ C para todo m ∈ N y todo Aj ∈ L(`mp′ ;Xj) con ‖Aj‖ ≤ 1.
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Demostración. La implicación (1)⇒(2) es consecuencia de que D(E,p) es un ideal.
Recíprocamente, supongamos que D(E,p) (T ◦ (A1, . . . , An)) ≤ C para todo m ∈ N y todo

Aj ∈ L(`mp′ ;Xj) con ‖Aj‖ ≤ 1. Observemos que ‖Aj‖ = wp
(
(Ajei)

m
i=1

)
. En efecto,

‖Aj‖ = sup
α∈B`m

p′

‖Aj(α)‖Xj = sup
α∈B`m

p′

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

αi · Aj(ei)

∥∥∥∥∥
Xj

= sup
α∈B`m

p′

sup
x′j∈BX′

j

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

αi · x′j(Aj(ei))

∣∣∣∣∣
= sup

x′j∈BX′
j

∥∥(x′j(Aj(ei)))mi=1

∥∥
`p

= wp
(
(Ajei)

m
i=1

)
.

Para ver que T ∈ D(E,p)(X1, . . . , Xn;Y ), dadas las sucesiones �nitas xj = (xj,i)
m
i=1 ⊆ Xj (para

1 ≤ j ≤ n), de�nimos operadores lineales Aj ∈ L(`mp′ ;Xj) como Aj(α) =
∑m

i=1 αi · xj,i. Por ser
Aj(ei) = xj,i, resulta ‖Aj‖ = wp(xj). Por lo tanto,∥∥(‖T (x1,i, . . . , xn,i)‖Y )mi=1

∥∥
En

= ‖(‖T (A1ei, . . . , Anei)‖Y )mi=1‖En
≤ D(E,p)(T ◦ (A1, . . . , An)) · wp

(
(ei)

m
i=1

)n
≤ C · ‖A1‖ · · · ‖An‖
≤ C · wp(x1) · · ·wp(xn).

En consecuencia, T ∈ D(E,p)(X1, . . . , Xn;Y ) y D(E,p)(T ) ≤ C.

Por último, veamos que vale la igualdad (3.9) del Teorema 3.4.5.
Sea T ∈ D(`n(L;`2n,E),2)(X1, . . . , Xn;Y ), donde X1, . . . , Xn tienen cotipo 2. Aplicamos un re-
sultado de Maurey (ver [DF93, 31.7]) que dice que si un espacio X tiene cotipo 2, entonces
L(`m∞;X) = Π2(`m∞;X) y que dado A ∈ L(`m∞;X), existe C > 0 tal que π2(A) ≤ C · ‖A‖. Ahora
bien, dados Aj ∈ L(`m∞;Xj) con ‖Aj‖ ≤ 1 para 1 ≤ j ≤ n, por el Teorema 3.4.6 para p = 1,
q = 2 (y r = 2n), tenemos que

D(E,1)(T ◦ (A1, . . . , An)) ≤ Cn ·D(`n(L;`2n,E),2)(T ).

Finalmente, la Proposición 3.4.7 permite concluir que T ∈ D(E,1)(X1, . . . , Xn;Y ).

En vista de la de�nición de operadores multilineales fuertemente (q, p)-sumantes, es natural
introducir el concepto de operador multilineal fuertemente (E, p)-sumante.

Sea E un espacio de sucesiones tal que `p ↪→ E. Decimos que un operador n-lineal T ∈
L(X1, . . . , Xn;Y ) es fuertemente (E, p)-sumante si existe C > 0 tal que para sucesiones �nitas
(x1,i)

m
i=1 ⊆ X1, . . . ,(xn,i)mi=1 ⊆ Xn, vale que

∥∥(‖T (x1,i, . . . , xn,i)‖Y
)m
i=1

∥∥
E
≤ C · cEp · sup

φ∈BL(X1,...,Xn)

(
m∑
i=1

|φ(x1,i, . . . , xn,i)|p
)1/p

. (3.11)
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Al espacio de operadores fuertemente (E, p)-sumantes lo notamos con S(E,p) y y puede verse
que es un ideal de Banach de operadores n-lineales con la norma dada por

S(E,p)(T ) = ı́nf{C : T veri�ca (3.11)}.

Aplicando los mismos argumentos que para el ideal D, se puede probar el siguiente teorema
de inclusión para operadores multilineales fuertemente (E, p)-sumantes.

Teorema 3.4.8 (Teorema de inclusión para aplicaciones fuertemente (E, p)-sumantes).
Sea E un espacio de sucesiones que veri�ca `p ↪→ E. Si n

r
= 1

p
− 1

q
, entonces

S(E,p) ⊆ S(`n(L;`r,E),q).

Además, si T ∈ S(E,p) entonces S(`n(L;`r,E),q)(T ) ≤ cEp ·
(
c
`n(L;`r,E)
q

)−1

· S(E,p)(T ).

3.4.6. Sobre espacios de sucesiones en espacios de Lorentz

Veamos ahora aplicaciones al cálculo de espacios asociados al ideal de operadores n-lineales
continuos, nucleares e integrales en espacios de Lorentz. Las de�niciones que daremos a conti-
nuación pueden encontrarse en [LTI77, Section 4.e].

Para cada x ∈ E, se de�ne su reordenamiento decreciente (x?(k))k∈N como

x?(k) := ı́nf

{
sup
j∈N\J

|x(j)| : J ⊆ N, card(J) < k

}
.

Sea 1 ≤ p <∞ y sea w = (w(k))k∈N una sucesión decreciente de términos positivos tal que
w(1) = 1, ĺımk→∞w(k) = 0 y

∑
k∈Nw(k) =∞. Se de�ne el espacio de Lorentz d(w, p) como

d(w, p) :=

{
x = (x(k))k : sup

σ∈ΣN

∑
k∈N

|xσ(k)|p · w(k) <∞

}

=

{
x = (x(k))k :

∑
k∈N

|x∗(k)|p · w(k) <∞

}
,

con la norma dada por

‖x‖d(w,p) :=

(∑
k∈N

|x∗(k)|p · w(k)

)1/p

= sup
σ∈ΣN

(∑
k∈N

|xσ(k)|p · w(k)

)1/p

,

donde ΣN = {σ : N→ N : σ es biyectiva} y xσ(k) = x(σ(k)).
Se dice que la sucesión w es α-regular (0 < α < ∞) si w(k)α � 1

n

∑n
k=1w(k)α, y que es

regular si es α-regular para algún α.



Capítulo 3. Operadores multilineales diagonales en espacios de sucesiones 83

Observación 3.4.9. Estos son algunos resultados conocidos acerca de los espacios de Lorentz
que pueden encontrarse en [Rei81].

(1) El espacio de Lorentz d(w, p) es simétrico, maximal y minimal. Además, se tiene que
λd(w,p)(n) = (

∑n
k=1w(k))1/p.

(2) El espacio de Lorentz d(w, p) es r-convexo (con M (r)(d(w, p)) = 1) para todo 1 ≤ r ≤ p y
se tiene que d(w, p)r = d(w, p

r
). El espacio de Lorentz d(w, p) no es r-convexo para r > p.

(3) Para p < s < ∞, el espacio de Lorentz d(w, p) es s-cóncavo si y solo si w es q
p
-regular,

donde 1
q

= 1
p
− 1

s
.

(4) El espacio de Lorentz d(w, p) tiene concavidad no trivial (i.e. es q-cóncavo para algún
q <∞) si y solo si w es 1-regular y en ese caso se tiene que λd(w,p)(n) � n1/p(w(n))1/p.

El espacio dual al espacio de Lorentz d(w, p) (que coincide con su dual de Köthe por ser
minimal) está dado para p = 1 [LTII79, Example 2.a.11] por

d(w, 1)× :=

{
x : ‖x‖d(w,1)′ := sup

N∈N

∑N
k=1 x

∗(k)∑N
k=1w(k)

<∞

}
.

Para p > 1, d(w, p)× es el espacio formado por las sucesiones x tales que existe una sucesión
decreciente y ∈ B`p′

con

sup
N∈N

∑N
k=1 x

∗(k)∑N
k=1 y(k)w(k)1/p

<∞,

donde la norma está dada por el ín�mo de la expresión anterior sobre todos los y ∈ B`p′

decrecientes [Gar69]. Pero si w es regular, d(w, p)× para p > 1 tiene una descripción más simple
[All78]

d(w, p)× =

{
x :

(
x∗(k)

w(k)1/p

)
k

∈ `p′
}
.

Los espacios de Lorentz d(w, p) son re�exivos para p > 1. Si p = 1, podemos describir el
predual de d(w, p) como

d×(w, 1) =

{
x ∈ c0 : ĺım

N→∞

∑N
k=1 x

∗(k)∑N
k=1w(k)

= 0

}
,

con la norma dada por

‖x‖d×(w,1) := sup
N∈N

∑N
k=1 x

∗(k)∑N
k=1w(k)

.

Por último, dada una sucesión Ψ estrictamente positiva y creciente con Ψ(0) = 0, el espacio
de sucesiones de Marcinkiewicz mΨ está dado por todas las sucesiones x tales que

‖x‖mΨ
= sup

N∈N

∑N
k=1 x

∗(k)

Ψ(N)
<∞.
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Observación 3.4.10. En [CDS09, Section 5] se calculan los siguientes espacios de sucesiones,
`n(L; d(w, p)), `n(L; d(w, p)×), `n(I; d(w, p)) y `n(I; d(w, p)×).

Aplicando la Proposición 3.1.5 y los resultados mencionados de [CDS09], obtenemos las
siguientes conclusiones.

Para E = d(w, p), tenemos que

`n(L; d(w, p), F×)
1
= M(F, `n(L; d(w, p)))

1
=

{
M(F, d(w, p/n)×) si n ≤ p;
M(F,mΨ) si n > p,

donde Ψ(N) =
(∑N

k=1w(k)
)n/p

. Además, si n > p y w es n
n−p -regular, entonces resulta

que `n(L; d(w, p), F×) = M(F, `∞) = `∞.

En particular, si n ≤ p, tenemos que d(w, p) es n-convexo con M (n)(d(w, p)) = 1.
Entonces por la Proposición 3.1.7, tenemos que `n(L; d(w, p), F ) = M(d(w, p)n, F ) =
M(d(w, p/n), F ).

Para E = d(w, p)×, tenemos que

`n(L; d(w, p)×, F×)
1
= M(F, `n(L; d(w, p)×))

1
=


M(F, `∞) = `∞ si n′ ≤ p;

M(F, d(w
n′
n′−p , p′

p′−n)) si 1 < p < n′

M(F, d(wn, 1)) si p = 1

Aplicando la Proposición 3.3.2 y usando que I∗ = L, obtenemos los espacios de sucesiones
asociados a I en espacios de Lorentz.

`n(I; d(w, p), F×) = `n(L; d×(w, p), F )×,

`n(I; d(w, p)×, F×) = `n(L; d(w, p), F )×,

`n(I; d×(w, p), F )× = `n(L; d(w, p), F×).

Calculemos ahora los espacios de multiplicadores en el caso que F = `q. A�rmamos que:

M (`q, d(w, p)) =

{
d
(
w

q
q−p , pq

q−p

)
si p < q;

`∞ si p ≥ q.

En efecto, para el caso p ≥ q, veamos que si α ∈ `∞, entonces α ∈ M (`q, d(w, p)). Sea
β ∈ `q, por ser p ≥ q, tenemos que βp pertenece a `1 y entonces (β∗)p también pertenece a `1,
luego ∑

k∈N

|α∗(k)|p|β∗(k)|pw(k) <∞,

para todo α ∈ `∞.
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En el caso que p < q,

‖α‖M(`q ,d(w,p)) = sup
β∈B`q

‖αβ‖d(w,p)

= sup
β∈B`q

sup
σ∈ΣN

(∑
k∈N

|ασ(k)|p · |βσ(k)|p · w(k)

)1/p

= sup
σ∈ΣN

sup
β∈B`q

(∑
k∈N

|ασ(k)|p · |βσ(k)|p · w(k)

)1/p

= sup
σ∈ΣN

sup
β∈B`q

(∑
k∈N

|ασ(k)|p · |β(k)|p · w(k)

)1/p

= sup
σ∈ΣN

sup
γ∈B` q

p

(∑
k∈N

|ασ(k)|p · |γ(k)| · w(k)

)1/p

= sup
σ∈ΣN

(
‖αpσ · w‖( q

p
)′

)1/p

= sup
σ∈ΣN

(∑
k∈N

|ασ(k)|p(
q
p

)′ · w(k)( q
p

)′

) 1
p(
q
p )′

= ‖α‖
d

(
w

(
q
p )′

,p( q
p

)′
) = ‖α‖

d

(
w

q
q−p , pq

q−p

).





Capítulo 4

Resultados de coincidencia entre un ideal
y su núcleo minimal

Una pregunta natural en la teoría de operadores multilineales �y de polinomios homogéneos
también� es la de encontrar condiciones bajo las cuales un ideal A coincide isométricamente
con su núcleo minimal Amin. En [Ale85a, Ale85b, BR01, CD00, CG11, Lew77] y [DF93, 33]
se plantean problemas de esta misma naturaleza. La razón por la que uno se pregunta este
tipo de cuestiones es que, en muchos casos, esta coincidencia permite dar una representación
tensorial del ideal. Frecuentemente, el producto tensorial hereda algunas de las características
estructurales que tenían los espacios involucrados en dicho producto. Por ejemplo, un resulta-
do conocido de Gelbaum y Gil de Lamadrid [GGL61, GdL63] dice que el producto tensorial
(X1⊗̃αX2) tiene base de Schauder si ambos espacios X1 y X2 tienen base. Esta idea puede ex-
tenderse al producto tensorial de un número arbitrario de espacios de�niendo el orden adecuado
recursivamente, ya que el producto tensorial es asociativo (ver comentarios antes del Teorema
4.1.17).

Otras propiedades �como ser separable, ser Asplund o tener la propiedad de Radon-
Nikodým� también se preservan por el producto tensorial en muchos casos (ver [Bu03, BB06,
BDDO03, CG11, RS82]). Entonces, tener una representación tensorial de un ideal y este tipo de
resultados de transferencia nos permiten deducir propiedades sobre el espacio A(X1, . . . , Xn;Y ).
Es más, como los elementos de Amin generalmente pueden aproximarse por operadores de tipo
�nito (ver 1.1.1), obtenemos esta misma propiedad para el ideal A.

El Teorema de representación para ideales minimales 1.2.4 nos dice que hay una inclusión
natural de norma uno de (X ′1⊗̃ . . . ⊗̃X ′n⊗̃Y ;α) en A(X1, . . . , Xn;Y ) de�nida por

% : (X ′1⊗̃ · · · ⊗̃X ′n⊗̃Y ;α) 1 // // Amin(X1, . . . , Xn;Y ) �
� ≤ 1

// A(X1, . . . , Xn;Y ) , (4.1)

donde α es la norma tensorial asociada a A. Luego, para responder a la pregunta planteada
en este capítulo, nos va a interesar saber cuándo esta inclusión natural resulta un isomor�smo
isométrico. Es importante notar que Amin(X1, . . . , Xn;Y )

1
= A(X1, . . . , Xn;Y ) si y solo si % es

una metric surjection.
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Por último, para estudiar cuándo la aplicación % es efectivamente una metric surjection, es
necesario estudiar una condición sobre la norma tensorial asociada. Un ingrediente fundamental
en [Lew77] y [CG11], donde se estudian resultados de coincidencia en el contexto de operadores
lineales y formas multilineales (y polinomios homogéneos escalares), respectivamente, es la pro-
piedad de Radon-Nikodým para normas tensoriales. Basados en aquellas de�niciones, daremos
en este capítulo una versión vectorial de esta noción pero no para normas tensoriales sino para
ideales de operadores multilineales.

4.1. Resultados de coincidencia en ideales de operadores

multilineales

Para dar una de�nición de la propiedad de Radon-Nikodým para ideales de operadores
multilineales, recordemos las de�niciones de los siguientes espacios, para J un conjunto de
índices cualquiera.

`1(J) = {(xj)j∈J :
∑
j∈J

|xj| <∞}

`∞(J) = {(xj)j∈J : sup
j∈J
|xj| <∞}

c0(J) = span{ek : k ∈ J}, donde (ek)j = δj,k, para j ∈ J.

Para estos espacios vale que c0(J)′ = `1(J) y que `1(J)′ = `∞(J).
Ahora si, dados A ∼ α un ideal de operadores multilineales e Y un espacio de Banach,

decimos que A tiene la Y -propiedad de Radon-Nikodým (Y -RNp) si(
`1(J1)⊗̃ . . . ⊗̃`1(Jn)⊗̃Y ;α

) 1
� A

(
c0(J1), . . . , c0(Jn);Y

)
, (4.2)

para todo J1, . . . , Jn conjuntos de índices.
Si A tiene la Y -propiedad de Radon-Nikodým para todo Y , decimos que A tiene la propiedad
de Radon-Nikodým vectorial (vector-RNp).

Es decir, si A tiene la Y -RNp, entonces se tiene que

A
(
c0(J1), . . . , c0(Jn);Y

) 1
= Amin

(
c0(J1), . . . , c0(Jn);Y

)
para todo J1, . . . , Jn conjuntos de índices, ya que la propiedad (4.2) dice que la aplicación %
dada en la ecuación (4.1) resulta una metric surjection.

Antes de comenzar con los resultados de este capítulo, haremos comentarios acerca de la
relación entre nuestra de�nición de la propiedad de Radon-Nikodým para ideales de operadores
multilineales y las previamente de�nidas en [Lew77] y [CG11] para normas tensoriales.
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En [Lew77] (ver [DF93, Section 33]), se dice que una norma tensorial β �nitamente generada
de orden 2 tiene la propiedad de Radon-Nikodým si para todo espacio de Banach X se satisface

X ′⊗̃β`1
1
= (X ⊗β′ c0)′.

Esta propiedad se traduce en términos de ideales de operadores lineales como

Amin(X; `1)
1
= A(X; `1),

donde A es el ideal de operadores lineales maximal asociado a la norma β. Seguido, se prueba
que esta identidad puede ser extendida a

Amin(X; `1(J))
1
= A(X; `1(J)),

para todo conjunto de índices J .
Es importante destacar en este momento, que nosotros buscamos propiedades donde el

rol que ocupa el espacio `1 pertenezca al dominio del operador. De alguna manera, queremos
escribir estas mismas propiedades para la norma tensorial traspuesta. Es decir, si β tiene la
propiedad de Radon-Nikodým, entonces

`1⊗̃(β)tX
′ 1
= (c0 ⊗(βt)′ X)′.

En consecuencia,
(Adual)min(c0(J);X ′)

1
= Adual(c0(J);X ′),

para todo J conjunto de índices, donde Adual es el ideal maximal asociado a la norma βt (ver
[DF93, Section 17.8]). En de�nitiva, la propiedad de Radon-Nikodým para normas tensoriales
de orden 2 está relacionada con una identidad entre un ideal de operadores lineales maximal y
su núcleo minimal sobre c0(J).

Por otro lado, en [CG11], se dice que una norma tensorial δ �nitamente generada de orden
n tiene la propiedad de Radon-Nikodým simétrica (sRNp) si(

⊗̃n`1; δ
)

=
(
⊗̃nc0; δ′

)′
.

En términos de ideales de formas multilineales dice que, si A es el ideal maximal asociado a δ,

Amin(c0, . . . , c0)
1
= A(c0, . . . , c0).

También se muestra que dicha propiedad puede extenderse a espacios c0 generales. Es decir,

Amin(c0(J1), . . . , c0(Jn))
1
= A(c0(J1), . . . , c0(Jn)),

para todo J1, . . . , Jn conjuntos de índices.
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Como puede verse, nuestra de�nición de la propiedad de Radon-Nikodým para ideales de
operadores multilineales está estrechamente relacionada con las anteriores dadas para normas
tensoriales. El hecho de de�nirla para normas tensoriales, obliga a relacionar un ideal maxi-
mal con su núcleo minimal. Nosotros queremos relajar esa condición y considerar un ideal no
necesariamente maximal, es por eso que de�nimos esta propiedad sobre ideales de operadores
multilineales directamente. Notemos también, que las propiedades de�nidas para normas ten-
soriales involucran al espacio c0 clásico y luego se deduce que la propiedad también vale para
espacios c0 generales. Nuestro primer objetivo es establecer dicha relación. Para un ideal de
operadores multilineales A, buscamos condiciones sobre el espacio Y que aseguren que a partir
de la siguiente propiedad

Amin(c0, . . . , c0;Y )
1
= A(c0, . . . , c0;Y ),

se pueda deducir

Amin(c0(J1), . . . , c0(Jn);Y )
1
= A(c0(J1), . . . , c0(Jn);Y ),

para todo J1, . . . , Jn conjunto de índices. Es decir, la Y -propiedad de Radon-Nikodým.

Para lograr este cometido, necesitamos antes demostrar una versión vectorial del teorema
de Littlewood-Bogdanowicz-Peªczy«ski (ver [Lit30, Bog57, Pel57] y también [Din99]) establece
que toda forma multilineal T : c0×· · ·×c0 → K es aproximable. Más precisamente, probaremos
que si Y no contiene una copia (isomorfa) de c0, entonces se tiene que L(nc0;Y ) = Lapp(nc0;Y ).
Este resultado puede obtenerse a partir de lo elaborado en [GG94], sin embargo, preferimos acá
dar una demostración independiente.

Observación 4.1.1. Debido a que c0 no contiene copia de `1 y además c′0 = `1 es separable,
es sabido que Lapp(nc0;Y ) = Lwsc(nc0;Y ) (las demostraciones de estos hechos para polinomios
dadas en [AHV83, Proposition 2.12] y [AP80, Proposition 2.7] se trasladan de forma natural
al contexto de operadores multilineales). Además, si toda aplicación k-lineal T ∈ L(kc0;Y )
es débilmente secuencialmente continua en 0 para todo 1 ≤ k ≤ n, entonces Lapp(nc0;Y ) =
Lwsc(nc0;Y ) (este resultado aparece en [DG01, Corollary 1.7] para polinomios escalares y puede
extenderse canónicamente a operadores multilineales).

Recordemos que una serie (formal)
∑

j∈N xj en un espacio de Banach X es débilmente
incondicionalmente de Cauchy (WUC) si para todo x′ ∈ X ′, vale que

∑
j∈N |x′(xj)| <∞.

Proposición 4.1.2. L(nc0;Y ) = Lapp(nc0;Y ) si y solo si Y no contiene una copia de c0.

Demostración. Si Y = c0 es fácil ver que existe un operador multilineal T que pertenece a
L(nc0; c0) pero que no pertenece a Lapp(nc0; c0). En efecto, tomemos T ∈ L(nc0; c0) dado por

T (x1, . . . , xn) =
(
x1(1) · · ·xn−1(1) · xn(j)

)
j∈N.
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Si T fuera aproximable, entonces el operador lineal acotado de c0 en c0 dado por evaluar en
e1 en las primeras (n− 1)-coordenadas y dejar libre la última también resultaría aproximable,
pero

T (e1, . . . , e1, · ) = Idc0( · )

y la identidad de c0 no es aproximable. Luego T ∈ L(nc0; c0) \ Lapp(nc0; c0). El caso en que Y
contiene una copia de c0 se deduce de este hecho.

Recíprocamente, supongamos que Y no contiene una copia de c0. Por la observación anterior,
basta ver que, para todo 1 ≤ k ≤ n, se tiene que todo operador k-lineal continuo de c0×· · ·×c0

en Y es débilmente secuencialmente continuo en el origen. Supongamos que no, es decir, que
existen 1 ≤ r ≤ n y un operador multilineal T ∈ L(rc0;Y ) que no es débilmente secuencialmente
continuo en el origen. Usando la continuidad de la norma de T , la base de c0 y tomando
subsucesiones (si fuera necesario), podemos construir sucesiones (u1

j)j, . . . , (u
r
j)j ⊆ c0 y una

sucesión estrictamente creciente de números naturales (kj)j∈N tales que∥∥T (u1
j , . . . , u

r
j)
∥∥
Y
≥ δ, (4.3)

para algún δ > 0, con

uij =

kj+1∑
l=1

xij(l) · el,

∥∥∥∥∥∥
kj∑
l=1

xij(l) · el

∥∥∥∥∥∥ ≤ 1

2j
y

∥∥∥∥∥∥
kj+1∑
l=kj+1

xij(l) · el

∥∥∥∥∥∥ = 1,

para todo 1 ≤ i ≤ r y j ∈ N. Llamemos vij a

vij =

kj+1∑
l=kj+1

xij(l) · el,

entonces, ‖vij‖ = 1. Por el principio de selección de Bessaga-Peªczy«ski [AK06, Proposition
1.3.10] (o ver Apéndice A.5.2), se tiene que (vij)j es una base en bloque de un subespacio de c0

equivalente a la base canónica de c0 para cada 1 ≤ i ≤ r. En consecuencia,∑
j∈N

∣∣y′ (T (v1
j , . . . , v

r
j )
)∣∣ ≤ ‖y′ ◦ T‖ <∞

para todo y′ ∈ Y ′ [Zal93, Proposition 2], ya que y′ ◦ T ∈ L(rc0). Luego, la serie formal∑
j∈N T (v1

j , . . . , v
r
j ) es WUC. El hecho de que Y no contiene una copia de c0, implica que la

serie
∑

j∈N T (v1
j , . . . , v

r
j ) es incondicionalmente convergente [AK06, Theorem 2.4.11], de donde

se deduce que ĺım
j→∞

T (v1
j , . . . , v

r
j ) = 0.

Ahora bien, teniendo en cuenta que uij = (uij − vij) + vij y que ‖uij − vij‖ ≤ 1/2j, se deduce
que

‖T (u1
j , . . . , u

r
j)‖ ≤ ‖T (v1

j , . . . , v
r
j )‖+ ‖T‖

(
n∑
l=1

(
n

l

)
1

2lj

)
,
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usando la multilinealidad de T y la desigualdad triangular.
Como los dos términos del lado derecho de la desigualdad tienden a cero cuando j tiende

a in�nito, se contradice la condición (4.3). En de�nitiva, probamos que si Y no contiene una
copia de c0, todo operador k-lineal en L(kc0;Y ) es débilmente secuencialmente continuo en el
origen para todo 1 ≤ k ≤ n.

Como habíamos anticipado, veremos ahora que bajo ciertas condiciones es su�ciente che-
quear la propiedad (4.2) para J1 = · · · = Jn = N. Nuestra demostración se inspira en la prueba
de [CG11, Proposition 3.2].

Proposición 4.1.3. Sea A ∼ α un ideal de operadores multilineales que satisface(
`1⊗̃ . . . ⊗̃`1⊗̃Y ;α

) 1
� A(c0, . . . , c0;Y ).

Si Y no contiene una copia de c0 o si A ⊆ Lwsc, entonces A tiene la Y -RNp.

En otras palabras, si A(c0, . . . , c0;Y ) coincide isométricamente con Amin(c0, . . . , c0;Y ), po-
demos asegurar la existencia de una metric surjection sobre espacios c0 más generales. Es decir,

A
(
c0(J1), . . . , c0(Jn);Y

) 1
= Amin

(
c0(J1), . . . , c0(Jn);Y

)
,

para todo J1, . . . , Jn conjuntos de índices.

Demostración. Sea T ∈ A
(
c0(J1), . . . , c0(Jn);Y

)
. Consideremos el conjunto de índices dado por

L = {(j1, . . . , jn) : T (ej1 , . . . , ejn) 6= 0} .

A�rmamos que L es un conjunto numerable. En efecto, supongamos que no. Entonces, existe
un conjunto de índices distintos dos a dos

(
jk1 , . . . , j

k
n

)
k∈N y un ε > 0 tales que∣∣∣T (ejk1 , . . . , ejkn)

∣∣∣ > ε, (4.4)

para todo k ∈ N. Pues, si para todo ε = 1/m, con m ∈ N, se tienen �nitos elementos de L
que satisfacen |T (ej1 , . . . , ejn)| > ε, entonces el conjunto L resultaría a lo sumo numerable y
estamos suponiendo que no lo es. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la sucesión
de las primeras coordenadas jk1 tiene todos sus elementos distintos dos a dos. Pasando por
subsucesiones, podemos asumir también que ejki tiende débilmente a cero para cada 1 ≤ i ≤ n.

Ahora bien, si Y no contiene una copia de c0, aplicando la Proposición 4.1.2 sobre las suce-
siones (ejk1 ), . . . , (ejkn) �que son equivalentes a una base de c0�, obtenemos que T (ejk1 , . . . , ejkn)
tiende a cero (por ser débilmente secuencialmente continua). Esto contradice la condición (4.4).
Por otro lado, si suponemos A ⊆ Lwsc, se obtiene trivialmente la contradicción. En conclusión,
en ambos casos obtenemos que el conjunto de índices L es numerable.
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Sea Ωk : J1 × · · · × Jn −→ Jk la aplicación dada por

Ω(j1, . . . , jn) = jk

y llamemos Lk := Ωk(L) ⊂ Jk.
Consideremos las aplicaciones ξk : c0(Jk)→ c0(Lk) e ık : c0(Lk)→ c0(Jk) de�nidas por

ξk
(
(aj)j∈Jk

)
= (aj)j∈Lk ,

ık
(
(aj)j∈Lk

)
= (bj)j∈Jk ,

donde bj es igual a aj si j ∈ Lk y vale cero en los otros casos. Si de�nimos el operador T como
T := T ◦ (ı1, . . . , ın), entonces T ∈ A

(
c0(L1), . . . , c0(Ln);Y

)
y ‖T‖A ≤ ‖T‖A. Es más, como

c0(J) = span{ek : k ∈ J} (donde (ek)j = δk,j, para j ∈ J), se deduce que T ◦ (ξ1, . . . , ξn) = T .
En consecuencia, ‖T‖A = ‖T‖A.

Por último, notando que c0(Lk) = c0, resulta que el siguiente diagrama es conmutativo(
`1(L1)⊗̃ . . . ⊗̃`1(Ln)⊗̃Y ;α

) 1 // //

ξ′1⊗···⊗ξ′n⊗IdY
��

A
(
c0(L1), . . . , c0(Ln);Y

)
��

S

��(
`1(J1)⊗̃ . . . ⊗̃`1(Jn)⊗̃Y ;α

) R // A
(
c0(J1), . . . , c0(Jn);Y

)
S ◦ (ξ1, . . . , ξn)

.

Además, la aplicación (ξ′1⊗ · · · ⊗ ξ′n⊗ IdY ) es una isometría ya que `1(Lk) es un subespacio
1-complementado de `1(Jk) (via ı′k). Luego, R es una metric surjection como queríamos ver.

La Proposición 4.1.3 nos da un modo de saber si un ideal dado posee la Y -propiedad de
Radon-Nikodým. Para formular el resultado principal de este capítulo �el resultado de coin-
cidencia para ideales de operadores multilineales� necesitamos antes recordar algunas de�ni-
ciones.

Para 1 ≤ k ≤ n, se de�ne una aplicación canónica llamada la k-extensión de Arens ,

Extk : L(X1, . . . , Xn;Y )→ L(X1, . . . , Xk−1, X
′′
k , Xk+1, . . . , Xn;Y ′′),

de la siguiente forma:
dado T ∈ L(X1, . . . , Xn;Y ), consideramos la forma (n + 1)-lineal asociada a (JY ◦ T ) que

llamamos
←−−−−−
(JY ◦ T ) : X1 × · · · ×Xn × Y ′ → K. Entonces,

Extk(T )(x1, . . . , x
′′
k, . . . , xn)(y′) := x′′k

(
z 7→

←−−−−−
(JY ◦ T )(x1, . . . , xk−1, z, xk+1, . . . , xn, y

′)
)
.

Decimos que A es un ideal Arens estable para Y si la aplicación

Extk : A(X1, . . . , Xn;Y )→ A(X1, . . . , Xk−1, X
′′
k , Xk+1, . . . , Xn;Y )
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está bién de�nida y resulta una isometría para todo 1 ≤ k ≤ n. Notemos que la condición
anterior dice que la imagen de toda extensión de Arens se mantiene en el espacio Y . Decimos
que A es un ideal Arens estable si A es Arens estable para Y , para todo espacio de Banach Y .
Es importante observar que para todo espacio dual Y ′, todo ideal de operadores multilineales
maximal es Arens estable para Y ′ (ver, por ejemplo, [DF93, Extension Lemma 13.2]).

Por otro lado, decimos que A es un ideal extendible si veri�ca que para X1, . . . , Xn espa-
cios de Banach, Z1, . . . , Zn superespacios de X1, . . . , Xn respectivamente y para todo operador
multilineal T ∈ A(X1, . . . , Xn;Y ), existe T̃ ∈ A(Z1, . . . , Zn;Y ), una extensión de T , con

‖T̃‖A(Z1,...,Zn;Y ) = ‖T‖A(X1,...,Xn;Y ).

Por ejemplo, los ideales PI y E son extendibles. Estas propiedades se estudiaron en el contexto
de ideales de polinomios en [Car99, CZ99, KR98].

Observación 4.1.4. Si un ideal de operadores multilineales A es extendible, entonce su norma
tensorial asociada α es proyectiva en las primeras n coordenadas (ver [Gal12, Chapter 3]). En

otras palabras, si q1 : X1

1
� Y1, . . . , qn : Xn

1
� Yn son metric surjections, entonces la aplicación

q1 ⊗ . . . qn ⊗ idZ : (X1⊗̃ . . . ⊗̃Xn⊗̃Z, α)
1
� (Y1⊗̃ . . . ⊗̃Yn⊗̃Z, α)

es una metric surjection.

A partir de estas de�niciones, demostraremos algunos resultados con el objetivo de establecer
un resultado de coincidencia entre un ideal de opeardores multilineales y su núcleo minimal.

Todo espacio de Banach X, tiene asociadas dos aplicaciones naturales, la inclusión canónica
de X en `∞(BX′) y la proyección de `1(BX) sobre X.

IX : X
1
↪→ `∞(BX′)

x 7→ (x′(x))x′ ,

QX : `1(BX)
1
� X

(ax)x 7→
∑
x∈BX

ax · x.

Para A, un ideal de operadores multilineales Arens estable para Y , para cada 1 ≤ k ≤ n
de�nimos la aplicación

Ψk : A
(
X1, . . . , Xk−1, c0(BX′k

), Xk+1, . . . , Xn;Y
)
→ A(X1, . . . , Xn;Y )

dada por
Ψk(T ) := Extk(T ) ◦

(
IdX1 , . . . , IdXk−1

, IXk , IdXk+1
, . . . , IdXn

)
. (4.5)
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Proposición 4.1.5. Si A ∼ α es Arens estable para Y , entonces el siguiente diagrama es
conmutativo(

(⊗̃k−1

j=1X
′
j)⊗̃`1(BX′k

)⊗̃(⊗̃nj=k+1X
′
j)⊗̃Y ;α

)
//

(⊗k−1
j=1 IdX′

j
)⊗QX′

k
⊗(⊗nj=k+1IdX′j

)⊗IdY
��

A
(
X1 . . . , Xk−1, c0(BX′k

), Xk+1, . . . , Xn;Y
)

Ψk

��(
(⊗̃k−1

j=1X
′
j)⊗̃X ′k⊗̃(⊗̃nj=k+1X

′
j)⊗̃Y ;α

)
// A
(
X1 . . . , Xk−1, Xk, Xk+1, . . . , Xn;Y

)
.

Demostración. Para veri�car que efectivamente es un diagrama conmutativo, hagamos la cuenta
en el caso k = 1 para simpli�car la escritura. Tomemos entonces a = (ax′)x′∈BX′1

un elemento

de `1(BX′1
) y consideremos un tensor elemental

z = a⊗ x′2 ⊗ · · · ⊗ x′n ⊗ y ∈
(
`1(BX′1

)⊗̃X ′2⊗̃ · · · ⊗̃X ′n⊗̃Y ;α
)
.

Por un lado, aplicamos el operador QX′1
⊗ IdX′2 ⊗ · · · ⊗ IdX′n ⊗ IdY y obtenemos el tensor

z̃ = QX′1
(a)⊗ x′2 ⊗ · · · ⊗ x′n ⊗ y ∈

(
X ′1⊗̃ · · · ⊗̃X ′n⊗̃Y ;α

)
,

que representa a Tz̃ ∈ A(X1, . . . , Xn;Y ) dado por

Tz̃(x1, . . . , xn) = QX′1
(a)(x1) · x′2(x2) · · · x′n(xn) · y.

Por el otro, z se asocia a Tz ∈ A
(
c0(BX′1

), X2, . . . , Xn;Y
)
dado por

Tz(b, x2, . . . , xn) = a(b) · x′2(x2) · · · x′n(xn) · y.

Entonces, al actuar el operador Ψ1 produce:

y′
(
Ψ1(Tz)(x1, . . . , xn)

)
=

[
Ext1(Tz)

(
IX1(x1), x2, . . . , xn

)]
(y′)

= IX1(x1)
[
b 7→
←−−−−−−
(JY ◦ Tz)(b, x2, . . . , xn, y

′)
]

= IX1(x1)
[
b 7→ y′

(
Tz(b, x2, . . . , xn)

)]
= IX1(x1)

[
b 7→ a(b) · x′2(x2) · · ·x′n(xn) · y′(y)

]
=

 ∑
x′∈BX′1

ax′ · x′(x1)

 · x′2(x2) · · ·x′n(xn) · y′(y)

= QX′1
(a)(x1) · x′2(x2) · · ·x′n(xn) · y′(y)

= y′
(
Tz̃(x1, . . . , xn)

)
.

Luego, Ψ1(Tz) = Tz̃. Como este resultado vale para tensores elementales, por linealidad y
continuidad se extiende a cualquier tensor z ∈

(
`1(BX′1

)⊗̃X ′2⊗̃ · · · ⊗̃X ′n⊗̃Y ;α
)
.
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A continuación, veremos un resultado que será de suma importancia a lo largo de este
capítulo. Para demostrarlo haremos uso del Teorema de Lewis-Stegall (ver [DF93, 33.1] o [DU77,
Ch5.Th8]), que recordamos a continuación.

Teorema 4.1.6 (Lewis-Stegall). Si X es un espacio de Banach con la propiedad de Radon-
Nikodým, entonces para todo operador lineal B ∈ L

(
L1(µ);X

)
y para todo ε > 0, existe un

operador lineal A ∈ L
(
L1(µ); `1(BX)

)
con ‖A‖ ≤ (1 + ε) tal que el siguiente diagrama resulta

conmutativo
L1(µ) B //

A

%%

X

`1(BX),

QX

;; ;;

Probemos la proposición, recordemos que Ψk está de�nida en (4.5).

Proposición 4.1.7. Sean X1, . . . , Xn, Y espacios de Banach y sea A un ideal extendible y
Arens estable para Y . Si Xk es un espacio Asplund, entonces Ψk es una metric surjection.

Demostración. Asumimos, una vez más, que k = 1 por simplicidad, ya que los otros casos son
análogos. Por Proposición 4.1.5, vale que Ψ1 tiene norma menor o igual a uno, pues

‖Ψ1(Tz)‖A = ‖Tz̃‖A = α(z̃) ≤ α(z) = ‖Tz‖A.

Como A es extendible, dado T ∈ A(X1, . . . , Xn;Y ), existe T̃ ∈ A
(
`∞(BX′1

), X2, . . . , Xn;Y
)
una

extensión de T con la misma norma en A. Además, X ′1 tiene la propiedad de Radon-Nikodým,
pues X1 es un espacio Asplund. Por el Teorema de Lewis-Stegall (Teorema 4.1.6), dado ε > 0,
se tiene que el operador adjunto de la inclusión canónica IX1 : X1 → `∞(BX′1

) se factoriza a
través de `1(BX′1

) vía la factorización

`∞(BX′1
)′

I′X1 //

A

&&

X ′1

`1(BX′1
),

QX′1
;; ;;

con ‖A‖ ≤ (1 + ε).
De�nimos S : c0(BX′1

)×X2 × · · · ×Xn → Y el operador n-lineal dado por

S(a, x2, . . . , xn) = Ext1(T̃ )
(
A′ ◦ Jc0(BX′1

)(a), x2, . . . , xn
)
.

Usando la propiedad de ideal y el hecho de que A es Arens estable para Y (Ext1 es un isometría),
se deduce que S ∈ A

(
c0(BX′1

), X2, . . . , Xn;Y
)
y

‖S‖A ≤ ‖Ext1(T̃ )‖A · ‖A′ ◦ Jc0(BX′1
)‖ ≤ ‖T‖A · (1 + ε).
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Nuestro objetivo es demostrar que Ψ1(S) = T . Pues de ser así, dado un operador multilineal
T , hallamos un operador multilineal S tal que Ψ1(S) = T con ‖S‖A ≤ ‖T‖A · (1 + ε). Es decir,
Ψ1 es una metric surjection.

Observemos que para x1 ∈ X1 y a ∈ `1(BX′1
), vale que

IX1(x1)(a) =
(
x′(x1)

)
x′∈BX′1

(
(ax′)x′∈BX′1

)
=
∑

x′∈BX′1

x′(x1) · ax′ = QX′1
(a)(x1). (4.6)

A�rmamos que

←−−−−−
(JY ◦ S)( · , x2, . . . , xn, y

′) = A
[
b 7→ y′

(
T̃ (b, x2, . . . , xn)

)]
, (4.7)

donde
[
b 7→ y′

(
T̃ (b, x2, . . . , xn)

)]
es un funcional lineal de�nido sobre `∞(BX′1

).

En efecto, sea a ∈ c0(BX′1
), entonces

A
[
b 7→ y′

(
T̃ (b, x2, . . . , xn)

)]
(a) = Jc0(BX′1

)(a)
(
A
[
b 7→ y′

(
T̃ (b, x2, . . . , xn)

)])
= A′ ◦ Jc0(BX′1

)(a)
[
b 7→ y′

(
T̃ (b, x2, . . . , xn)

)]
=
[
Ext1(T̃ )

(
A′ ◦ Jc0(BX′1

)(a), x2, . . . , xn

)]
(y′)

= y′
(
S(a, x2, . . . , xn)

)
=
←−−−−−
(JY ◦ S)( · , x2, . . . , xn, y

′)(a).

Por último, veri�quemos que Ψ1(S) = T . Sea y′ ∈ Y ′, aplicando las identidades (4.6) y (4.7)
obtenemos

y′
(
Ψ1(S)(x1, . . . , xn)

)
= y′

(
Ext1(S)

(
IX1(x1), x2, . . . , xn

))
= Ext1(S)

(
IX1(x1), x2, . . . , xn

)
(y′)

=
(
IX1(x1)

) [←−−−−−
(JY ◦ S)( · , x2, . . . , xn, y

′)
]

(4.6)
= QX′1

(←−−−−−
(JY ◦ S)( · , x2, . . . , xn, y

′)
)

(x1)

(4.7)
=
(
QX′1

A
[
b 7→ y′

(
T̃ (b, x2, . . . , xn)

)])
(x1)

=
(
I ′X1

[
b 7→ y′

(
T̃ (b, x2, . . . , xn)

)])
(x1)

= y′
(
T̃
(
IX1(x1), x2, . . . , xn

))
= y′

(
T (x1, . . . , xn)

)
,

que es lo que queríamos probar.
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Estamos en condiciones de enunciar nuestro teorema de tipo Lewis, un resultado de coinci-
dencia para ideales de operadores multilineales.

Teorema 4.1.8. Sean X1, . . . , Xn espacios Asplund. Si A ∼ α es un ideal extendible, Arens
estable para Y y con la Y -RNp, entonces

(X ′1⊗̃ . . . ⊗̃X ′n⊗̃Y ;α)
1
� A(X1, . . . , Xn;Y ). (4.8)

En particular,

Amin(X1, . . . , Xn;Y )
1
= A(X1, . . . , Xn;Y ).

Demostración. Por Observación 4.1.4, las aplicaciones que bajan en la parte izquierda de la
Figura 4.1 son todas metric surjections.

Figura 4.1: Diagrama conmutativo usado en la prueba de 4.1.8

(
⊗̃ni=1`1(BX′i

)⊗̃Y ;α
) %0

//

⊗n−1
i=1 Id`1(B

X′
i
)⊗QX′n⊗IdY

����

A
(
c0(BX′1

), . . . , c0(BX′n);Y
)

Ψn
����(

(⊗̃n−1

i=1 `1(BX′i
))⊗̃X ′n⊗̃Y ;α

)
%1

//

(⊗n−2
i=1 Id`1(B

X′
i
))⊗QX′n−1

⊗IdX′n⊗IdY
����

A
(
c0(BX′1

), . . . , c0(BX′n−1
), Xn;Y

)
Ψn−1

����(
(⊗̃n−2

i=1 `1(BX′i
))⊗̃X ′n−1⊗̃X ′n⊗̃Y ;α

)
%2

//

����

A
(
c0(BX′1

), . . . , c0(BX′n−2
), Xn−1, Xn;Y

)
����

... . . .
...

����

. . .

����(
`1(BX′1

)⊗̃(⊗̃ni=2X
′
i)⊗̃Y ;α

) %n−1
//

QX′1
⊗(⊗ni=2IdX′

i
)⊗IdY

����

A
(
c0(BX′1

), X2, . . . , Xn;Y
)

Ψ1

����(
⊗̃ni=1X

′
i⊗̃Y ;α

) %n
// A(X1, . . . , Xn;Y )

Por otro lado, X1, . . . , Xn son espacios Asplund (por hipótesis) y también lo son los es-
pacios c0(BX′1

), . . . , c0(BX′n) �ya que `1(J) tiene la propiedad de Radon-Nikodým para todo
J conjunto de índices [DF93, Apendix D3]�. Además, como A es Arens estable para Y , las



Capítulo 4. Resultados de coincidencia entre un ideal y su núcleo minimal 99

aplicaciones que bajan en la parte derecha de la Figura 4.1 también son metric surjections por
la Proposición 4.1.7.

Por último, cada cuadrado de la Figura 4.1 es conmutativo por la Proposición 4.1.5. Además,
como A tiene la Y -RNp, la aplicación %0 es una metric surjection. En consecuencia, %1 también
es una metric surjection y �procediendo de manera inductiva en cada cuadrado� se deduce
que %n es una metric surjection que es lo que queríamos probar.

Observación 4.1.9. En el teorema anterior, la hipótesis de extendibilidad del ideal, se usa
para obtener una extensión de T manteniendo el espacio de llegada y su norma en el ideal.
Vimos también que A extendible implica que la norma asociada es proyectiva en las primeras n
coordenadas. Para el caso en que el espacio de llegada sea un espacio dual, se tiene la recíproca.
Es decir, si la norma asociada al ideal A es proyectiva en las primeras n coordenadas, dado
T ∈ A(X1, . . . , Xn;Y ′) y Z1, . . . , Zn superespacios de X1, . . . , Xn, respectivamente, existe una
extensión T̃ ∈ A(Z1, . . . , Zn;Y ′) con ‖T̃‖A = ‖T‖A. (ver [DF93, Exercise 20.6]).

Es importante notar que el Teorema 4.1.8 generaliza el Teorema de Lewis [DF93, Theorem
33.3] y también [CG11, Theorem 3.5] para formas multilineales. A continuación, daremos las
de�niciones necesarias para enunciar dichos teoremas y mostraremos que los podemos deducir
a partir del Teorema 4.1.8.

Recordemos que una norma tensorial β �nitamente generada de orden 2 tiene la propiedad
de Radon-Nikodým si para todo espacio de Banach X se satisface

X ′⊗̃β`1
1
= (X ⊗β′ c0)′.

A partir de β una norma tensorial �nitamente generada de orden 2, se de�ne la norma asociada
proyectiva a derecha β/, como la única norma mayor o igual a β tal que, para X e Y espacios
de Banach, se cumple que

X ⊗β `1(BY )
1
� X ⊗β/ Y.

De la misma manera se de�ne la norma asociada proyectiva a izquierda \β. Estas normas están
relacionadas de la siguiente manera, (β/)t = \(βt) y (β/)′ = \(β′) (ver [DF93, Section 20]).
Se tiene el siguiente resultado [DF93, Exercise 20.6], sea A es un ideal de operadores lineales
maximal asociado a β. Entonces, β es proyectiva a izquierda (es decir, β = \β) si y solo si para
X e Y espacios de Banach, Z superespacio de X y T ∈ A(X;Y ) existe una extensión de JY ◦T ,
T̃ ∈ A(Z;Y ′′), con ‖T‖A = ‖T̃‖A.

Teorema 4.1.10 (Lewis). Sea β una norma tensorial �nitamente generada de orden 2 con
la propiedad de Radon-Nikodým y sea A el ideal de operadores lineales maximal asociado a la
norma β. Si Y ′ tiene la propiedad de Radon-Nikodým, entonces

X ′⊗̃β/Y ′
1
� (X ⊗(β/)′ Y )′
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es una metric surjection y para todo espacio de Banach X vale que

(A/)min(X;Y ′)
1
= A/(X;Y ′).

Para ver que el Teorema 4.1.8 generaliza el Teorema de Lewis, supongamos que β es una
norma tensorial �nitamente generada de orden 2 con la propiedad de Radon-Nikodým asociada
al ideal de operadores lineales maximal A y sea Y un espacio Asplund. Debemos mostrar que
aplicando el Teorema 4.1.8 obtenemos una metric surjection

X ′⊗̃β/Y ′
1
� (X ⊗(β/)′ Y )′.

Recordemos que si A ∼ β, entonces Adual ∼ βt y \(Adual) ∼ \(βt) [DF93, 17.8 y 20.12]. Además,
\(βt) = (β/)t.

Ahora bien, [DF93, Proposition 33.2] dice que β tiene la propiedad de Radon-Nikodým si
y solo si β/ la tiene. Además, por [DF93, Lemma 33.3], se puede extender la metric surjection
de la de�nición de la propiedad de Radon-Nikodým a espacios con cualquier índice. Es decir,
tenemos una metric surjection

X ′⊗̃β/`1(J)
1
� (X ⊗(β/)′ c0(J))′,

para todo conjunto de índices J . En otras palabras, trasponiendo obtenemos

`1(J)⊗̃(β/)tX
′ = `1(J)⊗̃\(βt)X ′

1
� (c0(J)⊗(\(βt))′ X)′ = \(Adual)(c0(J);X ′),

Esto implica que el ideal \(Adual) tiene la X ′-RNp en el sentido de la de�nición (4.2). Notemos
también que el ideal \(Adual) es Arens estable para X ′ (X ′ es un espacio dual y el ideal es
maximal) y se cumple la propiedad de extendibilidad ya que el ideal está asociado a una norma
tensorial proyectiva a izquierda y X ′ es un espacio dual (ver Observación 4.1.9).

Luego, estamos en condiciones de usar el Teorema 4.1.8 y obtenemos la metric surjection

Y ⊗̃\(αt)X ′
1
� \(Adual)(Y ;X ′),

para todo espacio Asplund Y . Luego, si trasponemos una vez más esta relación, se deduce que

X ′⊗̃α/Y ′
1
� A/(X;Y ′) = (X ⊗(α/)′ Y )′,

para todo espacio Asplund Y . Esto es exactamente el resultado del Teorema de Lewis.
Para el caso de ideales de formas multilineales, recordemos que una s-norma tensorial γ

�nitamente generada de orden n (ver de�nición en la Sección 4.3) tiene la propiedad de Radon-
Nikodým simétrica (sRNp) si

⊗̃n,sγ `1
1
= (⊗̃n,sγ′ c0)′.
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Teorema 4.1.11 (Theorem 3.5.[CG11]). Sea γ una norma tensorial �nitamente generada de
orden n con la sRNp y sean X1, . . . , Xn espacios Asplund. Entonces,(

⊗̃ni=1X
′
i; \γ/

) 1
�
(
⊗̃ni=1Xi/γ

′\
)′
.

En particular, si A es el ideal de formas multilineales maximal asociado a γ, entonces

(\A/)min (X1, . . . , Xn)
1
= (\A/) (X1, . . . , Xn).

Usando un razonamiento similar al usado en el caso del Teorema de Lewis, pero sin necesidad
de cambiar el orden de los espacios involucrados, se obtiene el teorema para el caso multilineal
escalar a partir del Teorema 4.1.8.

En muchos casos, dado un espacio de Banach Y , el ideal de operadores multilineales A
es Arens estable para Y ′ pero no lo es para Y . Por ejemplo, sucede para E y GI (pues GI
es maximal y E coincide con Emax cuando el espacio de llegada es un espacio dual). En esta
situación, el Teorema 4.1.8 nos provee de un resultado de coincidencia sólo en el caso en que el
espacio de llegada sea un espacio dual. Nuestro próximo objetivo será relajar las hipótesis de
manera de obtener un resultado de coincidencia sin necesitar que el espacio de llegada sea un
espacio dual (para aplicar en los casos que mencionamos, por ejemplo). También buscaremos
condiciones que nos aseguren la existencia de bases monomiales para ideales de operadores
multilineales.

A continuación, veremos los resultados que necesitaremos para dar nuestro nuevo teorema
de coincidencia. El primero dice que, bajo propiedades de aproximación, los operadores multi-
lineales pertenecientes a Amin mantienen su norma al verlos con rango en el bidual del espacio
de llegada. Antes, recordemos un lema �que puede verse en [DF93, 13.3]� que usaremos en
lo que sigue.

Lema 4.1.12 (Embedding Lemma). Si α es una norma tensorial de orden 2 �nitamente ge-
nerada, entonces

IdX ⊗ JY : X ⊗α Y �
� 1 // X ⊗α Y ′′ ,

para todo X e Y espacios normados.

Lema 4.1.13. Sea A ∼ α un ideal de operadores multilineales y sean X ′1, . . . , X
′
n, Y

′′ espacios
de Banach con la propiedad de aproximación acotada. Si T ∈ Amin(X1, . . . , Xn;Y ), entonces

‖JY ◦ T‖Amin(X1,...,Xn;Y ′′) = ‖T‖Amin(X1,...,Xn;Y ).

Demostración. Como X ′1, . . . , X
′
n, Y

′′ tienen la propiedad de aproximación acotada, entonces(
⊗̃ni=1X

′
i⊗̃Y ′′, α

) 1
= Amin(X1, . . . , Xn;Y ′′) y

(
⊗̃ni=1X

′
i⊗̃Y, α

) 1
= Amin(X1, . . . , Xn;Y ) (ver obser-

vación posterior al Teorema 1.2.4). Luego, aplicando el Embeding Lemma tenemos el siguiente
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diagrama conmutativo (
⊗̃ni=1X

′
i⊗̃Y ′′, α

)
Amin(X1, . . . , Xn;Y ′′)

(
⊗̃ni=1X

′
i⊗̃Y, α

)?�
1

OO

Amin(X1, . . . , Xn;Y )
?�

OO
,

de donde se deduce lo que queríamos.

En el siguiente lema daremos una sucesión explícita de operadores multilineales de tipo �nito
que se aproximan a un operador multilineal dado en el núcleo minimal Amin(X1, . . . , Xn;Y ).

Lema 4.1.14. Sean X1, . . . , Xn espacios de Banach con base achicante y sea Y un espacio
de Banach. Consideremos Pk := (P 1

k , . . . , P
n
k ), donde P j

k es la proyección sobre las primeras k
coordenadas de la base de Xj. Si T ∈ Amin(X1, . . . , Xn;Y ), entonces T ◦Pk −→ T en la norma
de Amin.

Demostración. Observemos primero que Amin(X1, . . . , Xn;Y ) es la clausura de los operadores
multilineales de tipo �nito en la norma de Amin (ver [Flo01, Lemma 3.3] para el resultado
análogo en el contexto polinomial). Entonces, dado ε > 0, podemos considerar una sucesión de
operadores multilineales de tipo �nito (Rm)m∈N ⊆ A(X1, . . . , Xn;Y ) tales que

‖T −Rm‖Amin(X1,...,Xn;Y ) −→
m→∞

0.

Para ver que T ◦Pk −→ T en la norma de Amin, acotamos la norma de la diferencia intercalando
el operador Rm

‖T − T ◦ Pk‖Amin ≤ ‖T −Rm‖Amin + ‖Rm −Rm ◦ Pk‖Amin + ‖Rm ◦ Pk − T ◦ Pk‖Amin .

Veamos que cada término del lado derecho tiende a 0 (cuando k tiende a in�nito). El primero
tiende a cero cuando m tiende a in�nito (no depende de k). El tercero, cumple que

‖Rm◦Pk−T ◦Pk‖Amin = ‖(Rm−T )◦Pk‖Amin ≤ ‖T−Rm‖Amin ·‖P 1
k ‖ · · · ‖P n

k ‖ < C ·‖T−Rm‖Amin .

Entonces, también tiende a cero cuando m tiende a in�nito (no depende de k). Por último,
analicemos el segundo término. Escribimos al operador de tipo �nito Rm como

Rm =
r∑
j=1

x′1,j ⊗ · · · ⊗ x′n,j ⊗ yj.

No usamos el índice m en la escritura de Rm por comodidad, ya que la cuenta que haremos no
depende de m. Para acotar ‖Rm −Rm ◦ Pk‖Amin , usaremos que los términos de la forma∥∥x′i,j − (x′i,j ◦ P 1

k )
∥∥
X′i
−→ 0,



Capítulo 4. Resultados de coincidencia entre un ideal y su núcleo minimal 103

para todo 1 ≤ i ≤ n, pues los espacios X1, . . . , Xn tienen base achicante. Por otro lado, notemos
que

‖x′1 ⊗ · · · ⊗ x′n ⊗ y‖Amin(X1,...,Xn;Y ) ≤ ‖x′1‖X′1 · · · ‖x
′
n‖X′n · ‖y‖Y .

y que además, existe D > 0 tal que

‖x′i ◦ P i
k‖X′i ≤ C1/n · ‖x′i‖X′i ≤ D

para todo 1 ≤ i ≤ n y todo k ∈ N. Entonces,

∥∥Rm −Rm ◦ Pk
∥∥
Amin

=

∥∥∥∥∥
r∑
j=1

(
x′1,j ⊗ · · · ⊗ x′n,j − (x′1,j ◦ P 1

k )⊗ · · · ⊗ (x′n,j ◦ P n
k )
)
⊗ yj

∥∥∥∥∥
Amin

≤
r∑
j=1

∥∥∥(x′1,j ⊗ · · · ⊗ x′n,j − (x′1,j ◦ P 1
k )⊗ · · · ⊗ (x′n,j ◦ P n

k )
)
⊗ yj

∥∥∥
Amin

≤
r∑
j=1

(∥∥(x′1,j ⊗ · · · ⊗ x′n,j − (x′1,j ◦ P 1
k )⊗ x′2,j ⊗ · · · ⊗ x′n,j

)
⊗ yj

∥∥
Amin

+ · · ·

+
∥∥((x′1,j ◦ P 1

k )⊗ · · · ⊗ (x′n−1,j ◦ P n−1
k )⊗ x′n,j − (x′1,j ◦ P 1

k )⊗ · · · ⊗ (x′n,j ◦ P n
k )
)
⊗ yj

∥∥
Amin

)
≤

r∑
j=1

Dn−1 ·
(∥∥x′1,j − (x′1,j ◦ P 1

k )
∥∥
X′1

+ · · ·+
∥∥x′n,j − (x′n,j ◦ P n

k )
∥∥
X′n

)
· ‖yj‖Y −→

k→∞
0.

En de�nitiva, ‖T − T ◦ Pk‖Amin tiende a cero como queríamos demostrar.

Juntando los lemas anteriores, podemos dar el siguiente corolario.

Corolario 4.1.15. Sean X1, . . . , Xn espacios de Banach con base achicante y sea Y un espacio
de Banach tal que Y ′′ tiene la propiedad de aproximación acotada. Si T ∈ A(X1, . . . , Xn;Y )
cumple que JY ◦ T ∈ Amin(X1, . . . , Xn;Y ′′). Entonces, T ∈ Amin(X1, . . . , Xn;Y ).

Demostración. Sea T ∈ A(X1, . . . , Xn;Y ) tal que JY ◦ T ∈ Amin(X1, . . . , Xn;Y ′′). Como los
espacios X ′1, . . . , X

′
n tienen la propiedad de aproximación acotada �por tener base�, por el

Lema 4.1.14, JY ◦T ◦Pk −→ JY ◦T en la norma de Amin. Además, por el Lema 4.1.13 (aplicado
a T ◦ Pk),

‖JY ◦ T ◦ Pk‖Amin = ‖T ◦ Pk‖Amin .

Entonces, (T ◦ Pk)k es una sucesión de Cauchy en Amin que claramente converge a T . Luego,
T ∈ Amin(X1, . . . , Xn;Y ).

Estamos en condiciones de demostrar nuestro nuevo teorema de coincidencia.
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Teorema 4.1.16. Sea A un ideal extendible, Arens estable para Y ′′ y con la Y ′′-RNp. Si
X1, . . . , Xn tienen base achicante e Y ′′ tiene la propiedad de aproximación acotada, entonces

(X ′1⊗̃ . . . ⊗̃X ′n⊗̃Y, α)
1
= Amin(X1, . . . , Xn;Y )

1
= A(X1, . . . , Xn;Y ).

Demostración. La primera igualdad es clara ya que los espacios X ′1, . . . , X
′
n, Y tienen la propie-

dad de aproximación acotada (ver comentario posterior al Teorema 1.2.4). Para ver la segunda
igualdad, sea T ∈ A(X1, . . . , Xn;Y ) y consideremos JY ◦T ∈ A(X1, . . . , Xn;Y ′′). Como todo es-
pacio con base achicante es un espacio Asplund �tiene dual separable� y además, A es un ideal
extendible, Arens estable para Y ′′ y con la Y ′′-RNp, estamos en las condiciones del Teorema
4.1.8. De este modo obtenemos que JY ◦T ∈ Amin(X1, . . . , Xn;Y ′′) con ‖JY ◦T‖Amin = ‖JY ◦T‖A.

El Corolario 4.1.15, nos dice que T ∈ Amin(X1, . . . , Xn;Y ). Además, en virtud del Lema
4.1.13 utilizado para el operador multilineal T ∈ Amin(X1, . . . , Xn;Y ), concluimos:

‖T‖A ≤ ‖T‖Amin = ‖JY ◦ T‖Amin = ‖JY ◦ T‖A ≤ ‖T‖A,

y esto completa la prueba.

Este teorema lo usaremos en la siguiente sección para obtener resultados sobre la existencia
de base de Schauder para los ideales E y GI (ver Corolarios 4.2.3 y 4.2.9).

Sean X1, . . . , Xn espacios de Banach con base de Schauder (ej1)j1 , . . . , (ejn)jn respectivamen-
te y sea β una norma tensorial �nitamente generada de orden n. Hay una ordenación natural
en Nn, llamada usualmente generalized square ordering of Gelbaum-Gil de Lamadrid (o simple-
mente square ordering), tal que los monomios (ej1⊗· · ·⊗ejn)(j1,...,jn)∈Nn (con este ordenamiento)
forman una base de Schauder del espacio (X1⊗· · ·⊗Xn; β) (ver por ejemplo [DZ96, GR05] para
un tratamiento apropiado de esta ordenación). Este resultado se obtiene copiando las ideas de
[GGL61] (ver también [DF93, Exercise 12.9]) para productos tensoriales de orden 2. En [CL08,
Theorem 8] se da una generalización en el contexto de descomposiciones atómicas. A partir de
los resultados probados en este capítulo, podemos dar condiciones para asegurar la existencia
de bases monomiales para ideales de operadores multilinelaes.

Teorema 4.1.17. Sea A ∼ α un ideal de operadores multilineales extendible. Entonces

(1) Sea A Arens estable para Y con la Y -RNp. Si X ′1, . . . , X
′
n, Y tienen base de Schauder

(e′j1)j1 , . . . , (e
′
jn)jn , (yl)l respectivamente, entonces los monomios(

e′j1( · ) · · · e′jn( · ) · y
l

)
j1,...,jn,l

con el square ordering forman una base de Schauder de A(X1, . . . , Xn;Y ).

(2) Sea A Arens estable para Y ′′ con la Y ′′-RNp. Si Y ′′ tiene la propiedad de aproximación
acotada, X1, . . . , Xn tienen base de Schauder achicante (ej1)j1 , . . . , (ejn)jn respectivamente
e Y tiene base (y

l
)
l
, entonces los monomios (asociados a los funcionales coordenados)(

e′j1( · ) · · · e′jn( · ) · y
l

)
j1,...,jn,l
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con el square ordering forman una base de Schauder de A(X1, . . . , Xn;Y ).

Demostración. (1) Por el Teorema 4.1.8, el espacio A(X1, . . . , Xn;Y ) coincide isométricamen-

te con Amin(X1, . . . , Xn;Y ). Además, Amin(X1, . . . , Xn;Y )
1
= (X ′1⊗̃ . . . ⊗̃X ′n⊗̃Y ;α) , ya que

X ′1, . . . , X
′
n e Y tienen la propiedad de aproximación acotada. En de�nitiva, se tiene que

A(X1, . . . , Xn;Y ) coincide isométricamente con el espacio (X ′1⊗̃ . . . ⊗̃X ′n⊗̃Y ;α). Como los mo-
nomios con el square ordering forman una base de Schauder de (X ′1⊗̃ . . . ⊗̃X ′n⊗̃Y ;α), obtenemos
una base de Schauder monomial del ideal.
(2) Se obtiene del Teorema 4.1.16, con los mismos argumentos usados en (1).

A continuación, el objetivo es relacionar propiedades estructurales de A(X1, . . . , Xn;Y ) con
propiedades de los espacios X1, . . . , Xn e Y y de su producto tensorial. Como por ejemplo, ser
separable, tener la propiedad de Radon-Nikodým, ser un espacio Asplund.

La siguiente proposición se deduce directamente del Teorema 4.1.8, teniendo en cuenta que
Amin(X1, . . . , Xn;Y ) es separable con las hipótesis dadas.

Proposición 4.1.18. Sea A ∼ α un ideal de operadores multilineales extendible, Arens estable
para Y y con la Y -RNp. Si X1, . . . , Xn, Y son espacios de Banach tales que X ′i e Y son espacios
separables, para todo 1 ≤ i ≤ n, entonces el espacio A(X1, . . . , Xn;Y ) es separable.

Teniendo en mente que buscamos dar resultados de transferencia de la propiedad Asplund
entre los espacios involucrados y su producto tensorial, veremos, a continuación, lemas elemen-
tales de la teoría de productos y normas tensoriales. El primero de ellos establece que una
sucesión de tensores de tipo �nito en (⊗̃nj=1Xj;α) (i.e., elementos del producto tensorial alge-
braico ⊗nj=1Xj) puede incluirse en el producto tensorial de ciertos subespacios separables de los
Xj.

Lema 4.1.19. Sea α una norma tensorial �nitamente generada de orden n. Consideremos una
sucesión de tensores de tipo �nito (wr)r tal que wr ∈ (⊗̃nj=1Xj;α). Entonces, existen subespacios
separables Wj ⊂ Xj (1 ≤ j ≤ n) tales que:

1. wr ∈ (⊗̃nj=1Wj;α) con α(wr; ⊗̃
n
j=1Wj) = α(wr; ⊗̃

n
j=1Xj), para todo r ∈ N.

2. α(wr − wl; ⊗̃
n
j=1Wj) = α(wr − wl; ⊗̃

n
j=1Xj), para todo r, l ∈ N.

Demostración. Como α es una norma tensorial �nitamente generada de orden n, dados k, r ∈ N,
existe Ak,rj ∈ FIN(Xj) tal que wr ∈ ⊗̃

n
j=1A

k,r
j y veri�ca

α(wr; ⊗̃
n
j=1A

k,r
j ) ≤ α(wr; ⊗̃

n
j=1Xj) + 1/k.

De la misma manera, dados k, r, l ∈ N, existe Bk,r,l
j ∈ FIN(Xj) tal que wr − wl ∈ ⊗̃

n
j=1B

k,r,l
j y

cumple
α(wr − wl; ⊗̃

n
j=1B

k,r,l
j ) ≤ α(wr − wl; ⊗̃

n
j=1Xj) + 1/k.
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Para 1 ≤ j ≤ n, de�nimos

Wj := span[Ak,rj , Bk,r,l
j : k, r, l ∈ N],

que son subespacios separables ya que Ak,rj , Bk,r,l
j ∈ FIN(Xj). Veamos que

α(wr; ⊗̃
n
j=1Wj) = α(wr; ⊗̃

n
j=1Xj).

En efecto,

α(wr; ⊗̃
n
j=1Wj) ≤ α(wr; ⊗̃

n
j=1A

k,r
j ) ≤ α(wr; ⊗̃

n
j=1Xj) + 1/k ≤ α(wr; ⊗̃

n
j=1Wj) + 1/k,

para todo k ∈ N. Análogamente, pasando por los espacios Bk,r,l
j , obtenemos

α(wr − wl; ⊗̃
n
j=1Wj) = α(wr − wl; ⊗̃

n
j=1Xj).

El siguiente lema a�rma que un subespacio separable de un producto tensorial de la forma
(⊗̃nj=1Xj;α) puede incluirse isométricamente en el producto tensorial de subespacios separables
de los Xj. Este hecho se usó, por ejemplo, en [CG11, Theorem 2.9] para una norma tenso-
rial inyectiva (i.e., respeta subespacios isométricamente) por lo que el resultado se deducía
elementalmente.

Lema 4.1.20. Sea α una norma tensorial �nitamente generada y sea S un subespacio separable
tal que S ⊆ (⊗̃nj=1Xj;α). Entonces, existen subespacios separables Wj ⊆ Xj , para 1 ≤ j ≤ n,

tales que S
1
↪→ (⊗̃nj=1Wj;α).

Demostración. Sea {zk}k ⊆ S un subconjunto denso. Para cada k ∈ N, consideramos una suce-
sión de tensores de tipo �nito (wkr )r tales que w

k
r converge a zk en (⊗̃nj=1Xj;α). Por Lema 4.1.19,

como (wkr )r,k es un conjunto numerable de tensores de tipo �nito, existen subespacios separables
Wj ⊆ Xj tales que wkr ∈ (⊗̃nj=1Wj;α), para todo k, r ∈ N, con

α(wkr ; ⊗̃
n
j=1Wj) = α(wkr ; ⊗̃

n
j=1Xj) (4.9)

α(wkr − wlm; ⊗̃nj=1Wj) = α(wkr − wlm; ⊗̃nj=1Xj),

para todo k, r, l,m ∈ N. Demostremos que S
1
↪→ (⊗̃nj=1Wj;α). En efecto, dado v ∈ S, podemos

suponer sin pérdida de generalidad que

α(v − zk; ⊗̃
n
j=1Xj) k→∞

// 0 ,

y veamos que (zk)k resulta una sucesión de Cauchy en (⊗̃nj=1Wj;α). Para cada k ∈ N, (wkr )r es
una sucesión de Cauchy en (⊗̃nj=1Xj;α) �wkr converge a zk�. Por la identidad (4.9), también
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resulta una sucesión de Cauchy en (⊗̃nj=1Wj;α). Entonces, existe un elemento wk ∈ (⊗̃nj=1Wj;α)
tal que wkr converge a wk. A�rmamos que wk = zk. En efecto,

α(zk − wk; ⊗̃
n
j=1Xj) ≤ α(zk − wkr ; ⊗̃

n
j=1Xj) + α(wkr − wk; ⊗̃

n
j=1Xj)

≤ α(zk − wkr ; ⊗̃
n
j=1Xj) + α(wkr − wk; ⊗̃

n
j=1Wj)→ 0,

En de�nitiva, zk ∈ (⊗̃nj=1Wj;α) para todo k ∈ N. Además, por la identidad (4.9), se tiene que

α(zk − zl; ⊗̃
n
j=1Wj) ≤ α(zk − wkr ; ⊗̃

n
j=1Wj) + α(wkr − wlr; ⊗̃

n
j=1Wj) + α(wlr − zl; ⊗̃

n
j=1Wj)

= α(zk − wkr ; ⊗̃
n
j=1Wj) + α(wkr − wlr; ⊗̃

n
j=1Xj) + α(wlr − zl; ⊗̃

n
j=1Wj).

Notemos también que

α(wkr − wlr; ⊗̃
n
j=1Xj) ≤ α(wkr − zk; ⊗̃

n
j=1Xj) + α(zk − zl; ⊗̃

n
j=1Xj) + α(zl − wlr; ⊗̃

n
j=1Xj).

Entonces,

α(zk − zl; ⊗̃
n
j=1Wj) ≤ 2 · α(zk − wkr ; ⊗̃

n
j=1Wj) + α(zk − zl; ⊗̃

n
j=1Xj) + 2 · α(wlr − zl; ⊗̃

n
j=1Wj).

Como la sucesión (zk)k es convergente en (⊗̃nj=1Xj;α), existe un k0 ∈ N tal que

α(zk − zl; ⊗̃
n
j=1Xj) < ε/5,

para todo k, l ≥ k0. Una vez elegidos k, l ≥ k0, tomamos r = r(k, l) tal que α(zk−wkr ; ⊗̃
n
j=1Wj) <

ε/5 y α(wlr − zl; ⊗̃
n
j=1Wj) < ε/5. En conclusión, existe k0 tal que para todo k, l ≥ k0 se tiene

que
α(zk − zl; ⊗̃

n
j=1Wj) < ε.

En consecuencia, zk ∈ (⊗̃nj=1Wj;α) es convergente y (razonando como antes) zk debe converger
a v. Es decir, v ∈ (⊗̃nj=1Wj;α) y además

α(v; ⊗̃nj=1Xj) ≤ α(v; ⊗̃nj=1Wj) ≤ α(v − zk; ⊗̃
n
j=1Wj) + α(zk; ⊗̃

n
j=1Wj)

= α(v − zk; ⊗̃
n
j=1Wj) + α(zk; ⊗̃

n
j=1Xj).

Como el primer término tiende a cero y el segundo término tiende a α(v; ⊗̃nj=1Xj) cuando k
tiende a in�nito, tomando límite se tiene que

α(v; ⊗̃nj=1Wj) = α(v; ⊗̃nj=1Xj).

En de�nitiva, S
1
↪→ (⊗̃nj=1Wj;α) que es lo que queríamos demostrar.

Ahora estamos en condiciones de dar el enunciado prometido que establece condiciones para
que la propiedad Asplund de los espacios involucrados se trans�era al producto tensorial de
ellos. Un resultado de transferencia de esta naturaleza puede encontrarse en [RS82] para el
producto tensorial inyectivo.
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Teorema 4.1.21. Sean X1, . . . , Xn espacios de Banach. Si A ∼ α un ideal de operadores
multilineales maximal, extendible y con la Y ′-RNp para todo espacio dual separable Y ′. Son
equivalentes

(1) Los espacios X1, . . . , Xn, Y son Asplund.

(2) El espacio (X1⊗̃ . . . ⊗̃Xn⊗̃Y ;α′) es Asplund.

(3) El espacio A(X1, . . . , Xn;Y ′) tiene la propiedad de Radon-Nikodým.

Demostración. (1) ⇒ (2) Queremos ver que (X1⊗̃ . . . ⊗̃Xn⊗̃Y ;α′) es un espacio Asplund.
Es decir, que todo subespacio separable de (X1⊗̃ . . . ⊗̃Xn⊗̃Y ;α′) tiene dual separable. Sea
S ⊆ (X1⊗̃ . . . ⊗̃Xn⊗̃Y ;α′) un subespacio separable. Por Lema 4.1.20, existen subespacios

separables Wj ⊆ Xj (para 1 ≤ j ≤ n) y Wn+1 ⊆ Y tales que S
1
↪→
(
⊗̃n+1
j=1Wj;α

′
)
.

Ahora bien, como X1, . . . , Xn e Y son espacios Asplund, los subespacios W ′
j también son

separables (para 1 ≤ j ≤ n + 1). Por Proposición 4.1.18, A(W1, . . . ,Wn;W ′
n+1) es separable y

por el Teorema de representación para ideales maximales (Teorema 1.2.3), vale que

A(W1, . . . ,Wn;W ′
n+1)

1
= (⊗̃n+1

j=1Wj;α
′)′.

En consecuencia, (⊗̃n+1
j=1Wj;α

′)′ es separable y S ′ resulta separable pues (⊗̃n+1
j=1Wj;α

′)′
1
� S ′.

(2) ⇒ (1) es evidente pues cada uno de los espacios es subespacio del producto tensorial.
(2)⇔ (3) Por Teorema de representación para ideales maximales (Teorema 1.2.3), tenemos que

A(X1, . . . , Xn;Y ′)
1
= (X1⊗̃ · · · ⊗̃Xn⊗̃Y ;α′)′.

La conclusión se deduce de que un espacio es Asplund si y solo si su dual tiene la propiedad de
Radon-Nikodým.

Observación 4.1.22. Observemos que en la demostración del teorema anterior, la hipótesis
de maximalidad del ideal solo se usa para tener la siguiente identidad

Amax(X1, . . . , Xn;Y ′)
1
= (X1⊗̃ · · · ⊗̃Xn⊗̃Y ;α′)′.

Luego, podemos aplicar este teorema para ideales A, no necesariamente maximales, que veri-
�quen A(X1, . . . , Xn;Y ′)

1
= Amax(X1, . . . , Xn;Y ′) para los espacios involucrados (y las demás

hipótesis del teorema).

4.2. Aplicaciones y ejemplos

En esta sección aplicaremos los resultados obtenidos en la sección anterior a algunos ideales
de operadores multilineales. Comenzaremos con el ideal de los operadores multilineales exten-
dibles.

Comencemos estudiando las propiedades que nos interesan de este ideal.
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Proposición 4.2.1. El ideal E es extendible y Arens estable para Y ′ para todo espacio dual Y ′.
Además, si Z es un espacio de Banach que no contiene copia de c0, entonces E tiene la Z-RNp.

Demostración. El ideal E es extendible por de�nición. Teniendo en cuenta el hecho de que
todo espacio dual está complementado en su bidual y siguiendo la prueba de [Car99, Theorem
3.6], puede verse que (para k = 1, los demás casos son análogos) si consideramos un operador
T ∈ E(X1, . . . , Xn;Y ′) podemos tomar T0 ∈ L(`∞(BX′1

), X2, . . . , Xn;Y ′) una extensión de T
que cumple que T = T0 ◦ (IX1 , IdX2 , . . . , IdXn). Entonces,

Ext1(T ) = Ext1(T0) ◦ (I ′′X1
, IdX2 , . . . , IdXn),

donde I ′′X1
: X ′′ → `∞(BX′1

)′′. Por tener `∞(BX′1
)′′ la propiedad de extensión métrica, Ext1(T0)

es extendible, lo que implica que Ext1(T ) ∈ E(X ′′1 , X2, . . . , Xn;Y ′). Además,

‖T‖E(X1,...,Xn;Y ′) = ‖Ext1(T )‖E(X′′1 ,X2,...,Xn;Y ′).

Luego, E es Arens estable para Y ′.
Sea Z un espacio de Banach que no contiene copia de c0. La Proposición 4.1.2, nos dice

que L(nc0;Z) = Lapp(nc0;Z). Además, c0 es un L∞-space, por lo que E(nc0;Z) = L(nc0;Z).
Entonces, Emin(nc0;Z) = Lapp(nc0;Z) y en de�nitiva E(nc0;Z) = Emin(nc0;Z). Por último, por
la Proposición 4.1.3 se deduce que E tiene la Z-RNp.

En lo que sigue, llamaremos αext a la norma tensorial �nitamente generada de orden (n+ 1)
asociada al ideal E .

Corolario 4.2.2.

(1) Si X1, . . . , Xn son espacios Asplund e Y ′ es un espacio dual que no contiene copia de c0,
entonces (

X ′1⊗̃ . . . ⊗̃X ′n⊗̃Y ′;αext
) 1
� E(X1, . . . , Xn;Y ′).

En particular, Emin(X1, . . . , Xn;Y ′)
1
= E(X1, . . . , Xn;Y ′).

(2) Si Y ′ es un espacio dual que no contiene copia de c0 y X ′1, . . . , X
′
n, Y

′ tienen bases
(e′j1)j1 , . . . , (e

′
jn)jn , (y

′
l
)
l
respectivamente, entonces los monomios(

e′j1( · ) · · · e′jn( · ) · y′
l

)
j1,...,jn,l

con el square ordering forman una base de Schauder de E(X1, . . . , Xn;Y ′).

(3) Si Y ′ es un espacio dual que no contiene copia de c0 y X1, . . . , Xn, Y tienen bases de Schau-
der achicantes (ej1)j1 , . . . , (ejn)jn , (yl)l respectivamente, entonces los monomios (asociados
a los funcionales coordenados)(

e′j1( · ) · · · e′jn( · ) · y′
l

)
j1,...,jn,l

con el square ordering forman una base de Schauder acotadamente completa del espacio
E(X1, . . . , Xn;Y ′).
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Demostración. (1) Se deduce directamente de la Proposición 4.2.1 y el Teorema 4.1.8.
(2) Se deduce de la primera parte del Teorema 4.1.17.
(3) Como el espacio de llegada es un espacio dual, por el Teorema de representación para ideales
maximales (Teorema 1.2.3), tenemos que

E(X1, . . . , Xn;Y ′)
1
= Emax(X1, . . . , Xn;Y ′)

1
=
(
X1⊗̃ . . . ⊗̃Xn⊗̃Y ;α′ext

)′
.

Ahora bien, X ′1, . . . , X
′
n e Y ′ tienen la propiedad de aproximación acotada ya que los espacios

X1, . . . , Xn e Y tienen base de Schauder achicante. Por el Teorema de representación para
ideales minimales (Teorema 1.2.4) y por el item (1) de este corolario, se tiene que

E(X1, . . . , Xn;Y ′)
1
= Emin(X1, . . . , Xn;Y ′)

1
=
(
X ′1⊗̃ . . . ⊗̃X ′n⊗̃Y ′;αext

)
.

En conclusión, (
X1⊗̃ . . . ⊗̃Xn⊗̃Y ;α′ext

)′ 1
=
(
X ′1⊗̃ . . . ⊗̃X ′n⊗̃Y ′;αext

)
.

Por último, notemos que la base (e′j1⊗· · ·⊗e
′
jn⊗y

′
l
)j1,...,jn,l del espacio

(
X1⊗̃ . . . ⊗̃Xn⊗̃Y ;α′ext

)′
está formada por los funcionales coordenados asociados a la base (ej1 ⊗ · · · ⊗ ejn ⊗ yl)j1,...,jn,l
del espacio

(
X1⊗̃ . . . ⊗̃Xn⊗̃Y ;α′ext

)
, que es lo que queríamos probar.

El siguiente corolario, nos da un resultado de coincidencia y de existencia de base monomial
para el ideal de los operadores multilineales extendibles donde el espacio de llegada no es
necesariamente un espacio dual.

Corolario 4.2.3. Si X1, . . . , Xn tienen base de Schauder achicante e Y ′′ tiene la propiedad de
aproximación acotada y no contiene copia de c0, entonces(

X ′1⊗̃ . . . ⊗̃X ′n⊗̃Y ;αext
) 1

= Emin(X1, . . . , Xn;Y )
1
= E(X1, . . . , Xn;Y ). (4.10)

En particular, si Y también tiene base, los monomios con el square ordering forman una base
de Schauder del espacio E(X1, . . . , Xn;Y ).

Demostración. La condición (4.10), se deduce directamente de la Proposición 4.2.1 y del Teo-
rema 4.1.16. Si además el espacio Y tiene base de Schauder, por ítem (2) del Teorema 4.1.17
se obtiene la conclusión.

Una pregunta natural sobre el comportamiento de un ideal es si preserva propiedades de los
espacios de Banach involucrados. Los dos siguientes resultados apuntan en dicha dirección. El
primero de ellos es una consecuencia de la Proposición 4.1.18.

Corolario 4.2.4. Sean X1, . . . , Xn e Y espacios de Banach cuyos espacios duales son separa-
bles. Entonces, el espacio E(X1, . . . , Xn;Y ′) también es separable.
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Observación 4.2.5. Para estar en las hipótesis de la Proposición 4.1.18, tenemos que ver que
el ideal E es extendible, Arens estable para Y ′ y con Y ′-RNp. Las dos primeras condiciones se
deducen directamente de la Proposición 4.2.1. Mientras que la tercera se deduce del hecho de
que Y ′ separable implica que Y ′ no contiene una copia de c0 [BP58, Theorem 4] (o ver [AK06,
Problem 2.9]).

Por la Proposición 4.2.1 y el Teorema 4.1.21, obtenemos el siguiente corolario. Es importante
notar que podemos aplicar el Teorema 4.1.21 pues Emax(X1, . . . , Xn;Y ′) = E(X1, . . . , Xn;Y ′),
ya que el espacio de llegada es un espacio dual (ver Observación 4.1.22).

Corolario 4.2.6. sean X1, . . . , Xn e Y espacios de Banach. Son equivalentes

(1) Los espacios X1, . . . , Xn e Y son Asplund.

(2) El espacio
(
X1⊗̃ . . . ⊗̃Xn⊗̃Y ;α′ext

)
es Asplund.

(3) El espacio E(X1, . . . , Xn, Y
′) tiene la propiedad de Radon-Nikodým.

Apliquemos ahora los resultados obtenidos en la sección anterior en el caso de los ideales de
operadores multilineales Pietsch y Grothendieck integrales. Recordemos primero que el núcleo
minimal de los operadores multilineales integrales es el ideal de los operadores multilineales
nucleares (ver 1.1). Es decir,

(PI)min
1
= (GI)min

1
= N .

Cuando X1, . . . , Xn son espacios Asplund, se tiene que

PI(X1, . . . , Xn;Y )
1
= N (X1, . . . , Xn;Y )

para todo espacio de Banach Y . Este hecho fue probado por Alencar en [Ale85a], es justamente
un resultado de coincidencia entre un ideal y su núcleo minimal como los que estamos estu-
diando. El argumento dado por Alencar está basado principalmente en la teoría de medidas
vectoriales (ver [DU77]). Nosotros presentamos aquí una prueba independiente de este resultado
desde una perspectiva distinta, usando herramientas de los productos tensoriales.

La siguiente proposición nos permitirá estar en condiciones de aplicar nuestro teorema prin-
cipal, el Teorema 4.1.8. Recordemos que llamamos π a la norma tensorial proyectiva y que es
la norma asociada al ideal PI (ver 1.2).

Proposición 4.2.7. El ideal PI es extendible, Arens stable y tiene la vector-RNp.

Demostración. Es sabido que el ideal PI es un ideal Arens estable y extendible (ver por ejem-
plo [CL04, Theorem 2.12] y [CL05, Theorem 5] donde se prueba un resultado análogo en el
contexto polinomial). Como los operadores multilineales Pietsch integrales son débilmente se-
cuencialmente continuos, para poder aplicar la Proposición 4.1.3, necesitamos ver que para
cualquier espacio de Banach Y vale

(`1⊗̃ · · · ⊗̃`1⊗̃Y ; π)
1
� PI(c0, . . . , c0;Y ).
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Es decir, basta ver que PI(nc0;Y )
1
= N (nc0;Y ). En efecto, si T ∈ PI(nc0;Y ), podemos escribir

a T como

T (x1, . . . , xn) =

∫
B`1×···×B`1

x′1(x1) · · ·x′n(xn) dΓ(x′1, . . . , x
′
n),

donde Γ es una medida boreliana regular de variación acotada sobre (B`1 × · · · × B`1 , w
∗) con

valores en Y .
Ahora bien, x′k =

∑∞
jk=1 x

′
k(ejk)e

′
jk
, entonces

T (x1, . . . , xn) =

∫
B`1×···×B`1

(
∞∑
j1=1

x′1(ej1) · e′j1(x1)

)
· · ·

(
∞∑
jn=1

x′1(ejn) · e′jn(xn)

)
dΓ(x′1, . . . , x

′
n)

=

∫
B`1×···×B`1

( ∑
j1...,jn

x′1(ej1) · · · x′1(ejn) · e′j1(x1) · · · e′jn(xn)

)
dΓ(x′1, . . . , x

′
n)

=
∑
j1,...,jn

(∫
B`1×···×B`1

x′1(ej1) · · ·x′1(ejn) dΓ(x′1, . . . , x
′
n)

)
︸ ︷︷ ︸

:=Aj1,...,jn

·e′j1(x1) · · · e′jn(xn).

Por el Teorema de Convergencia Dominada, aplicada a la medida escalar |Γ|, podemos acotar
la serie de las normas de los escalares Aj1,...,jn como sigue∑

j1,...,jn

‖Aj1,...,jn‖Y =
∑
j1,...,jn

∥∥∥∥∥
∫
B`1×···×B`1

x′1(ej1) · · ·x′1(ejn) dΓ(x′1, . . . , x
′
n)

∥∥∥∥∥
Y

≤
∑
j1,...,jn

∫
B`1×···×B`1

|x′1(ej1)| · · · |x′1(ejn)| d|Γ|(x′1, . . . , x′n)

=

∫
B`1×···×B`1

‖x′1‖1 · · · ‖x′n‖1 d|Γ|(x′1, . . . , x′n) ≤ ‖T‖PI .

Luego, T pertenece a N (nc0;Y ) y ‖T‖N (nc0;Y ) ≤ ‖T‖PI(nc0;Y ). En consecuencia, N (nc0;Y )
1
=

PI(nc0;Y ). Por Proposición 4.1.3, se deduce que el ideal PI tiene la vector-RNp, como que-
ríamos ver.

Estamos en condiciones de recuperar el teorema principal de [Ale85a] y otras consecuencias.

Corolario 4.2.8.

(1) Si X1, . . . , Xn son espacios Asplund, entonces(
X ′1⊗̃ . . . ⊗̃X ′n⊗̃Y ; π

) 1
� PI(X1, . . . , Xn;Y ).

En particular, (PI)min(X1, . . . , Xn;Y )
1
= PI(X1, . . . , Xn;Y ). Es decir,

N (X1, . . . , Xn;Y )
1
= PI(X1, . . . , Xn;Y ).
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(2) Si X ′1, . . . , X
′
n e Y tienen bases de Schauder (e′j1)j1 , . . . , (e

′
jn)jn , (yl)l respectivamente, en-

tonces los monomios (
e′j1( · ) · · · e′jn( · ) · y

l

)
j1,...,jn,l

con el square ordering forman una base de Schauder de PI(X1, . . . , Xn;Y ).

(3) Si X1, . . . , Xn e Y tienen bases de Schauder achicantes (ej1)j1 , . . . , (ejn)jn , (yl)l respecti-
vamente, entonces los monomios (asociados a los funcionales coordenados)(

e′j1( · ) · · · e′jn( · ) · y′
l

)
j1,...,jn,l

con el square ordering forman una base de Schauder acotadamente completa del espacio
PI(X1, . . . , Xn;Y ′).

Demostración. (1) Se deduce de la Proposición 4.2.7 y del Teorema 4.1.8.
(2) y (3) Se obtienen de forma similar a lo hecho en la prueba del Corolario 4.2.2.

Corolario 4.2.9. Si X1, . . . , Xn tienen bases de Schauder achicantes y además Y ′′ tiene la
propiedad de aproximación acotada. Entonces,(

X ′1⊗̃ . . . ⊗̃X ′n⊗̃Y ; π
) 1

= N (X1, . . . , Xn;Y )
1
= PI(X1, . . . , Xn;Y )

1
= GI(X1, . . . , Xn;Y ).

En particular, si Y también tiene base de Schauder entonces los monomios con el square orde-
ring forman una base de Schauder del espacio GI(X1, . . . , Xn;Y ).

Demostración. Por Proposición 4.2.7 y Teorema 4.1.16, se tiene que(
X ′1⊗̃ . . . ⊗̃X ′n⊗̃Y ; π

) 1
= N (X1, . . . , Xn;Y )

1
= PI(X1, . . . , Xn;Y ).

Sea T ∈ GI(X1, . . . , Xn;Y ), entonces JY ◦ T ∈ GI(X1, . . . , Xn;Y ′′). Además, como vale que

GI(X1, . . . , Xn;Y ′′)
1
= PI(X1, . . . , Xn;Y ′′) �ya que el espacio de llegada es un espacio dual�,

se deduce que

JY ◦ T ∈ GI(X1, . . . , Xn;Y ′′)
1
= PI(X1, . . . , Xn;Y ′′)

1
= N (X1, . . . , Xn;Y ′′).

Es decir, JY ◦ T ∈ (GI)min(X1, . . . , Xn;Y ′′). Por el Corolario 4.1.15, T ∈ N (X1, . . . , Xn;Y ).
Aplicando el Lema 4.1.13 a T ∈ N (X1, . . . , Xn;Y ), obtenemos

‖T‖GI ≤ ‖T‖N = ‖JY ◦ T‖N = ‖JY ◦ T‖GI ≤ ‖T‖GI .

Por último, si Y tiene base de Schauder, por ítem (2) del Teorema 4.1.17 (aplicado a PI)
se deriva la conclusión.
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Es importante recalcar que hemos obtenido un resultado de coincidencia para el ideal GI,
que es un ideal más grande que PI (de hecho, sabemos que (PI)max

1
= GI). Esto es, de

alguna manera, un resultado más fuerte que los conocidos hasta el momento para operadores
multilineales integrales.

De la misma forma que en los Corolarios 4.2.4 y 4.2.6 podemos deducir los siguientes resul-
tados que ya son conocidos (ver [RS82]).

Corolario 4.2.10. Sean X1, . . . , Xn e Y espacios de Banach tales que X ′1, . . . , X
′
n e Y son

separables. Entonces el espacio PI(X1, . . . , Xn;Y ) es separable.

Teniendo en cuenta la Observación 4.1.22, como PI(X1, . . . , Xn;Y ′)
1
= GI(X1, . . . , Xn;Y ′)

y el ideal PI satisface las hipótesis del Teorema 4.1.21 (por Proposición 4.2.7), tenemos el
siguiente corolario �notar que la última condición es equivalente a decir PI(X1, . . . , Xn;Y ′)
tiene la propiedad de Radon-Nikodým�.

Corolario 4.2.11. Sean X1, . . . , Xn e Y espacios de Banach. Son equivalentes

(1) Los espacios X1, . . . , Xn e Y son Asplund.

(2) El espacio
(
X1⊗̃ . . . ⊗̃Xn⊗̃Y ; ε

)
es Asplund.

(3) El espacio GI(X1, . . . , Xn, Y
′) tiene la propiedad de Radon-Nikodým.

4.3. Coincidencia en ideales de polinomios homogéneos

En esta sección daremos resultados de coincidencia en el contexto de ideales de polinomios
a valores vectoriales. Como primera medida, decimos que p es un polinomio n-homogéneo de
X en Y si existe un operador n-lineal Tp de X × · · · ×X en Y tal que p(x) = Tp(x, . . . , x). Se
sabe que en general el operador n-lineal asociado un polinomio no es único, sin embargo, si nos
restringimos a operadores multilineales simétricos, existe un único operador n-lineal simétrico
(que llamamos p̌) que satisface que p(x) = p̌(x, . . . , x). Es más, se puede obtener p̌ a partir de
p aplicando la fórmula de polarización

p̌(x1, . . . , xn) =
1

2nn!

∑
ε1=±1

ε1 · · · εn · p

(
n∑
i=1

εi · xi

)
.

Notamos con Pn(X;Y ) al espacio de polinomios n-homogéneos continuos de X en Y provisto
de la norma supremo. Éste resulta ser un espacio de Banach.

De la misma forma que de�nimos ideales de operadores multilineales, podemos introducir
los ideales de polinomios homogéneos. La de�nición de ideal de polinomios apareció por primera
vez en [Bra84, Hol86] como una adaptación de la noción de ideales de operadores multilineales
dada por Pietsch en [Pie84] (para más trabajos al respecto ver [Flo01, Flo02, FG03, FH02]).
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Un ideal normado (resp. de Banach) de polinomios n-homogéneos continuos esta dado por
un par (Q, ‖ · ‖Q) que satisface las siguientes propiedades:

(i) Q(X;Y ) := Q∩Pn(X;Y ) es un subespacio lineal de Pn(X;Y ) y ‖ · ‖Q es una norma que
hace del par (Q(X;Y ), ‖ · ‖Q) un espacio normado (resp. de Banach).

(ii) Si B ∈ L(X;Z), p ∈ Q(Z;U) y A ∈ L(U ;Y ) entonces A ◦ p ◦B ∈ Q(X;Y ) y

‖A ◦ p ◦B‖Q ≤ ‖A‖ · ‖p‖Q · ‖B‖n.

(iii) La aplicación z 7→ zn pertenece a Q(K;K) y tiene norma 1.

Al igual que para operadores multilineales, podemos de�nir de manera análoga los poli-
nomios homogéneos de tipo �nito, nucleares, Pietsch/Grothendieck integrales y extendibles.
También los conceptos de ideales de polinomios homogéneos maximales y minimales y desarro-
llar la teoría de productos y normas tensoriales simétricas con sus consecuencias en los teoremas
de representación (ver [Mur10, 1.2] para una descripción detallada de dichos conceptos). Re-
cordemos la de�nición de las normas tensoriales simétricas.

Para X espacio de Banach, se de�ne el producto tensorial simétrico de orden n, como el
espacio formado por elementos de la forma

∑r
j=1 λj · xj ⊗ · · · ⊗ xj, para xj ∈ X. Lo notamos

⊗n,sX. En dicho espacio se de�nen la norma inyectiva simétrica εn,s y la norma proyectiva
simétrica πn,s, de la siguiente manera

εn,s(z) = sup
x′∈BX′

∣∣∣∣∣
r∑
j=1

λj · x′(xj)n
∣∣∣∣∣ ,

donde
∑r

j=1 λj · xj ⊗ · · · ⊗ xj es una representación del tensor z.

πn,s(z) = ı́nf

{
r∑
j=1

|λj| · ‖xj‖n
}
,

donde el ín�mo se toma sobre todas las representaciones de la forma
∑r

j=1 λj · xj ⊗ · · · ⊗ xj del
tensor z.

Finalmente, se dice que γ es una s-norma tensorial de orden n, si γ asigna a cada espacio
de Banach X una norma γ( · ;⊗n,sX) en el producto tensorial simétrico que satisface

1. εn,s ≤ γ ≤ πn,s.

2. ‖ ⊗n,s A : ⊗n,sγ X → ⊗n,sγ Y ‖ ≤ ‖A‖n, para cada A ∈ L(X;Y ). Donde

⊗n,sA

(
r∑
j=1

λj · xj ⊗ · · · ⊗ xj

)
=

r∑
j=1

λj · A(xj)⊗ · · · ⊗ A(xj).
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Con este tipo de normas se pueden representar ideales de polinomios n-homogéneos escalares.
Mientras que un ideal de polinomios n-homogéneos (a valores vectoriales) Q está asociado a
una norma tensorial mixta δ. Es decir, δ asigna a cada par de espacios de Banach (X, Y ) una
norma en el producto tensorial (⊗n,sX) ⊗ Y que satisface las siguientes propiedades ([Flo01,
section 7.6])

1. δ ((⊗n,s1)⊗ 1;Kn,s,K) = 1

2. Dados A ∈ L(X1;X2) y B ∈ L(Y1;Y2) se tiene que∥∥⊗n,sA⊗B : ⊗n,s;1δ (X1;Y1)→ ⊗n,s;1δ (X2;Y2)
∥∥ = ‖A‖n · ‖B‖

(metric mapping property).

Decimos que Q ∼ δ si se satisface que

Q(M ;N)
1
=
(
(⊗n,sM ′)⊗N ; δ

)
,

para todo espacio de dimensión �nita M y N .
Recordemos que la extensión de Aron Berner AB : Pn(X;Y ) → Pn(X ′′;Y ′′) está de�nida

de la siguiente manera
AB(p)(x) := EXT (p̌)(x, . . . , x),

donde EXT denota las extensiones iteradas al bidual de cada coordenada dada por (Extn) ◦
· · · ◦ (Ext1). Decimos que un ideal de polinomios n-homogéneos Q es Aron Berner estable para
Y si la aplicación

AB : Q(X;Y )→ Q(X ′′;Y )

está bien de�nida y resulta un isometría. Notar que la condición anterior dice que la imagen
de la extensión de Aron Berner se mantiene en Y . Si Q es Aron Berner estable para Y para
todo espacio de Banach Y , simplemente decimos que Q es un ideal Aron Berner estable. Al
igual que en el contexto multilineal, todo ideal de polinomios n-homogéneos maximal es Aron
Berner estable para todo espacio dual Y ′ (este resultado puede obtenerse adaptando la prueba
de [CG11b, Lemma 2.2] al contexto vectorial).

Un ideal Q es extendible si para todo par de espacios de BanachX, Y , todo superespacio G ⊃
X y todo polinomio p ∈ Q(X;Y ), existe una extensión de p�que llamamos p̃ ∈ Q(G;Y )�, con
la misma norma en el ideal Q. Por ejemplo, PPI y Pe �los ideales de polinomios homogéneos
Pietsch-integrales y extendibles, respectivamente� son ideales extendibles.

Por último, sea Q ∼ δ un ideal de polinomios n-homogéneos y sea Y un espacio de Banach.
Decimos que Q tiene la Y -propiedad de Radon-Nikodým (Y -RNp) si(

⊗̃n,s`1(J)⊗̃Y ; δ
) 1
� Q

(
c0(J);Y

)
,

para todo conjunto de índices J .
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Si Q tiene la Y -RNp para todo Y , decimos que Q tiene la vector-RNp.

Es importante mencionar que, como en el contexto multilineal, tenemos un resultado análogo
de la Proposición 4.1.3.

Para traducir lo que sabemos sobre operadores multilineales �desarrollado en la prime-
ra sección de este capítulo� al contexto polinomial es necesario hacer algunas observaciones
previamente.

Sea A un ideal de operadores multilineales Arens estable para Y y de�namos la aplicación
Ψ : A(c0(BX′1

), . . . , c0(BX′n);Y ) → A(X1, . . . , Xn;Y ) como la composición de las aplicaciones
que bajan en la parte derecha de la Figura 4.1, es decir, Ψ = Ψ1 ◦ · · · ◦ Ψn. La siguiente
proposición describe la aplicación Ψ de manera más simple y será de utilidad para dar una
versión polinomial del resultado de coincidencia (Teorema 4.1.8).

Proposición 4.3.1. Sea A un ideal de operadores multilineales Arens estable para Y , entonces
se tiene que la aplicación

Ψ : A
(
c0(BX′1

), . . . , c0(BX′n);Y
)
→ A(X1, . . . , Xn;Y )

está dada por
Ψ(T )(x1, . . . , xn) = EXT (T )

(
IX1(x1), . . . , IXn(xn)

)
.

Demostración. Por conveniencia, probaremos el resultado para n = 2, los otros casos se deducen
de manera inductiva. Sea y′ ∈ Y ′ y sean x1 ∈ X1 y x2 ∈ X2. Entonces

y′
(

Ψ(T )(x1, x2)
)

= y′
[
(Ext2

(
Ψ1(T )

)(
x1, IX2(x2)

)]
= IX2(x2)

[
z2 7→

(←−−−−−−−
JY ◦Ψ1(T )

)
(x1, z2, y

′)
]

= IX2(x2)
[
z2 7→ y′

(
Ψ1(T )(x1, z2)

)]
= IX2(x2)

[
z2 7→ IX1(x1)[z1 7→ (

←−−−−
JY ◦ T )(z1, z2, y

′)]
]

= IX2(x2)
[
z2 7→ Ext1(T )

(
IX1(x1), z2

)
(y′)
]

= IX2(x2)
[
z2 7→

(←−−−−−−−−−
JY ◦ Ext1(T )

) (
IX1(x1), z2, y

′)]
= y′

((
Ext2 ◦ Ext1(T )

)(
IX1(x1), IX2(x2)

))
= y′

(
EXT (T )

(
IX1(x1), IX2(x2)

))
,

que es lo que queríamos probar.
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Luego, esta proposición muestra que el siguiente diagrama(
⊗̃ni=1`1(BX′i

)⊗̃Y ;α
) %0

//

⊗ni=1QX′
i
⊗IdY

����

A
(
c0(BX′1

), . . . , c0(BX′n);Y
)

Ψ
����(

⊗̃ni=1X
′
i⊗̃Y ;α

) %n
// A(X1, . . . , Xn;Y )

(4.11)

es conmutativo y �de la misma forma que en la prueba de la Proposición 4.1.7� se tiene que, si
X1, . . . , Xn son espacios Asplund y A es un ideal de operadores multilineales Arens estable para
Y extendible, entonces la aplicación Ψ es una metric surjection. Es más, si dado el operador
multilineal T ∈ A(X1, . . . , Xn;Y ), tomamos una extensión T̃ ∈ A

(
`∞(BX′1

), . . . , `∞(BX′n);Y
)
y

consideramos �como en la demostración de la Proposición 4.1.7� el operador multilineal

S(a1, . . . , an) = EXT (T̃ )
(
A′ ◦ Jc0(BX′1

)(a1), . . . , A′ ◦ Jc0(BX′n
)(an)

)
,

se tiene que S ∈ A
(
c0(BX′1

), . . . , c0(BX′n);Y
)
, que Ψ(S) = T y que ‖S‖A ≤ ‖T‖A · (1 + ε)n.

Estamos en condiciones de enunciar y probar la versión polinomial del Teorema 4.1.8.

Teorema 4.3.2. Sea X un espacio Asplund. Si Q ∼ δ es un ideal de polinomios n-homogéneos
extendible, Aron Berner estable para Y y con la Y -RNp, entonces(

⊗̃n,sX⊗̃Y ; δ
) 1
� Q(X;Y ).

En particular, Qmin(X;Y )
1
= Q(X;Y ).

Demostración. Teniendo en cuenta el diagrama conmutativo (4.11) y restringiéndonos a la
diagonal, se obtiene que (

⊗̃n,s`1(BX′)⊗̃Y ; δ
) %0

//

⊗n,sQX′⊗IdY
����

Q
(
c0(BX′);Y

)
Ψ̃
����(

⊗̃n,sX ′⊗̃Y ; δ
) %n

// Q(X;Y ),

donde Ψ̃(p)(x) := AB(p)
(
IX(x)

)
, ya que aplicando la Proposición 4.3.1 se tiene que

Ψ̃(p)(x) = AB(p)
(
IX(x)

)
= EXT (p̌)

(
IX(x), . . . , IX(x)

)
= Ψ(p̌)(x, . . . , x).

Además, por lo comentado anteriormente se tiene que Ψ̃ es una metric surjection. Al igual que
en la prueba del Teorema 4.1.8, se tiene que la �echa que baja del lado izquierdo del diagrama
es una metric surjection por ser Q extendible y, por último, %0 es una metric surjection ya que Q
tiene la Y -RNp. En conclusión, %n resulta una metric surjection como queríamos demostrar.
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Al igual que para ideales de operadores multilineales, podemos aplicar los resultados obte-
nidos para los ideales de polinomios homgeneos Pe y PPI . Las pruebas se obtienen de la misma
forma a lo hecho en la sección anterior adaptándolas al contexto polinomial.

Corolario 4.3.3. Si X es un espacio Asplund e Y ′ es un espacio dual que no contiene copia
de c0, entonces (

⊗̃n,sX ′⊗̃Y ′; δext
) 1
� Pe(nX;Y ′),

donde δext es la norma tensorial mixta asociada al ideal Pe.
En particular, (Pe)min(nX;Y ′)

1
= Pe(nX;Y ′).

El siguiente corolario es un resultado que fue probado por Carando y Dimant en [CD00],
usando técnicas completamente diferentes (argumentos geométricos).

Corolario 4.3.4. Si X es un espacio Asplund, entonces(
⊗̃n,sX ′⊗̃Y ; δint

) 1
� PPI(nX;Y ),

donde δint denota la norma tensorial mixta asociada al ideal PPI.
En particular, PN (nX;Y )

1
= (PPI)min(nX;Y )

1
= PPI(nX;Y ).

Como consecuencia de los corolarios anteriores, podemos deducir los resultados análogos
sobre existencia de bases obtenidos en los Corolarios 4.2.2 y 4.2.8 para los ideales de polinomios
homogéneos Pe y PPI . Es importante comentar que para obtener los resultados análogos nece-
sitamos un resultado en la línea de [GGL61] (o [GR05]) para aplicar en el producto tensorial
mixto

(
(⊗̃n,sX)⊗̃Y ; δ

)
.

Sean X e Y espacios de Banach con bases (ej)j e (y
l
)
l
respectivamente. Vamos a de�nir una

base natural en
(
(⊗̃n,sX)⊗̃Y ; δ

)
.

Para un índice de n-elementos α = (j1, . . . , jn) ∈ Nn, notamos con

esα := S(ej1 ⊗ · · · ⊗ ejn),

donde S : ⊗nX → ⊗n,sX es el operador de simetrización clásico (ver, por ejemplo, [GR05]).
Sea el par de índices (α, l) ∈ Nn × N, decimos que un tensor de la forma

esα ⊗ yl ∈
(
(⊗̃n,sX)⊗̃Y ; δ

)
es un monomio dado por el par de índices (α, l). Combinando los órdenes de�nidos en [GGL61]
y en [GR05] tenemos una ordenación de la base monomial. En otras palabras, consideramos el
square ordering para pares de índices (α, l) ∈ Nn ×N, donde en Nn tomamos el orden de�nido
por Grecu y Ryan. Más precisamente, dados dos pares de índices (α, l), (β, k) ∈ Nn×N decimos
que (α, l) < (β, k) si α < β o, si α = β y l < k, donde el orden de�nido en Nn es el dado en
[GR05, Section 2]. Para probar que obtenemos una base para el producto tensorial, tenemos
que ver que las proyecciones a los monomios con el ordenamiento respectivo están acotadas
uniformemente. El resultado se obtiene usando cuidadosamente las técnicas dadas en los dos
artículos mencionados anteriormente y en [Flo01, 7.6 (b)].
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A.1. Propiedad de aproximación

Un espacio de Banach X tiene la λ-propiedad de aproximación si existe una red (Aη)η
de operadores lineales de rango �nito en L(X) con norma menor o igual a λ tales que Aη
converge a IdX uniformemente sobre compactos de X. Decimos que X tiene la propiedad de
aproximación acotada si tiene la λ-propiedad de aproximación para algún λ y decimos que X
tiene la propiedad de aproximación métrica si tiene la 1-propiedad de aproximación.

A.2. Propiedad de extensión

Un espacio de Banach X se dice inyectivo si para todo espacio de Banach Y , todo subespacio
Z ⊆ Y y todo operador A ∈ L(Z;X) existe Ã ∈ L(Y ;X) una extensión de A. El espacio X
tiene la λ-propiedad de extensión (λ ≥ 1) si alguna extensión satisface que ‖Ã‖ ≤ λ · ‖A‖. Por
último, decimos que X tiene la propiedad de extensión métrica (metric extension property) si
tiene la 1-propiedad de extensión.

En particular, si X tiene la propiedad de extensión métrica, entonces desde cualquier su-
perespacio hay una proyección de norma 1. Por lo tanto, L(nX;Y )

1
= E(nX;Y ). Por ejemplo,

`∞(J) tiene la propiedad de extensión métrica para todo conjunto de índices J .

A.3. Tipo y Cotipo

Sea X un espacio de Banach y consideramos ri : [0, 1] → R, con i ∈ N, las variables
Rademacher de�nidas por ri(t) = sgn(sin(2nπt)). Para 1 ≤ p ≤ 2 y q ≥ 2 decimos que

(1) X tiene tipo p si existe una constante C > 0 tal que para cualquier n ∈ N y cualquier
elección de elementos x1, . . . , xn ∈ X se tiene que(∫ 1

0

∥∥ n∑
i=1

ri(t) · xi
∥∥pdt)1/p

≤ C ·

(
n∑
i=1

‖xi‖p
)1/p

,
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llamamos Tp(X), constante de tipo p, a la mejor de las constantes C.

(2) X tiene cotipo q si existe una constante C > 0 tal que para cualquier n ∈ N y cualquier
elección de elementos x1, . . . , xn ∈ X se tiene que(

n∑
i=1

‖xi‖q
)1/q

≤ C ·

(∫ 1

0

∥∥ n∑
i=1

ri(t) · xi
∥∥qdt)1/q

,

llamamos Cq(X), constante de cotipo q, a la mejor de las constantes C.

La Desigualdad de Kahane dice que dado 1 ≤ p <∞, existe una constante Kp tal que para
cualquier n ∈ N y cualquier elección de elementos x1, . . . , xn ∈ X se tiene que

∫ 1

0

∥∥ n∑
i=1

ri(t) · xi
∥∥dt ≤ (∫ 1

0

∥∥ n∑
i=1

ri(t) · xi
∥∥pdt)1/p

≤ Kp ·
∫ 1

0

∥∥ n∑
i=1

ri(t) · xi
∥∥dt.

Es decir, que las normas de las sumas de Rademacher son todas equivalentes, por lo que
en la de�nición de tipo y cotipo puede usarse cualquiera de ellas (cada elección tiene sus
correspondientes constantes de tipo y cotipo).

Todo espacio de Banach X tiene tipo 1 y cotipo ∞ con T1(X) = C∞(X) = 1. Si un espacio
de Banach X tiene tipo p > 1, entonces tiene tipo p̃ para todo 1 ≤ p̃ ≤ p con Tp̃(X) ≤ Tp(X)
y si tiene cotipo q <∞, entonces tiene cotipo q̃ para todo q̃ ≥ q con Cq̃(X) ≥ Cq(X).

Todo espacio de Hilbert tiene tipo 2 y cotipo 2 (los mejores posibles) y recíprocamente, si
un espacio de Banach tiene tipo 2 y cotipo 2, entonces es isomorfo a un espacio de Hilbert.

Por ejemplo, si 1 ≤ p ≤ 2 entonces `p y Lp tienen tipo p y cotipo 2 y si q ≥ 2, entonces `q
y Lq tienen cotipo q y tipo 2.

A.4. Espacios Asplund y la propiedad de Radon-Nikodým

Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Radon-Nikodým si para toda medida �nita
µ, se tiene que todo operador lineal A : L1(µ) → X es representable, i.e., existe una función
acotada µ-medible g : Ω→ X tal que

Tf =

∫
fgdµ,

para todo f ∈ L1(µ).

Son equivalentes:

(1) X tiene la propiedad de Radon-Nikodým.
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(2) Todo subespacio cerrado de X tiene la propiedad de Radon-Nikodým.

(3) Todo subespacio cerrado y separable de X tiene la propiedad de Radon-Nikodým.

Un espacio de Banach X es Asplund si su dual X ′ tiene la propiedad de Radon-Nikodým.
Equivalentemente, un espacio de Banach X es Asplund si y solo si todo subespacio separable de
X tiene dual separable. En particular, los espacios re�exivos y los espacios con dual separable
son Asplund, como por ejemplo co. Para más información sobre este tema, ver [DU77].

A.5. Bases en espacios de Banach

Decimos que la sucesión (xj)j∈N ⊆ X es una base de Schauder de X si para cada x ∈ X
existe una única sucesión de escalares (aj)j∈N tales que

x =
∑
j∈N

aj · xj.

Observemos que si (xj)j∈N es una base de Schauder de X, entonces los funcionales coordenados
x′j ∈ X ′ dados por x′j(x) = aj son continuos.

Una sucesión (xj)j∈N ⊆ X se dice una sucesión básica, si es una base para [xj]j∈N =

span{xj : j ∈ N}. Sean X e Y dos espacios de Banach con bases (o sucesiones básicas)
(xj)j∈N, (yj)j∈N respectivamente. Decimos que (xj)j∈N e (yj)j∈N son equivalentes y lo nota-
mos (xj)j∈N ∼ (yj)j∈N, si para cualquier sucesión de escalares (aj)j∈N se veri�ca que

∑
j∈N aj ·xj

converge en X si y solo si
∑

j∈N aj · yj converge en Y .

Proposición A.5.1. Sean X e Y dos espacios de Banach con bases (o sucesiones básicas)
(xj)j∈N, (yj)j∈N respectivamente. Son equivalentes

(1) (xj)j∈N ∼ (yj)j∈N.

(2) Existe una constante C > 0 tal que para cualquier elección de �nitos escalares a1, . . . , an,
se tiene que

1

C
·

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

aj · yj

∥∥∥∥∥
Y

≤

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

aj · xj

∥∥∥∥∥
X

≤ C ·

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

aj · yj

∥∥∥∥∥
Y

.

(3) Existe un isomor�smo A : [xj]j∈N → [yj]j∈N tal que Txj = yj para todo j ∈ N.
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Sean (xj)j∈N una base del espacioX, (pj)j∈N una sucesión estrictamente creciente de números
naturales con p1 = 0 y (aj)j∈N una sucesión de escalares. Una sucesión de vectores no nulos de
la forma

uj =

pj+1∑
j=pj+1

aj · xj,

se llama una sucesión básica en bloque de (ej)j∈N. Es fácil ver que (uj)j∈N es efectivamente una
sucesión básica.

Observemos que si X = `p, con 1 ≤ p < ∞ o X = c0 y consideramos (uj)j∈N una sucesión
básica en bloque de la base canónica (ej)j∈N de X tal que existen constantes C1, C2 > 0 que
veri�can C1 ≤ ‖uj‖X ≤ C2 para todo j ∈ N. Entonces (uj)j∈N es equivalente a (ej)j∈N.

Teorema A.5.2 (Principio de selección de Bessaga-Peªczynski).
Sea (xj)j∈N ⊆ X una base y (x′j)j∈N ⊂ X ′ sus respectivos funcionales coordenados. Sea (yk)k∈N ⊆
X tal que ‖yk‖ ≥ C > 0 para todo j ∈ N y x′j(yk) tiende a 0 (cuando k →∞).

Entonces, existe (ykj)j∈N subsucesión básica equivalente a una base en bloque de los (xj)j∈N.

Decimos que una base de Schauder (xj)j∈N de X es incondicional si para cada x ∈ X, la
serie

∑
j∈N x

′
j(x) · xj converge incondicionalmente. En particular, se tiene que xσ(j) es base de

Schauder de X para toda σ permutación de N.

Proposición A.5.3. Una base de Schauder (xj)j∈N de X es incondicional si y solo si existe una
constante K ≥ 1 tal que para todo N ∈ N y escalares a1, . . . , aN y b1, . . . , bN , donde |aj| ≤ |bj|
para todo 1 ≤ j ≤ N , se satisface que∥∥∥∥∥

N∑
j=1

aj · xj

∥∥∥∥∥ ≤ K ·

∥∥∥∥∥
N∑
j=1

bj · xj

∥∥∥∥∥ . (A.1)

Para una base incondicional (xj)j∈N de X llamamos la constante de incondicionalidad de la
base (xj)j∈N a la mejor constante que satisface la condición (A.1).

A continuación veremos los conceptos de base achicante y base acotadamente completa y la
relación entre ellas.

Decimos que una base de Schauder (xj)j∈N de X es una base achicante si (x′j)j∈N es una base
de Schauder de X ′ y decimos que una base de Schauder (xj)j∈N de X es una base acotadamente
completa si dada cualquier sucesión de escalares (aj)j∈N tales que

sup
N

∥∥∥∥∥
N∑
j=1

aj · xj

∥∥∥∥∥ <∞,
entonces la serie

∑
j∈N aj · xj es convergente.
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Proposición A.5.4. Sea (xj)j∈N una base de Schauder de X. Son equivalentes

(1) (xj)j∈N es una base achicante.

(2) Dado x′ ∈ X ′ se tiene que ĺım
N→∞

∥∥x′|[xj ]j>N∥∥ = 0.

(3) Toda sucesión básica en bloques de (xj)j∈N tiende débilmente a cero.

Proposición A.5.5. Sea (xj)j∈N una base de Schauder de X con (x′j)j∈N sus respectivos fun-
cionales coordenados. Son equivalentes

(1) (xj)j∈N es una base acotadamente completa.

(2) (x′j)j∈N es una base achicante de H = [x′j] ⊆ X ′.

(3) La aplicación canónica J : X → H ′ dada por J(x)(h) = h(x) es un isomor�smo.

Teorema A.5.6. Sea (xj)j∈N una base de Schauder de X con (x′j)j∈N sus respectivos funcionales
coordenados. Son equivalentes

(1) (xj)j∈N es una base achicante.

(2) (x′j)j∈N es una base acotadamente completa de H = [x′j] ⊆ X ′.

(3) H = X ′.

Teorema A.5.7 (James).
Sea X un espacio de Banach con base de Schauder (xj)j∈N. Entonces, X es re�exivo si y solo
si (xj)j∈N es una base achicante y acotadamente completa.

Teorema A.5.8 (Johnson-Rosenthal-Zippin).
Sea X un espacio de Banach. Entonces,

X ′ tiene base de Schauder si y solo si X tiene base de Schauder achicante.

A.6. Operadores lineales absolutamente sumantes

A continuación veremos algunos resultados básicos e importantes sobre los operadores ab-
solutamente p-sumantes que pueden encontrarse en [DJT95].

Un operador lineal A ∈ L(X;Y ) se dice absolutamente p-sumante si existe una constante
C > 0 tal que para todo x1, . . . , xm ∈ X vale que(

m∑
k=1

‖A(xk)‖pY

)1/p

≤ C · wp
(
(xk)

m
k=1

)
. (A.2)
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Se denota Πp(X;Y ) al espacio de operadores absolutamente p-sumantes y resulta un ideal de
operadores de Banach con la norma dada por

πp(A) := ı́nf{C > 0 : A veri�ca (A.2)}.

Es decir, A ∈ Πp(X;Y ) si y solo si el operador lineal inducido Â : `wp (X) → `p(Y ) dado por

Â
(
(xk)

m
k=1

)
= (Axk)

m
k=1 resulta continuo. En tal caso, vale que ‖Â : `wp (X)→ `p(Y )‖ = πp(A).

Proposición A.6.1. La correspondencia A 7→ (Aek)k∈N resulta un isomor�smo isométrico de
L(`p′ ;X)→ `wp (X) (donde `p′ = c0 si p = 1).

Proposición A.6.2. Son equivalentes.

(1) A ∈ L(X;Y ) es absolutamente p-sumante.

(2) Para cada B ∈ L(`p′ ;X), se tiene que AB es absolutamente p-sumante.

(3) Existe C > 0 tal que π(AB) ≤ C · ‖B‖ para todo m ∈ N y todo B ∈ L(`mp′ ;X).

Teorema A.6.3 (Teorema de inclusión).
Sean 1 ≤ p < q <∞, entonces

Πp(X;Y ) ⊆ Πq(X;Y ),

con πq(A) ≤ πp(A) para todo A ∈ Πp(X;Y ).
Además, si X tiene cotipo 2, vale que

Π2(X;Y ) = Π1(X;Y ).

Teorema A.6.4 (Teorema de dominación de Pietsch).
A ∈ Πp(X;Y ) si y solo si existen C > 0 y una medida de probabilidad µ en (BX′ ;w

∗) tal que

‖Ax‖Y ≤ C

(∫
BX′

|x′(x)|pdµ(x′)

)1/p

. (A.3)

En tal caso, πp(A) es el ín�mo de las constantes C para las cuales existe tal medida y se veri�ca
la condición (A.3).

Teorema A.6.5 (Teorema de factorización de Pietsch).
A ∈ Πp(X;Y ) si y solo si existen una medida de probabilidad µ en (BX′ ;w

∗), un subespacio

Xp ⊆ Lp(µ) y un operador Â : Xp → Y tales que dados jp : C(K) ↪→ Lp(µ) e iX : X → C(K)

vale que jpiX(X) ⊆ Xp y ÂjpiX(x) = Ax.
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Es decir, el siguiente diagrama es conmutativo

X

iX
��

A // Y

iX(X)
jXp

//
� _

��

Xp

Â

OO

� _

��

C(K)
jp
// Lp(µ)

Teorema A.6.6 (Teorema de composición).
Sean 1 ≤ p, q <∞ y 1

r
= mı́n{1; 1

p
+ 1

q
}. Entonces

Πp ◦ Πq ⊆ Πr,

y
πr(AB) ≤ πp(A) · πq(B)

para A ∈ Πp(Y ;Z) y B ∈ Πq(X;Y ).

Proposición A.6.7 (Maurey).
Sea X un espacio con cotipo 2. Entonces para cualquier A ∈ L(`m∞;X) se veri�ca que A es
absolutamente 2-sumante y que existe una constante C > 0 (que solo depende de la constante
de cotipo de X) tal que π2(A) ≤ C · ‖A‖. Es decir, Π2(`m∞;X) = L(`m∞;X).

Sean E y F dos espacios de sucesiones normales y simétricos. Llamamos E(Y ) al espacio de
sucesiones fuertemente E-sumables. Es decir, el conjunto de sucesiones (yk)k∈N ⊆ Y tales que
(‖yk‖Y )k∈N ∈ E que resulta un espacio de Banach con la norma dada por

‖(yk)k∈N‖E(Y ) :=
∥∥(‖yk‖Y )k∈N

∥∥
E
.

Llamamos Fw(X) al espacio de sucesiones débilmente F -sumables. Es decir, el conjunto de las
sucesiones (xk)k∈N ⊆ X tales que

‖(xk)k∈N‖Fw(X) := sup
x′∈BX′

∥∥∥ (x′(xk))k∈N

∥∥∥
F
<∞,

que resulta un espacio de Banach.
Si F ↪→ E, decimos que un operador lineal A ∈ L(X;Y ) es absolutamente (E,F )-sumante

si existe una constante C > 0 tal que para todo x1, . . . , xm ∈ X vale que∥∥∥ (‖Axk‖Y )mk=1

∥∥∥
E
≤ C · cEF ·

∥∥∥(xk)
m
k=1

∥∥∥
Fw(X)

. (A.4)
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Se denota Π(E,F )(X;Y ) al espacio de operadores absolutamente (E,F )-sumantes. Además, si
‖ek‖E = ‖ek‖F = 1 (como asumimos para los espacios de sucesiones con los que trabajamos),
Π(E,F )(X;Y ) resulta un ideal de operadores de Banach con la norma dada por

π(E,F )(A) := ı́nf{C > 0 : A veri�ca (A.4)}.

Es decir, A ∈ Π(E,F )(X;Y ) si y solo si el operador lineal inducido Â : Fw(X) → E(Y ) dado
por Â

(
(xk)k∈N

)
= (Axk)k∈N resulta continuo. En tal caso, vale que ‖Â : Fw(X) → E(Y )‖ =

π(E,F )(A) · cEF . Observemos por último que si E = `q y F = `p obtenemos los operadores
absolutamente (q, p)-sumantes y si además p = q obtenemos los operadores absolutamente
p-sumantes.

Veamos algunos resultados que pueden encontrarse en [DMM01, DMM02] sobre operado-
res absolutamente (E, p)-sumantes �es decir, operadores absolutamente (E, `p)-sumantes� y
recordemos que dichos operadores están de�nidos si `p ↪→ E.

Los siguiente resultados generalizan la Proposición A.6.2 y los Teoremas A.6.6 y A.6.3.

Proposición A.6.8. Sea E un espacio de sucesiones tal que `p ↪→ E. Para todo operador lineal
A ∈ L(X;Y ) y para toda constante C > 0, son equivalentes.

(1) A es absolutamente (E, p)-sumante con π(E,p)(A) ≤ C.

(2) Para cada m ∈ N, la aplicación Φm
A : L(`mp′ ;X) → E(Y ) dada por Φm

A (B) =
(
BAek

)m
k=1

tiene norma menor o igual a C · cEp .

(3) π(E,p)(AB) ≤ C · ‖B‖ para todo m ∈ N y todo B ∈ L(`mp′ ;X).

Observemos que si E y F son espacios de sucesiones tales que `p ↪→ E ↪→ F , entonces

Π(E,p)(X;Y ) ⊆ Π(F,p)(X;Y )

y además π(F,p)(A) ≤ cFE ·
cEp
cFp
· π(E,p)(A) para todo A ∈ Π(E,p)(X;Y ).

Teorema A.6.9 (Teorema de inclusión).
Sean 1 ≤ p < q <∞ y 1

r
= 1

p
− 1

q
. Entonces

Π(E,p)(X;Y ) ⊆ Π(M(`r,E),q)(X;Y ),

con π(M(`r,E),q)(A) ≤ cEp ·
(
c
M(`r,E)
q

)−1

· π(E,p)(A) para cada A ∈ Π(E,p)(X;Y ).

Además, si X tiene cotipo 2 se tiene que

Π(E,1)(X;Y ) = Π(M(`2,E),2)(X;Y ). (A.5)
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Observación A.6.10. Siguiendo la notación del teorema anterior, la inclusión ΠE,p(X;Y ) ⊆
ΠM(`s,E),q(X;Y ) sigue siendo válida si s ≤ r, o dicho de otra manera, si 1

s
≥ 1

r
= 1

p
− 1

q
(y la

desigualdad entre las normas también se mantiene).

Teorema A.6.11 (Teorema de composición).
Sean 1 ≤ p < q <∞ y 1

r
= 1

p
− 1

q
. Entonces

Π(M(`r,E),q) ◦ Πr ⊆ Π(E,p),

y
π(E,p)(AB) ≤ π(M(`r,E)),q(A) · πr(B)

para A ∈ Π(M(`r,E),q)(Y ;Z) y B ∈ Πr(X;Y ).
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