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Operadores maximales asociados
a esqueletos de cubos

Resumen

En esta tesis se estudian operadores maximales que toman promedios sobre (entornos
de) bordes de cuadrados o més generalmente sobre k-esqueletos de cubos en dimension
arbitraria.

El interés por este tipo de operadores surge, por un lado, de un problema geométrico en
donde se estudia el tamafio de un conjunto que contiene copias re-escaladas y trasladadas
del k-esqueleto del cubo unitario en R” alrededor de cada punto de un conjunto con cierto
tamano dado. Por otro lado, es una variante natural del célebre operador maximal esférico
de Bourgain y Stein.

En una primera parte, encontramos cotas casi Optimas en L” , con 1 < p, para dichos
operadores maximales. Estas cotas se obtienen por medio de un proceso de discretizacion
y linealizacién, junto con un argumento de dualidad y herramientas combinatorias.

Luego, en una segunda parte, extendemos este resultado usando un método introducido
por Schlag en el caso del operador circular, y obtenemos cotas de L” en L?, para todo
l1<p<qg.

Por ultimo, si w > 0 es una funcion localmente integrable, establecemos condiciones
necesarias para que estos operadores resulten acotados en L”(w), p > 1. Més atin, para una
sucesion particular de valores de p, mostramos que estas condiciones resultan suficientes.

Palabras claves: Funciones maximales, promedios sobre k-esqueletos, cotas casi Opti-
mas, dimension box.






Maximal operators associated
with skeletons of cubes

Abstract

In this thesis we study maximal operators associated to averaging over (neighborhoods
of) squares in the plane and, more generally over k-skeletons of cubes with arbitrary
dimension.

The interest in this type of operators emerges, on one hand, from a geometric problem
about the size of a set containing re-scaled and translated copies of the k-skeleton of the
unit cube in R" around every point of a set of given size. On the other hand, it is a natural
variant of the celebrated spherical maximal operator of Bourgain-Stein.

First, we obtain nearly sharp L” bounds with p > 1 for these maximal operators. These
bounds are obtained through a discretization and linearization process, together with a
duality argument and some combinatorial tools.

In a second part, we extend the result through a method introduced by Schlag in the
context of the circular maximal operator, and give bounds in L” — L7, forall 1 < p <gq.

Finally, if w > 0 is a locally integrable function, we establish necessary conditions such
that the operators are bounded in L”(w), p > 1. Furthermore, for a particular sequence of
values of p, we show that this conditions are sufficient.

Key words: Maximal functions, averages over k-skeletons, nearly sharp bounds, box di-
mension.
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Introduccion

A lo largo de la historia los operadores maximales han jugado un rol central en el Anéli-
sis Armonico y han sido ampliamente estudiados. Muchas veces, problemas provenientes
de otras dreas, como la geometria, encuentran solucion o un planteo similar dentro de esta
teoria.

Uno de los operadores mds conocidos es la funcion maximal de Hardy-Littlewood, el
cual en R” se puede definir como

1
= - d 1
Marf () =890 7B o 7O P O-)

para toda funcién f € L , donde L, es la medida de Lebesgue n-dimensional y B(x, r)

es la bola de centro x y radio r. Esta funcién maximal est4 estrechamente relacionada con
el problema de estimar el solapamiento que existe entre una familia de bolas con radios
y centros variables. En esta direccion, el Lema de cubrimiento de Vitali nos conduce al
Teorema de Hardy-Littlewood, en el cual se prueba que la funcion maximal de Hardy-
Littlewood estd acotada en L”(R") para todo 1 < p < co.

En muchas aplicaciones en las cuales el operador en cuestion no resulta estar locali-
zado en bolas, la funcién maximal de Hardy-Littlewood debe ser reemplazada por otros
operadores maximales. Por ejemplo, se pueden reemplazar las bolas por cierta clase de
rectangulos, segmentos, esferas, tubos, incluso conjuntos de Cantor o cualquier otro ob-
jeto geométrico.

En esta tesis estudiamos un operador maximal proveniente de un problema de geo-
metria fractal que pertenece a una familia mas general de problemas conocidos como
“problemas de tipo Kakeya”. En nuestro caso, los objetos geométricos sobre los cuales
se define el operador son los k-esqueletos de cubos n-dimensionales con lados paralelos
a los ejes, donde n > 2 y 0 < k < n son enteros fijos. Por k-esqueleto nos referimos a la
unidn de las caras k-dimensionales de un cubo n-dimensional.

Los “problemas de tipo Kakeya” comparten la siguiente estructura: para cada x en algin
espacio de pardmetros S se define una familia de conjuntos ¥, € R" y lo que se busca
es estimar cudn “chico” puede ser el tamafio de un conjunto B C R”, suponiendo que
contiene un elemento de ¥, para todo x € S. La nocién de tamafio depende en gran parte
del problema, puede ser la medida de Lebesgue o alguna dimension fractal adecuada.
Todos estos problemas tienen asociado un operador maximal que usualmente se define



XII Introduccion

como
M (x) = sup A(f, ),

CeF,
donde f es una funcidn continua en el espacio correspondiente y A(f, C) es el promedio de
f sobre el conjunto C (definido usando la medida natural sobre estos conjuntos). Resulta
interesante conocer el comportamiento de estos operadores y obtener acotaciones en L?
para valores adecuados de p, pues tipicamente esto implica cotas inferiores para el tamafo
de los conjuntos B definidos anteriormente.

Antecedentes

Un problema muy famoso es el problema de Kakeya. Si bien este problema es relati-
vamente antiguo, dado que data de principios de siglo XX, fue después de 1970 y princi-
palmente a partir de los afios 90 que surgieron nuevas y mas profundas versiones de este
problema conectadas con dreas de la matemdtica atin en desarrollo.

Un conjunto de Kakeya (o de Besicovitch) es un conjunto compacto E C R” que contie-
ne un segmento unitario en cada direccion posible. Besicovitch [Bes19] probd que existen
conjuntos de Kakeya con medida de Lebesgue cero.

La atn no resuelta conjetura de Kakeya afirma que, aunque estos conjuntos pueden ser
chicos respecto a la medida de Lebesgue, deben tener dimension de Hausdorft n. Esto
fue probado en el caso n = 2 y en dimensiones mayores, si bien ha habido avances
significativos, la conjetura continua abierta.

Un planteo mas moderno del problema que aparece en algunos trabajos de Cérdoba
[Cor75, Cor77] consiste en estudiar el operador maximal asociado al problema geométri-
co. Mds precisamente, se define la funcién maximal de Kakeya K f : $"~! — R como

Ksf(e) = lfOI dy,

e )
—————sup
Ln(Tg(a)) aeR" J Té(a)
donde T?(a) es un §-entorno del segmento unitario centrado en a con direccién e. Entender
el comportamiento de este operador es de suma importancia. En efecto, si para todo & > 0,
0<o<1lyfelL"(R") vale que

1K fllrs 1y < €, )5 N fll oy » 0.2)
entonces la conjetura de Kakeya es vélida en R".

Utilizando argumentos geométricos, Cérdoba probd (0.2) para el caso n = 2 y mas
tarde Bourgain [Bou91] lo demostré usando andlisis de Fourier. El caso n > 3 todavia
continua abierto.

Si los segmentos unitarios son reemplazados por esferas, aparece el operador maximal
esférico. M4s especificamente, sea o"~! la medida de superficie normalizada sobre S"~! y
f una funcion continua, el operador maximal esférico se define como

Mesp f(x) = sup / |f G+ ry)day. (0.3)
sn-1

r>0
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Stein [Ste76] prob6é que M, estd acotado en L” con p > n/n— 1y n > 3. El caso
n = 2, mucho mas dificil, fue probado por Bourgain [Bou86] casi diez afios mas tarde
y tanto el resultado como su demostracién han sido extremadamente influyentes en el
Analisis durante los tltimos treinta afios. El resultado de Bourgain incluye, ademas de los

circulos, cualquier curva suave con curvatura no nula.

Una consecuencia simple del Teorema de Stein-Bourgain es que si un conjunto B € R”
contiene una esfera con centro en cada punto de R", entonces B tiene medida de Lebes-
gue positiva. En el plano, este resultado fue probado independientemente por Marstrand
[Mar87], sin usar operadores maximales. Como B contiene una familia n-dimensional de
objetos (n — 1)-dimensionales con poca interseccion (pues, por ejemplo, dos circulos di-
ferentes son tangentes o se cortan solo en dos puntos), es esperable que B tenga medida
de Lebesgue positiva. Més atin, este hecho se repite si el conjunto de centros es mas pe-
queno. Wolff [Wol00] (para n = 2) y Mitsis [Mit99] (n > 3) probaron que si § C R” tiene
dimensién de Hausdorff mayor que 1 y B contiene una esfera con centro en cada punto de
S, entonces B tiene medida de Lebesgue positiva. Ademds, Talagrand [Tal80] probé que
este ultimo resultado es sharp. Por otro lado, si el conjunto de centros S tiene dimension
de HausdorfT s < 1, Wolff [Wol97] prob6 que la dimension de Hausdorft de B es mayor o
igual que s +n — 1.

Otro problema similar es considerar fijo el conjunto de los radios en lugar del conjunto
de centros. En esta direccion, Besicovitch y Rado [BR68] y Kinney [Kin68] probaron que
existe un conjunto cerrado £ C R” con medida de Lebesgue cero que contiene una esfera
de cada radio. Luego, Kolasa y Wolft [KW99] probaron que estos conjuntos tienen di-
mension de Hausdorff n como consecuencia de estimaciones de L” en L para el operador
Rsf :[1/2,2] — R definido como

Rsf(r) = sup

1
_— dy, 04
" ZC ) Jey TN 04

donde Cs(x, r) es un 6-entorno de la esfera centro x y radio r.

En un contexto mas amplio, para cualquier medida de Borel finita u, el operador defi-
nido en (0.3) se puede generalizar como

Muf(x) =sup [ |f(x+ ry)ldu(y).

r>0 JRn

Recientemente, Laba y Pramanik [LP11] estudiaron este operador cuando u es la medida
natural de probabilidad sobre un conjunto de Cantor C C [1, 2] (por conjunto de Cantor
nos referimos a un conjunto compacto, no vacio, nunca denso y sin puntos aislados).
Las autoras construyen un conjunto de Cantor C; con medida de Hausdorff s, para cada
s € (2/3,1], tal que M, estd acotado en L(R) para todo p > 2—:‘

Inmediatamente de aqui obtienen el siguiente resultado geométrico: si B, S C R, S tiene
medida de Lebesgue positiva y para cada x € S, existe r > 0 tal que rC; + x C B, entonces
B tiene medida de Lebesgue positiva. Mdthé [Mat] probé que no es posible extender este
resultado a cualquier conjunto de Cantor. En efecto, para cada s € (0, 1) existe un conjunto
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de Cantor C con dimension de Hausdorff s y un conjunto de Borel B con dimension de
Hausdorff &21 tal que para todo x € R existe un r > 0 tal que rC + x C B.

El problema de los k-esqueletos

A diferencia de lo que sucede con los circulos, un resultado seguramente conocido por
Wolff es que un conjunto que contiene el borde de un cuadrado con lados paralelos a los
ejes y centro en cada punto del [0, 1]* puede tener medida de Lebesgue cero. Intuitiva-
mente, lo que sucede con los bordes de cuadrados es que pueden ser elegidos de forma
tal que se solapen mucho y por lo tanto, la unién de todos resulta ser chica con respecto
a la medida de Lebesgue. Un problema que surge naturalmente es estimar el tamafio de
este tipo de conjuntos pero utilizando alguna dimension fractal en lugar de la medida de
Lebesgue.

En esta direccion, Keleti, Nagy y Shmerkin [KNS18] probaron que existe un conjunto
cerrado B C R? con dimensién de HausdorfT 1 (la misma que el borde de solo un cuadrado)
que contiene el borde de un cuadrado con lados paralelos a los ejes y centro en todo punto
de R2. Este resultado poco intuitivo, sugiere que quizés la dimensién de Hausdorff, como
nocion de tamano, no es la indicada en este contexto. Otras nociones de dimension mas
apropiadas son la dimension box y la dimension packing. Los autores probaron que si B
contiene el borde de un cuadrado con centro en cada punto de [0, 1]?, entonces B tiene
dimensién box mayor o igual a 7/4. Ademds, mostraron que este resultado es sharp, es
decir, existe un compacto B como antes con dimension box igual a 7/4. Estimaciones
similares se obtienen cuando el conjunto de centros es un conjunto arbitrario del plano.

En dimensiones mayores, para generalizar el concepto de borde de un cuadrado se
introducen los k-esqueletos. Dado 0 < k < n € N, definimos el k-esqueleto de un cubo
n-dimensional con lados paralelos a los ejes como la unién de sus caras k-dimensionales.
Por ejemplo, si n = 2,k = 1 entonces el 2-esqueleto de un cubo 2-dimensional (o un
cuadrado) es la unién de sus aristas (es decir, el borde). El caso k = 0, para cualquier n,
hace referencia a los vértices.

Thornton [Tho17] estudi6 el problema andlogo al tratado en [KNS18] en dimensiones
mayores y generaliz0 varios de los resultados alli obtenidos para el caso n = 2.

En los dos trabajos citados anteriormente los argumentos utilizados son puramente
geométricos y combinatorios y no incluyen operadores maximales.

Nuestro objetivo es estudiar el operador maximal asociado a este problema. Como una
generalizacion directa del operador maximal esférico definido en (0.3) podriamos tomar

1
M- = _— dy,
6f(X) Sr1>l(]j:) Ln(s k,5(-xa r)) Sis(x,r) |f(y)| Y

donde S s(x, r) es el 6-entorno del k-esqueleto de un cubo n-dimensional con centro en
x y lados de longitud 2r. En otras palabras, reemplazamos directamente las esferas por
los k-esqueletos. Veremos que esta definicidn no resulta adecuada, pues arroja resultados
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triviales. Como consecuencia de esta definicién se puede probar que si un conjunto B C R?
contiene el borde de un cuadrado con centro en todo punto de [0, 1]? tiene dimensién box
mayor que 1. Este resultado es trivial, pues como B contiene al menos el borde de un
cuadrado, automaticamente su dimension box esta acotada inferiormente por 1.

Siguiendo las ideas planteadas en [KNS 18], un operador mads interesante es el siguiente.
Dados 0 < k < n € N, definimos

N

1
M f(x) = supmin ——— / lF Ol dy,
0 >0 =1 L8] (x1) Jsi

donde S ,{(x, r) enumera las N caras del k-esqueleto del cubo n-dimensional con centro en
x y lado de longitud 2r y con S i s(x, r) denotamos un §-entorno.

Este operador tiene en consideracion todas las caras de un k-esqueleto, pero no es sub-
lineal y esta es la primer diferencia con los problemas clasicos relacionados.

Si consideramos el cason = 2y k = 1, el operador se define como

4 1
M;f(x) = supmin — If)ldy.

>0 J=1 40r Siﬁ(x,r)

Es decir, promediamos una funcion sobre el 6- entorno de cada uno de los cuatro lados de
un cuadrado.

En un comienzo, como es usual en este tipo de problemas, trabajamos con una version
restringida del operador en la cual los lados de los cubos estdn acotados. Més precisamen-
te, definimos

N 1
MEf = sup min——— [ [l 05)
° 1=r2 =0 L,(S7 (0, 1) s

Es facil deducir del Teorema de Hardy-Littlewood que M5 estd acotado en L”, 1 < p
con una cota que depende de ¢. El problema es entender como se comporta la norma en
L? de este operador cuando 6 — 0. Como respuesta, obtuvimos el siguiente resultado casi
sharp.

Teorema I. Sean 0 < k < n enteros dados, 1 < p < ooy & > 0. Existen constantes
positivas C’(n, k, €), C(n, k, p) tales que

C'(n,k, &) - 650 < | MY < C(nk, p) - 65
s Yy —= ) LP(RM)—LP(RM) — ’ ’p s

paratodo ¢ € (0, 1).

Para probar este resultado seguimos algunas de las estrategias usadas en el estudio de
los operadores mencionados anteriormente. Reducimos el problema a un problema de
intersecciones de objetos geométricos via un proceso de discretizacion, linealizacion y
dualidad. Sin embargo, el hecho de tener un operador que no es sub-lineal requiere intro-
ducir algunas variantes en el argumento. Con estas acotaciones para el operador maximal
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logramos recuperar algunos de los resultados ya conocidos para el problema geométrico
asociado.

Luego, extendimos los resultados obtenidos en el Teorema I para el caso en que con-
sideramos k-esqueletos con lados de longitud 2r, 6 < r < 2, usando argumentos de re-
escalamiento. Ademads, se puede ver que si la longitud de los lados no esta acotada supe-
riormente, el operador MX no estd acotado en L?. Por otro lado, si permitimos k-esqueletos
con lados mds chicos que d, S s(x, r) se transforma en un cubo n-dimensional de lado = 6.
Luego, el operador M’g toma promedios sobre todo un cubo, similar al operador maximal

de Hardy-Littlewood.

Fuera del caso diagonal, obtuvimos acotaciones de L” en L9, para p < g. Para el caso
p > ¢, un ejemplo sencillo muestra que el operador no esta acotado.

Para obtener las estimaciones de L” en L7, interpolar directamente los resultados en L?
con las estimaciones triviales en L* y de L' en L™ no es suficiente, pues las cotas que se
obtienen no son buenas. Adaptando algunas ideas usadas por Schlag [Sch96] para tratar
el caso del operador maximal circular, obtuvimos el siguiente resultado.

Teoremall. Sean 1 < p<g< o0, e>0yq" = % Para todo ¢ € (0, 1) vale que,
Ciom e < | M < C\5% sig<q
1 - ) LP(RM)—LARY) = 1 q = q p
, B_n=k k n_n-k s %
Gy v < ||M5||LP(R”)—>L<1(R") <Gy Stqp<dq

donde C; y C; son constantes positivas que dependen de k,n, p,q , C; = C{(k,n,p,q,&)y
C) = Cy(k,n).

Otra problema que surge naturalmente es caracterizar la clase de pesos para los cuales
el operador M § estd acotado en L”(R", w), o simplemente L”(w).

Mas precisamente, si w : R” — R, es una funcion localmente integrable, queremos
encontrar condiciones necesarias y suficientes para que

M5 f0)I” w(x)dx < C(S,w) | 1f(x0)I" w(x)dx, (0.6)
R” R”
para toda funcién f € LP(w).

Muckenhoupt [Muc72] probé que el operador maximal de Hardy-Littlewood esta aco-
tado en LP(w), p > 1, si'y s6lo si w satisface la condicion A, dada por

p-1
[Wla, := sup (][ wdx) (][ w' ™ dx) < oo (0.7)
B B B

Como un resultado ideal, quisiéramos encontrar una condicidon geométrica similar a la
condicién A, definida en (0.7) para el caso de los k-esqueletos. Sin embargo, para el caso
del operador maximal de Kakeya o el operador maximal esférico, la geometria de estos
problemas es mucho més dificil de manejar y no se conocen condiciones geométricas del
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tipo A,. Para el operador maximal de Kakeya, algunos resultados sobre estimaciones con
pesos se pueden encontrar en [M90], donde el autor obtiene una condicién geométrica
que no es facil manipular.

Otro problema relacionado con las desigualdades con pesos es la desigualdad de tipo
Fefferman-Stein. Dado un operador maximal 7', el problema es encontrar el mejor rango
de exponentes p para los cuales la siguiente desigualdad es valida para cualquier peso w:

WT flloowy < W o »

donde el peso de la izquierda es diferente al peso de la derecha. En los trabajos
[Var94, MS95, Tan01] se prueban resultados en esta direccion para el operador maximal
de Kakeya.

Para el operador maximal esférico, tampoco hay una condicién geométrica del tipo
A, como en el caso del operador maximal de Hardy-Littlewood. Para mds detalles, nos
referimos a los trabajos [DV96] y [DS02].

Para el operador maximal asociado a los k-esqueletos obtuvimos, hasta ahora, los si-
guientes resultados: definimos la condicion .?lf,", 1 < p < oo, y probamos que si un peso
w verifica (0.6), entonces w € ﬂf,". Por otro lado, para dar condiciones suficientes de-
finimos una clase diferente de pesos, que denotamos por Af,k . Esta clase de pesos estda
relacionada con la version discretizada del operador maximal asociado a los k-esqueletos
que se utiliza para obtener las estimaciones en L”. Probamos que si w € AIS," ,conp > 1
y p%l € N, entonces vale (0.6) y obtuvimos una dependencia cuantitativa del peso. Este
resultado ademads se puede extender para el caso p = 1.

Esquema de la tesis

= En el Capitulo 1 incluimos algunas definiciones y resultados bésicos que serdn uti-
lizados a lo largo de este trabajo.

Definimos la dimensién de Hausdorff, la dimensién box y la dimensién packing e
incluimos varias de las propiedades que estas nociones de dimension cumplen.

Por otro lado, repasamos conceptos cldsicos del anélisis real que aplicaremos a
lo largo de este trabajo, como definiciones bdsicas, teoremas de interpolacion de
operadores, resultados clasicos de la teoria de pesos, etc.

= En el Capitulo 2 desarrollamos el problema geométrico estudiado en [KNSI18,
Thol7], el cual da origen al operador maximal que estudiamos en esta tesis. Mos-
tramos varios de los resultados que se obtienen en estos trabajos para la version
discreta del problema y cuando se considera la dimensién box y la dimensién pac-
king.

= En el Capitulo 3 definimos el operador maximal asociado a los k-esqueletos y pro-
bamos acotaciones en L”. Mas precisamente probamos el Teorema I. Para esto,
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construimos una version discretizada y linealizada del operador M% definido en
(0.5), denotada por 1\7’; s Y que aproxima en norma a Mé‘. La clave para definir es-
ta nueva version discreta y lineal es, de alguna manera, prescindir del minimo en
la definicién de M§. En este sentido, resulta clave el Lema 3.3.5 en el cual da-
mos un algoritmo para elegir un cara de cada k-esqueleto de modo que tenemos un
control del solapamiento entre ellas. Luego, usando un argumento de dualidad, en-
contramos acotaciones en L” para ]\Zg s» para ciertos valores de p. Finalmente, por
interpolacion obtenemos la cota superior del Teorema I. Para probar la cota infe-
rior, usamos un conjunto fractal construido en [Thol7] y que desarrollamos en el
capitulo anterior.

En el Capitulo 4 probamos estimaciones de L” en L? para el operador M% definido
en (0.5). Para esto, adaptamos un argumento combinatorio, denominado el método
combinatorio, utilizado por Schlag [Sch96] para tratar el operador maximal cir-
cular. Con dicho método se obtienen estimaciones de tipo débil y luego, usando
interpolacidn, se obtiene el Teorema II.

En el Capitulo 5 estudiamos el operador maximal asociado a los k-esqueletos con
pesos. Damos una condicién necesaria para que el operador M} esté acotado en
LP(w), con w un peso positivo y p > 1. Para esto, usamos algunas de las ideas
que se utilizan para deducir la condicién A, para el operador maximal de Hardy-
Littlewood. Por otro lado, definimos una clase de pesos que acotan a la version
discretizada y linealizada Mﬁj 5 ¥ luego damos condiciones suficientes para que M
resulte acotada en L”(w), para ciertos valores de p > 1 (aquellos para los cuales
p’ € N).

Contribuciones originales de la tesis

Las contribuciones originales de esta tesis se encuentran en los capitulos 3,4y Sy
dieron origen a las siguientes trabajos:

= A. Olivo and P. Shmerkin, Maximal operators for cube skeletons.

Preprint, arXiv:1807.05280,2018.

= A. Olivo, Off-diagonal estimates for cube skeletons maximal operators.

= A. Olivo and E. Rela, Weighted estimates for maximal functions associated to ske-

letons (en preparacion).



CAPITULO 1

Preliminares

En este capitulo introducimos algunas definiciones y resultados bien conocidos que
apareceran a lo largo de esta tesis. En la Seccion 1.1 definimos y damos algunas propie-
dades para la dimension de Hausdorff, la dimensién box y la dimension packing. En la
Seccion 1.2 repasamos algunos conceptos basicos sobre acotacion de operadores lineales,
dos teoremas clésicos de interpolacion como el Teorema de Interpolacion de Riesz Thorin
y el Teorema de Interpolacion de Marcinkiewicz. Por ultimo, damos algunos resultados
clasicos dentro de la teoria de estimaciones para operadores con pesos.

1.1. Nociones de dimension fractal

A grandes rasgos, el concepto de dimensidn fractal permite diferenciar entre si con-
juntos que para la medida de Lebesgue resultan indistinguibles. A modo de ejemplo con-
sideremos un punto en R y el conjunto ternario de Cantor C;,3. Ambos tienen medida
de Lebesgue cero, pero si consideramos la dimension de Hausdorff, C /3 tiene dimension
log 2/ log 3, mientras que un punto tiene dimensién 0.

En las definiciones de dimension que daremos a continuacion la idea es medir conjuntos
a “escala 0 ”. Dado 0 < ¢ < 1, se miden los conjuntos ignorando las irregularidades de
tamafio menor que J y se observa que sucede cuando ¢ tiende a cero.

En lo que sigue, denotaremos el didmetro de un conjunto ' € R" por

didam(F) = sup d(x,y),
x,yeF

donde d es la distancia euclidea en R”.

Para 6 > 0, un J-cubrimiento de F es una coleccion finita o numerable de conjuntos
{F;} € R" de manera que F C | J; F; y diam(F;) < ¢ para todo i.
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1.1.1. Medida y dimension de Hausdorff

Comenzaremos definiendo la medida de Hausdorft. Un tratamiento mas profundo del
tema se puede ver en [Rog98].

Sea F CR"y s > 0. Para todo ¢ > 0 definimos la medida de Hausdor{f s-dimensional
a escala ¢ de F como

H;(F) = inf {Z diam(F;)* : {F;} es un 8-cubrimiento de F} (1.1)
i=1

Si ¢ decrece, la clase de ¢-cubrimientos admisibles para F’ se reduce y por lo tanto, H;
es creciente. Luego, consideramos

H(F) := (lsir%?{g(F) = sup H;(F)
- 5

y obtenemos la medida de Hausdorft s-dimensional de F. Este limite existe para cualquier
subconjunto F de R", incluyendo el caso en que sea 0 o co.

Se puede probar que H* es una medida. Es decir, H*(0) = 0, si E C F entonces
H(E) < H*(F)y si{F;} es una familia numerable de conjuntos, entonces

(0]« e
i i=1

Un caso especial de estas medidas es cuando consideramos un exponente s entero. Por
ejemplo, en el caso s = 1, claramente H' coincide con la medida usual de Lebesgue en
R. Si tomamos n > 1, un resultado no trivial es el siguiente:

H'(F) = c,' Lu(F), (1.2)

donde ¢, es el volumen de la bola unitaria n-dimensional. Es decir, la medida de Hausdorff
n-dimensional, salvo constante, coincide con la medida de Lebesgue n-dimensional (lo
que usualmente llamamos el volumen n-dimensional). La prueba de este resultado no es
simple y su demostracién se puede ver en [EG92, Seccidén 2.2].

Dimension de Hausdorff

Para empezar, veamos cudl es el rol del pardmetro s en la definicion de H* con las
siguientes propiedades.

Proposicion 1.1.1. Sea F CR". Si 0 < s < t, entonces

1. HUF) < 8 H(F).

2. SiH(F) < oo entonces H'(F) = 0.
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3. Si H'(F) > 0 entonces H*(F) = co.

Demostracion. Si{F;}, es un d-cubrimiento de F,

inf Z digm(F,)~*diam(F,)*
i=1

inf Z digm(F,)
i=1

IA

5" inf Z diam(F,)*
i=1

y por lo tanto, el item 1 se sigue inmediatamente. Luego, haciendo tender 6 — 0 podemos
ver que si H*(F) < oo entonces H'(F) = 0, con lo cual el item 2 es valido y el item 3 es
inmediato. O

Si dibujamos en un grafico H* en funcion de s (como en la figura 1) podemos ver que
existe un valor critico sy en el cual H*(F) tiene un salto en el que pasa de +oco a 0. Este
punto critico separa las medidas H* para las cuales el conjunto F' es “demasiado grande”
(los valores a la izquierda de s;), pues todas toman el valor +co, de aquellas medidas H*
para las cuales el conjunto F es “demasiado chico” (los valores a la derecha de s) y todas
valen 0. Esto sugiere que, si hay algin candidato que mida adecuadamente el tamaiio de
F, debe ser H*. El valor critico s = s se define como la dimension de Hausdorff de F,
y se denota por dimg(F).

Mas precisamente, para cualquier conjunto ' C R”
dimy(F) := inf{s > 0 : H*(F) = 0} = sup{s > 0 : H*(F) = oo}.

Luego,
oo  s10< s <dimy(F)
H(F) = (1.3)
0 sis>dimg(F).
Si dimg(F) = s, entonces H*(F) puede ser igual a cero, infinito o satisfacer
0 <H(F) < oo.

Los conjuntos que satisfacen la dltima condicién se conocen como s-sets.

H(F)

Figura 1. Grafico de H* en funcién de s para un conjunto F.
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Proposicion 1.1.2. La dimension de Hausdorff satisface las siguientes propiedades:

1. Si E CF, entonces dimg(E) < dimgy(F).
2. Contablemente estable: si Fy, F,, ... es una sucesion numerable de conjuntos, en-
tonces dimy (|J;2, F;) = sup{dimy(F;)}.

3. Si F Cc R", entonces dimy F < n.

Demostracion. Si E C F entonces H*(E) < H*(F) para todo s, con lo cual el item 1 es
inmediato.

Para el item 2, observemos que dimy (|J;2, F;) > dimy(F;) para cada j, por 1. Por
otro lado, si s > dimy(F;) para todo i, entonces H*(F;) = 0y H* (U2, F;) = 0. Luego,
dimy (U2, F;) < s para cualquier s y por lo tanto, dimy (U2, F;) < sup {dimy(F;)}.

I<i<oo
Para probar el item 3 es suficiente probar que dimgz(R") = n. Como £,([0, 1]") < oo,
por (1.2) 0 < H"([0,1]") < oo. Luego, por definicién dimy([0, 1]*) = n. En general,
cualquier cubo en R" tiende dimension de Hausdoff n y luego por (2) y (1) tenemos lo que
queriamos.

O
Observacion 1.1.3. Si L,(F) > 0 entonces dimg(F) = n. La vuelta no vale.

El siguiente resultado es una herramienta util cuando se quiere estimar la dimension de
algtin conjunto en particular.

Lema 1.1.4. Sea FcR"y f: F — R" tal que

lf(x)— fO) < clx—y|* paratodo x,y € F

con constantes ¢ > 0y a > 0. Entonces, para cada s > 0

HI*(f(F)) < T"H(F).

De aqui se obtiene inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 1.1.5. Sea F cR"y f : F — R" tal que

[f(x)— f)| <clx—y|* paratodo x,y € F.

Entonces, dimy f(F) < (1/a)dimy F.

Mas aiin, si f : F — R" es una transformacion bi- Lipschitz, es decir,

cilx =yl < f(x) = fOI < ealx =yl

con constantes 0 < c; < ¢, < oo, entonces dimy f(F) = dimy F.
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Este dltimo resultado revela una propiedad fundamental para la dimensién de Haus-
dorft: invariancia bajo transformaciones bi-Lipschitz. Por lo tanto, si dos conjuntos tienen
dimensiones distintas, no existe una aplicacién bi-Lipschitz que lleva un conjunto hacia
otro.

De los resultados mencionados anteriormente se pueden deducir las siguientes propie-
dades:

1. Si F € R" es un conjunto abierto entonces dimy(F) = n, pues contiene un cubo con
medida de Lebesgue positiva.

2. Si F es numerable entonces dimy F = 0. En efecto, H° asigna medida uno a cada
punto de F y por lo tanto, cada punto tiene dimension 0. Luego, por el item (2) de
la Proposicion 1.1.2 tenemos que F también tiene dimension cero.

3. Las curvas suaves tienen dimension 1 y las superficies suaves tienen dimension 2.
En general, si F es una variedad m-dimensional suave entonces dimy(F) = m.

Por ultimo, en el siguiente ejemplo vamos a calcular la dimension de Hausdorff de un
conjunto fractal conocido como Cantor dust.

Ejemplo 1.1.6. Sea F = ﬂ F; el conjunto de Cantor (Cantor dust) construido a partir del
i=1
cuadrado unitario como se muestra en la figura 2.

Fy Fy F F
Figura 2. Cantor dust

En cada paso de la construccion los cuadrados se dividen en 4 cuadrados iguales mas
pequeios, donde la longitud de sus lados es un cuarto de la longitud del cuadrado del paso
anterior que los generd. Veamos que dimgy(F) = 1.

Alcanza con probar que 0 < H'(F) < co. En primer lugar notemos que F;, el i-€simo
paso de la construccidn, consiste de 4’ cuadrados de lado 4™ con didmetro 4~ V2. Si
tomamos 6 = 4~ \/Q los 4/ cuadrados de F; forman un §-cubrimiento de F y entonces,

41'
H)(F) < ) 47V2= V2,
m=1

Luego, cuando i — oo, § — 0y por lo tanto H'(F) < V2.
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Por otro lado, consideremos la proyeccion ortogonal P sobre el eje x. Por como esta
construido F, su proyeccion sobre el eje x es el intervalo [0, 1]. Ahora bien, como las
proyecciones ortogonales son transformaciones Lipschitz, pues |P(x) — P(y)| < |x — I,
usando Corolario 1.1.5 tenemos que

1 = H'([0,1]) = H'(P(F)) < H'(F).
En conclusion, 1 < HA(F) < V2 y por lo tanto, dimy(F) = 1.

1.1.2. Dimension box

En esta seccion daremos la definiciéon de la dimension box (también conocida como
dimension de Minkowski) y algunas de sus propiedades mds importantes. Para un trata-
miento mas exhaustivo del tema referimos al lector a [Fal86, Fal97, Fal03].

Sea F' € R" un conjunto acotado y sea Ns(F) el menor nimero de conjuntos que forman
un 6-cubrimiento de F, es decir,

N;s(F) := min{m: F C U F,, diam(F,) < 6).
i=1

La dimension box inferior y superior de F se definen respectivamente como:

log Ns(F)

dim,(F) = lipinf =555 (1.4)

_ log Ns(F

dGim(F) = lim sup 2&NoE). (1.5)
550 —logo

Si ambos limites coinciden, nos referimos a este valor comuin como la dimension box
de F,

log Ns(F
dimy(F) = 1im &N
6—0 —logd

Nota 1.1.7. En adelante, cada vez que nos referimos a la dimensién box (superior e infe-
rior) de un conjunto estamos asumiendo que el conjunto es acotado.

Observacion 1.1.8.

1. Si ¢, < 6, entonces Ng,(F) < Ny, (F).

2. Supongamos que dimg(F) = «. Esto significa que Ns(F') crece como ¢~ cuando
0 — 0. Es decir, dado € > 0,

5@ < N5(F) < 5@

para ¢ suficientemente pequeiio.
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3. En la definicion de dimension box es suficiente considerar una sucecion decreciente
O tal que 0p41 > ¢ 9y para alguna constante 0 < ¢ < 1. En efecto, sea 0 < ¢ < 1 tal
que 941 < 0 < 9y para algtin k. Luego,

log N5, (F) < log Ns(F)

—logoy, — —logd
y por lo tanto,
log N5, (F log Ns(F
timinf 28N E) o g 108 Ne(F) (1.6)
s—oo  —log oy -0 —logo
Por otro lado,
IOgN(s(F) < 10gN5k+1(F)
—logé —log oy
lOgN5k+1(F)
—log dxs1 +logc
y entonces
log Ns(F log N5, (F
im inf 08N o g 1og Na(F) (1.7)

5-0  —log(®) T a—e —logdp

. . .. . log N5 (F)
Luego, por (1.6) y (1.7) concluimos que dim,(F) = 116m inf W
—>00 —_ k

de la dimensién box superior la demostracion es analoga.

. Para el caso

Existen otras definiciones equivalentes para la dimension box que en ocasiones resultan
mds convenientes.

Lema 1.1.9. La misma definicion de dimension box vale si la cantidad Ns se define de
alguna de las siguientes formas:

1. El menor niimero de bolas euclideas cerradas de radio 6 que cubren F.
2. El menor niimero de cubos n-dimensionales cerrados de lado 6 que cubren F.
3. El mayor niimero de bolas euclideas disjuntas de radio 6 con centro en F.

4. El numero de cubos n-dimensionales de una 6-malla que cortan a F. Por 6-malla

nos referimos a todos los cubos de la forma n[ai 0,(a; +1)08], con a; € Z.
i=1

Demostracion. Comenzaremos probando 4. Sea F C R" y consideremos N;(F) el nime-
ro de cubos en una d-malla que cortan a F. Estos cubos forman una familia de Ny(F)
conjuntos de didmetro § y/n que cubren F, entonces

Ns i < Nj(F).
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Si 6 n < 1 entonces,

log Nj - log Ny(F)

—log(6vn) ~ —log vn—1logé
y tomando limite cuando 6 — 0 obtenemos,

log N.(F S log N.(F
di_mB(F)Sliminfg—‘s() y dimg(F) < lim sup g N(F)

—_— 1.8
-0  —logo s—0  —logd (1.8)

Por otro lado, cualquier conjunto con didmetro a lo sumo ¢ esta contenido en 3" cubos de
la 6-malla (basta con elegir un cubo que contenga algin punto del conjunto junto con sus
vecinos), es decir,

Ny(F) < 3"Ns(F).

Aplicando logaritmo a ambos miembros y tomando el limite cuando 6 — 0 obtenemos
las desigualdades opuestas a (1.8). Por lo tanto, para calcular la dimensién box definida
en (1.4) y (1.5), podemos tomar N; como el menor nimero de cubos de una ¢-malla que
cortan a F. Esta definicion nos da una interpretacion para el significado de la dimension
box. El nimero de cubos en una 6-malla que cortan a F es un indicador sobre cuan espar-
cido o irregular es el conjunto cuando lo miramos a escala ¢. La dimension refleja que tan
rapidamente cambian las irregularidades cuando 6 — O.

Para probar 2, basta notar que cualquier cubo de lado ¢ tiene didmetro § y/n y que cada
conjunto de didmetro a lo sumo ¢ estd contenido en un cubo de lado ¢. Luego, operando
de forma similar a lo hecho para 4, se obtiene lo pedido. La parte 1 se obtiene de manera
similar.

Ahora veamos 3. Sea Nl;(F ) el mayor numero de bolas euclideas disjuntas de radio ¢
con centro en F, denotadas por By, ..., BN(;(F). Si x € F, entonces x se encuentra a una
distancia menor que ¢ de alguna de las bolas B;, pues en caso contrario la bola de centro x
y radio ¢ se podria anadir a la coleccion de bolas disjuntas. Las Ny(F') bolas concéntricas
a B; de radio 26 cubren F' y entonces

Nus(F) < N5(F), (1.9)

donde N4s(F) es el menor ndmero de conjuntos de didmetro a los sumo 46 que cubren F.

Por otro lado, sea U, ..., U; una coleccion de conjuntos de didmetro a lo sumo ¢ que
cubre F. Como estos conjuntos deben cubrir los centros de cada bola B;, cada B; contiene
al menos unos de los U;. Como las bolas B; son disjuntas, hay tantos conjuntos U; como
bolas B;. Luego,

Ny(F) < Ns(F), (1.10)

donde Ns(F') es el menos nimero de conjuntos con didmetro a lo sumo ¢ que cubren F.

Tomando logaritmo y limite en (1.9) y (1.10) se prueba que en (1.5) y (1.4) se puede
reemplazar Ns(F') por N(;(F ). m|

Existe una formulacién un poco diferente para la dimensién box que usaremos mas
adelante y que vale la pena mencionar.
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Dadoé >0y F c R", definimos el §-entorno F' como
Fs={xeR":d(x,y) <6 paraalginy € F},

donde d es la distancia inducida por la norma infinito en R".

Otra forma de definir la dimension box es considerar la rapidez a la cual decrece la
medida de Lebesgue de F; cuando ¢ tiende a cero. En R, si F es un punto entonces Fj es
cubo con L(Fs) = (26)%, si F es un segmento de longitud / entonces L(Fys) =~ 1(26)* y si
F es un conjunto plano con drea a entonces L(Fs) ~ ad. En cualquiera de estos casos se
puede ver que L(Fs) ~ 6>, donde el entero a es la dimensién de F.

Esta idea se puede extender a dimensiones que no son enteras. Si /' C R" y, para algun
a >0, L,(Fs)/0"“ tiende a un niimero finito y positivo cuando 6 — 0, entonces diremos
que F es a-dimensional. Mas precisamente, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 1.1.10. Si F es un subconjunto acotado de R", entonces

1 F
dim, (F) = n = tim sup <5-= 0

. log L(F
dim(F) = n — lim inf & £F)
6—0 logé

donde Fs5 es un 6-entorno de F.

Demostracion. Si F se puede cubrir con Ng(F) cubos de lado ¢ < 1, entonces Fs se puede
cubrir con cubos concéntricos de lado 26. Luego,

L(Fs) < Ns(F)(26)".
Tomando logaritmos y dividiendo por —log 9,

log L(Fs) < log 2" + nlog ¢ + log Ns(F)

—logo —logd
y por lo tanto,
1 F
timint 5L oy dim ().
-0  —logéd

Por otro lado, si hay N; bolas euclideas disjuntas de radio ¢ con centro en F'y tomamos
los cubos de lados ¢/2 concéntricos a dichas bolas, tenemos que

Ns(F)27"0" < L(Fs).
Tomando logaritmos y dividiendo por (—log ),

log Ns(F) + nlogé —nlog?2 - log L(Fs)
—logé - —logé
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Si hacemos tender ¢ a 0, por el item 3 del Lema 1.1.9 tenemos

1 F
timinf 2ELFD) S ) dim ().
-0  —logd
1 F 1 F,
Luego, dim,(F) = n+liminf M = n—lim sup M como queriamos probar.
— -0  —logd 50 log 6
El caso restante se prueba de manera analoga. m|

A continuacién listamos algunas propiedades elementales para la dimensién box, simi-
lares a las de la dimension de Hausdorff.

Proposicion 1.1.11. Sean E, F C R" dos conjuntos acotados. Entonces,

1. Si E CF, entonces dim,(E) < dim,(F) y dimg(E) < dimp(F).

2. dimy(F) < dimg(F) < n.
3. La dimension box superior es finitamente estable, es decir,
dimp(E U F) = méx{dimp(E), dimp(F))
mientras que la dimension box inferior no lo es.

4. Si f . F — R" es una transformacion Lipschitz, entonces dim,(f(F)) < dim ,(F).
Si f es bi-Lipschitz, entonces dim,(f(F)) = dim,(F).

Veamos de que manera estdn relacionadas la dimension box y la dimensién de Haus-
dorff.

Supongamos que dimy(F) = a. Si F se puede cubrir con Ns(F) conjuntos de didmetro
0y s <a,por (1.1)y (1.3), tenemos
1 < Hi(F) < Ns(F)o°.

Si tomamos logaritmos en la desigualdad anterior nos queda 0 < log Ns(F) + slogd y por
lo tanto,
s < liminf log No(F)
50 —logo

b

para ¢ suficientemente chico.

Como s < a es arbitrario, podemos concluir que
dimy(F) < dim,(F) < dimg(F). (1.11)

Esta desigualdad puede ser estricta, pero en cualquier caso, resulta bastante ttil para obte-
ner cotas superiores de la dimensién de Hausdorff de un conjunto eligiendo cubrimientos
adecuados.
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A pesar de estar relacionadas, existe una gran diferencia entre la dimension box y la
dimension de Hausdorff, como veremos a continuacion.

Consideremos un conjunto F' € R” y su clausura F.Sea B, ..., B,, una coleccién finita
de bolas cerradas de radio 6. Si F estd contenido en | i, B; entonces F también. Por lo
tanto, el menor numero de bolas cerradas de radio 6 que cubren a F también cubren a F.

Luego, usando el fem 1 de la definicién 1.1.9 tenemos que

dim,(F) = dim,(F) y dimg(F) = dimg(F).

Una consecuencia inmediata de este resultado es que si F' es un subconjunto denso de
R" entonces dim,(F) = dimg(F) = n.

Sea F = QN [0,1]. Como F = [0,1], por lo anterior tenemos que dimg(F) = 1.
Entonces, a diferencia de la dimension de Hausdorff, un conjunto numerable puede tener
dimension box no nula. Més atin, si consideramos a cada racional como un punto, cada
uno tiene dimensién box nula pero la unién de todos ellos tiene dimension 1. Esto nos
demuestra que, en general,

dimB [ F,] # sup dlmB(F,)

i=1

A continuacién daremos algunas propiedades de la dimensién box que se deducen de
lo visto anteriormente.

1. Un punto xy en R" tiene dimension box 0, pues Njs(xy) = 1 para todo 6. Mds gene-
ralmente, Ns({x, x2,...,x,}) < m. Luego, por definicion, conjuntos finitos tienen
dimension box igual a 0.

2. Sea F C R", si dimg(F) < n entonces L(F) = 0. En efecto, sea & = %(n —dimg(F)),
por el item 1 de la observacion 1.1.8, para ¢ suficientemente pequefio es posible
cubrir a F con §~4ims(F)+9) conjuntos de didmetro < 4.

Por otra parte, un conjunto con didmetro < ¢ se puede cubrir por un conjunto con
medida de Lebesgue ¢6", para alguna constante c. Luego, F' se puede cubrir con un
conjunto que tiene medida de Lebesgue < ¢6"6~4ms(1)+9) < 58y como esto vale para
o0 arbitrariamente chico, se sigue que L(F) = 0.

3. Un segmento en R” tiene dimensién box 1. Un subconjunto abierto y acotado de
un plano en R? tiene dimensién box 2. M4s generalmente, cualquier variedad m-
dimensional suave en R” tiene dimensién box m.

Para finalizar vamos a calcular la dimensién box del conjunto ternario de Cantor.
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Ejemplo 1.1.12. Consideremos la siguiente familia de subconjuntos del intervalo [0, 1]:

Fo=10,1]

17 ]2
Fi=1]0,-|u|Z,1
1|:0’3 3’]

1] [2 3] [6 7] [8
=10,=|U|=,2|ul=, =|u|=,1].
=o]vl53]0 5] 5

Dado Fj, el conjunto F;,; se obtiene dividiendo cada intervalo de F; en tres partes
iguales y removiendo el tercio del medio (ver figura 3). El conjunto ternario de Cantor se

define como F = ﬂ F;. Veamos que dim  (F) = di_mB(F) =log2/log3.

i=1

Fy

Fy

Figura 3. Conjunto ternario de Cantor

En efecto, observemos que F;, el i-ésimo paso en la construccién de F, consiste de 2
intervalos de longitud 37. Si tomamos 37" < § < 37"*! entonces Ny(F) <2y

T — log Ns(F) . log 2 log2
d F)=1 <1 — = .
im(F) 5l—r>% —logé ~ 1_11: log3-1  log3

Por otra parte, si 37! < ¢ < 37, cualquier intervalo de longitud 6 corta a lo sumo
uno de los intervalos de longitud 37 del i-ésimo paso de la construccién de F. Luego,
necesitamos al menos 2’ intervalos de longitud ¢ para cubrir F. Por lo tanto, Ns(F) > 2*
y entonces dim,(F) > log2/log 3.

1.1.3. Medida y dimension packing

La dimension de Hausdorff se define por medio de cubrimientos por bolas pequeiias,
mientras que la dimensién box se puede definir por medio de cubrimientos con bolas
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pequenas de igual radio o por medio de bolas disjuntas, como establece la Definicién
1.1.9.

Resulta natural tratar de establecer una nocion de dimensién que esté definida en térmi-
nos de bolas pequeiias y disjuntas con diferentes radios. Para esto, siguiendo una construc-
cion parecida a la usada en la definicion de la medida y dimension de Hausdorff, se define
la medida packing s-dimensional. Para un tratamiento més detallado del tema referimos
al lector a [Fal86, Fal97, Fal03].

Sead > 0y F C R", un 6-packing de F' es una coleccion de bolas disjuntas de radio a
lo sumo ¢ con centros en F. Si s > 0 definimos

Pi(F) = sup {Z didm(F;)* : {F;} es un & — packing de F} .
i=1

Como P;(F) decrece cuando 6 — 0, el limite Pj(F) := lims_o P5(F) existe. Si toma-
mos conjuntos numerables densos es ficil ver que $) no es una medida, pues no resulta
subaditiva. Sin embargo, #; resulta ser una premedida y usando un argumento estandar
podemos definir la medida packing s-dimensional $° de un conjunto F como

PS(F) := inf {Z Po(E) : EC U Ei}'

Al igual que para la medida de Hausdorff, podemos definir la dimension packing de F,
denotada por dimp(F'), como

dimp(F) = inf{s : P*(F) = 0} = sup{s : P*(F) = oo}.

Se puede probar que P°(F) = oo si s < dimp(F) y P*(F) = 0 si s > dimp(E).

A veces resulta ttil expresar la dimension packing en términos de la dimenisén superior
box. Se puede probar que si F C R”,

dimp = inf {supdi_mB(F,-) : FcC U F,} ,

donde el infimo se toma sobre todos los cubrimientos numerables {F;} de F.

Por estar definida a través de una medida, esta dimension satisface la propiedad de
monotonia: si E C F, dimp(E) < dimp(F). Mas atin, es invariante bajo transformaciones
bi-Lipschitz, es cero para conjuntos formados por un punto y es contablemente estable.

La dimesién packing estd relacionada con la dimension de Hausdorff y la dimension
box, por medio de la siguiente desigualdad:

dimy(F) < dimp(F) < dimg(F). (1.12)

La prueba de este resultado se puede ver en [Fal03, Seccion 3.3 y 3.4].

Por ultimo, el siguiente resultado establece algunas desigualdades para la dimension de
espacios producto. Para méas detalles ver [Fal03, Cap. 7].
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Teorema 1.1.13. (Reglas del producto). Sean A C R" y B C R™. Las siguientes propieda-
des son vdlidas:

1. dimy(A) + dimy(B) < dimy(A X B) < dimy(A) + dimg(B).

2. dimp(A) + dimy(B) < dimp(A X B) < dimp(A) + dimp(B).

3. dimy(A X B) > dim4(A) + dim 4(B).

4. dimg(A x B) < dimg(A) + dimp(B).

1.2. Resultados clasicos de analisis real

En esta seccion repasaremos algunos conceptos y definiciones bésicas sobre la teoria
de operadores. Algunas demostraciones serdn omitidas pero se daran las referencias co-
rrespondientes.

1.2.1. Definiciones basicas

Sea (X, ) un espacio de medida o-finito, donde ¢ es una medida positiva . En este
trabajo, usualmente u = £, serd la medida de Lebesgue sobre R” y muchas veces, cuando
no haya lugar a confusién, escribiremos simplemente L.

Sil < p < oo, LP(X,u) denota el espacio normados de las funciones pu-medibles f :
X — R para las cuales

1/p
“f”LP(X,ﬂ) = (/ |f|p d,u) < 00,
X
Si p = oo, diremos que f € L¥(X, ) si

1l o xy) = €58 supylf]
=inflaeR:uf{xe X :|f(x) > a} =0} < oo.

Cuando no exista lugar a confusion escribiremos simplemente L”(X) o incluso, si el espa-
cio sobre el que estamos trabajando esta claro, L”.

Proposicién 1.2.1. Sean 1 < p <coyp’ = L

p=

1. Desigualdad de Holder: si f, g son dos funciones medibles en (X, u) vale que
fgll < ANl 118l -

2. Desigualdad integral de Minkowski: sea F una funcion medible en el espacio pro-
ducto (X, u) X (Y,v). Entonces,

p 3 L
[/ (/ |F(x, t)ld,u(x)) dV(l)] S/[/ |F(x, DI dV(l)] du(x).
vy \Jx x|Jy
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La prueba de esta proposicion, asi como otras desigualdades clasicas en el andlisis, se
pueden ver en [Zig65, Seccion 1.9].

Definicion 1.2.2. Sea f una funcién medible sobre X. La funcién de distribucién de f es
la funcion d; : [0, +00) — R definida como

dy(a) = pu({x € X : |f(x)] > a}).

Con esta definicion tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1.2.3. Para toda f € LP(X,u), 1 < p < oo,

+00
I, = [ o"dy(a)da (1.13)
0
Demostracion.
+00 o
P/ Clp_ldf(af) da = P/ a’! / 1. 01> du(x) da
0 0 X
[0l
= / / pa’! da du(x)
xJo
= / | (Ol dp(x)
X
= lI£1IZ, »
donde en la segunda igualdad usamos el Teorema de Fubbini. O

Definicion 1.2.4. Si 1 < p < oo, el espacio L”(X, i) débil se define como el conjunto de
las funciones u-medibles f : X — R para las cuales

Il = supta > 0 apfx € X : |f(x)] > @}''?} < oo, (1.14)

Si una funcidn f satisface (1.14) diremos que f € L7*(X, w).

Se puede ver que LP(X,u) € LP(X,u). En efecto, sea f € L” y tomemos a > 0,
entonces

Mmuexwﬂm>a»s/ F1P du

{xeX:|f(x)|>a}

Como « es arbitrario y la integral de la derecha es a lo sumo || f]|?, por (1.14) tenemos que
If1lpe < 1IfNl.»- Luego, f € L como queriamos probar.

Observacion 1.2.5. La definicion de ||-||;»~ dada en (1.14) no es una norma. Si p > 1
se puede probar que el espacio L”® es normable, es decir, existe una norma en L,
denotada por ||| - |||, equivalente a ||-||i’°°. Mas precisamente, si f € L7 (X, i), se define

uwwzswu®ﬁfmm
E

0</1(E)<oo
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para todo conjunto u-medible de medida finita. Se puede probar que efectivamente ||| ||| Lr.
es una norma y ademads, se cumple que

1 lpes < Mfllzee < P 1 Nlpes - (1.15)

Aqui no probaremos estos resultados pero los mismos se pueden encontrar en [GRF,
Seccién 1.1].

1.2.2. Teoremas de interpolacion

Definicion 1.2.6. Sean (X, u), (Y, v) dos espacios de medida o-finitos y sea T un operador
definido sobre el espacio de funciones yu-medibles sobre X que toma valores en el espacio
de funciones v-medibles sobre Y. Dadas funciones f, gy ¢ € R, diremos que T es lineal si

T(f+g)=T(NH+T@ y T(f)=cT().
T se dice sub-lineal si
T(f+ D <[TNOI+IT@DI y [THI=IlclIT)I

Definicion 1.2.7. Sean (X, u), (¥, v) dos espacios de medida o-finitos y sea T un operador
lineal definido sobre todas las funciones simples p-medibles sobre X y tomando valores
en las funciones v-medibles sobre Y. Diremos que T es

1. Tipo fuerte (p, q), 1 < p, g < oo, si existe una constante C tal que

IT(Ollzs < Cllf Nl (1.16)

para todas las funciones simples u-medibles sobre X.
2. Tipo débil (p,q),con 1 < p < ooy 1 < g < oo, si existe una constante C tal que

IT (o < ClAlL » (1.17)

para todas las funciones simples u-medibles sobre X. Para ¢ = oo, diremos que T
es de tipo débil (p, c0) si [[T(/ll., < CIIf1l,-

Observacion 1.2.8. Es facil ver que si T es de tipo fuerte (p, g) entonces T es de tipo débil
(p, q)- En efecto, si g = oo es trivial, pues las definiciones coinciden.

Supongamos 1 < g < ooy para cada @ > 0 consideremos el conjunto E, := {x € X :
|T f(x)| > a}. Entonces,

a/qv(Ea):a/q/ de/ [T(NHI? dv
E, Eq

y como T es de tipo fuerte (p, g) tenemos
1 C a4
v(E) < — TN < (< 11,)
af (04

como queriamos probar.
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Teorema 1.2.9 (Teorema de Interpolacion de Riesz-Throrin). Sean 1 < py, p1, o, g1 <
ysea T un operador lineal definido en (L + LP')(X, i) que toma valores en las funciones
v-medibles sobre Y. Supongamos que T es de tipo fuerte (po, qo) y (P1,q1) con constantes
My y My, es decir,

ITfll,, < MolIfll,,

T A, < Mollfll,, -
Entonces para todo 0 < 0 < 1,

ITANl, < My "M \Ifll, paratoda fe€L?,

donde
1 1-6 0 1 1-6 @6
— = +— y —= +—.
p Po P1 q q0 q1

La demostracion de este resultado se puede encontrar en varios libros cldsicos de anéli-
sis, como por ejemplo [SW71, Capitulo 5].

Teorema 1.2.10 (Teorema de Interpolacién de Marcinkiewicz). Sean 1 < py < p; < oo,
1 < qo,q1 < 0 conp; < q;, (i =0,1)y sea T un operador sub-lineal definido en
(LP° 4+ LPY)(X, p) y tomando valores en las funciones v-medibles sobre Y. Supongamos que
T es de tipo débil (py, qo) y (p1,q1) con constantes My y M, es decir

M, q0
vAITHI> ap < (2,

M q1
vAITHI> D < (SHIA,)
Entonces para todo 0 < 6 < 1, existe una constante My tal que

T (e < Mollfll,,  paratoda  f€L?,

donde
1 1-6 6 1 1-6 @
— = +— y —-= + —.
P Po P1 q 90 qi
Ademds,
My < CMy MY,

donde C = C(po, qo, P1,4q1,0) es una constante que tiende a infinito cuando 6 tiende a
cero 'y a uno.

Observacion 1.2.11. Los pares (é, é) para los cuales el operador T resulta ser de tipo
fuerte (p, g) pertenecen al segmento que une los puntos (pio, q—lo) y (pll qil)

La demostracion del teorema anterior se puede ver en [BS88, Capitulo 4], [SW71,
Capitulo 5], etc. En este trabajo s6lo vamos a incluir la demostracion del Teorema 1.2.10
en el caso en que p; = ¢q; = oo. Este caso particular serd utilizado en el capitulo 4 y nos
interesa tener de manera explicita la dependencia de la constante M,.
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Demostracion del Teorema 1.2.10 (caso particular). Sean py < gy < 00y p; = g = 0.
La hipétesis débil (py, g1) se transforma en tipo fuerte (p1, q1), es decir, ||T fl|, < M1 ||flle-

_ 1 . _
Tomemos ¢ = 5, y escribamos f = f + f; donde

Jo=FYser Y N1 = Ynscar

Como T es de tipo fuerte (oo, o),

@
IT fillo < Myl fillo £ Mica < >

y entonces dry (a/2) = u({x € X : [T fi(x)| > a/2}) = 0.
Ahora bien, por (1.2.3) y usando que 7 es de tipo débil (py, o), tenemos

o0

(o) 3 ~ a a
IT A1 = q / @' dry@)da < g / aql[dff0(§)+dm(§)] da
0 0

P a P Il foll o, \*
<q (07 deO (5) da < q (07 2M()— da
0 0 a
a0

w0 0 o0 0 0
< q2My)* / ! ( / | ol dx) " der < g(2Mo)® / ( / @707V fo|po dx) " da.
0 X 0 X

Usando la desigualdad integral de Minkowski (con p = g/ po), para la tltima integral

doble obtenemos

Py

40

PN .
(q—qo—l)%) Po "0 ' g9=q0=1) £ |90
a [fol”dx| da| < a lfol®da| dx
0 X x \Jo

n
c

dx

0

. Po
I o

- 0 a,q—%
< / / qu_qo_llflqo da dx < / |f|p° ( )
x\Jo X q—4o
1 +(g- )’LO 1
< [P g = ———— [ |fPdx.
((g —go)c)o /X ((g — qo)c)® /X

Por la observacion 1.2.11, aplicada al caso en que p; = ¢ = oo, tenemos que el par
(1/p, 1/q) satisface que Lll =211 nego, po = (g - qo);’—g = q% = p.

qop°
Por lo tanto, usando que ¢ = TVIE

a0
Py

M
T2 < g2Mo)o— ( / Ifl”dx)
q9—4q90\Jx

Si ||f||17 = 1, entonces ||Tf||q < C||f||17 con

M,
q_CIO-

C? = q(2Mo)*
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Para f € L? con O < ||f ||p < oo, basta considerar f =|f III;1 f. Usando que T es sub-lineal
tenemos que

1T A1, = 141, (|17, < |7, 11, < s, -
Por tultimo, probemos la parte referida a la constante M,. Si suponemos M, = M, = 1,
tenemos ||7'f||, < CMy~*M{||f]|, con
240

Cl=gq .
q— 4o

Veamos qué sucede en el caso My, M # 1. Como T es un operador sublineal, se satisface
IT(cf)| < |c||ITf]. Definimos Ty = ¢;T y dvi = c,dv, donde ¢y, ¢, son dos constantes
positivas. Entonces, como 7 es de tipo fuerte (go, po),

villx e X DT f(0)l > @) = cov({x € Xt 1T f(xX)| > })
a cp\7o
= CzV({x €X:calTf(x)|> —}) <0 (Mo 1L, —)
C1 a
1 q0
< (C;)ClMO”fC!pO) .

Por otro lado, como T es de tipo fuerte (oo, c0),

IT\ fll < 1T flleo < 1My Iflles -

Podemos elegir ¢; y ¢, de forma que c;M; = 1y cé/ “ciMy = 1y entonces T, es de
tipo débil (po, qo) y de tipo fuerte (oo, 00) con constantes igual a 1. Luego, por lo probado
anteriormente, resulta |7 f1|,4.,,, < CIIfIl, -

Finalmente,
-1 -1/ -1 ~1/q, 1/ 1-60 0
T fllagy = €1 ¢ N1 fllpag,y < €1 ey ey T erMo) ey M) CIfll,

1-6

-1/q a0 1-6 3 46
< e CMyMY|If,
1-6 4 40
<CM, "M, ||f||p,

como queriamos probar. O

Para probar que un operador es de tipo débil, alcanza con probar que la desigualdad
(1.17) vale para un conjunto denso de funciones, como por ejemplo las funciones simples.
Existe otra nocién de acotacion débil, denominada tipo débil restringida, que permite
verificar (1.17) s6lo para las funciones caracteristicas de conjuntos con medida finita.

Definicion 1.2.12. Sean 1 < p < o0, 1 < g < ooy T un operador lineal definido en
las funciones simples u-medibles sobre X que toma valores en las funciones v-medibles
sobre Y. Diremos que T es de tipo débil restringido (p, g) con constante C > 0 si para
todo conjunto u-medible £ de medida finitay 0 < @ < 1,

y (x€X:|T1z(x)| > als < g,u(E)”p. (1.18)
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Como (1.18) no es otra cosa que (1.17) para el caso f = 1g, tenemos de inmediato que
si T es de tipo débil (p, g) entonces T es de tipo débil restringido (p, ¢). La vuelta no es
siempre cierta, pero tenemos el siguiente resultado parcial, cuya prueba se puede ver en
[BS88, Teorema 5.5.3].

Proposicion 1.2.13. Sean 1 < p < 00, 1 < g < 0o y T un operador sub-lineal definido
sobre las funciones simples. Si T es de tipo débil restringido (p, q), entonces T se puede
extender de manera tinica a un operador sub-lineal de tipo débil (p, q).

En el Capitulo 4 haremos uso de este resultado en el casoenque p =1y g > 1, por lo
cual haremos s6lo la demostracion de este caso particular.

Demostracion de la Proposicion 1.2.13 (caso particular). Seap =1y g >1.Si
IT1Ellg00 < MU(E)
para todo E C X de medida finita, queremos ver que

IT fllgeo < ML, (1.19)

para toda f € L'(X, ).

Primero supongamos que f es una funcion simple no negativa, es decir

f= Zm: ale,-
=1

dondea; >0y A;, j=1,...,mson conjuntos medibles disjuntos.

Por la Observacion (1.2.5), ||-||;«~ €s un espacio normado y vale (1.15). Por lo tanto,
usando desigualdad triangular junto con la hipétesis de sublinealidad de 7', tenemos que

1T fllyee < T Allgeo < WY T@iallgeo < D@ MITAs)llges < Y q'a|[TAL)), .-
j=1 j=1

J=1

Como T es de tipo débil restringido (p, q),

1Tl < d'M Y ajpu(Ap) = g MIfl, (1.20)

J=1

para toda funcion simple no negativa. Para cualquier funcion simple f no necesariamente
positiva, consideramos f = f* — f~. Entonces, usando (1.20) para "y f~,

TG = Fllgeo < T Moo + ITF Mg
<7 f e I

<gm (|, +1r1L)
<gMIfl;



1.2 Resultados clasicos de analisis real 21

Luego, por (1.15) tenemos que

T fllpee < ' MIISIL

para toda funcion simple.

1.2.3. La clase de pesos A, de Muckenhoupt

Un peso es una funcién no negativa localmente integrable sobre R" que toma valores
en el intervalo (0, o) en casi todo punto.

Dado un peso w y un conjunto medible A, usaremos la notacion

w(A) = /w(x)dx
A

para denotar la w-medida de A. Como los pesos son funciones localmente integrables,
w(A) < oo para todos los conjuntos A € R" que estén contenidos en algin cubo o bola
n-dimensional. El espacio pesado L? se denota por L”(R",w) o simplemente por L”(w).
Diremos que f € LP(w) si
L f ()P w(x)dx < oo.
R7

Si T es un operador acotado LP(R"), para algin p > 1, uno de los problemas cldsicos
de las estimaciones con pesos es caracterizar aquellos pesos w para los cuales 7 es un
operador acotado en L”(w). Es decir, dar condiciones necesarias y suficientes para que un
peso w cumpla que

T wx)dx < C,, | |f(OIF w(x)dx,
Rn

R)‘l
para toda f € LP(w).

En esta direccion, un operador ampliamente estudiado es la funcién maximal de Hardy-
Littlewood definida como

My f(x) = SUP][ lf Ol dy,
03x JQ
donde el supremo se toma sobre todos los cubos n-dimensionales que contienen a x.

Muckenhoupt [Muc72] caracteriz6 los pesos w para los cuales My, estd acotada en
LP(w), p > 1, introduciendo la clase de pesos A,,.

Definicion 1.2.14. Sea 1 < p < co. Un peso w pertenece a la clase A, si

1 1 V!
sgp(@/gw(x)dx)(@/Qw(x) P ) < 0. (1.21)

La expresion dada en (1.21) se denota por [w]s, y se denomina constante A, de Mucken-
houpt.
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Teorema 1.2.15. Sea 1 < p < ooy w un peso. Entonces w € A, si'y solo si existe una
constante C que depende de p y w tal que

IMaL Loy < C I llLrow -

para toda f € LP(w).

La demostracion de este teorema, asi como un tratamiento mds profundo del tema, se
puede ver en [GRF, Cap. 9]

Nota 1.2.16. Una condicion similar vale si en lugar de los cubos usamos bolas para definir
la funcién maximal de Hardy-Littlewood, como en (0.1).

La condicion A, caracteriza acotaciones en L”(w) para otros operadores importantes en
el andlisis como la transformada de Hilbert, las transformadas de Riesz y operadores de
Calder6n-Zigmund.

Otro problema de gran interés es obtener estimaciones cuantitativas para la norma de
un operador en los espacios L”(w). Un resultado fundamental en este sentido obtenido por
Bucley [Buc93] es el siguiente.

Teorema 1.2.17. Si 1 < p < oo,

1
IMurfllro) < [W]X;1 1oy (1.22)



CAPITULO 2

Problema geométrico

Asi como el operador maximal esférico definido en (0.3) estd asociado al problema de
hallar el tamafio de un conjunto que contiene esferas con centros en un conjunto dado,
el operador maximal asociado a los k-esqueletos de cubos que tratamos en esta tesis estd
estrechamente relacionado con el siguiente problema geométrico.

Problema 1. Sean B,S C R? dos conjuntos en el plano y supongamos que B contiene
el borde de un cuadrado con lados paralelos a los ejes y centro en cada punto de S, ;qué
relacion hay entre los tamafios de By S ?

Si reemplazamos los bordes de cuadrados por sus vértices, ;qué relacién hay entre los
tamafios de By S, si B contiene los cuatro vértices de un cuadrado con centro en cada
punto de S?

En ambos casos por tamafio nos referimos a la medida de Lebesgue o alguna dimension
fractal.

Es sabido que un conjunto que contiene un circulo con centro en cada punto de [0, 1]°
tiene medida de Lebesgue positiva. Este resultado fue probado de manera independiente
por Bourgain [Bou86] y Marstrand [Mar87].

Si en lugar de circulos consideramos bordes de cuadrados los resultados cambian por
completo. Probablemente Wolff ya sabia que un conjunto B que contiene el borde de un
cuadrado con centro en cada punto del conjunto [0, 1]? puede tener medida de Lebesgue
cero. Intuitivamente lo que sucede es que los circulos se intersectan “menos” que los
bordes de cuadrados, pues s6lo pueden tener dos puntos en comin o ser tangentes. En
cambio, los bordes de cuadrados pueden tener lados en comun y entonces, si se eligen
adecuadamente, su interseccion puede ser grande.

En [KNS18], Keleti, Nagy y Shmerkin estudiaron el Problema 1 para diferentes nocio-
nes de tamafio como la dimensién de Hausdorff, la dimensién box y la dimension packing.

Como el borde de un cuadrado tiene dimensién de Hausdorff 1, trivialmente tenemos
la siguiente cota inferior: si B contiene el borde de un cuadrado con centro en cada pun-
to de un conjunto S, entonces dimy(B) > 1. Sorprendentemente, como se demostrd en
[KNS18], esta cota trivial resulta ser éptima: existe un conjunto cerrado B ¢ R? con di-
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mension de Hausdorff 1 que contiene el borde de un cuadrado con centro en cada punto
de R%.

En otras palabras, B contiene “muchos” bordes de cuadrados (uno por cada punto del
plano) pero su dimensién de Hausdorft es uno, es decir, la misma que si tuviésemos s6lo
el borde de un cuadrado.

Este resultado poco intuitivo sugiere que quizds esta dimension no es la nocion correcta
de tamafio o la mas adecuada para este problema. Otras dimensiones que resultan mds
apropiadas son la dimension box y la dimension packing.

En dimensiones mayores, el problema 1 fue estudiado por Thornton en [Thol7]. En
este caso, los bordes y vértices de cuadrados son reemplazados por los k-esqueletos de
cubos en dimensién n, donde n > 2 y 0 < k < n son enteros.

El resto del capitulo estd organizado de la siguiente forma: en la Seccién 2.1 definimos
los k-esqueletos y generalizamos el Problema 1 a dimensiones mayores. En la Seccién
2.2 damos una version discreta del problema y algunas de las estimaciones obtenidas en
este contexto. En la Seccion 2.3 mostramos las estimaciones obtenidas para el problema
geométrico cuando se trabaja con la dimension box y la dimension packing. Por tltimo, en
la Seccién 2.4 construimos algunos conjuntos que hacen sharp algunas de las estimaciones
obtenidas en las secciones anteriores.

Todos los resultados que se presentan en este capitulo pertenecen a los trabajos
[KNS18, Thol7]. Algunas demostraciones serdn omitidas, pero se remite al lector a la
referencia correspondiente.

2.1. El problema de los k-esqueletos

La expresion [[a, b]], con a,b enteros, hace referencia al intervalo discreto {a,a +

I,....,.b—-1,b}y Z denota los subconjuntos de k elementos de [[1, n]].

n
Parax e R", [ € [ k]’ x; es el vector en R* que se forma tomando las coordenadas de x
indexadas por 1.

En R", por n-cubo nos referiremos a un cubo n-dimensional con lados paralelos a los
ejes, a menos que se especifique otra cosa. Es decir, un n-cubo es un conjunto de la forma:

X+ l_[[—r, r] 2.1
i=1

para algin x € R" y 0 < r € R. En este caso diremos que el conjunto definido en (2.1) es
un n-cubo con centro en x y lado de longitud 2r.

Definicion 2.1.1. Paracadak € N, 0 < k < n, el k-esqueleto de un n-cubo, dado por (2.1),
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es el conjunto
n
X+ U l_lR],]‘,
1e[1] J=1

donde
{ [—r, 7] sijel,

{—1’, r} en caso contrario.

En otras palabras, el k-esqueleto es la union de las caras k-dimensionales de un n-cubo,
en adelante k-caras o simplemente caras.

Ejemplo 2.1.2. Sean=3y0<k<3
= E] 0-esqueleto representa los 8 vértices de un cubo.
= El 1-esqueleto representa las 12 aristas de un cubo.

= E] 2-esqueleto representa las 6 caras de un cubo.

/\. 77777777 /.‘
PAS—
U
‘./: 7777777 “//

En general, el 0-esqueleto de un n-cubo son sus vértices.

Proposicion 2.1.3. Sea 0 < k < ny N(n, k) el niimero de caras k-dimensionales que
forman el k-esqueleto de un n-cubo. Entonces,

N(n k) = (Z) 2k,

Demostracion. Sean k y n fijos. Para cada I € [Z], la expresion 1—[ R;; determina 2"*
j=1
caras k-dimensionales. Luego, como hay (Z) formas de elegir /, se tiene lo pedido.

O

Ahora que ya definimos los k-esqueletos, podemos dar una version general del Proble-
ma 1. Notemos que para n = 2, los vértices y el borde de un cuadrado se reemplazan por
el 0-esqueleto y el 1-esqueleto, respectivamente.

Problema 2. Sean > 2,0 < k < n dos enteros dados y B,S C R". Si B contiene el
k-esqueleto de un n-cubo con centro en cada punto de S, ;qué relaciéon hay entre los
tamafiosde By S?
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2.2. Estimaciones discretas

Existe una version discreta para el Problema 2 en la cual los conjuntos que se conside-
ran son finitos y como nocién de tamaino nos referimos a su cardinalidad.

Los resultados que se obtienen en este contexto son mds bien combinatorios y resultan
ser la base para las estimaciones que se obtienen con la dimensién box y la dimensién
packing.

En esta seccion daremos algunos de los resultados que aparecen en [Thol7]. Solo al-
gunas demostraciones serdn hechas en detalle, el resto se pueden encontrar en el trabajo
mencionado.

Usaremos la notacion de Landau O, Q: si X > 0, O(X) denota una cantidad positiva me-
nor que CX y Q(X) denota una cantidad que es mayor que cX, donde ¢ y C son constantes
universales y positivas.

Si E € R” es un conjunto finito, denotamos con |E| su cardinal.
El siguiente lema establece una relacion entre los cardinales de dos conjuntos finitos B

y S cuando, por ejemplo, B contiene los vértices de un n-cubo con centro en cada punto
de S.

Lema 2.2.1 (Lema n-dimensional). Sean > 0y B,S C R" dos conjuntos finitos. Si existen
Vi,...,V, vectores linealmente independientes tal que para todo x € S y 1 < j < n, existe
r € R* tal que x + rv; € B, entonces

Bl = Q(S "2,
En particular, esto se cumple si B contiene los vértices de un n-cubo con lados paralelos
a los ejes y centro en cada punto de S .

Demostracion. Probaremos que |B| > 5| |®*~D/** usando induccion.

Sin =1, cualquier punto de S es el punto medio entre dos puntos de B, entonces
|B| 2
S| < <|BJ".
N ( ) |B|

Supongamos que el lema es cierto en R”, veamos que vale en R"*!.

Seac = 2%, Consideremos los hiperplanos Py,..., P; paralelos a vy, ..., v, y las rectas
li,..., I, paralelas a v,,; que contienen a los puntos de §.

Sea p; =S NPily g, =|S Nl|. Notemos que para cada s € P; N S, existe algun r tal
que P; N S contiene s + rv; para 1 < i < n. Luego, por hipdtesis inductiva

BN P;| > 2cpl(.2"_1)/2" y BNl = %1/2

y por lo tanto,

J m
B| > 2czp§2”‘“/2" y 1Bl > Z g\
[ i=1

i=1
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Sean ay, .. .,a, los valores de p; que son menores que |S|"/"*!. Consideremos los si-
guientes dos casos.

Casol:a;+...+a, > |S| Entonces,

w

j 2n=1 2n—1 2n+1)-1
B| > 2¢ > 2C a; o > > c|S |20+
D; )
i=1

|S|2(n+l)

donde en la tercera desigualdad usamos que a; < |S|#1.

Caso2:a1+...+a, < %lSl. Para cada plano P; donde p; > N pintamos P; NS de

color azul. Notemos que hay a lo sumo [S |t planos con puntos azules. En efecto, si la
. 1 .
cantidad de planos con puntos azules es mayor que |S |1, entonces estos planos contienen
n 1
al menos |S|1|S|=7 = |S| puntos de S, lo cual es un absurdo.

Sea g el nimero de puntos azules en /;. Como /; no esté contenida en ningtin P; tenemos
1
q; <ISI*1 'y q; <q.
Ademads, como cada punto de S pertenece a alguna recta /;,
m
Dg>ISl-a-.. . —a,2 |S|
i=1

y por lo tanto,

- 2+1)-1 +1)-1
-
|B| > Z [ Z |S| Soren > C|S| S .
i=

1 |S|2(n+l)

O
Lema 2.2.2 (Lema (n, £)-dimensional). Sea 0 < £ < n. SiA c Ry S c R" son conjuntos
finitos tales que

Vxes areRW]e[Z]vge{—l,l}f:x,waeA, 2.2)

entonces
|A| > Cng|S|€(2n_l)/(2n2)

donde c,; > 0 depende solo de n,{ y no de los conjuntos A, S .

En la siguiente seccion probaremos que la estimacion del lema anterior es sharp.

Geométricamente, la condicion (2.2) significa que A contiene los vértices de un £-cubo
alrededor de cada punto en cada proyeccion de S sobre los ejes coordenados. Por ejemplo,
tomemosn =3y { =2ysea(x,y,z) €S.Existe r tal que

(xtr,yxr)eA
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yxrzxr) €A
(xxrzxr)eA,
es decir, A contiene los vértices de un cuadrado con centro en (x, y), (y,2) y (X, 2).

En al prueba del Lema (n, £)-dimensional se utiliza el Corolario de Lovasz del Teorema
de Katona-Kruskal. A continuacién mencionamos ambos resultados.

Teorema 2.2.3 (Katona [Kat68], Kruskal [Kru63]). Sea Y un conjunto de subconjuntos
con b elementos para algiin b € N, sea X el conjunto que contiene los subconjuntos con
(b —c) elementos de Y y sea

o))

donde los ny, .. .,n; es una sucesion decreciente de enteros no negativos. Entonces,

n ny n;
X > . +{. +.o.0+] -
j—c¢ j—c—1 j—c—i

Corolario 2.2.4 (Corolario de Lovész). Sean X, Y, b, c como en el teorema anterior y sea

-D...(x=-b+1
x € R tal que |Y| = (Z) Entonces, |X| > (b X ) donde (z) _ x(x—1) b'(x ),
_C .

Una prueba corta del Corolario de Lovasz se puede ver en [Fra84].

Demostracion del Lema 2.2.2. La condicion (2.2) implica que el conjunto
o]
B={xeR":VIe€ p x; € A}
y el conjunto § satisfacen las hipdtesis del Lema 2.2.1. En efecto, para cada x € §

FreR Voel-1,1)" Ve ’; x+oreA

— FreRVYoe{-1,1}"VI:(x+0r);€A

— AreR*Voe{-1,1}':x+oreB.
Luego, por el lema anterior tenemos que

1Bl = QIS [P (2.3)

Para poder comparar los tamaios de A y B hacemos la siguiente simplificacion: si
trasladamos el conjunto A de manera apropiada podemos asumir que para todo punto
x € A, sus coordenadas x;, 1 <i < ¢, son distintas.

Sea Y, el grupo simétrico actuando sobre R’ bajo la accién m(xi,...,x;) =
(Xx(1ys - - - » Xn(p)- S1 tomamos la oOrbita de A bajo )., el tamafio de A solo se incremen-
ta £! veces. Por lo tanto, podemos asumir que si x € A, entonces (X, . . . » Xz(r)) € A para

todame ).
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Definamos

—_ —_

A={{xy,....x;}:x€A} y B={{x,....,x,} : x€ B}.
Notemos que |A| > Xy |B| < n!|§|. SiC e Ey C" c Ccon |C'| = ¢, entonces C’ € Xy
podemos aplicar el Teorema de Katona-Kruskal-Lovasza By A.

Sea x € R tal que (Z) = |B|. Entonces |A| > (’g) y para algin c € R* vale que

Al > |A] = (?) >cxl, y |Bl<nl|B|= n!(x) <X
n
Combinando esto con (2.3), obtenemos
4 {@2n-1)
IAl = Q(IB[") = Q(S| > ).
O

El siguiente teorema responde a la pregunta del Problema 2 en el caso discreto, es
decir cuando By S son finitos y la nocién de tamaino se reemplaza por cardinalidad. Su
demostracién estd basada en el Lema (n, £)-dimensional, para mas detalles ver [Thol7,
Teorema 1.3 y Teorema 1.5].

Nota 2.2.5. Dado un n-cubo Q con centro en Z" y lado de longitud r € Z, definimos el
k-esqueleto discreto de O como la interseccion del k-esqueleto con Z".

Teorema 2.2.6. Si B,S C 7" son finitos y B contiene el k-esqueleto discreto de un n-cubo

alrededor de cada punto de S, entonces para todo a < 1 — ’2‘—;‘,

1Bl = Q(S[").

Mads aiin, para todo 0 < k < n'y para todo p > 0, existen conjuntos finitos B,S C Z"
n—k
como antes tales que |S| = p y |B| < O(|S|'"2).

2.3. Estimaciones para la dimension box y la dimension
packing

Como vimos al comienzo del presente capitulo, la dimension de Hausdorff no resulta
adecuada para este problema, pues las cotas inferiores que se obtienen son las triviales. La
dimension box y la dimension packing se ajustan mejor al problema de los k-esqueletos y
ademds, por (1.12) y (1.11), ambas son mayores o iguales que la dimensiéon de Hausdorf.

El problema aqui es determinar la relacion entre las dimensiones de By S para una
nocién de dimension dada. Imponemos la misma nocién de tamafio para el conjunto S de
centros y el conjunto B que contiene un k-esqueleto con centro en cada punto de S. En
esta direccion, se conoce el siguiente resultado.
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Teorema 2.3.1. Sean 0 < k < n enteros dados. Si B,S C R" son dos conjuntos tales que
B contiene el k-esqueleto de un n-cubo con centro en cada punto de S, entonces

(a) dimp(B) > k + 25D dimp(S).
(b) dim, > (B) max {k, ( - ’;—;ﬁ‘)di_mB(S )}. Lo mismo vale para dimg.

Existen construcciones mostrando que las estimaciones dadas en el teorema anterior
son sharp en el siguiente sentido.

Teorema 2.3.2. Dados 0 < k < ny s € [0,n], existen compactos B,S,B’,S’ C R" con
dimp(S) = dimp(S’), donde By B’ contienen el k-esqueleto de un n-cubo alrededor de
cada punto de S y S’, respectivamente y

(a) dimp(B) = k + @80

(b) dimp(B') = max {k, (1 - %) s}.
Aqui no haremos la demostracion del teorema anterior, pero la misma se puede ver en
[Thol7, Teorema 1.2].

Demostracion del Teorema 2.3.1. Solo probaremos la parte (b) para mostrar de qué ma-
nera se utilizan las estimaciones obtenidas para el problema discreto en el Teorema 2.2.6.
La demostracion de la parte (a) se puede ver en [Thol7, Teorema 1.1].

Como B contiene por lo menos un k-esqueleto, entonces dimg(B) > k. Resta ver que
dimy > (1 - %) dim,(S).

Para todo x € R" y r € R, sea X, el vértice inferior izquierdo del cubo diddico semi-
abierto a la derecha con lados de longitud 27" que contiene a x y 7 el punto mas cercano
ardelaforma 2™, j € Z. Definimos

Sm={%n: xS}

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que B es la union de todos los k-esqueletos
con centro en S. Esto es, B = |5 C(x, r(x)), donde C(x, r(x)) es el k-esqueleto de un
n-cubo con centro en x y lados de longitud 2r(x) dependiendo de x.

Sea B,, = Uxes C(Xms 17(\);),”). Como S,,, B,, ¢ 277" son finitos y B,, contiene el k-
esqueleto de un n-cubo con centro en cada punto de S,,, por el Teorema 2.2.6 tenemos
que

1Bl 2 Q08 ,1'5%). (2.4)

Notemos que el conjunto B corta a Q(|B,,|) cubos diddicos de lado 2. Si N,-»(B) de-
nota el menor nimero de cubos diddicos de longitud 27 que se necesitan para cubrir B,
entonces

Ny-n(B) > Q(B,,). (2.5)
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Usando (2.4) y (2.5), existen dos constantes positivas ¢y, ¢, que dependen solo de k y n tal
que

~ & ]=n=k
N2—m(B) > C1|Bm| > C1C2|Sm| s,

Tomando logaritmo y dividiendo por (—log 27") obtenemos,

log No-(B) fy_n= k\ logl|S,.| N log(cics)
—log2—m — 2n? | —log2™ —log2™"

y haciendo tender m a infinito,

tim inf 20815l
m—eo  —log 27

liminf 28N B) () n—k
m—co  —log 2" 2n?

Ahora bien, usando el item 4 del Lema 1.1.9 con § = 27" tenemos que

) . . .log No-n(B)
dl_mB(B) = h,l;,ll,lolgf W
Por otro lado, por como definimos el conjunto S,., el conjunto § se puede cubrir con

IS ;| cubos diddicos de lado 2. Luego, usando nuevamente el item 4 del Lema 1.1.9 con
o6=2"",

log S,
dim,() = lim inf %'2_!”.
Por lo tanto,
: n—k\ .
dl_l’IlB(B) >(1- 72 dl_Il’lB(S),
como queriamos probar. El resultado para la dimg se prueba de manera analoga. |

El siguiente lema es el andlogo dimensional del Lema (n, £)-dimensional.

Lema2.3.3. SiACR/, S CR% y

VxesS 3reR+v1e[’;]VUe{—l,l}":x,+meA,

entonces si dim es dim,, dimg o dimp,

dim(4) > (m”—;”) dim($).
2n

Demostracion. Lademostracion es similar a la hecha anteriormente, pero usando el Lema
(n, £)-dimensional (Lema 2.2.2), en lugar del Teorema 2.2.6. O



32 Problema geométrico

2.4. Construccion de un ejemplo

Los conjuntos que hacen sharp las estimaciones de las secciones anteriores se cons-
truyen de manera explicita tanto en el cason = 2y n > 3 en [KNS18] y [Thol7], res-
pectivamente. En esta seccidn solo mostraremos como se construyen ciertos conjuntos
que prueban una pequefia generalizacion del Teorema 2.3.2, item (a). Mds precisamente,

probaremos el teorema que se enuncia a continuacion.

Teorema 2.4.1. Sean 0 < k < n enteros dados. Para cada s € [0, n], existen compactos
B,S C R” tales que dim(S) = s, B contiene el k-esqueleto de un n-cubo alrededor de
cada punto de S y

(n—-k)(2n-1)
s 2n? ’

donde dim puede ser la dimension box o la dimension packing.

dim(B) = k +

De la demostracion del teorema anterior, se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 2.4.2. Sean 0 < k < n enteros dados. Existe un compacto B que contiene el
k-esqueleto de un n-cubo alrededor de cada punto de [0,1]" y

, (n=k@en-1)

im(B) =
dim(B) = k o

Para probar el Teorema 2.4.1 necesitamos varios resultados y construcciones previas.

El préximo lema muestra la construccién de un conjunto discreto basada en la expan-
sion en base i, con i € N.

Lema 2.4.3. Dados i,n € N, existe un conjunto
D;, € [[-Q2)™, 2]
de tamaiio O(i*"~") tal que,

VX, ..o x, €[00, = 1], Ire [[1,i"]] : x; £ r€ D;,, V1 < j < n. (2.6)

Demostracion. Sea

2n—1
Di, = { ajil taje (1201 -0),2G - DI, [ [ e = o},

=0 j

Informalmente, D;, es el conjunto de nimeros con al menos un 0 en su expansion en base
i (permitiendo digitos negativos).

Para formar un elemento de D, ,, cada digito a; se puede elegir de un conjunto que tiene
(4i—4) elementos, con lo cual en principio, tenemos (4i—4)*" elementos distintos. Por otro
lado, hay (4i—5)* formas de elegir todos los a; # 0. Luego |D;,| < (4i—4)*"—(4i—5)*" =
0(i2n—1 )
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Solo resta probar (2.6). Sean xi,..., x, € [[0,i*" — 1]]. Denotamos los términos de su
expansion en base i por x; = Xjz,-1 . .. Xjo, €s decir,

2n—1
_ m .
xXj= Z Xjmi" con 0<xj, <i-1.

m=0

Tomemos r = x,-1 2,20 ...0x;20x00 — Xp—120-1 - - - » X1.30x0,; 0, 0 escrito de otra manera:

n—1 n—1
_ § 2m § 2m+1
r= xm,Zml - xm,2m+l 4 .

m=0 m=0

Si permutamos los x;, podemos asumir que X;,; 0 X;2;+; ho son nulos y por lo tanto, r es
no nulo.

Para cualquier j,

n—1 n—1
_ 2m 2m+1
-xj +r= (-xj,Zm + Xm,Zm)l + (xj,2m+1 - -xm,2m+1)l .

m=0 m=0
Usando desigualdad triangular tenemos,
1% m £ Xpmy2guml < X jml + 1Xmy2gml < 200 = 1)
Y Xjoj+1—Xj2+1 = 0. Luego, x;+r € D;,. De manera andoga se tiene que x,—r € D;,. O

Observacion 2.4.4. Esta construccion muestra que el Lema (n, {)-dimensional (Lema
2.2.2) es sharp salvo constantes, en el siguiente sentido: para todo p € N, existen dos
conjuntos finitos A C Z¢, S C Z" tales que |A| < O(|S|> D7) S| = py

Vxes areRWIe[';]vge{—l,l}f:x,waeA. 2.7)

En efecto, si p = i para algin i, tomemos A = (D;,)’ y S = [[0,i*" — 1]]". Por la
definicién de D;, se cumple la condicién (2.7). Por otro lado, como |D;,| < OG*"!)y
IS| = 2", tenemos que

IA] < O(l-(Zn—l)[) < 0(|S|(2n—1)[/2n2)‘
Para otros valores de p, interpolamos tomando i el menor entero tal que p < iz"z, S un
subconjunto de [[0, 2" — 1]]" con cardinal p y A = (D;,,)’. Como (i + 1) — 2" < 272",
tenemos que i < O(p) y por lo tanto |A] < O(p>*~D/2"*) como queriamos probar.

Lema 2.4.5. Supongamos que para cada i € N tenemos un conjunto finito Q; tal que
|Qil = 1;, didmQ; < d;, Q; es 6;-separado (x,y € Qi,x #y = d(x,y) 2 6;) y

[ee) o0
menQ,->—oo y Zméin<oo.
i=1 i=1

Sea

P:Q1+Q2+--~:{Z(]i3Qi€Qi}-
P
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1. Sipara algiin ¢ < 1 se cumple que d; < cd;_y para todo i € N entonces

o lOg(lllJ)
dimg(P) < lim sup ———""7".
= NP T log@)

2. Sid; + 6; < 6;_y entonces

loe(l; ... 1,
dimy(P) > liminf 2081+
joe _log(dj+llj+l)

Demostracion. Aqui solamente vamos a probar la primera parte del lema, la segunda
parte se puede ver en [KNS18, Lema 6.1].

P esta bien definido y es acotado, debido a las condiciones ;> minQ; > —ooy
Yoy max Q; < oo. Escribiremos

g =1t g+ Qi1+ Qin+... (g1 €01,...,qi € Q).

La condicion d; < cd;—; implica que

Zd]’:dl‘+di+1+...Sdi+0di+Cdi+1+Cd,'+2+...

J=i
[se]
<d+c Z dj,
J=i

y por lo tanto, existe una constante C tal que
> d;<Cd; paratodo i. (2.8)
J=i

Dado 0 <6 < }72, d;, tomemos i € N satisfaciendo

(o) (o)

D di<o< ) d; (2.9)
j=itl =i
Como |Q;| = [;, P es la union de [;..... l; conjuntos de la forma P, ., (g1 €

Q1,...,q; € Q;). Ademads, dado que ¢, ..., g; estan fijos y, por hipétesis didmQ; < d;, de
(2.9) tenemos que didmP,, _, = X2, <O.

Luego, si denotamos con N(P) al menor numero de conjunto de didmetro ¢ que cubren
P, obtenemos Ns(P) < [;....l;. Con esta estimacion, podemos calcular una cota superior
para la dimension box de P.

Por (2.8) y (2.9),

10gN5 < log(h . lj) < (ll ce l,)
—logs = —log(¥3;dj) ~ —log(Cd)
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y por lo tanto, por la definicién de dimensién box superior (ver 1.5)

—_— ) log Ns ) log(ly...l;) . log(ly...1;)
d P)=1 <l1 — =1 _—
imp(P) H?_,S(}l P —logo H;Li:lp —log(Cd,) H;Li?p —logd;

como queriamos probar.
O
Teorema 2.4.6. Para todo entero positivo n'y todo t € [0, 1] existen conjuntos compactos

A,T C R tales que
dlmH(T) = dlmB(T) = dlmp(T) =t

y para todo xi,...,x, €T, existe r € R* tal que
X1 *7...,x,xr€A (2.10)
g 2n—1
dimp(A) = dimp(4) = ———1.
2n
Demostracion. Sea
ﬁz Bi

Bi==DD" A=5Dy y Ti= 207~ 11|

donde D;, son como en el Lema 2.4.3.
Definimos A = 3, Ai Yy T = Dien T,

Consideremos ¢! el espacio de las sucesiones con la topologia discreta y tomemos la
funcién continua f : £' — R definida por f(x) = ||x||,1. Notemos que cada T; es compacto
y f(ITiax T1) = Xien Ti- Luego, por el Teorema de Tychonoff tenemos que 7" es compacto.
De manera andloga se prueba que A es compacto.

Sea xi,...,x, € T. Por definicién x; = 3oy g—;uij conu;; € [[0,i" - 1]], j=1,...,n
Aplicando el Lema 2.4.3 a D;,, y la n-tupla u;, ..., u;, tenemos que existe r; € [[1, 2]
tal que

uj+ri, ujj—r; €D;, paratodo j=1,...,n. 2.11)

Tomemos r = Y2, & Seri. Como r; < "

(o) ﬁ o () o0
i . _2n ._2n
DN LE DN EDY DD WA
=1 i=1 i=1 i=1

pues o> 2,

Luego, por (2.11), paratodo j=1,...,n

[Se]
Xjxr= ﬁlulji ',B—lri:Z_—l(u,-jir,-) €A,

i=1 i=1 i=1
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como queriamos probar.
Solo resta verificar que las dimensiones de A y T son las apropiadas.

El conjunto 7; satisface las hip6tesis del Lema 2.4.5 con

ﬁi d = ﬁl Bl 2n -1, [, = l-2n.

51’ = iz_na i 12"

En efecto, como [[0,i*" — 1]] = {0,1,...,#" =1}, [T = *". Six #y € T;, x = g—'la e

y = an cona,b € [[1,i* - 1]] y d(x,y) = g—;d(a,b) > lﬂz— = ¢,. Como d(a,b) < i*" -1,
didm T; = sup{d(x,y) : x,y € T;} < 2,1(12" )=d

Notemos que,

2n

Bi o (G (-7 o,
d; = —izn(z2 -1)= — " -1) = G- ——— (™" = DBy
Q-7
< (i—l)T—l(ZZ - Ddi_y = cid;.

Ahora bien, dado ¢’ < 1, existe I € N tal que ¢; < ¢’ para todo i > I. Por otro lado, sea
c:= mélx ¢; < 1.Luegod; < cd;_; paratodoi € N.
i<

Luego, por la primera parte del Lema 2.4.5 tenemos

—_— log(ly ...1; log(1%" ... j
dimg(7T') < lim sup M < limsup o Z /)
joeo —log(d)) = —log(B(2 1))
2nlog j! 2nlog j!
< limsup no8J o S lim sup > : noed o
joeo —log ) — mgl j=eo Slog(j— D! = log(-)
=1

Por otro lado, usando que ¢ < 1 vale

R R ) R D (eI
(-2))° 7 _
=TG-

para todo i € N. Aplicando la segunda parte del Lema 2.4.5 obtenemos

oy ...1, 2nlog (!
dimgy(T) = liminf —8 1)y np 20102 G
jmeo —log(lj41041) joe —log By
2nlog (]!
— liming 21108 GY _

jeo 27” log (j!)

Por (1.12) y (1.11) se sigue inmediatamente que dimy (7)) = dimg(7T") = dimp(T) = t.
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El conjunto A; satisface las hipotesis del Lema 2.4.5 con

Bi

5i:i2—n,

d; =28, L =Dl < OG").

En efecto, si a,b € D;, C [[- (21')2" (2i)*"]], entonces 1 < d(a,b) < 2*"*1i*". Como
A = lzj,D,n tenemos que didmA; < 2218,y |A;| = |D;,| < OG@*Y). Six # y € A,
x = ’i:la ey=fbcona,b € Dy yd(x,y) = 5d(a,b) > & = 5;.

Ademés, para todo i € N tenemos,
d — 22n+118[ — 22n+1(( 1)')—211 /t
— (l 1)—2n2/t22n+1(( 2)’) —2n2/t
= (i— 1),
<cdi,,
para alguna constante ¢ < 1, pues (i — 1)/t - 0 cuando i — 0.

Luego, por la primera parte del Lema 2.4.5, para alguna constante ¢ > 0 dependiendo
solo de n vale que:

log(ly...l) . log(c1?~ .. ¢/

dim (A) < limsup ———— < limsu
B j_mp —log(d)) j_mp —log(22"*18;)
2n — Dlog(j!) + jl 2n — Dlog(j!) + jl
< lim up( n—1)log(j!) 2] ?gc Sh’msupz( n ‘) og(j!) + jlogc
joe —logB; —log(22m) joeo Zlog((j— DY) — log(2%+1)
3 2n — lt
- 2n

Para probar la otra desigualdad, observemos que por las hipotesis del teorema, A y
S = T" satisfacen las hipotesis del Lema 2.3.3 con ¢ = 1. Luego, usando la regla del
producto,
2n—1

"
donde dim puede ser dimp 0 dim,,. Finalmente por las desigualdades (1.12) y (1.11) ob-
tenemos,

-1 -1
dim(4) > =~ dim(T") > =——n dim(T) =

2n—1 S n—
Nt < dimp(A) < dimp(A) < 22

L,

-1 -1
" —1 < dim,(4) < dimy(4) <

1.

O

Demostracion del Teorema 2.4.1. Primero vamos a construir un conjunto S con la dimen-
sién apropiada y un conjunto A tal que

Vxl,...,xneSHreR+VIe[ nlejGI:xji-reA. (2.12)
n_
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El conjunto B se forma tomando copias de A y de R. Observemos que si existe algtiin
r > 0tal que x; + r € A para todo 1 < j < n, entonces la condicion (2.12) se satisface.

Usando el Teorema 2.4.6, construimos un compacto 7" C [0, 1] de dimensién 7 y un

compacto A C R de dimensién 25! s satisfaciendo:

Vxi,....,.x, € TAreR*VI< j<n:x;+reA.

Como A es compacto, existe a € R tal que A C [—a,a]". Tomemos § = T"y B =
Ule[njk] H;:I A],j, donde

A= A si jel,
L= [-a, a] en caso contrario.

Luego, por las reglas del producto dadas en el Teorema 1.1.13,
dim(S) = ndim(T) = s,
y para cada [ € [nfk],

2n

-1
2n?

S.

dimp [ﬂ Al,j] = kdimp([—a,a]) + (n — k)dimp(A) = k + (n — k)
j=1

Como B es una union finita de conjuntos, usando el item 3 de la Proposicion (1.1.11),
2n—-1
w2

como queriamos probar. m|

dimg(B) = k+ (n - k)

Definicion 2.4.7 (Expansion en series de Cantor). Sea Q = {¢;};aiy una sucesion de enteros
positivos, g; > 1. Para cada x € [0, 1] definimos su expansion en la serie Q por:

donde ¢; € {0, 1,...,q; — 1}.

Demostracion del Corolario 2.4.2. Vamos a probar que si s = n en el Teorema 2.4.1,
entonces 7" = [0, 1].

Si s = n, entonces ¢ = 1y las definiciones dadas en el Teorema 2.4.6 se transforman

en:
o B _G=)
2n ! j2n ! l‘!2n’
Y 1
T = Z T,' = Z ﬁui,
ieN ieN

donde u; € [[0,i*" — 1]].

Tomando ¢; = lzl en la definicién anterior, tenemos lo pedido. m|



CAPITULO 3

Operador maximal asociado a los k-esqueletos

En este capitulo definimos el operador maximal que da origen al problema tratado
en esta tesis. Este operador surge naturalmente del problema geométrico tratado en el
Capitulo 2 y también como una generalizacién del operador maximal esférico definido
en (0.3). Es decir, en lugar de promediar funciones sobre esferas, nos gustaria promediar
funciones sobre bordes de cuadrados, o mas generalmente sobre k-esqueletos de n-cubos.

Veremos que una simple generalizacion del operador maximal esférico no es la defini-
cién mds interesante en este contexto. Siguiendo las ideas planteadas en [KNS18], con-
sideramos una variante mds adecuada pero que no es sub-lineal y esto presenta la primer
diferencia con los problemas clasicos relacionados.

El capitulo estd organizado de la siguiente manera: en la Seccién 3.1 introducimos par-
te de la notacién que usaremos y mostramos cudl es la forma mas apropiada de definir
el operador maximal asociado a los k-esqueletos. En la Seccién 3.2 damos la definicién
precisa del operador y el problema sobre el cual trabajaremos. En la Seccion 3.3 defini-
mos una version discretizada y linealizada del problema y en la Seccién 3.4 obtenemos
estimaciones en L? para esta version usando un argumento de dualidad. Con estos resul-
tados, en la Seccién 3.5 probamos acotaciones en L” para el operador maximal asociado
a los k-esqueletos. Por dltimo, en la Seccion 3.6 extendemos los resultados de la seccion
anterior para una version mds general del operador maximal y en la Seccién 3.7 vemos
como las estimaciones en L” permiten recuperar parcialmente los resultados obtenidos
para el problema geométrico tratado en el Capitulo 2.

3.1. Preliminares

Comenzamos fijando parte de la notacion que usaremos de aqui en adelante.

Si ¢ > 0, definimos el 6-entorno de un conjunto F' € R” como

Fs:={x e R":d(F, x) < 6},

donde d denota la distancia inducida por la norma infinito.
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Definicion 3.1.1. Seank,n e Nconn >2y0 <k <n.SixeR"yr>0,definimos:

1. S(x, r) el n-cubo con centro x y lados paralelos a los ejes de longitud 2r.

2. Si(x,r) denota el k-esqueleto de S (x, r).

(98]

.S ,{(x, r,j=1,... (2)2”"‘ enumera cada una de las k-caras de S (x, ).
4. Sis(x,7r) = (Sk(x,7))s representa un o-entorno de S (x, r).

5. S,i(s(x, r) denota un §-entorno de Si(x, r,j=1,..., (’;)

Con N = N(n,k) denotamos el nimero de caras del k-esqueleto de un n-cubo. En
general, cuando n y k estén claros por contexto, escribiremos simplemente N. En la Pro-
posicion 2.1.3 probamos que N(n, k) = (2)2”"‘.

Observemos que
28" < L,(S] (x, 1) = 2" (F6 T + o) < 27 e, 3.1)
Cuando no haya lugar a confusién escribiremos s6lo £ en lugar de £,.

Sife LIIOC(R”) y FF C R", denotamos el promedio de f sobre F' por
Froas= 4 [ roa
ST IE [

Para definir los operadores maximales asociados a los k-esqueletos, vamos a comenzar
con un caso sencillo de visualizar. Supongamos que n = 2y k = 1, es decir, estamos en el
plano y los objetos geométricos son bordes de cuadrados (1-esqueletos de 2-cubos).

Un primero intento para definir la funcién maximal asociada a los bordes de cuadrados
es tratar de generalizar la definicion del operador maximal circular definido en (0.3) y
promediar funciones sobre el §-entorno del borde de un cuadrado. Més precisamente, si
0<d<lyfelL, (R?),definimos

1
M;f(x) = SrI:OP m S aten lf Ol dy. (3.2)

Siguiendo la notacion introducida, S 5(x, r) representa el 5-entorno del borde de un cua-
drado (1-esqueleto) con centro x y lado de longitud 2r.

Sin embargo, con el siguiente ejemplo veremos que esta definicion no resulta ser la mds
adecuada.

Sea f la funcién indicadora de un §-entorno de J = [—1, 2]x{0}. Si x € [0, 1]?, elegimos
r = r, de manera que J contenga alguno de los lados del borde del cuadrado con centro x
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y lados de longitud 2r,. Luego, por (3.2) y (3.1),

1
M > — d
of (%) 2 L(S15(x,7y)) /S 1606 Foldy

S L(UJs NS 5(x,71))

T L(Sis(x, 1)
8ro 1

> > —,

“16r6 2

para todo x € [0, 1]%. En otras palabras, encontramos una cota inferior constante para una
funcién con norma muy chica y que sélo toma en cuenta uno de los lados del borde de
un cuadrado. Esto genera resultados que no son naturales y resultan triviales, andlogo a
lo que sucede cuando se considera la dimension de Hausdorff para estudiar el Problema 1
en el Capitulo 2. En efecto, si tomamos p > 1y f como arriba,

Maflly o V2 _ gy
Al = 3677

Supongamos que para algiun a > 0, M satisface una desigualdad de tipo fuerte (p, p) de
la forma

(3.3)

_1_a
IMsfllr <67 7 1Iflls s (3.4)
para toda f € LP(R").

Sea B ¢ R? un conjunto que contiene el borde de un cuadrado con centro en cada punto
de [0, 11> y tomemos f = 1p,. Para cada x € [0, 1]%, existe un r = r, tal que S| 5(x,7) C Bs
y entonces M; f(x) > 1. Luego, por (3.4) tenemos que

61+a < L(B(S)

Con esta cota superior para la medida de Lebesgue de un d-entorno de B y usando la
Proposicion 1.1.10, obtenemos que

L(Bs)

5 >2—-(1+a)>1-a.

dim,(B) = 2 — lim sup

5—0 Og

Este resultado es trivial, pues como B contiene al menos el borde de un cuadrado, de
inmediato tenemos que dimg(B) > 1 y en particular dimg(B) > 1 —a.

En dimensiones mayores ocurre algo similar. Sin > 2,0 < k <ny f € L (R")
definimos

1
MK = - dy,
SO0 =800 G i) Jsuny T O

es decir, generalizamos la definicién dada en (3.2) y promediamos la funcién f sobre el
o-entorno del k-esqueleto de un n-cubo.

Un ejemplo parecido al anterior muestra que, incluso en dimensiones mayores, esta
definicién tampoco es la correcta. Tomemos f la indicadora de un ¢-entorno de J =
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[—1,2]F x {0}"*. Para cada x € [0, 1]" consideramos S(x, r.), el k-esqueleto con centro
en x, lados de longitud 2r, y con alguna de sus k-caras contenida en J. Luego, M5 f(x) >
cnx para todo x € [0, 1]" donde ¢, es una constante positiva que sélo depende de n, k.
Nuevamente, obtenemos una cota inferior constante para una funcién con norma muy
pequena y los resultados geométricos que se obtienen son triviales, como en el cason = 2,
k=1.

Siguiendo [KNS18, Seccién 7], una propuesta mds interesante es la siguiente. Sean
0 <06 <1y0 <k < nenteros dados, para cada f € L}OC(R”) definimos

N 1
ME f(x) = supmin —— / If)| dy, (3.5)
o r>0p = LSy (x5, 1) s n SNy

donde el minimo se toma sobre los promedios de f en cada una de los d-entornos de las
N = (Z)Z”"‘ caras de S(x, 7).

Este operador toma en consideracion todas las caras del k-esqueleto de un n-cubo.
Sin embargo, no es sublineal y esa una de las diferencias con los problemas cldsicos
relacionados.

3.2. Definicion y cotas triviales

En lo que sigue, la dimension del espacio ambiente R” estara fija como asi también el
valor de k, 0 < k < n. Es decir, para cada par de enteros (k,n) definimos un operador
lineal asociado a los k-esqueletos de n-cubos.

Como suele suceder en este tipo de problemas, primero consideramos una version res-
tringida del operador definido en (3.5) en la que solamente permitimos k-esqueletos con
lados de longitud acotados.

Definicién 3.2.1. Sean 0 < 6 < 1y 0 < k < n enteros dados. Para cada f € L| (R"), el
operador maximal asociado a los k-esqueletos de n-cubos se define por

N

1
Msf(x) = su rm’n.—/ lf )l dy. (3.6
/(9= e L] ,(x,1) Jslen Tl :

Este operador se puede comparar ficilmente con el operador maximal de Hardy-
Littlewood centrado en cubos definido como

1
MpyLf(x) = Srli(l? 8@ s lfO)ldy,

donde S (x, r) es el n-cubo centrado en x y lados de longitud 2r. En efecto, dado r € [1, 2],
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es fécil ver que S&(x,r) € S(x,2r). Por (3.1) y usando que L(S (x,2r)) = (4r)",

N S(x,2r)
min ——— lfOWldy £ ———— lf(») dy
=ULS s(x, 1) /s,{ﬁ.(x,r) Sis(er) Jsean
1
< 2"(ro Yyt ——— lfO)ldy.

L(S(x,2r) Json
Luego, tomando supremos nos queda
M5 f(x) < 226" My f(x). (3.7)

Por el Teorema de Hardy-Littlewood, My, estd acotado L”(R") para todo p > 1 y entonces
M¥ también, es decir,

M5 £]|, < €5 "1Ifll,  paratoda  f e LP(R™),

donde C es una constante independiente de f y 6. Notemos que 6™ tiende a infinito
cuando ¢ tiende a cero, pues k < n. El problema es conocer la velocidad a la que crece
||M§||LP_>U, cuando 6 — 0, donde
k
5]

M- = sup ——=. 3.8
|| 5||Ll’—>L‘I Sfl;ltg ”f”LP ( )

En este capitulo trabajaremos en el caso p = ¢q. El caso p # ¢ sera tratado mds adelante.

Trivialmente, de la Definicion 3.2.1 se obtienen las siguientes cotas.

Proposicion 3.2.2. Para toda f € L} (R"),

loc

L ||mY| <1.

L>®—L>® —

2. ||mY|,, . <278

—L> =

Demostracion. Para 1,

N
IM! f(x)| < sup min ][ lf )] dy
S

1<r<2 J= i,ﬁ(”)

< Nl -
Para 2,

N
M) < sup min ][ Ol dy
S

I<r<2 J= 1)

< sup 2774 [ 1f )l dy
Rn

1<r<2

< &I -
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3.3. Discretizacion y linealizacion

Como vimos en la seccion anterior, el operador M5 no es sublineal. En esta seccién, por
medio de un proceso de discretizacion y linealizacién, introducimos una nueva funcién
maximal lineal que aproxima en norma a M¥.

Comenzamos con un par de definiciones y fijando la notacion.

Definicion 3.3.1. Paratodon >2y 0 < ¢ < 1 tal que 1/6 es un entero, definimos:

1. Qo = [0,1)", el n-cubo unitario semi-abierto a la derecha de lado 1 con vértice
inferior izquierdo 0.

2. Oy = {x1,...,x,} denota los centros de los n-cubos semi-abiertos a la derecha con
lados de longitud 6, Qy(1),..., Qp(u), generados por la grilla Qy N 6Z". Notemos
queu =0o".

3. La funcién ¢(x) : Qg — Qp, x — x* le asigna a cada punto de Qy el centro del
n-cubo semi-abierto a la derecha con vértices en Qy N 62" y lado de longitud 6 que
contiene a x.

Observacion 3.3.2. y(Qo(@) = x; y ¥ '(x;), i = 1,...,u, forman una particién de Borel
para Q.

Definicion 3.3.3. Sean n > 2, 0 < k < n dos enteros dados y {ey,...,e,} los vectores
canodnicos de R”. Definimos los k-planos coordenados, rry, . . ., 7Ty, COMO los (Z) subespa-
cios de dimension k generados por {e, ..., e,}.

Diremos que V es un k-plano afin si existe v € R" tal que V = &, + v, para algin
I<w< (Z) Si k = 0, tomamos como 0-plano al origen.

Ejemplo 3.3.4. Paran =2y k = 1, los 1-planos coordenados serian los ejes coordenados
y un 1-plano afin, cualquier recta vertical u horizontal.

Dado el k-esqueleto de un n-cubo, cada una de sus caras esta contenida en un k-plano
afin. Ademads, si dos k-esqueletos tienen alguna cara en comun (no necesariamente igual,
sino que se solapan), entonces ambas estdn contenidas en un mismo k-plano afin. En
cierto modo, si tenemos una familia finita de k-esqueletos, el solapamiento entre ellos esta
relacionado con la cantidad de k-planos afines diferentes que los contienen. Esta relacion
la podemos cuantificar gracias al siguiente lema, en cuya demostracion resulta crucial el
Lema (n, £)-dimensional (Lema 2.2.2).

Lema 3.3.5. Existe una constante C,; < oo, dependiendo solo de n,k tal que vale lo
siguiente: sea {S ;(x;, r)}IL, una coleccion finita de k-esqueletos. Es posible elegir una k-
cara de cada uno de ellos con la siguiente propiedad: si V es una k-plano afin, entonces
V contiene a lo sumo

1- (n—k)(2n—1)
Cn,km 2n2

de las k-caras elegidas.



3.3 Discretizacion y linealizacion 45

Demostracion. Dado un k-plano afin V en R”, sea z(V) € R"* la interseccién de V con
el subespacio ortogonal a V. Si consideramos el k-esqueleto de un n-cubo con centro y y
lado de longitud 2r, cada una de sus k-caras pertenece al k-plano V con

z2(V) =y +ro,

donde o e (1,1} *el € [nfk].

Sea A el conjunto de todos los k-planos afines que contienen alguna k-cara de S (x;, 1;),
y escribamos

A" = {zZ(V):VeA)
= {(xj), +rio:le [ " k],a e{-1,1)"*1< j< m}
n f—
Aplicando el Lema 2.2.2 a los conjuntos A" y X = {xi,...,x,} con { = n — k, y usando

que trivialmente |A| > |A’|, obtenemos una cota inferior para |A| en términos de m:
IA| > ¢ km(n—k)(Zn—l)/2n2
> Cy, .

Sean Vi,..., V| los diferentes k-planos en A, y sea n; el nimero de k-esqueletos con
alguna cara contenida en V;. Entonces, si N = (Z)Z”‘k es la cantidad de caras de un k-
esqueleto,

A
< . mN _1 1_(n—k)(22n—1)
an:mN:>EI]0talque njOSWSCn,kNm 2
j=1

Para este valor de j, elegimos de cada uno de los n;, k-esqueletos la cara que estd conte-
nidaen V.
Luego, aplicamos el mismo procedimiento a los m; := m — n;, esqueletos restantes, y
. |- (=k@n=1) / L
continuamos de esta manera hasta que m, > m 2?>  (donde m es el nimero original

. R em)) . . .
de k-esqueletos). Sim, <m 2>, entonces elegimos de manera arbitraria una cara de

cada uno de los esqueletos restantes.

O

Definicion 3.3.6. Sea Iy la familia de todas las funciones p : Qj — [1,2] N §Z. Para
cada p, definimos S;; = Si(x;,1;), donde r; = p(x;) e 1 < i < u. Para esta familia de
k-esqueletos definimos la funcién ®, como

(Dp(Sk(xi9 ri)) = ;(a
donde f}; denota la k-cara de S ; seleccionada como en el Lema 3.3.5.

Nota 3.3.7. Cada k-cara ¢; depende también de la funcién p, la cual una vez elegida estd
fija, pero para simplificar la notacién simplemente escribiremos la dependencia de k y de
i.
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Definicion 3.3.8. Dadap eIy yO<d < 1,si f € L}OC(R") definimos la funcion maximal
asociada a (p, k) de ancho 6 como

M§,5f3 Q) — R

M f(x) = ) dy, (3.9)

1
Llvs) e,

donde ¢, s es un 6-entorno de £, := O, (S (x*, p(x*))).

Observacion 3.3.9. Para cada x € Q,, el operador lineal definido en (3.9) toma el prome-
dio de f sobre el d-entorno de ¢,, uno de los lados del k-esqueleto S (x*, p(x™)).

Por el item 4 de la Definicién 3.3.1 y la Observacién 3.3.2, para todo x € ¥~ '(x;)
tenemos que x* = x; y por lo tanto,

M- f(x) = ME S f (). (3.10)

Luego, Mgﬁ es constante sobre cada ¢~ '(x;), 1 < i < u, y como dichos conjuntos for-

man una particiéon de Borel para Qy, el operador definido en (3.9) queda completamente
determinado por los valores que toma en los puntos de Qf = {xi,..., x,}.

Denotamos con CQ el n-cubo que tiene el mismo centro que Qp y lados de longitud
C. Como r esta acotado superiormente por 2, en (3.9) es suficiente considerar funciones
f soportadas sobre 7Q,, pues si x € Qg entonces S (x",p(x*)) € 5Qp y como § < 1,

Sks(x", p(x*)) € 7Q.
El siguiente lema muestra de qué manera el operador maximal lineal que definimos
aproxima en norma el operador maximal asociado a los k-esqueletos.

Lema 3.3.10. Existe una constante C,; > 0 tal que si 0 < § < 1,

”M‘];”U—i”(Qo) < Chisup ”Mﬁ,%”mﬁm@o) '
pel

Demostracion. Dado € > 0, elegimos f € LP tal que f > 0, [|f|l, =1y
||M§||Lp—>L17(QO) < ||M§f||p +e&. (3.11)

Veamos que existe una funcion p € Iy (que depende de f) para la cual se cumple que
M f(x) < 3"FM) 5, f(x) + &, (3.12)
para todo x € Q. En efecto, si x € Q, es facil ver que S ,’c sxr)cS li,za(X*’ r) para todo
re[l,2]ytodo 1 < j<N.Luego,
L(S],5(x", 1)
- fOldy £ —————— 1 lf Wl dy
S,{)ﬁ(x,r) .E(S k’é(x, I")) S/{,z(s(x*’r)

2n+1 rk(25)"_k
S ][ lf Ol dy
2"?‘ 5” SJ \(X* r)
k26N

< kel ][ Ol
S i,za‘(x*’r )
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y por lo tanto,

J=1

N N

ml’n][ O fldy <2 mfﬂ][ _ lfOldy.
Slf(yé(x,r) =1 S 55 (*0)

Tomando supremo sobre r en la desigualdad anterior tenemos que,

M) = sup min f Ol
Sf s

1<r<2 J=1

1<r<2 J=1

<r U swpminf Ul
26(X")

— 2n_k+1M12€5f(X*)-

Sea £ > 0 como arriba, por definicion de supremo, para cada x* existe un r’ = r'(x*) €
[1,2] tal que
1

——— fdy+e.
LS, 26()6*, r)) »/S'Ii’zé(x*,r')

Tomemos r = r(x*) € [1,2] N 6Z el punto mds cercano a r’ (si hay dos, elegimos el que
esté mas a la izquierda) y definamos la funcién x — p(x*) = r.

M'2‘5f(x ) < mm

Como S ,’;’zé(x*, rycs /i,3 s(x",r) para todo j, usando (3.1) obtenemos

N LS 5(x*, 1)
M, f(x) < mi —][ dy +
25 (X7) rfllln (s 25()5* 0 Jsi e fmdy+e

n+l k n—k N
< 2 (30)

_ﬁmln _ fO)dy+e
2nrk 20y k=1 ][im(x*,r)

IA

3 n—k
2 (—) fO)dy+¢
2 2%

3 n—k _
< 2(5) M5 f(x) + €.

Ahora bien, como
- € n— 3 " v n—
MEf(x) < 27 MG f(xt) < 2n k! (5) M35 f(x) + & < 3" ME 35 f(x) + &,

tomando normas obtenemos

M5 o) < 3NV s gy + 2 (3.13)
y por lo tanto vale (3.12).

Luego, por (3.11), (3.13) y (3.8), resulta
M3 iy < V571, + 2
<3 - || 36f||Lp(QO) +2e

< 3¢ || M +2e.

35||LP—>LP(QO)
Finalmente, tomando limite cuando € — 0, concluimos la prueba. m]
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3.4. Estimaciones para la version lineal

En esta seccién, usando un argumento de dualidad, obtenemos estimaciones en L”(Q)
para el operador M}'g, s» para ciertos valores de p. Esto nos permite, en principio, obtener

acotaciones en L” para el operador M¥, al menos sobre Q.

Definicién 3.4.1. Sea p € Ty y sean {(,,..., ("} las k-caras definidas por la funcién @,,.
Diremos que 5,"( es paralela al k-plano coordenado n,, si existe un k-plano afin V = 7, +v

que la contiene. Paracada 1 < w < (2) definimos el conjunto
E;, ={x; € Q): Py(Sk) = 5}; es paralela an,}.
En el caso k = 0, consideraremos directamente todo el espacio Q.

Observacion 3.4.2. Los conjuntos E,_ son disjuntos y ¢ (E, ), | < w < (Z), forman una
particion de Borel de Q.

Para clarificar un poco las ideas, veamos qué significan las dos definiciones anteriores
parael cason = 2y k = 1, es decir, cuando estamos en el plano y los k-esqueletos
son bordes de cuadrados. En este caso, los 1-planos coordenados resultan ser los ejes
cartesianos y los 1-planos afines, las rectas verticales u horizontales.

Ahora bien, supongamos que p € I'y y la familia de bordes de cuadrados determinada
por @, es {{’i, ..., t}}. Cada uno de estos bordes estd contenido en un recta vertical u
horizontal y entonces podemos separar a esta familia, segtin la Definicion 3.4.1, en dos
grupos:

E,, = {x; € Q; : £, es paralela al eje vertical}

E, ={xi€Qy: 5}; es paralela al eje horizontal}.

La siguiente proposicion permite obtener estimaciones para el operador Mﬁ s usando
un argumento de dualidad. Algunas de estas ideas son similares a las que se utilizan en
[Matl5, Capitulo 22] para tratar el problema de Kakeya.

Proposicion 3.4.3. Seal < p < oo, p’ = [% 0<6<1,0<K<ooyseapel
una funcion dada. Fijemos un k-plano coordenado n'y sea s = |E,|. Enumeremos E, =
{x1,..., x5} y escribamos 5};’6 para denotar el 6-entorno de O(S (x;, p(x;)), i = 1,...,s.

Supongamos que
N
20,
i=1

conty,...,t; nimeros positivos tal que

N
§ <,
i=1

<K
LY (7Q0)
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Entonces
Tk
”Mpﬁf”LP(WI(E,,)) < K”f”LPUQo) ’
para toda f € LP(7Qy).

Demostracion. Sea f € LP(7Q,). Para comenzar, notemos que

/ M, f(x)" dx = Z / M, f(xy dx
Y~ (Ex) =1 Ju )
= > L )M )
i=1

= Z 5n1‘7[],;,5f(xi)p,
i=1
donde en la segunda igualdad usamos (3.10) y en la tercera que ¥~ '(x;) = Qu(i) es un
n-cubo de lado ¢, para todo i.
Por dualidad, para cualquier sucesion finitaa; > 0,i = 1,..., s, tenemos lo siguiente:
s 1/p K K
(Z a,-P) = mix {Z aib; = b; > 0, Z b < 1} .

i=1 i=1 i=1

Aplicando esto a a; = A?Zj s (x;)6"/? obtenemos que

N

I/p
175l = (Z (s

i=1

= méx {Z §"PBIMS o ()l 2 by > 0, > B < 1}
i=1 i=1

N

= &% max {Z ti|]\7[£’5f(x,-)| . 5"k’ Z tf, < 1} ,
i=1

i=1

donde en la dltima igualdad usamos el cambio de variable #; = ¢ %_(”_k)bi. Ademas,

S s
i=1 i=1

y por lo tanto, existen ¢; > 0 con §" 7" 3* | 1 < 1 de manera que

s
ATk _ sn—k ~rk
||Mp,5f |Ll’((//*1(E”)) =0 Z tiMp,(Sf(xi)
i=1

N 1
:6n_k i—-/ d
th 2 )y, F)ldy

=
N

<2y [ sondy

i=1 bes
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donde en la dltima desigualdad usamos (3.1) y que p(x;) > 1 para todo i.

Finalmente, por la desigualdad de Holder (y acotando 27" < 1),

HM&ﬂbww@»s/;(Ejmﬁvanw
0\ i=1

S
2,
i=1 LP

<K ||f||Lp(7QO) s

< ||f||Lp(7Q0)

/

como queriamos probar. O

Observemos que el resultado anterior es independiente del k-plano coordenado 7 que
escojamos. Incluso podriamos repetir la prueba reemplazando Y~ '(E,) directamente por
Qo y obtener una cota para M]/j, s . L’(7Q0) — LP(Qp). En la demostracion del proximo
teorema veremos por qué resulta conveniente en la proposicion anterior fijar un k-plano
coordenado 7 y trabajar s6lo en el conjunto ' (Ey).

Teorema 3.4.4. Paratodo0 <6< 1,p €Ty y f € L*7Qp),

1M 51l 200y < Cokd 1270 (3.14)

donde C,; > 0 depende solo de n, k (en particular, es independiente de p).

Demostracion. Durante la prueba C,; denota una constante positiva que depende sola-
mente de n y k; su valor puede cambiar de una linea a la otra.

Sea f € L*(7Qy) y consideremos los k-planos coordenados 7, w = 1,..., (Z) Para

probar (3.14) es suficiente acotar la norma en L* de Mﬁ sJ sobre cada ! (Er,). En efecto,
como {w‘l(E,rw)} es una particiéon de Qy,

()
~ 2 — 2
||M]l;,6f||L2(QO) = Z ||M£’5f||L2(lﬁ_l(E,rw)) N (315)
w=1

Elegimos w y m,, los cuales estardn fijos durante el resto de la demostracion. Sean
X1,...,X; los puntos de E; y é’,l& ..., t; s como en la Proposicion 3.4.3. Por dicha propo-
sicidn, es suficiente probar que

k=n

< Cppdn, (3.16)
L2(7Q0)

S
D iila,
i=1

N
siempre que i, ..., 1, sean nimeros reales positivos tal que 6" ¢ Z 7 < 1. Fijemos en-
i=1
tonces, t1, ..., t, cumpliendo esto.
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Sea

2
I:=

s s 2
St = [ (Sng] o
i=1 , L2(7Q0) 700 ;=] '

K
= Lt 1, dx
/7Q Z v gk,é fzy,s

0 4, j=1

= > 1t Ll ;N ). (3.17)

ij=1

En la dltima sumatoria aparece la medida de la interseccién de los d-entornos de
! t
oo by

Lo que nos interesa estimar es la cantidad de sumandos no nulos que hay en (3.17). Por
la Definicion 3.4.1, todas estas k-caras son paralelas al k-plano coordenado r,,, es decir,
cada una esta contenida en algun k-plano afin de la forma V = &, + v, con v € R".

Abhora bien, por la Definicién 3.3.6, todas las k-caras £}, .. ., ¢; fueron seleccionadas de
acuerdo al Lema 3.3.5 y este lema nos permite estimar la cantidad de caras que pertencen
a un k-plano afin fijo. Usando esto, vamos a estimar (3.17).

Notemos que para todo i, j, por (3.1),

0 S L([;{’(; N f]j("é) S 2n+k+16n_k.
Por simplicidad, escribamos
Li,j = .E(f;(’(; N f;{’é) .

Usando la desigualdad de Cauchy- Schwartz, tenemos

N
1/271/2
I= > a7

ij=1
s 12 1/2
2 2
< Z L L,‘J Z thi,j
ij=1 ij=1
K s 172 s K} 12
2 2
o DD I DI
i=1 j=1 j=1 i=1
S N
=Y. 2> Ly (3.18)

Fijamos algiin i y denotamos con V; el k-plano afin que contiene a ¢;. Queremos dar

una cota superior para los valores de j para los cuales {’,{7 sN 5};’ s # 0. Para esto, alcanza con
estimar la cantidad de k-planos afines V; tal que (V;)s N (V;)s # 0 y usar el Lema 3.3.5.
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Sitly 5,{ no pertenecen al mismo k-plano afin, entonces estan ¢-separadas. Luego, hay
una cantidad finita de valores de j, que depende de n y k, para los cuales se cumple que
(Vi)s N (Vi)s # 0. Por el Lema 3.3.5, cada uno de estos k-planos afines V; contiene a lo
sumo o)

Cn,k S(li 2n? )
de las k-caras ¢ ,i, ..., €} y por lo tanto, existen a lo sumo

(n=k)2n—1)
Cn,k S(] 2n? )
pares (i, j) tal que £} ;N f,{’é #0.

Como s = |E, | < 67", para cada i fijo obtenemos,

ZL < gkl gn= kC (5 o @RCa=) |>)
i,j .

j=1

Combinando esto con (3.18) y usando que Yi, t# < 6%,

I < 2n+k+lC 511 -k (5 nt =Cn-1) k)(2n 1))2 tz

k=n
< Cn’ké 2n

Usando esta estimacion de I se obtiene inmediatamente (3.16). Luego, por la Proposi-
cién 3.4.3,

|| pdf“ww (Er, »—Ck" 5% 11122700 -

Como esto no depende del plano 7, elegido, usando (3.15) concluimos la prueba. O

Ahora consideremos p = p{';_l con2 <p eN.

Proposicion 3.4.5. Paratodo 6 >0, p ey f e LP(7Qp), 2 < p’ €N,

1z 5f||U(Q> =G /p5 o 1Al 00 5 (3.19)

donde Cy,, depende solo de n, k (en particular, es independiente de p).

Demostracion. Durante la prueba C,; denota una constante positiva que depende sola-
mente de n y k; su valor puede cambiar de una linea a la otra.

Sea f € LP(7Qy). De manera andloga a la demostracion del Teorema 3.4.4, es suficiente
acotar la norma en L? de M’;’ s sobre cada conjunto v (E,,). Fijamos w y 7, €l resto de
la demostracion.

Sean xi, ..., x; los puntos de E, 'y f/i(s ..., {; s como en la Proposicion 3.4.3. Es sufi-
ciente probar que
S
2.1,
i=1 ’

k=n 1

< C””(S ', (3.20)
LY (70Q0)
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S
siempre que 4, ..., f, sean nimeros reales positivos tales que 6" 7% <1
s i
i=1

Sea

pl

s P
= / (Z tilgir ] dx
700\ 5 ko

ti oot 0.1, dx
1 [ 1 P
p fk,(s fk,&

s
1= 2,1,
i=1

L' (1Qo)

Il
g
M-

------

Il
~
1\
S
~
G
[=%)

D
D
o
=Y

Igual que en la demostracién del Teorema 3.4.4, en la dltima suma aparece la medida
de la interseccion de los o-entornos de las k-caras {’,1, ..., ;. Dichas caras fueron selec-
cionadas segtn el Lema 3.3.5 y ademas resultan todas paralelas a m,, es decir, cada una
pertenece a algtn k-plano afin V = 7, + v, v € R".

Para simplificar la notacién, escribamos

.....

~
Il

INg
=

Il
=
=

=
=
™

=

=
<

..........

1/p 1/p’

IA
M
=%
=
g
TS
™

(3.21)

I

donde en la dltima igualdad usamos que los p’ factores del paso anterior son iguales.

Fijemos i; y sea V;, el k-plano afin que contiene a 55.‘1. Queremos estimar la cantidad

.....

(i2,...,0y),coniy,... iy = 1,..., s sucede que

Vi)s N (Vi)s NN (Vi )s # 0. (3.22)
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Notemos que si (3.22) se cumple, entonces
(Vids N (Vi)s #0,....(Vi)s N (Vi )5 # 0.

Luego, con un razonamiento andlogo al de la demostracion de Teorema 3.4.4 para estimar
(3.18), tenemos que a lo sumo existen
, (n—k)(2n—1)
p-1 (p _1)(1_T
Cop s )

tuplas (i, ..., i,) tal que 5;{‘5 .N 5” # (. Como s = |E, | < 6", para cada i; tenemos

5, o rreg o

(n— k)(2n 1>)P -1

Si combinamos esta estimacion con (3.21) y usamos que }';_, tf < 87" obtenemos

I < Cp 1 (6_n+(n A)(2n 1)) Z p

i1=1

-1
6p’k—n

r_1 (n=k)2n-1) k)(2n n\P'~
< CP (6 n+——>—" )

< Cpr_ 1 5p;(k_n)+(p;_ 1) (nfk)z('Zlnfl)
Cp _16<k n(p’ 1).
Luego, (3.20) se sigue de inmediato y por lo tanto,

1M 6f||u’(w WEny S Ci /p5 =) 1Al 20y -

Finalmente,
@)
” 6f||U(Qo) - Z ” 6f||u<w Y(Eny)
¢ .
< Z Cind ||f||Lp(7Q0)
w=1
k=n
< Cend ™ 1 fllrgy) »
como queriamos probar. O

Notemos que si p” — oo, entonces p = ﬁ — 1. En el siguiente corolario extendemos
el resultado anterior al caso p = 1.

Corolario 3.4.6. Paratodo0 <5< 1,peTy fe L' (7Qy),

1M 5110y < Crtd M lrrgy - (3.23)
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Demostracion. Sea f € L*(7Qy)y p = pf”—_ll con 2 < p’ entero.

Como estamos trabajando sobre un espacio de medida finita, tenemos que || f1|, — [I£1l;,
cuando p’ — oo. Del mismo modo, como M' ;f sJ estd acotada, obtenemos que ||M£ sf || -
g ’ p

”M,ﬁ,& f ||1 cuando p’ — oo. Luego, haciendo tender p’ a infinito en (3.19) obtenemos lo
pedido.

O

3.5. Estimaciones en L” para el operador maximal

Teorema 3.5.1. Dado 0 < k < n, 1 < p < o0 ye > 0, existe una constante positiva
C(n,k, p) tal que

73| < C(n, k, )6,
Sl @e)—Lr ) p

para todo 6 € (0, 1).

Demostracion. En lo que sigue Cy, es una constante positiva que depende de k 'y n'y su
valor puede cambiar de una linea a la otra.

St f € L*(7Qy), trivialmente tenemos que
||M§,6f||Lw(QO) < ||f||L°"(7Qo) ’ (3.24)
es decir, 1\7’; 5 es de tipo fuerte (co, 00).
Por el Corolario 3.4.6 tenemos que 1\713 s €s de tipo fuerte (1,1), pues
MEA| < Clud ™ IS
M} 51 oy < Cend ™ Iflliagy) -

Aplicando el Teorema de Interpolacion de Riesz-Thorin (Teorema 1.2.9) con py = go = 1,
P1=q1 =0, My = Ck,,,ékz;n" y M; = 1 obtenemos que

A7k 1/p okt
(L% ||Lp<Q0) < G 67 1 fll gy » (3.25)

paratodo 1 < p < co.

Notemos que el resultado obtenido en (3.25) es independiente de la funcién p. Luego,
por el Lema 3.3.10 tenemos que

k 1/p Ghen
M5 £]sion) < w8 1 fllorgn - (3.26)

Seaz=(z1,...,2,) € Z" y tomemos

O, =lz,zaa+ D X...X[zp,2,+ 1). (3.27)
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Observemos que la acotacion obtenida en (3.26) es invariante por traslaciones, es decir,
continua siendo valida si reemplazamos Q, por Q.. Esto nos permite extender el resultado
a todo R". Mas precisamente, si f € LP(R"),

D / 1o, |MEFOOP dx

z€ZM

< ) 1Mo,

z€Zl

|MEf(o)lPdx =
Rn

< Cppd ™ / lf ()P dx
ZEZZ; 70.

= Ciad ™ / [Z 17Q2<x>) FP dx
Rn

€7

<C'Cuid™ |IfI7

LP(RM) °

donde C’ = ||ZZ€Z” 17Qz(x)||oo es una constante finita que depende sélo de n.

Luego,

M|,y < €O IO 1Sl

paratoda f € LP(R"). O

En la siguiente proposicion probaremos que el resultado obtenido en el teorema anterior
es casi sharp.

Proposicion 3.5.2. Dado 0 < k < n, 1 < p < o0y e > 0, existe una constante positiva
C'(n,k, &) tal que
k ’ knyg
|ME|,,_.,, = C(nke)-577.
Demostracion. Por el Corolario 2.4.2, existe un conjunto compacto B que contiene el
k-esqueleto de un n-cubo con centro en cada punto del [0, 1]” tal que

N (n—k)(2n - 1)'

dimg(B) = k
2n

Los k-esqueletos contenidos en B pueden tener lados de longitud 2rconr < 1o r > 2.
Como el operador M§ s6lo promedia sobre k-esqueletos con lados de longitud 2r, 1 <
r < 2, el primer paso serd construirnos, a partir de B, un conjunto B que s6lo contenga
k-esqueletos en estas condiciones.

Sea h : [0,1]" — (0, +o0) la funcién definida como A(x) = r,, donde x es el centro del
k-esqueleto Si(x, r,) C By definamos los conjuntos de nivel H,, := h~'(2"™, 2", m € Z.
Siguiendo la construccion de B en la demostracion del Teorema 2.4.1 se puede ver que h
es medible.
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Ahora bien, como [0, 1]" es la unién disjunta de los conjuntos H,,, existe algin m tal
que L,(H,,) > 0. Trabajaremos con este m el resto de la demostracion.

Consideremos la funcién bi-Lipschitz g : R" — R” definida como g(x) = 27"x. El
nuevo conjunto B := g(B) contiene k-esqueletos con centro en cada punto de H,, y lados
de longitud 2r, 1 < r < 2. Mds atin, por la Proposicién 1.1.11 tenemos que dimg(B) =
dimg(B).

Usando la definicion de dimension box dada en la Proposicion 1.1.10, obtenemos una
estimacion para la medida de Lebesgue de Bs en términos de . En efecto,

1 B - —k
tim 28 LB i) = =K
6—0 logd 2n
Entonces, dado £ > 0 _
e < log L(Bs) B n—k < pe
log 6 2n
para todo ¢ € (0, 1) y por lo tanto,
N n-k
L(Bs) < 62n 7%, (3.28)

Mas adelante veremos como se puede estimar la medida de este conjunto de manera mas
precisa y de forma que no dependa de €.

Sea f la funcién indicadora de By. Para todo x € H,,, S(x,r,) C Bcon1 < r, <2y
entonces

N
M@ zminf oy 1.

Si,é(x,rx)

Tomando norma,
M5 £y = LCH'? (3.29)

y luego, por (3.29) y (3.28) obtenemos que

Mkf” L(H 1/p k—n
k || 6/ llLe (Hpn) ’ nL e
M3, = > = > Cnke)s o
e =k
como queriamos probar. O

Una estimacion mas precisa de la cota inferior.

Siguiendo la construccion de B hecha en la demostracion del Teorema 2.4.1 podemos
encontrar una estimacion para la medida de Lebesgue de Bs que no depende de €.

Sea A C R el conjunto compacto construido en la demostracion del Teorema 2.4.6 para
t = 1. Podemos asumir que A C [—a, a], para algin a > 0. Por el Teorema 2.4.1 podemos
tomar B = e[ »1 [T} Ar,j, donde

A siiel
Arj= { [—a,a] si no.
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Notemos que []}.; A;; estd formado por (n — k) copias de A y k copias del intervalo
[—a,al].

Denotaremos por Ns(X) al menor nimero de conjuntos de didmetro a lo sumo é que
cubren X.

En la demostracion del Teorema 2.4.6, probamos que el conjunto A satisface las hipote-
sis de la primera parte del Lema 2.4.5 con [; < O(i** — 1), d; = 2*"*'8; y 6; = f—n, donde
Bi = (i—1)!">"ei € N. Siguiendo la demostracién de este lema 2.4.5, tenemos que

Ns(A) <1y ...[; < CLit™!, (3.30)

donde C; es una constante positiva (podemos asumir > 1) y ¢ es elegido de forma que

i dj<o6< idj.
j=i+l j=i

Por (2.8) tenemos que Z;’;i < (Cd, para todo i y entonces,

din < id,<5<2d,s€d,-.

j=i+l =i
Usando que d; = 2*"*'3; = 2*"*1(j — 1)!7?" en la desigualdad anterior, nos queda
22N <5 < 22O - D) (3.31)
Combinando (3.31) con (3.30) tenemos
 on— - 221
Ns(A) < CLi™"°6 2.
Probaremos que existe una constante absoluta C > 0 tal que
N(;(A) < 6—%—6‘/10};10{;(1/6)'
En efecto, si i es suficientemente grande, "' < CI'y C} < (2C,)™". Entonces i*'C}) <
(C%n—l)i—l = C;_l y

2n—1

Ns(A) < C5'6™ .

Por la férmula de Stirling , si j es suficientemente grande,

log(j) : o
=55 <log(j1) < jlog(). (332)
Aplicando (3.32) con j =i — 1, y usando que log(i — 1)/ logi — 1,

log((i — D)

log(C5") = (i = 1)1og(C3) =: C4(i — 1) < 2C,4 og(i — 1)

C C
< — log((i — DN* < —log(s™")
logi logi
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y por lo tanto,
i-1 _ ¢—Cs/logi
Cy <o e

Por (3.31), si 6 es suficientemente chico
log(1/6) < log(i!*") < 2nlog(i!)
y usando nuevamente (3.32),
log(1/6) < 2n(ilogi).
Tomando logaritmo en la desigualdad anterior,
loglog(1/6) < log(2n(ilogi)) < nlog(i).

En conclusién,

Ns(A) < Ci'67™ < 5% ~Calloei < 557 =C/loglog(1/0)

con C =2Cs5 > 0.

Ahora bien, usando la estimacion de Njs(A), vamos a acotar Ns(B). Cada intervalo
[—a, a] se cubre con 2ad~! intervalos de didmetro §. Para cubrir el conjunto ]—[’}:1 Ajjcon
conjuntos de didmetro ¢, alcanza con cubrir los k intervalos [—a, a] y los n — k conjuntos
A que lo forman. Luego,

n
2n—1
N [1_[ AI,,,') < Qa)ls x 5 CEel loglog(1/6))

j=1

Como B = |J e[ [1}-1 Arj, tenemos que B se puede cubrir con

2n—1
N(S(B) < Cn,ké_k_(n_k) 5= —C/loglog(1/6)

conjuntos de didmetro a lo sumo 6. Ahora bien, si tomamos un n-cubo de lado 26 que
contenga a cada uno de estos conjuntos, tenemos que

L(Bé) < (25)”N5(B) < Cn’kdné_k_(n_k) 251 —C/loglog(1/6)

k=n _
< Ck,n6 5, —C/log log(l/é).

3.6. Extension

Cuando definimos el operador maximal asociado a los k-esqueletos de n-cubos en la
Seccion 3.2 nos restringimos s6lo a k-esqueletos con lados de longitud 2r, 1 < r < 2. En
esta seccion extenderemos los resultados del Teorema 3.5.1 para una versién un poco mas
general del operador maximal asociado a los k-esqueletos.
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Definicién 3.6.1. Para f € L} (R") definimos

Mf(x) = sup Alf(x),

r:R"—(6,2]

donde N .
A f() = m / )l d.
o T LT o sty

Probaremos el siguiente resultado.

Teorema 3.6.2. Dados 0 < k < n enterosy p € [1, ), existe una constante positiva C,
tal que

k-n
||M f||LP(R" < Cn,ké‘znp ”f”L/’(]R”) s
para toda f € LP(R").

Comencemos observando qué sucede si, en lugar de considerar 1 < r < 2, tomamos
2'<r<2™ conteZ.

Definicion 3.6.3. Sean 0 < k < n enteros dados y 0 < 6 < 1. Si f € L} (R"), definimos

1
Mt f(x) = su mm—/ lf )l dy, (3.33)
oo 2‘<r<I;+1 =t LS 1o (6 1) I oo iy

donde t € Z esti fijo.

Por un argumento de re-escalamiento, podemos ver que el comportamiento del opera-
dor definido en (3.33) es esencialmente el mismo que el operador M*, donde 1 < r < 2.

Lema 3.6.4.

M5l = 21054

LP—LpP LP—Lpr "

Demostracion. Sea2' < r < 2™ 7 = 27ry §;5(x,7) el k-esqueleto de un n-cubo con
centro en x y lados de longitud 2r.

Haciendo un cambio de variables obtenemos

/ Oy = / | @) 2"y,
RYANER)) N 11<,2-f S@7xP)

donde S ,-5(27"x, 7) es un (27'6)-entorno de un k-esqueleto con centro en 277 x y lados de
longitud 27, 1 <7 < 2.

Usando 3.1 tenemos que

7[ oty = L@ r))][ @iy 27d
y = y y
e L(S],(x, 1) @)

k271§

_ 2][ @)l dy.
SJ 27x,F)

k271§
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Si g(-) = f(2"), de la igualdad anterior se sigue que
M;, f(x) = 2M5 ,58(27'x), (3.34)

donde el operador de la derecha no es mas que el operador definido en (3.6) con 2776 en
lugar de ¢.
Observemos que si 1 € LP(R") y a € R, entonces [|(ax)||, = a™p (Ol a € R.

Tomando norma en (3.34) y usando la observacion anterior,

M3, M358,
A1, A1,
Il
2mir gl
M358,
llgll,
Finalmente, por (3.8)
”M(l;t”u—mp =2 ||M§”6| LP—LP’
como queriamos probar. O

Observacion 3.6.5. Combinando la cota inferior obtenida en el Teorema 3.5.1 junto con
el Lema 3.6.4 tenemos que,

C'(n, k, £)(27'8) 5 < 2||Mb_, |

_ k
- ||M5,t||Lp_>Lp :

LP—LP

Ahora bien, consideremos el operador definido en (3.5),

N

1
M f(x) = supmin ——— / |F ()| dy.
° r>(I)) = LS (x5, 1) ]

Para cualquier t € Zy f € LI (R") vale que M’g f(x) > Mé"t f(x). Tomando normas y

loc
usando la desigualdad anterior, tenemos que

M > C'(n, k, £)27'6) 5

o
SllppLp

para todo ¢ € Z. Entonces, si permitimos k-esqueletos con lados arbitrariamente grandes,
es decir, 2/ < r < 2! con ¢ arbitrariamente grande, la expresion de la derecha es tan
grande como se quiera y por lo tanto M no puede estar acotado.

Por otro lado, si permitimos lados mas chicos que 6, S s(x, r) resulta ser un n-cubo
con centro en x y lado de longitud ~ 6. En este caso el operador MY estarfa promediando
sobre todo un cubo, similar al operador maximal de Hardy-Littlewood clasico. Por estas
razones, en la Definicion 3.6.1 consideraremos solamente n-cubos con lados 2r, 8§ < r < 2.
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Demostracion del Teorema 3.6.2. Fijemos una funcién r : R" — (9,2] y consideremos
los conjuntos de nivel
Q :={xeR": 2" < r(x) <2

Si log es el logaritmo en base 2, entonces

0

> / (A, f(x))" dx

1=Llog(6)] / <¥

/ (AL, f () dx =
Rn

0
>, [ ooy x
t=llogs] &'
0

2. Ivsorll

t=|logé]

IA

IA

k=n » 0 t"_—k
< Cud 7 IIfI Y, 2

t=—00

k=n
= Cod T NIfIL.

Como esto es valido para cualquier funcién r, obtenemos lo que queriamos. O

3.7. Aplicacion

El siguiente corolario del Teorema 3.6.2 recupera parcialmente el resultado del Teore-
ma 2.3.1, item (b) para el caso en que dimg(S) = n.

Corolario 3.7.1. Sean A,B C R" dos conjuntos acotados tales que dimg(A) = ny B
contiene el k-esqueleto de un n-cubo con centro en cada punto de A, entonces

. 1k
dl_mB(B)Zn—§+%

Demostracion. Como B es acotado, re-escalando podemos asumir que todos los n-cubos
tienen lados de longitud 2r, con r < 2. Fijemos 6 > 0. Notemos que para cada x € A;
existe un r € (6, 2] tal que Sy s(x, r) C Bys . Sitomamos f = 1p,, entonces,

M:1p,(x) = 1 paratodo x € Aj.

Luego, aplicando el Teorema 3.6.2 con p =1,
k=n
L(Ay) < |[ME1g,,|| < Cord 20 L(Ba).

Ahora bien, como 6 < 1,

log L(A5) _ log L(Bys) N log C, N k—n
logs —  logé log & 2n
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Tomando limite superior cuando 6 — 0y usando la definicién de dimensién box dada en
la Proposicion 1.1.10 tenemos que

k_
n = dimy(A) > —-= + n - dimy(4).

Luego, como dim;(A) = n, se obtiene que dimy(B) > n+ kz_—n”, como queriamos probar. 0O






CAPITULO 4

Estimaciones de /.” en 1.4

En este capitulo daremos acotaciones de L” en L%, 1 < p < g < oo, para el operador
maximal asociado a los k-esqueletos definido en el Capitulo 3.

Por el Teorema 3.5.1, sabemos que el operador M’g estd acotado en L”, p > 1, y por
estimaciones triviales estd acotado en L™ y también de L' en L. Usando directamente
interpolacién podemos probar que dicho operador estd acotadode L en LYcon 1 < p < g,
pero las cotas que se obtienen no son buenas.

En [KW99], Kolasa y Wolff dan acotaciones de L” en L7 para el operador Rsf :
[1/2,2] — R definido como

R;f(r) = sup lfOl dy,

1
P L(C(;(X, I")) Cs(x,r)

para toda f € LIIOC(R”) yCs(x,r) ={y e R" : r=6 < d(y,x) < r+ ¢}, donde d es la
distancia euclidea. Para tratar este operador utilizan un argumento combinatorio y definen
la nocién de multiplicidad u para una familia de anillos en R2. Ciertas estimaciones para
A permiten obtener estimaciones de L” en L? para el operador Rs. Como consecuencia de
estos resultados, probaron que si un conjunto £ C R” contiene una esfera para cada radio,

entonces dimy(E) =nsin >3 ydimgy(E) > 11/6 sin = 2.

En [Sch96], Schlag aplica estas ideas en lo que denomina el método combinatorio y
obtiene acotaciones de L” en L para el operador maximal circular restringido definido
como

Mesf(x) = sup [ |f(x = ry)ldo(y).
1<r<2 J§1

Siguiendo estas ideas, encontramos acotaciones de tipo débil para el operador maximal

lineal asociado Mﬁ 5 ¥ luego, encontramos acotaciones de L? en L? para el operador M=.

El resto del capitulo estd organizado de la siguiente manera: en la Seccion 4.1 intro-
ducimos una version generalizada del método combinatorio que se aplica a objetos mds
generales que anillos en R? y permite encontrar acotaciones de tipo débil para ciertos
operadores maximales. Aplicando este método al caso particular de los k-esqueletos, en
la Seccion 4.2 obtenemos una estimacion de tipo débil (1, ¢), ¢ > 1, para el operador M’;’ 5
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En la Seccién 4.3 mostramos las estimaciones encontradas de L” en LY, 1 < p < g, para
el operador maximal asociado a los k-esqueletos y ademds, probamos que dicho operador
no estd acotado si p > ¢. Por dltimo, en la Seccién Seccion 4.4 damos resultados para el
caso en que el operador maximal que consideramos no tiene restriccion sobre la longitud
de los lados de los k-esqueletos.

4.1. El método combinatorio

Sea Q2 C R" un conjunto boreliano e I un conjunto de indices. Para cada x € € conside-
remos ‘H, = {H,,} una familia de conjuntos con medida de Lebesgue finita y positiva
en R". Pedimos ademds que inf,(inf,c; L(H,,)) > 6" paraalgin 7 € Ry 0 < ¢ < 1. Intui-
tivamente podemos pensar que H, , son conjuntos definidos a escala 6 y que todos tienen
medida de Lebesgue de orden 67. Por ejemplo, Q = R?, I = [1,2]y H, = {Cs(x, ")}rers
con Cs(x,r) ={y e R? : r =6 < d(x,y) <r+6}.

Supongamos que existe una constante C > 0, independiente de x, tal que

didgm [{x} ul H] <C. 4.1)

rel

Es decir, para cada x, pedimos que todos los conjuntos H, , estén contenidos en la bola
euclidea n-dimensional de centro x y radio C.

Consideremos el operador maximal 7 f : Q — R definido como

1
T =
S =sup 7S

/ ) dy. 42)
H,,

paratoda f € L! (R").

loc

Fijemos £ C R”" un conjunto acotado, 0 < A < 1 y consideremos el conjunto

F:={xeQ:Tlyx)> ) (4.3)
={xeQ:@rel) LH,, NE)>A1LH,,)).

Por la condicién (4.1), el conjunto F resulta acotado.

Sea {x;}"_; un conjunto é-separado maximal en F' y tomemos r; € I de forma que

L(H,,, NE)> AL(H,,,,) (4.4)

J J

paratodo j = 1,...,m. En lo que sigue escribiremos H; en lugar de H., ,, y H; en vez de
H., NE.
A

Consideremos la funcién de multiplicidad Y definida por

T(x) = Z Ly (3).

J=1
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Siguiendo las ideas planteadas en [Sch96, KW99], definimos la nocién de multiplicidad
1 como el menor entero para el cual existen al menos m/2 valores de j tales que

. A
Li{veH) Y@ <puf = S LH).
De manera andloga, podemos encontrar al menos m/2 valores de j para los cuales
. A
Lixe Hj - Y 2 p) 2 5 LH).

El objetivo es encontrar cotas superiores para p en términos de m, 1y 9.

Notemos que

Ydx= ) LlxeH;: )<y > gmaf. (4.5)
J

uL(E)> /

{xeE:Y(x)<u}

El siguiente lema caracteriza las estimaciones sobre u requeridas para obtener estima-
ciones de tipo débil (p, g) para el operador T definido en (4.2).

Lema 4.1.1. Seaa >0y 0 < B < 1. Supongamos que para toda eleccion de un conjunto
acotado E, 0 < 1 < 1y 6 > 0, tenemos que u < KA *mP. Entonces, T es un operador
de tipo débil restringido (p, q) con constante CK'/?57, donde p = a + 1,q = p(1 — B)7!,
Y= 117 - 3 y C = C(n, q) es una constante positiva.

Demostracion. Por la Definicion 1.2.12 queremos ver que
LixeQ: (T1p)x) > W1 < CK'Ps 727 L(E)?, (4.6)

para todo £ C R" de medida finitay 0 < A < 1.

m

Primero supongamos que E es acotado. Sea {xj}j:1

para el conjunto F definido en (4.3), entonces

un conjunto o-separado maximal

Li{ixeQ:(T1g)(x) > A} < c,md",

donde c,, denota la medida de la bola euclidea n-dimensional de radio 1.

Usando la cota inferior para la medida de Lebesgue de E dada en (4.5) y la hipdtesis
sobre u obtenemos

K76 L) 2 K'PETY AT (KT (4 2) ! PP
_ 16—7+T/Pm1,;,ﬁ

2
= l(m(s")l/q
5 :

Luego, tomando C = 2c,1,/ . (4.6) vale para todo conjunto acotado E de medida finita.
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Ahora supongamos que E C R" no es acotado. Sean Q,, z € Z, los n-cubos de lado 1
con vértice inferior izquierdo z. Escribamos E = | .., E;, donde E, = EN Q,.

Sea x € Q tal que T1g(x) > A. Existe r > 0 tal que

L(E ﬂ Hx,r) _ £(UzeZ(Ez ﬂ Hx,r)) < Z L(Ez ﬂ Hx,r)

YS"Zwm, T zH. 4 1.y

Z€Z

Por la condicién (4.1), s6lo hay una cantidad finita de valores de z para los cuales
L(E, N H,,) > 0. Si denotamos esta cantidad por c,, podemos elegir z € Z tal que

LENH,) A

> .
-E(Hx,r) Cx

~ A
Tomando ¢ = supc¢, y 4 = —, podemos concluir que
xeQ ¢

(reQ: Tl > c| J{xeQ: 11,6 > ).

Z
Finalmente, usando que (4.6) vale sobre cada conjunto E,, tenemos que

LxreQ: Tl >< ) L{xeQ: Tl > 1

ZEZ

< Y (CKrsT A YIL(E,)

Z€Z

< (CK?&7 17y > LE)

Z€Z

< (CKr6Y 71y (Z L(EZ))p

Z€Z

< (CKr 6 YA Y L(E)»

y entonces 7T resulta ser de tipo débil restringido (p, g) como queriamos probar. O

4.2. El método combinatorio para los & - esqueletos

En esta seccion aplicamos el método combinatorio para el caso particular de los k-
esqueletos y el operador lineal M;f s- 1 bien es un caso particular de lo visto en la seccion
anterior, por completitud incluiremos todos los calculos.

Primero vamos a recordar un par de definiciones que hemos dado en la Seccién 3.3.

- 0o =1[0,D)"y Of = {x1,...,x,}, conu = 67", denota los centros de los n-cubos
semi-abiertos de lado 6, Qy(1), ..., Qp(u), generados por la grilla Qg N 6Z".
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- Para cada funcién p : @y — [1,2] N 6Z, definimos Sy; = Si(xi, p(x), i =1,...,u
la familia de k-esqueletos con centros en Qf asociada a p.

- O, (S i(xi, p(x)) = {’;'{ elige una k-cara de cada unos de los k-esqueletos.
- Para cada k-plano coordenado 7, (ver Definicion 3.4.1) definimos los conjuntos

E;, = {xi € Q; : £, es paralela anw} ,

conl <w< (2)

- La funcion ¢(x) : Qp — Qp, x — x" le asigna a cada punto de Qy el centro del
n-cubo semi-abierto a la derecha con vértices en Qy N 6Z" y lados de longitud 6 que
contiene a Xx.

- Los conjuntos x//‘l(E,Tw), i =1,...,u forman una particion de Borel de Q.

Recordemos que la funcion maximal asociada a (p, k) de ancho ¢ se define como

M f(x) = ) dy,

1
~£(€x,6) Crs
donde £, 5 es un ¢-entorno de £, := O, (S (x", p(x"))).

Como vimos en la observacién 3.3.9, esta funciéon maximal queda completamente de-
terminada por los valores que toma sobre el conjunto Oy = {x;,...,x,} y ademads, basta
considerar funciones f soportadas en 7Q.

En la Seccion 3.4, para acotar Mﬁ s» Tue necesario definir los conjuntos E, y separar

los elementos de Oy de acuerdo a la disposicion que tienen {{’};, ..., t}} en el espacio. En
la demostracién del Teorema 3.4.4 fue crucial hacer esta distincion y trabajar con k-caras
paralelas a un mismo k-plano coordenado r,, para poder aplicar el Lema 3.3.5.

En este caso, necesitamos hacer algo similar. Esta es la razoén por la cual aqui también
trabajaremos con los conjuntos ¥~ (E,), en lugar de tomar directamente Qp.

Sea E c R" un conjunto acotado, 0 < A <1yl <w< (’;) Definimos el conjunto

Fu:={xey ' (E): M\ 15(x) > A}
={x ey N(E,) : LIE N Les) > AL(Ls)) -
Alcanza considerar sélo aquellos conjuntos E para los cuales E N 7Q, # @, pues en caso
contrario F, = 0.

Siguiendo la construccién hecha en la seccién anterior, el siguiente paso es tomar un
conjunto d-separado maximal en F,, y la familia de conjuntos asociados que satisface la
condicién (4.4).
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. B me, ) . )
Notemos que QN F, = {)c.,-}j:l es un conjunto ¢-separado maximal en F,, con cardinal
m,, y para cada x; tenemos que

LENE,) > ALELL). (4.7)

En lo que sigue, escribiremos ({’g)* en lugar de E N [,{’ sy {’g en lugar de f,{’ 5

Si tomamos cualquier otro conjunto d-separado maximal en F,, por como estd definido
el operador Mﬁ s» la familia de conjuntos asociada que cumple la condicién (4.7) es la
misma que si consideramos el conjunto {x j};.":“’l.

Definimos la funcién de multiplicidad asociada a F,, como
Mgy,
Yo=Y 1y
j=1

Siguiendo las ideas de la seccién anterior, definimos ¢ como el menor entero para el
cual existen al menos m,,/2 valores de j tales que

Llee @) T <) = 5L, “8)

Por (3.1) tenemos que L(fé) > 2"7k§"* y usando (4.5) obtenemos una cota inferior
para la medida de Lebesgue de E:

uL(E) > 2" Am,0" . (4.9)

Observacion 4.2.1. Si x € E, como (fé)* C fj, tenemos que

my, m,

To() = ) 1 () < Y1500,
j=1 j=1
Recordemos que las caras {¢',...,{"™} fueron seleccionadas de una familia de k-

esqueletos de acuerdo al Lema 3.3.5 y todas pertenecen a k-planos afines paralelos a
M-
Fijemos jj, y sea x € fé". Usando el Lema 3.3.5 podemos estimar a cudntas otras caras
¢} pertenece x. Mds especificamente, obtenemos que
_ (n—k)(22n—])
Tw(x) < Ck,nmw o ’
para todo x € €§°.

Luego, como esto es independiente del j, elegido, para todo j = 1,...,w vale que

_ (n=b@2n-1)

L{x € (L)' 1 Ty(x) < Crom, " } = L)) = LEN L) > ALLD),

donde en la dltima desigualdad usamos (4.7).

Ahora bien, por la definicion de ¢ dada en (4.8) obtenemos que

1— (i=h2n=1)

u<Com, . (4.10)
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En el siguiente lema aplicamos el método combinatorio y obtenemos estimaciones de
tipo débil para el operador Mﬁ s

Lema 4.2.2. Para todo 1 < g < oo existe una constante positiva C(k,n) tal que

1M} ], ., < Clhk,my 6% 11l i 1<q<q
||1\7I§’5||q,m < C(k,n)§a™™" ILf1 si ¢" < g < oo,

2
paratoda f € LN(7Q0) y ¢* = _(n—ljén—l)'

Demostracion. Consideremos el operador restringido AN/IZj,é : yYE,,) — R, para algin
l <w< (’;) Notemos que la cota superior para u dada en (4.10) vale para cualquier
eleccionde E, 1y ¢ > 0.

(n=k)(2n-1)

Aplicandoel Lema4.1.1cona=0,=1- ST

K = Cy, y T = n—k obtenemos

Llx ey En): M1 > A} < Cus ST L(E), @.11)

2n?

paratodo E C 7Qp y ¢* = n—h2n-1)"

sobre €l conjunto ¥~ (E, ).

Es decir, Mﬁ,& es de tipo débil restringido (1, g")

Como los conjuntos w‘l(E,,w), w=1,..., (’;), forman una particién de Borel para Q,,
por (4.11) tenemos que

6
L{re Qo: Mi1p(x) > A} < Y Lixey  (Er) : M, 150 > A)

w=1

< (’,Z)(Ck,nakz‘n” A LE)

y entonces

1/q" keno g
J < Cloms T AT L(E)

Lixe Qo: M 1p(x) > A

para todo E C 7Q,. Luego, Mﬁ s €s de tipo débil restringido (1, g*), con g* = 2

T 2n?-n+k
Por otro lado, si 1 < g < ¢,
— 1/ — 1/q"
L{x €Q: M;f,&lE > /l} ! < £{x € Q0 M;fﬁlE > /l} !
< Clk, mA~'65 L(E)
y por lo tanto, Mﬁ s €8 de tipo débil restringido (1, g).
Si g > ¢*, tomemos v > 0 de forma que é = q% — v. Trivialmente en (4.10) tenemos

1_(n7k)(22n71) 1_(nfk)(22)171)+v
u<Cm, " < Cramy,



72 Estimaciones de L? en L9

(n— k)(2n 1)

Usando nuevamente el Lema4.1.1 conf =1 — +v,a =0y K = Cy,, nos queda

Llx ey En): ME1p0) > A < CLoi "0 L(E).
Como {w‘l(Eﬂw)}w es particion de Borel de Q,, tenemos que
Llxe 0 Mis1p(0) > )" < Clhk, ot 27 L(E)

y entonces, Mg s €s de tipo débil restringido (1, q), g > ¢".

Finalmente, usando la demostracion de la Proposicién 1.2.13, tenemos que 1\7I£ s €s de
tipo débil (1, g) para todo g > 1, como queriamos probar. O

4.3. Estimaciones de P en 14

En esta seccion mostramos las acotaciones de L” en L? encontradas para el operador
maximal asociado a los k-esqueletos. Para esto usaremos los resultados de la seccién
anterior y técnicas de interpolacion.

Teorema 4.3.1. Sean 1 < p<g< o0, e>0yq* = Para todo 6 € (0, 1) vale

que

(n— k)(2n 1)

k=n . « <z
Ciom™ < ||Mk||LP(R")—>Lq(R") < C16% stg<qp(region)
n_n-k n—k

Choe™ 7 < ||Mk||LP(R”)%L4(Rn) <Cyoi 7 si ¢"p < g (regién 1D)

donde C, y C, son constantes positivas que dependen de k,n,p,q, C; = C|(k,n,p,q,€) y
= Ci(k,n).

Q=

(0,0) (1,00 *

Regiones del Teorema 4.3.1
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Demostracion. Sean 1 < gy < g*. Por el Lema 4.2.2, Mﬁﬁ es de tipo débil (1, 1/gy) con
constante C(k, n)o o y trivialmente se tiene que

1M 51 < 1Al

Aplicando el teorema de interpolacién de Marcinkiewicz (ver Teorema 1.2.10) con py =
1,0y p1 = g1 = oo, paratodo 0 < 6 < 1 tenemos que

132 51|, < Citk, n, o, p) 65 111l

para toda f € LP(7Q,), donde

=1-60 vy = : 4.12)

< -
Q
Q
(=)

Como esto vale para todo 1 < gy < ¢*, tenemos que

k=n
ol ooy < €177, (4.13)

7k

(L7

para cada par (1/p, 1/q) dentro de la regién 1. Por la demostracién del Teorema 1.2.10, la
constante C; tiende a infinito cuando p — 1.

Si g0 > ¢g*, por el Lema 4.2.2, Mﬁ’é es de tipo débil (1,1/gp) con constante

C(k,n)s:~"™_ Usando nuevamente interpolacién con py = 1, g1 y p1 = g1 = oo, para
todo 0 < 8 < 1, obtenemos

1,11, < Cuuko . g0, p) 55+ 5 1111l

para toda f € LP(7Qy) y donde (1/p, 1/q) satisfacen las ecuaciones (4.12). Luego, para
todo par (1/p, 1/q) dentro de la region II tenemos que

1M oll 1oy < Crr 855 4.14)

La constante Cj; tiende a infinito cuando p — 1.
Ahora bien, por (4.13), (4.14) y el Lema 3.3.10 obtenemos

<C1615%z sig<q'p

(L2H P

(4.15)

n_n-k . %
Lr>L9(00) <Cyo4 @ sig>q'p.

k
|45]
Notemos que ambas estimaciones son invariantes por traslaciones, es decir, lo mismo
vale si reemplazamos Qy por Q, = [z1,z1 + 1) X ... X [z, 20 + 1)y2= (21, ...,20) € Z".

Luego, de manera andloga a lo que hicimos para demostrar el Teorema 3.5.1, podemos
extender la estimaciones obtenidas en (4.15) a todo el espacio R" y asi obtener las cotas
superiores buscadas.

Para terminar la demostracion sélo resta probar las cotas inferiores. El caso g < ¢*p, se
obtiene igual que el caso diagonal usando la Proposicién 3.5.2.
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Para el caso g > g*p consideremos f = 1, donde B es el k-esqueleto de un n-cubo
con centro en algin punto x, € R" y lados de longitud 2ry, 1 < ry < 2. Si x pertenece

a un d-entorno de xo, S s(x, 79) C Bgs y entonces, Msf(x) > 1. Como L(Bgs) < 8™ *
tenemos que

k
(1257 P——
P

> Cn,k q
1l

y por lo tanto, ||M§||LP—>U > Cédg_%.

Observacion 4.3.2. Si p > q un ejemplo sencillo muestra que M% no puede estar acotado.
Seal << N € Ny xy € R". Consideremos f = 1;,, donde B es el n-cubo centrado en
Xo con lados de longitud N y tomemos By_g, €l n-cubo con centro x, y lados de longitud
N -6.

Si x € By_¢ entonces S s(x,r) C By paratodo 1 < r < 2y por lo tanto, Mf;f(x) > 1.
Luego,

1M,
4 N -6 n/qN—n/p
T

k
y entonces ||M6||LP—>L4 crece con N.

4.4. Extension

En esta seccion probaremos un resultado analogo al Teorema 3.6.2 , pero para el caso
p # q. Més precisamente, probaremos el siguiente teorema.

Teorema 4.4.1. Si 1 < p < g < oo vale que

IME ey < COF sy si g <p
||M(I§f||Lq(Rn) < Cl5_n(%+$) ”f“l}’(]R") si gp < q,

2n?

55—y C, C’ son constantes positivas dependiendo de k,n, p, q.

donde g =

Notemos que g < g*.
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1
q
(1, 1)
[
no
: 1
(0,0) (1,0) 7

Regiones del Teorema 4.4.1

Consideremos el operador definido en (3.33) y que considera k-esqueletos con lados
2r,2' < r <2™ cont € Z fijo.

Lema 4.4.2.

k _ Amfi-1)41 k
5., = 27672 |k

LP—L4 LP—Ld

Demostracion. Sea f € LP(R")y g(-) = f(2"). Igual que en la demostracion del Lema
3.6.4 tenemos que M, f(x) = 2M; .27 x) y

k Ay k
M5, 11l = 27 || M558 -

Luego, usando que flgll, 2”7 =[£I,

B, Ity Il
A1, 2mIrigll,, lgll,
como queriamos probar. O

Demostracion del Teorema 4.4.1. Fijemos una funcién r : R" — (4,2] y consideremos
los conjuntos de nivel

Q, = {xeR":2" <r(x) <2,

con |logd| <t <0.



76 Estimaciones de L? en L9

Supongamos que g < ¢*p, usando el Lema 4.4.2 y el Teorema 4.3.1

0
/ AnsfCdx < D [ (Asf(x) dx
R? t=llogs] /¥
0
< >0 | (Mg f(x)) dx
t=\logs] ¥ R
0
k q
< ) s,
t=[logd]
0
< Z 212" MlchfzngZ
t=|logd]
0 k
< ) 227CIRTeN T gl
t=|logd]
0 N
= ) 2mCiRTey m |
t=|logd]
k= 0 k=
= 20CIsT || Y 2, (4.16)
t=|logd]
Si % + % - g < 0 (es decir, g < pg), la suma en (4.16) nos queda
3 ol < 3
2\t < Y 27wl < 1.
t=|logd] t=—00

Como esto vale para cualquier funcién r, si p < g < pg vale que
k k=n
M3 £, < Com@ 1ifl,
para toda f € LP(R").

Si '% + % - g > 0 (es decir, g > pg), la suma en (4.16) nos queda

0
k=n,n_n n_n_ k-n
Z 2755 575) < cpppgd 0D,
t=|logd]
Luego, si pg < g < pq" obtenemos

IMf], < o), . 4.17)

paratoda f € LP(R").
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Por ultimo, supongamos que g > pg*. De forma andloga al caso anterior, usando de

nuevo el Lema 4.4.2 y el Teorema 4.3.1 nos queda

0
[ aseoraxs Y, M,
5

t=|logd|
. 0
<CI A L 2t
t=|logd]

k=n
< CI8" || fl1g 6 7Rl

< C'|IfllL 5,
Por lo tanto, si pg* < g < oo,
Vs, < Eem,.
Usando (4.17) y (4.18), st pg < g < oo tenemos que
IMEs|| < a2
6 q - p b
para toda f € LP(R").
Observacion 4.4.3. Si g > gp, se puede probar que el operador

Mif(x)= sup A*;f(x),

rR2—(8,00)

donde

N 1
Ak = mi . / dy,
rof () min 26T, lf Wl dy

S s(xr(x)

(4.18)

estd acotado. Es decir, podemos tomar k-esqueletos con lados de longitud no acotada.
Esto vale porque en la demostracion del teorema anterior podemos considerar [logd| < ¢

y las series que aparecen son convergentes. En efecto, si pg < g < pq”, vale que

[ee]

k—.
E 2455454 < oo
t=1

y entonces,

~Llog ]

(oo} (o]
E 2_’q(%+%‘3) < § 2“1(%—§+§n;2) + § 2—tq(%—§+ﬂ)
=1

t=|logd] t=0

n_n_ k=n

< Conpgd ) 11,
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Luego,
N k|| q cqkn N g2 n-2)
Z ||M6,zf||q < 249545 || 11 Z a5 +5—4
t=[logd]| 1=|log &}

< 21C16%55 |71y (c67755) + 1)
< cs 59 A2,
donde en la dltima desigualdad usamos que % -

1 n—k
- > .
q 2p

Lo mismo sucede en el caso g > pg”, pues Z 2747 < oo y por lo tanto,

=1

k|| ken i

DML < cosme T gy Y 2
t=[logd] 1=|log 5]
0
k—-n
e Vi R el
t=[logd]

< G |If119 .



CAPITULO 5

Estimaciones con pesos

Resulta completamente natural preguntarse cudles son las clases de pesos que carac-
terizan la acotacidén en LP(w) para el operador maximal asociado a los k-esqueletos, es
decir, caracterizar todos los pesos w para los cuales se cumple que

M5 fQOI w(x)dx < C(p,6,w) | 10 w(x)dx, (.1

R R?

para toda funcion f € LP(w).

Un resultado ideal seria encontrar una condicion geométrica similar a la condicién A,
de Muckenhoupt dada en la Definicién 1.2.14 y probar que esta condicion es necesaria y
suficiente.

En este capitulo mostramos los resultados encontrados, hasta el momento, en esta di-
reccion. En la Seccion 5.1 damos una condicién necesaria para que se cumpla (5.1). En
la Seccion 5.2 damos una condicion suficiente, diferente a la condicion necesaria, para
la cual se cumple (5.1) y ademds, damos una dependencia cuantitativa del peso para la
norma del operador en L”(w). Para probar esto, buscamos condiciones suficientes para
la version discretizada y linealizada del operador maximal asociado a los k-esqueletos,
siguiendo la misma estrategia que usamos para probar que el operador M} estd acotado
en L”.

5.1. Condicion necesaria

Sea § la familia de todos los k-esqueletos de n-cubos con centro x € R" y lados de
longitud 2r, 1 < r < 2. Cada elemento de esta familia se denota por S ;(x, r).

Siguiendo la notacién introducida en la Definicién 3.1.1, con S ,{(x, r,j=1,...,N,
enumeramos cada una de las k-caras de Si(x,r). Paracada0 <6 < 1, Sys(x, 1)y S ,’C s(67)
denotamos el 9-entorno de S;(x,r)y S i(x, r), respectivamente.
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Definicion 5.1.1. Sea w un peso, 0 < § < 1y 1 < p < oo. Diremos que w pertenece a la
clase ﬂg”; si

p -1
sup | ——— w wr w | < oo,
$ines \ LS ks(X, 1) J ;00 fro () Sks(er)

donde Qs(x) es el n-cubo con centro x y lados de longitud 6 y £, s(x, r) denota la k-cara de
Sts(x,r) en la cual se alcanza el siguiente minimo:

N 1 / i
min ——— [ w7 dy.
=V LS 5(x, 1)) s

Cuando es finito, el supremo se denotaré por [w] Ak
o.p

Teorema 5.1.2. Sea w un peso en R" y supongamos que el operador maximal asociado

los k-esqueletos M*, para algiin § fijo, estd acotado en LP(w), 1 < p < oco. Entonces, el

peso w pertenence a la clase ﬂg;.

Demostracion. Queremos probar que si M’g satisface (5.1) para algun peso w, entonces w
satisface la condicion dada en la Definicion 5.1.1.

Dado X € R", consideremos S (X, 7) € Sy la funcion f1g, . Sea Qs5(X) el n-cubo con
centro X y lado de longitud ¢. Para cada x € Qs(X), vale que

Siks(X,7) € Spas(x, ).

Entonces,

N

minf L0l
AYE)

N

min ][ _ |f lsk,(;(x,r>()’)| dy
! S tas®r)

IA

=1 J=

IA

Mis fLs 0 (X).

Usando esta estimacion y (5.1), obtenemos

IA

N p
w(Qs(X)) [f?:lln ]f s @O dy)

J (=
k)

/ M, L, iy COP w(0) dx
Q5(%)

IA

C(46,w) Lf ()P w(x)dx

Skos(X,r)

y esto vale para toda funcién fy r € [1,2].

Si tomamos f = w”"/? en la desigualdad anterior, nos queda

P
wPlp dx] < C(4o,w) w PP dx.

Sks(Xr)

N
Ww(Qs(¥)) [m_fn f
J=1 S

J oz
ko)
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Denotemos por ¢ (X, r) la k-cara que alcaza el minimo, entonces

P -1
w(Q5(%)) (][ wP'P dx) ( / wP'P dx.) < C(46,w),
Cr5(X,r) Skos(X,r)

lo cual es equivalente a

OO ([ g (f o) <o
L(Srs(X, r))( fk,é(i,r)w ) Sk,&(i,r)w * < Clow).

Tomando supremo sobre todos los elementos de S, obtenemos

1 il P i -
sup (—~ wdx) (][ wor dx) (][ w_de) < C(4o,w).
s1@nes \ LS ks(X, 1) J g0 (o) Sia(ir)

Ejemplo
El siguiente célculo sencillo muestra que si w € A, entonces w € ﬂg’;}. Recordemos

que A, es la condicion dada en la Definicion 1.2.14.

Necesitamos acotar la expresion

1 ap’ P ap’ -1
A=——— wdx) (][ w_l’dx) (][ w_l’dx)
(13(5 k(% 7)) J 050) los () Sis(Er)

uniformemente para todo S (%, r) € S. Como €, 5(X,r) C Sys(X, 1),

, p ~ » p
( ][ W dx) < (—L(S k’é(f’ r) wo dx)
L 5(X,r) ‘£(£k,5(x’ r) Sko(X,r)

_ar P
27 w7 dx]|
Sks(%,r)

donde en la segunda desigualdad usamos (3.1) para estimar las medidas de S5 y is.

IA

Usando que Qs(X) y S;s(X, r) estin ambos contenidos en el n-cubo S (%, 2r) con centro
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Xy lados de longitud 4r, obtenemos

1 o N\
A< —-— wdx ][ w a’x)
L(Ss(X,1) Jos ) ( Sia(Er)

Ls@y) [ dx)(ﬂS(fc, ) [ e )”‘1
L(Srs(X,7)) S (%2r) L(S i s(X, 7)) S (%,2r) .

%2\ o p-1

<o M) (][ de) ( £ dx’)

L(Srs(%, 1)) S(%,2r) S(x,2r)

2 n p o p—1

<2v %) (][ de) (][ W dx_)

2"rte" S(E20) SE20)

2 (n—k)p o p—1
&) a(f o)

0 S(x,2r) S(%,2r)

’ p_l
< Cp,n,k,6 sup (f Wd.X) (][ w p dx) ,
0 0 0

donde en la tultima desigualdad tomamos supremos sobre todos los n-cubos Q. Luego,
como asumimos que |x|* € A, el supremo es finito y obtenemos lo que queriamos.

5.2. Condicion suficiente

Para probar una condicién suficiente necesitamos trabajar con la versién discretizada
del operador M’g que definimos en la Seccién 3.3.

La funcién maximal asociada a (p, k) dada en la Definicion 3.3.8 estd definida sobre
el conjunto Qy = [0, 1)" y vimos que los resultados obtenidos eran invariantes por tras-
laciones. Es decir, podemos reemplazar Q, por cualquier n-cubo Q, de lado 1, como en
(3.27).

En este caso, serd necesario tener en cuenta el cubo Q, sobre el que estamos trabajando.
A diferencia de lo que sucede con la medida de Lebesgue, para la cual £(Q,) = 1, para
todo z € Z", la cantidad w(Q,) depende de z.

A continuacién vamos a redefinir la funcién maximal M;f s sobre Q.. Aunque es andlogo
a lo hecho para Q, incluiremos la notacion y las definiciones necesarias.

Definicion 5.2.1. Sean 0 < k < n dos enteros dados y z un punto en Z". Definimos:

1. Q. como el n-cubo semi-abierto a la derecha de lado 1 y vértice inferior izquierdo
Z.

2. Q7 = {x1,...,x,} como el conjunto de centros de los n-cubos semi-abiertos a la

derecha de lado 6, Q.(1),..., Q.(u), generados por la grilla Q. N 6Z*. En adelante,

asumimos que 1/ es un niimero entero y entonces u = .
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3. p: QO — [1,2] N 6Z. Denotamos por I'; la familia de todas las funciones p.

4. {Srit = {Sk(xi, p(x))}. |, la familia de los k-esqueletos con centro x; y lados de
longitud 2p(x;).

5. @, como la funcién que elige (usando el Lema 3.3.5) una k-cara de cada uno de los
k-esqueletos de la familia anterior,

Dy(Sk) = &

e

6. La familia de k-caras que definimos en el item anterior dependen de p, z y k. Para
no sobrecargar la notacidn, no escribiremos la dependencia de k y la denotaremos
por

{0

P2 o4

7. Para cada uno de los k-planos coordenados 7, (ver Definicién 3.4.1), 1 < w < (Z),
definimos los conjuntos

E., ={x;€ Q. : { _ esparalelaa r,}.
8. La funcion ¢ : Q. — QO asigna a cada punto x € Q. el centro del n-cubo de la
forma Q,(i) que lo contiene, para algini = 1,...,u.

Definicién 5.2.2. Sea Q. un cubo fijo,p € I, y0 <6 < 1. Si f € L, (R") definimos la
funcion maximal asociada a (p, k) de ancho 6 como

Msf: 0. >R

: /
() dy,
7 ), 1O
donde ¢, s es el 5-entorno de £, := O, (S (x", p(x7))).

Mﬁ,éf (x) =

Notemos que la definicion es andloga a la Definicion 3.3.8. La tnica diferencia es que
en lugar de considerar Q, trabajamos en algun cubo Q,, con z € Z".

El siguiente resultado es la version pesada del Lema 3.3.10. No haremos la demostra-
cion, pues es esencialmente la misma que ya hicimos, utilizando la medida dada por el
peso w en lugar de la medida de Lebesgue.

Lema5.23. SifeL (R)yzeZ,

1M flliro.m < 3" sup 1ME 35 fllvo.um- (5.2)

pel’;

Si obtenemos condiciones suficientes para que el operador maximal discreto M/’; s €sté

acotado en LP(Q,, w), obtendremos condiciones suficientes para que M(’; esté acotado en
L?(w), al menos sobre cada Q..

Ahora daremos una version pesada de la Proposicion 3.4.3.
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Proposicion 5.2.4. Sea 1l < p < oo, p' = z% 0<d<1,z€Z"yseap €', una funcion

dada. Fijemos un k-plano coordenado nt'y sea s = |E,|. Enumeremos E, = {x,...,Xs}y
escribimos U para denotar el 5-entorno de f;’z, i=1,...,s.

Supongamos que existe una constante 0 < K < oo tal que

<Kk,

S
2.ty
i=1

LP' (1Q,.w'=P")

donde w es un peso sobre Q.. Entonces,

||M§,5f||u(¢/ﬂ(5,,),w) <K ||f||LP(7Qz7W) :

Demostracion. Consideremos los n-cubos Q,(i), 1 <i < s, tal que x; € E,. Entonces,

/ M 5 f(x)"w(x) dx Z / M 5 f(xyw(x) dx
Y (Er) i=1 7 0:()

3 M s w0
i=1

N

Por dualidad existen ndmeros no negativos b;, i = 1,..., s, con Z bf’ = 1, tales que
i=1

— 1/p s _ 1/p
( / My 5 () w(x) dx) (Z(M’;,éf(xi)w(gzm)l“’)l’]
Y~1(Eq) =

DM Fw(Qui) b,

b' )l/p(
; d fd )
,Z‘ L(t) ( /Q z@w x [ dx

1

N

= Zn( R dx),

i=1

P . . I/p
donde en la ultima igualdad tomamos #; = ﬁ ( /. 0.0 W dx) .
5 Z
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Luego,

N

> r,{ ; f(x)dx)

i=1

/7 (Ztlfl]fwl/pw VP dx
(/ fl’wdx) /7QZ [; l‘,-lfé) wP'lp

N
||f||LP(7QZ,W) Z tilffs

i=1 LY (1Q..w=P'IP)
Ko 0. m) »

pues por hipdétesis, la norma de la suma de las funciones indicadoras esta acotada. O

” P 6f||LP(w*‘(En),w)

IA

IA

IA

IA

Definicion 5.2.5. Sean wunpesoenR"y 1 < p < co. Paracadaz € Z"y p € I',, definimos
la cantidad A p’jo . asociada a los k-esqueletos y a w € R” como

u 1 -
[W],5, = md ][ ) >
BT (L(f o) Q(t)w)( "L.z,sw ) -

donde £/ . i s denota el 6-entorno de £ ; .-

Como queremos tener control sobre todo z y toda funcion p, definimos

p-1
1 -
[w],s, := supsup max w ][ wr . 5.4)
AT ez per. i=1 L(f -6) Jo s
Diremos que w € Af," si [w] s, < 0.
P
Notemos que la geometria del problema se ve reflejada en la asimetria de los promedios.

Para el caso p = 1 tenemos la siguiente definicion.

Definicion 5.2.6. Sean w un peso en R”, z € Z" y p € I',. Definimos la cantidad Af"p .
asociada a los k-esqueletos para un peso w € R” como

= mix| o [l
Hoe L&, Jow L)

Para tener control sobre todo z y toda funcion p, definimos

1
[w] s := supsup max wil| Lo
Ay z€Z" pel, i=1 £(€l 6) 0.0) || ||L (fﬁz)

Diremos que w € Afk si [w]s¢ < co.
1
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. .z Sk .
Proposicion 5.2.7. Sea w € A}* para algin 1 < p < oo.
1. Las clases Af," son crecientes, es decir, si 1 < p < g < oo,

2. lim Wl = Dol

Demostracion. Sea 1 < p < g, vamos a probar que A C AS *. Primero, observemos que

sip<g,entonces0<q —1<p’ —1<ooys11<r—,—1,entoncesr £— . Usando
esto, tenemos que
1
1 ~ ~ q’' -1
[ a / ) = Za o\, v )
~£( 5) -£( p,z,é) €;> 5
. 1r 1r\ 75T
« alll e 1))
L(ﬁ;’z,(g)q_l s - foo
1
1 / . ,_1]”"‘ N
< ——— || oY L)
L& ) o, peo
1
< ; ( —I)P’—l " L(fi )P
- .E(fl D e v P
.20
p-1
<zl )
L(fp’z,(g)p_ 14 »

s
y por lo tanto, como w € A))f

| g-1 1 -1
( wdx] (][ wl_q/] ( wdx] (][ wl_”’) < 00,
L&, .5 Jo 6o L&) o bes

paratodoi=1,...,u,pel,yzeZ"

Tomando maximo sobre i y supremos sobre p € I', y z € Z", obtenemos el resultado
buscado.

Para el caso p = 1, usamos que
< sup w) " =w|
[.5({ z5)/ ] xef}) » ” ||L Gzo)

Ahora probaremos el segundo item. Por 1, tenemos que [w],s;
p
p> 1

[w],sc para todo
1
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Para completar la prueba, alcanza con probar que dado £ > 0, existe 6 > 0 tal que
[Wlas 2 [wls — &,

paratodo p < 1 + 6.

Notemos que

-1 ,%1
[ / wl=P dx) = [ / (w lde
LX) L)

1 -1

Ll ) ”W e
052,

— 1 -1

-z
0.2,

donde en la dltima linea escribimos r = p’ — 1.

Es sabido que |[f]l,- = ||fll,~ si r = oo. Entonces, dado & > 0, existe N € N tal que si
r>N,
1

-1
| < +&/2.
||Loo([p£’5) "L(f[pzé)l/r /

”W W_1||L"(£fz)

O también, podemos decir que existe d > 0 tal que
p-1
-1 1 -p
w . dx +¢&/2,
|| ||L°°(€ ’5 (L(fz 26)/ ] /

Sea & > 0 como arriba, existe z € Z",p e, e 1 <i <utal que

sip<od+ 1.

! -1
2@ _)) Jo de] e

p-1
S( 1 wdx ]( / 1"%z’x] + &/2.
L, .5) Joui L, .5

Luego, comow € Af,k obtenemos que

(W] ,s¢ — gl2 < [

[W]A‘;k — & S [W]A;k .
O
Teorema 5.2.8. Sea w un peso en R". Siw € Af,k y p’ € N, entonces
1/ (n— k)(2n D \1 l}
(5f||L1’(Q w <G p5( ") [W]/;sk 1A 170,09 5 (5.5)
ppsz

para toda f € LP(7Q,, w).



88 Estimaciones con pesos

Demostracion. A lo largo de esta demostracion Cy, es una constante que depende de n, k;
su valor puede ir cambiando de una linea a la otra.

Fijemos 7 un k-plano coordenado y sea s = |E,|. Veamos que

(n—k)(2n—1)
2n —l’l)

1
v 1p o(@BeeD N1
My, s et Eom < Cry o Pwlis, Ifllrag.m -
pp2

Por la Proposicion 5.2.4, es suficiente probar que

p/
A
’
1. P Ip (SRR )2 1 P
Dol o T 1
i=1 L (1017

PaPsZ

donde £} es un §-entorno de é’f),z y los #;’s estan definidos por

b, (/ 1/p Zv: )
= — wdx) , by =1. (5.6)
1651 \J 0. —

Como p’ es un entero positivo,

s v s '
1- / 1 1,
Ztilt’g = Z ty i, w PG NN )
i=1 LY (10, wi=P") il =1
ST 1/ ( pit i\
= 3 (o 7@ n...neh)
[]yenes iP/ZI j:]

p 1/p

IN
I
ST

S

<,

S

o 2
>

>

oi\;?

(5.7)

En el dltimo paso usamos la desigualdad de Holder generalizada. Cada unos de los p’
factores obtenidos tienen la misma cota, con lo cual sélo analizaremos uno de ellos. Por
ejemplo, tomemos el primero:

N N N

Ahora bien, en la ultima suma, para cada i; fijo, s6lo hay q considerar las tuplas
(iny ..., i’p), I, ..., i’p = 1,...s para las cuales {;, N ... N &p, # (. Con un razonamiento
andlogo al de la demostracién de la Proposicion 3.4.5 y usando el Lema 3.3.5 obtenemos

que
N

l=p' i iy =1 (@R -1y 1-p! pi
Z W p(fgnm_”mf(;)scik 5( 2Uon)(p I P(f(lsl).
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Luego,
P’ ; (n— k)(2n D_
i 3 (] ¢ enamEr s
=1 i,.., p’ j=1 i1=1
s . p'-1 bp'
< gl D Zwl_pf(&l)(w(gz(u))]
> L A
Py L&) L&)
N
1_1 o == 1 )L ,
< Cf:,k 5( St —n)(p' - )[W];S,I( bel
Pt =1
y
S
Popl=p (p by =1 s n ) =1 117
>Todw @ ngyy <t []Sk

Appz

La misma estimacion vale para los p” — 1 factores restantes que aparecen en (5.7) y que
tienen que ver con t;,, . .., ty. Por lo tanto, concluimos que

Lt R e 1
HZ lilff; < Ck’; o7 ( 2n n) [w f(‘ps—kl)p
' LY (70 w17") e
1/ (n=k)2n—-1) k)(2n 1 1/
< e ET ) e
th
y obtenemos
l/p (n— l()(2n D_ l/p
|| pﬁf”u’(w (Ey, v = Cin s (TE T ls 1A o700 -

PP

Como este resultado es independiente del k-plano coordenado que elijamos, usando que
los conjuntos {zp“(E,,w)}, w=1,..., (Z), forman una particiéon de Q, obtenemos

)
||M£,6f||iP(Qz,w) < Z ||M£’5f||ip(¢-1(E,rw),w)
w=1

(n—k)(2n—1)

<Cppo " [W]A,S/in ||f||LP(7Qz,w) .
como queriamos probar. |

Corolario 5.2.9. Sea w un peso en R". Si w € Afk, entonces

(n= k)( n—1)

I} 5 lesigum < Cuad™™ 5wl Wfllrgm (5.8)

para toda f € LP(7Q,,w).

Demostracion. Sea w € Ask Por la Proposicion 5.2.7 tenemos que w € Af,k para todo
1 < py ademaés [w ]A/ P [w], Si si p — 17. De manera similar a la demostracién del

Corolario 3.4.6, tomando hmltes en (5.5) obtenemos el resultado buscado. O
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En el siguiente teorema damos condiciones suﬁc1entes para que (5.1) se cumpla para
una sucesion de valores de p de la forma p = > +—,con2 < p’ eN.
Teorema 5.2.10. Sea w € A,S,k un pesoenR"conp >1y6>0.Siparap > 1, p' € N,
entonces
((n k)(2n-1) n)

1/ 1/
1M fllroy < C, p5 [W]ASIZHf”LP(w),
P

para toda f € LP(w).

Demostracion. A lo largo de esta demostracion Cy, es una constante positiva que s6lo
depende de k' y n y su valor puede ir cambiando de una linea a la otra.

Usando que R" = | J 7« Q., calculamos la norma en L”(w) como

MO dx = > / Lo M fPwx) dx < > M|}, 0

ez 7€7n

Ahora bien, usando (5.2) podemos controlar el operador maximal M§ sobre Q. con su
version discretizada M ﬁ s de la siguiente forma,

Z ||M§f||LP(Q Wy = Z sup || 36f||Lp(Q W)

zeZ" z€Z" per
(n—k)(2n-1)

< Ck,né wo " [W] Sk Z ||f||Lp(7Q W)

Z€Z"
(n=k)2n-1) _

< Cind 5 5 1 g0

donde en la penultima desigualdad usamos Holder y que ||Zz€Z” 17Qa||oo < oo. Concluimos

que
((n 2n-1) n)

1M1, < o ”” 50 1oy

y asi completamos la prueba. O

Nota 5.2.11. A diferencia de lo que sucede con los pesos A, de Muckenhoupt y el ope-
rador maximal de Hardy-Littlewood, el Teorema 5.2.10 s6lo considera aquellos valores
de p para los cuales p’ es entero. La razén es porque en su demostracion aplicamos la
Proposicion 5.2.4 y expandimos la norma de una suma finita de funciones indicadoras,
lo cual fue posible para dichos valores de p’. En el caso sin pesos, la estimacion para los
demas valores de p sale usando interpolacion. En este caso tendriamos que usar un teo-
rema de interpolacion con cambio de medida, como por ejemplo [BS88, Teorema 4.3.6].
Esto es valido en el caso clasico de los pesos A, y se puede ver en [Jon80]. Alli se usa
la propiedad de factorizacion de los pesos A, como pesos de A y en este contexto de los
k-esqueletos, no sabemos si esta factorizacion es valida o no.
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El mejor resultado que podriamos obtener seria el siguiente: como M~ estd acotada en
LP'(w) para todo w € Af,{‘ y en LP*(w) para todo w € Aig’ , entonces M§ esta acotada en

L?(u) con
u=w'w,”> - = —
P D1 p2
. . S .
La pregunta es como probar que cualquier peso en A,* se puede escribir de esta manera
sin usar factorizacion.

o Lo R
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