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Construcción y simulación perfecta de

campos Markovianos con spines acotados.

Resumen.

El objeto de este trabajo es la construcción y simulación perfecta de medidas de prob-

abilidad sobre espacios compactos de la forma [a, b]L, donde a, b ∈ R (a < b) y L es un

conjunto de ı́ndices que puede ser finito o infinito numerable.

En el caso finito L = {1, 2, · · · , d} y el objetivo del trabajo es la simulación perfecta

de distribuciones absolutamente continuas respecto de la medida de Lebesgue. En el caso

infinito numerable L es el reticulado d-dimensional Z
d y el objetivo del trabajo es la simu-

lación perfecta de las distribuciones finito dimensionales de medidas de Gibbs compatibles

con especificaciones locales inducidas por un potencial de rango finito.

Ambos problemas se resuelven construyendo versiones estacionarias de procesos Marko-

vianos, denominados Gibbs sampler, cuyas marginales temporales son las distribuciones

objetivo. Los procesos pueden construirse usando la construcción gráfica de Harris [8] y

una variante del algoritmo de Propp y Wilson denominado Coupling from the past [13].

Trabajando sobre ideas desarrolladas por Fernández, Ferrari y Garcia para estudiar

medidas de equilibrio de sistemas con exclusiones en reǵımenes de alta temperatura, [3]

y [4], mostramos que la construcción del proceso estacionario en volumen infinito puede

relacionarse con la ausencia de percolación en un proceso de percolación orientada. Esta

condición es suficiente para demostrar otras propiedades del proceso y de sus medidas

invariantes: unicidad, ĺımite termodinámico, decaimiento exponencial de las correlaciones

espaciales. En particular, como un corolario de la construcción, se obtiene como resultado

la existencia de una única medida de Gibbs compatible con las especificaciones locales

inducidas por el potencial de rango finito.

En una segunda parte del trabajo probamos que procesos Gaussianos atractivos en

[a, b]Z
d

tienen una única medida invariante y como consecuencia hay una única medida de

Gibbs asociada a las especificaciones locales correspondientes.

Palabras clave: Simulación perfecta, Gibbs sampler, spines acotados, potencial de rango

finito, ausencia de transición de fase.
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Construction and perfect simulation of

Markov fields with bounded spins.

Abstract.

The subject of this work is the construction and perfect simulation of probability mea-

sures on compact spaces of the form [a, b]L, where a, b ∈ R (a < b) and L is a finite or

countable index set.

In the finite case L = {1, 2, · · · , d} and the subject of this work is the perfect simulation

of distributions absolutely continuous with respect to Lebesgue measure. In the countable

case L is the d-dimensional lattice Z
d and the subject of this work is the perfect simula-

tion of finite dimensional distributions of Gibbs measures compatible with a given local

specification induced by a finite range potential.

Both problems are solved by constructing stationarity versions of Markov procesess,

called Gibbs sampler, whose time-marginal distributions are the target distributions. The

procesess can be constructed using the Harris graphical construction [8] together with a

particular version of the coupling from the past algorithm of Propp and Wilson [13].

Working on ideas developed by Fernández, Ferrari, Garcia for the study of the equilib-

rium measure of systems with exclusions in the high-temperature regime, [3] y [4], we show

that the construction of the stationary process in infinite volume can be related to the ab-

sence of percolation in a related oriented percolation process. This condition is suficient for

show other properties of the process and its invariant measure: uniqueness, termodinamic

limit, exponential decay of the spatial correlations. In particular, we obtain as a corolary

of the construction, the existence of a unique Gibbs measure compatible with the local

specifications induced by a finite range potential.

The second part of this work considers atractive Gaussian procesess on [a, b]Z
d

. We

show that those systems have a unique invariante mesaure. As a consequence, there exists

a unique Gibbs measure associated to the corresponding specifications.

Keywords: Perfect simulation, Gibbs sampler, bounded spins, finite range potential, no

phase transition.
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los profesores Antonio Galves y Luiz Renato Fontes de quienes aprend́ı valiosas ideas sobre
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Introducción

El objeto de este trabajo es la construcción y la simulación perfecta de medidas de

probabilidad sobre espacios compactos de la forma

[a, b]L := {η : L → [a, b]} = {η = (η(i) : i ∈ L) : η(i) ∈ [a, b]}, (1)

donde a, b ∈ R (a < b) y L es un conjunto de ı́ndices que puede ser finito o infinito

numerable.

En el caso finito L será el intervalo {1, 2, · · · , d} y el objeto del trabajo es la simulación

perfecta de distribuciones absolutamente continuas respecto de la medida de Lebesgue. En

el caso infinito numerable L será el reticulado d-dimensional Z
d y el objeto del trabajo

es la simulación perfecta de las distribuciones finito dimensionales de medidas de Gibbs

compatibles con especificaciones locales inducidas por un potencial de rango finito.

Ambos problemas serán resueltos construyendo procesos Markovianos estacionarios

cuyas marginales temporales sean las distribuciones objetivo. Estos procesos se construirán

como funciones determińısticas de procesos de Poisson marcados estacionarios (construc-

ción gráfica de Harris [8]). A lo largo de todas las construcciones usaremos como herramien-

ta principal el acoplamiento maximal de variables aleatorias (Ver Thorisson [14]).

Siguiendo las ideas desarrolladas por Fernández, Ferrari y Garcia para estudiar la me-

dida de equilibrio para sistemas con exclusiones en el régimen de baja densidad o alta

temperatura, [3] y [4], mostraremos que la construcción del proceso estacionario en volu-

men infinito está relacionada con la ausencia de percolación en un proceso de percolación

orientada. Esta condición será suficiente para demostrar otras propiedades del proceso y

de sus medidas invariantes: unicidad, ĺımite termodinámico, decaimiento exponencial de

las correlaciones. En particular resultará, como corolario de la construcción, la existencia

de una única medida de Gibbs compatible con las especificaciones locales inducidas por el

9



10 Introducción

potencial de rango finito.

Más concretamente las construcciones se realizarán bajo las siguientes condiciones:

1. Caso finito. La función densidad g : [a, b]d → R
+ es tal que

mı́n
i=1,2,...,d

∫ b

a

ı́nf
η∈[a,b]d

gi(x|η{i}c)dx > 0, (2)

donde η{i}c := (η(j) : j 6= i) es el vector d− 1 dimensional que se obtiene eliminando

la i-ésima coordenada del vector η ∈ [a, b]d y gi(·|η{i}c) : [a, b] → R
+ es la densidad

condicional de la i-ésima componente dadas todas las demás.

2. Caso infinito. La especificación Gibbsiana, Γ = {µΛ(·|γΛc) : Λ ⊂ Z
d, |Λ| < ∞, γ ∈

[a, b]Z
d}, asociada al potencial de rango finito r ∈ N, es tal que

ı́nf
i∈Zd

∫ b

a

ı́nf
η∈[a,b]Z

d
gi(x|η{i}c)dx > 1 − |∂r{0}|−1 (3)

donde η{i}c es la proyección de la configuración η ∈ [a, b]Z
d

sobre el espacio [a, b]Z
d\{i},

η{i}c := (η(j) : j ∈ Z
d \ {i}); gi(·|η{i}c) : [a, b] → R

+ es la densidad de la distribución

de Gibbs en {i} con condiciones de borde η{i}c : µ{i}(·|η{i}c) y ∂r{0} = {j ∈ Z
d : 0 <

||j|| ≤ r}, siendo || · || la norma Manhattan en Z
d.

Los procesos Markovianos estacionarios que construiremos serán versiones a tiempo

continuo del llamado Gibbs sampler, popularizado por Geman y Geman [5] para constru-

ir muestras asintóticamente perfectas de distribuciones finito dimensionales. Se trata de

procesos Markovianos (ηt : t ≥ 0) con generador infinitesimal L definido sobre funciones

locales continuas f : [a, b]L → R mediante

Lf(η) :=
∑

i∈L

Lif(η), Lif(η) =

∫ b

a

gi(x|η{i}c)dx[f(η + (x − η(i))ei) − f(η)], (4)

donde ei ∈ {0, 1}L se define por ei(i) = 1 y ei(j) = 0 para j 6= i. En palabras, a tasa 1, en

cada sitio i ∈ L el spin η(i) ∈ [a, b] se substituye por una variable aleatoria Xi,η cuya ley

tiene la densidad condicional gi(x|η{i}c) dados los spines en los otros sitios.

El espacio de probabilidad donde se realizan todas las construcciones es el espacio

generado por una familia independiente de procesos de Poisson marcados de tasa 1 en R:

(T , U) = {(T (i), U(i)) : i ∈ L}:

T (i) = (Tn(i) : n ∈ Z) , U(i) = (Un(i) : n ∈ Z) ,
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donde Tn(i) es la n-ésima época de un proceso de Poisson estacionario de tasa 1 en R y

Un(i) son i. i. d. con ley uniforme en el intervalo [0, 1]. Todas las variables involucradas en

la construcción son independientes.

A grosso modo la construcción de procesos (ηt : t ≥ 0) con la dinámica del Gibbs

sampler es la siguiente: a tiempo t ∈ T (i) el spin en el sitio i se substituye por una variable

aleatoria Xi,ηt− distribuida con ley gi(x|(ηt−){i}c)dx. La variable Xi,ηt− se construye como

una función determińıstica de la variable uniforme Ut(i) ∈ U(i) asociada a la época de

Poisson t utilizando un acoplamiento maximal (X̂i,η : η ∈ Ω) para la familia de variables

aleatorias Xi,η, η ∈ Ω con densidades gi(·|η{i}c).

El acoplamiento maximal (X̂i,η : η ∈ Ω) consiste en construir simultáneamente copias

de la variables Xi,η, η ∈ Ω de modo tal que cuando ocurre el evento

Ct(i) :=

{

Ut(i) ≤
∫ b

a

ı́nf
η∈[a,b]L

gi(x|η{i}c)dx

}

(5)

las variables X̂i,η son idénticas. En tal caso el valor del proceso a tiempo t en el sitio i, ηt(i),

depende pura y exclusivamente del valor de la variable uniforme Ut(i). Las condiciones (2)

(y (3)) garantizan que el evento Ct(i) definido en (5) ocurre con probabilidad positiva.

Construidas las versiones del Gibbs sampler de condición inicial ξ ∈ [a, b]L a tiempo

s ∈ R: (ηξ
[s,t] : t ≥ s), los procesos estacionarios se obtendrán de la manera siguiente.

1. Caso finito. Para cada t ∈ R definimos tiempos de parada reversos τ(t) tales que:

(a) los procesos iniciados en el instante τ(t), a tiempo t no dependen de la condición

inicial y (b) los procesos iniciados antes de τ(t) son idénticos a tiempo t con los

procesos iniciados en τ(t).

Fijado t ∈ R, para definir el tiempo de parada reverso τ(t) exploramos la construcción

gráfica hacia atrás en el tiempo hasta encontrar el primer momento a partir del cual

ocurren d épocas de Poisson consecutivas t1 < t2 < · · · < td, cada una asociada con

un y solo un sitio i ∈ L: i(t1), i(t2), · · · , i(td), respectivamente, en las que ocurren los

eventos Ctk(i(tk)) definidos en (5).

La condición (2) garantiza que τ(t) es finito con probabilidad igual a 1 y el proceso

estacionario se define por ηt := η[τ(t), t]. La estacionariedad resulta de la construcción

debido a que ηt es una función determińıstica de los procesos de Poisson marcados

(T ,U) que son invariantes por traslaciones temporales.
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2. Caso infinito. Para determinar el valor del spin en el sitio i a tiempo t exploramos

la construcción gráfica hacia atrás en el tiempo; llamando U a la variable aleatoria

uniforme usada el último tiempo (digamos t′) antes de t para actualizar el sitio i hay

dos casos posibles U ≤
∫ b

a
ı́nf

η∈[a,b]Z
d gi(x|η{i}c)dx o U >

∫ b

a
ı́nf

η∈[a,b]Z
d gi(x|η{i}c)dx. En

el primer caso no tenemos que seguir para atrás. En el segundo, necesitamos conocer

los valores de los |∂r{0}| vecinos a tiempo t′. Repitiendo el argumento, construimos

una estructura aleatoria denominada el clan de ancestros del punto espacio-temporal

(i, t).

El valor del spin en el sitio i a tiempo t resulta ser función determińıstica de la vari-

able U y de las variables aleatorias uniformes correspondientes a los puntos espacio-

temporales del clan de ancestros de (i, t). Cuando el clan es finito el valor ηt(i)

está bien definido.

La condición (3) garantiza que, con probabilidad igual a 1, todos los clanes de ance-

stros son finitos.

La construcción del Gibbs sampler estacionario (ηt : t ∈ R) sobre [a, b]L permite de-

mostrar que la distribución marginal temporal (que no depende de t) es la única medida

invariante para el proceso.

En el caso finito, es fácil ver que la medida de probabilidad con densidad g es reversible

(y por lo tanto invariante) para el Gibbs sampler asociado. Por lo cual, en este caso, el

problema de la simulación perfecta quedará resuelto construyendo la versión estacionaria

del Gibbs sampler asociado.

Las construcciones y los resultados del caso finito se extienden inmediatamente a las

distribuciones de Gibbs (inducidas por un potencial de rango finito) µΛ(·|γΛc) en regiones

finitas Λ ⊂ Z
d, con condiciones de borde γΛc , γ ∈ [a, b]Z

d

.

En el caso infinito, las construcciones anteriores permiten demostrar que el Gibbs sam-

pler asociado a la especificación Γ tiene una única medida invariante; que dicha medida es

el ĺımite termodinámico de las distribuciones de Gibbs en regiones finitas con condiciones

de borde prefijadas y por lo tanto es una medida de Gibbs compatible con la especificación

Γ. Por otra parte, es fácil ver que las medidas de Gibbs compatibles con la especificación Γ

son invariantes para el Gibbs sampler asociado, lo que demuestra que la medida de Gibbs es

única y se puede obtener como ĺımite termodinámico. Por lo cual, en este caso, el problema



Introducción 13

de la simulación perfecta de las distribuciones finito dimensionales de la medida de Gibbs

compatible con la especificación Γ quedará resuelto construyendo la versión estacionaria

del Gibbs sampler asociado.

De la construcción se obtiene el siguiente

Corolario 1 Sea Γ = {µΛ(·|γΛc) : Λ ⊂ Z
d, |Λ| < ∞, γ ∈ [a, b]Z

d} una especificación local

asociada a un potencial de rango finito r ∈ N. Si Γ satisface la condición (3), entonces

existe una única medida de Gibbs compatible con Γ. Esto es, existe una única medida de

probabilidad µ sobre [a, b]Z
d

que satisface las ecuaciones “DLR”:
∫

µ(dγ)

∫

µΛ(dηΛ|γ)f(ηΛγΛc) =

∫

µ(dη)f(η). (6)

para f : [a, b]Z
d → R continua.

La condición (3) significa que el sistema de spines considerado se encuentra en un régi-

men de alta temperatura y el resultado de existencia y unicidad enunciado en el Corolario

no es novedoso debido a que la condición (3) es más fuerte que la condición de existencia

y unicidad de Dobrushin [1]:

sup
i∈Zd

∑

j∈Zd

sup
ζ{j}c=η{j}c

ρ
(

µ{i}(·|ζ{i}c), µ{i}(·|η{i}c)
)

< 1, (7)

donde ρ(·, ·) es la distancia en variación total entre medidas.

La condición (3) es el precio que se paga para poder construir expĺıcitamente la única

medida de Gibbs compatible con Γ y muestrearla en cualquier región finita Λ. Este costo se

compensa porque la construcción expĺıcita de la medida permite estudiar sus propiedades.

Utilizando la construcción podemos demostrar que las correlaciones espaciales decaen ex-

ponencialmente con la distancia.

El trabajo está organizado del siguiente modo:

En el Caṕıtulo 1 introducimos las notaciones, nociones preliminares y resultados que us-

aremos durante toda la exposición. En la Sección 1.1 se introducen las nociones acoplamien-

to de variables aleatorias, evento acoplante y acoplamiento maximal y se muestra cómo

puede construirse un acoplamiento maximal, (ver el Caṕıtulo 1 de Thorisson [14]). En la

Sección 1.2 introducimos las definiciones y propiedades básicas de procesos Markovianos,

medidas invariantes y medidas reversibles, (ver Liggett [11]).
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En el Caṕıtulo 2 construimos el Gibbs sampler estacionario asociado a una densidad

g : [a, b]d → R
+ y demostramos que la medida de probabilidades inducida por g es la única

medida invariante para esa dinámica. En la construcción usamos fuertemente acoplamientos

maximales de familias de variables aleatorias. En la práctica, la implementación de la

construcción depende de la capacidad que se tenga de caracterizar la función ı́nfimo de una

familia de densidades parametrizadas mediante un conjunto de ı́ndices no numerable.

En el Caṕıtulo 3 utilizamos la metodoloǵıa desarrollada en el Caṕıtulo 2 para resolver el

problema de la simulación perfecta de distribuciones Gaussianas multivariadas truncadas

a cajas de la forma Ω = [a1, b1]×· · ·× [ad, bd] (Sección 3.2). La metodoloǵıa también puede

usarse para simular distribuciones Gammas multivariadas truncadas a cajas de la forma

[0, T ]d (Sección 3.3). En la Sección 3.1 caracterizamos el ı́nfimo de familias de funciones

ordenadas por un parámetro real y mostramos que el resultado vale para una amplia

variedad de familias exponenciales uniparamétricas.

En el Caṕıtulo 4 repasamos las definiciones básicas del formalismo de Gibbs: potenciales,

especificaciones locales y medidas de Gibbs ([6] y [7]). Construimos el Gibbs sampler asoci-

ado a una especificación Gibbsiana y demostramos que su distribución marginal temporal

(que no depende del tiempo) es la única medida invariante para el proceso y es la única

medida de Gibbs compatible con la especificación.

En el Caṕıtulo 5 utilizamos los resultados obtenidos en el Caṕıtulo 4 y en la Sección

3.2 para construir versiones estacionarias de campos Gaussianos con spines acotados. En

la Sección 5.4 demostramos que, para estos campos, la ausencia de transición de fase es

una propiedad general que no depende de la temperatura del sistema.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Espacio de configuraciones. Sean a y b dos números reales tales que a < b y sea L un

conjunto finito o infinito numerable.

Para cada i ∈ L, tenemos una copia del espacio de medida ([a, b],B, λ), donde B es la

σ-álgebra de los conjuntos de Borel del intervalo [a, b] y λ es la medida de Lebesgue.

El espacio de configuraciones será el espacio producto

Ω := [a, b]L = {η = (η(i) : i ∈ L) : η(i) ∈ [a, b]}, (1.1)

munido de la topoloǵıa producto y la σ-álgebra de Borel asociada: F = BL.

Cada configuración η ∈ Ω es una colección de valores η(i) ∈ [a, b], i ∈ L, cada uno de

los cuales se denomina el valor del spin en el sitio i. Dependiendo del contexto usaremos

la notación ηi en lugar de η(i) para designar al valor del spin en el sitio i correspondiente

a la configuración η.

Para cada Λ ⊂ L, XΛ será la proyección de Ω sobre ΩΛ := [a, b]Λ:

XΛ(η) = ηΛ = (η(i) : i ∈ Λ) cuando η = (η(i) : i ∈ L). (1.2)

Si Λ ⊂ ∆ ⊂ L usaremos el mismo śımbolo XΛ para la proyección de Ω∆ sobre ΩΛ. Si Λ y

∆ son regiones disjuntas de L y η ∈ ΩΛ, γ ∈ Ω∆, notaremos por ηγ la configuración sobre

Λ ∪ ∆ tal que (ηγ)Λ = η y (ηγ)∆ = γ.

S será el conjunto de todas la regiones finitas no vaćıas de L

S := {Λ ⊂ L : 0 < |Λ| < ∞},

15
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donde |Λ| es el cardinal del conjunto Λ.

Por definición, F es la σ-álgebra sobre Ω generada por los conjuntos ciĺındricos o finito

dimensionales:

{η ∈ Ω : ηΛ ∈ B} (Λ ∈ S, B ∈ BΛ). (1.3)

Para cada ∆ ⊂ L, F∆ será la σ-álgebra de “todos los eventos que ocurren en ∆”, i.e., la

σ-álgebra generada por los conjuntos (1.3) con Λ ⊂ ∆.

Función indicadora. Sean A y B dos conjuntos tales que A ⊂ B. La función indicadora

del conjunto A será denotada por 1{x ∈ A}:

1{x ∈ A} =

{

1 si x ∈ A,

0 si x ∈ B \ A.

Inversas generalizadas. Si G es una función de distribución R, la inversa generalizada

de G, G−1 : [0, 1] → R se define por

G−1(u) := ı́nf{x ∈ R : G(x) ≥ u}.

Note que G(x) ≥ y ⇔ x ≥ G−1(y). Observe que si G es continua y estrictamente creciente,

entonces G−1 es la inversa usual de G.

En general, si G : [a, b] → R
+ es una función no decreciente acotada su inversa gener-

alizada, G−1 : R
+ → [a, b], se define mediante

G−1(y) := ı́nf{x ∈ [a, b] : G(x) ≥ y}1{y ≤ M} + b1{y > M},

donde M = supx∈[a,b] G(x). En el caso extremo en que G(x) = M para todo x ∈ [a, b], se

tiene que

G−1(y) = a1{y ≤ M} + b1{y > M}.

1.1. Preliminares sobre acoplamiento

Acoplamiento. Acoplar significa construir conjuntamente (prefijadas las marginales)

dos o más variables aleatorias. Un acoplamiento se llama maximal si hace coincidir las

variables con la máxima probabilidad posible.
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Un acoplamiento de una familia de variables aleatorias Xη, η ∈ Ω donde Ω es un

conjunto de ı́ndices, es una familia de variables aleatorias (X̂η : η ∈ Ω) tal que

X̂η
D
= Xη, η ∈ Ω.

Esto es, para cada η ∈ Ω las variables Xη y X̂η tienen la misma distribución.

La notación (X̂η : η ∈ Ω) significa que las X̂η tienen distribución conjunta en el mismo

espacio de probabilidades.

Evento acoplante y acoplamiento maximal. Un evento C se llama evento acoplante,

si X̂η son idénticas en C. Esto es,

C ⊆ {X̂η = X̂η′ para todo η, η′ ∈ Ω}.

El siguiente resultado, denominado desigualdad del evento acoplante, está demostrado

en Sec. 4, Cap. 1 de Thorisson [14].

Teorema 2 Si C es un evento acoplante de un acoplamiento de variables aleatorias con-

tinuas con densidades g1, g2, . . . , entonces

P(C) ≤
∫

ı́nf
i

gi(x)dx. (1.4)

Sea Xη, η ∈ Ω una familia de variables aleatorias absolutamente continuas con densi-

dades gη(x) = g(x; η), η ∈ Ω. Suponga que Ω es un espacio métrico separable y que para

cada x ∈ R la función gx : Ω → R definida por gx(η) := g(x; η) es continua en Ω. En tal

caso, vale la desigualdad del evento acoplante

P(C) ≤
∫

ı́nf
η∈Ω

gη(x)dx, (1.5)

porque, debido a la continuidad de gx, ı́nfη∈Ω gη(x) = ı́nfη∈Ω0 gη(x), donde Ω0 ⊂ Ω es un

subconjunto denso numerable.

Definiendo el coeficiente de ergodicidad asociado a la familia Xη, η ∈ Ω por

α = α(Xη, η ∈ Ω) :=

∫

ı́nf
η∈Ω

gη(x)dx, (1.6)
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la desigualdad del evento acoplante se lee

P(C) ≤ α. (1.7)

El resultado siguiente provee una condición suficiente para la validez de (1.7) en el caso

en que Ω es un conjunto arbitrario.

Lema 3 Sea C un evento acoplante para un acoplamiento de variables aleatorias absoluta-

mente continuas Xη, η ∈ Ω con densidades gη(x), respectivamente. Si existe un subconjunto

contable de ı́ndices Ω0 ⊂ Ω tal que

ı́nf
η∈Ω

gη(x) =
∑

ζ∈Ω0

gζ(x)1{x ∈ Aζ}, x ∈ R,

donde (Aζ : ζ ∈ Ω0) es una partición medible de R, entonces para todo evento acoplante

C vale la desigualdad (1.7).

Demostración.

Sea C un evento acoplante y η ∈ Ω, para todo ζ ∈ Ω0 vale que

P(X̂η ∈ Aζ , C) = P(X̂ζ ∈ Aζ , C) ≤
∫

Aζ

gζ(x)dx =

∫

Aζ

ı́nf
η∈Ω

gη(x)dx.

Sumando sobre todo ζ ∈ Ω0 se obtiene (1.7).

Suponga que la familia de variables aleatorias Xη, η ∈ Ω satisface la desigualdad del

evento acoplante. Cuando existe un evento acoplante C tal que vale la identidad en (1.7)

el acoplamiento se llama maximal.

El resultado siguiente muestra que, cualquiera sea el caso, es posible construir un

acoplamiento (X̂η : η ∈ Ω) con evento acoplante C tal que vale la igualdad (1.7).

Teorema 4 (Acoplamiento maximal) Toda familia Xη, η ∈ Ω de variables aleatorias

absolutamente continuas con densidades gη admite un acoplamiento (X̂η : η ∈ Ω) con

evento acoplante C tal que P(C) = α, donde α es el coeficiente de ergodicidad definido por

(1.6). En particular, si para todo evento acoplante vale la desigualdad (1.7), el acoplamiento

(X̂η : η ∈ Ω) es maximal.
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Demostración.

Para cada η ∈ Ω sea Gη(x) =
∫ x

−∞ gη(y)dy la función distribución correspondiente a la

variable Xη.

Si α = 0 para construir el acoplamiento deseado basta considerar

X̂η = X̂η(Uη) := G−1
η (Uη) , η ∈ Ω,

donde (Uη, η ∈ Ω) es una familia de variables aleatorias independientes uniformemente

distribuidas en [0, 1]. En otras palabras, se toman las X̂λ independientes y C = ∅.

Si α = 1, todas las variables tienen la misma distribución. Para construir el acoplamien-

to deseado basta fijar un η0 en Ω y definir

X̂η = X̂η(U) := G−1
η0

(U), η ∈ Ω,

donde U es una variable con distribución uniforme en el intervalo [0, 1]. En otras palabras,

se toman las X̂η idénticas y C = {U ≤ 1}.

Si α ∈ (0, 1), el acoplamiento deseado se construye del siguiente modo: consideramos

las funciones definidas por

α(x) :=

∫ x

−∞
ı́nf
η∈Ω

gη(y)dy, (1.8)

Ĝη(x) := α + Gη(x) − α(x), η ∈ Ω, (1.9)

y definimos

X̂η = X̂η(U) := 1{U ≤ α}α−1(U) + 1{U > α}Ĝ−1
η (U), η ∈ Ω, (1.10)

donde U es una variable con distribución uniforme en el intervalo [0, 1].

En efecto, para todo x ∈ R vale que

P(X̂η ≤ x) = P(X̂η ≤ x, U ≤ α) + P(X̂η ≤ x, U > α)

= P(α−1(U) ≤ x, U ≤ α) + P(Ĝ−1
η (U) ≤ x, U > α)

= P(U ≤ α(x), U ≤ α) + P(U ≤ Ĝη(x), U > α)

= α(x) + Ĝη(x) − α

= Gη(x).

C = {U ≤ α} es un evento acoplante y P(C) = α.

Otra demostración de este Teorema se encuentra en Thorisonn[14].
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1.2. Preliminares sobre procesos Markovianos

Sea Ω un espacio métrico compacto con estructura medible dada por la σ-álgebra de

los conjuntos de Borel. Sea (ηt : t ≥ 0) un proceso de Markov sobre Ω. Sea {S(t) : t ≥ 0}
el semigrupo asociado definido sobre funciones continuas f : Ω → R por:

S(t)f(η) := E[f(ηt)|η0 = η] (1.11)

y sea L el correspondiente generador infinitesimal

Lf(η) =
d

dt
S(t)f(η)

∣

∣

∣

∣

t=0

. (1.12)

El semigrupo actúa sobre medidas de probabilidad sobre Ω mediante la fórmula (µS(t))f =

µ(S(t)f); µS(t) es la ley del proceso a tiempo t cuando la distribución inicial es µ.1

Definición 5 (Medidas invariantes) Una medida de probabilidad µ sobre Ω se dice in-

variante para el proceso con semigrupo S(t) si µS(t) = µ para todo t ≥ 0.

Definición 6 (Medidas reversibles) Una medida de probabilidad µ sobre Ω se dice re-

versible para el proceso con semigrupo S(t) si µ(fS(t)h) = µ(hS(t)f) para toda f, h : Ω →
R continuas.

Los siguientes resultados que caracterizan a las medidas de probabilidad invariantes

(reversibles) para un proceso de Markov en términos de su generador infinitesimal L son

bien conocidos, (Cfr. Liggett [11]),

1. Una medida de probabilidad µ sobre Ω es invariante si y sólo si µ(Lf) = 0 para toda

función (ciĺındrica) f : Ω → R continua.

2. Una medida de probabilidad µ sobre Ω es reversible si y sólo si µ(fLh) = µ(hLf)

para toda f, h : Ω → R continuas. En consecuencia, si µ es reversible, entonces µ es

invariante.

1Si f : Ω → R es una función medible, la notación µ(f) designa su correspondiente esperanza:

µ(f) =

∫

µ(dη)f(η). (1.13)



Caṕıtulo 2

Simulación perfecta de distribuciones

sobre [a, b]d

En este Caṕıtulo resolvemos el problema de la simulación perfecta de distribuciones

d-dimensionales (d ∈ N), absolutamente continuas respecto de la medida de Lebesgue, con

soporte en la caja Ω = [a, b]d .

2.1. Definiciones y resultados.

Sea g : Ω → R
+ una densidad de probabilidades.

Gibbs sampler. El Gibbs sampler asociado a g es un proceso Markoviano de saltos

(ηt : t ≥ 0) sobre Ω con generador infinitesimal L definido sobre funciones continuas

f : Ω → R por:

Lf(η) =
d
∑

i=1

Lif(η), Lif(η) =

∫ b

a

gi(x|η{i}c)dx[f(η + (x − η(i))ei) − f(η)], (2.1)

En palabras, a tasa 1, en cada sitio i ∈ {1, . . . , d} la variable η(i) ∈ [a, b] se actualiza con

la ley de probabilidades inducida por la densidad condicional gi(x|η{i}c) : [a, b] → R
+ de la

i-ésima coordenada dadas todas las demás

gi(x|η{i}c) :=
g(η + (x − η(i))ei)

∫ b

a
g(η + (y − η(i))ei)dy

. (2.2)

21
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Aqúı ei es el i-ésimo vector de la base canónica de R
d.

La existencia de un proceso ηt con generador L tal que d
dt

E[f(ηt)|η0 = η]
∣

∣

t=0
= Lf(η)

será demostrada, usando la construcción gráfica de Harris [8], en la Sección 2.2.

Coeficientes de ergodicidad. Para cada i = 1, . . . , d, sea αi(g) el coeficiente de ergodi-

cidad asociado a la familia de variables aleatorias Xi,η, η ∈ Ω con densidades condicionales

gi(·|η{i}c) definido en (1.6):

αi(g) :=

∫ b

a

ı́nf
η∈Ω

gi(x|η{i}c)dx. (2.3)

El primer resultado es la condición suficiente para la existencia de un proceso esta-

cionario con la dinámica del Gibbs sampler asociado a la densidad g.

Teorema 7 Si

α(g) := mı́n
i=1,..., d

αi(g) > 0, (2.4)

entonces, existe un proceso de Markov estacionario (ηt : t ∈ R) sobre Ω con generador

infinitesimal L.

Este Teorema será demostrado en la Sección 2.2.

El segundo resultado afirma que el Gibbs sampler asociado a la densidad g admite una

única medida invariante.

Teorema 8 La medida de probabilidades µ (inducida por g) sobre Ω es la única medida

invariante (y reversible) para el Gibbs sampler asociado a g.

Este Teorema será demostrado en la Sección 2.3.

2.2. Construcción gráfica del Gibbs sampler

Bajo la hipótesis α(g) > 0, construimos un proceso estacionario con la dinámica del

Gibbs Sampler combinando el método gráfico de Harris y una variante del algoritmo de

Propp y Wilson denominado Coupling from the past [13].
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La idea es la siguiente. Cada coordenada i = 1, . . . , d, independientemente de las demás,

tiene asociado un proceso de Poisson marcado de tasa 1, (T (i), U(i)):

T (i) = (Tn(i) : n ∈ Z) , U(i) = (Un(i) : n ∈ Z) ,

donde Tn(i) es la n-ésima época de un proceso de Poisson estacionario de tasa 1 en R (i.e.,

T0(i) < 0 ≤ T1(i), −T0(i), T1(i) y Tn(i) − Tn−1(i) para n 6= 1 son i. i. d. exponenciales

de media 1) y Un(i) son i. i. d. con ley uniforme en el intervalo [0, 1]. Todas las variables

involucradas en la construcción son independientes.

A tiempo t = Tn(i) el spin en el sitio del i cambia de valor de acuerdo con una variable

aleatoria Xi,ηt− con densidad condicional gi(·|(ηt−){i}c). La variable Xi,ηt− se obtiene a partir

de la variable uniforme Un(i) construyendo un acoplamiento (X̂i,η : η ∈ Ω) para la familia

de variables aleatorias Xi,η, η ∈ Ω con densidades gi(·|η{i}c) tal como fue definido en la

demostración del Teorema 4.

Observación 9 La hipótesis αi(g) > 0 garantiza que el evento acoplante {Un(i) < αi(g)}
ocurre con probabilidad positiva. En tal caso, el valor ηt(i) sólo depende de Un(i) y no de

la configuración ηt−.

La construcción del Gibbs sampler estacionario (ηt : t ∈ R) se realiza por etapas:

1. Para cada s ∈ R y ξ ∈ Ω construimos procesos (ηξ
[s,t] : t ≥ s) con la dinámica

del Gibbs sampler iniciados a tiempo s en la configuración ξ. Estos procesos son

funciones determińısticas de la configuración ξ y de las épocas de Poisson (y sus

marcas uniformes asociadas) contenidas en el intervalo [s, t].

A causa de la invariancia por traslaciones de los procesos de Poisson marcados, fijado

ξ ∈ Ω, la ley de ηξ
[s,t] depende sólo de t−s y no de la ubicación temporal del intervalo

[s, t].

2. Definimos tiempos de parada reversos τ(t) ∈ (−∞, t] tales que ηξ
[s,t] = ηξ

[τ(t),t] para

todo s ≤ τ(t) y ηξ
[τ(t),t] no depende de ξ.

La condición α(g) > 0 garantiza que P(τ(t) > −∞) = 1.

3. El Gibbs sampler estacionario asociado a g, (ηt : t ∈ R), se obtiene definiendo

ηt := ηξ
[τ(t),t].
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Construcción.

El espacio de probabilidad donde se realizan todas las construcciones es el espacio

generado por la familia independiente de procesos de Poisson marcados de tasa 1 en R:

(T , U) := {(T (i), U(i)) : i = 1, . . . , d}. Denotamos por P y E la probabilidad y la esper-

anza inducidas por esos procesos de Poisson marcados.

1. Construcción de los procesos (ηξ
[s,t] : t ≥ s).

Ordenamos de menor a mayor todas las épocas de los procesos de Poisson contenidas

en [s,∞): T1 < T2 < · · · < Tk < Tk+1 < · · · .

El proceso inicia a tiempo T0 := s en la configuración ξ:

ηξ
[s,T0] := ξ. (2.5)

Entre época y época el proceso permanece constante:

ηξ
[s,t] := ηξ

[s,Tk] para todo t ∈ [Tk, Tk+1), k ≥ 0, (2.6)

donde para cada k ≥ 1, el valor de ηξ
[s,Tk] se define por

ηξ
[s,Tk] :=

d
∑

i=1

(

ηξ
[s,Tk−1] +

(

X̂i, ηξ

[s,Tk−1]
(UTk

(i)) − ηξ
[s,Tk−1](i)

)

ei

)

1{Tk ∈ T (i)}. (2.7)

UTk
(i) es la variable aleatoria uniforme en el [0, 1] asociada a la época de Poisson Tk

correspondiente al sitio i, y (X̂i,η(UTk
(i)) : η ∈ Ω) es un acoplamiento para la familia

de variables aleatorias Xi,η, η ∈ Ω con densidades gi(·|η{i}c) tal como fue definido en la

demostración del Teorema 4.

Proposición 10 Para cada s ∈ R y cada ξ ∈ Ω el proceso (ηξ
[s,t] : t ≥ s) tiene la dinámica

del Gibbs Sampler asociado a la densidad g. Esto es

ĺım
h→0

E

[

f(ηξ
[s, t+h]) − f(ηξ

[s,t])
∣

∣

∣ η
ξ
[s,t] = η

]

h
= Lf(η)

donde L es el generador infinitesimal definido en (2.1).
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Demostración. Por construcción resulta que

f(ηξ
[s, t+h]) =

(

d
∏

i=1

1{|T (i) ∩ [t, t + h]| = 0}
)

f(ηξ
[s, t])

+
d
∑

i=1

1{|T (i) ∩ [t, t + h]| = 1}
(

∏

j 6=i

1{|T (j) ∩ [t, t + h]| = 0}
)

×f
(

ηξ
[s,t] +

(

X̂i, ηξ

[s,t]
(U(i)) − ηξ

[s,t](i)
)

ei

)

+ otros términos. (2.8)

donde U(i) es la marca asociada a la única época del proceso de Poisson T (i) ocurrida du-

rante el intervalo de tiempo [t, t+h] y “otros términos” están relacionados con la presencia

de más de una época de Poisson en el intervalo [t, t + h] que tiene probabilidad del orden

h2.

Sea f : Ω → R continua. Las propiedades de independencia de los procesos de Poisson

marcados junto a la identidad (2.8) implican que:

E

[

f(ηξ
[s, t+h])

∣

∣

∣
ηξ

[s,t] = η
]

= (e−h)df(η) + h
d
∑

i=1

∫ b

a

gi(x|η{i}c)dxf (η + (x − η(i)) ei)

+o(h)

El resultado se obtiene observando que (e−h)d = 1 − hd + o(h) y reordenando términos.

2. Tiempos de parada reversos τ(t).

Diremos que ocurre un paraguas en el intervalo [s, t] si existen d épocas de Poisson

consecutivas t1 < t2 < · · · < td contenidas en el intervalo [s, t], cada una asociada con un

y sólo un sitio i ∈ {1, . . . , d}:

ti ∈ T (σ(i)), i = 1, . . . , d

donde σ : {1, . . . , d} → {1, . . . , d} es una permutación de ı́ndices, en las que ocurren los

eventos acoplantes {Uti(σ(i)) ≤ ασ(i)(g)}, donde Ut(i) es la variable uniforme asociada a

la época de Poisson t ∈ T (i) y αi(g) es el coeficiente de ergodicidad definido en (2.3).

Por construcción, cuando ocurre un paraguas en el intervalo [s, t] el valor del proceso

ηξ
[s,t] no depende de ξ.
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Fijado t ∈ R, definimos el tiempo de parada reverso τ(t) de la siguiente manera. Explo-

ramos la construcción gráfica hacia atrás en el tiempo hasta encontrar el primer momento

en que ocurre un paraguas:

τ(t) := máx{s < t : ocurre un paraguas en [s, t]} (2.9)

Por definición τ(t) es una función determińıstica de los procesos de Poisson marcados y

es un tiempo de parada reverso debido a que sólo depende de los eventos ocurridos después

de él: para cada s ∈ (−∞, t], {τ(t) ≥ s} pertenece a σ-álgebra de los eventos ocurridos

después de s.

Proposición 11 Los tiempos de parada reversos τ(t), t ∈ R son finitos con probabilidad

igual a 1.

Demostración. La probabilidad de encontrar exactamente una época de Poisson en ca-

da sitio i ∈ {1, . . . , d} durante el intervalo de tiempo [0, 1) tiene probabilidad (e−1)d y la

probabilidad de que las variables aleatorias uniformes asociadas no superen a los corre-

spondientes coeficientes de ergodicidad es
∏d

i=1 αi(g). Por lo tanto,

P(ocurre un paraguas en [0, 1)) ≥ e−d

d
∏

i=1

αi(g) > 0.

Para cada n ∈ Z sea Zn := 1{ ocurre un paraguas en [n, n + 1)}. Las variables aleatorias

Zn son i.i.d. y E[Z0] > 0. Aplicando la Ley Fuerte de los Grandes Números se obtiene que

P( ocurre un paraguas en [n, n + 1) i. o.) = 1.

3. Gibbs Sampler estacionario. Definimos el Gibbs sampler estacionario (ηt : t ∈ R)

por

ηt := ηξ
[τ(t),t], ξ ∈ Ω. (2.10)

De la Proposición 11 se deduce que el proceso (ηt : t ∈ R) está bien definido con probabil-

idad igual a 1: si τ(t) es finito, ηξ
[τ(t),t] no depende de ξ y ηξ

[s,t] = ηξ
[τ(t),t] para todo s ≤ τ(t).

La ley de ηt no depende de t porque ηt es una función determińıstica de los procesos de

Poisson marcados (T , U) que son invariantes por traslaciones temporales. Por construcción

ηt tiene la dinámica del Gibbs sampler asociado a g.
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2.3. Unicidad de la medida invariante

La unicidad de la medida invariante para el Gibbs sampler asociado a g es consecuencia

de la construcción realizada en la Sección 2.2 y del siguiente resultado.

Lema 12 Sean X, Y dos variables aleatorias en el mismo espacio de probabilidad (Ω,F , P)

y sea f una función medible y acotada. Entonces

|E [f(X) − f(Y )]| ≤ 2||f ||∞P(X 6= Y ).

Demostración.

|E [f(X) − f(Y )]| =

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

P(dω) [f(X(ω)) − f(Y (ω))]

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

P(dω) [f(X(ω)) − f(Y (ω))]1 {ω ∈ Ω : X(ω) 6= Y (ω)}
∣

∣

∣

∣

≤ 2||f ||∞P (ω ∈ Ω : X(ω) 6= Y (ω)) .

Demostración del Teorema 8.

1. Unicidad. Suponga que µ1 y µ2 son medidas invariantes para el Gibbs sampler aso-

ciado a g. Sea f : Ω → R una función continua. Usando la construcción conjunta de los

Gibbs sampler (ηξ
[s,t] : t ≥ s), ξ ∈ Ω, s ∈ R y los resultados obtenidos en la Sección 2.2

puede verse que para todo t ≥ 0 vale la desigualdad:

|µ1(f) − µ2(f)| ≤ 2||f ||∞P(τ(0) < −t). (2.11)

En efecto,

|µ1(f) − µ2(f)| =

∣

∣

∣

∣

∫

µ1(dξ)E[f(ηξ
[0,t])] −

∫

µ2(dζ)E[f(ηζ
[0,t])]

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

µ1(dξ)E[f(ηξ
[−t,0])] −

∫

µ2(dζ)E[f(ηζ
[−t,0])]

∣

∣

∣

∣

≤
∫ ∫

µ1(dξ)µ2(dζ)
∣

∣

∣E

[

f(ηξ
[−t,0]) − f(ηζ

[−t,0])
]∣

∣

∣

≤ 2||f ||∞
∫ ∫

µ1(dξ)µ2(dζ)P
(

ηξ
[−t,0] 6= ηζ

[−t,0]

)

≤ 2||f ||∞P(τ(0) < −t).
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En la primera igualdad se usó la definición de medida invariante; en la segunda usamos

que la ley del proceso ηξ
[s,t] es la misma que la del proceso ηξ

[s−t, 0]. En la primer desigualdad

se usó que los procesos están construidos en el mismo espacio de probabilidades; en la

segunda el Lema 12; en la tercera la definición de τ(0):
{

ηξ
[−t,0] 6= ηζ

[−t,0]

}

⊂ {τ(0) < −t}.

La desigualdad (2.11) implica que |µ1(f) − µ2(f)| = 0 porque P(τ(0) > −∞) = 1.

Como f es continua arbitraria, µ1 = µ2.

2. Reversibilidad.

La reversibilidad de la medida de probabilidad µ sobre Ω inducida por la densidad g es

consecuencia de las identidades, válidas para cada par de funciones continuas h, f : Ω → R,

∫

[a,b]d

∫ b

a

µ(dη)µi(dξi|η{i}c)h(η)f(η + (ξi − ηi)ei)

=

∫

[a,b]d

∫ b

a

µ(dη)µi(dξi|η{i}c)h(η + (ξi − ηi)ei)f(η), (2.12)

donde µi

(

·|η{i}c

)

es la medida sobre [a, b] con densidad gi(·|η{i}c).

Un poco de cálculo muestra que, para cada par de funciones continuas f, h : Ω → R,

las identidades (2.12) implican las identidades

µ(hLif) = µ(fLih), i = 1, · · · , d (2.13)

resultando aśı la reversibilidad de µ.

Las identidades (2.12) se obtienen factorizando la medida µ en la forma

µ(dη) = µi

(

dηi|η{i}c

)

µ{i}c

(

dη{i}c

)

, (2.14)

donde µ{i}c(·) es la marginal de µ correspondiente a las variables η{i}c .
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Las identidades (2.12), implican las identidades (2.13). Usando la definición de

Li dada en (2.1) puede verse que

µ (hLif) =

∫

[a,b]d
µ(η)h(η)Lif(η)

=

∫

[a,b]d
µ(η)h(η)

∫ b

a

µi(dξi|η{i}c) [f(η + (ξi − ηi)ei) − f(η)]

=

∫

[a,b]d

∫ b

a

µ(η)µi(dξi|η{i}c)f(η + (ξi − ηi)ei)h(η) − µ(fh)

=

∫

[a,b]d

∫ b

a

µ(dξ)µi(dηi|ξ{i}c)f(ξ)h (ξ + (ηi − ξi)ei) − µ(fh)

=

∫

[a,b]d
µ(dξ)f(ξ)

∫ b

a

µi(dηi|ξ{i}c) [h (ξ + (ηi − ξi)ei) − h(ξ)]

=

∫

[a,b]d
µ(dξ)f(ξ)Lih(ξ)

= µ(fLih).

En la cuarta igualdad usamos la identidad (2.12).

Las factorizaciones (2.14), implican las identidades (2.12).

∫

[a,b]d

∫ b

a

µ(dη)µi(dy|η{i}c)h(η)f(η + (y − ηi)ei) =

∫

[a,b]d
µ(dη)h(η)

[∫ b

a

µi(dy|η{i}c)f(η + (y − ηi)ei)

]

=

∫

[a,b]{i}c
µ{i}c(dη{i}c)

[∫ b

a

µi(dx|η{i}c)h(η + (x − ηi)ei)

] [∫ b

a

µi(dy|η{i}c)f(η + (y − ηi)ei)

]

=

∫

[a,b]{i}c
µ{i}c(dη{i}c)

[∫ b

a

µi(dy|η{i}c)f(η + (y − ηi)ei)

] [∫ b

a

µi(dx|η{i}c)h(η + (x − ηi)ei)

]

=

∫

[a,b]d
µ(dη)f(η)

[∫ b

a

µi(dy|η{i}c)h(η + (y − ηi)ei)

]

=

∫

[a,b]d
µ(dη)

∫ b

a

µi(dy|η{i}c)h(η + (y − ηi)ei)f(η).
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Caṕıtulo 3

Aplicaciones

En la práctica, la construcción desarrollada el Caṕıtulo 2 para simular una distribución

sobre Ω = [a, b]d con densidad g presupone la capacidad de acoplar maximalmente cada

una de las familias de distribuciones condicionales (µi(·|η{i}c), η ∈ Ω), i = 1, . . . , d.

La construcción del acoplamiento maximal de una familia de variables aleatorias Xη, η ∈
Ω con densidades gη : [a, b] → R

+, respectivamente, descripta en el Teorema 4 puede

realizarse solamente cuando la función

ı́nf
η∈Ω

gη(x), x ∈ [a, b] (3.1)

puede caracterizarse expĺıcitamente.

En este Caṕıtulo mostramos que si la familia de densidades gη, η ∈ Ω, puede ordenarse

por un parámetro real es posible caracterizar expĺıcitamente la función ı́nfimo (3.1) y que se

realiza como un mı́nimo. Usando ese resultado mostramos que para una amplia variedad de

familias exponenciales uniparamétricas 1 puede realizarse el acoplamiento maximal descrip-

to en el Teorema 4. Esto nos permite resolver, por ejemplo, el problema de la simulación per-

fecta de Gaussianas multivariadas truncadas a cajas de la forma Ω = [a1, b1]×· · ·× [ad, bd].

1Entre las que se encuentran las distribuciones Gaussiana con varianza fija y sus versiones truncadas,

Gamma fijado el parámetro de forma o el parámetro de escala y sus versiones truncadas, Beta fijado alguno

de los dos parámetros

31
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3.1. Mı́nimos para algunas familias exponenciales a 1

parámetro

Familias θ-ordenadas.

Sea Θ ⊂ R un conjunto de ı́ndices. Diremos que la familia de funciones fθ : D ⊂ R →
R, θ ∈ Θ, es θ-ordenada (en sentido creciente) si

(O.1) Para toda pareja θ1 < θ2, existe un único x(θ1, θ2) ∈ D tal que fθ2(x) ≤ fθ1(x) si y

sólo si x ≤ x(θ1, θ2).

(O.2) x(θ1, θ) < x(θ, θ2) para toda terna θ1 < θ < θ2.

Observación 13 Cuando una familia de densidades de probabilidad fθ, θ ∈ Θ, es θ-

ordenada, la familia de variables aleatorias correspondiente, Xθ, θ ∈ Θ, es estocásticamente

creciente: si θ1 < θ2, entonces P(Xθ1 ≤ x) ≥ P(Xθ2 ≤ x). En palabras, la variable corre-

spondiente al parámetro mayor tiene la cola (derecha) más pesada que la correspondiente

al parámetro menor.

Lema 14 Sea fθ, θ ∈ R una familia de funciones θ-ordenada. Entonces, para toda pareja

θ1 < θ2 vale que

mı́n
θ∈[θ1,θ2]

fθ(x) = fθ2(x)1{x ≤ x(θ1, θ2)} + fθ1(x)1{x(θ1, θ2) < x}. (3.2)

Demostración. De la propiedad (O.1) resulta que

mı́n(fθ1(x), fθ2(x)) = fθ2(x)1{x ≤ x(θ1, θ2)} + fθ1(x)1{x(θ1, θ2) < x}.

Para completar la prueba basta ver que mı́n(fθ1(x), fθ2(x)) ≤ fθ(x) para todo x ∈ D y

para todo θ ∈ (θ1, θ2).

Sea θ ∈ (θ1, θ2) y supongamos que para algún x ∈ D vale la desigualdad fθ(x) <

mı́n (f(x; θ1), f(x, θ2)). Usando la propiedad (O.1) resulta que x < x(θ1, θ) y x(θ, θ2) < x.

Lo que contradice la propiedad (O.2).
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Familias exponenciales uniparamétricas. Sea Θ ⊂ R un subconjunto de la rec-

ta real. Las familias de distribuciones µθ, θ ∈ Θ, con densidades de probabilidad fθ(x)

representables en la forma

fθ(x) = C(θ)eθT (x)h(x), (3.3)

donde todas las funciones del lado derecho de la igualdad son medibles y h(x) > 0, se

llaman familias exponenciales uniparamétricas.

El siguiente resultado es bien conocido (Ver [10] Caṕıtulo 2, Sección 7).

Lema 15 Sea X una variable aleatoria cuya densidad pertenece a una familia exponen-

cial uniparamétrica µθ, θ ∈ Θ, Θ abierto. Sean Eθ y V arθ la esperanza y la varianza,

respectivamente, correspondientes a la distribución µθ. Vale que

Eθ[T (X)] =
d

dθ
log C(θ), (3.4)

V arθ[T (X)] = − d2

dθ2
log C(θ), (3.5)

En particular, la función − log C(θ) es convexa.

El resultado siguiente caracteriza la función mı́nimo para familias exponenciales uni-

paramétricas cuando la función T (x) correspondiente a la representación (3.3) es estricta-

mente creciente.

Teorema 16 Sea µθ : θ ∈ R, una familia exponencial uniparamétrica con densidades fθ

representables en la forma (3.3) con T (x) estrictamente creciente. Si θm < θM , entonces

mı́n
θ∈[θm, θM ]

fθ(x) = fθM
(x)1{x ≤ x(θm, θM)} + fθm

(x)1{x(θm, θM) < x},

donde

x(θm, θM) = T−1

(− log C(θM) + log C(θm)

θM − θm

)

. (3.6)

Demostración. Basta ver que la familia de densidades fθ, θ ∈ R, es θ-ordenada y utilizar

el resultado del Lema 14.



34 Aplicaciones

La propiedad (O.1) se obtiene a partir de la representación (3.3) para las densidades

fθ. Usando que T (x) es estrictamente creciente un poco de cálculo muestra que para cada

pareja θ1 < θ2, vale que

fθ2(x) ≤ fθ1(x) ⇔ x ≤ T−1

(− log C(θ2) + log C(θ1)

θ2 − θ1

)

=: x(θ1, θ2).

La propiedad (O.2) se obtiene usando que la función T (x) es creciente y observando que

T (x(θ1, θ2)) es el cociente incremental de la función convexa − log C(θ) en el intervalo

[θ1, θ2]. La convexidad de − log C(θ) implica que

T (x(θ1, θ)) =
− log C(θ) + log C(θ1)

θ − θ1

<
− log C(θ2) + log C(θ)

θ2 − θ
= T (x(θ, θ2))

cualquiera sea θ ∈ (θ1, θ2).

Extendiendo la noción de familia θ-ordenada 2 se puede demostrar un resultado análogo

al obtenido en el Teorema 16 para familias exponenciales uniparamétricas cuando la función

T (x) es decreciente:

mı́n
θ∈[θm,θM ]

fθ(x) = fθm
(x)1{x ≤ x(θm, θM)} + fθM

(x)1{x(θm, θM) < x}.

Ejemplos.

1. Gaussiana: Fijada la varianza, las distribuciones Gaussianas, y sus versiones trun-

cadas, están ordenadas (en sentido creciente) por la media.

2. Gammas: Fijado el parámetro de forma (escala) las distribuciones Gamma están

ordenadas por el parámetro de escala (forma).

3. Betas: Fijado uno de los parámetros las distribuciones Beta están ordenadas por el

otro parámetro.

2Reemplazando la desigualdad x ≤ x(θ1, θ2) que aparece en la propiedad (O.1) por la desigualdad

x(θ1, θ2) ≤ x y reemplazando la desigualdad x(θ1, θ) < x(θ, θ2) que aparece en la propiedad (O.2) por la

desigualdad x(θ, θ2) < x(θ1, θ) obtenemos la noción de familia θ-ordenada (en sentido decreciente).
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3.2. Simulación perfecta de Gaussianas multivariadas

truncadas

3.2.1. La distribución Gaussiana truncada

Sean a y b dos números reales tales que a < b. Una variable aleatoria X tiene distribu-

ción Gaussiana truncada al intervalo [a, b], en śımbolos X ∼ Na,b(m, σ2), si admite una

función densidad de la forma

ga,b(x; m, σ2) =
1

Aa,b(m, σ)

1

σ
φ

(

x − m

σ

)

1{a ≤ x ≤ b}, (3.7)

donde m ∈ R y σ > 0; φ(x) = 1√
2π

e−x2/2 es la campana de Gauss, Φ(x) =
∫ x

−∞ φ(y)dy es la

función de distribución correspondiente, y

Aa,b(m, σ2) = Φ

(

b − m

σ

)

− Φ

(

a − m

σ

)

(3.8)

es una constante de normalización. En otras palabras, la distribución Gaussiana truncada

Na,b(m, σ2) es la distribución Gaussiana de media m y varianza σ2 condicionada al intervalo

[a, b].

3.2.2. Acoplamiento maximal de Gaussianas truncadas

Fijados a, b ∈ R tales que a < b y fijado σ > 0, las densidades Gaussianas trun-

cadas ga,b(x; m, σ2) definidas por (3.7) están uńıvocamente determinadas por el valor del

parámetro m ∈ R. En lo que sigue, mantendremos fijos los parámetros a, b y σ y escribire-

mos gm(x) para designar a la densidad de la Gaussiana truncada Na,b(m, σ2).

Sean m1, m2 dos números reales tales que m1 < m2. Usando los Teoremas 16 y 4 con-

struimos expĺıcitamente un acoplamiento maximal para la familia de Gaussianas truncadas

Xm ∼ Na,b(m, σ2), m ∈ [m1, m2].

La familia de densidades gm(x), m ∈ R es m-ordenada en sentido creciente debido a

que cada densidad puede representarse en la forma

gm(x) = C(m)emT (x)h(x),
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donde T (x) es estrictamente creciente:

C(m) =
1

Aa,b(m, σ)
√

2πσ
exp

(

− m
2

2σ2

)

,

T (x) =
x

σ2
,

h(x) = exp

(

− x2

2σ2

)

1{a ≤ x ≤ b}.

Usando el Teorema 16 obtenemos

mı́n
m∈[m1,m2]

gm(x) = gm2(x)1 {x ≤ x0} + gm1(x)1 {x0 < x} (3.9)

donde

x0 =
m1 + m2

2
− σ2

m2 − m1

log

(

Aa,b(m1, σ)

Aa,b(m2, σ)

)

∈ (a, b). (3.10)

Como consecuencia de la identidad (3.9) vale la desigualdad del evento acoplante (1.7)

y el coeficiente de ergodicidad asociado a la familia Xm, m ∈ [m1, m2] definido en (1.6) (i.e.,

la probabilidad maximal de acoplamiento) se calcula como

α = α(Xm, m ∈ [m1, m2]) =

∫ b

a

mı́n
m∈[m1,m2]

gm(x)dx =
Aa,x0(m2)

Aa,b(m2)
+

Ax0,b(m1)

Aa,b(m1)
. (3.11)

Observe que α ∈ (0, 1): α > 0 porque mı́nm∈[m1,m2] gm(x) > 0. Si α = 1, todas las

densidades coinciden, lo que esta descartado por la hipótesis m1 < m2.

La máxima componente común de las variables aleatorias Xm, m ∈ [m1, m2] se construye

utilizando la función integral:

α(x) =

∫ x

a

mı́n
m∈[m1,m2]

gm(y)dy

=
Aa,x(m2)

Aa,b(m2)
1{x ≤ x0} +

[

Aa,x0(m2)

Aa,b(m2)
+

Ax0),x(m1)

Aa,b(m1)

]

1{x0 < x}. (3.12)

Las componentes diferentes se construyen utilizando las diferencias entre la funciones dis-

tribución de probabilidades correspondientes a las variables Xm, Gm(x) =
∫ x

a
gm(y)dy, y la

parte común α(x):

Ĝm(x) = α + Gm(x) − α(x).
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Sea U una variable con ley uniforme en el intervalo [0, 1]. De acuerdo con la demostración

del Teorema 4, si se define

X̂m = X̂m(U) := 1{U ≤ α}α−1(U) + 1{α < U}Ĝ−1
m

(U), (3.13)

(

X̂m : m ∈ [m1, m2]
)

es un acoplamiento maximal para la familia de Gaussianas truncadas

Xm, m ∈ [m1, m2], con evento acoplante maximal {U ≤ α}.

Cuando ocurre el evento acoplante, {U ≤ α}, las variables X̂m(U) se calculan mediante

la siguiente fórmula:

X̂m(U) =

(

m2 + σΦ−1

(

Aa,b(m2)U + Φ

(

a − m2

σ

)))

1

{

U <
Aa,x0(m2)

Aa,b(m2)

}

+

(

m1 + σΦ−1

(

Aa,b(m1)ε(U) + Φ

(

x0 − m1

σ

)))

1

{

Aa,x0(m2)

Aa,b(m2)
≤ U ≤ α

}

,

donde ε(U) = U − Aa,x0 (m2)

Aa,b(m2)
.

3.2.3. La distribución Gaussiana multivariada truncada

Sean a y b dos vectores en R
d. Un vector aleatorio d-dimensional, X = (X1, . . . , Xd)

tiene distribución Gaussiana truncada a la caja {η ∈ R
d : a ≤ η ≤ b}, en śımbolos

X ∼ Na,b(m,Σ), si admite una función densidad de la forma:

ga,b(η;m,Σ) =
1

Za,b(m,Σ)
exp

(

−1

2
Qd(η;m,Σ)

)

1{a ≤ η ≤ b}, (3.14)

donde m ∈ R
d y Σ es una matriz definida positiva;

Qd(η;m,Σ) = (η − m)′Σ−1(η − m), (3.15)

y Za,b(m,Σ) =
∫

exp
(

−1
2
Qd(η;m,Σ)

)

1{a ≤ η ≤ b}dη es una constante de normal-

ización. En otras palabras, la distribución Gaussiana truncada d-dimensional Na,b(m,Σ)

es la distribución Gaussiana d-dimensional de media m y matriz de covarianzas Σ condi-

cionada a la caja {a ≤ η ≤ b}.

Distribuciones condicionales. Sea X = (X1, . . . , Xd) un vector d-dimensional dis-

tribuido con ley Na,b(m,Σ). Suponga que m = (m1, . . . , md) y que Σ−1 = (aij : 1 ≤
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i, j ≤ d). Para cada a ≤ η ≤ b la distribución de Xk condicionada a X{k}c = η{k}c es una

Gaussiana truncada Nak,bk
(η(k), σ2

k), donde

η(k) = a−1
kk

(

d
∑

i=1

akimi −
∑

i6=k

akiηi

)

, σ2
k = a−1

kk . (3.16)

El resultado se obtiene completando cuadrados respecto de ηk −mk en la forma cuadrática

Qd(η; m,Σ):

Qd(η;m,Σ) = akk

(

ηk − mk + a−1
kk

∑

i6=k

aki(ηi − mi)

)2

+ Rk(η{k}c), (3.17)

donde Rk(η{k}c) no depende de ηk.

Observación 17 Note que η(k) es una función lineal de η{k}c y que σ2
k no depende de η.

Además m1 ≤ η ≤ m2, donde

m1(k) = a−1
kk

(

d
∑

i=1

akimi −
∑

i6=k

máx(0, aki)bi −
∑

i6=k

mı́n(0, aki)ai

)

, (3.18)

m2(k) = a−1
kk

(

d
∑

i=1

akimi −
∑

i6=k

máx(0, aki)ai −
∑

i6=k

mı́n(0, aki)bi

)

. (3.19)

3.2.4. Simulación perfecta

De acuerdo con lo anterior, para cada k = 1, . . . , d y cada η ∈ Ω la variable aleatoria

Xk,η := Xk|X{k}c = η{k}c tiene ley Gaussiana truncada Nak,bk
(η(k), σ2

k), donde η(k) y σ2

están definidos en (3.16). De la Observación 17 sabemos que η(k) ∈ [m1(k),m2(k)], donde

m1(k) y m2(k) están definidos en (3.18) y (3.19), respectivamente. En consecuencia,

ı́nf
η∈Ω

gk(x|η{k}c) = mı́n
m∈[m1(k),m2(k)]

gk,m(x), (3.20)

donde gk,m es la densidad de la distribución Gaussiana truncada Nak,bk
(m, σ2

k).

Debido a la identidad (3.20) el coeficiente de ergodicidad asociado a la familia de

variables aleatorias Xk,η, η ∈ Ω puede calcularse usando la identidad (3.11). Resultando

que α(ga,b) > 0. Por lo tanto las distribuciones Gaussianas truncadas Na,b(m,Σ) satisfacen

las hipótesis del Teorema 7. En consecuencia puede construirse una versión estacionaria

del Gibbs sampler asociado.
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Los acoplamientos maximales utilizados en la construcción del Gibbs sampler esta-

cionario asociado a la distribución Gaussiana truncada Na,b(m,Σ) se obtienen utilizando

los resultados de la Sección 3.2.2.

3.3. Simulación perfecta de Gammas truncadas

La metodoloǵıa desarrollada en el Caṕıtulo 2 también puede aplicarse para construir

vectores aleatorios distribuidos con ley Gamma multivariada truncada.

Caso unidimensional. Sea T un número real positivo. Una variable aleatoria X tiene

distribución Gamma truncada al intervalo (0, T ), en śımbolos X ∼ ΓT (a, b) si admite una

función densidad de la forma:

g(x; a, b) =
1

ZT (a, b)
xa−1e−bx1{0 < x < T}, (3.21)

donde, a > 0 b > 0 y ZT (a, b) =
∫ T

0
xa−1e−bxdx es una constante de normalización. En otras

palabras, la distribución Gamma truncada ΓT (a, b) es la distribución Γ con parámetro de

forma a y parámetro de escala b condicionada al intervalo (0, T )

Caso multidimensional. Un vector aleatorio d-dimensional, X = (X1, . . . , Xd) tiene

distribución Gamma truncada a la caja [0, T ]d = {η ∈ R
d : 0 ≤ ηi ≤ T para todo

i = 1, . . . , d} si admite una función densidad de la forma:

g(η) =
1

Z
exp

(

−
∑

i

biηi −
∑

i<j

bijηiηj

)

d
∏

i=1

ηai−1
i 1{η ∈ [0, T ]d} (3.22)

donde los parámetros ai > 0, bi > 0 y bij = bji ≥ 0 y y Z es una constante de normalización.

Distribuciones condicionales. Sea X = (X1, . . . , Xd) un vector d-dimensional dis-

tribuido con ley Gamma truncada dada por la densidad (3.22). Para cada η ∈ [0, T ]d la

distribución de Xk condicionada a X{k}c = η{k}c es una Gamma truncada ΓT (ak, bk(η)),

donde

bk(η) = bk +
∑

j 6=k

bjkηj (3.23)
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El resultado se obtiene observando que

∑

i

biηi +
∑

i<j

bijηiηj =

(

bk +
∑

j 6=k

bjkηj

)

ηk + Rk(ηk), (3.24)

donde Rk(η−k) no depende de ηk.

Fijado el parámetro de forma, a, la familia de densidades gb(x) = g(x; a, b) pueden

representarse en la forma

gb(x) = C(b)ebT (x)h(x),

donde T (x) es estrictamente decreciente:

C(b) =
1

ZT (a, b)
, T (x) = −x, h(x) = xa−11{0 < x < T}.

Lo demás es análogo al desarrollo de la Sección 3.2.



Caṕıtulo 4

Simulación perfecta de campos

Markovianos con spines acotados

4.1. Definiciones y resultados

En esta Sección repasamos las definiciones básicas del formalismo de Gibbs: potenciales,

especificaciones locales y medidas de Gibbs ([6] y [7]). Introducimos el proceso Markoviano

denominado Gibbs sampler asociado a una especificación Gibbsiana y damos una condi-

ción suficiente para la existencia del Gibbs sampler estacionario. Su distribución marginal

temporal es la única medida invariante para el proceso y es la única medida de Gibbs

compatible con la especificación.

4.1.1. Formalismo de Gibbs

Consideramos el formalismo de Gibbs para sistemas de spines con espacio de fase un

intervalo compacto de la forma [a, b], (a < b).

Espacio de configuraciones. Para cada i = (i1, . . . , id) ∈ Z
d, tenemos una copia del

espacio de medida ([a, b],B, λ), donde B es la σ-álgebra de los conjuntos de Borel del

intervalo [a, b] y λ es la medida de Lebesgue. El espacio de configuraciones será el espacio

41



42 Simulación perfecta de campos Markovianos con spines acotados

producto

Ω := [a, b]Z
d

= {η = (η(i) : i ∈ Z
d) : η(i) ∈ [a, b]}, (4.1)

munido de la topoloǵıa producto y la σ-álgebra de Borel asociada: F = BZd

.

Potenciales. Un potencial λ-admisible es una familia J = {J∆ : ∆ ∈ S} de funciones

J∆ : Ω → R con las siguientes propiedades

(i) Para cada ∆ ∈ S, J∆ es F∆-medible.

(ii) Para cada Λ ∈ S y η ∈ Ω, la serie

HΛ(η) =
∑

∆∈S:∆ 6⊂Λc

J∆(η) existe. (4.2)

HΛ(η) se llama la enerǵıa de η en Λ asociada a J , y HΛ el Hamiltoniano en Λ

asociado a J .

(iii) Para cada Λ ∈ S y γ ∈ Ω, la integral (respecto de la medida de Lebesgue λΛ sobre

ΩΛ)

ZΛ(γ) =

∫

λΛ(dηΛ) exp (−HΛ(ηΛγΛc)) es finita. (4.3)

Especificaciones locales. Sea J un potencial λ-admisible y γ ∈ Ω, Λ ∈ S. La medida

de probabilidad sobre (ΩΛ,FΛ) definida por

µΛ(dηΛ|γΛc) :=
1

ZΛ(γ)
exp(−HΛ(ηΛγΛc))λΛ(dηΛ) (4.4)

se llama distribución de Gibbs en Λ con condiciones de borde γΛc , potencial J y medida de

spin λ. La familia de medidas Γ = {µΛ(dηΛ|γΛc) : Λ ∈ S, γ ∈ Ω} se llama una especificación

Gibbsiana asociada a J y λ.

Medidas de Gibbs. Una medida de Gibbs compatible con Γ es una medida µ sobre Ω

que satisface las ecuaciones “DLR” (Dobrushin, Lanford y Ruelle)
∫

µ(dγ)

∫

µΛ(dηΛ|γΛc)f(ηΛγΛc) =

∫

µ(dη)f(η). (4.5)

para f : Ω → R continua. Usando la notación µ(f) =
∫

µ(dη)f(η), las ecuaciones DLR se

leen

µ (µΛ(f |·)) = µ(f). (4.6)
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4.1.2. Gibbs sampler

Sea Γ = {µΛ(dηΛ|γΛc) : Λ ∈ S, γ ∈ Ω} una especificación Gibbsiana. El Gibbs sampler

asociado a Γ es un proceso de Markov a tiempo continuo (ηt : t ≥ 0) sobre Ω con generador

infinitesimal L definido sobre funciones continuas ciĺındricas f : Ω → R por:

Lf(η) :=
∑

i∈Zd

Lif(η), Lif(η) =

∫ b

a

µ{i}(dx|η{i}c)[f(η + (x − η(i))ei) − f(η)], (4.7)

donde ei ∈ {0, 1}Zd

se define por ei(j) = 1{j = i}. En palabras, a tasa 1, en cada sitio

i ∈ Z
d el spin η(i) ∈ [a, b] se substituye por una variable aleatoria Xi,η con ley µ{i}(·|η{i}c).

La existencia del Gibbs sampler asociado a Γ será demostrada, usando la construcción

gráfica de Harris y un argumento de percolación, en la Sección 4.2.

El resultado siguiente relaciona las medidas de Gibbs con las medidas invariantes del

Gibbs sampler.

Proposición 18 Si una medida µ es Gibbs para especificaciones Γ, entonces es invariante

para el Gibbs sampler asociado a Γ.

Demostración. Basta mostrar que µLif = 0 para todo i ∈ Z
d y funciones ciĺındricas

continuas f .

µLif =

∫

µ(dη)

∫ b

a

µ{i}(dx|η{i}c)[f(η + (x − η(i))ei) − f(η)]

= µ(µ{i}(f |·)) − µf = 0,

por DLR.

4.1.3. Resultados

Sea Γ una especificación Gibbsiana asociada a un potencial λ-admisible, J , de rango

finito r ∈ N y espacialmente homogéneo: JΛ = 0 salvo que Λ ⊂ {j ∈ Z
d : ||j − i|| ≤ r}

para todo i ∈ Λ (rango r); JΛ+i ◦θi = JΛ para todo Λ ∈ S, i ∈ Z
d, donde θi : Z

d → Z
d es la

traslación en i que actúa en Ω de la siguiente manera: (θiη)(j) = η(j − i) (homogeneidad

espacial).
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Sea α(Γ) el coeficiente de ergodicidad asociado a Γ definido por

α(Γ) :=

∫ b

a

ı́nf
η∈Ω

gη(x)dx, (4.8)

donde gη : [a, b] → R
+, η ∈ Ω, es la densidad de la distribución de Gibbs en {0} con

condiciones de borde ηZd\{0} definida en (4.4).

El primer resultado es la condición suficiente para la existencia de un proceso de Markov

estacionario con la dinámica del Gibbs sampler asociado a Γ. El segundo, afirma que el

Gibbs sampler asociado a Γ tiene una única medida invariante y que puede obtenerse como

ĺımite termodinámico.

Teorema 19 Si

|∂r{0}|(1 − α(Γ)) < 1, (4.9)

entonces, existe un proceso de Markov estacionario (ηt : t ∈ R) sobre Ω con generador

infinitesimal L definido por (4.7).

Este Teorema será demostrado en la Sección 4.4.

Teorema 20 La distribución marginal temporal, µ, del Gibbs sampler estacionario (ηt :

t ∈ R) asociado a Γ es la única medida invariante para el proceso. Más aún, para cada

condición de borde γ ∈ Ω y cada sucesión creciente Λ ր Z
d de regiones finitas vale que

ĺım
ΛրZd

µΛ(·|γΛc) = µ. (4.10)

En particular, µ es la única medida de Gibbs compatible con Γ.

Este Teorema será demostrado en la Sección 4.5

La hipótesis de homogeneidad espacial impuesta sobre el potencial, J , está puesta para

simplificar la exposición y se puede remover: para cada i ∈ Z
d, sea αi(Γ) el coeficiente de

ergodicidad asociado a la familia de variables aleatorias Xi,η, η ∈ Ω con distribuciones

µ{i}(·|η{i}c) definido en 1.6,

αi(Γ) =

∫ b

a

ı́nf
η∈Ω

gi,η(x)dx, (4.11)

donde gi,η : [a, b] → R
+, η ∈ Ω, es la densidad de la distribución µ{i}(·|η{i}c).

La condición (4.9) se reemplaza por supi∈Zd |∂r{0}|(1 − αi(Γ)) < 1. Cuando J es ho-

mogéneo, αi(Γ) = α(Γ) para todo i ∈ Z
d.
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4.2. Construcción gráfica del Gibbs sampler

El espacio de probabilidad donde se realizan todas las construcciones es el espacio

generado por una familia independiente de procesos de Poisson marcados de tasa 1 en R:

(T , U) = {(T (i), U(i)) : i ∈ Z
d}. Denotamos por P y E la probabilidad y la esperanza

inducidas por esos procesos de Poisson marcados.

Para cada s ∈ R y ξ ∈ Ω usamos la construcción gráfica de Harris para definir procesos

Gibbs sampler asociados a la especificación Γ, de condición inicial ξ a tiempo s, (ηξ
[s,t] : t ≥

s), que son funciones determińısticas de la familia independiente de procesos de Poisson

marcados (T , U).

Informalmente el proceso (ηξ
[s,t] : t ≥ s) se define del siguiente modo. Inicialmente

ηξ
[s,s] := ξ. A tiempo t ∈ T (i) ∩ (s,∞) el spin en el sitio i se substituye por una variable

aleatoria Xi,ηt− distribuida con ley µ{i}(·|(ηt−){i}c):

ηξ
[s,t] = ηξ

[s,t−] +
(

Xi, ηξ

[s,t−]
− ηξ

[s,t−](i)
)

ei. (4.12)

La variable Xi,ηt− se construye como una función determińıstica de la variable uniforme

Ut ∈ U(i) asociada a la época de Poisson t utilizando el acoplamiento maximal (X̂i,η : η ∈
Ω) para la familia de variables aleatorias Xi,η, η ∈ Ω con densidades gi,η(·) definido en la

demostración del Teorema 4.

Debido a que hay infinitos procesos de Poisson, no hay primera época en [s,∞), y la

dificultad principal de la construcción es establecer que lo que ocurre en un intervalo de

tiempo suficientemente pequeño en un sitio dado no está influenciado por una cadena de

interacciones provenientes del infinito.

Utilizando un resultado de percolación se puede mostrar que durante un cierto intervalo

de tiempo [s, s + t0], donde t0 es determińıstico y suficientemente pequeño, Z
d se parte en

una colección numerable de regiones aleatorias finitas que no interactúan entre si: Z
d =

∪ℓ∈NΛℓ, donde para cada ℓ ∈ N, Λℓ = Λℓ(T ∩ [s, s + t0]) ∈ S y Λℓ1 ∩ Λℓ2 = ∅ para todo

ℓ1 6= ℓ2. Durante el intervalo de tiempo [s, s + t0] el proceso se construye en cada región Λℓ

independientemente de lo que ocurra en las demás. Para cada región finita Λℓ las épocas

de los procesos de Poisson asociados están bien ordenadas y podemos definir:

(

ηξ
[s,t]

)

Λℓ

:= ηξ
Λℓ, [s,t]

, t ∈ (s, s + t0] (4.13)
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donde ηξ
Λℓ, [s,t]

∈ ΩΛℓ
se construye utilizando la regla de actualización (4.12) y es una función

determińıstica de las épocas (y sus variables uniformes asociadas) de los procesos de Poisson

marcados {(T (i), U(i)) : i ∈ Λℓ} contenidas en el intervalo [s, t].

Como t0 es independiente de la configuración inicial, iterando el procedimiento se con-

struye el proceso ηξ
[s,t] para todo tiempo.

Observación 21 A causa de la invariancia por traslaciones temporales de los procesos de

Poisson marcados, fijado ξ ∈ Ω, la ley de ηξ
[s,t] depende de t − s pero no de la ubicación

temporal del intervalo [s, t].

Proposición 22 Para cada s ∈ R y cada ξ ∈ Ω el proceso (ηξ
[s,t] : t ≥ s) tiene la dinámica

del Gibbs sampler asociado a Γ.

La prueba es enteramente análoga a la de la Proposición 10 debido a que las funciones

f : Ω → R involucradas en la definición del generador L dependen solamente de lo que

ocurre en regiones finitas.

Resultado de Percolación. Una versión de este resultado puede verse en el trabajo

de Durrett [2]. Incluimos una prueba levemente diferente con el objeto de mantener este

trabajo lo más auto-contenido posible.

Sea t0 > 0. Construimos un grafo aleatorio G(t0) = (Zd, E(t0)) dibujando una arista

no orientada entre los vértices i y j si j − i ∈ ∂r{0} y (T (i) ∪ T (j)) ∩ [0, t0] 6= ∅. En tal

caso diremos que los vértices i y j son vecinos y escribiremos i ∼ j.

Una trayectoria de longitud n es una sucesión de vértices j0, j1, · · · , jn tales que jm−1 ∼
jm cuando 0 < m ≤ n. Una trayectoria se dice auto-evitante si jm 6= jm′ para 0 ≤ m < m′ ≤
n. Diremos que los vértices i y j están conectados si existe una trayectoria auto-evitante

que comienza en i y termina en j. En tal caso escribiremos i ↔ j. La relación de conexión

↔ es una relación de equivalencia en Z
d e induce una partición en clases de equivalencia

denominadas componentes conexas. Finalmente, definimos el cluster del vértice i a tiempo

t0, C(i, t0), como el conjunto de todos los vértices que están conectados con i:

C(i, t0) := {j ∈ Z
d : i ↔ j}.
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Teorema 23 Si t0 es suficientemente pequeño entonces, con probabilidad igual a 1, todas

las componentes conexas del grafo aleatorio G(t0) son finitas.

Demostración. Basta mostrar que el cluster del origen a tiempo t0 es finito con proba-

bilidad igual a 1.

Sea i ∈ Z
d tal que ||i|| > M . Si i está conectado con 0, entonces existe una trayectoria

auto-evitante j0, j1, · · · , jn que comienza en 0 y termina en i. Puesto que cada arista mide

como máximo r, n ≥ M/r.

La presencia de una arista entre dos sitios i y j es un evento determinado por los

procesos de Poisson T (i) y T (j). Por lo tanto, si i, j, i′, j′ son sitios distintos entre si, la

presencia de aristas entre i y j y entre i′ y j′ son eventos independientes.

La probabilidad de una trayectoria auto-evitante de longitud 2n − 1 es a lo sumo

|∂r{0}|2n−1(1 − e−2t0)n: |∂r{0}|2n−1 es el número de trayectorias de longitud 2n − 1 y por

lo tanto una cota superior para las auto-evitantes. La presencia de aristas j0 ∼ j1, j2 ∼
j3, . . . , j2n−2 ∼ j2n−1 son eventos independientes, cada uno de probabilidad 1−e−2t0 porque

la probabilidad de ningún arribo a tiempo t0 en ninguno de los procesos de Poisson T (j2m),

T (j2m+1) es e−2t0 .

Elegimos t0 suficientemente chico para que |∂r{0}|2(1 − e−2t0) < 1. Esta elección es

determińıstica y t0 > 0. Por lo tanto, la probabilidad de una trayectoria auto-evitante de

longitud 2n − 1 tiende a cero exponencialmente rápido y por el Lema de Borel-Cantelli,

con probabilidad 1 hay una cota superior finita para la longitud de la mayor trayectoria

que comienza en 0. En consecuencia existe M > 0 finito tal que 0 no está conectado con

ningún sitio i tal que ||i|| > M .

4.3. Gibbs sampler en volúmenes finitos

La construcción desarrollada en la Sección 2.2, y sus consecuencias enunciadas en la

Sección 2.3, se extiende inmediatamente a las distribuciones de Gibbs µΛ(·|γΛc) en regiones

finitas Λ, con condiciones de borde γΛc , γ ∈ Ω. La construcción gráfica de los Gibbs

sampler en regiones finitas Λ se realiza en el mismo espacio de probabilidades generado

por los procesos de Poisson marcados (T , U) utilizando solamente los que corresponden a
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los sitios de Λ. Se obtienen los resultados siguientes:

Sean Λ ∈ S y γ ∈ Ω fijos.

1. Para cada s ∈ R y cada ξ ∈ Ω, existe un proceso Markoviano
(

ηξΛγΛc

Λ,[s,t] : t ≥ s
)

con

condición inicial ξΛ, condición de borde γΛc y generador infinitesimal LΛ,γ definido

sobre funciones continuas f , que sólo dependen de los sitios en Λ, por:

LΛ,γf(η) :=
∑

i∈Λ

∫ b

a

µ{i}(dx |(ηΛγΛc){i}c) [f (ηΛγΛc + (x − η(i))ei) − f (ηΛγΛc)] .

Esto es, en los sitios exteriores a la región Λ los spines se mantienen fijos en la

configuración γ; a tasa 1, en cada sitio i ∈ Λ el spin η(i) ∈ [a, b] se substituye por

una variable aleatoria Xi,ηΛγΛc distribuida con la ley condicional µ{i}(·|(ηΛγΛc){i}c),

dados los spines en los otros sitios.

2. Para cada t ∈ R fijo, el ĺımite

ĺım
s→−∞

ηξΛγΛc

Λ,[s,t] (i) := ηγ
Λ,t(i), (i ∈ Z

d) (4.14)

existe con probabilidad igual a 1 y no depende de ξ. El proceso (ηγ
Λ,t : t ∈ R) es

estacionario con marginal temporal µΛ(·|γΛc), que es la única medida invariante (y

reversible) para el proceso.

4.4. Construcción estacionaria del Gibbs Sampler

En esta Sección construimos un proceso de Markov estacionario (ηt : t ∈ R) sobre Ω

con la dinámica del Gibbs Sampler asociado a la especificación Γ.

4.4.1. Definición recursiva

Sean i ∈ Z
d y t ∈ R fijos. El valor del proceso en el sitio i a tiempo t se obtiene

explorando la construcción gráfica para atrás en el tiempo mediante la siguiente regla:

Retroceda en el tiempo hasta encontrar la primera época de Poisson correspondiente

al sitio i

T (i, t) := máx{T ∈ T (i) : T ≤ t}.
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Sea U(i, t) ∈ U(i) la variable con distribución uniforme en el intervalo [0, 1] asociada a la

época T (i, t). Hay dos casos posibles: U(i, t) ≤ α(Γ) o U(i, t) > α(Γ).

Si U(i, t) ≤ α(Γ), defina

ηt(i) := α−1(U(i, t)), (4.15)

donde α(x) es la función integral

α(x) =

∫ x

a

ı́nf
η∈Ω

gη(y)dy

que describe la parte común de las variables aleatorias Xi,η, η ∈ Ω distribuidas con ley

µ{i}(·|η{i}c), respectivamente, en el acoplamiento maximal (X̂i,η : η ∈ Ω) definido en la

demostración del Teorema 4.

En este caso, el valor ηt(i) está bien definido y es una función determińıstica de U(i, t).

Si U(i, t) > α(Γ), determine los valores del proceso en los sitios pertenecientes a la

vecindad de interacción ∂r{i} a tiempo T (i, t): (ηT (i,t)(j) : j ∈ ∂r{i}) y defina

ηt(i) := Ĝ−1
i, (ηT (i,t))∂r{i}

(U(i, t)), (4.16)

donde Ĝi, η∂r{i}
(x) es la función que describe las diferencias entre las variables aleatorias

Xi,η, η ∈ Ω en el acoplamiento maximal (X̂i,η : η ∈ Ω):

Ĝi, η∂r{i}
(x) = α(Γ) +

∫ x

a

gi,η(y)dy − α(x).

En este caso el valor ηt(i) es una función determińıstica de U(i, t) y de los valores ηT (i,t)(j), j ∈
∂r{i}. El valor ηt(i) estará bien definido si los valores ηT (i,t)(j), j ∈ ∂r{i} lo están.

4.4.2. Percolación orientada para atrás en el tiempo

Sean i ∈ Z
d y t ∈ R fijos. El esquema recursivo para definir el valor ηt(i) origina un

modelo de percolación orientada para atrás en el tiempo en el espacio de probabilidades

X = Z
d × R (con la sigma álgebra producto y la medida inducida por los procesos de

Poisson marcados).
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El clan de ancestros. Sea x = (i, t) ∈ X un punto espacio-temporal cualquiera. Defin-

imos la primera generación de ancestros de x mediante

A
x

1 :=

{

∅ si U(x) ≤ α(Γ),

{(j, T (x)) : j ∈ ∂r{i}} si U(x) > α(Γ).
(4.17)

Inductivamente, definimos la n-ésima generación de ancestros de x, n ≥ 2, mediante:

A
x

n :=
⋃

x′∈Ax

n−1

A
x
′

1 . (4.18)

Finalmente, definimos el clan de ancestros de x mediante

A
x :=

⋃

n≥1

A
x

n. (4.19)

Diremos que hay percolación orientada para atrás (en el tiempo) si existe un x ∈ X tal que

Ax

n 6= ∅ para todo n ∈ N.

Observación 24 Sea x = (i, t) ∈ X . Si A
x

1 = ∅ el valor de ηt(i) es una función deter-

mińıstica de U(x) y está bien definido. En cambio, si A
x

1 6= ∅ y A
x

2 = ∅, el valor de ηt(i) es

una función determińıstica de U(x) y de U(x′) : x
′ ∈ A

x

1. Aśı sucesivamente. En general,

ηt(i) = Θ(U(x); U(x′) : x
′ ∈ A

x) (4.20)

donde Θ es la función determińıstica definida por el procedimiento recursivo descripto en la

Sección anterior. En definitiva, para cada t ∈ R, ηt = (ηt(i) : i ∈ Z
d) estará bien definido

si los clanes de ancestros A
(i,t), i ∈ Z

d son finitos. El proceso (ηt : t ∈ R) estará bien

definido si no hay percolación orientada para atrás en el tiempo.

Adaptando las ideas desarrolladas en [3] y [4] se puede demostrar que

Lema 25 Para cada x ∈ X existe un proceso de ramificación (Bx

n : n ∈ N), tal que la ley

de B
x

1 es la misma que la ley de A
x

1 y A
x

n ⊂ B
x

n para todo n ∈ N.

El Lema anterior permite demostrar la siguiente

Proposición 26 Si |∂r{0}|(1 − α(Γ)) < 1, entonces, con probabilidad igual a 1, no hay

percolación orientada hacia atrás en el tiempo. Por lo tanto, el proceso (ηt : t ∈ R) está bien

definido casi seguramente respecto de P.
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Demostración.

Para cada x ∈ X existe un proceso de ramificación (Bx

n : n ∈ N), tal que la ley de B
x

1

es la misma que la ley de A
x

1 y A
x

n ⊂ B
x

n para todo n ∈ N.

De la definición (4.17) de la primera generación de ancestros de x se obtiene E[|Ax

1|] =

|∂r{0}|(1 − α(Γ)). Por hipótesis |∂r{0}|(1 − α(Γ)) < 1 y como B
x

1 tiene la misma ley que

A
x

1, el proceso de ramificación (Bx

n : n ∈ N) es subcŕıtico:

P(∃n0 ∈ N : B
x

n = ∅, ∀n ≥ n0) = 1. (4.21)

Por lo tanto, para cada x ∈ X se tiene que P(|Ax| < ∞) = 1. En consecuencia,

P(|Ax| < ∞ para todo x = (i, t), t ∈ T (i), i ∈ Z
d) = 1. (4.22)

La demostración se termina observando que si x = (i, t) ∈ X , entonces A
x = A

(i,T ∗(x)),

donde T ∗(x) := mı́n{T ∈ T (i) : t ≤ T} es la última época de T (i) anterior a t cuando se

explora la construcción gráfica para atrás en el tiempo.

Demostración del Lema 25. Basta definir un orden total en X , ≺, y después seguir

paso por paso la construcción desarrollada en las páginas 924-925 de la referencia [3]. La

idea es la siguiente.

Usando el orden total en X 1, cualquier conjunto finito de puntos espacio-temporales

X = {x1, · · · , xk} puede ordenarse de modo que xm ≺ xm+1, m = 1, . . . , k − 1. La primera

generación de ancestros de cada x ∈ X se descompone dos partes disjuntas. La primera, Ã
x

1

está compuesta por todos los primeros ancestros de x que no son ancestros de los puntos

anteriores; la segunda, A
x

1 \ Ã
x

1 es la responsable de la dependencia entre las generaciones

de ancestros. Se trata pues de eliminarla y reemplazarla por otra con la misma ley B̃
x

1(Xx)

construida en una copia independiente del espacio de probabilidad X . Este procedimiento

permite definir conjuntos independientes B
x

1 := Ã
x

1 ∪ B̃
x

1(Xx) con la misma ley de A
x

1 y tales

que ∪x∈XA
x

1 ⊂ ∪x∈XB
x

1.

El procedimiento definido por B
x

1 induce naturalmente un proceso de ramificación: B
x

n :=

∪x′∈Bx

n−1
B

x
′

1 . Inductivamente, A
x

n ⊂ B
x

n para todo n ∈ N.

1Por ejemplo: (i, t) ≺ (i′, t′) si y sólo si t > t′ (porque estamos explorando la construcción gráfica para

atrás en el tiempo) o t = t′ e i ≺ℓ i′, donde ≺ℓ es el orden lexicográfico en Z
d inducido por el orden total

de Z: i ≺ℓ i′ si existe m > 0 tal que im < i′m y in = i′n para todo n < m.
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Tiempos de parada reversos. Para cada t ∈ R y cada i ∈ Z
d fijos, sea τi(t) el instante

en que se extingue el clan de ancestros de (i, t):

τi(t) := máx{s ≤ t : Π2(A
(i,t)) ⊂ [s,∞)}, (4.23)

donde Π2 : X → R es la proyección temporal de los puntos x ∈ X : Π2(x) = t si y sólo si

x = (i, t) para algún i ∈ Z
d.

Por definición, el instante τi(t) es un tiempo de parada reverso que, como consecuencia

de la Proposición 26, es finito con probabilidad igual a 1: P(τi(t) > −∞) = 1. Debido a

que τi(t) es una función determińıstica de los procesos de Poisson marcados (T ,U) su ley

no depende ni del sitio i, ni del tiempo t.

Se obtiene el siguiente resultado

Proposición 27 Para cada i ∈ Z
d y para cada t ∈ R existe un tiempo de parada reverso

τi(t) finito, con probabilidad igual a 1, tal que para todo s ≤ τi(t), el valor de ηξ
[s,t](i) no

depende de ξ. Más aún, para cada t ∈ R fijo y para todo ξ ∈ Ω vale que

P

(

ĺım
s→−∞

ηξ
[s,t] = ηt

)

= 1. (4.24)

4.5. Unicidad de la medida invariante y ĺımite ter-

modinámico

4.5.1. Unicidad

La prueba es similar a la del Teorema 8.

Suponga que µ1 y µ2 son medidas invariantes para el Gibbs sampler asociado a Γ. Sea

f : Ω → R una función local continua cuyos valores están determinados por lo que ocurre

en una región finita Λ. Usando la construcción conjunta de los Gibbs sampler (ηξ
[s,t] : t ≥ s),

ξ ∈ Ω, s ∈ R y los resultados obtenidos en las Secciones 4.2 y 4.4 puede verse que para

todo t ≥ 0 vale la desigualdad:

|µ1(f) − µ2(f)| ≤ 2||f ||∞|Λ|P(τ0(0) < −t). (4.25)
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En efecto,

|µ1(f) − µ2(f)| =

∣

∣

∣

∣

∫

µ1(dξ)E[f(ηξ
[0,t])] −

∫

µ2(dζ)E[f(ηζ
[0,t])]

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

µ1(dξ)E[f(ηξ
[−t,0])] −

∫

µ2(dζ)E[f(ηζ
[−t,0])]

∣

∣

∣

∣

≤
∫ ∫

µ1(dξ)µ2(dζ)
∣

∣

∣
E

[

f(ηξ
[−t,0]) − f(ηζ

[−t,0])
]∣

∣

∣

≤ 2||f ||∞
∫ ∫

µ1(dξ)µ2(dζ)P
((

ηξ
[−t,0]

)

Λ
6=
(

ηζ
[−t,0]

)

Λ

)

≤ 2||f ||∞|Λ|P(τ0(0) < −t).

En la primera igualdad se usó la definición de medida invariante; en la segunda usamos que

la ley del proceso ηξ
[s,t] es la misma que la del proceso ηξ

[s−t, 0]. En la primer desigualdad se

usó que los procesos están construidos en el mismo espacio de probabilidades; en la segunda

el Lema 12 y que los valores de f están determinados por lo que ocurre en la región finita

Λ. La tercera desigualdad se obtiene del siguiente modo: observamos que

P

((

ηξ
[−t,0]

)

Λ
6=
(

ηζ
[−t,0]

)

Λ

)

≤
∑

i∈Λ

P

(

ηξ
[−t,0](i) 6= ηζ

[−t,0](i)
)

,

y usamos la definición y las propiedades de los tiempos de parada τi(0):
{

ηξ
[−t,0](i) 6= ηγ

[−t,0](i)
}

⊂ {τi(0) < −t}

para obtener la desigualdad

P

((

ηξ
[−t,0]

)

Λ
6=
(

ηγ
[−t,0]

)

Λ

)

≤
∑

i∈Λ

P(τi(0) < −t) = |Λ|P(τ0(0) < −t).

La desigualdad (4.25) implica que |µ1(f) − µ2(f)| = 0 porque P(τ0(0) > −∞) = 1. Como

f es local continua arbitraria, µ1 = µ2.

4.5.2. Ĺımite termodinámico

Fijamos t ∈ R y fijamos γ ∈ Ω. Sea (Λn : n ∈ N) una sucesión cualquiera de regiones

finitas tal que Λn ր Z
d.

Para cada i ∈ Z
d sea Λ(i, t) la proyección del clan de ancestros A

(i,t) sobre Z
d. Si Λ(i, t)

es finita, existe un n(i, t) ∈ N tal que para todo n ≥ n(i, t) vale que Λ(i, t) ⊂ Λn. Por

construcción, los valores de los procesos ηγ
Λn,t(i) y ηt(i) son iguales para todo n ≥ n(i, t).
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Resumiendo: si la proyección del clan de ancestros del sitio i a tiempo t sobre Z
d es

finita, entonces

ĺım
ΛրZd

ηγ
Λ,t(i) = ηt(i). (4.26)

De acuerdo con la Proposición 26, para cada i ∈ Z
d, Λ(i, t) es una región finita con

probabilidad igual a 1. En consecuencia

P

(

ĺım
ΛրZd

ηγ
Λ,t = ηt

)

= 1. (4.27)

De los resultados obtenidos en la Sección 4.3 sabemos que los procesos ηγ
Λ,t tienen como

única medida invariante la distribución de Gibbs µΛ(·|γΛc). Por lo tanto,

ĺım
ΛրZd

µΛ(·|γΛc) = µ, (4.28)

donde µ es la única medida invariante para el Gibbs sampler asociado a Γ.

4.6. Comportamiento de las correlaciones espaciales

En esta Sección demostramos que las correlaciones espaciales decaen exponencialmente

con la distancia.

Teorema 28 Existen constantes positivas M1 y M2 tales que

|µ(η(0)η(i)) − µ(η(0))µ(η(i))| ≤ C(a, b)|i|M1 exp(−M2|i|) i ∈ Z
d, (4.29)

donde C(a, b) = máx{|a|, |b|}(b − a) y η(j) es una abreviatura para ηt(j) cualquiera sean

j ∈ Z
d y t ∈ R.

Este resultado es intuitivamente claro puesto que el ancho espacial del clan de ancestros

de cada sitio debe decaer exponencialmente debido a que está dominado por un proceso

de ramificación subcŕıtico.

4.6.1. Ancho espacial del clan de ancestros

Lema 29 Sea S la cantidad sitios de Z
d ocupados por la proyección espacial del clan de

ancestros A
(0,0) del punto (0, 0) ∈ X . Existen constantes positivas C1 y C2 tales que

P(S > k) ≤ C1 exp(−C2k), k ∈ N. (4.30)
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Demostración. El proceso de ramificación
(

B
(0,0)
n : n ∈ N

)

que domina al clan de ance-

stros A
(0,0) del punto (0, 0) ∈ X definido en la demostración del Lema 25 induce un proceso

de Galton-Watson (Zn : n ≥ 0) tal que

∣

∣A
(0,0)
∣

∣ ≤ Z (4.31)

donde Z0 := 1, Zn := |B(0,0)
n |, n ≥ 1, y Z :=

∑

n≥0 Zn. Por construcción, el proceso de

Galton-Watson (Zn : n ≥ 0) se describe mediante una familia Y n
i , i ∈ N, n ∈ N i.i.d.

de variables aleatorias no negativas cada una con la misma distribución que Y = |B(0,0)
1 |,

Zn+1 =
∑Zn

i=1 Y n
i (con la convención

∑0
i=1 Y n

i = 0).

Debido a que S ≤ |A(0,0)|, la prueba se reduce a mostrar que existen constantes positivas

C1 y C2 tales que

P(Z > k) ≤ C1 exp(−C2k), k ∈ N. (4.32)

Sea R := sup{s > 0 :
∑

i P(Z = i)si < ∞} el radio de convergencia de la función

generadora de Z, F (s) := E[sZ ]. Observar que si R > 1, la desigualdad de Chebichev

exponencial implica que

P(Z > k) ≤ E[RZ ]

Rk
= C1 exp(−C2k), (4.33)

donde C1 = E[RZ ] > 0 y C2 = log R > 0. La prueba se reduce a mostrar que R > 1.

Se sabe que (Th.3, Otter (1949)) R = a/f(a), donde a es la solución de la ecuación

f(a)

a
= f ′(a), (4.34)

f(s) = E[sY ] es la función generadora de Y

f(s) = α(Γ)s0 + (1 − α(Γ))sN

= α(Γ) + (1 − α(Γ))sN

y N = |∂r{0}|.
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Para resolver la ecuación (4.34) basta observar que

f ′(a) =
f(a)

a
⇐⇒ af ′(a) = f(a)

⇐⇒ N(1 − α(Γ))aN = α(Γ) + (1 − α(Γ))aN

⇐⇒ (N − 1)(1 − α(Γ))aN = α(Γ)

⇐⇒ aN =
α(Γ)

(N − 1)(1 − α(Γ))

⇐⇒ a =

(

α(Γ)

(N − 1)(1 − α(Γ))

)1/N

.

Por otra parte,

f(a) = α(Γ) + (1 − α(Γ))

(

(

α(Γ)

(N − 1)(1 − α(Γ))

)1/N
)N

= α(Γ) + (1 − α(Γ))

(

α(Γ)

(N − 1)(1 − α(Γ))

)

= α(Γ) +
α(Γ)

(N − 1)

= α(Γ)

(

N

N − 1

)

.

En consecuencia,

R =

(

α(Γ)
(N−1)(1−α(Γ))

)1/N

α(Γ)
(

N
N−1

)

=

(

(N − 1)N−1

NNα(Γ)N−1(1 − α(Γ))

)1/N

Observar que

R > 1 ⇐⇒ (N − 1)N−1

NNα(Γ)N−1(1 − α(Γ))
> 1

⇐⇒ (N − 1)N−1

NN
> (1 − α(Γ))α(Γ)N−1 (4.35)

Un poco de análisis muestra que el polinomio p(x) = (1−x)xN−1, tiene un máximo absoluto

(considerando como dominio x ≥ 0) en x = (N − 1)/N . Algunas cuentas más muestran

que

p

(

N − 1

N

)

=
(N − 1)N−1

NN
. (4.36)
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Finalmente, la validez de la desigualdad (4.35) se deduce de que por hipótesis, α(Γ) > N−1
N

.

.

Corolario 30 Sea SW (A(i,t)) :=
∣

∣ΠZd(A(i,t))
∣

∣ la cantidad de sitios ocupados por la proyec-

ción espacial del clan de ancestros A
(i,t) del punto (i, t) ∈ X . Existen constantes positivas

C1 y C2, que no dependen del punto (i, t) ∈ X , tales que

P(SW (A(i,t)) > k) ≤ C1 exp(−C2k), k ∈ N. (4.37)

Demostración. Es consecuencia inmediata de la invariancia por traslaciones espacio

temporales de nuestra construcción y del Lema 29.

4.6.2. Decaimiento exponencial de las correlaciones espaciales

Demostración del Teorema 28. Por construcción

µ(η(0)) = E[Θ(A0)] y µ(η(i)) = E[Θ(Ai)], (4.38)

donde A
j := A

(j,t) es el clan de ancestros del punto (j, t) ∈ X y Θ(Aj) es una abreviatura

para Θ(U(j, t); U(x) : x ∈ A
(j,t)).

Adaptando la técnica desarrollada en (Section 4.5) de Fernández, Ferrari and Garcia

(2001) se puede construir un acoplamiento entre clanes (A0, A
i, Â

0, Â
i) tal que

(a) (Â0, Â
i) tiene la misma distribución que (A0, A

i) pero las marginales son indepen-

dientes;

(b) A
0 = Â

0;

(c) Â
i ∩ A

0 = ∅ ⇒ A
i = Â

i.

Utilizando dicho acoplamiento entre clanes puede verse que

µ(η(0)η(i)) − µ(η(0))µ(η(i)) = E
[

Θ(A0)Θ(Ai)
]

− E

[

Θ(Â0)
]

E

[

Θ(Âi)
]

= E
[

Θ(A0)Θ(Ai)
]

− E

[

Θ(Â0)Θ(Âi)
]

= E

[

Θ(A0)Θ(Ai) − Θ(A0)Θ(Âi)
]

= E

[

Θ(A0)(Θ(Ai) − Θ(Âi))1{Âi ∩ A
0 6= ∅}

]

.
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En consecuencia,

|µ(η(0)η(i)) − µ(η(0))µ(η(i))| ≤ C(a, b)P(Âi ∩ A
0 6= ∅), (4.39)

donde C(a, b) = máx{|a|, |b|}(b − a).

Por otra parte, usando el decaimiento exponencial del ancho espacial de los clanes de

ancestros (4.37), puede verse que

P(A0 ∩ Â
i 6= ∅) ≤ P(SW (A0) + SW (Âi) ≥ |i|)

≤
|i|
∑

k=1

P(SW (A0) ≥ k)P(SW (Âi) ≥ |i| − k)

≤
|i|
∑

k=1

C2
1 exp(−C2|i|)

= |i|C2
1 exp(−C2|i|). (4.40)

La prueba se completa combinando las desigualdades (4.39) y (4.40).



Caṕıtulo 5

Campos Gaussianos con spines

acotados

5.1. Definiciones y resultados

Sea Ω = [a, b]Z
d

. Sea J : Z
d → R

+ una función simétrica, no negativa sumable: J(i) =

J(−i) ≥ 0 para todo i ∈ Z
d y 0 < ‖J‖ :=

∑

i J(i) < ∞; también suponemos que J(0) = 0.

Para cada Λ ∈ S, consideramos el Hamiltoniano ferromagnético HΛ : Ω → R dado por el

potencial cuadrático inducido por J

HΛ(η) :=
1

2

∑

{i,j}6⊂Λc

J(j − i)(η(i) − η(j))2. (5.1)

Sea Γ = {µΛ(·|γΛc) : Λ ∈ S, γ ∈ Ω} la familia de especificaciones locales inducida por

HΛ definida en (4.4):

µΛ(dηΛ|γΛc) :=
1

ZΛ(γ)
exp(−HΛ(ηΛγΛc))λΛ(dηΛ). (5.2)

El primer resultado establece que las especificaciones locales (5.2) son Gaussianas mul-

tivariadas truncadas.

Lema 31 Para cada Λ ∈ S y γ ∈ Ω, la especificación local µΛ(·|γΛc) es una Gaussiana

multivariada NΛ(mγ
Λ,ΣΛ) truncada a la caja [a, b]Λ, donde

mγ
Λ = A−1

Λ BΛ,ΛcγΛc y ΣΛ = A−1
Λ (5.3)

59
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con

AΛ(i, j) :=















∑

j∈Λ\{i} J(j − i) + ‖J‖, si i = j ∈ Λ,

−J(j − i), si i ∈ Λ y j ∈ Λ \ {i}
(5.4)

y

BΛ,Λc(i, j) := J(j − i), para i ∈ Λ y j ∈ Λc. (5.5)

En particular, para cada i ∈ Z
d, la especificación local µ{i}(·|γ{i}c) es una Gaussiana trun-

cada Na,b(γ(i), ‖J‖−1), donde

γ(i) = ‖J‖−1
∑

j 6=i

J(j − i)γ(j).

Este Lema se demuestra en la Sección 5.5.

El segundo resultado es la condición suficiente para la existencia de un proceso Marko-

viano estacionario con la dinámica del Gibbs sampler asociado a Γ.

Teorema 32 Sea J : Z
d → R

+ simétrica, no negativa y de rango finito r ∈ N: {i ∈ Z
d :

J(i) 6= 0} = ∂r{0}. Sea xd(r) ∈ R
+ la única solución positiva de la ecuación

2
Φ(x) − Φ(x/2)

Φ(x) − Φ(0)
= 1 − |∂r{0}|−1. (5.6)

Si b − a < xd(r), entonces existe un proceso Markoviano estacionario con la dinámica del

Gibbs sampler asociado a Γ.

Este Teorema se demuestra al final de la Sección 5.2.

El tercer resultado establece que la ausencia de transición de fase no depende de la

condiciones enunciadas en el Teorema 32 y que se trata de una propiedad general para este

tipo de modelos.

Teorema 33 Sea J : Z
d → R

+ simétrica, no-negativa, sumable tal que 0 < ‖J‖ < ∞.

Entonces existe una única medida de Gibbs compatible con Γ.

Este Teorema se demuestra al final de la Sección 5.4.
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Puesto que HΛ(η) = ‖J‖HΛ(η/
√

‖J‖) donde (η/c)(i) = η(i)/c para todo i y el intervalo

[a, b] es arbitrario, sin perder generalidad, podemos asumir que ‖J‖ = 1.

De hecho, si elegimos ‖J‖ = 1 e introducimos una temperatura inversa β > 0 definiendo

µβ
Λ(dηΛ|γΛc) :=

1

Zβ
Λ(γ)

exp (−βHΛ(ηΛγΛc)) λΛ(dηΛ), (5.7)

tenemos βHΛ(η) = HΛ(
√

βη). Si η ∈ [a∗, b∗]Z
d

, entonces
√

βη ∈ [
√

βa∗,
√

βb∗]Z
d

. Debido a

que el Teorema 33 es verdadero para cada intervalo, substituyendo [a, b] por [
√

βa,
√

βb]

obtenemos que el modelo a temperatura inversa β y spines en [a, b] tiene una única medida

de Gibbs. Es suficiente considerar el caso β = 1 porque los otros casos se reducen a este.

Caso anti ferromagnético en grafos bipartitos El truco usual permite extender el

Teorema 33 a J negativa en grafos bipartitos. Suponga que J satisface las condiciones

del Teorema 33 y J(i − j) = 0 si i, j ∈ Υ1 o i, j ∈ Υ2 para una partición Υ1, Υ2 de

Zd. Defina J̃(i) = −J(i) y Γ̃ la especificación construida con J̃ . Defina la transformación

(Rη)(i) = η(i) para i ∈ Υ1 y (Rη)(i) = a + b − η(i) para i ∈ Υ2. Para una medida µ

sobre Ω, sea Rµ la medida inducida por esta transformación. Entonces µ es Gibbs para

Γ si y sólo si Rµ es Gibbs para Γ̃. Esto implica que el Teorema 33 vale también para las

especificaciones Γ̃.

5.2. Simulación perfecta

La construcción estacionaria de un proceso Markoviano con la dinámica del Gibbs

Sampler asociado a Γ y la simulación perfecta de la única medida de Gibbs asociada en

toda región finita Λ dependen de dos hechos relacionados entre śı: (a) que Γ tenga la

propiedad (4.9) enunciada en el Teorema 19 y (b) que para cada i ∈ Z
d se pueda construir

un acoplamiento maximal de la familia de variables aleatorias Xi,η, η ∈ Ω distribuidas

con ley µi(·|η{i}c) con densidad gi,η. Ambos hechos dependen del comportamiento de las

funciones ı́nfη∈Ω gi,η : [a, b] → R
+.

En la práctica, el problema se reduce a caracterizar la familia de funciones ı́nfη∈Ω gi,η(x),

i ∈ Z
d. De acuerdo con el Lema 31 las densidades gi,η corresponden a Gaussianas truncadas

Na,b(η(i), 1), donde η(i) =
∑

j 6=i J(j − i)η(j).
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Como el potencial cuadrático inducido por la función J es invariante por traslaciones

espaciales,

ı́nf
η∈Ω

gi,η(x) = ı́nf
η∈Ω

gη(x), (i ∈ Z
d) (5.8)

donde, para cada η ∈ Ω, gη(·) es la densidad correspondiente a la Gaussiana truncada

Na,b(η(0), 1).

La función f : Ω → R definida por f(η) := η(0) es una combinación convexa de los

spines en ∂r{0}. En consecuencia, para todo η ∈ Ω, η(0) ∈ [a, b]. Por lo tanto,

ı́nf
η∈Ω

gη(x) = mı́n
m∈[a,b]

gm(x), (5.9)

donde gm es la densidad de la Gaussiana truncada Na,b(m, 1).

Usando las identidades (5.8) y (5.9) y los resultados para familias de Gaussianas trun-

cadas obtenidos en la Sección 3.2.2 podemos calcular el coeficiente de ergodicidad asociado

a Γ; caracterizar la máxima componente común de la familia de Gaussianas truncadas

Xi,η, η ∈ Ω y construir un acoplamiento maximal siguiendo la demostración del Teorema

4. Con estas herramientas podemos construir una versión estacionaria del Gibbs sampler

asociado a Γ.

1. Coeficiente de ergodicidad. Usando (3.11) obtenemos el valor del coeficiente de er-

godicidad asociado a Γ1,

α(Γ) = 2
Φ(b − a) − Φ((b − a)/2)

Φ(b − a) − Φ(0)
. (5.10)

2. Máxima componente común. Para cada i ∈ Z
d, la máxima componente común de

familia de Gaussianas truncadas Xi,η, η ∈ Ω se describe mediante la función

αi(x) =

∫ x

a

ı́nf
η∈Ω

gi,η(y)dy (x ∈ [a, b]).

Usando (5.8), (5.9) y (3.12) se obtiene αi(x) = α(x), para todo i ∈ Z
d, donde

α(x) =
Aa,x(b)1{x < x0} + (Aa,x0(b) + Ax0,x(a))1{x ≥ x0}

Φ(b − a) − Φ(0)
, x0 = (a + b)/2.

1Puesto que m1 = a y m2 = b, x0 = (a + b)/2 ya que Aa,b(m1) = Aa,b(m2) = Φ (b − a) − Φ(0). Para

simplificar la expresión de α(Γ) usamos la identidad Φ(x) + Φ(−x) = 1.



5.3 Gibbs sampler y dominación estocástica 63

3. Acoplamiento maximal. Para cada i ∈ Z
d, el proceso

(

X̂i,η : η ∈ Ω
)

definido por

X̂i,η = X̂i,η(U) := 1{U ≤ α(Γ)}α−1(U) + 1{U > α(Γ)}Ĝ−1
i,η (U),

donde U es una variable aleatoria con distribución uniforme en el intervalo [0, 1] y

Ĝi,η(x) := α(Γ) +
∫ x

a
gi,η(y)dy − α(x), es un acoplamiento maximal para la familia

Xi,η, η ∈ Ω.

Demostración del Teorema 32.

La demostración se obtiene de la expresión (5.10) para el coeficiente de ergodicidad

asociado a Γ observando que la condición (4.9) del Teorema 19 es equivalente a b−a < xd(r)

debido a que la función

C(x) := 2
Φ(x) − Φ(x/2)

Φ(x) − Φ(0)
, x > 0,

tiene las siguientes propiedades: (a) ĺımx→0 C(x) = 1, (b) ĺımx→∞ C(x) = 0, (c) C(x) es

continua y estrictamente decreciente.

5.3. Gibbs sampler y dominación estocástica

En esta Sección recolectamos algunos resultados conocidos sobre dominación estocásti-

ca y analizamos propiedades del conjunto de medidas invariantes para el Gibbs sampler

relacionadas con la atractividad del proceso. Aqúı, la forma particular de las especifica-

ciones no es relevante. La mayoŕıa de los resultados son extensiones fáciles para espacio

continuo Ω de resultados de los Caṕıtulos 3 y 4 de Liggett [11] para el espacio {0, 1}Zd

.

Dominación estocástica en Ω. Para η, ξ ∈ Ω se dice que η ≤ ξ si y sólo si η(i) ≤ ξ(i)

para todo i ∈ Z
d. Una función f : Ω → R es creciente si y sólo si f(η) ≤ f(ξ) para η ≤ ξ.

Sean µ1 y µ2 medidas de probabilidad sobre Ω. Se dice que µ2 domina estocásticamente a

µ1, y se denota µ1 � µ2, si µ1f ≤ µ2f para cada función medible creciente f . µ1 � µ2 si

existe una acoplamiento (η̂1, η̂2) con marginales µ1 y µ2 tal que η̂1 ≤ η̂2 casi seguramente

[14, 11].
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Atractividad Un proceso de Markov es atractivo si µ1 � µ2 implica µ1S(t) � µ2S(t).

Una condición suficiente para la atractividad del Gibbs sampler es

µ{i}(·|η{i}c) � µ{i}(·|ξ{i}c) si η ≤ ξ (5.11)

Sean δa y δb las medidas que concentran masa sobre las configuraciones “todo a” y “todo

b”, respectivamente. Claramente, δa � µ � δb para cualquier medida µ. Si el proceso es

atractivo, δbS(t) es no creciente y δaS(t) es no decreciente en t. Por ende ambas sucesiones

tienen ĺımite (débil) cuando t → ∞ que llamaremos µb y µa, respectivamente. Las medidas

µb y µa son medidas invariantes llamadas la medida superior e inferior, respectivamente.

Para cada medida µ la atractividad implica δaS(t) � µS(t) � δbS(t) para todo t. Si µ

es invariante µS(t) = µ para todo t y tomando ĺımites cuando t → ∞,

µa � µ � µb (5.12)

Proposición 34 Suponga que el Gibbs sampler asociado a Γ es atractivo y µa = µb.

Entonces si µ es una medida de Gibbs compatible con Γ, µ = µa = µb.

Demostración. Por la Proposición 18 las medidas de Gibbs son invariantes para el Gibbs

sampler, por ende cada medida de Gibbs µ debe satisfacer (5.12), lo que demuestra la

unicidad.

5.4. Ausencia de transición de fase

En esta Sección repasamos algunas propiedades básicas de las variables Gaussianas

truncadas, mostramos que el Gibbs sampler inducido por el Hamiltoniano (5.1) es atractivo

y que las medidas invariantes superior e inferior coinciden, demostrando el Teorema 33.

Gaussianas truncadas. Sea Xm una variable aleatoria con distribución Gaussiana trun-

cada Na,b(m, 1) donde a < b, m ∈ R. Los resultados de la Sección 3.2.2 muestran que

si m1 < m2, entonces Na,b(m1, 1) � Na,b(m2, 1). (5.13)

También,

E[Xm] = m − ϕ(m) , (5.14)

donde ϕ(m) :=
φ(b − m) − φ(a − m)

Φ(b − m) − Φ(a − m)
. (5.15)
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(ver Sec.7, Cap. 13 de [9]). La función ϕ es impar con respecto a m0 = a+b
2

: ϕ (m0 + m) =

−ϕa,b (m0 − m) para todo 0 ≤ m ≤ b−a
2

. Más aún ϕ es creciente, continua e inversible en el

intervalo a ≤ m ≤ b.

Gibbs sampler. De acuerdo con el Lema 31, la especificación µ{i}(·|η{i}c) es una Gaus-

siana truncada Na,b(η(i), 1), donde

η(i) =
∑

j 6=i

J(j − i)η(j).

La función h(η) = η(i) es creciente en η. Por (5.13) las especificaciones µ{i}(·|η{i}c) sat-

isfacen la condición suficiente (5.11) para la atractividad del Gibbs sampler. Más aún,

usando (5.14) puede verse que para i ∈ Z
d y f(η) = η(i),

Lf(η) =

∫ b

a

µ{i}(dx|η{i}c)(x − η(i)) = η(i) − ϕ(η(i)) − η(i).

Abusaremos de la notación escribiendo η(i) y η(i) en lugar de h y f , para h(η) = η(i)

y f(η) = η(i).

Lema 35 Sea µ una medida de probabilidad invariante para el Gibbs sampler. Si µ es

invariante por traslaciones,

µϕ(η(i)) = 0. (5.16)

Demostración. Puesto que µ es invariante para el Gibbs sampler,

0 = µL(η(i)) = µ(η(i)) − µ(ϕ(η(i))) − µ(η(i)). (5.17)

La invariancia por traslaciones implica que µ(η(i)) no depende de i. Entonces,

µ(η(i)) = µ(η(i))
∑

j:j 6=i

J(j − i) = µ(η(i)). (5.18)

(Recordar que ‖J‖ =
∑

i6=0 J(i) = 1).

Demostración del Teorema 33. La existencia de una medida de Gibbs se prueba en

el Caṕıtulo 4 de [6]: [a, b] es un espacio de Borel estandar de medida finita y el potencial

inducido por J es absolutamente sumable.
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El Gibbs sampler asociado a Γ es atractivo de modo que las medidas invariantes superior

e inferior µb y µa están bien definidas. Por la Proposición 34 es suficiente mostrar que

µa = µb. Sea (ηa, ηb) un vector aleatorio con marginales µa y µb y tal que ηa ≤ ηb. La función

η(i) es creciente en η y ϕ(m) es creciente en m, entonces ϕ(ηa(i)) ≤ ϕ(ηb(i)). El ĺımite que

define a µa y µb es invariante por traslaciones y en consecuencia también lo son µa y µb.

Por (5.16), ϕ(ηa(i)) y ϕ(ηb(i)) tienen valor esperado 0. En consecuencia ϕ(ηa(i)) = ϕ(ηb(i))

casi seguramente. Usando que ϕ es inversible, ηa(i) = ηb(i) casi seguramente, vale decir,

∑

j:j 6=i

J(j − i)(ηb(j) − ηa(j)) = 0 (5.19)

Puesto que ηa ≤ ηb, (5.19) implica ηb(j) = ηa(j) para todo j tal que J(j − i) > 0. Como i

es arbitrario, esto implica que ηa(j) = ηb(j) casi seguramente para todo j.

5.5. Especificaciones Gaussianas truncadas

Demostración del Lema 31.

Cálculos sencillos muestran que para HΛ definida por (5.1),

HΛ(η) =
1

2
(η′

ΛAΛηΛ − 2η′
ΛBΛ,ΛcηΛc + Ψ(ηΛc)). (5.20)

donde la función Ψ(ηΛc) =
∑

i∈Λ

∑

j∈Λc J(j − i))η(j)2 no depende de ηΛ. Si AΛ es definida

positiva, esto prueba el Lema porque, usando (5.20),

HΛ(ηΛγΛc) =
1

2

(

η′
ΛAΛηλ − 2η′

ΛAΛ(A−1
Λ BΛ,ΛcγΛc) + Ψ(γΛc)

)

=
1

2
(ηΛ − mγ

Λ)′AΛ(ηΛ − mγ
Λ) + R(γ),

donde mγ
Λ = A−1

Λ BΛ,ΛcγΛc y R(γ) no depende de ηΛ.

Si J satisface las condiciones del Teorema 33, entonces AΛ es definida positiva. En

efecto, AΛ es la suma de una matriz semi-definida positiva y una combinación lineal de

coeficientes no negativos (y no todos nulos) de matrices definidas positivas:

AΛ =
∑

i∈Λ





∑

j∈Λ\{i}
J(j − i)



Eii
Λ +





∑

k∈Zd
+\∆+

2J(k)



 IΛ +
∑

k∈∆+

J(k)T k
Λ, (5.21)
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donde, IΛ es la matriz identidad; las matrices T k
Λ, k ∈ {j − i : (i, j) ∈ Λ × Λ} \ {0} están

definida por

T k
Λ(i, j) = 21{i = j} − 1{j − i ∈ {−k, k}}. (5.22)

(Zd
+, Zd

−) es una partición de Z
d \ {0} tal que i ∈ Z

d
+ ⇔ −i ∈ Z

d
− y ∆+ = ∆ ∩ Z

d
+.

Para obtener (5.21) observe que





∑

k∈∆+

J(k)T k
Λ



 (i, j) =















∑

k∈∆+
2J(k) si j − i = 0,

−J(k) si j − i ∈ {−k, k} para algún k ∈ ∆+

y como J es simétrica,

AΛ(i, i) =
∑

j∈Λ\{i}
J(j − i) +

∑

k∈Zd
+\∆+

2J(k) +
∑

k∈∆+

2J(k)

AΛ(i, j) = −J(k) si j − i ∈ {−k, k} para algún k ∈ ∆+.

Finalmente, demostramos que para cada k ∈ ∆+, la matriz T k
Λ es definida positiva. Diremos

que los sitios i, j ∈ Λ están k-conectados si existe una sucesión i = i0, i1, . . . , in = j

en Λ tal que im − im−1 ∈ {−k, k} para todo m = 1, . . . , n. Como k-conectados es una

relación de equivalencia, Λ se descompone en las clases de equivalencia Λ1, . . . , Λn dadas

por Λℓ = {iℓ + mk : m = 0, . . . ,mℓ} para algún mℓ entero no negativo.

Sea η ∈ R
Λ un vector no nulo, usando las notaciones anteriores se obtiene

η′T k
Λη =

∑

ℓ: mℓ≥1

mℓ−1
∑

m=0

(η(iℓ + mk) − η(iℓ + (m + 1)k))2

+ 2
∑

ℓ: mℓ=0

η(iℓ)
2 +

∑

ℓ:mℓ≥1

(η(iℓ)
2 + η(iℓ + mℓk)2) > 0. (5.23)

Lo que prueba que T k
Λ es definida positiva y completa la demostración del Lema.
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