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Construccion y simulaciéon perfecta de
campos Markovianos con spines acotados.

Resumen.

El objeto de este trabajo es la construccion y simulacion perfecta de medidas de prob-
abilidad sobre espacios compactos de la forma [a,b]", donde a,b € R (a < b) y L es un

conjunto de indices que puede ser finito o infinito numerable.

En el caso finito L = {1,2,--- ,d} y el objetivo del trabajo es la simulacién perfecta
de distribuciones absolutamente continuas respecto de la medida de Lebesgue. En el caso
infinito numerable L es el reticulado d-dimensional Z? y el objetivo del trabajo es la simu-
lacion perfecta de las distribuciones finito dimensionales de medidas de Gibbs compatibles

con especificaciones locales inducidas por un potencial de rango finito.

Ambos problemas se resuelven construyendo versiones estacionarias de procesos Marko-
vianos, denominados Gibbs sampler, cuyas marginales temporales son las distribuciones
objetivo. Los procesos pueden construirse usando la construccién grafica de Harris [8] y

una variante del algoritmo de Propp y Wilson denominado Coupling from the past [13].

Trabajando sobre ideas desarrolladas por Fernandez, Ferrari y Garcia para estudiar
medidas de equilibrio de sistemas con exclusiones en regimenes de alta temperatura, [3]
y [4], mostramos que la construccién del proceso estacionario en volumen infinito puede
relacionarse con la ausencia de percolacion en un proceso de percolacion orientada. Esta
condicién es suficiente para demostrar otras propiedades del proceso y de sus medidas
invariantes: unicidad, limite termodinamico, decaimiento exponencial de las correlaciones
espaciales. En particular, como un corolario de la construccion, se obtiene como resultado
la existencia de una tunica medida de Gibbs compatible con las especificaciones locales

inducidas por el potencial de rango finito.

En una segunda parte del trabajo probamos que procesos Gaussianos atractivos en
d . . . . . . ;. .
[a, b]%" tienen una tnica medida invariante y como consecuencia hay una tinica medida de

Gibbs asociada a las especificaciones locales correspondientes.

Palabras clave: Simulacion perfecta, Gibbs sampler, spines acotados, potencial de rango

finito, ausencia de transicion de fase.



Construction and perfect simulation of
Markov fields with bounded spins.

Abstract.

The subject of this work is the construction and perfect simulation of probability mea-
sures on compact spaces of the form [a,b]", where a,b € R (a < b) and L is a finite or

countable index set.

In the finite case L = {1,2,--- ,d} and the subject of this work is the perfect simulation
of distributions absolutely continuous with respect to Lebesgue measure. In the countable
case L is the d-dimensional lattice Z¢ and the subject of this work is the perfect simula-
tion of finite dimensional distributions of Gibbs measures compatible with a given local

specification induced by a finite range potential.

Both problems are solved by constructing stationarity versions of Markov procesess,
called Gibbs sampler, whose time-marginal distributions are the target distributions. The
procesess can be constructed using the Harris graphical construction [8] together with a

particular version of the coupling from the past algorithm of Propp and Wilson [13].

Working on ideas developed by Fernandez, Ferrari, Garcia for the study of the equilib-
rium measure of systems with exclusions in the high-temperature regime, [3] y [4], we show
that the construction of the stationary process in infinite volume can be related to the ab-
sence of percolation in a related oriented percolation process. This condition is suficient for
show other properties of the process and its invariant measure: uniqueness, termodinamic
limit, exponential decay of the spatial correlations. In particular, we obtain as a corolary
of the construction, the existence of a unique Gibbs measure compatible with the local

specifications induced by a finite range potential.

. . . . d
The second part of this work considers atractive Gaussian procesess on [a,b]Z". We
show that those systems have a unique invariante mesaure. As a consequence, there exists

a unique Gibbs measure associated to the corresponding specifications.

Keywords: Perfect simulation, Gibbs sampler, bounded spins, finite range potential, no

phase transition.
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Introduccion

El objeto de este trabajo es la construccién y la simulacién perfecta de medidas de

probabilidad sobre espacios compactos de la forma

[a, 0 == {n: L — [a,0]} = {n = (i) : i € L) : n(i) € [a,0]}, (1)

donde a,b € R (a < b) y L es un conjunto de indices que puede ser finito o infinito

numerable.

En el caso finito L sera el intervalo {1,2,--- ,d} y el objeto del trabajo es la simulacién
perfecta de distribuciones absolutamente continuas respecto de la medida de Lebesgue. En
el caso infinito numerable L serd el reticulado d-dimensional Z? y el objeto del trabajo
es la simulacién perfecta de las distribuciones finito dimensionales de medidas de Gibbs

compatibles con especificaciones locales inducidas por un potencial de rango finito.

Ambos problemas seran resueltos construyendo procesos Markovianos estacionarios
cuyas marginales temporales sean las distribuciones objetivo. Estos procesos se construiran
como funciones deterministicas de procesos de Poisson marcados estacionarios (construc-
cién grafica de Harris [8]). A lo largo de todas las construcciones usaremos como herramien-

ta principal el acoplamiento mazimal de variables aleatorias (Ver Thorisson [14]).

Siguiendo las ideas desarrolladas por Fernandez, Ferrari y Garcia para estudiar la me-
dida de equilibrio para sistemas con exclusiones en el régimen de baja densidad o alta
temperatura, [3] y [4], mostraremos que la construccién del proceso estacionario en volu-
men infinito esta relacionada con la ausencia de percolacién en un proceso de percolacion
orientada. Esta condicion sera suficiente para demostrar otras propiedades del proceso y
de sus medidas invariantes: unicidad, limite termodindmico, decaimiento exponencial de
las correlaciones. En particular resultara, como corolario de la construccién, la existencia

de una tunica medida de Gibbs compatible con las especificaciones locales inducidas por el
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potencial de rango finito.

Maés concretamente las construcciones se realizaran bajo las siguientes condiciones:

1. Caso finito. La funcién densidad g : [a,b]? — R es tal que
b
{ inf g, ae)dx > 0, 2
min /a OnE | gi(lngiye)de (2)
donde ngye := (n(j) : j # @) es el vector d — 1 dimensional que se obtiene eliminando
la i-ésima coordenada del vector 1 € [a,b]? y gi(:|ngye) : [a,b] — RT es la densidad

condicional de la i-ésima componente dadas todas las demaés.

2. Caso infinito. La especificaciéon Gibbsiana, I' = {ua(-|yac) : A C Z4, |A| < 00, v €

la, b]Zd}, asociada al potencial de rango finito r € N, es tal que

b
inf inf  g;(z|ngye)de > 1 —10,{0} " (3)

iezs a ne[azb]Zd

donde 7g;e es la proyeccion de la configuracién 7 € [a, b]Zd sobre el espacio [a, b]Zd\{i},
niye = (n(4) + § € Z\{i}); gi(-|ngye) : [a,b] — R es la densidad de la distribucién
de Gibbs en {i} con condiciones de borde ngye: g (niye) v 0,{0} ={j € Z*: 0 <

|[7]| < r}, siendo || - || la norma Manhattan en Z¢.

Los procesos Markovianos estacionarios que construiremos seran versiones a tiempo
continuo del llamado Gibbs sampler, popularizado por Geman y Geman [5] para constru-
ir muestras asintoticamente perfectas de distribuciones finito dimensionales. Se trata de
procesos Markovianos (n; : ¢ > 0) con generador infinitesimal L definido sobre funciones

locales continuas f : [a,b* — R mediante

Lf(n):=>_Lif(n),  Lif(n) = / gi(@|ngye)dz[f(n + (x —n(i))e;) — f(m)],  (4)

icL
donde e; € {0, 1}* se define por e;(i) = 1y e;(j) = 0 para j # i. En palabras, a tasa 1, en
cada sitio ¢ € L el spin (i) € [a, b] se substituye por una variable aleatoria X, cuya ley

tiene la densidad condicional g;(x|ny<) dados los spines en los otros sitios.

El espacio de probabilidad donde se realizan todas las construcciones es el espacio

generado por una familia independiente de procesos de Poisson marcados de tasa 1 en R:

(T,U) ={(7T (i), U(i)) : « € L}:
T6@)=(T,(i):neZ), U®G)=(U,(i):neZ),
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donde T,,(i) es la n-ésima época de un proceso de Poisson estacionario de tasa 1 en Ry
U, (i) son i. i. d. con ley uniforme en el intervalo [0, 1]. Todas las variables involucradas en

la construccién son independientes.

A grosso modo la construccién de procesos (1, : t > 0) con la dindmica del Gibbs
sampler es la siguiente: a tiempo t € 7 (i) el spin en el sitio i se substituye por una variable
aleatoria X;,,  distribuida con ley g;(z|(1;—)ie)dx. La variable X;,,  se construye como
una funcién deterministica de la variable uniforme Uy(i) € U(i) asociada a la época de

Poisson ¢ utilizando un acoplamiento maximal (X;, : 7 € Q) para la familia de variables

aleatorias X;,, n € Q con densidades g;(-|ng<)-

~

El acoplamiento maximal (X;, : n € ) consiste en construir simultdneamente copias

n € Q de modo tal que cuando ocurre el evento

Cy(i) == {Ut(i) < /abnei[%,fb]m gz(l’ln{i}c)d:c} (5)

de la variables X ,,

las variables )A(m son idénticas. En tal caso el valor del proceso a tiempo t en el sitio 4, 1;(4),
depende pura y exclusivamente del valor de la variable uniforme U;(i). Las condiciones (2)

(y (3)) garantizan que el evento Cy(i) definido en (5) ocurre con probabilidad positiva.

Construidas las versiones del Gibbs sampler de condicién inicial £ € [a,b]* a tiempo

s € R: (nfs gtz s), los procesos estacionarios se obtendran de la manera siguiente.

1. Caso finito. Para cada t € R definimos tiempos de parada reversos 7(t) tales que:
(a) los procesos iniciados en el instante 7(¢), a tiempo ¢ no dependen de la condicién
inicial y (b) los procesos iniciados antes de 7(t) son idénticos a tiempo ¢ con los

procesos iniciados en ().

Fijado t € R, para definir el tiempo de parada reverso 7(t) exploramos la construccién
grafica hacia atras en el tiempo hasta encontrar el primer momento a partir del cual
ocurren d épocas de Poisson consecutivas t; < ty < --- < t4, cada una asociada con
un y solo un sitio i € L: i(t1),i(t2),- - - ,i(tq), respectivamente, en las que ocurren los
eventos C, (i(ty)) definidos en (5).

La condicion (2) garantiza que 7(t) es finito con probabilidad igual a 1 y el proceso
estacionario se define por 1, := n;(),. La estacionariedad resulta de la construccién
debido a que 7; es una funciéon deterministica de los procesos de Poisson marcados

(7,U) que son invariantes por traslaciones temporales.
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2. Caso infinito. Para determinar el valor del spin en el sitio ¢ a tiempo ¢ exploramos
la construccion grafica hacia atras en el tiempo; llamando U a la variable aleatoria
uniforme usada el ultimo tiempo (digamos t’) antes de ¢ para actualizar el sitio ¢ hay
dos casos posibles U < fab nf, i,y gi(x|ngiye)dz o U > f: nf, 1,y gi(x|ngiye)dz. En
el primer caso no tenemos que seguir para atras. En el segundo, necesitamos conocer
los valores de los [0,{0}| vecinos a tiempo t'. Repitiendo el argumento, construimos

una estructura aleatoria denominada el clan de ancestros del punto espacio-temporal
(1,1).

El valor del spin en el sitio 7 a tiempo t resulta ser funcién deterministica de la vari-
able U y de las variables aleatorias uniformes correspondientes a los puntos espacio-
temporales del clan de ancestros de (i,t). Cuando el clan es finito el valor (i)

estd bien definido.

La condicién (3) garantiza que, con probabilidad igual a 1, todos los clanes de ance-

stros son finitos.

La construccién del Gibbs sampler estacionario (1, : t € R) sobre [a, b]" permite de-
mostrar que la distribucién marginal temporal (que no depende de t) es la unica medida

invariante para el proceso.

En el caso finito, es facil ver que la medida de probabilidad con densidad g es reversible
(y por lo tanto invariante) para el Gibbs sampler asociado. Por lo cual, en este caso, el
problema de la simulacién perfecta quedara resuelto construyendo la version estacionaria

del Gibbs sampler asociado.

Las construcciones y los resultados del caso finito se extienden inmediatamente a las
distribuciones de Gibbs (inducidas por un potencial de rango finito) g (-|yac) en regiones

finitas A C Z%, con condiciones de borde y5c, v € [a, b]Zd.

En el caso infinito, las construcciones anteriores permiten demostrar que el Gibbs sam-
pler asociado a la especificacion I tiene una tinica medida invariante; que dicha medida es
el limite termodinamico de las distribuciones de Gibbs en regiones finitas con condiciones
de borde prefijadas y por lo tanto es una medida de Gibbs compatible con la especificacion
I'. Por otra parte, es facil ver que las medidas de Gibbs compatibles con la especificacion I
son invariantes para el Gibbs sampler asociado, lo que demuestra que la medida de Gibbs es

unica y se puede obtener como limite termodinamico. Por lo cual, en este caso, el problema
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de la simulacién perfecta de las distribuciones finito dimensionales de la medida de Gibbs
compatible con la especificacion I' quedara resuelto construyendo la versién estacionaria

del Gibbs sampler asociado.

De la construccién se obtiene el siguiente

Corolario 1 Sea T' = {u(-|yac) : A C Z%, |A| < 00, v € [a,b]%"} una especificacion local
asociada a un potencial de rango finito r € N. Si I satisface la condicién (3), entonces
existe una unica medida de Gibbs compatible con I'. Esto es, existe una unica medida de

probabilidad p sobre |a, b]Zd que satisface las ecuaciones “DLR”:

[t [ untanb fomone) = [ utan) s (6)
para f : [a,b]Zd — R continua.

La condicién (3) significa que el sistema de spines considerado se encuentra en un régi-
men de alta temperatura y el resultado de existencia y unicidad enunciado en el Corolario
no es novedoso debido a que la condicién (3) es mas fuerte que la condicidn de existencia
y unicidad de Dobrushin [1]:

sup > sup p (i ([Ceiye)s iy Clmgiye)) < 1, (7)
€LY S cra Uiy =T

donde p(-,-) es la distancia en variacion total entre medidas.

La condicién (3) es el precio que se paga para poder construir explicitamente la tinica
medida de Gibbs compatible con I' y muestrearla en cualquier regién finita A. Este costo se
compensa porque la construccién explicita de la medida permite estudiar sus propiedades.
Utilizando la construccion podemos demostrar que las correlaciones espaciales decaen ex-

ponencialmente con la distancia.
El trabajo esta organizado del siguiente modo:

En el Capitulo 1 introducimos las notaciones, nociones preliminares y resultados que us-
aremos durante toda la exposicion. En la Seccién 1.1 se introducen las nociones acoplamien-
to de variables aleatorias, evento acoplante y acoplamiento maximal y se muestra como
puede construirse un acoplamiento maximal, (ver el Capitulo 1 de Thorisson [14]). En la
Seccion 1.2 introducimos las definiciones y propiedades bésicas de procesos Markovianos,

medidas invariantes y medidas reversibles, (ver Liggett [11]).
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En el Capitulo 2 construimos el Gibbs sampler estacionario asociado a una densidad
g : [a,b]* — RT y demostramos que la medida de probabilidades inducida por g es la tinica
medida invariante para esa dindmica. En la construcciéon usamos fuertemente acoplamientos
maximales de familias de variables aleatorias. En la préactica, la implementacion de la
construccién depende de la capacidad que se tenga de caracterizar la funcién infimo de una

familia de densidades parametrizadas mediante un conjunto de indices no numerable.

En el Capitulo 3 utilizamos la metodologia desarrollada en el Capitulo 2 para resolver el
problema de la simulacion perfecta de distribuciones Gaussianas multivariadas truncadas
a cajas de la forma Q = [a1,b1] X - -+ X [ag, bg] (Seccion 3.2). La metodologia también puede
usarse para simular distribuciones Gammas multivariadas truncadas a cajas de la forma
[0, 7] (Seccién 3.3). En la Seccién 3.1 caracterizamos el infimo de familias de funciones
ordenadas por un parametro real y mostramos que el resultado vale para una amplia

variedad de familias exponenciales uniparamétricas.

En el Capitulo 4 repasamos las definiciones béasicas del formalismo de Gibbs: potenciales,
especificaciones locales y medidas de Gibbs ([6] y [7]). Construimos el Gibbs sampler asoci-
ado a una especificacion Gibbsiana y demostramos que su distribucion marginal temporal
(que no depende del tiempo) es la unica medida invariante para el proceso y es la tnica

medida de Gibbs compatible con la especificacion.

En el Capitulo 5 utilizamos los resultados obtenidos en el Capitulo 4 y en la Seccion
3.2 para construir versiones estacionarias de campos Gaussianos con spines acotados. En
la Seccién 5.4 demostramos que, para estos campos, la ausencia de transicién de fase es

una propiedad general que no depende de la temperatura del sistema.



Capitulo 1
Preliminares

Espacio de configuraciones. Sean a y b dos nimeros reales tales que a < b y sea L un

conjunto finito o infinito numerable.

Para cada i € L, tenemos una copia del espacio de medida ([a, b], B, A), donde B es la

o-éalgebra de los conjuntos de Borel del intervalo [a,b] y A es la medida de Lebesgue.
El espacio de configuraciones sera el espacio producto
Q:=[a,b]" ={n=(nG):iecl): n@) € [a,b]}, (1.1)
munido de la topologia producto y la o-algebra de Borel asociada: F = Bv.

Cada configuraciéon n € Q es una coleccién de valores 7(i) € [a,b], i € L, cada uno de
los cuales se denomina el valor del spin en el sitio i. Dependiendo del contexto usaremos
la notacién 7; en lugar de n(i) para designar al valor del spin en el sitio ¢ correspondiente

a la configuracion 7.
Para cada A C L, X, serd la proyeccién de Q sobre Qy := [a, b]*:
Xa(m)=na= () :i€A) cuandon = (n(i): ielL). (1.2)

Si A C A C L usaremos el mismo simbolo X, para la proyeccién de A sobre Q5. Si Ay

A son regiones disjuntas de L y n € ), v € Qa, notaremos por 1y la configuraciéon sobre
AUA tal que (77)a =1y (n7)a =7

S sera el conjunto de todas la regiones finitas no vacias de L
S:={ACL:0<]Al <o},

15
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donde |A| es el cardinal del conjunto A.

Por definicién, F es la g-algebra sobre €) generada por los conjuntos cilindricos o finito

dimensionales:
{neQ: n € B} (Ae S, BeB"). (1.3)

Para cada A C L, Fa serd la o-adlgebra de “todos los eventos que ocurren en A”, i.e., la

o-algebra generada por los conjuntos (1.3) con A C A.

Funcion indicadora. Sean Ay B dos conjuntos tales que A C B. La funcién indicadora

del conjunto A serd denotada por 1{z € A}:

1 six€eA,

1{$€A}:{O si v € B\ A.

Inversas generalizadas. Si G es una funcién de distribucion R, la inversa generalizada
de G, G7':[0,1] — R se define por

G Hu) :=inf{z € R: G(z) > u}.

Note que G(z) > y < x > G~!(y). Observe que si G es continua y estrictamente creciente,

entonces G~! es la inversa usual de G.

En general, si G : [a,b] — R es una funcién no decreciente acotada su inversa gener-

alizada, G™' : RT — [a, b], se define mediante
G7(y) »= mf{z € [a,0] : G(z) > y}1{y < M} +01{y > M},

donde M = sup,¢(, ;) G(7). En el caso extremo en que G(x) = M para todo z € [a, ], se
tiene que
G Hy) =al{y < M} +b1{y > M}.

1.1. Preliminares sobre acoplamiento

Acoplamiento. Acoplar significa construir conjuntamente (prefijadas las marginales)
dos o mas variables aleatorias. Un acoplamiento se llama mazimal si hace coincidir las

variables con la maxima probabilidad posible.
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Un acoplamiento de una familia de variables aleatorias X,, n €  donde {2 es un

conjunto de indices, es una familia de variables aleatorias (X, : n € ) tal que
n =Xy 1nEf

Esto es, para cada n € Q las variables X, y Xn tienen la misma distribucion.

La notacion (Xn . m € Q) significa que las Xn tienen distribucién conjunta en el mismo

espacio de probabilidades.

Evento acoplante y acoplamiento maximal. Un evento C se llama evento acoplante,

si X, son idénticas en C. Esto es,

C C{X, =X, paratodo 0,1 € Q}.

El siguiente resultado, denominado desigualdad del evento acoplante, estd demostrado
en Sec. 4, Cap. 1 de Thorisson [14].

Teorema 2 Si C' es un evento acoplante de un acoplamiento de variables aleatorias con-

tinuas con densidades g1, g, ..., entonces
P(C) < /infgi(z)dm. (1.4)

Sea X, n € € una familia de variables aleatorias absolutamente continuas con densi-
dades g,(z) = g(x;n), n € Q. Suponga que 2 es un espacio métrico separable y que para
cada x € R la funcién g, : Q — R definida por g.(n) := g(x;n) es continua en 2. En tal

caso, vale la desigualdad del evento acoplante

P(C) < /inf gn(z)dx, (1.5)

neQ

porque, debido a la continuidad de g, inf,cq g, (x) = inf,cq, g,(x), donde Qy C 2 es un

subconjunto denso numerable.

Definiendo el coeficiente de ergodicidad asociado a la familia X,, n € € por

a=a(X,, neN) = /};Ielgfzg”(x)dx’ (1.6)
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la desigualdad del evento acoplante se lee

P(C) < a. (1.7)
El resultado siguiente provee una condicion suficiente para la validez de (1.7) en el caso

en que €2 es un conjunto arbitrario.

Lema 3 Sea C' un evento acoplante para un acoplamiento de variables aleatorias absoluta-
mente continuas X,,, n € 0 con densidades g, (x), respectivamente. Si existe un subconjunto

contable de indices Qg C €2 tal que

inf g,(z) = Z ge(x)l{z € A}, zeR,

nef
QS

donde (A¢ = ¢ € ) es una particion medible de R, entonces para todo evento acoplante
C wvale la desigualdad (1.7).

Demostracién.

Sea C' un evento acoplante y n € €2, para todo (¢ € €2y vale que
P(X, € Ac, ) =P(X; € A¢, C) < / ge(zx)dx = / inf g, (z)dz.
A A, €2

Sumando sobre todo ¢ € € se obtiene (1.7). O

Suponga que la familia de variables aleatorias X,, n € (1 satisface la desigualdad del
evento acoplante. Cuando existe un evento acoplante C' tal que vale la identidad en (1.7)

el acoplamiento se llama maximal.

El resultado siguiente muestra que, cualquiera sea el caso, es posible construir un

~

acoplamiento (X, : n € Q) con evento acoplante C' tal que vale la igualdad (1.7).

Teorema 4 (Acoplamiento maximal) Toda familia X, n € Q de variables aleatorias
absolutamente continuas con densidades g, admite un acoplamiento (Xn :n € Q) con
evento acoplante C' tal que P(C') = a, donde « es el coeficiente de ergodicidad definido por
(1.6). En particular, si para todo evento acoplante vale la desigualdad (1.7), el acoplamiento

(X, : 1 € Q) es maximal.
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Demostracién.

Para cada n € Q sea Gy (z) = [ g,(y)dy la funcién distribucién correspondiente a la
variable X,.

Si a = 0 para construir el acoplamiento deseado basta considerar

Xn = Xn(Un) =G, (Un) , nE,

n

donde (U,, n € Q) es una familia de variables aleatorias independientes uniformemente

distribuidas en [0,1]. En otras palabras, se toman las X, independientes y C' = 0.

Si a = 1, todas las variables tienen la misma distribucién. Para construir el acoplamien-

to deseado basta fijar un 7y en 2 y definir
Xn = Xn(U) =G (U), neq,

10
donde U es una variable con distribucién uniforme en el intervalo [0, 1]. En otras palabras,

se toman las X, idénticas y C' = {U < 1}.

Si a € (0,1), el acoplamiento deseado se construye del siguiente modo: consideramos

las funciones definidas por

aw) = [ fut g )y (18)

Gn(x) = a+Gy(zr) —afr), neq, (1.9)
y definimos
X, =X,(U) =1{U < ata(U) + H{U > a}G, ' (U), neQ, (1.10)

donde U es una variable con distribucién uniforme en el intervalo [0, 1].
En efecto, para todo z € R vale que
P(X,<z) = P(X,<z,U<a)+PX, <z U>a)
LU <a)+ ( YWU) <2, U>a)
<

Q) +P(U < Gy(z),U > a)

C = {U < a} es un evento acoplante y P(C') = a. O

Otra demostracién de este Teorema se encuentra en Thorisonn|[14].
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1.2. Preliminares sobre procesos Markovianos

Sea {2 un espacio métrico compacto con estructura medible dada por la o-algebra de
los conjuntos de Borel. Sea (1, : t > 0) un proceso de Markov sobre €. Sea {S(t) : t > 0}

el semigrupo asociado definido sobre funciones continuas f : 2 — R por:

S(t)f(n) == ELf ()0 = ] (1.11)

y sea L el correspondiente generador infinitesimal

LIG) = 55050 (112

El semigrupo actia sobre medidas de probabilidad sobre 2 mediante la féormula (1S(t)) f =
pu(S()f); wS(t) es la ley del proceso a tiempo ¢ cuando la distribucién inicial es p.!

Definicién 5 (Medidas invariantes) Una medida de probabilidad p sobre ) se dice in-

variante para el proceso con semigrupo S(t) si uS(t) = p para todo t > 0.

Definicién 6 (Medidas reversibles) Una medida de probabilidad pn sobre Q se dice re-
versible para el proceso con semigrupo S(t) si p(fS(t)h) = w(hS(t)f) para toda f,h: Q2 —

R continuas.

Los siguientes resultados que caracterizan a las medidas de probabilidad invariantes
(reversibles) para un proceso de Markov en términos de su generador infinitesimal L son
bien conocidos, (Cfr. Liggett [11]),

1. Una medida de probabilidad u sobre € es invariante si y sélo si u(Lf) = 0 para toda

funcién (cilindrica) f : 2 — R continua.

2. Una medida de probabilidad p sobre Q es reversible si y sélo si u(fLh) = p(hLf)
para toda f,h: 2 — R continuas. En consecuencia, si y es reversible, entonces p es

invariante.

1Si f: Q — R es una funcién medible, la notacién u(f) designa su correspondiente esperanza:

u(f) = / u(dn) £ (). (1.13)



Capitulo 2

Simulacién perfecta de distribuciones
sobre [a, b’

En este Capitulo resolvemos el problema de la simulaciéon perfecta de distribuciones
d-dimensionales (d € N), absolutamente continuas respecto de la medida de Lebesgue, con

soporte en la caja Q = [a,b]¢ .

2.1. Definiciones y resultados.

Sea g : 2 — R™ una densidad de probabilidades.

Gibbs sampler. El Gibbs sampler asociado a g es un proceso Markoviano de saltos
(e = t > 0) sobre Q con generador infinitesimal L definido sobre funciones continuas

f:Q— R por:

d b
Li) = Yo Lf. Lt = | aiala)dalf(n+ (o = n@e) = S 2.1)

En palabras, a tasa 1, en cada sitio ¢ € {1,...,d} la variable n(i) € [a, b] se actualiza con
la ley de probabilidades inducida por la densidad condicional g;(x|ngye) : [a,b] — R* de la

i-ésima coordenada dadas todas las demas

gz($|77{i}c) - bi(n + (IL' - n(z))ez) . (22)
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Aqui e; es el i-ésimo vector de la base canénica de R.

La existencia de un proceso 7, con generador L tal que £E[f(n,)|no = 7] } o = Lf(n)

serd demostrada, usando la construccién gréafica de Harris [8], en la Seccién 2.2.

Coeficientes de ergodicidad. Paracadai=1,...,d, sea o;(g) el coeficiente de ergodi-
cidad asociado a la familia de variables aleatorias X ,, n € 2 con densidades condicionales
i (:|ngiye) definido en (1.6):

b
ailg)i= [ it gialng ) (2.3

El primer resultado es la condicién suficiente para la existencia de un proceso esta-

cionario con la dindmica del Gibbs sampler asociado a la densidad g.

Teorema 7 Si

a(g) = min ai(g) >0, (2.4)

entonces, existe un proceso de Markov estacionario (n; : t € R) sobre Q con generador

infinitesimal L.

Este Teorema serd demostrado en la Seccién 2.2.

El segundo resultado afirma que el Gibbs sampler asociado a la densidad g admite una

unica medida invariante.

Teorema 8 La medida de probabilidades u (inducida por g) sobre Q es la inica medida

invariante (y reversible) para el Gibbs sampler asociado a g.

Este Teorema sera demostrado en la Seccion 2.3.

2.2. Construcciéon grafica del Gibbs sampler

Bajo la hipdtesis a(g) > 0, construimos un proceso estacionario con la dindmica del
Gibbs Sampler combinando el método gréfico de Harris y una variante del algoritmo de

Propp y Wilson denominado Coupling from the past [13].
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La idea es la siguiente. Cada coordenada ¢ = 1,...,d, independientemente de las demas,

tiene asociado un proceso de Poisson marcado de tasa 1, (7 (i), U(7)):
T(i) = (To(i) : neZ), U@i)=(Un(i): n€Z),

donde T,,(7) es la n-ésima época de un proceso de Poisson estacionario de tasa 1 en R (i.e.,
To(i) < 0 < Ty(3), —To(2), Th(i) y Th(i) — Th-1(i) para n # 1 son i. i. d. exponenciales
de media 1) y U,(7) son i. i. d. con ley uniforme en el intervalo [0, 1]. Todas las variables

involucradas en la construccién son independientes.

A tiempo t = T),(7) el spin en el sitio del ¢ cambia de valor de acuerdo con una variable

aleatoria X, ,,_ con densidad condicional g;(|(1:—){i<). La variable X;,,  se obtiene a partir

Tt —
de la variable uniforme U, () construyendo un acoplamiento ()A(m : m € Q) para la familia
de variables aleatorias X;,, n € €2 con densidades g;(:|ngy) tal como fue definido en la

demostracién del Teorema 4.

Observacién 9 La hipdtesis a;(g) > 0 garantiza que el evento acoplante {U, (i) < a;(g)}
ocurre con probabilidad positiva. En tal caso, el valor n,(i) sélo depende de U, (i) y no de

la configuracion n,_.

La construccién del Gibbs sampler estacionario (7, : t € R) se realiza por etapas:

1. Para cada s € R y & € Q construimos procesos (77[58 gt s) con la dindmica
del Gibbs sampler iniciados a tiempo s en la configuracién . Estos procesos son
funciones deterministicas de la configuracién £ y de las épocas de Poisson (y sus

marcas uniformes asociadas) contenidas en el intervalo s, t].

A causa de la invariancia por traslaciones de los procesos de Poisson marcados, fijado
£ e laleyde n[i 1 depende so6lo de t — s y no de la ubicacién temporal del intervalo
[s,].

2. Definimos tiempos de parada reversos 7(t) € (—oo,t] tales que n[i q= 77[57(0 4 bara

todo s < 7(t) y n[i(t)’] no depende de &.

t

La condicién a(g) > 0 garantiza que P(7(t) > —o0) = 1.

3. El Gibbs sampler estacionario asociado a g, (; : t € R), se obtiene definiendo

e
K OF
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Construccion.

El espacio de probabilidad donde se realizan todas las construcciones es el espacio
generado por la familia independiente de procesos de Poisson marcados de tasa 1 en R:
(T,U) :={(T (1), U(7)) : i =1,...,d}. Denotamos por P y E la probabilidad y la esper-

anza inducidas por esos procesos de Poisson marcados.

1. Construccién de los procesos (n[i git=s).

Ordenamos de menor a mayor todas las épocas de los procesos de Poisson contenidas

en[s,00): Ty < Ty <+ <Tj <Tpy1 < ---.

El proceso inicia a tiempo T := s en la configuracién &:

77[5577,0} =£. (2.5)

Entre época y época el proceso permanece constante:
n[ivt] = nfsym para todo ¢ € [Ty, Tji1), k>0, (2.6)

donde para cada k£ > 1, el valor de n[i 7] 5€ define por

Momy = Xd: (n[ij“] + (Xm (Ug, (1)) — nfskal](z’)) ei) T, e T(i)}. (2.7)

[8,T—1]
i=1 Skl

Ur, (i) es la variable aleatoria uniforme en el [0,1] asociada a la época de Poisson T
correspondiente al sitio i, y (X;,(Ur (i) : 7 € Q) es un acoplamiento para la familia
de variables aleatorias X;,, n € € con densidades g;(:|ngy) tal como fue definido en la

demostracién del Teorema 4.

Proposiciéon 10 Para cada s € R y cada € € ) el proceso (77[58 gt s) tiene la dindmica
del Gibbs Sampler asociado a la densidad g. Fsto es

'3 3 & _
K f(n[s,t—&—h}) - f(n[s,t}) My = 77]

lim - = Lf(n)

donde L es el generador infinitesimal definido en (2.1).



2.2 Construccién grafica del Gibbs sampler 25

Demostracion. Por construccion resulta que
f(nst+h] = <H1{|T N[t t+h]|20}> f(nfs,ﬂ)

+Zl{|T N [t,t + ] (Hl{\f N[t,t+h)| = 0})

J#i

+ otros términos. (2.8)

donde U(i) es la marca asociada a la unica época del proceso de Poisson 7 (i) ocurrida du-
rante el intervalo de tiempo [t,t+ h| y “otros términos” estén relacionados con la presencia

de mds de una época de Poisson en el intervalo [¢,t + h] que tiene probabilidad del orden
h2.

Sea f : ) — R continua. Las propiedades de independencia de los procesos de Poisson

marcados junto a la identidad (2.8) implican que:

E[£0f, )|y =] = (e +h2 / gilelngye)def (0 + (z — (i) e)

+o(h)

El resultado se obtiene observando que (e ")? = 1 — hd + o(h) y reordenando términos. I

2. Tiempos de parada reversos 7(t).

Diremos que ocurre un paraguas en el intervalo [s,t] si existen d épocas de Poisson
consecutivas t; < ty < --+ < t; contenidas en el intervalo [s,t], cada una asociada con un

y solo un sitio ¢ € {1,...,d}:
tieT(o(i)), i=1,...,d

donde o : {1,...,d} — {1,...,d} es una permutacién de indices, en las que ocurren los
eventos acoplantes {U,(0(i)) < aq;)(g)}, donde U.(i) es la variable uniforme asociada a
la época de Poisson t € 7 (i) y a;(g) es el coeficiente de ergodicidad definido en (2.3).

Por construccién, cuando ocurre un paraguas en el intervalo [s,t] el valor del proceso

77[63 4 1o depende de €.
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Fijado t € R, definimos el tiempo de parada reverso 7(t) de la siguiente manera. Explo-
ramos la construccion grafica hacia atras en el tiempo hasta encontrar el primer momento

€11 que ocurre un paraguas:

7(t) ;== max{s < t: ocurre un paraguas en [s,t]} (2.9)

Por definicién 7(¢) es una funcién deterministica de los procesos de Poisson marcados y
es un tiempo de parada reverso debido a que solo depende de los eventos ocurridos después
de él: para cada s € (—oo,t], {7(t) > s} pertenece a o-dlgebra de los eventos ocurridos

después de s.

Proposicién 11 Los tiempos de parada reversos 7(t), t € R son finitos con probabilidad

tqual a 1.

Demostracién. La probabilidad de encontrar exactamente una época de Poisson en ca-
da sitio i € {1,...,d} durante el intervalo de tiempo [0, 1) tiene probabilidad (e71)¢ y la
probabilidad de que las variables aleatorias uniformes asociadas no superen a los corre-
spondientes coeficientes de ergodicidad es H?Zl a;(g). Por lo tanto,

d

P(ocurre un paraguas en [0,1)) > e~ H a;(g) > 0.

i=1
Para cada n € Z sea Z,, := 1{ ocurre un paraguas en [n,n + 1)}. Las variables aleatorias
Z, son iid. y E[Zy] > 0. Aplicando la Ley Fuerte de los Grandes Numeros se obtiene que

P( ocurre un paraguas en [n,n + 1) i. 0.) = 1. O

3. Gibbs Sampler estacionario.  Definimos el Gibbs sampler estacionario (1, : t € R)

por

nt = Uﬁ(t%t}a 5 S Q (210)

De la Proposicién 11 se deduce que el proceso (1, : t € R) estd bien definido con probabil-

idad igual a 1: si 7(t) es finito, 77[57(,5) no depende de £ y nES q= 77[57(15) 4 para todo s < 7(t).

7t]
La ley de n; no depende de t porque n; es una funcién deterministica de los procesos de
Poisson marcados (7, U) que son invariantes por traslaciones temporales. Por construccion

7, tiene la dindmica del Gibbs sampler asociado a g. O
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2.3. Unicidad de la medida invariante

La unicidad de la medida invariante para el Gibbs sampler asociado a g es consecuencia

de la construccion realizada en la Seccion 2.2 y del siguiente resultado.

Lema 12 Sean X, Y dos variables aleatorias en el mismo espacio de probabilidad (2, F,P)

y sea f una funcion medible y acotada. Entonces
Ef(X) = M) < 2/|fllP(X #Y).
Demostracion.

E[f(X) =Ml =

LLM@NﬂXWD—ﬂYWW

léwmwﬂxw»—ﬂwmnuweanwm¢ywn
< YfPWER: X(w) £Y(W). O

Demostracion del Teorema 8.

1. Unicidad. Suponga que p; y po son medidas invariantes para el Gibbs sampler aso-
ciado a g. Sea f : €2 — R una funcién continua. Usando la construccién conjunta de los
Gibbs sampler ( gtz s), £ € Q, s € R y los resultados obtenidos en la Seccién 2.2

puede verse que para todo t > 0 vale la desigualdad:

|11 (f) = p2(F)] < 2[[flloP(7(0) < —2). (2.11)

En efecto,

MMﬂ—mUHZ‘/mM@Enm - [ mtacymis ﬂ

= ‘/Ml dE)E[f (n_, )] /M2 S tO})]‘

< /:/MmeMAdO‘E{ﬂn_mﬂ—:ﬂanQ”
< 2lfll / / i (A) VB (1 # 1)
< 2|l
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En la primera igualdad se usé la definicion de medida invariante; en la segunda usamos

3
[st]

se usé que los procesos estan construidos en el mismo espacio de probabilidades; en la

segunda el Lema 12; en la tercera la definicién de 7(0): {nf_t’o] # U[C_t,o]} C {7(0) < —t}.

que la ley del proceso 7;. ,, es la misma que la del proceso 77[53— L En la primer desigualdad

La desigualdad (2.11) implica que |u1(f) — p2(f)| = 0 porque P(7(0) > —o0) = 1.

Como f es continua arbitraria, p; = po.

2. Reversibilidad.

La reversibilidad de la medida de probabilidad p sobre €2 inducida por la densidad g es

consecuencia de las identidades, validas para cada par de funciones continuas h, f : {2 — R,

b
/[ b]d/ p(dn) pi(déi|ngiye )h(n) f (0 + (& — mi)es)

- /[ . / pu(dn) s (d€ilniye)h(n + (& — mi)es) F(n), (2.12)

donde p; (+|ngiye) es la medida sobre [a,b] con densidad g;(+[ngiye).

Un poco de cédlculo muestra que, para cada par de funciones continuas f,h : ) — R,

las identidades (2.12) implican las identidades

resultando asi la reversibilidad de p.

Las identidades (2.12) se obtienen factorizando la medida p en la forma

p(dn) = i (dnilngye) pgaye (dngiye) (2.14)

donde fig;3e(+) es la marginal de p correspondiente a las variables 7.



2.3 Unicidad de la medida invariante 29

Las identidades (2.12), implican las identidades (2.13). Usando la definicién de
L; dada en (2.1) puede verse que

p(hLif) = /[ u(h(n) Lef (o)
- [, wtomta) | (el [+ (6 — mdes) — Fn)
- [ e ) FOn + (& — m)e ) hio) — i FR)
- /[ B / A ) FOR (€ + O — Eer) — il Fh)

_ /[b]du(dg)f(g) / a(dn|Egaye) Th (€ + (s — &)es) — B(€)]

= p(dg) f(€) Lih(€)

En la cuarta igualdad usamos la identidad (2.12). O

Las factorizaciones (2.14), implican las identidades (2.12).
b
[ ntanstayla b £+ 0 = moe) =
[a,b]d Ja
b
/[b]du(dn)h(n) U m(dyln{i}c)f(wr(y—m)ei)} =
b b
/ _bgiye(dngiye) U pi(dz|ngye)h(n + (x —m; ez} [/ pi(dy|ngiye) f n+(y—m)ei)1 =
o
b b
/[ _hgiye (dngiye) U pi(dy|nge) f(n + (y — mi)e } U pi(dx|ngye)h n+(w—m)ei)} =
/ [/ pi(dy|ngiye) b (n+(y—m)ei)} =
la, b]d
/ / pildylngye)h(n + (y — e f(n). O
b]d
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Capitulo 3
Aplicaciones

En la practica, la construccién desarrollada el Capitulo 2 para simular una distribucién
sobre = [a,b]? con densidad g presupone la capacidad de acoplar maximalmente cada

una de las familias de distribuciones condicionales (y;(-|npiye), n € Q), i =1,...,d.

La construccién del acoplamiento maximal de una familia de variables aleatorias X,,n €
2 con densidades g, : [a,b] — R¥, respectivamente, descripta en el Teorema 4 puede

realizarse solamente cuando la funcién

Inf gy(z), € la,0] (3.1)

puede caracterizarse explicitamente.

En este Capitulo mostramos que si la familia de densidades g,,n € 2, puede ordenarse
por un parametro real es posible caracterizar explicitamente la funcién infimo (3.1) y que se
realiza como un minimo. Usando ese resultado mostramos que para una amplia variedad de
familias exponenciales uniparamétricas ! puede realizarse el acoplamiento maximal descrip-
to en el Teorema 4. Esto nos permite resolver, por ejemplo, el problema de la simulacién per-

fecta de Gaussianas multivariadas truncadas a cajas de la forma Q = [ay,b1] X - - - X [ag, bg)-

!Entre las que se encuentran las distribuciones Gaussiana con varianza fija y sus versiones truncadas,
Gamma fijado el parametro de forma o el pardmetro de escala y sus versiones truncadas, Beta fijado alguno

de los dos pardmetros
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3.1. Minimos para algunas familias exponenciales a 1

parametro

Familias 0-ordenadas.

Sea © C R un conjunto de indices. Diremos que la familia de funciones f : D C R —

R, 0 € ©, es O-ordenada (en sentido creciente) si

(0.1) Para toda pareja 6 < 05, existe un unico x(61,602) € D tal que fp,(x) < fo,(z) siy

solo si @ < x(0y,02).

(0.2) z(01,60) < x(6,02) para toda terna 6; < 6 < 6s.

Observacién 13 Cuando una familia de densidades de probabilidad fy, 8 € O, es 6-
ordenada, la familia de variables aleatorias correspondiente, Xy, 6 € ©, es estocdsticamente
creciente: si ) < 65, entonces P(Xy, < x) > P(Xy, < z). En palabras, la variable corre-
spondiente al pardmetro mayor tiene la cola (derecha) mas pesada que la correspondiente

al parametro menor.

Lema 14 Sea fy, 0 € R una familia de funciones 0-ordenada. Entonces, para toda pareja

0, < Oy vale que

961%;1/,%2] f9(13) = f92 («T)l{l’ < l’(@l, ‘92)} + fgl (.T)].{J,’(el, 92) < x} (32)

Demostracién. De la propiedad (O.1) resulta que

min(fy, (2), fo, (%)) = fo,(2)H{z < 2(01,02)} + fo, (2)1{2(61,02) < x}.

Para completar la prueba basta ver que min(fy, (), fo,(x)) < fo(z) para todo z € Dy
para todo 0 € (61, 0s).

Sea 0 € (01,05) y supongamos que para algin x € D vale la desigualdad fp(z) <
min (f(x;6,), f(z,02)). Usando la propiedad (O.1) resulta que x < x(61,0) y x(0,02) < x.
Lo que contradice la propiedad (0.2).
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Familias exponenciales uniparamétricas. Sea © C R un subconjunto de la rec-
ta real. Las familias de distribuciones pg, # € ©, con densidades de probabilidad fy(x)

representables en la forma
folz) = C(0)!T@n(x), (3.3)

donde todas las funciones del lado derecho de la igualdad son medibles y h(xz) > 0, se

llaman familias exponenciales uniparamétricas.

El siguiente resultado es bien conocido (Ver [10] Capitulo 2, Seccién 7).

Lema 15 Sea X wuna variable aleatoria cuya densidad pertenece a una familia exponen-
cial uniparamétrica g, 0 € ©, © abierto. Sean By y Vary la esperanza y la varianza,
respectivamente, correspondientes a la distribucion pg. Vale que
d
B[T(X)] = 5 logC(6), (3.4)

2

Varg[T(X)] = —ﬁlog c(9), (3.5)

En particular, la funcion —log C(0) es conveza.

El resultado siguiente caracteriza la funcién minimo para familias exponenciales uni-
paramétricas cuando la funcién T'(x) correspondiente a la representacion (3.3) es estricta-

mente creciente.

Teorema 16 Sea iy : 0 € R, una familia exponencial uniparamétrica con densidades fy

representables en la forma (3.8) con T'(z) estrictamente creciente. Si 0,, < 0y, entonces

peipin, Jo(@) = Jou (1)1 < 2(0m, 000)} + Jo (@) 12 (Om, Our) < 2},

donde

(O, Ony) = T (—logC’(GM) +10gC’(0m)) |

3.6
Demostracion. Basta ver que la familia de densidades fy, 6 € R, es f-ordenada y utilizar

el resultado del Lema 14.
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La propiedad (O.1) se obtiene a partir de la representacién (3.3) para las densidades
fo. Usando que T'(z) es estrictamente creciente un poco de calculo muestra que para cada

pareja 61 < 0, vale que

—log C(62) + log C'(61)
0y — 61

fo,(z) < fo,(z) & o <T! ( ) =: x(61,09).
La propiedad (0.2) se obtiene usando que la funcién T'(x) es creciente y observando que
T(z(01,05)) es el cociente incremental de la funcién convexa —logC(f) en el intervalo
[01,05]. La convexidad de —log C'(#) implica que

~ —logC(0) +1og C(01) —logC(fa) + log C(0)

T(x(6,,0)) = o < 5 —0 =T(x(0,62))

cualquiera sea 6 € (6, 6s). O

Extendiendo la nocién de familia #-ordenada ? se puede demostrar un resultado andlogo
al obtenido en el Teorema 16 para familias exponenciales uniparamétricas cuando la funcién

T'(x) es decreciente:

gl | Fo(@) = fo, (2)1{x < 2O, 000)} + for, (2)1{2 (O, Oar) < }.

Ejemplos.

1. Gaussiana: Fijada la varianza, las distribuciones Gaussianas, y sus versiones trun-

cadas, estan ordenadas (en sentido creciente) por la media.

2. Gammas: Fijado el pardmetro de forma (escala) las distribuciones Gamma estén

ordenadas por el pardmetro de escala (forma).

3. Betas: Fijado uno de los parametros las distribuciones Beta estan ordenadas por el

otro parametro.

2Reemplazando la desigualdad z < x(6;,62) que aparece en la propiedad (O.1) por la desigualdad
x(01,02) < z y reemplazando la desigualdad x(61,6) < x(6,602) que aparece en la propiedad (O.2) por la

desigualdad z(0, 03) < x(0;,6) obtenemos la nocién de familia 8-ordenada (en sentido decreciente).
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3.2. Simulacion perfecta de (Gaussianas multivariadas

truncadas

3.2.1. La distribucion Gaussiana truncada

Sean a y b dos niimeros reales tales que a < b. Una variable aleatoria X tiene distribu-
cion Gaussiana truncada al intervalo [a,b], en simbolos X ~ N, ,(m, 0?), si admite una

funcién densidad de la forma

Gap(T;m, 0%) = ) b(lm - %gzﬁ <x ; m) 1{a <z < b}, (3.7)

dondem e Ry o> 0; ¢(z) = \/%76*9”2/2 es la campana de Gauss, ®(x) = ffoo o(y)dy es la

funcién de distribucion correspondiente, y

Agp(m, o?) :@(b_m> —q>(“_m> (3.8)

o g

es una constante de normalizacién. En otras palabras, la distribucién Gaussiana truncada

2

N.p(m, 0?) es la distribucién Gaussiana de media m y varianza ¢ condicionada al intervalo

[a, b].

3.2.2. Acoplamiento maximal de Gaussianas truncadas

Fijados a,b € R tales que a < b y fijado ¢ > 0, las densidades Gaussianas trun-
cadas g, p(7;m, 0?) definidas por (3.7) estdn univocamente determinadas por el valor del
parametro m € R. En lo que sigue, mantendremos fijos los parametros a,by o y escribire-

mos gm(x) para designar a la densidad de la Gaussiana truncada N, ;(m, o?).

Sean my, my dos nimeros reales tales que m; < my. Usando los Teoremas 16 y 4 con-
struimos explicitamente un acoplamiento maximal para la familia de Gaussianas truncadas

X ~ N,p(m,o?), m € [my, my].

La familia de densidades gn(z), m € R es m-ordenada en sentido creciente debido a

que cada densidad puede representarse en la forma

gm(x) = C(m)e™ I n(a),
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donde T'(z) es estrictamente creciente:

Clm) = Aa,b(m;)ﬁoexp (_%22)
T(@) = .

o2

2

h(z) = exp (—2‘%) 1{a <z <b}.

Usando el Teorema 16 obtenemos

i (@) = g @)1 {2 < 50} + gy (@)1 00 < 2} 39)
donde
m; + my o? Agp(my, o)
= — 1 _— 7 b). 1
Xo 9 my — my og (Aa,b(m2ya) € (a’v ) (3 O)

Como consecuencia de la identidad (3.9) vale la desigualdad del evento acoplante (1.7)
y el coeficiente de ergodicidad asociado a la familia X,,, m € [m;, my| definido en (1.6) (i.e.,

la probabilidad maximal de acoplamiento) se calcula como

’ A A
a = a(Xn, m € [my, my)) :/ min g, (z)dr = 00 (M2) - Xo’b<ml). (3.11)

mée[my,ma] Aa,b(mQ) a,b(ml)

Observe que o € (0,1): @ > 0 porque MiNme[m,,my] gm(z) > 0. Si o = 1, todas las

densidades coinciden, lo que esta descartado por la hipotesis m; < ms.

La méxima componente comun de las variables aleatorias X,,, m € [my, my] se construye

utilizando la funcién integral:

a(z) = /a " i gm(y)dy

me[my,m2]

Aa x(m2)
= ——1{x <X} +
Aa,b(mQ) {x o 0}

Auxo(ma) | Ax)a(my)
Aa,b(m2) Aa,b(ml)

xo <z} (3.12)

Las componentes diferentes se construyen utilizando las diferencias entre la funciones dis-
tribucién de probabilidades correspondientes a las variables X,,, Gy, (x) = fax gm(y)dy, v la

parte comin a(x):

N

Gm(z) = a+ Gu(z) — afx).
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Sea U una variable con ley uniforme en el intervalo [0, 1]. De acuerdo con la demostracién

del Teorema 4, si se define
X = Xn(U) := 1{U < a}a ™ (U) 4+ 1{a < UYGZ1(U), (3.13)

<X m: mE [my, m2]> es un acoplamiento maximal para la familia de Gaussianas truncadas

Xm, m € [my, my], con evento acoplante maximal {U < a}.

Cuando ocurre el evento acoplante, {U < a}, las variables X, (U) se calculan mediante

la siguiente formula:

X (U) = (mz Y od! (A(Lb(mg)U—i— o (“ _Um2>)) 1 {U < iT(r;“;))}
+ <m1 +od! (Aavb(ml)e(U) + P (XO ;m1>)) 1 ’Zj—((r:;)) <U< a} ,

Aa,xo (m2)
Aa,b(mQ) :

donde e(U) = U —

3.2.3. La distribucion Gaussiana multivariada truncada

Sean a y b dos vectores en R?. Un vector aleatorio d-dimensional, X = (X1,..., Xy)
tiene distribucién Gaussiana truncada a la caja {n € R? : a < n < b}, en simbolos

X ~ Map(m, X), si admite una funcién densidad de la forma:

mnlrm D) = 5 Lo (<jom D)) tasy<p) G

Za,b(m

donde m € R? y 3 es una matriz definida positiva;

Qa(n;m, X) = (n —m)'T'(n — m), (3.15)

Y Zap(m,X) = [exp (—3Qu(n;m, X)) 1{a < n < b}dn es una constante de normal-
izacién. En otras palabras, la distribucién Gaussiana truncada d-dimensional N, (m,X)
es la distribucién Gaussiana d-dimensional de media m y matriz de covarianzas ¥ condi-

cionada a la caja {a <n < b}.

Distribuciones condicionales. Sea X = (Xj,...,X,) un vector d-dimensional dis-

tribuido con ley Nap(m,X). Suponga que m = (my,...,mg) y que X1 = (a;; : 1 <
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i,7 < d). Para cada a < n < b la distribucién de X} condicionada a X{kye = T{r}e € Una
(7(k), o7), donde

Gaussiana truncada N, p,

d

(k) = ap <Z ApiM; — Zakﬂh‘) ; Tjp = g (3.16)
i=1 itk

El resultado se obtiene completando cuadrados respecto de n —my en la forma cuadratica

Qa(n; m, X):

2
Qa(n;m, X) = ag <le —my, + ag, Zaki(m - mz)) + Ri(ngrye), (3.17)
itk

donde Ry (k) no depende de 7. O

Observacién 17 Note que 7(k) es una funcién lineal de gy y que o7 no depende de 1.

Ademas m; <7 < msy, donde

d
m, (k) = a,;kl (Z Qj;Mm; — Z max (0, ax; )b; — Z min(0, aki)ai) , (3.18)
i=1

i#k itk
d
my(k) = a;) <Z Q;M; — Z méx (0, ax;)a; — Z min (0, aki)bi> ) (3.19)
i=1 i#k itk
3.2.4. Simulacion perfecta
De acuerdo con lo anterior, para cada k = 1,...,d y cada n € () la variable aleatoria

Xy = Xi|Xikpe = ngrye tiene ley Gaussiana truncada N, p, (7(k), 07), donde 7j(k) y o2

estédn definidos en (3.16). De la Observacién 17 sabemos que 77(k) € [m;(k), mz(k)], donde
m; (k) y ma(k) estdn definidos en (3.18) y (3.19), respectivamente. En consecuencia,

inf gi(x c) = min m(x), 3.20
nGng( |77{k}) mée[m; (k),mz (k)] Ik, ( ) ( )

donde gj.m es la densidad de la distribucién Gaussiana truncada N, , (m, 7).

Debido a la identidad (3.20) el coeficiente de ergodicidad asociado a la familia de
variables aleatorias Xy ,,n € € puede calcularse usando la identidad (3.11). Resultando
que a(gap) > 0. Por lo tanto las distribuciones Gaussianas truncadas N, p(m, ) satisfacen
las hipétesis del Teorema 7. En consecuencia puede construirse una versién estacionaria

del Gibbs sampler asociado.
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Los acoplamientos maximales utilizados en la construccién del Gibbs sampler esta-
cionario asociado a la distribucién Gaussiana truncada N, (m, X) se obtienen utilizando

los resultados de la Seccién 3.2.2.

3.3. Simulacién perfecta de Gammas truncadas

La metodologia desarrollada en el Capitulo 2 también puede aplicarse para construir

vectores aleatorios distribuidos con ley Gamma multivariada truncada.

Caso unidimensional. Sea T un ntmero real positivo. Una variable aleatoria X tiene
distribucién Gamma truncada al intervalo (0,7), en simbolos X ~ I'r(a,b) si admite una
funcién densidad de la forma:

1

g(x;a,b) = Zr(ab)

2t 1{0 <z < T}, (3.21)

donde,a>0b >0y Zr(a,b) = fOT 22~ 1e7P?dx es una constante de normalizacién. En otras
palabras, la distribucién Gamma truncada I'r(a,b) es la distribucién I' con pardmetro de

forma a y pardmetro de escala b condicionada al intervalo (0,7")

(X1,...,X4) tiene

Caso multidimensional. Un vector aleatorio d-dimensional, X =
distribucién Gamma truncada a la caja [0,T]¢ = {n € R? : 0 < n; < T para todo

i=1,...,d} si admite una funcién densidad de la forma:
g(n) = —eXp ( mez memm) [I7'1{nelo, 1) (3.22)
1<)

donde los pardmetros a; > 0,b; > 0y b;; = bj; > 0y y Z es una constante de normalizacién.

Distribuciones condicionales. Sea X = (Xj,...,X,) un vector d-dimensional dis-
tribuido con ley Gamma truncada dada por la densidad (3.22). Para cada n € [0,T]¢ la
distribucién de X}, condicionada a Xye = ngrye es una Gamma truncada I'z(ag, b (1)),
donde

77) = bk + Z bjkﬁj (323)
Jj#k
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El resultado se obtiene observando que
Z bin; + Z bjnin; = (bk + Z bjkﬁj) Mk + Ri(nk), (3.24)
i i<j ok
donde Ry(n_x) no depende de 7. O

Fijado el pardmetro de forma, a, la familia de densidades g,(z) = g(x;a,b) pueden

representarse en la forma
go() = C(b)e® @ n(x),

donde T'(z) es estrictamente decreciente:

C(b) = T(x) = —ux, h(z) =2>""1{0 <2 < T}

Lo demas es analogo al desarrollo de la Seccién 3.2.



Capitulo 4

Simulacién perfecta de campos

Markovianos con spines acotados

4.1. Definiciones y resultados

En esta Seccion repasamos las definiciones basicas del formalismo de Gibbs: potenciales,
especificaciones locales y medidas de Gibbs ([6] y [7]). Introducimos el proceso Markoviano
denominado Gibbs sampler asociado a una especificacion Gibbsiana y damos una condi-
cién suficiente para la existencia del Gibbs sampler estacionario. Su distribucion marginal
temporal es la Unica medida invariante para el proceso y es la tinica medida de Gibbs

compatible con la especificacion.

4.1.1. Formalismo de Gibbs

Consideramos el formalismo de Gibbs para sistemas de spines con espacio de fase un

intervalo compacto de la forma [a, b], (a < b).

Espacio de configuraciones. Para cada i = (iy,...,iq) € Z%, tenemos una copia del
espacio de medida ([a,b],B, ), donde B es la o-dlgebra de los conjuntos de Borel del

intervalo [a,b] y A es la medida de Lebesgue. El espacio de configuraciones sera el espacio

41
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producto

Q= [a, 0" = {n=(n(i) : i € Z) : (i) € [a, ]}, (4.1)

munido de la topologia producto y la o-algebra de Borel asociada: F = B~

Potenciales. Un potencial A-admisible es una familia J = {Ja : A € S§} de funciones

Ja : 2 — R con las siguientes propiedades

(i) Para cada A € S, Ja es Fa-medible.

(ii) Para cada A € Sy n €, la serie
Hy(n)= Y Jalp) existe. (4.2)
AES: AgAC
Hx(n) se llama la energia de n en A asociada a J,y Hy el Hamiltoniano en A

asociado a 7.

(iii) Para cada A € Sy v € , la integral (respecto de la medida de Lebesgue Ay sobre
Qp)

Za(y) = /)\A(dnA) exp (—Ha(nayac))  es finita. (4.3)

Especificaciones locales. Sea J un potencial A-admisible y v € 2, A € S. La medida
de probabilidad sobre (24, Fa) definida por

%w)eXp(—HA(UA’YAc)))\A(dUA) (4.4)

se llama distribucion de Gibbs en A con condiciones de borde e, potencial J y medida de

pa(dnalyae) =

spin A. La familia de medidas T' = {ua(dna|yac) : A € S, v € Q} sellama una especificacion
Gibbsiana asociada a J y A.

Medidas de Gibbs. Una medida de Gibbs compatible con I' es una medida p sobre 2

que satisface las ecuaciones “DLR” (Dobrushin, Lanford y Ruelle)

/ () / i ac) F(maa) = / u(dn) £ (n). (4.5)

para f : Q — R continua. Usando la notacion pu(f) = [ u(dn)f(n), las ecuaciones DLR se

leen

e (pa(f1) = p(f). (4.6)
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4.1.2. Gibbs sampler

Sea I' = {ua(dnalyac) : A € S, v € Q} una especificacion Gibbsiana. El Gibbs sampler
asociado a I' es un proceso de Markov a tiempo continuo (7, : ¢ > 0) sobre € con generador

infinitesimal L definido sobre funciones continuas cilindricas f : {2 — R por:
b
Lf(n):=>_Lif(n),  Lif(n) = / pgay (dzingye) [f (n + (z — n(@))e:) — f(n)],  (4.7)
i€zl @
donde e; € {0,1}%" se define por e;(j) = 1{j = i}. En palabras, a tasa 1, en cada sitio
i € Z% el spin n(i) € [a, b] se substituye por una variable aleatoria X;, con ley i (-|nge).

La existencia del Gibbs sampler asociado a I' serd demostrada, usando la construccion

grafica de Harris y un argumento de percolacién, en la Seccién 4.2.

El resultado siguiente relaciona las medidas de Gibbs con las medidas invariantes del

Gibbs sampler.

Proposicion 18 Si una medida i es Gibbs para especificaciones I', entonces es invariante

para el Gibbs sampler asociado a T,

Demostracién. Basta mostrar que uL;f = 0 para todo i € Z? y funciones cilindricas

continuas f.

uLif = / u(dn) / gy (el ) [F (0 + (@ — 1)) — F)
= wlp(f) —pnf =0,

por DLR. O

4.1.3. Resultados

Sea I' una especificacién Gibbsiana asociada a un potencial A-admisible, 7, de rango
finito r € N y espacialmente homogéneo: Jy = 0 salvo que A C {j € Z¢ : ||j —i|| < r}
para todo i € A (rango r); Jay;00; = Ju paratodo A € S, i € Z¢, donde §; : Z¢ — 7% es la
traslacién en i que actia en Q de la siguiente manera: (6;1)(j) = n(j — i) (homogeneidad

espacial).



44 Simulacién perfecta de campos Markovianos con spines acotados

Sea «(I") el coeficiente de ergodicidad asociado a I' definido por

b

a(T) ::/ inf g,(z)dx, (4.8)
a neqQ

donde g, : [a,b] — R*, n € Q, es la densidad de la distribucién de Gibbs en {0} con

condiciones de borde 7z fy definida en (4.4).

El primer resultado es la condiciéon suficiente para la existencia de un proceso de Markov
estacionario con la dindmica del Gibbs sampler asociado a I'. El segundo, afirma que el
Gibbs sampler asociado a I' tiene una tinica medida invariante y que puede obtenerse como

limite termodindmico.
Teorema 19 S5i

|0:{0}(1 — () < 1, (4.9)
entonces, eziste un proceso de Markov estacionario (n; : t € R) sobre Q con generador
infinitesimal L definido por (4.7).

Este Teorema serd demostrado en la Seccién 4.4.

Teorema 20 La distribucion marginal temporal, u, del Gibbs sampler estacionario (n; :
t € R) asociado a T' es la inica medida invariante para el proceso. Mds ain, para cada

condicion de borde v € Q y cada sucesion creciente A/ Z¢ de regiones finitas vale que
i pa [ae) = (4.10)

En particular, p es la inica medida de Gibbs compatible con I'.

Este Teorema sera demostrado en la Seccién 4.5

La hipétesis de homogeneidad espacial impuesta sobre el potencial, 7, esta puesta para
simplificar la exposicién y se puede remover: para cada i € Z<, sea a;(I') el coeficiente de
ergodicidad asociado a la familia de variables aleatorias X;,, n € € con distribuciones
,u,{i}(-ln{i}c) definido en 1.6,

a;(IN) = /ab }]ggfl Gin(x)dz, (4.11)

donde g;, : [a,b] — RT, 1 € Q, es la densidad de la distribucion jugy(+[ngy<).

La condicién (4.9) se reemplaza por sup,czq |0,{0}/(1 — ;(I")) < 1. Cuando J es ho-
mogéneo, a;(I') = a(T") para todo i € Z.
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4.2. Construcciéon grafica del Gibbs sampler

El espacio de probabilidad donde se realizan todas las construcciones es el espacio
generado por una familia independiente de procesos de Poisson marcados de tasa 1 en R:
(T, U) = {(T (i), U(i)) : i € Z*}. Denotamos por P y E la probabilidad y la esperanza

inducidas por esos procesos de Poisson marcados.

Para cada s € Ry £ € {2 usamos la construccién grafica de Harris para definir procesos
Gibbs sampler asociados a la especificacion I', de condicién inicial £ a tiempo s, (nfs’t] St >
s), que son funciones deterministicas de la familia independiente de procesos de Poisson
marcados (7, U).

Informalmente el proceso ('r][i’t] : t > s) se define del siguiente modo. Inicialmente
77[65,5] = ¢. A tiempo ¢t € T (i) N (s,00) el spin en el sitio i se substituye por una variable
aleatoria X, distribuida con ley gy (-|(7:—) (e ):

§ € 3 ;
M) = M) + <X7;, e T M (Z)) e;. (4.12)

[s;t—]

. Se construye como una funcién deterministica de la variable uniforme

La variable X;
U € U(i) asociada a la época de Poisson ¢ utilizando el acoplamiento maximal ()A(”7 ine
2) para la familia de variables aleatorias X;,, n € Q con densidades g;,(-) definido en la

demostracién del Teorema 4.

Debido a que hay infinitos procesos de Poisson, no hay primera época en [s,00), y la
dificultad principal de la construccion es establecer que lo que ocurre en un intervalo de
tiempo suficientemente pequeno en un sitio dado no esté influenciado por una cadena de

interacciones provenientes del infinito.

Utilizando un resultado de percolacion se puede mostrar que durante un cierto intervalo
de tiempo [s, s + to], donde ty es deterministico y suficientemente pequefio, Z¢ se parte en
una coleccién numerable de regiones aleatorias finitas que no interactian entre si: Z? =
Uren/r, donde para cada ¢ € N, Ay = Ay(7 N [s,s+to]) € Sy Ay, N Ay, = ) para todo
{y # {5. Durante el intervalo de tiempo [s, s + tg] el proceso se construye en cada region A,
independientemente de lo que ocurra en las demas. Para cada regién finita A, las épocas

de los procesos de Poisson asociados estan bien ordenadas y podemos definir:

3 —
(n[s,t])Aé = Mg, (s, t € (s,s+to) (4.13)
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donde nil s, € $la, se construye utilizando la regla de actualizacion (4.12) y es una funcién
deterministica de las épocas (y sus variables uniformes asociadas) de los procesos de Poisson

marcados {(7 (i), U(i)) : i € Ay} contenidas en el intervalo [s, t].

Como tj es independiente de la configuracién inicial, iterando el procedimiento se con-

struye el proceso 77[65 j bara todo tiempo.

Observacion 21 A causa de la invariancia por traslaciones temporales de los procesos de
Poisson marcados, fijado £ € 2, la ley de 7][587“ depende de ¢t — s pero no de la ubicacion

temporal del intervalo [s, t].

Proposicién 22 Para cada s € R y cada & € Q) el proceso (77[58 gt s) tiene la dindmica

del Gibbs sampler asociado a I'.

La prueba es enteramente andloga a la de la Proposicién 10 debido a que las funciones
f Q2 — R involucradas en la definicién del generador L dependen solamente de lo que

ocurre en regiones finitas. |

Resultado de Percolacion. Una versién de este resultado puede verse en el trabajo
de Durrett [2]. Incluimos una prueba levemente diferente con el objeto de mantener este

trabajo lo mas auto-contenido posible.

Sea ty > 0. Construimos un grafo aleatorio G(ty) = (Z¢, E(to)) dibujando una arista
no orientada entre los vértices i y j si j —i € 9,{0} y (T (i) UT(5)) N[0,t0] # 0. En tal

caso diremos que los vértices ¢ y j son vecinos y escribiremos i ~ j.

Una trayectoria de longitud n es una sucesion de vértices jo, 71, - - - , Jn tales que j,—1 ~
Jm cuando 0 < m < n. Una trayectoria se dice auto-evitante si j,, # jov para0 < m < m/ <
n. Diremos que los vértices ¢ y j estan conectados si existe una trayectoria auto-evitante
que comienza en ¢ y termina en j. En tal caso escribiremos ¢ <— j. La relacion de conexion
s es una relacién de equivalencia en Z? e induce una particién en clases de equivalencia
denominadas componentes conexas. Finalmente, definimos el cluster del vértice i a tiempo

to, C'(i,to), como el conjunto de todos los vértices que estan conectados con i:

Cl(iste) :={j € Z%: i < j}.
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Teorema 23 Si ty es suficientemente pequeno entonces, con probabilidad igual a 1, todas

las componentes conexas del grafo aleatorio G(ty) son finitas.

Demostracion. Basta mostrar que el cluster del origen a tiempo %, es finito con proba-

bilidad igual a 1.

Sea i € Z% tal que ||i|| > M. Si i estd conectado con 0, entonces existe una trayectoria
auto-evitante jo, 71, - - - , jn que comienza en 0 y termina en ¢. Puesto que cada arista mide

como méaximo r, n > M/r.

La presencia de una arista entre dos sitios ¢ y j es un evento determinado por los
procesos de Poisson 7 (i) y 7(j). Por lo tanto, si i, 7,4, 5’ son sitios distintos entre si, la

presencia de aristas entre ¢ y j y entre ¢ y 7' son eventos independientes.

La probabilidad de una trayectoria auto-evitante de longitud 2n — 1 es a lo sumo
10,{0}>"~1(1 — e~2%0)": |9,{0}|*"! es el ntimero de trayectorias de longitud 2n — 1 y por
lo tanto una cota superior para las auto-evitantes. La presencia de aristas jo ~ Jji,J2 ~

—2to

73y -5 Jon—2 ~ Jon—1 son eventos independientes, cada uno de probabilidad 1—e porque

la probabilidad de ningtin arribo a tiempo ¢y en ninguno de los procesos de Poisson 7 (ja,,),

T (Jomy1) es e 2%,

Elegimos t, suficientemente chico para que |9,{0}*(1 — e ") < 1. Esta eleccién es
deterministica y ty > 0. Por lo tanto, la probabilidad de una trayectoria auto-evitante de
longitud 2n — 1 tiende a cero exponencialmente rapido y por el Lema de Borel-Cantelli,
con probabilidad 1 hay una cota superior finita para la longitud de la mayor trayectoria
que comienza en 0. En consecuencia existe M > 0 finito tal que 0 no esta conectado con

ningun sitio ¢ tal que ||i|| > M. O

4.3. Gibbs sampler en volimenes finitos

La construccion desarrollada en la Seccién 2.2, y sus consecuencias enunciadas en la
Seccién 2.3, se extiende inmediatamente a las distribuciones de Gibbs pia (+|yac) en regiones
finitas A, con condiciones de borde 7yje, v € . La construccién grafica de los Gibbs
sampler en regiones finitas A se realiza en el mismo espacio de probabilidades generado

por los procesos de Poisson marcados (7, U) utilizando solamente los que corresponden a
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los sitios de A. Se obtienen los resultados siguientes:

Sean A € Sy v € Q fijos.

1. Para cada s € R y cada & € (), existe un proceso Markoviano (77/&\/\[2/\5 > s) con
condicién inicial &y, condicién de borde yae y generador infinitesimal L7 definido

sobre funciones continuas f, que solo dependen de los sitios en A, por:

LM f(n) = Z/ frgiy (dz | (nayae) aye) [f (mavae + (2 —n(i))e:) — f (navae)] -

ieA V@
Esto es, en los sitios exteriores a la regién A los spines se mantienen fijos en la
configuracién v; a tasa 1, en cada sitio i € A el spin (i) € [a,b] se substituye por
una variable aleatoria Xj,, .. distribuida con la ley condicional pigy(-[(nayac)ge),

dados los spines en los otros sitios.
2. Para cada t € R fijo, el limite

lim ) = (), (e 2 (4.14)

existe con probabilidad igual a 1 y no depende de £. El proceso (777x,t :t € R) es
estacionario con marginal temporal piy(-|vac), que es la tinica medida invariante (y

reversible) para el proceso.

4.4. Construccion estacionaria del Gibbs Sampler

En esta Seccién construimos un proceso de Markov estacionario (n; : ¢t € R) sobre Q

con la dinamica del Gibbs Sampler asociado a la especificacion T'.

4.4.1. Definicidn recursiva

Sean i € Z% y t € R fijos. El valor del proceso en el sitio i a tiempo t se obtiene

explorando la construccién gréfica para atras en el tiempo mediante la siguiente regla:
Retroceda en el tiempo hasta encontrar la primera época de Poisson correspondiente

al sitio ¢

T(i,t) :==max{T € T(i): T < t}.
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Sea U(i,t) € U(7) la variable con distribucién uniforme en el intervalo [0, 1] asociada a la
época T'(i,t). Hay dos casos posibles: U(i,t) < a(I") o U(i,t) > a(T).

Si U(i,t) < a(I'), defina
n:(i) == a *(U(i, 1)), (4.15)

donde a(x) es la funcién integral

o) = / " uf g (y)dy

neq)

que describe la parte comtun de las variables aleatorias X;,, n € 2 distribuidas con ley

. n € Q) definido en la

gy (+|mgiye), respectivamente, en el acoplamiento maximal (X, :

demostracion del Teorema 4.
En este caso, el valor 7,(i) esta bien definido y es una funcién deterministica de U (i,t).

Si U(i,t) > a(T'), determine los valores del proceso en los sitios pertenecientes a la

vecindad de interaccién 0,{i} a tiempo T(i,t): (nrun(j) : j € 0:{i}) y defina

m(i) = G, UG D), (4.16)

donde G, ., (z) es la funcién que describe las diferencias entre las variables aleatorias

Xin, n € Q en el acoplamiento maximal (X;, : n € Q):

~

Cr ) = 0+ [ ey — )

En este caso el valor (%) es una funcién deterministica de U(4,t) y de los valores nr(; 4 (j), 7 €

0y{i}. El valor (i) estara bien definido si los valores nr(; ) (), 7 € 0-{i} lo estan.

4.4.2. Percolacion orientada para atras en el tiempo

Sean i € Z¢ y t € R fijos. El esquema recursivo para definir el valor 7;(i) origina un
modelo de percolacion orientada para atrds en el tiempo en el espacio de probabilidades
X = 7Z% x R (con la sigma 4lgebra producto y la medida inducida por los procesos de

Poisson marcados).
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El clan de ancestros. Sea x = (i,t) € X un punto espacio-temporal cualquiera. Defin-

imos la primera generacion de ancestros de x mediante
o J0 s U() < o(T),
1 = . . . .
{(,T(x): jedfi}} si Ulx)>al).
Inductivamente, definimos la n-ésima generacion de ancestros de x, n > 2, mediante:

A= | AY (4.18)

x' €A%

n—1

(4.17)

Finalmente, definimos el clan de ancestros de x mediante
A=Ay (4.19)
n>1

Diremos que hay percolacion orientada para atrds (en el tiempo) si existe un x € X tal que
A% () para todo n € N.

Observacién 24 Sea x = (i,t) € X. Si Af = 0 el valor de 7,(i) es una funcién deter-
ministica de U(x) y estd bien definido. En cambio, si AY # 0 y Ay = 0, el valor de (i) es

una funcién deterministica de U(x) y de U(X') : X' € AY. Asi sucesivamente. En general,
(i) = OU(x); U(X) : X' € AY) (4.20)

donde O es la funcién deterministica definida por el procedimiento recursivo descripto en la
Seccién anterior. En definitiva, para cada t € R, n; = (n;(i) : i € Z%) estard bien definido
si los clanes de ancestros AWV i € 74 son finitos. El proceso (n, : t € R) estard bien

definido si no hay percolacion orientada para atrds en el tiempo.

Adaptando las ideas desarrolladas en [3] y [4] se puede demostrar que

Lema 25 Para cada x € X existe un proceso de ramificacion (BX : n € N), tal que la ley

de B} es la misma que la ley de AY y A C BY para todo n € N.
El Lema anterior permite demostrar la siguiente

Proposicién 26 Si |0,{0}|(1 — «(T")) < 1, entonces, con probabilidad igual a 1, no hay
percolacion orientada hacia atrds en el tiempo. Por lo tanto, el proceso (n, : t € R) estd bien

definido casi sequramente respecto de P.
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Demostracién.

Para cada x € X existe un proceso de ramificacién (BX : n € N), tal que la ley de B}

es la misma que la ley de AY y AY C B para todo n € N.

De la definicién (4.17) de la primera generacién de ancestros de x se obtiene E[|AY|] =
10,{0}|(1 — «(T")). Por hipétesis |0,{0}|(1 — «(T")) < 1 y como B} tiene la misma ley que

A%, el proceso de ramificaciéon (B} : n € N) es subcritico:
P(3ny e N: BX =0, ¥Yn > ng) = 1. (4.21)
Por lo tanto, para cada x € X' se tiene que P(|JA*| < o) = 1. En consecuencia,
P(|A¥| < oo para todo x = (i,t), t € T (i), i € Z%) = 1. (4.22)

La demostracién se termina observando que si x = (i,t) € X, entonces AX = AGT"()),
donde T*(x) := min{7T" € 7 (i) : t < T} es la ultima época de 7 (i) anterior a ¢t cuando se

explora la construccion grafica para atras en el tiempo. O

Demostraciéon del Lema 25. Basta definir un orden total en X, <, y después seguir
paso por paso la construccién desarrollada en las pdginas 924-925 de la referencia [3]. La

idea es la siguiente.

Usando el orden total en X !, cualquier conjunto finito de puntos espacio-temporales
X = {x1, -+, %} puede ordenarse de modo que X,, < X1, m = 1,..., k — 1. La primera
generacion de ancestros de cada x € X se descompone dos partes disjuntas. La primera, Af
esta compuesta por todos los primeros ancestros de x que no son ancestros de los puntos
anteriores; la segunda, A%\ A} es la responsable de la dependencia entre las generaciones
de ancestros. Se trata pues de eliminarla y reemplazarla por otra con la misma ley BX(X,)
construida en una copia independiente del espacio de probabilidad X'. Este procedimiento
permite definir conjuntos independientes B := AXUBX(X,) con la misma ley de A% y tales

que UxexAY C UyexB3.

El procedimiento definido por B induce naturalmente un proceso de ramificacion: B}, :=

Ux'eB;,le- Inductivamente, AY C BY para todo n € N. O

LPor ejemplo: (i,t) < (i’,t') siy sélo si t > t' (porque estamos explorando la construccién grafica para
atras en el tiempo) o t =t e i < 4’, donde <’ es el orden lexicogrifico en Z? inducido por el orden total

de Z: i <" i si existe m > 0 tal que i,, < 4/, y i, = i/, para todo n < m.
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Tiempos de parada reversos. Para cadat € Ry cadai € Z? fijos, sea 7;(t) el instante

en que se extingue el clan de ancestros de (i, t):
7i(t) == max{s < t: H(A®) C [s,00)}, (4.23)

donde II; : X — R es la proyeccién temporal de los puntos x € X: II5(x) = ¢ si y sélo si
x = (i,t) para algiin i € Z%.

Por definicién, el instante 7;(t) es un tiempo de parada reverso que, como consecuencia
de la Proposicion 26, es finito con probabilidad igual a 1: P(7;(f) > —oo) = 1. Debido a
que 7;(t) es una funcién deterministica de los procesos de Poisson marcados (7,U) su ley

no depende ni del sitio ¢, ni del tiempo t.

Se obtiene el siguiente resultado

Proposicién 27 Para cada i € Z% y para cada t € R existe un tiempo de parada reverso
7;(t) finito, con probabilidad igual a 1, tal que para todo s < 7;(t), el valor de 77[5S q (1) no
depende de £. Mas aiun, para cada t € R fijo y para todo & € 2 vale que

P ( lim nf&t] = nt) =1 (4.24)

§——00

4.5. Unicidad de la medida invariante y limite ter-

modinamico

4.5.1. Unicidad

La prueba es similar a la del Teorema 8.

Suponga que j; v po son medidas invariantes para el Gibbs sampler asociado a I'. Sea
f :Q — R una funcién local continua cuyos valores estan determinados por lo que ocurre
en una regién finita A. Usando la construccién conjunta de los Gibbs sampler (7][587 gtz s),
£ €, s € Ry los resultados obtenidos en las Secciones 4.2 y 4.4 puede verse que para

todo t > 0 vale la desigualdad:

|11 (f) = p2(f)] < 2[[flloo[A[P(70(0) < —1). (4.25)
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En efecto,

i) =) = | [ a1 [ in(aELF 6 )]
= | maELr 1 - [ 0L

< / / i (d)i2(d) | [ £ ) = £ |
< 2\|f\|oo//u1 A2 d)B ((vf10)  # (nrn),)
< 2| ]| A[B(my(0) < —t),

En la primera igualdad se uso la definicién de medida invariante; en la segunda usamos que

la ley del proceso 77[ es la misma que la del proceso 7][55_ 40" En la primer desigualdad se

1]
uso que los procesos estan construidos en el mismo espacio de probabilidades; en la segunda

el Lema 12 y que los valores de f estan determinados por lo que ocurre en la regién finita

A. La tercera desigualdad se obtiene del siguiente modo: observamos que

P((100), # (10),) < ZP(”MO )1 0(9)

y usamos la definicién y las propiedades de los tiempos de parada 7;(0):

(i) # (D} < {7(0) < —1}

para obtener la desigualdad
(i), # (), ) < TP < =) = WIPR(O) < -0

La desigualdad (4.25) implica que |u1(f) — p2(f)| = 0 porque P(7(0) > —o0) = 1. Como

f es local continua arbitraria, py = po. O

4.5.2. Limite termodinamico

Fijamos ¢t € R y fijamos v € €. Sea (A, : n € N) una sucesion cualquiera de regiones
finitas tal que A,, /' Z°.

Para cada i € Z% sea A(i,t) la proyeccién del clan de ancestros A sobre Z%. Si A(4, )
es finita, existe un n(i,t) € N tal que para todo n > n(i,t) vale que A(i,t) C A,. Por

construccion, los valores de los procesos 1, (i) y 7:(7) son iguales para todo n > n(i, t).
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Resumiendo: si la proyeccién del clan de ancestros del sitio ¢ a tiempo ¢ sobre Z% es

finita, entonces

i, Ma(8) = m(9). (4.26)

De acuerdo con la Proposicién 26, para cada i € Z9¢, A(i,t) es una regién finita con
probabilidad igual a 1. En consecuencia

P( lim 5}, = =1. 4.27

(i, 7, =) (1.27

De los resultados obtenidos en la Seccién 4.3 sabemos que los procesos nX’t tienen como

unica medida invariante la distribuciéon de Gibbs i (+|yac). Por lo tanto,

lim Jvae) = e, 4.28
i, pia(-[vae) = p (4.28)
donde p es la tinica medida invariante para el Gibbs sampler asociado a I'. O

4.6. Comportamiento de las correlaciones espaciales

En esta Seccion demostramos que las correlaciones espaciales decaen exponencialmente

con la distancia.

Teorema 28 FEuxisten constantes positivas My y My tales que

|1(n(0)n(0)) = u(n(0))p(n(@))] < Cla, b)li| My exp(=Melil) i€ 27, (4.29)
donde C(a,b) = max{|al,[b|}(b — a) y n(j) es una abreviatura para n:(j) cualquiera sean

jeZ% yteR.

Este resultado es intuitivamente claro puesto que el ancho espacial del clan de ancestros
de cada sitio debe decaer exponencialmente debido a que estd dominado por un proceso

de ramificacién subcritico.

4.6.1. Ancho espacial del clan de ancestros

Lema 29 Sea S la cantidad sitios de Z ocupados por la proyeccion espacial del clan de

ancestros A9 del punto (0,0) € X. Ezisten constantes positivas Cy y Cy tales que

P(S > k) < Cyexp(—Cok),  keN. (4.30)
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Demostracién. El proceso de ramificacién <IB37(10’0) tn € N> que domina al clan de ance-
stros A% del punto (0,0) € X definido en la demostracién del Lema 25 induce un proceso
de Galton-Watson (Z,, : n > 0) tal que

|ACO < Z (4.31)
donde Z, := 1, Z, = |IB§,(10’0)|, n>1y 7 := ano Z,. Por construccion, el proceso de
Galton-Watson (Z, : n > 0) se describe mediante una familia Y;", i € N, n € N ii.d.
de variables aleatorias no negativas cada una con la misma distribucién que ¥ = \B§0’0)|,

Lnt1 = ZiZ:nl Y. (con la convencién Z?:1 Y =0).

Debido a que S < |[A®0)] la prueba se reduce a mostrar que existen constantes positivas

Ch y (5 tales que

IED(Z > k’) < eXp(—C'Qk), ke N. (432)

Sea R :=sup{s > 0: > ,P(Z = i)s" < oo} el radio de convergencia de la funcién
generadora de Z, F(s) := E[s?]. Observar que si R > 1, la desigualdad de Chebichev

exponencial implica que

E[R?]

P(Z > k) < Vi

= O exp(—Csk), (4.33)

donde C; = E[R?] > 0y Cy = log R > 0. La prueba se reduce a mostrar que R > 1.

Se sabe que (Th.3, Otter (1949)) R = a/f(a), donde a es la solucién de la ecuacién

= f'(a), (4.34)
f(s) = E[sY] es la funcién generadora de Y

f(s) = a(@)s"+ (1 - a(l))s"

y N = |ar{0}|
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Para resolver la ecuacién (4.34) basta observar que

fla)

a

f'(a) = af'(a) = f(a)
N(1 —a)a" = a(T) + (1 — a(T'))a
(N =11 = a(l)a" = o(T)

N _ a(l)
(N =1)(1 = ()

o ( o(T) )1/N
(V=D -al))
Por otra parte,

N 1N\ N

= o)+ (1-a)) ( o(l) )

a

[ A

_ a(l)
= AN+ -p
N
= «a(l) (m) :
En consecuencia,
a(l’ /N
R (W)
(D) (7%5)
_ < (N — 1)N—1 )1/1\7
NNaT)N=1(1 — o(T))
Observar que
(N —1)N1!
el = Famr ey
— (N;V# > (1 = a(T))a(T)N-! (4.35)

Un poco de andlisis muestra que el polinomio p(x) = (1—z)z" !, tiene un maximo absoluto
(considerando como dominio z > 0) en = (N — 1)/N. Algunas cuentas més muestran

que

p (N]\_f 1) _ W ;V}V)N_l. (4.36)
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Finalmente, la validez de la desigualdad (4.35) se deduce de que por hipétesis, a(T") > %
U

Corolario 30 Sea SW(AUD) := |I14(AW)| la cantidad de sitios ocupados por la proyec-
cion espacial del clan de ancestros AV del punto (i,t) € X. Eristen constantes positivas

Cy y Oy, que no dependen del punto (i,t) € X, tales que

P(SW(A®Y)) > k) < Cyexp(—Cyk), k€N, (4.37)

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la invariancia por traslaciones espacio

temporales de nuestra construccién y del Lema 29. O

4.6.2. Decaimiento exponencial de las correlaciones espaciales

Demostracién del Teorema 28. Por construccion

p(n(0)) =E[OA%)] v umn)) =E[O(A")], (4.38)
donde A7 := AUY es el clan de ancestros del punto (j,t) € X y O(A’) es una abreviatura
para O(U(j,1); U(x) : x € AUY),

Adaptando la técnica desarrollada en (Section 4.5) de Fernandez, Ferrari and Garcia

(2001) se puede construir un acoplamiento entre clanes (A%, A7, A A% tal que

(a) (A%, A% tiene la misma distribucién que (A°, A?) pero las marginales son indepen-

dientes;
(b) A® = A
() A/NA" =0 = A" = A%,
Utilizando dicho acoplamiento entre clanes puede verse que

pO)n(D) ~ un(O)unG) = E[OA")O(AN] ~E [0(A%)| E |0(A)]

[O(A%)6(

[©(a"6(4")] —E [6(A)0(A)
[@(AO)@ @(AO)@(Ai)]
CIESIC

O(A")( O(A)L{A N A" £ 0}]
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En consecuencia,

p((0)n(i)) = n(n(0)u(n(i)| < Cla,bP(ATNA° #0), (4.39)

donde C(a,b) = max{|al, |b|}(b — a).

Por otra parte, usando el decaimiento exponencial del ancho espacial de los clanes de

ancestros (4.37), puede verse que

P(A°NAT £ 0) < P(SW(A") + SW(AY) > |i])

lil

< ) P(SW(AY) > B)P(SW(A) > |i| — k)
|Z:|1
< Y Clexp(=Colil)
= [i|CF exp(—Cylil). (4.40)

La prueba se completa combinando las desigualdades (4.39) y (4.40). O



Capitulo 5

Campos (Gaussianos con spines

acotados

5.1. Definiciones y resultados

Sea Q = [a,0]%". Sea J : Z? — R* una funcién simétrica, no negativa sumable: J(i) =
J(—i) > 0 para todoi € Z%y 0 < || J|| := >, J(i) < oo; también suponemos que .J(0) = 0.
Para cada A € §, consideramos el Hamiltoniano ferromagnético Hy : 2 — R dado por el

potencial cuadratico inducido por J

Hy(n) =5 > JG =) —n())> (5.1)

Sea I' = {ua(“|yac) : A € S, v € Q} la familia de especificaciones locales inducida por
H) definida en (4.4):

pnldin ) = = exp(—H(m )M ). (52

El primer resultado establece que las especificaciones locales (5.2) son Gaussianas mul-

tivariadas truncadas.

Lema 31 Para cada A € S y v € Q, la especificacion local pp(-|yac) es una Gaussiana

multivariada Ny(m}, X,) truncada a la caja [a,b)*, donde
mX = AxlBAJ\c’yAc Yy EA = Axl (53)

29
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con
Yjengy JU =)+, sii=j €A,
An(i, j) = (5.4)
—J(j —1), site Nyje\{i}
)
Byae(i,j) = J(j — 1), parai € A yj e A (5.5)

En particular, para cada i € Z2, la especificacion local pgay (| vgye) es una Gaussiana trun-
cada Nop(7(i), | J]|7Y), donde

(@) = (1717 TG = i) ().
JFi
Este Lema se demuestra en la Seccién 5.5.

El segundo resultado es la condicion suficiente para la existencia de un proceso Marko-

viano estacionario con la dindmica del Gibbs sampler asociado a T'.

Teorema 32 Sea J : Z¢ — R* simétrica, no negativa y de rango finito r € N: {i € Z% :

J(i) # 0} = 0,{0}. Sea x4(r) € RT la unica solucion positiva de la ecuacion

O(z) — O(2/2)
O(z) — (0)

=1-10,{0}|". (5.6)

Sib—a < x4(r), entonces existe un proceso Markoviano estacionario con la dindmica del

Gibbs sampler asociado a T'.

Este Teorema se demuestra al final de la Seccion 5.2.

El tercer resultado establece que la ausencia de transicién de fase no depende de la
condiciones enunciadas en el Teorema 32 y que se trata de una propiedad general para este

tipo de modelos.

Teorema 33 Sea J : Z¢ — R simétrica, no-negativa, sumable tal que 0 < ||J| < oo.

Entonces existe una unica medida de Gibbs compatible con I.

Este Teorema se demuestra al final de la Seccién 5.4.
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Puesto que Ha(n) = ||J||Ha(n/+/||/|]) donde (n/c)(i) = n(i)/c para todo ¢ y el intervalo

[a, b] es arbitrario, sin perder generalidad, podemos asumir que ||.J|| = 1.

De hecho, si elegimos ||J|| = 1 e introducimos una temperatura inversa > 0 definiendo

1
paldnalae) == —5—exp (=BHa(navac)) Aa(dny), (5.7)
Zy(7)
tenemos BHa(n) = Ha(v/Bn). Sin € [a*,b*]%, entonces /By € [v/Ba*, v/Bb*]%". Debido a
que el Teorema 33 es verdadero para cada intervalo, substituyendo [a,b] por [v/Ba, /30|
obtenemos que el modelo a temperatura inversa /3 y spines en [a, b] tiene una tinica medida

de Gibbs. Es suficiente considerar el caso = 1 porque los otros casos se reducen a este.

Caso anti ferromagnético en grafos bipartitos El truco usual permite extender el
Teorema 33 a J negativa en grafos bipartitos. Suponga que J satisface las condiciones
del Teorema 33 y J(i —j) = 0sii,7 € Ty 04,5 € Ty para una particion Ty, To de
Z® Defina J(i) = —J(i) y I la especificacién construida con .J. Defina la transformacién
(Rn)(i) = n(i) parai € Y1y (Rn)(i) = a+b—n(i) para i € Ty. Para una medida p
sobre (), sea Ru la medida inducida por esta transformacién. Entonces p es Gibbs para
I' si y sélo si Ru es Gibbs para I. Esto implica que el Teorema 33 vale también para las

especificaciones I'.

5.2. Simulacién perfecta

La construccion estacionaria de un proceso Markoviano con la dinamica del Gibbs
Sampler asociado a I' y la simulacién perfecta de la tinica medida de Gibbs asociada en
toda regién finita A dependen de dos hechos relacionados entre si: (a) que I' tenga la
propiedad (4.9) enunciada en el Teorema 19 y (b) que para cada i € Z¢ se pueda construir
un acoplamiento maximal de la familia de variables aleatorias X;,,n € 2 distribuidas
con ley 1;(-|ngiye) con densidad g;,. Ambos hechos dependen del comportamiento de las

funciones inf,cq giy : [a, 0] — R,

En la préctica, el problema se reduce a caracterizar la familia de funciones inf,cq g; ,(2),

i € Z°. De acuerdo con el Lema 31 las densidades g;, corresponden a Gaussianas truncadas
Na,b(ﬁ(i)a 1)7 donde ﬁ(Z) = Zj;&z’ ‘](] - Z)U(])
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Como el potencial cuadratico inducido por la funcién J es invariante por traslaciones
espaciales,

; ‘ _ ¢ . d
Inf gin(v) = Inf gy(z), (L€ Z7) (5.8)

donde, para cada n € Q, g¢,(-) es la densidad correspondiente a la Gaussiana truncada
Nas(1(0),1).

La funcién f : © — R definida por f(n) := 7(0) es una combinacién convexa de los
spines en 0,{0}. En consecuencia, para todo n € €, 77(0) € [a, b]. Por lo tanto,

inf g,(z) = min gm(x), (5.9)

neQ méela,b]
donde gp, es la densidad de la Gaussiana truncada N, y(m, 1).

Usando las identidades (5.8) y (5.9) y los resultados para familias de Gaussianas trun-
cadas obtenidos en la Seccion 3.2.2 podemos calcular el coeficiente de ergodicidad asociado
a T'; caracterizar la mdxima componente comin de la familia de Gaussianas truncadas
Xin,n € Qy construir un acoplamiento mazimal siguiendo la demostracion del Teorema
4. Con estas herramientas podemos construir una version estacionaria del Gibbs sampler

asociado a I'.

1. Coeficiente de ergodicidad. Usando (3.11) obtenemos el valor del coeficiente de er-
godicidad asociado a I',

O(b— a) — O((b— a)/2)

o) = g T — a0

(5.10)

2. Mdzima componente comin. Para cada i € Z? la méxima componente comin de

familia de Gaussianas truncadas X, ,, n € €2 se describe mediante la funcién

ule) = [ i)y (v € [a,8]).

Usando (5.8), (5.9) y (3.12) se obtiene o;(x) = a(z), para todo i € Z%, donde

Aae(0)H{z < xo} + (Aay,y (b) + Axye(a))1H{z = xo}
®(b— a) — (0) ’

alr) = Xo = (a+0b)/2.

Puesto que my = a 'y ma = b, xog = (a+b)/2 ya que A, p(m1) = Ay p(ma) = & (b—a) — ®(0). Para
=1

simplificar la expresién de «(I") usamos la identidad ®(z) + ®(—x)
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3. Acoplamiento mazimal. Para cada i € Z%, el proceso ()A(m 'n € Q) definido por

~ ~

Xig=Xiy(U) = HU<a)}a ' (U)+1{U > o(I)}G; ) (U),

donde U es una variable aleatoria con distribucién uniforme en el intervalo [0,1] y
CAT'W(:U) = aT) + [7 gin(y)dy — a(z), es un acoplamiento maximal para la familia
Xi,ﬁ’ n € Q

Demostracién del Teorema 32.

La demostracion se obtiene de la expresién (5.10) para el coeficiente de ergodicidad
asociado a I observando que la condicién (4.9) del Teorema 19 es equivalente a b—a < z4(r)

debido a que la funcion

O(x) — (2/2)

R T T

x>0,

tiene las siguientes propiedades: (a) lim, o C(z) = 1, (b) lim, . C(x) = 0, (¢) C(x) es

continua y estrictamente decreciente. O

5.3. Gibbs sampler y dominacion estocastica

En esta Seccion recolectamos algunos resultados conocidos sobre dominacion estocdsti-
ca y analizamos propiedades del conjunto de medidas invariantes para el Gibbs sampler
relacionadas con la atractividad del proceso. Aqui, la forma particular de las especifica-
ciones no es relevante. La mayoria de los resultados son extensiones faciles para espacio

continuo € de resultados de los Capitulos 3 y 4 de Liggett [11] para el espacio {0, 1}%".

Dominacién estocastica en ). Paran, £ € Q se dice que n < £ siy sélo si n(z) < (i)
para todo i € Z%. Una funcién f : Q — R es creciente si y sélo si f(n) < f(£) paran < €.
Sean p1 y pe medidas de probabilidad sobre (2. Se dice que ps domina estocdsticamente a
w1, y se denota py < pg, si p1f < pof para cada funcion medible creciente f. gy = o si
existe una acoplamiento (7, 7j2) con marginales p; y po tal que 7; < 7y casi seguramente
14, 11].
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Atractividad Un proceso de Markov es atractivo si py = pe implica py.S(t) < u2S(t).

Una condicion suficiente para la atractividad del Gibbs sampler es

gy Clngye) 2y ClEaye) st n <€ (5.11)
Sean 6 y 6° las medidas que concentran masa sobre las configuraciones “todo a” y “todo
b”, respectivamente. Claramente, 6 < u < §° para cualquier medida p. Si el proceso es
atractivo, 0°S(t) es no creciente y 0%S(t) es no decreciente en t. Por ende ambas sucesiones
tienen limite (débil) cuando ¢t — oo que llamaremos 1’ y u®, respectivamente. Las medidas
1’y pu® son medidas invariantes llamadas la medida superior e inferior, respectivamente.
Para cada medida yu la atractividad implica §4S(t) =< uS(t) =< §°S(t) para todo t. Si u

es invariante puS(t) = p para todo t y tomando limites cuando ¢ — oo,

pt <o =< opb (5.12)

Proposicién 34 Suponga que el Gibbs sampler asociado a T' es atractivo y p® = pP.

Entonces si p es una medida de Gibbs compatible con T, p = u® = u°.

Demostracién. Por la Proposicion 18 las medidas de Gibbs son invariantes para el Gibbs
sampler, por ende cada medida de Gibbs p debe satisfacer (5.12), lo que demuestra la

unicidad. 0

5.4. Ausencia de transicion de fase

En esta Seccién repasamos algunas propiedades basicas de las variables Gaussianas
truncadas, mostramos que el Gibbs sampler inducido por el Hamiltoniano (5.1) es atractivo

y que las medidas invariantes superior e inferior coinciden, demostrando el Teorema 33.

Gaussianas truncadas. Sea X, una variable aleatoria con distribucion Gaussiana trun-

cada N, p(m, 1) donde a < b, m € R. Los resultados de la Seccién 3.2.2 muestran que

si mp < my, entonces N, ,(my, 1) < N, p(mo, 1). (5.13)
También,
E[Xm] = m-= QO(m) ) (514)
~ o(b—m) —p(a—m)
donde ¢(m) (b —m) — B(a —m) (5.15)
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(ver Sec.7, Cap. 13 de [9]). La funcién ¢ es impar con respecto a mg = “2: ¢ (mg 4+ m) =

—@ap (Mp —m) para todo 0 < m < b_Ta Maés ain ¢ es creciente, continua e inversible en el

intervalo a < m < b.

Gibbs sampler. De acuerdo con el Lema 31, la especificacion iy (-|ngy) es una Gaus-

siana truncada N, ,(7(7), 1), donde

ni) =Y I — i)

J#
La funcién h(n) = 7(i) es creciente en 7. Por (5.13) las especificaciones iy (-|ngye) sat-
isfacen la condicion suficiente (5.11) para la atractividad del Gibbs sampler. Mas atn,

usando (5.14) puede verse que para i € Z% y f(n) = n(i),
b
LiG) = [ wpldelagr)(o = (@) = 76) - ¢(7(0) - (i)

Abusaremos de la notacién escribiendo 7j(7) y n(i) en lugar de h y f, para h(n) = 7(1)
y f(n) = n().

Lema 35 Sea p una medida de probabilidad invariante para el Gibbs sampler. Si p es

mvariante por traslaciones,
ip(7(i)) = 0. (5.16)
Demostracién. Puesto que p es invariante para el Gibbs sampler,

0= pL(n(i)) = pi) — ple@))) — n(n(@). (5.17)

La invariancia por traslaciones implica que 1(n(i)) no depende de i. Entonces,
(i) = p(n(i) Y J (G — i) = uln(i)). (5.18)

(Recordar que || J]| = >, J(i) = 1). O

Demostracion del Teorema 33. La existencia de una medida de Gibbs se prueba en
el Capitulo 4 de [6]: [a,b] es un espacio de Borel estandar de medida finita y el potencial

inducido por J es absolutamente sumable.
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El Gibbs sampler asociado a I" es atractivo de modo que las medidas invariantes superior
e inferior p® y p® estdn bien definidas. Por la Proposicién 34 es suficiente mostrar que
pu® = pb. Sea (n?,n°) un vector aleatorio con marginales u® y p® y tal que n* < n°. La funcién
7(i) es creciente en 7 y o(m) es creciente en m, entonces ¢(7%(i)) < ¢(7°(i)). El limite que
define a u® y u® es invariante por traslaciones y en consecuencia también lo son u® y pul.
Por (5.16), p(%(i)) y ¢(7°(i)) tienen valor esperado 0. En consecuencia p(7%(i)) = o (7°(4))

casi seguramente. Usando que ¢ es inversible, 7%(i) = 7°(i) casi seguramente, vale decir,
> I =)@ G) — () =0 (5.19)

Puesto que n? < n°, (5.19) implica n°(j) = n%(j) para todo j tal que J(j — i) > 0. Como i

es arbitrario, esto implica que n?(j) = 7°(j) casi seguramente para todo j. O

5.5. Especificaciones Gaussianas truncadas

Demostracién del Lema 31.

Calculos sencillos muestran que para H, definida por (5.1),

1
Hy(n) = 5(775\14/\77/\ — 20y B aeniae + ¥ (nac)). (5.20)

donde la funcién W(nae) = Y -.cp D ene /(3 — 1))1(j)? no depende de 7. Si Ay es definida

positiva, esto prueba el Lema porque, usando (5.20),

HYmavae) = = (nhAans — 20 A (A Baaevae) + U (7ac))

— N =

= —(na —m))'Ax(na — m}) + R(7),

[\

donde m} = A, ' By acyac v R(7) no depende de 7,.

Si J satisface las condiciones del Teorema 33, entonces A, es definida positiva. En
efecto, A) es la suma de una matriz semi-definida positiva y una combinacién lineal de

coeficientes no negativos (y no todos nulos) de matrices definidas positivas:

A=D1 D TG =D BV DD 200k [ I+ Y J(R)TY, (5.21)

€A\ jeA\{i} keZi\A+ keAy
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donde, I, es la matriz identidad; las matrices TX, k € {j —i : (i,7) € A x A} \ {0} estdn
definida por

Ty(i,j) = 21{i = j} = 1{j —i € {~k,k}}. (5.22)
(Z4,7Z%) es una particién de Z4\ {0} tal que i € Z% & —i € Z¢ y AL = ANZL.
Para obtener (5.21) observe que

Shena, 20 (k) sij—i=0,

> JERTY | (4) =

hEA+ —J(k) si j—ie{—k, k} para algin k € A,

y como J es simétrica,

MGy = > JG—i0+ Y 2k + Y 2J(k)

jeA\{d} kEZI\A 4 k€A,
Ap(iyg) = —J(k) sij—ie{-kk} para algin k € A .

Finalmente, demostramos que para cada k € A, la matriz T} es definida positiva. Diremos

que los sitios 7,7 € A estan k-conectados si existe una sucesion i = ig,i1,...,0, = J
en A tal que i, — i;,,_1 € {—k,k} para todo m = 1,...,n. Como k-conectados es una
relacion de equivalencia, A se descompone en las clases de equivalencia Aq, ..., A, dadas
por Ay = {iy+mk :m =0,...,m,} para algin m, entero no negativo.

Sea 1 € R® un vector no nulo, usando las notaciones anteriores se obtiene

my—1
Ty = Z Z (i¢ +mk) —n(ig + (m + 1)k))?
l: m€>l m=0
+ 2 Z n(ie)* + Z )2+ n(ie + mek)?) > 0. (5.23)
£: my=0 Lmp>1

Lo que prueba que T¥ es definida positiva y completa la demostracién del Lema. O
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