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Sobre la complejidad de la resolucion de sistemas de
ecuaciones polinomiales y de la interpolacién polinomial
multivariada

Resumen

La resolucién de sistemas de ecuaciones polinomiales y la interpolacién polino-
mial multivariada se analizan desde el punto de vista algoritmico y de la complejidad
computacional.

Desde el punto de vista algoritmico se exhibe un algoritmo probabilistico que
resuelve un sistema polinomial cuya complejidad bit es esencialmente cuadratica en
el nimero de Bézout del sistema y lineal en su talla bit. Este algoritmo resuelve el
sistema de entrada médulo un niimero primo p y aplica levantamiento p—adico. Para
esto, se establecen una serie de resultados sobre la longitud bit de un primo “lucky” p,
es decir un primo para el cual la reduccién del sistema de entrada mdédulo p preserva
ciertas propiedades geométricas y algebraicas fundamentales del sistema original.
Luego este algoritmo se aplica al problema de la interpolacién polinomial cuando el
conjunto de nodos estd dado como el conjunto de ceros de un sistema polinomial,
dando como resultado un procedimiento que calcula intepolantes de “bajo grado”.
La complejidad bit de estos algoritmos es similar a la de los algoritmos que usan
bases de Grobner o H-bases en el peor caso y en ciertos casos de interés practico
puede resultar considerablemente menor.

Desde el punto de vista de la complejidad computacional se demuestran cotas
inferiores para la complejidad de los problemas de interpolacién polinomial. Se in-
troduce un nuevo modelo computacional para la interpolacién de Hermite-Lagrange
que incluye clases no lineales de interpolantes. Este modelo incluye fenémenos de
coalescencia y captura una gran variedad de conocidos problemas y algoritmos de
interpolacién. En este contexto, se exhiben ejemplos de problemas de interpolacion
con clases no lineales de interpolantes cuya complejidad es intrinsecamente exponen-
cial, mostrando que nuestro algoritmo para interpolacién polinomial multivariada es
esencialmente asintéticamente 6ptimo para los problemas seleccionados y que nada
se gana admitiendo no linealidad.

Palabras clave Resolucion de sistemas polinomiales sobre Q; complejidad bit;
sucesion regular reducida; forma de Chow; fibras de levantamiento; levantamiento
de Hensel; primos “lucky”; interpolacién de Hermite-Lagrange; problema de inter-
polacién; algoritmo de interpolacién; complejidad computacional; cota inferior de
complejidad; aplicacién construible; aplicacion racional; aplicacion topolégicamente
robusta; aplicacion geométricamente robusta.






On the complexity of polynomial system solving and
multivariate polynomial interpolation

Abstract

Polynomial system solving and multivariate polynomial interpolation over the
rationals are considered from both the algorithmic and computational point of view.

From the algorithmic point of view a probabilistic algorithm is developed which
solves a polynomial system whose bit complexity is roughly quadratic in the Bézout
number of the system and linear in its bit size. Our algorithm solves the input system
modulo a prime number p and applies p—adic lifting. For this purpose, we establish
a number of results on the bit length of a “lucky” prime p, namely one for which
the reduction of the input system modulo p preserves certain fundamental geometric
and algebraic properties of the original system. Then this algorithm is applied to
polynomial interpolation when the set of nodes is given as the set of zeros of a
polynomial system, yielding a procedure which computes “low degree” interpolants.
The bit complexity of these algorithms is similar to that of the algorithms that use
Grobner or H-bases in the worst case, and in certain cases of particular interest can
be significantly lower.

From the computational complexity point of view lower complexity bounds for
the complexity of interpolation algorithms by polynomials are shown. A new compu-
tational model for Hermite-Lagrange interpolation with nonlinear classes of inter-
polants is introduced, which includes coalescence phenomena and captures a large
variety of known Hermite-Lagrange interpolation problems and algorithms. In this
context examples of interpolation problems are exhibited with nonlinear classes of
interpolants whose complexity is intrinsically exponential, showing that our algo-
rithm for multivariate polynomial interpolation is essentially asymptotically opti-
mal for the problems under consideration and that nothing is gained by admitting
nonlinearity.

Key words Polynomial system solving over Q; bit complexity; reduced regular
sequence; Chow form; lifting fibers; Hensel lifting; lucky primes; Hermite-Lagrange
interpolation; interpolation problem; interpolation algorithm; computational com-
plexity; lower complexity bound; constructible map; rational map; topologically ro-
bust map; geometrically robust map.
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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo de tesis se consideran dos problemas centrales de la geometria
algebraica computacional: la resolucion de sistemas de ecuaciones polinomiales y la
interpolacién polinomial multivariada.

Maés precisamente el trabajo se focaliza en el costo binario de la resolucion de
sistemas polinomiales y de la interpolacién polinomial. En relacién con el primer
problema, se determina una cota superior sobre el costo binario de una clase de al-
goritmos a la Kronecker para intersecciones completas definidas sobre Q. La cantidad
de operaciones aritméticas en Q que realizan este tipo de algoritmos es esencialmente
polinomial (més precisamente, cuadrédtica) en un invariante denominado el “grado
del sistema”, que se acota superiormente por el niimero de Bezout del mismo. Sin
embargo el costo binario podria ser mucho mayor, debido al eventual crecimiento
de los enteros que aparecen en los calculos intermedios. Para evitar este fenémeno,
siguiendo una sugerencia de [GLS01], en esta tesis se desarrolla una versién modular
de estos algoritmos que consiste en realizar los célculos médulo un primo p “lucky”,
a fin de obtener la salida mediante un proceso de levantamiento p—adico. Un aspecto
crucial de este enfoque reside en la determinaciéon de un primo p lucky para obtener
una “buena’” reduccion modular. Esto implica que ciertas caracteristicas geométricas
y algebraicas, como la dimensién y el grado de la variedad de entrada, se preserven
en la reducciéon moédulo p. En este sentido se obtienen resultados sobre la longitud
bit de un primo p lucky. De este modo se obtiene un algoritmo probabilistico, con
probabilidad acotada a priori, que resuelve un sistema de ecuaciones polinomiales
con coeficientes en racionales con un costo binario esencialmente cuadrético en el
grado del sistema y lineal en el tamano bit del mismo, mejorando significativamente
los resultados de complejidad binaria conocidos.

Con respecto a la interpolacion polinomial, se consideran dos problemas prin-
cipales. En primer lugar, y de acuerdo con el paradigma del calculo simbdlico, se
considera un problema de interpolacién “implicita” en donde el conjunto (finito) de
nodos de interpolacion esta descripto como el conjunto de soluciones de un sistema
de ecuaciones polinomiales con coeficientes en Q. A este conjunto de nodos aso-
ciamos un espacio de interpolantes que resulta univocamente determinado por los
polinomios de entrada y que se compone de polinomios de grado a lo sumo n(d — 1)
donde d es una cota superior para los grados de los polinomios de entrada y n es
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INTRODUCCION CapiTULO 1

la cantidad de indeterminadas. Exhibimos un algoritmo que resuelve este problema
de interpolacién con un costo binario esencialmente ctibico en el grado del sistema
de entrada y lineal en el tamano bit del mismo, resultando una alternativa a los
métodos que usan bases de Grobner o H-bases.

Por ultimo se considera la complejidad computacional de la interpolaciéon polino-
mial multivariada. La salida de los algoritmos clasicos de interpolacién polinomial es
la representacién densa o rala de los polinomios interpolantes, por lo que la dimen-
sién (finita) del espacio de interpolantes en consideracién resulta una cota inferior
para la complejidad de estos procedimientos. En esta tesis se plantea la cuestion de
la complejidad intrinseca de los algoritmos de interpolacién que admiten represen-
taciones mas generales de los interpolantes, como por ejemplo su codificaciéon por
medio de esquemas de evaluacion, lo que a su vez motiva la consideracién de clases
no lineales de interpolantes. Para responder a esta cuestién se describe un modelo
general de problema y algoritmo de interpolacién de “Hermite-Lagrange” mediante
argumentos geométricos. Se introduce ademas una nociéon de robustez geométrica
que permite capturar en el modelo fenémenos de coalescencia, incluyendo de este
modo los algoritmos de interpolaciéon multivariada usuales. Finalmente se presentan
dos familias naturales de problemas de interpolacién del tipo Hermite-Lagrange cuya
complejidad, bajo la mencionada restriccién de “robustez geométrica”, es intrinseca
alta, aun si se admiten técnicas de interpolacion no lineales. En particular todo algo-
ritmo geométricamente robusto que resuelve estos problemas de interpolacién realiza
una cantidad de operaciones ariméticas que es polinomial en el nimero de nodos
en consideracion, demostrando que nuestro algoritmo de interpolacién implicita es
esencialmente 6ptimo.

En las secciones siguientes se discuten en mas detalle los resultados conocidos
hasta el momento en relaciéon con los problemas anteriores asi como los resultados
obtenidos en esta tesis. Salvo mencién explicita de lo contrario, estos ultimos son
originales y se encuentran en los articulos [GHMS11] y [Gim14] ya publicados y en
el articulo [GM16] en proceso de revision.

1.1. Antecedentes

1.1.1. Resolucién de sistemas de ecuaciones polinomiales

La resolucién de sistemas polinomiales definidos sobre QQ es una tarea fundamen-
tal de la geometria algebraica computacional, que ha sido el motivo de trabajo inten-
sivo desde la década de 1970. Enfoques simbdlicos a este problema incluyen bases de
Grobner, descomposicion triangular, resultantes, matrices de Macaulay y algoritmos
a la Kronecker (ver, por ejemplo, [Mor05] y [Morl5] para un repaso de los métodos
existentes). La correspondiente complejidad aritmética, es decir el nimero de
operaciones aritméticas en QQ requerido por estos algoritmos, ha sido analizada en,
por ejemplo, [Laz81|, [Giu89], [DFGS91], [FGS95], [GHHT97], [GLS01], [Lec03] y
[DLO08], entre otros. El paradigma de complejidad que surge de estos trabajos es que
los sistemas polinomiales se pueden resolver con un niimero de operaciones aritméti-
cas que es polinomial en el nimero de Bézout del sistema, esto es, en el producto

14



§1.1. ANTECEDENTES

de los grados de los polinomios del sistema de entrada. Esta conclusién esencialmen-
te coincide con las cotas inferiores de [CGH'03], [GHMS11] y [BHM"16], bajo la
hipétesis de que los correspondientes algoritmos son “geométricamente robustos”,
es decir, son universales y permiten la resolucion de ciertos problemas “limite”.
Por otro lado, existen pocos resultados sobre el costo binario o complejidad
bit de estos algoritmos. En relacién con las bases de Grobner, el trabajo [HL11]
de Hashemi y Lazard muestra que, en el caso de dimension cero, éstas pueden
calcularse con un ntimero de operaciones bit que es esencialmente polinomial en el
tamano binario de la entrada y D", donde n es la cantidad de indeterminadas y D
es el promedio de los grados de los polinomios que definen el sistema de entrada.
En la presente tesis se analiza la complejidad bit una familia de algoritmos a la
Kronecker, originalmente debidos a [GHH'97] y [GHM'98] y cuya versién més re-
ciente es la de Giusti, Lecerf y Salvy [GLS01] (ver también [DLO08]). Estos algoritmos

suponen como hipétesis que los polinomios de entrada Fy, ..., F,. € Z[Xq,...,X,)]
definen una interseccién completa, es decir que el conjunto solucion V C C™ del
sistema F; = 0,...,F, = 0 es una subvariedad afin de C" de dimension n — r y

el ideal (F},..., F,) es radical. Otra hipétesis de estos algoritmos es que F, ..., F,
forman una sucesién regular reducida, es decir que ningun Fj es divisor de cero en
el anillo cociente Q[ X1, ..., X,,]/(F1, ..., Fs_1) y el ideal (Fy, ..., F}) es radical para
1 < s < r. Esta condicién implica que la subvariedad afin V, de K definida por
Iy, ..., F, tiene dimension n — s para 1 < s < r. Esta segunda hipdtesis de regula-
ridad y reduccién no es realmente restrictiva ya que esta situacién se puede obtener
por medio de una combinacion lineal genérica de los polinomios Fi, ..., F,., como se
demuestra en [KP94]. Los polinomios Fi, ..., F, se suponen representados por un
straight-line program, que informalmente hablando es un esquema de computacion de
las operaciones aritméticas requeridas para evaluar los polinomios, y cuya longitud L
se define como el nimero total de operaciones (ver el Capitulo 2 para las definiciones
formales). Estos algoritmos entregan en la salida una adecuada “parametrizacion” de
una fibra finita de V), esto es, de la subvariedad cero—dimensional Q—definible de C"
determinada por la interseccién de V con una subvariedad lineal genérica de dimen-
sion complementaria r. Mas precisamente, esta parametrizacion esta definida por
una “solucién geométrica” o “representacion univariada” de la fibra. Una represen-
tacion univariada de una subvariedad cero—dimensional Q—definible W de C" es
una “parametrizacion” de la misma definida por una forma lineal U € Q[X1, ..., X,,]
y polinomios univariados @, Vi, ..., V, € Q[T], con @ libre de cuadrados, tales que
U induce un isomorfismo entre W y el conjunto de ceros en C del polinomio Q(T'), y
cuya inversa esta dada por (Vi(T),...,V,(T)). Un parametrizacién alternativa tam-
bién utilizada es la denominada representacién de Kronecker de W, en la que
Vi,...,V, se sustituyen por polinomios Wy,..., W, € Q[T] tales que el morfismo

inverso anterior esta dado por la tupla de funciones racionales (Z}T%), e VgZ‘T(TT)))

(ver el Capitulo 2 para las definiciones precisas de solucién geométrica y represen-
taciéon univariada). Estas formas de representacion de una variedad se remontan a
los trabajos de Kronecker [Kro82] y Konig [K6n03] (ver también [HP68al) y varios
trabajos muestran que éstas constituyen una buena representacion de V, es decir una
“solucién” del sistema F} = 0, ..., F,. = 0, tanto desde el punto de vista numérico
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INTRODUCCION CapiTULO 1

como simbdlico (ver, por ejemplo, [HKPT00], [Sch03], [Lec03], [CM06], [SWO05]).

Supdngase que los polinomios de entrada Fi,..., F, tienen grado a lo sumo d
y estan dados por un straight-line program de longitud a lo sumo L y pardmetros
enteros de longitud bit a lo sumo h. En [GHH'97] y [HMPS00] se demuestra que en
tal caso el sistema F; = 0, ..., F,. = 0 puede resolverse con un niimero de operaciones
bit que es polinomial en rdLdh. Aqui 0 es un invariante introducido por Giusti
et al. [GHM198] denominado el grado del sistema y que se define como § :=
max; <<, deg Vs, donde deg Vs es el grado de la subvariedad afin de C" definida por
Fi,.. . Fsparal <s<r.

Asimismo [GHH™97] provee una cota inferior sobre el tamanio binario de la salida
si se utilizan representaciones “estandar”. Ademas, el trabajo reciente de Schost y
Safey El Din [SS16] considera la complejidad bit de sistemas cero—dimensionales
multi-homogéneos y demuestra que tales sistemas pueden resolverse con complejidad
cuadratica en el nimero de Bézout multi-homogéneo y un correspondiente analogo
aritmético de éste.

Por tltimo, en [GLS01] se demuestra que la complejidad aritmética de los algo-
ritmos a la Kronecker es cuadratica en grado del sistema.

Expresaremos las medidas de complejidad de los algoritmos en términos de la
cantidad U (n) = nlog?®(n) loglog(n).

Teorema 1.1.1. ([GLS01, Theorem 1]) Sea K un cuerpo de caracteristica cero
y Fi,..., F, polinomios en K[Xy,...,X,] de grado a lo sumo d que definen una
sucesion reqular reducida y dados por un straight-line program de longitud a lo su-
mo L. Sea V, la subvariedad afin de K= definida por Fy,...,Fs paral < s < n
y sea V = V,. FExiste un algoritmo probabilistico que calcula una representacion
univariada de V con O(n(nL + n*)(U(d6))?) operaciones aritméticas en K, donde
0 = Max)<s<p—1 deg V. Su probabilidad de éxito depende de elecciones de elementos
de K fuera de ciertos subconjuntos algebraicos estrictos.

No obstante, cuando K = Q esta estimacion no necesariamente refleja adecuada-
mente el costo binario del algoritmo, que podria ser mucho mayor, debido al eventual
crecimiento de los enteros en los célculos intermedios. Por tal motivo en [GLS01] se
sugiere realizar todos los calculos médulo un primo p “lucky”, para luego obtener la
salida por medio de un procedimiento de levantamiento p—adico. En consecuencia, la
determinacion de un primo p con “buena” reducciéon modular es crucial para poder
estimar la complejidad bit del procedimiento.

1.1.2. Interpolacién implicita

El problema de interpolacién implicita puede tratarse por medio de bases de
Grobner y H-bases como se describe por ejemplo en [MS00a] y [Sau01] (ver tam-
bién [MMMO1], [MMMO93], [MS00a], [GS00b]). En lo que respecta al conocimiento
del autor de esta tesis, la cota de complejidad més fina para bases de Grobner
cero—dimensionales es la del trabajo [HL11] citado anteriormente. Supongamos que
tenemos r = n polinomios de entrada Fi, ..., F,, que definen una sucesion regular
reducida. En la Seccién 8.3.1 mostramos que el cdlculo de una base de Grobner

16



§1.2. RESULTADOS OBTENIDOS Y ORGANIZACION DEL TRABAJO

del ideal (Fy,...,F,) por medio del procedimiento descripto en [HL11] requiere
O(n?(3d)"™) operaciones aritméticas en Q.

En el caso especial que las partes homogéneas de grado maximo de los polinomios
Fy, ..., F, tengan solo el punto (0,...,0) como cero comun, los mismos polinomios
Fi,...,F, ya forman una H-base [MS00a]. Por otra parte, algunos de los proce-
dimientos existentes para construir H-bases de ideales arbitrarios se basan en el
célculo de una base de Grébner (con respecto a un orden monomial compatible con
el grado) o bien implican el calculo de una base de Grobner del ideal dado como re-
sultado derivado [AL94] (ver también [Buc85]). En consecuencia, el costo de aplicar
estos procedimientos a nuestro problema es al menos el mencionado mas arriba. Un
enfoque més directo para construir H-bases que no se basa en ordenes monomiales se
discute en [MS00b], [Sau01] y [PS07]. Una adaptacién de este procedimiento al caso
cero—dimensional se describe en [MS00b|, pero sin enunciar su complejidad. Conse-
cuentemente, en la Seccion 8.3.1 discutimos la complejidad de este procedimiento,
que es de dom?) operaciones aritméticas en Q.

1.2. Resultados obtenidos y organizacién del tra-
bajo

1.2.1. Resolucion de sistemas polinomiales

Desarrollamos un algoritmo probabilistico a la Kronecker para intersecciones
completas definidas sobre Q cuya complejidad bit es esencialmente cuadrética en
el numero de Bézout del sistema de entrada y lineal en su tamano bit. Para esto,
seguimos la sugerencia de [GLS01] antes mencionada, que consiste en realizar los
calculos modulo un primo p para luego recuperar los enteros de la salida por medio
de un procedimiento de levantamiento p—-adico.

Sean Fy,...,F. € Z[Xy,...,X,] polinomios que forman una sucesién regular
reducida. Denotemos por V; la subvariedad afin de C" definida por los polinomios
Fi,...,Fsypord, :=degVssugradoparal < s <r.SealV : =V, yd = maxX; <5<, 05
el grado del sistema definido por Fi,..., F,. El algoritmo entrega en la salida una
representacion de Kronecker de una “fibra de levantamiento” de V), esto es una fibra
(cero—dimensional) definida sobre Q de una proyeccién lineal genérica 7 : V — C*"
definida sobre Q.

El calculo de la representacion de Kronecker de tal fibra de levantamiento proce-
de en r etapas. En la etapa s—€sima calculamos una representacion de Kronecker de
una fibra de levantamiento de Vs, a partir de una de V. Para nuestros propoésitos,
la reduccién modular definida por un primo p es “buena”; y el correspondiente pri-
mo p es “lucky”, si caracteristicas geométricas y algebraicas bésicas de la variedad
V y su ideal de definicién (Fi, ..., Fy) se preservan bajo la reduccién modular para
1 < s < r. Entre otras, podemos mencionar la dimensién, el grado y la suavidad
genérica. Ademas, nuestro algoritmo también requiere que la reduccion modular de
las fibras de levantamiento en consideracién preserve dimension, grado y no rami-
ficacién. Resultados parciales en esta direcciéon han sido obtenidos en [Sch00] (ver
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también [MS16]), sobre la reduccién modular de fibras suaves de familias paramétri-
cas de variedades cero—dimensionales, y en [DOSS15], sobre la reduccién modular
de variedades cero—dimensionales definidas sobre Z. Desafortunadamente, estos re-
sultados no son suficientes para nuestros propoésitos.

Para el andlisis de la longitud bit de primos lucky, establecemos condiciones sobre
los coeficientes de formas lineales que definen una proyeccién 7, : V, — C" 7%, y las
coordenadas de un punto p € C"~%, que implican que 75 es “genérica” en el sentido
arriba mencionado y que p es un “punto de levantamiento”, esto es, define una fibra
de levantamiento, para 1 < s < r. Como necesitamos analizar tanto las condiciones
para proyecciones y fibras definidas sobre Z como para sus reducciones modulares,
un contexto natural para este andlisis es el de una variedad afin definida sobre un
cuerpo perfecto, infinito K. El resultado principal que obtenemos en este contexto
general es el siguiente (ver la Proposicién 3.1.1 y el Teorema 4.2.5).

Teorema 1.2.1. Sea K un cuerpo perfecto, infinito y V.C K una variedad in-
terseccion completa definida sobre K de dimension n — s y grado d,. Sean A;j
1<i<n-—-s+1,1<j<n)yZ,..., 2 indeterminadas sobre K[V]. No-
temos Z = (Zi,..., Zn-s), A = (Nijhicicn-st11<i<n, A" = (Aij)i<icn—si<j<n
y Ay = (A, ..., Ay) para 1 < i < n— s+ 1. Existen polinomios A, € K[A"]
Yy pv € K[A,Z], con degAiAv = 0, (1 <i<n- 3)7 degAi py < (55(255 - 1)
(1 <i<n-—s+1),degyzp, < 05(20s — 1), y tales que satisfacen las siguien-
tes propiedades: para todo X € K=+t 4 p € K% con A, (AX*)py (A, p) # 0, si
(Y1,..., Y, s11) := AX (donde X = (X3,...,X,)), entonces

1. la aplicacion © : V. — A"* definida por Y := (Y1,...,Y,_s) es un morfismo
finito;

2. Yi_si1 induce un elemento primitivo de la extension de anillos K[Y] — K[V];
3. ranky | K[V] = 0,;

4. p es un punto de levantamiento de m e Y, _si1 tnduce un elemento primitivo
de 7 1(p).

La principal herramienta técnica que utilizamos para obtener el resultado an-
terior es el andlisis de la forma de Chow de V. Un anadlisis similar se obtiene en
[CMO06] bajo hipdtesis més fuertes, a saber que K sea un cuerpo finito F, y V una
interseccion completa absolutamente irreducible.

Luego comparamos las condiciones que subyacen al Teorema 1.2.1 para K = Q
y K= Fp, donde [, es un cuerpo primo. Esto proporciona un multiplo entero 91 de
todos los primos p que no son lucky en el sentido arriba mencionado. Obtenemos
una cota superior para la longitud bit de este entero 91 usando las estimaciones
de alturas de variedades equidimensionales de [DKS13]. A partir de esta cota y
resultados conocidos sobre la existencia de primos que no dividen un entero dado (ver
el Lema 2.2.2) podemos obtener un primo lucky p de “baja” longitud bit. El siguiente
enunciado resume los resultados obtenidos en esta tesis sobre reduccién modular (ver
los Teoremas 5.3.1 y 6.3.5). Utilizamos la notacién Soft-Oh O~ estdndar que omite
términos logaritmicos.
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Teorema 1.2.2. Sean Fi,...,F, € Z[X, ..., X,] polinomios de grado a lo sumo d
con coeficientes de longitud bit a lo sumo h. Supongase que Fi, ..., F,. forman una
sucesion reqular reducida y dendtese Vs := V(Fy, ..., Fy) C C" y 65 := deg Vs para

1 <s<r. Sead:=méxico, 0s. Sean X € Z"°\ {0} yp = (p1,...,pn1) € Z"}
elementos elegidos aleatoriamente con entradas de longitud bit ON(Iog(nd’")). Sean
(Y1,....Y) =AX yp® = (p1,- -, Pn_s) para 1 < s <r.

Sea p un primo aleatorio de longitud bit O~ ( log(ndTh)). Dendtese por F p, ..., Frp,

Yip: - Yop YD, las correspondientes reducciones mdédulo p. Entonces las siguientes
condiciones se satisfacen para 1 < s < r con probabilidad al menos 2/3:

1. los polinomios F,, ..., F,, generan un ideal radical en F,[X] y definen una
variedad equidimensional Vs, C E’: de dimension n — s y grado ds;

. ., —=n—s .
2. la aplicacion w5y @ Vs — B, definida por Yi,,..., Y, s, es un morfismo
finito, p, € B es un punto de levantamiento de sy, € Yy gy1, induce un
elemento primitiwo de 7 (p5);

3. todo q € o, (w ]l ,(P5™)) es un punto de levantamiento de T, € Y_oi1y

induce un elemento primitivo de W;;(q).

Se observa que el andlisis de los primos lucky resulta mucho mas simple si sélo
se requieren las condiciones (1) y (2). Un andlisis en esta linea se puede deducir
de [Sch00] (compérese con [MS16]). Sin embargo, la condicién (3), que es critica
para demostrar la correctitud de nuestro algoritmo para resolver el sistema F| =

0,...,F. =0, requiere una extensién significativa de estas técnicas.
Finalmente, se combina el algoritmo de [CM06] con levantamiento p—ddico, como
en [GLS01], para obtener un algoritmo que resuelve el sistema F; = 0,...,F. =0

con buena complejidad bit. Se demuestra el siguiente resultado (ver los Teoremas
7.3.1 y 7.3.2 para enunciados precisos), que mejora significativamente los resultados
de [GHH97] y [HMPS00].

Teorema 1.2.3. Sean Fi, ..., F, polinomios de Z|X1,...,X,] como en el Teorema
1.2.2. FExiste un algoritmo probabilistico que toma como entrada un straight—line
program de longitud a lo sumo L que representa FY, ..., F,., y entrega como salida
una representacion de Kronecker de una fibra de levantamiento de V(Fi, ..., F,) con
o~ (no(l)Lé(d(S + d"h)) operaciones bit. En los mismos términos, el cdlculo de una
representacion univariada de una fibra de levantamiento de V(F, ..., F,) requiere
O~ (n®WL(ds + d* ) operaciones bit.

1.2.2. Interpolacién implicita

Sean Fy,..., F, € Z[Xy,...,X,] polinomios que definen una subvariedad cero—
dimensional V' C C" y generan un ideal radical (£}, ..., F},). Decimos que un subes-
pacio IIy C Q|zy,...,X,] es un espacio de interpolantes para el conjunto de
nodos V si para todo F' € Q[X1,..., X,] existe un unico interpolante Pr € Il con
Pr(x) = F(z) para todo x € V. Exhibimos un procedimiento simbdlico efectivo para
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construir, a partir de F,..., F,, una base {Gy,...,Gp} de un espacio de interpo-
lantes Iy y, a partir de un polinomio adicional F' € Q[X71, ..., X,], las coordenadas
del interpolante Pr en dicha base. Nuestra construccion proporciona un espacio de
interpolantes Iy, que esta univocamente determinado por la sucesion Fi, ..., F,, y tal
que el grado de los interpolantes es a lo sumo n(d — 1), donde d es una cota superior
para los grados de Fi, ..., F,. Por lo tanto, aunque nuestro espacio no es un espacio
de interpolantes de “grado minimo” en el sentido de [dBR90] (ver también [dBR92],
[MS00a], [GS00b], [Sau01]), obtenemos interpolantes de grado “razonable”.

Nuestra construccién de la base {Gy,...,Gp} no se obtiene a partir de la ba-
se monomial del algebra residual de una base de Grébner de (Fi,...,F,) como
en [MMMO93] o la base de polinomios “reducidos” médulo una H-base del mismo
ideal como en [MS00b], sino que combina la nocién de respresentacién univaria-
da de la variedad V' con herramientas de dualidad en algebras de Gorenstein en
el espiritu de [GHH™97] y [HMPS00]. En particular, combinando la demostracién
del Teorema 21 con la férmula (12) més abajo en [GHH97] se obtiene un inter-
polante Pr de “grado bajo”. Sin embargo, el procedimiento alli descripto evita
explicitamente el calculo de una base del correspondiente espacio de interpolan-
tes (lo que por otra parte no es necesario en el contexto de dicho trabajo). En
nuestro caso, para obtener una base {Gi,...,Gp} de un espacio de interpolantes
I1y,, consideramos una solucién geométrica @, Vy,...,V,, € Q[T] de V con elemen-
to primitivo U € Q[Xj, ..., X,]. Los polinomios G, ...,Gp se obtienen entonces
sustituyendo adecuadamente Vi, ..., V,, en el polinomio Bezoutiano de F},..., F,
(ver la identidad 8.1 para la definicién de Bezoutiano). Luego, dado un polinomio
F € Q[Xy,...,X,] arbitrario, obtenemos el correspondiente interpolante Pr calcu-
lando sus coordenadas en la base {G1, ..., Gp} como se describe a continuacién. Sea
J € Q[Xy,...,X,] el Jacobiano de Fi, ..., F, con respecto a Xi, ..., X,. Dendten-
se por J, u'y [ las imdgenes en el anillo cociente Q[X7, ..., X,]/(Fi,..., F,) del
Jacobiano J, del elemento primitivo U y del polinomio F' respectivamente. Para
cada g € Q[X1,..., X,]/(F1,..., F,) denotemos por Tr(g) la traza del endomorfis-
mo de multiplicacién por g en Q[X7, ..., X,]/(F1,..., F,). Entonces el interpolante
Pr € Tly de cada F € Q[X,...,X,] se puede escribir de la siguiente manera
(Corolario 8.2.2):

D
Pp =Y _Tr(J ' fv/ "G,

J=1

Finalmente consideramos una version algoritmica de esta construccién cuando
Fy, ..., F, forman una sucesién regular reducida. Combinando el algoritmo para el
calculo de una representacién univariada de V' del Teorema 1.2.3 con las técnicas de
dualidad antes mencionadas obtenemos un algoritmo probabilistico que, a partir de
Fi,..., F, y un polinomio adicional F' € Q[X1, ..., X,], calcula {G4,...,Gp} y Pr
(una representacion por straight-line programs de los mismos).

Para controlar la longitud bit de los enteros durante los célculos intermedios,
al igual que en el caso de la resolucién de sistemas polinomiales, nuestro algoritmo
calcula aproximaciones p-ddicas adecuadas de los coeficientes Tr(J ! fu/™!) (1 <
Jj < D) del interpolante Pr. Para esto usamos el primo p previamente calculado
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para la etapa modular del calculo de la representacion univariada de V. Luego,
por medio de las estimaciones para las alturas de [KPSO1] y un algoritmo para
reconstruccién racional (ver, por ejemplo, [vzGG99]), podemos recuperar, a partir
de sus aproximaciones p—adicas, las representaciones por numerador y denominador
de las trazas. Se demuestra el siguiente resultado (ver el Teorema 8.3.20 para un
enunciado detallado)

Teorema 1.2.4. Sean Fy, ..., F, € Z|X] polinomios de grado a lo sumo d que for-
man una sucesion reqular reducida y definen la variedad cero—dimensional V- C A"™.
Sea F' € Z|X| un polinomio arbitrario. Dendtese con ¢ el grado del sistema de en-
trada y con h una cota superior para la longitud bit de los coeficientes de Fy, ..., F,
y F. Fxiste un algoritmo probabilistico que toma como entrada un straight-line pro-
gram de longitud a lo sumo L que evaliua Fy,...,F, y F y entrega en la salida una
base {G1,...,Gp} de un espacio de interpolantes 1y, con interpolantes de grados a
lo sumo n(d — 1) y el correspondiente interpolante Prp € 11y, de F. La cantidad de
operaciones bit que realiza el algoritmo es esencialmente

O™ (nOWL8(dd + nd"h(d" + deg(F))) )

Observamos que nuestro algoritmo realiza esencialmente O~ (n®L(d6)?) ope-
raciones aritméticas en Q. Para comparar la complejidad del mismo con la de los
algoritmos que utilizan bases de Grobner o H-bases, supéngase que los polinomios
de entrada Fi,..., F, y F estan dados por su representacién densa. La longitud L
del straight-line program que subyace a esta representacion es del orden O(n (dj;”))
Puesto que, suponiendo que d > n, n(dj;") es del orden d"*°M y. por la desigual-
dad de Bézout, dd esta acotado superiormente por d", concluimos que para siste-
mas de entrada densos la complejidad aritmética de nuestro algoritmo es del orden
O~ (d3*+O)) " Asi, nuestro algoritmo no mejora la complejidad del peor caso de
bases de Grobner para sistemas de entrada en codificacion densa. Sin embargo, sub-
rayamos que la eficiencia de nuestro algoritmo se manifiesta claramente cuando, o
bien la longitud L del straight-line program que representa los polinomios de en-
trada es pequena, o bien el grado ¢ es pequeno con respecto a la cota d". En este
sentido, nuestro algoritmo puede ser una alternativa interesante a los algoritmos que
usan bases de Grobner o H-bases.

1.2.3. Cotas inferiores para algoritmos de interpolacién

Un marco universal para los aspectos matematicos de la interpolacién se desa-
rrolla en [dBR92, Section 2]|. Por nuestra parte nos ocupamos de los aspectos al-
goritmicos, y en particular de la complejidad computational de los problemas
y procedimientos de interpolacién. Por lo tanto es preciso considerar no sélo los con-
ceptos estructurales como los funcionales e interpolantes, sino también las (posibles)
estructuras de datos que los representan. Aunque este punto de vista algoritmico
puede combinarse con el marco general para la interpolacion de [dBR92], el resultado
serfa un formalismo mas bien aparatoso, dificil o imposible de descifrar para el no es-
pecialista, ocultando en vez de revelar las ideas detras de nuestra argumentacion. En
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consecuencia focalizamos la atencién en los problemas y algoritmos de interpolacion
de Hermite-Lagrange. Los interpolantes que consideramos son siempre polinomios
multivariados sobre los niimeros complejos C. Esto hace las formulaciones matemati-
cas estructurales mucho mas simples y que el contexto sea mejor conocido a los no
especialistas que el modelo general de interpolacién introducido en [dBR92].

Los algoritmos de interpolacion clésicos devuelven los polinomios interpolantes
en representacién densa o rala y la dimension (finita) del espacio vectorial en que se
hallan resulta por lo tanto una cota inferior para la complejidad de estos procedi-
mientos. Por nuestra parte planteamos la cuestién de la complejidad intrinseca de
los algoritmos de interpolacion de Hermite-Lagrange que admiten representaciones
mas generales de los interpolantes, por ejemplo, su codificacion por straight—line
programs. Para responder a esta cuestiéon, describimos un modelo general de proble-
ma y algoritmo de interpolacién de “Hermite-Lagrange” que incluye los problemas
y algoritmos de interpolacién multivariada usuales.

Una caracteristica general de los problemas y algoritmos de interpolacion consiste
en la identidad del objeto de entrada y la representacién de entrada (ver
[CGHT03] para una motivacién y una discusiéon matemaética de la distincion de estos
conceptos). En la interpolacion de Hermite-Lagrange, el objeto y la representacién
de entrada son siempre dados por una lista finita de nodos y los correspondientes
valores funcionales. Este planteo se mantendra a lo largo de nuestro trabajo. Sin
embargo se admitird una libertad mayor que la usual en la representacion de los
objetos de salida, esto es, de los interpolantes, que siempre seran polinomios de
grados acotados, los cuales sin embargo pueden resultar exponenciales en el niimero
de nodos.

Se hard un uso sustancial de la identidad del objeto de entrada y de la repre-
sentacién de entrada para establecer un modelo matematico general que capture
la nocién intuitiva de problema y algoritmo de interpolacién de Hermite-Lagrange
con interpolantes polinomiales (ver la discusion en la Seccién 9.2.1 y la Definicién
9.2.1). En nuestro modelo, un problema de interpolacién estd determinado por
una clase D de datos de interpolacién y una clase O de interpolantes. El con-
junto D que llamaremos la estructura de datos de entrada sera un subconjunto
“construible” de un espacio afin adecuado CV. El conjunto de interpolantes O sera
un subconjunto “construible” del espacio vectorial 1‘[53) de polinomios n—variados
con coeficientes complejos de grado a lo sumo D, para ny D adecuados, tal que para
todo dato de interpolacién d € D existe exactamente un interpolante f € O que
resuelve el problema de interpolacion para d. Para incluir en el modelo la nocion de
algoritmo de interpolacién consideramos una estructura de datos de salida
D* que codifica la clase de objetos de salida O que definen los interpolantes. En
la interpolacién de Lagrange y de Hermite clasica D* es siempre la representacion
densa o rala de los interpolantes. En nuestro caso, admitimos estructuras de datos
D* mas generales para incluir por ejemplo la representacion por straight—line pro-
grams de los interpolantes. Asi, D* serd en general un subconjunto “construible”
adecuado de un espacio affn CM. Finalmente consideramos una aplicacién construi-
ble ¥ : D — D* tal que para cada d € D “calcula” el cddigo d* € D* que representa
el interpolante f € O que resuelve el problema de interpolacién para d. El tamano
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M de la estructura de datos D* es la “complejidad” del algoritmo. La “compleji-
dad” del problema de interpolacion determinado por los datos de interpolaciéon D
y la clase de interpolantes O se define como el minimo M tal que existe un algo-
ritmo con complejidad M que resuelve que resuelve el problema de interpolacion.
Por otra parte, los algoritmos y problemas de interpolacion multivariada usuales
admiten fenémenos de coalescencia (ver, por ejemplo, [dBR90] o [dBR92]). Con el
fin de capturar estos fenémenos de coalescencia introducimos la nocion fundamental
de “robustez geométrica” en nuestro modelo.

Se podria esperar que estructuras de datos y técnicas algoritmicas no lineales
permitan mejorar la complejidad de los procedimientos de interpolacion. Sin embar-
go, mostramos que la no linealidad no es una panacea. En este espiritu exhibimos
problemas particulares (y naturales) de interpolaciéon de Hermite-Lagrange que ba-
jo la mencionada restriccién de “robustez geométrica” requieren para su resolucion
algoritmica procedimientos de alta complejidad intrinseca, ain si se admiten técni-
cas de interpolacién no lineales. Para estos problemas probamos cotas inferiores de
complejidad expresadas en términos del niimero K de nodos involucrados en el pro-
blema de interpolacién en consideracién y pueden ser lineales en K (resultados de
incompresibilidad) o exponenciales en K.

Como primer ejemplo de problema incompresible consideramos un problema de
interpolacién de Lagrange “genérico”, es decir, en donde el conjunto D de datos de
interpolacién es un subconjunto denso Zariski del espacio ambiente afin en el que
estd inmerso. Se demuestra el siguiente resultado (ver la Proposicién 11.1.1 para el
enunciado preciso).

Proposiciéon 1.2.5. Sean n, K, D € N. Sea D un subconjunto denso Zariski de
CHOXK gue actiia como estructura de datos de entrada para un problema de in-
terpolacidn con conjunto de interpolantes (no necesariamente lineal) O C H}T;).
Es decir, para cada dato de interpolacion d = (x1,y1,...,2k,Yx) € D, donde
1,2k €EC" yuyr,...,yx € C, existe f € O tal que f(x;) = y; para 1 < i < K.
Entonces todo algoritmo “geométricamente robusto” que resuelve el problema de in-
terpolacion determinado por D y O tiene complejidad al menos K .

Sin embargo, el fenémeno anterior no se limita sélo a los problemas de interpola-
cién genéricos, como lo muestra el siguiente problema interpolacion de Lagrange con
interpolantes “faciles evaluar” (ver la Proposicién 11.1.2 para el enunciado preciso).

Proposicién 1.2.6. Sean K, M € N, K > 2, y F(X,T) € C[X,T] el polinomio
bivariado F(X,T) == (TP — 1) T*X* con D := K — 1. Sea D C C?X ¢l
conjunto D = {(z1,y1, ..., 7k, yx) € C*X . emistet € C con F(x;,t) =1y; paral <
1< Kyx #x5paral <i<j< K}. Nétese que la clausura Zariski D es una
subvariedad propia de dimension K +1 de C*. Consideremos a O := {F(X,t) : t €
C} como conjunto de interpolantes. Ndtese que todo interpolante f € O puede ser
evaluado por un straight-line program de longitud O(log D) (ver [BCS97]). Entonces
todo algoritmo “geométricamente robusto” que resuelve el problema de interpolacion
determinado por D y O tiene complejidad al menos K.
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Por ultimo consideramos un problema de interpolacion de Lagrange cuya comple-
jidad es exponencial en el niimero de nodos si se admiten sélo algoritmos geométri-
camente robustos.

Sea O el subconjunto de C[ X7, ..., X, formado por los polinomios que se pueden
evaluar con a lo sumo L operaciones aritméticas no escalares (es decir, las sumas,
restas y multiplicaciones por constantes de C no se cuentan). Se puede ver que todo
elemento de O tiene grado a lo sumo 2 (ver [HS82, Theorem 3.2] o [BCS97, Exercise
9.18]). De acuerdo con [CGH'03, Corollary 2] (ver también [HS82, Theorem 4.4])
existen puntos 7,...,v7x € C" con coordenadas enteras de longitud bit a lo sumo
O(VK), donde K € O((L + n)?), tales que para todo f,g € O las igualdades
f(v:) = g(v) para 1 <i < K implican f = g. Una tal sucesién v, ..., vk se llama
una “sucesiéon de identificacién” para la clase de polinomios O. Sea D el subconjunto
de CK definido por D := {(f(n), ..., f(7x)) : f € O}. El par D, O define de manera
natural un problema de interpolacién de Lagrange con nodos fijos 1, ..., 7k, tal que
para todo puntoy = (y1, ..., yx) € D existe tnico interpolante f € O que resuelve el
problema de interpolacion de Lagrange para el dato de interpolacion y. Se demuestra
el siguiente resultado (ver el Teorema 11.2.1 para el enunciado preciso).

Teorema 1.2.7. Todo algoritmo geométricamente robusto que resuelve el problema
de interpolacion determinado por la estructura de datos D y el conjunto de interpo-
lantes © definidos como arriba tiene complejidad al menos 220" = 20(VE) | g decir,
todo algoritmo geométricamente robusto, que reconstruye los polinomios n—variados
que pueden ser evaluados por un straight—line program de longitud no escalar a lo
sumo L a partir de sus valores en una sucesion de identificacion de longitud K,
utiliza una cantidad de operaciones aritméticas que es exponencial en VK.

El resultado anterior implica que la interpolacion de Lagrange tradicional en
(QL;") = 20U1) nodos es esencialmente éptima para esta clase muy especial de
polinomios.

Por 1ultimo observamos que en los ejemplos anteriores un algoritmo geométri-
camente robusto que resuelve el correspondiente problema de interpolacion debe
realizar una cantidad de operaciones aritméticas al menos polinomial en el niimero
de nodos en consideracion, demostrando que nuestro algoritmo para el problema de

interpolacién implicita es esencialmente éptimo.

1.2.4. Organizacién de la tesis

La tesis estda organizada como sigue. En el Capitulo 2 se recuerdan las nocio-
nes y resultados de geometria algebraica y algebra conmutativa que se usaran en
esta tesis, y se discuten la representacion de polinomios multivariados por straight—
line programs y de variedades algebraicas por representaciones de Kronecker. En el
Capitulo 3 se recuerda la nocién de forma de Chow de una variedad equidimensio-
nal, se discuten sus propiedades bdsicas y se obtienen las condiciones (1)—(3) del
Teorema 1.2.1. En el Capitulo 4 se discute la nociéon de punto de levantamiento y se
termina de demostrar el Teorema 1.2.1. En el Capitulo 5 se demuestra el Teorema
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1.2.2. El Capitulo 6 contiene las estimaciones de altura de las variedades que subya-
cen a la demostracion de este resultado. En el Capitulo 7 se describe un algoritmo
para resolver el sistema de entrada F} = 0,..., F,. = 0 y se analiza su complejidad
bit, demostrando asi el Teorema 1.2.3. En el Capitulo 8 se describe un algoritmo pa-
ra el problema de interpolacién implicita definido por un sistema cero—dimensional
F1 =0,...,F, =0y se analiza su complejidad, demostrando asi el Teorema 1.2.4.
Por 1ltimo, los Capitulos 9, 10 y 11 estdn dedicados al tema de la complejidad de la
interpolacién multivariada. En el Capitulo 9 se presenta el modelo de computacion
para la interpolacion que serd la base para la determinacion de las cotas inferiores de
complejidad. En el contexto de este modelo se discuten en detalle tanto problemas de
interpolaciéon clasicos como también otros problemas de interpolacién menos usua-
les, de tipo no lineal como los arriba mencionados. En el Capitulo 10 se introduce la
nocion de algoritmo geométricamente robusto. Finalmente el Capitulo 11 contiene
los resultados sobre complejidad de la interpolacion, demostrando las Proposiciones
1.2.5y 1.2.6 y el Teorema 1.2.7.
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Capitulo 2

Preliminares

Este capitulo contiene todas las definiciones, notaciones y resultados béasicos de
geometria algebraica y algebra conmutativa que usaremos a lo largo de esta tesis.
Como referencia para estos resultados utilizamos principalmente los textos [Eis95],
[Kun85|, [Shad4] y [Har77]. También contiene las definiciones de las estructuras de
datos y los resultados de complejidad de los algoritmos bésicos que se utilizaréan, para
lo cual tomamos como referencia principalmente los textos [vzGG99] y [BCS97].

2.1. Definiciones y resultados basicos de geometria
algebraica y algebra conmutativa

En lo que sigue un anillo es siempre un anillo conmutativo con unidad.

Sea R un anillo y M un R—moddulo. Si U C R es un subconjunto multiplicativo
de R denotamos con U~'R y U~'M las respectivas localizaciones de Ry M en U.
Como es usual, llamamos anillo de fraccciones total de R a la localizacién de R
en el conjunto U formado por todos los elementos de R que no son divisores de cero.
Si P es un ideal primo de R denotamos con Rp y Mp las respectivas localizaciones
de Ry M en U := R\ P. En tal caso Rp es un anillo local cuyo ideal maximal
es la imagen de P en Rp. Si a € R, denotamos con R, la localizacién de R en
U:={a*: k> 0}. Si R esun anillo local con ideal maximal 9t llamamos al cuerpo
cociente R/ el cuerpo de clases residuales de R.

Por la dimension dim R de un anillo R entendemos la dimensiéon de Krull del
anillo, es decir, dim R es la longitud maxima r de una cadena de ideales primos
PG P& & PG R contenida en R.

Un subconjunto {ay,...,a,} C A de n elementos de una K—élgebra A se dice al-
gebraicamente independiente si para todo polinomio no nulo F' € K[ X7, ..., X,]
se tiene que F'(ay,...,a,) # 0. El grado de trascendencia trdeg (A) de A se define
como el supremo del conjunto de cardinales |T'|, siendo T' C A un subconjunto finito
y algebraicamente independiente. Si A es una K-algebra afin, es decir, una K-alge-
bra finitamente generada, denotamos con dim A la dimensién de A como anillo. El
siguiente resultado es 1util para calcular la dimensién de una K—éalgebra afin.

Teorema 2.1.1. Sea A una K-dlgebra afin. Entonces dim A = trdeg (A). Ademds,
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st S C A es un conjunto de generadores, entonces
dim A =méax{|T|: T C S es finito y algebraicamente independiente}.

Sea R un anillo Noetheriano, I C R un ideal propio. Sea I = N ,); una
descomposicion primaria minimal de 7, con @); un ideal P,—primario para 1 <i < n.
Recordemos que los primos P; (1 < i < n) se llaman los primos asociados de I.
Los elementos minimales del conjunto {Py,..., P,} son los primos minimales o
aislados de I y los restantes son los llamados primos inmersos.

Sea P C R un ideal primo y Rp la localizacion de R en P. La codimension de
P se define como codim (P) := dim(Rp). Equivalentemente codim (P) es la maxima
longitud n de una cadena de ideales primos Py & P & --- & P, = P. En el
caso general, si I C R es un ideal, I # R, la codimension de [ se define como
codim (/) := min{codim (P) : P C R es un ideal primo con [ C P}. También
definimos la dimensién de I como dim(/) := dim(R/I).

Un anillo Noetheriano R se dice equidimensional si todos sus primos minimales
tienen la misma dimension. Si A es una K-algebra afin equidimensional, para todo
ideal I C A se satisface dim(/) + codim (I) = dim(A) (ver, por ejemplo, [Kun85,
Corollary 3.6, b)]).

Sea K un cuerpo arbitrario y K su clausura algebraica. Denotamos con A" :=
A"(K) y P" := P"(K) al espacio afin y proyectivo de dimensién n definido sobre
K respectivamente. Ambos son espacios topolégicos con la topologia de Zariski
sobre K, cuyos conjuntos cerrados son los conjuntos algebraicos definidos sobre
K, también llamados K—subvariedades, de A" y P" respectivamente.

Definicién 2.1.2. Sea K un cuerpo arbitrario.

i) Un subconjunto V-C A™ es una K—(sub)variedad afin o una (sub)variedad afin
de A" definida sobre K si es el conjunto de ceros comunes en A™ de un subcon-
gunto S C K[Xy, ..., X,]. En particular, una K-hipersuperficie afin de A™ es el
conjunto de ceros en A" de un unico polinomio F' € K[Xy, ..., X,] no nulo.

ii) Un subcongunto V- C P™ es una K—(sub)variedad proyectiva o una (sub)variedad
proyectiva de P" definida sobre K si es el conjunto de ceros comunes en P™ de

un subconjunto S C K[Xy,...,X,] de polinomios homogéneos. En particular,
una K-hipersuperficie proyectiva de P" es el conjunto de ceros en P" de un
inico polinomio homogéneo F' € K[ Xy, ..., X,] no nulo.
Usaremos las notaciones V(S), respectivamente {F; = 0,..., F; = 0}, para de-
notar la K—variedad afin o proyectiva definida por el conjunto de polinomios S,
respectivamente {F, ..., Fi}.

Notemos que los conjuntos abiertos en la topologia de Zariski de A™ o P" son
densos. En tal sentido, decimos que una propiedad sobre los elementos de A™ o P"
es genérica si la satisfacen todos los puntos que pertenecen a un abierto Zariski de
A" o P™.

Sea X un subconjunto de A™ o P". Denotamos por Z(X) al ideal anulador de
V', es decir el conjunto de polinomios en K[Xj, ..., X,] o en K[Xj,..., X,] que se
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anulan en todos los puntos de X. Es claro que Z(X) es un ideal radical. Si V" C A"
es una subvariedad afin, el anillo coordenado afin de V' se define como el anillo
cociente K[X1,..., X,]/Z(V). El siguiente resultado fundamental es conocido como
el Nullstellensatz o Teorema de los ceros de Hilbert (ver, por ejemplo, [Kun85, Chapter
I, §3, Proposition 3.7]).

Teorema 2.1.3. La asignacion V — Z(V') define una biyeccion del conjunto de
todas las K—subvariedades afines V' de A™ sobre el conjunto de todos los ideales

radicales I de K[X1,...,X,]. Para todo ideal I de K[X1,...,X,], es VI =T(V(I))

En vista del teorema anterior, si V' es una K-subvariedad afin o proyectiva, Z(V)
suele denominarse también el ideal de definicién de V.

Recordemos que un subconjunto de un espacio topolégico es localmente ce-
rrado si es un subconjunto abierto de su clausura, o equivalentemente si es la
interseccion de un abierto con un cerrado. Un subconjunto localmente cerrado de
A™ o P" en la correspondiente topologia de Zariski sobre K serd llamado una K-
subvariedad afin o proyectiva abierta de A" o P" respectivamente (otro término que
se encuentra en la literatura para tales conjuntos es el de subvariedad “cuasi—afin” o
“cuasi-proyectiva”). Ocasionalmente utilizaremos la expresién K-subvariedad (afin
o proyectiva) cerrada para denotar una K-subvariedad afin o proyectiva de acuerdo
con la Definicién 2.1.2 enfatizando el hecho de que se trata de un conjunto cerrado
de A" o P" seguin corresponda.

Por brevedad, en lo que sigue usamos el término K—variedad para denotar
indistintamente una K-subvariedad afin o proyectiva tanto abierta como cerrada,
siendo las definiciones y propiedades que damos a continuacién validas en cualquiera
de estos casos. Consideraremos a toda K—variedad V' como un espacio topoldgico
con la topologia de Zariski inducida de A™ o de P" segin corresponda. Llamamos a
esta topologia la topologia de Zariski sobre K de V.

Recordemos que un espacio topolégico X no vacio se dice irreducible si no es la
unién de dos subconjuntos cerrados propios. Una condicion equivalente es que todo
subconjunto abierto no vacio de X es denso en X.

Definicién 2.1.4. Una K-variedad V' se dice irreducible sobre K si es irreducible
como espacto topoldgico con la topologia de Zariski sobre K.

Una K-variedad V' es irreducible sobre K si y solo si su ideal anulador Z(V') es
un ideal primo de K[X7, ..., X,] o K[Xj, ..., X,] segtin corresponda.

Toda K—variedad V' se puede descomponer como una unién irredundante de K-
variedades irreducibles, es decir, V = C1U- - - UC; donde cada C; es una K—variedad
irreducible que cumple que C; ¢ C; para todo @ # j. A esta descomposicion se la
conoce como descomposicion en componentes irreducibles y es tnica salvo
reordenamiento. Cada C; se denomina una componente K-irreducible de V.

Dada una K—variedad V', por la dimension de V', que notamos dim V', enten-
demos la dimension de Krull del espacio topolégico V' en su topologia de Zariski
sobre K. Por lo tanto la dimensién r de V' es la longitud méaxima de una cadena
de K-variedades cerradas irreducibles no vacias Vj & V3 & --- G V. €V contenida
en V. Por el Teorema 2.1.3, si V' C A" es una K-subvariedad afin, se tiene que
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dimV = dimK[X},..., X,]/Z(V). La dimensién de V' coincide con el maximo de
las dimensiones de sus componentes K—irreducibles. Decimos que una K—variedad es
equidimensional de dimensién r o que tiene dimension pura r si toda com-
ponente K-irreducible de dicha variedad tiene dimensién r. Observemos que una
K—-hipersuperficie es una K—variedad de A™ o P" de dimensién pura n — 1.

Las siguientes son propiedades béasicas de la dimensién (ver, por ejemplo, [Shad4,
Chapter 1, Section §6.1, Theorem 1] y [Har77, Proposition 1.10 and Exercise 2.7]):

Teorema 2.1.5. Sean V y W K-variedades.
n 51V CW, entonces dimV < dim W.

» SiW es irreducible y V- C W tal que dim'V = dim W, entonces V. = W, donde
V es la clausura de V en W.

= 8i V' es una K-subvariedad afin (respectivamente proyectiva) abierta de A"
(respectivamente de P") entonces dimV = dim V', donde V' es la clausura de
V' en A" (respectivamente en P™).

A continuacién recordamos la nocién de morfismo entre variedades. Para los
fines de esta tesis bastara restringirnos al caso afin. Asi en lo que sigue el término
K—(sub)variedad designa una K—variedad afin abierta o cerrada.

Definicién 2.1.6. Sea V una K-subvariedad de A™. Una funcion f : V — K es
regular en un punto y € V si existe un entorno abierto y denso U cony e U CV y
polinomios G, H € K[Xy,...,X,] tales que H no se anula en ningin punto de U y
f(x) = G(x)/H(x) para todo & € U. Decimos que f es regular en V' si es regular
en todo punto de V.

Observemos que, si identificamos K con A! en su topologfa de Zariski sobre K,
una funcién regular es continua. Denotamos por K[V] al anillo de todas las funciones
regulares en una K-variedad V.

Si V es una K-subvariedad afin cerrada de A", una funcién f : V — K es regular
en V siy solo si existe F' € K[X7, ..., X,] con f(x) = F(x) paratodo x € V y K[V]
resulta isomorfo al anillo cociente K[X7, ..., X,,|/Z(V). Si ademds g € K[V]\ {0} y
V, es el subconjunto abierto Zariski de V' definido por {g # 0}, el anillo K[V] de
las funciones regulares en V; es isomorfo a la localizacién K[V], de K[V].

Definicién 2.1.7. Sean V y W dos K-variedades. Un morfismo ¢ : V' — W es una
aplicacion continua tal que para todo subconjunto abierto y denso U C W'y para
toda funcién reqular f: W — K, la funcién fo e : o 1 (U) = K es reqular.

El siguiente resultado se deduce facilmente de la definicién anterior (ver, por
ejemplo, [Har77, Chapter 1, Lemma 3.6])

Lema 2.1.8. Sea V una K-variedad y W C A" una K-subvariedad afin cerrada.
Una aplicacion ¢ : V. — W es un morfismo si y solo si x; o p es una una funcion
reqular en V' para cada v, donde x1,...,x, son las funciones coordenadas de A"
inducidas por las variables X1, ..., X,.
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Un isomorfismo ¢ : V — W de K-variedades es un morfismo que admite un
morfismo inverso ¢ : W — V con ¢ o p =idy v w 0o ¢ = idyy.

Definicién 2.1.9. Sean V y W dos K-variedades. Una aplicacién racional ¢ : V' —
W es una aplicacion parcialmente definida tal que su dominio de definicion dom ¢
es un subconjunto abierto y denso U de V y ¢ : U — W es un morfismo de K-
variedades con la siguiente propiedad de mazximalidad: si U' es un subconjunto abier-
to y denso de V con U CU' CV y¢' : U — W un morfismo tal que ¢’ = ¢ en U,
entonces U' = U.

Observacion 2.1.10. En los Capitulos 9 y siguientes el significado del término
aplicacion racional difiere del dado en la Definicion 2.1.9 en que no se requiere
que el dominio U de ¢ sea mazimal.

Sean ¢ : X — Y y ¢ : Y — Z aplicaciones racionales de K-variedades, con
U :=domypy V :=domu, tales que ¢~ (V) C U es un subconjunto abierto y denso
de X. En tal caso la composicién oy : ¢~ (V) — Z es un morfismo de K-variedades
que se extiende a una unica aplicacién racional ¢ o ¢ : X — Z, que llamamos la
composicion de las aplicaciones racionales ¢ y . Una aplicaciéon racional ¢ :
X — Y se dice birracional si admite una inversa, es decir una aplicacién racional
Y Y — X tal que v o p = idx vy ¢ o9 = idy como aplicaciones racionales.
Equivalentemente ¢ : X — Y es una aplicacion birracional si existen subconjuntos
abiertos densos U' C U y V! C Y tales que ¢ : U — V' es un isomorfismo de
K-variedades.

Una funcién racional sobre una K-variedad V' es una aplicacién racional f :
V — K, donde identificamos K con A'. Las funciones racionales sobre V forman
una K-dlgebra que denotamos por K(V'). Si ademds V es irreducible, K(V') es un
cuerpo llamado el cuerpo de las funciones racionales sobre V. En este caso K[V]
no posee divisores de cero y K(V') es isomorfo al cuerpo de fracciones del dominio
integro K[V]. Para una K-variedad arbitraria V', la K-dlgebra K(V') es isomorfa al
anillo total de fracciones de K[V] y también al producto directo de los cuerpos de
funciones racionales de las componentes irreducibles de V.

Un morfismo de K—variedades ¢ : V' — W induce, por composicién, un homo-
morfismo de anillos ¢* : K[W] — K[V] llamado el homomorfismo dual de ¢. Deci-
mos que ¢ es un morfismo dominante si (V) = W, donde ¢(V) es la clausura de
(V') con respecto a la topologia Zariski de W. En esta situacién, el homomorfismo
dual ¢* resulta inyectivo e induce una extensién de anillos K[W] < K[V]. Si ¢ es un
morfismo dominante decimos que es finito si la extensién de anillos K[IW] — K[V]
es entera, es decir, si cada elemento n € K[V] satisface una ecuacién ménica con
coeficientes en K[WV].

A continuacién damos una propiedad importante de los morfismos finitos (ver,
por ejemplo, [Dan94, §4.2, Proposition]).

Teorema 2.1.11. Sean V y W K-variedades y sea f: V — W un morfismo finito.
Si S C W es una subvariedad irreducible entonces la preimagen f~(S) es una
variedad de dimension pura dim S.
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El siguiente resultado se conoce como el Teorema de la dimensién de la fibra [Shad4,
Chapter 1, Section §6.3, Theorem 7.

Teorema 2.1.12. Sea f : V — W un morfismo entre K-variedades irreducibles.
Supongamos que f es sobreyectivo, y que dimV =n ydim W = m. Entoncesm <n
y ademds,

1. dim C' > n—m para todo w € W y para toda componente C de la fibra f~'(w);

2. emiste un subconjunto abierto no vacio U C W tal que dim f~1(w) = n —m
para todo w € U.

Tenemos también la siguiente propiedad de morfismos entre K—variedades (ver,
por ejemplo, [Kun85, Chapter §III. 2, Exercise 6]).

Teorema 2.1.13. Sea f:V — W un morfismo entre K—variedades. Entonces:

» si Z es una subvariedad irreducible de V', entonces f(Z) es irreducible, donde
f(Z) denota la clausura de f(Z) con respecto a la topologia Zariski de W ;

» dim f(V) < dimV.

Sea V' C A" una K-variedad afin cerrada, Z(V) C K[X7,...,X,] el ideal de
definicién de V' 'y & € V. La dimensién dim, V de V en x es el maximo de las
dimensiones de las componentes K-irreducibles de V' que contienen a «. Si Z(V) =
(Fy,...,F,), el espacio tangente T,V de V en x se define como el nicleo de la
matriz Jacobiana (0F;/0X;)1<i<ri1<j<n(x) de Fi,..., F, con respecto a Xq,..., X,
en x.

Se satisface la siguiente desigualdad (ver, por ejemplo, [Shad4, pagina 94]):

dim, V < dim 7,V.

Un punto @ se dice regular si dim, V' = dim 7,V . En caso que dim, V < dim 7,V
decimos que x es un punto singular de V. El conjunto . de puntos singulares de V'
se denomina el lugar singular de V'; se tiene que X es una K—subvariedad cerrada
de V. Una K-variedad se dice no singular o regular si el conjunto de puntos
singulares es vacio.

Sea V una K-variedad afin cerrada cuya descomposiciéon en componentes K-
irreducibles es V = UN,C;. Se tiene que C; N C; C ¥ para todo i # j y que ¥ no
contiene componentes irreducibles de V. Ademds si consideramos el lugar singular
%; de cada componente irreducible Cj, se tiene que ¥ = {J,_.;,(C; N C;) U, Zs.

Sea V' C A" una K-variedad afin y € V. Notamos con M, C K[V] el ideal
M, = {f € K[V] : f(x) = 0}. Si K es algebraicamente cerrado, 9, es un ideal
maximal de K[V], llamado el ideal maximal en x.

Definicién 2.1.14. Supongase que K es algebraicamente cerrado. Sea V- C A™ una
K-subvariedad afin y & € V. Decimos que x es un punto normal de V o que V es
normal en x si el anillo local K[V]on, es normal. Llamamos a V' normal si es normal
en cada uno de sus puntos.
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El siguiente resultado reine los hechos sobre puntos normales que utilizaremos
en esta tesis (ver, por ejemplo, [Bro89, Satz 8.5 y Satz 10.20]).

Proposiciéon 2.1.15. Supiongase que K es algebraicamente cerrado. Sea V- C A"
una K-subvariedad afin y x € V. Entonces valen las siguientes condiciones:

1. K[V]m, es un dominio integro si y sdlo si & pertenece a una unica componente

1rreducible de V.

2. el conjunto U C V' de los puntos normales de V' es un subconjunto abierto y
denso Zariski de V.

A cada K-subvariedad afin V' C A" podemos asociarle una K-subvariedad
proyectiva V' C P", que llamamos la clausura proyectiva de V y definimos de
la siguiente manera. Consideramos la inmersion de A"” en P" que a cada © =
(x1,...,2,) € A™ le asigna el punto (1 : = : --- : x,) € P". La clausura pro-
yectiva V es entonces la clausura con respecto a la topologia Zariski en P* de la
imagen de V via esta inmersién . Asi, V es la menor K-variedad proyectiva que
contiene a V. Dado un ideal I C K[X,..., X,], se define I" C K[X,..., X,] co-
mo el ideal homogéneo generado por las homogeneizaciones F* € K[ Xy, ..., X,] de
todos los polinomios F' € I. Se satisfacen las siguientes propiedades [Kun85, §1.5,
Proposition 5.17 y Exercise 6; y §11.4, Proposition 4.1].

Teorema 2.1.16. Sea V C A" una K-subvariedad afin y sea V C P" la clausura
proyectiva de V. Entonces:

(i) V es irreducible si y solo si V lo es.

(it) SiV =ViUVaU---UV, es la descomposicion de V' en K—variedades irreducibles
entonces V =V, UVyU---UV, es la descomposicion de V' en componentes
K—irreducibles.

(iti) V y V tienen la misma dimension.

(iv) Z(V)=Z(V).

2.1.1. La condicion de pureza

El siguiente resultado clasico es conocido como el Teorema de los ideales principales
(ver, por ejemplo, [Eis95, Theorem 10.2]).

Teorema 2.1.17. Sea R un anillo Noetheriano y P un ideal primo de R que

es minimal sobre un ideal (ai,...,a,) € R generado por r elementos. Entonces
codim (P) <r.

El Teorema de los ideales principales tiene la siguiente consecuencia geométrica.

Teorema 2.1.18. Sea V C A" una K-subvariedad afin de dimension pura r y sea
F eK[Xy,...,X,]. Sea W =V N{F =0} y f € K[V] la imagen de F. Vale una
y solo una de las siguientes afirmaciones:
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» W =10 (esto sucede cuando f es una unidad de K[V]);
» W tiene dimension r (esto sucede cuando f es divisor de cero en K[V]).

» W tiene dimension pura r — 1 (esto sucede cuando f no es divisor de cero ni
unidad en K[V]).

En particular, si F, ..., Fs son polinomios en K[ Xy, ..., X, yW :=V(Fy,..., Fy) C
A™, entonces o bien W =0 o bien dimW > n — s.

En el caso proyectivo tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.1.19 ([Sha94, Chapter 1, Section §2.6, Corollary 2]). Sea V C P™ una
variedad proyectiva de dimensionr y sea W :=V(Gy, ..., Gy) una subvariedad de V.
Entonces toda componente no vacia irreducible de W tiene dimension por lo menos
r—s.

Un ideal propio I de un anillo Noetheriano R se dice no mezclado si sus primos
asociados tienen todos la misma codimension.

Definicién 2.1.20. Se dice que un anillo Noetheriano R satisface la condicion de
pureza (unmizedness) si todo ideal de codimension r de R generado por r elementos
es no mezclado para todo r > 0.

Sea R un anillo Noetheriano e I un ideal de codimensién r de R generado por
r elementos. Puesto que por el Teorema 2.1.17 todo ideal primo minimal de [ tiene
codimensién menor o igual que r, decir que I es no mezclado en la definiciéon anterior
equivale a decir que I no tiene primos asociados inmersos.

Un anillo Noetheriano que satisface la condicion de pureza se dice que es Cohen—
Macaulay. Un resultado clasico dice que los anillos de polinomios con coeficientes
en un cuerpo son anillos Cohen-Macaulay (ver, por ejemplo, [Mat86, Theorems 17.6
and 17.7]).

A continuacién consideramos una familia particular de K-variedades definidas
por ideales no mezclados, llamadas intersecciones completas.

Definicién 2.1.21. Sea V una K-subvariedad afin de A" de dimension n — r.

(i) Decimos que V' es una interseccién completa conjuntista si V' es la interseccion
de r K-hipersuperficies.

(i) Decimos que V' es una interseccion completa si Z(V') puede ser generado por r
polinomios en K[ X7, ..., X,].

Por la condicién de pureza, una K-subvariedad afin interseccién completa con-
juntista de A™ es necesariamente equidimensional.

Definicién 2.1.22. Sean Fi,..., F, € K[X;,...,X,]. Decimos que Fi,...,F, for-
man una sucesion regular si Fy no es el polinomio cero, ningun F; es divisor de cero
en el anillo K[ X1, ..., X,|/(F1,...,F;1) para 2 <i<r y V(F,...,F,) #0.

Si F,. .., F,. forman una sucesion regular en K[X7, ..., X,] 0o K[Xj,..., X,,], en-
tonces la K—variedad afin o proyectiva que ellos definen es una interseccion completa
conjuntista y es de dimensién pura n —r. Mas ain, si el ideal (F}, ..., F,) es radical
entonces dicha variedad es una interseccién completa.
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2.1.2. Un criterio de radicalidad

Por 1ltimo, enunciamos el siguiente criterio para decidir la radicalidad de un
ideal. Por falta de una referencia adecuada ofrecemos aqui una demostracion de este
resultado, probablemente bien conocido.

Lema 2.1.23. Sea K un cuerpo perfecto, I :== (Fy, ..., Fy) C K[Xq,..., X,] un ideal
de dimensionn—s, y J el ideal de K[ X, ..., X,] generado por I y los (sxs)-menores
de la matriz Jacobiana (0F;/0X;)1<i<sai<j<n- Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes:

» [ es radical;
» J no estd contenido en ningun primo minimal de 1.

Demostracion. Sea B :=K[Xy,...,X,]/I. Por [Eis95, Exercise 11.10], basta probar
que la segunda condicién es equivalente a las siguientes:

1. la localizacién de B en cada primo de codimension 0 es regular;
2. todos los primos asociados a cero en B tienen codimensién 0.

Para probar esta equivalencia, nétese que el homomorfismo canénico K[ X7, ..., X, | —
B induce una biyeccion entre el conjunto de primos asociados a I y el conjunto de
primos asociados a 0 en B. Esta biyeccién aplica los primos minimales sobre I en
los primos minimales sobre 0 en B, que son precisamente los primos de codimension
0 en B. Ahora, puesto que K[X7, ..., X,] satisface la condicién de pureza, el ideal
I es no mezclado, y por lo tanto el conjunto de primos asociados a I coincide con el
conjunto de los primos minimales sobre I, lo que implica que se satisface (2). A con-
tinuacion, la segunda condicion del lema se puede expresar diciendo que la imagen
J de J en B no esta contenida en ningtin primo de B de codimensién 0. Por [Eis95,
Corollary 16.20], esto es equivalente a (1), lo que termina la demostracién. O

2.1.3. Normalizacion de Noether

Sea V' C A™ una intersecciéon completa conjuntista de dimensién n — s definida
sobre K. Sean Fi,..., Fy € K[Xj,...,X,] polinomios tales que V' = V(F},..., Fy).
Puesto que K[X1, ..., X,] es Cohen-Macaulay, el ideal I := (F7y,..., Fy) es no mez-
clado y en particular V' es equidimensional. Sean Y3, ... Y, € K[X},..., X, ] formas
lineales linealmente independientes tales que la aplicacién 7 : V' — A"® definida
por Yi,...,Y,_, es un morfismo finito. En tal caso, se dice que el cambio de va-
riables (X7i,...,X,) — (Y1,...,Y,) es una normalizacién de Noether de V' (o
I) y que las variables Y7,...,Y, estdn en posicién de Noether con respecto a
V (o I), siendo Yi,...,Y,_, las variables libres. Sea R := KI[Y7,...,Y, ] y de-
notemos con R’ el cuerpo de fracciones de R. Escribamos B := K[X},...,X,|/I
y sea B’ := R @k B := R[Y,_s11,...,Yy,]/1¢ donde I¢ es la extension de I a
R'[Y, si1,-..,Yy,]. Consideramos a B como un R—médulo y a B’ como un R'—espacio
vectorial respectivamente. Puesto que B es finitamente generado, B’ es un R'—espacio

35



PRELIMINARES CariTULO 2

vectorial de dimensién finita, cuya dimensién denotamos con dimg B’. En particu-
lar, para todo f € K[Xj,...,X,] podemos considerar el polinomio caracteristico
X € R'[T] (respectivamente el polinomio minimal de p € R'[T]) de la homotecia
de multiplicacién por f en B’. Llamaremos a y y a u respectivamente el polinomio
caracteristico y el polinomio minimal de f mddulo /. Sean yq y o los coeficien-

tes constantes de x y p respectivamente. Tenemos el siguiente resultado (ver, por
ejemplo, [DLOS]).

Lema 2.1.24. Con las hipdtesis y notaciones anteriores valen las siguientes condi-
clones:

(1) x y p pertenecen a R[T] y x(f) v p(f) pertenecen a I.
(i) Xo y po pertenecen a I+ (f), e (I + (f)) N R C /(o) = \/Xo-

(1i1) f es divisor de cero en B si y solo si xo = 0 (o equivalentemente pg = 0), si
y solo si Yy ...Y, s son algebraicamente independientes médulo I + (f).

(i) I+ (f) = (1) si y solo si xo € K\ {0} (0 equivalentemente uo € K\ {0}).

Recordamos el siguiente resultado bien conocido (ver, por ejemplo, [GHS93, Lem-
ma 3.3.1]).

Teorema 2.1.25. Sea K un cuerpo perfecto, infinito y Fi, ..., Fs € K[Xq,..., X,
polinomios que generan un ideal (Fy,. .., Fys) de codimension s. Supdngase que las
variables X1, ..., X, estan en posicion de Noether con respecto a (Fy, ..., Fy). En-
tonces K[ X1, ..., X,|/(F1,..., Fy) es un K[Xy, ..., X, _|-mddulo libre de rango fi-
nito.

2.1.4. Representacion de Kronecker de una variedad equi-
dimensional

Sea K un cuerpo perfecto, infinito. Siguiendo con las notaciones anteriores, por
el Teorema 2.1.25, B es un R-modulo libre de rango finito que denotamos con
rankp B. Puesto que toda base de B como R—mddulo induce una base de B’ como
R'—espacio vectorial, tenemos que rankzpB = dimp B’. En este caso decimos que
G € K[Xy,...,X,] induce un elemento primitivo para I si las potencias de la
imagen g de G en B’ generan el R'—espacio vectorial B’. En tal caso diremos también
que G induce un elemento primitivo de la extensién de anillos R — B.

Sea V' C A™ una K-variedad equidimensional de dimensién n — s y sea [ C

K[Xi,...,X,] su ideal anulador. Para un cambio de variables (Xi,...,X,) —
(Y1,...,Y,), denétese R := K[Y3,...,Y,4], B := K[V] y R := K(Y1,...,Ys).
Considérese B" := R'[Y,_st1,...,Yn]/1¢ como un R'—espacio vectorial, donde I°

denota el ideal extendido I R'[Y,_si1,...,Y,], v sea 0 := dimp B’.

Definicién 2.1.26. Una representaciéon de Kronecker de I (o V') consiste de los
siguientes elementos:
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una normalizacion de Noether de I, definida por un cambio lineal de variables
(X1,...,X,) = (Y1,...,Y,) tal que Y, 411 induce un elemento primitivo para
I;

el polinomio (mdnico) minimal Q € R'[T] de Y, _s11 modulo I;

los (unicos) polinomios Wy_sio,..., W, € R'[T] de grado a lo sumo § —1 tales

que la siguiente identidad de ideales vale en R'[Yy_si1,...,Yn]:

I°= (Q(Ynfs+1)7Q/(Ynfs+1)ynfs+2_wnfs+2(Ynferl)a ceey Q’(Yn,s+1)Yn—Qn<Yn,s+1)),
(2.1)

donde Q)" denota la primera derivada de (Q con respecto a T .

Si en cambio se consideran polinomios V,,_sio,...,V, € R'[T] de grado a lo sumo
0 — 1 tales que

]e - (Q(Yn—s—i—l)a Yn—s+2 - Vn—s+2 (Yn—s—l-l); cee 7Yn - Vn<Yn—s+1>)7 (22)

se tiene una representacién univariada de I (o V).

Observacion 2.1.27. Por el item (i) del Lema 2.1.24 el polinomio minimal Q) de
la definicion anterior pertenece a R[T.

Si Q' # 0, la identidad (2.1) se puede interpretar en términos geométricos como
se explica a continuacién. Sea ¢ : A™ — A" la aplicacion lineal definida por Y7, ..., Y,
y W := (V). Interprétese a Yi,...,Y, como nuevas indeterminadas y considérese
la aplicacién II : W — A"~ 5! definida por la proyeccién en las n — s 4+ 1 primeras
coordenadas. Considerando a () como un elemento de K[Y7, ..., Y, ;1] (Observacién
2.1.27), resulta que II define un isomorfismo birracional entre W y la hipersuperficie
{Q =0} de A" **1 cuya inversa es la aplicacion racional ® : {Q = 0} — W definida

por

Bly) = <y’ Wo-si2(y) Wn(y)) ‘

Qy) 7 Qy)

Lema 2.1.28. Con las hipdtesis y notaciones previas a la Definicion 2.1.26, sea
Q € R[T] un polinomio libre de cuadrados de grado § y Wy_sia,..., W, € R[T]
polinomios de grado a lo sumo 6 — 1 tales que

Q(Yn—s-i-l) € [7 Q/(Yn—s-i-l)y;' - Wj<Yn—s+1) el (n —s5+2 § ] S n) (23)

Entonces Q,Wy,_s19,..., W, forman la representacion de Kronecker de I con ele-
mento primitivo Y, 1. Ademds, sea F := Q™' méd (Q) € R'[T] y'V; € R'[T] el
polinomio con degV; < 6 — 1 tal que FW; =V; méd (Q) paran —s+2 < j < n.
Entonces los polinomios Q,V, _qia,...,V, forman la representacion univariada de I
con elemento primitivo Y, _¢i1.

Demostracion. Puesto que @ es libre de cuadrados, @' es inversible médulo (). En
particular Q'(Y;,_s;1) es inversible en B’ := R'[Y,,_si1,...,Y,]/I¢, v (2.3) muestra
que el homomorfismo de R'-dlgebras R'[T]/(Q) — B’, que aplica 7" méd @ en
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Y, <11 moéd I¢, es suryectivo. Esto significa que Y,, 1 es un elemento primitivo
para I. Por otro lado, puesto que dimg B’ = 4, el homomorfismo anterior es un
isomorfismo. Concluimos que @ es el polinomio minimal de Y;,_,,; sobre R’ médulo
I°.

Para probar (2.2) denotemos con K C R'[Y,,_s41, ..., Yy,] el ideal del lado derecho
de esta identidad. Por (2.3) y la definicién de V,,_4.9,...,V,, es claro que K C [°.
Para probar la otra inclusién sea f € R'[Y,,_s11, ..., Yy] un elemento de I¢. Desarro-
llando por Taylor a f en torno del punto (Yn,sﬂ, Vi—sio(Yn_si1)y -y Vn(Yn,sﬂ))
deducimos que existe h € R'[T] tal que se satisface la siguiente congruencia en
R[Y, si1,---, Yo

f = h(Ynferl) méd (Ynfs+2 - ans+2<Ynfs+1); cee 7Yn - Vn(Ynferl)) .

Esto implica que A(Y;,,_s41) = 0 en B’y por lo tanto que h es miltiplo del polinomio
minimal ). Concluimos que f € K. Esto prueba que /¢ = K, demostrando asi la
segunda afirmacion del lema.

La primera afirmacion se sigue de la igualdad de ideales

K :(Q<Ynfs+2>7 Q/(Ynfs+1)Ynfs+2_ans+2(Yn75+1)7 s 7Q/(Ynf&kl)Yn_Wn(Ynferl))7

la cual es una consecuencia inmediata de la definicién V,,_g4o,...,V, y de (2.3). O

2.1.5. Grado de una variedad

Sea V' una K—variedad irreducible. Se define el grado deg V' de V' como el niimero
maximo de puntos en la interseccion de V' con una variedad lineal L de codimension
dim V' para la cual dicha interseccion es finita. Mas generalmente, si V = C; U Cy U
-+ -UC, es la descomposicion de V' en componentes K—irreducibles, definimos el grado
de V como degV := >""_ degC; (ver [Hei83]). El grado de una K-hipersuperficie
H es el grado de un polinomio de grado minimo que define a H. El grado de un
abierto denso contenido en una K-variedad V' es igual al grado de V. A continuacion
enunciamos una desigualdad de Bézout que usaremos para obtener las estimaciones
(ver [Hei83, Ful84, Vog84]).

Teorema 2.1.29. Si V y W son K-variedades, entonces
deg(VNW) < degV -degW. (2.4)

Damos a continuacion propiedades relacionadas con la nocion de grado de K-
variedades.

(i) Sean V C A", V C P" su clausura proyectiva y V c A" el cono affn de V.
Se satisface (ver, por ejemplo, [CGH91, Proposition 1.11]):

degV = degV = deg V.
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(17) Sea ¢ : V — W un morfismo lineal de K—variedades. Entonces [Hei83, Lemma
2],

degp(V) < degV (2.5)

donde ¢(V) es la clausura de Zariski de ¢(V) con respecto a la topologia
Zariski de W.

Sea V' C P™ una K—variedad interseccién completa de grado § y dimensién n —r,
y sea Fi,..., F, un conjunto de generadores de Z(V') de grados dy, ..., d, respecti-
vamente. Los grados di,...,d, dependen de V' y no del sistema de generadores de
Z(V). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que d; > -+ > d,.. Definimos
entonces el multigrado de V' como d := (dy,...,d,). Un resultado fundamental
sobre intersecciones completas es el Teorema de Bézout, que enunciamos a con-
tinuacién (ver, por ejemplo, [Har92, Theorem 18.3]).

Teorema 2.1.30. Sea V' C P" una interseccion completa de grado 6, dimension
n—r ysean Fy, ..., F, generadores de Z(V') de grados dy > ... > d, respectivamente.

Entonces
i=1

2.1.6. Alturas

Decimos que un nimero racional 7/t € Q, con r,t € Z estd en forma candnica
si r/t es reducida y ¢ > 0. Sea ¢ = r/t € Q \ {0} un nimero racional en forma
canénica. La altura de ¢ se define como la cantidad h(q) := max{log|r|,logt},
donde log denota el logaritmo en base 2. Por lo tanto, la altura de ¢ controla la
longitud bit tanto del numerador como del denominador minimos de g. Mas ge-
neralmente, sea A C Q un conjunto finito, y sea @ € N un denominador comun
minimo para todos los elementos de A. Entonces la altura de A se define como
h(A) := méax{log|a.Al|,loga}. Finalmente, la altura h(F) de un polinomio F' con
coeficientes en QQ se define como la altura de su conjunto de coeficientes.

El siguiente resultado vincula la altura de polinomios con las operaciones aritméti-
cas bdsicas y la composicién ([DKS13, Lemma 2.37]).

Lema 2.1.31. Sean Fi,...,F, € Z|Xy,...,X,]. Entonces
1. h(>, F;) < méx; h(F;) +log(s);
2. h([L F5) <32, hE;) +log(n+ 1) ;_, deg(F);

3. sea G € Z[Y1,...,Ys] y ndtese d := max; deg(F;) y h := max; h(F;). Entonces
h(G(F, ..., Fy)) < h(G) + deg(G) (h + log(s + 1) + dlog(n + 1)).
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Altura de variedades

Recordamos aqui brevemente la nocion de altura de variedades equidimensionales
definidas sobre Q. Para més detalles ver [KPS01] y [DKS13]. Sea V C A™(Q) una
Q-variedad equidimensional de dimensién n—s, con 1 < s < n,y sea h(V) la altura
de Faltings de su clausura proyectiva V' C P*(Q) (ver [Fal91]). Tenemos la siguiente
identidad:

n

V) = mFs SIE) + D 0Bl el (n =+ ><Z%>degv, (26)

i=1

donde F, es una forma de Chow de V., m(Fy; Sii™) es la S/ $*'-medida de
Mabhler de F, y |Fy|, es el valor absoluto p-adico sobre Q para todos los primos p
(ver, por ejemplo, [KPSO01, Section 1.2.4]). Puesto que F estd univocamente deter-
minada salvo multiplicacién por elementos no nulos de QQ, podemos suponer que F},
es un polinomio primitivo en Z[A}, ..., Al_ . ], en cuyo caso log |F,|, = 0 para to-
do primo p y la suma »_ log|Fy|, en (2 6) desaparece. Por otra parte, por [KPSO01,
Lemma 1.1] tenemos que

|m(Fy) —h(Fy)| < (n—s+1)log(n+2)degV, (2.7)

donde m(F,) denota la medida de Mahler de F|. La medida de Mahler y la

Sy +f+1—medida de Mahler de F), estan relacionadas por las desigualdades

0 <m(Fy) —m(Fy, SZ+f+1) < (n—s+1)deg(V) %

i=1

(ver, por ejemplo, [KPSO01, (1.2)]). Combinando (2.6), (2.7) y (2.8) resulta

(2.8)

h(Fy) < h(V)+ (n—s+1)log(n+2)degV.

Ademds, la altura canénica E(V) de V se define por /H(V) = ?L(V), donde /H(V) es
la altura canénica de V' C P"(Q) definida como en [DKS13]. Las alturas de Faltings
y candnica de V' estan relacionadas por la desigualdad

[H(V) ~ h(V)| < L log(n + 1) degV (2.9)
(ver, por ejemplo, [DKS13, Proposition 2.39 (5)]). En consecuencia, tenemos que

9
—(n—s+1)log(n+2)degV. (2.10)

W(Ey) < (V) + 3

Finalmente, sean Fy,..., Fy € Q[X] polinomios que forman una sucesién regular.
Sea d; = deg(F) y h = h(Fj) para 1 < j < s. Por [DKS13, Corollary 2.62],
teniendo en cuenta [DKSl 3, Lemma 2.30 (1)], obtenemos la siguiente desigualdad
de Bézout aritmética:

E(V(Fl,...,FS)) < S hy < ﬁ dj) +5 (ﬁdj> log(n + 2). (2.11)

£=1 J=Lj#L Jj=1
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2.2. Estructuras de datos y algoritmos basicos

Para expresar el costo de los algoritmos, ademas de la notaciéon Big-Oh O, tam-
bién utilizamos la notacién estandar Soft—-Oh O~ que omite términos logaritmicos
(ver, por ejemplo, [vzGG99, Appendix]).

2.2.1. Straight—line programs

Los algoritmos en geometria algebraica computacional se describen usualmente
usando el modelo de complejidad denso estandar (o ralo), es decir, codificando los
polinomios multivariados por medio del vector de todos los coeficientes (o de todos
los coeficientes no nulos). Teniendo en cuenta que un polinomio n—variado genérico
de grado d > 2 tiene (d:”) = O(d") coeficientes no nulos, vemos que la repre-
sentacién densa de polinomios multivariados requiere un tamano exponencial, y su
manipulacién usualmente requiere un nimero exponencial de operaciones aritméti-
cas con respecto a los parametros d y n. Para evitar este comportamiento, vamos
a usar codificaciones alternativas de las entradas y de los resultados intermedios
de nuestros calculos por medio de straight-line programs (ver [BCS97]). Sea K un
cuerpo arbitrario y X := (Xj,...,X,) una tupla de indeterminadas sobre K. Un
straight—line program [ sobre K(X) es una sucesién finita de funciones racio-
nales (Fy,..., Fy) € K(X)* tales que para 1 < i < k, la funcién F; es un elemento
del conjunto {Xj,...,X,} (una entrada), o un elemento de K (un parametro), o
existen 1 < iy,iy < i tales que F; = F;, o; F},, donde o; es una de las operaciones
aritméticas +, —, X, +. Las entradas y los parametros se consideran de libre acceso
(modelo de acceso aleatorio). Los elementos del conjunto {F, ..., Fi} se llaman re-
sultados intermedios de (. El straight-line program [ se llama (esencialmente)
sin divisiones, si las divisiones se restringen a parametros no nulos, es decir, si para
1 <i<k,obieno; € {+,—, x} o bien o; = +y f;, € K\ {0}. Obsérvese que, si
es sin divisiones, los resultados intermedios de [ pertenecen al anillo de polinomios
K[X].

Una medida natural de la complejidad de 3 es su longitud, es decir, el nimero
total de operaciones aritméticas realizadas durante el proceso de evaluaciéon definido
por 3. Otra medida relevante de complejidad es la longitud no escalar de 3, que
se define como el nimero de operaciones o; € {x, =} con f; , fi, ¢ K para o; = x y
fi, ¢ K para o; = +. La longitud (no escalar) de § modeliza el tiempo de ejecucion
secuencial del programa.

Decimos que el straight-line program 3 calcula, evaliia, representa, o codifica
un subconjunto S de K(X) si S estd contenido en la lista de resultados intermedios
{Fy,..., Fy} de . En este caso llamamos a los elementos de S salidas de (.

También utilizamos la representacién mixta de un polinomio multivariado con
respecto a una variable distinguida. Sea F' € K[X] un polinomio de grado a lo
sumo d. Fijamos 1 < k < n y consideramos a F' como un polinomio en X con co-
eficientes en el anillo de polinomios K[X7, ..., X 1, Xpy1,...,Xp]. Sean Fy, ..., Fy
los polinomios en K[X7,..., X; 1, Xj41,...,X,] definidos por F = ZOSde FjX,g.
Una representacion mixta de F' con respecto a la variable distinguida X es
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un straight-line program f sobre K[ X, ..., Xx_1, Xg11,- .., Xn] que representa los
polinomios Fy, ..., Fy.

2.2.2. Tests de Zippel Schwartz

Los algoritmos de resolucién de sistemas polinomiales y de interpolaciéon implici-
ta que consideramos en esta tesis son probabilisticos, de tipo Monte Carlo (ver, por
ejemplo, [vzGG99]). Uno de los aspectos probabilisticos de estos algoritmos esta
relacionado con la eleccion aleatoria de puntos fuera de ciertos conjuntos cerrados
Zariski. Una herramienta basica para estimar la probabilidad de éxito de estas ele-
ciones es el siguiente resultado (ver, por ejemplo, [vzGG99, Lemma 6.44]).

Lema 2.2.1. Sea R un dominio integro, Uy, ..., Uy indeterminadas sobre R, S C R
un conjunto finito con s := #5S elementos y F' € R[Uy, ..., U] un polinomio no nulo
de grado a lo sumo d. Entonces F tiene a lo sumo ds*~! ceros en S*.

Interpretamos el Lema 2.2.1 en términos de probabilidades de la siguiente ma-
nera: para un elemento u elegido uniformemente al azar en S*, F(u) # 0 con
probabilidad mayor a 1 — d/s.

El segundo aspecto probabilistico se relaciona con la eleccién de un primo “lucky”
p. A este respecto tenemos el siguiente resultado (ver, por ejemplo, [v2GG99, Section
18.4)).

Lema 2.2.2. Sean B y m enteros positivos y M un entero no nulo tal que log| M| <
%. Ezxiste un algoritmo probabilistico que, a partir de B y un entero positivo k,
calcula un primo p con B < p < 2B tal que p no divide a M. El algoritmo realiza
O~ (k log® B) operaciones bit y entrega un resultado correcto con probabilidad al

menos los B 5
0g
(-5)(-5)

Demostracion. De acuerdo con, por ejemplo, [vzGG99, Theorem 18.8|, existe un
algoritmo probabilistico que calcula un primo aleatorio p tal que B < p < 2B con
O~ (k log® B) operaciones bit y probabilidad de éxito al menos 1 — log B/2%~!. Por
otra parte, si p es un primo aleatorio con B < p < 2B, entonces p no divide a M
con probabilidad al menos 1 — 2/m. Combinando ambas afirmaciones se deduce el
lema. O]

2.2.3. Costo de los algoritmos basicos

A continuacién discutimos el costo de los algoritmos basicos que vamos a utilizar.
El costo de los mismos se expresara en términos de las cantidades

M(6) == dlog(d) loglog(d), U(S) := M(d)logd.
Sea R un anillo conmutativo con unidad. El nimero de operaciones aritméticas

(adicién, multiplicacién y divisién) en R requerido para multiplicar dos polinomios
univariados en R[T de grado menor que D es O(M(D)). Sea ¢ € R[T] un polinomio
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monico de grado D. Representamos los elementos del anillo cociente R[T]/(q) de
forma natural como polinomios univariados de grados menores que D. Entonces una
multiplicacién en R[T]/(g) se puede realizar con O(M(D)) operaciones aritméticas
en R (ver, por ejemplo, [BP94], [vzGG99]).

También utilizamos algoritmos para la multiplicacién transpuesta en R[T|/(q)
sobre R: dado f € R[T]/(q) y un vector v € R”, la multiplicacién transpuesta
de f y v es el el tnico vector w € RP que satisface (w, g) = (v, fg) para todo g €
R[T)/(q). Aqui, (-, -) denota el producto interno, que se define por (x,y) = Zle T;Y;
para x,y € RP. Consecuentemente, identificamos todo elemento de R[T]/(¢q) con
el vector de coeficientes de su representante. Por medio del algoritmo descripto en
[Sho99], el vector w se puede calcular, a partir de f y v, con O(M (D)) operaciones
aritméticas en R.

El determinante de una matriz de tamano n x n con coeficientes en R se puede
calcular sin usar divisiones con O(n?) operaciones en R (ver [FF63]).

Si R es un cuerpo, utilizamos algoritmos basados en el Algoritmo de Euclides
extendido para calcular el maximo comun divisor de dos polinomios univariados en
RI[T] de grado menor que D con O(U(D)) operaciones aritméticas en R (ver, por
ejemplo, [BP94], [vzGG99)]).

La complejidad bit de una operacién aritmética (adicién, multiplicacién, cocien-
te, resto y méximo comun divisor) de dos enteros de altura a lo sumo n es O(U(n)).
Ademsds, dado un entero positivo m de altura n, una operacién aritmética (adi-
ci6n, multiplicacion e inversién o divisién) en el anillo cociente Z/mZ de los enteros
modulo m se puede realizar con (9(1/{ (n)) operaciones bit.

También usamos el siguiente algoritmo de reconstruccién racional (ver [Knu81],
[Dix82], [v2GG99]).

Proposicién 2.2.3. Sear/t € Q la forma candnica de un nimero racional y g, m €
Z con 0 < g < m tales que se satisfacen las siguientes condiciones:

= m > 2max{|r|, t}%

» t ym son coprimos yrt—' =g méd (m), donde t=' es la inversa de t mdédulo
m.

Entonces, por medio del Algoritmo de Fuclides extendido aplicado a m y g, podemos
caleular la forma candnica v/t con O(U(logm)) operaciones bit.
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Capitulo 3

La forma de Chow de una
variedad equidimensional

Sea K un cuerpo perfecto y V' C A" una K—variedad equidimensional de dimen-
sion n — s y grado 9. En este capitulo recordamos la nociéon de forma de Chow de
V' y sus propiedades bésicas.

Sea A= (Aij)1<i<n—s+1,0<j<n una matriz de indeterminadas sobre K[V]; escriba-
mos A? = (Nioy -y Ain) ¥y A == (N, ..., Ay) para 1 <i < n — s+ 1. Denotemos
con X = (Xi,...,X,) un conjunto de indeterminadas sobre K. Una forma de
Chow de V es un polinomio libre de cuadrados F,, de K[A"] tal que F\, (A") = 0 si
y solo si Vﬂ{)\io+Z?:1 XijX;=0(1 <i<n—s+1)}esnovacio,donde V C P"es la
clausura proyectiva de V' con respecto a la inclusién canénica A™ < P" (ver [HP68b,
Chapter X, Section 6]). Observamos que Fy, es multihomogéneo de grado ¢ en cada
grupo de variables A? para 1 <1 < n—s+1,y que este polinomio estd univocamente
determinado salvo multiplos no nulos en K. Escribamos A := (Ajj)1<i<n—st+11<j<n ¥
sean Zi, ..., Z,_s+1 nuevas indeterminadas. Sea P, € K[A, Zy, ..., Z, 4.1] el tnico
polinomio tal que

Po(A,Avgy o Msi10) = Fu (A}, Al ).

Por abuso de lenguaje también llamaremos a P, una forma de Chow de V.
Sean &1, ..., &, las funciones coordenadas de V' inducidas por Xi, ..., X,,. Escri-

bamos & := (&1,...,&,) v sea A; - € € K[V][A] definida por
j=1

Una propiedad fundamental de la forma de Chow P, es que estd univocamente
determinada, salvo multiplicacién por elementos no nulos de K, por las siguientes
dos condiciones:

w SIAE = (A€, ..., Ap_si1-&), se satisface la siguiente identidad en K[V][A]:
P,(A,A€) =0. (3.1)
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AX = (A X,...,A,_1-X). Entonces el polinomio P, (A, AX) € K[A, X]
se anula sobre la variedad A(=s+bn x V.

Equivalentemente, sea A; - X = 77  AjX; paral < i <mn—-s+1y

» SiGeK[A Zy,...,Z, si1] es un polinomio tal que G(A, A€) = 0, entonces
P, divide a G en K[A, Z1, ..., Zp_si1].

Ademas, F, satisface las siguientes propiedades (ver [HP68b, Chapter X, Sections
7y 9]):

1. F, es homogéneo de grado 6 en los (n — s + 1) x (n — s + 1)-menores de A”;

An75+1,0) FV = degAnf‘s«kl,O FV = 5’

.....

3. Si V es una K-variedad irreducible, entonces F, es un polinomio irreducible
de K[A"]. Més generalmente, si V = C;U---UCy es la descomposicién de V en
componentes K-irreducibles y F¢, es una forma de Chow de C; paral <i < N,
entonces [ [, .,y Fe, es una forma de Chow de V.

Observacién 3.0.1. Sea A, € K[AY,... A" ] el polinomio (no nulo) que aparece
como el coeficiente del monomio AfFSJrLO en Fy, considerando a I, como un ele-
mento de K[A][Aig, ..., An—si10]. Entonces la propiedad (2) arriba indicada implica
que Ay es independiente de Ao, . .., N,_s0, es decir, Ay € K[Aq, ..., An_s]. En par-
ticular, Ay es homogéneo de grado 6 en los (n — s) x (n — s)-menores de la matriz

A= (Aij)lgign—s,1gjgn-

Sea p, € K[A,Zy,...,Z, 4 el discriminante de P, con respecto a Z, 41, a
saber 5
Py
Pv = ReSZn75+l (PV7 m) .

Lema 3.0.2. p, y OP,/0Z,_s11 son ambos no nulos.

Demostracion. Notemos que A := K[A, Z1, ..., Z,_s:1]/(P,) es una K-dlgebra re-
ducida. Como K es perfecto, por [Mat80, Corollary, pagina 194] se deduce que A es
una K—élgebra separable. Sea K’ la clausura algebraica de K(A, Zy,...,Z,_;). Por
[Mat80, 27.G] se deduce que la K'-dlgebra A @k K' = K'[Z,,_s41]/(Py) es reducida.
Como K’ es un cuerpo perfecto, esto implica que 0P, /0Z, 11 # 0. Ahora, por las
propiedades (2) y (3) arriba indicadas, cada factor irreducible de P, es una forma de
Chow de una componente irreducible C; de V', de grado degC; en Z,,_,,1. Entonces el
argumento previo muestra que la derivada parcial con respecto a Z,,_,,1 de cada fac-
tor irreducible de P, no se anula, lo que a su vez implica que P, y 0P, /0Z,_s.1 son
polinomios coprimos de K[A, Zy, ..., Z,_s+1]. Como K[A, Z, ..., Z,_4] es un anillo
factorial, esto implica que la resultante p,, de estos polinomios no se anula. O

Ademas, p, satisface las siguientes estimaciones de grado:

degz, 7, oPv < (20 —1), degp, pv < (20—1)6 (1<i<n-—s+1).

.....
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En particular, se tiene deg p, < (n — s+ 2)(26% — 9).

Sea Z = (Zl,. . -aZn—s+1)~ Para cada A := ()‘ij)lﬁiﬁn—s-i-liﬁjﬁn S A(n78+1)n,
escribimos A; == (N1, .., Ain) ¥ A - € = Z?Zl Nijéj paral < i < n—s+ 1L
Consideramos a K[V][A] como una K[A, Z]-dlgebra por medio del homomorfismo
de anillos K[A, Z] — K[V][A] que aplica cada F' € K[A, Z] en F(A,A£). En estos

términos, tenemos el siguiente resultado.
Lema 3.0.3. 0P, /0Z,_s11 no es un divisor de cero de la K[A, Z]-dlgebra K[V][A].
Demostracion. Sea G € K[A, X| un polinomio arbitrario tal que

oP,
aans+1

(A,AE)-G(AE) =0 (3.2)

en K[V][A]. Puesto que py € (Py,0P,/0Z,_s11)K[A, Z], de laidentidad P, (A, A) =
0 deducimos que p, (A, Ay - &, ..., A5 - &) es un multiplo de 0P, /07, _s11(A, AE)
en K[V][A]. Combinando esto con (3.2) deducimos que

pV(AaAl'sa"'aAn—s'E) G(A7£) =0

en K[V][A]. Supongamos que existe una componente K-irreducible C de V' tal que
G(A,€) # 0 en K[C][A]. En K[C][A] tenemos la identidad:

pv(A A& A - E)-G(AE) =0.

Puesto que K[C][A] es un dominio integro concluimos que py (A, A1-€, ..., A, &) =
0 en K[C][A]. Esto implica que

pr(A AL €. Ay €) =0 (3.3)

en K[C][A], donde K denota la clausura algebraica de K. Por otra parte, por el
Lemma 3.0.2 el polinomio p, es no nulo. Luego, para una eleccién genérica de
A € A=stDn g extensién de anillos K[A; - €, ..., Ap_s - €] = K[V] es entera y
pv(X, Z1, ..., Zy_s) es un polinomio no nulo en K[Z1, . . ., Z,_,]. Por (3.3) deducimos
que py( A A& .., A - €) = 0 en K[C], lo que muestra que A - &, ..., Ap_s - &
son algebraicamente dependientes sobre K. Puesto que la extensién de anillos K[, -
€ ..., A_s - €] — K|[C] también es entera, se sigue que dimC < n — s — 1, lo que
es una contradiccién. Por lo tanto G(A, &) = 0 en K[C][A] para cada componente
irreducible C de V. Concluimos que G(A,£&) = 0 en K[V][A], lo que concluye la

demostracién. O

3.1. Una condicién genérica para una normaliza-
ciéon de Noether

n—s+1)n

En lo que sigue, para A := (\jj)1<i<n—s+1,1<j<n € K( escribimos A" :=

(Aij)1<i<n—s,1<j<n-
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Proposicién 3.1.1. Con las hipdtesis y notaciones anteriores, sea X € KM=s+t1n ¢q]
que Ay(X*) #0. Sea Y; := X X paral <i<n—s+1, R:=K[Yy,...,Y, ], B:=
K[V], R :==K(Y1,...,Y,—s) y B := R ®k B. Entonces la aplicacion w: V — A"~*
definida por Yi,...,Y,_s €s un morfismo finito. Si ademds p, (X, Z1,...,Zn_s) # 0,
entonces Y, _s11 induce un elemento primitivo de la extension de anillos R — K[V
y dimp B" < 6.

Demostracion. Sea A* = (A;j)1<i<n—s1<j<n- Recordemos que A, es homogéneo de
grado ¢ en los (n—s) X (n—s)—menores de A*. Puesto que A, (A") # 0, al menos uno
de los (n—s) x (n—s)-menores de la matriz A" es no nulo. Deducimos que las formas
lineales Y7,...,Y,_, son linealmente independientes. Por lo tanto existen formas
lineales Y, _y1,...,Y, € K[X] talesque Y1,...,Y, 4, Y, s11,...,Y, son linealmente
independientes. Sea wy = (wiy,...,wk,) € K" tal que Y, = wy - X para
1<k <s Sea Q€ K[Zy,...,Z,_s11] el polinomio que se obtiene al sustituir en
P, la matriz A por (A*, wy). A partir de (3.1) deducimos que

Qr(Yr,..., Y s, wi- &) =0 (3.4)

en la R—élgebra B para 1 < k < s, donde & := (&1, ...,&,) denota la n—tupla de fun-
ciones coordenadas en B inducidas por Xi,..., X,. Obsérvese que deg, . Qr <9
y que Ay (X*) es el coeficiente de ZJ__,, en Q. Puesto que A, (X*) # 0, resulta
degy ., Qr =20y (3.4) puede ser interpretado como una relacién de dependen-
cia entera para la imagen wy - § de Y, s en B sobre R para 1 < k < s. Mas
aun, K[Y3,...,Y,] = K[X] puesto que las formas lineales Y7, ..., Y, son linealmente
independientes. Esto implica que R — B es una extension entera de anillos.

Para probar que 7 es finita, sea C una componente K-irreducible de V' y 7¢ la
restriccion de m a C. Es suficiente probar que 7¢ es dominante o, equivalentemente,
que su homomorfismo de anillos dual 7 : K[A"*] — K]C] es inyectivo. Denotemos
con t; a la i—ésima funcién coordenada de A"~* para 1 < i < n — s. Con un ligero
abuso de notacion denotemos también con & a la n—tupla de funciones coordenadas
de K[C] inducidas por Xi,..., X,. Asi, n5(t;) = A\; - € para 1 < ¢ < n —s. Puesto
que KI[C] es entero sobre K[A; - &,..., A5 - &] y dimC = n — s, deducimos que
A& ... A\, - € son algebraicamente independientes sobre K. Esto implica la
inyectividad de 7, lo que concluye la demostracién de la primera afirmacién de la
proposicion.

A continuacién, tomando derivadas parciales con respecto a las variables A, g1
en ambos miembros de (3.1), obtenemos la siguiente identidad en K[V|[A] para
1<k<n:

oP, oP,
Y (AN &+ —Z (AL AE) = 0. 3.5
(M AD &+ (A AY (3.5)
A partir (3.1) y (3.5) deducimos que existe Ry € K[A, Z] tal que
pv(A A& A €) & = Ri(A,AE) (3.6)

en K[V][A] para 1 < k < n. Sustituyendo A por X en (3.6) deducimos que

Pv()\, Yia cee 7Yn—s)€k = Rk(A, Y1> cee aYn—S7 An—s—i—l ' S)
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en K[V] para 1 < k < n. Por la eleccién de A, el polinomio py (A, Z1, ..., Z,_s) €s
no nulo. Puesto que Ay - &,..., A\,_s - & son algebraicamente independientes sobre
K, deducimos que py (X, Y7,...,Y, ) es un elemento no nulo de R. Luego las iden-

tidades anteriores muestran que las potencias de A,_,.1 - & generan el R'—espacio
vectorial B’. En otras palabras, Y,,_ .1 induce un elemento primitivo de la extensién
de anillos R — K[V].

Sea ahora () € R[Z,_s.1] el polinomio que se obtiene al sustituir A por X y
ZiyeoiyZipspor Yy, ..., Y, sen P,. A partir de (3.1) deducimos que Q(A,,_s11-&) =
0 en B'. Teniendo en cuenta que deg, ., & = ¢ concluimos que dimpg/ B <46 O
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Capitulo 4

Puntos y fibras de levantamiento

Supongamos, como en el Capitulo 3, que K es un cuerpo perfecto y que V" C A"
es una K—variedad equidimensional de dimensién n — sy grado d. Sean Fy,..., F, €
K[X] polinomios que generan el ideal anulador Z de V. Sean ademés Yi,...,Y, s €
K[X] formas lineales que definen un morfismo finito 7 : V. — A"™* y denotemos con
J € K[X] al determinante Jacobiano de Yi,...,Y, g, F1,..., Fs con respecto a las
variables Xi,..., X,. Un punto p € K" ° es un punto de levantamiento de 7 con
respecto al sistema Fy = 0,..., F, = 0si J(x) # 0 para todo « € 7 !(p). Llamamos
a la variedad cero-dimensional 77!(p) la fibra de levantamiento de p. De acuerdo
con la Proposicion 4.2.1 mas abajo, las nociones de punto de levantamiento y de
fibra de levantamiento son independientes de la eleccion de los polinomios F, ..., Fj
que generan Z. Consecuentemente, en lo que sigue diremos simplemente que p es
un punto de levantamiento de 7 y que 7 !'(p) es una fibra de levantamiento sin
referencia a Fi, ..., Fj.

4.1. Propiedades de los puntos de levantamiento

Sea p := (p1,...,Pns) € K% Luego 7 (p) =V N{Y1—p1=0,...,Y, , —
Pn—s = 0}. A continuacién probaremos que p es un punto de levantamiento de 7 si
y solo si el ideal

J=(F,...,F,Y1—p1,..., Yo s — pas) C K[X] (4.1)
es radical. A tal fin comenzamos con un resultado técnico.

Lema 4.1.1. Con las hipotesis y notaciones anteriores, supongamos ademds que
K[V] es un R-mdédulo libre de rango D, donde R = K|[Y1,...,Y,_s]. Fijemos j con
0<j<n-—syse J; CK[X]elideal Jj := (Fy,....,F)+ Y1 —p1,...,Y; —
p;). Entonces K[ X|/J; es un K[Yj41,...,Y,_s]-mddulo libre de rango igual a D.
Ademdas, si las funciones coordenadas de V' definidas por G, . ..,Gp € K[X] forman
una base de K[V| como R-mddulo, Gy, ...,Gp inducen una base de K[X]/J; como
K[Yjs+1,...,Y,—s]-mddulo.
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Demostracion. Basta probar la ultima afirmacién. Sea F' € K[ X . Existen A;,..., A, €
R tales que F' = A1G1 + -+ + ApGp in K[V]. Notemos que

Ai = Ai(pla s 7pj7}/j+17 B 7Yn—s) mod (Yi —P1,--- 7}/j _p])

para 1 < i < D. Por lo tanto, si B, :== A;(p1,...,pj, Yit1,---, Yn_s) paral <i < D,
resulta que F' = B1G; + --- + B,G,, en K[X]/J;. Esto prueba que Gy,...,G,
generan K[ X|/J; como K[Yj11,...,Y,_sJ-mddulo. A continuacién, supongamos que
B,Gi+---+B,G, = 0en K[X]/J, para ciertos By, ..., By € K[Yj41,...,Y,_4]. Se
sigue que existen Hy, ..., H; € K[X] tales que B1Gy + -+ B,Gp, = Hi(Y1 —p1) +
-4 H;(Y; — p;) en K[V]. Podemos escribir H; = 3°r | CyxGy, en K[V] con Cy, € R
para 1 <i < jy1<k<D.En consecuencia, obtenemos la siguiente identidad en
K[V]:

(5300 m)r s (B0 3t} o

k=1 k=1

Puesto que G, ...,G)p inducen una base de K[V] como R-médulo, deducimos que
B; =31 _, Cri(Yy—pi) para 1 < i < D. Sustituyendo Y}, por py, en estas identidades
paral < k < 7, concluimos que B; = O para 1 < ¢ < D. Esto muestra que G1,...,Gp
definen elementos K[Y;1,...,Y,_;]-linealmente independentes de K[X]/J;, lo que
concluye la demostracion del lema. O]

Ahora estamos en condiciones de probar que, si p es un punto de levantamiento
de m, el ideal J es radical.

Lema 4.1.2. Con las hipdtesis y notaciones del Lema 4.1.1, supongamos ademdas
que p es un punto de levantamiento de w. Entonces J; es un ideal radical, equidi-
mensional de dimension n — s — j. Ademds, si W; C A" es la K-variedad definida
por J;, entonces la aplicacion w; : W; — A"*71 definida por Yji1,...,Y, s €s un
morfismo finito.

Demostracién. Puesto que, por el Lemma 4.1.1, K[X]/J; es un K[Yj41,..., Y]~
moédulo finito, deducimos que K[X]/J; es entero sobre K[Y;41,...,Y,_4]. Esto im-
plica que dim W; < n — s — j. Por otra parte, el Teorema de los Ideales Principales
(ver, por ejemplo, [Eis95, Theorem 10.2]) muestra que dim W; > n—s—j, de donde
concluimos que dim W; = n — s — j. Por la condicién de pureza, se sigue que J; es
no mezclado. A continuacién, considérese una componente K-irreducible C de W;.
Afirmamos que la restriccién 7 : C — A" 577 de 7; a C es un morfismo finito. En
efecto, puesto que K[Yji1,...,Y,—5] — K[W] es una extensién entera de anillos,
también lo es la extension K[Yj;1,...,Y,_s] = K[C] inducida por el homomorfismo
de anillos dual 7. Ademads, puesto que dimC = n—s—j, se sigue que 7} es inyectiva
y por lo tanto que 7¢ es dominante. Esto prueba la afirmacion, lo que implica que
7; es un morfismo finito.

Resta probar que J; es radical. Sea C una componente K-irreducible de W;.
Puesto que la restriction m¢ de 7; a C is un morfismo finito, es suryectiva, y existe
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T € ng(pjﬂ,...?pn,s) =CN{Y1 —pjr1 =0,...,Y, s —pos = 0}. Sea J

el determinante Jacobiano de Fi,...,F, Y7 — p1,...,Y,_s — pn_s con respecto a
X1,..., X, y M; la matriz Jacobiana de Fi,..., F,, Y1 —pi,...,Y; —p; con respecto
a Xi,...,X,. Puesto que p es un punto de levantamiento de 7 y & € 7 !(p),

tenemos que J(x) # 0, lo que implica que M;(x) tiene rango s+ j. En consecuencia,
existe un (s + j) x (s + j)-menor m de M; tal que m(x) # 0. Se sigue que el ideal
generado por J; y todos los (s + j) x (s + j)-menores de M; no esta contenido en

Z(C). Luego, el Lemma 2.1.23 muestra que J; es radical. O
Sea p:= (p1,--.,Pn_s) € K" * un punto de levantamiento de 7. En lo que sigue
interpretaremos a Yi,...,Y,_ s va sea como formas lineales en Xi,..., X, o bien

como indeterminadas sobre K, estando claro por el contexto cudl es la interpreta-
cién adoptada. Por el Lema 4.1.2, el ideal cero-dimensional J := (F},..., Fs, Y] —
Ply--y Ynos — Pnos) C K[X] es radical y por lo tanto es el ideal anulador de la
fibra de levantamiento V,, := 7~ !(p). Para el algoritmo principal que se discutird en
el Capitulo 7 consideraremos ciertas curvas asociadas a p y V, que introducimos a
continuacién. Sea p* 1= (p1,...,pp—s—1) y sea Wp C A" la K-variedad definida por
el ideal
K= (Fl, ey FS,Yl —P1,- - ;Yn—s—l _pn—s—l) Q K[X]

De acuerdo con el Lemma 4.1.2; C es un ideal radical, equidimensional de dimension
1 y la aplicacién 7y : Wy — A! definida por Y,,_4 es un morfismo finito. Llamamos
a Wp la curva de levantamiento definida por p*.

En lo que sigue identificaremos a V}, con una subvariedad cero-dimensional de
A* y a W+ con una curva de A*™! del modo siguiente. Por simplicidad de notacién,
denotaremos con F;(Y7,...,Y,) o F;(Y) al elemento de K[Y;,...,Y,] que se obtiene
reescribiendo F;(Xi,...,X,) en las variables Y3,...,Y,,.

Lema 4.1.3. Con las hipdtesis del Lemma 4.1.2, valen las siguientes afirmaciones:

= los polinomios Fy(p, Yn—st1,- -+, Yn), -+ Fs(Ps Yost1, - -+, ) generan un ideal
radical, cero~dimensional J de K[Y,,_s1,...,Ys] y la K-variedad V(J) C A®
es isomorfa a V. Ademds, K[Y,—s41,...,Yn]/T es un K-espacio vectorial de

dimension rankgK[V];

w los polinomios Fy(p*,Yn_s,.. ., Yn),-. ., Fs(p*, Yo s, ..., Y,) generan un ideal
radical, equidimensional K de K[Y,_, ..., Y,] de dimension 1, y la K-variedad
V(K) C A**tL es isomorfa a Wy-. Ademds, Y, _s,...,Y, estdn en posicion de
Noether con respecto a K y K[Y,_s, ..., Y,]/K es un K[Y,,_]|-mddulo libre de
rango igual a rankpIK[V].

Demostracion. Claramente, tenemos un isomorfismo de K-algebras
K[Y1,...,. Y]/ T K[V, oi1,...,Y0l/T,

que aplica F(Yy,...,Y,) méd J en F(p,Yp_si1,...,Y,) méd J. Sesigue que J es
radical y cero—dimensional, puesto que lo es 7. Por lo tanto, éste es un isomorfismo
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entre los anillos de coordenadas de Vj, y V(J), lo que prueba que Vo ¥y V(J) son
isomorfas. Similarmente, tenemos un isomorfismo de K-algebras

K[Yi,..., Y] /K 2 K[V, s, ..., Y,]/K,
que aplica F(Y,...,Y,) méd K en F(p*,Yn_s,...,Y,) méd K. Argumentando co-

mo antes concluimos que K es radical y que Wy« y V(K) son isomorfas. Ademsds,
Y, es entera sobre K[Y,,_;] médulo K para n — s+ 1 < j < n, lo que prueba que

Y, s, ..., Y, estan en posicion de Noether con respecto a K. Finalmente, las afir-
maciones concernientes a los rangos se siguen del Lema 4.1.1, lo que completa la
demostracion. O]

Un paso critico en el algoritmo resolvente de Kronecker es obtener una repre-
sentacion de Kronecker de una curva de levantamiento Wy« a partir de una tal
representacion de una fibra de levantamiento V,. Esto se llevard a cabo median-
te una version simbélica del método de Newton, que requiere que los polinomios
Fi(p,Yo_si1,...,Yn), ..., Fs(p, Yy_s41,...,Y,) definan todos los puntos de Vj, por
cortes transversales. Ademads, en la Seccién 7.2 levantaremos una representacién de
Kronecker de la fibra de levantamiento de la salida médulo un ntimero primo p, lo
que también requiere tal condicién de transversalidad. Como muestra el siguiente
resultado, esta condicién estd garantizada si p es un punto de levantamiento de 7.

Lema 4.1.4. Con las hipdtesis del Lema 4.1.2, el determinante Jacobiano J de
Fi(p,Yo-sits- s Ya), oo Fs(P, Yosy1, ..., Vo) con respecto a Yy _si1,...,Y, es in-
versible en K[Y,_s41,...,Y0]/J.

Demostracion. Sean Py, ..., Py los ideales primos minimales de J. Puesto que J
es radical, por el Lema 2.1.23 deducimos que J ¢ P; para 1 < i < N. Como J es
de dimensién cero, cada P; es un ideal maximal de K[Y,, 4.1, ..., Y,], lo que implica
que J es una unidad en K[Y,_,,1,...,Y,]/P; para 1 <4 < N. Por el Teorema chino

del resto concluimos que J es una unidad en K[Y,,_si1, ..., Y,]/J, lo que finaliza la
demostracion del lema. O

Finalmente, suponiendo que Fi,..., F, forma una sucesion regular, se requerira
que esta condicién se preserve al especializar las variables (Y7, ...,Y,_s) en un punto
de levantamiento p. Tenemos el siguiente resultado.

Lema 4.1.5. Supdngase que Fy,...,Fy forman una sucesion reqular de K[X] y
que Y1,...,Y, son formas lineales de K[X] en posicion de Noether con respecto
aVi={F =0,...,F, = 0} para 1 < i < s. Entonces, para todo p € K" %,
los polinomios Fy(p, Yn—si1s---sYn), -, Fs(D, Yn_si1, ..., Yn) forman una sucesion
reqular de K[Y,_si1, ..., Yal.

Demostracion. Basta mostrar que Fi(p, Y, _si1, -, Yn), -, Fi(D, Yo_si1, ..., Yy) de-
finen una subvariedad de A® de dimensién s — i para 1 < i < s. Sea Ly := {Y] =

Plyee s Yy s =pus} CA" y m : V; — A" la aplicacién definida por Y7, ..., Y, ;.

Entonces V; N L, = m; ' ({YI =p1,..., Y o = pn,s}). Puesto que 7; es un mor-

fismo finito, tenemos que dimV; N Ly = dimyn—i{Y7 = p1,...,th-s = Yo s} =

s — 1, y la conclusién del lema se obtiene observando que {F1 (D, Yo_si1,---, Yn)
0,....Fi(p,Yon_si1,...,Yn) = O} y V; N L, son variedades isomorfas.

oo
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4.2. Una condicion para puntos de levantamiento

En esta seccién obtenemos una condicién sobre las coordenadas de un punto
p € K"® que implica que éste es un punto de levantamiento de 7. Como primer
paso en esta direccion, tenemos la siguiente caracterizacion de la nocién de pun-
to de levantamiento, que también prueba que el concepto es independente de los
polinomios Fi, ..., Fs que generan el ideal anulador de la variedad V.

Proposiciéon 4.2.1. Supongase que K[V es un R-mddulo libre de rango finito D =
rankgpK[V]. Entonces #7 1 (p) < D para todo p € K%, y vale la igualdad si y sdlo
si p es un punto de levantamiento de 7.

Demostracion. Sea p := (p1,...,pn—s) y sea J C K[X] el ideal cero-dimensional de
(4.1). Por el Lema 4.1.1 es dimg K[X]/J = D. Puesto que #7 ' (p) = dimg K[ X]/V7,
se deduce la desigualdad del enunciado.

A continuacién probamos la caracterizacion de los puntos de levantamiento. Sea
X, € R[T] el polinomio caracteristico de J médulo Z. Puesto que, por el Lema 4.1.1,
una base de K[V] como R-mddulo induce una base de K[X]/J como K-espacio
vectorial, es facil ver que x,(p,T) es el polinomio caracteristico de J médulo 7. Sea
i = x,(0) el término constante de y,, de modo que u(p) es el término constante
de x,(p,T). Por el Teorema de los ceros de Hilbert, p es un punto de levantamiento
de 7 si y sélo si se satisface la igualdad de ideales J + (J) = (1) en K[X]. Nétese
que, puesto que la condicién de pureza se satisface en K[X], J es no mezclado.
Entonces, por el item (iv) del Lema 2.1.24, J + (J) = (1) si y sélo si u(p) # 0.
Ademas, por el item (7i7) del Lema 2.1.24 p(p) # 0 si y sélo si J no es un divisor
de cero en K[X]/J, lo que a su vez vale si y s6lo si J no estd contenido en ningin
primo asociado de J (ver, por ejemplo, [Mat86, Theorem 6.1(ii)]). Finalmente, por
el Lema 2.1.23, esto ultimo equivale a la radicalidad de 7. En resumen, p es un
punto de levantamiento de 7 si y sélo si J es un ideal radical. Por otro lado, J es
radical si y sélo si dimg K[X]/J = #7 '(p). Puesto que dimg K[X]/J = D, se
concluye la proposicion. O

Sea A 1= (Njj)i<i<n—st1.1<j<n, Z = (Z1,..., Zy_s+1) vy sea P, € K[A, Z] una
forma de Chow de V. Dendtese como antes por A, € K[A1,..., A, 4] al coeficiente
(no nulo) del monomio Z2__ ., en Py, y por p, € K[A, Z1, ..., Z,_4] al discriminante
de P, con respecto a Z,_s.1. Considérese el anillo cociente K[A, Z]/(P,) como
una K[A, Z]-algebra a través del homomorfismo de anillos canénico K[A, Z] —
K[A, Z]/(P,). Ademas, considérese como antes K[V][A] como una K[A, Z]-algebra
a través del homomorfismo K[A, Z] — K[V][A] que aplica todo F' € K[A, Z] en
F(A, A€). Por el Lema 3.0.2, el polinomio 0P, /0Z, 41 es no nulo y por lo tanto

S :={(0P,)0Zy_s:1)" :n >0}
es un subconjunto multiplicativamente cerrado de K[A, Z]. Consideramos las loca-

95



PUNTOS Y FIBRAS DE LEVANTAMIENTO CariTULO 4

lizaciones
KA, Zlop, o7, .. = S'K]

(KIA, Z1/(P) oy oz oor =
K[V[Alopy oz, ... = ST K[V][A].

Sea K[A,Z]/(P,)— K[V][A] el homomorfismo de K[A, Z]-4lgebras que aplica [Z;]moapr,
en A;-§ para 1l <i < n—s+1y considérese el homomorfismo de K[A, Zlop, /02, .1~
algebras

D : (K[A, Z]/<PV))an/azn_s+1 — K[VI[Alopy, /02,1 - (4.2)

que extiende esta aplicacion. El siguiente resultado afirma que ® es un isomorfismo.

Lema 4.2.2. ® es un isomorfismo de K[A, Zlop, 102, _.., —dlgebras.

—s+1
Demostracién. Por la minimalidad de P, el homomorfismo K[A, Z]/(P,) — K[V][A]
es inyectivo, y por lo tanto también lo es ¢. Para probar la suryectividad, notese
que por (3.5) es &= —apvgij\vn/*a’g:ig’l\g) en K[V][Alop, j0z,_ .., para 1l <k <n. Se
sigue que

o _ [aPV/aAn—s+1,k]modPV
w=0 ( 0P 0711 (4:3)

paral < k < n.Puestoque(y,..., &, generan K[V|[Alop, oz, .., como KA, Zlop, 107, .1~
algebra, se deduce el lema. O

También necesitaremos el siguiente resultado técnico.

Lema 4.2.3. Para todo F' € K[ X], sea F € K[A, Z] un polinomio tal que

F ( aPv/aAn—s—i-l,l _apv/aAn—s—i—l,n) FA

T 0P J0Zn i1 0P J0Zn-1 ) (OPy]0Zp_sir)" (4.4)

para algun n € N. Si F' se anula idénticamente en V, entonces F es un maultiplo
de P,. Ademds, para 1 < i <n— s+ 1, el siguiente polinomio H; € Z[A, Z] es un
multiplo de Py :

aPV - a‘PV
07y _s11 ; 10 n—s+1,j (45)
Demostracion. Considerando (4.4) médulo P, y aplicando ® en ambos miembros,
por (4.3) vemos que
Fo(AA
(apv/aanerl)n

Puesto que F(§) = 0y 0P, /0Z,_s+1 no es un divisor de cero de K[V][A] (Lema
3.0.3), concluimos que Fj (A, A€) = 0. Por la minimalidad de P, se sigue la primera
afirmacion.

Para probar la segunda afirmacion, observamos que

[Zilmoar, = 7' (A; - &) = ZAij d(¢;) (4.6)

56



§4.2. UNA CONDICION PARA PUNTOS DE LEVANTAMIENTO

para 1 <i<n—s+ 1. A partir de esto y de (4.3) se sigue que

iA aP)V/aAn—s—H,j]modPV
i aP\//azn—s—i-l

[ ilmodPy —

para 1l < i <n-—s+1, lo que facilmente implica la segunda afirmacién del lema. [

El siguiente resultado, combinado con la Proposicién 4.2.1, proporcionara la
condicién que estamos buscando que caracteriza a los puntos de levantamiento.

Proposicién 4.2.4. Sea A € K"=s+Un oy p € K" tales que A, (A*)py (X, p) # 0,
sea Vi = XN -Xparal <i<n—symn:V — A" la aplicacion definida por
Yi,..., Y . Entonces #7 (p) = 9.

Demostracion. Por la eleccién de A, el polinomio P, (X, p, Z,_s41) tiene grado .
Puesto que

0P,

pV(Aap) - ReSZn,SJFl (PV(A7P7 Zn—s—l—l) 6Z .
n—s+

B2

v pv(A, p) # 0, el polinomio Py (X, p, Z,_s41) es separable. Sean z,...,2s € K las
§ raices distintas de Py (X, p, Z,_s11) ¥ sea y* := (p, zx) para 1 < k < §. Tenemos
que OP, /02,1 (A, y*) # 0 para 1 < k < 6, y por lo tanto el punto

wk — <_8PV/8AH—S+1,1 (A, yk> _aPV/aAn—s+1,n(>‘a yk)) e A"
. OPy 07, s11(X, y) Y 0Py [0Zy—s11(X, yF)
estd bien definido para 1 < k < 4.
Afirmamos que x', ..., x° son distintos dos a dos y que 7~ 1(p) = {z!,..., x°}.

En efecto, sea F' € K[X] un polinomio cualquiera que se anula idénticamente en V'
y Fp € K[A, Z] un polinomio correspondiente de acuerdo a (4.4). Por el Lema 4.2.3
se tiene que Fi(X,y*) = 0y por lo tanto F(x*) = 0 para 1 < k < §. Esto prueba

que ', ...,z pertenecen a V. Ademas, el Lema 4.2.3 también muestra que
0P, 0P,
H;(A A, E Nj=———— (X, y") =0
( Y ) aZn s-l—l( y yl * ]aAn s-‘rl,j( Y )

paral <i<n—s+1y1<k<J. Por la definicién de ¥ se sigue que
yr=X-x" (1<i<n-—s+1). (4.7)

Puesto que y¥ = p; para 1 <i < n—s, (4.7) implica que 7(z*) = py 21, = X1 2"
para 1 < k < 4. Puesto que los z; son distintos dos a dos, deducimos que también
lo son los x*. Esto prueba que #7!(p) > 6. Por otro lado, puesto que 7 es un
morfismo finito (Proposicién 3.1.1), la fibra 771(p) es finita, y por (2.4) tenemos
que

#77(p) = deg (Vﬂ{Yl —p1=0,...,Y s — pus = O})S degV =,

lo que concluye la demostracion de la afirmacién y de la proposicion. ]
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Ahora estamos en condiciones de establecer el resultado principal de esta seccion.

Teorema 4.2.5. Sean XA € K"V y p € K" tales que Ay (X*)py (X, p) # 0. Sea
Yi=A - Xparal<i<n—s+1yR:=K[Y,...,Y,_s]. Entonces:

s [a aplicacion m .V — A"% definida por Y1, ...,Y,_s es un morfismo finito e
Y, —st1 induce un elemento primitivo de la extension de anillos R — K[V];

» 51 K[V] es un R-mddulo libre, entonces rank,K[V] = §;

= p es un punto de levantamiento de m e Y, i1 tnduce un elemento primitivo
de 771(p).

Demostracion. La Proposiciéon 3.1.1 prueba la primera afirmacion. Combinando las
Proposiciones 3.1.1, 4.2.1 y 4.2.4 deducimos que § = #71(p) < rank,K[V] < 4.
Se sigue que #7 '(p) = § y que p es un punto de levantamiento de 7. Sea p :=
(P1y- -+, Pn—s). Sustituyendo A por Ay Ay -&,..., Ap_s-& por py,...,Pu_s en (3.6),
deducimos que

,0v<)\ap)€k = Rk()‘apa )\nferl : S)

en 7' (p) para 1 < k < n. Puesto que py (A, p) # 0, concluimos que K[7~(p)]
K[A,_s11-€], lo que prueba que Y,,_,, induce un elemento primitivo de 7! (p).

oo

4.3. Representaciones de Kronecker a partir de
especializaciones de la forma de Chow

Sean A 1= (\jj)i<i<n_si11<jen € KOS v p = (py,... pps) € K" que
satisfacen las hipétesis de la Proposicion 4.2.1 y el Teorema 4.2.5. Definase Y; :=
A Xparal<i<n—s+1,ysean R :=K[Y},...,Y, ] y B :=K[V]. Supéngase
también que Y; := A\ Xy + - + 1 X, € K[X] (n —s+2 < j < n) son formas
lineales tales que Y7, ...,Y, son linealmente independientes. Entonces

s Yy, ...,Y, estdn en posicién de Noether con respecto a Z;

= p es un punto de levantamiento del morfismo finito 7 : V' — A"* definido por
1/'17 tr Ynfs;

= B es un R—modulo libre de rango finito igual a 4.

En lo que sigue mostraremos que es posible obtener representaciones de Kronecker
de V, la fibra de levantamiento V), y la curva de levantamiento W)+ especializando
una forma de Chow de V. Esto proporcionara un criterio para chequear que las
reducciones modulares consideradas durante el algoritmo resolvente de Kronecker se
comportan apropiadamente.

Sea P, € K[A, Z] una forma de Chow de V| y sean A, € K[Ay,...,A—s] ¥
pv € K[A, Zy,...,Z,_s] definidas como en la Seccién 4.2. Por (3.1) y (3.5), es

oP, opP,

Py(AAE) =0, ——V _ o
V( €> aZn—s-{—l 8An—s+1,k

(A, AL)E) + (A,A) =0 (1<k<n) (48)
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en K[V][A]. Sea T' una nueva indeterminada y definanse Q, W, _sio,..., W, € R[T]
por

P(AY1,..., Y, T) A oP,

* ) W; = — *
AAV(A ) ! 1 *’élv(A )aAn—s—H,k

Q=

()‘7}/17 tee 7Yn—suT)

paran —s—+2<j<n.

Por construccién, () es un polinomio monico con deg; ) = § = dimgp B’ y
degy W; < 6 paran —s+2 < j <n. Ademas, por la eleccién de A el discriminante
oA Y1, Y ) /A (AT de @ es un elemento no nulo de R. Esto implica que
@ es libre de cuadrados. Por otra parte, sustituyendo A por A en (4.8) deducimos
que

QV-ss1) €L, QYost)Y; —W;(Yasr) €L (n—s+2<j<n), (49)

donde ()’ denota la derivada de @) con respecto a T'. Por el Lema 2.1.28, las obser-
vaciones anteriores implican el siguiente resultado.

Proposicién 4.3.1. Los polinomios Q,W,_s12,..., W, forman la representacion
de Kronecker de Z con elemento primitivo Y, i 1.

P, = deg, P, = § (ver el

n—s+1

..........

Jj<n.

Sea J =T+ (Y1 —p1,...,Yn_s — Pn_s). Denétese, como en el Lema 4.1.3, por
J alaimagen de J en K[Y, _o41,..., Y]

El polinomio Q(p,T") es ménico de grado ¢ y deg W;(p,T) < § paran —s+2 <
j < n. Notemos ademéas que K[V,] 2 K[Y,,_.1,...,Y,]/J es un K-espacio vectorial
de dimensién igual a rank gK[V], con lo cual deg Q(p, T) = dimg K[Y,,_s11,. .., Y,]/T .
Por la eleccién de A y p el discriminante py (X, p) /Ay (A*)* ™" de Q(p, T) es no nulo,
de donde se sigue que Q(p,T) es libre de cuadrados. Por otra parte, sustituyendo
Yi,..., Y s por p1,...,pn_s en (4.9) obtenemos

Q(pa Yn—s-i—l) S 7) Q,(pa Yn—s—i—l)y} - Wj(]?, Yn—s-i—l) S 7 (n —s5s+2< ] < n)

Por el Lema 2.1.28, identificando J con su imagen en K[Y;,_s1,...,Y,], obtenemos
el siguiente resultado.

Proposicién 4.3.3. Los polinomios Q(p, T), W, _sio(p,T), ..., Wa(p,T) forman la
representacion de Kronecker de J con elemento primitivo Y, si1.

Finalmente, discutimos la representaciéon de Kronecker de K := T + (Y; —
Ply--vy Ynos—1 — Pn—s—1). Sea p* = (p1,...,Pn—s—1) v sea K la imagen de K en
K[Y,—s,...,Y,] como en el Lema 4.1.3. Entonces Y,, g, ..., Y, estdn en posicién de

Noether con respecto a K y K[W,-] & K[Y,_,...,Y,]/K es un K[Y,_,]J-médulo
libre de rango igual a 6 = rankgK[V]. Obsérvese que Q(p*,Y, s, T) es ménico de
grado 0 y que deg W;(p*,Y,,—,T) < 6 paran — s + 2 < j < n. Por la eleccién de

39



PUNTOS Y FIBRAS DE LEVANTAMIENTO CariTULO 4

Ay p, el discriminante py (A, p*, Y,L,S)/AV()\*)%_1 de Q(p*,Y,_s,T) es un elemento
no nulo de K[Y,,_,]. Por lo tanto, Q(p*,Y,_s,T) es libre de cuadrados. Por ltimo,
sustituyendo Y3, ..., Y, s 1 por p1,...,pn_s 1 en (4.9) obtenemos

Q(p*a Yn—sa Yn—s+1) S K:
Q (P YosYns1)Y; — WD, Yo s Yo s1) EL (n—s+2<j<n).

Por el Lema 2.1.28, identificando K con su imagen en K[Y,,_s, ..., Y,], obtenemos el
siguiente resultado.

Proposicién 4.3.4. Q(p*, Y, s, T), Wy_s12(p*, Vs, 1), ..., Wy(p*, Yo_s, T) forman
la representacion de Kronecker de IC con elemento primitivo Y, 4i1.
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Capitulo 5

Condiciones para una buena
reduccion modular

De ahora en adelante consideramos polinomios Fi, ..., F,. € Z[X] de grados a lo
sumo d que forman una sucesién regular reducida, y notamos Vs := V(F},..., Fy)y
0s ;= degV, para 1 < s < r. Como se explicé en la introduccién, nuestro objetivo
es describir un algoritmo que resuelve el sistema F; = 0,..., F, = 0 y analizar su
complejidad bit. Este algoritmo entrega en la salida una representacion de Kronecker
de una fibra de levantamiento de V, y se basa en métodos modulares. Por esta razon,
un punto crucial es la eleccion de un nimero primo “lucky”, es decir, un primo que
proporciona una buena reducciéon modular, de “baja” longitud bit. En esta seccion
exhibimos un entero no nulo 91 que es un multiplo de todos los primos “unlucky”.
Mas precisamente, mostramos que, para una elecciéon adecuada de X € zn’ ypE
7"~ existe un entero no nulo 91 con la siguiente propiedad: si p es un nimero primo
que no divide 91, entonces todas las condiciones en el Teorema 1.2.2 se satisfacen
médulo p. Ademds, nuestra descripcién de 91 es lo suficientemente explicita como
para permitirnos estimar su longitud bit (Teorema 6.3.5). A partir de esta estimacién
y de métodos bien conocidos para determinar primos pequenos que no dividen un
entero dado podremos calcular en el Capitulo 7 un primo “lucky” de baja longitud
bit con alta probabilidad de éxito.

Para la determinaciéon del entero 91 procedemos en varias etapas. En la Seccion
5.1 consideramos las condiciones (1)-(2) del Teorema 1.2.2, y los correspondientes
resultados se retinen en el Teorema 5.1.5. Luego en la Seccién 5.2 discutimos el
cumplimiento de la mas dificil condicién (3) del Teorema 1.2.2.

En lo que sigue, si p es un ntmero primo y G un polinomio con coeficien-

tes enteros, denotamos por G}, su reduccién médulo p. Ademas, si Gy,...,G; €
Z[X1,..., X, definen una variedad W := V(Gy,...,G;) C A™ := A™(Q), deno-
tamos con W, := V(G1p,...,Grp) C AF = A™(F,) la correspondiente reduccién
modulo p.
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5.1. Primeras condiciones
Fijese s con 1 < s < rysea A € Z5tD" ta] que se satisfacen las hipétesis de la
Proposicién 3.1.1. En esta seccion establecemos una condicién sobre un niimero pri-
mo p que implica que los polinomios Fj , ..., Fs, generan un ideal radical y definen
una variedad Vs, equidimensional de dimensién n — s y grado ds, y que las formas
lineales (Y1, ..., Yn—sp) := A, X son las variables libres de una normalizacién de
Noether de V.

A lo largo de esta seccién y la siguiente, A = (Ajj)i<i<n—s+11<j<n ¥ Z =
(Z1,...,Zn—s11) denotan una matriz y un vector de indeterminadas sobre Q[V].
Sea A; == (Ai,.. ., Aipn) vy Ay - X = Z;L:lAinj para 1 < i < n—s+ 1.
Ademads, notamos AX = (A; - X,...,Ap_s1 - X), A" := (Ajj)i<i<n—si<j<n ¥
A X = (Al . X, Ce ,An_s . X) Finalmente, dado A = ()\ij)lgign—s+1,1§j§n S
Zn=stn - adoptamos las notaciones A; - X (1 < i < n—s+1), AX, X'y
A" X correspondientemente. Dendtese con Py € Q[A, Z] una forma de Chow de
V. Puesto que P, estd univocamente determinada salvo multiplicacion por elemen-
tos no nulos de Q, podemos suponer que P, es un polinomio primitivo de Z[A, Z].

Sea como antes Ay € Z[A4,...,A,_4] el coeficiente del monomio Zgis+1 en Psy
ps € LIN, Z1, ..., Z,_| el discriminante de P, con respecto a Z,, 41, es decir,
0P
s := Res Py, ——.
p Zn—s+1 ( aZn5+1)

De acuerdo con el Lema 3.0.2, los polinomios 0P;/0Z, 511y ps son ambos no nulos.

Como primer paso, damos una condicién de consistencia del sistema F, =
0,...,Fs;, =0.

Lema 5.1.1. Sea p un nimero primo tal que Ay (X))pspXp, 21, .- Zn—s) €5 no
nulo. Sea Yy = Aip - X para 1l < i <n—s. Simgy Vs, = AL es la aplicacion
definida por Yip, ..., Yo sp, entonces todo ¢ € AL~ con psp(Ay,q) # 0 satisface
#7m.(q) > 9.

Demostracién. Nétese que Psp(Ap, @, Zn—s11) tiene grado d,, puesto que A, (X)) #
0. Se sigue que

0P,
ps,p(Apa q) = ReSZn,SJrl (Ps,p(Apa q, Zn—s+1)7 GZ—JJH(AZH q, Zn—s+1)) ’

y por lo tanto el polinomio P; ,(X,, q, Z,—s+1) es separable. Sean z1, ..., z5, € Fp las
raices de P ,(Ap, q, Zn—s11) e y* := (q, z1.) para 1 < k < §,. Como 0P, ,/0Zp—si1(Np, Yy*) #
0 para 1 < k < d, el punto

Jlk o <_8Ps,p/aAn—s+1,1<)‘pa yk) _8Ps,p/aAn—s+1,n(Ap7 yk)> e AKL
aPS’p/f)Zn_S_,_l()\p,yk) ’ ’ aP&p/aZn_5+1(Ap,yk) p

estd bien definido para 1 < k < 4.
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Afirmamos que x', ..., 2’ son distintos dos a dos y que {z',..., 2%} C 7} (q).
En efecto, sean Fy ; € Z[A, Z] y n; € N tales que
8Ps/a/\n—s—l-l 1 aP)s/aAn—s—i-l n FA i
Fj | — ., = =) = ’ : (5.1)
aPs/aans+1 aPs/aanerl (aPs/aanerl)nJ

para 1 < j < s. Sea también

OP; . OP;

M=oz 0 Z M ey

para 1 <i <n —s+ 1. El Lema 4.2.3 muestra que F; (1 <j<s)y H; (1<i<
n — s+ 1) son multiplos de P; en Q[A, Z]. Ademés, puesto que P; es un polinomio
primitivo, concluimos que estos polinomios son multiplos de P en Z[A, Z], y por lo
tanto que Fj ;, (1 <j <s)y H;, (1 <i < n—s+1) son miltiplos de P; . Como, por
construccion, es Ps,(Ap, y*) = 0, vemos que Fr;,(X,, y*) = 0y H; (A, yF) =0
para 1 < k < §,, y reduciendo (5.1) médulo p deducimos que Fj,(z") = 0 para
1 < k < §,. Entonces siguiendo la demostracion de la Proposicién 4.2.4 mutatis
mutandis concluimos que &', ..., 2% son puntos de W;;(q) distintos dos a dos. [

Por definicién, Ps(A, AX) € Z][A, X] se anula idénticamente sobre el conjunto
Alr=stDn 5P de ceros comunes de Fi, ..., Fy en A=) 5 A" Por el Teorema de
los ceros de Hilbert, existen enteros a; € Z \ {0} y ps € N tales que

a.Py(A, AX)" € (..., F)ZIA, X]. (5.2)

Nuestro préximo resultado proporciona una condicion que implica que la reduccion
modular preserva la dimensién y una normalizacién de Noether.

Proposicién 5.1.2. Sea p un nimero primo tal que oy As p(N) psp(Xps Z15 - -y Zn—s)
es no nulo. Sea Y; := X; - X para 1 <i <n —s. Entonces:

1. Fy,,...,F. eneran un ideal no mezclado en F,| X | de dimension n — s;
P » = S,p y4 3
2. la aplicacion msp @ Vs, — Agp‘s definida por Y1 ,,..., Y s, €5 un morfismo
finito.

Demostracion. Recuérdese que Ag es homogéneo de grado d5 en los (n—s) x (n—s)—
menores de A*. Puesto que pfAs(X*), al menos uno de los (n —s) x (n — s)-menores

de A" es no nulo médulo p. Deducimos que las formas lineales Y; ,,....Y,,_;, son
linealmente independientes, y que existen formas lineales Y, ¢.1,...,Y, € Z[X]
tales que Yi,,...,Y,, son linealmente independientes en F,[X]. Sea w) € Z" tal

que Y, sip=wi- X paral <k <sy
Qk) = PS()\*7wk7 1/17 s 7Yn787 Ynferk)) € Z[Zlu SR anerl]-

Teniendo en cuenta (5.2) vemos que asQr (Y1, ..., Yo_s, Yo_sip) € (F1, ..., F)Z| X]
para 1 < k < s, y reduciendo médulo p obtenemos

Qs pQrp(Yips - s Yoosp Yostrp)' € (Fip. .., Fsp)E[X] (5.3)
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para 1 < k < s. Obsérvese que deg, . Qr = 05 y que A (A") es el coeficiente
de Z% .., en Q. Puesto que p { a A,(A"), la identidad (5.3) puede interpretarse
como una relacién de dependencia entera para Yy, sobre EJ[YLP, R
médulo (Fy, ..., F,,). Ademds, puesto que F,[Y1,,...,Y,,] = F,[X], concluimos
que B[V, ..., Yo op] — Fy[Vs,] es una extensién entera de anillos. En particular,
se sigue que dim V, , < n—s. Ademds, puesto que A ,(A))psp(Ap; 21, - -, Zn—s) # 0,
por el Lema 5.1.1 la variedad Vs, = V(Fi,,..., Fs,) es no vacia. En consecuencia,
(Fip, ..., F,p) es un ideal propio de F,[X] de dimensién a lo sumo n — s, en tanto
que el Teorema de los ideales principales implica que dim(Fy ,..., Fs,) > n — s.
Concluimos que dim(F , ..., Fy,) = n—s, lo que por la condicién de pureza implica
que (Fip,...,Fs,) es no mezclado. Esto prueba la primera afirmaciéon. Como la
extensién de anillos E, Yip, ooy Yoosp — Fp [Vsp| es enteray dim V; , = n—s, se sigue
que Mgy : Vs, — A%;—S es un morfismo finito, lo que termina la demostracion. O

A continuacién mostramos que las hipdtesis de la Proposicién 5.1.2 también
garantizan que el grado se preserva por reduccién modular, y que la forma de Chow
modular se obtiene reduciendo médulo p la forma de Chow de V.

Corolario 5.1.3. Con las notaciones y las hipdtesis de la Proposicion 5.1.2, deg Vs, =
ds y Psp es una forma de Chow de Vs .

Demostracién. Puesto que p t a,, a partir de (5.2) deducimos que P (A, AX ) €
(Fip, ..., Fsp)E[A, X]. Se sigue que P ,(A, AX) se anula identicamente en A%:fsﬂ)n X
Vsp- En consecuencia, si Qs € F,[A, Z] es una forma de Chow de V;,,, entonces @
divide a P;, en F,[A, Z]. Puesto que P; es primitivo, Ps, es no nulo y concluimos
que

deg Vs, = deanﬂ+1 Qs < degZTHJrl P, < 0s.

Por otra parte, la Proposicién 5.1.2 muestra que 7, es un morfismo finito, y que la
fibra (finita) 7 (p,) satisface #m_}(p,) > d; por el Lema 5.1.1. La desigualdad de
Bézout (2.4) implica que

#71’;; (pp) = deg(V&p N{Y1, —p1p,=0,.... Y0 s5p — Dn-s = 0}) < deg Vs ,.

Esto prueba que deg Vs, = d5. Puesto que )5 es homogéneo de grado o, y P, tiene
grado a lo sumo &, en cada grupo de variables (Z;, Aj1, ..., Ay) paral <i < n—s+1,
deducimos que P, = €Q; para algin € € E, \ {0}, mostrando asi que P, es una
forma de Chow de V. O

Finalmente, obtenemos una condicién que implica que la reduccion modular
preserva la suavidad genérica, es decir, la radicalidad. Sea p := (p1,...,pn_s) € Z"*
tal que Ag(A")ps(A, p) # 0. A partir del Teorema 4.2.5 se sigue que p es un punto
de levantamiento de la aplicacién m, : Vs — A"™* definida por Yi,...,Y, . Luego,
los polinomios Fi,..., Fs, Y7 —p1,..., Y s — Pn_s, v €l determinante Jacobiano J;
de Fi,...,F., Y1 —p1,...,Y,_s — pp_s con respecto a Xq,...,X,, no poseen ceros
comunes en A". Por el Teorema de los ceros de Hilbert, existen un entero v, € Z\ {0}
y polinomios Gy, ..., G,y € Z[X] tales que

Vs = G'(1171 + -+ Gst + G5+1(Y1 - pl) +e Gn(Yn—s - pn—s) + Gn—i—le- (54)
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La no anulacién de v, médulo p provee la condicién adicional que estamos buscando.

Lema 5.1.4. Con las hipdtesis y las notaciones anteriores, sea p un numero primo
tal que p 1 asysAs(A")ps(X, p). Entonces Fi,, ..., Fs, generan un ideal radical en
F[X].

Demostracién. Puesto que por hipétesis aspAs (X)) psp(Ap, Z1, -+ - Zn—s) €8 N0 nU-
lo, de la Proposicién 5.1.2 se sigue que Vs, es equidimensional de dimensién n — s
y que la aplicacién g, : V,, — Agp_s definida por Yi,,...,Y,_s, es un morfismo
finito. Por otra parte, reduciendo (5.4) médulo p vemos que se satisface

7871) = Gl,pFl,p+' : '+Gs,st,p+Gs+1,p(E,p_pl,p)_’_' : '+Gn,p(Yn—s,p_pn—s,p)+Gn+1,sz,p

en F,[X]. Deducimos que J,,(x) # 0 para todo x € 7, ,(p). Sean Cy,...,Cy las
componentes irreducibles de V;, y dendtese con 7, , la restriccion de m,, a C;
para 1 < ¢ < h. Puesto que Vs, es equidimensional, m¢, es un morfismo finito.
En particular, m¢, es suryectivo y C; N W;; (p,) # 0 para 1 < i < h. Se sigue que
Jsp no se anula idénticalmente en C;, lo que implica que existe un menor M; €
F,[X], de tamano s x s, de la matriz Jacobiana (0F;,/0X;)i1<i<s1<j<n que 1O se
anula idénticalmente en C; para 1 < ¢ < h. Sea J C E,[X ] el ideal generado por
Fi,, ..., Fs, vy los menores s x s de la matriz Jacobiana (0F;,/0X;)1<i<s1<j<n- Si
P; C FP[X] es el ideal anulador de C; para 1 < i < h, entonces Py,..., P, son
los ideales primos minimales de (F,, ..., Fs,). Puesto que M; ¢ P;, tenemos que
J ¢ Piparal < i < h,y el Lema 2.1.23 prueba que el ideal (Fi,,...,Fs,) es
radical. O]

Reunimos los resultados anteriores en el siguiente teorema.

Teorema 5.1.5. Sean XA € Z"=s+tUn 4y p € 7" tales que A;(AN")ps(A,p) # 0 y
p un numero primo tal que p t asYsAs(AN")ps(A, p), donde as y s son los enteros
de (5.2) y (5.4) respectivamente. Sea Y;, == Xjp- X para 1 < i <n—s+1y
Rep:=TF,[Yi,, ..., Y, sp]. Entonces se satisfacen las siguientes condiciones:

x By, ..., Fy, generan un ideal radical en F,[X] y definen una variedad equidi-
mensional Vs, C Ap de dimension n — s y grado Os;

= la aplicacion msy : Vsp — AL definida por Yy, ..., Yy sy es un morfismo
finito e Y, _ 541, induce un elemento primitivo de la extension de anillos Ry, —
Fo[Vsl;

. rankRsva,[Vs,p] = 0,;

= todo g € AL con psp(Ap,q) # 0 es un punto de levantamiento de 7y, €
Y, —st1p induce un elemento primitivo de W;;(q).

Demostracion. La primera afirmacién se sigue por la Proposicion 5.1.2, el Corolario
5.1.3 y el Lema 5.1.4. Puesto que, por el Corolario 5.1.3, Ps, es una forma de Chow
de Vs ,, las ultimas tres afirmaciones son consecuencia del Teorema 4.2.5 aplicado a
K=F O

-
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5.2. Fibras de levantamiento que no intersecan un
discriminante

En esta seccién suponemos que s < r — 1. El algoritmo de resolucién de Kro-
necker es recursivo, y en su s—¢ésimo paso calcula una representacién de Kronecker
de la fibra 7} (p*) a partir de una representacién de Kronecker de la curva de
levantamiento Wpy«. Puesto que la representacion de Kronecker de Wy constitu-
ye una “buena” representacion de Wp- fuera del lugar geométrico discriminante
{ps(A, Y1,...,Y,_5) = 0}, es crucial que 7r8_+11 (p*) no interseque esta hipersuperficie.
En esta secciéon mostramos que para una elecciéon genérica de las coordenadas de
A y p esta condicién se satisface y discutimos cuando la misma se preserva bajo
reduccién modular.

Con este propésito, utilizamos la siguiente terminologia: para dos subvariedades
V y W de A", decimos que W corta a V propiamente si W no contiene ninguna
componente Q-irreducible de V. Tenemos el siguiente resultado.

Lema 5.2.1. Eziste un polinomio R, € Q[A] \ {0} de grado a lo sumo 2(n — s +
2)628,41 con la siguiente propiedad: para cada X € A™5FU" cop Ry(X) # 0, la
hipersuperficie {ps(A, A" X) = 0} C A" corta a Vg1 propiamente.

Demostracion. Sean Cy,. . .,Cy las componentes Q-irreducibles de Vs, 1, y sea 2z; € C;
un punto no singular de Vg, para 1 < i < h. Definase

h
R, = H ps(A, A% z;).

i=1

Afirmamos que R, satisface las condiciones del lema. En efecto, fijese 1 < ¢ < h.
Puesto que z; es un punto no singular de Vs1 € Z(Vsy1) = Z(Vs) + (Fs41), entonces
z; también es un punto no singular de Vs. Por lo tanto, para una eleccion genérica
de A € A"=s+bndenotando con 7, : V, — A" a la aplicacién m,(x) := ANz y
escribiendo p := 7,(2;), se satisfacen las siguientes condiciones:

. #Ws_l(p) = (Ss;
= la forma lineal A, 4,1 - X separa los puntos de 7! (p);
s el discriminante del polinomio P,(X\,p, Z,_s11) es ps(X, p).

En efecto, puesto que z; es un punto no singular de V;, V, tiene multiplicidad 1 en
z; (ver, por ejemplo, [Mum95, §5A, Corollary 5.15]). Esto significa que un espacio
lineal genérico de dimension s que pasa por z; interseca a V, en exactamente o, — 1
puntos distintos de z;, lo que prueba la primera condicion. Las condiciones restantes
se satisfacen evidentemente.

Sean x!,...,x% los J, puntos de 7 !(p). Puesto que A, ;1 - X separa estos
puntos, el polinomio Py(\,p, Z,_.,1) tiene d, raices distintas, a saber: A,_ ;1 - @'
para 1 < i < ;. Concluimos que ps(A,p) # 0. Se sigue que ps(A, A*z;) es un
polinomio no nulo en Q[A] para 1 < i < h y por lo tanto R, € Q[A] \ {0}. Puesto
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que deg ps(A,A%z;) < (n— s+ 2)(20s — 1)ds v h < dg41, se deduce la estimacién
para el grado de R,. Finalmente, sea A € A®=s+1" ta]l que Ry(A) # 0. Entonces
ps(A,X*z;) # 0 para 1 < i < h, lo que muestra que C; no esta contenida en la
hipersuperficie {ps(A,A*X) =0} de A" para 1 <i < h. O

Sea A € ZM=s+1n\ {0} tal que Ry(A) # 0 y sea Wy C A" la variedad
Whs = Vsr1 N {ps(A, A" X) = 0}. (5.5)

Por el Lema 5.2.1, W,s es, o bien vacia, o bien equidimensional de dimension n—s—2.
Supéngase que Wys = 0 y sea pxs := ps(A, A" X)) € Z[X]. Por el Teorema de los
ceros de Hilbert existe un entero uys € Z\ {0} que satisface

Has € (Fla"'7Fs+1Jp)\S)Z[X]' (56)

Por otra parte, supéngase que Wys # D yseay; :=A;- X paral < j<n—s— 1.
Por [Jel05, Theorem 3.3] (ver también [DKS13, Theorem 3.1]) existe un polinomio
no nulo Bys € Z[Z1, ..., Zn_s_1] con deg Bys < deg Wys tal que

By (Yi(z),..., Yo s1(z)) =0 (5.7)

para todo @ € Whs. Puesto que deg Wys < deg V.1 deg pas, es

deg Bxs < 2(n — s +2)020,11. (5.8)
Puesto que Bys(Y7,...,Y,_s_1) se anula idénticamente sobre la variedad Wys C A"
definida por Fi, ..., Fs11y pas, por el Teorema de los ceros de Hilbert existen enteros

Bas € Z\ {0} y £xs € N tales que
BasBas(Y1, ..., Yo o)™ € (F1, ..., Fopr, pas)Z[X]. (5.9)

Ahora estamos en condiciones de establecer nuestra condicion para una buena re-
duccién modular en el s—ésimo paso. Sea M € Z[A, Z, ..., Z,_] \ {0} el polinomio

definido por
Mg i= Vs As(A")ps(A, Z1,y oo oy Zns), (5.10)

donde a; y 75 son los enteros de (5.2) y (5.4) respectivamente. Obsérvese que
deg M, < 2(n — s + 2)62. (5.11)

Ademas, sea Cy € Z[A] un coeficiente no nulo de M;My,; € Z[A][Zy, ..., Z,_,]. Para
A € Z=sH0m\ {0} con C4(A)R4(N) # 0, definase Las € Z[Z1, ..., Z,_s) \ {0} como

o W =0,
b= { ol w20 (>12)

donde piys, Bxs y fas estan definidos como en (5.6), (5.9) y (5.7). Finalmente, defina-
se

N)\S = Ms()‘7 Zla R Zn—s)Ms—i-l(}‘*a Zla SR Zn—s—l)l—)\S(Zla BRI Zn—s—l)-
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Teorema 5.2.2. Sea 1 < s <r—1. Sean A € Z" =+t yp .= (py, ..., pps) € Z"°
tales que C5(A)Rs(A) # 0 y Nxs(p) # 0, y sea p be un nimero primo con p{ Nxs(p).

St Y, = XN-X paral < i < n—s+ 1, entonces se satisfacen las siguientes
condiciones:
1. Fip,..., Fs, generan un ideal radical en FP[X] y definen una variedad equi-

dimensional Vs, C Ag de dimension n — s y grado o,. Lo mismo vale para
Fl,p7 v 7FS+17P Y VSJFLP;

2. la aplicacion sy = Vs, — A7 definida por Y1, ..., Yo_sp €s un morfismo
finito, p, € B} es un punto de levantamiento de sy, € Yy gy1, induce un
elemento primitiwo de 7 (p,);

3. la aplicacion msy1p @ Vsp1p — A%‘p_s_l definida por Y1 ,,...,Yn_s_1p €5 un
morfismo finito. Ademds, si p* := (p1,...,Pn—s-1), entonces p;, es un punto
de levantamiento de moy1p € Yos,p induce un elemento primitivo de w1, ,(p});

4. todo q € Ty, (71'8__:1,17(p;)) satisface ps,(Ap,q) # 0. En particular, un tal q es
un punto de levantamiento de 7y, e Y,_s11, induce un elemento primitivo de
Ton(@)-

Demostracion. Puesto que p t My(A, p)My1(A*, p*), las primeras tres afirmaciones
se siguen del Teorema 5.1.5.

Para probar la ultima afirmacién, sea q € 7, (ﬂs_jl’p(p;)). Luego existe © €
W;jl’p(p;’;) tal que q = (p;,Yn_S,p(a:)). Supéngase que la variedad Wys de (5.5) es
vacia. Considerando (5.6) médulo p, teniendo en cuenta que p 1 pys, deducimos que
Fip, ..., Fei1, ¥y que pas, genera el ideal unidad de F,[X]. Puesto que € V, 1,
se sigue que p;,(Ap, @) = pasp(x) # 0. Puesto que p ¥ My(X, p), por el Teorema
5.1.5 concluimos que g es un punto de levantamiento de 7, y que Y, 41, induce
un elemento primitivo de W;;(q). Por otra parte, si Wys # (), considerando (5.9)
modulo p y teniendo en cuenta que p 4 Bys vemos que

Bksup(YLp? Tt ’Yn—s—l,pyAS € (Fl,zin R Fs—l-l,pv pks,p)Fp[X]-

Esto implica que Bjys, se anula idénticamente sobre Vg1, N {pxs, = 0}. Ademss,
el hecho que p { Bx:(p*) implica que Bxs,(x) = Basy(p;) # 0, y por lo tanto que
Psp(Ap, @) = pas p(x) # 0. Argumentando como antes deducimos que g es un punto

de levantamiento de 7, , y que Y, 41, induce un elemento primitivo de W;;(q). O

Observacién 5.2.3. Con las hipdtesis del Teorema 5.2.2, sea .}, (p}) = {z*, ... &’}
Puesto que Y, _g ) induce un elemento primitivo de Ws_ﬁl’p(p;), esta forma lineal se-
para los puntos ', ..., x%+. Por lo tanto, si q € E[T] es el polinomio minimal de
Yo_sp sobre mly (py), sus raices en B, son Y _gp(2h), ..., Y, s p(x®+1). Puesto que

Tsp (W;ﬁl,p(p;)) = {(p;, Yn_s,p(ml)), e (p;, Yn_s’p(waﬁ»l)) },

podemos parafrasear el item (4) del Teorema 5.2.2 de la siguiente manera: ps, ()\p, (p;, a)) #*
0 para toda raiz a € E de q. Por lo tanto, (p,,a) es un punto de levantamiento de
Top € Yn_sy1p induce un elemento primitivo de 7, (P}, a).
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5.3. Normalizacién de Noether simultanea y fi-
bras de levantamiento

Iy e e

nadas sobre Q. Para 1 < s < r, escribimos A* := (Ajj)1<i<ni<j<n—s+1. Ademads, para

A= (Mij)i<icni<jcn € 2", notamos A° := (Aij)1<icn—st11<j<n- Sea R € Q[A]\ {0}
el polinomio definido por

r—1
R:=]]C.R.. (5.13)
s=1

Puesto que deg Cy < deg My + deg My, 1, teniendo en cuenta (5.11) y la estimacién
para el grado de Ry del Lema 5.2.1, facilmente deducimos que

degR < D := (2n —r + 4)r(8° + 26°). (5.14)
Sea A € Z"* \ {0} tal que R(A) # 0 y definase Ny € Z[Z, ..., Z,_1] \ {0} como

r—1
Na =M (N, Z1, o Zos) [[MaOX, 20, Zim ) ine (20, Zies). (5.15)

s=1
Obsérvese que

r r r—1
degNy < ZdengqLZdegL)\s < 2(53+52)Z(n—s+2)+2(n—r+2)62 <D.

s=1 s=1 s=1

Sea p := (p1,...,pn_1) € Z" ' tal que Nx(p) # 0 nétese p* := (p1,...,pn_s) para
1 < s < r. Con las hipétesis anteriores facilmente obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.3.1. Sean A € Z" \ {0} y p € Z" " tales que det(A)R(X) # 0 y
Na(p) # 0. Sea M := det(A)NxA(p) e Vi := X - X para 1 < i < n. Sip es un
nidmero primo tal que p { N, entonces Y1,,...,Y,, definen un nuevo conjunto de
variables para F,[X| y las condiciones (1)—(4) del Teorema 5.2.2 se satisfacen para
1<s<r—1conp:=p°yp* :=p*. En particular, Fy,,...,F,, definen una
sucesion regqular reducida en F,[X].

En lo que sigue, un primo p como en el Teorema 5.3.1 sera llamado “lucky” y se
dird que la reduccién médulo tal primo p es “buena’”.

Concluimos esta seccién discutiendo representaciones de Kronecker para una
buena reduccién modular. Dados A := (Ajj)i<ij<n € Z% ¥ P = (D1, Pn_1) €
7" 1 que satisfacen las hipétesis del Teorema 5.3.1, definase Y; := X, - X para
1 <i<n,ysea Ry := Q[Y1,...,Y 5] v Bs := Q[Vs] para 1 < s < r. Puesto
que Ag(A)p(A°, p*) # 0 para 1 < s < r, por el Teorema 4.2.5 se satisfacen las
siguientes condiciones:

= Yy, ....,Y, estdn en posicién de Noether con respecto a Z;

= p° es un punto de levantamiento del morfismo finito w, : V, — A"~ definido
por Yi,.... Y,
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= B, es un Rs—modulo libre de rango igual a J,.

SeaZg == (Fy,.. ., Fo)yJs =Zs+ (Y1 —p1,...,.Yns —Dns) paral < s <ry
Ks =Zi+Y1—p1,.. ., Yn_s1—Dns_1) paral < s <r—1. De acuerdo con el Lema
4.1.2, Js y K son los ideales anuladores de la fibra de levantamiento Vps y la curva
de levantamiento W« respectivamente. Ademads, identificando Z; con su imagen en
Q[Yn_st1,---,Yn] v Ky con su imagen en Q[Y;,_s,...,Y,] como en el Lema 4.1.3,
valen las siguientes condiciones para 1 < s < r:

» QY,—si1,...,Yn]/Ts es un Q-espacio vectorial de dimensién dg;
= Y, 4 ...,Y, estan en posicion de Noether con respecto a Kj;
» QYo—s, ..., Y,]/Ks es un Q[Y,_s]-mddulo libre de rango igual a rankg Q[Vs].

Podemos obtener representaciones de Kronecker de Z;, J,, y Ky como en la Sec-

cién 4.3, a saber, sea T' una nueva indeterminada y definanse Q*, W;__.,,... ., W €
R[T] por
PN Yy, Y, T) ~ A OP,
5= , Wii=— ALY, LY, T
Q AS(As-i-l) J Z AS()\S'H) aAn—s—f—l,k( 1 )

k=1
(5.16)

paran —s+2 < j < n, donde P; € Z[A* Z,..., Z,_s+1] es una forma de Chow

primitiva de V. Asi, las Proposiciones 4.3.1, 4.3.3 y 4.3.4 se leen como sigue.

Proposicién 5.3.2. Valen las siguientes afirmaciones:

= los polinomios Q°,W;_, 5,..., W forman la representacion de Kronecker de
I, con elemento primitivo Y, _si1;

» los polinomios Q°(p°,T), W;_..o(p*,T),...,W:(p*,T) forman la representa-

n
cion de Kronecker de Js con elemento primitivo Y, _si1;

» los polinomios Q*(p*™.Y, s, T), Wi _ .ot Yo s, T), ..., Wi(p*tY,_,T) for-
man la representacion de Kronecker de g con elemento primitivo Y, _s.1.

Sea ahora p un numero primo como en el Teorema 5.3.1. Sean Z; ,, Jsp v Ksp
los ideales de F,[X| definidos por Z;, := (Fip, ..., Fsp) v Tsp = Lsp + (Y1, —
Pips--s Ynosp —DPnesp) Paral < s <r, y K, =Zs,+ Yip —Dips---» Yoos—1p —
Pn-s—1p) Para 1 < s < r — 1. Por el Teorema 5.3.1 se satisfacen las siguientes
condiciones para 1 < s < r:

» 7, , es un ideal radical, equidimensional de dimensiéon n — s;
» las variables Y; p,..., Y, , estdn en posicién de Noether con respecto a Zj ,;

» la aplicaciéon 7, @ Vs, — A%;—s definida por Y;,,...,Y,_s, es un morfismo
finito y p, es un punto de levantamiento de 7 ;

» P, es una forma de Chow de V;,,.
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Se sigue que Zs,, Jsp Vv Ks,p son los ideales anuladores de la variedad V,, la
fibra de levantamiento Vps y la curva de levantamiento Wp;-H respectivamente.

Puesto que p { A (A1), los polinomios QS Wi iap Wi € Rsp[T] estdn
bien definidos. Denotemos con Q*(p5, 1), W, _ ,o(p5,T),...,Wi(p;, T), respecti-
vamente con Q°(p SH,Yn_S,p, T), Wj_s+2(pf,“, Yiesp, T), .. WS( 5“, Y,—sp, 1), los
polinomios que se obtienen sustituyendo (Yl,p, R 87p) por pp, respectivamente
(Yip, .-+ Yaos—1p) por pit', en los polinomios anteriores. En estos términos, tene-

mos el siguiente resultado.
Proposicién 5.3.3. Valen las siguientes afirmaciones:

S S S Y
. Qp, W siopr s Wiy forman la representacion de Kronecker de I, con ele-
mento primitivo Y, _si1p;

= Q°(py, T), W o(5,T), ..., W, (p;y, T) forman la representacion de Kronec-

n
ker de Js, con elemento primitivo Yy, _si1p;

n QDT Yoo, 1) Wy (05 Yaesp, 1), W (DS Y, T) forman la

n—
representacwn de Kronecker de KCs,, con elemento pmmitivo Yo —sti1p-

Demostracion. Teniendo en cuenta (5.16) deducimos que

(A;a}/lpa s aYn—spaT)

s P57p B P
Qp = A (AS+1) ’

ik, OP; . ,
We = Z JXI:H FT 5-1:1 k()\p,YLp, oY, T) (n—s+2<j<n).

Puesto que F; ), es una forma de Chow de V,, la proposicién se sigue teniendo en
cuenta la condicién p t Ay (A1) ps (A%, p*) y argumentando como en las Proposicio-
nes 4.3.1, 4.3.3 y 4.3.4. O]

Consideramos ahora la representacion univariada Q°,V,;_ . ,,...,V,’ de Z, con
elemento primitivo Y,, 1. Como antes, sea p un primo como en el Teorema 5.3.1. Sea
9s = ps(N° Y1, Yo o) Y Gsp = ps (N, Yig, ooy Yaosp) - Sea Z[Y1, . Yo ], (aettyg
lalocalizacién de Z[Y7, . . ., Y,,_s] con respecto al conjunto multiplicativo {(A(A¥T)g,)*
p€ Zxo} y EYip, ... Yasplg., 1a localizacién de F,[Yi,,...,Y,_s,] con respecto
al conjunto multiplicativo {g, : p € Zxo}.

Proposicién 5.3.4. Con las hipdtesis y notaciones anteriores, Q°, V5 _ .o, ..., V7S
pertenecen a Z[Y1, ..., Yo s|a,(xs+1)g, [T]. Ademds, las correspondientes reducciones
modulares Qy, V5 1o, Vi, pertenecen a By[Y1p, ..., Yo _splg. [T] y satisfacen las

siguientes propzedades

S S S ., . .
. Qp, mst2.p 0 Viap forman la representacion univariada de L, , con elemento
primitivo Yn_si1p;

= Q°(p;, 1),V gia(pp, 1), -, Vi (D, T) forman la representacion univariada
de Jsp con elemento primitivo Y, _si1p;
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1y 1 1
. QS( sy, sps 1), Vo2 542 (p;)"‘ Yosp, T, VS< s+ Yn_sp, T') forman la re-
presentaczon uniariada de ICy) con elemento pmmztwo Yo—st1p-

Demostracion. Existen polinomios A, B € Z[A®, Z, ..., Z,_s+1] tales que
ps = AP; + BOP;/0Z,,_s.1.

Sustituyendo A® por A°, Zy, ..., Z, s por Y1,..., Y, o ¥ Zy_sp1 por T en la iden-
tidad anterior deducimos que existen A, B € Z[Y1,...,Y, s, T] tales que

~8P

PsNS Y1, Y = AP(N, Y, .. Y, T) + aZ—
n—s+1

(A5 Y, Y, 1),

Por lo tanto

A, TH A A NTHB
(g ) O+ (g )

Si Fim AT (5.17) muestra que F = (@) mod (Q°) en RLT]/(QY)

Por el Lema 2.1.28 los polinomios V7, ,,...,V, estdn univocamente determinados
por las siguientes condiciones:

1= Q7). (5.17)

degVji <d,—1 y FW;=V7 méd (Q°) en RI[T] (n—s+2<j<n).
(5.18)
Puesto que Q° y FW? son ambos elementos de Z[Y1, . .., Y] 4 (ast1),, [T] v Q° s
moénico en 7' las condiciones anteriores implican que V;* € Z[Y1, ..., Yy s] 4, (as+1y4, (1]
paran — s+ 2 < j < ny que las congruencias en (5.18) tienen lugar en el anillo

Z[Yr, .. Yo s|a, a4y, [T]- Esto prueba la primera afirmacién de la proposicién.
Asimismo, por la elecciéon de p, tenemos que Pt As(A)gs, 1o que demues-
tra la buena definicién de los polinomios @, V,” (.o ,,..., V], vy su pertenencia a
E[Yip, -y Yosplg,,[T]. Luego, a partir de (5 18) se deducen las siguientes con-

gruencias en el anillo F,[Yy ..., Y, p]g. [T

W5, =V, mod (Q;) (n—s+2<j<n).
Especializando adecuadamente estas congruencias se deduce facilmente que

Ey(pp, T)W;(py, T) = Vi(py, T) méd (Q*(p}, 1),
Fy(py™ Yoo, W05 Yo, T) = Vi(03 ™, Yo, T) - m6d (Q°(p5H, Yosyp, T))

para n — s + 2 < j < n. Por otra parte, reduciendo moédulo p y especializando
adecuadamente en (5.17) vemos que

Fp(pp7 ) ((Qs> (pp7 )) méd Qs(pgsz)?
Fp05t Yoo T) = (Q* (05, Yospn 7)) méd Q (05, Vs, T).

Las ultimas tres afirmaciones de la proposicion se siguen de las identidades y con-
gruencias anteriores y el Lema 2.1.28. [
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Capitulo 6

Estimaciones de altura

En este capitulo obtenemos estimaciones para las alturas de los enteros 91 del
Teorema 5.3.1 y de los enteros que aparecen en la salida del algoritmo que subyace al
Teorema 7.3.1, es decir, los polinomios de la Proposicion 5.3.2 que forman la repre-
sentacién de Kronecker de J,. Para este propdsito, nos basaremos en los Teoremas
de ceros artiméticos de [DKS13].

Recordemos (ver la Seccién 2.1.6) que para a € Z \ {0}, h(a) := log|a| es la
altura de a, donde log denota el logaritmo en base 2. Ademds h(0) := 0. La altura
h(F) de un polinomio F' € Z[X] es el méximo de las alturas de sus coeficientes. Mdas
generalmente, si F' € Q[X]\ {0} y a € N es un denominador comtin minimo para los
coeficientes de F, entonces la altura de F' se define como h(F') := max{h(aF), h(a)}.

6.1. Formas de Chow, discriminantes y represen-
taciones de Kronecker

De ahora en adelante, volvemos al contexto del Capitulo 5, a saber, consideramos
polinomios Fi,...,F, € Z[X] que forman una sucesién regular, denotamos con
Vs C A™ la subvariedad afin equidimensional definida por Fi,..., Fs y con Js su
grado para 1 < s <r. Sea d; := deg(F}) y hj := h(F};) para 1 < j <r, y ndtese

0:= méx 5, d:= miaxd;, h:= maxh;.
1<s<r 1<j<r 1<j<r

Sea ﬁs = h Vi) paral <s<ry b= MAax) <<y /ﬁs. Por la desigualdad de Bézout
aritmética (2.11) tenemos que

h(V,) < Zhg( H dj> + 3<H dj) logn+2) (1<s<r).  (6.1)
/=1

J=1,5#¢ J=1

Sean p y € ndimeros reales fijos con 0 < p,e < 1. Sea a := [D/(1—pu)| vy
b:=[D/(1—¢)], donde D esta definido en (5.14). Recuérdese que D es una cota
superior para el grado de los polinomios R y Ny de (5.13) y (5.15). Puesto que
D € O(rnd®’) y h(a), h(b) € O(log D), obtenemos la siguiente observacién.
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Observacién 6.1.1. h(a), h(b) € O~ (rlogd + logn).

I e

p:=(p1, -, Pn_1) € T" ! tales que R(A) # 0 y Nx(p) # 0. Por el Lema 2.2.1, para
una eleccién aleatoria de A y p tal condicion se verifica con probabilidad al menos

LIE.

Escribamos A* := (\;j)1<i<n—s+1,1<j<n ¥ P° = (P1, ..., Pn—s) Para 1 < s <r. No-
temos h(A®) := méax<j<p—s+1,1<j<n R(Aij) v h(P°) 1= max;<;<,—s h(p;). Finalmente,
sea A; := (N, Aim) ¥ Yi = A - X para 1 < i < n. En lo que sigue, suponiendo
que n > 2y d > 2, nuestro objetivo es estimar la altura del entero

r—1

9N := det(A)Na(p) = det(AM, (X", p") [[ M. (X%, p°) La: (p°*1).  (6.2)

s=1

Comenzamos con una estimacién del grado y la altura de una forma de Chow
primitiva de V, y polinomios relacionados.

Lema 6.1.2. Para 1 < s <r, se satisface:

h(Ps) € O~ (nd* ' (h+d)), .
deg Py(A*, A°X) € O~ (nd®), h(P,(A*,A°X)) € O~ (nd* '(h+d)). (6.4)

Demostracion. (2.10) y (6.1), en combinacién con la desigualdad de Bézout (2.4),
dan como resultado (6.3). La estimacién de grado en (6.4) es clara. Luego, obsérvese
que P es un elemento de Z[A®Z;, ..., Z,_s11] de grado total (n — s+ 1)ds y que
Aij(1<i<n—-s+1,1<j5<n), A -X(1<i<n-—s+1)son elementos de
Z[A®, X] que tienen grados totales a lo sumo 2 y alturas igual a 0. En consecuencia,
por [DKS13, Lemma 2.37(3)] deducimos que

h(Py(A%, A*X)) <h(P,)+(n—s+1)3, <log((n—8—|—1)(n+1)+1)+2 1og((n—s+2)n+1)).

Esto, junto con (6.3), facilmente implica la estimacion de altura en (6.4). ]

A continuacién estimamos el grado y la altura del discriminante p, y del polino-
mio pys de la Seccién 5.2. Para este proposito, utilizamos el siguiente resultado.

Lema 6.1.3. Sean Uy, ..., Uy indeterminadas sobre 7, y F,G € Z[Uy, ..., Uk
polinomios no nulos con | :=degy, , I ym :=degy,, G. Entonces

h(Resy,., (F,G)) < mh(F)+lh(G)+log(k+1)((m—1) deg F+1deg G)+log((I+m)!).

Demostracion. Escribamos F = Y\ FUj,, v G = PR G,;U},,, donde F;,G; €
Z[Uy, ..., Us). El determinante Resy, ., (F, G) es una suma de (I+m)! términos, cada
uno de los cuales es un producto de la forma +F; --- F; G;, ---G,,. Por [DKS13,
Lemma 2.37(2)], cada término tiene altura a lo sumo mh(F)+1h(G)+log(k+1) ((m—
1)deg F' + ldeg G). Luego, [DKS13, Lemma 2.37(1)] completa la demostracién del
lema. []
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Ahora estamos en condiciones de estimar el grado y la altura de ps y pas.

Lema 6.1.4. Para 1 < s <r, se satisface:

deg p, € O(nd™),  h(ps) € O (nd™ ' (h + d)),
deg pxs € O(nd*),  h(pas) € O~ (nd*>~'(h + d)),
h(ps(X°,p%)) € O~ (nd* ' (h+d)).

Demostracion. Puesto que pas = ps(A°, AT X)), es deg pxs < deg ps < (n—s+2)82,

lo que prueba las estimaciones de grado. Luego, como p, := Resz,_ ., ( P, 8Z‘9—PS+1 ,
n—s

el Lema 6.1.3 implica que
h(ps) < 05(2h(Py) + log 6,) + 262 1og((n — s + 1)(n + 1)) + log((26)!).

Esto y (6.3) prueba la estimacién para h(ps). Ademds, puesto que h(A*) < h(a) para
todo s, a partir de [DKS13, Lemma 2.37 (3)] deducimos que

Ppxr) < hips) + deg p,(h(a) +log((n — 5+ 1)(n + 1)) +log(n + 1)),
h(ps(N°, %)) < h(py) + deg ps (méx{h(a), h(b)} + log((n — s + 1)(n + 1))).

Combinando estas desigualdades con la Observacién 6.1.1 y la estimacién para h(p;)
obtenemos las estimaciones para h(pxs) v h(ps(A°, p%)). O

Concluimos esta secciéon con una estimacion de la altura de las representacio-
nes de Kronecker y de las representaciones univariadas de las fibras de cada paso
recursivo de nuestro algoritmo principal.

La siguiente estimacién del tamano de los coeficientes del cociente y del resto
en una pseudodivisién se encuentra en [vzGG99, Exercise 6.44]. Recordemos que
la norma infinito ||f|. de un polinomio f = > .. a/T" € Z[T] se define por
| flloo := max{|a;| : 0 <i <mn}.

Lema 6.1.5. Sean a,b € Z[T]|, con n = dega > m = deg(b), k :=n—m y
¢ € Z el coeficiente principal de b. Ademds, sean q¢ = Y ;. T yr en Z|T]

tales que c*ta = gb+r y degr < m. Entonces ||q|s ¥ ||7“Hoo_est(in acotadas por
lalloo([[blloc + [e])***.

Proposicién 6.1.6. Sea 1, el mdximo de las alturas de los polinomios Q*(p*,T),
We_ o, T),...,Wi(p*,T) de la Proposicion 5.3.2. Entonces n, € O~ (nd*~'(h+
rd)) para 1 < s <r—1ymn € O (nd*(h+d)). Sin, es el mdzimo de las
alturas de los polinomios V>, ,(p°,T),..., V7 (p®,T) de la parametrizacion de la
correspondiente representacion univariada, entonces 1, € O~ (nd%_l(h + rd)) para
1<s<r—1yn € 0" (nd* (h+d)).

Demostracion. Noétese que

PN, p°,T)

Q°(p*,T) = SO
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donde

iA OP, (X°,p*,T)
L) T

Puesto que h(A*) < h(a) y h(p®) < h(b), por [DKS13, Lemma 2.37 (3)] deducimos
que

h(Pu(N,p T)) < h(P)+(n — s+ 1)6, (méx{h(a), h(b)}+log((n — s +1)(n +1)+1) +1)
< h(Py) + (n — s+ 1)d,(max{h(a), h(b)} + log(4n?)).

Ademas, como h( ) < h(Ps) +log ds, un argumento similar muestra que

8An s+1,k

]ﬁL<8PS(A 7p 7T)

ONp o1k ) < h(Py) +logds + (n — s + 1)d,(méx{h(a), h(b)} + log(4n?)).

Por [DKS13, Lemma 2.37(1)] tenemos que

h(W(p*,T)) < h(P,) +logd, + h(a) + logn (6.6)
+ (n — s+ 1)d,(méx{h(a), h(b)} + log(4n?))

paran — s+ 2 < j < n. Similarmente deducimos que
h(As (X)) < h(Py) + (n — s)ds (h(a) +log((n — s+ 1)n+ 1))

Por (6.5) y las estimaciones anteriores vemos que 7 estd acotada superiormente por
el lado derecho de (6.6). Luego, la primera afirmacién de la proposicién se sigue por
(6.3) y la Observacién 6.1.1.

Para probar la segunda afirmacién, observemos que sustituyendo (Y,..., Y, )
por p® en (5.17) obtenemos

0P

ps(X%,p°) = A(p®, T)Py(X*,p*, T) + B(p*, T) s ——
aZn s+1

(A%, p°,T),

donde deg g(pS,T) < 0, — 1, deg E(pS,T) < ds. Ademas, por [vzGG99, Theorem
6.52 y su demostracién| tenemos que

IA(D, T)lloos | B®®, T)[loe < (35 + 1) (]| Pe(X*, p°, T)[|o0) 2. (6.7)
Por lo tanto

AS()‘S—H)Z(pSaT) AS(ASH)E(pSaT)

1= 5 Q(p".T) + 5 Q") (p*, 1),
o) (p*,T) o) (@) (p*,T)
donde (Q?®)'(p*,T) denota la derivada de Q*(p*,T). Si F := % dedu-

cimos que F = (Q*)~Y(p*,T) méd Q*(p*,T). Notemos a := B(p*, T)Ws(p T),
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b:= P\, p*,T) y c:= Ay (X", y sean @j, ‘Z-S(ps,T) € Z[T] los polinomios con
deg Vi (p*, T) < 05 — 1y tales que

Cdeg(a)—deg(b)—i—la _ @]b + ‘7}3 (ps7 T)
paran — s+ 2 < j < n. Por construcciéon resulta

Vip,T)
cdeg(a)—deg(b)+1 5 (X® ps)’

Q;

FVVJ (p 7T) = cdeg(a)—deg(b)ps(}\s,ps)

Q@ (p* 1)+

de donde se deduce que

Vi(p®,T)
Cdeg(a)—deg(b)—i—l’os(}\s7 ps) .

‘/;s(ps’ T) _
Por el Lema 6.1.5, notando que |c| < ||b]|o y que deg(a) — deg(b) < 05 — 2, resulta

V2%, T)lloo < llalloo(2]10]l00)> 2,
y por lo tanto N
h(V:(®°,T)) < h(a) + 6,(h(b) + 1). (6.8)

Por (6.7) vemos que
h(é(psa T)) S h(Ps(As,ps,T)) + 3(53 10g(5s —+ 1)

Esto, junto con la estimacién h(Ps(A°,p*,T)) € O~ (nd*~'(h + rd)) que acaba-
mos de demostrar, implica h(B(p®, T)) € O~ (nd*~(h+rd)). Por lo tanto h(a) =
h(é(ps, T)) + h(Wj’(ps, T)) € O~ (nd*7'(h+ rd)). Teniendo en cuenta (6.8) con-
cluimos que h(f/;(ps, T)) € O~ (nd*~'(h+rd)). Finalmente, teniendo en cuenta la

estimacion para h(ps()\s, ps)) del Lema 6.1.4 la segunda afirmacion de la proposicion
queda probada. O

6.2. La condicion de pureza y suavidad genérica

En esta seccién estimamos la altura de los enteros a; y v, de (5.2) y (5.4),
cuya no anulacién médulo p implica que la correspondiente reducciéon modular es
no mezclada y genéricamente suave, y proporciona nuevas variables en posicion de
Noether (Teorema 5.1.5).

Comenzamos con «. Teniendo en cuenta que E(A(”_SH)") =0y deg(A—sT2m) =
1, de [DKS13, Theorem 2] se sigue que existe o € Z '\ {0} como en (5.2) con

h(o) < 3h(Ps(A, AX)) H d; + 2deg(Ps(A°, A° X)) H d; (h Z diz + c(n)> ,
j=1 =1

j=1

donde ¢(n) € O~(n). Combinando esto con (6.4) deducimos el siguiente resultado.
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Lema 6.2.1. h(a,) € O~ (nd*~*(h + nd)).

A continuacion consideramos 5. Sea J; el determinante Jacobiano de Fi, ..., Fj,
Y1, ..., Y, s con respecto a las variables X1,..., X,,.

Lema 6.2.2. Valen las siguientes afirmaciones:
w deg J; < s(d—1);
» h(Js) < s(logd+ h)+ (n—s)h(a) + sdlog(n + 1) + log(n!).

Demostracion. La afirmacién sobre el grado de .J; es clara. Para probar la se-
gunda afirmacién, observamos que J; es una suma de n! términos de la forma
iaFl/ﬁle cee aFS/ans/\Lll s )\n—&ln—s' Puesto que h()\”> S h(a) y h(aE/an) S
h(F;) + log(d;), por [DKS13, Lemma 2.37(2)] deducimos que cada término tiene al-
tura a lo sumo s(h+logd) + (n — s)h(a) +log(n+1)((s — 1)(d — 1)). La estimacién
para la altura de J; se sigue por [DKS13, Lemma 2.37(1)]. H

Sea d; ;=1 and h; := h(Y,_s — pj—s) para s +1 < j < n, d,1 = degJs y

hpi1:= h(Js). Por [DKS13, Theorem 1], existen 75 € Z\ {0} v Gy, ...,Gpy1 € Z[X]
como en (5.4) con

n+1 n+1
() <Z<Hd>h5+ (4n + 8) log(n + 3) Hd

J#L
h n—s S
< deg J; (H dj) (Z Ly Z h(Ys — pe) + (4n + 8) log(n + 3)) + h(Js) H d;.
=1 i j=1

Puesto que h(Y;) < h(a) y h(pe) < h(b) para todo ¢, obtenemos
h(vs) < deg J, d° ' sh+deg J, d°((n—s) max{h(a), h(b) }+(4n+8) log(n+3))+h(J,)d.

Combinando esto con la Observacién 6.1.1 y el Lema 6.2.2, deducimos el siguiente
resultado.

Lema 6.2.3. h(v,) € O~ (d*(h + rnd)).

6.3. Fibras de levantamiento

En esta seccién estimamos la altura de los enteros de la Seccién 5.2, a saber,
M(A%, p*) y Las(p**t), donde My es el polinomio de (5.10) y Lys es el polinomio de
(5.12). Combinando estas estimaciones podremos estimar la altura del entero 91 de
(6.2), que comprende todos los primos “unlucky” p

Comenzamos estimando la altura de Mg(A*, p®).

Lema 6.3.1. h(M,(X°,p%)) € O~ (nd**(h +nd)) para 1 < s <r.
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Demostracion. Por [DKS13, Lemma 2.37 (3)], resulta

h(Ms (N, p%)) < h(Ms)+deg(Ms)(méx{h<x\S),h(pS)}+1og((n—s+1)<n+ 1)+1)).

(6.
Recuérdese que M := ayysAsps v que, por definicion, deg Ay < (n—s)ds y h(Ag) <
h(Ps). En consecuencia, de [DKS13, Lemma 2.37 (2)] deducimos que

h(M;) < h(a) + h(7s) + h(Ps) + h(ps) + (n — s)d;log((n — s + 1)(n+ 1) + 1).

(O\\—/

~—

Combinando esto con (6.3) y los Lemas 6.1.4, 6.2.1 y 6.2.3 obtenemos
h(M,) € O~ (nd* ' (h + nd)).

Teniendo en cuenta que h(A*) < h(a) y h(p®) < h(b) para todo s, por la Observacién
6.1.1 deducimos que max{h(A%), h(p®)} € O~(rlogd + logn). Ademas, degM, €
O(nd*) por (5.11). Combinando todas estas estimaciones con (6.9), se deduce el
lema. O

A continuacién estimamos la altura de Lys(p**!). Como este entero estd ex-
presado en términos de los enteros pys de (5.6) y fxs de (5.9) y el polinomio
Byxs € Z|Zy, ..., Zn—s—1] \ {0} de (5.7), comenzamos con una estimacion para fiys
and Bys.

Proposicién 6.3.2. Sea 1 < s <r — 1 y supdngase que Wxs = (). Entonces existe
txs € Z\ {0} como en (5.6) con

h(pas) € O~ (n*d*(h + d)). (6.10)
Por otra parte, si Wxs # 0, existe Bxs € Z[Z1, ..., Zn—s-1] \ {0} como en (5.7) con
deg Bxs € O(nd**"),  h(Bx:) € O~ (nd*(h + rnd)) (6.11)

Demostracion. Supéngase que Was :=V, 11 N {ps(AXTX) =0} = (0 y sea pre 1=
ps(A° AT X). Por [DKS13, Theorem 1] existe pxs € Z\ {0} como en (5.6) con

s+1 s+1 s+1
hpas) <h(pxs Hd +deg(px) [ [ 45 (Zd + (4n +8) 10g(n—|—3))
j=1

<d*tt (h(pxs) + deg(pas)(4n + 8) log(n + 3)) + (s + 1) deg(pas)d*h.

Combinando esto con el Lema 6.1.4 se prueba la primera afirmacion del lema.

Por otra parte, supéngase que Wys # (). Por hipdtesis Ry(A*) # 0, y por lo
tanto el Lema 5.2.1 prueba que Whs es equidimensional de dimensiéon n — s — 2. Por
[DKS13, Corollary 3.23| existe un polinomio Bys € Z[Z1, ..., Zn—s—1] \ {0} como en
(5.7) con

deg(Bxs) < deg Whs, (6.12)

n—s—1

h(Bx) < h(Whs) + deg Was ( Z h(Yy) 4+ (n — s)log(2n + 8)) : (6.13)

(=1
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A continuacién obtenemos estimaciones de deg Whs y h(Wys) en términos de los
grados v alturas de V, v V,,1. Para este propésito, denétese con V.1 y Was a las
clausuras proyectivas de V1 y Whs respectivamente, via la inclusién canénica A" —
P". Sea p. la homogeneizacion de pys. El Lema 5.2.1 implica que la hipersuperficie
{ph. =0} de P" corta a V., propiamente. Por [DKS13, Corollary 2.62] concluimos
que

~

h(Vs+1 N {Pg = 0}) < deg pas ﬁ<vs+1) +deg Vi1 h(PI;\S) +deg Vyy deg P’;\S log(n+2).

Puesto que V1 N { phs = 0} es equidimensional de dimensién n — s — 2 y contiene
toda componente de W=, vemos que E(WAS) < E(VSH N {phs = 0}). Recordando
que E(VS“) = /ﬂ(vs+1) y deg V.11 = degV,,1, y teniendo en cuenta que deg ph. =
deg pas vy h(p%s) = h(pxs), obtenemos

deg Wxs < deg V11 deg pas,

h(Wxe) < deg pas h(Vyr1) + deg Vs h(pas) + deg Vst deg pas log(n + 2).

Por (6.1) tenemos que h(V,1) € O (d*(h + d)). Por lo tanto, por el Lema 6.1.4
concluimos que

deg Whs € O(nd**1),  h(Wxs) € O~ (nd*(h + d)).

Combinando estas estimaciones con (6.12) y (6.13), y teniendo en cuenta que h(Y;) €
O~ (rlogd + logn) para todo ¢, la segunda afirmacién del lema se sigue facilmente.
m

Ahora estimamos la altura de [ys.

Lema 6.3.3. Sea 1 < s <1 —1 y supdngase que Wxs # . Entonces existe Sxs €
Z\ {0} como en (5.9) con h(Bxs) € O~ (n*d®*™ (h + rd)).

Demostracion. Sea d; = deg f; and h; == h(f;) para 1 < j < s+ 1,y dyyo :=
deg pas ¥ hsi2 := h(pas). Ademds, definase dy := deg Bxs(Y1,...,Yn_s-1) v ho ==
h(Bxs(Y1,...,Y,_s_1)). Finalmente, nétese D := Hjﬁ dj y H := maxi<j<si2 ;.
Por [DKS13, Theorem 2], teniendo en cuenta que deg A" =1y E(A") = 0, se sigue
que existe Oys € Z \ {0} como en (5.9) con

3h0 s+2 H
s) < 2dyD | — —
) <2000 (245 )

donde e(n) € O~(n). Ahora, por el Lema 6.1.4 tenemos que hy o € O~ (nd*~*(h +
d)). Puesto que H = max{h, hys»}, deducimos que H € O~ (nd*~'(h + d)). Por

otra parte, dy < deg Bxs € O~ (nd**!) por (6.11) y D < d*"'d,, € O~ (nd**).
Esto implica que

doD (Z d% + e(n)> € O~ (n*d*™(h + d)). (6.14)
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Puesto que h(A*) < h(a) para todo s, por [DKS13, Lemma 2.37 (3)] tenemos que
ho < h(Bxs) + deg Bxs (h(a) + log(n — s) 4 log(n + 1)).

Combinando esto con (6.11) y la Observacién 6.1.1 deducimos que hg € O~ (nd* (h-+
rnd)). Por lo tanto Dhy € O~ (n?d%**(h + rnd)) lo que, junto con (6.14), prueba
el lema. O

Finalmente estamos en condiciones de estimar la altura de Lys(p**1).
Corolario 6.3.4. h(Lxs(p*')) € O~ (n®d* " (h +rd)) paral < s <r—1.

Demostracion. Obsérvese que h(Lxs(p*™)) = h(Bxs) +h(Bxs(p*)) para Was # 0,
y que h(Lxs(p*1)) = h(pas) para Wis = 0. Puesto que h(p**') < h(b), por [DKS13,
Lemma 2.37 (3)] tenemos que

h(Bxs(p**")) < h(Bxs) + deg Bxs (h(b) + log(n — s)).

Teniendo en cuenta la Observacion 6.1.1 y (6.11), de la desigualdad anterior dedu-
cimos h(Bxs(p*™)) € O~ (nd*(h + rnd)). Comparando esto con (6.10) y el Lema
6.3.3 obtenemos la estimacion del lema. O

Como consecuencia del Lema 6.3.1 y del Corolario 6.3.4 estamos en condiciones
de estimar la altura del multiplo 9 de todos los primos “unlucky”.

Teorema 6.3.5. El entero M de (6.2) satisface h(MN) € O~ (n*d® 7 (h + rd)).

Demostracion. Nétese que h(det A) < log(n!) 4+ nh(a) € O~(rn). Esto, junto con el
Lema 6.3.1 y el Corolario 6.3.4, facilmente implican el teorema. O
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Capitulo 7

Calculo de una representacion de
Kronecker

Sean F1, ..., F, € Z[X], como en el Capitulo 5, polinomios que definen una suce-
sion regular reducida. En esta seccién describimos un algoritmo y establecemos una
cota superior para la complejidad bit del calculo de una representacién de Kronecker
de una fibra cero-dimensional 7, *(p") de V(F}, ..., F;). Con este propésito, siguien-
do la sugerencia de [GLS01], realizamos este célculo médulo un nimero primo p y
aplicamos levantamiento p—adico para recuperar los enteros de una representacion
de Kronecker de 7 !(p") sobre Q. Suponiendo dado un primo “lucky” p, la comple-
jidad del célculo de una representacion de Kronecker de una fibra cero—dimensional
de V(Fip, ..., F,p) fue analizada en [CMO06]. Por otra parte, la complejidad del pa-
so de levantamiento p-adico fue analizada en [GLSO01]. Consecuentemente, en este
capitulo analizamos el costo de calcular un primo “lucky” (Proposicién 7.1.2) y ob-
tenemos una cota superior para la complejidad bit del calculo de una representacién
de Kronecker de 7, !(p") sobre Q (Teorema 7.3.1).

7.1. Calculo de una representacion de Kronecker
modulo p

Sean S :={0,...,a} y T:={0,...,b}, donde a := |8D] y b := [9D|. Supdngase
que hemos elegido (A, p) € S"* x T*~1 al azar. El siguiente resultado afirma que esta
eleccién satisface R(A) # 0y Na(p) # 0 con alta probabilidad.

Lema 7.1.1. Sea (A, p) un punto elegido uniformemente al azar en §n* x Tl
Entonces R(A) # 0 y Nx(p) # 0 con probabilidad mayor que g.

Demostracion. Puesto que degR < D, por el Lema 2.2.1 vemos que para una elec-
cién al azar de X en S resulta R(A) # 0 con probabilidad mayor que L. De forma
similar, puesto que deg(Ny) < D, para un punto p elegido uniformemente al azar en
T7~1 la probabilidad condicional de que Nx(p) # 0, dado que R(A) # 0, es mayor
que %. Esto concluye la demostraciéon del lema. O

83



CALCULO DE UNA REPRESENTACION DE KRONECKER CapiTULO 7

Para una tal eleccion de A y p, sea I el entero del Teorema 5.3.1. De acuerdo
con el Teorema 6.3.5 podemos elegir $ € N tal que

M) <H y logH e O (log(dnh)). (7.1)

Ahora podemos estimar la complejidad del célculo de un primo “lucky” p de “baja”
longitud bit.

Proposicién 7.1.2. Eziste un algoritmo probabilistico que toma £ como entrada
y calcula un primo p con 129+ 1 < p < 24$) tal que p + N. El algoritmo utiliza
o~ ( 10g2(d"nh)) operaciones bit y su resultado es correcto con probabilidad al menos
3

1
Demostracion. La proposicion se sigue aplicando el Lema 2.2.2 con B = m$), M =
M, m=12y k=5+loglog(129), y teniendo en cuenta (7.1). O

Supongase que hemos calculado un primo “lucky” p como en la Proposicién 7.1.2.
Supdngase ademas que tenemos un straight-line program de longitud a lo sumo L,
sin divisiones y con parametros enteros, que representa los polinomios Fi, ..., F,.. Sea
Y = (Y1,....,Y,) := AX. Como sabemos, la matriz A, es no singular y las formas
lineales Y, := (Y1,,...,Y,,) forman un nuevo conjunto de variables para E,[X].
Como en el Capitulo 5 denotamos con Fj(Y7,...,Y,) el polinomio que se obtiene
expresando a Fj en las variables Y;,...,Y,, para 1 < j < r. Definimos de manera
similar F,(Y1,,...,Yn,) (1 < j < r). Los algoritmos que se describen més abajo
suponen que previamente se ha realizado el cambio de variables (Xq,...,X,) —
(Y1,...,Y,), lo que no afecta significativamente el costo de representacién de los
polinomios de entrada. En efecto, la identidad X = A, 1Yp se puede interpretar
como un straight-line program o en E,[Y} ,,...,Y,, ] con entradas Y1 ,, ..., Y, , cuyo
conjunto de parametros estd formado por los parametros de § y por las entradas
de A '. Es claro que ¢ contiene n? multiplicaciones por escalares en F, y n(n — s)
sumas en [F,[Y,]. Concatenando o con § obtenemos el siguiente resultado.

Observaciéon 7.1.3. A partir de B y )\;1 obtenemos un straight-line program 3, en
E,[Yip, ..., Yoy, sin divisiones, de longitud a lo sumo L + 2n® — n, que representa
los polinomios 1 ,(Y1ps .o, Yup)s- oo s Fop(Yip, oo s Yoop).

En lo que sigue suponemos que el cambio de variables Y = AX ya ha sido
realizado y por simplicidad escribimos Fi, ..., F, en lugar de F1(Y),..., F.(Y).

Puesto que claramente el entero §) de (7.1) puede elegirse con § > 5n2dd*, pode-
mos suponer que p > 60n2dd*. Por lo tanto podemos aplicar el algoritmo descripto
en [CMO6] para calcular la representacién de Kronecker de la fibra de levantamiento
Vs

El algoritmo comienza calculando la representacion de Kronecker de la fibra Vi1
de la hipersuperficie {F} , = 0} con Y,,,, como elemento primitivo. Con las notacio-
nes de la Proposicion 5.3.3, tal representacion consiste solo del polinomio minimal
Ql(pl,T) de Y, , moédulo J;,. Puesto que, con las notaciones del Capitulo 4, es
Tip = (F1,p(P;,,Yn7p)), vemos que E,[Vp;] = E,[Yn,p]/(FLp(P;l)aYn,p)). Se sigue que
Q" (py,T) coincide con el polinomio Fy,(p,, T') dividido por su coeficiente principal.
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Luego el algoritmo procede en r—1 etapas. Para s € {1,...,r—1}, la s—ésima eta-

pa recibe como entrada una representacién de Kronecker Q*(p;, T), Wy, (p;,T),

S Wa(p,, T) de J;, y entrega como salida una representacion de Kronecker

QQ*(pst,T), W;+§+1( SELT), ..., Wit (pst, T) de Joq1,. Esta etapa, cuyo cos-

to se analiza mas abajo, consiste en dos tareas principales, llamadas el paso de
levantamiento y el paso de interseccion.

Previamente estimamos el costo del pasaje de una representacion a otra.

Lema 7.1.4. El pasaje de una representacion de Kronecker a una representacion
unwariada de Js, 0 viceversa se puede realizar con complejidad bit O~ (855 logp).

Demostracion. Por el Lema 2.1.28, un cambio de representacién de J; , con el mismo
elemento primitivo requiere s — 1 multiplicaciones y a lo sumo una inversion en
E[T]/(Q*(p;, T)). El lema se sigue teniendo en cuenta que tanto una multiplicacién
como una inversién en I,[T]/(Q*(p;, T')) se pueden realizar por medio del Algoritmo
de Euclides extendido con O~ (d;) operaciones aritméticas en F,. [

Paso de levantamiento

En el paso de levantamiento calculamos la representaciéon de Kronecker
Q5 Yoesp, 1), Wy o (05 Yaesp, 1), Wi (D5, Y, T) de Ky con ele-
mento prlmltlvo Y, —s+1,p, a partir de la representamon univariada de J;, con el mis-
mo elemento primitivo Y,,_441,. Ahora bien, por la Observacién 4.3.2, vemos que es
suficiente calcular Q°(py™, Yo p. T), W, _ o057 Yoy, T), .. WS( S Y, T)
con precision (Y, _s ., gz)n_S,p)‘sSJrl en Y, s, 7).

La herramienta bésica para realizar este calculo es el Algoritmo de Newton global
de [GLSO01] que resumimos en la siguiente proposicién. Si h es un entero positivo,

denotamos con a(h) el costo de las operaciones aritméticas en R/I".

Proposicién 7.1.5. Sea R un anillo conmutativo integro e I un ideal de R. Sea k
una potencia de 2. Fxiste un algoritmo que toma como entrada:

» n polinomios F = (Fy,...,F,) en R[X] dados por un straight-line program
B de longitud L;

una forma lineal U := M\ X7 + --- + A\, X, en R[X];

un polinomio monico q(T') de grado 6 en R[T];
= 1 polinomios v := (vy,...,v,) de grados estrictamente menores que § en R[T;

tales que en (R/I)[T)/(q(T)) se satisfacen las siguientes condiciones:

T =U(v);

si J es el determinante Jacobiano de Fiy,..., F, con respecto a Xi,...,X,,
J(v) es inversible;
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y entrega como salida:
» un polinomio ménico Q(T) de grado 6 en R[T) tal que Q = q mdd R[T|I;

» n polinomios V = (V4,...,V,) de grados estrictamente menores que 0 tales
que V; = v; méd R[T|I para 1 < i <n y que satisfacen

F(V)=0 y T=UV) en (R/I"I]/(Q(T)).

Los coeficientes de QQ y V' estan univocamente determinados por las condiciones
anteriores modulo I*. El algoritmo se ejecuta con complejidad

log k

O((nL +n*)M(5) > a(2’)).

J=0

Sea Q*(p;, T), Vs oia(p;,T), ..., V.2 (py, T) la representacién univariada de J;,,
con elemento primitivo Y;,_s41,. Observemos que por la Proposicién 5.3.4 tal re-
presentacion es la especializacién en Y,_,, = p,_s, de la representacion univa-
riada Q*(Py™, Visp, T), Vi oo (@5 Yasp, T), .. Vi (051, Yoosp, T) de K, con
elemento primitivo Y,_s1,. Notemos ademés que, si J es el determinante Ja-
cobiano de Fy (Pt Yoosp, oo, Yap)s oo Fop(05™, Yaosp, .-, Ya,p) con respecto a
Yo—stip,---, Ynp, entonces la especializacion de J en Y,,_;, = p,_s, coincide con el
determinante Jacobiano de F1 (P, Yi—si1ps -+ Yap)s -+ Fsp(Pps Yoosiipy -+ -5 Yop)
con respecto a Yy, _si1p,...,Yn, ¥ que, por el Lema 4.1.4, este determinante es in-
versible en B,[Y,,—s11,, - -, Ynpl/Tsp- A partir de estas observaciones es claro que, si
X = Yost1pr--» Yap), R=E[Y, s, e ] CReselideal I := (Y,_5p — Pn_syp),
las condiciones de la Proposicién 7.1.5 se satisfacen para U = Y, _¢1, ¢(T) =
QBT F = (FLp®™ Yaoopoos Yan)sooos Fop(3 Yagpo o Yap)) v v 1=
(T7 Vns—s—&-Q(p[s)v T)? R V'rf(pzu T)) :

En consecuencia, si k := 21°e00s+D] "¢l algoritmo de la Proposicién 7.1.5 calcu-
la los polinomios Q*(p*t, ?;nfls,p,T ), Vi@, 11”nfs,p,T ), Vi (ost, Ylnfs,p, T)
con precision (Y, p—pn—s)* . Luego, Wy (0™, Yisp, T), ... Wi (D5, Yoesp, T)
se pueden obtener a partir de las identidades

S S S S d S S -
We(psH Y, T) = V2 (p™, Yosp T) 7= Q" (P Yo T) (n—s54+2<j<n)

en el anillo (R/I*)[T]/(Q*(p*™',Y,—s,,T)). En conclusién, obtenemos el siguiente
resultado.

Proposicion 7.1.6. Fxiste un algoritmo deterministico que recibe como entrada:
» un straight-line program de longitud L que representa los polinomios I, ... Fs,;

» la representacion densa de los polinomios en E,[T| que forman la representa-
cion unwariada de Js, con elemento primitivo Y, _si1p;
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y entrega como salida la representacion densa de los polinomios en B,[Y,,—s . T| que
forman la representacion de Kronecker de K, , con elemento primitivo Y, _si1,p. El
algoritmo utiliza O~ ((nL + n1)s? logp) operaciones bit.

Demostracion. En este caso a(h) es la complejidad bit de las operaciones aritméticas

en B[V, ]/ (Yn_sp — Pa_s)", con lo cual a(h) € O(M(h)bl(logp)). Dado que

|log(ds+1)] ‘ [log(6s+1)] ‘
ME@)<M(k) > 1/2 € O(M(3,)),
§=0 §=0

deducimos que el algoritmo de la Proposicion 7.1.5 calcula las aproximaciones de
QS( S+1 Yoo 5,0 T)? Vrffs+2(ps+1> Ynfs,pv )7 s VS( o Y =5, T) con precisién
(Yaesp — Pnosp)™ ™ utilizando O((nL + n*)M(d, )QU(logp)) operaciones bit. Te-
niendo en cuenta que una multiplicacién en (R/I*)[T]/(Q*(p**, Y,—s,, T')) requiere
O(M(45)) operaciones aritméticas en R/I* = F,[Y,, s,/ (Vs p— })TL_SJJ)‘s 1 yporlo
tanto O(M((SS)QU (log p)) operaciones bit, se deduce que el procedimiento se ejecuta
en la complejidad bit anunciada en la proposicion. O

Paso de interseccién

La entrada del paso de interseccién es la salida del algoritmo de la Proposi-
ciéon 7.1.6, a saber, la representacion de Kronecker de K, con elemento primi-
tivo Y, 541, Sea QS( Y 1), Vi o0 Y s, 1), VE(DST, Yoo, T)
la correspondiente representamon univariada. La salida es la representacion univa-
riada Q** (py™, 1), Ve . (5™, T), ..., Vot (pst!, T) de Jq1, con elemento pri-
mitivo Y,,_,. Considérese Fyyq, como un elemento de E,[Y],,...,Y, ] v definase
h € F,(Y,—s,)[T] por

WT) = Forp (0 Yasp, T Vi a0y 1), Vi (0,1, T))
mod (QS( 5+1,Yn_57p,T)).
El siguiente resultado proporciona una expresion para Qsﬂ(p;“, T) a partir de la
cual podremos calcular este polinomio eficientemente.

Proposicién 7.1.7. Se satisface
QSH( o+l Yo ep) = eResT( (T), Qs(ps+1 Y, ,p,T)),
para algin € € F, \ {0}.

Demostracion. Sea My la matriz de la homotecia de multiplicacién por h en
Fyo(Yo—sp)[T1/(Q°(P5, Yiesp. T)) con respecto a la base {1,7,...,T% '}, Tene-

p
mos que (ver, por eJemplo [EMO7, Proposition 5.4]):

det(My,) = Resr (h(T), Q° (P, Yaesyp, T)).
Considérese el isomorfismo de F,(Y,,_,,)-élgebras

P Fp(Yn—&p)[Yn—sH,pv s ’Yn,p]/zj,p - Fp(Yn )[ ]/(QS( S+1v 5,09 T))»
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que aplica Y, _s11, mod K; en 7' mod (QS( s+l Yn,&p,T)). Sea S una nueva
indeterminada y x € F,[Y,_,,][S] el polinomio caracterl'stico de la homotecia de
multiplicacion por Fyy1p(P5™, Yazsp, -, Yn,p) médulo K:p. Sea xo € F,[V,—s,] €l
término constante de y. Puesto que ® aplica F8+17p(p;+1, Yoosps--o, Yn,p) mod K;p
en h maéd (Qs( STy 7p,T)) x coincide con el polinomio caracteristico de la
homotecia de multlphcamon por h modulo (QS( S Yo s T)) Por lo tanto xo =
(—1)% det(M,,). Por otra parte, como la hlpersuperﬁcie {Foprp@t  Yosp, .. Yop) =
0} interseca la curva de levantamiento WPZH en la fibra finita szﬂ, el polino-
mio Fyyq, (pffl, Yisps-oos Yo, ) no es un divisor de cero en Fp[Yn_&p, e Yo /Esyp.
Puesto que 78“,1, = Ksyp + (FSJrlp(ppJr Yo sps--- ,YW,)), por [DLO08, Proposition
2.7] deducimos que x(7") coincide, salvo multiplicacién por elementos de F,\ {0}, con
el polinomio caracteristico de Y,,—s p, en F, [V, s 1. ..., Yo p] /T 541, Puesto que Y, ¢,
induce un elemento primitivo para Js1,, concluimos que xo(7T') = er“(pf,“, T)
para algtin € € F, \ {0}. Esto finaliza la demostracién de la Proposicién. O

Ahora discutimos el célculo de los polinomios Vol (ps™T), ... Ve (pstT).
Sea Q™ (pyt,T) = -q¢ la factorizacién en irreducibles de Qs“(p;“,T ) en
E,[T]. A continuacién describimos cémo calcular V}S“(p;“,T ) méd g para n —
s+1<j<nyl<k</{ Luego los polinomios V;S“(pf,“,T) se pueden re-
cuperar por medio del Teorema chino del resto. Para 1 < k < /, sea a la clase
residual de T en F,[T]/(qx). Sea L = F,[T]/(qx). Por lo tanto, L := F,[a] es una

extension finita de F, que contiene a la raiz a de Qsﬂ(p;“,T ). Sea L la clau-

sura algebraica de L. Tenemos un isomorfismo de cuerpos L = F Por la Ob-
servacion 5.2.3 sabemos que ps()\s (p S“, )) # 0. Por lo tanto, (p;“, a) es un
punto de levantamiento de 7, e Yn—s+1,p induce un elemento primitivo de la fibra

de levantamiento 7_,(p5t', a). Ademds, K, + (Yo—s — a) es un ideal radical de
F,[X] por el Lema 4.1.2, y en consecuencia es el ideal anulador de 7 (p5™, a). Sca
Qas Wan—s+2s - - - » Wan la representacién de Kronecker de KCy , + (Y;,—s —a) con elemen-
to primitivo Y —sr1p Sea QWi 1o s, W, la representacion de Kronecker de
I, con elemento primitivo Yn_sﬂ,p Por la Proposicién 4.3.3 las especializaciones de

o Wa—siopr s Wayen Y1, =pip,oo o Yo s 1p = Ppns—1p, Yn—sp = @ coinciden
con qa, Wan—s+2,- - - s Wan- Puesto que los polinomios de entrada QS( sHLY, spr L)
oDy Y 7p,T), L WEPS™, Yasp, T') coinciden con las espe(nahzamones
de QS WZ 5+2,pr W en lep pl,pa cee 7Yn s—1,p = Pn—s—1,p, VEIMOS qUE g, Wgn—s+2; - - - , Wa,n
se pueden obtener sustltuyendo Yiospporaen Q*(pst, Y, op, T), Wi o@i™ Yosp, T), ..., Wi(p
Por lo tanto podemos calcular la correspondiente representacién univariada gg, Vg n—s+2; - - -, Van
mediante las identidades v,; = (¢}) 'w,; méd ¢, para n — s+ 2 < j < n. Sea
9(Yn_st1p) = 5+1,p(ps+ a, Yo st1.ps Van—st2(Yn—st1p)s - - - >Ua,n(Yn—s+17p))' Ahora
Vel (et a), .. Ve (pstt a) se puede calcular utilizando las siguientes identi-

dades (ver, por ejemplo [DL08]):

Yn—s—irl,p Vns 5+1(p183+17 )_ng( (Yn s+1,p) Qa(Yn—s+17p)>a
‘/js—i_l(p;;_'_l? ) _fuaj(‘/;;9 s+2(pf)+l7 )) (n_8+2 S.] STL)
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Mas precisamente, estas identidades nos permiten calcular Vj‘s“(pgﬂ, T) méd Qy
paran — s+ 1 < j < n. Habiendo hecho esto para 1 < k < ¢, podemos recuperar
Vel (st 1), ..., Vet (pst™, T) por el Teorema chino del resto.

Como se muestra en [CMO06, Section 4], los calculos anteriores pueden transfor-
marse en un procedimiento efectivo a partir del cual obtenemos el siguiente resultado

(ver [CMO06, Proposition 4.7]).
Proposicion 7.1.8. FExiste a algoritmo probabilistico que recibe como entrada

s un straight-line program de longitud a lo sumo L que representa el polinomio
Fs+1,p;

» la representacion densa de los polinomios en B,[Y,—s,, T| que forman la repre-
sentacion de Kronecker de Ky, con elemento primitivo Y, _si1p;

y entrega como salida la representacion densa de los polinomios en ,[T| que forman
la representacion uniwariada de Jsy1, con elemento primitivo Y,,_s ,. Este algoritmo
utiliza un nimero esperado de O~ ((L + n)dy(dds + logp)logp) operaciones bit y
devuelve el resultado correcto con probabilidad al menos 1 — 1/60n.

Teniendo en cuenta las estimaciones de complejidad y de probabilidad del Lema
7.1.4 y de las Proposiciones 7.1.6 y 7.1.8 para 1 < s < r — 1, facilmente deducimos
el siguiente resultado.

Teorema 7.1.9. FEuxiste a algoritmo probabilistico que recibe como entrada
» un primo “lucky” p como en la Proposicion 7.1.2;
= [os puntos A, € ]Fp"2 yp, € Fp"_l, que son las imdgenes de X y p modulo p;

= un straight-line program de longitud a lo sumo L que representa los polinomios
Fl,p; s 7F7“,p}'

y entrega como salida la representacion de Kronecker (la representacion univariada)
de J,p con elemento primitivo Y, _,1,. Este algoritmo utiliza un nimero esperado
de O~ (r(nL +n>)6(dd + log p) logp) operaciones bit y devuelve el resultado correcto
con probabilidad al menos 1 —1/12.

7.2. Levantando los enteros

Sea scon 1l < s < ryseapun primo “lucky” como en la Proposicion 5.3.1. Hemos
visto que la representacién de Kronecker Q°(p;, T), W, »(p;,T), ..., W, (p;,T) €
I,[T] de la Proposicién 5.3.3 y la correspondiente representacion univariada Q*(p;, T'),
Vi sa(@,T), ..., V2 (p,, T) de la Proposicién 5.3.4 se obtienen reduciendo médulo p
los enteros de la representacién de Kronecker Q*(p°, T'), W;;_ .., (p*,T),..., Wy (p*,T)
de la Proposicion 5.3.2 y de la correspondiente representacién univariada
Q*(p*, 1),V o(p®,T),..., V7 (p®,T). Ademads, por el Lema 4.1.4 el determinante

Jacobiano de los polinomios F1 ,(py, Yo —si1py -5 Yap)s -+ Fsp(Py Yaostips - -5 Yap)
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conrespecto a Yy, gy1p,-- -, Yo, esinversible en B[V, o1, ..., Y, ]/ T sp- Siguiendo
a [GLS01], con estas condiciones podemos aplicar el Algoritmo de Newton global de
la Proposicién 7.1.5, con R = Z e I = pZ, y el algoritmo de reconstruccién racional
de la Proposicién 2.2.3 obteniendo el siguiente resultado (ver [GLS01, Theorem 2 y
Lemma 4]).

Proposicion 7.2.1. Supdngase que son dados:

= un straight-line program de longitud a lo sumo L que evalia los polinomios
F17 trt Fs;

= un numero primo “lucky” p como en la Proposicion 5.3.1;

= los  polinomios Q*(p5,T), W . oo, T),...,Wi(p;,T) (respectivamente
Qs(pzsn T>’ Vns—s—i-Q(pf)? T)? ] Vns<p;7 T))

Entonces, si k es una potencia de 2, las aproximaciones p—ddicas de orden k de los
polinomios Q°(p*,T), W;:_ . o(p°,T),....,W:(p*,T) se pueden calcular utilizando

O((nL +n"U(85)U(klogp))

operaciones bit. Ademds, si ns es una cota superior para las alturas de los polino-
mios Q°(p*, T), W;_ . ,(0°,T),....,W:(p*,T) tal que logp < ns, estos polinomios se
pueden reconstruir con ON((nL + n4)6sn5) operaciones bit. Lo mismo vale verbatim
sustituyendo W, __o(p*,T),...,W:(p®,T) por V;_ _,(p*,T),...,V:(p*,T).

Corolario 7.2.2. Con las hipdtesis y notaciones anteriores, supongase ademds que
p es un primo como en la Proposicion 7.1.2. Entonces Q°(p®,T), W:_ . ,(p°,T), ...,
Ws(p®,T) se pueden reconstruir con

O~ ((n*L + n°)6,d° ' (h + rd))

operaciones bit y los polinomios Q*(p*,T), Vi_ . o(p*,T), ..., Vi(p*, T) con O~ ((n*L+
n°)8,d** ' (h + rd)) operaciones bit.

Demostracion. Basta notar que logp € O~ (log(d’"nh)). Por la Proposicién 6.1.6 de-
ducimos que existe una cota 7, para las alturas de los polinomios Q*(p*, T'), W:_,.,(p°,T),
Wi (p*,T) conns € O~ (nd*~(h+rd)) y una cota n, para las alturas de los poli-
nomios Q*(p*, T), Vii_, o(p*, T),..., Vi(p®,T) conn, € O~ (nd* ' (h+rd)) y tales
que logp < 7ns,n.. El corolario se sigue de la tltima afirmacién de la proposicién

anterior. m

7.3. Una representacion de Kronecker sobre los
racionales

Combinando el algoritmo subyacente al Teorema 7.1.9 con el procedimiento de
levantamiento p—adico de la Proposicion 7.2.1 obtenemos un algoritmo probabilistico
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para calcular una representaciéon de Kronecker de una fibra cero—dimensional de la
variedad definida por Fi, ..., F;.

Mas precisamente, supéngase que Fi,..., F,. estan dados por un straight-line
program 3 de longitud a lo sumo L con parametros enteros. Primeramente elegimos
al azar un punto (X, p) € S®* x T*! tal que R(A) # 0 y Ny # 0. Luego calculamos
un primo “lucky” p como en la Proposicion 7.1.2. Por la Observacion 7.1.3, obtene-
mos un straight-line program f, de longitud a lo sumo O(L + n?) que representa
los polinomios Fi ,(Y ), ..., I ,(Y,). Luego, mediante el algoritmo que subyace al
Teorema 7.1.9, calculamos la representacion de Kronecker Qp, Wy, ..., W  de la
fibra de levantamiento Vpg con elemento primitivo Y,,_,41,. Finalmente, aplicando
el algoritmo que subyace a la Proposicion 7.2.1 levantamos estos polinomios a la
representacion de Kronecker @7, W7, ..., W de la fibra de levantamiento V- con
elemento primitivo Y,,_,;. Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 7.3.1. Existe un algoritmo probabilistico que recibe como entrada un
straight-line program 3 de longitud a lo sumo L que representa los polinomios
Fy, ..., F., y entrega como salida una representacion de Kronecker de una fibra
cero—dimensional de V(Fy, ..., F,.) con probabilidad al menos %. Si h es una cota
superior para la longitud bit de los coeficientes de Fi, ..., F, y los pardmetros en 3,

entonces la complejidad bit del algoritmo es del orden de
O~ (r(nL +n°)6(dé + nd"h)).

Demostracion. Dendtese con C, la complejidad bit del calculo de un primo “lucky” p
y con 7 una cota superior para las alturas de los enteros en la salida. Combinando las
estimaciones de complejidad del Teorema 7.1.9 y de la Proposicién 7.2.1, el algoritmo
descripto se ejecuta en la complejidad bit

o~ (r(nL +n°)0((dd + log p) log p + 77)) +C,.

Por la Proposicion 6.1.6 podemos tomar n € O~ (nd’"*l(h + Td)). Por lo tanto,
teniendo en cuenta la estimaciéon para C, en la Proposicién 7.1.2, obtenemos la
estimacion de complejidad del teorema.

Finalmente, la afirmacién sobre la probabilidad de éxito del algoritmo se deduce
del Lema 7.1.1 y las estimaciones para la probabilidad de éxito de la Proposicion
7.1.2 y el Teorema 7.1.9. [

El siguiente resultado estima el costo de calcular una representacion univariada.

Teorema 7.3.2. Existe un algoritmo probabilistico que, a partir de la entrada del

Teorema 7.3.1, calcula una representacion univariada de una fibra cero—dimensional
de V(Fy,...,F,) con complejidad bit

O~ (r(nL +n®)6(dé + nd* h)).

Demostracion. El teorema se deduce mediante los mismos argumentos de la demos-
tracion del Teorema 7.3.1. Basta tener en cuenta que, en este caso, de acuerdo con
la Proposicién 6.1.6, la cota i’ para las alturas de los enteros en la salida satisface

n € O~ (nd* (h+rd)). O
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En el Capitulo 8 necesitaremos recuperar una parametrizacién de las variables
originales Xy, ..., X,,. En este sentido tenemos el siguiente resultado.

Corolario 7.3.3. Sean Fi,...,F, € Z[X] polinomios de grados a lo sumo d, que
forman una sucesion reqular reducida. Fxiste un algoritmo probabilistico que recibe
como entrada un straight-line program [ de longitud a lo sumo L que represen-
ta los polinomios Fi, ..., F,, y entrega como salida una representacion univariada
Q,Vi,...,V, de la variedad cero—dimensional V(Fy, ..., F,) con elemento primitivo
U tal que se satisface la siguiente iqualdad de ideales:

(P, Fy) = (QU), X1 = Vi(U), ..., X, — Vo (U)). (7.2)

Sea ¢ el grado del sistema de entrada y h una cota superior para la longitud bit de
los coeficientes de Fi, ..., F, y los pardmetros en ﬁ Entonces el algoritmo entrega
una respuesta correcta con probabilidad al menos m y se ejecuta con complejidad
bit

O~ (n(nL +n°)6(dé + nd*"h)).
Demostracion. Por la Proposicion 7.1.2 y el Teorema 7.1.9 existe un algoritmo pro-

babilistico que calcula una matriz A € Z** \ {0} y un primo “lucky” p como en la
Proposicién 5.3.1 tales que h(X) € O~(nlogd) y logp € O~ (log(d"h)), y la represen-

tacién univariada @Qp, Vap, ..., V,, de la variedad cero-dimensional V(F,, ..., F,,)
con elemento primitivo Y; , tal que se satisface la siguiente igualdad de ideales en
F,[ X]:

(Fl,p7 s ’Fn,p) = (Qp(Yl,p)a Y2,p - ‘72,p(Yl,p)a B »Yn,p - Vn,p(Yl,p))'

Aqui Y; .= A; - X para 1 < i < n. Sea @, \72, cee 17” la correspondiente represen-
taciéon univariada sobre Q de V(Fy,..., F,) con elemento primitivo Y;. Sea A=
(#jk)1<jk<n la inversa de A. Definimos V; := Py Mjkvk para 1 < j < n, donde
Vi :=T. Asimismo, sea U :=Y;. Por construccién, los polinomios @, Vi,...,V, for-
man la representacion univariada de V' con elemento primitivo U tal que se satisface
(7.2). Ademas las reducciones modulares @), Vi 5, ..., V;,, de los polinomios anterio-
res forman la representacién univariada de V(Fi,,. .., F, ) con elemento primitivo
U, tal que se satisface la igualdad de ideales

(Fl,pv ! Fn,p) = (QP(UP>7 X1 — Vl,p(Up)a vy X — Vn,p(Up»'

Como en la demostracion del Teorema 7.3.1 concluimos que el calculo de los poli-
nomios @, V1, ..., V, se puede realizar con complejidad bit

o~ (n(nL +n°)5((dd + logp) log p + 77)) +Cp,

donde 7 es una cota superior para las alturas de @), V1, ..., V,,. Para estimar n note-
mos que h(det A), h(M;;) < nlogn+nh(X) para todo menor (n— 1) (n—1) M, de A.
Teniendo en cuenta que h(A) € O~(nlogd), se concluye que h(A~ Y € 0~ (n*logd).
Ademés, por la Proposicién 6.1.6, sabemos que h(V;) € Ow(nd% 1(h—|—d)) para 2 <

j < n. A partir de las estimaciones anteriores concluimos que h(V;) € O~ (nd2” Lh+
d)) para 1 < 7 < n. Por lo tanto podemos tomar n € O~ (nd2" 1 (h+d) ) de donde
se sigue la estimacion de complejidad de la proposicion. O
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Capitulo 8
Interpolacion implicita

En este capitulo Fi,...,F, € Q[X] son polinomios de grado a lo sumo d y
altura a lo sumo h, que forman una sucesion regular reducida y definen la varie-
dad cero—dimensional V' C A" Ademéas, D := degV es el grado de V y § :=
max) <;<, deg V(F1, ..., F};) el grado del sistema F; =0,..., F, =0.

Consideramos el siguiente problema de interpolacion implicita:

Problema 8.0.1. Con las hipdtesis y notaciones anteriores, sean xM, ... xP) €
A™ los puntos de V. Se requiere:

s Construir un espacto de interpolantes 11y, para el conjunto de nodos V,
esto es, un subespacio Iy, C Q[X] tal que, para todo F € Q[X], existe un
iinico interpolante Pr € Ty que satisface Pr(x™W) = F(x®) para 1 <i < D.

= Dado un polinomio F € Q[X], hallar el correspondiente interpolante Pr € 1y, .

El objetivo de este capitulo es exhibir un espacio de interpolantes Iy para el
conjunto de nodos V' como en el Problema 8.0.1 y describir un algoritmo que a

partir de los polinomios F}, ..., F, y F calcula una base de Il y el correspondiente
interpolante Pr € Il de F.
Los polinomios Fi,...,F, y I se suponen representados por un straight—line

program [3, sin divisiones, de longitud a lo sumo L. En lo que sigue, por simplicidad y
sin pérdida de generalidad, suponemos que [ tiene pardmetros en Z y que F' € Z[T.
Ademas denotamos con h una cota superior tanto para las alturas de los pardmetros
de B como para las alturas de los polinomios Fi, ..., F,.

8.1. Traza y dualidad

De fundamental importancia para nuestro propdsito son las propiedades de las
trazas del anillo de coordenadas Q[V]| de la variedad V. En los péarrafos siguientes
recordamos las definiciones y hechos basicos de la teoria de trazas. Para las de-
mostraciones nos remitimos a [Kun86, Appendices E and F| (ver también [EMO07,
Chapters 8 and 9]). Para los aspectos algoritmicos de la teoria de trazas pueden

consultarse, por ejemplo, [GH93], [BCRS96], [FGS95], [ABRW96|, [GHH97].
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Sea F' € Q[X] un polinomio arbitrario y denotemos por f su imagen en Q[V].
Denotamos por x; € Q[T el polinomio caracteristico de la aplicacién Q-lineal
definida por la homotecia 7y : Q[V] — Q[V] de multiplicacién por f. Sea x; =
TP +bp TP~ +---+by € Q[T]. Entonces la norma N(f) y la traza Tr(f) de f
se definen como

N(f)=(-1)"beQ , Tr(f):=-bp_s Q.

Estas coinciden con el determinante y la traza de 7y respectivamente. Definimos el
adjunto F* de F' como

F* = (=P (FP 4 bp  FP2 4+ b)) € QX

También denotamos por f* la imagen de F* en Q[V] y la llamamos la adjunta de
f. Puesto que x¢(f) =0, tenemos que f*f = N(f) en Q[V].

Denotamos por Q[V]* el espacio dual Homg(Q[V], Q). Definimos en Q[V]* una
estructura de Q[V]-mdédulo: Si (f, a) € Q[V]xQ[V]*, el producto f-« es el elemento
de Q[V]* definido por (f-«)(g) = a(fg) para cada g € Q[V]. Bajo nuestras hipétesis
sobre Fy, ..., F, tenemos que Q[V]* es un Q[V]-médulo libre de rango 1 (ver [Kun86,
Example F.19 y Corollary F.10], [EMO07, Proposition 8.25]). Todo generador de Q[V']*
como Q[V]-mdédulo se denomina una traza de Q[V] sobre Q. Una traza de Q[V] se
puede construir como sigue: Primero definimos la traza usual 7' de Q[V] como el
elemento de Q[V]* tal que la imagen de todo f € Q[V] via T'r es la traza de f arriba
definida. Denotemos por J el Jacobiano de Fi,..., F, con respecto a Xi,...,X,
y por J su imagen en Q[V]. Entonces el elemento 7 € Q[V]* definido como 7 =
J 1 Tr es una traza de Q[V] (ver, por ejemplo, [Kun86, Corollary F.12 y Example
F.19], [EMO7, Proposition 9.24]). Por lo tanto la forma lineal 7 induce una forma
bilineal no degenerada (f,g) € Q[V] x Q[V] — 7(fg) € Q.

Recordemos la nocién de Bezoutiano de una sucesién Fi,..., F,. Sea Y :=
(Y1,...,Y,) un vector de indeterminadas. Escribamos X gy = X, X ) = (Y1,...,Y%,
Xpit1,---,Xp) paral <k <n—-1y X, =Y. El Bezoutiano B de Fi,..., F, se
define (ver, por ejemplo, [EM96], [EMOT7]) como el determinante

B := det((vjr)1<j,k<n); (8.1)
donde 7, es el polinomio de Q[X, Y] definido por

o= i X)) = B(Xw)
T X — Yy

(1<jk<n). (8.2)
Observacion 8.1.1. Si los grados de Fy, ..., F, estin acotados por d, el Bezoutiano
B de Fi,...,F, tiene grado a lo sumo n(d — 1).

Para cada F € Q[X] denotamos por FY el elemento de QY] definido por
FY = F(Y). Sean a;, b; (1 < j < N) polinomios cualesquiera en Q[X] tales que

el Bezoutiano B de Fi, ..., F,, se puede escribir de la siguiente manera:
N
B = Z a;by (8.3)
j=1

94



§8.1. TRAZA Y DUALIDAD

médulo el ideal (Fy, ..., F,, FY,...,FY) de Q[X,Y]. Sean a;,b; € Q[V] las imdge-
nes de a;,b; para 1 < 7 < N. Con las hipétesis y notaciones anteriores tenemos el
siguiente resultado (ver, por ejemplo, [EM07, Proposition 8.7]).

Proposicién 8.1.2. Supdngase que al menos uno de los conjuntos a; (1 <j < N) o

bj (1 < j < N) es linealmente independiente sobre Q. Entonces N = D = dimg Q[V]

ya; (1<j<D),b; (1<j<D)son bases duales de Q[V'] con respecto a la forma
bilineal inducida por T.

Con las hipétesis de la proposicion anterior tenemos la siguiente formula de la
traza que vale para todo f € Q[V] (ver [Ive73], [Kun86, Example F.19], [EMO7,
Section 8.1.3]) :

D —
f=>_(fba;. (8.4)

Jj=1

Finalmente recordamos el siguiente resultado (ver, por ejemplo, [EMO07, Corollary
4.32]).

Proposicién 8.1.3. Sean V), ... P € C* los puntos de V. Entonces para todo
f € Q[V] vale la identidad
D
Tr(f)=)_ f)
j=1

8.1.1. Estimaciones para la altura de las trazas

Las siguientes estimaciones para la altura de normas y trazas se encuentran en

[KPSO01].

Lema 8.1.4. Sean F,G € Q[X], sean f,g sus imagenes en Q[V], y supongamos
que f no es un divisor de cero en Q[V]. Entonces

» 2(N(g)) < deg(G)M(V) + h(G)D + deg(G)Dlog(n + 1),

. h)(Tr( f79)) < méx{deg F,deg G} (h(V)+ Dlog(n+1))+(méx{r(F), h(G)}+
1)D.

Corolario 8.1.5. Sean Fy, ..., F, € Z[X] polinomios de grado a lo sumo d y altura
a lo sumo h que forman una sucesion reqular reducida y definen una variedad cero—
dimensional V- C A" de grado D. Sea U € Z[X] una forma lineal que induce un

elemento primitivo u de V' tal que h(U) € O~ (nlogd) y sea F' € Z[X| un polinomio
arbitrario. Sea T la traza de Q[V] definida anteriormente. Entonces

h(r(fu'™")) € O~ ((d" + deg(F))h(V) + (nh + d" + deg(F) + h(F))D)
para 1 < 57 < D.
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Demostracion. Sea J € Q[V] la imagen del Jacobiano J de Fi, ..., F,. Puesto que
T L=T/N(T), es T(fu/™!) = ﬁTr(j*fuj_l) y por lo tanto

h(r(fu'™)) < h(N(T)) +h(Tr(T" fu' ™). (8.5)
Por el Lema 8.1.4 tenemos que
h(N(T)) < deg(J)h(V) + h(J)D + log(n + 1) deg(J)D. (8.6)
Puesto que deg(J) < ndy h(J) € O~ (n(h+d)) (Lema 6.2.2), concluimos que
h(N(J)) € O~ (ndh(V) + n(h + d)D). (8.7)
De nuevo, por el Lema 8.1.4 tenemos que

h(Tr(T*f'™")) < méx{deg(J),deg(FU’")}(h(V)+ Dlog(n+1)) +
(méx{h(J), (FU~")} + 1) D. (8.8)

Para 1 < j < D, por el Lema 2.1.31 (item 2), tenemos que
hU7™Y) < (5 — DR(U) + (j — 2)log(n + 1) < D(h(U) +log(n + 1)),
y por lo tanto

h(FUI™Y h(F) + h(U™') + min{deg(F), deg(U’~ ")} log(n + 1)

h(F) + D(h(U) +log(n + 1)) + deg(U’ ") log(n + 1)
WF)+ D(h(U) + 2log(n + 1)).

VANVANRVAN

Teniendo en cuenta que h(U) € O~(nlogd) y D < d", resulta
WFU) € O7(M(F)+d") (1<j<D).
Por otra parte, obtenemos
méx{deg(J), deg(FU’")} < deg(F)+d", méx{h(J),h(FU'~")} € O~ (nh+h(F)+d").

Sustituyendo las estimaciones anteriores en (8.8) resulta
h(Tr(T*fu™)) € O ((deg(F) +d")h(V) + (nh+d" + deg(F) + h(F))D) :

Sustituyendo esta estimacién junto con (8.7) en (8.5) se obtiene la estimacién del
corolario. n
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8.2. Construccién del espacio de interpolantes

En esta seccion describimos un procedimiento simbélico para construir, a partir
de Fy,...,F,, una base {Gy,...,Gp} de un espacio de interpolantes Il para el
conjunto de nodos V' del Problema 8.0.1 tal que deg G; < n(d—1) paral < j < D.
Sean I, ..., F, € Q[X] polinomios de grado a lo sumo d como en la seccién anterior
que definen el conjunto de nodos V := {zW ... xP)}. Supéngase ademds que
tenemos una representacion univariada @, Vi, ..., V,, de V con elemento primitivo
U como en el Corolario 7.3.3. Sea {1,u,...,uP~'} la base de Q[V] inducida por U.
Denotemos por {gi,...,gp} la base dual de {1, u,...,u”~1} con respecto a la traza
7 de la Seccién 8.1. Para obtener la base {G1, ..., Gp} consideramos el Bezoutiano B
de Fi, ..., F,, sustituimos en B las variables Y7, ..., Y,, por los polinomios Vi, ..., V,
y vemos el polinomio obtenido B(X (T, .., V(T )) como un polinomio en 7" con
coeficientes en Q[ X]. Definimos Gy, ...,Gp € Q[X] como los coeficientes del resto
>o1cjep Gi(X)T7! de B(X,Vi(T), ..., Vo(T)) en la divisién por Q(T).

Con las hipdtesis y notaciones anteriores tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 8.2.1. Los polinomios Gy, ...,Gp satisfacen las siguientes propieda-
des:

» G es un representante de g; para 1 < j < D;
» degG; <n(d—1) paral <j <D.

Demostracion. De las ecuaciones Q(U) = 0, Xy = Vi(U) (1 < k < n) médulo
(Fy,..., F,) deducimos que

n

B=) Gi(X)(UYyY™ méd (FY,....F)). (8.9)

Teniendo en cuenta que v/~ (1 < j < D) es una base de Q[V] la primera afirmacién
de la proposicién se sigue de (8.9) y la Proposicién 8.1.2. Finalmente, por la Obser-
vacién 8.1.1, degx B(X, VA(T), ..., Va(T)) < n(d —1). Puesto que @ no depende de
los X, se sigue la cota de grados. O]

Por la férmula de la traza (8.4) concluimos el siguiente resultado.

Corolario 8.2.2. Dado F € Q[X], el polinomio Pr € Q[X] definido por

D
Pp:=Y 7(fu' "G, (8.10)

j=1
satisface Pp(x') = F(x®) para 1 <1i < D. En particular, {G1,...,Gp} es una base

de un espacto de interpolantes 11y, en el sentido del Problema 8.0.1.

Observacion 8.2.3. El espacio de interpolantes Iy, del Corolario 8.2.2 esta univo-
camente determinado por la sucesion Fi,..., F, que define el conjunto de nodos

V.
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La observacién anterior es una consecuencia inmediata del siguiente lema que dice
que el polinomio Pr de (8.10) es el interpolante que determina la cldsica férmula
de interpolacién de Kronecker (ver [Kro65]; ver también [GS00a] y [EM07, Remark
9.8]).

Lema 8.2.4. El polinomio Pr definido por (8.10) se puede escribir de la siguiente

manera:
D

Pp = ZF(:B(J‘))B(X7 )/ J(x9). (8.11)

j=1

Demostracion. Sea F' € Q[X] un polinomio arbitrario. De acuerdo con la Proposi-
cion 8.1.3, recordando la definicién de 7 tenemos que

, DRt (*))i—1
e =3 HESTE T a<i<D)

Por lo tanto podemos reescribir (8.10) de la siguiente manera:

D (e ,
Pp=>Y_ ];((a:(k))) (Z Gj(X)U(a:(k))Jl> : (8.12)

Sustituyendo Y por *) en (8.9) para todo 1 < k < D obtenemos

B(X,z™) = ZD:Gj(X)U(a:(’“))jl (1<k<D).

Jj=1

Combinando esta identidad con (8.12) se obtiene (8.11), lo que termina la demos-

tracién. O
Por otra parte, la base {G1,...,Gp} arriba construida claramente depende de
la representacién univariada @, Vy,...,V, de V.

8.3. Calculo de los interpolantes

En esta seccién describimos un procedimiento para calcular los polinomios G, . . .,
Gp v Pr del Corolario 8.2.2.

La estructura general de los algoritmos contenidos en esta secciéon ya ha sido
descripta en [GHH'97]. No obstante, una caracteristica bésica del enfoque de aquel
trabajo es que los algoritmos se basan en la ejecucién de straight—line programs en
anillos de matrices (ver [GHS93] para los detalles). Por lo tanto, teniendo en cuenta
el costo de la aritmética en el anillo de matrices de talla  x 9, este enfoque conduce
a una estimacién de O(&%) operaciones aritméticas en Q.

Nuestro enfoque difiere del de [GHHT97] en que obtenemos los algoritmos eje-
cutando los straight—line programs en anillos cocientes del tipo Q[T]/(Q), donde @
denota un elemento adecuado de Q[7']. Por medio de este procedimiento mejoramos
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la estimacion anterior, obteniendo un costo aritmético que depende solo cuadratica-
mente de 9.
Comenzamos estableciendo algunos resultados técnicos. Sean Xy, ..., X,,, Y1, ..., Y}

indeterminadas. Sea E € Q[X1, ..., X,,,Y1,...,Y,] un polinomio arbitrario de grado
a lo sumo d y supéngase dado un straight—line program o de longitud L que repre-
senta E. Supénganse también dados polinomios Vi, ...,V € Q[T] de grado menor
que D y un polinomio ménico @) € Q[T] de grado D (estos polinomios no son
necesariamente los elementos de una representacién univariada de V). Sustituimos
en FE las variables Yi,...,Y, por Vi,...,V; vy consideramos el polinomio resultante
E(X,Vi(T),...,Vi(T)) como un polinomio en 7" con coeficientes en Q[X]. Sean

G1,...,Gp € Q[X] los (tnicos) polinomios que satisfacen
D
E(X Vi(T),... . Vi(T) = > _G;(X)T" méd Q(T). (8.13)
j=1

Puesto que degy E(X,Vl(T), . .,VS(T)) < dy Q(T) no depende de los X, se

concluye facilmente que deg G; < d para 1 < j < D.

A partir de o obtenemos un straight-line program ¢’ que representa los polino-
mios Gy, ...,Gp por medio de los calculos que se describen a continuacién.

Denotemos por @, la funcién calculada en el paso p de 0. Sea P, € Q[X,T] el
polinomio que se obtiene sustituyendo en @), las variables Y3, ..., Y, por los polino-
mios Vi(T),...,V,(T). Consideramos P, como un polinomio en 7" con coeficientes
en Q[X] y denotamos por R, el resto de la divisién de P, por Q(T'). Supdéngase
que el polinomio F se calcula en el paso r de 0. De acuerdo con (8.13) tenemos que
Q=EyR, =37 G(X)TV".

Calculamos los polinomios él, e ,é D, es decir, la representacion densa del po-
linomio R, (visto como un polinomio en 7" con coeficientes en Q[X]) paso a paso
siguiendo el esquema de computacién de o. Mas precisamente, en cada paso p de
o calculamos la representacion densa de R,. Supéngase que (), = @Q,, 0, @,, con
1 < p1,p2 < p, donde o, € {4, —, x}. Para calcular R, es suficiente observar que en
los pasos anteriores ya hemos calculado R, y R,,. Luego obtenemos R, realizando
la operacion R,, o, R,, y calculando el resto de dividir el resultado de esta operacién
por Q. En cada paso p estos célculos se pueden realizar con O(M(D)) operacio-
nes aritméticas en Q[X]. Puesto que el straight-line program o contiene L pasos
de computacién concluimos que el procedimiento completo constituye un straight—
line program o’ en Q[X] de longitud O(LM (D)) que representa los polinomios
Gl, ey GD.

Resumiendo, tenemos siguiente resultado.
Lema 8.3.1. Sea E € Q[X1,...,X,,Y1,..., Y] un polinomio arbitrario. Dados:
» un straight-line program o de longitud L que representa E;
» polinomios Vi,...,Vs,Q € Q[T] con degV; < D paral < j<sydeg@Q = D;

el procedimiento descripto calcula un straight-line program o’ de longitud O(LM(D))
que representa los polinomios G; (1 < j < D) de (8.13).
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En particular, sea @, V1, ..., V, una representaciéon univariada de V' con elemen-
to primitivo U como en el Corolario 7.3.3. Si sustituimos las variables Xi,..., X,
en un polinomio F' € Q[X] por los polinomios Vi(T),...,V,(T) y realizamos el
procedimiento que subyace al Lema 8.3.1 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 8.3.2. Sea F' € Q[X] un polinomio arbitrario y f su imagen en Q[V].
Dados:

s un straight-line program B de longitud L que representa F';

= una representacion uniwariada Q, Vy,...,V, de V con elemento primitivo U
como en el Corolario 7.5.5;

el polinomio P € Q[T] con deg P < D tal que P(u) = f se puede calcular con
O(LM(D)) operaciones aritméticas en Q.

También necesitaremos el siguiente resultado técnico.

Corolario 8.3.3. Sea 8 un straight-line program de longitud L que representa un
polinomio F € Q[X] con deg F < d. Entonces la representacion mixta ' de F
con respecto a cualquier variable distinguida Xy (1 < k < n) se puede evaluar con
O(LM(d)) operaciones aritméticas.

Demostracion. Supongase sin pérdida de generalidad que X, es la variable distin-
guida. Escribimos F' = ZZ:O F, XF con F}, € Q[Xy,..., X, 1] para 0 < k < d. Iden-
tificamos la indeterminada 7 del Lema 8.3.1 con X, y definimos Q(X,,) := X4*1. De
acuerdo con el Lema 8.3.1 existe un straight-line program g’ de longitud O(LM(d))
que representa los polinomios Fy, ..., Fy. O

8.3.1. Calculo de la base del espacio de interpolantes

Supdngase dado un straight-line program 3 que representa los polinomios Fi, . .., F,.
Recordemos que deg F; < d para 1 < j < n. A continuacién describimos un algorit-
mo que, a partir de 3, calcula la base {Gy,...,Gp} de la Proposicién 8.2.2.

Primeramente, a partir 8 obtenemos un straight-line program ' que representa
el Bezoutiano B de Fi, ..., F,. Con este proposito reexpresamos los polinomios ; x
(1 <j,k <n)de (8.2) como se describe a continuacion.

Con las notaciones de la Seccion 8.1, para 1 < j, k < n tenemos una representa-
cién

d
k=1) v m
Fi(X o) = 3 AR VX, (8.14)
m=0
donde A;{‘;;l) € Q[X,Y] no depende de Xj. Paral < m < dy 1 <k < n, sea
B;E;m) € Q[X,Y] el polinomio B,im) = 7;51 Xyt = %

d
m=1

Agﬁ;l)B,gm) para 1 < j.k < n. En efecto, teniendo
en cuenta que Agkn; Y 1o depende de Xy, después de sustituir X por Y en (8.14)

Afirmamos que v,r = >
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obtenemos

Fi(X ) ZA Ly, (1<j,k<n). (8.15)

Sustrayendo Fj(X y)) de F]-(X(k_l)) obtenemos

Fi(X ) = F;(X o) (ZA'“ VB )(Xk—Yk) (1< jk<n),

lo que prueba nuestra afirmacion.

Teniendo en cuenta la construccién anterior, a partir del straight-line program
[ obtenemos un straight—line program (3; que representa el Bezoutiano B como se
describe a continuacion.

Fijese j,k con 1 < j,k < n. Sustituyendo Xi,..., X1 por Yi,..., Y, 1 en el
straight—line program [ obtenemos un straight—line program de longitud L que re-
presenta el polinomio F;(X (x-1)). Puesto que deg F;(X (,—1)) < d, de acuerdo con
el Corolario 8.3.3 obtenemos una representacién mixta de F;(X _1)) con respec-
to a la variable distinguida X} cuya longitud es O(LM(d)). En otras palabras,
obtenemos un straight-line program de longitud O(LM(d)) que representa los po-
linomios A%_l), . ,Ag‘;” de (8.14). Por lo tanto obtenemos un straight-line pro-
gram de longitud O(Ln?M(d)) que representa el conjunto de polinomios Aﬁ;l)
(1 < j,k <n,0 <m < d). Ademds, es facil ver que el conjunto de polinomios
B,gm) (1 <m <d,1 <k <n)se puede evaluar con O(nd?) operaciones aritméti-
cas. Finalmente la evaluacién del conjunto de polinomios v, = anzl A%‘”B,ﬁm)
(1 < j,k < n) requiere O(n*d) operaciones aritméticas adicionales. Estos célcu-
los equivalen a O(n?LM(d) + n*d?) operaciones aritméticas en Q[X|]. Por tltimo,
calculamos el determinante B = det(7;x)1<jr<n con O(n*) operaciones aritméti-
cas adicionales. En conclusion, los célculos anteriores constituyen un straight—line
program f3; de longitud O((n*L + n*)M(d?)) que representa el Bezoutiano B.

Resumiendo, tenemos el siguiente resultado.

Lema 8.3.4. Supodngase dado un straight-line program [ de longitud L que repre-
senta polinomios FY, ..., F, de grado a lo sumo d. Entonces existe un straight-line
program (3, de longitud O((n*L + n*)M(d?)) que representa el Bezoutiano B de
... F,.

Finalmente, a partir de 5 obtenemos un straight—line program " que representa
los polinomios Gy,...,Gp del Corolario 8.2.2. Para ello primero calculamos una
representacion univariada @, Vi,...,V,, de V como en el Corolario 7.3.3. Luego, a
partir de 8 obtenemos un straight-line program 3; de longitud O((n?L +n*) M (d?))
que representa el Bezoutiano B de F1,. .., F, (Lema 8.3.4). De acuerdo con el Lema
8.3.1 podemos obtener un straight-line program 3" de longitud O((nL+n*) M (d?}))
que representa los polinomios Gy, ..., Gp del Corolario 8.2.2.

Teniendo en cuenta la estimacién del Corolario 7.3.3 para el costo del calculo
de una representacion univariada, resumimos los célculos anteriores en el siguiente
resultado.
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Teorema 8.3.5. Sean Fy, ..., F, € Z|X] polinomios de grado a lo sumo d que for-
man una sucesion reqular reducida y definen una variedad cero—dimensional V- C A"™.
Supongase dado un straight—line program ( de longitud L que representa Fiy, ..., F,.
Entonces existe un algoritmo probabilistico que calcula un straight-line program 3
de longitud O(n?L+n*)M(d?5)) que representa una base {Gy,...,Gp} de un espa-
cio de interpolantes Iy tal que deg G; < n(d—1) para todo 1 < j < D. El algoritmo
realiza
O~ (n(nL + n®)d(ds + nd*"h))

operactones bit.

Observacion 8.3.6. Teniendo en cuenta el Teorema 1.1.1, el cdlculo del straight—
line program (3 del Teorema 8.3.5 requiere O~ (n(nL+n*)(dd)?) operaciones aritméti-
cas en Q.

Comparacién con bases de Grobner y H-bases

A continuaciéon discutimos brevemente el costo aritmético de aplicar técnicas de
bases de Grébner y H-bases a nuestro problema.

Como mencionamos en el Capitulo 1, el andlisis de complejidad mas fino para
bases de Grobner en el caso cero—dimensional es el de [HL11]. En este trabajo se
demuestra que una base de Grobner de un ideal cero-dimensional puede calcularse
con una cantidad de operaciones bit que es esencialmente polinomial en N”, donde
n es el numero de variables y N el valor promedio de los grados de los polinomios de
entrada (ver [HL11] para un resumen de resultados anteriores). El algoritmo corres-
pondiente calcula una base de Grébner reducida de un ideal cero—dimensional con
respecto al orden lexicografico graduado inverso, cuyos elementos tienen grado a lo
sumo nN —n-+1. Las bases de Grobner para otros érdenes se pueden deducir usando
[FGLM93]. En lo que sigue estimamos el nimero de operaciones aritméticas en Q
necesarias para ejecutar el algoritmo de [HL11] en nuestros polinomios de entrada
Fy, ..., F,. En este caso los pasos principales del algoritmo se pueden describir en los
siguientes términos. Primeramente, se obtienen las homogeneizaciones F: l(h), e Fy(Lh)
de los polinomios F, ..., F}, con respecto a una nueva variable X,. Luego cada Fi(h)
se deforma en G; = (1 — S)Fi(h) + SX% para 1 < i < n, donde S es una nue-
va indeterminada. A continuacién se consideran los ideales J := (Gy,...,G,) de
Q[S][Xo, - - ., Xy], la saturacién J : S de J con respecto a S, y el ideal J : S| s—g
de Q[Xo, ..., X,] que se obtiene especializando S en 0. La primera tarea del algorit-
mo es calcular una matriz de Macaulay de grado nN — n + 1 del ideal J : S°°|g-.
Esta matriz se deduce de la forma normal de Smith de la matriz de Macaulay usual
del mismo grado de J. Sea J' := J : §°|s5—¢. El préximo paso consiste en calcular
una matriz de Macaulay de grado nN —n + 1 de la saturacién J' : X§° de J' con
respecto a Xy, que resulta ser también una matriz de Macaulay del mismo grado del
ideal (Fl(h), o ,F,gh)). Para obtener una base de Grobner para el orden lexicografico
inverso del ideal de entrada (Fy,..., F,), se reduce la matriz de Macaulay anterior
a su forma escalonada por columnas. Los elementos de la base de Grobner se ob-
tienen entonces como las deshomogeneizaciones de los polinomios representados por
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las columnas de esta matriz reducida.

El costo aritmético sobre Q de los calculos anteriores estd dominado por el costo
de calcular la matriz de Macaulay del ideal J' : X§°. Esta matriz se obtiene como una
sub-matriz de la forma escalonada de la matriz I'¥ de [HL11]. Por [Sto00] sabemos
que la forma escalonada de una matriz de tamano p X ¢ con coeficientes en QQ se
puede calcular con O(£“~?pq) operaciones aritméticas en Q, donde ¢ es el rango de
la matriz y w es el exponente de la complejidad de la multiplicacion de matrices. La
matriz T'® tiene a lo sumo r(rn + 1) filas y a lo sumo r(2rn + 1) columnas, donde
r = (”1\; +1) es el nimero de monomios de grado nN —n + 1 en n + 1 variables.
Concluimos que la forma escalonada de '™, y por lo tanto una base de Grobner
del ideal de entrada (Fi, ..., F,), puede calcularse con O(("A; “) an“’) operaciones
aritméticas en Q. Utilizando las estimaciones ("]\; ) = O((3N)") y w < 3, este
costo es esencialmente O(n*(3N)").

Un procedimiento para construir H-bases de ideales cero—dimensionales que no
se basa en érdenes monomiales se describe en [MS00b]. Puesto que los autores no
proveen un enunciado claro de complejidad, discutimos aqui brevemente el costo
de los calculos involucrados en dicho procedimento. Con este fin, denotemos con

&H) C Q[X] el subespacio de todos los polinomios homogéneos de grado d y con
My (h) la parte homogénea de grado maximo de un polinomio hA € Q[X] dado. Supo-
nemos que Fi, ..., F}, son los polinomios de entrada. El procedimiento, que procede
ejecutando sucesivamente un “ciclo”, comienza inicializando H = {Fy,..., F,} y
d := 0. Cada vez que el procedimiento entra en el “ciclo” se realizan los siguientes
célculos: Primero se calcula el espacio lineal de todas las tuplas (gp)nes de polino-

mios homogéneos en Q[X] con g, My(h) € Héﬂ) para todo h tal que

> gnMp(h) = 0. (8.16)

heH

Para cada ‘H y d, sea

Va(H) = {ZghMH<h>rghMH<h> € H&H)} -

heH

Dada una tupla (gn)nen que satisface (8.16), el polinomio -, .., gnh se reduce médu-
lo H a un polinomio, digamos p (ver [PS07]) para una descripcién del proceso de
reduccion). Si p # 0, p se agrega a H y se verifica si alguno de los espacios lineales
precedentes Vi (H) (0 < k < d) se modifica. En caso de haberse modificado alguno
de estos espacios, d se redefine como el menor k tal que Vi(#H) se ha modificado
y el procedimiento vuelve al “ciclo”. Si para ningin elemento (g;)ney; se halla un
polinomio reducido p para el cual alguno de los espacios Vi(H) (0 < k < d) se
modifica, d se incrementa en 1. Si ahora Vy(H) = HEIH), entonces ‘H es una H-base,
de otro modo el procedimiento vuelve al “ciclo”.

El ntimero de operaciones en QQ realizadas dentro de un “ciclo” puede estimarse
como sigue: Puesto que el nimero de monomios en HﬁlH) es (d;f:;l) y los g son
homogéneos de grado a lo sumo d, resolver la ecuacién (8.16) equivale a resolver
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un sistema de (d+7_‘_1) ecuaciones lineales en a lo sumo (d:” 1)\7{] indetermina-
das, donde |#| denota el cardinal de H. Teniendo en cuenta la complejidad de la
eliminaciéon Gaussiana (ver [Sto00]), resolver (8.16) requiere O(((d:” )“|H]) ope-
raciones aritméticas in Q. Si estimamos la dimensién del espacio lineal Vj(H) por
(’jil) = O(k™) vemos que el calculo del polinomio reducido p por medio del
procedimiento descripto en [PS07] requiere O(nd") operaciones aritméticas en Q.
Para calcular la dimensién de Vi (#H) tenemos que calcular el rango de una matriz
de (*1"71) columnas y a lo sumo (¥'"1)|H| filas, lo que requiere O((**"7)*|H])
operaciones aritméticas en Q. Eventualmente tenemos que calcular la dimension de
Vi(H) para todo 0 < k < d + 1, lo que requiere O((d + 1)*""!|H|) operaciones
aritméticas en Q. Ademas, en los calculos anteriores es suficiente considerar elemen-
tos (gn)nen de una base del espacio lineal de soluciones del sistema (8.16). Puesto
que la dimensiéon de este espacio lineal esta acotado por (dzn 1) |H| concluimos que
el numero total de operaciones aritméticas en Q que se realizan dentro de un “ci-

clo” es (T N H|(O(n2d™) + O((d + 1)*"*1[H])) o, puesto que w < 3y d+ 1> 2,

O((d + D™ H[*).

El maximo d,,,, de los grados d que aparecen durante el procedimiento completo

puede estimarse como sigue. Para cada ¢ = 1,...,n existe un polinomio ¢; en el
ideal (F1,..., F,) que depende sélo de X;. Sea M := deg(q;) + - - - + deg(g,) —n +
1. Entonces tenemos que Vi (Fi,..., F,) = E\Ij) (ver [MSOOb]). Sean p1,...,pm

polinomios en (Fi,...,F,) tales que My(p1),..., My(pm) es una base de g\l/}[).
Claramente cada p; tiene una representacion p; = 2?21 9ijFj. Luego dpq, s a lo
sumo el méaximo de los grados deg(g;;F;) (1 <i <m, 1 < j < n). Puesto que por
hipétesis Fy,..., F, es una sucesién regular reducida, sabemos por [HMPS00] que
los polinomios g;; pueden elegirse de modo que satisfagan la condiciéon

deg(gij) < 3”2 méx{deg(Fl)a cee adeg<Fn)apz}D

para todo ¢, donde D es el grado de la variedad V(Fy,..., F,). Ademas, por [Jel05]
tenemos que deg(g;) < [[j_, deg(F}) para todo 1 < j < n, y por lo tanto M <
n(ITj—, deg(Fy) — 1) + 1. A partir de estas cotas es facil ver que dq. es a lo su-
mo 7n3(H ,deg(F;))D. Sean py,...,py los polinomios reducidos que se agregan
a Ho durante el procedimiento, tal que n + N es el nimero de elementos de la
H-base calculada en la salida. Por lo tanto |H| < n + N durante todo el proce-
dimiento. Es facil ver que el procedimiento entra en el “ciclo” a lo sumo Nd,,q.
veces. Ademas, puesto que claramente pq,...,px son elementos linealmente inde-
pendientes de [[, , resulta N < (d”‘afm) = O((dmaz)"). Teniendo en cuenta la
cota anterior para el nimero de operaciones dentro de un “ciclo”, concluimos que
el procedimiento completo requiere O((d,naz + 1)™F2) operaciones aritméticas en Q
con dpae < Tn*([])_; deg(F;))D. Sea d una cota superior para los grados de los
polinomios F7i, ..., F,. Entonces los calculos anteriores requieren 4o operaciones
aritméticas en Q.
Con respecto a la eficiencia de nuestro algoritmo en comparacion con la de los al-
goritmos que usan bases de Grébner o H-bases como los arriba descriptos, remitimos
a los comentarios hechos en el Capitulo 1.
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8.3.2. Calculo de los interpolantes

En esta seccion describimos un procedimiento para calcular las coordenadas
7(fu’=') (1 < 5 < D) de Pr en la base previamente calculada {Gy,...,Gp}
de acuerdo con (8.10). Nuestro procedimiento para calcular las trazas 7(fu/™!)
(1 < j < D) consiste en calcular aproximaciones p-adicas adecuadas de las tra-
zas, para luego recuperarlas aplicando el algoritmo de reconstruccion racional de la
Proposicién 2.2.3.

En lo que sigue, 5 denota un straight-line program de longitud L, sin divisiones,
que representa los polinomios Fi,..., F, y F. A su vez, Q,V,...,V, denotan una
representacion univariada de V' con elemento primitivo U como en el Corolario 7.3.3.
Por ltimo, J € Q[V] denota la imagen del Jacobiano J de Fi, ..., F, y u € Q[V]
la imagen de U.

Observaciéon 8.3.7. Como se vio en el Capitulo 7, el algoritmo subyacente al Co-
rolario 7.3.3 proporciona un primo “lucky” p como en la Proposicion 7.1.2 tal que
logp € O~(log(d™h)). En particular p satisface las siguientes condiciones:

= p no divide ninguno de los denominadores que aparecen en los polinomios

Q, Vi, ..., Vy,
» las imdgenes Q1, Q) € Z/pZ[T| de Q,Q" son coprimas;

n ezisten (ver la Seccion 6.2) v € Z\ {0} y Gi,...,Gni1 € Z[X] tales que p 1y
Y

De ahora en adelante p denota un niimero primo que satisface las condiciones de
la Observacion 8.3.7.

En lo que sigue, Z,) denota la localizacién de Z en p, esto es, el anillo formado por
las fracciones m/n € Q con m,n € Zy (n,p) = 1. Ademds, para todo entero positivo
k € Z denotamos con Z/p*Z el anillo cociente de enteros médulo p*. Denotamos con
Oy : Z) — Z/p*Z el homomorfismo de anillos definido por ;(m/n) = m/n para
todo m/n (en forma reducida) € Z,, donde m,n € Z/p*Z denotan las clases de
m y n médulo p*. Por abuso de notacién también denotamos con el simbolo 6}, los
homomorfismos de anillos 0y, : Z,)[X] — Z/p*Z[X | y Oy : Z)|T) — Z/p*Z[T] que
extienden el homomorfismo anterior en la forma obvia. Dado un ntmero racional
q € Z) y polinomios F' € Zy)[X] y G € Z,)[T], denotamos con g, Fi y Gy, sus
correspondientes imagenes via 6. Llamamos a ¢, Fy v G} las aproximaciones
p-adicas de orden k de ¢, F'y G respectivamente.

Lema 8.3.8. Sea G un polinomio arbitrario en Z)[X]. Sea g € Q[V] la imagen
de G y P € Q[T] el (dnico) polinomio con deg P < D tal que P(u) = g en Q[V].
Entonces Py el polinomio caracteristico x, de g tienen coeficientes en el anillo
local Zy. En particular, la norma N(g), la traza Tr(g) y el adjunto G* de G son
elementos de los anillos Z y Z)| X respectivamente.
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Demostracion. El polinomio G(Vi,...,V,) que se obtiene sustituyendo X, ..., X,
por Vi,...,V, en G claramente es un elemento de Z[T']. Puesto que P es el resto
de la divisién de G/(V4, ..., V,) por el polinomio ménico @, se sigue que P € Z,)[T].
Similarmente, sea (bo;,...,bp_1;) € Z@) la tupla de coeficientes del resto de la
divisién de G(V4, ..., V,)T? por Q para 0 < j < D — 1. Tenemos las identidades

D-1
guj:Zbk,juk, OS]SD—l
k=0

Por lo tanto la matriz M, de la homotecia 7, en la base {1,u,...,u”"'} de Q[V]
tiene entradas b; ; € Z,). Se sigue que

Xg = det(T]d — Mg) c Z(p) [T],
lo que completa la demostracion. O

Corolario 8.3.9. Sea H € Q[T el (unico) polinomio con deg H < D tal que H(u) =
J~'. Entonces H € Z,[T).

Demostracion. De (8.17) deducimos que J ' € Q[V] es la imagen del polinomio
Ghrt1/7- La condicién p { v implica que Gpy1/7 € Z) [ X]. Por el Lema 8.3.8 con-
cluimos que H € Z,)[T). O

Sea F' € Z[X] un polinomio representado por un straight-line program [ y
denotemos con f su imagen en Q[V]. Sea P € Q[T] el polinomio con deg P < D
tal que P(u) = f en Q[V]. Puesto que 8 no contiene divisiones, por el Lema 8.3.8
deducimos que P € Z,)[T].

Sea k € Z un entero positivo arbitrario y Qx, Vi, ., Var € Z/p*Z[T] las apro-
ximaciones p-adicas de orden k de Q, V4, ..., V,,. Calculamos la aproximacion p-adica
P, € Z/p"Z|T] de orden k de P siguiendo paso a paso el esquema de computacion
de 8. Mas precisamente, en primer lugar sustituimos Xi,..., X, por Vig, ...,V
en 3y luego, en cada paso p de 3, realizamos la correspondiente operacién o, en el
anillo Z/p*Z[T)/(Qk). Teniendo en cuenta que una operacién aritmética {+, —, x }
en Z/p"Z[T]/(Qx) se puede realizar con O(M (D)) operaciones aritméticas en Z/p*Z
y que [ contiene L pasos de computacion, obtenemos el siguiente resultado.

Lema 8.3.10. Sea F' € Z[X] un polinomio y denotemos por f su imagen en Q[V].
Sea P € Q[T] el polinomio con deg P < D tal que P(u) = f. Sea k € Z un entero
positivo arbitrario. Dados:

= un straight-line program B que representa a F con L operaciones aritméticas
en Z[X];

= un primo p como en la Observacion 8.5.7;

s [as aproximaciones p-ddicas de orden k de los parametros de [ y de los poli-
nomios Q,Vi,...,Vy;

la aprozimacion p-ddica P, € Z/p*Z[T) de orden k de P se puede calcular con
O(LM(D)) operaciones aritméticas en Z/p*7Z.
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Calculo del Jacobiano

Para calcular el Jacobiano J de Fi, ..., F,, primero observamos que, por el Teo-
rema de Baur—Strassen [BS83|, a partir del straight-line program /3 de longitud L
que representa F1, ..., F, podemos obtener un straight—line program sin divisiones,
con parametros en Z, de longitud O(L) que representa las entradas de J. Teniendo
en cuenta el costo del cdlculo del determinante de una matriz de tamano n x n
obtenemos el siguiente resultado.

Lema 8.3.11. A partir del straight—line program 3 de longitud L que representa los
polinomios Iy, ..., F, podemos obtener un straight-line program [3' sin divisiones,
con pardmetros en 7, de longitud O(L + n%), que representa el Jacobiano J de
... F,.

Inversion del Jacobiano

Sea J ! € Q[V]laimagen del Jacobiano J de Fy, ..., F, y H € Q[T] el polinomio
del Corolario 8.3.9 tal que H(u) = J~'. A continuacién describimos un algoritmo
para calcular aproximaciones p-adicas de H.

Sea G € Q[T el polinomio con deg G < D tal que G(u) = J. Teniendo en cuenta
la complejidad bit del Algoritmo de Euclides extendido (ver [vzGG99, Theorem
6.58]) una aplicacién directa de este algoritmo para calcular el polinomio H a partir
de G y Q requiere O~ (D*1i?) operaciones bit, donde u es una cota superior para las
alturas de G y Q). En lo que sigue, describimos un procedimiento mas eficiente para
realizar este cdlculo, en base al siguiente resultado.

Lema 8.3.12. Sean m € Z un entero positivo y f, g, ¢ € Z/m>*Z[T] polinomios con
q monico de grado positivo D y f y g de grados menores que D, tales que

fmgm =1 méd (¢n) en Z/mZ[T).

Aqui fn, Gm Y @m denotan las imdgenes en Z/mZ[T| de f, g y q respectivamente.
Sean r, s € Z/m*Z[T] tales que fg = 1+ rq+ sm. Sea ¢ € Z/m*Z[T] con
degg < D tal que ¢ = g(1 —ms) méd (q) en Z/m*Z[T). Entonces ¢ satisface

fd =1 mdd (q) en Z/m*Z[T).

Ademds, ¢’ se puede calcular, a partir de f, g, ¢ y m, con O(M(D)U(log(m?)))
operactones bit.

Demostracion. Un simple calculo muestra que
fg(1 —ms) = (1+rq+sm)(1 —ms) =1—m?s* +r(1 —ms)q,

de donde se sigue la primera parte del lema.

Para calcular ¢’ primero calculamos polinomios r, s € Z/m?Z[T] tales que fg =
14 7g+ sm. Con este propésito calculamos el cociente r,, € Z/mZ[T] de la divisién
de fingm por q,. Escribamos

D—2
Tm = Z[ai]mTi, con a; €{0,...,m—1},

=0
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y definamos

»
o

=Y [a]mT"

i

Il
=)

Sea h = fg —rq— 1y denétese con h,, € Z/mZ[T] la imagen de h. Por cons-
truccion f,9m = rmqm + 1. Luego h,, = 0 y podemos escribir

2D—-2
h=> [blmT", con be{0,. .. m*—1}

i=0
donde cada b; es un multiplo de m para 0 < i < 2D — 2. Definase

2D—-2

s = Z [b3 /] 2T

=0

Es claro que los polinomios r,s € Z/m?Z[T] recién construidos satisfacen fg =
1+ 7rq+ sm como se deseaba. Finalmente obtenemos ¢’ como el resto de la divisién
de g(1 — ms) por q en Z/m?Z[T).

A continuacién analizamos la complejidad del procedimiento anterior. El calculo
de fm, gm V qm requiere la reduccion moédulo m de enteros de longitud bit del
orden O(log(m?)). Esto requiere O(DM(log(m?))) operaciones bit. El producto
fmgm y €l cociente 1, se pueden calcular, a partir de fr., gm, ¥ ¢m, con O(M(D))
operaciones aritméticas en Z/mZ, lo que equivale a O(M(D)U(logm)) operaciones
bit. El calculo de h requiere dos multiplicaciones de polinomios de grado a lo sumo D
en Z/m?Z|T)] méas dos substracciones. Esto se puede hacer con O(M (D)) operaciones
aritméticas en Z/m?Z y por lo tanto con O(M(D)U(log(m?))) operaciones bit. El
céclulo de los cocientes b;/m requiere O(DM (log(m?))) operaciones bit adicionales.
Finalmente, a partir de g y s podemos calcular el producto g(1 —ms) y el resto ¢’
de la divisién de g(1 —ms) por g con O(M(D)) operaciones aritméticas en Z/m?Z
y por lo tanto con O(M(D)U(log(m?))) operaciones bit. Resumiendo, obtenemos la
complejidad anunciada para el procedimiento completo. O

Corolario 8.3.13. Sea p un numero primo y k € Z un entero positivo. Sean f,
q € Z/kaZ[T] con q monico, D := degq > 0, deg f < D, tales que f es una
unidad en el anillo cociente Z/p* Z[T]/(q). Entonces podemos calcular el polinomio
g € Z)p* Z[T] con degg < D tal que

fg=1 méd (q) en Z/p* Z[T],
con O(M(D)U(2%logp)) operaciones bit.

Demostracion. Calculamos la sucesién de polinomios g; € Z[T] (0 < i < k) tal que
g; tiene coeficientes en {0,...,p* — 1}, degg; < D, y las aproximaciones p-ddicas
fais Gioi, ¥ goi de orden 2 de los polinomios f, g; y ¢ satisfacen las ecuaciones

f2igioi =1 mdd (gai) en Z/pziZ[T],
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para 0 < ¢ < k. Por lo tanto g = ggor. Con este propdsito primero calcula-
mos todos los fai, g (0 < i < k) con O(DM(logp?)) operaciones bit. Lue-
go aplicamos el Algoritmo de Euclides extendido a f; y ¢ para calcular gy con
O(U(D)) operaciones aritméticas en Z/pZ y por lo tanto con OU(D)U(logp))
operaciones bit. Supéngase que ya hemos calculado g;_; y sea g; 19 € Z/p* Z[T|
su aproximacién p-ddica de orden 2¢. Por el Lema 8.3.12 podemos calular g;, a
partir de fai, gai, ¥y gi_12i, con O(M(D)U(log(p*))) operaciones bit. Puesto que
S U(log(p?)) = OUog(p*"))), el procedimiento completo se puede realizar con
O(M(D)U(2%log p)) operaciones bit. O

Sea p un nimero primo como en la Observacién 8.3.7 y k € Z un entero positivo
arbitrario. A continuacién, calculamos la aproximacion p-adica Hor € Z/kaZ[T]
de orden 2F de H. M4s precisamente, supéngase que, ademds de p y el straight—
line program 3, tenemos las aproximaciones p-adicas de orden 2* de los polinomios
Q,Vi,...,V, v de los parametros de . Para calcular el polinomio Hyr primero
obtenemos a partir de § un straight-line program 3’ de talla O(L+n?) que representa
el Jacobiano J (Lema 8.3.11). Luego, a partir de /’ calculamos la aproximacién p-
ddica Gor € Z/p* Z[T] de orden 2% del polinomio G' € Z[T] con degG < D
tal que G(u) = J. Por los Lema 8.3.10 y 8.3.11 este cdlculo se puede hacer con
O((L + n*)M(D)) operaciones aritméticas en Z/p* Z. La congruencia HG = 1
méd (Q) claramente vale en el anillo Z) [T]. Por lo tanto, deducimos la congruencia
HoGor =1 méd (Qqi) en el anillo Z/p?" Z[T). Por el Corolario 8.3.13, el polinomio
Hyi se calcula a partir de Qqr v Gor con O(M(D)U(2F log p)) operaciones bit.

En resumen, obtenemos el siguiente resultado.

Lema 8.3.14. Sea H € Q[T el polinomio con deg H < D tal que H(u) = J ' y
sea k € Z un entero positivo arbitrario. Dados:

= ¢l straight—line program 8 de longitud L que representa los polinomios Fy, ..., F,;
= un primo p como en la Observacion 8.53.7;

» las aprozimaciones p-ddicas de orden 2% de los pardmetros de 3 y de los poli-
nomios Q, Vi, ..., Vy;

la, aprozimacion p-ddica Hy € Z/p* Z[T) de orden 2% de H se calcula con O((L +
n ) M(D)U(2%logp)) operaciones bit.

Calculo de las trazas

En el siguiente lema estimamos el costo de calcular aproximaciones p-adicas de
las trazas Tr(u’) (0<j < D —1).

Lema 8.3.15. Sea k € Z un entero positivo arbitrario. Dados un primo p como
en la Observacion 8.3.7 y la aprozimacion p—ddica Qqx de orden 2% del polinomio
minimal Q, las aprozvimaciones p-ddicas Tr(u/)y (0 < j < D — 1) de orden 2F de
las trazas Tr(uw’) (0 < j < D —1) se calculan con O(M(D)U(2*1ogp)) operaciones
bit.
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Demostracion. Recordamos la siguiente identidad de series de potencias formales en
la variable T" (ver [Lan93, Chapter XIV, Exercise 24]):

d > . )
_ _ — J+1\gy
—rlogdet(1 — TA) ]Z; Tr(A*HT7, (8.18)

Aqui I es la matriz identidad y A una matriz cuadrada cualquiera con coeficientes
en un cuerpo.

Sea A € QP*P la matriz compaifiera de Q = TP + ap_ TP~ +--- +ag y sea
P :=det(I —TA). Es facil comprobar que P(T) = 1+ap 1T +ap oT*+---+agT".
En este caso Tr(A?) = Tr(u?) para j > 0 y la identidad (8.18) ahora resulta

P'(T) 1y
P((T)) :jz:;Tr(ujJr )T7.

Por lo tanto, tenemos la siguiente identidad de series de potencias formales en
Z/p* Z[T]:

(1) N 1y g
P ;Tr(u )or T (8.19)

Sea f € Z/p*" Z[T)] el polinomio f := Py méd (T'P). Entonces deg f < Dy f es
una unidad en Z/p** Z[T]/(TP). Por el Corolario 8.3.13 podemos calcular a partir
de f el polinomio g € Z/p2kZ[T] con degg < D tal que fg = 1 méd (TP) con
O(M(D)U(2%logp)) operaciones bit. A partir de (8.19) deducimos fécilmente la
siguiente identidad de polinomios en Z/p* Z|[T):

D—-1
—Pypg méd (TP) =) Tr(w ™), T’.

Jj=0

Por lo tanto, obtenemos todos los coeficientes Tr(u’)or (1 < 7 < D — 1) calculando
el producto — P, g, lo que se puede hacer con O(M (D)) operaciones aritméticas en

Z./p*' 7. El calculo completo requiere O(M (D)U(2¥ logp)) operaciones bit. O

Sean v,w € QP los vectores definidos por v; := Tr(uw/ ™) y w; := 7(fu/™')
para 1 < j < D. Sea k € 7Z un entero positivo arbitrario. Sea v* € (Z/p*Z)"
el vector definido por v;? = v, para 1 < j < D. Aqui v;; es la aproximacién
p-4dica de orden k de v;. Definase w” € (Z/p*Z)” de manera similar. Recuérdese
que, si R es un anillo, denotamos con (-,-) el producto interno, que se define por
(x,y) = Ele z;y; para &,y € RP. Tenemos el siguiente lema.

Lema 8.3.16. Con las hipdtesis y notaciones anteriores, sea ademds P € Z)[T]
el polinomio con deg P < D tal que J'f = P(u) en Q[V]. Entonces valen las
siguientes afirmaciones:

= w es el unico vector de QP que satisface (w,g) = (v, T ~1fg) para todo g €

Q[V].
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» wk es el inico vector de (Z/p*Z)P que satisface (w*, h) = (v*, Pyh) para todo
h € 2/ T ().

Demostracion. Consideremos un elemento arbitrario g € Q[V] y escribamos g =
> 0<j<p-1 9iu, donde g; € Q para 0 < j < D — 1. Por linealidad,

D D
(0.9) =Y gimv; =Y giaTr(w™") =Tr(g).
=1 =1

Por lo tanto tenemos que
(0.7 ™) = (T ™) = 7l ™) = w, = (w, ),

para 1 < j < D. Puesto que {1,u,...,uP'} es una base de Q[V], la primera
afirmacion del lema queda probada.

A continuacién, considérese un polinomio arbitrario G'= 3", , b;T7 € Z[T].
Escribase g := G(u) y J ' fg = Zogng—l cju?, donde ¢; € Q para 0 < j < D — 1.
Tenemos que

D
(w,9), = D> wiub; 1k = (wh, Gy),
j=1

D
(v, j_1f9>k = Z?Jj,kcj—l,k = (v*, PuGy).
j=1

Esto muestra que (w*, G;) = (vF, P.Gy) para todo G € Z[T], lo que prueba la
segunda afirmacién del lema. n

k

)

Observaciéon 8.3.17. Como consecuencia del lema anterior, podemos calcular w
a partir de v* y Py, usando el algoritmo para la multiplicacion traspuesta de [Sho99),
con O(M(D)) operaciones aritméticas en Z/p"Z.

Finalmente podemos estimar el costo del calculo de las trazas 7(fu/~!) (1 < j <

D).

Teorema 8.3.18. Con las hipdtesis y notaciones anteriores, sea n una cota superior
para las alturas de las trazas 7(fu/’™') (1 < j < D) y sea k := [log(2n+1)]. Dados:

» el straight-line program (B de longitud L que representa los polinomios FY, ..., F,;
= un primo p como en la Observacion 8.5.7;

» las aprozimaciones p-ddicas de orden 2% de los pardmetros de 3 y de los poli-

nomios Q,Vi,...,Vy;

todas las trazas (fu?™') (1 < j < D) se pueden calcular con O~ ((L+n*)Dnlog(d™h))
operaciones bit.
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Demostracidn. Sea P € Z,[T] el polinomio tal que deg P < Dy P(u) = J 'f. A
partir de 3 y de las aproximaciones p-adicas de orden 2¥ de los pardmetros de 3 y de
los polinomios @, V1, ..., V,, calculamos la aproximacion p—ddica Py € 7Z/ psz[T]
de orden 2% de P. Por los Lemas 8.3.14 y 8.3.10 este calculo se puede realizar
con O((L + n*)M(D)U(2%logp)) operaciones bit. Sean v, w?" € (Z/p*Z)P los
vectores del Lema 8.3.16. Por el Lema 8.3.15 todas las aproximaciones Tr(u/ 1)
(1 < j < D), esto es, el vector '02167 se pueden calcular, a partir de Qor, con
O(M(D)U(2"logp)) operaciones bit. Por el Lema 8.3.17 el vector w?", esto es,
todas las aproximaciones 7(fu/"')ox (1 < 7 < D) se pueden calcular, a partir
de v2" y Py, con O(M(D)) operaciones aritméticas en Z/kaZ, y por lo tanto
con O(M(D)U(2*1ogp)) operaciones bit. Puesto que /p**/2 > 27, podemos re-
cuperar cada traza 7(fu’"!) a partir de su aproximacién p-adica 7(fu’"!) con
O(U(2%log p)) operaciones bit. Por lo tanto la reconstrucciéon de todas las trazas
7(fu™)) (1 < j < D) requiere a lo sumo O(DU(2"log p)) operaciones bit. Se ve
facilmente que el calculo completo se puede realizar con O((L+n*) M (D)U(2*logp))
operaciones bit. Las estimaciones de complejidad del teorema se obtienen observando
que 2F € O(n) y logp € O(log(d"h)). O

Observacién 8.3.19. También se ve fdacilmente a partir de los Lemas 8.3.15 y
8.8.16 que las trazas 7(fu’=1) (1 < j < D) del Teorema 8.5.18 se pueden calcular
probabilisticamente con O((L + n*)M(D)) operaciones aritméticas en Q.

8.3.3. Complejidad del procedimiento completo

Finalmente obtenemos la siguiente estimacion para el costo total de ejecutar los
algoritmos anteriores.

Teorema 8.3.20. Sean F,...,F, € Z[X] polinomios de grado a lo sumo d que
forman una sucesion reqular reducida y definen una variedad cero—dimensional V C
A", Sea F € Z[X] un polinomio adicional arbitrario. Sea 8 un straight-line program
de longitud L sin divisiones, con pardmetros enteros, que representa los polinomios
Fi,....,F, y F. Sea D := deg(V) y d el grado del sistema F} = 0,...,F, = 0.
Ademds, sea h una cota superior para las alturas de los pardmetros de 5 y las alturas
de los polinomios F, ..., F,. Entonces existe un algoritmo probabilistico que calcula
los siguientes elementos:

» un straight-line program (' de longitud O(n*L + n*)M(d?5)) que representa
una base {G1,...,Gp} de un espacio de interpolantes Iy tal que deg(G;) <
n(d—1) para 1< j < D;

= las coordenadas T(fu’™') (1 < j < D) en la base anterior del interpolante
Pr e1ly de F.

El algoritmo se ejecuta en complejidad bit
o~ <n(nL +n%)3[d + nd"h(d" + deg(F) + h(F))] )
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Demostracion. Por el Teorema 8.3.5 podemos calcular a partir de § una base {G1,...,Gp}
de un espacio de interpolantes IIy, con

O~ (n(nL + n°)5(ds + nd*"h)) (8.20)

operaciones bit. El calculo anterior proporciona ademas un primo p como en la
Observacién 8.3.7 y una representacién univariada @, Vi, ..., V, de V con elemento
primitivo U. Sea 1 una cota superior para las alturas de las trazas 7(fu/~!) (1 <
Jj < D)y k = [log(2n + 1)]. Por medio del algoritmo subyacente al Teorema
7.3.2 podemos calcular las aproximaciones p-adicas de orden 2¥ de Q,V4,...,V,
(Proposicién 7.2.1) con O~ ((nL+n4)(577 log p) operaciones bit. A continuacién, por el
Teorema 8.3.18, podemos calcular las coordenadas 7(fu?~!) (1 < j < D) de Pr en la
base {G1,...,Gp} con O~ ((L+n*)Dnlog(d™h)) operaciones bit. Puesto que D < 4,
deducimos que los calculos anteriores se pueden realizar con O~ (n(nL +n5)8(dd +
nd**h + 77)) operaciones bit. Notando que, de acuerdo con el Lema 8.1.4, podemos

tomar n € O~ ((d” +deg(F) + h(F))d"h) y teniendo en cuenta que D < § < d", se
obtiene la estimacion de complejidad del teorema. O
Observacién 8.3.21. Vemos facilmente a partir de las Observaciones 8.3.6 y 8.53.19

que los items del Teorema 8.3.20 se pueden calcular probabilisticamente con O~ (n(nL+
n*)(d6)?) operaciones aritméticas en Q.
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Capitulo 9

Un modelo computacional para la
interpolacion de
Hermite—Lagrange

9.1. Definiciones y notaciones basicas

Para todo n € N, denotamos por A" := A"(C) el espacio afin n—dimensional C",
equipado con sus respectivas topologias de Zariski y Euclidea sobre C. En geometria
algebraica la topologia Fuclidea de A™ también se llama la topologia fuerte. Uti-
lizaremos esta terminologia solo excepcionalmente. En general estara claro por el
contexto a cudl de estas dos topologias nos estamos refiriendo.

En lo que sigue utilizaremos la siguiente terminologia especial. Una aplicacion
parcial ¢ : V --» W, donde V y W son subvariedades afines cerradas de A" y
A™ respectivamente y ¢, ..., ¢,, son las componentes de ¢, se llama un morfismo
de variedades afines (o simplemente una aplicacién polinomial) si las funciones
é1, ..., 0m pertenecen a C[V] (por lo tanto, en particular, ¢ es una aplicacién total).
Si el dominio U de ¢ es un subconjunto abierto y denso Zariski de V'y ¢1,..., dm
son las restricciones de funciones racionales adecuadas de V' a U, llamamos a ¢ una
aplicacién racional de V' en W. Equivalentemente, ¢ : U — W es un morfismo de
la variedad abierta U en la variedad W en el sentido de la Definicion 2.1.8. Obsérvese
que nuestra definicién de aplicacion racional difiere de la usual en geometria alge-
braica, es decir, la de la Definicion 2.1.9, puesto que no requiere que el dominio U
de ¢ sea maximal. Por lo tanto, en el caso m := 1, nuestros conceptos de funcién
racional y aplicacién racional no coinciden.

9.1.1. Conjuntos construibles y aplicaciones construibles

Sea M un subconjunto de un espacio afin A" y, para un entero no negativo
m, sea ¢ : M --» A™ una aplicacién parcial. Llamamos construible al conjunto
M si M es definible por una combinaciéon Booleana de ecuaciones polinomiales.
Equivalentemente, M es construible si es una unién finita (disjunta) de subconjuntos
localmente cerrados (en la topologia de Zariski) de A”™. Un hecho bésico que usaremos
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en lo sucesivo es que si M es construible, entonces su clausura Zariski es igual a su
clausura Euclidea (ver, por ejemplo, [Mum88, Chapter I, §10, Corollary 1]).

En la misma linea llamamos construible a la aplicacién parcial ¢ si el grafico
de ¢ es construible como subconjunto del espacio afin A™ x A™. Decimos que ¢ es
polinomial si ¢ es la restriccion de un morfismo de variedades afines A" — A™ a
un subconjunto construible M de A™ (y por lo tanto una aplicacién total de M en
A™). Ademsds, llamamos a ¢ una aplicacién racional de M si el dominio U de ¢
es un subconjunto abierto y denso Zariski de M y ¢ es la restriccion a U de una
aplicacién racional de la clausura Zariski M de M. Obsérvese que, siendo U a su
vez construible, U contiene un subconjunto abierto y denso Zariski de M (ver, por
ejemplo, [Har77, Exercise 3.18]).

Sea ¢ : M — A™ una aplicacion construible total. Decimos que ¢ es regular en
x € M si existe una aplicacion racional ¢ : M --» A™ y un subconjunto abierto U
de M con x € U tal que ¢ = ¢ en U. Decimos que ¢ es regular si es regular en
todo punto de M. En otras palabras, ¢ es regular si es una aplicacion racional de
M definida en todo punto de M.

Puesto que la teoria elemental (esto es, de primer orden) de cuerpos algebraica-
mente cerrados con constantes en C admite eliminacion de cuantificadores, construc-
tibilidad significa simplemente definibilidad elemental. En particular, ¢ construible
implica que el dominio y la imagen de ¢ son subconjuntos construibles de A" y
A™ respectivamente (ver, por ejemplo, [Mar02]). Un hecho 1til concerniente a las
aplicaciones construibles que vamos a usar en lo sucesivo es el siguiente resultado
(ver, por ejemplo, [Mar02, Proposition 3.2.14]).

Lema 9.1.1. Sea M un subconjunto construible de A" y sea ¢ : M --+ A™ una
aplicacion parcial. Entonces ¢ es construible si y solo si existe una particion de su
dominio en finitos subconjuntos construibles, digamos My, ..., My, tales que para
1 < k < s la restriccion de ¢ a My es una aplicacion racional de My que estd
definida en todo punto de M.

En particular, si ¢ : M — A™ es una aplicacion construible total, entonces existe
un subconjunto abierto y denso Zariski U de M tal que la restriccion ¢|y de ¢ a U
es una aplicacion racional.

Ahora vamos a introducir las nociones de aplicacién débilmente continua, fuer-
temente continua, topoldgicamente robusta y hereditaria del conjunto construible
M. Estas cuatro nociones constituiran una herramienta fundamental para la mode-
lizacion de los problemas y algoritmos de interpolacién de Hermite-Lagrange en la
Seccion 9.2 y el Capitulo 10.

Definicién 9.1.2. Sea M un subconjunto construible de A" y sea ¢ : M — A™
una aplicacion construible (total). Consideramos las siguientes cuatro condiciones:

(i) existe un subconjunto abierto y denso Zariski U de M tal que la restriccion
¢lu de ¢ a U es una aplicacion racional de M y el grifico de ¢ estd contenido
en la clausura Zariski del grdfico de ¢|y en M x A™;

(i) ¢ es continua con respecto a la topologia Euclidea (esto es, fuerte) de M y

Am }.
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(11i) para toda sucesion (zy)reny de M que converge en la topologia Euclidea a un
punto de M, la sucesion (¢(xy))ren €s acotada;

(iv) para todo subconjunto construible N de M la restriccion ¢l : N — A™ es una
extension de una aplicacion racional de Ny el grifico de ¢|n estd contenido
en la clausura Zariski del grdfico de esta aplicacién racional en N x A™.

Llamamos a la aplicacion ¢

débilmente continua si ¢ satisface la condicion (i),

fuertemente continua si ¢ satisface la condicion (ii),

topoldgicamente robusta si ¢ satisface las condiciones (i) y (iii),

hereditaria si ¢ satisface la condicion (iv).

Observacién 9.1.3. Sea ¢ : M — A™ una aplicacion construible total. Entonces ¢
es topologicalmente robusta st y solo si existe un subconjunto abierto y denso Zariski
U de M para el cual la condicion (i) se satisface y, para toda sucesion (rg)ken de
U que converge en la topologia Euclidea a un punto de M, la sucesion (¢(xy))ren
es acotada.

Demostracion. La parte solo si es obvia. Vamos a probar la parte si: supongase
que la segunda condicién en el enunciado de la observacion se satisface y sea U el
correspondiente subconjunto abierto y denso Zariski de M. Sea (1 )ren una sucesién
arbitraria de M que converge en la topologia Euclidea a un punto x € M. Entonces
de la condicién (i) deducimos que existe una sucesion (yx)ren de puntos de U tal que
|| (zx, ¢(xk)) — (yg, @(yk))|| < 1/k se satisface para todo k € N, donde || - || denota
la norma Euclidea de M x A™. Esto implica que la sucesion (y)ken converge a x'y
que ||¢(zr) — d(yx)|| < 1 vale para todo k € N. Por lo tanto la sucesion (¢(xy))ren €s
acotada. Concluimos que la aplicacion construible ¢ : M — A™ es topologicamente
robusta. Esto termina la demostracién de la Observacién 9.1.3. ]

Ahora analicemos la interdependencia de las nociones de aplicacion débilmente
continua, fuertemente continua, topolégicamente robusta y hereditaria.

Lema 9.1.4. Sea ¢ : M — A™ una aplicacion construible fuertemente continua.
Entonces ¢ es débilmente continua, topologicamente robusta y hereditaria.

Demostracion. Primero probamos que ¢ es débilmente continua. De acuerdo con
el Lema 9.1.1, existe un subconjunto abierto y denso Zariski U de M tal que ¢|y
es una aplicacion racional de M. Luego, la continuidad fuerte de ¢ implica que el
grafico de ¢ estd contenido en la clausura Euclidea del gréfico de ¢|y. Puesto que
las clausuras FEuclidea y de Zariski de un conjunto construible coinciden, deducimos
que ¢ es débilmente continua.

Puesto que la condicién (ii) implica la condicién (iii), la aplicacién construible ¢
es topoldgicamente robusta. Ahora es claro que ¢ es hereditaria. O
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Por otra parte, una aplicacién débilmente continua o topolégicamente robusta
no necesariamente es fuertemente continua, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9.1.5. Sea M C A? el conjunto construible M := {(xy,z5) € A% : x1-15 =
0} y ¢ : M — A la aplicacion total definida por

i
b(z1.7a) = x1+1962’ para (x1,22) # (0,0);
1,42) -—

0, para (z1, ) = (0,0).

Sean 0 := (0,0) y U := M\ {0}. Es claro que ¢ es una aplicacion construible, U
es un subconjunto abierto y denso Zariski de M y la restriccion ¢|y de ¢ a U es
una aplicacion racional de M. Afirmamos que el grdfico G de ¢ estd contenido en
la clausura Zariski del grdafico Gy de ¢|y. En efecto, puesto que Gy es un conjunto
construible, la clausura Zariski de Gy es igual a la clausura fuerte de Gy. Por lo
tanto, para probar nuestra afirmacion es suficiente probar que el grdafico G de ¢
estd contenido en la clausura fuerte de Gy . Por definicion, el conjunto construible
G\ Gu consiste sdlo del punto (0,0). No obstante, (0,0) pertenece a la clausura
fuerte de Gy, puesto que este punto es el limite de la sucesion (x(k), ¢|U(x(k)))keN de

Gu definida por ) := (0,1/k) para todo k € N. Esto termina la demostracion de
nuestra afirmacion y prueba que la aplicacion ¢ es débilmente continua.

Ahora probamos que ¢ es topoldgicamente robusta. Con este propdsito, observa-
mos que ¢(x1,0) =1 para todo z; € A\ {0} y ¢(0,z2) = 0 para todo x5 € A'. Esto
prueba que la aplicacion ¢ es acotada. En consecuencia ¢ satisface la condicion (iii)
y por lo tanto ¢ es topologicamente robusta.

Finalmente, probamos que ¢ no es fuertemente continua. Sea (z™)iey la su-
cesion de M definida por *) := (1/k,0) para todo k € N. Entonces es fdcil ver
que
lim ¥ =0e M y klgn P(x®) =1 # ¢(0).

k—o0

Esto prueba que ¢ no es fuertemente continua.

Si la aplicacion construible ¢ : M — A™ es débilmente continua, no hay garantia
de que la restriccion de ¢ a un subconjunto construible arbitrario de M sea también
débilmente continua, como se muestra en el siguiente ejemplo. En consecuencia es
posible que las restricciones de aplicaciones topoldgicamente robustas a subconjuntos
construibles de sus dominios no sean topoldogicamente robustas. Si la aplicacion
¢ M — A™ es polinomial, entonces ¢ es fuertemente continua (y por lo tanto, por
el Lema 9.1.4, débilmente continua, topolégicamente robusta y hereditaria).

Ejemplo 9.1.6. Considérese de nuevo el conjunto construible M C A% y la aplica-
cion total ¢ : M — Al del Ejemplo 9.1.5, a saber, M := {(xy,25) € A% : x1-35 = 0}
Y

T
o0, 73) = le:mQ, para (x1,22) # (0,0);
1,42) -—

0, para (‘Tlan) = (070>-

Entonces la restriccion ¢ly : N — Al al subconjunto construible N := {(x1,0) €
A%z € A'} de M no es débilmente continua. En particular, ¢ no es hereditaria.
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El concepto de hereditariedad suena mas bien abstracto y axiomatico. Lo ne-
cesitaremos en lo que sigue para una formulacion matemédtica correcta y completa
de nuestro modelo algoritmico. En el Capitulo 10 estableceremos una condicion al-
goritmicamente significativa que implica la hereditariedad de aplicaciones topologi-
camente robustas adecuadas (ver la Definicién 10.2.7, la Proposiciéon 10.2.9 y el
Corolario 10.2.11 més abajo).

9.2. Un modelo computacional para la interpola-
cién de Hermite—Lagrange

Sean n, D, K, L, M y N seis parametros discretos pertenecientes a N. Sea
X = (Xy,...,X,), donde Xj,..., X, son indeterminadas sobre C, y dendtese por
IT (o, mas precisamente, por I1™) el anillo de polinomios C[X] := C[X1,..., X,]
y por IIp (o por H(Dn)) el C—espacio vectorial de los polinomios de II de grado a lo
sumo D.

En lo que sigue nos ocuparemos de familias discretas (dependiendo de algunos o
de todos los pardametros n, D, K, L, M y N) de problemas y algoritmos de interpo-
lacion de Hermite-Lagrange. Antes de introducir un modelo general de computacion
que contiene estos dos conceptos vamos a discutirlos en el contexto mas intuitivo de

interpolacién de Lagrange.

9.2.1. Revision de la interpolacién de Lagrange
Problemas de interpolacién de Lagrange

Informalmente, un problema de interpolacion de Lagrange esta determinado por
una clase D de datos de interpolacion y una clase O de interpolantes. En lo que
sigue pensaremos que para parametros fijos n, D y K las clases D, O y la relacion
entre ellas se realiza por medio de las siguientes estructuras matematicas:

» La clase D es un subconjunto construible del espacio ambiente afin A™+)*K

que consiste de K—tuplas ((z1,41),--.,(Tk,yx)) de nodos z; € A™ y valores
y; € C, 1 <i < K, tales que z; # z; para toda eleccién de indices 1 <i < j <
K.

= La clase O es un subconjunto construible del espacio vectorial de dimension
finita I1p, tal que para todo dato de interpolacién d := ((x1,41), .., (T, Yk))
perteneciente a D existe exactamente un interpolante f € O que resuelve el
problema de interpolacion de Lagrange para d, i.e., que satisface la condicion
flx;) =y, paral <i< K.

= Existe una aplicacién construible ® : D — IIp cuya imagen esta contenida en
O y que asocia a cada dato de interpolacién d € D el interpolante ®(d).

En el contexto de la interpolacién de Lagrange clasica, la clase de interpolantes
O es siempre un subespacio de dimensién finita del anillo de polinomios II (y por lo
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tanto contenido en I1p para algiun D) y D es usualmente un subconjunto construible,
denso Zariski de A®TVXK En lo que sigue, la clase O puede tener una estructura
geométrica no lineal; por ejemplo, O puede ser una subvariedad algebraica de gra-
do mas alto del espacio afin IIp. A su vez, los datos de interpolaciéon pueden ser
interdependientes, esto es, D puede estar contenido en una subvariedad algebraica
propia de A(HDxK,

En la teoria clésica de interpolacion uno desearia que toda sucesion convergente
de interpolantes de Lagrange convergiera a un interpolante de Hermite. Desafortuna-
damente esto no es cierto en general. En consecuencia requeriremos que la aplicacion
® satisfaga una condicion de coalescencia mas modesta, aunque muy natural, que
puede parafrasearse como un tipo débil de “continuidad” de ® con respecto a las
topologias Euclideas de D y O. La aplicacion & establece una cierta interdepen-
dencia entre los datos de interpolaciéon de D y los interpolantes de O. También
requeriremos que las caracteristicas esenciales (topoldgicas o geométricas) de esta
interdependencia se preserven cuando restringimos la clase D a un subconjunto cons-
truible arbitrario. En términos mas técnicos podemos pensar que ¢ : D — Ilp es
una aplicacion construible, topolégicamente robusta y hereditaria en el sentido de
la Seccién 9.1. Si este es el caso, ¢ seguramente satisface nuestros requerimientos
(informales). Estd de mds decir que en la teorfa clésica de interpolacién de Lagrange
la aplicacién que corresponde a ® es siempre fuertemente continua (y por lo tanto,
por el Lema 9.1.4, topolégicamete robusta y hereditaria).

Esta es entonces la manera en que vamos a formalizar la nociéon de un problema
de interpolacion de Lagrange, a saber, por un subconjunto construible D de un
espacio afin ATD*K " que representa como arriba los datos de interpolacién del
problema, y por una aplicacién topolégicamente robusta y hereditaria ® : D — Ilp,
que para todo d := ((x1,y1), ..., (T, yx)) perteneciente a D satisface la condicién
O(d)(x;) =y; paral <i < K.

Algoritmos de interpolacién de Lagrange

Para desarrollar nuestro modelo para el concepto informal de familia de proble-
mas de interpolacién de Lagrange, s6lo hacemos referencia a estructuras matematicas
“objetivas”, como datos de interpolacién, interpolantes y la aplicacién ®. Siguiendo
la terminologia de [CGH"03] los elementos de D, interpretados como datos de inter-
polacion, pueden considerarse como objetos de entrada y los elementos de O como
objetos de salida los cuales resultan relacionados por la aplicacién (matemética)
®. Sin embargo esto no es suficiente, ya que para la modelizacion del concepto de
algoritmo de interpolacion de Lagrange, necesitamos tratar con estructuras de datos
que representen los objetos de entrada y salida.

Como se menciond en la Seccién 1.2.3, una caracteristica particular de la in-
terpolacion de Lagrange (y también de Hermite) consiste en la identificacion del
concepto de objeto de entrada y el cédigo que lo representa. Por lo tanto el subcon-
junto construible D de A+D*K 1o sélo tiene que ser considerado como un conjunto
de datos de interpolacion (objetivos), sino también, y simultdneamente, como una
estructura de datos que contiene los c6digos de entrada (o representaciones)
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que codifican los datos de interpolacién. Esto no es otra cosa que una interpretacion
de la ciencia computacional de algo que ya es habitual en teoria de interpolacion.
Por lo tanto, en el contexto de este trabajo, el dato de interpolacién y el codigo de
entrada son nociones que reflejan distintos aspectos del mismo objeto matematico.

Sin embargo nuestro punto de vista difiere del estandar con respecto a los in-
terpolantes y sus representaciones, puesto que nosotros no fijamos de antemano la
estructura de datos de salida, digamos D*, que codifica la clase de objetos de sa-
lida O definida por los interpolantes. En el contexto de la interpolacién de Lagrange
(y de Hermite) clasica, D* es siempre la representacién densa (o convenientemente
rala) de los interpolantes por sus coeficientes. En el presente trabajo deseamos ad-
mitir como D* estructuras de datos mas generales como, por ejemplo, el dominio
de instancias de una representacién adecuada de los interpolantes por straight-line
programs. Para explicar nuestro punto de vista vamos a analizar la relaciéon entre
la interpolacién de Lagrange y la representacion de polinomios por straight—line
programs en mas detalle.

Ahora fijamos los pardmetros n y L. Sea D := 2L K = 4(L +n + 1)? + 2,

M := (L+n+1)2 ysea O el subconjunto de los polinomios de I que se pueden
representar por un straight—line program sin divisiones de longitud no escalar L. A
partir de [BCS97, Exercise 9.18] deducimos que O es un subconjunto construible
del espacio vectorial de dimension finita IIp = Hgb). Ademas, puesto que M =
(L+n+1)2, existe un straight-line program sin divisiones fijo 3 de longitud no escalar
L en M pardmetros genéricos (también llamado un esquema de computacién
de longitud no escalar L) con la siguiente propiedad:
Para todo polinomio f € O existe una instancia z € AM tal que la especializacién
B(z) de B en z es un straight—line program de longitud no escalar L (con parametros
complejos z) que codifica el polinomio f. Considerando @ como un subconjunto
(construible) del espacio vectorial de dimensién finita [Ip, podemos describir esta
codificacién por una aplicacién polinomial (esto es, un morfismo de variedades
afines) w* : AM — Tlp. En particular tenemos que w*(z) = f. Obsérvese que la
imagen de w* es O, por lo tanto O es irreducible.

Supdéngase dados puntos 7i,...,7x de A" distintos dos a dos y un subcon-
junto construible D de A¥ tales que para vy := (y1,...,7k) el conjunto D, :=
{((rsv1)s -+ (V& UK)) = (Y1, .- -,yx) € D} representa los datos de interpolacién
de un problema de interpolacion de Lagrange para la clase de interpolantes O. De
acuerdo con nuestros comentarios en la Seccién 9.2.1, este problema de interpo-
lacién de Lagrange podria modelizarse por una aplicacion topoldgicamente robus-
ta y hereditaria ® : D — IlIp con imagen O. Por lo tanto D y ® describen un
problema de interpolaciéon de Lagrange. En la Seccion 9.2.3, usando la hipdtesis
K = 4(L 4+ n + 1)? + 2, exhibiremos un ejemplo concreto de esta situacion.

La tarea algoritmica es ahora calcular (de manera uniforme y deterministica),
para cada c6digo de entrada d € D, un c6digo de salida, digamos W(d), que pertenece
a AM y que representa el interpolante ®(d) de la siguiente manera: ¥(d) es una
instancia del esquema de computacién 5 que satisface la condicién w*(¥(d)) =
®(d). En consecuencia, modelizamos la nocién de algoritmo de interpolacién de
Lagrange usando una aplicacién (total) ¥ : D — AM que tiene que satisfacer ciertas
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condiciones que vamos a explicar a continuacién.

Sea D* un subconjunto construible de AM con w*(D*) = O. Para simplificar la
notacién también escribiremos w* : D* — Ilp para la restriccién de w* : AM — IIp a
D*. Consideramos D* como la estructura de datos de salida y w* como la codificacién
de los objetos de salida del algoritmo de interpolacion representado por la aplicacion
¥. Consecuentemente requerimos que ¥ aplique D en D*.

Ademas deseamos que ¥ sea en algun sentido “computable” y que W permanezca
“computable” si la restringimos a un subconjunto construible arbitrario de D, de
acuerdo con el requerimiento anterior sobre el problema de interpolacion ®. Puesto
que una aplicacion racional se puede considerar como “computable sélo en entradas
genéricas”, requerimos que W sea hereditaria.

Esta condicion es muy débil, puesto que incluye el caso en que el algoritmo de
interpolacién de Lagrange detréds de la aplicaciéon ¥ se implementa por un programa
de computacién que contiene ramificaciones. Un caso tipico de un algoritmo libre
de ramificaciones podria aparecer si ¥ fuera una aplicacién polinomial. Sin embar-
go, a partir del Teorema 11.2.1 mas abajo deducimos que no existe una aplicacién
polinomial ¥ : D — D* tal que, para M < 26‘/E, donde ¢ > 0 es una constante
universal, el siguiente diagrama conmuta:

p— Y _p (9.1)
k lw
sy

De hecho, el Teorema 11.2.1 hace la misma afirmacién para una clase de aplicaciones
U topoldgicamente robustas y hereditarias mucho mas amplia, a saber para la clase
de aplicaciones geométricamente robustas que seran introducidas en la Seccién 10.2.

Los datos D*, w* y ¥ determinan ahora un algoritmo de interpolacién que
resuelve el problema de interpolaciéon dado por ®.

Nuestro interés por la codificacion de polinomios por straight—line programs esta
motivado por el hecho de que existen ejemplos computacionalmente relevantes de
polinomios de grado alto como (1 +T)*" o 3. j<or T7 que pueden ser evaluados
usando sélo unas pocas operaciones aritméticas, a saber O(L), mientras que exis-
ten otros ejemplos de gran interés, como el polinomio de Pochhammer-Wilkinson
[To<j<or (T — j) o el polinomio » 5 ;coe T7/j, cuyo estatus de complejidad es des-
conocido (aqui 7" denota una nueva indeterminada). Por otra parte, los polinomios
(multivariados) que aparecen como productos secundarios o finales de procesos de
eliminacion en geometria algebraica y semialgebraica efectiva pueden codificarse por
straight—line programs cuya longitud es polinomial en el grado de estos polinomios.
Esto implica en casos tipicos una mejora exponencial de la estructura de datos con
respecto a las estructuras de datos cldsicas, a saber la codificacién densa (o rala) de
polinomios.

Se podria plantear la cuestién de si tales polinomios de eliminacién admiten
también codificaciones por straight—line program cuya longitud es polilogaritmica
en el grado del polinomio dado. La respuesta esperada es no, ya que si no, tendriamos
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P = NP en el modelo de complejidad BSS sobre los nimeros reales o complejos
(ver, por ejemplo, [BSS89], [BCSS96], [BCSS98] y [HMI3] para més detalles).

Si el concepto de “eliminacion polinomial”se interpreta de una manera mas abar-
cativa, a saber, mas alla de los ejemplos clasicos de las resultantes, entonces se puede
incluso probar que los procedimientos de eliminacién generales no siempre son ca-
paces de producir representaciones polilogaritmicas por straight-line programs para
sus polinomios de salida, a menos que estos procedimientos introduzcan ramifica-
ciones arbitrarias y no controladas (ver [GHO1] y [CGH™03]).

9.2.2. EIl modelo general

Ahora estamos en condiciones de describir el anunciado modelo de computacién
que incluye también la interpolacién de Hermite. Reemplazando en la discusion
anterior sobre la interpolacién de Lagrange la cantidad (n 4+ 1)K (o K) por el
parametro N, llegamos a la siguiente formulacion:

Definicién 9.2.1. Sean n, D, M y N numeros naturales fijos. Decimos que un
problema de interpolacion de Hermite—Lagrange estd determinado por un sub-
conjunto construible D del espacio afin AN, actuando como estructura de datos de
entrada, y una aplicacion topolégicamente robusta y hereditaria ® : D — Hg).

Ademds decimos que un algoritmo de interpolacion de Hermite—Lagrange
(que resuelve el problema de interpolacion dado) estd determinado por un sub-
conjunto construible D* del espacio afin AM, actuando como estructura de datos de
salida, una codificacion polinomial w* : D* — ng) de los objetos de salida y una
aplicacion hereditaria V : D — D*, es decir, el algoritmo en un sentido restringido,
tal que el diagrama (9.1) conmuta.

Por supuesto, este modelo captura situaciones mucho mas generales que la inter-
polacién de Hermite-Lagrange en el sentido intuitivo usual. No obstante, el modelo
representa todo lo que necesitamos para nuestra discusion matematica sobre la com-
plejidad de la interpolacién polinomial. En particular no habra necesidad de mode-
lizar exactamente la nocién informal de la interpolacién de Hermite-Lagrange.

9.2.3. Tres familias criticas de ejemplos

El propdsito de esta seccidn es ilustrar las nociones de las secciones anteriores por
medio de tres familias significativas de problemas de interpolacion. Estas familias
constituyen nuestros ejemplos prototipicos, y seran mas extensamente discutidas en
la Seccién 10.3 y en el Capitulo 11.

Las primeras dos familias proceden de la interpolacion de Lagrange univariada
estdndar. Sus estructuras de datos de entrada son subconjuntos abiertos Zariski (no
vacios) de espacios afines y por lo tanto variedades suaves. Luego analizamos dos
casos de interpolacién de Hermite-Lagrange multivariada sobre curvas singulares.
Nuestro ultimo ejemplo es el de un problema de interpolacién no lineal, es decir,
el conjunto de interpolantes no es un subespacio lineal, sino un conjunto construible
del correspondiente espacio ambiente afin.
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Interpolacion de Lagrange univariada
En términos de las notaciones introducidas anteriormente, sea KX > 2 un nimero

natural, n =1, D =K — 1, M := K, N := 2K, X := X; y I, := I1})).

Interpolacion de Lagrange en nodos fijos. Fijese un punto arbitrario v :=
(Y1, --,7K) € AX con ~; # v; para 1 <i < j < K. El problema de interpolacién

de Lagrange univariado (genérico) en los nodos (fijos) 71, ..., vk consiste en hallar,
para todo y := (y1,...,yx) € A¥, el (dnico) polinomio f,, € IIp que satisface la
condicion

fry(y) =vy; paral<j<K. (9.2)

Sea D., el subconjunto construible Dy := {71} x Al x .-+ x {yx} x Al de AV,
Entonces el problema de interpolacion de Lagrange univariado en nodos
fijos v1,...,7k estd representado por la aplicacién ®. : D, — IIp que asocia a
cada d := (v1,v1,-..,7k,Yx) € D, el Gnico polinomio f; := f,, de IIp determinado
por la condicién (9.2). Puesto que ®., es una aplicacién polinomial, concluimos que
D, y ®, determinan un problema de interpolacion de Lagrange en el sentido de la
Definicién 9.2.1.

Sea D* := AM y sea w* : D* — IIp la codificacién de los elementos de IIp por su
representacion densa, esto es, w*(ag, ..., ax_1) := Zf;ol a; X7 para (ag,...,ax_1) €
D*. Sabemos que para cada d := ((71, y1),- - (Vk, yK)) €D, cony = (Y1,...,YK),
la representacion densa de f; € Il estd dada por ‘Q‘ly, donde V, := (”7571>1SZ'7]‘SK €
ABXK o5 ]a matriz de Vandermonde asociada a ~. Por lo tanto, la aplicacién poli-
nomial ¥, : D, — D* definida por V. (d) := V{ly determina un algoritmo en el
sentido de la Definicion 9.2.1 que resuelve el problema de interpolacion de Lagrange
dado por D, y ®,.

Interpolacion de Lagrange en nodos genéricos. La construccién anterior se
puede modificar facilmente para modelizar también la interpolacion de Lagrange
univariada clasica en nodos genéricos. Con las notaciones anteriores, sea U el sub-
conjunto abierto Zariski de AX definido por U = {(y1,...,7x) € AK : ~; #
v; para 1 < i < j < K} y sea D el subconjunto construible de A" definido por
D :=U x AX. Para todo d := (v,y) € D denotamos por f; el tinico polinomio de
IIp determinado por la condicién (9.2). Entonces el problema de interpolacién
de Lagrange univariado genérico estd representado por D y la aplicacion ra-
cional regular (esto es, bien definida en todo D) ® : D — IIp que asocia a cada
d € D el polinomio f; € IlIp. Esto implica que ® es fuertemente continua (por
lo tanto topolégicamente robusta y hereditaria). Concluimos que D y ® determi-
nan un problema de interpolacién de Lagrange en el sentido de la Definicion 9.2.1.
Puesto que la representacion densa de f; con d = (v,y) € D estd dada por el
vector V,Y_ly, vemos que para D* := AM_ la codificacién w* : D* — IIp definida
por w*(ag,...,ax_1) = Z]K:_ol a;X*, v la aplicacién racional regular ¥ : D — D*
definida por ¥(d) := V;ly, determinan un algoritmo en el sentido de la Definicion
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9.2.1 que resuelve el problema de interpolaciéon dado por D y ®, puesto que ¥ es
hereditaria.

Interpolacion de Hermite—Lagrange bivariada sobre curvas singulares

Sean X, X5 indeterminadas sobre C y sea @ .= C[X1, X5]. En esta seccién
consideramos dos ejemplos de interpolacion de Hermite—Lagrange bivariada defini-
dos sobre un subconjunto abierto Zariski D de una curva singular C C A?. En el
primer ejemplo el problema de interpolacion estda determinado por una aplicacién
fuertemente continua ® : D — HgQ), mientras que en el segundo ejemplo el pro-
blema esta determinado por una aplicacién topolégicamente robusta y hereditaria
o:D— HgQ) que no es fuertemente continua.

Interpolacién sobre la curva X? — X2 = 0. Consideramos la curva algebraica
irreducible C de A? definida por la ecuacién X;— X3 = 0, que contiene el subconjunto
abierto Zariski no vacio D := C \ {(—1,+:)}. Sea f : A? — A! una aplicacién
polinomial. Es claro que la restriccion f|p de f a D is topoldgicamente robusta
y hereditaria. Obsérvese que el punto 0 := (0,0) pertenece a D. Consideramos el
problema de interpolar f a partir de los valores f(d) (d € D) y f(0) por medio de
polinomios de H?).

Obsérvese que para todo punto d := (dy,ds) € D\ {0} existe un tnico polinomio
ga del subespacio lineal Ey; := C+ C-(d; X1 +dyX5) de H?) que satisface la condicion
ga(d) = f(d) y ga(0) = f(0). Teniendo en cuenta que d3 + d3 # 0, el polinomio gy
se puede escribir como

(f(d) = £(0))d: (f(d) — £(0))dy
i T E e

ga = f(0) + 2.
El espacio C-lineal de los interpolantes E; representa el espacio solucién minimo
( “least solution space”) introducido en [dBR92] (ver también [dBR90)).
Finalmente, definimos gg como el tinico polinomio del subespacio C-lineal C +
C- X de H?) que interpola f y su derivada parcial 9f/9X; en el punto 0 € A? a
saber,
of

Jo ‘= f(O) + 8X1

Por lo tanto tenemos go(0) = f(0) v (0g0/0X1)(0) = (0f/0X1)(0).

Se ve facilmente que la aplicaciéon ¢ : D — HgQ) definida por ®(d) := g4 es
construible y que ®|p\ (o} es una aplicacion racional de D, regular en D \ {0}.

Afirmamos que  es fuertemente continua (y por lo tanto, topolégicamente robus-
ta y hereditaria). Para verlo, es suficiente mostrar que, para toda sucesién (d®),cx
de D\ {0} que converge a 0, la sucesién (®(d*)),ey converge a ®(0).

Fijese d := (dy,dy) € D\ {0}. Luego tenemos d3 = d3, dy # 0, d? +d2 # 0 y
(dy/dy)* = d;. Esto implica

(f(d) — f(0)dy _ (f(d) — f(0))dr _ f(d)—f(0) 1

— = 9.3
d3 + d3 (1 +dy) d; 1+d, ©-3)

(0)X.
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y
(f(d) = f(0))d>  (f(d) — f(0))d>  f(d) — f(0)d> 1 (9.4)
B+d3 B+ d) di  dil+dp '

Considerando el desarrollo de Taylor de f en 0, concluimos que existen polinomios
Q1, Qs de II® con Q,(0) = Q2(0) = 0 tales que

@)= 10 = ( 75-0) + Qi) )i + ( $(0) + Qula) )

Sea (d®™)en una sucesién de D\ {0} que converge a 0 € D. Puesto que
(d?/d*)2 = @™ vale para todo k € N, concluimos que

fdW)y—fo) . (df 0y [ 9F (k) )ﬂ) _ o
PN i (axl (O)+Qu(d )+(0X2 (0)+@:(d™) d?k) “ o

1

lim
k—o00
Combinando esta identidad con (9.3) y (9.4) deducimos que ® es fuertemente con-
tinua.

Por lo tanto & : D — H?) determina un problema de interpolacion de Hermite—
Lagrange en el sentido de la Definicién 9.2.1.

Ahora sea D* := A3 y considérese la representacién densa candnica w* de los
polinomios bivariados sobre C de grados a lo sumo uno como la codificacién de la
salida. Mé&s precisamente, definimos w* : D* — H§2) por w*(ag, a1, as) := ag+ a1 X1+
a2 X5. Ademas, sea ¥ : D — D* la aplicacion construible definida como

UM%;@?M%Cﬂggign@),pmad:(ﬁdﬁ#0§

(0), O>, para d = 0.

/(0),
f(0)

U(d) := of

10X,

Entonces ¥ es una aplicacion fuertemente continua que resuelve el problema de
Hermite-Lagrange determinado por ®.

Interpolacién sobre la curva X2 = X? + X?. Consideramos ahora la curva
algebraica irreducible C de A? definida por la ecuacién X3 = X7 + X}, que contiene
el subconjunto abierto Zariski no vacio D := C \ {(—2,%2¢)}. Nuevamente sea f :
A% — A' una aplicacién polinomial. Es claro que la restriccién f|p de f a D es
topolégicamente robusta y hereditaria. Obsérvese que 0 := (0,0) pertenece a D.

Consideramos ahora el problema de interpolar f a partir de los valores f(d)
(d € D)y f(0) por medio de polinomios de H§2).

Para todo punto d := (dy,dy) € D\ {0} existe un unico polinomio g4 en el
“espacio solucién minimo” de [dBR90], [dBR92], a saber el subespacio lineal E; :=
C+ C-(d1 X1 +d2X5) de HgQ), que satisface la condicién gq(d) = f(d) y g4(0) = £(0).
Puesto que d? + d3 es distinto de cero, el polinomio gg se puede escribir como

(f(d) = £(0))ds . (f(d) = £(0))d;
g s

2.

ga = f(0) +
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Finalmente, deﬁmmos go como el unico polinomio del subespacio C-lineal C +
C-(X1+ X3) de H 2) que interpola f y la suma de sus primeras derivadas parciales
en 0, es decir

Jo = f(0>+%(ai?1(0)+a¥2(0)))(1+ <£>J<cl( )+£§2< ))XZ'

Por lo tanto tenemos ¢o(0) = f(0) v (0g0/0X1 + 0go/0X32)(0) = (0f/0X; +
0f/0X2)(0).
Se ve facilmente que la aplicacion & : D — H ) definida por ®(d) := gy es
construible y que ®|p\ (o} es una funcién racional de D regular en D\ {0}.
Afirmamos que ® también es topolégicamente robusta. Para verlo, primeramente

mostramos que ®(d) permanece acotada cuando d € D se aproxima a 0 € D. Sea
d := (dy,dy) € D\ {0}. Tenemos d? + d3 = 2d? + d3, d; # 0 y d? + d3 # 0. Esto

implica
(f(d) — f(0))dy _ (f(d) — f(0))dr _ f(d)—f(0) 1 9.5)
di + d3 d}(2 + dv) d  2+d '
' (f(d) — f(0))dy _ (f(d) — f(0))d> _ f(d)— f(0)dr 1 (9:6)

E+d  EQ2+d) 4 di2+dy
Considerando el desarrollo de Taylor de f en 0, deducimos que existen polinomios
Q1,Q2 de TI® con Q1(0) = Q2(0) = 0 tales que

1@ =10 = (L0 + @@ ) + (520 + Q) ) 01

Sea (d®))ey una sucesion de D\ {0} que converge a 0 € D. Para todo k € N
tenemos

d®)—f0) o o piG)
MO - Sho ) + (0 + o)) 5.

Teniendo en cuenta que (dgk) / dgk))2 =1+ dgk) y el hecho de que @,Q> definen
funciones fuertemente continuas en un entorno de 0 concluimos que la sucesién
((f(d®) — f(O))/dgk))keN es acotada. Combinando esta observacién con (9.5) y
(9.6), vemos que  satisface la condicién (iii) de la Definicién 9.1.2.

Para ver que ® es topologicamente robusta queda probar que ® es débilmente
continua. Afirmamos que el grafico de ® estd contenido en la clausura Zariski del
grafico de la restriccion @[y de ® al subconjunto denso y abierto Zariski U := D\ {0}
de D. En efecto, sea (71 )ren una sucesién de reales positivos que converge a 0 € R
y sea (Sg)ren la sucesién definida por si := rg/1 + 1 para todo k € N. Es fécil
ver que (g, Sg)ken €s una sucesion de U y que limy_,, Si /7 = 1. Combinando esta
observacion con (9.5), (9.6) y (9.7) concluimos facilmente que

lim ‘I)(Tk, Sk) = Yo-

k—o0
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Esto muestra que el punto (0, go) pertenece a la clausura Euclidea, y por lo tanto
a la clausura Zariski, del grafico de la restriccién ®|y de ® a U := D\ {0}, como
habfamos afirmado. Por lo tanto, ® también satisface la condicién (i) de la Definicién
9.1.2. Puesto que D es una curva abierta irreducible, concluimos que ¢ : D — H§2)
también es hereditaria.

En consecuencia ® determina un problema de interpolacién de Hermite-Lagrange
en el sentido de la Definicién 9.2.1.

Sea ahora D* := A3 y considérese la representacién densa canénica w* : D* —
HgQ), w*(ag, ar,az) := ag + a1 X7 + a2 Xs de los polinomios bivariados sobre C de
grados a lo sumo uno como la codificacién de la salida. Ademas, sea W : D — D* la
aplicacion construible definida por

1), Y@~ FO)dr (f(d) - f(O))dy
; &+d3 &+ &2 ;

f(0), %((j—)é(o) + ;—i(ﬂ)), %(;—)‘2(0) + ;—;é(()))), para d = 0.

Entonces ¥ es una aplicacién hereditaria (e incluso topolégicamente robusta) que
resuelve el problema de Hermite-Lagrange determinado por ®.

Es importante observar que, en general, ni ® ni ¥ son fuertemente continuas.
De hecho, sea (71)ren una sucesion de reales positivos que converge a 0 € R y sea
(Sk)ren la sucesion definida por sg := —rg/1 + 7 para todo k € N. Es facil ver que
(Tk, Sk)ken €s una sucesiéon de puntos de D que converge a 0 y que limy_,o Sg/7 =
—1. Combinando esta observacién con (9.5), (9.6) y (9.7) concluimos facilmente que

1/ 0 0 1 0 0

Para (0f/0X5)(0) # 0, el lado derecho de la identidad anterior no es igual a go.
Esto muestra que ® no es fuertemente continua. Un argumento similar prueba que
¥ no es fuertemente continua.

para d := (dy,ds) # 0;
U(d) :=

Un ejemplo no lineal: sucesiones de identificacion e interpolacion

Retomamos aqui el ejemplo de la Seccion 9.2.1. Sean n, . € N que satisfacen
la condicién 24 > n y sea O el subconjunto de los polinomios de I := C[X]
que pueden ser evaluados por un straight—line program sin divisiones de longitud no
escalar a lo sumo L.

Observamos que todo polinomio f € O tiene grado acotado por 2F. Adema4s
O C Hgi), identificando cada elemento de O con su representacion densa, y asi
puede considerarse como un subconjunto construible de A"Z donde nj := (2Ln+")
(ver [HS82, Theorem 3.2] o [BCS97, Exercise 9.18]). Obsérvese que O es un cono de
A"z,

Denotemos con O la clausura de O con respecto a la topologfa fuerte o Zariski de
A" Sucede que O es una variedad irreducible que forma también un cono en A™.
Los elementos de O pueden considerarse como polinomios de ng) de complejidad
aproximada acotada por L (ver [Ald84, Lemma 2 y Satz 4]).
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Sea K := 4(L+n+1)?+2. De acuerdo con [CGH'03, Corollary 2] (ver también
[HS82, Theorem 4.4]), existen puntos enteros 71, ...,vx € A™ de longitud bit a lo
sumo 4(L + 1) < 2V/K tales que para todo f,g € O las igualdades f(v;) = g(7;)
para 1 < j < K implican f = ¢. Tal sucesién v := (v,...,7x) de puntos de
A" se llama una sucesién de identificacién para la clase de polinomios O. Sea
~ = (7,...,7x) una sucesién de identificacién para O y sea Z : O — AK la
aplicacion polinomial definida por

E(f) = (f(71)77f<7K))

Sea ademds N := K y D el subconjunto construible de AV definido por D := Z(0).
Entonces [CGHT03, Corollary 3] implica que D es un cono affn, cerrado e irreducible
de AN y Z: O — D es un morfismo finito, birracional de variedades irreducibles que
es ademds un homeomorfismo con respecto a las topologias fuerte y de Zariski. En
particular, la aplicacién ® :=="1: D — ng) es construible. Asimismo, en términos
de la Definicién 10.2.7 de la Seccién 10.2, ¢ es geométricamente robusta. Por lo
tanto la Proposicion 10.2.9 y el Corolario 10.2.11 de la Seccién 10.2 implican que $
es topoldgicamente robusta y hereditaria. Por lo tanto ® determina un problema de
interpolacién de Lagrange en el sentido de la Definicién 9.2.1.

Obsérvese que la eleccién de v := (71,...,7vx) como una sucesién de identifica-
cién para O implica que para todo punto y := (yi,...,yx) € D existe un tinico
interpolante f € O que resuelve el problema de interpolacién de Lagrange para el
dato de interpolacion y. Por lo tanto el conjunto construible O representa la clase
de objetos de salida de un problema de interpolacién de Lagrange determinado por
D y una aplicacién construible bien definida ¢ : D — ng) con imagen O. Obsérvese
también que este problema de interpolacion de Lagrange es no lineal en el sentido
que el espacio de interpolantes O es no lineal (no es cerrado bajo adiciones).

La Seccion 11.2 estara dedicada al estudio de la complejidad algoritmica de resol-
ver este problema de interpolacién particular, es decir, a la complejidad de recons-
truir los polinomios de O a partir de sus valores en una sucesion de identificacién.

9.2.4. Complejidad de problemas y algoritmos de interpo-
lacion de Hermite—Lagrange

Sean n, D y N numeros naturales fijos, sea D un subconjunto construible del es-
pacio afin AN ysea ® : D — Hgl) una aplicacién topoldgicamente robusta y heredita-
ria tales que D y ® determinan un problema de interpolacion de Hermite-Lagrange.
Llamamos a N el tamano de la entrada del problema de interpolacién dado.

Sea D* un subconjunto construible de un espacio afin A actuando como estruc-
tura de datos de salida, w* : D* — Hg) una codificacion polinomial de los objetos
de salida ®(D) y ¥ : D — D* una aplicacion hereditaria tales que D*, w* y ¥ repre-
sentan un algoritmo de interpolacién de Hermite-Lagrange que resuelve el problema
de interpolaciéon dado. Medimos la complejidad de este algoritmo de interpolacion
por el tamano de los objetos de salida, es decir, M.

La complejidad del problema de interpolacion de Hermite—Lagrange
determinado por D y ® es el entero no negativo minimo M tal que existe un
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algoritmo de interpolacién con estructura de datos de salida de tamano M que
resuelve el problema.

Por ejemplo, la complejidad del problema de interpolacién de Lagrange univa-
riado (genérico) en K nodos fijos introducido en la Seccién 9.2.3 es al menos K = N
(comparese con la Proposicion 11.1.1).

Observamos que esta nocién de complejidad es una generalizacion de tres medi-
das usuales de complejidad del tamano de los datos en teoria de eliminacién efectiva:
el tamano de la representacién densa o rala y la longitud (no escalar) de la repre-
sentacién por straight—line program de polinomios multivariados. Por ejemplo, sea
O la clase de objetos de salida de un problema de eliminacién y supéngase que los
elementos de O tienen grados acotados. Entonces los polinomios contenidos en O
generan un espacio ambiente C—lineal de dimension finita, digamos M. Por lo tanto
M es una cota inferior para el tamano de la representacién densa de un elemento del
“peor-caso”’de O. Esto implica que todo algoritmo que resuelve el problema de eli-
minacion subyacente y devuelve los polinomios de salida de O en su representacion
densa, requiere al menos tiempo M.

Por otra parte, para un polinomio dado F € I podemos considerar la longi-
tud no escalar minima L(F') de un straight-line program sin divisiones que evalia
F. Sea L € Ny definase Wy, := {F € C[Xy,...,X,] : L(F) < L}. A partir de
[BCS97, Exercise 9.18] (ver también [HS82, Theorem 3.2]) deducimos que Wy, es

(n)
oL

ALAn+)? ng), donde (L +n+1)? es el nimero de parametros necesarios para re-
presentar los elementos de W como instancias de un straight-line program genérico
sin divisiones de longitud no escalar L con n entradas. Por lo tanto la dimension
(L +n + 1) del espacio de pardmetros AFT"+D” refleja el tamaiio de los datos de
la representacion de los elementos de W, por medio de straight-line programs sin
divisiones. Puesto que un elemento genérico de W, requiere una tal representacion
de tamano al menos (L + n + 1)?, concluimos que, en el caso que Wy, esté contenido
en O, la cantidad (L +n+ 1)? es una cota inferior para la complejidad de todo algo-
ritmo que resuelve el problema de eliminacién considerado anteriormente y devuelve
los polinomios de salida de O en una representacién por straight-line program.

un subconjunto construible de II.;" que es la imagen de una aplicacién polinomial
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Capitulo 10

Algoritmos de interpolacién
robustos

Esta seccion esta dedicada a la modelizacion geométrica y algebraica de los
fenémenos de coalescencia (ver, por ejemplo, [BC97], [dBR92], [Olv06]) en el con-
texto de interpolacién de Hermite-Lagrange.

El tema principal es la nocién de aplicacion geométricamente robusta, que
captura simultaneamente los conceptos de robustez topoldgica y hereditariedad in-
troducidos en la Seccién 9.1. Esto nos permite modelizar geométrica y algebraica-
mente la nocion intuitiva de problemas y algoritmos de interpolacion limites. La
nocién de robustez topoldgica nos servira como un paso intermedio para una mejor
comprension del concepto mas bien técnico de robustez geométrica.

Con este fin comenzaremos con una caracterizacién algebraica de la nocién de
aplicacién topolégicamente robusta (Teorema 10.2.2 y Corolario 10.2.4). Luego in-
troduciremos la nocién de aplicacion geométricamente robusta y mostraremos que
tales aplicaciones son siempre hereditarias (Corolario 10.2.11). Usando el concepto
de robustez geométrica de aplicaciones construibles finalmente arribaremos a la no-
cién de problema y algoritmo de interpolacién geométricamente robusto, que captura
un cierto sentido de coalescencia. Esta nocién se discutird por medio de ejemplos
concretos en la Seccién 10.3 y el Capitulo 11 bajo los aspectos de interpolacion y
teoria de complejidad.

10.1. Nociones y hechos basicos de la teoria de
places

Comenzamos recordando algunas definiciones y hechos basicos de la teoria de
valuaciones y places (ver [ZS60] y [Lan93] para mas detalles y demostraciones).
Para evitar una generalidad innecesaria, limitamos nuestra exposicién al contexto
de C—-dlgebras y cuerpos (llamamos C—cuerpo a un cuerpo que extiende a C).

Sean K y Q dos C—cuerpos. Un place Q-valuado (o simplemente place) del
C—cuerpo K es un homomorfismo de anillos ¥ : Ry — €2 donde Ry es una C-4algebra
contenida en K tal que Ry y ¢ satisfacen siguiente condicion:
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x € K\ Ry implica 1/z € Ry y 9(1/z) = 0.
La C-algebra Ry con ideal maximal ker 1) es local, y se llama el anillo de valuacién
del place 9. Asociando a z € K \ Ry el valor “infinito” escribiremos ¥(z) := co. Asi
podemos interpretar el place ¥ como una aplicacién (total) ¥ : K — QU {oco}.
Recordamos los siguientes dos resultados basicos y bien conocidos.

Theorem I (Extensién de places). ([ZS60, Ch. VI, §4, Theorem 5] y [Lan93,
Ch. VII, §3, Corollary 3.3]) Sea A una C—dlgebra contenida en el cuerpo K y sea
€: A — Q un homomorfismo de C—dlgebras de A en el C—cuerpo 2. Entonces € se
puede extender a un place ¥ de K. Si ) es algebraicamente cerrado, el place ¥ se
puede elegir Q2—valuado.

Theorem II (Places y clausuras enteras). ([Lan93, Ch. VII, §3, proof of Proposition
3.5]) Sea A una C-dlgebra contenida en el cuerpo K. Entonces la interseccion [y Ry,
donde ¥ recorre todos los places de K con A C Ry, es la clausura entera de A en
K.

Si A es un dominio integro que es una C—dlgebra local con cuerpo de clases
residuales C y es esencialmente de tipo finito (esto es, es la localizacion de un anillo
que es finitamente generado sobre C), entonces la clausura entera de A en su anillo
de fracciones es la interseccion de los anillos de valuacion de los places C—valuados
que contienen a A.

La nocién més bien abstracta de place C—valuado se puede parafrasear en los
siguientes términos geométricos.

Sea V' una variedad irreducible afin y x un punto de V. Obsérvese que evaluar
las funciones coordenadas de V, es decir los elementos de C[V], en el punto x
proporciona un homomorfismo de C—élgebras ev, : C[V] — C que caracteriza el
punto z € V. Sea A := C[V], K := C(V), Q := C, € := ev, y fijese un place
C-—valuado ¥ : K — CU{oo} tal que ¥ extiende €. Entonces 9 asocia a cada funcién
racional ¢ de V un valor ¥(y¢) que puede ser finito o infinito. En el primer caso
consideramos a ¢ bien definida en el punto x € V', con valor J(p). En el segundo
caso consideramos el punto x € V' como un punto de indeterminacién o polo de la
funcién racional . En vista de [Tei82, 1.3.4, Corollaire 2] podemos decir que el place
¥ imita la evaluaciéon de funciones racionales sobre la normalizaciéon de un germen
de curva en el punto = de la variedad V.

10.2. La nocién de robustez geométrica

Por el momento fijemos un subconjunto construible M del espacio afin A™ y una
aplicacién construible (total) ¢ : M — A™ con componentes ¢1, . .., ¢,,. Supéngase
que ¢ es débilmente continua en el sentido de la Definicién 9.1.2, es decir

existe un subconjunto abierto y denso Zariski U de M tal que la restriccion
élu es una aplicacion racional de M y el grdafico de ¢ estd contenido en la
clausura Zariski I' del grdfico de ¢|y en M x A™.
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Obsérvese que I' es un subconjunto construible de A™ x A™ que contiene el grafico
de ¢. Sea w : I' — M la primera proyeccién de I' definida por 7(z, y) := x. Obsérvese
que 7 es una aplicacién polinomial.

Recordemos, de acuerdo con la Definiciéon 9.1.2, que la aplicacién construible
¢ M — A™ es topolégicamente robusta si y sélo si es débilmente continua y
satisface la siguiente condicion:

(%) para toda sucesion (zx)ren de M que converge en la topologia Euclidea a un
punto de M, la sucesion (¢(xy))ren €s acotada.

Esta condicion es equivalente a la robustez de la aplicacién polinomial suryectiva
m: T — M en el sentido de [CGH103, Definition 3|. Mds precisamente, tenemos el
siguiente hecho.

Observacion 10.2.1. La aplicacion construible, débilmente continua, ¢ satisface la
condicion (%) si y solo si para toda sucesion (Tg, yr)ken de I' tal que (xy)ken converge
a un punto rg € M, existe un punto de acumulacion yo de la sucesion (yx)ren con
(l‘o, yo) el.

Demostracion. Supdéngase que ¢ satisface la condicién (x) de arriba y sea (2, Yx ) ken
una sucesiéon de I' tal que (z)ren converge a un punto xo € M. Sea (ug, v )gen una
sucesién del grafico de ¢|y con ||(xg, yx) — (ug,vx)|| < 1/k para todo k € N, donde
|| - || denota la norma Euclidea de A™ x A™. Entonces (uy)gen converge a xg € My
por lo tanto la condicién (x) implica que la sucesion (v )ren = (¢(ur))ren €s acotada.
Concluimos que la sucesion (yx)ren también es acotada, y contiene en consecuencia
una subsucesién convergente. Por lo tanto la sucesién (g, yx)ken tiene una subsuce-
sién convergente, cuyo limite (xg, 39) necesariamente pertenece a I' puesto que I' es
cerrado en M x A™ con respecto a la topologia Euclidea y xq pertenece a M.
Supdngase ahora que ¢ satisface la segunda condicién del enunciado de la ob-
servacion y sea (zx)reny una sucesion de M que converge en la topologia Euclidea
a o € M. Entonces existe una sucesion (uy)geny de U que también converge a .
Afirmamos que la sucesiéon (¢(ux))ren es acotada. En otro caso, existe una suce-
sion (p(ug,))en tal que (||¢(uk,)||)ien diverge a infinito. Por otra parte, la sucesién
(ug,, ¢(ug,))ien satisface la hipétesis de la segunda condicién del enunciado de la
observacion, pero la sucesion (¢(uy,))ien no tiene ningtin punto de acumulacién. Es-
to contradice la hipotesis sobre ¢ y prueba la afirmacion. Por lo tanto la sucesién
(o(xg))ken es acotada, lo que termina la demostracion. O

Consideramos ahora la clausura Zariski M del subconjunto construible M de A™.
Obsérvese que M es una subvariedad cerrada afin de A™ y que podemos interpretar la
C-4lgebra C(M) de funciones racionales de M como un C[M]-médulo (o &lgebra).
Fijese ahora un punto arbitrario « de M. Por 9, denotamos el ideal maximal de
las funciones coordenadas de C[M] que se anulan en el punto z, por C[M]gy, la
C-4lgebra local de la variedad M en el punto z, esto es, la localizacién de C[M]

en el ideal maximal 90, y por C(M)g, la localizacién del C[M]-médulo C(M) en
M.
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Supdngase ahora que la aplicacién construible ¢ : M — A™ es topoldgicamente
robusta. Entonces, de acuerdo con el Lema 9.1.1, podemos interpretar ¢1,..., ¢m
como funciones racionales de la variedad afin M y por lo tanto como elementos

del anillo de fracciones total C(M) de C[M]. En consecuencia C[M|[¢1, ..., ¢m] ¥y

C[M]am,[#1, - - -, pm] son C-subdlgebras de C(M) y C(M)gy, que contienen a C[M]
y C[M]g,, respectivamente.
Con estas notaciones podemos formular el siguiente enunciado que establece el

puente hacia una comprension algebraica de la nocion de robustez topoldgica.

Teorema 10.2.2. Sean las notaciones y las hipotesis como antes. Supdngase que
la aplicacion construible ¢ : M — A™ es topologicamente robusta y sea x un punto

arbitrario de M. Entonces C[M]o,[d1, ..., dm] es un C[M]om, —mddulo finito.

El Teorema 10.2.2 es una consecuencia inmediata de la Observacion 10.2.1 y de
[CGHT03, Lemma 3|, que a su vez estd basado en el Teorema Principal de Zariski
(ver, por ejemplo, [Ive73, §IV.2]).

En lo que sigue, el Teorema 10.2.2 sdlo serd usado como motivacion para la
nociéon mas técnica de robustez geométrica que vamos a definir posteriormente en
esta seccion. Si reeplazamos la condicién (x) de arriba por una condicién mas fuerte,
a saber:

(x%) para toda sucesion (xk)ken de M que converge en la topologia Fuclidea a un
punto x € M, la sucesion (¢(xy))ren permanece acotada,

la conclusion del Teorema 10.2.2 es més facil de probar.

En este sentido, en la Observacion 10.2.3 més abajo, daremos una demostracién
elemental del Teorema 10.2.2 bajo la hipdtesis de que M es cerrado, esto es, en el
caso M = M. Por lo tanto, si aceptamos restringir la nocién de robustez topoldgica
a los casos en que la condicién (xx) se satisface, entonces la Observacién 10.2.3
nos permite mantener el presente trabajo autocontenido. Observamos que todos los
enunciados de este trabajo sobre aplicaciones topolégicamente robustas siguen siendo
vélidos si reeplazamos la condicién (%) en la definicién de la nocién de aplicaciones
topolégicamente robustas por el requerimiento ().

Los siguientes argumentos retoman técnicas de las demostraciones de [Tei82,
1.3.4, Corollaire 2] y [Ald84, Satz 2].

Observacién 10.2.3. (Demostracién del Teorema 10.2.2 en el caso M =
M). Supéngase que M = M. Por lo tanto M es una subvariedad cerrada de A™.

Primeramente observamos que podemos suponer sin pérdida de generalidad que
M es irreducible. Por lo tanto C[M] es una C—édlgebra sin divisores de cero, C(M)
es un cuerpo y para todo x € M las C—dlgebras C[M]oy, v C[M]am, [¢1, ..., ®m] son
extensiones de C[M] y C[M|[¢1, ..., ¢ respectivamente.

Bajo estas condiciones, el Teorema 10.2.2 afirma que la C—édlgebra C[M |y, [1, - - - , O]
es una extension entera de C[M]op, .

Interpretada como una aplicacion racional, ¢ tiene un dominio, digamos U, que
es un subconjunto abierto Zariski no vacio de M. Dendtese por r la dimensién de M
y supdngase sin pérdida de generalidad que Xj,..., X, estdn en posicion genérica
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con respecto a M. Escribamos X' := (Xy,..., X,) y v: M — A" para el morfismo
suryectivo finito de variedades afines definido por M por v(z) := (21,...,2.).

Supongase ahora que la conclusion del Teorema 10.2.2 es falsa. Entonces existe
un punto = := (z1,...,x,) de M y una componente de ¢, digamos ¢, que no es
entera sobre C[ M|y, .

Escribamos 2’ := (1, ...,x,) y sea M, el ideal maximal de C[X'] generado por
X —x1,...,X, —z,. Entonces ¢; tampoco es entera sobre C[X']ﬁmz,.

Sea T una nueva indeterminada y sea a(X',T) := A, 77+ - - - + Ag el polinomio
primitivo irreducible de ¢; sobre C[X'] con A, ..., Ag € C[X'], ¢ >0y deg A, > 1.
Puesto que ¢y no es entera sobre C[X'lon ,, existe 0 < h < ¢ tal que Ay/A; no
pertenece a C[X']oy ,. Obsérvese que el polinomio «(X',T) describe la clausura
Zariski de la imagen de la aplicacién p : U — A" definida por p(z) := (v(2), ¢1(2)).
Por lo tanto existe un subconjunto abierto Zariski no vacio G de A" tal que todo
y € G satisface la condicién A,(y) # 0 y tal que para todo ¢ € C con a(y,t) =0
existe un elemento z € U con pu(z) = (v(2), ¢1(2)) = (y,t).

Para simplificar notaciones, supondremos sin pérdida de generalidad que los
polinomios no nulos A;, y A, no contienen divisores primos comunes. A partir de
[GF76, Chapter V, Theorem 3.12] deducimos que existe una sucesién (si)xen de G
tal que (si)ren converge a x’ en la topologia Euclidea de A" y tal que la sucesién
(%(Sk))keN converge a infinito.

Por lo tanto existe una sucesion no acotada (tx)reny de nimeros complejos que
satisface para todo k € N la condicién o(sg, tx) = 0.

Esto implica la existencia de una sucesion (z;)geny de elementos de U tal que
w(zr) = (W(zk), d1(2x)) = (g, tx) paratodo k € N. Por lo tanto la sucesion (¢ (zx))ken
es no acotada, en tanto que la sucesion v(zx)ren tiende a a’. Puesto que v : M — A"
es un morfismo finito de variedades afines, concluimos que la sucesion (z )ren €s aco-
tada. Por lo tanto podemos suponer sin pérdida de generalidad que (2 )ren converge
al punto z € A"

Puesto que por hipdtesis M es cerrada y 2z, pertenece a M para todo k € N,
deducimos que z es un elemento de M. En consecuencia hemos encontrado una
sucesion de puntos de M, a saber (zx)ren, que converge a un elemento de M, a saber
z, tal que la sucesion (¢1(zx))ken es no acotada. Esto implica la no acotacién de la
sucesion (¢(zx))ren, lo que por (%) contradice la hipdtesis que ¢ es topolégicamente
robusta. m

Corolario 10.2.4. Sean las notaciones y las hipotesis como antes y supongase en
particular que la aplicacion construible ¢ : M — A™ es débilmente continua. Enton-
ces ¢ es topoldgicamente robusta si y sélo si para todo punto x de M la C—dlgebra

C[Mlm,[¢1,- -, ¢m] es un C[M|sy, —mddulo finito.

Demostracion. La parte solo si de este enunciado es el contenido del Teorema 10.2.2.
A continuaciéon demostramos la parte si. Nuestra argumentacion es autoconte-
nida y usa ideas de la demostracién de [CGHT03, Lemma 3].
Puesto que ¢ es débilmente continua, existe un subconjunto denso, abierto Zariski
U de M que satisface la condicién (i) de la Definicién 9.1.2. Sea (2 )ren una sucesioén

135



ALGORITMOS DE INTERPOLACION ROBUSTOS CariTuLo 10

de U que converge a un punto x € M. De acuerdo con la Observacion 9.1.3, es
suficiente mostrar que la sucesién (¢(zx))ren es acotada.

Por hipétesis C[M|om, [¢1, - ., ¢m] es un C[M]gn,—mé6dulo finito. En consecuen-

cia, C[M]om,[¢1, ..., ¢m] es una extensién entera de C[M]gy,. Por lo tanto existe

un elemento g de C[M] con g(z) # 0 tal que C[M],[¢1,...,dn] es también una
extensién entera de C[M],.

Existen a lo sumo finitos indices £k € N con g(zx) = 0, ya que en otro caso
la continuidad de g implicaria g(z) = 0, una contradiccién. Por lo tanto podemos
suponer sin pérdida de generalidad que g(x) # 0 para todo k € N.

Sea T una nueva indeterminada. Existe un polinomio ménico P, (T) de C[M],[T]
con Pj(¢1) = 0. Obsérvese que Pi(T) puede especializarse para z y xx, k € N, en
polinomios Py (z)(T), Pi(x)(T) de C[T] y ntimeros complejos P;(xx)(¢1(zx)) bien
definidos. Ademads tenemos que deg Py (x)(T) = deg Py(x)(T) = deg P,(T) y por lo
tanto existe una cota superior para las raices de los polinomios Pj(z)(T) que no
depende de k € N. A partir de Pi(¢;) = 0 deducimos que Py (xy)(¢1(xy)) = 0 para
todo k € N. Esto implica que la sucesion (¢ (xx))ren es acotada. Repitiendo el mismo
argumento para ¢o, . .., @, concluimos que (¢(zx))ren €s también acotada. H

Corolario 10.2.5. Sea ¢ : M — A™ topoldgicamente robusta y supongase que la
variedad afin M es normal en todo punto de M. Entonces ¢ : M — A™ es una
aplicacion reqular y es por lo tanto fuertemente continua.

Demostracion. Sea z un punto arbitrario de M. Puesto que M es normal en z,
se sigue que x pertenece a una tnica componente irreducible (Proposicién 2.1.15),
digamos M, de M. Obsérvese que vale la identidad C[M]y, = C[Mi]o,. La
robustez topoldgica de ¢ implica que la extensién C[M|om, — C[Mq]om, [¢1,- -, Om]
de C—algebras es entera. Teniendo en cuenta que z es un punto normal de My,
deducimos que C[M]gn, es integralmente cerrada en C(M;j). El Teorema 10.2.2

implica que las funciones racionales ¢y, ..., ¢, estdn contenidas en C[Mi|ym, =
C[M]g, . Por lo tanto la aplicacién racional ¢ estd bien definida en el punto x, lo
que concluye la demostracién del corolario. O]

En el caso que el conjunto construible M sea irreducible, podemos caracterizar
la robustez topoldgica de la aplicacion construible ¢ : M — A™ de manera muy
natural por medio de places. En el Capitulo 11 el uso de la nocién de robustez
topoldgica estara limitado a este caso.

Proposicién 10.2.6. Sean las notaciones y las hipotesis como antes y supongase
que M es irreducible. Entonces la aplicacion construible ¢ : M — A™ es topoldgi-
camente robusta si y solo si ¢ es débilmente continua y si para todo punto x € M

y todo place C—valuado ¥ : C(M) — C U {oo} que extiende el homomorfismo de

C—dlgebras ev,, : C[M] — C, los valores ¥(¢1), ..., (dm) son finitos.

La Proposiciéon 10.2.6 es una consecuencia inmediata del Corolario 10.2.4 y el
Teorema II y su demostracion sera omitida aqui.
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De paso, observemos que para x € M, el place C—valuado ¢ extiende el homo-
morfismo de C—élgebras ev, si y sélo si la C—dlgebra local C[M]gy, estd contenida
en el anillo de valuacién de 9.

La Proposicién 10.2.6 motiva la siguiente nocién de robustez geométrica.

Definicién 10.2.7. Sea ¢ : M — A™ una aplicacion construible con componentes
D1, ..., Om Y supongase que M es un subconjunto construible irreducible del espacio
afin A". Entonces ¢ se dice geométricamente robusta si satisface la siguiente
condicion:

para todo punto x € M y todo place C—valuado ¥ : C(M) — C U {oo} que extiende
el homomorfismo de C—dlgebras ev, : CIM] — C, los valores U(¢1), ..., (¢pm) son
finitos y estdn univocamente determinados por x (es decir, estos valores no dependen

de la extension particular del homomorfismo de C—dlgebras ev, a un place C-valuado

¥ de C(M)). Ademds, se satisfacen las identidades V(¢1) = ¢1(z),...,0(Pm) =
Om(T).

Observacién 10.2.8. La aplicaciones regqulares y las composiciones de aplicacio-
nes geométricamente robustas con aplicaciones polinomiales son geométricamente
robustas.

Proposiciéon 10.2.9. Sean las notaciones y las hipdtesis como en la Definicion
10.2.7 y supongase que la aplicacion construible ¢ : M — A™ es geométricamente
robusta. Entonces ¢ es topologicamente robusta.

Demostracion. Por hipétesis M es un subconjunto construible irreducible del es-
pacio afin A”. Por lo tanto M es una subvariedad cerrada irreducible de A™. Sean
&, ..., &, las funciones coordenadas de M inducidas por las indeterminadas X1, ..., X,.
Sea X := (X1,..., X)) v &= (&, .., &)

En vista de la Proposicion 10.2.6 solo tenemos que mostrar que ¢ es débilmente
continua.

Por el Lema 9.1.1, existe un subconjunto denso y abierto Zariski U de M tal
que ¢|y es una aplicacién racional. Afirmamos que el gréfico de ¢ estd contenido en
la clausura Zariski del gréafico de ¢y en M x A™.

SeaY := (Yi,...,Y,,), donde Y3, ... Y, son nuevas indeterminadas, y sea () €
C[X, Y] un polinomio arbitrario que satisface la condicién Q(z, ¢(z)) = 0 para todo
punto x € U. Entonces () se anula en todo punto de la clausura Zariski del gréafico de
¢l en M x A™. Es suficiente mostrar que Q(z, ¢(z)) = 0 para todo punto z € M.

Obsérvese que la hipdtesis sobre ) implica que Q(&,¢) = Q(&, ¢1, ..., Om) = 0,

donde ¢y, ..., ¢, se interpretan como elementos de C(M). Sea x un punto arbitrario

de My sead : C(M) — CU{oo} un place C—valuado que extiende el homomorfismo

de C—élgebras ev, : CIM] — C. Luego Q(&, ¢) = 0 implica Q(x, ¥ (d1), ..., (dm)) =
0. Por hipdtesis tenemos que 9(¢p1) = ¢1(2),...,Hdm) = édm(x) y por lo tanto
Qz,d(x)) = Qz,01(2), ..., ¢m(x)) = Qz,9(¢1), ..., (b)) = 0. 0

Ahora vamos a demostrar que una aplicacion geométricamente robusta ¢ : M —
A™ es siempre hereditaria. Con este propdsito, probamos el resultado mas fuerte
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que dice que la restriccién de ¢ a un subconjunto construible irreducible de M es
geométricamente robusta.

Teorema 10.2.10. Sean las notaciones y las hipotesis como en la Definicion 10.2.7.
Sea ¢ : M — A™ una aplicacion geométricamente robusta y sea N un subconjunto
construible irreducible de M. Entonces la restriccion ¢|n es una aplicacion geométri-
camente robusta.

Demostracion. Por hipdtesis M es un subconjunto construible irreducible del espa-
cio afin A" y por lo tanto M es una subvariedad cerrada irreducible de A™.

Sea Z := N la clausura Zariski de A/ en el espacio ambiente afin A”. Entonces Z
es una subvariedad cerrada irreducible de M y A contiene un subconjunto abierto
Zariski no vacio (y por lo tanto denso Zariski) de Z.

Para todo punto z € Z, sean ev,(M) : CIM] — C y ev.(Z) : C[Z] — C los
homomorfismos de C-4lgebras dados por la evaluacién de las funciones coordenadas
de C[M] y C[Z] en z respectivamente.

Ahora vamos a mostrar que existen funciones racionales ¥y, ..., ¢, € C(Z2)
tales que para todo punto z € Ny todo place C-valuado ¥ de C(Z) que extiende

el homomorfismo de C—élgebra ev,(Z), se satisface la siguiente condicién:

los valores de ¥ en 91, ..., 1, son finitos y satisfacen ¥(¢1) = ¢1(2),. ..,

Considérese el homomorfismo suryectivo canénico de C-algebras 7 : CIM] —
C[Z] inducido por la inmersién natural de Z en M. A partir del Teorema I deduci-
mos que existe un cuerpo €2 que contiene a C(Z) tal que 7 se puede extender a un

place Q—valuado de C(M), que también denotamos por 7. Sea R, el anillo de va-
luacién del place . Obsérvese que R, contiene a C[M] y asimismo a su localizacién
C[M]gp. en el ideal maximal 9. de todo punto z de Z.

Sea 1 < j < m y sea zp un elemento arbitrario (pero fijo) de Z. Denotamos
por M, el ideal maximal de las funciones coordenadas de C[Z] que se anulan en el
punto zg. Por hipétesis ¢ : M — A™ es geométricamente robusta. Por lo tanto, por

el Teorema II, la funcién racional ¢; pertenece a la clausura entera de C[M]ay, en
C(M). Luego existe un polinomio ménico

a=a(T)=T° +as T "+ +ag
de (C[M]g_nz(] [T tal que a(¢;) = 0 se satisface en C(M) (aqui s es un entero positivo
y T una nueva indeterminada). Teniendo en cuenta que el anillo de valuacién R

contiene a C[M]mtzo7 deducimos a partir del Teorema II que ¢; pertenece a R,. Por
lo tanto el valor ¢; := m(¢;) es finito y entero sobre C[Z]gﬁfzo. En particular, ¢; € Q

es algebraico sobre C(Z) y
m(a) = m(a)(T) :=T% + n(as_ )T + - +m(ag) € ClZ]o,, [T]

es una relacion de dependencia algebraica para 1; sobre C(Z) (que no necesaria-
mente es de grado of minimo).
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Sea my, € C(Z)[T7] el polinomio minimo (mdnico) de 1; sobre C(Z) y sea Ay, €
C(2) su discriminante. Puesto que my, es irreducible y C(Z) es de caracteristica
cero, tenemos que Ay, # 0. Por lo tanto existe un subconjunto abierto Zariski no
vacio U* de Z tal que para todo z € U* los coeficientes del polinomio my, (y por lo
tanto también A, ) estdn bien definidos en z y tal que se satisface Ay, (2) # 0. Por
lo tanto my, (2, T) es libre de cuadrados. Puesto que A es denso Zariski en Z existe
un subconjunto abierto Zariski no vacio U; de Z que estd contenido en N NU* (y
por lo tanto en ). Ahora supéngase que zy € U;. Entonces my, (T) pertenece a
C[Z]an, [T] y my,(20,T) es libre de cuadrados.

Sea Q(T') un polinomio arbitrario de C[M]an, [T] con Q(¢;) = 0y sea 7(Q)(T)
el polinomio de C[Z]a, [T'] que se obtiene aplicando el place 7 a los coeficientes de

Q(T). Puesto que C[ Mgy, estd contenido en Ry, el place 7 toma sélo finitos valores
sobre los coeficientes de Q(T") y m(Q)(T") estd bien definida. A partir de Q(¢;) =0
deducimos 0 = 7(Q(¢;)) = m(Q)(7(¢;)) = 7(Q) (). En consecuencia el polinomio
my, (T) divide a 7(Q)(T) en C(Z)[T] y por lo tanto, puesto que my, (1) es ménico,
también en C[Z]ay, [T]. Esto implica que 7 induce un homomorfismo suryectivo de
C-4lgebras

¢ : C[M]m,, [¢;] = C[Z]am [T]/my,.
Resumiendo, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

_ !

ClMan., s C[Z]m

/
20

|

ClMan., [¢;] — C[Zow [T]/my, ,

donde las flechas verticales son homomorfismos inyectivos, las flechas horizonta-
les homomorfismos suryectivos de C—élgebras y 7’ es la restriccién del place m a
C[M]on., -

Sea 7 € C una raiz arbitraria del polinomio ménico my, (20, 7") € C[T]. Entonces
la evaluacién en z y 7 induce un homomorfismo de C-dlgebras ev, : C[Z]m, [T]/mqy, —
C tal que el diagrama
evz, (M)

20
/

ClZ]on, [T1/my,

C[M]m C
|

conmuta y tal que ¢(¢;), es decir la clase de T' en C[Z]a, [T']/my;, se aplica en
7 € C. A partir del Teorema I deducimos que el homomorfismo de C-algebras de

evy 0 p 1 C[M]m, [#;] — C se puede extender a un place C—valuado o, del cuerpo
C(M). Obsérvese que C[M]an,, [¢;] esta contenido en el anillo de valuacién de 9, y
que se satisface U,(¢;) = ev.(¢(¢;)) = 7. Puesto que por hipétesis ¢ : M — A™
es geométricamente robusta, el valor ¥.(¢;) no depende del place 9. Por lo tanto
el polinomio univariado m,, (2, 7") tiene un tnico cero en C, a saber 7. Dado que

29 € Uy C U* deducimos que my, (20, T') es un polinomio libre de cuadrados de C[T].
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Por lo tanto tenemos que degmy, (T') = degmy, (20, T) = 1, lo que implica que 1,
pertenece a C[Z]an; .

Concluimos que 9; estd definida en todo punto de U; para 1 < j < m. De esta
manera obtenemos funciones racionales v, ..., ,, y subconjuntos abiertos Zariski
Ui,...,U, de Z tales que para 1 < j < m la funcién racional ¢; esta bien definida
en U; y tal que U; esta contenido en N.

En consecuencia U := U; N --- N U, es un subconjunto abierto Zariski de N
donde las funciones racionales 1, ..., ,, estan bien definidas. Ademas, para todo
punto z € U tenemos que 1(z) = ¢1(2), ..., Um(2) = dm(z2).

Sea 1) := (11, ...,1,). Entonces ¢ es una aplicacién racional de Z en A™ con
Y|y = ¢|y. Vamos a mostrar que ¢y es geométricamente robusta.

Sea z un punto arbitrario de N/ y sea ¢ un place C—valuado arbitrario de C(Z)
que extiende el homomorfismo de C-dlgebras ev,(Z) : C[Z] — C. Levantando,
de acuerdo con el Teorema I, el place ¥ a un place C—valuado del cuerpo Q2 y
componiendo el resultado con el place {2-valuado 7, obtenemos un place C-valuado
¥ de C(M) que extiende el homomorfismo de C-algebras ev,(M). Puesto que por
hipétesis ¢ : M — A™ es geométricamente robusta, concluimos que paral < j <m
el valor ¥(¢;) = d(n(¢;)) = U om(p;) = ¥(¢;) es finito e independiente de la
eleccién de ¢ y por lo tanto también de la eleccién de . Ademés tenemos que
V() = V' (¢;) = ¢j(2) para 1 < j < m. Concluimos que 9|y es geométricamente
robusta. O

Ahora podemos probar que una aplicacién geométricamente robusta es heredi-
taria.

Corolario 10.2.11. Sean las notaciones y las hipdtesis como en la Definicion
10.2.7. Supongase que la aplicacion construible ¢ : M — A™ es geométricamen-
te robusta. Entonces ¢ es hereditaria.

Demostracion. Sea N un subconjunto construible arbitrario de M. Tenemos que
mostrar que ¢[n : N — A™ es débilmente continua, es decir, @[y es una extension
de una aplicacién racional de N tal que el grafico de ¢ estd contenido en la clausura
Zariski del gréfico de esta aplicacién racional en N' x A™.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que N es irreducible. De acuerdo
con el Teorema 10.2.10, la aplicacién restriccién @[y es geométricamente robusta.
Entonces la Proposicion 10.2.9 implica que ¢|n es topolégicamente robusta, y en
particular débilmente continua. Esto termina la demostracién del Corolario. O]

Definicién 10.2.12. Sean n y D numeros naturales y consideremos un problema de
interpolacion de Hermite—Lagrange determinado por una aplicacion topologicamente
robusta y hereditaria ® : D — Hgl). Ademds, sean w* : D* — Hgl) una aplicacion
polinomial y ¥ : D — D* una aplicacion hereditaria que determinan un algoritmo de
interpolacion de Hermite—Lagrange, el cual resuelve este problema en el sentido de
la Definicion 9.2.1. Llamamos a este algoritmo de interpolacion geométricamente
robusto si VU tiene esta propiedad.
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La Observacién 10.2.8 implica el siguiente resultado.

Observacion 10.2.13. Si para el problema de interpolacion determinado por D y ®
en la Definicion 10.2.12 existe un algoritmo de Hermite—Lagrange geométricamente
robusto, entonces la misma aplicacion construible ® es geométricamente robusta.

10.3. Ejemplos de algoritmos geométricamente ro-
bustos

En esta seccién analizamos si los algoritmos introducidos en la Seccién 9.2.3 para
el problema de interpolacion de Lagrange genérico y el problema de interpolacién
de Lagrange bivariado son robustos.

10.3.1. Interpolacion de Hermite-Lagrange de un polinomio
fijo

Con un punto de vista ligeramente diferente volvemos ahora al segundo ejemplo
de la Seccion 9.2.3, es decir a la interpolacién de Lagrange de polinomios univariados
en K > 2 nodos genéricos. Asi,sean:=1,D:=K—-1, M=K, N =K, X =X,
y Ip = Hg). Sea dado un polinomio univariado F de II := C[X}] con deg F > K
y sea D := {(dy,...,dy) € AN : d; # d; para 1 < i < j < N}. Consideramos el
problema de interpolacion de Lagrange univariado que consiste en hallar para todo
punto d := (dy,...,dy) € D el unico polinomio f; en IIp que interpola a F' en los
nodos dy, .. .,dy. Por lo tanto f; estd determinado por la condiciones fy(d;) = F(d;),
1<i<N.

Sea, como en la Seccién 9.2.3, D* := AM y dendtese por w* : D* — IIp la
codificaciéon de los elementos de IIp por su representacién densa. Para todo d :=
(dy,...,dy) € D sea Vy = (d{fl)lgi,jSN la matriz de Vandermonde asociada a d
y F(d) := (F(dy),...,F(dy)). Entonces la representacién densa de f; estd dada
por V; 'F(d). Obsérvese que las aplicaciones racionales (regulares) U : D — D*
y ®x : D — Mp definidas por Up(d) = V;'F(d) y ®p(d) := w*(Vp(d)) son
fuertemente continuas (por lo tanto topoldgicamente robustas y hereditarias). En
consecuencia, Dy ®p, v D*, w* y Wp determinan un problema y un algoritmo de
interpolacién de Lagrange en el sentido de la Definicién 9.2.1.

La aplicacién racional ¥y esta bien definida en todo punto de D pero no es claro
a priori si Wx tiene una extension racional (por lo tanto polinomial) a D = AV, Sin
embargo, a partir del conocido método de interpolacién de Newton o de diferencias
divididas (ver, por ejemplo, [SB93]) podemos deducir que Wr es una aplicacién
polinomial.

Para ver esto, sean Ti,...,Tx nuevas indeterminadas, T' := (T3,...,Tn) ¥y
sean \I/g),...,\IJ%N) € C(T) las componentes de Vp. Ademds, para 1 < j < N

sea F[T,...,T;] € C[T] la j-ésima diferencia dividida de F. Obsérvese que las

: . 1 N : . :
funciones racionales \If%), . .,\If%) aparecen como los coeficientes del polinomio

Zj.v:l FTy,...,T;)(X; —Ty) ... (X5 — T;—1) con respecto a la indeterminada Xj.
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Esto implica que ¥p : D — D* es una aplicaciéon polinomial y por lo tan-
to geométricamente robusta. En otras palabras, el algoritmo de interpolacién de
Hermite—Lagrange determinado por D*, w* y W es geométricamente robusto. Por
lo tanto ®r : D — Ilp es también geométricamente robusta.

Sea Dt := A". Puesto que Uy es una aplicacién polinomial y D* = AM
concluimos que Vr se puede extender a una aplicacion geométricamente robusta
U} : DT — D*. Sea @} := w* o U} Entonces ®}. : D — Il es también geométri-
camente (y por lo tanto topoldgicamente) robusta y hereditaria. En consecuencia D
y @} determinan un problema de interpolacién de Hermite-Lagrange, y el algoritmo
determinado por D*,w* y ¥} resuelve este problema en el sentido de la Definicién
9.2.1.

Ahora vamos a analizar el problema de interpolacion de Hermite-Lagrange de-
terminado por D" y ®}. para un punto arbitrario d := (dy, ...,dy) € DT.

Si d pertenece a D tenemos el problema de interpolacién de Lagrange considerado
antes. Por lo tanto sea d € DT \ D. Luego existen repeticiones entre los niimeros
complejos dy, ..., dy. Por simplicidad supondremos que d; = do v que dy,ds, ..., dy
son todos distintos. Entonces f; := w*(¥1(d)) es el (tinico) polinomio de ITp que
satisface la condicién fy(dy) = F(dy), fi(diy) = F'(d1) v fa(d;) = F(d;) para 3 <
i < N, donde f} y F' denotan las derivadas de los polinomios f; y F. Por lo tanto
Dt y & determinan un problema de interpolacién de Hermite-Lagrange que no es
simplemente del tipo de Lagrange.

Por otra parte, en vista del Corolario 10.2.5, este ejemplo no es muy ilustrativo,
puesto que Dt = AY implica que todo algoritmo determinado por D*, w* y una
aplicacion topolégicamente robusta y hereditaria W : DT — D*, que resuelve el pro-
blema de interpolacién de Hermite-Lagrange dado por DT y & es geométricamente
robusto. En este caso ¥ es incluso una aplicacién polinomial.

10.3.2. Robustez en presencia de puntos singulares: revisién
de los ejemplos de la Seccién 9.2.3

Sean X1, X, indeterminadas sobre C y sea II® := C[X}, X,]. Analizamos ahora
los algoritmos de los dos ejemplos para interpolacién de Hermite-Lagrange bivariada
considerados en la Seccién 9.2.3. En ambos ejemplos, tenemos una funciéon polinomial
f : A2 — A! que deseamos interpolar y, como estructura de datos de entrada,
una curva abierta D C A? que contiene 0 := (0,0) como punto singular. Estos
dos ejemplos difieren del anterior (interpolacién de Hermite-Lagrange univariada
clasica) en el hecho de que la estructura de datos de entrada D es singular en 0.

Interpolacién sobre la curva X2 — X2 = 0. Sea D := {X} — X7 = 0} \
{(=1,4i)} C A2 y sea @ : D — I1I'”) 1a aplicacién construible definida por

(f(d) — f(0))d (f(d) — f(0))d;
F0)+ ) GFE &+

f(0) + 87(()))(1’ para d = 0.
1

X1+ Xy, para d:= (di,ds) # 0;

O(d) :=
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En la Seccién 9.2.3 mostramos que ¢ es fuertemente continua. Por lo tanto D y
determinan un problema de interpolacion de Hermite-Lagrange.

Como en la Seccién 9.2.3, sea D* := A3 y sea w* : D* — H(12) la codificacién
candnica densa de los polinomios bivariados de grado a lo sumo uno sobre C. Ademas,
sea W : D — D* la aplicacion construible definida por

f(O),ﬁ—)é(O),O), para d = 0.

U(d) :=

Entonces W es hereditaria y D*, w* y ¥ determinan un algoritmo que resuelve el
problema de interpolaciéon de Hermite-Lagrange definido por D y ®.

Ahora vamos a demostrar que U es geométricamente robusta. Sea W := (W, Wy, U3)
y para todo punto d € D dendtese por M, el ideal maximal de las funciones coorde-
nadas de C[C] que se anulan en d, donde C := { X} — X3 = 0} es la clausura Zariski
(irreducible) de D en A?. Las funciones racionales ¥y, Uy, W3 pertenecen a C[C|yp,
para todo d € D \ {0} y por lo tanto satisfacen la condicién de la Definicién 10.2.7
en todo punto d € D\ {0}. Teniendo en cuenta que ¥; = f|p es una funcién poli-
nomial, basta mostrar que las funciones racionales W, y W3 satisfacen la condicion
de la Definicién 10.2.7 en el punto 0 € D.

Puesto que la curva plana C es irreducible, C[D] = C[C] es un dominio integro
con cuerpo de fracciones C(D). Sean & y & las funciones coordenadas de C[D]
inducidas por las indeterminadas X; y Xo y sea & := (&, &;). Considérese un place
C-valuado arbitrario ¥ de C(D) cuyo anillo de valuacién Ry contiene el dlgebra local
C[D]sn,- Dado que & = £2 v & # 0, deducimos que (&/&)% — & = 0 se satisface en
C(D). Por lo tanto & /& es entera sobre C[D] y (&,/&)? pertenece a MoRy. Esto
implica que & /&; es un elemento de Ry contenido en el ideal maximal de Ry. Por lo
tanto ¥(&/&1) = 0. Obsérvese que se satisfacen 9(&;) = 9(&) =0y (1 + &) = 1.
A partir del desarrollo de Taylor del polinomio f en el punto 0 vemos que existen
polinomios Q1, Q2, Q5 de I1® tales que

f©) = f0) of & f

= (0) 5_%
&1 0X1 §1 00X,

&

(0) + &1Q1(8) + =Qa(8) + £2Q3(8)

se satisface en C(M). Esto implica

f(§) — f0)\ of
" aare)) ~ a0

Por otra parte tenemos que &7 + & = £2(1 + &), y esto implica

19 - £(0) SO -0
La0) = G(1+&) 7 La(0) G1+&) &
Por lo tanto el place ¥ tiene en Wy(&) v W3(€) valores finitos:
IWAE)) = 52-(0) = Wa(0), D(W5(6) = 0 = Wy(0).

T axX,
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Concluimos que la aplicacién construible ¥ es geométricamente robusta. Esto
significa que el algoritmo de interpolaciéon de Hermite-Lagrange determinado por
D*, w* y ¥ es geométricamente robusto.

Interpolacién sobre la curva X2 — X? — X3 = 0. Supédngase ahora que la
aplicacién polinomial f : A? — A satisface la condicién (0f /90X (0),0f/0X5(0)) #
0. Consideramos la curva abierta D := {X7 — X? — X7 = 0} \ {(—2,+2i)} C A%y
la aplicaciéon construible ¢ : D — H ) definida por

fmﬂfﬂﬁ—ﬂmmX%jﬂﬁ—ﬂmmX
of

}+d2 ' d2+d >
f(0) + (8 +8X (0)>X1—|— <6X1( )+8X2( ))Xg, para d = 0.

0f
En la Seccién 9.2.3 mostramos que @ es topologicalmente robusta y hereditaria. Por
lo tanto D y ® determinan un problema de interpolacién de Hermite— Lagrange
De nuevo, como en la Seccién 9.2.3, sea D* := A3 y sea w* : D* — H ) la
codificacién candnica densa de los polinomios bivariados de grado a lo sumo uno
sobre C. Ademads, sea ¥ : D — D* la aplicacion construible definida por

£(0), (f(d) = f(0))dr (f(d) — f(0)>d2)’

ad% + d3 a’ d3 + d%a )
Loof f Loof f

£(0), 5(8—)(1(0) + 8_)(2(()))’ 5(8_)(1(0) + 87( ))), para d = 0.
Entonces W es hereditaria y D*, w* y ¥ determinan un algoritmo que resuelve el
problema de interpolaciéon de Hermite-Lagrange dado por D y .

Afirmamos que ¥ no es geométricamente robusta. En efecto, sea W := (U, Wy, U3)
y dendtese por My el ideal maximal de las funciones coordenadas de C[C] que se
anulan en el punto 0 € D, donde C := {X7 — X? — X} = 0} es la clausura Zariski
(irreducible) de D en A% Basta mostrar que las funciones racionales Wy y W3 no
satisfacen la condicion de la Definicién 10.2.7 en el punto 0 € D.

Puesto que la curva plana C es irreducible, C[D] = C[C] es un dominio integro
con cuerpo de fracciones C(D). Sean & y & las funciones coordenadas de C[D]
inducidas por las indeterminadas X; y X5 y sea & := (£, &). Considérese un place
C-valuado arbitrario ¥ de C(D) cuyo anillo de valuacién Ry contiene el algebra
local C[D]ay,. Dado que &2 = €2 + & y & # 0, deducimos que (£,/6)% = 1+ & se
satisface en C(D). Por lo tanto &, /& es entera sobre C[D] y (£3/£1)% — 1 pertenece a
Mo Ry. Esto implica que &/&; es un elemento de Ry y que se satisface la identidad
(9(&2/&1))* = 1. Obsérvese que 9(&;) = 9(&) = 0y 9(2 + &) = 2. A partir del
desarrollo de Taylor del polinomio f en 0 vemos que existen polinomios ()1, )2, @3
of II® tales que

f(f)—f(o): 3f( )—i—éﬁ
&1 0X, & 00X,

se satisface en C(M). Esto implica que

(earar) =3l (€)ae)

para d := (dy,ds) # 0
d(d) :=

para d := (dy,ds) # 0;
U(d) :=

&

(0) +&Q:1(§) + 3

>=Q2(8) + &0Q3(8)
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Por otra parte tenemos que &2 + &2 = £2(2 + &), lo que prueba que

_ [ - f(0) f(€) — f(0)&
LaA0) = L2+&) sl8) = G2+6&) &
Por lo tanto el place ¥ tiene en Wy(€) v W3(&) valores finitos:

0029) = 5 (4 @+0(2) JL0)), o0wale) = 3 () S0+ 1))

Por hipétesis (0f/0X1(0),0f/0X2(0)) # 0. Por lo tanto, la condicién J(¥(£)) =
U(0) equivale a la condicién ¥(&2/&;) = 1.

Sea T una nueva indeterminada sobre C y sea C[T7] el anillo de las series formales
de potencias en T' con coeficientes en C. Sea o € C[T] la unica serie de potencias
formal que satisface la condicién 62 = 14T y o(0) = —1. Considérese el homomor-
fismo de C—dlgebras x : C[C] — C[T7] definido por x(&) := T y x(&) = To(T).
Obsérvese que, puesto que la identidad (T'0)? = T? + T3 se satisface en C[T], x esta
bien definido. Ademds, y es inyectiva ya que Y? —1 — T es el polinomio minimal de
o sobre C(T"). Concluimos que y admite una extensién bien definida C(C) — C((T),
que también denotamos por x. Finalmente, sea v : C((T")) — C el tunico place que
extiende la evaluacién en 0 y sea € : C(C) — C la composicién € := v o .

Teniendo en cuenta que €(&;) = v(T) =0y e€(&) = v(T) - v(o) = 0, concluimos
que € : C(C) — C es un place que extiende el homomorfismo evaluacién de C|[C] en
el punto 0. Ademads, tenemos que

e(&/6) = v(x(&)/x(&)) =v(o) =0(0) = —1.

Como hemos visto anteriormente, €(&2/&) # 1 implica que €(¥(£)) # ¥(0). Por lo
tanto, la aplicaciéon ¥ no es geométricamente robusta.
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Capitulo 11

Cotas inferiores para problemas de
interpolacion de
Hermite—Lagrange

Esta seccion esta dedicada a presentar los resultados principales sobre compleji-
dad para problemas de interpolacién. Mas precisamente, vamos a exhibir cotas infe-
riores de complejidad (en el sentido de la Seccién 9.2.4) para algoritmos (tipicamente
geométricamente robustos) que resuelven problemas de interpolacién de Lagrange
particulares. Las cotas inferiores de complejidad estan expresadas en términos del
nimero K de nodos involucrados en la interpolaciéon de Lagrange en consideracion
y pueden ser lineales en K (resultados de incompresibilidad) o exponenciales en K.

11.1. Resultados de incompresibilidad

En esta secciéon exhibiremos dos problemas de interpolacion de Lagrange con
K nodos que requieren algoritmos de complejidad al menos K para su solucién.
Primero consideramos la complejidad de la interpolacion de Lagrange genérica por
polinomios n—variados de grado a lo sumo D. Luego exhibimos un problema de in-
terpolacion de Lagrange con K nodos tal que los interpolantes pueden ser evaluados
(en principio) usando O(log K') operaciones aritméticas. Sin embargo, todo algorit-
mo geométricamente robusto que resuelve este problema requiere una estructura de
datos de salida de tamano al menos K. En particular no es posible recuperar la
representacion por straight—line programs de longitud O(log K') de los interpolantes
por medio de un algoritmo de interpolacién geométricamente robusto.

11.1.1. Problemas n—variados genéricos de interpolacién de
Lagrange

Sean n, D, K y M numeros naturales y sea D un subconjunto construible denso
Zariski de A®TD*K que servird como estructura de datos de entrada para los pro-
blemas de interpolaciéon que vamos a considerar en esta seccion. Obsérvese que el
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tamano N de la estructura de datos de entrada D es (n + 1)K.
(n)

Un problema de interpolacion de Lagrange n—variado genérico en 11" esta deter-
minado por D y una aplicacion topoldgicamente robusta y hereditaria ® : D — Hg),
tal que para todo dato de entrada d := (z1,y1,...,Tk,Yx) € D con zy, ..., x5 € A"
e y1,...,yx € Al, el polinomio ®(d) satisface las condiciones ®(d)(x;) = y; para
1 < j < K. Para tal problema de interpolacién, el conjunto construible O := ®(D)
constituye la clase de interpolantes.

Con estas notaciones e hipétesis tenemos el siguiente resultado de incompresibi-

lidad.

Proposicién 11.1.1. Sea D* un subconjunto construible de AM, w* : D* — O
una codificacion polinomial de la clase de interpolantes O y V¥ : D — D* una
aplicacion construible hereditaria, tal que D*, W y w* determinan un algoritmo que
resuelve el problema de interpolacion de Lagrange genérico n—variado dado por D
y ®. Entonces M > K, es decir, la complejidad del algoritmo de interpolacion de
Lagrange determinado por D*,w* y ¥ es al menos K = N/(n+1).

Demostracion. Puesto que D es construible, existe un subconjunto abierto Zariski
no vacio U de AHDXK que estd contenido en D. Elegimos ahora un punto vy :=
(Y15 -+, 7K) de A" con v; € A", 1 < j < K, tal que el conjunto

D,y = {(yl,,y[() GAK : (’71,y17~--7'7K7?/K) Eu}

es denso Zariski en AX. Tal punto v € A"*¥ puede obtenerse como la imagen de un
punto de U por la proyeccién canénica APTIXE _y AnxK
Sean ¢; : D, — D* y ¢y : D* — AK las aplicaciones construibles definidas

por ¢1(y) :=V(7,y) y p2(d”) := (W (d")(m), ..., w(d")(7k)). Puesto que D*, w* y
U determinan un algoritmo que resuelve el problema de interpolacion de Lagrange
dado por Dy @, vale que w* oW = ®. Esto implica que para todo y € D, se satisface
la identidad

p2001(y) = 02(T(7,9) = (W) ), w0 (¥ (1) (k)
= (®(v,v)(n)s - (v, y)(k) = v

Por lo tanto ¢y 0 ¢; = idp,. Obtenemos las siguientes estimaciones:
M = dim AY > dim D* > dim ¢, (D,) > dim ¢ 0 py(D,) = dim D, = dim A¥ = K,
que implican la conclusién de la Proposicién 11.1.1. O

11.1.2. Un problema de interpolaciéon de Lagrange incom-
presible con interpolantes “faciles de evaluar”

El siguiente ejemplo de un problema de interpolacién de Lagrange se encuentra
en [CGHT03], donde es analizado desde un punto de vista diferente.

148



611.1. RESULTADOS DE INCOMPRESIBILIDAD

Sean K y M ntimeros naturales con K > 2, sea N := 2K, D := K —1, 11 := IIM,
sean Ty X indeterminadas sobre C y sea

D
F(X,T) = (T"" —1)) T"Xx*
k=0

Nuestra estructura de datos de entrada es el conjunto construible

D= {(z1,y1,...,7x,yx) €AY : It € Ccon F(z;,t) =y; para 1 <i < K
y z; # x; para todo 1 <7 < j < K}.

Observamos que D es irreducible. Para ver esto, seald := {(z1,...,2x) € AN : x; #
z;para 1l <i<j< K}yseao:U x Al — AV la aplicacién polinomial definida
por o(xz,t) := (x1, F(x1,t),..., vk, F(xk,t)). Claramente D es la imagen de o y por
lo tanto irreducible.

Ademds, para todo d € D la fibra 0~!(d) es un conjunto finito no vacfo (i.e., una
variedad algebraica cero-dimensional) y por lo tanto el Teorema 2.1.12 implica que

dimD = dimo(U x Al) = dimU x Al = dimU x A' = dimAX x A' = K + 1.

Sea ¢ : D — Ilp la aplicacién construible que asocia a cada dato de interpola-
cién d := (1,41, ..,%k,yx) de D el 1dnico polinomio ®(d) de Iy que satisface la
condicién @(d)(z;) = y; para 1 < j < K. Teniendo en cuenta la definicién de D, ve-
mos que existe un punto (no necesariamente tnico) ¢t € A! tal que ®(d) = F(X,t).
A partir de la discusién en la Seccién 10.3.1 se deduce facilmente que ® es una
aplicacion regular. Por lo tanto ® es geométricamente robusta y por lo tanto tam-
bién topoldgicamente robusta y hereditaria. En consecuencia D y ® determinan un
problema de interpolacion de Lagrange en el sentido de la Definicion 9.2.1.

Obsérvese que la estructura de datos de entrada D de este problema de interpo-
lacién no es densa en su espacio ambiente AV, puesto que dimD = K + 1 < 2K =
N = dim A?". Por lo tanto nuestro problema de interpolacién de Lagrange no es
genérico como el de la Seccién 11.1.1.

Denotemos por O := {F(X,t) : t € C} la clase de interpolantes del problema
de interpolaciéon de Lagrange determinado por Dy ®. A partir de la definiciéon de
I se sigue que todo interpolante f € O puede ser evaluado por un straight-line
program libre de divisiones de longitud O(log D) = O(log K). Por lo tanto f es un
polinomio univariado que es “facil de evaluar” (para esta nocién y el contexto, ver
[BCSI7)). Esta es otra caracterfstica particular de nuestro problema de interpolacién
de Lagrange particular.

Proposiciéon 11.1.2. Sean las notaciones e hipotesis como antes. Sea un subcon-
gunto construible D* de AM, una codificacion polinomial w* : D* — Ilp del espacio
de interpolantes O y una aplicacion geométricamente robusta VW : D — D* tal que
D*, w* y ¥ determinan un algoritmo que resuelve el problema de interpolacion de
Lagrange representado por D y ® (tal solucion existe para un nimero natural ade-
cuado M, puesto que ® es geométricamente robusta). Entonces M > K, es decir,
la complejidad del algoritmo de interpolacion de Lagrange determinado por D*, w* y
U es al menos K = N/2.
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Demostracién. Dendtese por Gp el subconjunto de A que consiste de las raices
(D +1)-ésimas de la unidad y sean 11, ..., 1y las componentes de W : D — D*. Por
el Lema 9.1.1 existe un subconjunto abierto Zariski no vacio U de D contenido en D
donde 1, ..., son funciones racionales regulares (esto es, estan bien definidas).

Sea T una nueva indeterminada. Fijamos un punto arbitrario (ay, by, ..., ax, bx)
de U y escribimos a := (ay, . .., ax ). Consideramos la aplicacién polinomial € : A —
D definida por

e(t) == (a1, F(ay,t),...,ax, F(ag,t)).

Existe ty € C con F(ay,ty) = by,..., F(ak,ty) = bg; por lo tanto la imagen de e
y U tienen interseccion no vacia. Esto implica que \; ;=10 ¢€,..., Ay ;== Up0 €
son funciones racionales bien definidas que pertenecen a C(7"). Ademas, para todo
¢ € Gp tenemos que €(¢) = (ay,0,...,ax,0).

Afirmacion Las funciones racionales A, . .., Ay estdn bien definidas en todo punto
de ¢ € Gp y los valores M\ (C), ..., A\ (C) son independientes de la eleccion de ¢ €
Gp.

Demostracién de la Afirmacién Considérese una raiz (D +1)-ésima de la unidad
arbitraria ( € Gp y un indice arbitrario 1 < j < M.

Sea M el ideal maximal de las funciones coordenadas de C[D] que se anulan en
el punto a := (ay,0,...,ax,0) = £(¢) de D. Puesto que por hipétesis ¥ es geométri-
camente robusta, existen s € Ny po,...,ps_1 € C[D]o tales que la identidad

S+ Pty AP =0 (11.1)
se satisface en C(D). Puesto que las funciones racionales py,...,ps_1 estdn bien
definidas en el punto «, las composiciones my := pg o &,...,Ts_1 := Ps_1 © € estan
bien definidas en (. Por lo tanto 7, ..., m,_1 pertenecen al anillo local C[T]mg, donde

N =C[T]- (T — () es el ideal maximal generado por T'— ¢ en C[T.
La identidad (11.1) implica que

A4 N =0

se satisface en C[T]n . Por lo tanto \; es entera sobre C[T'|n, . Puesto que A; pertene-
ce a C(T) y C[T]y, es integralmente cerrada en C(T'), concluimos que A; € C[Tp,.
Esto significa que la funcién racional \; esta bien definida en ¢. Puesto que ¢ € Gp
fue elegido arbitrariamente concluimos que \; estd bien definida en todo punto
( € Gp. Esto prueba la primera parte de la afirmacién para 1 < j < M. Aho-
ra vamos a probar la segunda parte.

El morfismo de variedades irreducibles £ : A' — D induce un homomorfismo
de C-&lgebras ¢* : C[D] — C[T]. A partir del Teorema I deducimos que existe
un cuerpo 2 que contiene a C(T') tal que €* se puede extender a un place Q-
valuado de C(D) que también denotamos por £*. Sea R.- el anillo de valuacién del
place £*. Obsérvese que R.- contiene a C[D] y a su localizacion C[D]gy en el ideal
maximal 9. Para ver esto tltimo, nétese que para h € C[D]\ M y ¢ € Gp resulta
e*(h)(¢) = (hoe)(¢) = h(a) # 0, y por lo tanto €*(h) # 0. Esto implica que

C[D]on C R.«. Por lo tanto la identidad (11.1) implica que €*(¢);) es finita. Ademads,
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puesto que 1; es una funcién racional de C(D) y la composicién ;o € esta bien
definida, tenemos que *(¢);) = ;0o = A;.

Sean ( y 1 elementos arbitrarios de Gp. Entonces ¢ y 1 inducen por evaluacion
dos homomorfismos de C-algebras p¢ : C[T] — C y p, : C[T] — C. A partir del
Teorema I concluimos que p¢ y py se pueden extender a dos places C-valuados de
Q2 que también denotamos por ji¢c y ju,. Sean R,y R, los anillos de valuacion
de los places ¢ y 1. Entonces R, contiene a C[T|yn, y R,, contiene a C[T]y, .
Componiendo ahora la evaluacion €* con la valuacién p¢, y con la valuaciéon p,,
obtenemos dos valuaciones C—valuadas v; y v, de C(D) que extienden la evaluacién
de las funciones coordenadas de C[D] en el punto a € D. Puesto que por hipétesis
U es geométricamente robusta tenemos que v¢(1;) = v,(1;). Por otra parte, como
Aj € C[T]y, deducimos que v¢(v;) = pe(e*(¥;)) = pe(A;) = A;(¢) y similarmente
vp(1j) = Aj(n). Esto implica A\;(¢) = A;(n). Por lo tanto el valor de \;(¢) no depende
de ¢ € Gp. Puesto que 1 < j < M fue elegido arbitrariamente, queda demostrada
la afirmacién. m

Concluimos que A := (\y,...,A\y) es una aplicacién racional de C(T)M bien
definida en todo punto ¢ € Gp cuyo valor a* := A(() es independiente de (.

Considérese ahora la aplicacién polinomial ¢ : D* — AK definida por ¢(h) :=
(w*(h)(ay),...,w"(h)(ax)). Obsérvese que 6 := po A es una aplicacién racional bien
definida (con dominio maximal) de A’ en A¥. Para todo punto ¢t € Al tal que 1,
estd bien definida en &(t) tenemos que

0(t) = (A1) = o(¥(e(®))) = (W (¥(e®))(ar), ..., w (Y((?)))(ak))
= (®(e(®))(ar), ..., P(e(t))(ak))
= (F(ay,t),...,F(ag,t)).
Por lo tanto 6 es una aplicacién polinomial de A! en A y estd bien definida en todo

punto t de Al
Dado que

D D
%F(T, X)=(D+1)TP> THX* 4 (TP — 1)8% > TrEXE,
k=0 k=0

deducimos que para todo ¢ € Gp y todo x € A! se satisface la identidad

aF _ D - k, .k

Sean (i,...,(p+1 los (distintos) elementos de Gp. La regla de la cadena y la afir-
macién anterior implican ahora que para 1 < ¢ < D + 1 la identidad
D
Do Gral
(D +1)¢7 : = (d0)(C)

D ' kK
Zk:OCKCLK

= (dp)(A(C0)) - (dA)(C) = (dip)(@”) - (dA)(¢r)  (11.2)
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tiene sentido y es vélida (aqui (d0)((,), (dp)(A(C)) v (dN)({r) denotan las matrices
Jacobianas de 0, ¢ y A en los puntos (;, A((;) y (s respectivamente).

Para1l </ < D+1seav,:= (D+1)¢P)71((d0)(()) y sea C la (K x M)-matriz
compleja C' := (dy)(a*) (que es independiente del indice £). Obsérvese que K = D+
1. A partir de (11.2) deducimos que vy, ..., vx son combinaciones C-lineales de las
columnas de C. Afirmamos que vy, ..., vk son C-linealmente independientes. Para
ver esto, sea V la (K x K)-matriz compleja cuya vectores columna son vy, ..., vk,
Vi = ((f_l)gg,kSK y Wy = (alz_l)lgg’kSK. Entonces tenemos que V = W, V.
Puesto que Vi y W, son matrices de Vandermonde inversibles concluimos que V es
de rango maximal K. Esto implica que el rango de C' € CK¥*M es al menos K y por
lo tanto que M > K = N/2. Esto demuestra la Proposicién 11.1.2. O

11.2. Polinomios codificados por straight—line pro-
grams: interpolacion de Lagrange es dificil

Sean n, L, M nimeros naturales con 284 > n, K :=4(L+n+1)24+2y N := K.
En términos de las nociones y notaciones introducidas en las Secciones 9.2.1 y 9.2.3,
ahora vamos a mostrar que todo algoritmo de interpolacion geométricamente robusto,
que reconstruye los polinomios n—variados que pueden ser evaluados por un straight—
line program sin divisiones de longitud no escalar a lo sumo L a partir de sus valores
en una sucesién de identificacion de longitud K, tiene complejidad exponencial de
orden 2% = 22(VE) — 922(VN)  Egto significa que la interpolacién de Lagrange
tradicional en ny := (QL;”) = 20(") nodos es esencialmente éptima para esta muy
especial clase de polinomios.

El siguiente resultado, con una cota de complejidad ligeramente menos fina, fue
exhibida en [HK04] en el contexto de bases de datos con restricciones.

Teorema 11.2.1. Con las notaciones y las hipotesis anteriores, sea D el subconjunto
construible irreducible de AN y ® : D — ng) la aplicacion geométricamente robusta
introducida en la Seccion 9.2.3. Por lo tanto D y ® determinan un problema de
interpolacion de Lagrange en el sentido de la Definicion 9.2.1 y los interpolantes
O := ®(D) son los polinomios en 1™ que pueden ser evaluados por un straight-line
program sin divisiones de longitud no escalar a lo sumo L.

Sean D* un subconjunto construible de AM, w* : D* — O una codificacion poli-
nomial de la clase de interpolantes O y ¥ : D — D* una aplicacion geométricamente
robusta tales que D*, w* y W determinan un algoritmo que resuelve el problema de in-
terpolacion de Lagrange representado por D y ® (tal solucion existe para un nimero
natural M adecuado, puesto que ® es geométricamente robusta). Entonces

£+1
M (2L2 -1+ n) _ 99(In) _ 99(VE) _ 9Q(VN)

; =
En otras palabras, la complejidad del algoritmo de interpolacion de Lagrange deter-
minado por D*,w* y VU es al menos exponencial en L y n o alternativamente en

VK =VN.
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Demostracion. Sea { := L% + 1] y sea Y el subconjunto de Ilyz := ng) definido por

21
y = {t Z()\le + st + Aan)k : (t7 Ah .. ;)\n) € An+1}'

k=0

Teniendo en cuenta que todo polinomio h € ) se puede evaluar por un straight—line
program libre de divisiones de longitud no escalar a lo sumo 2(¢— 1), concluimos que
Y est4 contenido en la clase de interpolantes ©. Denotemos con ) la clausura Zariski
de ) en su espacio ambiente A"* (aqui identificamos Il con A™). Obsérvese que
Y es una subvariedad afin irreducible de O, puesto que Y es la clausura Zariski de
la imagen de un morfismo polinomial que aplica la variedad afin irreducible A"*! en
Arr,

En la Seccién 9.2.3 fijamos puntos 71, ...,k de A" (mds precisamente, puntos
enteros de longitud bit a lo sumo 4(L+1) < 2v/K) tales que v := (74, . .., vk ) resulta
una sucesién de identificacion para la clase de polinomios O. Sea = : O — AN
la aplicacién polinomial definida por Z(f) := (f(71),.-., f(7x)). Recuérdese que
D :=Z(0).

Entonces D es una subvariedad afin, cerrada e irreducible de AN = AKX y = .
O — D es un morfismo finito, birracional de variedades afines irreducibles, que es
un homeomorfismo (con respecto a la topologia fuerte). En particular, la aplicacién

=271 D — I, es geométricamente robusta y D y ® determinan el problema
de interpolaciéon de Lagrange en consideracion.

Sea Z el subconjunto construible irreducible de D C AN definido por Z := Z(J).
Obsérvese que Z es cerrado Zariski puesto que = : @ — D es un morfismo finito de
variedades afines. Por lo tanto Z es una subvariedad afin cerrada e irreducible de
D y AN, Obsérvese que el punto (0,...,0) € AV pertenece a Z ND. Ademés, del
hecho de que Z : O — D es un homeomorfismo se sigue también facilmente que Z
es cerrado en la topologia fuerte.

Sean 1, . .., ¥ las componentes de la aplicacién construible dada ¥ : D — AM,
De acuerdo con el Lema 9.1.1, existe una subvariedad afin abierta (no vacfa Zariski)
U de D con U C D, donde las funciones racionales 11, ..., 1y son regulares. Por
lo tanto 91y, ..., ¥arly son funciones coordenadas de la C-algebra C[U] que estd
contenida en el cuerpo de funciones racionales C(D).

Por el Teorema 10.2.10, existen funciones racionales 7y, ...,ny de C(Z) tales
que, para todo punto z de la interseccién de sus dominios y D, se satisface la con-
dicion n1(z) = ¥1(2),...,nm(z) = Yar(2). Ademas, si M denota el ideal anulador
(maximal) de C[Z] en el punto (0,...,0) € Z N D, puesto que por hipétesis ¥
es geométricamente robusta y Z es una subvariedad cerrada irreducible de D, las
funciones racionales 7, ...,n son enteras sobre C[Z]oy (ver también la Proposi-
cién 10.2.9 y el Teorema 10.2.2). Por lo tanto existen s € N y funciones racionales
pij € C[Z]m, 0<i<s—1,1<j <M, tales que

n; +p3_1j7]]5‘71 +- 4 py; =0 (11.3)
se satisface en C(Z) para todo 1 < j < M.
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Sean T, Uy, ...,U, vy Yi,..., Yx nuevas indeterminadas, sea U := (Uy,...,U,) y
X = (Xy,...,X,), y sea Gry el polinomio de C[T,U, X| definido por

21
GT7U(X) =T Z(Ule + -+ Uan)k.
k=0

Ademss, sea gruy = (Gru(m),.-.,Gru(vk)). Entonces grpy induce un morfis-
mo dominante de variedades afines A" — Z. Este morfismo induce un isomor-
fismo de C-dlgebras entre C[Z] y Clgru], donde Clgru| se interpreta como la
subdlgebra de C[T, U] generada por Gru (1), - - ., Gru(7k). Este isomorfismo apli-
ca el ideal maximal 9 of C[Z] en el ideal maximal M de Clgru] generado por
Gru(m),...,Gru(yk). Ademds, este isomorfismo aplica las funciones racionales
pij € C[Z]m, 1 <i<s—1,1<j < M, en las funciones racionales p;; € Clgruls
e induce un C-isomorfismo de cuerpos entre C(Z) y C(gru) que aplica ny, ..., nx
en funciones racionales 7y, ...,7x € C(gry). Més precisamente, tenemos que 7; =
M ogru,---,Nk =Nk ©gry con composiciones bien definidas.

Sea Y = (Y1,...,Yx) y S == {P(grv) : P € ClY], P(0,...,0) # 0 }.
Entonces S es un subconjunto multiplicativo de C[gry| y por lo tanto de C[T,U].
Obsérvese que Clgrulsg = S~ 'Clgry]. La identidad (11.3) implica que

W5+ Pemijiy e+ Doy =0 (11.4)

en C(T,U) para todo 1 < j < M. Por lo tanto n,...,7y son enteras sobre
Clgruls = S™'Clgru] y en consecuencia sobre S~'C[T, U]. Puesto que C[T, U] es
integralmente cerrado, la C—algebra S™'C[T, U] es también integralmente cerrada
(ver, por ejemplo, [Lan93, Ch. VII, §1, Proposition 1.9]). Ademds, S~'C[T, U] con-
tiene a S™'C[gry]. Concluimos que las funciones racionales 7y, ..., 7y de C(T,U)
pertenecen a S™!C[T, U].

Sea w un punto arbitrario de A" y P un polinomio arbitrario de C[Y] con
P(0,...,0) # 0. Tenemos que Gg,, = 0y por lo tanto go, = (0, ...,0). Esto implica
que P(go.) = P(0,...,0) # 0. Por lo tanto toda funcién racional de S™'C[T, U]
estd bien definida en el punto (0,u) € A", En particular las funciones racionales
n;y pij, 1 <i<s—1,1<j <M, estan bien definidas en (0, u). Ademsds, el valor
@ij := Dij(0,u) no depende de u, puesto que p;; pertenece a Clgru]g.

En consecuencia, (11.4) implica que

’77}(0, ’U,)S + 065_17]'7,;]}(0, ’U,)S_l + -+ 0407]' =0

se satisface en C. Por lo tanto para 7;(0,u), u € A", hay sélo finitos valores posibles.
Por otra parte, la aplicacién A" — A! que asigna a cada punto u € A" el valor
7;(0,u) € Al es una funcién racional que es regular en todo A™ y por lo tanto una
aplicacion polinomial cuya imagen consiste de finitos puntos. Concluimos que los
valores 17 (0,w), ..., 7y (0, u) son independientes del punto u € A™.

Sea Ny := {0} UNy, para a := (o, ..., ;) € Nj, sea |a] := a; +-- -+ «,. Para
un entero no negativo dado m, sea

Ym ={aeNj : |a] <m}.
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Obsérvese que X, consiste de (m:") elementos.

Puesto que todo polinomio de O tiene grado a lo sumo 2%, podemos considerar
para todo e € ¥y con @ := (qy,...,q,) la funcién coordenada 6, de C[@] que
proporciona el coeficiente de cada polinomio f € O que corresponde al monomio
X = XM X" Ademds, para todo t € Al y todo w = (uy,...,u,) € A"

tenemos que

k!
Gw =t 3 3 —uxp e
A1:09:...0p

0<k<2(—1 oxeNY '

of!
=t Z —’ | ut X7 unr X
arlag! ..y,
aeNg

0<|a|<26 -1

Obsérvese que deg Gy, < 2°—1 < 2Ly que G4, se puede evaluar por un straight—
line program sin divisiones de longitud no escalar 2(¢ — 1) < L. Por lo tanto Gy,
pertenece a H;’Z) y en particular a O. Luego para a € ¥y el valor 6,(G1.,) esta bien

definido y tenemos que
tla|!

00(Gra) = { ol o)
0, Si (87 E EzL \ 22571.

(0% 3 .
u-, S1o c 22871,

Para todo p € Al, sea 7 := (p,p*,p%" ..., p%" ") y sea B, : Al — A™! la
aplicacién (polinomial) definida por

1 20 (n—1)¢
Bo(t) = (t.p.p" . p* ...p° ).
A partir de nuestra argumentacion anterior, deducimos que la composicion
o, =w"onop, (11.5)

estd bien definida y es regular en el punto ¢ := 0.

Ahora elegimos un pequefio polidisco abierto A de A? = C? que contenga al
origen, tal que para todo (¢,p) € A la aplicacién racional 7 estda bien definida en
B,(t). Sea n = (n,...,nu). Entonces para (¢, p) € A tenemos las identidades

ﬁ(ﬁp(t)) = n(gt,ﬁ) = \Ij(gt,ﬁ)

y por lo tanto

p(t) = W (0(Bp(1))) = W (n(9e5)) = W (¥(95)) = P(915) = G-

Esto implica que para todo a € ¥yr con a := (ay, ..., qy), tenemos que

t|a|! —a t|a|! o 02 422ty 2(R—1)
el (1)) = ol a !p B ol Lo !p vt (11.6)

sia €3y 1y ba(o,(t) =0si € gr\ Mge_y.
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Obsérvese que los elementos de la sucesion (041 +ay2t4- - ~+an2(”_1)€)

son todos distintos, puesto que (ay, ..., a,) € Xy, implica que ay, ..., a;, son en-
teros no negativos acotados por 2¢ — 1.

Fijemos p € A! con (0, p) € A. Aplicando la regla de la cadena a la composicién
o,(t) =w* ono B,(t) con (t,p) € A obtenemos

s(0) = ()5 (0)) - 5o 6,)(0),

donde (do,/dt)(0) y (d(no B,)/dt)(0) denotan las derivadas de o, y 7 o 3, respecti-
vamente en el punto ¢ := 0y (dw*)(7(5,(0))) la matriz Jacobiana de w* en el punto
1(8,(0)). Como vimos anteriormente, el valor

W= ﬁ(ﬁp(o)) = ﬁ(oaﬁ) = <ﬁ1(07ﬁ)7 SR 7ﬁK(0>ﬁ))

es independiente de p.
Sea C'la (ng, x M)-matriz Jacobiana de w* en y, es decir, C' := (dw*)(n(5,(0))) =
dw*(u), que es independiente del valor p. Entonces

20,(0) = (@) (B, 0))) - 50 B)0) = C - (70 5,)(0)

implica que (do,/dt)(0) es una combinacién C-lineal de las columnas de C. Por
el Lema 11.2.2 deducimos que existen valores p;, € C\ {0}, 1 <[ < #Xo_;, con
(0,p) € A tales que los vectores columna (do,, /dt)(0) € A™ son C-linealmente
independientes. Esto implica que el rango de la (ny x M)-matriz C' es al menos

2 _14n ol3+1 _ 1 4 ¢
n n

s (2@4rlJ -1 +n)

Por lo tanto

n

Por la hipétesis 2/4 > n deducimos que

L 5 n 3 "
<2L2+1J -1 +n> > (22 — 1) > (22 - 1) _ 29(%—logn)n — 9f(Ln)

n n! nn

y dado que N = K = (L +n + 1)? + 2, concluimos que

Por lo tanto obtenemos la cota inferior

$+1
o n
Para terminar la demostracion del Teorema 11.2.1, utilizamos el siguiente resul-
tado.
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Lema 11.2.2. Seanm € N, ny <mny < --- <n, € Ny yay,...,a, € A\ {0}. Sean
Zy,. .., Zy indeterminadas sobre C y sea P := (P, ;)1<ij<m € C[Z1,..., Z,]™™ la
matriz tal que P;; := ajZ?j para 1 < 1,7 < m. Entonces det P # 0. En particular,
existen elementos py, ..., pm € C con norma arbitrariamente pequena para los cuales
la matriz P(py,. .., pm) = (ajp;?)i<ij<m €5 no singular.

Demostracion. Argumentamos por induccién en m. Puesto que el caso m = 1 es
obvio, podemos suponer que m > 1. Para 1 <i <m, sea Q; la (m —1) x (m —1)—
submatriz de P que se obtiene eliminando la fila niimero ¢ y la columna nimero m.
Obsérvese que det (0; no contiene la indeterminada Z;. Entonces tenemos

det P = (=1)""a,,Z™ det Q1 + (—1)""2a,, Zy™ det Qy + - - - + a;n 2™ det Q..

Para todo 1 < 7,7 < m, tenemos deng(det Qi) < Nyy—1. Puesto que @ tiene la
forma requerida por el enunciado del lema para el caso m — 1, podemos aplicar la
hipétesis inductiva a Q1. Por lo tanto det Q1 # 0. Luego (—1)"""a,, det Q1 # 0 es el
coeficiente de la potencia méas alta, a saber n,,, de Z; en P. Esto implica det P # 0.
El resto del enunciado del lema es entonces obvio. O

Aplicamos ahora el Lema 11.2.2 a los vectores columna (do,/dt)(0) € A™ con
(0,p) € Ay p#0.

Fin de la demostracion del Teorema 11.2.1. Con las notaciones del Leana 11.2.2
Ly
y la demostracion del Teorema 11.2.1, sea m := #Xor_ | = (22_““”) = (2L2J+ _1+”)

y sean 0 < ny; < ... < n, los elementos de la sucesion Zal + @2t + - 4

an2(n 1)6)(041,...,&”)622@71
sucesion son todos distintos). Para 1 < j < my a = (aq,...,a,) € Yy con
n; = o+ a2+ + 0,207V seaa; = |l /(! .. o)) y P € C[Zy, ..., Zy]™™
la (m x m)-matriz del enunciado del Lema 11.2.2. Entonces existen py, ..., p,, € C™
con (0,p1) € A, ..., (0, pn) € A tales que det P(p1,. .., pm) # 0.

Sea H la (nyxm)-matriz compleja formada por los vectores columna (do,,/dt)(0),
..., (do,,, /dt)(0). Entonces las identidades (11.6) de la demostracién del Teorema
11.2.1 implican que la (m x m)-submatriz de H determinada por las filas correspon-
dientes a los elementos de Yy _; es la matriz P(p1, ..., pm). Comodet P(p1, ..., pm) #
0, concluimos que H es de rango maximal m. Por lo tanto, los m := #>y¢_; vectores
columna (do,,/dt)(0) € A", 1 < < m, son C-linealmente independientes. Esto
completa la demostracion del Teorema 11.2.1. O

en forma ordenada (recuérdese que los elementos de esta
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