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Lugar de trabajo: Universidad Nacional de General Sarmiento. Instituto del Desa-
rrollo Humano.

Buenos Aires, 2017





Sobre la complejidad de la resolución de sistemas de
ecuaciones polinomiales y de la interpolación polinomial

multivariada

Resumen

La resolución de sistemas de ecuaciones polinomiales y la interpolación polino-
mial multivariada se analizan desde el punto de vista algoŕıtmico y de la complejidad
computacional.

Desde el punto de vista algoŕıtmico se exhibe un algoritmo probabiĺıstico que
resuelve un sistema polinomial cuya complejidad bit es esencialmente cuadrática en
el número de Bézout del sistema y lineal en su talla bit. Este algoritmo resuelve el
sistema de entrada módulo un número primo p y aplica levantamiento p–ádico. Para
esto, se establecen una serie de resultados sobre la longitud bit de un primo “lucky” p,
es decir un primo para el cual la reducción del sistema de entrada módulo p preserva
ciertas propiedades geométricas y algebraicas fundamentales del sistema original.
Luego este algoritmo se aplica al problema de la interpolación polinomial cuando el
conjunto de nodos está dado como el conjunto de ceros de un sistema polinomial,
dando como resultado un procedimiento que calcula intepolantes de “bajo grado”.
La complejidad bit de estos algoritmos es similar a la de los algoritmos que usan
bases de Gröbner o H–bases en el peor caso y en ciertos casos de interés práctico
puede resultar considerablemente menor.

Desde el punto de vista de la complejidad computacional se demuestran cotas
inferiores para la complejidad de los problemas de interpolación polinomial. Se in-
troduce un nuevo modelo computacional para la interpolación de Hermite–Lagrange
que incluye clases no lineales de interpolantes. Este modelo incluye fenómenos de
coalescencia y captura una gran variedad de conocidos problemas y algoritmos de
interpolación. En este contexto, se exhiben ejemplos de problemas de interpolación
con clases no lineales de interpolantes cuya complejidad es intŕınsecamente exponen-
cial, mostrando que nuestro algoritmo para interpolación polinomial multivariada es
esencialmente asintóticamente óptimo para los problemas seleccionados y que nada
se gana admitiendo no linealidad.

Palabras clave Resolución de sistemas polinomiales sobre Q; complejidad bit;
sucesión regular reducida; forma de Chow; fibras de levantamiento; levantamiento
de Hensel; primos “lucky”; interpolación de Hermite–Lagrange; problema de inter-
polación; algoritmo de interpolación; complejidad computacional; cota inferior de
complejidad; aplicación construible; aplicación racional; aplicación topológicamente
robusta; aplicación geométricamente robusta.





On the complexity of polynomial system solving and
multivariate polynomial interpolation

Abstract

Polynomial system solving and multivariate polynomial interpolation over the
rationals are considered from both the algorithmic and computational point of view.

From the algorithmic point of view a probabilistic algorithm is developed which
solves a polynomial system whose bit complexity is roughly quadratic in the Bézout
number of the system and linear in its bit size. Our algorithm solves the input system
modulo a prime number p and applies p–adic lifting. For this purpose, we establish
a number of results on the bit length of a “lucky” prime p, namely one for which
the reduction of the input system modulo p preserves certain fundamental geometric
and algebraic properties of the original system. Then this algorithm is applied to
polynomial interpolation when the set of nodes is given as the set of zeros of a
polynomial system, yielding a procedure which computes “low degree” interpolants.
The bit complexity of these algorithms is similar to that of the algorithms that use
Gröbner or H–bases in the worst case, and in certain cases of particular interest can
be significantly lower.

From the computational complexity point of view lower complexity bounds for
the complexity of interpolation algorithms by polynomials are shown. A new compu-
tational model for Hermite–Lagrange interpolation with nonlinear classes of inter-
polants is introduced, which includes coalescence phenomena and captures a large
variety of known Hermite–Lagrange interpolation problems and algorithms. In this
context examples of interpolation problems are exhibited with nonlinear classes of
interpolants whose complexity is intrinsically exponential, showing that our algo-
rithm for multivariate polynomial interpolation is essentially asymptotically opti-
mal for the problems under consideration and that nothing is gained by admitting
nonlinearity.

Key words Polynomial system solving over Q; bit complexity; reduced regular
sequence; Chow form; lifting fibers; Hensel lifting; lucky primes; Hermite–Lagrange
interpolation; interpolation problem; interpolation algorithm; computational com-
plexity; lower complexity bound; constructible map; rational map; topologically ro-
bust map; geometrically robust map.
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Índice general
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Caṕıtulo 1

Introducción

En este trabajo de tesis se consideran dos problemas centrales de la geometŕıa
algebraica computacional: la resolución de sistemas de ecuaciones polinomiales y la
interpolación polinomial multivariada.

Más precisamente el trabajo se focaliza en el costo binario de la resolución de
sistemas polinomiales y de la interpolación polinomial. En relación con el primer
problema, se determina una cota superior sobre el costo binario de una clase de al-
goritmos à la Kronecker para intersecciones completas definidas sobreQ. La cantidad
de operaciones aritméticas en Q que realizan este tipo de algoritmos es esencialmente
polinomial (más precisamente, cuadrática) en un invariante denominado el “grado
del sistema”, que se acota superiormente por el número de Bezout del mismo. Sin
embargo el costo binario podŕıa ser mucho mayor, debido al eventual crecimiento
de los enteros que aparecen en los cálculos intermedios. Para evitar este fenómeno,
siguiendo una sugerencia de [GLS01], en esta tesis se desarrolla una versión modular
de estos algoritmos que consiste en realizar los cálculos módulo un primo p “lucky”,
a fin de obtener la salida mediante un proceso de levantamiento p–ádico. Un aspecto
crucial de este enfoque reside en la determinación de un primo p lucky para obtener
una “buena” reducción modular. Esto implica que ciertas caracteŕısticas geométricas
y algebraicas, como la dimensión y el grado de la variedad de entrada, se preserven
en la reducción módulo p. En este sentido se obtienen resultados sobre la longitud
bit de un primo p lucky. De este modo se obtiene un algoritmo probabiĺıstico, con
probabilidad acotada a priori, que resuelve un sistema de ecuaciones polinomiales
con coeficientes en racionales con un costo binario esencialmente cuadrático en el
grado del sistema y lineal en el tamaño bit del mismo, mejorando significativamente
los resultados de complejidad binaria conocidos.

Con respecto a la interpolación polinomial, se consideran dos problemas prin-
cipales. En primer lugar, y de acuerdo con el paradigma del cálculo simbólico, se
considera un problema de interpolación “impĺıcita” en donde el conjunto (finito) de
nodos de interpolación está descripto como el conjunto de soluciones de un sistema
de ecuaciones polinomiales con coeficientes en Q. A este conjunto de nodos aso-
ciamos un espacio de interpolantes que resulta uńıvocamente determinado por los
polinomios de entrada y que se compone de polinomios de grado a lo sumo n(d− 1)
donde d es una cota superior para los grados de los polinomios de entrada y n es
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Introducción Caṕıtulo 1

la cantidad de indeterminadas. Exhibimos un algoritmo que resuelve este problema
de interpolación con un costo binario esencialmente cúbico en el grado del sistema
de entrada y lineal en el tamaño bit del mismo, resultando una alternativa a los
métodos que usan bases de Gröbner o H–bases.

Por último se considera la complejidad computacional de la interpolación polino-
mial multivariada. La salida de los algoritmos clásicos de interpolación polinomial es
la representación densa o rala de los polinomios interpolantes, por lo que la dimen-
sión (finita) del espacio de interpolantes en consideración resulta una cota inferior
para la complejidad de estos procedimientos. En esta tesis se plantea la cuestión de
la complejidad intŕınseca de los algoritmos de interpolación que admiten represen-
taciones más generales de los interpolantes, como por ejemplo su codificación por
medio de esquemas de evaluación, lo que a su vez motiva la consideración de clases
no lineales de interpolantes. Para responder a esta cuestión se describe un modelo
general de problema y algoritmo de interpolación de “Hermite–Lagrange” mediante
argumentos geométricos. Se introduce además una noción de robustez geométrica
que permite capturar en el modelo fenómenos de coalescencia, incluyendo de este
modo los algoritmos de interpolación multivariada usuales. Finalmente se presentan
dos familias naturales de problemas de interpolación del tipo Hermite–Lagrange cuya
complejidad, bajo la mencionada restricción de “robustez geométrica”, es intŕınseca
alta, aún si se admiten técnicas de interpolación no lineales. En particular todo algo-
ritmo geométricamente robusto que resuelve estos problemas de interpolación realiza
una cantidad de operaciones ariméticas que es polinomial en el número de nodos
en consideración, demostrando que nuestro algoritmo de interpolación impĺıcita es
esencialmente óptimo.

En las secciones siguientes se discuten en más detalle los resultados conocidos
hasta el momento en relación con los problemas anteriores aśı como los resultados
obtenidos en esta tesis. Salvo mención expĺıcita de lo contrario, estos últimos son
originales y se encuentran en los art́ıculos [GHMS11] y [Gim14] ya publicados y en
el art́ıculo [GM16] en proceso de revisión.

1.1. Antecedentes

1.1.1. Resolución de sistemas de ecuaciones polinomiales

La resolución de sistemas polinomiales definidos sobre Q es una tarea fundamen-
tal de la geometŕıa algebraica computacional, que ha sido el motivo de trabajo inten-
sivo desde la década de 1970. Enfoques simbólicos a este problema incluyen bases de
Gröbner, descomposición triangular, resultantes, matrices de Macaulay y algoritmos
à la Kronecker (ver, por ejemplo, [Mor05] y [Mor15] para un repaso de los métodos
existentes). La correspondiente complejidad aritmética, es decir el número de
operaciones aritméticas en Q requerido por estos algoritmos, ha sido analizada en,
por ejemplo, [Laz81], [Giu89], [DFGS91], [FGS95], [GHH+97], [GLS01], [Lec03] y
[DL08], entre otros. El paradigma de complejidad que surge de estos trabajos es que
los sistemas polinomiales se pueden resolver con un número de operaciones aritméti-
cas que es polinomial en el número de Bézout del sistema, esto es, en el producto
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§1.1. Antecedentes

de los grados de los polinomios del sistema de entrada. Esta conclusión esencialmen-
te coincide con las cotas inferiores de [CGH+03], [GHMS11] y [BHM+16], bajo la
hipótesis de que los correspondientes algoritmos son “geométricamente robustos”,
es decir, son universales y permiten la resolución de ciertos problemas “ĺımite”.

Por otro lado, existen pocos resultados sobre el costo binario o complejidad
bit de estos algoritmos. En relación con las bases de Gröbner, el trabajo [HL11]
de Hashemi y Lazard muestra que, en el caso de dimensión cero, éstas pueden
calcularse con un número de operaciones bit que es esencialmente polinomial en el
tamaño binario de la entrada y Dn, donde n es la cantidad de indeterminadas y D
es el promedio de los grados de los polinomios que definen el sistema de entrada.

En la presente tesis se analiza la complejidad bit una familia de algoritmos à la
Kronecker, originalmente debidos a [GHH+97] y [GHM+98] y cuya versión más re-
ciente es la de Giusti, Lecerf y Salvy [GLS01] (ver también [DL08]). Estos algoritmos
suponen como hipótesis que los polinomios de entrada F1, . . . , Fr ∈ Z[X1, . . . , Xn]
definen una intersección completa, es decir que el conjunto solución V ⊂ Cn del
sistema F1 = 0, . . . , Fr = 0 es una subvariedad af́ın de Cn de dimensión n − r y
el ideal (F1, . . . , Fr) es radical. Otra hipótesis de estos algoritmos es que F1, . . . , Fr
forman una sucesión regular reducida, es decir que ningún Fs es divisor de cero en
el anillo cociente Q[X1, . . . , Xn]/(F1, . . . , Fs−1) y el ideal (F1, . . . , Fs) es radical para
1 ≤ s ≤ r. Esta condición implica que la subvariedad af́ın Vs de Kn

definida por
F1, . . . , Fs tiene dimensión n− s para 1 ≤ s ≤ r. Esta segunda hipótesis de regula-
ridad y reducción no es realmente restrictiva ya que esta situación se puede obtener
por medio de una combinación lineal genérica de los polinomios F1, . . . , Fr, como se
demuestra en [KP94]. Los polinomios F1, . . . , Fr se suponen representados por un
straight-line program, que informalmente hablando es un esquema de computación de
las operaciones aritméticas requeridas para evaluar los polinomios, y cuya longitud L
se define como el número total de operaciones (ver el Caṕıtulo 2 para las definiciones
formales). Estos algoritmos entregan en la salida una adecuada “parametrización” de
una fibra finita de V , esto es, de la subvariedad cero–dimensional Q–definible de Cn
determinada por la intersección de V con una subvariedad lineal genérica de dimen-
sión complementaria r. Más precisamente, esta parametrización está definida por
una “solución geométrica” o “representación univariada” de la fibra. Una represen-
tación univariada de una subvariedad cero–dimensional Q–definible W de Cn es
una “parametrización” de la misma definida por una forma lineal U ∈ Q[X1, . . . , Xn]
y polinomios univariados Q, V1, . . . , Vn ∈ Q[T ], con Q libre de cuadrados, tales que
U induce un isomorfismo entreW y el conjunto de ceros en C del polinomio Q(T ), y
cuya inversa está dada por (V1(T ), . . . , Vn(T )). Un parametrización alternativa tam-
bién utilizada es la denominada representación de Kronecker de W , en la que
V1, . . . , Vn se sustituyen por polinomios W1, . . . ,Wn ∈ Q[T ] tales que el morfismo

inverso anterior está dado por la tupla de funciones racionales
(
W1(T )
Q′(T )

, . . . , Wn(T )
Q′(T )

)
(ver el Caṕıtulo 2 para las definiciones precisas de solución geométrica y represen-
tación univariada). Estas formas de representación de una variedad se remontan a
los trabajos de Kronecker [Kro82] y König [Kön03] (ver también [HP68a]) y varios
trabajos muestran que éstas constituyen una buena representación de V , es decir una
“solución” del sistema F1 = 0, . . . , Fr = 0, tanto desde el punto de vista numérico
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como simbólico (ver, por ejemplo, [HKP+00], [Sch03], [Lec03], [CM06], [SW05]).
Supóngase que los polinomios de entrada F1, . . . , Fr tienen grado a lo sumo d

y están dados por un straight–line program de longitud a lo sumo L y parámetros
enteros de longitud bit a lo sumo h. En [GHH+97] y [HMPS00] se demuestra que en
tal caso el sistema F1 = 0, . . . , Fr = 0 puede resolverse con un número de operaciones
bit que es polinomial en rdLδh. Aqúı δ es un invariante introducido por Giusti
et al. [GHM+98] denominado el grado del sistema y que se define como δ :=
máx1≤s≤r degVs, donde degVs es el grado de la subvariedad af́ın de Cn definida por
F1, . . . , Fs para 1 ≤ s ≤ r.

Asimismo [GHH+97] provee una cota inferior sobre el tamaño binario de la salida
si se utilizan representaciones “estándar”. Además, el trabajo reciente de Schost y
Safey El Din [SS16] considera la complejidad bit de sistemas cero–dimensionales
multi–homogéneos y demuestra que tales sistemas pueden resolverse con complejidad
cuadrática en el número de Bézout multi–homogéneo y un correspondiente análogo
aritmético de éste.

Por último, en [GLS01] se demuestra que la complejidad aritmética de los algo-
ritmos à la Kronecker es cuadrática en grado del sistema.

Expresaremos las medidas de complejidad de los algoritmos en términos de la
cantidad U(n) = n log2(n) log log(n).

Teorema 1.1.1. ([GLS01, Theorem 1]) Sea K un cuerpo de caracteŕıstica cero
y F1, . . . , Fn polinomios en K[X1, . . . , Xn] de grado a lo sumo d que definen una
sucesión regular reducida y dados por un straight–line program de longitud a lo su-
mo L. Sea Vs la subvariedad af́ın de Kn

definida por F1, . . . , Fs para 1 ≤ s ≤ n
y sea V := Vn. Existe un algoritmo probabiĺıstico que calcula una representación
univariada de V con O

(
n(nL + n4)(U(dδ))2

)
operaciones aritméticas en K, donde

δ := máx1≤s≤n−1 degVs. Su probabilidad de éxito depende de elecciones de elementos
de K fuera de ciertos subconjuntos algebraicos estrictos.

No obstante, cuando K = Q esta estimación no necesariamente refleja adecuada-
mente el costo binario del algoritmo, que podŕıa ser mucho mayor, debido al eventual
crecimiento de los enteros en los cálculos intermedios. Por tal motivo en [GLS01] se
sugiere realizar todos los cálculos módulo un primo p “lucky”, para luego obtener la
salida por medio de un procedimiento de levantamiento p–ádico. En consecuencia, la
determinación de un primo p con “buena” reducción modular es crucial para poder
estimar la complejidad bit del procedimiento.

1.1.2. Interpolación impĺıcita

El problema de interpolación impĺıcita puede tratarse por medio de bases de
Gröbner y H-bases como se describe por ejemplo en [MS00a] y [Sau01] (ver tam-
bién [MMM91], [MMM93], [MS00a], [GS00b]). En lo que respecta al conocimiento
del autor de esta tesis, la cota de complejidad más fina para bases de Gröbner
cero–dimensionales es la del trabajo [HL11] citado anteriormente. Supongamos que
tenemos r = n polinomios de entrada F1, . . . , Fn que definen una sucesión regular
reducida. En la Sección 8.3.1 mostramos que el cálculo de una base de Gröbner
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del ideal (F1, . . . , Fn) por medio del procedimiento descripto en [HL11] requiere
O(n3(3d)n) operaciones aritméticas en Q.

En el caso especial que las partes homogéneas de grado máximo de los polinomios
F1, . . . , Fn tengan solo el punto (0, . . . , 0) como cero común, los mismos polinomios
F1, . . . , Fn ya forman una H–base [MS00a]. Por otra parte, algunos de los proce-
dimientos existentes para construir H–bases de ideales arbitrarios se basan en el
cálculo de una base de Gröbner (con respecto a un orden monomial compatible con
el grado) o bien implican el cálculo de una base de Gröbner del ideal dado como re-
sultado derivado [AL94] (ver también [Buc85]). En consecuencia, el costo de aplicar
estos procedimientos a nuestro problema es al menos el mencionado más arriba. Un
enfoque más directo para construir H–bases que no se basa en ordenes monomiales se
discute en [MS00b], [Sau01] y [PS07]. Una adaptación de este procedimiento al caso
cero–dimensional se describe en [MS00b], pero sin enunciar su complejidad. Conse-
cuentemente, en la Sección 8.3.1 discutimos la complejidad de este procedimiento,
que es de dO(n2) operaciones aritméticas en Q.

1.2. Resultados obtenidos y organización del tra-

bajo

1.2.1. Resolución de sistemas polinomiales

Desarrollamos un algoritmo probabiĺıstico à la Kronecker para intersecciones
completas definidas sobre Q cuya complejidad bit es esencialmente cuadrática en
el número de Bézout del sistema de entrada y lineal en su tamaño bit. Para esto,
seguimos la sugerencia de [GLS01] antes mencionada, que consiste en realizar los
cálculos módulo un primo p para luego recuperar los enteros de la salida por medio
de un procedimiento de levantamiento p–ádico.

Sean F1, . . . , Fr ∈ Z[X1, . . . , Xn] polinomios que forman una sucesión regular
reducida. Denotemos por Vs la subvariedad af́ın de Cn definida por los polinomios
F1, . . . , Fs y por δs := degVs su grado para 1 ≤ s ≤ r. Sea V := Vr y δ := máx1≤s≤r δs
el grado del sistema definido por F1, . . . , Fr. El algoritmo entrega en la salida una
representación de Kronecker de una “fibra de levantamiento” de V , esto es una fibra
(cero–dimensional) definida sobre Q de una proyección lineal genérica π : V → Cn−r
definida sobre Q.

El cálculo de la representación de Kronecker de tal fibra de levantamiento proce-
de en r etapas. En la etapa s–ésima calculamos una representación de Kronecker de
una fibra de levantamiento de Vs+1 a partir de una de Vs. Para nuestros propósitos,
la reducción modular definida por un primo p es “buena”, y el correspondiente pri-
mo p es “lucky”, si caracteŕısticas geométricas y algebraicas básicas de la variedad
Vs y su ideal de definición (F1, . . . , Fs) se preservan bajo la reducción modular para
1 ≤ s ≤ r. Entre otras, podemos mencionar la dimensión, el grado y la suavidad
genérica. Además, nuestro algoritmo también requiere que la reducción modular de
las fibras de levantamiento en consideración preserve dimensión, grado y no rami-
ficación. Resultados parciales en esta dirección han sido obtenidos en [Sch00] (ver
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también [MS16]), sobre la reducción modular de fibras suaves de familias paramétri-
cas de variedades cero–dimensionales, y en [DOSS15], sobre la reducción modular
de variedades cero–dimensionales definidas sobre Z. Desafortunadamente, estos re-
sultados no son suficientes para nuestros propósitos.

Para el análisis de la longitud bit de primos lucky, establecemos condiciones sobre
los coeficientes de formas lineales que definen una proyección πs : Vs → Cn−s, y las
coordenadas de un punto p ∈ Cn−s, que implican que πs es “genérica” en el sentido
arriba mencionado y que p es un “punto de levantamiento”, esto es, define una fibra
de levantamiento, para 1 ≤ s ≤ r. Como necesitamos analizar tanto las condiciones
para proyecciones y fibras definidas sobre Z como para sus reducciones modulares,
un contexto natural para este análisis es el de una variedad af́ın definida sobre un
cuerpo perfecto, infinito K. El resultado principal que obtenemos en este contexto
general es el siguiente (ver la Proposición 3.1.1 y el Teorema 4.2.5).

Teorema 1.2.1. Sea K un cuerpo perfecto, infinito y V ⊂ Kn
una variedad in-

tersección completa definida sobre K de dimensión n − s y grado δs. Sean Λij

(1 ≤ i ≤ n − s + 1, 1 ≤ j ≤ n) y Z1, . . . , Zn−s indeterminadas sobre K[V ]. No-
temos Z := (Z1, . . . , Zn−s), Λ := (Λij)1≤i≤n−s+1,1≤j≤n, Λ∗ := (Λij)1≤i≤n−s,1≤j≤n
y Λi := (Λi1, . . . ,Λin) para 1 ≤ i ≤ n − s + 1. Existen polinomios AV ∈ K[Λ∗]
y ρV ∈ K[Λ,Z], con degΛi

AV = δs (1 ≤ i ≤ n − s), degΛi
ρV ≤ δs(2δs − 1)

(1 ≤ i ≤ n − s + 1), degZ ρV ≤ δs(2δs − 1), y tales que satisfacen las siguien-
tes propiedades: para todo λ ∈ K(n−s+1)n y p ∈ Kn−s con AV (λ∗)ρV (λ,p) 6= 0, si
(Y1, . . . , Yn−s+1) := λX (donde X := (X1, . . . , Xn)), entonces

1. la aplicación π : V → An−s definida por Y := (Y1, . . . , Yn−s) es un morfismo
finito;

2. Yn−s+1 induce un elemento primitivo de la extensión de anillos K[Y ] ↪→ K[V ];

3. rankK[Y ]K[V ] = δs;

4. p es un punto de levantamiento de π e Yn−s+1 induce un elemento primitivo
de π−1(p).

La principal herramienta técnica que utilizamos para obtener el resultado an-
terior es el análisis de la forma de Chow de V . Un análisis similar se obtiene en
[CM06] bajo hipótesis más fuertes, a saber que K sea un cuerpo finito Fq y V una
intersección completa absolutamente irreducible.

Luego comparamos las condiciones que subyacen al Teorema 1.2.1 para K = Q
y K = Fp, donde Fp es un cuerpo primo. Esto proporciona un múltiplo entero N de
todos los primos p que no son lucky en el sentido arriba mencionado. Obtenemos
una cota superior para la longitud bit de este entero N usando las estimaciones
de alturas de variedades equidimensionales de [DKS13]. A partir de esta cota y
resultados conocidos sobre la existencia de primos que no dividen un entero dado (ver
el Lema 2.2.2) podemos obtener un primo lucky p de “baja” longitud bit. El siguiente
enunciado resume los resultados obtenidos en esta tesis sobre reducción modular (ver
los Teoremas 5.3.1 y 6.3.5). Utilizamos la notación Soft-Oh O∼ estándar que omite
términos logaŕıtmicos.
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Teorema 1.2.2. Sean F1, . . . , Fr ∈ Z[X1, . . . , Xn] polinomios de grado a lo sumo d
con coeficientes de longitud bit a lo sumo h. Supóngase que F1, . . . , Fr forman una
sucesión regular reducida y denótese Vs := V(F1, . . . , Fs) ⊂ Cn y δs := degVs para
1 ≤ s ≤ r. Sea δ := máx1≤s≤r δs. Sean λ ∈ Zn2 \ {0} y p := (p1, . . . , pn−1) ∈ Zn−1

elementos elegidos aleatoriamente con entradas de longitud bit O∼
(

log(ndr)
)
. Sean

(Y1, . . . , Yn) := λX y ps := (p1, . . . , pn−s) para 1 ≤ s ≤ r.
Sea p un primo aleatorio de longitud bit O∼

(
log(ndrh)

)
. Denótese por F1,p, . . . , Fr,p,

Y1,p, . . . , Yn,p y pp las correspondientes reducciones módulo p. Entonces las siguientes
condiciones se satisfacen para 1 ≤ s ≤ r con probabilidad al menos 2/3:

1. los polinomios F1,p, . . . , Fs,p generan un ideal radical en Fp[X] y definen una
variedad equidimensional Vs,p ⊂ F

n

p de dimensión n− s y grado δs;

2. la aplicación πs,p : Vs,p → Fn−sp definida por Y1,p, . . . , Yn−s,p es un morfismo
finito, psp ∈ Fn−sp es un punto de levantamiento de πs,p, e Yn−s+1,p induce un
elemento primitivo de π−1

s,p(psp);

3. todo q ∈ πs,p
(
π−1
s+1,p(p

s+1
p )

)
es un punto de levantamiento de πs,p e Yn−s+1,p

induce un elemento primitivo de π−1
s,p(q).

Se observa que el análisis de los primos lucky resulta mucho más simple si sólo
se requieren las condiciones (1) y (2). Un análisis en esta ĺınea se puede deducir
de [Sch00] (compárese con [MS16]). Sin embargo, la condición (3), que es cŕıtica
para demostrar la correctitud de nuestro algoritmo para resolver el sistema F1 =
0, . . . , Fr = 0, requiere una extensión significativa de estas técnicas.

Finalmente, se combina el algoritmo de [CM06] con levantamiento p–ádico, como
en [GLS01], para obtener un algoritmo que resuelve el sistema F1 = 0, . . . , Fr = 0
con buena complejidad bit. Se demuestra el siguiente resultado (ver los Teoremas
7.3.1 y 7.3.2 para enunciados precisos), que mejora significativamente los resultados
de [GHH+97] y [HMPS00].

Teorema 1.2.3. Sean F1, . . . , Fr polinomios de Z[X1, . . . , Xn] como en el Teorema
1.2.2. Existe un algoritmo probabiĺıstico que toma como entrada un straight–line
program de longitud a lo sumo L que representa F1, . . . , Fr, y entrega como salida
una representación de Kronecker de una fibra de levantamiento de V(F1, . . . , Fr) con
O∼
(
nO(1)Lδ(dδ + drh)

)
operaciones bit. En los mismos términos, el cálculo de una

representación univariada de una fibra de levantamiento de V(F1, . . . , Fr) requiere
O∼
(
nO(1)Lδ(dδ + d2rh)

)
operaciones bit.

1.2.2. Interpolación impĺıcita

Sean F1, . . . , Fn ∈ Z[X1, . . . , Xn] polinomios que definen una subvariedad cero–
dimensional V ⊂ Cn y generan un ideal radical (F1, . . . , Fn). Decimos que un subes-
pacio ΠV ⊂ Q[x1, . . . , Xn] es un espacio de interpolantes para el conjunto de
nodos V si para todo F ∈ Q[X1, . . . , Xn] existe un único interpolante PF ∈ ΠV con
PF (x) = F (x) para todo x ∈ V . Exhibimos un procedimiento simbólico efectivo para
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construir, a partir de F1, . . . , Fn, una base {G1, . . . , GD} de un espacio de interpo-
lantes ΠV y, a partir de un polinomio adicional F ∈ Q[X1, . . . , Xn], las coordenadas
del interpolante PF en dicha base. Nuestra construcción proporciona un espacio de
interpolantes ΠV que está uńıvocamente determinado por la sucesión F1, . . . , Fn y tal
que el grado de los interpolantes es a lo sumo n(d−1), donde d es una cota superior
para los grados de F1, . . . , Fn. Por lo tanto, aunque nuestro espacio no es un espacio
de interpolantes de “grado mı́nimo” en el sentido de [dBR90] (ver también [dBR92],
[MS00a], [GS00b], [Sau01]), obtenemos interpolantes de grado “razonable”.

Nuestra construcción de la base {G1, . . . , GD} no se obtiene a partir de la ba-
se monomial del álgebra residual de una base de Gröbner de (F1, . . . , Fn) como
en [MMM93] o la base de polinomios “reducidos” módulo una H–base del mismo
ideal como en [MS00b], sino que combina la noción de respresentación univaria-
da de la variedad V con herramientas de dualidad en álgebras de Gorenstein en
el esṕıritu de [GHH+97] y [HMPS00]. En particular, combinando la demostración
del Teorema 21 con la fórmula (12) más abajo en [GHH+97] se obtiene un inter-
polante PF de “grado bajo”. Sin embargo, el procedimiento alĺı descripto evita
expĺıcitamente el cálculo de una base del correspondiente espacio de interpolan-
tes (lo que por otra parte no es necesario en el contexto de dicho trabajo). En
nuestro caso, para obtener una base {G1, . . . , GD} de un espacio de interpolantes
ΠV , consideramos una solución geométrica Q, V1, . . . , Vn ∈ Q[T ] de V con elemen-
to primitivo U ∈ Q[X1, . . . , Xn]. Los polinomios G1, . . . , GD se obtienen entonces
sustituyendo adecuadamente V1, . . . , Vn en el polinomio Bezoutiano de F1, . . . , Fn
(ver la identidad 8.1 para la definición de Bezoutiano). Luego, dado un polinomio
F ∈ Q[X1, . . . , Xn] arbitrario, obtenemos el correspondiente interpolante PF calcu-
lando sus coordenadas en la base {G1, . . . , GD} como se describe a continuación. Sea
J ∈ Q[X1, . . . , Xn] el Jacobiano de F1, . . . , Fn con respecto a X1, . . . , Xn. Denóten-
se por J , u y f las imágenes en el anillo cociente Q[X1, . . . , Xn]/(F1, . . . , Fn) del
Jacobiano J , del elemento primitivo U y del polinomio F respectivamente. Para
cada g ∈ Q[X1, . . . , Xn]/(F1, . . . , Fn) denotemos por Tr(g) la traza del endomorfis-
mo de multiplicación por g en Q[X1, . . . , Xn]/(F1, . . . , Fn). Entonces el interpolante
PF ∈ ΠV de cada F ∈ Q[X1, . . . , Xn] se puede escribir de la siguiente manera
(Corolario 8.2.2):

PF =
D∑
j=1

Tr(J −1fuj−1)Gj.

Finalmente consideramos una versión algoŕıtmica de esta construcción cuando
F1, . . . , Fn forman una sucesión regular reducida. Combinando el algoritmo para el
cálculo de una representación univariada de V del Teorema 1.2.3 con las técnicas de
dualidad antes mencionadas obtenemos un algoritmo probabiĺıstico que, a partir de
F1, . . . , Fn y un polinomio adicional F ∈ Q[X1, . . . , Xn], calcula {G1, . . . , GD} y PF
(una representación por straight–line programs de los mismos).

Para controlar la longitud bit de los enteros durante los cálculos intermedios,
al igual que en el caso de la resolución de sistemas polinomiales, nuestro algoritmo
calcula aproximaciones p–ádicas adecuadas de los coeficientes Tr(J −1fuj−1) (1 ≤
j ≤ D) del interpolante PF . Para esto usamos el primo p previamente calculado

20



§1.2. Resultados obtenidos y organización del trabajo

para la etapa modular del cálculo de la representación univariada de V . Luego,
por medio de las estimaciones para las alturas de [KPS01] y un algoritmo para
reconstrucción racional (ver, por ejemplo, [vzGG99]), podemos recuperar, a partir
de sus aproximaciones p–ádicas, las representaciones por numerador y denominador
de las trazas. Se demuestra el siguiente resultado (ver el Teorema 8.3.20 para un
enunciado detallado)

Teorema 1.2.4. Sean F1, . . . , Fn ∈ Z[X] polinomios de grado a lo sumo d que for-
man una sucesión regular reducida y definen la variedad cero–dimensional V ⊂ An.
Sea F ∈ Z[X] un polinomio arbitrario. Denótese con δ el grado del sistema de en-
trada y con h una cota superior para la longitud bit de los coeficientes de F1, . . . , Fn
y F . Existe un algoritmo probabiĺıstico que toma como entrada un straight–line pro-
gram de longitud a lo sumo L que evalúa F1, . . . , Fn y F y entrega en la salida una
base {G1, . . . , GD} de un espacio de interpolantes ΠV con interpolantes de grados a
lo sumo n(d − 1) y el correspondiente interpolante PF ∈ ΠV de F . La cantidad de
operaciones bit que realiza el algoritmo es esencialmente

O∼
(
nO(1)Lδ

(
dδ + ndnh

(
dn + deg(F )

)))
.

Observamos que nuestro algoritmo realiza esencialmente O∼
(
nO(1)L(dδ)2

)
ope-

raciones aritméticas en Q. Para comparar la complejidad del mismo con la de los
algoritmos que utilizan bases de Gröbner o H–bases, supóngase que los polinomios
de entrada F1, . . . , Fn y F están dados por su representación densa. La longitud L
del straight–line program que subyace a esta representación es del orden O

(
n
(
d+n
n

))
.

Puesto que, suponiendo que d ≥ n, n
(
d+n
n

)
es del orden dn+O(1) y, por la desigual-

dad de Bézout, dδ está acotado superiormente por dn, concluimos que para siste-
mas de entrada densos la complejidad aritmética de nuestro algoritmo es del orden
O∼(d3(n+O(1))). Aśı, nuestro algoritmo no mejora la complejidad del peor caso de
bases de Gröbner para sistemas de entrada en codificación densa. Sin embargo, sub-
rayamos que la eficiencia de nuestro algoritmo se manifiesta claramente cuando, o
bien la longitud L del straight–line program que representa los polinomios de en-
trada es pequeña, o bien el grado δ es pequeño con respecto a la cota dn. En este
sentido, nuestro algoritmo puede ser una alternativa interesante a los algoritmos que
usan bases de Gröbner o H–bases.

1.2.3. Cotas inferiores para algoritmos de interpolación

Un marco universal para los aspectos matemáticos de la interpolación se desa-
rrolla en [dBR92, Section 2]. Por nuestra parte nos ocupamos de los aspectos al-
goŕıtmicos, y en particular de la complejidad computational de los problemas
y procedimientos de interpolación. Por lo tanto es preciso considerar no sólo los con-
ceptos estructurales como los funcionales e interpolantes, sino también las (posibles)
estructuras de datos que los representan. Aunque este punto de vista algoŕıtmico
puede combinarse con el marco general para la interpolación de [dBR92], el resultado
seŕıa un formalismo más bien aparatoso, dif́ıcil o imposible de descifrar para el no es-
pecialista, ocultando en vez de revelar las ideas detrás de nuestra argumentación. En
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consecuencia focalizamos la atención en los problemas y algoritmos de interpolación
de Hermite–Lagrange. Los interpolantes que consideramos son siempre polinomios
multivariados sobre los números complejos C. Esto hace las formulaciones matemáti-
cas estructurales mucho más simples y que el contexto sea mejor conocido a los no
especialistas que el modelo general de interpolación introducido en [dBR92].

Los algoritmos de interpolación clásicos devuelven los polinomios interpolantes
en representación densa o rala y la dimensión (finita) del espacio vectorial en que se
hallan resulta por lo tanto una cota inferior para la complejidad de estos procedi-
mientos. Por nuestra parte planteamos la cuestión de la complejidad intŕınseca de
los algoritmos de interpolación de Hermite–Lagrange que admiten representaciones
más generales de los interpolantes, por ejemplo, su codificación por straight–line
programs. Para responder a esta cuestión, describimos un modelo general de proble-
ma y algoritmo de interpolación de “Hermite–Lagrange” que incluye los problemas
y algoritmos de interpolación multivariada usuales.

Una caracteŕıstica general de los problemas y algoritmos de interpolación consiste
en la identidad del objeto de entrada y la representación de entrada (ver
[CGH+03] para una motivación y una discusión matemática de la distinción de estos
conceptos). En la interpolación de Hermite–Lagrange, el objeto y la representación
de entrada son siempre dados por una lista finita de nodos y los correspondientes
valores funcionales. Este planteo se mantendrá a lo largo de nuestro trabajo. Sin
embargo se admitirá una libertad mayor que la usual en la representación de los
objetos de salida, esto es, de los interpolantes, que siempre serán polinomios de
grados acotados, los cuales sin embargo pueden resultar exponenciales en el número
de nodos.

Se hará un uso sustancial de la identidad del objeto de entrada y de la repre-
sentación de entrada para establecer un modelo matemático general que capture
la noción intuitiva de problema y algoritmo de interpolación de Hermite–Lagrange
con interpolantes polinomiales (ver la discusión en la Sección 9.2.1 y la Definición
9.2.1). En nuestro modelo, un problema de interpolación está determinado por
una clase D de datos de interpolación y una clase O de interpolantes. El con-
junto D que llamaremos la estructura de datos de entrada será un subconjunto
“construible” de un espacio af́ın adecuado CN . El conjunto de interpolantes O será
un subconjunto “construible” del espacio vectorial

∏(n)
D de polinomios n–variados

con coeficientes complejos de grado a lo sumo D, para n y D adecuados, tal que para
todo dato de interpolación d ∈ D existe exactamente un interpolante f ∈ O que
resuelve el problema de interpolación para d. Para incluir en el modelo la noción de
algoritmo de interpolación consideramos una estructura de datos de salida
D∗ que codifica la clase de objetos de salida O que definen los interpolantes. En
la interpolación de Lagrange y de Hermite clásica D∗ es siempre la representación
densa o rala de los interpolantes. En nuestro caso, admitimos estructuras de datos
D∗ más generales para incluir por ejemplo la representación por straight–line pro-
grams de los interpolantes. Aśı, D∗ será en general un subconjunto “construible”
adecuado de un espacio af́ın CM . Finalmente consideramos una aplicación construi-
ble Ψ : D → D∗ tal que para cada d ∈ D “calcula” el código d∗ ∈ D∗ que representa
el interpolante f ∈ O que resuelve el problema de interpolación para d. El tamaño
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M de la estructura de datos D∗ es la “complejidad” del algoritmo. La “compleji-
dad” del problema de interpolación determinado por los datos de interpolación D
y la clase de interpolantes O se define como el mı́nimo M tal que existe un algo-
ritmo con complejidad M que resuelve que resuelve el problema de interpolación.
Por otra parte, los algoritmos y problemas de interpolación multivariada usuales
admiten fenómenos de coalescencia (ver, por ejemplo, [dBR90] o [dBR92]). Con el
fin de capturar estos fenómenos de coalescencia introducimos la noción fundamental
de “robustez geométrica” en nuestro modelo.

Se podŕıa esperar que estructuras de datos y técnicas algoŕıtmicas no lineales
permitan mejorar la complejidad de los procedimientos de interpolación. Sin embar-
go, mostramos que la no linealidad no es una panacea. En este esṕıritu exhibimos
problemas particulares (y naturales) de interpolación de Hermite–Lagrange que ba-
jo la mencionada restricción de “robustez geométrica” requieren para su resolución
algoŕıtmica procedimientos de alta complejidad intŕınseca, aún si se admiten técni-
cas de interpolación no lineales. Para estos problemas probamos cotas inferiores de
complejidad expresadas en términos del número K de nodos involucrados en el pro-
blema de interpolación en consideración y pueden ser lineales en K (resultados de
incompresibilidad) o exponenciales en K.

Como primer ejemplo de problema incompresible consideramos un problema de
interpolación de Lagrange “genérico”, es decir, en donde el conjunto D de datos de
interpolación es un subconjunto denso Zariski del espacio ambiente af́ın en el que
está inmerso. Se demuestra el siguiente resultado (ver la Proposición 11.1.1 para el
enunciado preciso).

Proposición 1.2.5. Sean n,K,D ∈ N. Sea D un subconjunto denso Zariski de
C(n+1)×K que actúa como estructura de datos de entrada para un problema de in-
terpolación con conjunto de interpolantes (no necesariamente lineal) O ⊂

∏(n)
D .

Es decir, para cada dato de interpolación d = (x1, y1, . . . , xK , yK) ∈ D, donde
x1, . . . , xK ∈ Cn y y1, . . . , yK ∈ C, existe f ∈ O tal que f(xi) = yi para 1 ≤ i ≤ K.
Entonces todo algoritmo “geométricamente robusto” que resuelve el problema de in-
terpolación determinado por D y O tiene complejidad al menos K.

Sin embargo, el fenómeno anterior no se limita sólo a los problemas de interpola-
ción genéricos, como lo muestra el siguiente problema interpolación de Lagrange con
interpolantes “fáciles evaluar”(ver la Proposición 11.1.2 para el enunciado preciso).

Proposición 1.2.6. Sean K,M ∈ N, K ≥ 2, y F (X,T ) ∈ C[X,T ] el polinomio
bivariado F (X,T ) := (TD+1 − 1)

∑D
k=0 T

kXk con D := K − 1. Sea D ⊂ C2K el
conjunto D := {(x1, y1, . . . , xK , yK) ∈ C2K : existe t ∈ C con F (xi, t) = yi para 1 ≤
i ≤ K y xi 6= xj para 1 ≤ i < j ≤ K}. Nótese que la clausura Zariski D es una
subvariedad propia de dimensión K+1 de C2K. Consideremos a O := {F (X, t) : t ∈
C} como conjunto de interpolantes. Nótese que todo interpolante f ∈ O puede ser
evaluado por un straight–line program de longitud O(logD)(ver [BCS97]). Entonces
todo algoritmo “geométricamente robusto” que resuelve el problema de interpolación
determinado por D y O tiene complejidad al menos K.
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Por último consideramos un problema de interpolación de Lagrange cuya comple-
jidad es exponencial en el número de nodos si se admiten sólo algoritmos geométri-
camente robustos.

SeaO el subconjunto de C[X1, . . . , Xn] formado por los polinomios que se pueden
evaluar con a lo sumo L operaciones aritméticas no escalares (es decir, las sumas,
restas y multiplicaciones por constantes de C no se cuentan). Se puede ver que todo
elemento de O tiene grado a lo sumo 2L (ver [HS82, Theorem 3.2] o [BCS97, Exercise
9.18]). De acuerdo con [CGH+03, Corollary 2] (ver también [HS82, Theorem 4.4])
existen puntos γ1, . . . , γK ∈ Cn con coordenadas enteras de longitud bit a lo sumo
O(
√
K), donde K ∈ O((L + n)2), tales que para todo f, g ∈ O las igualdades

f(γi) = g(γi) para 1 ≤ i ≤ K implican f = g. Una tal sucesión γ1, . . . , γK se llama
una “sucesión de identificación” para la clase de polinomios O. Sea D el subconjunto
de CK definido por D := {(f(γ1), . . . , f(γK)) : f ∈ O}. El par D,O define de manera
natural un problema de interpolación de Lagrange con nodos fijos γ1, . . . , γK , tal que
para todo punto y = (y1, . . . , yK) ∈ D existe único interpolante f ∈ O que resuelve el
problema de interpolación de Lagrange para el dato de interpolación y. Se demuestra
el siguiente resultado (ver el Teorema 11.2.1 para el enunciado preciso).

Teorema 1.2.7. Todo algoritmo geométricamente robusto que resuelve el problema
de interpolación determinado por la estructura de datos D y el conjunto de interpo-
lantes O definidos como arriba tiene complejidad al menos 2Ω(Ln) = 2Ω(

√
K). Es decir,

todo algoritmo geométricamente robusto, que reconstruye los polinomios n–variados
que pueden ser evaluados por un straight–line program de longitud no escalar a lo
sumo L a partir de sus valores en una sucesión de identificación de longitud K,
utiliza una cantidad de operaciones aritméticas que es exponencial en

√
K.

El resultado anterior implica que la interpolación de Lagrange tradicional en(
2L+n
n

)
= 2O(Ln) nodos es esencialmente óptima para esta clase muy especial de

polinomios.

Por último observamos que en los ejemplos anteriores un algoritmo geométri-
camente robusto que resuelve el correspondiente problema de interpolación debe
realizar una cantidad de operaciones aritméticas al menos polinomial en el número
de nodos en consideración, demostrando que nuestro algoritmo para el problema de
interpolación impĺıcita es esencialmente óptimo.

1.2.4. Organización de la tesis

La tesis está organizada como sigue. En el Caṕıtulo 2 se recuerdan las nocio-
nes y resultados de geometŕıa algebraica y álgebra conmutativa que se usarán en
esta tesis, y se discuten la representación de polinomios multivariados por straight–
line programs y de variedades algebraicas por representaciones de Kronecker. En el
Caṕıtulo 3 se recuerda la noción de forma de Chow de una variedad equidimensio-
nal, se discuten sus propiedades básicas y se obtienen las condiciones (1)–(3) del
Teorema 1.2.1. En el Caṕıtulo 4 se discute la noción de punto de levantamiento y se
termina de demostrar el Teorema 1.2.1. En el Caṕıtulo 5 se demuestra el Teorema
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1.2.2. El Caṕıtulo 6 contiene las estimaciones de altura de las variedades que subya-
cen a la demostración de este resultado. En el Caṕıtulo 7 se describe un algoritmo
para resolver el sistema de entrada F1 = 0, . . . , Fr = 0 y se analiza su complejidad
bit, demostrando aśı el Teorema 1.2.3. En el Caṕıtulo 8 se describe un algoritmo pa-
ra el problema de interpolación impĺıcita definido por un sistema cero–dimensional
F1 = 0, . . . , Fn = 0 y se analiza su complejidad, demostrando aśı el Teorema 1.2.4.
Por último, los Caṕıtulos 9, 10 y 11 están dedicados al tema de la complejidad de la
interpolación multivariada. En el Caṕıtulo 9 se presenta el modelo de computación
para la interpolación que será la base para la determinación de las cotas inferiores de
complejidad. En el contexto de este modelo se discuten en detalle tanto problemas de
interpolación clásicos como también otros problemas de interpolación menos usua-
les, de tipo no lineal como los arriba mencionados. En el Caṕıtulo 10 se introduce la
noción de algoritmo geométricamente robusto. Finalmente el Caṕıtulo 11 contiene
los resultados sobre complejidad de la interpolación, demostrando las Proposiciones
1.2.5 y 1.2.6 y el Teorema 1.2.7.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

Este caṕıtulo contiene todas las definiciones, notaciones y resultados básicos de
geometŕıa algebraica y álgebra conmutativa que usaremos a lo largo de esta tesis.
Como referencia para estos resultados utilizamos principalmente los textos [Eis95],
[Kun85], [Sha94] y [Har77]. También contiene las definiciones de las estructuras de
datos y los resultados de complejidad de los algoritmos básicos que se utilizarán, para
lo cual tomamos como referencia principalmente los textos [vzGG99] y [BCS97].

2.1. Definiciones y resultados básicos de geometŕıa

algebraica y álgebra conmutativa

En lo que sigue un anillo es siempre un anillo conmutativo con unidad.
Sea R un anillo y M un R–módulo. Si U ⊂ R es un subconjunto multiplicativo

de R denotamos con U−1R y U−1M las respectivas localizaciones de R y M en U .
Como es usual, llamamos anillo de fraccciones total de R a la localización de R
en el conjunto U formado por todos los elementos de R que no son divisores de cero.
Si P es un ideal primo de R denotamos con RP y MP las respectivas localizaciones
de R y M en U := R \ P . En tal caso RP es un anillo local cuyo ideal maximal
es la imagen de P en RP . Si a ∈ R, denotamos con Ra la localización de R en
U := {ak : k ≥ 0}. Si R es un anillo local con ideal maximal M llamamos al cuerpo
cociente R/M el cuerpo de clases residuales de R.

Por la dimensión dimR de un anillo R entendemos la dimensión de Krull del
anillo, es decir, dimR es la longitud máxima r de una cadena de ideales primos
P0  P1  · · ·  Pr  R contenida en R.

Un subconjunto {a1, . . . , an} ⊆ A de n elementos de una K–álgebra A se dice al-
gebraicamente independiente si para todo polinomio no nulo F ∈ K[X1, . . . , Xn]
se tiene que F (a1, . . . , an) 6= 0. El grado de trascendencia trdeg (A) de A se define
como el supremo del conjunto de cardinales |T |, siendo T ⊆ A un subconjunto finito
y algebraicamente independiente. Si A es una K–álgebra af́ın, es decir, una K–álge-
bra finitamente generada, denotamos con dimA la dimensión de A como anillo. El
siguiente resultado es útil para calcular la dimensión de una K–álgebra af́ın.

Teorema 2.1.1. Sea A una K–álgebra af́ın. Entonces dimA = trdeg (A). Además,
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si S ⊆ A es un conjunto de generadores, entonces

dimA = máx{|T | : T ⊆ S es finito y algebraicamente independiente}.

Sea R un anillo Noetheriano, I ⊂ R un ideal propio. Sea I = ∩ni=1Qi una
descomposición primaria minimal de I, con Qi un ideal Pi–primario para 1 ≤ i ≤ n.
Recordemos que los primos Pi (1 ≤ i ≤ n) se llaman los primos asociados de I.
Los elementos minimales del conjunto {P1, . . . , Pn} son los primos minimales o
aislados de I y los restantes son los llamados primos inmersos.

Sea P ⊂ R un ideal primo y RP la localización de R en P . La codimensión de
P se define como codim (P ) := dim(RP ). Equivalentemente codim (P ) es la máxima
longitud n de una cadena de ideales primos P0  P1  · · ·  Pn = P . En el
caso general, si I ⊂ R es un ideal, I 6= R, la codimensión de I se define como
codim (I) := mı́n{codim (P ) : P ⊂ R es un ideal primo con I ⊆ P}. También
definimos la dimensión de I como dim(I) := dim(R/I).

Un anillo Noetheriano R se dice equidimensional si todos sus primos minimales
tienen la misma dimensión. Si A es una K–álgebra af́ın equidimensional, para todo
ideal I ⊆ A se satisface dim(I) + codim (I) = dim(A) (ver, por ejemplo, [Kun85,
Corollary 3.6, b)]).

Sea K un cuerpo arbitrario y K su clausura algebraica. Denotamos con An :=
An(K) y Pn := Pn(K) al espacio af́ın y proyectivo de dimensión n definido sobre
K respectivamente. Ambos son espacios topológicos con la topoloǵıa de Zariski
sobre K, cuyos conjuntos cerrados son los conjuntos algebraicos definidos sobre
K, también llamados K–subvariedades, de An y Pn respectivamente.

Definición 2.1.2. Sea K un cuerpo arbitrario.

i) Un subconjunto V ⊆ An es una K–(sub)variedad af́ın o una (sub)variedad af́ın
de An definida sobre K si es el conjunto de ceros comunes en An de un subcon-
junto S ⊆ K[X1, . . . , Xn]. En particular, una K–hipersuperficie af́ın de An es el
conjunto de ceros en An de un único polinomio F ∈ K[X1, . . . , Xn] no nulo.

ii) Un subconjunto V ⊆ Pn es una K–(sub)variedad proyectiva o una (sub)variedad
proyectiva de Pn definida sobre K si es el conjunto de ceros comunes en Pn de
un subconjunto S ⊆ K[X0, . . . , Xn] de polinomios homogéneos. En particular,
una K–hipersuperficie proyectiva de Pn es el conjunto de ceros en Pn de un
único polinomio homogéneo F ∈ K[X0, . . . , Xn] no nulo.

Usaremos las notaciones V(S), respectivamente {F1 = 0, . . . , Fs = 0}, para de-
notar la K–variedad af́ın o proyectiva definida por el conjunto de polinomios S,
respectivamente {F1, . . . , Fs}.

Notemos que los conjuntos abiertos en la topoloǵıa de Zariski de An o Pn son
densos. En tal sentido, decimos que una propiedad sobre los elementos de An o Pn
es genérica si la satisfacen todos los puntos que pertenecen a un abierto Zariski de
An o Pn.

Sea X un subconjunto de An o Pn. Denotamos por I(X) al ideal anulador de
V , es decir el conjunto de polinomios en K[X1, . . . , Xn] o en K[X0, . . . , Xn] que se
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anulan en todos los puntos de X. Es claro que I(X) es un ideal radical. Si V ⊆ An
es una subvariedad af́ın, el anillo coordenado af́ın de V se define como el anillo
cociente K[X1, . . . , Xn]/I(V ). El siguiente resultado fundamental es conocido como
el Nullstellensatz o Teorema de los ceros de Hilbert (ver, por ejemplo, [Kun85, Chapter
I, §3, Proposition 3.7]).

Teorema 2.1.3. La asignación V 7→ I(V ) define una biyección del conjunto de
todas las K–subvariedades afines V de An sobre el conjunto de todos los ideales
radicales I de K[X1, . . . , Xn]. Para todo ideal I de K[X1, . . . , Xn], es

√
I = I(V(I))

En vista del teorema anterior, si V es una K–subvariedad af́ın o proyectiva, I(V )
suele denominarse también el ideal de definición de V .

Recordemos que un subconjunto de un espacio topológico es localmente ce-
rrado si es un subconjunto abierto de su clausura, o equivalentemente si es la
intersección de un abierto con un cerrado. Un subconjunto localmente cerrado de
An o Pn en la correspondiente topoloǵıa de Zariski sobre K será llamado una K–
subvariedad af́ın o proyectiva abierta de An o Pn respectivamente (otro término que
se encuentra en la literatura para tales conjuntos es el de subvariedad “cuasi–af́ın” o
“cuasi–proyectiva”). Ocasionalmente utilizaremos la expresión K–subvariedad (af́ın
o proyectiva) cerrada para denotar una K–subvariedad af́ın o proyectiva de acuerdo
con la Definición 2.1.2 enfatizando el hecho de que se trata de un conjunto cerrado
de An o Pn según corresponda.

Por brevedad, en lo que sigue usamos el término K–variedad para denotar
indistintamente una K–subvariedad af́ın o proyectiva tanto abierta como cerrada,
siendo las definiciones y propiedades que damos a continuación válidas en cualquiera
de estos casos. Consideraremos a toda K–variedad V como un espacio topológico
con la topoloǵıa de Zariski inducida de An o de Pn según corresponda. Llamamos a
esta topoloǵıa la topoloǵıa de Zariski sobre K de V .

Recordemos que un espacio topológico X no vaćıo se dice irreducible si no es la
unión de dos subconjuntos cerrados propios. Una condición equivalente es que todo
subconjunto abierto no vaćıo de X es denso en X.

Definición 2.1.4. Una K–variedad V se dice irreducible sobre K si es irreducible
como espacio topológico con la topoloǵıa de Zariski sobre K.

Una K–variedad V es irreducible sobre K si y solo si su ideal anulador I(V ) es
un ideal primo de K[X1, . . . , Xn] o K[X0, . . . , Xn] según corresponda.

Toda K–variedad V se puede descomponer como una unión irredundante de K–
variedades irreducibles, es decir, V = C1∪· · ·∪Cs donde cada Ci es una K–variedad
irreducible que cumple que Ci 6⊂ Cj para todo i 6= j. A esta descomposición se la
conoce como descomposición en componentes irreducibles y es única salvo
reordenamiento. Cada Ci se denomina una componente K–irreducible de V .

Dada una K–variedad V , por la dimensión de V , que notamos dimV , enten-
demos la dimensión de Krull del espacio topológico V en su topoloǵıa de Zariski
sobre K. Por lo tanto la dimensión r de V es la longitud máxima de una cadena
de K–variedades cerradas irreducibles no vaćıas V0  V1  · · ·  Vr ⊆ V contenida
en V . Por el Teorema 2.1.3, si V ⊆ An es una K–subvariedad af́ın, se tiene que
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dimV = dimK[X1, . . . , Xn]/I(V ). La dimensión de V coincide con el máximo de
las dimensiones de sus componentes K–irreducibles. Decimos que una K–variedad es
equidimensional de dimensión r o que tiene dimensión pura r si toda com-
ponente K–irreducible de dicha variedad tiene dimensión r. Observemos que una
K–hipersuperficie es una K–variedad de An o Pn de dimensión pura n− 1.

Las siguientes son propiedades básicas de la dimensión (ver, por ejemplo, [Sha94,
Chapter 1, Section §6.1, Theorem 1] y [Har77, Proposition 1.10 and Exercise 2.7]):

Teorema 2.1.5. Sean V y W K–variedades.

Si V ⊆ W , entonces dimV ≤ dimW .

Si W es irreducible y V ⊆ W tal que dimV = dimW , entonces V = W , donde
V es la clausura de V en W .

Si V es una K–subvariedad af́ın (respectivamente proyectiva) abierta de An
(respectivamente de Pn) entonces dimV = dimV , donde V es la clausura de
V en An (respectivamente en Pn).

A continuación recordamos la noción de morfismo entre variedades. Para los
fines de esta tesis bastará restringirnos al caso af́ın. Aśı en lo que sigue el término
K–(sub)variedad designa una K–variedad af́ın abierta o cerrada.

Definición 2.1.6. Sea V una K–subvariedad de An. Una función f : V → K es
regular en un punto y ∈ V si existe un entorno abierto y denso U con y ∈ U ⊆ V y
polinomios G,H ∈ K[X1, . . . , Xn] tales que H no se anula en ningún punto de U y
f(x) = G(x)/H(x) para todo x ∈ U . Decimos que f es regular en V si es regular
en todo punto de V .

Observemos que, si identificamos K con A1 en su topoloǵıa de Zariski sobre K,
una función regular es continua. Denotamos por K[V ] al anillo de todas las funciones
regulares en una K–variedad V .

Si V es una K–subvariedad af́ın cerrada de An, una función f : V → K es regular
en V si y solo si existe F ∈ K[X1, . . . , Xn] con f(x) = F (x) para todo x ∈ V y K[V ]
resulta isomorfo al anillo cociente K[X1, . . . , Xn]/I(V ). Si además g ∈ K[V ] \ {0} y
Vg es el subconjunto abierto Zariski de V definido por {g 6= 0}, el anillo K[Vg] de
las funciones regulares en Vg es isomorfo a la localización K[V ]g de K[V ].

Definición 2.1.7. Sean V y W dos K–variedades. Un morfismo ϕ : V → W es una
aplicación continua tal que para todo subconjunto abierto y denso U ⊆ W y para
toda función regular f : W → K, la función f ◦ ϕ : ϕ−1(U)→ K es regular.

El siguiente resultado se deduce fácilmente de la definición anterior (ver, por
ejemplo, [Har77, Chapter 1, Lemma 3.6])

Lema 2.1.8. Sea V una K–variedad y W ⊆ An una K–subvariedad af́ın cerrada.
Una aplicación ϕ : V → W es un morfismo si y solo si xi ◦ ϕ es una una función
regular en V para cada i, donde x1, . . . , xn son las funciones coordenadas de An
inducidas por las variables X1, . . . , Xn.
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Un isomorfismo ϕ : V → W de K–variedades es un morfismo que admite un
morfismo inverso ψ : W → V con ψ ◦ ϕ = idV y ϕ ◦ ψ = idW .

Definición 2.1.9. Sean V y W dos K–variedades. Una aplicación racional ϕ : V →
W es una aplicación parcialmente definida tal que su dominio de definición domϕ
es un subconjunto abierto y denso U de V y ϕ : U → W es un morfismo de K–
variedades con la siguiente propiedad de maximalidad: si U ′ es un subconjunto abier-
to y denso de V con U ⊆ U ′ ⊆ V y ϕ′ : U ′ → W un morfismo tal que ϕ′ = ϕ en U ,
entonces U ′ = U .

Observación 2.1.10. En los Caṕıtulos 9 y siguientes el significado del término
aplicación racional difiere del dado en la Definición 2.1.9 en que no se requiere
que el dominio U de ϕ sea maximal.

Sean ϕ : X → Y y ψ : Y → Z aplicaciones racionales de K–variedades, con
U := domϕ y V := domψ, tales que ϕ−1(V ) ⊆ U es un subconjunto abierto y denso
deX. En tal caso la composición ψ◦ϕ : ϕ−1(V )→ Z es un morfismo deK–variedades
que se extiende a una única aplicación racional ψ ◦ ϕ : X → Z, que llamamos la
composición de las aplicaciones racionales ϕ y ψ. Una aplicación racional ϕ :
X → Y se dice birracional si admite una inversa, es decir una aplicación racional
ψ : Y → X tal que ψ ◦ ϕ = idX y ϕ ◦ ψ = idY como aplicaciones racionales.
Equivalentemente ϕ : X → Y es una aplicación birracional si existen subconjuntos
abiertos densos U ′ ⊆ U y V ′ ⊆ Y tales que ϕ : U ′ → V ′ es un isomorfismo de
K–variedades.

Una función racional sobre una K–variedad V es una aplicación racional f :
V → K, donde identificamos K con A1. Las funciones racionales sobre V forman
una K–álgebra que denotamos por K(V ). Si además V es irreducible, K(V ) es un
cuerpo llamado el cuerpo de las funciones racionales sobre V . En este caso K[V ]
no posee divisores de cero y K(V ) es isomorfo al cuerpo de fracciones del dominio
ı́ntegro K[V ]. Para una K–variedad arbitraria V , la K–álgebra K(V ) es isomorfa al
anillo total de fracciones de K[V ] y también al producto directo de los cuerpos de
funciones racionales de las componentes irreducibles de V .

Un morfismo de K–variedades ϕ : V → W induce, por composición, un homo-
morfismo de anillos ϕ∗ : K[W ]→ K[V ] llamado el homomorfismo dual de ϕ. Deci-
mos que ϕ es un morfismo dominante si ϕ(V ) = W , donde ϕ(V ) es la clausura de
ϕ(V ) con respecto a la topoloǵıa Zariski de W . En esta situación, el homomorfismo
dual ϕ∗ resulta inyectivo e induce una extensión de anillos K[W ] ↪→ K[V ]. Si ϕ es un
morfismo dominante decimos que es finito si la extensión de anillos K[W ] ↪→ K[V ]
es entera, es decir, si cada elemento η ∈ K[V ] satisface una ecuación mónica con
coeficientes en K[W ].

A continuación damos una propiedad importante de los morfismos finitos (ver,
por ejemplo, [Dan94, §4.2, Proposition]).

Teorema 2.1.11. Sean V y W K–variedades y sea f : V → W un morfismo finito.
Si S ⊂ W es una subvariedad irreducible entonces la preimagen f−1(S) es una
variedad de dimensión pura dimS.
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El siguiente resultado se conoce como el Teorema de la dimensión de la fibra [Sha94,
Chapter 1, Section §6.3, Theorem 7].

Teorema 2.1.12. Sea f : V → W un morfismo entre K–variedades irreducibles.
Supongamos que f es sobreyectivo, y que dimV = n y dimW = m. Entonces m ≤ n
y además,

1. dimC ≥ n−m para todo w ∈ W y para toda componente C de la fibra f−1(w);

2. existe un subconjunto abierto no vaćıo U ⊂ W tal que dim f−1(w) = n − m
para todo w ∈ U .

Tenemos también la siguiente propiedad de morfismos entre K–variedades (ver,
por ejemplo, [Kun85, Chapter §III. 2, Exercise 6]).

Teorema 2.1.13. Sea f : V → W un morfismo entre K–variedades. Entonces:

si Z es una subvariedad irreducible de V , entonces f(Z) es irreducible, donde
f(Z) denota la clausura de f(Z) con respecto a la topoloǵıa Zariski de W ;

dim f(V ) ≤ dimV .

Sea V ⊂ An una K–variedad af́ın cerrada, I(V ) ⊂ K[X1, . . . , Xn] el ideal de
definición de V y x ∈ V . La dimensión dimx V de V en x es el máximo de las
dimensiones de las componentes K–irreducibles de V que contienen a x. Si I(V ) =
(F1, . . . , Fr), el espacio tangente TxV de V en x se define como el núcleo de la
matriz Jacobiana (∂Fi/∂Xj)1≤i≤r,1≤j≤n(x) de F1, . . . , Fr con respecto a X1, . . . , Xn

en x.
Se satisface la siguiente desigualdad (ver, por ejemplo, [Sha94, página 94]):

dimx V ≤ dim TxV.

Un punto x se dice regular si dimx V = dim TxV . En caso que dimx V < dim TxV ,
decimos que x es un punto singular de V . El conjunto Σ de puntos singulares de V
se denomina el lugar singular de V ; se tiene que Σ es una K–subvariedad cerrada
de V . Una K–variedad se dice no singular o regular si el conjunto de puntos
singulares es vaćıo.

Sea V una K–variedad af́ın cerrada cuya descomposición en componentes K–
irreducibles es V = ∪Ni=1Ci. Se tiene que Ci ∩ Cj ⊂ Σ para todo i 6= j y que Σ no
contiene componentes irreducibles de V . Además si consideramos el lugar singular
Σi de cada componente irreducible Ci, se tiene que Σ =

⋃
i 6=j(Ci ∩ Cj) ∪

⋃
i Σi.

Sea V ⊆ An una K–variedad af́ın y x ∈ V . Notamos con Mx ⊂ K[V ] el ideal
Mx := {f ∈ K[V ] : f(x) = 0}. Si K es algebraicamente cerrado, Mx es un ideal
maximal de K[V ], llamado el ideal maximal en x.

Definición 2.1.14. Supóngase que K es algebraicamente cerrado. Sea V ⊆ An una
K–subvariedad af́ın y x ∈ V . Decimos que x es un punto normal de V o que V es
normal en x si el anillo local K[V ]Mx es normal. Llamamos a V normal si es normal
en cada uno de sus puntos.
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El siguiente resultado reúne los hechos sobre puntos normales que utilizaremos
en esta tesis (ver, por ejemplo, [Bro89, Satz 8.5 y Satz 10.20]).

Proposición 2.1.15. Supóngase que K es algebraicamente cerrado. Sea V ⊆ An
una K–subvariedad af́ın y x ∈ V . Entonces valen las siguientes condiciones:

1. K[V ]Mx es un dominio ı́ntegro si y sólo si x pertenece a una única componente
irreducible de V .

2. el conjunto U ⊂ V de los puntos normales de V es un subconjunto abierto y
denso Zariski de V .

A cada K–subvariedad af́ın V ⊂ An podemos asociarle una K–subvariedad
proyectiva V ⊂ Pn, que llamamos la clausura proyectiva de V y definimos de
la siguiente manera. Consideramos la inmersión de An en Pn que a cada x =
(x1, . . . , xn) ∈ An le asigna el punto (1 : x1 : · · · : xn) ∈ Pn. La clausura pro-
yectiva V es entonces la clausura con respecto a la topoloǵıa Zariski en Pn de la
imagen de V v́ıa esta inmersión . Aśı, V es la menor K–variedad proyectiva que
contiene a V . Dado un ideal I ⊆ K[X1, . . . , Xn], se define Ih ⊆ K[X0, . . . , Xn] co-
mo el ideal homogéneo generado por las homogeneizaciones F h ∈ K[X0, . . . , Xn] de
todos los polinomios F ∈ I. Se satisfacen las siguientes propiedades [Kun85, §I.5,
Proposition 5.17 y Exercise 6; y §II.4, Proposition 4.1].

Teorema 2.1.16. Sea V ⊂ An una K–subvariedad af́ın y sea V ⊂ Pn la clausura
proyectiva de V . Entonces:

(i) V es irreducible si y sólo si V lo es.

(ii) Si V = V1∪V2∪· · ·∪Vr es la descomposición de V en K–variedades irreducibles
entonces V = V 1 ∪ V 2 ∪ · · · ∪ V r es la descomposición de V en componentes
K–irreducibles.

(iii) V y V tienen la misma dimensión.

(iv) I(V ) = I(V )h.

2.1.1. La condición de pureza

El siguiente resultado clásico es conocido como el Teorema de los ideales principales
(ver, por ejemplo, [Eis95, Theorem 10.2]).

Teorema 2.1.17. Sea R un anillo Noetheriano y P un ideal primo de R que
es minimal sobre un ideal (a1, . . . , ar) ⊆ R generado por r elementos. Entonces
codim (P ) ≤ r.

El Teorema de los ideales principales tiene la siguiente consecuencia geométrica.

Teorema 2.1.18. Sea V ⊂ An una K–subvariedad af́ın de dimensión pura r y sea
F ∈ K[X1, . . . , Xn]. Sea W := V ∩ {F = 0} y f ∈ K[V ] la imagen de F . Vale una
y sólo una de las siguientes afirmaciones:
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W = ∅ (esto sucede cuando f es una unidad de K[V ]);

W tiene dimensión r (esto sucede cuando f es divisor de cero en K[V ]).

W tiene dimensión pura r − 1 (esto sucede cuando f no es divisor de cero ni
unidad en K[V ]).

En particular, si F1, . . . , Fs son polinomios en K[X1, . . . , Xn] y W := V(F1, . . . , Fs) ⊂
An, entonces o bien W = ∅ o bien dimW ≥ n− s.

En el caso proyectivo tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.1.19 ([Sha94, Chapter 1, Section §2.6, Corollary 2]). Sea V ⊂ Pn una
variedad proyectiva de dimensión r y sea W := V(G1, . . . , Gs) una subvariedad de V .
Entonces toda componente no vaćıa irreducible de W tiene dimensión por lo menos
r − s.

Un ideal propio I de un anillo Noetheriano R se dice no mezclado si sus primos
asociados tienen todos la misma codimensión.

Definición 2.1.20. Se dice que un anillo Noetheriano R satisface la condición de
pureza (unmixedness) si todo ideal de codimensión r de R generado por r elementos
es no mezclado para todo r ≥ 0.

Sea R un anillo Noetheriano e I un ideal de codimensión r de R generado por
r elementos. Puesto que por el Teorema 2.1.17 todo ideal primo minimal de I tiene
codimensión menor o igual que r, decir que I es no mezclado en la definición anterior
equivale a decir que I no tiene primos asociados inmersos.

Un anillo Noetheriano que satisface la condición de pureza se dice que es Cohen–
Macaulay. Un resultado clásico dice que los anillos de polinomios con coeficientes
en un cuerpo son anillos Cohen–Macaulay (ver, por ejemplo, [Mat86, Theorems 17.6
and 17.7]).

A continuación consideramos una familia particular de K–variedades definidas
por ideales no mezclados, llamadas intersecciones completas.

Definición 2.1.21. Sea V una K–subvariedad af́ın de An de dimensión n− r.
(i) Decimos que V es una intersección completa conjuntista si V es la intersección

de r K–hipersuperficies.

(ii) Decimos que V es una intersección completa si I(V ) puede ser generado por r
polinomios en K[X1, . . . , Xn].

Por la condición de pureza, una K–subvariedad af́ın intersección completa con-
juntista de An es necesariamente equidimensional.

Definición 2.1.22. Sean F1, . . . , Fr ∈ K[X1, . . . , Xn]. Decimos que F1, . . . , Fr for-
man una sucesión regular si F1 no es el polinomio cero, ningún Fi es divisor de cero
en el anillo K[X1, . . . , Xn]/(F1, . . . , Fi−1) para 2 ≤ i ≤ r y V(F1, . . . , Fr) 6= ∅.

Si F1, . . . , Fr forman una sucesión regular en K[X1, . . . , Xn] o K[X0, . . . , Xn], en-
tonces la K–variedad af́ın o proyectiva que ellos definen es una intersección completa
conjuntista y es de dimensión pura n− r. Más aún, si el ideal (F1, . . . , Fr) es radical
entonces dicha variedad es una intersección completa.

34



§2.1.
Definiciones y resultados básicos de geometŕıa algebraica y
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2.1.2. Un criterio de radicalidad

Por último, enunciamos el siguiente criterio para decidir la radicalidad de un
ideal. Por falta de una referencia adecuada ofrecemos aqúı una demostración de este
resultado, probablemente bien conocido.

Lema 2.1.23. Sea K un cuerpo perfecto, I := (F1, . . . , Fs) ⊂ K[X1, . . . , Xn] un ideal
de dimensión n−s, y J el ideal de K[X1, . . . , Xn] generado por I y los (s×s)–menores
de la matriz Jacobiana (∂Fi/∂Xj)1≤i≤s,1≤j≤n. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes:

I es radical;

J no está contenido en ningún primo minimal de I.

Demostración. Sea B := K[X1, . . . , Xn]/I. Por [Eis95, Exercise 11.10], basta probar
que la segunda condición es equivalente a las siguientes:

1. la localización de B en cada primo de codimensión 0 es regular;

2. todos los primos asociados a cero en B tienen codimensión 0.

Para probar esta equivalencia, nótese que el homomorfismo canónicoK[X1, . . . , Xn]→
B induce una biyección entre el conjunto de primos asociados a I y el conjunto de
primos asociados a 0 en B. Esta biyección aplica los primos minimales sobre I en
los primos minimales sobre 0 en B, que son precisamente los primos de codimensión
0 en B. Ahora, puesto que K[X1, . . . , Xn] satisface la condición de pureza, el ideal
I es no mezclado, y por lo tanto el conjunto de primos asociados a I coincide con el
conjunto de los primos minimales sobre I, lo que implica que se satisface (2). A con-
tinuación, la segunda condición del lema se puede expresar diciendo que la imagen
J de J en B no está contenida en ningún primo de B de codimensión 0. Por [Eis95,
Corollary 16.20], esto es equivalente a (1), lo que termina la demostración.

2.1.3. Normalización de Noether

Sea V ⊂ An una intersección completa conjuntista de dimensión n − s definida
sobre K. Sean F1, . . . , Fs ∈ K[X1, . . . , Xn] polinomios tales que V = V(F1, . . . , Fs).
Puesto que K[X1, . . . , Xn] es Cohen–Macaulay, el ideal I := (F1, . . . , Fs) es no mez-
clado y en particular V es equidimensional. Sean Y1, . . . , Yn ∈ K[X1, . . . , Xn] formas
lineales linealmente independientes tales que la aplicación π : V → An−s definida
por Y1, . . . , Yn−s es un morfismo finito. En tal caso, se dice que el cambio de va-
riables (X1, . . . , Xn) → (Y1, . . . , Yn) es una normalización de Noether de V (o
I) y que las variables Y1, . . . , Yn están en posición de Noether con respecto a
V (o I), siendo Y1, . . . , Yn−s las variables libres. Sea R := K[Y1, . . . , Yn−s] y de-
notemos con R′ el cuerpo de fracciones de R. Escribamos B := K[X1, . . . , Xn]/I
y sea B′ := R′ ⊗K B := R′[Yn−s+1, . . . , Yn]/Ie, donde Ie es la extensión de I a
R′[Yn−s+1, . . . , Yn]. Consideramos a B como un R–módulo y a B′ como un R′–espacio
vectorial respectivamente. Puesto queB es finitamente generado,B′ es unR′–espacio

35



Preliminares Caṕıtulo 2

vectorial de dimensión finita, cuya dimensión denotamos con dimR′ B
′. En particu-

lar, para todo f ∈ K[X1, . . . , Xn] podemos considerar el polinomio caracteŕıstico
χ ∈ R′[T ] (respectivamente el polinomio minimal de µ ∈ R′[T ]) de la homotecia
de multiplicación por f en B′. Llamaremos a χ y a µ respectivamente el polinomio
caracteŕıstico y el polinomio minimal de f módulo I. Sean χ0 y µ0 los coeficien-
tes constantes de χ y µ respectivamente. Tenemos el siguiente resultado (ver, por
ejemplo, [DL08]).

Lema 2.1.24. Con las hipótesis y notaciones anteriores valen las siguientes condi-
ciones:

(i) χ y µ pertenecen a R[T ] y χ(f) y µ(f) pertenecen a I.

(ii) χ0 y µ0 pertenecen a I + (f), e
(
I + (f)

)
∩R ⊆

√
(µ0) =

√
χ0.

(iii) f es divisor de cero en B si y solo si χ0 = 0 (o equivalentemente µ0 = 0), si
y solo si Y1 . . . Yn−s son algebraicamente independientes módulo I + (f).

(iv) I + (f) = (1) si y solo si χ0 ∈ K \ {0} (o equivalentemente µ0 ∈ K \ {0}).

Recordamos el siguiente resultado bien conocido (ver, por ejemplo, [GHS93, Lem-
ma 3.3.1]).

Teorema 2.1.25. Sea K un cuerpo perfecto, infinito y F1, . . . , Fs ∈ K[X1, . . . , Xn]
polinomios que generan un ideal (F1, . . . , Fs) de codimensión s. Supóngase que las
variables X1, . . . , Xn están en posición de Noether con respecto a (F1, . . . , Fs). En-
tonces K[X1, . . . , Xn]/(F1, . . . , Fs) es un K[X1, . . . , Xn−s]-módulo libre de rango fi-
nito.

2.1.4. Representación de Kronecker de una variedad equi-
dimensional

Sea K un cuerpo perfecto, infinito. Siguiendo con las notaciones anteriores, por
el Teorema 2.1.25, B es un R–módulo libre de rango finito que denotamos con
rankRB. Puesto que toda base de B como R–módulo induce una base de B′ como
R′–espacio vectorial, tenemos que rankRB = dimR′ B

′. En este caso decimos que
G ∈ K[X1, . . . , Xn] induce un elemento primitivo para I si las potencias de la
imagen g de G en B′ generan el R′–espacio vectorial B′. En tal caso diremos también
que G induce un elemento primitivo de la extensión de anillos R ↪→ B.

Sea V ⊂ An una K–variedad equidimensional de dimensión n − s y sea I ⊂
K[X1, . . . , Xn] su ideal anulador. Para un cambio de variables (X1, . . . , Xn) →
(Y1, . . . , Yn), denótese R := K[Y1, . . . , Yn−s], B := K[V ] y R′ := K(Y1, . . . , Yn−s).
Considérese B′ := R′[Yn−s+1, . . . , Yn]/Ie como un R′–espacio vectorial, donde Ie

denota el ideal extendido IR′[Yn−s+1, . . . , Yn], y sea δ := dimR′ B
′.

Definición 2.1.26. Una representación de Kronecker de I (o V ) consiste de los
siguientes elementos:
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una normalización de Noether de I, definida por un cambio lineal de variables
(X1, . . . ,Xn) → (Y1, . . . , Yn) tal que Yn−s+1 induce un elemento primitivo para
I;

el polinomio (mónico) minimal Q ∈ R′[T ] de Yn−s+1 módulo I;

los (únicos) polinomios Wn−s+2, . . . ,Wn ∈ R′[T ] de grado a lo sumo δ−1 tales
que la siguiente identidad de ideales vale en R′[Yn−s+1, . . . , Yn]:

Ie=
(
Q(Yn−s+1),Q′(Yn−s+1)Yn−s+2−Wn−s+2(Yn−s+1), . . . , Q′(Yn−s+1)Yn−Qn(Yn−s+1)

)
,

(2.1)
donde Q′ denota la primera derivada de Q con respecto a T .

Si en cambio se consideran polinomios Vn−s+2, . . . , Vn ∈ R′[T ] de grado a lo sumo
δ − 1 tales que

Ie =
(
Q(Yn−s+1), Yn−s+2 − Vn−s+2(Yn−s+1), . . . , Yn − Vn(Yn−s+1)

)
, (2.2)

se tiene una representación univariada de I (o V ).

Observación 2.1.27. Por el ı́tem (i) del Lema 2.1.24 el polinomio minimal Q de
la definición anterior pertenece a R[T ].

Si Q′ 6= 0, la identidad (2.1) se puede interpretar en términos geométricos como
se explica a continuación. Sea ` : An → An la aplicación lineal definida por Y1, . . . , Yn
y W := `(V ). Interprétese a Y1, . . . , Yn como nuevas indeterminadas y considérese
la aplicación Π : W → An−s+1 definida por la proyección en las n− s + 1 primeras
coordenadas. Considerando aQ como un elemento deK[Y1, . . . , Yn−s+1] (Observación
2.1.27), resulta que Π define un isomorfismo birracional entre W y la hipersuperficie
{Q = 0} de An−s+1, cuya inversa es la aplicación racional Φ : {Q = 0} → W definida
por

Φ(y) :=

(
y,
Wn−s+2(y)

Q′(y)
, . . . ,

Wn(y)

Q′(y)

)
.

Lema 2.1.28. Con las hipótesis y notaciones previas a la Definición 2.1.26, sea
Q ∈ R[T ] un polinomio libre de cuadrados de grado δ y Wn−s+2, . . . ,Wn ∈ R[T ]
polinomios de grado a lo sumo δ − 1 tales que

Q(Yn−s+1) ∈ I, Q′(Yn−s+1)Yj −Wj(Yn−s+1) ∈ I (n− s+ 2 ≤ j ≤ n). (2.3)

Entonces Q,Wn−s+2, . . . ,Wn forman la representación de Kronecker de I con ele-
mento primitivo Yn−s+1. Además, sea F := Q′−1 mód (Q) ∈ R′[T ] y Vj ∈ R′[T ] el
polinomio con deg Vj ≤ δ − 1 tal que FWj ≡ Vj mód (Q) para n − s + 2 ≤ j ≤ n.
Entonces los polinomios Q, Vn−s+2, . . . , Vn forman la representación univariada de I
con elemento primitivo Yn−s+1.

Demostración. Puesto que Q es libre de cuadrados, Q′ es inversible módulo Q. En
particular Q′(Yn−s+1) es inversible en B′ := R′[Yn−s+1, . . . , Yn]/Ie, y (2.3) muestra
que el homomorfismo de R′–álgebras R′[T ]/(Q) → B′, que aplica T mód Q en
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Yn−s+1 mód Ie, es suryectivo. Esto significa que Yn−s+1 es un elemento primitivo
para I. Por otro lado, puesto que dimR′ B

′ = δ, el homomorfismo anterior es un
isomorfismo. Concluimos que Q es el polinomio minimal de Yn−s+1 sobre R′ módulo
Ie.

Para probar (2.2) denotemos con K ⊆ R′[Yn−s+1, . . . , Yn] el ideal del lado derecho
de esta identidad. Por (2.3) y la definición de Vn−s+2, . . . , Vn es claro que K ⊆ Ie.
Para probar la otra inclusión sea f ∈ R′[Yn−s+1, . . . , Yn] un elemento de Ie. Desarro-
llando por Taylor a f en torno del punto

(
Yn−s+1, Vn−s+2(Yn−s+1), . . . , Vn(Yn−s+1)

)
deducimos que existe h ∈ R′[T ] tal que se satisface la siguiente congruencia en
R′[Yn−s+1, . . . , Yn]:

f ≡ h(Yn−s+1) mód
(
Yn−s+2 − Vn−s+2(Yn−s+1), . . . , Yn − Vn(Yn−s+1)

)
.

Esto implica que h(Yn−s+1) = 0 en B′ y por lo tanto que h es múltiplo del polinomio
minimal Q. Concluimos que f ∈ K. Esto prueba que Ie = K, demostrando aśı la
segunda afirmación del lema.

La primera afirmación se sigue de la igualdad de ideales

K =
(
Q(Yn−s+2), Q′(Yn−s+1)Yn−s+2−Wn−s+2(Yn−s+1), . . . , Q′(Yn−s+1)Yn−Wn(Yn−s+1)

)
,

la cual es una consecuencia inmediata de la definición Vn−s+2, . . . , Vn y de (2.3).

2.1.5. Grado de una variedad

Sea V unaK–variedad irreducible. Se define el grado deg V de V como el número
máximo de puntos en la intersección de V con una variedad lineal L de codimensión
dimV para la cual dicha intersección es finita. Más generalmente, si V = C1 ∪C2 ∪
· · ·∪Cr es la descomposición de V en componentes K–irreducibles, definimos el grado
de V como deg V :=

∑r
i=1 degCi (ver [Hei83]). El grado de una K–hipersuperficie

H es el grado de un polinomio de grado mı́nimo que define a H. El grado de un
abierto denso contenido en una K–variedad V es igual al grado de V . A continuación
enunciamos una desigualdad de Bézout que usaremos para obtener las estimaciones
(ver [Hei83, Ful84, Vog84]).

Teorema 2.1.29. Si V y W son K–variedades, entonces

deg(V ∩W ) ≤ deg V · degW. (2.4)

Damos a continuación propiedades relacionadas con la noción de grado de K–
variedades.

(i) Sean V ⊂ An, V ⊂ Pn su clausura proyectiva y V̂ ⊂ An+1 el cono af́ın de V .
Se satisface (ver, por ejemplo, [CGH91, Proposition 1.11]):

deg V = deg V = deg V̂ .
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(ii) Sea φ : V → W un morfismo lineal de K–variedades. Entonces [Hei83, Lemma
2],

deg φ(V ) ≤ deg V (2.5)

donde φ(V ) es la clausura de Zariski de φ(V ) con respecto a la topoloǵıa
Zariski de W .

Sea V ⊂ Pn una K–variedad intersección completa de grado δ y dimensión n−r,
y sea F1, . . . , Fr un conjunto de generadores de I(V ) de grados d1, . . . , dr respecti-
vamente. Los grados d1, . . . , dr dependen de V y no del sistema de generadores de
I(V ). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que d1 ≥ · · · ≥ dr. Definimos
entonces el multigrado de V como d := (d1, . . . , dr). Un resultado fundamental
sobre intersecciones completas es el Teorema de Bézout, que enunciamos a con-
tinuación (ver, por ejemplo, [Har92, Theorem 18.3]).

Teorema 2.1.30. Sea V ⊂ Pn una intersección completa de grado δ, dimensión
n−r y sean F1, . . . , Fr generadores de I(V ) de grados d1 ≥ . . . ≥ dr respectivamente.
Entonces

δ =
r∏
i=1

di.

2.1.6. Alturas

Decimos que un número racional r/t ∈ Q, con r, t ∈ Z está en forma canónica
si r/t es reducida y t > 0. Sea q = r/t ∈ Q \ {0} un número racional en forma
canónica. La altura de q se define como la cantidad h(q) := máx{log |r|, log t},
donde log denota el logaritmo en base 2. Por lo tanto, la altura de q controla la
longitud bit tanto del numerador como del denominador mı́nimos de q. Más ge-
neralmente, sea A ⊂ Q un conjunto finito, y sea a ∈ N un denominador común
mı́nimo para todos los elementos de A. Entonces la altura de A se define como
h(A) := máx{log |aA|, log a}. Finalmente, la altura h(F ) de un polinomio F con
coeficientes en Q se define como la altura de su conjunto de coeficientes.

El siguiente resultado vincula la altura de polinomios con las operaciones aritméti-
cas básicas y la composición ([DKS13, Lemma 2.37]).

Lema 2.1.31. Sean F1, . . . , Fs ∈ Z[X1, . . . , Xn]. Entonces

1. h(
∑

i Fi) ≤ máxi h(Fi) + log(s);

2. h(
∏

i Fi) ≤
∑

i h(Fi) + log(n+ 1)
∑s

i=2 deg(Fi);

3. sea G ∈ Z[Y1, . . . , Ys] y nótese d := máxi deg(Fi) y h := máxi h(Fi). Entonces
h
(
G(F1, . . . , Fs)

)
≤ h(G) + deg(G)

(
h+ log(s+ 1) + d log(n+ 1)

)
.
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Altura de variedades

Recordamos aqúı brevemente la noción de altura de variedades equidimensionales
definidas sobre Q. Para más detalles ver [KPS01] y [DKS13]. Sea V ⊂ An(Q) una
Q–variedad equidimensional de dimensión n−s, con 1 ≤ s ≤ n, y sea h(V ) la altura
de Faltings de su clausura proyectiva V ⊂ Pn(Q) (ver [Fal91]). Tenemos la siguiente
identidad:

h(V ) = m(FV ;Sn−s+1
n+1 ) +

∑
p

log |FV |p + (n− s+ 1)

(
n∑
i=1

1

2i

)
deg V, (2.6)

donde FV es una forma de Chow de V , m(FV ;Sn−s+1
n+1 ) es la Sn−s+1

n+1 –medida de
Mahler de FV y |FV |p es el valor absoluto p–ádico sobre Q para todos los primos p
(ver, por ejemplo, [KPS01, Section 1.2.4]). Puesto que FV está uńıvocamente deter-
minada salvo multiplicación por elementos no nulos de Q, podemos suponer que FV
es un polinomio primitivo en Z[Λh

1 , . . . ,Λ
h
n−s+1], en cuyo caso log |FV |p = 0 para to-

do primo p y la suma
∑

p log |FV |p en (2.6) desaparece. Por otra parte, por [KPS01,
Lemma 1.1] tenemos que

|m(FV )− h(FV )| ≤ (n− s+ 1) log(n+ 2) deg V, (2.7)

donde m(FV ) denota la medida de Mahler de FV . La medida de Mahler y la
Sn−s+1
n+1 –medida de Mahler de FV están relacionadas por las desigualdades

0 ≤ m(FV )−m(FV ;Sn−s+1
n+1 ) ≤ (n− s+ 1) deg(V )

n∑
i=1

1

2i
(2.8)

(ver, por ejemplo, [KPS01, (1.2)]). Combinando (2.6), (2.7) y (2.8) resulta

h(FV ) ≤ h(V ) + (n− s+ 1) log(n+ 2) deg V.

Además, la altura canónica ĥ(V ) de V se define por ĥ(V ) := ĥ(V ), donde ĥ(V ) es
la altura canónica de V ⊂ Pn(Q) definida como en [DKS13]. Las alturas de Faltings
y canónica de V están relacionadas por la desigualdad

|ĥ(V )− h(V )| ≤ 7

2
log(n+ 1) deg V (2.9)

(ver, por ejemplo, [DKS13, Proposition 2.39 (5)]). En consecuencia, tenemos que

h(FV ) ≤ ĥ(V ) +
9

2
(n− s+ 1) log(n+ 2) deg V. (2.10)

Finalmente, sean F1, . . . , Fs ∈ Q[X] polinomios que forman una sucesión regular.
Sea dj := deg(Fj) y hj := h(Fj) para 1 ≤ j ≤ s. Por [DKS13, Corollary 2.62],
teniendo en cuenta [DKS13, Lemma 2.30 (1)], obtenemos la siguiente desigualdad
de Bézout aritmética:

ĥ
(
V (F1, . . . , Fs)

)
≤

s∑
`=1

h`

(
s∏

j=1,j 6=`

dj

)
+ s

(
s∏
j=1

dj

)
log(n+ 2). (2.11)
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2.2. Estructuras de datos y algoritmos básicos

Para expresar el costo de los algoritmos, además de la notación Big–Oh O, tam-
bién utilizamos la notación estándar Soft–Oh O∼ que omite términos logaritmicos
(ver, por ejemplo, [vzGG99, Appendix]).

2.2.1. Straight–line programs

Los algoritmos en geometŕıa algebraica computacional se describen usualmente
usando el modelo de complejidad denso estándar (o ralo), es decir, codificando los
polinomios multivariados por medio del vector de todos los coeficientes (o de todos
los coeficientes no nulos). Teniendo en cuenta que un polinomio n–variado genérico
de grado d ≥ 2 tiene

(
d+n
n

)
= O(dn) coeficientes no nulos, vemos que la repre-

sentación densa de polinomios multivariados requiere un tamaño exponencial, y su
manipulación usualmente requiere un número exponencial de operaciones aritméti-
cas con respecto a los parámetros d y n. Para evitar este comportamiento, vamos
a usar codificaciones alternativas de las entradas y de los resultados intermedios
de nuestros cálculos por medio de straight–line programs (ver [BCS97]). Sea K un
cuerpo arbitrario y X := (X1, . . . , Xn) una tupla de indeterminadas sobre K. Un
straight–line program β sobre K(X) es una sucesión finita de funciones racio-
nales (F1, . . . , Fk) ∈ K(X)k tales que para 1 ≤ i ≤ k, la función Fi es un elemento
del conjunto {X1, . . . , Xn} (una entrada), o un elemento de K (un parámetro), o
existen 1 ≤ i1, i2 < i tales que Fi = Fi1 ◦i Fi2 , donde ◦i es una de las operaciones
aritméticas +,−,×,÷. Las entradas y los parámetros se consideran de libre acceso
(modelo de acceso aleatorio). Los elementos del conjunto {F1, . . . , Fk} se llaman re-
sultados intermedios de β. El straight–line program β se llama (esencialmente)
sin divisiones, si las divisiones se restringen a parámetros no nulos, es decir, si para
1 ≤ i ≤ k, o bien ◦i ∈ {+,−,×} o bien ◦i = ÷ y fi2 ∈ K \ {0}. Obsérvese que, si β
es sin divisiones, los resultados intermedios de β pertenecen al anillo de polinomios
K[X].

Una medida natural de la complejidad de β es su longitud, es decir, el número
total de operaciones aritméticas realizadas durante el proceso de evaluación definido
por β. Otra medida relevante de complejidad es la longitud no escalar de β, que
se define como el número de operaciones ◦i ∈ {×,÷} con fi1 , fi2 /∈ K para ◦i = × y
fi2 /∈ K para ◦i = ÷. La longitud (no escalar) de β modeliza el tiempo de ejecución
secuencial del programa.

Decimos que el straight–line program β calcula, evalúa, representa, o codifica
un subconjunto S de K(X) si S está contenido en la lista de resultados intermedios
{F1, . . . , Fk} de β. En este caso llamamos a los elementos de S salidas de β.

También utilizamos la representación mixta de un polinomio multivariado con
respecto a una variable distinguida. Sea F ∈ K[X] un polinomio de grado a lo
sumo d. Fijamos 1 ≤ k ≤ n y consideramos a F como un polinomio en Xk con co-
eficientes en el anillo de polinomios K[X1, . . . , Xk−1, Xk+1, . . . , Xn]. Sean F0, . . . , Fd
los polinomios en K[X1, . . . , Xk−1, Xk+1, . . . , Xn] definidos por F =

∑
0≤j≤d FjX

j
k.

Una representación mixta de F con respecto a la variable distinguida Xk es
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un straight–line program β sobre K[X1, . . . , Xk−1, Xk+1, . . . , Xn] que representa los
polinomios F0, . . . , Fd.

2.2.2. Tests de Zippel Schwartz

Los algoritmos de resolución de sistemas polinomiales y de interpolación impĺıci-
ta que consideramos en esta tesis son probabiĺısticos, de tipo Monte Carlo (ver, por
ejemplo, [vzGG99]). Uno de los aspectos probabiĺısticos de estos algoritmos está
relacionado con la elección aleatoria de puntos fuera de ciertos conjuntos cerrados
Zariski. Una herramienta básica para estimar la probabilidad de éxito de estas ele-
ciones es el siguiente resultado (ver, por ejemplo, [vzGG99, Lemma 6.44]).

Lema 2.2.1. Sea R un dominio ı́ntegro, U1, . . . , Uk indeterminadas sobre R, S ⊆ R
un conjunto finito con s := #S elementos y F ∈ R[U1, . . . , Uk] un polinomio no nulo
de grado a lo sumo d. Entonces F tiene a lo sumo dsk−1 ceros en Sk.

Interpretamos el Lema 2.2.1 en términos de probabilidades de la siguiente ma-
nera: para un elemento u elegido uniformemente al azar en Sk, F (u) 6= 0 con
probabilidad mayor a 1− d/s.

El segundo aspecto probabiĺıstico se relaciona con la elección de un primo “lucky”
p. A este respecto tenemos el siguiente resultado (ver, por ejemplo, [vzGG99, Section
18.4]).

Lema 2.2.2. Sean B y m enteros positivos y M un entero no nulo tal que log |M | ≤
B
m

. Existe un algoritmo probabiĺıstico que, a partir de B y un entero positivo k,
calcula un primo p con B < p ≤ 2B tal que p no divide a M . El algoritmo realiza
O∼(k log2B) operaciones bit y entrega un resultado correcto con probabilidad al
menos (

1− logB

2k−1

)(
1− 2

m

)
.

Demostración. De acuerdo con, por ejemplo, [vzGG99, Theorem 18.8], existe un
algoritmo probabiĺıstico que calcula un primo aleatorio p tal que B < p ≤ 2B con
O∼(k log2B) operaciones bit y probabilidad de éxito al menos 1− logB/2k−1. Por
otra parte, si p es un primo aleatorio con B < p ≤ 2B, entonces p no divide a M
con probabilidad al menos 1 − 2/m. Combinando ambas afirmaciones se deduce el
lema.

2.2.3. Costo de los algoritmos básicos

A continuación discutimos el costo de los algoritmos básicos que vamos a utilizar.
El costo de los mismos se expresará en términos de las cantidades

M(δ) := δ log(δ) log log(δ), U(δ) :=M(δ) log δ.

Sea R un anillo conmutativo con unidad. El número de operaciones aritméticas
(adición, multiplicación y división) en R requerido para multiplicar dos polinomios
univariados en R[T ] de grado menor que D es O

(
M(D)

)
. Sea q ∈ R[T ] un polinomio
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mónico de grado D. Representamos los elementos del anillo cociente R[T ]/(q) de
forma natural como polinomios univariados de grados menores que D. Entonces una
multiplicación en R[T ]/(q) se puede realizar con O

(
M(D)

)
operaciones aritméticas

en R (ver, por ejemplo, [BP94], [vzGG99]).
También utilizamos algoritmos para la multiplicación transpuesta en R[T ]/(q)

sobre R: dado f ∈ R[T ]/(q) y un vector v ∈ RD, la multiplicación transpuesta
de f y v es el el único vector w ∈ RD que satisface 〈w, g〉 = 〈v, fg〉 para todo g ∈
R[T ]/(q). Aqúı, 〈·, ·〉 denota el producto interno, que se define por 〈x,y〉 =

∑D
j=1 xjyj

para x,y ∈ RD. Consecuentemente, identificamos todo elemento de R[T ]/(q) con
el vector de coeficientes de su representante. Por medio del algoritmo descripto en
[Sho99], el vector w se puede calcular, a partir de f y v, con O(M(D)) operaciones
aritméticas en R.

El determinante de una matriz de tamaño n× n con coeficientes en R se puede
calcular sin usar divisiones con O(n4) operaciones en R (ver [FF63]).

Si R es un cuerpo, utilizamos algoritmos basados en el Algoritmo de Euclides
extendido para calcular el máximo común divisor de dos polinomios univariados en
R[T ] de grado menor que D con O

(
U(D)

)
operaciones aritméticas en R (ver, por

ejemplo, [BP94], [vzGG99]).
La complejidad bit de una operación aritmética (adición, multiplicación, cocien-

te, resto y máximo común divisor) de dos enteros de altura a lo sumo n es O
(
U(n)

)
.

Además, dado un entero positivo m de altura n, una operación aritmética (adi-
ción, multiplicación e inversión o división) en el anillo cociente Z/mZ de los enteros
módulo m se puede realizar con O

(
U(n)

)
operaciones bit.

También usamos el siguiente algoritmo de reconstrucción racional (ver [Knu81],
[Dix82], [vzGG99]).

Proposición 2.2.3. Sea r/t ∈ Q la forma canónica de un número racional y g,m ∈
Z con 0 ≤ g < m tales que se satisfacen las siguientes condiciones:

m ≥ 2 máx{|r|, t}2.

t y m son coprimos y rt−1 ≡ g mód (m), donde t−1 es la inversa de t módulo
m.

Entonces, por medio del Algoritmo de Euclides extendido aplicado a m y g, podemos
calcular la forma canónica r/t con O

(
U(logm)

)
operaciones bit.
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La forma de Chow de una
variedad equidimensional

Sea K un cuerpo perfecto y V ⊂ An una K–variedad equidimensional de dimen-
sión n − s y grado δ. En este caṕıtulo recordamos la noción de forma de Chow de
V y sus propiedades básicas.

Sea Λh :=(Λij)1≤i≤n−s+1,0≤j≤n una matriz de indeterminadas sobre K[V ]; escriba-
mos Λh

i := (Λi0, . . . ,Λin) y Λi := (Λi1, . . . ,Λin) para 1 ≤ i ≤ n− s + 1. Denotemos
con X := (X1, . . . , Xn) un conjunto de indeterminadas sobre K. Una forma de
Chow de V es un polinomio libre de cuadrados FV de K[Λh] tal que FV (λh) = 0 si
y solo si V ∩{λi0+

∑n
j=1 λijXj = 0 (1 ≤ i ≤ n−s+1)} es no vaćıo, donde V ⊂ Pn es la

clausura proyectiva de V con respecto a la inclusión canónica An ↪→ Pn (ver [HP68b,
Chapter X, Section 6]). Observamos que FV es multihomogéneo de grado δ en cada
grupo de variables Λh

i para 1 ≤ i ≤ n−s+1, y que este polinomio está uńıvocamente
determinado salvo múltiplos no nulos en K. Escribamos Λ := (Λij)1≤i≤n−s+1,1≤j≤n y
sean Z1, . . . , Zn−s+1 nuevas indeterminadas. Sea PV ∈ K[Λ, Z1, . . . , Zn−s+1] el único
polinomio tal que

PV (Λ,Λ10, . . . ,Λn−s+1,0) = FV (Λh
1 , . . . ,Λ

h
n−s+1).

Por abuso de lenguaje también llamaremos a PV una forma de Chow de V .
Sean ξ1, . . . , ξn las funciones coordenadas de V inducidas por X1, . . . , Xn. Escri-

bamos ξ := (ξ1, . . . , ξn) y sea Λi · ξ ∈ K[V ][Λ] definida por

Λi · ξ :=
n∑
j=1

Λijξj (1 ≤ i ≤ n− s+ 1).

Una propiedad fundamental de la forma de Chow PV es que está uńıvocamente
determinada, salvo multiplicación por elementos no nulos de K, por las siguientes
dos condiciones:

Si Λξ := (Λ1 ·ξ, . . . ,Λn−s+1 ·ξ), se satisface la siguiente identidad en K[V ][Λ]:

PV (Λ,Λξ) = 0. (3.1)
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Equivalentemente, sea Λi · X :=
∑n

j=1 ΛijXj para 1 ≤ i ≤ n − s + 1 y
ΛX := (Λ1 ·X, . . . ,Λn−s+1 ·X). Entonces el polinomio PV (Λ,ΛX) ∈ K[Λ,X]
se anula sobre la variedad A(n−s+1)n × V .

Si G ∈ K[Λ, Z1, . . . , Zn−s+1] es un polinomio tal que G(Λ,Λξ) = 0, entonces
PV divide a G en K[Λ, Z1, . . . , Zn−s+1].

Además, FV satisface las siguientes propiedades (ver [HP68b, Chapter X, Sections
7 y 9]):

1. FV es homogéneo de grado δ en los (n− s+ 1)× (n− s+ 1)–menores de Λh;

2. deg(Λ10,...,Λn−s+1,0) FV = degΛn−s+1,0
FV = δ;

3. Si V es una K–variedad irreducible, entonces FV es un polinomio irreducible
de K[Λh]. Más generalmente, si V = C1∪· · ·∪CN es la descomposición de V en
componentes K–irreducibles y FCi es una forma de Chow de Ci para 1 ≤ i ≤ N ,
entonces

∏
1≤i≤N FCi es una forma de Chow de V .

Observación 3.0.1. Sea AV ∈ K[Λh
1 , . . . ,Λ

h
n−s] el polinomio (no nulo) que aparece

como el coeficiente del monomio Λδ
n−s+1,0 en FV , considerando a FV como un ele-

mento de K[Λ][Λ10, . . . ,Λn−s+1,0]. Entonces la propiedad (2) arriba indicada implica
que AV es independiente de Λ10, . . . ,Λn−s 0, es decir, AV ∈ K[Λ1, . . . ,Λn−s]. En par-
ticular, AV es homogéneo de grado δ en los (n− s)× (n− s)–menores de la matriz
Λ∗ = (Λij)1≤i≤n−s,1≤j≤n.

Sea ρV ∈ K[Λ, Z1, . . . , Zn−s] el discriminante de PV con respecto a Zn−s+1, a
saber

ρV := ResZn−s+1

(
PV ,

∂PV
∂Zn−s+1

)
.

Lema 3.0.2. ρV y ∂PV /∂Zn−s+1 son ambos no nulos.

Demostración. Notemos que A := K[Λ, Z1, . . . , Zn−s+1]/(PV ) es una K–álgebra re-
ducida. Como K es perfecto, por [Mat80, Corollary, página 194] se deduce que A es
una K–álgebra separable. Sea K′ la clausura algebraica de K(Λ, Z1, . . . , Zn−s). Por
[Mat80, 27.G] se deduce que la K′–álgebra A⊗K K′ = K′[Zn−s+1]/(PV ) es reducida.
Como K′ es un cuerpo perfecto, esto implica que ∂PV /∂Zn−s+1 6= 0. Ahora, por las
propiedades (2) y (3) arriba indicadas, cada factor irreducible de PV es una forma de
Chow de una componente irreducible Ci de V , de grado deg Ci en Zn−s+1. Entonces el
argumento previo muestra que la derivada parcial con respecto a Zn−s+1 de cada fac-
tor irreducible de PV no se anula, lo que a su vez implica que PV y ∂PV /∂Zn−s+1 son
polinomios coprimos de K[Λ, Z1, . . . , Zn−s+1]. Como K[Λ, Z1, . . . , Zn−s] es un anillo
factorial, esto implica que la resultante ρV de estos polinomios no se anula.

Además, ρV satisface las siguientes estimaciones de grado:

deg(Z1,...,Zn−s) ρV ≤ (2δ − 1)δ, degΛi
ρV ≤ (2δ − 1)δ (1 ≤ i ≤ n− s+ 1).
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En particular, se tiene deg ρV ≤ (n− s+ 2)(2δ2 − δ).
Sea Z := (Z1, . . . , Zn−s+1). Para cada λ := (λij)1≤i≤n−s+1,1≤j≤n ∈ A(n−s+1)n,

escribimos λi := (λi1, . . . , λin) y λi · ξ :=
∑n

j=1 λijξj para 1 ≤ i ≤ n − s + 1.
Consideramos a K[V ][Λ] como una K[Λ,Z]–álgebra por medio del homomorfismo
de anillos K[Λ,Z] → K[V ][Λ] que aplica cada F ∈ K[Λ,Z] en F (Λ,Λξ). En estos
términos, tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.0.3. ∂PV /∂Zn−s+1 no es un divisor de cero de la K[Λ,Z]–álgebra K[V ][Λ].

Demostración. Sea G ∈ K[Λ,X] un polinomio arbitrario tal que

∂PV
∂Zn−s+1

(Λ,Λξ) ·G(Λ, ξ) = 0 (3.2)

enK[V ][Λ]. Puesto que ρV ∈ (PV , ∂PV /∂Zn−s+1)K[Λ,Z], de la identidad PV (Λ,Λξ) =
0 deducimos que ρV (Λ,Λ1 · ξ, . . . ,Λn−s · ξ) es un múltiplo de ∂PV /∂Zn−s+1(Λ,Λξ)
en K[V ][Λ]. Combinando esto con (3.2) deducimos que

ρV (Λ,Λ1 · ξ, . . . ,Λn−s · ξ) ·G(Λ, ξ) = 0

en K[V ][Λ]. Supongamos que existe una componente K–irreducible C de V tal que
G(Λ, ξ) 6= 0 en K[C][Λ]. En K[C][Λ] tenemos la identidad:

ρV (Λ,Λ1 · ξ, . . . ,Λn−s · ξ) ·G(Λ, ξ) = 0.

Puesto que K[C][Λ] es un dominio ı́ntegro concluimos que ρV (Λ,Λ1·ξ, . . . ,Λn−s·ξ) =
0 en K[C][Λ]. Esto implica que

ρV (Λ,Λ1 · ξ, . . . ,Λn−s · ξ) = 0 (3.3)

en K[C][Λ], donde K denota la clausura algebraica de K. Por otra parte, por el
Lemma 3.0.2 el polinomio ρV es no nulo. Luego, para una elección genérica de
λ ∈ A(n−s+1)n, la extensión de anillos K[λ1 · ξ, . . . ,λn−s · ξ] ↪→ K[V ] es entera y
ρV (λ, Z1, . . . , Zn−s) es un polinomio no nulo en K[Z1, . . . , Zn−s]. Por (3.3) deducimos
que ρV (λ,λ1 · ξ, . . . ,λn−s · ξ) = 0 en K[C], lo que muestra que λ1 · ξ, . . . ,λn−s · ξ
son algebraicamente dependientes sobre K. Puesto que la extensión de anillos K[λ1 ·
ξ, . . . ,λn−s · ξ] ↪→ K[C] también es entera, se sigue que dim C ≤ n − s − 1, lo que
es una contradicción. Por lo tanto G(Λ, ξ) = 0 en K[C][Λ] para cada componente
irreducible C de V . Concluimos que G(Λ, ξ) = 0 en K[V ][Λ], lo que concluye la
demostración.

3.1. Una condición genérica para una normaliza-

ción de Noether

En lo que sigue, para λ := (λij)1≤i≤n−s+1,1≤j≤n ∈ K(n−s+1)n escribimos λ∗ :=
(λij)1≤i≤n−s,1≤j≤n.
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Proposición 3.1.1. Con las hipótesis y notaciones anteriores, sea λ ∈ K(n−s+1)n tal
que AV (λ∗) 6= 0. Sea Yi := λi ·X para 1 ≤ i ≤ n−s+1, R := K[Y1, . . . , Yn−s], B :=
K[V ], R′ := K(Y1, . . . , Yn−s) y B′ := R′ ⊗K B. Entonces la aplicación π : V → An−s
definida por Y1, . . . , Yn−s es un morfismo finito. Si además ρV (λ, Z1, . . . , Zn−s) 6= 0,
entonces Yn−s+1 induce un elemento primitivo de la extensión de anillos R ↪→ K[V ]
y dimR′ B

′ ≤ δ.

Demostración. Sea Λ∗ = (Λij)1≤i≤n−s,1≤j≤n. Recordemos que AV es homogéneo de
grado δ en los (n−s)×(n−s)–menores de Λ∗. Puesto que AV (λ∗) 6= 0, al menos uno
de los (n−s)×(n−s)–menores de la matriz λ∗ es no nulo. Deducimos que las formas
lineales Y1, . . . , Yn−s son linealmente independientes. Por lo tanto existen formas
lineales Yn−s+1, . . . , Yn ∈ K[X] tales que Y1, . . . , Yn−s, Yn−s+1, . . . , Yn son linealmente
independientes. Sea wk := (wk1, . . . , wkn) ∈ Kn tal que Yn−s+k = wk · X para
1 ≤ k ≤ s. Sea Qk ∈ K[Z1, . . . , Zn−s+1] el polinomio que se obtiene al sustituir en
PV la matriz Λ por (λ∗,wk). A partir de (3.1) deducimos que

Qk(Y1, . . . , Yn−s,wk · ξ) = 0 (3.4)

en la R–álgebra B para 1 ≤ k ≤ s, donde ξ := (ξ1, . . . , ξn) denota la n–tupla de fun-
ciones coordenadas en B inducidas por X1, . . . , Xn. Obsérvese que degZn−s+1

Qk ≤ δ

y que AV (λ∗) es el coeficiente de Zδ
n−s+1 en Qk. Puesto que AV (λ∗) 6= 0, resulta

degZn−s+1
Qk = δ y (3.4) puede ser interpretado como una relación de dependen-

cia entera para la imagen wk · ξ de Yn−s+k en B sobre R para 1 ≤ k ≤ s. Más
aun, K[Y1, . . . , Yn] = K[X] puesto que las formas lineales Y1, . . . , Yn son linealmente
independientes. Esto implica que R→ B es una extensión entera de anillos.

Para probar que π es finita, sea C una componente K–irreducible de V y πC la
restricción de π a C. Es suficiente probar que πC es dominante o, equivalentemente,
que su homomorfismo de anillos dual π∗C : K[An−s]→ K[C] es inyectivo. Denotemos
con ti a la i–ésima función coordenada de An−s para 1 ≤ i ≤ n − s. Con un ligero
abuso de notación denotemos también con ξ a la n–tupla de funciones coordenadas
de K[C] inducidas por X1, . . . , Xn. Aśı, π∗C(ti) = λi · ξ para 1 ≤ i ≤ n − s. Puesto
que K[C] es entero sobre K[λ1 · ξ, . . . ,λn−s · ξ] y dim C = n − s, deducimos que
λ1 · ξ, . . . ,λn−s · ξ son algebraicamente independientes sobre K. Esto implica la
inyectividad de π∗C, lo que concluye la demostración de la primera afirmación de la
proposición.

A continuación, tomando derivadas parciales con respecto a las variables Λn−s+1,k

en ambos miembros de (3.1), obtenemos la siguiente identidad en K[V ][Λ] para
1 ≤ k ≤ n:

∂PV
∂Zn−s+1

(Λ,Λξ) ξk +
∂PV

∂Λn−s+1,k

(Λ,Λξ) = 0. (3.5)

A partir (3.1) y (3.5) deducimos que existe Rk ∈ K[Λ,Z] tal que

ρV (Λ,Λ1 · ξ, . . . ,Λn−s · ξ) ξk = Rk(Λ,Λξ) (3.6)

en K[V ][Λ] para 1 ≤ k ≤ n. Sustituyendo Λ por λ en (3.6) deducimos que

ρV (λ, Y1, . . . , Yn−s)ξk = Rk(λ, Y1, . . . , Yn−s,λn−s+1 · ξ)
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§3.1. Una condición genérica para una normalización de Noether

en K[V ] para 1 ≤ k ≤ n. Por la elección de λ, el polinomio ρV (λ, Z1, . . . , Zn−s) es
no nulo. Puesto que λ1 · ξ, . . . ,λn−s · ξ son algebraicamente independientes sobre
K, deducimos que ρV (λ, Y1, . . . , Yn−s) es un elemento no nulo de R. Luego las iden-
tidades anteriores muestran que las potencias de λn−s+1 · ξ generan el R′–espacio
vectorial B′. En otras palabras, Yn−s+1 induce un elemento primitivo de la extensión
de anillos R ↪→ K[V ].

Sea ahora Q ∈ R[Zn−s+1] el polinomio que se obtiene al sustituir Λ por λ y
Z1, . . . , Zn−s por Y1, . . . , Yn−s en PV . A partir de (3.1) deducimos que Q(λn−s+1 ·ξ) =
0 en B′. Teniendo en cuenta que degZn−s+1

Q = δ concluimos que dimR′ B
′ ≤ δ.
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Caṕıtulo 4

Puntos y fibras de levantamiento

Supongamos, como en el Caṕıtulo 3, que K es un cuerpo perfecto y que V ⊂ An
es una K–variedad equidimensional de dimensión n− s y grado δ. Sean F1, . . . , Fs ∈
K[X] polinomios que generan el ideal anulador I de V . Sean además Y1, . . . , Yn−s ∈
K[X] formas lineales que definen un morfismo finito π : V → An−s y denotemos con
J ∈ K[X] al determinante Jacobiano de Y1, . . . , Yn−s, F1, . . . , Fs con respecto a las
variables X1, . . . , Xn. Un punto p ∈ Kn−s es un punto de levantamiento de π con
respecto al sistema F1 = 0, . . . , Fs = 0 si J(x) 6= 0 para todo x ∈ π−1(p). Llamamos
a la variedad cero–dimensional π−1(p) la fibra de levantamiento de p. De acuerdo
con la Proposición 4.2.1 más abajo, las nociones de punto de levantamiento y de
fibra de levantamiento son independientes de la elección de los polinomios F1, . . . , Fs
que generan I. Consecuentemente, en lo que sigue diremos simplemente que p es
un punto de levantamiento de π y que π−1(p) es una fibra de levantamiento sin
referencia a F1, . . . , Fs.

4.1. Propiedades de los puntos de levantamiento

Sea p := (p1, . . . , pn−s) ∈ Kn−s. Luego π−1(p) = V ∩ {Y1 − p1 = 0, . . . , Yn−s −
pn−s = 0}. A continuación probaremos que p es un punto de levantamiento de π si
y solo si el ideal

J := (F1, . . . , Fs, Y1 − p1, . . . , Yn−s − pn−s) ⊂ K[X] (4.1)

es radical. A tal fin comenzamos con un resultado técnico.

Lema 4.1.1. Con las hipótesis y notaciones anteriores, supongamos además que
K[V ] es un R–módulo libre de rango D, donde R := K[Y1, . . . , Yn−s]. Fijemos j con
0 ≤ j ≤ n − s y sea Jj ⊆ K[X] el ideal Jj := (F1, . . . , Fs) + (Y1 − p1, . . . , Yj −
pj). Entonces K[X]/Jj es un K[Yj+1, . . . , Yn−s]–módulo libre de rango igual a D.
Además, si las funciones coordenadas de V definidas por G1, . . . , GD ∈ K[X] forman
una base de K[V ] como R–módulo, G1, . . . , GD inducen una base de K[X]/Jj como
K[Yj+1, . . . , Yn−s]–módulo.
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Demostración. Basta probar la última afirmación. Sea F ∈ K[X]. ExistenA1, . . . , AD ∈
R tales que F = A1G1 + · · ·+ ADGD in K[V ]. Notemos que

Ai ≡ Ai(p1, . . . , pj, Yj+1, . . . , Yn−s) mód (Y1 − p1, . . . , Yj − pj)

para 1 ≤ i ≤ D. Por lo tanto, si Bi := Ai(p1, . . . , pj, Yj+1, . . . , Yn−s) para 1 ≤ i ≤ D,
resulta que F = B1G1 + · · · + BDGD en K[X]/Jj. Esto prueba que G1, . . . , GD

generan K[X]/Jj como K[Yj+1, . . . , Yn−s]–módulo. A continuación, supongamos que
B1G1 + · · ·+BDGD = 0 en K[X]/Jj para ciertos B1, . . . , BD ∈ K[Yj+1, . . . , Yn−s]. Se
sigue que existen H1, . . . , Hj ∈ K[X] tales que B1G1 + · · ·+BDGD = H1(Y1− p1) +

· · ·+Hj(Yj − pj) en K[V ]. Podemos escribir Hi =
∑D

k=1CikGk en K[V ] con Cik ∈ R
para 1 ≤ i ≤ j y 1 ≤ k ≤ D. En consecuencia, obtenemos la siguiente identidad en
K[V ]: (

B1 −
j∑

k=1

Ck1(Yk − pk)
)
G1 + · · ·+

(
BD −

j∑
k=1

CkD(Yk − pk)
)
GD = 0.

Puesto que G1, . . . , GD inducen una base de K[V ] como R–módulo, deducimos que
Bi =

∑j
k=1 Cki(Yk−pk) para 1 ≤ i ≤ D. Sustituyendo Yk por pk en estas identidades

para 1 ≤ k ≤ j, concluimos queBi = 0 para 1 ≤ i ≤ D. Esto muestra queG1, . . . , GD

definen elementos K[Yj+1, . . . , Yn−s]–linealmente independentes de K[X]/Jj, lo que
concluye la demostración del lema.

Ahora estamos en condiciones de probar que, si p es un punto de levantamiento
de π, el ideal J es radical.

Lema 4.1.2. Con las hipótesis y notaciones del Lema 4.1.1, supongamos además
que p es un punto de levantamiento de π. Entonces Jj es un ideal radical, equidi-
mensional de dimensión n − s − j. Además, si Wj ⊆ An es la K–variedad definida
por Jj, entonces la aplicación πj : Wj → An−s−j definida por Yj+1, . . . , Yn−s es un
morfismo finito.

Demostración. Puesto que, por el Lemma 4.1.1, K[X]/Jj es un K[Yj+1, . . . , Yn−s]–
módulo finito, deducimos que K[X]/Jj es entero sobre K[Yj+1, . . . , Yn−s]. Esto im-
plica que dimWj ≤ n− s− j. Por otra parte, el Teorema de los Ideales Principales
(ver, por ejemplo, [Eis95, Theorem 10.2]) muestra que dimWj ≥ n−s− j, de donde
concluimos que dimWj = n− s− j. Por la condición de pureza, se sigue que Jj es
no mezclado. A continuación, considérese una componente K–irreducible C de Wj.
Afirmamos que la restricción πC : C → An−s−j de πj a C es un morfismo finito. En
efecto, puesto que K[Yj+1, . . . , Yn−s] ↪→ K[W ] es una extensión entera de anillos,
también lo es la extensión K[Yj+1, . . . , Yn−s]→ K[C] inducida por el homomorfismo
de anillos dual π∗C. Además, puesto que dim C = n−s−j, se sigue que π∗C es inyectiva
y por lo tanto que πC es dominante. Esto prueba la afirmación, lo que implica que
πj es un morfismo finito.

Resta probar que Jj es radical. Sea C una componente K–irreducible de Wj.
Puesto que la restriction πC de πj a C is un morfismo finito, es suryectiva, y existe
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x ∈ π−1
C (pj+1, . . . , pn−s) = C ∩ {Yj+1 − pj+1 = 0, . . . , Yn−s − pn−s = 0}. Sea J

el determinante Jacobiano de F1, . . . , Fs, Y1 − p1, . . . , Yn−s − pn−s con respecto a
X1, . . . , Xn y Mj la matriz Jacobiana de F1, . . . , Fs, Y1− p1, . . . , Yj− pj con respecto
a X1, . . . , Xn. Puesto que p es un punto de levantamiento de π y x ∈ π−1(p),
tenemos que J(x) 6= 0, lo que implica que Mj(x) tiene rango s+j. En consecuencia,
existe un (s + j)× (s + j)–menor m de Mj tal que m(x) 6= 0. Se sigue que el ideal
generado por Jj y todos los (s + j) × (s + j)–menores de Mj no está contenido en
I(C). Luego, el Lemma 2.1.23 muestra que Jj es radical.

Sea p := (p1, . . . , pn−s) ∈ Kn−s un punto de levantamiento de π. En lo que sigue
interpretaremos a Y1, . . . , Yn−s ya sea como formas lineales en X1, . . . , Xn o bien
como indeterminadas sobre K, estando claro por el contexto cuál es la interpreta-
ción adoptada. Por el Lema 4.1.2, el ideal cero–dimensional J := (F1, . . . , Fs, Y1 −
p1, . . . , Yn−s − pn−s) ⊂ K[X] es radical y por lo tanto es el ideal anulador de la
fibra de levantamiento Vp := π−1(p). Para el algoritmo principal que se discutirá en
el Caṕıtulo 7 consideraremos ciertas curvas asociadas a p y V , que introducimos a
continuación. Sea p∗ := (p1, . . . , pn−s−1) y sea Wp∗ ⊂ An la K–variedad definida por
el ideal

K := (F1, . . . , Fs, Y1 − p1, . . . , Yn−s−1 − pn−s−1) ⊆ K[X].

De acuerdo con el Lemma 4.1.2, K es un ideal radical, equidimensional de dimensión
1 y la aplicación π1 : Wp∗ → A1 definida por Yn−s es un morfismo finito. Llamamos
a Wp∗ la curva de levantamiento definida por p∗.

En lo que sigue identificaremos a Vp con una subvariedad cero–dimensional de
As y a Wp∗ con una curva de As+1 del modo siguiente. Por simplicidad de notación,
denotaremos con Fi(Y1, . . . , Yn) o Fi(Y ) al elemento de K[Y1, . . . ,Yn] que se obtiene
reescribiendo Fi(X1, . . . , Xn) en las variables Y1, . . . , Yn.

Lema 4.1.3. Con las hipótesis del Lemma 4.1.2, valen las siguientes afirmaciones:

los polinomios F1(p, Yn−s+1, . . . , Yn), . . . , Fs(p, Yn−s+1, . . . , Yn) generan un ideal
radical, cero–dimensional J de K[Yn−s+1, . . . , Yn] y la K–variedad V(J ) ⊂ As
es isomorfa a Vp. Además, K[Yn−s+1, . . . , Yn]/J es un K–espacio vectorial de
dimensión rankRK[V ];

los polinomios F1(p∗, Yn−s, . . . , Yn), . . . , Fs(p
∗, Yn−s, . . . , Yn) generan un ideal

radical, equidimensional K de K[Yn−s, . . . , Yn] de dimensión 1, y la K–variedad
V(K) ⊂ As+1 es isomorfa a Wp∗. Además, Yn−s, . . . , Yn están en posición de
Noether con respecto a K y K[Yn−s, . . . , Yn]/K es un K[Yn−s]–módulo libre de
rango igual a rankRK[V ].

Demostración. Claramente, tenemos un isomorfismo de K–álgebras

K[Y1, . . . , Yn]/J ∼= K[Yn−s+1, . . . , Yn]/J ,

que aplica F (Y1, . . . , Yn) mód J en F (p, Yn−s+1, . . . , Yn) mód J . Se sigue que J es
radical y cero–dimensional, puesto que lo es J . Por lo tanto, éste es un isomorfismo
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entre los anillos de coordenadas de Vp y V(J ), lo que prueba que Vp y V(J ) son
isomorfas. Similarmente, tenemos un isomorfismo de K–álgebras

K[Y1, . . . , Yn]/K ∼= K[Yn−s, . . . , Yn]/K,

que aplica F (Y1, . . . , Yn) mód K en F (p∗, Yn−s, . . . , Yn) mód K. Argumentando co-
mo antes concluimos que K es radical y que Wp∗ y V(K) son isomorfas. Además,
Yj es entera sobre K[Yn−s] módulo K para n − s + 1 ≤ j ≤ n, lo que prueba que
Yn−s, . . . , Yn están en posición de Noether con respecto a K. Finalmente, las afir-
maciones concernientes a los rangos se siguen del Lema 4.1.1, lo que completa la
demostración.

Un paso cŕıtico en el algoritmo resolvente de Kronecker es obtener una repre-
sentación de Kronecker de una curva de levantamiento Wp∗ a partir de una tal
representación de una fibra de levantamiento Vp. Esto se llevará a cabo median-
te una versión simbólica del método de Newton, que requiere que los polinomios
F1(p, Yn−s+1, . . . , Yn), . . . , Fs(p, Yn−s+1, . . . , Yn) definan todos los puntos de Vp por
cortes transversales. Además, en la Sección 7.2 levantaremos una representación de
Kronecker de la fibra de levantamiento de la salida módulo un número primo p, lo
que también requiere tal condición de transversalidad. Como muestra el siguiente
resultado, esta condición está garantizada si p es un punto de levantamiento de π.

Lema 4.1.4. Con las hipótesis del Lema 4.1.2, el determinante Jacobiano J de
F1(p, Yn−s+1, . . . , Yn), . . . , Fs(p, Yn−s+1, . . . , Yn) con respecto a Yn−s+1, . . . , Yn es in-
versible en K[Yn−s+1, . . . , Yn]/J .

Demostración. Sean P1, . . . ,PN los ideales primos minimales de J . Puesto que J
es radical, por el Lema 2.1.23 deducimos que J /∈ Pi para 1 ≤ i ≤ N . Como J es
de dimensión cero, cada Pi es un ideal maximal de K[Yn−s+1, . . . , Yn], lo que implica
que J es una unidad en K[Yn−s+1, . . . , Yn]/Pi para 1 ≤ i ≤ N . Por el Teorema chino
del resto concluimos que J es una unidad en K[Yn−s+1, . . . , Yn]/J , lo que finaliza la
demostración del lema.

Finalmente, suponiendo que F1, . . . , Fs forma una sucesión regular, se requerirá
que esta condición se preserve al especializar las variables (Y1, . . . , Yn−s) en un punto
de levantamiento p. Tenemos el siguiente resultado.

Lema 4.1.5. Supóngase que F1, . . . , Fs forman una sucesión regular de K[X] y
que Y1, . . . , Yn son formas lineales de K[X] en posición de Noether con respecto
a Vi := {F1 = 0, . . . , Fi = 0} para 1 ≤ i ≤ s. Entonces, para todo p ∈ Kn−s,
los polinomios F1(p, Yn−s+1, . . . , Yn), . . . , Fs(p, Yn−s+1, . . . , Yn) forman una sucesión
regular de K[Yn−s+1, . . . , Yn].

Demostración. Basta mostrar que F1(p, Yn−s+1, . . . , Yn), . . . , Fi(p, Yn−s+1, . . . , Yn) de-
finen una subvariedad de As de dimensión s − i para 1 ≤ i ≤ s. Sea Ls := {Y1 =
p1, . . . , Yn−s = pn−s} ⊂ An y πi : Vi → An−i la aplicación definida por Y1, . . . , Yn−i.
Entonces Vi ∩ Ls = π−1

i

(
{Y1 = p1, . . . , Yn−s = pn−s}

)
. Puesto que πi es un mor-

fismo finito, tenemos que dimVi ∩ Ls = dimAn−i{Y1 = p1, . . . , tn−s = Yn−s} =
s − i, y la conclusión del lema se obtiene observando que

{
F1(p, Yn−s+1, . . . , Yn) =

0, . . . , Fi(p, Yn−s+1, . . . , Yn) = 0
}

y Vi ∩ Ls son variedades isomorfas.
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4.2. Una condición para puntos de levantamiento

En esta sección obtenemos una condición sobre las coordenadas de un punto
p ∈ Kn−s que implica que éste es un punto de levantamiento de π. Como primer
paso en esta dirección, tenemos la siguiente caracterización de la noción de pun-
to de levantamiento, que también prueba que el concepto es independente de los
polinomios F1, . . . , Fs que generan el ideal anulador de la variedad V .

Proposición 4.2.1. Supóngase que K[V ] es un R–módulo libre de rango finito D :=
rankRK[V ]. Entonces #π−1(p) ≤ D para todo p ∈ Kn−s, y vale la igualdad si y sólo
si p es un punto de levantamiento de π.

Demostración. Sea p := (p1, . . . , pn−s) y sea J ⊂ K[X] el ideal cero–dimensional de
(4.1). Por el Lema 4.1.1 es dimKK[X]/J = D. Puesto que #π−1(p) = dimKK[X]/

√
J ,

se deduce la desigualdad del enunciado.

A continuación probamos la caracterización de los puntos de levantamiento. Sea
χJ ∈ R[T ] el polinomio caracteŕıstico de J módulo I. Puesto que, por el Lema 4.1.1,
una base de K[V ] como R–módulo induce una base de K[X]/J como K–espacio
vectorial, es fácil ver que χJ(p, T ) es el polinomio caracteŕıstico de J módulo J . Sea
µ := χJ(0) el término constante de χJ , de modo que µ(p) es el término constante
de χJ(p, T ). Por el Teorema de los ceros de Hilbert, p es un punto de levantamiento
de π si y sólo si se satisface la igualdad de ideales J + (J) = (1) en K[X]. Nótese
que, puesto que la condición de pureza se satisface en K[X], J es no mezclado.
Entonces, por el ı́tem (iv) del Lema 2.1.24, J + (J) = (1) si y sólo si µ(p) 6= 0.
Además, por el ı́tem (iii) del Lema 2.1.24 µ(p) 6= 0 si y sólo si J no es un divisor
de cero en K[X]/J , lo que a su vez vale si y sólo si J no está contenido en ningún
primo asociado de J (ver, por ejemplo, [Mat86, Theorem 6.1(ii)]). Finalmente, por
el Lema 2.1.23, esto último equivale a la radicalidad de J . En resumen, p es un
punto de levantamiento de π si y sólo si J es un ideal radical. Por otro lado, J es
radical si y sólo si dimKK[X]/J = #π−1(p). Puesto que dimKK[X]/J = D, se
concluye la proposición.

Sea Λ := (Λij)1≤i≤n−s+1,1≤j≤n, Z := (Z1, . . . , Zn−s+1) y sea PV ∈ K[Λ,Z] una
forma de Chow de V . Denótese como antes por AV ∈ K[Λ1, . . . ,Λn−s] al coeficiente
(no nulo) del monomio Zδ

n−s+1 en PV , y por ρV ∈ K[Λ, Z1, . . . , Zn−s] al discriminante
de PV con respecto a Zn−s+1. Considérese el anillo cociente K[Λ,Z]/(PV ) como
una K[Λ,Z]–álgebra a través del homomorfismo de anillos canónico K[Λ,Z] →
K[Λ,Z]/(PV ). Además, considérese como antes K[V ][Λ] como una K[Λ,Z]–álgebra
a través del homomorfismo K[Λ,Z] → K[V ][Λ] que aplica todo F ∈ K[Λ,Z] en
F (Λ,Λξ). Por el Lema 3.0.2, el polinomio ∂PV /∂Zn−s+1 es no nulo y por lo tanto

S :=
{

(∂PV /∂Zn−s+1)η : η ≥ 0
}

es un subconjunto multiplicativamente cerrado de K[Λ,Z]. Consideramos las loca-
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lizaciones

K[Λ,Z]∂PV /∂Zn−s+1 := S−1K[Λ,Z],(
K[Λ,Z]/(PV )

)
∂PV /∂Zn−s+1

:= S−1K[Λ,Z]/(PV ),

K[V ][Λ]∂PV /∂Zn−s+1 := S−1K[V ][Λ].

SeaK[Λ,Z]/(PV )→K[V ][Λ] el homomorfismo deK[Λ,Z]–álgebras que aplica [Zi]modPV

en Λi ·ξ para 1 ≤ i ≤ n−s+1 y considérese el homomorfismo de K[Λ,Z]∂PV /∂Zn−s+1–
álgebras

Φ :
(
K[Λ,Z]/(PV )

)
∂PV /∂Zn−s+1

→ K[V ][Λ]∂PV /∂Zn−s+1 . (4.2)

que extiende esta aplicación. El siguiente resultado afirma que Φ es un isomorfismo.

Lema 4.2.2. Φ es un isomorfismo de K[Λ,Z]∂PV /∂Zn−s+1–álgebras.

Demostración. Por la minimalidad de PV el homomorfismoK[Λ,Z]/(PV )→ K[V ][Λ]
es inyectivo, y por lo tanto también lo es Φ. Para probar la suryectividad, nótese

que por (3.5) es ξk= −∂PV/∂Λn−s+1,k(Λ,Λξ)

∂PV /∂Zn−s+1
en K[V ][Λ]∂PV /∂Zn−s+1 para 1 ≤ k ≤ n. Se

sigue que

ξk = Φ

(
− [∂PV /∂Λn−s+1,k]modPV

∂PV /∂Zn−s+1

)
(4.3)

para 1 ≤ k ≤ n. Puesto que ξ1, . . . , ξn generanK[V ][Λ]∂PV /∂Zn−s+1 comoK[Λ,Z]∂PV /∂Zn−s+1–
álgebra, se deduce el lema.

También necesitaremos el siguiente resultado técnico.

Lema 4.2.3. Para todo F ∈ K[X], sea FΛ ∈ K[Λ,Z] un polinomio tal que

F

(
−∂PV /∂Λn−s+1,1

∂PV /∂Zn−s+1

, . . . ,−∂PV /∂Λn−s+1,n

∂PV /∂Zn−s+1

)
=

FΛ

(∂PV /∂Zn−s+1)η
(4.4)

para algún η ∈ N. Si F se anula idénticamente en V , entonces FΛ es un múltiplo
de PV . Además, para 1 ≤ i ≤ n− s + 1, el siguiente polinomio Hi ∈ Z[Λ,Z] es un
múltiplo de PV :

Hi :=
∂PV

∂Zn−s+1

Zi +
n∑
j=1

Λij
∂PV

∂Λn−s+1,j

. (4.5)

Demostración. Considerando (4.4) módulo PV y aplicando Φ en ambos miembros,
por (4.3) vemos que

F (ξ) =
FΛ(Λ,Λξ)

(∂PV /∂Zn−s+1)η
.

Puesto que F (ξ) = 0 y ∂PV /∂Zn−s+1 no es un divisor de cero de K[V ][Λ] (Lema
3.0.3), concluimos que FΛ(Λ,Λξ) = 0. Por la minimalidad de PV se sigue la primera
afirmación.

Para probar la segunda afirmación, observamos que

[Zi]modPV = Φ−1(Λi · ξ) =
n∑
j=1

Λij Φ−1(ξj) (4.6)
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para 1 ≤ i ≤ n− s+ 1. A partir de esto y de (4.3) se sigue que

[Zi]modPV = −
n∑
j=1

Λij
[∂PV /∂Λn−s+1,j]modPV

∂PV /∂Zn−s+1

para 1 ≤ i ≤ n−s+1, lo que fácilmente implica la segunda afirmación del lema.

El siguiente resultado, combinado con la Proposición 4.2.1, proporcionará la
condición que estamos buscando que caracteriza a los puntos de levantamiento.

Proposición 4.2.4. Sea λ ∈ K(n−s+1)n y p ∈ Kn−s tales que AV (λ∗)ρV (λ,p) 6= 0,
sea Yi := λi ·X para 1 ≤ i ≤ n − s y π : V → An−s la aplicación definida por
Y1, . . . , Yn−s. Entonces #π−1(p) = δ.

Demostración. Por la elección de λ, el polinomio PV (λ,p, Zn−s+1) tiene grado δ.
Puesto que

ρV (λ,p) = ResZn−s+1

(
PV (λ,p, Zn−s+1),

∂PV
∂Zn−s+1

(λ,p, Zn−s+1)

)
y ρV (λ,p) 6= 0, el polinomio PV (λ,p, Zn−s+1) es separable. Sean z1, . . . , zδ ∈ K las
δ ráıces distintas de PV (λ,p, Zn−s+1) y sea yk := (p, zk) para 1 ≤ k ≤ δ. Tenemos
que ∂PV /∂Zn−s+1(λ,yk) 6= 0 para 1 ≤ k ≤ δ, y por lo tanto el punto

xk :=

(
−∂PV /∂Λn−s+1,1(λ,yk)

∂PV /∂Zn−s+1(λ,yk)
, . . . ,−∂PV /∂Λn−s+1,n(λ,yk)

∂PV /∂Zn−s+1(λ,yk)

)
∈ An

está bien definido para 1 ≤ k ≤ δ.
Afirmamos que x1, . . . ,xδ son distintos dos a dos y que π−1(p) = {x1, . . . ,xδ}.

En efecto, sea F ∈ K[X] un polinomio cualquiera que se anula idénticamente en V
y FΛ ∈ K[Λ,Z] un polinomio correspondiente de acuerdo a (4.4). Por el Lema 4.2.3
se tiene que FΛ(λ,yk) = 0 y por lo tanto F (xk) = 0 para 1 ≤ k ≤ δ. Esto prueba
que x1, . . . ,xδ pertenecen a V . Además, el Lema 4.2.3 también muestra que

Hi(λ,y
k) =

∂PV
∂Zn−s+1

(λ,yk)yki +
n∑
j=1

λij
∂PV

∂Λn−s+1,j

(λ,yk) = 0

para 1 ≤ i ≤ n− s+ 1 y 1 ≤ k ≤ δ. Por la definición de xk se sigue que

yki = λi · xk (1 ≤ i ≤ n− s+ 1). (4.7)

Puesto que yki = pi para 1 ≤ i ≤ n−s, (4.7) implica que π(xk) = p y zk = λn−s+1 ·xk
para 1 ≤ k ≤ δ. Puesto que los zk son distintos dos a dos, deducimos que también
lo son los xk. Esto prueba que #π−1(p) ≥ δ. Por otro lado, puesto que π es un
morfismo finito (Proposición 3.1.1), la fibra π−1(p) es finita, y por (2.4) tenemos
que

#π−1(p) = deg
(
V ∩ {Y1 − p1 = 0, . . . , Yn−s − pn−s = 0}

)
≤ deg V = δ,

lo que concluye la demostración de la afirmación y de la proposición.
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Ahora estamos en condiciones de establecer el resultado principal de esta sección.

Teorema 4.2.5. Sean λ ∈ K(n−s+1)n y p ∈ Kn−s tales que AV (λ∗)ρV (λ,p) 6= 0. Sea
Yi := λi ·X para 1 ≤ i ≤ n− s+ 1 y R := K[Y1, . . . , Yn−s]. Entonces:

la aplicación π : V → An−s definida por Y1, . . . , Yn−s es un morfismo finito e
Yn−s+1 induce un elemento primitivo de la extensión de anillos R ↪→ K[V ];

si K[V ] es un R–módulo libre, entonces rankRK[V ] = δ;

p es un punto de levantamiento de π e Yn−s+1 induce un elemento primitivo
de π−1(p).

Demostración. La Proposición 3.1.1 prueba la primera afirmación. Combinando las
Proposiciones 3.1.1, 4.2.1 y 4.2.4 deducimos que δ = #π−1(p) ≤ rankRK[V ] ≤ δ.
Se sigue que #π−1(p) = δ y que p es un punto de levantamiento de π. Sea p :=
(p1, . . . , pn−s). Sustituyendo Λ por λ y λ1 · ξ, . . . ,λn−s · ξ por p1, . . . , pn−s en (3.6),
deducimos que

ρV (λ,p)ξk = Rk(λ,p,λn−s+1 · ξ)

en π−1(p) para 1 ≤ k ≤ n. Puesto que ρV (λ,p) 6= 0, concluimos que K
[
π−1(p)

]
=

K[λn−s+1 ·ξ], lo que prueba que Yn−s+1 induce un elemento primitivo de π−1(p).

4.3. Representaciones de Kronecker a partir de

especializaciones de la forma de Chow

Sean λ := (λij)1≤i≤n−s+1,1≤j≤n ∈ K(n−s+1)n y p := (p1, . . . , pn−s) ∈ Kn−s que
satisfacen las hipótesis de la Proposición 4.2.1 y el Teorema 4.2.5. Def́ınase Yi :=
λi ·X para 1 ≤ i ≤ n− s+ 1, y sean R := K[Y1, . . . , Yn−s] y B := K[V ]. Supóngase
también que Yj := λj1X1 + · · · + λjnXn ∈ K[X] (n − s + 2 ≤ j ≤ n) son formas
lineales tales que Y1, . . . , Yn son linealmente independientes. Entonces

Y1, . . . , Yn están en posición de Noether con respecto a I;

p es un punto de levantamiento del morfismo finito π : V → An−s definido por
Y1, . . . , Yn−s;

B es un R–módulo libre de rango finito igual a δ.

En lo que sigue mostraremos que es posible obtener representaciones de Kronecker
de V , la fibra de levantamiento Vp y la curva de levantamiento Wp∗ especializando
una forma de Chow de V . Esto proporcionará un criterio para chequear que las
reducciones modulares consideradas durante el algoritmo resolvente de Kronecker se
comportan apropiadamente.

Sea PV ∈ K[Λ,Z] una forma de Chow de V , y sean AV ∈ K[Λ1, . . . ,Λn−s] y
ρV ∈ K[Λ, Z1, . . . , Zn−s] definidas como en la Sección 4.2. Por (3.1) y (3.5), es

PV (Λ,Λξ) = 0,
∂PV

∂Zn−s+1

(Λ,Λξ)ξk +
∂PV

∂Λn−s+1,k

(Λ,Λξ) = 0 (1 ≤ k ≤ n), (4.8)
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en K[V ][Λ]. Sea T una nueva indeterminada y def́ınanse Q,Wn−s+2, . . . ,Wn ∈ R[T ]
por

Q :=
PV (λ, Y1, . . . , Yn−s, T )

AV (λ∗)
, Wj := −

n∑
k=1

λjk
AV (λ∗)

∂PV
∂Λn−s+1,k

(λ, Y1, . . . , Yn−s, T )

para n− s+ 2 ≤ j ≤ n.
Por construcción, Q es un polinomio mónico con degT Q = δ = dimR′ B

′ y
degT Wj < δ para n− s+ 2 ≤ j ≤ n. Además, por la elección de λ el discriminante
ρV (λ, Y1, . . . , Yn−s)/AV (λ∗)2δ−1 de Q es un elemento no nulo de R. Esto implica que
Q es libre de cuadrados. Por otra parte, sustituyendo Λ por λ en (4.8) deducimos
que

Q(Yn−s+1) ∈ I, Q′(Yn−s+1)Yj −Wj(Yn−s+1) ∈ I (n− s+ 2 ≤ j ≤ n), (4.9)

donde Q′ denota la derivada de Q con respecto a T . Por el Lema 2.1.28, las obser-
vaciones anteriores implican el siguiente resultado.

Proposición 4.3.1. Los polinomios Q,Wn−s+2, . . . ,Wn forman la representación
de Kronecker de I con elemento primitivo Yn−s+1.

Observación 4.3.2. Puesto que deg(Z1,...,Zn−s+1)
PV = degZn−s+1

PV = δ (ver el
Caṕıtulo 3), resulta deg(Y1,...,Yn−s,T ) Q = δ y deg(Y1,...,Yn−s,T ) Wj ≤ δ para n− s+ 2 ≤
j ≤ n.

Sea J := I + (Y1 − p1, . . . , Yn−s − pn−s). Denótese, como en el Lema 4.1.3, por
J a la imagen de J en K[Yn−s+1, . . . , Yn].

El polinomio Q(p, T ) es mónico de grado δ y degWj(p, T ) < δ para n− s+ 2 ≤
j ≤ n. Notemos además que K[Vp] ∼= K[Yn−s+1, . . . , Yn]/J es un K–espacio vectorial
de dimensión igual a rankRK[V ], con lo cual degQ(p, T ) = dimKK[Yn−s+1, . . . , Yn]/J .
Por la elección de λ y p el discriminante ρV (λ,p)/AV (λ∗)2δ−1 de Q(p, T ) es no nulo,
de donde se sigue que Q(p, T ) es libre de cuadrados. Por otra parte, sustituyendo
Y1, . . . , Yn−s por p1, . . . , pn−s en (4.9) obtenemos

Q(p, Yn−s+1) ∈ J , Q′(p, Yn−s+1)Yj −Wj(p, Yn−s+1) ∈ J (n− s+ 2 ≤ j ≤ n).

Por el Lema 2.1.28, identificando J con su imagen en K[Yn−s+1, . . . , Yn], obtenemos
el siguiente resultado.

Proposición 4.3.3. Los polinomios Q(p, T ),Wn−s+2(p, T ), . . . ,Wn(p, T ) forman la
representación de Kronecker de J con elemento primitivo Yn−s+1.

Finalmente, discutimos la representación de Kronecker de K := I + (Y1 −
p1, . . . , Yn−s−1 − pn−s−1). Sea p∗ := (p1, . . . , pn−s−1) y sea K la imagen de K en
K[Yn−s, . . . , Yn] como en el Lema 4.1.3. Entonces Yn−s, . . . , Yn están en posición de
Noether con respecto a K y K[Wp∗ ] ∼= K[Yn−s, . . . , Yn]/K es un K[Yn−s]–módulo
libre de rango igual a δ = rankRK[V ]. Obsérvese que Q(p∗, Yn−s, T ) es mónico de
grado δ y que degWj(p

∗, Yn−s, T ) < δ para n − s + 2 ≤ j ≤ n. Por la elección de
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λ y p, el discriminante ρV (λ,p∗, Yn−s)/AV (λ∗)2δ−1 de Q(p∗, Yn−s, T ) es un elemento
no nulo de K[Yn−s]. Por lo tanto, Q(p∗, Yn−s, T ) es libre de cuadrados. Por último,
sustituyendo Y1, . . . , Yn−s−1 por p1, . . . , pn−s−1 en (4.9) obtenemos

Q(p∗, Yn−s, Yn−s+1) ∈ K,
Q′(p∗, Yn−s,Yn−s+1)Yj −Wj(p

∗, Yn−s,Yn−s+1) ∈ K (n− s+ 2 ≤ j ≤ n).

Por el Lema 2.1.28, identificando K con su imagen en K[Yn−s, . . . , Yn], obtenemos el
siguiente resultado.

Proposición 4.3.4. Q(p∗, Yn−s, T ),Wn−s+2(p∗, Yn−s, T ), . . . ,Wn(p∗, Yn−s, T ) forman
la representación de Kronecker de K con elemento primitivo Yn−s+1.
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Caṕıtulo 5

Condiciones para una buena
reducción modular

De ahora en adelante consideramos polinomios F1, . . . , Fr ∈ Z[X] de grados a lo
sumo d que forman una sucesión regular reducida, y notamos Vs := V(F1, . . . , Fs) y
δs := degVs para 1 ≤ s ≤ r. Como se explicó en la introducción, nuestro objetivo
es describir un algoritmo que resuelve el sistema F1 = 0, . . . , Fr = 0 y analizar su
complejidad bit. Este algoritmo entrega en la salida una representación de Kronecker
de una fibra de levantamiento de Vr y se basa en métodos modulares. Por esta razón,
un punto crucial es la elección de un número primo “lucky”, es decir, un primo que
proporciona una buena reducción modular, de “baja” longitud bit. En esta sección
exhibimos un entero no nulo N que es un múltiplo de todos los primos “unlucky”.
Más precisamente, mostramos que, para una elección adecuada de λ ∈ Zn2

y p ∈
Zn−1, existe un entero no nulo N con la siguiente propiedad: si p es un número primo
que no divide N, entonces todas las condiciones en el Teorema 1.2.2 se satisfacen
módulo p. Además, nuestra descripción de N es lo suficientemente expĺıcita como
para permitirnos estimar su longitud bit (Teorema 6.3.5). A partir de esta estimación
y de métodos bien conocidos para determinar primos pequeños que no dividen un
entero dado podremos calcular en el Caṕıtulo 7 un primo “lucky” de baja longitud
bit con alta probabilidad de éxito.

Para la determinación del entero N procedemos en varias etapas. En la Sección
5.1 consideramos las condiciones (1)–(2) del Teorema 1.2.2, y los correspondientes
resultados se reúnen en el Teorema 5.1.5. Luego en la Sección 5.2 discutimos el
cumplimiento de la más dif́ıcil condición (3) del Teorema 1.2.2.

En lo que sigue, si p es un número primo y G un polinomio con coeficien-
tes enteros, denotamos por Gp su reducción módulo p. Además, si G1, . . . , Gt ∈
Z[X1, . . . , Xm] definen una variedad W := V(G1, . . . , Gt) ⊂ Am := Am(Q), deno-
tamos con Wp := V(G1,p, . . . , Gt,p) ⊆ AmFp := Am(Fp) la correspondiente reducción
módulo p.
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5.1. Primeras condiciones

F́ıjese s con 1 ≤ s ≤ r y sea λ ∈ Z(n−s+1)n tal que se satisfacen las hipótesis de la
Proposición 3.1.1. En esta sección establecemos una condición sobre un número pri-
mo p que implica que los polinomios F1,p, . . . , Fs,p generan un ideal radical y definen
una variedad Vs,p equidimensional de dimensión n− s y grado δs, y que las formas
lineales (Y1,p, . . . , Yn−s,p) := λpX son las variables libres de una normalización de
Noether de Vs,p.

A lo largo de esta sección y la siguiente, Λ := (Λij)1≤i≤n−s+1,1≤j≤n y Z :=
(Z1, . . . , Zn−s+1) denotan una matriz y un vector de indeterminadas sobre Q[Vs].
Sea Λi := (Λi1, . . . ,Λin) y Λi · X :=

∑n
j=1 ΛijXj para 1 ≤ i ≤ n − s + 1.

Además, notamos ΛX := (Λ1 · X, . . . ,Λn−s+1 · X), Λ∗ := (Λij)1≤i≤n−s,1≤j≤n y
Λ∗X := (Λ1 · X, . . . ,Λn−s · X). Finalmente, dado λ := (λij)1≤i≤n−s+1,1≤j≤n ∈
Z(n−s+1)n, adoptamos las notaciones λi · X (1 ≤ i ≤ n − s + 1), λX, λ∗ y
λ∗X correspondientemente. Denótese con Ps ∈ Q[Λ,Z] una forma de Chow de
Vs. Puesto que Ps está uńıvocamente determinada salvo múltiplicación por elemen-
tos no nulos de Q, podemos suponer que Ps es un polinomio primitivo de Z[Λ,Z].
Sea como antes As ∈ Z[Λ1, . . . ,Λn−s] el coeficiente del monomio Zδs

n−s+1 en Ps y
ρs ∈ Z[Λ, Z1, . . . , Zn−s] el discriminante de Ps con respecto a Zn−s+1, es decir,

ρs := ResZn−s+1

(
Ps,

∂Ps
∂Zn−s+1

)
.

De acuerdo con el Lema 3.0.2, los polinomios ∂Ps/∂Zn−s+1 y ρs son ambos no nulos.
Como primer paso, damos una condición de consistencia del sistema F1,p =

0, . . . , Fs,p = 0.

Lema 5.1.1. Sea p un número primo tal que As,p(λ
∗
p)ρs,p(λp,Z1, . . . ,Zn−s) es no

nulo. Sea Yi,p := λi,p ·X para 1 ≤ i ≤ n − s. Si πs,p : Vs,p → An−sFp
es la aplicación

definida por Y1,p, . . . , Yn−s,p, entonces todo q ∈ An−sFp
con ρs,p(λp, q) 6= 0 satisface

#π−1
s,p(q) ≥ δs.

Demostración. Nótese que Ps,p(λp, q, Zn−s+1) tiene grado δs, puesto que As,p(λ
∗
p) 6=

0. Se sigue que

ρs,p(λp, q) = ResZn−s+1

(
Ps,p(λp, q, Zn−s+1),

∂Ps,p
∂Zn−s+1

(λp, q, Zn−s+1)

)
,

y por lo tanto el polinomio Ps,p(λp, q, Zn−s+1) es separable. Sean z1, . . . , zδs ∈ Fp las
ráıces de Ps,p(λp, q, Zn−s+1) e yk := (q, zk) para 1 ≤ k ≤ δs. Como ∂Ps,p/∂Zn−s+1(λp,y

k) 6=
0 para 1 ≤ k ≤ δs, el punto

xk :=

(
−∂Ps,p/∂Λn−s+1,1(λp,y

k)

∂Ps,p/∂Zn−s+1(λp,yk)
, . . . ,−∂Ps,p/∂Λn−s+1,n(λp,y

k)

∂Ps,p/∂Zn−s+1(λp,yk)

)
∈ AnFp

está bien definido para 1 ≤ k ≤ δs.
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Afirmamos que x1, . . . ,xδs son distintos dos a dos y que {x1, . . . ,xδs} ⊆ π−1
s,p(q).

En efecto, sean FΛ,j ∈ Z[Λ,Z] y ηj ∈ N tales que

Fj

(
−∂Ps/∂Λn−s+1,1

∂Ps/∂Zn−s+1

, . . . ,−∂Ps/∂Λn−s+1,n

∂Ps/∂Zn−s+1

)
=

FΛ,j

(∂Ps/∂Zn−s+1)ηj
(5.1)

para 1 ≤ j ≤ s. Sea también

Hi :=
∂Ps

∂Zn−s+1

Zi +
n∑
j=1

Λij
∂Ps

∂Λn−s+1,j

.

para 1 ≤ i ≤ n− s + 1. El Lema 4.2.3 muestra que FΛ,j (1 ≤ j ≤ s) y Hi (1 ≤ i ≤
n− s+ 1) son múltiplos de Ps en Q[Λ,Z]. Además, puesto que Ps es un polinomio
primitivo, concluimos que estos polinomios son múltiplos de Ps en Z[Λ,Z], y por lo
tanto que FΛ,j,p (1 ≤ j ≤ s) y Hi,p (1 ≤ i ≤ n−s+1) son múltiplos de Ps,p. Como, por
construcción, es Ps,p(λp,y

k) = 0, vemos que FΛ,j,p(λp,y
k) = 0 y Hi,p(λp,y

k) = 0
para 1 ≤ k ≤ δs, y reduciendo (5.1) módulo p deducimos que Fj,p(x

k) = 0 para
1 ≤ k ≤ δs. Entonces siguiendo la demostración de la Proposición 4.2.4 mutatis
mutandis concluimos que x1, . . . ,xδs son puntos de π−1

s,p(q) distintos dos a dos.

Por definición, Ps(Λ,ΛX) ∈ Z[Λ,X] se anula idénticamente sobre el conjunto
A(n−s+1)n×Vs de ceros comunes de F1, . . . , Fs en A(n−s+1)n×An. Por el Teorema de
los ceros de Hilbert, existen enteros αs ∈ Z \ {0} y µs ∈ N tales que

αsPs(Λ,ΛX)µs ∈ (F1, . . . , Fs)Z[Λ,X]. (5.2)

Nuestro próximo resultado proporciona una condición que implica que la reducción
modular preserva la dimensión y una normalización de Noether.

Proposición 5.1.2. Sea p un número primo tal que αs,pAs,p(λ
∗
p)ρs,p(λp, Z1, . . . , Zn−s)

es no nulo. Sea Yi := λi ·X para 1 ≤ i ≤ n− s. Entonces:

1. F1,p, . . . , Fs,p generan un ideal no mezclado en Fp[X] de dimensión n− s;

2. la aplicación πs,p : Vs,p → An−sFp
definida por Y1,p, . . . , Yn−s,p es un morfismo

finito.

Demostración. Recuérdese que As es homogéneo de grado δs en los (n−s)×(n−s)–
menores de Λ∗. Puesto que p6 |As(λ∗), al menos uno de los (n−s)× (n−s)–menores
de λ∗ es no nulo módulo p. Deducimos que las formas lineales Y1,p, . . . , Yn−s,p son
linealmente independientes, y que existen formas lineales Yn−s+1, . . . , Yn ∈ Z[X]
tales que Y1,p, . . . , Yn,p son linealmente independientes en Fp[X]. Sea wk ∈ Zn tal
que Yn−s+k = wk ·X para 1 ≤ k ≤ s y

Qk := Ps(λ
∗,wk, Y1, . . . , Yn−s, Yn−s+k) ∈ Z[Z1, . . . , Zn−s+1].

Teniendo en cuenta (5.2) vemos que αsQk(Y1, . . . , Yn−s, Yn−s+k)
µs ∈ (F1, . . . , Fs)Z[X]

para 1 ≤ k ≤ s, y reduciendo módulo p obtenemos

αs,pQk,p(Y1,p, . . . , Yn−s,p, Yn−s+k,p)
µs ∈ (F1,p . . . , Fs,p)Fp[X] (5.3)
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para 1 ≤ k ≤ s. Obsérvese que degZn−s+1
Qk = δs y que As(λ

∗) es el coeficiente

de Zδs
n−s+1 en Qk. Puesto que p - αsAs(λ∗), la identidad (5.3) puede interpretarse

como una relación de dependencia entera para Yn−s+k,p sobre Fp[Y1,p, . . . , Yn−s,p]
módulo (F1,p . . . , Fs,p). Además, puesto que Fp[Y1,p, . . . , Yn,p] = Fp[X], concluimos
que Fp[Y1,p, . . . , Yn−s,p] → Fp[Vs,p] es una extensión entera de anillos. En particular,
se sigue que dimVs,p ≤ n−s. Además, puesto que As,p(λ

∗
p)ρs,p(λp, Z1, . . . , Zn−s) 6= 0,

por el Lema 5.1.1 la variedad Vs,p = V(F1,p, . . . , Fs,p) es no vaćıa. En consecuencia,
(F1,p, . . . , Fs,p) es un ideal propio de Fp[X] de dimensión a lo sumo n− s, en tanto
que el Teorema de los ideales principales implica que dim(F1,p, . . . , Fs,p) ≥ n − s.
Concluimos que dim(F1,p, . . . , Fs,p) = n−s, lo que por la condición de pureza implica
que (F1,p, . . . , Fs,p) es no mezclado. Esto prueba la primera afirmación. Como la
extensión de anillos Fp[Y1,p, . . . , Yn−s,p]→ Fp[Vs,p] es entera y dimVs,p = n−s, se sigue
que πs,p : Vs,p → An−sFp

es un morfismo finito, lo que termina la demostración.

A continuación mostramos que las hipótesis de la Proposición 5.1.2 también
garantizan que el grado se preserva por reducción modular, y que la forma de Chow
modular se obtiene reduciendo módulo p la forma de Chow de Vs.

Corolario 5.1.3. Con las notaciones y las hipótesis de la Proposición 5.1.2, degVs,p =
δs y Ps,p es una forma de Chow de Vs,p.

Demostración. Puesto que p - αs, a partir de (5.2) deducimos que Ps,p(Λ,ΛX)µs ∈
(F1,p, . . . , Fs,p)Fp[Λ,X]. Se sigue que Ps,p(Λ,ΛX) se anula identicamente en A(n−s+1)n

Fp
×

Vs,p. En consecuencia, si Qs ∈ Fp[Λ,Z] es una forma de Chow de Vs,p, entonces Qs

divide a Ps,p en Fp[Λ,Z]. Puesto que Ps es primitivo, Ps,p es no nulo y concluimos
que

degVs,p = degZn−s+1
Qs ≤ degZn−s+1

Ps,p ≤ δs.

Por otra parte, la Proposición 5.1.2 muestra que πs,p es un morfismo finito, y que la
fibra (finita) π−1

s,p(pp) satisface #π−1
s,p(pp) ≥ δs por el Lema 5.1.1. La desigualdad de

Bézout (2.4) implica que

#π−1
s,p(pp) = deg

(
Vs,p ∩ {Y1,p − p1,p = 0, . . . , Yn−s,p − pn−s = 0}

)
≤ degVs,p.

Esto prueba que degVs,p = δs. Puesto que Qs es homogéneo de grado δs y Ps,p tiene
grado a lo sumo δs en cada grupo de variables (Zi,Λi1, . . . ,Λin) para 1 ≤ i ≤ n−s+1,
deducimos que Ps,p = εQs para algún ε ∈ Fp \ {0}, mostrando aśı que Ps,p es una
forma de Chow de Vs,p.

Finalmente, obtenemos una condición que implica que la reducción modular
preserva la suavidad genérica, es decir, la radicalidad. Sea p := (p1, . . . , pn−s) ∈ Zn−s
tal que As(λ

∗)ρs(λ,p) 6= 0. A partir del Teorema 4.2.5 se sigue que p es un punto
de levantamiento de la aplicación πs : Vs → An−s definida por Y1, . . . , Yn−s. Luego,
los polinomios F1, . . . , Fs, Y1 − p1, . . . , Yn−s − pn−s, y el determinante Jacobiano Js
de F1, . . . , Fs, Y1 − p1, . . . , Yn−s − pn−s con respecto a X1, . . . , Xn, no poseen ceros
comunes en An. Por el Teorema de los ceros de Hilbert, existen un entero γs ∈ Z\{0}
y polinomios G1, . . . , Gn+1 ∈ Z[X] tales que

γs = G1F1 + · · ·+GsFs +Gs+1(Y1 − p1) + · · ·+Gn(Yn−s − pn−s) +Gn+1Js. (5.4)
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La no anulación de γs módulo p provee la condición adicional que estamos buscando.

Lema 5.1.4. Con las hipótesis y las notaciones anteriores, sea p un número primo
tal que p - αsγsAs(λ∗)ρs(λ,p). Entonces F1,p, . . . , Fs,p generan un ideal radical en
Fp[X].

Demostración. Puesto que por hipótesis αs,pAs,p(λ
∗
p)ρs,p(λp, Z1, . . . , Zn−s) es no nu-

lo, de la Proposición 5.1.2 se sigue que Vs,p es equidimensional de dimensión n − s
y que la aplicación πs,p : Vs,p → An−sFp

definida por Y1,p, . . . , Yn−s,p es un morfismo

finito. Por otra parte, reduciendo (5.4) módulo p vemos que se satisface

γs,p = G1,pF1,p+· · ·+Gs,pFs,p+Gs+1,p(Y1,p−p1,p)+· · ·+Gn,p(Yn−s,p−pn−s,p)+Gn+1,pJs,p

en Fp[X]. Deducimos que Js,p(x) 6= 0 para todo x ∈ π−1
s,p(p). Sean C1, . . . , Ch las

componentes irreducibles de Vs,p y denótese con πCi,p la restricción de πs,p a Ci
para 1 ≤ i ≤ h. Puesto que Vs,p es equidimensional, πCi es un morfismo finito.
En particular, πCi es suryectivo y Ci ∩ π−1

s,p(pp) 6= ∅ para 1 ≤ i ≤ h. Se sigue que
Js,p no se anula idénticalmente en Ci, lo que implica que existe un menor Mi ∈
Fp[X], de tamaño s × s, de la matriz Jacobiana (∂Fi,p/∂Xj)1≤i≤s,1≤j≤n que no se
anula idénticalmente en Ci para 1 ≤ i ≤ h. Sea J ⊆ Fp[X] el ideal generado por
F1,p, . . . , Fs,p y los menores s × s de la matriz Jacobiana (∂Fi,p/∂Xj)1≤i≤s,1≤j≤n. Si
Pi ⊆ Fp[X] es el ideal anulador de Ci para 1 ≤ i ≤ h, entonces P1, . . . ,Ph son
los ideales primos minimales de (F1,p, . . . , Fs,p). Puesto que Mi 6∈ Pi, tenemos que
J * Pi para 1 ≤ i ≤ h, y el Lema 2.1.23 prueba que el ideal (F1,p, . . . , Fs,p) es
radical.

Reunimos los resultados anteriores en el siguiente teorema.

Teorema 5.1.5. Sean λ ∈ Z(n−s+1)n y p ∈ Zn−s tales que As(λ
∗)ρs(λ,p) 6= 0 y

p un número primo tal que p - αsγsAs(λ∗)ρs(λ,p), donde αs y γs son los enteros
de (5.2) y (5.4) respectivamente. Sea Yi,p := λi,p · X para 1 ≤ i ≤ n − s + 1 y
Rs,p := Fp[Y1,p, . . . , Yn−s,p]. Entonces se satisfacen las siguientes condiciones:

F1,p, . . . , Fs,p generan un ideal radical en Fp[X] y definen una variedad equidi-
mensional Vs,p ⊂ AnFp de dimensión n− s y grado δs;

la aplicación πs,p : Vs,p → An−sFp
definida por Y1,p, . . . , Yn−s,p es un morfismo

finito e Yn−s+1,p induce un elemento primitivo de la extensión de anillos Rs,p ↪→
Fp[Vs,p];

rankRs,pFp[Vs,p] = δs;

todo q ∈ An−sFp
con ρs,p(λp, q) 6= 0 es un punto de levantamiento de πs,p e

Yn−s+1,p induce un elemento primitivo de π−1
s,p(q).

Demostración. La primera afirmación se sigue por la Proposición 5.1.2, el Corolario
5.1.3 y el Lema 5.1.4. Puesto que, por el Corolario 5.1.3, Ps,p es una forma de Chow
de Vs,p, las últimas tres afirmaciones son consecuencia del Teorema 4.2.5 aplicado a
K = Fp.
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5.2. Fibras de levantamiento que no intersecan un

discriminante

En esta sección suponemos que s ≤ r − 1. El algoritmo de resolución de Kro-
necker es recursivo, y en su s–ésimo paso calcula una representación de Kronecker
de la fibra π−1

s+1(p∗) a partir de una representación de Kronecker de la curva de
levantamiento Wp∗ . Puesto que la representación de Kronecker de Wp∗ constitu-
ye una “buena” representación de Wp∗ fuera del lugar geométrico discriminante
{ρs(λ, Y1, . . . , Yn−s) = 0}, es crucial que π−1

s+1(p∗) no interseque esta hipersuperficie.
En esta sección mostramos que para una elección genérica de las coordenadas de
λ y p esta condición se satisface y discutimos cuando la misma se preserva bajo
reducción modular.

Con este propósito, utilizamos la siguiente terminoloǵıa: para dos subvariedades
V y W de An, decimos que W corta a V propiamente si W no contiene ninguna
componente Q–irreducible de V . Tenemos el siguiente resultado.

Lema 5.2.1. Existe un polinomio Rs ∈ Q[Λ] \ {0} de grado a lo sumo 2(n − s +
2)δ2

sδs+1 con la siguiente propiedad: para cada λ ∈ A(n−s+1)n con Rs(λ) 6= 0, la
hipersuperficie {ρs(λ,λ∗X) = 0} ⊂ An corta a Vs+1 propiamente.

Demostración. Sean C1, . . . , Ch las componentes Q–irreducibles de Vs+1, y sea zi ∈ Ci
un punto no singular de Vs+1 para 1 ≤ i ≤ h. Def́ınase

Rs :=
h∏
i=1

ρs(Λ,Λ
∗zi).

Afirmamos que Rs satisface las condiciones del lema. En efecto, f́ıjese 1 ≤ i ≤ h.
Puesto que zi es un punto no singular de Vs+1 e I(Vs+1) = I(Vs) + (Fs+1), entonces
zi también es un punto no singular de Vs. Por lo tanto, para una elección genérica
de λ ∈ A(n−s+1)n, denotando con πs : Vs → An−s a la aplicación πs(x) := λ∗x y
escribiendo p := πs(zi), se satisfacen las siguientes condiciones:

#π−1
s (p) = δs;

la forma lineal λn−s+1 ·X separa los puntos de π−1
s (p);

el discriminante del polinomio Ps(λ,p, Zn−s+1) es ρs(λ,p).

En efecto, puesto que zi es un punto no singular de Vs, Vs tiene multiplicidad 1 en
zi (ver, por ejemplo, [Mum95, §5A, Corollary 5.15]). Esto significa que un espacio
lineal genérico de dimensión s que pasa por zi interseca a Vs en exactamente δs − 1
puntos distintos de zi, lo que prueba la primera condición. Las condiciones restantes
se satisfacen evidentemente.

Sean x1, . . . ,xδs los δs puntos de π−1
s (p). Puesto que λn−s+1 ·X separa estos

puntos, el polinomio Ps(λ,p, Zn−s+1) tiene δs ráıces distintas, a saber: λn−s+1 · xi
para 1 ≤ i ≤ δs. Concluimos que ρs(λ,p) 6= 0. Se sigue que ρs(Λ,Λ

∗zi) es un
polinomio no nulo en Q[Λ] para 1 ≤ i ≤ h y por lo tanto Rs ∈ Q[Λ] \ {0}. Puesto
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que deg ρs(Λ,Λ
∗zi) ≤ (n − s + 2)(2δs − 1)δs y h ≤ δs+1, se deduce la estimación

para el grado de Rs. Finalmente, sea λ ∈ A(n−s+1)n tal que Rs(λ) 6= 0. Entonces
ρs(λ,λ

∗zi) 6= 0 para 1 ≤ i ≤ h, lo que muestra que Ci no está contenida en la
hipersuperficie {ρs(λ,λ∗X) = 0} de An para 1 ≤ i ≤ h.

Sea λ ∈ Z(n−s+1)n \ {0} tal que Rs(λ) 6= 0 y sea Wλs ⊂ An la variedad

Wλs := Vs+1 ∩ {ρs(λ,λ∗X) = 0}. (5.5)

Por el Lema 5.2.1,Wλs es, o bien vaćıa, o bien equidimensional de dimensión n−s−2.
Supóngase que Wλs = ∅ y sea ρλs := ρs(λ,λ

∗X) ∈ Z[X]. Por el Teorema de los
ceros de Hilbert existe un entero µλs ∈ Z \ {0} que satisface

µλs ∈ (F1, . . . , Fs+1, ρλs)Z[X]. (5.6)

Por otra parte, supóngase que Wλs 6= ∅ y sea Yj := λj ·X para 1 ≤ j ≤ n− s− 1.
Por [Jel05, Theorem 3.3] (ver también [DKS13, Theorem 3.1]) existe un polinomio
no nulo Bλs ∈ Z[Z1, . . . , Zn−s−1] con degBλs ≤ degWλs tal que

Bλs
(
Y1(x), . . . , Yn−s−1(x)

)
= 0 (5.7)

para todo x ∈ Wλs . Puesto que degWλs ≤ degVs+1 deg ρλs , es

degBλs ≤ 2(n− s+ 2)δ2
sδs+1. (5.8)

Puesto que Bλs(Y1, . . . , Yn−s−1) se anula idénticamente sobre la variedad Wλs ⊂ An
definida por F1, . . . , Fs+1 y ρλs , por el Teorema de los ceros de Hilbert existen enteros
βλs ∈ Z \ {0} y `λs ∈ N tales que

βλsBλs(Y1, . . . , Yn−s−1)`λs ∈ (F1, . . . , Fs+1, ρλs)Z[X]. (5.9)

Ahora estamos en condiciones de establecer nuestra condición para una buena re-
ducción modular en el s–ésimo paso. Sea Ms ∈ Z[Λ, Z1, . . . , Zn−s] \ {0} el polinomio
definido por

Ms := αsγsAs(Λ
∗)ρs(Λ, Z1, . . . , Zn−s), (5.10)

donde αs y γs son los enteros de (5.2) y (5.4) respectivamente. Obsérvese que

deg Ms ≤ 2(n− s+ 2)δ2
s . (5.11)

Además, sea Cs ∈ Z[Λ] un coeficiente no nulo de MsMs+1 ∈ Z[Λ][Z1, . . . , Zn−s]. Para
λ ∈ Z(n−s+1)n \ {0} con Cs(λ)Rs(λ) 6= 0, def́ınase Lλs ∈ Z[Z1, . . . , Zn−s] \ {0} como

Lλs :=

{
µλs if Wλs = ∅,

βλsBλs if Wλs 6= ∅,
(5.12)

donde µλs , Bλs y βλs están definidos como en (5.6), (5.9) y (5.7). Finalmente, def́ına-
se

Nλs := Ms(λ, Z1, . . . , Zn−s)Ms+1(λ∗, Z1, . . . , Zn−s−1)Lλs(Z1, . . . , Zn−s−1).
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Teorema 5.2.2. Sea 1 ≤ s ≤ r−1. Sean λ ∈ Z(n−s+1)n y p := (p1, . . . , pn−s) ∈ Zn−s
tales que Cs(λ)Rs(λ) 6= 0 y Nλs(p) 6= 0, y sea p be un número primo con p - Nλs(p).
Si Yi := λi · X para 1 ≤ i ≤ n − s + 1, entonces se satisfacen las siguientes
condiciones:

1. F1,p, . . . , Fs,p generan un ideal radical en Fp[X] y definen una variedad equi-
dimensional Vs,p ⊂ AnFp de dimensión n − s y grado δs. Lo mismo vale para
F1,p, . . . , Fs+1,p y Vs+1,p;

2. la aplicación πs,p : Vs,p → An−sFp
definida por Y1,p, . . . , Yn−s,p es un morfismo

finito, pp ∈ Fn−sp es un punto de levantamiento de πs,p, e Yn−s+1,p induce un
elemento primitivo de π−1

s,p(pp);

3. la aplicación πs+1,p : Vs+1,p → An−s−1
Fp

definida por Y1,p, . . . , Yn−s−1,p es un

morfismo finito. Además, si p∗ := (p1, . . . , pn−s−1), entonces p∗p es un punto

de levantamiento de πs+1,p e Yn−s,p induce un elemento primitivo de π−1
s+1,p(p

∗
p);

4. todo q ∈ πs,p
(
π−1
s+1,p(p

∗
p)
)

satisface ρs,p(λp, q) 6= 0. En particular, un tal q es
un punto de levantamiento de πs,p e Yn−s+1,p induce un elemento primitivo de
π−1
s,p(q).

Demostración. Puesto que p - Ms(λ,p)Ms+1(λ∗,p∗), las primeras tres afirmaciones
se siguen del Teorema 5.1.5.

Para probar la última afirmación, sea q ∈ πs,p
(
π−1
s+1,p(p

∗
p)
)
. Luego existe x ∈

π−1
s+1,p(p

∗
p) tal que q =

(
p∗p, Yn−s,p(x)

)
. Supóngase que la variedad Wλs de (5.5) es

vaćıa. Considerando (5.6) módulo p, teniendo en cuenta que p - µλs , deducimos que
F1,p, . . . , Fs+1,p y que ρλs,p genera el ideal unidad de Fp[X]. Puesto que x ∈ Vs+1,p,
se sigue que ρs,p(λp, q) = ρλs,p(x) 6= 0. Puesto que p - Ms(λ,p), por el Teorema
5.1.5 concluimos que q es un punto de levantamiento de πs,p y que Yn−s+1,p induce
un elemento primitivo de π−1

s,p(q). Por otra parte, si Wλs 6= ∅, considerando (5.9)
módulo p y teniendo en cuenta que p - βλs vemos que

Bλs,p(Y1,p, . . . , Yn−s−1,p)
`λs ∈ (F1,p, . . . , Fs+1,p, ρλs,p)Fp[X].

Esto implica que Bλs,p se anula idénticamente sobre Vs+1,p ∩ {ρλs,p = 0}. Además,
el hecho que p - Bλs(p∗) implica que Bλs,p(x) = Bλs,p(p

∗
p) 6= 0, y por lo tanto que

ρs,p(λp, q) = ρλs,p(x) 6= 0. Argumentando como antes deducimos que q es un punto
de levantamiento de πs,p y que Yn−s+1,p induce un elemento primitivo de π−1

s,p(q).

Observación 5.2.3. Con las hipótesis del Teorema 5.2.2, sea π−1
s+1,p(p

∗
p) = {x1, . . . ,xδs+1}.

Puesto que Yn−s,p induce un elemento primitivo de π−1
s+1,p(p

∗
p), esta forma lineal se-

para los puntos x1, . . . ,xδs+1. Por lo tanto, si q ∈ Fp[T ] es el polinomio minimal de
Yn−s,p sobre π−1

s+1,p(p
∗
p), sus ráıces en Fp son Yn−s,p(x

1), . . . , Yn−s,p(x
δs+1). Puesto que

πs,p
(
π−1
s+1,p(p

∗
p)
)

=
{(
p∗p, Yn−s,p(x

1)
)
, . . . ,

(
p∗p, Yn−s,p(x

δs+1)
)}
,

podemos parafrasear el ı́tem (4) del Teorema 5.2.2 de la siguiente manera: ρs,p
(
λp, (p

∗
p, a)

)
6=

0 para toda ráız a ∈ Fp de q. Por lo tanto, (p∗p, a) es un punto de levantamiento de
πs,p e Yn−s+1,p induce un elemento primitivo de π−1

s,p(p∗p, a).
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5.3. Normalización de Noether simultánea y fi-

bras de levantamiento

De ahora en adelante, Λ := (Λij)1≤i≤n,1≤j≤n denota un conjunto de n2 indetermi-
nadas sobre Q. Para 1 ≤ s ≤ r, escribimos Λs := (Λij)1≤i≤n,1≤j≤n−s+1. Además, para
λ := (λij)1≤i≤n,1≤j≤n ∈ Zn

2
, notamos λs := (λij)1≤i≤n−s+1,1≤j≤n. Sea R ∈ Q[Λ] \ {0}

el polinomio definido por

R :=
r−1∏
s=1

CsRs. (5.13)

Puesto que deg Cs ≤ deg Ms + deg Ms+1, teniendo en cuenta (5.11) y la estimación
para el grado de Rs del Lema 5.2.1, fácilmente deducimos que

deg R ≤ D := (2n− r + 4)r(δ3 + 2δ2). (5.14)

Sea λ ∈ Zn2 \ {0} tal que R(λ) 6= 0 y def́ınase Nλ ∈ Z[Z1, . . . , Zn−1] \ {0} como

Nλ := Mr(λ
r, Z1, . . . , Zn−r)

r−1∏
s=1

Ms(λ
s, Z1, . . . , Zn−s)Lλs(Z1, . . . , Zn−s−1). (5.15)

Obsérvese que

deg Nλ ≤
r∑
s=1

deg Ms +
r∑
s=1

deg Lλs ≤ 2(δ3 + δ2)
r−1∑
s=1

(n− s+ 2) + 2(n− r + 2)δ2 ≤ D.

Sea p := (p1, . . . , pn−1) ∈ Zn−1 tal que Nλ(p) 6= 0 nótese ps := (p1, . . . , pn−s) para
1 ≤ s ≤ r. Con las hipótesis anteriores fácilmente obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.3.1. Sean λ ∈ Zn2 \ {0} y p ∈ Zn−1 tales que det(λ)R(λ) 6= 0 y
Nλ(p) 6= 0. Sea N := det(λ)Nλ(p) e Yi := λi · X para 1 ≤ i ≤ n. Si p es un
número primo tal que p - N, entonces Y1,p, . . . , Yn,p definen un nuevo conjunto de
variables para Fp[X] y las condiciones (1)–(4) del Teorema 5.2.2 se satisfacen para
1 ≤ s ≤ r − 1 con p := ps y p∗ := ps+1. En particular, F1,p, . . . , Fr,p definen una
sucesión regular reducida en Fp[X].

En lo que sigue, un primo p como en el Teorema 5.3.1 será llamado “lucky” y se
dirá que la reducción módulo tal primo p es “buena”.

Concluimos esta sección discutiendo representaciones de Kronecker para una
buena reducción modular. Dados λ := (λij)1≤i,j≤n ∈ Zn

2
y p := (p1, . . . , pn−1) ∈

Zn−1 que satisfacen las hipótesis del Teorema 5.3.1, def́ınase Yi := λi · X para
1 ≤ i ≤ n, y sea Rs := Q[Y1, . . . , Yn−s] y Bs := Q[Vs] para 1 ≤ s ≤ r. Puesto
que As(λ

s+1)ρs(λ
s,ps) 6= 0 para 1 ≤ s ≤ r, por el Teorema 4.2.5 se satisfacen las

siguientes condiciones:

Y1, . . . , Yn están en posición de Noether con respecto a Is;

ps es un punto de levantamiento del morfismo finito πs : Vs → An−s definido
por Y1, . . . , Yn−s;
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Bs es un Rs–módulo libre de rango igual a δs.

Sea Is := (F1, . . . , Fs) y Js := Is + (Y1 − p1, . . . , Yn−s − pn−s) para 1 ≤ s ≤ r y
Ks := Is+(Y1−p1, . . . , Yn−s−1−pn−s−1) para 1 ≤ s ≤ r−1. De acuerdo con el Lema
4.1.2, Js y Ks son los ideales anuladores de la fibra de levantamiento Vps y la curva
de levantamiento Wps respectivamente. Además, identificando Is con su imagen en
Q[Yn−s+1, . . . , Yn] y Ks con su imagen en Q[Yn−s, . . . , Yn] como en el Lema 4.1.3,
valen las siguientes condiciones para 1 ≤ s ≤ r:

Q[Yn−s+1, . . . , Yn]/Js es un Q–espacio vectorial de dimensión δs;

Yn−s, . . . , Yn están en posición de Noether con respecto a Ks;

Q[Yn−s, . . . , Yn]/Ks es un Q[Yn−s]–módulo libre de rango igual a rankRsQ[Vs].

Podemos obtener representaciones de Kronecker de Is, Js, y Ks como en la Sec-
ción 4.3, a saber, sea T una nueva indeterminada y def́ınanse Qs,W s

n−s+2, . . . ,W
s
n ∈

Rs[T ] por

Qs :=
Ps(λ

s, Y1, . . . , Yn−s, T )

As(λ
s+1)

, W s
j := −

n∑
k=1

λjk

As(λ
s+1)

∂Ps
∂Λn−s+1,k

(λs, Y1, . . . , Yn−s, T )

(5.16)
para n − s + 2 ≤ j ≤ n, donde Ps ∈ Z[Λs, Z1, . . . , Zn−s+1] es una forma de Chow
primitiva de Vs. Aśı, las Proposiciones 4.3.1, 4.3.3 y 4.3.4 se leen como sigue.

Proposición 5.3.2. Valen las siguientes afirmaciones:

los polinomios Qs,W s
n−s+2, . . . ,W

s
n forman la representación de Kronecker de

Is con elemento primitivo Yn−s+1;

los polinomios Qs(ps, T ),W s
n−s+2(ps, T ), . . . ,W s

n(ps, T ) forman la representa-
ción de Kronecker de Js con elemento primitivo Yn−s+1;

los polinomios Qs(ps+1,Yn−s, T ),W s
n−s+2(ps+1,Yn−s, T ), . . . ,W s

n(ps+1,Yn−s, T ) for-
man la representación de Kronecker de Ks con elemento primitivo Yn−s+1.

Sea ahora p un número primo como en el Teorema 5.3.1. Sean Is,p, Js,p y Ks,p
los ideales de Fp[X] definidos por Is,p := (F1,p, . . . , Fs,p) y Js,p := Is,p + (Y1,p −
p1,p, . . . , Yn−s,p − pn−s,p) para 1 ≤ s ≤ r, y Ks,p := Is,p + (Y1,p − p1,p, . . . , Yn−s−1,p −
pn−s−1,p) para 1 ≤ s ≤ r − 1. Por el Teorema 5.3.1 se satisfacen las siguientes
condiciones para 1 ≤ s ≤ r:

Is,p es un ideal radical, equidimensional de dimensión n− s;

las variables Y1,p, . . . , Yn,p están en posición de Noether con respecto a Is,p;

la aplicación πs,p : Vs,p → An−sFp
definida por Y1,p, . . . , Yn−s,p es un morfismo

finito y pp es un punto de levantamiento de πs,p;

Ps,p es una forma de Chow de Vs,p.
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Se sigue que Is,p, Js,p y Ks,p son los ideales anuladores de la variedad Vs,p, la
fibra de levantamiento Vpsp y la curva de levantamiento Wps+1

p
respectivamente.

Puesto que p - As(λs+1), los polinomios Qs
p,W

s
n−s+2,p, . . . ,W

s
n,p ∈ Rs,p[T ] están

bien definidos. Denotemos con Qs(psp, T ),W s
n−s+2(psp, T ), . . . ,W s

n(psp, T ), respecti-
vamente con Qs(ps+1

p ,Yn−s,p, T ),W s
n−s+2(ps+1

p , Yn−s,p, T ), . . . ,W s
n(ps+1

p , Yn−s,p, T ), los
polinomios que se obtienen sustituyendo (Y1,p, . . . , Yn−s,p) por psp, respectivamente
(Y1,p, . . . , Yn−s−1,p) por ps+1

p , en los polinomios anteriores. En estos términos, tene-
mos el siguiente resultado.

Proposición 5.3.3. Valen las siguientes afirmaciones:

Qs
p,W

s
n−s+2,p, . . . ,W

s
n,p forman la representación de Kronecker de Is,p con ele-

mento primitivo Yn−s+1,p;

Qs(psp, T ),W s
n−s+2(psp, T ), . . . ,W s

n(psp, T ) forman la representación de Kronec-
ker de Js,p con elemento primitivo Yn−s+1,p;

Qs(ps+1
p ,Yn−s,p, T ),W s

n−s+2(ps+1
p , Yn−s,p, T ), . . . ,W s

n(ps+1
p , Yn−s,p, T ) forman la

representación de Kronecker de Ks,p con elemento primitivo Yn−s+1,p.

Demostración. Teniendo en cuenta (5.16) deducimos que

Qs
p =

Ps,p
(
λsp, Y1,p, . . . , Yn−s,p, T

)
As,p(λ

s+1
p )

,

W s
j,p =−

n∑
k=1

λjk,p

As,p(λ
s+1
p )

∂Ps,p
∂Λn−s+1,k

(λsp, Y1,p, . . . , Yn−s,p, T ) (n− s+ 2 ≤ j ≤ n).

Puesto que Ps,p es una forma de Chow de Vs,p, la proposición se sigue teniendo en
cuenta la condición p - As(λs+1)ρs(λ

s,ps) y argumentando como en las Proposicio-
nes 4.3.1, 4.3.3 y 4.3.4.

Consideramos ahora la representación univariada Qs, V s
n−s+2, . . . , V

s
n de Is con

elemento primitivo Yn−s+1. Como antes, sea p un primo como en el Teorema 5.3.1. Sea
gs := ρs(λ

s, Y1, . . . , Yn−s) y gs,p := ρs(λ
s
p, Y1,p, . . . , Yn−s,p). Sea Z[Y1, . . . , Yn−s]As(λs+1)gs

la localización de Z[Y1, . . . , Yn−s] con respecto al conjunto multiplicativo {(As(λs+1)gs)
µ :

µ ∈ Z≥0} y Fp[Y1,p, . . . , Yn−s,p]gs,p la localización de Fp[Y1,p, . . . , Yn−s,p] con respecto
al conjunto multiplicativo {gµs,p : µ ∈ Z≥0}.

Proposición 5.3.4. Con las hipótesis y notaciones anteriores, Qs, V s
n−s+2, . . . , V

s
n

pertenecen a Z[Y1, . . . , Yn−s]As(λs+1)gs [T ]. Además, las correspondientes reducciones
modulares Qs

p, V
s
n−s+2,p, . . . , V

s
n,p pertenecen a Fp[Y1,p, . . . , Yn−s,p]gs,p [T ] y satisfacen las

siguientes propiedades:

Qs
p, V

s
n−s+2,p, . . . , V

s
n,p forman la representación univariada de Is,p con elemento

primitivo Yn−s+1,p;

Qs(psp, T ), V s
n−s+2(psp, T ), . . . , V s

n (psp, T ) forman la representación univariada
de Js,p con elemento primitivo Yn−s+1,p;

71



Condiciones para una buena reducción modular Caṕıtulo 5

Qs(ps+1
p ,Yn−s,p, T ), V s

n−s+2(ps+1
p , Yn−s,p, T ), . . . , V s

n (ps+1
p , Yn−s,p, T ) forman la re-

presentación univariada de Ks,p con elemento primitivo Yn−s+1,p.

Demostración. Existen polinomios A,B ∈ Z[Λs, Z1, . . . , Zn−s+1] tales que

ρs = APs +B∂Ps/∂Zn−s+1.

Sustituyendo Λs por λs, Z1, . . . , Zn−s por Y1, . . . , Yn−s, y Zn−s+1 por T en la iden-
tidad anterior deducimos que existen Ã, B̃ ∈ Z[Y1, . . . , Yn−s, T ] tales que

ρs(λ
s, Y1, . . . , Yn−s) = ÃPs(λ

s, Y1, . . . , Yn−s, T ) + B̃
∂Ps

∂Zn−s+1

(λs, Y1, . . . , Yn−s, T ),

Por lo tanto

1 =
As(λ

s+1)Ã

gs
Qs +

As(λ
s+1)B̃

gs
(Qs)′. (5.17)

Si F := As(λ
s+1)B̃

ρs(λ
s,Y1,...,Yn−s)

, (5.17) muestra que F = (Qs)′−1 mód (Qs) en R′s[T ]/(Qs).
Por el Lema 2.1.28 los polinomios V s

n−s+2, . . . , Vn están uńıvocamente determinados
por las siguientes condiciones:

deg V s
j ≤ δs − 1 y FW s

j ≡ V s
j mód (Qs) en R′s[T ] (n− s+ 2 ≤ j ≤ n).

(5.18)
Puesto que Qs y FW s

j son ambos elementos de Z[Y1, . . . , Yn−s]As(λs+1)gs [T ] y Qs es
mónico en T las condiciones anteriores implican que V s

j ∈ Z[Y1, . . . , Yn−s]As(λs+1)gs [T ]
para n − s + 2 ≤ j ≤ n y que las congruencias en (5.18) tienen lugar en el anillo
Z[Y1, . . . , Yn−s]As(λs+1)gs [T ]. Esto prueba la primera afirmación de la proposición.

Asimismo, por la elección de p, tenemos que p - As(λs+1)gs, lo que demues-
tra la buena definición de los polinomios Qs

p, V
s
n−s+2,p, . . . , V

s
n,p y su pertenencia a

Fp[Y1,p, . . . , Yn−s,p]gs,p [T ]. Luego, a partir de (5.18) se deducen las siguientes con-
gruencias en el anillo Fp[Y1,p, . . . , Yn−s,p]gs,p [T ]:

FpW
s
j,p ≡ V s

j,p mód (Qs
p) (n− s+ 2 ≤ j ≤ n).

Especializando adecuadamente estas congruencias se deduce fácilmente que

Fp(p
s
p, T )Wj(p

s
p, T ) ≡ Vj(p

s
p, T ) mód (Qs(psp, T )),

Fp(p
s+1
p , Yn−s,p, T )Wj(p

s+1
p , Yn−s,p, T ) ≡ Vj(p

s+1
p , Yn−s,p, T ) mód (Qs(ps+1

p , Yn−s,p, T ))

para n − s + 2 ≤ j ≤ n. Por otra parte, reduciendo módulo p y especializando
adecuadamente en (5.17) vemos que

Fp(p
s
p, T ) =

(
(Qs)′(psp, T )

)−1
mód Qs(psp, T ),

Fp(p
s+1
p , Yn−s,p, T ) =

(
Qs(ps+1

p , Yn−s,p, T )
)−1

mód Qs(ps+1
p , Yn−s,p, T ).

Las últimas tres afirmaciones de la proposición se siguen de las identidades y con-
gruencias anteriores y el Lema 2.1.28.
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Caṕıtulo 6

Estimaciones de altura

En este caṕıtulo obtenemos estimaciones para las alturas de los enteros N del
Teorema 5.3.1 y de los enteros que aparecen en la salida del algoritmo que subyace al
Teorema 7.3.1, es decir, los polinomios de la Proposición 5.3.2 que forman la repre-
sentación de Kronecker de Jr. Para este propósito, nos basaremos en los Teoremas
de ceros artiméticos de [DKS13].

Recordemos (ver la Sección 2.1.6) que para a ∈ Z \ {0}, h(a) := log |a| es la
altura de a, donde log denota el logaritmo en base 2. Además h(0) := 0. La altura
h(F ) de un polinomio F ∈ Z[X] es el máximo de las alturas de sus coeficientes. Más
generalmente, si F ∈ Q[X]\{0} y a ∈ N es un denominador común mı́nimo para los
coeficientes de F , entonces la altura de F se define como h(F ) := máx{h(aF ), h(a)}.

6.1. Formas de Chow, discriminantes y represen-

taciones de Kronecker

De ahora en adelante, volvemos al contexto del Caṕıtulo 5, a saber, consideramos
polinomios F1, . . . , Fr ∈ Z[X] que forman una sucesión regular, denotamos con
Vs ⊂ An la subvariedad af́ın equidimensional definida por F1, . . . , Fs y con δs su
grado para 1 ≤ s ≤ r. Sea dj := deg(Fj) y hj := h(Fj) para 1 ≤ j ≤ r, y nótese

δ := máx
1≤s≤r

δs, d := máx
1≤j≤r

dj, h := máx
1≤j≤r

hj.

Sea ĥs := ĥ(Vs) para 1 ≤ s ≤ r y ĥ := máx1≤s≤r ĥs. Por la desigualdad de Bézout
aritmética (2.11) tenemos que

ĥ(Vs) ≤
s∑
`=1

h`

(
s∏

j=1,j 6=`

dj

)
+ s

(
s∏
j=1

dj

)
log(n+ 2) (1 ≤ s ≤ r). (6.1)

Sean µ y ε números reales fijos con 0 < µ, ε < 1. Sea a := bD/(1− µ)c y
b := bD/(1− ε)c, donde D está definido en (5.14). Recuérdese que D es una cota
superior para el grado de los polinomios R y Nλ de (5.13) y (5.15). Puesto que
D ∈ O(rnd3r) y h(a), h(b) ∈ O(logD), obtenemos la siguiente observación.
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Observación 6.1.1. h(a), h(b) ∈ O∼(r log d+ log n).

Sea S := {0, . . . , a} y T := {0, . . . , b}. Sean además λ := (λij)1≤i≤n,1≤j≤n ∈ Sn
2

y
p := (p1, . . . , pn−1) ∈ Tn−1 tales que R(λ) 6= 0 y Nλ(p) 6= 0. Por el Lema 2.2.1, para
una elección aleatoria de λ y p tal condición se verifica con probabilidad al menos
µε.

Escribamos λs := (λij)1≤i≤n−s+1,1≤j≤n y ps := (p1, . . . , pn−s) para 1 ≤ s ≤ r. No-
temos h(λs) := máx1≤i≤n−s+1,1≤j≤n h(λij) y h(ps) := máx1≤i≤n−s h(pi). Finalmente,
sea λi := (λi1, . . . , λin) y Yi = λi ·X para 1 ≤ i ≤ n. En lo que sigue, suponiendo
que n ≥ 2 y d ≥ 2, nuestro objetivo es estimar la altura del entero

N := det(λ)Nλ(p) = det(λ)Mr

(
λr,pr

) r−1∏
s=1

Ms

(
λs,ps

)
Lλs
(
ps+1

)
. (6.2)

Comenzamos con una estimación del grado y la altura de una forma de Chow
primitiva de Vs y polinomios relacionados.

Lema 6.1.2. Para 1 ≤ s ≤ r, se satisface:

h(Ps) ∈ O∼
(
nds−1(h+ d)

)
, (6.3)

degPs(Λ
s,ΛsX) ∈ O∼(nds), h

(
Ps(Λ

s,ΛsX)
)
∈ O∼

(
nds−1(h+ d)

)
. (6.4)

Demostración. (2.10) y (6.1), en combinación con la desigualdad de Bézout (2.4),
dan como resultado (6.3). La estimación de grado en (6.4) es clara. Luego, obsérvese
que Ps es un elemento de Z[Λs,Z1, . . . ,Zn−s+1] de grado total (n − s + 1)δs y que
Λij (1 ≤ i ≤ n − s + 1, 1 ≤ j ≤ n), Λi ·X (1 ≤ i ≤ n − s + 1) son elementos de
Z[Λs,X] que tienen grados totales a lo sumo 2 y alturas igual a 0. En consecuencia,
por [DKS13, Lemma 2.37(3)] deducimos que

h
(
Ps(Λ

s,ΛsX)
)
≤h(Ps)+(n−s+1)δs

(
log
(
(n−s+1)(n+1)+1

)
+2 log

(
(n−s+2)n+1

))
.

Esto, junto con (6.3), fácilmente implica la estimación de altura en (6.4).

A continuación estimamos el grado y la altura del discriminante ρs y del polino-
mio ρλs de la Sección 5.2. Para este propósito, utilizamos el siguiente resultado.

Lema 6.1.3. Sean U1, . . . , Uk+1 indeterminadas sobre Z y F,G ∈ Z[U1, . . . , Uk+1]
polinomios no nulos con l := degUk+1

F y m := degUk+1
G. Entonces

h
(
ResUk+1

(F,G)
)
≤ mh(F )+lh(G)+log(k+1)

(
(m−1) degF+l degG

)
+log

(
(l+m)!

)
.

Demostración. Escribamos F =
∑l

i=0 FiU
i
k+1 y G =

∑m
j=0 GjU

j
k+1, donde Fi, Gj ∈

Z[U1, . . . , Uk]. El determinante ResUk+1
(F,G) es una suma de (l+m)! términos, cada

uno de los cuales es un producto de la forma ±Fi1 · · ·FimGj1 · · ·Gjl . Por [DKS13,
Lemma 2.37(2)], cada término tiene altura a lo sumo mh(F )+lh(G)+log(k+1)

(
(m−

1) degF + l degG
)
. Luego, [DKS13, Lemma 2.37(1)] completa la demostración del

lema.
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Ahora estamos en condiciones de estimar el grado y la altura de ρs y ρλs .

Lema 6.1.4. Para 1 ≤ s ≤ r, se satisface:

deg ρs ∈ O(nd2s), h(ρs) ∈ O∼
(
nd2s−1(h+ d)

)
,

deg ρλs ∈ O(nd2s), h(ρλs) ∈ O∼
(
nd2s−1(h+ d)

)
,

h(ρs(λ
s,ps)) ∈ O∼

(
nd2s−1(h+ d)

)
.

Demostración. Puesto que ρλs := ρs(λ
s,λs+1X), es deg ρλs ≤ deg ρs ≤ (n−s+2)δ2

s ,

lo que prueba las estimaciones de grado. Luego, como ρs := ResZn−s+1

(
Ps,

∂Ps
∂Zn−s+1

)
,

el Lema 6.1.3 implica que

h(ρs) ≤ δs
(
2h(Ps) + log δs

)
+ 2δ2

s log
(
(n− s+ 1)(n+ 1)

)
+ log

(
(2δs)!

)
.

Esto y (6.3) prueba la estimación para h(ρs). Además, puesto que h(λs) ≤ h(a) para
todo s, a partir de [DKS13, Lemma 2.37 (3)] deducimos que

h(ρλs) ≤ h(ρs) + deg ρs

(
h(a) + log

(
(n− s+ 1)(n+ 1)

)
+ log(n+ 1)

)
,

h(ρs(λ
s,ps)) ≤ h(ρs) + deg ρs

(
máx{h(a), h(b)}+ log

(
(n− s+ 1)(n+ 1)

))
.

Combinando estas desigualdades con la Observación 6.1.1 y la estimación para h(ρs)
obtenemos las estimaciones para h(ρλs) y h(ρs(λ

s,ps)).

Concluimos esta sección con una estimación de la altura de las representacio-
nes de Kronecker y de las representaciones univariadas de las fibras de cada paso
recursivo de nuestro algoritmo principal.

La siguiente estimación del tamaño de los coeficientes del cociente y del resto
en una pseudodivisión se encuentra en [vzGG99, Exercise 6.44]. Recordemos que
la norma infinito ‖f‖∞ de un polinomio f =

∑
0≤i≤n aiT

i ∈ Z[T ] se define por
‖f‖∞ := máx{|ai| : 0 ≤ i ≤ n}.

Lema 6.1.5. Sean a, b ∈ Z[T ], con n = deg a ≥ m = deg(b), k := n − m y
c ∈ Z el coeficiente principal de b. Además, sean q =

∑
0≤i≤k qiT

i y r en Z[T ]

tales que ck+1a = qb + r y deg r < m. Entonces ‖q‖∞ y ‖r‖∞ están acotadas por
‖a‖∞(‖b‖∞ + |c|)k+1.

Proposición 6.1.6. Sea ηs el máximo de las alturas de los polinomios Qs(ps, T ),
W s
n−s+2(ps, T ), . . . ,W s

n(ps, T ) de la Proposición 5.3.2. Entonces ηs ∈ O∼
(
nds−1(h+

rd)
)

para 1 ≤ s ≤ r − 1 y ηr ∈ O∼
(
ndr−1(h + d)

)
. Si η′s es el máximo de las

alturas de los polinomios V s
n−s+2(ps, T ), . . . , V s

n (ps, T ) de la parametrización de la
correspondiente representación univariada, entonces η′s ∈ O∼

(
nd2s−1(h + rd)

)
para

1 ≤ s ≤ r − 1 y η′r ∈ O∼
(
nd2r−1(h+ d)

)
.

Demostración. Nótese que

Qs(ps, T ) =
Ps(λ

s,ps, T )

As(λ
s+1)

, W s
j (ps, T ) =

W̃ s
j (ps, T )

As(λ
s+1)

. (6.5)
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donde

W̃ s
j (ps, T ) := −

n∑
k=1

λjk
∂Ps (λs,ps, T )

∂Λn−s+1,k

.

Puesto que h(λs) ≤ h(a) y h(ps) ≤ h(b), por [DKS13, Lemma 2.37 (3)] deducimos
que

h
(
Ps(λ

s,ps, T )
)
≤ h(Ps)+(n− s+ 1)δs

(
máx{h(a), h(b)}+log

(
(n− s+1)(n+1)+1

)
+1
)

≤ h(Ps) + (n− s+ 1)δs
(
máx{h(a), h(b)}+ log(4n2)

)
.

Además, como h
(

∂Ps
∂Λn−s+1,k

)
≤ h(Ps) + log δs, un argumento similar muestra que

h

(
∂Ps (λs,ps, T )

∂Λn−s+1,k

)
≤ h(Ps) + log δs + (n− s+ 1)δs

(
máx{h(a), h(b)}+ log(4n2)

)
.

Por [DKS13, Lemma 2.37(1)] tenemos que

h
(
W̃ s
j (ps, T )

)
≤ h(Ps) + log δs + h(a) + log n (6.6)

+ (n− s+ 1)δs
(
máx{h(a), h(b)}+ log(4n2)

)
para n− s+ 2 ≤ j ≤ n. Similarmente deducimos que

h
(
As(λ

s+1)
)
≤ h(Ps) + (n− s)δs

(
h(a) + log

(
(n− s+ 1)n+ 1

))
.

Por (6.5) y las estimaciones anteriores vemos que ηs está acotada superiormente por
el lado derecho de (6.6). Luego, la primera afirmación de la proposición se sigue por
(6.3) y la Observación 6.1.1.

Para probar la segunda afirmación, observemos que sustituyendo (Y1, . . . , Yn−s)
por ps en (5.17) obtenemos

ρs(λ
s,ps) = Ã(ps, T )Ps(λ

s,ps, T ) + B̃(ps, T )
∂Ps

∂Zn−s+1

(λs,ps, T ),

donde deg Ã(ps, T ) < δs − 1, deg B̃(ps, T ) < δs. Además, por [vzGG99, Theorem
6.52 y su demostración] tenemos que

‖Ã(ps, T )‖∞, ‖B̃(ps, T )‖∞ ≤ (δs + 1)δs(δs‖Ps(λs,ps, T )‖∞)2δs−1. (6.7)

Por lo tanto

1 =
As(λ

s+1)Ã(ps, T )

ρs(λ
s,ps)

Qs(ps, T ) +
As(λ

s+1)B̃(ps, T )

ρs(λ
s,ps)

(Qs)′(ps, T ),

donde (Qs)′(ps, T ) denota la derivada de Qs(ps, T ). Si F := As(λ
s+1)B̃(ps,T )
ρs(λ

s,ps)
, dedu-

cimos que F = (Qs)′−1(ps, T ) mód Qs(ps, T ). Notemos a := B̃(ps, T )W̃ s
j (ps, T ),
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b := Ps(λ
s,ps, T ) y c := As(λ

s+1), y sean Q̃j, Ṽ
s
j (ps, T ) ∈ Z[T ] los polinomios con

deg Ṽ s
j (ps, T ) ≤ δs − 1 y tales que

cdeg(a)−deg(b)+1a = Q̃jb+ Ṽ s
j (ps, T )

para n− s+ 2 ≤ j ≤ n. Por construcción resulta

FW s
j (ps, T ) =

Q̃j

cdeg(a)−deg(b)ρs(λ
s,ps)

Qs(ps, T ) +
Ṽ s
j (ps, T )

cdeg(a)−deg(b)+1ρs(λ
s,ps)

,

de donde se deduce que

V s
j (ps, T ) =

Ṽ s
j (ps, T )

cdeg(a)−deg(b)+1ρs(λ
s,ps)

.

Por el Lema 6.1.5, notando que |c| ≤ ‖b‖∞ y que deg(a)− deg(b) ≤ δs − 2, resulta

‖Ṽ s
j (ps, T )‖∞ ≤ ‖a‖∞(2‖b‖∞)δs−2,

y por lo tanto
h
(
Ṽ s
j (ps, T )

)
≤ h(a) + δs

(
h(b) + 1

)
. (6.8)

Por (6.7) vemos que

h
(
B̃(ps, T )

)
≤ h

(
Ps(λ

s,ps, T )
)

+ 3δs log(δs + 1).

Esto, junto con la estimación h
(
Ps(λ

s,ps, T )
)
∈ O∼

(
nds−1(h + rd)

)
que acaba-

mos de demostrar, implica h
(
B̃(ps, T )

)
∈ O∼

(
nd2s−1(h+ rd)

)
. Por lo tanto h(a) =

h
(
B̃(ps, T )

)
+ h
(
W̃ s
j (ps, T )

)
∈ O∼

(
nd2s−1(h + rd)

)
. Teniendo en cuenta (6.8) con-

cluimos que h
(
Ṽ s
j (ps, T )

)
∈ O∼

(
nd2s−1(h+ rd)

)
. Finalmente, teniendo en cuenta la

estimación para h
(
ρs(λ

s,ps)
)

del Lema 6.1.4 la segunda afirmación de la proposición
queda probada.

6.2. La condición de pureza y suavidad genérica

En esta sección estimamos la altura de los enteros αs y γs de (5.2) y (5.4),
cuya no anulación módulo p implica que la correspondiente reducción modular es
no mezclada y genéricamente suave, y proporciona nuevas variables en posición de
Noether (Teorema 5.1.5).

Comenzamos con αs. Teniendo en cuenta que ĥ
(
A(n−s+2)n

)
= 0 y deg

(
A(n−s+2)n

)
=

1, de [DKS13, Theorem 2] se sigue que existe αs ∈ Z \ {0} como en (5.2) con

h(αs) ≤ 3h
(
Ps(Λ,ΛX)

) s∏
j=1

dj + 2 deg
(
Ps(Λ

s,ΛsX)
) s∏
j=1

dj

(
h

s∑
`=1

1

d`
+ c(n)

)
,

donde c(n) ∈ O∼(n). Combinando esto con (6.4) deducimos el siguiente resultado.
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Lema 6.2.1. h(αs) ∈ O∼
(
nd2s−1(h+ nd)

)
.

A continuación consideramos γs. Sea Js el determinante Jacobiano de F1, . . . , Fs,
Y1, . . . , Yn−s con respecto a las variables X1, . . . , Xn.

Lema 6.2.2. Valen las siguientes afirmaciones:

deg Js ≤ s(d− 1);

h(Js) ≤ s(log d+ h) + (n− s)h(a) + s d log(n+ 1) + log(n!).

Demostración. La afirmación sobre el grado de Js es clara. Para probar la se-
gunda afirmación, observamos que Js es una suma de n! términos de la forma
±∂F1/∂Xj1 · · · ∂Fs/∂Xjsλ1,l1 · · ·λn−s,ln−s . Puesto que h(λij) ≤ h(a) y h(∂Fi/∂Xj) ≤
h(Fi) + log(di), por [DKS13, Lemma 2.37(2)] deducimos que cada término tiene al-
tura a lo sumo s(h+ log d) + (n− s)h(a) + log(n+ 1)

(
(s− 1)(d− 1)

)
. La estimación

para la altura de Js se sigue por [DKS13, Lemma 2.37(1)].

Sea dj := 1 and hj := h(Yj−s − pj−s) para s + 1 ≤ j ≤ n, dn+1 := deg Js y
hn+1 := h(Js). Por [DKS13, Theorem 1], existen γs ∈ Z\{0} y G1, . . . , Gn+1 ∈ Z[X]
como en (5.4) con

h(γs) ≤
n+1∑
`=1

(∏
j 6=`

dj

)
h` + (4n+ 8) log(n+ 3)

n+1∏
j=1

dj

≤ deg Js

(
s∏
j=1

dj

)(
s∑
`=1

h`
d`

+
n−s∑
`=1

h(Y` − p`) + (4n+ 8) log(n+ 3)

)
+ h(Js)

s∏
j=1

dj.

Puesto que h(Y`) ≤ h(a) y h(p`) ≤ h(b) para todo `, obtenemos

h(γs) ≤ deg Js d
s−1sh+deg Js d

s
(
(n−s) máx{h(a), h(b)}+(4n+8) log(n+3)

)
+h(Js)d

s.

Combinando esto con la Observación 6.1.1 y el Lema 6.2.2, deducimos el siguiente
resultado.

Lema 6.2.3. h(γs) ∈ O∼
(
ds(h+ rnd)

)
.

6.3. Fibras de levantamiento

En esta sección estimamos la altura de los enteros de la Sección 5.2, a saber,
Ms(λ

s,ps) y Lλs(p
s+1), donde Ms es el polinomio de (5.10) y Lλs es el polinomio de

(5.12). Combinando estas estimaciones podremos estimar la altura del entero N de
(6.2), que comprende todos los primos “unlucky” p.

Comenzamos estimando la altura de Ms(λ
s,ps).

Lema 6.3.1. h
(
Ms(λ

s,ps)
)
∈ O∼

(
nd2s−1(h+ nd)

)
para 1 ≤ s ≤ r.
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Demostración. Por [DKS13, Lemma 2.37 (3)], resulta

h
(
Ms(λ

s,ps)
)
≤ h(Ms)+deg(Ms)

(
máx{h(λs), h(ps)}+log

(
(n−s+1)(n+1)+1

))
.

(6.9)
Recuérdese que Ms := αsγsAsρs y que, por definición, degAs ≤ (n− s)δs y h(As) ≤
h(Ps). En consecuencia, de [DKS13, Lemma 2.37 (2)] deducimos que

h(Ms) ≤ h(αs) + h(γs) + h(Ps) + h(ρs) + (n− s)δs log
(
(n− s+ 1)(n+ 1) + 1

)
.

Combinando esto con (6.3) y los Lemas 6.1.4, 6.2.1 y 6.2.3 obtenemos

h(Ms) ∈ O∼
(
nd2s−1(h+ nd)

)
.

Teniendo en cuenta que h(λs) ≤ h(a) y h(ps) ≤ h(b) para todo s, por la Observación
6.1.1 deducimos que máx{h(λs), h(ps)} ∈ O∼(r log d + log n). Además, deg Ms ∈
O(nd2s) por (5.11). Combinando todas estas estimaciones con (6.9), se deduce el
lema.

A continuación estimamos la altura de Lλs(p
s+1). Como este entero está ex-

presado en términos de los enteros µλs de (5.6) y βλs de (5.9) y el polinomio
Bλs ∈ Z[Z1, . . . , Zn−s−1] \ {0} de (5.7), comenzamos con una estimación para µλs

and Bλs .

Proposición 6.3.2. Sea 1 ≤ s ≤ r − 1 y supóngase que Wλs = ∅. Entonces existe
µλs ∈ Z \ {0} como en (5.6) con

h(µλs) ∈ O∼
(
n2d3s(h+ d)

)
. (6.10)

Por otra parte, si Wλs 6= ∅, existe Bλs ∈ Z[Z1, . . . , Zn−s−1] \ {0} como en (5.7) con

degBλs ∈ O(nd3s+1), h(Bλs) ∈ O∼
(
nd3s(h+ rnd)

)
(6.11)

Demostración. Supóngase que Wλs :=Vs+1 ∩ {ρs(λs,λs+1X) = 0} = ∅ y sea ρλs :=
ρs(λ

s,λs+1X). Por [DKS13, Theorem 1] existe µλs ∈ Z \ {0} como en (5.6) con

h(µλs) ≤h(ρλs)
s+1∏
j=1

dj + deg(ρλs)
s+1∏
j=1

dj

(
s+1∑
`=1

h`
d`

+ (4n+ 8) log(n+ 3)

)
≤ds+1

(
h(ρλs) + deg(ρλs)(4n+ 8) log(n+ 3)

)
+ (s+ 1) deg(ρλs)d

sh.

Combinando esto con el Lema 6.1.4 se prueba la primera afirmación del lema.
Por otra parte, supóngase que Wλs 6= ∅. Por hipótesis Rs(λ

s) 6= 0, y por lo
tanto el Lema 5.2.1 prueba queWλs es equidimensional de dimensión n− s− 2. Por
[DKS13, Corollary 3.23] existe un polinomio Bλs ∈ Z[Z1, . . . , Zn−s−1] \ {0} como en
(5.7) con

deg(Bλs) ≤ degWλs , (6.12)

h(Bλs) ≤ ĥ(Wλs) + degWλs

(
n−s−1∑
`=1

h(Y`) + (n− s) log(2n+ 8)

)
. (6.13)
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A continuación obtenemos estimaciones de degWλs y h(Wλs) en términos de los
grados y alturas de Vs y Vs+1. Para este propósito, denótese con Vs+1 y Wλs a las
clausuras proyectivas de Vs+1 yWλs respectivamente, v́ıa la inclusión canónica An ↪→
Pn. Sea ρhλs la homogeneización de ρλs . El Lema 5.2.1 implica que la hipersuperficie
{ρhλs = 0} de Pn corta a Vs+1 propiamente. Por [DKS13, Corollary 2.62] concluimos
que

ĥ
(
Vs+1∩{ρhλs =0}

)
≤ deg ρλs ĥ

(
Vs+1

)
+degVs+1 h(ρhλs)+degVs+1 deg ρhλs log(n+2).

Puesto que Vs+1 ∩ {ρhλs = 0} es equidimensional de dimensión n− s− 2 y contiene

toda componente de Wλs , vemos que ĥ
(
Wλs

)
≤ ĥ

(
Vs+1 ∩ {ρhλs = 0}

)
. Recordando

que ĥ(Vs+1) = ĥ(Vs+1) y degVs+1 = degVs+1, y teniendo en cuenta que deg ρhλs =
deg ρλs y h(ρhλs) = h(ρλs), obtenemos

degWλs ≤ degVs+1 deg ρλs ,

ĥ(Wλs) ≤ deg ρλs ĥ(Vs+1) + degVs+1 h(ρλs) + degVs+1 deg ρλs log(n+ 2).

Por (6.1) tenemos que ĥ(Vs+1) ∈ O∼
(
ds(h + d)

)
. Por lo tanto, por el Lema 6.1.4

concluimos que

degWλs ∈ O(nd3s+1), ĥ(Wλs) ∈ O∼
(
nd3s(h+ d)

)
.

Combinando estas estimaciones con (6.12) y (6.13), y teniendo en cuenta que h(Y`) ∈
O∼(r log d+ log n) para todo `, la segunda afirmación del lema se sigue fácilmente.

Ahora estimamos la altura de βλs .

Lema 6.3.3. Sea 1 ≤ s ≤ r − 1 y supóngase que Wλs 6= ∅. Entonces existe βλs ∈
Z \ {0} como en (5.9) con h(βλs) ∈ O∼

(
n3d8s+1(h+ rd)

)
.

Demostración. Sea dj = deg fj and hj := h(fj) para 1 ≤ j ≤ s + 1, y ds+2 :=
deg ρλs y hs+2 := h(ρλs). Además, def́ınase d0 := degBλs(Y1, . . . , Yn−s−1) y h0 :=
h(Bλs(Y1, . . . , Yn−s−1)). Finalmente, nótese D :=

∏s+2
j=1 dj y H := máx1≤j≤s+2 hj.

Por [DKS13, Theorem 2], teniendo en cuenta que degAn = 1 y ĥ(An) = 0, se sigue
que existe βλs ∈ Z \ {0} como en (5.9) con

h(βλs) ≤ 2d0D

(
3h0

2d0

+
s+2∑
`=1

H

d`
+ e(n)

)
,

donde e(n) ∈ O∼(n). Ahora, por el Lema 6.1.4 tenemos que hs+2 ∈ O∼
(
nd2s−1(h+

d)
)
. Puesto que H = máx{h, hs+2}, deducimos que H ∈ O∼

(
nd2s−1(h + d)

)
. Por

otra parte, d0 ≤ degBλs ∈ O∼(nd3s+1) por (6.11) y D ≤ ds+1ds+2 ∈ O∼(nd3s+1).
Esto implica que

d0D

(
s+2∑
`=1

H

d`
+ e(n)

)
∈ O∼

(
n3d8s+1(h+ d)

)
. (6.14)
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Puesto que h(λs) ≤ h(a) para todo s, por [DKS13, Lemma 2.37 (3)] tenemos que

h0 ≤ h(Bλs) + degBλs
(
h(a) + log(n− s) + log(n+ 1)

)
.

Combinando esto con (6.11) y la Observación 6.1.1 deducimos que h0 ∈ O∼
(
nd3s(h+

rnd)
)
. Por lo tanto Dh0 ∈ O∼

(
n2d6s+1(h + rnd)

)
lo que, junto con (6.14), prueba

el lema.

Finalmente estamos en condiciones de estimar la altura de Lλs(p
s+1).

Corolario 6.3.4. h
(
Lλs(p

s+1)
)
∈ O∼

(
n3d8s+1(h+ rd)

)
para 1 ≤ s ≤ r − 1.

Demostración. Obsérvese que h
(
Lλs(p

s+1)
)

= h(βλs)+h
(
Bλs(p

s+1)
)

paraWλs 6= ∅,
y que h

(
Lλs(p

s+1)
)

= h(µλs) paraWλs = ∅. Puesto que h(ps+1) ≤ h(b), por [DKS13,
Lemma 2.37 (3)] tenemos que

h
(
Bλs(p

s+1)
)
≤ h(Bλs) + degBλs

(
h(b) + log(n− s)

)
.

Teniendo en cuenta la Observación 6.1.1 y (6.11), de la desigualdad anterior dedu-
cimos h

(
Bλs(p

s+1)
)
∈ O∼

(
nd3s(h + rnd)

)
. Comparando esto con (6.10) y el Lema

6.3.3 obtenemos la estimación del lema.

Como consecuencia del Lema 6.3.1 y del Corolario 6.3.4 estamos en condiciones
de estimar la altura del múltiplo N de todos los primos “unlucky”.

Teorema 6.3.5. El entero N de (6.2) satisface h(N) ∈ O∼
(
n3d8r−7(h+ rd)

)
.

Demostración. Nótese que h(detλ) ≤ log(n!) + nh(a) ∈ O∼(rn). Esto, junto con el
Lema 6.3.1 y el Corolario 6.3.4, fácilmente implican el teorema.
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Caṕıtulo 7

Cálculo de una representación de
Kronecker

Sean F1, . . . , Fr ∈ Z[X], como en el Caṕıtulo 5, polinomios que definen una suce-
sión regular reducida. En esta sección describimos un algoritmo y establecemos una
cota superior para la complejidad bit del cálculo de una representación de Kronecker
de una fibra cero–dimensional π−1

r (pr) de V(F1, . . . , Fr). Con este propósito, siguien-
do la sugerencia de [GLS01], realizamos este cálculo módulo un número primo p y
aplicamos levantamiento p–ádico para recuperar los enteros de una representación
de Kronecker de π−1

r (pr) sobre Q. Suponiendo dado un primo “lucky” p, la comple-
jidad del cálculo de una representación de Kronecker de una fibra cero–dimensional
de V(F1,p, . . . , Fr,p) fue analizada en [CM06]. Por otra parte, la complejidad del pa-
so de levantamiento p–ádico fue analizada en [GLS01]. Consecuentemente, en este
caṕıtulo analizamos el costo de calcular un primo “lucky” (Proposición 7.1.2) y ob-
tenemos una cota superior para la complejidad bit del cálculo de una representación
de Kronecker de π−1

r (pr) sobre Q (Teorema 7.3.1).

7.1. Cálculo de una representación de Kronecker

módulo p

Sean S := {0, . . . , a} y T := {0, . . . , b}, donde a := b8Dc y b := b9Dc. Supóngase
que hemos elegido (λ,p) ∈ Sn

2×Tn−1 al azar. El siguiente resultado afirma que esta
elección satisface R(λ) 6= 0 y Nλ(p) 6= 0 con alta probabilidad.

Lema 7.1.1. Sea (λ,p) un punto elegido uniformemente al azar en Sn
2 × Tn−1.

Entonces R(λ) 6= 0 y Nλ(p) 6= 0 con probabilidad mayor que 7
9
.

Demostración. Puesto que deg R ≤ D, por el Lema 2.2.1 vemos que para una elec-
ción al azar de λ en Sn

2
resulta R(λ) 6= 0 con probabilidad mayor que 7

8
. De forma

similar, puesto que deg(Nλ) ≤ D, para un punto p elegido uniformemente al azar en
Tn−1, la probabilidad condicional de que Nλ(p) 6= 0, dado que R(λ) 6= 0, es mayor
que 8

9
. Esto concluye la demostración del lema.

83



Cálculo de una representación de Kronecker Caṕıtulo 7

Para una tal elección de λ y p, sea N el entero del Teorema 5.3.1. De acuerdo
con el Teorema 6.3.5 podemos elegir H ∈ N tal que

h(N) ≤ H y logH ∈ O∼
(

log(drnh)
)
. (7.1)

Ahora podemos estimar la complejidad del cálculo de un primo “lucky” p de “baja”
longitud bit.

Proposición 7.1.2. Existe un algoritmo probabiĺıstico que toma H como entrada
y calcula un primo p con 12H + 1 ≤ p ≤ 24H tal que p - N. El algoritmo utiliza
O∼
(

log2(drnh)
)

operaciones bit y su resultado es correcto con probabilidad al menos
3
4
.

Demostración. La proposición se sigue aplicando el Lema 2.2.2 con B = mH, M =
N, m = 12 y k = 5 + log log(12H), y teniendo en cuenta (7.1).

Supóngase que hemos calculado un primo “lucky” p como en la Proposición 7.1.2.
Supóngase además que tenemos un straight–line program de longitud a lo sumo L,
sin divisiones y con parámetros enteros, que representa los polinomios F1, . . . , Fr. Sea
Y := (Y1, . . . , Yn) := λX. Como sabemos, la matriz λp es no singular y las formas
lineales Y p := (Y1,p, . . . , Yn,p) forman un nuevo conjunto de variables para Fp[X].
Como en el Caṕıtulo 5 denotamos con Fj(Y1, . . . , Yn) el polinomio que se obtiene
expresando a Fj en las variables Y1, . . . , Yn para 1 ≤ j ≤ r. Definimos de manera
similar Fj,p(Y1,p, . . . , Yn,p) (1 ≤ j ≤ r). Los algoritmos que se describen más abajo
suponen que previamente se ha realizado el cambio de variables (X1, . . . , Xn) →
(Y1, . . . , Yn), lo que no afecta significativamente el costo de representación de los
polinomios de entrada. En efecto, la identidad X = λ−1

p Y p se puede interpretar
como un straight–line program σ en Fp[Y1,p, . . . , Yn,p] con entradas Y1,p, . . . , Yn,p cuyo
conjunto de parámetros está formado por los parámetros de β y por las entradas
de λ−1

p . Es claro que σ contiene n2 multiplicaciones por escalares en Fp y n(n − s)
sumas en Fp[Y p]. Concatenando σ con β obtenemos el siguiente resultado.

Observación 7.1.3. A partir de β y λ−1
p obtenemos un straight–line program βp en

Fp[Y1,p, . . . , Yn,p], sin divisiones, de longitud a lo sumo L + 2n2 − n, que representa
los polinomios F1,p(Y1,p, . . . , Yn,p), . . . , Fr,p(Y1,p, . . . , Yn,p).

En lo que sigue suponemos que el cambio de variables Y = λX ya ha sido
realizado y por simplicidad escribimos F1, . . . , Fr en lugar de F1(Y ), . . . , Fr(Y ).

Puesto que claramente el entero H de (7.1) puede elegirse con H ≥ 5n2dδ4, pode-
mos suponer que p > 60n2dδ4. Por lo tanto podemos aplicar el algoritmo descripto
en [CM06] para calcular la representación de Kronecker de la fibra de levantamiento
Vprp .

El algoritmo comienza calculando la representación de Kronecker de la fibra Vp1p
de la hipersuperficie {F1,p = 0} con Yn,p como elemento primitivo. Con las notacio-
nes de la Proposición 5.3.3, tal representación consiste solo del polinomio minimal
Q1
(
p1, T

)
de Yn,p módulo J1,p. Puesto que, con las notaciones del Caṕıtulo 4, es

J1,p =
(
F1,p(p

1
p, Yn,p)

)
, vemos que Fp[Vp1p ] = Fp[Yn,p]/

(
F1,p(p

1
p, Yn,p)

)
. Se sigue que

Q1
(
p1
p, T
)

coincide con el polinomio F1,p(p
1
p, T ) dividido por su coeficiente principal.
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Luego el algoritmo procede en r−1 etapas. Para s ∈ {1, . . . , r−1}, la s–ésima eta-
pa recibe como entrada una representación de Kronecker Qs(psp, T ),W s

n−s+2(psp, T ),
. . . ,W s

n(psp, T ) de Js,p y entrega como salida una representación de Kronecker

Qs+1(ps+1
p , T ),W s+1

n−s+1(ps+1
p , T ), . . . ,W s+1

n (ps+1
p , T ) de Js+1,p. Esta etapa, cuyo cos-

to se analiza más abajo, consiste en dos tareas principales, llamadas el paso de
levantamiento y el paso de intersección.

Previamente estimamos el costo del pasaje de una representación a otra.

Lema 7.1.4. El pasaje de una representación de Kronecker a una representación
univariada de Js,p o viceversa se puede realizar con complejidad bit O∼

(
sδs log p

)
.

Demostración. Por el Lema 2.1.28, un cambio de representación de Js,p con el mismo
elemento primitivo requiere s − 1 multiplicaciones y a lo sumo una inversión en
Fp[T ]/(Qs(psp, T )). El lema se sigue teniendo en cuenta que tanto una multiplicación
como una inversión en Fp[T ]/(Qs(psp, T )) se pueden realizar por medio del Algoritmo
de Euclides extendido con O∼(δs) operaciones aritméticas en Fp.

Paso de levantamiento

En el paso de levantamiento calculamos la representación de Kronecker
Qs(ps+1

p , Yn−s,p, T ),W s
n−s+2(ps+1

p , Yn−s,p, T ), . . . ,W s
n(ps+1

p , Yn−s,p, T ) de Ks,p con ele-
mento primitivo Yn−s+1,p, a partir de la representación univariada de Js,p con el mis-
mo elemento primitivo Yn−s+1,p. Ahora bien, por la Observación 4.3.2, vemos que es
suficiente calcularQs(ps+1

p , Yn−s,p, T ),W s
n−s+2(ps+1

p , Yn−s,p, T ), . . . ,W s
n(ps+1

p , Yn−s,p, T )
con precisión (Yn−s,p − pn−s,p)δs+1 en Fp[Yn−s,p, T ].

La herramienta básica para realizar este cálculo es el Algoritmo de Newton global
de [GLS01] que resumimos en la siguiente proposición. Si h es un entero positivo,
denotamos con a(h) el costo de las operaciones aritméticas en R/Ih.

Proposición 7.1.5. Sea R un anillo conmutativo ı́ntegro e I un ideal de R. Sea k
una potencia de 2. Existe un algoritmo que toma como entrada:

n polinomios F := (F1, . . . , Fn) en R[X] dados por un straight–line program
β de longitud L;

una forma lineal U := λ1X1 + · · ·+ λnXn en R[X];

un polinomio mónico q(T ) de grado δ en R[T ];

n polinomios v := (v1, . . . , vn) de grados estrictamente menores que δ en R[T ];

tales que en (R/I)[T ]/(q(T )) se satisfacen las siguientes condiciones:

F (v) ≡ 0;

T ≡ U(v);

si J es el determinante Jacobiano de F1, . . . , Fn con respecto a X1, . . . , Xn,
J(v) es inversible;
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y entrega como salida:

un polinomio mónico Q(T ) de grado δ en R[T ] tal que Q ≡ q mód R[T ]I;

n polinomios V := (V1, . . . , Vn) de grados estrictamente menores que δ tales
que Vi ≡ vi mód R[T ]I para 1 ≤ i ≤ n y que satisfacen

F (V ) ≡ 0 y T ≡ U(V ) en (R/Ik)[T ]/(Q(T )).

Los coeficientes de Q y V están únivocamente determinados por las condiciones
anteriores módulo Ik. El algoritmo se ejecuta con complejidad

O
(
(nL+ n4)M(δ)

log k∑
j=0

a(2j)
)
.

Sea Qs(psp, T ), V s
n−s+2(psp, T ), . . . , V s

n (psp, T ) la representación univariada de Js,p
con elemento primitivo Yn−s+1,p. Observemos que por la Proposición 5.3.4 tal re-
presentación es la especialización en Yn−s,p = pn−s,p de la representación univa-
riada Qs(ps+1

p , Yn−s,p, T ), V s
n−s+2(ps+1

p , Yn−s,p, T ), . . . , V s
n (ps+1

p , Yn−s,p, T ) de Ks,p con
elemento primitivo Yn−s+1,p. Notemos además que, si J es el determinante Ja-
cobiano de F1,p(p

s+1
p , Yn−s,p, . . . , Yn,p), . . . , Fs,p(p

s+1
p , Yn−s,p, . . . , Yn,p) con respecto a

Yn−s+1,p, . . . , Yn,p, entonces la especialización de J en Yn−s,p = pn−s,p coincide con el
determinante Jacobiano de F1,p(p

s
p, Yn−s+1,p, . . . , Yn,p), . . . , Fs,p(p

s
p, Yn−s+1,p, . . . , Yn,p)

con respecto a Yn−s+1,p, . . . , Yn,p y que, por el Lema 4.1.4, este determinante es in-
versible en Fp[Yn−s+1,p, . . . , Yn,p]/Js,p. A partir de estas observaciones es claro que, si
X := (Yn−s+1,p, . . . , Yn,p), R := Fp[Yn−s,p] e I ⊂ R es el ideal I := (Yn−s,p − pn−s,p),
las condiciones de la Proposición 7.1.5 se satisfacen para U := Yn−s+1, q(T ) :=
Qs(psp, T ), F :=

(
F1,p(p

s+1
p , Yn−s,p, . . . , Yn,p), . . . , Fs,p(p

s+1
p , Yn−s,p, . . . , Yn,p)

)
y v :=(

T, V s
n−s+2(psp, T ), . . . , V s

n (psp, T )
)
.

En consecuencia, si k := 2blog(δs+1)c, el algoritmo de la Proposición 7.1.5 calcu-
la los polinomios Qs(ps+1, Yn−s,p, T ), V s

n−s+2(ps+1, Yn−s,p, T ), . . . , V s
n (ps+1

p , Yn−s,p, T )
con precisión (Yn−s,p−pn−s)δs+1. Luego,W s

n−s+2(ps+1, Yn−s,p, T ), . . . ,W s
n(ps+1

p , Yn−s,p, T )
se pueden obtener a partir de las identidades

W s
j (ps+1

p , Yn−s,p, T ) ≡ V s
j (ps+1, Yn−s,p, T )

d

dT
Qs(ps+1, Yn−s,p, T ) (n−s+2 ≤ j ≤ n)

en el anillo (R/Ik)[T ]/(Qs(ps+1, Yn−s,p, T )). En conclusión, obtenemos el siguiente
resultado.

Proposición 7.1.6. Existe un algoritmo determińıstico que recibe como entrada:

un straight–line program de longitud L que representa los polinomios F1,p, . . . ,Fs,p;

la representación densa de los polinomios en Fp[T ] que forman la representa-
ción univariada de Js,p con elemento primitivo Yn−s+1,p;
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y entrega como salida la representación densa de los polinomios en Fp[Yn−s,p, T ] que
forman la representación de Kronecker de Ks,p con elemento primitivo Yn−s+1,p. El
algoritmo utiliza O∼

(
(nL+ n4)δ2

s log p
)

operaciones bit.

Demostración. En este caso a(h) es la complejidad bit de las operaciones aritméticas
en Fp[Yn−s,p]/(Yn−s,p − pn−s)h, con lo cual a(h) ∈ O

(
M(h)U(log p)

)
. Dado que

blog(δs+1)c∑
j=0

M(2j) ≤M(k)

blog(δs+1)c∑
j=0

1/2j ∈ O(M(δs)),

deducimos que el algoritmo de la Proposición 7.1.5 calcula las aproximaciones de
Qs(ps+1, Yn−s,p, T ), V s

n−s+2(ps+1, Yn−s,p, T ), . . . , V s
n (ps+1

p , Yn−s,p, T ) con precisión

(Yn−s,p − pn−s,p)
δs+1 utilizando O

(
(nL + n4)M(δs)

2U(log p)
)

operaciones bit. Te-
niendo en cuenta que una multiplicación en (R/Ik)[T ]/(Qs(ps+1, Yn−s,p, T )) requiere
O(M(δs)) operaciones aritméticas en R/Ik = Fp[Yn−s,p]/(Yn−s,p−pn−s,p)δs+1, y por lo
tanto O

(
M(δs)

2U(log p)
)

operaciones bit, se deduce que el procedimiento se ejecuta
en la complejidad bit anunciada en la proposición.

Paso de intersección

La entrada del paso de intersección es la salida del algoritmo de la Proposi-
ción 7.1.6, a saber, la representación de Kronecker de Ks,p con elemento primi-
tivo Yn−s+1,p. Sea Qs(ps+1

p ,Yn−s,p, T ), V s
n−s+2(ps+1

p ,Yn−s,p, T ), . . . , V s
n (ps+1

p , Yn−s,p, T )
la correspondiente representación univariada. La salida es la representación univa-
riada Qs+1(ps+1

p , T ), V s
n−s+1(ps+1

p , T ), . . . , V s+1
n (ps+1

p , T ) de Js+1,p con elemento pri-
mitivo Yn−s,p. Considérese Fs+1,p como un elemento de Fp[Y1,p, . . . , Yn,p] y def́ınase
h ∈ Fp(Yn−s,p)[T ] por

h(T ) := Fs+1,p

(
ps+1
p , Yn−s,p, T, V

s
n−s+2(ps+1

p , T ), . . . , V s
n (ps+1

p , T )
)

mód
(
Qs(ps+1

p , Yn−s,p, T )
)
.

El siguiente resultado proporciona una expresión para Qs+1(ps+1
p , T ) a partir de la

cual podremos calcular este polinomio eficientemente.

Proposición 7.1.7. Se satisface

Qs+1(ps+1
p , Yn−s,p) = εResT

(
h(T ), Qs(ps+1

p , Yn−s,p, T )
)
,

para algún ε ∈ Fp \ {0}.

Demostración. Sea Mh la matriz de la homotecia de multiplicación por h en
Fp(Yn−s,p)[T ]/

(
Qs(ps+1

p , Yn−s,p, T )
)

con respecto a la base {1, T, . . . , T δs−1}. Tene-
mos que (ver, por ejemplo, [EM07, Proposition 5.4]):

det(Mh) = ResT
(
h(T ), Qs(ps+1

p , Yn−s,p, T )
)
.

Considérese el isomorfismo de Fp(Yn−s,p)–álgebras

Φ : Fp(Yn−s,p)[Yn−s+1,p, . . . , Yn,p]/K
e

s,p → Fp(Yn−s,p)[T ]/
(
Qs(ps+1

p , Yn−s,p, T )
)
,
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que aplica Yn−s+1,p mód Kes,p en T mód
(
Qs(ps+1

p , Yn−s,p, T )
)
. Sea S una nueva

indeterminada y χ ∈ Fp[Yn−s,p][S] el polinomio caracteŕıstico de la homotecia de
multiplicación por Fs+1,p(p

s+1
p , Yn−s,p, . . . , Yn,p) módulo Kes,p. Sea χ0 ∈ Fp[Yn−s,p] el

término constante de χ. Puesto que Φ aplica Fs+1,p(p
s+1
p , Yn−s,p, . . . , Yn,p) mód Kes,p

en h mód
(
Qs(ps+1

p , Yn−s,p, T )
)
, χ coincide con el polinomio caracteŕıstico de la

homotecia de multiplicación por h módulo
(
Qs(ps+1

p , Yn−s,p, T )
)
. Por lo tanto χ0 =

(−1)δs det(Mh). Por otra parte, como la hipersuperficie {Fs+1,p(p
s+1
p , Yn−s,p, . . . , Yn,p) =

0} interseca la curva de levantamiento Wps+1
p

en la fibra finita Vps+1
p

, el polino-

mio Fs+1,p

(
ps+1
p , Yn−s,p, . . . , Yn,p

)
no es un divisor de cero en Fp[Yn−s,p, . . . , Yn,p]/Ks,p.

Puesto que J s+1,p = Ks,p +
(
Fs+1,p(p

s+1
p , Yn−s,p, . . . , Yn,p)

)
, por [DL08, Proposition

2.7] deducimos que χ0(T ) coincide, salvo multiplicación por elementos de Fp\{0}, con
el polinomio caracteŕıstico de Yn−s,p en Fp[Yn−s,p, . . . , Yn,p]/J s+1,p. Puesto que Yn−s,p
induce un elemento primitivo para J s+1,p, concluimos que χ0(T ) = εQs+1(ps+1

p , T )

para algún ε ∈ Fp \ {0}. Esto finaliza la demostración de la Proposición.

Ahora discutimos el cálculo de los polinomios V s+1
n−s+1(ps+1

p ,T ), . . . ,V s+1
n (ps+1

p ,T ).
Sea Qs+1(ps+1

p , T ) = q1 · · · q` la factorización en irreducibles de Qs+1(ps+1
p , T ) en

Fp[T ]. A continuación describimos cómo calcular V s+1
j (ps+1

p , T ) mód qk para n −
s + 1 ≤ j ≤ n y 1 ≤ k ≤ `. Luego los polinomios V s+1

j (ps+1
p , T ) se pueden re-

cuperar por medio del Teorema chino del resto. Para 1 ≤ k ≤ `, sea a la clase
residual de T en Fp[T ]/(qk). Sea L = Fp[T ]/(qk). Por lo tanto, L := Fp[a] es una
extensión finita de Fp que contiene a la ráız a de Qs+1(ps+1

p , T ). Sea L la clau-

sura algebraica de L. Tenemos un isomorfismo de cuerpos L = Fp. Por la Ob-
servación 5.2.3 sabemos que ρs

(
λsp, (p

s+1
p , a)

)
6= 0. Por lo tanto, (ps+1

p , a) es un
punto de levantamiento de πs,p e Yn−s+1,p induce un elemento primitivo de la fibra
de levantamiento π−1

s,p(ps+1
p , a). Además, Ks,p + (Yn−s − a) es un ideal radical de

Fp[X] por el Lema 4.1.2, y en consecuencia es el ideal anulador de π−1
s,p(ps+1

p , a). Sea
qa, wa,n−s+2, . . . , wa,n la representación de Kronecker de Ks,p+(Yn−s−a) con elemen-
to primitivo Yn−s+1,p. Sea Qs

p,W
s
n−s+2,p, . . . ,W

s
n,p la representación de Kronecker de

Is,p con elemento primitivo Yn−s+1,p. Por la Proposición 4.3.3 las especializaciones de
Qs
p,W

s
n−s+2,p, . . . ,W

s
n,p en Y1,p = p1,p, . . . , Yn−s−1,p = pn−s−1,p, Yn−s,p = a coinciden

con qa, wa,n−s+2, . . . , wa,n. Puesto que los polinomios de entrada Qs(ps+1
p , Yn−s,p, T ),

W s
n−s+2(ps+1

p , Yn−s,p, T ), . . . ,W s
n(ps+1

p , Yn−s,p, T ) coinciden con las especializaciones
deQs

p,W
s
n−s+2,p, . . . ,W

s
n,p en Y1,p = p1,p, . . . , Yn−s−1,p = pn−s−1,p, vemos que qa, wa,n−s+2, . . . , wa,n

se pueden obtener sustituyendo Yn−s,p por a enQs(ps+1
p , Yn−s,p, T ),W s

n−s+2(ps+1
p , Yn−s,p, T ), . . . ,W s

n(ps+1
p , Yn−s,p, T ).

Por lo tanto podemos calcular la correspondiente representación univariada qa, va,n−s+2, . . . , va,n
mediante las identidades va,j = (q′a)

−1wa,j mód qa para n − s + 2 ≤ j ≤ n. Sea
g(Yn−s+1,p) := Fs+1,p

(
ps+1
p , a, Yn−s+1,p, va,n−s+2(Yn−s+1,p), . . . , va,n(Yn−s+1,p)

)
. Ahora

V s+1
n−s+1(ps+1

p , a), . . . , V s+1
n (ps+1

p , a) se puede calcular utilizando las siguientes identi-
dades (ver, por ejemplo, [DL08]):

Yn−s+1,p − V s+1
n−s+1(ps+1

p , a) = gcd
(
g(Yn−s+1,p), qa(Yn−s+1,p)

)
,

V s+1
j (ps+1

p , a) = va,j
(
V s+1
n−s+2(ps+1

p , a)
)

(n− s+ 2 ≤ j ≤ n).
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Más precisamente, estas identidades nos permiten calcular V s+1
j (ps+1

p , T ) mód Qk

para n − s + 1 ≤ j ≤ n. Habiendo hecho esto para 1 ≤ k ≤ `, podemos recuperar
V s+1
n−s+1(ps+1

p , T ), . . . , V s+1
n (ps+1

p , T ) por el Teorema chino del resto.
Como se muestra en [CM06, Section 4], los cálculos anteriores pueden transfor-

marse en un procedimiento efectivo a partir del cual obtenemos el siguiente resultado
(ver [CM06, Proposition 4.7]).

Proposición 7.1.8. Existe a algoritmo probabiĺıstico que recibe como entrada

un straight–line program de longitud a lo sumo L que representa el polinomio
Fs+1,p;

la representación densa de los polinomios en Fp[Yn−s,p, T ] que forman la repre-
sentación de Kronecker de Ks,p con elemento primitivo Yn−s+1,p;

y entrega como salida la representación densa de los polinomios en Fp[T ] que forman
la representación univariada de Js+1,p con elemento primitivo Yn−s,p. Este algoritmo
utiliza un número esperado de O∼

(
(L + n)δs(dδs + log p) log p

)
operaciones bit y

devuelve el resultado correcto con probabilidad al menos 1− 1/60n.

Teniendo en cuenta las estimaciones de complejidad y de probabilidad del Lema
7.1.4 y de las Proposiciones 7.1.6 y 7.1.8 para 1 ≤ s ≤ r − 1, fácilmente deducimos
el siguiente resultado.

Teorema 7.1.9. Existe a algoritmo probabiĺıstico que recibe como entrada

un primo “lucky” p como en la Proposición 7.1.2;

los puntos λp ∈ Fn
2

p y pp ∈ Fn−1
p , que son las imágenes de λ y p módulo p;

un straight–line program de longitud a lo sumo L que representa los polinomios
F1,p, . . . , Fr,p;

y entrega como salida la representación de Kronecker (la representación univariada)
de Jr,p con elemento primitivo Yn−r+1,p. Este algoritmo utiliza un número esperado
de O∼

(
r(nL+n5)δ(dδ+ log p) log p

)
operaciones bit y devuelve el resultado correcto

con probabilidad al menos 1− 1/12.

7.2. Levantando los enteros

Sea s con 1 ≤ s ≤ r y sea p un primo “lucky” como en la Proposición 5.3.1. Hemos
visto que la representación de Kronecker Qs(psp, T ), W s

n−s+2(psp, T ), . . . ,W s
n(psp, T ) ∈

Fp[T ] de la Proposición 5.3.3 y la correspondiente representación univariadaQs(psp, T ),
V s
n−s+2(psp, T ), . . . , V s

n (psp, T ) de la Proposición 5.3.4 se obtienen reduciendo módulo p
los enteros de la representación de KroneckerQs(ps, T ),W s

n−s+2(ps, T ), . . . ,W s
n(ps, T )

de la Proposición 5.3.2 y de la correspondiente representación univariada
Qs(ps, T ), V s

n−s+2(ps, T ), . . . , V s
n (ps, T ). Además, por el Lema 4.1.4 el determinante

Jacobiano de los polinomios F1,p(p
s
p, Yn−s+1,p, . . . , Yn,p), . . . , Fs,p(p

s
p, Yn−s+1,p, . . . , Yn,p)

89



Cálculo de una representación de Kronecker Caṕıtulo 7

con respecto a Yn−s+1,p, . . . , Yn,p es inversible en Fp[Yn−s+1,p, . . . , Yn,p]/J s,p. Siguiendo
a [GLS01], con estas condiciones podemos aplicar el Algoritmo de Newton global de
la Proposición 7.1.5, con R = Z e I = pZ, y el algoritmo de reconstrucción racional
de la Proposición 2.2.3 obteniendo el siguiente resultado (ver [GLS01, Theorem 2 y
Lemma 4]).

Proposición 7.2.1. Supóngase que son dados:

un straight–line program de longitud a lo sumo L que evalúa los polinomios
F1, . . . , Fs;

un número primo “lucky” p como en la Proposición 5.3.1;

los polinomios Qs(psp, T ),W s
n−s+2(psp, T ), . . . ,W s

n(psp, T ) (respectivamente
Qs(psp, T ), V s

n−s+2(psp, T ), . . . , V s
n (psp, T )).

Entonces, si k es una potencia de 2, las aproximaciones p–ádicas de orden k de los
polinomios Qs(ps, T ),W s

n−s+2(ps, T ), . . . ,W s
n(ps, T ) se pueden calcular utilizando

O
(
(nL+ n4)U(δs)U(k log p)

)
operaciones bit. Además, si ηs es una cota superior para las alturas de los polino-
mios Qs(ps, T ),W s

n−s+2(ps, T ), . . . ,W s
n(ps, T ) tal que log p < ηs, estos polinomios se

pueden reconstruir con O∼
(
(nL+ n4)δsηs

)
operaciones bit. Lo mismo vale verbatim

sustituyendo W s
n−s+2(ps, T ), . . . ,W s

n(ps, T ) por V s
n−s+2(ps, T ), . . . , V s

n (ps, T ).

Corolario 7.2.2. Con las hipótesis y notaciones anteriores, supóngase además que
p es un primo como en la Proposición 7.1.2. Entonces Qs(ps, T ),W s

n−s+2(ps, T ), . . . ,
W s
n(ps, T ) se pueden reconstruir con

O∼
(
(n2L+ n5)δsd

s−1(h+ rd)
)

operaciones bit y los polinomios Qs(ps, T ), V s
n−s+2(ps, T ), . . . , V s

n (ps, T ) con O∼
(
(n2L+

n5)δsd
2s−1(h+ rd)

)
operaciones bit.

Demostración. Basta notar que log p ∈ O∼
(
log(drnh)

)
. Por la Proposición 6.1.6 de-

ducimos que existe una cota ηs para las alturas de los polinomiosQs(ps, T ),W s
n−s+2(ps, T ),

. . . ,W s
n(ps, T ) con ηs ∈ O∼

(
nds−1(h+rd)

)
y una cota η′s para las alturas de los poli-

nomios Qs(ps, T ), V s
n−s+2(ps, T ), . . . , V s

n (ps, T ) con η′s ∈ O∼
(
nd2s−1(h+ rd)

)
y tales

que log p < ηs, η
′
s. El corolario se sigue de la última afirmación de la proposición

anterior.

7.3. Una representación de Kronecker sobre los

racionales

Combinando el algoritmo subyacente al Teorema 7.1.9 con el procedimiento de
levantamiento p–ádico de la Proposición 7.2.1 obtenemos un algoritmo probabiĺıstico
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para calcular una representación de Kronecker de una fibra cero–dimensional de la
variedad definida por F1, . . . , Fr.

Más precisamente, supóngase que F1, . . . , Fr están dados por un straight–line
program β de longitud a lo sumo L con parámetros enteros. Primeramente elegimos
al azar un punto (λ,p) ∈ Sn

2 × Tn−1 tal que R(λ) 6= 0 y Nλ 6= 0. Luego calculamos
un primo “lucky” p como en la Proposición 7.1.2. Por la Observación 7.1.3, obtene-
mos un straight–line program βp de longitud a lo sumo O(L + n2) que representa
los polinomios F1,p(Y p), . . . , Fr,p(Y p). Luego, mediante el algoritmo que subyace al
Teorema 7.1.9, calculamos la representación de Kronecker Qr

p,W
r
1,p, . . . ,W

r
n,p de la

fibra de levantamiento Vprp con elemento primitivo Yn−r+1,p. Finalmente, aplicando
el algoritmo que subyace a la Proposición 7.2.1 levantamos estos polinomios a la
representación de Kronecker Qr,W r

1 , . . . ,W
r
n de la fibra de levantamiento Vpr con

elemento primitivo Yn−r+1. Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 7.3.1. Existe un algoritmo probabiĺıstico que recibe como entrada un
straight–line program β de longitud a lo sumo L que representa los polinomios
F1, . . . , Fr, y entrega como salida una representación de Kronecker de una fibra
cero–dimensional de V(F1, . . . , Fr) con probabilidad al menos 77

144
. Si h es una cota

superior para la longitud bit de los coeficientes de F1, . . . , Fr y los parámetros en β,
entonces la complejidad bit del algoritmo es del orden de

O∼
(
r(nL+ n5)δ(dδ + ndrh)

)
.

Demostración. Denótese con Cp la complejidad bit del cálculo de un primo “lucky” p
y con η una cota superior para las alturas de los enteros en la salida. Combinando las
estimaciones de complejidad del Teorema 7.1.9 y de la Proposición 7.2.1, el algoritmo
descripto se ejecuta en la complejidad bit

O∼
(
r(nL+ n5)δ

(
(dδ + log p) log p+ η

))
+ Cp.

Por la Proposición 6.1.6 podemos tomar η ∈ O∼
(
ndr−1(h + rd)

)
. Por lo tanto,

teniendo en cuenta la estimación para Cp en la Proposición 7.1.2, obtenemos la
estimación de complejidad del teorema.

Finalmente, la afirmación sobre la probabilidad de éxito del algoritmo se deduce
del Lema 7.1.1 y las estimaciones para la probabilidad de éxito de la Proposición
7.1.2 y el Teorema 7.1.9.

El siguiente resultado estima el costo de calcular una representación univariada.

Teorema 7.3.2. Existe un algoritmo probabiĺıstico que, a partir de la entrada del
Teorema 7.3.1, calcula una representación univariada de una fibra cero–dimensional
de V(F1, . . . , Fr) con complejidad bit

O∼
(
r(nL+ n5)δ(dδ + nd2rh)

)
.

Demostración. El teorema se deduce mediante los mismos argumentos de la demos-
tración del Teorema 7.3.1. Basta tener en cuenta que, en este caso, de acuerdo con
la Proposición 6.1.6, la cota η′ para las alturas de los enteros en la salida satisface
η′ ∈ O∼

(
nd2r−1(h+ rd)

)
.
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En el Caṕıtulo 8 necesitaremos recuperar una parametrización de las variables
originales X1, . . . , Xn. En este sentido tenemos el siguiente resultado.

Corolario 7.3.3. Sean F1, . . . , Fn ∈ Z[X] polinomios de grados a lo sumo d, que
forman una sucesión regular reducida. Existe un algoritmo probabiĺıstico que recibe
como entrada un straight–line program β de longitud a lo sumo L que represen-
ta los polinomios F1, . . . , Fn, y entrega como salida una representación univariada
Q, V1, . . . , Vn de la variedad cero–dimensional V(F1, . . . , Fn) con elemento primitivo
U tal que se satisface la siguiente igualdad de ideales:

(F1, . . . , Fn) =
(
Q(U), X1 − V1(U), . . . , Xn − Vn(U)

)
. (7.2)

Sea δ el grado del sistema de entrada y h una cota superior para la longitud bit de
los coeficientes de F1, . . . , Fn y los parámetros en β. Entonces el algoritmo entrega
una respuesta correcta con probabilidad al menos 77

144
y se ejecuta con complejidad

bit
O∼
(
n(nL+ n5)δ(dδ + nd2nh)

)
.

Demostración. Por la Proposición 7.1.2 y el Teorema 7.1.9 existe un algoritmo pro-
babiĺıstico que calcula una matriz λ ∈ Zn2 \ {0} y un primo “lucky” p como en la
Proposición 5.3.1 tales que h(λ) ∈ O∼(n log d) y log p ∈ O∼

(
log(dnh)

)
, y la represen-

tación univariada Qp, Ṽ2,p, . . . , Ṽn,p de la variedad cero–dimensional V(F1,p, . . . , Fn,p)
con elemento primitivo Y1,p tal que se satisface la siguiente igualdad de ideales en
Fp[X]:

(F1,p, . . . , Fn,p) =
(
Qp(Y1,p), Y2,p − Ṽ2,p(Y1,p), . . . , Yn,p − Ṽn,p(Y1,p)

)
.

Aqúı Yi := λi ·X para 1 ≤ i ≤ n. Sea Q, Ṽ2, . . . , Ṽn la correspondiente represen-
tación univariada sobre Q de V(F1, . . . , Fn) con elemento primitivo Y1. Sea λ−1 :=

(µjk)1≤j,k≤n la inversa de λ. Definimos Vj :=
∑n

k=1 µjkṼk para 1 ≤ j ≤ n, donde

Ṽ1 := T . Asimismo, sea U := Y1. Por construcción, los polinomios Q, V1, . . . , Vn for-
man la representación univariada de V con elemento primitivo U tal que se satisface
(7.2). Además las reducciones modulares Qp, V1,p, . . . , Vn,p de los polinomios anterio-
res forman la representación univariada de V(F1,p, . . . , Fn,p) con elemento primitivo
Up tal que se satisface la igualdad de ideales

(F1,p, . . . , Fn,p) =
(
Qp(Up), X1 − V1,p(Up), . . . , Xn − Vn,p(Up)

)
.

Como en la demostración del Teorema 7.3.1 concluimos que el cálculo de los poli-
nomios Q, V1, . . . , Vn se puede realizar con complejidad bit

O∼
(
n(nL+ n5)δ

(
(dδ + log p) log p+ η

))
+ Cp,

donde η es una cota superior para las alturas de Q, V1, . . . , Vn. Para estimar η note-
mos que h(detλ), h(Mij) ≤ n log n+nh(λ) para todo menor (n−1)×(n−1)Mij de λ.
Teniendo en cuenta que h(λ) ∈ O∼(n log d), se concluye que h(λ−1) ∈ O∼(n2 log d).

Además, por la Proposición 6.1.6, sabemos que h(Ṽj) ∈ O∼(nd2n−1(h+d)) para 2 ≤
j ≤ n. A partir de las estimaciones anteriores concluimos que h(Vj) ∈ O∼

(
nd2n−1(h+

d)
)

para 1 ≤ j ≤ n. Por lo tanto podemos tomar η ∈ O∼
(
nd2n−1(h+ d)

)
, de donde

se sigue la estimación de complejidad de la proposición.
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Caṕıtulo 8

Interpolación impĺıcita

En este caṕıtulo F1, . . . , Fn ∈ Q[X] son polinomios de grado a lo sumo d y
altura a lo sumo h, que forman una sucesión regular reducida y definen la varie-
dad cero–dimensional V ⊂ An. Además, D := deg V es el grado de V y δ :=
máx1≤i≤n degV(F1, . . . , Fi) el grado del sistema F1 = 0, . . . , Fn = 0.

Consideramos el siguiente problema de interpolación impĺıcita:

Problema 8.0.1. Con las hipótesis y notaciones anteriores, sean x(1), . . . ,x(D) ∈
An los puntos de V . Se requiere:

Construir un espacio de interpolantes ΠV para el conjunto de nodos V ,
esto es, un subespacio ΠV ⊂ Q[X] tal que, para todo F ∈ Q[X], existe un
único interpolante PF ∈ ΠV que satisface PF (x(i)) = F (x(i)) para 1 ≤ i ≤ D.

Dado un polinomio F ∈ Q[X], hallar el correspondiente interpolante PF ∈ ΠV .

El objetivo de este caṕıtulo es exhibir un espacio de interpolantes ΠV para el
conjunto de nodos V como en el Problema 8.0.1 y describir un algoritmo que a
partir de los polinomios F1, . . . , Fn y F calcula una base de ΠV y el correspondiente
interpolante PF ∈ ΠV de F .

Los polinomios F1, . . . , Fn y F se suponen representados por un straight–line
program β, sin divisiones, de longitud a lo sumo L. En lo que sigue, por simplicidad y
sin pérdida de generalidad, suponemos que β tiene parámetros en Z y que F ∈ Z[T ].
Además denotamos con h una cota superior tanto para las alturas de los parámetros
de β como para las alturas de los polinomios F1, . . . , Fn.

8.1. Traza y dualidad

De fundamental importancia para nuestro propósito son las propiedades de las
trazas del anillo de coordenadas Q[V ] de la variedad V . En los párrafos siguientes
recordamos las definiciones y hechos básicos de la teoŕıa de trazas. Para las de-
mostraciones nos remitimos a [Kun86, Appendices E and F] (ver también [EM07,
Chapters 8 and 9]). Para los aspectos algoŕıtmicos de la teoŕıa de trazas pueden
consultarse, por ejemplo, [GH93], [BCRS96], [FGS95], [ABRW96], [GHH+97].
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Sea F ∈ Q[X] un polinomio arbitrario y denotemos por f su imagen en Q[V ].
Denotamos por χf ∈ Q[T ] el polinomio caracteŕıstico de la aplicación Q–lineal
definida por la homotecia ηf : Q[V ] → Q[V ] de multiplicación por f . Sea χf =
TD + bD−1T

D−1 + · · ·+ b0 ∈ Q[T ]. Entonces la norma N(f) y la traza Tr(f) de f
se definen como

N(f) := (−1)Db0 ∈ Q , T r(f) := −bD−1 ∈ Q.

Éstas coinciden con el determinante y la traza de ηf respectivamente. Definimos el
adjunto F ∗ de F como

F ∗ := (−1)D−1(FD−1 + bD−1F
D−2 + · · ·+ b1) ∈ Q[X].

También denotamos por f ∗ la imagen de F ∗ en Q[V ] y la llamamos la adjunta de
f . Puesto que χf (f) = 0, tenemos que f ∗f = N(f) en Q[V ].

Denotamos por Q[V ]∗ el espacio dual HomQ(Q[V ],Q). Definimos en Q[V ]∗ una
estructura de Q[V ]–módulo: Si (f, α) ∈ Q[V ]×Q[V ]∗, el producto f ·α es el elemento
de Q[V ]∗ definido por (f ·α)(g) = α(fg) para cada g ∈ Q[V ]. Bajo nuestras hipótesis
sobre F1, . . . , Fn tenemos queQ[V ]∗ es unQ[V ]–módulo libre de rango 1 (ver [Kun86,
Example F.19 y Corollary F.10], [EM07, Proposition 8.25]). Todo generador deQ[V ]∗

como Q[V ]–módulo se denomina una traza de Q[V ] sobre Q. Una traza de Q[V ] se
puede construir como sigue: Primero definimos la traza usual Tr de Q[V ] como el
elemento de Q[V ]∗ tal que la imagen de todo f ∈ Q[V ] v́ıa Tr es la traza de f arriba
definida. Denotemos por J el Jacobiano de F1, . . . , Fn con respecto a X1, . . . , Xn

y por J su imagen en Q[V ]. Entonces el elemento τ ∈ Q[V ]∗ definido como τ =
J −1 ·Tr es una traza de Q[V ] (ver, por ejemplo, [Kun86, Corollary F.12 y Example
F.19], [EM07, Proposition 9.24]). Por lo tanto la forma lineal τ induce una forma
bilineal no degenerada (f, g) ∈ Q[V ]×Q[V ] 7→ τ(fg) ∈ Q.

Recordemos la noción de Bezoutiano de una sucesión F1, . . . , Fn. Sea Y :=
(Y1, . . . , Yn) un vector de indeterminadas. EscribamosX(0) = X,X(k) = (Y1, . . . , Yk,
Xk+1, . . . , Xn) para 1 ≤ k ≤ n− 1 y X(n) = Y . El Bezoutiano B de F1, . . . , Fn se
define (ver, por ejemplo, [EM96], [EM07]) como el determinante

B := det((γj,k)1≤j,k≤n), (8.1)

donde γj,k es el polinomio de Q[X,Y ] definido por

γj,k =
Fj(X(k−1))− Fj(X(k))

Xk − Yk
(1 ≤ j, k ≤ n). (8.2)

Observación 8.1.1. Si los grados de F1, . . . , Fn están acotados por d, el Bezoutiano
B de F1, . . . , Fn tiene grado a lo sumo n(d− 1).

Para cada F ∈ Q[X] denotamos por FY el elemento de Q[Y ] definido por
FY = F (Y ). Sean aj, bj (1 ≤ j ≤ N) polinomios cualesquiera en Q[X] tales que
el Bezoutiano B de F1, . . . , Fn se puede escribir de la siguiente manera:

B ≡
N∑
j=1

ajb
Y
j (8.3)
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módulo el ideal (F1, . . . , Fn, F
Y
1 , . . . , F

Y
n ) de Q[X,Y ]. Sean āj, b̄j ∈ Q[V ] las imáge-

nes de aj, bj para 1 ≤ j ≤ N . Con las hipótesis y notaciones anteriores tenemos el
siguiente resultado (ver, por ejemplo, [EM07, Proposition 8.7]).

Proposición 8.1.2. Supóngase que al menos uno de los conjuntos āj (1 ≤ j ≤ N) o
b̄j (1 ≤ j ≤ N) es linealmente independiente sobre Q. Entonces N = D = dimQQ[V ]
y āj (1 ≤ j ≤ D) , b̄j (1 ≤ j ≤ D) son bases duales de Q[V ] con respecto a la forma
bilineal inducida por τ .

Con las hipótesis de la proposición anterior tenemos la siguiente fórmula de la
traza que vale para todo f ∈ Q[V ] (ver [Ive73], [Kun86, Example F.19], [EM07,
Section 8.1.3]) :

f =
D∑
j=1

τ(f b̄j)āj. (8.4)

Finalmente recordamos el siguiente resultado (ver, por ejemplo, [EM07, Corollary
4.32]).

Proposición 8.1.3. Sean x(1), . . . ,x(D) ∈ Cn los puntos de V . Entonces para todo
f ∈ Q[V ] vale la identidad

Tr(f) =
D∑
j=1

f(x(j)).

8.1.1. Estimaciones para la altura de las trazas

Las siguientes estimaciones para la altura de normas y trazas se encuentran en
[KPS01].

Lema 8.1.4. Sean F,G ∈ Q[X], sean f, g sus imágenes en Q[V ], y supongamos
que f no es un divisor de cero en Q[V ]. Entonces

h
(
N(g)

)
≤ deg(G)h(V ) + h(G)D + deg(G)D log(n+ 1),

h
(
Tr(f ∗g)

)
≤ máx{degF, degG}

(
h(V )+D log(n+1)

)
+
(

máx{h(F ), h(G)}+
1
)
D.

Corolario 8.1.5. Sean F1, . . . , Fn ∈ Z[X] polinomios de grado a lo sumo d y altura
a lo sumo h que forman una sucesión regular reducida y definen una variedad cero–
dimensional V ⊂ An de grado D. Sea U ∈ Z[X] una forma lineal que induce un
elemento primitivo u de V tal que h(U) ∈ O∼(n log d) y sea F ∈ Z[X] un polinomio
arbitrario. Sea τ la traza de Q[V ] definida anteriormente. Entonces

h
(
τ(fuj−1)

)
∈ O∼

((
dn + deg(F )

)
h(V ) +

(
nh+ dn + deg(F ) + h(F )

)
D
)

para 1 ≤ j ≤ D.
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Demostración. Sea J ∈ Q[V ] la imagen del Jacobiano J de F1, . . . , Fn. Puesto que
J −1 = J ∗/N(J ), es τ(fuj−1) = 1

N(J )
Tr(J ∗fuj−1) y por lo tanto

h
(
τ(fuj−1)

)
≤ h

(
N(J )

)
+ h
(
Tr(J ∗fuj−1)

)
. (8.5)

Por el Lema 8.1.4 tenemos que

h
(
N(J )

)
≤ deg(J)h(V ) + h(J)D + log(n+ 1) deg(J)D. (8.6)

Puesto que deg(J) ≤ nd y h(J) ∈ O∼
(
n(h+ d)

)
(Lema 6.2.2), concluimos que

h
(
N(J )

)
∈ O∼

(
ndh(V ) + n(h+ d)D

)
. (8.7)

De nuevo, por el Lema 8.1.4 tenemos que

h
(
Tr(J ∗fuj−1)

)
≤ máx{deg(J), deg(FU j−1)}

(
h(V ) +D log(n+ 1)

)
+(

máx{h(J), h(FU j−1)}+ 1
)
D. (8.8)

Para 1 ≤ j ≤ D, por el Lema 2.1.31 (́ıtem 2), tenemos que

h(U j−1) ≤ (j − 1)h(U) + (j − 2) log(n+ 1) ≤ D
(
h(U) + log(n+ 1)

)
,

y por lo tanto

h(FU j−1) ≤ h(F ) + h(U j−1) + mı́n{deg(F ), deg(U j−1)} log(n+ 1)

≤ h(F ) +D(h(U) + log(n+ 1)) + deg(U j−1) log(n+ 1)

≤ h(F ) +D
(
h(U) + 2 log(n+ 1)

)
.

Teniendo en cuenta que h(U) ∈ O∼(n log d) y D ≤ dn, resulta

h(FU j−1) ∈ O∼
(
h(F ) + dn

)
(1 ≤ j ≤ D).

Por otra parte, obtenemos

máx{deg(J), deg(FU j−1)} ≤ deg(F )+dn, máx{h(J), h(FU j−1)} ∈ O∼
(
nh+h(F )+dn

)
.

Sustituyendo las estimaciones anteriores en (8.8) resulta

h
(
Tr(J ∗fuj−1)

)
∈ O∼

((
deg(F ) + dn

)
h(V ) +

(
nh+ dn + deg(F ) + h(F )

)
D
)
.

Sustituyendo esta estimación junto con (8.7) en (8.5) se obtiene la estimación del
corolario.
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8.2. Construcción del espacio de interpolantes

En esta sección describimos un procedimiento simbólico para construir, a partir
de F1, . . . , Fn, una base {G1, . . . , GD} de un espacio de interpolantes ΠV para el
conjunto de nodos V del Problema 8.0.1 tal que degGj ≤ n(d− 1) para 1 ≤ j ≤ D.
Sean F1, . . . , Fn ∈ Q[X] polinomios de grado a lo sumo d como en la sección anterior
que definen el conjunto de nodos V := {x(1), . . . ,x(D)}. Supóngase además que
tenemos una representación univariada Q, V1, . . . , Vn de V con elemento primitivo
U como en el Corolario 7.3.3. Sea {1, u, . . . , uD−1} la base de Q[V ] inducida por U .
Denotemos por {g1, . . . , gD} la base dual de {1, u, . . . , uD−1} con respecto a la traza
τ de la Sección 8.1. Para obtener la base {G1, . . . , GD} consideramos el Bezoutiano B
de F1, . . . , Fn, sustituimos en B las variables Y1, . . . , Yn por los polinomios V1, . . . , Vn
y vemos el polinomio obtenido B

(
X, V1(T ), . . . , Vn(T )

)
como un polinomio en T con

coeficientes en Q[X]. Definimos G1, . . . , GD ∈ Q[X] como los coeficientes del resto∑
1≤j≤DGj(X)T j−1 de B

(
X, V1(T ), . . . , Vn(T )

)
en la división por Q(T ).

Con las hipótesis y notaciones anteriores tenemos el siguiente resultado.

Proposición 8.2.1. Los polinomios G1, . . . , GD satisfacen las siguientes propieda-
des:

Gj es un representante de gj para 1 ≤ j ≤ D;

degGj ≤ n(d− 1) para 1 ≤ j ≤ D.

Demostración. De las ecuaciones Q(U) ≡ 0 , Xk ≡ Vk(U) (1 ≤ k ≤ n) módulo
(F1, . . . , Fn) deducimos que

B ≡
D∑
j=1

Gj(X)(UY )j−1 mód (FY1 , . . . , F
Y
n ). (8.9)

Teniendo en cuenta que uj−1 (1 ≤ j ≤ D) es una base de Q[V ] la primera afirmación
de la proposición se sigue de (8.9) y la Proposición 8.1.2. Finalmente, por la Obser-
vación 8.1.1, degX B(X, V1(T ), . . . , Vn(T )) ≤ n(d− 1). Puesto que Q no depende de
los Xj, se sigue la cota de grados.

Por la fórmula de la traza (8.4) concluimos el siguiente resultado.

Corolario 8.2.2. Dado F ∈ Q[X], el polinomio PF ∈ Q[X] definido por

PF :=
D∑
j=1

τ(fuj−1)Gj (8.10)

satisface PF (xi) = F (x(i)) para 1 ≤ i ≤ D. En particular, {G1, . . . , GD} es una base
de un espacio de interpolantes ΠV en el sentido del Problema 8.0.1.

Observación 8.2.3. El espacio de interpolantes ΠV del Corolario 8.2.2 está uńıvo-
camente determinado por la sucesión F1, . . . , Fn que define el conjunto de nodos
V .
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La observación anterior es una consecuencia inmediata del siguiente lema que dice
que el polinomio PF de (8.10) es el interpolante que determina la clásica fórmula
de interpolación de Kronecker (ver [Kro65]; ver también [GS00a] y [EM07, Remark
9.8]).

Lema 8.2.4. El polinomio PF definido por (8.10) se puede escribir de la siguiente
manera:

PF =
D∑
j=1

F (x(j))B(X,x(j))/J(x(j)). (8.11)

Demostración. Sea F ∈ Q[X] un polinomio arbitrario. De acuerdo con la Proposi-
ción 8.1.3, recordando la definición de τ tenemos que

τ(fuj−1) =
D∑
k=1

F (x(k))U(x(k))j−1

J(x(k))
(1 ≤ j ≤ D).

Por lo tanto podemos reescribir (8.10) de la siguiente manera:

PF =
D∑
k=1

F (x(k))

J(x(k))

(
D∑
j=1

Gj(X)U(x(k))j−1

)
. (8.12)

Sustituyendo Y por x(k) en (8.9) para todo 1 ≤ k ≤ D obtenemos

B(X,x(k)) =
D∑
j=1

Gj(X)U(x(k))j−1 (1 ≤ k ≤ D).

Combinando esta identidad con (8.12) se obtiene (8.11), lo que termina la demos-
tración.

Por otra parte, la base {G1, . . . , GD} arriba construida claramente depende de
la representación univariada Q, V1, . . . , Vn de V .

8.3. Cálculo de los interpolantes

En esta sección describimos un procedimiento para calcular los polinomiosG1, . . . ,
GD y PF del Corolario 8.2.2.

La estructura general de los algoritmos contenidos en esta sección ya ha sido
descripta en [GHH+97]. No obstante, una caracteŕıstica básica del enfoque de aquel
trabajo es que los algoritmos se basan en la ejecución de straight–line programs en
anillos de matrices (ver [GHS93] para los detalles). Por lo tanto, teniendo en cuenta
el costo de la aritmética en el anillo de matrices de talla δ× δ, este enfoque conduce
a una estimación de O(δ3) operaciones aritméticas en Q.

Nuestro enfoque difiere del de [GHH+97] en que obtenemos los algoritmos eje-
cutando los straight–line programs en anillos cocientes del tipo Q[T ]/(Q), donde Q
denota un elemento adecuado de Q[T ]. Por medio de este procedimiento mejoramos

98



§8.3. Cálculo de los interpolantes

la estimación anterior, obteniendo un costo aritmético que depende solo cuadrática-
mente de δ.

Comenzamos estableciendo algunos resultados técnicos. SeanX1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ys
indeterminadas. Sea E ∈ Q[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ys] un polinomio arbitrario de grado
a lo sumo d y supóngase dado un straight–line program σ de longitud L que repre-
senta E. Supónganse también dados polinomios V1, . . . , Vs ∈ Q[T ] de grado menor
que D y un polinomio mónico Q ∈ Q[T ] de grado D (estos polinomios no son
necesariamente los elementos de una representación univariada de V ). Sustituimos
en E las variables Y1, . . . , Ys por V1, . . . , Vs y consideramos el polinomio resultante
E(X, V1(T ), . . . , Vs(T )) como un polinomio en T con coeficientes en Q[X]. Sean

G̃1, . . . , G̃D ∈ Q[X] los (únicos) polinomios que satisfacen

E(X, V1(T ), . . . , Vs(T )) ≡
D∑
j=1

G̃j(X)T j−1 mód Q(T ). (8.13)

Puesto que degX E
(
X, V1(T ), . . . , Vs(T )

)
≤ d y Q(T ) no depende de los Xj, se

concluye fácilmente que deg G̃j ≤ d para 1 ≤ j ≤ D.
A partir de σ obtenemos un straight–line program σ′ que representa los polino-

mios G̃1, . . . , G̃D por medio de los cálculos que se describen a continuación.
Denotemos por Qρ la función calculada en el paso ρ de σ. Sea Pρ ∈ Q[X, T ] el

polinomio que se obtiene sustituyendo en Qρ las variables Y1, . . . , Ys por los polino-
mios V1(T ), . . . , Vs(T ). Consideramos Pρ como un polinomio en T con coeficientes
en Q[X] y denotamos por Rρ el resto de la división de Pρ por Q(T ). Supóngase
que el polinomio E se calcula en el paso r de σ. De acuerdo con (8.13) tenemos que

Qr = E y Rr =
∑D

j=1 G̃j(X)T j−1.

Calculamos los polinomios G̃1, . . . , G̃D, es decir, la representación densa del po-
linomio Rr (visto como un polinomio en T con coeficientes en Q[X]) paso a paso
siguiendo el esquema de computación de σ. Más precisamente, en cada paso ρ de
σ calculamos la representación densa de Rρ. Supóngase que Qρ = Qρ1 ◦ρ Qρ2 con
1 ≤ ρ1, ρ2 < ρ, donde ◦ρ ∈ {+,−,×}. Para calcular Rρ es suficiente observar que en
los pasos anteriores ya hemos calculado Rρ1 y Rρ2 . Luego obtenemos Rρ realizando
la operación Rρ1 ◦ρRρ2 y calculando el resto de dividir el resultado de esta operación
por Q. En cada paso ρ estos cálculos se pueden realizar con O(M(D)) operacio-
nes aritméticas en Q[X]. Puesto que el straight–line program σ contiene L pasos
de computación concluimos que el procedimiento completo constituye un straight–
line program σ′ en Q[X] de longitud O(LM(D)) que representa los polinomios

G̃1, . . . , G̃D.
Resumiendo, tenemos siguiente resultado.

Lema 8.3.1. Sea E ∈ Q[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ys] un polinomio arbitrario. Dados:

un straight–line program σ de longitud L que representa E;

polinomios V1, . . . , Vs, Q ∈ Q[T ] con deg Vj < D para 1 ≤ j ≤ s y degQ = D;

el procedimiento descripto calcula un straight–line program σ′ de longitud O
(
LM(D)

)
que representa los polinomios G̃j (1 ≤ j ≤ D) de (8.13).
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En particular, sea Q, V1, . . . , Vn una representación univariada de V con elemen-
to primitivo U como en el Corolario 7.3.3. Si sustituimos las variables X1, . . . , Xn

en un polinomio F ∈ Q[X] por los polinomios V1(T ), . . . , Vn(T ) y realizamos el
procedimiento que subyace al Lema 8.3.1 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 8.3.2. Sea F ∈ Q[X] un polinomio arbitrario y f su imagen en Q[V ].
Dados:

un straight–line program β de longitud L que representa F ;

una representación univariada Q, V1, . . . , Vn de V con elemento primitivo U
como en el Corolario 7.3.3;

el polinomio P ∈ Q[T ] con degP < D tal que P (u) = f se puede calcular con
O
(
LM(D)

)
operaciones aritméticas en Q.

También necesitaremos el siguiente resultado técnico.

Corolario 8.3.3. Sea β un straight–line program de longitud L que representa un
polinomio F ∈ Q[X] con degF ≤ d. Entonces la representación mixta β′ de F
con respecto a cualquier variable distinguida Xk (1 ≤ k ≤ n) se puede evaluar con
O(LM(d)) operaciones aritméticas.

Demostración. Supóngase sin pérdida de generalidad que Xn es la variable distin-
guida. Escribimos F =

∑d
k=0 FkX

k
n con Fk ∈ Q[X1, . . . , Xn−1] para 0 ≤ k ≤ d. Iden-

tificamos la indeterminada T del Lema 8.3.1 con Xn y definimos Q(Xn) := Xd+1
n . De

acuerdo con el Lema 8.3.1 existe un straight–line program β′ de longitud O(LM(d))
que representa los polinomios F0, . . . , Fd.

8.3.1. Cálculo de la base del espacio de interpolantes

Supóngase dado un straight–line program β que representa los polinomios F1, . . . , Fn.
Recordemos que degFj ≤ d para 1 ≤ j ≤ n. A continuación describimos un algorit-
mo que, a partir de β, calcula la base {G1, . . . , GD} de la Proposición 8.2.2.

Primeramente, a partir β obtenemos un straight–line program β′ que representa
el Bezoutiano B de F1, . . . , Fn. Con este propósito reexpresamos los polinomios γj,k
(1 ≤ j, k ≤ n) de (8.2) como se describe a continuación.

Con las notaciones de la Sección 8.1, para 1 ≤ j, k ≤ n tenemos una representa-
ción

Fj(X(k−1)) =
d∑

m=0

A
(k−1)
j,m Xm

k , (8.14)

donde A
(k−1)
j,m ∈ Q[X,Y ] no depende de Xk. Para 1 ≤ m ≤ d y 1 ≤ k ≤ n, sea

B
(m)
k ∈ Q[X,Y ] el polinomio B

(m)
k :=

∑m−1
l=0 X l

kY
m−1−l
k =

Xm
k −Y

m
k

Xk−Yk
.

Afirmamos que γj,k =
∑d

m=1A
(k−1)
j,m B

(m)
k para 1 ≤ j, k ≤ n. En efecto, teniendo

en cuenta que A
(k−1)
j,m no depende de Xk, después de sustituir Xk por Yk en (8.14)
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obtenemos

Fj(X(k)) =
d∑

m=0

A
(k−1)
j,m Y m

k (1 ≤ j, k ≤ n). (8.15)

Sustrayendo Fj(X(k)) de Fj(X(k−1)) obtenemos

Fj(X(k))− Fj(X(k−1)) =

(
d∑

m=1

A
(k−1)
j,m B

(m)
k

)
(Xk − Yk) (1 ≤ j, k ≤ n),

lo que prueba nuestra afirmación.
Teniendo en cuenta la construcción anterior, a partir del straight–line program

β obtenemos un straight–line program β1 que representa el Bezoutiano B como se
describe a continuación.

F́ıjese j, k con 1 ≤ j, k ≤ n. Sustituyendo X1, . . . , Xk−1 por Y1, . . . , Yk−1 en el
straight–line program β obtenemos un straight–line program de longitud L que re-
presenta el polinomio Fj(X(k−1)). Puesto que degFj(X(k−1)) ≤ d, de acuerdo con
el Corolario 8.3.3 obtenemos una representación mixta de Fj(X(k−1)) con respec-
to a la variable distinguida Xk cuya longitud es O(LM(d)). En otras palabras,
obtenemos un straight–line program de longitud O(LM(d)) que representa los po-

linomios A
(k−1)
j,0 , . . . , A

(k−1)
j,d de (8.14). Por lo tanto obtenemos un straight–line pro-

gram de longitud O(Ln2M(d)) que representa el conjunto de polinomios A
(k−1)
j,m

(1 ≤ j, k ≤ n, 0 ≤ m ≤ d). Además, es fácil ver que el conjunto de polinomios

B
(m)
k (1 ≤ m ≤ d, 1 ≤ k ≤ n) se puede evaluar con O(nd2) operaciones aritméti-

cas. Finalmente la evaluación del conjunto de polinomios γj,k :=
∑d

m=1A
(k−1)
m B

(m)
k

(1 ≤ j, k ≤ n) requiere O(n2d) operaciones aritméticas adicionales. Estos cálcu-
los equivalen a O(n2LM(d) + n2d2) operaciones aritméticas en Q[X]. Por último,
calculamos el determinante B = det(γj,k)1≤j,k≤n con O(n4) operaciones aritméti-
cas adicionales. En conclusión, los cálculos anteriores constituyen un straight–line
program β1 de longitud O((n2L+ n4)M(d2)) que representa el Bezoutiano B.

Resumiendo, tenemos el siguiente resultado.

Lema 8.3.4. Supóngase dado un straight–line program β de longitud L que repre-
senta polinomios F1, . . . , Fn de grado a lo sumo d. Entonces existe un straight–line
program β1 de longitud O((n2L + n4)M(d2)) que representa el Bezoutiano B de
F1, . . . , Fn.

Finalmente, a partir de β obtenemos un straight–line program β′ que representa
los polinomios G1, . . . , GD del Corolario 8.2.2. Para ello primero calculamos una
representación univariada Q, V1, . . . , Vn de V como en el Corolario 7.3.3. Luego, a
partir de β obtenemos un straight–line program β1 de longitud O((n2L+n4)M(d2))
que representa el Bezoutiano B de F1, . . . , Fn (Lema 8.3.4). De acuerdo con el Lema
8.3.1 podemos obtener un straight–line program β′ de longitudO((n2L+n4)M(d2δ))
que representa los polinomios G1, . . . , GD del Corolario 8.2.2.

Teniendo en cuenta la estimación del Corolario 7.3.3 para el costo del cálculo
de una representación univariada, resumimos los cálculos anteriores en el siguiente
resultado.
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Teorema 8.3.5. Sean F1, . . . , Fn ∈ Z[X] polinomios de grado a lo sumo d que for-
man una sucesión regular reducida y definen una variedad cero–dimensional V ⊂ An.
Supóngase dado un straight–line program β de longitud L que representa F1, . . . , Fn.
Entonces existe un algoritmo probabiĺıstico que calcula un straight–line program β′

de longitud O(n2L+n4)M(d2δ)) que representa una base {G1, . . . , GD} de un espa-
cio de interpolantes ΠV tal que degGj ≤ n(d−1) para todo 1 ≤ j ≤ D. El algoritmo
realiza

O∼(n(nL+ n5)δ(dδ + nd2nh))

operaciones bit.

Observación 8.3.6. Teniendo en cuenta el Teorema 1.1.1, el cálculo del straight–
line program β′ del Teorema 8.3.5 requiere O∼(n(nL+n4)(dδ)2) operaciones aritméti-
cas en Q.

Comparación con bases de Gröbner y H-bases

A continuación discutimos brevemente el costo aritmético de aplicar técnicas de
bases de Gröbner y H-bases a nuestro problema.

Como mencionamos en el Caṕıtulo 1, el análisis de complejidad más fino para
bases de Gröbner en el caso cero–dimensional es el de [HL11]. En este trabajo se
demuestra que una base de Gröbner de un ideal cero–dimensional puede calcularse
con una cantidad de operaciones bit que es esencialmente polinomial en Nn, donde
n es el número de variables y N el valor promedio de los grados de los polinomios de
entrada (ver [HL11] para un resumen de resultados anteriores). El algoritmo corres-
pondiente calcula una base de Gröbner reducida de un ideal cero–dimensional con
respecto al orden lexicográfico graduado inverso, cuyos elementos tienen grado a lo
sumo nN−n+1. Las bases de Gröbner para otros órdenes se pueden deducir usando
[FGLM93]. En lo que sigue estimamos el número de operaciones aritméticas en Q
necesarias para ejecutar el algoritmo de [HL11] en nuestros polinomios de entrada
F1, . . . , Fn. En este caso los pasos principales del algoritmo se pueden describir en los
siguientes términos. Primeramente, se obtienen las homogeneizaciones F

(h)
1 , . . . , F

(h)
n

de los polinomios F1, . . . , Fn con respecto a una nueva variable X0. Luego cada F
(h)
i

se deforma en Gi = (1 − S)F
(h)
i + SXdi

i para 1 ≤ i ≤ n, donde S es una nue-
va indeterminada. A continuación se consideran los ideales J := (G1, . . . , Gn) de
Q[S][X0, . . . , Xn], la saturación J : S∞ de J con respecto a S, y el ideal J : S∞|S=0

de Q[X0, . . . , Xn] que se obtiene especializando S en 0. La primera tarea del algorit-
mo es calcular una matriz de Macaulay de grado nN − n + 1 del ideal J : S∞|S=0.
Esta matriz se deduce de la forma normal de Smith de la matriz de Macaulay usual
del mismo grado de J . Sea J ′ := J : S∞|S=0. El próximo paso consiste en calcular
una matriz de Macaulay de grado nN − n + 1 de la saturación J ′ : X∞0 de J ′ con
respecto a X0, que resulta ser también una matriz de Macaulay del mismo grado del
ideal (F

(h)
1 , . . . , F

(h)
n ). Para obtener una base de Gröbner para el orden lexicográfico

inverso del ideal de entrada (F1, . . . , Fn), se reduce la matriz de Macaulay anterior
a su forma escalonada por columnas. Los elementos de la base de Gröbner se ob-
tienen entonces como las deshomogeneizaciones de los polinomios representados por
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las columnas de esta matriz reducida.
El costo aritmético sobre Q de los cálculos anteriores está dominado por el costo

de calcular la matriz de Macaulay del ideal J ′ : X∞0 . Esta matriz se obtiene como una
sub–matriz de la forma escalonada de la matriz Γ(i) de [HL11]. Por [Sto00] sabemos
que la forma escalonada de una matriz de tamaño p × q con coeficientes en Q se
puede calcular con O(`ω−2pq) operaciones aritméticas en Q, donde ` es el rango de
la matriz y ω es el exponente de la complejidad de la multiplicación de matrices. La
matriz Γ(i) tiene a lo sumo r(rn + 1) filas y a lo sumo r(2rn + 1) columnas, donde
r =

(
nN+1
n

)
es el número de monomios de grado nN − n + 1 en n + 1 variables.

Concluimos que la forma escalonada de Γ(i), y por lo tanto una base de Gröbner

del ideal de entrada (F1, . . . , Fn), puede calcularse con O(
(
nN+1
n

)2ω
nω) operaciones

aritméticas en Q. Utilizando las estimaciones
(
nN+1
n

)
= O((3N)n) y ω < 3, este

costo es esencialmente O(n3(3N)n).
Un procedimiento para construir H–bases de ideales cero–dimensionales que no

se basa en órdenes monomiales se describe en [MS00b]. Puesto que los autores no
proveen un enunciado claro de complejidad, discutimos aqúı brevemente el costo
de los cálculos involucrados en dicho procedimento. Con este fin, denotemos con∏(H)

d ⊂ Q[X] el subespacio de todos los polinomios homogéneos de grado d y con
MH(h) la parte homogénea de grado máximo de un polinomio h ∈ Q[X] dado. Supo-
nemos que F1, . . . , Fn son los polinomios de entrada. El procedimiento, que procede
ejecutando sucesivamente un “ciclo”, comienza inicializando H := {F1, . . . , Fn} y
d := 0. Cada vez que el procedimiento entra en el “ciclo” se realizan los siguientes
cálculos: Primero se calcula el espacio lineal de todas las tuplas (gh)h∈H de polino-

mios homogéneos en Q[X] con ghMH(h) ∈
∏(H)

d para todo h tal que∑
h∈H

ghMH(h) = 0. (8.16)

Para cada H y d, sea

Vd(H) =

{∑
h∈H

ghMH(h)|ghMH(h) ∈
∏(H)

d

}
.

Dada una tupla (gh)h∈H que satisface (8.16), el polinomio
∑

h∈H ghh se reduce módu-
lo H a un polinomio, digamos p (ver [PS07]) para una descripción del proceso de
reducción). Si p 6= 0, p se agrega a H y se verifica si alguno de los espacios lineales
precedentes Vk(H) (0 ≤ k ≤ d) se modifica. En caso de haberse modificado alguno
de estos espacios, d se redefine como el menor k tal que Vk(H) se ha modificado
y el procedimiento vuelve al “ciclo”. Si para ningún elemento (gh)h∈H se halla un
polinomio reducido p para el cual alguno de los espacios Vk(H) (0 ≤ k ≤ d) se

modifica, d se incrementa en 1. Si ahora Vd(H) =
∏(H)

d , entonces H es una H–base,
de otro modo el procedimiento vuelve al “ciclo”.

El número de operaciones en Q realizadas dentro de un “ciclo” puede estimarse
como sigue: Puesto que el número de monomios en

∏(H)
d es

(
d+n−1
n−1

)
y los gh son

homogéneos de grado a lo sumo d, resolver la ecuación (8.16) equivale a resolver
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un sistema de
(
d+n−1
n−1

)
ecuaciones lineales en a lo sumo

(
d+n−1
n−1

)
|H| indetermina-

das, donde |H| denota el cardinal de H. Teniendo en cuenta la complejidad de la
eliminación Gaussiana (ver [Sto00]), resolver (8.16) requiere O((

(
d+n−1
n−1

)
)ω|H|) ope-

raciones aritméticas in Q. Si estimamos la dimensión del espacio lineal Vk(H) por(
k+n−1
n−1

)
= O(kn) vemos que el cálculo del polinomio reducido p por medio del

procedimiento descripto en [PS07] requiere O(n2dn) operaciones aritméticas en Q.
Para calcular la dimensión de Vk(H) tenemos que calcular el rango de una matriz
de
(
k+n−1
n−1

)
columnas y a lo sumo

(
k+n−1
n−1

)
|H| filas, lo que requiere O(

(
k+n−1
n−1

)ω|H|)
operaciones aritméticas en Q. Eventualmente tenemos que calcular la dimensión de
Vk(H) para todo 0 ≤ k ≤ d + 1, lo que requiere O((d + 1)ωn+1|H|) operaciones
aritméticas en Q. Además, en los cálculos anteriores es suficiente considerar elemen-
tos (gh)h∈H de una base del espacio lineal de soluciones del sistema (8.16). Puesto
que la dimensión de este espacio lineal está acotado por

(
d+n−1
n−1

)
|H| concluimos que

el número total de operaciones aritméticas en Q que se realizan dentro de un “ci-
clo” es

(
d+n−1
n−1

)
|H|(O(n2dn) +O((d + 1)ωn+1|H|)) o, puesto que ω < 3 y d + 1 ≥ 2,

O((d+ 1)4n+1|H|2).
El máximo dmax de los grados d que aparecen durante el procedimiento completo

puede estimarse como sigue. Para cada i = 1, . . . , n existe un polinomio qi en el
ideal (F1, . . . , Fn) que depende sólo de Xi. Sea M := deg(q1) + · · · + deg(qn)− n +

1. Entonces tenemos que VM(F1, . . . , Fn) =
∏(H)

M (ver [MS00b]). Sean p1, . . . , pm
polinomios en (F1, . . . , Fn) tales que MH(p1), . . . ,MH(pm) es una base de

∏(H)
M .

Claramente cada pi tiene una representación pi =
∑n

j=1 gijFj. Luego dmax es a lo
sumo el máximo de los grados deg(gijFj) (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n). Puesto que por
hipótesis F1, . . . , Fn es una sucesión regular reducida, sabemos por [HMPS00] que
los polinomios gij pueden elegirse de modo que satisfagan la condición

deg(gij) ≤ 3n2 máx{deg(F1), . . . , deg(Fn), pi}D

para todo i, donde D es el grado de la variedad V (F1, . . . , Fn). Además, por [Jel05]
tenemos que deg(qi) ≤

∏n
j=1 deg(Fj) para todo 1 ≤ j ≤ n, y por lo tanto M ≤

n(
∏n

j=1 deg(Fj) − 1) + 1. A partir de estas cotas es fácil ver que dmax es a lo su-

mo 7n3(
∏n

j=1 deg(Fj))D. Sean p1, . . . , pN los polinomios reducidos que se agregan
a H0 durante el procedimiento, tal que n + N es el número de elementos de la
H–base calculada en la salida. Por lo tanto |H| ≤ n + N durante todo el proce-
dimiento. Es fácil ver que el procedimiento entra en el “ciclo” a lo sumo Ndmax
veces. Además, puesto que claramente p1, . . . , pN son elementos linealmente inde-
pendientes de

∏
dmax

, resulta N ≤
(
dmax+n

n

)
= O((dmax)

n). Teniendo en cuenta la
cota anterior para el número de operaciones dentro de un “ciclo”, concluimos que
el procedimiento completo requiere O((dmax + 1)7n+2) operaciones aritméticas en Q
con dmax ≤ 7n3(

∏n
j=1 deg(Fj))D. Sea d una cota superior para los grados de los

polinomios F1, . . . , Fn. Entonces los cálculos anteriores requieren dO(n2) operaciones
aritméticas en Q.

Con respecto a la eficiencia de nuestro algoritmo en comparación con la de los al-
goritmos que usan bases de Gröbner o H–bases como los arriba descriptos, remitimos
a los comentarios hechos en el Caṕıtulo 1.
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8.3.2. Cálculo de los interpolantes

En esta sección describimos un procedimiento para calcular las coordenadas
τ(fuj−1) (1 ≤ j ≤ D) de PF en la base previamente calculada {G1, . . . , GD}
de acuerdo con (8.10). Nuestro procedimiento para calcular las trazas τ(fuj−1)
(1 ≤ j ≤ D) consiste en calcular aproximaciones p–ádicas adecuadas de las tra-
zas, para luego recuperarlas aplicando el algoritmo de reconstrucción racional de la
Proposición 2.2.3.

En lo que sigue, β denota un straight–line program de longitud L, sin divisiones,
que representa los polinomios F1, . . . , Fn y F . A su vez, Q, V1, . . . , Vn denotan una
representación univariada de V con elemento primitivo U como en el Corolario 7.3.3.
Por último, J ∈ Q[V ] denota la imagen del Jacobiano J de F1, . . . , Fn y u ∈ Q[V ]
la imagen de U .

Observación 8.3.7. Como se vió en el Caṕıtulo 7, el algoritmo subyacente al Co-
rolario 7.3.3 proporciona un primo “lucky” p como en la Proposición 7.1.2 tal que
log p ∈ O∼(log(dnh)). En particular p satisface las siguientes condiciones:

p no divide ninguno de los denominadores que aparecen en los polinomios
Q, V1, . . . , Vn;

las imágenes Q1, Q
′
1 ∈ Z/pZ[T ] de Q,Q′ son coprimas;

existen (ver la Sección 6.2) γ ∈ Z \ {0} y G1, . . . , Gn+1 ∈ Z[X] tales que p - γ
y

γ = G1F1 + · · ·+GnFn +Gn+1J. (8.17)

De ahora en adelante p denota un número primo que satisface las condiciones de
la Observación 8.3.7.

En lo que sigue, Z(p) denota la localización de Z en p, esto es, el anillo formado por
las fracciones m/n ∈ Q con m,n ∈ Z y (n, p) = 1. Además, para todo entero positivo
k ∈ Z denotamos con Z/pkZ el anillo cociente de enteros módulo pk. Denotamos con
θk : Z(p) → Z/pkZ el homomorfismo de anillos definido por θk(m/n) = m/n para
todo m/n (en forma reducida) ∈ Z(p), donde m,n ∈ Z/pkZ denotan las clases de
m y n módulo pk. Por abuso de notación también denotamos con el śımbolo θk los
homomorfismos de anillos θk : Z(p)[X] → Z/pkZ[X] y θk : Z(p)[T ] → Z/pkZ[T ] que
extienden el homomorfismo anterior en la forma obvia. Dado un número racional
q ∈ Z(p) y polinomios F ∈ Z(p)[X] y G ∈ Z(p)[T ], denotamos con qk, Fk y Gk sus
correspondientes imágenes v́ıa θk. Llamamos a qk, Fk y Gk las aproximaciones
p-ádicas de orden k de q, F y G respectivamente.

Lema 8.3.8. Sea G un polinomio arbitrario en Z(p)[X]. Sea g ∈ Q[V ] la imagen
de G y P ∈ Q[T ] el (único) polinomio con degP < D tal que P (u) = g en Q[V ].
Entonces P y el polinomio caracteŕıstico χg de g tienen coeficientes en el anillo
local Z(p). En particular, la norma N(g), la traza Tr(g) y el adjunto G∗ de G son
elementos de los anillos Z(p) y Z(p)[X] respectivamente.
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Demostración. El polinomio G(V1, . . . , Vn) que se obtiene sustituyendo X1, . . . , Xn

por V1, . . . , Vn en G claramente es un elemento de Z(p)[T ]. Puesto que P es el resto
de la división de G(V1, . . . , Vn) por el polinomio mónico Q, se sigue que P ∈ Z(p)[T ].
Similarmente, sea (b0,j, . . . , bD−1,j) ∈ ZD(p) la tupla de coeficientes del resto de la

división de G(V1, . . . , Vn)T j por Q para 0 ≤ j ≤ D − 1. Tenemos las identidades

guj =
D−1∑
k=0

bk,ju
k, 0 ≤ j ≤ D − 1.

Por lo tanto la matriz Mg de la homotecia ηg en la base {1, u, . . . , uD−1} de Q[V ]
tiene entradas bi,j ∈ Z(p). Se sigue que

χg = det(TId −Mg) ∈ Z(p)[T ],

lo que completa la demostración.

Corolario 8.3.9. Sea H ∈ Q[T ] el (único) polinomio con degH < D tal que H(u) =
J −1. Entonces H ∈ Z(p)[T ].

Demostración. De (8.17) deducimos que J −1 ∈ Q[V ] es la imagen del polinomio
Gn+1/γ. La condición p - γ implica que Gn+1/γ ∈ Z(p)[X]. Por el Lema 8.3.8 con-
cluimos que H ∈ Z(p)[T ].

Sea F ∈ Z[X] un polinomio representado por un straight–line program β y
denotemos con f su imagen en Q[V ]. Sea P ∈ Q[T ] el polinomio con degP < D
tal que P (u) = f en Q[V ]. Puesto que β no contiene divisiones, por el Lema 8.3.8
deducimos que P ∈ Z(p)[T ].

Sea k ∈ Z un entero positivo arbitrario y Qk, V1,k, . . . , Vn,k ∈ Z/pkZ[T ] las apro-
ximaciones p-ádicas de orden k de Q, V1, . . . , Vn. Calculamos la aproximación p-ádica
Pk ∈ Z/pkZ[T ] de orden k de P siguiendo paso a paso el esquema de computación
de β. Más precisamente, en primer lugar sustituimos X1, . . . , Xn por V1,k, . . . , Vn,k
en β y luego, en cada paso ρ de β, realizamos la correspondiente operación ◦ρ en el
anillo Z/pkZ[T ]/(Qk). Teniendo en cuenta que una operación aritmética {+,−,×}
en Z/pkZ[T ]/(Qk) se puede realizar con O(M(D)) operaciones aritméticas en Z/pkZ
y que β contiene L pasos de computación, obtenemos el siguiente resultado.

Lema 8.3.10. Sea F ∈ Z[X] un polinomio y denotemos por f su imagen en Q[V ].
Sea P ∈ Q[T ] el polinomio con degP < D tal que P (u) = f . Sea k ∈ Z un entero
positivo arbitrario. Dados:

un straight–line program β que representa a F con L operaciones aritméticas
en Z[X];

un primo p como en la Observación 8.3.7;

las aproximaciones p-ádicas de orden k de los parámetros de β y de los poli-
nomios Q, V1, . . . , Vn;

la aproximación p-ádica Pk ∈ Z/pkZ[T ] de orden k de P se puede calcular con
O(LM(D)) operaciones aritméticas en Z/pkZ.

106



§8.3. Cálculo de los interpolantes

Cálculo del Jacobiano

Para calcular el Jacobiano J de F1, . . . , Fn, primero observamos que, por el Teo-
rema de Baur–Strassen [BS83], a partir del straight–line program β de longitud L
que representa F1, . . . , Fn podemos obtener un straight–line program sin divisiones,
con parámetros en Z, de longitud O(L) que representa las entradas de J . Teniendo
en cuenta el costo del cálculo del determinante de una matriz de tamaño n × n
obtenemos el siguiente resultado.

Lema 8.3.11. A partir del straight–line program β de longitud L que representa los
polinomios F1, . . . , Fn podemos obtener un straight–line program β′ sin divisiones,
con parámetros en Z, de longitud O(L + n4), que representa el Jacobiano J de
F1, . . . , Fn.

Inversión del Jacobiano

Sea J −1 ∈ Q[V ] la imagen del Jacobiano J de F1, . . . , Fn yH ∈ Q[T ] el polinomio
del Corolario 8.3.9 tal que H(u) = J −1. A continuación describimos un algoritmo
para calcular aproximaciones p-ádicas de H.

Sea G ∈ Q[T ] el polinomio con degG < D tal que G(u) = J . Teniendo en cuenta
la complejidad bit del Algoritmo de Euclides extendido (ver [vzGG99, Theorem
6.58]) una aplicación directa de este algoritmo para calcular el polinomio H a partir
de G y Q requiere O∼(D4µ2) operaciones bit, donde µ es una cota superior para las
alturas de G y Q. En lo que sigue, describimos un procedimiento más eficiente para
realizar este cálculo, en base al siguiente resultado.

Lema 8.3.12. Sean m ∈ Z un entero positivo y f , g, q ∈ Z/m2Z[T ] polinomios con
q mónico de grado positivo D y f y g de grados menores que D, tales que

fmgm ≡ 1 mód (qm) en Z/mZ[T ].

Aqúı fm, gm y qm denotan las imágenes en Z/mZ[T ] de f , g y q respectivamente.
Sean r, s ∈ Z/m2Z[T ] tales que fg = 1 + rq + sm. Sea g′ ∈ Z/m2Z[T ] con

deg g′ < D tal que g′ ≡ g(1−ms) mód (q) en Z/m2Z[T ]. Entonces g′ satisface

fg′ ≡ 1 mód (q) en Z/m2Z[T ].

Además, g′ se puede calcular, a partir de f , g, q y m, con O(M(D)U(log(m2)))
operaciones bit.

Demostración. Un simple cálculo muestra que

fg(1−ms) = (1 + rq + sm)(1−ms) = 1−m2s2 + r(1−ms)q,

de donde se sigue la primera parte del lema.
Para calcular g′ primero calculamos polinomios r, s ∈ Z/m2Z[T ] tales que fg =

1 + rq+ sm. Con este propósito calculamos el cociente rm ∈ Z/mZ[T ] de la división
de fmgm por qm. Escribamos

rm =
D−2∑
i=0

[ai]mT
i, con ai ∈ {0, . . . ,m− 1},
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y definamos

r :=
D−2∑
i=0

[ai]m2T i.

Sea h = fg − rq − 1 y denótese con hm ∈ Z/mZ[T ] la imagen de h. Por cons-
trucción fmgm = rmqm + 1. Luego hm = 0 y podemos escribir

h =
2D−2∑
i=0

[bi]m2T i, con bi ∈ {0, . . . ,m2 − 1},

donde cada bi es un múltiplo de m para 0 ≤ i ≤ 2D − 2. Def́ınase

s :=
2D−2∑
i=0

[bi/m]m2T i.

Es claro que los polinomios r, s ∈ Z/m2Z[T ] recién construidos satisfacen fg =
1 + rq + sm como se deseaba. Finalmente obtenemos g′ como el resto de la división
de g(1−ms) por q en Z/m2Z[T ].

A continuación analizamos la complejidad del procedimiento anterior. El cálculo
de fm, gm y qm requiere la reducción módulo m de enteros de longitud bit del
orden O(log(m2)). Esto requiere O(DM(log(m2))) operaciones bit. El producto
fmgm y el cociente rm se pueden calcular, a partir de fm, gm, y qm, con O(M(D))
operaciones aritméticas en Z/mZ, lo que equivale a O(M(D)U(logm)) operaciones
bit. El cálculo de h requiere dos multiplicaciones de polinomios de grado a lo sumo D
en Z/m2Z[T ] más dos substracciones. Esto se puede hacer conO(M(D)) operaciones
aritméticas en Z/m2Z y por lo tanto con O(M(D)U(log(m2))) operaciones bit. El
cáclulo de los cocientes bi/m requiere O(DM(log(m2))) operaciones bit adicionales.
Finalmente, a partir de g y s podemos calcular el producto g(1−ms) y el resto g′

de la división de g(1−ms) por q con O(M(D)) operaciones aritméticas en Z/m2Z
y por lo tanto con O(M(D)U(log(m2))) operaciones bit. Resumiendo, obtenemos la
complejidad anunciada para el procedimiento completo.

Corolario 8.3.13. Sea p un número primo y k ∈ Z un entero positivo. Sean f ,
q ∈ Z/p2kZ[T ] con q mónico, D := deg q > 0, deg f < D, tales que f es una
unidad en el anillo cociente Z/p2kZ[T ]/(q). Entonces podemos calcular el polinomio
g ∈ Z/p2kZ[T ] con deg g < D tal que

fg ≡ 1 mód (q) en Z/p2kZ[T ],

con O(M(D)U(2k log p)) operaciones bit.

Demostración. Calculamos la sucesión de polinomios gi ∈ Z[T ] (0 ≤ i ≤ k) tal que
gi tiene coeficientes en {0, . . . , p2i − 1}, deg gi < D, y las aproximaciones p-ádicas
f2i , gi,2i , y q2i de orden 2i de los polinomios f , gi y q satisfacen las ecuaciones

f2igi,2i ≡ 1 mód (q2i) en Z/p2iZ[T ],

108



§8.3. Cálculo de los interpolantes

para 0 ≤ i ≤ k. Por lo tanto g = gk,2k . Con este propósito primero calcula-

mos todos los f2i , q2i (0 ≤ i ≤ k) con O(DM(log p2k)) operaciones bit. Lue-
go aplicamos el Algoritmo de Euclides extendido a f1 y q1 para calcular g0 con
O(U(D)) operaciones aritméticas en Z/pZ y por lo tanto con O(U(D)U(log p))
operaciones bit. Supóngase que ya hemos calculado gi−1 y sea gi−1,2i ∈ Z/p2iZ[T ]
su aproximación p–ádica de orden 2i. Por el Lema 8.3.12 podemos calular gi, a
partir de f2i , q2i , y gi−1,2i , con O(M(D)U(log(p2i))) operaciones bit. Puesto que∑k

i=0 U(log(p2i)) = O(U(log(p2k))), el procedimiento completo se puede realizar con
O(M(D)U(2k log p)) operaciones bit.

Sea p un número primo como en la Observación 8.3.7 y k ∈ Z un entero positivo
arbitrario. A continuación, calculamos la aproximación p-ádica H2k ∈ Z/p2kZ[T ]
de orden 2k de H. Más precisamente, supóngase que, además de p y el straight–
line program β, tenemos las aproximaciones p-ádicas de orden 2k de los polinomios
Q, V1, . . . , Vn y de los parámetros de β. Para calcular el polinomio H2k primero
obtenemos a partir de β un straight–line program β′ de tallaO(L+n4) que representa
el Jacobiano J (Lema 8.3.11). Luego, a partir de β′ calculamos la aproximación p-
ádica G2k ∈ Z/p2kZ[T ] de orden 2k del polinomio G ∈ Z(p)[T ] con degG < D
tal que G(u) = J . Por los Lema 8.3.10 y 8.3.11 este cálculo se puede hacer con
O((L + n4)M(D)) operaciones aritméticas en Z/p2kZ. La congruencia HG ≡ 1
mód (Q) claramente vale en el anillo Z(p)[T ]. Por lo tanto, deducimos la congruencia

H2kG2k ≡ 1 mód (Q2k) en el anillo Z/p2kZ[T ]. Por el Corolario 8.3.13, el polinomio
H2k se calcula a partir de Q2k y G2k con O(M(D)U(2k log p)) operaciones bit.

En resumen, obtenemos el siguiente resultado.

Lema 8.3.14. Sea H ∈ Q[T ] el polinomio con degH < D tal que H(u) = J −1 y
sea k ∈ Z un entero positivo arbitrario. Dados:

el straight–line program β de longitud L que representa los polinomios F1, . . . , Fn;

un primo p como en la Observación 8.3.7;

las aproximaciones p-ádicas de orden 2k de los parámetros de β y de los poli-
nomios Q, V1, . . . , Vn;

la aproximación p-ádica H2k ∈ Z/p2kZ[T ] de orden 2k de H se calcula con O((L +
n4)M(D)U(2k log p)) operaciones bit.

Cálculo de las trazas

En el siguiente lema estimamos el costo de calcular aproximaciones p-ádicas de
las trazas Tr(uj) (0 ≤ j ≤ D − 1).

Lema 8.3.15. Sea k ∈ Z un entero positivo arbitrario. Dados un primo p como
en la Observación 8.3.7 y la aproximación p–ádica Q2k de orden 2k del polinomio
minimal Q, las aproximaciones p-ádicas Tr(uj)2k (0 ≤ j ≤ D − 1) de orden 2k de
las trazas Tr(uj) (0 ≤ j ≤ D− 1) se calculan con O(M(D)U(2k log p)) operaciones
bit.
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Demostración. Recordamos la siguiente identidad de series de potencias formales en
la variable T (ver [Lan93, Chapter XIV, Exercise 24]):

− d

dT
log det(I − TA) =

∞∑
j=0

Tr(Aj+1)T j. (8.18)

Aqúı I es la matriz identidad y A una matriz cuadrada cualquiera con coeficientes
en un cuerpo.

Sea A ∈ QD×D la matriz compañera de Q = TD + aD−1T
D−1 + · · · + a0 y sea

P := det(I−TA). Es fácil comprobar que P (T ) = 1+aD−1T +aD−2T
2 + · · ·+a0T

D.
En este caso Tr(Aj) = Tr(uj) para j ≥ 0 y la identidad (8.18) ahora resulta

−P
′(T )

P (T )
=
∞∑
j=0

Tr(uj+1)T j.

Por lo tanto, tenemos la siguiente identidad de series de potencias formales en
Z/p2kZ[[T ]]:

−
P ′

2k
(T )

P2k(T )
=
∞∑
j=0

Tr(uj+1)2kT
j. (8.19)

Sea f ∈ Z/p2kZ[T ] el polinomio f := P2k mód (TD). Entonces deg f < D y f es
una unidad en Z/p2kZ[T ]/(TD). Por el Corolario 8.3.13 podemos calcular a partir
de f el polinomio g ∈ Z/p2kZ[T ] con deg g < D tal que fg ≡ 1 mód (TD) con
O(M(D)U(2k log p)) operaciones bit. A partir de (8.19) deducimos fácilmente la
siguiente identidad de polinomios en Z/p2kZ[T ]:

−P ′2kg mód (TD) =
D−1∑
j=0

Tr(uj+1)2kT
j.

Por lo tanto, obtenemos todos los coeficientes Tr(uj)2k (1 ≤ j ≤ D − 1) calculando
el producto −P ′

2k
g, lo que se puede hacer con O(M(D)) operaciones aritméticas en

Z/p2kZ. El cálculo completo requiere O(M(D)U(2k log p)) operaciones bit.

Sean v,w ∈ QD los vectores definidos por vj := Tr(uj−1) y wj := τ(fuj−1)
para 1 ≤ j ≤ D. Sea k ∈ Z un entero positivo arbitrario. Sea vk ∈ (Z/pkZ)D

el vector definido por vkj := vj,k para 1 ≤ j ≤ D. Aqúı vj,k es la aproximación
p–ádica de orden k de vj. Def́ınase wk ∈ (Z/pkZ)D de manera similar. Recuérdese
que, si R es un anillo, denotamos con 〈·, ·〉 el producto interno, que se define por
〈x,y〉 :=

∑D
j=1 xjyj para x,y ∈ RD. Tenemos el siguiente lema.

Lema 8.3.16. Con las hipótesis y notaciones anteriores, sea además P ∈ Z(p)[T ]
el polinomio con degP < D tal que J −1f = P (u) en Q[V ]. Entonces valen las
siguientes afirmaciones:

w es el único vector de QD que satisface 〈w, g〉 = 〈v,J −1fg〉 para todo g ∈
Q[V ].
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wk es el único vector de (Z/pkZ)D que satisface 〈wk, h〉 = 〈vk, Pkh〉 para todo
h ∈ Z/pkZ[T ]/(qu,k).

Demostración. Consideremos un elemento arbitrario g ∈ Q[V ] y escribamos g =∑
0≤j≤D−1 gju

j, donde gj ∈ Q para 0 ≤ j ≤ D − 1. Por linealidad,

〈v, g〉 =
D∑
j=1

gj−1vj =
D∑
j=1

gj−1Tr(u
j−1) = Tr(g).

Por lo tanto tenemos que

〈v,J −1fuj−1〉 = Tr(J −1fuj−1) = τ(fuj−1) = wj = 〈w, uj−1〉,

para 1 ≤ j ≤ D. Puesto que {1, u, . . . , uD−1} es una base de Q[V ], la primera
afirmación del lema queda probada.

A continuación, considérese un polinomio arbitrario G =
∑

0≤j≤D−1 bjT
j ∈ Z[T ].

Escŕıbase g := G(u) y J −1fg =
∑

0≤j≤D−1 cju
j, donde cj ∈ Q para 0 ≤ j ≤ D − 1.

Tenemos que

〈w, g〉k =
D∑
j=1

wj,kbj−1,k = 〈wk, Gk〉,

y

〈v,J −1fg〉k =
D∑
j=1

vj,kcj−1,k = 〈vk, PkGk〉.

Esto muestra que 〈wk, Gk〉 = 〈vk, PkGk〉 para todo G ∈ Z[T ], lo que prueba la
segunda afirmación del lema.

Observación 8.3.17. Como consecuencia del lema anterior, podemos calcular wk,
a partir de vk y Pk, usando el algoritmo para la multiplicación traspuesta de [Sho99],
con O(M(D)) operaciones aritméticas en Z/pkZ.

Finalmente podemos estimar el costo del cálculo de las trazas τ(fuj−1) (1 ≤ j ≤
D).

Teorema 8.3.18. Con las hipótesis y notaciones anteriores, sea η una cota superior
para las alturas de las trazas τ(fuj−1) (1 ≤ j ≤ D) y sea k := dlog(2η+ 1)e. Dados:

el straight–line program β de longitud L que representa los polinomios F1, . . . , Fn;

un primo p como en la Observación 8.3.7;

las aproximaciones p-ádicas de orden 2k de los parámetros de β y de los poli-
nomios Q, V1, . . . , Vn;

todas las trazas τ(fuj−1) (1 ≤ j ≤ D) se pueden calcular con O∼((L+n4)Dη log(dnh))
operaciones bit.
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Demostración. Sea P ∈ Z(p)[T ] el polinomio tal que degP < D y P (u) = J −1f . A
partir de β y de las aproximaciones p-ádicas de orden 2k de los parámetros de β y de
los polinomios Q, V1, . . . , Vn, calculamos la aproximación p–ádica P2k ∈ Z/p2kZ[T ]
de orden 2k de P . Por los Lemas 8.3.14 y 8.3.10 este cálculo se puede realizar
con O((L + n4)M(D)U(2k log p)) operaciones bit. Sean v2k ,w2k ∈ (Z/p2kZ)D los
vectores del Lema 8.3.16. Por el Lema 8.3.15 todas las aproximaciones Tr(uj−1)2k

(1 ≤ j ≤ D), esto es, el vector v2k , se pueden calcular, a partir de Q2k , con
O(M(D)U(2k log p)) operaciones bit. Por el Lema 8.3.17 el vector w2k , esto es,
todas las aproximaciones τ(fuj−1)2k (1 ≤ j ≤ D) se pueden calcular, a partir
de v2k y P2k , con O(M(D)) operaciones aritméticas en Z/p2kZ, y por lo tanto

con O(M(D)U(2k log p)) operaciones bit. Puesto que
√
p2k/2 ≥ 2η, podemos re-

cuperar cada traza τ(fuj−1) a partir de su aproximación p-ádica τ(fuj−1)2k con
O(U(2k log p)) operaciones bit. Por lo tanto la reconstrucción de todas las trazas
τ(fuj−1)) (1 ≤ j ≤ D) requiere a lo sumo O(DU(2k log p)) operaciones bit. Se ve
fácilmente que el cálculo completo se puede realizar conO((L+n4)M(D)U(2k log p))
operaciones bit. Las estimaciones de complejidad del teorema se obtienen observando
que 2k ∈ O(η) y log p ∈ O(log(dnh)).

Observación 8.3.19. También se ve fácilmente a partir de los Lemas 8.3.15 y
8.3.16 que las trazas τ(fuj−1) (1 ≤ j ≤ D) del Teorema 8.3.18 se pueden calcular
probabiĺısticamente con O((L+ n4)M(D)) operaciones aritméticas en Q.

8.3.3. Complejidad del procedimiento completo

Finalmente obtenemos la siguiente estimación para el costo total de ejecutar los
algoritmos anteriores.

Teorema 8.3.20. Sean F1, . . . , Fn ∈ Z[X] polinomios de grado a lo sumo d que
forman una sucesión regular reducida y definen una variedad cero–dimensional V ⊂
An. Sea F ∈ Z[X] un polinomio adicional arbitrario. Sea β un straight–line program
de longitud L sin divisiones, con parámetros enteros, que representa los polinomios
F1, . . . , Fn y F . Sea D := deg(V ) y δ el grado del sistema F1 = 0, . . . , Fn = 0.
Además, sea h una cota superior para las alturas de los parámetros de β y las alturas
de los polinomios F1, . . . , Fn. Entonces existe un algoritmo probabiĺıstico que calcula
los siguientes elementos:

un straight–line program β′ de longitud O(n2L + n4)M(d2δ)) que representa
una base {G1, . . . , GD} de un espacio de interpolantes ΠV tal que deg(Gj) ≤
n(d− 1) para 1 ≤ j ≤ D;

las coordenadas τ(fuj−1) (1 ≤ j ≤ D) en la base anterior del interpolante
PF ∈ ΠV de F .

El algoritmo se ejecuta en complejidad bit

O∼
(
n(nL+ n5)δ

[
dδ + ndnh

(
dn + deg(F ) + h(F )

)])
.
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Demostración. Por el Teorema 8.3.5 podemos calcular a partir de β una base {G1, . . . , GD}
de un espacio de interpolantes ΠV con

O∼
(
n(nL+ n5)δ(dδ + nd2nh)

)
(8.20)

operaciones bit. El cálculo anterior proporciona además un primo p como en la
Observación 8.3.7 y una representación univariada Q, V1, . . . , Vn de V con elemento
primitivo U . Sea η una cota superior para las alturas de las trazas τ(fuj−1) (1 ≤
j ≤ D) y k := dlog(2η + 1)e. Por medio del algoritmo subyacente al Teorema
7.3.2 podemos calcular las aproximaciones p-ádicas de orden 2k de Q, V1, . . . , Vn
(Proposición 7.2.1) conO∼

(
(nL+n4)δη log p

)
operaciones bit. A continuación, por el

Teorema 8.3.18, podemos calcular las coordenadas τ(fuj−1) (1 ≤ j ≤ D) de PF en la
base {G1, . . . , GD} con O∼

(
(L+n4)Dη log(dnh)

)
operaciones bit. Puesto que D ≤ δ,

deducimos que los cálculos anteriores se pueden realizar con O∼
(
n(nL+ n5)δ(dδ +

nd2nh + η)
)

operaciones bit. Notando que, de acuerdo con el Lema 8.1.4, podemos

tomar η ∈ O∼
((
dn + deg(F ) + h(F )

)
dnh
)

y teniendo en cuenta que D ≤ δ ≤ dn, se

obtiene la estimación de complejidad del teorema.

Observación 8.3.21. Vemos fácilmente a partir de las Observaciones 8.3.6 y 8.3.19
que los ı́tems del Teorema 8.3.20 se pueden calcular probabiĺısticamente con O∼

(
n(nL+

n4)(dδ)2
)

operaciones aritméticas en Q.
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Caṕıtulo 9

Un modelo computacional para la
interpolación de
Hermite–Lagrange

9.1. Definiciones y notaciones básicas

Para todo n ∈ N, denotamos por An := An(C) el espacio af́ın n–dimensional Cn,
equipado con sus respectivas topoloǵıas de Zariski y Eucĺıdea sobre C. En geometŕıa
algebraica la topoloǵıa Eucĺıdea de An también se llama la topoloǵıa fuerte. Uti-
lizaremos esta terminoloǵıa solo excepcionalmente. En general estará claro por el
contexto a cuál de estas dos topoloǵıas nos estamos refiriendo.

En lo que sigue utilizaremos la siguiente terminoloǵıa especial. Una aplicación
parcial φ : V 99K W , donde V y W son subvariedades af́ınes cerradas de An y
Am respectivamente y φ1, . . . , φm son las componentes de φ, se llama un morfismo
de variedades afines (o simplemente una aplicación polinomial) si las funciones
φ1, . . . , φm pertenecen a C[V ] (por lo tanto, en particular, φ es una aplicación total).
Si el dominio U de φ es un subconjunto abierto y denso Zariski de V y φ1, . . . , φm
son las restricciones de funciones racionales adecuadas de V a U , llamamos a φ una
aplicación racional de V en W . Equivalentemente, φ : U → W es un morfismo de
la variedad abierta U en la variedad W en el sentido de la Definición 2.1.8. Obsérvese
que nuestra definición de aplicación racional difiere de la usual en geometŕıa alge-
braica, es decir, la de la Definición 2.1.9, puesto que no requiere que el dominio U
de φ sea maximal. Por lo tanto, en el caso m := 1, nuestros conceptos de función
racional y aplicación racional no coinciden.

9.1.1. Conjuntos construibles y aplicaciones construibles

Sea M un subconjunto de un espacio af́ın An y, para un entero no negativo
m, sea φ : M 99K Am una aplicación parcial. Llamamos construible al conjunto
M si M es definible por una combinación Booleana de ecuaciones polinomiales.
Equivalentemente,M es construible si es una unión finita (disjunta) de subconjuntos
localmente cerrados (en la topoloǵıa de Zariski) de An. Un hecho básico que usaremos
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en lo sucesivo es que si M es construible, entonces su clausura Zariski es igual a su
clausura Eucĺıdea (ver, por ejemplo, [Mum88, Chapter I, §10, Corollary 1]).

En la misma ĺınea llamamos construible a la aplicación parcial φ si el gráfico
de φ es construible como subconjunto del espacio af́ın An × Am. Decimos que φ es
polinomial si φ es la restricción de un morfismo de variedades afines An → Am a
un subconjunto construible M de An (y por lo tanto una aplicación total de M en
Am). Además, llamamos a φ una aplicación racional de M si el dominio U de φ
es un subconjunto abierto y denso Zariski de M y φ es la restricción a U de una
aplicación racional de la clausura Zariski M de M. Obsérvese que, siendo U a su
vez construible, U contiene un subconjunto abierto y denso Zariski de M (ver, por
ejemplo, [Har77, Exercise 3.18]).

Sea φ :M→ Am una aplicación construible total. Decimos que φ es regular en
x ∈M si existe una aplicación racional ψ :M 99K Am y un subconjunto abierto U
de M con x ∈ U tal que ψ = φ en U . Decimos que φ es regular si es regular en
todo punto de M. En otras palabras, φ es regular si es una aplicación racional de
M definida en todo punto de M.

Puesto que la teoŕıa elemental (esto es, de primer orden) de cuerpos algebraica-
mente cerrados con constantes en C admite eliminación de cuantificadores, construc-
tibilidad significa simplemente definibilidad elemental. En particular, φ construible
implica que el dominio y la imagen de φ son subconjuntos construibles de An y
Am respectivamente (ver, por ejemplo, [Mar02]). Un hecho útil concerniente a las
aplicaciones construibles que vamos a usar en lo sucesivo es el siguiente resultado
(ver, por ejemplo, [Mar02, Proposition 3.2.14]).

Lema 9.1.1. Sea M un subconjunto construible de An y sea φ : M 99K Am una
aplicación parcial. Entonces φ es construible si y sólo si existe una partición de su
dominio en finitos subconjuntos construibles, digamos M1, . . . ,Ms, tales que para
1 ≤ k ≤ s la restricción de φ a Mk es una aplicación racional de Mk que está
definida en todo punto de Mk.

En particular, si φ :M→ Am es una aplicación construible total, entonces existe
un subconjunto abierto y denso Zariski U de M tal que la restricción φ|U de φ a U
es una aplicación racional.

Ahora vamos a introducir las nociones de aplicación débilmente continua, fuer-
temente continua, topológicamente robusta y hereditaria del conjunto construible
M. Estas cuatro nociones constituirán una herramienta fundamental para la mode-
lización de los problemas y algoritmos de interpolación de Hermite–Lagrange en la
Sección 9.2 y el Caṕıtulo 10.

Definición 9.1.2. Sea M un subconjunto construible de An y sea φ : M → Am
una aplicación construible (total). Consideramos las siguientes cuatro condiciones:

(i) existe un subconjunto abierto y denso Zariski U de M tal que la restricción
φ|U de φ a U es una aplicación racional de M y el gráfico de φ está contenido
en la clausura Zariski del gráfico de φ|U en M× Am;

(ii) φ es continua con respecto a la topoloǵıa Eucĺıdea (esto es, fuerte) de M y
Am;
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(iii) para toda sucesión (xk)k∈N de M que converge en la topoloǵıa Eucĺıdea a un
punto de M, la sucesión (φ(xk))k∈N es acotada;

(iv) para todo subconjunto construible N deM la restricción φ|N : N → Am es una
extensión de una aplicación racional de N y el gráfico de φ|N está contenido
en la clausura Zariski del gráfico de esta aplicación racional en N × Am.

Llamamos a la aplicación φ

- débilmente continua si φ satisface la condición (i),

- fuertemente continua si φ satisface la condición (ii),

- topológicamente robusta si φ satisface las condiciones (i) y (iii),

- hereditaria si φ satisface la condición (iv).

Observación 9.1.3. Sea φ :M→ Am una aplicación construible total. Entonces φ
es topológicalmente robusta si y sólo si existe un subconjunto abierto y denso Zariski
U de M para el cual la condición (i) se satisface y, para toda sucesión (xk)k∈N de
U que converge en la topoloǵıa Eucĺıdea a un punto de M, la sucesión (φ(xk))k∈N
es acotada.

Demostración. La parte solo si es obvia. Vamos a probar la parte si: supóngase
que la segunda condición en el enunciado de la observación se satisface y sea U el
correspondiente subconjunto abierto y denso Zariski deM. Sea (xk)k∈N una sucesión
arbitraria deM que converge en la topoloǵıa Eucĺıdea a un punto x ∈M. Entonces
de la condición (i) deducimos que existe una sucesión (yk)k∈N de puntos de U tal que
||(xk, φ(xk)) − (yk, φ(yk))|| < 1/k se satisface para todo k ∈ N, donde || · || denota
la norma Eucĺıdea deM×Am. Esto implica que la sucesión (yk)k∈N converge a x y
que ||φ(xk)−φ(yk)|| < 1 vale para todo k ∈ N. Por lo tanto la sucesión (φ(xk))k∈N es
acotada. Concluimos que la aplicación construible φ :M→ Am es topológicamente
robusta. Esto termina la demostración de la Observación 9.1.3.

Ahora analicemos la interdependencia de las nociones de aplicación débilmente
continua, fuertemente continua, topológicamente robusta y hereditaria.

Lema 9.1.4. Sea φ : M → Am una aplicación construible fuertemente continua.
Entonces φ es débilmente continua, topológicamente robusta y hereditaria.

Demostración. Primero probamos que φ es débilmente continua. De acuerdo con
el Lema 9.1.1, existe un subconjunto abierto y denso Zariski U de M tal que φ|U
es una aplicación racional de M. Luego, la continuidad fuerte de φ implica que el
gráfico de φ está contenido en la clausura Eucĺıdea del gráfico de φ|U . Puesto que
las clausuras Eucĺıdea y de Zariski de un conjunto construible coinciden, deducimos
que φ es débilmente continua.

Puesto que la condición (ii) implica la condición (iii), la aplicación construible φ
es topológicamente robusta. Ahora es claro que φ es hereditaria.
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Por otra parte, una aplicación débilmente continua o topológicamente robusta
no necesariamente es fuertemente continua, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9.1.5. SeaM⊂ A2 el conjunto construibleM := {(x1, x2) ∈ A2 : x1 ·x2 =
0} y φ :M→ A1 la aplicación total definida por

φ(x1, x2) :=


x1

x1 + x2

, para (x1, x2) 6= (0, 0);

0, para (x1, x2) = (0, 0).

Sean 0 := (0, 0) y U := M\ {0}. Es claro que φ es una aplicación construible, U
es un subconjunto abierto y denso Zariski de M y la restricción φ|U de φ a U es
una aplicación racional de M. Afirmamos que el gráfico G de φ está contenido en
la clausura Zariski del gráfico GU de φ|U . En efecto, puesto que GU es un conjunto
construible, la clausura Zariski de GU es igual a la clausura fuerte de GU . Por lo
tanto, para probar nuestra afirmación es suficiente probar que el gráfico G de φ
está contenido en la clausura fuerte de GU . Por definición, el conjunto construible
G \ GU consiste sólo del punto (0, 0). No obstante, (0, 0) pertenece a la clausura
fuerte de GU , puesto que este punto es el ĺımite de la sucesión

(
x(k), φ|U(x(k))

)
k∈N de

GU definida por x(k) := (0, 1/k) para todo k ∈ N. Esto termina la demostración de
nuestra afirmación y prueba que la aplicación φ es débilmente continua.

Ahora probamos que φ es topológicamente robusta. Con este propósito, observa-
mos que φ(x1, 0) = 1 para todo x1 ∈ A1 \ {0} y φ(0, x2) = 0 para todo x2 ∈ A1. Esto
prueba que la aplicación φ es acotada. En consecuencia φ satisface la condición (iii)
y por lo tanto φ es topológicamente robusta.

Finalmente, probamos que φ no es fuertemente continua. Sea (x(k))k∈N la su-
cesión de M definida por x(k) := (1/k, 0) para todo k ∈ N. Entonces es fácil ver
que

ĺım
k→∞

x(k) = 0 ∈M y ĺım
k→∞

φ(x(k)) = 1 6= φ(0).

Esto prueba que φ no es fuertemente continua.

Si la aplicación construible φ :M→ Am es débilmente continua, no hay garant́ıa
de que la restricción de φ a un subconjunto construible arbitrario deM sea también
débilmente continua, como se muestra en el siguiente ejemplo. En consecuencia es
posible que las restricciones de aplicaciones topológicamente robustas a subconjuntos
construibles de sus dominios no sean topológicamente robustas. Si la aplicación
φ :M→ Am es polinomial, entonces φ es fuertemente continua (y por lo tanto, por
el Lema 9.1.4, débilmente continua, topológicamente robusta y hereditaria).

Ejemplo 9.1.6. Considérese de nuevo el conjunto construible M⊂ A2 y la aplica-
ción total φ :M→ A1 del Ejemplo 9.1.5, a saber,M := {(x1, x2) ∈ A2 : x1 ·x2 = 0}
y

φ(x1, x2) :=


x1

x1 + x2

, para (x1, x2) 6= (0, 0);

0, para (x1, x2) = (0, 0).

Entonces la restricción φ|N : N → A1 al subconjunto construible N := {(x1, 0) ∈
A2 : x1 ∈ A1} de M no es débilmente continua. En particular, φ no es hereditaria.
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El concepto de hereditariedad suena más bien abstracto y axiomático. Lo ne-
cesitaremos en lo que sigue para una formulación matemática correcta y completa
de nuestro modelo algoŕıtmico. En el Caṕıtulo 10 estableceremos una condición al-
goŕıtmicamente significativa que implica la hereditariedad de aplicaciones topológi-
camente robustas adecuadas (ver la Definición 10.2.7, la Proposición 10.2.9 y el
Corolario 10.2.11 más abajo).

9.2. Un modelo computacional para la interpola-

ción de Hermite–Lagrange

Sean n, D, K, L, M y N seis parámetros discretos pertenecientes a N. Sea
X := (X1, . . . , Xn), donde X1, . . . , Xn son indeterminadas sobre C, y denótese por
Π (o, más precisamente, por Π(n)) el anillo de polinomios C[X] := C[X1, . . . , Xn]

y por ΠD (o por Π
(n)
D ) el C–espacio vectorial de los polinomios de Π de grado a lo

sumo D.
En lo que sigue nos ocuparemos de familias discretas (dependiendo de algunos o

de todos los parámetros n, D, K, L, M y N) de problemas y algoritmos de interpo-
lación de Hermite–Lagrange. Antes de introducir un modelo general de computación
que contiene estos dos conceptos vamos a discutirlos en el contexto más intuitivo de
interpolación de Lagrange.

9.2.1. Revisión de la interpolación de Lagrange

Problemas de interpolación de Lagrange

Informalmente, un problema de interpolación de Lagrange está determinado por
una clase D de datos de interpolación y una clase O de interpolantes. En lo que
sigue pensaremos que para parámetros fijos n, D y K las clases D, O y la relación
entre ellas se realiza por medio de las siguientes estructuras matemáticas:

La clase D es un subconjunto construible del espacio ambiente af́ın A(n+1)×K

que consiste de K–tuplas ((x1, y1), . . . , (xK , yK)) de nodos xi ∈ An y valores
yi ∈ C, 1 ≤ i ≤ K, tales que xi 6= xj para toda elección de ı́ndices 1 ≤ i < j ≤
K.

La clase O es un subconjunto construible del espacio vectorial de dimensión
finita ΠD, tal que para todo dato de interpolación d := ((x1, y1), . . . , (xK , yK))
perteneciente a D existe exactamente un interpolante f ∈ O que resuelve el
problema de interpolación de Lagrange para d, i.e., que satisface la condición
f(xi) = yi para 1 ≤ i ≤ K.

Existe una aplicación construible Φ : D → ΠD cuya imagen está contenida en
O y que asocia a cada dato de interpolación d ∈ D el interpolante Φ(d).

En el contexto de la interpolación de Lagrange clásica, la clase de interpolantes
O es siempre un subespacio de dimensión finita del anillo de polinomios Π (y por lo
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tanto contenido en ΠD para algún D) y D es usualmente un subconjunto construible,
denso Zariski de A(n+1)×K . En lo que sigue, la clase O puede tener una estructura
geométrica no lineal; por ejemplo, O puede ser una subvariedad algebraica de gra-
do más alto del espacio af́ın ΠD. A su vez, los datos de interpolación pueden ser
interdependientes, esto es, D puede estar contenido en una subvariedad algebraica
propia de A(n+1)×K .

En la teoŕıa clásica de interpolación uno deseaŕıa que toda sucesión convergente
de interpolantes de Lagrange convergiera a un interpolante de Hermite. Desafortuna-
damente esto no es cierto en general. En consecuencia requeriremos que la aplicación
Φ satisfaga una condición de coalescencia más modesta, aunque muy natural, que
puede parafrasearse como un tipo débil de “continuidad” de Φ con respecto a las
topoloǵıas Eucĺıdeas de D y O. La aplicación Φ establece una cierta interdepen-
dencia entre los datos de interpolación de D y los interpolantes de O. También
requeriremos que las caracteŕısticas esenciales (topológicas o geométricas) de esta
interdependencia se preserven cuando restringimos la clase D a un subconjunto cons-
truible arbitrario. En términos más técnicos podemos pensar que Φ : D → ΠD es
una aplicación construible, topológicamente robusta y hereditaria en el sentido de
la Sección 9.1. Si este es el caso, Φ seguramente satisface nuestros requerimientos
(informales). Está de más decir que en la teoŕıa clásica de interpolación de Lagrange
la aplicación que corresponde a Φ es siempre fuertemente continua (y por lo tanto,
por el Lema 9.1.4, topológicamete robusta y hereditaria).

Ésta es entonces la manera en que vamos a formalizar la noción de un problema
de interpolación de Lagrange, a saber, por un subconjunto construible D de un
espacio af́ın A(n+1)×K , que representa como arriba los datos de interpolación del
problema, y por una aplicación topológicamente robusta y hereditaria Φ : D → ΠD,
que para todo d := ((x1, y1), . . . , (xK , yK)) perteneciente a D satisface la condición
Φ(d)(xi) = yi para 1 ≤ i ≤ K.

Algoritmos de interpolación de Lagrange

Para desarrollar nuestro modelo para el concepto informal de familia de proble-
mas de interpolación de Lagrange, sólo hacemos referencia a estructuras matemáticas
“objetivas”, como datos de interpolación, interpolantes y la aplicación Φ. Siguiendo
la terminoloǵıa de [CGH+03] los elementos de D, interpretados como datos de inter-
polación, pueden considerarse como objetos de entrada y los elementos de O como
objetos de salida los cuales resultan relacionados por la aplicación (matemática)
Φ. Sin embargo esto no es suficiente, ya que para la modelización del concepto de
algoritmo de interpolación de Lagrange, necesitamos tratar con estructuras de datos
que representen los objetos de entrada y salida.

Como se mencionó en la Sección 1.2.3, una caracteŕıstica particular de la in-
terpolación de Lagrange (y también de Hermite) consiste en la identificación del
concepto de objeto de entrada y el código que lo representa. Por lo tanto el subcon-
junto construible D de A(n+1)×K no sólo tiene que ser considerado como un conjunto
de datos de interpolación (objetivos), sino también, y simultáneamente, como una
estructura de datos que contiene los códigos de entrada (o representaciones)
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que codifican los datos de interpolación. Esto no es otra cosa que una interpretación
de la ciencia computacional de algo que ya es habitual en teoŕıa de interpolación.
Por lo tanto, en el contexto de este trabajo, el dato de interpolación y el código de
entrada son nociones que reflejan distintos aspectos del mismo objeto matemático.

Sin embargo nuestro punto de vista difiere del estándar con respecto a los in-
terpolantes y sus representaciones, puesto que nosotros no fijamos de antemano la
estructura de datos de salida, digamos D∗, que codifica la clase de objetos de sa-
lida O definida por los interpolantes. En el contexto de la interpolación de Lagrange
(y de Hermite) clásica, D∗ es siempre la representación densa (o convenientemente
rala) de los interpolantes por sus coeficientes. En el presente trabajo deseamos ad-
mitir como D∗ estructuras de datos más generales como, por ejemplo, el dominio
de instancias de una representación adecuada de los interpolantes por straight–line
programs. Para explicar nuestro punto de vista vamos a analizar la relación entre
la interpolación de Lagrange y la representación de polinomios por straight–line
programs en más detalle.

Ahora fijamos los parámetros n y L. Sea D := 2L, K := 4(L + n + 1)2 + 2,
M := (L+ n+ 1)2, y sea O el subconjunto de los polinomios de Π(n) que se pueden
representar por un straight–line program sin divisiones de longitud no escalar L. A
partir de [BCS97, Exercise 9.18] deducimos que O es un subconjunto construible

del espacio vectorial de dimensión finita ΠD = Π
(n)
D . Además, puesto que M =

(L+n+1)2, existe un straight–line program sin divisiones fijo β de longitud no escalar
L en M parámetros genéricos (también llamado un esquema de computación
de longitud no escalar L) con la siguiente propiedad:
Para todo polinomio f ∈ O existe una instancia z ∈ AM tal que la especialización
β(z) de β en z es un straight–line program de longitud no escalar L (con parámetros
complejos z) que codifica el polinomio f . Considerando O como un subconjunto
(construible) del espacio vectorial de dimensión finita ΠD, podemos describir esta
codificación por una aplicación polinomial (esto es, un morfismo de variedades
afines) ω∗ : AM → ΠD. En particular tenemos que ω∗(z) = f . Obsérvese que la
imagen de ω∗ es O, por lo tanto O es irreducible.

Supóngase dados puntos γ1, . . . , γK de An distintos dos a dos y un subcon-
junto construible D de AK tales que para γ := (γ1, . . . , γK) el conjunto Dγ :=
{((γ1, y1), . . . , (γK , yK)) : (y1, . . . , yK) ∈ D} representa los datos de interpolación
de un problema de interpolación de Lagrange para la clase de interpolantes O. De
acuerdo con nuestros comentarios en la Sección 9.2.1, este problema de interpo-
lación de Lagrange podŕıa modelizarse por una aplicación topológicamente robus-
ta y hereditaria Φ : D → ΠD con imagen O. Por lo tanto D y Φ describen un
problema de interpolación de Lagrange. En la Sección 9.2.3, usando la hipótesis
K = 4(L+ n+ 1)2 + 2, exhibiremos un ejemplo concreto de esta situación.

La tarea algoŕıtmica es ahora calcular (de manera uniforme y determińıstica),
para cada código de entrada d ∈ D, un código de salida, digamos Ψ(d), que pertenece
a AM y que representa el interpolante Φ(d) de la siguiente manera: Ψ(d) es una
instancia del esquema de computación β que satisface la condición ω∗(Ψ(d)) =
Φ(d). En consecuencia, modelizamos la noción de algoritmo de interpolación de
Lagrange usando una aplicación (total) Ψ : D → AM que tiene que satisfacer ciertas
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condiciones que vamos a explicar a continuación.
Sea D∗ un subconjunto construible de AM con ω∗(D∗) = O. Para simplificar la

notación también escribiremos ω∗ : D∗ → ΠD para la restricción de ω∗ : AM → ΠD a
D∗. Consideramos D∗ como la estructura de datos de salida y ω∗ como la codificación
de los objetos de salida del algoritmo de interpolación representado por la aplicación
Ψ. Consecuentemente requerimos que Ψ aplique D en D∗.

Además deseamos que Ψ sea en algún sentido “computable” y que Ψ permanezca
“computable” si la restringimos a un subconjunto construible arbitrario de D, de
acuerdo con el requerimiento anterior sobre el problema de interpolación Φ. Puesto
que una aplicación racional se puede considerar como “computable sólo en entradas
genéricas”, requerimos que Ψ sea hereditaria.

Esta condición es muy débil, puesto que incluye el caso en que el algoritmo de
interpolación de Lagrange detrás de la aplicación Ψ se implementa por un programa
de computación que contiene ramificaciones. Un caso t́ıpico de un algoritmo libre
de ramificaciones podŕıa aparecer si Ψ fuera una aplicación polinomial. Sin embar-
go, a partir del Teorema 11.2.1 más abajo deducimos que no existe una aplicación
polinomial Ψ : D → D∗ tal que, para M ≤ 2c

√
K , donde c > 0 es una constante

universal, el siguiente diagrama conmuta:

D

Φ &&

Ψ // D∗

ω∗��

Π
(n)
D

(9.1)

De hecho, el Teorema 11.2.1 hace la misma afirmación para una clase de aplicaciones
Ψ topológicamente robustas y hereditarias mucho más amplia, a saber para la clase
de aplicaciones geométricamente robustas que serán introducidas en la Sección 10.2.

Los datos D∗, ω∗ y Ψ determinan ahora un algoritmo de interpolación que
resuelve el problema de interpolación dado por Φ.

Nuestro interés por la codificación de polinomios por straight–line programs está
motivado por el hecho de que existen ejemplos computacionalmente relevantes de
polinomios de grado alto como (1 + T )2L o

∑
0≤j≤2L T

j que pueden ser evaluados
usando sólo unas pocas operaciones aritméticas, a saber O(L), mientras que exis-
ten otros ejemplos de gran interés, como el polinomio de Pochhammer–Wilkinson∏

0≤j≤2L(T − j) o el polinomio
∑

0≤j≤2L T
j/j, cuyo estatus de complejidad es des-

conocido (aqúı T denota una nueva indeterminada). Por otra parte, los polinomios
(multivariados) que aparecen como productos secundarios o finales de procesos de
eliminación en geometŕıa algebraica y semialgebraica efectiva pueden codificarse por
straight–line programs cuya longitud es polinomial en el grado de estos polinomios.
Esto implica en casos t́ıpicos una mejora exponencial de la estructura de datos con
respecto a las estructuras de datos clásicas, a saber la codificación densa (o rala) de
polinomios.

Se podŕıa plantear la cuestión de si tales polinomios de eliminación admiten
también codificaciones por straight–line program cuya longitud es polilogaŕıtmica
en el grado del polinomio dado. La respuesta esperada es no, ya que si no, tendŕıamos
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P = NP en el modelo de complejidad BSS sobre los números reales o complejos
(ver, por ejemplo, [BSS89], [BCSS96], [BCSS98] y [HM93] para más detalles).

Si el concepto de “eliminación polinomial”se interpreta de una manera más abar-
cativa, a saber, más allá de los ejemplos clásicos de las resultantes, entonces se puede
incluso probar que los procedimientos de eliminación generales no siempre son ca-
paces de producir representaciones polilogaŕıtmicas por straight–line programs para
sus polinomios de salida, a menos que estos procedimientos introduzcan ramifica-
ciones arbitrarias y no controladas (ver [GH01] y [CGH+03]).

9.2.2. El modelo general

Ahora estamos en condiciones de describir el anunciado modelo de computación
que incluye también la interpolación de Hermite. Reemplazando en la discusión
anterior sobre la interpolación de Lagrange la cantidad (n + 1)K (o K) por el
parámetro N , llegamos a la siguiente formulación:

Definición 9.2.1. Sean n, D, M y N números naturales fijos. Decimos que un
problema de interpolación de Hermite–Lagrange está determinado por un sub-
conjunto construible D del espacio af́ın AN , actuando como estructura de datos de
entrada, y una aplicación topológicamente robusta y hereditaria Φ : D → Π

(n)
D .

Además decimos que un algoritmo de interpolación de Hermite–Lagrange
(que resuelve el problema de interpolación dado) está determinado por un sub-
conjunto construible D∗ del espacio af́ın AM , actuando como estructura de datos de
salida, una codificación polinomial ω∗ : D∗ → Π

(n)
D de los objetos de salida y una

aplicación hereditaria Ψ : D → D∗, es decir, el algoritmo en un sentido restringido,
tal que el diagrama (9.1) conmuta.

Por supuesto, este modelo captura situaciones mucho más generales que la inter-
polación de Hermite–Lagrange en el sentido intuitivo usual. No obstante, el modelo
representa todo lo que necesitamos para nuestra discusión matemática sobre la com-
plejidad de la interpolación polinomial. En particular no habrá necesidad de mode-
lizar exactamente la noción informal de la interpolación de Hermite–Lagrange.

9.2.3. Tres familias cŕıticas de ejemplos

El propósito de esta sección es ilustrar las nociones de las secciones anteriores por
medio de tres familias significativas de problemas de interpolación. Estas familias
constituyen nuestros ejemplos protot́ıpicos, y serán más extensamente discutidas en
la Sección 10.3 y en el Caṕıtulo 11.

Las primeras dos familias proceden de la interpolación de Lagrange univariada
estándar. Sus estructuras de datos de entrada son subconjuntos abiertos Zariski (no
vaćıos) de espacios afines y por lo tanto variedades suaves. Luego analizamos dos
casos de interpolación de Hermite–Lagrange multivariada sobre curvas singulares.
Nuestro último ejemplo es el de un problema de interpolación no lineal, es decir,
el conjunto de interpolantes no es un subespacio lineal, sino un conjunto construible
del correspondiente espacio ambiente af́ın.
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Interpolación de Lagrange univariada

En términos de las notaciones introducidas anteriormente, sea K ≥ 2 un número
natural, n := 1, D := K − 1, M := K, N := 2K, X := X1 y ΠD := Π

(1)
D .

Interpolación de Lagrange en nodos fijos. F́ıjese un punto arbitrario γ :=
(γ1, . . . , γK) ∈ AK con γi 6= γj para 1 ≤ i < j ≤ K. El problema de interpolación
de Lagrange univariado (genérico) en los nodos (fijos) γ1, . . . , γK consiste en hallar,
para todo y := (y1, . . . , yK) ∈ AK , el (único) polinomio fγ,y ∈ ΠD que satisface la
condición

fγ,y(γj) = yj para 1 ≤ j ≤ K. (9.2)

Sea Dγ el subconjunto construible Dγ := {γ1} × A1 × · · · × {γK} × A1 de AN .
Entonces el problema de interpolación de Lagrange univariado en nodos
fijos γ1, . . . , γK está representado por la aplicación Φγ : Dγ → ΠD que asocia a
cada d := (γ1, y1, . . . , γK , yK) ∈ Dγ el único polinomio fd := fγ,y de ΠD determinado
por la condición (9.2). Puesto que Φγ es una aplicación polinomial, concluimos que
Dγ y Φγ determinan un problema de interpolación de Lagrange en el sentido de la
Definición 9.2.1.

Sea D∗ := AM y sea ω∗ : D∗ → ΠD la codificación de los elementos de ΠD por su
representación densa, esto es, ω∗(a0, . . . , aK−1) :=

∑K−1
j=0 ajX

j para (a0, . . . , aK−1) ∈
D∗. Sabemos que para cada d :=

(
(γ1, y1), . . . , (γK , yK)

)
∈ Dγ con y := (y1, . . . , yK),

la representación densa de fd ∈ ΠD está dada por V −1
γ y, donde Vγ := (γj−1

i )1≤i,j≤K ∈
AK×K es la matriz de Vandermonde asociada a γ. Por lo tanto, la aplicación poli-
nomial Ψγ : Dγ → D∗ definida por Ψγ(d) := V −1

γ y determina un algoritmo en el
sentido de la Definición 9.2.1 que resuelve el problema de interpolación de Lagrange
dado por Dγ y Φγ .

Interpolación de Lagrange en nodos genéricos. La construcción anterior se
puede modificar fácilmente para modelizar también la interpolación de Lagrange
univariada clásica en nodos genéricos. Con las notaciones anteriores, sea U el sub-
conjunto abierto Zariski de AK definido por U := {(γ1, . . . , γK) ∈ AK : γi 6=
γj para 1 ≤ i < j ≤ K} y sea D el subconjunto construible de AN definido por
D := U × AK . Para todo d := (γ,y) ∈ D denotamos por fd el único polinomio de
ΠD determinado por la condición (9.2). Entonces el problema de interpolación
de Lagrange univariado genérico está representado por D y la aplicación ra-
cional regular (esto es, bien definida en todo D) Φ : D → ΠD que asocia a cada
d ∈ D el polinomio fd ∈ ΠD. Esto implica que Φ es fuertemente continua (por
lo tanto topológicamente robusta y hereditaria). Concluimos que D y Φ determi-
nan un problema de interpolación de Lagrange en el sentido de la Definición 9.2.1.
Puesto que la representación densa de fd con d = (γ,y) ∈ D está dada por el
vector V −1

γ y, vemos que para D∗ := AM , la codificación ω∗ : D∗ → ΠD definida

por ω∗(a0, . . . , aK−1) :=
∑K−1

j=0 aiX
i, y la aplicación racional regular Ψ : D → D∗

definida por Ψ(d) := V −1
γ y, determinan un algoritmo en el sentido de la Definición
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9.2.1 que resuelve el problema de interpolación dado por D y Φ, puesto que Ψ es
hereditaria.

Interpolación de Hermite–Lagrange bivariada sobre curvas singulares

Sean X1, X2 indeterminadas sobre C y sea Π(2) := C[X1, X2]. En esta sección
consideramos dos ejemplos de interpolación de Hermite–Lagrange bivariada defini-
dos sobre un subconjunto abierto Zariski D de una curva singular C ⊂ A2. En el
primer ejemplo el problema de interpolación está determinado por una aplicación
fuertemente continua Φ : D → Π

(2)
1 , mientras que en el segundo ejemplo el pro-

blema está determinado por una aplicación topológicamente robusta y hereditaria
Φ : D → Π

(2)
1 que no es fuertemente continua.

Interpolación sobre la curva X3
1−X2

2 = 0. Consideramos la curva algebraica
irreducible C de A2 definida por la ecuación X3

1−X2
2 = 0, que contiene el subconjunto

abierto Zariski no vaćıo D := C \ {(−1,±i)}. Sea f : A2 → A1 una aplicación
polinomial. Es claro que la restricción f |D de f a D is topológicamente robusta
y hereditaria. Obsérvese que el punto 0 := (0, 0) pertenece a D. Consideramos el
problema de interpolar f a partir de los valores f(d) (d ∈ D) y f(0) por medio de

polinomios de Π
(2)
1 .

Obsérvese que para todo punto d := (d1, d2) ∈ D\{0} existe un único polinomio

gd del subespacio lineal Ed := C+ C·(d1X1+d2X2) de Π
(2)
1 que satisface la condición

gd(d) = f(d) y gd(0) = f(0). Teniendo en cuenta que d2
1 + d2

2 6= 0, el polinomio gd
se puede escribir como

gd := f(0) +

(
f(d)− f(0)

)
d1

d2
1 + d2

2

X1 +

(
f(d)− f(0)

)
d2

d2
1 + d2

2

X2.

El espacio C–lineal de los interpolantes Ed representa el espacio solución mı́nimo
(“least solution space”) introducido en [dBR92] (ver también [dBR90]).

Finalmente, definimos g0 como el único polinomio del subespacio C–lineal C +
C ·X1 de Π

(2)
1 que interpola f y su derivada parcial ∂f/∂X1 en el punto 0 ∈ A2, a

saber,

g0 := f(0) +
∂f

∂X1

(0)X1.

Por lo tanto tenemos g0(0) = f(0) y (∂g0/∂X1)(0) = (∂f/∂X1)(0).

Se ve fácilmente que la aplicación Φ : D → Π
(2)
1 definida por Φ(d) := gd es

construible y que Φ|D\{0} es una aplicación racional de D, regular en D \ {0}.
Afirmamos que Φ es fuertemente continua (y por lo tanto, topológicamente robus-

ta y hereditaria). Para verlo, es suficiente mostrar que, para toda sucesión (d(k))k∈N
de D \ {0} que converge a 0, la sucesión (Φ(d(k)))k∈N converge a Φ(0).

F́ıjese d := (d1, d2) ∈ D \ {0}. Luego tenemos d3
1 = d2

2, d1 6= 0, d2
1 + d2

2 6= 0 y
(d2/d1)2 = d1. Esto implica

(f(d)− f(0))d1

d2
1 + d2

2

=
(f(d)− f(0))d1

d2
1(1 + d1)

=
f(d)− f(0)

d1

1

1 + d1

(9.3)
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y
(f(d)− f(0))d2

d2
1 + d2

2

=
(f(d)− f(0))d2

d2
1(1 + d1)

=
f(d)− f(0)

d1

d2

d1

1

1 + d1

. (9.4)

Considerando el desarrollo de Taylor de f en 0, concluimos que existen polinomios
Q1, Q2 de Π(2) con Q1(0) = Q2(0) = 0 tales que

f(d)− f(0) =

(
∂f

∂X1

(0) +Q1(d)

)
d1 +

(
∂f

∂X2

(0) +Q2(d)

)
d2.

Sea (d(k))k∈N una sucesión de D \ {0} que converge a 0 ∈ D. Puesto que

(d
(k)
2 /d

(k)
1 )2 = d

(k)
1 vale para todo k ∈ N, concluimos que

ĺım
k→∞

f(d(k))− f(0)

d
(k)
1

= ĺım
k→∞

(
∂f

∂X1

(0)+Q1(d(k))+

(
∂f

∂X2

(0)+Q2(d(k))

)
d

(k)
2

d
(k)
1

)
=

∂f

∂X1

(0).

Combinando esta identidad con (9.3) y (9.4) deducimos que Φ es fuertemente con-
tinua.

Por lo tanto Φ : D → Π
(2)
1 determina un problema de interpolación de Hermite–

Lagrange en el sentido de la Definición 9.2.1.
Ahora sea D∗ := A3 y considérese la representación densa canónica ω∗ de los

polinomios bivariados sobre C de grados a lo sumo uno como la codificación de la
salida. Más precisamente, definimos ω∗ : D∗ → Π

(2)
1 por ω∗(a0, a1, a2) := a0 +a1X1 +

a2X2. Además, sea Ψ : D → D∗ la aplicación construible definida como

Ψ(d) :=


(
f(0),

(f(d)− f(0))d1

d2
1 + d2

2

,
(f(d)− f(0))d2

d2
1 + d2

2

)
, para d := (d1, d2) 6= 0;(

f(0),
∂f

∂X1

(0), 0

)
, para d = 0.

Entonces Ψ es una aplicación fuertemente continua que resuelve el problema de
Hermite–Lagrange determinado por Φ.

Interpolación sobre la curva X2
2 = X2

1 + X3
1 . Consideramos ahora la curva

algebraica irreducible C de A2 definida por la ecuación X2
2 = X2

1 +X3
1 , que contiene

el subconjunto abierto Zariski no vaćıo D := C \ {(−2,±2i)}. Nuevamente sea f :
A2 → A1 una aplicación polinomial. Es claro que la restricción f |D de f a D es
topológicamente robusta y hereditaria. Obsérvese que 0 := (0, 0) pertenece a D.

Consideramos ahora el problema de interpolar f a partir de los valores f(d)

(d ∈ D) y f(0) por medio de polinomios de Π
(2)
1 .

Para todo punto d := (d1, d2) ∈ D \ {0} existe un único polinomio gd en el
“espacio solución mı́nimo” de [dBR90], [dBR92], a saber el subespacio lineal Ed :=

C+ C ·(d1X1 +d2X2) de Π
(2)
1 , que satisface la condición gd(d) = f(d) y gd(0) = f(0).

Puesto que d2
1 + d2

2 es distinto de cero, el polinomio gd se puede escribir como

gd := f(0) +

(
f(d)− f(0)

)
d1

d2
1 + d2

2

X1 +

(
f(d)− f(0)

)
d2

d2
1 + d2

2

X2.
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Finalmente, definimos g0 como el único polinomio del subespacio C–lineal C +
C · (X1 +X2) de Π

(2)
1 que interpola f y la suma de sus primeras derivadas parciales

en 0, es decir

g0 := f(0) +
1

2

(
∂f

∂X1

(0) +
∂f

∂X2

(0)

)
X1 +

1

2

(
∂f

∂X1

(0) +
∂f

∂X2

(0)

)
X2.

Por lo tanto tenemos g0(0) = f(0) y (∂g0/∂X1 + ∂g0/∂X2)(0) = (∂f/∂X1 +
∂f/∂X2)(0).

Se ve fácilmente que la aplicación Φ : D → Π
(2)
1 definida por Φ(d) := gd es

construible y que Φ|D\{0} es una función racional de D, regular en D \ {0}.
Afirmamos que Φ también es topológicamente robusta. Para verlo, primeramente

mostramos que Φ(d) permanece acotada cuando d ∈ D se aproxima a 0 ∈ D. Sea
d := (d1, d2) ∈ D \ {0}. Tenemos d2

1 + d2
2 = 2d2

1 + d3
1, d1 6= 0 y d2

1 + d2
2 6= 0. Esto

implica
(f(d)− f(0))d1

d2
1 + d2

2

=
(f(d)− f(0))d1

d2
1(2 + d1)

=
f(d)− f(0)

d1

1

2 + d1

(9.5)

y
(f(d)− f(0))d2

d2
1 + d2

2

=
(f(d)− f(0))d2

d2
1(2 + d1)

=
f(d)− f(0)

d1

d2

d1

1

2 + d1

. (9.6)

Considerando el desarrollo de Taylor de f en 0, deducimos que existen polinomios
Q1, Q2 de Π(2) con Q1(0) = Q2(0) = 0 tales que

f(d)− f(0) =

(
∂f

∂X1

(0) +Q1(d)

)
d1 +

(
∂f

∂X2

(0) +Q2(d)

)
d2. (9.7)

Sea (d(k))k∈N una sucesión de D \ {0} que converge a 0 ∈ D. Para todo k ∈ N
tenemos

f(d(k))− f(0)

d
(k)
1

=
∂f

∂X1

(0) +Q1(d(k)) +

(
∂f

∂X2

(0) +Q2(d(k))

)
d

(k)
2

d
(k)
1

.

Teniendo en cuenta que (d
(k)
2 /d

(k)
1 )2 = 1 + d

(k)
1 y el hecho de que Q1, Q2 definen

funciones fuertemente continuas en un entorno de 0 concluimos que la sucesión((
f(d(k)) − f(0)

)
/d

(k)
1

)
k∈N es acotada. Combinando esta observación con (9.5) y

(9.6), vemos que Φ satisface la condición (iii) de la Definición 9.1.2.
Para ver que Φ es topológicamente robusta queda probar que Φ es débilmente

continua. Afirmamos que el gráfico de Φ está contenido en la clausura Zariski del
gráfico de la restricción Φ|U de Φ al subconjunto denso y abierto Zariski U := D\{0}
de D. En efecto, sea (rk)k∈N una sucesión de reales positivos que converge a 0 ∈ R
y sea (sk)k∈N la sucesión definida por sk := rk

√
1 + rk para todo k ∈ N. Es fácil

ver que (rk, sk)k∈N es una sucesión de U y que ĺımk→∞ sk/rk = 1. Combinando esta
observación con (9.5), (9.6) y (9.7) concluimos fácilmente que

ĺım
k→∞

Φ(rk, sk) = g0.
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Esto muestra que el punto (0, g0) pertenece a la clausura Eucĺıdea, y por lo tanto
a la clausura Zariski, del gráfico de la restricción Φ|U de Φ a U := D \ {0}, como
hab́ıamos afirmado. Por lo tanto, Φ también satisface la condición (i) de la Definición

9.1.2. Puesto que D es una curva abierta irreducible, concluimos que Φ : D → Π
(2)
1

también es hereditaria.
En consecuencia Φ determina un problema de interpolación de Hermite–Lagrange

en el sentido de la Definición 9.2.1.
Sea ahora D∗ := A3 y considérese la representación densa canónica ω∗ : D∗ →

Π
(2)
1 , ω∗(a0, a1, a2) := a0 + a1X1 + a2X2 de los polinomios bivariados sobre C de

grados a lo sumo uno como la codificación de la salida. Además, sea Ψ : D → D∗ la
aplicación construible definida por

Ψ(d) :=


(
f(0),

(f(d)− f(0))d1

d2
1 + d2

2

,
(f(d)− f(0))d2

d2
1 + d2

2

)
, para d := (d1, d2) 6= 0;(

f(0),
1

2

( ∂f

∂X1

(0) +
∂f

∂X2

(0)
)
,
1

2

( ∂f

∂X1

(0) +
∂f

∂X2

(0)
))

, para d = 0.

Entonces Ψ es una aplicación hereditaria (e incluso topológicamente robusta) que
resuelve el problema de Hermite–Lagrange determinado por Φ.

Es importante observar que, en general, ni Φ ni Ψ son fuertemente continuas.
De hecho, sea (rk)k∈N una sucesión de reales positivos que converge a 0 ∈ R y sea
(sk)k∈N la sucesión definida por sk := −rk

√
1 + rk para todo k ∈ N. Es fácil ver que

(rk, sk)k∈N es una sucesión de puntos de D que converge a 0 y que ĺımk→∞ sk/rk =
−1. Combinando esta observación con (9.5), (9.6) y (9.7) concluimos fácilmente que

ĺım
k→∞

Φ(rk, sk) = f(0) +
1

2

(
∂f

∂X1

(0)− ∂f

∂X2

(0)

)
X1 +

1

2

(
− ∂f

∂X1

(0) +
∂f

∂X2

(0)

)
X2.

Para (∂f/∂X2)(0) 6= 0, el lado derecho de la identidad anterior no es igual a g0.
Esto muestra que Φ no es fuertemente continua. Un argumento similar prueba que
Ψ no es fuertemente continua.

Un ejemplo no lineal: sucesiones de identificación e interpolación

Retomamos aqúı el ejemplo de la Sección 9.2.1. Sean n, L ∈ N que satisfacen
la condición 2L/4 ≥ n y sea O el subconjunto de los polinomios de Π(n) := C[X]
que pueden ser evaluados por un straight–line program sin divisiones de longitud no
escalar a lo sumo L.

Observamos que todo polinomio f ∈ O tiene grado acotado por 2L. Además
O ⊂ Π

(n)

2L
, identificando cada elemento de O con su representación densa, y aśı

puede considerarse como un subconjunto construible de AnL , donde nL :=
(

2L+n
n

)
(ver [HS82, Theorem 3.2] o [BCS97, Exercise 9.18]). Obsérvese que O es un cono de
AnL .

Denotemos con O la clausura de O con respecto a la topoloǵıa fuerte o Zariski de
AnL . Sucede que O es una variedad irreducible que forma también un cono en AnL .
Los elementos de O pueden considerarse como polinomios de Π

(n)

2L
de complejidad

aproximada acotada por L (ver [Ald84, Lemma 2 y Satz 4]).
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Sea K := 4(L+n+ 1)2 + 2. De acuerdo con [CGH+03, Corollary 2] (ver también
[HS82, Theorem 4.4]), existen puntos enteros γ1, . . . , γK ∈ An de longitud bit a lo
sumo 4(L + 1) ≤ 2

√
K tales que para todo f, g ∈ O las igualdades f(γj) = g(γj)

para 1 ≤ j ≤ K implican f = g. Tal sucesión γ := (γ1, . . . , γK) de puntos de
An se llama una sucesión de identificación para la clase de polinomios O. Sea
γ := (γ1, . . . , γK) una sucesión de identificación para O y sea Ξ : O → AK la
aplicación polinomial definida por

Ξ(f) :=
(
f(γ1), . . . , f(γK)

)
.

Sea además N := K y D el subconjunto construible de AN definido por D := Ξ(O).
Entonces [CGH+03, Corollary 3] implica que D es un cono af́ın, cerrado e irreducible
de AN y Ξ : O → D es un morfismo finito, birracional de variedades irreducibles que
es además un homeomorfismo con respecto a las topoloǵıas fuerte y de Zariski. En
particular, la aplicación Φ := Ξ−1 : D → Π

(n)

2L
es construible. Asimismo, en términos

de la Definición 10.2.7 de la Sección 10.2, Φ es geométricamente robusta. Por lo
tanto la Proposición 10.2.9 y el Corolario 10.2.11 de la Sección 10.2 implican que Φ
es topológicamente robusta y hereditaria. Por lo tanto Φ determina un problema de
interpolación de Lagrange en el sentido de la Definición 9.2.1.

Obsérvese que la elección de γ := (γ1, . . . , γK) como una sucesión de identifica-
ción para O implica que para todo punto y := (y1, . . . , yK) ∈ D existe un único
interpolante f ∈ O que resuelve el problema de interpolación de Lagrange para el
dato de interpolación y. Por lo tanto el conjunto construible O representa la clase
de objetos de salida de un problema de interpolación de Lagrange determinado por
D y una aplicación construible bien definida Φ : D → Π

(n)

2L
con imagen O. Obsérvese

también que este problema de interpolación de Lagrange es no lineal en el sentido
que el espacio de interpolantes O es no lineal (no es cerrado bajo adiciones).

La Sección 11.2 estará dedicada al estudio de la complejidad algoŕıtmica de resol-
ver este problema de interpolación particular, es decir, a la complejidad de recons-
truir los polinomios de O a partir de sus valores en una sucesión de identificación.

9.2.4. Complejidad de problemas y algoritmos de interpo-
lación de Hermite–Lagrange

Sean n, D y N números naturales fijos, sea D un subconjunto construible del es-
pacio af́ın AN y sea Φ : D → Π

(n)
D una aplicación topológicamente robusta y heredita-

ria tales que D y Φ determinan un problema de interpolación de Hermite–Lagrange.
Llamamos a N el tamaño de la entrada del problema de interpolación dado.

Sea D∗ un subconjunto construible de un espacio af́ın AM actuando como estruc-
tura de datos de salida, ω∗ : D∗ → Π

(n)
D una codificación polinomial de los objetos

de salida Φ(D) y Ψ : D → D∗ una aplicación hereditaria tales que D∗, ω∗ y Ψ repre-
sentan un algoritmo de interpolación de Hermite–Lagrange que resuelve el problema
de interpolación dado. Medimos la complejidad de este algoritmo de interpolación
por el tamaño de los objetos de salida, es decir, M .

La complejidad del problema de interpolación de Hermite–Lagrange
determinado por D y Φ es el entero no negativo mı́nimo M tal que existe un
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algoritmo de interpolación con estructura de datos de salida de tamaño M que
resuelve el problema.

Por ejemplo, la complejidad del problema de interpolación de Lagrange univa-
riado (genérico) en K nodos fijos introducido en la Sección 9.2.3 es al menos K = N
(compárese con la Proposición 11.1.1).

Observamos que esta noción de complejidad es una generalización de tres medi-
das usuales de complejidad del tamaño de los datos en teoŕıa de eliminación efectiva:
el tamaño de la representación densa o rala y la longitud (no escalar) de la repre-
sentación por straight–line program de polinomios multivariados. Por ejemplo, sea
O la clase de objetos de salida de un problema de eliminación y supóngase que los
elementos de O tienen grados acotados. Entonces los polinomios contenidos en O
generan un espacio ambiente C–lineal de dimensión finita, digamos M . Por lo tanto
M es una cota inferior para el tamaño de la representación densa de un elemento del
“peor-caso”de O. Esto implica que todo algoritmo que resuelve el problema de eli-
minación subyacente y devuelve los polinomios de salida de O en su representación
densa, requiere al menos tiempo M .

Por otra parte, para un polinomio dado F ∈ Π(n) podemos considerar la longi-
tud no escalar mı́nima L(F ) de un straight–line program sin divisiones que evalúa
F . Sea L ∈ N y def́ınase WL := {F ∈ C[X1, . . . , Xn] : L(F ) ≤ L}. A partir de
[BCS97, Exercise 9.18] (ver también [HS82, Theorem 3.2]) deducimos que WL es

un subconjunto construible de Π
(n)

2L
que es la imagen de una aplicación polinomial

A(L+n+1)2 → Π
(n)

2L
, donde (L+n+1)2 es el número de parámetros necesarios para re-

presentar los elementos de WL como instancias de un straight–line program genérico
sin divisiones de longitud no escalar L con n entradas. Por lo tanto la dimensión
(L + n + 1)2 del espacio de parámetros A(L+n+1)2 refleja el tamaño de los datos de
la representación de los elementos de WL por medio de straight–line programs sin
divisiones. Puesto que un elemento genérico de WL requiere una tal representación
de tamaño al menos (L+n+ 1)2, concluimos que, en el caso que WL esté contenido
en O, la cantidad (L+n+ 1)2 es una cota inferior para la complejidad de todo algo-
ritmo que resuelve el problema de eliminación considerado anteriormente y devuelve
los polinomios de salida de O en una representación por straight–line program.
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Caṕıtulo 10

Algoritmos de interpolación
robustos

Esta sección está dedicada a la modelización geométrica y algebraica de los
fenómenos de coalescencia (ver, por ejemplo, [BC97], [dBR92], [Olv06]) en el con-
texto de interpolación de Hermite–Lagrange.

El tema principal es la noción de aplicación geométricamente robusta, que
captura simultáneamente los conceptos de robustez topológica y hereditariedad in-
troducidos en la Sección 9.1. Esto nos permite modelizar geométrica y algebraica-
mente la noción intuitiva de problemas y algoritmos de interpolación ĺımites. La
noción de robustez topológica nos servirá como un paso intermedio para una mejor
comprensión del concepto más bien técnico de robustez geométrica.

Con este fin comenzaremos con una caracterización algebraica de la noción de
aplicación topológicamente robusta (Teorema 10.2.2 y Corolario 10.2.4). Luego in-
troduciremos la noción de aplicación geométricamente robusta y mostraremos que
tales aplicaciones son siempre hereditarias (Corolario 10.2.11). Usando el concepto
de robustez geométrica de aplicaciones construibles finalmente arribaremos a la no-
ción de problema y algoritmo de interpolación geométricamente robusto, que captura
un cierto sentido de coalescencia. Esta noción se discutirá por medio de ejemplos
concretos en la Sección 10.3 y el Caṕıtulo 11 bajo los aspectos de interpolación y
teoŕıa de complejidad.

10.1. Nociones y hechos básicos de la teoŕıa de

places

Comenzamos recordando algunas definiciones y hechos básicos de la teoŕıa de
valuaciones y places (ver [ZS60] y [Lan93] para más detalles y demostraciones).
Para evitar una generalidad innecesaria, limitamos nuestra exposición al contexto
de C–álgebras y cuerpos (llamamos C–cuerpo a un cuerpo que extiende a C).

Sean K y Ω dos C–cuerpos. Un place Ω–valuado (o simplemente place) del
C–cuerpo K es un homomorfismo de anillos ϑ : Rϑ → Ω donde Rϑ es una C–álgebra
contenida en K tal que Rϑ y ϑ satisfacen siguiente condición:
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x ∈ K \Rϑ implica 1/x ∈ Rϑ y ϑ(1/x) = 0.
La C–álgebra Rϑ con ideal maximal kerϑ es local, y se llama el anillo de valuación
del place ϑ. Asociando a x ∈ K \Rϑ el valor “infinito” escribiremos ϑ(x) :=∞. Aśı
podemos interpretar el place ϑ como una aplicación (total) ϑ : K → Ω ∪ {∞}.

Recordamos los siguientes dos resultados básicos y bien conocidos.

Theorem I (Extensión de places). ([ZS60, Ch. VI, §4, Theorem 5’] y [Lan93,
Ch. VII, §3, Corollary 3.3]) Sea A una C–álgebra contenida en el cuerpo K y sea
ε : A → Ω un homomorfismo de C–álgebras de A en el C–cuerpo Ω. Entonces ε se
puede extender a un place ϑ de K. Si Ω es algebraicamente cerrado, el place ϑ se
puede elegir Ω–valuado.

Theorem II (Places y clausuras enteras). ([Lan93, Ch. VII, §3, proof of Proposition
3.5]) Sea A una C–álgebra contenida en el cuerpo K. Entonces la intersección

⋂
ϑRϑ,

donde ϑ recorre todos los places de K con A ⊂ Rϑ, es la clausura entera de A en
K.

Si A es un dominio ı́ntegro que es una C–álgebra local con cuerpo de clases
residuales C y es esencialmente de tipo finito (esto es, es la localización de un anillo
que es finitamente generado sobre C), entonces la clausura entera de A en su anillo
de fracciones es la intersección de los anillos de valuación de los places C–valuados
que contienen a A.

La noción más bien abstracta de place C–valuado se puede parafrasear en los
siguientes términos geométricos.

Sea V una variedad irreducible af́ın y x un punto de V . Obsérvese que evaluar
las funciones coordenadas de V , es decir los elementos de C[V ], en el punto x
proporciona un homomorfismo de C–álgebras evx : C[V ] → C que caracteriza el
punto x ∈ V . Sea A := C[V ], K := C(V ), Ω := C, ε := evx y f́ıjese un place
C–valuado ϑ : K → C∪{∞} tal que ϑ extiende ε. Entonces ϑ asocia a cada función
racional ϕ de V un valor ϑ(ϕ) que puede ser finito o infinito. En el primer caso
consideramos a ϕ bien definida en el punto x ∈ V , con valor ϑ(ϕ). En el segundo
caso consideramos el punto x ∈ V como un punto de indeterminación o polo de la
función racional ϕ. En vista de [Tei82, 1.3.4, Corollaire 2] podemos decir que el place
ϑ imita la evaluación de funciones racionales sobre la normalización de un germen
de curva en el punto x de la variedad V .

10.2. La noción de robustez geométrica

Por el momento fijemos un subconjunto construibleM del espacio af́ın An y una
aplicación construible (total) φ :M→ Am con componentes φ1, . . . , φm. Supóngase
que φ es débilmente continua en el sentido de la Definición 9.1.2, es decir

existe un subconjunto abierto y denso Zariski U de M tal que la restricción
φ|U es una aplicación racional de M y el gráfico de φ está contenido en la
clausura Zariski Γ del gráfico de φ|U en M× Am.
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Obsérvese que Γ es un subconjunto construible de An×Am que contiene el gráfico
de φ. Sea π : Γ→M la primera proyección de Γ definida por π(x, y) := x. Obsérvese
que π es una aplicación polinomial.

Recordemos, de acuerdo con la Definición 9.1.2, que la aplicación construible
φ : M → Am es topológicamente robusta si y sólo si es débilmente continua y
satisface la siguiente condición:

(∗) para toda sucesión (xk)k∈N de M que converge en la topoloǵıa Eucĺıdea a un
punto de M, la sucesión (φ(xk))k∈N es acotada.

Esta condición es equivalente a la robustez de la aplicación polinomial suryectiva
π : Γ→M en el sentido de [CGH+03, Definition 3]. Más precisamente, tenemos el
siguiente hecho.

Observación 10.2.1. La aplicación construible, débilmente continua, φ satisface la
condición (∗) si y sólo si para toda sucesión (xk, yk)k∈N de Γ tal que (xk)k∈N converge
a un punto x0 ∈ M, existe un punto de acumulación y0 de la sucesión (yk)k∈N con
(x0, y0) ∈ Γ.

Demostración. Supóngase que φ satisface la condición (∗) de arriba y sea (xk, yk)k∈N
una sucesión de Γ tal que (xk)k∈N converge a un punto x0 ∈M. Sea (uk, vk)k∈N una
sucesión del gráfico de φ|U con ‖(xk, yk) − (uk, vk)‖ < 1/k para todo k ∈ N, donde
‖ · ‖ denota la norma Eucĺıdea de An ×Am. Entonces (uk)k∈N converge a x0 ∈M y
por lo tanto la condición (∗) implica que la sucesión (vk)k∈N = (φ(uk))k∈N es acotada.
Concluimos que la sucesión (yk)k∈N también es acotada, y contiene en consecuencia
una subsucesión convergente. Por lo tanto la sucesión (xk, yk)k∈N tiene una subsuce-
sión convergente, cuyo ĺımite (x0, y0) necesariamente pertenece a Γ puesto que Γ es
cerrado en M× Am con respecto a la topoloǵıa Eucĺıdea y x0 pertenece a M.

Supóngase ahora que φ satisface la segunda condición del enunciado de la ob-
servación y sea (xk)k∈N una sucesión de M que converge en la topoloǵıa Eucĺıdea
a x0 ∈ M. Entonces existe una sucesión (uk)k∈N de U que también converge a x0.
Afirmamos que la sucesión (φ(uk))k∈N es acotada. En otro caso, existe una suce-
sión (φ(ukl))l∈N tal que (‖φ(ukl)‖)l∈N diverge a infinito. Por otra parte, la sucesión
(ukl , φ(ukl))l∈N satisface la hipótesis de la segunda condición del enunciado de la
observación, pero la sucesión (φ(ukl))l∈N no tiene ningún punto de acumulación. Es-
to contradice la hipótesis sobre φ y prueba la afirmación. Por lo tanto la sucesión
(φ(xk))k∈N es acotada, lo que termina la demostración.

Consideramos ahora la clausura ZariskiM del subconjunto construibleM de An.
Obsérvese queM es una subvariedad cerrada af́ın de An y que podemos interpretar la
C–álgebra C(M) de funciones racionales deM como un C[M]–módulo (o álgebra).
F́ıjese ahora un punto arbitrario x de M. Por Mx denotamos el ideal maximal de
las funciones coordenadas de C[M] que se anulan en el punto x, por C[M]Mx la
C–álgebra local de la variedad M en el punto x, esto es, la localización de C[M]
en el ideal maximal Mx y por C(M)Mx la localización del C[M]–módulo C(M) en
Mx.
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Supóngase ahora que la aplicación construible φ :M→ Am es topológicamente
robusta. Entonces, de acuerdo con el Lema 9.1.1, podemos interpretar φ1, . . . , φm
como funciones racionales de la variedad af́ın M y por lo tanto como elementos
del anillo de fracciones total C(M) de C[M]. En consecuencia C[M][φ1, . . . , φm] y
C[M]Mx [φ1, . . . , φm] son C–subálgebras de C(M) y C(M)Mx que contienen a C[M]
y C[M]Mx , respectivamente.

Con estas notaciones podemos formular el siguiente enunciado que establece el
puente hacia una comprensión algebraica de la noción de robustez topológica.

Teorema 10.2.2. Sean las notaciones y las hipótesis como antes. Supóngase que
la aplicación construible φ :M→ Am es topológicamente robusta y sea x un punto
arbitrario de M. Entonces C[M]Mx [φ1, . . . , φm] es un C[M]Mx–módulo finito.

El Teorema 10.2.2 es una consecuencia inmediata de la Observación 10.2.1 y de
[CGH+03, Lemma 3], que a su vez está basado en el Teorema Principal de Zariski
(ver, por ejemplo, [Ive73, §IV.2]).

En lo que sigue, el Teorema 10.2.2 sólo será usado como motivación para la
noción más técnica de robustez geométrica que vamos a definir posteriormente en
esta sección. Si reeplazamos la condición (∗) de arriba por una condición más fuerte,
a saber:

(∗∗) para toda sucesión (xk)k∈N de M que converge en la topoloǵıa Eucĺıdea a un
punto x ∈M, la sucesión (φ(xk))k∈N permanece acotada,

la conclusión del Teorema 10.2.2 es más fácil de probar.
En este sentido, en la Observación 10.2.3 más abajo, daremos una demostración

elemental del Teorema 10.2.2 bajo la hipótesis de que M es cerrado, esto es, en el
casoM =M. Por lo tanto, si aceptamos restringir la noción de robustez topológica
a los casos en que la condición (∗∗) se satisface, entonces la Observación 10.2.3
nos permite mantener el presente trabajo autocontenido. Observamos que todos los
enunciados de este trabajo sobre aplicaciones topológicamente robustas siguen siendo
válidos si reeplazamos la condición (∗) en la definición de la noción de aplicaciones
topológicamente robustas por el requerimiento (∗∗).

Los siguientes argumentos retoman técnicas de las demostraciones de [Tei82,
1.3.4, Corollaire 2] y [Ald84, Satz 2].

Observación 10.2.3. (Demostración del Teorema 10.2.2 en el caso M =
M). Supóngase que M =M. Por lo tanto M es una subvariedad cerrada de An.

Primeramente observamos que podemos suponer sin pérdida de generalidad que
M es irreducible. Por lo tanto C[M] es una C–álgebra sin divisores de cero, C(M)
es un cuerpo y para todo x ∈M las C–álgebras C[M]Mx y C[M]Mx [φ1, . . . , φm] son
extensiones de C[M] y C[M][φ1, . . . , φm] respectivamente.

Bajo estas condiciones, el Teorema 10.2.2 afirma que la C–álgebra C[M]Mx [φ1, . . . , φm]
es una extensión entera de C[M]Mx .

Interpretada como una aplicación racional, φ tiene un dominio, digamos U , que
es un subconjunto abierto Zariski no vaćıo deM. Denótese por r la dimensión deM
y supóngase sin pérdida de generalidad que X1, . . . , Xn están en posición genérica
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con respecto a M. Escribamos X ′ := (X1, . . . , Xr) y ν :M→ Ar para el morfismo
suryectivo finito de variedades afines definido por M por ν(z) := (z1, . . . , zr).

Supóngase ahora que la conclusión del Teorema 10.2.2 es falsa. Entonces existe
un punto x := (x1, . . . , xn) de M y una componente de φ, digamos φ1, que no es
entera sobre C[M]Mx .

Escribamos x′ := (x1, . . . , xr) y sea Mx′ el ideal maximal de C[X ′] generado por
X1 − x1, . . . , Xr − xr. Entonces φ1 tampoco es entera sobre C[X ′]Mx′

.

Sea T una nueva indeterminada y sea α(X ′, T ) := AqT
q + · · ·+A0 el polinomio

primitivo irreducible de φ1 sobre C[X ′] con Aq, . . . , A0 ∈ C[X ′], q > 0 y degAq ≥ 1.
Puesto que φ1 no es entera sobre C[X ′]Mx′

, existe 0 ≤ h < q tal que Ah/Aq no
pertenece a C[X ′]Mx′

. Obsérvese que el polinomio α(X ′, T ) describe la clausura
Zariski de la imagen de la aplicación µ : U → Ar+1 definida por µ(z) := (ν(z), φ1(z)).
Por lo tanto existe un subconjunto abierto Zariski no vaćıo G de Ar tal que todo
y ∈ G satisface la condición Aq(y) 6= 0 y tal que para todo t ∈ C con α(y, t) = 0
existe un elemento z ∈ U con µ(z) = (ν(z), φ1(z)) = (y, t).

Para simplificar notaciones, supondremos sin pérdida de generalidad que los
polinomios no nulos Ah y Aq no contienen divisores primos comunes. A partir de
[GF76, Chapter V, Theorem 3.12] deducimos que existe una sucesión (sk)k∈N de G
tal que (sk)k∈N converge a x′ en la topoloǵıa Eucĺıdea de Ar y tal que la sucesión
(Ah
Aq

(sk))k∈N converge a infinito.

Por lo tanto existe una sucesión no acotada (tk)k∈N de números complejos que
satisface para todo k ∈ N la condición α(sk, tk) = 0.

Esto implica la existencia de una sucesión (zk)k∈N de elementos de U tal que
µ(zk) = (ν(zk), φ1(zk)) = (sk, tk) para todo k ∈ N. Por lo tanto la sucesión (φ1(zk))k∈N
es no acotada, en tanto que la sucesión ν(zk)k∈N tiende a x′. Puesto que ν :M→ Ar
es un morfismo finito de variedades afines, concluimos que la sucesión (zk)k∈N es aco-
tada. Por lo tanto podemos suponer sin pérdida de generalidad que (zk)k∈N converge
al punto z ∈ An.

Puesto que por hipótesis M es cerrada y zk pertenece a M para todo k ∈ N,
deducimos que z es un elemento de M. En consecuencia hemos encontrado una
sucesión de puntos deM, a saber (zk)k∈N, que converge a un elemento deM, a saber
z, tal que la sucesión (φ1(zk))k∈N es no acotada. Esto implica la no acotación de la
sucesión (φ(zk))k∈N, lo que por (∗) contradice la hipótesis que φ es topológicamente
robusta.

Corolario 10.2.4. Sean las notaciones y las hipótesis como antes y supóngase en
particular que la aplicación construible φ :M→ Am es débilmente continua. Enton-
ces φ es topológicamente robusta si y sólo si para todo punto x de M la C–álgebra
C[M]Mx [φ1, . . . , φm] es un C[M]Mx–módulo finito.

Demostración. La parte sólo si de este enunciado es el contenido del Teorema 10.2.2.

A continuación demostramos la parte si. Nuestra argumentación es autoconte-
nida y usa ideas de la demostración de [CGH+03, Lemma 3].

Puesto que φ es débilmente continua, existe un subconjunto denso, abierto Zariski
U deM que satisface la condición (i) de la Definición 9.1.2. Sea (xk)k∈N una sucesión
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de U que converge a un punto x ∈ M. De acuerdo con la Observación 9.1.3, es
suficiente mostrar que la sucesión (φ(xk))k∈N es acotada.

Por hipótesis C[M]Mx [φ1, . . . , φm] es un C[M]Mx–módulo finito. En consecuen-
cia, C[M]Mx [φ1, . . . , φm] es una extensión entera de C[M]Mx . Por lo tanto existe
un elemento g de C[M] con g(x) 6= 0 tal que C[M]g[φ1, . . . , φm] es también una
extensión entera de C[M]g.

Existen a lo sumo finitos ı́ndices k ∈ N con g(xk) = 0, ya que en otro caso
la continuidad de g implicaŕıa g(x) = 0, una contradicción. Por lo tanto podemos
suponer sin pérdida de generalidad que g(xk) 6= 0 para todo k ∈ N.

Sea T una nueva indeterminada. Existe un polinomio mónico P1(T ) de C[M]g[T ]
con P1(φ1) = 0. Obsérvese que P1(T ) puede especializarse para x y xk, k ∈ N, en
polinomios P1(x)(T ), P1(xk)(T ) de C[T ] y números complejos P1(xk)(φ1(xk)) bien
definidos. Además tenemos que degP1(x)(T ) = degP1(xk)(T ) = degP1(T ) y por lo
tanto existe una cota superior para las ráıces de los polinomios P1(xk)(T ) que no
depende de k ∈ N. A partir de P1(φ1) = 0 deducimos que P1(xk)(φ1(xk)) = 0 para
todo k ∈ N. Esto implica que la sucesión (φ1(xk))k∈N es acotada. Repitiendo el mismo
argumento para φ2, . . . , φm concluimos que (φ(xk))k∈N es también acotada.

Corolario 10.2.5. Sea φ : M → Am topológicamente robusta y supóngase que la
variedad af́ın M es normal en todo punto de M. Entonces φ : M → Am es una
aplicación regular y es por lo tanto fuertemente continua.

Demostración. Sea x un punto arbitrario de M. Puesto que M es normal en x,
se sigue que x pertenece a una única componente irreducible (Proposición 2.1.15),
digamos M1, de M. Obsérvese que vale la identidad C[M]Mx = C[M1]Mx . La
robustez topológica de φ implica que la extensión C[M1]Mx ↪→ C[M1]Mx [φ1, . . . , φm]
de C–álgebras es entera. Teniendo en cuenta que x es un punto normal de M1,
deducimos que C[M1]Mx es integralmente cerrada en C(M1). El Teorema 10.2.2
implica que las funciones racionales φ1, . . . , φm están contenidas en C[M1]Mx =
C[M]Mx . Por lo tanto la aplicación racional φ está bien definida en el punto x, lo
que concluye la demostración del corolario.

En el caso que el conjunto construible M sea irreducible, podemos caracterizar
la robustez topológica de la aplicación construible φ : M → Am de manera muy
natural por medio de places. En el Caṕıtulo 11 el uso de la noción de robustez
topológica estará limitado a este caso.

Proposición 10.2.6. Sean las notaciones y las hipótesis como antes y supóngase
que M es irreducible. Entonces la aplicación construible φ : M→ Am es topológi-
camente robusta si y sólo si φ es débilmente continua y si para todo punto x ∈ M
y todo place C–valuado ϑ : C(M) → C ∪ {∞} que extiende el homomorfismo de
C–álgebras evx : C[M]→ C, los valores ϑ(φ1), . . . , ϑ(φm) son finitos.

La Proposición 10.2.6 es una consecuencia inmediata del Corolario 10.2.4 y el
Teorema II y su demostración será omitida aqúı.
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De paso, observemos que para x ∈ M, el place C–valuado ϑ extiende el homo-
morfismo de C–álgebras evx si y sólo si la C–álgebra local C[M]Mx está contenida
en el anillo de valuación de ϑ.

La Proposición 10.2.6 motiva la siguiente noción de robustez geométrica.

Definición 10.2.7. Sea φ : M→ Am una aplicación construible con componentes
φ1, . . . , φm y supóngase que M es un subconjunto construible irreducible del espacio
af́ın An. Entonces φ se dice geométricamente robusta si satisface la siguiente
condición:

para todo punto x ∈M y todo place C–valuado ϑ : C(M)→ C ∪ {∞} que extiende
el homomorfismo de C–álgebras evx : C[M] → C, los valores ϑ(φ1), . . . , ϑ(φm) son
finitos y están uńıvocamente determinados por x (es decir, estos valores no dependen
de la extensión particular del homomorfismo de C–álgebras evx a un place C–valuado
ϑ de C(M)). Además, se satisfacen las identidades ϑ(φ1) = φ1(x), . . . , ϑ(φm) =
φm(x).

Observación 10.2.8. La aplicaciones regulares y las composiciones de aplicacio-
nes geométricamente robustas con aplicaciones polinomiales son geométricamente
robustas.

Proposición 10.2.9. Sean las notaciones y las hipótesis como en la Definición
10.2.7 y supóngase que la aplicación construible φ : M → Am es geométricamente
robusta. Entonces φ es topológicamente robusta.

Demostración. Por hipótesis M es un subconjunto construible irreducible del es-
pacio af́ın An. Por lo tanto M es una subvariedad cerrada irreducible de An. Sean
ξ1, . . . , ξn las funciones coordenadas deM inducidas por las indeterminadasX1, . . . , Xn.
Sea X := (X1, . . . , Xn) y ξ := (ξ1, . . . , ξn).

En vista de la Proposición 10.2.6 sólo tenemos que mostrar que φ es débilmente
continua.

Por el Lema 9.1.1, existe un subconjunto denso y abierto Zariski U de M tal
que φ|U es una aplicación racional. Afirmamos que el gráfico de φ está contenido en
la clausura Zariski del gráfico de φ|U en M× Am.

Sea Y := (Y1, . . . , Ym), donde Y1, . . . , Ym son nuevas indeterminadas, y sea Q ∈
C[X,Y ] un polinomio arbitrario que satisface la condición Q(x, φ(x)) = 0 para todo
punto x ∈ U . Entonces Q se anula en todo punto de la clausura Zariski del gráfico de
φ|U enM×Am. Es suficiente mostrar que Q(x, φ(x)) = 0 para todo punto x ∈M.

Obsérvese que la hipótesis sobre Q implica que Q(ξ, φ) = Q(ξ, φ1, . . . , φm) = 0,
donde φ1, . . . , φm se interpretan como elementos de C(M). Sea x un punto arbitrario
deM y sea ϑ : C(M)→ C∪{∞} un place C–valuado que extiende el homomorfismo
de C–álgebras evx : C[M]→ C. Luego Q(ξ, φ) = 0 implica Q(x, ϑ(φ1), . . . , ϑ(φm)) =
0. Por hipótesis tenemos que ϑ(φ1) = φ1(x), . . . , ϑ(φm) = φm(x) y por lo tanto
Q(x, φ(x)) = Q(x, φ1(x), . . . , φm(x)) = Q(x, ϑ(φ1), . . . , ϑ(φm)) = 0.

Ahora vamos a demostrar que una aplicación geométricamente robusta φ :M→
Am es siempre hereditaria. Con este propósito, probamos el resultado más fuerte
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que dice que la restricción de φ a un subconjunto construible irreducible de M es
geométricamente robusta.

Teorema 10.2.10. Sean las notaciones y las hipótesis como en la Definición 10.2.7.
Sea φ :M→ Am una aplicación geométricamente robusta y sea N un subconjunto
construible irreducible deM. Entonces la restricción φ|N es una aplicación geométri-
camente robusta.

Demostración. Por hipótesisM es un subconjunto construible irreducible del espa-
cio af́ın An y por lo tanto M es una subvariedad cerrada irreducible de An.

Sea Z := N la clausura Zariski de N en el espacio ambiente af́ın An. Entonces Z
es una subvariedad cerrada irreducible de M y N contiene un subconjunto abierto
Zariski no vaćıo (y por lo tanto denso Zariski) de Z.

Para todo punto z ∈ Z, sean evz(M) : C[M] → C y evz(Z) : C[Z] → C los
homomorfismos de C–álgebras dados por la evaluación de las funciones coordenadas
de C[M] y C[Z] en z respectivamente.

Ahora vamos a mostrar que existen funciones racionales ψ1, . . . , ψm ∈ C(Z)
tales que para todo punto z ∈ N y todo place C–valuado ϑ de C(Z) que extiende
el homomorfismo de C–álgebra evz(Z), se satisface la siguiente condición:

los valores de ϑ en ψ1, . . . , ψm son finitos y satisfacen ϑ(ψ1) = φ1(z), . . . ,
ϑ(ψm) = φm(z).

Considérese el homomorfismo suryectivo canónico de C–álgebras π : C[M] →
C[Z] inducido por la inmersión natural de Z enM. A partir del Teorema I deduci-
mos que existe un cuerpo Ω que contiene a C(Z) tal que π se puede extender a un
place Ω–valuado de C(M), que también denotamos por π. Sea Rπ el anillo de va-
luación del place π. Obsérvese que Rπ contiene a C[M] y asimismo a su localización
C[M]Mz en el ideal maximal Mz de todo punto z de Z.

Sea 1 ≤ j ≤ m y sea z0 un elemento arbitrario (pero fijo) de Z. Denotamos
por M′

z0
el ideal maximal de las funciones coordenadas de C[Z] que se anulan en el

punto z0. Por hipótesis φ :M→ Am es geométricamente robusta. Por lo tanto, por
el Teorema II, la función racional φj pertenece a la clausura entera de C[M]Mz0

en

C(M). Luego existe un polinomio mónico

α = α(T ) = T s + as−1T
s−1 + · · ·+ a0

de C[M]Mz0
[T ] tal que α(φj) = 0 se satisface en C(M) (aqúı s es un entero positivo

y T una nueva indeterminada). Teniendo en cuenta que el anillo de valuación Rπ

contiene a C[M]Mz0
, deducimos a partir del Teorema II que φj pertenece a Rπ. Por

lo tanto el valor ψj := π(φj) es finito y entero sobre C[Z]M′z0 . En particular, ψj ∈ Ω

es algebraico sobre C(Z) y

π(α) = π(α)(T ) := T s + π(as−1)T s−1 + · · ·+ π(a0) ∈ C[Z]M′z0 [T ]

es una relación de dependencia algebraica para ψj sobre C(Z) (que no necesaria-
mente es de grado of mı́nimo).
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Sea mψj ∈ C(Z)[T ] el polinomio mı́nimo (mónico) de ψj sobre C(Z) y sea ∆ψj ∈
C(Z) su discriminante. Puesto que mψj es irreducible y C(Z) es de caracteŕıstica
cero, tenemos que ∆ψj 6= 0. Por lo tanto existe un subconjunto abierto Zariski no
vaćıo U∗ de Z tal que para todo z ∈ U∗ los coeficientes del polinomio mψj (y por lo
tanto también ∆ψj) están bien definidos en z y tal que se satisface ∆ψj(z) 6= 0. Por
lo tanto mψj(z, T ) es libre de cuadrados. Puesto que N es denso Zariski en Z existe
un subconjunto abierto Zariski no vaćıo Uj de Z que está contenido en N ∩ U∗ (y
por lo tanto en N ). Ahora supóngase que z0 ∈ Uj. Entonces mψj(T ) pertenece a
C[Z]M′z0 [T ] y mψj(z0, T ) es libre de cuadrados.

Sea Q(T ) un polinomio arbitrario de C[M]Mz0
[T ] con Q(φj) = 0 y sea π(Q)(T )

el polinomio de C[Z]M′z0 [T ] que se obtiene aplicando el place π a los coeficientes de

Q(T ). Puesto que C[M]Mz0
está contenido en Rπ, el place π toma sólo finitos valores

sobre los coeficientes de Q(T ) y π(Q)(T ) está bien definida. A partir de Q(φj) = 0
deducimos 0 = π(Q(φj)) = π(Q)(π(φj)) = π(Q)(ψj). En consecuencia el polinomio
mψj(T ) divide a π(Q)(T ) en C(Z)[T ] y por lo tanto, puesto que mψj(T ) es mónico,
también en C[Z]M′z0 [T ]. Esto implica que π induce un homomorfismo suryectivo de
C–álgebras

ϕ : C[M]Mz0
[φj]→ C[Z]M′z0 [T ]/mψj .

Resumiendo, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

C[M]Mz0

��

π′ // C[Z]M′z0

��
C[M]Mz0

[φj]
ϕ // C[Z]M′z0 [T ]/mψj ,

donde las flechas verticales son homomorfismos inyectivos, las flechas horizonta-
les homomorfismos suryectivos de C–álgebras y π′ es la restricción del place π a
C[M]Mz0

.
Sea τ ∈ C una ráız arbitraria del polinomio mónico mψj(z0, T ) ∈ C[T ]. Entonces

la evaluación en z0 y τ induce un homomorfismo de C–álgebras evτ : C[Z]M′z0 [T ]/mψj →
C tal que el diagrama

C[M]Mz0

��

evz0 (M)
// C

C[Z]M′z0 [T ]/mψj

evτ

88

conmuta y tal que ϕ(φj), es decir la clase de T en C[Z]M′z0 [T ]/mψj , se aplica en
τ ∈ C. A partir del Teorema I deducimos que el homomorfismo de C–álgebras de
evτ ◦ ϕ : C[M]Mz0

[φj] → C se puede extender a un place C–valuado ϑτ del cuerpo

C(M). Obsérvese que C[M]Mz0
[φj] está contenido en el anillo de valuación de ϑτ y

que se satisface ϑτ (φj) = evτ (ϕ(φj)) = τ . Puesto que por hipótesis φ : M → Am
es geométricamente robusta, el valor ϑτ (φj) no depende del place ϑτ . Por lo tanto
el polinomio univariado mψj(z0, T ) tiene un único cero en C, a saber τ . Dado que
z0 ∈ Uj ⊂ U∗ deducimos que mψj(z0, T ) es un polinomio libre de cuadrados de C[T ].
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Por lo tanto tenemos que degmψj(T ) = degmψj(z0, T ) = 1, lo que implica que ψj
pertenece a C[Z]M′z0 .

Concluimos que ψj está definida en todo punto de Uj para 1 ≤ j ≤ m. De esta
manera obtenemos funciones racionales ψ1, . . . , ψm y subconjuntos abiertos Zariski
U1, . . . ,Um de Z tales que para 1 ≤ j ≤ m la función racional ψj está bien definida
en Uj y tal que Uj está contenido en N .

En consecuencia U := U1 ∩ · · · ∩ Um es un subconjunto abierto Zariski de N
donde las funciones racionales ψ1, . . . , ψm están bien definidas. Además, para todo
punto z ∈ U tenemos que ψ1(z) = φ1(z), . . . , ψm(z) = φm(z).

Sea ψ := (ψ1, . . . , ψm). Entonces ψ es una aplicación racional de Z en Am con
ψ|U = φ|U . Vamos a mostrar que φ|N es geométricamente robusta.

Sea z un punto arbitrario de N y sea ϑ un place C–valuado arbitrario de C(Z)
que extiende el homomorfismo de C–álgebras evz(Z) : C[Z] → C. Levantando,
de acuerdo con el Teorema I, el place ϑ a un place C–valuado del cuerpo Ω y
componiendo el resultado con el place Ω–valuado π, obtenemos un place C–valuado
ϑ′ de C(M) que extiende el homomorfismo de C–álgebras evz(M). Puesto que por
hipótesis φ :M→ Am es geométricamente robusta, concluimos que para 1 ≤ j ≤ m
el valor ϑ(ψj) = ϑ(π(φj)) = ϑ ◦ π(φj) = ϑ′(φj) es finito e independiente de la
elección de ϑ′ y por lo tanto también de la elección de ϑ. Además tenemos que
ϑ(ψj) = ϑ′(φj) = φj(z) para 1 ≤ j ≤ m. Concluimos que ψ|N es geométricamente
robusta.

Ahora podemos probar que una aplicación geométricamente robusta es heredi-
taria.

Corolario 10.2.11. Sean las notaciones y las hipótesis como en la Definición
10.2.7. Supóngase que la aplicación construible φ : M → Am es geométricamen-
te robusta. Entonces φ es hereditaria.

Demostración. Sea N un subconjunto construible arbitrario de M. Tenemos que
mostrar que φ|N : N → Am es débilmente continua, es decir, φ|N es una extensión
de una aplicación racional deN tal que el gráfico de φ|N está contenido en la clausura
Zariski del gráfico de esta aplicación racional en N × Am.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que N es irreducible. De acuerdo
con el Teorema 10.2.10, la aplicación restricción φ|N es geométricamente robusta.
Entonces la Proposición 10.2.9 implica que φ|N es topológicamente robusta, y en
particular débilmente continua. Esto termina la demostración del Corolario.

Definición 10.2.12. Sean n y D números naturales y consideremos un problema de
interpolación de Hermite–Lagrange determinado por una aplicación topológicamente
robusta y hereditaria Φ : D → Π

(n)
D . Además, sean ω∗ : D∗ → Π

(n)
D una aplicación

polinomial y Ψ : D → D∗ una aplicación hereditaria que determinan un algoritmo de
interpolación de Hermite–Lagrange, el cual resuelve este problema en el sentido de
la Definición 9.2.1. Llamamos a este algoritmo de interpolación geométricamente
robusto si Ψ tiene esta propiedad.
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La Observación 10.2.8 implica el siguiente resultado.

Observación 10.2.13. Si para el problema de interpolación determinado por D y Φ
en la Definición 10.2.12 existe un algoritmo de Hermite–Lagrange geométricamente
robusto, entonces la misma aplicación construible Φ es geométricamente robusta.

10.3. Ejemplos de algoritmos geométricamente ro-

bustos

En esta sección analizamos si los algoritmos introducidos en la Sección 9.2.3 para
el problema de interpolación de Lagrange genérico y el problema de interpolación
de Lagrange bivariado son robustos.

10.3.1. Interpolación de Hermite–Lagrange de un polinomio
fijo

Con un punto de vista ligeramente diferente volvemos ahora al segundo ejemplo
de la Sección 9.2.3, es decir a la interpolación de Lagrange de polinomios univariados
en K ≥ 2 nodos genéricos. Aśı, sea n := 1, D := K−1, M := K, N := K, X := X1

y ΠD := Π
(1)
D . Sea dado un polinomio univariado F de Π := C[X1] con degF � K

y sea D := {(d1, . . . , dN) ∈ AN : di 6= dj para 1 ≤ i < j ≤ N}. Consideramos el
problema de interpolación de Lagrange univariado que consiste en hallar para todo
punto d := (d1, . . . , dN) ∈ D el único polinomio fd en ΠD que interpola a F en los
nodos d1, . . . , dN . Por lo tanto fd está determinado por la condiciones fd(di) = F (di),
1 ≤ i ≤ N .

Sea, como en la Sección 9.2.3, D∗ := AM y denótese por ω∗ : D∗ → ΠD la
codificación de los elementos de ΠD por su representación densa. Para todo d :=
(d1, . . . , dN) ∈ D sea Vd := (dj−1

i )1≤i,j≤N la matriz de Vandermonde asociada a d
y F (d) := (F (d1), . . . , F (dN)). Entonces la representación densa de fd está dada
por V −1

d F (d). Obsérvese que las aplicaciones racionales (regulares) ΨF : D → D∗
y ΦF : D → ΠD definidas por ΨF (d) := V −1

d F (d) y ΦF (d) := ω∗(ΨF (d)) son
fuertemente continuas (por lo tanto topológicamente robustas y hereditarias). En
consecuencia, D y ΦF , y D∗, ω∗ y ΨF determinan un problema y un algoritmo de
interpolación de Lagrange en el sentido de la Definición 9.2.1.

La aplicación racional ΨF está bien definida en todo punto de D pero no es claro
a priori si ΨF tiene una extensión racional (por lo tanto polinomial) a D = AN . Sin
embargo, a partir del conocido método de interpolación de Newton o de diferencias
divididas (ver, por ejemplo, [SB93]) podemos deducir que ΨF es una aplicación
polinomial.

Para ver esto, sean T1, . . . , TN nuevas indeterminadas, T := (T1, . . . , TN) y

sean Ψ
(1)
F , . . . ,Ψ

(N)
F ∈ C(T ) las componentes de ΨF . Además, para 1 ≤ j ≤ N

sea F [T1, . . . , Tj] ∈ C[T ] la j-ésima diferencia dividida de F . Obsérvese que las

funciones racionales Ψ
(1)
F , . . . ,Ψ

(N)
F aparecen como los coeficientes del polinomio∑N

j=1 F [T1, . . . , Tj](X1 − T1) . . . (X1 − Tj−1) con respecto a la indeterminada X1.
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Esto implica que ΨF : D → D∗ es una aplicación polinomial y por lo tan-
to geométricamente robusta. En otras palabras, el algoritmo de interpolación de
Hermite–Lagrange determinado por D∗, ω∗ y ΨF es geométricamente robusto. Por
lo tanto ΦF : D → ΠD es también geométricamente robusta.

Sea D+ := AN . Puesto que ΨF es una aplicación polinomial y D∗ = AM
concluimos que ΨF se puede extender a una aplicación geométricamente robusta
Ψ+
F : D+ → D∗. Sea Φ+

F := ω∗ ◦Ψ+
F . Entonces Φ+

F : D+ → ΠD es también geométri-
camente (y por lo tanto topológicamente) robusta y hereditaria. En consecuencia D+

y Φ+
F determinan un problema de interpolación de Hermite–Lagrange, y el algoritmo

determinado por D∗, ω∗ y Ψ+
F resuelve este problema en el sentido de la Definición

9.2.1.
Ahora vamos a analizar el problema de interpolación de Hermite–Lagrange de-

terminado por D+ y Φ+
F para un punto arbitrario d := (d1, . . . , dM) ∈ D+.

Si d pertenece a D tenemos el problema de interpolación de Lagrange considerado
antes. Por lo tanto sea d ∈ D+ \ D. Luego existen repeticiones entre los números
complejos d1, . . . , dN . Por simplicidad supondremos que d1 = d2 y que d1, d3, . . . , dN
son todos distintos. Entonces fd := ω∗(Ψ+

F (d)) es el (único) polinomio de ΠD que
satisface la condición fd(d1) = F (d1), f ′d(d1) = F ′(d1) y fd(di) = F (di) para 3 ≤
i ≤ N , donde f ′d y F ′ denotan las derivadas de los polinomios fd y F . Por lo tanto
D+ y Φ+

F determinan un problema de interpolación de Hermite–Lagrange que no es
simplemente del tipo de Lagrange.

Por otra parte, en vista del Corolario 10.2.5, este ejemplo no es muy ilustrativo,
puesto que D+ = AN implica que todo algoritmo determinado por D∗, ω∗ y una
aplicación topológicamente robusta y hereditaria Ψ : D+ → D∗, que resuelve el pro-
blema de interpolación de Hermite–Lagrange dado por D+ y Φ+

F , es geométricamente
robusto. En este caso Ψ es incluso una aplicación polinomial.

10.3.2. Robustez en presencia de puntos singulares: revisión
de los ejemplos de la Sección 9.2.3

Sean X1, X2 indeterminadas sobre C y sea Π(2) := C[X1, X2]. Analizamos ahora
los algoritmos de los dos ejemplos para interpolación de Hermite–Lagrange bivariada
considerados en la Sección 9.2.3. En ambos ejemplos, tenemos una función polinomial
f : A2 → A1 que deseamos interpolar y, como estructura de datos de entrada,
una curva abierta D ⊂ A2 que contiene 0 := (0, 0) como punto singular. Estos
dos ejemplos difieren del anterior (interpolación de Hermite–Lagrange univariada
clásica) en el hecho de que la estructura de datos de entrada D es singular en 0.

Interpolación sobre la curva X3
1 − X2

2 = 0. Sea D := {X3
1 − X2

2 = 0} \
{(−1,±i)} ⊂ A2 y sea Φ : D → Π

(2)
1 la aplicación construible definida por

Φ(d) :=


f(0) +

(f(d)− f(0))d1

d2
1 + d2

2

X1 +
(f(d)− f(0))d2

d2
1 + d2

2

X2, para d := (d1, d2) 6= 0;

f(0) +
∂f

∂X1

(0)X1, para d = 0.
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En la Sección 9.2.3 mostramos que Φ es fuertemente continua. Por lo tanto D y Φ
determinan un problema de interpolación de Hermite–Lagrange.

Como en la Sección 9.2.3, sea D∗ := A3 y sea ω∗ : D∗ → Π
(2)
1 la codificación

canónica densa de los polinomios bivariados de grado a lo sumo uno sobre C. Además,
sea Ψ : D → D∗ la aplicación construible definida por

Ψ(d) :=


(
f(0),

(f(d)− f(0))d1

d2
1 + d2

2

,
(f(d)− f(0))d2

d2
1 + d2

2

)
, para d := (d1, d2) 6= 0;(

f(0),
∂f

∂X1

(0), 0

)
, para d = 0.

Entonces Ψ es hereditaria y D∗, ω∗ y Ψ determinan un algoritmo que resuelve el
problema de interpolación de Hermite–Lagrange definido por D y Φ.

Ahora vamos a demostrar que Ψ es geométricamente robusta. Sea Ψ := (Ψ1,Ψ2,Ψ3)
y para todo punto d ∈ D denótese por Md el ideal maximal de las funciones coorde-
nadas de C[C] que se anulan en d, donde C := {X3

1 −X2
2 = 0} es la clausura Zariski

(irreducible) de D en A2. Las funciones racionales Ψ1,Ψ2,Ψ3 pertenecen a C[C]Md

para todo d ∈ D \ {0} y por lo tanto satisfacen la condición de la Definición 10.2.7
en todo punto d ∈ D \ {0}. Teniendo en cuenta que Ψ1 = f |D es una función poli-
nomial, basta mostrar que las funciones racionales Ψ2 y Ψ3 satisfacen la condición
de la Definición 10.2.7 en el punto 0 ∈ D.

Puesto que la curva plana C es irreducible, C[D] = C[C] es un dominio ı́ntegro
con cuerpo de fracciones C(D). Sean ξ1 y ξ2 las funciones coordenadas de C[D]
inducidas por las indeterminadas X1 y X2 y sea ξ := (ξ1, ξ2). Considérese un place
C–valuado arbitrario ϑ de C(D) cuyo anillo de valuación Rϑ contiene el álgebra local
C[D]M0 . Dado que ξ3

1 = ξ2
2 y ξ1 6= 0, deducimos que (ξ2/ξ1)2 − ξ1 = 0 se satisface en

C(D). Por lo tanto ξ2/ξ1 es entera sobre C[D] y (ξ2/ξ1)2 pertenece a M0Rϑ. Esto
implica que ξ2/ξ1 es un elemento de Rϑ contenido en el ideal maximal de Rϑ. Por lo
tanto ϑ(ξ2/ξ1) = 0. Obsérvese que se satisfacen ϑ(ξ1) = ϑ(ξ2) = 0 y ϑ(1 + ξ1) = 1.
A partir del desarrollo de Taylor del polinomio f en el punto 0 vemos que existen
polinomios Q1, Q2, Q3 de Π(2) tales que

f(ξ)− f(0)

ξ1

=
∂f

∂X1

(0) +
ξ2

ξ1

∂f

∂X2

(0) + ξ1Q1(ξ) +
ξ2

2

ξ1

Q2(ξ) + ξ2Q3(ξ)

se satisface en C(M). Esto implica

ϑ
(f(ξ)− f(0)

ξ1(1 + ξ1)

)
=

∂f

∂X1

(0).

Por otra parte tenemos que ξ2
1 + ξ2

2 = ξ2
1(1 + ξ1), y esto implica

Ψ2(ξ) =
f(ξ)− f(0)

ξ1(1 + ξ1)
, Ψ3(ξ) =

f(ξ)− f(0)

ξ1(1 + ξ1)

ξ2

ξ1

.

Por lo tanto el place ϑ tiene en Ψ2(ξ) y Ψ3(ξ) valores finitos:

ϑ(Ψ2(ξ)) =
∂f

∂X1

(0) = Ψ2(0), ϑ(Ψ3(ξ)) = 0 = Ψ3(0).
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Concluimos que la aplicación construible Ψ es geométricamente robusta. Esto
significa que el algoritmo de interpolación de Hermite–Lagrange determinado por
D∗, ω∗ y Ψ es geométricamente robusto.

Interpolación sobre la curva X2
2 − X2

1 − X3
1 = 0. Supóngase ahora que la

aplicación polinomial f : A2 → A1 satisface la condición
(
∂f/∂X1(0), ∂f/∂X2(0)

)
6=

0. Consideramos la curva abierta D := {X2
2 −X2

1 −X3
1 = 0} \ {(−2,±2i)} ⊂ A2 y

la aplicación construible Φ : D → Π
(2)
1 definida por

Φ(d) :=


f(0) +

(f(d)− f(0))d1

d2
1 + d2

2

X1 +
(f(d)− f(0))d2

d2
1 + d2

2

X2, para d := (d1, d2) 6= 0;

f(0) +
1

2

( ∂f

∂X1

(0) +
∂f

∂X2

(0)
)
X1 +

1

2

( ∂f

∂X1

(0) +
∂f

∂X2

(0)
)
X2, para d = 0.

En la Sección 9.2.3 mostramos que Φ es topológicalmente robusta y hereditaria. Por
lo tanto D y Φ determinan un problema de interpolación de Hermite–Lagrange.

De nuevo, como en la Sección 9.2.3, sea D∗ := A3 y sea ω∗ : D∗ → Π
(2)
1 la

codificación canónica densa de los polinomios bivariados de grado a lo sumo uno
sobre C. Además, sea Ψ : D → D∗ la aplicación construible definida por

Ψ(d) :=


(
f(0),

(f(d)− f(0))d1

d2
1 + d2

2

,
(f(d)− f(0))d2

d2
1 + d2

2

)
, para d := (d1, d2) 6= 0;(

f(0),
1

2

( ∂f

∂X1

(0) +
∂f

∂X2

(0)
)
,
1

2

( ∂f

∂X1

(0) +
∂f

∂X2

(0)
))

, para d = 0.

Entonces Ψ es hereditaria y D∗, ω∗ y Ψ determinan un algoritmo que resuelve el
problema de interpolación de Hermite–Lagrange dado por D y Φ.

Afirmamos que Ψ no es geométricamente robusta. En efecto, sea Ψ := (Ψ1,Ψ2,Ψ3)
y denótese por M0 el ideal maximal de las funciones coordenadas de C[C] que se
anulan en el punto 0 ∈ D, donde C := {X2

2 −X2
1 −X3

1 = 0} es la clausura Zariski
(irreducible) de D en A2. Basta mostrar que las funciones racionales Ψ2 y Ψ3 no
satisfacen la condición de la Definición 10.2.7 en el punto 0 ∈ D.

Puesto que la curva plana C es irreducible, C[D] = C[C] es un dominio ı́ntegro
con cuerpo de fracciones C(D). Sean ξ1 y ξ2 las funciones coordenadas de C[D]
inducidas por las indeterminadas X1 y X2 y sea ξ := (ξ1, ξ2). Considérese un place
C–valuado arbitrario ϑ de C(D) cuyo anillo de valuación Rϑ contiene el álgebra
local C[D]M0 . Dado que ξ2

2 = ξ2
1 + ξ3

1 y ξ1 6= 0, deducimos que (ξ2/ξ1)2 = 1 + ξ1 se
satisface en C(D). Por lo tanto ξ2/ξ1 es entera sobre C[D] y (ξ2/ξ1)2− 1 pertenece a
M0Rϑ. Esto implica que ξ2/ξ1 es un elemento de Rϑ y que se satisface la identidad
(ϑ(ξ2/ξ1))2 = 1. Obsérvese que ϑ(ξ1) = ϑ(ξ2) = 0 y ϑ(2 + ξ1) = 2. A partir del
desarrollo de Taylor del polinomio f en 0 vemos que existen polinomios Q1, Q2, Q3

of Π(2) tales que

f(ξ)− f(0)

ξ1

=
∂f

∂X1

(0) +
ξ2

ξ1

∂f

∂X2

(0) + ξ1Q1(ξ) +
ξ2

2

ξ1

Q2(ξ) + ξ2Q3(ξ)

se satisface en C(M). Esto implica que

ϑ
(f(ξ)− f(0)

ξ1(2 + ξ1)

)
=

1

2

(
∂f

∂X1

(0) + ϑ
(ξ2

ξ1

) ∂f

∂X2

(0)

)
.
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Por otra parte tenemos que ξ2
1 + ξ2

2 = ξ2
1(2 + ξ1), lo que prueba que

Ψ2(ξ) =
f(ξ)− f(0)

ξ1(2 + ξ1)
, Ψ3(ξ) =

f(ξ)− f(0)

ξ1(2 + ξ1)

ξ2

ξ1

.

Por lo tanto el place ϑ tiene en Ψ2(ξ) y Ψ3(ξ) valores finitos:

ϑ(Ψ2(ξ)) =
1

2

(
∂f

∂X1

(0)+ϑ
(ξ2

ξ1

) ∂f

∂X2

(0)

)
, ϑ(Ψ3(ξ)) =

1

2

(
ϑ
(ξ2

ξ1

) ∂f

∂X1

(0)+
∂f

∂X2

(0)

)
.

Por hipótesis
(
∂f/∂X1(0), ∂f/∂X2(0)

)
6= 0. Por lo tanto, la condición ϑ(Ψ(ξ)) =

Ψ(0) equivale a la condición ϑ(ξ2/ξ1) = 1.
Sea T una nueva indeterminada sobre C y sea C[[T ]] el anillo de las series formales

de potencias en T con coeficientes en C. Sea σ ∈ C[[T ]] la única serie de potencias
formal que satisface la condición σ2 = 1 + T y σ(0) = −1. Considérese el homomor-
fismo de C–álgebras χ : C[C] → C[[T ]] definido por χ(ξ1) := T y χ(ξ2) := Tσ(T ).
Obsérvese que, puesto que la identidad (Tσ)2 = T 2 +T 3 se satisface en C[[T ]], χ está
bien definido. Además, χ es inyectiva ya que Y 2− 1− T es el polinomio minimal de
σ sobre C(T ). Concluimos que χ admite una extensión bien definida C(C)→ C((T )),
que también denotamos por χ. Finalmente, sea ν : C((T )) → C el único place que
extiende la evaluación en 0 y sea ε : C(C)→ C la composición ε := ν ◦ χ.

Teniendo en cuenta que ε(ξ1) = ν(T ) = 0 y ε(ξ2) = ν(T ) · ν(σ) = 0, concluimos
que ε : C(C)→ C es un place que extiende el homomorfismo evaluación de C[C] en
el punto 0. Además, tenemos que

ε(ξ2/ξ1) = ν
(
χ(ξ2)/χ(ξ1)

)
= ν(σ) = σ(0) = −1.

Como hemos visto anteriormente, ε(ξ2/ξ1) 6= 1 implica que ε
(
Ψ(ξ)

)
6= Ψ(0). Por lo

tanto, la aplicación Ψ no es geométricamente robusta.
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Caṕıtulo 11

Cotas inferiores para problemas de
interpolación de
Hermite–Lagrange

Esta sección está dedicada a presentar los resultados principales sobre compleji-
dad para problemas de interpolación. Más precisamente, vamos a exhibir cotas infe-
riores de complejidad (en el sentido de la Sección 9.2.4) para algoritmos (t́ıpicamente
geométricamente robustos) que resuelven problemas de interpolación de Lagrange
particulares. Las cotas inferiores de complejidad están expresadas en términos del
número K de nodos involucrados en la interpolación de Lagrange en consideración
y pueden ser lineales en K (resultados de incompresibilidad) o exponenciales en K.

11.1. Resultados de incompresibilidad

En esta sección exhibiremos dos problemas de interpolación de Lagrange con
K nodos que requieren algoritmos de complejidad al menos K para su solución.
Primero consideramos la complejidad de la interpolación de Lagrange genérica por
polinomios n–variados de grado a lo sumo D. Luego exhibimos un problema de in-
terpolación de Lagrange con K nodos tal que los interpolantes pueden ser evaluados
(en principio) usando O(logK) operaciones aritméticas. Sin embargo, todo algorit-
mo geométricamente robusto que resuelve este problema requiere una estructura de
datos de salida de tamaño al menos K. En particular no es posible recuperar la
representación por straight–line programs de longitud O(logK) de los interpolantes
por medio de un algoritmo de interpolación geométricamente robusto.

11.1.1. Problemas n–variados genéricos de interpolación de
Lagrange

Sean n,D,K y M números naturales y sea D un subconjunto construible denso
Zariski de A(n+1)×K que servirá como estructura de datos de entrada para los pro-
blemas de interpolación que vamos a considerar en esta sección. Obsérvese que el
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tamaño N de la estructura de datos de entrada D es (n+ 1)K.

Un problema de interpolación de Lagrange n–variado genérico en Π
(n)
D está deter-

minado por D y una aplicación topológicamente robusta y hereditaria Φ : D → Π
(n)
D ,

tal que para todo dato de entrada d := (x1, y1, . . . , xK , yK) ∈ D con x1, . . . , xK ∈ An
e y1, . . . , yK ∈ A1, el polinomio Φ(d) satisface las condiciones Φ(d)(xj) = yj para
1 ≤ j ≤ K. Para tal problema de interpolación, el conjunto construible O := Φ(D)
constituye la clase de interpolantes.

Con estas notaciones e hipótesis tenemos el siguiente resultado de incompresibi-
lidad.

Proposición 11.1.1. Sea D∗ un subconjunto construible de AM , ω∗ : D∗ → O
una codificación polinomial de la clase de interpolantes O y Ψ : D → D∗ una
aplicación construible hereditaria, tal que D∗,Ψ y ω∗ determinan un algoritmo que
resuelve el problema de interpolación de Lagrange genérico n–variado dado por D
y Φ. Entonces M ≥ K, es decir, la complejidad del algoritmo de interpolación de
Lagrange determinado por D∗, ω∗ y Ψ es al menos K = N/(n+ 1).

Demostración. Puesto que D es construible, existe un subconjunto abierto Zariski
no vaćıo U de A(n+1)×K que está contenido en D. Elegimos ahora un punto γ :=
(γ1, . . . , γK) de An×K con γj ∈ An, 1 ≤ j ≤ K, tal que el conjunto

Dγ := {(y1, . . . , yK) ∈ AK : (γ1, y1, . . . , γK , yK) ∈ U}

es denso Zariski en AK . Tal punto γ ∈ An×K puede obtenerse como la imagen de un
punto de U por la proyección canónica A(n+1)×K → An×K .

Sean ϕ1 : Dγ → D∗ y ϕ2 : D∗ → AK las aplicaciones construibles definidas
por ϕ1(y) := Ψ(γ, y) y ϕ2(d∗) := (ω∗(d∗)(γ1), . . . , ω∗(d∗)(γK)). Puesto que D∗, ω∗ y
Ψ determinan un algoritmo que resuelve el problema de interpolación de Lagrange
dado por D y Φ, vale que ω∗ ◦Ψ = Φ. Esto implica que para todo y ∈ Dγ se satisface
la identidad

ϕ2 ◦ ϕ1(y) = ϕ2(Ψ(γ, y)) =
(
ω∗(Ψ(γ, y))(γ1), . . . , ω∗(Ψ(γ, y))(γK)

)
= (Φ(γ, y)(γ1), . . . ,Φ(γ, y)(γK)) = y.

Por lo tanto ϕ2 ◦ ϕ1 = idDγ . Obtenemos las siguientes estimaciones:

M = dimAM ≥ dimD∗ ≥ dimϕ1(Dγ) ≥ dimϕ2 ◦ ϕ1(Dγ) = dimDγ = dimAK = K,

que implican la conclusión de la Proposición 11.1.1.

11.1.2. Un problema de interpolación de Lagrange incom-
presible con interpolantes “fáciles de evaluar”

El siguiente ejemplo de un problema de interpolación de Lagrange se encuentra
en [CGH+03], donde es analizado desde un punto de vista diferente.
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Sean K y M números naturales con K ≥ 2, sea N := 2K, D := K−1, Π := Π(1),
sean T y X indeterminadas sobre C y sea

F (X,T ) := (TD+1 − 1)
D∑
k=0

T kXk.

Nuestra estructura de datos de entrada es el conjunto construible

D := {(x1, y1, . . . , xK , yK) ∈ AN : ∃ t ∈ C conF (xi, t) = yi para 1 ≤ i ≤ K

y xi 6= xj para todo 1 ≤ i < j ≤ K}.

Observamos que D es irreducible. Para ver esto, sea U := {(x1, . . . , xK) ∈ AK : xi 6=
xj para 1 ≤ i < j ≤ K} y sea σ : U × A1 → AN la aplicación polinomial definida
por σ(x, t) := (x1, F (x1, t), . . . , xK , F (xK , t)). Claramente D es la imagen de σ y por
lo tanto irreducible.

Además, para todo d ∈ D la fibra σ−1(d) es un conjunto finito no vaćıo (i.e., una
variedad algebraica cero-dimensional) y por lo tanto el Teorema 2.1.12 implica que

dimD = dimσ(U × A1) = dimU × A1 = dimU × A1 = dimAK × A1 = K + 1.

Sea Φ : D → ΠD la aplicación construible que asocia a cada dato de interpola-
ción d := (x1, y1, . . . , xK , yK) de D el único polinomio Φ(d) de ΠD que satisface la
condición Φ(d)(xj) = yj para 1 ≤ j ≤ K. Teniendo en cuenta la definición de D, ve-
mos que existe un punto (no necesariamente único) t ∈ A1 tal que Φ(d) = F (X, t).
A partir de la discusión en la Sección 10.3.1 se deduce fácilmente que Φ es una
aplicación regular. Por lo tanto Φ es geométricamente robusta y por lo tanto tam-
bién topológicamente robusta y hereditaria. En consecuencia D y Φ determinan un
problema de interpolación de Lagrange en el sentido de la Definición 9.2.1.

Obsérvese que la estructura de datos de entrada D de este problema de interpo-
lación no es densa en su espacio ambiente AN , puesto que dimD = K + 1 < 2K =
N = dimAN . Por lo tanto nuestro problema de interpolación de Lagrange no es
genérico como el de la Sección 11.1.1.

Denotemos por O := {F (X, t) : t ∈ C} la clase de interpolantes del problema
de interpolación de Lagrange determinado por D y Φ. A partir de la definición de
F se sigue que todo interpolante f ∈ O puede ser evaluado por un straight–line
program libre de divisiones de longitud O(logD) = O(logK). Por lo tanto f es un
polinomio univariado que es “fácil de evaluar” (para esta noción y el contexto, ver
[BCS97]). Ésta es otra caracteŕıstica particular de nuestro problema de interpolación
de Lagrange particular.

Proposición 11.1.2. Sean las notaciones e hipótesis como antes. Sea un subcon-
junto construible D∗ de AM , una codificación polinomial ω∗ : D∗ → ΠD del espacio
de interpolantes O y una aplicación geométricamente robusta Ψ : D → D∗ tal que
D∗, ω∗ y Ψ determinan un algoritmo que resuelve el problema de interpolación de
Lagrange representado por D y Φ (tal solución existe para un número natural ade-
cuado M , puesto que Φ es geométricamente robusta). Entonces M ≥ K, es decir,
la complejidad del algoritmo de interpolación de Lagrange determinado por D∗, ω∗ y
Ψ es al menos K = N/2.
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Demostración. Denótese por GD el subconjunto de A1 que consiste de las ráıces
(D+1)-ésimas de la unidad y sean ψ1, . . . , ψM las componentes de Ψ : D → D∗. Por
el Lema 9.1.1 existe un subconjunto abierto Zariski no vaćıo U de D contenido en D
donde ψ1, . . . , ψM son funciones racionales regulares (esto es, están bien definidas).

Sea T una nueva indeterminada. Fijamos un punto arbitrario (a1, b1, . . . , aK , bK)
de U y escribimos a := (a1, . . . , aK). Consideramos la aplicación polinomial ε : A1 →
D definida por

ε(t) := (a1, F (a1, t), . . . , aK , F (aK , t)).

Existe t0 ∈ C con F (a1, t0) = b1, . . . , F (aK , t0) = bK ; por lo tanto la imagen de ε
y U tienen intersección no vaćıa. Esto implica que λ1 := ψ1 ◦ ε, . . . , λM := ψM ◦ ε
son funciones racionales bien definidas que pertenecen a C(T ). Además, para todo
ζ ∈ GD tenemos que ε(ζ) = (a1, 0, . . . , aK , 0).

Afirmación Las funciones racionales λ1, . . . , λM están bien definidas en todo punto
de ζ ∈ GD y los valores λ1(ζ), . . . , λM(ζ) son independientes de la elección de ζ ∈
GD.

Demostración de la Afirmación Considérese una ráız (D+1)-ésima de la unidad
arbitraria ζ ∈ GD y un ı́ndice arbitrario 1 ≤ j ≤M .

Sea M el ideal maximal de las funciones coordenadas de C[D] que se anulan en
el punto α := (a1, 0, . . . , aK , 0) = ε(ζ) de D. Puesto que por hipótesis Ψ es geométri-
camente robusta, existen s ∈ N y p0, . . . , ps−1 ∈ C[D]M tales que la identidad

ψsj + ps−1ψ
s−1
j + · · ·+ p0 = 0 (11.1)

se satisface en C(D). Puesto que las funciones racionales p0, . . . , ps−1 están bien
definidas en el punto α, las composiciones π0 := p0 ◦ ε, . . . , πs−1 := ps−1 ◦ ε están
bien definidas en ζ. Por lo tanto π0, . . . , πs−1 pertenecen al anillo local C[T ]Nζ , donde
Nζ = C[T ] · (T − ζ) es el ideal maximal generado por T − ζ en C[T ].

La identidad (11.1) implica que

λsj + πs−1λ
s−1
j + · · ·+ π0 = 0

se satisface en C[T ]Nζ . Por lo tanto λj es entera sobre C[T ]Nζ . Puesto que λj pertene-
ce a C(T ) y C[T ]Nζ es integralmente cerrada en C(T ), concluimos que λj ∈ C[T ]Nζ .
Esto significa que la función racional λj está bien definida en ζ. Puesto que ζ ∈ GD

fue elegido arbitrariamente concluimos que λj está bien definida en todo punto
ζ ∈ GD. Esto prueba la primera parte de la afirmación para 1 ≤ j ≤ M . Aho-
ra vamos a probar la segunda parte.

El morfismo de variedades irreducibles ε : A1 → D induce un homomorfismo
de C–álgebras ε∗ : C[D] → C[T ]. A partir del Teorema I deducimos que existe
un cuerpo Ω que contiene a C(T ) tal que ε∗ se puede extender a un place Ω–
valuado de C(D) que también denotamos por ε∗. Sea Rε∗ el anillo de valuación del
place ε∗. Obsérvese que Rε∗ contiene a C[D] y a su localización C[D]M en el ideal
maximal M. Para ver esto último, nótese que para h ∈ C[D] \M y ζ ∈ GD resulta
ε∗(h)(ζ) = (h ◦ ε)(ζ) = h(α) 6= 0, y por lo tanto ε∗(h) 6= 0. Esto implica que
C[D]M ⊂ Rε∗ . Por lo tanto la identidad (11.1) implica que ε∗(ψj) es finita. Además,
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puesto que ψj es una función racional de C(D) y la composición ψj ◦ ε está bien
definida, tenemos que ε∗(ψj) = ψj ◦ ε = λj.

Sean ζ y η elementos arbitrarios de GD. Entonces ζ y η inducen por evaluación
dos homomorfismos de C–álgebras µζ : C[T ] → C y µη : C[T ] → C. A partir del
Teorema I concluimos que µζ y µη se pueden extender a dos places C–valuados de
Ω que también denotamos por µζ y µη. Sean Rµζ y Rµη los anillos de valuación
de los places µζ y µη. Entonces Rµζ contiene a C[T ]Nζ y Rµη contiene a C[T ]Nη .
Componiendo ahora la evaluación ε∗ con la valuación µζ , y con la valuación µη,
obtenemos dos valuaciones C–valuadas νζ y νη de C(D) que extienden la evaluación
de las funciones coordenadas de C[D] en el punto α ∈ D. Puesto que por hipótesis
Ψ es geométricamente robusta tenemos que νζ(ψj) = νη(ψj). Por otra parte, como
λj ∈ C[T ]Nζ deducimos que νζ(ψj) = µζ(ε

∗(ψj)) = µζ(λj) = λj(ζ) y similarmente
νη(ψj) = λj(η). Esto implica λj(ζ) = λj(η). Por lo tanto el valor de λj(ζ) no depende
de ζ ∈ GD. Puesto que 1 ≤ j ≤ M fue elegido arbitrariamente, queda demostrada
la afirmación.

Concluimos que λ := (λ1, . . . , λM) es una aplicación racional de C(T )M bien
definida en todo punto ζ ∈ GD cuyo valor α∗ := λ(ζ) es independiente de ζ.

Considérese ahora la aplicación polinomial ϕ : D∗ → AK definida por ϕ(h) :=
(ω∗(h)(a1), . . . , ω∗(h)(aK)). Obsérvese que θ := ϕ◦λ es una aplicación racional bien
definida (con dominio maximal) de A1 en AK . Para todo punto t ∈ A1 tal que ψj
está bien definida en ε(t) tenemos que

θ(t) = ϕ(λ(t)) = ϕ(Ψ(ε(t))) = (ω∗(Ψ(ε(t)))(a1), . . . , ω∗(Ψ(ε(t)))(aK))

= (Φ(ε(t))(a1), . . . ,Φ(ε(t))(aK))

= (F (a1, t), . . . , F (aK , t)).

Por lo tanto θ es una aplicación polinomial de A1 en AK y está bien definida en todo
punto t de A1.

Dado que

∂

∂T
F (T,X) = (D + 1)TD

D∑
k=0

T kXk + (TD+1 − 1)
∂

∂T

D∑
k=0

T kXk,

deducimos que para todo ζ ∈ GD y todo x ∈ A1 se satisface la identidad

∂F

∂T
(ζ, x) = (D + 1)ζD

D∑
k=0

ζkxk.

Sean ζ1, . . . , ζD+1 los (distintos) elementos de GD. La regla de la cadena y la afir-
mación anterior implican ahora que para 1 ≤ ` ≤ D + 1 la identidad

(D + 1)ζD`


∑D

k=0 ζ
k
` a

k
1

...∑D
k=0 ζ

k
` a

k
K

 = (dθ)(ζ`)

= (dϕ)(λ(ζ`)) · (dλ)(ζ`) = (dϕ)(α∗) · (dλ)(ζ`) (11.2)
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tiene sentido y es válida (aqúı (dθ)(ζ`), (dϕ)(λ(ζ`)) y (dλ)(ζ`) denotan las matrices
Jacobianas de θ, ϕ y λ en los puntos ζ`, λ(ζ`) y ζ` respectivamente).

Para 1 ≤ ` ≤ D+1 sea v` := ((D+1)ζD` )−1((dθ)(ζ`)) y sea C la (K×M)–matriz
compleja C := (dϕ)(α∗) (que es independiente del ı́ndice `). Obsérvese que K = D+
1. A partir de (11.2) deducimos que v1, . . . , vK son combinaciones C–lineales de las
columnas de C. Afirmamos que v1, . . . , vK son C–linealmente independientes. Para
ver esto, sea V la (K ×K)–matriz compleja cuya vectores columna son v1, . . . , vK ,
VK := (ζk−1

` )1≤`,k≤K y Wα := (ak−1
` )1≤`,k≤K . Entonces tenemos que V = WαV

t
K .

Puesto que VK y Wα son matrices de Vandermonde inversibles concluimos que V es
de rango maximal K. Esto implica que el rango de C ∈ CK×M es al menos K y por
lo tanto que M ≥ K = N/2. Esto demuestra la Proposición 11.1.2.

11.2. Polinomios codificados por straight–line pro-

grams: interpolación de Lagrange es dif́ıcil

Sean n, L,M números naturales con 2L/4 ≥ n, K := 4(L+n+ 1)2 + 2 y N := K.
En términos de las nociones y notaciones introducidas en las Secciones 9.2.1 y 9.2.3,
ahora vamos a mostrar que todo algoritmo de interpolación geométricamente robusto,
que reconstruye los polinomios n–variados que pueden ser evaluados por un straight–
line program sin divisiones de longitud no escalar a lo sumo L a partir de sus valores
en una sucesión de identificación de longitud K, tiene complejidad exponencial de
orden 2Ω(Ln) = 2Ω(

√
K) = 2Ω(

√
N). Esto significa que la interpolación de Lagrange

tradicional en nL :=
(

2L+n
n

)
= 2O(Ln) nodos es esencialmente óptima para esta muy

especial clase de polinomios.
El siguiente resultado, con una cota de complejidad ligeramente menos fina, fue

exhibida en [HK04] en el contexto de bases de datos con restricciones.

Teorema 11.2.1. Con las notaciones y las hipótesis anteriores, sea D el subconjunto
construible irreducible de AN y Φ : D → Π

(n)

2L
la aplicación geométricamente robusta

introducida en la Sección 9.2.3. Por lo tanto D y Φ determinan un problema de
interpolación de Lagrange en el sentido de la Definición 9.2.1 y los interpolantes
O := Φ(D) son los polinomios en Π(n) que pueden ser evaluados por un straight–line
program sin divisiones de longitud no escalar a lo sumo L.

Sean D∗ un subconjunto construible de AM , ω∗ : D∗ → O una codificación poli-
nomial de la clase de interpolantes O y Ψ : D → D∗ una aplicación geométricamente
robusta tales que D∗, ω∗ y Ψ determinan un algoritmo que resuelve el problema de in-
terpolación de Lagrange representado por D y Φ (tal solución existe para un número
natural M adecuado, puesto que Φ es geométricamente robusta). Entonces

M ≥
(

2b
L
2

+1c − 1 + n

n

)
= 2Ω(Ln) = 2Ω(

√
K) = 2Ω(

√
N).

En otras palabras, la complejidad del algoritmo de interpolación de Lagrange deter-
minado por D∗, ω∗ y Ψ es al menos exponencial en L y n o alternativamente en√
K =

√
N .
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Demostración. Sea ` := bL
2

+ 1c y sea Y el subconjunto de Π2L := Π
(n)

2L
definido por

Y :=

{
t

2`−1∑
k=0

(λ1X1 + · · ·+ λnXn)k : (t, λ1, . . . , λn) ∈ An+1

}
.

Teniendo en cuenta que todo polinomio h ∈ Y se puede evaluar por un straight–line
program libre de divisiones de longitud no escalar a lo sumo 2(`−1), concluimos que
Y está contenido en la clase de interpolantes O. Denotemos con Y la clausura Zariski
de Y en su espacio ambiente AnL (aqúı identificamos Π2L con AnL). Obsérvese que
Y es una subvariedad af́ın irreducible de O, puesto que Y es la clausura Zariski de
la imagen de un morfismo polinomial que aplica la variedad af́ın irreducible An+1 en
AnL .

En la Sección 9.2.3 fijamos puntos γ1, . . . , γK de An (más precisamente, puntos
enteros de longitud bit a lo sumo 4(L+1) ≤ 2

√
K) tales que γ := (γ1, . . . , γK) resulta

una sucesión de identificación para la clase de polinomios O. Sea Ξ : O → AN
la aplicación polinomial definida por Ξ(f) := (f(γ1), . . . , f(γK)). Recuérdese que
D := Ξ(O).

Entonces D es una subvariedad af́ın, cerrada e irreducible de AN = AK y Ξ :
O → D es un morfismo finito, birracional de variedades afines irreducibles, que es
un homeomorfismo (con respecto a la topoloǵıa fuerte). En particular, la aplicación
Φ := Ξ−1 : D → Π2L es geométricamente robusta y D y Φ determinan el problema
de interpolación de Lagrange en consideración.

Sea Z el subconjunto construible irreducible de D ⊂ AN definido por Z := Ξ(Y).
Obsérvese que Z es cerrado Zariski puesto que Ξ : O → D es un morfismo finito de
variedades afines. Por lo tanto Z es una subvariedad af́ın cerrada e irreducible de
D y AN . Obsérvese que el punto (0, . . . , 0) ∈ AN pertenece a Z ∩ D. Además, del
hecho de que Ξ : O → D es un homeomorfismo se sigue también fácilmente que Z
es cerrado en la topoloǵıa fuerte.

Sean ψ1, . . . , ψM las componentes de la aplicación construible dada Ψ : D → AM .
De acuerdo con el Lema 9.1.1, existe una subvariedad af́ın abierta (no vaćıa Zariski)
U de D con U ⊂ D, donde las funciones racionales ψ1, . . . , ψM son regulares. Por
lo tanto ψ1|U , . . . , ψM |U son funciones coordenadas de la C–álgebra C[U ] que está
contenida en el cuerpo de funciones racionales C(D).

Por el Teorema 10.2.10, existen funciones racionales η1, . . . , ηM de C(Z) tales
que, para todo punto z de la intersección de sus dominios y D, se satisface la con-
dición η1(z) = ψ1(z), . . . , ηM(z) = ψM(z). Además, si M denota el ideal anulador
(maximal) de C[Z] en el punto (0, . . . , 0) ∈ Z ∩ D, puesto que por hipótesis Ψ
es geométricamente robusta y Z es una subvariedad cerrada irreducible de D, las
funciones racionales η1, . . . , ηM son enteras sobre C[Z]M (ver también la Proposi-
ción 10.2.9 y el Teorema 10.2.2). Por lo tanto existen s ∈ N y funciones racionales
pij ∈ C[Z]M, 0 ≤ i ≤ s− 1, 1 ≤ j ≤M , tales que

ηsj + ps−1jη
s−1
j + · · ·+ p0j = 0 (11.3)

se satisface en C(Z) para todo 1 ≤ j ≤M .
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Sean T, U1, . . . , Un y Y1, . . . , YK nuevas indeterminadas, sea U := (U1, . . . , Un) y
X := (X1, . . . , Xn), y sea GT,U el polinomio de C[T,U ,X] definido por

GT,U (X) := T
2`−1∑
k=0

(U1X1 + · · ·+ UnXn)k.

Además, sea gT,U := (GT,U (γ1), . . . , GT,U (γK)). Entonces gT,U induce un morfis-
mo dominante de variedades afines An+1 → Z. Este morfismo induce un isomor-
fismo de C–álgebras entre C[Z] y C[gT,U ], donde C[gT,U ] se interpreta como la
subálgebra de C[T,U ] generada por GT,U (γ1), . . . , GT,U (γK). Este isomorfismo apli-

ca el ideal maximal M of C[Z] en el ideal maximal M̃ de C[gT,U ] generado por
GT,U (γ1), . . . , GT,U (γK). Además, este isomorfismo aplica las funciones racionales
pij ∈ C[Z]M, 1 ≤ i ≤ s − 1, 1 ≤ j ≤ M , en las funciones racionales p̃ij ∈ C[gT,U ]M̃
e induce un C-isomorfismo de cuerpos entre C(Z) y C(gT,U ) que aplica η1, . . . , ηK
en funciones racionales η̃1, . . . , η̃K ∈ C(gT,U ). Más precisamente, tenemos que η̃1 =
η1 ◦ gT,U , . . . , η̃K = ηK ◦ gT,U con composiciones bien definidas.

Sea Y := (Y1, . . . , YK) y S := {P (gT,U ) : P ∈ C[Y ] , P (0, . . . , 0) 6= 0 }.
Entonces S es un subconjunto multiplicativo de C[gT,U ] y por lo tanto de C[T,U ].
Obsérvese que C[gT,U ]M̃ = S−1C[gT,U ]. La identidad (11.3) implica que

η̃ sj + p̃s−1j η̃
s−1
j + · · ·+ p̃0j = 0 (11.4)

en C(T,U ) para todo 1 ≤ j ≤ M . Por lo tanto η̃1, . . . , η̃M son enteras sobre
C[gT,U ]M̃ = S−1C[gT,U ] y en consecuencia sobre S−1C[T,U ]. Puesto que C[T,U ] es
integralmente cerrado, la C–álgebra S−1C[T,U ] es también integralmente cerrada
(ver, por ejemplo, [Lan93, Ch. VII, §1, Proposition 1.9]). Además, S−1C[T,U ] con-
tiene a S−1C[gT,U ]. Concluimos que las funciones racionales η̃1, . . . , η̃M de C(T,U )
pertenecen a S−1C[T,U ].

Sea u un punto arbitrario de An y P un polinomio arbitrario de C[Y ] con
P (0, . . . , 0) 6= 0. Tenemos que G0,u = 0 y por lo tanto g0,u = (0, . . . , 0). Esto implica
que P (g0,u) = P (0, . . . , 0) 6= 0. Por lo tanto toda función racional de S−1C[T,U ]
está bien definida en el punto (0,u) ∈ An+1. En particular las funciones racionales
η̃j y p̃ij, 1 ≤ i ≤ s− 1, 1 ≤ j ≤ M , están bien definidas en (0,u). Además, el valor
αij := p̃ij(0,u) no depende de u, puesto que p̃ij pertenece a C[gT,U ]M̃.

En consecuencia, (11.4) implica que

η̃j(0,u)s + αs−1,j η̃j(0,u)s−1 + · · ·+ α0,j = 0

se satisface en C. Por lo tanto para η̃j(0,u), u ∈ An, hay sólo finitos valores posibles.
Por otra parte, la aplicación An → A1 que asigna a cada punto u ∈ An el valor
η̃j(0,u) ∈ A1 es una función racional que es regular en todo An y por lo tanto una
aplicación polinomial cuya imagen consiste de finitos puntos. Concluimos que los
valores η̃1(0,u), . . . , η̃M(0,u) son independientes del punto u ∈ An.

Sea N0 := {0}∪N y, para α := (α1, . . . , αn) ∈ Nn0 , sea |α| := α1 + · · ·+αn. Para
un entero no negativo dado m, sea

Σm := {α ∈ Nn0 : |α| ≤ m}.
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Obsérvese que Σm consiste de
(
m+n
n

)
elementos.

Puesto que todo polinomio de O tiene grado a lo sumo 2L, podemos considerar
para todo α ∈ Σ2L con α := (α1, . . . , αn) la función coordenada θα de C[O] que
proporciona el coeficiente de cada polinomio f ∈ O que corresponde al monomio
Xα := Xα1

1 . . . Xαn
1 . Además, para todo t ∈ A1 y todo u := (u1, . . . , un) ∈ An

tenemos que

Gt,u = t
∑

0≤k≤2`−1

∑
α∈Nn0
|α|=k

k!

α1!α2! . . . αn!
uα1

1 X
α1
1 . . . uαnn Xαn

n

= t
∑
α∈Nn0

0≤|α|≤2`−1

|α|!
α1!α2! . . . αn!

uα1
1 X

α1
1 . . . uαnn Xαn

n .

Obsérvese que degGt,u ≤ 2`−1 ≤ 2L y que Gt,u se puede evaluar por un straight–
line program sin divisiones de longitud no escalar 2(` − 1) ≤ L. Por lo tanto Gt,u

pertenece a Π
(n)

2L
y en particular a O. Luego para α ∈ Σ2L el valor θα(Gt,u) está bien

definido y tenemos que

θα(Gt,u) =


t|α|!

α1! · · ·αn!
uα, si α ∈ Σ2`−1;

0, si α ∈ Σ2L \ Σ2`−1.

Para todo ρ ∈ A1, sea ρ := (ρ, ρ2` , ρ22` . . . , ρ2(n−1)`
) y sea βρ : A1 → An+1 la

aplicación (polinomial) definida por

βρ(t) := (t, ρ, ρ2` , ρ22` . . . , ρ2(n−1)`

).

A partir de nuestra argumentación anterior, deducimos que la composición

σρ := ω∗ ◦ η̃ ◦ βρ (11.5)

está bien definida y es regular en el punto t := 0.
Ahora elegimos un pequeño polidisco abierto ∆ de A2 = C2 que contenga al

origen, tal que para todo (t, ρ) ∈ ∆ la aplicación racional η̃ está bien definida en
βρ(t). Sea η := (η1, . . . , ηM). Entonces para (t, ρ) ∈ ∆ tenemos las identidades

η̃(βρ(t)) = η(gt,ρ) = Ψ(gt,ρ)

y por lo tanto

σρ(t) = ω∗(η̃(βρ(t))) = ω∗(η(gt,ρ)) = ω∗(Ψ(gt,ρ)) = Φ(gt,ρ) = Gt,ρ.

Esto implica que para todo α ∈ Σ2L con α := (α1, . . . , αn), tenemos que

θα(σρ(t)) =
t |α|!

α1! . . . αn!
ρ α =

t |α|!
α1! . . . αn!

ρα1+α22`+α322`+···+αn2(n−1)`

(11.6)

si α ∈ Σ2`−1 y θα(σρ(t)) = 0 si α ∈ Σ2L \ Σ2`−1.
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Obsérvese que los elementos de la sucesión
(
α1+α22`+· · ·+αn2(n−1)`

)
(α1,...,αn)∈Σ

2`−1

son todos distintos, puesto que (α1, . . . , αn) ∈ Σ2`−1 implica que α1, . . . , αn son en-
teros no negativos acotados por 2` − 1.

Fijemos ρ ∈ A1 con (0, ρ) ∈ ∆. Aplicando la regla de la cadena a la composición
σρ(t) = ω∗ ◦ η̃ ◦ βρ(t) con (t, ρ) ∈ ∆ obtenemos

d

dt
σρ(0) = (dω∗)(η̃(βρ(0))) · d

dt
(η̃ ◦ βρ)(0),

donde (dσρ/dt)(0) y (d(η̃ ◦ βρ)/dt)(0) denotan las derivadas de σρ y η̃ ◦ βρ respecti-
vamente en el punto t := 0 y (dω∗)(η̃(βρ(0))) la matriz Jacobiana de ω∗ en el punto
η̃(βρ(0)). Como vimos anteriormente, el valor

µ := η̃(βρ(0)) = η̃(0, ρ) = (η̃1(0, ρ), . . . , η̃K(0, ρ))

es independiente de ρ.
Sea C la (nL×M)–matriz Jacobiana de ω∗ en µ, es decir, C := (dω∗)(η̃(βρ(0))) =

dω∗(µ), que es independiente del valor ρ. Entonces

d

dt
σρ(0) = (dω∗)(η̃(βρ(0))) · d

dt
(η̃ ◦ βρ)(0) = C · d

dt
(η̃ ◦ βρ)(0)

implica que (dσρ/dt)(0) es una combinación C–lineal de las columnas de C. Por
el Lema 11.2.2 deducimos que existen valores ρl ∈ C \ {0}, 1 ≤ l ≤ #Σ2`−1, con
(0, ρl) ∈ ∆ tales que los vectores columna (dσρl/dt)(0) ∈ AnL son C–linealmente
independientes. Esto implica que el rango de la (nL ×M)–matriz C es al menos

#Σ2`−1 =

(
2` − 1 + n

n

)
=

(
2b

L
2

+1c − 1 + n

n

)
.

Por lo tanto

M ≥
(

2b
L
2

+1c − 1 + n

n

)
.

Por la hipótesis 2L/4 ≥ n deducimos que(
2b

L
2

+1c − 1 + n

n

)
≥ (2

L
2 − 1)n

n!
≥ (2

L
2 − 1)n

nn
= 2Ω(L

2
−logn)n = 2Ω(Ln),

y dado que N = K = (L+ n+ 1)2 + 2, concluimos que

Ln = Ω(
√
K) = Ω(

√
N).

Por lo tanto obtenemos la cota inferior

M ≥
(

2b
L
2

+1c − 1 + n

n

)
= 2Ω(Ln) = 2Ω(

√
K) = 2Ω(

√
N).

Para terminar la demostración del Teorema 11.2.1, utilizamos el siguiente resul-
tado.
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Lema 11.2.2. Sean m ∈ N, n1 < n2 < · · · < nm ∈ N0 y a1, . . . , am ∈ A1 \{0}. Sean
Z1, . . . , Zm indeterminadas sobre C y sea P := (Pi,j)1≤i,j≤m ∈ C[Z1, . . . , Zm]m×m la
matriz tal que Pi,j := ajZ

nj
i para 1 ≤ i, j ≤ m. Entonces detP 6= 0. En particular,

existen elementos ρ1, . . . , ρm ∈ C con norma arbitrariamente pequeña para los cuales
la matriz P (ρ1, . . . , ρm) = (ajρ

nj
i )1≤i,j≤m es no singular.

Demostración. Argumentamos por inducción en m. Puesto que el caso m = 1 es
obvio, podemos suponer que m > 1. Para 1 ≤ i ≤ m, sea Qi la (m− 1)× (m− 1)–
submatriz de P que se obtiene eliminando la fila número i y la columna número m.
Obsérvese que detQi no contiene la indeterminada Zi. Entonces tenemos

detP = (−1)m+1amZ
nm
1 detQ1 + (−1)m+2amZ

nm
2 detQ2 + · · ·+ amZ

nm
m detQm.

Para todo 1 ≤ i, j ≤ m, tenemos degZj(detQi) ≤ nm−1. Puesto que Q1 tiene la
forma requerida por el enunciado del lema para el caso m − 1, podemos aplicar la
hipótesis inductiva a Q1. Por lo tanto detQ1 6= 0. Luego (−1)n+mam detQ1 6= 0 es el
coeficiente de la potencia más alta, a saber nm, de Z1 en P . Esto implica detP 6= 0.
El resto del enunciado del lema es entonces obvio.

Aplicamos ahora el Lema 11.2.2 a los vectores columna (dσρ/dt)(0) ∈ AnL con
(0, ρ) ∈ ∆ y ρ 6= 0.

Fin de la demostración del Teorema 11.2.1. Con las notaciones del Lema 11.2.2

y la demostración del Teorema 11.2.1, sea m := #Σ2`−1 =
(

2`−1+n
n

)
=
(

2b
L
2 c+1−1+n

n

)
y sean 0 ≤ n1 < . . . < nm los elementos de la sucesión

(
α1 + α22` + · · · +

αn2(n−1)`
)

(α1,...,αn)∈Σ
2`−1

en forma ordenada (recuérdese que los elementos de esta

sucesión son todos distintos). Para 1 ≤ j ≤ m y α := (α1, . . . , αn) ∈ Σ2`−1 con
nj = α1 +α22`+ · · ·+αn2(n−1)`, sea aj := |α|!/(α1! . . . αn!) y P ∈ C[Z1, . . . , Zm]m×m

la (m×m)–matriz del enunciado del Lema 11.2.2. Entonces existen ρ1, . . . , ρm ∈ Cm
con (0, ρ1) ∈ ∆, . . . , (0, ρm) ∈ ∆ tales que detP (ρ1, . . . , ρm) 6= 0.

Sea H la (nL×m)–matriz compleja formada por los vectores columna (dσρ1/dt)(0),
. . . , (dσρm/dt)(0). Entonces las identidades (11.6) de la demostración del Teorema
11.2.1 implican que la (m×m)–submatriz de H determinada por las filas correspon-
dientes a los elementos de Σ2`−1 es la matriz P (ρ1, . . . , ρm). Como detP (ρ1, . . . , ρm) 6=
0, concluimos que H es de rango maximal m. Por lo tanto, los m := #Σ2`−1 vectores
columna (dσρl/dt)(0) ∈ AnL , 1 ≤ l ≤ m, son C–linealmente independientes. Esto
completa la demostración del Teorema 11.2.1.
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Rapport de Recherche 2884, INRIA, Sophia Antipolis, 1996.
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[GHH+97] M. Giusti, K. Hägele, J. Heintz, J. Morais, J. Montaña y L. Pardo, Lower
bounds for Diophantine approximation, J. Pure Appl. Algebra 117,118
(1997), 277–317.

[GHM+98] M. Giusti, J. Heintz, J. Morais, J. Morgenstern y L. Pardo, Straight–line
programs in geometric elimination theory, J. Pure Appl. Algebra 124
(1998), 101–146.
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dimensional Gröbner bases and polynomial system solving, Internat. J.
Algebra Comput. 21 (2011), no. 5, 703–713.

[HM93] J. Heintz y J. Morgenstern, On the intrinsic complexity of elimination
theory, J. Complexity 9 (1993), 471–498.
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Birkhäuser Boston, Inc., Boston, MA, 1985, Translated from the German
by Michael Ackerman, With a preface by David Mumford.

[Kun86] E. Kunz, Kähler differentials, Advanced Lectures in Mathematics, Vie-
weg, Braunschweig, 1986.

[Lan93] S. Lang, Algebra, third ed., Addison–Wesley, Reading, Massachusetts,
1993.

[Laz81] D. Lazard, Résolution des systèmes d’équations algébriques, Theoret.
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