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Interpolacion en espacios de Jacobi-Sobolev con pesos y su
aplicacion a estimaciones de error a posteriori para la
version p del método de elementos finitos

Resumen

En esta tesis analizamos estimaciones de error a posteriori para la version p del método
de elementos finitos (FEM). En primer lugar, mostramos las diferencias que surgen entre el
caso unidimensional y bidimensional, al considerar indicadores de error de tipo residual para
el problema de Poisson con datos de borde de tipo Dirichlet homogéneos. Mientras que en
el caso unidimensional, usando indicadores de error con pesos, se obtienen estimaciones a
posteriori para la version 2p de FEM con constantes de equivalencia con la norma energia
del error independientes de 4 y de p [DH], atn no se tienen resultados andlogos en mds
dimensiones. En efecto, las técnicas utilizadas en [DH] no pueden simplemente generalizarse
al caso bidimensional y, hasta el momento, para estimadores de tipo residual no se ha podido
demostrar que los estimadores propuestos sean equivalentes a la norma energia del error con
constantes de equivalencia independientes de p, i.e., del grado del polinomio involucrado.
Sin embargo, en esta tesis mostramos que estimaciones de error a posteriori casi-Optimas se
pueden obtener si trabajamos en espacios de Jacobi-Sobolev con pesos.

Usualmente para hacer un andlisis a posteriori del método de elementos finitos se nece-
sitan estimaciones de interpolacion para funciones en espacios de Sobolev, asi como estima-
ciones inversas para funciones polinomiales. Por lo tanto, para construir un interpolador en
espacios de Jacobi-Sobolev con pesos, introducimos primeramente los polinomios de Jacobi
y mostramos sus propiedades para luego llevar a cabo un andlisis pormenorizado de la de-
pendencia, tanto del grado del polinomio como del peso, de las constantes involucradas en
nuestras estimaciones. Presentamos también un andlisis de las estimaciones inversas presen-
tes en la bibliografia, con especial cuidado en estudiar como dependen las constantes del peso
que se este considerando.

Posteriormente, para el problema modelo de Poisson en dos dimensiones, proponemos
un estimador con pesos para la versiéon p de FEM, y utilizando nuestros resultados de inter-
polacién y las estimaciones inversas, mostramos que estos estimadores son equivalentes al
error en alguna norma adecuada, con constantes Optimas en p. Finalmente, mostramos como
nuestros resultados se pueden generalizar a la version hp de FEM.

Palabras clave: Espacios de Jacobi-Sobolev con pesos; métodos p y hp de elementos finitos;
estimaciones de error a posteriori.






Interpolation in Jacobi-weighted Sobolev spaces and its
application to a posteriori error estimations of the p version
of the finite element method

Abstract

In this thesis we analyse a posteriori error estimations for the p version of the finite ele-
ment methods (FEM). First, we show the differences that arise between the onedimensional
and bidimensional cases when we consider error indicators of the residual type for the Pois-
son problem with Dirichlet homogeneous boundary data. While in the onedimensional case,
using weighted error indicators, we can obtain a posteriori estimations for the sp version
of FEM with equivalence constant with the energy norm independents of /2 and p [DH], no
analogous results have been obtained hitherto in more dimensions. In effect, the techniques
used in [DH] can not simply be generalized to the bidimensional case, and for the error es-
timators of the residual type it can not be demonstrated as yet that the proposed estimators
are equivalent to the energy norm of the error with equivalence constants independents of p,
1.e., of the polynomial degree involved. However, in this thesis we show that quasi optimal a
posteriori error estimations can be obtained if we work in Jacobi-weighted Sobolev spaces.

Usually, for an a posteriori error analysis of the finite element methods we need interpo-
lation estimates for functions in Sobolev spaces, and inverse estimates for polynomial fun-
ctions. Therefore, in order to construct an interpolator in Jacobi-weighted Sobolev spaces,
first we introduce the Jacobi polynomials and show their properties so as to carry out a de-
tailed analysis of the dependence, of the polynomial degree and the weight, in the constants
that are involved in our estimates. We also present an analysis of the inverse estimates that
are present in the bibliography, studying with special care how the constants depend on the
weight that we are considering.

Later, for the two dimensional Poisson model problem, we propose a weighted estimator
for the p version of FEM, and using our interpolation results and inverse estimates we show
that these estimators are equivalents to the error in some appropriate norm, with optimal
constants in p. Finally, we show how that our results can be generalized to the 4p version of
FEM.

Key words: Jacobi-weighted Sobolev spaces; p and hp finite element methods ; a posteriori
error estimates .
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Capitulo 1

Introduccion

Al aproximar numéricamente la solucidon de una ecuacion diferencial mediante el méto-
do de elementos finitos (FEM) en su forma mas habitual, llamada “versién h”, se considera
una particion inicial (malla) del dominio donde estd planteada la ecuacion y se aproxima
la solucién de la ecuacion, dada en su forma débil, por una funcién que restringida a cada
elemento de la particion es un polinomio de grado fijo, con el propdsito de ir mejorando la
aproximacién a medida que la particién se hace mas fina, i.e, el tamafio de la malla tiende
a cero (ver, por ejemplo, [BS94b, Cia78]). Desde hace unos afos otras variantes del método
de elementos finitos, llamadas “version p” y “version hp”, cobraron interés. En la “version
p” la malla se mantiene fija mientras se busca mejorar la aproximacién aumentando el grado
del polinomio en cada tridngulo o cuadrilatero (ver [BS94a]). En la llamada “version hp” se
admiten ambas opciones, es decir, refinar la malla y/o ir aumentando el grado del polinomio
(ver, por ejemplo, [BS87, BS94a]) contemplando entonces esta version a las otras dos. Uno
de los aspectos mas interesantes de la version Ap reside en que, una combinacion apropiada
de refinamiento de la malla e incrementacion del grado polinomial nos permite obtener con-
vergencia exponencial para problemas elipticos con soluciones analiticas a trozos [BG88],
mientras que las versiones & o p de FEM convergen algebraicamente.

Es sabido que, para hacer un anélisis de estos métodos, es fundamental obtener estimacio-
nes de error las cuales se dividen basicamente en dos tipos: las “a priori” y las “a posteriori”.
Las primeras tienen como objetivo demostrar la convergencia de los métodos, obtener el
orden del error y determinar de que depende el error. En cambio, las estimaciones “a poste-
riori” tienen como objetivo dar informacidn cuantitativa del error y son la base de los métodos
adaptativos o de refinamiento automdtico de mallas.

La mayoria de los resultados presentes en la bibliografia sobre estimaciones de error para
la version i de FEM, tanto para las estimaciones a priori como a posteriori, se suelen obtener
trabajando en primera instancia con un dominio de referencia y luego pasando a un dominio
general (mediante cambios de variable) demostrando como las contantes dependen de las
propiedades del dominio (ver, por ejemplo, [BS94b, Cia78] para las estimaciones a priori y
[Ver96] para las a posteriori). Estas técnicas no se pueden utilizar para las versiones py hp'y

11



12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

se debe recurrir a otro tipo de argumentos (ver [BS94a, Sch98] y sus referencias).

Las técnicas mas usuales de obtener estimaciones de error a posteriori son dos, una se ba-
sa en las soluciones de problemas locales auxiliares (ver [AO00] para la versioén &'y [AS97]
para la version p y hp), la otra se deriva acotando residuos locales (ver [ Ver96] para la version
hy [MWO1, APRS11, APRS12] para la version p y hp ). En general, al construir estimadores
de error a posteriori, se busca que estos resulten confiables, i.e., que sean realmente una cota
superior del error; y por otra parte que sean eficientes, i.e., que no sobreestimen demasiado el
error local de forma tal que un estimador local grande implique que el error local también lo
es. En consecuencia, para demostrar la convergencia de los algoritmos adaptativos basados
en estimadores de error a posteriori es fundamental demostrar que el estimador propuesto es
confiable y eficiente, i.e., es equivalente al error en alguna norma adecuada con constantes
independientes de 4 para la version &, independientes de p para la version p e independientes
de h y de p para la version hp. La convergencia de algoritmos adaptivos para la version 4,
para el problemas de Poisson, fueron demostrados en [Dor96, MNSO00] (cabe sefialar que en
este caso la dependencia de las constantes respecto del grado del polinomio aproximante es
ignorada). Para la version p y hp, la convergencia de un algoritmo adaptivo ha sido demos-
trada en el caso unidimensional y se encuentra en [DHO7], donde proponen un estimador
de error a posteriori de tipo residual con pesos y demuestran que es equivalente al error, en
alguna norma adecuada, con constantes independientes de & y de p. Es importante notar que
las técnicas usadas en el caso unidimensional no se pueden generalizar a mas dimensiones.
En el caso bidimensional, ain en los problemas mas sencillos, para los estimadores de ti-
po residual propuestos hasta el momento no se pudo demostrar la equivalencia con el error
pues las constantes de equivalencia involucradas dependen de p (ver los trabajos de Melenk y
Wohlmuth [MWO01]). Como es habitual, los autores hacen uso de estimaciones inversas (que
son Optimas) para acotar el estimador propuesto por una constante, que depende de p, por el
error mas un término de mayor orden. Por otro lado, en [BPS09, DM13] se obtuvieron esti-
madores de error de tipo “equilibrated residual” que resultan ser p-robustos para el problema
de Poisson y el problema de Elasticidad respectivamente.

En las dltimas décadas, los espacios de Jacobi-Sobolev con pesos han recibido cada vez
mads atencion para la version p (y hp) de elementos finitos. Estos espacios parecen ser un
espacio de funciones adecuados para el andlisis de estimaciones de error a priori y juegan
un rol crucial en el anélisis de estimaciones de error a posteriori (ver [AP02, BG00, BG02a,
BGO2b], y las referencias que se encuentran alli). En efecto, el andlisis de error a posterio-
ri y la convergencia Optima para la version p de FEM en este contexto ha sido estudiado
por varios autores (ver, por ejemplo, [BG02a, BG02b, GS07]) y en los ultimos afios se ha
desarrollado una atencion creciente de esta técnica por considerarla muy apropiada para lle-
var a cabo un andlisis de error a posteriori [BG10, Guo05]. Basandonos ademas en el hecho
que para el caso unidimensional se lograron obtener estimadores de error con pesos de tipo
residual equivalentes al error en alguna norma apropiada con constantes de equivalencia in-
dependientes de p, en esta tesis introducimos un interpolador con pesos para el caso de dos
dimensiones, proponemos un estimador del error para la version p de elementos finitos para
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el problema de Poisson en dos dimensiones y (utilizando los espacios de Jacobi-Sobolev con
pesos, los polinomios de Jacobi y sus propiedades) demostramos que el estimador es ptimo.
Cabe sefialar que, los resultados originales presentes en esta tesis han dado lugar a un articulo
que ha sido recientemente remitido para su publicacion [AM15]. Finalmente, usando como
es habitual argumentos de re-escale, generalizamos nuestros resultados para la version hp de
FEM y concluimos esta tesis sefialando distintas lineas de investigacion a futuro.
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Capitulo 2

La Version /ip del Método de Elementos
Finitos

En este capitulo vamos a presentar la version zp del método de elementos finitos aplicada
a la resolucién de un problema modelo, como es el Problema de Poisson, con el objetivo
central de mostrar las estimaciones de error a posteriori existentes en una y dos dimensiones
(con y sin pesos en el estimador del error) y motivar la importancia de trabajar en espacios
de Sobolev con pesos.

2.1. Problema modelo unidimensional

A continuacion definimos el problema modelo a estudiar y mostramos la version hp de
elementos finitos que utilizamos en la aproximacioén numérica de la solucion.

Problema modelo. Consideramos €2 un intervalo en R, sin pérdida de generalidad, po-
demos suponer que Q = (0, 1). Para una funcién dada f : Q@ — R el problema que vamos a
considerar es: Hallar  : Q — R tal que

{—u” =f enQ,

2.1.1
u=0 en Q. ( )

Formulacién débil. Supongamos f € L*(Q), el problema variacional asociado a (2.1.1)
es: Hallar u € Hy(Q) tal que

1 1
f u'v' :f fv  paratodav e Hy(Q). (2.1.2)

0 0
Donde L*(Q) y Hé(Q) son los espacios de Sobolev habituales. Haciendo uso del Teorema
de Lax-Milgram se puede ver que este problema tiene unica solucién (ver, por ejemplo,

[BS94b]).

15
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El método de Galerkin. La idea de este método consiste en dado el espacio de dimension
infinita V := H(‘)(Q) aproximarlo por un espacio de dimension finita Vy C V (con dim(Vy) =
N € N) apropiado. Entonces, el problema discreto es: Hallar uy € Vy tal que

1 1
f uyvy = f fvy paratodavy € Vy.
0 0

Es bien sabido que, como consecuencia directa del Teorema de Lax-Milgram, este problema
tiene unica solucidn cualquiera sea el subespacio Vy C V. En el Método de Elementos Finitos
los subespacios Vy de dimension finita que aproximan al espacio V, se construyen tomando
funciones que son polinomios en cada elemento de una particion de Q2.

La version hp del método de elementos finitos. Definimos una grilla
Gi={0=xg <X <+ <X, < Xt = 1},

donde los puntos interiores de la grilla son

G, =G,NQ.
Luego, una particién (o una malla) de € es un conjunto de intervalos
q(n = {K = [xk—bxk] 1k e {1’ L,n+ 1}}

Para K € K, sea hx := |K|, y consideramos pg un grado polinomial, notamos p = (pg) al
vector de grados polinomiales. Notamos #,, (K) al conjunto de polinomios de grado menor
o igual a pg en K. Definimos

SP(K,) = {u € CYQ) | ulx € Py (K) VK € K,}.

La version hp del método de elementos finitos consiste en elegir Vy = S g (%.,). Asi, el pro-
blema discreto a considerar es el siguiente: Hallar uy € S g(‘Kn) tal que

1 1
f Uy = f fvy  paratoda vy € SP(K,). (2.1.3)
0 0

Estimaciones de error a priori.

Definicion 2.1.1. Una familia de mallas {K,,} en Q es quasiuniforme, si existen constantes
positivas c; y ¢, independientes de n tal que

max{hg|K € K,} <
~ min{hg|K € K,} ~

C1 (6]

En particular, notemos que si consideramos nodos equidistantes x; = —1 + 2 j/M obtene-
mos mallas uniformes con constantes ¢; = ¢, = 1.
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Teorema 2.1.1. Sea K, una malla quasiuniforme. Sean u € H*"'(Q) la solucion de (2.1.1)
Yuy € Sg(‘K,,) la solucion de (2.1.3). Sean h = max{hg} y p = min{pg} luego existe una

constante C tal que
min(p,k)

" — upll 2 < C o |741)72 )

min(p,k)+1
llu = unllz) < CTHM'“HWQ)

La constante C no depende de u ni de h ni de p, pero depende de k.

Una demostracidn rigurosa de estas estimaciones puede verse en [Sch98] .

En la version h de FEM se considera un grado fijo p y la convergencia se tiene reduciendo
el tamafio de la malla, (i.e., 4 tiende a 0), mientras que en la version p se considera una malla
fija y la convergencia se sigue aumentando el grado polinomial p (i.e., p tiende a o). La
convergencia del método en su version hp se obtiene achicando el tamafo de la malla y/o
agrandando el grado polinomial.

Observacion 2.1.1. En [GB86a] y [GB86b] Babuska y Guo muestran que si consideramos
una eleccion apropiada de la malla y de p, se tiene

I’ — N2 < Ce® V.

Donde N es el niimero de grados de libertad en la aproximacion de elementos finitos, C > 0
vy a > 0 son independientes de N.

Estimaciones de error a posteriori. Vamos a buscar estimadores de error de tipo resi-
dual.

Sean v € Hy(Q) y vy € S§(K,) luego, usando que fg(u —uy)'vy = 0, (2.1.2) e integrando
por partes en cada elemento se obtiene la siguiente ecuacion del error

f (u—uy)Vv = f (u—uy)vy + f (u—uy)(v-vy) = f wy—vy) - f uy(v —vy)’
Q Q Q Q Q

= > f (f + U@ = vw) + ) (1 (z+) = uy(z=-) (V) = v (2)
K

KeX, 7€G

= > f (foe + U@ = vy) + f (f = Fr)v =)
Kek, K K

+ D (2 ) = iy ()R — (D).
2€G

2.1.4)
Donde f,, es la proyeccion L*(K) de flx en Po(K), 1e.,

ffpkv:ffv Yv e P, (K).
K K
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Notemos que, si consideramos vy = Iv un interpolador de v que coincida con v en los
bordes de cada elemento K la parte de los saltos de las derivadas se elimina en la ecuacién
del error y obtenemos

f (u—uy)v' =
Q

usando Holder

f(pr +up)(v = 1Iv) + fK(f — fo) v = Iv)), (2.1.5)

K 67(,,

f =y < " (e + Wizl = Dl + 1f = Foellzalv = M) (2.1.6)
Q

Ke¥K,

Un estimador con tales caracteristicas puede construirse como se muestra en el siguiente
lema, el cual contempla resultados cldsicos de interpolacién (sin pesos) para el caso unidi-
mensional.

Lema 2.1.1. Sea p un grado polinomial y K € K,. Luego, existe un operador lineal de
interpolacion 11y, : H'(K) — P,(K) tal que

Ihv=v paratodov e P,(K),
1" v(z) =v(z) paratodov e H'(K)y todo z € OK,

’ ’ 1
) o, S Wl para todo v € H'(K),
y para todo v € H'(K)
h
R P T T B
“ Kl Jp(p + 1) ( L2(K)

Luego, un interpolador global qu( : Hé(Q) - S g(?(n) estd definido por Hg( Vg = H‘;’( W
Demostracion. Capitulos 3.3.1 y 3.3.2 de [Sch98]. O

Ahora, considerando en la ecuacion del error v = e = u — uy y vy = Ile el interpolador
del lema anterior, obtenemos que:

hg hg
(¢') < —————|Ifpx + unllzgy + ——=IIf = ol Jll€'llr2x)
f \/PK(PK +1) " Vpr(pg + 1) ’ )

2

hy 12
< C( Z (_2||pr + l/l ||L2(K) ||f pr”LZ(K))) ||e ||L2(Q)7

Kex, FK

y por ende
|€ ||L2(Q) < C Z ”pr + uN LZ(K) ”f pr”LZ(K))

Ke¥k, K
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Definimos un indicador local del error como

2
2 ._ 'K 2
Nk = _2||pr + u;\//”LZ(K)a
Px

h2
2k 2
6[{ L 2 ||f _pr”LZ(K)'
Pk
Luego podemos concluir que

leIB < C Y (i + 6%), 2.1.7)

KeK,

lo que demuestra la confiabilidad del indicador de error propuesto.

Nuestro objetivo ahora es acotar 17% en términos del error local para poder concluir en-
tonces la eficiencia del indicador. Como es habitual, para llevar a cabo estas estimaciones
debemos recurrir a estimaciones inversas para polinomios. Sea

xx(x) = (xr — x)(x — x4,—;) paratodo x € K = [x3_1, x¢].
Lema 2.1.2. Sea p un grado polinomial y K € K,. Luego, para todo v € P ,(K) se tiene que
IV llzao < Vp(p + DIV, (2.1.8)
kv llza < VP + DIV, (2.1.9)

hlVllziy < (p + DI Vxvllezk)s (2.1.10)
IO xv) N2y < 4(p + DIl Vxgvllei)- (2.1.11)

Demostracion. (2.1.8): Teorema 3.95 de [Sch98].
(2.1.9): Se demuestra igual que (2.1.8) pero usando {L;}, donde L; es el polinomio de Legen-
dre de grado /.
(2.1.10): Corolario 3.5 de [Ver96].
(2.1.11): Se sigue de (2.1.9) y (2.1.10).
O

Observacion 2.1.2. Observando las demostraciones, se ve claramente que estas estimacio-
nes son optimas.

De (2.1.10) :
h . 7
Tk = 2 Wi+ 5l < CINIR e + 20
K

N + 0y = [ et 41607 = [ Gy aow,
K K
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donde

[ xx(fp Huylk) en K
B 0 en Q\ K,

la cual es fécil ver que estd en H)(C) y entonces podemos usar la ecuacién del error
(2.1.4).
Luego,

IR e+ WPy = f (o + UV

_ f<f+u;¢>v+f<pr _
K K

Observacion 2.1.3. Observemos que si extendemos (f,, + uy|gx) por 0 entonces no queda en
H'(Q), pues en particular no tiene representante continuo. Con esto se ve la importancia de
usar la estimacion inversa (2.1.10) y hacer aparecer el peso en la integral para luego poder
usar la ecuacion del error (lo que es necesario si buscamos acotar el indicador por el error).

Luego,
Ny + 6y = [ a0+ [ o=

fev +f(fp,< Hv,

ahora, en la integral del lado derecho multiplicamos y dividimos por el peso +/yx y usando
Holder tenemos que

| M(fpk + U, )||L2(1<) <|le’ ||L2(1<)||V 2y + I M(fpx Nzl M(fm( + M;\//)”LZ(K),
usando la estimacion inversa (2.1.11)
IV ll2) < 4Pk + DIV (For + w2k
Luego,
| \/X_K(pr + M;\’/)”U(K) <4(pg + 1)||€’||L2(K) + | \/)E(pr - f)||L2(K), (2.1.12)

y entonces tenemos la cota del estimador por el error

i < C(pRlE gy + I NE s = P2 )-

Definimos el estimador del error global 7 del siguiente modo

= > n

KekK,
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Se tiene la siguiente cota global del estimador por el error

7 < C(Phalle gy + D INKE G = Pl )

Ke¥K,

donde pni = max{pgx : K € K,}. Observemos que no pudimos acotar el indicador por el
error con constantes independientes de p y concluir que el estimador propuesto es realmente
eficiente. Pero de (2.1.12) notamos que si consideramos el estimador con pesos

~ 1 144
K = p_” VXK (fpe + U2k (2.1.13)
K

luego, el estimador con pesos resulta eficiente ya que
~ ’ 1
e < C(lle 1Pz, + I VU = Pllag):
K

y si definimos

=) ik (2.1.14)

KeX,

se tiene la siguiente cota global del estimador por el error

77 < C(lle’ ||L2(Q)+Z I VIXEFo = D)

KekK K

con constantes que no dependen de p ni de A.

Pero ahora tenemos pendiente ver que 7 es realmente confiable, i.e, debemos acotar el
error por este nuevo estimador con pesos. Mirando la ecuacién del error (2.1.4) vemos que lo
que necesitamos es construir un interpolador con pesos.

Vamos a enunciar ahora un resultado de interpolacion con pesos.

Lema 2.1.3. Sea p un grado polinomial y K € K,. Luego, existe un operador lineal de
interpolacion 11y, : H'(K) — P,(K) tal que

v =v paratodov e P,(K),
H’I;v(z) =v(z) paratodov € HY(K) y todo 7 € 0K,

gy

<y ara todo v € H'(K
2@ | ||L2(1<) p (K),

y para todo v € H'(K)

HV_HKV
XK

‘(v - II%v)

LK)

LZ(K) W ’

Luego, un interpolador global Hg( : Hé(Q) — S{(K,) estd definido por Hg< Vg = IS
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Demostracion. Capitulos 3.3.1 y 3.3.2 de [Sch98]. O

Observacion 2.1.4. Observemos que el resultado de interpolacion cldsico del Lema 2.1.1
resulta ahora ser un corolario de la existencia del interpolador con pesos del Lema 2.1.3

Consideramos en la ecuacion del error v = e = u — uy y vy = Ile el interpolador del lema
anterior. Luego,

VXK o + i)y + IR = Fodllzao e k)

f(e’)z < Z (; ;
Q kex, VPx(px +1) Vrr(px + 1)
1 1
< 3 (o IR U+ 0+~ IR - FolZ)) 1l
K

Ke¥K, K

luego

, . 1
le' |20y < C Y (7 + IV - FrlPao )
K

KekK,
En consecuencia, por todo lo demostrado hasta el momento, podemos arribar al siguiente

teorema.

Teorema 2.1.2. Sean u la solucion de (2.1.2), uy la solucion de (2.1.3), fjx como en (2.1.13),
ffcomoen (2.1.14) y

~ 1
6%{ :: _2||f _pr”iZ(K)'
Px

Luego,
= ) [y < D477 + 057,
KeK,
7% < C(||a = unY [}, + %)
Y 2
7 < (= uny a0+ D 8%):
KeK,

donde la constante C es independiente de h y p.

En [DHO7] proponen un algoritmo adaptativo basado en este estimador de error y, usando
la equivalencia con el error, demuestran que bajo ciertas hipdtesis la norma energia del error
decrece de manera monétona y uniforme. Por completitud, vamos a enunciar el teorema
demostrado en [DHO7].
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Teorema 2.1.3. Sea u la solucion de (2.1.2). Sean K una malla de Q, p un vector de grados
polinomiales y uy € S g(‘K) la solucion de (2.1.3) Sean K y p el refinamiento basado en
los estimadores fjx propuesto por Dorfler y Heuveline en la seccion 3.5. de [DHO7] con
pardmetro 0 € (0, 1). Supongamos que se tiene la siguiente hipotesis

112 )
2, g = Il <17 QT (2.1.15)

KekK K KeX

para algiin 0 < u < 46 (independiente de h y de p). Sea iiy € Sg(f() la solucion de (2.1.3),
tenemos

~ 7 1 ’
G = in)llzey < A1 = 7€l = un) llze-

2.2. El problema de Poisson en dos dimensiones: diferen-
cias y similitudes con el caso unidimensional

En esta seccion vamos a analizar el problema de Poisson en dos dimensiones, mostran-
do las diferencias y similitudes con el caso unidimensional. En particular, vamos a hacer
hincapié en los resultados de interpolacién unidimensionales que no pueden ser ficilmente
generalizados a mds dimensiones.

Problema modelo. Sea Q C R? un dominio abierto y poligonal, I = dQy f € L*(Q).
Consideramos el problema modelo de Poisson cldsico que consiste en encontrar una funcion
u tal que:

—Au=f enQ,
(2.2.16)
u=0 enl.
Formulacion débil. El Problema Variacional asociado a (2.2.16) es:
Hallar u € H}(Q) tal que:
a(u,v) = L(v) Vv e HyQ), (2.2.17)

donde a(u,v) = fg Vu-Vvy L) = fgfv.

Usando el Teorema de Lax-Milgram se sigue facilmente que este problema tiene tinica
solucién en H}(Q) y ademds que u € H'*"(Q) N H) () con r = 1 cuando Q es un poligono
sin angulos entrantes o r < 27” con 6 el mayor dngulo interior de Q [Gri85].

La version hp del método de elementos finitos. Vamos a considerar como el cuadrado
de referencia a:

S =(-1,1)7

y el tridngulo de referencia a:

T={(x,0<x<1,0<y<1-x}
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Sea 7 una particién admisible de € en paralelogramos o tridngulos, para K € 7 notamos
hg = diamK 'y h := max{hg|K € 7}, vamos a asumir que existe una constante vy tal que la
triangulacion es “y-shape” regular, i.e.,

h IF gl + hiell(F) ™' < (2.2.18)

donde Fg : K — K una transformacién affn con K = S si K es un paralelogramo o K = T si
K es un tridngulo.

Esta condicion de regularidad de la malla implica ademads que el tamafio de los elemen-
tos vecinos es comparable, o sea que existe una constante (que por simplicidad llamamos
nuevamente ) tal que

hg < vhg VYK, K' €T con KNK' # 0. (2.2.19)

Sea p > 0, notamos Q,(S) al conjunto de polinomios de grado menor o igual a p en cada
variable en S, notamos #,(T') al conjunto de polinomios de grado menor o igual a pen T.
Sea K un paralelogramo y Fg : § — K una transformacién afin, vamos a notar

Q,(K) = {ulu o Fx € Q,(S)}.
Sea K un tridngulo y Fx : T — K una transformacion afin, vamos a notar
P(K) ={uluo Fx € P,(T)}.
Para p > 0 definimos
SPT) ={ueC'Q)|ulx € R(K) VKeT}
SHT) ={ueCoQ) |ulg € Ry(K) YK eT), (2220

donde R ,(K) = Q,(K) si K es un paralelogramo y R ,(K) = ,(K) si K es un tridngulo.

Para cada K € 7 elegimos un grado polinomial (maximo) y notamos p = (pk) al vector
de grados polinomiales. Vamos a asumir que los grados polinomiales de elementos vecinos
son comparables, es decir, existe una constante positiva C tal que

pk <Cpy KK €T conKNK #0. (2.2.21)
Vamos a introducir la siguiente notacion

SP(T) = {u € CUQ) | ulg € R, (K)}

. on (2.2.22)
So(T) = {u € Cy(Q) | ulg € R, (K)}.

Observemos que la definicién de SP(7) nos permite tener grados maximos distintos en cada
lado de cualquier elemento. Luego, el espacio {v|g|v € SP(7)} no necesariamente coincide
con R, (K). Sin embargo, existe p}, < pg tal que

R, (K) C V1 v € ST} € R, (K)
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y por la hipdtesis (2.2.21) se tiene £+ < C.
K
La versiéon hp del Método de Elementos Finitos (FEM) consiste en elegir Vy = S g(‘]' )
en el método de Galerkin. Asi, el Problema Variacional Discreto se define de la siguiente

manera:
Hallar uy € S(7) tal que:

a(uy,vy) = L(vy) Yy € Sg(‘T). (2.2.23)

Es claro que, usando el Teorema de Lax-Milgram, se concluye inmediatamente que este pro-
blema tiene solucion dnica.
Para poder enunciar las estimaciones de error necesitamos de algunas definiciones pre-
vias.
Definimos
& = { todos los lados e en 7},
E=6nNQ°,
N = {todos los vértices V en 7 }.

Dado V € N notamos

wy ={V},
a){, = LJ{I_(lKe‘i'yl_(ﬁa){,_l =0} j=>1,
Tv =T lwy

pv = min{p|V € K},
&y = { todos los lados e de & tal que V es un punto final de e}.

Para K € 7y e € & notamos

wr=| JIKIK' e TyK' nK #0),
p. = min{pgle lado de K}.

Definimos
bp(x) = dist(x,0K),

donde K es el cuadrado o el tridngulo de referencia segtin corresponda. Para K € 7~ conside-
ramos Fg : K — K una transformacion afin y ®x = @ o F'.
Por otra parte, para é = (-1, 1) definimos

pe(x) := (1 = x)(x + 1),

y para cada e € & tomamos F, : ¢ — e una transformacién afin y definimos ®, = @, o F;.
Estimaciones a priori del error El siguiente teorema, que establece las estimaciones a
priori del error, lo podemos encontrar en, por ejemplo, [BS87].
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Teorema 2.2.1. Sea u € H*(Q) N Hé(Q), k > 1 la solucion de (2.2.17), y sea uy la solucion
de (2.2.23). Sea p = minp, existe una constante positiva C tal que

u—1
lu — unll ) < CF”u”Hk(Q),

donde u = min(p + 1,k) y la constante C es independiente de u, p y h.

Al igual que en el caso unidimensional, la convergencia del método se obtiene ya sea
reduciendo el tamafio de la malla (4 tiende a 0) y/o agrandando el grado polinomial (p tiende
a 00). Ademds, un resultado analogo al de la Observacion 2.1.1 se tiene también en el caso
bidimensional, esto es, para una eleccidén adecuada del tamafio de la malla y de p se obtiene
convergencia exponencial en el nimero de grados de libertad de la norma H' del error.

Estimaciones de error a posteriori. Al igual que en el caso unidimensional, vamos a
buscar estimadores de error de tipo residual.

Sean v € Hy(Q) y vy € S§(7), luego tenemos la siguiente ecuacién del error

9
fg Viu-uy) V= f (f + Bun)v = vw) + ) f [%L(V — ), (2.2.24)
K e

KeT ec&°
donde [68”—5]6 representa el salto de la derivada normal de uy en el lado e que se define de la
siguiente manera:
Para todo lado e € &° elegimos un vector normal unitario n, y notamos a los elementos
que componen este lado K;, y K,,, con n, apuntando hacia afuera de K;,. Definimos

ou
[_N] = V(unlk,,) - ne = V(unlg,) - ne

on
el cual corresponde al salto de la derivada normal de uy a lo largo del lado e. Observemos
que este valor es independiente de la eleccién de K;,, y K.

Al igual que en el caso unidimensional, la idea es elegir vy = Iv un interpolador de v, y
luego tomar v = e := u — uy en la ecuacion de error (2.2.24). Observemos que a diferencia
del caso unidimensional no se puede tener un interpolador que cumpla /v|, = v|, para e € &°
y por lo tanto el salto de la derivada normal seguird apareciendo y no lo podremos eliminar
de la ecuacion del error.

A continuacién vamos a enunciar un resultado de interpolacién clésico (sin pesos) cuya
demostracién la podemos encontrar en [MWO1].

Lema 2.2.1. Existe un operador lineal I : H(l) Q) —> S g(T) y una contante C independiente
de h y p tal que para cualquier vértice V' y cualquier lado e € Ey

hy /hv hy
llu = Tul| 2, + p—VIIVIMIILZ(wlv> + p—vllu = Tullp2e) < Cp_V”VMHLz(w“‘/)'
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Observacion 2.2.1. Un interpolador con pesos andlogo al que teniamos en el Lema 2.1.3
para el caso unidimensional no puede existir en mds dimensiones.

Consideramos entonces el interpolador del Lema 2.2.1 , usando Holder e intercalando f,,
la proyeccién L*(K) de f|k en P, (K) obtenemos

e =l ) < Cr > (7 + 6%},

KeT
donde
2 ._ .2 2
Mg = Mg, T Mey
con
hs he ||[Ou 2
2 K 2 2 e N
= Ko+ 2N M= =10
B p%( J; PK L2(K) Mex o 2p. [ on ]e L2(e)

2
& = X, - 112
K= pz PK LK)
K

la constante C; es independiente de i y p.

Si queremos que aparezca una funcion de peso en el estimador tenemos que usar estima-
ciones inversas para polinomios en dos dimensiones [BM97a, BFOO1] y tendriamos constan-
tes que dependen de p.

En [MWO1] los autores proponen estimadores con pesos 1,, @ € [0, 1] definidos de la
siguiente manera:

2 .2 2
na,K L na,BK + na,EK’

con

e a/z[a”N] ?

¢ Uon

h2
2 . Ky aa/2 2 2 . E
UQ,BK = pillqu (pr + AMN)”LZ(K)a na,EK O Lz(e)’

eCOKNQ Pe

y, como es habitual, los estimadores globales definidos como la suma de las contribuciones

locales:
T, = Z Mok
KeT

Melenk y Wolmuth demuestran en [MWO1] el siguiente teorema sobre la equivalencia del
indicador con el error y proponen un algoritmo adaptivo. Mas ain, para algunos ejemplos
numéricos muestran que los resultados obtenidos son 6ptimos (i.e., el error decrece de manera
exponencial en el nimero de grados de libertad).

Teorema 2.2.2. Sean u la solucion de (2.2.17), p un vector de grados polinomiales que
cumple la condicion (2.2.21) y uy € Sg(‘T) la solucion de (2.2.23). Sean a € [0,1] y € > 0.
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Luego existen una constante Cy 'y C,(€) independiente de h (el tamario de la malla T") y de p
tal que
e = unlly g < C1 D PETR & + %),

KeT

donde
2 h%( 2
6K = _2||pr _f”LZ(K)’
Pk

para f,, € P, (K) un polinomio que aproxima a f|x. Ademds, tenemos la cota por debajo

max{1— 2(I+26,0}(

o < CAOPK Pl - ”N“Zﬂ(wk) + PiOx).

Por otra parte, en [BD11] Biirg y Dorfler proponen un algoritmo de refinamiento adaptivo
basandose en el estimador de error propuesto por Melenk y Wohlmuth para el caso a@ = 0.
Demuestran, bajo ciertas hipdtesis, que la norma energia del error decrece uniformemente
en cada iteracion. El siguiente Teorema muestra el resultado obtenido en [BD11] por Biirg y
Dorfler.

Teorema 2.2.3. Sean u la solucion de (2.2.17), p un vector de grados polinomiales que
cumple la condicion (2.2.21) con constante y y uy € Sg(‘T) la solucion de (2.2.23). Sean
0 < 0 <min{1,2+/C1} y € > 0 tal que

5 8C,C.,C?
o = 2e+1/2 ’
max{pK+ K € 7}

con Cy del Teorema 2.2.2, C > 0 depende solo de y y

C.,, = max cardinallL € T|L C wg}.
KeT

Si asumimos que el error del dato estd controlado por el estimador del error, o sea, existe

1
0 < pt < min{1, — } (2.2.25)
V2c:2(6)Coovmaxipy "IK € T}
independiente de hx y pg, donde C,(€) del Teorema 2.2.2 tal que
> p—llf Lol <42 Y 08 g (2.2.26)
KeT 'K KeT

Sean T~y P el refinamiento propuesto por Biirg y Dirfler en la seccion 3.2.3. de [BD11]. Sea
Uy € SP(T) la solucion de (2.2.23) luego, existe una constante k € (0, 1) tal que

IV = vin)llr2) < klIV(u = uy)lli2q)-
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Observemos que la convergencia del algoritmo es bajo la hipétesis (2.2.25) que se
convierte mas restrictiva cuando se incrementan los grados polinomiales py, la cual no se
pide en el caso unidimensional, pues en este caso se tienen indicadores de error equivalentes
al error con constantes independientes de p.

Basandonos en el hecho de que para el caso unidimensional con resultados de interpo-
lacién en una norma con pesos obtenemos la equivalencia del error y el estimador (salvo
términos de mayor orden), nos proponemos usar un razonamiento anidlogo para el caso bidi-
mensional. Es importante notar que resultados de interpolacién unidimensionales como los
presentes en el Lema 2.1.3, en el cual se obtiene acotaciones con la norma de Sobolev usual
H'(Q), no se pueden obtener en mds dimensiones. En consecuencia, para obtener estimacio-
nes de interpolacion con pesos en dos dimensiones necesitamos introducir los polinomios de
Jacobi y los espacios de Jacobi-Sobolev con pesos, los cuales analizaremos en el préximo
capitulo.
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Capitulo 3

Espacios de Jacobi-Sobolev con pesos

Para enunciar las propiedades de aproximacion que tienen los espacios de Jacobi-Sobolev
con pesos, es fundamental el estudio de los polinomios de Jacobi. En la primer secciéon vamos
a definir los polinomios de Jacobi y establecer algunas de sus principales propiedades. Luego,
en la seccion siguiente, introduciremos los espacios de Jacobi-Sobolev con pesos y mostrare-
mos las propiedades que poseen estos espacios, las cuales nos permitirdn desarrollar la teoria
de interpolacién que resulta ser fundamental para llevar a cabo nuestras estimaciones.

3.1. Polinomios de Jacobi

En esta seccién vamos a definir los polinomios de Jacobi y vamos a mostrar algunas
propiedades que tienen estos polinomios. Consideraremos en primer lugar los polinomios de
Jacobi en una dimension.

3.1.1. Polinomios de Jacobi en R y propiedades

Consideramos el dominio de referencia I = (—1,1) en R.
Sean 8 = (B1,5,) con 3; > —1 y @ > 0 entero, definimos la funcién de peso para x € I del

siguiente modo
Wpo(x) = (1 — 0P (1 + x>, (3.1.1)

Si @ = 0 vamos a notar Wz = Wy,
Sean 8 = (B1,6,) con B; > —1 y p un grado polinomial. Los polinomios de Jacobi de
grado p, J’g(x), x € I se pueden definir mediante la férmula de Rodriguez

(—1)P(1 = )P (1 + x) P dP((1 — xP*P(1 + X))
2P p! dxp '

Jo(x) = (3.1.2)

Ademads, estos polinomios cumplen la llamada “ecuacion diferencial de Jacobi”

(1= A By = B — (Ba +Br + DX)IE) + p(p + By + B2 + D) = 0.

31
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En el caso B; = 8, = B vamos a notar Jﬁ(x) = Jﬁf"ﬁ”(x).

Para establecer algunas de las propiedades que satisfacen los polinomios de Jacobi nece-
sitamos introducir a la funciéon Gamma y enunciar algunas de sus propiedades (las cuales se
pueden encontrar en cualquier libro de Anélisis Complejo, por ejemplo, en [Ahl78], [Lan99],
[Con78]). Notamos I a la funcién Gamma definida como

F(z):f e dt.
0

Observacion 3.1.1. I' : R, — R es una funcion continua, positiva y acotada inferiormente
por una constante positiva.

Una propiedad inmediata de la funcion I es que

[z+1) =2(2), (3.1.3)
y por lo tanto
(Zl) _ ['(z;+1)
) T+ D@ —z+1)

El siguiente lema lo podemos encontrar, por ejemplo, en la pagina 427 de [Lan99].

Lema 3.1.1. Para un niimero real x con x — +oo vale lo siguiente
T(x) ~ x> Vg,

donde ~ significa que el cociente del lado izquierdo por el lado derecho tiende a 1.

Luego, tenemos el siguiente resultado.
Corolario 3.1.1. Para cualquier a € R,

T(n+a)~n+a)y* ' 2e ™ \2g  paran — +oo.

Sea ay > —1, entonces la convergencia es uniforme en « € (—1, ay).

Podemos entonces enunciar el siguiente lema.
Lema 3.1.2. Para cualquier a € R,

. I'n+a)
lim —— =
n—+oo ['(n)n®

Sea —1 < @y < 0, existen constantes positivas A = A(ay) y B = B(ay) tales que

< I'ln+a)

A< I'(n)n

<B VneNVYae(-1,a,].
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Demostracion. Por el Corolario 3.1.1

Tn+a) 1+ )" 2e o) \g
I'(n)n (n)n—uze—n \/ﬂna )

Observemos que

(n+ @) 2o~ \D g 3 (n + a)nm—l/Ze—a
(n)n—l/Ze—n "27’(}1“ n
n+a—1/2

:[(1+%)%] " e

Usando que

n+a—-1/2

im(1+i=e y lim 1,

n—o0 n n—o0 n
ambas convergencias son uniformes en @ si —1 < @ < @( (observemos que es importante
pedir que ay < 0), luego obtenemos

a » n+(y;]/2
lim [(1+=)?] e =1,
n—oo n
y existen constantes positivas ¢; = cj(ag) y ¢2 = c2(ap), que no dependen de «, tales que para
n>nyyparatodo -1 < a < ay

I'h+a) <

c; < < O,
I'(n)n®

Consideramos 1 < n < ny fijo, por la Observacion 3.1.1, existen constantes c;(n) y c,(n) tales
que

I'(n+
ci1(n) < (n—oz) < c(n),Ya € (-1, ag].

I'(n)n

Sean
A =min{ci,c((n),...,ci(ng— 1)} 'y B=max{c,ci(n),...,ci(ng— D},
luego
A < M <
I'(n)n®

O

Ahora estamos en condiciones de enunciar algunas propiedades que poseen los polino-
mios de Jacobi (ver [Guo09],[GR65],[AS64], [BM97b], [DX01]).
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= El polinomio de Jacobi puede escribirse de la siguiente manera:

1 < p+Bi\(p+6
B — _ p—m m
J,,(x)—z,,;( m oy DA
B _ _I'p+pi+D B _ DT (p+pr+])
= LD = G Y SED = g
= Jp(=x) = (=1)PJ, (x)  con B = (B, ),
= Para 0 < m < p un nimero entero vale
f X1 = 21 (1 + xy2 = 0, (3.1.4)
1

e LP@) = Lp BB+ DI (), donde B+1=(B+ 1B+ 1),

B o d By — 1 I( 1+k) yB+k —
n T 00 = () = R (), donde Bk = (B + kB + k).

Una propiedad fundamental de los polinomios Jff(x) es que son ortogonales con respecto
al peso Ws(x)

f P IE (O W(x) = {yg, o (3.1.5)
I 0, p#m
donde Sraar

PN(p + 1+ DIp+ B + 1) G16

P Qp+pi+Bat DI(p+ DI(p+p1 + B2+ 1)

Andlogamente, los polinomios Jﬁ (%) son ortogonales con el peso Wk (x)

)ﬁk, p=m2=>k

fl BT (OWp(x) = { 0. pem

donde

Pk Cp+pi+B+ DI+ 1 - (p+pi+p+ 1)

Por otra parte, una ecuaciéon que nos va a ser de mucha utilidad més adelante es la si-
guiente (ver Teorema 19.3 de [BM97b]):

_ 2P+ B+ DI(p+Bo+ DI(p + 1 + B2+ 1 +K)

n+2p+1 5 n+pB 5
—b+,8+1 (Jp ). (3.1.7)

2p+ 28+ 1)J8 =
2p+2+ 1)/, w25

’
+1) -
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Lema 3.1.3. Sean, -1 < By <0, 8 = (B1,52) con =1 < B; < By y p = 0 un grado polinomial,

luego existen constantes positivas ¢, = c1(By) y ¢ = ¢2(Bo) independientes de p y de f3;
talques que
(p+ 1) (p+ 1) (p+ 1P (p+ 1P

<D< e <D< e

“TE+ 1) rG+n > “TE+D

Demostracion. Por la ecuacién (3.1.1) tenemos

B +1)

I'(p+p+1) L(p+pi+1)
B(_ — B _
Mp(=DI'= T'(p+ DB, +1) (Dl = T'(p+ DIB +1)
Luego, podemos escribir
A1) = L(p+p+1) (p+1~ ) = L(p+Bi+1) (p+ 1y

T+ D+ DTG+ 1) T(p+ D+ DA2TE + 1)

y por el Lema 3.1.2 tenemos que existen constantes positivas c¢; y ¢, independiente de p y de
B: (pero podrian depender de () tales que

o Mgt o Tap+D)
T+ Dp+r T T T+ T

O

Vamos demostrar dos propiedades muy importantes que nos proveen una estimacion de
las constantes )f) Y )/‘j, En los capitulos siguientes vamos a considerar sélo el caso 8 = 8, =
B, por este motivo y por simplicidad, vamos a demostrar los resultados solo para este caso

(para el caso general 8, # 8, se procede de manera andloga).

B.B)

Para 8 > —1 un nimero real notamos )/[B, =Y,y )/f7 P = y(ﬁ’ﬁ )

pk -

Lema 3.14. Sean —1 < By < 0, k > 0 entero y p un grado polinomial. Existen constantes
positivas A = A(By) y B = B(By) independientes de p y de B tal que

A S S B Vpz KBS CLAL

Demostracion. Sik = 0 tomamos A = B = 1. Supongamos entonces que k > 1.

V,‘i,k 2P T(p+28+k+ DP(p+B+ 1) Qp+28+DI(p+ DI(p+2B8+1) 1
Vo S Rp+28+DI(p+1-kI2(p+2B8+1) 228412(p + B + 1) pk
_ T(p+2B+k+DI(p+ 1)
T T(p+1-K(p+2B+1)p*
_ Tp+1-k+QB+2k) T(p)p*'  p+1—kypen
T T(p+1-k(p+1-k»2%T(p+28+ 1)( p ) ’
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por el Lema 3.1.2 sabemos que existen constantes positivas c; y ¢, independientes de p y de
[ tales que
I'((p+1-k)+ 2B+ 2k))
c1 < < ¢,
T(p+1=k)(p+1-—k)yP+*
Andlogamente, por el mismo Lema sabemos que existen constantes positivas c3 y ¢4, inde-
pendientes de p y de 3, tales que

L(p)p™**!
<—" <, VYp>2kV-1 < Bo.
C3_F(p+2ﬁ+1)_04 V4 <ﬁ 180

Vp> kY —1<B<p.

Ahora, usando que
p+t1l—-k 1

lim
p— p
y que son todos términos positivos, podemos afirmar que existen constantes positivas ¢s y ¢
independientes de p tales que
Pt 1-k
-
+ 1 — k\28+2k
C§ﬁ+2k < (P ) B
p
como f3 estd acotado, podemos concluir que existen A y B positivos independientes de p y S,
tales que
Vo

)/I'Z p2k

y la demostracion concluye. O

Cs < Cq, Vp > k,

< Pk

= %¢ ) vpzk’

A<

<B, Vp=>kV-1<pB<p,

Lema 3.1.5. Sean —1 < By < 0 luego, existen constantes positivas A = A(By) y B = B(By)

Ap™ <y <Bp™t Vp>1,YB¢€(-1,B0]
Demostracion.
B 26 (p + B+ 1)?
C@p+28+DI(p+ DI(p+28+1)
__ (Hp+ﬁ+1h2zﬂwfw)
2p+28+ 1)\ T(p)p#! / T(p+28+1)
Por el Lema 3.1.2 existen constantes positivas ¢; y ¢, independientes de p y de (8 tales que

(L +B+ Dy pPHT(p)
“‘(Hmwﬂ)r@+m+n

Finalizamos la demostracion usando que parap > 1y —1 < <0 tenemos p < 2p+2B6+1 <
3p. O

Y%

SCQ,vaI,V—1<IB<,30.

Ahora estamos en condiciones de definir los polinomios de Jacobi en mds dimensiones.
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3.1.2. Polinomios de Jacobi en un cubo n-dimensional

Consideramos el dominio de referencia Q = (—1,1)" en R". Sean 8 = (6, ...,52,) con
Bi > —-1,a = (ay,...,a,) con @; > 0 entero. Definimos la funcién de peso para x =
(x1,...,Xx,) € Q del siguiente modo
Wea(x) = | (1 = xfreon(n 4+ s, (3.1.8)
i=1

Si a = 0 vamos a notar Wz = Wp.
Sean § = (Bi,...,Bm) conB; > -1, 0 = (i,...,i,) con i; > 0 entero. Para x € Q
definimos los polinomios de Jacobi JE de grado p,con p =|o| =i, +...+ i,, cOmo:

B = | |77y,
j=1

3.2. KEspacios de Jacobi-Sobolev con pesos

En esta seccidon vamos a definir los espacios de Jacobi-Sobolev con pesos, los cuales serdn
fundamentales para obtener nuestras estimaciones a posteriori para la version p del método
de elementos finitos.

A diferencia de los clasicos espacios de Sobolev con pesos, donde se considera un mis-
mo peso para todas las derivadas, estos espacios tienen la particularidad de que el peso va
cambiando con el orden de derivacion que estemos considerando (particularidad que resulta
fundamental para la aplicacién de las propiedades de estos espacios a la version p de elemen-
tos finitos).

3.2.1. Espacios de Jacobi-Sobolev con pesos en Q = (-1, 1)": definicion
e interpolador

Sean Q = (=1,1)"enR"y 8 = (By,...,B) con B; > —1. Para una funcién u € C*(Q) y
k > 0 entero, definimos las siguientes normas para u

2 2
Q

ol <k

Donde |a| = )i, @; y Wp, es la funcién de peso definida en (3.1.8).
En el caso particular en que 5; = B parai = 1,...,2n vamos a usar la notacién

||M||Hkﬂ(Q) = ||u||Hk’(ﬁl*‘“ﬁ2n)(Q)'
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El espacio de Jacobi-Sobolev con peso H**(Q) se define como la clausura de las funciones

C*(Q) con esta norma, o sea
H*B(

k, P
HY(Q) = C=(Q)
Notamos con [u|ps(g) a las seminormas
2
Ul sy = fla"‘ul Wpso
Ial k

y vamos a notar Lé(Q) = H%(Q).
H*¥(Q) es un espacio con producto interno

(M,V)Hk,ﬂ(Q): Z f@“u@“vWﬁ,a.

0<lal<k ¥ @

Para una funcién u € L,Z,(Q) tenemos la expansion de Jacobi-Fourier (ver [GB10])

u(x) = Z Cir... ]_[Jﬁfﬁ’*"(x) (3.2.9)
i1, i, =0
con
1 f T 88
Ciroiy = ———— | u(x) | | 27" (o) Wp(x),
1 H}Zl%‘i"ﬁ’*" 0 ll=_1[ i

con )/g”ﬁ“" definidos en (3.1.6).
Usando la ortogonalidad de los polinomios de Jacobi (3.1.5) tenemos que

[ee)

f O uPWeo = > e ,,F]_[a{i’f;*", (3.2.10)
Q

112a], ,in 2y
el g, = > il ]—[yf’ﬁ”" (3.2.11)
i1>0,,i,>0
2 +n
|u|Hkﬁ(Q): Z Z lci... tn| 1—[7/5[5; . (3.2.12)
lal=k i12a, ip=ay

Sean -1 < By <0y -1 <B<By,sif =B paratodoi = 1,...,2n usando el Lema 3.1.4
tenemos que existen constantes A y B independientes de Sy de u (pero podrian depender de
Bo) tales que

.2
A el ]‘M i < lulyp) < B Y Z Ci..i, ]_[ Ao,

la|=k i12aq, ip=ay la|=k i1 >ay, ip>a,



3.2. ESPACIOS DE JACOBI-SOBOLEV CON PESOS 39

Para p > 0 notamos Q,(Q) al conjunto de polinomios de grado menor o igual a p en cada
variable en Q. La proyeccion de Jacobi de u en Q,(Q) es

n

Wu) = > e | |49, (3.2.13)
(it in)ENP i=i
donde
NP = |(y,...,i)I0<i, < p,1 <m<n}.

En el siguiente teorema vamos a resumir algunas de las propiedades que satisface la
proyeccion de Jacobi (ver [GB10] para la demostracion). En lo que sigue vamos a denotar Cg
una constante genérica que depende de 3.

Teorema 3.2.1. Sean Q = (=1,1)" en R", B = (B1,...,B,) con B; > —1, u € H*¥(Q) con
k > 0, p un grado polinomial y Hﬁu la proyeccion de Jacobi de u en Q,(Q) como en (3.2.13).
Luego, para 0 < m < k existe una contante Cg que no depende de u ni de p tal que

e = T ullgmscg) < Ca(p + 1) “ ™ Nutll s - (3.2.14)
Si ademds k > m := n/2 + 31 << Priin €ON Prien = maxify, Brin, 0}, entonces

llu = T ullcog) < Ca(p + 1) ™llull s ),
y para los vértices V de Q

[ = TE(V)] < Cplp + D™ " 25l o).

Si p > k — 1 las estimaciones valen en términos de seminormas, es decir

llu = T ull sy < Ca(p + 1) " lulrsg). (3.2.15)
Si, ademds, k > m := n/2 + Y1 <j<u Plisn » €NtONCES

|loe — H/;u”CO(Q) < Cp(p + 1)_(k_m)|M|Hkﬁ(Q),

y para los vértices V de Q

(@~ TEu)(V)] < Ca(p + D™ ZBu] s g,

3.2.2. Espacios de Jacobi-Sobolev con pesos en Q = (-1, 1)?

Seann=2,0 = (-1,1)%,8 = (B1,B2,53,8s) conf; > =1 yu € Lé(Q) entonces tenemos la
expansion de Jacobi-Fourier (3.2.9) y en este caso vamos a usar, por simplicidad, la siguiente
notacién

[

u(xy) = Y e i @I ). (3.2.16)

i,j=0
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Y las seminormas cumplen

[Se]

2 _ 2, BB B 2 _ 2. BB B
|”|L,§<Q> - Z i7" 37/52 b il = Z Z i 75(11137/?324' (3.2.17)

i,j=0 lo|=1 izay, j>a)

Sean -1 < By <0y -1 <B < Bysif; =B paratodoi = 1,2,3,4, usando el Lema 3.1.4,
existen constantes positivas A y B independientes de 8y de u (pero podrian depender de )
tales que

2, B2 2 2 2. 52 -2,
ADy Do VB Sl < B Y, ) lePAEn P

lal=1 iza1, >, lal=1 iza1, >

Notamos a la proyeccion de Jacobi-Fourier de u en Q,(Q)

p

Mu(x,y) = > ¢ 0P @I 3. (3.2.18)

i,j=0

Usando el desarrollo de Jacobi-Fourier vamos a demostrar un teorema de trazas para el
cason =2 conB; = Bparatodoi = 1,2,3,4. Necesitamos usar el siguiente resultado clasico
de Andlisis en una variable.

Lema 3.2.1. Si f : [p, +o0] — R es una funcion no negativa, decreciente e integrable enton-

ces -
D, fm < f fxdx.
p

i=p+1
Ahora estamos en condiciones de demostrar un teorema de trazas para el caso n = 2.

Teorema 3.2.2. Sean Q = (=1,1)?, y un lado de Q, =1 < By < 0y —1 < 8 < fBy. Existe una
funcion T : H'#(Q) — Lé(y) tinica, lineal, continua, tal que siu € C*(Q) vale T(u) = u 'y

1/2
IT @z < Cg el

con Cg = C max{(y})™!
de o).
Demostracion. Vamos a demostrar el caso vy = (—1,1) X {—1}, para el resto de los lados

se procede de manera andloga. Sean u € C*(Q) y ¢;; los coeficientes de la expansién de
Jacobi-Fourier (3.2.16) para u entonces

, m} con C independiente de u, p'y de B (pero pordria depender

u(ey) = D e NG,

20,70

Luego,
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u(e, =)= > el I-1)

i>0,7>0

= > oy DI + > e A DI W)
i>0 i>0 j>1

=I1+1I

Usando (3.1.1) tenemos que J'g(—l) = 1 y entonces por (3.2.10)

115, = D lewl¥, <O 3 leu¥Y,

>0 i>0,7>0

< () lulj
;/; L(Q)

Por otro lado

W1, = D (X csd0) A < 3 (Dl i) ¥

>0 j>1 >0 j>1
< > (DR D P ),
>0 j>1 j=1

usando el Lema 3.1.5 y (3.1.1) sabemos que existe una constante positiva ¢ que no depende

de B tal que
M1, < 1)2 DD e AR DG+ 1%

>0 j>1 j=>1

ahora, en virtud del Lema 3.2.1

11, < o D (D) [yt

>0  j>1
: WZ e B

c 2.8 2
TGy 2, Y

c
< -
< @ o
Finalmente, juntando las cotas de / y /1 tenemos
leeCe, =Dl < C Ml o0,

donde Cs = C méx{(yg)‘l, m}, con C independiente de p y de 8. Como C*(Q) es denso

en H'#(Q) existe una dnica extensién continua. o
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Para u € H'#(Q) y y un lado de Q vamos a notar ||u||L§(y) = ||T(u)||L§(7).

. . . 1, , .
Vamos a demostrar una caracterizacion de los espacios H, o (Q) anédloga a la que se tiene
para los espacios de Sobolev clésicos.

Lema 3.2.2. Sean Q = (-1,1)%, =1 < B < 0yu € H¥(Q) N C°Q). Son equivalentes
i) ue Hy"(Q),
i) ulsp = 0.

Demostracion. Primero vamos a demostrar la implicacion ii) = i). La demostracion es
andloga a la demostracion del teorema en espacios de Sobolev clasicos, para completitud
del trabajo, vamos a demostrarlo. Consideramos u € H'A(Q) N C°(Q) y supongamos que
I/ll(')Q =0.

Sea G € C*(R) tal que

G(1) 0 st <1 |G| <|f] YteR
= € .
fosiofz=2 7 =

Consideramos u, = %G(nu). Luego

supp u, C {x € Qllu(x)| = 1/n}.

Por lo tanto, supp u, es un compacto incluido en Q (usar que ulyp = 0). Entonces u, € Cy’ 0).
Por tltimo se comprueba facilmente, con ayuda del Teorema de Convergencia Dominada, que
u, — uen H'A(Q).

Vamos a demostrar ahora que i) = ii). En efecto, sea u € Hé’ﬂ (Q) N C°(Q) luego existen
¢, € Cy (0) tal que ¢, — uen H'#(Q). Siguiendo la demostracién del Teorema 3.2.2 se tiene

1/2
I = ulliz) < C5llgn = ullpiag) = 0,n — o0

para todo y lado de Q. Como ¢,|, = 0 luego ||ul| o) = 0 y entonces u = 0 en casi todo punto

de y y para todo y lado de Q y como u € C°(Q) entonces ulpg = 0.
O

3.2.3. Definicion de los espacios de Jacobi-Sobolev con pesos para una
malla 7~ de R?

Vamos a definir los espacios de Jacobi-Sobolev con pesos para una malla 7~ de parale-
logramos en un dominio Q de R?. Es importante sefialar que el espacio va a depender de la
malla que estemos considerando.
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Primero, para un paralelogramo K de R?, sea F : Q — K una transformacién afin y
ue C?(K),luegot =uoF € C*(Q).ParaB = (81,583, 84) con 5; > —1 parai = 1,2,3,4
definimos

||M||Hkﬁ(K) = ||ﬁ||Hkﬁ(Q)'

El espacio de Jacobi-Sobolev con peso H*#(K) se define como la clausura de las funciones

C*=(K) con esta norma, o sea

- HkB
HY(K) = Co k),

SiB; = Bparatodoi = 1,2,3,4 vamos a notar H*#(K) = HKF1£28:89(K),
Vamos a enunciar el siguiente corolario del Teorema de Trazas 3.2.2

Corolario 3.2.1. Sean K un paralelogramo en R?, y un lado de K, -1 < Sy <0y -1 < <
o. Existe una funcion T : H'Y*(K) — L(y) iinica, lineal, continua, tal que si u € C*(K) vale
B
Tw)=uy
IT @l < CC5 Nl

donde Cg = C méx{()/g)‘l, m}, la constante C no depende de u, ni de 5, pero podria
depender de .

Demostracion. Dada una funcién u € C*(K), en vista de las definiciones de las normas en
los espacios de Jacobi-Sobolev con pesos, tenemos que

||M||L§(y) = ||5t||L§(«y) y ||M||H1ﬁ(1() = ||5t||H1ﬁ(Q)

donde &t = uo Fg,y = Fg(y), con Fg : Q — K una transformacion afin. La demostracién
concluye entonces usando el Teorema de Trazas 3.2.2 en el elemento de referencia Q. O
Para u € H'#(K) y y un lado de K vamos a notar ||u||L§(y) = ||T(u)||L§(7).
Tenemos, andlogamente, la caracterizacion de los espacios Hé’ﬁ (K).

Corolario 3.2.2. Sean K un paralelogramos de R*, -1 < 8 < 0y u € H"¥(K) N C°(K). Son
equivalentes

i) ue H’(K),
i) ulgx = 0.

Ahora estamos en condiciones de definir los espacios de Jacobi-Sobolev con pesos para
mallas de paralelogramos. En efecto, sea Q un dominio abierto y poligonal en R?, 7~ una
malla de paralelogramos de Q 'y 8 = (81, 2, 83, 84) con B; > —1, para u € C*(Q) definimos la
norma

sy = > e (3.2.19)
KeT
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Observemos que la norma depende de la malla 7~ que estemos considerando. Luego, el espa-
cio de Jacobi-Sobolev con pesos para 7 se define de la siguiente manera

HHT) = Co@) ™
HkB(T)

1T = %n-n

Si B = B paratodoi = 1,2,3,4 vamos a notar H*3(7") = H*GrEB:80(T7) y Hg’ﬁ T) =
k,(B1.B2,83.84)
HO 1,P2,P3,P4 (7‘). ]
Se tiene la siguiente caracterizacion de Ho’ﬁ (7):

Lema 3.2.3. Sean Q un dominio abierto y poligonal en R?, T una malla de paralelogramos
de Q, -1 <B<0yueHPT)NCUQ). Son equivalentes

i) ue H (T,
ll) I/tlag =0.

La demostracion es andloga al Lema 3.2.2



Capitulo 4

p-Interpolacion en Espacios de
Jacobi-Sobolev con pesos

Dado Q un dominio abierto y poligonal en R?, 7 una malla de Q de paralelogramos
y p un vector de grados polinomial, nuestro objetivo central es construir un interpolador
global Ju € S(7) para funciones suaves que estén en el espacio de Jacobi-Sobolev con
pesos Hé’ﬁ (7). Para ello, primeramente definimos interpoladores locales en cada elemento
K de la malla 7~ (valiendonos del interpolador en el elemento de referencia Q = (=1, 1)
definido en (3.2.18)), para luego proceder a pegarlos con continuidad y asi finalmente obtener
un interpolador global haciendo uso de una particion de la unidad. Para llevar a cabo esta
construccion necesitamos algunas propiedades similares a las del Teorema 3.2.1 pero para
funciones en H*#(7") para k = 1 (funciones para las cuales los resultados del Teorema 3.2.1
no pueden aplicarse directamente). De ahora en adelante, por simplicidad, vamos a considerar
solo el caso B; = 8 para todo i.

4.1. p-Interpolador local

4.1.1. p-Interpolador en el dominio de referencia Q en R?
Teorema 4.1.1. Sean I = (-1,1), @ = (1,12 -1 < By < 0, =1 < B < Bo y u € H¥(Q).

Sean p > 1 un grado polinomial y Hf,u € Q,(Q) como en (3.2.18), luego existe una constante
positiva C = C(By) independiente de u, de 5y de p tal que

e = T ullizg) < C(p + D ulma)- (4.1.1)

45
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Si, ademds, pedimos que u € C°(Q) y § < —1/2 luego

1
[I(ue — Hﬁ”)(ila)’)”%(n < CF(B n 1)(17 + 1)_]/2|M|H1ﬁ(Q),

1 (4.1.2)
||(M - Hlﬁ)u)(x, il)”Lz(I) S Cm(p + 1)_1/2|M|H1ﬁ(Q),

Si, ademds, pedimos que 3 < —1/2 entonces

(u—TEu)(V)| < C (p + VP 2ulsg), ¥V vérticede Q. (4.1.3)

1
(-1 =231 (B + 1)

Demostracion. Para demostrar (4.1.1) notemos que en (3.2.14) del Teorema 3.2.1 tenemos
esta estimacién pero con una constante que en principio podria depender de . Nuestro
proposito ahora es seguir esa demostracion mostrando que la constante puede elegirse de
forma tal que no dependa de 8. En efecto,

@-TBwy=( Y + D el ro)=1+11,
i>p+1,j>0  i<p+1,j>p+1
Por las estimaciones de las seminormas (3.2.17) tenemos

Wiz = 2 lelVvi= ) lelriiii

i>p+1,j>0 i>p+1,j>0

< (p + 1)_1 Z |ci,j|2ﬁ'}€i2 < (p + 1)_1 Z |Ci,j|2'}f')/;i2

i>p+1,j>0 i>1,j>0

-1y,.12
S (p + l) |M|H1,,B(Q)a

y
2 2 2 D =2
g = D) lalyy = ) lelYY7
i<p+1,j=p+1 i<p+1,j>p+1

-1 2 2 -1 2 2

R U S O S A L VI Y o Pl

i<p+1,jzp+1 i0,j>1

-1y,.12

S (p + 1) |u|Hl,ﬁ(Q)9

por ende para estos términos podemos directamente tomar C = 1.
Ahora vamos a probar (4.1.2), la cota en los lados de Q para funciones suaves . Vamos a
acotar solo ||(u — Hf,u)(x, =Dl 2> para el resto de los casos se procede de manera andloga.

Como u € C°(Q) podemos escribir

W-TEw@-D=( > + Y + 3 el

i>p+1,j>2p+1  izp+l,j<p+l  i<p+l,j>p+1

= > o+ Y P w+ Y P

i>p+1 i>p+1 i<p+1
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donde
B =Y e -1, izp+l
j=zp+1
b = Z =D, izp+l
j<p+1
b = Z aill=1), i<p+l.
j=p+1

Para acotar IJf (—1)| usamos el Lema 3.1.3, luego existe C independiente de S tal que

BIP < () lei DI

j>p+l

(D e+ PO P25

Jjzp+l

1)2
usando la desigualdad de Holder obtenemos

BIP < 1)2( D le PR G+ P,

j=p+1 j=zp+1

Ahora, por el Lema 3.1.5, tenemos que ()/5)_1 < Cj con C independiente de jy 8y por lo

tanto
' < ry 1)2(Z|,,|%/3]2)(Zf“2ﬂ)

j=p+1 j=zp+1
y en virtud del Lema 3.2.1 resulta

6" < ra 1)2(Z|c,,|%/3f)( f " ¥dx)

j=p+1

C
ST 2

Jjzp+l

Como g < —1/2 podemos afirmar que existe una constante positiva C, independiente de p y

de B, tal que
C
b[” 28 P
bl < s > e Y7

Jjzp+l

Usando las estimaciones para las seminormas (3.2.17) obtenemos

l Z b;' JB(X)” 2~ Z b Zyé "I+ 1)2p Z |Cf’/|27/;j27/i8

izp+1 1>p+1 i>p+1 j>p+1

P e YY) <

P |u|lﬁ
F(B 2 H'P(Q)
i>0,j>1 1)

*T@+ 1)2p
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Andlogamente, por el Lema 3.1.3 sabemos que existe C, independiente de S, tal que

BPP < (D lei DI

j<p+1

(Dl + PO P i)

j<p+1

1)2
como i > p + 1 entonces i”! < (p +1)"! y luego

b7 < m 1)2<p+1) (D e+ DO Py

j<p+1

Por otra parte, usando la desigualdad de Holder y el Lema 3.1.5 obtenemos que

212 2 2. B2 28
P < _r(ﬁ 1)2(p+1> (;lwlﬂ Vi )(J;ml) @™
2 ) 28+1
< ge 1)2(p+1> (];1 lci P )(MZ](JH) ).

como estamos considerando el caso 8 < —1/2 resulta 28 + 1 < 0 y tenemos que
G+D#'<1 vV j+1>0,

y por lo tanto

PP < —————(p+ 2 D lei AP + .

Jj<p+1

F(ﬁ + 1)?
Usando las estimaciones (3.2.17) concluimos que

DI AACTEDY |bm|%/j_r(ﬁ G+ ) ey,

i>p+1 i>p+1 l>p+1J<p+1

———(p+ 1" D e <

¢ 1
I'@B+1)>? i>1,j>0 1)2 (p+ 1y lulHlﬁ(Q)

Por altimo, observemos que b[” b[ I'y que cuando acotamos |b[ 12 no usamos el rango de i,
en consecuencia, por (3.2.17) aﬁnnamos que existe una constante positiva C, que no depende
de p ni de B, tal que

[3] y81 [3])2 2. B2
DI RAC N |>/?_r(ﬁ+1)2p I

i<p+l l<p+1 i<p+l, j>17+1

P e P <

i>0,j>1

28
|Ld]11ﬁ(Q)

“T@+ 1)2p T@+ 1)2p
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Luego, existe una constante positiva C, independiente de p, By u, tal que

“1)2
(e - Hﬁ”)”Lé(I) < (p+ 17" |ul150)

_Cc
rg+1)
y (4.1.2) queda demostrada.

Por ultimo, vamos a probar (4.1.3) para V = (-1, —1) (para el resto de los vértices de Q
se procede de manera andloga).

@-TEwL-DI=IC ), + > + D D)

i>p+1,j2p+1  izp+l,j<p+l  i<p+l,jzp+1

<C D+ D DT Dl =D

i>p+1,j>p+1  izp+l,j<p+l  i<p+l,j>p+1
Por el Lema 3.1.3 sabemos que existe una constante C, independiente de g, tal que

C
@-TE(-1,-DI < ———( >+ >+ > i+ 1FG+1)

2
F(ﬁ + 1) izp+1,j2p+1  i>p+l,j<p+1l  i<p+l,j>p+1
=1+11+11I

Primero vamos a estimar 11y I11.

C . . - - .
=sew D I+ PG+ PP PO PO i

i>p+1,j<p+1
C ) 1 7 - —_ Py—
= ﬁ( Z |ci»1'|27/ig7?12)1/2( Z i+ l)zﬁ(J + 1)2/3()/1?) 1()/?) 1 2)1/2’
(ﬁ+ ) i>p+1,j<p+1 i pili<pt]

a partir del Lema 3.1.5 conseguimos

C D a0 D G+ PG+ PG+ DG+ D)

i2p+1,j<p+1 i>p+1,j<p+1

¢ ( Z A Z (i + P+ 1212,

< -
- 2
F(ﬂ + 1) izp+1,j<p+1 i>p+1,j<p+1

< ———
T(B+1)

Ahora, como estamos considerando 8 < —1/2, tenemos que 28 + 1 < 0y por ende
G+D*'<1 Vj+1>0
y por lo tanto

( Z |Ci,j|2/}/;')/§i2)l/2( Z (l + 1)2,3+1l-—2)1/2

izp+1,j<p+1 i>p+1,j<p+1

SO Y e e Y )R

< - -
- 2
r(ﬁ + 1) i>p+1,j<p+1 i>p+1

C
< ———
T3+ 1)
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del Lema 3.2.1 y (3.2.17) tenemos

C . 1+
s e Y D e [ an'

00
i>p+1,j<p+l1 p

¢ 12 2N\1/2 287\1/2
< (-B)'2T'(B + 1)2(i2p+;<p+1 lci.jl 7/;7‘;1 ) “((p+ Hp™)

C N1/2, 28+181/2
< ( lc;, '|27/I-8?/?12) (P
(_ﬁ)l/zr(ﬁ-'_ 1)2 i2p+%:<p+l ’ /

PB+1/2|M|H1#(Q)-

<
(

C
—B) 2T (B + 1)

Usando que § < —1/2 concluimos que existe una constante positiva C, independiente de p y
de g, tal que

C 1/2
Il < WPM Pluliis0)-

Para estimar /11 se procede de manera andloga pero cambiando los roles de i y j. En efecto,

C
III < _ +1/2 ,
S A

con C una constante positiva independiente de p y de 3. Para finalizar la demostracion solo
falta entonces acotar /,

C . .
=t Z e 1G+ 1P+ 1
i>p+1,j>p+1
2 . n1/2 . 28 : 28 -1 —1.=1 —17\1/2
S IR D I E R AR AR AN A
i>p+1,j>p+1 i>p+1,j>p+1

usando el Lema 3.1.5 tenemos que

C
1wt O PO Y G PG 0¥ )

i>p+1,j>p+1 i>p+1,j>p+1
¢ 2 . o172 ) . 287\1/2
<———( >, e )P G+ 1),
Irgg+1)~". , , .
izp+l,jzp+l izp+1  jzp+l

y por el Lema 3.2.1

C 9 . n1/2 * 28 ~ 28 7.3\1/2
Iﬁm( Z e PN (fp x7dx ’ yrdy) .

i>p+1,j>p+1
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Ahora, como 8 < —1/2 ambas integrales convergen y podemos escribir

¢ cN1/20 2841 28+181/2
< Sooprael 2 e

i>p+1,j>p+1
C 26+1 2 2 2 2N\1/2
<SOorar? (2 PR ) '™
izp+1,j2p+1 i>p+1,j=p+1

por (3.2.17) tenemos entonces que

26+1
' (—1—2pr@+ 12" Pl o)

Como —1 < Sentonces 1 < —. Por lo tanto, existe una constante positiva C, independiente

“1-28°
de p, de By de u, tal que

(- TEu)(~1,~1) < C PP ulisg)-

1
(-1 =231 B+ 1)?

y la demostracion concluye. O

4.1.2. Interpolador local en un paralelogramo K

Sea K un paralelogramo en R? y Fx : Q — K una transformacién afin. Para p > 0
definimos

Qp(K) = {u|u oFge Qp(Q)}

Vamos a enunciar un resultado andlogo al Teorema 4.1.1 para un paralelogramo cualquiera.

Corolario 4.1.1. Sea K un paralelogramo en R?, —1 < By < 0, =1 < 8 < Bo, y u € H'P(K).
Sea p > 1 un grado polinomial. Existe H’fj K4 € Q,(K) y una constante positiva C = C(By)
independiente de p, de By de u tal que

e = T8, catll 2y < C(p + 1) lulgiogeo- (4.14)
Si, ademds, u € C°(K) y B < —1/2 entonces

[|lu — H/;’Ku”Lé(y) < (p+ 1)_1/2|M|H1ﬁ([() V vy lado de K. 4.1.5)

Cr(ﬁ+ 1)

Si, ademds, B < —1/2 entonces

T (V) < C (p + DY Plulps,, ¥V vérticede K. (4.1.6)

1
(=1 =2B8T(B+ 1)
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Demostracion. Si bien la demostracion esta basada en un simple argumento de re-escale la
incluimos por completitud. En efecto, sea Fx : Q@ — K una transformacioén afin, &t = u o Fg
y Hﬁﬁ como en el Teorema 4.1.1, definimos entonces Hﬁ xu tal que

—

) ou =14

Luego,
[loe — Hf,’l(u”Lé(K) =la - Hf,ﬁ”Lé(Q)
<C(p+ 1)_1|Q|H1ﬁ(g)
= C(p + D) ulgs)-

Sea y un lado de K, notamos ¥ = F'(y) luego, siu € CO(K) y B < —1/2,

B TN A
lloe — H,,,KM”L;(;/) = |la - H’f,“”L/g@)
1
<C + D7V i,
=T+ 1)(17 )il gsg)
1
=C + D72 ul s
T@+ 1)(17 ) ul e

Sea V un vértice de K, notamos V = F¢!(V) luego, siu € CO(K) y B < —1/2,
|(u — Hf,,KM)(VN = |(a — T (V)|

(p+ 1)1/2+'B|a|H1ﬁ(Q)

1
: C(—l - 28T (B + 1)*

— C 1 1/2+p8 ,
—1 - 28T (B + 1) (p+ D" lulgsi

C es independiente de p, de 8y de u; también se ve claramente que C no depende de K.

4.2. p-Interpolador global

El objetivo de esta seccion es definir primeramente un interpolador local para funciones
continuas en SP(7|y), y luego utilizar este interpolador para obtener un interpolador global
haciendo uso de una particién de la unidad [AM15]. Con el objetivo de poder construir el
interpolador, necesitamos de algunos resultados previos.

4.2.1. Resultados técnicos

Notamos ¢ = I X {—1}. Sean K € Ty Fgx : Q — K una transformacién afin, para una
funcién u en K notamos & = u o Fx y para una funcién g en Q notamos § = go F'.
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Seane € Ey F, : ¢ — e una transformacion afin, para una funcién u en e notamos it = uo F,
.z A v -1
y para un funcién g en é notamos g = go F,".

Lema 4.2.1. Sean I = (—1,1), -1 < By <0, -1 < B < Byy p = 1 un grado polinomial, existe
ge P, tal que g(1) =0, g(=1) =1y

l8llzz0) < CTB + Dp™ 7.
La constante C = C(By) es independiente de p y de 3.

Demostracion. Sea J;ﬁz’ﬁ el polinomio de Jacobi de grado p — 1, el cual es ortogonal con el
peso (1 — x)P*2(1 + x)?, definimos

(1= x)J %P (x)
J(ﬁ‘*‘zﬁ)( 1)

gx) =

entonces g € P,(I), g(-1) =1, g(1) = 0 y ademas

1 ,
gl , = 4(J(ﬁ+2ﬁ)(_l))2 = wra - ora ey

f TEPP )1 - 0P+ x)f

)/3+2 B

me( D)y’

(Jw”ﬁ)( D)’

En virtud al Lema 3.1.3 sabemos que existe una constante C, independiente de p y de 8
pero que podria depender de 3, tal que

B28)_1y[ > P’
DIz Crs

Por lo tanto existe una constante C = C(f,), independiente de p y de (3, tal que
gl < CT(8 + 1?57

Vamos a acotar yﬁ fﬁ . En efecto,

28 2% T(p+B+DI(p+p)
Pl 2p 428+ 1 T(p(p+2B+2)
_ 2P0 T(p+B+DI(p+pH Tp)p**? 1
C2p+28+1 L(ppf' T(ppf T(p+28+2)p
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Por el Lema 3.1.2 existe una constante positiva C, independiente de p y de 8 pero que podria
depender de S, tal que

Cp+p+D) o T0+p) o Tew*?
Ty =7 T~ T+

Como B > -1y p > 1entonces 2p + 25+ 1 > p, luego

22ﬁ0+3

v sc

-1

En consecuencia, existe una constante positiva C = C(8y), independiente de p y de 3, tal que

IIgIIi%(I) < CT(B + 12 p%Ep2.

como deseabamos. O

Corolario 4.2.1. Sea K un paralelogramo con Vy,V,, V3 y V4 los vértices de K. Sean p > 1 un
grado polinomial, 0 < By < 0y —1 < B < By, existe £x; y unas constante positiva C = C(By)
tal que

1. &k (V) = 6,5 (toma el valor 1 en V; 'y 0 en los otros vértices),
2. ¢k € Qy(K),
3. ||§K,l||L§(K) SCrB+1yp*#y
4. ||§K,ZIIL§(£,) <CIr B+ D)p'# Velado de K.
Donde C = C(By) es una constante positiva que no depende de p ni de B.

Demostracion. Sean Q = (=1, 1)* el cuadrado de referencia, p > 1 un grado polinomial y g
como en el Lema 4.2.1, consideramos G(x,y) = g(x)g(y), es inmediato ver que esta funcion
satisface

= G(-1,-1) =1y toma el valor O en el resto de los vértices de Q,
" GeQyQ),

. ||G||L§(Q) <CrB+1)y7p*?y

. ||G||L§(e) < CI'(B+ Hp'# Velados de Q.

Donde C = C(By) es una constante positiva que no depende ni de p ni de 8. Sea ahora Fyy, :
Q — K una transformacion afin tal que Fgy,(-=1,—1) = V; luego, la funcién éx; = G o F 1_<,1V1
satisface (1)-(4). O
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Corolario 4.2.2. Sea K un paralelogramo y e un lado de K. Sea p > 1 un grado polinomial
yw € Ppe) tal que wls, = 0 (0 sea w(V) = 0 para todo V vértice de e). Sean —1 < By <0y
—1 < B < Bo, luego existe Y una extension de w a K tal que

1. Yy € Qy)(K)
2. w|e =W,

3. lMaK\e = Oy

4. ||¢||L§(1<) < Cr@B+1)(p+ 1)‘(1+ﬂ)||w||L§(e) donde la constante C = C(By) es independiente
de pydep.

Demostracion. Definimos
U(R,9) = Wk, -1g(®)
donde g es el polinomio de grado p del Lema 4.2.1, luego ¢ satisface
" J€Qy(Q)
= gl =W,
n Ylage =0y

w ||| 2o < CT(B + H)p P 2@ donde la constante positiva C = C(8,) es indepen-
diente de p y de 5.

Sea Fg,. : Q — K una transformacién afin tal que Fg.(é) = e. Definimos
= (&) © F[_{,le’

esta funcion ¢ satisface (1)-(4) y la demostracion concluye. O

4.2.2. Construccion del interpolador global

Dado Q un dominio abierto y poligonal en R? y 7~ una malla de Q en paralelogramos.
Para cada K € 7 elegimos un grado polinomial y notamos p = (pg) al vector de grados poli-
nomiales, vamos a asumir que los grados polinomiales cumplen la condicién de conformidad
(2.2.21) (i.e., los grados polinomiales de elementos vecinos son comparables). Sean S”(7) y
S g(‘T) como en (2.2.20) y (2.2.22) respectivamente.

En el siguiente teorema introducimos un operador local y presentamos algunas estima-
ciones de error locales.
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Teorema 4.2.1. Sea -1 < < —1/2y p > 1 un grado polinomial. Para cada V € Ny
u e Hé’ﬁ(‘T) N C%Q) existe un operador I€ : Hé’ﬂ(']’) N CYQ) — SP(T) y una constante
positiva C tal que

1 1
B . -
lluw — Lyull2pk) < € max{l, TG+ 1)}_1 — 2,8(p + 1) Plulysr,, VYK €Ty
C
B -1/2
[lu — Ivu”Lé(e) < CI- BTG+ l)(p + 7Y vl 167 Ye € &y

La constante C es independiente de p, de By de u. Siy € (E\ &°) es tal que y C dwy luego
Bul,=ul,=0
vlly y

Demostracion. Para cada K € 7 consideramos n L.kl COmo en el Teorema 4.1.1. Ahora,
vamos a definir ¢ tal que ¢x(V) = u(V) para todo V Vertlce de K. En efecto, dados V;, V,, V3
y V, los vértices de K, definimos el polinomio ¢k de grado p del siguiente modo:

ok =10 qu + Z(u —I0) ) (V).

con &k el polinomio de grado p definido en el Corolario 4.2.1.
Por lo tanto, usando (4.1.4), (4.1.6) y iii) del Corolario 4.2.1

e = Billizcry < Nl = T el o) + Z e = TS () (VDICT(B + 1*(p + 1)
=1

1
(-1 =28+ 1)?

(p+ D7 Plul ok,

< Cp+ D Ul + C (p + D2 lulyis DB+ 1D (p + 1)

1
= D~ Hul g,
Clp+1) IulHlﬁ(K)+C( -2

C
< + 1)-6/2+B) ,
= C1-28) (p ) |U|H1ﬁ(K)

en el tltimo paso usamos que como 3 < —1/2 entonces 1 < %_2;3 y(p+ D < (p+1)C2P,
Para todo e lado de K, de (4.1.5), (4.1.6) y iv) del Corolario 4.2.1, tenemos que

e = illzzgey < e =TI ) + Z (= T, )(VDICT(B + 1)(p + 1)
=1

(P + D2 Plulis g TB + D(p + 1717

(p+ 1)_1/2|M|H1ﬁ(1() +C

1
(-1 =2B3T(B+ 1)

_ 1 _
(P + D ulgsg, + C (p + D7l sk,

=1=-28I@B+1)

C
<
Ir+1)

e
T T@B+1)
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1
128

como 8 < —1/2 entonces 1 < y entonces

(p+ 1)_1/2|M|H1ﬁ(1()-

C
=1=-23rpB+1)

llee — ¢K||L/§(e) =

Donde C es una constante positiva que no depende de p, ni de S nide u. Seae € Ty N (wy)°
y sean K; y K, los elementos de 7 que comparten al lado e, consideramos

w = (¢K1 - ¢K2)|e € Pp(e)-

Observemos que

||W||L§(e) < |lu— ¢K1||L§(e) + ||ue — ¢Kz||LI§(e)

-1/2
(p+1D / (ulmeik,) + [ulgsc,))-

< C
T (=1=-28I'(B+1)

Luego, sea ¥ € Q,(K;) una extensién de w a K; como en el Corolario 4.2.2 entonces,

l/’le =Ww,
Yloke = 0,
W2k, < CTEB + D(p + 1)_(1+B)|IWIIL;<e>-

Definimos ¢k, = ¢, — ¥, notemos que esta funcion satisface :

(’ZSKI |e = ¢K2|e

Ok lok\e = Pk, loki\e

y tenemos las siguientes estimaciones de interpolacion

ot = B lezeiy < Nt = Dz + W30

¢ ~(3/2 ~
< TToapraan P D s + CTE + D+ D il

(p+ D7 Plul ok,

C
=1=-23rpB+1)

< C
S (=1=-2IB+1)

+CT(B+ D)(p + 1) 1P (p+ 1)_1/2(|M|H1ﬂ(K1) + |ulmsky)

1 1
{1,F }
B+1) -1-28

-(3/2
(p+1 e/ +'8)(|u|H1ﬂ(K1) + |ulgs,)),s

< Cmax
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y, para el lado e, resulta
e = iillize) < Ml = b Mz + Wiz

= |lu - ¢K1||L§(e) + ||W||L/§(e)

-1/2
(p+1) / ulg6k,)

< C

S (=1=-28IB+1)

+ ¢ ( + 1Pl + o)
(_1 _ 2ﬁ)r(ﬁ+ 1) H (Kl) H (Kz)

< CI- BTG+ 1)(17 + 1)_1/2(|M|H1ﬂ(1<1) + |ulg6ky))-

Por consiguiente, podemos modificar ¢, por ¢x, y repetir este proceso en cada e €
Tv N (wy)°.

Siy € (E\ &%) estal que y C dwy, consideramos K € Ty tal que y € K. Sea w = ¢kly,
observemos que w = u = 0 en dy. Ahora, sea y como en el Corolario 4.2.2 una extension de
waKydx = px —y luego,

éKly =0,
Pxloxyy = dxloxy
y

[loe — fl~5K||L[§(K) < [ju— ¢K||L/§(K) + ||¢||L§(K)

C
~(3/2+p) —(14p)
= C1- 28T @+ 1)(19 + D7 Pl + CTEB + D(p + D™ Pz,

C
OBy )
< CT-23T G+ 1)(P+ 1) luliiack) + CTEB + D(p + 1™ Pligkllizg,

C
< + 1) G248
= C1-28T @+ 1)(1? ) |M|H1ﬁ(1<)

+ CTB+ D(p + D™ (lu = bz + lullz),

como ||u| 2oy = 0 porque u|, = 0 tenemos que

% c —-(3/2
[l — ¢K||L[§(K) < C1-28T@ + 1)([9 +1) 3/ +B)|“|H‘#(K)

+CTE+ D + D Pl = gyl

C
< + 1)
= C1-28T @B+ 1)(17 ) |M|H1ﬁ(1<)

(p+ 1)y "Pp+ 1)_1/2|M|H1ﬁ(K)

1 1
{1,r }
B+1) -1-28

s
(-1-28)

< Cmax

(p+ 1)_(3/2+ﬁ)|u|H1ﬁ(K)-
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Podemos modificar ¢x a ¢k y repetir este procedimiento para todo y € (E\ &%) cony C dwy.
Asi, el operador I€u| x = ¢k satisface todos los requerimientos. O

Ahora vamos a introducir un operador global Ju € S{(7) el cual satisface las siguientes
estimaciones de error.

Teorema 4.2.2. Sean -1 << —-1/2yu e Hé’ﬁ(‘i') N CYUQ) luego, existe Iu € Sg(‘i') y una
constante positiva C tal que

1 1

}

-(3/24p)
1, TEr D) ST 257% Plulpor,,) YKeT, (4.2.7)

[|lu — IM||L/§(K) < Cmax{

p. Pluler,, Vecé. (4.2.8)

Il — Iu”L;(e) <

C
=1-=-28IrpB+1)

La constante C no depende de p, ni de 8 ni de u.

Demostracion. Una propiedad fundamental del espacio S{(7") (ver, por ejemplo, [Mel05])
es que podemos identificar “nodal shape functions” que forman una particién de la unidad,
es decir, para cada vértice V € N, podemos identificar funciones ¢y € S'(77) tal que

evlow, =0, > gv=1 y  supley(®l < 1.
VeN xeQ

Consideramos I€u € $7""1(Ty) como en el Teorema 4.2.1 con p = py — 1 y definimos

Tu = Z (pvléu.
VeN

Es claro que fu € C)(Q) y
Tulg = Z (PVI€M|K’

VekK

como py < pg, para todo K tal que V € K, luego lulx € Q,(K)y

llwe = Tull 2y =l Z oy — Z ¢V1€”||L§<K>

VeN VeN
— B B
=11 vl = Bl < D e = Fullagey
VeN Vek
1 1 -(3/2+B)
< Cmax{l,r(ﬂ+ 1)}_1 —2ﬁ2p" |l 107

VekK
como los grados polinomiales de elementos vecinos son comparables

—(3/2+p) —(3/2+p)
Py < Cpy ,
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por lo tanto

1 L CY 3¥)
o= Tl sy < Cmax{l, b =52 " VZ; o,

1 | L _Gop)

< Cmax{l, G+ -1- ZﬁpK lutl 1 6(71,,)

y vale la primer estimacion.
Ahora, sea e € € tenemos que

lloe = Tull 2y = |l Z Py — Z ¢vI€ullL§(e)

VeN VeN
=11 pvlu = Bz,

VeN
<Y oy =Bl < > llu—Eull,2
= Vv Lﬁ(e) = Vv Lﬁ(e)
Vee Vee

C “12
< Pyl gy,
—1-28T@+ 1) ;

como los grados polinomiales de elementos vecinos son comparables
-1/2 -1/2
p,'  <Cp,'",

por lo tanto

C -
lee = Tull 3y < ST 1)pel/z Z |l 1607

Vee
< C p—1/2
T (-1=-28r(B+1) ¢

y concluimos la demostracion. O

|M|H‘v3(7'|we)



Capitulo 5

Estimaciones de error a posteriori para la
version p de FEM

En este capitulo introducimos un indicador del error a posteriori para el problema modelo
de Poisson en dos dimensiones (2.2.17) y, usando las estimaciones de error del p-interpolador
obtenidas en el capitulo previo para funciones en espacios de Jacobi-Sobolev con pesos,
mostramos la equivalencia entre el indicador y el error en una norma con pesos adecuada. Esta
equivalencia es fundamental ya que garantiza que el indicador de error a posteriori resulte ser
una buena medida de como es la distribucion del error en la malla donde la solucion discreta
ha sido calculada [AM15], y guiar asi el desarrollo de métodos de refinamiento adaptativo.

5.1. Definiciones y propiedades

Sea Q, como en los capitulos previos, el cuadrado de referenciay sean g > -1y @ =
(a1, az) con a; > 0 entero. Definimos la funcién de peso Wy, en Q como sigue:

Wpo(x1, x2) = (1 — x7P7(1 = ).

Observemos que W, = Wg_,.
Luego, el espacio de Sobolev con pesos H*#(Q) se define como la clausura de las funcio-
nes C*(Q) con la norma

2 § 2%
”u”Hk/j(Q) = f |aalu| Wﬁ,(l'
0

lal<k

2

A5() la semi-norma

|U|Hkﬁ(Q) = Zflaaulzwﬁ,a-
0

lel=k

Denotamos |u|

61
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Vamos a notar ié(Q) = H8(Q).
Sean K un paralelogramo, F : Q — K una transformacién afin y u € C%(K) luego,
fi=uoF € C*(Q)y podemos definir (ver, por ejemplo [Guo05])

lullgrscy = Nl gesg)-

Luego, el espacio de Sobolev con pesos H*#(K) se define como la clausura de las funciones
C*(K) con la norma H*¥(K). Vamos a notar I:é(K) = HY(K).
Sea 7~ una particién de Q cuyos elementos son paralelogramos. Para u € C*(Q) definimos

2 2
sy = D el
KeT

Por lo tanto, los espacios de Sobolev con pesos H**(77) y I:Ig’ﬁ (7)) para 7 una particién de Q
se definen de la siguiente manera:

M1k,

HY(T) = C~(£Y)

5 ———
Ay =ce@) 7.
Vamos a notar Zé(?’") = H*B(T).

Observacién 5.1.1. Observemos que los espacios H**(T), ﬁg’ﬁ (7) y las respectivas normas
dependen de la particion T que estemos considerando.

Lema5.1.1. Sea0 <8< 1yue H*(Q) con s > 1_55 luego u € H'P(T).

Demostracion. Debido a que las funciones C*(Q) son densas en H'**(Q), el resultado se
puede obtener de de la desigualdad (1.8) de [BBO1] en Q, es decir,

DA A
L% < Clifllfg YSfEHYNQ) 0<A<1/2 (5.1.1)

donde p((x, $), 0Q) denota la distancia de (X, ) al borde de Q.

En efecto, existe ¢, € C*(Q) tal que ¢, — u cuando n — co en H'**(Q).
Sea K € Ty Fig : Q — K una transformacién afin, denotamos ¢, — u = (¢, — u) o Fk.
Como >0

f (g —w’*(1 = 2P -3 < f (¢n —u)* — 0 cuando n — oo,
0 Q

luego
”‘Pn - M”Lé(l() — 0 cuando n — .
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Como 0 < B < 1y (1-2%%)>p((&,9),00) tenemos que
(0:(6n =)’
Ox(on —w) (1 - P11 -9 < f P
f @xtpr=w0) P((3.3). 90
cond = % Ahora, como 0 < A < 1/2 por (5.1.1) obtenemos que
(0:(¢n =)’
p((x/\j\;)—aQ)z/l = ||ax(90n M)HHA(Q) |‘10n |H1“(Q)
luego, si 4 < s tenemos que
o, —u |H1“(Q) — 0 cuando n — oo,
y por lo tanto

f(afc(()on/_\u))z(l - #2711 =9 — 0 cuando n — .
Y

Podemos proceder de manera analoga para las otras derivadas y concluir que ¢, — u cuando
n — oo en H'¥(K). Asi, debido a que podemos hacer esto para cualquier K € 7, se obtiene
el resultado deseado. O

5.2. Norma del error en espacios de Sobolev con pesos

Consideramos el problema modelo de Poisson en dos dimensiones (2.2.16), el Problema
Variacional asociado (2.2.17) y el Problema Variacional Discreto (2.2.23).

Sea u la solucion de (2.2.17) y uy la solucién de (2.2.23). Como en [Guo05], introducimos
la norma del error e = u — uy para K € 7 de la siguiente manera

lllelllx =  sup la(e,v)| < llellzrak)
Wllg1. -5 =1
y la norma global
lllelll = sup la(e, v)I < llellmscr).-
[vll 1—ﬁ(7) 1

Es importante remarcar que la norma global no se puede obtener como suma de contribucio-
nes locales.

Observacion 5.2.1. Sea 0 < B8 < 1y u la solucion de (2.2.17), si u € H'*(Q) con s > 1%8
Iuego e € HY(T) y, lllelllx v lllell| estdn bien definidas.

Observemos que como las normas de Jacobi-Sobolev con pesos dependen de la malla 7~
que estemos considerando, entonces la norma del error |||e||| también depende de la malla 7,
consideramos entonces en una malla fija 7~ la version p de FEM.

Nuestro propdsito es introducir estimadores del error a posteriori y demostrar que resultan
ser equivalentes a |||e||. Para llevar a cabo nuestras estimaciones necesitamos de algunos lemas
previos, los cuales vamos a enunciar y demostrar en la siguiente seccion.
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5.3. Resultados Técnicos

El siguiente lema provee estimaciones inversas con pesos para polinomios en el dominio
de referencia unidimensional. Es importante sefialar que estas son generalizaciones de las
estimaciones inversas en los espacios de Sobolev sin pesos [Bel78, Kro08], con el mismo
optimo orden de magnitud en el grado del polinomio interviniente.

Lema 5.3.1. Sean I = [-1,1], « > —1 y B > —1. Luego existen constantes positivas C, =
Ci(a) y Cy = Cy(B) tal que para todo polinomio P € P,(I) de grado p vale

f P(x)*(1 — x*)%x < C,p? f P(x)*(1 = x*)*dx

1 1

f P (x)*(1 = ¥ ldx < Co(p + 28 + 1) f P(x)*(1 — x*)Pdx
1 1

Si ademds suponemos —1/2 < a < —-1/4y -1 < B < By entonces podemos elegir C;
independiente de a y C, = C»(By) independiente de L.

Demostracion. La primer desigualdad, pero con constantes que podrian depender de a, la
podemos encontrar, por ejemplo, en [BM97a, BFOO1]. Nuestro interés es seguir con detalle
esta demostracion para establecer como dependen las constantes de a para el caso —1/2 <
a < —1/4, que es el caso que vamos a necesitar mas adelante.

Sea P € P,(I) luego, existen constantes a; € R tal que

p+1

P() = ) aly (),

=1
donde J}! son los polinomios de Jacobi definidos en (3.1.2), y por (3.1.1) podemos escribir

p+1

k+2a+1
P(X) = Z akT‘]lgjll(x)'
k=1

A partir de la relacién (3.2.10) tenemos que

p+1

k 2 1)?
fp<x)2(1— =l FRuhchaa i)
1

y en virtud del Lema 3.1.5 sabemos que existe una constante positiva C, que no depende de

p ni de a, tal que
p+1

(k+2a+1)2
P 21_ a/+l C 2
fl(w( > Zm
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Ahora, como @ > —1, 2a + 1 > —1 y en consecuencia

p+1 p+1

ot (k - 1)2
f, P(x)*(1 - ) 1zC;|ak|2 p zc;mz(h 1/2).

Vamos a ver ahora que existe una constante positiva C;, independiente de k y de «, tal que
f (J2'(0))* (1 = X1 < k. (5.3.2)
1
En efecto, de la ecuacion (3.1.7) resulta

a ! 2 N @ a ! 2 AN
fl (JE(0) (1 = 22 = f (Cilk, )T (x) + Calk, @)J7 ) () (1 = %),

1
donde
Rk+2a+ Dk+a+1) k+a)k+a+1)

Gk @) = (k+2a+1) y Gk = o ok 2a s 1)

Luego,
a 7 2 2\a @ a 2 2\«
f (Je, () (1 =2 = f (Ci(k. )T (x) + Calk, )T, () (1 = x7)
1 1
(1 2 2\a a 2 2\
= | (Cilk, )J{(0) (1 = 2" + | (Calk, )T} () (1 = %)
1 1
+ 2C(k, @)Cy(k, @) fj,f_l'(x)J,f(x)(l - X
1
Si en (3.1.4) consideramos 8; = 3, = a entonces tenemos que para 0 < m < k vale

f KT (x)(1 = xH)* =0,

1

por ende, para cualquier plinomio R(x) de grado menor a k se tiene

f R(0)JZ(x)(1 = xH)* =0,

1

en particular se deduce que
fl JE )T =) =0
y por ende
f, (g G (1= ) = f (Cilk ) ) (1 = 2" + (Cath ), () (1 = 2

= (Ci(k, @)™y + f (Cat, a)J,‘j_l'(x))z(l - 22"
1
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Usando el Lema 3.1.5 y que —1/2 < @ < —1/4 podemos afirmar que existe una constante
positiva B, independiente de « y &, tal que

Qk+3%(k+2)? .
Ci(k,a)’y; <B < Ck
1( a/) 7]( (k _ l)2k
para alguna constante positiva C, independiente de k y «. En consecuencia
a 2 2\ ~ a 2 2\a
f(Jk” )" (1 =x)*<Ck+ f(Cg(k, a)J,_, (x)) (1 - x5~ (5.3.3)
I 1

Observemos primero que en el caso —1/2 < a < —1/4 vale que
Cotk, @)’ (k=1 < (k—a)*, Yk>2. (5.3.4)

Para k = 0, 1,2 se puede ver sin dificultad que existe una constante positiva C, indepen-
diente de a, tal que

f (J2' () (1 - x»)* < C. (5.3.5)
1

Vamos a probar (5.3.2), con constante C; = max(C, ), por induccién en k.

Usando (5.3.5) y que C < C; queda demostrado (5.3.2) para los casos k = 0,1,2. Sea
K > 3 fijo, supongamos que (5.3.2) vale para todo k < K (hipdtesis inductiva), queremos ver
que entonces vale también para el caso k = K.

En efecto, usando la hipétesis inductiva en (5.3.3) y (5.3.4) es claro que

f (J2' () (1 =2 < C(K - 1)+ C,Co(K = 1, @)’ (K - 2)°
1
<CK-1+CiK-1-a)
como —1/2 < @ < —1/4 podemos escribir
f(ffcé'(X))z (1-22) <CQ2+20)(K - 1)+ Ci(K - 1 - a)?
I

<C/2+2a)K-1)+CiK—-1-a)
<C2K-D+2a(K-1)+(K-1?*=-2a(K - 1)+ a?
< CK?

quedando también demostrado (5.3.2) para cualquier k = K > 3.
Por lo tanto

p+1
P21 - ) < C fja/ 201 — ) 2Y
f,(’“)( ) < (;mkl( 0P =) )
p+1

< i Y lak)’,
k=0
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y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos

. , p+l1 , 1 p+l k2
IP(x) (1-x7) SC(;ak(k+§))(;k+%)

< sz fP(x)Z(l _ x2)(y+1.
1

con C independiente de a.

El Teorema 3.95 de [Sch98] da una demostracion de la segunda desigualdad en los casos
B =-1/2ypB =0, vamos a generalizar esta demostracion para cualquier -1 < 8 < 8, con
especial énfasis en ver la dependencia respecto de S de las constantes involucradas .

Sea P € P,(I), luego sabemos que existen constantes a; € R tal que

P() = ) i),

)4
k=

(=]

donde Jf son los polinomios de Jacobi definidos en (3.1.2). Por (3.2.10) obtenemos entonces

que
14

f POP(1 =Y = 3 lal™y;.
1 k=0

Luego

)4
P(x)= ) ad; (),
k=0
y de (3.1.1) para k > 1, se tiene que Jf "(x) = %(k+ 2B+ 1)Jffll(x). Es claro que Jg =0y por
ende ) | 1
P=> as (k+28+ DI ().
k=1

Como

p
1
[Pora-ept =Y kg 25+ 0]
k=1
1
Vi

p

<Cp+28+ 17 ) laP 54,
k=1 V/f

por el Lema 3.1.5 podemos afirmar que existe una constante positiva C, independiente de 3

(pero que podria depender de By), tal que

+1
&SC —

%

=

p—
IA
a

»‘ ‘
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y por lo tanto

p
[Pera-ertccwrper ) e
4 k=1

=C(p+28+1)? fP(x)z(l - X3P
1
como deseabamos demostrar. O

Lema 5.3.2. Sean 1/2 < B < 3/4, p un grado polinomial y P € P,(I), existe V(X,) con
(X,9) € Q y una constante positiva C, independiente de p y f, tal que

i) 9%, —1) = PR = £, Vag\e = 0 donde € = I x {—1};
ii) ”f}”LEﬁ(Q) <C(p+ l)ﬂ_1||P||L§(1);
iii) |Pllg1-s) < C(p + 1)ﬁ“P”L§(1)'

Demostracion. Por el Lema 4.2.1 y la Observacion 3.1.1 existe g € $,(I) tal que g(1) = 0,
g(=1) = 1y existe una constante C, independiente de 8y de p, tal que [|g]|go+4 < C(p +
1)=U=P. Definimos ¥(%, ) = P(2)(1 — £2)°2(9), esta extension satisface obviamente la condi-
cioén 1). Vamos a probar la condicion ii)

[ ssra-eyra-gre = [pwra - 2ras [eera -t
Q 1 I
_ 2 2
<Clp+ )PP

L1y

luego,
PN —(1+
Pllz2, 0 < C(p+ D)™ PPl

e e, e v av

Para probar la condicion iii) calculamos |||l 2,0 Y IIa—yll 12,0
o .. oP R n A2 a) o a
—(1.9) = (7@ - 22F + P@BA - Y (-22))3(®).
ox ox

luego,

ov oP
f (GEEMA =P =377 < f (@)U = £ =576
o 0X o 0X

+ fQ PRR(L - 2P0 - #56),
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como 1/2 < < 3/4entonces —1/2 < -1 < —1/4y por las estimaciones inversas del Lema
5.3.1 existe una constante positiva C, independiente de p y de S, tal que

oP
f (y(fc))%l — 2y dr < C(p + 1) f P(R(1 - 2Yds
1 0Xx I
f P(R*(1 = 2P dz < C(p + 1) f P(R)*(1 — £2Pd:.
I 1
Por lo tanto
ov A A2 s241-8 2\ 2 2 2
<Cp+ 1) (p+ )PP, (5.3.6)
2()
_ 28| pi|2
Por otro lado,
o . . 0308 .
=(9) = P - PP ),
Al )
luego,
W a2y1-8 2218 52 SN BP 9g . ’ o2N1-8 14
(&P A =3HPA = 8F = [ PO - £Yde | [=2@)| (1-5"7d9,
o 0y I 1\0Y
por las estimaciones inversas del Lema 5.3.1
98 .2 82118 14 2 82 &2\-B 74
8—9@) (1-3)"dy<Clp+1) Ig(y) (1 =37)7"dy,
1
y en consecuencia,
89/\/\ 21 A21—ﬁ1 A2—ﬂ<C 12P2
Q(a—y(x,y)) (=397 =37 < Cp + DIPl I8z, o

(5.3.7)

Combinando las estimaciones de (5.3.6) y (5.3.7) obtenemos la estimacion iii) y la demostra-
cién concluye. O

5.4. Indicadores de error

En primer lugar vamos a demostrar un lema que establece la validez de la ecuacion de
error en los espacios de Sobolev con peso bajo consideracién. Si bien la demostracion se
obtiene usando argumentos de densidad, al igual que con los espacios de Sobolev usuales,
vamos a incluirla por completitud.
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Lema 5.4.1. Sea 1/2 < B < 3/4 vamos a asumir que u, la solucion de (2.2. ]7) es tal que
ue€ H™(Q)NH(Q) con s > ﬁ, y por ende e € HYA(T) N HY(Q). Sea v € H BT luego,

ale,v) = f (f + Auy)v + - f [a“N] (5.4.8)
fcalma 4

KeT

Demostracion. Sabemos que el resultado vale si v € Hy(Q), vamos a generalizarlo al espacio
H(l)’_'g (7). En efecto, sea v € H(l)’_ﬁ (7°) sabemos que existe ¢, € C8°(Q) tal que ¢, — v
en H" (7)) cuando n — oo. Luego, como el resultado 5.4.8 vale en espacios de Sobolev

clasicos, tenemos
ou
(f + M) + 5 f[ N] )
[CﬁKﬂS 4

a(e, ¢n) = Z (f
KeT K
Vamos a demostrar ahora que a(e, ¢,) — a(e,v) cuando n — oo. En efecto,

lae, ¢u) — ale,v)] = | f Ve - V(g,—v)|

<Z|fVe V(g — )|

KeT

<Zf|ex(¢n V)x|+f|ey(¢n V)yl-

KeT

Sea K € 7, haciendo un cambio de variables, multiplicando y dividiendo por los pesos
correspondientes y usando Holder, tenemos

f lex(dn — V)l = C(K) f Gl = (1 = DT (A=D1 = D)7 (1 —y)7F
K K
< f 201 - 2P - ) f (=M1 =P =y)#)
K K

Observemos que como e € H'A(7") luego fK é2(1 — x¥P1(1 = y*) es finita. Usando que

fK (¢n/—\v)x2(1 — x3)P*1(1 — y*) tiende a 0 cuando n — oo, luego fK le (¢, — V)| tiende a O
cuando n — oo.
Andlogamente se ve que fK ley(¢,—V),| tiende a 0 cuando n — ooy asi tenemos que a(e, ¢,,) —
a(e,v) cuando n — oo,

Usando argumentos similares se ve que fK( [+ Auy)g, — fK( f + Auy)v cuando n — oo,
y que para cada £ € &° se tiene f[[a”’v] ¢, — fg[%]t)v cuando n — oo y concluimos la

demostracion.
O
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En lo que sigue vamos a asumir que 1/2 < 8 < 3/4 y u, la solucién de (2.2.17), es tal que
u€ H™(Q) N Hy(Q) con s > %, y por ende e € H'"A(T) N H)(Q).

Seav e Hé’_ﬁ (7) tal que |]v|| H! = 1 usando la ecuacién del error (5.4.8) luego,

B (7—)

ale,v) = f(f + Auy)v + — f[auN]
KeT t’céKﬁS 4

Seae>0yv. € C°°(Q) tal que [[v = vl
3.2.1 tenemos que que para £ € E°

LA < €. Por el resultado de trazas del Corolario
12
v - Ve||L% o0 <C / IV = vellg-sx)
8 B
con Cg = C max{(yoﬁ )1, m}, la constante C no depende de v, ni de €, ni de 5. Por la
Observacion 3.1.1 existen constantes positivas A y B tales que

ALI(-B+1)<B, V1/2<pB<3/4,
y recordemos de (3.1.6) que
(y Py = (=28+ DI(-28+1)
Yo 27WL(-p+1)2 7

y por (3.1.3): (=28 + DI'(-28 + 1) = I'(-28 + 2). Luego, por la Observacion 3.1.1, para
1/2 < B < 3/4 tenemos que (yaﬁ )"! < C, para alguna constante positiva C independiente de
B. En consecuecia,

v — Ve||LEﬁ(t’) < Clv = vellgisk) < C(0)e,

con C independiente de v y S.
Como -3/4 < — < —1/2 podemos considerar /v, como en el Teorema 4.2.2, usando
(5.4.8) tenemos que

ale,v) = ale,v—1Iv,) + a(e, Iv,)

= f (F + M) = 1v0) + 5 f [a”N] (v 1v)
KeT fcalma

= Z f(f + Aupn)(v = ve) + (ve — Ive))

KeT
+ ~ Z fl:auN] ((V - Ve) + (Ve Ive)))
é’cﬁKﬁS

usando el Teorema de Cambio de Variables
ale,v) = C(K) f(f + Aun) (V=) + (ve — Ive))
T

Ke

1 @ (5.4.9)

{fcaK n&°
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y la definicién de las normas de Sobolev con pesos

ale,v) < > CKIIf + Aunllzi (v = vellgo-s) + Ve = Ivelli2 k)
B B

KeT

Lz o]

Lz(f)

Ve||L3ﬁ(f) + |lve — IVe”L%ﬂ(f)))-

Haciendo uso nuevamente del Teorema 4.2.2 sabemos que existe una constante positiva C,

independiente de p, de Sy de v, tal que

1

VKeT,

Ve = Iellz ) < Cmaxtl,

C

"T(—B+1) —1+28"%

1
—(3/2 )
} Pleli s

Yeecé&.

Ve = Ivellp2

50 = T 28N(B+ D

|V€|H1 B(we)

Por ora parte, en virtud de la Observacion 3.1.1 sabemos que existen constantes positivas A

y B tales que

A<T(-B+1)<B, V1/2<B<3/4

Luego,

[lve — IVe”L%ﬁ(K) <C
”ve - IVe”L%B(e) <C

usando esto y (4.2.8), obtenemos

ale,v) < > CE)(IIf + Auyllzge (e +

KeT
1 ou
vy > co| [ N] G
(COKNE® ¢
< D CEO(If + Aunllpzx (e + —
KeT
1 ou
vy > co| [ N] G
(COKNE® ¢
< > CAO(If + Auyllz e +
KeT
1 ou
vy > co| [ N] G
(COKNE® ¢

-1+28"K

1
-1+

3/2—
P P el sy YK ET,

-1/2
pe / |VE|H1*’/3((,L)L,) Yece 89

Tl PN ellns o)
%”ﬁ Iellnoson)
T PPV = vellanswr + IV 50p)
%—i—Zﬁ _1/2(||v = Vellp-sewp + [WIlan. _ﬂ(w[))))
_Zﬁ PP e + 1Ml 00p)
gt e i)
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como esto vale para todo € > 0 podemos concluir que

ale,v) < ﬁ Z CR)(If + Bunllzza P Wl s
1 Ouy
2 fcaK &° ( )H[ L L2(€) lv”Hl i [))
Asi,
ou
3/2 ,3) N -1/2
llelll < — 2,3 Z C(K) I1f + Aunllz i P 2 tc azg C(f)H[ L Lz(é’)p )

Sea ahora f,, = Hﬁ ..xJ como en el Corolario 4.1.1, luego

lllelll < —

—(3/2+ —(3/2+
Z CUfpe + Duanllizior i +1f = Follizaop ™

1 aMN] p—l/Z)

_l_ ju—
2
(cOKNE®

5 ol

Li(0)

Sea 0 < ¢ < 1/4, tomamos 8 = 1/2 + 6. Entonces, existe una constante positiva C, indepen-
diente de p y de 3, tal que

llelll < = Z CEfye + Duanllizi ™ + 11 = Foellizaopid ™

Ke‘T - . (5.4.10)
+ 5 C(f)H [ L o)
Para cada elemento K € 7 definimos el indicador del error local como:
Mk = Moy + iy (5.4.11)
donde
Mo = Wy + Dutnla P’ Y My = % > (5.4.12)
LcOKNE®
con
F= IR p7 R [‘Zj]e (5.4.13)
Por consiguiente, el estimador global esta dado por
7=k (5.4.14)

KeT

Asi, gracias a la estimacion (5.4.10), tenemos el siguiente teorema que prueba la confia-
bilidad del estimador del error salvo términos de mayor orden.
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Teorema 5.4.1. SeaB=1/2+dcon( <6 < :lp u la solucion de (2.2.17), uy la solucion de
(2.2.23) y e = u— uy. Sean como en (5.4.14). Vamos a asumir que u € H'**(Q) N Hy(Q) con

5> % Luego, existe una constante positiva C(T") que no depende de p ni de (5 tal que

S (3 PRI~ Focli) )

KeT

lllelll <

donde p.. = max{pg|K € T}.

Para garantizar la eficiencia del indicador de error, lo cual junto a la confiabilidad es una
cualidad fundamental sobre el estimador de error para guiar con él esquemas de refinamiento
adaptativo, nuestro préximo objetivo es probar que 7x estd acotado por la norma del error
con pesos salvo términos de mayor orden.

El siguiente lema nos provee una estimacion por arriba para el primer término del indica-
dor de error definido en (5.4.11).

Lema 5.4.2. Sea B = 1/2+6 con 0 < 6 < L u la solucion de (2.2.17), uy la solucion

4)
de(2.2.23) y e = u — uy. Sea ng, como en (5.4.12). Vamos a asumir que u € H'*Q)N H(l)(Q)

con s > I%ﬁ Luego, existe una constante positiva C(K) tal que

1
s, < C(K)(lllelllx + —Ilfpx — f||L2(K))-
Pk s

La constante C(K) no depende de pg ni de .

Demostracion. Notemos que,

Wy + Bulita g, = i+ Butnllys g, = fQ (o + Buy (1 = £Y(1 - 57

= f (fre + Bun)i
0
donde vy = (f,, + Auy)(1 — £2(1 - $*)P. Sea
vK:vAKOF,}lenK y vk =0en Q\ K.

Por lo tanto

e + BianlE g, = COE) f (foe + Ay
K

:C(K)(Lva+LAuNVK+fK(pr_f)VK)a

Observemos que vg € Hcl) (Q), en efecto

(5.4.15)

f V2 = C(K) f Vit = C(K) fQ (for + Auy)*(1-22)*(1-5)% < C(K) f (for + Auy)? < oo,
o
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y asumiendo que podemos escribir Fg(X,y) = B(X, ) + c luego,

Vvk = (VW) o Fi')B™

f Vvl < 1B7'P f (V) o F'I? < C(K) f Vvkl?.
K K o
Observemos que

Wy _ (a(f PK/+\AMN)
0% 0%
lo que implica

M O fyr + A
VK C(L( (fp — uy)

y por lo tanto

(1= 2 + (fp + Duy)B(1 = 27 (28))(1 =57, (54.16)

)2(1 _56_2)2[3(1 _5}2)2ﬁ+f(fp1(/+\AuN)2(1 _‘22)2(,3—1)(1 _j\)2)2,3)’
o
comof > 1/21luego2(B—-1)> -1y fQ (%2;)2 < co0. Andlogamente fQ (ag—;()2 < 00 y entonces

Vg € Hé(Q).
Ahora, como vk € Hé(Q) y u es solucién de (2.2.17) luego fovK = fK Vu-Vvgy

K) fvu-va—fqu-va+f(f,,K—f)vK)
K K K

(
(K)(ﬁve'vvk'i'j(;(fpk_f)"l()
(

K)la(e,vg) + f(pr —f)VK) 5.4.17)
K

= C(K)(HVKHHL%(K)G(@ v—) + f(fp[( - f)VK)
|| K”H' —B(K) K

< C(K)(”VK||H1»‘ﬁ(K)|||e|”K + ”fp[( - f||L§(1<)||VK||L§ﬁ(K))-

2

Observemos que
IVellz: ) = IVilZ2 g, fQ Vi (1= 271 =597
= f (e + Buy(1 = ¥ (1 - 5% (5:4.18)
= e + Auanli

Por otro lado,

2
|VK|H1,—ﬁ(K) |VK|H1 -B(Q)

f PR~ ) H(1 - 4 f Py -y gy, O
o Oy
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Por (5.4.16)

é)VK DU - F<C f(a(fpk + A”N) _ R - 52

+ fQ o T Bun (1 = 21 = 52F)

=C( + ID).

Ahora, como 1/2 < 5 < 3/4 entonces —1/2 < -1 < —1/4 y por las estimaciones inversas
dadas en el Lema 5.3.1 existe una constante positiva C, que no depende de 8 ni de pg, tal que

I<Cpy f (i + Bun)*(1 = (1 = 3 = Cpillfye + Dunlifa,

I1 < Cpy f (for + Duy)*(1 = 2P(1 = $2F = Cpilifo, + AuNIIiz(K).
Q

Por lo tanto,

oV R e
f X )P =527 < Crillfye + Bunly g (5.4.20)

Andalogamente

aVK

=5 = 7P < Cpllfy + Al (5.4.21)

Luego, combinando (5.4.19), (5.4.20) y (5.4.21) obtenemos
||VK||H1fﬁ(K) < CPK“pr + AMNHL;(K), (5.4.22)

con C independiente de px y de B. Por consiguiente, usando esta estimacién en (5.4.17)
podemos concluir que

e + Bunllziy < CUEO(pxlllelllx + 1fpe = i)

y de este modo se alcanza el resultado deseado.

El siguiente lema nos provee una estimacion por arriba para 1,.

Lema 54.3. SeaB =1/2+6con(0 <6 < }l, u la solucion de (2.2.17), uy la solucion de

(2.223) ye =u—uy. Seal € &, K,y K, € T tal que £ = K; N K, y g, como en (5.4.13).
Vamos a asumir que u € H'*5(Q) N Hé(Q) con s > % Luego, existe una constante positiva
C(¢) tal que

M < C(f)(lllelllmp? + 1 fpx, = fIILz(Kl)P;}}“S + llelllx, P

~146
+Wfow, = Sz Py + llelllr, ¢)-
2 4

La constante C({) es independiente de p y 5.
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Demostracion. Sea w, = K; U K, y ¥ como en el Lema 5.3.2 con P(x) = Iég(fc, —-1), p = pe.
Sea Fg, : O = K,y Fg, : QO — K, transformaciones afines tal que Fg,(I X {-1}) = ¢.
Definimos v, tal que velg, = Vo F ,}1 luego existe una constante C independiente de p, y de 8
tal que

) Velo)@E, 1) = R = 2¥,  velowpe = 0;
i) ||W||H0rﬁ('r|w) <C(pc+ 1)_(1_ﬁ)||R£||L§(g);

iii) ellgi-ser,,) < Cpe + 1)ﬂ||R€||L§(f)-

Por lo tanto

||Rg||§§(€) = f Ro(2*(1 - £Ydz = f Ry, = C(0) f Revy
1 1 4

= C(0)( - f Aupnv, — f Vuy - V)
wy we

= C(f)( - f Auyve — f Vuy - Vve — f Auyve — f Vuy - VVg)
K, K K> K>

= C(f)( - f (fpx, + Aun)ve — f Vuy - Vve + f (fpx, = Phve
K K K

= | Uy, +Aun)ve - f Vuy - Vv + f (fpx, = Pve + fVe)

K> K> K> we

Es facil ver que v, € Hé(wg) luego, como u es solucién de (2.2.17) tenemos que fw ’ fve =
L ) Vu-Vvey

”Ré’”ig(e) - C(g)(_ L (fpx, + Aun)ve = fK Vuy - Vve + L (fox, =PIV
_ (pr2 +AuN)v5—f VMN-VV€+f(pr2 —f)v€+f Vu-va)
K> K> K> wy

(5.4.23)
= O~ [ G+ duvet [ G = Do [ G, + A
K K K>

+ | (fp, = Hve+ f Ve - Vi),
K3 we
consecuentemente
2
||R€||L§(£) < C(f)(Hﬁm(1 + AuNHLé(Kl)”Vf“LEﬁ(KI) + 1 fpx, — f||L§(K1)||V€||LEﬂ(K1)
+ ||pr2 + AMN||L[§(K2)||V€||L%ﬁ(K2) + ||fp1<2 - f||L§(K2)||V€||L3ﬁ(K2)

)).

+ WVellpg 7, yale, ————
”W“H‘»‘ﬁ(’rlwf)
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por ii) y iii) tenemos que

”R[”Lé(g = C(f)(”f”’(l + AMN||L§<K1)(p€ + )7 fpx, — f||L§(K1>(P€ + 1)1/
+ ”pr2 + AMN||L§(K2)(p[ + + ||pr2 — f”Lg,(Kz)(pL’ + 1)—1/2+6

+ (pe+ D lllelllr,, ),

1)—1/2+5

luego
-1/2 —146 —1+0
P IRz < CO(fpe, + Bunllizin P + o, = Fllz i
—146 —1+6 o
+ ||fp,<2 + AMN||L§(K2)P5 T ||pr2 - f||L§(K2)Pf O |||€|||‘r|wpg)-

Como los grados polinomiales de elementos vecinos son comprables, el Lema 5.4.2 nos per-
mite inferir que

-1/2 o —1+6 0
p; IRl < CCO(Melli, 2 + W, = Sz Pt ™ + el

—146 0
Mo, = Az P + Nl p7)-

y la demostracion concluye. O

Ahora estamos en condiciones de concluir la eficiencia de nuestro indicador de error.

Teorema 5.4.2. SeaB=1/2+ 6 con0 < 6 < 1/4, u la solucion de (2.2.17), uy la solucion
de (2.2.23), e = u — uy y n como en (5.4.14). Vamos a asumir que u € H'**(Q) N Hé(Q) con

s> % Luego, existe una constante positiva C, independiente de p y B, tal que

) -2 2 1/2
1S Cpar{llelll+ (3 PN = )"}

KeT

Demostracion. Sea K € T,y vk como en la demostracion del Lema 5.4.2, en esta demostra-
cién mostramos que

Uy + Ayl ) = C(Kale, vi) + C(K) f (Fox = PV
B K

luego,

g, = ale,(px + 1) >C(K)vg) + (px + 1) >C(K) f (Fox = Vi,
K
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sea vy = X ker(px + D72C(K)vg, de (5.4.18) y (5.4.22) se sigue que

>, = atev)+ Yo+ D7CK) [ (= Fve

KeT KeT

= vy llp-s¢myale, —) + Z(PK +1)° ZC(K) f(pr vk

Wrllioagy

< el Y (e + D7 vk )

KeT
+ > 0k + DM o = Fllzo Vil k)
KeT
< C(UelllC Y (i + 1) MMfpe + Aunl )"
KeT
+ D 0+ DM = Fllizgao o + Atnllizeey)
KeT
< C(lelll+ ( D px + Do = M) ) D (Px + D7+ Buanlz)'").
KeT KeT
luego,
(D) < Cllell + (i + D2y + Aanllin)'™). (5.4.24)
KeT KeT

Sea ¢ € &,y v, como en la demostracién del Lema 5.4.3, sean K! y K/ los elementos que
comparten al lado € entonces de (5.4.23) tenemos que

||R£||i§([) = a(e, C(O)ve) + C(f)( - f (fpe +Aun)ve + f (Fppr = Phve
Kt 1 kL

_ f (prf + Auy)ve + f (pr[ - f)Vg).
k{2 k{2
Sea vy = Y e C(OP; ' ve, luego

2 V7
Z ne = ||V7'||Hlv-ﬁ('r)a(e, —)

= VIl

+ZC(€) f (fp{+AuN)vfpg f (fpg Hver;!

e&°

- f (fp e + Auy)vep;' + f (fpe = f)WPEl)-
K, 2 Ky 2

Observemos que por la definicién de la norma de Jacobi-Sobolev con pesos para 7 (3.2.19)
tenemos

2 2
MRy = Y 7l
KeT
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y mirando el soporte de las funciones v, tenemos
2 2 -2 2 2 -2 2
Wl s < D, CO PG00 < D, CO PPV s,
(cOKNE® (COKNE®

y, usando que cada ¢ € &° forma parte del borde de dos elementos de 7, entonces existe C
que no depende de 7 tal que

V7 lGeser) < € 2, COPWelponr,
le&°
Luego,
D1 < Cllelll Y, COpP Wy, )+ D CO(Iry + Atnllzens

te&° te&e te&e
-1
+ ||pr{ - f||L[2,(Kf) + ||pr§ + AMN||L§(1<§) + ||pr§ - f||L§(K§))”V(’HL%ﬁ(ﬂW)P[ .

De las estimaciones para v,, dadas en ii) y iii) en la demostracion del Lema 5.4.3, se sigue
que

2 26
D < ClC Y P o IR 0)" ™ + > (1 + Al
te&° te&° te&e

—1+6
+ ||pr[ - f||L2(1<f) + ||fp ¢ + AMN||L2(1<f) + ||pr/ - f||L2(Kf))||R€||L2(5)Pg P

2\1/2 2(-1+6
< Cphllelli( )" + () py” g + Bl + W = Far
te&° (e&°

Wy + Autnl o+ e = A ()
Px( N2 (k) Pt L2(KY) Me) -

te&°

Como los grados polinomiales de elementos vecinos son comprables tenemos que

1/2
") < Cpbielli+ (> e + p2 i - f||L2(K))

{e&° KeT
Luego,
2 2
(Qm)'" < Colud el + (110" + () Pl = M)}
le&° KeT KeT
y por (5.4.24)

()" < Copafllell + (3 PRl = Mize)"}

te&° KeT
Ahora estamos en condiciones de computar 7,

= ) 0+ k) S COY M+ D)

KeT KeT te&°
12
< Cpufllell + (Y plfye = M)}
KeT

como queriamos. O
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Terminamos este capitulo resaltando que, hasta donde se sabe, la estimaciones quasi-
optimas obtenidas en el Teorema 5.4.1 y el Teorema 5.4.2 constituyen uno de los mejores

resultados que se pueden obtener para estimaciones de error de tipo residual para el caso
bidimensional.
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Capitulo 6

Generalizacion a la version p de FEM

En este capitulo obtenemos estimaciones de error a posteriori para la version 2p de FEM
para nuestro problema modelo (2.2.17). Por otra parte, mostramos como se puede construir
una base del espacio SP(7).

6.1. Estimaciones de error a posteriori para la version /p
de FEM

Nuestro propdsito es presentar resultados andlogos a los obtenidos en el capitulo anterior
para la versiéon p de FEM pero para la version hp de FEM. Para lograr esto es fundamen-
tal analizar como dependen de la malla las constantes involucradas en el Teorema 5.4.1 y
en el Teorema 5.4.2, y por ende necesitamos mirar la dependencia respecto de la malla de
las constantes involucradas en los resultados previos a estos teoremas, i.e., los teoremas de
interpolacion y de trazas.

En lo que sigue vamos a considerar  un dominio abierto y poligonal de R? y 7 una
particion admisible de  en paralelogramos. Vamos a asumir la hipétesis de regularidad de
la malla (2.2.18), i.e., existe una constante y positiva tal que

hx < yhg YK, K' €T con KNK' #0.

Para cada K € 7 elegimos un grado polinomial (mdximo) y notamos p = (pk) al vector de
grados polinomiales. Vamos a asumir (2.2.21) ,i.e., existe una constante positiva C tal que

pxk <Cpx KK €T conKnNK' #0.

Empezamos la seccién mirando los teoremas de trazas y de interpolacion obtenidos en los
capitulos 3 y 4. Un seguimiento de la demostracién nos permite facilmente concluir que, para
estos teoremas, las constantes involucradas resultan ser independientes de la malla y por lo
tanto podemos afirmar los siguientes resultados:

83
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= Teorema de Trazas: Sean K un paralelogramo en R?, y unladode Ky -1 < 8 < 0.
Existe una funcién T : H'#(K) — Lé(y) tinica, lineal, continua, tal que si u € C*(K)
vale T(u) =uy

IT @z < Cg el (6.1.1)

donde Cg = C méx{()fg)‘l la constante C no depende de u, ni de 8, ni de K.

+}
> (-pre+1)

= hp Interpolador con pesos: Sea -1 << -1/2yue€ Hé’ﬁ (Q) N C%Q) luego, existe
IuesS g (77) y una constante positiva C tal que

1 1 ~(3/2+8)
= Pl < Cmix{1, o) =52y Plulsee VKT,  (6.12)

e = Tull ) < CPlulyie,, VYeed. (6.1.3)

(-1 =-28IB + 1)
La constante C no depende de p, ni de 3, ni de u, ni de K, ni de 7.

Ahora, mirando en el capitulo anterior la ecuacién del error

a(ea V) - f(f + AMN)((V - ve) + (VE IVE))
Ke']’
+ =Y f[auN] (v =v) + (ve = ),
fcﬁKﬂS

usando el Teorema de Cambio de Variables podemos escribir (5.4.9) :

aen = Y (C) f f FRun(7=T0) + v =Tn)
T

Ke

.\ % e f[ﬁuN] (V=) + (ve — IVE)))

L’CﬁKﬁS

las constantes C(K) y C(/) vienen de realizar los cambios de variables correspondientes, en
efecto, consideramos una transformacién afin Fg : O — K luego

(x,y)' = Fx(£,9) = B(£,9) + C,

entonces el Jacobiano del cambio de variables es |det(B)| y es sabido que |det(B)| = |K|, y
como estamos suponiendo que la malla cumple la condicién de regularidad (2.2.18) entonces
K| ~ hi. Andlogamente se puede ver que C(I) = |l| = hy.

Siguiendo las cuentas que se encuentran en el capitulo previo a continuacién de la ecua-
cion del error (5.4.9), se obtiene el siguiente resultado:
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Sea 0 < 6 < 1/4, tomamos S = 1/2 + 6, luego existe una constante positiva C indepen-
diente de p, de 7"y de S tal que

C _ -
llell < g D (U + dunllzasixepd ™ + 1 = follizahipd ™

KeT
—1/2)
Lz(f)

s > |

Luego, para cada elemento K € 7 el indicador del error local se define como:

Mk = Mg, + Mg (6.1.4)
donde
2 h 2 2 1 2
r]BK = _2||pr + AMN”LZ(K) y T’EK = Z Z r][’ (61.5)
Px s (COKNE®
con ,
h GuN
IRl Re = [a—n]c. (6.1.6)
Por consiguiente, el estimador global esta dado por
= k. 6.1.7)
KeT

Asi, tenemos el siguiente teorema que prueba la confiabilidad del estimador del error
salvo términos de mayor orden.

Teorema 6.1.1. Seaf=1/2+6con0 <d < }L. Sean u la solucion de (2.2.17), uy la solucion
de (2.2.23) y e = u — uy. Sea n como en (6.1.7). Vamos a asumir que u € H'*(Q) N Hé(Q)

con s > % Luego, existe una constante positiva C que no depende de p, ni de T ni de (8 tal
que

el = S mas(pe i+ (3 2507 = £ l2,)" )

KeT pK
donde p. = max{pg|K € T}.

En lo que sigue vamos a generalizar a la version hp de FEM los teoremas del capitulo 5
que proveen la eficiencia del estimador.
Mirando la demostracién del Teorema 5.4.2 , la ecuacion (5.4.15) muestra que

_ f o ¥ Bun)(1 = 2Y(1 - 52
(@)

= C(K)f(fpk + Auy)vg
K
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donde f,, + Auy = (f,, +Auy) o Fg, con Fg : Q — K una transformacién afin. La constante
C(K) viene de realizar un cambio de variables en el dltimo paso, en efecto, realizamos el
siguiente cambio de variables,

(x,»)' = Fx(£,9) = B9 +C,

luego, el Jacobiano de la transformacién afin es |det(B™")| = |det(B)|™' = |K|™", como estamos
asumiendo que la malla es regular (2.2.18), entonces C(K) ~ hl}z. Siguiendo todas las cuentas
que le siguen a esta ecuacion podemos arribar al siguiente resultado.

Teorema 6.1.2. Seap =1/2+06con0 <6 < i, u la solucion de (2.2.17), uy la solucion

de(2.2.23)y e = u — uy. Sea ng, como en (6.1.5). Vamos a asumir que u € H'™*(Q) N H(l)(Q)
con s > % Luego, existe una constante positiva C tal que

h2
nee < Clllelllx + —K”pr = fllz))-
Pk ’

La constante C no depende de pg, ni de K, ni de f5.

Ahora vamos a acotar la parte del salto del estimador por el error. Andlogamente, hay que
mirar como dependen las contantes C(¢) del lado ¢ cuando hacemos un cambio de variables
y usar la hipétesis de regularidad de la malla (2.2.18). Luego, es sencillo ver que podemos
alcanzar el siguiente resultado:

Teorema 6.1.3. SeaB=1/2+dcon(0 < < }t, u la solucion de (2.2.17), uy la solucion de
(2223) ye =u—uy. Seat € &, K,y K, € T tal que £ = K; N K, y ny como en (6.1.6).
Vamos a asumir que u € H'*5(Q) N H(l)(Q) con s > I%B Luego, existe una constante positiva
C tal que

o 2 -1+ o
M < C(Illelllxlpg + fox, = Az Pk, Px, ™ + lllelll, P

2 —146 )
o, = Azl + el 7).

La constante C es independiente de p, de € y de 5.

Para obtener la eficiencia de nuestro estimador global, vamos a seguir las ideas de la de-
mostracion del Teorema 5.4.2 considerando el nuevo estimador 7 como en (6.1.7) y mirando
como dependen las constantes de K y de £ como hicimos en los dos teoremas previos al rea-

lizar los reescales cldsicos que se tienen al pasar del elemento de referencia a un elemento
genérico, obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.1.4. Sea B =1/2+ 6 con 0 < 6 < 1/4. Consideramos una malla T que cumpla
con la condicion de regularidad (2.2.18), sean u la solucion de (2.2.17), uy la solucion de
(2.2.23), e = u—uy y n como en (6.1.7). Vamos a asumir que u € H'*(Q) N H(l)(Q) con

52> ]%ﬁ Luego, existe una constante positiva C independiente de p, Ty B tal que
4 5 4 -2 2 172
0 < Cdx{(ph, Wlllelll + () Mepilifoe = FIE )"}
KeT ’
Concluimos entonces que el estimador propuesto resulta tanto confiable como eficiente.
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6.2. Construccion de SP(7)

Al aplicar la version hp del método de elementos finitos una cuestion que surge natural-
mente es como construir adecuadamente las bases, sobretodo teniendo en cuenta que el grado
del polinomio aproximante podria variar al pasar de un elemento a otro. En esta seccién mos-
traremos una posible manera de llevar a cabo esta construccién [Sch98].

6.2.1. Espacios de polinomios en Q = (-1, 1)?

Recordemos que habiamos notado #,(Q) al espacio de polinomios de grado total p y
Q,(Q) al espacio de polinomios de grado a lo sumo p en cada variable en Q = (-1, 1)?, con

dim(P,(Q)) = (p+ D(p +2)/2, dim@Q,(Q)) = (p+ 1)°.

Nos va a ser ttil darle un nombre a cada lado del elemento de referencia Q, entonces notamos

b =1y x[-1,1]
6 =1-1,11x{1)
{? = (-1} x [-1,1]
by =[-1,11x{-1}
como muestra la Figura 6.1
0y
ng Q [1
0y

Figura 6.1: Dominio de referencia

Para poder definir una base de Q,(Q) nos va a ser ttil dividir los grados de libertad en
externos e internos (ver seccion 4.4.2 en [Sch98]). Luego, notamos &7(Q) al espacio que se
define de la siguiente manera

ENQ)=PiDRP,()+Pp(DPI(D), [=(-11),
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donde ® indica el producto tensorial; a este espacio se lo suele llamar espacio de grados de
libertad externos de grado p.

A continuacion vamos a definir una base de &”(Q) que va a consistir en dos conjuntos de
funciones, unas son las llamadas “funciones de forma nodales”

N*(%,9) = (1 - H( -$)/2
N**(%,9) = (1 + H(1 -$)/2

“ 6.2.8
N3(£,9) = (1 + 2)(1 +§)/2 (©:28)
N*3,9) = (1 - D +9)/2,
y las llamadas “funciones de forma de lados”
RPN | A .
Nl.’(x,y)zi(l—x)(p,-(y), i=1,....,p—1,
U | DA .
12(%,9) = 5(1+x)¢,~(y), i=1,....,p—1,
) -1y (6.2.9)
FE) == (=9, i=1,.p-
S =1

HE9) = (=98, i=1p- 1,

donde ¢;(¢) son las antiderivadas de los polinomios de Legendre L; normalizadas, i.e.,

$i(&) = \/ZiglfL,-(t)dt, i=1.2.....
-1

El término (—1) en (6.2.9) es necesario para asegurar la invarianza de las funciones Nil’j con
respecto a una rotacién de coordenadas en Q. Las funciones N/ corresponde al lado ¢ iya
que se anula en el resto de los lados.

Definimos la funcién burbuja en Q

bo(%,9) = (1 — (1 - $7). (6.2.10)

Ahora podemos definir

T"(Q) = {bovlv € Q,2(Q)}.

Luego, el espacio producto tensorial es
Q,(0) = E(Q) & I (Q).
Vamos a definir un conjunto de funciones llamadas “funciones de forma internas”:

N2(2,9) = bo(%, H)LARL; (). 6.2.11)
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Una base para Q,(Q) consiste de las “funciones de forma externas” definidas en (6.2.8) y
(6.2.9), mas las “funciones de forma internas” dadas en (6.2.11), para0 < i, j < p — 2.

En muchas casos en la practica es habitual hacer uso de otro espacio de polinomios llama-
do “espacio truncado”(ver [MWO1]), el cual notamos como A, (Q) y definimos de la siguiente
manera

AQ) = E,(Q) & I7(Q),

donde
I7(Q) := {bgvlv € P,_4(0)}.

Una base para A,(Q) consiste de las “funciones de forma externas” definidas en (6.2.8) y
(6.2.9) més las “funciones de forma internas” definidas en (6.2.11), para0 <i+ j < p — 4.

6.2.2. Construccion de una base para SP(7")

El objetivo ahora es guiar a la construccion de una base del espacio SP(7), logramos esto
imponiendo condiciones para garantizar la continuidad de las funciones que son polinomios
en cada elemento. Con este objetivo en mente, es util asociar a cada lado £ € &° un grado
polinomial que lo vamos a notar p,. Sean K y K’ los dos elementos de 7 que comparten el
lado ¢, luego vamos a requerir que

pe = min{pg, pg'}.

Sean K € 7 un elemento cualquiera de la mallay Fg : O — K una transformacion afin,
notamos ¢; = FK(fi) y Ex = {1, 02, 43, 4}

Nuestro objetivo entonces es buscar una base del espacio de polinomios de grado px en
K tal que restringidos a ¢; tienen grado p,, paracadai = 1,...,4. Para ello, basta considerar
la base del espacio Q,(Q), definida anteriormente, y componer las funciones de la base con
la transformacién afin F'. Ademds, queremos restringir la cantidad de funciones Nil’j aso-
ciadas a cada lado ¢ j» para lograr esto simplemente tomamos para cada j las funciones Nl.l’j
correspondientes ai =1,..., pe; — 1, de esta manera nos aseguramos que las funciones de la
base restringidas al lado ¢; sean un polinomio de grado a lo sumo py,.

Como es habitual, una base para SP(7) consiste en la eleccion de funciones que restrin-
gidas a cada elemento K (consideramos las que tienen soporte en K) coinciden con la base
del espacio de polinomios de grado a lo sumo pg descripto anteriormente.

Por ultimo, observemos que si buscamos una base para S g (77), las funciones de la base se
tienen que anular en el borde de €2, para esto, cuando elegimos las funciones nodales tenemos
que elegir solo las bases asociadas a los nodos internos, e imponer en cada lado ¢ del borde
que p; = 0.
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Capitulo 7

Conclusiones y lineas de investigacion a
futuro

En esta tesis hemos presentado diversos resultados novedosos concernientes a la teoria de
interpolacion en espacios de Jacobi-Sobolev con pesos. Estos resultados nos han permitido
establecer estimaciones a posteriori del error en una norma con pesos adecuada para la p-
aproximacion por elementos finitos de la solucién de un problema modelo bidmensional. Las
estimaciones a posteriori obtenidas en esta tesis son, en comparacion con las presentes hasta
el momento en la bibliografia para el problema modelo por nosotros considerado, las mejores
estimaciones obtenidas al trabajar con estimadores de error de tipo residual y han dado lugar
al trabajo [AM15].

Es claro que, los estimadores de error a posteriori propuestos en esta tesis para la version
p de FEM en una malla de paralelogramos (ver (5.4.14), son cantidades computables que
dependen sdlo de la solucién y de los datos. Por los resultados obtenidos en los Teoremas
5.4.1y 5.4.2 podemos garantizar que estos estimadores nos proveen de informacion confiable
acerca de la calidad de la aproximacion y, al ser estos estimadores sumas de contribuciones
locales, nos proveen también una herramienta eficaz para decidir en que elementos de la malla
nos conviene incrementar el grado polinomial (marcado de los elementos a refinar). Este tipo
de estimaciones son la base de los algoritmos adaptativos que son un proceso de la forma

Resolver — Estimar — Marcar — Re finar,

donde, para la versién p de FEM, refinar significa incrementar el grado polinomial.
Actualmente nos encontramos en la etapa de implementacién de un algoritmo de estas
caracteristicas en una malla de paralelogramos. Es sabido que (ver [Sch98]) la matriz de
rigidez del sistema lineal a resolver estd mal condicionada cuando p es grande, por lo que
es recomendable usar métodos iterativos para resolver este tipo de sistemas (por ejemplo
gmres en MATLAB que en particular nos da la informacién del orden del error cometido).
Otra cuestidn a tener en cuenta al momento de refinar es la conformidad p (2.2.21), para
lograr esto se pueden usar por ejemplo ideas similares a las que se encuentran en la Tesis
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de Doctorado de Mario Scheble [Sch10] donde se muestra un algoritmo que garantiza la
conformidad p para el caso de trabajar con mallas de tridngulos.

Posteriormente, esperamos generalizar la implementacion para la version hp de FEM
usando los estimadores (6.1.7) y teniendo en cuenta que ahora refinar puede ser, en ca-
da elemento marcado, achicar el tamafio del paralelogramo (respetando las hipétesis de A-
conformidad de la malla 2.2.18) y/o incrementar el grado polinomial (teniendo en cuenta
la p-conformidad 2.2.21). En [MWO01, APRS11, APRS12] los autores proponen un algorit-
mo adaptativo usando predictores del error para poder decidir cudl de estas dos opciones de
refinamiento elegimos en cada paso.

Si bien en la Tesis de Licenciatura ([Mor10]), usando los estimadores de error propuestos
por Melenk y Wohlmuth ((MWO1]) para el caso @ = 0, se muestran ejemplos numéricos para
la version Ap de FEM en mallas de tridngulos, no ha sido demostrado que esos estimadores
sean equivalentes al error, en alguna norma de Sobolev, con constantes de equivalencia in-
dependientes de p. De hecho, resultados analogos de interpolacion como los obtenidos en el
Teorema 4.2.2 no se pueden generalizar facilmente a mallas de tridngulos. Si bien localmente
se tienen resultados de interpolacidn en los tridngulos, no es inmediato acotar el error de in-
terpolacion en los lados o en los vértices del tridngulo, lo que es fundamental para pegar con
continuidad a los interpoladores locales y obtener un interpolador global; para luego utilizar
estos interpoladores y obtener estimaciones de error a posteriori para la version p de FEM.
En [DXO01] podemos encontrar una funcién de peso definida en un tridngulo de referencia
y los respectivos polinomios de Jacobi ortogonales en dicho tridngulo con respecto al peso
ahi definido. Las normas de Jacobi-Sobolev con pesos para tridngulos se pueden encontrar en
[BS00] , donde ademas se tiene un resultado de interpolacioén con una cota andloga a (4.1.1)
del Teorema 4.1.1 cambiando el rectidngulo de referencia por el tridngulo de referencia. Se
puede observar que las mismas ideas que se utilizan en la demostracion del Teorema 4.1.1
para concluir los errores de interpolacion en los lados del rectdngulo de referencia (4.1.2) y
en los vértices (4.1.3) no nos llevan a resultados andlogos cuando el dominio es un tridngulo.
Un tema de investigacion a futuro es entonces como obtener estimaciones del error de in-
terpolacion andlogas a (4.1.2) y (4.1.3) obtenidas en el Teorema 4.1.1 pero para los lados y
los vértices de un tridngulo genérico para luego construir interpoladores globales y asi poder
generalizar a mallas de tridngulos los resultados obtenidos en esta tesis.
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