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Formulas en raices para las subresultantes

Resumen

Los objetos centrales de esta tesis son los polinomios subresultantes de dos polinomios
en una variable, que son, en el caso de polinomios con raices simples, multiplos escalares
de lo que hoy se llama sumas de Sylvester de sus conjuntos de raices, como demostré J.J.
Sylvester en 1853. En primer término presentamos aqui una generalizacion de las sumas de
Sylvester para multiconjuntos de manera que sigue valiendo la relacién con los polinomios
subresultantes. En el caso en que los multiconjuntos tienen suficientes elementos distintos,
esta generalizacién es particularmente elegante ya que tiene el mismo aspecto que las su-
mas de Sylvester. Cuando no hay suficientes elementos distintos, nuestra generalizacion es
mas compleja ya que necesita introducir polinomios de Schur. Sin embargo cabe mencionar
que ejemplos previos parecen indicar que no se va a poder encontrar ninguna generaliza-
cion sencilla de las sumas de Sylvester para multiconjuntos arbitrarios. Nuestro enfoque
introduce un Lema de intercambio que permite interpolar ciertos polinomios simétricos en
distintos conjuntos de nodos. Obtenemos ademas maés aplicaciones naturales de este lema,
no sélo a otras propiedades de subresultantes sino también a construcciones relacionadas
con matrices de Bézout y bases de Grobner. Finalmente estudiamos completamente el
caso particular de dos polinomios con una sola raiz multiple cada uno y logramos probar
que las subresultantes son, en ese caso, un multiplo escalar de cierto polinomio de Jacobi,
médulo un cambio de variables afin. Esto permite obtener, via la ecuacién diferencial sa-
tisfecha por los polinomios de Jacobi, una cota optimal de complejidad para determinar
los coeficientes de una subresultante en la base monomial. De este modo logramos mejorar,
para esta clase de polinomios, las cotas de complejidad que existen para el cdlculo de una
subresultante de polinomios arbitrarios.

Palabras clave: Subresultantes, Sumas de Sylvester, Lema de intercambio, Polinomios
de Schur, Polinomios de Jacobi, Complejidad.



Formulas in roots for the subresultants

Abstract

The main objects of this thesis are the subresultant polynomials of two univariate
polynomials, which are, for simple-root polynomials, scalar multiples of what is known
today as Sylvester sums, as shown by J.J. Sylvester in 1853. First we present a genera-
lization of Sylvester sums for multisets so that the relationship with subresultants still
holds. In the case that the multisets have enough different elements, this generalization
is particularly elegant since it has the same shape as Sylvester sums. When there are not
enough different elements, our generalization is more complex since it needs to introduce
Schur polynomials. However it should be mentioned that previous examples seem to indi-
cate that it will not be possible to obtain any simple generalization of Sylvester sums for
arbitrary multisets. Our approach introduces an Ezchange lemma which allows to interpo-
late some symmetric polynomials in different sets of nodes. We also obtain other natural
applications of this lemma, not only concerning further properties of subresultants but
also other constructions related to Bézout matrices and Grobner bases. Finally we fully
study the particular case of two polynomials with only one multiple root each and prove
that their subresultants are scalar multiples of a certain Jacobi polynomial, modulo an
affine change of variables. This allows to obtain, using the differential equation satisfied
by Jacobi polynomials, an optimal complexity bound for determining the coefficients of a
subresultant in the monomial basis. In this way we improve, for this family of polynomials,
the existing complexity bounds for computing a subresultant of arbitrary polynomials.

Keywords: Subresultants, Sylvester’s sums, Exchange lemma, Schur polynomials, Jacobi
polynomials, Complexity.



Indice general

Introduccion 6
1. Preliminares: Subresultantes y Sumas de Sylvester 12
1.1. Subresultantes . . . . . . . . . . . ... 12
1.2. Sumas de Sylvester . . . . . . . .. 19

2. Lema de intercambio 23
2.1. Preliminar: interpolacién simétrica multivariada . . . . . . . . . . .. .. .. 23
2.2. Lema de intercambio . . . . . . . . ... o 25

3. Otra demostracion del Teorema 1.2.6 40
3.1. Suma simple de Sylvester y subresultante . . . . .. ... ... ... .... 40
3.2. Descripcién de las sumas dobles de Sylvester . . . . . ... ... ... ... 46
3.21. Elcasom+n>2d+1 . ... . . . .. ... 46

3.22. Elcasom+n<2d+1 . ... .. ... .. .. ... 47

4. Férmula cerrada en raices para la subresultante en el caso general 54
4.1. Extensién de la suma simple de Sylvester . . . . . . ... ... ... 54
4.1.1. El caso d suficientemente grande . . . . . . . ... ... ... .. 56

4.1.2. El caso general: d arbitrario . . . . . . . ... ... 58

4.2. Extensién de las sumas dobles de Sylvester . . . . ... ... ... ... .. 67

5. Otras aplicaciones del lema de intercambio 79
5.1. Subresultantes y el algoritmo de Euclides . . . . ... .. ... ....... 79
5.2. Matricesde Bézout . . . . . . . . . . ... 87
5.2.1. Preliminares . . . . . . . . . . . . . .. 87

5.2.2. Matrices de Bézout y el lema de intercambio . . . .. .. ... ... 90

5.3. Aplicacién a una base de Grobner . . . . ... ... 98
5.4. Fracciones simples . . . . . . .. .. L 101

6. Subresultantes de (zx —a)™ y (x — )" 103
6.1. Preliminares . . . . . . . . . . . . . e e e 103
6.2. Férmula en raices para este caso estructurado . . . . . . . . ... ... ... 107
6.3. Las subresultantes como polinomios de Jacobi . . . . . ... ... ... ... 113
Bibliografia 121



Introduccion

Los objetos principales de esta tesis son los polinomios subresultantes, que llamaremos
aqui subresultantes, de dos polinomios univariados con coeficientes en un dominio integro.
Estos son una generalizacién de la conocida resultante de dos polinomios, y fueron introdu-
cidas de manera implicita por C.G. Jacobi [Jac1836] y posteriormente de manera explicita
por J.J. Sylvester [Syl1839, Syl1840] bajo el nombre “prime derivative of the d-degree” (la
terminologia “subresultante” parece haber sido introducida por George Collins a fines de
los 60). Ver también [GaLu2003] para una descripcién histérica del tema.

Como es bien sabido, la resultante de dos polinomios es una expresién en los coefi-
cientes de éstos que determina cudndo son coprimos. Las subresultantes son polinomios
que determinan no solamente quién es exactamente el maximo comun divisor de los dos
polinomios, sino que ademéds describen toda la sucesién de restos en el algoritmo de Eu-
clides extendido, al dividir un polinomio por el otro. Estas construcciones tienen una gran
importancia algoritmica y proporcionan, por ejemplo, un método eficiente para el cdlculo
del méximo comun divisor y de la sucesion de restos.

Precisamente, sea R un dominio integro con cuerpo de fracciones K y sean f =
Soairt, g = % bz’ € Rz] dos polinomios de grados exactamente m y n, es de-
cir, tales que a,, # 0y b, # 0. Dado 0 < d < min{m,n} o d = min{m,n} si m # n, la
subresultante de orden d entre f y g estd definida como

m+n—2d
am - C g4l (n—d—1) " f ()
: : n—d
Sresq(f, g)(x) := det Im f m*{l(i) € Bla]
by - o bapi—(m_da-1) T g9(z)
: R
by, - ba+1 g9(z)

Aunque no resulta inmediato de la definicién, Sres;(f,g)(x) es un polinomio de grado
menor o igual que d, cuando es no nulo. El caso d = 0 se corresponde con la resultante
Res(f,g) € R y satisface Res(f,g) = 0 si, y s6lo si, f y g tienen un factor no trivial en
comun en K[z]. Generalizando esto, la sucesién de subresultantes

{Sresq(f,g)(x) : 0 <d <min{m,n} o d=min{m,n} si m # n},

nos da un multiplo no nulo del maximo comun divisor de f y ¢ para el minimo valor de
d para el cual Sresq(f,g)(z) # 0, y todas las subresultantes no nulas en esa sucesién se



corresponden con los restos sucesivos en el esquema de Euclides extendido. Esto se conoce
hoy como el “Fundamental Theorem of Polynomial Remainder Sequences”, el Teorema
1.1.5, demostrado independientemente en [Col1967, Cor.1.2] y [BrTr1971, Fund.Th.] (ver
también [GCL1992, Th.7.4]).

Una descripcién de la resultante que muestra bien que ésta se anula si, y sélo si, los
polinomios tienen una raiz en comtn en una clausura algebraica K de K, es la férmula de
Poisson ([Poil1802]) que para f = am(r—a1) - (x—am,), g = bp(x—pF1) -+ (2—Bn) € K[z]
con a,, # 0 # by, dice que

Res(f,9) = apbit [ (i —8)).
1<i<m
15j<n
Esta férmula representa una expansion en las raices de f y g de la resultante y resulta muy
util para entenderla mejor. Por ejemplo, con esta férmula es facil ver que si f =¢q-g+ 7,
entonces Res(f,g) = ARes(g,r) para algin A € K\{0}.

Para las subresultantes existen también tales expansiones en raices, las sumas de Syl-
vester introducidas también por él en [Syl1840b], pero sélo estédn definidas cuando los
polinomios f y/o g no tienen raices multiples: Sean A, B C K dos conjuntos con car-
dinales |A| = m y |B] = n. Para 0 < p < m, 0 < ¢ < n, la suma doble de Sylvester
Syl, (A, B)(7) esta definida por

R(A", B'YR(A\A’, B\B"\R(z, A') R(z, B'
5 ( ) R(A\A', B\B")R(z, A") R(z, B')

Sylp,q(A? B)(z) == R(A’, A\A")R(B', B\B')

€ Kzl
A'CA,B'CB
|A’|=p,|B’'|=q

donde R(Y, Z) := H (y — z) con la convenciéon R(Y,Z)=1siY =00 Z = 0.
yeY,zeZ
Estos son claramente polinomios de grado menor o igual que p + ¢ =: d. En los casos
p =00 g =0, las sumas suelen llamarse sumas simples:
R(A\A", B)YR(x, A)
S¥lao(d B)(w) = Y SR ¥ S4B = Y

A'CA B'cB
|A'|=d |B'|=d

R(A, B\B")R(z, B)
R(B',B\B)

Sylvester enuncié en [Syl1840b], y luego probé en [Syl1853], que dichas sumas pueden
interpretarse como una férmula de Poisson para las subresultantes ya que para

f=][e-ao v g=]]@-n),
a€cA BeB
y para d =p+q con 0 < d < min{m,n} o d = min{m,n} si m # n, se tiene
(—1)pm—d)
d
()

Sresq(f, g)(z) = Sylp,q(A’ B)(z), en Z[A, Blz],

y en particular
Sresa(f, g)(x) = (=1)"""Syly0(A, B)(x) = Sylg 4(A, B)(x). (1)
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Sin embargo estas relaciones tienen una limitacién: sélo tienen sentido si los polinomios
f v g (o al menos uno de los dos en el caso de las sumas simples) tienen raices simples, ya
que si no, no estan definidas, pues aparecen ceros en los denominadores, mientras que las
subresultantes estan definidas también para polinomios con raices multiples.

Cabe mencionar que la motivaciéon de Sylvester para obtener féormulas en términos
de las raices para las subresultantes no era probablemente la de presentar una “férmula
de Poisson”para las subresultantes, sino que se trataba de entender cémo funciona for-
malmente el método de Sturm para calcular la cantidad de raices reales de un polinomio
en un intervalo dado. Posteriormente las sumas de Sylvester abrieron la puerta a una
mayor flexibilidad para la evaluacién de las subresultantes: por ejemplo aparecen varias
férmulas ingeniosas para ello en [ApJo2006], y apareceran otras en esta tesis. Mas atin
tales férmulas también derivaron en interesantes conexiones entre las subresultantes y
otros conceptos conocidos y como consecuencia se encontraron nuevas aplicaciones, como
por ejemplo la obtenciéon de expresiones cerradas para problemas de interpolacién racio-
nal, como la interpolaciéon de Cauchy o el problema de interpolacién racional osculatoria
([BeLa2000], [DKS2015]). Las férmulas en raices pueden también ser itiles para analizar
el comportamiento de los coeficientes de las subresultantes sobre cuerpos finitos, lo que
contribuiria a la comprensién del funcionamiento del algoritmo de Euclides sobre dichos
cuerpos ([MaGal990]).

En esta tesis nos dedicamos a buscar féormulas para las subresultantes en términos
de las raices de los polinomios para el caso general, es decir, cuando se admiten raices
multiples. Este proyecto fue iniciado hace varios anos por Carlos D’Andrea, Teresa Krick y
Agnes Szanto, que obtuvieron por ejemplo distintas férmulas para las subresultantes como
determinantes que involucran matrices de Vandermonde y Wronskianas generalizadas en
las raices de los polinomios para el caso general ([DKS2013, Th.2.5]). También mostraron
una férmula expandida en raices muy intrincada para la subresultante de orden 1 en
el caso general que ejemplifica que no se puede esperar nada sencillo como respuesta a
nuestra pregunta. Para f = (z —a1)™ - (x —ap.)"™ y g = (& — f1)™ -+ (x — B5)™ con
a; # o, B # Be 'y para d = 1, obtienen en [DKS2013, Th.2.7]:

T

Sresa (£, 9)(@) = > (-1 (] M)gmmﬂ((m_ai)

=1 1<j<r
J#
1+k; —1+k,

kK, T K

[P S 1<j<r (Oéz aJ)Jlgégs(al ﬁe) +
ot ks =my — 1 JjF

i—1+k; —1+k,
() )

+ min{l,m; — 1} Z H (o —/.aj)kﬂ' H (a; _]ﬁg;)kwe) (2)

ki 4+ 4+ki+--- 1<i<r 1<¢<s

ot kpys=m; —2 JF1
Aqui avanzamos en este proyecto con resultados en dos direcciones distintas. La prime-
ra direccién consistié en tratar directamente el caso general y buscar una extension de
la definicién de la suma simple Syl, (A, B)(x) para multiconjuntos, esto es, admitiendo
repeticiones en los elementos de A y de B, que coincide con la definicién de suma simple



de Sylvester en el caso en que A y B son conjuntos, y que ademés satisface la relacién (1)
con la subresultante de orden d. En el Capitulo 4 se describen los resultados logrados
junto con Carlos D’Andrea, Teresa Krick y Agnes Szanto en [DKSV2017]. Primero obte-
nemos una elegante expresion para valores de d suficientemente grandes (especificados en
la Definicién 4.1.3) que llamamos suma de Sylvester miiltiple de los multiconjuntos A y B:

R(A\A, B\B")R(A\A", B\B")R(z, A')R(x, B')

SylMd70(Aa B)(x) = (—l)ml(m—d) Z Z
A'CA B'cB
A |=d=m’ |B|=m’

R(A, A\A"R(B',B\B')

Aqui Ay B son los respectivos conjuntos de elementos distintos de Ay B,y m’ := m—|A|.

Luego obtenemos una expresién mas compleja que involucra polinomios de Schur y ge-
neraliza esta definicién a todos los posibles valores de d (ver Definicién 4.1.9), y en el
Teorema 4.1.10 mostramos que de este modo obtenemos una férmula en raices para la
subresultante de dos polinomios arbitrarios. Con el programa Maple ([Map2016]) desa-
rrollamos un cédigo para computar estas férmulas y damos en ese capitulo un link de
acceso al archivo en donde estd escrito dicho cédigo. Cabe senialar que ejemplos previos,
como el de la iguadad (2), parecen indicar que no se va a poder encontrar ninguna gene-
ralizacion sencilla de las sumas de Sylvester para multiconjuntos arbitrarios. Al respecto
presenciamos una charla en la que Aviva Szpirglas presenté un trabajo realizado junto con
Marie-Frangoise Roy, en el que abordan este mismo problema pero su enfoque es igual de
complicado. El Capitulo 4 concluye con la Seccién 4.2, propia de esta tesis, que generaliza
la nocién de suma doble de Sylvester a multiconjuntos.

Para la construccién de las formulas del Capitulo 4 utilizamos la interpolacion simétrica
multivariada introducida por W.Y.Chen y J.D.Louck en [ChL01996], que dio lugar a una
identidad tan sorprendente como poderosa que llamamos lema de intercambio. E1 Capitulo
2 estd dedicado a presentar este lema en sus distintas versiones y generalizaciones. La
siguiente es una versién débil, pero de ella se derivan todas las generalizaciones:

Sea d > 0y sean A, B subconjuntos finitos de un cuerpo K, con |A| > dy |B| > d.
Sea X un conjunto de variables con | X| < |A| — d. Entonces

| gy RXA) n RX,B)
A/C%;V:CIR(A\A B) a4 B/c;sq:dR(A’B\B R BB

Este lema no sélo es la herramienta principal que aplicamos para poder definir la suma de
Sylvester mutiple, sino que ademaés nos permite reinterpretar algunos resultados conocidos
de un modo sencillo y natural. Por ejemplo reobtenemos el Teorema 1.2.6 que describe las
sumas de Sylvester en funcién de expresiones analogas a las subresultantes en la totalidad
de los posibles valores de p y ¢, es decir ain cuando d = p + ¢ no cae en el rango de la
definicién de la subresultante. Esto estd desarrollado en el Capitulo 3 y es, esencialmente,
el contenido del trabajo [KSV2017], realizado en colaboracién con Teresa Krick y Agnes
Szanto.

En el Capitulo 5, original de esta tesis, desarrollamos maés aplicaciones del lema de in-
tercambio a otras propiedades de las subresultantes y, mas atin, mostramos que dicho lema
no sélo tiene alcances dentro del marco de las subresultantes, sino que ademés se aplica a



otras construcciones que pueden resultar interesantes. En la Seccién 5.1 probamos el Teo-
rema 5.1.2 que generaliza el Fundamental Theorem of Polynomial Remainder Sequence,
mediante una construccién que llamamos subresultante multivariada (Definicién 5.1.1) que
nos ofrece més informacién que la subresultante univariada. En la Seccién 5.2 mostramos
una aplicacién a las llamadas matrices de Bézout (ligadas a las subresultantes) logrando
algunas reescrituras de sus coeficientes que permiten entender de manera maés natural al-
gunas de sus propiedades. La Seccién 5.3 presenta una aplicacién a la base de Grobner del
ideal de polinomios simétricos que se anulan en L4(B), donde para un conjunto B con n
elementos y 1 < d < n, L4(B) es el conjunto de las (n — d)-uplas formadas por elementos
distintos de B. El Capitulo 5 concluye con la Seccién 5.4 donde se muestra como puede
interpretarse mediante interpolacién simétrica la conocida escritura en fracciones simples
de un cociente de polinomios, y se generaliza a varias variables.

La segunda direcciéon que contempla esta tesis es el estudio del caso extremal en que los
dos polinomios tienen una sola raiz muiltiple cada uno, o sea f = (x — )™ y g = (x — 5)".
Este estudio, que se encuentra en el Capitulo 6, tiene un enfoque totalmente diferente al
anterior y utiliza una construccién que por ahora sélo aplica en este caso. La Seccién 6.2
refleja el contenido del trabajo [BDKSV2017] realizado conjuntamente con Alin Bostan,
Carlos D’Andrea, Teresa Krick y Agnes Szanto. Alli obtenemos una expresion para las
subresultantes Sresq((z — )™, (x — 8)")(z) cuando o # [ (ya que si @ = [ son todas
obviamente nulas) en la base de Bernstein

{w—a)(@— By :0<j<d} (3)

Miés precisamente, dados m,n € Ny 0 < d < min{m,n}, y dados a y [, elementos
distintos de un cuerpo K, se muestra en los Teoremas 6.2.1 y 6.2.2 que se tiene

S

Sresa((@ — @)™, (z — B)")(x) = (~1)) (@ = H=D=D S g (m,n, d)(z — ) (& — B, (4)

=0

donde los coeficientes go(m,n,d), ..., qqs(m,n,d) satisfacen

i—l N(im+n—2d+i—2)!
m—i—1)(n—1)! ’

z&

qo(m,n,d) =

d d+
(j) ( 7
T m—1\
)
Una observacion interesante es que dado que todos estos coeficientes son nimeros ente-
ros, ya que se obtienen como determinantes de ciertas matrices de Hankel que involucran
coeficientes binomiales, se pueden interpretar en cualquier caracteristica, y luego el re-
sultado vale para cuerpos de caracteristica arbitraria, con lo cual se puede en cada caso
determinar si estas subresultantes se anulan y qué grado tienen. En particular calculamos

también el coeficiente de grado d de Sresy((x — o)™, (x — 8)™)(z) y deducimos que si la
caracteristica de K es suficientemente grande, cada una de ellas tiene grado exactamente

d.

gj(m,n,d) = qo(m n,d) para 1<j<d.
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La Seccién 6.3, objeto de un trabajo en elaboracién con Alin Bostan, Teresa Krick y
Agnes Szanto, contintia el desarrollo de este caso estructurado y muestra el sorprendente
aunque aparentemente desconocido hecho que en este caso las subresultantes son de he-
cho multiplos escalares de los famosos polinomios de Jacobi, médulo un cambio afin de
variables.

Recordamos que la clasica familia de polinomios ortogonales conocida como polinomios
de Jacobi Pék’l)(:c) para d € Ny k,l € Z se puede definir por ejemplo por la férmula de
Rodrigues en un cuerpo de caracteristica distinta de 2:

_1)d d
(2 13! (-0t ta)

P () = [(1 et ;L«)lﬂ .

En el Teorema 6.3.1 se prueba el resultado siguiente:

Sresq((@ — @)™, (z = B)")(2) = APy (2—a—5) ,

08—«
donde

d . .
_ _ ay(m—d)(n—d)+d z'(m +n—d—1i— 1)'
A=(a=5) Hl m—im—i)

Observamos que de hecho esta descripcion es exactamente la descripcion en términos de
la base de Bernstein definida en (3) (y por lo tanto vale para cualquier caracteristica),
aunque la demostracién aqui es completamente independiente y autocontenida.

La identidad (5) implica, dada la ecuacién diferencial satisfecha por los polinomios de
Jacobi, que los coeficientes de Sresg((z—a)™, (x —5)")(x) satisfacen una recurrencia lineal
de segundo orden. Este es un hecho crucial que permite deducir que, para un cuerpo de
caracteristica 0 o suficientemente grande, se pueden determinar con complejidad aritmética
lineal los coeficientes de una de estas subresultantes en la base monomial. Esto siginifica
una complejidad éptima para el cdlculo de las subresultantes de esta familia estructurada
de polinomios, mas eficiente que el calculo de las subresultantes de polinomios arbitrarios
(Teorema 6.3.4).

Para llegar a esta conclusién, primero nos dimos cuenta de que la férmula (4) implica-
ba la recurrencia lineal satisfecha por los coeficientes de Sresq((z — «)™, (x — 5)")(z) en
la base monomial, utilizando una aproximacién computacional de “prediccién y prueba”,
con el programa Maple ([Map2016]). Al estudiar la ecuacién diferencial asociada a dicha
recurrencia, nos dimos cuenta de que tenia una base de soluciones formada por polinomios
de Jacobi. Logramos entonces producir una primera prueba de la relacién (5), a través
de identidades de funciones hipergeométricas, y finalmente pudimos encontrar la prueba
autocontenida y elemental que presentamos aqui. En conclusion, estos ultimos resultados
le deben mucho a una aproximacion matemaética experimental.

El Capitulo 1 trata de los preliminares generales de toda la tesis: presentamos las
subresultantes, las sumas de Sylvester y las relaciones conocidas entre ambos conceptos.
En cada uno de los capitulos siguientes se menciona cudles son los resultados que estan
comprendidos en trabajos publicados y cudles son propios de esta tesis.
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Capitulo 1

Preliminares: Subresultantes y
Sumas de Sylvester

Este capitulo preliminar presenta los objetos centrales a partir de los cuales se desarro-
lla esta tesis: la teoria clasica de subresultantes y la menos conocida de sumas de Sylvester,
mencionando la conexion entre ambas teorias que ya fue enunciada y luego presentada por
J.J. Sylvester en diversos trabajos que especificamos en cada seccion.

En la Seccion 1.1 nos dedicamos a presentar las subresultantes y en la Seccion 1.2 las
sumas de Sylvester y la relacién con las primeras.

1.1. Subresultantes

Las subresultantes constituyen una generalizacién de la conocida resultante de dos
polinomios univariados f y g con coeficientes en un cuerpo K. Es bien sabido que la
resultante nos da una condicién sobre los coeficientes de f y ¢ para saber cuando el grado
de su maximo comun divisor es exactamente 0, i.e. med(f, g) = 1. La subresultante es una
construccién que va mas alld con la informacién y nos determina cudl es el grado exacto
del méximo comin divisor med(f, g) y lo calcula, sin aplicar el algoritmo de Euclides. Las
resultantes y subresultantes fueron introducidas implicitamente por Jacobi ([Jac1836])
y explicitamente por Sylvester ([Syl1839], [Syl1840]). La resultante es un concepto muy
recurrente en varias ramas de la matematica y tiene una importancia algoritmica muy
reconocida actualmente. Las subresultantes, que generalizan la resultante, proporcionan,
entre otras cosas, un algoritmo eficiente para el cédlculo del maximo comun divisor de
dos polinomios ([Col1967], [BrTr1971]). En esta seccién haremos una exposicién tedrica
detallada inspirada en [Kri2017]. También puede verse [GaLu2003] para un desarrollo
histérico.

Definiciéon 1.1.1. Sean f = apz™ + -+ a9y g = bpax™ + -+ + by dos polinomios
con coeficientes en un cuerpo K (o eventualmente en un dominio integro con cuerpo de
fracciones K') de grados exactamente m y n respectivamente, es decir, a,, # 0y b, # 0.

El polinomio subresultante de orden d de f y g estd definido para 0 < d < min{m,n} o
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d = min{m,n} si m # n, como

m+n—2d
A - “t Ady1—(n—d—1) 2"~ f ()
) ~ o
Sresa(/,g) () = det|5—— s bd+1f?:_d_1> xm—é(ﬁg(x) ’
: S
b, - bat1 g(z)

donde los coeficientes eventualmente no definidos son 0.

A esta matriz que define la subresultante se la llama matriz de Sylvester. Veamos
algunos ejemplos sencillos.

Ejemplo 1.1.2.

(1) Si d =0, entonces Sresy(f, g)(x) = Res(f, g), la resultante de f y g.
(2) Sresy(f, g)(x) = a ™ L f sim < ny Sres,(f,g)(z) = b7 " Lgsin <m.

(3) Sean f = asz?+ar1x+ag = az(r—aq1)(z—0a9) y g = bz +b1z+by = ba(x—B1) (7 —Fa2).
Entonces

a2

Sresi (f, g)(xz) = det < by g > = azg —baf = asby((a1 — 1+ ag — o)z — (ag — B152)).

Observemos que Sres;(f,g)(z) =0 < a1 + o = 1 + P2 v a1ag = 152, es decir

(z —a1)(x —ag) = (x — B1)(x — B2), 0 sea, fy g tienen las mismas raices, que equivale a
gr(med(f, g)) = 2. Mientras que si sélo coincide una raiz, digamos as = (2 pero oy # fi,
tenemos que med(f,g) =z — ag y Res(f,g) = 0. Y resulta

0 # Sresi(f,9)(x) = agba((ar — 1)z — (a1 — Br)az) = azba(cx — Br)med(f, g).

Vamos ahora a enunciar y demostrar una de las propiedades fundamentales de las
subresultantes.

Teorema 1.1.3. Sea k := min{d : Sresy(f, g)(z) # 0}. Entonces

deg(med(f, g)) =k y Sresp(f,g)(x) = Amed(f, g),
para algin A € K\{0}.

Para demostrar este resultado presentamos la construccién que permite que aparezca
de modo natural la matriz de Sylvester. B
Nos gustaria considerar la transformacién lineal ®; definida por

Qy: Klr]lap—qg X K[z]cm—a — Klz]lcmin—a
(s,t) = sf+tg.
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Cuando d = 0, 50 es la conocida transformacion lineal entre dos espacios vectoriales de
la misma dimensiéon que define la matriz de Sylvester para la resultante. El problema
es que, cuando d > 0, ésta no es una transformacién lineal entre espacios vectoriales de
la misma dimension, ya que dimg(K[z|<p—g X K[x]<m—q) = m + n — 2d mientras que
dimg (K[| <min—da) = m + n — d. Para obtener una transformacién lineal entre espacios
de igual dimensién, descartamos los monomios de grado menor que d: escribamos h =
qpa(h) 2% + r,a(h), donde qua(h) y r,a(h) son respectivamente el cociente y el resto de
dividir a h por 2%, y notemos que gr(g,a(h)) < m +n — 2d cuando gr(h) < m +n —d. De
este modo corregimos la transformacion lineal ‘T)d y definimos ®4:

Dy : K[$]<n—d X K[$]<m—d — K[l‘]<m+n—2d
(5,1) = qea(sf+1tg).

Se tiene entonces que ®; es un isomorfismo si, y sélo si, su matriz en cualquier par de
bases es inversible. Considerando las bases candénicas ordenadas de K[x]<p—q X K[Z]|<m—d
y K[x]<mtn—24 respectivamente,

Bi= ((x"—d—l,o),...,(1,0),(0,xm—d—1),...,(0, 1)) y B = (xm+"—2d—1,...,1),

la matriz [®4] 5 de @4 en las bases B y B’ resulta ser

T T T T
[@alspr = | (2@ )] | - | [ea(N]pr | [gea(@™ " g)lsr | - | [aza(9)]sr
1 i \ 1
n—d m—d
[07%%% bn
am
= c K(m+n72d)><(m+n72d)'
bd bn m+n—2d
aq
ad_(n_d_l) e Qaq bd—(m—d—l) N e bd

Aqui otra vez, los coeficientes eventualmente no definidos son 0.

Definamos
Cd(fv g) = det([(I)d]B,B’) S K7

y supongamos por ahora que c4(f, g) # 0. En este caso ®4 es un isomorfismo y, por lo tanto,
existen unicos s,t € Kz| con gr(s) < n—dy gr(t) < m—d tales que q,a(s f+t g) = ci(f, 9).
En particular existen c4_1,...,cq € K tales que, para dichos s y ¢,

sf+tg=calf.g)z® +ci_1z '+ + o,

que tiene grado exactamente d. Trabajemos con ese polinomio s f + ¢ g de grado d.
Denotemos

s = Sn—d_1$n_d_1 R y t:tm_d_ll‘m_d_l ot
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Aplicando la regla de Cramer, dado que cq(f, g) = det([®4]s,5’), se tiene que la solucién

(Sn—d—1y--+s50s tm—d—1, - - - , to) del sistema lineal
Sp—d—1
0
S0
Q45,5 = :
[ ] ’ tm—d—1 0 ’
: ci(fs9)
to
satisface que s,,_q—k ¥ ty—d—k son los respectivos determinantes de la matriz [®,4]5 g donde
se reemplazé la columna k, respectivamente n —d + k, por (0,...,0,1)!. Pero notemos que
1 n—d—1 m—d
0 bn
A :
Sy 1 = det bn m+n—2d
Am
0| agr1—(n—d-2 - @at1 | bap1-(m—d—1) ba+1
1lagti-(n—a-1) --- ad ba—(m—d-1) bq
n—d—1 m—d
am. bn
Qm—1 Qm :
_ det bn m+n—2d—1
am
Ag41—(n—d—1) Od4l—(n—d—2) ag+1 | bay1—(m—d—1) ba+1
1 0 0 0 0 1
y asi para todas las columnas k. Por lo tanto,
s=sp_a12" T 4+ 50
n—d m—d
QA bn
= det Am bn m+n—2d—1 »
Adt1—(n—d—1) Adt+1 | bat1-(m—d-1) bat1
pndT 1 0 0 1
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t=tmg12™ T 4+ 1o

n—d m—d
(07999 bn
= det Am bn m+n—2d—-1 -
Adt1-(n—d—1) --- Gd+1 | bay1—(m-a—1) --- bdt1
0 .. 0 a1 o1 1

Finalmente, el polinomio s f + t g de grado d es

n—d m—d
A, by,
sf+tg=det am, : bn | m+n—2d—1 -
Ad41-(n—d—1) --- Gd+1 | biy1—(m-da—1) --- bdt1
It f . f " 1g . g 1

La subresultante de la Definicién 1.1.1 se define por medio de esta matriz, cuya trans-
puesta es la que llamamos matriz de Sylvester. Tomamos su transpuesta por razones
histéricas y por comodidad.

Propiedades de la subresultante y comentarios.

(1) El polinomio Sresy(f,g)(z) € K[x] estd definido para 0 < d < min{m,n} o d =
min{m,n} si m # n, independientemente de que c;4(f,g) sea 0 o no. Ademds su grado
es menor o igual que d. Lo probamos en la construccién cuando c4(f,g) # 0, pero en
general es facil verificar que los coeficientes de los monomios z¢*! hasta z™*"~9=1 son
nulos porque se corresponden con determinantes de matrices con dos filas repetidas. Al

coeficiente principal de la subresultante se lo llama la subresultante principal y se lo nota
PSresq(f,g). Esto es,

PSresq(f, g) := coeff ,a (Sresq(f, g)(z)) .

(2) Se tienen las siguientes relaciones:
= Sresy(f, g)(x) = (—1)m=D=dGres (g, £)(z).
» Sresy(af,bg)(x) = a"‘dbm_dSreSd(f, g)(z).

Ambas observaciones pueden verse de manera inmediata mediante operaciones fundamen-
tales en la matriz de Sylvester.
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(3) La identidad de Bézout: La subresultante satisface una identidad
Sresq(f,g)(x) =sf+tgcongr(s)<n—dygr(t)<m-—d,

ya que descomponiendo la tltima columna de la matriz de Sylvester como
(2791 .. 1,0,...,0)f4+(0,...,0,2™ %1 .. 1)g recuperamos facilmente los polinomios
syt.

Observemos en particular que Sresq(f, g)(z) € (f,g) = (mecd(f, g)) implica

med(f, g) | Sresq(f, g)(z) en K|z]. (1.1)

La identidad de Bézout tiene ademas una nocién de unicidad que se especifica en el si-
guiente resultado.

Proposicién 1.1.4. Sean Fy(f,g) y Ga(f,g) los polinomios de K|x] definidos por

m-+n—2d

Ay - . &d+17(n7d71) .’If"—d—l
§ n—d
Ay - Ad4-1 1
Fi(f,g) :=det ’
a(f,9) b, - bd+17(mfd*1) 0
: m—d
by - ba+1 0
m-+n—2d
A - T Q41— (n—d—1) 0
: n—d
Galf.q) = det Am - Ad+1 0
? bn bd“’l*(m*dil) Jj‘m_d_l
: : m—d
b, - bat1 1

Se tiene que Sresq(f, g)(x) = Fa(f,9) f + Ga(f,g)g. Ademds, si existen polinomios F y
G tales que deg(F) <n—d, deg(G) <m —d y F f + G g = Sresq(f,g)(x) # 0, entonces
F=Fy(f,9) yG=_Galf9)

Demostracion. La identidad Sresq(f, g)(z) = Fu(f,g9) f + Ga(f,g) g la observamos en (3).
Veamos la unicidad. Tenemos

Ff+ngsreSd(f>g)(x) :Fd(f’g)f—i_Gd(fag)g?

con lo cual

(F = Fa(f,9)f + (G~ Ga(f,9))g=0. (1.2)
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Si G — Gy(f,g) =0, entonces necesariamente F' — Fy(f,g) = 0 y termina la demostracién.
Supongamos que G — Gq4(f,g) # 0 y lleguemos a una contradiccién. Dividiendo en (1.2)
por med(f, g) resulta

(F — Fu(f.9)) —(G = Gal(f,9))

_F 9
med(f, g) med(f,g)

f g . .
Pero como 75 ¥ () SOn coprimos, necesariamente - d( 7 | G—Gq4(f,g). Con lo

cual, m — deg(med(f, g)) < deg(G — Gq4(f,g)) < m — d. Luego: d < deg(mcd(f,g)).
Por otro lado, por (1.1) tenemos que, si Sresq(f, g)(x) # 0, se tiene

deg(med(f, g)) < deg(Sresq(f,g)(x)) <d.

Esto implica necesariamente que Sresg(f,g)(x) = 0, lo cual contradice nuestra hipdtesis,
y asi queda probado el enunciado. O

Es fécil observar también que la identidad de (2) junto con la Proposicién 1.1.4 nos
permiten deducir

Ga(f.9) = (1) D=DEy(g, f). (1.3)

Estamos ahora en condiciones de probar el Teorema 1.1.3, que generaliza la propiedad
fundamental de la subresultante y el Ejemplo 1.1.2(3).

Demostracion del Teorema 1.1.3. Ya vimos en (1.1) que para todo d se tiene

ged(f, g) | Sresq(f, g)(x). También es inmediato verificar que existen tnicos s,t € K[z]| con
gr(s) <n—gr(med(f,g)) y gr(t) < m—gr(med(f,g)) tales que med(f,g) = s f+t g. Luego,
Dyr(med(f,g)) (8,t) = 1 tiene solucién tnica y por lo tanto gy (yeq(f,g)) €8 un isomorfismo.
Con lo cual cgp(med(f,g))(f59) # 0, lo que implica gr(med(f,g)) > k por la definicién de
k. O

Mads generalmente, el Teorema fundamental de la sucesion de restos polinomiales des-
cribe exactamente toda la sucesién de subresultantes Sres(f, g)(x),..., Sresq(f,g)(z) en
funcién de los sucesivos restos que se obtienen cuando se realiza el algoritmo de Euclides
para calcular med(f, g):

Teorema 1.1.5. (/Col1967, Th.1] [BrTr1971, Fund.Th.], [GCL1992, Th.7.4]) Sea K un
cuerpo y sean f,g € Klx]| con deg(f) = m < n := deg(g). Sea 0 < d < m od=m
sin > m, y supongamos que Ry = g,R; = f,..., R = cmcd(f,g), con ¢ € K\{0}, es
la sucesion de restos en el algoritmo de Euclides entre f y g, llamando r; = deg(R;). Se
tiene:

1. Sid <y, entonces Sresq(f,g)(x) = 0.
2. Sid > rg, entonces

/\sz(ﬂf) std= T
Sresq(f,9)(x) =< niRi(x) sid=ri—1—1
0 en otro caso ,

con \i,n; € K\{0}.
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En [GCL1992, Th.7.4] se especifican los escalares \; y ;. En el Capitulo 5 veremos
una generalizacién de este teorema.

También nos sera de gran utilidad el siguiente resultado conocido que se deduce, por
ejemplo, de los Lemas 7.7.4 y 7.7.6 en [Mis1993].

Proposicién 1.1.6. Sean K un cuerpo y f,g € K[x] de grados m y n respectivamente
y sea 0 < d < min{m,n} o d = min{m,n} si m # n, con PSresq(f,g)(x) # 0 (o
sea, deg(Sresq(f,g)(x)) = d). Si existen polinomios F,G € Klz| con deg(F) <n—d y
deg(G) < m — d tales que F f + G g es un polinomio no nulo con deg(F f + Gg) < d,
entonces existe A\ € K\{0} tal que

F f +Gg = ASresq(f, 9) ().

1.2. Sumas de Sylvester

La conocida férmula de Poisson para la resultante (c.f. [Poil802])

Res(f,g) = ap, H g(ai),

1<i<m

es una expresién para la resultante en términos de las raices de los polinomios. Dado
que la resultante es un caso particular de la subresultante, es natural preguntarse por una
férmula de Poisson méas general que corresponda a esta tltima. De esto se tratan las sumas
de Sylvester, introducidas también por él en [Syl1853]. Necesitamos antes de definirlas fijar
la siguiente notacién.

Notacién 1.2.1. Dados dos subconjuntos finitos no vacios A y B de un cuerpo K, notamos

R(A7B) = H (a_b)a

acA,beB
y definimos R(A,B)=1si A=0 o0 B=40.

La siguiente es una observacion muy sencilla, pero dado que la usaremos permanente-
mente, vamos a destacarla.

Observacién 1.2.2. Sean A y B subconjuntos de un cuerpo K, con |A| =my |B| =n.
Se tiene

1. R(A,B) = (~1)""R(B, A).
2. R(A,B)=0 < ANB#10.

Ahora podemos definir las sumas de Sylvester.
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Definicién 1.2.3. Sean A y B dos subconjuntos de un cuerpo K, con |A| = my |B| = n,
ysean 0 < p <m, 0 < g <n. Se define la suma doble de Sylvester como

R(z,A") R(x, B’)

L (A B = A B A\A', B\B’

¥4 B)) = D R B)RAAB\B) g (e
A'CA,B'CB
|A"|=p, |B'|=q

que es un polinomio en x de grado acotado por p + ¢ =: d. Cuando p = 0 o ¢ = 0,

las expresiones que resultan son llamadas sumas simples de Sylvester. Esto es, las sumas
simples de Sylvester son

SlA B = Y RAWB)LEE
A'CA,|A|=d ’
’ n R(z,B’)
Sylo,a(4, B)(z) = Z R(A,B\B )W-
B'CB,|B'|=d ’

Para los casos extremos las sumas dobles dan resultados sencillos:
Sylo,o(A, B)(x) = R(A, B),
Sylo(A, B)(z) = R(x, A),
Syly.n (A, B)(z) = R(z, B),
Syl (A, B)(z) = R(A, B)R(z, A)R(z, B).
Ademads es facil ver que Syl, (A, B)(z) = (—1)Pq+(m—P)(“_‘i’)Squ7p(B,A)(a;), trabajando

cuidadosamente con el signo via la Observacién 1.2.2.
En el trabajo de Sylvester se muestra la relacion entre ambas sumas simples:
Proposiciéon 1.2.4.
Sylgo(A, B)(x) = (=1)""DSyly 4(A, B)(x).
En el Capitulo 3 veremos que este resultado se puede obtener como consecuencia in-

mediata del lema de intercambio que presentamos en el Capitulo 2.

Vamos a relacionar ahora las sumas de Sylvester con las subresultantes. Dados dos
conjuntos A y B, con |A| = m y |B| = n, podemos asociarlos a los polinomios f(z) :=
R(z,A) y g(z) := R(x, B). De este modo, por ejemplo:

Sy]O,O(A’ B)(ﬂj’) = R(A7 B) = Res(f’g)v

Syl (A, B)(z) = R(z, A) = f,

Sy107n(A, B)(x) =R(z,B) =g,

S¥lnn(A, B)(x) = R(A, B)R(x, A)R(x, B) = Res(f,g) f g-

Sylvester enuncié en [Syl1840b], y luego probé en [Syl1853, Section I1], la siguiente relacién
entre subresultantes y sumas dobles.
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Teorema 1.2.5. Sean A y B subconjuntos de un cuerpo K, con |Al = m y |Bl =ny
sean f(x) := R(x,A) y g(z) == R(z,B). Sean 0 <p<m,0<qg<nyd:=p+gq, con
0 <d < min{m,n} od=min{m,n} si m # n. Entonces

Syl, (A, B)(x) = (—1)pona) (Z) Sresq(f, g)(x).

En particular
Sylao(A, B)(z) = (=1)""~DSresy(f, g)(x).

Mas en general, si f y g no son necesariamente ménicos, se tiene
apy i Sylg0(A4, B)(w) = (=1)"DSresa(f, g) (),

si f =anR(x,A) y g=0b,R(z,B). En efecto, asumiendo que vale para polinomios méni-
cos, y llamando f = R(x,A) y g = R(x, B), se tiene

Sresq(f, 9)(x) = Sresg(amf,bng)(x) = al b~ Sresy(f, ) (x)
= (1) Um=Dgn-dpn=dsyl, (A, B)(z).

El resultado del Teorema 1.2.5 también puede encontrarse en [LaPr2003], [DHKS2007] y
[RoSz2011]. Este teorema es el que nos dice que las sumas de Sylvester pueden verse como
una generalizacion de la férmula de Poisson para la resultante. Nos brinda justamente
una férmula para la subresultante en términos de las raices de los polinomios. Hay, sin
embargo, una gran limitacién. Hemos partido de dos conjuntos A y B y asociamos a ellos
los polinomios R(z, A) y R(z, B), que en particular tienen raices simples. Sin embargo,
Sresq(f, g)(x) esta definida independientemente de la multiplicidad de las raices de los
polinomios, pues la definicién depende de sus coeficientes, mientras que las sumas de Syl-
vester (simples o dobles) sélo estdn definidas para conjuntos (sin elementos repetidos). En
el Capitulo 4 extenderemos las sumas de Sylvester para abarcar el caso general.

En trabajos més recientes se logré obtener la descripcién completa de Syl, (A, B)(x)
para todos los casos posibles de 0 < p<my 0 <gq < n:

Teorema 1.2.6. ([DHKS2009, Main Th. 1], [KrSz2012, Th. 1]) Sean A y B subconjuntos
de un cuerpo K con |A| =m y |B| =n, tales quel <m <n. Sean0<p<my0<qg<n
yseand:=p+qyk:=m+n—d—1. 5 f=R(x,A) yg=R(x,B) se tiene

(1) (B)Sresq( £, 9) ) posdsmom=d<n
0 sim<d<n-—1
o (~1) D Omtn=1) () ¢ sim<d=n—1
Moal b BXD =8 o (L F ) RGg) £ (F)GulFo) o)
— ()7 (L )Swes(f.g) — (S Fulfig) £) sin<d<mtn-1
Res(f,9) fg sa=m+n,

donde 0 := (d—m)(n —q) +d—n—1 y donde Fi(f,q) y Gr(f,g) son los coeficientes
polinomiales de f y g en la identidad de the Bézout descriptos en la Proposicion 1.1.4.
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Observemos que el Teorema 1.2.6, si bien estd enunciado para m < n, en efecto da
la descripcién completa de Syl, ,(A, B)(x) en términos de Sresy(f,g)(z) y de Fi(f,9) v
Gr(f, g) para todo valor de m y n, debido a las simetrias

S5l o(A, B) () = (~Lyr Pyl (B, 4)(a),
Sresq(f,9)(x) = (—1)m=D=Dgres (g, (),

que ya hemos observado.

En el Capitulo 3 demostraremos el Teorema 1.2.6 usando técnicas de interpolacion y
el lema de intercambio del Capitulo 2.
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Capitulo 2

Lema de intercambio

En este capitulo presentamos la identidad llamada lema de intercambio que serd el
ingrediente principal en las construcciones que veremos en los Capitulos 3, 4 y 5.

En la Seccién 2.1 presentamos los lineamientos generales de la interpolacion simétrica
multivariada, desarrollada por W. Chen y J. Louck, que es el marco tedrico en donde se
desarrolla el lema de intercambio. En la Seccién 2.2 presentamos el lema de intercambio en
sus diferentes versiones y generalizaciones. Este lema y algunas de sus variantes se encuen-
tran en el trabajo [DKSV2017], aceptado para su presentacién en el congreso MEGA2017,
realizado junto con Carlos D’Andrea, Teresa Krick y Agnes Szanto. Una versién ante-
rior del lema, mas débil, se encuentra en el trabajo publicado [KSV2017], realizado junto
con Teresa Krick y Agnes Szanto. Otras generalizaciones y observaciones son resultados
originales de esta tesis. En la Seccion 2.2 lo especificamos para cada resultado.

2.1. Preliminar: interpolacién simétrica multivariada

El problema de interpolacion de Lagrange consiste en explicitar el tinico polinomio
de grado menor o igual que n — 1 que toma determinados valores en n puntos dados.
Concretamente se tiene:

Proposicién 2.1.1. Sean K un cuerpo y n € N. Sea A = {ay,...,an} un subconjunto
de K y sean fBi,...,8n € K, no necesariamente distintos. Existe un dnico polinomio
f € Klz], nulo o de grado menor o igual que n — 1, tal que f(oy) = B;, para 1 < i < n,

siendo
fla)= 3 g amal =0

1<i<n Hj;éi(ai — )

Hj;éi(x_aj) ) i<n
{Hj#i(ai_aj) hers }’

se lo llama una base de Lagrange, pues cualquier polinomio f € K[x] nulo o de grado

Mds aiun, al conjunto
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menor o igual que n — 1 se escribe de forma dnica como

fa)= Y o )

S [1ziei —aj)

Vamos a trabajar con la generalizacion de este resultado a polinomios de mas de
una variable. Consideraremos un espacio vectorial adecuado de polinomios y una base
conveniente de dicho espacio. Esta construccién es la llamada interpolacién simétrica de
Lagrange que fue introducida por W. Chen y J. Louck en [ChL01996, Th.2.1]. En dicho
articulo se describe una base de interpolacion de Lagrange para polinomios simétricos
en varias variables que especificamos més abajo en la Proposicién 2.1.4. Para precisar la
interpolacion simétrica introducimos la siguiente notacién.

Notacién 2.1.2. Notamos por S 4 al K-espacio vectorial formado por todos los poli-
nomios simétricos h en ¢ variables z1, ..., z, de multigrado acotado por (d,...,d), i.e. tal
que deg,. (h) < d para 1 <i < £ (sin una cota especifica para el grado total de h). En caso
que haya ambigiiedad y sea necesario explicitar el cuerpo, escribiremos S 4)(K).

El siguiente lema nos ayuda a entender la estructura del espacio S q).
Lema 2.1.3. dimg (S(q) = (“7%).

Demostracion. Por el teorema fundamental de los polinomios simétricos elementales sa-
bemos que el espacio de polinomios simétricos en ¢-variables estd generado, como algebra,
por los polinomios simétricos elementales

61(I1,...,$€):$1+-..+ﬂj€,...,€€($1,...,1}€):x1...$£’

que son, en particular, polinomios homogéneos de grado 1 en cada variable ;. Por lo tanto,

cada polinomio simétrico h de multigrado acotado por (d, ..., d) puede escribirse de forma
Unica como
h = aneflzl el
a
con |a| :=aj; + -+ ay < d. Asi, h es un polinomio en ey,...,e; de grado total acotado
por d; y es conocido que el espacio de tales polinomios tiene dimensién (Ztld). O

Ahora podemos explicitar la base adecuada con la que vamos a trabajar y enunciar el
resultado de escritura unica en Sy 4) que generaliza el caso de una variable. A los efectos
de simplificar la escritura, llamaremos m := £ + d, de modo que escribiremos S(,,_q.4)
que tiene dimensién (7). Recordemos ademés la definicién de R(A, B) introducida en la
Notacion 1.2.1.

Proposicién 2.1.4. ([ChLo1996, Th.2.1]) Sean 0 < d < m —1y X := (z1,...,Tm—d)-
Dado A ={ay,...,an}, el conjunto

A={R(X,A"); A Cc A|A'| =d} C Sin_aa)
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es una base de S(y_q.q). Mds ain, cualquier polinomio hX) € Sim—d,ay se escribe de
forma inica como

PO = X mAW)
A'CA,|Al=d ’

donde h(A\A') :== h(a;y, ..., o, _,), con ANA" ={,,..., 05, _,}.

Demostracion. Como hay exactamente (Tg) = dimg (S(m—d,q4)) elementos en A, basta pro-
bar que son linealmente independientes. Supongamos

> caR(X,A) =0

A/CA|A|=d
Para cada subconjunto {cy,, ..., o, ,} C A, sievaluamoslasumaenz; = ay,,...,Tm-q =
«;, _,, cada término de ella se anula, excepto para A" := A\{w,,...,q; _,}, en el que se

obtiene c4R(A\A’, A"). Dado que R(A\A', A’) # 0, resulta necesariamente que c4 = 0,
y esto prueba la independencia lineal.

La segunda afirmacién se deduce del hecho que h(X) € S(;,—q4) se escribe univoca-
mente en la base A, y sus coordenadas estdn univocamente definidas por las evaluaciones
en cada {a;,,..., 0 _,} CA. O

W. Chen y J. Louck usan este resultado en su articulo para obtener identidades que
involucran polinomios simétricos generalizando, por ejemplo, la siguiente identidad polino-
mial para un conjunto finito A = {a1,...,a;,} contenido en un cuerpo K, y un conjunto
finito de variables X = {z1...,Zm_q}:

I, (T — )
X1 Typed = Z ( H Otj) z;€X,a; €A\ i .

i — o
A'CA|Al=d o ¢ A HoajeéA’yoéieA’( J i)

En el marco de la interpolacién simétrica, A. Lascoux probd en [Las, Lem.Rtl] la
siguiente identidad: Dados A y B subconjuntos finitos de un cuerpo K, con |[A| = m y
|B| = d, tales que m > d. Si X = (z1,...,%m—d), se tiene

A/C%/dR(A\A” B)m — R(X, B). (2.1)

En la siguiente seccién veremos que el lema de intercambio que alli presentamos generaliza
esta identidad.

2.2. Lema de intercambio

El lema de intercambio (exchange lemma), es una de las férmulas principales obtenidas
en esta tesis y de la que derivamos numerosas aplicaciones. Es una identidad tan sencilla
como sorprendente y que generaliza en particular la identidad (2.1) de Lascoux. Al hablar
del lema de intercambio vamos a referirnos al Teorema 2.2.2 méas abajo, pero daremos
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también otras férmulas, algunas més generales, que pueden verse como diferentes versiones
del mismo resultado. El siguiente lema brinda la identidad a partir de la cual se derivan
todas las otras y puede ser considerado como una versién débil del lema de intercambio.

Lema 2.2.1. ([KSV2017, Lemma 3.1]) Sea A un subconjunto de un cuerpo K, con |A| =
m, y sean 0 < d < m y X un conjunto de variables tal que |X| < m — d. Sea B otro
subcongunto finito de K tal que |B| > d. Entonces

/gy RXA) n_RX B)
A/cAz,l;él’dR(A\A ’B)R(A\A/’ A B’CBZJ:3'|dR(A’ P )R(B/’ B\B')’

Demostracién. Supongamos primero que |X| = m — d. Notemos que, por la Proposicién
2.1.4, el polinomio h(X) € S(;;,_q,4) del miembro izquierdo de la igualdad es el tinico poli-
nomio simétrico de ese espacio que satisface las (") condiciones h(A\A') = R(A\A4', B).
Dado que el polinomio del miembro derecho de la igualdad también pertenece al espacio
S(m—-d,d), basta probar que especializa lo mismo. Esto es

! 'R,(A\A/,B') o / / o
> R(A,B\B )772(3/,3\3/) =R(A\A, B), VA C A,|A| =d.
B'CB,|B’|=d
Pero
nRA\A, B') , / / n R(A\A', B')
B'CB,|B’|=d B'CB,|B'|=d

, R(A", B\B'
B'CB,|B’|=d

Consideremos para Y, un conjunto de variables con |Y| = d, el polinomio

R(Y, B\B')
() = Z R(B', B\B') € S(d’|B|*d)‘
B/CB,|B'|=d ’

De nuevo, por la Proposicién 2.1.4, éste es el unico polinomio de S(g,p|—q) que satisface
las ('g') condiciones W(B') = 1, VB’ C B, |B'| = d, por lo que ¥ = 1. En particular
U(A") =1, lo cual prueba lo que queremos.

El caso |X| < m — d se obtiene simplemente tomando coeficientes. Escribamos X =
(x1,...,2), con r < m —d y completemos a m — d variables con X’ = (Zy41,...,Tm—d)-
Entonces vimos que

R(XUX' A R(XUX', B
R(A\A',B)——— 11—/ — R(A.B\B Y22 222 )
Z (A\A, B) R(A\A', A" Z (4, B\B') R(B',B\B')
A'CA|A|=d B'CB,|B'|=d

La igualdad que buscamos se obtiene igualando el coeficiente de J:ff 1 xg% 4 de ambos
miembros de esta igualdad. O
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Notemos que en el caso particular |[B| =dy | X| =m — d, el Lema 2.2.1 dice

/ R(X,A)
ot TN DRl = R

que es exactamente la identidad (2.1). En el trabajo [Las, Lem.Rt1], A. Lascoux prueba
dicha identidad usando funciones de Schur y no parece posible derivar nuestro lema a
partir de tal resultado.

Antes de presentar identidades mas generales de este lema tratemos de comprender su
significado. Si bien se trata de una identidad de polinomios cuya demostracién es bastante
elemental, es una igualdad que resulta sorprendente y sus implicancias no son triviales
aun en el caso de una variable. Miremos algunos casos particulares.

Para expresiones del tipo A\{a}, AU{B} y R({a}, B), vamos a escribir respectivamente
A\a, AUB y R(a, B), para no recargar la notaciéon. Consideremos el caso de una variable,
es decir, tomemos | X| = 1 en el Lema 2.2.1. Supongamos ademés d = m—1 = |B|. Aqui la
igualdad es inmediata, pues consiste en

Rz, A\a) .
;Ra B) Rl A\a) = R(x, B),

que es exactamente la escritura tnica del polinomio R(z, B) mediante la interpolacién de
Lagrange, es decir, la Proposiciéon 2.1.1. Esta es, ademés, la identidad (2.1) de Lascoux
para el caso d = m — 1. Siguiendo en el caso de una variable y d = m — 1, también es
sencillo entender la identidad cuando |B| = m. Aqui el Lema 2.2.1 dice

2Rl Z iiii 2 R i;é\?i

acA pseB

Llamemos f(x) := R(z,A), g(z) := R(x, B) y h(z) al polinomio de la igualdad. Mirando
la escritura de h en el miembro izquierdo, tenemos que h es el inico polinomio de grado
menor o igual que m — 1 tal que h(a) = g(«), para todo a € A. Equivalentemente, h es
el tnico polinomio de grado menor o igual que m — 1 que es congruente a g maodulo f.
Andlogamente, mirando la escritura del lado derecho, resulta que h es el Gnico polinomio
de grado menor o igual que m — 1 tal que h(B) = (—1)"t(m=Df(B) = —f(B), para
todo B € B. Esto es, h es el unico polinomio de grado menor o igual que m — 1 que es
congruente a —f mddulo g. De modo que el lema dice que, para deg(h) < m — 1, se tiene:
h = g(méd f) <= h = —f(mdd g). Esta equivalencia de hecho es inmediata por las
condiciones en las que estamos: f y g son ménicos y de igual grado. Mas atn, resulta que
h = g — f. También es ficil ver que podemos deducir la identidad del caso |B| = m — 1
a partir del caso |B| = m. En efecto, si consideramos B = B’ U fy, con |B'| = m — 1,
tenemos

o B U ) R@ AN z, (B U £o)\B)
%R PR, D) BG;JBORM R((B'U Bo)\B, B)’
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y si tomamos a ambos lados el coeficiente de Sy (o bien derivamos respecto a f), se
recupera facilmente la identidad del caso |B| = m — 1, con B’ en lugar de B.

Cuando |B| > m, ain siguiendo en el caso de una variable, la igualdad del lema ya no
puede leerse en términos de interpolacién de Lagrange y su significado no es inmediato.

Podemos dar una escritura del Lema 2.2.1 con una notacién maés simétrica y quizas
mas natural, independizandonos de la perspectiva de la interpolacion. En las condiciones
de dicho lema se tiene

Z R(A2, B)R(X, Ay) _ Z R(A, Bo)R(X, By) (2.2)
A1UA2:A R<A27 Al) B1UBs=B R(B17 BQ)
|A1]|=d,|Az[=m—d |B1|=d, | B2|=|B|—d

Esta notacién es la que usaremos en el lema de intercambio, que es el teorema siguiente,
el central de este capitulo. Extiende el Lema 2.2.1 relajando la hipdtesis sobre | X| y no
impone condiciones sobre |B|.

Teorema 2.2.2. [Lema de intercambio/([DKSV2017, Lemma 2.4]) Sea d > 0. Sean A y
B subconjuntos finitos de un cuerpo K con |A| > d y sea X un conjunto de variables con
|X| <|A| + |B| — 2d. Entonces

1. Si|B| > d, se tiene

3 R(A2, B)R(X, A1) _ 3 R(A, B2)R(X, By)
A1UAz=A R(Az, A1) BOBa=B R(Bi, Bs)
|A1|=d,|A2|=|A|—d |Bi|=d, | B2|=|B|—d

2. Si |B| <d, se tiene

Z R(A2, B)R(X, A1)

=0.
R(Az, A1)

A1UA=A
[A1|=d, |Az|=|A|—d

Demostracion. (1) Cuando |B| > d, si | X| < |A| — d, estamos en las condiciones del Lema
2.2.1, o més explicitamente, la igualdad (2.2), usando la escritura simétrica; con lo cual,
la igualdad es cierta.

Supongamos ahora que |B| > dy | X| > |A|—d. Llamemos r := | X |—(|A| —d) y escribamos
X=YUZ, conY = (x1, - ,24-q) Y Z = (Z|A|=d+1," " »¥r). Definimos

hY,Z) = 3 R(Az,B)%%(j, ﬁl)R(Z, Al)’
A1UA=A ( 25 1)
|A1|=d,|A2|=|A|—d
y R(A, By)R(Y, B1)R(Z, B1)
g(K Z) = Z » D2 y D1 , D1 ‘
B1UBs=B R(B17B2)

|B1|=d, | Bz|=|B|—d
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Queremos ver entonces que h = g y para esto consideramos g, h € K(Z)[Y], i.e. miramos
a dichos polinomios con coeficientes en el cuerpo K(Z) y en las variables Y. Ambos
polinomios son simétricos en Y y tienen multigrado en Y acotado por d. Esto es, h,g €
Sn—d,d(K(Z)). Por la Proposicién 2.1.4, basta probar que h(As, Z) = g(A2, Z), para todo
As C A con |Ay| = |A| — d. Claramente, dado un tal Ay, h(Az, Z) = R(As, B)YR(Z, A1),
donde A; := A\ Ay. Calculemos g(Asg, Z):

R(A, B2)R(A2, B1)R(Z, B1)

9(A2,Z) = >

B1UBs=B R(BlaBQ)
|B1|=d, | Bz|=|B|—d
R(Ah BZ)R(Z, Bl)
= R(A2, B) Z R(By. Ba) ]

B1UBs=B
| B1|=d, | B2|=|B|-d

Luego, basta ver que

> RUALBIR(ZBY) _ o741y

B1UBy=B R(B1, B)

|B1|=d, | B2|=|B|—d
Pero esto es cierto de nuevo por (2.2), tomando B en lugar de A, A; en lugar de By Z en
lugar de X. En efecto, la hip6tesis que necesitamos se cumple, pues |Z] = | X|— (J4| —d) <
|B| — d; y ademds, en este caso, el inico subconjunto de A; de cardinal d es el mismo A;.

(2) Cuando |B| < d, el truco consiste en agrandar B agregando variables Y, de modo que
|BUY| =d. Digamos Y = (y1,--- ,ys), con s = d—|B|. Aplicando el item previo, tenemos
Z R(A2, B)R(X, A1) _
R(Az, Ay)

A1UAs=A
|A1|=d,|A2|=|A|-d

5 R(As, BUY)R(X, A;)

—(_ (|A]—d)s B _
(1) Coeﬁy\lAl d_ Al R(Az, Ar)

AjUA=A
|A1|=d,|A2|=|A|-d

= (—1)UAl=Ds coeff aj-a_ ja-a R(X,BUY)=0,
1 s

dado que, en este caso, la hipétesis |X| < |A| 4+ |B| — 2d junto con |B| < d, implica que
|X| < |A| —d, y por lo tanto no hay coeficiente en los y; de grado |A| — d. O

La siguiente es una observacién original de esta tesis.

Observacion 2.2.3. La cota | X| < |A|+|B|—2d en el Teorema 2.2.2, cuando |A4|, |B| > d,
es 6ptima. En efecto, si | X| > |A|+|B|—2d, escribamos X = Y{UY>2UZ con |Y;| = |A|—d,
|Ya| = |B| —dy Z # 0. Asi, definiendo

Z R(Az2, B)R(Y1, A1)R(Y2, A1)R(Z, A1)
R(Ag, Ay) ’

h(Y1,Y2,Z) =

A1UA=A
|A1|=d,|A2|=|A|-d
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3 R(A, By)R(Y1, B)R(Ya, B1)R(Z, By)

g(YhYQvZ): R(Bl BQ) )

B1UB>=B
|Bi|=d, | Bz2|=|B|—d
la igualdad del enunciado se satisface si, y solo si, lo hace en todas las especializaciones
Y1 = Az C A, con |Ay| = |A|—dy Yo = By C B, con |By| = |B| —d. Luego de una sencilla
operatoria, la condicion que resulta es

R(Z, A1) = +R(Z, By)

para todos A1 C A, |Bi| C B, con |A;| = |Bi| = d, que claramente no se cumple en
general.

El Teorema 2.2.2 puede tener una interpretacion incluso mas simétrica y de sencilla
formulacién si pensamos a X como un conjunto de elementos y no de variables, y le damos
un rol simétrico al de B. Enunciaremos esta observacién olviddndonos del signo, lo cual
facilita la comprension. Esta observacion también es original de esta tesis.

Observacion 2.2.4. Sean A, B y C' subconjuntos finitos de un cuerpo K, y sean p,q > 0
con |A| = p + ¢. Entonces

R(BlvA)R(BQaC) .
+ Z si|Bl+p>|C|l+q
BiUB>=B R(B1, Bs)
Z R(A1, B)R(A,0) B |B1|=|B|—q,|Bz2|=q
R(A1,4Az) R(Cy, AYR(Cy, B
A1UA=A ; s .
AL 1= Az =a + > ( 712(0) é )2 ) |Bl +p < [C| +4q,
CLUC,=C 152
|C1]=|C|=p,|C2|=p

donde, por convencién, la suma es 0 si alguno de los subconjuntos que la indexa tiene
cardinal negativo.

Demostracion. Es inmediato aplicando el Teorema 2.2.2 tomando X = C' en el primer
casoy X = By B = C en el segundo. O

Esta observacion nos dice que la suma del miembro izquierdo siempre puede reescribir-
se indexada en subconjuntos de otro conjunto. No se pide ninguna hipétesis al respecto.
Y de hecho, en el caso |B| 4+ p = |C| + q, se puede indexar en subconjuntos de cualquiera
de los tres conjuntos. La posibilidad de cambiar los subconjuntos a través de los cuales
tenemos escrita la suma nos serd de gran utilidad por el hecho que mientras el conjunto
involucrado aparezca sélo en el numerador, podra ser reemplazado por un multiconjunto,
esto es, podra tener elementos repetidos y la expresion seguird teniendo sentido. Asi, por
ejemplo, si bien la expresion de la izquierda de la Observacién 2.2.4 no tiene sentido si A
es un multiconjunto, pues se anularian algunos denominadores, si lo tiene cualquiera de las
otras dos. Es un método para, por ejemplo, cambiar los roles de los conjuntos para permi-
tir elementos repetidos en algunos de ellos. En los Capitulos 4 y 5 explotaremos este hecho.

Ahora presentaremos una extension, original de esta tesis, del Teorema 2.2.2 a mayor
cantidad de conjuntos de variables.
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Teorema 2.2.5. Sean p,q > 0 y d:=p+q. Sean A, B C K finitos con |A| > d, y sean
X y Y dos conjuntos de variables tales que

| X| <[A[+[B|—d—p, [Y]<|A|+|B]-d—q.
Entonces
1. Si|B| > d, se tiene

Z R(As, B)R(Y, A2)R(X, A1)
R(As, A1)R(As, A2)R(A1, A2)

AjUAUA3=A
|A1]=p,|A2|=g,|As|=|A|-d

B > R(A, Bs)R(Y, Ba)R(X, B1)
B R(B1, B2)R(B1, B3)R (B2, B3)’

B1UBsUB3=B
|B1|=p, |B2|=4, |Bs|=|B|—d

2. Si|B| < d, se tiene

Z R(A?n B)R(Y’ AQ)R(Xv Al)
R(As, A1)R (A3, A2)R(A1, Ag)

= 0.
A1UA2UA3=A
|A1]|=p,|A2|=q,|As|=|A|-d

Demostracion. La suma del miembro izquierdo de la igualdad puede reescribirse como

R(A3, B)R(Y, A2)R(X, A1)
2 2. R(A3, A R(A, A3)

AsUA'=A AjUAz=A'
[A2|=q, |A’|=|A|—q |A1|=p,|As|=|A|-d

_ 5 R(Y, As) S R(As, BYR(X, A;)

!
ApUA'=A R(A', A2) A UAz=A/ R(4s, A1)
|Az|=gq, |A'|=|A|—q |A1|=p, |As|=|A|-d
R(Y, A2) R(A", BYR(X, By)
_ 2.
X Ry > R(B1, B)) (2:3)
AsUA'=A B1UB'=B
|[Az2|=q,|A'|=|A|—q |B1l=p,|B'|=|B|-p
_ 3 R(X, B1) 3 R(A', B)R(Y, Ag)
o R(B1, B') R(A", Ag)
BiUB'=B AQUA/ = A
|Bi|=p, |B'|=|B|-p |Az2|=q,|A'|=|A|—q
_ Z R(X, By) Z R(A, B3)R(Y, Ba) (2.4)
s .
B1UB'=B R(By, BY) ByUB3=DB' R(B2, Bs)
|Bi|=p, |B'|=|B|-p | B2|=q, |B3|=|B|-d
_ Z R(A, Bg)R(Y, BQ)R(X, Bl)

B1UB2UB3=B R(Bl7B2)R(B17 B3)R(BQ,B3) ’

|Bl|:p7|B2‘:q7|B3|:|Blid
donde la igualdad (2.3) es el Teorema 2.2.2 aplicado a A’, B 'y X, dado que | X| < |A] +
|B| —d —p = |A’| + |B| — 2p; y la igualdad (2.4) es el mismo teorema aplicado a A, B’
y Y, dado que |Y| < |[A| 4+ |B| —d — ¢ = |A| + | B’| — 2q. Esto prueba (1) para |[B| > d.
Cuando |B| < d, se obtiene 0, también por el mismo teorema. O
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Observemos que el Teorema, 2.2.5 extiende el Teorema 2.2.2, pues este 1ltimo es el caso
g = 0 del primero.

Asi como lo hicimos en la Observacién 2.2.4, el Teorema 2.2.5 también puede tener una
interpretacion simétrica y sencilla en términos de conjuntos como lo vemos en la siguiente
observacion.

Observaciéon 2.2.6. Sean A, B, C' y D subconjuntos finitos de un cuerpo K, y sean
p,q,7 >0 con |A| =p+ q+r. Sea m = max{|B| + p, |C| + ¢, |D| + r}. Entonces

3 R(A1, B)R(Az, C)R(As, D)
Mo R(AL A2)R(Ar, A3)R(As, A3)
[A1]|=p;|Az|=q,|As|=r

R(B1, A)R(B2,C)R(Bs, D) .
+ sim=|B|+p
BluBgzuB3:A R(Bi, B2)R(B1, B3)R(Ba, Bs)
| B1|=|B|—g—r,|Bz2|=g,| Bs|=r
R(C1, AYR(Cq, B)R(C5, D) .
+ sim=|C|+q
= C’1UC§C3:C R(Cl,CQ)R(ChC;g)R(CQ,Cg)
|C1|=IC|—p—r,|Ca|=p,|Cs]=r
R(DlaA)R(D27B)R(B3aC) .
+ sim=|D|+r,
DLUDLT DD R(D1, D2)R(D1, D3)R(D2, D3)
|D1|=|D|—p—q,|C2|=p,|C3|=¢

donde la suma es 0 si alguno de los subconjuntos que la indexa tiene cardinal negativo.

Demostracion. Es inmediato aplicando el Teorema 2.2.5 tomando Y =C' y X = D en el
primer caso y analogamente en los otros dos. O

Queda claro que, con un proceso inductivo, se podria incluso extender el Teorema 2.2.5
y la Observacién 2.2.6 a una cantidad arbitraria de conjuntos de variables.

Algunas de estas identidades tienen una interpretacion interesante en ciertos casos
particulares. Precisamente, el Teorema 2.2.2 (1) y el Teorema 2.2.5 (1), para el caso |B| =
d, pueden verse como un proceso de agregar en la expresién un conjunto superfluo A
suficientemente grande mostrando, en particular, que la suma no depende de A, sino sélo
de su tamano:

Observacion 2.2.7. Sean B un subconjunto finito de un cuerpo K y X un conjunto de
variables.

1. Si A es otro subconjunto de K con |A| > |B| + | X|, entonces

Z R(A2, B)R(X, Ay)

R(X,B) = R(As, A7)

A1UA=A
|A1]=|BJ,|Az|=|A|-|B|
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2. Sean Y otro conjunto de variables y p,q > 0 tales que |B] = p+ ¢. Si A es otro
subconjunto de K con |A| > max{|X|+ p,|Y| + ¢, |B|}, entonces

Z R(Y,B2)R(X, By) _ Z R(As3, BYR(Y, A2)R(X, A1)
BB —n R(B1, B2) ALUAT A=A R(Az, A1)R(As, A2)R(A1, As)
|B1|=p,|Bz2|=q |[A1|=p,|A2|=q,|As|=]A|-|B|

El caso (2) de esta observacién se encuentra en [DKSV2017, Prop. 2.1]. Este es otro
recurso en la misma direccion de la Observacién 2.2.4, reescribiendo una suma en términos
de subconjuntos de otro conjunto para poder permitir multiplicidades. Por ejemplo, en la
Observacién 2.2.7 (2), mientras que la expresién de la izquierda no tiene sentido si B es
un multiconjunto, la expresién de la derecha si lo tiene. Ademds aqui se puede explotar
fuertemente el hecho que el conjunto A auxiliar es cualquiera mientras tenga tamano su-
ficientemente grande. Esto también lo aprovecharemos en los Capitulos 4 y 5.

Notemos también que esta ultima observacién puede entenderse como una generali-
zacién del proceso de escribir a un polinomio simétrico via interpolacion, que es lo que
dice la Proposicién 2.1.4. En efecto, la Observacion 2.2.7 (1) en el caso |A| = |B| + | X|
es exactamente la Proposicién 2.1.4 aplicada al polinomio h = R(X, B), interpolando en
los puntos del conjunto A. Més ain, la Observacién 2.2.7 (1) también puede generalizarse
a cualquier polinomio simétrico, extendiendo en algin sentido la Proposicién 2.1.4. Tanto
el siguiente lema, como todos los resultados del resto del capitulo, son originales de esta
tesis.

Lema 2.2.8. Sean K un cuerpo y X un conjunto de variables. Sea G un polinomio de
K[X] simétrico con grado acotado por n en cada variable; es decir, h € S(x|n)- Si A es
un conjunto tal que |A| > n + |X|, entonces

G(A2)R(X, Ay)
G(X) = 3 .
A1UAz=A R(A2, A1)
|A1|=]A]=|X],|A2|=|X]|

Demostracion. Llamemos r := |X|. La idea serd agrandar el grado n para estar en las
hipétesis de la Proposicion 2.1.4, con el recurso de agregar variables que ya hemos usado.
Justamente, si |A| = n+r, el resultado vale por dicha proposicién. Supongamos |A| > n+r
y llamemos s := |A| —n —r. Sea Y = (y1,...,ys) y definamos H(X) := G(X)R(Y,X) €
S(rn+s)- Entonces

3 N R(X,A)
A'CA
|A|=n+s
R(X, A")
= ffyr..yr g A\AYR(Y, A\A) ———
coe TR TA : G( \ )R( ’ \ )'R(A\A/,A’)
A=A
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_ ) RX,A)
= Y W

A'CA
A [=TA] -

usando en (2.5) la Proposicién 2.1.4 para H € S(; ;4.5)- O

Este lema generaliza en efecto la Observacion 2.2.7 (1), ya que el Lema 2.2.8 en el caso
G(X) = R(X, B) implica la Observacién 2.2.7 (1) si se intercambian en esta observacién
los roles de X y de B. Por otro lado el Lema 2.2.8 relaja la hipdtesis para el tamano de
A respecto de la Proposicién 2.1.4, pero en esta escritura no hay unicidad como en dicha
proposicion.

Ahora veremos una generalizaciéon del Teorema 2.2.2 en otro sentido y que también
nos sera de gran utilidad en el Capitulo 5.

Proposicién 2.2.9. Sea d > 0. Sean A y B subconjuntos finitos de un cuerpo K con |A| >
d, y sean X' y X" dos conjuntos de variables tales que max{|X'|,|X"|} < |A| + |B| — 2d.
Entonces, para cada p,q > 0 tales que p+ q = d, se tiene

1. St |B| > d, entonces

Z R(A2, BYR(X', A))R(X", AY)
/ 17
ALUAYUAs=A R(4s, 47 U A7)
|A]|=p, |AY|=q
|[Az|=]|Al-d
_ R(A, BYR(A",B"YR(X', AYR(X",B)
— (—1)PUAI=) ) ) ) )
( 1) Z Z 'R(A/,A”)'R(B’,B”)

"_ A B'UB" =

|A"|=p,|A”|=|Al-p |B'|=q, |B"|=|B|—q

_ Z R(A, B2)R(X', B}))R(X", BY)
!/ " :
BJUB}'UB;=B R(By U By, Bs)
|B|=p,| By'|=q,
|B2|=|B|—d

2. Si|B| < d, entonces

3 R(A2, B)R(X', A)R(X", A7) _
!/ " :
ALUAYUAs=A R(Az, 4y U A7)
|41 |=p, |AY|=q
|Az|=|A|—-d
Demostracién. (1) Multiplicando y dividiendo por R(A}, A]) y llamando A’ := A} y

A" := A7 U A, tenemos

S Rl BROC ARG, AY
R(Az, A U AY)

AlUATUA=A
|A]|=p, |AY|=q
|[Az|=|A|—d
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Sy ROy RERDRECOAA)

" ! 12
//: R(A ’A ) A&’UAQZA// R(A27 Al)
|A|=p,JA"|=|Al-p |AY|=q, | Az|=|A|—d
X/ A/ A// B// X// A/ B/
, R(A”, A , R(B',B")
A'UA"=A B'UB"=B
|A'|=p,| A" |=]|A|—p |B'|=q, |B" |=|B|—q
B R(A", B)YR(A", B")R(X', AYR(X", B')
— (_1yp(Al-a) ) ’ ’ i 2.7
1) Zf , Z_ R(A’, A"YR(B', B") @7)
|A'|=p,|A” |=|Al-p |B'|=q,|B" |=|B|—q
_ (= 1yplAl-d et al-p) T R(X", B') 3 R(A", B")R(X"U B, &)
’ " R(B/’ BN) 7 " R(AN7 A/)
B'UB"=B A'UA"=A
|B'|=q,1B"|=|B|—q |A'|=p,] A" |=|A]-p
R(X", B! R(A, B)R(X'UB!, B!
D I S T (28)
B/UB"=B L B|UB,=B" 1> 22
|BY |=q,|B" |=|B|—q |B!|=p,| Ba|=|B"|-p

_ Z R(A, Bo)R(X', B])R(X", BY)
U 1 :
BJUB/UB,=B R(By U By, Bs)
|Bi|=p,| B |=q,
|Ba|=|B]—d

donde la igualdad (2.6) se sigue del Teorema 2.2.2 dado que | X" U A'| = | X"| +p <
A+ Bl - 2d+p < [A”] + |B| —p—2q < |A| + |B| -2 y |B| > d > ¢, y la igualdad
(2.8) es consecuencia del mismo resultado, pues | X'UB'| = | X'|+¢q < |A|+|B|—2d+q <
|A|+|B| —2p—q < |A|+ |B"| —2py |B"| = |B| — ¢ > p. La identidad (2.7) prueba la
igualdad intermedia.

(2) Si |B| < d, considerando los casos |B| < ¢y |B| > ¢, que en cuyo tltimo caso |B”| <
p, ambas posibilidades resultan dar 0 en la identidad (2.6) y (2.8) respectivamente. [

Observemos que en la Proposicién 2.2.9, si tomamos X’ = X" =: X recuperamos el
Teorema 2.2.2, pues

S R(A2, B)R(X, ADR(X, A) _ <d) A 5 R(As, BYR(X, A1)

R(Ay, AL U AY R(Ay. A ’
AJUAYOAy=A (A2, 47 U A7) N \Udy=A (A2, A1)
|A|=p, [AY]=q |A1]|=d,|A2|=|A|—d

| Ao|=|A|—d

y el mismo factor aparece en la tercera expresiéon del enunciado. Esto muestra que esta
proposicion es en efecto una leve generalizacion del Teorema 2.2.2.

La Proposicién 2.2.9 también admite, en el caso |B| = d, una interpretacién como la
de la Observacion 2.2.7:

Observacién 2.2.10. Sea B un subconjunto finito de un cuerpo K. Sean X’ y X” dos
conjuntos finitos de variables y p,q > 0 tales que |B| = p + ¢. Si A es otro subconjunto
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finito de K tal que |A| > max{|X'| +|B|, |X"| + |B|}, entonces

Z R(A27B)R(X/7AII)R(XHaAll/)
R(Az, AL U AY) ’

R(X/,B/)R(XN,BN) _
B'UB"'=B AJUAYUA=A
|B'l=p, 1B"|=q | A% |=p, | A} |=q,| Az |=| A| | B]
Asi como el Teorema 2.2.5 es una extensiéon del Teorema 2.2.2 a mayor cantidad de
variables, la. Proposicion 2.2.9 también puede extenderse del mismo modo. Como no necesi-
taremos dicha extension con tal generalidad, sélo enunciaremos su caso particular |B| = d.
De modo que puede verse directamente como una extensién de la Observacién 2.2.10.

Proposicién 2.2.11. Sea B un subconjunto finito de un cuerpo K. Sean X', X" y Y,
tres conjuntos finitos de variables y p,q > 0 tales que |B| = p+q. Si A es otro subconjunto
finito de K tal que |A| > max{|X'|+p,| X" |+p,|Y|+q,|B|}, entonces, para cada p',p"” >0
tales que p' + p" = p, se tiene

> R(Y. B)R(X', B)R(X", BY)
R(Bj U B/, By)

B{UB/UB2=B
|B1|=p',|BY |=p",|B2|=q

_ Z R(Bv A3)R(Y7 A2)R(le A/1>R(X”7 Alll)
- R(A} U AT, A2)R(A] U AT, A3)R(A2, A3)

AJUAYUAUA3=A
|[A7|=p",|AY|=p" | A2|=q,|A3|=|A|-|B|

En particular, la suma del miembro derecho no depende del conjunto A si su cardinal es
suficientemente grande.
Demostracién. Partiendo del segundo miembro, llamemos A” = A} UAJU A3 y escribamos

Z R(B, A3)R(Y, A2)R(X', AT)R(X", AY)
R(ATU AT, A2)R(AL U AT, A3)R(A2, As)

AJUAYUARUA3=A
|AL|=p",|AY |=p" | A2|=q,| A3|=| A| - | B

_ Z R(Y, Ag) Z R(Asz, B)R(X', A})R(X", AY) (2.9)
- " / " :
ApUA"=A R(A”, 42) AJUAYUA=A" R(4s, 4, U A7)
|Az|=q,|A"|=|A|—q |Al|=p",|AY |=p" | As|=|A| -|B]
_ Z R(Y, As) Z R(A”, Bo)R(X', B )R(X", BY) (2.10)
- R(A”, Az) - R(By U BY, B)
AsUA"=A BluBl UB>=B
|[Az|=q,|A"|=|A|—q |Bi|=p",|BY|=p",| B2|=q
_ Z R(X', B))R(X", BY) Z R(A”, By)R(Y, As)
- / 1 "
B{UB}'UBy=B R(BLUBY, B2) AzUA"=A R(A", As)
|Bi|=p",|BY|=p",| B2|=q |Az2]=q,| A" |=]A|—q
R(Y, B YR(X', BYR(X", B
_ Z ( ) 2) ( ) 1) ( 3 1) (2.11>

BiUB;'UB2=B R(ByU BY, By) ,

|Bil=p",|BY'|=p",| B2|=q
usando en (2.10) la Proposicién 2.2.9(1), para A = A” y d = p, pues max{|X'|, | X"|} <
m—p=m—q+d—2p=|A"|+|B|—2p; y en (2.11) el Teorema 2.2.2 para B= By, X =Y
y d = g, en efecto |Y| < |A| — g = |A| + |B2| — 2q, que se da en el caso limite |By| = q.
Observemos ademads que en (2.9) hicimos varios cambios de signos que se compensan. [
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Efectivamente la Proposicién 2.2.11 extiende la Observacion 2.2.10, pues esta tltima
es el caso ¢ = 0 de la primera.

Para terminar este capitulo observaremos como algunas de las sumas con las que hemos
trabajado pueden escribirse a través de expresiones determinantales. Recordemos, para un

conjunto ordenado A = (a4, ..., qy), la matriz de Vandermonde definida por
bt et
V(A) = : : . (2.12)
1 1

Es conocido que: V/(A4) = det(V(A4)) = [[1<;<j<m (i — ;). Tenemos entonces la siguiente
formulaciéon matricial.

Observacion 2.2.12. Sean K un cuerpoy A = {ay,...,an} C K. Sea 0 < d < my sean
X y Y dos conjuntos de variables. Entonces

m

T R(X, 1) ... aTIR(X, o)
: : d
Z R(Y, AQ)R(X,Al) - 1 - det R(X,Oq) ce 73,()(7 am)
i R(A1, As) V(A) ATTIRY, 1) ... amTIR(Y, )
|A1]=d,|Az|=m—d : : m—d
R(Y, 1) e R(Y, am)

Demostracion. Desarrollando por el primer bloque de d filas y el segundo bloque de m —d
filas el determinante del miembro derecho de la igualdad es facil ver que

TIR(X, 1) ... B IR(X,an)
: : d
dot R(X,a1) R(X, am)
A"TTIR(Y, 1) .. aTIR(Y, )
m—d
R(Y, a1) . R(Y, am)

— Z sg(A1, A2)R(Y, A2)R(X, A1)V (A1)V (Asg),

A1UA=A
|Al ‘:d7|A2‘:m7d

donde sg(Aj, Ag) = (—1)7, siendo o el nimero de transposiciones que se necesitan para
llevar el conjunto ordenado A al conjunto ordenado A; U As. La demostracién concluye
observando que dados A y As fijos, se tiene

V(A) = Sg(Al, AQ)V(Al U Ag) = Sg(Al, AQ)V(Al)V(AQ)R(Al, AQ)
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Como corolario obtenemos una versién matricial del Teorema 2.2.2(1), que no pareceria
sencilla de probar valiéndose solo de propiedades de determinantes.

Corolario 2.2.13. Sean K un cuerpo y A ={ai,...,am}, B={pf1,...,6:} C K. Sean
0 <d <min{m,n} y X un conjunto de variables con |X| < m+n — 2d. Entonces

ATIR(X, 1) ... aZTR(X, )
: : d
1 - det R(X, 1) R(X, am)
VA T AT TIR(B, ay) ... o T IR(B, o)
: m—d
R(B, 1) R(B, )
BITIR(X, A1) ... BIIR(X,Bn)
: : d
_ o m—d)yn—ay_ L R(X, B1) R(X, Bn)
=) V(B) ARG . BT R(A,Ba)
n—d
R(A, 51) ... R(A, Br)

Demostracion. Es simplemente una reformulacién del Teorema 2.2.2 usando la Observa-
cién 2.2.12 con Y = B para el miembro izquierdo, con A = B, Y = A para el miembro
derecho, y mirando con cuidado el signo. O

De un modo més general, asi como lo hicimos en el Teorema 2.2.5, también podemos
escribir mediante una expresion determinantal una suma que involucra mayor cantidad de
conjuntos de variables. La demostraciéon es idéntica desarrollando esta vez el determinante
por tres bloques de filas en lugar de dos:

Observacién 2.2.14. Sean K un cuerpoy A = {a1,...,an} C K. Sean p,g > 0y
d:=p+qysean X, Y y Z conjuntos de variables. Entonces

R(Z, A3)R(Y, A3)R(X, Ay)

A1UAsUA3=A R(A1, A2)R (A1, A3)R(A2, A3)
|A1|=p,|A2|=q,|As|=m—d
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O[I]_)_l,]?’()(7 051)

o TR(X, am)

- :
aq_g)é,al) R(X.
(Y, 1) aq_l(R(’Sm)
m 7am>
R(Y, 1) R(Y5
, Q)

m—d—
al IR(Z) Oél)

R(Z, 1)

am"R(Z, am)

R(Z, Q)
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Capitulo 3

Otra demostracion del Teorema
1.2.6

En este capitulo mostramos la primera aplicacién del lema de intercambio. En el Teo-
rema 1.2.6 se da la descripcién completa de las sumas dobles Syl, (A, B)(z) para todos
los posibles valores de p y ¢q. En particular, se obtiene la relaciéon entre las subresultantes
y las sumas de Sylvester. Aqui daremos una demostracién alternativa de dicho teorema
de un modo natural desde el punto de vista de la interpolacién simétrica y aplicando el
lema de intercambio. Muchos autores han trabajado en la relacién entre la suma sim-
ple Syl,;o(A, B)(z) y la subresultante Sresy(f,g)(z) en el caso 0 < d < min{m,n} o
d = min{m,n} si m # n, pero todas las descripciones que involucran las sumas dobles o
los otros casos de p y ¢ son mucho méas complicadas y no muy naturales. En [DHKS2009],
el Teorema 1.2.6 se obtiene via el determinante de una intrincada expresién matricial,
mientras que en [KrSz2012] se obtiene mediante una rigurosa induccién a partir de ciertos
casos extremales. Daremos aqui una nueva demostracién del Teorema 1.2.6 trabajando
detalladamente cada caso de dicho teorema. Una de las grandes diferencias entre la de-
mostracién que damos en esta tesis y las anteriores demostraciones es que aqui mostramos
una relacién natural entre las sumas simples y las sumas dobles de Sylvester, sin pasar
por la relacién que tienen unas y otras con la subresultante.

En la Seccién 3.1 trabajamos con la suma simple y en la Seccién 3.2 con la sumas
dobles mostrando, en particular, la relacion entre éstas y las sumas simples. La mayoria
de los resultados de este capitulo se encuentran en el trabajo [KSV2017]. Aclaramos en
cada caso cudles son aquellos que son originales de esta tesis.

3.1. Suma simple de Sylvester y subresultante

Para lograr la descripcién del Teorema 1.2.6 trabajaremos primero con la suma sim-
ple. Probaremos con técnicas de interpolacion simétrica y el lema de intercambio el caso
particular del Teorema 1.2.5 y ademas describiremos el resultado de la suma simple para
otros valores de d.

El primer resultado inmediato que obtenemos a partir del lema de intercambio es la
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igualdad de la Proposicion 1.2.4:
S¥lao(4, B)(z) = (=)™ Syly 4(4, B)(x).
Aqui la prueba, que difiere de la publicada en [KSV2017].

Demostracion de la Proposicion 1.2.4. La igualdad que queremos probar es exactamente

/ R(L’,A, m— / R.T,B,
X RAABIRGI = U S RAB
ACA,|A|=d B'CB,|B'|=d

y esto es una aplicacion del lema incluso en su primera formulacién: el Lema 2.2.1, para
el caso | X| = 1. S6lo hay que acomodar el signo segtin la Observacién 1.2.2. O

Notemos que, de hecho, el lema de intercambio puede interpretarse como una genera-
lizacién de la igualdad Syl; (4, B)(z) = (—l)d(m*d)Syloﬁd(A, B)(z) a mayor cantidad de
variables.

La Proposiciéon 1.2.4 nos permite trabajar indistintamente con cualquiera de las dos
sumas simples. Por comodidad trabajaremos con la suma simple Syl, 4(4, B)(x).

La idea principal para probar el Teorema 1.2.5 serd llevar la suma Syl, 4(4, B)(z) al
contexto de la interpolacién simétrica. Haremos esto agregando variables y luego recupe-
rando la expresiéon tomando un coeficiente adecuado. Fijemos dos subconjutos A y B de
un cuerpo K con |A| =m y |B| = n. Definimos f := R(z,A) y g := R(zx, B).

Notacién 3.1.1. Sean 0 <d<n-—1y X :=(z1,...,2,_q). Definimos

R(X,B')

MSyly (4, B)(X) = (-1 0070 ST R(B\BLA) S

B'CB,|B'|=d

Observacién 3.1.2. Por la Proposicién 2.1.4, MSyly 4(A, B)(X) € S(,—q4,q) es el tinico
polinomio de S,,_q 4y que satisface las (Z) condiciones

MSyly 4(A, B)(B\B') = (=1)m=Y("=)R(B\B', A) para todo B' C B,|B| = d.
En particular,
MSylg 4(4, B)(X) = (=)D (1) - f(z,-q) sim <d. (3.1)

La eleccién de la notacion MSyl 4(A, B)(X) se refiere a suma de Sylvester multivaria-
da, pues el polinomio coincide con Syl 4(A, B)(x) cuando X = {z}, es decir, d = n — 1.
O visto de otro modo, el segundo es un coeficiente del primero cuando hay més de una
variable, o sea, d < n — 1:

Observacién 3.1.3. Sean 0 <d<n-—-1y X :=(z1,...,2,_4). Entonces

T MSyl, (A, B)(X i 0<d<n-1
¥l a4, B) o a) = | Coorateat MVl BYAO) st 0 < <
’ MSylg 4(A, B)(25—a) si d=n-—1.
Aqui, coeff 4. a denota el coeficiente en K|[x,_4| del monomio xdopd o de
L1 Ty _g—1 1 n—d—1

MSyly (A, B)(X).
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Junto con (3.1), esto implica inmediatamente el siguiente corolario.
Corolario 3.1.4. Sea 0 <d<n-—1. Sim <d entonces

0 si m<d<n-—1
Sylo?d(A,B)(a:):{ (~1)m=dn=d) £ s m<d=n—-1lom=d<n-—1.

Vamos a calcular Syl ;(A, B)(z) para el caso restante d < m de dos formas parecidas.
Aqui la primera que estd publicada en [KSV2017], presentando una formulacién matricial
para el polinomio MSyl, 4(A, B)(X).

Proposicién 3.1.5. Sean 0 < d < min{n — 1,m} y X := (x1,...,2p—q). El polinomio
MSyly 4(A, B)(X) de la Notacion 3.1.1 satisface la siguiente erpresion determinantal:

MSyly 4(4, B)(X) =

m—d n—d
Am e e ad+1 .'L';L_d_lf(zl) e xzzg_lf(xn_d)
: . n—d
1 . det Ay e (£79) f(xl) e (mn—d)
V(X) by, - . bnf(mqu) xT_d_lg(xl) . x?:dd_lg(xn—d)
: : : m—d
bn g9(z1) e 9(Tn—q)

Demostracion. En virtud de la definicién de MSyly 4(A, B)(X), basta que verifiquemos
que la expresién del miembro derecho de la igualdad es un polinomio simétrico de grado
acotado por d en cada variable xy, y tal que al especializar en (f;,,...,0;,_,), se obtiene
(_1)(m_d)(n_d)f(ﬁ’i1) U f(ﬁin,d% para cada B = {/Bilv cee 7ﬁin,d} C B.

En efecto es un polinomio puesto que V(X) divide al segundo factor: para cada j > i
el término x; — x; de V(X)) divide al determinante de la matriz (haciendo z; = x; es claro
que se anula el determinante).

El polinomio es simétrico porque al permutar z; con x; cambia el signo tanto en el
determinante de la matriz como en V(X).

Mostremos ahora la cota del grado para x1 que, por la simetria, sera suficiente. Notemos
C(j) ala columna j-ésima de la matriz. Al hacer el reemplazo

Cim—d+1)—Cm—d+1) -2 1001) — - —27C(m — d) =: C'(m —d + 1)
el determinante no se altera. Pero tenemos

(C'(m—d+1); =age}™  + -

C'lm—d+1),_q= an_lx?_l + .

C/(’I?’L —d+1)p—gy1 = bn—(m—d—l)—ll'?i1

Cl(n —d+ 1)m+n—2d = bnflxrllil +
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De este modo el grado en x; del determinante de la matriz estd acotado por n—1, mientras
que el grado en 1 de V(X)) es exactamente n — d — 1, lo cual implica que el grado en z1
del producto estd acotado porn —1—(n—d—1) =d.

Por tltimo, evaluemos el polinomio del miembro derecho en una (n—d)-upla (8;,, ..., 5, _,)
para 1 <11 < --- < i,_gq <n fijos. Es claro que el determinante de la matriz da

(_1)(mid)(nid)v(/6i17 o 7/6in_d)f(ﬁi1) o f(ﬁ’in_d)u

y dado que V(X) da V(Bi,, ..., Bi,_,), esto concluye la demostracién.
L]

Notemos que la expresién de la Proposicién 3.1.5 tiene una forma bastante similar a
la definicion matricial de la subresultante, de hecho, coinciden cuando d = n — 1. Con
esta perspectiva, el principal resultado que queremos probar en esta subseccién resulta
bastante natural y ya podemos hacerlo.

Proposicién 3.1.6. Sea 0 < d<n—1. Sid<m, se tiene
Sylo,d(Av B)(CE) = SI‘GSd(f, g)(CC)

Demostracion. Notemos S(X) al determinante de la matriz del Teorema 3.1.5 'y cq(2,—q) €
K[ry_q) al coeficiente de z¢---x¢ , | en MSyly 4(A, B)(X). Bastard probar que este
ultimo es igual a Sresy(f, g)(zn—q), de acuerdo a la Observacién 3.1.3.

Dado que MSyly 4(A, B)(X) = S(X)/V(X), tenemos

S(X) = MSyly 4(A, B)(X)V(X)

= (Culn-a) 2ty ) )
= Cd(l‘n—d) x?71$§72 e l‘illtld—l + e

Por lo tanto,
ci(Tp_q) = Coeﬂlx?—lngz.derl (S(X)).

n—d—1
Es claro que el coeficiente de x’f_l - -:c‘it}i_l en el determinante se obtiene, por multili-
nealidad, a partir del coeficiente del determinante de la matriz en donde la columna de x;
tiene todos sus exponentes iguales a n — 1, la columna de z2 tiene todos sus exponentes
iguales a n — 2, y asi sucesivamente hasta la columna de z,,_4_1, con exponentes iguales

a d+ 1. Esto es, coeff n-1__ar1  (S(X)) es igual a
1

n—d—1

m—d n—d
A adgq1 aq o Ggg1—(ned—1) Tp_gq  f(Tn-a)
. n—d
det am ... an n—1 agy1 f(xn_q)
m—d—1
bn T T bn—(m—d—l) bn—(m—d} T bd+1—(m—d—1) Th_d g(xnfd)
. . m—d
bn, bn—l co bd+1 g(xnfd)
Luego,
coeff 1 n-2 ar1 (S(X)) = Sresa(f, 9)(zn-a);
lo cual implica cq(z,—q) = Sresy(f, g9)(xn—q), como querfamos probar. d
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Juntando lo que probamos en el Corolario 3.1.4, la Proposicién 3.1.6 y el valor de
Sylp.a(A, B)(x) para el caso d = n, esta técnica de interpolacién nos ha permitido construir
de un modo muy natural la descripcién total de la suma simple de Sylvester Syl, 4(A, B)(x)
para todo 0 < d < n y cualquier m:

Sresqg(f,g9)(x) si 0<d<{m-—-1,nfod=m<n

0 si m<d<n-—1
Sylo,d(Av B)(.%') = (_1)m+n71f si m<d=n-—1
g si m<d=n.

Vamos a presentar ahora la segunda demostracién de la Proposicién 3.1.6, original de
esta tesis. Usaremos directamente el lema de intercambio y la demostracién resultara ser
un poco mas simétrica en cuanto a los roles de A y de B. La idea es la siguiente. Tenemos
que Syl, o(A, B)(z) y Syly 4(A, B)(z) son sumas indexadas en subconjuntos de A y de B
respectivamente. En la primera, el conjunto B aparece s6lo en el numerador y sin parti-
cionar: R(A\A', B), que puede escribirse en la forma g(a1) - - - g(m—q), mientras que el
polinomio f no puede rescatarse en dicha suma. Andlogamente, en Syl, ;(A, B)(z) aparece
en la escritura el polinomio f, pero no puede escribirse en términos de g. ; Cémo lograr
escribir la suma de modo que tanto A como B estén en el numerador y sin particionar
para que la expresién quede escrita en términos de f y de g7 Es decir, queremos escribirlo
como una suma indexada en otros subconjuntos. Para eso el truco sera agrandar de nuevo
la variabe z, pero ahora lo suficiente como para que se cumplan las hipétesis del lema de
intercambio y la suma pueda indexarse en subconjuntos de X.

Notacién 3.1.7. Sean 0 <d <n—1y X' :=(x1,...,Tmin_24). Definimos

R(X', B

MSyly 4(A, B)(X') = Y R(A,B\Bﬂﬁﬂzijiaij.

B/CB,|B'|=d

Aqui tenemos la misma situacién de la, Observacién 3.1.3:

f MSyl, (A, B)(X")) si 0<d<n—1
SV, B) i aa) = { ooty ey (M 0a(A BIAD) o 0 d <
MSle,d(A7 B)(Tmyn—2d) si d=m=n-—1.

Se trata entonces de encontrar dicho coeficiente. Pero ahora tenemos la siguiente rees-
critura.

Lema 3.1.8.

Z R(B, X2)R(A, X1)

Msylo,d(fL B)(Xl) _ (_1)(m+n72d)d R X0)

X1UXo=X"'
|X1|=n—d,|X2|=m—d
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Demostracion.
R(X', B

MSyloo(4, B)(X) = 3 R(AB\B) g

B/'CB,|B'|=d

— (—1)(mtn-2d)d Z R(B1,X")R(A, By)

BiUB2=B R(B1, Bs)
|B1|=d,| Ba|=n—d
Z R(B,X2)R(A’X1)

R(XlaX2) ’

— (71)(m+n—2d)d (3.2)

X1UX2:X/
| X1|=n—d,| X2|=m—d

usando en (3.2) el Teorema 2.2.2 con B en lugar de A, X’ en lugar de B y A en lugar de
X. En efecto, la hipdtesis necesaria |A| < |B|+|X'| —2(n—d) se cumple en las condiciones
que impusimos. O

Aprovechando la formulacién matricial de la Observacion 2.2.12 tenemos la siguiente
demostracién alternativa de la Proposicién 3.1.6.

Demostracion alternativa de la Proposicion 3.1.6. Tenemos

Sylo,a(A, B)(Tm+n—2d) = Coeﬁﬂﬁ?“ﬂ?hn_zd_l (MSylg 4(A, B)(X")).
Pero por el Lema 3.1.8 y la Observacion 2.2.12 resulta
_ R(B,X2)R(A, X1)
MSylg 4(A, B)(X') = (—1)tmtn=2dd ’ ’
yO,d( )( ) ( ) N Z ) R(Xl,Xz)
1UXo=X
\X1|:n—d,|X2|:m—d
m—+n—2d
l‘?_d_lR(A, 1‘1) e .I‘:Lnjrdn_jzd (A, xm+n—2d>
. n—d
_ (71)(m+n72d)d 1 ~ det m;}i{f?a (EI) s mfcz?;(l‘/h xm+n72d)
V(X") x] R(B,z1) - a0 5qR(B, Tmyn—2d)
: m—d
R(B,xl) NN R(B,l’m+n,2d)
m-+n—2d
x?_d_lf(xl) e xfn_-fi_—12df(xm+n—2d)
: n—d
1 f(x1) e f(Tmtn—24)
= - det——7== T . 3.3
V(X') ) ¢ 19@1) xm+5_12dg(xm+n—2d) (3:3)
: m—d
g(1) . 9(Tmtn—24)

Notemos que, si bien es claro, no tenemos que probar que este producto es efectivamen-
te un polinomio como si lo tuvimos que hacer con la expresiéon matricial de la prime-
ra demostracién de la Proposicién 3.1.6 que dimos, pues ya sabemos que coincide con
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MSyly 4(A, B)(X'). Queremos identificar en este polinomio el coeficiente cg(y4n—24) de
a:cll “ee xfn 4n_24_1, pero del mismo modo que lo hicimos en la primera demostracion de la

Proposicion 3.1.6, tenemos que
— !
Cd($m+n—2d) = Coeﬂlx'in#»nfdflz;n+n7d72_“xfn++ln_2d_l(S(X )),
siendo S(X’) el polinomio del segundo factor de (3.3). Y como lo hicimos en dicha demos-
tracién, es claro que este coeficiente se obtiene, por multilinealidad, a partir del coeficiente
del determinante de la matriz en donde la columna de x; tiene todos sus exponentes igua-

lesam+n—d—1, la columna de xo tiene todos sus exponentes iguales a m +n — d — 2,
y asi sucesivamente hasta la columna de x,,n—24—1, con exponentes iguales a d + 1. Esto

es, coeﬁ'ﬁnﬂ_d_lx?m_d_z“_xfn++1n_2d_1(S(X’)) es igual a
m-+n—2d
am - T Gd41—(n—d-1) xz;ﬁ;,lgdf(l’m—i—n—%)
: n—d
det am - .- ad+1 _5_(«?m+n72d) ’
b - o bapi—(m—d—1) Tpin_2a9(Tmin—2d)
i ) o
bn - bat1 9(Tmtn—2d)
que es lo que queriamos obtener. ]

En el Capitulo 4 unificaremos las nociones de las Notaciones 3.1.1 y 3.1.7 y usaremos
estas construcciones para otra aplicacién.

3.2. Descripciéon de las sumas dobles de Sylvester

Ahora podremos dar nuestra demostracién del Teorema 1.2.6 en su totalidad. Tra-
bajaremos con las sumas dobles Syl, (A, B)(z) y veremos cémo, mediante el lema de
intercambio, todos los casos se reducen a expresiones que dependen de los casos extrema-
les Syl 4(A, B)(x) ¥ Syl q—m (A, B)(z). Las demostraciones de esta seccién difieren de las
publicadas en [KSV2017] ya que usan herramientas del Capitulo 2 que fueron desarrolladas
con posterioridad.

3.2.1. Elcasom+n>2d+1

Este caso se simplifica de manera inmediata con una de las versiones que vimos del lema
de intercambio. La sumas dobles se reducen a sumas simples segin el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.1. Sean A y B dos subconjuntos de un cuerpo K, con |A| = m y|B| = n.
Sean 0 <p<m, 0<q¢<nysead:=p+q. Supongamos que m+n >2d+1 yd < n.
Entonces

Sylpq(A, B)(x) = (= Ly (d

p) Syloa(A, B)(x).
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Demostracion. La igualdad que queremos probar es
R(z, A" R(x,B’)
(A", A\A")R(B', B\B')

§ R(A", B ) R(A\A', B\B') =
A'CA,B'CB
|A"|=p,|B'|=q
—afd R(xz,B’)
— (_1)p(m—d) E N2 7
Y (p) AP ) i BBy
B'CB,|B'|=d

y esto es una aplicacién directa de la Proposicién 2.2.9(1). Pues es exactamente la igualdad
entre la segunda y la tercera expresién de dicha proposicién en el caso X' = X” = z. La
hipétesis que necesitamos es 1 < m 4+ n — 2d y estamos en ese caso. O

En particular, la Proposicién 3.2.1, junto con la Proposicién 3.1.6, implican inmedia-
tamente:

Corolario 3.2.2. Sean A y B dos subconjuntos de un cuerpo K con |A| =m y |B| = n.
Sean 0 <p<my0<qg<nuysead:=p+gq, cond<min{m — 1,n— 1}. Entonces

Syl, (A, B)(x) = (—1)rona) (j) Sresq(f, g)(x).

3.2.2. Elcasom+n<2d+1

En este caso la reescritura de la suma doble nos darda un poco més de trabajo, ya que
el lema de intercambio no puede aplicarse directamente. Para poder aplicarlo tendremos
que cambiar el rol de la variable.

Proposicién 3.2.3. Sean A y B dos subconjuntos de un cuerpo K, con |A| =m y|B| = n.
Sean 0 <p<m,0<qg<nysesd:=p+q. Supongamos que m+n < 2d + 1. Entonces

(=1)°(," ) S¥lok (A B) () + (=1)°(37) Syl g (A, B)(2) si d>m —1

Syl (A B)(@) = (=1)°(,*,)S¥lo (4, B)(x) si d=m—1

0 st d<m—1,
dondek :==m+n—d—1,c:=(d—m)(n—q)+d—nye:=(d—m)(qg+1).
Demostracién. Fijado un B’ C B con |B’| = g, reescribimos

3 R(B’,A’)R(B\B’,A\A’)m =S R(B’Ux,A')Rg?f A@jé)ll)
A AT

R(B\B', A"
— (—1)p(g+1) E " TAPANP 2 )
( 1) - R(A\A 7B U .T) 7?’(/1\14/17 A//)

|A”|=m—p
R(B\B’,C") )
—1)plat+1) A (B " ’ d>m-—1
e 2, RAE N g ey TR
= |C" |=m—p
0 si d<m-—1,
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usando en la tltima igualdad el Teorema 2.2.2 con X = B\B’, de tamafio n—q, y B’ Uz, de
tamano ¢+ 1, en lugar de B. La hipdtesis que necesitamos es n—q < m+(q+1)—2(m—p),
que se cumple en el caso que estamos tratando. En el caso m < d + 1 llamando ¢ :=
(m —p)(n — q), tenemos

Syl

LB = (05 Y (3 R AREE, AR A) ) R D)

(A, A\A")) R(B’, B\B’)

P,q(

B
B
» ; n_ R(B\B',C") R(z, B')
= (D ) ( 2 R(A’(BUx)\c)R(C",(B/Ux)\C/')>R(B/,B\B/)'

Ahora separamos esta suma (sin considerar por ahora el signo (—1)$*?) en dos sumas, de
acuerdo a los casos x € C" y x ¢ C”. Hay dos casos extremos: |C”| =0y |C"| = q+ 1,
que se dan cuando p = m y d = m — 1. En el primer caso sélo ocurre = ¢ C”, mientras
que en el segundo, sélo ocurre x € C”. Asumamos por ahora que p < my d>m — 1. La
primera suma S7, cuando x € C”, resulta

R(B\B',C'Uz) R(z,B)
R(C'"Uz,B\C") R(B', B\B')

Sy = > R(A,B'\C")
B'CB,|B'|=q
C¢'cB,|C'|=m—p-1
— (=1 at(n—9)q A B\C'
(1) > RAB\C)

B'CB,|B'|=¢q
C'CB|C'|=m—p—1

Rz, (B\B') U C")
(B\B'Yu (", B\C")

R(z,(B\B')ucC")

= (-1 n(g+1) / /
(1) > R(A, B\(B\B)UC")
B'CB,|B'|=q
C’'cB|C'|=m—p—1

(B\B)UC", B\((B\B') U ("))’

Reescribiendo la suma en B’ como una suma en D = (B\B')UC’ C B, con |D| =
n—qg+m—-p—1=m+n—d-—1=k, tenemos

R(z, D)

Sy = (~1)na+h > R(A, B\D)W

DCB,|D|=k
C'cD,|C'|=m—p—1

_ n(q k R(Z,D)
— (—1)n(atD) <m o 1> ch;jl:kR(A, B\D) 5 b 55y

- <—1>”<q+”( g )Sylo,km,B)(a:).

n—q

Notemos ahora Sy a la segunda suma (sin el signo (—1)S? por ahora), cuando z ¢ C”.
Tenemos
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R(B\B',C") R(z, B')
(C".(B'Uz)\C") R(B', B\B')

S, > R(A, (B'Uz)\C") =
B'CB,|B’|=q
c"”cB,|C"|l=m—p

_ (_1)\¢ / "
= (D@ Y, RAB\Cx
B'CB,|B'|=q
C"”"cB,|C" |=m—p

= (=1 f(=) > R(A, B\((B\B) UC")) 5
B'CB,|B'|=q
C"cB,|C"|=m—p

= (=1)°f(2) > R(A, B\D)
DCB,|D|=k+1
c"cD,|C"|=m—p

— (M) Rz, B\D)
=(-1) (m_p> 1 )DCB%kHR(A,B\D)R(B\D’D)

R(xz, B'\C")
(B/\C//7 (B\B/) U C”)

R(z, B\((B\B') U C"))
(B\((B\B")u C"),(B\B")UC")

R(z, B\D)
R(B\D, D)

() e n_Rl@D)
(5 ) 5 )Y R

(k+1
=1 (31 )il B0
donde e :=m+m—p+(m—p)(n—q)+(m—p)(g+p—m)=m+n(m—p) (méd 2),
D = (B\BuC”, con |D| =m+n—d—1+1=k+1;y D' =B\Dcon |[D'| =n—(k+1) =
d —m, y hemos usado la definicién de Syl,,, 4_,,,(4, B)(z).

Por 1ltimo, miremos cémo queda el signo:

c:=C+p+nlg+1)=(d—m)(n—q¢)+d—n (mdd 2)
e:=C+p+te=m—-pn—q)+m+nm-—p)=(d—-—m)(¢g+1) (méd 2)

Los casos p = m y d = m — 1, que son excluyentes y que dejamos de lado, simplemente
corresponden a los casos en que la sumas S y S son vacias respectivamente. El cdlculo
de Sy sirve también para probar el caso d = m — 1, y asumiendo la convencién de que
(Z) = 0sia < b, el caso p =m también queda demostrado. ]

Con este resultado, cualquier suma doble depende de dos sumas del tipo Syl ,(4, B)(x)
y Syl 4(A, B)(r). Es decir, una suma simple y una suma en el caso p = m. Dado que las
primeras ya las hemos descripto en su totalidad, sélo resta describir las segundas. Esto lo
hacemos en la siguiente proposicién.

Proposicién 3.2.4. Sean A y B dos subconjuntos de un cuerpo K con |A| =m y|B| =n,
y sea 0 < d <min{m — 1,n — 1}. Entonces

SYlnn—g—1(A, B)(z) = (~1)mt=d@D+ E (£ o) f,

donde Fy(f,g) es uno de los coeficientes polinomiales de la identidad de Bézout descriptos
en la Proposicion 1.1.4.
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Demostracion. Supongamos primero que AN B # 0. Dado que Syl,, ,_4_1(A, B)(z) y
f Fi(f,g) son ambos polinomios de grados menores o iguales que m +n — d — 1, basta
probar que toman los mismos valores en los elementos del conjunto A U B. Es claro que
ambos polinomios se anulan en cada a € A, de modo que sélo resta evaluarlos en cada
8 € B. Tenemos

SVlna—a1 (A B)YB) =F(B) >, R(AB) m
B'CB,|B'|=n—d—1 ’
B¢B’
) , R(5,B)
— £(8) Bé\ﬁ RAB) RB, ARB, B\BUB))
|B'|=n—d—1
o dn R(A, B
=1 e B/CZB\,B R(B',B\(BUB'))’
|B'|=n—d—1

Por otro lado, dado que ¢g(8) = 0,
(Fa(f,9) [)(B) = (Fa(f,9) [ + Ga(f,9) 9)(B) = Sresq(f, 9)(x)(B) = Syl a(A, B)(B),

por la Proposicién 3.1.6. Luego, necesitamos calcular Syl 4;(A, B)(f). Pero

Syla(A,B)(B) = ) R(A,B\D) m
DCB,|D|=d ’

) R(B,D)
= Y R(4,B)R(A,B\(BUD)) R(D, B)R(D, B\(3 U D))

DCB\B,|D|=d
Z R(A,B\(BU D))
R(D,B\(BU D))

= (-1)™f(B)
DCB\B,|D|=d

_ (_1\ym—d 13@4%86

= (=1)™f(B) B%;\ﬁ R(B\(BU B'), B
|B/|=n—d~1

R(A, B’
> (4, B)

= (- f () RB BGUD))

B'CB\g
|B'|=n—d—1
llamando B’ := B\ (5 U D). Hemos visto entonces que
S¥lnn—d—1(A, B)(B) = (—1)(n-d-Dtmdtinmd=ligy) (A, B)(B).
La demostracién termina observando que

m—d—1)+m—-d+(n—-d—-1)d=m+(n—d)(d+1)+1 (mdd 2).

El caso general se sigue del hecho que las dos expresiones coinciden genéricamente. O
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Nos parece interesante dar una demostracién alternativa, original de esta tesis, para
calcular las sumas del tipo Syl,, ,(A, B)(x) usando el lema de intercambio y deduciendo
ademds de la misma cuenta el valor de las sumas del tipo Syl,, ,(4, B)(x). Pero lo haremos
bajo la hipétesis Sresq(f, g)(z) # 0.

Proposicién 3.2.5. Sean A y B dos subconjuntos de un cuerpo K con |A| =m y |B| =n,

y sean f =R(x,A) yg=R(z,B). Sea 0 < d < min{m —1,n—1} con Sresy(f, g)(z) # 0.

Entonces p
Sylm—d—l,n(A7 B)($) = (_1)m7 719 Gd(f7 g)

S¥lpn-a-1(A,B)(z) = (=1)ymt=dWDH P (f g),

donde Fy(f,q) vy Ga(f,g) son los coeficientes polinomiales de la identidad de Bézout des-
criptos en la Proposicion 1.1.4.

Demostracion.

S¥ly—a_1.(A, B)(z) = (-1)" !

R(A", BYR(A',z)R(x, B
3 (A", B)R(A',z)R(z, B)

e R(A, A\A")
|A’|=m—d—1
_d— R(A\A”, BUz)
_ (_1\ym—d—-1 )
- ( 1) R(va) Z 'R(A\A”,A”)
AHQA
|A” |=d+1
a R(A,(BUz)\B)
=(-1)"""'R(z,B 4
(=)™ R, )B/c% 5 GOy Y
|B/|=d+1

usando en (3.4) el Teorema 2.2.2 con BU z en lugar de B y r = 0. Separando la suma
de acuerdo a los casos € B' y x ¢ B', y dejando de lado el signo (—1)"~9! por un
momento, podemos reescribir la suma como

R, B)( > R(A,B\B) > R(A,(B\B’)Ux))

! ! ! /
BCB|B = R(B' Uz, B\B') BB AT —dt1 R(B',(B\B')Uz)

R(A, B\B')R(z, B') i R(A, (B\B') Uz)R(z, B\B')
> >
, , R(B’, B\B') , / R(B’, B\B')
B'CB,|B'|=d B'CB, |B'|=d+1
_ R(A, B\B’)R(.’E’ B’) n (_1)(d+1)+m+(n7d71)(d+1) Z 'R,(A7 B”)R(.’E, A)R(:L’7 B//)
> T R(BB\B) 2 R(B", B\
B'CRB B'CB
|B'|=d |B” |=n—d—1

= Sylo,d(A’ B) (.23) + (_1)m+(n_d)(d+1)Sylm,n—d—l(A7 B)(J))

Usando la descripcion de la suma simple en la Proposicién 3.1.6, hemos visto entonces
que

S¥l—a—1.(4, B)(z) = (1)~ Stesa(f, g) () +(—1) (- DEm @y (4, B)(x).

m,n—d—1

O sea

Sresd(f, g) (l’) = (_1)m_d_lsy1mfd71,n(‘4a B)(x)—i_(_1)m+(n_d)(d+l)+1Sylm,nfdfl(A7 B)(:E)
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Pero Syl,,,_4_1.,(A, B)(x) y Syl,, »—4—1(A, B)(z) son respectivamente polinomios de la
forma gG y fF con Gy F polinomios con deg(G) < m —d y deg(F) < n — d. Luego,

dado que asumimos Sresy(f, g)(z) # 0, por la Proposicién 1.1.4, necesariamente:

(_1)er(nid)(d+1)+1sylm,n—d—1(A¢ B)(:E) = de(f7g)

(=)™ 18yl g1.m(A, B)(2) = 9Ga(f,9),

probando lo que queriamos.

O

Con esto hemos descripto las sumas del tipo Syl,, ,(A, B)(z) para el caso ¢ < n. Pero el
caso ¢ = n es trivial, pues ya observamos que Syl (A, B)(z) consta de un solo término.
La tdltima proposicién nos permite obtener expresiones en términos de las raices para
los polinomios Fy(f,g) v Ga(f,g). Estas identidades pueden encontrarse en [Syl1853, Art.

29], y mas recientemente en [KrSz2012] y [DKS2015].
Corolario 3.2.6. Sea 0 < d < min{m — 1,n — 1}. Entonces

R(x, B\B')
R(B', B\B')
R(xz, A\A")
R(A\A', A")

Fuf.9)= (1" 3 R(AB\B)

B/CB,|B/|=d+1

Galf.9) = ()™ 3 RAA,B)
AICA|A |=d+1

Demostracion. Por la Proposicién 3.2.4 sabemos que
f Fd(f? g) = (_1)m+(n_d)(d+1)+lsylm,n—d—1(A7 B)(ZE‘)

O sea

FFy(f.g) = (—1)mtr=dld+)+1 3 R(A, B,)R(x, BR(z, A)

/ /
B'CB,|B'|=n—d—1 R(B ,B\B )
Luego
m+(n— R(I’,B’)
Fa(fg) = (F)miomd@mst 3 0 R(A B e
B’CB,|B'|=n—d-1 )
R(z, B\B")

— (_1)m+(n7d)(d+1)+1 Z R(A, B\B//)
B'CB,|B"|=d+1

_ (_1)m-i-(n—d)(d+1)+1+(n—d—1)(d+1) Z R(A, B\B//)
B''CB,|B/|=d+1

'R(B\B”, B”)

R(z, B\B")
'R(B”, B\B”) ’

que prueba lo que queremos ya que m+ (n —d)(d+1)+1+(n—d—-1)(d+1)=m—d
(mdéd 2). La igualdad para G4(f, g) puede verse de manera analoga, o bien deducirla de la

relacién entre Fy(f,g) v Ga(g, f) vista en (1.3).

Finalmente, las Proposiciones 3.2.3, 3.1.6 y 3.2.4 implican:
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Corolario 3.2.7. Sean A y B dos subconjuntos de un cuerpo K. Sean 0 < p < m y
0<q¢<nysead:=p+gq, conmax{m,n} <d<m+n—1. Entonces

n —

Sylp,q(A, B)(x) = (fl)(d—m)(n—q)—&-d—n (< k q) Sresi(f, g)(x) — (:;t ;) Fy(f,9) f),

donde k:=m-+n—d—1.
Demostracion. Tenemos

k

Sl (4, B)(a) = (-1)°( bt

St B)@) 4 (07 (51 st a4, B))
k+1

m—=p

=, F Jsren(ra)@) + o pemmeet (B ) g

donde ¢ := (d—m)(n —¢q) +d—n and e := (d — m)(q + 1). La demostracién concluye
observando que e + (d —m)n+m+n = (d —m)(n—q) +d —n (méd 2). O

El Corolario 3.2.7, junto con las Proposiciones 3.2.3 y 3.2.4, el Corolario 3.1.4 y la
Proposicion 3.1.6, mas los casos triviales, termina de describir todos los casos del Teorema
1.2.6, quedando éste demostrado.
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Capitulo 4

Foéormula cerrada en raices para la
subresultante en el caso general

En este capitulo presentamos los resultados centrales de la primera parte de esta tesis.

En la Seccién 4.1 definimos una extensién de la suma simple Syl (4, B)(z), para
multiconjuntos A y B, que coincide con Syl, (A, B)(z) si A y B son conjuntos, y que
tiene la misma relacién que tiene Syl, o(A, B)(z) con Sresy(f,g)(x) si f = R(z,A) y g =
R(z, B). Como consecuencia obtenemos escrituras para las subresultantes en términos de
las raices de los polinomios admitiendo raices multiples. Trabajamos por separado el caso d
suficientemente grande dado que este caso es mas sencillo; en el caso general necesitamos
usar polinomios de Schur. Al final de la seccién damos un link de acceso a un archivo
en el que desarrollamos un cédigo con el programa Maple ([Map2016]) para computar
estas férmulas. Los resultados de esta seccién se encuentran en el trabajo [DKSV2017].
En la Seccién 4.2 presentamos una extensién de las sumas dobles Syl, ,(A, B)(r) para
multiconjuntos A y B en el caso p y ¢ suficientemente grandes. De igual modo que con la
suma simple, esta construccién efectivamente extiende a la sumas dobles Syl, (4, B)(r)
ya que coinciden si A y B son conjuntos, y también guarda la misma relacién que las sumas
Syl, (A, B)() tienen con Sresy(f,g)(z), con d = p+gq, si f = R(z,A) y g = R(z, B).
Los resultados de la Seccién 4.2 son originales de esta tesis.

4.1. Extension de la suma simple de Sylvester

Hemos visto que las igualdades

Sylao(4, B)(z) = (1)1 DSresq(f, g) (),

{ Syl o(A, B)(x) = (=1)P0"= (%) Sresy(f, g)(x)

del Teorema 1.2.5, pueden considerarse como generalizaciones para las subresultantes de
la formula de Poisson de la resultante. Y hemos mencionado la limitaciéon que tienen, que
es que no admiten multiplicidad en las raices de f y g, pues A y B no pueden ser ambos
multiconjuntos. Si bien Syl, ((A, B)(x) s admite que B sea un multiconjunto, A no puede
serlo. Y la situacién simétrica se da en Syl 4(A, B)(7). En esta seccién extenderemos la
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definicién de la suma simple Syl, (A, B)(x) para el caso A y B multiconjuntos, y vere-
mos que esta extension tiene la misma relacién con la subresultante. Para esto volvera a
ser central el papel del lema de intercambio y sus corolarios. En algunos casos usaremos
también polinomios de Schur, que introduciremos més adelante.

Si perseguimos el objetivo de obtener una férmula para la subresultante en términos
de las raices para el caso general, podemos pensar que la férmula de Apéry y Jouanolou,
que se prueba en [ApJo2006, Prop.91], es una primera aproximacién:

Proposicion 4.1.1. Sean f y g dos polinomios de grados m y n respectivamente y sean
A y B sus respectivos conjuntos de raices. Sea E un conjunto tal que |[E| =m+n—d y
0 <d < min{m,n} od=min{m,n} si m # n. Entonces

Z R(Eg,A)R(EQ,B)R(SC,El)

SI"GSd(f, g)(.’L‘) = R(EQ,El)R(Eg,El)R(E37E2>.

E1UE,UE3=E
|E1|=d,|E2|=m—d,|E3|=n—d
Esta formula tiene dos ingredientes interesantes. En primer lugar, la suma tiene sentido
incluso si A o B son multiconjuntos. Por otro lado, lo interesante es que no depende del
conjunto E, sino sélo de su cardinal. Esto no sélo nos remite a uno de los corolarios del
lema de intercambio; sino que méas ain, dicho corolario generaliza la formula de Apéry y
Jouanolou. Precisamente:

Proposicién 4.1.2. Sean A y B subconjuntos de un cuerpo K con |[Al=m y |Bl=ny
sea 0 < d < m. Sean X un conjunto de variables y E C K un conjunto finito tal que

|E| > méx{|X|+d,m +n—d,m}.

FEntonces

Z R(Az2, B)R(X, A1)

AjUAs=A R(Ala AQ)
|A1|=d,|A2|=m—d
B Z R(AaE?))R(EQ,B)R(X, El)
F1UFEUFEs=F R(El’ E2>R(E17 Eg)R(E27 E3)

|E1|=d,| E2|=m—d,|E3|=|E|—m

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la Observacién 2.2.7 tomando A = E, B =
A, Y = By p=dy mirando con cuidado el signo. O

La férmula de Apéry y Jouanolou se deduce de la Proposicién 4.1.2 en el caso |X| =1,
|E| = m+n—d, den el rango de dicha férmula y usando la relacién entre la suma simple
de Sylvester y la subresultante de la Proposicién 3.1.6.

La Proposicién 4.1.2 serd la que nos permitird obtener las férmulas que buscamos
aprovechando la libertad que tenemos para elegir un conjunto F adecuado.
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4.1.1. El caso d suficientemente grande

La idea serd, como dijimos, a partir de la Proposicion 4.1.2, elegir un conjunto F
adecuado para obtener la féormula que buscamos para la subresultante en términos de
las raices. Un primer caso sera aquél en el que la cantidad de raices distintas de f y ¢
sean suficientes como para poder tomar como E al conjunto formado por ellas. Debido
a la hipétesis para el cardinal de E en la Proposicién 4.1.2, esta condicion puede darse
en términos del valor de d, que cuanto mayor sea, se podrd tomar un conjunto F de
tamafo menor. En esta direccién definiremos ahora una generalizacién SylM, (4, B)(x)
de la nocién de suma simple de Sylvester Syl; o(A, B)(x), para multiconjuntos Ay By d
suficientemente grande.

Dado un cuerpo K y un multiconjunto Y C K, notamos |Y| a su tamano (la cantidad
de elementos contados con su multiplicidad).

Definicién 4.1.3. Sea K un cuerpo, sean A, B C K multiconjuntos con |A| =m, |B| =n
ysean A C Ay B C B los conjuntos de elementos distintos de A y B respectivamente, con
|A| =m, |B| =n.Sean m’ := m—m yn' := n—"n. Para d tal que m'+n’ < d < min{m,n}
om'+n' <d<min{m,n} si m # n, definimos

(71)m'(mfd) Z Z ’R’(A\Zv E\B,),TQ(Z\*AIa B\B/)R(xa A/)R(‘T7 B/) )

SyIMao(4, B)(a) : R(A, A\AYR(B', B\B')

A'CA  B'CB

|A'|=d—m' |B’|=m’

Esta definicién sélo tiene sentido cuando A y B tienen pocos elementos repetidos y d
esta en el rango mencionado. Para esos valores de d tenemos:

Teorema 4.1.4. Sean K un cuerpo y f,g € Klz| polinomios mdnicos de grados m y n
respectivamente, con multiconjuntos de raices A y B, y conjuntos de raices distintas A y B
respectivamente, y seanm’ := m—m yn' := n—n. Dado d tal que m'+n’ < d < min{m,n}
om' +n' <d<min{m,n}, se tiene

Sresa(f, 9)(x) = (~1)*"~VSyIM9(A, B)(x).

Antes de probar el Teorema 4.1.4 vamos a hacer algunas observaciones. En primer
lugar, uno podria preguntarse si la cota inferior para d en el Teorema 4.1.4 es 6ptima,
dado que la definicién de SyIM, (A, B)(x) tiene sentido atin para m’ < min{d,n}. El
siguiente ejemplo ilustra un caso en donde el resultado se cumple con d en el rango del
enunciado y muestra que la restriccion sobre d es necesaria.

Ejemplo 4.1.5. Sean f = (z—a1)(z—a2)? y g = (x—B1)?, de modo que A = (a1, g, o)
con A= {a1,a2}y B=(B1,B1) con B ={$3}. Parad =2, dado que (3 —2) + (2—1) <
2 < min{3, 2}, tenemos Sresa(f, g)(z) = g(x), mientras que

<(a2 — B1)(x — a1)(z — ) n (1 — Bi)(x — ag)(x — 51))

a1 — Q2 Q2 — a1

(a2 = B1)(x — o) — (a1 — B1)(z — a2)) (z — 1)

Q2 — a1

= (z = pi)(z = B) = g(x),

Sy1M2,o(Aa B)(x) = —
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con lo cual el Teorema 4.1.4 se cumple en este caso.

Ahora tomemos f = (z — a1)(z — a2)? y g = (z — $1)3. En este caso, A = (a1, a2, az)
con A= {aj,as} y B=(B1,51,51) con B={B;1}. Parad =2 < (3—2)+ (3 —1) tenemos
Sresa(f, 9)(z) = g(x) — f(x) y SylMy o(A, B)(z) puede definirse de acuerdo a la Definicién
4.1.3 puesto que m’ = 1 < min{d, n}, pero resulta ser un multiplo de x — /31, por lo que
las dos expresiones obviamente no coinciden.

El Teorema 4.1.4 seréd consecuencia del siguiente teorema, que no trata atin con mul-
ticonjuntos.

Teorema 4.1.6. Sean A y B subconjuntos de un cuerpo K con |A] = m y |B| = n.
Sean A C A y B C B subconjuntos no vacios de A y B, con |A| =m y |B| =7 y sean
m' :==m-—myn' :=n—mn. Sea d tal que m' +n’ < d < min{m,n} y sea X un conjunto
de variables con | X| < m+n — 2d. Entonces

R(As, BYR(X, A;)
2 72%(A1,A2) :

A1UA=A
|A1|=d, |Az|=m—d

o mmed) R(A\A, B\B')R(A\A', B\B)R(X, A\R(X, B
= Y Zﬁ R(A, A\AR(B', B\B') '

Demostracién. Supongamos primero que A N B = (). Por la Proposicién 4.1.2 tomando
E := AU B, pues |E| =m +7n > m+ n — d por hipétesis, tenemos

Z R(Ag2, B)YR(X, A1) _ Z R(A, E3)R(E2, BYR(X, E)
i R(Ar, A3) pom = s RUEL Eo)R(Er, By R(Ex. E)
‘A1|=d, |A2‘:m*d |E1|=d,|E2|=m—d
|Es|=m+n—m

Ahora, R(A, E3) = () cuando ANE3 # 0 y R(FE2, B) = () cuando E>NB # (). Luego E3 C B
y By C A. Llamando A’ = A\Ey y B’ = B\E3, tenemos que E3 = B\B', By = A\A' y
Ey = A"UB, y por lo tanto podemos escribir la suma como

5 Z R(A, B\B'YR(A\A', B)R(X, A)R(X, B')
R(A'U B, A\AYR(A'U B’, B\B')R(A\A’, B\B')

A/CA B’ CB
|A’|=d—m |B'|=m’

oy oy R(A, B\B")R(A\A', B)R(X, A'YR(X, B')
B R(A, A\A)R(B', A\A)R(A, B\B')R(B', B\B')

A/CA B'CB
|A’|=d—m |B'|=m’

e R(A\A, B\B')R(A\A', B\B)R(X, A\R(X, B’
_ (—)BIAA Z 3 (A\A, B\ ()A’fA\\A’)R\(B’,)B(\B’) JR( ),

B'CB
|A| d m\B|—m

como querfamos, dado que |B’||[A\A’| = m/(m — d). El caso general se sigue del hecho
que las dos expresiones coinciden genéricamente. ]
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Observemos que si en el Teorema 4.1.6 tomamos A = A, el miembro derecho de la
igualdad coincide claramente con el miembro izquierdo, con lo cual no obtenemos nada
nuevo. Sin embargo el miembro derecho tiene sentido incluso cuando A y B son multicon-
juntos; sélo necesitamos que A y B sean conjuntos. Si X = {z} podemos definir la nocién
de suma simple de Sylvester para multiconjuntos A y B con d en el rango del Teorema
4.1.6, que extiende la nocién usual de la suma simple de Sylvester para conjuntos, como
enunciamos en la Definicién 4.1.3. Ahora podemos probar el Teorema 4.1.4.

Demostracion del Teorema 4.1.4. Supongamos A = (ay,...,a1,...,Gm,...,05) CON M =
Jn Jm
i+ +gmy B = (by,...,b1,...,bz,....bz) con n = {1 + --- 4+ lz, de modo que
SN——— SN——
0 b

J = ITlocalx —a) y g = [lyep(® — b). Definamos dos conjuntos de variables Y =
Wi, Ui Ymds s Ymgm s Y 2 = {210, 2100+ 2015 - - -5 2 0n ), ¥ S€AI jz =
(@ —vy11) (@ —Ymyn) ¥ 9° = (& — 211) - (¥ — zmse,). Luego, si llamamos Y =
{yi1,-Ymat y Z ={z11,---,2n1}, dado que m’ +n' < d < min{m,n} om’ +n' <d <
min{m,n}, de acuerdo al Teorema 4.1.6 tenemos

_1ym’(m=d) R(Y\Y,Z\Z')R(Y\Y', Z\Z")R(x,Y")R(z, Z')
(-1 ’ Z Z R(Y',Y\Y)R(Z',Z\Z") '

Sylao(Y, Z)(x) =

|Y\dm|Z\m

Por otro lado, por el Teorema 1.2.5, Sresy(fY,¢*%) = (—1)d(m_d)Syld70(Y, Z)(x). Luego,
con d en el rango del enunciado,

RY\Y,Z\ZR(Y\Y', Z\Z\R(z, Y \R(x, Z'
Sresal(,97) = (-0 3 RO \(;,fy\\y,)R(\Z,’)Z\(Z,) s

Y'cY Z'cZ

Y/ |=d—m' |Z'|=m'
Terminamos la demostracién haciendo y1; —+ a1,...,Ym,i — am, 21, — b1,..., 25 — by
y observando que ambos miembros de la igualdad estan bien definidos. O

4.1.2. El caso general: d arbitrario

Ahora nos ocuparemos de extender la definicién de SylM, (A, B)(z) al caso general.
En el caso anterior, al ser d suficientemente grande, pudimos tomar AU B para el conjunto
E. Si d es més grande, el cardinal de F no puede cubrirse con A U B, de modo que la
construccién serd un poco més compleja. La idea serd volver a considerar A U B, pero
para llegar a cubrir el cardinal de F, completaremos con un conjunto de variables T
y luego haremos un proceso de identificar un coeficiente preciso en esas variables. Para
esto necesitaremos trabajar con polinomios de Schur, de los que recordaremos aqui su
definicién. Antes introducimos la siguiente notacion.

Notacién 4.1.7. Sea X = (x1,...,x%) una k-upla de indeterminadas o de elementos dis-
tintos. Denotamos la matriz de Vandermonde rectangular de tamano £ X k correspondiente
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a X por

k
xf‘l .. :ci_l
Ve(X) :=| N
1 1

Cuando ¢ = k escribimos simplemente V(X), pues es la matriz de Vandermonde usual de
la Observacion 2.2.12.

Ahora recordemos la construccién de los polinomios de Schur. Dada una particién

A=A, A2,...,A), i€ Zsoparal <i<r, conA >A>---> )\,

el polinomio de Schur sy (X) para un conjunto X = {x1,...,z,} se define como el cociente
$1\1+r71 $§\1+r71 . $?1+r—1
mixz-&-T—? $§\2+T_2 ... $?2+r—2
det
SA(X) = r—1 r—1

Ty Ly

det : :

1 e 1

Esto es, los polinomios de Schur son cocientes de determinantes de matrices del tipo Van-
dermonde, donde en el numerador se saltean algunas filas de una matriz de Vandermonde
rectangular. Notemos que los polinomios de Schur son simétricos en 1, ..., x,, por lo que
tiene sentido escribir s)(X) para un conjunto X. Observemos también que, por ejemplo,
si A= (0,...,0), se tiene s)(X) = 1.

Por conveniencia, aqui no usaremos esta notacién usual para polinomios de Schur da-
da por particiones, sino que introduciremos una notaciéon con un conjunto de exponentes
como sigue. Dado R = {i1,...,ix—} C {1,...,k} un subconjunto de indices, denotare-

mos VIER) (X) a la submatriz cuadrada de Vi (X) que se obtiene al quitar de ella las filas
correspondientes a los indices en R. Definimos asi

v (x)

S0 =

(4.1)
donde Vk(R)(X ) = det(VlgR) (X)). Asi, S,(CR) (X) es el polinomio de Schur asociado al con-
junto de indices que estan en {1,...,k} \ R.
M4és generalmente, si X = (z1,...,%1,...,%7,...,27) es un multiconjunto con r =
J1 Vg
j1+ -+ jr, definimos la matriz de Vandermonde generalizada de tamano k x r como (c.f.
[Kal1984])

Vi(X) = ( Ve(z1,51) .. Vil(or, jr) )a (4.2)

99



donde, para cada j, Vi (x;,j) de tamano k x j estd definido por

B (k= Dk (k- Dk —2)ab L Gk
Vi) = | a2 o 2 0]

. 1 0 0

) 0 0 0

y cuando k = r escribimos V(X) como en la Notacién 4.1.7. Es conocido el hecho que
V(X) es inversible si z; # x; para i # j.

Asi podemos definir también los polinomios de Schur generalizados del mismo modo:
dado R = {i1,...,ig—r} C {1,...,k} un subconjunto de indices, notamos V,gR) (X) ala
submatriz cuadrada de Vi (X) que se obtiene al quitar de ella las filas correspondientes a
los indices en R, y definimos
Vi (X)

S0 =

(4.3)
(R) — (R) i ()

Donde, como antes, V7 (X) := det(V, 7 (X)). Notemos que en principio S, 7 (X) es una

funcién racional. El siguiente resultado muestra que es un polinomio.

Lema 4.1.8. SIER) (X) es un polinomio en las variables X con coeficientes en K.

Demostracion. Si X es un conjunto en vez de un multiconjunto, el cociente definido en (4.3)
coincide con el polinomio de Schur definido en (4.1), de modo que no hay nada que probar.
Para el caso general, consideremos el conjunto X = {x11,...,2Z1j,,...,Z51,..., T} que
“convergerd” a un multiconjunto Y haciendo x1; — y1 para 1 < i < ji, ..., Tr; — Yr,
para 1 < ¢ < j7 Luego

S0 = s ()

como puede verse, por ejemplo, calculando los limites para x12 — x11 por la regla de
L’Hopital, para x; 3 — x; 1 si es necesario, y repitiendo el proceso para los demés términos

Tk2 — Tp,1, etc. Esto prueba que SIER)(Y) es en efecto un polinomio. ]

Para un conjunto R C {1,...,r} dado en orden creciente, definimos sg, (R) := (—1)°,
donde o es el namero de transposiciones necesarias para llevar este conjunto a los primeros
lugares de {1,...,r}, i.e. si R = {i1,...is} con 1 < i3 < --- < ig < r, entonces o es la
paridad del nimero de transposiciones necesarias para llevar (1,...,7) a (i1,...%5,...),
sin cambiar el orden relativo de los otros elementos.

También, para una particién dada R := R; U Ry U ... U Ry de {1,...,7}, notamos
sg(R) = sg(R1,...,Ry) := (—1)7, donde o es la paridad del nimero de transposiciones
necesarias para llevar el conjunto ordenado (R, ..., Ry) (asumimos que cada uno de ellos
también estd ordenado en forma creciente) a {1,...,r}.

Ahora si podemos extender la Definicién 4.1.3.

Definicién 4.1.9. Sean K un cuerpo y A, B C K multiconjuntos con |A| =my |B| =n
y sean A C Ay B C B los conjuntos de distintos elementos de A y B respectivamente,
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con [Al =my |B| =n. Sean m' :==m —m yn :=n—n. Para 0 < d < min{m,n} o
d = min{m,n} si m # n, definimos
o RIAVA, B\B)R(A\A', B\B)R(x, A)R(a, )

R(A!, ANA)YR(B', B\B')

s o B UsT (@A) uB)sT) (AU B\B)),

SyMg (4, B)(z) = Y (~1)

donde la suma esté indexada por:

» todas las particiones R := Ry U Ry U R3 del conjunto {1,...,m' +n’ — d} con
Ric{m+n—-2d,....,m'+n' —d}, |Ri|<d—(m+n)+1,m —d<|Ry] <m-—d
yn' —d<|Rs3] <n-—d,

» todos los subconjuntos A’ C A, |A'| = |Ra| +d — m/,
= todos los subconjuntos B’ C B, |B'| = |R3| + min{m/,d — n'},
y donde o se especifica mas adelante, en (4.4), y Ry == {i — (m+n—2d—1): i € Ry}

Es facil verificar que esta expresion generaliza en efecto la Definicién 4.1.3, pues cuando
m/+n’ <d, se tiene m' +n’ —d < 0, de modo que los conjuntos Ry, Ro y R3 de la suma son
vacios y ademds |B’| = m/. Asf uno recupera la suma anterior con una sencilla operatoria.

El resultado principal de este capitulo es la siguiente generalizacion del Teorema 4.1.4,
que muestra que SylM, (A, B)(x) coincide, salvo signo, con la subresultante en todos los
casos.

Teorema 4.1.10. Sean K un cuerpo y f,g € K[z] polinomios mdnicos de grados m y
n respectivamente, con multiconjuntos de raices A y B, y 0 < d < min{m,n} od =
min{m,n} si m # n. Entonces

Sresa(f, g)(2) = (1)1~ ISyIM, (A, B)(x).

Antes de demostrar el teorema volvamos a considerar el Ejemplo 4.1.5 para ilustrar
cémo ahora, bajo la definicion 4.1.9, el Teorema 4.1.10 efectivamente se cumple.

Ejemplo 4.1.11. Sean f = (r—a1)(z—a2)?y g = (z—1)? asociados a los multiconjuntos
A = (a1,02,03) con A = {a1,a2} y B = (B1,61,51) con B = {1}, y tomemos d = 2.
Tenemos Sresy(f, g)(x) = g(x) — f(x), y en este caso SylM, ,(4, B)(z) es igual a

(a1 — B1)(a1 — B1)(x — ag)(z — 1)

(a2 — B1)(x — a1)(z — ag) — -
a9 a1

(a2 = Bi)(a2 = Bi)(z —ar)(z — B)

a1 — Q9 '

Es facil verificar que estas dos expresiones coinciden.

El Teorema 4.1.10 serd consecuencia inmediata del siguiente teorema.
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Teorema 4.1.12. Sean A y B subconjuntos de un cuerpo K, con |A| = m y |B| = n.
Sean A C A y B C B subconjuntos no vacios de A y B respectivamente, con |A| = m
y |Bl =m y sean m' := m —m yn' = n —n. Supongamos que 0 < d < min{m,n} o
d = min{m,n} si m # n, y que satisface ademds d < m’ +n'. Entonces:

(1) Si0<d<m+n se tiene

R(As, B)R(xz, A oR
> (72Q(A>1,f§2) U - 2 =)

A1UA2=A, |A1]|=d, RQUR3:{1,...,m/+n/—d}

|Az|=m—d |R2|=r2,m'—d<ra<m—d
|R3|=r3,n'—d<rz<n—d
5 5 R(A\A, B\B)R(A\A, B\B)R(x, AR (x, B')

— — R(A, A\A")R(B', B\B')
|A|=ro—(m'—d) |B'|=rs—(n/—d)
R " R: =53
S (A UB)STE (AU (B\B),
donde, para la particion R := Ro U R3 de {1,...,m' +n' —d},

(_1)0'R _ (_1)m’(mfd)+r2(ﬁfl)Jrrg(m’Jrn’fdfl)JrrngSg(R)'

(2) Sim+n<d<m' +n,

Z R(A27 B>R(337A1) _ Z (_1)UR
AjUA=A R(Al’ Az) R1URsUR3={1,....m'+n’—d}
|A1|=d, |Az|=m—d RyC{m+n—2d,....,m"+n’—d},

|R1|=r1, 1 <d—(M+7n)+1
|Rz|=r2, m'—d<ra;<m-—d
|R3|=r3,n' —d<rz<n-—d

R(A\A, B\B')R(A\A', B\B')R(z, A')R(z, B)
> ) R(A, A\AYR(B', B\B')

e 3

B
|A|=r2—(m'—d) | B'|=rs—(n'—d)

S UB UD)SE) (@A) UB)S) (AU (B\B)).

donde, para la particion R = Ry U Ry U Rg de {1,...,m' +n' —d},
(_1)03 _ (_1)m’(m—d)+r1(n—d+r2+r3)+7"2(m—l)-i-rg(m’+n’—d—1)+r2rgsg(R)’ (4_4)

yRy:={i—(m+n—-2d—1): i€ R}.

Demostracion. Como en la demostracion del Teorema 4.1.6, podemos suponer que ANB =
(). Como dijimos, la idea de la demostracién es agregar un conjunto auxiliar de variables
T = {t1,-+ ,t.} con r = m' +n’ —d, de modo que el conjunto E := AU B UT tiene
tamafio |E| = m+n —d, lo cual nos permite aplicar la Proposicién 4.1.2 a E'y X = {«},
y luego comparar coeficientes en la expresion que se obtiene.

Aplicando la Proposicién 4.1.2 tenemos

3 R(A2, B)R(x, A1) _ 3 R(A, E3)R(E2, B)R(x, E1)
A1UAr=A R(Ab Az) E1UE2UE3=AUBUT R(EL EQ)R(Eh E3)R(E2’ E3)

|A1|=d, |A2|=m—d |E1|=d,| E2|=m—d
|E3|=n—d
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Como en la demostracién del Teorema 4.1.6, R(A, E3) = 0 si EsNA # 0y R(E2, B) =0
si BsN B # (. Luego B3 C BUT y Ey C AUT. Escribamos Fy = (A\A’) U T, con
AACAyTy,CT, B3 = (B\B)UTscon B C By T3 C T con T, NT3 = (). Entonces
E, = (AUB)UT donde Th = T\(T> UT3), y podemos reescribir la suma como hicimos
en el Teorema 4.1.6:

2 D D

T, UToUT3=T A'CA B'CB

|Ty|=r1,0Sr1<d | A'|=ry+d—m' |B'|=rz+d—n’
|T2|=rs,0<ro<m—d = g<|A'|<m 0<|B’'|<m
|T3|=r3,0<rs<n—d '~ ==

R(A, (B\B') UT3)R((A\A") UTy, B)R(, (A' U B') UT})
R((A’UB'YU Ty, (A\A) UT2)R((A'UB') U Ty, (B\B') UT3)R((A\A") U Ty, (B\B') UT5)

= 2. D D

T UToUTs=T ACA B'cB
|T1|=r1,0<r1<d |A’|=ro—(m'—d) | B’ |=r3—(n'—d)
| T |=r2,méx{0,m'—d}<ro<m-—d
|T5|=r3,méx{0,n'—d}<rz<n-—d

R(A, (B\B') UTs)R((A\A") U Ty, BYR(x, (A’ UB')UT))
R((A’UB'YUTy, (A\A) UT3)R((A’UB') U Ty, (B\B') UT3)R((A\A') U T, (B\B') UT)’

Aqui, para cada eleccién de Ty, T, T3 y A’, B’, el numerador es igual a

R(A, B\B'YR(A,T3)R(A\A’, B)R(T3, B)YR(z, A )R(z, B YR (z, T1),

mientras que el denominador puede reescribirse como

R(A'U B, INAYR(A' U B, To)R(Ty, A\ AYR(Th, Ty)
: R(A, U B/, E\B’)R(A/ U B/7 T3)R<T1, E\B/)R(TI, T3)
R(A\A, B\BYR(A\A', T5)R(Ty, B\B')R(To, Ts).

Por lo tanto, la parte del cociente que es independiente de los Ty es igual a, como en el
Teorema 4.1.6,

B 5 R(A\A, B\B)R(A\A', B\B')R(x, A)R(x, B')
!~ A >} R(A/DZ\AI)R(B/7§\B/)
A'CA B'CB
| A/ |=ra—(m' ~d) | B'|=rs—(n~d)

3

donde oy := |B'| |A\4'|.

Nos ocuparemos ahora de la parte 7del cociente que involucra algin Ty. Multiplicando
y dividiendo por R(T1, A’ U B'YR(Tz, A\A")YR(T3, B\B'), el cociente resulta

o, R(T5, AU (B\B'))R(Ts, (A\A') U B)R(T, A’ U B' U )

=1 R(T, AU B)R(Ty, To)R(T1, Ts)R(T», Ts)

Y

donde o3 = |T3] [A\A'| + (| 2| + |T3])|A"U B'| + | T3] |A] + |T1].
Ahora multiplicamos y dividimos por el producto de los determinantes de Vandermonde
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V(T1)V (T2)V(T3), donde consideramos en cada Ty los elementos t; con los indices i en
orden creciente, y tenemos

R(Ts, AU (B\B"))R(T3, (A\A") U BYR(T1, A’ U B' U 2)V (T1)V (T3)V(T3)
R(T, AU B)R(T1, To)R(T1, Ts)R(Ty, T5)V (T1)V (T3)V (T3)
R(Ts, AU (B\B"))R (T3, (A\A") U BYR(T1, A’ U B' U )V (T1)V (T3)V (T)
R(T,AUB)V(T)

= Sg(Th Ty, TS)

con sg(Th,Ts,T3) := (—1)7, donde o es la paridad del nimero de transposiciones necesarias
para llevar el conjunto ordenado Th UTo U T3 a {t1,...,t.}.

Dado que el denominador es independiente de las elecciones de los Ty, volviendo a la
primera expresién, tenemos

R AVBYV(E) Yy HAzBREA)

A UA,=A R(A1, 42)
‘Al ‘:d, ‘Az‘:m—d
= Z (—1)U,Sg(T1,T2,T3)
THWUToUT3=T

|T1|=r1,0<r1<d
| T |=r2,méx{0,m’ —d}<ro<m-—d
|T5|=r3,méx{0,n' —d}<rz<n—d

R(A\A, B\B)R(A\A', B\B')R(z, A')R(z, B)
2 > R(A, A\AR(B', B\B')

) A/CZ, , B'CEI
|A'|=re—(m'=d)) |B'|=rs—(n'—d)

- R(T3, AU (B\B'))R(T», (A\A") U B)YR(T1, A’ U B’ Uz)V(T1)V (T2)V(T3),
donde
o' =01+ 09
= (|B'[ + [T5])[A\A| + (|T2| + |T5])|A"U B'| + |T5] |A] + | T

(n' —d)(m —d)+ry +re(m' —d+1)+r3(n’ —=m+1) (méd 2)
=m/(m—d)+ri(m—d—1)+re(Mm—1)+rz(m' +n' —d—1) (méd 2).

(La tultima fila estd escrita de modo que coincide con el exponente en el Teorema 4.1.6;
cuando r < 0 interpretamos r; = ro =13 = 0.)
Para recuperar la suma que queremos, tomamos un coeficiente especifico en (¢1,...,t,)
a ambos lados. Notemos que el coeficiente principal de R(T, AU B)V(T') con respecto al
orden lexicogréfico t; > --- > t,, es igual a

Coeﬁ‘t;n+nfd71t;n+n7d72“.t;nﬁ»nfdfr (R(T,ZUE)V(T)) == 1

Miremos ahora este coeficiente en el miembro derecho de toda la expresién: lo haremos
considerando las variables t; que pertenecen a cada Ty. Miremos primero las variables en
T», y luego en T3, ya que se comportan de manera similar.

Observemos que

V(T U (A\A") U B)
V((A\A)YuB) ’

R(Ty, (A\A") U B)V(Ty) =
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V(T35 U AU (B\B"))

V(AU(B\B))
donde las matrices del numerador de los miembros derechos son ambas de tamano (m+n—
d) x (m+n—d). El coeficiente del monomio [[, ., tm+n=d=i corresponde en el numerador
a la submatriz de V;,1n—q((A\A’) U B) en donde se han quitado las filas indexadas por
Ry :={i: t; € To}. Luego

R(Ts, AU (B\B)V(T3) =

A /
coeff tm+ndi<v%TbU(A\A)LJB)
et V((A\A") U B)

) =St alR)SLE (AN U B)
= S8t —a(R2) Sy _a(A\A) U B),
pues Ry C {1,...,m' +n' — d}. Andlogamente
n !
coefly  n i <V(T3 UAU(B\B))
ti €T3 b V(AU (B\B))
donde R3 := {i: t; € Ts}.
Ahora vemos qué pasa con las variables en T7. Observemos que
V(IhuA'UB Ux)
V(A"UB' Ux)

) = St a(R2)ST) (AU (B\B)),

R(Ty, A UB Ux)V(Th) =

Aqui la matriz del numerador es una matriz de Vandermonde de tamafo (d+1) x (d+1) y
el maximo exponente de t; para t; € 17 que puede aparecer es t‘ii. Sea Ry :={i: t; € Ty }.
Entonces, para cada ¢ € R; necesitamos m+n—d—i C {0,1,...,d},i.e. m+n—2d <i <
m+n—d. Dado que 1 satisface i < r = m/+n’—d, necesitamos que m+n—2d < m'+n'—d
yRic{m+n-2d,...,m'+n' —d}.

En particular, cuando m +n — 2d > m’ +n’ — d, i.e. cuando d < ™ + 7, no hay ninguna
eleccién para Ry. En este caso concluimos

R(A 7B R Z, A o
Z ( 2 ) ( 1) _ Z (_1) Sg(RQ,Rg)
A1UA=A R(A17A2) ’ ’
1UAz= RyUR3={1,....m"4+n"—d}
|A1]=d, |Az|=m—d |R2|=r2,méax{0,m' —d}<ro<m—d
|R3|=r3,m&x{0,n' —d}<rs<n—d
Z Z R(A\A, B\B")R(A\A’, B\B")R(x, A")R(x, B")

—~ — R(A, A\AYR(B',B\B')

|A'|=ro—(m'—d) |B'|=rs—(n'—d)

-5 (A\A) U B)SYE) (AU (B\B)),

donde
o=m/(m—d)+ry(m—1)+rs(m' +n —d—1)+rors,
pues es facil ver que sg,,,/ /_q(R2)8g,4n—q(R3) = (=1)"2"3 ya que Ry y R3 son conjuntos
complementarios en {1,...,m’' +n' —d} (o ver el Lema 4.1.13 més abajo).
Ahora,sid>m+ny Ri={i: e} C{m+n—2d,...,m +n —d} tenemos

V(IiuA'UB' Uz)
V(A'UB' Ux)

> = sgup (B ST (AU B U ),

coeff Cd—i
HtiGTl tTn‘i’n ’

(3
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donde Ry :={i—(m+n—2d—1):ie R} C{l,...,d+1— (m+n)}. Probamos en el
Lema 4.1.13 mas abajo que

58441 (R1)38 1 —a(R2)S8s 4y —a(Ra) = (—1)rilrztratmin=irars,

De este modo, tenemos

Ay, B A
Z R( 2 )R(xv 1) _ z (71)0 Sg(Rl,RQ,Rg)
AjUAz=A R(A1, A2) _ F
1 2= R1UR2UR37{1,..‘,m +n 7d}
|A1|=d, |Az|=m—d RiC{m+n-2d,....m' +n’ —d},

‘Rl ‘:7‘1 ,0<ry Sd*(m+ﬁ)+l
|Ra|=r2,méx{0,m' —d}<rs<m-—d
|R3|=r3,méx{0,n' —d}<rz<n—d

R(A\A, B\B')R(A\A", B\B')R(z, A)R(z, B)
2 2 R(A, A\AYR(B',B\B')

, A'CZ/ , B'CE/
|A'|=ro—(m'—d) |B'|=rs—(n'—d)

S UB UL S (@A) UB) SR (AU B\B),

donde
o=m'(m—d)+ri(n—d+ry+7r3)+ra(m—1)+rs(m' +n' —d—1) +rars.
O

Lema 4.1.13. Sea Ry U Ry U Ry una particion de {1,...,r} con |R;| = r; para 1 <i < 3,
ysea0<s<rtal que Ri ={i—s:i€ R} C{l,...,r—s}. Entonces

sgr—o(F1) 58, (R2) s, (R) = (—1)n1(2trateyirars,

Demostracion. Escribamos Ry = {i1,...,ir, }, Ro = {j1,---,Jro} ¥ R3 = {k1,..., krs }
Entonces

st o(R)sg(Ro)sg,(Ra) = 3 (i—s—0+ 3 G0+ 3 (ke—0)

1<6<r 1<0<rs 1<t<rs
_r(r+1) . (1) r(re+1) r3(rs+1)
T2 ' 2 2 2

2 2_ .2 .2
e —1ri—T5—713

= 5 — 718
12— (r1 + 12 +13)% + 2r179 + 27173 + 21973 s
= -
2

=rirg +rir3 +rer3 + s (méd 2).

Podemos ahora probar el Teorema 4.1.10.

Demostracion del Teorema 4.1.10. Primero notemos que la definicién de SyIM (A, B)(x)
en la Definicién 4.1.9 no sélo es una generalizacién de la Definicién 4.1.3 como hemos
mencionado, sino que ademés generaliza el término en el miembro derecho del Teorema
4.1.12(1) para conjuntos, pues cuando d < m+n, Ry C {m+n—2d,...,m'+n’' —d} = 0.
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Luego, gracias a los Teoremas 4.1.6 y 4.1.12, tenemos que la siguiente igualdad se satisface
para conjuntos A y B, cualesquiera subconjuntos A C Ay B C B y cualquier 0 < d <
min{m,n} o d = min{m,n} si m # n:

Sresq(f, g)(v) = (—1)d(m_d)SY1Md,o(Aa B)(x).

El pasaje de conjuntos a multiconjuntos es luego natural tomando limites de conjuntos a
multiconjuntos, como en la demostracion del Teorema 4.1.4, gracias al Lema 4.1.8 y su
demostracién, dado que ambas expresiones estdn bien definidas para multiconjuntos. [

La suma SylM, (A, B)(z) es ficilmente computable mediante el programa Maple
([Map2016]). Con dicho programa desarrollamos un cédigo que la calcula. Se puede acceder
a este archivo con el siguiente link: http://cms.dm.uba.ar/Members/mvaldettaro/code.mw

4.2. Extension de las sumas dobles de Sylvester

En la Seccién 4.1 dimos una extension de la definicién de la suma simple de Sylvester
para multiconjuntos, y como consecuencia, una férmula para la subresultante en raices en el
caso general. Aquf extenderemos las sumas dobles Syl,, ,(A, B)(x) y, en particular, también
obtendremos otra formula para la subresultante. En esta parte solo nos limitaremos al caso
p y q suficientemente grandes.

En la seccién anterior el punto de partida de la construccién fue la Proposicion 4.1.2,
que generaliza la formula de Apéry y Jouanalou de la Proposicion 4.1.1. All{ logramos
introducir un conjunto E arbitrario en la suma simple de Sylvester y eligiendo un F
conveniente construimos la férmula. Asi como la suma simple es un caso particular de las
sumas dobles, con p = 0 o ¢ = 0, vamos a dar ahora una férmula para las sumas dobles
que generaliza la de la Proposicién 4.1.2.

Proposicién 4.2.1. Sean A y B subconjuntos de un cuerpo K con |A|=m y |B|=ny
sean 0 <p<m,0<qg<n, cond:=p-+q. Sean X un conjunto de variables y B, FF C K
subconjuntos finitos tales que

|E| > max{|X|+d,m+n—dm} y |F|>méx{|X|+d,m+n—dn}.

Entonces

R(X,A1)R(X, By)
R(A1, A3)R(By, Bs)

> > R(A1, B1)R(Az, By)
A1UAs=A B,UB>=B
[A1|=p |B1|=¢
|Az|=m—p |Bz|=n—q

- Z Z R(A, E3)R(B, F5)R(Es, F2)R(E1, F1)R(X, E1)R(X, Fy)
N R(E1, E2)R(FE1, E3)R(Es, E3)R(Fy, Fo)R(F1, F3)R(Fy, F3)

E1UEsUE3=E FiUFUF;=F
|Ev|=p |F1|=q
|E2|=m~—p |F2|=n—q
|E3|=|E|-m |F3|=|F|-n
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Demostracion.

R(X,A)R(X,B
Z Z R(AlaBl)R(A27BQ)R E4 Al)R(B Bl)
A1UAs=A B1UBy=B ( L 2) ( Ly 2)

|A1]=p |B1l=q
[Az2|=m—p |Bz|=n—q

= (—1)P R(X Bh) Z R(A2, B2) R(X U By, Ay)
B1UBa= 5 R(B1, B2) AL OAa=A R(A1, A2)
|B1|= q |A1|=p
|Bz|=n—q |Az|=m—p
ETES R(X, Bi) R(A, B)R(Ey, B)RIX UBLE) o
B1UB>=B R(B17 BQ) E\UE,UE3=FE R(E17E2)R(E17 E3)R(E2,E3)
|B1|=q |E1|=p
|B2|=n—q |E2|=m—p
|Es|=|E]—m
— (_1)(m—p)(n—q) Z R(A, Eg)R(X, El) Z R(Bg, EQ)R(X U En, Bl)
E1UEUE3=E R(El’ EZ)R(El’ Eg)R(EQ’ E3) B,UB>=B R(Bh BQ)
|E1|=p |B1l=¢
| E2|=m—p |B2|=n—q
|Es|=|E|-m
— ()P §7 R(A, E5)R(X, Ey)
E1UE;UE3= ER(E1,E2)R(E1,E3)R(E2,E3)
|E1l=p
| B2 |=m—p
|Es|=|E|—m
Z R(B,Fg)R(F27E2)R(XUEl,Fl) (4 6)
FLUF,UF3=F R(F17F2)R(F17F3)R(F2aF3)
|F1|=q
|F2|=n—q
|F3|=|F|—n
_ ) R(A, E3)R(B, F3)R(E3, F2)R(E1, F1)R(X, E1)R(X, F)
E1UE>UE3=E FUF>,UF3=F R(El’ EQ)R(El’ E3)R(E2’ E3)R(Flv FQ)R(Fla FB)R(F% FS) ’
|E1|=p |F1]=q
|Ez|=m—p |Fol=n—q

|Es|=|E|-m  [F3|=|F|-n

usando en (4.5) la Proposicién 4.1.2 con B = By, d = p y como conjunto de variables
XUBAy, en efecto |E| > max{| X |+d,m+n—d,m} = max{(|X|+|B1|)+p, m+|Bz2| —p, m},
y usando en (4.6) la misma proposicién con A = B, B = E,, d = q y conjunto de variables
X U Eq, en efecto |F| > méx{|X|+d,m+n—d,n} = max{(|X|+ |E1|) + q,|B| + |E2| —
a.|Bl}- O

Observemos que el caso |X| = 1, la Proposicién 4.2.1 nos da en efecto una férmula
para la suma doble Syl, (A, B)(x) que generaliza la de la Proposicién 4.1.2, pues esta
ultima es el caso p = d y ¢ = 0 de la primera. Si bien esto no se ve de manera inmediata
en el enunciado, es consecuencia de que en ese caso la suma en F' resulta

R(B, F3)R(Fs, Fh)
Z R(Fy, F3)

= R(Es, B),
FoUF3=F
|[Fa|=n,|F3|=|F|-n

por el Teorema 2.2.2.
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Del mismo modo que en la Proposicién 4.1.2, la Proposicién 4.2.1 nos brindard una
férmula ahora para la suma doble para multiconjuntos eligiendo conjuntos £ y F' con-
venientes. Efectivamente, la expresién de la Proposicion 4.2.1 tiene sentido para A y B
multiconjuntos. Pero antes observemos, como corolario, que podemos obtener expresiones
similares para los polinomios de la identidad de Bézout, pues a éstos los tenemos escritos
en términos de ciertas sumas dobles particulares.

Corolario 4.2.2. Sean f y g dos polinomios de grados m y n respectivamente con A y B
los multiconjuntos asociados a sus respectivas raices. Sean d < min{m—1,n—1} y F C K
finito tal que |F| > m + n — d. Entonces

Z R(B,Fg)R(AUIL’,Fl)

Fy(f.q) = (—1ym+n=d(@+)+1 ,
a(f.9) = (-1) R(F1, F)R(Fy1, F3)R(Fy, F3)

FiUF>UF3=F

‘Fllzn—d—l,|F2‘=d+l
|F5|=|F|—n
D R(A, F3)R(B Uz, Fy
Galf,g) = (—1)m—d=Dn=1) > R (F )RzF(F)R(F)F),
FlUF,UFs=F 1,142 1,143 2,14'3
|F1|:mfd71,|F2|:d+1
|F3|=|F|—m

donde Fq(f,q9) y Ga(f,g) son los polinomios de la identidad de Bézout definidos en la
Proposicion 1.1.4.

Demostracion. Probaremos el enunciado para Fy(f,g). La expresion para G4(f, g) se sigue
de la igualdad

Gd(f7 g) - (_1)(m_d)(n_d)Fd(g7 f)a

que vimos en (1.3).
Por la Proposicién 3.2.4 sabemos que

SYln—a_1(A, B)(z) = (—1)mT =D p, (£ g) f(x),

de modo que basta ver que

R(B, Fg)R(A @] Z, Fl)
Sylm,nfdfl(Aa B)(‘/E) = f(l‘) E .
FLUFUF=F R(Fy, F2)R(Fy, F3)R(F2, F3)
|Fi|=n—d—1,|F2|=d+1
|F3|=|F|—n

Y en efecto, por la Proposicién 4.2.1, dados E, F' C K tales que |F| > |[E|=m+n—d,y
|X| =1 tenemos

Sylm,nfdfl(A7 B)(:E) = Z Z

E1UEs=E FyUF,UF3=F
|Ev|=m, [Fi|=n—d—1,
\E3|:n7d ‘F2|:d+17

R(A, Es)R(B, F3)R(Ey, F)R(z, E1)R(x, F})
R(E1, E3s)R(Fy, F)R(Fy, F3)R(Fy, F3)

|F3|=|F|—-n
= (—pymnan§ R(B, F3)R(x, F1) 3 R(E3, AYR(F, Uz, Ey)
FIUF>UF3=F R(F1, Fo)R(Fy, F3)R(Fy, Fy) E\UE3=E R(E3, Eq)
|F1|:n—d—1, |E1\:m,
[ F2|=d+1, |Es|=n—d

| F5|=|F|—n
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—d— R(B?F?))R(JU,Fl)
e R(FLUz, A 47
(1) FlquzU:FSZFR(F1,F2)R(F1,F3)R(F27F3) (FiUz, A) (4.7)

|F1|:n7d71,
|Fo|=d+1,
| Fal=IF|-n
R(B, F3)R(AUx, F,

R(F1, Fo)R(Fy, F3)R(Fy, F3)’

FUFUF;=F

|Fi|=n—d—1,
|F‘2|:d~%17
|Fs|=|F|—n

usando en (4.7) el Teorema 2.2.2 con A = E, B= A, d = m y con la variable F} Uz, pues
|Fi|l+1=n—-d<m+n—d=|E|+|A] —m. O

Ahora, del mismo modo que lo hicimos para la suma simple, definiremos una genera-
lizacién SyIM,, ,(A, B)(z) de la nocién de suma doble de Sylvester Syl, ,(A, B)(x), para
multiconjuntos Ay B y p y ¢ suficientemente grandes.

Definicién 4.2.3. Sea K un cuerpo, sean A, B C K multiconjuntos con |A| =m, |B| =n
y sean A C Ay B C B los conjuntos de elementos distintos de A y B respectivamente,
con |[Al=m, |B|=n.Seanm' :=m—-—myn :=n—-nyseanm <p<myn <qg<n
tales que d := p + ¢ < min{m,n}. Llamemos p’' :==p —m’' y ¢ = ¢ — n/. Definimos

SylM,, (A, B)(z) =

. R(A\A, B\B')R(A\A’, B\B)R(A\A', B\B)R(z, A')R(z, B')
(=1) Zﬁ Zﬁ R(A', A\A)R(B', B\B')

A'CA
|A'|=p+n" |B'|=¢"+m’

_R(C,B)
Z Z R C/ C\Cl

CccA'UB’ C’'cC
|Cl=p ICI p

con e := (m' +n')(m —p) + qgm/.

Dada la relacién Syl, (A4, B)(z) = (—1)pq+(m—P)(”—Q)Squp(B, A)(z), que observamos
en el Capitulo 1, es esperable que SyIM,, (A, B)(z) y SylM, (B, A)(x) también difieran
en un signo. Esto no es evidente a partir de la definicion pero el siguiente lema, que
probaremos mas adelante, lo demuestra.

Lema 4.2.4. En las condiciones de la Definicion 4.2.3 se tiene
Cl Al
Z Z C’ C'\C’) -\ Z Z R(C, C\C’)
CcA'UB’ C'cC CcA'UB’ C’CC
ICl=p [C"]=p ICl=q¢ [C"|=¢

Para los valores de p y ¢ en el rango de la Definicién 4.2.3, aqui también tenemos un
teorema andlogo al Teorema 4.1.4.

Teorema 4.2.5. Sean K un cuerpo y f,g € Klx| polinomios mdnicos de grados m y n
respectivamente, con multiconjuntos de raices A y B, y conjuntos de raices distintas A
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y B respectivamente. Sean p y q como en la Definicion 4.2.3 y tales que si d := p + q,
entonces 0 < d < min{m,n} o d = min{m,n} si m # n. Entonces

(;f) Sresa(f,g)(x) = (— 1P DSyIM, (A, B)(x).

Para probar el Teorema 4.2.5 seguiremos un proceso analogo al que hicimos para el
caso suma simple en la seccién anterior. Dicho teorema serd consecuencia del siguiente.

Teorema 4.2.6. Sean A y B subconjuntos de un cuerpo K con |Al = m y |B| =
Sean A C A y B C B subconjuntos no vacios de A y B, con |A| =m y |B| =7 y sean

m i=m-myn =n-n. Seanm' < p<muyn <q<n tales qued == p+q <
min{m,n} y llamemos p' :==p—m’ y ¢ = q—n'. Sea X un conjunto de variables tal que

|X| <m+n—2d. Entonces

R(X,A)R(X, By)

R(A1, B1)R(As, Bs) :
AluzA;:A Bluéng R(A1, A2)R(Bi, B)

[Ai|=p  |Bil=g
[Az2|=m—p |Bz2|=n—q

_(—1)¢ R(A\A, B\B")R(A\A', B\B)R(A\A', B\B")R(X, A)R(X, B')
o 2 2 R(A", A\A)R(B',B\B')

A'CA 'cB
|A/|:pl+n/ |B/‘ q/+7TL/

_R(C,B)
IO C’ RO, O\’

CcA'UB’ CCC
[Cl=p |C'|=p

con e:=(m' +n')(m —p) + qm'.

Demostracién. Suponemos que AN B = (), que no nos hara perder generalidad, del mismo
modo que lo hicimos en la demostracién del Teorema 4.1.6. Tomemos dos conjuntos 'y F
suficientemente grandes como en el enunciado de la Proposicion 4.2.1; podemos pensarlos
como conjuntos de variables que después evaluaremos eventualmente. Tenemos, por dicha
proposicién,

R(X,A1)R(X, By)

R(A1, B1)R(Az, Bs)
AlL%;:A BlL%;:B R(A1, A2)R(By, Ba)

[Ail=p  |Bil=g¢
|Az2|=m—p |Bz|=n—q

-3 3 R(A, E3)R(B, F3)R(Es2, F>)R(E1, F1)R(X, E1)R(X, F1)
N R(E1, E2)R(E1, E3)R(Es, E3)R(Fy, Fo)R(Fy, F3)R(Fs, F3)

FE1UE;UE3=FE FLUF>;UF3=F

|E1|=p |F1|=q
| Ez|=m—p |F2|=n—q
|Es|=|E|-m |F3|=|F|-n
_ Z R(A,E3)R(X, Ey) Z R(B, F3)R(FE2, F5)R(F1 U X, Fy)
BLUB OB R(E, E2)R(E1, E3)R(E2, E3) FLUB O F R(F1, F2)R(Fy, F3)R(Fy, F3)
|Ex|=p |F1l=q
|Ea|=m—p |F2|=n—q
|Es|=|E|-m |Fs|=|F|-n
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= (cpmnema R(A, E3)R(X, Ey)

- E1UE;UE3=FE R(E1, E2)R(Eq, E3)R(E>, E3)

|E1|=p
| E2|=m—p
|Es|=|E|—m
R(Bz, E2)R(EL U X, By)
> R (B, By (4.8)
B1UB2=B 1,22
|B1|=q,|Bz2|=n—q
= (1))t nmg) 2 R(A, E5)R(X, Ey)
FE1UEUE3=F R(El’ EQ)R(EI’ ES)R(EQ’ ES)
|E1|=p
|E2|=m—p
| Bs|=|E|—m
Z Z 'R(B\F, EQ\Eé)R(E\BN,EQ\Eé)R(EI UX,B"R(E1UX, Eé) (4 9)

e R(B", B\B")R(E} Ex\E})

|B"|=q—n" | Ey|=n
Hemos usado en (4.8) la Proposicién 4.1.2 con A = B, B = E3, d = ¢ y como conjunto
de variables Ey U X, en efecto |Eq|+ | X|=p+|X|<p+m+n—2d=|B|+|Eas| —2¢; y
en (4.9) el Teorema 4.1.6 con las mismas identificaciones y tomando Fy = Es, en efecto,
en este caso, la hipétesis m’ +n' < d < min{m,n} se traduce en n’ + 0 < ¢ < min{m, n},
que es cierto. Llamamos ahora EY := E5\E} y reescribimos

(—1) Zﬁ RR(X, B") Z R(A, E3)R(B\B", EY)R(B" U X, E1)R(X, E})

B'CB (BN’E\BH) E1UELUEYUEs=E R(E1 U By, Eg)R(El U Ej, E3>R(E§/a Es) ’
2 2 -
|B"|=¢ |E1|=p,|E5|=n'
|ES |=m—p—n’
|E3|=|E|-m

con o := (m—p)(n—q)+n'(n—q)+ pq¢. Ahora, dado un B” fijo, la segunda suma es
de la forma de la del miembro derecho de la igualdad de la Proposicién 2.2.11 con A = F,
donde la condicién |A] > max{|X'| +p, | X"| 4+ p,|Y|+ ¢, |B|} del enunciado se traduce en
|E| = méx{(|B"| +|X|) +p+n', | X[ +p+n,[B\B"| + m —p—n',m}

— max{(|B"] + |X|) + p+ ', [B\B"| +m — p—n, m}

=méax{q + X[ +p+n'7—¢ +m—p—n',m}

= max{|X|+d,m+7n —d,m}. (4.10)
En particular, por dicha proposicién, la suma no depende de F si su tamaifio es suficien-
temente grande. Por otro lado, la Proposicién 4.2.1 que usamos al principio nos pedia

|E| > max{|X|+d,m +n —d,m},

de modo que esta tultima condicién implica (4.10). Ademads, bajo las hipétesis que tenemos:
max{|X| +d,m +n —d,m} = m+n — d. De esta manera, dicha suma tendra un valor
invariante si fijamos un conjunto E tal que |E| > m + n — d. Dado entonces B” fijo,
tomamos E = A U (B\B"). Verifiquemos que dicho conjunto tiene tamaiio correcto. En
efecto: |[AU (B\B")|=m+n—¢ =m+n —q. Y tenemos

m+n—qg>m+n—d = p>m,
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que es otra de las hipétesis. Tenemos entonces

o R(X,B")
(_1) Z* R(B”,E\B”)
B”"CB

|B"” |=q'

Z R(A7E3)R(B\B//7Eé/)R(BH U X, EI)R(X7 Eé)
/ 1 / 1/
E1UE,UEY UEs=AU(B\B") R(ELV By, B3 )R(Ex U By, By JR(E, B)
| E1|=p,| B} |=n
|Eé/|:m—p—n/
| Es|=n—q—m/
Ahora, R(A, E3) = 0 cuando AN E3 # (), y R(B\B", EY) = 0 cuando B\B" N EY # .
Luego E3 C (B\B") y Efj C A. Llamemos A’ := A\EY y B"” := (B\B")\FEj3. Tenemos
All=m—-(m—-p—n)=p+ny|B"=n—-¢ - (n—-—qg—m') =my ademids
E; UE, = A"UB". Entonces queda
o R(X,B")
(_1) Zf R(B”,E\B”) Zf Z /Z/ »
B'CB A'CA  B'"CB\B" E1UE,=A'UB
|B" |=q |A'|=p'+n' |B"|=m’ |E1i|=p,|E5|=n’
R(A,B\(B" U B"))R(B\B", A\A\R(B" U X, E)R(X, E})
R(A'UB™, A\AYR(A'U B, B\(B" U B"))R(A\A", B\(B" U B"))’

Llamamos ahora B’ := B” U B". Asi |B'| = ¢ + m’ y reescribimos la expresién como

COED DY > >
A/ Z B/CE p //U/Blllﬁ/B/ /E1UE£:A,UB”/
|A'|=p’+n/ |B'|=¢'+m' |B"|=d",|B" |=m" | B, |=p,|E}|=n’

R(A, B\B)R(B\B", A\A)R(B" U X, E,)R(X, B")R(X, E})
R(A’U B”, A\A"YR(A' U B" ,B\B')R(A\A", B\B')R(B", B\B")’

Con una simple reescritura tenemos
R(A,B\B')R(B\B",A\A)R(B" U X, E\)R(X, B")R(X, E})
R(A’UB", A\AR(A"UB",B\B')R(A\A’, B\B"YR(B", B\B")
R(A\A, B\B")R(B\B, A\AR(A\A’', B\B')R(B" U X, E1)R(X, B")R(X, E})
R(A, A\AR(B', B\B")R(B", B")

= (=1)(r= (@' +m)) @ +n7))

Llamando € := (n — (¢ + m'))(m — (p’ + n')), toda la suma puede escribirse como

R(A\A, B\B"YR(B\B, A\A"YR(A\A', B\B")R(X, A)R(X, B')
2 > R(A, A\AYR(B',B\B')

/ ’ 7 7 7
"
R(B",Ey)
E : 2 : " AN
"UB"=RB' EluElfAIUBI” R(B 7B )
= =
|B"|=¢",|B" |=m/ | g, |=p,|E}|=n’

Finalmente,
> D DD DI
R(B". B" - R(B". B" ’
”B”U,BlnﬁlBl , EluEé:A/UB/N ( b ) ElCA/UB/ NB//UIB/HI:”B/ , ( ) )
|B"|=¢, |B"|=m" |, |=p,|E}|=n’ |Eil=p |B"|=¢,|B"|=m
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y resulta

B".E B, E] ’ o £, B
Z 775((_8// ’B/];/)) = Z R’(}?"E( \‘7E/ IE)‘/) = (_1)p ! Z R’(’?’E(/ E \E)‘/) ?
’ E|CE; LA R E|CE; LI

1" ! " i
|B"|=¢,|B" |=m |E||=p' |El=p

//UB///: /

usando el Teorema 2.2.2 con A = B', B = E; y r = 0. Llamando C := E; y C' := EY, se
termina la demostracién verificando que

(m—p)(n—q)+n'(n—q)+pd +(n—(¢'+m))([m— @' +n")+p'¢d y (m'+n')(m—p)+qm’,

son congruentes modulo 2.

Sélo falta comentar que el caso general, A y B no necesariamente disjuntos, se sigue
del hecho que las dos expresiones coinciden genéricamente. O

En el Teorema 4.2.6, del mismo modo que ocurre con el Teorema 4.1.6, si tomamos
A=Ay B = B, el miembro derecho de la igualdad coincide con el miembro izquierdo sin
obtener nada nuevo. En efecto, notemos que

R

CcA'UB’ C'cC

ICl=p |C'|=p'
pues en ese caso p’ = p, de modo que C' = C es el tnico término de la segunda suma,
mientras que la primera tiene como unico término no nulo C' = A’, pues si C N B’ # 0,
resulta R(C, B') = 0. Ademés el signo es el correcto ya que estamos en el caso m’ = n/ = 0.
Sin embargo, al igual que con la suma simple, el miembro derecho tiene sentido incluso
cuando A y B son multiconjuntos; sélo necesitamos que A y B sean conjuntos. Si X = {x}
podemos definir la nocién de suma doble de Sylvester para multiconjuntos Ay B conpy g
en el rango del Teorema 4.2.6, que extiende la nocién usual de la suma doble de Sylvester
para conjuntos, como enunciamos en la Definiciéon 4.2.3. Podemos entonces demostrar el

Teorema 4.2.5.

Demostracion del Teorema 4.2.5. Por el Teorema 4.2.6, tenemos que la siguiente igualdad
se satisface para conjuntos A y B, cualesquiera subconjuntos A C Ay BC Byconpyq
en el rango del enunciado:

(;l) Sresa(f,g)(x) = (—1)PmDSyIM, (A, B)(x).

El pasaje de conjuntos a multiconjuntos, como en el caso suma simple, es natural tomando
limites de conjuntos a multiconjuntos, como en la demostraciéon del Teorema 4.1.4. O

Observemos que la Definicion 4.2.3 es compatible con la Definicién 4.1.3 cuando se dan
las condiciones de ambas. Esto es, si ' = 0, la suma SyIM,, ,(A, B)(x) de la Definicién
4.2.3 coincide con la suma SyIM, ,(A, B)(z) de la Definicién 4.1.3 cuando p =dy ¢ = 0.
Por esto es que tiene sentido que usemos la misma notacién. De hecho se podria encontrar
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la expresién general para SyIM,, .(A, B)(z) para todos los valores de p y de g, usando el
Teorema 4.1.12, con polinomios de Schur.
Probamos ahora el Lema 4.2.4

Demostracion del Lema 4.2.4. Escribimos

Z Z RC’ C\C’ - Z Z RC\C’ C’

CcA'UB’ (C'C CcA'UB’ C’'cC
ICl=p IC’\—;D ICl=p |C'|=p’

=S 3 R(B',C")
- R(C”, C/)
C'cA’ C"c(A\C")uB’
¢ =p |G |=m’

-y Y R4
R(C”,Al)’
A1CA’ C"C(A/\A1)UBl
|A1‘:p/ IC/llzm/

llamando A; := C’. Llamemos ahora A; = C”" N (A'\A1) y By = C"” N B’. Tenemos

R(B', A;) R(B', A;) _ R(B\Bi,4)

R(C", A1)  R(A2, A1)R(B1,41)  R(A2, A;)

Llamando A” := Ay U A y B” := B’\ B; podemos escribir toda la expresién como

Sy oy oy R
A1CA" k>0 AxC(A'\A1) BiCB’ R(A27Al)
[A1|=p’ |As|=k  |Bil=m/—k

/,A”\Ag)
N kz Z Z Z,, R(As, AN\ Ay)’
0 A'cA B"CB AsCA

A" |=p k1B |=q +h | Aol=k

Del mismo modo podemos obtener una expresion andloga para la suma del miembro
derecho de la igualdad del enunciado:

\BZaAH)

DI S LIRSS SIS DD DI D AL )
CcA'UB’ C’CC’ k>0 B''cB’ A'"cA'"  BocB”
ICl=q¢ IC'|=¢ |B" |=q'+k IA”\—pHc | B2|=k

Pero dado k fijo, tenemos que

Z (B”\Bg,A’) R(B", A"\ As)

1 1 ?
Bech R(B \Bg,Bg) Pt R(Az, A"\ A2)
| B2|=k |Az|=k

por el Teorema 2.2.2 con A= B"”, B=A",d =k yr = 0. De modo que las dos expresiones
del enunciado efectivamente coinciden. ]
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Damos ahora férmulas, similares a las que dimos para las sumas simples y dobles,
para los polinomios Fy(f,g) v G4(f,g) de la identidad de Bézout. En el Corolario 4.2.2
los escribimos con un conjunto F' auxiliar, de modo que podemos usar el mismo recurso
de los Teoremas 4.1.6 y 4.2.6, utilizando un conjunto F' apropiado. Lo haremos también
solamente para el caso d suficientemente grande; el caso general también se podria hacer
usando polinomios de Schur.

Proposicién 4.2.7. Sean K un cuerpo y f,g € K|[z] polinomios ménicos de grados m
y n respectivamente, con multiconjuntos de raices A y B, y conjuntos de raices distintas
A y B respectivamente. Sean m' ;== m —m yn' :=n—n yd tal que m' +n' < d <
min{m — 1,n — 1} y sean Fy(f,q9) y Ga(f,g) los polinomios de la identidad de Bézout
definidos en la Proposicion 1.1.4. Entonces

Fy(f.g) = (—1)m—d+n’Gn=m’+1) R(A\EE\B’)E(Z\A'vB\li')R(%E\B')7
alfg)= (1) A,ZA B,ZB R(B',B\B')R(A', A\A)
|4’ |=n’ | B |=d+1—n/

Gl f.g) — (1t R(A\A', B\B)R(A\A', B\B )Rz, A\A")
alf9)=(=1) A,ZA B,ZB R(A\A", AYR(B", B\B')

|A/|C_ ’ n_ ’
=n'|B'|=d+1—n

Demostracion. Hacemos la demostracion sélo para Fy(f, g) siendo que la otra es anédloga.
Por el Corolario 4.2.2, si F' C K es un conjunto con |F| > m + n — d, tenemos que

- R(B,Fg)R(AU.’L',Fl)
Fy(f,g) = (=1)mt=d(dt1)+1 Z ‘
FLUFUF3=F R(Fl’Fz)R(Fl’Fg)R(FQ)F3)
|Fy|=n—d—1,|F3|=d+1
|F3|=|F|-n

Tomamos entonces F' = AU B que tiene tamafio correcto, pues |F|=m+n1 >m+n —d
por hipotesis. Luego,

R(B, F3)R(AUz, FY)

F , — _1 g )

a(f.9) = (-1) 2. R(B FIR(E. FR(EL T
F1UF2UF3:AUB

|F1|=n—d—1,|Fs|=d+1

|F3|=m777,/

con 0 = m+ (n—d)(d+ 1)+ 1. Ahora, R(B,F3) = 0si BNF; #0y R(A, Fy) =0
si ANF, # (. De modo que asumimos F3 C Ay Fy C B. Llamemos A’ := A\F; y
B’ := B\F}, entonces Fy = A’ U B’ y podemos reescribir Fy(f, g) como

o R(B, A\A"YR(AU z, B\B')
Fa(f.9) = (~1) ch BZC:B R(B\B', A' U BYR(B\B', AA)R(A' U B, A\ A)

A
|A'|=n/ | B'|=d+1-n'

(=17 Yy R(B, A\A)R(AUz, B\B')
‘A B'CB

= R(B\B', A)R(B\B', B')R(A/, A\AYR(B', A\ A")
|A'|=n" |B'|=d+1—n’
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oy R(B\B', \AYR(A Uz, B\B')
T2 2 RABBIRE\E DR A
|A'|=n |B'|=d 1/

— (_1)0+e+6 Z R(Z\AlyB\B/)R(A\Z,E\B')R(x,E\B’)
R(B', B\B")R(A’, A\A’) ’

A'CA B'CB

|A'|=n' |B'|=d+1—n’
cone:=n—(d+1-n'))myd:=Mn—(d+1-n'))m—-n")+@m—(d+1—=n))(d+1-n').
Terminamos la demostraciéon observando que o +€e+6 =m+(n—d)(d+1)+1+(n—(d+
1-n))m+(n—(d+1-n"))(m-—n)+m—(d+1-n"))(d+1—-n") =m—d+n'(m—m'+1)
(méd 2). 0

Asi como las sumas SylM, (A, B)(z) y SylM,, ,(A, B)(z) extienden respectivamente
las definiciones de Syl, o(A, B)(z) y de Syl,, ,(A, B)(r) a multiconjuntos, las férmulas para
Fi(f,9) y Ga(f,g) de la Proposicién 4.2.7 extienden las férmulas del Corolario 3.2.6 para
multiconjuntos con d en el rango fijado. Efectivamente, cuando A y B son conjuntos, esto
es, m' =n' =0, se ve que las férmulas de la Proposicién 4.2.7 coinciden con las de dicho
corolario.

Observemos por ultimo lo siguiente. Asi como la definicién de la subresultante es una
expresion en los coeficientes de los polinomios y las sumas de Sylvester son expresiones en
sus raices, las férmulas de las Proposiciones 4.1.1 y 4.1.2, que son expresiones en términos
de las raices para el caso de raices multiples, dependiendo de un conjunto arbitrario F,
pueden verse también de otra forma. Son también expresiones que dependen de los valores
de f y de g precisamente en los puntos del conjunto E. En efecto,

|E|—mim—d
Qm, bn

3 R(Es, AYR(Es, BYR(z, E:)
E1UESUEs=E R(E27E1)R(E37E1)R(E3,E2)
|E1|=d,|E2|=m—d,|E3|=|E|—m

B Z (eer, FE) T ep, 9(V)R(z, E1)
a R(Es, B1)R(E3, E1)R(F3, Bs) '

F1UEUEs=F
IEI |:d7|E2 |:m7d7|E3 IZn*d

si a;, y by, son los respectivos coeficientes principales de f y de g. De hecho, ésta es la
notacién que usan Apery y Jouanalou en [ApJo2006, Prop.91] en el caso |E| = m+n —d.
El problema es que el conjunto F es demasiado grande para identificar a f o a g a través de
los valores que éstos toman en sus puntos, pues f y g quedan determinados por los valores
que toman en m + 1 y n + 1 puntos respectivamente. Aqui se necesita mas informacién
porque |E| = m + n — d. En el Capitulo 5 veremos ejemplos de otras construcciones en
donde si se logra la escritura a través de lo que los polinomios interpolan en una cantidad
Optima de puntos.

Notemos que la escritura de la suma doble de la Proposicién 4.2.1 puede verse como
una expresién dada por los valores que toman f en los puntos de E y g en los puntos
de F. Es decir, interpolando a los polinomios en conjuntos diferentes, aunque también
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necesitando mayor informacién que la 6ptima:

alfl=mplFl=ngyl | (A, B)(x)
_ T T (Heer, FENIL,er, 9(V))R(E2, F2)R(E1, F1)R(x, E1)R(z, F1) .

E{UE;UE3=F FIUFUF3=F R(E17E2)R(E17E3)R(E27ES)R(F17F2)R(F1,F3)R(F2,F3)
|E1|=p,|E2|=m—p |F1|=¢,|F2|=n—q
|Es|=|E|—m |Fs|=|F|—n
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Capitulo 5

Otras aplicaciones del lema de
intercambio

En este capitulo veremos otras aplicaciones del lema de intercambio. Mostraremos
algunas aplicaciones méas a subresultantes y sumas de Sylvester pero también otras que
trascienden dicho campo.

En la Seccién 5.1 mostramos un resultado que generaliza el Teorema 1.1.5, que es el
que relaciona la subresultante con los restos sucesivos del algoritmo de Euclides. En la
Seccién 5.2 aplicamos el lema de intercambio para obtener reescrituras de los polinomios
que definen las llamadas matrices de Bézout y obtenemos consecuencias inmediatas de
estas expresiones. En la Seccién 5.3 encontramos reescrituras de los polinomios que con-
forman una base de Grébner particular. Finalmente en la Seccién 5.4 mostramos céomo
puede obtenerse, mediante el recurso de la interpolacién simétrica, la conocida escritura
en fracciones simples de un cociente de polinomios y la generalizamos a varias variables.
Los resultados de este capitulo son originales de esta tesis.

5.1. Subresultantes y el algoritmo de Euclides

En el Capitulo 1 enunciamos el Teorema 1.1.5, llamado el teorema fundamental de los
restos polinomiales, en el que se describe la sucesién de subresultantes Sresy(f, g)(x), ...,
Sresq(f, g)(x) en funcién de los sucesivos restos que se obtienen cuando se realiza el algo-
ritmo de Euclides para calcular med(f, g). En esta seccién probaremos una generalizacién
de este teorema usando el lema de intercambio. Para esto vamos a usar la misma nocién
de suma simple multivariada MSyl, ;(A, B)(X) que introdujimos en la Notacién 3.1.1, que
nos permitird inducir una nocién de subresultante multivariada calculando su formulacién
matricial como hicimos en la Proposicién 3.1.5.

Definicién 5.1.1. Sean f = ap2™ + -4+ a0y g = bpa™ + -+ + by dos polinomios
con coeficientes en un cuerpo K (o eventualemente en un dominio integro con cuerpo de
fracciones K') de grados exactamente m y n respectivamente, es decir, a,, # 0y b, # 0, y
sea Xy = (r1,...,xs) un conjunto ordenado de variables con 1 < s < m+mn—2d. Definimos
la subresultante multivariada de orden d entre f y g en X para 0 < d < min{m,n}, o
d = min{m,n} si m # n, como
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MSresq(f, 9)(Xs) :=

m+n—2d—s s
A - o aoaysyin | @) T (@) - T f(x)
. : : n—d
1 - det A - Ad+s f(z1) f(zs)
V(Xs) bn - o baarsirom | 27T g(en) o 2P g(xy)
: m—d
bn ... bats g(z1) g(s)

Observemos que en el caso s = 1, MSresy(z1) coincide con la definicién de la subresul-
tante Sresq(f, g)(x1). Ademds, si s = n—d, MSresq(f, g)(Xn—_q) es exactamente la formula-
cién matricial de la suma MSyly 4(A, B)(X) que vimos en la Proposicién 3.1.5. Y en el caso
s =m-+n—2d, MSresq(f, 9)(Xmin—24) es la formulacién matricial de MSyl, 4(A, B)(X'),
que vimos en la demostracion alternativa de dicha proposicién. Aqui generalizamos a una
cantidad arbitraria de variables.

Observemos también que

MSres(f,9)(Xs) = (—1)" D= DMSres (g, £)(Xs),

del mismo modo que ocurre con la subresultante, como puede verse permutando filas en
la matriz de la definicién.

Con esta nocién probaremos el teorema siguiente, que generaliza el Teorema 1.1.5. En
él supondremos sin pérdida de generalidad que n > m.

Teorema 5.1.2. Sea K un cuerpo y sean f,g € K|x] con deg(f) = m < n = deg(g). Sean
0<d<mod=msin>m,yXs=(x1,...,25) con 1 < s <m-+n—2d. Denotamos
por Ry = g,R1 = f,..., R, = cmcd(f,g), con ¢c € K\{0}, la sucesion de restos en el
algoritmo de Euclides entre g y f, y r; := deg(R;). Entonces, se tiene:

1. Sid < rg, entonces MSresy(f,g)(Xs) = 0.

2. Sid > rp, entonces

MSresq(f,9)(Xs) #0 < existe 0 < i <k tal qued <r; <d+ s.
Mds ain, si existe 0 < j < k tal que r; =d o r; = d+ s pero no existe 0 < i < k tal que
d <r; <d+ s, entonces
1. Sid=r,, se tiene MSresy(Xs) = A Ry (x1) - - - Ry, (zs) para algin X\ € K\{0}.
2. Sid=ri_1—s, se tiene MSresg(Xs) = AR;,(x1) - - Riy(xs) para algin A € K\{0}.

Observemos que el Teorema 5.1.2 efectivamente generaliza el Teorema 1.1.5, pues este
altimo es el caso particular s = 1 del primero. En efecto, el Teorema 1.1.5 puede leerse
como

Sresy(f,g)(x) #0 <= existe 0 <i <k tal qued <r; <d+1,
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y por otro lado, la condicion de que no existe 0 < ¢ < k tal que d < r; < d+ 1 se
cumple trivialmente. Finalmente los valores de Sresq(f, g)(x) parad =71, y d = 1jp—1 — 1
claramente coinciden con los del Teorema 1.1.5.

Antes de probar el Teorema 5.1.2 vamos a definir la nocién de suma simple multiva-
riada, con una cantidad arbitraria de variables, que generaliza la suma MSyl, 4(A, B)(X)
de la Notacién 3.1.1.

Definicién 5.1.3. Sean A y B subconjuntos de un cuerpo K con |[A| = m y |B| = n.
Sean 0 < d <mn y X un conjunto finito de variables. Definimos

WBE = S RS g 2
B'CB,|B’'|=d ’ 1, D2

B,UBs=B
|B1|=d,|Bz2|=n—d

Esta suma coincide, salvo el signo, con la de la Notacién 3.1.1 cuando s = n — d. No
compatibilizamos el signo por comodidad, para lo que haremos a continuacién. El siguiente
lema es consecuencia inmediata del lema de intercambio.

Lema 5.1.4. Sean A y B subconjuntos de un cuerpo K con |A| = m y |B| = n. Sean
0 <d<min{m,n} y Xg:= (z1,...,25) con 1 <s<m+n—2d. Entonces

MSylo 4(4, B)(X,) = £MSyly 4(B, A)(X,).
Demostracion. Queremos ver que

Z R(A, B2)R(Xs, B1) Z R(B, A2)R(Xs, A1)

=+
By, B A A ’
B1UBs=B R( L 2) A1UA2:A R( L 2)
|B1|=d,| Ba|=n—d | Ay |=d,| Az |=m—d

y esto es una aplicacion directa de la Observacion 2.2.4 con C' = X y cambiando los roles
de A y de B. La hipdtesis que necesitamos es m+ (n—d) > s+d, que asumimos cierta. [

Relacionaremos ahora los conceptos de las Definiciones 5.1.1 y 5.1.3 de manera andloga
a lo hecho en la Proposicién 3.1.5, y generalizando ademds la Proposicién 3.1.6.

Proposicién 5.1.5. Sean A y B subconjuntos de un cuerpo K con |A| = m y |B| = n,
y sean f = amR(x, A) y g = byR(x,B) con am # 0 y by, # 0. Sea Xs = (x1,...,25) con
1 <s < m+n—2d. Entonces se tiene, para 0 < d < min{m,n}, o d = min{m,n} si
m#mn,

MSres(f,9)(Xs) = apy b~ MSyly 4(A, B)(X;).

Demostracion. Es suficiente probar el enunciado para f y g moénicos debido a la propiedad
inmediata MSresg(af, bg)(Xs) = a9 IMSresy(f, g)(X;) para a,b € K.

Asumimos entonces f = R(z,A) y g = R(z,B). Si s = m + n — 2d la igualdad del
enunciado es exactamente la misma que probamos en la demostracién alternativa de la
Proposicién 3.1.5, llamando X’ = X,. Supongamos entonces que 1 < s < m + n — 2d.
Observemos que

MSylg a(A, B)(X;) = coeffya .pa (MSylg 4(A, B)(Xm+n—24)) -

m-+n—
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Dado que ya sabemos que el enunciado vale en el caso s = m +n — 2d, se trata de calcular
dicho coeficiente en la expresion

m+n—2d
oy T (@) S af (Tman—2a)
: : o
! - det f(z1) f(Tm+n—2d)
V(Xmin_2d) " g(e) o w 9(Tmin—2a)
. . m—d
g(xl) - g(merand)
m+n—2d
x?n;dn;12df($m+n—2d) . x?_d_lf(xl)
: : o
1 f(@mtn—2d ... flxy
B V(@min-ad,--,01) det $z+i(—12d;(xm+)n—2d) de(lg)(xl) R
: : o
9(Trmtn—2d) . g(z1)

Hacemos el calculo de este coeficiente del mismo modo que lo hicimos en la primera de-
mostracién de la Poposicién 3.1.5. Notemos S(X,1n—24) al determinante de la matriz de
(5.1) y ca(Xs) € K[X] al coeficiente de x4, ---af ., en MSyly 4(A, B)(Xmin—24)-
Tenemos entonces que MSyly ;(A, B)(Xmin—2d) = S(Xmin—24)/V (Tmin—2d;---,71). Lla-
memos Ys = (Tsy1,...,Tmin—24) ¥ Observemos la igualdad

V(xm+n—2da <. ,561) = V($m+n—2d7 .. ,$S+1)V(SU3, . le)R(YSa Xs)
Luego

S(Xm+n—2d)
= MSYlo,d(A7 B)(Xm-‘rTL—Qd)V(I'HL-‘rn—Qda s axl)
= MSylo,d(A, B)(Xerand)V(merand; e ,.’L’5+1)V(Z‘s, e ,Jil)R(Y;, XS)

d d —2d—s— —2d—s—
= (ca(Xs) Tpip—2a" " Top1 + )(x?,?iﬁ_id o xZiZ—gd—i & Tsy2 )
Vi(xsy ., x1)R(Ys, Xs)

= ca(Xs) o inToq " tpingat1 TV (@s, @) o

Por lo tanto,

Cd(XS)V(.fS, . e ,xl) — Coeﬁ‘xnu»n—dfl m+n—d—2 d+s (S(Xm+n_2d>)

mtn—2d Tmtn—2d—1"""Ts+1

: m+n—d—1,_ m+n—d—2 d+s . :
Es claro que el coeficiente de Tin—9d Tmin—2d—1" " Tsi1 €N el determinante se obtiene,
por multilinealidad, a partir del coeficiente del determinante de la matriz en donde la

columna de x,,+,—24 tiene todos sus exponentes iguales a m +n — d — 1, la columna de
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Tm4n—24d—1 tiene todos sus exponentes iguales a m +n —d — 2, y asi sucesivamente hasta
la columna de z¢11, con exponentes iguales a d + s. Esto es,

coeff min—a—1 min—d—2 _ a+s(S(Xmyn_24)) es igual a
m+n—2d m4n—2d—1 s+1

m+n—2d—s s
Qm -+ o Qdgstion | T (@) - x?_d_lf(xl)
: : : n—d
det Am - Ad+s flxs) f(x1)
by, - oo bogystiom | 2T g(xy) Ty (1)
: : : m—d
by ... bats g(xs) g(w1)
Luego,
1
X)=
ca(Xs) V(zs,...,z1)
m+n—2d—s s
A, - o azarstion | AT f(ws) o 2T f(a)
. : . : n—d
det am .. Qs f(zs) f(x1)
bn . . b2d+s+1—m l‘?idilg(xs) e xi’L—d—lg(Il) )
: m—d
by ... bats g(zs) g(z1)

y esto es exactamente MSresy(f, g)(Xs), dado que el signo al reordenar las columnas de
las variables se compensa con el signo en el que difieren V(X;) y V(zs, ..., x1). O

Para probar el Teorema 5.1.2 usaremos el siguiente lema.

Lema 5.1.6. Sea K un cuerpo y sean f,g € K|x] con deg(f) = m < n = deg(g). Sean
0<d<mod=msin>m,yXs=(x1,...,25), con1 < s <m+n—2d. Denotamos por
Ry=g,R1=f,..., Ry = cmcd(f,g), conc € K\{0}, la sucesion de restos en el algoritmo
de Euclides entre f y g, y r; = deg(R;). Sea 1 < i <k tal que ri—1 +1r; >2d+s yr; >d,
y supongamos que R;_1, R; y R;iy1 tienen raices simples. Entonces existe A € K\{0} tal
que

MSyly 4(Ci, Ci—1)(Xs) = AMSylg 4(Cit1, Ci)(Xs),

donde C; es el conjunto de raices de R;, para cada j € {i —1,i,i+ 1}.

Si ademds d < riy1, entonces existe yp € K\{0} tal que
MSresq(R;, Ri—1)(Xs) = pp MSresg(Ri1, R ) (Xs).
Demostracion. Una vez probada la primera parte, la igualdad

MSresq(R;, Ri—1)(Xs) = pMSresy(Ri+1, Ri)(Xs),
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para el caso d < r;jy1 < 7; es inmediata a partir de la Proposiciéon 5.1.5 ya que estan
definidas tanto MSresg(R;, R;—1)(Xs) como MSresy(R;+1, Ri)(Xs).

Probamos ahora la primera parte del enunciado. Por el Lema 5.1.4, dado que d < r; < r;_1
vy Ti—1+ 71 > 2d + s, tenemos

R(Ci—1,C"R(X,,C"
v R JR(X,,C)

MSylo,d(Ci7 Ci—1)(Xs) = iMSylo,d(Oi—lv Ci)(Xs) ==+ R(Cl’ C”)

c'uc”=c;
|C’|=d,|C"|=ri—d

Ahora, por la relacién R;_1 = ¢; - R; + Riy1, 81 C” = {71, ..., Vr,—d}, tenemos

1 1
R(Ci-1,C") = torma i) R Orima) = 70 R () - Ria (9ri-a)

r;—d
=+ (Z) R(Ciy1,C"),

donde p y 1 son los respectivos coeficientes principales de R; y R;+1. De este modo resulta

R(Ci1, CR(X, C") _ (1 ri—d R(Ciz1, C")YR(Xs,C")
z : R(C’,C”) - I z : R(C’,C”)

C'uC”=C; C'uC”=C;

|C’|=d,|C" |=ri—d |C|=d,|C" |=ri—d

ri—d

que prueba lo que queremos ver. ]
Ahora podemos probar el Teorema 5.1.2.

Demostracion del Teorema 5.1.2. Probemos primero que si d < rj, entonces
MSresq(f, g)(Xs) = 0.

Supongamos primero que f y g tienen raices simples y llamemos A y B a sus respectivos
conjuntos de raices. Por la Proposicién 5.1.5 tenemos

$ R(A, B2)R(Xs, B1)

MSI‘eSd(f, g)(Xs) = /\Msylo,d(Av B)(XS) =A 'R,(Bl, BQ) ’

B1UBs=B
|B1|=d,| B2|=n—d

donde A = a9 =? ¢ K\{0}. Pero aqui, para cada sumando, |By| = n —d > n —
r, = |B\(AN B)| y por lo tanto AN By # 0, con lo cual se tiene R(A, B2) = 0, o sea
MSresd(f,g)(Xs) =0.

Para el caso general hacemos un proceso de pasaje de conjuntos a multiconjuntos
parecido al que hicimos, por ejemplo, en la demostracién del Teorema 4.1.4. Suponga-
mos que A y B son multiconjuntos. Digamos A = (a1,...,0m—r,,V1,---s7,) ¥ B =
(B, Brnerps Y15 - -, Yy, )» cOn posibles repeticiones entre los 4, entre los 3; o entre los ;.
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El multiconjunto de los 7; es el de las raices de Ry, = cmced(f, g). SeanY = (y1,. .., Ym—r,),

Z=(z1,...,2n—p,) Yy W = (w1,...,w,,) conjuntos de variables y sean
m—rg Tk n—rg Tk
F:amH(az—yi)H(m—wi) y G:an(:c—zi)H(x—wi),
i=1 i=1 i=1 i=1

con a,, y b, los respectivos coeficientes principales de f y g. Entonces, como F' y G
tienen raices simples, por lo que hicimos antes, tenemos que MSresy(F, G)(X) = 0. Pero
evaluando las variables y; en los «;, las z; en los B; y las w; en los +;, obtenemos f y g a
partir de F' y G, con lo cual resulta MSresy(f,g)(Xs) = 0.

Nos concentramos ahora en el caso d > ;. Vamos a suponer primero que cada R; tiene
raices simples.
(1) Probemos primero que si existe i, 1 < ¢ < k, tal que d < r; < d + s, entonces
MSresq(f, g)(Xs) # 0. Sea iy el minimo indice tal que d < r; < d+s. Supongamos primero
que ig > 1. Tenemos entonces que

dST‘Z’O Sd+$<?”i0_1,

dado que 7,1 > 7;, > d no satisface r;,_1 < d + s por ser ip minimo. Luego, para cada
1 <5 <ip tenemos

Ti—1+ 75 > Tig—1 + 75 > (d+5) +d=2d +s.

Esta condicién, junto con r; > r;, > d, nos permite aplicar el Lema 5.1.6 al indice j = 1,
luego al indice 7 = 2 y asi sucesivamente hasta j = ig. De este modo resulta
MSresy(f, 9)(Xs) = /\MSylovd(A, B)(X5s)
= XMSylo,d(CioHa Cio)(XS)

Z R(Cio-i-l’ C”)R(XS7 C/)
'R(C,, C//) )

=\ (5.2)
c'uC =0y,
|C"|=d,|C" |=riy—d

con X € K\{0}. Notemos que incluso si iy = 0 la igualdad (5.2) también vale trivialmente,
pues en ese caso Cj, = By Cj,41 = A, de modo que podemos dejar de suponer iy > 1.
Ahora,

|Cio N Cig41| = deg(med(Riy, Rig+1)) = deg(med(f, 9)) = 7,

por lo que |Cj\Cig+1| = iy — 1 > 73, — d. Existe entonces C C Ci,\Cip+1 tal que
|C| = riy — d. Por otro lado, como s > r;, —d, en (5.2) podemos evaluar las primeras
ri, — d variables de X en los elementos del conjunto C', poniendo Xy = C UY, donde Y
es un conjunto de variables con |Y| = s — (r;, — d). Nos queda, dada la eleccién de C,

vy R(Cig41, C")R(CUY.C") _ |/ R(Cip11, CYR(CUY, Ciy\C)
cruC=cy, R(C",C7) R(Ci,\C,C)

|C|=d,|C" |=ri,—d
= NR(Ciy11, O)R(Y, Ci,\C) # 0.
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(2) Probemos ahora que si para todo i, 1 < i < k, se tiene d > r; o r; > d + s, entonces
MSresq(f, 9)(Xs) = 0. Sea ig, 0 < ig < k tal que 7,41 < d < d+ s < r;,. Razonando como
en (1), pues de nuevo tenemos r;,_1 + r;, > 2d + sy 1, > d, en el caso iy > 1, resulta

MSresq(f, 9)(Xs) = AMSyly 4(4, B)(X5s)
= NMMSyly 4(Cig 41, Ciy ) (X5s)

Z R<Ci0+17 C//)R<X57 C/)

=+
A R(C/, C”) K

cuC =y,
|C"|=d,|C" |=r;y—d

que se cumple incluso si 75 = 0. Aplicamos ahora la Observaciéon 2.2.4 con A = Cj,
B=Cjyy1yC=Xsyconp=r;,—dyq=d.

» Sirj41+7ri, —d>s+d, ie ri41+1i, > s+ 2d, aplicamos la primera igualdad en
dicha observacién y resulta

R(Ciy41,C")R(X,,C") n Z R(CP), C; )YR(CW, X,)
R(C",C") - ’R,(C(3)7 C(4))
c'uC"=Cy, cPuc® =0y, 41
|C'|=d,|C" |=ri,—d |C(3)\:Ti0+1—d,|c(4>\:d
= 0’

ya que C'®) tiene cardinal negativo por ser Tig+1 < d.

» Si por el contrario rjy41 + 1y —d < s+ d, i.e. ri41 + 1y < s+ 2d, aplicamos la
segunda igualdad en la Observacién 2.2.4 y tenemos

R(Cip11, C"R(Xs, C')

R C/ C//
C,UC”:C«;O ( Y ) X/UX/l:Xg

IC’|=d,|C" |=ri,—d | X' |=s—(rig—d)
|X”\:7’i0—d

R(X', Ciyr1)R(X", Cy,)

==
'R(X',X“)

= O7
por tener X’ cardinal negativo, pues r;, —d > s.

Esto prueba la primera afirmacién del teorema.

Para probar la segunda afirmacion, supongamos primero que d = r;, pero r;j,—1 > d+S5,
asumiendo por ahora que ig > 1. En este caso tenemos las mismas hipdtesis que en (1), de
modo que también llegamos a (5.2), que incluso vale si iy = 0. Pero ahora, como d = r;,,
en (5.2) queda

AR(Xs, Cig) = N'Rig (1) -+~ Rig (),

como queriamos probar.
Supongamos por ultimo que d = 7,1 — s, i.e. 7,1 = s+ d pero 1, < d. Aqui se
vuelven a cumplir las hipdtesis de (1), pero para ig — 1. Llegamos entonces a

Z R(Ciy, C")R(X,, C")
R(C’, C//) :

MSresq(f, g)(Xs) = X'
C,UC”:CZ'O_l
€Y |=d,|C" |=riy1—d
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Volvamos a aplicar la Observacién 2.2.4, ahora para A = Cj,—1, B = C;,, C = Xj,
p=Ti,—1 —dy q = d. En este caso

s+d=ri—12ri—1+ri—d,

por lo que usamos la segunda igualdad en dicha observaciéon y nos queda

Z R(C’i07 C//)R(XS, C/) — 4 Z R(X/, Cio—l)R(X//7 C’LO)
R(C/, C//) 'R(X’, X”) )
C,UC”:CiO_l X'uX"=X;
|C"|=d,|C"|=riy—1—d X' |=s—(rig—1—4d)
|X//|=7‘i0_1—d

que en este caso, dado que s = 1,1 —d, es igual a +R(X,, C;,) = £N' Ry (x1) - - - Riy(xs),
como queriamos probar.

Sélo resta observar que se puede deducir el caso general del caso en que todos los
polinomios R; tienen raices simples, de manera similar a como lo hicimos al principio de
esta demostracién para el caso 7, < d. ]

El Teorema 5.1.2 nos dice que el polinomio MSres,(f, g)(Xs) tiene mas informacién
que el polinomio subresultante, no sélo porque este teorema generaliza el Teorema 1.1.5,
sino ademds porque la subresultante es un coeficiente de MSresg(f, 9)(Xs):

Sresq(f,g)(x1) = coeff g, ga (MSresq(f,9)(Xs)) -

Esto puede calcularse directamente de la definicién, o mas facilmente, usando la Proposi-
cién 5.1.5 y la identidad

Sle,d(Av B)(xl) = Coeff:cgn-xgl (Msyl(),d(A7 B)(XS)) .

5.2. Matrices de Bézout

En esta seccién obtendremos diferentes escrituras de los polinomios que definen las
matrices de Bézout o Bezoutianos, que estdn muy ligadas a la resultantes y a las subre-
sultantes. Daremos primero una breve introduccion tedrica.

5.2.1. Preliminares

Para esta parte necesitamos introducir la siguiente notacién para matrices de Vander-
monde.

Notacién 5.2.1. Sea X = (x1,...,2x) una k-upla de indeterminadas o de elementos
distintos y ¢ € N. Denotamos

k
1 1
Vi(X) =] N
a:f 1 a:i_l

Cuando ¢ = k escribimos simplemente V'(X).
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Usamos la notacién V' para diferenciarla de la matriz de Vandermonde rectangular de
la Notacién 4.1.7, dado que aqui tomamos los exponentes de las filas en orden creciente.

Las matrices de Bézout son matrices cuadradas asociadas a dos polinomios univariados
y fueron introducidas por él en 1764 ([Bez1764]). La notacién actual y la denominacién
de Bezoutianos se debe a Sylvester ([Syl1853]). Aqui la definicién precisa:

Definicién 5.2.2. Sea K un cuerpo. Sean f,g € K|x] y sea r > max{deg(f),deg(g)}. La
matriz de Bézout de orden 7 asociada a f y a g se define como

B.(f,g) == (Cz‘j)1g,¢,jgr c K™,

donde los ¢;; estan caracterizados por la identidad

xr —

(., y) = f(@)g(y) — ZJ;(:L/)g(w) = Y el

1<i j<r

Observemos que los ¢;; estan bien definidos ya que es claro que el cociente ®(z,y) es
realmente un polinomio en K|z, y]. En efecto, z —y divide al numerador, pues éste se anula
cuando y = x. Ademas los grados de este polinomio en z y en y son en efecto menores o
iguales que r — 1.

Uno puede explicitar los ¢;; en términos de los coeficientes de f y de g segtin la siguiente
observacion.

Observacién 5.2.3. ([ApJo2006, Ch. 5, Def. 5.1]) Si f =Y I_jaz' y g = > =0 bjx?, los
coeficientes ¢;; de B, (f, g) satisfacen

Cij = Z A2 —(i4)+1—sDs — Asbor (i j)41—ss
S

donde la suma recorre los valores de s tales que r—min{i, j}+1 < s < min{r, 2r—(i+j5)+1}.

La siguiente observacién es trivial a partir de las definiciones anteriores.
Observacion 5.2.4. Dados x,y € K, se tiene

©(z,y) = Vi(2)" B (f,9)V(y),

donde la T" denota la operacién transponer.

Otras observaciones inmediatas que son consecuencias de propiedades de ®(x,y):

1. B,(f,g) es una matriz simétrica.

2. Br(f,9) = —B:(g f)-

3. B.(f,f)=0.
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4. Queda inducida una aplicacién

By: Klz]<, x Klz]<, — K™
(f.9) = B(f,9),

que resulta ser bilineal.

La matriz de Bézout proporciona otra forma de calcular la resultante, segiin la siguiente
proposicién, que se encuentra en [ApJo2006, Ch. 5, Prop. 17].

Proposicién 5.2.5. Sea K un cuerpo. Sean f,g € K|x] con deg(f) =m y deg(g) =n y
supongamos m > n. Entonces

m(m—1)

det(Bm(f,9)) = (-1)

donde an, es el coeficiente principal de f.

am "Res(f, 9),

Aqui hemos hecho, sin perder generalidad, la suposicién deg(f) > deg(g) y la haremos
en el resto de la seccién. Esta es la suposicién contraria a la que hicimos en los Capitulos
1y 3 y en la Seccién 5.1, pero aqui nos conviene hacerlo asi para que sea mas sencillo
trabajar con el signo.

Mads generalmente, pueden calcularse las subresultantes a través de matrices de Bézout.
La siguiente proposicién se encuentra en [ApJo2006, Ch. 9, Prop. 93].

Proposicién 5.2.6. Sea K un cuerpo. Sean f,g € K[z] con deg(f) =m y deg(g) =n y
supongamos m > n. Sea 0 < d < deg(g). Entonces

hat1(z)  haya(z) - hm(z)
(m—d)(m—d—1) Cd+2,d+1 Cd+2,d+2 " Cd+2m
Sresq(f, 9)(x) = (—1) 2 et . . . ,
Cm,d+1 Cm,d+2 e Cm,m

donde, para cada 1 < i < m, se define
m .
hz(.%') = Z CijZL‘]_l.
j=1

Es claro que la Proposicion 5.2.5 es el caso d = 0 de la Proposicién 5.2.6.

El calculo de subresultantes via matrices de Bézout tiene la ventaja de que la ma-
triz involucrada es de menor tamano, sin embargo sus coeficientes son expresiones mas
complicadas que los coeficientes que aparecen en la matriz de Sylvester.

La Proposicién 5.2.5 dice, en particular, que det(B,,(f,g)) = 0 si, y s6lo si, f y g
tienen raices en comun. Esta propiedad es més general y lo muestra el siguiente teorema,
que fue probado de manera independiente por Jacobi en [Jac1836] y por G. Darboux en
[Dar1876].

Teorema 5.2.7. [Teorema de Jacobi-Darbouz] Sea K un cuerpo. Sean f,g € K[z] con
deg(f) = m ydeg(g) = n y supongamos m > n. Entonces rk(B,(f,g)) = m—deg(mecd(f, g)),
donde tk denota el rango de la matriz.
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5.2.2. Matrices de Bézout y el lema de intercambio

Veremos ahora cémo podemos hacer algunas observaciones sencillas con el lema de
intercambio aplicado a la construcciéon de las matrices de Bézout. Con el siguiente lema
podemos escribir los polinomios ®(z,y) en términos de las raices de f o de g en el caso de
raices simples.

Lema 5.2.8. Sea K un cuerpo y sean f,g € K[z| con deg(f) = m y deg(g) = n. Supon-
gamos que m > n y que f(z) = a,R(x, A) tiene raices simples. Entonces

o(z,v) —ang {373/} A\a)'

aEA a A\a)

Demostracion. Si b, es el coeficiente principal de g y B es el multiconjunto de raices de
g, o sea g(x) = b,R(zx, B), tenemos, por la Definicién 5.2.2,

O(z,y) = f(@)gly) = fy)g(@) _ f(2)g(y) | fy)g(x)

r—y r—y y—x
b <R($7 A)R(y,B) Ry, AR(x, B)>
e R(z,y) R(y, )
R(T, AYR(T1, B)
- ambn Z
rotegy 2 T1)
Ty |=|T2|=1
R(T, AYR(B,T})
= (=1)"ambn Y
ThUTh={z,y} R(T%Tl)
|T1|=|T2|=1
R({.T, y}7 AZ)R(B7 Al)
= (=1)"ambn > (5.3)
A UAz=A R(A1, A2)

|A1]=1, |Az|]=m—1

{fc yh A\)g(a)
=am Y Rlo A\a) (5.4)

acA

usando en (5.3) el Teorema 2.2.2 para A = {z,y}, B= Ay X = B, y llamando {a} = A;

n (5.4). O
Con esta reescritura es inmediata la siguiente observacién.

Observacion 5.2.9. Sea K un cuerpo y sean f,g € KJz| con deg(f) = m y deg(g) =
Supongamos que m > n, que f = a,,R(x, A) tiene raices simples y g = b, R(z, B) donde
B es un multiconjunto. Entonces,

coeffym—1(®(x,y)) = (fl)m_lambnSylmfl’O(A,B)(:c) = ambpSres,—1(f, g)(x).

En particular esto muestra que la ltima fila (o columna) de la matriz B,,(f, g) contiene
exactamente los coeficientes del polinomio Sres,,—1(f, g)(x), salvo el coeficiente ay,.

Como consecuencia también podemos obtener expresiones alternativas para los coefi-
cientes ¢;; de la matriz By, (f, g):
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Corolario 5.2.10. Sea K un cuerpo y sean f,g € K[x] con deg(f) = m y deg(g) = n.
Supongamos que m > n y que f(x) = anR(x, A) tiene raices simples. Sea By, (f,g) =
(Cz‘j)lgz‘,jgm la matriz de Bézout asociada o f y g. Entonces se tiene, para 1 <i,j7 < m,

Jem—i(A\a)em—;(A\a
iy 3 el ()

Cij =
acA
recordando que ey, es el k-ésimo polinomio simétrico elemental que usamos en el Capitulo
2 y que definimos como
ek(Z) = g Zi1 "t Ry
1<y << <1

para un conjunto Z = {z1,...,20} y0<k<Ll—1, y coney(Z) :=1.

Demostracion. Por definicién, ¢;; = Coeﬂ.xi—lyj—l(@(ll:,y)). Luego, por el Lema 5.2.8, te-
nemos

=anm Z Rla A\ Coeﬁxi—lyj—l(R({x,y},A\a)).

Basta entonces recordar la conoc1da relacion entre coeficientes y raices de un polinomio:
coeff .« (R(x, Z)) = (—1)"Le,_o(Z),
si|Z| =¢. O

Con esta escritura es facil ver una desigualdad en el Teorema 5.2.7 en el caso en que f
tiene raices simples. Después mostraremos cémo probar la igualdad del teorema, bajo la
misma suposicion para f, pero es interesante ver cémo sale de manera sencilla una de las
desigualdades gracias al Lema 5.2.8.

Lema 5.2.11. Sea K un cuerpo y sean f,g € Klz| con deg(f) = y deg(g) =
Supongamos que m > n, que f = a,R(x, A) tiene raices simples y g = bn (x, B) donde
B es un multiconjunto. Sea v € AN B. Entonces, By, (f,g)Vi,(v) = 0.

1

Demostracion. Queremos ver que Z;”Zl c,-j’yj_ = 0 para todo 1 < ¢ < m. Dado un tal ¢

fijo, por el Corolario 5.2.10, tenemos

> ey =) (D) am Y g(@)em-—i ‘1\02\6;%) i(A\a) i~

j=1 j=1 acA
g em i A\Oz - —j 1
mz R, A\a) ; em—; \a)y!
—1
m g 6m % A\O[ ]
== amz Ra, A\a) Jz: Je(m 1)—j(A\a)y’
g(a em i(A\o)
= (— m m 714
o S e R A\)
=(=D™ amg(v)em—i(x‘l\ao) =0,
usando en la tltima igualdad que v € B. O
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Corolario 5.2.12. Sea K un cuerpo y sean f,g € K[x] con deg(f) = m y deg(g) = n.
Supongamos que m > n y que f tiene raices simples. Sea By, (f,g) la matriz de Bézout
asociada a f y g. Entonces, tk(Bn,(f,g)) < m — deg(med(f, g)).

Demostracion. Llamemos ANB = {~1,...,7s}, notando, en particular, s = deg(mcd(f, g)).
Por el Lema 5.2.11 tenemos que (V/, (71),..., V. (vs)) C Ker(B,(f,g)). Ademds, como los
vi son distintos, {V/ (71),...,V,.(7s)} es un conjunto de vectores linealmente indepen-
diente. Esto implica entonces que

s < dimg (Ker(B,(f,9))) =m —re(Bn(f,9)),

como queriamos ver. ]

Veremos ahora que tanto este resultado, y mas en general el Teorema 5.2.7 en el caso
de raices simples, como la Proposicién 5.2.5, pueden derivarse como consecuencia de una
escritura de la matriz B,,(f,g) en otra base. Precisamente, la escritura del Lema 5.2.8
sugiere que seria mas fécil trabajar con los coeficientes de ®(x,y) en otra base. Llamemos
A ={ai,...,an} v consideremos el conjunto

Rz, A\a) Ry, A\ay)
{q”'(f”’y) ™ Rlai, A\ai) Rlay, A\ay)

;ISi,jSm}-

Es fécil ver que este conjunto es una base del espacio vectorial de polinomios en K|z, y]
con grados en = y en y acotados por m — 1y, por lo tanto, existen unicos a;; € K, con
1 <14,57 < m, tales que

®(z,y) = Z aij ¢i (%, Y)-

1<i,j<m

Esta base es mas compatible con la escritura del Lema 5.2.5 ya que se ve facilmente que

Qi = Coeﬂqij(x,y)(q)<xv y)) = am Z g(OC)C()eﬁ.CIij(%y) (W)

aEA
B { amg(i)R(ci, A\ei;) sii=j
10 sii#j
_ glai)f(ai) sii=j
- { 0 sii# 7. (5:5)

Luego, si consideramos la matriz (aij)1gi,j§m, ésta resulta diagonal y se simplifican varios
resultados. En la siguiente proposicion relacionamos la matriz de Bézout con esta matriz
diagonal de manera precisa.

Proposicién 5.2.13. Sea K un cuerpo y sean f,g € K[z] con deg(f) = m y deg(g) = n.
Supongamos que m > n y que f = ap,R(x, A) tiene raices simples, con A = {au,...,qn}.
Sea By, (f,g) la matriz de Bézout asociada a f y g. Entonces,

V(A" Bpu(f, 9)V'(A) = Diag(g(ar) f' (1), - - g(am) f'(am))-
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Demostracion. Definamos

R(z,A\a1)
R(a1,A\a1)

R(x,A\am)
R(am,A\am)
Veamos que V'(A)L,,(z) = V), (). Esto es, veamos que para todo 1 < i < m, se tiene
ia _1 Rz, A\oyj) — i1
j=1 a]? A\a.])
Pero esto es cierto por la interpolacién de Lagrange (Proposicién 2.1.1). Luego, tenemos
©(z,y) = V(@) Bun(f. 9V (y) = V' (A) L (2))" Bin(f, 9) (V' (A) L (y))
= Lin(x)" (V'(A) T Bin(f, 9)V'(A)) Lin(y)-

Pero por otro lado, por (5.5),

O(x,y) = Z aij ¢ij(z,y)

1<i,j<m
= Z g9(ai) f' () gii (@, y)
1<i<m
_ Rz, A\ew) o Ry, A\e)
=2 Rian, Mg ! ) R0 Tar)
1<i<m
= Lin(z) Diag(g(oq)f’(al), s glam) f'(em) L (y)-
Como estas identidades valen para todo z e y, queda probado el enunciado. ]

Con esta diagonalizacion de la matriz de Bézout pueden deducirse facilmente la Pro-
posicién 5.2.5 y el Teorema 5.2.7.

Corolario 5.2.14. Sea K un cuerpo y sean f,g € K[x] con deg(f) = m y deg(g) = n.
Supongamos que m > n y que f = ay,R(x, A) tiene raices simples. Sea By, (f,g) la matriz
de Bézout asociada a f y g. Entonces,

m(m—1)

1. det(Bm(f,9)) = (=1)" 2 ap "Res(f,g).
2. k(B (f, 9)) = m — deg(med(f, g)).

Demostracion. Tomando determinante a ambos lados en la igualdad de la Proposicién
5.2.13 tenemos

m m

(det(V'(A)))* det(Bm(f, 9)) = [ [ 9(ci) f' (i) = ar"Res(f,9) [ [ F'(ci),

i=1 i=1

pues, por la férmula de Poisson, se tiene Res(f,g) = al’, [T, g(cu).
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Por otro lado, como f = a,,R(z, A) = am, H (x —a):

acA
f/:amz H (x —d).
a€A a'€A\a
Con lo cual
() = am H (a; — d') = amR (i, A\y;). (5.6)
a’€A\e;
Pero
m m(m—1)
[TanR(@i, A\ai) = ay [ [(ei = aj)(ej —ai) = (=1)" = ap [ [ (i — a)?
i=1 i<j 1<j

lo cual prueba (1), dado que V'(A) # 0.
Para probar (2) notemos que rk(Bp,(f,9))) = rk(Bm(f, g)), donde

B(f,g) = Diag(g(a1)f'(a1), - .., g(cm) f'(am)). Esto es simplemente porque V'(A) es una

matriz inversible. Pero es claro que k(B (f, g)) es igual a m — s, siendo s la cantidad de

«; que pertenecen a B. Esto es, s = |ANB| = deg(mcd(f, g)), como querfamos probar. [

Otra consecuencia de esta diagonalizacién es el cdlculo de la matriz inversa de B, (f, g)
cuando f y ¢ no tienen raices en comin. Esto se puede encontrar en [KST2006] con una
técnica similar a la que desarrollamos aqui.

Finalmente usaremos el lema de intercambio para obtener otra reescritura de los poli-
nomios ®(x,y). La escritura del Lema 5.2.8 necesita que f tenga raices simples. Usando
la Observacién 2.2.7 lograremos una escritura para el caso general.

Lema 5.2.15. Sea K un cuerpo y sean f,g € K|x] con deg(f) = m y deg(g) = n y
supongamos que m > n. Sean A y B los respectivos multiconjuntos de raices de f y de g,
Y G, by sus coeficientes principales. Sea E C K un conjunto finito tal que |E| > m + 1.
Entonces

Z R(E?nA)R(EI,B)R({xay}aEQ)

d(z,y) = ambn, )
(@) R(Es, E1)R(Es, E2)R(Eq, E»)

FE1UEUE3=FE
|E1]|=1,|E2|=m—1,|E3|=|E|-m

En particular, si |E] =m+ 1,

-y f )9 REx, v}, E\{7, €})
—NREy eh E\{y.¢})

{775}CE
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Demostracion.

R({I‘, y}7 AQ)R(AL B)
<I>(x, y) = ambn Z
A UAz=A R(A1, A2)
|A1|=1, | Az|=m—1

— (_1)nambn Z R({xvy}7A2)R(BvA1)

A1UAs=A R(A17 A2)
|A1‘:1,|A2‘:m—1
R(E3, A)R E)R(B,E
= (=1)"ambn 3 R(EE) 7(z{fvEy}E 27)€E( ,El) 5.7)
F1UEUEs=F ( 3 1) ( 35 2) ( 1 2)
|E1|=1,|EBz|=m~—1,|E3|=| E|-m
R(E3, A)R(E1, B)R E
= ambn Z ( 3 ) ( 1 ) ({xay}v 2)

B\UESD By R(Es3, E1)R(E3, E2)R(En, E2)
| By |=1,| Ez|=m—1,| Es|=|E|—m

aplicando en (5.7) la Observacién 2.2.7 (2) para B= A, X = By Y = {z,y}. En efecto,
[E| =2 m+12méx{|B] + 1, [{z,y}[ + (m — 1), |A]}. O

Corolario 5.2.16. Sea K un cuerpo y sean f,g € K[x] con deg(f) =m y deg(g) =n y
supongamos que m > n. Sean A y B los respectivos multiconjuntos de raices de f y de g,
Y Qm, by sus coeficientes principales. Sea E C K un conjunto finito tal que |E| > m + 1.
Sea B (f,9) = (¢ij)i<i,j<m la matriz de Bézout asociada a f y g. Entonces se tiene para
cada 1 <i,5 <m,

Z R(Es, A)R(E1, B)em—i(E2)em—;i(E2)

] — -1 K/ mbn
Cij (=1)"a R(E3, E1)R(E3, E2)R(E, E3)

FE1UEUE3=F
|E1|=1,|E2|=m—L1,| Es|=|E|-m

En particular, si |E| =m+1,

oy s LOen (B Dem 5B\, )

=07 2 TR B\ )
{’Y,E}CE 9y ) )

Demostracion. La demostracién es andloga a la demostracion del Corolario 5.2.10. O

Observemos que en el caso particular |E| = m+1, el Lema 5.2.15 y el Corolario 5.2.16
nos dan férmulas en términos de los valores que toman f y g en E. El tamano de F es
optimo para f, pues f queda definido por su interpolaciéon en m + 1 puntos. En el caso
que n = m el conjunto E serd 6ptimo para ambos. Notamos a posteriori que un desarrollo
similar para obtener una férmula parecida puede encontrarse en [Sha2004].

Podemos obtener también una férmula del estilo de la que obtuvimos para la suma
doble de Sylvester en la Proposicion 4.2.1, logrando que f y ¢ interpolen en distintos
conjuntos de puntos.

Lema 5.2.17. Sea K un cuerpo y sean f,g € K[z] con deg(f) = m y deg(g) = n, con
m > n. Sean A y B los respectivos multiconjuntos de raices de f y de g, y am, by sus
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coeficientes principales. Sean 0 < p,q < m tales que p+q=m—1. Sean E y F' conjuntos
tales que |[E| > m+1 y |F| > m+ 1. Entonces

-1
<mp )@(m,y) _ (_1)p(m—d)+(7rz—n)(|F|—m)ambn Z Z

FE1UEUE3=F FLUF>UF3=F
|Ev|=p,|Ea|=m—p [F1|=q,|F2|=m—q
|Es|=|E|—m |Fs|=|F|—m
R(Av E3)R(B7 F3)R(E2a FQ)R(Eh Fl)R({xa y}7 EI)R({xa y}a Fl)(€|F\7m71(F3))m_n
R(E1, E2)R(E1, E3)R(Eq, E3)R(Fy, Fo)R(F1, F5)R(Fy, F3)

En particular, si |E| = |F|=m+1,

(" e = (ppmosin
b

Z Z f('}/)g(e)R(E%FQ)R(El’Fl)R({xvy}vEl)R({xvy}7F1)
R(E1, E2)R(FE1, E3)R(Eq, E3)R(Fy, F2)R(F1, F3)R(Fy, F3)

E1UE2U{’Y}:E F1UF2U{6}:F
|E1|=p;|E2|=m—p |F1|=q,|F2|=m—q

Demostracion. Supongamos primero que n = m. Tenemos

("5 e

(M R({z.y}, A2)R(Ay, B)
_ mbm< ) ) Aé‘;:A ROA, ) (5.8)

|A1|=17‘A2‘=m_1
. R(A', BYR(A", B")R({z,y}, A)R({x,y}, B')
o p(m d) s 5 ) ) 9 9
(-1) b, Z Z R(A’, A"YR(B', B") ’

A'UA”"=A B'UB"”=B
[A|=p |B'|=¢q
|A”|=m—p |B" |=m—q

usando la Proposicién 2.2.9 con X' = X" = {z,y} y d = m — 1. En efecto,
{z,ytl=2=m+m—2(m—1) =|A|+|B| - 2(m — 1).

Por otro lado

R(A", BYR(A”, B )R({z,y}, A)R({z, y}, B')
Z Z R(A/,A”)R(B/,B”)

’ "__ ’ "_

|A"|=p,| A" |=m—p |B'|=q,|B" |=m—q

= 2. 2.

F1UE;UE3= FLUF;UF3=F
|E1|=p,|E2|=m— P\E3| |E|—m |F1|=q,|F2|=m~—q,|F3|=|F|-

R(A, E3)R(B, F3)R(E>, F2)R(E1, F1)R({z,y}, E1)R ({x,y},Fl)
R(E1, E2)R(E1, E3)R(Eq, E3)R(Fy, Fo)R(Fy, F3)R(Fy, F3)

debido a la Proposicién 4.2.1. En efecto, max{|{z,y}|+ (m —1),m+m — (m —1),m} =
m+ 1 < |E|,|F|. Esto prueba el caso n = m.

Para el caso general el truco serd una vez mas agrandar el conjunto B para llevarlo al
caso que probamos. Supongamos entonces n < my sea Y = (Y1,...,Ym—n)-
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Tenemos

R x, 7A2 R Al;B
O(z,y) = amby Z ! :;jz}(Ah)A;) :

A1UAS=A
[A1]|=1, |A2|=m~—1

m—n R({x7y}7A2)R(A1aBUY)
(-1) ambncoeffy, ..y, Z

R(A;, A
AjUAs=A (A1, 42)
|A1|:1, |A2|:TI’L71

Ahora, considerando BUY en lugar de B, estamos en el caso anterior, pues |[BUY| = m.
Luego

(—1)ptm=d) (m - 1) > R({z,y}, A))R(A;1,BUY)

p A1UA=A R(A17A2)
|[A1|=1,|Az|=m—1
_ Z Z R(A7E3)R(BUKFB)R<E27F2)R(ElaFI)R<{$7y}7E1)R({xay}aFl)
E1UE2L‘JE3:E PR R(E1, E2)R(En, E3)R(Es, E3)R(F1, F2)R(F1, F3)R(F2, F3)
|E1|=p |F1]=q

|E2|=m—p |Fa|=m—q
|E3|=|E|-m |F3|=|F|-m

El coeficiente de y; - - - ym—n en esta Ultima suma resulta ser

(=1)(FI=m=1)(m=n) 3 3

E1UE;UE3=F F1UF>;UF3=F
|E1|=p,|EBz|=m—p,|Es|=|E|-m |F1|=q,|Fz|=m—q,|Fs|=|F|-m

R(Aa E3)R(B7 F3)(6\F|—m—1(F?)))minR(E% FQ)R(Ela Fl)R({Ia y}a El)R({xa y}7 Fl)
R(E1, E2)R(E1, E3)R(Eq, E3)R(Fy, Fo)R(F1, F5)R(Fy, F3) ’

lo cual concluye la demostracion.

Obviamente tenemos un corolario similar con andloga demostracion.

Corolario 5.2.18. Sea K un cuerpo y sean f,g € K[z] con deg(f) = m y deg(g) = n,
conm > n. Sean A y B los respectivos multiconjuntos de raices de f y de g, y am, by sus
coeficientes principales. Sean 0 < p,q < m tales que p+q=m —1. Sean E y F' conjuntos

tales que |E| > m+1 y |F| > m + 1. Sea By, (f,g9) = (¢ij)i<ij<m la matriz de Bézout
asociada a f y g. Entonces se tiene, para 1 < 1i,j < m,

<m , 1> Cij = (*1)p(m*d)+(m*")(‘Fl*m)+i+jambn'

p
FE1UE;UE3=F FLUF>UF3=F
|E1|=p;|E2|=m—p,|E3|=|E|—m |Fi|=q,|F2|=m—q,|Fs|=|F|-m

R(A, Eg)R(B, Fg)R(EQ, FQ)R(El, Fl)em_,‘(El U Fl)em_j(El U Fl)(e|F|,m,1(F3))m_n
R(E1, E2)R(E1, E3)R(Eq, E3)R(Fy, Fo)R(F1, F5)R(Fy, F3)

En particular, si |E| = |F|=m+1,
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-1 o
<mp > — (—1plmo DO it

Z Z f('y)g(E)R(EQ,FQ)R(El,Fl)em_i(El UFl)Bm_j(El UFl)
R(E1, E2)R(E1, E3)R(Es, E3)R(Fy, Fo)R(F1, F3)R(Fy, F3)

E1UE2U{’Y}:E F1UF2U{E}:F
|Ev|=p |F1]=q

5.3. Aplicaciéon a una base de Grobner

Fijemos A y B, dos subconjuntos de un cuerpo K, con |A| =my B = {f1,...,05n},
y sean f(z) = R(z,A) y ¢ = R(x,B). En el Capitulo 3 dimos una demostracién de la
Proposicion 3.1.6, que muestra la igualdad entre la suma simple de Sylvester y la subre-
sultante, usando de manera auxiliar el polinomio MSyl, 4(4, B)(X) de la Notacién 3.1.1.
Volvamos a considerar ese polinomio pero olviddndonos del signo. Sea X = (z1,...,%,_q)
y llamemos

R(X,B)

Ho(X):= > R(B\B, A)m

B/'CB,|B'|=d
_ R(X,B')
- Z H F(B) 'R(B\B’,B’).

B'CB,|B'|=d \BeB\B’

Como vimos en la Observacion 3.1.2, Hy(X) € Sp,—q,) es el tinico polinomio de S, 4 q)

que satisface las (Z) condiciones

Hq(B\B') = R(B\B', A) para todo B’ C B,|B'| = d.
Y en particular,
Hao(X) = f(z1) - f(wn_q), sim<d. (5.9)

Supongamos que no tenemos la hipétesis m < d. Si bien no es cierto que Hqy(X) =
f(z1) -+ f(xn_q), ambos polinomios interpolan lo mismo en B\ B’, para todo B’. Es decir,
dichos polinomios difieren en un polinomio que se anula en cada B\B’. Esto nos motiva a
considerar el ideal que forman tales polinomios. Consideramos el conjunto

Ly(B) :={(Bir,-- -+ Bin_a) 1 <ip #i <n},

y el ideal I(L4(B)) de los polinomios que se anulan en L£;(B). Asi, en el caso general,
los polinomios de (5.9) diferirdn en un elemento de I(L4(B)). De este modo, conocer es-
te ideal puede brindarnos informacién del polinomio H4. Precisamente puede verse que
Hq resulta ser la reduccién, médulo cierta base de Grobner de I(L4(B)), del polinomio
f(z1) - f(xn_q). Estas observaciones nos fueron comunicadas por Agnes Szanto.

En esta seccién vamos a trabajar con dicha base de Grobner obteniendo reescrituras
de los polinomios que la componen. Escribamos ¢ = 2" + bp_12" "' + -+ + by. Para
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i=1,...,n—dy j >0 recordemos la definicién de los polinomios simétricos homogéneos

completos:
i k ki
hy) = Z it xy,
[k|=j
donde la suma es sobre todos los k = (kq,...,k;) tales que |k| := k; +---+ k; = j. Es
decir, la suma de todos los monomios de grado total j en (x1,...,x;). Si i = n—d notamos

simplemente h; := hg-n*d).

La siguiente proposicién se puede encontrar, por ejemplo, en [CLO2007, Ch. 7, Prop. 5].

Proposicion 5.3.1. El conjunto
Gd(g) = {pl(xl) = g(ajl) = hg) + bn_lhfll_)l + -+ blhgl) + bo,

2 2 2
pa(e1,w2) i= B b1 h®y 4+ 4 b by,
—d —d
pn—d(xla .. 7$n—d) = h((jj_]_ ) + bnflhén ) +---+ bd-‘rl} 5
es una base de Grobner de 1(Lq4(B)) con respecto al orden lexicogrdfico < de K[X] con
T <9< < Tp_qg-

Aplicando el lema de intercambio obtendremos reescrituras muy cémodas de los poli-
nomios de la base G4(g) de la Proposicién 5.3.1. Para ello usaremos la siguiente recurrencia
que satisfacen dichos polinomios, que puede verificarse facilmente por induccion:

)= pi1(x1,. . xi1) = pic1(@i, T2, .., 1)
T — X

, (5.10)

pi(l'l, RN 2
para 2 < ¢ < n — d. Observemos que en particular

g\x1) — g\x2
p2(71,72) = M,
T1 — T2
que es un cociente incremental de g y que coincide con el polinomio ®(x1,x2) de la De-
finicién 5.2.2 con f = g y g = 1. En el siguiente lema reescribimos los polinomios p; en

términos del conjunto B.

Lema 5.3.2. Sea pi(x1,...,x;) el i-ésimo polinomio de la base G4(g) de la Proposicion
5.3.1, con 1 <i <n—d. Entonces

Z R({J)l,...,xi},B\B/) g(:Ej)

R(B', B\B') B 1<;<i Hk;éj(xj —xp)

Demostracion. Probamos primero la primera igualdad por induccién. Si i = 1 es obvio
por definicién. Supongamos que 2 < i < n — d. Por la igualdad (5.10) se tiene

pi(xly ) xl) =
B'CB,|B'|=i—1

pi—1($17 I 71'2’—1) *pi—l(%wxz, KR Ii—l)
Tl — X

pi(l’17...,$i) =

1 Z R({z1,...,zia}, B\B') Z R({#i 22, ., Tia}, B\B') (5.11)

m-w | R(B',B\B') = R(B',B\B')
|B'|=i—2 |B'|=i—2
_ Z R({$27...71’i71},B\BI) R(xlaB\B/)_R(‘r“B\BI)
a R(B', B\B’) L1 — &4 ’

B'CB,|B'|=i-2
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usando la hipétesis inductiva en (5.11). Ahora, dado B’ fijo, llamemos h(x) = R(z, B\B’).
Entonces

Riar B\B) = Riax B\B) _ blew) = hiar) _ g~ Riar.aid. (B\B\S)
R(3.(B\B)\B)

Tl — Iy Tl — Iy

BeB\B’

por el Lema 5.2.8. Llamando B” = B’ U {8} podemos reescribir toda la expresién como

Z R({{L‘l,...,xi},B\B//) Z R({x%"'?mi—l}?ﬁ).

R(B",B\B") R(B"\S, )

B'CB,|B"|=i—1 BeB”

Pero

R({x2,...,zi-1},B)
2 T RENB)

por la Proposicién 2.1.4, dado que es el tinico polinomio H € S(;_3 1) que satisface las
i — 1 condiciones H(B"\f) = 1, para todo 8 € B”. Esto prueba la primera igualdad del
enunciado. Ahora veremos que la segunda expresién coincide con la tercera:

=1,
BEB”

Z R({$1,...,$i},B\B/) _ (_1)n—z’+1 Z R(B\B/,{l'l,...,l‘i})

!/ !/ ! !/
B'CB,|B'|=i—1 R(B ’ B\B ) B'CB,|B|=i—1 R(B\B ) B )
~ R(B, X")
= (= L 5.12
( ) Z R(X’,X”) ( )
X'UX"={z1,...,zi}
|X"|=i—1,]X"|=1
N 9@
usando en (5.12) el Teorema 2.2.2 con A = B, B ={z1,...,2;} y X = 0. O

Con esta reescritura es sencillo ver que efectivamente G4(g) es una base de Grébner,
lo que prueba la Proposicién 5.3.1. De hecho, es inmediato verificar que los polinomios p;
se anulan en los puntos de L4(B), lo cual no es evidente a partir de su definicién inicial.
Por otro lado, si llamamos F(z) = (z —x1)---(z — x;) y A = {x1,...,z;}, observamos
que p; resulta ser el coeficiente principal de Syly; (A, B)(x) = Sres; 1(F, g)(z). Esto es,
pi = PSres;_1(F, g)(z).

Finalmente, daremos ahora otra reescritura més de los polinomios p;. En el Lema 5.3.2
los escribimos en términos del conjunto B, que son las raices de g. Ahora utilizaremos una
vez mas la Observacién 2.2.7 para obtener una escritura que se aplique incluso al caso que
B sea un multiconjunto.

Lema 5.3.3. Sea p;i(x1,...,x;) el i-ésimo polinomio de la base G4(g) de la Proposicion
5.8.1, con1 <i<n-—d. Si E esun conjunto tal que |E| > n+ 1 entonces
R(E3, BYR({x1,...,z:}, E
bl a1) = 5 (5, BIR({11,.., i}, B

E1UEUE3=E R(E?” El)R(E?H EQ)R(Ela EZ)
|E1|=n—i+1,|E2|=i—1,|E3|=|E|—n
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En particular, si |[E| =n+ 1,

R{x1,...,z;}, B
pi(T1, ... 3) = Z R({j}ffy)El)g{z(?{’y} EQ;;(.EQE )’
E1UEU{y}=E ’ ’ ’
|E1|:n—i+17|E2‘:’i—1
Demostracion. Es resultado de aplicar la Observacién 2.2.7 (2) para Y = {x1,...,z;},
X=0p=i—1yq=n—i+1. En efecto, |E| > n+1 > max{i — 1,n+ 1,n} =
méx{|X|+p, Y|+ ¢ |Bl}. O

Esta férmula permite escribir a los polinomios p; en funcién de los valores que interpola
g en los puntos de E. Y tomando |E| = n + 1, su tamano es éptimo para identificar
univocamente a ¢ via interpolacién.

5.4. Fracciones simples

Veremos aqui cémo se puede interpretar la construccién de la escritura en fracciones
simples, en el caso raices simples, de un modo natural y sencillo gracias a la interpolacion
simétrica. Ademds lo extendemos a mayor cantidad de variables.

Proposicién 5.4.1. Sean K un cuerpo y f un polinomio en K[x] con deg(f) = m y
con raices simples. Sean X = (z1,...,x,) un conjunto de variables y G un polinomio de
K[X] simétrico, con grado en cada variable acotado por n (es decir, G € S.,)) y tal que
m >1r+n. Sea A el conjunto de raices de f. Entonces

G(A")
G(X) 1 (R(A’,A\A/))
) fa) ~ a, i R(X, A)
All=r

donde an, es el coeficiente principal de f.

Demostracion. Por el Lema 2.2.8 tenemos que

a Ay A
A1UAs=A R(Az2, A1)
|A1[=m—r,|Az|=r

Dividiendo a ambos lados por R(X, A), resulta

GX) _ 3 G(42)

R(X,A) R(A2, A)R(X, A2)

AjUA=A
|A1|=m—r,|Az|=r

Pero notemos que f(x1)--- f(z,) = a;,R(X,A). De modo que multiplicando a ambos

lados de la igualdad por a% y llamando A’ = A, terminamos la demostracion. O
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Observemos que el caso r = 1 es la escritura usual en fracciones simples de un cociente

de dos polinomios univariados:

Para esto basta observar que f'(a) = a,R(c, A\), para cada o € A, como vimos en

(5.6).
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Capitulo 6

y

Subresultantes de (z — a)™

(x —B)"

Este capitulo, totalmente independiente de los anteriores, se concentra en el estudio
de las subresultantes para un caso estructurado: f = (x —a)™ y g = (x — )", con a 'y
elementos de un cuerpo K. Es decir, f y g tienen una tnica raiz (multiple) cada uno.

Si a = S, las subresultantes son todas nulas, de modo que asumiremos que o # 8y
describiremos primero, para 0 < d < min{m,n}, Sresy(f,g)(x) en la base de Bernstein
{(z — a)/(z — B)¥7,0 < j < d} de polinomios de grado menor o igual que d. Para esta
construccién usaremos determinantes de matrices de Hankel. Posteriormente mostraremos
que, de hecho, las subresultantes en este caso son multiplos escalares, salvo un cambio
de variables afin, de polinomios de Jacobi, que son una conocida familia de polinomios
ortogonales. Y como consecuencia de esto concluiremos un resultado que tiene que ver
con la complejidad para calcularla. Esto fue posible luego de un proceso computacional
de prediccién y prueba, en el que usamos el paquete de Maple ([Map2016]) para sumas
hipergeométricas y para el algoritmo de Zeilberger ([Zei1990]).

En la Seccién 6.1 presentamos los preliminares con unas identidades conocidas que usa-
remos después. La Seccién 6.2 desarrolla la construccién de la férmula en la base de Berns-
tein. Los resultados de dicha seccién se encuentran en el trabajo publicado [BDKSV2017],
realizado junto con Alin Bostan, Carlos D’Andrea, Teresa Krick y Agnes Szanto. En la
Seccion 6.3 mostramos la conexién con los polinomios de Jacobi y trabajamos con la com-
plejidad. Los resultados de esta seccién son parte de un trabajo en preparacién junto con
Alin Bostan, Teresa Krick y Agnes Szanto.

6.1. Preliminares

En esta seccién introducimos los conceptos y las identidades que necesitamos para
construir nuestras formulas. Introducimos primero la siguiente notacién.

Notacion 6.1.1. Sea = una variable indeterminada sobre Q y sea j € N. Definimos el
j-ésimo simbolo de Pochhammer de x como

(x)j=z(x+1)---(x+j—1),
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y definimos ademds (z)p := 1.

El siguiente lema es una férmula de Ostrowski para el determinante de una matriz
particular con coeficientes binomiales.

Lema 6.1.2 ([Ost1964]). Sean ¢,k € N y ap,a1,...,ar € N, con a; > k para 0 < i < k.
Entonces

det <( : )) = k1 Hf:1(€ + i)kﬂ_i H0§i<i’§k(ai’ —a;)
@i =3/ ) o<ij<k 1o ail T (0 + k — ay)!

La demostracién que presentamos aqui del Lema 6.1.2 nos fue comunicada en abril de
2017 por Alin Bostan. Es consecuencia de la siguiente proposicién cuya prueba, debida a
Alin Bostan, difiere de las pruebas que se encuentran en la literatura.

Proposicién 6.1.3. ([Kra1990, Lemma 2.2].) Sean xy, ...,z indeterminadas sobre un
cuerpo K y by, ... bg,c1,...,cp € K. Sea A € K|z, ..., x,]FT*ED definida por

A= ((JL‘Z + bk)(l‘z + bk—l) R (Ii + bj+1)(587‘, + cj)(xq; + Cj_l) cee (CCL + Cl))

0<i,j<k
(.l?o—l—bk)(l‘o—‘rbl) ($0+bk)'-'($0+b2)($0+61) (mo—l—ck)~-~(x0—|—c1)

| @b (@ b)) (@b (@ b) (@t e) L () (2 )
($k+bk)':'(xk+b1) ($k+bk)"'($i;+b2)($k+cl) (xk+ck)':'($k+cl)

Entonces

det(A) = J[ @i—=zy) [ (e—0y.

0<i<j<k 1<i<j<k

Antes de dar la demostracion de la Proposicién 6.1.3, veremos como podemos deducir
a partir de ésta el Lema 6.1.2.

Demostracion del Lema 6.1.2. Observemos que para 0 < 4, j < k, el coeficiente (i, j) de la
matriz del enunciado puede escribirse como

¢ 1l
(QZ—]> az'(e—az—{—k)'az (az ,7+ )(g az‘i‘]{?) (e az+]+ )
; 0! ‘
= (=) )l (@i —j +1)j(ai — €= k)p—.

a;!(l —a; + k

Esto implica

det ((az E_ j) ) T (—1)("2) o (aii!;il e det(A),

A=((ai— k) (ai— =G —1) ai(a =+ 1),y

para
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Notemos que la matriz A coincide con la matriz de la Proposicién 6.1.3 para x; = a;, con
0<i<k yb=—-Ll—i,¢;,=—i+1,conl<17<k. Luego

det(A) = H (a; — air) H (—i+1—(=C—=13))

0<i<i'<k 1<i<j<k
k+1 . .
=) I @ —a) [T ¢+G-0+1)
0<i<i'<k 1<i<j<k
_ (1 Nk41—i
=(-0)2) T (e —a) J] €+9) .
0<i<i'<k 1<i<k
Esto concluye la demostracion. O

Ahora probamos la Proposicién 6.1.3.

Demostracion de la Proposicion 6.1.3. Como en la demostracion del Lema 2.1.3, conside-
remos, para 0 </ < k,

k
€§ )(ylavyk‘): Z Yir = Yips
1<y <ia <<y <k
el £-ésimo polinomio simétrico elemental en k variables y1, ..., yx, con e(()k) (Y1, yk) = 1.

(El supraindice denota aqui el nimero de variables.) Asi, para 0 < i,;5 < k, el coeficiente
(i,7) de la matriz A es igual a

k

(k) ¢

Aij = Zek—e(ka cee ,bj+1,cj, cee ,cl)m .
=0

Luego A puede escribirse como el producto entre una matriz de Vandermonde transpuesta
y una matriz cuyos coeficientes son polinomios simétricos elementales:

A=V FE
con
l”g ) 1
Y =
y
eék)(bk,...,bl) eék)(bk,ck_l,...,cl) e((]k)(ck,...,cl)
E= : :
e,(ck)(bk,...,bl) e,&k)(bk,ck_l,...,cl) e,gk)(ck,...,cl)

Entonces tenemos det(A) = det(V) det(E£), con det(V) = [[y<; <k (i —z;), de modo que
s6lo basta calcular det(E). Lo haremos por induccién en el tamano de E. Notemos que
para 0 </ < ky1l<j<k se tiene

eék)(bk, . ,bj+1,Cj, . ,Cl) — eék)(bk, . ,bj,Cj_l, . ,Cl)

= (Cj - bj)eé]izl)(bka SRR bj+1a Cj—15-- ) Cl)?
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con la convencién de que eY“l‘ 1)(y1, .oy Yk—1) = 0, y luego, restando la columna j a la
columna j + 1 de F, para j =k,...,0, tenemos
det(E)
e(()k_l)(bk, s b)) eék_l)(bk, Ck—2y+-+,C1) e(()k_l)(ck,l, ceyC1)
= JJ (ci —bs)det : : :
lsisn e,(ck 11)(bk, cooybe) L eék 1 )(bk7 Ck—2y+.,C1) egc:ll)(ck,l, ceyC1)

Por hipétesis inductiva este ultimo determinante es igual a

IT (=5

1<i<j<k
Esta tltima igualdad puede verse haciendo el cambio d; := b1 para 1 < j < k —1, con
lo cual el dltimo determinante resulta [[; ;< ;< q1(ci — d;). O

Usaremos también en la Seccién 6.2 el siguiente lema, que es una identidad de Pfaff-
Saalschiitz para funciones hipergeométricas.

Lema 6.1.4. ([Pfa1797], [Saa1890], [And1996], [And1997], [Sla1966, §2.53.1]) Sean x,y, =
variables independientes sobre Q. Para cada k € N, se tiene la siguiente igualdad en
Q(z,y,2):

k

Z (1);(—k); _ G—a)kz -y

1+x+y—z—k)jj! ez -y

J=0

Finalmente introducimos los polinomios de Jacobi. Para la siguiente definiciéon necesi-
tamos asumir que la caracteristica no es 2.

Definicién 6.1.5. Sea K un cuerpo (o un anillo) tal que char(K) # 2 y sean k,l,r € Z,
con r > 0. El polinomio de Jacobi P*) e K [x] se define equivalentemente como

= la férmula de Rodrigues:

PNy = OO a1 ) [0

= 0 la suma hipergeométrica:

PUD () ::Z’": (ktr—j+1); 45+ Dy (x1>w' <x+1>j

= j! (r—j)! 2 2

En efecto la definicién tiene sentido si char(K) # 2 ya que es facil ver que en los

coeficientes . _
(k+r—7+1);(0+7+1)—

J! (r=5!
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de la suma hipergeométrica no aparecen denominadores. De hecho, para a,j € Z, con
7 > 0 se tiene

+j-1 ;

(a); (a;> sia =0

T‘j: (—1)3(3“) sia<0ya+j—1<0 (6.1)
' 0 en otro caso .

También es sencillo ver la equivalencia de las definiciones desarrollando las derivadas en
la férmula de Rodrigues segin la férmula

pelf@a =% (1) 5w 5 A,

= J Oxr—1

6.2. Foérmula en raices para este caso estructurado

Fijemos m y n, numeros naturales, y sea 0 < d < min{m,n} o d = min{m,n} si
m # n. Sea ¢ = ¢(m,n,d) := m+n—2d—1. Introducimos la matriz de Hankel H(m,n,d) €
72%(@+1) definida por

(o) Gla) e Guaa)

<<m—ci—j>>5§;ggl: (m?) (m?Q) o (62)
o (na) (meged) - (nf2d)

donde convenimos (;) =0sik<0o0k>c

Notemos ¢;(m,n,d) al j-ésimo menor de H(m,n,d) definido por el determinante de
la submatriz cuadrada H;(m,n,d) de H(m,n,d) que resulta al quitar de esta tltima la
columna j, para 0 < j < d (contamos las columnas desde 0). Por convencién, go(m,n,0),
el determinante de la matriz vacia, es 1. Dado que estos menores son nimeros enteros, po-
demos verlos como elementos de cualquier cuerpo K bajo la identificacién via el morfismo
de anillos de Z en K que manda el 1 en el elemento 1x de K.

Podemos entonces enunciar el teorema principal de este secciéon. Vamos a escribir en
este capitulo Sresq((x — )™, (x — B)") en lugar de Sresy((x — )™, (x — B)")(x) para no
recargar la notacién.

Teorema 6.2.1. Sea K un cuerpo y sean m,n,d € N con 0 < d < min{m,n}, ya,p € K,
con o # 3. Entonces

d
Sresa((z — )™, (@ — B)") = (~1)&) (@ = )= D= N ¢ n, d) (@ — ) (@ — B)* .

=0

La igualdad vale trivialmente incluso si a = [, pero el resultado sélo tiene interés
cuando son distintos.

Mas atun, daremos también expresiones explicitas para los valores de los menores
gj(m,n,d) para 0 < j < d, como productos de cocientes de factoriales.
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Teorema 6.2.2. Sean m,n,d € N con d < min{m,n} y sea ¢ = m+n—2d— 1. Entonces

d ;. )
qdnumd)—(—1ﬂ®II£g;?Ti;é;fgp
=1

y para 1 < j <d, se tiene:

d n—d—l'-j—l
%W’”’d)'

J

q; (ma n, d) =

Probaremos primero el Teorema 6.2.2.

Demostracion del Teorema 6.2.2. Probemos primero la expresién para go(m,n,d). Apli-
cando el Lema 6.1.2 con k =d—-1ya; =m—i—2para0 < i< d-—-1,y /¢ =c
tenemos

qo(m,n,d):det<< ¢ )) :det(< >)
m=1=73//1<ij<d m—1i—7-2) /< j<i-1

[T (e + i) [o<ici<a—1(i—17)
b m—i =2 [ g (e +d =1 — (m—i—2))!
ML (TS e+ ) - (DO 1L 6 - 1!
[ m—i= DL (n—d+i-1!

Sélo resta reescribir los factores de manera adecuada.

Probemos ahora la expresién para ¢;(m,n,d) con 1 < j < d. Observemos que la matriz
H tiene rango méaximo d, pues el menor go(m, n,d) es no nulo, como acabamos de ver. Un
argumento elemental de algebra lineal muestra que el niicleo de la transformacion lineal
inducida H: Q! — Q¢ tiene dimensién 1 y estd generado por el vector (no nulo)

= cl?

q(m’ n, d) = (C]o(mv n, d)v —q1 (mv n, d)v SRR (*1)de(mv n, d))

DIGRP

Sea kj(m,n,d) := G :

BT
k(m,n,d) := (ko(m,n,d), —ki(m,n,d),..., (—1)dkd(m, n,d)) € ker H, (6.3)

para 0 < j < d. Basta ver entonces que

pues en tal caso tendriamos k(m,n,d) = Aq(m,n,d) con A = 1/qo(m,n,d), siendo que
ko(m,n,d) = 1.
Luego, para probar (6.3) basta verificar las identidades

d
—2d—-1 -
§:<m+” o )cqy@umn@yza para 1< i< d. (6.4)
, m—j—i
7=0
De hecho probaremos una identidad mas general que vale para cualquier i € N:

d dy (m—d+j—1 i—1\ (m+n—d—

m+n—2d—1 j(j)( j] )_(dl)( +m—z' 1)

Z . . (_1) m—1 - m—1 ) (65)
m=ji (") ("a")

Jj=0 J d
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Asi, la identidad (6.4) se obtiene al especializar i en 1,...,d.

La identidad (6.5) serd consecuencia del Lema 6.1.4. Dado que ambos miembros son
polinomios en n (de grado menor o igual que m — i) basta probarlo para una cantidad
infinita de valores de n. Lo haremos para todo n > 2d.

Observando que (a +j — 1)! = (a — 1)!(a);, (a+§_1) = (j#, (a—j) = (-1) (f;)j y

(;‘) = (—1)/ (3—?%7 deducimos que el miembro izquierdo de (6.5) es igual, para n > 2d, a

(m+n—24—1) & —(m —));(—d);

(m — )(n—2d+z—1‘j n—2d+z );(—(m —1));5!"

=0
Para simplificar esta suma aplicamos el Lema 6.1.4 con k = d y con z, y, z especializados

respectivamente en n — d, —(m — i) y n — 2d + i, y nos queda

d

3 (n—d)j(=(m—1));(=d); _ (i—d)a(m+n—2d)a
“(n—2d+1i)(=(m—1));5'  (n—2d+i)a(m —d)a

B (ifil)(ern_Qd)"'(mﬂLn—d—1)
= (md_l)(”_2d+i)”'(n—d+z'—1) 5

j=

de lo que (6.5) se deduce inmediatamente. O

Probaremos ahora el Teorema 6.2.1 siguiendo la siguiente técnica. Obtendremos una
escritura de la forma F - (x — )™ + G - (x — )", con grado menor o igual a d y con
deg(F) < n—dy deg(G) < m — d y usaremos la Proposicién 1.1.6. Para aplicar esta
proposicién necesitaremos ademads verificar que PSresy(f, g)(x) # 0. Definimos, para 0 <
d < min{m,n}:

d
ha(er, B,m,m) = (0= B)°( D qjmyn, d)(@ — ) (@ — B, (6.6)
j=0

donde ¢ = m +n —2d — 1 y los g; son los de antes. Notemos que hg(a, 8, m,n) € K|x]
tiene grado menor o igual que d.

Proposicién 6.2.3. Sean d,m,n € N con 0 < d < min{m,n}, y o, € K, con a # 5.
Ezisten F, G € K[x] con deg(F) <n —d y deg(G) < m —d tales que

ha(a, B,m,n) =F - (z —a)" +G - (x — B)".

Demostracion. Llamemos f := (r —a)™ y g := (x — )" y escribamos

[

(@) =a—zta =5 =30 ) (@ = )it = 5,

k=0

Fijemos un 0 < j < d. Tenemos



Para k£ + 7 > m los términos correspondientes en el miembro derecho son polinomios
multiplos de f, con coeficientes F; de grado menor o igual que (k+j)+(c—k+d—j)—m =
n—d—1. De modo similar, para c—k+d—j > n, los términos correspondientes son multiplos
de g, con coeficientes G; de grado menor o igual que (k+j)+(c—k+d—j)—n=m—d—1.
Los términos restantes satisfacen k +j < m,ie. k <m—jyc—k+d—j < n, ie.
k>m—j—d—1.

Por lo tanto

(0= B)°(z — a)i(w — )

m—j—1
C . _ s
S TRACTED SRSV ) ISR
k=m—j—d
C
m—1—]

d
— B+ G 3

=1

) (v =)™ (@ =g

Multiplicando cada una de estas ecuaciones por g;(m,n,d) para 0 < j < d y suméandolas,
obtenemos

haa ) = (0 = 87 (32 a5 m s — - 97)
=0
=Ff+Gg
d m—i—j ¢ . )i — g)n—dtie1
3 (30 (105 Jutm o )i - g,

con F := Z?:o gi(m,n,d)F; y G := Z?:o qj(m,n,d)G;. Pero resulta que

d d .
Z (Z(_l)m_i_j( ) gj(m,n,d) (x — )" (2 — 5)n—d+i—1)

j=0 =1 m—i- J

— Z(—l)mil(d? - a)mil(l‘ - IB)nfd+lfl Z(—l)ﬂ <m e ]) qj(m, n, d)
i=1 j=0

=0,

dado que, como observamos en la demostracién del Teorema 6.2.2,
(qO(mv n, d)7 _ql(m7 n, d)a ceey (_1)de(m7 n, d))7

genera ker H. Luego hg(o, B,m,n) = F - (x —a)" + G- (x — )" con deg(F) <n—dy
deg(G) < m —d. O

Para poder usar la Proposicién 1.1.6 veamos que efectivamente PSresy(f, g)(x) # 0.
Usaremos para ello el siguiente sencillo resultado.
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Lema 6.2.4. [ApJo2006, Prop. 8.6(i)] Sean f, g € K[z]. Para cada o € K se tiene
Sresq(f,g)(x + o) = Sresq(f(z + a), g(z + &) (2).

Proposicién 6.2.5. Sean d,m,n € N con d < min{m,n}. Sean o, € K, con o #
sea c =m—+n —2d — 1. Entonces

)N (c+1)!
)(n —)!

d
PSresy((z — o)™, (z — B)") = (a — B)(m=Dn=d) H —
z:l

p 4 (m+nd d— 1)
= (—1)(2)(a — 5)(m— )(n— )m_l)q0(m,n7d)-
d
En particular, como o # 3, si char(K) =0 o char(K) > m+n — 2d:
PSresq((x — o)™, (z — B)") # 0.

Demostracion. Probemos la primera igualdad:

PSresg((x — )™, (x — B)") = PSresq(z™, (x + a — 5)")

n

= PSres,(2™, <n> (a0 — B)" 7).
o \J

j=
Luego
PSresy((x — )™, (x — B)")

B,y

m+n—2d
1 0 5
n—d
= det 1 0 0
) b (s) (a B /B)n_d (mn—l) (Oé - ﬁ)n (m=1)
: : m—d
1 (y " )@= gyrCamtl (- gy
m—d
() (@—p) (P )a=pr D
(dﬁl) (o — 5)n_(d_1) .. (mﬁz) (o — /B)n—(m—Q) d
= det : |
(94_mpa) (@ = B)"-GmD () (e — )
— (v — (m—d)(n—d) e n |
= (a—p) det <<d_i+j>>1<i,j<m_d 67
d . ,
— (o — gYm—d) ) TT (L= D e +9)!
@ 1:[1 (m—i)l(n — ) (6.8)
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En efecto, para verificar (6.7), multiplicamos la i-ésima fila de la segunda matriz por
a—p)1 1 < i < m—d. Asi, el determinante queda multiplicado por (a— TmemaT ) =
B)i—1 1 d. Asi, el d da multiplicad 14t (m—d—1)
(a — B)(m;d). Pero ahora, para cada j = 1,...,m — d, la columna j contiene el mismo

factor (a — B)"~9t~! que puede sacarse como factor comtin obteniendo

(o — B)(n—dtm=d=1)4+(n=d+0) — (o — ﬁ)(m_d)(”_d)Jr(m;d) y de este modo podemos sim-
m—d

plificar (o — B)( ). La igualdad (6.8) es aplicar el Lema 6.1.2 con { =n, k=m—d—1

yaj=d+j+1para0<i<m—d—1.

La segunda igualdad de la proposicién se deduce directamente de la expresién para
qo(m,n,d) del Teorema 6.2.2. O

Corolario 6.2.6. Si char(K) =0 o char(K) > m+n — 2d, existe A\ € K\{0} tal que
ha(c, B,m,n) = ASresq((x — )™, (z — B)").

Demostracion. Es consecuencia inmediata de las Proposiciones 6.2.3 y 6.2.5 y de la Pro-
posicién 1.1.6. O

Si bien tuvimos que imponer una condicién sobre la caracteristica de K, luego veremos
que podremos probar el Teorema 6.2.1 en el caso general.

Falta entonces que calculemos el coeficiente A del Corolario 6.2.6. Para eso compara-
remos los coeficientes principales de los polinomios de ambos miembros de la igualdad de
dicho corolario. El del miembro derecho ya lo calculamos en la Proposicién 6.2.5. Calcu-
lamos en la siguiente proposicién el del miembro izquierdo.

Proposicién 6.2.7. Sean d,m,n € N con d < min{m,n}, y a, € K. Sea c=m +n —
2d — 1. Entonces,

c+1)!
n—i)!

@) o (i = 1)
Coeffxd(hd(oz,ﬁ,m, n)) = (=)' (a—p) H (m — i)
i=1

(
(
Demostracion. Es claro que coeff ja(hq(c, B,m,n)) = (a — B)° Z?:o gj(m,n,d).

Mostraremos ahora que Z;l:l g;j(m,n,d) = qo(m + 1,n,d), que prueba el enunciado
debido al Teorema 6.2.2. Observemos que

¢ PR c d+1
q;(m,n,d) = det (mfl) (m—_d—1) .

<.
I M&
o

Para 0 < j < d notemos c(j) a la (j + 1)-ésima columna de la matriz de arriba. En dicha
matriz hacemos las operaciones elementales c(j) + ¢(j — 1) — ¢(j), para j = d,...,0.
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Usando la identidad (,°,) + ({) = (“}"). tenemos
d+1 1
1 (—1)4 1 0 0
O Y I 0 O B A G e
(m"a) () (gt | (20 oo (o 53as)
=qo(m+1,n,d).

Con esto podemos completar la demostracién del Teorema 6.2.1.

Demostracion del Teorema 6.2.1. Asumamos primero que char(K) =0 o char(K) > m +
n — 2d. Por las Proposiciones 6.2.5 y 6.2.7, tenemos que Sresq((x — o)™, (z — B)") ¥
hq(a, B, m,n) son ambos polinomios de grados exactamente d, y por el Corolario 6.2.6 se

tiene
ha(a, B,m,n) = ASresg((z — @)™, (z — B)"),

con A # 0. Luego
1 PSresq((z — )™, (x — B)")

X coeft a(ha(e, B,m,n))
(o — ) omnd) T, G=tesi)

=1 (m—1)!(n—1)!

(_1)(3)((1 — B)e ngl (i=1)! (cti)!

(m—1)!(n—7)!
d

= (1)) (q — g)m—Dn=d)c,

con ¢ = m+n—2d—1, y donde hemos usado las identidades que vimos en las Proposiciones
6.2.5y 6.2.7. Ademas la ultima igualdad vale incluso para d = 0. Esto prueba el enunciado.

Para el caso general usamos el hecho que el Teorema 6.2.1 vale para (r — uy)™ y
(x —ug)™ en el cuerpo Q(uq,ug), donde u, y ug son variables independientes en Q. Pero
por la definicién de subresultante, en este caso ésta pertenece de hecho a Z[uq,ug|[z].
Luego, la igualdad del teorema se obtiene mediante la especializacion u, — o, ug — B, y
la identificacion via el morfismo de anillos standard de Z en K. O

6.3. Las subresultantes como polinomios de Jacobi

En esta seccién iremos més alld con el estudio del caso estructurado que tratamos
en este capitulo y mostraremos el sorprendente hecho que la subrestultante en este caso
resulta ser un multiplo escalar de un polinomio de Jacobi, salvo un cambio de variables
afin. Esto implicard ademdas una consecuencia respecto a la complejidad: debido a una
ecuacion diferencial que satisfacen ciertos polinomios de Jacobi, veremos que, en este caso,
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pueden obtenerse en tiempo lineal los coeficientes de la subresultante en la base monomial.

Aqui presentamos el teorema central de esta seccién. Vamos a volver a asumir o # 3;
si son iguales ya sabemos que el caso es trivial.

Teorema 6.3.1. Sean m,n € N, 0 < d < min{m,n} y sea K un cuerpo. Sean o, € K
con o # . Entonces

Sresq((z — )™, (z — B)")

~ (o — )m—dn= d)+dHZ'm+n_d_Z_1) Pl )(290—06—5)'

palet (m —)!(n —1)! f—«

Observemos que, si bien el polinomio de Jacobi Pé_n’_m) s6lo esta definido si char(K) #

2, al evaluarlo en (%) esa condicién deja de ser necesaria. En efecto:

(—n,—m) 2r—a—f3
(55

d—j J
. 2z—a—0F\ 2x—a—p3
(-nt+d—j+1); (=m+j+1)ay ( —a ) L ( —a >+1

U

I
.M&

g 4! (d—j)! 2 2
_ i (cntd—j+1); (=m+j+a, (x—/ﬁ)d-f' <x—a>f'
2 j! @-n  \f-a) \5-a

(1) K fn—d+j—1\(m—j—1 ; i
“wmann (T e 6
usando en (6.9) lo que observamos en (6.1). De este modo vemos que el polinomio pertenece
a Zla, B, por lo que podemos identificar sus coeficientes como elementos de K sin importar
su caracteristica, como hicimos en la demostracién del Teorema 6.2.1. Pero mas aun, la
escritura del polinomio de Jacobi en (6.9) es exactamente la expansién de dicho polinomio
en la base de Bernstein del Teorema 6.2.1, de modo que para probar el Teorema 6.3.1
basta ver que los coeficientes de dicha expansién son los mismos que en el Teorema 6.3.1.

Demostracion del Teorema 6.3.1. Comparando coeficientes en el enunciado del Teorema
6.3.1 con en el Teorema 6.2.1 y usando la identidad (6.9), basta verificar que

(S I

=1

OO & = D)mAn—2d+i - 2)!
B (mj_l) }:[1 (m—i—1)!(n—1)! ’

es decir, luego de una sencilla simplificacién, que

-1)
s 'H m— 1) _d'H Z—z—l
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lo cual vale trivialmente.

Para el caso general, hacemos exactamente el mismo razonamiento que hicimos en la
demostracion del Teorema 6.2.1. Usamos el hecho que el Teorema 6.3.1 vale para (z—uq)™
y (& —ug)"™ en el cuerpo Q(uq,ug), donde u, y ug son variables independientes en Q,
y observando que la subresultante en este caso pertenece a Z[uq, ugl[z], terminamos la
demostracion mediante la especializacién u, +— «, ug — f, y la identificacién via el
morfismo de anillos standard de Z en K. O

Esta demostracién que dimos resulta muy elemental y directa y pudimos hacerla una
vez que sablamos qué férmula debiamos probar, luego de un proceso computacional de pre-
diccién y prueba. No fue la primera demostracion que encontramos en sentido cronolégico.
De todos modos daremos otra demostracién que nos provee ademas mas informacién. An-
tes, como consecuencia del Teorema 6.3.1, enunciamos el siguiente corolario, que da una
recurrencia que satisfacen los coeficientes de Sresg((x — )™, (z—)") en la base monomial.

Corolario 6.3.2. Sean m,n € N, 0 < d < min{m,n} y sea K un cuerpo con char(K) =0
o char(K) > m+mn. Sean o, € K con a # . Si escribimos

d
Sresqg((x — )™, (z — B)") = Z sp,
k=0

los coeficientes sy, para 0 < k < d, quedan definidos por la siguiente recurrencia de sequndo
orden:

—(k+ 1)(((n —k—1)a+ (m—k—1)p)s1 + (k+ 2)aﬁsk+2>
(d—k)(m+n—d—1-k) ’

S =

sik=d—2,...,0, y con condiciones iniciales

sq = PSresy((x — )™, (x — B)") y
—d((n — d)a+ (m — d)p)
m+n—2d

S4—1 = PSresg((x — )™, (z — B)").

Con este resultado lograremos obtener el resultado de complejidad que mencionamos,
en el Teorema 6.3.4 mas abajo. Ahora daremos la segunda demostracién del Teorema 6.3.1.

Otra demostracion del Teorema 6.3.1. Aqui también supondremos primero char(K) = 0.
Se puede verificar (o ver en [Szel975, Th 4.23.1]) que los polinomios

PY (), (L4 2)m P (2) y (10— 2P (=),
satisfacen la ecuacion diferencial

(1-22)y"(z) + (—m+n+(m+n—2)2)y(z) +dd—m—n+1)y(z) =0.
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2x—a—pf

Haciendo la sustitucién z = 7o €D esta ecuacién diferencial podemos ver que los
polinomios
_ plon-m) (22 —a—f
yi(z) == By <5—Oé> )
2 m (—nm) (22 —a—f3
y2(z) = (6—a> (@—a)"P, “B-a )

satisfacen la ecuacion diferencial

(z — a)(z = B)y"(z)+(a(n — 1) + f(m — 1) — (m +n — 2)z)y'(z)
+dim+n—d—1)y(z) =0. (6.10)

Pero dado que el espacio solucidon de esta ecuacién tiene dimension 2, los tres polino-
mios son necesariamente linealmente dependientes. Si especializamos yo en 3, se obtiene
P;f&:rln(l). Pero por definicion es claro que esto es distinto de cero. De hecho, en general,

vemos que

Pr(k;,l)(l) _ M P;k,l)(_l) — (=1) I+ 1)7,'

r! r!

(6.11)

Luego, B es raiz de y3 pero no lo es de ys, por lo que dichos polinomios no son multiplos
uno del otro. Asi, necesariamente y; es combinacion lineal de y» y de y3. Esto es, existen
constantes A y B tales que

—n,—m 2x — - 2 " m —n,m 2x — B
Pl >< Lo 3) A <B—a) (- aympl=nm (f’fﬁ_aa 5) (6.12)
-9 n n—m) {20 — o —
+8(52) woaremn (M),

Observemos que Pa(;n’*m) (%) # 0. Esto lo vemos, por ejemplo, notando que al

evaluar en f3 resulta Plg_n’_m)(l), que no es cero por (6.11). Ademds tenemos

deg(Pé_n’_m) <2x5—_aa—,3>) <d,

—nm) [ 20— o —
deg(Péid’il) (W)) <n—-d-11y

( ) 2:'1: o 6
Luego, por la Proposicién 1.1.6, existe p:= 1/X € K tal que
2r — o — ﬁ)

—a (6.13)

Stesu((z — )" (2 = ") = Py
Calculemos ahora p comparando los coeficientes principales.
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El coeficiente principal de chfn’fm) (hﬁ_faa_ﬁ) es igual, por (6.9), a

(—1)d i(n—d—i—j—l) <m—j—1> ! <m+n—d—1>
G-\ a-j )@=\ a4 )
Esta igualdad puede verse facilmente pensando en una combinacién con repeticién de un
conjunto de m+n—2d elementos tomados de a d, calculada del siguiente modo. Escribimos
al conjunto como una unién disjunta de dos subconjuntos de n — d y m — d elementos y
sumamos, para j = 0,...,d, la combinacién con repeticién del conjunto de n —d elementos
tomados de a j, multiplicada por la combinacién con repeticién del conjunto de m — d

elementos tomados de a d — j.
Hemos visto entonces que

(= B)*
- (m-i—nd—d—l)

PSresq((z — o)™, (x — B)"), (6.14)

pero por la Proposicién 6.2.5 sabemos que

'm+n—2d+i—1)!
(m —d)l(n —1)!

ey T7 = 1)
PSresq((z — o)™, (z — B)") = (a — B)W D) H
i=1

Esto implica entonces que

d i—1)! (m4+n—2d+i—1)!
Hi:l ( )(77(1—;!(71—;)2 )
(m+n—d—1)

d

o= (a N B)(m—d)(n—d)-&-d

d . .
- (a B 5)(mid)(nid)+d H Z!(TW—;Y@;'?”_—ZZ'; 1)!,
i=1 : :

que prueba el enunciado.

El caso general, para cualquier caracteristica, sigue del mismo razonamiento que hici-
mos en las demostraciones de los Teoremas 6.2.1 y 6.3.1. 0

La ventaja de esta segunda demostracion que dimos, respecto de la primera, es que
nos brinda mas informacién. Dado que los coeficientes en (6.12) son polinomios de Jaco-
bi, se tiene como consecuencia que los polinomios Fy(f,g) y Ga(f,g) de la identidad de
Bézout, definidos en la Proposiciéon 1.1.4, son también, asi como lo es la subresultante,
multiplos escalares de polinomios de Jacobi, salvo el mismo cambio de variables afin. Esto
lo precisamos en el siguiente corolario.

Corolario 6.3.3. Sean m,n € N, 0 < d < min{m,n} y sea K un cuerpo. Sean o, € K
con o # 3. Entonces

_1\n—1 o —
el e §

oy
Gatlg) = oo plom (2220,



donde 1 es la constante definida en (6.14), y Fq(f,g) v Ga(f,g) son los coeficientes de la
identidad de Bézout de la Proposicion 1.1.4, con f = (x —a)™ y g = (x — p)".

Demostracion. Por la Proposicién 1.1.4 y la igualdad (6.13) los coeficientes de la identidad
(6.12) son necesariamente, salvo la constante p, los polinomios Fy(f, g) vy G4(f, g) de dicha
proposicién. Especializando esta identidad en a y luego en (3 y aplicando (6.11) tenemos

(") = rren =B (52) PEene- oy

m—1
=27 B
(")

() = = a () R e - 0

— (—1)n—d-1gm (n P 1>A.

Luego, A = (7?7:_1 y B = 2% Reemplazando estos valores en (6.12) y multiplicando por
la constante p, definida en (6.14), probamos lo que queremos. O

Ahora probaremos el Corolario 6.3.2.

Demostracion del Corolario 6.3.2. La igualdad sq = PSresy((z — )™, (z — §)") es sim-
plemente por definicién. Notemos ahora que, por la identidad (6.13), se tiene que s(z) :=
Sresq((z — a)™, (x — B)™) satisface la ecuacién diferencial (6.10), asi como lo hace el poli-
nomio de Jacobi de la misma identidad. Esto nos hard deducir la expresion para sq_1 y la
recurrencia. Tenemos

d d d
= Z spa”, s'(z) = Z kspzt 'y Z k(k—1) skx —2,
k=0 k=1 k=2
Asi

d d
(r —a)(z — Zk — Dspa® — (a+ ) Zk‘ — 1)spart
k= k=2

d
—i—aBZk -1) skm -2

=2

d d—1
Z k(k—1)spa® — (a+B)Y (k4 1kspyi2”
k=0 k=0
d—2
+aB Y (k+2)(k+1)spp02",
k=0
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d
(an—1)+B(m—-1)—(m+n-2)x)s(x)=—(m+n—2) Zk‘skxk
k=1

d
+ (a(n—1)+ B(m —1)) Z kspah!
k=1

d d—1
=—(m+n—-2)) kspa" + (a(n—1)+ B(m—1)) > (k+ 1)spz",
k=0 k=0
y
d
dm+n—-d—-1)s(x)=dm+n—d— 1)Zskxk.
k=0

Comparando entonces el coeficiente de grado d — 1 en (6.10), obtenemos

(d—=1)(d—2)sqg—1 = (a+ B)d(d = 1)sqg — (m +n —2)(d — 1)sq—1
+ (a(n—1)+ B(m —1))dsq + d(m +n —d — 1)sq_1 = 0.
Luego
—d((n —d)a+ (m —d)pB)
m—+n—2d

Sq4—1 = Sd,

como queriamos.
Comparemos ahora el coeficiente de grado k en (6.10) para k =0,...,d — 2:

(k(k—1) = (m+n—-2)k+dm-+n—d—1)sp+ (- (a+ B)(k+ 1)k
+ ((n — 1)+ B(m — 1)) (k + 1)) sg11 + aB(k + 2)(k + 1)sgy2 = 0.

De aqui resulta,

“(k+ 1)(((n —k—1)a+ (m—k—1)B)se + (k+ Z)aﬁsk+2)
(d—k)(m+n—d—1—k) ’

S —

lo cual termina la demostracién. O

Finalmente, gracias a la recurrencia del Corolario 6.3.2, vamos a concluir un intere-
sante resultado referido a la complejidad para calcular la subresultante. Pero también
mostraremos la complejidad para calcular las subresultantes principales.

Teorema 6.3.4. Sean m,n € N y K un cuerpo tal que char(K) =0 o char(K) > m+n.
Sean «, 8 € K. Entonces es posible calcular, usando O(m + n) operaciones en K :

1. Todas las subresultantes prinicpales PSresg((z—a)™, (x—B)") para 0 < d < min{m,n}.

2. Los coeficientes de la d-ésima subresultante Sresqg((x — o)™, (x — B)™) en la base
monomial, para cualquier d < min{m,n}.
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Demostracion. Para probar 1. notemos, para 1 < d < min{m,n},
u(d) = PSresy((z — )™, (z — B)") '
PSres;_1((x — a)™, (x — B)™)
Podemos ver, por la Proposicién 6.2.5, que para 1 < d < min{m,n} — 1 se tiene,
u(d+1) _ PSresgi1((x — a)™, (z — B)")PSresq_1((x — )™, (x — 5)")
u(d) PSresq((z — o)™, (z — B)")?
—(a—ﬁ)Q dim —d)(n —d)(m +n —d)
N (m+n—2d—1)(m+n—2d)2%(m+n—2d+1)

Asi, una vez calculado u(1), podemos calcular todos los u(d) para 1 < d < min{m,n}
agregando O(min{m,n}) operaciones aritméticas en K. Dado que

(m+n—2)!
(a— B)ymtn=1(m —1)/(n — 1)V
éste puede ser calculado mediante multiplicaciones usando O(m + n) operaciones en K.
Luego, todos los u(d) pueden calcularse usando O(m + n) operaciones en K. Con esto

podemos calcular todas las subresultantes principales PSres;((x — a)™, (x — 8)™) para
0 <d < min{m,n} del siguiente modo:

PSresy((z — @)™, (z — B)") = PSreso((z — &)™, (z — B)") - u(1) -+ u(d),

u(l) =

donde PSresy((z — a)™, (x — B)™) = (o — )™, que sélo agrega min{m, n} operaciones.

Notemos que las unicas divisiones en K que hicimos fueron por niimeros enteros no
nulos de valor absoluto menor o igual que m + n — 1, los cuales son inversibles en K bajo
la hipdtesis que tenemos para char(K).

Ahora probamos 2. usando la recurrencia del Corolario 6.3.2. Dicha recurrencia implica
inmediatamente que se pueden calcular todos los coeficientes de la d-ésima subresultante
en la base monomial usando O(max{m +n — d, d}) operaciones en K. Primero, del mismo
modo que lo hicimos al demostrar 1., la Proposicién 6.2.5 nos muestra que sq puede
calcularse usando O(m + n — d) operaciones aritméticas en K. Luego calculamos sg_1
agregando O(1) operaciones. Y a partir de estos, al calcular cada si, desde k = d — 2
hasta k = 0, se van agregando, en cada uno de estos d — 1 pasos, O(1) operaciones en K,
y esto prueba el enunciado. Notemos que aqui tampoco hay problemas con las divisiones
que hicimos bajo la hipdtesis que tenemos para la caracteristica de K. ]

Notemos por M (D) a la complejidad aritmética de la multiplicacién de dos polinomios
en K[z] de grados a lo sumo D. Es un resultado cldsico que puede verse, por ejemplo, en
[GaGe2013, Ch. 8|, que M (D) puede ser del orden de O(D log Dloglog D). Para polino-
mios arbitrarios en K [x] de grados a lo sumo D, los algoritmos més rapidos calculan usando
O(M (D) log D) operaciones en K o bien una subresultante fija ([Reil997]), o bien todas
las subresultantes principales ([GaGe2013, Cor. 11.18]). Es un problema abierto saber si
esto puede mejorarse a O(M (D)) operaciones, incluso para la resultante. Segin nuestro
conocimiento, el Teorema 6.3.1 exhibe la primera familia estructurada de polinomios para
los cuales la subresultante puede calcularse con una complejidad éptima, esto es, lineal.
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