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M —estimadores penalizados para regresion logistica

Resumen

El modelo de regresién logistica es ampliamente utilizado en problemas de clasificacion cuando se
tienen covariables que permiten explicar la pertenencia a alguno de los dos grupos en consideracién.
En estos modelos asegurar una buena clasificacién e identificar variables con capacidad predictora
es de suma importancia. En particular, el problema de seleccién de variables es relevante cuando
el vector de coeficientes de regresién es ralo, es decir, cuando en el modelo verdadero unas pocas
covariables son suficientes para poder predecir la variable respuesta. En el modelo de regresion lineal,
un método efectivo para estimar modelos ralos consiste en agregar un término de penalizacion a la

suma de cuadrados de los residuos a minimizar.

En esta tesis, se aborda el problema de estimacion y selecciéon de variables en el modelo de re-
gresién logistica ralo mediante métodos robustos que resisten la presencia de datos atipicos. Mas
precisamente, consideramos un modelo de regresion logistica en el cual se observan p covariables,
pero sélo hay un numero k (desconocido) de variables explicativas activas que se desean identifi-
car. Ademads de seleccionar variables, nuestro interés consiste en proveer inferencias estables cuando
existe en la muestra un pequeno porcentaje de observaciones mal clasificadas que, si ademas corres-
ponden a puntos de alta palanca, pueden tener una gran influencia. Para resolver estos problemas,
se consideran versiones penalizadas y pesadas de los estimadores propuestos por Bianco y Yohai
(1996). Por un lado, se muestra que la familia de pérdidas introducidas en dicho trabajo incluye
otros estimadores considerados en la literatura. Por otra parte, se considera una amplia variedad de
funciones de penalizacién y se propone la llamada penalidad Signo, que mejora sustancialmente el

sesgo introducido por penalizaciones como Ridge o LASSO.

Bajo condiciones de regularidad, se obtienen resultados de consistencia y expresiones para la dis-
tribucién asintotica de los estimadores propuestos. Se deducen ademas resultados que aseguran que
los estimadores seleccionan variables de manera consistente. Se analiza por separado el caso en que
la cantidad de covariables p es fija y cuando p diverge a infinito junto con el tamano de la mues-
tra n. Especificamente, en este ultimo escenario mostramos que, bajo ciertas condiciones sobre la
distribucién de covariables y la penalidad utilizada, los estimadores propuestos son consistentes si
p/n — 0y tienen la llamada propiedad ordculo si pk/n — 0, donde k es la cantidad de covariables

activas en el modelo de regresién logistica.

Se propone un algoritmo que permite encontrar una solucién aproximada de los problemas de mini-
mizacién para las funciones de pérdida y penalizacién consideradas en la tesis. Se define ademas un
procedimiento de convalidacién cruzada robusto para elegir el parametro de regularidad. Un extenso
estudio de simulacién permite investigar, para muestras finitas, el desempeno de los estimadores
propuestos para distintas elecciones tanto de la funciéon de pérdida como de la penalidad para
conjuntos de observaciones con datos atipicos y sin ellos. En particular, los M —estimadores pesados
con penalizaciones acotadas muestran sus ventajas bajo los diferentes esquemas de contaminacién
considerados. Finalmente, se aplican los métodos propuestos en esta tesis a conjuntos de datos

reales.

Palabras clave: Clasificacion, M —estimadores, Penalizacion, Regresion Logistica, Robustez.



Penalized M —estimators for logistic regression
Abstract

The logistic regression model is widely used in classification problems where explanatory covariates
with capability to explain the group membership are available. For these models, ensuring good
classification properties and selecting a subset of variables with high prediction ability is a funda-
mental task. In particular, variable selection is specially important when the true underlying model
has a sparse representation, i.e., when only a few explanatory variables are enough to predict the
response variable. In the linear regression model, an effective method to estimate sparse models is

to add a suitable penalization term to the residuals sum of squares that is minimized.

In this thesis, we address the problem of estimating and selecting variables under a sparse logistic
regression model through methods that are robust against the presence of outliers. To be more
precise, we consider logistic regression models in which p covariates are observed, but only k£ of them
are active. Both the quantity k& and the subset of active covariates are unknown and need to be
estimated. Besides selecting variables, we aim to provide stable procedures against a small proportion
of observations wrongly classified. In particular, these observations may be extremely harmful when
they correspond to high leverage points. To solve these problems, we consider penalized and weighted
versions of the estimators proposed by Bianco and Yohai (1996). On the one hand, we show that
the family of loss functions introduced in that paper includes other estimators in the literature. On
the other one, we consider a wide range of penalization functions and we propose the so called Sign
Penalty, which substantially improves the bias introduced by popular penalizations such as Ridge
or LASSO.

Under regularity conditions, we obtain consistency results and arrive to expressions for the asym-
ptotic distribution of the proposed estimators. Moreover, we derive results ensuring that these
estimators perform variable selection consistently. We separately analyse the case where the num-
ber of covariates p is fixed and the situation where p diverges to infinity with the sample size n.
More precisely, in the latter scenario, we show that, under mild assumptions for the covariate dis-
tribution and the penalization function, the proposed estimators are consistent if p/n — 0 and have
the oracle property if pk/n — 0, where k is the number of active covariates in the true logistic

regression model.

We propose an algorithm that allows to find an approximate solution of the minimization problem,
for the loss and penalty functions considered here. Moreover, we define a robust cross-validation
procedure to select the tuning parameter. An extensive numerical study allows to investigate the
performance of the proposed estimators for different loss and penalty choices. We consider the case
of clean samples following a logistic regression model and also that the situation where misclassified
data are added according to different contamination scenarios. In particular, the obtained results
show the advantages of using weighted M —estimators combined with bounded penalty functions,
under the considered outlier schemes. Finally, the proposed methods are illustrated on some real
data.

Keywords: Classification, M —estimators, Penalization, Logistic Regression, Robustness.
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Capitulo 1

Introduccion

En las ultimas décadas, los avances tecnoldgicos en diversas dreas de la ciencia permitieron obte-
ner, almacenar y procesar una gran cantidad de datos. Junto con estos avances, surgieron muchos
problemas estadisticos de alto impacto. Por ejemplo, en medicina se realizan estudios genéticos
para determinar el tratamiento éptimo para una determinada enfermedad y las campanas politicas
desarrollan modelos estadisticos para determinar las mejores decisiones con el fin de ganar una
eleccién. Ademas, las plataformas de transmisién online de peliculas y series desarrollan sistemas
de recomendacién en base a las opiniones de los consumidores, mientras que las redes sociales
mejoran la experiencia de sus usuarios en base a informacién sobre los miembros y sus contactos.
La Figura [1.1| muestra la increible cantidad de datos que Internet genera cada minuto. Mas atn,
se puede ver que estos numeros estan creciendo considerablemente, motivando nuevos problemas
estadisticos altamente desafiantes. Sin embargo, muchos de estos problemas no pueden ser abordados
con métodos estadisticos cldsicos, por lo que es necesario desarrollar nuevas técnicas. Estos nuevos
contextos que involucran una gran cantidad de datos suelen ser encasillados como problemas de Big
Data.

Dentro de este nuevo paradigma, son muy frecuentes las situaciones en donde se cuenta con un con-
junto de observaciones cuyo tamano muestral y dimension crecen, pero que frecuentemente incluyen
variables o informacion superflua. Un ejemplo tipico corresponde a datos del genoma humano, donde
es posible que cada observacién tenga miles de elementos genéticos y la cantidad de individuos de
la muestra sea de tan solo unos cientos, sin embargo, solo unos pocos elementos son relevantes a la
hora de predecir una determinada enfermedad. En este contexto, los métodos estadisticos clasicos
no son aplicables en general y necesitan ser adaptados para este nuevo escenario. Efron y Hastie
(2016) hacen un excelente resumen sobre algunos métodos de inferencia adaptados al contexto de

alta dimensién.

En particular, en los modelos de regresion, los datos de alta dimensién pueden provocar nuevos
problemas. Esto se debe, en muchos casos, a que las estimaciones tradicionales tienden a producir
un sobreajuste de los datos e incluso pueden no estar bien definidas cuando el tamano de la muestra
es menor a la dimension de cada uno de sus elementos. Mas aun, los algoritmos de minimizacién se
pueden volver inestables. Por otro lado, muchas veces, ademas de contar con una buena prediccion,

es de interés que el modelo resutante sea interpretable, es decir, encontrar un subconjunto de covaria-



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

bles que permita realizar una buena estimacién de la variable respuesta. Los métodos tradicionales
que fueron desarrollados bajo el paradigma de que el nimero de observaciones, n, es mucho mayor
que la cantidad de covariables, p, necesitan ser adaptados a este contexto ya que el vector de coefi-
cientes estimados resultante tipicamente tiene todas sus coordenadas distintas de cero. Al no haber
una forma sencilla de seleccionar un subconjunto pequeno de variables explicativas para predecir la
variable respuesta, la interpretabilidad es dificil en estos casos. La seleccion efectiva y automatica
de variables en regresion es, por lo tanto, necesaria para mejorar la interpretacién y la precisién de
las técnicas utilizadas, ya que elegir subconjuntos de variables muy pequenos puede llevar a una
mala especificacion del modelo, mientras que demasiadas variables agrava el problema conocido
como maldicion de la dimension. Por esta razén, especialmente en modelos de regresion es de suma

importancia seleccionar el correcto subconjunto de variables excluyendo aquellas innecesarias.

Dada la importancia y popularidad de los modelos de regresién, los métodos tradicionales necesitan
ser adaptados. Para superar las nuevas dificultades provocadas por los datos de alta dimension, es
usual asumir que el vector verdadero de coeficientes de la regresién es ralo. Esto significa asumir
que en el modelo verdadero unas pocas covariables son suficientes para poder predecir la variable
respuesta, ver por ejemplo Tibshirani et al. (2015) para méas detalles. Cabe senalar que, méas alla de
que matemdaticamente éste parezca ser un supuesto fuerte, este tipo de enfoque ha tenido muy buenos
resultados en el andlisis de datos en las ultimas décadas. Esto se debe, posiblemente, a que estos
nuevos métodos, al asumir este supuesto, producen buenas aproximaciones ralas de los verdaderos
modelos subyacentes para cada caso. El estimador de méxima verosimilitud (EMV) o el de minimos
cuadrados son los métodos clasicos para estimar el vector de coeficientes en modelos de regresion
y regresién generalizada. Esta técnica es altamente eficiente cuando la dimensién es pequeiia en
comparacién con el nimero de observaciones. Sin embargo, no produce estimadores ralos, es decir,
los estimadores tienen todas sus componentes no nulas no permitiendo hacer seleccién de variables.
En el modelo de regresién lineal, un método efectivo para estimar modelos ralos consiste en agregar

un término de penalizacion a la suma de cuadrados de los residuos a minimizar.

El modelo de regresion logistica es ampliamente utilizado en problemas de clasificaciéon cuando se
tienen covariables que permiten explicar la pertenencia a alguno de los dos grupos en consideracion.
En estos modelos asegurar una buena clasificacién e identificar variables con capacidad predictora
es de suma importancia. En particular, como en el modelo lineal, el problema de seleccién de
variables es relevante cuando el vector de coeficientes de regresién es ralo, es decir, cuando en
el modelo verdadero unas pocas covariables son suficientes para poder predecir la pertenencia al
grupo. Por estas razones, uno de nuestros objetivos es proveer estimaciones confiables y precisas
cuando el modelo de regresién logistica es ralo, definiendo métodos de estimaciéon que seleccionen

automaticamente variables.

Cabe mencionar que, ain en situaciones donde la dimensién de las variables explicativa es baja,
es muy habitual que una proporcién pequena de los datos sean atipicos, es decir, que tienen un
comportamiento distinto al de la mayoria de los datos. En el caso particular del modelo de regresién
logistica, los datos atipicos estdn asociados a datos mal clasificados que, si ademés corresponden a
puntos de alta palanca, pueden tener una gran influencia. Cuando este es el caso, el EMV puede

verse severamente afectado tanto en sesgo como en eficiencia. La Estadistica Robusta se encarga de
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Figura 1.1: Comparacién entre un minuto de Internet en 2017 y 2018. Fuente: http://www.visualcapitalist.com/

internet-minute-2018/

este tipo de problemas y desarrolla estimadores que son menos sensibles cuando hay datos atipicos
y casi tan eficientes como el EMV cuando no los hay, ver Maronna et al. (2019) para un anélisis

detallado de métodos robustos para distintos modelos.

Existen varias propuestas robustas para estimar el vector de coeficientes del modelo de regresion
logistica cuando la dimensién es baja y no se considera el problema de seleccién de variables.
Pregibon (1982), Bianco y Yohai (1996), Cantoni y Ronchetti (2001), Croux y Haesbroeck (2003),
Feng et al. (2014) y Basu et al. (2017) son algunos ejemplos de estas propuestas. Sin embargo, estos
métodos sélamente son eficientes cuando el nimero de covariables es mucho menor a la cantidad de
individuos de la muestra. Ademas, como el EMV, en el caso de modelos ralos, no permiten hacer una
seleccion automatica de las variables explicativas que realmente intervienen en el modelo. Por ello,
en esta tesis nos focalizamos en la bisqueda de procedimientos de estimacion bajo un modelo de
regresion logistica que seleccione variables y provea inferencias estables cuando existe en la muestra

un pequeno porcentaje de observaciones mal clasificadas.

Como mencionamos antes, una estrategia muy popular al lidiar con situaciones de alta dimensién es
sumar un término de penalizacion en el correspondiente problema de minimizacion. Hoerl y Kennard
(1970) propusieron la penalizacién Ridge para resolver el problema de matrices de disenio mal condi-
cionadas. Este término reduce el efecto del sobreajuste y previene problemas de multicolinearidad,
mejorando asi el comportamiento de los estimadores. Sin embargo, cuando se usa esta penalidad,
el estimador resultante no selecciona variables. La penalizacion LASSO propuesta por Tibshirani
(1996), simultdneamente selecciona variables y reduce el efecto del sobreajuste. Por otra parte, la
penalidad Elastic Net considerada por Zou y Hastie (2005) combina estas dos estrategias y mejora

a LASSO cuando hay alta correlacién entre las covariables. Todas estas funciones de penalizacién

W @OfficiallyChadd
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achican los coeficientes estimados hacia cero, generando asi un sesgo no despreciable en la estima-
cién. Algunas otras funciones de penalizacién, como la funcién SCAD, introducida por Fan y Li

(2001) y la MCP propuesta por Zhang (2010), solucionan este problema.

Cabe observar que las penalizaciones Ridge, LASSO y Elastic Net son funciones convexas, lo cual
permite encontrar el minimo absoluto del problema de minimizacién correspondiente en el caso en
que la funcién de pérdida también sea convexa. Lamentablemente, las penalizaciones SCAD y MCP
no son funciones convexas, lo cual hace mas dificil encontrar el minimo absoluto del problema de
minimizacién correspondiente. Sin embargo, en muchos casos, los minimos locales de estos problemas
también producen buenas estimaciones para los vectores de coeficientes de la regresién. Elsener y
van de Geer (2018) hacen un profundo andlisis de esta situacién. En esta tesis, proponemos la
llamada penalizacién Signo que, si bien no es convexa, reduce el sesgo introducido por LASSO,

tiene una forma mucho mas simple que SCAD y MCP y depende de un solo pardmetro.

En el contexto de alta dimensién o de modelos ralos, algunos autores han considerado propuestas
robustas para el modelo de regresion logistica. Entre otros, podemos mencionar a Chi y Scott
(2014), quienes consideran un estimador de minimos cuadrados con una penalizacién Elastic Net y
Kurnaz et al. (2018) quienes proponen un estimador basado en la suma podada de las desviaciones
con una funciéon de penalizacién Elastic Net. Vale la pena destacar que el estimador de minimos
cuadrados que utilizan Chi y Scott (2014) corresponde a un caso particular de los M —estimadores
penalizados considerados en esta tesis. Por otro lado, los estimadores definidos en Kurnaz et al.
(2018) no resultan Fisher—consistentes, ya que se considera simplemente la suma podada de los
residuos deviance, pero no se agrega un término de correccién que asegure la consistencia de los
estimadores al verdadero pardmetro de regresiéon. Tibshirani y Manning (2013) introducen términos
de corrimiento en la funcion de pérdida para prevenir el posible efecto de datos atipicos. Finalmente,
Park y Konishi (2016) consideran un enfoque de desviaciones pesadas con penalizacién Elastic Net.
Los pesos utilizados se basan en distancias de Mahalanobis computadas en un espacio de menor
dimensién generado por las primeras componentes principales. Sin embargo, ninguno de estos autores
estudia propiedades de consistencia, tasa de convergencia o de seleccion de variables de las propuestas
dadas.

Las propiedades de los estimadores clésicos penalizados en el modelo lineal y lineal generalizado
fueron ampliamente estudiadas. Una propiedad deseable de este tipo de estimadores es la llamada
propiedad oraculo. Dado un modelo que depende de un pardmetro 3, decimos que el estimador B

de 3 tiene la propiedad oraculo si se cumplen las siguientes dos condiciones:

(a) Con probabilidad tendiendo a uno, B identifica todas las covariables no activas (es decir, todos

los coeficientes que corresponden a covariables no activas son estimados como cero).

(b) La distribucién asintética del sub—vector que corresponde a las covariables activas es la misma
que la que se obtendria si conociéramos de antemano cudl es el subconjunto de covariables

activas y aplicaramos el método no penalizado sobre este modelo restringido.

Para el modelo de regresion lineal, Bithlmann y van de Geer (2011) dan un anélisis completo sobre

las propiedades de estos estimadores, no sélo para el caso de minimos cuadrados sino que incluyen



ademas el caso de pérdidas convexas combinadas con una penalizacion LASSO o LASSO Adaptiva.
Los resultados de consistencia y de seleccién de variables dependen de las llamadas hipétesis de
compatibilidad e irrepresentabilidad. Una observacién importante es que, para el modelo lineal, el
estimador de minimos cuadrados con penalizacién LASSO no tiene la propiedad ordculo (ver Zou,
2006). Para el modelo lineal generalizado, bajo condiciones andlogas a las dadas en el modelo lineal,
van de Geer y Miiller (2012) prueban resultados de consistencia y seleccién de variables usando una

funcién de pérdida convexa.

Para resolver los problemas de la penalizacién LASSO, Fan y Li (2001) definen la penalizacién SCAD
y prueban resultados asintéticos para el caso en que la dimension es fija. Entre otros resultados,
muestran que, para modelos lineales generalizados, los estimadores de maxima verosimilitud con
penalizacion SCAD tienen un méximo local con la propiedad oraculo. Posteriormente, Fan y Peng
(2004) extendieron este resultado probando la propiedad ordculo cuando la dimensién p de las
variables explicativas tiende a infinito junto con el tamaifio de muestra n, bajo el régimen p°/n — 0.
Mas recientemente, Fan y Lv (2011) estudian el caso de dimensién no polinomial, es decir, cuando
p puede tender a infinito exponencialmente en n. Mas aun, dan condiciones bajo las cuales un
maximo local es también global. Por otro lado, Huang y Xie (2007) obtienen resultados sobre las
propiedades asintéticas de estimadores de minimos cuadrados con penalizaciones céncavas (como
SCAD y MCP), para el modelo lineal. Para este mismo problema, Kim et al. (2008) también prueban
que, con probabilidad tendiendo a uno, el estimador oraculo es en realidad una solucién local del
problema de minimizacién, mientras que Kim y Kwon (2012) dan condiciones bajo las cuales existe
un dnico minimo local para este problema. Algunos de estos resultados fueron extendidos por Xie

y Huang (2009) a modelos parcialmente lineales.

Para el modelo de regresién lineal, Li et al. (2011) consideran M —estimadores con penalizacién
céncava. Cabe mencionar que los estimadores de Li et al. (2011) no son equivariantes y més aun,
no permiten determinar qué puntos son atipicos de acuerdo al tamano de sus residuos ya que no
incorporan ningun estimador preliminar de escala. Por otra parte, estos estimadores utilizan una
pérdida convexa que, como es conocido, no protege contra puntos de alta palanca. Para resolver estos
problemas, Smucler (2016) y Smucler y Yohai (2017) adaptaron los M M —estimadores de regresién al
caso ralo agregando una penalizacién Bridge o Bridge Adaptiva y estudiaron sus propiedades. Tanto
estas ultimas penalizaciones como las consideradas en Li et al. (2011) dan lugar a estimadores con la
propiedad oraculo. Cabe mencionar, que las hipétesis utilizadas para probar resultados asintéticos
cuando p — oo en los trabajos antes mencionados sobre estimadores robustos, son diferentes a las
hipétesis que consideramos en esta tesis. La principal diferencia radica en que en dichos trabajos se
supone que las variables explicativas son fijas, mientras que nosotros las consideramos aleatorias.
Por otra parte, al considerar un modelo de regresion logistica, las observaciones son naturalmente
heteroscedasticas, aunque no tenemos que dar un estimador preliminar de otro pardmetro auxiliar

como el de escala en el caso del modelo de regresion lineal.

Para modelos lineales generalizados, Avella—-Medina (2016) introduce una familia de estimadores
penalizados robustos que corresponde a una versién penalizada de los estimadores de Cantoni y
Ronchetti (2001), es decir, estimadores que acotan la cuasi—verosimilitud. Como es bien sabido,

este tipo de estimadores, no resultan adecuados bajo un modelo de regresion logistica. Entre otros
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resultados, Avella—Medina (2016) muestra que sus estimadores tienen la propiedad ordculo cuando
la dimensién p es fija. Por otra parte, Loh (2017) y Loh y Wainwright (2017) presentan resultados
asintoticos para M — estimadores penalizados, en un marco muy general. Dicho marco admite que
tanto la funcién de pérdida como la penalizacién sea no convexa, sin embargo en el caso de regresion
lineal suponen que la escala es conocida y no permiten funciones de pérdida acotadas, de alli la
relevancia de los resultados de Smucler (2016) y Smucler y Yohai (2017). A pesar de ello, es de
destacar que el contexto general considerado en Loh (2017) y Loh y Wainwright (2017), que incluye
por ejemplo el Graphical LASSO, permite obtener resultados de consistencia, seleccién consistente
de variables y distribucién asintética bajo la condicion llamada “Restricted Strong Convexity”. En
general, verificar esta hipdtesis no es una tarea sencilla y por lo tanto, no asumiremos como valido
este supuesto en esta tesis. Otro inconveniente de los resultados presentados en Loh (2017) y Loh
y Wainwright (2017) es que los estimadores alli considerados se definen a partir de un problema de
minimizacién restringido, considerando como espacio de parametros una bola de ¢;. Esta restriccion

del espacio paramétrico facilita la obtencién de resultados de consistencia.

M4ds recientemente, Elsener y van de Geer (2018) prueban las llamadas desigualdades ordculo
“sharp” para M — estimadores generales con pérdidas no convexas, utilizando una norma como
funcién de penalizacion. La hipdtesis principal de su trabajo es la condicién que llaman “Two Point
Margin”, que puede ser vista como la versién poblacional de la condicién “Restricted Strong Con-
vexity”. En particular, Elsener y van de Geer (2018) aplican sus resultados al caso de regresién
logistica utilizando el estimador de minimos cuadrados, como en Chi y Scott (2014), pero con pe-
nalizacion LASSO en lugar de Elastic Net. Sin embargo, debido a la condicién “T'wo Point Margin”
las condiciones utilizadas resultan muy restrictivas, entre otras razones, porque requieren acotacién

de las variables explicativas respecto de la norma de Orlicz.

Los métodos presentados y estudiados en esta tesis son M — estimadores de regresion penalizados
para el modelo de regresién logistica, es decir, son versiones penalizadas y pesadas de los estimadores
propuestos por Bianco y Yohai (1996). Estos estimadores incluyen un término de penalizacién para
producir estimaciones ralas del vector de coeficientes de la regresién. La funcién de pérdida que
consideramos es una funcién acotada que controla los residuos deviance y por lo tanto, resulta
no convexa. Esta familia de funciones de pérdida permite incluir muchos de los estimadores ya
considerados en la literatura para el caso de modelos de regresion logistica que asumen pardmetros
ralos, asi como los estimadores propuestos por Chi y Scott (2014). Como en Croux y Haesbroeck
(2003), permitimos ademds la inclusién de pesos para controlar el efecto de los puntos de alta

palanca.

Esta tesis estd organizada de la siguiente forma. El Capitulo [2] presenta algunos resultados preli-
minares que incluyen: la definicion y propiedades asintéticas de los estimadores de maxima vero-
similitud en el modelo de regresién logistica, un estudio de su comportamiento cuando la relacién
entre el numero de variables explicativas y la cantidad de observaciones es alta y otro sobre su
sensibilidad a datos atipicos. Finalmente, concluimos dicho capitulo con una descripciéon de varias
funciones de penalizacién consideradas en la literatura. El Capitulo [3| describe los estimadores ro-
bustos penalizados propuestos objeto de nuestro estudio e introduce una nueva penalidad en este

contexto, la penalizacién Signo. En particular, como nuestro enfoque esta basado en M —estimadores



penalizados, describimos un método robusto para elegir el parametro de penalizacién. Muchos de
nuestros resultados se basan en definiciones y resultados sobre procesos empiricos. Por esta razén
y a los fines de completitud de esta tesis, en el Capitulo [ presentamos un resumen de esas nocio-
nes, en su mayoria, extraidos de van der Vaart y Wellner (1996), van der Geer (2000) y Biithlmann
y van de Geer (2011). Resultados de consistencia, tasas de convergencia, seleccién de variables y
sobre la distribucion asintdtica de los estimadores propuestos para el caso en que la dimensién de
la covariables es fija, pero el modelo es ralo, se detallan en el Capitulo [5f mientras que el estudio
de dichas propiedades cuando el niimero de variables explicativas crece con el tamano de muestra
se obtiene en el Capitulo [6] En el Capitulo [7 se describe el algoritmo utilizado para calcular los
estimadores propuestos y se presentan los resultados de un extenso estudio de simulacién disenado
para evaluar el desempeno de los estimadores propuestos para distintas elecciones tanto de la fun-
cion de pérdida como de la penalidad para conjuntos de muestras con datos atipicos y sin ellos. En
particular, los M —estimadores pesados con penalizaciones acotadas muestran sus ventajas bajo los
diferentes esquemas de contaminacién considerados. Se presenta ademés en la Seccion el analisis
de algunos conjuntos de datos. Finalmente, en el Capitulo [§| hacemos algunos comentarios finales
y presentamos las conclusiones. Para facilitar la lectura, las demostraciones fueron relegadas a los

apéndices de cada capitulo.
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Capitulo 2

El modelo de regresion logistica

2.1. El estimador de maxima verosimilitud

2.1.1. Un ejemplo simple y descripciéon del modelo

Consideremos el siguiente conjunto de datos disponible en https://stats.idre.ucla.edu/stat/
data/binary.csv que corresponde a mediciones hechas sobre 400 aspirantes a ingresar a la univer-
sidad. Para cada aspirante, consideramos la variable respuesta admit, que vale 1 si fue admitido y
0 si no, y la variable explicativa gpa que es el promedio de dicho alumno en la secundaria. Nuestro
interés radica en saber si la variable gpa ayuda a predecir la admision de los alumnos. La Figura
muestra el boxplot de la variable gpa para cada unos de los dos grupos, es decir, para los alumnos

admitidos y los no admitidos.

4.0

35

gpa

3.0

2.5

admit

Figura 2.1: Boxplot de la variable gpa para los alumnos admitidos y no admitidos.

Los boxplots permiten observar que los alumnos admitidos tienen un gpa ligeramente mayor que
el de los no admitidos. Nos interesa averiguar en qué medida la variable gpa explica la admisién
de un alumno. Para ello, planteamos un modelo de regresién logistica que supone que, a través de
una funcién de vinculo, dicha dependecia es una funcién lineal de gpa, es decir, la probabilidad
de que el aspirante i sea admitido dependerd tnicamente de la cantidad o + 31 gpa;, donde vy y
(51 son coeficientes a estimar. Sin embargo, esta ultima cantidad varia en todo R, mientras que las

probabilidades varian en el intervalo [0, 1]. Para que dichos rangos sean compatibles, consideramos
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la funcién logistica F' : R — (0,1), definida como

Py = — = ! (2.1)
T 14t 14et ’

Finalmente, el modelo de regresion logistica asume que P(admit; = 1) = F'(yo + 31 gpa;), para todo
i=1,...,400. Observemos que si 81 es positivo, entonces, segiin este modelo, un alumno con mayor

gpa tendra una mayor probabilidad de ingresar a la universidad.

A diferencia de este ejemplo, en el que existe sélo una variable explicativa, en esta tesis consideramos

conjuntos de datos con varias covariables, es decir, suponemos tener una muestra de observaciones

iid. (V;,X7]), 1 <i<ntales que X; € RP y Y; € {0,1}. Diremos que (Y;, X}") satisfacen el modelo

de regresion logistica si la distribucién condicional de Y;|X; ~ Bi(1,m;), donde
exXp (Xz'Tﬁo)

1 +exp (X]B)

siendo B, € RP el vector de coeficientes de la regresién a estimar. Cabe observar que este modelo

moq = P(Y; = 1|X;) = F(X] By) = (2.2)

permite una ordenada al origen, como en el ejemplo anterior, tomando X = ( <> ) donde X*

corresponden a las variables explicativas medidas (en el caso del ejemplo de admisién X* =gpa).

2.1.2. Estimacion de los coeficientes por maxima verosimilitud

Dada una muestra de observaciones i.i.d. (Y;,X7), 1 < i < n, que satisface el modelo (2.2), el

estimador clasico de los coeficientes 3 es el de maxima verosimilitud, ,@MV, que se define como
IBMV = argmaXH XTIB Al F(X;Fﬁ)]l_y
BeR? =1

Calculos sencillos muestran que una forma equivalente de definir este estimador es a través del

problema de minimizacién siguiente

My = argmin — d(Y;, X} .
Bl =g 305, X1 3
donde

d(y,t) = —log(F(t))y —log(1 — F(1))(1 - y) (2.4)

es llamada devianza o deviance, por su nombre en inglés. Si p > n, puede probarse que el minimo
del problema (2.3 se alcanza en el infinito, por lo que en este caso este estimador no estaria bien

definido. Por esta razon, supondremos que n > p siempre que nos refiramos a este estimador.

A diferencia de lo que ocurre con el estimador de minimos cuadrados en el modelo lineal, los
estimadores de maxima verosimilitud en regresién logistica no tienen una forma analitica explicita,
sino que se obtienen a partir de métodos numéricos de optimizacién. Cabe senalar que la funcién a

minimizar en (2.3]) es suave y convexa, lo cual facilita hallar numéricamente su minimo global.

En el ejemplo de los aspirantes a la universidad, podemos estimar por méaxima verosimilitud los
coeficientes By y £1 usando la funciéon glm en el lenguaje R, obteniendo EU =—-4.3576y 31 = 1.0511.
Observemos que los resultados obtenidos confirman nuestra sospecha inicial: segin este modelo,

tener un mayor gpa implica tener una mayor probabilidad de ser admitido en la universidad.
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2.1.3. Propiedades asintéticas del estimador de maxima verosimilitud

En esta seccion, recordamos algunos resultados de consistencia y distribucion asintética que con-

ciernen al estimador de méxima verosimilitud definido en la Seccién R.1.21

De ahora en més, dado un vector b = (by,...,b,)" € RP indicaremos por ||b|lecc = méxi<j<p |b;l,

|bl|3 = b by |Iblly = "_1 |bj|. Més generalmente, ||bljg = >_%_, [b;j|? para todo g > 0.

Los resultados que mencionaremos, junto con sus demostraciones, pueden verse en Gourieroux y
Monfort (1981). En dicho trabajo, a diferencia de esta tesis, se asume que las covariables son fijas, por
este motivo las denotamos en mintscula, es decir, consideramos una muestra de observaciones i.i.d.,
<Ym,xgﬂ.), 1 <4 <n,conn >pdonde x,; € RP son covariables fijas e Y, ; ~ Bi(l,F(xg’i Bo))

para algun vector de coeficientes 3, € RP, donde eventualmente la primer coordenada de 3, puede

corresponder a la ordenada al origen en cuyo caso, la primer componente de x,; es 1. Definamos
n
Y, = Z F(Xg,iﬁo) (1- F(Xg,zﬂo)) Xnﬂ'xg,i .
i=1

Supondremos que la matriz Y,, es inversible para todo n (esto no podria ocurrir si el tamano de

muestra n fuera menor a la cantidad de covariables p) y consideramos las siguientes hip6tesis:

A1l Existe una constante My tal que ||Xp iljoc < Mo para todo i =1,...,n y para todo n € N.

A2 Sean 1, y tpn respectivamente el minimo y maximo autovalor de la matriz Y,,. Existe una

constante M tal que ¢p /L1, < M.

El siguiente teorema establece que el estimador de maxima verosimilitud BMV de By es fuertemente

consistente.

Teorema 2.1. Supongamos que se cumplen las condiciones y entonces, BMV L5 By sty

solo si limy, o0 L1, = +00.

Finalmente, el Teorema asegura que estos estimadores son asintéticamente normales, lo que
permite obtener estadisticos para testear hipdtesis sobre los parametros y construir intervalos de

confianza para cada uno de los coeficientes.

Teorema 2.2. Supongamos que se cumplen las condz’ciones Y Y que BMV BN By- Entonces,
1/2,5 D
Tn/ (ﬁMV - /@0) — N(O’ Ip)'

Veremos més adelante que el Teorema [2.2] es compatible con los resultados de distribucién asintética

de los estimadores presentados en esta tesis.

2.2. Algunos problemas del estimador de maxima verosimilitud

El objetivo de esta seccién es ilustrar algunos problemas que puede tener el estimador de maxima
verosimilitud ya sea cuando la dimension de las covariables es alta en relacién al tamano muestral
o cuando existen datos mal clasificados en la muestra. Para cada uno de estos casos, realizamos un

pequeno estudio de simulacién que ejemplifica el efecto correspondiente.
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2.2.1. El problema de sobreajuste

Un primer problema del estimador de maxima verosimilitud surge cuando la cantidad p/n, que

suponemos menor o igual a 1, es relativamente grande.

Para ello, consideremos una muestra de observaciones M = {(Y;,X;),7 = 1,...,n} del modelo de
regresion logistica sin ordenada al origen. Sea BMV el estimador de méxima verosimilitud de
By basado en M. La muestra M es usualmente llamada muestra de entrenamiento. Se define la
proporcion de clasificaciones correctas dentro de la muestra como #{i : Y, = Y:}/n, donde
Y; = 1si F(XZTBMV) > 1/2y Y; = 0 en caso contrario. Vale la pena observar que la condicién
F(X'B,,) > 1/2 es equivalente a XI3,,, > 0.

Supongamos ahora que, una vez obtenido el estimador BMV con la muestra M, queremos ahora
obtener predicciones para una nueva muestra 7 = {(Y;7,X;7),i = 1,...,n} independiente de
My tal que (Y;7,X;7) ~ (Y;,X;). La muestra 7 se denomina muestra de testeo. Definimos la
proporcién de clasificaciones correctas fuera de la muestra como #{i : lA/i,T =Y r}/n,

donde Y; 7 =1 si F(XZ‘TTBM\/) >1/2y Y;7 =0 en caso contrario.

Consideremos ahora el siguiente estudio de simulacién donde elegimos como tamanos para las mues-
tras de entrenamiento y de testeo n = n = 150 y la dimensién de las covariables p en el conjunto
{5,10,15,...,115,120}. El vector B, € RP elegido es tal que (B;); = I;j<s, es decir, sus primeras
5 coordenadas son 1 y el resto son 0. Las covariables X; se generan a partir de una distribu-
cién N(0,I,) y las variables Y; se obtienen de forma independiente con distribucién condicional
Yi|X; ~ Bi(1l, F(X]8)). Para cada uno de los valores de p, realizamos 400 replicaciones en donde
obtenemos el estimador BMV y calculamos la proporcién de clasificaciones correctas dentro y fuera
de la muestra. Finalmente, promediamos los 400 resultados, obteniendo el grafico que se muestra
en la Figura Los circulos rojos indican la proporcién de clasificaciones correctas dentro de la

muestra, mientras que los triangulos celestes la proporcion fuera de la muestra.
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Figura 2.2: Proporcién de clasificaciones correctas dentro y fuera de la muestra con n = 150 y (8,); = Lj<5. Cada
uno de los puntos corresponde al promedio sobre 400 replicaciones. Los circulos rojos y los triangulos celestes indican

la proporcién de clasificaciones correctas dentro y fuera de la muestra, respectivamente.
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La Figura permite ver que a medida que aumenta la cantidad de covariables p, la proporcién de
clasificaciones correctas dentro de la muestra aumenta, mientas que fuera de la muestra disminuye.
Este efecto se llama en la literatura efecto de sobreajuste y puede describirse como el efecto que se
produce cuando el resultado de un andlisis corresponde en forma demasiado exacta a un conjunto
particular de observaciones y, por lo tanto, falla en ajustar o predecir futuras observaciones. Esto
suele suceder cuando las mismas observaciones son utilizadas para estimar y ajustar un modelo y es
mayor a medida que aumenta el nimero de covariables. En el caso que consideramos, cuando p/n es
cercano a 1, el estimador EMV logra obtener excelentes resultados sobre la muestra de entrenamiento,
pero falla al intentar predecir la muestra de testeo generada bajo el mismo modelo. En base a este
comportamiento, podemos consluir que este estimador no es recomendable cuando la relacién p/n

es grande.

2.2.2. El efecto de datos atipicos

Un segundo problema del estimador 3, es su sensibilidad cuando la muestra de entrenamiento
contiene datos atipicos, es decir, observaciones que provienen de una distribucion distinta a la que
corresponde a la mayoria de los datos. En este caso, el estimador de maxima verosimilitud produce

estimaciones poco fiables.

Para ejemplificar este problema, realizamos 400 replicaciones donde generamos muestras (Y;, X;),
i = 1,...,n, del modelo de regresién logistica (2.2 sin intercept, con n = 300, p = 5y B, =
1%, donde 1, es el vector en RP con todas sus coordenadas iguales a 1. Las covariables X; y las
variables respuesta Y; se generan del mismo modo que en la Seccién Para introducir datos
atipicos, consideramos un porcentaje ¢ € [0,1] de datos mal clasificados. Mas precisamente, dado
m € Rxg, se agregan a la muestra original ng = [ne| datos atipicos (%,)Nij), 1 < j < ng, donde
)~(j = mpB,/ V5 + Y5 17] = 0 y 7, es una pequena perturbacién aleatoria de modo que los datos
atipicos generados no sean todos idénticos. Cuanto mayor sea el valor de m, mayor influencia tendran
los datos atipicos en la estimacién de B, ya que corresponderan a datos mal clasificados de alta

palanca.

Para cada muestra obtenida, segin variamos m y €, calculamos el estimador de maxima verosimilitud

By ¥ para resumir su comportamiento evaluamos el error cuadratico de estimacién

||BMV - IBOH% = (:@Mv - /BO)T(I/B\MV - /30) :

La Figura [2.3] presenta los boxplots de los 400 errores cuadraticos obtenidos bajo los distintos
escenarios de contaminacién. El caso € = 0 corresponde a los datos originales. En la Figura (a)
se muestran los resultados cuando ¢ = 0.05 y varia m, mientras que en (b) varia el porcentaje
de contaminacién para la eleccién de m = 2. Como se observa en el grafico, el estimador BMV se
ve fuertemente afectado tanto cuando aumenta el desplazamiento de la covariable como cuando
se agrega un mayor porcentaje de datos atipicos. Por este motivo, en el Capitulo [3| describiremos

estimadores resistentes, en particular, ante este tipo de datos atipicos.
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Figura 2.3: Boxplots de los errores cuadréticos de estimacién cuando n = 300, p =5, B, = (1,1,1,1, I)T y se agrega
un 100e % de datos atipicos generados con desplazamiento m. En (a) se fij6 € = 0.05 y se muestran los resultados en

funcién de m, mientras que en (b) se fijé m = 2 y se muestran los resultados en funcién de e.

2.3. Funciones de penalizacién

En la bibliografia, la manera habitual de tratar modelos ralos es introduciendo un término de
penalizacion que, por lo general, no incluye la ordenada al origen. Por esta razon y para simplificar
la presentacion, de ahora en mas, consideraremos un modelo de regresién logistica sin ordenada al

origen.

Cuando el modelo es ralo, para reducir el efecto del sobreajuste del estimador BMV se consideran
estimadores de la forma

1 R
By = argmin — Y ~d(Y;, X7 8) + IA(8), (2.5)
Berr T

donde I es una funcién no negativa que depende de un vector de pardmetros de ajuste .

En muchas situaciones, cuando la dimension p es mediana o grande, los modelos que se plantean son
ralos. Por esta razon, es de interés realizar seleccién de variables, es decir, seleccionar el subconjunto
de covariables asociadas a valores no nulos del coeficiente de regresién ya que este subconjunto es
suficiente para predecir la respuesta en base a una nueva observacién de las variables explicativas,
lo cual facilita la interpretabilidad del modelo. Como todas las coordenadas del vector ,BMV son
distintas de cero con probabilidad uno, este estimador no arroja modelos intepretables. Tal como

describiremos a continuacién, ciertas funciones de penalizaciéon cumplen que su correspondiente
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estimador tiene muchas de sus coordenadas iguales a cero con alta probabilidad, es decir, estiman

los coeficientes y simultaneamente, realizan seleccion de variables.

En esta seccidn, explicamos brevemente las caracteristicas de algunas funciones de penalizacion

introducidas en la literatura.

2.3.1. Penalizaciones Ridge, Bridge, LASSO y Elastic Net

Para reducir el problema de colinealidad de las variables explicativas, Hoerl y Kennard (1970)
introdujeron la penalizacién Ridge definida como Iy(3) = (\/2)||3]|3 para A > 0. Esta penalizacién,
ademads de dar buenos resultados cuando hay un alto grado de colinealidad, reduce el efecto del

sobreajuste y mejora el condicionamiento del problema de minimizacién ([2.3)).

Sin embargo, el estimador resultante al usar la penalizacion Ridge no selecciona variables. Por el
contrario, la penalizacién LASSO, introducida en Tibshirani (1996), si selecciona variables con alta

probabilidad. Esta penalidad se define como

IN(B) = Al - (2.6)

Esta diferencia sustancial entre Ridge y LASSO se debe esencialmente a que las bolas de norma 1

y de norma 2 poseen una distinta estructura geométrica (ver Bithlmann y van de Geer, 2011).

Por tltimo, Hastie y Zou (2005) proponen tomar una combinacién convexa de estas dos penaliza-
ciones, es decir, consideran la penalizacién Ix(8) = Ma/||B]l1 + (1 — «)/2||8]/3} donde A = (\,a) €
R>¢ x [0, 1]. Esta penalizacién, llamada Elastic Net, permite realizar seleccién de variables si a > 0
y arroja mejores resultados que la penalizacion LASSO cuando hay un alto grado de colinealidad
entre las variables. Otras penalizaciones utilizadas en el d&mbito de los modelos de regresién lineal
son las penalizaciones Bridge introducidas en Frank y Friedman (1993) que corresponden a tomar

I,(B) = \||B||¥ v aseguran, en el caso del modelo lineal, modelos ralos si ¢ < 1.

A medida que el valor de A aumenta, todas estas penalizaciones achican los coeficientes estimados
reduciendo asi la variabilidad del estimador resultante. Sin embargo, este achicamiento también
introduce un sesgo no despreciable en la estimacién. En el Capitulo 3| proponemos una forma sencilla

de modificar la penalizacién LASSO que logra reducir el sesgo introducido en la estimacién.

Es importante observar que todas estas funciones de penalidad son convexas, lo cual permite en-
contrar el minmo global de (2.5) numéricamente.

2.3.2. Penalizaciones SCAD y MCP

Fan y Li (2001) estudiaron una clase de métodos de penalizacién que incluyen el LASSO y conje-
turaron que los estimadores obtenidos con LASSO no tienen la propiedad oraculo. Por esa razon,
introdujeron la penalizacién SCAD (Smoothly Clipped Absolute Deviation) que, a diferencia de las
funciones ya descriptas en esta seccién, es céncava. Esta funcién de penalizacion da lugar a estima-
dores que poseen propiedades asintéticas mejores que las obtenidas usando penalizaciones del tipo
Elastic Net.
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Para explicar la idea principal de la penalizacion SCAD, consideremos el modelo lineal con matriz

de diseno ortogonal, es decir, supongamos que tenemos observaciones (Y;, X;), 1 < i < n, tales que
}/;‘:X;'I‘,Bo‘i‘gi, i:1,...,n

donde || X;llo =1y XTX; =0,sii# j, E(g;) =0y VAR(g;) = 2. Sea BLS el estimador de minimos
cuadrados ordinario y definamos también el estimador penalizado

~ R

3 = argmin — Z(YZ —XT8)* + I.(B) . (2.7)
Berr T 5T

Sea S el operador “soft-thresholding”, definido como S (t) = sign(¢)(|t|—A)+ con (x)4+ = méx(z,0).

Maés ain, sea Hy(t) =t Ij4>x €l operador “hard-thresholding”. Tanto Sy como H) se conocen como

reglas de truncado.

No es dificil mostrar que, cuando Ix(3) = A||B||1 es la penalidad LASSO, Bj = S,\(ELS,]-), mientras
que si I\(B) = A||Bllo =X #{j : B; # 0,1 < j < p}, se tiene que §; = Hx(Bis,;)-

Tal como se observa en la Figura 2.4 S\ tiene un corrimiento respecto de la funcién identidad
(incluso para valores grandes de |t|), lo cual puede introducir un sesgo importante en la estimacién
de By. Por otra parte, H) es idéntica a la funcién identidad cuando |¢| es grande pero es una funcién
discontinua, lo que produce problemas de inestabilidad numérica en el problema . Como se
muestra en la Figura la regla de truncado SCAD es un compromiso entre Sy y Hy: es una
funcién continua y es igual a la identidad cuando |t| es grande. La funcién de penalizacién definida

como

P P a)|Bj| — 0.5(8% + \?) " A2(a? - 1)
BB) = S B Tgn + 3 " Degizor + 2 G =) lasar (28)
j=1 j=1 =1

para algtin a > 2 tiene a SCAD como regla de truncado. Haciendo abuso de nomenclatura, llamamos
también SCAD a la funcién de penalizacién dada en (2.8]).

(4
1 L 4
4
»
»
v
0 -
»
L
4
L4
-1 4
4,
-2
-2 -1 0 1 2

Figura 2.4: Grafico de tres reglas de truncado distintas con A = 0.5. La linea solida roja corresponde a Hx(t) =t Ij>x,
la linea a trazos largos celeste a Sx(¢) = sign(¢)(|t| — A)4, mientras que la linea verde a trazos cortos a la regla de
truncado SCAD.
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Otra penalidad muy utilizada es la penalizacién MCP definida por Zhang (2010) y que se basa en

la siguiente idea. Definamos la maxima concavidad de una funciéon 7 como

"(t) — 7'(t
K(T) = sup —T( ) =7 2).
0<t1<ts to — 1

Dado a > 1y A > 0, Zhang (2010) considera el siguiente problema de minimizacién:

minimizar  k(7)
sujetoa T'(t) =0 Vi>a\ y lm, o+ 7(0) =\,

y prueba que la solucién a este problema se alcanza cuando 7 = J}'V donde

2

} t
T (1) = <A|t| -

L 12
R < — .
2a> I{|t| < a\} + 2(1)\ I{|t] > aA}

Finalmente, define la penalizacién MCP como la funcién I)'"(8) = >°F_; JY'T(8)).

(2.9)

Fan and Li (2001) sugieren que una buena funcién de penalizacién deberia dar lugar a un estimador

con las siguientes tres propiedades:

1. Ausencia de sesgo: es decir, los estimadores de los coeficientes de 3, que son grandes en

modulo tienen poco sesgo.

2. Estimacién rala: o sea, automdaticamente estima como cero a los coeficientes pequenos o

nulos para reducir la complejidad del modelo y mejorar su interpretabilidad.

3. Estabilidad en las predicciones: es decir, el estimador es estable con respecto a las com-

ponentes de z = Y " | X; Y; para obtener predicciones confiables.

Vale la pena observar que los estimadores que se obtienen a partir de las penalizaciones SCAD

y MCP cumplen estas tres propiedades. Sin embargo, como estas penalizaciones son concavas, el

correspondiente problema de minimizacién (2.5) puede no ser convexo y los algoritmos numéricos

para obtener los estimadores son mas complicados. Ademas estas dos penalidades, involucran la elec-

cién de dos pardmetros de ajuste (a, \), mientras que las penalizaciones LASSO o Ridge solamente

involucran uno.
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Capitulo 3
M —estimadores pesados penalizados

En este capitulo, introduciremos los M —estimadores penalizados para regresion logistica que cons-
tituyen la propuesta de esta tesis y cuyo comportamiento asintético estudiaremos en los Capitulos
y @ De ahora en més, asumiremos que tenemos una muestra aleatoria (Y1,X1),..., (Y, X,),
Y; € {0,1}, X; € RP del modelo de regresion logistica . Antes de definir nuestros estimadores,

recordaremos algunos estimadores robustos propuestos previamente para dicho modelo.

3.1. Estimadores robustos de Bianco y Yohai

Consideremos el estimador de maxima verosimilitud definido en (2.3)). Tal como mostramos en la
Seccién[2.2.2] este estimador es muy sensible a la presencia de datos atipicos. A continuacién, descri-
biremos una familia de M —estimadores resistentes ante observaciones atipicas como las consideradas

en la Seccién 2.2.2

Una primera propuesta para estimar en forma robusta el parametro 8, fue dada por Pregibon

(1982), quien consideré los estimadores definidos como

~ 1 &
Bprec = argénln o Z p(d(Y;, X7 8)),

donde p : R — R es una funcién mondtona creciente pero que crece mas lento que la funcién
identidad, para acotar el efecto de residuos deviance d(Y;, X} 3) grandes, donde d(y, t) estd definida

en . Sin embargo, este estimador es asintéticamente sesgado.

Para resolver este problema, Bianco y Yohai (1996) agregan un término de correccién a la funcién
objetivo considerada por Pregibon (1982). Mds precisamente, sea p : R>o — R una funcién acotada,
diferenciable y no decreciente con derivada ¢ = p’. Los M —estimadores dados en Bianco y Yohai
(1996) estéan definidos como

By = argmm* Zp (Y:, X B)) + G(F(X{B)) + G(1 - F(XiB)), (3.1)

donde G(t fo (—logu)du es el término de correcién necesario para garantizar la Fisher—

consistenma del estimador.

19
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Figura 3.1: Boxplots de los errores cuadréticos de estimacién cuando n = 300 y 3, = (1,—0.5,1.5). Las covariables
para los datos no atipicos tienen distribucién N3(0s3,I3) y los datos atipicos fueron generados como en (3.2)). Los

boxplots en celeste y rosa corresponden al estimador de méxima verosimilitud y al M —estimador, respectivamente.

Para analizar el comportamiento del M —estimador ,BM ante observaciones mal clasificadas, conside-
ramos el modelo de regresién logistica sin ordenada al origen y realizamos 1000 replicaciones
generando muestras (Y;, X;), 1 <i < n, con n =300, p =3y By = (1,—0.5,1.5). Para las muestras
sin contaminar, la distribucién de las variables explicativas es N3(03,1I3). Para obtener muestras
contaminadas, a cada una de esas muestras se le agregé una proporcién € de datos atipicos, donde
cada dato atipico (17, 5() fue elegido del siguiente modo: primero X fue generado con distribucion
N3(03,10 I3) y luego se tomé Y de modo a obtener datos mal clasificados, es decir,

v 1 si )NCT,BO <0 (3.2)

0 siX"B8,>0.

En la Figura [3.1], se muestran los boxplots del error cuadratico de estimacién correspondientes al
estimador de maxima verosimilitud (en celeste) y al M —estimador BM (en rosa) tomando como
funcién p la funcién dada en . Puede observarse que el M —estimador da mejores resultados
que el de maxima verosimilitud al agregar datos atipicos ya que los errores cuadraticos son menores.
Por otro lado, cuando la muestra no contiene este tipo de datos, ambos métodos arrojan resultados

similares.

3.1.1. Sobre la eleccién de la funcién p

Esta familia de estimadores tiene como casos particulares algunas funciones de pérdida ya conside-
radas en la literatura. Un primer ejemplo trivial se obtiene tomando p(t) = ¢, lo cual da lugar al
estimador BMV. Por otra parte, en Bianco (1990) se prueba que el estimador de minimos cuadrados
BMC también pertenece a la familia de M —estimadores dada en para una selecciéon adecuada

de la pérdida p. Recordemos que el estimador de minimos cuadrados se define como

3 _ N Y; — F(XT3))? 3.3
Buc agge%n;( (X78)) (3.3)
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y corresponde a la eleccién p(t) = 1 — exp(—t) en (3.1). Cabe mencionar que Chi y Schott (2014)

agregan una penalizacién Elastic Net en el problema de minimizacién considerado en ([3.3)).

Otro ejemplo de estimadores incluidos entre los definidos por corresponde a los estimadores
de minima divergencia introducidos en Basu et al. (2017). Estos autores observan que el estimador
de méaxima verosimilitud minimiza la medida de divergencia de Kullback—Leibler. Basdndose en la
llamada “power divergence” introducida en Basu et al. (1998), proponen estimar 3, mediante el

estimador 3, definido como

BDIV = argminz A(m,m(8)), (3.4)

BERP 4
donde 7# = (y1, ..., Yns 1 —y1,..., 1 —yn)" /m,
m(B) = —(FiB),....,F(x3B),1 - F(x{B),....1 = F(x3B))" ,

AR (B) = i {Z + 3P TB) + (1 - FxB)°
i=1

(143 P+ (- (- P

La constante ¢ juega el papel de constante de calibracién ya que, como se observa en Basu et al.
(2017), el estimador de méxima verosimilitud se obtiene considerando la distancia Ag(7,w(8)) =
lim. 0 Ac(7, w(3)). Es facil ver que los estimadores de minima divergencia ,(AiDW también pertenecen
a la familia de estimadores eligiendo como funcién p la funcién ppry = (1+1/¢){1 —exp(—ct)}.

Observemos que si ¢ = 1 obtenemos el estimador de minimos cuadrados B,.

Otra funcién p que serd considerada en esta tesis es la definida por Croux y Haesbroeck (2003).
Para definirla, recordemos que decimos que un conjunto de observaciones (Y1,X1),..., (Yn, Xy)
estd completamente separado si existe un vector €& € RP tal que X7€ > 0s1Y; =1y X€ <0
cuando Y; = 0. Un conjunto de datos que no estad completamente separado se dice casi completa-
mente separado si existe un vector & € RP tal que X7¢€ > 0s1Y; =1, X7€ <Ocuando Y; =0y
existe j € {1,...,n} tal que X]T§ = (. Se dice que un conjunto de observaciones tiene superposi-
cién si no hay separacion completa ni separacién casi completa. Es sabido que los estimadores de
maxima verosimilitud estdn bien definidos cuando la muestra tiene superposicién. Para garantizar
la existencia de los M —estimadores dados en bajo esta misma condiciéon, Croux y Haesbroeck
(2003) sugieren tomar p = p. donde
pe (1) = { e brse (35)
—2eVE(14+ Vi) +e V21 +e) +e) if t>e,
donde c es la constante de calibracién que permite determinar la eficiencia del M —estimador respecto
del estimador de maxima verosimilitud. En este caso, tenemos que
e Ve if t<e
e (t) = pl(0) = { Vg (3

Dada un pérdida p, sea

o(y,t) = pld(y, 1)+ G(F(t)) + G(1 = F(t))
= yp(=log[F(®)]) + (1 —y)p(—log[l = F()]) + G(F (1)) + G(1 - F(t))  (3.7)
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donde G(t fo —logu)du y definamos ¥(0,t) = 9¢(0,t)/0t. Supongamos que ¢(0,t) es una
funcién no decrec1ente, tal que limy, o ¢(0,t) = 0. Croux y Haesbroeck (2003) prueban que las

siguientes tres condiciones son suficientes para la existencia del estimador:

(a) la muestra tiene superposicién,

(b) existe una constante Lo tal que U(0, -) es creciente en el intervalo (—oo, Ly| y mondtona en el

intervalo [Lg, +00).

(c) para todo t > 0 se tiene que
U(0,ts)

T, =) T
La Figura presenta los gréficos de las funciones W(0,-) para cuatro elecciones distintas de la
funcién p. Las lineas celeste, lila , rosa y verde corresponden a p(t) =t, p(t) = 1 — exp(—t) que da
origen a los estimadores de minimos cuadrados, p = p. la funcién dada por Croux y Haesbroeck
(2003) v p = ppiv que genera los estimadores de minima divergencia, respectivamente. En estos
ultimos dos casos se tom6 ¢ = 0.5. Observemos que la cola derecha de la funcién p. definida en

es més pesada que la cola izquierda, lo que sugiere que la condicién (c) vale para esta eleccién de p.

1.00 e e o e
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Figura 3.2: Gréfico de la funcién ¥(0, -) para diferentes funciones p. Las lineas celeste, rosa, verde y lila corresponden

a p(t) =t, p = pc definida en (3.5)) con ¢ = 0.5, p = ppiv y p(t) = 1 — exp(—t), respectivamente.

3.1.2. El M—estimador pesado

Para controlar el efecto de los puntos de alta palanca y obtener estimadores con funcién de influencia
acotada, Croux y Haesbroeck (2003) proponen una versién pesada del estimador dado en (3.1)). Para
definirlos sea w : R? — R una funcién de peso, es decir, una funcién tal que 0 < w(x) < 1. El

M —estimador pesado se define como

n

B = argmin S~ w(X) {p(d(Y, XI8)) + GF(XIB) + GO~ FXIB)} . (38)
i=1
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Usualmente, los pesos w(X;) se basan en una distancia de Mahalanobis robusta de las variables

explicativas, es decir, dependen de la distancia entre X7 y un estimador de posicién robusto de
1
los datos, donde X = ( %+ ) cuando el modelo incluye ordenada al origen y X = X*, en caso

contrario. Mas precisamente, sea D?(x, pu, X7 1) = (x — p)"E 71 (x — p), el cuadrado de la distancia

de Mahalanobis donde suponemos que X = X*, por simplicidad. Dada una funcion W : R — R

tal que 0 < W < 1, podemos definir w(x) = W(D?(x,i,% ")), donde para obtener una medida
robusta de la palanca de las covariables, 1 es un estimador robusto de posicién como la mediana

1

espacial, y ¥  es un estimador robusto de la inversa £ ~! de la matriz de dispersién.

3.1.3. Propiedades del estimador ,@WM

Notemos que los M —estimadores pesados definidos en ({3.8]) pueden ser escribirse como

BWM = argmin Ln(ﬁ) ) (3.9)
BeRP
donde .
La(B) = 3" 6%, X BJu(X) (310)
i=1

¢ : R? — R estd dada por (3.7) y eventualmente w(x) = 1 para la versién no pesada. Si p tiene
derivada continua, la funcién ¢ es continuamente diferenciable con respecto a su segundo argumento

vy Bwy €s una solucién de las ecuaciones en derivadas

D V(Y X B)w(X;) X; = 0.
=1

Por otra parte, cabe observar que

U(y,t) (v, 1) = = ly = F()]v(t), (3.11)

_9
ot
donde
v(t) =1 (=log F(t)) [1 = F(t)] + ¢ (—log [1 — F(t)]) F(t). (3.12)
Observemos también que las funciones ¢ y ¥ satisfacen ¢(0,s) = ¢(1,—s) y ¥(0,s) = —¥(1, —s).
Mas atn, en virtud de tenemos que

E[¥(Y1,X]3)[X1] =0, (3.13)

que es usualmente conocida como la propiedad de Fisher—consistencia condicional.

El siguiente resultado muestra que los M —estimadores son efectivamente Fisher—consistentes, lo
cual asegura que el procedimiento de estimacion es asintéticamente insesgado y estima la cantidad
de interés. Aunque, cuando w(x) = 1, una demostracién de este resultado se puede encontrar en el
Teorema 2.2 de Bianco y Yohai (1996), por completitud presentaremos una con un enfoque levemente

distinto.

Por simplicidad, llamaremos (Y, X) a un vector aleatorio con la misma distribucién que las obser-
vaciones (Y;, X;), es decir, tal que Y|X ~ Bi(1, F(X"3)).
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Teorema 3.1. Sea ¢ : R? — R la funcién dada por donde la funcion p : R>og — R cumple que

p(0) = 0. Supongamos que w(X) es una funcion de peso acotada y no negativa y que

a) p:R>o — R>q es acotada con derivada ) continua y acotada.

b) ¥(t) > 0 y existe un ¢ > log?2 tal que ¥(t) > 0 para todo 0 < t < c.

Supongamos también que
P(X"a = 0Uw(X) =0) <1 para todo « € R? ;e # 0 . (3.14)
Luego, para todo B € RP, B # 3, se tiene que L(By) < L(3) donde

L(8) = E[6(Y, X" B)w(X)] (3.15)

DEMOSTRACION. Al igual que en el Teorema 2.2 de Bianco y Yohai (1996), tomando esperanza

condicional tenemos que
L(B8) = E[¢(Y, X" B)w(X)] = E [E¢(Y, X' B)w(X)|X] = E[p(F(X"B,), X" B)w(X)].

Dado un valor fijo de x, denotamos t = x'3 y ty) = x*3,. Supongamos que t # 0y to # 0.
Mostraremos que la funcién ¢(F(tp),t) alcanza su tinico minimo cuando ¢ = tg. Por simplicidad

llamamos ®(t) = ¢(F(tg),t). Célculos sencillos muestran que
() = = (Fto) - F®))v(t)  @"(t)=F(t)(1 - FH)w(t) — (Flto) — F(®)V/' (1),

donde v(t) estd definida en (3.12). Por lo tanto, ®'(tg) = 0y ®''(tg) = F(to)(1—F(to))v(to) > 0 pues
v(tg) > 0. Més atn, como t # 0 y ty9 # 0, usando la condicién b), tenemos que ®'(t) > 0sit >ty y
d'(t) < 0sit < ty, lo que implica que ® tiene un tnico minimo en t¢y. Luego, ¢(F(x*3,),x*3) >
d(F(x"By),x"By) para todo B # By tal que x*'B; # 0y x*'3 # 0 lo que junto con la condicién

(3.14)), concluye la demostracién. [ |
Denotaremos
X(y,t) = 0%(y,1)/0t = F(t)(1 = F())v(t) — (y — F()V'(¢) (3.16)

que existe siempre y cuando p tenga una segunda derivada continua. Si esto ocurre, es facil ver que
x(0,5) = x(1, —s).

El comportamiento asintético de BM, ,@WM y Bmv se deduce del Teorema 3.3 de Bianco y Martinez
(2009) y el Teorema 2.2 de Basu et al. (2017), respectivamente, en el caso en el que la dimensién p
es fija y no se hacen supuestos acerca de cuan ralo es el vector 3,. Mds precisamente, estos autores
muestran que \/H(B =°) 2, N(0,,%) donde ¥ = A"'BA~! y las matrices A y B estan definidas

A =E (x(Y,X"By)w(X) XX") B =E (T*(Y, X"By)w*(X) XXT) .

Notemos que este resultado es compatible con el Teorema , ya que cuando p(t) =t se tiene que

v(t) =1y esto implica que A = B.

El siguiente Lema muestra una forma equivalente de definir las matrices A y B. Se omite su
demostracién, ya que es una consecuencia directa de (3.11)) y de la expresién (3.16)).
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Lema 3.2. Sea ¢ : R? — R la funcién definida en , donde la funcion p : R>g — R tiene

sequnda derivada continua. Luego,

A = E(F(X"By) [1 - F(X"8y)] v(X"By)w(X) XXT) (3.17)
B = E(F(X"8) [l - F(X"By)] v*(X"By)w?*(X) XX") . (3.18)

Cabe mencionar que al considerar estimadores que acotan la devianza, la esperanza condicional

E (x(Y,X"8,) X ) = F(X"8y) [1 - F(X"8,)] v(X"8) no depende de .

3.2. M—Estimadores ralos

Los métodos definidos en la Seccién [B.]| no dan estimaciones ralas de 3. Este hecho tiene dos con-
secuencias. Por un lado, el procedimiento no permite seleccionar variables automaticamente. Por
el otro lado, las propiedades de robustez y eficiencia del estimador pueden tener un mal compor-
tamiento cuando p/n es grande. Por este motivo, tiene sentido agregar a la funcién objetivo una
funcién de penalizacién, tanto en el caso en que el vector 3 es ralo como cuando p tiende a infinito
junto con m y se supone que sélo un pequeno numero de componentes estan activas. Como en la
Seccion en la presentacion de los M —estimadores pesados penalizados y en el estudio de sus
propiedades asintéticos supondremos que el modelo no contiene ordenada al origen. De esta forma,

los M —estimadores pesados penalizados se definen como

B —argmmf2¢> (Yi, X7 B)w(X;) + [1(8) = argmin L, (8) + 1x(8), (3.19)

BeRrpr T BERP

donde L, (8) estd definida como en (3.10) y la penalizacién I, (3) es una funcién fija positiva que

depende de un parametro de ajuste A que mide la complejidad del modelo de regresién logistica.

Ademsds de las penalizaciones descriptas en la Seccién [2.3] el usuario puede elegir la penalizacion

que introduciremos en la préxima seccion.

3.2.1. Penalizacién Signo

Recordemos que la variable respuesta en el modelo de regresién logistica es binaria y por lo tanto,
acotada. Esto implica que al considerar, por ejemplo, el estimador de minimos cuadrados definido
en , el primer término en sera siempre menor o igual a 1. Por lo tanto, si la funcién de
penalizacion no es acotada, puede ocurrir que este término domine el comportamiento de la funcién

objetivo para ciertos valores del parametro de ajuste A.

En esta tesis, como alternativa a las penalizaciones SCAD y MCP ya mencionadas, introducimos la

penalizaciéon Signo, definida como

181y, 5
181277 = * [ Tal

que es una nueva propuesta en este contexto y corresponde a aplicar la penalidad LASSO a las

I(B) = A

Ioso, (3.20)
1

direcciones en la bola unidad en f5. Esta funcién de penalizacion tiene las siguientes propiedades:
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= al usarla en el problema (3.19)), produce una regla de truncado, es decir, produce estimaciones

ralas de (3,
= alcanza su minimo cuando Unicamente una coordenada de 3 es distinta de cero,
= alcanza su maximo cuando todas las coordenadas de 3 son iguales y distintas de cero,

» es invariante por escala, es decir, si 3 # 0, entonces I(3) = I\(¢3) para todo ¢ > 0.

Para ilustrar cémo esta penalizaciéon reduce el sesgo introducido por LASSO, generamos un con-
junto de datos de tamano n = 300 que cumple el modelo de regresién logistica cuando las
covariables tienen dimension p = 20, (B¢); = Lj<5 y X; ~ N(0,,I,). Para esa muestra, estudiamos el
comportamiento de f(c) siendo f(c) = Ly (cBy) + Ir(cBy) cuando elegimos como I (+) la penalidad
LASSO y la penalizacién Signo con A = 0.04. La Figura [3.3] da un gréfico de la funcién f, las lineas
roja y celeste corresponden a la penalizacion LASSO y Signo, respectivamente. La linea punteada
vertical indica el punto ¢ = 1 que es el objetivo a estimar. En ambos casos, se eligié A = 0.04. Se
puede ver que la curva correspondiente a la penalizacién Signo alcanza su minimo cerca de ¢ = 1,
mientras que la que corresponde a la penalizacién LASSO se minimiza cerca de ¢ = 0.5. El compor-
tamiento observado sugiere que, incluso en escenarios sin contaminacién, LASSO achica en médulo

a los coeficientes correspondientes a componentes no nulas.

0.9
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Figura 3.3: Grafico de la funcién f(c) = Ln(cBy) + Ir(c3,) con A = 0.04. Las lineas roja y celeste corresponden a la
penalizacién LASSO y Signo, respectivamente. La linea punteada vertical indica el punto ¢ = 1 que es el objetivo a

estimar.

3.2.2. Eleccion del parametro de regularizacién \

Como se discute, por ejemplo, en Chi y Scott (2014), Efron et al. (2004) y Meinshausen (2007), la
eleccion del pardmetro de ajuste o regularizaciéon A juega un papel importante al estimar modelos
ralos. Por otra parte, utilizar un método no robusto de selecciéon de dicho pardmetro puede llevar
a estimadores que no resulten resistentes a datos atipicos. Este hecho ha sido ampliamente estu-

diado en regresion no paramétrica, donde el método de convalidacién cruzada basado en minimos
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cuadrados resulta practicamente constante en su dominio cuando hay outliers. Una consecuencia
de este hecho es que ante la presencia de datos atipicos, las ventanas obtenidas pueden producir
sobresuavizado o subsuavizado y el estimador obtenido no resulta robusto atin cuando se utilicen
M —estimadores locales (ver Wang y Scott, 1994). Como se mostrard en la Seccién esta falta
de robustez del procedimiento cldsico de seleccion de A motiva la necesidad de elegir el parametro de
penalizacion en forma robusta. En esta seccion, introduciremos un procedimiento basado en K —fold

robusto que permite dar elecciones mas estables de .

Como es usual, primero dividimos aleatoriamente la muestra en K subconjuntos disjuntos que tengan
aproximadamente la misma cantidad de observaciones. Sea C;, 1 < j < K, el conjunto de indices del
Jj—eésimo subconjunto de dicha particién y n; > 2 su cardinal. De este modo, Uj(zl Ci={1,...,n}
y Z]K: 1nj = n. Sea ACRel conjunto de posibles valores para A que se considerara y llamemos
B([j) al estimador robusto penalizado de 3, calculado con el parametro de regularizacién A € A y

sin usar las observaciones con indices en C;.

Fijado A, para cada ¢ = 1,...,n tal que ¢ € C; para algtin j = 1,..., K, los residuos de prediccién

d; » se definen como '
din = (Y., XIBY ).

El método de convalidacién cruzada cldsico construye estimadores adaptivos minimizando la funcién
1~
CV(N) = =3 dix, (3.21)

que es la funcién objetivo utilizada usualmente para los estimadores penalizados clasicos definidos
en . Sin embargo, este criterio puede verse afectado por observaciones mal clasificadas, atn
cuando B, se estime mediante el M —estimador pesado dado en , ya que los datos atipicos
pueden tener residuos de prediccién grandes con mucha influencia sobre CV'(\). Para resolver este
problema, es natural utilizar la misma funcién de pérdida ¢ y los mismos pesos w que se usan en
el computo del M —estimador pesado. De esta forma, el criterio de convalidacién cruzada robusto

elige el parametro de penalizacién que minimiza

ROV == 3 360 XIAY ) uw(Xy). (3.22)

1<j<K ieC;

En particular, eligiendo K = n obtenemos el criterio de convalidacién cruzada que elimina solo una

observacién a la vez, que es un criterio popular aunque con mayor costo computacional.
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Capitulo 4

Algunos resultados de procesos

empiricos

En los Capitulos [f] y [6] se presentardn resultados relativos a las propiedades asintéticas de los

estimadores propuestos en la Seccién tanto cuando p es fijo como cuando lim, ;oo p = oo.

Muchas de las demostraciones en dichos capitulos se basan en resultados de procesos empiricos. Es

por eso que, en este capitulo, damos una brevisima introduccién a esta teoria y enunciamos algunos

de los resultados que usaremos. Se puede ver una referencia completa de estos temas en Van der
Vaart y Wellner (1996), van de Geer (2000) y Kosorok (2008).

Definicién 4.1. Sea H un subconjunto de un espacio de Banach con norma || - ||.

(a)

El nimero de cubrimiento N(e,H, || - ||) es el minimo nimero de bolas abiertas de radio €
(con norma || - ||) necesarias para cubrir al conjunto H. Anélogamente, si 7 es un subconjunto
de un espacio métrico con distancia d, N(e,T,d) es el minimo nimero de bolas abiertas de

radio € (con respecto a la distancia d) necesarias para cubrir 7.

Supongamos que H es una clase de funciones de R™ a R. Dada una norma || - || sobre H, un
e—corchete [(,u] es un par de funciones ¢,u : R™ — R con /(x) < u(x), para todo x € R™,

y |6 —ul <e.
Diremos que un e—corchete cubre un elemento g si /(x) < g(x) < u(x) para todo x € R™.

El nimero de cubrimiento corchete N| (¢, %, | - [|) es el minimo nimero de e—corchetes

necesario para cubrir todas las funciones del conjunto .

Cuando H es un conjunto de funciones definidas en R™ para algin m € N y tomando valores
en R, decimos que una funcién H : R™ — R es una envolvente de H si |h(x)| < H(x) para
todox € R™y h € H.

FEl siguiente Lema da la relacion entre el nimero de cubrimiento y el cubrimiento corchete.

Lema 4.1. Sea H una clase de funciones de R™ a Ro con norma || - || y sea € > 0, entonces,

29
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El siguiente Lema, que corresponde al Lema 2.5 de van de Geer (2000), da una cota para el nimero

de cubrimiento de una bola de RP:

Lema 4.2. Sea B,,(K) una bola en R™ de radio K y sea € > 0. Entonces,

4K +e\™
. )

NG Bn8). ] 1) <
Una de las herramientas esenciales que provee esta teoria es la llamada Ley de los Grandes
Numeros Uniforme (LGNU), que definimos a continuacién.

Definicion 4.2. Sean Xi,..., X, elementos aleatorios i.i.d. que toman valores en un espacio de
Banach W y sea G una familia de funciones definidas sobre W a valores en R. Decimos que la familia

G cumple la LGNU si
_ o> iy

Condiciones sobre los niimeros de cubrimiento y niimeros de cubrimiento corchete de una familia de

n

=3 g(X0) ~ Bg(x1)

P* <h’m sup
=1

n—oo geg

donde P* indica la probabilidad exterior.

funciones para garantizar que la clase de funciones cumple la LGNU pueden verse en van de Geer
(2000). Un caso particular de familias de funciones que cumplen esta ley son las llamadas clases

V C—subgrafo, que definimos a continuacién.

Definicion 4.3. Sea W un espacio de Banach y sea D una familia de subconjuntos de W.

(a) Dados elementos &1, ...,&, € W, denotamos AP(&,...,6,) = #{D N {&,...,&}}. Cuando

AP(&, ..., &) = 2", decimos que D desmenuza al conjunto {&1,...,&,}.
(b) Se define mP(n) = sup{AP(&,...,&) & &,...,& € W}
(c) Llamamos indice de Vapnik-Chervonenkis o indice VC de la clase D a
V(D) = inf{n > 1:mP(n) < 2"}.
Decimos que D es de clase VC si su indice es finito, o sea, V(D) < oc.

(d) Sea G es una familia de funciones definidas sobre VW que toman valores en R. Dada g : W — R,

g € G, el subgrafo de g es el subconjunto de W x R definido por
{(w,t) e WxR:t<g(w)}.

Decimos que G es una clase VC—subgrafo si la familia de subgrafos de G es de clase VC. El

indice V(G) de la clase de funciones es el indice de la familia de subgrafos de G.

Intuitivamente, una familia D de subconjuntos de W es de clase V(' si existe un n tal que ningtin
conjunto de n puntos de W puede ser desmenuzado por D. El siguiente teorema, que corresponde
al Corolario 3.12 de van de Geer (2000), muestra una utilidad importante de las clases de funciones
V C'—subgrafo.
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Teorema 4.3. Sean Xi,...,X, elementos aleatorios i.i.d en W y sea G = {g : W — R} una
familia de funciones VC—subgrafo. Supongamos que G tiene una funcion envolvente G tal que
E|G(X1)| < o0, entonces G cumple la LGNU.

El Teorema corresponde al Teorema 2.6.7 de van der Vaart y Wellner (1996) y da una cota del
nimero de cubrimiento de una familia VC'—subgrafo. Denotamos como || - ||, o a la norma L,(Q)

para 1l <r < oo.

Teorema 4.4. Sea G una familia VC—subgrafo de indice V(G) y sea G una envolvente de G. Sea

r > 1y Q una probabilidad tal que ||G||,q > 0. Luego, existe una constante universal K tal que

v (1) V@D
NGl 6.1 o) < K V() (1697 (1)

para 0 < e < 1.
El proceso empirico evaluado en g se define como G,,g = /n(P,g — Pg), donde
1
Pag= 2> g%, Py= [ gdP—Eg(x).

En algunas situaciones seran necesarias cotas explicitas sobre el proceso empirico

Y

\}ﬁ > g(Xi) - Eg(Xy)
=1

|Gnllg = sup |Gng| = sup
g€eg g€eg

para lo cual usaremos el siguiente lema que corresponde al Teorema 2.14.1 de Van der Vaart y
Wellner (1996).

Lema 4.5. Sean Vi,...,V, vectores aleatorios i.i.d. en R™. Sea G una familia de funciones g :
R™ — R con envolvente G tal que HGH%’P = EG?%(V1) < co. Entonces, eziste una constante M > 0
que no depende de n tal que

E |sup

g€eg

con

1)
7(5,6) = Sup/ 1+ 108 N(€lGllz0. 6. - [2:0)de
Q Jo

donde el supremo se toma sobre todas las medidas discretas Q con ||Gll2,0 > 0.

En esta tesis, también seran necesarias cotas para los incrementos de un proceso empirico basado
en funciones de pérdida Lipschitz. Los resultados que enunciamos a continuacién corresponden a
los Lemas 14.19 y 14.20 de Biithlmann y van de Geer (2011).

Consideremos vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos (Y3, X1),..., (Y, X,,)

donde X; € RP, Y; € Y. Sea 7 : R? = R una funcién tal que para todo y € Y

Iv(y,8) —v(y,5)| < Cyls =35 Vs,s€R (4.1)
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donde C, es una constante que no depende de y. Consideremos el proceso empirico

1 n
uon(B) = - [WYi X{B) —En(Y;, X{B)], BER.
i=1
El siguiente Lema cuya demostracién es andloga a la de los Lemas 14.19 y 14.20 de Biithlmann y

van de Geer (2011), permite acotar los incrementos de este proceso empirico.

Lema 4.6. Sea 8" € R? fijo. Supongamos que vale , E||X1]3 < co y definamos la distancia
2
D*(B1,8,) =E[X{ (8, — B,)]"

(a) Para todo 6 > 0 se tiene que

sup  [0a(@) — vnw*)\] <450, \/5
D(B,8%)<d n

(b) Para todo M > 0 se tiene que

E

E[ sup yvn(ﬁ)—vn(ﬁ*)\]qu 2108(2p) ( méx 72 )

IB—B*l. <M n Isjsp n

donde X;; es la j—ésima coordenada de X;.

Por 1ltimo, enunciamos un resultado que acota el ntimero de cubrimiento corchete de una familia
de funciones F por el nimero de cubrimiento de la familia que indexa a F. Este lema corresponde
al Teorema 2.7.11 de Van der Vaart y Wellner (1996).

Lema 4.7. Sea T wun subconjunto de un espacio métrico dotado con una distancia d. Sea
F=A{fi : W —=>R:teT} una familia de funciones definidas sobre W e indexada en T . Supon-
gamos que existe una funcion F : W — R tal que |fs(w) — fi(w)| < d(s,t) F(x) para todo s,t € T

y todo w € W. Luego, para cualquier norma || - || definida sobre F, se tiene que

Ny@elF[LFI-1) < N(e, T, d).



Capitulo 5
Resultados asintoticos para p fijo

En este Capitulo, presentamos resultados asintoticos para los estimadores propuestos en la Seccion
cuando la dimension p es fija, pero el modelo es ralo. Bajo condiciones de regularidad, se prueba
que los M —estimadores pesados penalizados son consistentes y seleccionan variables correctamente.
Por otra parte, obtenemos expresiones para su distribucién asintética. En particular, mostramos que
los M —estimadores obtenidos con la penalidad SCAD y MCP tienen la propiedad oraculo. Aunque
nuestro interés se focaliza en penalizaciones acotadas, los resultados que presentamos son generales

vy pueden aplicarse, por ejemplo, a la penalizacién Ridge, Bridge o Elastic Net.

Como se menciona en la Introduccion, las demostraciones de este capitulo fueron relegadas al final del
mismo, a los Apéndices A a D. A lo largo de este Capitulo, supondremos que (Y;, X;) € {0,1} x RP,
1 < ¢ < n, son vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos que cumplen el
modelo de regresion logistica y estan definidos sobre el espacio de probabilidad (22, B, P).

5.1. Consistencia

Consideraremos el siguiente conjunto de hipdtesis respecto de la funcién p usada en (3.7)):

R1 p:R>¢p — R>¢ es acotada, cumple p(0) = 0 y tiene derivada ¢ acotada y continua.
R2 4(t) > 0y existe un ¢ > log 2 tal que ¥ (t) > 0 para todo 0 < ¢t < c.
R3 p es dos veces diferenciable. Ademads, v y 1/ = p’’ son funciones acotadas.
Observaciéon 5.1. Recordemos que para los M —estimadores que acotan la deviance
o(y,t) = pld(y, 1)) + G(F (1)) + G(1 = F(2))

y Y(y,t) = 0¢(y,t)/0t = —[y — F(t)]v(t) donde v(t) estd definida en (3.12). Por otra parte, bajo
y la funcién ¥(y, -) es continua y estrictamente positiva, mientras que

X(,t) = F(t)(1 = F(®)v(t) - (y — F(1))V/(t)
estd bien definida si ademéds vale la hipStesis

33
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Vale la pena mencionar que cuando v(t) > 0 para todo t > 0, la constante ¢ en puede ser
tomada como oo. Por ejemplo, esto ocurre al elegir la funcién p. propuesta por Croux y Haesbroeck
(2003) y definida en ({3.5)), pues su derivada 1., es siempre positiva. &

Para los resultados de esta seccién, también serdn necesarias las siguientes hipotesis acerca de la
distribucion de X.

X1 Para todo a € R, @ # 0, se tiene que P(XTax = 0) = 0.

X2 w es una funcién acotada y no negativa con soporte C,, tal que P(X € C,) > 0. Sin pérdida

de generalidad, asumimos que ||w||s = 1.
X3 Ew(X)|X]? < co.

X4 La matriz A = E{F(X"8) [1 — F(X"8,)] v(X"By)w(X) XX} definida en (3.17) es no sin-

gular.

Observacion 5.2. Las hipotesis y garantizan que los estimadores definidos en son
Fisher—consistentes. Como se verd en esta seccién, este hecho permitird deducir la consistencia de
los estimadores definidos en . En realidad, para probar la Fisher—consistencia, alcanza con
pedir que P(XTa = 0Uw(X) = 0) < 1 para todo @ # 0. No obstante, es necesaria para deducir
que el infimo de la version poblacional de la funcién objetivo no se alcanza en el infinito y de este

modo poder concluir la consistencia de nuestros estimadores.

Observemos que y implican que la matriz E [w(X)XX"] es definida positiva. Por otro lado,
si se cumple y consideramos la funcién de pérdida ppry considerada en Basu et al. (2017),
la matriz A es no singular, ya que en ese caso P(v(X*3,) > 0) = 1. Del mismo modo, se
verifica si P(XTa =0) < 1, para todo a # 0, ¢ estd dada por y valen las hipdtesis
y Por ejemplo, la funcién de pérdida introducida por Croux and Haesbroeck (2003) verifica
Més ain, si definimos Y(¢t) = F(t)(1 — F(t))v(t), es facil ver que A es no singular cuando
P(XTax = 0) < 1 para cualquier &« # 0 y se cumple alguna de las siguientes dos condiciones:
(a) La funcién n — E[XXTU)(X)HT(XT,BO)Zn] es continua en 7 o (b) Existe algin A > 0 tal que
P(T(X'B,) > A) = 1. )

Fl siguiente resultado da un resultado de consistencia para la familia de estimadores definida en
(3.19) cuando se considera una funcién ¢ general.

Teorema 5.1. Sea ﬁn el estimador definido en . Supongamos que la funcion L(B) =
E[o(Y, X" B)w(X)] definida en (3.15) alcanza su tinico minimo en B = By y que Iy, (Bg) == 0
cuando n — co. Si ademds

000 L(8)>L(By). (51)

para todo € > 0 y se cumple la siguiente Ley Uniforme de los Grandes Numeros

n

LS 60 X Bju(Xs) — El6(Y, X" Bu(X,)
=1

P ( lim sup = 0) =1, (5.2)

n—oo ,BGRP

entonces, (3, es fuertemente consistente para (3.
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Vale la pena mencionar que, en los Teoremas[5.1]y[5.3] el pardmetro \,, puede ser fijo o aleatorio y en
este ultimo caso, el Unico requerimiento es que Iy, (3) 2% 0. En particular, para las penalizaciones
LASSO, Signo, Ridge, Bridge, SCAD y MCP descriptas en la Secci(’)nla condicién I, (Bg) <20

. . C.S.
se verifica si A\, — O.

El siguiente lema da una cota para la dimensién de Vapnik-Chervonenkis (VC) para la familia
de funciones ¢(y,x*3) cuando el vector B varfa en RP y ¢ viene dada por (3.7). Este resultado
serd usado para probar una Ley Uniforme de los Grandes Numeros que finalmente garantizard la

consistencia de nuestros estimadores.

Lema 5.2. Sea ¢ : R? = R la funcién definida en donde la funcion p : R>o — R satisface
y[R2. Luego, la familia de funciones

F={fs(y,x) = ¢(y,x"B)w(x) : B € RP} (5-3)

es VC-subgrafo con indice V(F) < 2p + 4.

El siguiente teorema se deduce del Teorema y del Lema y permite obtener la consistencia
fuerte de los estimadores definidos en (3.19) cuando se considera como funcién ¢ la funcién que

controla valores grandes de los residuos deviance.

Teorema 5.3. Sea ¢ : R> — R definida como en donde la funcion p: R>g — R satisface

Y . Si ademds Iy, (By) 2% 0 cuando n — oo y se cumplen y entonces el estimador B
definido en es fuertemente consistente para By.

5.2. Tasa de convergencia

Para obtener tasas de convergencia de los M —estimadores pesados penalizados, necesitaremos la
siguente hipdtesis sobre la funcién de penalizacién I. De ahora en adelante, llamaremos B(3, €) a la

bola centrada B con radio € respecto de la norma || - ||2, es decir, B(B,¢) = {b € R : ||b — 8|2 < €}.

P1 La penalizacion I(3)/\ es Lipschitz respecto de la norma || - ||; en un vecindario de B, es
decir, existe un ¢ > 0 y una constante K que no depende de A tal que si 3,35 € B(8,€)

entonces

[IN(B1) = IN(B2)] < AK|B1 = Ball1-

Observacion 5.3. Vale la pena mencionar que las penalizaciones Elastic Net, SCAD y MCP satis-
facen ya que [|B]]2 < [|B][1 < +/P||B|l2- Por otra parte, la penalizacién Signo también satisface
si 1Boll2 # 0. Notemos que si Ix(8) = A >-7_; Je(|B¢|) donde Jy(-) es una funcién continuamente
diferenciable, entonces I satisface en particular, este hecho implica que la penalizacién Bridge

satisface para q > 1. &

Teorema 5.4. Sea Bn el estimador definido en donde ¢(y,t) viene dada por y la
funcion p : R>g — R satisface @ Mds aun, supongamos que Bn SN Bo y valen las hipdtesis

(X3 y[X4 Luego,
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(a) Si vale la hipotesis se tiene que |8, — Bolla = Op(An + 1/3/n). Por lo tanto si A, =
Op(1/vn), 1B, — Boll2 = Op(1//n), mientras que si Any/n — 00, [|B,, = Byll2 = Op(An).

(b) Supongamos que Iy, (B) = >_7_; Ir,(|8¢]) donde Jy,(-) es no negativa, dos veces diferenciable
n (0,00), J3 (|Boel) >0 y Jy,(0) = 0. Sea

1
NG

an =max {J3 (|Boel) :1<L<py Bore#0} y an=—=+an.

Por dltimo, supongamos que existe un § > 0 tal que
sup{|Jy (|Boel +7)|: 7€ [-1,1], 1 <L <p y Bos # 0} Py,

Luego, |1B, — Boll2 = Op(aw).

Observacion 5.4. El item (a) del Teoremamuestra que, si la penalidad satisface la hipétesis
la tasa de convergencia del estimador depende del comportamiento de la velocidad de convergencia
de A\, a 0. En particular, si A\,y/n — 00, el estimador tiene una tasa de convergencia menor que /n.
Este resultado es andlogo al obtenido por Zou (2006) en el caso de regresién lineal para el estimador
de minimos cuadrados con penalidad LASSO. Para esta ultima penalidad, las tasas dadas en (a)
y (b) coinciden pues Jy,(v) = A,v de modo que a, = A, y para todo By, # 0, 7 € [—1,1],
JX (180l +70) = 0 para § > 0 suficientemente chico.

Por otro lado, las penalizaciones SCAD y MCP cumplen las condiciones del item (b) si A, — 0.
Més ain, cuando esto sucede, existe algin ng tal que para n > ng, a, = 0y a, = 1/y/n. Por lo
tanto, para estas penalidades, la tasa \/n puede ser alcanzada asumiendo tinicamente \,, — 0. Esta
diferencia juega un rol importante con respecto a las propiedades de seleccién de variables, tal como

se verd en la siguiente seccion. &

5.3. Propiedades de seleccién de variables

En esta seccién, obtendremos resultados acerca de las propiedades de seleccion de variables de
los M —estimadores pesados penalizados. Dichas propiedades dependen de la funcién de penalidad

considerada.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que By = (8, -0, ;)" donde By; € RF k> 1, es el

subvector de coordenadas activas de 3, es decir, el subvector de elementos de 3 distintos de cero.

De ahora en maés, usaremos la notacién 8 = (87, 37,)", donde B; € R* y B;; € RP7F,

Teorema 5.5. Sea /@n = (,[ABZ’I,,@;’H)T el estimador definido en (3.19), donde ¢(y,t) viene dada
por y la funcion p : R>9 — R satisface @ Supongamos que \/n||B, — Boll2 = Op(1) y se
cumplen Y . Supongamos ademds que, para todo C > 0 y ¢ € {k+1,...,p}, existe una
constante Koy € R y Noyg € N tal que si ||ulla < C yn > Ngy, entonces

(=0
Do (Bo+ ) =1 (By+ ) = Ko 22 Judl, (5.4)
7 7 ) 2 e

donde u=9 se obtiene reemplazando la {—ésima coordenada de u con cero y up es la {—ésima

coordenada de u. Luego,
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(a) Dado 0 < 1 <1, existe b >0 yng € N tal que si \, = b/\/n yn > ngy, entonces
P(Bn,rr =0pk) 21 —7.

(b) Si A/ — 00, entonces

~

P(B 11 = 0p—k) = 1.

Para probar propiedades de seleccién de variables para M —estimadores pesados penalizados pro-
puestos, debemos mostrar que la condicién vale para ciertas penalidades. Observemos en primer
lugar, que se cumple trivialmente para la penalidad LASSO. En la demostracién del Corolario
probamos que SCAD, MCP y la penalidad Signo también verifican , lo que permite obtener

el siguiente resultado.

T

Corolario 5.6. Sea 8, = (I/B\n,PBZ,II)T el estimador definido en (3.19), donde ¢(y,t) viene dada
por y la funcion p : R>o — R satisface @ Supongamos que \/ﬁHBn — Boll2 = Op(1) y se
cumplen y[ X3

(a) Si Iy, (B) es la penalizacion Signo, entonces, para todo T > 0 existe b >0 y nyg € N tal que si
A =b/\/n yn>ng, se cumple que

P(Bn,[[ =0y k) >1—7.
(b) Si I, (B) es la penalizacion SCAD o MCP y \/n\, — oo, entonces

P(Bn,ll =0p—k) = L.

Observacion 5.5. Una consecuencia del Corolario [5.6| es que las penalizaciones SCAD y MCP
tienen la propiedad automética de seleccién de variables cuando /n),, — oo. Por otra parte, al
utilizar las penalidades LASSO y Signo, no podemos asegurar seleccién de variables cuando el
estimador tiene tasa y/n. Recordemos que, para estas iltimas dos penalidades, por el Teorema
el estimador tiene una tasa de convergencia menor que y/n cuando \,\/n — o0o. Por esta razon,
solo podemos asegurar que prefijado 0 < 7 < 1, podemos elegir una sucesién de parametros A, de
la forma b/+/n (de modo a asegurar que el estimador tenga tasa y/n) y tales que el M —estimador

penalizado selecciona variables con probabilidad mayor que 1 — 7.

Los resultados de la Seccién [5.4] nos permitiran concluir que, para las penalidades LASSO y Signo, si
el estimador tiene tasa y/n, entonces limsup,, P(A, = A) < 1,donde A = {j: fo; # 0} = {1,...,k}
es el conjunto de indices correspondientes a las coordenadas activas de By y A, = {j : Bn,j # 0}
es el conjunto de indices asociado a las coordenadas no nulas del estimador Bn Este resultado es
analogo a la Proposicién 1 de Zou (2006), que muestra que en esta situacién el estimador LASSO

puede ser inconsistente para seleccién de variables en el modelo lineal.

Vale la pena observar que ,/6\”711 = 0,_j si y solo si A, C A, por lo tanto, si P(Bn,n =0,5) = 1
tenemos que P(A, C A) — 1. Observemos que cuando A, C A el M—estimador penalizado
selecciona un submodelo con menos variables explicativas que el original comprimiendo la estimacién
de algunas componentes activas a 0; sin embargo, la propiedad oraculo de los estimadores basados en
las penalizaciones SCAD o MCP dada en el Teorema permite deducir que P(A4, = A) > 1. &
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5.4. Distribucion asintotica

En esta seccién, obtenemos expresiones para la distribucién asintética de nuestros estimadores.
Como la velocidad de convergencia a 0 del pardametro de penalizacién A, requerida para obtener
estimadores con tasa y/n no es la misma para la penalizacién Signo que para las penalizaciones
SCAD o MCP, consideraremos estos casos separadamente. Si bien la mayoria de los resultados sobre
estimadores penalizados suponen que la sucesién de parametros de penalizaciéon es deterministica,
en esta seccién, como en el Teorema admitimos que )\, sea aleatorio, teniendo de esta manera

un enfoque mas realista.

Observemos que, bajo la matriz A dada en (3.17)) es definida positiva, por lo tanto el sub-bloque

correspondiente a las coordenadas activas de 3, también lo es.

De ahora en mads, ey indicard el {—ésimo vector canénico y sign(z) la funcién signo univariada, es

decir, sign(z) = z/|z| para z # 0 y sign(0) = 0.

Teorema 5.7. Sea Bn el estimador definido en donde ¢(y,t) viene dada por y la funcion
p : Rsg — R satisface @ Supongamos que se cumplen \/ﬁ(Bn — By) = Op(1),
VA, L5 b. Sean A y B las matrices definidas en Y , respectivamente y consideremos
la penalidad Signo dada por

1811
I =\ .
2B =g,

Luego, si ||Bgll2 # 0, \/ﬁ([g’n - Bo) N argmin, R(z), donde el proceso R : RP — R estd dado por

1
R(z) =z"w + §ZTAZ +bz"q(z),

con w ~ Np(0,B), q(z) = 377_; Ve(Bo)Lis, 20y + (sign(ze) /1Boll2) Lig, ,~oy € y

Gl 1Bl . IBI3— 2 mmp)
v _ - WPl — P
(8) ( T R R G T 182
_ A sign(B)
= e T e

El siguiente resultado es analogo al Teorema y es aplicable a penalizaciones del tipo Ridge,

LASSO y cualquier combinacién convexa de ellas, en particular Elastic Net y Bridge con ¢ > 1.

Teorema 5.8. Sea Bn el estimador definido en con ¢(y,t) dada por donde la funcion
p:Rso =R satisface@ y sean A y B las matrices definidas en Y , respectivamente.

Supongamos que, para algin 0 < « <1, la funcidn de penalizacion puede escribirse como

INB) = A {(1_Q)ZJZ(|BZD+O‘Z’/8€} ; (5.5)
=1 =1

donde Jy(-) es una funcion continuamente diferenciable tal que J;(0) = 0. Supongamos ademds que

N By) = Op(1), V/RAn == b y valen la hipo’tesis . Luego, si ||Byll2 # 0, entonces
VB, — Bo) D, argmin, R(z), donde R : RP — R estd definido por

1
R(z) =z"'w + 3 z' Az +bz'q(z),
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con w ~ Np(0,B), q(z) = (¢1(2),...,qp(2))" siendo

q(z) = (1—a)Jy(|Boel) sign(Boe) + {Sign(ﬁo,e)ﬂ{ﬁo,g;m} + Sign(zz)ﬂ{ﬁo,g:O}} :

Observacién 5.6. Notemos que cuando /n), —= 0 (b = 0), los M—estimadores penalizados
basados en la penalidad Signo o en la penalidad dada en tienen la misma distribucién asintética
que los M —estimadores definidos en . Por otra parte, sib >0y a > 0 en , argumentos
analogos a los considerados para el modelo lineal en Knight y Fu (2000) permiten probar que la
distribucion asintética de las coordenadas de Bn que corresponden a covariables no activas, es decir,
la distribucién asintética de y/n 3n 11, le asigna probabilidad positiva al cero. Finalmente, si « = 0
y b > 0, el achicamiento en la estimacion de los coeficientes de la regresiéon aumenta con la magnitud
de B. Luego, para pardametros “grandes”, el sesgo introducido por la penalidad diferenciable Jy(-)

puede ser grande. &

Argumentos anédlogos a los utilizados en la demostracién de la Proposicién 1 de Zou (2006), jun-
to con los Teoremas y permiten mostrar que, para las penalidades LASSO o Signo, si el
M —estimador penalizado tiene tasa /n, entonces resulta inconsistente para seleccién de variables,
como establece el siguiente resultado. Mas ain, de la demostracién se deduce que si \/n, SN 0,
entonces P(A, = A) — 0, es decir, necesitamos pardmetros de regularizacién que converjan a 0

pero no demasiado rapido, para poder seleccionar variables con probabilidad no nula.

Corolario 5.9. Sea Bn = (,@Z’I,BZJI)T el estimador definido en (3.19), donde ¢(y,t) viene dada

por y la funcion p : R>o — R satisface @ Supongamos que ||Byll # 0, v/nA, L5,

VB, — Bollz = Op(1) y se cumplen . Entonces, para las penalidades Signo o LASSO,
existe ¢ < 1 tal que limsup, P(A, = A) < c <1, donde A= {j: fo; # 0} es el conjunto de indices

correspondientes a las coordenadas activas de By y Ap, = {J : Enyj #0}.

Argumentos anédlogos a los utilizados en la demostracién del Teorema permiten obtener el com-
portamiento asintética del M —estimador con penalizacién Signo cuando /n)\, — oo. Un resultado

analogo vale para penalizaciones que cumplan (5.5)), como la penalizacién LASSO.

Teorema 5.10. Sea ,@n el estimador definido en donde ¢(y,t) viene dada por y la

funcion p : R>g — R satisface @ Supongamos que se cumplen Bn — By = Op(\y),
Vn\, — oo. Sea A la matriz definida en y consideremos la penalidad Signo dada por

1811
I =\ .
2B =251,

Luego, si||Boll2 # 0, (1/A) (,@n —B,y) X argmin, R(z), donde la funcién R : R? — R estd definida

por

1
R(z) = izTAz +z'q(z),
siendo q(z) la funcidn definida en el Teorema[5.7

Observacién 5.7. El Lema 3 de Zou (2006) da un resultado andlogo al Teorema para el

estimador de minimos cuadrados con penalizacién LASSO, para el caso del modelo de regresién
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lineal. Como en ese resultado, la tasa de convergencia de ,@n es menor que /n y el limite es una
cantidad no aleatoria. Como en Zou (2006), la tasa éptima para Bn se logra cuando \,, = Op(1/4/n)

pero a costa de no seleccionar variables. &

Finalmente, el siguiente teorema muestra la normalidad asintética de ,@n 7 cuando la penalidad es
consistente para seleccionar variables, es decir, cuando P(,@n 11 = 0,_1) — 1. Para ello, recordemos
que By = ('BOT, I Og_ )" donde B € R* es el subvector de coordenadas activas de B, y definamos
para b € R,

ol ((b7,08_,)7)
ab '

Teorema 5.11. Seq Bn el estimador definido en con ¢(y,t) dada por donde la funcion
p:R>o = R satisface[R3. Supongamos que valen las hipdtesis X3y que existe § > 0 tal que

VIy(b) =

sw I =o( ). (5.6)

bERN:(|b—B, , [2<5 vn

P(Bn,[] =0, =1y Bn LN By- Sean A y B las matrices definidas en Y , respec-

tivamente. Indiquemos por A € Rkxk Y B € RF* g las submatrices de A y B, respectivamente,

asociadas a las primeras k covariables. Luego, si A es inversible,
~ D ~ 1SN
\/ﬁ(ﬁn,l - IBO,I) — N(Ok7 A"'BA 1)'
Observacion 5.8. Es ficil ver que tanto SCAD como MCP satisfacen (5.6) cuando A, — 0. Este
hecho, junto con el Corolario implican que el M —estimador pesado penalizado definido en (3.19)
con penalidades SCAD o MCP tienen la propiedad ordculo cuando A,, = 0y /n A, — oc. &

5.5. Apéndice A: Demostraciones de la Seccion (5.1

DEMOSTRACION DEL TEOREMA . Como ,@n minimiza L, (8) + I, (3), tenemos que

Lo(By) < Ln(B,,) + In,(B,) < La(Bo) + I, (By) -

Por lo tanto,
limsup L, (8,,) < limsup L, (B) + Iz, (Bo)-

n—oo n—oo

Usando la Ley de los Grandes Nimeros y que Iy, (8,) —3 0 cuando n — oo, tenemos que, con

probabilidad uno,
limsup Ly(B,) < L(Bo) - (5.7)

n—o0

Sea ¢ > 0. Usando (5.2)) tenemos que, con probabilidad uno,

lim sup  |Ln(B) —L(B)| = 0. (5.8)

70 |B—Bo|l2>e

Notemos que L, (8) = L,(8) — L(8) + L(8) > —|L,(8) — L(8)| + L(8). Luego,

inf  L,(B)>— sup |Lu(B)—L(8)+ il L(B).

(
1B-Boll2>e 18-y 2> 18-Boll2>¢
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Por lo tanto, con probabilidad uno,

lim inf inf L > inf L >L ) 5.9
n—00 ||B—PB|l2>¢ " )_ 18— Boll2>¢ (/6) (BO) ( )

donde la primera desigualdad es consecuencia de (5.8) y la segunda sigue de (j5.1)). Entonces, utili-
zando 1} y 1D obtenemos que con probabilidad uno existe ng € N tal que || ,@n — Boll2 < € para

todo n > ng, lo que concluye la demostracién. [ |

DEMOSTRACION DEL LEMA . Teniendo en cuenta que multiplicar por una funcién fija preserva
el indice de una clase, basta probar el resultado cuando w(x) = 1. Supongamos que esta clase de
funciones no es VC-subgrafo o que el indice VC de los subgrafos de las funciones de F es mayor
a 2p + 4. Luego, existe un conjunto Cp = {(vi,xi,7i), 7 = 1,...,2p + 5}, ;, € R que puede ser
“desmenuzado” por los subgrafos de las funciones en F. Como hay solamente dos valores posibles
para y, es posible tomar un subconjunto C C Cy tal que |C| = ¢ = p + 3 y el valor correspondiente

de y para todos los elementos de C es el mismo.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que dicho valor comin de y es cero y que los indices del
conjunto C son i = 1,...,¢. Sea ¢o(x*3) = ¢(0,x"B) y ¢1(x*B) = ¢(1,x*3). Luego, cuando ¢(y, t)
viene dada por (3.7) y valen las condiciones y ¢o(s) es estrictamente creciente, mientras

que ¢1(s) es estrictamente decreciente.

Supongamos que {(x1,71),...,(x¢,7¢)} son la segunda y tercera coordenada de los ¢ elementos de
C. Entonces, para cada subconjunto Z C {1,...,¢} existe un Bz tal que ¢o(x; B7) > r; si y solo si
i € Z. Esto implica que x; 87 > ¢51(m) siysolosiieZ.

Sea X; = (Xi,qﬁal(n)), 1<i<t,y BI = (Bz,—1). Luego, ﬁ;ff‘}z > 0 siy solo si i € Z. Observemos
que esta ultima equivalencia implica que la familia de semiespacios de dimensién p + 1 puede
desmenuzar a un conjunto de £ = (p + 3) elementos, lo cual es un absurdo (ver Ejemplo 3.7.4.c de
van de Geer, 2000 o Pollard, 1984). Por lo tanto, concluimos que F es una familia VC-subgrafo y
su indice VC cumple V(F) < 2p + 4. |

El siguiente resultado corresponde al Lema 6.3 de Bianco y Yohai (1996) y juega un papel fun-
damental en la prueba de la consistencia de nuestro estimador. En dicho trabajo puede verse su
demostracién para el caso no pesado. La prueba para el caso general es completamente aniloga

usando la condicién X2

Lema 5.12. Sea ¢ : R> — R dada por , donde la funcion p : R>g — R cumple las condiciones
y[RZ Luego, si valen[X1] y[X3 para todo ||ullz =1 eziste un e, tal que

E (h'm inf  inf @Y, aX"Vv) w(X)> > L(By),

a—00 veV(u,en)

donde V(u,e) = {v :||v—u|2 < €}.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [5.3] Bastara ver que se satisfacen las condiciones del Teorema[5.1}
El Teorema [3.1| implica que L(3) = E[¢(Y, X" B)w(X)] tiene un unico minimo en 3 = 3. Por otra
parte, la convergencia uniforme requerida en (5.2 es consecuencia del Teorema el Lema y

del hecho de que |¢(y, x*B)w(x)| es uniformemente acotada.
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Resta probar la condicién ((5.1)). Supongamos que esto es falso, es decir, supongamos que

0 L(B) < L(B). (5.10)

Sea (B,,)n>1 una sucesién tal que [|3,, — Bgll2 > €y

lim L(8,) =

inf
n—0o0 1B—Bqll2>¢

L(B)

Supongamos primero que (8,)n>1 es acotada. Luego, existe una subsucesién (8,,,);>1 de (B;)n>1

que converge a un valor 3*. La continuidad de L(3) permite concluir que

lim L(8,,) = L(8") > L(By),

J—00
donde la tltima desigualdad vale por el Teorema contradiciendo (5.10)).
Por lo tanto, limsup,,_, [|B,|l2 = o0 y im0 L(B,,) = Inf|g_g, |5 L(B) < L(By).
Definamos B3, = £3,/lB,ll2 y supongamos, eventualmente tomando una subsucesién, que
lim,, o0 B}, = B donde ||B8%||2 = 1.

Recordemos que hemos denotado V(u,e) = {v : |[v —ul]2 < €}. El Lema implica que existe un
€ = eg~ tal que
Eliminf inf ¢(Y,aX"v)w(X) > L(3,). (5.11)

a=00 veV(B*,e")

Sea ng € N tal que B € V(8*,¢) vy ||8,,]|2 > M para n > ng. Luego,

S 1Bllo X' w(X) = fnf inf 6(Y.a XV)w(X)

de donde, usando el Lema de Fatou, obtenemos que

lim L(3,) = h;rn L(|B,ll285) > Eliminf inf ¢(Y,aX"v)w(X).

n—00 a—+00 VEV(ﬁ*,e)

Entonces, usando ((5.11)), deducimos que lim,,_,~, L(3,,) > L(3,) llegando nuevamente a un absurdo,
lo que implica que se cumple (5.1]). [ |

5.6. Apéndice B: Demostraciones de la Seccion |5.2

Para probar el Teorema serd necesario el siguiente Lema.

Lema 5.13. Sea Bn tal que Bn 2% B y (y,t) es la funcion dada por donde p : R>g =+ R
satisface la condicion @ Luego, si se cumple se tiene que An(fin) 2% A donde A es la
matriz dada en y

An(B) = % D XY, X7 B) w(Xi) XiX] . (5.12)
=1

DEMOSTRACION. Alcanza con probar que [[An(8,,) — An(Bo)|l <3 0, ya que A,(By) =25 A. Més

aun, es suficiente demostrar que para todo 1 < k, 5 < p,

1 — ~
Angj = D (Vi X B,) = x(Yi, X Bo)| w(Xa) [ Xk [ X <2 0. (5.13)
=1
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Sea € > 0. Como ¢ estd dada por (3.7)), la condicién implica que la funcién x estd acotada.
Tomemos M > 0 tal que

E L xp> vy w(X) [ X)) < (5.14)

€
4l oo

y observemos que

Angj < Z (Vi XTB,) = x(Yi, X Bo) | w(Xo) X5 1> (T, >y + Lgygi<ary)

<2- Z 1100 w (X)Xl Ly x, >0y + = Z X (Yi, X7 B,,) — X (Yi, XTBo) w(Xa) Xl *Lgyx, <ar -
=1

La funcién x(y, t) es uniformemente continua en ¢ si restringimos esta variable a un compacto. Como
solamente hay dos valores posibles para y, es posible elegir 6 > 0 tal que si |s| < M(||Byl| +1) v
|5l < M(||Boll + 1) cumplen |s — s'| < 0, entonces [x(y, s) — x(y,s")| < €/(2M?).

Usando que ,@n 25 By v la Ley Fuerte de los Grandes Niimeros, tenemos que existe un conjunto
N C Q de probabilidad cero tal que para todo w ¢ N, En —+ By y

- Z 1P (X)L, > a0y = B> anw(X) [ X]]-
Sea nq = nq(w) tal que, para n > nq, |3, — Boll < min{1,6/M}y

€
)X |I°T <
- ;:1 w (X1 1Ly, 1> a1y Txlw

Supongamos que | X;|| < M y n > n;. Luego, usando que ||3,,— Byl < 1 es facil ver que tanto X7 3,
como X 3, tienen un valor absoluto no mayor a M (||3,| + 1). Més ain, como 18,, — Boll < 6/M,
también tenemos que |XF B, — XTB,| < 4, por lo tanto

€

|X(Yvi¢ X;Fﬁn) - X(Y;7 X;PBO)| <

2M2°
Finalmente, tomando en cuenta que
LS (¥ XTB,) — (%, X 8] w(X0) [Xit X5 < 2] Py
f— . . - . . w —_ = €
n v X\Xiy, Ay Py X\ X, Ay PO ik g = X 004” || n £ 2M2 )
concluimos la demostracién de (|5.13)). [ |

El siguiente resultado es una extensién del Lema y puede ser probado usando argumentos

similares a los usados en el Lema 1 de Bianco y Boente (2002). Notemos que una consecuencia
directa del Lema es que A, (B,) - A siempre que 3, — Bo-

Lema 5.14. Sea ¢(y,t) la funcién dada por donde p : R>g — R satisface @ Luego, si se
cumple la condicion X3, para todo & > 0 se tiene que

a) limg_,g, Ex(Y,X"8) w(X)XX" = A,

b) sup|s_g, <5 | An(B) — Ex(Y,X"8) w(X)XXT| - 0
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donde A y A, (B) estdn definidas en Yy respectivamente.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [5.4] Sea W,,(8) = L,,(8)+1,(8) donde L, est4 definida en (3.10).
Usando un desarrollo de Taylor de orden 2 en L, (Bn) alrededor de B, tenemos que
1

5(Bo = B0) An(B,) (B, — Bo) + In.(By).

Wi (Bn) = Lu(Bo) + (B, — Bo) VL (By) +

donde B, = By + (83, — B,) es un punto intermedio y con 7, € [0,1], VLy,(B) es el gradiente de
L,(B) dado por

1 n
Lo(B) = = 0(Y;, X'8) w(X:)X;
VEAB) = 3 WX ulX)
y A, (B) es el Hessiano de la funcién L, (3), es decir,

2 n
AL(B) = ((fﬂ)gLn(ﬂ) = L3 XTB) w(X)XX]
=1

Sea £ una constante positiva y sea (1 el menor autovalor de la matriz A. En virtud de la hipdtesis
sabemos que ¢; > 0. Como Bn SN By, del Lema deducimos que An(Bn) 25 A, por lo
tanto existe ny tal que si n > ng, P(B,) > 1 —¢/4, donde B, = {HAn(Bn) — Al < 41/2}.

Por otro lado, el Teorema Central del Limite junto con (3.13|) implica que

VIV La(By) = Op(1). (5.15)

Luego, existe una constante M para la cual P(C,) > 1 —¢/4, donde C,, = {|[v/nVL,(By)|l2 < Mi}.
Usando la definicién de Bn se tiene que en B, NC,,

~

0 > Wn(ﬁn) - Wn(IBO)
~ 1 ~ . ~
= (B, — Bo) "' VLn(By) + §(ﬁn — Bo) ' An(B,)(B,, — Bo) + In,(8,) — In,(By)
. 1 - ~ ~ ~
> =18, — /80|’2%H\/EVL11(:60)H2 — [ An(B,) — AlllIB, — Boll3 + 1llB, — Boll3 + In, (B,,) — I, (Bo)

3 1 Cl -~ ~
> 1B, — Bolla—=M1 + 118, — Boll3 + 1, (8r) — 1. (Bo) - (5.16)
Vn 2
Para probar (a), definimos el evento D,, = {I, (,Bn) —1I,(By) < K)\nH,[Ain —Boll2}- Observemos que
y el hecho de que Bn 2, B, implican que existe una constante K y ng € N tal que si n > na,
P(D,,) > 1 — ¢/2. Luego, si n > méx{ny,n2} tenemos que P(B, NC, N D,,) > 1 — e. Ademads, en
B, NC, ND, se cumple que
0> (B, — Bolla—=Mi + LBy — Bl — K MllB — Bl

lo que implica que

~ 1 M, + K

— <2 (A —_— ) —.
1B~ Boll <2 (A = ) 21

Por lo tanto, ||8,, — Boll2 = Op(An + 1//n), completando la demostracion.

Probaremos ahora el item (b). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que 3, = (Ba I,O;f_k)T

donde B ; € R* es el subvector de coordenadas activas de By (en particular, esto quiere decir que
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las primeras k coordenadas de B, son distintas de cero). Como Jy,(0) = 0y Jy,(s) > 0, tenemos

que

x>

Z Ina (1Bel) = Z (18el) = Ix,. (|Bosel) -

=141 =1

k
I,(8) = In,(Bo) = Y I (1Be]) —
(=1
Por lo tanto, ([5.16]) implica

k
M+ ||Bn_ﬂ0‘|g+z‘]>\n(
f =1

Sea 0 > 0 tal que sup{|Jy (|Boe|+ 1) :7€[-1,1],1<L<p y Bos # 0} 25 0. Luego, existe
n3 € N tal que para todo n > ng, P(€,1) > 1 — /4 donde

0> —[|B, — Bolla—=

— I ([Boel) -

bn = {S“P{\Jﬁ;(lﬁo,e! +70):Te[-1,1], 1<L<py Bor#0}< Cl}

y P(€n2) > 1—¢/4 donde &, 2 = {||Bn —Boll2 <6} Sea &, = &,,1NEy 2. Haciendo un desarrollo de

Taylor de primer orden, tenemos que, para £ =1,...,k,
—~ —~ 1 —~
Daa(Brel) = In, (1Bo.el) = I, (180.eD) (| Br.el = Bo.el) + 57X, (€n,0) (1Bn,el = [Bo,el)?,

donde &, ¢ pertenece al intervalo comprendido entre ]3,175] ¥ |Bo.|. Usando que ||a| — |b]| < |a — bl
I3, (Bol) = 0y que en el evento B, 1 C 1 En, 15, (n.)] < G1/2, pues méx(0, Bl —6) < & <
|Bo,¢| + 0, tenemos que

k
D, (B) = 1, (Bo) =Y T, (1Buel) = Ja, (180.el)
/=1

k
> — Z J;\n( Z ’J// gn L ﬂn,f - ﬂ0,2)2
> *anz |Bn€ BOK Cl Z(ﬁné BO,€)2
/=1
> —aVk ||Bn_/80||2_ z”ﬂn—ﬁong-

Por lo tanto,

~ ~ ~ Gl
> =8, - 50H2fM1 Lo L8, — Boll3 — anVE 18, — Boll2 — 7 1Bn — Boll3 ,

lo que implica que 4o, (My + VE)/G > ||B, — Boll2. Ademas, P(B, N C, N E,) > 1 — ¢, para

n > maxi<;<3 n;i, concluyendo la demostracion. [ |

5.7. Apéndice C: Demostraciones de la Seccién

4 . . .7 ~T P
DEMOSTRACION DEL TEOREMA . Consideramos la descomposicién By = (8,,0)" donde 3, €
RP~! y definimos

Vi (ag, up) = <ﬁo+[1 \/%>+An (ﬁ°+f \f>
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con L, (B) definido como en ([3.10)).

Fijemos 7 > 0 y definamos 7* = 7/(2(p — k)). Sea C > 0 tal que P(B,) > 1 — 7* donde B,, =
{\/nl|B,, — Bollz < C}. Luego, para todo w € By,

Urf U2,n '

donde Uy, e RP7 L, Uy, €R, ||[Uyla < Cy U, = (U{n, U )t es tal que

U,=(U 1n,UQn) = argmin V,(uy,ug).
[l(u1,u2)[l2<C

Nuestro objetivo es probar que si |[ui]|? +u2 < C? y ug # 0, Vi, (uy,uz) — V(ug,0) > 0 con

alta probabilidad. Consideramos u; € RP~1 y ug # 0 tal que |[uy|* + u3 < C%. Observemos que
Vo(ur, uz) — Vyp(ug,0) = S, + Sz, donde

st 5 28) (0 2)
et (2 2) o (33

Primero, vamos a acotar S1 ;. Denotamos u( ) — (Og 1, u2/ \/H)T Luego, el Teorema de Valor Medio

implica que

1 n
Sin ==Y WY, XIB;) w(Xy) X ul)
1, ni:1 ( 5 an)w( ) i Up s

donde
~ uq
Bo + /n
a B
n,1 \/’ﬁ
y an € [0,1]. Ademas, usando nuevamente el Teorema de Valor Medio, se tiene que
- Z (Vi X7 B) — U(Y;, X{ By)] w(X) X[ ul) = Zx X8 w(Xa) (B, — By) " XX ul)
= (85, — Bo) An(B;)u)

donde A,,(8) es la matriz dada en (5.12) y

up
/60 + an \/>
Qp 2 0n 1 —— \/»
con oy, 2 € [0, 1]. Por lo tanto, usando que

Sl,n = { Z ‘IJ YVZ? XT/BO) XT + - Z E’ XTﬂn (}/17 X;PBO)] w(Xl)X;F} ugLO) )
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obtenemos S, = S11,n + S12,, donde

_ ]' g T T 0) ]' 1 - T T T T
St = ﬁqu(Yi’Xi By) w(X) X ul) = n\/ﬁ;‘l’(ybxi Bo) w(Xi)X; (0p_1,u2)

Sian = (85— Bo)" An(B)uY = (a1 u2) An(B7) (0] u2)"

Usando (3.13)) y el Teorema Central del Limite Multivariado, tenemos que n|S11,| = Op(1) |ug|.

Por otra parte,

1 1 & .
|S12,0] < - (ul,an,luz)TnZ;x(Y{,X;Fﬁn ) w(X) XX (0,1, u2)
1=

1 1 1
lxllooll(ur, an,p uz)ll2 (nzw(xi)\\xiW) Juz] < —lIxllc © <

i=1

IN

S u(x uw) ).

=1

3\'—‘

Entonces, como y la Ley de los Grandes Nimeros implican que (1/n)>,_; w(X;)||X;]? R
Ew(X;)|1X]?, se tiene
1
CIxllos (n Zw(Xi)||XiH2> = Op(1).
i=1
Como consecuencia, n|S12,| = Op(1) |ug| lo cual, junto con el hecho de que n|Si1,| = Op(1) |ua|,

implica que n|S1 | = Ay |ug| con A, >0y A, = Op(1).

Sea M), tal que P(0 < A, < Mp) > 1 — 7 para todo n. Vale la pena mencionar que M, depende de
C'y por lo tanto, de 7. Luego, si D,, = {n S1, > — M, |ual},

P(D,) >P(0 < A, < M) >1—7*. (5.17)

Tomemos N, y K, (ambas cantidades dependientes de C') tales que sin > N, y |lul]2 < C,

I, (,@04—\;%) (ﬁo+ \(/:p)> pflup\

lo que implica que n.Sy , > K, A\, /1 |u,|. Entonces, en el evento B, N D,, y para n > N,, tenemos

que
1
V(Ul,m Ugm) — V(Ulyn, 0) = Sl,n + ng > E|U2’n|(Kp An \/ﬁ — Mp) . (5.18)

Luego, si b > M, /K,
P(Bnpy=0)>1-2r"=1—7/(p—k).

Podemos ahora proceder secuencialmente con el mismo razonamiento para todas las coordenadas

no activas, obteniendo asi valores Ny € N, K € R, M e Rparas=p,p—1,...,k+ 1.

El item (a) se obtiene tomando ng = max(Np, Np—1,...,Ngy1) v b > max(Ap, Ap_1,..., Ary1)
donde Aj = MJ/KJ

Por otra parte, para (b) si /n\, — o0, entonces existe 1y tal que para n > ng, /n\, >
max{M,/Kp, ..., My11/Kis1}. Por lo tanto, si ng = max{ng, Np, ..., Ng+1}, para todo n > ng

tenemos que

P(B\n,pzomgn,pfl:Oﬂ"'mgn,k—&—l:o)21_7_7
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lo que concluye la demostracién. ]

DEMOSTRACION DEL COROLARIO 5.6, Para poder aplicar el Teorema sélo resta probar que
se cumple la condicién . Sin perder generalidad, solamente probaremos que dicha condicién se
cumple para la dltima coordenada, es decir, para £ = p. Fijamos C' > 0 y tomamos u = (uj, uz) con
u € RPL up eRy w3 +u3 < C2

En primer lugar probaremos el item (a). Dado un vector u € RP~! —{0,_1} consideremos la funcién
h(u) = hy(u) = J (W, u),

donde J(B) = |[|B||1/||B||2- Para tener una idea m&s esclarecedora del comportamiento de esta

funcién, en la Figura[5.1] se grafica hg cuando u = 135.

hu)
1 ] | | |

370 375 380 385 390 395 4.00
I

Figura 5.1: Gréfico de la funcién hg(u) = J(,u) cuando u = 1;5.

La funcién h(u) claramente no es derivable cuando u = 0, pero para u # 0 su derivada viene dada

por

) sign(u) (Z?;i uz + u2> —u ( ?;i [te| + ]u\)
h'(u) = 5 .

(Z?;} u; + u2> >
Célculos sencillos muestran que los puntos criticos de h son 4|[u||3/||1/|1, ambos maximos locales.
Entonces, hg es una funcién creciente en |u| cuando |u| < |[1|3/||a/|;. Més atin,
o 1 o 1
lim h'(u) = y im A'(u) =

=0t [l u—0- e

Dado un vector uy, indiquemos por
h =h _ > up
n,ui (u) - E0+\‘;IE(U) =J Bo + %, ul .

Usando que los puntos criticos de hg son =|[u||3/|ul/1, obtenemos que los puntos criticos de Ay, u,

son ¢ (u1) = [|Bg +u1/vnl2/11Bo +u1/vall1 y ¢; (u1) = —¢; (u1) que convergen, respectivamente,
act y ¢~ = —cT, uniformemente sobre conjuntos compactos, donde
o 1Boll3  11Borll5

1Bl Bl



5.7. APENDICE C: DEMOSTRACIONES DE LA SECCION 5.3 49

Esto implica que 1fmy, 00 SUP |y, < |6f (11) — ¢ = 0. Més atin,

1 1
h;L,U1 ('LL) y Iim Iim h, (u) = — — ,
1B0ll2

Iim lim —
1802 n—00 y_s0— U
donde, nuevamente, la convergencia es uniforme sobre conjuntos compactos ya que HBO l2 = [IBo rll2 # 0.

n—o0 4—0+

Sean; € Ny d >0 tal que paran >nj y 0 < |u|] < d se tiene que

, ) sign(u) < 1
o 1Bollz | 2[1Boll2

Tomamos ahora ny tal que Cn~%? < min(ct/2,6) y SUD |y, |<c |6f (u1) — ¢ < ¢7/2 para n > na.

sup
w [|<C

Entonces, si n > N, = mdx(n1, n2) obtenemos que para todo u; € {v e RP~!: ||v|| < C},

ct

_ ) ct 1
Cn~Y2 < min (2,5> L (uy) > - ¥ ‘h;%ul (u)‘ Lio<ju<sy <

2(|Boll2

En particular, las funciones hy, u, (1) son crecientes en |u| al restringirlas al intervalo [—c¢* /2, ¢t /2].

(5.19)

Usando que |lull2 < C (lo cual implica que ||u1]| < C'y 0 < |uz| < C) y (5.19), se tiene que

u
P, <\/%> > I, (0) .

Por otra parte, si &, es un punto intermedio entre 0 y ug/+/n, obtenemos que 0 < [§,] < Cn= 12 <6

y entonces

By W)—hnulozh’ ezl L Juaf
o (22) = b ©) o €2 > o 2

Finalmente, tenemos que

I, <B0 + ;ﬁ) — 1y, (ﬂo + ‘f;) = {hn,m (\%) ~ hiy (0)} ,

por lo que |D se cumple tomando K¢, = 1/(2||B0||2) = 1/(2||Byll2) ¥ Ncp = Np. El resultado
buscado se obtiene usando el item (a) del Teorema

Probamos ahora el item (b). Para la penalizacién SCAD, es facil ver que

(=p)
1y, <Bo + \;%) — Iy, <50 + u\/ﬁp> =SCAD),a <:;2ﬁ) ;

donde
Al si B <A
1 24 )2
SCADAG(B) =¢ 71 (W\W 0 JQF > st A< |B] < ad (5.20)
)\2 2
252_1;) si |/B| > (I)\.

Tomamos ng tal que para n > ng, y/nA, > C. Si esto sucede, entonces SCAD), 4(u2/y/n) =
Anluzl/v/n, por lo que cumple la condicién (5.4)) para K¢y, =1y Ney = no.

Para la penalizacion MCP, la demostraciéon es muy similar. En este caso,

(=p)
() (5 o ()
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donde
/82
MBI = 5= st [B] <aA
MOPrG(B) =4 2 24 (5.21)
=S si |B] > aX

Al igual que antes, tomando ng tal que si n > ng, /nA, > C/a deducimos que

up ug| w3 |ug| up L Jug|
MCP )=, 2y A T I Wl
An.@ (ﬁ) "/n 2na " 2V/na) = 27" /n
por lo que se cumple la condicién (5.4) para Koy, =1/2y Neoyp = no.

Tanto para SCAD como para MCP, el resultado buscado es consecuencia del item (b) del Teorema

b5 . [ |

5.8. Apéndice D: Demostraciones de la Seccién

Para probar el Teorema necesitaremos los dos siguientes lemas.

Lema 5.15. Sea ¢(y,t) dada por donde la funcion p : R>9 — R satisface @ Asumamos que
la matriz A definida en es no singular y definamos el proceso Ry : RP — R como

1
Ri(z)=z"w + izTAZ,

donde w ~ N,(0,B) y B es la matriz definida en . Mas ain, sea Ry 1(z) el proceso definido
como

n

Z
Faae) = 3 {o (vxr oo+ 2| ) - o x180) | wix). (5.22)
Luego, el proceso R, 1 converge en distribucion a Ry .
DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.3 de Kim y Pollard (1990), es suficiente probar la convergencia
de las distribuciones finito—dimensionales y la equicontinuidad estocéastica, es decir, basta mostrar
que

(a) Dados z1,...,25 € RP, (Rp1(21),. .., Rn1(25))" - (Ri(z1),. .., Ri(2s))".

(b) Dados e > 0,7 >0y M < oo, existe un § > 0 tal que

lim sup P* sup |Rpi(u) — Rp1(v)| >€| <mn,
n—co llullo<M,|[vlg<M
[lu—v|l2<d

donde P* indica probabilidad exterior.

Probaremos primero (a). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que s = 1, ya que para s > 1
la demostracion se extiende trivialmente usando el dispositivo de Cramer—Wald, es decir, tomando

proyecciones para cualquier a € R®.
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Fijemos z € RP. Usando un desarrollo de Taylor de primer orden, tenemos que
1 ~
Rn,l(z) = \/EZTVLn(IBO) + §ZTAn(Bz)Z7

donde L,,(B) y A,(B) estan definidos en (3.10) y (5.12)) respectivamente y

~ ThnZ
Bz:/@O_Fﬁ?

es un punto intermedio con 7, € [0, 1]. La Fisher—consistencia dada en (3.13)) y el Teorema Central

del Limite Multivariado implican que
D
VnVL,(By) — N,(0,B),

va que VAR[¥(Y,X"3,) w(X)X] es igual a la matriz B definida en (3.18). Por otra parte, como

consecuencia del Lema se tiene que
Au(B,) = A.

Por lo tanto, usando el Teorema de Slutsky, obtenemos que Ry, N (1/2) z"Az, lo que

prueba (a).

Para obtener (b), realizamos un desarrollo de Taylor de primer orden de R, 1(u) y Ry,1(v) alrededor
de 160

Rt (0) = o (v) = VAVL(B0) (0 = v) + Ju' An(Bu)u — 5v"Au(By)v,

donde B, v B, estan definidas como
~ TynV ~ TunU

16v250+ \/ﬁ Bu:/BO+ \/ﬁ’

con Ty, Tun € [0, 1]. Notemos que /nVL,(By)"(u—v) <Op(1)|lu—vl2y

uTAn(Bu)u - VTAn(Bv)V = uTAn(Bu)u - uTAn(,BV)u + uTAn(BV)u
— uTAn(BV)V + uTAn(BV)V - VTAn(,BV)V.
Por lo tanto, si ||ulle,||v|]2 < M e indicamos por ||C|| la norma de Frobenius de la matriz C,
obtenemos que

[Ro1(0) = Bug(W)] < Op(1)Ju = vil2 + M2 || An(By) — An(B,)

+2lju - v]2M | An(B,)

El Lema [5.14] implica que A,(8,) — An(By) —= 0y An(B,) -2+ A uniformemente sobre
{u,v € R? : max{||ul|2, ||[v|l2} < M}, de donde facilmente se concluye el resultado del item (b). W

Cabe observar que el Teorema 2.3 de Kim y Pollard (1990) afirma que si se cumplen las condi-
ciones (a) y (b) en la demostracién del Lema entonces el proceso estocastico limite existe y
sus proyecciones finito-dimensionales son las mismas que las del proceso R;(z). Sin embargo, co-
mo los procesos estocasticos que concentran sus “caminos” en Cp(RP) estdn determinados por sus

proyecciones finito—dimensionales, podemos concluir que R; debe ser dicho limite.

En el siguiente Lema, al igual que en el Teorema permitimos que el parametro de penalizacién

A\, sea aleatorio.



52 CAPITULO 5. RESULTADOS ASINTOTICOS PARA P FLJO

Lema 5.16. Sea I, (8) una penalizacion que satisface [P1)y tal que \/n), = Op(1). Definamos

Rpp(z) =n {I)\n <ﬂo + &) - f,\n(ﬂo)} : (5.23)

Luego, el proceso Ry, 2(z) es equicontinuo, es decir, dados € >0, n >0y M < oo existe 6 > 0 tal

que
lim sup P* sup |Rp2(u) — Rya2(v)| >€| <,
n—00 lullo<M,||v]g <M
[[lu—v]|2<d

DEMOSTRACION. Notemos que implica que

Vi, K \/pllu—vl2,

de donde se obtiene el resultado pues y/nA, = Op(1). [

[Rn2(u) = Rop(V)] = n

IN

DEMOSTRACION DEL TEOREMA m Consideremos el proceso estocastico indexado en z definido por
R,(z) = Ry1(2) + Ry 2(z), donde Ry, 1(z) y Ry 2(z) estan dados en (5.22)) y (5.23)), respectivamente,
con In(B) = NJ(B) y J(B) = |IBIl1/||B]l2- Observemos que argmin, R,(z) = v/n(8,, — Bo)-

Para probar que \/ﬁ(,@n —By) = argmin, R, (z) EN argmin, R(z), usaremos el Teorema 2.7 de Kim
y Pollard (1990). La condicién (iii) de dicho resultado se verifica trivialmente y la condicién (ii) es
una consecuencia directa del Teorema Luego, basta con probar la condicién (i) del mencionado
Teorema, es decir, debemos probar que el proceso R,,(z) converge en distribucién al proceso R(z).
Con este propésito, como en la demostracién del Lema [5.15 basta con probar la convergencia de las
distribuciones finito—dimensionales y la equicontinuidad estocéstica, es decir, hay que probar que se

cumplen las siguientes dos condiciones:

(a) Dados z1,...,zs € R (R,(21),...,Rn(2zs))" N (R(z1),...,R(zs))".

(b) Dados e > 0,7 >0y M < oo, existe un § > 0 tal que

l{m sup P* sup |Rp(u) — Rp(v)| > €| <m,
n—0oo [lalla<M,|Ivig<M
lu—vll2<d

donde P* indica probabilidad exterior.

Usando que 3, # 0, es facil ver que la penalizaciéon Signo satisface y por lo tanto, la equiconti-
nuidad descripta en (b) es consecuencia de los Lemas y

Solamente resta mostrar que se cumple (a). Tal como se observé en la prueba del Lema es

suficiente considerar el caso s = 1. Con este fin, fijemos z € RP.

Usando el Lema [5.15 tenemos que R, 1(z) Ly irw + %ZTAZ. Por lo tanto, bastara probar que

R,2(2z) 25 bz"q(z). Notemos que, para J(3) = ||8]/1/]B|l2, se tiene que

= 18] -
J(8) = =" Ju(B)
; I8ll: ~ &=
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donde J; es diferenciable en todo punto salvo en el hiperplano {8 : 8y = 0}. Supongamos que
Boe # 0. Luego, para n suficientemente grande, Sy ¢ + z¢//n tiene el mismo signo que By . Por lo

tanto, usando el Teorema de Valor Medio, obtenemos que

e ) o= [ ()]

con ay € [0,1]. Cuando By = 0, Jo(By) = 0, entonces

z |zl 1
J, il
¢ (/60 + \/’ﬁ> (IBO) \/’ﬁ IBO N i
vaaP
Luego, Ry, 2(z) puede ser escrito como
P 2 \17 p 1
Rnyg(z) = \/’ﬁ)\n Z [VJ( <,30 + an7g\/ﬁ>:| Z H{ﬁoﬁéo} + Z |Zg‘7z H{ﬁojzo}
=1 =1 B 4+ —
O Vnlly

lo cual implica que R, 2(z) Lop z"q(z). Concluimos entonces, usando el Teorema de Slutzky, que

se cumple la condicién (a). [ |

DEMOSTRACION DEL TEOREMA . La prueba esencialmente utiliza la misma estrategia que la del

Teorema Consideramos el proceso estocastico indexado en z definido como R, (z) = R, 1(z) +

R, 2(z), donde R, 1(z) y Ry 2(z) estdn dados en (5.22) y (5.23)), respectivamente, con
P P
I, (B) = A, {(1 —a)) T8 + > |5A} :
=1 =1

Para probar que R, (z) converge en distribucién a R(z), debemos probar que se cumplen las condi-
ciones (a) y (b) descriptas en la demostracién del Teorema[5.7]

Usando que Jy(-) es una funcién continuamente diferenciable, es ficil ver que I(3) satisface
Luego, la equicontinuidad del item (b) es consecuencia directa de los Lemas y

Para probar (a), nuevamente alcanza con considerar el caso s = 1. Con ese motivo, fijamos z € RP.

Por el Lema [5.15| tenemos que Ry, 1(2) 2w + %ZTAZ, luego basta con estudiar la convergencia
en probabilidad de R, 2(z). Notemos que Ry, 2(z) = Ry 2,1(2) + Ry.2,1(z) donde

n(l—a) {ZJ@(
Rp22(z) = n/\na{z

/=1

Ry 21(2)

Bo,e + Zn‘) - Jé(’ﬁo,d)} ,

Boe + \j%’ - \50,@’} :

Usando argumentos estandar, es facil ver que

p
Rpai(z) = b(1—a) Y J;(|Boel) sign(Bo.) 2,
=1

p

Rn,zg(z) i} ba Z {Zg Sign(ﬁo,e)]l{ﬂoﬁéo} + ‘Zem{ﬁo,e:o}} s
/=1
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uniformemente sobre conjuntos compactos. Por lo tanto, Ry 2(z) — b z7q(z) y el resultado buscado

es consecuencia del Teorema de Slutsky. ]

DEMOSTRACION DEL COROLARIO [5.9| Probaremos solamente el caso en que la penalizacién es la

penalidad Signo, el caso de LASSO se obtiene en forma anéloga.

Sean

sign(SBo,¢) 180,41 A A lexk (p—k) X (p—k)
ap = ———">+ By : A= A € R¥Y Ay € RVP p .
1Boll2 Z Asr Ay

J=1

Como By =0sil=k+1,...,p, el Teorema implica que \/ﬁ(an - Bo) LDy = argmin, R(z)
donde

1 b i
R(z)=z"w+ -z"Az + Z |ze] + b sz ay
2 1Boll2 4%, =1

con w ~ N,(0,B).

Observemos que si A = A, entonces Bn,j = 0 para j ¢ A de donde
P(A=A,) <P(VnB,,;=0;¥j¢ A).

Por otra parte, como A = {1,...,k}, tenemos que \/ﬁBn I N z7;. De las propiedades de conver-

gencia débil y como {0,_x} es un cerrado, deducimos que

limsup P(A = A,,) < limsup P(\/ﬁ //B\n,H = Opfk) <P(zj; = 0p—k)

n—00 n—o0
con lo cual, bastara mostrar que P(z}; = 0,_j) < 1. Estudiaremos los casos b= 0y b > 0.

Si b =0, R(z) = z'"w + 32"Az de donde z* = —A~'w ~ N(0,A"'BA™!), con lo cual
P(z}; = 0,—1) = 0.

Sib > 0, R(z) no es derivable respecto de zy si zp =0, { = k+1,...,p. Por las KKT condiciones de

optimalidad (ver Biilmann y van de Geer, 2011) deducimos que

wg—{—(AZ*)g—{—bOég:O L=1,...k
b
lwe + (Az")y| < ‘¢ A,
1B0ll2
es decir, si a = (a1, ...,0p)7,
* * * * b
W1 +A]_]_ZI +A]_2Z]] +b oy = O y ‘W[[ +A2]_ZI +A22ZII| S m y
0

donde la desigualdad se entiende coordenada a coordenada. Por lo tanto, si z7; = 0,_; obtenemos
que wi+Anzij+bar =0y |wir+ Az} <b/||Byll2. Como A es definida positiva, deducimos que
z] = —Aﬁl(W[ + b aj). Por lo tanto, si v=wj; — AzlAﬁl(wl +bag) = (vi,...,0p—%)", tenemos

que Vv tiene distribucién normal multivariada y

b
1Boll2”

IP’(Zﬁ:Op_k)gPQw\g ve=1,...,p—k;><1,



5.8. APENDICE D: DEMOSTRACIONES DE LA SECCION 5.4 55
lo que concluye la demostracién. ]

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [5.10] Como en la demostracién del Teoremal5.7|definamos R,,(z) =
R, 1(z) + Ry 2(z), donde ahora

Raa(e) = 55 S {0 (Vi XT (8 + A 7)) — 6(%, X1 B0)} w(Xy)
n =1

Rua(2) = 55 {Ir, (B + A7) = 1 (B0)}

con Ix(8) = A||B]|1/]|8]|2. Observemos que argmin, Ry (z) = (1/An) (8,,—B,). Mostraremos primero
que R, ¢(z), £ = 1,2 es equicontinuo, es decir, dados € > 0, 7 > 0y M < oo veremos que existe

0 > 0 tal que

lim sup P* sup |Rpe(u) — Ry (V)| > €| <7n. (5.24)
n—00 max([ullg,l[vi2) <M
[u—vll2<d

Como en el Lema tenemos que implica que
Iy, (Bo+Anu) = I, (Bg+ A v) S XK (A [[u—v])
de donde |R,2(u) — Rp2(v)| < K|lu—v|1 < K/p|lu— vz, lo que prueba (5.24) para £ = 2.

Mostraremos ahora que Ry, 1(z) es equicontinuo. Como en la demostracién del Lema mediante

un desarrollo de Taylor de primer orden de Ry, 1(u) y Ry 1(v) alrededor de 3, obtenemos
1
An /10

donde ,éu y Ev estan definidas como

Raa(w) = R (v) = = VAV La(B) (=) + Ju" Au(B)u— v Aw(B,)v,

2

Bv = 50 + A\ Tv,nV Bu = 60 + A\ Tu,nU,

con Ty, Tun € [0,1]. Como en la demostraciéon del Lema [5.15, usando que /nVL,(3,) =N
N,(0,B), deducimos que /nVL,(8y)" (u—v) < Op(1)|lu — v|2. Por otra parte,

uTAn(Eu)u — vTAn(BV)V = uTAn(B’u)u — uTAn(,BV)u + uTAn(,BV)u

uTATL(BV)V + uTAn(BV)V - VTA”(IBV)V ’

luego, si [|lully, [[v]l2 < M,

[Rua(u) = Raa(v)] < Op(1) [ = vllo + M2 | An(By) = An(B,)

1
= v
2l - v]2M | An(B,)

Usando que A\, v/n — oo y que el Lema implica que A,(3,) — An(B,) 2> 0y AL(B,) == A
uniformemente sobre {u,v € RP : max{||ul|, ||v]|} < M}, se obtiene que (5.24) vale para ¢ = 1.

Mostraremos ahora que dados z1,...,zs € RP, (R, (z1),..., Rn(zs))" N (R(z1),...,R(zs))", don-
de R(z) = (1/2)z"Az + z7q(z). Como en la demostracién del Teorema basta probarlo para
s = 1. Fijemos z € RP. Nuevamente un desarrollo de Taylor de primer orden, tenemos que

1 1 ~
S VIV En(B) (=) + 52" A (B,

Rn,l(z) =
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donde L,(B) y A,(3) estédn definidos en |i y 1) respectivamente y Bz = By + \n Tz, con
Tn, € [0, 1] es un punto intermedio. La Fisher—consistencia dada en (3.13) y el Teorema Central del

Limite Multivariado implican que
D
VAV La(8y) 2 N,(0,B),

donde la matriz B definida en (3.18)). Por otra parte, A\, v/n — oo, por lo tanto,

1
N T ViV L (By) (u—v) 25 0.
Finalmente, por el Lema se tiene que A,(3,) = A, luego Rn1 2+ (1/2)2" Az.

Por otra parte, Ry, 2(z) 2 z"q(z). Como en la demostracién del Teorema si J(8) = 1B]l1/118ll2,
se tiene que I, (B) = X J(B)

8]l ~ &
donde J; es diferenciable en todo punto salvo en el hiperplano {3 : §; = 0}. Recordemos que

1

I (J (B +Anu) = J(By)) -

Supongamos que Sy, # 0. Como en la demostracion del Teorema para n suficientemente grande,

Rn,g (Z) =

Bo,e+An 2z tiene el mismo signo que Sy . Por lo tanto, usando el Teorema de Valor Medio, obtenemos
que
Je (Bo + A 2) — Je(Bo) = Ve (By + e M 2)]" An 2,

con oy, ¢ € [0,1]. Cuando By =0, Jo(By) = 0, entonces

Jo (Bo + An 2) — Jo(By) = m

Luego, Ry, 2(z) puede ser escrito como

p p
1
Rno(z) = { E [VJe (Bo + onedn 2)] " 2 Lig, 20y + E W’—Hﬁo o7, H{,BMO}}
=1 n

/=1

lo cual implica que Ry, 2(2) SN z"q(z). Por lo tanto, el proceso R, 25 R y usando el Teorema 2.7
de Kim y Pollard (1990), deducimos que (1/\;) (,[Ain — By) = argmin, R, (z) - argmin, R(z).

DEMOSTRACION DEL TEOREMA |5.11} Sea v = min{|fy ;| : 1 < j < k}/2. Consideremos el evento

En ={Bn11 =0p—k NBn1—Bosll2 <7}

Usando que P(&,) — 1 y la definicién de ,@n, tenemos que
1o ~ -~
= Z W(Y;, Xi 18, 1) w(Xi) X1 + VI, (B,1) +Tn,

donde X; 1 € RF es el subvector de X; correspondiente a las k coordenadas activas y P(r,, = 0x) — 1.

Sea a € R fijo. El Teorema de Valor Medio implica que

1 & - . -
a'0, = aTE Z U(Y;, X By r) w(X) X +atAn(B, 1 — Bos) +a VI, (B,) +a'ry,
=1



5.8. APENDICE D: DEMOSTRACIONES DE LA SECCION 5.4 o7

donde A, = (1/n) 37, x(V;, Xz‘T,IBn,I) w(Xi)X; 1 X con B = 180,I+Tn(1@n,l_ﬁ0,[) yo<m <L
Luego, tenemos que

- o~ 1 & ~
vna' Ay (B, — Bor) = - aTﬁ E U(Y;, X5 B80,1) w(Xi) X —a'yv/n VI, (B, 1) —a vnry.
i=1

La condicién implica que y/n VI, (Bn[) 2, 0. Usando que P(r, = 0;,) — 1y el Teorema
Central del Limite, deducimos que /7 aTA,, ([Ai’n 1= Bor) DN (0,a"Ba), de donde se deduce que
cu = ViAu(By s — By, 1) > N(0,B).

El Lema y el hecho de que Bn,[ AN Bo,1, implican que K;l L5 AL Por lo tanto, usando que
\/ﬁ(,@n 1= Bog) = A lc,, el resultado buscado es consecuencia del Teorema de Slutsky. [ |
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Capitulo 6
Resultados asintéticos para p — oo

El objetivo de este capitulo es probar resultados similares a los del Capitulo 5| para el caso en que p
tienda a infinito junto con el tamano de muestra n. Més especificamente, bajo este nuevo contexto, se
prueban resultados de consistencia, tasa de convergencia y distribucién asintética del M —estimador
penalizado, para ciertas elecciones de la funcién de penalizacién. También se presenta un resultado
sobre sus propiedades de seleccién de variables. Por simplicidad, supondremos que w(x) = 1, para
todo x y que {\,, }nen es una sucesién deterministica. Resultados andlogos podrian obtenerse cuando
se considera el estimador pesado, adaptando adecuadamente los supuestos a

Al estar estudiando la situacién en la que la dimensién p de la covariables tiende a infinito junto
con n, debemos considerar una sucesion de modelos. Més precisamente, consideraremos un arreglo
triangular de variables Bernoulli independientes, {Y,; : 1 < i < n,n > 1} y uno de variables

aleatorias explicativas {X,,;: 1 <1i <mn,n > 1} con X,,; € RP", tales que:

. eXP(XE,Zﬂo,n)
1+ exp(X}, ;B0.)

Tom,i = P(Yni = 11Xni) = F(X3,:80.)

donde {B,, : n > 1} es la sucesién de vectores de coeficientes de regresién verdaderos. Supondremos

que para cada n fijo, (Y, Xy i), 1 <4 < n, son independientes e igualmente distribuidas.

Para alivianar la notacion, omitiremos el indice n en las cantidades ya descriptas arriba, por lo que

(Yi,X;) con X; = (Xj1,...,Xip)" indicard la i—ésima observacion de ese arreglo triangular.

Al trabajar con pérdidas y penalizaciones no convexas, consideraremos también el siguiente estima-
dor restringido

B,.r = argmin = 3 6(Yi, X!8) + 1(8), (6.1)

I8lL.<R " =
donde R > 0 es una constante fija y ¢ es la funciéon dada en . Este tipo de restricciones es
comun al lidiar con funciones no convexas, ver por ejemplo Loh (2017) y el supuesto 3 (ii) en
Elsener y van de Geer (2018). La principal razén de considerar un estimador restringido, es que,
al restringir el problema de minimizacion a un compacto, las propiedades de consistencia son mas
faciles de obtener. A pesar de ello, en esta tesis también daremos un resultado de consistencia para

el estimador sin restringir definido en ([3.19)).

Consideraremos las siguientes hipotesis adicionales respecto de la eleccién de la funcion de pérdida

99
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R4 (t) > 0 y existe un ¢ > log2 y 7 > 0 tal que 9(¢) > 7 para todo 0 < t < c.

R5 p es tres veces diferenciable, con derivadas 1, ¥’ y ¢'" acotadas.

Observacién 6.1. Observemos que implica que la funcién ¢(y,t) definida en es tres veces
derivable en su segunda coordenada y tanto ¢ como sus derivadas, son acotadas para y € {0, 1}.
Por otra parte, si 1(0) # 0 y se cumplen y para una constante ¢ > log(2), como es el caso
de la funcién introducida por Croux y Haesbroeck (2003), entonces vale la condicién &

Al igual que en el capitulo anterior, supondremos sin perder generalidad que B, = (63 I OIT)_k)T
donde By ; € R* tiene todas sus coordenadas distintas de cero. Vale la pena destacar que la cantidad
k de componentes no nulas puede depender de n, creciendo eventualmente con el tamano de muestra.
Sin embargo, para obtener resultados de distribucién asintética deberemos hacer algunos supuestos

sobre los coeficientes B ;, mds precisamente sobre el comportamiento de
mo,, = min{|Bo;| : Bo; # 0} (6.2)

Como se menciona en Bithlmann y van de Geer (2011), cuanto mayor sea my ,, mas facil serd se-
leccionar variables. Consideraremos también las siguientes hipdtesis respecto de la distribucion de

las covariables X. Dado un vector v € RP, usaremos la notacién v = (vy,vyr) con vy € RF y

vir € RP —k,
Sean Xi,...,X,, las variables aleatorias explicativas correspondientes a la n—ésima fila del arreglo
triangular y sea X = (X1,...,X,)" ~ X;. Dada una matriz simétrica y semidefinida positiva

C € RP*P definimos como ¢1(C) al minimo autovalor de C y ¢,(C) al méximo autovalor de C.

Z1 Sea X;; es la j—ésima coordenada de X;, entonces

(f?fi; " Z X )

Z2 Existe una constante K; > 0 independiente de n tal que ¢, (E[XX"]) < Kj.
Z3 Existe una constante 71 > 0 independiente de n tal que 1 (E[XX™]) > 7.
Z4 Existe una constante Ky > 0 independiente de n tal que B E[XX"]3, < K2.
Z5 X tiene una distribucién eliptica centrada con funcién caracteristica

¢x(t) = £(t'T't)

para alguna funcién £ que no depende de n y algin I'" € RP*P,

76 Existe una constante K3 > 0 independiente de n tal que E ||X/||$ < K.
Z7 Existe una constante 72 > 0 tal que ¢1(By) > 7o donde

B; = E[W*(Y, X} By ;)X X]].
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Observaciéon 6.2. La hipétesis es necesaria para obtener tasas de convergencia con orden
(plogp/n)'/? sin pedir condiciones de acotacién superior sobre los autovalores de E[XX"]. Dicho

supuesto se cumple si X ~ N(0,1L,) y a, = logp /n — 0. Efectivamente, sea V;, ~ x2, luego

max — g max V, | .
1<j<p n 1<i<p

Por lo tanto, la desigualdad dada en Dasarathy (2011) permite obtener la cota

Qn
— <m0
(11253(;; n Z > ~ 1—exp(—2ay,)

Usando que 1 —z > exp(—2z), para 0 < x < 1/2, deducimos que|Z1|se verifica si a,, = logp /n — 0.

Por otra parte, v [Z5]son necesarias para probar la consitencia del estimador sin restricciones
definido en . En particular, se cumple si X,, 1 ~ SZ donde S y Z son independientes,
P(S >0) =1y Z ~ N(0,T). Esta clase de mezcla de normales incluye la normal contaminada,
la distribuciéon 7T,, de Student multivariada con m grados de libertad, ademés de la distribucién

normal.

Vale la pena mencionar que y implican que 71||B,||*> < VAR(X"B,) < K2. Por lo tanto,
como ||Bg||* = [|Bys|I* obtenemos que Z§:1 587]- < K2/7 para todo n aunque k crezca con el
tamafio de muestra. En particular, méx{|By | : Boj # 0} estd acotado y mo, = O(1/Vk), donde
mo, = min{|Bo ;| : Boj # 0} fue definido en (6.2). Por lo tanto, si k = k, — oo, el cumplimiento
simultdneo de [Z3]y [Z4] implica que mg, — 0.

La hipdtesis se utiliza para probar la tasa de convergencia y/n/p. Finalmente, las hipétesis
[Z6] y [Z7] son necesarias para probar la normalidad asintética de nuestro estimador al usar las
penalizaciones SCAD o MCP. &

Sea By = (Bo,,---,Pop)" . Para obtener la distribucién asintética de los estimadores de B ; y la
propiedad oraculo de los estimadores penalizados, consideraremos las siguientes hipdtesis respecto

al crecimiento de n, k, A, y los coeficientes de 3 ;.

N1 mg, \/n/k — oo, donde myg,, = min{|B ;| : fo,; # 0}.
N2 m()’n/)\n — OQ.
N3 k/n=0(N\2).

Observacidon 6.3. Vale la pena destacar que, si k y y By ; son fijos, se cumple, mientras que
es equivalente a A, — 0. Por otra parte, si existe mo > 0 independiente de n tal que mg, > my,
entonces k/n — 0y A\, — 0 implican y respectivamente. Si ademds mg,, estd acotado
superiormente, las condiciones anteriores son equivalentes. Finalmente, si mq, = O(1/Vk), como
cuando se cumplen m . entonces - n implican k?/n — 0y kA2 — 0. Estas dos tltimas
condiciones coinciden si A, = O(1/y/n), de lo contrario da una relacién entre el pardmetro de

penalizacién y el crecimiento de la cantidad de coordenadas no nulas. )

Como en el Capitulo [5] relegamos a los apéndices de este capitulo todas las demostraciones de los

resultados que se presentan.
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6.1. Consistencia

Como en los capitulos anteriores, definamos L(8) = E¢(Y,X"8) y Ln(8) = (1/n) Y 1=, ¢(V;, X! 3).
Cabe mencionar que a diferencia de lo que ocurre en el Capitulo [5 la funcién L(-) depende de n
ya que tanto la distribucion de X como su dimensién y la de 3 dependen de p = p,. Sin embargo,
para evitar notacién engorrosa no reforzaremos la dependencia en n salvo que sea necesario. Por

otra parte, para dar una medida de cercania basada en predicciones definamos
dy(B,By) = E[F(X"B) — F(X"By))*, (6.3)

donde X ~ X, ; y para reforzar la dependencia en n utilizamos el subindice n en la distancia.
Observemos que di(,@n, Bo) corresponde a evaluar (6.3) en 8 = ,[Ai, por lo tanto la muestra es fija y

podemos escribir
@2(B,. Bo) = E{[F(X"B,) - F(X"By)l2|(¥1, X1, ... (Yu, Xn) -

El siguiente resultado muestra que el estimador propuesto en (3.19) da origen a predicciones consis-
tentes. Mas atn, el estimador resulta consistente cuando las covariables satisfacen en particular,

si tienen distribucién normal.

Teorema 6.1. Sea X ~ X,,1 y supongamos que se cumplen las hipdtesis y[R4). Entonces,

(a) Si Bn el estimador definido en , tenemos que

d(B,,By) = Op <\/g+ An(ﬂo)> .

(b) Supongamos ademds que ||By|l1 < R y que eziste una constante M tal que P(||X||coc < M) =1,
para todo n > 1. Si 11 (E[XX™]) > 0, entonces

1B — Boll2 = O ((\/f . IAn(ﬂo)> - <(IE[)1(X])> 1/2) .

donde Bn,R es el estimador restringido definido en . Si ademds se cumple entonces

N 1/2
18, r — Boll2 = Op ((\/i‘i‘ IAn(/Bo)> > .

(c) Si ademds se cumplen las hipdtesis Yy p/n — 0 y I, (By) — 0 entonces,
HBn — Boll2 2= 0, donde Bn es el estimador definido en .

Observacién 6.4. En el item (a), probamos que F(X™3,,) es consistente en la norma Ly si p /n—0
e I, (By) — 0. La prueba se basa en el hecho de que la familia de funciones F definida en es
VC-subgrafo y el Teorema A diferencia de lo que ocurre en el modelo de regresién lineal, este
hecho no implica necesariamente que Bn sea consistente, pues la funciéon de vinculo F' es acotada.
Por ello, es necesario asumir hipétesis adicionales, como el supuesto que también es necesario

en el caso de regresién lineal. El resultado del item (a) también vale para el estimador restringido
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definido en y por lo tanto, en el item (b), probamos que la implicacién antes mencionada
es cierta si consideramos el estimador restringido , las covariables son acotadas en norma
| - lloo v ¢1(E[XXT]) se mantiene separado del 0, obteniendo un resultado preliminar de tasa que
serd mejorado en la Seccién Finalmente, en el item (c) mostramos que el resultado del item (a)
garantiza la consistencia del estimador no restringido definido en cuando la distribucién de
X tiene una distribucién eliptica centrada cuya generadora de la caracteristica no depende de n, lo

que incluye el caso particular de mezcla de normales como se describié en la Observacién &

6.2. Tasa de convergencia

El siguiente teorema da tasas de convergencia para nuestros estimadores. Su prueba usa cotas para
los incrementos de procesos empiricos dados en Biithlmann y van de Geer (2011) y el Teorema 3.2.5
de Van der Vaart y Wellner (1996), que utiliza una técnica conocida como “dispositivo de pelado”
(peeling device).

Para obtener una tasa para ciertas penalidades como la SCAD y MCP bajo condiciones més débiles

sobre A\ necesitaremos el siguiente supuesto

P2 Existe un 6 > 0 y sucesiones {an }nen ¥ {bntnen, an > 0, by, > 0, tales que si ||B — Byll2 < 5,

entonces

1, (B) = I, (Bo) = —anVE|B = Bollz — ballB — Boll3 - (6.4)

Observacién 6.5. Cabe mencionar que las penalizaciones LASSO, SCAD o MCP verifican [P2] En
efecto, para la penalidad LASSO a,, = A\, v b, = 0. Para las penalidades SCAD o MCP, podemos
escribir Iy, (8) = ?:1 I, (|Bj]) donde Jy, (-) es no negativa, dos veces diferenciable en (0, 00),
Jy, (Bosl) =0y Jx,(0) = 0. Dado dp > 0, definamos

an = mix {J} (|Bogl):1<€<py Poe#0} =mix {J} (|Bogl): 1<l <k}
by = bp(do) = Sup{’J”ﬂ(‘ﬂO/‘ +76)|:Te[-1,1],1<l<py Poe#0}
sup{|Jy (|Bo,| +T60)| : 7€ [-1,1], 1 <L < k}.

A partir de los argumentos utilizados la demostraciéon del Teorema (b), obtenemos que

k

k
In(B) = In,(Bp) = —an > |Be—Bosl - %Z I3 (€)|(Be — Boe)? (6.5)
=1

/=1

donde & pertenece al intervalo comprendido entre |5y| y |5o¢|. Por lo tanto, si |8 — Byll2 < 5 < o,
max (0, | 8o, — g) < &ny < |Boel + 8, de donde usando (6.5) se deduce que

k

k
I, (B) = In,(B0) = —an Y _|Bue—Boel —bn Y (Bre— o)

/=1 /=1

> —apVE|B = Bollz = ballB — Bol3

es decir, que vale la desigualdad ((6.4)).
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Si consideramos las penalizaciones SCAD o MCP, J3 (t) y Jy (t) son nulas sit > a), donde a es
el segundo parametro de ajuste, que suponemos fijo, en la definicién de estas penalizaciones. Por lo
tanto, si mg, > a\, para n > ng donde mg,, estd definido en , tenemos que a, =0y b, =0
para n suficientemente grande. En particular esto se cumple si existe mg > 0 independiente de n tal

que Mo, > mo y A, — 0 o si vale Observemos que si valen y como my,, = O(l/\/E),
existe M tal que Vk mo,, < M para todo n, luego la condicién mg, > al\, para n > ng implica

que A\, = O(1/Vk). )

Teorema 6.2. Supongamos que se cumple la hipdtesis[R1] y que existen constantesn >0y 7 >0
tal que si ||B—Byll2 < n, entonces L(B)—1L(By) > 7||8—Bol|3, para todon > 1. Sea Bn el estimador

definido en o en (ﬂ) y supongamos que |3, — Boll2 —2 0. Luego,
(a) Si se cumplen las hipdtesis y y A = O(y/logp/n), entonces

18, ~ Bolla = 0z <\/ plffp) - (6.6

(b) Si se cumplen las hipdtesis y Yy A = O0(y/1/n), luego

18, = Boll2 = Op <\/§) : (6.7)

(c) Supongamos que se cumple entonces

(i) bajo $i by = 0 y anVk = O(y/plogp/n), se obtiene la tasa de convergencia .
(1) si vale, by, — 0 y ap,Vk = O(\/p/n), la tasa de convergencia estd dada por .

Una condicién importante para la validez del teorema anterior estipula que existen n > 0y 7 > 0 tal
que L(B) — L(By) > 7|8 — By||3 siempre que ||3 — Byll2 < 7. El siguiente resultado da condiciones

bajo las cuales dicho supuesto se verifica.

Lema 6.3. Supongamos que se cumplen [Z3, [Z]) y[Z3] y que la funcion p satisface y[R4,
entonces evisten >0 y 7 > 0 tal que L(B) — L(By) > 7|8 — By |3 siempre que ||B — Boll2 < 1.

Observacion 6.6. Cabe mencionar que los items (a) y (b) del Teorema pueden ser aplicados
a las penalizaciones LASSO, Elastic Net, SCAD, MCP y Signo, ya que en estos casos se cumple la
hip6tesis[P1] Sin embargo, como se comenté en la Observacién [6.5]las penalizaciones LASSO, SCAD
o MCP Veriﬁcan Por lo tanto, el item (c) del Teorema permite obtener las mismas tasas que
las dadas en los items (a) y (b), pero con hipdtesis menos restrictivas para A,. En particular, para
la penalidad LASSO para obtener la misma tasa de convergencia del estimador, el pardmetro de
regularidad debe cumplir A, \/n k/p = O(1) en lugar de A\,v/n = O(1). Al igual que en el caso en el

que p es fijo, esta diferencia juega un rol importante en las propiedades de seleccién de variables. &

6.3. Propiedades de seleccién de variables

El objetivo de esta seccién es probar que, con probabilidad tendiendo a uno, nuestro estimador

selecciona variables correctamente al utilizar penalizaciones que verifican una condicién un poco
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mas restrictiva que la condicién ([5.4]) del Teorema Dicha condicién se verifica trivialmente para
la penalizacién LASSO y como veremos en el Corolario[6.5]también se cumple para las penalizaciones
SCAD y MCP.

Teorema 6.4. Sea Bn el estimador definido en 0 , donde ¢(y,t) viene dada por

y la funcion p : R>o — R satisface @ Sea {0 nen tal que 0,8, — Boll2 = Op(1) y definamos
VB | EXXT)
n \/ﬁ en Y

donde B estd definida en . Supongamos que \nc,' — oo y que para todo C > 0 existe una
constante Ko >0 y No € N tal que si n > N¢,

(6.8)

u u u An
D (Bor+ 3152 ) = 1 (Boa + 500 ) = e 3l (6:9)

para todos los vectores u; € R¥ yuy € RP™F que satisfacen ||uy||3 + ||uz||3 < C2. Entonces, se tiene
que P(B,, 11 = 0p—p) = 1.

Observacion 6.7. Vale la pena mencionar que si ¢, = \/% y se cumple y una condi-
cién analoga para t,(B), es decir, si existe una constante K > 0 independiente de n tal que
max {1, (E[XXT"]),1,(B)} < K, entonces ¢, = O(y/p/n). Por lo tanto, bajo estos supuestos, la
condicién \,c,; ! — 0o se cumple si )\n\/% — 00. Recordemos que la tasa requerida a la penalidad
en el Teorema b) para tener estimadores con tasa de convergencia \/p/n es A, = O(\/1/n),
con lo cual )\n\/% — 0. Asimismo, la tasa requerida a la penalidad LASSO en el Teorema (c)
también es incompatible con )\n\/% — 00, lo que es consistente con los resultados obtenidos en el
Capitulo 5| Por otra parte, si existe K* > 0 tal que min {¢,(E[XX"]),:,(B)} > K*, las dos condi-
ciones \,c; ! — ooy )\n\/m — 00, son equivalentes, por lo que en ese caso, la tasa de convergencia

del pardametro de penalizacién requerida en el Teorema [6.4] es andloga a la del Teorema |5.5 &

Como en el caso en que la dimensién era fija, el siguiente corolario muestra que el Teorema [6.4

puede ser aplicado a las penalizaciones SCAD y MCP.

Corolario 6.5. Sea B’n el estimador definido en 0 , donde ¢(y,t) viene dada por
y la funcion p : R>9 — R satisface @ Sea {ln}nen tal que €n||Bn — Boll2 = Op(1) y definamos cy,
como en . Supongamos que Anc,' — 00 y A\l — 00. Si I, (B) es la penalizacion SCAD o
MCP, entonces IP’(Bn 171=0,%) = 1.

Observacion 6.8. Cuando solamente se asume la hipotesis las condiciones pedidas para A,
en el Teorema [6.2f(a) y (b) (necesarias para obtener tasas de convergencia) son incompatibles con

1

la condiciéon A,c,- — oo. Sin embargo, al utilizar la penalizacion SCAD o MCP, las tasas de

convergencia dadas en el Teorema se obtienen pidiendo solamente A\, — 0 cuando mg, =
min{|Bo ;| : Bo; # 0} > mg, para todo n. Por otra parte, bajo y como mo,, = O(1/Vk),
A = O(1/VkE) lo cual no contradice las tasas de convergencia de ), pedidas en el Corolario
En particular, si £, = \/n/p y existen K >0y K* > 0 tales que K* < min {1,(E[XX"]), 1,(B)} <
méx {1, (E[XX"]),1,(B)} < K, la condicién A\,c,* — oo es equivalente a n/(kp) — oo, cuando se

cumplen y mientras que si vale la condicién A\nc, ! — oo implica mg ,,\/n/p — 0.
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Vale la pena mencionar que si se cumple entonces la tasa A,f, — oo pedida en el Corolario [6.5

es una consecuencia de \,c, ! — oo. &

A partir de los resultados obtenidos en los Teoremas [6.2]y [6.4] podemos obtener el siguiente corolario
que permite mejorar la tasa de convergencia de los estimadores definidos en 0 en . En
primer lugar, observemos que I,(:) : RP — R y por lo tanto, en todos los resultados anteriores las
penalizaciones constituyen una sucesién de funciones de penalizacién, no sélo por su dependencia
en A\, sino también por su dominio. Sin embargo, teniendo esto en claro para evitar notacién
engorrosa, entenderemos que cuando escribimos Iy (3) para 8 € R? o I, (b) con b € R* consideramos
penalizaciones con distinto dominio. Para mayor claridad, utilizaremos el subindice k para indicar
vectores en R¥. Para probar el Corolario sera necesario el siguiente supuesto para la funcién de

penalizacion.

P3 Dado by € R¥ tal que by, # 0, se cumple I, (by) = I((b}, 0, )"

Corolario 6.6. Sea Bn el estimador definido en (3.19) o en . Supongamos que
P(En’ 11 =0p—k) = 1 cuando n — oo. Definamos

~ 1 &
by = argmin — Y  ¢(Y;, X 1by) + Ix(by) .
by €RF n i=1

Si se cumple la hipo’tesis y ||y — Bo.rll2 = Op(\/k/n) entonces, 18, — Boll2 = Op(\/k/n).

Observacion 6.9. En primer lugar, observemos que la hipdtesis se cumple para las penali-
zaciones LASSO, Signo, SCAD y MCP. M4és generalmente, se cumple para toda penalizacién que
puede escribirse como I (8) = ?:1 Jx, (185]) donde Jy, (0) = 0.

Por otra parte, el Teorema 6.2 da condiciones para que |[by — Bo.rll2 = Op(y/k/n). De hecho, para
deducir Hgk — Bosllz = Op(+/k/n) alcanza que las hipétesis se reemplacen por versiones
andlogas en donde solamente consideramos las primeras k coordenadas de X y 3,. Cabe notar que,
en particular, la hipétesis ya da una condicién sobre las primeras k£ componentes de X y B, pues
es equivalente a que By [E[X;X]]8y; < K3. &

6.4. Distribucion asintotica

En esta secciéon, estudiamos la distribucién asintética del estimador Bn definido en 1' . Mostramos
que, para algunas penalidades, el estimador tiene la propiedad oraculo, es decir, que el estimador de
Bm 7 tiene la misma distribucién asintdtica que la del estimador obtenido sabiendo de antemano que

las ultimas p — k coordenadas son 0 y utilizando esa restriccién en el modelo de regresién logistica.

Para dejar clara la dependencia en el tamano de muestra, cuando k crece con n o cuando la dis-
tribucién de X}"ﬁa ; depende de n, dado un vector by, € R¥, indicaremos por Agk)(bk) € RF¥k y
ng) (by) € REF*F a las matrices

AP (b)) =E [V, Xb)X,X}] vy BW(by) =E [¥2(V, X by) X, X}] .
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Definamos Agk) = Agk) (Bor) ¥y ng) = ng) (Bo.1)- Observemos que, en este caso, dado vy, € RF
con |[vi]l2 = 1 la cantidad t? = vngk)vk también depende de mn. Sin embargo, por simplicidad
de notacién en los enunciados del Teorema y del Corolario escribiremos t en lugar de ¢,.

Definamos ademéds para by = (by,...,bg)" € RF con b; #0,1 < j <k,

oIy ((bg, og_k)T)

VIy(bg) = by

~

Teorema 6.7. Sea vy, € R¥ tal que | vill2 = 1 y seat? = VEB(Ik)Vk. Supongamos que P(B,, 11 = 0p_1) — 1,
cuando n — 00, Y que HEln —Boll2 = Op(+\/k/n). Mds ain, supongamos que se cumplen las hipdtesis

@ y. Luego, si k*/n — 0y
Vil V Iy, By, Dl = 0, (6.10)

tenemos que \/n t_lnggk) (Bn,l - Bo.s) N N(0,1).

Finalmente, el siguiente colorario muestra que el Teoremal[6.7puede ser aplicado a las penalizaciones
SCAD y MCP.

Corolario 6.8. Sea vy, € RF donde ||vi|2 =1 yt? = VEng)Vk. Supongamos que IP(BM 11=0p1) =1
cuando n — o0 y que ||Bn —Boll2 = Op(\/k/n). Mds ain, supongamos que se cumplen las hipdtesis

@ y. Si k*/n — 0 y I, es la penalizacion SCAD o MCP, entonces

~

Vit WIAW B, By 2 N(0,1).

Observacién 6.10. Vale la pena mencionar que si en el Teoremal6.7)y el Corolario pedimos la
condicién de tasa sobre los estimadores obtenida en la Seccién es decir, ||Bn —Boll2 = Op(\/p/n),

la conclusién de dichos resultados sigue valiendo si p?/n — 0 en lugar de k? /n — 0 y si reemplazamos

las hipotesis y por mo.n \/n/p — 0oy p/n = O(A\2), respectivamente. &
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6.5. Apéndice A: Demostraciones de la Seccion [6.1

Para probar la consistencia de los estimadores propuestos cuando p — oo, usaremos el Lema |4.5
que corresponde al Teorema 2.14.1 de Van der Vaart y Wellner (1996). La importancia de ese
lema radica en que, al trabajar en un contexto en donde la dimensién p diverge a infinito, no se
pueden usar resultados “limite” como la Ley de los Grandes Ntumeros. En cambio, en este contexto
son utiles las cotas para el proceso empirico con un n fijo, lo cual es justamente lo que provee el
Lema Aplicaremos ese lema a la familia de funciones definida en , es decir, a la clase de
funciones F = {f(y,x) = ¢(y,x*B) : B € RP}. Recordemos que para una funcién f : RP*1 — R,

Pof = 1/n) 320 f(Ye, X5) y Pf=E[f(Y,X)].

Lema 6.9. Sea ¢ definida como en . Si se cumplen las condz’cz’ones y entonces existe

una constante C independiente de n y de p que satisface

< 01\/;-
n

DEMOSTRACION. Como p es acotada, existe una constante C' = ||@]loc > 0 tal que |¢(y,x"3)| <

E lsup [(Pn = P)(f)
feF

|¢||co para todo y € {0,1}, x € RP y B € RP, es decir que F = ||¢]|c es una envolvente de la clase
de funciones F = {f(y,x) = ¢(y,x"B3) : B € RP}. En el Lema [5.2| probamos que F es VC-subgrafo
con indice V(F) < 2p + 4.

Usando el Lema deducimos que, para alguna constante universal K7,

o (1\2VE)D
NCll Bl le0) < EiV(FIas0" (1)
2 4p+6
< Ki(2p +4)(16e)*+ <8> : (6.11)

Por lo tanto, usando el Lema obtenemos que para alguna constante universal M > 0

E |sup [vn(P, — P)(f)|

1
<M gosup [ /14108 N € 6] F. - o).
feF Q Jo

donde el supremo se toma sobre todas las medidas de probabilidad discretas Q. Utilizando (6.11)),

deducimos que

T+ 108N E10lle, Bl Ia0) < \/ 1t log (K1 (29 +4) + (2 + )(1og(16) + 1)+ (1p + 0)log (2.

Usando que logp < p para p > 1 obtenemos que para alguna constante C' > 0, independiente de n
ydep, 1+log (K1(2p+4))+ (2p+4)(log(16) +1) < C(2p+4) < C (4p+6) < 16 C p. Por lo tanto,
como 4p + 6 < 16p, si C1 = méx(C +1og(2),1) y Co =4 M ||¢||cc C1, tenemos que

Ly 1
< \/]302/ 1+log<€>d5,
0

de donde concluimos el resultado usando que fol V1 —log(e) de < . [ |

E |sup [vn(P, — P)(f)|

feF
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Lema 6.10. Sea M (m,m) definida como
M(r, mo) = mop(—log m) + (1 — mo)p(— log(1 — m)) + G(x) + G(1 ), (6.12)

para (m,m9) € (0,1) x [0,1].

(a) Si se cumplen las condiciones[R1 y[RZ, entonces la funcién M (m,my) puede ser extendida a

una funcion continua en el conjunto [0, 1] x [0, 1].

(b) Si se cumplen las condiciones Y entonces existe una constante T > 0 tal que, para
todo 0 < w < 1, se cumple que

M (m,70) — M (mo, mo) > 7(m — m)*.

DEMOSTRACION. (a) Observemos que las hipétesis y implican que existe una constante
finita poo tal que

Jim p(t) = poo.
Por lo tanto, si definimos M (0, 7) = mopeo + G(1) y M(1,7) = (1 —70)poo + G(1), es facil verificar

que la funcién M (w, mp) asi extendida, es continua en [0, 1] x [0, 1], lo que concluye la demostracién
de (a).

(b) Supongamos 0 < 7 < 1. Como en la demostracién del Lema 2.1 de Bianco y Yohai (1996),

tenemos que

oM (o) = (= o))

donde g(7) esta definida por

o(m) = <¢(—log7r) L Yl=log(l —ﬂ))> .

T 1—m

Notemos que la funcién g es una funcién simétrica alrededor de m = 1/2 y tal que, si 7 € [1/2,1],
(-~ logm)
T

donde 7 es la constante de la hipdtesis

g(m) = > p(=logm) = 7, (6.13)

El resultado buscado es entonces una consecuencia de (6.13)) y del hecho de que

T OM (7, )

du. O
om b

T=U

M (7, 7o) — M (7o, m0) :/

™0

Lema 6.11. Sea Z = (Z1,Z2)" un vector aleatorio con distribucidn eliptica centrada y funcién
caracteristica ¢pz(z) = (2" Xz). Supongamos que E(ZJQ) < 00, para j = 1,2, de forma tal que si
3 = Cov(Z) tenemos que
2
== 7 P = o)y
pPo102 05
Supongamos ademds que o2 > 0 y que existe Ko > 0 tal que o9 < K» y la distribucion de Z verifica
[F(4 K9) — F(2 Ko))?

E{[F(21) - F(Z)P*} < - ,

(6.14)

donde F(t) = exp(t)/(1 + exp(t)). Entonces, tenemos que
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(a) eziste una constante Cy que solamente depende de & tal que o1 < Cy Ka.
(b) existe una constante Cy que solamente depende de Ko y & y cumple

E((Z1 — Z2)%] < C2E[(F(Z1) — F(Z2))?].

DEMOSTRACION. Para probar el item (a), observemos que si o1 = 0, la desigualdad vale con Cy = 1.
Supongamos por lo tanto que o1 # 0. La desigualdad de Tchebychev implica que
P(|Z2| <2K3) > 3/4. (6.15)

Sea ¢ tal que
[F(41K5) — F(2K))?

E{[F(Z) - F(Z)*} <c< 1 : (6.16)
tenemos entonces que
¢>E{[F(Z1) - F(Z2)]*} 2 E{[F(Z1) - F(Z) Nizyj<or, Uz }
> [F(4K9) — F(2K»)]? P(|Z2] < 2Ka N |Z1] > 4K>)
> [F(4Ks) — F(2K,))? {P(|Z2| < 2Ky) — P(|Z1] < 4K>)}.
En virtud de esta desigualdad y (6.16)) deducimos que
1
]P(|Z2| < 2K2) — P(|Zl| < 4K2) < 1,
con lo cual usando ([6.15]), concluimos que
P(|Z1] < 4K3) > 1/2. (6.17)

Sea V; = Zj/oj, j = 1,2. La funcién caracteristica de Vi = Z /o satisface

dvi(s) = bz ((;10> T) —¢ (_2‘20)> , (6.18)

de modo que su distribucién solo depende de £. Sea m la mediana de |Vi|. Observemos que (6.17)
implica que P(|V;| < 4K5/01) > 1/2, entonces 4K3/01 > m, de donde se deduce el resultado

buscado.

Probaremos ahora el item (b). Supongamos primero que |p| # 1 y o1 # 0, con lo cual la matriz X
es inversible. Sea W = 271/2Z, luego W tiene distribucion esférica y

ot = (4.

Observemos que los autovalores de X estan acotados por TR(X) = o2 + 02, con lo cual por el item

(a), sus autovalores estén acotados por (C3 + 1)K3.

Por otra parte, notemos que

1

W'W =Z"S 12> (S HIZI1E > ———
>u(E)Z|5 > (L )K2

1213 -

Sea mj la mediana de |[W]|2 que sélo depende de &. Luego, si [[W]3 < m? tenemos que

max{|Z1|,|Za|} < Cy K3 donde Cy = m1(CZ + 1)'/2 sélo depende de €. Por lo tanto, el Teorema de
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Valor Medio implica que existe —Cy Ky < 0 < C Ky tal que [F(Z)) — F(Z)]* = [F'(0))* (21— Z2)2.
Usando que F'(t) = F(t)(1 — F(t)) es par, creciente en (—oo,0] y decreciente en [0, 00) deducimos
que [F(Z1) — F(Zy))? > [F'(C1 K2))* (Z1 — Z5)? con lo cual

2
E{[F(Z) - F(Z)P} 2 E{[F(Z) = F(Z)] Qiwjoom | 2 E{[F(C1 K2)]* (21 = Z2) Tywippm, | -
Sea v = (1,—1)7, entonces, como W = £7Y/2Z y W/||[W ||, es independiente de |[W |5 obtenemos
que
E{[F(Z1) — F(Z)?} > [F'(C1 K2)]*E (V'ZZ™V Ljwjp<m, )
= [F/(C1 K2)]E (VIEPWW IS Ty, )

WW?T
IWIi3

Més atin, como E (WWT/|[W||3) = (1/2)I, pues W /||W ||z tiene distribucién uniforme en la esfera
unidad y v'Ev = E[(Z; — Z5)?], obtenemos que

2
— [F(Cy K2)]* V'SR ( ) E (|WIBLiwis<m, ) E'/2v .

/ 2
E{(F(z) - F@)?} = O g (W) E (21~ 227) = CE [(21 - 22)7]

Como m; es la mediana de ||[W]||2, tenemos que P(||W|]2 < m;) > 1/2, de donde deducimos que
E (HW”%HHW\\zgml) # 0 y por lo tanto, C' > 0 concluyendo la demostracién de (b) si p # 1.

Consideremos ahora el caso en que |p| = 1y 01 # 0. Cuando esto sucede, existe una constante
a # 0 tal que Z; = aZs, de donde J% = a? 0’% y Vo = Zy/oy = Z1/o1 = Vi. Recordemos que
llamamos m a la mediana de |V}| = |Va|, de donde P(|Va| < m) > 1/2. Luego, si |V2] < m entonces
|Z1| < mo1 < mCoKy por (a) vy |Z2] < moa < mKy, es decir, méx{|Z1|,|Z2|} < Cy K2 donde
Cy = mmax{Co, 1}. Por lo tanto, usando que E [(Z; — Z5)?] = (a — 1)?03 y el Teorema del Valor

Medio obtenemos que
2 2 / 2 2
E{[F(Z1) - F(Z)]"} 2 E{[F(Z1) - F(Z) Tnsiem | 2 [F'(C2 K B [(Z1 — Z2) Ty <]
Z2
> [F/(C2 K2))* (a — 1)*03E [Uémgm]
2
= [F(Co o) E[(Z1 — Z2)°) E (Vi vgjcm) -
Como la distribucién de Vs sélo depende de &, E [V22H|V2|§m] solamente depende de ¢ y es no nula

pues P(|Va| < m) > 1/2, concluyendo la demostracion.

Finalmente, si 01 = 0, P(Z; = 0) = 1, por lo tanto, debemos ver que E {[F(Zl) - F(Zg)]2} > Co3
para alguna constante C que sélo depende de £ y K5. En este caso, sea ms la mediana de V5. Como en
el caso |p| =1y o1 # 0, tenemos que el Teorema del Valor Medio implica que si |Zs| < mos < mKs
entonces [F(0) — F(Zy)]* > [F'(m K»)]* Z2, de donde

E{[F(2)) - F(Z)P} > E{[F(0) = F(Z) yycm } > [F'(m K2)]* 03E (VT vs1cm)

lo que concluye la demostracién. ]

DEMOSTRACION DEL TEOREMA . Probaremos primero el item (a). Usando la definicién de 3,,,

tenemos que

o~

Lo(By) < Ln(B,,) + In, (B,) < Lu(Bo) + I, (By) »
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lo cual implica que

L(B,) — L(Bo) < [La(By) — L(By)] — [La(By) ~ L(B,)| + In, (Bo)-

Sea (' la constante del Lema donde supondremos sin pérdida de generalidad que Cy; > 1.

—{su _ Py
Ay — { 1 1L (8) ~L(B)] < clzr\/; }

En virtud del Lema y de la desigualdad de Markov, se tiene que P(A, ) > 1—1/T, para T > 1.

Entonces, en el evento A,, 7, se verifica que

Consideramos el evento

L(B,) — L(8y) <2C4 T\/g +I\(By) <2C: T {\/g + I,\(ﬁo)} . (6.19)
Un célculo sencillo muestra que para M definida en
L(B,) — L(By) = E{M(F(X"B,), F(X"By)) = M(F(X"Bo), F(X"B))| (Y1, X1 (¥, X) |

por lo tanto, por el Lema tenemos que existe una constante 7 > 0, independiente de n, tal que
~ ~ 2 ~
L(Bn) - L(BO) > T E { [F(XTIBH) - F(XTBO):| ‘(Yla Xl): v (Yna Xn)} = Td%(ﬁnv BO) )

lo que junto con (6.19) concluye la demostracién de (a).
Para probar el item (b), observemos que si méx{||3, |1, Boll1} < Ry | X[lso < M, entonces por la
desigualdad de Hélder max{|X"3,)|, X8|} < M R. Usando que F'(t) es par, creciente en (—o0, 0]
y decreciente en [0, 00), como en la demostracién del Lema obtenemos que
E|(F(X"B,) — F(X"8y))| > (F'(MR))* E[(8, — 8)"XX" (B, - 8y)]
> (F'(MR))* u(E[XX")) |18, - Bol3 -

En particular, si se cumple (Z3))
E[(F(X"B,) — F(X"B,))?] > m1 (F'(MR))? |, — Boll3-

Por lo tanto, el resultado buscado es consecuencia del item (a).

Para probar el item (c), basta mostrar que dados € > 0 y > 0, existe ng tal que si n > ng, se
verifica que

P(IB, — Boll3 <) >1-4. (6.20)

La hipétesis implica que, para cualquier 8 € RP, Zg = (X"8,X"3,)" tiene distribucién
eliptica con segundo momento finito y funciéon generadora £. De la hipdtesis deducimos que
VAR(X™3,) # 0. Por otra parte, VAR(X"3;) < Ks por donde K3 no depende de n.

Como p/n — 0y Iy, (By) — 0, del item (a) tenemos que dn(Bn, By) == 0. Definamos el evento

[F(4K3) — F(2K))]? }
< .

B, = {di(Bn,ﬂo> <
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Siw e By, Z5 B, () cumple las condiciones del Lema (b) con lo cual, existe Cy que sélo depende
de £ y Ko, pero no depende ni de w ni de n, tal que

D'?L(Ian?/g()) < C2d721(ﬁn»,30) )

donde D2(3, 8,) = E[(X"8 — X" 3,)?]. Definamos ademés el conjunto

~ 5
Aa,n = {d%(IBTL?IBO) S CTl} )
2
donde 7; estd dada en

Como dy(8,, By) == 0, tenemos que lim, P(A. ,,) = lim, P(B,,) = 1, de donde
limP(A., N B,) =1

y existe ng tal que si n > ng, se cumple que P(A., N B,) > 1 — 6.

Observemos que si w € A, N By, tenemos que

D?L(//B\nuﬁO) S 02 d?L(an’IBO) S ETL -

Por otra parte,

D3 (By: Bo) = (B, — Bo)"EIXX"(B,, — Bo) = 1B, — Boll3u (EXX"]) = 118, — Boll3

de donde || 8, — Boll3 < &. Por lo tanto, obtenemos que ([6.20) vale, concluyendo la demostracién. W

6.6. Apéndice B: Demostraciones de la Seccion

DEMOSTRACION DEL TEOREMA . Probaremos el resultado para el estimador Bn definido en
(3.19), la demostracién para el estimador dado en (6.1]) es andloga. Vale la pena mencionar que
implica que L(8) < oo para todo 3.

Empecemos probando el item (a).

Sean v, (B3) = L,(8) —L(B) y n, = \/n/(plogp). Para acotar el incremento del proceso empirico vy,
usaremos el Lema [4.6{(a) definiendo y(y, s) = ¢(y, s), y € {0,1}. Observemos que y(y, s) es derivable

respecto de su segundo argumento con derivada v'(y, s) = ¥(y, s) donde ¥ estd definida en (3.11)).

Por lo tanto, por 17 lloo < 4]|¢)|lco < o0, luego por el Teorema de Valor Medio, tenemos que -y
cumple (1)) con Cy = 4[]/ Por lo tanto, el Lema [4.6] implica que para todo M > 0

E( wp\%@—%ww)yma %§%<anZX>SMQ logp

I1B—Bolli <M 1<i<p n n

donde la tltima desigualdad se deduce de y la constante C1 no depende de n ni de p.

Como ||B — Byl|l2 < d implica que ||3 — By|1 < /pJ, obtenemos que

E(sw hmm—wwm)sm( sup hmm—%wm>§%ﬂ

1B—Boll2<d 1B—=Boll1</Pd
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de donde, en virtud de la desigualdad de Markov, concluimos que para todo C > 0

C16
]P’( sup  |vn(B) — va(By)| >c) < glc (6.21)
I1B—Boll2<6

El resto de la demostracién sigue las mismas ideas que las de la prueba del Teorema 3.2.5 de Van

der Vaart y Wellner (1996) y se basa en el denominado “dispositivo de pelado” (peeling device).

Sea cn, = P(||B,, — Bollz > 1), donde 5 > 0 es tal que L(8) — L(B,) > /|8 — By |3, para todo n > 1
y |18 — Boll < n. Como H,(Ain — Boll2 2= 0, tenemos que ¢, — 0. Para cada j € N, definamos los

conjuntos
Anj ={B R : 2771 < 4|8~ Byll2 < 27}

Sea M un ntumero natural y observemos que como Bn minimiza L,(3) + I,(8), se tiene que
Ln(ﬁn) + I)\n (Bn) < Lﬂ(ﬁO) + I)\n (ﬁO)a por lo tanto

P(LallB, = Bollz > 2Y) < eat D P (B, € Auy)

J>M+1
2]§‘€n7]
et 30 P( 0 L)+ 1,(8) - LB~ I, (90) <0)
J=M+1 An.g
23<€n77
=t Y. ( fnf vn(ﬁ)—vn(ﬂo)—i—j}n(,@)—I,\n(ﬁo)+L(B)—}L(ﬁ0)§0>,
J=M+1 An.g
23<£n77

Observemos que [P1] implica que Iy, (8) — Ix,(8o) = =, (8) — Ix.(Bo)| = —AnK||B = Bollx-
Ademas, dado B € A, j, |8 — Boll < nsi 27 < 4,n, con lo cual L(B) — L(By) > 7(|8 — Boll3- Por lo
tanto, si B € A, ;

vn(B) = vn(Bo) + 1, (B) = Ix, (Bo) +1(B) ~LL(By) > ~va(B) —vn(Bo)l =M K B~ Boll1+7I18~Bollz,

lo que nos permite concluir que P(ﬁnHBn — Boll2 > 2M) < ¢, + d,, donde d,, = Z dn,j con

j>M+1
27 <t

dw‘:P(— sup [un(B) = vn(Bo)| = KAn sup |8 =Bl +7  inf Hﬂ—ﬂoH%SO)-
BeAn,j ,@eAnJ BeA

Observemos que si 8 € 4,5,
g 2972 NG
”IB_BOHQZET y 18 = Bollx S\/ﬁH,@—BOMST,

n

por lo tanto,

p2j 7222
~K0 swp 18- Bl + it (8- Al 2 o0 IR L T
BEAnJ BeA n n
de donde
dp; <P sup  |vn(B) — vn(Bo)| = o

j
1B—Boll2<Z-
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Ahora bien, A\, = O(y/logp/n), luego existe una constante D > 0 tal que A, < D+/logp/n para

todo n, con lo cual si
8K D

log()
M>—>T 7 11 My,
log 2

tenemos que «,, > 0, de donde usando ([6.21]) obtenemos que, para todo j > M + 1,

2J

2ay,

dn; < Ch

Ahora bien, como A, < D\/W para todo n, tenemos que A, /p < D//, de donde 2 a, >
27 (729'*2 — KD) > 7227/8,si j > M +1 con lo cual dn,j < 277 (8Cy)/7. Dado ¢ > O,sea N. € N
tal que si n > N, ¢, < €/2. Por otra parte, sea M, € N, M, > M tal que ijMg 277 < 7¢/(16C1).

Luego, si n > N, tenemos que P (ZRHBn — Boll2 > 2M€) < e, concluyendo la demostracién de (a).
Probaremos ahora el item (b). En este caso, definamos ¢, = y/n/p.

Notemos que si ||3—Byll2 < J, entonces E[(XTB—X"3)?] < §21,, donde por simplicidad indicamos
por ¢, al miximo autovalor de E[XX"]. Usando el Lema (a) obtenemos

E ( sup |un(B) — vn(ﬂo)l) <E ( sup v (8) — vn(ﬁo)l) < 4075\/5\/5
E[(

1B—Bqll2<6 XTB-XT3,)2]<62 1,

La condicién asegura que ¢, (E[XXT™]) < K3, para todo n, de donde

E <| s [0a(6) —vn(ﬁo)l) < 4C\/Kns ﬁ _ 1O0VED.

1B-Boll2<6 tn

El resto de la demostracién es completamente andloga a la demostracion del item (a).
A continuacién, probaremos el item (c)(i).

Al igual que en la prueba del item (a), tomamos ¢, = \/n/(plogp). Siguiendo la misma cadena de

desigualdades, llegamos a

Vi(B) = vn(B) — vn(Bo) + In, (B) — In,,(Bo) + L(B) — L(By) > —[vn(B) — vn(By)]
— anVE|B = Boll2 = bullB = Boll3 + 7118 — Boll3 -

Con lo cual, si 8 € A, ; tenemos que

j 2j 2j—2
ValB) 2 — sup [0(8) — va(By)| — anVho — by g+ T

BeAn,j fn ng 6721

con lo cual P(ﬁnH,Bn—ﬂng > 2M) < ¢, +d,, donde ahora ¢, = ]P)(HBTL—/B()HQ > 77), con 7] = min(, 0)

vy dp = Z dp ; con

J>M+1
27 <tn)

222 2J 2%
dpj =P(_f Vi(B)<0) <P sup [0a(8) = va(By)| > —g— — anVh— — by | .
’ ¥ BEAn,; en gn En
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Como a,Vk = O(1/¢,,), existe D > 0 tal que a,Vk < D/{,, para todo n. Sea ng tal que si n > ny,

b, < 7/8 y sea
16 D

10g< )
M>—>T 7 1= Mmp.
log 2

Por lo tanto, sin >ngy M > M

T2%72 2 2% 9% <T D ) 29 T
an=—— =k —b o > o (1= =) >
" 2 ", 2 T2 \4o29 " 2 16

de donde

2% 1
dnj <P ( sup [0 (8) — va(Bo)| > om) <P swp o fun(B) —un(Bo)l = 515
BeA,, 18-Boll2< 2 "

Esta desigualdad y (6.21)) permiten concluir que d,, ; < (16 C1)/(72%) y la demostracién sigue como

en (a).

La demostracién del item (c)(ii) es completamente analoga, tomando ¢, = y/n/p. [ |

DEMOSTRACION DEL LEMA [6.3| En primer lugar, observemos que como L(3) = E¢ (F(X*3,), X' 3),

se cumple que
L(B) — L(By) = E [¢(F(X"B). X' B) — o(F (X" o), X" By)] -

Teniendo en cuenta que p cumple y como veremos en el Lema [6.10] existe una constante

70 > 0, independiente de n, tal que
L(B) — L(By) = E [¢(F(X"By), X"B) — (F(X"By), X" By)] = o [F(X"B,) — F(X"By)]” .
Por otra parte, tenemos que
E[F(X"8) — F(X"8)]" < 1, (BXX"])|18 — Bol3 -

La hipdtesis implica que Z = (X'3,X"3)" tiene distribucién eliptica con segundo momento
finito, mientras que de deducimos que VAR(X"3,) # 0. Més atin, VAR(X"3,) < K2 por
donde K3 no depende de n. Por lo tanto, podemos elegir n > 0 suficientemente chico de manera
tal que se cumpla la condicién del Lema con o2 = VAR(X"3,) v K> la constante dada
en la hipétesis Utilizando el Lema (‘b)7 podemos concluir que existe una constante Cf,

independiente de 7, tal que
E[X"8 - X"8,]° < O1E [F(X"8) — F(X"B,)]” .

Las cotas anteriores implican que

L(B)-L(By) > 1o [F(X™B) — F(X"By)]” > n0Cy "B [X"(8 = By)]”* > moCy 1 (B [XXT])[B-Bol3

lo que nos permite concluir que la condicién del Teorema sobre la funcién L efectivamente se
verifica tomando 7 = 197 C] I donde 7y est4 dada en [ |
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6.7. Apéndice C: Demostraciones de la Seccién

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [6.4] Esta demostracién es muy similar a la hecha para el Teorema
Dado 7 > 0, mostraremos que }P’(,Bn 11 = 0p—k) > 1—7 para n suficientemente grande. Definimos
V, : RF x RP~% 5 R como

u; up u; ug
Va(ur,uz) = (501 o £n> + I, (501"‘ 0 £n> )
donde L, (8) estd dado en (3.10). Sea C' > 0 tal que P(B,,) > 1 — 7/2, donde

By, = {0a]|B,, — Boll2 < C}.

Luego, para todo w € B, si escribimos

3 UTn Ugn '
IB’H,: (/85,[+ 6717 9 Enj ) )

tenemos que ||Uy,|2 < C, donde U,, = (U7 ,,,U; )", Ui € RF, Us,, € RP7F . Observemos que

(Ul no U;n)T = argmin Vn(uh u2) . (622)
[[u1][3+[luzl|5<C?

Nuestro objetivo es probar que, con alta probabilidad, V;,(ui,uz) — V,,(uy1,0,-x) > 0 para todo
a1 |3 + [[uz|3 < C? tal que uz # 0,_.

Consideremos u; € R* y uy # 0, tales que |Jui]|3 + ||uz|3 < C2. Observemos que V;,(uy,us) —
Vn(ul, Op_k) = Sl,n + SQ’n donde

u; u u
Sl,n =L, <501 L ;) — Ly (ﬁo,l + elvop—k> )

u u
Son =1y, <ﬂ01+ E: Zj) <ﬂ01+ ‘. 0p— k) .

En primer lugar, acotaremos S1 5. El Teorema de Valor Medio implica que

1< .
SLn = E Z \I’(Yu Xgﬁn)x;rug)) )

donde u) = (0F,ul /e,)"
up

ﬂoﬂra

uz
Ly

para algin ;1 € [0,1]. Por otra parte, usando nuevamente el Teorema de Valor Medio, tenemos

On 1

que

1 - k% *
- Z (¥;, X7 B,) = W3, X7 Bl X[ uf) = =3 (Vi XTB)(By, = Bo) XX )
=1

= (85 — Bo) A, (B ),
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donde A,,(B) es la matriz dada en (5.12)) y

uj
Bo,r + .27~
n
*k
n )
ug
On,2 On 1 E

con oy, 2 € [0, 1]. Luego, observando que

sl,nz{ Z\If (Y, X7 Bo)X] + — Z (v, X7 8;) <i,X?Bo>]XE}u£?>-

obtenemos que 51, = S11,, + S12,, donde

n

1
== U(Y:. XT3, )XT (0)7f7 T T
Stin = - > (Y, XI o)X u §jw Y, X[ Bo)X[ (0F, u3)"

i=1 i=1

* *ok 1 *ok
Sian = (87— Bo)" An(Br)uf) = 5 (uf, an1u3) An(B7)(0F, u3)"

Primero, acotaremos Si1,. Usando el hecho de que E[U(Y,X"8,)X] = 0 y la desigualdad de

Tchebychev, obtenemos que

1 "~ ul T
— N WY, XTB)XT (o, — Op(1),
(@) 2 Y XEB) (08 ) ==

donde la matriz B esta definida en (3.18)). Esto implica que

tp(B)
Si1p = 22 Op(1). 6.23
11, o [[uz|2 Op(1) (6.23)
Por otra parte, usando que la funcién y es acotada y aplicando la desigualdad de Markov, tenemos
que
C 1, (E[XXT
SlQ,n = W Hll2||QO[p>(1) . (6,24)

Por lo tanto, de (6.23)) y (6.24]) deducimos que Sy, = C(c,/4y)||u2|20p(1).

Sea Mc > 0 tal que P(|S1,,| > Mc(cn/n)||uzll2) < 7/2. Luego, tenemos que
P(S1n > —Mc(cn/bn)|uzll2) >1—7/2.

Usando (6.9), tenemos que existen constantes N¢ y K¢ tal que sin > N, Sap > Ko (An/ln)| a2
Entonces, si n > N¢,

<Sln+sznzuu2||2 (Ko e MC))Zl—T/Q-

Como A,c,t — oo, existe n; > N¢ tal que KgAp ¢! — Mg > 1, para todo n > ny. Por lo tanto, si
n >ny, P(S1, + Sz, > 0) >1—17/2, es decir,

P (Va(ug,ug) > Vi(ug,0,-p)) > 1—-17/2,

para todo ||uy |3 + [Juz||3 < C? tal que uy # 0,_k, lo que junto con el hecho que P(B,,) > 1 — 7/2,

muestra que P(3,, ;; = 0,_x) > 1 — 7 para un n > n; concluyendo la demostracién. |
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DEMOSTRACION DEL COROLARIO [6.5] Solamente debemos verificar que se cumple la condicién
.. Observemos que para la penahzac10n SCAD,

<501+€ 1;2) <5017L ) ZSCAD/\na< >,

donde uy ; es la j—ésima coordenada de us y SCAD),, , esta definida en (5.20]). Por otra parte, como

Aty — 00, existe un N¢ € N tal que, para todo n > Ng, A\ply, > C > ugj para j =1,...,p— k.
Entonces, para n > Ng,

u; u u p_k)\ An 1
1 Uy 1 n
(ﬁo.r o €n> — 1y, <ﬂ0,1+€n70pk> :;&Juzﬂ Z 9 CH112||27

por lo que se cumple la condiciéon tomando K¢ = 1/C. La demostracién para la penalizacién
MCP es completamente analoga, usando la funciéon MCP), , definida en (5.21]). [ ]

DEMOSTRACION DEL COROLARIO [6.6] Debemos ver que dado § > 0 existe un C' > 0 y un ng tal
que P(HBn—,@OHQ < Cy/k/n) >1-§sin>mng. Sea A, = {IBn,H =0,_1}. Como P(A,) — 1, existe
no € N tal que P(A,) > 1—6/2 para todo n > ng. Por otra parte, como Hgk—,@OJHQ =Op (W),
existe C' > 0 tal que P(C,) > 1 —¢/2 donde C,, = {||Ek — Borllz < C\/k/n}. Luego, si n > ny,
P(A,NC,) >1—0.

Usando la condicién es facil ver que en A, se tiene que ,@n = Bk, por lo tanto, en A, NC,,

. ~ ~ k
181, = Boll2 = 1B, 1 — Bo.rll2 = Ibr — Bo 11| < C\/;,

lo que concluye la demostracién. ]

6.8. Apéndice D: Demostraciones de la Seccion

Para probar el Teorema necesitaremos los siguientes Lemas. El primero es una extensién directa
de la desigualdad de Holder al caso del producto de tres variables aleatorias, que incluimos a los
fines de completitud, mientras que el segundo es un resultado analogo al Lema sobre una familia

indexada por pardmetros en compactos de R* para lo que usaremos el Lema

Lema 6.12. Sean p, q y r reales positivos tales que (1/p) + (1/q) + (1/r) = 1. Sean U, V y W
variables aleatorias tal que E|UJP < oo, E|V|? < 0o y E|W|" < 0o. Luego,

E|UV W| < (E[UP)Y? (B|V|9)Y9 (B[W]")Y".

DEMOSTRACION. Definamos 1/p* = (1/p)+(1/q). Luego, (1/p*)+(1/r) = 1. Usando la desigualdad

de Holder, tenemos que
A\ 1/p*
Eluvw| < (Euv) T EWT (6.25)

Sean p1 = p/p* y q1 = q/p*, luego (1/p1) + (1/q1) = 1. Por lo tanto, aplicando la desigualdad de
Holder a las variables Uy = |U[P" y V; = |[V|P" obtenemos que

E[U VP = E[U, Vi| < (EB|U; [P)Y?Y (B3 |00 = (BUP) T (E[V]9)'T

(6.26)
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El resultado deseado se obtiene de (6.25)) y (6.26]). [ |

De ahora en més indicaremos por B(8y ;) = Bi(Bos,1) = {b € R* : ||b — By |2 < 1} la bola
de radio 1 centrada en By ; y por S¥°' = {b € R* : ||bll = 1} la esfera unidad en R*. Como
en la Seccién para una funcién h : R*! — R indicaremos por P,h = (1/n) Y " | h(Yi, X 1)
y Ph = E[h(Y,X[)]. Para evitar notacién engorrosa, indicaremos por b, v .y w a los vectores

b, Vi, Wi € R, respectivamente, cuando no exista confusion.

Lema 6.13. Consideremos la familia de funciones

H = {hwpu:{0,1}xR* = R tales que hy pu(y,2) = x(y,2"b)w'zz"u:b € B(By 1), w,u € Sk,
(6.27)
Entonces, si se cumplen las hipdtesis [R5 y[Z6, existe una constante C que no depende de n ni de

p tal que

Ezgm&mmﬂsc¢f

DEMOSTRACION. Observemos que la clase H tiene como envolvente natural H(z) = | x|oo||2]|3

1/2 1/3
y [Hler = [EHAXN)]? < Ixl [EIX7]5]"
independiente de n dada en [Z6]

< ||XHOOK;/3 < oo donde K3 es la constante

Por el Lema N(e/2,H, ] lr@) < Npj(e, 1, |l - Ir@), para cualquier medida de probabilidad Q y

r > 1. Luego, para poder aplicar el Lema bastard con acotar adecuadamente Nj(e,H, || -

7"7@)7
para ello usaremos el Lema [£.7]

Mostraremos, por lo tanto, que la familia H es Lipschitz respecto de los elementos que la in-
dexan. Sean wi,wa,uj,us € S¥1 y by, by € B(,BO,I). Por simplicidad de notacién, llamemos

0; = (wj,bj,uj), j = 1,2,y he; = hw; b;u;- Indiquemos por d(01,02) = [|01 — ]| la distancia

euclidea usual en R3* es decir, d?(01,02) = ||[w1 — w23 + ||b1 — ba||2 + ||u; — uzl|3.

Indiquemos por x1(y, s) = (0/9s)x(y, s). La hipétesis asegura que x1 es acotada. Por lo tanto,

usando

|h91 (yv Z) - h92 (y7 Z)| < ‘hol (y> Z) - hw1,b1,u2 (ya Z)’
+ ‘hwlybLUQ (yv Z) - hW17b27u2 (ya Z)’
+ ‘hwl,b2,u2 (yv Z) - h92 (ya Z)’ >

el Teorema de Valor Medio y la desigualdad de Cauchy-Schwartz obtenemos que

|he, (y,2) — ho, (y,2)] < IIxllsollzlI3 (Ilur — w2ll2 + w1 — wal2) + [[x1]locllz]3] b1 — b2l
< (2 lxllollzll3 + [Ixallocllz]3) 1181 — 62]l2 ,

de donde deducimos que |hg, (y,2) — ho,(y,2)| < Hi(z) d(61,02), con
Hi(z) = 2Ixllsc + lIx1lle) (Il23 + [|2]13) -

Los Lemas y permiten concluir que, para cualquier medida de probabilidad Q y r > 1 tal
que [[Hi g < oo,

N (e[|Hullro: H, [ - [Ir@) < Npj RellHillrg, Hs [l - Irg) < N (e,V,d) ,
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con V = 8&F 1 x B(Bo,r) x Sk-1,

Observemos que V = ¥ x B(B, ;) x S¥~! C Bai(60,3) donde 8 = (0,85 1,01)" v B3y (6, 0) es
la bola de centro 6 y radio § en R3*. El Lema implica que

N(e,V,d) < N(e, Ba(00,3), d) < (12€+5>

Por otra parte, como H(z) < Hy(z), H; también es una envolvente de la clase de funciones H y es

la envolvente que utilizaremos en lo que sigue. Mas atn,

1/2
| Hillo.p = [EHEXD]? < 2o + Ixllo0) | (X213 + 1%113) ll2.p

<A,

con A = (2|xloo + l[X1lloc) (Ké/s + K§/2>. Luego, por el Lema tenemos que existe una cons-
tante M > 0 que no depende de n tal que

E [\/ﬁ:ug (P, — P)(h)|] < M||Hy|lap J(1,H) < MA J(1,H), (6.28)

donde J(d,H) = supg f05 V1 +1log N(e[[H1ll2,0: H, [ - ]2,0)de. Sea B = /3 (1 + log(13))1/2, como

4 1
12
J(5,”H)§/ \/1+3klog( :E)deSB\/E/ V1 —1log(e) de,
0 0
fol V1 —log(e) de < o0, el resultado deseado se deduce de ([6.28]). |

DEMOSTRACION DEL TEOREMA . Recordemos que mg,, = min{|fo;| : Boj # 0} y sea B, =

(Bn,l, ... ,Emp). En primer lugar, notemos que

(ﬂn]—()para algun1<]<k)<P ”13 /60H2>m0n

= b (|18, = Bolls > o)

Usando el hecho de que \/n/k||,/6\'n — Boll2 = Op(1) y la hipédtesis tenemos que
P(A;) = P(B\n,j =0Oparaalgin 1 <j <k) —0.

Por otra parte, P(B,) = P(Bn 11 = 0,_1) — 1. Por lo tanto, en B, N A,, todas las componentes
de Bn,[ son distintas de cero. Luego, como 3, = (BZJ, 0, )" minimiza L,(B8) + I),(8), también
minimiza Ly, ((bT,07)T) + I, ((bT,07)") para b € R*. Por lo tanto, tenemos que

1< - —
0y =V (n > (v, XLﬂnJ)) +V (An (ﬂm)) + T,
i=1
donde P(r,, = 0) — 1, lo cual implica que si v € R¥, ||v|]z = 1,
1< — —
= > VUYL XE By )X + VI VI, (B, 1) + VT

Dado b € R*, definamos

1 n
An,l(b) = - x(Ys, leb)XiJXZI
mn 1
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Definamos .
M, (0) = %Z\If (Yi,XL [9 Boi+(1-0) 507[}) VX, ;.
i=1

Luego, usando el Teorema de Valor Medio tenemos que M,(1) = M,(0) + M/ («), para algin
a € [0,1], es decir,

1 1 \ = -~
0= n Z (Y3, X 180 1)V X1 + - Z x(YVe, X3 BV X 1 X 1B 1 — Bor) + V' VI, (B, 1) + VT,
i1 i1

1

n
~n Z U(Yi, Xi 1Bo )V Xir + VI An (BT (B 1 — Bos) +VIVIN, (B, 1) +Viry, (6.29)
i1

donde 87 = a,/B\nJ + (1 — a)By; para algin « € [0, 1].

Observemos que v/n t,, 'vTA I(,@n 1 = Bo.r) = 1+ S2.n + S3,n donde para reforzar la dependencia

en n hemos escrito t,, en lugar de t = (VTng)V)l/z.

Sin = Vnt,'VI(Ar- AI(ﬁ?))(IBn,I —Boa)s
Som = Vnt,'V'(A[(B}) — An,I(ﬁ?))(Bn,I —Bo.a)s
Ssn = Vn tﬁlvTAn,I(ﬂ?)(Bn,I —Bor) -

Probaremos que

Sim — 0, (6.30)
Son 25 0, (6.31)
Ssn 2 N(0,1). (6.32)

Empecemos probando (6.30). Dados €, > 0 debemos probar que P(|S1,,] < €) > 1 —§ para
n suficientemente grande. Como HBn — Boll2 = Op (\/k:/n), dado § > 0 existe C; > 0 tal que

P(D,) > 1 6/4, donde D,, = {||B,, — Byll2 < C1\/k/n}.
Observemos que x1(y, s) = (9/9s)x(y, s) es acotada, por luego

[Stal = [V 6V E [(X(Y, X Bo.1) = XV, XTBD)XIXF] (B 1~ Bo)|

< Vi E [ (Y XEB)XT By, — BiV'XiX[ (B, 1 — o)

9

donde 87" = 18] + (1 — a1)Bq; para algin a; € [0,1]. Queremos destacar que la esperanza
en la dltima igualdad estd tomada solamente con respecto a Y y X;. Luego, usando que x; es
acotada y aplicando el Lema a las variables aleatorias U = (8y; — 87)"' Xy, V = v X y
W = (Bn[ — Bo.1)"Xr (tomando p = q = r = 3), obtenemos que

1l < oo Vi1 £ E [(Bo.r = B1) "X VX (B, r — Bos) "X

~ 1/3
< Ihalloe Vi £ E [[(Bo — B XeP') PP [VXAP) P E (B, 1~ Bo,0) X

< Ixtlloo vt E [IX1113] 1Bo.r = Bill2llBn, 1 = Bo.s

2,

donde, en la dltima desigualdad, usamos la desigualdad de Cauchy-Schwartz y el hecho que ||v]|2 = 1.
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Luego, en D,, tenemos que

_ k 12,21 k
Stal < 6 allooCRE [IX1118] = < InalleCER 61 2

donde K3 es la constante de la hipotesis Como implica que t, = VTng)V > (ng)) > Ty,

deducimos que |57 | < HXlHOOC%K;/Q 5 ' k//n. Luego, como k%/n — 0 existe ng tal que si n > no,
Dy, C {||S1.nll < e} lo que concluye la demostracién de (6.30).

A continuacién probaremos que Sy, — 0. Sea u,, = (,/B\nJ — ,8011)/H,/6\’n7[ — Bo.rll2- Observemos que

SZ,n = \/ﬁ tr;l”/@n,l - IBO,I

* 1 - *
|2 {E X (V. X7B)v X X, ] — - > x(vi, X;F,I/@I)VTXi,IX;F,IUn}
i=1

=Vt Bn, 1 — Boill2(P = Pu)(hy.giu,)

donde la funcién hy, g 4, estd definida en . Sean € > 0y 6 > 0 positivos. Como P(B,,) =
P(B, 11 = 0p—) — 1, existe ng tal que si n > ng, P(B,) > 1 — /4. Por otra parte, recordemos
que P(D,,) > 1 —6/4, donde D,, = {HBH — Bolla < C1+y/k/n}, con lo cual, si definimos el evento
ﬁ = {HBn,I_IBO,]H2 < Cl\/m} tenemos que B, ND,, C DNn de donde IF’(DNH) > 1—¢/2. Definamos

ademas el evento

C, = {sup (P, — P)(h)| < E k} ,
heH d n

donde H estd definido en (6.27) y C es la constance del Lema Aplicando la desigualdad de
Markov, tenemos que P(C,) > 1 — /2, por lo que P(D, NCp) > 1 — 6.

Sea ng € N tal que, para n > ng, C11/k/n < 1. Luego, en el evento 2’)\; N C,, obtenemos que

- k2C [k _Cs k
< 1 gy <<=
sl < vaetons 5h < G0

donde C3 = 2CC} /7 y usamos nuevamente que t, > 7. Por tltimo, el hecho de que k?/n — 0
implica que, existe n1 > ng tal que, D, NCp C {|S2,n] < €} para n > ny lo que muestra que (6.30))

vale.

Finalmente, debemos probar que Ss3,, DN (0,1). Usando l} tenemos que

LI _ -~ _
Sz =—/n tnlﬁ vam,ngﬁo,[)xi,l —Vnt, VIV (B ) — Vit vy,
i=1

= 531,n + 5320 + 5331 -
En virtud de |i y el hecho que P(r,, = 0) — 1, es fécil ver que Ssz, 250y S33.1n Ls0.

Probaremos ahora que S3q 2N (0,1). Definamos

‘II(Y;,: XE[/BO,I)
Jn

Luego, S31.n, = Z?:l W,.i. Notemos que EW,, ; = 0 para todo n € Ny 1 <7 <n, mientras que

—1 T
Wn,i = —tn v XiJ .

1 1 1
EWy; = VAR(Wn ) = — 6> V'E [W2(Y, X[ B )X/ XF] v = = 1> v'Byv =~
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lo cual implica que > | IEW,%Z =1.

Para aplicar el Teorema Central del Limite para arreglos triangulares, se puede verificar la condiciéon
de Lindeberg, es decir, que para todo € > 0, limy, 00 Y i | E [Wg,iH\Wn,iba = 0 o la condicién de

Lyapunov, o sea, que para algtin § > 0

n
lim S E [|Wm|2+5] —0,

que sera la que probaremos. Observemos que

1 1
E|Woa 270 = s — B [0V, X )PV X 2]
n N2

de donde, usando que ||v||2 = 1, ¥ es acotada y la desigualdad de Cauchy-Schwartz, deducimos que

n
1 1 1 1 244
4 1 d 1
D E[Woil*) < o5 IPIEEIX P < = 551930 K,°
i=1 tn n2 n2 T2

donde la tltima desigualdad se deduce del hecho que ¢! es acotado y de la hipétesis Es decir,
que la condicién de Lyapunov se cumple, por lo tanto, usando el Teorema Central del Limte de
Lindeberg—Feller para arreglos triangulares, concluimos que S31 5, LN (0,1). Finalmente, usando

el Teorema de Slutsky, obtenemos el resultado buscado. ]

DEMOSTRACION DEL COROLARIO . Bastara ver que las penalizaciones SCAD y MCP cumplen
(6.10)) bajo las condiciones y. Sea a > 0 el segundo pardmetro de ajuste de las penalizaciones
SCAD y MCP, que suponemos fijo y recordemos que, para cualquiera de estas dos penalidades
podemos escribir I, (3) = ?:1 JIx, (1Bj]) donde Jy, (t) es constante en [a),,o0) y Jy,(0) = 0. Por
lo tanto, para cualquier b € R¥, T ((bT, Og_k)T> = Z?:l I, (1bj]) ¥y VI, (b) = Z?:l Jy, (1bj).
Como ||B,, — Byll2 = Op («/kz/n), dado § > 0 existe 7 > 0 tal que P(D,) > 1 — 4, donde
D, = {1, — Bolls < Crv/k/n}.

Observemos que para todow € D, y 1 < j <k,

3. k mon k1
= [ = fol 277%”1_01\/;:“( A _Cl\/;)\n> :

La hipétesis implica que existe Cy > 0 tal que k/n < C2\2, mientras que por existe ng € N
tal que (mon/An) > a+ 1+ C1/Ca, si n > ng. Luego, si n > ng, se cumple que, para todo
ji=1,...,k,

1Bn.jl = 1Bo,;

n

1Bnjl = An (”;0” - \/(72) > a), .

~

Finalmente, como Jy, (t) es constante en [a),, 00), se tiene que D, C {||VIy, (8, )ll2 = 0}, lo que

muestra que la condicién (6.10)) se verifica para estas penalizaciones. ]



Capitulo 7

Algoritmo y resultados

computacionales

En este Capiitulo, presentamos los resultados de un estudio de Monte Carlo disenado para com-
parar el comportamiento de los estimadores clasicos y robustos penalizados para muestras finitas
bajo distintos tipos de contaminacién. La Seccién describe el algoritmo usado para calcular
los M —estimadores penalizados, mientras que los modelos utilizados, los distintos esquemas de
contaminacién asi como los resultados obtenidos se presentan en la Seccién Finalmente, en la
Seccion se ilustra la utilidad de usar procedimientos robustos para proveer métodos de inferencia

confiables.

7.1. El algoritmo

El procedimiento general para computar los estimadores propuestos es una implementacién del
algoritmo de descenso ciclico. Supongamos que se quieren obtener soluciones del problema de mini-
mizacién para una grilla de parametros de ajuste A= (A1, A2, ..., Ax) ordenados de mayor
a menor, es decir, Ay > Ag11 para s = 1,..., K — 1. Sobre esta grilla se elegira el pardmetro de
regularizacién usando convalidacién cruzada como se describié en la Seccién Dado A € A y

un conjunto Zs C {1,...,p}, el algoritmo consiste en los siguientes pasos:

(a) Obtenga un estimador inicial B,y y defina M©) = M, (B,y,), donde M, (8) = Ln(8) + I,(8)
estd dado en (3.19). Fije inicialmente ¢ = 0.

(b) £+ (+1

Paso 1 Elija una permutacién aleatoria del conjunto Z;. Siguiendo el orden definido por los indi-
ces de esa permutacién, minimice la funcién M,,(3) respecto de una tnica coordenada
de B por vez, dejando fijas las restantes. Esto involucra #(Zs) problemas de minimiza-
cién univariados. Denotamos como B el vector estimado luego de pasar por todas las

coordenadas de Z;.

85
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Paso 2 Obtenga el valor ¢ > 0 que minimiza la funciéon M, (c ,E'}) Denotemos por ¢ a dicho valor,
Y =epy MO =M, (BY).

Paso 3 Calcule R = |MU=D — MO) /MO,

(c) Si el cociente R® es menor que un pardmetro de tolerancia (prefijado), defina B = B0, si

esto no ocurre, vuelva al paso (b).

Cuando el modelo incluye una ordenada el origen +, se considera un paso intermedio entre los Pasos
2 y 3, en el cual se minimiza sobre R la funcién objetivo dejando fijo el valor de ,@ = B obtenido

en el Paso 2.

En los resultados numéricos presentados en las Secciones y las optimizaciones univariadas
de los Pasos 1 y 2 (y eventualmente también la del paso que permite calcular el estimador de la
ordenada al origen) se llevaron a cabo usando la rutina optim en R, la cual implementa el método de
optimizacion de Nelder-Mead. Varias partes del cédigo fueron implementadas en C++ e integradas

con el paquete Rcpp en R.

7.1.1. Obtencién de los conjuntos Z,

Los conjuntos 71, . ..,Zx son obtenidos secuencialmente como se describe a continuacion. En primer
lugar, definimos Z; = {1,...,p}. Para s = 2,..., K, definimos el conjunto Zy = 7; s U Z5 ; donde
s = {j : Bg-s_l) # 0}, siendo ,@;S_l) la j—ésima coordenada del estimador computado con el
parametro de penalizacion A;_;. Por otra parte, cuando la penalizacién I es Lipschitz, Zs s se

define como
o) ~(s-1) = (6D
T=13i:8, =0 y OeVLn<ﬁ ),+toz. VIAS(B ) ,
J J

donde V es el gradiente generalizado definido en Clarke (1975) y tol es un pardmetro de tolerancia

prefijado. Por ejemplo, al usar la penalizacién Signo, este conjunto se define como
. x(s—1) ~(s—1) ~(s—1)
no= {8 <0y B, [ ()

Este procedimiento es una version heuristica de las llamadas Strong Safe Rules definidas en Tibshi-

J

> tol.)\}.

rani et al. (2012). Vale la pena mencionar que restringir los problemas de minimizacién univariada

al conjunto Z, es importante para mejorar el tiempo de cémputo de los estimadores.

7.1.2. Obtencién del estimador inicial BINI

Un punto importante del algoritmo es la eleccién del estimador inicial BINI. Chi y Scott (2014) basan
su estimador inicial en las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) para el siguiente problema
de minimizacién: .

argmin — > (¥, — F(XIA)) + @]

n
BeERr 10 i

Para j =1,...,p, estos autores calculan los scores z; = ‘?(1 - Y)X(Tj)(Y — ?ln)), donde 1,, € R"

es vector con todas sus coordenadas iguales a 1, Y = > I Y;/n, Y = (Y1,....Y,)" y X(jy es
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la j—ésima columna de la matriz de disefio, es decir, X(;y = (X1j,...,Xy;)". Chiy Scott (2014)
obtienen el estimador inicial fijando como 1 las coordenadas correspondientes a las variables con
mayores scores (en valor absoluto) y como 0 a las restantes. Cabe senalar que este estimador inicial

unicamente tiene sentido cuando las covariables estan estandarizadas.

Este estimador inicial funciona relativamente bien cuando la muestra no tiene datos atipicos. Sin
embargo, puede dar origen a un mal estimador inicial si hay datos mal clasificados. Para solucionar
este problema, en nuestro algoritmo primero calculamos las cantidades r;; = X;;(Y; — Y) y, para
todo j = 1,...,p, el score Z; se computa como la media a—podada de {kij,k2j,...,kn;}. En
las simulaciones y aplicaciones de este capitulo, se fij6 o = 0.15. Finalmente, dado 0 < a < 1,
seleccionamos la proporcién a de variables que tienen mayor valor abosluto del score y aplicamos
el M —estimador pesado definido en sobre dichas variables. Para los resultados numéricos

realizados, se usé la proporcién o = 0.1.

7.1.3. Obtencion de la grilla de parametros de regularizacion A

El conjunto A de posibles candidatos de parametros de ajuste fue obtenida como se describe a

continuacién. En primer lugar, definimos

N = 2Y(1-Y) max [X]

Y
n je{l,...,p} 7) |

donde, como en la seccién anterior, Y = (Y7,...,Y,)", Y = (3L, V) /ny Xy = (Xujs -5 X))
A* es el minimo valor del parametro de penalizacion para el cual 3 = 0 al usar la pérdida de minimos
cuadrados definida en y la penalizacién LASSO. En los estudios numéricos que reportamos,
tomamos Apix = 22" ¥ Admin = TAmax, donde 7 es una constante prefijada que se eligié igual a
0.2. La grilla {A1, \2,..., Ak} se obtiene de forma tal que sus logaritmos estén equiespaciados entre
log(Amin) ¥ log(Amsx)- En el estudio de simulacién reportado en la Seccién se fij6 K = 12.

De todos modos, dado un problema particular, es aconsejable verificar que la grilla obtenida sea
adecuada. Por ejemplo, si el parametro de ajuste finalmente elegido es uno de los extremos Ay 0

Amsx, €8 aconsejable ampliar la grilla en el extremo correspondiente.

Como mencionamos anteriormente, la eleccién del pardmetro de penalizacién es un punto clave para
el cémputo efectivo del estimador. Este hecho y la necesidad de utilizar un criterio de convalidacién
cruzada robusta se describieron en la Seccién Por esta razon, en este Capitulo, el pardmetro
A se eligi6 mediante el criterio de convalidaciéon cruzada tradicional dado en al usar los
estimadores cldsicos, mientras que al considerar los M —estimadores robustos utilizamos la versién

robusta de dicho criterio dada en (3.22]).

7.2. Estudio de Monte Carlo

7.2.1. Los modelos estudiados

En esta seccién, presentamos los resultados de un estudio de simulacién para comparar el rendimien-

to empirico de las distintas funciones de pérdida y penalizaciones consideradas en esta tesis. Para
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ello, en cada replicacion y para diferentes posibles valores del tamafio muestral n, la dimensién de
las covariables p y del pardmetro de regresién 3, generamos observaciones i.i.d. (X;,Y;), 1 <i <mn,
X, € R, Y; ~ Bi(1, F(v + X[ 3y)) donde F es la funcién logistica definida en y la ordenada
al origen 79 = 0. La distribucién de las variables explicativas es X; ~ Np(0,I) para muestras sin

contaminar. De ahora en mas esa situacion se indicara como CO.

Exploramos el comportamiento para distintos tamanos de muestra n y dimensiones p. Mds precisa-
mente, consideramos pares (n,p), donde n € {150,300} y p € {40,80,120}. En particular, el caso
p =120 y n = 150 plantea un gran desafio. Para generar un escenario ralo tomamos el pardmetro
de regresion verdadero igual a B, = (1,1,1,1,1,0,0,...,0)" € R?, es decir, las primeras cinco com-
ponentes son iguales a uno y las restantes son cero, obteniéndose valores de E(Y;) iguales 0.50. En

todos los casos, el nimero de replicaciones se tomé igual a N R = 500.

Para estudiar el efecto de datos atipicos sobre el comportamiento de los estimadores, consideramos
dos esquemas de contaminacion donde agregamos una proporcién € de datos atipicos. En el primer
esquema, que corresponde a outliers de clase A, generamos puntos mal clasificados (}7,5(), con
X ~ N,y(0,201) y

S _ 1 70+>:<T50 <0 1)

0 si 0+ XT8y > 0.

En el segundo escenario de contaminacion, obtuvimos outliers de clase B como en Croux y Haes-
broeck (2003), es decir, dado m > 0, fijamos W = my/pBy/5 y tomamos X =W+ U, donde
U~ N,(0,1/100) es un ruido blanco introducido de modo a obtener valores distintos de las varia-
bles explicativas. La respuesta 17, asociada a )~(, se tomé siempre igual a 0. Vale la pena observar
que WTﬂo ~ m,/p, por lo que la palanca de los puntos crece con m. En nuestro estudio numérico,

evaluamos la performance de los estimadores para m = 0.5,1,2,3,4 y 5.

Consideramos los siguientes escenarios de contaminacién

= CA1: se agregd una proporcién € = 0.05 de datos atipicos de clase A.
= CAZ2: se agregd una proporcién € = 0.10 de datos atipicos de clase A.
= CB1: se agreg6 una proporcion € = 0.05 de datos atipicos de clase B.

= CB2: se agreg6 una proporciéon € = 0.10 de datos atipicos de clase B.

7.2.2. Los estimadores considerados

Comparamos el comportamiento de los estimadores de méaxima verosimilitud, es decir, cuando
p(t) = t, que se indican con el subindice MV en todas las tablas y figuras, con aquellos que acotan la
deviance y también con sus versiones robustas pesadas. Las tres funciones de pérdida consideradas
son p(t) = 1 — exp(—t) que da origen a los estimadores de minimos cuadrados, la funcién p.
introducida por Croux and Haesbroeck (2003), dada en (3.5)), y p(t) = pow (t) = (c+1)(1+exp(—ct))
que corresponde a la pérdida de los estimadores de divergencia. Para estas dos ultimas perdidas,
la constante de calibracién es ¢ = 0.5. Estos estimadores se indican con el subindice MC, M y DIV,

respectivamente.
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Consideramos ademés una version pesada de los estimadores anteriores, que se denota WMV, WMC,
WM o WDIV, de acuerdo a la funcién p considerada. Para obtener los pesos, definimos como en la
Seccién el cuadrado de la distancia de Mahalanobis D?(x, u, X71) = (x — pu)"E 7 1(x — p).
Tomamos los pesos w(x) = W(D?(x, i, f]il)), donde para obtener medidas de palanca robustas
es la mediana espacial de X1, ..., X, fl_l es un estimador de la matriz de precisién £~ calculado
usando Graphical LASSO, como se describe a continuacién. La funcién W es una funcién de peso de
tipo hard rejection igual a W (t) = Ijg ., (t). La constante c,, es adaptiva y se basa en los cuantiles de
d? = D*(X;, 1, fl_l). Ma3s precisamente, calculamos los cuantiles 0.25 y 0.75 de d%, ...,d? denotados

q1 Y g3, respectivamente y definimos el valor de corte ¢, = g3 + 1.5(q3 — q1)-

Este procedimiento depende de la eleccién del estimador de X! que puede ser mas complejo a
medida que la dimensién aumenta. Por ello, utilizamos el procedimiento propuesto en Ollerer y
Croux (2015) y Tarr et al. (2016). Sea X;; = 0;0;p;j, donde p;; = 1. Para estimar o; que representa
una medida de dispersion de la j—ésima variable explicativa, usamos la mediana de las desviaciones
absolutas (MAD) de la j—ésima coordenada de las observaciones, es decir, la MAD de {X1;, ..., Xy},
siendo X; = (X1, .. ,Xip)T. Para estimar p;; podemos utilizar el estimador 7 de Kendall o el
estimador p de Spearman. Luego, se define la matriz $ elemento a elemento como ﬁij = 0i0Dij-
Finalmente, aplicamos el estimador Graphical LASSO definido en Friedman et al. (2008) a la matriz

& o1
3 para obtener ¥ .

Para cada pérdida p, consideramos distintas funciones de penalizacion: las penalidades LASSO,
Signo y MCP, indicadas con el superindice L, S y MCP, respectivamente. Los estimadores tradicionales
no ralos se calculan sin penalizar los coeficientes y se indican sin superindice . Todos los estimadores

se calcularon usando el algoritmo descripto en la Seccién

Bajo CO y los escenarios CA1 y CA2 comparamos todos los estimadores descriptos. Sin embargo,
en vista de los resultados obtenidos para estas tres situaciones y para simplificar la presentacion,
bajo CB1 y CB2, solo reportamos los resultados obtenidos con los estimadores basados en la
deviance (MV) y a los basados en p = p. con p. dada en . Para esta ultima, se consideraron el
M —estimador con pesos iguales a 1 y el estimador pesado usando la distancia de Mahalanobis tal
como es describié més arriba y solo se consideraron las penalidades Signo y MCP. Por otra parte,
los valores de (n,p) se tomaron en el conjunto {(150,40), (150, 80), (300, 80), (300, 120)}.

7.2.3. Las medidas resumen

Para evaluar el desempeno de cada estimador consideramos cinco medidas resumen. En lo que
sigue, T = {(Yi7,Xi7),i = 1,...,m}, m = 100, es una nueva muestra generada en forma in-
dependiente de la muestra de entrenamiento M = {(V;,X;),i = 1,...,n}. La distribucién de
(Yi7,X;7) es la dada por CO. Dados estimadores B del pardmetro de regresion y 7 de la orde-
nada al origen calculados con la muestra de entrenamiento M, llamaremos lA/i,T =

I =Pi7 =LxT gty >0}

Lt Bias0y ¥
). Definimos entonces las medidas resumen

s Error Cuadratico Medio de las Probabilidades

m

1 o
PECM = — % (F(X[78 +10) ~ FX[7B+7))%,
=1
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Proporciéon de Clasificaciones Correctas

1 #i: Y7 =Yy7}

PCC:H =

Error Cuadratico de Beta

ECM = |8 - Bol3

Proporcion de Verdaderos Positivos

#{j:1<j<p, Boj#0yB;#0}

PVP: N B ’
#{j:1<j<p, B, #0}

Proporcion de Verdaderos Nulos

PVN:#{jzl,SjSp,’ 50,;‘:0}’53':0}‘
#{j:1<j5<p, fo; =0}

7.2.4. Estudio del comportamiento de la convalidaciéon cruzada

En esta seccion, reportamos los resultados de un estudio de simulacion realizado para ilustrar
la importancia de elegir el parametro A mediante un procedimiento robusto cuando se utilizan

estimadores robustos, para asegurar la estabilidad de la estimacion obtenida.

Para estudiar la performance de los estimadores consideraremos muestras sin contaminar y el es-
cenario CB1 con m = 4. Se evalud el comportamiento de los estimadores ,/B\xilp y Bfm cuando
el pardametro de regularizacién se elige minimizando el método clésico de convalidaciéon cruzada
CV(A) o el método de convalidacién cruzada robusta RCV (A) definidos en la Seccién Los
tamanos de muestra y la dimensién de las covariables se eligieron tomando los valores (n,p) =
(150,40), (150, 80), (300, 80) y (300, 120). La Tabla [7.1| muestra las medias 10 % podadas de las me-
didas PECM, ECM, PVP y PVN para cada método sobre el escenario CO y cada uno de los pares

(n,p) considerados, mientras que en la Tabla se muestran los resutados para el escenario CB1.

En la Tabla se puede observar que cuando no hay contaminacién, los estimadores obtenidos
utilizando C'V o RCV dan resultados muy similares, incluso en algunos casos se observa una leve
ventaja del comportamiento de los estimadores que utilizan el parametro de regularizaciéon adaptivo
elegido por el procedimiento robusto. Por ejemplo, los estimadores ,[AiivM muestran leves mejoras en
la medidas PECM y PVP cuando n = 150 al usar RC'V.

La ventaja sustancial de usar el procedimiento de convalidacién cruzada robusta por sobre el clasico
puede verse en la Tabla La proporcién de verdaderos positivos (PVP) se ve fuertemente afectada
cuando se utiliza convalidacién cruzada clasica aiin cuando se utilicen estimadores robustos, lo que
muestra el importante rol que juega el procedimiento de seleccién de A para asegurar la resistencia
final del estimador ante la presencia de datos atipicos. Un ejemplo del efecto de las observaciones
mal clasificadas introducidas artificalmente sobre el método C'V puede observarse al utilizar el
estimador B&;P donde la proporciéon de verdaderos positivos es menor a 0.2 para varios de los
pares (n,p) considerados, mientras que utilizando RC'V, los valores de PVP son siempre mayores

a 0.85. Las mismas conclusiones pueden aplicarse a los otros M —estimadores pesados. En general,
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n 150 300
cv ROV cv RCV
p | 40 8 | 40 80 80 120 | 80 120
PECM | Bl | 0.033 0.046 | 0.029 0.038 | B, | 0.010 0.011 | 0.010 0.011
~MCP ~MCP
o | 0022 0,028 | 0.022 0.027 | By | 0.006 0.008 | 0.007 0.008
ECM | Bhy | 1708 2.239 | 1.642 2.014 | By, | 0501 0.546 | 0.507 0.539
~MCP ~MCP
w1144 1377 | 1150 1.414 | Bi | 0.318 0.348 | 0.327  0.359
PVP | Bl | 0926 0.906 | 0.966 0.944 | By, | 1.000 1.000 | 1.000 1.000
~MCP ~MCP
o 1 0932 0924 | 0.942 0.936 | Biw | 1.000 1.000 | 1.000 1.000
PVN | Biy | 0.968 0.965 [ 0.949 0963 | Bl | 0961 0.955 | 0.960 0.953
B | 0.988 0.971 | 0.986 0.970 | By | 0.977 0.972 | 0.977 0.971

Tabla 7.1: Promedio podado al 10 % de las medidas PECM, ECM, PVP y PVN en el escenario CO

n 150 300
cv RCV cv RCV

P 40 8 | 40 80 80 120 | 80 120
PECM | 85, | 0.097 0.095 | 0.035 0.051 | By, | 0.090 0.090 | 0.010 0.012

~MCP ~MCP

wa | 0109 0.107 | 0.023  0.039 | By, | 0.105 0.109 | 0.009 0.011
ECM | Buy | 4191 4.160 | 2.023 2.542 | B, | 4.089 4.097 | 0.519 0.558

~MCP ~MCP

wa | 4969 4.922 | 1.300  2.157 | By, | 4.804 5.000 | 0.435 0.509
PVP | Bi, | 0260 0272 | 0.948 0.831 | Bo, | 0.264 0.252 | 1.000 1.000

~MCP ~MCP

wa | 0.084 0.140 | 0.956 0.876 | By, | 0.107 0.606 | 1.000 1.000
PVN | Bo | 0972 0.969 | 0.926 0.957 | By, | 0.972 0972 | 0.954 0.950

~MCP ~MCP

wa | 0954 0.960 | 0.971 0.960 | By, | 0.967 0.947 | 0.972 0.968
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Tabla 7.2: Promedio podado al 10% de las medidas PECM, ECM, PVP y PVN en el escenario CB1 con

m = 4.

los M —estimadores pesados obtenidos utilizando el procedimiento clasico de convalidacién cruzada

resultan excesivamente ralos. Como es de suponer, este hecho afecta severamente a las medidas
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PECM y ECM. Para todos los casos, estas medidas son menores cuando se utiliza RCV. Estas
diferencias son mucho mas significativas cuando se utilizan métodos pesados. Para estos estimadores,
cuando n = 150, las medidas PECM y ECM son por lo menos el doble cuando se usa C'V en vez de
la alternativa robusta. Por otro lado, cuando n = 300, esta relacién es mucho mayor: dichas medidas
son aproximadamente 10 veces més grandes al utilizar C'V en lugar de RC'V, siendo asimismo casi

10 veces superiores a las obtenidas bajo CO.

Los resultados obtenidos muestran que la presencia de datos atipicos afecta la eleccién del pardmetro
de ajuste A si se utiliza el criterio clasico C'V. Por esta razon, para estudiar el efecto producido en
dicho pardmetro, la Figura [7.1] muestra superpuestos los estimadores de la densidad de los valores

A elegidos para cada estimador y para cada método de convalidacion cruzada.

cv RCV

~S
Bwu

~MCP

BWM

Figura 7.1: Estimadores de la densidad de los valores seleccionados del pardmetro de ajuste A para cada
estimador cuando (n,p) = (150,80). A la izquierda figuran las densidades utilizando convalidacién cruzada
clasica, mientras que a la derecha se muestran los resultados con RC'V. Las curvas sélidas rellenas con gris
oscuro corresponden a muestras sin contaminar, mientras que las curvas punteadas rellenas con gris claro

corresponden al escenario CB1 con m = 4.

Como era de esperar, al combinar un procedimiento de estimacién robusto con el método de con-
validacién cruzada robusto asociado, los valores de A obtenidos minimizando RCV se mantienen
estables dando origen a densidades semejantes tanto para muestras sin datos atipicos y con ellos
(ver Figura . En cambio, al elegir el valor de A que minimiza el procedimiento clasico CV, la
contaminacién afecta severamente a la seleccion del parametro de ajuste cuya densidad se corre
hacia la derecha, especialmente para los M —estimadores pesados, dando origen a valores mayores
del parametro de regularizacion. Este fenémeno se condice con los resultados de las Tablas|7.1]y

ya que los estimadores resultan mas ralos dismimuyendo los valores de PVP.
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Para evaluar la velocidad de convergencia a 0 del pardametro de penalizacién elegido por convali-
dacién cruzada, se realizé un estudio numérico para distintos tamanos de muestra n = 150, 200,
250,300,500 y 1000 bajo CO cuando p = 40. Por simplicidad, se consideraron solamente dos fun-
ciones de pérdida, la pérdida p(t) = ¢t que da origen al estimador de méaxima verosimilitud y la
introducida por Croux y Haesbroeck (2003), cada una de ella combinadas con las penalidades Signo
y MCP. Para el estimador cldsico, se utilizé el procedimiento clasico de convalidaciéon cruzada
CV(A), mientras que para el robusto se empleé la versién robusta RC'V (A) definida en la Seccién
La Figura presenta las medias sobre 500 replicaciones de A, en el gréfico (a) y de /n A,
en el (b), versus el tamano muestral n. La Figura (b) muestra que para el estimador cldsico
con penalizacién Signo, los valores de y/n A, rdpidamente se estabilizan alrededor de 1.80, lo cual
sugiere que \/n \, estd acotado dando lugar a estimadores con tasa y/n. Por otra parte, al utilizar
la penalidad MCP, tanto para el estimador cldsico como para el robusto, se observa que /n A,
crece con el tamano muestral mientras que A, decrece a 0 (més lentamente que con la penalidad
Signo, como era de esperar), sugiriendo que en este caso obtenemos un estimador con tasa \/n (ver

Observacion [5.4]) que ademas selecciona variables consistentemente, por el Corolario

7.2.5. Sobre los resultados obtenidos

Como es usual cuando se consideran métodos robustos, reportamos el promedio podado al 10 % de
los resultados sobre 500 replicaciones. Las Tablas y [T-4 reportan los resultados correspondientes
a las medidas ECM, PVP y PVN bajo CO, las Tablas a los de las contaminaciones CA1l y
CAZ2, mientras que las Tablas a presentan los resultados obtenidos en los escenarios CB1
y CB2. Por otro lado, los resultados correspondientes a las medidas PECM y PCC se presentan en

las Tablas a del Apéndice A.

Las Figuras a presentan en forma grafica los promedios con poda 10% de las medidas
PECM, PVP y PVN, bajo C0, CA1 y CA2. En dichas figuras, la linea sélida corresponde a
CO0, mientras que los guiones cortos con tridngulos y los guiones largos con cuadrados a CAl y
CAZ2, respectivamente. Por otra parte, las lineas celeste, violeta, roja y verde corresponden a los
estimadores que minimizan la deviance (p(t) = t), a los de minimos cuadrados (p(t) = 1 —exp(—t)),
a los M —estimadores obtenidos usando la funcién de pérdida p = p. introducida en Croux y
Haesbroeck (2003) dada en y a los basados en p = ppy que da origen a los estimadores de
divergencia, respectivamente. Los graficos superiores muestran los resultados cuando w = 1 y los
inferiores cuando w(x) = W(D?*(x, i, i_l)). Finalmente, los gréficos del lado izquierdo de cada
figura corresponden a los estimadores con penalizacién LASSO, los del centro estdn asociados a la

penalidad Signo y los de la derecha a la MCP.

Por otra parte, las Figuras a presentan los valores de PECM, PVP y PVN, cuando se
consideran muestras sin contaminar y contaminadas segtin los esquemas CB1 y CB2. En todos los
casos, la linea sélida corresponde a CO, mientras que los guiones cortos con tridngulos y los guiones
largos con cuadrados a CB1 y CB2, respectivamente. En dichas Figuras, las lineas celeste, roja y

verde corresponden a Biw, B; y Bim en el caso de las Figuras y ya Blﬁspa Bﬁcpv Biﬁ

en las restantes.
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Figura 7.2: Medias sobre 500 replicaciones de los valores del parametro de penalizacién, A,, obtenidos por
convalidacién cruzada y de /n\,. Los tridngulos rojos corresponden a p(t) =t y los circulos azules a p = p..
La linea continua corresponde a la penalizacion Signo, mientras que la entrecortada a la penalizalidad MCP.

Los ejes del plot corresponden al tamano muestral en el eje horizontal, mientras que en el eje horizontal se
presenta A\, (a) y v/n\, (b).

La Tabla y la Figura muestran que, para muestras sin contaminacién, los estimadores
penalizados con MCP muestran menores valores de PECM que las otras penalidades. En particular,
para muestras de tamano n = 300, los estimadores de maxima verosimilitud utilizando la penalidad
MCP llegan a tener valores de PECM que son la tercera parte respecto de los obtenidos con la
penalidad LASSO. Esa diferencia es atin mayor para los estimadores de minimos cuadrados y los
M —estimadores calculados con la funciéon p = p. dada en . Los estimadores pesados bajo CO
dan resultados semejantes a los no pesados, no solamente respecto del error cuadratico medio de
las probabilidades sino respecto de todas las medidas consideradas (ver Tablas a. Como se
observa en las Tablas y el M —estimador penalizado con LASSO muestra mayor pérdida

de eficiencia que con las demds penalidades, llegando a tener valores de PECM y ECM que al
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menos duplican los de B;V. La Figura muestra el fenémeno antes mencionado. Efectivamente,
cuando n = 300 y no hay contaminacién en la muestra, las penalizaciones Signo y MCP dan
menores valores de PECM que la penalizacién LASSO. Este fenémeno puede explicarse por el
sesgo no despreciable, ya discutido en esta tesis, que introduce la penalidad LASSO incluso cuando
n/p es grande. Para ambas penalizaciones acotadas, todas las funciones de pérdida dan resultados
muy similares. La penalidad LASSO da resultados semejantes o mejores que la penalizacién Signo

solamente al considerar los estimadores basados en p(t) =ty p = ppy-

Como es de esperar, los estimadores sin penalizar dan peores resultados que los obtenidos penali-
zando. Ademas, los errores PECM y ECM crecen cuando aumenta la dimensién. En particular, ese
incremento es mayor al utilizar la penalidad Signo cuando n = 150 y p = 120, donde los valores
de PECM casi duplican los obtenidos con n = 150 y p = 40 para la mayoria de los estimadores.
Como hemos mencionado, el caso (n,p) = (150,120) es una situacién que plantea un gran desafio

en cuanto a la estimacién de B y a la seleccién de variables.

Cabe mencionar que el comportamiento del PECM no siempre se condice con el del ECM. Para
algunos casos, se obtiene un muy alto error de estimacién de B, pero un bajo error de prediccién
de las probabilidades. Esto sucede, por ejemplo, con las pérdidas p = ppry y con aquella que da
origen a los estimadores minimos cuadrados. Efectivamente, para algunas dimensiones el ECM de
estos estimadores toma valores tan grandes que se reportan como . Una posible explicacién de
este hecho podria ser que estas pérdidas, a diferencia de lo que ocurre con la dada en (3.5)), no
cumplen las condiciones que garantizan la existencia del estimador no penalizado enunciadas en la
Seccion Los resultados obtenidos sugieren que introducir una penalidad acotada no resuelve
dicho problema de existencia, por lo que en algunas muestras el estimador puede explotar. Por lo
antes mencionado, los estimadores calculados con la pérdida introducida por Croux y Haesbroeck

(2003), tanto pesados como con w = 1, producen mejores errores cuadraticos medios, ECM(3), que

otras otras pérdidas acotadas, en particular, al usar la penalizacién Signo.

Respecto de la proporcién de clasificaciones correctas y de las proporciones de verdaderos positivos
y nulos, todos los estimadores penalizados dan resultados parecidos. Cabe mencionar que, cuando se
usa la penalidad LASSO, se obtienen valores de PVN maés bajos que con otras penalidades, dando
origen a estimadores menos ralos. Este procedimiento muestra menor capacidad que MCP para
identificar como 0 los coeficientes asociados a variables explicativas que no intervienen en el modelo.
Ese problema también se observa, aunque en menor medida, cuando se consideran los estimadores
de divergencia sin pesos penalizados con el Signo o los estimadores de maxima verosimilitud con la
misma penalidad (ver Tabla [7.4)).

La sensibilidad a datos anémalos de los estimadores basados en p(t) = ¢t y w = 1, atn cuando se
combinen con las penalidades consideradas, puede observarse en las distintas tablas. En particular,
las Tablas y muestran que, al introducir datos atipicos segun los esquemas CA1 y CA2,
los valores de PECM y ECM por lo menos triplican los obtenidos para muestras sin contaminar.
Por otra parte, los valores de ECM, bajo CB1 y CB2, pueden llegar a ser 5 veces mas grandes que
los obtenidos bajo CO (ver Tablas y .

El mejor comportamiento de los M —estimadores pesados penalizados, bajo los esquemas de conta-
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minacion CA1ly CAZ2, es evidente en las Figuras y donde se observa que el error cuadratico
medio de las probabiliades (PECM) son cercanos a los obtenidos para las muestras limpias para las
penalidades acotadas Signo y MCP. La ventaja de los estimadores pesados también se refleja en las
proporciones de verdaderos positivos y nulos, como ilustran las Figuras a En el caso de estas
medidas, la penalizacién LASSO da valores més altos de la probabilidad de verdaderos positivos, en
detrimento de los valores de PVN ya que como mencionamos esta penalizacién tiene mas problemas

para identificar las variables explicativas no activas.

Cabe mencionar que, bajo CA1l y CAZ2, los estimadores no pesados tienen valores de PECM
mucho més altos que los pesados especialmente cuando n = 150. Estos valores pueden llegar a ser el
doble de los obtenidos con los estimadores que controlan la palanca de las covariables, bajo CA2.
Entre los estimadores con w = 1, aquellos que dan menores valores de PECM son los estimadores
correspondientes a p = ppry ¥ los basados en el procedimiento de minimos cuadrados cuando se

combinan con las penalizaciones Signo y MCP, en particular si n = 300.

En el escenario CA1, los estimadores basados en funciones de pérdidas acotadas dan lugar a resul-
tados mas estables. Por ejemplo, la Figura muestra que la pérdida p(t) = ¢ es la tnica que tiene
problemas con este nivel de contaminacién. Por otro lado, la pérdida introducida por de Croux y
Haesbroeck (2003) produce estimadores mas ralos que las pérdidas p = ppiv v p(t) = 1 — exp(—t)

que dan origen a los estimadores de minima divergencia y a los de minimos cuadrados.

Como puede observarse en la Tabla al aumentar el nivel de contaminacién (esquema CA2), todos
los estimadores parecen volverse demasiado ralos, impactando en PVP que decrece casi a la mitad
en los estimadores no pesados. Como es de esperar, esto se intensifica al utilizar las penalizaciones
Signo y MCP combinados con p(t) = t. El efecto de la contaminacién al 10 % también se observa,
aunque en menor medida, en los M —estimadores con p = p. dada en . Los estimadores pesados
tienen resultados similares a los obtenidos en el escenario CO respecto de su capacidad para detectar

variables.

Al considerar los esquemas CB1 y CB2, las Tablas y muestran el decrecimento existente
en la probabilidad de verdaderos positivos, en particular, para valores pequenos de m (m = 0.5,1,2)
que corresponden a los outliers intermedios que son los mas dificiles de detectar. Los valores de PVP
de los M —estimadores pesados, basados en la funcién introducida por Croux y Haesbroeck (2003),
se recuperan al aumentar m, lo cual también se observa en los resultados obtenidos para la medida
PEMC que aumenta para valores bajos de m y decrece a medida que aumenta la palanca de los
outliers (ver Figuras y . Cabe mencionar que los valores de PVN obtenidos bajo CB1
y CB2 son semejantes a los obtenidos para muestras sin contaminar, salvo para los estimadores
Aiip que se ven mas afectados por este tipo de contaminacién. Estos resultados muestran que las
penalidades Signo y MCP consiguen identificar las variables no activas (ver Tablas y

aunque producen modelos mas ralos que el verdadero.

De las Figuras y se desprende que, para las penalizaciones Signo y MCP, bajo CB1 los
estimadores basados en p = p. dada en tienen valores PECM mucho menores que los obtenidos
cuando p(t) = t, en particular cuando se consideran los M —estimadores pesados. Ese efecto es mas
claro cuando m es mayor igual a 3 ya que los estimadores ,[Aiiw y ,[Aiii\c,r) tienen valores de PECM

superiores a 0.10, es decir, 5 veces més grandes que los obtenidos bajo CO. El mejor comportamiento
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de los estimadores pesados se debe a que este método detecta la mayoria de los datos atipicos, para
valores grandes de m. En algunos casos, las ventajas de los M —estimadores robustos pesados se
intensifican al utilizar la penalidad MCP. Por ejemplo, cuando (n,p) = (300, 80), el PECM de Bfm
y Bzﬁj es muy similar al obtenido para datos sin contaminar. En el escenario de contaminacién
CB2, los estimadores basados la funcién definida en Croux y Haesbroeck (2003) empeoran su
comportamiento y dan resultados muy similares a los obtenidos con el estimador clasico penalizado.
La version pesada de dichos estimadores muestra resultados aceptables de esta medida para valores

grandes de m.

Resumiendo, para los esquemas de contaminacién considerados, los M —estimadores pesados basados
en la funcién p = p. dada en (3.5)) combinados con las penalizaciones MCP y Signo, resultan ser los

mas estables y fiables.

n 150 300 150 300

P 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120

Buv | 4954 kK [228 2632 Kk | Buuy | 6068 K Kk [230 2724 %
Buv | 123 150 175|090 095 1.03 | Byyy | 123 150 1.76 | 0.90 0.96 1.03
Bov | 133 x x| 035 043 045 | Boyw | 138 kK 035 044 045

Byv | 1.02 118 152020 025 024 | Byyy | 1.03 116 1.54 [ 021 027 0.24

Buc | 278 281 293|250 252 254 | Buwe | 278 281 294 | 250 252 254
Buc | 280 2544 & | 049 063 069 | Bumc | 253 K * [050 0.65 0.69

Buc | 162 187 262|030 040 044 | By | 1.60 1.86 2.71 | 030 039 0.43

Bow | *  * x| * * Kk [Buon]| * K x| X X K
Bow | 150 175 198|118 123 132 | Bypy | 150 175 199 | 1.18  1.24  1.32
Bow | 172 % % [040 052 054 | Bypy | 176 % Kk 041 053 054

Bow | 124 143 186|025 031 028 | Bypy | 123 143 1.88 [ 024 030 029

Bu * * *x | 369 % * | Bwu * * *x |37 % *
By | 298 299 311269 272 274 | Byy | 298 300 311269 272 274
By | 1.60 200 278038 050 055 Buy | 1.64 201 276 [ 038 051 0.54

~MCP ~MCP

Bu 1.15 143 186|023 0.34 035 | Bwu 1.15 141 1871023 033 0.36

Tabla 7.3: Promedio podado al 10 % del error cuadrético (ECM), bajo CO.
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n =150 n = 300

p 40 80 120 40 80 120

Byv | 1.00 /0.00 1.00/0.00 1.00/0.00 | 1.00 /0.00 1.00 /0.00 1.00 /0.00
Biv | 1.00 /061 1.00 /068 1.00/0.72 | 1.00/0.69 1.00/0.70 1.00/0.72
~S

By |098/087 098/082 0.97/0.76 | 1.00 /093 1.00/0.92 1.00/0.90

~MCP

Buv 0.96 /095 0.95/093 0.90/092| 1.00/098 1.00/0.92 1.00/0.92

Byue | 1.00/0.09 1.00/0.18 1.00/0.24 | 1.00 /0.03 1.00/0.09 1.00 /0.13
Buc | 1.00/084 1.00/085 0.98/0.85|1.00/092 1.00/092 1.00/0.91
~8

Bue | 0897097 090/096 0.85/0.95|1.00/096 1.00/096 1.00/0.95

~MCP

Buc |091/098 091/097 086/0.97|1.00/0.99 1.00/0.97 1.00/0.97

Bpn | 1.00/0.03 1.00 /0.03 1.00/0.01 | 1.00 /0.00 1.00/0.05 1.00 /0.04
B | 1.00/060 1.00/067 1.00/0.71 | 1.00/0.68 1.00/0.71 1.00 /0.72
Bow | 0957091 0957087 0.94/084|1.00/094 1.00/094 1.00/0.93

~MCP

Bowv 0.95/09 093/093 0.88/092] 1.00/098 1.00/094 1.00/0.93

By 1.00 /0.01 1.00 /0.00 1.00 /0.00 | 1.00 / 0.00 1.00 /0.02 1.00 / 0.01
By, 0.98/0.88 0.99/0.88 0.97/0.88 | 1.00/0.94 1.00/0.94 1.00/0.93
B, 0.96 /0.95 0.94/0.96 0.86/0.95 | 1.00/0.96 1.00/0.95 1.00/0.95

Bu 0.94 /098 093/09 0.88/0.96 | 1.00/099 1.00/0.97 1.00/0.97

BWMV 1.00 / 0.00 1.00 / 0.00 1.00 /0.00 | 1.00 / 0.00 1.00 /0.00 1.00 / 0.00
Bwwy | 1.00 /0.61 1.00 /0.68 1.00 /0.72 | 1.00 / 0.69 1.00 / 0.71 1.00 / 0.72
Bwuy | 0.98 /087 0.98 /0.81 0.97 /0.76 | 1.00 /0.93 1.00 / 0.92 1.00 / 0.89

Bwuy | 096 /095 0.95/0.93 0.90/0.92 | 1.00/098 1.00/0.93 1.00/0.92

Bwue | 1.00/0.09 1.00 /019 1.00/0.25 | 1.00 /0.04 1.00/0.09 1.00/0.14
Bune | 1.00 /084 1.00/085 099 /085 | 1.00 /092 1.00/0.92 1.00 /0.91
~S

Buwuc | 088 /097 0.89 /096 0.83/0.95|1.00/0.95 1.00/096 1.00/0.95

Bwue | 091 /098 091 /097 0.86/0.97 | 1.00 /0.99 1.00/0.97 1.00/0.97

Bwpre | 1.00 /0.03  1.00 /0.03 1.00 /0.01 | 1.00 / 0.00 1.00 / 0.05 1.00 / 0.04
Bypre | 1.00 /0.60 1.00 / 0.67 1.00 /0.71 | 1.00 / 0.68 1.00 / 0.71 1.00 / 0.72
Buow | 0.5 /091 096 /087 0.93/0.84 | 1.00 /094 1.00/0.94 1.00/0.93

Bwory | 0.95 /096 093 /093 0.89/0.93 | 1.00/0.98 1.00/094 1.00/0.93

Bwy | 1.00 /0.01 1.00/0.00 1.00/0.00 | 1.00 /0.00 1.00/0.02 1.00 /0.01
Bwy |0.99/087 099/088 0.97/088|1.00/094 1.00/094 1.00/0.93
Bwy |0.96/094 094/096 087/0.95|1.00/095 1.00/095 1.00/0.95

Bwwm 0.94 /098 093/09 0.83/0.96 | 1.00/099 1.00/0.97 1.00/0.97

Tabla 7.4: Promedio podado al 10% del la proporcién de verdaderos positivos/ proporcién de verdaderos nulos
(PVP/PVN) bajo CO.
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e =0.05 e=0.10
n = 150 n = 300 n = 150 n = 300

p 40 80 120 | 40 80 120 | 40 80 120 | 40 80 120
Buv | 743 % x | 237 650 x| 493 % * | 333 467 3330
Biv | 378 388 393 | 361 367 366 | 486 486 492 | 48 485  4.89
Buv | 376 % *x | 382 400 377 | 471 476 Kk | 462 478 483
Buv | 322 330 366 | 3.03 320 321 | 484 486 492 | 480 498  4.99
Buic * * * * * * * * * * * *

Bie | 336 345 358 | 2093 297 306 | 455 467 474 | 412 422 434
Buc | 3090 374 427 | 105 121 144 | 405 441 454 | 257 286  3.49
Buc. | 228 2814 371 | 073 092 112 | 364 431 484 | 168 209 2.8
Bory * * * 147 % * * * * 306 %k *

Bow | 230 258 279 | 193 201 214 | 427 433 442 | 38 386 3.9
By | 280 % *x | 108 117 143 | 405 431  x | 313 313  3.48
Bow | 208 249 300 | 0.8 090 110 | 358 389 420 | 219 231 270
B * * * 233 % * * * *x | 259 % *

B, 386 394 404 | 360 363 364 | 480 484 491 | 475 476 478
B 336 3.68 412 | 141 149 202 | 444 459 470 | 432 437 461
Bu | 230 284 382 | 111 1.08 141 | 441 486 500 | 377 414 463
Buny | 5590 % x | 230 2677 % | 5081 % *x | 220 2619 %

Bunw | 124 152 177 [ 090 097 105 | 124 153 178 | 090 097 107
Bonn | 144 % *x | 034 o044 044 | 159 315 x| 041 045 045
Buwe | 105 137 171 | 021 031 o028 | 111 159 205 | 022 035 037
Bwe | * * * * * * * * * * * *

Bune | 277 281 205 | 250 253 256 | 277 280 295 | 250 254 258
Bone | 343 % *x | 050 063 070 | 34384 % *x | 055 068 073
Bune | 160 227 268 | 030 048 048 | 173 250 299 | 031 055  0.68
Bwowv | * * * * * * * * * * * *

Buow | 150 177 202 | 118 125 133 | 150 178 204 | 118 126 1.36
Boon | 180 % x | 041 053 053 | 194 316 Kk | 047 054  0.54
Buow | 124 172 204 | 025 036 033 | 134 192 234 | 025 041 045
Bwu | * * x | 3712 % * * * *x | 368 % *

Bune | 298 300 310 | 260 273 277 | 208 300 312 | 260 274 279
Bon | 189 230 285 | 039 048 051 | 227 244 299 | 065 055 056
Buw | 124 178 227 | 023 042 o047 | 124 204 262 | 024 046 057

Tabla 7.5: Promedio podado al 10 % del error cuardtico (ECM), para los escenarios de contaminacién CA1 y CA2.
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n = 150 n = 300

P 40 80 120 40 80 120

Buv | 1.00 /0.00 1.00/0.00 1.00/0.00 | 1.00 /0.00 1.00 /0.00 1.00 / 0.00
Biv | 0817060 0797075 0.76/079 | 094 /065 095/071 0.95/0.73
Buv | 054708 075/073 091/067 | 060/094 061 /088 0.61 /081

Buv | 070 /079 071 /082 0.68 /084 | 0.81 /078 0.78 /081 0.77 / 0.82

Byc | 1.00 /007 1.00/0.16 1.00/0.24 | 1.00/0.02 1.00 /0.07 1.00 /0.11
~L

Buc | 093/070 0937072 092/0.75 | 0.99/0.75 1.00/0.75 1.00/0.75
Buc | 0727097 070 /096 0.63/0.95 | 1.00/0.87 1.00/0.94 0.99 /0.94

By | 079 /097 0.77/0.96 0.67/0.96 | 0.97 /0.98 0.99 /0.97 0.96 / 0.96

Bory | 1.00 /004 1.00/0.04 1.00/0.03 | 1.00 /0.00 1.00/0.04 1.00 / 0.06
~L

Bow | 099 /048 0.98/056 0.97/061 | 1.00 /047 1.00 /051 1.00/ 0.53
B | 0827087 085/082 0.86/080|099/080 1.00/0.86 0.99/0.84

Bow | 0.84 /080 0857089 0.80/0.89 | 097/091 098/0.89 097/ 0.87

By 1.00 / 0.01 1.00 /0.02 1.00/0.02 | 1.00 / 0.00 1.00 / 0.01 1.00 / 0.02
~L

B 0.87 /073 0.87/0.76 0.86 /0.78 | 0.96 /0.75 0.97 /0.76 0.98 / 0.76
By 0.59 / 0.97 0.61/0.96 0.55/0.95 | 0.93/091 0.97/0.94 0.94/0.94
By | 0727096 0.71/095 0.59/0.95 | 0.91/097 0.96/0.96 0.96/0.95

Bwuy | 1.00 /0.00 1.00 /0.00 1.00 /0.00 | 1.00 /0.00 1.00 /0.00 1.00 / 0.00
~L

Bwuy | 1.00 /061 1.00/0.67 1.00/0.71 | 1.00 /0.69 1.00/0.71 1.00 / 0.72
Bonrw | 0.98 /088 0967083 0.96/0.78 | 1.00 /092 1.00/0.92 1.00/0.90

~MCP

Bwwmy | 0.97 /095 093 /092 0.87 /092 | 1.00/0.98 1.00/0.93 1.00/0.92

Bwue | 1.00 /0.09 1.00/0.18 1.00/0.21 | 1.00 /0.04 1.00 /0.09 1.00 / 0.12
~L

Bwue | 1.00/0.85 1.00/0.85 0.98/0.85 | 1.00 /092 1.00/0.92 1.00/0.91
Bunce | 0.90 /096 0.85/0.95 0.79/0.95 | 1.00 /0.95 1.00/0.96 1.00 /0.95

~MCP

Bwue | 091 /098 0.86 /097 0.79 /0.97 | 1.00 /0.99 1.00 /0.97 1.00 /0.97

Bwory | 1.00 /0.03 1.00 /0.02 1.00 /0.01 | 1.00 /0.00 1.00 / 0.05 1.00 / 0.03
Buwow | 1.00 /0.60 1.00 /0.66 1.00/0.70 | 1.00 /0.69 1.00 /0.71 1.0/ 0.71
Buow | 0.96 /091 0937088 0.91/086 | 1.00/093 1.00/094 1.00/0.93

~MC
Buwon | 0.96 /095 0927093 0.85/092 | 1.00/0.98 1.00/0.94 1.00 /0.93

Bwy | 1.00 /001 1.00/0.00 1.00/0.00 | 1.00/0.00 1.00/0.02 1.00/0.01
Bune | 099 /088 0.99 /088 0.97/0.87 | 1.00/0.94 1.00/0.94 1.00/0.93
B | 0.89 /090 0.86/094 0.80/095 | 1.00/0.90 1.00/0.93 1.00/0.93

~MC
Buni | 094 /098 0.90/096 0.82/096 | 1.00/0.99 1.00/0.97 1.00/0.96

Tabla 7.6: Promedio podado al 10% del la proporcién de verdaderos positivos/ proporcién de verdaderos nulos
(PVP/PVN) para el escenario CA1.
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n = 150 n = 300

D 40 80 120 40 80 120

Byy | 1.00 /0.00 1.00/0.00 1.00/0.00 | 1.00/0.00 1.00/0.00 1.00/0.00
~L

Buv | 045/078 044/084 041/087 | 057 /077 0.60 /083 056/ 0.86
Buv | 0337094 038088 0.60/0.78 | 046/098 042094 0.33/0.92

Buv. | 0347081 0337087 0337080 |040/082 0.31/090 0.34/091

Buc | 1.00 /005 1.00/0.13 1.00/0.19 | 1.00/0.00 1.00/0.05 1.00 /0.08
Buc | 0607077 0597082 058/0.84|081/060 084073 083/0.75
Buc | 0477097 0407096 0427096 | 083 /088 0.83/094 0.77/0.95

~MC
Bue. | 0537095 0437095 038095 | 0.88/094 0.90 /095 0.79 /0.95

Bow | 1.00 /002 1.00/005 1.00/0.05 | 1.00/0.00 1.00/0.03 1.00/0.06
Bonw | 0677063 0687071 0.67/0.74 | 087 /053 0.87/0.60 085/ 0.65
B | 0487090 0517088 057/084 | 073708 0.75/087 0.69/0.87

Bow | 0.65 /081 0.60/0.86 0.56/0.88 | 0.88/0.78 0.90/0.83 0.86/0.85

Bu 1.00 / 0.00 1.00 /0.02 1.00/0.02 | 1.00 /0.00 1.00 /0.00 1.00 / 0.01
By, 0.50 / 0.83 0.54/0.86 0.49 /0.89 | 0.62/0.81 0.69/0.84 0.69/0.85
By, 0.36 /0.98 0.36/0.97 0.27/0.97 | 0.48/0.99 0.61/0.97 0.52/0.96
Bu” | 0347094 031/095 030/095 | 051/095 047/095 047 /0.95

Bwny | 1.00 /000 1.00/0.00 1.00/0.00 | 1.00/0.00 1.00/0.00 1.00 /0.00
Buar | 1.00 /061 1.00/0.67 1.00/0.71 | 1.00/0.68 1.00/0.70 1.00 / 0.72
Buary | 096 /088 093 /085 0.94/0.79 | 1.00/0.90 1.00/0.92 1.00 / 0.90

Buniw | 0.96 /094 091/093 0837091 | 1.00/097 1.00/0.95 1.00/0.93

BWMC 1.00 /0.09 1.00/0.17 1.00/0.18 | 1.00 /0.03 1.00 /0.09 1.00/0.11

~L

Bwwme | 1.00 /085 1.00 /0.84 099 /0.85 | 1.00 /0.93 1.00/0.91 1.00/0.91

Bune | 089 /094 0827094 0.73/0.95 | 1.00/094 1.00/0.95 1.00/0.95

Bunte | 0.90 /097 0.82/0.96 0.71/0.96 | 1.00 /0.99 1.00 /0.97 1.00 / 0.96

Bwory | 1.00 /004 1.00/0.02 1.00/0.01 | 1.00/0.00 1.00/0.05 1.00 /0.04
Buow | 1.00 /059 1.00 /065 1.00/0.70 | 1.00 /0.68 1.00/0.70 1.00 / 0.71
Buon | 0.95 /092 0917080 0897087 | 1.00/091 1.00/0.93 1.00/0.93

~MC
Buow | 0.96 /095 0.89 /093 0.81/0.92 | 1.00/0.98 1.00/0.95 1.00/0.94

Bwy | 1.00/0.02 1.00/0.00 1.00/0.00 | 1.00/0.00 1.00/0.02 1.00/0.01
Bun, | 099 /088 0997087 097087 | 1.00/095 1.00/093 1.00/0.92
Buon | 0777088 0.76 /093 0717095 | 0.94 /087 0.99 /089 1.00/0.91

Bun | 0947097 0877096 0757096 | 1.00/0.99 1.00/0.97 1.00/0.96

Tabla 7.7: Promedio podado al 10% del la proporcién de verdaderos positivos/ proporcién de verdaderos nulos
(PVP/PVN) para el escenario CA2.
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n = 150 p=40

£=0.05 £=0.10
m 0.5 1 2 3 4 5 05 1 2 3 4 5
B 1.843 3.638 4382 4.736 4970 5.070 | 3.304 4484 5.002 5.138 5160 5.215
B | 1.632 3.079 4540 5114 5321 5349 | 2.820 4310 5433 5499 5.165 5.181
B, 1925 3.316 4.123 4352 4397 4.243 | 3508 4531 5.050 5.152 5153 5.185
BuT | 1515 2244 3119 3236 2.938 2.661 | 2.987 4.548 5.110 5.110 5.066 5.137
Brnt 1.999 3.348 4.167 1.871 2023 2.016 | 3.507 4.563 5.061 3.597 3.880 3.967
Bt | 1546 2252 3185 1.289 1300 1.304 | 2.963 4.560 5.104 1.410 1.284 1.282

p =80

£=0.05 £=0.10
m 0.5 1 2 3 1 5 05 1 2 3 4 5
Br 3335 4365 4.951 5221 5.666 5.194 | 4327 5162 5221 5152 5210 5.258
B | 2657 4238 5360 5554 5526 5276 | 3.972 5365 5990 5.107 5.141 5.196
B 3378 4139 4564 4510 4.457 4.562 | 4.451 5141 5189 5172 5204 5.209
Bu’ | 2413 3556 3.580 3.132 2849 3.064 | 4532 5.065 5.125 5.000 5.027 5.081
Brn 3391 4176 4504 2507 2.542  2.516 | 4477 5155 5150 4.072 4340 4.273
Buswi | 2469 3544 3571 2.204 2157 2,107 | 4526 5.070 5.068 2.418 1.890 1.904

Tabla 7.8: Promedio podado al 10 % del error cuadréatico (ECM), para los escenarios de contaminacién CB1 y CB2
con n = 150.
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n = 300 p =80

£ =0.05 £=0.10
m 0.5 1 2 3 4 5 05 1 2 3 4 5
Bu 1571 3.580 4.621 5013 5079 5.123 | 3.520 4.974 5071 5216 5284 5.296
B | 1537 3.819 4966 5216 5194 5.060 | 3.135 4.766 5376 5.134 5237 5.250
B, 1.046 1.607 1736 1.286 1.277 1.932 | 3.732 4.963 5.080 5175 5215 5.221
Bu" | 0981 1.061 0.618 0465 0426 0.677 | 3.045 4.972 5028 5102 5109 5.082
Brnt 1061 1.612 1749 0500 0519 0.507 | 3.768 4.976 5074 2.681 2.354 1.719
Bt | 0996 1.081 0.653 0425 0435 0433 | 3.030 4.968 4.946 0.363 0426 0.446

p =120

£ =0.05 £=0.10
m 0.5 1 2 3 1 5 05 1 2 3 4 5
Br 2381 3.936 4.947 5.069 5117 5.147 | 4309 5.096 5.005 5248 5299 5.207
B | 2257 4514 5195 5254 5066 5.052 | 3.944 5340 5171 5177 5232 5229
B 1161 2217 1951 1578 2425 2959 | 4462 5.004 5106 5.195 5223 5.228
B’ | 1221 1286 0537 0451 0.868 2010 | 4280 5035 5.000 5.080 5.096 5.101
Brn 1155 2.247 1997 0551 0558 0.550 | 4438 5.005 3.835 2.525 2,150 1572
Buw | 1237 1352 0545 0511 0509 0532 | 4286 5036 3.188 0499 0.586 0.657
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Tabla 7.9: Promedio podado al 10 % del error cuadréatico (ECM), para los escenarios de contaminacién CB1 y CB2

con n = 300.
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n = 150 p=40

£=0.05 £=0.10
m 0.5 1 2 3 4 5 05 1 2 3 4 5
B 0.865 0.535 0.403 0.356 0.363 0.394 | 0.597 0.327 0272 0.249 0.282 0.307
B | 0.874 0666 0497 0469 0453 0456 | 0.704 0459 0467 0.482 0460 0.552
Bu 0.820 0.566 0422 0380 0415 0458 | 0476 0259 0217 0211 0224 0.256
Bu" | 0846 0.723 0588 0.588  0.640 0.727 | 0.591 0.306 0.275 0.305 0.216 0.425
B 0.805 0551 0.418 0965 0948 0.933 | 0.460 0.254 0224 0.619 0546 0.535
Bun | 0845 0723 0582 0952 0957 0951 | 0599 0.291 0285 0.960 0.958 0.956

p =80

£=0.05 £=0.10
m 0.5 1 2 3 1 5 05 1 2 3 4 5
Br 0.632 0443 0365 0454 0542 0509 | 0.375 0.257 0314 0.229 0259 0.308
B | 0715 0546 0460 0398 0445 0.469 | 0.518 0.420 0474 0.446 0.554  0.602
B 0.648 0.493 0.388 0418 0419 0420 | 0.354 0199 0.185 0216 0252 0.261
B’ | 0726 0506 0519 0.603 0.682 0.643 | 0.283 0213 0263 0.224 0438 0.472
Bt 0.647 0483 0.380 0.826 0831 0.837 | 0.341 0191 0219 0484 0434 0.431
B | 0720 0511 0512 0881 0.876 0.865 | 0275 0224 0315 0901 0923 0.914

Tabla 7.10: Promedio podado al 10 % del la proporcién de verdaderos positivos (PVP) para los escenarios CB1 y
CB2 con n = 150.



7.2. ESTUDIO DE MONTE CARLO

n = 300 p =80

£ =0.05 £=0.10
m 0.5 1 2 3 4 5 05 1 2 3 4 5
Bu 0.091 0.744 0571 0.605 0.674 0.626 | 0.715 0.372 0311 0454 0476 0.459
B | 0961 0726 0474 0455 0526 0492 | 0744 0593 0521 0533 0.611 0.619
B, 1.000 0.952 0.887 0912 0.908 0.837 | 0.673 0338 0280 0.391 0.356 0.359
Bu" | 0987 0970 0981 0996 1.000 0978 | 0.736 0.312 0401 0.491 0.530 0.532
Brnt 0.099 0945 0.868 1.000 1.000 1.000 | 0.672 0.320 0.324 0.753 0.786 0.869
Bt | 0985 0968 0978 1.000 1.000 1.000 | 0.725 0301 0444 1.000 1.000 1.000

p =120

£ =0.05 £=0.10
m 0.5 1 2 3 4 5 05 1 2 3 4 5
Br 0.931 0.667 0474 0.642 0.624 0.652 | 0.536 0.334 0304 0422 0438 0.488
B’ | 0897 0641 0.404 0474 0440 0505 | 0.596 0.562 0491 0.572 0.598 0.603
B 0.082 0.889 0.858 0.885 0.801 0.805 | 0.524 0.325 0307 0.366 0.376 0.370
A’ | 0967 0956 0.983 0993 0964 0.881 | 0463 0284 0338 0514 0546 0.623
Brn 0.086 0.889 0.870 1.000 1.000 1.000 | 0.521 0.331 0.581 0.791 0.836 0.902
Buy | 0968 0951 0983 1.000 1.000 0997 | 0.463 0.285 0.635 1.000 1.000 1.000
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Tabla 7.11: Promedio podado al 10 % del la proporcién de verdaderos positivos (PVP) para los escenarios CB1 y

CB2 con n = 300.
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n = 150 p=40

£=0.05 £=0.10
m 0.5 1 2 3 4 5 05 1 2 3 4 5
B 0.031 0955 0.962 0963 0950 0.947 | 0.937 0922 0908 0924 0.946 0.962
Bue. | 0931 0903 0842 0784 0743 0.732 | 0.897 0.831 0.697 0.739 0905 0.945
Bu 0.049 0970 0.979 0970 0.967 0.963 | 0.971 0.967 0.956 0.956 0.959 0.968
Bu" | 0974 0971 0965 0961 0959 0958 | 0.961 0.945 0911 0928 0.976 0.969
Brnt 0951 0973 0979 0918 0926 0931 | 0.971 0966 0956 0.938 0.935 0.935
Bt | 0974 0969 0966 0972 0971 0972 | 0.961 0947 0912 0944 0.949 0.951

p =80

£=0.05 £=0.10
m 0.5 1 2 3 1 5 05 1 2 3 1 5
Br 0.934 0930 0916 0.887 0.869 0.902 | 0.913 0.887 0.884 0.953 0.968 0.966
B | 0915 0878 0819 0811 0813 0869 | 0.865 0.803 0770 0.923 0955 0.958
B 0.059 0.962 0.962 0964 0963 0971 | 0.958 0.955 0956 0.966 0972 0.972
A’ | 0965 0965 0953 0951 0950 0.958 | 0.956 0.942 0.933 0.966 0.963 0.962
Bt 0.060 0.962 0.963 0956 0.957 0.956 | 0.950 0.955 0.954 0.947 0.947 0.951
Bun | 0965 0963 0.953 0960 0960 0.960 | 0.958 0.937 0934 0941 0944 0.943

Tabla 7.12: Promedio podado al 10 % del la proporcién de verdaderos nulos (PVN) para los escenarios CB1 y CB2

con n = 150.



7.2. ESTUDIO DE MONTE CARLO

n = 300 p =80

£=0.05 £=0.10
m 0.5 1 2 3 4 5 05 1 2 3 4 5
B 0.050 0.957 0.964 0.957 0.960 0.969 | 0.953 0.926 0.941 0.965 0.968 0.968
Bue. | 0953 0917 0840 0767 0801 0932 | 0910 0.763 0753 0.957 0.964 0.964
Bu 0.957 0.953 0.955 0.953 0.956 0.964 | 0.964 0.963 0.963 0.969 0.974 0.975
Bl 10971 0971 0952 0938 0944 0965 | 0.963 0.942 0944 0.967 0.964 0.964
B 0.957 0.953 0.956 0.951 0.954 0.953 | 0.963 0.964 0.960 0.944 0.943 0.940
Bt | 0971 0971 0.947 0972 0972 0972 | 0.964 0940 0949 0.961 0958 0.959

p =120

£=0.05 £=0.10
m 0.5 1 2 3 1 5 05 1 2 3 1 5
Br 0.950 0.944 0.933 0938 0.956 0.960 | 0.930 0.895 0.946 0.968 0.966 0.959
B | 0939 0896 0829 0815 0934 0960 | 0.871 0.732 0.883 0.960 0.959 0.958
B 0.047 0949 0.953 0.953 0.959 0.958 | 0.957 0.955 0965 0972 0970 0.972
A’ | 0964 0965 0930 0931 0958 0968 | 0.062 0.934 0.960 0.959 0.952 0.951
Bt 0.047 0949 0.953 0.950 0.950 0.951 | 0.950 0.955 0.950 0.940 0.941 0.940
Bun | 0964 0964 0920 0968 0968 0967 | 0.961 0933 0956 0.953 0952 0.952

107

Tabla 7.13: Promedio podado al 10 % del la proporcién de verdaderos nulos (PVN) para los escenarios CB1 y CB2

con n = 300.
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7.3. Andlisis de datos reales

7.3.1. Imagenes de SPECT

Las imagenes SPECT (Single Positron Emission Computed Tomography) son usadas como una
herramienta de diagnéstico para la perfusién miocardica. Esta técnica es muy popular debido a
su alta relacién senal/ruido y su relativo bajo costo. Sin embargo, las interpretaciones subjetivas
de estas imagenes pueden ser equivocadas. Esto sugiere que un método computacional automatico

puede ser adecuado para complementar la apreciacion del médico.

Con el objetivo de semi-automatizar el proceso de diagnéstico, p = 44 covariables fueron generadas
a partir de cada imagen, tal como se describe en Kurgan et al. (2001). Se quiere clasificar la
situacion cardiaca de cada paciente en dos categorias: “Normal” y “Anormal”. Este conjunto de
datos consiste de n = 267 pacientes, 212 de ellos fueron clasificados en la categoria “Normal” y los
restantes 55 en la categoria “Anormal”. Los datos también estan disponibles en el repositorio UCI

(https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/SPECT+Heart).

Se realiza un andlisis implementando un procedimiento de convalidacion cruzada tal como se des-
cribe a continuacién. El conjunto de datos completo fue dividido en 10 subconjuntos de tamanos
aproximadamente iguales. Para cada subconjunto i (1 <14 < 10) y cada estimador B del pardmetro
de regresién y 7 de la ordenada al origen, computamos (B _i)ﬁ(_i)), la estimacién correspondiente
utilizando todos los datos salvo los del subconjunto ¢. Luego, se clasifica cada observacion s pertene-

ciente al subconjunto 7 de acuerdo al signo de X;F,@(_Z)

+7(=9 . Denotamos como t; a la proporcién de
observaciones correctamente clasificadas del subconjunto i. Més atin, definimos a m; como la propor-
cién de observaciones bien clasificadas del subconjunto ¢ que pertenecen a la categoria “Anormal”.
Se define b; de forma andloga para la categoria “Normal”. Por otra parte denotamos como a; al
numero de coordenadas activas (es decir, distintas de cero) del vector B - . Finalmente, promedia-
mos las 10 cantidades t4,...,t19; m1,...,m10; b1,...,b10 y a1, ..., a1, obteniendo valores PCCyyq1,
PCC,or, PCCunor v Nactivas, respectivamente. Para cada estimador, estas medidas se muestran en
la Tabla Cabe mencionar los valores de los estimadores de maxima verosimilitud penalizados
con penalidad LASSO y MCP se obtuvieron utilizando los paquetes glmnet y cvplogistic, res-
pectivamente. Los valores entre paréntesis corresponden al desvio estandar de los 10 elementos que
dieron origen a cada uno de los valores. Las medidas PCC,,, vy PCCgpor también se muestran en la
Figura [7.15| en la que las barras de color gris claro corresponden a las imagenes clasificadas como

“Normales”y las negras a las clasificadas como “Anormales”.

Los resultados reportados en la Tabla permiten observar que los valores mas altos de PCCiypas
se alcanzan al utilizar los M —estimadores pesados con la funcién de pérdida introducida en Croux
y Haesbroeck (2003). Es interesante notar que al utilizar la penalizacién LASSO, la proporcién de
clasificaciones correctas en la categoria “Normal”’es siempre muy baja, con valores iguales a 0 en
el caso del M —estimador basado en las pérdidas de minimos cuadrados y p = p. dada en , es
decir, estos métodos tienden a clasificar a casi todas las observaciones como normales, de alli los
valores altos de PCC,,,, reportados en la Tabla y Figura Las penalizaciones Signo y MCP

conducen a una mayor proporcién de clasificaciones correctas entre las observaciones de categoria


https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/SPECT+Heart
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“Anormal”, a costa de solo un leve decrecimiento de la proporciéon de clasificaciones correctas en
, . . ~MCP . ,

la otra categoria. Por ejemplo, el estimador B, clasifica correctamente a més del 50% de las

observaciones de la categoria “Anormal”y a més del 90 % de las de categoria “Normal”, siendo el

método con mejores resultados para este ejemplo.

Respecto a la cantidad de variables elegidas, al igual que en los otros ejemplos y simulaciones de esta
tesis, puede observarse que la penalizacion MCP es la que arroja estimadores mas ralos, seguida por

Signo, mientras que LASSO es la penalidad que selecciona mayor cantidad de variables, en todos

los casos.

PCCiotal PCCanor PCCror Nactivas
Biy | 0.802 (0.03) 0.060 (0.13) 0.995 (0.02) 9.700 (1.70)
B’ | 0.790 (0.07)  0.473 (0.18) 0.873 (0.09)  7.100 (1.97)
Bie | 0.794 (0.01) 0.000 (0.00) 1.000 (0.00) 18.500 (2.01)
Bio | 0.794 (0.05) 0.390 (0.19) 0.901 (0.04) 9.600 (3.20)
Bt 1 0.798 (0.04)  0.350 (0.24) 0.915 (0.06)  5.000 (1.15)
Br., | 0.806 (0.05) 0.277 (0.13) 0.944 (0.05) 23.000 (2.26)
B.. | 0.805 (0.05) 0.440 (0.19) 0.901 (0.06) 15.600 (3.92)
B’ 1 0.817 (0.04)  0.493 (0.15) 0.901 (0.06)  8.700 (1.25)
B.. | 0.794 (0.01) 0.000 (0.00) 1.000 (0.00) 17.700 (2.31)
Bl | 0.798 (0.03) 0.457 (0.20) 0.887 (0.05) 10.800 (3.29)
Bo 1 0.791 (0.05) 0.330 (0.23) 0.910 (0.06)  5.100 (1.10)
By | 0.802 (0.04) 0.227 (0.18) 0.953 (0.04) 21.600 (1.58)
Bo. | 0.821 (0.06) 0.443 (0.15) 0.920 (0.06) 16.800 (3.39)
Bini | 0.840 (0.06) 0.570 (0.20) 0.911 (0.05) 10.600 (2.22)

Tabla 7.14: Proporcién de clasificaciones correctas y numero de variables seleccionadas para el conjunto de datos sobre

imagenes SPECT. Los desvios estdndar se muestran entre paréntesis

MV MC DIV M WM
100 - - - 3
0.75
0.50
0.25
0.00 I U U l
L MCP L MCP S L MCP S L MCP S L MCP S

Figura 7.15: Gréafico de barras de las medidas PCCpor (en gris claro) y PCCanor (en negro) para el conjunto de datos
sobre imégenes SPECT.
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7.3.2. Diagnéstico de cancer de mama

En este ejemplo, se analizan datos provenientes de n = 569 iméagenes digitalizadas de biopsias de
tumores localizados en la zona mamaria. Se medieron las siguientes 10 caracteristicas para cada
nicleo celular presente en cada imagen: radio, textura, perimetro, area, suavidad, compacidad,
intensidad de la concavidad, nimero de puntos de concavidad, simetria y dimensién fractal. Para
cada una de estas 10 caracteristicas, se consideré la media, el desvio estandar y el méximo entre
todos los niicleos presentes en la imagen. De este modo, se generaron p = 30 covariables por imagen.
Los datos pueden obtenerse en el repositorio UCI https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/

Breast+Cancer+Wisconsin+%28Diagnostic29.

De los n tumores biopsiados, 357 eran benignos y 212 malignos. Se quiere predecir la clase de tumor

en funciéon de las 30 caracteristicas de cada imagen.

Para este conjunto de datos, analizaremos cudl es el cambio en la selecciéon de variables de los
distintos métodos al agregar ng datos atipicos artificialmente. Cada dato atipico (37,5() se genera
del modo que se describe a continuacién. Primero, se calcula el M —estimador con penalidad MCP,
(ﬂx(P, AMCPY obtenido con el conjunto de datos original. Luego, se toma X ~ N (0,1001) y se define
una respuesta mal clasificada de la siguiente forma

7 1 si XT ﬁM + AN <0 (72)

0 si XT ,6'M A > 0.

Se comparan los resultados obtenidos con los procedimientos basados en la pérdida p(t) = t con
penalidad LASSO y MCP y con los estimadores de minimos cuadrados, de divergencia y los
M —estimadores con funcién p = p. dada en con pesos y sin ellos, en todos los casos con

penalidades Signo o MCP.

Se repitié el procedimiento de generacién de los datos atipicos calculando el M —estimador pesa-
do con penalidad MCP, (Bi\,dvif , Ywnt ) obtenido con el conjunto de datos original y definiendo una
respuesta mal clasificada de la siguiente forma

~MCP  __
|1 s XTA, AN <0

Y = (7.3)
0 si X" BWM + W = 0.

Para cada método considerado, la cantidad ng de observaciones mal clasificadas artificialmente
generadas varia en el conjunto {0, 20,40, 80}. Para evaluar las propiedades de seleccién de variables
de los procedimientos considerados, se divide a cada conjunto de datos (posiblemente con datos
atipicos agregados de este modo) en 10 subconjuntos. Para cada subconjunto i (1 < i < 10) y cada
estimador ,6', computamos ,8 ) , la estimacién correspondiente utilizando todos los datos salvo los
del subconjunto . Luego, para cada coordenada 1 < j < 30, se define 11, ; como la proporcién de
veces que la coordenada j es estimada como activa por el estimador B, es decir,

#i: By #0}

10

Notemos que esta cantidad depende del estimador utilizado y de ng. En cada fila de los gréficos de

Hej =

las Figuras y se muestran, para cada estimador, una representacion en escala de grises


https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Breast+Cancer+Wisconsin+%28Diagnostic%29
https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Breast+Cancer+Wisconsin+%28Diagnostic%29
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de los valores I, 1 ...,1I5 30 en funcién del valor ng. La primer figura corresponde al caso de los
datos atipicos generados como se indica en , mientras que la Figura al caso de datos ge-
nerados segin . Se puede observar que la selecciéon de variables de los estimadores no robustos
B;W y ,@iisp es muy sensible ante esta contaminacién, lo que refleja una seleccién de variables muy
inestable. Por otra parte, los métodos robustos basados en p = p. seleccionan aproximadamente
el mismo subconjunto de covariables, sin importar cudl sea el valor de ng mostrando una identi-
ficacién de variables activas mas estable. Al igual que en los ejemplos anteriores, los estimadores
con penalizacién MCP son mas ralos que al utilizar la penalizacion Signo, lo que puede explicarse
por las propiedades de seleccién de variables obtenidas en el Capitulo |5l Finalmente, si bien los
datos atipicos generados por ambos mecanismos no son los mismos, el patrén de comportamiento
de los distintos estimadores es semejante en ambas perturbaciones. Cabe destacar que los outliers
generados a partir del M —estimador pesado penalizado parecen ser méas daninos ya que producen

estimaciones menos ralas para los estimadores no robustos.
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7.4.

CAPITULO 7. ALGORITMO Y RESULTADOS COMPUTACIONALES

Apéndice A: Tablas adicionales

En esta seccion, incluimos las tablas correspondientes a las medidas PECM y PCC. Observemos

que dichas medidas dependen no sélo del estimador del parametro de regresién, sino que también

dependen del estimador de la ordenada al origen. Por esta razén, indicaremos por 0= (,B, ).

n 150 300 150 300
p | 40 80 120 | 40 80 120 40 80 120 | 40 80 120
Oyv | 0.095 0162 0170 | 0.032 0.091 0.160 | Guuy | 0.096 0.162 0.170 | 0.033 0.092 0.160
0.y | 0.022 0027 0.033]0012 0014 0015 | Gy | 0022 0.027 0034 | 0.012 0014 0.015
0., | 0.025 0043 0089 | 0.007 0009 0.010 | 85y | 0026 0.044 0.092 | 0.007 0.009 0.010
O | 0020 0024 0031|0004 0005 0.005 | Gy | 0020 0.024 0.032 | 0.004 0.005 0.005
Buc | 0134 0146 0.155 | 0.113 0125 0.134 | Gwwo | 0.134  0.146 0.156 | 0.114 0.126 0.134
0yc | 0046 0047 0051 | 0037 0038 0038 | Byye | 0046 0.047 0.051 | 0.037 0.038 0.038
0o | 0046 0060 0078 [ 0.009 0012 0013 | Byye | 0046 0.061 0.079 | 0.009 0.012 0.013
O | 0.027 0033 0.046 | 0.005 0.007 0.009 | Gy | 0.027 0.033  0.046 | 0.005 0.007 0.008
Oy | 0137 0152 0.162 | 0.065 0.131 0.140 | Bywpry | 0.137 0.151 0.162 | 0.068 0.131 0.140
0o, | 0.025 0030 0036|0015 0017 0.018 | Gupy | 0.025 0030 0.036 | 0.015 0.017 0.018
0 | 0.032 0047 0.076 | 0.008 0.010 0.011 | Byypyy | 0,032 0.047 0.077 | 0.008 0.011 0.011
0o | 0.022 0027 0037 | 0.005 0.006 0.006 | Gy | 0022 0.026 0.037 | 0.005 0.006 0.006
Oy | 0141 0159 0.166 | 0.038 0.1390 0.147 | Oy | 0.142 0159 0.166 | 0.039 0.139 0.149
0. | 0051 0052 0.055 | 0.042 0042 0.043 | Buy | 0051 0.052 0.055 | 0.042 0.043 0.043
0. | 0020 0038 0058|0008 0010 0011 | Oy | 0020 0038 0057 [ 0.008 0.010 0.011
0, 0021 0027 0038|0005 0007 0008 | yy | 0.022 0.027 0.038 | 0.005 0.007 0.008

Tabla 7.15: Promedio podado al 10 % del error cuadratico medio de la probabilidades (PECM), bajo CO.
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n 150 300 150 300

p | 40 80 120 | 40 80 120 40 80 120 | 40 80 120
Ouv | 0.898 0.873 0.862 | 0.950 0.901 0.876 | Gwuy | 0.807 0.874 0.861 | 0.951 0.900 0.876
0. | 0956 0948 0934 | 0983 0977 0.975 | Gy | 0.956 0.948 0.934 | 0.983 0.977 0.975
0., | 0952 0934 0911|0985 0980 0.979 | Guyy | 0951 0.935 0.907 | 0.986 0.980 0.979
O | 0961 0954 0.941 | 0.990 0.987 0.986 | By | 0.960 0.955 0.939 | 0.090 0.987 0.987
Bue | 0.008 0.889 0.878 | 0.936 0920 0.908 | Bwmo | 0.910 0.889 0.878 | 0.936 0.919 0.907
0. | 0936 0935 0921|0973 0970 0971 | uye | 0937 0933 0920 | 0973 0.970 0.971
0o | 0921 0808 0.867 | 0982 0976 0974 | Oy | 0922 0.898 0.862 | 0.982 0.977 0.975
O | 0952 0942 0923 | 0988 0.984 0.981 | By | 0953 0.941 0.924 | 0.988 0.983 0.981
Oorv | 0907 0.884 0.869 | 0.942 0.913 0.901 | Gwory | 0.908 0.885 0.870 | 0.940 0.913  0.900
0. | 0955 0.947 0930 | 0.983 0.977 0974 | upy | 0.955 0946 0.931 | 0.982 0977 0.974
o, | 0942 0931 0917 | 0983 0979 0978 | oy | 0.942 0931 0915 | 0.983 0978 0.977
O | 0.958 0.951 0.934 | 0.989 0.986 0.986 | Buore | 0959 0.951 0.934 | 0.989 0.986 0.985
By | 0.900 0876 0.865 | 0.948 0.902 0.892 | Gwy | 0.899 0.876 0.865 | 0.947 0.902 0.890
0, | 0927 0925 0912 | 0.967 0964 0965 | Ouy | 0926 0924 0912 | 0.967 0.963 0.964
0. | 0948 0925 0881|0984 0978 0978 | Guy | 0946 0926 0.882 | 0.984 0978 0.978
0. [ 0.958 0947 0930 | 0.989 0.984 0982 | Gy | 0.959 0.949 0.931 | 0.989 0.984 0.982

Tabla 7.16: Promedio podado al 10 % de la proporcién de clasificaciones correctas (PCC), bajo CO.
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£=0.05 £=0.10
n = 150 n = 300 n = 150 n = 300

» 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120

Ouv | 0.093 0.193 0204 | 0.058 0.093 0.179 | 0.104 0.217 0.230 | 0.079 0.103 0.157
By | 0077 0079 0082 | 0.069 0071 0071 | 0.105 0106 0.107 | 0.104 0.104 0.105
Ouy | 0083 0096 0.143 | 0.078 0.084 0080 | 0.102 0105 0.130 | 0.097 0.102 0.104
Ony | 0074 0078 0086 | 0.062 0.068 0070 | 0.106 0.108 0.109 | 0.106 0.108 0.109
Ouc | 0146 0.165 0.177 | 0.116 0.138 0.150 | 0.173 0.194 0.206 | 0.100 0.162 0.175
Buc | 0.063 0066 0070 | 0.049 0.051 0.053 | 0.096 0.00 0.02 | 0.083 0.086 0.089
Buc | 0.068 0080 0090 | 0.021 0026 0.031 | 0.089 0097 0.100 | 0.053 0.061 0.076
Oue | 0046 0061 0078 | 0.016 0.020 0025 | 0.079 0096 0.106 | 0.037 0.047 0.064
Oprv | 0153 0171 0.181 | 0.052 0.145 0.156 | 0.168 0.197 0.211 | 0.063 0.170  0.180
Bprv | 0047 0051 0057 | 0.032 0036 0.039 | 0.091 0093 0.095 | 0.078 0.079 0.082
Borv | 0059 0075 0105 | 0.023 0.025 0.030 | 0.088 0.096 0.09 | 0.066 0.067 0.075
Oo | 0045 0055 0067 | 0.020 0.021 0.026 | 0.080 0.089 0.097 | 0.049 0.053 0.062
Ou 0.141 0.178 0.189 | 0.047 0.151 0.166 | 0.123 0.203 0.219 | 0.063 0.126 0.191
By 0.077 0.078 0.082 | 0.066 0.068 0.068 | 0.103 0.105 0.106 | 0.101 0.101  0.102
O 0.073  0.082 0.091 | 0.031 0.034 0.045 | 0.095 0.100 0.103 | 0.090 0.092 0.098
On | 0052 0064 0084 | 0.023 0024 0033 | 0.097 0107 0110 | 0.079 0.089 0.101
Oway | 0.095 0.170 0.186 [ 0.032 0.092 0.165 | 0.095 0.178 0.198 | 0.032 0.091 0.169
Bywy | 0022 0028 0033 | 0.012 0014 0015 | 0.022 0028 0034 | 0012 0014 0.016
Bway | 0.027 0047 0.088 | 0.007 0.009 0.010 | 0.030 0048 0.084 | 0.008 0.009 0.010
Byav | 0020 0020 0038 | 0.004 0.006 0006 | 0.022 0.034 0046 | 0.004 0.008 0.008
Owume | 0.135  0.160 0.174 | 0.114 0132 0.145 | 0139 0.171 0.192 | 0.115 0.137 0.155
Bywe | 0046 0.047 0051 | 0.037 0.038 0.039 | 0.046 0.047 0.051 | 0.037 0.038 0.039
Bwwe | 0047 0.067 0079 | 0.009 0012 0013 | 0050 0071 0083 | 0010 0012 0.014
Bwue | 0027 0040 0.053 | 0.005 0.009 0010 | 0.020 0048 0.063 | 0.005 0.010 0.014
Owprv | 0.139  0.164 0.178 | 0.067 0.136 0.150 | 0.141 0.173 0.194 | 0.066 0.140 0.157
Byworv | 0.025 0030 0036 | 0.015 0017 0018 | 0.025 0030 0037 | 0015 0.017 0.019
Bworv | 0032 0.049 0074 | 0.008 0011 0011 | 0.036 0052 0069 | 0.009 0011 0.011
Bwon | 0022 0033 0043 | 0.005 0.007 0.007 | 0.024 0037 0050 | 0.005 0008 0.010
Owu | 0142 0169 0.181 | 0.039 0.142 0.155 | 0.144 0.177 0.196 | 0.038 0.145 0.161
Bywy | 0051 0052 0055 | 0.042 0043 0.043 | 0051 0.052 0055 | 0.041 0.043 0.044
Bwy | 0034 0047 0061 | 0.008 0010 0.011 | 0.047 0054 0066 | 0.014 0011 0.011
Bwa | 0.022 0035 0048 | 0.005 0.008 0.010 | 0.023 0.040 0.056 | 0.005 0.010 0.013

Tabla 7.17: Promedio podado al 10 % del error cuadratico medio de la probabilidades (PECM), para los escenarios

de contaminacién CA1 y CA2.
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£=0.05 £=0.10
n = 150 n = 300 n = 150 n = 300

» 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120

Ouv | 0864 0.835 0.825 | 0.878 0861 0.833 | 0.821 0.805 0.791 | 0.822 0.819 0.813
By | 0813 0799 0790 | 0.875 0.856 0.864 | 0.679 0.673 0.658 | 0.696 0.680 0.674
Ouy | 0804 0831 0845 | 0.822 0.794 0.807 | 0.713 0712 0.749 | 0.764 0.708  0.696
Oy | 0833 0825 0811 | 0.857 0.832 0836 | 0.672 0.665 0.661 | 0.667 0.641 0.641
Ouc | 0.892 0.867 0.850 | 0.922 0905 0.888 | 0.859 0.833 0.813 | 0.901 0.876 0.858
Buc | 0880 0.868 0.854 | 0930 0926 0923 [ 0.730 0708 0.694 | 0.803 0.781 0.770
Buc | 0866 0.827 0801 | 0.957 0950 0.939 | 0.783 0.748 0.733 | 0.886 0.863 0.820
Oue | 0915 0881 0.833 | 0.966 0.961 0.950 | 0.808 0.732  0.680 | 0.926 0.903 0.843
Oprv | 0884 0.861 0.847 | 0924 0898 0883 | 0.851 0.831 0.811 | 0.891 0.864 0.852
Borv | 0901 0887 0874 | 0940 0931 0925 | 0751 0734 0.724 | 0.805 0.791 0.785
Borv | 0887 0.879 0872 | 0.952 0948 0942 | 0.784 0774 0780 | 0.851 0.843 0.823
Ooy | 0912 0891 0871 | 0.956 0.956 0.949 | 0.815 0.785 0.759 | 0.896 0.884 0.861
Ou 0.875 0.852 0.837 | 0.916 0.880 0.867 | 0.840 0.825 0.800 | 0.874 0.849 0.838
By 0.838 0.824 0.808 | 0.898 0.889 0.893 | 0.690 0.678 0.658 | 0.712  0.703  0.699
O 0.829 0.802 0.777 | 0.930 0.926 0.899 | 0.749 0.727 0.704 | 0.787 0.763  0.739
On | 0890 0847 0786 | 0.948 0947 0933 | 0.710 0.660 0.637 | 0.772 0.723  0.676
Owuy | 0.897 0.865 0.842 [ 0.947 0.899 0.872 | 0.899 0.856 0.830 | 0.952 0901 0.868
Bywy | 0958 0943 0932 | 0.980 0978 0978 | 0.958 0.950 0932 | 0984 0.980 0.976
Bway | 0951 0926 0907 | 0.983 0981 0982 | 0.943 0923 0903 | 0.984 0980 0.981
Buuv | 0963 0942 0927 | 0.988 0987 0.989 | 0.960 0.936 0.909 | 0.991 0.984 0.982
Owume | 0908 0.874 0855 | 0934 0913 0.894 | 0.904 0.863 0.829 | 0.936 0.906 0.883
Byve | 0942 0932 0921 | 0970 0972 0974 | 0.941 0941 0923 | 0974 0972 0.972
Bwwe | 0924 0886 0858 | 0.980 0979 0978 | 0.924 0.884 0.844 | 0.983 0.977 0.976
Buue | 0954 0926 0902 | 0.986 0982 0982 | 0.950 0916 0.879 | 0.989 0.980 0.974
Owprv | 0.905 0.871 0.852 | 0.938 0.908 0.890 | 0.905 0.863 0.829 [ 0.943 0.903 0.880
Byor | 0957 0941 0930 | 0.980 0978 0978 | 0.958 0.949 0.930 | 0.984 0.980 0.976
Bworv | 0945  0.920 0905 | 0981 0981 0981 | 0936 0914 0.899 | 0.983 0977 0.980
Bwon | 0962 0939 0917 | 0.987 098 0.987 | 0.060 0931 0904 | 0.991 0983 0.980
Owu | 0.896 0.864 0849 | 0.944 00901 0.885 | 0.898 0.858 0.829 [ 0.948 0.898 0.877
Bywy | 0931 0922 0915 | 0.964 0965 0966 | 0.931 0920 0914 | 0.968 0.964 0.965
Bwy | 0936 0902 0874 | 0981 0981 0982 | 0.907 0.889 0.854 | 0971 0977 0.978
Bwa | 0960 0933 0900 | 0.987 0982 0982 | 0.960 0929 0.889 | 0.991 0.980 0.975

Tabla 7.18: Promedio podado al 10% de la proporcién de clasificaciones correctas (PCC), para los escenarios de

contaminacién CA1l y CA2.
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n =150 p =40

e =0.05 £=0.10
m 0.5 1 2 3 4 5 0.5 1 2 3 4 5
By 0.044 0080 0.094 0103 0.111 0115 | 0.078 0101 0.118 0.119 0.119 0.120
Oy | 0.039 0068 0102 0120 0128 0.128 | 0066 0.100 0133 0.134 0119 0.118
O 0.045 0.072 0.087 0.093 0093 0089 | 0.082 0102 0117 0.119 0.119 0.119
By~ ] 0.036 0049 0067 0068 0060 0053 | 0.069 0103 0118 0118 0.116 0.118
Bonns 0.047 0.072 0.089 0.032 0035 0.035 | 0.082 0.103 0117 0.074 0.081 0.080
Bww | 0036 0050 0068 0.023 0023 0024|0069 0103 0118 0.025 0023 0.023

p =280

e =0.05 £=0.10
m 05 1 2 3 4 5 0.5 1 2 3 1 5
Oy 0.075 0096 0.112 0122 0.131 0121 | 0.098 0122 0125 0.120 0120 0.121
Buyv. | 0060 0.097 0130 0135 0135 0.124 | 0.095 0.134 0153 0.118 0.117 0.118
B 0.075 0.090 0.099 0.008 0096 0.097 | 0101 0120 0123 0.120 0.119 0.119
o " | 0056 0078 0077 0066 0058 0062|0103 0117 0119 0113 0114 0.115
Bons 0.076  0.091 0.100 0.051 0051 0.050 | 0.103 0121 0120 0.090 0.093 0.091
Bww | 0057 0078 0077 0040 0.039 0.040 | 0.103 0.117 0.115 0.042 0.033 0.034

Tabla 7.19: Promedio podado al 10% de la proporcién de clasificaciones correctas (PCC), para los escenarios de
contaminacién CB1 y CB2 con n = 150.



7.4. APENDICE A: TABLAS ADICIONALES

131

n = 300 p =80

£=0.05 £=0.10
m 0.5 1 2 3 4 5 0.5 1 2 3 4 5
Oy 0.030 0.072 0.098 0.111 0.114 0.115 | 0.078 0.114 0116 0119 0121 0.121
Oy | 0.028 0080 0112 0122 0120 0.114 | 0068 0.112 0130 0.117 0119 0.120
O 0.019 0.031 0.037 0027 0027 0041 | 0.081 0113 0.116 0.117 0.118 0.118
o | 0017 0018 0012 0010 0009 0013|0065 0112 0114 0.116 0.115 0.114
B 0.019 0.031 0.037 0010 0.010 0010 | 0.082 0113 0.115 0.057 0.049 0.035
Bwa | 0.017 0019 0013 0009 0009 0009 | 0064 0.112 0110 0.007 0.008 0.009

p =120

e=0.05 £=10.10
m 0.5 1 2 3 4 5 0.5 1 2 3 4 5
Oy 0.049 0081 0109 0.113 0.114 0115 | 0.096 0.117 0117 0120 0121 0.121
v 0.044 0.099 0.121 0123 0.114 0113 [ 0.088 0132 0120 0.117 0.119 0.118
B 0.022 0.046 0.042 0.034 0.052 0063 | 0.099 0117 0.117 0.118 0.118 0.118
o " | 0022 0025 0011 0010 0018 0043 | 0.095 0.114 0112 0114 0114 0.114
Bwn 0.022 0.047 0.043 0011 0.012 0011 | 0.098 0.117 0.085 0.051 0.043 0.030
Bww | 0.023 0026 0011 0011 0011 0011 | 0096 0.114 0070 0.010 0.012 0.013

Tabla 7.20: Promedio podado al 10% de la proporcién de clasificaciones correctas (PCC), para los escenarios de

contaminacién CB1 y CB2 con n = 300.
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Capitulo 8

Conclusiones

El modelo de regresion logistica puede ser usado con el propésito de clasificacion cuando existen co-
variables con capacidad predictiva para cada una de las clases. Sin embargo, en la actualidad tratar
con datos de alta dimensién se ha vuelto un problema recurrente que atraviesa toda la Estadistica
contemporanea. Una caracteristica frecuente de este tipo de datos es que el nimero de covariables,
digamos p, suele ser alto, mientras que el tamano muestral, digamos n, es relativamente pequeno.
Una manera popular de abordar este problema es asumiendo que el vector de los coeficientes de
regresion es ralo, es decir, asumiendo que sélo unos pocos coeficientes son distintos de cero. Covaria-
bles ralas son también frecuentes en el problema de clasificacién y en este contexto el problema de
seleccion de variables puede resultar de interés. Por esta razon, en esta tesis abordamos el problema
de estimacién y seleccién de variables bajo un modelo de regresién logistica, mediante la utlizacién
de métodos robustos penalizados de modo a obtener estimaciones mas fiables ante la presencia de

datos atipicos.

La familia de estimadores considerada es una versién penalizada del M —estimador propuesto en
Bianco y Yohai (1996) y de su versién pesada definida en Croux y Haesbroeck (2003). Entre otros
resultados, mostramos que la familia de M —estimadores contiene a varios estimadores ya definidos
en la literatura, como por ejemplo los estimadores de minima divergencia definidos en Basu et al.
(2017). Por otra parte, los M —estimadores penalizados objeto de esta tesis incluyen los estimadores
minimos cuadrados penalizados utilizados en Chi y Scott (2014). Los estimadores pesados reducen
la influencia de los puntos de alta palanca y para ello, proponemos un método heuristico para definir

los pesos basado en el estimador de la matriz de precisiéon definido en Ollerer y Croux (2015).

En esta tesis consideramos una familia amplia de funciones de penalizacién, que incluyen las penali-
dades LASSO, Ridge, SCAD y MCP. Ademas de estas funciones, definimos una nueva penalizacion
llamada Signo, que tiene una motivacion intuitiva y una expresién simple. Esta penalidad depende

de un sélo pardametro de ajuste, mientras que las penalizaciones céncavas SCAD y MCP poseen dos.

Como parte de nuestro aporte, se presenta un profundo estudio de las propiedades tedricas de
los métodos propuestos, tanto cuando la dimension p es fija como cuando crece con el tamano de
muestra. En particular, para el caso en que la cantidad de covariables p es fija, mostramos que
los M —estimadores pesados penalizados son consistentes y, para algunas familias de penalidades,

seleccionan variables consistentemente cuando el tamafio de muestra n tiende a infinito. Ademads,
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obtenemos expresiones para su distribucion asintdtica. Se muestra que la eleccién de la funcién de
penalizacion juega un papel fundamental en este caso. Especificamente, mostramos que al utilizar
penalidades constantes a partir de un punto (como SCAD o MCP), se obtienen estimadores con la
propiedad ordculo. Las hipdtesis necesarias para probar estos resultados son muy poco exigentes, lo
cual muestra que estos métodos pueden ser aplicados en contextos muy diversos. En este sentido,
nuestros resultados cubren el vacio existente en cuanto al estudio del comportamiento asintético de

algunas de las propuestas previas dadas en el contexto de modelos de regresién logistica ralos.

Cuando la cantidad de covariables p tiende a infinito junto con n, mostramos primero, bajo condi-
ciones muy similares al caso en que p es fijo, que las probabilidades predichas de los estimadores
propuestos son consistentes cuando p/n — 0. Ademads, probamos que, bajo condiciones sobre la
distribucion del vector de covariables, la distancia £o entre el vector de coeficientes estimado y el
verdadero pardmetro del modelo de regresién logistica converge a 0. Por otra parte, mostramos
que, al utilizar las penalizaciones SCAD y MCP, los M —estimadores penalizados asintéticamente
seleccionan variables de forma consistente y obtenemos que las proyecciones unidimensionales de
los estimadores de las covariables activas son asintdticamente normales. Para probar estos resul-
tados, esencialmente se requiere que pk/n — 0, donde k es el nimero de covariables activas del
verdadero vector de coeficientes del modelo. A diferencia de trabajos previos sobre M —estimadores

penalizados, las hipotesis requeridas para estos resultados son muy faciles de interpretar.

Un punto importante es la implementacién de los estimadores propuestos. Por ello, proponemos un
algoritmo genérico para obtener una solucién aproximada de los problemas de minimizacién que
surgen para distintas elecciones de la pérdida y la penalizacion. E1 M —estimador pesado penalizado
depende de la eleccion del parametro de regularizacién A y dicha eleccién puede ser sensible a la
presencia de observaciones atipicas si se utiliza el procedimiento clésico. Por esta razén, proponemos
un método robusto de convalidacién cruzada y mostramos su ventaja por sobre el clasico. A través
de un extenso estudio de simulacién, comparamos el comportamiento de los estimadores clasicos y
robustos para distintas elecciones de la funcién de pérdida y penalizaciones. En general, mostramos
que los métodos robustos tienen rendimientos similares al cldsico cuando no hay contaminacién y
se comportan mucho mejor que los clasicos en escenarios contaminados, mostrando mayor confia-
bilidad. Por otra parte, mostramos que los resultados obtenidos al utilizar penalizaciones acotadas
como Signo o MCP son notablemente mejores respecto de los obtenidos al utilizar penalidades con-
vexas como LASSO. Finalmente, los M —estimadores pesados basados en la funcion p = p. dada en

(3.5)) combinados con las penalizaciones MCP y Signo, resultan ser los mas estables y fiables.

Finalmente, se aplican los métodos propuestos en algunos ejemplos de datos médicos y se muestra
que los resultados obtenidos con funciones de pérdida y penalizaciones acotadas son mejores respecto
a las que consideran procedimientos no robustos ya propuestos en la literatura. Ademads, se observa
que la seleccién de variables resulta mucho mas estable ante la presencia de datos atipicos al utilizar

M —estimadores pesados penalizados.
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