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Métodos simbólicos para sistemas de ecuaciones e inecuaciones
pfaffianas sobre R

Resumen

En esta tesis desarrollamos herramientas algebraicas y métodos algoŕıtmicos simbólicos

para problemas que involucran funciones pfaffianas de orden 1 en una variable, es decir,

funciones del tipo f(x) = F (x, ϕ(x)), con F ∈ Z[X,Y ], donde ϕ es una función fija que es

solución de una ecuación diferencial de la forma ϕ′(x) = Φ(x, ϕ(x)), con Φ ∈ Z[X,Y ].

En una primera instancia, presentamos un nuevo procedimiento simbólico para contar la

cantidad exacta de ceros de estas funciones en intervalos. Este procedimiento está basado

en la construcción de secuencias de Sturm para este tipo de funciones y requiere, como es

usual en la bibliograf́ıa, de un oráculo para la determinación del signo de estas funciones

en números reales algebraicos. Abordamos también el problema de decisión para fórmulas

que involucran funciones del mismo tipo construidas a partir de una función ϕ fija. En este

contexto, introducimos una noción de secuencia de Sturm generalizada y presentamos un

nuevo procedimiento simbólico basado en la construcción de estas secuencias que resuelve el

problema de decisión con complejidad calculable, asumiendo nuevamente la existencia de un

oráculo para la determinación de signos.

Para la clase particular de los E-polinomios, es decir, funciones con ϕ(x) = eh(x), h ∈ Z[X],

desarrollamos algoritmos que resuelven los problemas anteriores sin necesidad de recurrir a

oráculos y estimamos expĺıcitamente sus complejidades. A continuación, aplicamos el al-

goritmo de decisión diseñado para resolver un problema de decisión similar en el caso de

E-polinomios multivariados. Además, en el contexto de una variable, damos una cota su-

perior expĺıcita para el valor absoluto de los ceros reales de un E-polinomio. Finalmente,

introducimos la noción de codificación de Thom para ceros de E-polinomios y describimos un

algoritmo para su construcción.

Palabras claves: Funciones Pfaffianas; secuencias de Sturm; problema de decisión; comple-

jidad.
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Symbolic methods for systems of Pfaffian equations and inequalities
over R

Abstract

In this thesis we develop algebraic tools and algorithmic symbolic methods to deal with

problems involving univariate Pfaffian functions of order 1, that is, functions of the type

f(x) = F (x, ϕ(x)), with F ∈ Z[X,Y ], where ϕ is a fixed univariate function satisfying a

differential equation ϕ′(x) = Φ(x, ϕ(x)), for Φ ∈ Z[X,Y ].

First, we present a new symbolic procedure to count the exact number of zeros of a

function of this type in a real interval. This procedure is based on the construction of Sturm

sequences for functions of this class and relies, as it is usual in the literature, on an oracle

for determining the signs of these functions in real algebraic numbers. We also address the

decision problem for formulas involving functions of the same kind constructed from a fixed

function ϕ. In this setting, we introduce the concept of a generalized Sturm sequence and we

present a new symbolic procedure, based on an explicit construction of these sequences, that

solves the decision problem with a computable complexity also assuming the existence of an

oracle for sign determination.

For the particular class of E-polynomials, namely, functions with ϕ(x) = eh(x), h ∈ Z[x],

we design oracle-free effective algorithms that solve the previous problems and we compute

explicit estimates for their complexities. We apply the decision algorithm developed to solve

a similar decision problem for E-polynomials in the multivariate setting. In addition, in the

univariate context, we give an explicit upper bound for the absolute value of the real zeros

of an E-polynomial. Finally, we introduce a notion of Thom encoding for zeros of an E-

polynomial and describe an algorithm for their computation.

Keywords: Pfaffian functions; Sturm sequences; decision problem; complexity.
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A Marie Francoise, a Alicia y a Nino, por aceptar ser los jurados de esta tesis y dedicarle

tiempo a estas páginas.
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Introducción

Las funciones Pfaffianas son funciones anaĺıticas reales que satisfacen sistemas triangula-

res de ecuaciones diferenciales de primer orden con coeficientes polinomiales. Esta clase de

funciones, introducida por Khovanskii a fines de los 70’s (ver [12]), incluye a las funciones

polinomiales, a las exponenciales, a las logaŕıtmicas y a las trigonométricas en intervalos

acotados, entre otras.

Un resultado fundamental probado por Khovanskii (ver [11]) establece que un sistema de

n ecuaciones dadas por funciones Pfaffianas en n variables definidas en un dominio U ⊂ Rn

tiene una cantidad finita de soluciones no degeneradas en U y que esta cantidad puede acotarse

expĺıcitamente en términos de parámetros sintácticos asociados al sistema. Este resultado, que

puede verse como una generalización del teorema clásico de Bézout en geometŕıa algebraica,

permite probar diversas propiedades geométricas y topológicas de los conjuntos definidos a

partir de funciones Pfaffianas (ver, por ejemplo, [8]). Desde el punto de vista algoŕıtmico, en [7]

puede encontrarse una śıntesis de diversos resultados cuantitativos y de complejidad conocidos

en el tratamiento de ecuaciones Pfaffianas, los cuales también se basan esencialmente en la

cota de Khovanskii. Sin embargo, se cree que esta cota está lejos de ser óptima.

Esta tesis se enmarca en el análisis, desde el punto de vista efectivo, de sistemas de

ecuaciones e inecuaciones dadas por cierta clase de funciones Pfaffianas en una variable y el

estudio de la complejidad algoŕıtmica de la resolución simbólica de problemas relacionados

con estos sistemas. En este marco, se diseñan por un lado nuevos algoritmos eficientes y,

por otra parte, se desarrollan herramientas teóricas que brindan información sobre los sis-

temas considerados que, a su vez, pueden dar lugar a la construcción de nuevas y mejores

herramientas algoŕıtmicas.

La clase de funciones considerada a lo largo de esta tesis es la de las funciones Pfaffianas

de orden 1 en una variable, es decir, funciones de la forma f(x) = F (x, ϕ(x)) donde F es un

polinomio en Z[X,Y ] y ϕ es una función definida en un abierto U ⊂ R que es solución de una

ecuación diferencial del tipo ϕ′(x) = Φ(x, ϕ(x)) con Φ ∈ Z[X,Y ] de grado positivo en Y .

En un primer paso, diseñamos un procedimiento simbólico para contar exactamente la

cantidad de ceros que tiene una función Pfaffiana f de la clase considerada en un intervalo

real cerrado y acotado I contenido en su dominio. El procedimiento que proponemos está

basado en la construcción de una familia de secuencias de Sturm asociadas a la función

f , la cual se obtiene por medio del cálculo del polinomios subresultantes (ver, por ejemplo

[3]). La generalización de la secuencia de Sturm para funciones continuas en intervalos fue

introducida en [9]. Métodos basados en secuencias de Sturm se aplicaron, por ejemplo, en

[31] para el conteo de la cantidad de ceros reales de funciones de la forma p(x) + q(x)er(x),

9
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con p, q, r ∈ Z[X] y luego, en [15], para las funciones del tipo F (x, ex), donde F ∈ Z[X,Y ],

casos particulares de las funciones consideradas en esta tesis. Como es usual en la literatura,

asumimos la existencia de un oráculo (una caja negra que siempre da la respuesta correcta)

para determinar el signo que una función Pfaffiana toma cuando se la evalúa en un número real

algebraico. Como consecuencia de nuestra construcción de secuencias de Sturm, obtenemos

una cota superior para la cantidad de ceros de una función de la clase considerada en un

intervalo contenido en su dominio.

A continuación analizamos el problema algoŕıtmico de determinar la consistencia de siste-

mas de ecuaciones e inecuaciones dadas por familias finitas de funciones Pfaffianas de orden

1 en una variable. El problema de decisión asociado a funciones de este tipo tiene especial

relevancia por su conexión con la existencia de eliminación de cuantificadores en la teoŕıa de

primer orden sobre R aumentada con términos exponenciales. Este problema fue planteado

por Tarski en 1948. En [24] esta pregunta fue respondida negativamente y, luego en [13], la de-

cidibilidad de la teoŕıa fue probada, suponiendo que la conjetura de Shanuel es cierta, usando

un enfoque teórico no adecuado para implementar. Posteriormente, el problema de decisión y

algunas cuestiones relacionadas fueron considerados desde el punto de vista algoŕıtmico para

fragmentos de la teoŕıa de primer orden de los reales extendida con una función Pfaffiana

particular (ver, por ejemplo, [19], [27], [15], [2], [29] y [1]). Más recientemente, en [16], se

muestra un procedimiento de decisión para ciertas clases de fórmulas de primer orden que

involucran polinomios con coeficientes enteros y ciertas funciones trascendentes espećıficas y,

en [32], se propone un método de eliminación de cuantificadores para fórmulas que involucran

una función exponencial. Ambos métodos están basados en aislar ceros reales de funciones

trascendentes de una variable por medio de un algoritmo de bisección, pero sus complejidades

teóricas no han sido analizadas; más aún, obtener estimaciones de la complejidad parece ser

una tarea dif́ıcil.

En esta tesis, introducimos una noción de secuencias de Sturm generalizadas para funcio-

nes Pfaffianas de orden 1 y la aplicamos a la resolución efectiva del problema de la consistencia,

extendiendo los algoritmos clásicos que lo resuelven para polinomios reales (ver, por ejemplo,

[3]). Más generalmente, utilizamos estas técnicas en el desarrollo de un algoritmo simbólico

que, dada una familia f1(x) = F1(x, ϕ(x)), . . . , fs(x) = Fs(x, ϕ(x)), donde ϕ es una función

Pfaffiana de orden 1 y F1, . . . , Fs son polinomios con coeficientes enteros, determina la lista de

todas las condiciones de signo factibles sobre f1, . . . , fs, es decir, la lista de σ = (σ1, . . . , σs)

con σi ∈ {<,=, >} para i = 1, . . . , s, tales que el sistema f1(x)σ10, . . . , fs(x)σs0 define un

conjunto no vaćıo. Este procedimiento sirve como punto de partida para el diseño de un al-

goritmo simbólico que resuelve el problema de decisión para fórmulas definidas por funciones

de la clase considerada. Al igual que para el conteo de ceros, estos algoritmos presuponen

la existencia de un oráculo que determina el signo de funciones Pfaffianas en números reales

algebraicos.

Finalmente, trabajamos con una familia particular de funciones Pfaffianas para la que

la determinación de signos puede llevarse a cabo algoŕıtmicamente de manera efectiva. Más

precisamente, estudiamos las funciones de la forma f(x) = F (x, eh(x)), donde F y h son poli-

nomios con coeficientes enteros, llamadas E-polinomios (ver [27] y [20]). El resultado central

obtenido en este contexto es la construcción de una subrutina, con estimaciones expĺıcitas

de su complejidad, que determina el signo de un E-polinomio en un número real algebraico
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representado por medio de su codificación de Thom. Esta subrutina se aplica para obtener

algoritmos de complejidad doblemente exponencial que no requieren llamadas a oráculos para

el conteo de la cantidad de ceros de E-polinomios en intervalos reales y para la resolución del

problema de decisión de fórmulas que involucran estas funciones.

En el caso de E-polinomios, obtenemos además una cota superior expĺıcita para el valor

absoluto de sus ceros reales en términos de los grados y las alturas de los polinomios involu-

crados. Esto da una respuesta al problema de la última ráız, planteado en [25] para funciones

de este tipo. Previamente, en [30], la existencia de tal cota fue establecida para términos

exponenciales generales, pero aún cuando esta cota está dada por un argumento inductivo

con un número computable de iteraciones, la cota no es expĺıcita. Para F ∈ Z[X,Y ], en [15]

se exhibe un algoritmo que calcula cotas superiores para los ceros reales de funciones de la

forma F (x, ex) y , más generalmente, en [16], para funciones de la forma F (x, trans(x)) con

trans(x) = ex, ln(x) o arctan(x).

Por último, introducimos la noción de codificación de Thom para un cero real de un

E-polinomio de una variable que generaliza la conocida para números reales algebraicos y

permite distinguir y comparar los ceros de un E-polinomio. Damos además un algoritmo que

determina estas codificaciones y estimamos su complejidad.

Esta tesis está organizada de la siguiente manera:

En el Caṕıtulo 1, enunciamos algunos resultados teóricos y algoŕıtmicos relacionados con

polinomios en una y varias variables que utilizaremos a lo largo del trabajo. En el Caṕıtulo 2,

presentamos la clase de funciones con las que trabajamos en la tesis y establecemos algunas

de sus propiedades (Sección 2.1). La Sección 2.2 está dedicada al algoritmo que calcula la

cantidad de ceros de estas funciones: introducimos primero la noción de secuencia de Sturm,

mostramos un algoritmo para construirlas y aplicamos esta construcción para el diseño del

algoritmo central de la sección. En la Sección 2.3 se definen y construyen las secuencias de

Sturm generalizadas que nos permiten resolver el problema de decisión en la Sección 2.4.

Finalmente, el Caṕıtulo 3 contiene nuestros resultados para E-polinomios. Luego de enunciar

algunas propiedades básicas (Sección 3.1), presentamos la subrutina que determina el signo

de un E-polinomio en un número real algebraico (Sección 3.2). En las Secciones 3.3 y 3.4

aplicamos esta subrutina para construir algoritmos efectivos para el conteo de ceros de un

E-polinomio y para la resolución del problema de decisión. La última sección de este caṕıtulo

(Sección 3.5) contiene los resultados sobre cotas y codificación de los ceros de un E-polinomio.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En esta tesis, trabajaremos con polinomios en una o dos variables con coeficientes en Q o

en Z, aunque eventualmente aparecerán situaciones que involucren polinomios con coeficientes

en R y en C. En la Sección 1.1 comenzaremos introduciendo algunos resultados y notaciones

básicas sobre polinomios. Definiremos la secuencia de Sturm de dos polinomios de una variable

y veremos cómo ésta se aplica al cálculo de la cantidad de ráıces reales en un intervalo (acotado

o no) de uno de los polinomios con alguna condición de signo sobre el otro. Definiremos y

probaremos resultados que involucran ciertos parámetros relacionados con polinomios que

servirán para el cálculo de complejidades de los algoritmos que utilizaremos a lo largo de

este trabajo. En la Sección 1.2, enunciaremos algunos resultados algoŕıtmicos básicos con

sus correspondientes complejidades. Las Secciones 1.3 y 1.4 están destinadas a desarrollar

conceptos que utilizaremos como herramientas algoŕıtmicas a lo largo de este trabajo.

1.1. Polinomios: nociones y notaciones básicas.

Utilizaremos la notación F ′, F ′′, . . . , F (k) para referirnos a las primeras k derivadas de

un polinomio F ∈ R[X], deg(F ) para referirnos a su grado y cp(F ) para referirnos a su

coeficiente principal. Dado un polinomio F ∈ R[X,Y ] escribiremos ∂F
∂X y ∂F

∂Y para referirnos

a las derivadas parciales y notaremos degX(F ) y degY (F ) a su grado respecto de la variable

X e Y respectivamente, mientras que la notación deg(F ) se referirá al grado total de F .

Si A es un dominio de factorización única (en nuestro trabajo, generalmente será A = Z o

A = Z[X]), dados finitos elementos a1, . . . , an ∈ A, no todos nulos, notaremos gcd(a1, . . . , an)

al divisor común mayor entre ellos. Si F (X) =

n∑
i=0

aiX
i ∈ A[X], el contenido de F es el

elemento

cont(F ) := gcd
(
a0, a1, . . . , an

)
∈ A.

Luego, todo F ∈ A[X] se escribe de forma única como

F (X) = cont(F ).F̄ (X), (1.1)

con cont(F̄ ) = 1. De esta forma, factorizar P en A[X] es factorizar cont(F ) en A y factorizar

F̄ en A[X].

13



14 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Teniendo en cuenta la notación de (1.1), se tiene que

gcd(F,G) = gcd
(
cont(F ), cont(G)

)
gcd(F̄ , Ḡ).

Finalmente, si A es un dominio ı́ntegro y K su cuerpo de fracciones, dados F,G ∈ A[X]

polinomios con G 6= 0, al resto de dividir a F por G en K[X] lo notaremos Resto(F,G).

1.1.1. Secuencia de Sturm

En esta sección definiremos la secuencia de Sturm de dos polinomios de una variable a

coeficientes en R. Veremos cómo esta secuencia se relaciona con la cantidad exacta de ráıces

reales del primer polinomio en un intervalo abierto, que puede estar acotado o no, y cómo

además, esta cantidad se relaciona con los conjuntos de positividad y negatividad del segundo

polinomio. Este resultado es el que generalizaremos en el caṕıtulo 2.

Como es usual en la bibliograf́ıa, comenzaremos introduciendo la definición de secuencia

de Sturm de un polinomio en R[X]:

Definición 1.1 Sea F ∈ R[X], deg(F ) > 0. Llamaremos secuencia de Sturm de F a la

secuencia de polinomios (r0, . . . , rk) definida recursivamente de la siguiente manera: r0 = F ,

r1 = F ′, ri = ri−1gi − ri−2 donde gi ∈ R[X] y 0 ≤ deg(ri) < deg(ri−1) para i = 2, . . . , k. La

recursión finaliza cuando rk es un divisor de rk−1. Notar que rk, salvo un factor constante,

es el gcd(F, F ′).

Generalizando esta definición, obtenemos la siguiente:

Definición 1.2 Sean F y G dos polinomios de una variable con coeficientes en R. Llama-

remos secuencia de Sturm de F y G a la secuencia de polinomios r = (r0, . . . , rk) definida

recursivamente de la siguiente manera: r0 = F , r1 = G, ri = ri−1gi − ri−2 donde gi ∈ R[X]

y 0 ≤ deg(ri) < deg(ri−1) para i = 2, . . . , k. La recursión finaliza cuando rk es un divisor de

rk−1. Notar que rk, salvo un factor constante, es el gcd(F,G).

Definición 1.3 Dada una secuencia (ξ0, . . . , ξk) de elementos de R, definimos la cantidad

de cambios de signo de la secuencia como

# {0 ≤ i ≤ k − 1 / ξi.ξl < 0 con l > i y ξj = 0 para todo i < j < l} .

Si a ∈ R, notaremos v(r, a) a la cantidad de cambios de signos de la secuencia de polino-

mios r = (r0, . . . , rk) evaluada en a, es decir, la cantidad de cambios de signo de la secuencia

(r0(a), . . . , rk(a)).

Extendiendo esta noción a +∞ y −∞, notaremos v(r,+∞) a la cantidad de cambios de

signo de la secuencia (cp(r0), . . . , cp(rk)) y v(r,−∞) a la cantidad de cambios de signo de la

secuencia ((−1)deg(r0)cp(r0), . . . , (−1)deg(rk)cp(rk)).

Ahora estamos en condiciones de enunciar una de las aplicaciones más importantes de

estas secuencias: relacionar el número de ráıces reales de un polinomio en un intervalo con

la cantidad de cambios de signo de su secuencia de Sturm evaluada en los extremos de tal

intervalo.



1.1. POLINOMIOS: NOCIONES Y NOTACIONES BÁSICAS. 15

Teorema 1.4 (ver [3, Theorem 2.62]) Sean a, b ∈ R ∪ {−∞,+∞}, a < b, F ∈ R[X] un

polinomio que no se anula ni en a ni en b y r la secuencia de Sturm de F . Entonces v(r, a)−
v(r, b) es la cantidad de ráıces reales distintas de F en el intevalo (a, b).

Este teorema resulta ser un caso particular del teorema de Tarski. Antes de enunciarlo,

introducimos la siguiente definición (ver [3, Notation 2.68]) :

Definición 1.5 Sean F,G ∈ R[X] y a, b ∈ R ∪ {−∞,+∞}, a < b. Definimos el indicador

de Tarski del polinomio F para G en (a, b), y lo notaremos TaQ(F,G; a, b), como el número

# {x ∈ (a, b) / F (x) = 0 ∧G(x) > 0} −# {x ∈ (a, b) / F (x) = 0 ∧G(x) < 0} .

El indicador de Tarski de un polinomio F para G se puede calcular utilizando la secuencia

de Sturm de F y F ′G:

Teorema 1.6 ([3, Theorem 2.73]) Sean F,G ∈ R[X], a, b ∈ R∪{−∞,+∞}, a < b, ninguno

de ellos ráız de F y sea r la secuencia de Sturm de F y F ′G. Entonces

TaQ(F,G; a, b) = v(r, a)− v(r, b).

1.1.2. Medidas de polinomios y de números algebraicos

Algunos parámetros que van a aparecer en las complejidades de los algoritmos que conside-

raremos a lo largo de la tesis serán, no sólo cotas para el grado de los polinomios involucrados,

sino parámetros relacionados con sus coeficientes. A lo largo de esta sección, los definiremos y

obtendremos algunos resultados que utilizaremos en el cálculo de complejidad de los distintos

algoritmos que aparecerán conforme avance este trabajo.

En algunos resultados, dado un polinomio F (X) ∈ R[X], será útil referirnos a la norma

2 del vector cuyas coordenadas son los coeficientes de F . Para ello, introducimos la notación

‖F‖ =
( d∑
i=0

a2i
) 1

2 , donde F (X) =

d∑
i=0

aiX
i.

A continuación, definimos la medida de Mahler de un polinomio de una variable con

coeficientes reales, introducida por Mahler en 1962.

Definición 1.7 Sea F ∈ R[X] un polinomio de grado d. Supongamos que F (X) =

d∑
i=0

aiX
i

y que α1, . . . , αd ∈ C son sus ráıces repetidas tantas veces como su multiplicidad lo indique.

Definimos la medida de Mahler de P como el número

M(F ) = |ad|
d∏
j=1

máx {1, |αj |} .

Definimos además la altura de F como el número

H(F ) = máx {|ai| : i = 0, . . . , d} ,



16 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

y más en general, si F ∈ R[X,Y ], F (X,Y ) =
∑

i,j≥0;i+j≤d
aijX

iY j, definimos la altura de F

como el número

H(F ) = máx {|aij | : i+ j ≤ d} .

La medida de Mahler verifica trivialmente la fórmula

M(FG) = M(F )M(G) ∀F,G ∈ R[X]. (1.2)

Estas nociones se definen también para números algebraicos:

Definición 1.8 Sea α un número algebraico sobre Q y mα ∈ Z[X] su polinomio minimal

(definido salvo signo). Llamaremos grado de α al número deg(α) = deg(mα), medida de

Mahler de α al número M(α) = M(mα) y altura de α al número H(α) = H(mα).

Si lo único que sabemos de un número algebraico α es que es ráız de un polinomio en Z[X]

dado, igualmente podemos acotar su grado y su altura. Para esto, usaremos los siguientes

resultados:

Lema 1.9 Sea F ∈ R[X]. Entonces:

i) H(F ) ≤ 2deg(F )M(F ) y

ii) M(F ) ≤ (deg(F ) + 1)
1
2H(F ).

Demostración. Supongamos que F (X) =

d∑
i=0

aiX
i con ad 6= 0.

i) Si α1, . . . , αd ∈ C son todas sus ráıces, se tiene que la relación entre los coeficientes de

F y sus ráıces es

ad−k = (−1)k
( ∑

1≤i1<...<ik≤d
αi1 . . . αik

)
ad ∀k = 1, . . . , d,

por lo que |ad−k| ≤
(
d
k

)
M(F ) ≤ 2dM(F ), ∀k = 1, . . . , d. Luego, H(F ) ≤ 2dM(F ).

ii) Por [3, Proposition 10.9] se tiene que M(F ) ≤ ‖F‖. Considerando la desigualdad

‖F‖ ≤ (deg(F ) + 1)
1
2H(F ), (1.3)

se obtiene la cota propuesta.

�

Lema 1.10 Sea α un número algebraico sobre Q y F ∈ Z[X] tal que F (α) = 0, entonces:

i) deg(α) ≤ deg(F ) y

ii) H(α) ≤ 2deg(F )(deg(F ) + 1)
1
2H(F ).
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Demostración. Como F ∈ Z[X] y F (α) = 0 se tiene que el polinomio minimal de α, mα,

divide a F . Luego i) se verifica trivialmente. Para probar ii), usamos el Lema 1.9 i) aplicado

al polinomio minimal de α y luego el hecho de que M(α) ≤M(F ) (pues las ráıces de F con

módulo mayor que 1 incluyen a las de mα con módulo mayor que 1), obteniendo que

H(α) ≤ 2deg(α)M(α) ≤ 2deg(F )M(F ).

Aplicando a continuación el Lema 1.9 ii), se obtiene que

H(α) ≤ 2deg(F )(deg(F ) + 1)
1
2H(F )

como se queŕıa probar. �

Algunas propiedades que verifica la altura de polinomios en una y dos variables y que

necesitaremos para el cálculo de complejidades se resumen en la siguiente proposición:

Proposición 1.11 Sean G1, . . . , Gn ∈ Z[X] y F1, . . . , Fm ∈ Z[X,Y ]. Entonces:

a) H
( m∑
i=1

Fi
)
≤

m∑
i=1

H(Fi).

b) H
(∂F1

∂X

)
≤ degX(F1)H(F1) y H

(∂F1

∂Y

)
≤ degY (F1)H(F1).

c) H(G1G2) ≤ (mı́n{deg(G1), deg(G2)}+ 1)H(G1)H(G2).

d) H
( n∏
i=1

Gi
)
≤

n∏
i=1

H(Gi)(deg(Gi) + 1).

e) H
( m∏
i=1

Fi
)
≤

m∏
i=1

H(Fi)(deg(Fi) + 1)2.

Demostración.

a) y b) son triviales.

c) Es consecuencia de que el coeficiente del polinomio G1G2 de potencia Xi es sumar a lo

sumo mı́n {deg(G1),deg(G2)} + 1 términos que son productos de un coeficiente de G1

por uno de G2.

d) Se obtiene por inducción en n. Si n = 2, por el ı́tem c), vale que

H(G1G2) ≤ (mı́n{deg(G1),deg(G2)}+ 1)H(G1)H(G2) ≤

≤ (deg(G1) + 1)(deg(G2) + 1)H(G1)H(G2).

Si suponemos que vale para n, obtenemos que

H
( n+1∏
i=1

Gi
)

= H
(
Gn+1

n∏
i=1

Gi
)
≤
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≤
(

mı́n{deg(Gn+1),

n∑
i=1

deg(Gi)}+ 1
)
H(Gn+1)H(

n∏
i=1

Gi) ≤

≤
(

mı́n{deg(Gn+1),
n∑
i=1

deg(Gi)}+ 1
)
H(Gn+1)

n∏
i=1

H(Gi)(deg(Gi) + 1) ≤

≤
n+1∏
i=1

H(Gi)(deg(Gi) + 1).

e) Supongamos que Fi(X,Y ) =

diY∑
j=0

aij(X)Y j . Luego,

m∏
i=1

Fi(X,Y ) =

d1Y +...+dmY∑
t=0

( ∑
t=j1+...+jm

a1j1(X). . . . .amjm(X)
)
Y t. (1.4)

Por el ı́tem d) , se tiene que

H(a1j1(X). . . . .amjm(X)) ≤
m∏
i=1

H(aiji)(deg(aiji) + 1) ≤
m∏
i=1

H(Fi)(degX(Fi) + 1).

Por otro lado, la suma sobre la descomposición de t en (1.4), tiene a lo sumo

m∏
i=1

(diY + 1) =

m∏
i=1

(degY (Fi) + 1)

sumandos. Luego,

H(
m∏
i=1

Fi) ≤

[
m∏
i=1

H(Fi)(degX(Fi) + 1)

][
m∏
i=1

(degY (Fi) + 1)

]
.

Usando que (degX(Fi) + 1)(degY (Fi) + 1) ≤ (deg(Fi) + 1)2 para todo i = 1, . . . ,m, se

obtiene la cota deseada.

�

Observación 1.12 Con las hipótesis de la Proposición 1.11, notar que vale que

H(G1F1) ≤
(

mı́n{deg(G1), degX(F1)}+ 1
)
H(G1)H(F1), (1.5)

puesto que si F1(X,Y ) =
d∑
j=0

aj(X)Y j, se tiene que G1(X)F1(X,Y ) =
d∑
j=0

G1(X)aj(X)Y j

y por lo tanto, H(G1F1) ≤ máx {H(G1aj) : j = 0, . . . ,degY (F1)}. Aplicando el ı́tem c) se

obtiene la cota deseada.

Será útil también considerar una cota para la altura de un factor de un polinomio en

función de la altura del polinomio. Para ello citamos el siguiente lema previo:
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Lema 1.13 ([17, Proposition 2.1.13]) Sean F,G ∈ Z[X] no nulos, G(X) =

deg(G)∑
i=0

aiX
i un

divisor de F en Z[X]. Entonces

deg(G)∑
j=0

|ai| ≤ 2deg(G) ‖F‖.

Del lema anterior y de la desigualdad (1.3) se deduce que

H(G) ≤ 2deg(G)
√

deg(F ) + 1 H(F ).

De esta desigualdad obtenemos una cota para la altura del contenido de un polinomio en

Z[X][Y ].

Corolario 1.14 Sea F ∈ Z[X,Y ] de grado total d y cont(F ) el contenido de F como polino-

mio de variable Y . Entonces H(cont(F )) ≤ 2d
√
d+ 1 H(F ).

En [14, Section 5], se prueba que si F =

s∏
i=1

Fi, Fi ∈ R[X,Y ] para todo i = 1, . . . s,

dX =
s∑
i=1

degX(Fi) y dY =
s∑
i=1

degY (Fi), se tiene que

s∏
i=1

H(Fi) ≤ 2dX+dY
(
(dX + 1)(dY + 1)

) 1
2H(F ).

De aqúı se deduce trivialmente una cota superior de la altura de un factor de un polinomio

en función de la altura del polinomio en el caso de polinomios en Z[X,Y ]:

Proposición 1.15 Sean G,Q ∈ Z[X,Y ] no nulos, F = GQ, deg(F ) ≤ d. Entonces

H(G) ≤ 4d(d+ 1)H(F ).

1.1.3. Tamaño y separación de ráıces

Para desarrollar algoritmos efectivos necesitaremos, dado un polinomio en Z[X], conocer

un intervalo acotado, con extremos racionales, que contenga todas sus ráıces reales, aśı como

también acotar inferiormente la distancia de separación entre ellas, sin necesidad de cono-

cerlas. Es por eso que introducimos los siguientes resultados. El primero, nos dará una cota

superior para el tamaño de las ráıces de un polinomio y, el segundo, una cota inferior para la

distancia entre dos ráıces distintas.

Lema 1.16 (ver [17, Corollary 2.5.22]) Sea F (X) =

d∑
i=0

aiX
i ∈ R[X], ad 6= 0 y α ∈ C una

de sus ráıces. Entonces

|α| < 1 + máx

{∣∣∣∣ aiad
∣∣∣∣ : 0 ≤ i ≤ d− 1

}
.
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En particular, notar que si F ∈ Z[X], para todo α ∈ C ráız de F se tiene que

|α| < 1 +H(F ).

Teorema 1.17 (ver [17, Theorem 2.7.2]) Sea F ∈ Z[X] un polinomio de grado d ≥ 2 y

α1, . . . , αd todas sus ráıces complejas. Entonces

mı́n { |αi − αj | : αi 6= αj } > d−
d+2
2 ‖F‖1−d .

Además, por (1.3), se tiene que

mı́n { |αi − αj | : αi 6= αj} > d−
d+2
2

(√
(d+ 1)H(F )

)1−d
. (1.6)

1.2. Algoritmos y complejidades

Un algoritmo es un procedimiento que toma un conjunto finito de datos, que llamaremos

input, y luego de una cantidad finita de pasos, en cada uno de los cuales se efectúan ciertas

operaciones prefijadas, produce otro conjunto finito de datos, que llamaremos output.

En este trabajo, las operaciones prefijadas que consideraremos serán cada suma, producto

y comparación que se realiza en Q.

Uno de los problemas a considerar es cómo ingresar los datos en la máquina. Se necesita

para ello una codificación de los datos del input. Por ejemplo, para codificar un polinomio

en una variable de grado d con coeficientes en Q podremos pensar en la (d+ 1)−upla de sus

coeficientes, es decir, el i−ésimo elemento de la upla corresponde al coeficiente en el monomio

de grado i − 1; o de manera análoga, podremos representar un polinomio de grado d en n

variables teniendo en cuenta que hay N =

(
d+ n

n

)
monomios de grado a lo sumo d en n

variables, estableciendo un orden entre estos monomios: el polinomio puede codificarse como

la N−upla de sus coeficientes (incluyendo los nulos) en este orden. Si en cambio buscamos una

codificación para un número real algebraico, por ejemplo el número
√

2, podŕıamos pensar

en un polinomio con coeficientes en Q que lo tenga como ráız, digamos Q(X) = X2 − 2,

pero todav́ıa faltaŕıa diferenciar sus dos ráıces. Para esto podŕıamos pensar en el signo de

la primera derivada, que distingue a la ráız positiva de la negativa. Esta idea para codificar

números reales algebraicos es la que utilizaremos en esta tesis, junto con la posibilidad de

decidir, a partir de esta codificación, si se verifican o no ciertas condiciones de signos (ver

Definición 1.24 y Proposición 1.25).

La complejidad de un algoritmo es una noción que se define para evaluar la eficiencia con

la que se lleva a cabo la ejecución de éste en función de los datos ingresados como input.

En esta tesis, al hablar de la complejidad de un algoritmo estaremos acotando la cantidad

máxima de operaciones y de comparaciones que se realizan en Q. Aśı, realizar una operación

o comparación en Q tendrá complejidad 1.
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Las distintas clases de complejidad se definen como una cota asintótica de estas cantidades.

Más formalmente, definimos en el conjunto de las funciones de una variable real los conjuntos

O
(
g(x)

)
:=
{
f(x) / existen x0, c > 0 tales que ∀x ≥ x0 |f(x)| ≤ c |g(x)|

}
.

Diremos que un algoritmo tiene complejidad de orden O(g(x)) si la cantidad de opera-

ciones y comparaciones en Q es un elemento f(x) del conjunto O(g(x)), donde x representa

una medida de los datos del input. En este caso, se permitirá la notación, f(x) = O(g(x)).

Además, si para dos funciones g1(x) y g2(x) se tiene que O(g1(x)) ⊂ O(g2(x)), usaremos la

notaćıón O(g1(x)) ≤ O(g2(x)).

Como es usual, para el cálculo de complejidades utilizaremos el logaritmo en base 2 que

notaremos log(x). Además, siempre que consideremos una cota superior para el grado de un

polinomio dado, supondremos que es un número natural.

Una cantidad que aparecerá en las complejidades de muchos algoritmos es

M(d) := d log(d) log log(d).

Introducimos a continuación algunos resultados algoŕıtmicos, junto con sus respectivas com-

plejidades, que vamos a utilizar a lo largo de esta tesis:

- Derivar y sumar polinomios en Q[X] de grados acotados por d puede calcularse con

un algoritmo que requiere O(d) operaciones (ver [3, Algorithm 8.1]), mientras que el

producto puede calcularse con un algoritmo que requiere O(M(d)) (ver [26, Theorem

8.23]).

- Evaluar un polinomio con coeficientes en Q, de grado acotado por d, en un elemento

b ∈ Q puede realizarse con un algoritmo de complejidad O(d) (ver [3, Algorithm 8.14]).

- El divisor común mayor entre polinomios en Q[X] de grados acotados por d puede

calcularse, v́ıa el Algoritmo rápido de Euclides, con O(d log2(d)) operaciones en Q (ver

[26, Theorem 11.5 - Definition 8.26]).

- Dados d+ 1 puntos en Q, encontrar su polinomio interpolador de grado menor o igual

que d puede realizarse con un algoritmo que requiere O(M(d) log(d)) operaciones (ver

[26, Corollary 10.12]).

- El determinante de una matriz en Qd×d puede calcularse con un algoritmo de comple-

jidad O(dω), donde ω < 2,376 (ver, por ejemplo, [26, Chapter 12]).

Una aplicación del Algoritmo rápido de Euclides antes mencionado es calcular la secuencia

de Sturm de dos polinomios con coeficientes en Q:

Proposición 1.18 Sean F,G ∈ Q[X] polinomios de grados acotados por d. La secuencia de

Sturm de F y G puede ser calculada con una complejidad de orden O(d log2(d)).

Teorema 1.19 Sean F,G ∈ Q[X] polinomios de grados acotados por d y sea I = (a, b)

un intervalo con extremos en Q ∪ {−∞,+∞}. El indicador de Tarski de F para G en I,

TaQ(F,G; a, b), puede ser calculado con una complejidad de orden O(d log2(d)).
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Demostración. Una vez calculada la Secuencia de Sturm de F y F ′G, por ejemplo con el

algoritmo de la Proposición 1.18, sólo hay que evaluarla en a y b, lo cual no modifica la

complejidad. �

Dado un polinomio en Z[X], necesitaremos aproximar sus ráıces por números racionales

para lo cual hallaremos intervalos disjuntos de longitud prefijada con extremos racionales que

las contengan. Para esto, daremos un algoritmo que utiliza secuencias de Sturm.

Proposición 1.20 Sea F ∈ Z[X] de grado acotado por d y θ ∈ Q. Existe un algoritmo que

calcula finitos intervalos disjuntos, con extremos racionales, de longitud menor o igual que θ

y tal que todos contienen alguna ráız real de F y todas ellas están contenidas en alguno. La

complejidad de este algoritmo es O(d3 log(H(F )
θ )).

Demostración. El algoritmo construye de forma recursiva finitos intervalos. Se comienza con

el intervalo J = (−(1 +H(F )), 1 +H(F )] que, por el Lema 1.16, contiene a todas las ráıces

reales de F . En cada paso intermedio, dado un intervalo J = (a, b] con {x / F (x) = 0}∩J 6= ∅
y |J | > θ, se procede de la siguiente manera:

Sea c = a+b
2 y Jr = (c, b].

Si F (c) 6= 0, tomar Jl = (a, c].

Si F (c) = 0 y c − θ > a, sean I = (c − θ, c] y Jl = (a, c − θ]. Si F (c) = 0 y c − θ ≤ a,

tomar I = (a, c]. Observar que, en cualquier caso, I contiene una ráız real de F y tiene

longitud de a lo sumo θ.

Determinar, para cada uno de los intervalos Jr y Jl, si F tiene una ráız real o no en ese

intervalo. Guardar los intervalos que contienen la ráız de F .

La recursión finaliza cuando todos los intervalos tienen longitud a lo sumo θ. El output consiste

de todos los intervalos de longitud a lo sumo θ que contienen las ráıces de F , incluyendo los

intervalos I que aparecen en los pasos intermedios.

Para determinar si F tiene una ráız real en un intervalo dado, se usa la secuencia de

Sturm de F y F ′ (ver Teorema 1.4), la cual puede calcularse con complejidad O(d log2(d))

(ver Proposición 1.18).

En cada paso de la recursión, guardamos a lo sumo d intervalos junto con las cantidad

de cambios de signo de la secuencia de Sturm evaluada en cada uno de los extremos de los

intervalos. Para cada uno de esos intervalos, el procedimiento de arriba requiere de a lo sumo

2d + 1 evaluaciones adicionales de polinomios de grado a lo sumo d. Luego, la complejidad

de cada paso recursivo es de orden O(d3).

Como la longitud de los intervalos del k-ésimo paso es de a lo sumo 1+H(F )
2k−1 , la cantidad

de pasos es a lo sumo 1 + dlog(1+H(F )
θ )e.

Se concluye que la complejidad total es de orden O(d3 log(H(F )/θ)). �
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1.3. Condiciones de signo y codificación de Thom

Consideremos la función signo sg : R→ {1, 0,−1}, definida por la fórmula

sg(x) =


1 si x > 0

0 si x = 0

−1 si x < 0.

Definición 1.21 Sea Σ = {F1, . . . , Fs} un conjunto finito de polinomios en R[X]. Una con-

dición de signo factible de Σ sobre un conjunto Z ⊂ R, es una s-upla (σ1, . . . , σs) ∈ {−1, 0, 1}s

tal que

{x ∈ Z / sg(Fi(x)) = σi ∀i = 1, . . . , s} 6= ∅.

Un tipo particular de conjunto Z con el que nos interesará trabajar es el conjunto de

ráıces de un polinomio, para el cual vale el siguiente resultado:

Teorema 1.22 (ver [18, Corollary 2]) Dados F0, F1, . . . , Fs ∈ Q[X], F0 6= 0, de grados aco-

tados por d, todas las condiciones de signo factibles de F1, . . . , Fs sobre {x ∈ R / F0(x) = 0}
pueden ser computadas con O(sd2 log3(d)) operaciones. Más aún, si F0 tiene m ráıces en R,

estas condiciones de signo pueden ser computadas con complejidad de orden

O(smd log(m) log2(d)).

El algoritmo consiste en realizar un procedimiento recursivo que, en cada paso i = 1, . . . , s,

computará las condiciones de signo factibles para los polinomios F1, . . . , Fi sobre

Z = {x ∈ R / F0(x) = 0}

por medio del cálculo de indicadores de Tarski de polinomios apropiados y de la resolución

de un sistema de ecuaciones lineales. La demostración se basa en el procedimiento dado en

[5] combinado con una forma más eficiente de resolver ciertos sistemas lineales, propuesta en

[18]. La idea de la demostración es la siguiente.

Como m := #Z ≤ deg(F0), hay a lo sumo m condiciones de signo factibles, puesto que

todo x ∈ Z verifica la condición de signo (sg(F1(x)), . . . , sg(Fs(x))), que podŕıan ser iguales

o no para dos elementos distintos de Z.

Para i = 1, hay tres condiciones de signo posibles:

{x ∈ Z | F1(x) > 0}, {x ∈ Z | F1(x) = 0} y {x ∈ Z | F1(x) < 0}.

Llamemos c+, c0 y c− a los cardinales de estos conjuntos respectivamente. Claramente, las

condiciones de signo factibles de F1 sobre Z serán las que correspondan a los conjuntos

de cardinal mayor o igual que 1. Estos cardinales verifican el siguiente sistema lineal de

ecuaciones: 
c0 + c+ + c− = TaQ(F0, 1)

c+ − c− = TaQ(F0, F1)

c+ + c− = TaQ(F0, F
2
1 ),
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donde todos los indicadores de Tarski son en R.

Este paso requiere de:

- Calcular 3 indicadores de Tarski de polinomios de grado a lo sumo 2d.

- Resolver el sistema lineal de tamaño 3× 3.

Suponiendo finalizado el paso i−1, se obtienen a lo sumo m condiciones de signo factibles

de F1, . . . , Fi sobre Z. Cada una de ellas dará lugar a tres posibles condiciones de signo para

el paso i. En [5], se prueba que los cardinales de estos conjuntos forman la solución de un

sistema lineal compatible determinado de tamaño a lo sumo 3m × 3m, en el cual aparecen

involucrados ciertos indicadores de Tarski. Más aún, en [5, Lemma 2.3], se prueba que existen

Fj1 , . . . , Fjt , t ≤ log(m), tales que los indicadores de Tarski que aparecen en el sistema son

del tipo TaQ(F0, F
α1
j1
. . . Fαtjt ) con αl ∈ {0, 1, 2}.

Por ello, en el paso i se requiere:

- Calcular a lo sumo 3m indicadores de Tarski (como los descriptos arriba) del tipo

TaQ(F0, P ) con grado de P acotado por 2d log(m). Estos indicadores pueden calcularse

con complejidad de orden O(d log(m) log2(d)), pues m ≤ d (ver Teorema 1.19).

- Resolver un sistema lineal de ecuaciones de tamaño a lo sumo 3m × 3m. Esto puede

realizarse, por [18], con complejidad de orden O(m2).

Por lo tanto, el paso i puede hacerse con complejidad de orden: O(md log(m) log2(d)).

Obtenemos entonces que la complejidad total es de orden O(smd log(m) log2(d)).

Dado que vamos a necesitar codificar números reales algebraicos sobre Q para poder utili-

zarlos en los algoritmos y además, vamos a querer operar con ellos a partir de su codificación,

introducimos el siguiente resultado:

Proposición 1.23 (ver [3, Proposition 2.36]) Sea F ∈ Q[X] de grado d y (σ1, . . . , σd) ∈
{−1, 0, 1}d. El conjunto

{
x ∈ R / sg(F (i)(x)) = σi ∀i = 0, . . . , d

}
es vaćıo o un punto, o bien

un intervalo abierto.

De esta proposición se deduce el hecho de poder distinguir ráıces reales de polinomios

con coeficientes en Q según el signo de sus derivadas en dichas ráıces. La Proposición 1.23

permite concluir que, si x es ráız de un polinomio F ∈ Q[X], se verifica{
y ∈ R / sg(F (i)(y)) = sg(F (i)(x)) ∀i = 0, . . . , d

}
= {x} .

Obtenemos entonces una forma de codificar números reales algebraicos a partir de un poli-

nomio en Q[X] que lo tenga como ráız.

Definición 1.24 Dado F ∈ Q[X] un polinomio de grado d y una ráız real x de F , llamaremos

codificación de Thom de x como ráız de F , y notaremos σF (x), a la (d+ 1)−upla(
sg(F (x)), sg(F (1)(x)), . . . , sg(F (d)(x))

)
∈ {−1, 0, 1}d+1 .
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A partir de sus codificaciones de Thom, no sólo pueden diferenciarse ráıces de un polinomio

sino que pueden ordenarse de menor a mayor, como lo prueba el siguiente resultado:

Proposición 1.25 Sea F ∈ Z[X] no nulo y x1, x2 dos ráıces reales distintas de F .

Sea k = máx
{
i / F (i)(x1) 6= F (i)(x2)

}
. Entonces F (k+1)(x1) = F (k+1)(x2) y son distintos

de cero. Además:

- Si sg(F (k+1)(x1)) = sg(F (k+1)(x2)) = 1: F (k)(x1) < F (k)(x2)⇐⇒ x1 < x2.

- Si sg(F (k+1)(x1)) = sg(F (k+1)(x2)) = −1: F (k)(x1) > F (k)(x2)⇐⇒ x1 < x2.

Demostración. Por definición de k, se tiene que F (k+1)(x1) = F (k+1)(x2). Si fuesen iguales

a 0 entonces σF (k+1)(x1) 6= σF (k+1)(x2) (pues son las codificaciones de Thom de x1 y x2
respecto al polinomio F (k+1)), pero las últimas deg(F )− k coordenadas de σF (xi) coinciden

con σF (k+1)(xi), para i = 1, 2, lo cual es un absurdo por definición de k. Además,{
x/ sg(F (j)(x1)) = sg(F (j)(x)) para j = k + 1, . . . ,deg(F )− 1

}
contiene a x1 y a x2 y, por la Proposición 1.23, resulta ser un intervalo abierto no vaćıo. Como

en este intervalo, F (k+1) no se anula ni cambia de signo, F (k) es estrictamente creciente o

estrictamente decreciente, de lo que se sigue el resultado a probar. �

Dado un polinomio F en Z[X], las codificaciones de Thom de sus ráıces reales pueden ser

calculadas algoŕıtmicamente. Más aún, pueden ordenarse para que correspondan a las ráıces

ordenadas de menor a mayor.

Teorema 1.26 Dado F ∈ Z[X] un polinomio de grado d ≥ 1, existe un algoritmo que calcula

la lista ordenada σF (x1), σF (x2), . . . , σF (xt), donde x1, . . . , xt son todas las ráıces reales de

F ordenadas de menor a mayor. La complejidad de este algoritmo es de orden O(d3 log3(d)).

Demostración. Se comienza aplicando el algoritmo del Teorema 1.22 para calcular las con-

diciones de signo factibles de los polinomios F ′, F ′′, . . . , F (d) sobre {x ∈ R / F (x) = 0}. Por

la Proposición 1.23, hay exactamente tantas condiciones de signo factibles como ráıces reales

tenga F .

Supongamos que estas condiciones son σF (r1), . . . , σF (rt), donde r1, . . . , rt son las ráıces

reales de F . Para ordenar estas ráıces de menor a mayor a partir de sus codificaciones de

Thom, hacemos inducción en el conjunto {r1, . . . , rk} de la siguiente manera:

Si k = 2, usando la Proposición 1.25, calcular q1 = mı́n {r1, r2} y q2 = máx {r1, r2}.

Supongamos ordenado de menor a mayor el conjunto {r1, . . . , rk}, renombrando a sus

elementos q1 < . . . < qk. Hallar j0 = mı́n {j / mı́n {rk+1, qj} = rk+1} utilizando la

Proposición 1.25. Entonces q1 < . . . < qj0−1 < rk+1 < qj0 < . . . < qk.

Calcular cada mı́nimo requiere a lo sumo d comparaciones en Q y en el paso k se requiere

calcular a lo sumo k−1 mı́nimos, lo que da a lo sumo

d∑
k=2

(k−1)d = d
(d− 1)d

2
comparaciones.
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Luego, pueden ordenarse las ráıces reales de F a partir de su codificación de Thom con com-

plejidad de orden O(d3). Notar que la complejidad de ordenar de esta forma las codificaciones

de Thom no cambia la complejidad de calcular dichas codificaciones.

La complejidad final de este algoritmo es de orden O(d3 log3(d)). �

Proposición 1.27 Sean F,G ∈ Q[X] polinomios de grados acotados por d y α ∈ R una ráız

de F . Entonces existe un algoritmo que, dado σF (α), calcula el signo de G(α) en tiempo

O(d3 log3(d)).

Demostración. Dado que los signos de F y sus derivadas en α determinan a α, alcanza con

aplicar el algoritmo del Teorema 1.22, tomando s = d+1, F0 = F , Fi = F (i) para i = 1, . . . , d

y Fd+1 = G, y obtener aśı la única condición factible que comienza con σF (α). �

Notar que puede adaptarse el algoritmo del Teorema 1.26, sin cambiar la complejidad,

para calcular la lista ordenada de las codificaciones de Thom sólo de las ráıces de F incluidas

en un intervalo dado I = (a, b). Para elegir las ráıces de F que están en I, basta calcular los

signos de los polinomios X − a y X − b en las ráıces de F .

1.4. Resultantes y subresultantes de polinomios

La resultante de dos polinomios de una variable es un concepto que aparece en varias

ramas de la matemática, siendo clave en la Teoŕıa de Eliminación.

Los polinomios subresultantes son una generalización de la resultante de dos polinomios

y fueron introducidas de manera impĺıcita por C.G. Jacobi (ver [10]) y posteriormente de

forma más expĺıcita por J.J. Sylvester bajo el nombre “prime derivative of the d-degree” (ver

[22] y [21]). La terminoloǵıa “subresultante” parece ser de fines de los 60. Estos polinomios

permiten, entre otras cosas, determinar cuál es el grado exacto del divisor común mayor

entre los polinomios originales antes de calcularlo, siendo una herramienta para obtenerlo

de forma alternativa al uso del algoritmo de Euclides. Una ventaja de trabajar con estas

subresultantes es la de obtener mejoras en la complejidad de calcular el divisor común mayor

entre dos polinomios, ya que los tamaños de los coeficientes de los polinomios que aparecen

son menores que los que aparecen en los restos sucesivos del algoritmo de Euclides.

En esta tesis, utilizaremos estos polinomios como una herramienta algoŕıtmica para cal-

cular secuencias de Sturm para funciones Pfaffianas de una clase particular. Es por ello que

comenzaremos dando su definición para luego analizar algunas propiedades que verifican.

Mostraremos además, un algoritmo concreto para calcularlos.

Definición 1.28 Sean F (Y ) =

m∑
i=0

aiY
i y G(Y ) =

n∑
i=0

biY
i polinomios en A[Y ], donde A es

un dominio ı́ntegro. Definimos la resultante de F y G, y notamos Res(F,G), al determinante

de la matriz cuyas filas son las coordenadas de los polinomios Y n−1F, . . . , F, Y m−1G, . . . , G
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en la base
{
Y n+m−1, . . . , Y, 1

}
, es decir, es el determinante de la matriz

am am−1 · · · · · · · · · a0 0 · · · 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0

0 · · · 0 am · · · · · · · · · · · · a0
bn bn−1 · · · · · · b0 · · · · · · · · · 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0

0 · · · · · · 0 bn · · · · · · · · · b0



.

La motivación para definir y trabajar con resultantes radica en la validez del siguiente

resultado, del cual puede hallarse una demostración en [3, Proposition 4.16]:

Proposición 1.29 Sea A un dominio ı́ntegro, K su cuerpo de fracciones y F,G ∈ A[Y ].

Entonces:

Res(F,G) = 0⇐⇒ F y G tienen un factor común en K[Y ].

Para el caso particular en que el dominio ı́ntegro sea Z[X] se obtiene el siguiente resultado:

Proposición 1.30 Sean F,G ∈ Z[X,Y ] y R(X) = ResY (F (X,Y ), G(X,Y )) ∈ Z[X] el poli-

nomio resultante entre F y G respecto de la variable Y . Entonces:

1) deg(R) ≤ degX(F ) degY (G) + degX(G) degY (F ).

2) Si D ≥ máx {1, degX(F ) degY (G) + degX(G) degY (F )}, R puede ser calculado algoŕıt-

micamente con complejidad de orden

O
(
D(degY (F ) + degY (G))ω +M(D) log(D)

)
.

Demostración.

1) El polinomio R resulta ser el determinante de una matriz de tamaño (degY (F ) +

degY (G)) × (degY (F ) + degY (G)) cuyos coeficientes son polinomios en Z[X] de grado

menor o igual que degX(F ) en las primeras degY (G) filas y de grado menor o igual que

degX(G) en las últimas degY (F ) filas, lo cual implica que deg(R) ≤ degY (F ) degX(G)+

degY (G) degX(F ).

2) Para calcular el polinomio R, se puede interpolar (evaluando en la variable X) en D+1

puntos. Esto requiere hacer O(D+1) evaluaciones en F y en G en la variable X, calcular

D + 1 determinantes de matrices de tamaño degY (F ) + degY (G) con coeficientes en Q
y usar el algoritmo de interpolación mencionado en la Sección 1.2. En total, se requiere

del orden de O
(

(D + 1)(degY (F ) + degY (G))ω + D log2(D) log(log(D))
)

operaciones,

lo que nos da una complejidad de O
(
D(degY (F ) + degY (G))ω +M(D) log(D)

)
.
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�

Las siguientes definiciones se introducen para cualquier dominio ı́ntegro A, aunque en

nuestro caso, trabajaremos siempre sobre Z o sobre Z[X].

Definición 1.31 Sean F,G ∈ A[Y ] de grados m y n respectivamente. Supongamos n < m.

Para cada 0 ≤ i ≤ n definimos el i−ésimo coeficiente subresultante de F y G, y lo notaremos

sResi(F,G), como el determinante de la matriz cuadrada obtenida de las primeras n+m−2i

columnas de la matriz de tamaño (n+m− 2i)× (n+m− i) cuyas filas son las coordenadas

de los polinomios Y n−i−1F, . . . , F,G, . . . , Y m−i−1G en la base
{
Y n+m−i−1, . . . , Y, 1

}
, es decir

que, si F (Y ) =
m∑
j=0

ajY
j y G(Y ) =

n∑
j=0

bjY
j, sResi(F,G) es el determinante de la matriz que

se obtiene al tomar las primeras n+m− 2i columnas de la matriz:

Ai =



am am−1 · · · · · · · · · a0 0 0

0
. . .

. . . 0
...

. . . am · · · · · · · · · · · · a0
... 0 bn · · · · · · · · · b0
...

...
...

...
...

0 bn . . . . . . . . . b0 . . . 0

bn . . . . . . . . . b0 0 . . . 0


. (1.7)

Por convención, se extiende esta definición para i = −1 y n+ 1 ≤ i ≤ m de la siguiente

manera:
sRes−1(F,G) = 0

sResm(F,G) = cp(F ),

sResm−1(F,G) = cp(G),

sResi(F,G) = 0 si n < i < m− 1.

Observación 1.32 Notar que si i = n en la matriz no hay filas con coeficientes de F , y por

lo tanto,

sResn(F,G) = (−1)
(m−n)(m−n−1)

2 cp(G)m−n.

Por otro lado, si i = 0 se tiene que

sRes0(F,G) = (−1)
m(m−1)

2 Res(F,G).

Notar que, dados F,G ∈ A[Y ] de grados m y n respectivamente, m > n, sResi(F,G) es

un elemento del anillo A para todo 0 ≤ i ≤ m. A continuación, vamos a definir los polinomios

subresultantes entre F y G, que son polinomios en A[Y ].

Definición 1.33 Sean F,G ∈ A[Y ] de grados m y n respectivamente. Supongamos n <

m. Para cada 0 ≤ i ≤ n definimos la i−ésima subresultante de F y G, y la notaremos

SResi(F,G), como el determinante de la matriz de tamaño (n+m−2i)×(n+m−2i) cuyas filas
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son las primeras n+m−2i−1 coordenadas de los polinomios Y n−i−1F, . . . , F,G, . . . , Y m−i−1G

en la base
{
Y n+m−i−1, . . . , Y, 1

}
y los elementos de la última columna son los polinomios

Y n−i−1F, . . . , F,G, . . . , Y m−i−1G, es decir, SResi(F,G) es el determinante de la matriz que

se obtiene al tomar las primeras n+m− 2i− 1 columnas de la matriz Ai en (1.7) y agregar

como última columna 

Y n−i−1F

. . .

F

G

. . .

Y m−i−1G


.

Por convención, se extiende esta definición para i = −1 y n+ 1 ≤ i ≤ m de la siguiente

manera:
SRes−1(F,G) = 0

SResm(F,G) = F,

SResm−1(F,G) = G,

SResi(F,G) = 0 si n < i < m− 1.

Proposición 1.34 Con la notación de las Definiciones 1.31 y 1.33, se tiene que:

a) Si SResi(F,G) 6= 0, para algún i ≤ n, su grado es menor o igual que i.

b) sResi(F,G) es el coeficiente de Y i en SResi(F,G), para i ≤ m.

Demostración. Observemos primero que la fila k de la matriz Ai es:

- si k = 1, . . . , n− i: (
0 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k−1 veces

am am−1 . . . a0 0 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−i−k veces

)
.

Observemos que el elemento de la columna j, con k ≤ j ≤ m+ k, es am+k−j .

En particular, si j = n+m− 2i, el elemento es{
0 si n− i ≥ k + 1

ak−n−2i si k ≤ n+m− 2i ≤ m+ k.

- si k = n− i+ 1, . . . , n+m− 2i:(
0 0 . . . . . . 0︸ ︷︷ ︸
n+m−k−2i veces

bn bn−1 . . . b0 0 . . . . . . 0︸ ︷︷ ︸
k−n+i−1 veces

)
.

Observemos que el elemento de la columna j, con n+m− 2i− k + 1 ≤ j ≤ 2n+m−
2i− k + 1, es b2n−k+1+m−2i−j . En particular, si j = n+m− 2i, el elemento es{

bn−k+1 si k ≤ n+ 1

0 si no.
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Si para 0 ≤ i ≤ n suponemos que SResi(F,G) es el determinante de una matriz de

columnas C1, . . . , Cn+m−2i, usando la multilinealidad del determinante se puede reemplazar

la última columna por Cn+m−2i −
n+m−2i−1∑

j=1

Y n+m−i−jCj que el determinante no cambia.

Veamos que polinomio tiene la nueva columna en la fila k.

- Si 1 ≤ k ≤ n− 2i− 1:

Y n−i−1−k+1F −
m+k∑
j=k

Y n+m−i−jam+k−j = Y n−i−kF −
m∑
l=0

alY
n+l−i−k = Y n−i−k(0) = 0.

- Si n− 2i ≤ k ≤ n− i:

Y n−i−1−k+1F −
n+m−2i−1∑

j=k

Y n+m−i−jam+k−j = Y n−i−kF −
m∑

l=k+2i−n+1

alY
n+l−i−k =

= Y n−i−k(F − m∑
l=k+2i−n+1

alY
l
)
,

que tiene grado menor o igual que n− i− k + k + 2i− n = i.

- Si n− i+ 1 ≤ k ≤ n+ 1:

Y k+i−n−1G−
n+m−2i−1∑

j=n+m−2i−k+1

Y n+m−i−jb2n+m−j−2i−k+1 =

= Y k+i−n−1G−
n∑

l=n−k+2

blY
k+i−n+l−1 = Y k+i−n−1(G− n∑

l=n−k+2

blY
l
)
,

que tiene grado menor o igual que k + i− n− 1 + n− k + 1 = i.

- Si n+ 2 ≤ k ≤ n+m− 2i:

Y k+i−n−1G−
2n+m−2i−k+1∑
j=n+m−2i−k+1

Y n+m−i−jb2n+m−j−2i−k+1 =

= Y k+i−n−1G−
n∑
l=0

blY
k+i−n+l−1 = Y k+i−n−1(0) = 0.

Luego, obtenemos que SResi(F,G) es el determinante de una matriz de coeficientes en A

salvo en la última columna que solo tiene polinomios en A[Y ] de grado a lo sumo i, por lo

que se verifica la cota propuesta en a).

Por otro lado, el coeficiente de la potencia Y i del polinomio en la fila k es, por lo anterior:
ak−n+2i si k = n− 2i, . . . , n− i
bn−k+1 si k = n− i+ 1, . . . , n+ 1

0 si no.
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Luego, utilizando la multilinealidad del determinante, el determinante de esta matriz resulta

ser SResi(F,G) = det(Mi)Y
i+det(Ni), dondeMi es la matriz cuyas columnas son las primeras

n+m− 2i columnas de Ai y Ni es la matriz cuyas columnas son la primeras n+m− 2i− 1

columnas de Ai y la última columna tiene en cada lugar polinomios de grado menor o igual

que Y i−1. Observando que sResi(F,G) = det(Mi), se obtiene b) para 1 ≤ i ≤ n. Para

n+ 1 ≤ i ≤ m, el resultado es trivial. �

Observación 1.35 Para todo 0 ≤ i ≤ n, SResi(F,G) es una combinación polinomial de los

polinomios F y G, pues al desarrollar el determinante por la última columna se obtiene una

expresión de la forma

n−i−1∑
j=0

Y jF (Y )cj +
m−i−1∑
j=0

Y jG(Y )dj =
( n−i−1∑

j=0

Y jcj

)
F (Y ) +

(m−i−1∑
j=0

Y jdj

)
G(Y ),

donde cj , dj ∈ A son un signo por el determinante de una matriz con coeficientes en A.

El siguiente resultado relaciona la (n − 1)-ésima subresultante entre dos polinomios el

resto de una diviśıón eucĺıdea:

Lema 1.36 Sean F,G ∈ A[Y ] de grados m y n respectivamente, m > n. Sea SResn−1 la

(n− 1)−ésima subresultante de F y G considerados como polinomios en A[X][Y ]. Entonces

SResn−1 = −Resto((−1)
(m−n−1)(m−n)

2 cp(G)m−n+1F,G).

Demostración. Si F (Y ) =

m∑
j=0

ajY
j y G(Y ) =

n∑
j=0

bjY
j , SResn−1 es, por definición, el deter-

minante de la matriz de tamaño m− n+ 2:



am am−1 · · · · · · an F

0 0 · · · · · · bn G
...

... Y G
...

... · · · · · · Y 2G

0
... · · · · · · · · ·

...

bn bn−1 · · · · · · · · · Y m−nG


.

Desarrolando el determinante por la última columna obtenemos que

SResn−1 = (−1)m−n+3F det(M) +GH(Y ),

donde M es la matriz triangular inferior de tamaño m−n+ 1 con bn en todos los coeficientes

de la diagonal y H es un polinomio en A[Y ]. Utilizando que

det(M) = (−1)
(m−n+1)(m−n)

2 (bn)m−n+1
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y que

sg
(
m− n+ 3 +

(m− n+ 1)(m− n)

2

)
= −sg

((m− n− 1)(m− n)

2

)
,

pues m− n+ 3 + (m−n+1)(m−n)
2 = (m−n−1)(m−n)

2 + 2(m− n) + 3, se obtiene que

SResn−1 = −(−1)
(m−n−1)(m−n)

2 bm−n+1
n F +GH(Y ).

Si SResn−1 6= 0, por la Proposición 1.34, tiene grado en Y menor o igual que n − 1, y se

deduce la identidad propuesta. �

Como consecuencia directa del Teorema de estructura para subresultantes (ver [3, Theo-

rem 8.56]), el resultado anterior puede generalizarse a los demás i-ésimos polinomios subre-

sultantes.

Teorema 1.37 Sean F,G ∈ A[Y ] de grados m y n respectivamente. Supongamos n < m.

Para −1 ≤ i ≤ m, sea SResi la i−ésima subresultante de F y G. Entonces para 1 ≤ l ≤ m,

si SResl−1 es un polinomio no nulo de grado j:

- Si SResj−1 = 0, entonces SResl−1 = gcd(F,G) salvo un factor en A.

- Si SResj−1 6= 0 tiene grado k,

sjtl−1SResk−1 = −Resto(sktj−1SResl−1, SResj−1)

y el cociente está en A[Y ], donde su := sResu(F,G) y tu es el coeficiente principal de

SResu.

Es importante observar que la división en el último ı́tem tiene cociente con coeficientes

en el anillo debido a [3, Proposition 8.62].

En el caso particular en que el dominio ı́ntegro sea Z[X], se obtienen las siguientes cotas

para los grados en las variables X e Y y la altura de la i−ésima subresultante de F y G y el

i−ésimo coeficiente subresultante de F y G, vistos como polinomios de variable Y :

Proposición 1.38 Sean F,G ∈ Z[X,Y ] polinomios que verifican degY (G) < degY (F ). Pa-

ra i = 0, . . . ,degY (F ), consideremos SResi(F,G) la i−ésima subresultante de F y G y

sResi(F,G) el i−ésimo coeficiente subresultante de F y G, vistos como polinomios en Z[X][Y ].

Entonces:

a) SResi(F,G) ∈ Z[X,Y ] es el polinomio nulo o bien tiene grado en Y menor o igual que i

y tiene grado en X menor o igual que (degY (G)− i) degX(F ) + (degY (F )− i) degX(G).

En particular, sResi(F,G) ∈ Z[X] es el polinomio nulo o bien tiene grado menor o igual

que (degY (G)− i) degX(F ) + (degY (F )− i) degX(G).

b) Para i = 0 . . . ,degY (F ), la altura de SResi(F,G) está acotada por(
degY (F )+degY (G)−2i

)
!
(
H(F )(degX(F )+1)

)degY (G)−i(
H(G)(degX(G)+1)

)degY (F )−i
.
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c) La altura de ResY (F,G) es menor o igual que(
degY (F ) + degY (G)

)
!
(
H(F )(degX(F ) + 1)

)degY (G)(
H(G)(degX(G) + 1)

)degY (F )
.

Demostración.

a) Si i = degY (G) + 1, . . . ,degY (F ), SResi(F,G) es el polinomio nulo, G ó F , por lo que

las cotas valen claramente. Si i = 0, . . . ,degY (G), por el ı́tem a) de la Proposición 1.34,

degY (SResi(F,G)) ≤ i. Respecto al grado en X, SResi(F,G) es el determinante de una

matriz que tiene a lo sumo degY (F )−i filas con coeficientes que son polinomios de grado

enX a lo sumo degX(G) y a lo sumo degY (G)−i filas con coeficientes que son polinomios

de grado en X a lo sumo degX(F ), de donde se obtiene la cota propuesta. Observando

que, por el ı́tem b) de la Proposición 1.34, degX(sResi(F,G)) ≤ degX(SResi(F,G)), se

obtiene la cota para los coeficientes subresultantes.

b) Llamemos m = degY (F ) y n = degY (G). Al desarrollar el determinante correspondiente

a SResi(F,G) por la última columna se obtiene una expresión de la forma

n−i−1∑
j=0

Y jF (X,Y )βj +
m−i−1∑
l=0

Y lG(X,Y )λl,

donde βj es el determinante de una matriz con n − i − 1 filas que tienen coeficientes

de F como polinomio en la variable Y y m − i filas que son coeficientes de G como

polinomio de variable Y , para todo j = 1, . . . , n− i− 1, y λl es el determinante de una

matriz con n − i filas que tienen coeficientes de F como polinomio en la variable Y y

m − i − 1 filas que son coeficientes de G como polinomio en la variable Y , para todo

l = 1, . . . ,m− i− 1. Luego, por la Proposición 1.11,

H(SResi(F,G)) ≤
n−i−1∑
j=0

(degX(F ) + 1)H(F )H(βj) +

m−i−1∑
l=0

(degX(G) + 1)H(G)H(λl).

Como, H(βj) ≤ (m+ n− 2i− 1)!
(
H(F )(degX(F ) + 1)

)n−i−1(
H(G)(degX(G) + 1)

)m−i
y H(λl) ≤ (m+n− 2i− 1)!

(
H(F )(degX(F ) + 1)

)n−i(
H(G)(degX(G) + 1)

)m−i−1
, para

todo j = 1, . . . , n − i − 1 y para todo l = 1, . . . ,m − i − 1, se sigue fácilmente la cota

propuesta.

c) Es el caso i = 0 del ı́tem b), pues por la Observación 1.32, ±ResY (F,G) = sRes0(F,G),

que por la Proposición 1.34 a), resulta ser el polinomio SRes0(F,G).

�

Observación 1.39 En particular, si F ∈ Z[X] y G ∈ Z[X,Y ], con deg(F ), degY (G) > 0, y

R(Y ) := ResX(F (X), G(X,Y )) ∈ Z[Y ],

H(R) ≤
(

deg(F ) + degX(G)
)
!H(F )degX(G)

(
(degY (G) + 1)H(G)

)deg(F )
.

Más espećıficamente, si G(X,Y ) = Y − h(X), con h ∈ Z[X], se tiene que

H(R) ≤
(

deg(F ) + deg(h)
)

!H(F )deg(h)
(
2H(h)

)deg(F )
.
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En lo que sigue y siempre que esté claro a cuáles polinomios F y G nos referimos, escribi-

remos sResi y SResi en vez de sResi(F,G) y SResi(F,G) respectivamente, para no recargar

la notación.

Corolario 1.40 Con la misma notación que en el Teorema 1.37, consideremos la secuencia

de enteros definida de la siguiente manera:{
n0 = m+ 1, n1 = m

ni+1 := degY (SResni−1) si i ≥ 1 y SResni−1 6= 0.

Si SResni−1 = 0, finaliza la construcción.

Notemos Ri := SResni−1 ∈ Z[X][Y ].

Entonces la secuencia R0, R1, . . . es finita; es decir, existe N := máx{i ≥ 0 | Ri 6= 0}.
Más aún, N ≤ n+ 1.

Además, si llamamos τi ∈ Z[X] al coeficiente principal de Ri para i = 0, . . . , N , y ρi =

sResni(F,G) ∈ Z[X] para i = 1, . . . , N + 1, se tiene que:

1) Los grados de τi y de ρi están acotados por degY (F ) degX(G) + degY (G) degX(F ).

2) Las alturas de los polinomios τi y ρi están acotadas por(
degY (F ) + degY (G)

)
!
(
H(F )(degX(F ) + 1)

)degY (F )(
H(G)(degX(G) + 1)

)degY (G)
.

3) Se verifican las siguientes relaciones, donde Ci ∈ Z[X,Y ] para i = 1, . . . , N − 1:

(−1)(m−n)(m−n−1)/2cp(G)m−n+1R0 = R1C1 −R2 (1.8)

ρi+2τi+1Ri = Ri+1Ci+1 − ρi+1τiRi+2 para 1 ≤ i ≤ N − 1 (1.9)

Demostración. Observemos primero que por la Definición 1.33, R0 = SResm = F y R1 =

SResm−1 = G. Por la Proposición 1.38, para i ≥ 1:

ni+1 = degY (SResni−1) ≤ ni − 1 < ni,

y además n2 = degY (SResn1−1) = degY (SResm−1) = degY (G) = n. Luego, se obtiene una

secuencia estrictamente decreciente de números enteros no negativos

0 ≤ . . . < n3 < n2 = n < n1,

que necesariamente deberá ser finita. Luego, existe N ∈ N tal que nN+1 ≥ 0, RN 6= 0 y

RN+1 = 0. En particular, N + 1 ≤ n+ 2, o sea, N ≤ n+ 1.

1) Por definición, τi = cp(Ri) = cp(SResni−1). Luego, por la Proposición 1.38, deg(τi) ≤
(degY (G) − ni + 1) degX(F ) + (degY (F ) − ni + 1) degX(G) que es a su vez, menor o

igual que degY (G) degX(F ) + degY (F ) degX(G). Por otro lado, como ρi = sResni , por

la Proposición 1.38, deg(ρi) ≤ (degY (G) − ni) degX(F ) + (degY (F ) − ni) degX(G) ≤
degY (G) degX(F ) + degY (F ) degX(G).
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2) Es consecuencia del ı́tem b) de la Proposición 1.34 y del ı́tem b) de la Proposición 1.38.

3) El Lema 1.36 dice que existe C1 ∈ Z[X,Y ] tal que vale (1.8), y el Teorema 1.37 aplicado

a j = ni, para i = 2, . . . , N − 1, dice que existen polinomios C2, . . . , CN−1 ∈ Z[X,Y ]

tales que vale (1.9).

�

Será útil observar las siguientes identidades:

Lema 1.41 Con las hipótesis y notación del Corolario 1.40:

a) ρ1 = cp(F ),

b) ρ2 = (−1)
(m−n)(m−n−1)

2 cp(G)m−n,

c) τ0 = cp(F ), τ1 = cp(G) y

d) RN = gcd(F,G) salvo un factor en Z[X].

Si además ResY (F,G) ∈ Z[X] no es cero:

e) ρN+1 = ResY (F,G) y

f) τN = RN

Demostración. Las igualdades de los ı́tems a), b) y c) salen aplicando la definición. La iden-

tidad en d) se obtiene del Teorema 1.37 tomando l = nN y j = nN+1.

Si ResY (F,G) 6= 0, F y G no tienen un factor común en Q[Y ]. Luego, gcd(F,G) tie-

ne grado cero en Y y obtenemos (aplicando d)) que nN+1 = degY (RN ) = 0. Entonces

ρN+1 = sResnN+1(F,G) = sRes0(F,G) y, por la Observación 1.32, se verifica la identidad

propuesta. Por otro lado, como RN ∈ Z[X], τN = cp(RN ) = RN . �

La construcción definida en el Corolario 1.40 será de vital importancia en los algoritmos

que desarrollaremos en el Caṕıtulo 2. Es por eso que introducimos el siguiente resultadosobre

la complejidad del cálculo algoŕıtmico de las subresultantes de dos polinomios en dos variables.

Teorema 1.42 Sean F,G ∈ Z[X,Y ] de grados m y n en la variable Y respectivamente.

Supongamos n < m. Existe un algoritmo que calcula todas las subresultantes de F y G como

polinomios de variable Y . Además, si µ ≥ n degX(F ) + m degX(G), la complejidad de este

algoritmo es de orden

O
(
µ(degX(F )m+ degX(G)n) + nµ(n+m)ω+1 + n2M(µ) log(µ)

)
.

Demostración. Por la Proposición 1.38, el grado en X de SResi es menor o igual a

degY (G) degX(F ) + degY (F ) degX(G) ≤ µ.

Para cada i = 0, . . . , n, computamos los coeficientes de SResi(F,G) interpolando en, a lo

sumo, µ+ 1 puntos de la siguiente manera. Las complejidades de los procedimientos pueden

verse en la Sección 1.2.
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1) Sean x0, . . . , xµ ∈ Z. Evaluemos los coeficientes de F y G en esos puntos. Son m + 1

polinomios de grado acotado por degX(F ) y n + 1 polinomios de grado acotado por

degX(G). Esto puede hacerse con una complejidad de O
(
µ(degX(F )m+ degX(G)n)

)
.

2) Para cada k = 0, . . . , µ, para cada 0 ≤ i ≤ n, calculemos el determinante de una matriz

de tamaño (n + m − 2i) × (n + m − 2i) desarrollándolo por la última columna de la

siguiente manera:

i) Calculemos n+m− 2i determinantes de matrices de tamaño (n+m− 2i− 1)×
(n+m− 2i− 1). Esto puede hacerse con una complejidad de O((n+m)ω+1).

ii) Multipliquemos los determinantes anteriores por los polinomios de la forma

Y tF (xk, Y ), para t ≤ n− 1, y Y tG(xk, Y ), para t ≤ m− 1, y luego sumemos a lo

sumo n+m polinomios de grado acotado por n+m. Esto puede hacerse con una

complejidad de O((n+m)2).

Este paso puede realizarse con una complejidad de O(µn(n+m)ω+1).

3) Para i = 0, . . . , n, en vista de obtener los coeficientes de SResi(F,G), realicemos i + 1

interpolaciones en, a lo sumo, µ+1 puntos. Este paso puede hacerse con una complejidad

de O(n2M(µ) log(µ)).

En total, este algoritmo puede hacerse con una complejidad de orden

O
(
µ(degX(F )m+ degX(G)n) + µn(n+m)ω+1 + n2M(µ) log(µ)

)
.

�



Caṕıtulo 2

Algoritmos efectivos para funciones

Pfaffianas

En este caṕıtulo nos concentraremos en el desarrollo de algoritmos para resolver ciertos

problemas para una clase de funciones de una variable, conocidas como funciones Pfaffianas

de orden 1. Comenzaremos, en la Sección 2.1, definiendo estas funciones y analizando algu-

nas de sus propiedades básicas. En la Sección 2.2, generalizaremos la noción de secuencia de

Sturm para polinomios, introducida en el Caṕıtulo 1, a estas funciones, lo que nos permi-

tirá generalizar el Teorema 1.4. Daremos una forma algoŕıtmica de calcular esta secuencia

y, como consecuencia, propondremos un algoritmo efectivo que calcula la cantidad de ceros

en un intervalo cerrado y acotado (con extremos racionales) de una función. En la Sección

2.3, introduciremos la definición de secuencia de Sturm de una función continua respecto a

otra y probaremos la relación de ésta con el indicador de Tarski de estas funciones. Daremos

un algoritmo efectivo para calcular esta secuencia para funciones Pfaffianas de orden 1. En

la Sección 2.4, nos centraremos en el problema de decisión para ciertas fórmulas que invo-

lucran funciones Pfaffianas de una variable asociadas a una función fija: presentaremos un

procedimiento simbólico que resuelve este problema y estimaremos su complejidad.

2.1. Funciones Pfaffianas

Las funciones Pfaffianas sobre R, introducidas por Khovanskii a fines de los ’70, son

funciones anaĺıticas definidas en un abierto U ⊂ Rn que satisfacen sistemas triangulares de

ecuaciones diferenciales de primer orden con coeficientes polinomiales.

Más precisamente, sean f1, . . . , fl funciones anaĺıticas definidas en U para las cuales existen

polinomios Φij en n+ i indeterminadas que satisfacen en U las ecuaciones

∂fi
∂xj

(x) = Φij

(
x, f1(x), . . . , fi(x)

)
, 1 ≤ i ≤ l, 1 ≤ j ≤ n.

En este caso, diremos que las funciones f1, . . . , fl forman una cadena Pfaffiana. Dado un

polinomio F ∈ R[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yl], una función Pfaffiana definida por F y asociada a

la cadena Pfaffiana f1, . . . , fl es una función de la forma

f(x) = F (x, f1(x), . . . , fl(x)).

37
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Siguiendo [7], diremos que f tiene orden l y grado (δ, deg(F )) si δ es una cota superior para

el grado de los polinomios Φij , con 1 ≤ i ≤ l, 1 ≤ j ≤ n.

Algunos ejemplos de funciones Pfaffianas son los siguientes:

1. Los polinomios son funciones Pfaffianas de orden l = 0.

2. Para F ∈ R[X,Y ] y f1(x) = ex, la función f(x) = F (x, f1(x)) es una función Pfaffiana

de orden l = 1 y grado (1, deg(F )) pues f ′1(x) = f1(x).

3. Para F ∈ R[X,Y, Z], f1(x) = x−1 y f2(x) = ln(x), la función f(x) = F (x, f1(x), f2(x))

es una función Pfaffiana en R≥0 de orden l = 2 y grado (2,deg(F )) pues f ′1(x) = −f21 (x)

y f ′2(x) = f1(x).

4. Para F ∈ R[X,Y, Z] y f1(x, y) = ex−y, la función f(x, y) = F (x, y, f1(x, y)) es una

función Pfaffiana en R2 de orden l = 1 y grado (1,deg(F )) pues ∂f1
∂x (x, y) = f1(x, y) y

∂f1
∂y (x, y) = −f1(x, y).

El Teorema de Khovanskii establece que un sistema de n ecuaciones Pfaffianas en n

variables definidas en un dominio U tiene finitas soluciones reales no degeneradas en U y

que la cantidad de estas soluciones puede acotarse expĺıcitamente en términos de parámetros

sintácticos asociados al sistema:

Teorema 2.1 ([7, Theorem 3.1]) Sea f1, . . . , fr una cadena Pfaffiana definida en un dominio

U ⊂ Rn y sean g1, . . . , gn funciones Pfaffianas de grado (δ, di), para i = 1, . . . , n, asociadas a

la cadena Pfaffiana anterior. La cantidad de soluciones no degeneradas del sistema

g1(x) = 0, . . . , gn(x) = 0

es menor o igual que

2
r
2
(r−1)

∏
1≤i≤n

di

(
mı́n {n, r} δ − n+ 1 +

∑
1≤i≤n

di

)r
.

En esta tesis trabajaremos con funciones Pfaffianas de una variable de orden 1 definidas

por polinomios en Z[X,Y ], es decir, para el caso n = 1 y l = 1. Por esta razón, reformularemos

la definición de manera más sencilla.

Definición 2.2 Sea ϕ una función anaĺıtica definida en un abierto U ⊂ R para la cual existe

un polinomio Φ ∈ Z[X,Y ], con degY (Φ) > 0, tal que ϕ satisface en U la ecuación

ϕ′(x) = Φ(x, ϕ(x)).

Dado un polinomio F ∈ Z[X,Y ] de grado total d, diremos que la función

f(x) = F (x, ϕ(x))

es una función Pfaffiana asociada a ϕ definida en U ⊂ R, de orden 1 y grado (deg(Φ), d).

Usaremos la notación dX , dY para referirnos al grado en la variable X y al grado en la variable

Y de F respectivamente.
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A lo largo de este trabajo supondremos que la función ϕ está fija, por lo que será útil fijar

la notación δX , δY para referirnos a los grados en X y en Y de Φ respectivamente y δ para el

grado total de Φ.

La clase de las funciones Pfaffianas asociadas a la función ϕ y definidas por polinomios

en Z[X,Y ] es claramente cerrada para la suma y el producto. Más aún, es cerrada para la

derivación:

Lema 2.3 Dada una función Pfaffiana f(x) = F (x, ϕ(x)) con F ∈ R[X,Y ], llamaremos

F̃ ∈ Z[X,Y ] al polinomio

F̃ (X,Y ) =
∂F

∂X
(X,Y ) +

∂F

∂Y
(X,Y )Φ(X,Y ). (2.1)

Entonces f ′(x) = F̃ (x, ϕ(x)), por lo que resulta ser una función Pfaffiana asociada a ϕ.

Además, si dX , dY son los grados de F en la variable X e Y respectivamente,{
degX(F̃ ) ≤ dX + δX

dY ≤ degY (F̃ ) ≤ dY + δY − 1
(2.2)

y, para todo k ∈ N, la derivada k−ésima de f es una función Pfaffiana asociada a ϕ definida

por un polinomio Fk ∈ Z[X,Y ] que verifica{
degX(Fk) ≤ dX + kδX

degY (Fk) ≤ dY + k(δY − 1).

Demostración. Para demostrar (2.2), solo basta probar que dY ≤ degY (F̃ ).

Sabemos que degY (
∂F

∂Y
Φ) = dY − 1 + δY . Se tienen dos casos:

- Si δY ≥ 2: Se tiene que degY (
∂F

∂Y
Φ) ≥ dY + 1 > dY ≥ degY (

∂F

∂X
). Luego,

degY (F̃ ) = degY (
∂F

∂Y
Φ) > dY .

- Si δY = 1: Supongamos que Φ(X,Y ) = Φ0(X) + Φ1(X)Y , Φ1 6= 0, y que

F (X,Y ) =
∑dY

i=0 ai(X)Y i, con adY 6= 0. Se tiene que

F̃ (X,Y ) = (a′dY (X) + dY adY (X)Φ1(X))Y dY +

dY −1∑
i=0

bi(X)Y i,

con bi ∈ Z[X], i = 0, . . . , dY − 1. Como degX(a′dY ) < degX(adY ), se tiene que

a′dY (x) + dY adY (X)Φ1(X) 6= 0 y, por lo tanto, degY (F̃ ) = dY .

Para probar las cotas para los grados de Fk, sólo hay que observar que F1 = F̃ , que

Fk = F̃k−1 y usar inducción. �

Para estimar la complejidad de los algoritmos que desarrollaremos, necesitaremos una

cota superior para la multiplicidad de un cero de una función Pfaffiana asociada a ϕ.
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Recordemos que si f es una función anaĺıtica en un dominio U ⊂ R y α ∈ U es un cero

de f , la multiplicidad de α como cero de f se define como

mult(α, f) = mı́n
{
r ∈ N0/ f

(r)(α) 6= 0
}
,

admitiendo las notaciones f (0) para la función f sin derivar y mult(α, f) = 0 para un α que

no es cero de f .

A continuación, daremos una cota que dependerá de cada uno de los grados en las variables

X e Y de los polinomios que definen estas funciones. Una cota superior dependiendo del grado

total de los polinomios se puede hallar en [7, Theorem 4.3]. Aunque ambas cotas sean del

mismo orden, nuestra cota puede ser menor cuando el grado total es mayor que los grados

con respecto a cada variable.

Proposición 2.4 Sea f(x) = F (x, ϕ(x)) una función Pfaffiana no nula asociada a ϕ, con

F ∈ Z[X,Y ] y degY (F ) > 0. Si α ∈ R y f(α) = 0 entonces

mult(α, f) ≤ 2 degX(F ) degY (F ) + degX(F )(δY − 1) + degY (F )(δX + 1).

Demostración. Supongamos primero que F es irreducible en Q[X,Y ].

Si f(α) = 0, luego mult(α, f) > mult(α, f ′). Como f ′(x) = F̃ (x, ϕ(x)), luego F no divide a

F̃ y, por lo tanto, R := ResY (F, F̃ ) 6= 0. Sean S, T ∈ Z[X,Y ] tales que R = SF + T F̃ . Se

obtiene que

R(x) = S(x, ϕ(x)). f(x) + T (x, ϕ(x)). f ′(x).

Si α es una ráız múltiple de f , la igualdad anterior implica que mult(α, f) ≤ mult(α,R)+1 ≤
deg(R) + 1. Teniendo en cuenta que deg(R) ≤ degX(F ) degY (F̃ ) + degX(F̃ ) degY (F ) (ver

Proposición 1.30), degX(F̃ ) ≤ degX(F ) + δX y degY (F̃ ) ≤ degY (F )−1 + δY , se concluye que

mult(α, f) ≤ 2 degX(F ) degY (F ) + degX(F )(δY − 1) + δX degY (F ) + 1.

Para el caso general, sea F = c(X)
∏

1≤i≤t Fi(X,Y )mi , donde c(X) = cont(F ) es el con-

tenido de F como polinomio de variable Y y F1, . . . , Ft ∈ Z[X,Y ] son polinomios irreducibles

en Q[X,Y ]. Para todo i, sea fi(x) = Fi(x, ϕ(x)). De la cota anterior, se deduce que

mult(α, f) = mult(α, c) +
∑
1≤i≤t

mi mult(α, fi) ≤

≤ degX(c) +
∑
1≤i≤t

mi (2 degX(Fi) degY (Fi) + degX(Fi)(δY − 1) + δX degY (Fi) + 1) .

Como degX(c)+
∑
1≤i≤t

mi degX(Fi) ≤ degX(F ),
∑
1≤i≤t

mi degY (Fi) = degY (F ) y
∑
1≤i≤t

mi ≤

degY (F ), obtenemos que

mult(α, f) ≤ 2 degX(F ) degY (F ) + degX(F )(δY − 1) + (δX + 1) degY (F ).

�
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2.2. Secuencias de Sturm y conteo de ceros

En esta sección, comenzaremos extendiendo la noción de secuencia de Sturm de polinomios

de una variable a funciones continuas de una variable y veremos cómo esto permite generalizar

el Teorema 1.4 a funciones continuas. Luego, daremos una forma constructiva de obtener una

secuencia de Sturm para una función Pfaffiana asociada a ϕ y deduciremos una cota superior

para la cantidad de ceros de una función Pfaffiana del tipo considerado en un intervalo acotado

contenido en su dominio. Finalmente, propondremos, dada una función Pfaffiana asociada a

ϕ, un algoritmo para calcular la cantidad de ceros que ésta tiene en un intervalo cerrado y

acotado (con extremos racionales), incluido en el dominio de ϕ, suponiendo, como es usual

en la bibliograf́ıa, que se dispone de un oráculo para conocer su signo en números reales

algebraicos dados por su codificación de Thom como ceros de un polinomio.

2.2.1. Secuencia de Sturm para funciones continuas

Siguiendo [9], introduciremos la noción de secuencia de Sturm para funciones continuas

en un intervalo real, que nos permitirá generalizar resultados conocidos para polinomios de

una variable (ver Definición 1.2 y Teorema 1.4).

Definición 2.5 Sea f0 : (a, b)→ R una función continua. Una secuencia finita de funciones

continuas f = (f0, . . . , fN ) sobre (a, b) se llama secuencia de Sturm para f0 en el intervalo

(a, b) si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Si f0(y) = 0, existe ε > 0 tal que f1(x) 6= 0 para todo x ∈ (y − ε, y + ε) ⊆ (a, b) y{
f0(x)f1(x) < 0 para y − ε < x < y

f0(x)f1(x) > 0 para y < x < y + ε.

2. Para todo i = 1, . . . , N − 1, si fi(y) = 0 para y ∈ (a, b) entonces, fi−1(y)fi+1(y) < 0.

3. fN (y) 6= 0 para todo y ∈ (a, b).

Extendiendo la notación del Teorema 1.4, dada f = (f0, . . . , fN ) una secuencia de fun-

ciones definidas en (a, b), para x ∈ (a, b), v(f , x) denotará la cantidad de cambios de signo

de la (N + 1)-upla (f0(x), . . . , fN (x)). Obtenemos entonces, un resultado análogo al Teorema

clásico de Sturm para polinomios. Su demostración puede hallarse en [9, Theorem 2.1].

Teorema 2.6 Sea f0 : (a, b)→ R una función continua. Sea f = (f0, . . . , fN ) una secuencia

de Sturm para f0 en el intervalo (a, b) y sean a < c < d < b. Entonces,

# { x ∈ (c, d] / f0(x) = 0 } = v(f , c)− v(f , d).

2.2.2. Construcción de una secuencia de Sturm

Con el objeto de determinar la cantidad de ceros que la función tiene en un intervalo, en

esta sección veremos cómo construir secuencias de Sturm para una función Pfaffiana.
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Sea f una función Pfaffiana asociada a ϕ, verificando las hipótesis de la Definición 2.2.

Consideremos el polinomio

F̃ (X,Y ) =
∂F

∂X
(X,Y ) +

∂F

∂Y
(X,Y )Φ(X,Y ),

definido en (2.1).

Dado que buscamos calcular la cantidad de ceros reales de la función f , podremos suponer

sin pérdida de generalidad que ResY (F, F̃ ) 6= 0 debido al siguiente resultado:

Lema 2.7 Dada una función Pfaffiana f(x) = F (x, ϕ(x)) con las hipótesis anteriores y tal

que degY (F ) > 0, existe un polinomio P ∈ Z[X,Y ] tal que ResY (P, P̃ ) 6= 0 y P (x, ϕ(x)) tiene

los mismos ceros reales que f(x). Más aún, el polinomio P puede ser efectivamente calculado

a partir de F y de Φ.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que F es libre de cuadrados.

Supongamos que ResY (F, F̃ ) = 0. Sea F0 ∈ Z[X,Y ] tal que F = cont(F )F0, donde cont(F ) ∈
Z[X] es el contenido de F como polinomio de variable Y . Luego, ResY (F0, F̃0) = 0, y

gcd(F0, F̃0) es un polinomio S ∈ Z[X,Y ] de grado positivo en Y . Si

F0 = S U y F̃0 = S V

para U, V ∈ Z[X,Y ], se tiene que

f0(x) = F0(x, ϕ(x)) = S(x, ϕ(x))U(x, ϕ(x)) y f ′0(x) = F̃0(x, ϕ(x)) = S(x, ϕ(x))V (x, ϕ(x)),

lo cual implica que un cero ξ de f0 que no sea cero de U(x, ϕ(x)) satisface que

mult(ξ, f0) = mult(ξ, S(x, ϕ(x))) ≤ mult(ξ, f ′0),

llegando a una contradicción. Luego, f0 y U(x, ϕ(x)) tienen el mismo conjunto de ceros en

R. Como

F̃0 = (̃S U) = S̃ U + S Ũ,

se sigue que, si T ∈ Z[X,Y ] es un factor común de U y Ũ con grado positivo en Y , T divide

a F̃0 = S V . Dado que U y V son polinomios coprimos, se tiene que T divide a S y, por lo

tanto, T 2 divide a F0, contradiciendo el hecho de que F0 es libre de cuadrados.

Luego, alcanza con tomar P = cont(F )U . �

Supongamos entonces que ResY (F, F̃ ) 6= 0. En lo que sigue, aplicaremos la teoŕıa de

subresultantes introducida en el Caṕıtulo 1 para obtener una secuencia de Sturm para f en

un intervalo I contenido en su dominio, bajo ciertas hipótesis adicionales sobre I.

Sea

F1 = Resto
(

cp(F )DF̃ , F
)
∈ Z[X][Y ],

donde D es el menor entero par mayor o igual que 1 + degY (F̃ )− degY (F ).

Siguiendo la construcción del Corolario 1.40 aplicado a F y a F1 se introduce la siguiente

notación:
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Notación 2.8 Definimos:

n0 := degY (F ) + 1, R0 := F ;

n1 := degY (F ), R1 := F1;

para i ≥ 1, si Ri 6= 0,

ni+1 := degY (Ri) y Ri+1 := SResni+1−1(F, F1) ∈ Z[X][Y ].

Sea N := máx{i ≥ 0 | Ri 6= 0}. Para i = 0, . . . , N , notamos τi ∈ Z[X] el coeficiente

principal de Ri y, para i = 2, . . . , N + 1, notamos ρi = sResni(F, F1) ∈ Z[X].

Como consecuencia del Corolario 1.40, N ≤ degY (F ) y se obtienen las siguientes relacio-

nes:

β cp(F1)
degY (F )−degY (F1)+1R0 = R1C1 −R2 (2.3)

ρi+2τi+1Ri = Ri+1Ci+1 − ρi+1τiRi+2 para i ≥ 1 (2.4)

donde β := (−1)(degY (F )−degY (F1))(degY (F )−degY (F1)−1)/2 y Ci ∈ Z[X][Y ] para todo i.

Definición 2.9 Dado un intervalo I ⊂ Dom(ϕ) que no contenga ráıces de τi para i =

0, . . . , N ni de ρi para i = 2, . . . , N + 1, se define inductivamente una secuencia de signos

(σI,i)0≤i≤N ∈ {1,−1}N+1 de la siguiente manera:

σI,0 = σI,1 = 1,

σI,2 = β sgI(cp(F1))
degY (F )−degY (F1)+1,

σI,i+2 = sgI(ρi+2τi+1ρi+1τi)σI,i, si 2 ≤ i ≤ N − 2,

donde, para una función g continua de una variable sin ceros en I, sgI(g) denota el signo

(constante) de g en I.

Definimos además, para i = 0, . . . , N , los polinomios

FI,i = σI,iRi ∈ Z[X,Y ]

e introducimos la secuencia de funciones Pfaffianas fI = (fI,i)0≤i≤N definidas por

fI,i(x) = FI,i(x, ϕ(x)).

Proposición 2.10 Con las hipótesis y notaciones anteriores, la secuencia de funciones Pfa-

ffianas fI = (fI,i)0≤i≤N es una secuencia de Sturm para f en I = (a, b) (ver Definición 2.5).
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Demostración. Para simplificar, el intervalo I estará fijo y aśı podremos omitir los sub́ındices

I en toda la demostración.

Primero probemos que f0 y f1 no tienen ceros en común en I. Supongamos que α ∈ I lo

sea. Luego F (α,ϕ(α)) = 0 y F1(α,ϕ(α)) = 0; por lo tanto (por el Lema 1.41), ρN+1(α) =

ResY (F, F1)(α) = 0, lo cual es una contradicción. Teniendo en cuenta además que f0 = f y

que τ0, el coeficiente principal de F , no se anula en I (y por lo tanto, f1 tiene el mismo signo

que f ′ en cualquier cero de f en I), se verifica la condición 1 de la Definición 2.5.

Para probar la condición 2, primero notemos que si fj(α) = 0 y fj+1(α) = 0 para algún

α ∈ I, como ρi y τi no tienen ceros en I, para todo i, y valen las identidades (2.3) y (2.4), α

es un cero común de todas las fi’s, contracidiendo el hecho de que f0 y f1 no tienen ceros en

común en I. Luego, la condición 2 de la Definición 2.5 se sigue por la definición de los signos

(σi)0≤i≤N y las identidades (2.3) y (2.4).

La condición 3 se verifica pues, por el Lema 1.41, τN es fN salvo un signo; y τN no se

anula en I por hipótesis. �

En vista de poder trabajar en un intervalo que contenga ráıces de los polinomios de la

Definición 2.9, introducimos la idea del signo de una función anaĺıtica f en un entorno a la

izquierda o a la derecha de un punto del dominio de f . Más formalmente, introducimos la

siguiente definición:

Definición 2.11 Sea f : J → R una función anaĺıtica no nula definida en un intervalo

abierto J ⊂ R y sea c ∈ J . Llamemos sg(f, c+) al signo que f toma en (c, c+ ε) y sg(f, c−)

al signo que f toma en (c− ε, c) para ε > 0 suficientemente chico.

Para una secuencia de funciones anaĺıticas no nulas f = (f0, . . . , fN ) definida en J , nota-

remos v(f , c+) a la cantidad de cambios de signo de la secuencia (sg(f0, c
+), . . . , sg(fN , c

+))

y v(f , c−) a la cantidad de cambios de signo de la secuencia (sg(f0, c
−), . . . , sg(fN , c

−)).

Los signos sg(f, c+) y sg(f, c−) pueden obtenerse a partir de los signos de las derivadas

sucesivas de f en c:

Observación 2.12 Sean f : J → R una función anaĺıtica no nula definida en un intervalo

abierto J ⊂ R y c ∈ J . Si mult(c, f) = r, se tiene que

sg(f, c+) = sg
(
f (r)(c)

)
y sg(f, c−) = sg

(
(−1)rf (r)(c)

)
.

Proposición 2.13 Con las hipótesis y notación de la Proposición 2.10, si suponemos además

que el intervalo cerrado [a, b] está contenido en el dominio de ϕ entonces

# {x ∈ (a, b) / f(x) = 0} = v(fI , a
+)− v(fI , b

−).

Demostración. Es consecuencia de la Proposición 2.10 y del Teorema 2.6. �

Como consecuencia, obtenemos una fórmula para la cantidad de ceros de una función

Pfaffiana f de orden 1 en cualquier intervalo acotado I, con su clausura Ī incluida en el

dominio de f :
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Teorema 2.14 Sea ϕ una función Pfaffiana definida en un dominio U ⊂ R y que satisface

la ecuación ϕ′(x) = Φ(x, ϕ(x)) en U , para un polinomio Φ ∈ Z[X,Y ] con degY (Φ) > 0. Sea

f(x) = F (x, ϕ(x)), donde F ∈ Z[X,Y ] y degY (F ) > 0. Supongamos que ResY (F, F̃ ) 6= 0 y

que (a, b) ⊂ R es un intervalo abierto y acotado tal que [a, b] está contenido en U .

Sean además, ρi y τi los polinomios en Z[X] introducidos en la Notación 2.8.

Si α1 < α2 < . . . < αk son todas las ráıces en (a, b) de ρi, para 2 ≤ i ≤ N + 1 y τi, para

0 ≤ i ≤ N , entonces

# {x ∈ [a, b] / f(x) = 0} = #{0 ≤ j ≤ k + 1 / f(αj) = 0}+

k∑
j=0

v(fIj , α
+
j )− v(fIj , α

−
j+1) ,

donde α0 = a, αk+1 = b y, para todo 0 ≤ j ≤ k, Ij = (αj , αj+1) y fIj es la secuencia de

funciones introducidas en la Definición 2.9.

El Teorema de Khovanskii (ver Teorema 2.1) da una cota superior para la cantidad de

ceros no degenerados de una función Pfaffiana de una variable en un intervalo abierto. Más

aún, puede obtenerse una cota para la multiplicidad de uno de sus ceros (ver [7, Theorem

4.3]).

Dado un polinomio F ∈ Z[X,Y ], deg(F ) = d que define una función Pfaffiana f(x) =

F (x, ϕ(x)) asociada a ϕ, usando las cotas de este teorema (para n = r = 1), se sigue que

tanto la cantidad de ceros no degenerados en un intervalo abierto como la multiplicidad de un

cero arbitrario de f son a lo sumo d(δ+d) (recordemos que δ = deg(Φ)). Se obtiene entonces

una cota para la cantidad total de ceros de f en un intervalo abierto acotando el número de

ceros no degenerados de f y de sus derivadas sucesivas de orden a lo sumo d(δ + d)− 1.

Por el Lema 2.3, para todo k ∈ N, f (k) está definida por un polinomio de grado a lo sumo

d+ k(δ − 1). Luego, la cantidad total de ceros de f es a lo sumo

d(δ+d)−1∑
k=0

(d+ k(δ − 1))(δ + d+ k(δ − 1)) ≤ 1

2
d3δ2(δ + d)3. (2.5)

Una cota superior alternativa, de menor orden que ésta, puede obtenerse del Teorema

2.14:

Corolario 2.15 Sea ϕ una función definida en un abierto U ⊂ R y que satisface la ecuación

ϕ′(x) = Φ(x, ϕ(x)) en U , para un polinomio Φ ∈ Z[X,Y ] con degY (Φ) > 0. Sea f(x) =

F (x, ϕ(x)), con F ∈ Z[X,Y ] y grado dY > 0 en Y . Supongamos que ResY (F, F̃ ) 6= 0 y que

J ⊂ U es un intervalo abierto y acotado. Entonces

# { x ∈ J / f(x) = 0 } ≤ (dY + 1)(2d2Y − dY )
(
(δY + 3)dX + δX

)
+ dY ,

donde dX := degX(F ), δX := degX(Φ) y δY := degY (Φ).

Demostración. Sabemos, por (2.5), que la cantidad total de ceros de f en J es finita. Luego,

existe un intervalo I abierto y acotado tal que Ī ⊂ J ⊂ U y

# { x ∈ J / f(x) = 0 } = # { x ∈ I / f(x) = 0 } .
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A su vez, teniendo en cuenta que los extremos del intervalo I no son ceros de f , por el

Teorema 2.14 aplicado al intervalo I se obtiene que

# { x ∈ I / f(x) = 0 } = #{ 1 ≤ j ≤ k / f(αj) = 0 }+
k∑
j=0

v(fIj , α
+
j )− v(fIj , α

−
j+1) ≤

≤ k + (k + 1)N = k(N + 1) +N,

donde N es la longitud de la secuencia f definida en la Notación 2.8.

Veamos cómo acotar k y N .

Por el Corolario 1.40, N ≤ degY (F1) + 1 ≤ dY y cada polinomio ρi, con 3 ≤ i ≤ N + 1 y

τi, con 2 ≤ i ≤ N , tiene grado acotado por

degX(F1)dY + dX degY (F1).

Además, el Lema 1.41 afirma que deg(τ0) ≤ dX , deg(τ1) ≤ degX(F1) y ρ2 tiene los mismos

ceros que τ1. Esto dice que

k ≤ (2dY − 2)
(

degX(F1) degY (F ) + degX(F ) degY (F1)
)

+ deg(τ0) + deg(τ1) ≤

≤ (2dY − 2)
(
dY degX(F1) + dX(dY − 1)

)
+ dX + degX(F1). (2.6)

Veamos que degX(F1) ≤ (δY + 2)dX + δX .

El polinomio F1 se obtiene mediante el algoritmo de división (respecto a la variable Y ) en

a lo sumo D pasos, donde D es el menor entero par mayor o igual que 1 + degY (F̃ )− dY . Si

llamamos r0 := cp(F )DF̃ , veamos por inducción en i que, en el paso i ≥ 1 de la división, se

obtiene un polinomio no nulo ri ∈ Z[X,Y ] con ri = cp(F )D−iLi(X,Y ), donde Li ∈ Z[X][Y ]

y degX(Li) ≤ (i+ 1)dX + δX :

- Si i = 1, se tiene que r0 = cp(F )D−1cp(F̃ )Y degY (F̃ )−dY F +r1. Observar que r1 6= 0 pues

ResY (F, F̃ ) 6= 0. Si definimos L1(X,Y ) := cp(F )F̃ − cp(F̃ )Y degY (F̃ )−dY F , obtenemos

que r1 = cp(F )D−1L1, con degX(L1) ≤ dX + degX(F̃ ) ≤ 2dX + δX (ver (2.2)).

- Supongamos que la afirmación vale para el paso i ≥ 1. Por el algoritmo de división,

ri+1 es el polinomio que verifica que

ri = cp(F )D−i−1cp(Li)Y
degY (Li)−dY F + ri+1,

con degY (ri+1) < degY (ri) (observar que ri+1 es no nulo pues ResY (F, F̃ ) 6= 0).

Como ri = cp(F )D−iLi(X,Y ) por hipótesis inductiva, si llamamos Li+1(X,Y ) :=

cp(F )(X)Li(X,Y )− cp(Li)(X)F (X,Y )Y degY (Li)−dY , se tiene que

ri+1 = cp(F )D−i−1Li+1,

donde degX(Li+1) ≤ dX + degX(Li) ≤ (i+ 2)dX + δX .

Sea i0 = mı́n {i / degY (ri) < dY } ≤ δY , se tiene que

F1 = ri0 = cp(F )D−i0Li0
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y, por lo tanto, degX(F1) ≤ (D − i0)dX + (i0 + 1)dX + δX ≤ (D + 1)dX + δX . Dado que

D ≤ δY + 1 (por (2.2)), se tiene que degX(F1) ≤ (δY + 2)dX + δX .

De esta forma obtenemos que k puede acotarse por

(2dY − 2)
(
(δY + 3)dXdY + δXdY − dX

)
+ dX + (δY + 2)dX + δX =

(2dY − 2) [(δY + 3)dXdY + dY δX − dX ] + (δY + 3)dX + δX =

= (2d2Y − 2dY + 1) [(δY + 3)dX + δX ]− (2dY − 2)dX .

Luego,

k(N + 1) +N ≤ [(δY + 3)dX + δX ] (dY + 1)
(
2d2Y − dY − (dY − 1)

)
− 2(dY − 1)dX + dY ≤

≤ [(δY + 3)dX + δX ] (dY + 1)(2d2Y − dY )− (d2Y − 1) [(δY + 5)dX + δX ] + dY .

Se deduce entonces que

# { x ∈ I / f(x) = 0 } ≤ (dY + 1)(2d2Y − dY )
(
(δY + 3)dX + δX

)
+ dY .

�

Observación 2.16 Notar que en la demostración anterior probamos que cada polinomio ρi,

con 3 ≤ i ≤ N + 1 y τi, con 2 ≤ i ≤ N , tiene grado acotado por

degX(F1)dY + dX degY (F1) ≤ (δY + 3)dXdY + δXdY − dX .

2.2.3. Conteo algoŕıtmico de ceros

En esta sección daremos un algoritmo, que llamaremos ZeroCounting, que calcula la

cantidad de ceros de una función Pfaffiana f(x) = F (x, ϕ(x)) asociada a ϕ en un intervalo

cerrado contenido en el dominio de ϕ. Para ello supondremos, como es usual en la bibliograf́ıa,

que disponemos de un oráculo que calcula los signos de funciones Pfaffianas asociadas a ϕ en

números reales algebraicos a partir de su codificación de Thom.

Comenzaremos describiendo una subrutina que nos permitirá calcular los signos de fun-

ciones Pfaffianas en un entorno suficientemente chico a la derecha o a la izquierda de un

número real algebraico a partir de su codificación de Thom.

Continuando con la misma notación, sean f(x) = F (x, ϕ(x)) una función Pfaffiana aso-

ciada a ϕ y L ∈ Z[X] no constante. Siguiendo la notación de la Definición 2.11, veamos cómo

calcular sg(f, α+) y sg(f, α−), para toda ráız α de L incluida en el dominio de ϕ. Notemos,

además, dX := degX(F ), dY := degY (F ), δX := degX(Φ) y δY := degY (Φ).

Algoritmo SignAround

INPUT: Una función ϕ que satisface una ecuación diferencial de la forma ϕ′(x) = Φ(x, ϕ(x)),

con Φ ∈ Z[X,Y ], degY (Φ) > 0, un polinomio F ∈ Z[X,Y ] con degY (F ) > 0, las codificaciones

de Thom de números reales α1, . . . , αk en el dominio de ϕ como ráıces de un polinomio

L ∈ Z[X], y λ ≥ 1 una cota superior para la multiplicidad de un cero de f(x) = F (x, ϕ(x)).

OUTPUT: sg(f, α+
j ) y sg(f, α−j ), ∀j = 1, . . . , k.
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1. Calcular los polinomios definidos recursivamente por F0 = F , Fi = ∂Fi−1

∂X + ∂Fi−1

∂Y Φ,

para i = 1, . . . , λ.

2. Para cada j = 1, . . . , k:

- Determinar νj = mı́n{0 ≤ i ≤ λ / gi(αj) 6= 0}, donde gi(x) = Fi(x, ϕ(x)),

utilizando el oráculo.

- Calcular ηj := sg(gνj (αj)).

Llamar sg(f, α+
j ) = ηj y sg(f, α−j ) = (−1)νjηj .

Obtenemos entonces el siguente resultado:

Proposición 2.17 Sean f(x) = F (x, ϕ(x)) una función Pfaffiana asociada a ϕ y α1, . . . , αk
ráıces reales de un polinomio L ∈ Z[X] que pertenecen al dominio de ϕ. Sean dX = degX(F ),

dY = degY (F ), δX = degX(Φ), δY = degY (Φ) y λ ≥ 1 una cota superior para la multiplicidad

de un cero de f . El Algoritmo SignAround calcula sg(f, α+
j ) y sg(f, α−j ), para todo j =

1, . . . , k, a partir de las codificaciones de Thom de α1, . . . , αk como ráıces de L, con una

complejidad de orden

O
(
λM(dX + λδX)M(dY + λδY )

)
y realiza O(λ k) llamadas al oráculo para calcular el signo en números reales algebraicos de

funciones Pfaffianas definidas por polinomios de grado en X acotado por dX + λδX y grado

en Y acotado por dY + λ(δY − 1).

Demostración. La correctitud del Algoritmo SignAround es consecuencia de que, por la cons-

trucción de los polinomios Fi, resulta que gi(x) = f (i) para i = 0 . . . , λ, y de la Observación

2.12.

Analicemos a continuación su complejidad:

1. Por la Proposición 2.3, degX(Fi) ≤ dX + iδX y degY (Fi) ≤ dY + i(δY − 1), para todo

i = 1, . . . , λ. Luego, calcular cada Fi requiere de:

- Calcular las derivadas parciales respecto a X y respecto a Y de Fi−1. Esto puede

hacerse con complejidad O
(

(dX + λδX)(dY + λδY )
)

.

- Calcular el producto ∂Fi−1

∂Y Φ. Esto puede hacerse con complejidad O
(
M(dX +

λδX)M(dY + λδY )
)

.

- Calcular la suma ∂Fi−1

∂X + ∂Fi−1

∂Y Φ. Esto puede hacerse con complejidad O
(

(dX +

λδX)(dY + λδY )
)

.

En total, calcular todos los polinomios Fi, para i = 1, . . . , λ requiere de O
(
λM(dX +

λδX)M(dY + λδY )
)

operaciones.
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2. Para cada j = 1, . . . , k, la determinación del signo en αj de las funciones gi, para

i = 0, . . . , λ, requiere de O(λ) llamadas al oráculo para funciones Pfaffianas definidas por

polinomios de grado en X acotado por dX+λδX y grado en Y acotado por dY +λ(δY −1),

lo que da un total de O(λ k) llamadas al oráculo.

�

A continuación describimos el algoritmo más importante de esta sección, el Algoritmo

ZeroCounting, que nos permite contar la cantidad de ceros de una función Pfaffiana f(x) =

F (x, ϕ(x)) asociada a ϕ, con F ∈ Z[X,Y ], en un intervalo cerrado y acotado incluido en el

dominio de ϕ.

Algoritmo ZeroCounting

INPUT: Una función ϕ que satisface una ecuación diferencial de la forma ϕ′(x) = Φ(x, ϕ(x)),

con Φ ∈ Z[X,Y ], degY (Φ) > 0, un polinomio F ∈ Z[X,Y ] tal que ResY (F, F̃ ) 6= 0 y un

intervalo cerrado [a, b] ⊂ Dom(ϕ) con a, b ∈ Q.

OUTPUT: La cantidad de ceros de f en [a, b].

1. Calcular el polinomio F1(X,Y ) := Resto(cp(F )DF̃ , F ), donde D es el menor entero par

mayor o igual que 1 + degY (F̃ )− degY (F ) y la división es respecto a la variable Y .

2. Computar los polinomios Ri y τi, para 0 ≤ i ≤ N , y ρi, para 2 ≤ i ≤ N + 1, asociados

a F y F1 como en la Notación 2.8.

3. Determinar la lista ordenada de las codificaciones de Thom de las ráıces α1 < α2 < · · · <
αk en el intervalo (a, b) de los polinomios τi, para 0 ≤ i ≤ N , y ρi, para 2 ≤ i ≤ N + 1.

4. Para todo 0 ≤ j ≤ k, siguiendo la Definición 2.9, determinar los signos σIj ,i, para

0 ≤ i ≤ N , donde Ij := (αj , αj+1), α0 = a y αk+1 = b, y computar la secuencia

fIj = (fIj ,i)0≤i≤N .

5. Para 0 ≤ j ≤ k + 1, decidir si f(αj) = 0 y calcular #{ 0 ≤ j ≤ k + 1 : f(αj) = 0 }.

6. Para todo 0 ≤ j ≤ k, computar vj := v(fIj , α
+
j )− v(fIj , α

−
j+1).

7. Calcular #{0 ≤ j ≤ k + 1 : f(αj) = 0}+
k∑
j=1

vj .

Como consecuencia, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.18 Sea ϕ una función anaĺıtica definida en un abierto U ⊂ R para la cual existe

un polinomio Φ ∈ Z[X,Y ], con degY (Φ) > 0, tal que ϕ satisface en U la ecuación ϕ′(x) =

Φ(x, ϕ(x)). Sea f(x) = F (x, ϕ(x)) una función Pfaffiana asociada a ϕ, con F ∈ Z[X,Y ].

Notemos dX = degX(F ), dY = degY (F ), δX = degX(Φ), δY = degY (Φ) y supongamos que

ResY (F, F̃ ) 6= 0, donde F̃ es el polinomio definido en (2.1). El Algoritmo ZeroCounting
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calcula la cantidad de ceros de f en un intervalo cerrado [a, b] ⊂ Dom(ϕ) (a, b ∈ Q) con

complejidad

O
(
d4Y δXδY (dY + δY )3(δY dX + δX)3 log3((dY + δY )(δY dX + δX))

)
y requiere de O

(
d4Y (dY + δY )(δY dX + δX)2

)
llamadas al oráculo para determinar el signo en

números algebraicos reales de funciones Pfaffianas asociadas a ϕ definidas por polinomios de

grado en X de orden O
(
δXdY (dY + δY )(δY dX + δX)

)
y grado en Y de orden O

(
δY dY (dY +

δY )(δY dX + δX
)
.

Demostración. La correctitud del Algoritmo ZeroCounting se sigue de la Proposición 2.10 y

del Teorema 2.14.

Para el análisis de la complejidad del Algoritmo ZeroCounting:

1. Notar primero que degY (F1) < dY y que, como degY (F̃ ) ≥ dY , D ≥ 2. En la demostra-

ción del Corolario 2.15 se probó que degX(F1) ≤ (δY +2)dX+δX y, siguiendo con la nota-

ción de este corolario, en el paso i ≥ 1 de la división se obtiene un polinomio ri ∈ Z[X,Y ]

con ri = cp(F )D−iLi(X,Y ), donde Li ∈ Z[X][Y ], degX(Li) ≤ (i+ 1)dX + δX y

Li+1(X,Y ) := cp(F )(X)Li(X,Y )− cp(Li)(X)F (X,Y )Y degY (Li)−dY . (2.7)

Observar que degY (Li) ≤ dY + δY para j = 1, . . . , i0 ≤ δY .

Por la recurrencia de (2.7), para calcular cada polinomio Li ∈ Z[X][Y ], con i =

1, . . . , i0 ≤ δY , se deben realizar:

- a lo sumo degY (Li) ≤ dY +δY productos entre cp(F ) y polinomios en Z[X] de grado

acotado por (δY +1)dX +δX . Esto puede hacerse con O
(
(dY +δY )M(δY dX +δX)

)
operaciones.

- a lo sumo dY productos entre los coeficientes de F (como polinomio de variable Y )

y el polinomio cp(Li) ∈ Z[X], de grado acotado por degX(Li) ≤ (δY + 1)dX + δX .

Esto puede hacerse con O
(
dYM(δY dX + δX)

)
operaciones.

- a lo sumo dY restas de polinomios de grado en X acotados por

máx
{

degX(cp(F )Li), degX(cp(Li)FY
degY (Li)−dY )

}
≤ (δY + 2)dX + δX .

Luego, la complejidad del i-ésimo paso de la recurrencia es O
(
(dY +δY )M(δY dX+δX)

)
.

Como multiplicar Li0 por cp(F )D−i0 no cambia el orden de la complejidad del cálculo de

Li0 , resulta que F1 puede calcularse con complejidad de orden O
(
δY (δY +dY )M(δY dX+

δX)
)
.

2. Observando las cotas para el grado en X y el grado en Y de F1 que probamos en el paso

1 y aplicando el algoritmo del Teorema 1.42 a F y a F1, con µ := dY dX(δY +3)+dY δX ,

se calculan todas las subresultantes con complejidad de orden

O(µ(dXdY + dY (dXδY + δX) + dY (2dY )ω+1) + d2YM(µ) log(µ)) ≤
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≤ O
(

(dY (δY dX + δX)(dY (δY dX + δX) + dω+2
Y ) + d2Y µ

)
.

Observando que

O(d2Y (δY dX + δX)2 + dω+3
Y (δY dX + δX)) ≤ O

(
dω+3
Y (δY dX + δX)2

)
,

obtenemos una cota para la complejidad de este paso.

3. Consideremos el polinomio L definido por

L(X) :=
∏

0≤i≤N
τi

∏
3≤i≤N+1

ρi. (2.8)

En la demostración del Corolario 2.15 se hallaron cotas superiores de N y de los grados

de los polinomios τi, para i = 0, . . . , N , y ρi, para i = 3, . . . , N + 1 (ver Observación

2.16), de donde se deduce que

deg(L) ≤ (2d2Y − dY )((δY + 3)dX + δX).

Calculamos sus coeficientes por interpolación: la especialización de L en un punto puede

ser calculada con O(d2Y (δY dX + δX)) operaciones de especializar sus factores y multi-

plicarlos. La complejidad de interpolar en deg(L) + 1 puntos es de orden O(d4Y (δY dX +

δX)2).

Aplicar el algoritmo del Teorema 1.26 a L, las derivadas sucesivas de L, X − a y b−X
para calcular y ordenar las codificaciones de Thom de las ráıces de L en (a, b) tiene

complejidad

O
(
d6Y (δY dX + δX)3 log3(d2Y (δY dX + δX))

)
.

La complejidad total de este paso es de orden O
(
d6Y (δY dX+δX)3 log3(dY (δY dX+δX))

)
.

4. Para calcular los signos de los polinomios (ρi)i=2,...,N+1 y (τi)i=0,...,N entre dos ráıces

consecutivas de L, según la Observación 2.12, necesitamos calcular los signos de

O
(
NdY ((δY +3)dX +δX)

)
polinomios (los anteriores y sus derivadas sucesivas) en cada

una de las ráıces de L en (a, b). Recordando que N ≤ dY , por el Teorema 1.22, puede

hacerse con complejidad de orden

O(d6Y (δY dX + δX)3 log3(d6Y (δY dX + δX)3)) = O(d6Y (δY dX + δX)3 log3(dY (δY dX + δX))).

A partir de ellos, la secuencia fIj puede calcularse sin cambio en la complejidad.

La complejidad total de los pasos 1 a 4 es de orden

O
(
d6Y (δY dX + δX)3 log3(dY (δY dX + δX))

)
.

5. y 6. Estos pasos requieren determinar el signo de funciones Pfaffianas de la forma

G(x, ϕ(x)), con G ∈ Z[X,Y ], en números algebraicos dados por su codificación de

Thom como ráız de L y en a y b.
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En el paso 5, necesitamos k+ 2 ≤ deg(L) + 2 = O(d2Y (δY dX + δX)) llamadas al oráculo

para la función Pfaffiana definida por el polinomio F , con degX(F ) = dX y degY (F ) =

dY .

En el paso 6, se aplica el Algoritmo SignAround (ver Proposición 2.17) a las funciones

fi, para cada i = 0, . . . , N utilizando el polinomio L definido en el paso 3. Dado que

para todo i = 0, . . . , N , por la Proposición 1.38, degX(Ri) ≤ dY
(
(δY + 3)dX + δX

)
−dX

y degY (Ri) ≤ dY , usando la Proposición 2.4, se tiene que

mult(αj , fi) ≤ 2 degX(Ri) degY (Ri) + degX(Ri)(δY − 1) + degY (Ri)(δX + 1) ≤

≤ (2d2Y + dY (δY − 1))((δY + 3)dX + δX)− 2dXdY − dXδY + dX + dY (δX + 1) ≤

≤ dY (2dY + δY − 1)((δY + 3)dX + δX)− 2dXdY − dX(δY − 1) + dY (δX + 1) ≤

≤ dY (2dY + δY )((δY + 3)dX + δX) + dY := λ,

para todo j = 0, . . . ,deg(L), para todo i = 0, . . . , N .

Como para todo i = 0, . . . , N :
degX(Ri) + λδX = O

(
δXdY (dY + δY )(δY dX + δX)

)
degY (Ri) + λδY = O

(
δY dY (dY + δY )(δY dX + δX)

)
λ deg(L) = O

(
d3Y (dY + δY )(dXδY + δX)2

)
se tiene que, aplicar N ≤ dY veces el algoritmo SignAround requiere del orden de

O(dY λM(degX(Ri)+λδX)M(degY (Ri)+λδY )) ≤ O
(
δXδY d

4
Y (δY +dY )3 (δY dX+δX)3×

log2((dY + δY )(δY dX + δX)) log2(log((dY + δY )(δY dX + δX))
)

, lo que resulta en una

complejidad de orden O
(
δXδY d

4
Y (δY +dY )3 (δY dX +δX)3 log3((dY +δY )(δY dX +δX))

)
,

con O(d4Y (dY +δY )(dXδY +δX)2) llamadas al oráculo para calcular el signo en números

reales algebraicos de funciones Pfaffianas definidas por polinomios de grado en X de

orden O(δXdY (dY + δY )(δY dX + δX)) y grado en Y de orden O(δY dY (dY + δY )(δY dX +

δX)).

La complejidad total del algoritmo es de orden

O
(
d4Y δXδY (dY + δY )3(δY dX + δX)3 log3((dY + δY )(δY dX + δX))

)
,

y se efectúan O(d4Y (dY + δY )(δY dX + δX)2) llamadas al oráculo para calcular el signo en

números reales algebraicos de funciones Pfaffianas definidas por polinomios de grado en X de

orden de O(δXdY (dY +δY )(δY dX +δX)) y grado en Y de orden de O(δY dY (dY +δY )(δY dX +

δX)). �

2.3. Secuencia de Sturm generalizada

En esta sección, introduciremos la noción de secuencia de Sturm de una función continua

respecto a otra. Veremos cómo esta secuencia se relaciona con los indicadores de Tarski de las

funciones involucradas generalizando el Teorema 1.6 (válido para polinomios) y cómo, bajo

ciertas hipótesis, esta secuencia puede ser calculada algoŕıtmicamente.
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2.3.1. Definición y propiedad fundamental

Comenzaremos proponiendo una definición para secuencia de Sturm de una función res-

pecto a otra en un intervalo abierto y probaremos la propiedad fundamental que verifica.

Definición 2.19 Sean f, g : (a, b) → R funciones continuas. Una secuencia de Sturm en

(a, b) para f respecto a g es una secuencia finita de funciones continuas f = (f0, f1, . . . , fN )

definidas en (a, b) que cumple que para todo y ∈ (a, b):

1) f0(y) = 0 ⇐⇒ f(y) = 0 ∧ g(y) 6= 0.

2) Si f0(y) = 0 entonces ∃ ε > 0 tal que f1(x) 6= 0 ∀x ∈ (y − ε, y + ε).

En este intervalo, si g(y) > 0 se tiene que{
f0(x)f1(x) < 0 para y − ε < x < y

f0(x)f1(x) > 0 para y < x < y + ε

y si g(y) < 0 se tiene que{
f0(x)f1(x) > 0 para y − ε < x < y

f0(x)f1(x) < 0 para y < x < y + ε.

3) Para todo i = 1, . . . , N − 1, si fi(y) = 0 entonces fi−1(y)fi+1(y) < 0.

4) fN (y) 6= 0.

Teorema 2.20 Si f = (f0, . . . , fN ) es una secuencia de Sturm para f respecto a g en (a, b)

y c, d ∈ (a, b) no son ceros de f , si c < d, entonces

v(f , c)− v(f , d) = # {x ∈ (c, d)/ f(x) = 0 ∧ g(x) > 0}−# {x ∈ (c, d)/ f(x) = 0 ∧ g(x) < 0} .

Demostración. Sea t ∈ [c, d] ⊂ (a, b). Por la continuidad de las funciones f0, . . . , fN y por la

condición 3 de la Definición 2.19, existe ε > 0 tal que si a ≤ t− ε < x < t ≤ y < t+ ε ≤ b:

∀i 6= 0, N tal que fi(t) = 0 vale


sg(fi−1(x)) = sg(fi−1(y)) 6= 0

sg(fi+1(x)) = sg(fi+1(y)) 6= 0

sg(fi−1(x)) = −sg(fi+1(x)) 6= 0

sg(fi−1(y)) = −sg(fi+1(y)) 6= 0

(2.9)

y

∀j tal que fj(t) 6= 0 vale sg(fj(x)) = sg(fj(t)) = sg(fj(y)). (2.10)

Notar que, por la condición 4 de la Definición 2.19, se verifica (2.10) para j = N .

Para simplificar la notación, notemos v(x) = v(f , x) y analicemos la función v(x). Consi-

deremos las siguientes opciones:
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- Si f0(t) 6= 0, por (2.9) y (2.10), se tiene que v(x) = v(y) ∀x, y ∈ (t− ε, t+ ε). Luego,

v(x) = v(t) ∀x ∈ (t− ε, t+ ε). (2.11)

- Si f0(t) = 0, por la condición 2 de la Definición 2.19, f1(t) 6= 0 y, para ε suficientemente

chico, no cambia de signo en (t− ε, t+ ε). Además:

si g(t) > 0 se tiene que {
f0(x)f1(x) < 0 para t− ε < x < t

f0(x)f1(x) > 0 para t < x < t+ ε,

y si g(t) < 0 se tiene que{
f0(x)f1(x) > 0 para t− ε < x < t

f0(x)f1(x) < 0 para t < x < t+ ε.

Se obtiene entonces que si a ≤ t− ε < x < t < y < t+ ε ≤ b, además de (2.9) y (2.10):

{
sg(f1(x)) = sg(f1(y)) 6= 0, y

si g(t) > 0 vale que

{
sg(f0(x)) = −sg(f1(x)) 6= 0

sg(f0(y)) = sg(f1(y)) 6= 0
y

si g(t) < 0 vale que

{
sg(f0(x)) = sg(f1(x)) 6= 0

sg(f0(y)) = −sg(f1(y)) 6= 0.

Luego, si g(t) > 0, v(x) = v(y) + 1, y si g(t) < 0, v(x) = v(y)− 1.

Además, como f0(t) = 0, se tiene que

v(t) =

{
v(x)− 1 si g(t) > 0

v(x) si g(t) < 0
∀x ∈ (t− ε, t).

Se obtiene entonces que

Si g(t) > 0 : v(x) =

{
v(t) + 1 ∀x ∈ (t− ε, t)
v(t) ∀x ∈ [t, t+ ε)

Si g(t) < 0 : v(x) =

{
v(t) ∀x ∈ (t− ε, t]
v(t) + 1 ∀x ∈ (t, t+ ε).

(2.12)

Se construye aśı un cubrimiento de [c, d] por intervalos abiertos (It)t∈[c,d] centrados en

t, para los cuales o bien f0(t) 6= 0 y se verifica (2.11), o bien f0(t) = 0 y se verifica (2.12).

Como [c, d] es compacto, existen c ≤ t1 < t2 < . . . < tk ≤ d tales que [c, d] =
⋃
i=1,...,k Iti .

Podemos suponer que ninguno de estos intervalos está contenido en otro, y por lo tanto,

Iti ∩ Iti+1 6= ∅,∀i = 1, . . . , k − 1.

Renombrando r1 < . . . < rs a los valores de ti que son ceros de f0, y por lo tanto no de

g, se obtienen las siguientes observaciones:
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1. c < r1 y rs < d, pues c y d no son ceros de f y por lo tanto, tampoco de f0.

2. Si t ∈ [c, d], t 6= rj ∀j = 1, . . . , s entonces f0(t) 6= 0: existe ti, con i = 1, . . . , k tal que

t ∈ Iti , pero por construcción de Iti , f0 no se anula alĺı salvo quizás en ti.

3. {x ∈ (c, d) / f(x) = 0, g(x) > 0} = {x ∈ (c, d) / f0(x) = 0, g(x) > 0} que por la ob-

servación anterior es igual a {rj/ g(rj) > 0}.
Análogamente, {x ∈ (c, d) / f(x) = 0, g(x) < 0} = {rj/ g(rj) < 0}.

4. v es constante en (rj , rj+1), ∀j = 1, . . . , s, pues (Iti)i=1,...,k es un cubrimiento de (c, d)

con intervalos que verifican (2.11) y (2.12).

Para cada j = 1, . . . , s− 1, tomemos ξj ∈ (rj , rj+1), y sean ξ0 = c y ξs = d. Observemos

que v(c) = v(ξ0) y v(ξs) = v(d), pues c ∈ Ir1 , d ∈ Irs y v es constante en la primera mitad

y en la segunda mitad de estos intervalos. Además, dado que se verifican (2.11) y (2.12), se

tiene que ∀ j = 1, . . . , s,

v(ξj−1)− v(ξj) =

{
1 si g(rj) > 0

−1 si g(rj) < 0.

Luego,

v(c)− v(d) =

s∑
j=1

v(ξj−1)− v(ξj) = # {rj/ g(rj) > 0} −# {rj/ g(rj) < 0} .

�

De la misma forma que lo hicimos en la Sección 2.2, comenzaremos a trabajar en particular

con funciones Pfaffianas asociadas a una función ϕ. Para ello, supondremos que ϕ es una

función fija definida en un dominio U ⊂ R que satisface en U una ecuación diferencial de la

forma ϕ′(x) = Φ(x, ϕ(x)), donde Φ ∈ Z[X,Y ] con degY (Φ) > 0.

A continuación, generalizamos la definición de indicador de Tarski para polinomios (ver

Definición 1.5) a funciones Pfaffianas asociadas a ϕ:

Definición 2.21 Sean f(x) = F (x, ϕ(x)) y g(x) = G(x, ϕ(x)) funciones Pfaffianas asociadas

a ϕ definidas por polinomios F,G ∈ Z[X,Y ], con degY (F ) > 0. Sea (c, d) ⊂ R un intervalo

abierto y acotado tal que [c, d] está contenido en el dominio de ϕ. Definimos el indicador de

Tarski de f para g en (c, d) como el número

TaQ(f, g; c, d) := # {x ∈ (c, d) / f(x) = 0 ∧ g(x) > 0}−# {x ∈ (c, d) / f(x) = 0 ∧ g(x) < 0} .

Con esta nueva notación, el Teorema 2.20 aplicado a funciones Pfaffianas asociadas a ϕ

se reescribe de la siguiente forma:

Teorema 2.22 Sean f y g funciones Pfaffianas asociadas a ϕ definidas en un intervalo

abierto y acotado (a, b) ⊂ Dom(ϕ). Si f = (f0, . . . , fN ) es una secuencia de Sturm para f

respecto a g en (a, b) y c, d ∈ (a, b) no son ceros de f , si c < d, entonces

v(f , c)− v(f , d) = TaQ(f, g; c, d).
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2.3.2. Construcción de un secuencia de Sturm generalizada

En esta sección veremos cómo, dadas dos funciones Pfaffianas f y g asociadas a ϕ y

definidas por polinomios F,G ∈ Z[X,Y ], podemos construir una secuencia de Sturm para f

respecto a g en un intervalo acotado I contenido en el dominio de ϕ, bajo ciertas hipótesis

sobre I. A continuación, aplicaremos esta construcción para calcular indicadores de Tarski.

Sean f(x) = F (x, ϕ(x)) y g(x) = G(x, ϕ(x)) funciones Pfaffianas asociadas a ϕ, donde

F,G ∈ Z[X,Y ], con degY (F ),degY (G) > 0.

Consideremos el polinomio F̃ ∈ Z[X,Y ] definido en (2.1),

F̃ (X,Y ) =
∂F

∂X
(X,Y ) +

∂F

∂Y
(X,Y )Φ(X,Y ).

Recordemos que

f ′(x) = F̃ (x, ϕ(x)).

Dado que el polinomio F̃G ∈ Z[X,Y ] tendrá un papel importante en el algoritmo que

desarrollaremos, será útil tener en consideración las siguientes desigualdades respecto de su

grado en X y en Y :

Lema 2.23 Con las hipótesis y notaciones anteriores, si δY = degY (Φ) y δX = degX(Φ)

1) degY (F ) < degY (F̃G) ≤ degY (G) + degY (F ) + δY − 1

2) degX(F̃G) ≤ degX(G) + degX(F ) + δX .

Demostración. Ambas desigualdades se siguen trivialmente del hecho de que degY (F ) ≤
degY (F̃ ) ≤ degY (F ) + δY − 1 (ver las desigualdades en (2.2)) y de que degY (G) > 0. �

Podemos entonces, aplicar la construcción del Corolario 1.40 a los polinomios F̃G y F ,

utilizando por conveniencia una notación con los ı́ndices corridos respecto a los del corolario

antes mencionado:

Notación 2.24 Con la notación anterior se definen:

n−1 := degY (F̃G) + 1, R−1 := F̃G;

n0 := degY (F̃G), R0 := F ;

para i ≥ 0, si Ri 6= 0,

ni+1 := degY (Ri) y Ri+1 := SResni+1−1(F̃G, F ) ∈ Z[X][Y ].

Sea N := máx{i ≥ 0 | Ri 6= 0}. Notamos, para i = −1, . . . , N , τi ∈ Z[X] el coeficiente

principal de Ri y, para i = 1, . . . , N + 1, ρi = sResni(F̃G, F ) ∈ Z[X].
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Como consecuencia del Corolario 1.40, resulta que N ≤ degY (F ) y se obtienen también

las siguientes relaciones:

β τ
degY (F̃G)−degY (F )+1
0 R−1 = C0R0 −R1, (2.13)

ρi+2τi+1Ri = Ci+1Ri+1 − ρi+1τiRi+2, 0 ≤ i ≤ N − 1, (2.14)

donde β = (−1)
1
2
(degY (F̃G)−degY (F ))(degY (F̃G)−degY (F )−1).

De aqúı se deduce que el polinomio RN (X,Y ) divide a los polinomios Ri(X,Y ) en

Q(X)[Y ] para todo i = −1, . . . , N . Luego, Pi =
Ri
RN
∈ Q(X)[Y ], para i = −1, . . . , N .

Definición 2.25 Dado un intervalo abierto I contenido en el dominio de ϕ y que no contenga

ráıces de τi para i = 0, . . . , N ni de ρi para i = 1, . . . , N + 1, se define inductivamente una

secuencia de signos (σI,i)0≤i≤N ∈ {1,−1}N+1 de la siguiente manera:

σI,0 = 1,

σI,1 = −βsgI(τ0)
degY (F̃G)−degY (F )+1

σI,i+2 = sgI(ρi+2τi+1ρi+1τi)σI,i, si 0 ≤ i ≤ N − 2.

Se introducen además, las funciones pfaffianas

fI,i(x) = σI,iPi(x, ϕ(x)), para 0 ≤ i ≤ N.

Teorema 2.26 Con las hipótesis y la notación de la Definición 2.25, la secuencia de fun-

ciones Pfaffianas fI = (fI,i)0≤i≤N resulta ser una secuencia de Sturm para f respecto a g en

el intervalo I.

Demostración. Para simplificar la notación suprimiremos el sufijo I en la escritura de fI,i y

de σI,i y llamaremos r(x) = RN (x, ϕ(x)). Observemos primero que fI es una secuencia de

funciones continuas pues Pi =
Ri
RN
∈ Q(X)[Y ] y los únicos denominadores que aparecen son

potencias de τN , que no se anulan en I por hipótesis. Observemos además que

f(x) = f0(x)r(x) y f ′(x)g(x) = f−1(x)r(x). (2.15)

Veamos que se cumplen las cuatro condiciones de la Definicion 2.19.

1) Veamos que f0(y) = 0 ⇐⇒ f(y) = 0 y g(y) 6= 0:

⇒) Si f0(y) = 0, claramente f(y) = 0 y mult(y, r) < mult(y, f).

Por otro lado, teniendo en cuenta la Observación 1.35, existen polinomios A,B ∈
Z[X,Y ] tales que RN = AF̃G+BF . Evaluando en (x, ϕ(x)) obtenemos que

r(x) = A(x, ϕ(x))f ′(x)g(x) +B(x, ϕ(x))f(x). (2.16)

Si g(y) = 0, se obtiene que mult(y, f) ≤ mult(y, r). Obtenemos aśı la contradicción

mult(y, r) < mult(y, f) ≤ mult(y, r).

Luego, g(y) 6= 0.
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⇐) Si f(y) = 0 y g0(y) 6= 0, entonces mult(y, f ′g) = mult(y, f) − 1. Además, por

(2.15), se tiene que

mult(y, r) ≤ mult(y, f ′g) = mult(y, f)− 1 = mult(y, f0) + mult(y, r)− 1,

de lo que se deduce que 1 ≤ mult(y, f0). Luego, f0(y) = 0.

2) Como f0(y) = 0, en virtud de (2.15), f(y) = 0. Como es una función anaĺıtica, existen

m ∈ N y una función anaĺıtica α que no se anula en y tales que f(x) = (x− y)mα(x),

y por lo tanto, f ′(x) = (x− y)m−1(mα(x) + (x− y)α′(x)). Llamando γ(x) = mα(x) +

(x− y)α′(x), obtenemos que γ(y) = mα(y). Luego, γ y α tienen el mismo signo en un

entorno de y en I.

Veamos que mult(y, r) = m− 1.

Observemos primero que mult(y, f ′g) = m − 1 dado que g(y) 6= 0 (pues se verifica la

condición 1). Por un lado, en virtud de (2.15), mult(y, r) ≤ m− 1. Por otro lado, por la

identidad (2.16), mult(y, r) ≥ mı́n {mult(y, f ′g),mult(y, f)} = m − 1. Existe entonces

una función s anaĺıtica tal que r(x) = (x− y)m−1s(x) y s(y) 6= 0.

Luego, por (2.15), obtenemos que

f0(x)f−1(x) =
f(x)f ′(x)g(x)

r2(x)
=

(x− y)mα(x)(x− y)m−1γ(x)g(x)(
(x− y)m−1s(x)

)2 =

=
(x− y)α(x)γ(x)g(x)

s2(x)
.

Se deduce que, como g(y), α(y), γ(y), s(y) 6= 0, mult(y, f0) + mult(y, f−1) = 1. Luego,

como f0(y) = 0, f−1(y) 6= 0. Como γ(y) = mα(y), obtenemos entonces que, para x

suficientemente cerca de y, sg(f0(x)f−1(x)) = sg((x−y)g(x)). Por otro lado, dividiendo

por RN (X,Y ), multiplicando por σ1 y evaluando en Y = ϕ(x) en la recurrencia (2.13),

se tiene que

σ1βτ
degY (F̃G)−degY (F )+1
0 f−1(x) = σ1C0(x, ϕ(x))f0(x)− f1(x).

Evaluando en y, obtenemos que σ1βτ
degY (F̃G)−degY (F )+1
0 f−1(y) = −f1(y). Por la defi-

nición de σ1, se tiene que sg(f−1(y)) = sg(f1(y)). Como f−1(y) 6= 0, se concluye que en

un entorno de y en I:

sg
(
f0(x)f1(x)

)
= sg

(
f0(x)f−1(x)

)
= sg

(
(x− y)g(x)

)
.

Luego, si g(y) > 0 entonces sg(f0f1) = sg(x − y) en un entorno de y y si g(y) < 0

entonces sg(f0f1) = −sg(x− y) como se queŕıa probar.

3) Sean i ∈ {1, . . . , N − 1}, y ∈ I tales que fi(y) = 0. Veamos que fi−1(y)fi+1(y) < 0.

Observemos que Ri(y, ϕ(y)) = 0 y dada la fórmula (2.14), se tiene que

Ri+1(y, ϕ(y)) =
ρi+1(y)τi(y)Ri−1(y, ϕ(y))

−ρi(y)τi−1(y)
.
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Luego, se obtiene que

fi−1(y)fi+1(y) =
σi−1Ri−1(y, ϕ(y))

RN (y, ϕ(y))

σi+1Ri+1(y, ϕ(y))

RN (y, ϕ(y))
=

=
σi−1σi+1ρi+1(y)τi(y)

−ρi(y)τi−1(y)

(fi−1(y)

σi−1

)2
.

Como fi−1(y) 6= 0 (pues sino por la recurrencia (2.14) se tendrá que f−1(y) = f0(y) = 0

y vimos en la demostración de 1) que eso no puede pasar) y las funciones ρi+1, τi, ρi y

τi−1 no se anulan en I,

sg
(
fi−1(y)fi+1(y)

)
= −σi−1σi+1sg

(ρi+1(y)τi(y)

ρi(y)τi−1(y)

)
= −σ2i+1 = −1,

como se queŕıa probar.

4) fN (y) = σN 6= 0, ∀y ∈ I.

�

Por el teorema anterior y el Teorema 2.20, se tiene que:

Corolario 2.27 Si I es un intervalo contenido en el dominio de ϕ que no contiene ráıces de

τi para i = 0, . . . , N ni de ρi para i = 1, . . . , N + 1 y c, d ∈ I, c < d, no son ceros de f ,

v(fI , c)− v(fI , d) = TaQ(f, g; c, d).

En vista de generalizar este resultado a intervalos abiertos incluidos en el dominio de ϕ y

de evitar la división por RN , realizamos la siguiente observación:

Observación 2.28 Con las mismas hipótesis y notación que en la Definición 2.25, sea pI =

(pI,i)0≤i≤N , donde pI,i(x) = σI,iRi(x, ϕ(x)) para i = 0, . . . , N . Sea ξ ∈ I = (a, b) y supon-

gamos que RN (ξ, ϕ(ξ)) 6= 0. Se tiene que v(pI , ξ) = v(fI , ξ). Luego, teniendo en cuenta la

Definición 2.11, v(pI , a
+) = v(fI , a

+) y v(pI , b
−) = v(fI , b

−).

Por el Teorema 2.20, obtenemos:

Proposición 2.29 Con las mismas hipótesis y notaciones que la Observación 2.28, si ade-

más el intervalo cerrado [a, b] está contenido en el dominio de ϕ, se tiene que

v(pI , a
+)− v(pI , b

−) = TaQ(f, g; a, b).

Como consecuencia obtenemos una versión generalizada del Teorema 2.26:

Teorema 2.30 Sea ϕ una función anaĺıtica que satisface una ecuación diferencial de la

forma ϕ′(x) = Φ(x, ϕ(x)) para un polinomio Φ ∈ Z[X,Y ] con degY (Φ) > 0. Sea (a, b) ⊂ R
un intervalo abierto y acotado tal que [a, b] está contenido en el dominio de ϕ. Sean f(x) =

F (x, ϕ(x)) y g(x) = G(x, ϕ(x)) funciones Pfaffianas asociadas a ϕ definidas por polinomios

F,G ∈ Z[X,Y ] con degY (F ) > 0 y degY (G) > 0.
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Sean ρi y τi los polinomios en Z[X] introducidos en la Notación 2.24 y α1 < α2 < . . . < αk
todas sus ráıces en (a, b). Entonces el valor de TaQ(f, g; a, b) coincide con

#{ 1 ≤ j ≤ k : f(αj) = 0 ∧ g(αj) > 0 } −#{ 1 ≤ j ≤ k : f(αj) = 0 ∧ g(αj) < 0 }+

+

k∑
j=0

v(pIj , α
+
j )− v(pIj , α

−
j+1),

donde α0 = a, αk+1 = b y, para todo 0 ≤ j ≤ k, Ij = (αj , αj+1) y pIj es la secuencia de

funciones pIj ,i(x) = σIj ,iRi(x, ϕ(x)) para i = 0, . . . , N con σIj ,i introducidos en la Definición

2.25 y Ri(X,Y ) definidos en la Notación 2.24.

2.3.3. Cálculo efectivo de indicadores de Tarski

Como consecuencia del Teorema 2.30, podemos describir un algoritmo para calcular el

número TaQ(f, g; a, b).

Algoritmo Tarski-query

INPUT: Una función ϕ que satisface una ecuación diferencial ϕ′(x) = Φ(x, ϕ(x)), con Φ ∈
Z[X,Y ], degY (Φ) > 0; polinomios F,G ∈ Z[X,Y ] con degY (F ),degY (G) > 0, y un intervalo

cerrado [a, b] ⊂ Dom(ϕ).

OUTPUT: TaQ(f, g; a, b), donde f(x) = F (x, ϕ(x)) y g(x) = G(x, ϕ(x)).

1. Calcular los polinomios Ri y τi, para −1 ≤ i ≤ N , y ρi, para 1 ≤ i ≤ N + 1, asociados

a F y G como en la Notación 2.24.

2. Determinar las codificaciones de Thom y el orden de todas las ráıces α1 < α2 < · · · < αk
en el intervalo (a, b) de los polinomios τi, para −1 ≤ i ≤ N , y ρi, para 1 ≤ i ≤ N + 1.

3. Para todo 0 ≤ j ≤ k:

a) Determinar los signos σIj ,i, para 1 ≤ i ≤ N , como en la Definición 2.25, para

Ij := (αj , αj+1), donde α0 = a y αk+1 = b.

b) Considerar las funciones pIj ,i := σIj ,iRi(x, ϕ(x)). Si pIj = (pIj ,i)0≤i≤N , computar

vj := v(pIj , α
+
j )− v(pIj , α

−
j+1).

4. Para todo 1 ≤ j ≤ k, decidir si f(αj) = 0. Si este es el caso, determinar si g(αj) > 0 o

g(αj) < 0. Calcular los números:

- v+ := #{ 1 ≤ j ≤ k / f(αj) = 0 ∧ g(αj) > 0 }

- v− := #{ 1 ≤ j ≤ k / f(αj) = 0 ∧ g(αj) < 0 }

5. Computar TaQ(f, g; a, b) := v+ − v− +

k∑
j=0

vj .
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Ahora estamos en condiciones de enunciar el siguiente resultado:

Teorema 2.31 Sea ϕ una función que satisface la ecuación diferencial ϕ′(x) = Φ(x, ϕ(x))

con Φ ∈ Z[X,Y ]. Notemos δX = degX(Φ), δY = degY (Φ) > 0, y sean a < b números

racionales tales que [a, b] ⊂ Dom(ϕ). Sean f(x) = F (x, ϕ(x)) y g(x) = G(x, ϕ(x)) donde

F,G ∈ Z[X,Y ] con deg(F ) ≤ d, deg(G) ≤ d. Existe un algoritmo que calcula TaQ(f, g; a, b)

con complejidad de orden

O
(
d4(d+ δX + δY )3(d+ δY )3 log3(d+ δX + δY )

)
y requiere de O

(
d4(d + δX + δY )2(d + δY )

)
llamadas al oráculo para determinar el signo en

números algebraicos reales de funciones Pfaffianas asociadas a ϕ definidas por polinomios de

grado en X de orden O(dδX(d+ δY )(d+ δX + δY )) y grado en Y de orden O(dδY (d+ δY )(d+

δX + δY )).

Demostración. Si degY (F ),degY (G) > 0 se aplica el Algoritmo Tarski-query. Analicemos

la complejidad de este algoritmo:

1. Por el Teorema 1.42 aplicado a F̃G y F con µ := (2d + δY − 1)d + d(2d + δX) =

d(4d + δX + δY − 1) (ver cotas para los grados en el Lema 2.23), estos polinomios

pueden computarse con una complejidad de orden

O(d
(
d+ δX + δY

)(
(d+ δX)(d+ δY ) + d2 + d(d+ δY )ω+1

)
+ d2M(µ) log(µ)) ≤

≤ O
(
d(d+δX +δY )(d+δX)(d+δY )ω+1 +d3 log2

(
d+δX +δY

)
log
(

log
(
d+δX +δY

)))
.

2. y 3.a) Consideremos el polinomio

L =
∏

−1≤i≤N
τi

∏
1≤i≤N+1

ρi.

Por el Corolario 1.40 y las cotas del Lema 2.23, cada uno de los 2N + 3 factores tiene

grado acotado por el µ del paso 1. Como N ≤ degY (F )+1 ≤ d+1, obtenemos entonces

que

deg(L) ≤ (2d+ 5)d(4d+ δX + δY − 1) = O(d2(d+ δX + δY )).

Las codificaciones de Thom de las ráıces de L en (a, b) ordenadas de menor a mayor y los

signos de los polinomios (ρi)i=1,...,N+1 y (τi)i=−1,...,N entre dos ráıces consecutivas de L

se calculan simultáneamente buscando las condiciones de signo factibles de las derivadas

sucesivas de los polinomios L, (ρi)i=1,...,N+1 y (τi)i=−1,...,N , X − a y X − b sobre los

ceros de L (ver Observación 2.12 y Teorema 1.26). Como son O(deg(L)) polinomios

en total de grados acotados por deg(L), por el Teorema 1.22, esto puede hacerse con

complejidad de orden

deg(L) deg(L)2 log3(deg(L)) = O
(
d6(d+ δX + δY )3 log3(d+ δX + δY )

)
.
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De esta forma se obtiene que implementar los pasos del 1 al 3.a) inclusive puede hacerse

con complejidad de orden

O(d(d+ δX + δY )
[
(d+ δX)(d+ δY )ω+1 + d5(d+ δX + δY )2 log3(d+ δX + δY )

]
) ≤

≤ O
(
d(d+ δX + δY )3

(
(d+ δY )ω + d5 log3(d+ δX + δY )

))
.

3. b) y 4. Estos pasos requieren calcular el signo de funciones Pfaffianas de la forma

H(x, ϕ(x)), con H ∈ Z[X,Y ], en números algebraicos (las ráıces de L) dados a partir

de sus codificaciones de Thom y en los extremos del intervalo (a, b).

En el paso 3.b), se aplica el Algoritmo SignAround (ver Proposición 2.17), para cada

función Ri(x, ϕ(x)) para i = 0, . . . , N , con el polinomio L definido en el paso 2.

Por la Proposición 1.38 y el Lema 2.23, para i = 0, . . . , N , Ri tiene grado en X acotado

por d(4d + δX + δY − 1) y grado en Y acotado por d, de donde se obtiene (por la

Proposición 2.4) que la multiplicidad de cualquier cero de Ri(x, ϕ(x)) está acotada,

para todo i = 0, . . . , N , por

λ := d(4d+ δX + δY − 1)(2d+ δY − 1) + d(δX + 1).

Usando que degX(Ri) + λδX = O(λδX) y degY (Ri) + λδY = O(λδY ), aplicar N + 1

veces el algoritmo SignAround tiene complejidad

O
(
dλM(λδX)M(λδY )

)
≤

≤ O
(
d4(d+ δX + δY )3(d+ δY )3 log2(d+ δX + δY ) log2(log(d+ δX + δY ))

)
≤

≤ O
(
d4(d+ δX + δY )3(d+ δY )3 log3(d+ δX + δY )

)
y requiere de O

(
dλdeg(L)

)
≤ O

(
d4(d + δX + δY )2(d + δY )

)
llamadas al oráculo para

calcular el signo en números reales algebraicos de funciones Pfaffianas asociadas a ϕ y

definidas por polinomios de grado en X acotados por d(4d+δX +δY −1)+λδX y grado

en Y acotado por d+ λ(δY − 1).

En el paso 4, hay que hacer a lo sumo 2k llamadas más al oráculo, donde k ≤ deg(L).

Es decir, O(d2(d+ δX + δY )) llamadas al oráculo para funciones Pfaffianas asociadas a

ϕ definidas por polinomios de grado en X e Y acotados por d.

La complejidad total de este algoritmo es la del paso 3.b).

La correctitud en este caso se sigue del Teorema 2.30, de la Observación 2.28, de la

correctitud del algoritmo del Teorema 1.42 y del Algoritmo SignAround y del hecho de que

el polinomio L definido en el paso 2 tiene como ráıces exactamente todas las ráıces en el

intervalo (a, b) de los polinomios τi, para −1 ≤ i ≤ N , y ρi, para 1 ≤ i ≤ N + 1.

Si degY (F ) = 0 o degY (G) = 0, el número TaQ(f, g; a, b) puede ser fácilmente calculado

dentro del mismo orden de complejidad de la siguiente manera:
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- Si degY (F ) = degY (G) = 0, tanto f como g son polinomios. En este caso, aplicar el

resultado para polinomios univariados de [3, Theorem 2.70 - Algorithm 8.44].

- Si degY (F ) = 0 y degY (G) > 0, usar el oráculo para determinar el signo de g en las

ráıces de f ∈ Z[X].

- Si degY (F ) > 0 y degY (G) = 0, alcanza con reemplazar G por el polinomio G1(X,Y ) =

(Y 2 + 1)G(X,Y ) pues TaQ(f, g; a, b) = TaQ(f, g1; a, b).

�

2.4. Problema de decisión

En esta sección nos centraremos en el problema de decisión para fórmulas que involucran

funciones Pfaffianas de una variable asociadas a una función fija ϕ que satisface una ecuación

diferencial de la forma ϕ′(x) = Φ(x, ϕ(x)), donde Φ ∈ Z[X,Y ] con degY (Φ) > 0.

Siguiendo el enfoque de [16], consideraremos un fragmento de la teoŕıa de primer orden

sobre R aumentada con la función ϕ; más precisamente, trabajaremos con fórmulas cerradas

prenexas construidas a partir de fórmulas atómicas del tipo f(x) > 0, f(x) = 0 y f(x) < 0,

donde f(x) = F (x, ϕ(x)), con F ∈ Z[X,Y ], utilizando conjunciones (∧), disyunciones (∨) y

negaciones (¬). Tales fórmulas pueden escribirse en la forma

Qx
∨
i

(∧
j

Ψij(x)
)

donde Q es un cuantificador existencial o universal (∃ o ∀) y cada Ψij(x) es una fórmula

atómica.

El problema de decisión que analizaremos consiste en determinar si una fórmula de este

tipo es verdadera o falsa sobre R. Presentaremos un procedimiento simbólico para resolver

este problema y estimaremos su complejidad, suponiendo que contamos con un oráculo para

determinar el signo de funciones de esta clase evaluadas en números reales algebraicos.

Notar que un caso particular es el problema de la consistencia de un sistema de ecuaciones

e inecuaciones dadas por funciones Pfaffianas asociadas a una función ϕ:

∃x : f1(x)410, . . . , fK(x)4K0,

donde fj(x) = Fj(x, ϕ(x)), con Fj ∈ Z[X,Y ] y 4j ∈ {<,≤,=, 6=,≥, >} para cada j.

Para esto, primero mostraremos un procedimiento para determinar todas las condiciones

de signo factibles de una familia finita de funciones Pfaffianas asociadas a ϕ en un intervalo

[a, b] ⊆ Dom(ϕ), para a y b números algebraicos reales (las condiciones de signo factibles en

este caso se definen de la misma manera que para polinomios, ver Definición 1.21).

Para comenzar, dadas funciones Pfaffianas f, g1, . . . , gs asociadas a ϕ, mostraremos cómo

determinar las condiciones de signo factibles de g1, . . . , gs sobre el conjunto

Z = { x ∈ (a, b) | f(x) = 0 }.
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Observemos que hay a lo sumo tantas condiciones de signo factibles como elementos haya en

Z. Para determinarlas, adaptaremos a nuestro contexto la idea del algoritmo del Teorema

1.22 obteniendo aśı el siguiente resultado:

Teorema 2.32 Continuando con la misma notación, si δX = degX(Φ), δY = degY (Φ), d una

cota superior para el grado total de los polinomios que definen a las funciones f, g1, . . . , gs
y #Z ≤ m (m ≥ 1), existe un algoritmo que calcula las condiciones de signo factibles de

g1, . . . , gs sobre el conjunto Z con complejidad de orden

O
(
s
(
md4 log4(m)

(
d log(m) + δX + δY

)6
log3(d log(m) + δX + δY ) +m2

))
y se requiere del orden de O

(
smd4 log4(m)

(
d log(m) + δY

)3)
llamadas al oráculo para fun-

ciones Pfaffianas definidas por polinomios de grado en X de orden O
(
dδX log(m)(d log(m) +

δX + δY )2
)

y grado en Y de orden O
(
dδY log(m)(d log(m) + δX + δY )2

)
.

Demostración. Nuestro procedimiento es recursivo y, en cada paso i = 1, . . . , s, calcula las

condiciones de signo factibles para g1, . . . , gi sobre Z por medio del cálculo de indicadores de

Tarski apropiados y de la resolución de un sistema de ecuaciones lineales.

Para i = 1, hay tres condiciones de signo posibles:

{x ∈ Z | g1(x) > 0}, {x ∈ Z | g1(x) = 0} y {x ∈ Z | g1(x) < 0}.

Determinamos los cardinales c+, c0 y c− de estos conjuntos respectivamente, teniendo en

cuenta que verifican el siguiente sistema lineal de ecuaciones:
c0 + c+ + c− = TaQ(f, 1; a, b)

c+ − c− = TaQ(f, g1; a, b)

c+ + c− = TaQ(f, g21; a, b)

Este paso requiere de calcular 3 indicadores de Tarski de funciones Pfaffianas asociadas a ϕ

definidas por polinomios de grado total a lo sumo 2d. Por el Teorema 2.31, esto puede hacerse

con complejidad de orden

O
(
d4(d+ δX + δY )3(d+ δY )3 log3(d+ δX + δY )

)
y requiere de O

(
d4(d+ δX + δY )2(d+ δY )

)
llamadas al oráculo para determinar el signo en

números algebraicos reales de funciones Pfaffianas asociadas a ϕ definidas por polinomios de

grado en X de orden O
(
dδX(d+δY )(d+δX +δY )

)
y grado en Y de orden O

(
dδY (d+δY )(d+

δX + δY )
)

.

Para i > 1, finalizado el paso i−1, cada una de las condiciones de signo factibles calculadas

en el paso i−1 da lugar a tres posibles condiciones de signo para el paso i. De manera similar

al caso de polinomios (ver la demostración de Teorema 1.22), se construye y resuelve un

sistema lineal de tamaño a lo sumo 3m× 3m para lo cual se requiere:
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- Calcular a lo sumo 3m indicadores de Tarski del tipo TaQ(f, gα1
j1
. . . gαtjt ; a, b) con αj ∈

{0, 1, 2}, t ≤ log(m). Como los grados de los polinomios que definen las funciones

gα1
j1
. . . gαtjt están acotados por 2d log(m), la complejidad de calcular cualquiera de estos

indicadores de Tarski con el algoritmo del Teorema 2.31 es de orden

O(d4 log4(m)
(
d log(m) + δX + δY

)3(
d log(m) + δY

)3
log3(d log(m) + δX + δY )) ≤

≤ O
(
d4 log4(m)

(
d log(m) + δX + δY

)6
log3(d log(m) + δX + δY )

)
y se requiere del orden de

O(d4 log4(m)
(
d log(m) + δY

)(
d log(m) + δY + δX

)2
) ≤ O

(
d4 log4(m)

(
d log(m) + δY

)3)
llamadas al oráculo para funciones Pfaffianas definidas por polinomios de grado en X

de orden

O
(
dδX log(m)

(
d log(m)+δY

)(
d log(m)+δY +δX

))
≤ O(dδX log(m)(d log(m)+δX+δY )2)

y de grado en Y de orden

O
(
dδY log(m)

(
d log(m)+δY

)(
d log(m)+δY +δX

))
≤ O(dδY log(m)(d log(m)+δX+δY )2).

- Resolver un sistema lineal de ecuaciones de tamaño a lo sumo (3m)× (3m) que puede

hacerse, según [18], con complejidad de orden O(m2).

Luego, la complejidad del paso i es de orden:

O
(
md4 log4(m)

(
d log(m) + δX + δY

)6
log3(d log(m) + δX + δY ) +m2

)
y se requiere del orden de O

(
md4 log4(m)

(
d log(m)+δY

)3)
llamadas al oráculo para funciones

Pfaffianas definidas por polinomios de grado en X de orden O
(
dδX log(m)(d log(m) + δX +

δY )2
)

y grado en Y de orden O
(
dδY log(m)(d log(m) + δX + δY )2

)
.

Se sigue que este procedimiento puede hacerse con una complejidad total de orden

O
(
s
(
md4 log4(m)

(
d log(m) + δX + δY

)6
log3(d log(m) + δX + δY ) +m2

))
y se requiere del orden de O

(
smd4 log4(m)

(
d log(m) + δY

)3)
llamadas al oráculo para fun-

ciones Pfaffianas definidas por polinomios de grado en X de orden O
(
dδX log(m)(d log(m) +

δX + δY )2
)

y grado en Y de orden O
(
dδY log(m)(d log(m) + δX + δY )2

)
. �

Teniendo en cuenta el hecho de que, por el Corolario 2.15,

m = 2d2(d+ 1)
(
(δY + 3)d+ δX

)
+ d

es una cota superior de #Z, obtenemos como consecuencia el siguiente resultado:
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Corolario 2.33 Continuando con la misma notación, existe un algoritmo que calcula las

condiciones de signo factibles de g1, . . . , gs sobre el conjunto Z con complejidad de orden

O
(
sd7(dδY +δX) log4(dδY +δX)

(
d log(dδY +δX)+δX +δY

)6
log3(d log(dδY +δX)+δX +δY )

)
y requiere del orden de O

(
sd4 log4(dδY + δX)

(
d log(dδY + δX) + δY

)(
d log(dδY + δX) + δY +

δX
)2

) llamadas al oráculo para calcular el signo en números reales algebraicos de funciones

Pfaffianas definidas por polinomios de grado en X y de grado en Y de orden O
(
dδX log(dδY +

δX)
(
d log(dδY + δX) + δY

)(
d log(dδY + δX) + δY + δX

))
y O

(
dδY log(dδY + δX)

(
d log(dδY +

δX) + δY
)(
d log(dδY + δX) + δY + δX

))
respectivamente.

A continuación, aplicando el Teorema 2.32, determinaremos todas las condiciones de signo

factibles de una familia de funciones Pfaffianas g1, . . . , gs asociadas a ϕ sobre un intervalo

[a, b] ⊆ Dom(ϕ), obteniendo el siguiente resultado:

Teorema 2.34 Sea ϕ una función Pfaffiana que satisface una ecuación diferencial de la

forma ϕ′(x) = Φ(x, ϕ(x)) en un abierto U ⊂ R, con Φ ∈ Z[X,Y ] y δY = degY (Φ) > 0.

Sean g1, . . . , gs funciones Pfaffianas definidas por polinomios de grado total acotado por d. Si

δX = degX(Φ), todas las condiciones de signo factibles para g1, . . . , gs en un intevalo [a, b] ⊆
Dom(ϕ), con a, b números reales algebraicos, pueden ser determinadas con un procedimiento

simbólico de complejidad

O(s2δY d
6(ds+ dδY + δX)14 log11(ds+ dδY + δX))

que efectúa O(s2δY (ds+dδY +δX)11 log7(ds+dδY +δX)) llamadas al oráculo para determinar

el signo en números reales algebraicos de funciones Pfaffianas asociadas a ϕ definidas por

polinomios en Z[X,Y ] de grado en X de orden O(δX(ds + dδY + δX)4 log2(ds + dδY + δX))

y grado en Y de orden O(δY (ds+ dδY + δX)4 log2(ds+ dδY + δX)).

Demostración. Supongamos que gi(x) = Gi(x, ϕ(x)) para i = 1, . . . , s, con Gi ∈ Z[X,Y ]. El

algoritmo consiste en implementar los siguientes pasos:

1. Para cada j = 1, . . . , s, calcular las condiciones de signo factibles de las funciones

g1, . . . , gj−1, gj+1, . . . , gs sobre los ceros de gj en el intervalo (a, b).

2. Calcular las condiciones de signo factibles de g1, . . . , gs sobre los ceros de f =
( ∏
1≤j≤s

gj
)′

.

3. Utilizar el oráculo para calcular los signos de g1, . . . , gs en a y en b.

La correctitud de este algoritmo se sigue de que en el paso 1, se calculan repitiendo

(eventualmente) varias de ellas, todas las condiciones de signo factibles en donde alguna de

las funciones es igual a cero. En el paso 2, se calculan todas las condiciones de signo factibles

definidas por desigualdades. Observar para ello que las condiciones de signo factibles de

g1, . . . , gs sobre los ceros de f incluirán las condiciones de signo factibles de g1, . . . , gs entre

dos ceros consecutivos de las funciones gj , para 1 ≤ j ≤ s, puesto que por el Teorema de

Rolle, siempre hay un cero de f entre ellos.

Calculemos la complejidad del algoritmo:
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1. Por el Corolario 2.33, este paso puede hacerse con complejidad de orden O
(
s2d7(dδY +

δX) log4(dδY + δX)
(
d log(dδY + δX) + δX + δY

)6
log3(d log(dδY + δX) + δX + δY )

)
y

requiere del orden de O
(
s2d4 log4(dδY + δX)

(
d log(dδY + δX) + δY + δX

)3
) llama-

das al oráculo para calcular el signo en números reales algebraicos de funciones Pfaf-

fianas asociadas a ϕ definidas por polinomios de grado en X y de grado en Y de

orden O
(
dδX log(dδY + δX)

(
d log(dδY + δX) + δY

)(
d log(dδY + δX) + δY + δX

))
y

O
(
dδY log(dδY + δX)

(
d log(dδY + δX) + δY

)(
d log(dδY + δX) + δY + δX

))
respecti-

vamente. Usando que log3(d log(dδY + δX) + δX + δY ) = O(log3(dδY + δX)) y que

(d log(dδY + δX) + δX + δY
)6

= O(d6(dδY + δX)6), obtenemos que la complejidad de

este paso es de orden O(s2d13(dδY + δX)7 log7(dδY + δX)).

2. Si llamamos P =
∏

1≤j≤s
Gj , el polinomio que define a f es ∂P

∂X + Φ∂P
∂Y , que tiene grado

acotado por sd + δX + δY − 1. Luego, por el Corolario 2.15, la cantidad de ceros de f

es de orden O
(
δY (sd+ δX + δY )4

)
y el grado total de todos los polinomios que definen

las funciones involucradas está acotado por sd + δX + δY . Aplicando el algoritmo del

Teorema 2.32, se tiene que este paso puede hacerse con complejidad de orden

O(sδY (sd+ δX + δY )14 log13(sd+ δX + δY ))

y requiere del orden de O
(
sδY (sd+δX +δY )8 log4(sd+δX +δY )

(
(sd+δX +δY ) log(sd+

δX + δY ) + δX + δY
)3) ≤ O(sδY (sd + δX + δY )11 log7(sd + δX + δY )) llamadas al

oráculo para funciones Pfaffianas definidas por polinomios de grados en X acotados por

O(δX(sd+ δX + δY )3 log3(sd+ δX + δY )) y grados en Y acotados por O(δY (sd+ δX +

δY )3 log3(sd+ δX + δY )).

3. Solo requiere de 2s llamadas al oráculo para funciones Pfaffianas definidas por polino-

mios de grado total acotado por d.

La complejidad total de este algoritmo es de orden O(s2δY (ds + dδY + δX)14 log7(ds +

dδY +δX)(d6+log6(ds+dδY +δX))) y requiere del orden de O(s2δY (ds+dδY +δX)11 log7(ds+

dδY + δX)) llamadas al oráculo para funciones Pfaffianas definidas por polinomios de grados

en X de orden O(δX(ds+dδY + δX)4 log2(ds+dδY + δX)) y grados en Y de orden O(δY (ds+

dδY + δX)4 log2(ds+ dδY + δX)). �

Observación 2.35 Si se tienen en cuenta las cotas para la cantidad de ceros de g1, . . . , gs y

(
∏

1≤i≤s gi)
′ (ver Corolario 2.15), la cantidad de condiciones de signo factibles de las funcio-

nes g1, . . . , gs en un intervalo contenido en Dom(ϕ) está acotada por O(δY (sd+ δX + δY )4).

Finalmente, como consecuencia del Teorema 2.34 podemos establecer un resultado de

complejidad para el problema de decisión formulado al comienzo de la sección.

Corolario 2.36 Sea Ψ una fórmula prenexa en una variable x que involucra funciones Pfaf-

fianas g1, . . . , gs definidas por gi(x) = Gi(x, ϕ(x)) para Gi ∈ Z[X,Y ] con deg(Gi) ≤ d
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(1 ≤ i ≤ s) y una función Pfaffiana ϕ que satisface la ecuación ϕ′(x) = Φ(x, ϕ(x)) para

Φ ∈ Z[X,Y ] con degX(Φ) = δX y degY (Φ) = δY > 0. El valor de verdad de Ψ en un intervalo

[a, b] ⊆ Dom(ϕ), para a y b números reales algebraicos, puede ser determinado con complejidad

O(s2δY (ds+dδY +δX)14 log7(ds+dδY +δX)(d6+log6(ds+dδY +δX))+δY (sd+δX+δY )4|Ψ|),
donde |Ψ| denota la longitud de Ψ.



Caṕıtulo 3

Un caso particular: E-polinomios

En este caṕıtulo trabajaremos con una familia particular de funciones Pfaffianas de or-

den 1 que involucran a funciones exponenciales, llamadas E-polinomios, para las cuales es

posible determinar de manera efectiva el signo que toman al ser evaluadas en números reales

algebraicos.

En la Sección 3.1, las definiremos y analizaremos algunas de sus propiedades. En la Sec-

ción 3.2, construiremos un algoritmo que permite calcular el signo de un E-polinomio en un

número real algebraico dado por su codificación de Thom como ráız de un polinomio sin

necesidad de recurrir a un oráculo. Este hecho central nos permitirá diseñar algoritmos efec-

tivos para calcular la cantidad de ceros de un E-polinomio en un intervalo, que mostraremos

en la Sección 3.3. En la Sección 3.4, resolveremos el problema de decisión descripto en el

caṕıtulo anterior para estas funciones, calculando además las complejidades algebraicas de

los algoritmos diseñados, y veremos también una breve aplicación a E-polinomios de varias

variables. En la Sección 3.5, mostraremos algunas generalizaciones de resultados válidos para

polinomios a E-polinomios: una cota superior del tamaño de los ceros de un E-polinomio, la

noción de codificación de Thom de un cero de un E-polinomio junto con un algoritmo para

calcularla, y una generalización del Teorema de Budan-Fourier para la obtención de una cota

superior para la cantidad de ceros de un E-polinomio.

3.1. Definición y propiedades básicas

Definición 3.1 Un E-polinomio en una variable con coeficientes en Z es una función de la

forma f(x) = F (x, eh(x)), donde F (X,Y ) ∈ Z[X,Y ] y h ∈ Z[X] es no constante.

Notar que como la función ϕ(x) = eh(x) es solución de la ecuación diferencial ϕ′(x) =

Φ(x, ϕ(x)), donde

Φ(X,Y ) = h′(X)Y ∈ Z[X,Y ],

se tiene que f(x) = F (x, eh(x)) resulta ser una función Pfaffiana de orden 1 asociada a la

función ϕ(x) = eh(x).

La clase de los E-polinomios para un polinomio h fijo contiene a los polinomios de Z[X],

y es claro que resulta ser cerrada para la suma, el producto y la derivación.

69
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Continuando con la misma notación, dada f(x) = F (x, eh(x)), definimos como en (2.1)

pero para el caso particular ϕ(x) = eh(x), el polinomio

F̃ (X,Y ) =
∂F

∂X
(X,Y ) + h′(X)Y

∂F

∂Y
(X,Y ), (3.1)

de forma que

f ′(x) = F̃ (x, eh(x)).

El siguiente resultado nos muestra cotas superiores para los grados en X y en Y y las

alturas de los polinomios que definen a f y las derivadas sucesivas de f , en función de las

cotas correspondientes al polinomio que define a f .

Lema 3.2 Con la notación anterior, si degX(F ) = dX , degY (F ) = dY y deg(h) = δ enton-

ces:

1) degX(F̃ ) ≤ δ − 1 + dX y degY (F̃ ) = dY .

2) H(F̃ ) ≤ H(F )(dX + dY δ
2H(h)).

3) Si f (k)(x) = Fk(x, e
h(x)), con Fk ∈ Z[X,Y ], se tiene que

a) degX(Fk) ≤ k(δ − 1) + dX , degY (Fk) = dY y

b) H(Fk) ≤ H(F )
k−1∏
j=0

(j(δ − 1) + dX + dY δ
2H(h)).

Demostración.

1) Aplicando el Lema 2.3 a f , como δX = δ − 1 y dY = 1, se obtiene que degX(F̃ ) ≤
δ − 1 + dX y que degY (F̃ ) ≤ dY . Con respecto al grado en Y , si llamamos a(X) al

coeficiente de Y dY de F , el coeficiente de Y dY de F̃ es a′(X) + h′(X)dY a(X) 6= 0.

Luego, degY (F̃ ) = dY .

2) Por la Proposición 1.11, H(F̃ ) ≤ dXH(F ) +H
(
h′(X)Y

∂F

∂Y

)
. Aplicando además la de-

sigualdad (1.5), se obtiene que H
(
h′(X)Y

∂F

∂Y

)
≤ (mı́n {δ − 1, dX}+1)dY δH(h)H(F ) ≤

dY δ
2H(h)H(F ). Luego, H(F̃ ) ≤ H(F )(dX + dY δ

2H(h)) como se queŕıa probar.

3) Ambos ı́tems se obtienen si hacemos inducción en k, notando que si k = 1, F1 = F̃ , y

que Fk+1 = F̃k. La cota para los grados es un caso particular de la demostrada en el

Lema 2.3, mientras que para la de la altura basta observar que

H(Fk+1) = H(F̃k) ≤ H(Fk)(degX(Fk) + degY (Fk)δ
2H(h)) ≤

≤ H(F )

k−1∏
j=0

(
j(δ − 1) + dX + dY δ

2H(h)
)
(k(δ − 1) + dX + dY δ

2H(h)) =

= H(F )

k∏
j=0

(
j(δ − 1) + dX + dY δ

2H(h)
)
.
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Por otro lado, también obtenemos una cota espećıfica para la multiplicidad de un cero

de un E-polinomio como consecuencia de la Proposición 2.4, siendo que δX = deg(h) − 1 y

δY = 1:

Proposición 3.3 Sean F ∈ Q[X,Y ] con degY (F ) > 0 y h ∈ Q[X] no constante. Si α ∈ R
es un cero del E-polinomio f(x) = F (x, eh(x)), entonces

mult(α, f) ≤ 2 degX(F ) degY (F ) + deg(h) degY (F ).

3.2. Determinación de signo de un E-polinomio

En esta sección, construiremos un algoritmo simbólico para determinar el signo de un

E-polinomio evaluado en un número real algebraico sobre Q dado por su codificación de

Thom.

Como trabajaremos con funciones exponenciales comenzaremos con algunos resultados

previos que nos permitirán manipularlas. Primero, veremos una condición para que un número

real algebraico sea ráız de un E-polinomio. Luego, veremos herramientas algoŕıtmicas para

aproximar por números racionales el número eα, con α un número real algebraico sobre Q.

Finalmente, daremos dos subrutinas que utilizaremos en nuestro algoritmo principal.

Lema 3.4 Sea α un número real algebraico y sean F ∈ Q[X,Y ], con degY (F ) > 0, sin factor

en Q[X] de grado positivo, y h ∈ Q[X] no nulo. Entonces

F (α, eh(α)) = 0 =⇒ h(α) = 0.

Demostración. Es una aplicación directa del Teorema de Lindemann, que afirma que si β 6= 0

es un número algebraico sobre Q, entonces eβ es trascendente. �

La siguiente cota inferior será útil para el desarrollo del algoritmo que construiremos.

Teorema 3.5 (ver [28, Section 3]) Sean α, β números algebraicos sobre Q, no nulos. Su-

pongamos que deg(α),deg(β) < d y que sus alturas están acotadas superiormente por τ .

Entonces ∣∣∣eβ − α∣∣∣ > e−2
42d6(ln(τ+ee))(ln(τ)+ln(ln τ)).

En el siguiente lema, mostraremos dos algoritmos que utilizaremos como herramientas

para aproximar eα, con α un número real algebraico sobre Q.

Lema 3.6 Sean P ∈ Z[X] de grado d y altura H, α ∈ R una ráız de P y θ ∈ (0, 1) un

número racional. Entonces, dada la codificación de Thom de α como ráız de P , σP (α):

i) Existe un algoritmo que encuentra w1 ∈ Q tal que |α− w1| < θ en tiempo

O
(
d3 log(

H

θ
) + d3 log3(d)

)
.



72 CAPÍTULO 3. UN CASO PARTICULAR: E-POLINOMIOS

ii) Existe un algoritmo que encuentra w2 ∈ Q tal que |eα − w2| < θ en tiempo

O
(
d3(log(

H

θ
) + log3(d) +H)

)
.

Demostración.

i) Si aplicamos el algoritmo de la Proposición 1.20 a P y θ se obtienen intervalos (a, b]

con a, b ∈ Q, disjuntos, de longitud menor que θ, tales que todos contienen alguna ráız

real de P y todas ellas están contenidas en alguno. Para hallar el intervalo que contiene

a α basta aplicar el algoritmo del Teorema 1.22 a los polinomios P , Pi = P (i) para

i = 1, . . . , d, Pa(X) = X − a y Pb(X) = X − b para cada a, b extremos de los intervalos

calculados antes. Se tiene que α pertenece al intervalo (a, b] tal que la condición de signo

P = 0, Pi = (σP (α))i, para i = 1, . . . , d, Pa > 0 y Pbε0 con ε ∈ {<,=} es factible.

Si α ∈ (a, b], tomar w1 = b.

Para analizar la complejidad, observar que aplicar el algoritmo de la Proposición 1.20

y el algoritmo del Teorema 1.22, nos da una complejidad de O(d3 log(Hθ ) + d3 log3(d)).

ii) La demostración de este resultado se puede realizar en forma similar a la de [27, Lemma

14].

- Utilizando el algoritmo de la parte i) hallamos w1 ∈ Q tal que |α− w1| < θ̃, con

θ̃ := θ
2,32+H

. Por el Teorema del valor medio se tiene que existe w entre α y w1 tal

que |eα − ew1 | = ew |α− w1|. Como |w − α| < |α− w1| ≤ θ̃ < 1, por el Lema 1.16,

se tiene que w < 2 +H. Luego, |eα − ew1 | < e2+H θ̃ < θ
2 .

Como θ̃ = O(θ3−(H+2)), d3 log(H
θ̃

) + d3 log3(d) = O
(
d3(H + log(Hθ ) + log3(d))

)
,

que resulta ser la complejidad de este paso.

- Sea t :=
⌈
9(|w1| − ln( θ2))

⌉
− 1 > 0. Evaluamos el polinomio pt(X) =

t∑
i=0

Xi

i!
en w1

y definimos w2 := pt(w1).

Por la fórmula de Lagrange del resto del Polinomio de Taylor, se tiene que

|ew1 − w2| ≤
|w1|t+1

(t+ 1)!
e|w1|.

Renombrando a = |w1|, b = t+1 y c = θ
2 , veamos que ab

b! e
a < c, o equivalentemente,

a− ln(c) < ln(b!)− b ln(a). Utilizando la desigualdad de Stirling ln(b!) ≥ b ln(b)− b
y la desigualdad b ≥ 9 |w1| ≥ ae2, se obtiene

ln(b!)− b ln(a) ≥ b ln(b)− b− b ln(a) = b(ln(
b

a
)− 1) ≥ b ≥ 9(a− ln(c)) ≥ a− ln(c),

como se queŕıa probar.

La complejidad de este paso es O(t) = O(H + log(1θ )), pues |w1| ≤ H + 2.

Finalmente, se verifica que |eα − w2| ≤ |eα − ew1 |+ |ew1 − w2| < θ
2 + θ

2 = θ.

La complejidad total de este algoritmo es de orden O
(
d3(H + log(Hθ ) + log3(d))

)
.
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A continuación, describiremos una de las subrutinas que utilizaremos en el algoritmo

para el cálculo del signo de un E-polinomio en un número algebraico. Con ella, podremos

determinar el signo de una expresión de la forma eβ−α, para α y β números reales algebraicos

sobre Q.

Algoritmo SignExpAlg

INPUT: Números reales algebraicos sobre Q, α y β, dados por su codificación de Thom σP1(α)

y σP2(β) con respecto a los polinomios P1, P2 ∈ Z[X] tales que deg(P1),deg(P2) ≤ d (d ≥ 2)

y H(P1), H(P2) ≤ H.

OUTPUT: El signo s := sg(eβ − α).

1. Tomar c := (2d+1(d+ 1)H)−2
41d6(5d+4dlog(H)e).

2. Calcular w ∈ Q tal que |eβ − w| < c
4 .

3. Calcular w′ ∈ Q tal que |α− w′| < c
4 .

4. Calcular s = sg(w − w′).

A partir del algoritmo anterior podemos enunciar el siguiente resultado:

Proposición 3.7 Sean α y β números reales algebraicos sobre Q no nulos y P1, P2 ∈ Z[X],

de grados d1, d2 respectivamente, tales que P1(α) = 0 y P2(β) = 0. Dadas las codificaciones

de Thom σP1(α), σP2(β), el Algoritmo SignExpAlg, calcula el signo de eβ − α en tiempo

O
(
d9(d+ log(H))2 + d3H

)
,

donde d = máx {2, d1, d2} y H = máx {H(P1), H(P2)}.

Demostración. Analicemos la complejidad de este algoritmo:

En el paso 2, se aplica el algoritmo del Lema 3.6 ii) a β con θ = c
4 para obtener w ∈ Q tal

que |eβ −w| < c
4 . Este paso puede realizarse con O

(
d3 log(Hc ) + d3 log3(d) +H

)
operaciones.

En el paso 3, se utiliza el algoritmo del Lema 3.6 i) aplicado a α con θ = c
4 y obtener w′ ∈ Q

tal que |α−w′| < c
4 . Este paso puede realizarse con complejidad de O

(
d3 log(Hc )+d3 log3(d)

)
.

Usando que log(Hc ) = O
(
d6(d + log(H))2

)
, se obtiene una complejidad total de orden

O
(
d9(d+ log(H))2 + d3H

)
.

Para el análisis de la correctitud:

- Veamos que se verifica |eβ − α| > c.

Por el Teorema 3.5, si α y β son números reales algebraicos de grados acotados por d

y alturas acotadas por ν, se tiene que

|eβ − α| > e−2
42d6 ln(ν+ee)(ln(ν)+ln ln(ν)).
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Notando que

e2
42d6 ln(ν+ee)(ln(ν)+ln ln(ν)) ≤ (ν + 16)2

42d6(ln(ν)+ln ln(ν)) ≤ (ν + 16)2
43d6 ln(ν),

tomando ν = 2d(d+ 1)1/2H (ver el Lema 1.10) y usando las cotas

2d(d+ 1)1/2H + 16 ≤ 2d+1(d+ 1)H y ln(2d(d+ 1)1/2H) ≤ 5

4
d+ dlog(H)e,

se obtiene la cota propuesta.

- Veamos que sg(eβ − α) = sg(w − w′).

- Si eβ < α: Se tiene que 0 < c < α− eβ. Luego,

ω′ − ω = ω′ − α+ α− eβ + eβ − ω > − c
4

+ c− c

4
> 0.

- Si eβ > α: Se tiene que 0 < c < eβ − α. Luego,

ω − ω′ = ω − α+ α− eβ + eβ − ω′ > − c
4

+ c− c

4
> 0.

�

Otra subrutina que utilizaremos nos permitirá localizar un número real de la forma eh(α),

para un número algebraico α, entre dos ráıces reales consecutivas de un polinomio dado. La

describimos a continuación:

Algorithm RootBox

INPUT: Un polinomio h ∈ Z[X], α un número real algebraico sobre Q, con h(α) 6= 0, dado

por su codificación de Thom como ráız de un polinomio L ∈ Z[X], y un polinomio M ∈ Z[X]

junto con la lista de las codificaciones de Thom de todas sus ráıces reales λ1 < λ2 < · · · < λm.

OUTPUT: El ı́ndice 0 ≤ i0 ≤ m, tal que λi0 < eh(α) < λi0+1, donde λ0 = −∞ y λm+1 = +∞.

1. Calcular S(T ) := ResX(L(X), T − h(X)).

2. Calcular las condiciones de signo factibles de los polinomios L(j), S(i)(h), para 0 ≤ j ≤
deg(L), 0 ≤ i ≤ deg(S) y determinar, a partir de ellas, la codificación de Thom de h(α)

como ráız de S.

3. Calcular sg(eh(α) − λi) aplicando el Algoritmo SignExpAlg, para i = 1, . . . ,m. Llamar

i0+1 al primer ı́ndice con el que se obtenga un signo negativo. Si todos fuesen positivos,

i0 = m.

A partir de este algoritmo, podemos enunciar el siguiente resultado:
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Proposición 3.8 Sean h ∈ Z[X] y α ∈ R un número algebraico tal que h(α) 6= 0, dado

por su codificación de Thom como ráız de un polinomio L ∈ Z[X]. Sea M ∈ Z[X] y λ1 <

λ2 < . . . < λm sus ráıces reales, dadas a partir de sus codificaciones de Thom. El Algoritmo

RootBox calcula el ı́ndice i0, 0 ≤ i0 ≤ m, tal que λi0 < eh(α) < λi0+1, donde λ0 = −∞ y

λm+1 = +∞, en tiempo

O
(
mmáx{η, `}3

(
H+ máx{η, `}6(máx{η, `}+ log(H))2

))
,

donde deg(L) ≤ `, deg(h) ≤ δ, deg(M) ≤ η y H := máx{H(M), (`+ δ)!H(L)δ(2H(h))`}.

Demostración. Analicemos la complejidad de este algoritmo:

1. Calculamos el polinomio S(T ) ∈ Z[X], utilizando el Lema 1.30. Esto puede hacerse con

O(`(`+ δ)ω) operaciones. Notar que deg(S) ≤ `.

2. Aplicamos el algoritmo del Teorema 1.22 a 2` + 2 polinomios de grados acotados por

`δ. Esto puede hacerse con complejidad de orden O(`3δ2 log3(`δ)).

3. Por la Observación 1.39 se tiene que H(S) ≤ (` + δ)!H(L)δ(2H(h))` y, por lo tanto,

máx {H(S), H(M)} ≤ H. Teniendo en cuenta que debe aplicarse a lo sumo m veces el

Algoritmo SignExpAlg y que m
(

máx{η, `}9(máx{η, `} + log(H))2 + máx{η, `}3H
)

=

O
(
mmáx{η, `}3

(
H+máx{η, `}6(máx{η, `}+log(H))2

))
, esta última es la complejidad

de este paso.

La complejidad total del algoritmo es del orden de la complejidad del paso 3).

Para el análisis de la correctitud, hay que observar que h(α) es ráız de S(T ) y que las

condiciones factibles determinadas en el paso 2 tienen, para cada ráız ξ de L, en las primeras

coordenadas la codificación de Thom de ξ como ráız de L y en la últimas, la de h(ξ) como

ráız de S. La correctitud se sigue de la correctitud del Algoritmo SignExpAlg. �

Ahora estamos en condiciones de introducir el algoritmo principal de esta sección: un

algoritmo que, dada la codificación de Thom de un número real algebraico sobre Q, calcula

el signo de un E-polinomio evaluado en ese número. Este algoritmo reemplazará al oráculo

utilizado en el Caṕıtulo 2.

Algoritmo E-SignDetermination

INPUT: Polinomios F ∈ Z[X,Y ], h ∈ Z[X], deg(h) > 0, L ∈ Z[X] y la lista ordenada de las

codificaciones de Thom σL(α1), . . . , σL(αt) de las ráıces reales α1, . . . , αt de L.

OUTPUT: Los signos σj := F (αj , e
h(αj)) para 1 ≤ j ≤ t.

1. Para todo 1 ≤ j ≤ t, determinar si F (αj , Y ) ≡ 0.

Si este es el caso, el signo de F (αj , e
h(αj)) es 0.

2. Calcular R = gcd(L, h) y la lista de las condiciones de signo factibles de los polinomios

L,L(1), . . . , L(deg(L)), R, F (X, 1). Para todo j tal que F (αj , Y ) 6≡ 0 y R(αj) = 0, reco-

rriendo la lista anterior, determinar los signos de F (αj , e
h(αj)) = F (αj , 1) .
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3. Calcular M(Y ) := ResX(L(X), F (X,Y )).

4. Calcular la lista ordenada de las codificaciones de Thom de las ráıces reales de M :

λ1 < . . . < λm.

5. Para todo 1 ≤ j ≤ t tal que F (αj , Y ) 6≡ 0 y R(αj) 6= 0:

a) Determinar el ı́ndice 0 ≤ ij ≤ m tal que λij < eh(αj) < λij+1 aplicando la subrutina

RootBox, donde λ0 := −∞ y λm+1 := +∞.

b) Encontrar wj ∈ Q ∩ (λij , λij+1).

c) Calcular el signo del polinomio gj(X) := F (X,wj) ∈ Q[X] en X = αj . Llamar

σj := sg
(
gj(αj)

)

A continuación, enunciamos el resultado más importante de esta sección.

Teorema 3.9 Sean F ∈ Z[X,Y ], h, L ∈ Z[X] y α1, . . . , αt ráıces reales de L dadas por sus

codificaciones de Thom σL(α1), . . . , σL(αt). El Algoritmo E-SignDetermination calcula el

signo de F (αj , e
h(αj)), para j = 1, . . . , t, en tiempo

O
(
t(`dY )4(H+ (`dY )6(`dY + log(H))2)

)
,

donde H = máx{(`+ δ)!H(L)δ(2H(h))`, (`+ dX)!H(L)dX ((dY + 1)H(F ))`}, degX(F ) ≤ dX ,

degY (F ) ≤ dY , deg(L) ≤ ` y deg(h) ≤ δ.

Demostración. Analicemos primero la correctitud de este algoritmo:

Por el Lema 3.4, se tiene que para un número α, real y algebraico sobre Q,

F (α, eh(α)) = 0 ⇐⇒ F (α, Y ) ≡ 0 o
(
h(α) = 0 y F (α, 1) = 0

)
. (3.2)

En consecuencia, los pasos 1) y 2) permiten determinar los ı́ndices j tales que F (αj , e
h(αj)) =

0. Observar que, si α es ráız de L, entonces cont(F )(α) = 0 si y sólo si (σL(α), 0) da una

condición de signo factible para L′, . . . , L(deg(L)), cont(F ) sobre los ceros de L, donde cont(F )

es el gcd de los coeficientes de F como polinomio en la variable Y .

Veamos que el signo de cada polinomio F (X,wj) en X = αj es el signo de F (αj , e
h(αj)).

Como αj no es ráız de R, se tiene que eh(αj) 6= 1. Luego, eh(αj) − λi 6= 0 ∀i = 1, . . . ,m,

pues si no eh(αj) resultaŕıa ser algebraico sobre Q, por lo que h(αj) = 0. Como M no cambia

de signo en (λij , λij+1), tampoco lo hace F (αj , Y ) ∈ R[Y ] (pues si existiera y ∈ R tal que

F (αj , y) = 0, y seŕıa ráız de M). Luego ∀w ∈ Q ∩ (λij , λij+1) se tiene que

sg
(
F (αj , e

h(αj))
)

= sg
(
F (αj , w)

)
= sg

(
F (X,w) |X=αj

)
.

Para el análisis de la complejidad, se debe observar que:

1. - Utilizar el algoritmo rápido de Euclides para calcular cont(F )(ver Sección 1.2).

Esto puede hacerse con complejidad O(dYM(dX) log(dX)) = O(dY d
2
X).
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- Para decidir si F (αj , Y ) ≡ 0, calculamos las condiciones de signo factibles de las

derivadas de L y de cont(F ) sobre el conjunto de ceros de L con complejidad

O
(
`2 máx{`, dX} log(`) log2(máx{`, dX})

)
(ver Teorema 1.22).

2. - Se puede calcular R con complejidad de O(M(máx{`, δ}) log(máx{`, δ})) (ver Sec-

ción 1.2).

- Las condiciones de signo factibles de las derivadas de L y de F (X, 1) sobre R = 0

se pueden calcular con complejidad O
(
`2 máx{`, dX} log(`) log2(máx{`, dX})

)
(ver

Teorema 1.22).

3. Utilizando el algoritmo de la Proposición 1.30, M(Y ) puede calcularse con complejidad

de orden O(`dY (dX + `)ω +M(`dY ) log(`dY )).

4. Como deg(M) ≤ `dY , puede calcularse la lista ordenada de las codificaciones de Thom

de las ráıces reales de M con complejidad O((`dY )3 log3(`dY )).

5. a) Notando que, por la Observación 1.39, H(M) ≤ (`+ dX)!((dY + 1)H(F ))`H(L)dX

y que `dY = máx {`, `dY }, la complejidad de aplicar el algoritmo RootBox (ver

Proposición 3.8) es de orden

O
(
(`dY )4(H+ (`dY )6(`dY + log(H))2)

)
,

donde H := máx{(`+ dX)!((dY + 1)H(F ))`H(L)dX , (`+ δ)!H(L)δ(2H(h))`}.
b) Dado que una cota inferior de la distancia mı́nima entre dos ráıces reales distintas

de M es ε = (`dY )−
`dY +2

2 (`dY + 1)
1−`dY

2 ((`+ dX)!H(L)dX ((dY + 1)H(F ))`)1−`dY

(por la desigualdad (1.6)), utilizando el algoritmo de la Proposición 1.20 aplicado al

polinomio M y a ε, obtenemos intervalos disjuntos (ai, bi] con extremos racionales,

tales que λi ∈ (ai, bi] para i = 1, . . . ,m. Tomar wj := bij .

Dado que deg3(M) log(H(M)
ε ) = O

(
(`dY )3 log

(
(`dY )

`dy+2

2 (`dY +1)
`dY −1

2 ((`+dX)!×
H(L)dX ((dY + 1)H(F ))`)`dY

))
y teniendo en cuenta que log((`+ dX)!) = O((`+

dX) log(`+ dX)), se tiene que este paso puede hacerse con complejidad

O
(

(`dY )4
(
(`+ dX) log(`+ dX) + `(log(H(F )) + log(dY )) + dX log(H(L)

))
.

c) - Calcular los coeficientes de gj(X) := F (X,wj) requiere de evaluar a lo sumo

dX polinomios de una variable, de grado a lo sumo dY , en un número racional.

Esto puede hacerse con complejidad O(dXdY ).

- Para calcular el signo de gj en X = αj se calculan las condiciones de signo

factibles de las derivadas de L y de gj en L = 0. Por el Teorema 1.22 esto

puede hacerse con complejidad

O(`2 máx{`, dX} log(`) log2(máx{`, dX})).

La complejidad total de este algoritmo es de O
(
t(`dY )4(H+ (`dY )6(`dY + log(H))2)

)
. �

El análisis anterior nos permite, en particular, calcular de forma exacta la cantidad de

ráıces reales que un E-polinomio tiene en común con un polinomio en Z[X]. Esto se enuncia

en el siguiente resultado:
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Corolario 3.10 Dados polinomios F ∈ Z[X,Y ], h ∈ Z[X], deg(h) > 0, L ∈ Z[X] con grados

acotados por d y altura acotada por H, y las codificaciones de Thom σL(α1), . . . , σL(αt) de

las ráıces reales α1, . . . , αt de L, se puede determinar #{1 ≤ j ≤ t : F (αj , e
h(αj)) = 0}

con complejidad O(d3 log3(d)). Más aún, los signos de F (αj , e
h(αj)), para 1 ≤ j ≤ t, pueden

calcularse con complejidad O(8dd3d+9H2d).

Demostración. Para la primera parte, observar que solo hay que aplicar los pasos 1 y 2 del

algoritmo E-SignDetermination. Como dX , dY , δ, ` ≤ d, se tiene que la complejidad es de

orden O(d3 log3(d)).

Para la segunda parte, notar que

H ≤ máx{(2d)!H2d2d, (2d)!H2d(d+ 1)d} = (2d)!H2d(d+ 1)d ≤ (2d)!H2d(2d)d.

Luego, t(`dY )4(H + (`dY )6(`dY + log(H))2) = O
(
d9
(
(2d)!H2d2ddd + d12(d2 + log(H))2

))
.

Usando que (2d)! = O(4dd2d) y que log(H) = O(d2+dH), se obtiene que la complejidad total

es de orden O(8dd3d+9H2d). �

3.3. Cantidad de ceros de un E-polinomio

En esta sección utilizaremos el Algoritmo E-SignDetermination visto en la Sección 3.2

como una subrutina del Algoritmo ZeroCounting, descripto en la Subsección 2.2.3, para

obtener un algoritmo que cuente los ceros de un E-polinomio sin llamadas a un oráculo.

El resultado más importante de esta sección se enuncia a continuación:

Teorema 3.11 Sea f(x) = F (x, eh(x)) un E-polinomio definido por F ∈ Z[X,Y ] y h ∈ Z[X]

con deg(F ), deg(h) ≤ d y H(F ), H(h) ≤ H, y sea [a, b] (a, b ∈ Q) un intervalo cerrado.

Supongamos que ResY (F, F̃ ) 6= 0. Entonces existe un algoritmo que calcula la cantidad de

ceros de f en [a, b] con complejidad (2dH)O(d6).

Demostración. Para probar este Teorema, adaptaremos el Algoritmo ZeroCounting introdu-

cido en la Subsección 2.2.3 para contar la cantidad de ceros de un E-polinomio sin llamadas

a un oráculo. Para esto, es suficiente mostrar cómo se llevan a cabo los pasos 5 y 6 de este

algoritmo y calcular su complejidad.

El paso 5 puede realizarse verificando la condición 3.2 para los números racionales a y b

y computando los pasos 1 y 2 del Algoritmo E-SignDeterminationaplicado al E-polinomio

f al polinomio L definido en (2.8), en el paso 3 del algoritmo ZeroCounting. Como en este

caso, si deg(h) = δ, δX = δ − 1, δY = 1, dX , dY , δ ≤ d, se tiene que deg(L) ≤ 10d3, donde

L es el polinomio definido en (2.8), en el paso 3 del algoritmo ZeroCounting. Luego, por el

Corolario 3.10, este paso puede realizarse con complejidad de orden O(d9 log3(d)).

El paso 6 del algoritmo puede realizarse aplicando el Algoritmo E-SignDetermination a

las funciones fIj ,i y sus derivadas sucesivas, para 0 ≤ i ≤ N , donde N ≤ dY . Las primeras

están definidas salvo un signo por los polinomios Ri (introducidos en la Notación 2.24) y sus

derivadas, por polinomios Siν tales que
(
Ri(x, e

h(x))
)(ν)

= Siν(x, eh(x)), para 0 ≤ i ≤ N .

Teniendo en cuenta que:



3.3. CANTIDAD DE CEROS DE UN E-POLINOMIO 79

- Como degY (F̃ ) = degY (F ), se tiene que F1 = cp(F )2F̃ − cp(F̃ )cp(F )F y entonces, por

lo visto en la demostración del Corolario 2.15,

degX(F1) ≤ 4d− 1, y degY (F1) ≤ d− 1.

Además, por las Proposiciones 1.11 y 3.2, vale que H(cp(F )2) ≤ (d+ 1)H2 y

H(cp(F )cp(F̃ )) ≤ (d+ 1)H2(d+ d3H), de donde se sigue que

H(F1) ≤ H(cp(F )2F̃ ) +H(cp(F̃ )cp(F )F ) ≤

≤ 2d(d+1)H3(d+d3H)+(d+1)2H3(d+d3H) ≤ 4d(d+1)H3(d+d3H) ≤ 8(d+1)d4H4.

Luego, por Proposición 1.38 aplicada a F y F1, se tiene que degY (Ri) ≤ d y que

degX(Ri) ≤ (d− 1)d+ d(4d− 1) = 5d2 − 2d, para todo i = 0, . . . , N .

- Por la Proposición 1.38 y el Lema 1.41 aplicados a F y F1 se tiene que:

- deg(τ0) ≤ d, deg(τ1) ≤ 4d − 1, deg(ρ1) ≤ d, H(τ0) ≤ H(F ), H(τ1) ≤ H(F1) y

H(ρ1) ≤ H(F ); y

- para 2 ≤ i ≤ N, 3 ≤ j ≤ N + 1, deg(τi),deg(ρj) ≤ d(5d− 1) ≤ 5d2− 1 y H(Ri) ≤
(2d− 1)!(d+ 1)d−1Hd−1(4d)d(8(d+ 1)d4H4)d = (2d− 1)!H5d−1(d+ 1)2d−125dd5d.

Usando que

(d+1)2d−1(2d−1)! ≤ (d+1)2d−1(2d)2d−1 =
(d+ 1

d

)2d−1
22d−1d4d−2 ≤ e222d−1d4d−2,

obtenemos que H(Ri) ≤ H5d−127d+2d9d−2.

Aplicando la Proposición 1.11, se tiene que

H(L) ≤ d(4d− 1)(5d2)2N−2H8(d+ 1)d4H4
N∏
i=2

H(τi)

N+1∏
i=3

H(ρi) ≤

8 52d−2d4d+1H5(4d− 1)(d+ 1)
(
H5d−127d+2d9d−2

)2d−2 ≤
≤ 52d−2(d+ 1)2H(5d−1)(2d−2)+52(7d+2)(2d−2)+5d(9d−2)(2d−2)+5+2(2d−2) ≤

≤ 52d−2H10d2−12d+7214d
2−10d+1d18d

2−18d+7.

- La cota para la multiplicidad de un cero de un E-polinomio dada en la Proposición 3.3

aplicada a cada Ri implica que necesitaremos las derivadas de orden

ν ≤ 2(5d2 − 2d)d+ d2 = 10d3 − 3d2,

para todo 0 ≤ i ≤ N . Por otro lado, las cotas del Lema 3.2 aplicadas a los polinomios

Ri implican que, para ν ≤ 10d3 − 3d2,

degX(Siν) ≤ ν(deg(h)−1)+degX(Ri) ≤ (10d3−3d2)(d−1)+5d2−2d ≤ 10d4−5d3 y

H(Siν) ≤ H(Ri)
(
(10d3−3d2)(d−1)+5d2−2d+d3H

)ν ≤ H(Ri)
(
10d4+(H−5)d3

)10d3−3d2
.
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Luego, la complejidad de aplicar el algoritmo E-SignDetermination a cada uno de estos

polinomios, que son a lo sumo d(10d3 − 3d2), es de orden

O
(
d19
(
H+ d24(d4 + log(H))2

))
,

donde H es del orden del máximo entre (10d3+d)!H(L)d(2H)10d
3

y (10d4+5d3)!H(L)10d
4−5d3

× ((d+ 1)H5d−127d+2d9d−2(10d4 + (H − 5)d3)10d
3−3d2)10d

3
, que resulta ser del orden de

(2dH)O(d6).

Finalmente, para cada intervalo Ij , los signos sg(fIj ,i, α
+
j ) y sg(fIj ,i, α

−
j+1) se obtienen a

partir de los signos correspondientes de las funciones Ri(x, e
h(x)) siguiendo la Definición 2.9.

La complejidad total del algoritmo es de orden (2dH)O(d6). �

El procedimiento anterior puede ser modificado para contar algoŕıtmicamente la cantidad

total de ceros en R de un E-polinomio. Para ello, consideraremos los signos de E-polinomios

en +∞ y −∞.

Definición 3.12 Sea g(x) = G(x, eh(x)) un E-polinomio, donde G(X,Y ) =

dY∑
j=0

aj(X)Y j con

adY 6= 0, y sea j0 = mı́n{ j : aj 6= 0 }. Definimos

sg(g,+∞) =

{
sg(cp(aj0)) si cp(h) < 0

sg(cp(adY )) si cp(h) > 0

y

sg(g,−∞) =

{
sg
(
(−1)deg(aj0 )cp(aj0)

)
si (−1)deg(h)cp(h) < 0

sg
(
(−1)deg(adY )cp(adY )

)
si (−1)deg(h)cp(h) > 0.

De esta forma, dado que un E-polinomio tiene finitos ceros reales, se verifica que sg(g,+∞)

coincide con el signo que toma g cuando x es suficientemente grande, mientras que sg(g,−∞)

coincide con el signo que toma g cuando x es suficientemente chico.

Notación 3.13 Dada una secuencia de E-polinomios f = (f0, . . . , fN ), notaremos v(f ,+∞)

a la cantidad de cambios de signo de la secuencia
(
sg(f0,+∞), . . . , sg(fN ,+∞)

)
y v(f ,−∞)

a la cantidad de cambios de signo de la secuencia
(
sg(f0,−∞), . . . , sg(fN ,−∞)

)
.

De esta forma se obtiene una generalización de la Proposición 2.13 a intervalos no acotados

de la forma (−∞,M) o (M,+∞). Como consecuencia, vale la siguiente generalización del

Teorema 2.14:

Teorema 3.14 Sea f(x) = F (x, eh(x)) un E-polinomio definido por F ∈ Z[X,Y ] y h ∈ Z[X]

con deg(F ), deg(h) ≤ d y H(F ), H(h) ≤ H. Supongamos que ResY (F, F̃ ) 6= 0. Sean además,

ρi y τi los polinomios en Z[X] introducidos en la Notación 2.8 y α1 < α2 < . . . < αk todas

las ráıces reales de ρi, para 2 ≤ i ≤ N + 1 y τi, para 0 ≤ i ≤ N . Teniendo en cuenta la
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Notación 2.8 y la Definición 2.9, sean fIj , para j = 0, . . . , k, las secuencias de Sturm para

f(x) = F (x, eh(x)) en los intervalos Ij = (αj , αj+1) para j = 1, . . . , k − 1, I0 = (−∞, α1) y

Ik = (αk,+∞) respectivamente.

La cantidad de ceros reales de f coincide con

#{1 ≤ j ≤ k / f(αj) = 0}+ v(fI0 ,−∞)− v(fI0 , α
−
1 )+

+
k−1∑
j=1

v(fIj , α
+
j )− v(fIj , α

−
j+1) + v(fIk , α

+
k )− v(fIk ,+∞).

En el Teorema 3.11 se pide como hipótesis que ResY (F, F̃ ) 6= 0. Según el siguiente resul-

tado, esto puede ser evitado:

Proposición 3.15 Sea f(x) = F (x, eh(x)) un E-polinomio definido por F ∈ Z[X,Y ] y h ∈
Z[X] con deg(F ), deg(h) ≤ d y H(F ), H(h) ≤ H. Dado un intervalo de R, existe un algoritmo

que calcula la cantidad exacta de ceros de f en dicho intervalo con complejidad de orden(
dH2d

)O(d6)
.

Demostración. Si ResY (F, F̃ ) 6= 0, el resultado sigue de los Teoremas 3.14 y 3.11.

Si ResY (F, F̃ ) = 0, en la demostración del Lema 2.7 se construye un polinomio P ∈
Z[X,Y ] que verifica que ResY (P, P̃ ) 6= 0 y que P (x, ϕ(x)) tiene los mismos ceros reales

que f(x). Si F = cont(F )F0, P resulta ser F/gcd(F0, F̃0) donde el divisor común mayor

se calcula en Z[X,Y ]. Como P es un factor de F , por la Proposición 1.15, se tiene que

H(P ) ≤ 4d(d + 1)H. Entonces, por el Teorema 3.11, la complejidad del algoritmo aplicado

a P es del orden de
(
dH2d

)O(d6)
. Notar que el cálculo de P a partir de F no modifica este

orden de complejidad. �

3.4. Problema de decisión

En esta sección, utilizaremos los algoritmos descriptos anteriormente para resolver el

problema de decisión introducido en la Sección 2.4 para fórmulas que involucran E-polinomios

univariados. Daremos además, una breve aplicación a E-polinomios multivariados.

3.4.1. Problema de decisión para E-polinomios de una variable

En el Caṕıtulo 2, al trabajar con funciones Pfaffianas arbitrarias de orden 1 en una

variable, para determinar el signo que toman en un número real algebraico utilizamos un

oráculo. Como vimos en la Sección 3.2, para E-polinomios, estos signos y consecuentemente

los signos a la izquierda y a la derecha de un número algebraico (requeridos para calcular los

indicadores de Tarski) pueden ser calculados expĺıcitamente. Estimaremos a continuación la

complejidad requerida para ello.
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Proposición 3.16 Sea h ∈ Z[X] un polinomio de grado δ > 0 y, para F ∈ Z[X,Y ] con

degX(F ) = dX y degY (F ) = dY , sea f(x) = F (x, eh(x)). Sea α ∈ R una ráız de un polinomio

L ∈ Z[X] con deg(L) = ` dada por su codificación de Thom como ráız de L. Entonces, se

puede determinar sg(f, α+) y sg(f, α−) con complejidad

O(`4d5Y (dX + δ)(H+ (`dY )6(`dY + log(H))2))

donde H = (` + dX + dY (2dX + δ)(δ − 1))!H(L)dX+dY (2dX+δ)(δ−1)((dY + 1)H(L)(dY (2dX +

δ)(δ − 1) + dX + dY δ
2H(h))dY (2dX+δ))`.

Demostración. Para calcular los signos sg(f, α+) y sg(f, α−) tendremos en cuenta la Obser-

vación 2.12. Luego, es suficiente calcular los signos de f (i)(α) para 0 ≤ i ≤ mult(α, f). Por

la Proposición 3.3, se tiene que mult(α, f) ≤ dY (2dX + δ), por lo que se necesita aplicar

a lo sumo dY (2dX + δ) veces el Algoritmo E-SignDetermination de la Sección 3.2 (con

t = 1) a los polinomios Fi que definen a f (i). Teniendo en cuenta el Lema 3.2, para todo

i = 0, . . . ,mult(α, f), se verifica que:

- degX(Fi) ≤ dX + i(δ − 1) ≤ dY (2dX + δ)(δ − 1) + dX ,

- degY (Fi) = dY y

- H(Fi) ≤ H(F )
i−1∏
j=0

(j(δ − 1) + dX + dY δ
2H(h)) ≤

≤ H(F )
(
dY (2dX + δ)(δ − 1) + dX + dY δ

2H(h)
)dY (2dX+δ)

.

Se obtiene entonces una complejidad de orden

O
(
`4d5Y (dX + δ)(H+ (`dY )6(`dY + log(H))2)

)
,

donde H = (` + dX + dY (2dX + δ)(δ − 1))!H(L)dX+dY (2dX+δ)(δ−1)((dY + 1)H(P )(dY (2dX +

δ)(δ − 1) + dX + dY δ
2H(h))dY (2dX+δ))`. �

Como consecuencia, podemos estimar la complejidad de calcular indicadores de Tarski

para E-polinomios:

Proposición 3.17 Sean f(x) = F (x, eh(x)) y g(x) = G(x, eh(x)) los E-polinomios definidos

por F,G ∈ Z[X,Y ] y h ∈ Z[X] con deg(F ), deg(G),deg(h) ≤ d y H(F ), H(G), H(h) ≤ H.

Sea (a, b) un intervalo, donde a, b son números algebraicos reales dados por su codificación de

Thom, −∞ o +∞. Existe un algoritmo que calcula los indicadores de Tarski TaQ(f, g; a, b)

con complejidad (2dH)O(d6).

Demostración. Consideremos primero el caso a, b ∈ R.

El algoritmo está basado en el Algoritmo Tarski-query visto en la Sección 2.3 pero cada

llamada al oráculo será reemplazada por un llamado al algoritmo E-SignDetermination de

acuerdo a la Proposición 3.16. Para poder calcular la complejidad de este algoritmo, debemos

acotar los grados y la altura de los polinomios involucrados:
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- Por el Lema 2.23, se tiene que degX(F̃G) ≤ 3d− 1 y degY (F̃G) ≤ 2d y, por lo tanto,

degX(Ri) ≤ 5d2 − d y degY (Ri) ≤ d para 0 ≤ i ≤ N

(ver Notación 2.24 y Proposición 1.38).

- Como H(F̃ ) ≤ Hd(1 + d2H) y deg(F̃ ) ≤ 2d − 1 (ver Proposición 3.2), la Proposición

1.11 implica que

H(F̃G) ≤ 4d3H2(1 + d2H)(d+ 1)2 ≤ 32d7H3.

Luego, aplicando la Proposición 1.38, se tiene que

H(Ri) ≤ (3d)!(32d7H3(3d))d(H(d+ 1))2d = (3d)!(d+ 1)2d3d25dd8dH5d.

Usando que (3d)!(d+ 1)2d ≤ 33dd5d, obtenemos que H(Ri) ≤ 25d34dH5dd13d.

- Como deg ρi y deg τi son menores o iguales que 2d(d)+d(3d−1) = 5d2−d y sus alturas

son menores o iguales que 25d34dH5dd13d para 0 ≤ i ≤ N (ver Corolario 1.40), se tiene

que

deg(L) ≤ (2d+ 3)(5d2 − d) y

H(L) ≤ (25d34dd13dH5d)2d+3(5d2 − d+ 1)2d+3 ≤ (5 · 25d34dd13d+2H5d)2d+3

(ver Proposición 1.11).

A partir de estas cotas, se deduce que el cálculo de cada uno de los signos sg(Ri(x, e
h(x)), α+

j )

o sg(Ri(x, e
h(x)), α−j ), por la Proposición 3.16 (con ` = deg(L), dY = d y dX = 5d2−d) puede

efectuarse con complejidad

O
(
d12d5d2(H+ d24(d4 + log(H))2)

)
≤ O

(
d19(H+ d24(d4 + log(H))2)

)
,

dondeH ≤
(
(2d+3)(5d2−d)+5d2−d+d(10d2−d)(d−1)

)
!(5. 25d34dd13d+2H5d)(2d+3)(10d4−5d3)×

(
(d+ 1)(25d34dd13d+2H5d)2d+3(10d4 − 5d3 + d3H)10d

3−d2)(2d+3)(5d2−d)
= O

(
(2dH)O(d6)

)
.

Notar que calcular todos estos signos y los de f(αj) y g(αj) no incrementa el orden de la

complejidad.

En caso de que α = −∞ o β = +∞, se debe adaptar el Algoritmo Tarski-query para

usarlo en intervalos no acotados. Para ello, basta determinar los signos que la secuencia de

E-polinomios toma en −∞ o +∞. Esto se hace teniendo en cuenta la Definición 3.12. �

Similarmente a lo hecho en la Sección 2.4, a partir de la complejidad del cálculo de indi-

cadores de Tarski, obtenemos la complejidad para la determinación de todas las condiciones

de signo factibles sobre una familia finita de E-polinomios.

Proposición 3.18 Sean g1, . . . , gs los E-polinomios definidos por gi(x) = Gi(x, e
h(x)) donde

Gi ∈ Z[X,Y ] (1 ≤ i ≤ s) y h ∈ Z[X] son polinomios de grados acotados por d y alturas

acotadas por H. Existe un algoritmo que calcula todas las condiciones de signo factibles para

g1, . . . , gs con complejidad (2dH)O(s7d6).
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Demostración. Basta determinar las condiciones de signo factibles para g1, . . . , gs sobre los

ceros de f :=
s∏
i=1

gi y f ′ y decidir los signos de g1, . . . , gs en −∞ y en +∞.

Sea F (X,Y ) =
s∏
i=1

Gi(X,Y ). Luego, deg(F ) ≤ sd y, por la Proposición 1.11, H(F ) ≤

Hs(d+ 1)2s. Por el Lema 3.2, se obtiene que

deg(F̃ ) ≤ δ − 1 + deg(F ) ≤ sd+ d y

H(F̃ ) ≤ Hs(d+ 1)2ssd(1 + d2H) ≤ 2Hs+1(d+ 1)2ssd3.

La cantidad de ceros de f y la cantidad de ceros de f ′ son, por el Corolario 2.15 aplicado

a f y f ′, de orden O(s4d4).

Por la Proposición 3.17, la complejidad de calcular cada indicador de Tarski del tipo

TaQ(f, gα1
1 . . . gαii ) o del tipo TaQ(f ′, gα1

1 . . . gαii ) con αj ∈ {0, 1, 2} es de orden (2dH)O(s7d6).

Notar que la cantidad de indicadores de Tarski necesarios, la resolución de los sistemas

lineales y calcular los signos en −∞ y en +∞ no modifican el orden de la complejidad. �

Como consecuencia, podemos resolver algoŕıtmicamente el problema de decisión para E-

polinomios sin necesidad de un oráculo:

Teorema 3.19 Sea Ψ una fórmula prenexa de longitud |Ψ| en una variable cuantificada x

que involucra E-polinomios g1, . . . , gs definidos por gi(x) = Gi(x, e
h(x)) para Gi ∈ Z[X,Y ] y

h ∈ Z[X] polinomios con grados acotados por d y alturas acotadas por H. Existe un algoritmo

que determina si Ψ es verdadera o falsa con complejidad (2dH)O(s7d6) +O(s4d4|Ψ|).

3.4.2. Un problema de decisión para E-polinomios de varias variables

El método presentado en la sección anterior puede extenderse a E-polinomios de varias

variables, es decir, a funciones Pfaffianas de la forma f(x1, . . . , xn) = F (x1, . . . , xn, e
h(x1,...,xn))

donde F ∈ Z[X1, . . . , Xn, Y ] y h ∈ Z[X1, . . . , Xn].

Primero, definiremos el problema de consistencia para estas funciones. Para F1, . . . , Fs ∈
Z[X1, . . . , Xn, Y ] y h ∈ Z[X1, . . . , Xn], consideremos la fórmula

∃x : F1(x, e
h(x))ε10 ∧ · · · ∧ Fs(x, eh(x))εs0

con εi ∈ {<,>,=} para 1 ≤ i ≤ s, y x = (x1, . . . , xn). Esta fórmula es equivalente a

∃z∃x : F1(x, e
z)ε10 ∧ · · · ∧ Fs(x, ez)εs0 ∧ z = h(x). (3.3)

Consideremos la fórmula polinomial

∃x : F1(x, y)ε10 ∧ · · · ∧ Fs(x, y)εs0 ∧ z = h(x).

Por la eliminación de cuantificadores sobre R, esta fórmula es equivalente a una fórmula libre

de cuantificadores ψ(z, y). Luego, la fórmula (3.3) es equivalente a

∃zψ(z, ez)
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y, aplicando el Teorema 3.19, podemos decidir si esta fórmula es falsa o verdadera.

Similarmente, podemos trabajar con el problema de decisión para cualquier fórmula pre-

nexa con un solo bloque de cuantificadores existenciales, todas las variables cuantificadas y

E-polinomios con h fijo, y obtener cotas de complejidad.

Proposición 3.20 Sea Ψ una fórmula libre de cuantificadores en las variables

x = (x1, . . . , xn) definida por gi(x) = Gi(x, e
h(x)) para Gi ∈ Z[X1, . . . , Xn, Y ], para 1 ≤ i ≤ s,

y h ∈ Z[X1, . . . , Xn] polinomios con grados acotados por d y alturas acotadas por H. Existe

un algoritmo simbólico que determina si la fórmula ∃x1 . . . ∃xnΨ(x1, . . . , xn) es verdadera o

falsa con complejidad (2dH)(sd)
O(n)

.

Demostración. El resultado se sigue directamente de las consideraciones previas aplicando las

cotas de complejidad de [3, Theorem 14.22] para la eliminación de cuantificadores sobre R y

el Teorema 3.19. �

3.5. Otros resultados sobre E-polinomios

En esta sección mostraremos cómo otros resultados válidos para polinomios pueden gene-

ralizarse a los E-polinomios. En la Subsección 3.5.1, daremos una cota superior para el tamaño

de los ceros de un E-polinomio. En la Subsección 3.5.2, daremos la forma de construir un

E-polinomio con suficientes ceros de modo de dar una respuesta negativa a una conjetura

planteada en [19] sobre la cantidad de ceros de un E-polinomio. En la Subsección 3.5.3, intro-

duciremos una codificación para los ceros de estas funciones inspirada en la codificación de

Thom para ceros de polinomios y analizaremos la complejidad de calcularla. Finalmente, en la

Subsección 3.5.4, daremos una generalización del Teorema de Budan-Fourier a E-polinomios.

3.5.1. Tamaño de los ceros

En esta sección encontraremos un intervalo acotado que contiene todos los ceros reales

de un E-polinomio, cuyos extremos se calculan en función de los grados y alturas de los

polinomios involucrados en su definición. Usando esta cota y aplicando sucesivamente nuestro

algoritmo para contar ceros seŕıa posible, mediante un método del tipo bisección iterada, por

ejemplo, aproximar ceros de un E-polinomio.

Sea f(x) = F (x, eh(x)) un E-polinomio definido por polinomios

F (X,Y ) =

dY∑
i=0

ai(X)Y i ∈ Z[X,Y ] y h(X) =

δ∑
k=0

hkX
k ∈ Z[X].

Supongamos que adY (X) 6= 0, degX(F ) ≤ dX , deg(h) = δ ≥ 1, y sean H,T ∈ Z cotas

superiores de las alturas de los polinomios F y h respectivamente.

Teorema 3.21 Con las hipótesis y notaciones anteriores, si α ∈ R es tal que f(α) = 0, se

tiene que

|α| < máx
{

3H, 4T + 1, (
8dX
δ

ln(dX))1/δ
}
.
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Para probar el resultado anterior, usaremos el siguiente lema con algunas cotas auxiliares:

Lema 3.22 Sea g(X) =
n∑
i=0

ciX
i ∈ Z[X] un polinomio de grado n ≥ 1 y altura menor o

igual que Λ ∈ N. Entonces,

(a) para todo α ∈ C con |α| ≥ 2, se tiene que |g(α)| ≤ 2Λ|α|n − 1.

(b) si k ≥ 1, para todo α ∈ C con |α| ≥ kΛ + 1, se tiene que |g(α)| > (1− 1
k )|α|n.

Demostración.

(a) Si |α| ≥ 2, se tiene que

|g(α)| ≤
n∑
i=0

|ci||α|i ≤ Λ|α|n + Λ

n−1∑
i=0

|α|i = Λ(|α|n +
|α|n − 1

|α| − 1
) ≤

≤ Λ(|α|n + |α|n − 1) ≤ 2Λ|α|n − 1.

(b) Para todo α con |α| 6= 1, valen las siguientes desigualdades:

|g(α)| ≥ |cn||α|n −
n−1∑
i=0

|ci||α|i ≥ |α|n − Λ
n−1∑
i=0

|α|i = |α|n − Λ(
|α|n − 1

|α| − 1
).

Como |α| ≥ kΛ + 1, se sigue que
Λ

|α| − 1
≤ 1

k
. Luego, las desigualdades anteriores

implican que

|g(α)| ≥ |α|n − 1

k
(|α|n − 1) > (1− 1

k
)|α|n.

�

Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema 3.21:

Demostración. Si degX(F ) = 0, por el Lema 3.4, si α es un cero de f entonces h(α) = 0.

Luego, por el Lema 1.16, se tiene que |α| < 1 + T y el teorema vale.

Si degX(F ) ≥ 1, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que a0(X) 6≡ 0, pues eh(x) 6=
0 ∀x ∈ R.

Notemos di := deg(ai), para todo 0 ≤ i ≤ dY tal que ai(X) 6≡ 0.

Sea α ∈ R tal que |α| ≥ máx
{

3H, 4T + 1, (
8dX
δ

ln(dX))1/δ
}

.

Como |α| ≥ 3H ≥ 1 + 2H ≥ 2, si di ≥ 1:

- Por el Lema 3.22 b) aplicado a ai para k = 2, se tiene que |ai(α)| > 1
2 |α|

di ≥ 1.

- Por el Lema 3.22 a), aplicado a ai se tiene que |ai(α)| ≤ 2H|α|di − 1 ≤ 2H |α|dX − 1.
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Observar que las cotas anteriores también son ciertas si di = 0 pues en ese caso

1 ≤ |ai(α)| ≤ H ≤ 2H |α|dX − 1.

Luego, aplicando el Lema 1.16 al polinomio F (α, Y ) ∈ R[Y ], obtenemos que si F (α, β) =

0,

|β| < 1 + máx
i

{
|ai(α)|
|adY (α)|

}
≤ 1 + máx

i

{
2H |α|dX − 1

}
= 2H|α|dX .

Análogamente para el polinomio F ∗(Y ) := Y dY F (α, 1/Y ):

Si F (α, β) = 0, β 6= 0 pues a0(α) 6= 0. Luego, F ∗(1/β) = 0 y se tiene que |β| >
(2H|α|dX )−1.

Obtenemos entonces que, si |α| ≥ 3H, para toda ráız β ∈ R de F (α, Y ) se satisfacen las

desigualdades

(2H|α|dX )−1 < |β| < 2H|α|dX . (3.4)

Veamos que si |α| excede la cota del enunciado, entonces β = eh(α) no verifica una de las

desigualdades anteriores y, por lo tanto, α no puede ser un cero de f :

Aplicando el ı́tem (b) del Lema 3.22 al polinomio h con k = 4, se tiene que

|h(α)| > 3

4
|α|δ

para todo α ∈ R tal que |α| ≥ 4T + 1. Luego,

eh(α) > e
3
4
|α|δ si h(α) > 0 y eh(α) < e−

3
4
|α|δ si h(α) < 0. (3.5)

Por (3.4) y (3.5), alcanza con mostrar que e
3
4
|α|δ ≥ 2H|α|dX o, equivalentemente, que

3

4
|α|δ ≥ ln(2H) + dX ln(|α|). (3.6)

Primero, notar que si |α| ≥ 3H, entonces

1

4
|α|δ ≥ 1

4
|α| ≥ 3

4
H ≥ ln(2H) (3.7)

(la última desigualdad vale para todo H ∈ N).

Por otro lado, si dX ≥ 2, para |α| ≥
(8dX

δ
ln(dX)

)1/δ
, se tiene que

1

2
|α|δ > dX ln(|α|), (3.8)

pues la función m(t) =
1

2
tδ − dX ln(t) es estrictamente creciente en (

(2dX
δ

)1/δ
,+∞) y

m
((8dX

δ
ln(dX)

)1/δ)
=

4dX
δ

ln(dX)− dX
δ

ln
(8dX

δ
ln(dX)

)
=
dX
δ

ln
( d3Xδ

8 ln(dX)

)
> 0

(notar que d3Xδ ≥ d3X > 8 ln(dX) para dX ≥ 2). Si dX = 1 y |α| ≥ 2, se tiene que
1

2
|α| >

ln(|α|); luego, la desigualdad (3.8) también vale en este caso.

Juntando las desigualdades (3.7) y (3.8), obtenemos la desigualdad deseada (3.6). �
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Ejemplo 3.23 Siguiendo con la misma notación, los siguientes ejemplos muestran que la

cota para el módulo de un cero de un E-polinomio debe depender de H, T y dX .

1. Sea f(x) = (x−H)ex + x−H.

Entonces F (X,Y ) = (X −H)Y +X −H y h(X) = X. Un cero de f es α = H.

2. Sea f(x) = ex−T − 1.

Entonces F (X,Y ) = Y − 1 y h(X) = X − T . Un cero de f es α = T .

3. Sea f(x) = xdXe−x − 1 con dX ≥ 3.

Entonces, F (X,Y ) = XdXY −1 y h(X) = −X. Como f(dX ln(dX)) = lndX (dX)−1 > 0

para dX ≥ 3, y ĺım
x→+∞

f(x) = −1 < 0, se deduce que f tiene un cero α > dX ln(dX).

3.5.2. Un contraejemplo

En [19], se plantea el problema de determinar una cota ajustada para la cantidad de ceros

de un E-polinomio en una variable de la forma f(x) = F (x, ex). El autor conjetura que, para

todo E-polinomio definido por F ∈ Z[X,Y ] con degX(F ) = n y degY (F ) = m, una cota

superior para esta cantidad es n+m.

En esta subsección mostraremos que, dados n,m ∈ N, existe un polinomio F ∈ Z[X,Y ]

no nulo, con n = degX(F ) y m = degY (F ), tal que el E-polinomio f(x) = F (x, ex) tiene al

menos N = (n+ 1)(m+ 1)− 1 ceros distintos.

Comenzaremos construyendo un polinomio F ∈ R[X,Y ] que cumpla lo anterior y que

además verifique que los N ceros distintos del E-polinomio que define sean todos simples.

Dados P1 = (x1, y1), . . . , PN = (xN , yN ) ∈ R2 todos distintos entre śı, a determinar, busca-

mos a =
(
akl
)
0≤k≤n, 0≤l≤m, akl ∈ R, para que el polinomio F (X,Y ) =

∑
0≤k≤n, 0≤l≤m

aklX
kY l

sea no nulo y tenga a los puntos P1, . . . , PN como ceros. Es decir que, si F̂ es el polinomio

con coeficientes en {0, 1} en (n+ 1)(m+ 1) + 2 variables definido por F̂ (a,X, Y ) := F (X,Y ),

buscamos una solución no trivial del sistema lineal en las variables a

S0 :


F̂ (a, x1, y1) = 0

...

F̂ (a, xN , yN ) = 0.

Además, para cada i = 1, . . . , N , definimos el sistema lineal

Si := S0 ∪

{
∂F̂

∂X
(a, xi, yi) + yi

∂F̂

∂Y
(a, xi, yi) = 0

}
.

Observar que, como ∂F̂
∂X (a,X, Y ) = ∂F

∂X (X,Y ) y ∂F̂
∂Y (a,X, Y ) = ∂F

∂Y (X,Y ), Pi resulta ser un

cero simple de F si y sólo si Si tiene solución única (la trivial).

Consideremos las coordenadas X1, Y1, . . . , XN , YN de los puntos P1, . . . , PN como inde-

terminadas y veamos cuál es la matriz del sistema Si.
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Teniendo en cuenta que si k = 1, . . . , n y l = 0, . . . ,m,( ∂

∂X
+ Y

∂

∂Y

)
(XkY l) = kXk−1Y l + lXkY l = Xk−1Y l(k + lX),

se tiene que la matriz del sistema Si es

Ai =



1 Y1 . . . Ym1 X1 X1Y1 . . . X1Ym1 . . . Xn
1 . . . Xn

1 Y
m
1

1 Y2 . . . Ym2 X2 X2Y2 . . . X2Ym2 . . . Xn
2 . . . Xn

2 Y
m
2

...
...

...
...

...
...

...
...

.

..
.
..

.

..
.
..

.

..
.
..

.

..
.
..

1 YN . . . YmN XN XNYN . . . XNY
m
N . . . Xn

N . . . Xn
NY

m
N

0 Yi . . . mYmi 1 Yi(1 +Xi) . . . Ymi (1 +mXi) . . . nXn−1
i . . . Xn−1

i Ymi (n+mXi)

 .

Veamos que la matriz Ai es inversible. Para ello, basta considerar i = 1 (por simetŕıa).

Si evaluamos la matriz A1 en X1 = Y1 = 0 y Xi = Y m+1
i para i = 2, . . . , N , obtenemos la

matriz de tamaño (N + 1)× (N + 1):



1 0 . . . 0 0 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0

1 Y2 . . . Y m
2 Y m+1

2 Y m+2
2 . . . Y 2m

2 . . . Y
n(m+1)
2 . . . Y N

2
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

1 YN . . . Y m
N Y m+1

N Y m+2
N . . . Y 2m

N . . . Y
n(m+1)
N . . . Y N

N

0 0 . . . 0 1 0 . . . 0 . . . 0 0 . . . 0


,

cuyo determinante es

Dm+1(Y2, . . . , YN ) := det


Y2 . . . Y m

2 Y m+2
2 . . . . . . Y N

2
...

...
...

...
...

...
...

...

YN . . . Y m
N Y m+2

N . . . . . . Y N
N

 .

Notar que agregando una nueva variable Z, por ser un determinante de una matriz de

Vandermonde,

det



Z Z2 . . . Zm Zm+1 Zm+2 . . . . . . ZN

Y2 Y 2
2 . . . Y m

2 Y m+1
2 Y m+2

2 . . . . . . Y N
2

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

YN Y 2
N . . . Y m

N Y m+1
N Y m+2

N . . . . . . Y N
N


6= 0.

Si lo desarrollamos por la columna m+ 1 y evaluamos Z = Y1, resulta ser igual a

N∑
i=1

±Y m+1
i Dm+1(Y1, . . . , Ŷi, . . . , YN ),
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donde (Y1, . . . , Ŷi, . . . , YN ) = (Y1, . . . , Yi−1, Yi+1, . . . , YN ). Luego, se tiene que alguno de estos

sumandos es no nulo, por lo que Dm+1(Y2, . . . , YN ) 6= 0. De esta forma, obtenemos que el

polinomio

H1(X1, . . . , XN , Y1, . . . , YN ) := det(A1) ∈ Z[X1, . . . , XN , Y1, . . . , YN ]

es no nulo. Análogamente (por simetŕıa), obtenemos que los polinomios

Hi(X1, . . . , XN , Y1, . . . , YN ) := det(Ai) ∈ Z[X1, . . . , XN , Y1, . . . , YN ]

resultan ser no nulos, para i = 2, . . . , N .

Si elegimos x1, . . . , xN números reales algebraicos y linealmente independientes sobre Q
tales que

∏N
i=1Hi(x1, . . . , xN , Y1, . . . , YN ) es no nulo, obtenemos que

N∏
i=1

Hi(x1, . . . , xN , e
x1 , . . . , exN ) 6= 0,

pues por el Teorema de Lindermann-Weierstrass, N es el grado de trascendencia del conjunto

{ex1 , . . . , exN }.

Obtenemos entonces que una solución del sistema S0 para estos x1 . . . , xN y yi = exi ,

para i = 1, . . . , N , permite construir un polinomio F ∈ R[X,Y ] tal que el E-polimomio

f(x) = F (x, ex) verifica que f(xi) = 0 y f ′(xi) 6= 0, para i = 1, . . . , N .

La idea será ahora aproximar este polinomio F ∈ R[X,Y ] por otro polinomio G con

coeficientes en Q, de forma tal que el E-polinomio definido por G tenga N ceros distintos.

Para ello, supongamos que x1 < . . . < xN y procedamos de la siguiente manera.

Para todo i = 1, . . . , N , consideremos intervalos disjuntos dos a dos Ii = [αi, βi] tal que

αi < xi < βi y f ′ no se anula en Ii. En particular, por la continuidad de f , se tiene que

f(αi)f(βi) < 0. Sean

I = [α1, βN ], ε = mı́n
1≤i≤N

{|f(αi)| , |f(βi)|} > 0 y M = máx {1, |α1| , |βN |} .

Para todo 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m, existe bij ∈ Q tal que |bij − aij | < ε
2MnemM (n+1)(m+1)

. Sea

G(X,Y ) :=
∑

0≤i≤n, 0≤j≤m
bijX

iY j ∈ Q[X,Y ].

Este polinomio verifica que para todo x ∈ I:

|G(x, ex)− F (x, ex)| ≤
∑

0≤i≤n, 0≤j≤m
|bij − aij | |x|i ejx <

∑
0≤i≤n, 0≤j≤m

|aij − bij |MnemM <
ε

2
.

En particular, para todo x ∈ {α1, . . . , αN , β1, . . . , βN}, se tiene que

|G(x, ex)− F (x, ex)| < ε

2
≤ 1

2
|F (x, ex)| ,

de donde se deduce que sg(G(x, ex)) = sg(F (x, ex)) para todo x ∈ {α1, . . . , αN , β1, . . . , βN},
y por lo tanto, G(αi, e

αi)G(βi, e
βi) < 0. Luego, G(x, ex) tiene un cero en cada intervalo Ii,

para i = 1, . . . , N .



3.5. OTROS RESULTADOS SOBRE E-POLINOMIOS 91

3.5.3. Codificación de Thom

En esta subsección, definiremos una noción de codificación de Thom de un cero de un

E-polinomio en una variable. Para ello, recordaremos las nociones de pseudo-grado y pseudo-

derivada de un E-polinomio univariado introducidas en [16]. Utilizando el algoritmo de la Pro-

posición 3.18, mostraremos que existe un algoritmo que calcula las codificaciones de Thom de

los ceros de un E-polinomio definido por un polinomio con coeficientes enteros y estimaremos

su complejidad.

Recordemos la notación introducida en (3.1): dado el E-polinomio f(x) = F (x, eh(x)), con

degY (F ) > 0 y deg(h) > 0, notamos

F̃ (X,Y ) :=
∂F

∂X
(X,Y ) + h′(X)Y

∂F

∂Y
(X,Y ),

de forma tal que f ′(x) = F̃ (x, eh(x)).

Definición 3.24 Sea f(x) = F (x, eh(x)) con F 6= 0, se define el pseudo-grado de f como

pdeg(f) =

{(
degY (F ), deg(F (X, 0)

)
si F (X, 0) 6= 0

(degY (F ), 0) si F (X, 0) = 0.

Se define también la pseudo-derivada de f como

pder(f) =


f ′(x) si deg(F (X, 0)) > 0

f ′(x)e−kh(x) si F (X, 0) ∈ R, f ′(x) 6= 0, Y k | F̃ (X,Y ) y Y k+1 - F̃ (X,Y )

0 si f ′(x) = 0.

Será útil considerar las siguientes observaciones:

Observación 3.25 Notar que pder(f) resulta ser un E-polinomio definido por el polinomio

F̃ en el primer caso, mientras que resulta ser el E-polinomio definido por el polinomio

Qf (X,Y ) =
F̃ (X,Y )

Y k

en el segundo caso. Observar que si k ≥ 1, degY (Qf ) = degY (F̃ )−k = dY −k y degX(Qf ) =

degX(F̃ ) ≤ dX + δ − 1.

Observación 3.26 Por definición de la pseudo-derivada, para todo E-polinomio f se tiene

que

sg(f ′(x)) = sg(pder(f)(x)) ∀x ∈ R.

La relación entre los pseudo-grados de f y el de pder(f) es la siguiente:

Lema 3.27 Dado el E-polinomio f(x) = F (x, eh(x)). Si f /∈ R, se tiene que

pdeg(pder(f)) <lex pdeg(f),

donde <lex es el orden lexicográfico.
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Demostración. Si f /∈ R, hay dos opciones:

- Si deg(F (X, 0)) > 0, como pder(f) = f ′, pdeg(pder(f)) = (degY (F̃ ), deg(F̃ (X, 0))).

Observando que degY (F̃ ) = dY y F̃ (X, 0) = (F (X, 0))′, obtenemos

pdeg(pder(f)) <lex (dY , deg(F (X, 0))) = pdeg(f).

- Si deg(F (X, 0)) = 0 y f ′ 6= 0, la primera coordenada de pdeg(pder(f)) es degY (Qf ) =

dY − k < dY , que resulta ser la primera coordenada de pdeg(f).

�

Si notamos pder(i) al operador que aplica i veces el operador pder, como consecuencia de

la proposición anterior, se obtiene que {pder(i)(f)}i∈N es una familia finita. Notaremos

PDer(f) := {pder(i)(f) : 0 ≤ i ≤ D},

donde D = mı́n{i / pder(i+1)(f) = 0}. Veamos la relación que hay entre la multiplicidad de

un cero de f con la multiplicidad de un cero de pder(f).

Lema 3.28 Sean f un E-polinomio, c ∈ R y µ ≥ 1. Entonces

mult(c, f) = µ si y sólo si mult(c,pder(f)) = µ− 1 y f(c) = 0.

Demostración. Si pder(f) = f ′, el resultado vale claramente. Si no, con la misma notación

que la Definición 3.24, pder(f)(x) = f ′(x)e−kh(x). Veamos que en este caso vale el si y sólo

si.

⇒) Claramente f(c) = 0. Por otro lado, como f es una función anaĺıtica, existe una función

anaĺıtica g tal que f(x) = (x− c)µg(x) con g(c) 6= 0. Luego,

ekh(x)pder(f)(x) = (x− c)µ−1 (µg(x) + (x− c)g′(x))︸ ︷︷ ︸
s(x)

,

donde s(c) = µg(c) 6= 0. De aqúı se deduce que mult(c,pder(f)) = µ− 1 ≥ 0.

⇐) Si mult(c,pder(f)) = µ−1, como f es una función anaĺıtica, existe una función anaĺıtica

g tal que

f ′(x)e−kh(x) = pder(f)(x) = (x− c)µ−1g(x),

con g(c) 6= 0. De aqúı se deduce que c tiene multiplicidad µ−1 como cero de f ′ y, como

f(c) = 0, c tiene multiplicidad µ como cero de f .

�

En vista de querer codificar ceros de E-polinomios, necesitaremos el siguiente resultado

que generaliza la Proposición 1.23 (válida para polinomios) a los E-polinomios.

Proposición 3.29 Sea f1, . . . , fs una familia de E-polinomios cerrada bajo la pseudo-deriva-

ción. Sea ε : {1, . . . , s} → {−1, 0, 1}. Luego {x ∈ R / sg(fi(x)) = ε(i) para 1 ≤ i ≤ s} es

vaćıo o un punto o un intervalo abierto.
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Demostración. Lo probaremos por inducción en s. Si s = 1, f1 = 0 y no hay nada que probar.

Supongamos que lo probamos para s y veamos que vale para s+ 1.

Sea {f1, . . . , fs, fs+1} una familia de E-polinomios cerrada bajo la pseudo-derivación. Po-

demos suponer que fs+1 tiene el máximo pseudo-grado. Luego, por el Lema 3.27, se tiene que

{f1, . . . , fs} es cerrada para la pseudo-derivación.

Por hipótesis inductiva, A = {x ∈ R / sg(fi(x)) = ε(i) para 1 ≤ i ≤ s} es, o bien vaćıo,

o bien un punto, o bien un intervalo abierto. En los dos primeros casos, el resultado vale

claramente. Si A es un intervalo abierto, como pder(fs+1) ∈ {f1, . . . , fs}, entonces pder(fs+1)

tiene signo constante en A. Si pder(fs+1) = 0 se tiene que fs+1 es una función constante, de

donde se sigue el resultado. Si pder(fs+1) 6= 0, como sg(pder(fs+1)) = sg(f ′s+1), resulta que

fs+1 es una función estrictamente monótona en A. De la continuidad de la función fs+1 se

sigue el resultado. �

Corolario 3.30 Dado un E-polinomio f , los ceros de f están uńıvocamente determinados

por las condiciones de signo factibles de PDer(f) sobre {x ∈ R / f(x) = 0}.

Esto nos permite definir la codificación de Thom para un cero de un E-polinomio:

Definición 3.31 Sean f(x) = F (x, eh(x)) un E-polinomio, D = mı́n{i / pder(i+1)(f) = 0} y

ξ ∈ R. Sea ε : {0, . . . , D} → {−1, 0, 1} con ε(0) = 0. Decimos que (f, ε) es la codificación de

Thom como cero de f de ξ si { x ∈ R / sg(pder(i)(f)(x)) = ε(i) para 0 ≤ i ≤ D} = {ξ}.

Un resultado análogo a la Proposición 1.25 se aplica en nuestro contexto y nos permite

utilizar codificaciones de Thom para ordenar todos los ceros reales de un E-polinomio dado:

Observación 3.32 Sea f un E-polinomio y sean (f, ε1) y (f, ε2) con εj : {0, . . . , D} →
{−1, 0, 1} para j = 1, 2 las codificaciones de Thom de dos ceros reales diferentes ξ1 y ξ2 de

f . Sea k = máx{0 ≤ i ≤ D / ε1(i) 6= ε2(i)} (luego ε1(k + 1) = ε2(k + 1) 6= 0).

- Si ε1(k + 1) = ε1(k + 1) = 1 entonces: ξ1 > ξ2 si y sólo si ε1(k) > ε2(k).

- Si ε1(k + 1) = ε1(k + 1) = −1 entonces ξ1 > ξ2 si y sólo si ε1(k) < ε2(k).

El siguiente ejemplo sencillo muestra las codificaciones de Thom de los ceros de un E-

polinomio:

Ejemplo 3.33 Sea f(x) = (6x− 1)e2x− (8x+ 1)ex− 1. Este E-polinomio está asociado a la

función ϕ(x) = ex y está definido por el polinomio F (X,Y ) = (6X − 1)Y 2 − (8X + 1)Y − 1.

Como F (X, 0) = −1 y F̃ (X,Y ) = (12X + 4)Y 2 − (8X + 9)Y , se tiene que

pder(1)(f)(x) = f ′(x)e−x = (12x+ 4)ex − (8x+ 9),

que resulta ser un E-polinomio definido por el polinomio F1(X,Y ) = (12X + 4)Y − (8X + 9).

Como deg(F1(X, 0)) = 1, se tiene que

pder(2)(f)(x) = (pder(1)(f))′(x) = (12x+ 16)ex − 8,
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que resulta ser el E-polinomio definido por el polinomio F2(X,Y ) = (12X + 16)Y − 8.

Como F2(X, 0) = −8 y F̃2(X,Y ) = (12X + 28)Y , se tiene que

pder(3)(f)(x) = (pder(2)(f))′(x)e−x = 12x+ 28,

que resulta ser el E-polinomio definido por el polinomio F3(X,Y ) = (12X + 28).

Como deg(F3(X, 0)) = 1, se tiene que

pder(4)(f)(x) = (pder(3)(f))′(x) = 12,

que resulta ser el E-polinomio definido por el polinomio F4(X,Y ) = 12.

Como (pder(4)(f))′(x) = 0, se tiene que pder(5)(f)(x) = 0.

De esta forma se obtiene que la secuencia de pseudo-derivadas de f es (pder(i)(f))1≤i≤4,

donde

pder(1)(f)(x) = (12x+ 4)ex − (8x+ 9),

pder(2)(f)(x) = (12x+ 16)ex − 8,

pder(3)(f)(x) = 12x+ 28,

pder(4)(f)(x) = 12.

Se puede ver que el E-polinomio f tiene 3 ceros, ξ1, ξ2, ξ3 ∈ R. Las codificaciones de Thom

de ξ1, ξ2, ξ3 como ceros de f están dadas por

ε1 = (0,−1,−1,−1, 1), ε2 = (0,−1,−1, 1, 1), ε3 = (0, 1, 1, 1, 1).

Comparándolas como en la Observación 3.32, se sigue que ξ1 < ξ2 (pues ε1(4) = ε2(4) = 1 y

ε1(3) < ε2(3)) y ξ2 < ξ3 (pues ε2(i) = ε3(i) = 1 para i = 4, 3 y ε2(2) < ε3(2)).

Desafortunadamente, no se puede asegurar que la suma de dos ceros de E-polinomios sea

un cero de un E-polinomio, con lo cual a partir de las codificaciones de Thom de dos ceros de

E-polinomios no es posible obtener una codificación para su suma. Por ejemplo, la pregunta

planteada en [19] sobre si el conjunto

L = {x ∈ R / F (x, ex) = 0, F ∈ Q[X,Y ]}

es cerrado bajo la suma tiene una respuesta negativa, como mostramos a continuación:

Supongamos que L es cerrado bajo la suma. Como ln(2) ∈ L (pues es un cero de F (x, ex)

para F (X,Y ) = Y − 2), se tiene que ln(2) + 1 ∈ L. Luego, existe un polinomio no nulo

F ∈ Q[X,Y ] tal que F (ln(2) + 1, 2e) = 0 y, por lo tanto, e es algebraico sobre Q(ln(2)).

Similarmente, ln(2) +
√

2 ∈ L y, luego e
√
2 es algebraico sobre Q(ln(2) +

√
2). Como con-

secuencia, el grado de trascendencia de Q(
√

2, ln(2), e, e
√
2) sobre Q es 1, contradiciendo el

hecho de que el conjunto {e, e
√
2} es algebraicamente independiente sobre Q por el Teorema

de Lindemann-Weierstrass.

Nuestros resultados previos de la Sección 3.4 sobre la determinación algoŕıtmica de las

condiciones de signo factibles de una familia finita de E-polinomios nos permiten calcular al-

goŕıtmicamente codificaciones de Thom para ceros de E-polinomios. Para estimar la comple-

jidad de este cálculo, analizaremos en primer lugar los pseudo-grados de las pseudo-derivadas

sucesivas de un E-polinomio y los grados de los polinomios que las definen.
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Observación 3.34 Sea g(x) = G(x, eh(x)) un E-polinomio definido por G ∈ Z[X,Y ] de grado

total d0 y h ∈ Z[X] con deg(h) = δ. Entonces, teniendo en cuenta la Observación 3.25, la

pseudo-derivada pder(g) está definida por un polinomio con grado total acotado por d0 +δ−1

y, además, si pdeg(g) = (m0, n0), se tiene que:

- Si n0 6= 0, deg(G(X, 0)) > 0 y pder(g) = g′(x). Luego,

pdeg(pder(g)) = (degY (G),deg(
∂G

∂X
(X, 0))).

- Si n0 = 0, G(X, 0) es constante y pder(g) =

{
Qg(x, e

h(x)) si m0 > 0

0 si m0 = 0.
.

Luego, si m0 > 0,

pdeg(pder(g)) = (degY (Qg), deg(Qg(X, 0))).

De las cotas de grado vistas en la Observación 3.25, deducimos que

pdeg(pder(g)) =

{
(m0, n0 − 1) si n0 6= 0

(m′0, n
′
0) si n0 = 0

donde m′0 ≤ m0 − 1 y n′0 ≤ d0 + δ − 1.

En consecuencia, si m0 = 0, después de n0 pasos de pseudo-derivaciones, obtenemos que

pdeg(pder(n0)(g)) = (0, 0) y no se necesitan más. Si m0 > 0, después de n0 + 1 pseudo-

derivaciones, la primera coordenada del pseudo-grado es menor que m0. Sea (m1, n1) =

pdeg(pder(n0+1)(g)) y d1 el grado total del polinomio que define a pder(n0+1)(g). Luego, m1 ≤
m0− 1, y por la Observación 3.25, n1 ≤ d1 ≤ (n0 + 1)(δ− 1) + d0. Como n0 ≤ d0, obtenemos

que d1 + 1 ≤ (d0 + 1)δ.

Estimaremos ahora la longitud de las codificaciones de Thom de los ceros de un E-

polinomio.

Lema 3.35 Sea f(x) = F (x, eh(x)) un E-polinomio y D = mı́n{i / pder(i+1)(f) = 0}. Si

deg(F ) = d y deg(h) = δ ≥ 2, se tiene que D ≤ δd(d + 1) y el grado total del polinomio

que define pder(i)(f) está acotado por δd(d+ 1) para 1 ≤ i ≤ D. Si deg(h) = 1, se tiene que

D ≤ d(d+ 1) y el grado total del polinomio que define pder(i)(f) está acotado por d para todo

1 ≤ i ≤ D.

Demostración. Para estimar D, consideraremos los pseudo-grados de la secuencia de pseudo-

derivadas de f y los grados de los polinomios que las definen.

Por la Observación 3.34, dado f(x) = F (x, eh(x)), obtenemos una secuencia de pseudo-

grados (mi, ni)0≤i≤k definida como (m0, n0) = pdeg(f) y, para i ≥ 1, si mi−1 6= 0, Ni−1 =∑i−1
j=0(nj + 1) y

(mi, ni) = pdeg(pder(Ni−1)(f)).

Si mi−1 = 0, se tiene que k = i, Ni−1 =
∑i−1

j=0(nj+1)−1 y (mk, nk) = pdeg(pder(Nk−1)(f)) =

(0, 0). Sea di es el grado total del polinomio que define a pder(Ni−1)(f) para 0 ≤ i ≤ k.
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Por las cotas vistas en la Observación 3.34, mi ≤ mi−1 − 1, ni ≤ di ≤ di−1δ + δ − 1 y,

por lo tanto, di + 1 ≤ δi(d + 1), para todo i ≥ 1. En particular, k ≤ m0 = degY (F ) = d y

D = Nk−1. Obtenemos entonces que

Nk−1 ≤
k−1∑
j=0

(nj + 1) ≤
k−1∑
j=0

(dj + 1) ≤
k−1∑
j=0

δj(d+ 1) =


δk − 1

δ − 1
(d+ 1) si δ ≥ 2

k(d+ 1) si δ = 1,

de donde se sigue el resultado. �

Aplicando la Proposición 3.18 y el resultado anterior se deduce lo siguiente:

Proposición 3.36 Dado un E-polinomio f(x) = F (x, eh(x)), donde F ∈ Z[X,Y ] y h ∈ Z[X]

son polinomios con grado acotado por d y altura acotada por H, la complejidad de calcular

las codificaciones de Thom de todos los ceros de f es de orden (2dH)d
O(d)

. Si deg(h) = 1, la

complejidad es de orden (2dH)d
O(1)

.

3.5.4. Teorema de Budan-Fourier para E-polinomios

En esta subsección daremos una generalización del Teorema de Budan-Fourier válido para

polinomios (ver, por ejemplo, [3, Theorem 2.46]) a los E-polinomios. Otra generalización de

este teorema puede hallarse en [6].

Comenzaremos introduciendo notación y luego enunciando un lema previo:

Notación 3.37 Dados un E-polinomio f y a, b ∈ R, a < b, si PDer(f) = {pder(i)(f)}0≤i≤D
es la secuencia de todas las pseudo-derivadas no nulas de f , notaremos

V (PDer(f), a, b)

a la cantidad de cambios de signo de la secuencia (pder(0)(f)(a), . . . ,pder(D)(f)(a)) menos

la cantidad de cambios de signo de la secuencia (pder(0)(f)(b), . . . ,pder(D)(f)(b)).

Lema 3.38 Sea f(x) = F (x, eh(x)) un E-polinomio no constante definido por F ∈ Z[X,Y ],

con h ∈ Z[X]. Sean I = [a, b] y c ∈ (a, b) tales que

pder(i)(f)(x) = 0 para algún x ∈ I, para algún 0 ≤ i ≤ D =⇒ x = c.

Sea µ := mult(c, f) ≥ 0. Entonces{
V
(
PDer(f), c, b

)
= 0 y

V
(
PDer(f), a, c

)
− µ ≥ 0 y es un número par.

Demostración. Lo probaremos por inducción en el pdeg(f), considerando el orden lexicográfi-

co. Supongamos que m := degY (F ) y n := deg(F (X, 0)) o 0 si F (X, 0) = 0.

Si m = 0, F es un polinomio de una variable y en este caso el resultado vale por [3,

Theorem 2.46].
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Supongamos que el resultado vale para todo E-polinomio con pseudo-grado menor que

(m,n), con m > 0. Veamos que vale para f , un E-polinomio de pseudo-grado (m,n).

Por el Lema 3.27, como f /∈ R, se tiene que pdeg(pder(f)) <lex pdeg(f). Luego, por

hipótesis inductiva aplicada a pder(f), si notamos ν = mult(c,pder(f)) ≥ 0, se tiene que{
V
(
PDer(pder(f)), c, b

)
= 0 y

V
(
PDer(pder(f)), a, c

)
− ν = 2j para algún j ∈ Z, j ≥ 0.

(3.9)

Además, para i = 1 . . . , D, se verifica que:

i) Por la Observación 3.26, sg
((

pder(i−1)(f)
)′

(x)
)

= sg
(
pder(i)(f)(x)

)
∀ x ∈ R.

ii) El signo de pder(i)(f) es constante y no nulo en cada uno de los intervalos [a, c) y (c, b].

En particular, si pder(i)(f)(c) 6= 0 entonces sg
(
pder(i)(f)

)
es constante y no nulo en

[a, b].

iii) Si pder(i)(f)(c) = 0, i < D, se tiene que:{
sg
(
pder(i)(f)

)
= sg

(
pder(i+1)(f)

)
en (c, b]

sg
(
pder(i)(f)

)
= −sg

(
pder(i+1)(f)

)
en [a, c).

Esto se sigue de la condición sg
(
pder(i+1)(f)

)
constante y no nulo en [a, c) y en (c, b]

(por ii)), lo cual implica que pder(i)(f) es estrictamente monótona en [a, c) y en (c, b]

(por i)). Como se anula en c, se sigue la afirmación.

Consideremos los siguientes casos:

- Si f(c) = 0, µ ≥ 1 y, por el Lema 3.28, ν = µ− 1. Por iii) aplicado a i = 0 se tiene que

sg
(
pder(f)(b)

)
= sg

(
f(b)

)
= σ y sg

(
pder(f)(a)

)
= −sg

(
f(a)

)
= −β.

Obtenemos de esta forma la siguiente situación, para σ, β ∈ {1,−1}:

a c b

f −β 0 σ

pder(f) β σ

Luego, {
V
(
PDer(f), c, b

)
= 0 y

V
(
PDer(f), a, c

)
− µ = 1 + ν + 2j − µ = 2j ≥ 0,

como se queŕıa probar.

- Si f(c) 6= 0, µ = 0. Consideremos los siguientes casos:

• Si ν ≥ 1, pder(i)(f)(c) = 0 para i = 1, . . . , ν. Luego, por iii), se tiene que

sg
(
pder(i)(f)(b)

)
= sg

(
pder(ν+1)(f)(b)

)
= σ, para todo i = 1, . . . , ν. Además,

por ii), σ = sg
(
pder(ν+1)(f)

)
6= 0 en [a, b]. Por otro lado, iii) implica que los signos

de pder(i)(f)(a) alternan para i = 1, . . . , ν + 1.
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◦ Si ν impar, se tiene que sg
(
pder(ν+1)(f)(a)

)
= −sg

(
pder(f)(a)

)
. Supongamos

que β = sg(f) 6= 0 en [a, b]. Obtenemos que:

a c b

f β β β

pder(f) −σ 0 σ
...

...
...

...

pder(ν)(f) −σ 0 σ

pder(ν+1)(f) σ σ σ

Si σ = β,

V
(
PDer(f), a, c

)
− µ = V

(
PDer(pder(f)), a, c

)
+ 1 = 2j + ν + 1 ≥ 0

y resulta ser un número par. Por otro lado,

V
(
PDer(f), c, b

)
= 0 + V

(
PDer(pder(f)), c, b

)
= 0.

Si σ = −β,

V
(
PDer(f), a, c

)
− µ = −1 + V

(
PDer(pder(f)), a, c

)
= −1 + 2j + ν ≥ 0

y resulta ser un número par. Por otro lado,

V
(
PDer(f), c, b

)
= 1− 1 + V

(
PDer(pder(f)), c, b

)
= 0.

◦ Si ν es par, se tiene que sg
(
pder(ν+1)(f)(a)

)
= sg

(
pder(f)(a)

)
. Supongamos

que β = sg(f) 6= 0 en [a, b]. Obtenemos la tabla:

a c b

f β β β

pder(f) σ 0 σ
...

...
...

...

pder(ν)(f) −σ 0 σ

pder(ν+1)(f) σ σ σ

Luego, V
(
PDer(f), a, c

)
− µ = V

(
PDer(pder(f)), a, c

)
= 2j + ν ≥ 0 y resulta

ser un número par.

Por otro lado, V
(
PDer(f), c, b

)
= V

(
PDer(pder(f)), c, b

)
= 0.

• Si ν = 0, se tiene que σ = sg
(
pder(f)(c)

)
6= 0 y β = sg

(
f(c)

)
6= 0. De esta forma,

obtenemos la tabla:

a c b

f β β β

pder(f) σ σ σ
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Sea σ igual o no a β, se obtiene que

V
(
PDer(f), a, c

)
− µ = V

(
PDer(pder(f)), a, c

)
= 2j + ν ≥ 0

y resulta ser un número par, y que

V
(
PDer(f), c, b

)
= V

(
PDer(pder(f)), c, b

)
= 0.

�
Ahora estamos en condiciones de enunciar la generalización a E-polinomios del Teorema

de Budan-Fourier:

Teorema 3.39 Sean f un E-polinomio, I = (a, b] un intervalo y m ≥ 0 la cantidad de ceros

de f en I contados con multiplicidad. Entonces

V (PDer(f), a, b)−m ≥ 0 y es par.

Demostración. Supongamos que c1 < . . . < cr son los ceros en (a, b) de las funciones

en PDer(f). Sean c0 = a, cr+1 = b y µi = mult(ci, f) para i = 1, . . . , r + 1. Tome-

mos di ∈ (ci, ci+1) para cada i = 0, . . . , r. Dado que en cada intervalo [di, di+1], para

i = 0, . . . , r− 1, se verifican las hipótesis del Lema 3.38, se tiene que V (PDer(f), ci, di) = 0 y

V (PDer(f), di, ci+1)−µi+1 = 2ji ≥ 0 para algún ji ∈ Z no negativo, para todo i = 0, . . . , r−1.

Como {x ∈ (ci, di] / f(x) = 0} = ∅ y µi+1 es la cantidad de ceros de f en (di, ci+1] contados

con multiplicidad, para todo i = 0, . . . , r, se tiene que

m =
r∑
i=0

µi+1 =
r∑
i=0

V (PDer(f), ci, di) + V (PDer(f), di, ci+1)− 2ji = V (PDer(f), a, b)− 2j,

para j ∈ Z no negativo, lo que prueba el resultado. �
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