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Métodos simbdlicos para sistemas de ecuaciones e inecuaciones
pfaffianas sobre R

Resumen

En esta tesis desarrollamos herramientas algebraicas y métodos algoritmicos simbélicos
para problemas que involucran funciones pfaffianas de orden 1 en una variable, es decir,
funciones del tipo f(z) = F(z,¢(z)), con F € Z[X,Y], donde ¢ es una funcién fija que es
solucién de una ecuacién diferencial de la forma ¢'(x) = ®(x, p(x)), con ® € Z[X,Y].

En una primera instancia, presentamos un nuevo procedimiento simbdlico para contar la
cantidad exacta de ceros de estas funciones en intervalos. Este procedimiento estd basado
en la construccion de secuencias de Sturm para este tipo de funciones y requiere, como es
usual en la bibliografia, de un oraculo para la determinacion del signo de estas funciones
en numeros reales algebraicos. Abordamos también el problema de decisiéon para férmulas
que involucran funciones del mismo tipo construidas a partir de una funcién ¢ fija. En este
contexto, introducimos una nocién de secuencia de Sturm generalizada y presentamos un
nuevo procedimiento simbdlico basado en la construccién de estas secuencias que resuelve el
problema de decisién con complejidad calculable, asumiendo nuevamente la existencia de un
oraculo para la determinacién de signos.

Para la clase particular de los E-polinomios, es decir, funciones con ¢(z) = @), h € Z[X],
desarrollamos algoritmos que resuelven los problemas anteriores sin necesidad de recurrir a
oraculos y estimamos explicitamente sus complejidades. A continuacién, aplicamos el al-
goritmo de decisién disefiado para resolver un problema de decisién similar en el caso de
E-polinomios multivariados. Ademas, en el contexto de una variable, damos una cota su-
perior explicita para el valor absoluto de los ceros reales de un E-polinomio. Finalmente,
introducimos la nocién de codificacion de Thom para ceros de E-polinomios y describimos un
algoritmo para su construccién.

Palabras claves: Funciones Pfaffianas; secuencias de Sturm; problema de decisién; comple-
jidad.






Symbolic methods for systems of Pfaffian equations and inequalities
over R

Abstract

In this thesis we develop algebraic tools and algorithmic symbolic methods to deal with
problems involving univariate Pfaffian functions of order 1, that is, functions of the type
f(z) = F(z,¢(x)), with F € Z[X,Y], where ¢ is a fixed univariate function satisfying a
differential equation ¢'(z) = ®(z, ¢(x)), for ® € Z[X,Y].

First, we present a new symbolic procedure to count the exact number of zeros of a
function of this type in a real interval. This procedure is based on the construction of Sturm
sequences for functions of this class and relies, as it is usual in the literature, on an oracle
for determining the signs of these functions in real algebraic numbers. We also address the
decision problem for formulas involving functions of the same kind constructed from a fixed
function . In this setting, we introduce the concept of a generalized Sturm sequence and we
present a new symbolic procedure, based on an explicit construction of these sequences, that
solves the decision problem with a computable complexity also assuming the existence of an
oracle for sign determination.

For the particular class of E-polynomials, namely, functions with ¢(z) = M) h e Z[z],
we design oracle-free effective algorithms that solve the previous problems and we compute
explicit estimates for their complexities. We apply the decision algorithm developed to solve
a similar decision problem for E-polynomials in the multivariate setting. In addition, in the
univariate context, we give an explicit upper bound for the absolute value of the real zeros
of an E-polynomial. Finally, we introduce a notion of Thom encoding for zeros of an E-
polynomial and describe an algorithm for their computation.

Keywords: Pfaffian functions; Sturm sequences; decision problem; complexity.
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Introduccion

Las funciones Pfaffianas son funciones analiticas reales que satisfacen sistemas triangula-
res de ecuaciones diferenciales de primer orden con coeficientes polinomiales. Esta clase de
funciones, introducida por Khovanskii a fines de los 70’s (ver [12]), incluye a las funciones
polinomiales, a las exponenciales, a las logaritmicas y a las trigonométricas en intervalos
acotados, entre otras.

Un resultado fundamental probado por Khovanskii (ver [I1]) establece que un sistema de
n ecuaciones dadas por funciones Pfaffianas en n variables definidas en un dominio ¢/ C R"
tiene una cantidad finita de soluciones no degeneradas en U y que esta cantidad puede acotarse
explicitamente en términos de parametros sintacticos asociados al sistema. Este resultado, que
puede verse como una generalizacion del teorema clasico de Bézout en geometria algebraica,
permite probar diversas propiedades geométricas y topoldgicas de los conjuntos definidos a
partir de funciones Pfaffianas (ver, por ejemplo, [§]). Desde el punto de vista algoritmico, en [7]
puede encontrarse una sintesis de diversos resultados cuantitativos y de complejidad conocidos
en el tratamiento de ecuaciones Pfaffianas, los cuales también se basan esencialmente en la
cota de Khovanskii. Sin embargo, se cree que esta cota estd lejos de ser 6ptima.

Esta tesis se enmarca en el andlisis, desde el punto de vista efectivo, de sistemas de
ecuaciones e inecuaciones dadas por cierta clase de funciones Pfaffianas en una variable y el
estudio de la complejidad algoritmica de la resolucién simbdlica de problemas relacionados
con estos sistemas. En este marco, se disenan por un lado nuevos algoritmos eficientes y,
por otra parte, se desarrollan herramientas tedricas que brindan informacién sobre los sis-
temas considerados que, a su vez, pueden dar lugar a la construcciéon de nuevas y mejores
herramientas algoritmicas.

La clase de funciones considerada a lo largo de esta tesis es la de las funciones Pfaffianas
de orden 1 en una variable, es decir, funciones de la forma f(x) = F(z,p(x)) donde F' es un
polinomio en Z[X, Y] y ¢ es una funcién definida en un abierto &« C R que es solucién de una
ecuacion diferencial del tipo ¢'(z) = ®(x, p(z)) con ® € Z[X,Y] de grado positivo en Y.

En un primer paso, disenamos un procedimiento simbdlico para contar exactamente la
cantidad de ceros que tiene una funcién Pfaffiana f de la clase considerada en un intervalo
real cerrado y acotado I contenido en su dominio. El procedimiento que proponemos esta
basado en la construcciéon de una familia de secuencias de Sturm asociadas a la funcion
f, la cual se obtiene por medio del célculo del polinomios subresultantes (ver, por ejemplo
[3]). La generalizacién de la secuencia de Sturm para funciones continuas en intervalos fue
introducida en [9]. Métodos basados en secuencias de Sturm se aplicaron, por ejemplo, en
[31] para el conteo de la cantidad de ceros reales de funciones de la forma p(z) + q(z)e"®,

9



10 INTRODUCCION

con p,q,r € Z[X] y luego, en [15], para las funciones del tipo F(z,e”), donde F' € Z[X,Y],
casos particulares de las funciones consideradas en esta tesis. Como es usual en la literatura,
asumimos la existencia de un ordculo (una caja negra que siempre da la respuesta correcta)
para determinar el signo que una funcién Pfaffiana toma cuando se la evaliia en un niimero real
algebraico. Como consecuencia de nuestra construccién de secuencias de Sturm, obtenemos
una cota superior para la cantidad de ceros de una funcién de la clase considerada en un
intervalo contenido en su dominio.

A continuacién analizamos el problema algoritmico de determinar la consistencia de siste-
mas de ecuaciones e inecuaciones dadas por familias finitas de funciones Pfaffianas de orden
1 en una variable. El problema de decisiéon asociado a funciones de este tipo tiene especial
relevancia por su conexion con la existencia de eliminacién de cuantificadores en la teoria de
primer orden sobre R aumentada con términos exponenciales. Este problema fue planteado
por Tarski en 1948. En [24] esta pregunta fue respondida negativamente y, luego en [13], la de-
cidibilidad de la teoria fue probada, suponiendo que la conjetura de Shanuel es cierta, usando
un enfoque tedrico no adecuado para implementar. Posteriormente, el problema de decision y
algunas cuestiones relacionadas fueron considerados desde el punto de vista algoritmico para
fragmentos de la teoria de primer orden de los reales extendida con una funcién Pfaffiana
particular (ver, por ejemplo, [19], [27], [15], [2], [29] y [1]). M&s recientemente, en [16], se
muestra un procedimiento de decisién para ciertas clases de férmulas de primer orden que
involucran polinomios con coeficientes enteros y ciertas funciones trascendentes especificas y,
en [32], se propone un método de eliminacién de cuantificadores para férmulas que involucran
una funcién exponencial. Ambos métodos estdn basados en aislar ceros reales de funciones
trascendentes de una variable por medio de un algoritmo de biseccién, pero sus complejidades
tedricas no han sido analizadas; mas aiin, obtener estimaciones de la complejidad parece ser
una tarea dificil.

En esta tesis, introducimos una nocién de secuencias de Sturm generalizadas para funcio-
nes Pfaffianas de orden 1 y la aplicamos a la resolucion efectiva del problema de la consistencia,
extendiendo los algoritmos clasicos que lo resuelven para polinomios reales (ver, por ejemplo,
[3]). Més generalmente, utilizamos estas técnicas en el desarrollo de un algoritmo simbélico
que, dada una familia fi(z) = Fi(z, ¢(2)),..., fs(x) = Fs(x,¢(x)), donde ¢ es una funcién

Pfaffiana de orden 1y F1, ..., Fs son polinomios con coeficientes enteros, determina la lista de
todas las condiciones de signo factibles sobre fi,..., fs, es decir, la lista de 0 = (071,...,0%)
con 0; € {<,=,>} parai = 1,...,s, tales que el sistema f1(z)010,..., fs(x)os0 define un

conjunto no vacio. Este procedimiento sirve como punto de partida para el diseno de un al-
goritmo simbdlico que resuelve el problema de decisién para férmulas definidas por funciones
de la clase considerada. Al igual que para el conteo de ceros, estos algoritmos presuponen
la existencia de un oraculo que determina el signo de funciones Pfaffianas en niimeros reales
algebraicos.

Finalmente, trabajamos con una familia particular de funciones Pfaffianas para la que
la determinacién de signos puede llevarse a cabo algoritmicamente de manera efectiva. Més
precisamente, estudiamos las funciones de la forma f(x) = F(z, eh(x)), donde F'y h son poli-
nomios con coeficientes enteros, llamadas E-polinomios (ver [27] y [20]). El resultado central
obtenido en este contexto es la construccién de una subrutina, con estimaciones explicitas
de su complejidad, que determina el signo de un E-polinomio en un nimero real algebraico
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representado por medio de su codificacion de Thom. Esta subrutina se aplica para obtener
algoritmos de complejidad doblemente exponencial que no requieren llamadas a ordaculos para
el conteo de la cantidad de ceros de E-polinomios en intervalos reales y para la resolucién del
problema de decisién de férmulas que involucran estas funciones.

En el caso de E-polinomios, obtenemos ademas una cota superior explicita para el valor
absoluto de sus ceros reales en términos de los grados y las alturas de los polinomios involu-
crados. Esto da una respuesta al problema de la dltima raiz, planteado en [25] para funciones
de este tipo. Previamente, en [30], la existencia de tal cota fue establecida para términos
exponenciales generales, pero ain cuando esta cota estd dada por un argumento inductivo
con un nimero computable de iteraciones, la cota no es explicita. Para F' € Z[X,Y], en [15]
se exhibe un algoritmo que calcula cotas superiores para los ceros reales de funciones de la
forma F(z,e") y , méds generalmente, en [16], para funciones de la forma F(x,trans(z)) con
trans(x) = e®, In(x) o arctan(z).

Por 1ltimo, introducimos la nociéon de codificacién de Thom para un cero real de un
E-polinomio de una variable que generaliza la conocida para ntmeros reales algebraicos y
permite distinguir y comparar los ceros de un E-polinomio. Damos ademas un algoritmo que
determina estas codificaciones y estimamos su complejidad.

Esta tesis estd organizada de la siguiente manera:

En el Capitulo [I] enunciamos algunos resultados tedricos y algoritmicos relacionados con
polinomios en una y varias variables que utilizaremos a lo largo del trabajo. En el Capitulo[2]
presentamos la clase de funciones con las que trabajamos en la tesis y establecemos algunas
de sus propiedades (Seccién . La Seccién estd dedicada al algoritmo que calcula la
cantidad de ceros de estas funciones: introducimos primero la nocién de secuencia de Sturm,
mostramos un algoritmo para construirlas y aplicamos esta construccién para el disefio del
algoritmo central de la seccién. En la Seccion se definen y construyen las secuencias de
Sturm generalizadas que nos permiten resolver el problema de decisién en la Seccién
Finalmente, el Capitulo [3| contiene nuestros resultados para E-polinomios. Luego de enunciar
algunas propiedades bésicas (Seccién , presentamos la subrutina que determina el signo
de un E-polinomio en un numero real algebraico (Seccién . En las Secciones y
aplicamos esta subrutina para construir algoritmos efectivos para el conteo de ceros de un
E-polinomio y para la resolucion del problema de decision. La dltima seccién de este capitulo
(Seccién contiene los resultados sobre cotas y codificacion de los ceros de un E-polinomio.
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Capitulo 1

Preliminares

En esta tesis, trabajaremos con polinomios en una o dos variables con coeficientes en Q o
en Z, aunque eventualmente aparecerdn situaciones que involucren polinomios con coeficientes
en R y en C. En la Seccién comenzaremos introduciendo algunos resultados y notaciones
bésicas sobre polinomios. Definiremos la secuencia de Sturm de dos polinomios de una variable
y veremos c6mo ésta se aplica al célculo de la cantidad de raices reales en un intervalo (acotado
0 no) de uno de los polinomios con alguna condicién de signo sobre el otro. Definiremos y
probaremos resultados que involucran ciertos parametros relacionados con polinomios que
servirdan para el célculo de complejidades de los algoritmos que utilizaremos a lo largo de
este trabajo. En la Seccién |1.2] enunciaremos algunos resultados algoritmicos bésicos con
sus correspondientes complejidades. Las Secciones y estdn destinadas a desarrollar
conceptos que utilizaremos como herramientas algoritmicas a lo largo de este trabajo.

1.1. Polinomios: nociones y notaciones basicas.

Utilizaremos la notacién F’, F”, ..., F%) para referirnos a las primeras k derivadas de
un polinomio F € R[X], deg(F') para referirnos a su grado y cp(F') para referirnos a su
coeficiente principal. Dado un polinomio F' € R[X, Y] escribiremos g—f; y g—g para referirnos
a las derivadas parciales y notaremos degy (F') y degy (F) a su grado respecto de la variable

X e Y respectivamente, mientras que la notacién deg(F') se referird al grado total de F.

Si A es un dominio de factorizacién unica (en nuestro trabajo, generalmente serd A =7 o
A = Z[X]), dados finitos elementos a1, ..., a, € A, no todos nulos, notaremos ged(ay, . .., an)

n
al divisor comin mayor entre ellos. Si F(X) = ZaiXi € A[X], el contenido de F es el
=0

elemento
cont(F) := gcd(ao,al, e an) € A.

Luego, todo F' € A[X] se escribe de forma tinica como

F(X) = cont(F).F(X), (1.1)

con cont(F') = 1. De esta forma, factorizar P en A[X] es factorizar cont(F') en A y factorizar
F en A[X].

13



14 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Teniendo en cuenta la notacién de ((1.1)), se tiene que

ged(F, G) = ged(cont(F), cont(G))ged(F, G).

Finalmente, si A es un dominio integro y K su cuerpo de fracciones, dados F,G € A[X]
polinomios con G # 0, al resto de dividir a F' por G en K[X] lo notaremos Resto(F, Q).

1.1.1. Secuencia de Sturm

En esta seccién definiremos la secuencia de Sturm de dos polinomios de una variable a
coeficientes en R. Veremos como esta secuencia se relaciona con la cantidad exacta de raices
reales del primer polinomio en un intervalo abierto, que puede estar acotado o no, y como
ademas, esta cantidad se relaciona con los conjuntos de positividad y negatividad del segundo
polinomio. Este resultado es el que generalizaremos en el capitulo 2.

Como es usual en la bibliografia, comenzaremos introduciendo la definiciéon de secuencia
de Sturm de un polinomio en R[X]:

Definicién 1.1 Sea F' € R[X], deg(F) > 0. Llamaremos secuencia de Sturm de F' a la
secuencia de polinomios (rg,...,r) definida recursivamente de la siguiente manera: ro = F,
r1=F,ri=ri_19; — ri—2 donde g; € R[X] y 0 < deg(r;) < deg(ri—1) parai=2,..., k. La
recursion finaliza cuando ry es un divisor de rp_1. Notar que 1y, salvo un factor constante,
es el ged(F, F").

Generalizando esta definicién, obtenemos la siguiente:

Definicion 1.2 Sean F y G dos polinomios de una variable con coeficientes en R. Llama-
remos secuencia de Sturm de F' 'y G a la secuencia de polinomios r = (rg,...,ry) definida
recursivamente de la siguiente manera: ro = F, r1 = G, r; = ri_19; — ri—2 donde g; € R[X]
y 0 < deg(r;) < deg(ri—1) parai=2,...,k. La recursion finaliza cuando rj es un divisor de
rp—1. Notar que 1y, salvo un factor constante, es el gcd(F,G).

Definicién 1.3 Dada una secuencia (&,...,&k) de elementos de R, definimos la cantidad
de cambios de signo de la secuencia como

#{0<i<k—-1/&&<0conl>iy& =0 paratodoi<j<l}.

Si a € R, notaremos v(r,a) a la cantidad de cambios de signos de la secuencia de polino-
mios r = (ro,...,r) evaluada en a, es decir, la cantidad de cambios de signo de la secuencia

(ro(a),...,ri(a)).
Extendiendo esta nocién a +0o y —oo, notaremos v(r, +00) a la cantidad de cambios de

signo de la secuencia (cp(ro),...,cp(rx)) y v(r,—o0) a la cantidad de cambios de signo de la
secuencia ((—1)d¢&(0)ep(ry), ..., (—1)%8)ep(ry)).

Ahora estamos en condiciones de enunciar una de las aplicaciones mdas importantes de
estas secuencias: relacionar el niimero de raices reales de un polinomio en un intervalo con
la cantidad de cambios de signo de su secuencia de Sturm evaluada en los extremos de tal
intervalo.



1.1. POLINOMIOS: NOCIONES Y NOTACIONES BASICAS. 15

Teorema 1.4 (ver [3, Theorem 2.62]) Sean a,b € RU {—o0,+0o0}, a < b, F' € R[X] un
polinomio que no se anula ni en a ni en b yr la secuencia de Sturm de F. Entonces v(r,a) —
v(r,b) es la cantidad de raices reales distintas de F en el intevalo (a,b).

Este teorema resulta ser un caso particular del teorema de Tarski. Antes de enunciarlo,
introducimos la siguiente definicién (ver [3, Notation 2.68]) :

Definicién 1.5 Sean F,G € R[X] y a,b € RU {—00, 40}, a < b. Definimos el indicador
de Tarski del polinomio F para G en (a,b), y lo notaremos TaQ(F,G;a,b), como el nimero

#{x € (a,b) /| F(z) =0ANG(x) >0} —#{xz € (a,b) /| F(z) =0ANG(z) < 0}.

El indicador de Tarski de un polinomio F' para G se puede calcular utilizando la secuencia
de Sturm de F' y F'G:

Teorema 1.6 ([3, Theorem 2.73]) Sean F,G € R[X], a,b € RU{—00,+00}, a < b, ninguno
de ellos raiz de F y sea v la secuencia de Sturm de F y F'G. Entonces

TaQ(F, G;a,b) = v(r,a) — v(r,b).

1.1.2. Medidas de polinomios y de niimeros algebraicos

Algunos parametros que van a aparecer en las complejidades de los algoritmos que conside-
raremos a lo largo de la tesis serdn, no solo cotas para el grado de los polinomios involucrados,
sino parametros relacionados con sus coeficientes. A lo largo de esta seccién, los definiremos y
obtendremos algunos resultados que utilizaremos en el calculo de complejidad de los distintos
algoritmos que apareceran conforme avance este trabajo.

En algunos resultados, dado un polinomio F'(X) € R[X], serd ttil referirnos a la norma

2 del vector cuyas coordenadas son los coeficientes de F'. Para ello, introducimos la notacién
d

d
1F] = (3 a2)%, donde F(X) = 3 aiX".
=0 i=0

A continuacion, definimos la medida de Mahler de un polinomio de una variable con
coeficientes reales, introducida por Mahler en 1962.

d
Definicién 1.7 Sea F' € R[X] un polinomio de grado d. Supongamos que F(X) = ZaiXi
1=0

Y que o, . ..,aq € C son sus raices repetidas tantas veces como su multiplicidad lo indique.
Definimos la medida de Mahler de P como el nimero

d
M(F) = |ag| ] ] max {1, |ayl} .
j=1
Definimos ademds la altura de F' como el nimero

H(F)=max{|a;| :1=0,...,d},
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y mds en general, si F € R[X,Y], F(X,Y) = Z ainin, definimos la altura de F'
1,7 205145<d
como el numero
H(F) =max{|a;;| : i+j <d}.

La medida de Mahler verifica trivialmente la férmula
M(FG)= M(F)M(G) VF,G € R[X]. (1.2)
Estas nociones se definen también para nimeros algebraicos:
Definicién 1.8 Sea o un nimero algebraico sobre Q y mqo € Z[X] su polinomio minimal

(definido salvo signo). Llamaremos grado de a al nimero deg(a) = deg(my), medida de
Mahler de v al nimero M (o) = M(my) y altura de a al numero H(a) = H(mgy).

Si lo tinico que sabemos de un nimero algebraico « es que es raiz de un polinomio en Z[X]|
dado, igualmente podemos acotar su grado y su altura. Para esto, usaremos los siguientes
resultados:

Lema 1.9 Sea F € R[X]. Entonces:
i) H(F) < 23PN (F) g
i) M(F) < (deg(F) + 1)2 H(F).

d
Demostracion. Supongamos que F(X) = Z a; X" con ag # 0.
i=0

i) Siaq,...,aq € C son todas sus raices, se tiene que la relacién entre los coeficientes de
F' y sus raices es

ad_k:(—l)k< Z ail...aik>ad Vk=1,...,d,

1<i1 <...<ip<d
por lo que |ag_x| < ()M (F) < 2¢M(F), Vk = 1,...,d. Luego, H(F) < 2¢M(F).
i1) Por [3, Proposition 10.9] se tiene que M (F') < ||F||. Considerando la desigualdad
IF|| < (deg(F) + 1) H(F), (1.3)
se obtiene la cota propuesta.
g
Lema 1.10 Sea a un numero algebraico sobre Q y F' € Z[X]| tal que F(a) = 0, entonces:
i) deg(e) < deg(F) y

i) H(a) < 298(F) (deg(F) + 1)2 H(F).
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Demostracion. Como F € Z[X] y F(a) = 0 se tiene que el polinomio minimal de «, myq,
divide a F'. Luego i) se verifica trivialmente. Para probar ii), usamos el Lema 1) aplicado
al polinomio minimal de a y luego el hecho de que M (a) < M(F') (pues las raices de F' con
médulo mayor que 1 incluyen a las de m,, con médulo mayor que 1), obteniendo que

H(o) < 2980 N (o) < 298U pp(F).
Aplicando a continuacién el Lema i1), se obtiene que
H(a) < 2950 (deg(F) + 1)2 H(F)
como se queria probar. O

Algunas propiedades que verifica la altura de polinomios en una y dos variables y que
necesitaremos para el calculo de complejidades se resumen en la siguiente proposicion:

Proposicién 1.11 Sean Gi,...,G, € Z[X] y F1, ..., Fy, € Z[X,Y]. Entonces:

a) H(ZFi) < ZH(Fi).
0F

oF;
8X) < degx(F1)H(F1) y H(OY

¢) H(G1G2) < (min{deg(G1),deg(G2)} + 1)H(G1)H(G3).

b) H( ) < degy (F1)H(Fy).

i)(deg(Gi) +1).

=
\':‘j
H’:]:

e)HH <HH )(deg(F;) + 1)2.

Demostracion.
a) y b) son triviales.

c) Es consecuencia de que el coeficiente del polinomio G1Gs de potencia X° es sumar a lo
sumo min {deg(G1),deg(G2)} + 1 términos que son productos de un coeficiente de Gy
por uno de Gbs.

d) Se obtiene por induccién en n. Si n = 2, por el item c), vale que
H(Gng) < (min{deg(Gl), deg(Gg)} + 1)H(G1)H(G2) <

< (deg(G1) + 1)(deg(G2) + 1) H(G1)H(G2).
Si suponemos que vale para n, obtenemos que

n+1

H(UGZ) :H(Gn—f—lﬁGi) <
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< (min{deg(Gn+1) Z deg(Gy)} +1)H (Gn+1)H(H G;) <
=1 i

< (min{deg(Gn+1) Zdeg )} +1)H(Gnp) H H(G;)(deg(G;) +1) <
i=1 i

=1
n+1
< [T H(Gi)(deg(Gi) +1).
=1

e) Supongamos que F;(X,Y) Zam X)Y7. Luego,

m diy+..+dmny
[[Exy)= Y (Y aiyX) . am, (X))Y (1.4)
i=1 t=0 t=j1++im

Por el item d) , se tiene que

=
2
>
e

3

2
s
IN
—

H(ai;,)(deg(aij,) +1) < H D) (degx (F3) +1).

=1

Por otro lado, la suma sobre la descomposicién de ¢ en (1.4)), tiene a lo sumo

m m

H(diY +1)= H(degy( i)+ 1)
i=1 i=1
sumandos. Luego,
HI[F) < [[[HFE)(degx(F) + 1) | |][(degy (F) +1)]
i=1 i=1 i=1

Usando que (degy (F;) + 1)(degy (F;) + 1) < (deg(F;) + 1)? para todo i = 1,...,m, se
obtiene la cota deseada.

Observacion 1.12 Con las hipdtesis de la Proposicion[1.11], notar que vale que

H(G1Fy) < (min{deg(G1),degy (F1)} + 1) H(G1)H (Fy), (1.5)

puesto que si F1(X,Y) Za] Y7, se tiene que G1(X)F1(X,Y) ZGl

y por lo tanto, H(G1F}) < max {H(G1a;) : j =0,...,degy(F1)}. Aplzccmdo el item c) se
obtiene la cota deseada.

Sera 1til también considerar una cota para la altura de un factor de un polinomio en
funcién de la altura del polinomio. Para ello citamos el siguiente lema previo:
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deg(G)
Lema 1.13 ([I7, Proposition 2.1.13]) Sean F,G € Z[X] no nulos, G(X) = Z a; X" un
=0
deg(G) Z
divisor de F' en Z[X]. Entonces Z lag| < 298 || F|.
=0

Del lema anterior y de la desigualdad (1.3)) se deduce que
H(G) < 298, [deg(F) + 1 H(F).

De esta desigualdad obtenemos una cota para la altura del contenido de un polinomio en
ZIX][Y].

Corolario 1.14 Sea F' € Z[X,Y] de grado total d y cont(F') el contenido de F' como polino-
mio de variable Y. Entonces H(cont(F)) < 2%/d+1 H(F).

S
En [I4, Section 5], se prueba que si F' = HF“ F; € R[X,Y] para todo i = 1,...s,
i=1

dx = Zdegx(Fi) ydy = Zdegy(Fi), se tiene que
i=1 i=1

N

ﬁH(E) < 20T ((dy + 1)(dy + 1)) 2 H(F).
i=1

De aqui se deduce trivialmente una cota superior de la altura de un factor de un polinomio
en funcién de la altura del polinomio en el caso de polinomios en Z[X, Y]:

Proposicién 1.15 Sean G,Q € Z[X,Y] no nulos, F = GQ, deg(F) < d. Entonces

H(G) <4Yd+1)H(F).

1.1.3. Tamano y separacién de raices

Para desarrollar algoritmos efectivos necesitaremos, dado un polinomio en Z[X], conocer
un intervalo acotado, con extremos racionales, que contenga todas sus raices reales, asi como
también acotar inferiormente la distancia de separacién entre ellas, sin necesidad de cono-
cerlas. Es por eso que introducimos los siguientes resultados. El primero, nos dard una cota
superior para el tamano de las raices de un polinomio y, el segundo, una cota inferior para la
distancia entre dos raices distintas.

d

Lema 1.16 (ver [17, Corollary 2.5.22]) Sea F(X) = ZaiXi € R[X], ag #0 y a € C una
=0

de sus raices. Entonces

o <1+mé,x{ %

:Ogigd—l}.

ad
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En particular, notar que si F' € Z[X], para todo « € C raiz de F se tiene que

laf < 1+ H(F).

Teorema 1.17 (ver [I7, Theorem 2.7.2]) Sea F € Z[X] un polinomio de grado d > 2 y
ai, . ..,oq todas sus raices complejas. Entonces

; _d+2 _
min{ |o; — oy : o #a; }>d 7 |FTY

Ademis, por (|1.3)), se tiene que

min{ |o; — ;| : o5 # o} > a3 <\/(d+ 1)H(F)> 1_d. (1.6)

1.2. Algoritmos y complejidades

Un algoritmo es un procedimiento que toma un conjunto finito de datos, que llamaremos
input, y luego de una cantidad finita de pasos, en cada uno de los cuales se efectiian ciertas
operaciones prefijadas, produce otro conjunto finito de datos, que llamaremos output.

En este trabajo, las operaciones prefijadas que consideraremos seran cada suma, producto
y comparacion que se realiza en Q.

Uno de los problemas a considerar es cémo ingresar los datos en la maquina. Se necesita
para ello una codificacién de los datos del input. Por ejemplo, para codificar un polinomio
en una variable de grado d con coeficientes en Q podremos pensar en la (d + 1)—upla de sus
coeficientes, es decir, el t—ésimo elemento de la upla corresponde al coeficiente en el monomio
de grado 7 — 1; o de manera andloga, podremos representar un polinomio de grado d en n

. . d+n .
variables teniendo en cuenta que hay N = n monomios de grado a lo sumo d en n
variables, estableciendo un orden entre estos monomios: el polinomio puede codificarse como
la N—upla de sus coeficientes (incluyendo los nulos) en este orden. Si en cambio buscamos una
codificacién para un nimero real algebraico, por ejemplo el nimero v/2, podriamos pensar
en un polinomio con coeficientes en Q que lo tenga como raiz, digamos Q(X) = X? — 2,
pero todavia faltaria diferenciar sus dos raices. Para esto podriamos pensar en el signo de
la primera derivada, que distingue a la raiz positiva de la negativa. Esta idea para codificar
numeros reales algebraicos es la que utilizaremos en esta tesis, junto con la posibilidad de
decidir, a partir de esta codificacidn, si se verifican o no ciertas condiciones de signos (ver
Definicién m y Proposicion .

La complejidad de un algoritmo es una nocién que se define para evaluar la eficiencia con
la que se lleva a cabo la ejecucién de éste en funcién de los datos ingresados como input.
En esta tesis, al hablar de la complejidad de un algoritmo estaremos acotando la cantidad
méaxima de operaciones y de comparaciones que se realizan en Q. Asi, realizar una operacién

o comparacion en QQ tendra complejidad 1.
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Las distintas clases de complejidad se definen como una cota asintotica de estas cantidades.
Mas formalmente, definimos en el conjunto de las funciones de una variable real los conjuntos

O(g(z)) := {f(x) / existen zo,c > 0 tales que Yz > z¢ |f(z)| < c|g(z)] }.

Diremos que un algoritmo tiene complejidad de orden O(g(x)) si la cantidad de opera-
ciones y comparaciones en Q es un elemento f(x) del conjunto O(g(x)), donde x representa
una medida de los datos del input. En este caso, se permitird la notacién, f(z) = O(g(x)).
Ademas, si para dos funciones gi(x) y g2(z) se tiene que O(g1(z)) C O(ga2(x)), usaremos la
notacién O(gi1(z)) < O(ga2(x)).

Como es usual, para el calculo de complejidades utilizaremos el logaritmo en base 2 que
notaremos log(x). Ademas, siempre que consideremos una cota superior para el grado de un
polinomio dado, supondremos que es un ntimero natural.

Una cantidad que aparecerd en las complejidades de muchos algoritmos es

M(d) := dlog(d)loglog(d).

Introducimos a continuacién algunos resultados algoritmicos, junto con sus respectivas com-
plejidades, que vamos a utilizar a lo largo de esta tesis:

- Derivar y sumar polinomios en Q[X] de grados acotados por d puede calcularse con
un algoritmo que requiere O(d) operaciones (ver [3, Algorithm 8.1]), mientras que el
producto puede calcularse con un algoritmo que requiere O(M (d)) (ver [26, Theorem
8.23]).

- Evaluar un polinomio con coeficientes en Q, de grado acotado por d, en un elemento
b € Q puede realizarse con un algoritmo de complejidad O(d) (ver [3, Algorithm 8.14]).

- El divisor comun mayor entre polinomios en Q[X] de grados acotados por d puede
calcularse, via el Algoritmo répido de Euclides, con O(dlog?(d)) operaciones en Q (ver
[26, Theorem 11.5 - Definition 8.26]).

- Dados d 4+ 1 puntos en QQ, encontrar su polinomio interpolador de grado menor o igual
que d puede realizarse con un algoritmo que requiere O(M (d)log(d)) operaciones (ver
[26, Corollary 10.12]).

- El determinante de una matriz en Q%? puede calcularse con un algoritmo de comple-
jidad O(d*), donde w < 2,376 (ver, por ejemplo, [26, Chapter 12]).

Una aplicacion del Algoritmo rapido de Euclides antes mencionado es calcular la secuencia
de Sturm de dos polinomios con coeficientes en Q:

Proposicién 1.18 Sean F,G € Q[X] polinomios de grados acotados por d. La secuencia de
Sturm de F y G puede ser calculada con una complejidad de orden O(dlog?(d)).

Teorema 1.19 Sean F,G € Q[X] polinomios de grados acotados por d y sea I = (a,b)
un intervalo con extremos en Q U {—o0,400}. El indicador de Tarski de F para G en I,
TaQ(F, G; a,b), puede ser calculado con una complejidad de orden O(dlog?(d)).
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Demostracién. Una vez calculada la Secuencia de Sturm de F y F'G, por ejemplo con el
algoritmo de la Proposicion so6lo hay que evaluarla en a y b, lo cual no modifica la
complejidad. O

Dado un polinomio en Z[X], necesitaremos aproximar sus raices por nimeros racionales
para lo cual hallaremos intervalos disjuntos de longitud prefijada con extremos racionales que
las contengan. Para esto, daremos un algoritmo que utiliza secuencias de Sturm.

Proposicién 1.20 Sea F € Z[X] de grado acotado por d y 0 € Q. Existe un algoritmo que
calcula finitos intervalos disjuntos, con extremos racionales, de longitud menor o igual que 0
y tal que todos contienen alguna raiz real de F' y todas ellas estdn contenidas en alguno. La

complejidad de este algoritmo es O(d? log(@)).

Demostracion. El algoritmo construye de forma recursiva finitos intervalos. Se comienza con
el intervalo J = (—(1 + H(F)),1 + H(F)] que, por el Lema contiene a todas las raices
reales de F. En cada paso intermedio, dado un intervalo J = (a,b] con {z / F(xz) =0}NJ # ()
y |J| > 6, se procede de la siguiente manera:

= Seac= %ty J. = (c,b].
» Si F(c) # 0, tomar J; = (a, c|.

» SiF(c)=0yc—0>a,sean I = (c—0,c]y J; = (a,c—0].Si F(¢c) =0y c—0 < a,
tomar I = (a,c|]. Observar que, en cualquier caso, I contiene una raiz real de F' y tiene
longitud de a lo sumo 6.

= Determinar, para cada uno de los intervalos J, y J;, si F' tiene una raiz real o no en ese
intervalo. Guardar los intervalos que contienen la raiz de F.

La recursién finaliza cuando todos los intervalos tienen longitud a lo sumo 6. El output consiste
de todos los intervalos de longitud a lo sumo 6 que contienen las raices de F', incluyendo los
intervalos I que aparecen en los pasos intermedios.

Para determinar si F' tiene una raiz real en un intervalo dado, se usa la secuencia de
Sturm de F' y F’ (ver Teorema , la cual puede calcularse con complejidad O(dlog?(d))
(ver Proposicién [1.18)).

En cada paso de la recursién, guardamos a lo sumo d intervalos junto con las cantidad
de cambios de signo de la secuencia de Sturm evaluada en cada uno de los extremos de los
intervalos. Para cada uno de esos intervalos, el procedimiento de arriba requiere de a lo sumo
2d + 1 evaluaciones adicionales de polinomios de grado a lo sumo d. Luego, la complejidad
de cada paso recursivo es de orden O(d?).

Como la longitud de los intervalos del k-ésimo paso es de a lo sumo 1;5,({ ), la cantidad

de pasos es a lo sumo 1 + [log(%m)].

Se concluye que la complejidad total es de orden O(d>log(H (F')/6)). O
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1.3. Condiciones de signo y codificacion de Thom

Consideremos la funcién signo sg : R — {1,0, —1}, definida por la férmula

1 st x>0
sg(x) = 0 sixz=0
-1 si x<0.

Definicién 1.21 Sea ¥ = {Fi,..., Fs} un conjunto finito de polinomios en R[X]. Una con-
dicién de signo factible de ¥ sobre un conjunto Z C R, es una s-upla (o1, ...,05) € {—1,0,1}°
tal que

{reZ [sg(Fi(x)=0;Vi=1,...,s} #0.

Un tipo particular de conjunto Z con el que nos interesard trabajar es el conjunto de
raices de un polinomio, para el cual vale el siguiente resultado:

Teorema 1.22 (ver [18, Corollary 2]) Dados Fy, Fi,...,Fs € Q[X], Fy # 0, de grados aco-
tados por d, todas las condiciones de signo factibles de Fi, ..., Fs sobre {x € R / Fy(x) =0}
pueden ser computadas con O(sd?log®(d)) operaciones. Mds aiin, si Fy tiene m raices en R,
estas condiciones de signo pueden ser computadas con complejidad de orden

O(smdlog(m)log?(d)).
El algoritmo consiste en realizar un procedimiento recursivo que, en cada pasot =1, ..., s,
computard las condiciones de signo factibles para los polinomios Fi, ..., F; sobre

Z ={xeR / Fy(x) =0}

por medio del calculo de indicadores de Tarski de polinomios apropiados y de la resolucién
de un sistema de ecuaciones lineales. La demostracion se basa en el procedimiento dado en
[5] combinado con una forma més eficiente de resolver ciertos sistemas lineales, propuesta en
[18]. La idea de la demostracién es la siguiente.

Como m := #Z < deg(Fp), hay a lo sumo m condiciones de signo factibles, puesto que
todo = € Z verifica la condicién de signo (sg(Fi(z)),...,sg(Fs(x))), que podrian ser iguales
o no para dos elementos distintos de Z.

Para i = 1, hay tres condiciones de signo posibles:
{reZ|Fi(x) >0}, {zreZ|Fi(z)=0} y {zeZ|Fi(z) <0}

Llamemos ¢, y ¢~ a los cardinales de estos conjuntos respectivamente. Claramente, las
condiciones de signo factibles de F} sobre Z seran las que correspondan a los conjuntos
de cardinal mayor o igual que 1. Estos cardinales verifican el siguiente sistema lineal de
ecuaciones:
A+ ¢t + e = TaQ(Fp,1)
¢t — ¢ = TaQ(Fy, F1)
ct 4+ ¢ = TaQ(Fy, F?),
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donde todos los indicadores de Tarski son en R.

Este paso requiere de:
- Calcular 3 indicadores de Tarski de polinomios de grado a lo sumo 2d.
- Resolver el sistema lineal de tamanio 3 x 3.

Suponiendo finalizado el paso ¢ — 1, se obtienen a lo sumo m condiciones de signo factibles
de F1,..., F; sobre Z. Cada una de ellas dara lugar a tres posibles condiciones de signo para
el paso i. En [5], se prueba que los cardinales de estos conjuntos forman la solucién de un
sistema lineal compatible determinado de tamafno a lo sumo 3m X 3m, en el cual aparecen
involucrados ciertos indicadores de Tarski. M4s atin, en [0, Lemma 2.3], se prueba que existen
Fj ..., F;,, t <log(m), tales que los indicadores de Tarski que aparecen en el sistema son
del tipo TaQ(Fo, I ... F}") con oy € {0, 1,2},

Por ello, en el paso i se requiere:

- Calcular a lo sumo 3m indicadores de Tarski (como los descriptos arriba) del tipo
TaQ(Fp, P) con grado de P acotado por 2dlog(m). Estos indicadores pueden calcularse
con complejidad de orden O(dlog(m)log?(d)), pues m < d (ver Teorema [1.19)).

- Resolver un sistema lineal de ecuaciones de tamano a lo sumo 3m x 3m. Esto puede
realizarse, por [I8], con complejidad de orden O(m?).

Por lo tanto, el paso i puede hacerse con complejidad de orden: O(mdlog(m)log?(d)).
Obtenemos entonces que la complejidad total es de orden O(smdlog(m)log?(d)).

Dado que vamos a necesitar codificar nimeros reales algebraicos sobre Q para poder utili-
zarlos en los algoritmos y ademas, vamos a querer operar con ellos a partir de su codificacién,
introducimos el siguiente resultado:

Proposicién 1.23 (ver [3, Proposition 2.36]) Sea F € Q[X] de grado d y (o1,...,04) €
{=1,0,1}¢. El conjunto {zeR/ sg(FO(z)) =0y Vi=0,... ,d} es vacio o un punto, o bien
un intervalo abierto.

De esta proposicién se deduce el hecho de poder distinguir raices reales de polinomios
con coeficientes en QQ segin el signo de sus derivadas en dichas raices. La Proposicion [1.23
permite concluir que, si z es raiz de un polinomio F' € Q[X], se verifica

{y eR [ sg(FD(y)) = sg(FO(2)) Vi = 0,... ,d} = {z}.

Obtenemos entonces una forma de codificar nimeros reales algebraicos a partir de un poli-
nomio en Q[X] que lo tenga como raiz.

Definicién 1.24 Dado F' € Q[X]| un polinomio de grado d y una raiz real x de F', llamaremos
codificacién de Thom de = como raiz de F, y notaremos op(zx), a la (d+ 1)—upla

(se(F(@)),s8(FD(@)),....se(F (@) € {~1,0,1}*".
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A partir de sus codificaciones de Thom, no sélo pueden diferenciarse raices de un polinomio
sino que pueden ordenarse de menor a mayor, como lo prueba el siguiente resultado:

Proposicién 1.25 Sea F € Z[X] no nulo y x1,x2 dos raices reales distintas de F.
Sea k =max {i / FO(z1) # FO(z9)}. Entonces F*Y) (1) = F&+) (25) y son distintos
de cero. Ademds:

- Sisg(FEHD(21)) = sg(F*HD (29)) = 1: F®) (21) < F®) (29) <= 21 < x.

- Sisg(F*H) (21)) = sg(FEHD (29)) = —1: F®) (z1) > F®) (25) <= 21 < 2.

Demostracién. Por definicién de k, se tiene que F*+1)(z1) = FE+D(1,). Si fuesen iguales
a 0 entonces opki1)(21) # opksn (z2) (pues son las codificaciones de Thom de z1 y x2
respecto al polinomio F*+1) pero las dltimas deg(F) — k coordenadas de op(z;) coinciden
con opk+n) (i), para i = 1,2, lo cual es un absurdo por definicién de k. Ademas,

{ z/ sg(FU)(z1)) = sg(FY)(z)) para j = k+1,...,deg(F) — 1}

contiene a x1 y a x2 y, por la Proposicién [1.23] resulta ser un intervalo abierto no vacio. Como

(k+1)

en este intervalo, F no se anula ni cambia de signo, F*) es estrictamente creciente o

estrictamente decreciente, de lo que se sigue el resultado a probar. Il

Dado un polinomio F en Z[X], las codificaciones de Thom de sus raices reales pueden ser
calculadas algoritmicamente. Mas ain, pueden ordenarse para que correspondan a las raices
ordenadas de menor a mayor.

Teorema 1.26 Dado F € Z[X] un polinomio de grado d > 1, existe un algoritmo que calcula
la lista ordenada op(x1),0p(x2),...,0r(xt), donde x1,...,x¢ son todas las raices reales de
F ordenadas de menor a mayor. La complejidad de este algoritmo es de orden O(d®log3(d)).

Demostracion. Se comienza aplicando el algoritmo del Teorema para calcular las con-
diciones de signo factibles de los polinomios F’, F”, ..., F(9) sobre {x € R / F(z) = 0}. Por
la Proposicién hay exactamente tantas condiciones de signo factibles como raices reales
tenga F'.

Supongamos que estas condiciones son op(r1),...,0r(r), donde 71, ...,r; son las raices
reales de F'. Para ordenar estas raices de menor a mayor a partir de sus codificaciones de
Thom, hacemos induccién en el conjunto {r1,...,r;} de la siguiente manera:

» Si k =2, usando la Proposicién calcular ¢ = min {ry,r2} vy g0 = max {ry,r2}.

» Supongamos ordenado de menor a mayor el conjunto {r1,...,r;}, renombrando a sus
elementos ¢; < ... < ¢ Hallar jo = min{j / min{ry41,¢;} = rip41} utilizando la
Proposicién@ Entonces ¢1 < ... < gjo—1 < Tht1 < Gjp < -+ < k-

Calcular cada minimo requiere a lo sumo d comparaciones en Q y en el paso k se requiere
d
d—1)d
calcular a lo sumo k—1 minimos, lo que da a lo sumo Z(kz— 1)d = d(2)
k=2

comparaciones.
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Luego, pueden ordenarse las raices reales de F' a partir de su codificacién de Thom con com-
plejidad de orden O(d?). Notar que la complejidad de ordenar de esta forma las codificaciones
de Thom no cambia la complejidad de calcular dichas codificaciones.

La complejidad final de este algoritmo es de orden O(d>log3(d)). O

Proposicién 1.27 Sean F,G € Q[X] polinomios de grados acotados por d y o € R una raiz

de F. Entonces existe un algoritmo que, dado op(«), calcula el signo de G(«) en tiempo
O(d®log3(d)).

Demostracion. Dado que los signos de F' y sus derivadas en a determinan a «, alcanza con
aplicar el algoritmo del Teoremam tomando s =d+1, Fp = F, F; = F) parai=1,...,d
y Far1 = G, y obtener asi la tinica condicién factible que comienza con op(a). O

Notar que puede adaptarse el algoritmo del Teorema [1.26] sin cambiar la complejidad,
para calcular la lista ordenada de las codificaciones de Thom sélo de las raices de F' incluidas
en un intervalo dado I = (a,b). Para elegir las raices de F' que estan en I, basta calcular los
signos de los polinomios X —a y X — b en las raices de F.

1.4. Resultantes y subresultantes de polinomios

La resultante de dos polinomios de una variable es un concepto que aparece en varias
ramas de la matematica, siendo clave en la Teoria de Eliminacion.

Los polinomios subresultantes son una generalizacién de la resultante de dos polinomios
y fueron introducidas de manera implicita por C.G. Jacobi (ver [10]) y posteriormente de
forma mads explicita por J.J. Sylvester bajo el nombre “prime derivative of the d-degree” (ver
[22] y [21]). La terminologia “subresultante” parece ser de fines de los 60. Estos polinomios
permiten, entre otras cosas, determinar cudl es el grado exacto del divisor comin mayor
entre los polinomios originales antes de calcularlo, siendo una herramienta para obtenerlo
de forma alternativa al uso del algoritmo de Euclides. Una ventaja de trabajar con estas
subresultantes es la de obtener mejoras en la complejidad de calcular el divisor comin mayor
entre dos polinomios, ya que los tamanos de los coeficientes de los polinomios que aparecen
son menores que los que aparecen en los restos sucesivos del algoritmo de Euclides.

En esta tesis, utilizaremos estos polinomios como una herramienta algoritmica para cal-
cular secuencias de Sturm para funciones Pfaffianas de una clase particular. Es por ello que
comenzaremos dando su definiciéon para luego analizar algunas propiedades que verifican.
Mostraremos ademas, un algoritmo concreto para calcularlos.

m n

Definicién 1.28 Sean F(Y) = ZaiYi yG(Y) = Z b;Y" polinomios en A[Y], donde A es
1=0 =0

un dominio integro. Definimos la resultante de F'y G, y notamos Res(F, G), al determinante

de la matriz cuyas filas son las coordenadas de los polinomios Y™ 'F,... ,F, Y™ G, ...,G
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en la base {Y”“‘m_l, oY, 1}, es decir, es el determinante de la matriz
am am—l ao 0 O
0
0
0 e 0 Qm e N e e ao
b, bp-1 -+ -+ by - - -0
0 .
: . . .0
P | B S )

La motivacion para definir y trabajar con resultantes radica en la validez del siguiente
resultado, del cual puede hallarse una demostracién en [3, Proposition 4.16]:

Proposicién 1.29 Sea A un dominio integro, K su cuerpo de fracciones y F,G € A[Y].
Entonces:
Res(F,G) =0 <= F y G tienen un factor comin en K[Y].

Para el caso particular en que el dominio integro sea Z[X| se obtiene el siguiente resultado:

Proposicién 1.30 Sean F,G € Z[X,Y] y R(X) = Resy (F(X,Y),G(X,Y)) € Z[X] el poli-
nomio resultante entre F' y G respecto de la variable Y. Entonces:

1) deg(R) < degy (F) degy (G) + degx (G) degy (F).

2) Si D > max{1,degx(F)degy(G) + degx(G)degy (F)}, R puede ser calculado algorit-
micamente con complejidad de orden

O(D(degy(F) +degy (G))* + M(D) log(D)>.

Demostracion.

1) El polinomio R resulta ser el determinante de una matriz de tamano (degy (F') +
degy (G)) x (degy (F') + degy (G)) cuyos coeficientes son polinomios en Z[X] de grado
menor o igual que degy (F') en las primeras degy (G) filas y de grado menor o igual que
degy (G) en las dltimas degy (F) filas, lo cual implica que deg(R) < degy (F') degx (G)+
degy (G) degx (F).

2) Para calcular el polinomio R, se puede interpolar (evaluando en la variable X) en D+1
puntos. Esto requiere hacer O(D+1) evaluaciones en F'y en G en la variable X, calcular
D + 1 determinantes de matrices de tamafio degy (F') + degy (G) con coeficientes en Q
y usar el algoritmo de interpolacion mencionado en la Seccién En total, se requiere
del orden de O((D + 1)(degy (F) 4 degy (G))* 4+ Dlog?(D) log(log(D))) operaciones,

lo que nos da una complejidad de O(D(degy(F) + degy (G))¥ 4+ M(D) log(D)>.
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g

Las siguientes definiciones se introducen para cualquier dominio integro A, aunque en

nuestro caso, trabajaremos siempre sobre Z o sobre Z[X].

Definicién 1.31 Sean F,G € A[Y] de grados m y n respectivamente. Supongamos n < m.
Para cada 0 < i < n definimos el i—ésimo coeficiente subresultante de F'y G, y lo notaremos
sRes;(F, G), como el determinante de la matriz cuadrada obtenida de las primeras n+m — 2i
columnas de la matriz de tamano (n+m — 2i) X (n+m — i) cuyas filas son las coordenadas
de los polinomios Y 1F, ... F.G,..., Y™ "1Q en la base {Y"J“m_i_l, oY, 1}, es decir

m n

que, si F(Y) = Z a; Y7 y G(Y) = Z b; Y7, sRes;(F,G) es el determinante de la matriz que
=0 =0

se obtiene al tomar las primeras n +m — 2i columnas de la matriz:

a/m amfl e .o oe e DR aO 0 0
0 . .0
Ai=| 0 by oo e e Do |- (1.7)
0 b ... ... ... by ... 0
by, bp O 0
Por convencidn, se extiende esta definicion para i = —1 yn+1<i < m de la siguiente

manera:

sRes_1(F,G) =0
sRes;, (F, G) = ep(F),
sResp—1(F, G) = cp(G),
sRes;(F,G) =0 sin <i<m—1.

Observacion 1.32 Notar que si i = n en la matriz no hay filas con coeficientes de F', y por
lo tanto,

(m—n)(m—n—1)

sRes,, (F,G) = (—1) 2 cp(G)™ ™.
Por otro lado, si 1 = 0 se tiene que

m(m—1)

sReso(F,G) = (—1)" 2 Res(F,G).

Notar que, dados F,G € A[Y] de grados m y n respectivamente, m > n, sRes;(F,G) es
un elemento del anillo A para todo 0 < i < m. A continuacién, vamos a definir los polinomios

subresultantes entre F'y G, que son polinomios en A[Y].

Definicién 1.33 Sean F,G € A[Y] de grados m y n respectivamente. Supongamos n <
m. Para cada 0 < ¢ < n definimos la i—ésima subresultante de F' 'y G, y la notaremos
SRes;(F, G), como el determinante de la matriz de tamarnio (n+m—2i) x (n+m—2i) cuyas filas
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son las primeras n+m—2i—1 coordenadas de los polinomios Y *71F, ... F,G,..., Y™ —1G
en la base {Y”er_i_l, oY, 1} y los elementos de la wltima columna son los polinomios
Y lE L F, G, .. Y™ LG, es decir, SRes; (F,G) es el determinante de la matriz que
se obtiene al tomar las primeras n+m — 2i — 1 columnas de la matriz A; en Y agregar
como ultima columna

Yn—i—l F
F
G
Ym—i—lG

Por convencidn, se extiende esta definicion para i = —1 yn+1<i < m de la siguiente
manera:

SRes_1(F,G) =0
SResy, (F,G) = F,
SRespm—1(F,G) = G,
SRes;(F,G) =0 sin<i<m—1.

Proposicién 1.34 Con la notacion de las Definiciones y[1.33, se tiene que:
a) SiSRes;(F,G) # 0, para algin i < n, su grado es menor o igual que i.

b) sRes;(F,G) es el coeficiente de Y* en SRes;(F,G), para i < m.

Demostracion. Observemos primero que la fila k de la matriz A; es:
-sik=1,...,n—1

(00 ... 0 am am—y ... ag 0 0 ... 0).
—— ————
k—1 veces n—i—k veces

Observemos que el elemento de la columna j, con k < j <m +k, es apqp—;j-
En particular, si j = n + m — 2i, el elemento es

0 sin—t1>k+1
Ap—p—2i Sik<n+m-—2i<m+k.

-sik=n—i+1,....,.n+m— 2i:

(00 ... ... O by byp1 ...bp 0 ... ... 0)
e e e e
n+m—k—2i veces k—n+i—1 veces

Observemos que el elemento de la columna j, conn+m —2i—k+1<j<2n+m —
2i —k+1, es byy—g4+14+m—2i—j. En particular, si j = n + m — 21, el elemento es

{bn_k+1 sik<n+1

0 si no.
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Si para 0 < i < n suponemos que SRes;(F,G) es el determinante de una matriz de

columnas C1, ..., Chim—2;, usando la multilinealidad del determinante se puede reemplazar
n+m—2i—1
la dltima columna por Cpym—2; — E y"tm=i=) C; que el determinante no cambia.
=1

Veamos que polinomio tiene la nueva columna en la fila k.

-Si1<k<n-—2i—1:

m-+k m
Yn—z'—l—k-{—lF _ Z Yn+m—i—jam+k_j _ Yn—i—kF _ Z alyn+l—i—k — Yn—i—k:(o) —0.
=k =0

-Sin—-2i<k<n-—i

n+m—2i—1 m
Yn—i—l—k—HF _ Z Yn+m—i—jam+k_j — Yn—i—kF _ Z alyn-‘rl—i—k _
j=k I=k+2i—n+1
m
_ Ynfifk(F _ Z alYl),
l=k+2i—n+1

que tiene grado menor o igual que n — i —k+k +2i —n = 1.

-Sin—i+1<k<n+1:

n+m—2i—1
k+i—n—1 n+m—i—j _
Y G — E Y Ibontm—j—2i—kt1 =
j=n+m—2i—k+1

n n
— Yk:-‘ri—n—lG _ Z blyk-i-i—n—l-l—l — Yk—i—i—n—l (G _ Z blYl)
l=n—k+2 l=n—k+2

que tiene grado menor o igual que k+i1—n—14+n—k+1=1.

-Sin+2<k<n+m-—2i

2n+m—2i—k+1
kti—n—1 +m—i—j _
YR G — § Y T by 2 k1 =
j=n+m—2i—k+1

— Yk+ifnflG - Zn: blY]PrifnJrlfl _ Yk“i’i*nfl (O) =0.
=0

Luego, obtenemos que SRes;(F, G) es el determinante de una matriz de coeficientes en A
salvo en la tltima columna que solo tiene polinomios en A[Y] de grado a lo sumo ¢, por lo
que se verifica la cota propuesta en a).

Por otro lado, el coeficiente de la potencia Y del polinomio en la fila k es, por lo anterior:

Gk—nt+2i Sl k=n—24,...,n—1
bp—k+1 si k=n—it+1,...,n+1

0 si no.
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Luego, utilizando la multilinealidad del determinante, el determinante de esta matriz resulta
ser SRes; (F, G) = det(M;)Y+det(N;), donde M; es la matriz cuyas columnas son las primeras
n + m — 2i columnas de A; y N; es la matriz cuyas columnas son la primeras n+m — 2¢ — 1
columnas de A; y la ultima columna tiene en cada lugar polinomios de grado menor o igual
que Y1 Observando que sRes;(F,G) = det(M;), se obtiene b) para 1 < i < n. Para
n+1 <1 <m, el resultado es trivial. O

Observacion 1.35 Para todo 0 < i < n, SRes;(F,G) es una combinacion polinomial de los
polinomios F' y G, pues al desarrollar el determinante por la ultima columna se obtiene una
expresion de la forma

nilyﬂF c]+mi:1YJG )d; —(nilw J)F(Y )+(milyjdj)(;y
j=0 Jj=0

donde c;,d; € A son un signo por el determinante de una matriz con coeficientes en A.

El siguiente resultado relaciona la (n — 1)-ésima subresultante entre dos polinomios el
resto de una divisién euclidea:

Lema 1.36 Sean F,G € A[Y] de grados m y n respectivamente, m > n. Sea SRes,_1 la
(n — 1)—ésima subresultante de F' y G considerados como polinomios en A[X|[Y]. Entonces

(m—n—1)(m—n)

SRes,—1 = —Resto((—1) 2 cp(G)™ LR G).

Demostracion. Si F(Y Za]YJ y G(Y Zb Y7, SRes,_1 es, por definicién, el deter-
7=0
minante de la matriz de tamano m—n+ 2:

Ay Am—1 an F

: YG
Y2G

0 . :

by bp_q o+ cee ... YmMORQG

Desarrolando el determinante por la ltima columna obtenemos que
SRes,,_1 = (=)™ "3 F det(M) + GH(Y),

donde M es la matriz triangular inferior de tamafio m —n+ 1 con b, en todos los coeficientes
de la diagonal y H es un polinomio en A[Y]. Utilizando que

(m—n+1)(m—n)

det(M) = (—1) " b,
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y que
_ 1 _ n—1 _
sg(m—n+3+ (m n+2)(m n)) _ —sg((m n 2)(m n)>’
pues m —n+ 3+ (m_n+§)(m_n) = (m_n_é)(m_n) + 2(m — n) 4 3, se obtiene que

(m—n—1)(m—n)

SRes, 1= —(—1) 2 b "TEF L GH(Y).

Si SRes,_1 # 0, por la Proposicién tiene grado en Y menor o igual que n — 1, y se
deduce la identidad propuesta. U

Como consecuencia directa del Teorema de estructura para subresultantes (ver [3, Theo-
rem 8.56]), el resultado anterior puede generalizarse a los demés i-ésimos polinomios subre-
sultantes.

Teorema 1.37 Sean F,G € A[Y] de grados m y n respectivamente. Supongamos n < m.
Para —1 < i < m, sea SRes; la i—ésima subresultante de F y G. Entonces para 1 <1 < m,
si SRes;_1 es un polinomio no nulo de grado j:

- Si SRes;j_1 =0, entonces SRes;_1 = ged(F, G) salvo un factor en A.
- St SRes;j_1 # 0 tiene grado k,
sjtj—1SResp—1 = —Resto(sit;j—1SRes;_1, SRes;_1)

y el cociente estd en A[Y], donde s, := sRes,(F,G) y t, es el coeficiente principal de
SRes,,.

Es importante observar que la divisién en el ultimo item tiene cociente con coeficientes
en el anillo debido a [3, Proposition 8.62].

En el caso particular en que el dominio integro sea Z[X], se obtienen las siguientes cotas
para los grados en las variables X e Y y la altura de la i—ésima subresultante de F'y G y el
i—ésimo coeficiente subresultante de F' y G, vistos como polinomios de variable Y:

Proposicién 1.38 Sean F,G € Z[X,Y] polinomios que verifican degy (G) < degy (F). Pa-
ra i = 0,...,degy(F), consideremos SRes;(F,G) la i—ésima subresultante de F' y G y
sRes; (F, Q) eli—ésimo coeficiente subresultante de F' y G, vistos como polinomios en Z| X|[Y].
Entonces:

a) SRes;(F,G) € Z[X,Y] es el polinomio nulo o bien tiene grado en'Y menor o igual que i
y tiene grado en X menor o igual que (degy (G) —i) degx (F) + (degy (F) —i) degx (G).

En particular, sRes;(F, G) € Z][X] es el polinomio nulo o bien tiene grado menor o igual
que (degy (G) — 1) degx (F) + (degy (F) — i) degx (G).

b) Parai=0... degy(F), la altura de SRes;(F,G) estd acotada por

(degy (F)+degy (G)—2i)! (H(F)(degx (F)+1))*® D7 (H(G) (deg x (G)+1)) & ).
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¢) La altura de Resy (F,G) es menor o igual que

(degy (F) + degy (G))!(H(F)(degx (F) + 1)) D (H(G)(deg x (G) + 1)) & .

Demostracion.

a) Sii=degy(G)+1,...,degy(F), SRes;(F,G) es el polinomio nulo, G 6 F, por lo que
las cotas valen claramente. Sii =0, ...,degy (G), por el item a) de la Proposicién m
degy (SRes;(F,G)) < i. Respecto al grado en X, SRes;(F,G) es el determinante de una
matriz que tiene a lo sumo degy (F') —i filas con coeficientes que son polinomios de grado
en X alosumo degy (G) y alo sumo degy (G)—i filas con coeficientes que son polinomios
de grado en X a lo sumo degy (F'), de donde se obtiene la cota propuesta. Observando
que, por el item b) de la Proposicién deg (sRes;(F, G)) < degy (SRes;(F,G)), se
obtiene la cota para los coeficientes subresultantes.

b) Llamemos m = degy (F') y n = degy (G). Al desarrollar el determinante correspondiente
a SRes;(F, G) por la ultima columna se obtiene una expresion de la forma

n—i—1 m—i—1

YOYIFX,Y)B+ Y YIG(X, V),

7=0 =0
donde 3; es el determinante de una matriz con n — ¢ — 1 filas que tienen coeficientes
de F' como polinomio en la variable Y y m — ¢ filas que son coeficientes de G' como
polinomio de variable Y, para todo j = 1,...,n—i—1, y A\; es el determinante de una
matriz con n — ¢ filas que tienen coeficientes de F' como polinomio en la variable Y y
m — 1 — 1 filas que son coeficientes de G como polinomio en la variable Y, para todo

l=1,...,m—1— 1. Luego, por la Proposicién |1.11
n—i—1 m—i—1
H(SResi(F,G)) < > (degy(F) + 1) H(F)H(8;) + (degy (G) + 1) H(G)H (\).
j=0 =0

Como, H(B;) < (m+n—2i — )!(H(F)(degx (F) + 1)) (H(G)(degx (G) + 1))

)
m—i—1
y H\) < (m+n—2i—1)I(H(F)(degx (F ) )) (H(G)(degx (G) +1)) , para
todoj=1,...,n—4i— 1y para todo [ = .,m — 1 — 1, se sigue facilmente la cota
propuesta.

¢) Es el caso i = 0 del item b), pues por la Observacién +Resy (F,G) = sResy(F, G),
que por la Proposicién a), resulta ser el polinomio SResy(F, G).

0

Observacién 1.39 En particular, si F € Z[X] y G € Z[X,Y], con deg(F),degy (G) >0, y
R(Y):=Resx(F(X),G(X,Y)) € Z]Y],

H(R) < (deg(F) + degy (G)) H(F)%8x(©) ((degy (G) + 1) H(G)) ™).
Mads especificamente, si G(X,Y) =Y — h(X), con h € Z[X], se tiene que

H(R) < (deg(F) + deg(h) ) LH (F)*es®) (20 (1)) 5.
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En lo que sigue y siempre que esté claro a cudles polinomios F'y G nos referimos, escribi-
remos sRes; y SRes; en vez de sRes;(F,G) y SRes;(F, G) respectivamente, para no recargar
la notacion.

Corolario 1.40 Con la misma notacion que en el Teorema|1.37, consideremos la secuencia
de enteros definida de la siguiente manera:

ng=m-+1, ni=m
ni+1 := degy (SResp,—1) sii>1 y SResp,—1 # 0.

Si SResp,—1 = 0, finaliza la construccion.

Notemos R; := SResy,—1 € Z[X][Y].

Entonces la secuencia Ro, Ry,... es finita; es decir, existe N := méx{i > 0 | R; # 0}.
Mas atin, N <n+1.

Ademds, si llamamos 1; € Z[X] al coeficiente principal de R; para i =10,...,N, y p; =
sRes,, (F,G) € Z[X] parai=1,...,N + 1, se tiene que:

1) Los grados de 1; y de p; estdn acotados por degy (F') degyx (G) + degy (G) degx (F).

2) Las alturas de los polinomios T; y p; estan acotadas por

(degy () + dogy (G))(H (F)(deg (F) + 1) (H(G)(degx (@) + 1)) .
3) Se wverifican las siguientes relaciones, donde C; € Z|X, Y| parai=1,...,N — 1:
(~p)tmmmnmn=DZep(G)™ " Ry = RiCh — Ry (1.8)
pitaTit1Ri = Rit1Ciy1 — pir1TiRito paral <i< N —1 (1.9)

Demostracion. Observemos primero que por la Definicién Ry = SRes;, = Fy R =
SResy,—1 = G. Por la Proposicién [1.38] para i > 1:

niy1 = degy (SResp,—1) < nj —1 < ny,

y ademds ny = degy (SResy, 1) = degy (SResy,—1) = degy (G) = n. Luego, se obtiene una
secuencia estrictamente decreciente de ntimeros enteros no negativos

0<...<ng<ng=n<n,

que necesariamente debera ser finita. Luego, existe N € N tal que nyy+1 > 0, Ry # 0y
Ry4+1 =0. En particular, N+1<n+2 osea, N <n+1.

1) Por definicién, 7 = cp(R;) = cp(SResp,—1). Luego, por la Proposicién deg(m;) <
(degy (G) —n; + 1) degx (F') + (degy (F) — n; + 1) degx(G) que es a su vez, menor o
igual que degy (G) degx (F') + degy (F) degx (G). Por otro lado, como p; = sRes,,, por
la Proposicién deg(pi) < (degy (G) — n;) degx (F) + (degy (F) — n;) degx (G) <
degy (G) degx (F) + degy (F') degx (G).
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2) Es consecuencia del item b) de la Proposicién y del item b) de la Proposicién [L.38

3) El Lema dice que existe C; € Z[X, Y] tal que vale (1.8)), y el Teorema aplicado
aj=mn; parai = 2,...,N — 1, dice que existen polinomios Cs,...,Cn_1 € Z[X,Y]
tales que vale (1.9)).

O

Sera 1til observar las siguientes identidades:
Lema 1.41 Con las hipdtesis y notacion del Corolario [I.40:

a) p1 =cp(F),

(m—n)(m—n—1)

b) po=(=1)" 2 ep(G)"",

¢) 1= cp(F), 11 =cp(G) y

d) Ry = ged(F, G) salvo un factor en Z[X].
Si ademds Resy (F,G) € Z[X] no es cero:

e) pn+1 = Resy (F,G) y

f) ™ =Ry

Demostracion. Las igualdades de los items a),b) y ¢) salen aplicando la definicién. La iden-
tidad en d) se obtiene del Teorema tomando l =ny y j =ny41-

Si Resy(F,G) # 0, F' y G no tienen un factor comin en Q[Y]. Luego, gcd(F,G) tie-
ne grado cero en Y y obtenemos (aplicando d)) que nyy; = degy(Ry) = 0. Entonces
pN+1 = sRes,y,, (F,G) = sResg(F,G) y, por la Observacién se verifica la identidad
propuesta. Por otro lado, como Ry € Z[X], 7v = cp(Ry) = Rn. O

La construccién definida en el Corolario [1.40] serd de vital importancia en los algoritmos
que desarrollaremos en el Capitulo 2. Es por eso que introducimos el siguiente resultadosobre
la complejidad del célculo algoritmico de las subresultantes de dos polinomios en dos variables.

Teorema 1.42 Sean F,G € Z[X,Y] de grados m y n en la variable Y respectivamente.
Supongamos n < m. Existe un algoritmo que calcula todas las subresultantes de F' y G como
polinomios de variable Y. Ademds, si > ndegy (F) + mdegyx(G), la complejidad de este
algoritmo es de orden

O ju(degux (F)m + deg.x(G)n) + nja(n +m)*** + n? M(y1) log(1) ).
Demostracion. Por la Proposicion [1.38] el grado en X de SRes; es menor o igual a
degy (G) degx (F) + degy (F) degx (G) < p.

Para cada i = 0,...,n, computamos los coeficientes de SRes;(F,G) interpolando en, a lo
sumo, i + 1 puntos de la siguiente manera. Las complejidades de los procedimientos pueden
verse en la Seccién
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Sean xo,...,x, € Z. Evaluemos los coeficientes de F' y G en esos puntos. Son m + 1
polinomios de grado acotado por degy(F') y n + 1 polinomios de grado acotado por
degx (G). Esto puede hacerse con una complejidad de O (u(degy (F)m + degy (G)n)).

Para cada k =0,..., u, para cada 0 < i < n, calculemos el determinante de una matriz
de tamano (n +m — 2i) X (n + m — 2i) desarrollandolo por la tltima columna de la

siguiente manera:

i) Calculemos n + m — 2i determinantes de matrices de tamano (n +m — 2i — 1) X
(n +m — 2i — 1). Esto puede hacerse con una complejidad de O((n + m)“*1).

1) Multipliquemos los determinantes anteriores por los polinomios de la forma
YiF (2, Y), parat <n—1,y Y!G(x,Y), parat < m — 1, y luego sumemos a lo
sumo n + m polinomios de grado acotado por n + m. Esto puede hacerse con una
complejidad de O((n + m)?).

Este paso puede realizarse con una complejidad de O(un(n +m)“*1).

Para i = 0,...,n, en vista de obtener los coeficientes de SRes;(F, G), realicemos i + 1
interpolaciones en, a lo sumo, u+1 puntos. Este paso puede hacerse con una complejidad
de O(n*M (p) log())-

En total, este algoritmo puede hacerse con una complejidad de orden

O u(degx (F)m + deg.x(G)n) + pn(n +m)* ! + n? M(s1) log(1) ).



Capitulo 2

Algoritmos efectivos para funciones
Pfaffianas

En este capitulo nos concentraremos en el desarrollo de algoritmos para resolver ciertos
problemas para una clase de funciones de una variable, conocidas como funciones Pfaffianas
de orden 1. Comenzaremos, en la Seccion definiendo estas funciones y analizando algu-
nas de sus propiedades basicas. En la Seccion generalizaremos la nocién de secuencia de
Sturm para polinomios, introducida en el Capitulo [I] a estas funciones, lo que nos permi-
tird4 generalizar el Teorema Daremos una forma algoritmica de calcular esta secuencia
y, como consecuencia, propondremos un algoritmo efectivo que calcula la cantidad de ceros
en un intervalo cerrado y acotado (con extremos racionales) de una funcién. En la Seccién
introduciremos la definicién de secuencia de Sturm de una funcién continua respecto a
otra y probaremos la relacién de ésta con el indicador de Tarski de estas funciones. Daremos
un algoritmo efectivo para calcular esta secuencia para funciones Pfaffianas de orden 1. En
la Seccién nos centraremos en el problema de decision para ciertas férmulas que invo-
lucran funciones Pfaffianas de una variable asociadas a una funcién fija: presentaremos un
procedimiento simbdlico que resuelve este problema y estimaremos su complejidad.

2.1. Funciones Pfaffianas

Las funciones Pfaffianas sobre R, introducidas por Khovanskii a fines de los ’70, son
funciones analiticas definidas en un abierto &4 C R™ que satisfacen sistemas triangulares de
ecuaciones diferenciales de primer orden con coeficientes polinomiales.

Maés precisamente, sean f1, ..., f; funciones analiticas definidas en I/ para las cuales existen
polinomios ®;; en n + ¢ indeterminadas que satisfacen en U/ las ecuaciones

Ofi
8:6]-

En este caso, diremos que las funciones fi,..., f; forman una cadena Pfaffiana. Dado un
polinomio F' € R[X7,..., X,,Y1,...,Y]], una funcién Pfaffiana definida por F' y asociada a
la cadena Pfaffiana fi,..., f; es una funcién de la forma

f(x) = F(z, fi(z),..., filz)).

37
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Siguiendo [7], diremos que f tiene orden [y grado (0,deg(F')) si  es una cota superior para
el grado de los polinomios ®;;, con 1 <7 <[,1 < j < n.

Algunos ejemplos de funciones Pfaffianas son los siguientes:

1. Los polinomios son funciones Pfaffianas de orden [ = 0.

2. Para F € R[X,Y]y fi(z) = €”, la funcién f(x) = F(z, fi(z)) es una funcién Pfaffiana
de orden [ =1y grado (1,deg(F)) pues fi(x) = fi(z).

3. Para F € R[X,Y, 7], fi(z) =2~ 'y fo(z) = In(z), la funcién f(z) = F(z, fi(z), f2(z))
es una funcién Pfaffiana en R>( de orden | = 2 y grado (2, deg(F)) pues f](z) = — fZ(x)
y falx) = fi(x).

4. Para F € R[X,Y, Z] y fi(z,y) = e*7Y, la funcién f(x,y) = F(z,y, fi(z,y)) es una

funcién Pfaffiana en R? de orden [ = 1 y grado (1,deg(F)) pues %(m,y) = fi(z,y) y

%(SE, y) = _fl(x’y)'

El Teorema de Khovanskii establece que un sistema de n ecuaciones Pfaffianas en n
variables definidas en un dominio U tiene finitas soluciones reales no degeneradas en U y
que la cantidad de estas soluciones puede acotarse explicitamente en términos de parametros
sintacticos asociados al sistema:

Teorema 2.1 ([7, Theorem 3.1]) Sea fi,..., fr una cadena Pfaffiana definida en un dominio
U CR™ y sean g1, ..., gn funciones Pfaffianas de grado (6,d;), parai=1,...,n, asociadas a
la cadena Pfaffiana anterior. La cantidad de soluciones no degeneradas del sistema

g1(x) =0,...,g,(x) =0

es menor o igual que

95(r—1) H di<min{n,r}(5—n—|—1+ Z di>r.

1<i<n 1<i<n

En esta tesis trabajaremos con funciones Pfaffianas de una variable de orden 1 definidas
por polinomios en Z[X, Y], es decir, para el cason = 1 y I = 1. Por esta razén, reformularemos
la definiciéon de manera mas sencilla.

Definicion 2.2 Sea ¢ una funcion analitica definida en un abierto U C R para la cual existe
un polinomio ® € Z[X,Y], con degy (®) > 0, tal que ¢ satisface en U la ecuacion

¢'(x) = Bz, p(z)).

Dado un polinomio F € Z[X,Y] de grado total d, diremos que la funcién

f(x) = F(z,¢(x))

es una funcién Pfaffiana asociada a ¢ definida en U C R, de orden 1 y grado (deg(®),d).
Usaremos la notacion dx, dy para referirnos al grado en la variable X y al grado en la variable
Y de F respectivamente.
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A lo largo de este trabajo supondremos que la funcién ¢ esté fija, por lo que serd ttil fijar
la notacion dx, dy para referirnos a los grados en X y en Y de ® respectivamente y d para el
grado total de ®.

La clase de las funciones Pfaffianas asociadas a la funciéon ¢ y definidas por polinomios
en Z[X,Y] es claramente cerrada para la suma y el producto. M4s atn, es cerrada para la
derivacién:

Lema 2.3 Dada una funcion Pfaffiana f(z) = F(x,p(z)) con F € R[X,Y], llamaremos
F € Z[X,Y] al polinomio
~ OF OF

F(X,Y) = 52 (X,Y) + 5o (X Y)R(X,Y). (2.1)

0X

Entonces f'(z) = F(z,¢(x)), por lo que resulta ser una funcion Pfaffiana asociada a .
Ademds, si dx,dy son los grados de F' en la variable X eY respectivamente,

{degx(ﬁ) <dx +6x (2.2)

dy < degy (F) < dy + 6y — 1

y, para todo k € N, la derivada k—ésima de [ es una funcion Pfaffiana asociada a ¢ definida
por un polinomio Fy, € Z[X,Y] que verifica

degX(Fk) <dx +kéx
degy(Fk) <dy + k((SY — 1).

Demostracion. Para demostrar 1} solo basta probar que dy < degy(ﬁ ).

Sabemos que degy (=—=®) = dy — 1 + dy. Se tienen dos casos:

oy
F F
- Sidy > 2: Se tiene que degy(ng)) >dy +1>dy > dng(gX)' Luego,

~ oF
degy (F) = degy (871/

- Si dy = 1: Supongamos que ®(X,Y) = (X)) + &1 (X)Y, &1 #0, y que
F(X,Y)= Zfﬁo ai(X)Y? con agy, # 0. Se tiene que

CI)) > dy.

dy —1
F(X,Y) = (g, (X) + dyaa, (X)®1(X))Y™ + Y bi(X)Y",
1=0

con b; € Z[X],i=0,...,dy — 1. Como degx (a; ) < degx(ag, ), se tiene que

ay, (v) + dyag, (X)®1(X) # 0y, por lo tanto, degy (F) = dy.

Para probar las cotas para los grados de F}, s6lo hay que observar que F; = 15, que
Fy = Fj_1 y usar induccién. O

Para estimar la complejidad de los algoritmos que desarrollaremos, necesitaremos una
cota superior para la multiplicidad de un cero de una funcién Pfaffiana asociada a .
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Recordemos que si f es una funcion analitica en un dominio i/ C R y o € U es un cero
de f, la multiplicidad de o como cero de f se define como

mult(a, f) = ml’n{ reNy/ fM(a)#0 },

admitiendo las notaciones f(©) para la funcién f sin derivar y mult(a, f) = 0 para un « que
no es cero de f.

A continuacion, daremos una cota que dependera de cada uno de los grados en las variables
X e Y de los polinomios que definen estas funciones. Una cota superior dependiendo del grado
total de los polinomios se puede hallar en [7, Theorem 4.3]. Aunque ambas cotas sean del
mismo orden, nuestra cota puede ser menor cuando el grado total es mayor que los grados
con respecto a cada variable.

Proposicién 2.4 Sea f(z) = F(z,¢(x)) una funcion Pfaffiana no nula asociada a ¢, con
FeZX,Y] ydegy(F)>0. SiaeR y f(a) =0 entonces

mult(a, f) < 2degy (F) degy (F) + deg (F) 8y — 1) + degy (F) (6 + 1).

Demostracion. Supongamos primero que F' es irreducible en Q[X,Y].

Si f(a) = 0, luego mult(cv, f) > mult(a, f1). Como f'(z) = F(z,¢(x)), luego F no divide a
F y, por lo tanto, R := Resy (F,F) # 0. Sean S,T € Z[X,Y] tales que R = SF + TF. Se
obtiene que

R(z) = S(z, (). f(2) + T(x, 0(x)). f'(x)-

Si «v es una raiz miltiple de f, la igualdad anterior implica que mult(a, f) < mult(a, R)+1 <
deg(R) + 1. Teniendo en cuenta que deg(R) < degy (F)degy (F) + degx (F)degy (F) (ver
Proposicién [1.30)), degx (F) < degx(F)+dx y degy (F) < degy (F)— 1+ dy, se concluye que

mult(a, ) < 2degy (F)degy (F) + degx (F)(dy — 1) + dx degy (F) + 1.

Para el caso general, sea I' = ¢(X) [[;<;«, Fi(X,Y)™, donde ¢(X) = cont(F') es el con-
tenido de F' como polinomio de variable Y y Fi, ..., F; € Z[X,Y] son polinomios irreducibles
en Q[X,Y]. Para todo i, sea f;(x) = F;(x,¢(z)). De la cota anterior, se deduce que

mult(a, f) = mult(a, ¢) Z m; mult(a, f;) <

1<:i<t

< degy(c) + Y m;(2degx(F;)degy (F;) + degy (Fi)(dy — 1) + dx degy (F;) +1).

1<i<t
Como degy (c Z m; degx (F;) < degy (F Z m; degy (F;) = degy (F) y Z m; <
1<i<t 1<i<t 1<i<t

degy (F'), obtenemos que

mult(a, f) < 2degx (F)degy (F) + degx (F)(0y — 1) + (dx + 1) degy (F).
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2.2. Secuencias de Sturm y conteo de ceros

En esta seccion, comenzaremos extendiendo la nocién de secuencia de Sturm de polinomios
de una variable a funciones continuas de una variable y veremos como esto permite generalizar
el Teorema a funciones continuas. Luego, daremos una forma constructiva de obtener una
secuencia de Sturm para una funciéon Pfaffiana asociada a ¢ y deduciremos una cota superior
para la cantidad de ceros de una funcion Pfaffiana del tipo considerado en un intervalo acotado
contenido en su dominio. Finalmente, propondremos, dada una funcién Pfaffiana asociada a
(, un algoritmo para calcular la cantidad de ceros que ésta tiene en un intervalo cerrado y
acotado (con extremos racionales), incluido en el dominio de ¢, suponiendo, como es usual
en la bibliografia, que se dispone de un oraculo para conocer su signo en numeros reales
algebraicos dados por su codificacién de Thom como ceros de un polinomio.

2.2.1. Secuencia de Sturm para funciones continuas

Siguiendo [9], introduciremos la nocién de secuencia de Sturm para funciones continuas
en un intervalo real, que nos permitird generalizar resultados conocidos para polinomios de
una variable (ver Definicién [1.2[y Teorema [1.4]).

Definicién 2.5 Sea fy: (a,b) — R una funcion continua. Una secuencia finita de funciones
continuas £ = (fo,..., fn) sobre (a,b) se llama secuencia de Sturm para fp en el intervalo
(a,b) si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Si fo(y) =0, existe € > 0 tal que f1(x) # 0 para todo x € (y — €,y +¢€) C (a,b) y

{fo(w)fl(x)<0 para y—e<z <y
fo(@)fi(z) >0 para y<zx<y+e.

2. Para todoi=1,...,N —1, si fi(y) =0 para y € (a,b) entonces, fi—1(y)fi+1(y) <O.
3. fn(y) # 0 para todo y € (a,b).

Extendiendo la notacién del Teorema dada f = (fo,..., fn) una secuencia de fun-
ciones definidas en (a,b), para = € (a,b), v(f,z) denotard la cantidad de cambios de signo
de la (N +1)-upla (fo(z),..., fn(x)). Obtenemos entonces, un resultado analogo al Teorema
clésico de Sturm para polinomios. Su demostracién puede hallarse en [9, Theorem 2.1].

Teorema 2.6 Sea fy: (a,b) — R una funcion continua. Sea £ = (fo,..., fn) una secuencia
de Sturm para fo en el intervalo (a,b) y sean a < ¢ < d < b. Entonces,

#{ze(e,d/ folx) =0} =0v(f,c)—ov(f,d).

2.2.2. Construccion de una secuencia de Sturm

Con el objeto de determinar la cantidad de ceros que la funcién tiene en un intervalo, en
esta seccién veremos como construir secuencias de Sturm para una funcién Pfaffiana.
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Sea f una funcion Pfaffiana asociada a ¢, verificando las hipétesis de la Definicién
Consideremos el polinomio

~ OF oF

definido en (2.1)).

Dado que buscamos calcular la cantidad de ceros reales de la funcién f, podremos suponer
sin pérdida de generalidad que Resy (F, F') # 0 debido al siguiente resultado:

Lema 2.7 Dada una funcion Pfaffiana f(x) = F(x,p(x)) con las hipdtesis anteriores y tal
que degy (F) > 0, eziste un polinomio P € Z|X,Y] tal que Resy (P, P) # 0 y P(z, p(x)) tiene
los mismos ceros reales que f(x). Mds ain, el polinomio P puede ser efectivamente calculado
a partir de F y de ®.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que F' es libre de cuadrados.
Supongamos que Resy (F, F') = 0. Sea Fyy € Z[X, Y] tal que F = cont(F)Fpy, donde cont(F) €
Z[X] es el contenido de F' como polinomio de variable Y. Luego, ReSy(Fo,ﬁb) =0,y
ged(Fp, Fy) es un polinomio S € Z[X, Y] de grado positivo en Y. Si

Fob=SU v =SV
para U,V € Z[X,Y], se tiene que

folw) = Fo(w, p(x)) = S(z,0(2)) Uz, p(x)) v folw) = Folz, p(x)) = S(, p()) V (@, ¢(x)),

lo cual implica que un cero £ de fy que no sea cero de U(z, p(z)) satisface que

mult(g, fo) = mult(§, Sz, ¢(x))) < mult(g, f7),

llegando a una contradiccién. Luego, fo v U(x,¢(x)) tienen el mismo conjunto de ceros en
R. Como o

Fo=(SU)=SU+SU,
se sigue que, si T' € Z[X,Y] es un factor comin de U y U con grado positivo en Y, T' divide
a ﬁ’o = SV. Dado que U y V son polinomios coprimos, se tiene que T divide a S y, por lo
tanto, T2 divide a Fj, contradiciendo el hecho de que Fy es libre de cuadrados.

Luego, alcanza con tomar P = cont(F)U. O

Supongamos entonces que Resy (F), F ) # 0. En lo que sigue, aplicaremos la teoria de
subresultantes introducida en el Capitulo [1| para obtener una secuencia de Sturm para f en
un intervalo I contenido en su dominio, bajo ciertas hipétesis adicionales sobre I.

Sea
F = Resto(cp(F)Dﬁ,F) € ZIX][Y],

donde D es el menor entero par mayor o igual que 1 + degy (F) — degy (F).

Siguiendo la construccién del Corolario aplicado a F'y a F se introduce la siguiente
notacion:
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Notacion 2.8 Definimos:

» ng:=degy(F)+1, Ry:=F;
» ny :=degy (F), R;i:=Fy;
= para i > 1, si Ry #0,

Nj41 1= degy(Ri) Y Ri+1 = SReSnHlfl(F, Fl) (S Z[X] [Y]

Sea N := max{i > 0 | R; # 0}. Para i = 0,...,N, notamos 7, € Z[X] el coeficiente
principal de R; y, parai=2,...,N + 1, notamos p; = sRes,, (F, F1) € Z[X].

Como consecuencia del Corolario N < degy (F) y se obtienen las siguientes relacio-
nes:

I} Cp(Fl)dng(F)fdng(Fl)JrlRo = Ri1Ci — Ry (2.3)

pivaTiv1 Ry = Ri1Ci1 — pig1TiRig2 para i > 1 (2.4)

donde B3 := (—1)(degy (F)~degy (F1))(degy (F)~degy (F1)=1)/2 y C; € Z[X][Y] para todo i.

Definicién 2.9 Dado un intervalo I C Dom(yp) que no contenga raices de T; para i =
0,...,N nide p; parai = 2,...,N + 1, se define inductivamente una secuencia de signos
(o1.)o<i<n € {1,=1}N*! de la siguiente manera:

" org=o071=1,
n 012 = sgy(ep(Fy))deer ) —deer M)+,
» 0142 = S81(PitaTit1Pi1Ti)0r i, 512 < i < N — 2,

donde, para una funcion g continua de una variable sin ceros en I, sg;(g) denota el signo
(constante) de g en I.
Definimos ademas, para i =0,..., N, los polinomios

F]}i = O’]ﬂ'RZ’ S Z[X, Y]
e introducimos la secuencia de funciones Pfaffianas fr = (f1:)o<i<n definidas por

fri(z) = Fri(z, o()).

Proposicion 2.10 Con las hipdtesis y notaciones anteriores, la secuencia de funciones Pfa-
[ianas 1 = (f1i)o<i<n es una secuencia de Sturm para f en I = (a,b) (ver Definicién [2.5).
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Demostracion. Para simplificar, el intervalo I estara fijo y asi podremos omitir los subindices
I en toda la demostracion.

Primero probemos que fy y f1 no tienen ceros en comuin en I. Supongamos que « € I lo
sea. Luego F(a,¢(a)) = 0y Fi(a,¢(a)) = 0; por lo tanto (por el Lema [[.41)), pny1() =
Resy (F, F1)(a) = 0, lo cual es una contradiccién. Teniendo en cuenta ademés que fo = f y
que 7o, el coeficiente principal de F', no se anula en I (y por lo tanto, f; tiene el mismo signo
que f’ en cualquier cero de f en I), se verifica la condicién 1 de la Definicién

Para probar la condicién 2, primero notemos que si fj(a) =0y fjti(a) = 0 para algin
a € I, como p; y 7; no tienen ceros en I, para todo i, y valen las identidades y (2.4), «
es un cero comun de todas las f;’s, contracidiendo el hecho de que fy y fi no tienen ceros en
comun en I. Luego, la condicién 2 de la Definicién [2.5] se sigue por la definicién de los signos
(0i)o<i<n y las identidades y .

La condicién 3 se verifica pues, por el Lema [1.41] 75 es fn salvo un signo; y 7 no se
anula en I por hipdtesis. Il

En vista de poder trabajar en un intervalo que contenga raices de los polinomios de la
Definicion [2.9] introducimos la idea del signo de una funcién analitica f en un entorno a la
izquierda o a la derecha de un punto del dominio de f. Méas formalmente, introducimos la
siguiente definicién:

Definicion 2.11 Sea f : J — R una funcion analitica no nula definida en un intervalo
abierto J C R y sea ¢ € J. Llamemos sg(f,cT) al signo que f toma en (c,c+¢) y sg(f,c™)
al signo que f toma en (c —e€,c) para € > 0 suficientemente chico.

Para una secuencia de funciones analiticas no nulas £ = (fo, ..., fn) definida en J, nota-
remos v(f,¢T) a la cantidad de cambios de signo de la secuencia (sg(fo,c™),...,sg(fn,ch))
yv(f,c¢7) a la cantidad de cambios de signo de la secuencia (sg(fo,c™),...,sg(fn,c7)).

Los signos sg(f,ct) v sg(f,c”) pueden obtenerse a partir de los signos de las derivadas
sucesivas de f en c:

Observacion 2.12 Sean f : J — R una funcidn analitica no nula definida en un intervalo
abierto J C R y ¢ € J. Simult(c, f) =7, se tiene que

sg(f,ch) =sg(f7(c)) y sg(f.c) =sg((-1)"F"(c)).

Proposiciéon 2.13 Con las hipdtesis y notacion de la Proposicion[2.10, si suponemos ademds
que el intervalo cerrado |a,b] estd contenido en el dominio de ¢ entonces

4 {w € (a,b) / fl@) =0} = v(fr,a™) — v(fr,b).
Demostracion. Es consecuencia de la Proposicién y del Teorema [2.6] O

Como consecuencia, obtenemos una férmula para la cantidad de ceros de una funcién
Pfaffiana f de orden 1 en cualquier intervalo acotado I, con su clausura I incluida en el
dominio de f:
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Teorema 2.14 Sea ¢ una funcion Pfaffiana definida en un dominio U C R y que satisface
la ecuacion ¢'(x) = ®(x,p(x)) en U, para un polinomio ® € Z[X,Y] con degy (®) > 0. Sea
f(x) = F(z,¢(z)), donde F € Z[X,Y] y degy (F) > 0. Supongamos que Resy (F,F) # 0 y
que (a,b) C R es un intervalo abierto y acotado tal que [a,b] estd contenido en U.

Sean ademds, p; y T; los polinomios en Z[X] introducidos en la Notacion .
Siap < ag < ... < ag son todas las raices en (a,b) de p;, para 2 < i < N+ 1 y 7;, para
0 <i < N, entonces

k
#{z€lab] / flz) =0} =#{0<j<k+1/ flay) =0} + > vlfy,af) —v(fr, i)
j=0

donde oy = a, a1 = by, para todo 0 < j < k, I; = (o, aj41) ¥ fr, es la secuencia de
funciones introducidas en la Definicién [2.9.

El Teorema de Khovanskii (ver Teorema da una cota superior para la cantidad de
ceros no degenerados de una funciéon Pfaffiana de una variable en un intervalo abierto. Més
aun, puede obtenerse una cota para la multiplicidad de uno de sus ceros (ver [7, Theorem
4.3]).

Dado un polinomio F' € Z[X,Y], deg(F) = d que define una funcién Pfaffiana f(z) =
F(z,p(x)) asociada a ¢, usando las cotas de este teorema (para n = r = 1), se sigue que
tanto la cantidad de ceros no degenerados en un intervalo abierto como la multiplicidad de un
cero arbitrario de f son a lo sumo d(d 4 d) (recordemos que § = deg(®)). Se obtiene entonces
una cota para la cantidad total de ceros de f en un intervalo abierto acotando el ntimero de
ceros no degenerados de f y de sus derivadas sucesivas de orden a lo sumo d(d + d) — 1.

Por el Lema para todo k € N, f(*) est4 definida por un polinomio de grado a lo sumo
d+ k(6 —1). Luego, la cantidad total de ceros de f es a lo sumo

d(5+d)—1 1
kzzo (d+k@—1)6+d+ k(6 —1)) < §d352(5+d)3. (2.5)

Una cota superior alternativa, de menor orden que ésta, puede obtenerse del Teorema

2I%

Corolario 2.15 Sea ¢ una funcion definida en un abierto U C R y que satisface la ecuacion
O(z) = D(x,p(x)) en U, para un polinomio ® € Z[X,Y] con degy (®) > 0. Sea f(x) =
F(z,p(x)), con F € Z|X,Y] y grado dy > 0 en Y. Supongamos que Resy (F, f’) %0 y que
J CU es un intervalo abierto y acotado. Entonces

#{weld/ f(x)=0}<(dy+1)(2d5 —dy)((0y +3)dx + 6x) + dy,
donde dx = degx (F), dx := degx(P) y dy := degy (D).

Demostracion. Sabemos, por (2.5)), que la cantidad total de ceros de f en J es finita. Luego,
existe un intervalo I abierto y acotado tal que I C J C U y

#{zed /[ fla)=0}=#{zel/ flz)=0}.
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A su vez, teniendo en cuenta que los extremos del intervalo I no son ceros de f, por el
Teorema aplicado al intervalo I se obtiene que

k
Bloel/f@) =0} =#{1<j<k/ fla))=0}+ Y v(fy,al) — v(f,,a7,) <
§=0

<k+(k+1)N=k(N+1)+ N,

donde N es la longitud de la secuencia f definida en la Notacién [2.8]

Veamos como acotar k'y N.

Por el Corolario N < degy(F1)+ 1 <dy y cada polinomio p;, con 3<i< N+ 1y
7;, con 2 < 1 < N, tiene grado acotado por

deg (F1)dy + dx degy (F1).

Ademas, el Lema afirma que deg(my) < dx, deg(71) < degy(F1) y p2 tiene los mismos
ceros que 71. Esto dice que

k< (2dy — 2)(degX(F1) degy (F) + degx (F) dng(Fl)) + deg(mp) + deg(m1) <

< (Qdy — 2) (dy degX(Fl) + dx(dy — 1)) +dx + degX(Fl). (2.6)

Veamos que degy (F1) < (dy + 2)dx + dx.

El polinomio F} se obtiene mediante el algoritmo de divisién (respecto a la variable Y) en
a lo sumo D pasos, donde D es el menor entero par mayor o igual que 1 + degy (F' ) dy. Si
llamamos rq := cp(F)P F, veamos por induccién en ¢ que, en el paso ¢ > 1 de la divisién, se
obtiene un polinomio no nulo r; € Z[X,Y] con r; = cp(F)P~'L;(X,Y), donde L; € Z[X][Y]
y degx(L;) < (i +1)dx + dx:

- Sii =1, se tiene que rg = cp(F)Dflcp(ﬁ)Ydng(ﬁ)*dYF+7’1. Observar que r1 # 0 pues
Resy (F, F) # 0. Si definimos Li(X,Y) := cp(F)F — cp(F)Y ey (F)=dr I obtenemos
que r; = cp(F )D 111, con degy(L1) < dx + degx (F ) < 2dx +0x (ver (2 )

- Supongamos que la afirmacién vale para el paso ¢ > 1. Por el algoritmo de division,
r;1+1 es el polinomio que verifica que

ri = cp(F)P~lep(Ly)ydesy L =dvp gy

con degy (riz1) < degy(r;) (observar que rii; es no nulo pues Resy(F,F) # 0).

(
Como r; = cp(F)P~'L;(X,Y) por hipétesis inductiva, si llamamos L;1(X,Y) :=
ep(F)(X)Li(X,Y) — cp(L;)(X)F(X,Y)Ydeey (Li)=dy se tiene que

riq1 = cp(F)P~71L

i+15
donde degy (Li+1) < dx + degx(L;) < (i + 2)dx + dx.
Sea ig = min {i / degy (r;) < dy} < Jy, se tiene que

Fy =rj, = cp(F)P70 L,
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y, por lo tanto, degy (F1) < (D —ig)dx + (ip + 1)dx + 0x < (D + 1)dx + dx. Dado que
D <6y + 1 (por (2.2)), se tiene que degy (F1) < (dy + 2)dx + 0x.
De esta forma obtenemos que k puede acotarse por
(2dy — 2)((0y + 3)dxdy + dxdy — dx) +dx + (6y +2)dx + 6x =
(2dy — 2) [(5y + 3)dxdy +dydx — dx] + ((5y + 3)dX +dx =
= (Qd%/ —2dy + 1) [((sy + 3)dX + (5)(] — (Qdy — 2)dx.
Luego,

E(N +1)+ N < [(6y +3)dx + 0x] (dy +1)(2dy — dy — (dy — 1)) — 2(dy — 1)dx +dy <

< [(6y + 3)dx + x| (dy + 1)(2d3 — dy) — (d3 — 1) [(6y +5)dx + 6x] + dy.

Se deduce entonces que
#{zel/ f(x)=0}<(dy+1)(2dy —dy)((0y +3)dx + 0x) + dy.
O

Observacion 2.16 Notar que en la demostracion anterior probamos que cada polinomio p;,
con3<i<N+1ym, con2<i< N, tiene grado acotado por

degX(Fl)dy +dx dng(Fl) < (5y + 3)dxdy +dxdy —dx.

2.2.3. Conteo algoritmico de ceros

En esta seccién daremos un algoritmo, que llamaremos ZeroCounting, que calcula la
cantidad de ceros de una funcién Pfaffiana f(x) = F(x,¢(z)) asociada a ¢ en un intervalo
cerrado contenido en el dominio de ¢. Para ello supondremos, como es usual en la bibliografia,
que disponemos de un oraculo que calcula los signos de funciones Pfaffianas asociadas a ¢ en
nimeros reales algebraicos a partir de su codificacién de Thom.

Comenzaremos describiendo una subrutina que nos permitira calcular los signos de fun-
ciones Pfaffianas en un entorno suficientemente chico a la derecha o a la izquierda de un
nimero real algebraico a partir de su codificacién de Thom.

Continuando con la misma notacién, sean f(x) = F(x,¢(x)) una funcién Pfaffiana aso-
ciada a ¢ y L € Z[X] no constante. Siguiendo la notacién de la Definicién veamos c6mo
calcular sg(f,a™) y sg(f,a™), para toda raiz a de L incluida en el dominio de ¢. Notemos,
ademds, dy := degy (F), dy := degy (F), dx := degx (P) y dy := degy (D).

Algoritmo SignAround

INPUT: Una funcién ¢ que satisface una ecuacién diferencial de la forma ¢'(x) = ®(z, p(x)),
con ® € Z[X,Y], degy (®) > 0, un polinomio F' € Z[X,Y] con degy (F) > 0, las codificaciones
de Thom de nimeros reales aji,...,a; en el dominio de ¢ como raices de un polinomio
L € Z[X], y A > 1 una cota superior para la multiplicidad de un cero de f(z) = F(z, ¢(x)).

OUTPUT: sg(f, ) y sg(f,0;), Vi=1,....k.
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1. Calcular los polinomios definidos recursivamente por Fy = F, F; = 65321 + 85;1(1)’

parai=1,... A
2. Paracada j=1,...,k:

- Determinar v; = min{0 < ¢ < X\ / gi(a;) # 0}, donde g;(x) = Fi(z,p(x)),
utilizando el oraculo.

- Calcular n; := sg(gy, (ay))-

Llamar sg(f, a;r) =n; y sg(f, Oéj_) = (=1)"n;.

Obtenemos entonces el siguente resultado:

Proposicién 2.17 Sean f(x) = F(x,p(z)) una funcion Pfaffiana asociada a ¢ y o, ..., ax
raices reales de un polinomio L € Z[X]| que pertenecen al dominio de ¢. Sean dx = degy (F'),
dy = degy (F), dx = degx (®), oy = degy (P) y A > 1 una cota superior para la multiplicidad
de un cero de f. El Algoritmo SignAround calcula sg(f, ozj) y sg(f, a;), para todo j =
1,...,k, a partir de las codificaciones de Thom de aq,...,ar como raices de L, con una
complejidad de orden

O(AM (dx + Adx)M (dy + Ndy))

y realiza O(Ak) llamadas al ordculo para calcular el signo en nimeros reales algebraicos de
funciones Pfaffianas definidas por polinomios de grado en X acotado por dx + Aox y grado
en'Y acotado por dy + A(dy —1).

Demostracion. La correctitud del Algoritmo SignAround es consecuencia de que, por la cons-
truccion de los polinomios Fj, resulta que g;(z) = f () para i =0...,\, y de la Observacién
2. 12

Analicemos a continuacién su complejidad:

1. Por la Proposicién degy (F;) < dx +idx y degy (F;) < dy + i(dy — 1), para todo
i =1,..., . Luego, calcular cada F; requiere de:

- Calcular las derivadas parciales respecto a X y respecto a Y de F;_1. Esto puede
hacerse con complejidad O((dx + Aox)(dy + Aéy)).

- Calcular el producto agg;lq). Esto puede hacerse con complejidad O(M (dx +
Adx)M(dY + )\(5}/)) .
- Calcular la suma agfgl 8?;1 ®. Esto puede hacerse con complejidad O((dX +

A3x)(dy + Aoy ) ).

En total, calcular todos los polinomios F;, para ¢ = 1,..., A requiere de O()\M(dx +
ANox )M (dy + /\5y)> operaciones.
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2. Para cada j = 1,...,k, la determinacién del signo en «; de las funciones g;, para
i=0,...,\ requiere de O(\) llamadas al ordculo para funciones Pfaffianas definidas por
polinomios de grado en X acotado por dx+Adx y grado en Y acotado por dy +A(dy —1),
lo que da un total de O(\ k) llamadas al ordculo.

O

A continuacién describimos el algoritmo mas importante de esta seccién, el Algoritmo
ZeroCounting, que nos permite contar la cantidad de ceros de una funcién Pfaffiana f(z) =
F(z,p(z)) asociada a ¢, con F' € Z[X,Y], en un intervalo cerrado y acotado incluido en el
dominio de ¢.

Algoritmo ZeroCounting

INPUT: Una funcién ¢ que satisface una ecuacién diferencial de la forma ¢'(x) = ®(z, p(x)),
con ® € Z[X,Y], degy (®) > 0, un polinomio F' € Z[X,Y] tal que Resy (F,F) # 0 y un
intervalo cerrado [a,b] C Dom(p) con a,b € Q.

OUTPUT: La cantidad de ceros de f en [a,b].

1. Calcular el polinomio F}(X,Y) := Resto(cp(F)PF, F), donde D es el menor entero par

mayor o igual que 1 + degy (F') — degy (F') y la divisién es respecto a la variable Y.

2. Computar los polinomios R; y 74, para 0 < ¢ < N,y p;, para 2 < i < N + 1, asociados
a F'y Fy como en la Notacién [2.8

3. Determinar la lista ordenada de las codificaciones de Thom de lasraices a1 < aig < -+ <
ay en el intervalo (a,b) de los polinomios 7;, para 0 < ¢ < N,y p;, para 2 <i < N + 1.

4. Para todo 0 < j < k, siguiendo la Definicion determinar los signos oy, ;, para
0 < i < N, donde I := (aj,041), g = a y ogq1 = b, y computar la secuencia
fr, = (f1;,)o<i<n-

5. Para 0 < j < k+1, decidir si f(a;) =0y calcular #{ 0 < j <k +1: f(oyj) =0 }.

6. Para todo 0 < j <k, computar v; := ’U(f]j,(l;r) — 'U(f[j,aj_+1).

k

7. Calcular #{0 < j <k+1: f(oj) =0} + > vj.
j=1

Como consecuencia, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.18 Sea ¢ una funcion analitica definida en un abierto U C R para la cual existe
un polinomio ® € Z[X,Y], con degy (®) > 0, tal que ¢ satisface en U la ecuacion ¢'(z) =
O (z,0(x)). Sea f(xr) = F(z,p(x)) una funcion Pfaffiana asociada a ¢, con F € Z[X,Y].
Notemos dx = degx (F), dy = degy (F), dx = degx(®), dy = degy (P) y supongamos que
Resy (F, ﬁ) % 0, donde F es el polinomio definido en . El Algoritmo ZeroCounting
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calcula la cantidad de ceros de f en un intervalo cerrado [a,b] C Dom(p) (a,b € Q) con

complejidad
O(dydxoy (dy + dy)*(dydx + 0x)* 1og(dy + 8y ) (dydx +0x)))

y requiere de O(dé(dy + 0y ) (dydx + 5)()2) llamadas al ordculo para determinar el signo en
numeros algebraicos reales de funciones Pfaffianas asociadas a ¢ definidas por polinomios de
grado en X de orden O(5xdy(dy + 0y)(dydx + 5X)) y grado en'Y de orden O(5ydy(dy +
(5)/)((5de + (5)() .

Demostracion. La correctitud del Algoritmo ZeroCounting se sigue de la Proposicién y
del Teorema 2.141
Para el analisis de la complejidad del Algoritmo ZeroCounting:

1. Notar primero que degy (Fy) < dy y que, como degy (F) > dy, D > 2. En la demostra-
cién del Corolariose prob6 que degx (F1) < (0y+2)dx+dx v, siguiendo con la nota-
cién de este corolario, en el paso i > 1 de la divisién se obtiene un polinomio r; € Z[X, Y]
con r; = cp(F)P~L;(X,Y), donde L; € Z[X][Y], degx(L;) < (i + 1)dx +dx y

Liy1(X,Y) := cp(F)(X)Li(X,Y) — cp(Li)(X)F(X,Y)Yydesy (Li)=dv (2.7)

Observar que degy (L;) < dy + 0y para j =1,...,i9 < dy.

Por la recurrencia de ([2.7)), para calcular cada polinomio L; € Z[X][Y], con i =
1,...,i9 < dy, se deben realizar:

- alosumo degy (L;) < dy +0dy productos entre cp(F') y polinomios en Z[X] de grado
acotado por (dy +1)dx + dx. Esto puede hacerse con O((dy + 0y )M (dydx + (5X))
operaciones.

- alo sumo dy productos entre los coeficientes de F' (como polinomio de variable Y)
y el polinomio cp(L;) € Z[X], de grado acotado por degx(L;) < (dy + 1)dx + dx.
Esto puede hacerse con O(dyM (0ydx + 6 X)) operaciones.

- a lo sumo dy restas de polinomios de grado en X acotados por

max {degx(cp(F)Li), degX(cp(Li)FYdng(Li)_dY)} < (0y +2)dx + 0x.

Luego, la complejidad del i-ésimo paso de la recurrencia es O ((dy +oy )M (dydx +0 X)) )

Como multiplicar L;, por cp(F)P~% no cambia el orden de la complejidad del célculo de
L;,, resulta que F puede calcularse con complejidad de orden O(éy(6y+dy)M (oydx+

dx))-

2. Observando las cotas para el grado en X y el grado en Y de F} que probamos en el paso
1 y aplicando el algoritmo del Teorema aFyaFy, conp:=dydx(dy+3)+dydx,
se calculan todas las subresultantes con complejidad de orden

O(u(dxdy + dy (dx8y + 0x) + dy (2dy)**) + di- M (1) log()) <
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< O((dy(éydx +6x)(dy (Bydx + 0x) + doT2) + d%/u).

Observando que
O(d2 (bydx + 0x) + d2M3(Sydx + 6x)) < o<d;+3(5ydx n 5X)2),
obtenemos una cota para la complejidad de este paso.

3. Consideremos el polinomio L definido por

Lx)= 11 = I e (2.8)

0<i<N  3<i<N+1

En la demostracién del Corolario se hallaron cotas superiores de N y de los grados
de los polinomios 7, para ¢ = 0,...,N, y p;, para i = 3,...,N + 1 (ver Observacién

, de donde se deduce que
deg(L) < (23 — dy)((0y + 3)dx + 0x).

Calculamos sus coeficientes por interpolacion: la especializacién de L en un punto puede
ser calculada con O(d% (Sydx + dx)) operaciones de especializar sus factores y multi-
plicarlos. La complejidad de interpolar en deg(L) + 1 puntos es de orden O(d3-(dydx +
5x)?).

Aplicar el algoritmo del Teorema [I.26] a L, las derivadas sucesivas de L, X —ay b— X
para calcular y ordenar las codificaciones de Thom de las raices de L en (a,b) tiene
complejidad

O(dg(éydx + 5)()3 ]Ogg(d%((Sde + (5)())).

La complejidad total de este paso es de orden O <d§,((5ydx +6x)3 log3(dy (oydx +6X))> .

4. Para calcular los signos de los polinomios (p;)i=2, .. N+1 ¥ (Ti)i=0,...N entre dos raices
consecutivas de L, segin la Observacion [2.12] necesitamos calcular los signos de
O(Ndy ((dy +3)dx +dx)) polinomios (los anteriores y sus derivadas sucesivas) en cada
una de las raices de L en (a,b). Recordando que N < dy, por el Teorema puede
hacerse con complejidad de orden

O(dS Sy dx +0x)%log® (d% (Sydx +6x)?)) = O(dS Sy dx + dx)? log® (dy (Sydx + 6x))).
A partir de ellos, la secuencia f;; puede calcularse sin cambio en la complejidad.

La complejidad total de los pasos 1 a 4 es de orden
O(d8(6ydx + 6x)* 1og™(dy (v dx +6x)) ).

5. y 6. Estos pasos requieren determinar el signo de funciones Pfaffianas de la forma
G(z,¢(x)), con G € Z[X,Y], en ntmeros algebraicos dados por su codificaciéon de
Thom como raiz de L y en a y b.



52

CAPITULO 2. ALGORITMOS EFECTIVOS PARA FUNCIONES PFAFFIANAS

En el paso 5, necesitamos k +2 < deg(L) +2 = O(d% (dy dx + 0x)) llamadas al ordculo
para la funcién Pfaffiana definida por el polinomio F', con degy (F') = dx y degy (F) =
dy.

En el paso 6, se aplica el Algoritmo SignAround (ver Proposicién a las funciones
fi, para cada ¢ = 0,..., N utilizando el polinomio L definido en el paso 3. Dado que
para todo i =0,...,N, por la Proposicic')n degy (R;) < dy((éy +3)dx —|—5X) —dx
y degy (R;) < dy, usando la Proposicién se tiene que

mult(ey, fi) < 2degx (R;) degy (R;) + degx (R;)(0y — 1) + degy (R;)(dx + 1) <

< (2d% + dy (8y — 1))((8y + 3)dx + 6x) — 2dxdy — dxSy +dx +dy(6x +1) <
<dy(2dy 4+ 6y — 1)((dy +3)dx + 0x) — 2dxdy —dx(0y — 1) +dy(ox +1) <
<dy(2dy + 6y )((0y + 3)dx + 6x) + dy = A,
para todo j =0,...,deg(L), para todoi=0,...,N.
Como para todo i =0,...,N:

degx (R;) + Aox = O(dxdy (dy + dy)(dydx + dx))

degy (R;) + Aoy = O(dydy (dy + dy)(dydx + dx))

Adeg(L) = O(di’/(dy + 0y )(dxdy + 5X)2)
se tiene que, aplicar N < dy veces el algoritmo SignAround requiere del orden de
O(dy AM (degx (R;)+Adx )M (degy (R;)+Ady)) < O(5X5yd§1,(5y+dy)3 (dydx+6x)3x
log?((dy + 6y )(dydx + 6x))log?(log((dy + dy)(dydx + (5X))), lo que resulta en una

complejidad de orden O ((5X5yd§l/ (8y +dy)? (Sydx +6x)% log3((dy + 6y ) (Sydx + 5X))> ,
con O(dy-(dy + 0y )(dxdy +6x)?) llamadas al ordculo para calcular el signo en niimeros
reales algebraicos de funciones Pfaffianas definidas por polinomios de grado en X de
orden O(dxdy (dy + 0y )(dydx +9x)) y grado en Y de orden O(dydy (dy + oy )(dydx +
dx))-

La complejidad total del algoritmo es de orden

O(d?‘/éxéy(dy + 0y )3 By dx + 6x)* log3((dy + 8y ) (dydx + 5X))>,

y se efectian O(d;l/(dy + 8y)(6ydx + 6x)?) llamadas al ordculo para calcular el signo en

nameros reales algebraicos de funciones Pfaffianas definidas por polinomios de grado en X de
orden de O(dxdy (dy +0y)(dydx +dx)) y grado en Y de orden de O(dydy (dy + dy ) (dydx +

0x))-

2.3.

O

Secuencia de Sturm generalizada

En esta seccién, introduciremos la nocién de secuencia de Sturm de una funcién continua

respecto a otra. Veremos cémo esta secuencia se relaciona con los indicadores de Tarski de las

funciones involucradas generalizando el Teorema (valido para polinomios) y cémo, bajo

ciertas hipdtesis, esta secuencia puede ser calculada algoritmicamente.
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2.3.1. Definicién y propiedad fundamental

Comenzaremos proponiendo una definicién para secuencia de Sturm de una funcién res-
pecto a otra en un intervalo abierto y probaremos la propiedad fundamental que verifica.

Definicién 2.19 Sean f,g : (a,b) — R funciones continuas. Una secuencia de Sturm en
(a,b) para f respecto a g es una secuencia finita de funciones continuas £ = (fo, f1,..., fN)
definidas en (a,b) que cumple que para todo y € (a,b):

1) foly) =0 <= f(y) =0 A g(y) #0.

2) Si fo(y) =0 entonces 3 € > 0 tal que fi(x) #0Vx € (y —e,y +¢).

En este intervalo, si g(y) > 0 se tiene que

fo@)fi(z) <0 para y—e<xz<y
fo@)fi(z) >0 para y<z<y-+e

y si g(y) <0 se tiene que

fo(x)fi(x) >0 para y—e<z<y
fo(x)fi(z) <0 para y<zx<y+e.

3) Para todoi=1,...,N —1, si f;(y) =0 entonces fi—1(y)fi+1(y) <O.
4) fn(y) # 0.

Teorema 2.20 Si f = (fo,..., fn) es una secuencia de Sturm para f respecto a g en (a,b)
y c,d € (a,b) no son ceros de f, si ¢ < d, entonces

o(f,c) —u(f,d) = #{x € (¢,d)/ f(x) =0Ag(x) >0} —#{z € (¢,d)/ f(x) =0Ag(x) <O}.

Demostracion. Sea t € [c,d] C (a,b). Por la continuidad de las funciones fy,..., fx y por la
condicién 3 de la Definicién 2.19] existe e >0 tal quesia <t —e <z <t <y <t+e <b

sg(fi-1(z)) = sg(fi-1(y)) #
Vi # 0, N tal que f;(t) = 0 vale 58(fer1(@)) = sglfirr(y)) # 2.9
70N rabane £i0 selfir(2)) = —Sg(fm(ﬂ«“)) 2
sg(fi-1(y)) = —sg(fi+1(y)) #
y
Vj tal que f;(t) # 0 vale sg(f;(z)) =sg(f;(t)) = sg(f;(y))- (2.10)

Notar que, por la condicién 4 de la Definicién se verifica (2.10) para j = N.
Para simplificar la notacién, notemos v(z) = v(f,z) y analicemos la funcién v(x). Consi-
deremos las siguientes opciones:
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- Si fo(t) # 0, por (2.9) y (2.10)), se tiene que v(z) = v(y) Vx,y € (t — &,t + ). Luego,

v(z) =v(t) Vo € (t —e,t+¢). (2.11)

- Si fo(t) = 0, por la condicién 2 de la Definicién f1(t) # 0y, para ¢ suficientemente

chico, no cambia de signo en (t — e,t + ). Ademas:

si g(t) > 0 se tiene que

fo(x)fi(xr) <0 parat—ec<az<t
fo(x)fi(x) >0 parat<z<t+e,

y si g(t) < 0 se tiene que

fo(x)fi(x) >0 parat—e<xz <t
fo(x)fi(z) <0 parat<z<t+e.

Se obtiene entonces que sia <t—e <z <t<y<t+e <b, ademas de (2.9) y (2.10):

{ sa(h(@) =sa(hiw) #0. y

S g(t) > 0 vale que { sg(fo(x)) = —sg(fi(x)) #0
sg(fo(y)) =sg(fi(y)) #0

S g(t) < 0 vale que { sg(fo(x)) = sg(fi(x)) #0
sg(fo(y)) = —sg(f1(y)) # 0.

Luego, si g(t) > 0, v(z) = v(y) + 1, y si g(t) <0, v(z) = v(y) — 1.

Ademas, como fy(t) = 0, se tiene que

(@) =1 sig(t) >0 . B
v(t) = { () 5 g(t) < 0 Vo e (t —e,t).

Se obtiene entonces que

v(t)+1 Vze(t—et)
v(t) Vr € [t,t+¢)
u(t) Vo e (t—e,t]
v(t)+1 Vze (t,t+e).

Sig(t)>0: wv(x) {

(2.12)
Sig(t)<0: wv(x) {

Se construye asf un cubrimiento de [c, d] por intervalos abiertos (I;)ie|c,q centrados en

t, para los cuales o bien fo(t) # 0 y se verifica (2.11)), o bien fo(t) = 0 y se verifica (2.12).
Como [c,d] es compacto, existen ¢ < t1 < to < ... < t < d tales que [¢,d] = Ui:l,...,k I,
Podemos suponer que ninguno de estos intervalos estd contenido en otro, y por lo tanto,
Iyny,, #0,Vi=1,...,k—1.

Renombrando r; < ... < rg a los valores de t; que son ceros de fy, y por lo tanto no de

g, se obtienen las siguientes observaciones:
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—_

. c<ryyrs<d,pues cy dno son ceros de fy por lo tanto, tampoco de fj.

2. Siteed,t#r;Vj=1,...,s entonces fo(t) # 0: existe t;, con i = 1,...,k tal que
t € I;,, pero por construccién de Iy, fo no se anula alli salvo quizés en ;.

3. {x€(e,d)/ f(x) =0, g(x) >0} = {x € (¢,d) / fo(x) =0, g(x) >0} que por la ob-
servacion anterior es igual a {r;/ g(r;) > 0}.
Anélogamente, {z € (¢,d) / f(xz) =0, g(z) <0} = {r;/ g(r;) <0}.

4. v es constante en (rj,7j41), Vj = 1,...,s, pues (Iy;)i=1,. ., s un cubrimiento de (c,d)
con intervalos que verifican (2.11)) y (2.12]).
Para cada j =1,...,5s — 1, tomemos &; € (rj,7j41), ¥y sean & = ¢ y & = d. Observemos

que v(c) = v(&y) y v(&) = v(d), pues ¢ € I, d € I, y v es constante en la primera mitad
y en la segunda mitad de estos intervalos. Ademés, dado que se verifican (2.11)) y (2.12), se
tiene que Vj=1,...,s,

1 sig(r;) >0
-1 sig(rj) <O0.

v(&j-1) — (&) = {

Luego,

S

v(e) —v(d) =Y v(&1) —v(&) = #{rj/ g(rj) > 0} = #{rj/ g(r;) <0}

j=1
O

De la misma forma que lo hicimos en la Seccién comenzaremos a trabajar en particular
con funciones Pfaffianas asociadas a una funcién ¢. Para ello, supondremos que ¢ es una
funcion fija definida en un dominio U C R que satisface en U una ecuacion diferencial de la
forma ¢'(x) = ®(z, p(x)), donde ® € Z[X,Y] con degy (P) > 0.

A continuacién, generalizamos la definicién de indicador de Tarski para polinomios (ver
Definicién [1.5)) a funciones Pfaffianas asociadas a ¢:

Definicién 2.21 Sean f(x) = F(z,¢(z)) yg(x) = G(x, p(x)) funciones Pfaffianas asociadas
a ¢ definidas por polinomios F,G € Z[X,Y], con degy (F) > 0. Sea (¢,d) C R un intervalo
abierto y acotado tal que [c,d] estd contenido en el dominio de ¢. Definimos el indicador de
Tarski de f para g en (¢, d) como el nimero

TaQ(f,g;¢,d) == #{x € (¢,d) / f(x) = 0N g(x) > 0} = {x € (¢,d) / f(x) =0Ag(x) <O}.

Con esta nueva notacién, el Teorema [2.20] aplicado a funciones Pfaffianas asociadas a ¢
se reescribe de la siguiente forma:

Teorema 2.22 Sean f y g funciones Pfaffianas asociadas a ¢ definidas en un intervalo
abierto y acotado (a,b) C Dom(yp). Si £ = (fo,...,fn) es una secuencia de Sturm para f
respecto a g en (a,b) y ¢,d € (a,b) no son ceros de f, si c < d, entonces

v(f,c) —v(f,d) = TaQ(f, g; ¢, d).
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2.3.2. Construccién de un secuencia de Sturm generalizada

En esta seccién veremos como, dadas dos funciones Pfaffianas f y ¢ asociadas a ¢ y
definidas por polinomios F,G € Z[X,Y], podemos construir una secuencia de Sturm para f
respecto a ¢g en un intervalo acotado I contenido en el dominio de ¢, bajo ciertas hipdtesis
sobre I. A continuacién, aplicaremos esta construccién para calcular indicadores de Tarski.

Sean f(z) = F(z,p(z)) v g(z) = G(x,¢(x)) funciones Pfaffianas asociadas a ¢, donde
F,G € Z[X,Y], con degy (F),degy (G) > 0.

Consideremos el polinomio F € Z[X,Y] definido en (2.1)),

F(X,Y) = g—f((x, Y) + g—}}j(X,Y)cb(X, Y).

Recordemos que

Dado que el polinomio FG € Z[X,Y] tendrd un papel importante en el algoritmo que
desarrollaremos, serd ttil tener en consideracion las siguientes desigualdades respecto de su
gradoen X yen Y:

Lema 2.23 Con las hipdtesis y notaciones anteriores, si 0y = degy (®) y ox = degx (P)
1) degy (F) < degy (FG) < degy (G) + degy (F) + oy — 1

2) degy (FG) < degy (G) + degx (F) + dx.

Demostracion. Ambas desigualdades se siguen trivialmente del hecho de que degy (F) <
degy (F) < degy (F) 4 0y — 1 (ver las desigualdades en (2.2)) y de que degy (G) > 0. O

Podemos entonces, aplicar la construccién del Corolario a los polinomios FG y F,
utilizando por conveniencia una notacién con los indices corridos respecto a los del corolario
antes mencionado:

Notacion 2.24 Con la notacion anterior se definen:

"Ny = degy(ﬁG) +1, R_,:=FG;
= ngi= degy(ﬁG), Ry :=F;
= para i >0, si R; # 0,

Nj41 := degy(Ri) Y RZ'+1 = SReSnHlfl(ﬁG,F) S Z[X] [Y]

Sea N := méx{i > 0 | R; # 0}. Notamos, para i = —1,...,N, 7, € Z[X] el coeficiente
principal de R; y, parai=1,...,N + 1, p; = sRes,,,(FG, F) € Z|X].
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Como consecuencia del Corolario resulta que N < degy (F') y se obtienen también
las siguientes relaciones:

rocey (FO)-deey (Bl p | — CoRy — Ry, (2.13)
piveTiv1 Ry = Ciy1Riy1 — pigaTiRiye, 0 <t <N — 1, (2.14)

donde = (—1)3(deay (FG)—degy (F))(degy (FG)~degy (F)~1),
De aqui se deduce que el polinomio Ry(X,Y) divide a los polinomios R;(X,Y) en

Q(X)[Y] para todo i = —1,..., N. Luego, P, = 51 € QX)[Y], parai=—1,...,N.
N

Definicion 2.25 Dado un intervalo abierto I contenido en el dominio de ¢ y que no contenga

raices de 1; para i =0,...,N ni de p; parai =1,...,N + 1, se define inductivamente una
secuencia de signos (o;)o<i<n € {1, —1}V*1 de la siguiente manera:
= o10=1,

=07 = _IBSgI(To)degy(ﬁG)fdegy(F)+1

® 0iv2 = 581(pit2Tit1Pit17i)0i; 500 <1 < N —2.
Se introducen ademds, las funciones pfaffianas

Jri(x) = o1, Pi(z,p(x)), para 0 <i < N.

Teorema 2.26 Con las hipdtesis y la notacion de la Definicion la secuencia de fun-
ciones Pfaffianas fr = (f1:)o<i<n resulta ser una secuencia de Sturm para f respecto a g en
el intervalo I.

Demostracion. Para simplificar la notacién suprimiremos el sufijo I en la escritura de fr; y
de or; y llamaremos r(z) = Rn(z,¢(x)). Observemos primero que f7 es una secuencia de

T

funciones continuas pues P; = € Q(X)[Y] y los tinicos denominadores que aparecen son

Ry
potencias de 7, que no se anulan en I por hipdtesis. Observemos ademas que
f@) = fo(x)r(z) y f(z)g(x) = f-1(z)r(2). (2.15)

Veamos que se cumplen las cuatro condiciones de la Definicion [2.19

1) Veamos que fo(y) =0 <= f(y) =0y g(y) # O:

=) Si fo(y) =0, claramente f(y) =0y mult(y,r) < mult(y, f).

Por otro lado, teniendo en cuenta la Observacién [1.35] existen polinomios A, B €
Z]X,Y] tales que Ry = AFG + BF'. Evaluando en (z, ¢(x)) obtenemos que

r(z) = A(z,¢(2))f (z)g(x) + Bz, ¢(2)) f (). (2.16)
Si g(y) = 0, se obtiene que mult(y, f) < mult(y, ). Obtenemos asi la contradiccion

mult(y,r) < mult(y, f) < mult(y,r).

Luego, g(y) # 0.
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<) Si f(y) = 0y go(y) # 0, entonces mult(y, f'g) = mult(y, f) — 1. Ademds, por
(2.15)), se tiene que

mult(y, r) < mult(y, f'g) = mult(y, f) — 1 = mult(y, fo) + mult(y,r) — 1,
de lo que se deduce que 1 < mult(y, fy). Luego, fo(y) = 0.

Como fo(y) =0, en virtud de , f(y) = 0. Como es una funcién analitica, existen
m € N y una funcién analitica o que no se anula en y tales que f(z) = (z — y)"a(x),
y por lo tanto, f'(z) = (x — y)™ ! (ma(z) + (z — y)/(z)). Llamando v(z) = ma(x) +
(x — y)d/(x), obtenemos que v(y) = ma(y). Luego, v y « tienen el mismo signo en un
entorno de y en I.
Veamos que mult(y,r) = m — 1.
Observemos primero que mult(y, f'g) = m — 1 dado que g(y) # 0 (pues se verifica la
condicién 1). Por un lado, en virtud de , mult(y, ) < m— 1. Por otro lado, por la
identidad (2.16), mult(y,r) > min {mult(y, f’g), mult(y, f)} = m — 1. Existe entonces
una funcién s analitica tal que r(z) = (z — y)™ 's(x) y s(y) # 0.
Luego, por (2.15), obtenemos que

f@) f'(@)g(x) _ (z —y)"az)(x —y)" y(zx)g()

fol@)f-1(z) = r2z) ((z —y)mLs(z))? B

(z — y)a(z)y(z)g(z)
s*(z) '

Se deduce que, como g(y), a(y), 1(y), s(y) # 0, mult(y, fo) + mult(y, f1) = 1. Luego,
como fo(y) = 0, f-1(y) # 0. Como 7(y) = ma(y), obtenemos entonces que, para x

suficientemente cerca de vy, sg(fo(z)f-1(x)) = sg((x —y)g(x)). Por otro lado, dividiendo
por Ry (X,Y), multiplicando por o1 y evaluando en Y = () en la recurrencia (2.13)),
se tiene que

oy riesy FC—deev (4L ¢ | 4y — 5y Co(, () fol) — fu(x).

Evaluando en vy, obtenemos que 0167'61 cgy (FG)—degy (F)+1 f-1(y) = —f1(y). Por la defi-
nicién de o1, se tiene que sg(f-1(y)) = sg(f1(y)). Como f_1(y) # 0, se concluye que en
un entorno de y en I:

sg(fo(z) fi(x)) = sg(folx)f-1(x)) = sg((x — y)g(x)).

Luego, si g(y) > 0 entonces sg(fof1) = sg(x — y) en un entorno de y y si g(y) < 0
entonces sg(fofi1) = —sg(x — y) como se queria probar.

Sean i € {1,...,N — 1}, y € I tales que f;(y) = 0. Veamos que f;_1(y)fi+1(y) < 0.
Observemos que R;(y, ¢(y)) = 0y dada la férmula (2.14]), se tiene que

_ ,Oz‘+1(y)Tz‘(y>Ri—1(y"P(y))‘

Rit1(y, o)) —pi(y)Ti-1(y)
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Luego, se obtiene que

, , _oiRica(y,0(y) oiiRiva(y,9(y)
faWlinW) = =50 00 Enlne®)

— 0i—10i41Pi+1(Y)Ti(y) (fifl(?/))2
—pi(y)7i1(y) oi1 /o

Como f;—1(y) # 0 (pues sino por la recurrencia (2.14)) se tendra que f_1(y) = fo(y) =0
y vimos en la demostracién de 1) que eso no puede pasar) y las funciones p;t1, 7, pi ¥y

T;—1 no se anulan en I,

Pi+1(y)Ti(y)) _ 2

sg(fimr (W) fira(y)) = _Ui—lai“sg(pi(y)n—l(y)

como se queria probar.

4) fn(y) =on #0,Vy e 1.

Por el teorema anterior y el Teorema [2.20] se tiene que:

Corolario 2.27 Si I es un intervalo contenido en el dominio de ¢ que no contiene raices de
mparat=0,....,Nnidep; paorai=1,.... N+1yc,del, c<d, no son ceros de f,

’U(f[,C) - U(f17 d) = Ta“Q(f?.g, ¢, d)

En vista de generalizar este resultado a intervalos abiertos incluidos en el dominio de ¢ y
de evitar la divisiéon por Ry, realizamos la siguiente observacion:

Observacion 2.28 Con las mismas hipdtesis y notacion que en la Definicion[2.25, sea p;r =
(pr,i)o<i<n, donde pri(z) = or;Ri(z,¢o(x)) para i =0,...,N. Sea { € I = (a,b) y supon-
gamos que Ry (&, ¢(€)) # 0. Se tiene que v(pr,&) = v(f1,&). Luego, teniendo en cuenta la
Definicion[2.11, v(pr,a™) = v(fr,a™) y v(pr,b7) = v(fr,b7).

Por el Teorema [2.20] obtenemos:

Proposicién 2.29 Con las mismas hipdtesis y notaciones que la Observacion [2.28, si ade-
mas el intervalo cerrado [a,b] estd contenido en el dominio de @, se tiene que

U(p17 a+) - v(pfv bi) = Ta‘Q(fv g;a, b)
Como consecuencia obtenemos una versién generalizada del Teorema [2.26]

Teorema 2.30 Sea ¢ una funcién analitica que satisface una ecuacion diferencial de la
forma ¢'(x) = ®(z, p(z)) para un polinomio ® € Z[X,Y] con degy (®) > 0. Sea (a,b) C R
un intervalo abierto y acotado tal que [a,b] estd contenido en el dominio de ¢. Sean f(z) =
F(z,0(z)) y g(z) = G(z,o(x)) funciones Pfaffianas asociadas a ¢ definidas por polinomios
F,G € Z[X,Y] con degy (F) > 0 y degy (G) > 0.
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Sean p; y 7; los polinomios en Z|X| introducidos en la Notacion yop <o <...<ag
todas sus raices en (a,b). Entonces el valor de TaQ(f, g;a,b) coincide con

#1<j<k:flog)=0Ag(ay) >0} —#{1<j<k:fla;) =0Ag(a;) <0 }+

+ ’U(p[j,Oéj_) _U(pfjaaj_Jrl)?

k
j=0
donde ag = a, agy1 = b y, para todo 0 < j < k, I; = (0, j41) ¥y p1; es la secuencia de

funciones pr, i(x) = o1, i Ri(z, ¢(x)) parai=0,...,N con oy, ; introducidos en la Definicion

y Ri(X,Y) definidos en la Notacidn [2.24]

2.3.3. CAalculo efectivo de indicadores de Tarski

Como consecuencia del Teorema [2.30] podemos describir un algoritmo para calcular el
numero TaQ(f, g;a,b).

Algoritmo Tarski-query

INPUT: Una funcién ¢ que satisface una ecuacién diferencial ¢'(z) = ®(x, p(x)), con ® €
Z[X,Y], degy (®) > 0; polinomios F,G € Z[X,Y] con degy (F), degy (G) > 0, y un intervalo
cerrado [a, b] C Dom(y).

OUTPUT: TaQ(f,g;a,b), donde f(x) = F(x,p(x)) y g(z) = G(x, ¢(x)).

1. Calcular los polinomios R; y 7;, para —1 <i < N,y p;, para 1 <7 < N + 1, asociados
a F'y G como en la Notacién [2.24]

2. Determinar las codificaciones de Thom y el orden de todas las raices a1 < ag < - -+ < ay
en el intervalo (a,b) de los polinomios 7;, para —1 <i < N,y p;, para 1 <i < N + 1.

3. Para todo 0 < j < k:

a) Determinar los signos oy, ;, para 1 < i < N, como en la Definicién para
I; := (0, aj41), donde g = a y agy1 = b.
b) Considerar las funciones py, ; := oy, i Ri(z, ¢(x)). Si p1; = (p1;,i)o<i<n, computar

v = v(pjj,ozj) - U(pljaaj‘_+1)-

4. Para todo 1 < j < k, decidir si f(a;) = 0. Si este es el caso, determinar si g(a;) >0 o
g(a;) < 0. Calcular los niimeros:

-vt=#{1<j<k/ fley) =0Ag(a;) >0}
v =#{1<j<k/ floy) =0Ag(ey) <0}

k
5. Computar TaQ(f, g;a,b) :=vT — v~ + Zvj.
3=0
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Ahora estamos en condiciones de enunciar el siguiente resultado:

Teorema 2.31 Sea ¢ una funcion que satisface la ecuacion diferencial ¢'(x) = ®(x, (x))
con & € Z[X,Y]. Notemos 6x = degx(®P), oy = degy(P) > 0, y sean a < b nimeros
racionales tales que [a,b] C Dom(p). Sean f(x) = F(z,¢(x)) y g(z) = G(z,¢(x)) donde
F,G € Z[X,Y] con deg(F) < d, deg(G) < d. Eziste un algoritmo que calcula TaQ(f, g;a,b)
con complejidad de orden

O(d!(d+bx +by)*(d + by)* log™(d + bx + b))

y requiere de O(d*(d + dx + dy)*(d + dy)) llamadas al ordculo para determinar el signo en
numeros algebraicos reales de funciones Pfaffianas asociadas a ¢ definidas por polinomios de
grado en X de orden O(dox (d+0y)(d+dx +0y)) y grado en'Y de orden O(ddy (d+ 0y )(d+
dx + dy)).

Demostracion. Si degy (F'),degy (G) > 0 se aplica el Algoritmo Tarski-query. Analicemos
la complejidad de este algoritmo:

1. Por el Teorema aplicado a FG y F con p := (2d 4 8y — 1)d + d(2d + éx) =
d(4d 4+ 6x + 0y — 1) (ver cotas para los grados en el Lema [2.23), estos polinomios
pueden computarse con una complejidad de orden

O(d(d+ 6x + 6y) ((d+ dx)(d+ dy) + d* + d(d + 5y)“*) + d* M (p) log(p)) <
< O(d(d+8x + 8y )(d+0x)(d-+ by ) +d* log? (d-+6x + 8y ) log (log (d+3x +6y)) ).

2. y 3.a) Consideremos el polinomio

L= H Ti H Pi-
—1<i<N  1<i<N+1
Por el Corolario y las cotas del Lema cada uno de los 2N + 3 factores tiene
grado acotado por el p del paso 1. Como N < degy (F')+1 < d+ 1, obtenemos entonces
que
deg(L) < (2d + 5)d(4d + 6x + oy — 1) = O(d*(d + 5x + by)).

Las codificaciones de Thom de las raices de L en (a, b) ordenadas de menor a mayor y los
signos de los polinomios (p;)i=1,...N+1 ¥ (7i)i=—1,.. v entre dos raices consecutivas de L
se calculan simultdneamente buscando las condiciones de signo factibles de las derivadas
sucesivas de los polinomios L, (p;)i=1,. . N+1 ¥ (Ti)i=—1,..N, X —a y X — b sobre los
ceros de L (ver Observacién y Teorema [1.26]). Como son O(deg(L)) polinomios
en total de grados acotados por deg(L), por el Teorema esto puede hacerse con
complejidad de orden

deg(L) deg(L)*log®(deg(L)) = O(d°(d + 6x + 6y)* log®(d + 6x + dy)).
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De esta forma se obtiene que implementar los pasos del 1 al 3.a) inclusive puede hacerse

con complejidad de orden

O(d(d + éx + dy) [(d+ 0x)(d+ Oy )Tt 4+ d5(d 4 6x + dy)? log®(d + 6x + dy)]) <

< O(d(d +6x + 0y)*((d + 6y)” + d° log*(d + ox + 5y))).

. b) y 4. Estos pasos requieren calcular el signo de funciones Pfaffianas de la forma

H(z,¢(x)), con H € Z[X,Y], en ntimeros algebraicos (las raices de L) dados a partir
de sus codificaciones de Thom y en los extremos del intervalo (a,b).

En el paso 3.b), se aplica el Algoritmo SignAround (ver Proposicion [2.17)), para cada
funcién R;(z,¢(x)) parai =0,..., N, con el polinomio L definido en el paso 2.

Por la Proposicién [I.38]y el Lema[2.:23] parai =0, ..., N, R; tiene grado en X acotado
por d(4d + 0x + 6y — 1) y grado en Y acotado por d, de donde se obtiene (por la
Proposicién que la multiplicidad de cualquier cero de R;(x,p(z)) estd acotada,
para todo ¢ =0,..., N, por

\i=d(dd+ 5y + 6y — 1)(2d + Sy — 1) + d(Sx +1).

Usando que degy(R;) + Aox = O(Adox) y degy (Ri) + My = O(Ndy), aplicar N + 1
veces el algoritmo SignAround tiene complejidad

O(dAM(Aox)M(Ady)) <
< 0(d4(d + 6x + 0y)*(d + dy)*log?(d + dx + dy) log?(log(d + x + 6y))) <
< o(d4(d +Ox 4 8y)3(d+ 0y )3 logd(d + Oy + 5Y))

y requiere de O(dAdeg(L)) < O<d4(d +dx + 0y )3 (d + 5y)> llamadas al ordculo para
calcular el signo en nimeros reales algebraicos de funciones Pfaffianas asociadas a ¢ y
definidas por polinomios de grado en X acotados por d(4d+dx +dy — 1)+ Adx y grado
en Y acotado por d + A(dy — 1).

En el paso 4, hay que hacer a lo sumo 2k llamadas mads al ordculo, donde k < deg(L).
Es decir, O(d?(d + §x + dy)) llamadas al ordculo para funciones Pfaffianas asociadas a
 definidas por polinomios de grado en X e Y acotados por d.

La complejidad total de este algoritmo es la del paso 3.b).
La correctitud en este caso se sigue del Teorema de la Observacién de la

correctitud del algoritmo del Teorema y del Algoritmo SignAround y del hecho de que
el polinomio L definido en el paso 2 tiene como raices exactamente todas las raices en el

intervalo (a,b) de los polinomios 7;, para —1 <i < N,y p;, para 1l <i < N + 1.

Si degy (F) = 0 o degy (G) = 0, el nimero TaQ(f, g;a,b) puede ser facilmente calculado

dentro del mismo orden de complejidad de la siguiente manera:
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- Si degy (F) = degy (G) = 0, tanto f como g son polinomios. En este caso, aplicar el
resultado para polinomios univariados de [3, Theorem 2.70 - Algorithm 8.44].

- Si degy (F) = 0y degy(G) > 0, usar el ordculo para determinar el signo de ¢ en las
raices de f € Z[X].

- Sidegy (F) > 0y degy (G) = 0, alcanza con reemplazar G por el polinomio G1(X,Y) =
(Y2 + 1)G(X,Y) pues TaQ(f, g;a,b) = TaQ(f, g1;a,b).

2.4. Problema de decision

En esta seccion nos centraremos en el problema de decisién para férmulas que involucran
funciones Pfaffianas de una variable asociadas a una funcién fija ¢ que satisface una ecuacién
diferencial de la forma ¢'(z) = ®(z, p(z)), donde ® € Z[X,Y] con degy (P) > 0.

Siguiendo el enfoque de [16], consideraremos un fragmento de la teoria de primer orden
sobre R aumentada con la funcién ¢; més precisamente, trabajaremos con férmulas cerradas
prenexas construidas a partir de férmulas atémicas del tipo f(z) > 0, f(z) =0y f(x) <0,
donde f(z) = F(x,¢(x)), con F' € Z[X,Y], utilizando conjunciones (A), disyunciones (V) y
negaciones (—). Tales férmulas pueden escribirse en la forma

donde @ es un cuantificador existencial o universal (3 o V) y cada ¥;;(x) es una férmula
atémica.

El problema de decisién que analizaremos consiste en determinar si una férmula de este
tipo es verdadera o falsa sobre R. Presentaremos un procedimiento simbdlico para resolver
este problema y estimaremos su complejidad, suponiendo que contamos con un oraculo para
determinar el signo de funciones de esta clase evaluadas en niimeros reales algebraicos.

Notar que un caso particular es el problema de la consistencia de un sistema de ecuaciones

e inecuaciones dadas por funciones Pfaffianas asociadas a una funcién ¢:
da: fl(w)Aloa cee 7fK(x)AK07

donde fj(z) = Fj(z,(x)), con F; € Z[X,Y ]y Aj € {<,<,=,#,>,>} para cada j.

Para esto, primero mostraremos un procedimiento para determinar todas las condiciones
de signo factibles de una familia finita de funciones Pfaffianas asociadas a ¢ en un intervalo
[a,b] € Dom(yp), para a y b ntimeros algebraicos reales (las condiciones de signo factibles en
este caso se definen de la misma manera que para polinomios, ver Definicién .

Para comenzar, dadas funciones Pfaffianas f, g1, ..., gs asociadas a , mostraremos cémo
determinar las condiciones de signo factibles de g1, ..., gs sobre el conjunto

Z={ze(ab)|f(z)=0}
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Observemos que hay a lo sumo tantas condiciones de signo factibles como elementos haya en
Z. Para determinarlas, adaptaremos a nuestro contexto la idea del algoritmo del Teorema
obteniendo asi el siguiente resultado:

Teorema 2.32 Continuando con la misma notacion, si dx = degx (®), dy = degy (P), d una
cota superior para el grado total de los polinomios que definen a las funciones f,g1,...,9s
y #Z < m (m > 1), existe un algoritmo que calcula las condiciones de signo factibles de
gi,--.,9gs sobre el conjunto Z con complejidad de orden

O(s(md4 log*(m) (dlog(m) + 6x + 5y)6 log?(dlog(m) + dx + dy) + m2)>

y se requiere del orden de O(smd4 log4(m) (dlog(m) + 5y)3> llamadas al ordculo para fun-

ciones Pfaffianas definidas por polinomios de grado en X de orden O(d5x log(m)(dlog(m) +
Sx + 0y)?) y grado en'Y de orden O(dby log(m)(dlog(m) + 6x + dy)?).

Demostracion. Nuestro procedimiento es recursivo y, en cada paso ¢ = 1,...,s, calcula las
condiciones de signo factibles para g1, ..., g; sobre Z por medio del calculo de indicadores de
Tarski apropiados y de la resolucién de un sistema de ecuaciones lineales.

Para i = 1, hay tres condiciones de signo posibles:

{reZ|g(x)>0}, {reZ|g(x)=0} y {zeZ]|g(x) <0}

0

Determinamos los cardinales ¢™,c” y ¢~ de estos conjuntos respectivamente, teniendo en

cuenta que verifican el siguiente sistema lineal de ecuaciones:

A + ¢t + ¢ = TaQ(f,1;a,b)
C+ - c = TaQ(fugl;avb)
ct + ¢ = TaQ(f,¢%;a,b)

Este paso requiere de calcular 3 indicadores de Tarski de funciones Pfaffianas asociadas a ¢
definidas por polinomios de grado total a lo sumo 2d. Por el Teorema [2.31] esto puede hacerse
con complejidad de orden

O(d*(d+bx + by)*(d + by)* log™(d + bx + b))

y requiere de O(d4(d +dx + 8y)(d + 5y)> llamadas al oraculo para determinar el signo en
nimeros algebraicos reales de funciones Pfaffianas asociadas a ¢ definidas por polinomios de
grado en X de orden O (déX(d+5y)(d+(5X —|—5y)) y grado en Y de orden O <d5y(d+5y)(d+

ox + 5y)> .

Para ¢ > 1, finalizado el paso i—1, cada una de las condiciones de signo factibles calculadas
en el paso i — 1 da lugar a tres posibles condiciones de signo para el paso ¢. De manera similar
al caso de polinomios (ver la demostracién de Teorema , se construye y resuelve un
sistema lineal de tamano a lo sumo 3m x 3m para lo cual se requiere:
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- Calcular a lo sumo 3m indicadores de Tarski del tipo TaQ(f, g?ll .. .gzt; a,b) con a; €

{0,1,2}, t < log(m). Como los grados de los polinomios que definen las funciones

aq ay
951 -+ Y5,

indicadores de Tarski con el algoritmo del Teorema |2.31]| es de orden

estan acotados por 2dlog(m), la complejidad de calcular cualquiera de estos

O(d*log*(m) (dlog(m) + 8x + by’ (dlog(m) + oy ) log®(dlog(m) + 8x + by)) <

<0 (d4 log*(m) (dlog(m) + 6x + dy)° log3(dlog(m) + dx + 5y))
y se requiere del orden de
O(d*1og*(m) (dlog(m) + dy) (dlog(m) + by + 6x)%) < O(d*log*(m) (dlog(m) + 6y)")

llamadas al oraculo para funciones Pfaffianas definidas por polinomios de grado en X
de orden

O(ddx log(m)(dlog(m)+dy ) (dlog(m)+dy+0x)) < O(ddx log(m)(dlog(m)+8x+0y)?)
y de grado en Y de orden

O(ddy log(m)(dlog(m)-+dy ) (dlog(m)+dy+dx)) < O(ddy log(m)(dlog(m)+dx+dy)?).

- Resolver un sistema lineal de ecuaciones de tamano a lo sumo (3m) x (3m) que puede
hacerse, segiin [18], con complejidad de orden O(m?).

Luego, la complejidad del paso ¢ es de orden:

o(md4 log (m) (dlog(m) + dx + 0y )" log®(dlog(m) + dx + by ) + m2)

y se requiere del orden de O (md4 log*(m) (d log(m) +6y)3) llamadas al oraculo para funciones

Pfaffianas definidas por polinomios de grado en X de orden O(ddx log(m)(dlog(m) + dx +
dy)?) y grado en Y de orden O(ddy log(m)(dlog(m) + dx + dy)?).
Se sigue que este procedimiento puede hacerse con una complejidad total de orden

O(s(md4 log4(m)(dlog(m) +ox + 5y)6 log3(dlog(m) + dx + dy) + m2)>

y se requiere del orden de O(smd4 log*(m) (dlog(m) + 6y)3) llamadas al oraculo para fun-

ciones Pfaffianas definidas por polinomios de grado en X de orden O(ddx log(m)(dlog(m) +
Ox + 5y)2) y grado en Y de orden O(déy log(m)(dlog(m) + dx + 5y)2). O

Teniendo en cuenta el hecho de que, por el Corolario [2.15
m = 2d*(d + 1)((6y +3)d + dx) +d

es una cota superior de #2, obtenemos como consecuencia el siguiente resultado:
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Corolario 2.33 Continuando con la misma notacion, existe un algoritmo que calcula las
condiciones de signo factibles de g1,...,qgs sobre el conjunto Z con complejidad de orden

0 <sd7(d5y +0x) log(doy +dx) (dlog(ddy +6x) +0x +0y ) log? (dlog(ddy +0x ) +6x +5y))

y requiere del orden de O(sd4 log*(déy + 6x) (d log(ddy + dx) + 5y) (d log(ddy + dx) + oy +
5X)2) llamadas al ordculo para calcular el signo en numeros reales algebraicos de funciones

Pfaffianas definidas por polinomios de grado en X y de grado en'Y de orden O (déX log(ddy +
) (dlog(ddy +dx) + dy) (d1og(ddy +bx) + 3y +8x) ) y O(ddy log(ddy + dx) (dlog(ddy +
ox) + 5y) (dlog(d5y +0x)+ oy + (5X)) respectivamente.

A continuacién, aplicando el Teorema determinaremos todas las condiciones de signo
factibles de una familia de funciones Pfaffianas g1, ..., gs asociadas a ¢ sobre un intervalo
[a, b] C Dom(¢y), obteniendo el siguiente resultado:

Teorema 2.34 Sea ¢ una funcion Pfaffiana que satisface una ecuacion diferencial de la
forma ¢'(x) = ®(z,0(x)) en un abierto U C R, con ® € Z[X,Y] y dy = degy () > 0.
Sean g1, ...,gs funciones Pfaffianas definidas por polinomios de grado total acotado por d. Si
dx = degx (D), todas las condiciones de signo factibles para gi,...,gs en un intevalo [a,b] C
Dom(y), con a,b nimeros reales algebraicos, pueden ser determinadas con un procedimiento
stmbalico de complejidad

O(s%6yd®(ds + doy + 0x) 4 logtt(ds + déy + 0x))

que efectiia O(s*0y (ds+dSy +x ) log7(ds+d5y+5x)) llamadas al ordculo para determinar
el signo en numeros reales algebraicos de funciones Pfaffianas asociadas a ¢ definidas por
polinomios en Z[X,Y] de grado en X de orden O(6x(ds + ddy + 6x)*1log?(ds + ddy + 6x))
y grado en'Y de orden O(Sy (ds + ddy + dx)*log?(ds + ddy + 6x)).

Demostracion. Supongamos que g;(z) = Gi(z,p(z)) para i =1,...,s, con G; € Z[X,Y]. El
algoritmo consiste en implementar los siguientes pasos:

1. Para cada j =1,...,s, calcular las condiciones de signo factibles de las funciones
g1,---39j—1,9j+1, - - -, gs sobre los ceros de g; en el intervalo (a,b).

2. Calcular las condiciones de signo factibles de g1, . . ., gs sobre los ceros de f = ( H gj)/.
1<j<s

3. Utilizar el oraculo para calcular los signos de ¢1,...,9s en a y en b.

La correctitud de este algoritmo se sigue de que en el paso 1, se calculan repitiendo
(eventualmente) varias de ellas, todas las condiciones de signo factibles en donde alguna de
las funciones es igual a cero. En el paso 2, se calculan todas las condiciones de signo factibles
definidas por desigualdades. Observar para ello que las condiciones de signo factibles de
Ji,--.,gs sobre los ceros de f incluiran las condiciones de signo factibles de g1, ..., gs entre
dos ceros consecutivos de las funciones g;, para 1 < j < s, puesto que por el Teorema de
Rolle, siempre hay un cero de f entre ellos.

Calculemos la complejidad del algoritmo:
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1. Por el Corolario [2.33], este paso puede hacerse con complejidad de orden O <S2d7(d5y +
dx)10g4(d5y +’5x)(d10g(d5y'+-5xj +*5X’+—5y)610g3(d10g(d5y'+—5x) +’5X'+-5y)> y

requiere del orden de 0(32d4 log*(déy + 5X)(dlog(d5y + 0x) + oy + (5X)3) llama-
das al oraculo para calcular el signo en nimeros reales algebraicos de funciones Pfaf-

fianas asociadas a ¢ definidas por polinomios de grado en X y de grado en Y de
orden O(déx log(ddy + 0x)(dlog(ddy + dx) + by ) (dlog(ddy + dx) + oy + 5X)) y

O(déy log(ddy + 6X)(d log(ddy + dx) + 5y) (d log(ddy + dx) + oy + 5X)) respecti-
vamente. Usando que log®(dlog(ddy + 0x) + dx + dy) = O(log*(ddy + 6x)) v que
(dlog(ddy + dx) + dx + 5y)6 = O(d%(ddy + 6x)°), obtenemos que la complejidad de
este paso es de orden O(s2d'3(ddy + 5x)" log” (ddy + dx)).

2. Si llamamos P = H G, el polinomio que define a f es g—;’ + @%, que tiene grado
1<j<s
acotado por sd 4+ dx + dy — 1. Luego, por el Corolario la cantidad de ceros de f

es de orden O(éy(sd +dx + 5y)4) y el grado total de todos los polinomios que definen
las funciones involucradas estd acotado por sd + dx + dy. Aplicando el algoritmo del
Teorema [2.32] se tiene que este paso puede hacerse con complejidad de orden

O(sdy (sd + 6x + 0y ) *log!(sd 4 6x + dy))

y requiere del orden de O(séy(sd—i—éx + 0y )8 log4(sd+5x +dy) ((sd—|—5X +dy ) log(sd+
dox + dy) + ox + 5y)3) < O(sdy(sd + ox + 5y)1110g7(8d + 0x + dy)) llamadas al
oraculo para funciones Pfaffianas definidas por polinomios de grados en X acotados por
O(5x(sd+ dx + 6y)3 log3(sd +dx +dy)) y grados en Y acotados por O(dy (sd + dx +
dy )3 log®(sd + dx + dy)).

3. Solo requiere de 2s llamadas al oraculo para funciones Pfaffianas definidas por polino-
mios de grado total acotado por d.

La complejidad total de este algoritmo es de orden O(s2dy (ds + ddy + 6x)**log”(ds +
ddy +6x)(d®+1og®(ds+ddy +0x))) y requiere del orden de O(s%8y (ds+ddy +dx ) log (ds+
ddy + 0x)) llamadas al ordculo para funciones Pfaffianas definidas por polinomios de grados
en X de orden O(6x (ds + ddy +dx)*1log?(ds +ddy +dx)) y grados en Y de orden O(dy (ds +
ddy + 6x)*log?(ds + ddy + dx)). O

Observacion 2.35 Si se tienen en cuenta las cotas para la cantidad de ceros de g1,...,9s y
(ITi<i<s g:)" (ver Corolario , la cantidad de condiciones de signo factibles de las funcio-
nes gi,...,gs en un intervalo contenido en Dom(y) estd acotada por O(dy (sd + dx + dy)?).

Finalmente, como consecuencia del Teorema podemos establecer un resultado de
complejidad para el problema de decisién formulado al comienzo de la seccién.

Corolario 2.36 Sea ¥ una formula preneza en una variable x que involucra funciones Pfaf-
fianas g1,...,9s definidas por gi(z) = Gi(x,o(z)) para G; € Z[X,Y] con deg(G;) < d
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(1 < i < s) y una funcion Pfaffiana ¢ que satisface la ecuacion ¢'(x) = ®(z,p(x)) para
¢ € Z[X,Y] con degy (P) = dx ydegy (P) = dy > 0. El valor de verdad de VU en un intervalo
[a,b] € Dom(p), para a y b nimeros reales algebraicos, puede ser determinado con complejidad
0(825y(d8—|—d(sy +(5x)14 10g7(d8+d5y+5x)(d6+10g6(d8—|—d(5y +5)())—|-(5y(8d+5)( +5y)4|\If|),
donde |V| denota la longitud de V.



Capitulo 3

Un caso particular: E-polinomios

En este capitulo trabajaremos con una familia particular de funciones Pfaffianas de or-
den 1 que involucran a funciones exponenciales, llamadas E-polinomios, para las cuales es
posible determinar de manera efectiva el signo que toman al ser evaluadas en nimeros reales
algebraicos.

En la Seccion las definiremos y analizaremos algunas de sus propiedades. En la Sec-
cién construiremos un algoritmo que permite calcular el signo de un E-polinomio en un
nimero real algebraico dado por su codificacion de Thom como raiz de un polinomio sin
necesidad de recurrir a un oraculo. Este hecho central nos permitird disenar algoritmos efec-
tivos para calcular la cantidad de ceros de un E-polinomio en un intervalo, que mostraremos
en la Seccién En la Seccién resolveremos el problema de decisién descripto en el
capitulo anterior para estas funciones, calculando adema&s las complejidades algebraicas de
los algoritmos disenados, y veremos también una breve aplicacién a E-polinomios de varias
variables. En la Seccién [3.5] mostraremos algunas generalizaciones de resultados vélidos para
polinomios a E-polinomios: una cota superior del tamano de los ceros de un E-polinomio, la
nocion de codificacién de Thom de un cero de un E-polinomio junto con un algoritmo para
calcularla, y una generalizacién del Teorema de Budan-Fourier para la obtencién de una cota
superior para la cantidad de ceros de un E-polinomio.

3.1. Definicién y propiedades basicas

Definicion 3.1 Un E-polinomio en una variable con coeficientes en Z es una funcion de la
forma f(z) = F(z,e"®), donde F(X,Y) € Z[X,Y] y h € Z[X] es no constante.

h(zx)

Notar que como la funcién ¢(z) = e es solucién de la ecuacién diferencial ¢'(z) =

O(x,¢(x)), donde
O(X,Y)=1(X)Y € Z|X,Y],

se tiene que f(x) = F(x,e"®)) resulta ser una funcién Pfaffiana de orden 1 asociada a la
funcién ¢(z) = @),

La clase de los E-polinomios para un polinomio A fijo contiene a los polinomios de Z[X],
y es claro que resulta ser cerrada para la suma, el producto y la derivacién.
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Continuando con la misma notacién, dada f(z) = F(z,e"®), definimos como en (2.1

h(x)

pero para el caso particular ¢(x) = e™*) el polinomio

F(X,Y) = g}F((X,Y) + h’(X)YgI;(X, Y), (3.1)

de forma que
(@) = F(x,e"™).

El siguiente resultado nos muestra cotas superiores para los grados en X y en Y y las
alturas de los polinomios que definen a f y las derivadas sucesivas de f, en funcién de las
cotas correspondientes al polinomio que define a f.

Lema 3.2 Con la notacidn anterior, si degx(F) = dx, degy (F) = dy y deg(h) = 0 enton-
ces:

1) degy(F) <6 —1+dy ydegy (F) = dy.
2) H(F) < H(F)(dx + dy§*H(h)).
3) Si fB)(z) = Fy(z, ™)), con Fy, € Z[X,Y], se tiene que

a) degx(Fy) <k(6—1)+dx, degy(Fy)=dy y
k—1

b) H(Fy) < H(F) [[((6 = 1)+ dx + dy6*H(h)).
j=0

Demostracion.

1) Aplicando el Lema a f,como dx = 0 — 1y dy = 1, se obtiene que degX(ﬁ) <
d — 1+ dx y que degy(F) < dy. Con respecto al grado en Y, si llamamos a(X) al
coeficiente de Y9 de F, el coeficiente de Y¥ de F es o/(X) + W/ (X)dya(X) # 0.

Luego, degy (F') = dy.

oF

2) Por la Proposicién 1.1}, H(F) < dx H(F) + H(h’(X)Ya—Y). Aplicando ademas la de-
F
sigualdad 1) se obtiene que H(h’(X)Yg—Y) < (min{é —1,dx}+1)dydH(h)H(F) <

dy62H(h)H(F). Luego, H(F) < H(F)(dx + dyd2H(h)) como se querfa probar.

3) Ambos items se obtienen si hacemos induccién en k, notando que si k =1, F} = F , Y
que Fy1 = Fj. La cota para los grados es un caso particular de la demostrada en el
Lema [2.3] mientras que para la de la altura basta observar que

H(Fyiy) = H(Fy) < H(Fy)(degx (Fy) + degy (F,)0H(h)) <

k—1
<HFP)[] (06— 1) + dx + dyd>H(R)) (k(3 — 1) + dx + dyd*H(h)) =
j=0

k
=H(F) [ (500 =1) + dx + dy6*H(h)).

Jj=0
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Por otro lado, también obtenemos una cota especifica para la multiplicidad de un cero
de un E-polinomio como consecuencia de la Proposicién siendo que dx = deg(h) — 1y
oy = 1:

Proposicién 3.3 Sean F € Q[X,Y] con degy (F) > 0 y h € Q[X]| no constante. Si o € R
es un cero del E-polinomio f(z) = F(z,e"®)), entonces

mult(a, f) < 2degy (F)degy (F) + deg(h) degy (F).

3.2. Determinacion de signo de un E-polinomio

En esta seccion, construiremos un algoritmo simbdlico para determinar el signo de un
E-polinomio evaluado en un nuimero real algebraico sobre @Q dado por su codificacién de
Thom.

Como trabajaremos con funciones exponenciales comenzaremos con algunos resultados
previos que nos permitiran manipularlas. Primero, veremos una condiciéon para que un niimero
real algebraico sea raiz de un E-polinomio. Luego, veremos herramientas algoritmicas para
aproximar por numeros racionales el nimero e“, con a un ntmero real algebraico sobre Q.
Finalmente, daremos dos subrutinas que utilizaremos en nuestro algoritmo principal.

Lema 3.4 Sea « un nimero real algebraico y sean F € Q[X, Y], con degy (F) > 0, sin factor
en Q[X] de grado positivo, y h € Q[X] no nulo. Entonces

F(o, ) =0 = h(a) = 0.

Demostracion. Es una aplicacion directa del Teorema de Lindemann, que afirma que si 5 # 0
es un nimero algebraico sobre Q, entonces e es trascendente. O
La siguiente cota inferior serd ttil para el desarrollo del algoritmo que construiremos.
Teorema 3.5 (ver [28, Section 3]) Sean «, B nimeros algebraicos sobre Q, no nulos. Su-

pongamos que deg(a),deg(B) < d y que sus alturas estdin acotadas superiormente por T.

Entonces

‘eﬁ _ Oz) > 6_242d6(1n(7’+ee))(ln(7')+ln(1n7—))‘

En el siguiente lema, mostraremos dos algoritmos que utilizaremos como herramientas

para aproximar e®, con « un numero real algebraico sobre Q.

Lema 3.6 Sean P € Z[X] de grado d y altura H, o € R una raiz de P y 0 € (0,1) un
numero racional. Entonces, dada la codificacién de Thom de oo como raiz de P, op(«):

i) Existe un algoritmo que encuentra wy € Q tal que | — w1| < 6 en tiempo

O(d® log(%) + d*log®(d)).



72

CAPITULO 3. UN CASO PARTICULAR: E-POLINOMIOS

i1) Ezxiste un algoritmo que encuentra we € Q tal que |e® — wq| < 6 en tiempo

O(d?’(log(%) + log?(d) + H))

Demostracion.

i

i)

Si aplicamos el algoritmo de la Proposicién a Py 0 se obtienen intervalos (a, b]
con a,b € Q, disjuntos, de longitud menor que 6, tales que todos contienen alguna raiz
real de P y todas ellas estdan contenidas en alguno. Para hallar el intervalo que contiene
a « basta aplicar el algoritmo del Teorema a los polinomios P, P; = P para
i=1,...,d, P,(X)=X —ay Py(X) =X — b para cada a, b extremos de los intervalos
calculados antes. Se tiene que « pertenece al intervalo (a, b] tal que la condicién de signo
P=0,P = (op(a))i, parai=1,...,d, P, >0y Pye0 con € € {<,=} es factible.

Si « € (a,b], tomar wy = b.

Para analizar la complejidad, observar que aplicar el algoritmo de la Proposicién [I.20]
y el algoritmo del Teorema nos da una complejidad de O(d®log(&) + d*log*(d)).

La demostracién de este resultado se puede realizar en forma similar a la de [27, Lemma
14].

- Utilizando el algoritmo de la parte i) hallamos w; € Q tal que |a — w;| < 5, con
0 := 2732%. Por el Teorema del valor medio se tiene que existe w entre o y w; tal
que [e* — eV = e |a — wy|. Como |w — a] < |a —w;i| <0 < 1, por el Lemam
se tiene que w < 2 + H. Luego, |e® — e¥!| < 2719 < %.

Como 0 = O(93~H+2)) g3 log(Z) + d®log?(d) = O(d*(H + log() + log*(d))),
que resulta ser la complejidad de este paso.
t XZ
- Seat:= [9(Jwi| —In(4))] — 1 > 0. Evaluamos el polinomio p;(X) = Z — enwy
1!
i=0
y definimos wy := pg(wy).

Por la férmula de Lagrange del resto del Polinomio de Taylor, se tiene que

t+1
e — wg] < Ll

(t+1)!

Renombrando a = |wi|,b=t+1yc = g, veamos que ‘g—?ea < ¢, 0 equivalentemente,
a—In(c) < In(b!) —bln(a). Utilizando la desigualdad de Stirling In(b!) > bIn(b) —b
y la desigualdad b > 9 |wy| > ae?, se obtiene

In(d!) —bln(a) > bln(b) —b—bln(a) = b(ln(g) —1)>b>9(a—In(c)) > a—In(c),

como se queria probar.
La complejidad de este paso es O(t) = O(H + log(%)), pues |wi| < H + 2.
Finalmente, se verifica que |e® — wq| < |e® — ™| 4 |e™! — wa| < g + g = 0.

La complejidad total de este algoritmo es de orden O(d*(H + 10g(%) + log3(d))).
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A continuacién, describiremos una de las subrutinas que utilizaremos en el algoritmo
para el cédlculo del signo de un E-polinomio en un niumero algebraico. Con ella, podremos
determinar el signo de una expresién de la forma e® —a, para o y 3 nimeros reales algebraicos
sobre Q.

Algoritmo SignExpAlg

INPUT: Numeros reales algebraicos sobre Q, o y /3, dados por su codificacién de Thom op, (a)
y op,() con respecto a los polinomios Py, Py € Z[X] tales que deg(P),deg(P) < d (d > 2)
y H(Pl)vﬂ(P2) < H.

OUTPUT: El signo s := sg(e® — o).
1. Tomar ¢ := (2%+1(d 4 1)H)~2" d°(3d+4[log(H)1)
2. Calcular w € Q tal que |¢f —w| < £.
3. Calcular v’ € Q tal que |a —w'| < §.

4. Calcular s = sg(w — w’).

A partir del algoritmo anterior podemos enunciar el siguiente resultado:

Proposicién 3.7 Sean « y 8 nimeros reales algebraicos sobre Q no nulos y Py, Py € Z[X],
de grados dy,dy respectivamente, tales que Pi(a) = 0 y Po(B8) = 0. Dadas las codificaciones
de Thom op, (), op,(B), el Algoritmo SignEzpAlyg, calcula el signo de e® — o en tiempo

O(dg(d +log(H))? + d3H>,
donde d = max{2,dy,d2} y H=méx{H(Py), H(P)}.

Demostracion. Analicemos la complejidad de este algoritmo:
En el paso 2, se aplica el algoritmo del Lema i1) a B con ¢ = { para obtener w € Q tal
que |e? —w| < £. Este paso puede realizarse con O(d?log(£) + d3log®(d) + H) operaciones.
En el paso 3, se utiliza el algoritmo del Lemai) aplicado a a con 6 = § y obtener w’ € Q
tal que |a —w'| < £. Este paso puede realizarse con complejidad de O (d®log(£)+d?log®(d)).
Usando que log(%) = O(d®(d + log(H))?), se obtiene una complejidad total de orden
O(d°(d +1log(H))? + d*H).
Para el analisis de la correctitud:

- Veamos que se verifica |¢® — a| > c.
Por el Teorema [3.5] si a y 8 son niimeros reales algebraicos de grados acotados por d
y alturas acotadas por v, se tiene que

’65 - O[| > 6—242d6 ln(lx—l—ee)(ln(u)—o—lnln(u)).
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Otra subrutina que utilizaremos nos permitira localizar un ndmero real de la forma e
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Notando que

6242d6 In(v4-¢€)(In(v)+InIn(v)) <+ 16)242d6(1n(y)+1n1n(u)) <+ 16)243d6 ln(y)’
tomando v = 2%4(d + 1)'/2H (ver el Lema y usando las cotas
2(d+ 1)M2H 16 <2 (d 4 DH y n(2Yd+ 1)V H) < 2+ [log(H)
se obtiene la cota propuesta.
Veamos que sg(e? — a) = sg(w — w').
- Sie? < o Se tiene que 0 < ¢ < a — ef. Luego,

w/—w:wl—a+a—eﬂ+66—w>—g-i-c—z>0.

- Si ef > a: Se tiene que 0 < ¢ < € — a. Luego,

w—wIZW—a+a—€ﬁ+eﬁ—w’>—z—i-c—%>0.

g

h()

para un nimero algebraico «, entre dos raices reales consecutivas de un polinomio dado. La

describimos a continuacion:

Algorithm RootBox

INPUT: Un polinomio h € Z[X], @ un ntmero real algebraico sobre Q, con h(a) # 0, dado
por su codificacién de Thom como raiz de un polinomio L € Z[X], y un polinomio M € Z[X]

junto con la lista de las codificaciones de Thom de todas sus raices reales A\ < Ao < -+ < A\py,.

OUTPUT: El indice 0 < ig < m, tal que \;, < e™®) < \; 11, donde \g = —00 y Ay = +oo0.

1. Calcular S(T') := Resx(L(X),T — h(X)).

2. Calcular las condiciones de signo factibles de los polinomios L, S(i)(h), para 0 < j <

deg(L), 0 < i < deg(S) y determinar, a partir de ellas, la codificacién de Thom de h(«)
como raiz de S.

. Calcular sg(eh(a) — \;) aplicando el Algoritmo SignExpAlg, para i = 1,...,m. Llamar

ip+1 al primer indice con el que se obtenga un signo negativo. Si todos fuesen positivos,

0 = M.

A partir de este algoritmo, podemos enunciar el siguiente resultado:
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Proposicién 3.8 Sean h € Z[X] y a € R un ndmero algebraico tal que h(a) # 0, dado
por su codificacion de Thom como raiz de un polinomio L € Z[X]. Sea M € Z|X] y \ <
Ao < ... < Ay Sus raices reales, dadas a partir de sus codificaciones de Thom. El Algoritmo
RootBoz calcula el indice ig, 0 < ig < m, tal que A\, < e < Aig+1, donde A\g = —00 ¥y
Am41 = +00, en ltiempo

O (mmsc{n, €} (H + maoc{, €} (méix{n, £} +log(M))? ) ),
donde deg(L) < ¢, deg(h) < 8, deg(M) <n y H := max{H (M), (¢ + 6)! H(L)?(2H (h))*}.
Demostracion. Analicemos la complejidad de este algoritmo:

1. Calculamos el polinomio S(7') € Z[X], utilizando el Lemam Esto puede hacerse con
O(l(¢ + 6)*) operaciones. Notar que deg(S) < /.

2. Aplicamos el algoritmo del Teorema [1.22] a 2¢ 4+ 2 polinomios de grados acotados por
¢5. Esto puede hacerse con complejidad de orden O(£362log?(£9)).

3. Por la Observacién se tiene que H(S) < (¢ + 0)! H(L)*(2H(h))* y, por lo tanto,
méax{H(S), H(M)} < H. Teniendo en cuenta que debe aplicarse a lo sumo m veces el
Algoritmo SignExpAlg y que m(méx{n, £}°(méx{n, £} + log(H))? + méx{n, (}*H) =
O (m méx{n, (}> (H—i—méx{n, £}8 (max{n, £} +log(7—l))2> ) , esta tltima es la complejidad
de este paso.

La complejidad total del algoritmo es del orden de la complejidad del paso 3).

Para el andlisis de la correctitud, hay que observar que h(a) es raiz de S(T') y que las
condiciones factibles determinadas en el paso 2 tienen, para cada raiz £ de L, en las primeras
coordenadas la codificacién de Thom de £ como raiz de L y en la dltimas, la de h(£) como
raiz de S. La correctitud se sigue de la correctitud del Algoritmo SignExpAlg. 0

Ahora estamos en condiciones de introducir el algoritmo principal de esta seccién: un
algoritmo que, dada la codificacién de Thom de un niimero real algebraico sobre Q, calcula
el signo de un E-polinomio evaluado en ese niimero. Este algoritmo reemplazara al ordculo
utilizado en el Capitulo

Algoritmo E-SignDetermination

INPUT: Polinomios F € Z[X,Y], h € Z[X], deg(h) > 0, L € Z[X] y la lista ordenada de las
codificaciones de Thom o (av),...,0r(ay) de las raices reales aq, ..., a; de L.

OUTPUT: Los signos o, := F(a;,eM®)) para 1 < j <.

1. Para todo 1 < j < t, determinar si F/(o,Y) = 0.
Si este es el caso, el signo de F(a;, ™)) es 0.

2. Calcular R = ged(L, h) y la lista de las condiciones de signo factibles de los polinomios
L, LM, ... Ldel) R F(X,1). Para todo j tal que F(a;j,Y) # 0y R(aj) = 0, reco-
rriendo la lista anterior, determinar los signos de F(ay, %)) = F(aj,1) .
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3. Calcular M(Y) := Resx (L(X), F(X,Y)).

4. Calcular la lista ordenada de las codificaciones de Thom de las raices reales de M:
A< .o < A

5. Para todo 1 < j <t tal que F(a;,Y) # 0y R(a;) #0:

a) Determinar el indice 0 < 1; < mtal que \; ;< eMed) < A i+l aplicando la subrutina
RootBox, donde A\g := —00 ¥ A\ppt1 1= +00.

b) Encontrar w; € QN (Ai;, Aij+1).-

c¢) Calcular el signo del polinomio g;(X) := F(X,w;) € QX] en X = ;. Llamar
oj = sg(gj(a;))

A continuacién, enunciamos el resultado més importante de esta seccién.

Teorema 3.9 Sean F € Z[X,Y], h,L € Z[X] y au,...,q; raices reales de L dadas por sus
codificaciones de Thom or(ay),...,or(cy). El Algoritmo E-SignDetermination calcula el
signo de F(aj,eh(aﬂ')), para j =1,...,t, en tiempo

O (1(tdy ) (M + (¢dy °(¢dy +Tog(H))?) ),

donde H = max{(¢ + §)!H(L)°(2H (h))*, (£ + dx)!H(L)¥* ((dy + 1)H(F))*}, degx (F) < dx,
degy (F) < dy, deg(L) < ¢ y deg(h) < 4.

Demostracion. Analicemos primero la correctitud de este algoritmo:
Por el Lema se tiene que para un numero «, real y algebraico sobre Q,

F(a,e"®) =0 «— F(a,Y)=0o0 (h(a) =0y F(a,1) = 0). (3.2)

En consecuencia, los pasos 1) y 2) permiten determinar los indices j tales que F'(ay;, ehei)) =
0. Observar que, si a es raiz de L, entonces cont(F)(a) = 0 si y sélo si (or(a),0) da una
condicién de signo factible para L/, ... 7L(deg(L)),cont(F) sobre los ceros de L, donde cont(F)
es el ged de los coeficientes de F' como polinomio en la variable Y.

Veamos que el signo de cada polinomio F(X,w;) en X = a; es el signo de F(aj, ™).

Como «a; no es rafz de R, se tiene que eMas) £ 1. Luego, eM) —X\; £0 Vi=1,...,m,
pues si no ™) resultarfa ser algebraico sobre Q, por lo que h(a;) = 0. Como M no cambia
de signo en (\;;, Ai;11), tampoco lo hace F(a;,Y) € R[Y] (pues si existiera y € R tal que
F(aj,y) =0, y serfa raiz de M). Luego Yw € QN (\i;, Ai;+1) se tiene que

sg(F(aj,eh(aj))> - sg(F(aj,w)) - sg(F(X,w) | Xma )
Para el analisis de la complejidad, se debe observar que:

1. - Utilizar el algoritmo rédpido de Euclides para calcular cont(F')(ver Seccién [1.2)).
Esto puede hacerse con complejidad O(dy M (dx)log(dx)) = O(dyd%).
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- Para decidir si F'(«j,Y) = 0, calculamos las condiciones de signo factibles de las
derivadas de L y de cont(F) sobre el conjunto de ceros de L con complejidad
O(£*> max{¢, dx }log(¢) log®(méx{¢,dx})) (ver Teorema .

2. - Se puede calcular R con complejidad de O(M (méx{¢,d})log(méax{¢,d})) (ver Sec-

cién [L.2).

- Las condiciones de signo factibles de las derivadas de L y de F(X,1) sobre R =0
se pueden calcular con complejidad O (€2 méx{¢, dx } log(¢) log*(max{¢, dx})) (ver
Teorema .

3. Utilizando el algoritmo de la Proposicién M (Y') puede calcularse con complejidad
de orden O(ldy (dx + £)* + M (¢dy ) log(¢dy)).

4. Como deg(M) < ldy, puede calcularse la lista ordenada de las codificaciones de Thom
de las raices reales de M con complejidad O((¢dy ) log®(¢dy)).

5. a) Notando que, por la Observacién [L.39) H(M) < (¢+dx)!((dy + 1)H(F))*H (L)%
y que ldy = max{{, ¢dy}, la complejidad de aplicar el algoritmo RootBox (ver
Proposicion es de orden

O((Ldy )*(H + (tdy )®(tdy + log(H))?)),

donde H := max{(¢ + dx)((dy + 1)H(F))*H(L)4x, (¢ + §)! H(L)°(2H (h))*}.

b) Dado que una cota inferior de la distancia minima entre dos raices reales distintas
de M ese=(dy) 5 (bdy + 1) 25 (€ + dx)! H(L)™ ((dy + 1) H(F))t)1-ty
(por la desigualdad ), utilizando el algoritmo de la Proposicién aplicado al

polinomio M y a e, obtenemos intervalos disjuntos (a;, b;] con extremos racionales,

tales que \; € (a;, b;] para i =1,...,m. Tomar w; := b;,.
tdy+2 tdy —1

Dado que deg®(M) log(%) = O((tdy)?log ((tdy) 2 (bdy+1) "z (({+dx)!x

H(L)%X ((dy + 1)H(F))*)*¥)) y teniendo en cuenta que log((¢ + dx)!) = O((€ +
dx)log(¢+ dx)), se tiene que este paso puede hacerse con complejidad

O((ﬁdy)A‘((ﬁ +dx)log(f + dx) + ((log(H(F)) + log(dy)) + dx log(H(L))).

c) - Calcular los coeficientes de ¢;(X) := F(X,w;) requiere de evaluar a lo sumo
dx polinomios de una variable, de grado a lo sumo dy, en un ntimero racional.
Esto puede hacerse con complejidad O(dxdy ).
- Para calcular el signo de g; en X = «; se calculan las condiciones de signo
factibles de las derivadas de L y de g; en L = 0. Por el Teorema esto
puede hacerse con complejidad

O(£* max{¢, dx } log(¢) log*(méx{¢, dx})).
La complejidad total de este algoritmo es de O(t(ﬁdy)‘l(’H + (¢dy )8 (edy + log(H))2)>. O

El analisis anterior nos permite, en particular, calcular de forma exacta la cantidad de
raices reales que un E-polinomio tiene en comun con un polinomio en Z[X]. Esto se enuncia

en el siguiente resultado:



78 CAPITULO 3. UN CASO PARTICULAR: E-POLINOMIOS

Corolario 3.10 Dados polinomios F' € Z|X,Y], h € Z[X], deg(h) > 0, L € Z[X] con grados
acotados por d y altura acotada por H, y las codificaciones de Thom or(a),...,op(aq) de
las raices reales au,...,0q de L, se puede determinar #{1 < j <t : F(aj,eh(aj)) = 0}
con complejidad O(d®log®(d)). Mds atin, los signos de F(aj,eh(o‘j)), para 1 < j <t, pueden
calcularse con complejidad O(84d3+9 [24).

Demostracion. Para la primera parte, observar que solo hay que aplicar los pasos 1 y 2 del
algoritmo E-SignDetermination. Como dx,dy,d,¢ < d, se tiene que la complejidad es de
orden O(d?log?(d)).

Para la segunda parte, notar que

H < max{(2d)!H?2¢, (2d)\H?*!(d + 1)%} = (2d)\H*!(d + 1)¢ < (2d)!H*¥(2d)".

Luego, t(fdy)*(H + (Ldy)®(Ldy + log(H))?) = 0(d9((2d)!H2d2ddd + d'2(d? + 1og(H))2)).
Usando que (2d)! = O(4%d>?) y que log(H) = O(d?>+dH), se obtiene que la complejidad total
es de orden O(84d34+9 H2%), O

3.3. Cantidad de ceros de un E-polinomio

En esta seccién utilizaremos el Algoritmo E-SignDetermination visto en la Seccién
como una subrutina del Algoritmo ZeroCounting, descripto en la Subseccién para
obtener un algoritmo que cuente los ceros de un E-polinomio sin llamadas a un oraculo.

El resultado més importante de esta seccién se enuncia a continuacion:

Teorema 3.11 Sea f(x) = F(z,e"®)) un B-polinomio definido por F € Z|X,Y] y h € Z[X]
con deg(F'),deg(h) < d y H(F),H(h) < H, y sea [a,b] (a, b € Q) un intervalo cerrado.

Supongamos que Resy (F, ﬁ) # 0. Entonces existe un algoritmo que calcula la cantidad de
ceros de f en [a,b] con complejidad (2dH )W),

Demostracion. Para probar este Teorema, adaptaremos el Algoritmo ZeroCounting introdu-
cido en la Subseccién [2.2.3| para contar la cantidad de ceros de un E-polinomio sin llamadas
a un oraculo. Para esto, es suficiente mostrar como se llevan a cabo los pasos 5 y 6 de este
algoritmo y calcular su complejidad.

El paso 5 puede realizarse verificando la condicién para los niimeros racionales a y b
y computando los pasos 1 y 2 del Algoritmo E-SignDeterminationaplicado al E-polinomio
f al polinomio L definido en , en el paso 3 del algoritmo ZeroCounting. Como en este
caso, si deg(h) = 0, 0x = 6 — 1,6y = 1,dx,dy,d < d, se tiene que deg(L) < 10d°, donde
L es el polinomio definido en , en el paso 3 del algoritmo ZeroCounting. Luego, por el
Corolario este paso puede realizarse con complejidad de orden O(d”log®(d)).

El paso 6 del algoritmo puede realizarse aplicando el Algoritmo E-SignDetermination a
las funciones fr;; y sus derivadas sucesivas, para 0 < i < N, donde N < dy. Las primeras
estan definidas salvo un signo por los polinomios R; (introducidos en la Notacién [2.24)) y sus

)
derivadas, por polinomios S;, tales que (Ri(x, eh(a”))) = Si,,(x,eh(:”)), para 0 < ¢ < N.

Teniendo en cuenta que:
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- Como degy (F) = degy (F), se tiene que F| = cp(F)2F — cp(F)cp(F)F y entonces, por
lo visto en la demostracién del Corolario [2.15

degy(F1) <4d—1, y degy(Fi) <d-1.

Ademds, por las Proposiciones y vale que H(cp(F)?) < (d+1)H?y

H(cp(F)ep(F)) < (d+1)H?*(d + d*H), de donde se sigue que
H(Fy) < H(cp(F)*F) + H(cp(F)ep(F)F) <

< 2d(d+1)H3(d+d*H) 4+ (d+1)2H3(d+d*H) < 4d(d+1)H*(d+d*H) < 8(d+1)d*H*.
Luego, por Proposicién aplicada a F'y F}, se tiene que degy (R;) < d y que
degy(R;) < (d —1)d+ d(4d — 1) = 5d?> — 2d, para todo i =0,..., N.
- Por la Proposicién y el Lema aplicados a 'y F} se tiene que:
- deg(mg) < d, deg(m1) < 4d — 1, deg(p1) < d, H(mp) < H(F), H(m1) < H(Fy) y
H(p) < H(F);y

-para2<i< N, 3<j<N+1,deg(r;),deg(p;) <d(5d—1) <5d*—1y H(R;) <
(2d — D)!(d + 1) HI=1(4d)4(8(d + 1)d* H)? = (2d — 1)1 H¥=1(d 4- 1)2d—1254g>d,
Usando que

1, 24—
(d+1)2d71(2d_1)! < (d_’_1)2d71(2d)2d—1 _ (d‘!l’ )2d 122d—1d4d—2 < 6222d71d4d72’

obtenemos que H(R;) < H51-127d+24%4-2,

Aplicando la Proposicién se tiene que

N N+1
H(L) < d(4d —1)(5d*)*N2H8(d + V)d* H* [ H(m) [] H(p:) <
=2 =3

8 52d—2d4d+1H5(4d —1)(d+1) (H5d—127d+2d9d—2)2d*2 <
< 52d—2(d + 1)2H(5d—1)(2d—2)+52(7d+2)(2d—2)+5d(9d—2)(2d—2)+5+2(2d—2) <

— 2_ 2_ 2_
< 52d 2H10d 12d+7214d 10d+1d18d 18d+7.

- La cota para la multiplicidad de un cero de un E-polinomio dada en la Proposicién [3.3]
aplicada a cada R; implica que necesitaremos las derivadas de orden

v < 2(5d* — 2d)d + d? = 10d® — 3d?,

para todo 0 < i < N. Por otro lado, las cotas del Lema [3.2] aplicadas a los polinomios
R; implican que, para v < 10d> — 3d?,

degy (Siy) < v(deg(h) —1)+degy (R;) < (10d° —3d?)(d—1) +5d* —2d < 10d* —5d° y

H(Si) < H(R;)((10d°—3d2)(d—1)+5d*—2d+d3H)" < H(R;)(10d*+(H—5)d%) " %
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Luego, la complejidad de aplicar el algoritmo E-SignDetermination a cada uno de estos
polinomios, que son a lo sumo d(10d® — 3d?), es de orden

O (d*(H + d**(d* + log(H))?)) .

donde H es del orden del maximo entre (10d3+d)!H (L)*(2H)0% y (10d4—|—5d3)!H(L)10d4*5d3
x ((d 4 1)H54=127d+29d=2(10g4% 4 (H — 5)d?)104°=34*)10d® " (e resulta ser del orden de

(2dH)°@).

Finalmente, para cada intervalo I}, los signos sg(f, i, a;r) y sg(f1; 4 aj]_l) se obtienen a
partir de los signos correspondientes de las funciones R;(z, eh(f"’)) siguiendo la Definicion
La complejidad total del algoritmo es de orden (2dH )O(dﬁ). O

El procedimiento anterior puede ser modificado para contar algoritmicamente la cantidad
total de ceros en R de un E-polinomio. Para ello, consideraremos los signos de E-polinomios
en +o0o0 y —oo.

dy

Definicién 3.12 Sea g(z) = G(x, "®)) un B-polinomio, donde G(X,Y) = Zaj (X)Y7 con
j=0

ag, # 0, y sea jo =min{ j : a; # 0 }. Definimos

sg(cp(ajy))  sicp(h) <0

(g +o0) = {sg(cp(ady)) si cp(h) >0

s (g, —0) = {Sg((_l)deg(“jo)cp(ajo)) si (—1)%2Mep(h) < 0

sg((—l)deg(ady)cp(ady)) si (—=1)%e(Mep(h) > 0.

De esta forma, dado que un E-polinomio tiene finitos ceros reales, se verifica que sg(g, +00)
coincide con el signo que toma g cuando z es suficientemente grande, mientras que sg(g, —o0)

coincide con el signo que toma g cuando x es suficientemente chico.

Notacién 3.13 Dada una secuencia de E-polinomios £ = (fo,..., fn), notaremos v(f, +00)
a la cantidad de cambios de signo de la secuencia (sg(fo, +00),...,sg(fn,+00)) y v(f, —o0)
a la cantidad de cambios de signo de la secuencia (sg(fo, —00),...,88(fn, —oo))

De esta forma se obtiene una generalizacién de la Proposicién [2.13]a intervalos no acotados
de la forma (—oo, M) o (M, +00). Como consecuencia, vale la siguiente generalizacién del

Teorema .14k

Teorema 3.14 Sea f(x) = F(z,e"®)) un B-polinomio definido por F € Z|X,Y] y h € Z[X]
con deg(F),deg(h) < d y H(F),H(h) < H. Supongamos que Resy (F,F) # 0. Sean ademds,
pi y i los polinomios en Z[X] introducidos en la Notacz'o'n yay < as <...< qp todas
las raices reales de p;, para 2 < i < N+ 1y 7, para 0 < i < N. Teniendo en cuenta la
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Notacion y la Definicion sean fr;, para j = 0,...,k, las secuencias de Sturm para
f(x) = F(x,e"®)) en los intervalos I; = (aj,aj11) para j = 1,...,k — 1, Iy = (—00,1) y
I, = (ag, +00) respectivamente.

La cantidad de ceros reales de f coincide con

#{1 <j< k / f(aj) = 0} +U(f10a _OO) - U(f107a;)+

k—1

+ vy, o) = oy, a5yy) + oy, aff) = v(f, +00).

—1

<

En el Teorema se pide como hipédtesis que Resy (F, F ) # 0. Segtn el siguiente resul-
tado, esto puede ser evitado:

Proposicién 3.15 Sea f(z) = F(z,e"®) un E-polinomio definido por F € Z[X,Y] y h €
Z|X] con deg(F'),deg(h) < dy H(F),H(h) < H. Dado un intervalo de R, existe un algoritmo
que calcula la cantidad exacta de ceros de f en dicho intervalo con complejidad de orden

(dmr2d) O ™)

Demostracion. Si Resy (F, F ) # 0, el resultado sigue de los Teoremas y

Si Resy (F, F ) = 0, en la demostracién del Lema se construye un polinomio P €
Z[X,Y] que verifica que Resy(P,P) # 0 y que P(z,¢(z)) tiene los mismos ceros reales
que f(z). Si F = cont(F)Fy, P resulta ser F/ged(Fy, Fy) donde el divisor comtn mayor
se calcula en Z[X,Y]. Como P es un factor de F, por la Proposicién se tiene que
H(P) < 4%d + 1)H. Entonces, por el Teorema la complejidad del algoritmo aplicado
a P es del orden de (dH2d)O(d6)
orden de complejidad. O

. Notar que el cédlculo de P a partir de F' no modifica este

3.4. Problema de decision

En esta seccién, utilizaremos los algoritmos descriptos anteriormente para resolver el
problema de decisién introducido en la Seccién [2.4] para férmulas que involucran E-polinomios
univariados. Daremos ademas, una breve aplicacién a E-polinomios multivariados.

3.4.1. Problema de decisién para E-polinomios de una variable

En el Capitulo [2 al trabajar con funciones Pfaffianas arbitrarias de orden 1 en una
variable, para determinar el signo que toman en un numero real algebraico utilizamos un
oraculo. Como vimos en la Seccidn [3.2], para E-polinomios, estos signos y consecuentemente
los signos a la izquierda y a la derecha de un nimero algebraico (requeridos para calcular los
indicadores de Tarski) pueden ser calculados explicitamente. Estimaremos a continuacién la
complejidad requerida para ello.
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Proposicién 3.16 Sea h € Z[X] un polinomio de grado 6 > 0 y, para F € Z[X,Y] con
degy (F) = dx y degy (F) = dy, sea f(z) = F(x,e"®). Sea a € R una raiz de un polinomio
L € Z[X] con deg(L) = £ dada por su codificacion de Thom como raiz de L. Entonces, se
puede determinar sg(f,a™) ysg(f,a™) con complejidad

O(L*d3 (dx + 0)(H + (Ldy) (¢dy + log(H))?))

donde H = (£ + dx + dy (2dx + 6)(6 — 1))\ H(L)4x+dv Rdx+0)0-1)((dy 4 1)H (L)(dy (2dx +
8)(6 — 1) + dx + dy 6> H (h))%y Rdx+d))L,

Demostracién. Para calcular los signos sg(f,a™’) y sg(f,a™) tendremos en cuenta la Obser-
vacion Luego, es suficiente calcular los signos de f)(a) para 0 < i < mult(a, f). Por
la Proposicién se tiene que mult(a, f) < dy(2dx + J), por lo que se necesita aplicar
a lo sumo dy(2dx + J) veces el Algoritmo E-SignDetermination de la Seccién (con
t = 1) a los polinomios F; que definen a f@ . Teniendo en cuenta el Lema para todo
i=0,...,mult(a, f), se verifica que:

- degx(F) <dx +i(d—1) <dy(2dx +0)(0 — 1) + dx,

- degy (F;) =dy y
—1

- H(F) < HF) [[G(6 = 1) + dx + dy8*H(h)) <
§=0

dy (2dx+6
< H(F) (dy(2dx + )6 — 1) +dx + dy52H(h)) v (o),

Se obtiene entonces una complejidad de orden
O£ (dx + 8)(H + (¢dy *(edy +log(H))?)),

donde H = (€ + dx + dy (2dx + 6)(6 — 1))LH(L)dxFdv 2dx+)(=1((dy + 1)H (P)(dy (2dx +
§)(6 — 1) 4+ dx + dy 6> H (h))?v 2dx+0))¢, -

Como consecuencia, podemos estimar la complejidad de calcular indicadores de Tarski
para E-polinomios:

Proposicién 3.17 Sean f(z) = F(z,e"®)) y g(x) = G(z, ")) los E-polinomios definidos
por F.G € Z|X,Y] y h € Z[X]| con deg(F),deg(G),deg(h) < d y H(F),H(G),H(h) < H.
Sea (a,b) un intervalo, donde a,b son nimeros algebraicos reales dados por su codificacion de

Thom, —oo 0 +00. Existe un algoritmo que calcula los indicadores de Tarski TaQ(f, g;a,b)
con complejidad (2dH)O").

Demostracion. Consideremos primero el caso a,b € R.

El algoritmo esta basado en el Algoritmo Tarski-query visto en la Seccion [2.3] pero cada
llamada al oraculo serd reemplazada por un llamado al algoritmo E-SignDetermination de
acuerdo a la Proposicién [3.16] Para poder calcular la complejidad de este algoritmo, debemos
acotar los grados y la altura de los polinomios involucrados:
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- Por el Lema se tiene que degy (FG) < 3d — 1 y degy (FG) < 2d y, por lo tanto,
degy(R;) <5d*> —d y degy(R;) <d para 0<i<N
(ver Notacién y Proposicién |1.38]).

- Como H(F) < Hd(1+ d?H) y deg(F) < 2d — 1 (ver Proposicién , la Proposicién
implica que

H(FG) < APPH?*(1 + d*H)(d + 1)? < 32d"H?.
Luego, aplicando la Proposicién se tiene que
H(R;) < (3d)!(32d" H3(3d))4(H (d +1))%* = (3d)!(d 4 1)24392%4 8¢ 54,
Usando que (3d)!(d + 1)2¢ < 334@% obtenemos que H(R;) < 254344 f5dq13d,

- Como deg p; y deg 7; son menores o iguales que 2d(d) +d(3d — 1) = 5d%> —d y sus alturas
son menores o iguales que 25?34 54134 para 0 < i < N (ver Corolario , se tiene
que

deg(L) < (2d + 3)(5d*> —d) y

H(L) < (25d34dd13dH5d)2d+3(5d2 _ d + 1)2d+3 < (5 . 25d34dd13d+2H5d)2d+3
(ver Proposicién |1.11])).

A partir de estas cotas, se deduce que el célculo de cada uno de los signos sg(R;(x, e®)), aj)
o sg(R;(x, M), a; ), por la Proposicién (con £ =deg(L), dy = dy dx = 5d* —d) puede
efectuarse con complejidad

O(dd>d*(H + d**(d* +log(H))?)) < O(d"(H + d**(d* + log(H))?)),

donde H < ((2d+43)(5d?—d)+5d>—d+d(10d>—d)(d—1))!(5. 254344 q134+2 fr5d) (24+3) (104" ~5d)

((d + 1)(25934dq13d+2 Fr5d)24+3 (104 — 53 + d3H)10d3—d2)(2d+3)(5d2—d) _ O((QdH)O(dG))'
Notar que calcular todos estos signos y los de f(c;) y g(c;) no incrementa el orden de la
complejidad.
En caso de que @« = —0 0 8 = 400, se debe adaptar el Algoritmo Tarski-query para
usarlo en intervalos no acotados. Para ello, basta determinar los signos que la secuencia de
E-polinomios toma en —oco 0 +00. Esto se hace teniendo en cuenta la Definicion [3.12 U

Similarmente a lo hecho en la Seccién a partir de la complejidad del célculo de indi-
cadores de Tarski, obtenemos la complejidad para la determinacién de todas las condiciones
de signo factibles sobre una familia finita de E-polinomios.

Proposicién 3.18 Sean gi,...,gs los E-polinomios definidos por g;(x) = G;(z, eh("”)) donde
Gi € ZIX,)Y] (1 <i < s)yh € Z[X] son polinomios de grados acotados por d y alturas
acotadas por H. Existe un algoritmo que calcula todas las condiciones de signo factibles para

gi,--.,9gs con complejidad (2dH)O(57d6),
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Demostracion. Basta determinar las condiciones de signo factibles para g1, ..., gs sobre los
S
ceros de f:= Hgi y [’y decidir los signos de ¢g1,...,gs en —00 y en -+00.
i=1

Sea F(X,Y) = HGi(X,Y). Luego, deg(F') < sd y, por la Proposicién [1.11) H(F) <
i=1
H*(d+ 1)%. Por el Lema se obtiene que

deg(F) <6 —1+deg(F) < sd+d y

H(F) < H*(d + 1)%sd(1 4+ d*H) < 2H*"'(d + 1)*sd®.

La cantidad de ceros de f y la cantidad de ceros de f’ son, por el Corolario aplicado
a fy f', de orden O(s*d?).

Por la Proposicién la complejidad de calcular cada indicador de Tarski del tipo
TaQ(f, 97" ... g;") o del tipo TaQ(f’, g7" ... g;") con o € {0,1,2} es de orden (2dH)O(S7d6).

Notar que la cantidad de indicadores de Tarski necesarios, la resolucion de los sistemas
lineales y calcular los signos en —oo y en +00 no modifican el orden de la complejidad. [J

Como consecuencia, podemos resolver algoritmicamente el problema de decisién para E-
polinomios sin necesidad de un oraculo:

Teorema 3.19 Sea ¥ una férmula preneza de longitud |¥| en una variable cuantificada x
que involucra E-polinomios gy, ... ,gs definidos por gi(z) = Gi(x,eM®) para G; € Z[X,Y] y
h € Z[X] polinomios con grados acotados por d y alturas acotadas por H. Eziste un algoritmo
que determina si U es verdadera o falsa con complejidad (2dH)OG"4) 4 O(s*d*|W)).

3.4.2. Un problema de decision para E-polinomios de varias variables

El método presentado en la secciéon anterior puede extenderse a E-polinomios de varias
variables, es decir, a funciones Pfaffianas de la forma f(x1,...,z,) = F(z1,. .., x,, M T1n)
donde F € Z[X1,..., X, Y]y h € Z[Xy1,..., X,

Primero, definiremos el problema de consistencia para estas funciones. Para Fi, ..., Fs €
Z| X1, ..., Xn, Y]y h € Z[Xy,...,X,], consideremos la férmula

Ix : Fi(x, eh(x))el() A - A Fy(x, eh’(x))eSO
cone € {<,>=}paral <i<s,yx=(x1,...,2,). Esta férmula es equivalente a
Jz3x : Fi(x,€%)e10 A -+ A Fs(x,e%)es0 A z = h(x). (3.3)
Consideremos la férmula polinomial
Ix: Fi(x,y)ei0 A - A Fy(x,4)es0 A z = h(x).

Por la eliminacién de cuantificadores sobre R, esta férmula es equivalente a una férmula libre
de cuantificadores ¥(z,y). Luego, la féormula (3.3) es equivalente a

Jz1)(z, €%)
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y, aplicando el Teorema |3.19] podemos decidir si esta formula es falsa o verdadera.

Similarmente, podemos trabajar con el problema de decisién para cualquier férmula pre-
nexa con un solo bloque de cuantificadores existenciales, todas las variables cuantificadas y
E-polinomios con h fijo, y obtener cotas de complejidad.

Proposicion 3.20 Sea ¥V una féormula libre de cuantificadores en las variables

X = (1,...,2,) definida por g;(x) = G;(x,e"™) para G; € Z[X1, ..., Xn, Y], para 1 < i < s,
y h € Z[Xy,...,X,] polinomios con grados acotados por d y alturas acotadas por H. Existe
un algoritmo simbdlico que determina si la formula 3zxy ... 32, V(z1,...,zy,) es verdadera o
falsa con complejidad (2dH)($d)O(n).

Demostracion. El resultado se sigue directamente de las consideraciones previas aplicando las
cotas de complejidad de [3, Theorem 14.22] para la eliminacién de cuantificadores sobre R y
el Teorema [3.19 O

3.5. Otros resultados sobre E-polinomios

En esta seccién mostraremos como otros resultados validos para polinomios pueden gene-
ralizarse a los E-polinomios. En la Subseccién [3.5.1] daremos una cota superior para el tamafio
de los ceros de un E-polinomio. En la Subseccién daremos la forma de construir un
E-polinomio con suficientes ceros de modo de dar una respuesta negativa a una conjetura
planteada en [19] sobre la cantidad de ceros de un E-polinomio. En la Subseccién intro-
duciremos una codificacién para los ceros de estas funciones inspirada en la codificacién de
Thom para ceros de polinomios y analizaremos la complejidad de calcularla. Finalmente, en la
Subseccién daremos una generalizacion del Teorema de Budan-Fourier a E-polinomios.

3.5.1. Tamano de los ceros

En esta seccién encontraremos un intervalo acotado que contiene todos los ceros reales
de un E-polinomio, cuyos extremos se calculan en funciéon de los grados y alturas de los
polinomios involucrados en su definicién. Usando esta cota y aplicando sucesivamente nuestro
algoritmo para contar ceros seria posible, mediante un método del tipo biseccién iterada, por
ejemplo, aproximar ceros de un E-polinomio.

Sea f(x) = F(z,e®) un E-polinomio definido por polinomios

dy )
F(X,Y)=)> a(X)Y' € Z|X,Y] y  h(X) =) mX'ez[X].
=0 k=0

Supongamos que ag, (X) # 0, degx (F) < dx, deg(h) = > 1, y sean H,T € 7Z cotas
superiores de las alturas de los polinomios F' y h respectivamente.

Teorema 3.21 Con las hipdtesis y notaciones anteriores, si a € R es tal que f(a) = 0, se

tiene que

o] < max {3H, AT +1, (SdTX 1n(dX))1/5}.
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Para probar el resultado anterior, usaremos el siguiente lema con algunas cotas auxiliares:

Lema 3.22 Sea g(X chXZ € Z[X] un polinomio de grado n > 1 y altura menor o
igual que A € N, Entonces

(a) para todo a € C con |a| > 2, se tiene que |g(a)| < 2A]a|™ — 1

(b) sik>1, para todo o € C con || > kA + 1, se tiene que |g(a)| > (1 — 3)|al".

Demostracion.

(a) Si|a| > 2, se tiene que

lal" -1
laf =1

n n—1

@) <Y Jeillaf < Alaf" + A |af' = Ajal" + ) <
=0 1=0

Allal™ +]a]" = 1) < 2A|" — 1

(b) Para todo « con |a| # 1, valen las siguientes desigualdades:

" — 1
l9()] = enlla]™ - Zlczllalz > |af" = AZI@!’ = laf™ = A( o[ =1 )-

Como |a] > kA + 1, se sigue que Luego, las desigualdades anteriores

1
<
la| =1 — k
implican que

9(0)] 2 lal" = (ol = 1) > (1= 2)lal"

Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema

Demostracion. Si degy (F') = 0, por el Lema si a es un cero de f entonces h(a) = 0.
Luego, por el Lema se tiene que |a| < 1+ T y el teorema vale.

Si degy (F) > 1, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que ag(X) % 0, pues e%) £
0Vz e R.

Notemos d; := deg(a;), para todo 0 < i < dy tal que a;(X) # 0.
d

Sea o € R tal que |a| > méx{3H, 4T +1 (85X In(dx ))1/5}.

Como |a| >3H >1+2H >2,sid; > 1:

- Por el Lema b) aplicado a a; para k = 2, se tiene que |a;(a)| > % la|% > 1

- Por el Lema a), aplicado a a; se tiene que |a;(@)] < 2H|a|% — 1 < 2H |a|?™ — 1.
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Observar que las cotas anteriores también son ciertas si d; = 0 pues en ese caso

1 <lai(e)| < H < 2H |a|™ —1

Luego, aplicando el Lema al polinomio F(«,Y) € R[Y], obtenemos que si F(a, ) =
0,

18] < 1+max{|ai(a)|} < 1+méx{2H|a|dX - 1} — 2H o,
i lagy ()] i

Anélogamente para el polinomio F*(Y) := Y% F(a,1/Y):
Si F(a,8) = 0, B8 # 0 pues ap(a) # 0. Luego, F*(1/58) = 0 y se tiene que |5| >
(2H]a|®)~!

Obtenemos entonces que, si |a| > 3H, para toda raiz 5 € R de F(a,Y) se satisfacen las
desigualdades
(2H|a|®™) 1 < || < 2H|a|%x. (3.4)

Veamos que si || excede la cota del enunciado, entonces 3 = ¢ no verifica una de las
desigualdades anteriores y, por lo tanto, @ no puede ser un cero de f:
Aplicando el item (b) del Lema al polinomio h con k = 4, se tiene que

3
he)] > Slal’
para todo a € R tal que || > 4T + 1. Luego,
@) > eilal® g h(a) >0 y @) < e=3lel” g h(a) < 0. (3.5)
Por 1’ y 1 , alcanza con mostrar que eilal’ > 2H|a|% o, equivalentemente, que
3
Z|oz|6 > In(2H) + dx In(|al). (3.6)

Primero, notar que si || > 3H, entonces

1 3
af > Yol = 2 > mem (3.7)
4 4
(la ultima desigualdad vale para todo H € N).
8d 1/6
Por otro lado, si dxy > 2, para |a| > (Txln(dx)) , se tiene que
L s
5\04\ > dx In(|af), (3.8)
1 2dx\1/9
pues la funcién m(t) = §t5 — dx In(t) es estrictamente creciente en (<TX) ,+00) y

8dx 1/6 4dx dx 8dx _dx d%0
m( (5 () ) = = (o) = T (S () = T (G ) > 0
1
(notar que d36 > d% > 8In(dx) para dx > 2). Sidy = 1y |a| > 2, se tiene que §|04| >
In(|a|); luego, la desigualdad (3.8 . también vale en este caso.
Juntando las desigualdades (3.7) y (3.8]), obtenemos la desigualdad deseada O
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Ejemplo 3.23 Siguiendo con la misma notacion, los siguientes ejemplos muestran que la
cota para el médulo de un cero de un E-polinomio debe depender de H, T y dx.

1. Sea f(x)=(x — H)e* + oz — H.
Entonces F(X,)Y)=(X—-H)Y+X —H yh(X)=X. Un cerode f esa=H.

2. Sea f(z) =T —1.
Entonces F(X,Y)=Y —1yh(X)=X—-T. Uncerode f esa=T.

3. Sea f(r) = x%e™® —1 con dx > 3.

Entonces, F(X,Y) = XY —1 y h(X) = —X. Como f(dx In(dx)) = In% (dx)—1> 0
para dx >3, y h’rll f(x) =—=1<0, se deduce que f tiene un cero a > dx In(dx).
T—+00

3.5.2. Un contraejemplo

En [19], se plantea el problema de determinar una cota ajustada para la cantidad de ceros
de un E-polinomio en una variable de la forma f(xz) = F(x,e"). El autor conjetura que, para
todo E-polinomio definido por F' € Z[X,Y] con degy(F) = n y degy(F) = m, una cota
superior para esta cantidad es n + m.

En esta subseccién mostraremos que, dados n,m € N, existe un polinomio F € Z[X,Y]
no nulo, con n = degy (F) y m = degy (F), tal que el E-polinomio f(z) = F(x,e”) tiene al
menos N = (n+ 1)(m + 1) — 1 ceros distintos.

Comenzaremos construyendo un polinomio F' € R[X,Y] que cumpla lo anterior y que
ademads verifique que los N ceros distintos del E-polinomio que define sean todos simples.

Dados Py = (z1,1),..., Py = (zn,yn) € R? todos distintos entre si, a determinar, busca-
ax; € R, para que el polinomio F(X,Y) = Z apXFY?
0<k<n, 0<I<m

mos a = (akl)ogkgn, 0<i<m’

sea no nulo y tenga a los puntos Py, ..., Py como ceros. Es decir que, si F' es el polinomio
con coeficientes en {0,1} en (n+1)(m+ 1) +2 variables definido por F(a, X,Y) := F(X,Y),

buscamos una solucion no trivial del sistema lineal en las variables a

F(a,z1,y1) =0
So: :
F(a,zn,yn) = 0.
Ademas, para cada ¢ = 1,..., N, definimos el sistema lineal

OF OF
S’L = SO U {a)((aa ‘/I:Z)yl) + yZaT(a)IZ7yl) - O} .

Observar que, como g—)ﬁ((a, X,)Y) = g—)F((X, Y)y g—}ﬁ,(a,X, Y) = g—f,(X,Y), P; resulta ser un
cero simple de F' siy s6lo si S; tiene solucién unica (la trivial).

Consideremos las coordenadas X1,Y1,..., Xy, Yn de los puntos P, ..., Py como inde-

terminadas y veamos cudl es la matriz del sistema S;.
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Teniendo en cuenta quesik=1,...,nyl=0,...,m,

0X oY

se tiene que la matriz del sistema S; es

1 7 ymoX, X1v1 Xy
1 v YU X2 XaYs XYy

A; =
1 Yy Y Xy XnYn XNY
0 Y my" 1 Yi(l+X;) Y/ (1 +mX;)

(i + Yi) (XFYY) = kXF1YT 4 xhy! = XPy k4 1x),

X7 Xy

X3 RERES

Xy XNYR
nXrt XY™ (n + mX;)

Veamos que la matriz A; es inversible. Para ello, basta considerar ¢ = 1 (por simetria).

Si evaluamos la matriz A1 en X1 =Y, =0y X; = YimJrl para i = 2,..., N, obtenemos la

matriz de tamano (N 4+ 1) x (N + 1):

1 0 0 0 0
1 Y, }/Qm Y2’m+1 }/2m+2
1 Yy vE vttt yt?
0 0 0 1 0
cuyo determinante es
Y,
Dm+1(Y2, - ,YN) := det
Yn

0
Y22m

y2m
0

}/'2m

Yy

0 0
+1
YQn(m ) Vol
" :
vty
0 0 0
Y2m+2 YQN
2
Y vy

Notar que agregando una nueva variable Z, por ser un determinante de una matriz de

Vandermonde,
VA Z2 zm Zm+1
Y, Y22 Y2m }/2m+1
det | : :
Yy Y2 v vyt

Zm+2

m-+2
Y2

m—+2
YN

ZN
YN
: #0.

vy

Si lo desarrollamos por la columna m + 1 y evaluamos Z = Y7, resulta ser igual a

N
Zi}/;;m+1Dm+l(Y17 s 7}>”i7 s 7YN)7

i=1
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~

donde (Y1,...,Ys, ..., Yn) = (Y1,...,Yi1,Yit1, ..., YN). Luego, se tiene que alguno de estos
sumandos es no nulo, por lo que D,,11(Y2,...,Yy) # 0. De esta forma, obtenemos que el
polinomio

H1<X1, XN, Y, ,YN) = det(Al) S Z[Xl, XN, ,YN]
es no nulo. Anédlogamente (por simetria), obtenemos que los polinomios

Hi(Xy,...,Xn,Y1,...,Yy) :=det(A;) € Z[ X1, ..., XN, Y1, ..., YN]

resultan ser no nulos, para i =2,...,N.
Si elegimos x1,...,zyN numeros reales algebraicos y linealmente independientes sobre Q
tales que Hfil Hi(z1,...,zN,Y1,...,YN) es no nulo, obtenemos que

N
HHZ‘(l'l,...,(L‘N,exl,...,exN> #0,
1=1

pues por el Teorema de Lindermann-Weierstrass, IV es el grado de trascendencia del conjunto
{e"1, ... e"N}.
Obtenemos entonces que una soluciéon del sistema Sy para estos x1...,xny y y; = €%,

para i = 1,..., N, permite construir un polinomio F' € R[X,Y] tal que el E-polimomio
f(z) = F(x,€”) verifica que f(z;) =0y f'(z;) #0, parai=1,...,N.

La idea sera ahora aproximar este polinomio F' € R[X,Y] por otro polinomio G con
coeficientes en Q, de forma tal que el E-polinomio definido por G tenga N ceros distintos.
Para ello, supongamos que z1 < ... < zy y procedamos de la siguiente manera.

Para todo i = 1,..., N, consideremos intervalos disjuntos dos a dos I; = [, ;] tal que
a; < z; < B; v [’ no se anula en I;. En particular, por la continuidad de f, se tiene que

flai)f(Bi) < 0. Sean

I =fon, By, £ = min {1(@0)],[F(B)I} >0y M = mi (L, Joul |8}

Para todo 0 <i < n, 0 < j <m, existe b;; € Q tal que |b;; — a;5] <

3]
SN e (i) (D) D02

G(X,Y) := > bi; X'Y7 € Q[X,Y].

0<i<n, 0<j<m

Este polinomio verifica que para todo x € I:

. 13
|G(z,e%) — F(z,e%)| < S b —aijl |z e < S ag — byl Mme™ < 5
0<i<n, 0<j<m 0<i<n, 0<j<m
En particular, para todo x € {a1,...,an,B1,...,0x}, se tiene que

1
Gl e”) = Fla,e”)] < = < 5 |[Fla,e”)],

~—

de donde se deduce que sg(G(z,e")) = sg(F(z,e")) para todo = € {a1,...,an,B1,-..,0n8}s
y por lo tanto, G(ay, e®)G(B;, %) < 0. Luego, G(x,e®) tiene un cero en cada intervalo I,
parai=1,...,N.
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3.5.3. Codificacion de Thom

En esta subseccién, definiremos una nociéon de codificacion de Thom de un cero de un
E-polinomio en una variable. Para ello, recordaremos las nociones de pseudo-grado y pseudo-
derivada de un E-polinomio univariado introducidas en [16]. Utilizando el algoritmo de la Pro-
posicién [3.18] mostraremos que existe un algoritmo que calcula las codificaciones de Thom de
los ceros de un E-polinomio definido por un polinomio con coeficientes enteros y estimaremos
su complejidad.

Recordemos la notacién introducida en (3.1): dado el E-polinomio f(z) = F(z, e"®)), con
degy (F') > 0 y deg(h) > 0, notamos
~ oF oF

F(X,Y) = o2 (XY) + W (X)Y 22 (X,Y),

de forma tal que f'(x) = F(z,e"®).
Definicién 3.24 Sea f(z) = F(z,e"®)) con F # 0, se define el pseudo-grado de f como

(dng(F), deg(F (X, ())) st F(X,0) #0

pdeg(f) = {(degy(F), 0) si F(X,0) = 0.

Se define también la pseudo-derivada de f como

f(x) st deg(F(X,0)) >0
pder(f) = ¢ f/(x)e @) i F(X,0) € R, f'(x) #0, Y* | F(X,Y) y YE LY F(X,Y)
0 si f'(z) = 0.

Serd util considerar las siguientes observaciones:

Observacion 3.25 Notar que pder(f) resulta ser un E-polinomio definido por el polinomio
F en el primer caso, mientras que resulta ser el E-polinomio definido por el polinomio

F(X,Y)

Qf(va) = vk

en el sequndo caso. Observar que si k > 1, degy (Qf) = degy (F)—k=dy —k y degx (Qf) =

Observacion 3.26 Por definicion de la pseudo-derivada, para todo E-polinomio f se tiene
que
sg(f'(z)) = sg(pder(f)(z)) Vo € R.

La relacién entre los pseudo-grados de f y el de pder(f) es la siguiente:
Lema 3.27 Dado el E-polinomio f(z) = F(z,e"®). Si f ¢ R, se tiene que

pdeg(pder(f)) <., pdeg(f),

donde <., €s el orden lexicogrdfico.
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Demostracion. Si f ¢ R, hay dos opciones:

- Si deg(F(X,0)) > 0, como pder(f) = f', pdeg(pder(f)) = (degy (F), deg(F(X,0))).
Observando que degy (F) = dy y F(X,0) = (F(X,0))’, obtenemos

pdeg(pder(f)) <jox (dy,deg(F(X,0))) = pdeg(f).

- Sideg(F(X,0)) =0y f' #0, la primera coordenada de pdeg(pder(f)) es degy (Q¢) =
dy — k < dy, que resulta ser la primera coordenada de pdeg(f).

g

Si notamos pder(i) al operador que aplica ¢ veces el operador pder, como consecuencia de
la proposicién anterior, se obtiene que {pder” (f)};cxy es una familia finita. Notaremos

PDer(f) := {pder(f): 0 <i < D},
donde D = min{i / pder®™™(f) = 0}. Veamos la relacién que hay entre la multiplicidad de

un cero de f con la multiplicidad de un cero de pder(f).

Lema 3.28 Sean f un E-polinomio, c € R y u > 1. Entonces
mult(c, f) = p si y solo si mult(c,pder(f)) =p—1 y f(c) =0.

Demostracion. Si pder(f) = f, el resultado vale claramente. Si no, con la misma notacién
que la Definicién pder(f)(z) = f'(x)e "), Veamos que en este caso vale el si y sélo
si.

=) Claramente f(c) = 0. Por otro lado, como f es una funcién analitica, existe una funcién
analitica g tal que f(x) = (x — ¢)*g(x) con g(c) # 0. Luego,
M Dpder(f)(z) = (x — ) (ug() + (z — )¢ (2)),
s(z)
donde s(c) = pg(c) # 0. De aqui se deduce que mult(c, pder(f)) =pu—1>0.

<) Simult(c, pder(f)) = p—1, como f es una funcién analitica, existe una funcién analitica
g tal que
f(x)e™ ™M = pder(f)(z) = (x — ) g(x),

con g(c) # 0. De aqui se deduce que ¢ tiene multiplicidad p— 1 como cero de f y, como
f(e) =0, c tiene multiplicidad p como cero de f.

O

En vista de querer codificar ceros de E-polinomios, necesitaremos el siguiente resultado
que generaliza la Proposicion m (valida para polinomios) a los E-polinomios.

Proposicion 3.29 Sea f1,..., fs una familia de E-polinomios cerrada bajo la pseudo-deriva-
cion. Sea ¢ : {1,...,s} = {—1,0,1}. Luego {z € R / sg(fi(z)) = (i) para 1 < i < s} es
vacio o un punto o un intervalo abierto.
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Demostracion. Lo probaremos por induccién en s. Si s =1, f; = 0 y no hay nada que probar.
Supongamos que lo probamos para s y veamos que vale para s + 1.

Sea {fi,..., fs, fs+1} una familia de E-polinomios cerrada bajo la pseudo-derivacién. Po-
demos suponer que fsy1 tiene el maximo pseudo-grado. Luego, por el Lema se tiene que
{f1,..., fs} es cerrada para la pseudo-derivacion.

Por hipétesis inductiva, A = {x € R / sg(fi(z)) = €(i) para 1 < i < s} es, o bien vacio,
o bien un punto, o bien un intervalo abierto. En los dos primeros casos, el resultado vale
claramente. Si A es un intervalo abierto, como pder(fsy1) € {f1,..., fs}, entonces pder(fsy1)
tiene signo constante en A. Si pder(fsy+1) = 0 se tiene que fs11 es una funcién constante, de
donde se sigue el resultado. Si pder(fs41) # 0, como sg(pder(fs41)) = sg(fi ), resulta que
fs+1 es una funcién estrictamente mondétona en A. De la continuidad de la funcién fsy1 se
sigue el resultado. 0

Corolario 3.30 Dado un E-polinomio f, los ceros de f estdn univocamente determinados
por las condiciones de signo factibles de PDer(f) sobre {x € R / f(x) = 0}.

Esto nos permite definir la codificacién de Thom para un cero de un E-polinomio:

Definicién 3.31 Sean f(x) = F(x,e"®) un E-polinomio, D = min{i / pder®™V(f) =0} y
EeR. Seae:{0,...,D} = {—1,0,1} con £(0) = 0. Decimos que (f,e) es la codificacién de
Thom como cero de f de € si { x € R / sg(pder™ (f)(z)) = (i) para 0 < i < D} = {€}.

Un resultado andlogo a la Proposicion [1.25] se aplica en nuestro contexto y nos permite
utilizar codificaciones de Thom para ordenar todos los ceros reales de un E-polinomio dado:

Observacién 3.32 Sea f un E-polinomio y sean (f,e1) y (f,e2) con €; : {0,...,D} —
{—1,0,1} para j = 1,2 las codificaciones de Thom de dos ceros reales diferentes & y & de
f.Sea k=max{0 <i<D /e1(i) #ea(i)} (luego e1(k+1) =ea(k+1)#0).

- Sier(k+1)=e1(k+1) =1 entonces: & > & si y solo sie1(k) > ea(k).

- Sier(k+1)=e1(k+1) = —1 entonces & > & si y sdlo sie1(k) < ea(k).

El siguiente ejemplo sencillo muestra las codificaciones de Thom de los ceros de un E-
polinomio:

Ejemplo 3.33 Sea f(z) = (62 —1)e?*® — (82 + 1)e® — 1. Este E-polinomio estd asociado a la
funcion p(x) = €% y estd definido por el polinomio F(X,Y) = (6X —1)Y? — (8X +1)Y — 1.
Como F(X,0)=—1y F(X,Y) = (12X +4)Y? — (8X +9)Y, se tiene que

pder(f)(x) = f'(x)e ™ = (122 + 4)e* — (8z +9),

que resulta ser un E-polinomio definido por el polinomio F1(X,Y) = (12X +4)Y — (8X +9).
Como deg(F1(X,0)) =1, se tiene que

pder® (f)(z) = (pder™(f))'(x) = (122 + 16)e” — 8,
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que resulta ser el E-polinomio definido por el polinomio F5(X,Y) = (12X +16)Y — 8.
Como F5(X,0) = -8 y F5(X,Y) = (12X + 28)Y, se tiene que

pder® (f)(z) = (pder® (f)) (z)e™ = 12z + 28,

que resulta ser el E-polinomio definido por el polinomio F3(X,Y) = (12X + 28).
Como deg(F3(X,0)) =1, se tiene que

pder® (f)(z) = (pder® (f))' () = 12,

que resulta ser el E-polinomio definido por el polinomio Fy(X,Y) = 12.

Como (pder™ (f))(z) = 0, se tiene que pder® (f)(z) = 0.

De esta forma se obtiene que la secuencia de pseudo-derivadas de [ es (pder(i)(f))lgig,
donde

pder™ (f)(z) = (122 +4)e® — (8z +9),
pder® (f)(z) (122 + 16)e” — 8,
pder® (f)(z) = 12z + 28,

pder®(f)(z) = 12.

Se puede ver que el E-polinomio f tiene 3 ceros, &1,&92,&3 € R. Las codificaciones de Thom
de &1,&9,&3 como ceros de f estdn dadas por

g1 =(0,-1,-1,-1,1), e =(0,—1,—-1,1,1), e3=(0,1,1,1,1).

Compardndolas como en la Observacion|[3.39, se sigue que & < & (pues e1(4) =e2(4) =1 y
£1(3) <e2(3)) y &2 < &3 (pues ea(i) = e3(i) = 1 para i = 4,3 y £2(2) < €3(2)).

Desafortunadamente, no se puede asegurar que la suma de dos ceros de E-polinomios sea
un cero de un E-polinomio, con lo cual a partir de las codificaciones de Thom de dos ceros de
E-polinomios no es posible obtener una codificacién para su suma. Por ejemplo, la pregunta
planteada en [19] sobre si el conjunto

L={zeR/ F(z,e*)=0,F € QX,Y]}
es cerrado bajo la suma tiene una respuesta negativa, como mostramos a continuacién:

Supongamos que L es cerrado bajo la suma. Como In(2) € L (pues es un cero de F(x,e”)
para F(X,Y) = Y — 2), se tiene que In(2) + 1 € L. Luego, existe un polinomio no nulo
F € Q[X,Y] tal que F(In(2) + 1,2e) = 0 y, por lo tanto, e es algebraico sobre Q(In(2)).
Similarmente, In(2) + v2 € L y, luego Y2 es algebraico sobre Q(In(2) + v/2). Como con-
secuencia, el grado de trascendencia de Q(v/2,1n(2), e, eﬁ) sobre Q es 1, contradiciendo el
hecho de que el conjunto {e, e‘/ﬁ} es algebraicamente independiente sobre Q por el Teorema
de Lindemann-Weierstrass.

Nuestros resultados previos de la Seccién [3.4] sobre la determinaciéon algoritmica de las
condiciones de signo factibles de una familia finita de E-polinomios nos permiten calcular al-
goritmicamente codificaciones de Thom para ceros de E-polinomios. Para estimar la comple-
jidad de este calculo, analizaremos en primer lugar los pseudo-grados de las pseudo-derivadas
sucesivas de un E-polinomio y los grados de los polinomios que las definen.
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Observacién 3.34 Sea g(x) = G(x, M) un E-polinomio definido por G € Z[X,Y] de grado
total dg y h € Z[X] con deg(h) = §. Entonces, teniendo en cuenta la Observacion la
pseudo-derivada pder(g) estd definida por un polinomio con grado total acotado por dy+6—1
y, ademds, si pdeg(g) = (mo, ng), se tiene que:

- Sing #0, deg(G(X,0)) > 0 y pder(g) = ¢'(x). Luego,

pdeg(pder(g)) = (degy (G), deg( 057 (X, 0))).

Qq(x, @) simg >0

- Sing =0, G(X,0) es constante y pder(g) = :
0 st mg = 0.

Luego, si mg > 0,
pdeg(pder(g)) = (degy (Qg), deg(Qy (X, 0))).
De las cotas de grado vistas en la Observacion [3.25, deducimos que

pdeg(pder(g)) = {(mo’”o —1) sing#0

(my, ng) sing =0
donde miy, <mo—1yny<dy+9—1.

En consecuencia, si mg =0, después de ng pasos de pseudo-derivaciones, obtenemos que
pdeg(pder™)(g)) = (0,0) y no se necesitan mds. Si mg > 0, después de ng + 1 pseudo-
derivaciones, la primera coordenada del pseudo-grado es menor que mg. Sea (my,ny) =
pdeg(pder("°+1)(g)) y dq el grado total del polinomio que define a pder("OH)(g). Luego, mp <
mo — 1, y por la Observacion ny <dy < (no+1)(6 —1)+dy. Como ng < dy, obtenemos
que di +1 < (dp + 1)0.

Estimaremos ahora la longitud de las codificaciones de Thom de los ceros de un E-
polinomio.

Lema 3.35 Sea f(z) = F(z,eM®) un E-polinomio y D = min{i / pder®™ bV (f) = 0}. Si
deg(F) = d y deg(h) = § > 2, se tiene que D < 6%(d + 1) y el grado total del polinomio
que define pder(i)(f) estd acotado por 6%(d+1) para 1 < i < D. Si deg(h) = 1, se tiene que
D < d(d+1) y el grado total del polinomio que define pder(i)(f) estd acotado por d para todo
1<i<D.

Demostracion. Para estimar D, consideraremos los pseudo-grados de la secuencia de pseudo-
derivadas de f y los grados de los polinomios que las definen.

Por la Observacién dado f(z) = F(z,e™%), obtenemos una secuencia de pseudo-
grados (mj,n;)o<i<k definida como (mg,ng) = pdeg(f) y, para i > 1, si m;—1 # 0, N;—; =
Yo+ 1)y

(mi,n;) = pdeg(pder™=1)(f)).
Sim;_1 = 0, se tiene que k =i, N;_1 = Z;;%)(nj—kl) —1y (my,ng) = pdeg(pder™=1)(f)) =
(0,0). Sea d; es el grado total del polinomio que define a pder(Ni—l)(f) para 0 < < k.
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Por las cotas vistas en la Observacién m; <mi_1—1,n; <d; <di—10+d—1y,
por lo tanto, d; + 1 < 6°(d + 1), para todo i > 1. En particular, k < mg = degy (F) =d y
D = Nj_;. Obtenemos entonces que

k-1 k-1 k-1 &k —1 .
. —(d+1 d>2
Nea <N+ 1)< (dj+1) <Y 6(d+1) = sop Aty sioz
j=0 j=0 j=0 k(d+1) sid =1,
de donde se sigue el resultado. O

Aplicando la Proposicion [3.18] y el resultado anterior se deduce lo siguiente:

Proposicién 3.36 Dado un E-polinomio f(z) = F(z,e"®), donde F € Z|X,Y] y h € Z[X]
son polinomios con grado acotado por d y altura acotada por H, la complejidad de calcular
las codificaciones de Thom de todos los ceros de f es de orden (QdH)do(d). Sideg(h) =1, la
complejidad es de orden (2dH)dO<1).

3.5.4. Teorema de Budan-Fourier para E-polinomios

En esta subseccion daremos una generalizacion del Teorema de Budan-Fourier vélido para
polinomios (ver, por ejemplo, [3, Theorem 2.46]) a los E-polinomios. Otra generalizacién de
este teorema puede hallarse en [6].

Comenzaremos introduciendo notacién y luego enunciando un lema previo:

Notacién 3.37 Dados un E-polinomio f y a,b € R, a <b, si PDer(f) = {pder(i)(f)}ogigD
es la secuencia de todas las pseudo-derivadas no nulas de f, notaremos

V(PDer(f),a,b)

a la cantidad de cambios de signo de la secuencia (pder®(f)(a),...,pder™)(f)(a)) menos
la cantidad de cambios de signo de la secuencia (pder® (f)(b),. .., pder®) (f)(b)).

Lema 3.38 Sea f(z) = F(z,e"®) un E-polinomio no constante definido por F € Z[X,Y],
con h € Z[X]. Sean I = [a,b] y ¢ € (a,b) tales que

pder™ (f)(z) = 0 para algin = € I, para algin 0<i<D = z=c.

Sea v := mult(c, f) > 0. Entonces

V (PDer(f),c,b) =0y
V (PDer(f),a,c) — >0 y es un nimero par.

Demostracion. Lo probaremos por induccién en el pdeg(f), considerando el orden lexicogréfi-
co. Supongamos que m = degy (F) y n := deg(F(X,0)) o 0 si F(X,0) = 0.

Sim = 0, F' es un polinomio de una variable y en este caso el resultado vale por [3|
Theorem 2.46].
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Supongamos que el resultado vale para todo E-polinomio con pseudo-grado menor que
(m,n), con m > 0. Veamos que vale para f, un E-polinomio de pseudo-grado (m,n).

Por el Lema como f ¢ R, se tiene que pdeg(pder(f)) <joy pdeg(f). Luego, por
hipétesis inductiva aplicada a pder(f), si notamos v = mult(c, pder(f)) > 0, se tiene que

{V(PDer(pder(f)), ¢,b) =0y (3.9)

V (PDer(pder(f)),a,c) — v = 2j para algin j € Z,j > 0.

Ademads, para i =1...,D, se verifica que:

i) Por la Observacién |3.26 Sg((pder(i_l)(f))/(x)> = sg(pder(i)(f)(x)) Vo ek

ii) El signo de pder” (f) es constante y no nulo en cada uno de los intervalos [a, ¢) y (¢, b].
En particular, si pder®™(f)(c) # 0 entonces sg(pder(i)( f)) es constante y no nulo en
[a,b].

iii) Si pder®(f)(¢) =0, i < D, se tiene que:
sg(pder(i)(f)) = sg(pder(“'l)(f)) en (c,b]
Sg(pder(i)(f)) = —sg(pder(iﬂ)(f)) en [a, c).

Esto se sigue de la condicién sg(pder(”l)( f)) constante y no nulo en [a,c) y en (c,b]
(por 1)), lo cual implica que pder(i)( f) es estrictamente mondtona en [a,c) y en (c,b]
(por 7)). Como se anula en ¢, se sigue la afirmacién.

Consideremos los siguientes casos:
- Si f(e) =0, u > 1y, por el Lema v = u — 1. Por iii) aplicado a i = 0 se tiene que

sg(pder(f)(b)) =sg(f(b)) = o y sg(pder(f)(a)) = —sg(f(a)) = =B.

Obtenemos de esta forma la siguiente situacion, para o, 8 € {1, —1}:

a |cl|b
/ 8100
pder(f) | B o

Luego,
V (PDer(f),c,b) =0y
V(PDer(f),a,¢) —p=14v+2j—p=2j>0,

como se queria probar.

- Si f(c¢) #0, = 0. Consideremos los siguientes casos:

e Siv > 1, pder(i)(f)(c) = 0 para i = 1,...,v. Luego, por iii), se tiene que
sg(pder(i)(f)(b)) = sg(pder(”+1)(f)(b)) = o, para todo i = 1,...,v. Ademas,
por ii), o = sg (pder(”+1)(f)) # 0 en [a, b]. Por otro lado, iii) implica que los signos
de pder®(f)(a) alternan para i =1,...,v + 1.
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o Si v impar, se tiene que sg(pder(”+1)(f)(a)) = —Sg(pder(f)(a)). Supongamos
que B =sg(f) # 0 en [a, b]. Obtenemos que:

a |c|b
/ B |B|B

pder(f) -0 | 0|0

pder™(f) | —o 0|0
pder ()| o [0 |0

Sio=p,
V(PDer(f),a,c) — p =V (PDer(pder(f)),a,c) +1=2j+v+1>0
y resulta ser un ntmero par. Por otro lado,
V (PDer(f),c,b) = 0+ V (PDer(pder(f)),c,b) = 0.
Sio=—p,
V (PDer(f),a,c) — p = —1+ V(PDer(pder(f)),a,c) = =1+ 2j+v >0
y resulta ser un nimero par. Por otro lado,
V (PDer(f),c,b) =1 -1+ V(PDer(pder(f)),c,b) = 0.

o Si v es par, se tiene que sg(pder(l’ﬂ)(f)(a)) = sg(pder(f)(a)). Supongamos
que = sg(f) # 0 en [a, b]. Obtenemos la tabla:

a clb

f p
pder(f) o |0|o

pder™(f) [ —c |00
pdert* ()| ¢ [0 |0

Luego, V (PDer(f),a,c) — p =V (PDer(pder(f)),a,c) = 2j + v > 0y resulta
ser un numero par.

Por otro lado, V (PDer(f),c,b) = V (PDer(pder(f)), ¢,b) = 0.

e Siv =0, se tiene que o = sg(pder(f)(c)) 0y f = sg(f(c)) # 0. De esta forma,
obtenemos la tabla:

pder(f) |o | o | o
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Sea ¢ igual o no a 3, se obtiene que
V (PDer(f),a,c) — p =V (PDer(pder(f)),a,c) =2j+v >0
y resulta ser un ndmero par, y que
V(PDer(f),c, b) = V(PDer(pder(f)),c, b) =0.

O
Ahora estamos en condiciones de enunciar la generalizacion a E-polinomios del Teorema
de Budan-Fourier:

Teorema 3.39 Sean f un E-polinomio, I = (a,b] un intervalo y m > 0 la cantidad de ceros
de f en I contados con multiplicidad. Entonces

V(PDer(f),a,b) —m >0 y es par.

Demostracion. Supongamos que ¢; < ... < ¢ son los ceros en (a,b) de las funciones
en PDer(f). Sean ¢9 = a, ¢,41 = by p; = mult(e, f) para i@ = 1,...,7 + 1. Tome-
mos d; € (c¢i,ci+1) para cada i = 0,...,7. Dado que en cada intervalo [d;,d;t1], para
i=0,...,r—1, se verifican las hipétesis del Lema se tiene que V(PDer(f),c;,d;) =0y
V(PDer(f),d;, city1)—pi+1 = 2j; > 0 para algin j; € Z no negativo, para todoi = 0,...,r—1.
Como {z € (¢;,d;] / f(x) =0} =0y piy1 es la cantidad de ceros de f en (d;, ¢;+1] contados
con multiplicidad, para todo i = 0,...,r, se tiene que

m = Z/LiJrl = Z V(PDer(f), Ci, dl) + V(PDer(f), di, Ci+1) — 2j7; = V(PDer(f), a, b) — 2j,
=0 =0

para j € Z no negativo, lo que prueba el resultado. O
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