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Desarrollo y analisis de métodos de elementos
finitos para la resolucién numérica de problemas de
Stokes-Darcy

Resumen

En esta tesis desarrollamos y analizamos una aproximacién unificada del par velocidad-
presion para el problema de Stokes-Darcy acoplado, en un dominio bidimensional. El
problema acoplado de Stokes-Darcy describe el movimiento de un fluido viscoso incom-
presible, modelado por la ecuacion de Stokes, que fluye a través de una interfase a un
medio poroso, modelado por la ecuaciéon de Darcy, con condiciones de interfase dadas
por la conservacion de masa, el balance de fuerzas normales y la ley de Beavers-Joseph-
Saffman.

El desarrollo de métodos numéricos eficientes para aproximar la solucion al problema
de Stokes, al problema de Darcy y, en particular, al problema acoplado, ha ido en
aumento en los ultimos anos debido a su importancia en hidrologia, dindmica de fluidos
y en diferentes problemas de filtracion. Es sabido que, las aproximaciones por elementos
finitos estables para el problema de Stokes pueden no ser apropiadas para el problema
de Darcy (y por ende para el problema de Stokes-Darcy acoplado), siendo entonces
un problema interesante la eleccion de espacios de elementos finitos adecuados para el
problema acoplado. Con el objetivo entonces de obtener aproximaciones a la solucién
del modelo acoplado, haciendo uso de espacios de elementos finitos estables para el
problema de Stokes, introdujimos una modificacién en la formulacién del problema de
Darcy.

En primer lugar asumimos que tanto el dominio como la interfase fueran poligona-
les y, gracias a la modificaciéon introducida en la formulacién del problema de Darcy,
resolvimos el problema acoplado de Stokes-Darcy usando el clasico Mini-element. De-
mostramos que el método propuesto es incondicionalmente estable, tiene una precision
6ptima con respecto a la regularidad de la solucion y es de facil implementacién. Pre-
sentamos también experimentos numéricos que confirman la estabilidad y exactitud del
método propuesto, el cual es probablemente uno de los mas sencillos para la aproxima-
cién unificada (y continua en cada una de las dos regiones) del sistema acoplado.

Posteriormente realizamos el andlisis y la resolucién numérica, con el método de
elementos finitos considerado anteriormente, del problema acoplado de Stokes-Darcy
en dominios curvos usando triangulos curvos. El interés de este enfoque reside en poder
representar fehacientemente tanto el dominio como la interfase. Para este problema
obtuvimos también, bajo apropiadas condiciones sobre el dominio en consideracion,
estimaciones de error de orden 6ptimo, extendiendo asi los resultados obtenidos para el
caso poligonal.

Palabras Claves: El problema de Stokes-Darcy acoplado, Elementos finitos mixtos,
Analisis de estabilidad.






Development and analysis of finite element methods
for the numerical resolution of Stokes-Darcy
problems

Abstract

In this thesis we develop and analyze a unified approximation of the velocity-pressure
pair for the Stokes-Darcy coupled problem, in a bidimensional domain. The Stokes-
Darcy coupled problem describes the motion of an incompressible viscous fluid, modeled
by the Stokes equation, which flows across an interface into a porous medium, modeled
by the Darcy equation, with interface conditions given by mass conservation, the balance
of normal forces and the Beavers-Joseph-Saffman condition.

The development of efficient numerical methods to approximate the solution to the
Stokes problem, to the Darcy problem and, in particular, the coupled problem, has been
increasing in recent years due to its importance in hydrology, fluid dynamics and in di-
fferent problems of filtration. It is well known that stable finite element approximations
for the Stokes problem may not be appropriate for Darcy problem (and therefore for
the Stokes-Darcy coupled problem), thus the choice of suitable finite element spaces is
an interesting problem for the coupled problem. In order to obtain approximations to
the solution of the coupled model, making use of stable finite element spaces for the
Stokes problem, we introduced a modification in the formulation of the Darcy problem.

First, we assumed that both the domain and the interface were polygonal and,
thanks to the modification introduced in the formulation of the Darcy problem, we
solved the Stokes-Darcy coupled problem using the classic Mini-element. We show that
the proposed method is unconditionally stable, has optimal accuracy with respect to
solution regularity and has simple and straightforward implementation. We also present
numerical experiments that confirm the stability and accuracy of the proposed method,
which is probably one of the simplest for the unified approach (and continues in each
of the two regions) of the coupled system.

Finally, we make the analysis and numerical resolution, with the finite element me-
thod considered above, of the Stokes-Darcy coupled problem in curved domains using
curved triangles. The interest of this approach lies in being able to faithfully represent
both the domain and the interface. For this problem we also obtained, under appropria-
te conditions on the domain under consideration, optimal order error estimates, thus
extending the results obtained for the polygonal case.

Keywords: The Stokes-Darcy coupled problem, Mixed finite elements, Stability
analysis.
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Capitulo 1

Introduccion

Problemas que involucran el acoplamiento entre sélidos y fluidos surgen naturalmen-
te al modelar distintos fenémenos tales como el movimiento de la sangre en los vasos
sanguineos, la penetracion del aire en los pulmones, la filtracién de aguas superficiales
a través de rocas y arena, entre otros. Estos problemas involucran la interaccion entre
desplazamientos de un medio solido continuo con un medio fluido o bien la existencia
de un flujo que se mueve en cierta parte libremente y en otra parte en un medio poro-
so. Estos modelos no se pueden, en general, resolver analiticamente y resulta necesario
recurrir a la simulacion numérica de los mismos.

Debido a sus numerosas aplicaciones, el analisis numérico para el acoplamiento de
fluidos viscosos incompresibles (modelados por la ecuacién de Stokes) con flujo en un
medio poroso (modelado por la ecuacién de Darcy) ha ido en aumento en los tltimos
anos existiendo una vasta bibliografia al respecto (ver por ejemplo, [25, 30, 31] y sus
referencias).

Al formular la resolucién numérica de estos modelos se plantea la posibilidad de
utilizar o no los mismos elementos finitos en cada uno de los dos subdominios corres-
pondientes al medio poroso y al fluido. Es importante senalar que, como observaremos
en el capitulo 2, las familias de elementos finitos estables para el problema de Stokes y de
Darcy no suelen ser las mismas, lo que introduce una complicacion extra al considerar el
problema acoplado. Muchas de las aproximaciones por elementos finitos estan basadas
entonces en una combinacion de elementos estables para la ecuacion de Stokes con
elementos estables para la ecuacién de Darcy.

Al indagar en los trabajos que abordan este tema notamos que una gran mayoria
considera espacios de elementos finitos diferentes en cada una de las regiones (ver, por
ejemplo, [25, 26] y sus referencias). Por otro lado, otros articulos utilizan los mismos
espacios de elementos finitos en ambas regiones pero, por lo general, introducen algunos
términos de penalizacién. Por ejemplo, en [33], formulan un elemento finito unificado
utilizando los elementos no conformes de Crouzeix-Raviart para la aproximacién de las
velocidades y el espacio de las funciones constantes a trozo para la aproximacion de las
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12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

presiones en ambas regiones y agregan términos de penalizaciéon que corresponden al
salto de las velocidades sobre los bordes, en [31] los autores proponen la misma discre-
tizacién por elementos Crouzeix-Raviart no conformes en todo el dominio y también
incorporan términos de penalizacion. En esta tesis nos centramos en el desarrollo de
una discretizacion unificada (diferente a aquella considera en [29]) donde ambas regiones
(Stokes y Darcy) son aproximadas utilizando los mismos elementos finitos continuos.

Por 1ltimo, mencionamos que la mayor parte de los trabajos sobre este problema
que uno puede encontrar en la bibliografia se restringen, en general, al caso en que los
dominios (y principalmente la interfase) son poligonales y es por eso que resulta tam-
bién interesante considerar dominios curvos y desarrollar métodos que respeten dicha
geometria. Especialmente métodos que contemplen la posibilidad de tener interfases
curvas que es donde confluyen dos problemas de caracteristicas bien distintas.

En esta tesis se demuestra la convergencia con orden 6ptimo para la aproximacién
numérica mediante los elementos finitos llamados comunmente MINI elements, para el
modelo de Stokes-Darcy acoplado en dominios bidimensionales tanto poligonales como
curvos. Cabe mencionar que los resultados obtenidos para el caso poligonal y para el
caso curvo estan presentes en los trabajos [4] y [5] respectivamente.

A continuacién, damos una descripcion general del contenido de cada uno de los
capitulos que componen esta tesis.

En el capitulo 2 se presenta la formulacién abstracta de los métodos mixtos y los
resultados tedricos relativos a la existencia de solucion. Ademads, se realiza tanto el
analisis del problema de Stokes como de Darcy y de sus aproximaciones en el contexto
de dicha teoria. También citamos las clasicas familias de elementos finitos que se co-
nocen estables para ambos problemas. Estos resultados facilitaran el seguimiento del
analisis que se lleva adelante en los siguientes capitulos.

En el capitulo 3 se presenta una modificacién a la formulacion del problema de Darcy
(siguiendo las ideas dadas en [20]), y por consiguiente del problema acoplado. El nuevo
problema tiene la misma solucién que el original e, independientemente del tamano de
la malla, la condicion de estabilidad para el nuevo problema de Stokes-Darcy acoplado
se reduce a la misma que para el problema de Stokes. Esta conveniente reformulacion
permite la aplicacién del clasico MINI element (P, & Burbuja, P;) a todo el problema
acoplado, aproximacién que ademas resulta ser continua en cada porciéon del dominio.
Ademas, mostramos en detalle cémo llevar a cabo la construccion del “clasico operador”
de Fortin y verificamos que satisface todas las propiedades necesarias para demostrar
que el método propuesto es incondicionalmente estable. Finalmente, concluimos que el
método converge con precisién 6ptima con respecto a la regularidad de la solucién.

El capitulo 4 versa sobre el andlisis y la resolucién numérica, con el método de ele-
mentos finitos considerado anteriormente, del problema acoplado de Stokes-Darcy en
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dominios curvos usando triangulos curvos. El interés de este enfoque reside en poder
representar fehacientemente, mediante el empleo de “tridngulos curvos”, tanto el domi-
nio como la interfase. Su anélisis requiere algunas consideraciones especiales respecto al
caso poligonal. Bajo apropiadas condiciones sobre el dominio en consideracién, demos-
tramos estimaciones de error de orden 6ptimo, extendiendo asi los resultados obtenidos
para el caso poligonal.

En el capitulo 5 realizamos una serie de ejemplos numéricos, tanto en dominios
poligonales como curvos, que evidencian la buena performance del método propuesto.
Destacamos que el mismo es realmente de facil implementacién y es uno de los mas
sencillos que se pueden considerar si se busca una aproximacion unificada y continua
en {2g y en 2p del sistema acoplado.
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Capitulo 2

Métodos Mixtos

El nombre “métodos mixtos” se aplica a una variedad de métodos de elementos
finitos en los cuales dos espacios son utilizados para la aproximacién de dos variables
diferentes. En algunos casos la segunda variable es introducida en la formulacion del
problema por interés fisico y en otros, la formulacién mixta surge naturalmente. Una
caracteristica de los métodos mixtos es que no todas las elecciones de los espacios de
elementos conducen a aproximaciones convergentes. Existen algunas condiciones claves
que conducen al éxito de un método mixto.

El problema de Stokes modela los movimientos de un fluido incompresible que ocupa
cierta cavidad, si el fluido fuese viscoso y la cavidad porosa, se los modela a partir
del problema de Darcy. En estos problemas existen dos variables independientes, la
velocidad del fluido y la presién, por ende la formulacion mixta resulta naturalmente
apropiada para el estudio y la resolucion de ambos.

Al comienzo del capitulo describimos los problemas de Stokes y de Darcy e introdu-
cimos notacién que utilizamos a lo largo de la tesis. Luego presentamos la teoria general
abstracta de los métodos mixtos la cual permite, en particular, establecer la existencia
y unicidad de soluciéon para el problema de Stokes, para el problema de Darcy y, co-
mo se vera mas adelante, para el problema de Stokes-Darcy acoplado cuya resolucion
es objeto de esta tesis. Finalmente, exponemos algunos ejemplos clasicos de espacios
de elementos finitos conformes utilizados cominmente para el problema de Stokes y
también mostramos algunos ejemplos clasicos de elementos finitos para el problema de
Darcy.

2.1. El Problema de Stokes

Sea 2 C R? un conjunto abierto, acotado, con borde poligonal. Consideramos el
problema de Stokes cldsico que modela el movimiento de un fluido incompresible que

15



16 CAPITULO 2. METODOS MIXTOS

ocupa la cavidad €2, al definido por las siguientes ecuaciones:
—puAu+Vp=1£f en(,
divu=0 en, (2.1.1)
u=0 enl:=00Q,
donde u = (uy,us) es la velocidad del fluido, p es la presién, f € (L?(2))? es la fuerza
por unidad de masa y p > 0 es la viscosidad que asumiremos constante.
Dado que el problema de Stokes involucra dos variables independientes, la presion
y la velocidad, resulta natural plantear un espacio adecuado para cada una de ellas,
dando lugar asi a una formulacién variacional mixta.
Sea V := (H)(Q))*> v Q = L§(Q) = {g € L*(Q) : J,q = 0}, multiplicando las
ecuaciones por funciones test e integrando por partes obtenemos la forma débil de
(2.1.1): Encontrar u € V y p € @ tal que

a(u,v)+b(v,p)=(f,v) VveV,
b(u,q) =0 VgeQ,

donde (f,v) = [, f- vy las formas bilineales a(-,-) : VXV =Ry b(,-) : VxQ — R
estan dadas por

(2.1.2)

a(u,v):,u/Vu:Vv u,vev,
Q

b(v,q):—/ div vq veV,qgeq
Q

Vus
Para simplificar notacion las normas y seminormas de los espacios de Sobolev
H™(D), con m un entero, son denotadas por ||+ ||m.p ¥ |- |m.p respectivamente y (-, )p
representa el producto interno en L*(D) o L?*(D) para cualquier subdominio D C €.
Asimismo, la norma en L*(D) o L*(D) es denotada por || - ||o,p. En el caso en que
D = Q omitiremos el segundo indice, indicando las normas directamente por || - ||, v
| - |;m- Denotaremos con negrita los espacios que estan constituidos por funciones vecto-
riales. Vamos a denotar con C, una constante genérica. Debe quedar claro que C podria
no ser la misma a lo largo de los capitulos.
Para mostrar la existencia y la unicidad de solucién del problema variacional mixto
(2.1.2) vamos a hacer uso de la Teorfa General de Métodos Mixtos.

donde Vu = ( Vi ) y si Ay B estdn en R**? entonces A: B = Z?Fl a;jbi;.

2.2. El Problema de Darcy

Sea 0 C R? un dominio poligonal, acotado y abierto con borde I' := 92. El problema
de Darcy, que modela el movimiento de un fluido en un medio poroso, estda dado por
encontrar la velocidad u y la presién p tal que
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u+ Vp=f~, en
divu =g, en , (2.2.3)
u-n=0,enl,
donde f € L?(Q) representa la fuerza por unidad de masa, g € L%*(§2) es una fuente y n
es la normal exterior unitaria en I'. Asumimos ademads que g satisface la condicion de
compatibilidad [, g = 0.
Sea H(div,D) = {v € L*(D) : divv € L*D)}, Hyo(div,D) = {v € L*D) :
divv € L*(D),v-n = 0 en 9D}, con la norma HVHH(div,D) = (HVH(Q),D+ | div V||(2)’D>%,
y Li(D) ={q e L*(D): [,q=0}.
Definimos los espacios: V. = Hy(div,Q) y Q = LZ(Q), con las normas ||v|v =
HVHH(diV,Q) v ll¢llo = ll¢llo respectivamente. La forma variacional de (2.2.3) esta dada
por: Encontrar u € V y p € @ tal que

a(u,v) +b(v,p) = (f,v) Vvev,
b(u,q) = (-9,9) YVeeQ,

donde las formas bilineales a(-, ) y b(-, -) se definen en V XV y V x ), respectivamente,
como

(2.2.4)

a(u,v):/uv uecV,veV,
Q

b(v,q):—/ div vg veV,qgeq.
Q

Se probard la buena definicién de la formulacién continua (2.2.4) utilizando la Teorfa
Clésica de Métodos Mixtos.

2.3. Teoria General Abstracta de Métodos Mixtos

Los problemas de Stokes y de Darcy son un caso particular de una clase general de
problemas, llamados problemas mixtos, cuya teoria desarrollaremos a lo largo de esta
seccién siguiendo los libros [8, 15, 28] y sus referencias.

Dados V' y @ dos espacios de Hilbert, el problema mixto general es hallar (u,p) en
V x @ tal que

a(u,v) +b(v,p) = F(v veV,
(1,0) + b(v.p) = F(v) .
b(u,q) = G(q) q€Q,
donde a(-,-) y b(+, ) son, respectivamente, formas bilineales continuas de VxV y V x Q,
es decir, existe C' > 0 tal que:
la(u,v)| Cllullvilv]y YVueV VovelV,

<
b(u,q)] < Cllullvlidle YueV Vge@
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yF:V —-RyG:Q — R son funcionales lineales y continuos.
Notemos que el problema (2.3.5) se puede escribir también de la siguiente manera:
llamamos H =V x @) y sea

c((u,p), (v,q)) = au,v) + b(v, p) + b(u, q)

una forma bilineal continua de H x H. El problema (2.3.5) es equivalente a hallar
(u,p) € H tal que

c((u,p), (v,q)) = F(v) + G(g)  V(v,q) € H. (2.3.6)

La principal dificultad en este planteo es que, por ejemplo, para el Problema de
Stokes la forma bilineal ¢ no es coercitiva y en consecuencia, la teoria clasica para ga-
rantizar la existencia y unicidad de solucién (que hace uso del Teorema de Lax Milgram)
no puede ser aplicada.

Para mostrar la existencia y unicidad de solucién del problema mixto general (2.3.5)
se trabaja con los siguientes operadores: A:V — V' y B:V — Q' definidos como:

< Au,v > = a(u,v) Yo eV,

< Bv,q>gxg:="b(v,q) Vqge@
y sus respectivos adjuntos: A* : V. — V' tal que < u, A*v >vuvi=alu,v) YueVy
B*: Q — V' definido como < v, B*q >, :=b(v,q) Yv e V.
Con estos operadores el problema (2.3.5) puede describirse como hallar (u,p) €
V x @ tal que:

(2.3.7)

Au+B'p=F en V
Bu=G en Q

Antes de seguir vamos a dar unas definiciones y enunciar un lema que es una de las
herramientas fundamentales en las demostraciones de los resultados que siguen.

Definicién: Dado A : Vi — Vi un operador lineal y .S C V} un subespacio, definimos:

kerA={veV;: Av=0}

S*={AeV, < Av>y,,=0 YveS}

a S° C V/ se lo suele llamar el espacio anulador de S.
Sean V; y V; espacios de Hilbert y A : V; — VJ un operador lineal y continuo.
Entonces tenemos el siguiente Lema:

Lema 2.3.1. (ker A)° = (ImA*) y (ker A*)° = ImA.
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Definicién: Sean V; y V5 espacios de Hilbert y b : V} x Vo — R. Decimos que b
satisface la condicion inf-sup si existe 5 > 0 tal que

sap 20

ueviuzo ||ullv;

= B||U||V2 Vv e V2

Para ver que el problema propuesto tiene solucion se utiliza el siguiente Lema.
Lema 2.3.2. Sea b:V x QQ — R una forma bilineal y continua. Son equivalentes:
a) 3B >0 tal que
b(v,q)

i = Blldle YeeQ (2.3.8)
vevpro [|v]lv

b) B* es un isomorfismo de () — (ker B)° y
1B qlly = Bllalle Vae@

¢) B es un isomorfismo de (ker B)Y: — Q" y
|Bvllgr > Bllvllv Vv e (ker B)* (2.3.9)

Definicién: Dada G € @' definimos el espacio W(G) = {v V . Bv = G}.
er B =

Notamos que, en concordancia a lo definido anteriormente, W (0) = W.

Consideremos los siguientes Problemas:
Problema A: Hallar (u,p) € V x @ tal que

Au+B'p=F FecV’
{ Bu=G Ge( (2.3.10)
Problema B: Hallar © € V' tal que
a(u,v) = F(v) YveW
{ e W(G) (2.3.11)

Se puede ver que si la forma bilineal b satisface la condicion inf-sup los Problemas
A y B son equivalentes.

Teorema 2.3.1. Si b satisface la condicion inf-sup, es decir, 35 > 0 tal que

b
sup (u,q)
weVauzo |[ullv

2B lalle Vee,

entonces los Problemas A y B son equivalentes.
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Observacion 2.3.1. Sabemos que u es solucion de A si y solo si u es solucion de B.
Luego, si probaramos que el Problema B tiene solucion y ésta es unica, obtendriamos
la unicidad del Problema A.

El siguiente Lema, el cual puede entenderse como una generalizacion del Teorema
de Lax Milgram, es de vital importancia en la demostracion del Teorema de existencia
y unicidad del problema (2.3.5).

Lema 2.3.3. Si existe o > 0 tal que a(-,-) cumple las siguientes dos condiciones inf-
sup:

) SUPucaso 52 > aflolly Vo € W

i) SUD,cw,v£0 C|‘|(U“||’”) > allully YueW

entonces, para todo G € W' existe una inica u € W tal que a(u,v) = G(v) para todo

v € W. Ademds )
[ully < =[Glw
«Q

Observacion 2.3.2. Si el operador B es idénticamente nulo, entonces W = ker(B) =
V. Luego, dado G € V', si a es continua y cumple las condiciones del lema anterior
con W =V entonces eziste una unica v € V tal que a(u,v) = G(v) Vv e V.

Finalmente, enunciaremos el teorema que nos asegura la existencia y unicidad del
problema mixto (2.3.5):

Teorema 2.3.2. Si a satisface las dos condiciones inf-sup del Lema 2.3.3 y b satisface
la condicion inf-sup del Lema 2.3.2 entonces existe un unico (u,p) € V x Q tal que

a(u,v) + b(v,p) = F(v) YveV (2.3.12)
b(u,q) = G(q) Vg€ Q.
Ademas, tenemos las siguientes acotaciones
1 1 [ Allwqvv
Jullv < IFl + 5 (14 5222 )16l v
L Al 4] 4] (2313
L(V,V') L(V,V') L(V,V')
<= : '
Iplle < 5 (1 T I+ F (1 ) Gl
2.3.1. Existencia y Unicidad de Solucion del Problema de Sto-
kes

En vista de los resultados previos, para garantizar que el problema de Stokes tiene
solucién y ésta es unica hay que verificar que las correspondientes formas a y b son
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bilineales, continuas y cumplen la condicion inf-sup. Recordemos que para el problema
de Stokes tenfamos a : VXV =R b:V x ( — R dadas por

a(u,v):u/Vu:VV

Q

b(u,q):—/ div ugq
Q

con V = (HY(Q))? v Q — I3(%).
Como u € (H}(92))? haciendo uso de la desigualdad de Poincaré: ||[Vullo < Cpllull1,
con C, > 0, vemos facilmente que ||[Vullo y [[ul]; son equivalentes y por ende a es
coercitiva, es decir, existe una constante C' > 0 tal que a(v,v) > C||v| Vv € V.
En particular, a satisface las dos condiciones inf-sup del Lema 2.3.3 ya que: Dada
ueV,u#0,
a(u,v) _ a(u,u)
[l

La otra inf-sup es consecuencia de la simetria de a.
Debemos ver ahora que b satisface la condicién inf-sup dada en el Lema 2.3.2. Para
ello vamos a hacer uso del siguiente resultado (ver, por ejemplo, [15, Lema 2.2]).

sup > Cllully.

veV v#£0 ||V||1

Teorema 2.3.3. Dada f € L3(Q) existe u € (H}(2))? y una constante C' > 0 tal que
—diwu=f y |ufi <l flo.

Luego, dada ¢ € LE(Q2) el Teorema anterior nos garantiza que Ju € (H}(Q))? :
— div u = ¢ y en consecuencia
2 2 div u b b b
HQHO — ||Q||0 — qu — _fQ q — (11, q) < C (11, Q) < C'su (V7Q)'
lllo— ligllo lallo lallo lull vev [IVllv

Por lo tanto, b cumple la inf-sup con lo que estamos en condiciones de aplicar el
Teorema 2.3.2 y concluir la existencia y unicidad de solucién del problema (2.1.2).

Corolario 2.3.1. Eziste un unico (u,p) € V x @ solucion del Problema de Stokes
(2.1.2).

2.3.2. Existencia y Unicidad de Solucion del Problema de Darcy

En este caso las formas bilinealesa : VXV - Ry b:V x @ — R estan dadas por

a(u,v):/Qu-v
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con V = Hy(div, Q) y Q = L3().

Si consideramos Ker(B) = {u € V : div u = 0}, entonces a resulta coercitiva en
el Ker(B), pues para todo u € Ker(B), a(u,u) = ||ul2 = |Jul|}.

Veamos ahora que b satisface la condicién inf-sup del Lema 2.3.2. En principio,
dado ¢ € L?* sabemos que existe v € H}(2) C Hy(div,Q) tal que —divv = q y
Iv]l1 < Cllgllo. Por lo tanto, utilizando ademds que ||v||y < ||v||; podemos ver que

b(v.q) = [ divvg  [a* _ Jal§ _ llalls Cllalo.

viv — ivliv vilvviv = vl
Aplicando entonces el Teorema 2.3.2 se concluye la buena definicién de la formula-
cién continua (2.2.4) y se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 2.3.2. Eziste un tnico (u,p) € V x @ solucion del Problema de Darcy

(2.2.4).

2.4. Aproximacién numérica por elementos finitos

Consideremos ahora subespacios V;, C V y @), C () ambos de dimension finita. El
problema mixto discreto, asociado al problema mixto (2.3.5), es:
Hallar (up, pn) € Vi, X Q) tales que

a(tup, vp) + b(vn, pr) = F(vn) Vo, € Vj,
b(un, qn) = G(qn) Yaqn € Qn
Consideremos By, : Vi, — @), definido por: < Byun, qn >q1 <@, = b(vn,qn) Y aqn € Qn.

Llamemos W), = ker By, C V},.
Luego, en vista del Teorema 2.3.2 tenemos el siguiente resultado:

(2.4.14)

Corolario 2.4.1. Si las formas bilineales y continuas a y b satisfacen las siquientes
condiciones inf-sup con constantes o y 5* independientes de h.

a(up, vp)

sup > o uplly Vup € Wy,
vp €Wh,vp#0 thHV
sup CL(uh—’vh) > of|vpllv Von, € Wy,
uhEWh,U}ﬁéO ||uhHV
b(vn, q .
sup PO 5 peo s Vg€ @ (2.4.15)

vp €W, up #0 thHV

existe un unico par (up,pn) € Vi X Qp solucion del problema (2.4.14). Ademds existe
C > 0 independiente de h tal que

lunllv + [lpnlle < CUIF v + [[Gllgr)- (2.4.16)
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En un problema mixto dado, si a y b satisfacen las condiciones inf-sup continuas del
Teorema 2.3.2 y para una determinada eleccién de los espacios Vj, v @y se satisfacen
las condiciones inf-sup discretas del Corolario 2.4.1, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.4.1. Sia y b satisfacen las condiciones inf-sup continuas del Teorema 2.3.2
con constantes o y 3 respectivamente y satisfacen las condiciones inf-sup discretas del
Corolario 2.4.1 con constantes o y [* respectivamente, entonces

lu = unllv +[lp = palle < C( inf Jlu—wnlly + f |jp—alle) (2.4.17)
v VY an€Qhn

Si ademds ker By, C ker B entonces ||u — up||y < C inf,, ey, ||u — vp||v-

Observacién 2.4.1. Si en un problema el espacio discreto Vi, C V' y tuviéramos que
a fuera coercitiva, entonces cumpliria la inf-sup continua y discreta puesto que la coer-
citividad es una propiedad hereditaria e implica la condicion inf-sup. En cambio, si
supiéramos que b satisface la inf-sup continua, a diferencia de la coercitividad, la con-
dicion inf-sup no es hereditaria, es decir, la validez de la condicion inf-sup en un espacio
V' no garantiza su validez en Vy. Entonces para poder garantizar la ezistencia y uni-
cidad de solucion del problema (2.4.14) deberiamos ver que, para cada eleccion de los
subespacios Vi, y Qp, la forma b satisface la condicion inf-sup discreta (2.4.15).

2.4.1. El operador de Fortin

Un criterio muy 1til para verificar la condicién inf-sup discreta (2.4.15) en las apli-
caciones es el siguiente resultado enunciado por Fortin en [24].

Teorema 2.4.2. Asumiendo que (2.3.8) wvale. Luego, la condicién inf-sup discreta
(2.4.15) wale con una constante 5* > 0 independiente de h, si y sélo si, existe un
operador

I, : V-V,
tal que
b(v—TII,v,q) =0 VveV,VqgeQy, (2.4.18)
Y,
IIv|v <C|v|lv YveV (2.4.19)

con una constante C' > 0 independiente de h.

Demostracion. Supongamos que el operador Il existe. Luego, de (2.4.18), (2.4.19) y
(2.3.8) tenemos que para q € Qp,

Bllalle < supﬁ(v_vq’ ap PV 0) BT )

= 2.4.20
vev [[VIlv  vev  |[vlv vev |[TIpv]v ( )
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y por lo tanto, (2.4.15) vale con * = g

Por el contrario, supongamos que (2.4.15) vale con * independiente de h. Luego, de
(2.3.9) sabemos que para cualquier v € V existe un tnico v, € Wit tal que b(vy,, q) =
b(v,q) Vg€ Qny, |villv < ‘/‘BL”HVHV Por lo tanto, II,v = v}, define el operador
requerido. O

Observacion 2.4.2. En la prdctica, a veces es suficiente demostrar la existencia del
operador Il en un subespacio S C 'V, donde pertenece la solucion exacta, que verifique
(2.4.18) y (2.4.19) para todo v € S y donde la norma del lado derecho de (2.4.19)
se reemplaza por una norma mds fuerte (la del subespacio S). Esto es, en algunos
casos, mas facil porque la construccion explicita del operador Il requiere suposiciones
de reqularidad que no son vdlidas para una funcion cualquiera en V.

2.4.2. Ejemplos de espacios de elementos finitos para los pro-
blemas de Stokes y de Darcy

Es bien sabido que la discretizacién de la velocidad y la presion, para los proble-
mas de Stokes y de Darcy tiene que realizarse de una manera particular para evitar
inestabilidades (ver, por ejemplo, [32]).

Mas atin, si consideramos un problema de Darcy en algiin dominio D y espacios de
elementos finitos V;, C Hy(div,D) y Q, C L(D), para aproximar la velocidad y la
presién, las siguientes dos condiciones tienen que cumplirse:

DIL. 3a>0:|vll§p > aHVhHiI(diV,D)’ V vy, tal que: (divvy, gn)p =0, Vg, € Q.

D2. La condicién LBB, es decir, existe B > 0 tal que

divvp, qn)p _ 5
sup (divvi, gu)o > Bllanllor  Van € Q.
0#£vREV) ”VhHH(div,D)

Por lo tanto, la principal diferencia es que mientras que en el problema de Stokes la
familia de elementos tiene que satisfacer sélo la condicion inf-sup, el problema de Darcy
tiene que cumplir estas dos condiciones de compatibilidad. En efecto, para cualquier
funcién v € H'(D) tenemos que ||v|1p > HV”H(diV,D)> es claro que, si la familia de
elementos finitos satisface la condicién inf-sup relacionada al problema de Stokes:

(diV Vi, Qh)D
sup ——————

> Bllgnllon Y an € Qn,
0#£vVLEV, ||Vh||1,D

también satisface la condicion D2 pero no necesariamente la condicién D1, a menos
que div(V}) = @y. Por lo tanto, las aproximaciones por elementos finitos estables del
problema de Stokes pueden no ser apropiadas para el problema de Darcy.
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Ejemplos de elementos finitos para el problema de Stokes

= Taylor-Hood: el elemento de Taylor-Hood es un elemento triangular de frecuente
uso donde tanto la velocidad como la presién son polinomiales y en donde la
velocidad tiene un grado mas que la presién y a ésta tltima se la toma continua.
Los espacios discretos para la velocidad y la presion que se consideran son:

Vi = {vi € (CEO)PNHYQ) :vilr € (P YT T}
Qn=1{a € COONLY) :qulr € P. YT €Ty}

donde 7T}, es una particion de €2 en tridangulos. Se puede ver la demostracién de la
condicién inf-sup en el libro [28].

= P P, estabilizados: Es sabido que la aproximacién de la velocidad y la presion
por elementos P; continuos no satisface la condicién inf-sup y puede conducir a
la aparicién de modos de presién espureos (ver, por ejemplo, [15]). Debido a la
simplicidad de estos elementos ha sido de interés el desarrollo de los llamados
métodos de estabilizacion que en su mayoria consisten en enriquecer la forma
bilineal ¢ adicionandole algin término, por ejemplo, una forma bilineal del tipo
g(p, q), tal que la nueva forma bilineal

¢ =c((u,p), (v,q)) + 9(p,q) = a(u,v) + b(v,p) + b(u,q) + g(p, q)

resulte ser coercitiva y de esta forma poder resolver con los clasicos P P; el pro-
blema modificado. Algunos de los métodos de estabilizacién mas usados estan
presentes en los trabajos [9] y [13].

= MINI: es probablemente el elemento mas sencillo para la aproximacion de las
ecuaciones de Stokes. La idea principal del MINI es incluir una funcién burbuja
en el espacio Vj,. Sean A\, A\ y A3 las coordenadas baricéntricas de un triangulo
(por ejemplo: A\; = 21, \g = 29 y A3 = 1 — 21 — 25 en el tridngulo unitario). Luego
br = A1 A3 se anula en los lados del triangulo. Agregar esta funcién burbuja no
afecta la continuidad. Los espacios para la velocidad y la presion se definen por:

Vh:{vhe( (ﬁ)) ﬂHl(Q):vh\TEPl VTEE}@B;; y
Qn={a cCOONLEQ) :qulr € P, VT €Ty}

con B3 = {v € C°(Q) : v|r €< Mdad3 > VT € Tp}. La demostracién de la
estabilidad para estos elementos puede verse en [6].
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Ejemplos de elementos finitos para el problema de Darcy

= Raviart Thomas: el espacio de Raviart Thomas de orden més bajo es uno de

los clasicos elementos que se usa para aproximar las ecuaciones de Darcy. Los
espacios para la velocidad y la presion se definen por

Vh = {V S Ho(diV7 Q) . VlT S RT()(T) VT e 771} y
Qn={q€ L) :qlr € R(T) VT €Ty}

donde RTy(T) = (Py(T))?+xPy(T). Sélo la componente normal de la velocidad es
continua y la condicién inf-sup se satisface pues div Vj, = @}, (ver, por ejemplo,
[15]).

P, P, estabilizados: Existen también para este problema varios métodos de esta-
bilizacion los cuales, en muchos casos, dependen de parametros que se determinan
empiricamente. Algunos de estos métodos pueden encontrase en [9] y en sus refe-
rencias.



Capitulo 3

Una aproximacién unificada por
elementos finitos mixtos del
problema acoplado de Stokes-Darcy
en un dominio poligonal

Es sabido que, las aproximaciones por elementos finitos estables para el problema de
Stokes pueden no ser apropiadas para el problema de Darcy (y por ende para el problema
de Stokes-Darcy acoplado), por lo que cominmente se usan espacios diferentes para las
discretizaciones correspondientes a las regiones de Darcy y de Stokes. En este capitu-
lo desarrollamos y analizamos una aproximacion unificada del par velocidad-presién
para el problema de Stokes-Darcy acoplado, en un dominio poligonal bidimensional.
Maés precisamente, con el objetivo de obtener aproximaciones a la soluciéon del modelo
acoplado, haciendo uso de espacios de elementos finitos estables para el problema de
Stokes, introdujimos una modificacién del problema de Darcy. Esta modificacién nos
permite, en particular, aplicar el cldsico MINI-element a todo el problema acoplado de
Stokes-Darcy. Para demostrar que el método propuesto es incondicionalmente estable
construimos el operador de Fortin y, haciendo uso de la teoria exhibida en el capitulo
2 concluimos que el método propuesto tiene una precisién Optima con respecto a la
regularidad de la solucién.

3.1. Planteo del Problema

Consideramos un dominio poligonal, abierto y acotado © C R? dividido en dos
subdominios abiertos con bordes Lipschitz continuos 2g y €1p, donde los indices S'y D
representan fluido y poroso, respectivamente. Asumimos que Q = QgUQp, QsNQp = 0
vy QsNQp = T'; por lo tanto, I'; representa la interfase entre el fluido y el medio poroso.

27
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Las partes restantes de los bordes se denotan por I's = 0Q¢s \ 'y y I'p = 0Qp \ T';.
Denotamos por ng el vector normal unitario exterior sobre 00 y por np el vector
normal sobre 0€)p, orientado exteriormente. Notar que sobre la interfase I';, tenemos

que ng = —np. Ejemplos de tales dominios son presentados en la Figura 3.1.
s s
FI Q
PS Qs - FS S
|
FS QD
Tr r
D 2y ° -t N
— t
ol

Figura 3.1: Ejemplos de dominios bidimensionales para el sistema acoplado Stokes-
Darcy

El problema acoplado de Stokes-Darcy describe el movimiento de un fluido viscoso
incompresible que ocupa una region (g que fluye a través de la interfaz comin a un
medio poroso que vive en otra region {2p saturada con el mismo fluido. El modelo
matematico de este problema puede ser definido por dos grupos separados de ecuaciones
y un conjunto de términos de acoplamiento.

Para cualquier funcion v definida en €2, teniendo en cuenta que su restriccion a g
o a p podria desempenar un papel matematico diferente (especialmente sus trazas
sobre I'y), definimos vg = v|q, ¥ Vb = Vl]q,-

En Qg, el movimiento del fluido esta gobernado por las ecuaciones de Stokes para
la velocidad ug y la presion pg:

—pAug + Vps = fg, in Qg,
div ug = 0, in Qg, (3.1.1)
us = O, in FS,

donde f5 € (L*(€Qg))? representa la fuerza por unidad de masa y p > 0 la viscosidad.
En Qp, el movimiento del fluido en el medio poroso estd gobernado por la ley de
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Darcy para la velocidad up y la presion pp:

%UD + Vpp = fp, in Qp,
div up = gp, in Qp, (3.1.2)

uD-nD:O, in FD;

donde fp € (L*(2p))? representa la fuerza por unidad de masa, gp € L*(2p) es una
fuente y K denota el tensor de permeabilidad que se reduce a un escalar positivo en el
caso isotrépico considerado aqui.

En I';, consideramos las siguientes condiciones de borde (ver, por ejemplo, [26]):

up -mp+us-ng =70,

« 3.1.3
psns—ﬂvusns—pDns—M\/—F(us't)t:07 ( )

donde la primera ecuacién representa la conservacién de masa y la segunda es debido al
balance de las fuerzas normales y la condicion de Beavers-Joseph-Saffman, con Vu =

Ox;
tangente sobre I'; (recomendamos [11] para mas detalles sobre las condiciones en la
interfase).
Definimos los espacios

(%) , a un parametro determinado por evidencia experimental y t el vector
1<4,j<2

V ={veH(div,Q):vs e H(Qs),v=0en s, yv-np=0en I'p}

y
Q = Ly(9),
. 1 1
con las normas |[vllv = ([v[{ o5 + V50, + I div vI§a,)2 = (V[ as + VI div.a,))?
v ll¢llo = llgllo respectivamente.

Multiplicando la primera ecuacién de (3.1.1) por una funcién test v € V y la segunda
por ¢ € (@, integrando por partes sobre g los términos que involucran Aug y Vpg,
obtenemos la forma variacional de las ecuaciones de Stokes:

u/ VuS:Vv—u/(VusnS)-vS—/ divvp5+/ Vs-nspsz/ fs-v Vvev,
Qg I'r Qs I'r Qg

/ divusg=0 VqeQ.
Qg

Aplicamos un tratamiento similar a las ecuaciones de Darcy testeando la primera
ecuaciéon de (3.1.2) con una funcién suave v € V y la segunda con g € @, integrando
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por partes sobre {1p los términos que involucran Vpp, obtenemos la forma variacional
de las ecuaciones de Darcy:

% uD-V—/ deiVV+/VD-nDpD:/ fp-v Vvev,
QD QD F] QD

/ diquq:/ gpq VqeEQ.
Qp Qp

Ahora, incorporando las condiciones de borde (3.1.3) y teniendo en cuenta que las
funciones vectoriales en V tienen componentes normales débilmente continuas sobre
I'; (ver Teorema 2.5 de [28]), la formulacién variacional mixta del problema acoplado
(3.1.1)-(3.1.3) se puede formular como sigue [30, 31]: Encontrar (u,p) € V x @ que
satisfagan

(3.1.4)

b(u,q) = G(q) Vq€Q, (3.1.5)

donde las formas bilineales a(-,-) y b(, -) estdn definidas sobre V. x V y V x @), respec-
tivamente, como:

{a(u, v)+b(v,p) = F(v) VveV,

(us-t) (vs - ) + L

a(u,v) =p VUZVV—’—/J,i 174
Qp

Qs VK Jr,

u-v,

b(v,q) = —/ div v gq.
Q

Por dltimo, las formas lineales F' y G estan definidas como:

F(V):/ va+/ fov vy G(q):—/ gp q.
Qp Qs Qp

Es facil probar que a y b son continuas, b satisface la condicion inf-sup continua y a
es coercitiva sobre el espacio nulo de b (ver, p.ej., Lema 3.3 de [30]). Estd claro también
que F' y G son continuas y acotadas. Luego, usando la teoria clasica de métodos mixtos
(ver el Teorema 2.3.2 del capitulo 2) se sigue el buen planteo de la formulacién continua
(3.1.5) y por lo tanto obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.1.1. Euxiste unica (u,p) € V X Q solucion de (3.1.5). Ademds, existe
C, dependiente de la constante de la condicion inf-sup continua de b, la constante de
coercitividad (sobre el espacio nulo de b) de a y las constantes de acotacion de a y b,
tal que

[allv + lplle < Clifslloqs + follo.cs + llgnlloqs}-

Observacién 3.1.1. Observamos que la formulacion variacional mixta del problema
acoplado (3.1.5) es equivalente a la formulacion débil (2.4) (y también (2.5)) de [30],
con la particularidad que, en nuestro caso, para cualquier v € V tenemos que sz (v —

vp) -ngpp = 0.
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Es bien sabido que la discretizacion de la velocidad y la presion, para los problemas
de Stokes y de Darcy, y del problema acoplado, tiene que realizarse de una manera
particular para evitar inestabilidades (ver, por ejemplo, [32]).

Mas atin, si consideramos un problema de Darcy en algiin dominio D y espacios de
elementos finitos V;, C Hy(div,D) y Q) C L(D), para aproximar la velocidad y la
presion, las siguientes dos condiciones tienen que cumplirse:

DI. 3a>0:|vll§p > athHiI(diVD), Vv, tal que: (divvy, gn)p =0, Vg € Q.

D2. La condicion LBB, es decir, existe B > 0 tal que

div vy, A
sup (div vh, di)p > Bllanllo,p Van € Qn-
04vLEV), ||Vh||H(diV,D)

Por lo tanto, la principal diferencia para lidiar con el problema acoplado es que,
mientras que en el problema de Stokes la familia de elementos tiene que satisfacer solo
la condicién inf-sup, el problema de Darcy tiene que cumplir estas dos condiciones de
compatibilidad. En efecto, para cualquier funcién v € H!(D) tenemos que |[v|ip >
||V||H(diV,D)7 es claro que, si la familia de elementos finitos satisface la condicién inf-sup
relacionada al problema de Stokes:

(le Vh, Qh)

sup 2> BHQhHO,D Van € Qn,

o#vievy,  IVallio
también satisface la condiciéon D2 pero no necesariamente la condiciéon D1, a menos
que div(V}) = Q. Por lo tanto, las aproximaciones por elementos finitos estables
del problema de Stokes pueden no ser apropiadas para el problema de Darcy y, por
consiguiente, para el problema acoplado bajo consideracion.

3.2. El problema acoplado de Stokes-Darcy modifi-
cado

En esta secciéon introducimos una modificacién a las ecuaciones de Darcy, con el
proposito en mente del desarrollo de una discretizacion unificada para el problema
acoplado, es decir, las partes de Stokes y Darcy son discretizadas usando los mismos
espacios de elementos finitos continuos.

La modificacién que aplicamos a una de las ecuaciones de Darcy sigue la idea dada
en [20] para ecuaciones lineales elipticas. En efecto, observamos que tomando la segunda
ecuacion del problema de Darcy (3.1.2) podemos escribir, para cualquier v € V,

/ (div up — gp) div v =0. (3.2.6)
Qp
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Luego, sumando esta ecuacién a la primera ecuacién de la forma variacional dada
en (3.1.4), obtenemos

el uD-V+/ diqudivv—/ deivv+/ Vp-Nppp
K Qp Qp Qp Iy

:/ fD-V+/ gpdivv VvevVv
Qp Qp

/ diquqz/ gpq VqeQ.
QD QD
(3.2.7)

De ahora en adelante, trabajamos con esta forma variacional modificada de las ecua-
ciones de Darcy.

De la misma manera que antes, incorporando las condiciones de borde (3.1.3) y
recordando que, como v € V| tiene componente normal débilmente continua sobre I';,
la forma variacional del problema de Stokes-Darcy modificado puede ser escrito de la
siguiente manera: Encontrar (u,p) € V x ) que satisfaga

a(u,v)+b(v,p)=L(v) VveV,
b(u,q) = Glg) Vqe@,

donde las formas bilineales a(-,-) y b(+,-) estan definidas en V X 'V, V x @), respectiva-
mente, como:

(3.2.8)

«

~ % . .
a(u,v)=p [ Vu:Vv+ — u-v+/ div udiv v+ pu
Qp VK Jr;

(115 . t) (VS . t),
Qg K Qp

y
b(v,q) = —/div vq.
Q

Por 1ltimo, las formas lineales L y G estan definidas como:

L(V):/ fDV+/ fSV+/ gpdivv 'y G(Q):—/ 9p q-
Qp Qg Qp Qp

Este problema tiene tunica soluciéon. En efecto, cuando consideramos el problema
(3.1.5), vimos que b era continua y satisfacia la condicién inf-sup continua y G era
continua y acotada. Es claro que, con la modificacion que introdujimos, la nueva forma
bilineal a es coercitiva y continua y L es continua y acotada. Luego, aplicando la teoria
clasica de métodos mixtos se sigue el buen planteo de la formulacién continua (3.2.8).

Teorema 3.2.1. Eriste una tnica (u,p) € V X Q solucién de (3.2.8). Mds ain, existe
una constante positiva C', dependiente de la constante de la condicion inf-sup continua
de b, la constante de coercitividad de a y la constante de acotacion de a y b, tal que

lullv + Il < C{llfslloos + Ifp|

0.0p + llgplloan}
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3.3. Aproximacién por MINI-elements del proble-
ma modificado

En esta seccién, usamos los cldsicos MINI-element (introducidos en [6]) para aproxi-
mar la velocidad y la presion tanto en la porcion del dominio gobernado por la ecuacion
de Stokes como en la porciéon del dominio gobernado por la ecuaciéon de Darcy. Tenien-
do en cuenta la modificaciéon que realizamos en la seccién anterior, vamos a demostrar
que estos elementos (que son probablemente uno de los elementos mas sencillos para
la aproximacién de la ecuacién de Stokes) pueden ser aplicados con éxito al problema
acoplado de Stokes-Darcy modificado.

Sea {7, }n>0 una familia de triangulaciones de 2 tal que dos tridngulos cualesquiera
en 7T, comparten a lo sumo un vértice o un lado y cada elemento 7" € 7T}, esta en Qg
0 Qp. Sean T,° y T,P las correspondientes triangulaciones inducidas de Qg y Qp. Para
cualquier T' € T, denotamos por hr el didmetro de Ty pr el didmetro de la mayor
bola inscripta en Ty ny = };—;. Asumimos que la familia de triangulaciones es regular,
es decir, existe n > 0 tal que ny < n para todo T' € T, y h > 0. Ademés asumimos
que la triangulacién 7T, satisface que: para T € 7Ty,, tenemos que 17"y I'; comparten a lo
sumo un vértice o un lado (en particular, 7' no puede tener dos lados en I'y).

Sean V;, C V y @), C @ espacios de elementos finitos. La formulacion débil (3.2.8)
nos lleva al siguiente problema discreto : Encontrar (vy,,ps) € Vi, X @ que satisfaga

a(up, vp) + b(vi,pr) = L(vy) Vv, € Vp, (33.9)
b(un, qn) = G(gn) Van € Qn. o

Se dice que la discretizacion es uniformemente estable si existen constantes 0,y > 0,
independientes de h, tales que
CNL(V;“V}L) > 5||Vh||%/ Vv, € Vi,

b(Vh, Qh)
sup @ ————
0#£v,EV), | |Vh| |V

3.3.10)
> lalle Yan € Qn. (

De ahora en adelante, denotaremos por C' a una constante positiva genérica, no
necesariamente la misma en cada ocurrencia, la cual puede depender de la malla sélo a
través del parametro 7.

Para T' € 7Ty, sea by la burbuja cibica estandar dada por:

by — 51,T52,T53,T enT
- 0 en Q\ T,

donde 01 7, 027 ¥ 03,7 denotan las coordenadas baricéntricas de 1" € Ty,. Es facil ver que
la funcién burbuja satisface:
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/bT =Ch3 y |brlhr < C. (3.3.11)
T

Para cualquier subdominio D C €, k € N, denotamos por P4(D) = {v € C°(D) :
vl € Pe(T) VY T € T, N D}.

Introducimos la siguiente notacién
& = {todos los lados en Ty}, N = {todos los vértices en T},

y denotamos por N al ntimero de vértices en N.
Sea A un conjunto, definimos

Ea={le&:tCA}
Descomponemos
E=E Uy, U, U, U&r,.
Para n € N denotamos
wn:U{T|T€ﬁyn€T}.
Para cualquier T' € 7, definimos
wr = U{wn | n es un vértice de T }.

Para ¢ € &p,, denotamos por Ts y Tp los dos triangulos que comparten ¢, con
Ts € T° y Tp € T,P, y por wy = Ts U Tp. Enumeramos los vértices de Ts y Tp de
forma tal que los vértices de ¢ son numerados primero, es decir, sean e; y e; los vértices
de ¢ denotamos por e3 y e los vértices en Qg y Qp respectivamente. Consideramos la
funcion burbuja de lado clasica b, definida por:

b . 661,Ti562,Ti en E, 1= S O D,
£ 0 en Q\ wy,

y definimos el espacio asociado a b, por

By = {vy € CO(Q) : Uplw, = betb,, YO € Ep,, con 1, € C’O(w), Vo, |1, € P(TY)
Y Y, (e}) =0,i=S o D}.

Por otro lado, el espacio asociado a by es dado por
B; = {Uh € CO(Q) : Uh|T = CTbT, cr € R, VT e 771}

Los espacios de elementos finitos para las velocidades y las presiones son
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Vi = {vi € (C°(Qs))2,vi, € (C*Q2p))* : viu|lr € (PU(T) @ Bs)> YT €T :ErNEr, =0,
v Vilr € (Py(T) ® B3)? ® Bsylrmg YT €Ty :ErNér, =4,
vi=0enTg,vy,-np=0enTpyv’ -np+vy) -ng=0enl;}

y
Qn = {an € C°(Qs),qn € C°(p) = qulr € P(T) ¥V T € Tp} N L§(9).

Observamos que, bases para el espacio Bs, pueden ser obtenidas facilmente, por
ejemplo, de la siguiente manera: Sea T el clésico triangulo de referencia, es decir, el
tridngulo de vértices (0,0), (1,0) y (0,1). Para cada tridngulo 7' C wy, denotamos por
e1, e v e3 los vértices de T', tal que e; y ey son los vértices de £ y e3 es el vértice de T
que no se encuentra en I';. Si denotamos por (x;,y;), 1 < j < 3, las coordenadas de los
vértices e; de T', luego la transformacion afin de T en el triangulo de vértices e, es y
ez puede ser definida como:

F(2,9) = (z3+ (1 —23)Z + (v2 — 23)7,y3 + (1 — y3)T + (y2 — y3)9) ,

observamos que F' mapea el lado (1,0)(0,1) en £. En f consideramos las bases de
Lagrange 51 Yy 52 tal que: 51(4’ 4) =1, 51(474) =0y £(0,0) =0,y 52(471) =0,
62( 5 4) =1y 62(0, 0) = 0. Por lo tanto, las correspondientes funciones bases en T' son
Bri=pfioF !, i=12

Luego, definimos las burbujas ctbicas vy y ve2 tal que, ve;|r = dey 170e, 7014, 7 = 1,2
(ver Figura 3.2).

Remarcamos que el espacio de velocidades V, contiene funciones de la forma

0
v=v"+ E crbr + g (V1T + QU 2My),
TET, ZEEFI

donde v es un campo vectorial lineal a trozos continuo en Qp y Qg, by es una funcién
burbuja en el tridngulo 7', ¢ es un vector constante, v, 1 y vy son las funciones burbujas
definidas anteriormente con soporte en wy, y oy, ¢ = 1,2 son constantes.

El correspondiente espacio de presiones (), esta formado por funciones lineales a
trozos continuas sobre Qp v Q.

Notemos que aunque las funciones burbuja afiadidas son continuas sobre €, como
las funciones lineales a trozos no se suponen continuas sobre Q, a todas las funciones
en V, y Qp se les permite ser discontinuas a través de I';.

Para asegurar la existencia y unicidad de solucién por elementos finitos del problema
discreto (3.3.9) para estos espacios, utilizamos el Corolario 2.4.1 del capitulo 2. En
particular, para probar la condicién inf-sup discreta (3.3.10), buscamos un “operador
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‘ ! 4 ‘ ! [3
T:
s T
Ty Tp
‘ ‘

Figura 3.2: Las funciones burbuja v 1|7 y ves|r (arriba) y ve1 y ves en wy (abajo)

de Fortin” (ver seccién 2.4.1 del capitulo 2) II;, : H}(Q) — V, tal que

b(v —TILv,q,) =0 VveHi(Q) Vg, €Qy
ITLyv[lv < Clvl]y

donde [|v][y = ([lor1? + [[va1})2.

Para definir el operador II; usamos el interpolador de Clement.

Para cualquier n € Ny v € L*(w,), podemos definir P, : L*(w,) — Py(w,) la
proyeccién ortogonal de v en Py(w,) con respecto al producto interno en L*(w,) que
cumple

/ Vo = P, (V) po Vpo € Po(wn),
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y por lo tanto

1
Pwn(’l)) = m/ V.

Sean {¢; }icq1,.... vy 1as bases de Lagrange de Ty, es decir, dado un nodo n;, ¢;(n;) = 1
y vale cero en el resto de los nodos de la malla 7.

Para cualquier v = (v, v9) € L*(Q) y n € N podemos definir P, (v) = (P, (v1), P., (v2)).
Luego, consideramos el interpolador de Clement como:

N

Iv(z) = Y ¢i(2)Pu, (V).

i=1

Para construir el operador global IIj, primero imponemos una condiciéon en cada
vértice n € N de acuerdo a su localizacién en el dominio.

v (n) Iv(n) =P, (v) sineQgneQponely
v B 0 en otro caso,

donde I'] denota, como es usual, el interior de I';.

Observamos que IT,v = ((IT,v)y, (II,v)2) por lo tanto, para simplificar la notacién,
llamamos IT;, ;v = (IT,v); para 1 < j < 2.

Para cada ¢ € &r,, tenemos dos grados de libertad més sobre ¢ y por lo tanto
podemos imponer que

/Hhv ‘nyy = /VD"I’Lg’}/, Vv e Pi(l),
¢ ¢

donde n, representa el vector normal unitario sobre £ orientado hacia el exterior de €2p.
La otra condicién, relacionada a la burbuja en cada tridngulo 7" € T, que considera-
mos para definir el operador es:

/Hh,jv:/vj j=1,2. (3.3.12)
T T

Escribimos una férmula para el operador global en cada T' € 7;,. Notar que hay dos
casos a considerar:

a)TEE:STHEFI = 0.

b) TEEZ(E’TQ(‘:FI = /.

a) Para cualquier tridngulo 7' € T;, que no tiene lados sobre I';, como para ambas
coordenadas del operador estamos usando el espacio P; @ Bs. Denotamos por n;, 1 <
i < 3, sus vértices y por f3; las bases de Lagrange de T', es decir, 3;(n;) = 1 y es cero en
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el resto de los nodos de T'. Para cada 7 = 1,2, observamos que el operador restringido
a T tiene la forma:

3
II, vy = Z o Bilr + ’Yj b,
i=1
donde

%

o) = P, (vj)  sin; € Qg,n; € Qp on; €17,
0 sin;elson; €T'p,

y la constante 77 se obtiene utilizando (3.3.12), es decir,

3
Zaz/ﬂz‘f"Y]/bT:/Uj, j:1727
i=1 T T T

y por lo tanto,

3. .
. fTUj_;angﬁi
J_ i=
g fTbT 3

j=1,2

Luego,

3 )
23: ‘ fTUj_ZIO‘ngﬁi
I, jv|r = ol Bilr + = br.
’ i=1 Jrbr

Modificamos el proyector (ver, p.ej., Capitulo IT seccién 6 de [17]) para considerar
las diferentes condiciones impuestas sobre los vértices al definir el operador

75 ( ) Pwn_(vj) sin; € Qs, n;, € Qdpon; € F?,
(v;) = : —
R 0 sin;€el'son; €lp,

y por lo tanto f’wni (v) = (75%1 (v1), 75“% (v2)).
Luego, usamos el siguiente interpolador modificado

(@) = Y 0P, ().

Utilizando la expresion del interpolador que definimos previamente podemos rees-
cribir el operador como

Tv@l = Lyl + <fT<”j }ﬁ;’(x)m)bﬂx). 3313
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b) Sea T € T, un tridngulo con un lado en I'y, es decir, & N &r, = (. Para cada
j = 1,2, observamos que el operador restringido a 7T tiene la forma:

3
I vlr = Z of Bilr + 47 br + betby, [T,

i=1

donde
i ,Pwni (Uj) sin; € Qg,n; € Qp on; € I'7,
0 siniel'son; €I'p.

Definimos, de la misma manera que lo hicimos anteriormente, el proyector corres-
pondiente

P (v;) Pon. (vj) sin; € Qg,n; € Qp on,; € 1Y,
) Vi) = K . _
AR 0 sin; € l'gon; €'p,

y el interpolador

con Py, (v) = (P, (01), Pa,, (v2)).
Para determinar v/ y vy = by, , en principio observamos que en este caso, tenemos
dos grados de libertad mas sobre ¢ y por lo tanto podemos imponer que

/Hhv My = /VD ‘nyy, Yvye P((), (3.3.14)
¢ ¢

donde n, representa el vector normal unitario sobre ¢ orientado hacia el exterior de {2p.
Luego, 77 se obtiene de forma tal que (3.3.12) valga.

Por lo tanto, para cada j = 1,2, observamos que el operador restringido a 7' tiene
la forma:

fT bT

donde, en vista de la condicién (3.3.14), v, es tal que

I, v (2)|r = Ziv(z)|r (fT i} WWJ)bT( )+ ve(x)|rng;. (3.3.15)

/Ug’)/ / ‘nyy, Yy € P(f), (3.3.16)
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con, para 1" C wy, Ve|r = ey 1 Oey 1 Y, |- Es facil probar que vy, es decir, 1, existe
y es Unica. Primero, notemos que el nimero de condiciones definiendo ), (dos por-
que v € Pi({)) es igual a los grados de libertad de v,,. Para demostrar la existencia
de 1,,, es suficiente probar unicidad. Por lo tanto, tomando ¢, = v,,|s, tenemos que
0o € Pi(0) y [,0e,10e,m0e7y =0 Vv € Pi({), en particular podemos tomar v = @, y
por lo tanto, fgéeLT e 7 = 0. Luego, ¢y = 0 con lo que podemos deducir que, 1,
es cero en /. Finalmente, como ), es cero también en los vértices de w, que no estan
sobre ¢, podemos concluir que %, = 0 como queriamos probar.

Tenemos que verificar ahora que el operador II, satisface
b(V - HhV7 Qh) = 07 Vv € H(1)<Q)7 vq}z S Qh-

Considerando que

b(V, Qh> = _/ div vap — / div V Gh,
Qp Qs

tenemos que

b(v—TII,v,q,) = —/

div (V — HhV) qn — / div (V — HhV) qp.-
Qp

Qg

Sumando sobre todos los tridngulos en ambos dominios, integrando por partes en
cada triangulo obtenemos

b(v—TIIyv,q,) = — Z /T div (v —IIpv) gn — Z /T div (v — II,v) gn

_ TCZT;QE /T (v — IL,v) Vg, — /8 TZZ: CTLv) - np> .
ng (/T(V —II,v) Vg, — /aT qn(v — TI,v) - ns) .

Para cualquier ¢ € g, U Eq,, elegimos un vector normal unitario n, y denotamos a
los dos triangulos que comparten dicho lado como Ti, y T,u, con n, apuntando hacia
el exterior de T,,;. Definimos

vend, = (Vig,,) - me = (Vig,) - me,

que corresponde al salto de la componente normal de v a través del lado ¢. Notar que
este valor es independiente de la direccion del vector normal elegido .
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Reescribiendo las integrales sobre los bordes de los triangulos, obtenemos

b(v—-TII,v,q,) = Z /T(V —II,v) Vg, + Z /T(V —II,v) Vg,

TCQD TCQS
1
-3 Z Z /[(V—HhV)'l’le]g qn — Z /(V—HhV)'anh
TcQp teErnip 7t teer,, t
- Z [/(VD —IL,v) - npqpy + /(VS —1II,v) - ngqsy)
2N ¢
1
52 Y -yl a- Y [T nsa,
TCQs teérnas teery 7t

= I+II+1IT+IV+V+VI+VII
Analizamos el valor de cada uno de los términos previos:

[ - II) Como g|r € Py, su gradiente es constante y por (3.3.12) tenemos que
/(V—HhV)VqS’h =0 VT CQg,
T

/(V—HhV)VQD,h =0 VT CQp.
T

IV -VII) Si{ € &, v=0=II,vy tenemos fz<v — II,v) - ms g, = 0. Por otro lado, si
(€ &r,,v=0=1II,v y por lo tanto [,(v—1IL,v)-npg, =0.

[II-VI) Por la continuidad de la componente normal de v y IT,v tenemos que
[, [(v —1I1,v) - ng], g, = 0, para cualquier £ € Eq, U &g,

V) Sil € &r,, como v € Hj(Q) tenemos que [,(v —II,v)- ngqsy, = [,(IL,v—vP)-
np g, Por lo tanto, para probar que |, (VP —TIL,v) - npapy + fZ(VS —II,v) -
ng qs, = 0, es suficiente ver que:

/Hhv~ nD§:/VD~ npd Vo€ P(0),
¢ ¢

que vale por la propiedad (3.3.14). Finalmente, podemos asegurar que el término
V' se anula.

Como consecuencia podemos concluir que b(v—1II,v,q,) =0 Vv e H)(Q) Vg, €
Qn-

Lo siguiente que necesitamos probar es que existe una constante C' > 0, independien-
te de h, tal que
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1
ITLvlv = (V] g + [TV )7 < Cllvlh.

(div,.Qp)

Primero analizamos |II,v|; o.

L[] o, = Mavlig, + Mhavlig..

Podemos calcular la seminorma de los operadores

L vlig, = > Mvliie+ > Myvlie, =12
TcﬂgthﬁcSFI:@ Tcﬂs:gTﬂgrl#w
Comenzamos estudiando el término I = > 11, ;v|} . De (3.3.13) tene-

TCQg ZnggFI =0
mos que

A .
o e

I<c Yoo Lvie+ >

TCQsngQEFI:(Z) TCQsngﬁgr‘I:@
Aplicando (3.3.11) obtenemos

2

I <c S Ev@ie+ Y % /T (v; — Tv(@))| 3.3.17)

TCQsthﬂ(C;FIZ(B TCQsngﬂgrl=@

Para el segundo término tenemos que
~ ~ l ~
| [ @ =Zv@)] < [ 1o =Ty < oy = Zvialor

Usando |T|% ~ hr y considerando la propiedad de aproximacion dada en la pagina
84 de [17] obtenemos

‘/T(Uj —ij(fL“))’ < Chi vl wr-

Para el primer término en (3.3.17) observamos que, fijando 4, 1 < i < 3, como el
gradiente de P,,, (v;) es cero, para j = 1,2, aplicando una estimacién inversa (ver, p.ej.,

7
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Lema 3.1 de [22]) y la propiedad de aproximacién previa obtenemos

B 3 1 .
Ziv(z)hr = |Ziv(z) — P, (vj)lr < OEHIJ'V(@ — P, (0j)[o,7

o N
< O (v() = vl + 11 = P (0o
T

1 ~
< Cllvjlliwe + C'h—ij — P, (05)|lo7-
T
Considerando la propiedad de aproximacién dada en la pagina 85 de [17] obtenemos
que

[vj = P, (0)llor < Cha, |01,

luego

Wn,

hr

1Zv(z)]ir < Cllvjlliwy +C

Uj|17wni'
Como hy,, < Chr (ver, p.ej., Lema 1 de [35])
Ziv(@) e < Cllogllie,-

Por lo tanto, concluimos que, como el nimero de tridngulos en un vecindario wy,
estd acotado por una constante uniforme,

1<c Y Al <Cllvli < ClviE
TCQsszﬂngZQ)
Continuamos analizando el término [/ = > IL,;v|: 1, es decir, el caso
Teﬂsngﬂc‘J‘[‘I#@

en que 7' tiene solo un lado sobre la interfase, al que denotamos como /.
De (3.3.15) tenemos que

2

Ibr|? 1

- 2
i | olvs = Zv)| 4| fpvene
I < C( ) Ivie+ Y ez r

b 2
TCQs:ErNEr, #0 TCQs:ErNEr, #0 (IT 7)

+ > |Uénf7j|iT> : (3.3.18)

Tcgsthﬂng 750

Observamos que vg|r = 6¢y 706y 7%, |7 ¥ Y, puede ser obtenida resolviendo el sis-
tema no singular (3.3.16). Mds precisamente, como para cada T C wy, la funcién i, |7
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puede ser escrita como ¥, |7 = a1 r1+ae2f7r2 (con Brj, j = 1,2, la base Lagrangiana
definida anteriormente), obtenemos

( Jy0erm0ervB71 561,T562,T5T,25T,1) (aé,1> _ (fg(V - @V) Y ﬁT,l)
j‘g 661,T562,T5T,1/8T,2 _[E 561,T6€2,T/8’]2",2 046,2 j‘f(v - IV) (17] /BT72 '

Si denotamos por f,, ; las funciones continuas definidas en wy tal que B, j|r = Br .

7 = 1,2, mediante un calculo sencillo podemos ver que

| < —Z m5
sl < 1 3

[ =Tv@) i b

y por lo tanto,

/(an,j)z = /(551,T 5@2,T @/)w@nz,j)Q = / ((Oée,ﬂsel,T 5@2,T 5T,1(I) + Oém(sel,T 5@2,T 5T,2(I))W,j)2
T T T

< Cmix | |*[|6ey 7 Oz llf 1

1
< (OC—

7
< My~ vz, < crzpvie
=~ |€| 0,0 = T Lwr

IV = Zv(@)I[5 ll0e, 7 bearr 15,

n n ny!no!2! 7 1
donde usamos que [, 0¢) 10,2 pdx = %W\ v [[v—=Zv(z)|oe < Cl|2||V|[1 0y (ver,
por ejemplo, [17, 34]).

Por lo tanto, | [,vme;| < |T|%||vmg7j

desigualdad inversa clésica, obtenemos

or < Ch#||v]1wy- Mds atin, usando una

1
|vene i < CEH”””JHQT < O vl1wr-
Por lo tanto, usando estas estimaciones en la expresién (3.3.18) del operador junto
con el hecho de que |Z;v|, 7 < C||v;]l1.0p ¥ ’ [ (v;=Z;v)| < ChZ||v;|10p como probamos

anteriormente, podemos concluir que
TLv]ies < Clvis.

Finalmente, queremos estimar HHhV”H(div )

Como ||IT,v |4 ) < |ITI,v]||1.0,, con un andlisis similar al que realizamos an-

div,ap
: 2
teriormente para acotar |Hh7jv|1jﬂs,podemos afirmar que

ITLv]10p, < O]

Por lo tanto, tenemos los siguientes resultados.
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Lema 3.3.1. El operador II,v es acotado: Existe una constante positiva C' tal que
vy < vl
Lema 3.3.2. Condicion Inf-Sup Discreta: Existe una constante positiva 3 tal que

sup b(Vh7 Qh)

—= > Bllanllo Van € Qn.
o£vievy ||Vallv

Demostracion. Sea q, € @, es un resultado bien conocido (ver, p.ej., Corolario 2.4
en el Capitulo I de [28]) que existe una funcién vectorial v € H}(Q2) y una constante
C} > 0, independiente de g tal que —div v =g, v ||[v]|1 < Ci|qnllo-

Por la definicién de II,v, tenemos que b(v — II,v,q,) = 0. Luego, el Lema 4.1
implica que

1 1
b(IL,v, qn) = b(v,qn) = |lanlly > a||V||1||Qh||0 > C_ClnnhV”V”qhHO’

lo que completa la demostracién con 8 = (C Cy)~t. O]

Teniendo en consideracion que la forma bilineal a es coercitiva y continua, b es con-
tinua y satisface la condicion inf-sup discreta, aplicando el Corolario 2.4.1 del capitulo
2, obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1. Eziste una unica solucion (up,pp) € Vi, X Qp del problema (3.3.9).
En virtud del Teorema 2.4.1 se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.3.2. Sea (u,p) € V x @ la solucidn de la formulacion débil (3.2.8) del
problema acoplado. Sea (up,py) € Vi, X Qp la solucion del problema discreto (3.3.9).
Sean los espacios de elementos finitos descriptos en la seccion 3. Luego, existe una
constante C' tal que:

u—u + ||lp — <C{ inf ||lu—v + Inf — .
u—willv +llp = pullg < €1 inf u—vilv + if o= aillo}

Luego, usando las estimaciones de error cldsicas del interpolador de Clement (ver,
por ejemplo, pagina 84 de [17]) y los resultados conocidos de error de interpolacién de
espacios de Sobolev (Teorema 1.4 de [28]) concluimos el siguiente resultado.

Corolario 3.3.1. Sea (u,p) la solucion de los problemas acoplados (3.1.1)-(3.1.2) junto
con las condiciones de interfase (3.1.3) tal que u € V y p € Q son lo suficientemente
suaves tal que las normas del lado derecho de (3.3.19) son finitas para ciertos 1,19 €
(0,1]. Luego, la solucion discreta (uy,pr) del problema (3.3.9) satisface la siguiente
estimacion de error

lu—unllv+llp=pulle < C{P [ull11r 05 +h" [0l 0p +(Pl0s +Plop)} (3.3.19)
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Capitulo 4

Aproximacion numeérica del
problema acoplado de Stokes-Darcy
en dominios curvos

En este capitulo realizamos el analisis y la resolucién numérica, con el método de
elementos finitos considerado en el capitulo anterior, del problema acoplado de Stokes-
Darcy en dominios curvos usando triangulos curvos. El interés de nuestro enfoque reside
en poder representar fehacientemente, mediante el empleo de “triangulos curvos”, tan-
to el dominio como la interfase. Su andlisis requiere algunas consideraciones especiales
respecto al caso poligonal. Para este problema logramos obtener bajo apropiadas con-
diciones sobre el dominio en consideracién, estimaciones de error de orden optimo,
extendiendo asi los resultados obtenidos para el caso poligonal.

Sea Q C R? un dominio abierto y acotado, del mismo modo que lo hicimos en
el capitulo 3, suponemos que €2 esta dividido en dos subdominios abiertos g v p.
Asumimos ademds que Q = Qg U Qp, Qs NQp =0 v Qg N Qp = I'; por lo tanto,
I'; representa la interfase entre el fluido y el medio poroso. Las partes restantes de los
bordes se denotan por I's = Qs \ I'; vy ['p = 0Qp \ I'7, como se ilustra en la Figura
4.1. En esta oportunidad, suponemos que I';, I's y I'p son C¥*! a trozos, para k > 1,
lo suficientemente grande como para satisfacer nuestros requerimientos.

El problema acoplado de Stokes-Darcy modificado, cuya forma variacional fue ob-
tenida en las secciones 3.1 y 3.2 del capitulo 3, consistia en encontrar (u,p) € V x Q)
tal que

{ a(u,v) + b(: p)=L(v) VveV, (4.0.1)

q) =Glq) Yqeq,
donde las formas bilineales a(-,) y b(+, ) fueron definidas sobre V. x V|V x @), respec-

47



A8 CAPITULO 4. EL PROBLEMA DE STOKES-DARCY EN DOMINIOS CURVOS

Figura 4.1: Ejemplo de dominio curvo bidimensional €2

tivamente, como:

a(u,v) =p VU:VV—Fﬂ/ u'V—i—/ div udiv v+ p
K Jo, Op

Qs

«

VK Jr,

(115 . t) (VS . t),

y
b("aQ) = —/le v,
Q

y las formas lineales L y G como:

L(V):/ va+/ fgv+/ gpdivv y G(q):—/ g q.
Qp Qg Qp Qp

En el Teorema 3.2.1 del capitulo anterior se demostré que este problema tiene tinica
solucién.

4.1. Elementos curvos

Los elementos curvos, que emplearemos a lo largo de este capitulo para representar
fehacientemente los bordes curvos del dominio, pueden verse como una generalizacién
natural de los elementos triangulares.

Asumimos que los bordes, I';,I's y I'p, pueden ser divididos en un nimero finito
de arcos tal que cada uno de ellos tiene una representacién paramétrica (¢(s), ¥ (s)),
a < s < b, con funciones ¢ y v de clase C*¥*! y tal que al menos una de las derivadas
de ¢ y 1 es diferente de cero en (a,b).
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Dividimos € utilizando tridngulos y complementamos en la parte curva de I'y, I'g y
I'p con elementos curvos.

Para mostrar como llevamos adelante la construccion de la malla y las propiedades
que dicha construccién tiene, vamos a denotar por I' un borde curvo genérico, es decir,
I' puede estar representando la parte curva de I';, I's o I'p. Asumimos que el borde de
los elementos curvos consisten de un arco 151?3 C I' y segmentos PP, P,P; con P, y Ps
en el borde curvo y P, € Q (ver Figura 4.2). Denotamos por T al interior de esta curva,
y por hr y Or a la medida del lado mas grande y del dangulo mas chico del triangulo
de vértices P, P, y P3;. Notar que usamos la misma notacién para llamar tanto a los
tridngulos curvos como a los tridngulos clasicos.

Figura 4.2: Tridngulo curvo

Sea T' el clasico tridngulo de referencia, es decir, el tridngulo de vértices (0,0), (1,0)
y (0,1). Luego, para cada triangulo 7" en la triangulacion introducimos una aplicacion

F que mapea el tridngulo cerrado T en el tridngulo cerrado T'. De hecho, si denotamos
por (x,y;),1 < j < 3, las coordenadas de los vértices P; de T' luego, el mapeo F puede
ser definido como (ver [36]):

F(&,m) = Fo(&n) + (1 =& —n)(®(n), ¥(n)) (4.1.2)

donde Fj es la transformacién afin de 7" en el triangulo de vértices Py, P, v P3, es decir,
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Fo(§m) = (1 + (22 — 21)§ + (23 — 20)n, y1 + (2 — )€ + (3 — v1)n), (4.1.3)

y las funciones ® y ¥ estan definidas como:

P(s1+ (53 —s1)n) — 71 — (23 — 21)7

o(n) = = (4.1.4)
y
W(y) = (s + (53— 51)177)_77 yr— (ys =y (4.15)

con s1 y s3 los valores de los parametros correspondientes a los vértices Py y Ps respec-
tivamente. Remarcamos que el punto 7 = 1 es s6lo una singularidad aparente, més atn,
es posible extender ®(n) y ¥(n) para n = 1 tal que pertenezcan a C* para n € [0, 1]
(ver [36]).

Luego, dada una funcién polinomial (£, n) en T, de grado p, podemos definir una
funcién v(x,y) en T como: v(z,y) = 0(F ! (z,y)).

El siguiente lema, que relaciona las seminormas de las funciones v(z,y) v 0(§,n),
sera de gran utilidad en las demostraciones a realizar, el mismo es un caso particular
del Teorema 4.3.2 de [21] o del Lema 1 de [3].

Lema 4.1.1. Si o : T — R es una funcidn en Hk(T), para k = 0,1, la funcion
v=">00Ft:T — R pertenece a H*(T) vy existe una constante C tal que

lor < 1Jrl2, l0loz, VO € L*(T) (4.1.6)
vl < ClJF|2 A DF eorloly 7, Vo€ HYT) (4.1.7)

Definicién (Condicién de dngulo minimo): Sea 7, una triangulacién tal que si
Or es el menor angulo del tridangulo formado por P, P, y Pj, existe 6y > 0 tal que
Or >0y YT €T,

El siguiente teorema presenta algunas propiedades de la transformacion F, su de-
mostracién forma parte del Teorema 1 de [36], por una cuestién de completitud, la
incluiremos en esta seccién.

Teorema 4.1.1. Sea I' de clase C**1 a trozos con k > 1. Si Ty, es una triangulacion
que cumple la condicion de dngulo minimo y h es suficientemente pequeno, la transfor-
macion F mapea T uno a uno en T. El Jacobiano Jr(&€,m) de este mapeo es distinto a
cero sobre T, el lado R Rs se mapea en el arco EE, los lados R{Ry Y RyR3 se mapean
linealmente en los lados P, Ps Yy P, P respectivamente. Ademds, tanto la transformacion
F como su transformacion inversa F~1 son de clase C*. Mds atin,

cih? < |Jp(€,m)| < e, ¢ = constante > 0, (4.1.8)
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D'x(&,n) = OV, D'y(&,n) =0, 1<i| <k, (4.1.9)
D¢(z,y) = O(h7"), D'n(z,y)=O0(h™), i =1, (4.1.10)
donde i = (ir, in), |i| = i1 + ia, D'u(x,y) = 5955 v D'0(€,n) = shsos -

Demostracion. Primero extendemos la definicién de ®(n) y W(n) para n = 1 y encon-
tramos estimaciones para estas funciones y sus derivadas. Ambas ®(n) y ¥(n) son de

la forma G(n) = (‘(1’(:72]), donde g(n) es de clase C* y g(0) = g(1) = 0. Para esa funcién,

1
G (n) = (~1y+(1 - n)—j—l/ (1 —1)Ygu(r)dr, j=0,...k  (4.1.11)

7
Evidentemente (4.1.11) vale para j = 0. Supongamos que es verdadera para j = s.

Integrando por partes, obtenemos

1
s+ 1

G¥(n) = [—g“ () + (=1 (1 —n) / (r — 1)*"g* "2 (r)dr].

Por lo tanto,
1
(s + DGO (1) + ¢" V() = (=1)***(1 - 77)_8_1/ (1= 1) g (r)ar.
0
Por otro lado, derivando la igualdad (1 — 7)G(n) = g(n) obtenemos
(1 =G () = (s + NG (1) + g" (n),
y vemos que (4.1.11) es cierta para j = s + 1.

Ahora, de (4.1.11) se sigue que GY(n), con j = 0,...,k, puede ser extendido de
forma continua para n = 1 porque usando el teorema del valor medio encontramos que

; 1
lim G(J)(n) S

G+D (7).
I 1Y (1)

De (4.1.11) también obtenemos estimaciones de ®)(n) y WU (n), j = 0,...,k. Si
g(n) = ¢(s1 +33n) — x1 — T3n, luego

g'(n) = 53¢ (s1+33m) — [¢(f3) — ¢(s1)] = 53[¢(s1 + 53m) — @' (51 + 3537)]
= §§(77—77]>¢H(81 +§377), 0<nn<l.

Por lo tanto, ¢'(n) = O(32). Si j > 2, luego ¢g¥)(n) = (35)7¢Y)(s1 4+ 53n) = O(54). Como
|¢'(s)] > m, m constante > 0, o |1(s)'| > m sobre (a,b), podemos ver facilmente que
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S3 = O(h). Las estimaciones finales para ®(n) se siguen de (4.1.11) (también podemos
escribirlas para ¥(n)) y son las siguientes

d(n) = O(h?), Y(n)=O(h?), (4.1.12)

oV () = oW *), TV (n)=0MW*Y), j=1,.. k. (4.1.13)

Ahora probaremos que el mapeo F es inyectivo. Del teorema del seno se sigue que
el lado menor del triangulo P, P, P3 es mayor o igual que hsin 7. Por lo tanto, vale que

VT5+7Y5 > hsintg y

con ¢y = %\/5 sin 79. Consideremos que vale el primer caso y escribamos a x = z(£,n) =
zo(&,m) + (1 — & — n)®@(n) de la siguiente manera

z— a1 —Tgn — (1 =n)@(n) = [T2 — P(n)]¢.
Como ®(n) = O(h?) y |T2| > coh podemos calcular £ de la ecuacién si h es suficiente-
mente chico. Haciendo esto y reemplazando a § eny = y(&,1) = yo(§,n)+(1=E6—n)¥(n),

llegamos a una ecuacién de la forma y = X (n). Mediante un célculo sencillo, y utilizando
las estimaciones (4.1.12) y (4.1.13), obtenemos

To| > coh 0 [Fy| > coh,

J,
X'(n) = f—o +O(h?), (4.1.14)
2
donde
Jo=| T2 T
Yo Ys3

El valor absoluto de Jy es igual a 2x (el drea del tridngulo P, P, P3) lo que hace posible
estimar |Jy|. Luego de algunos célculos elementales obtenemos

V3
2
De (4.1.15) y (4.1.14) se sigue (teniendo en cuenta que |To| > coh) que X'(n) # 0
para 0 < n < 1, si h es lo suficientemente chico, y esto prueba que el mapeo F' es
inyectivo. Como es continuo sobre T} es un homeomorfismo. De la construccién de ®(n)
y ¥(n) se ve inmediatamente que los lados R; R3 se mapean en el arco Py Ps, v los lados
Ri1R, v RyR3 son mapeados linealmente en los lados P, P, y P, Ps, respectivamente. El
homeomorfismo mapea el interior de la curva de Jordan en el interior de su imagen. Por
lo tanto, es un homeomorfismo de T, en T. En relacién al Jacobiano J(&,7) podemos
ver que

1
ésin70h2 < |Jo] < —=-h% (4.1.15)

J(&,n) = Jo+ O(I?).
Considerando la estimacién (4.1.15) obtenemos inmediatamente (4.1.8). Més atin, el
mapeo es de clase C* y como J(£,1) # 0 sobre T se sigue que el mapeo inverso

es también de esa clase. Finalmente, las estimaciones (4.1.9) y (4.1.10) se siguen de
(4.1.12), (4.1.12) y (4.1.8). O
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4.2. Aproximacion de Stokes-Darcy modificado en
dominios curvos

En esta seccién, utilizamos nuevamente los elementos MINI para aproximar a la
velocidad y a la presion en todo el dominio. Este tipo de elemento, como demostraremos
a lo largo de este capitulo, se puede aplicar con éxito al problema acoplado de Stokes-
Darcy modificado incluso en dominios curvos, empleando elementos curvos a lo largo
de la parte curva de I'y, I's y I'p.

Sea {71 }r>0 una familia de triangulaciones de €2 tal que cualesquiera dos tridngulos
en 7, comparten a lo sumo un vértice o un lado y cada elemento T" € T, esta en (g
o en Qp. Sean T;° y T,P las correspondientes triangulaciones inducidas de Qg y Qp.
Asumimos que la familia de triangulaciones {7} satisface:

1. La condicién de angulo minimo, es decir, existe una constante 6, > 0 tal que
Or > 0y, para cualquier T € Ty,

2. Para T € Ty, tenemos que Ty I'; comparten a lo sumo un vértice o un lado (en
particular, 7' no puede tener dos lados en I'y).

Recalcamos que ahora T' representa indistintamente un triangulo con bordes rectos o
un triangulo con un borde curvo.

Sean V;, C V y Q) C @ espacios de elementos finitos. La formulacién débil (4.0.1)
nos conduce al siguiente problema discreto: Encontrar (vy, pn) € Vi, X Q) que satisfaga

{ a(an, vi) + b(vi, pr) = L(vi,) Vvj, € Vi, (4.2.16)

b(un, gn) = G(qn) Y au € Qn.
Recordemos que la discretizacién se dice que es uniformemente estable si existen
constantes 9,7 > 0, independientes de h, tal que
EL(Vh,Vh) > (SHVhH%, Vv, € Vh,

b(Vm qn)
sup ——=
0#£v,EV), | |Vh| |V

4.2.17
> YManlle Van € Q. ( )

De ahora en adelante tengamos presente que C' es una constante genérica positiva,
no necesariamente la misma en cada ocurrencia, que puede depender de la malla sélo a
través del parametro 6.

Para cualquier subdominio D C Q, k € N, denotamos por Wi(D) = {v € C°(D) :
v|p = |p(F~Y(z,y)) with 9|5 € Po(T) ¥ T € T, N D}. Notemos que, debido a la
presencia de triangulos curvos, la transformacién F puede no ser una transformacion
afin y por ende las funciones en W (D) ya no son necesariamente polinomiales. Para
definir entonces las bases de los espacios involucrados y las funciones pertinentes a



54CAPITULO 4. EL PROBLEMA DE STOKES-DARCY EN DOMINIOS CURVOS

nuestro analisis, vamos a valernos de definiciones en elementos de referencia (argumentos
similares a los que exhibiremos aqui se utilizan en el trabajo [3]).

La correspondiente burbuja en cada tridngulo (el cual podria ser curvo) se define
ahora de la siguiente manera: Para T € Ty, sea

~

[ bp(Fey)  enT
bT(z’y)_{ 0 ’ en Q\ T,

donde I;T es la clasica burbuja ciibica dada por l;T = 5(070)7TA5A(170)7T<§(0,1)7T*, donde 5(0,0)’@ 5(170)7TA

y 5(071)7:,: denotan las coordenadas baricéntricas de T'. Como, cualquiera sea el caso, la
transformacién F' manda bordes en bordes, es claro que la funcion by sigue siendo una
funcion burbuja en T

Usando las propiedades (4.1.8) y (4.1.10), es facil ver que la funcién burbuja satis-
face:

/bT < Ch: vy brlhr <C. (4.2.18)
T

Recordamos la notacién introducida en el capitulo anterior, consideramos para cada
n € N el correspondiente patch w, y para ¢ € &r, el patch wy = Ts U Tp, donde Ts y
Tp denotan los dos tridngulos que comparten ¢, con Ts € T,° y Tp € T,P.

Podemos asociar cualquier patch w, con un patch de referencia w, como se sigue
(ver Figura 4.3): Sea N,, el nimero de tridngulos en w,,, luego el correspondiente patch
de referencia w, es el poligono regular con N, lados de longitud 1 que esta centrado
en el origen 0 y es triangulado por N, tridngulos que comparten el vértice 0. El patch
w, puede ser relacionado con el patch de referencia por medio de un homeomorfismo
F,, : @, = w, con F, (0) =n que tiene la forma

F, |r:=FoF;* (4.2.19)

donde el mapeo Fj es la transformacién afin entre 7'y los tridngulos en @y,.

Por otra parte, podemos asociar cualquier patch wy, con un patch de referencia wy
(ver Figura 4.4). Més aun, si enumeramos los vértices de Ts y T de forma tal que los
vértices de £ son numerados primero, es decir, sean e; y e los vértices de ¢ denotamos
por e5 vy eP los vértices en Qg y 2p respectivamente. Luego, asociado a w, podemos
definir una transformacion F,, : @, — wy, donde w;, = T,UTy con Ty =T y Ty el
tridngulo de vértices (0,0), (1,0) y (0, —1). El homeomorfismo F,, tiene la forma

F,|r=FoF}! (4.2.20)

donde el mapeo Fy es la transformacién afin entre 7'y los tridngulos en .
Ademas, podemos definir una funcién burbuja de lado, by, como:
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Figura 4.3: w, y wW.

T

Figura 4.4: w, y wy.

— l;é(Fujl(x’y)) el Wy,
bé(ajay) - { ZO enQ\w€7

donde Blp es la funcién burbuja de lado cuadratica a trozos definida por Bé
i=1,2.

Asociados a cada lado ¢ € I'; definimos las funciones burbuja vy y vg2 con soporte
en wy de la siguiente manera. Sea Ty = T el clasico tridngulo de referencia, es decir,
el tridngulo de vértices (0,0),(1,0) y (0,1) y Ty el triangulo de vértices (0,0),(1,0)
y (0,—1). Para cada tridngulo T, C wy(k = S o D), denotamos por ej,es y e3 los
vértices de Ty, tal que e; y ey son vértices de £ y e3 es el vértice de T que no esta
sobre I';. Si denotamos por (z;,y;), 1 < j < 3, a las coordenadas de los vértices e; de
T (k = S 0 D), luego la transformacién de T} (i = 1 0 2) en el tridgngulo de vértices

T, — 6(0,0),Ti5(1,0),Ti7
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e1, ez y ez puede ser definida como en (4.2.20).
Por ejemplo, en T} consideramos las bases Lagrangianas ﬁl Y 52 7, tal que: Bl 7 ( ,0) =

L By (3.0) = 0y By (0.1) = 0.y Ay (1,0) = 0, By (3.0) = 1y ,,(0,1) = 0.
Por lo tanto, las correspondientes funciones bases en T resultan ser Sry; = [, 4, ©
ij (x,y), i = 1,2. Aplicando el mismo razonamiento en Ty obtenemos que las corres-
pondientes funciones bases en Tp son fry,; = f; 5, © FN(z,y), i = 1,2, donde Big, ¥
Bz, som tal ques B, 7, (10) = 1 B, (3.0) = 0y B,4,(0.-1) = 0.y Ay (1,0) = 0,
By, (3,0) =1y By 4,(0,-1) = 0. ) ) )
Luego, definimos las burbujas v,; y ve2 tal que, veilry = (6(0,0),T15(1,0),T1ﬁij“1) o

Fw_él(ac, Y)Y veilr, = (5(070)7@(5(1,0)77:26@@) o F;@l(m,y), i =1,2 (ver Figura 4.5).

Los espacios de elementos finitos para las velocidades y las presiones son

Vi = { vi € (C°(Q2s)) vi € (CYQ))” : Vil = Vil (F (2, 9)), Vilz € (PU(T) @ < by >)?,
VT€771 gTﬂgrl—@ yvh|T—Vh|T( (ZL’ y))
Vilz, € (PU(T}) ® < by, . >)’® <500 5(10 T51T7 (0,0),7; 5(10 T52T > (ngo k),
‘V’Teﬁ:ETOSFI—Edondez—l81T—T501—281n0,

vhzoenFs,vh-nD:OenFDyvf-np—i—v;?-n5:0enl“[}

Qn = {qn € C°(Qs), qn € C°p) = aulr = Gnl#(F (), Gulp € PUT) Y T € TRINLA(Q).

El espacio correspondiente a las velocidades V), esta formado por funciones de la
forma

0
v=v"+ E crbr + g (V11 + Qg 2V 2M),
TET EEgFI

donde v° es una funcién continua sobre Qp y Qg (v0|r = v°| ;0 F~(x,y) donde v°|; es
un campo vectorial lineal a trozos sobre T), br es una funciéon burbuja en el triangulo T,
cr es un vector constante, v y vg2 son las funciones burbujas definidas anteriormente
con soporte en wy, y a4, © = 1,2 son constantes.

El espacio correspondiente a las presiones (), esta formado por funciones continuas
qn sobre Qp vy Qg donde gy|r = Gnls © F~1(x,y) ¥ Gn|; es una funcién lineal a trozos
sobre 7.

Nuevamente usamos la teoria de elementos finitos mixtos para concluir la existencia
y unicidad de solucién por elementos finitos del problema discreto (4.2.16) para estos
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Figura 4.5: Las funciones burbujas 5(0,0),T1‘§(1,0),T1 Bl,ﬂ y 5(0,0),T15(1,0),T1 By 7, (arriba) y
Vg1 Y D2 en @y (abajo).

espacios. Con el fin de demostrar la condicién inf-sup discreta (4.2.17), buscamos un
operador I, : H}(Q) — V), tal que

b(v—TI,v,q,) =0 VveHQ) Yag, €Qn
ITLyv[lv < Cllvl]y

donde [|v][y = (||os1? + [[va13)?.

Llamamos Wy(w,) = {x € C%(wy) : klw, = &le, 0 F,, ' (2, y) con &l, € Po(w,) yn e
Qs U U Qp}. Para definir el operador IT;, usamos el interpolador de Clement.

Para cualquier n € N'y v € L*(w,), podemos definir P,,, : L*(w,) — Wy(w,) la
proyeccién ortogonal de v en Wy(w,) con respecto al producto interno en L*(w,) que
cumple

/ U Po =/ P, (v) po V' po € Wolwn),
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y por lo tanto

1
Pam(”) = m/ V.

A cada triangulaciéon 7, le podemos asociar una “triangulacién de referencia” T
conectando, para todo n € N, patches w, con sus correspondientes patches de referencia
W,

Sea {(ﬁi}ie{l,...,N} la base Lagrangiana en Ty, es decir, dado un nodo 7;, él(ﬁl) =1y
vale cero en el resto de los nodos de la malla 72

Para cualquier v = (v, v9) € L%(Q) y n € N podemos definir P, (v) = (P, (v1), P, (v2)).
Luego, consideremos el siguiente interpolador de Clement:

Iv(z,y) = Z éz’(Fﬁl(xa Y))Pu, (V).

En pos de construir el operador global IT,, imponemos una condicién en cada vértice
n € N de acuerdo a su localizacién en el dominio.

v (n) Iv(n) =P, (v) sineQgneQponely
v B 0 en otro caso,

donde I'° denota, como es usual, el interior de I'.

Observamos que II,v = ((IT,v), (II,v)2) por lo tanto, para simplificar notacién,
llamamos IT;, ;v = (IT,v); para 1 < j < 2.

Para cada ¢ € &r,, tenemos dos grados de libertad mas sobre ¢ y por consiguiente
podemos imponer que

/Hhv,n[y:/VD-nZ,% Vv e Wi(ly),
l l

donde ny representa el vector normal unitario en £ con orientacion exterior a §2p y
Wi(T) ={¢ € C°(Ty) : {le = ¢l o F N (x,y) con (|; € Pi(f) VleT,NT;}.

La otra condicion, relacionada a la burbuja en cada triangulo T € T, que considera-
mos para definir el operador es la siguiente:

/Hhv- DF‘l(j,:)dxdy—/v~ DFYj,)drdy j=1,2, (4.2.21)
T T

9¢ 9
donde DF ! se refiere a la matriz jacobiana de F~, es decir, DF ! (z,y) = | 5 5

dx By

Ahora si, estamos en condiciones de escribir una férmula para el operador global en
cada T € Tj,. Notar que hay dos casos a considerar:
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a)TGﬁ:STﬂﬁpI:@.
b)TGEIng(‘:FI:K

a) Para cualquier tridngulo 7" € 7T}, que no tiene lados en I'y, denotamos por n;,
1 <4 < 3, a sus vértices y por n; los correspondientes en T. Sean 51 las bases de
Lagrange en T, es decir, ﬁz(nz) = 1 y vale cero en el resto de los nodos de T. Ademss,
consideramos 3; = 51|T o F7!(z,y). Para cada j = 1,2, observamos que el operador
restringido a 7T tiene la forma:

I ;vir(z,y) = Zaf Bi(z,y) —}-’7j br(z,y),
i=1
donde
of — 4P, (vj) sin; € Qs,m; € Qp om; € 17,
0 sin;ellgon; €l'p,

y la constante 77 se obtiene utilizando (4.2.21), es decir,

(fTbTaf dody [ brg, dxdy>( ): <IT< St il

a?]) Fl(l,:)dxdy>
a?]) DE7Y(2,:)dxdy)

s,_.@,_\

Jybrgtdudy  [;brgldsdy Jo(v =32 il

Sea

M= fTbTaxdxdy fTbTa dx dy
[ brldz dy fTbTaydxdy

notemos que en el caso en que la transformamon fuera afin, o sea, F\({,n) = Fy(&,n),
tenemos que M = ([, bpdxdy) DF(z,y) = ([, by dzdy) DFy, " (x,y), la cual es ob-
viamente inversible. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir:

Hipétesis (H1): La transformacion F(€,n) es tal que, VT € Ty, M es inversible.

Considerando la hipdtesis anterior obtenemos, por un simple calculo, que

08 :%[<fTbTan dxdy) <fT( Zz | Bila} af]) DF- (1,:)dxdy> -

(fTng—gdxdy> (fT( Zl | Bilaj o2]) DF~ (2,:)dacdy>]

7 = %[— <fTbT% dffd?/) (fT(V = i Bilad @?])DF‘l(l,r)dxdy) +

(fT bTag dx dy> (fT(V - 25):1 Bilai of]) DF1(2,:) dx dy)] ;
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donde A = det (M), es decir,

A= </bT%dasd > (/ng—dedy> — (/ng—jdxd ) (/bT%dxdy)
T

Observemos que en el caso en que F(§,1) = Fy(&,n) resulta: A = ([, by dv dy)? det (DFy '(z,y)).
Utilizando 7!, 72 y A, la expresién del operador nos quedaria

(/ngZ dxdy) (/T(V—;ﬁi[ail a?])DF‘%l,:)dxdy)
—(/Tng—j dxdy) (/T(V—;ﬂi[%l Oé?])DF_l(Zi)dxdy>]bT($,y)

(/TbT%dxdy> (/T(V—Zﬁi[all a?])Dpl(l,:)dxdy>
+</Tng_§;dxdy> ( /T<V— ;Bi[ai a?])DF1(2,:>dxdy>]bT<x,y>.

Ahora modificamos el proyector para considerar las diferentes condiciones impuestas
sobre los vértices cuando definimos al operador

I, v (2, y) Za Bilr(z, y)+

I ov|r (2, y) Za Bilr(z, y)+

~ ' Pu, (v5)  sin; € Qg, n; € Ap on; €17,
0 SiniestniEFD,

y por lo tanto f’wni (v) = (75wn (v1), 75%2. (v2)).
Luego, usamos el siguiente interpolador modificado

N

Iv(z,y) = Y 6 F 7 (2,9))Po,, (V).

=1

Utilizando lo definido anteriormente podemos reescribir el operador de la siguiente

L </Tng—Z dxdy) (/T(V—fv(x,y))DFl(l,:) d:vdy)

Il vir(z, y) = ilV(fL’, y)|r + A
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_< [0 dxdy> ( / <v—iv<x,y>>DF—1<2,:>dxdy>
Ll _ (/TbT% d:r:dy) (/T(V—fv(:c,y))DF1(1,:)d37d3/>

I 2]z (2,y) = Zov(z, y)lr +
+</TbT% dxdy) (/T(V—iv(x,y))DF_l(Z,:)dmdy)]bT(x,y).

A
b) Sea T' € T, un tridngulo con un lado en I'7, es decir, & N &, = (. Para cada
, 2, observamos que el operador restringido a 7' tiene la forma:

br(xz,y)  (4.2.22)

y

]:

3
I vir(z,y) = Zaf Bilr(x,y) + 4 br(z, y) + (g ive1 + araves)lr(2,y) nei(z,y),
i=1

donde

(2

ol = Pwni(vj) sin; € Qg,n; € Qp on; €Iy,
0 sin;€l'son; €I'p .

Definimos, de la misma forma que lo hicimos anteriormente, el correspondiente ope-
rador

P (v;) = /Pwni(/vj) sin; € Qg,n; € Qpon; €19,
Wn,; J 0 Si n; - rs on; c FD7

y el interpolador

N
Iv(z,y) = Y 6i(F ' (2,y)Pu,, (v),
i=1
Para determinar 77, a1 y oy 2, en principio observamos que en este caso, tenemos
dos grados de libertad mas en ¢, por lo tanto podemos imponer que

/HhV TNyy = /VD Ny, \V/’}/ € Wl(F[), (4223)
)4 1

donde n, representa el vector normal unitario en ¢ con orientacion exterior a {2p. Luego,
77 se obtiene de forma tal que (4.2.21) valga.
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Por lo tanto, observamos que el operador restringido a 71" tiene la forma:

Iy v|r(2,y) = TLivir(z, y) (4.2.24)

4

fT ng—Z dx dy (fT(V - fv)DF‘l(l, D) d dy — fT(az,1U2,1 + agove2)neDF (1, 1) do dy)

— J7 ng—g dx dy <fT(V —Iv)DF7(2,:) dzdy — [(0g1ve + apove2)nDF (2, ) da dy)] br(z,y)

+(Oéz,1ve,1 + Oze,ﬂz,z) |T(x7 y)nm(x, y)

I ovir (2, y) = Iov|r(z,y) +

% [ — fT bT% dx dy (fT(V — fV)DF_l(l, ) dx dy — fT(ozg,lvm + ayovp2)neDF (1) dx dy)

+ /7 bTag dx dy (fT(V —IV)DFY(2,:) dx dy — Jp(apves + cupve2)ne DF (2, ) da dy) ] br(z,y)
o aves + aravee) (2, y)ne2(2,y).

donde, en vista de la condicién (4.2.23), a1 y a2 son tal que

/ (Cerve1 + cuaves)|ry = / (P —Tv)-mey, W€ WA(TY), (4.2.25)
/ /

3 1) o F M (x,y) (donde j = 1si T = Ts o
j = 2 si no). Es facil probar que a1 y a2 ex1sten y son unicas. Primero, notamos que
el nimero de condiciones que definen oy y ay o (dos porque v € Wi(I'y)) es igual a los
grados de libertad (dos porque tenemos dos incégnitas). Para demostrar la existencia

de ap1 y g, es suficiente probar unicidad, es decir,

con, para T' C wy, vgi|lr = ((5(0 0.7 (5(1 07,

/(O%ﬂjg,l + OZ&Q’U&Q)‘TV =0 V’)/ c Wl(F]> si y sélo si Qp1 = Qyo = 0.
4

Si consideramos e [(0457151@ + 0%232@) o F ! (z,y)]le, tenemos que ¢, € Wi(I';)
y fz 1.0), )o F.loiy =0 Vv € Wi(T'y). Tomando, en particular, v = ¢,
obtenemos ff 5 ,5(170)@) o F ' ¢j = 0. Parametrizamos a { de la siguiente for-
ma, {(t) = (t, 0) con 0<t<L Luego, como F,,(£(t)) es una parametrizaciéon de ¢
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obtenemos

0= /K((S(o,o),T} O(1,0),7) © o=

[ B0, 800.2) o €0laeaBy g, + aeaby ) o (P A2t Aty

donde (F,,(&£(t))); representa la coordenada i- ésima de la transformacién.
Por lo tanto, (10, 7, + a2, Tj> 0&(t) = 0 para todo t, 0 <t < 1, y por lo tanto
deben ser ay; = ay2 = 0 como queriamos ver.

Tenemos que verificar que el operador I1; satisface
b(v —II,v,qy) =0, Vv eEHQ), Van€Qn.

De la misma manera que hicimos en la seccién 3.3 del capitulo anterior podemos
escribir:

b(v —II,v,q,) = Z /(V —1II,v) - Vg, de dy + Z /(V —1II,v) - Vg, de dy
Tcp U T T T
1
2 Z Z /[(V_Hhv)'né]z qn — Z /(V—Hhv)'nDQh
TCQp teérnap teer,, 7t
- Z [/(VD —IL,v) - mpgpn + /(VS —II,v) - nsqs]
teer, 7t ¢
1
-5 Y Y [v-mwnd - Y [v-mw) s
TCQg teErnQs V¢ terg 7t

= I+ 1T+ 11T+ 1IV+V+VI4+VII.

El propdsito ahora es analizar el valor de cada uno de los términos anteriores te-
niendo presente la presencia de triangulos curvos.

I - II) Queremos ver que
/(V—Hhv)-ng,hdxdy:O VT CQs vy /(V—Hhv)~qu7hd£Edy:O VT CQp.
T T

Probaremos la primera igualdad, la segunda se deduce de la misma forma. Como

A

dsn € Pi(T), su gradiente es constante, por lo tanto tenemos que

/(V —I,v) Vs do dy = /(V — I1,v) V&5, DF ' (, y) da dy.
T T
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Supongamos ahora que V7qg;, = [Cy Cy] luego

/(V —IL,v) V¥"Gs, DF ' (z,y) do dy =
T

/( Hh1V)(C1§—§+Cza )+ (v Q—Hh,QV)(CH%ﬂLCQ
T

o ay)d x dy.

Reacomodando y aplicando (4.2.21) obtenemos
Jr Chl(vi — Hh,lv)% + (vo — II,, 2V) ] + Co[(vy — HhJV)g—Z + (vo — IT,, QV) L] dx dy
=C [, (v —TIL,v)DF'(1,:) dzdy + Cs [(v —IL,v)DF~!(2,:) dzdy = 0.

y concluimos que
/(v —1II,,v) Vgs dx dy = 0.
T

IV - VII) Si{ € &rg, v =0 =1II,v y tenemos [,(v—II,v)-ngq, = 0. Por otro lado, si
teér,,v=0=II,vy por lo tanto fz(v —II,v) -npq, = 0.

ITI-VI) Por la continuidad de la componente normal de v y II,v tenemos que
[, [(v = 1I1,v) - ng], g, = 0, para cualquier £ € Eq, U &g,

V) Sil € &r,, como v € Hj(Q) tenemos que [,(vZ —IL,v)- ngqsy = [,(IL,v—vP)-
np qs,- Por lo tanto, para probar que |, (VP —TILv) - npapn + fg(vs —II,v) -
ng qs,, = 0, es suficiente ver que:

/HhV' npod = /VD -npd Voe Wl(F[),

¢ ¢

que vale por la propiedad (4.2.23). Por consiguiente, podemos asegurar que el
término V se anula.

Concluimos entonces que el operador II; satisface la primera condiciéon que debe
cumplir el operador de Fortin, es decir,

b(V — HhV,qh) =0 Vve Hé(Q) Vaqn € Q.

Finalmente, necesitamos probar que existe una constante C' > 0, independiente de
h, tal que

1
ITLvilv = (vl o0 + [TV )2 < Cllvl).

H(div,Qp)
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En principio, analizamos |[II,v|; oy.

|Hhv|iﬂs = |Hh,1v|%,ﬂs + |Hh,2v|iﬂg'

Comenzaremos calculando la seminorma del operador IT, ;v (notar que el andlisis
es similar si en vez de ITj, ;v tenemos IIj, o)

,.via, = > T, 1 v [T 7 + > T, 1V [ -
TCQS:‘STHSFI:@ TCQs':STﬂgFI#@
Analizaremos, en principio, el término [ = > 11,,1v[7 7. De (4.2.22)

Tcﬂsthﬂgrl =0
tenemos que

I1<c <ZchZS:ET05FI:Q) 1 Zyv(z, y)ﬁ,T + ZTCQS;ng&I:@ |br(z, y)ﬁ,T

2

‘ (fT br a" dx dy) (fT(vfiv)DFfl(l,:) dx dy> 7<fT ng—g dx dy> <fT(vffv)DF’1(2,:) dzdy)

AP )

Aplicando (4.2.18) obtenemos

1< C( Srcaerer, o D@y + (4.2.26)
2
‘(fTbT dmdy) <fT(v—fv)DF—1(1,;)dxdy> <fT by 58 dmdy) (fT(v—iv)DF—l(z,:)dzdy>
ZTcﬂs:gTﬁng:Q) |A|2 )

Examinando el segundo término tenemos que

’(fT br 32 do dy) (fT(v —Iv)DFV(1,:) dx dy) - (fT by 8 do dy) (fT(v —Iv)DFV(2,:) dx dy) ’2

2 - 2 2 ~ 2
< CHfTng—Z dxdy’ ‘fT(v—Iv)DFfl(L;)dxdy‘ +‘fTng—§ d:rdy‘ ‘fT(v—Iv)DFfl(z:)dxdy} }

Usando Cauchy-Schwarz, los resultados (4.1.8) y (4.1.10), cambio de variables y que
IT|2 ~ hy es facil ver que

2
’/bT—d:cdy‘ <CRE y ‘/bT%dxdy‘ < CR2.
T Y

Utilizando los mismos resultados que antes y considerando la propiedad de aproxi-

macién dada en la pagina 84 de [17] para [|0; — flv||07TA y |0y — i2V||O,T obtenemos
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~ 2 ~ 2
| [-TvDF Ly dedy| < v, v | [ - TVDF @ dedy| < CRE vy
T T

En las acotaciones anteriores se utilizo que: ||01l10, < Cllvilliwy < CVI1wp

donde la primera desigualdad vale por (4.1.6).
Luego,

- . 2
‘(/ bT@dazdy) (/(V—IV)DF dxdy /bT—dazdy /(v—Iv)DF‘l(Z,:)dxdy)‘ < Chy||v]3.
T Oy T

Recordando que en el caso afin A = ([ brdx dy )?det(DEF, ' (z,y)) y considerando
las acotaciones (3.3.11) y (4.1.15), es facil ver que en este caso O(|A|) = h3..

Hipétesis (H2): La transformacién F' es tal que, VT € T, existe una constante
C > 0 tal que |A]?> > C hi.

De (4.2.26) obtenemos

I<C ( Z |f1v(x, y)ﬁT + Z HVH§>

TCQsZETﬂgFIZW TCQsthQEFIZ(D

Para el primer término, observamos que fijado i (nodo del tridgngulo T), 1 < i < 3,
el gradiente de P, (v1) es cero, aplicando la segunda acotacién de (4.1.6) obtenemos

A

Zivliy = |4V = Pa,, (01)lir < CLiv = Pa,, (1), 4-

g

Aplicando una estimacién inversa (ver, por ejemplo, Lema 3.1 de [22]) y la propiedad
de aproximacién previa concluimos

~ A A~

|i1V - 75@;%. (Ul)h;ﬁ < C HZV - 75%. (Ul)Ho,T
< C(ITv = dulloz + 101 = Py, (01)llo7)

2

< Clollier +Cllor = Po, (01)llg 4

De la propiedad de aproximacién dada en la pagina 85 de [17] obtenemos que

A

151 — P, (v1)llg5 < C hay, 11 )15,

luego

Ziviir < O]l + C he, [01]1,0,, -
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Como hg, < Chy (ver, por ejemplo, Lema 1 de [35])
Ziv|ir < C o)1,

Por la observacién que hicimos anteriormente, |Zyv]1 7 < C'[|V]|1 w;-
Como el ntiimero de tridngulos en un vecindario w,, esta acotado por una constante
uniforme,

I< C( > vl D HVH?) < CvIi

TCQSZSTﬂngZ(D TCQsthﬂngZ(a

Seguimos ahora con el andlisis del término 1/ = > 1}, 1 v|3 7, es decir, el
TGQs:ETﬂng75®
| [

De (4.2.24) tenemos que

Jrbr g2 dedy

Jr(v—Iv)DF~1(1,:) dx dy

2

17 S C <ZTCQSZST08FI7A® ’IIV(xJ y)’%,T + ZTCQs:STﬂgFI#w

2 2 2

_l’_

caso en que 7' tiene solo un lado en la interfase que denotamos por /.
+ Jp(v—Iv)DF~1(2,:) dw dy

—1(1. 0¢
7 0,10, ,20¢,
S (o 1ve,1 4+, 2ve,2)ne DF~1(1,:) d dy Jrbr o dz dy

] [br(

Observamos que las constantes ay 1 y a2 pueden ser obtenidas resolviendo el sistema
no singular (4.2.25) con velr = (99 0y 7 9(1,0),71 %i.7,) © E Nz, y).

Mas precisamente, si denotamos por f3,, ; a las funciones continuas definidas sobre
we tal que B, ;|r = Br,;, 7 = 1,2, mediante un célculo sencillo podemos ver que

A2

+| [p(ae1ve14ap2ve2)ne DF~1(2,:) da dy

< — max (4.2.28)

03253

v

/Z(V —Iv) -1y B
por lo tanto,

_ 0
/ ((agaven + arove2)neDF~1(1,:)? < C/ ((ae,wm + 044,2%2)714,1(% + (10,1 + Qp2ve2)M0 2
T T
3

IN

52
)

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2
C/ ((0%1%1 + Qg 2v72)Mp 1 (6‘71) + (ag1vi1 +agavia)n
T

(4.2.27)

x, Q)ET + ZTCQS:STOE'FI;&@ (e aven + auave2) WJH,T)-

7))
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Utilizando (4.1.10) y la desigualdad (4.2.28), podemos afirmar que

2
0 1) .
C fT <(O‘?,1U?,1 + O‘?,zvl?z)”zl (Fﬁ) + (ae 1”@ 1+ O‘e 2y, 2)”%2 <a§> ) < % maxX;=1,2 |am|2 fT(Ul?,l + Ut?,z)

2
< hQT(feP (fz (v — i’v)|) fT(UZ1 + Ue%,2)-

Usando Cauchy-Schwarz y cambio de variables

2
¢ 7 Cle] - C 2
e (/EKV —IV)|> /T(U[%l + 7o) < 2|0 v IV”(ZM/T(W L+ V7)) < EHv IV”(Q),Z/T(U?J + v 5).

N z PRI . L., .
Como ||V —Zv(z)[y; < C|¢]2|[V|l14, , considerando la definicién de las funciones
burbujas, v y ve2, y realizando un cambio de variables, obtenemos

c. . =z C . A A . _ N R B
hgT||V—IV|§_,g/T(UZ1 ‘H)Zz) < E”VH%QT /T(<5(O,O),T16(1,0),T1B1,T1)Oszl)Q+((6(0,0),T15(1,0),T152,T1)OFw£1)2

C ~ 112 2 <t 2 2
< vl /T<6(o7o>,fla<l7o>,fl> Tpl < CIVIE.,

donde en la tltima desigualdad usamos que [ 5”1 5?12,0),T = %|T| junto con

la acotacién (4.1.10).
Por consiguiente,
‘/(04571U£,1+044720572)n5DF1(1, P <|T] H(&g,lvm+ag,2vg,2)ngDF’l(1, :)H(%’T < Ch?rHvHin.
T

Mas atn, haciendo cambio de variables, utilizando una clasica desigualdad inversa
y la observacién anterior obtenemos

1
|(ap1ve1 + apave2)neair < Ch—H(ae,1ve,1 + ag2vi2)n01 o < Ol V||1ws-
T

Por lo tanto, usando estas estimaciones en la expresién (4.2.27) del operador junto
con el hecho de que |Zyv(z, y)|1, | 7 bTan dedy|> < Chi, | [, bTag dr dy|* <

|fT(v—fv)DF*1(1,:)dxdy’ < CR2Vl1wr 1 [0 V—IV)DF* 2, dwdy‘ <

ChZ||v||1 o, como lo probamos anteriormente, podemos concluir que
T W )

[Thv]as < Ol

Para finalizar, queremos estimar “HhVHH(diV Op)-
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Como |IT,v (|5 ) < |ITI,v||1,0,, con el mismo razonamiento al anterior para

div,op
|Hh,jV’iQS, podemos concluir que

MLV lop < Cllv

Luego, podemos afirmar que el operador II,v estd acotado, es decir, existe una
constante positiva C' tal que | II,v|yv < C||v|;.

En consecuencia, nuestro operador ITj, cumple las condiciones (2.4.18) y (2.4.19) del
Teorema 2.4.2 y por ende se satisface la condicion inf-sup discreta, o sea, existe una

constante positiva 3 tal que sup % > Bllanlle Y an € Q.
0#vLEV),

Dado que la forma bilineal a es coercitiva y continua, b es continua y satisface la con-
dicion inf-sup discreta, en virtud del Corolario 2.4.1 y del Teorema 2.4.1, concerniente
a la teoria abstracta de métodos mixtos exhibida en el capitulo 2, podemos enunciar
los siguientes dos resultados.

Teorema 4.2.1. Eziste una unica solucion (up,pp) € Vi, X Qp, del problema (4.2.16).

Teorema 4.2.2. Sea (u,p) € V x Q la solucion de la formulacion débil (4.0.1) del
problema acoplado. Sea (up,py) € Vi, X Qp, la solucion del problema discreto (4.2.16).
Luego, existe una constante C' tal que:

u—u + ||lp — <C{ inf |lu—v + Inf — .
= willv + p = pllo < O inf u=vally + it o= aillo}

Luego, considerando que las estimaciones de error clasicas del interpolador de Clement
se pueden extender al caso de dominios con triangulos curvos utilizados en este capitulo
(deben aplicarse técnicas similares a las usadas en, por ejemplo, el Lema 2 de [3]) y
valiéndonos ademas de los resultados conocidos de error de interpolacién de espacios
de Sobolev (Teorema 1.4 de [28]) podemos concluir el siguiente resultado.

Corolario 4.2.1. Sea (u,p) la solucidn del problema (4.0.1) tal quew € V yp € Q son
lo suficientemente suaves tal que las normas del lado derecho de (4.2.29) son finitas para
ciertos ri,r9 € (0,1]. Luego, la solucion discreta (uy,py) del problema (4.2.16) satisface
la siguiente estimacion de error

lu—unllv+llp=pulle < CLP [ulfirr 05 +h" [l 00 +A(PlL0s FPlLap) } - (4.2:29)

Terminamos este capitulo mencionando que, las ideas utilizadas aqui para aproxi-
mar numéricamente el problema acoplado, podrian ser aplicadas con éxito (con quizds
eventuales dificultades técnicas) a otras familias de elementos que se conocen estables
para el problema de Stokes, lo que serd tema de trabajos futuros.



70 CAPITULO 4. EL PROBLEMA DE STOKES-DARCY EN DOMINIOS CURVOS



Capitulo 5

Experimentos numeéricos

En este capitulo presentamos distintos ejemplos numéricos referentes a la resolucién
por MINI-elements del problema acoplado modificado (3.2.8) en un dominio bidimen-
sional. En principio realizaremos experimentos numéricos en dominios poligonales y
posteriormente en dominios con secciones curvas. Los experimentos numéricos eviden-
cian el buen desempeno de nuestro método y confirman la estabilidad y exactitud del
método propuesto, el cual es probablemente uno de los mas sencillos para la aproxi-
macién unificada y continua en Qg U 2p del sistema acoplado siendo ademas de facil
implementacion.

Comenzaremos introduciendo algunas definiciones sobre los errores que mediremos,
relativos a la aproximacion de las velocidades y presiones, y las respectivas tasas de
convergencia.

Los errores individuales para la velocidad y presion son:

eo(ps) = |lps — psnlloog eo(pp) = llpp — PO Rll0020
eo(vs) = [[vs — vsnlloas eo(vp) = [[vp — vorlloap
eo(div vg) = [|div(vs — vsn)|lo.0g eo(div vp) = ||div(vp — vpau)lloap

e1(vs) = [vs — Vanli,0s
y las tasas de convergencia estan dadas por:
e; (O
log(eggui)
ri(0) = ——
log(37)

donde h y h' denotan dos tamafnos de malla consecutivos con errores e; and e/.

Por simplicidad, todos los parametros tales como K, a y u se establecen como 1.
Mencionamos que, como es dificil construir ejemplos que satisfagan todo el problema
acoplado de Stokes-Darcy (3.1.1)-(3.1.3) (en particular, las condiciones de interfase ho-
mogéneas (3.1.3)), los experimentos numéricos pueden incluir términos no homogéneos

e {VS’VD7diV VSadiV VDapSapD} e 1= 0,1

71
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para las condiciones de interfase y por lo tanto se debe modificar (sélo) el lado derecho
en (3.2.8).

Comentamos ademas que, en la practica, la conservacion de masa y la condicion
de Neumann tienen que ser impuestas en forma débil. En efecto, cuando ensamblamos
la matriz del sistema debemos agregar ecuaciones que aseguren la continuidad de la
componente normal de la velocidad y la condicién de borde, es decir, fFI (VP -np+vy-

ns)y =0y [, vi npy=0, Vye{Cr): | € PO}

5.1. Experimentos numéricos para el problema de
Stokes-Darcy en dominios poligonales

En esta seccién presentamos dos ejemplos, cada uno de ellos tiene dos sectores: uno
gobernado por la ecuacién de Stokes y el otro gobernado por la ecuacién de Darcy.
En el primer ejemplo la parte fluida se comunica con la porosa sélo a través de una
porcién del borde de la parte porosa, la interfase, mientras que en el otro ejemplo la
parte liquida rodea por completo a la parte porosa.

5.1.1. Ejemplo 1

En el primer ejemplo consideramos las regiones Qg = (0, %) x(0,1)y Qp =(3,1) x

(0,1). La interfase, I'y, es la recta z = % (ver Figura 5.1).

0.9 09

08 0.8 Bt
Iy
0.7 0.7
0.6 0.6 ]

05 Qs Qp 0.5

0.4 0.4 fr

0.3 0.3

0.2 0.2

01 01

Figura 5.1: Dominio poligonal completo (Ejemplo 1)

Seleccionamos los términos del lado derecho fs, g5 =: div ug, fp, gp y las condiciones
de borde de acuerdo a la solucion analitica dada por

o= (o) vt = (200
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pp(z,y) = 1629° — e — 2.

En este primer ejemplo se sastisface que up -np =0en 'p yup -np +ug-ng =
0 en I';. Usando la definiciéon previa de r;, presentamos para el primer ejemplo, en los
Cuadros 5.1 y 5.2, el historial de convergencia para un conjunto de triangulaciones
regulares del dominio.

En las Figuras 5.2 y 5.4 mostramos los valores de las velocidades aproximada y
exacta y en las Figuras 5.3 y 5.5 los de las presiones. Observando dichas figuras deduci-
mos que los espacios de elementos finitos utilizados proporcionan aproximaciones muy
precisas de las incégnitas.

ps(z,y) = 122%eY

h €o(VS) To (VS) €0 (VD) 70 (VD) €0 (ps) 7o (ps) GO(PD) 7o (PD)
0.0625 | 0.00007 | 2.1274 | 0.0112 | 2.3051 | 0.0069 | 1.8767 | 0.0093 | 1.9248
0.0313 | 0.00002 2.0078 | 0.0028 | 2.0194 | 0.0020 | 1.7874 | 0.0024 | 1.9266
0.0156 | 0.000004 | 2.0020 | 0.0008 | 1.7002 | 0.0006 | 1.6937 | 0.0007 | 1.8263

Cuadro 5.1: Tamanos de malla, errores y tasas de convergencia del Ejemplo 1 (dominio

poligonal)

h eo(div vg) | ro(div vg) | eo(div vp) | ro(div vp) | e1(vg) | 1(vs)
0.0625 | 0.0123 1.0084 0.0224 1.4040 0.0188 | 1.0109
0.0313 | 0.0061 1.0023 0.0109 1.0416 0.0094 | 1.0026
0.0156 | 0.0031 1.0009 0.0055 0.9781 0.0047 | 1.0008

Cuadro 5.2: Tamanos de malla, errores y tasas de convergencia del Ejemplo 1 (dominio
poligonal)

5.1.2. Ejemplo 2

El propésito de este segundo ejemplo, que coincide con el Ejemplo 1 en [26], es
confirmar la buena performance de nuestro esquema de elementos finitos mixto en
comparacion con otros elementos estables. Sea Qp = (—3,3) X (—3,3) y Qs = (—1,1) x
(—1,1) \ 2p un medio poroso rodeado completamente por un fluido (ver Figura 5.6).

La particularidad de este ejemplo es que no hay I'p porque el borde de €2 representa
la interfase, I';. Establecemos el término de forzamiento apropiado fs y la fuente gp, tal
que la siguiente solucién al problema acoplado de Stokes-Darcy, con fp = 0, sea exacta

_(—4@* = 1)y~ Dy
us(v,y) = ( 4(3:2 - 1)(3/2 . 1)2x )
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Figura 5.2: vg y vg, del Ejemplo 1 (dominio poligonal)

Figura 5.3: ps y ps,, del Ejemplo 1 (dominio poligonal)

ps(r,y) = —sin(z)e’ pp(z,y) = —sin(z)e’.

En los Cuadros 5.3 y 5.4, presentamos el historial y los radios de convergencia para
un conjunto de triangulaciones regulares del dominio. Las Figuras 5.7 y 5.8 muestran,
respectivamente, las velocidades aproximada y exacta y los valores de las presiones
aproximada y exacta para la regién de Stokes, mientras que las Figuras 5.9 y 5.10
exhiben lo correspondiente para la regién de Darcy. Los Cuadros 5.3 y 5.4, que pueden
ser comparados con la Tabla 2 en [26], muestran que con nuestro método también se
puede alcanzar una tasa de convergencia éptima.

Ademas observamos que, en los dos ejemplos bajo consideracién, la tasa de conver-
gencia prevista por el Corolario 4.2.1 es alcanzada por todas las incognitas.
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Figura 5.4: vp y vp del Ejemplo 1 (dominio poligonal)

0.6 0.6

Figura 5.5: pp y pp,n del Ejemplo 1 (dominio poligonal)

5.2. Experimentos numéricos para el problema de
Stokes-Darcy en dominios curvos

En esta seccion validaremos nuestro método mediante la resolucion de dos problemas
con la particularidad que en esta ocasiéon los dominios con los que trabajamos tienen
parte del borde curvo. En el primer ejemplo tanto I's como I'p son curvos. En el
segundo ejemplo, consideraremos que la parte curva es una porcion de la interfase, I'y,
que comparten ambas regiones.

5.2.1. Ejemplo 1 - Borde Curvo

Consideraremos Qp = {(z,y) € R? : x € (=1,1) e —V1—-22 <y <0}y
Qs ={(r,y) eR?:z € (—1,1) e 0<y<+1—2z%} En este ejemplo, I'; = {(z,y) €
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Figura 5.6: Dominio poligonal completo (Ejemplo 2)

h

eo(Vs)

ro(Vs)

60(VD)

To(VD)

eo(ps)

To(ps)

eo(pp)

o(pp)

0.0884

0.0046

2.0636

0.0491

0.8073

0.1937

1.4637

0.0049

1.2839

0.0442

0.0011

2.0480

0.0267

0.8809

0.0683

1.5030

0.0020

1.3002

0.0221

0.0003

2.0216

0.0140

0.9324

0.0241

1.5046

0.0008

1.3226

Cuadro 5.3: Tamanos de malla, errores y tasas de convergencia del Ejemplo 2 (dominio

poligonal)

R2
Curvos.

Seleccionamos los términos del lado derecho fs, g5 =: div ug, fp, gp y las condiciones

e (—1,1) ey

de borde de acuerdo a la solucién analitica dada por

us(z,y) = up(z,y) =

ps(z,y) = pp(x,y) = cos(m(z* + y?)).

el (1~ (a1 )
2l (L= (2 + 7))

0} (ver Figura 5.11). Observar que tanto I's como I'p son

h eo(div vg) | ro(div vg) | eo(div vp) | ro(div vp) | e1(vs) | m1(Vs)
0.0884 | 0.2905 0.9892 0.0437 1.2140 0.9110 | 0.9935
0.0442 | 0.1449 1.0034 0.0189 1.2056 0.4558 | 0.9990
0.0221 | 0.0723 1.0037 0.0086 1.1382 0.2278 | 1.0001

Cuadro 5.4: Tamanos de malla, errores y tasas de convergencia del Ejemplo 2 (dominio

poligonal)
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Figura 5.8: ps v ps del Ejemplo 2 (dominio poligonal)

En este primer ejemplo se sastisface que up -mp = 0enI'p, ug = 0en I'g y la
conservacién de masa en la interfase, es decir, up - np +ug-ng=0en I';.

En los Cuadros 5.5 y 5.6, presentamos el historial y los radios de convergencia para
un conjunto de triangulaciones regulares del dominio. Las Figuras 5.12 y 5.13 muestran,
respectivamente, las velocidades aproximada y exacta y los valores de las presiones
aproximada y exacta para la region de Stokes, mientras que las Figuras 5.14 y 5.15
exhiben lo correspondiente para la regién de Darcy. Los Cuadros 5.5 y 5.6, muestran
que con nuestro método se puede alcanzar una tasa de convergencia éptima.

5.2.2. Ejemplo 2 - Interfase Curva

Sea Qp = {(z,y) e Rt 2w € (—3,3) e 0 <y < —2>+ 3}y Qg = (—1,1) x
(—=1,1) \ 2p un medio poroso rodeado completamente por un fluido (ver Figura 5.16).
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Figura 5.9: vp y vp, del Ejemplo 2 (dominio poligonal)

0.5 0.5

Figura 5.10: pp y pp.n del Ejemplo 2 (dominio poligonal)

Se observa que no hay I'p porque el borde de €2 representa la interfase, I';. Notar que
uno de los borde que conforman la interfase lo estamos considerando curvo.

Utilizaremos la misma solucion exacta con la que trabajamos en el segundo ejemplo
en el caso poligonal y valiéndonos de la misma, establecemos el término de forzamiento
apropiado fg y la fuente gp.

En los Cuadros 5.7 y 5.8, presentamos el historial y los radios de convergencia para
un conjunto de triangulaciones regulares del dominio. Las Figuras 5.17 y 5.18 muestran,
respectivamente, las velocidades aproximada y exacta y los valores de las presiones
aproximada y exacta para la region de Stokes, mientras que las Figuras 5.19 y 5.20
exhiben lo correspondiente para la regién de Darcy. Los Cuadros 5.7 y 5.8, muestran
que con nuestro método se puede alcanzar una tasa de convergencia 6ptima.

Enfatizamos que los resultados numéricos confirman la buena performance del es-
quema de elementos finitos mixtos con Mini-element para el problema acoplado de
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h eo(vs) | 7o(vs) | eo(vp) | ro(vp) | €o(ps) | ro(ps) | eo(pp) | ro(pp)
0.0714 | 0.0019 | 2.0931 | 0.0303 | 1.0691 | 0.1038 | 1.4369 | 0.0145 | 1.3362
0.0357 | 0.0004 | 2.0473 | 0.0149 | 1.0262 | 0.0364 | 1.5100 | 0.0065 | 1.1469
0.0178 | 0.0001 | 2.0009 | 0.0068 | 1.1247 | 0.0128 | 1.5109 | 0.0032 | 1.0247
Cuadro 5.5: Tamanos de malla, errores y tasas de convergencia del Ejemplo 1 (dominio
curvo)
h eo(div vg) | ro(div vg) | eg(div vp) | ro(div vp) | er(vs) | m1(Vs)
0.0714 | 0.0776 0.9482 0.0415 0.6534 0.4484 | 0.9850
0.0357 | 0.0388 1.0018 0.0248 0.7407 0.2247 | 0.9965
0.0178 | 0.0192 1.0096 0.0146 0.7670 0.1124 | 0.9994
Cuadro 5.6: Tamanos de malla, errores y tasas de convergencia del Ejemplo 1 (dominio
curvo)
h eo(vs) | mo(vs) | eo(vp) | ro(vp) | eo(ps) | To(ps) | eo(pp) | To(pp)
0.0942 | 0.0036 | 2.0461 | 0.0107 | 1.3118 | 0.1715 | 1.4305 | 0.0046 | 1.4986
0.0471 | 0.0009 | 2.0433 | 0.0041 | 1.3837 | 0.0625 | 1.4574 | 0.0016 | 1.5606
0.0235 | 0.0002 | 2.0256 | 0.0015 | 1.4130 | 0.0223 | 1.4834 | 0.0005 | 1.5404
Cuadro 5.7: Tamanos de malla, errores y tasas de convergencia del Ejemplo 2 (dominio
curvo)
h eo(div vg) | ro(div vg) | eo(div vp) | ro(div vp) | e1(vs) | 1(Vs)
0.0942 | 0.2516 0.9810 0.0214 0.7311 0.7388 | 0.9950
0.0471 | 0.1258 1.0003 0.0120 0.8350 0.3695 | 0.9995
0.0235 | 0.0628 1.0027 0.0064 0.9101 0.1847 | 1.0002

Cuadro 5.8: Tamanos de malla, errores y tasas de convergencia del Ejemplo 2 (dominio

curvo)
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Figura 5.11: Dominio curvo completo (Ejemplo 1)

Figura 5.12: vg y vg, del Ejemplo 1 (dominio curvo)

Stokes-Darcy.



curvo)

Figura 5.14: vp y vpy del Ejemplo 1 (dominio curvo)
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Figura 5.16: Dominio curvo completo (Ejemplo 2)
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Figura 5.17: vg y vg, del Ejemplo 2 (dominio curvo)
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Figura 5.18: ps v pss del Ejemplo 2 (dominio curvo)
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Figura 5.19: vp y vpy del Ejemplo 2 (dominio curvo)
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Figura 5.20: pp y pp del Ejemplo 2 (dominio curvo)
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