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Una medida de profundidad local para datos en espacios de Banach

Resumen

Las profundidades juegan un rol importante cuando analizamos conjuntos de datos com-
plejos, como datos funcionales o datos en dimension alta. El principal objetivo de una medida
de profundidad es dar un orden del centro hacia afuera generalizando el concepto de mediana.
Ademéds son utiles para describir distintas caracteristicas de la distribucion subyacente de los
datos. Inclusive son utilizadas como herramientas en distintos problemas de inferencia como
tests de posicion y simetria, clasificacion, deteccion de datos atipicos, etc.

Sin embargo, dado que una de sus principales carateristicas es que el valor de la profun-
didad decrece sobre cada semirrecta con origen en el centro, no pueden capturar informacién
relevante cuando la distribucién estudiada es multimodal o no tiene soporte convexo. Con el
objetivo de captar estas caracteristicas locales, en los ultimos afos, se han introducido distin-
tas definiciones de profundidad local: Agostinelli y Romanazzi (2)), Paindaveine y Van Bever
(44) y Agostinelli (1). La idea es restringir la profundidad global a un entorno de cada punto
del espacio. En este sentido una profundidad local debe comportarse como una profundidad
global condicionada al entorno.

Nuestro objetivo es dar una definicion general de profundidad local para elementos alea-
torios en una espacio de Banach extendiendo la definicién de profundidad global dada por
Cuevas y Fraiman (14), donde proponen la Profundidad Dual Integrada (IDD). Nosotros de-
finiremos la Profundidad Local Dual Integrada (IDLD). Estudiaremos como las propiedades
clésicas, introducidas por Zuo y Serfling (57), deben ser adaptadas en este nuevo contexto.
Probaremos que bajo condiciones de regularidad nuestra propuesta cumple esas propiedades.
Ademas, mostraremos resultados de consistencia fuerte para la version empirica de la IDLD
y para las regiones de profundidad local. La mayor ventaja de nuestra propuesta es su flexi-
bilidad para lidiar con datos en contextos generales y su bajo costo computacional, lo cual la
vuelve apta para el anélisis de datos en alta dimension.

Como una aplicacion natural, propondremos un procedimiento de clusters basado en pro-
fundidades locales y mostraremos su muy buen desempefio con datos simulados y datos reales
para distintas clases de los mismos: multivariados, funcionales, funcionales multidimensio-
nales y mixtos.

Palabras Claves: Medidas de Profundidad, Analisis de Cluster, Datos Funcionales, Pro-
cedimientos basados en Proyecciones.



A local depth measure for data in Banach spaces

Abstract

Data depth measures play an important role when analyzing complex data, such as fun-
ctional or high dimensional data. The main goal of depth measures is to a give center-outer
order of the data, generalizing the concept of median to general settings. Depth measures
are also useful to describe different features of the underlying distribution of the data. Mo-
reover, they are powerful tools to deal with several inference problems such as location and
symmetry tests, classification, outlier detection, etc.

Nonetheless, since one of their major characteristics is that the depth values decrease
along any half-line ray from the center, they are not suitable to capture distribution cha-
racteristics when data are multimodal or have non-convex support. Hence, with the aim of
revealing local features of the underlying distribution in the last few years several definitions
of local depths have been introduced: Agostinelli and Romanazzi (2)), Paindaveine and Van
Bever (44) and Agostinelli (1)). The basic idea is to restrict a global depth measure to a neigh-
borhood of every point of the space. In that way, a local depth measure should behave as a
global depth measure conditional to neighborhoods of the different points.

Our goal is to give a general definition of local depth for random elements in a Banach
space, extending the definition of global depth given by Cuevas and Fraiman (14), where
they introduce the Integrated Dual Depth (IDD). We define the Integrated Dual Local Depth
(IDLD). We study how the classical properties, introduced by Zou and Serfling (57), should
be analyzed within the framework of local depth. We prove, under mild regularity conditions,
that our proposal enjoys those properties. Moreover, uniform strong consistency results are
exhibited for the definition of the empirical local depth of to the population counterpart, and
also for the local depth regions. The main advantages of our proposals are its flexibility in
dealing with general data and also its low computational cost, which enables it to work with
high-dimensional data.

As a natural application, we propose a clustering procedure based on local depths, and
illustrate its promising performance with synthetic and real data, for different kind of data:
multivariate, functional, functional multidimensional and mixed.

Key Words: Data Depth, Cluster Analysis, Functional Data, Projection Procedures.
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Capitulo 1

Medidas de Profundidad Globales y
Locales

1.1. Medidas de Profundidad Globales

1.1.1. Definiciones y Propiedades

El concepto de Profundidad surgié primero para datos multivariados, buscando dar una
idea de centralidad en los datos, de este modo un dato con un valor de profundidad alro
deberia estar en el centro de la nube de puntos y a medida que se aleja del centro el valor
de la profundidad deberia disminuir. En el caso de datos univariados podriamos pensar como
punto mds profundo a la mediana y mediante los cuantiles asignarle profundidad al resto de
los puntos. De este modo el concepto de profundidad estaria estrechamente ligado al orden
natural de los numeros reales. Cuando pasamos a un contexto multivariado, no se cuenta
con un orden total, sino Unicamente con Ordenes parciales y esto hace que surjan diversas
definiciones de profundidad, cuya intrerpretacién ya no serd inmediata.

A grandes rasgos, para una distribucién P en R¢, una funcién de profundidad es una
funcién D(x, P) que provee un orden del centro hacia afuera para puntos x € R basado en P.
Interpretar “orden del centro hacia afuera”sugiere dos cosas

= Una nocion relevante de centro.
= [os puntos cerca del centro deberian tener mayor profundidad que los mas lejanos.

De estas consideraciones se desprende que el “centro”debe constar de los puntos que ma-
ximizen globalmente la funcién de profundidad. Naturalemente surge una pregunta: ;existe
una definicién general de funcién de profundidad definida en R definida con respecto a una
distribucion arbitraria que puede ser continua o discreta? ;Qué propiedades son deseables
para caracterizarlas?
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Dada una distribucién P en R?, nuestra atencién quedard confinada a que las medidas
consideradas sean acotadas y no negativas. A continuacion daremos una definicién formal de
funcién de profundidad (S7), para ello necesitamos introducir la siguiente notacion: llama-
mos P a la clase de distribuciones sobre los conjuntos Borelianos de R? y llamamos P; la
distribucién dada por el vector aleatorio &.

Definicion 1. Sea D(-,-) : R? x P — R una funcién acotada y no negativa que satisface:

P1. D(Ax + b, Pax.;,) = D(x, Px) para todo vector aleatorio X € R, para toda matriz A €
R no singular y para cualquier vector b € RY.

P.2. D(6, P) = sup D(x, P), para cualquier P € P con centro 6.

x€Rd

P.3. Paratoda P € P con punto mds profundo 6, D(x, P) < D(tx+(1-1)0, P), para cualquier
te[0,1].

P4. lim D(x,P) =0, para todo P € P.

[|x||—=+o0

Si ademds quisieramos que se cumplieran hipotesis de continuidad, deberiamos pedir que

P.5. Fijada P € P D(-, P) : RY — R es continua.

P.6. Fijado x € R? D(x,-) : P — R es continua.

Anteriormente hicimos referencia a la palabra centro para resaltar un punto de simetria.
Es posible tomar varias nociones de simetria multivariada. Sin embargo, las mas usadas en la
literatura son las siguientes.

Definicion 2. Sea X € R un vector aleatorio decimos que:

» Es Centralmente simétrico (C-simétrico) respecto de 0 si la distribucion de X — 6 es la
misma que la de 6 — X.

= Es Angularmente simétrico (A-simétrico) respecto de 6 si (X — 0)/||X — 6|| es central-
mente simétrico respecto del origen.

s Es Semiespacialmente simétrico (H-simétrico) respecto de 6 si P(X € H) > % para
todo H semiespacio cerrado tal que 6 € H.

Observacion 1. Es claro que C-simétrico = A-simétrico = H-simétrico.
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1.1.2. Medidas de Profundidad para Datos Multivariados

Las medidas de profundidad para datos multivariados surgieron con el objetivo de ex-
tender la nocidn de los estadisticos de orden. Los mismos son sumamente utiles al emplear
técnicas no paramétricas, sobre todo en casos donde la distribucion de los datos no es gaus-
siana. Ademads, es importante contar con técnicas de “ordenacion’ para los puntos que tengan
en cuenta la geometria de los datos. Lo que no ocurre, por ejemplo si se busca definir la ob-
servacion central mediante la media o la mediana coordenada a coordenanda. Por otra parte,
cuando consideramos datos en la recta real el orden usual de los mismos da un una nocién
de ranking entre las observaciones, al pasar a dimensiones mayores esto no se puede hacer
de manera natural y por lo tanto, es conveniente poder definir un centro (que se puede hacer
de muchas formas distintas) y a partir del mismo orientar las observaciones de adentro hacia
afuera.

Por otra parte, juegan un rol importante a la hora de describir caracteristicas de la distri-
bucién subyacente a las observaciones. Verdaderamente, las profundidades no sélo proveen
un funcional robusto multivariado para el problema de localizacién a través del punto mas
profundo, sino también revelan informacion sobre la dispersion, forma y simetria de la distri-
bucién cuando se contruyen las regiones de profundidad como describe Serfling (2004) (48)).
Otras posibilidades que ofrecen se pueden encontrar en los llamados métodos basados en
profundidades que permiten abordar distintos problemas de inferencia. Por ejemplo, tests de
posicion y diferencias de escala basados en los DD-plots, que fueron introducidos en primera
instancia como una herramienta gréfica para exploracion de datos (Liu et al. (1999) (37), Liy
Liu (2004) (36)); diagndstico de no normalidad (Liu et al. (1999) (37)) y deteccion de outliers
(Chen et al. (2009) (8))). Recientemente, las profundidades se han utilizado extensivamente en
el contexto de clasificacion como se ve reflejado, entre muchos otros autores, en los articulos
de Ghosh y Chaudhuri (2005) (23), Li et al. (2012) (34), Cuevas y Fraiman (2009) (14), Dutta
y Ghosh (2012) (15)), Paindaveine and Van Bever (2012) (44), Cuesta-Albertos et al. (2017)
(1L10).

En esta seccion estudiaremos algunos ejemplos de funciones de profundidad para datos
multivariados y trataremos de dar una clasificacion de las medidas de profundidad con res-
pecto a las propiedad (P.1.-P.4.). En primer lugar definiremos las dos medidas de profundidad
para datos multivariados maés cldsicas en la literatura.

Profundidad del Semiespacio

La semilla de esta tedria fue plantada por Tukey (53) con la Profundidad del Semiespacio
(Halfspace Depth, HD).
La profundidad del semiespacio de un punto x € R¢ con respecto a una medida de probabi-
lidad P en R? est4 definida por la minima probabilidad de que un semiespacio cerrado que
contenga a x, esto es,

HD(x, P) = inf{P(H) : H semiespacio cerrado, x € H}, x € R?,
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La versién muestral es la siguiente, sea x € R? la profundidad de x respecto de una
muestra X;, X, . .., X, también R es la menor fraccién de puntos de la muestra que hay en
un semiespacio cerrado que contenga a x, es decir,

min,epa ${i : (Xis 1) 2 (x, u))

HDn(x) = ’
n

donde (-, -) denota el producto interno.

Si consideramos P una medidad de probabilidad en R y X una variable aletoria con fun-
cion de distribuciéon acumulada F', entonces

HD(P, x) = min{P(X < x), (1 — P(X < x))} = min{F(x), (1 — F(x"))}.

El principal inconveniente que presenta esta medida de profundidad es que es compu-
tacionalmente muy costosa en dimensiones moderadas y altas.

Teorema 1. La profundidad del semiespacio cumple las propiedades P.1.-P4.

Demostracion. Es claro que H(x, P) es acotada, no negativa. Sea H, un subespacio que con-
tiene a x.

P.1. Sea, X € R vector aleatorio, A € R% una matriz no singular y b € R?. Sea,

H:xeH=Ax+beAH+b

Paxw(AH + b) = P(H).
Entonces HD(Ax + b, Pax.p) = HD(x, P).
P.2. Supongamos que P es H-simétrica respecto de un tinico punto § € R¢. Tenemos que,
P(Hy) > % para todo H, tal que 8 € Hy. Entonces, HD(6, P) > %

Supongamos que existe x, € RY con HD(xy, P) > % entonces P(H) > % para todo
semiespacio tal que x, € H.

Por lo tanto, P es H-simétrica respecto de xj. Esto es una contradiccion.

Luego,
HD(0, P) = sup HD(x, P).

xeR4

P.3. Sea 0 < a < 1, debemos comparar HD(x, P) y HD((1 — a)0 + ax, P).

Por el Teorema de Separacion del hiperplano sabemos que ,
3Hx Iq Hx - H(l—a)é)+ax-

Entonces,
HD(x,P) < HD((1 — @) + ax, P).
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P.4. Sabemos que P(||X]| > [|xI) T 0. Ademas, H, C {[IX]| = [|x[l}.
X[|—+00

Luego, HD(x, P) —— 0.

||x]|—=+oc0

Profundidad Simplicial

Otra nocién importante fue planteada por Regina Liu en 1990 (35)). La Profundidad Sim-
plicial (SD) de un punto x € R con respecto a una medida de probabilidad P in R? es la
probabilidad de que x pertenezca a un simplex aleatorio en R, i.e,

SD(x,P) = P(x € S[Xy,...,Xz1]), x € R

donde X1, ..., X1 es una muestra de vectores aleatorios con distribucién Py S [Xi, ..., X441]
es el simplex d-dimensional con vértices X, ..., Xy41.
A continuacién daremos la definicién muestral de la profundidad simplicial. Sea Xj, ..., X,

una muestra aleatoria en R?, la profundidad simplicial de un punto x € R? es

-1
umm:@ZJ > IxeSIX....X,.
1<i1<ip<...<igi1<n
donde 7 es la funcion indicadora.

En el caso univariado, la funcion de profundidad simplicial es S D(x, P) = F(x)(1-F(x7)),
donde F es la funcién de distribuciéon acumulada. Zuo y Serfling en un articulo del afio 2000
(57) prueban que cumple las propiedades P.1.-P.4. para distribuciones continuas A-simétricas.

Sin embargo, estas propiedades no se cumplen en el caso general. Veamos el siguiente
contraejemplo, consideramos una distribucion discreta unidimensional donde la probabilidad
puntual estd dada por,

PX=0)=PX =+1)=P(X = +2) = —.

Es claro que X es C-simétrico respecto de 0.

1 1 6

8
SD(1,P) = F(1)(1 = F(0)) = =

Esto contradice P.3.

1.1.3. Estructura general para funciones de profundidad

En el mismo articulo mencionado anteriormente Zou y Serfling (57), proponen cuatro
estructuras generales para la construccion de profundidades.



14 CAPITULO 1. MEDIDAS DE PROFUNDIDAD GLOBALES Y LOCALES

Funciones de profundidad tipo A

Sea h(x, x1, ..., x,) una funcién acotada y no negativa que mide en algin sentido la cer-
cania de x a los puntos xi, ..., x,. Una funcion de profundidad tipo A nos queda definida por
la cercania esperada de x a una muestra aleatoria de tamafo r

D(x, P) = Eh(x, X1, ..., X}),

donde Xj, ..., X, es una muestra de vectores aleatorios con distribucion P.

Ejemplo 1. Tomando r = d + 1y h(x, xy,...,X4:1) = Z{x € S[x1,...,Xq41]} obtenemos la
profundidad simplicial.

Ejemplo 2. Dados xi,...,x; € RY determinan un iinico hiperplano que los contiene, al
cual le corresponden dos semiespacios cerrados que lo contienen como frontera. Notamos

.....

.....

. . _ _ P
Es claro que es una profundidad tipo A tomando r = d y h(x, xy, ..., xq) = I{x € H;,

Funciones de profundidad tipo B

Sea h(x, xi,...,x,) una funcidén no acotada y no negativa que mide en algtn sentido la
lejania de x a los puntos xi, ..., x,. Una funcion de profundidad tipo B nos queda definida por

D(x,P)=(1+ Eh(x,X,,.... X)),

para X, ..., X, una muestra de vectores aleatorios de distribucion P.

Ejemplo 3. Tomando h(x, xy,...,x,) = A*(S[x,x1,...,x4]) donde A(S[x,x1,...,x4] es el
volumen del simplex d-dimensional S |x, xy,...,x;] y @ > 0. h es una medida de dispersion
de la nube de puntos {x, x, ..., x4} y de acuerdo a lo anterior

(1+ E[A“S[x X1, ..., DD,

define una funcion de profundidad tipo B. Sin embargo, no cumple con la propiedad de la in-
varianza afin porque para una matriz A no-singunlar y un vector b, sabemos que la ecuacion

A" (S [Ax+b,Ax; + b, ..., Axy + b]) = |det(A)|A“(S [x, x1, . .., x4]),
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no necesariamente se verifica. Se cumple inicamente si det(A) = 1.
Este problema puede ser rectificado y definimos la Profundidad Simplicial de Volumen

(A (S[x.X,,... ,xd]))“])‘l
Vdet(T) ’

donde X es la matriz de covarianzas de P. Esta version cumple (P.1.)

SVD":(1+E

Funciones de profundidad tipo C

Sea O(x, P) una medidad de outlyingness para el punto x € R? con respecto al centro o al
punto més profundo de la distribucoén P. Nos queda definida una funcion de profundidad tipo
C por

D(x,P) = (1 + O(x,P))"".

Ejemplo 4. Sea x € RY. Definimos la Profundidad de Proyeccion PD(x,P), mediante la
siguiente funcion de outlyingness

O(x,P)= sup

ueRd |lul|=1

(u’x - Med(u’X))
MADwX) |

donde X tiene distribucion P, Med es la mediana univariada, MAD(Y) = Med(]Y — Med(Y)|)
v -l es la norma Euclidea.

Funciones de profundidad tipo D

Sea C una clase de conjuntos cerrados de R? y P una medida de probabilidad en R?.
Definimos la correspondiente funcion de profundidad tipo D como

D(x; P,C) = irclf{P(C) :xeCe(Cl.
Hay una clase distinguida que releva nuestra atencion y cumple dos propiedades
" SiCeC = C €C.
= ParaCeCyxe C?dC, talque x € dCy, C; C C°.
Observar que la clase de semiespacios cerrados en R? satisface ambas propiedades y por lo

visto antes, la profundidad del semiespacio es un tipico ejemplo de este tipo de medidas de
profundidad.
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1.1.4. Medidas de Profundidad para Datos Funcionales

La extension de las funciones de profundidad al contexto de espacios infinito dimensio-
nales no es inmediata. El foco del problema se encuentra en que el andlogo natural de algunas
funciones de profundidad definidas en R pueden ser nulas en un conjunto de probabilidad
uno. Esto se sefiala en (Dutta et al. 2011) (16) para la profundidad del semiespacio (53) con
respecto a ciertas medidas de probabilidad en el espacio de Hilbert ¢, y también para la pro-
fundidad de bandas (38)) en (Chakraborty y Chaudhuri 2014) (7). Un trabajo mas detallado
sobre este problema se puede encontrar en (Kuelbs y Zinn 2013) (33)).

Cabe sefalar que, en el ultimo tiempo, algunos autores han propuesto algunas modifica-
ciones a las propiedades que debe cumplir una funcién de profundidad en el contexto fun-
cional: (Nieto-Reyes y Battey 2017) (41) (42) y (Gijbels y Nagy 2017) (24). En este trabajo,
nosotros no tendremos en cuenta estas nuevas propiedades, nos mantendremos en el camino
clasico trazado por Zuo y Serfling (57).

A continuacion detallaremos algunos ejemplos de funciones de profunidades definidas
para espacios de dimension infinita; cada una de ellas es posible que cuenten con su propia
patologia, pero no nos detendremos a analizarlas particularmente. Sin embargo cabe destacar
que la profundidad dual integrada (14) parece ser la mas inmune a estas dificultades.

Profundidad de Fraiman y Muniz

Es la primer medida de profundidad propuesta para datos funcionales y fue introducida
por Fraiman y Muniz en 2001 (18)). Sea D, una medida de profundidad univariada asociada a
una distribucién univariadad F; y sea x(#) una funcién continua en el intervalo [0, 1]. Llama-
mos Z(t) = D,(x(t)), que en particular para el caso la profundidad simplicial es
Z(t) = F(x(1)[1 = F(x(t7))]. Luego, la correspondiente medida de profundidad es

I(x) = fZ(f)dt= th(X(t))[l — Fi(x(r"))dr.

A continuacién damos la correspondiente definicion muestral. Para cada ¢ € [0, 1], sea F,, la
distribucién empirica de la muestra x(¢), ..., x,(¢) y sea Z;(¢) la profundidad univariada del
dato x;(¢) en esta muestra, dada por D;(¢) = 1 — % - Fn,,(xi(t))| .Paracadal <i<n,sea

1
i = f D1\t
0

luego construirmos un ranking para las observaciones x;(¢) de acuerdo a los valores de I;.
La adaptacion al caso multivariado es directa, reemplazando la integral por la suma finita
apropiada.

En este caso los autores no prueban ninguna de las propiedades citadas por Zuo y Serfling
(57) y consiguen la consistencia fuerte para funciones Lipschitz en el intervalo [0, 1].
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Profundidad de Tukey Aleatorizada

Mencionamos en la seccién anterior la Profundidad del Semiespacio, HD(x, P), que tam-
bién es conocida como Profunidad de Tukey. Un grave problema que presenta esta profun-
didad es que requiere calcular todas las posibles proyecciones univariadas. Cuesta-Albertos
y Nieto-Reyes (2008) (12) definen la Profundidad de Tukey Aleatorizada, con el objetivo
de superar este problema. A su vez esta definicion toma gran importancia, ya que se puede
extender a espacios de Hilbert separables.

Una definicion equivalente de HD(x, P) es la siguiente: dado v € R”, sea II,, la proyeccion
de R? en el subespacio unidimensional generado por v. Entonces, P o IT;! es la distribucién
marginal de P en ese subespacio y

HD(x, P) = inf{D,(I1,(x), Po IT;)) : v eR?},

donde D(x, P) = min{F(x), 1 — F(x7)}.
En primer término definen la Profundidad de Tukey Aleatorizada para datos multivaria-
dos.

Definicion 3. Sea P € P. Sea v € P absolutamente continua y sean vy, ..., vectores
aleatorios i.i.d. con distribucion v. La Profundidad de Tukey Aleatorizada de x € RP con
respecto a P basada en k vectores aleatorios elegidos con v es

Dry(x, P) = min {Dy(IL,(x), Po IL!) : 1 <i <k}, x € R,

Segun prueban los autores (12), para datos multivariados esta profundidad cumple P.1.-
P.3. y P4. con convergencia en probabilidad. Una posibilidad interesante que presenta la
Profundidad de Tukey Aleatorizada es que puede extenderse a espacios de Hilbert separables.
Sin embargo, la extension pierde la propiedad P.4. Veamoslo en el siguiente ejemplo.

Consideramos H = L,[0, 1] con el producto internlo usual. Sea {6,} € R* con lim,, 6, = O.

Sea {x,} € H, x,(t) = (;—nI[o,(;n](t). Tenemos, ||x,|| = 6,2 = lim,||x,|| = +co0. Tomemos v igual
a la distribucién del movimiento Browniano y sea P = v. Si X es un elemento aleatorio con
distribucién v, entonces < x,, X > converge a cero en probabilidad, pues

o & o (21 26,
f X(06; dt| < f EIX(1)5," dt = f = o, dt<
0 0 0 I I1

donde la ultima igualdad es valida porque la distribucion de X(7) es N(O, 7).
Luego, si vy, ..., v, € H son elegidos aleatoriamente con distribucion v tenemos

1
El<x,X>|=E 5

lim,D, (< Vi, Xy >, P o H;j) =D, (o, Po H;j) = max,D, (x, Poll') =

2

| =

porque P o I, ! porque la distribucién es una normal centrada.
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Profundidad h-Modal

La h-mode puede considerarse como el primer precedente de la idea de “profundidad
local” (Cuevas et al. 2007) (13)), tema que desarrollaremos a lo largo de esta tesis. La idea es
bastante simple e intuitiva: supongamos que los datos viven en un espacio normado y sea K
una funcién nucleo en R, como por ejemplo los que se utilizan para definir estimadores de
la densidad. Sea & una constante positiva, se define la profundidad 4-modal de un dato x con
respecto a la distribucién de un elemento aleatorio X como,

1
Dy(x) = E[Ky(llx — X]|])], donde K,(¢) = EK(t/h) es el nicleo reescalado. (1.1)

Esta nocién de profundidad tiene un significado “local” y recuerda, en cierto modo, a la
idea de definir la profundidad, en R?, en términos de la funcién de densidad. Dado que en
espacios infinito dimensionales no hay un concepto natural de densidad, la funcién D, puede
servir como un sucedaneo. La versiéon muestral se construye utilizando el método plug-in; es
decir, dada una muestra aleatoria X, . . ., X, se puede estimar la version poblacional mediante,

N 1 v
Dix) =~ > Ki(lx = XiD. (1.2)
i=1

La profundidad h-modal ha llamado la atencién en los ultimos afios, si bien los autores
en el paper original no prueban ninguna resultado, se puede encontrar la consistencia del
estimador (Nagy 2015) (40) y un estudio exhaustivo de las propiedades P.1-P.6 para la
version poblacional |l.1{en (Gijbels y Nagy 2017) (24).

Profundidad de Bandas

La propuesta de Lopez-Pintado y Romo (38) se basa en explotar las propiedades del
grifico de una funcién. Antes de pasar a la definicién, recordemos algunos conceptos. Sea
X1, ..., X, un subconjunto en el espacio C(/) de funciones reales continuas sobre el intervalo
compacto /. El grafico de una funcion x es un subconjunto del plano

Gx) ={(t,x(®): tel).

Una banda en R? est4 determinada por las curvas x;,, ..., x; mediante
V(i) = {(r, V) : tel, minx (1) <y < mix x,,(t)}. (1.3)
1<r<k 1<r<k
Para una funcién cualquier x € {xy, ..., x,} la cantidad
-1
. n .
S;,:(j) > I{6W V... x)), 22, (1.4)

1Si1<i2...<ian

expresa la cantidad de bandas V(x;, ..., x;,) determindas por j curvas diferentes x;, ..., x;,
conteniendo el gréfico de x.
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Definicion 4. Para funciones xi, ..., x,, la Profundidad de Bandas muestral de cualquiera
de estas curvas x es

J
DB, ,(x)= > 8]0, J 2 2. (1.5)
=2
Si X1, ...,X, son copias independientes del proceso estocdstico X que genera las observa-
ciones Xxi,. .., X,, la version poblacional de la Profundidad de Bandas se define

J
DB(x) = ) §/(x) con S'(x) = P(G(x) € V(X;,,..., X,)).

=2
La profundidad de bandas DB; es una profundidad de tipo A, es decir si escribimos,
h(x, x1, X2, . . . X7) = ho(x, X1, X2) + ha(X, X1, X2, X3) + -+ + hy(x, X1, X2, .., X7)

con hj(xy, xz,...,x;) = I{x € V(x1, x2, ..., x;)}. Los autores prueban consistencia fuerte y las
propiedades P.2.-P.3. en el caso finito dimensional cuando la distribucién P es absolutamente
continua y P.4. para cualquier distribucion. Para el caso funcional sélo prueban P.4 cuando
el proceso estécastico X vive en el espacio C(/) y un resultado de consistencia fuerte cuando
las funciones se encuentran en un conjunto equicontinuo de C(/). En lugar de considerar
la funcién indicadora en la Definicion (4, una definicion mds flexible se puede introducir
tomando la medida del conjunto donde la funcién estd dentro de la banda correspondiente.
Para cualquier funcién x en el conjunto {xi, ..., x,}, sea

Aj(x) = A{x,-l ,,,,, v (X)) = {t € l: min x,(f) < x(t) £ max x,(t)} , J<2,
i i<r<i;

i1<r<i; 1<r<i;

el conjunto de puntos en el intervalo 7 donde la funcién x estd en la banda determinada por las

observaciones xi,. .., X,. Si A es la medida de Lebesgue en I, 1,(A;(x)) = A(ﬁ(’g ) representa
la proporcién del tiempo que x estd en la banda. Luego,
-1
GS{! = (n) Z /lr(A(-X;-xila~'-7xij))7 J22’ (1'6)

I<i|<iy..<ij<n

es una version generalizada de S i(x). Si x siempre estd dentro de la banda, el valor de
A:(Aj(x)) es 1 y por lo tanto la Ecuacion extiende la definicién anterior dada por la
Ecuacion (1.4)), dando lugar a la definicion de Profundidad de Bandas Modificada.

Definicion 5. Sea xi,..., x,, se define la Profundidad de Bandas Modificada muestral de
cualquiera de estas curvas x como

J
MBD,,(x) = ) GSi(x), J<2.

=2



20 CAPITULO 1. MEDIDAS DE PROFUNDIDAD GLOBALES Y LOCALES

Si Xy, ..., X, son copias independientes del proceso X que provee las observaciones xi, ..., X,
la version poblacional de la Profundidad de Bandas Modificada como

J
MBD,(x) = Z GSi(x) J>2,

=
donde GS/(x) = E[A,(Ax; X;,,.... X;)], j=2.

La principal diferencia entre la Profundidad de Bandas y su generalizacion es que la
primera tiene mayor dependencia en la forma de las curvas y es mds restrictiva, generando
muchos empates en la version muestral. La segunda se ve mds influenciada por la magnitud
de las curvas en vez de la forma. Otra diferencia relevante entre ambas profundidades es el
comportamiento que cada una tiene respecto a las curvas que dejan el centro de la muestra por
un periodo muy corto de tiempo, es decir que se mantienen casi todo el tiempo en el centro,
pero toman valores extremos en pequeios subintervalos de /. La Profundidad de Bandas es
sensible a este tipo de contaminacién y les asigna valores chicos, mientras que la Profundidad
de Bandas Modificada les permite mantener valores relativamente altos.

1.1.5. Profundidad Dual Integrada (IDD)

Cuevas y Fraiman en 2009 (14), presentan una definicion de medidas de profundidad
para datos en un espacio general de Banach separable, basada en proyecciones continuas
unidimensionales.

Sea Q un espacio de probabilidad y E un espacio de Banach separable con dual E’ se-
parable. Sea X : Q — E un elemento aleatorio en E con distribucién P. Dada una medida
de probabilidad P' en Ry u € R sea D(P',u) el valor que indica la profundidad de u con
respecto a P!, por ejemplo tomando la Profundidad Simplicial tenemos que,

SD(u, P") = F'(u)(1 — F'(u), (1.7)

donde F! es la funcién de distribucién acumulada de P'. Esta es la profundidad unidimen-
sional que consideraremos de aqui en adelante. También se puede usar la Profundidad de
Tukey

HD7(u, P") = min(F'(u), 1 - F'(u")).

Definicion 6. Definimos la Profundidad Dual Integrada (IDD) como
D(x,P) = fD(Pf,f(X))dQ(f), (1.8)

donde f € E', x € Ey Py = Ppx) es la distribucion de una variable aleatoria f(X)y Q es
una medida de probabilidad en E’ independiente de P.
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Observacion 2. Si E es un espacio infinito dimensional Q se puede elegir como una medi-
da Gaussiana no degenerada. En caso de que la dimension sea finita tomamos Q como la
Medida de Haar, que es la distribucion uniforme en la bola unitaria.

Observacion 3. En el caso que E es un espacio de Hilbert H, tenemos una isometria biyectiva
Y : H — H' dada por Y(h) =< h,- >. Si ¢ € H' y X un elemento aleatorio de H, entonces
@(X) =< h,X > para un vinico h € Hy Pyx, = P, es la distribucion de < h,X >, que es la
proyeccion del elemento aleatorio X en la direccion h. Luego, la Ecuacion queda

D(x, P) = fD(< h, x >, P,)dQ(h), (1.9)
donde Q es una medida de probabilidad en H.
Definicion 7. La mediana asociada con la Ecuacion serd el punto mds profundo
Xo = argmaxgD(P, x).

Definicion 8. Sean X,,..., X, elementos aleatorios i.i.d en E con distribucion P, sea P, la
districion empirica 'y sea P, ¢ la distribucion empirica de f(X,), ..., f(Xy). Definimos la IDD
Empirica como

D(x, Py) = f D(f(x), Py p)dQ(f), (1.10)

y la mediana muestral como

Xon = argmax e D(x, Pp).

En la prictica para aproximar la Ecuacién (1.10) consideramos fi,. .., fy € E’ con distri-
bucion Q independiente de X, ..., X, y calculamos
1 &
D(x o) = = ) DU, Puy). (1.11)
=1

Con esto podemos estimar la Ecuacién (1.11]) mirando el punto mds profundo, Xy, definido
por
méxlSan{D(Xja Pn)}

Observacion 4. Respecto a las propiedades P.1.-P4. nos encontramos con que esta profun-
didad en cualquier espacio de Banach separable cumple con P.2-P.4 en el caso que la distri-
bucion P sea continua. Sin embargo, la invarianza afin (P.1.) no se cumple, lo que se tiene es
invarianza bajo transformaciones ortogonales cuando el espacio sobre el que estd definida
tiene dimension finita. Por otro lado, cumple con las dos propiedades de continuidad, P.5. y
P.6., cuando la distribucion es continua.
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Cabe destacar que con respecto a otras medidas de profundidad tiene una ventaja compu-
tacional que la hace viable cuando la dimension de los datos es alta ya que se basa en pro-
yecciones al azar. Alcanza con generar unos pocos (con respecto a la dimension del espacio)
funcionales en el dual para tener una buena aproximacion de la profundidad.

1.2. Aplicaciones

Si bien varias aplicaciones se han desarrollado hasta ahora en el campo de las medidas
de profundidad como hemos mencionado anteriormente al comienzo del capitulo, en esta
seccion haremos una descripcion mas detallada sobre las posibilidades que ellas ofrecen en
el contexto de clasificacion supervisada desde un prunto de vista no paramétrico.

A partir de la bibliografia que hemos podido reunir encontramos que el trabajo donde las
profundidades se utilizan en este contexto pertence a Regina Liu (1990) (35)) donde se propu-
so el clasificador de méxima profundidad. La idea es la siguiente, dadas dos probabilidades
P, O y D una funcién de profundidad se clasifica a un punto x como proveniente de P si
D(x, P) > D(x, Q). El procedimiento se encuentra desarrollado en su totalidad en Ghosh y
Chaudhuri (2005) (23).

En el sentido mas puro lo que se intenta es tener una herramienta para comparar dos
distribuciones o muestras multivariadas. Una herramienta que toma protagonismo cuando el
enfoque se basa en profundidades es el DD-plot que fue introducido por Liu et al (1999)

(37). Consideramos dos conjuntos de datos {xi,...,x,} € {yi,..., ¥} generados por las dis-
tribuciones Py Q en R” respectivamente. Un DD-plot es un grafico de dispersion entre las
profundidades de las observaciones {x, ..., X,, y1,..., YV} respecto de la profundidad P ver-

sus las profundidades del mismo conjunto de observaciones respecto de la profundidad Q,
donde las profundidades provenientes de cada muestra deben ser distinguidas, por ejemplo
utilizando distinto color. Es decir que sin importar la dimensién del espacio al cual pertenez-
can las observaciones, el DD-plot siempre es un grafico bidimensional.

Se muestra en Liu et al. (1999) (37) que algunas diferencias en las distribuciones como
medias, escala, kurtosis, etc, estdn asociadas con patrones caracteristicos en el DD-plot. Es
decir, que es un herramienta grafica simple para comparar dos muestras de cualquier dimen-
sién. Sin embargo, una aplicacién del DD-plot que genera mayor atencion estd relacionada
con el problema de clasificacion. Si observamos la Figura [I.1] en el panel (a) tenemos un
conjunto de datos formado por 400 puntos generado a partir de dos distribuciones distintas
P ~ Ny(ui, 1) y Q ~ Ny(uz, 1) donde I, es la matriz identidad de 2 X 2. En el panel (b)
de la misma figura, se puede apreciar como funciona el clasificador de méxima profundidad,
los puntos seran clasificados como provenientes de P o Q dependiendo si se encuentran por
arriba o debajo de la recta punteada. Como se ve en ese mismo grafico casi todos los puntos
quedan bien clasificados mostrando que el procedimiento es Optimo para este caso.

Al observar la Figura tenemos un conjunto de datos de 400 puntos, pero esta vez, la
diferencia en las distribuciones no se encuentra en la media, si no en la dispersion. Con este
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objetivo se generaron 200 puntos cada uno de ellos provenientes de dos normales multiva-
riadas con media u = 0 y matrices de covarianza £; = I, y £, = 41, respectivamente. Al
observar el panel (b) de la Figura|l.2} apreciamos que el DD-plot es capaz de captar la dife-
rencia en las distribuciones, pero el clasificador de méxima profundidad asigna a casi todos
los puntos a la distribucién con menor varianza. Una conclusion interesante podemos extraer
de este ultimo ejemplo, como se menciona en Li et al. (2012) (34), aunque el clasificador de
maxima profundidad falle el DD-plot puede contener informacion que nos permita obtener
un buen clasificador. Por ejemplo, para el segundo ejemplo podria utilizarse un clasificador
basado en vecinos mas cercanos aplicado al DD-plot.

1
000 005 040 015 020 025

(a) Distinta media igual covarianza (b) DD-plot

Figura 1.1: En rojo: los datos provienen de un distribuciéon normal bivariada con media u; =
(0,0) y Z = I,. En azul: los datos provienen de una distribucion normal bivariada con media
mu, = (2,2)y £ = I,. Siendo I, la matriz identidad de 2 X 2.
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(a) Igual media distinta covarianza (b) DD-plot

Figura 1.2: En rojo: los datos provienen de un distribucién normal bivariada con media y =
(0,0) y £; = L. En azul: los datos provienen de una distribucién normal bivariada con media
mu = (O, 0) y 22 = 412

Valiéndose de estas ideas Cuesta-Albertos et al (2017) (11) proponen un nuevo clasifica-
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dor llamado DD%-classifier. El mismo, trata de resolver dos inconvenientes del clasificador
de maxima profundidad de manera unificada. El primero es extraer un buen clasificador del
DD-plot y el segundo es extender esta misma nocién al caso en que tenemos mds de dos
poblaciones. El método puede aplicarse tanto en el caso de datos funcionales como multiva-
riados, la limitacién queda impuesta por las funciones de profundidad que se vayan a consi-
derar. Describamos brevemente el clasificador: supongamos que se tienen K distribuciones
de probabilidad en un espacio E que puede ser finito o infinito dimensional y consideremos
D, ..., D, funciones de profundidad definidas en el espacio E. El DDY-classifier construye
la siguiente funcioén

M°:E — R°
— -
X — d:(Dl(x)7'9Dg(x))’

donde G = Kg, B i(x) = (Dj(x, P1),...,Dj(x, Pg)) denota al vector K-dimensional que co-
rresponde a la j-ésima funcion de profundidad considerada 1 < j < gy Py,..., Pg son las
distribuciones de cada poblacion.

La funcién M° traduce la informacién de E en un vector de dimensién G, una carac-
teristica que es de especial interés en el contexto de datos funcionales o de alta dimension.
El dltimo paso en el DD es seleccionar una regla de clasificacién apropiada para la imagen
de M€ lo cual es un problema puro de clasificacién multivarado en los cuales se conocen una
gran variedad de técnicas para llevar a cabo este trabajo.

1.3. Profundidades Locales

Las medidas de profundidad son una herramienta muy util cuando analizamos un conjun-
to de datos complejo, como es el caso, cuando las observaciones caen en un espacio funcional
o de alta dimensién. Como vimos anteriormente el objetivo principal de las profundidades es
dar un orden del centro hacia afuera generalizando el concepto de mediana en un contexto
general.

Una de las principales caracteristicas es que el valor de la profundidad decrece sobre
cualquier semirecta que tenga como punto de inicio el centro de la distribucién. Lo que lleva
a que las funciones de profundidad no puedan detectar multimodalidad (ver Figura 0
no se comporten de manera deseada cuando el soporte de la distribucién no es convexo.
Sin embargo, la existencia de mdltiples centros, su localizacién e importancia relativa son
de interés tanto desde la perspectiva tedrica como aplicada. Es el caso de las distribuciones
mixtas (por ejemplo, datos reales y datos funcionales) y en analisis de clusters, entre otros.
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Figura 1.3: Funciones de profundidad del semiespacio (HD) y simplicial (SD) univariadas
para una mixtura normal con modas en —2 y 2. En este grafico se puede apreciar que el punto
mas profundo esta en el 0 y ninguna de las profundidades tiene la capacidad de detectar la
multimodalidad.

Con el espiritu de captar estas caracteristicas en los dltimos afios se han introducido de-
finiciones de profundidades locales. Por el momento, en la literatura hay muy pocos trabajos
sobre este nuevo concepto: Agostinelli y Romanazzi (2), Pandeveine y Van Bever (45) y
Agostinelli (1). Aunque todavia es un campo poco explorado y no se cuenta con un defini-
cion formal de profundidad local a diferencia de la profundidad global donde Zou y Serfling
(57) dan una definicién formal de las mismas y realizan un profundo andlisis sobre las propie-
dades que las mismas deben satisfacer. El punto en comiin entre estos autores se encuentra en
que las profundidades locales deben ser una familia de funciones indexadas por un parame-
tro de localidad. Valores pequefios del mismo describen centralidad del punto relativo a un
pequeio entorno alrededor de si mismo. Mientras que al aumentar el valor de este pardmetro
la descripcion de la centralidad se parece cada vez mds a la que se obtendria al utilizar una
funcién de profundidad global.

Un enfoque alternativo para sortear los mismos problemas es el que proponen Kotik y
Hlubinka (32) al considerar una version pesada de la profundidad del semiespacio, en la cual
la funcién indicadora del semiespacio cerrado se reemplaza por una funcién de peso mas
general. Cheng et al. (8)), introducen la profundidad espacial basada en nucleos positivos,
utilizando el hecho de que los mismos brindan una medida de similaridad entre dos puntos.
Luego en lugar de evaluar la profundidad en los puntos del espacio lo hacen en un espacio de
caracteristicas inducido por el nicleo. Estas propuestas pierden la naturaleza de ser medidas
de centralidad.

Nuestro enfoque del problema situaria a las profundidades locales como una familia de
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funciones {LDB}ﬁE[O,l] que tienen un comportamiento relativo a la distribuciéon subyacente,
donde S es el indice de localidad. Si existe algtn tipo de simetria global en los datos, entonces
todos los integrantes de la familia asignan el mismo orden, desde el punto de simetria hacia
afuera comportidndose para cualquier valor del parametro de localidad como una profundidad
global.

En el caso que haya simetrias locales no todos los integrantes podran detectar el centro
de simetria local, dependera del valor asignado al parametro S, el cual tiene una relacién
estrecha con la concentracion de la probabilidad alrededor de dicho punto. Dentro la de la
familia de profundidades locales siempre esta incluida una profundidad global que se obtiene
cuando tomamos S = 1. A continuacion haremos una resefa de las propuestas existentes en
la literatura.

1.3.1. Profundidad Local Simplicial y Profundidad Local del Semiespa-
cio para datos multivariados.

El trabajo publicado por Agostinelli y Romanazzi en el afio 2011 (2)) es el primero en esta
area. En este articulo se define una version local para la Profundidad Simplicial y otra para la
Profundidad del Semiespacio como describiremos a continuacion.

Consideremos un vector aleatorio X, p-dimensional, con funcién de distribucién F'. Sean
Xi,..., X, vectores aleatorios independientes con la misma distribucién que X. Notemos
S,+1 = S[Xi,...,X,+11] al simplex aleatorio cerrado cuyos vértices son Xj, ..., X,.i. Recor-
demos que la Profundidad Simplicial (S D) para un punto x es la probabilidad de que ese
simplex cubra a x. La medida comun de tamafio para un subconjunto de R” es su volumen,
notaremos #(S ,.1) al volumen de S ,,;. Naturalemente, es una variable aleatoria, no negativa,
con una distribucién heredada de F. En la definicién de S D el tamafio de los simplices no se
tiene en cuenta. Es decir, que S D(x) es la probabilidad de que x esté cubierto por simplices
de cualquier tamafio. Para lograr que la Profundidad Simplicial pueda captar efectos locales
es necesario usar simplices cuyo volumen no sea mayor a cierto umbral.

Definicion 9. Sea T un niimero positivo. La Profundidad Local Simplicial LS D(-, 7, F) se
define como
LSD(x,7,F) = P (x €S puy N {H(S 1) < 7}).

En el caso univariado, el simplex S, = S[X;, X;] es un intervalo cerrado en la recta real
con extremos X; y X, y #(S,) es la longitud de dicho intervalo. Por lo tanto, la profundidad
local simplicial, es la probabilidad de que x esté en un intervalo de longitud 7. En la recta real
es facil ver dos propiedades que nos dejan entender mejor la idea de los autores respecto de
lo que esperan de las profundidad local. La primera es la relacion con la profundidad global,
pues

SD(x,F)=LDS(x, F,7) + Pr(S,Nt(S,) > 7);
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lo cual implica que LDS (x, 7, F) < SD(x, F), VT > 0.
El segundo resultado, también se desprende de la Definicion [0 puede probarse sin mayor
dificultad

LDS(x,T,F)=f (F(y+T)—F(X))f(Y)dy+f F) - Fy-n)fndy  (1.12)

Con lo cual el valor de LDS (x, 7, F) depende solamente de las propiedades de F dentro
de un intervalo cerrado [x — 7, x + 7]. Por lo tanto, se justifica el uso de la profundidad local
para condicionar la distribucién subyacente a un entorno simétrico de x. El papel que juega
el parametro 7 puede entenderse de las siguientes propiedades, es decir, para cualquier x € R
fijo:

m Si0< T < To, LDS(X, F, Tl) < LDS()C, F,Tz).
w lim,_ .o LDS (x, F,7) = Pr(x).
w lim, . LDS(x, F,7) = 0.

Al igual que con la Profundidad Simplicial, en el trabajo definen una version local para la
Profundidad del Semiespacio (33). Notemos por HS ,(a) = {z € R” : u’z > a} el semiespacio
cerrado que es uno de los lados correspondientes al hiperplano HP,(a) = {z € R” : u'z = a}.
Fijado 7 > 0, la plancha cerrada S/,(a,a + 7) entre dos hiperplanos paralelos HP,(a) y
HP,(a+7) es lainterseccion entre el lado positivo de HP,(a) y la parte negativa de HP,(a+7),
es decir

SL(a,a+7)=HS,(a)NHS_,(a+17)={zeR’: a<u'z<u'z+al.
Luego, definen para un x € R” la Profundidad Local del Semiespacio como

LHD(x,7,F)= inf Pp(SL,(x,u'x+ 7)) =
{ueRP:|lull=1}

inf  Pr(zeRP: ux<uz<ux+1).
{ueRP:|lull=1}

Por tltimo, para poder utilizar en la practica este nuevo concepto definen una version
muestral de la Profundidad Local Simplicial. Sea X un vector aleatorio en R” con distribucién
absolutamente continua F. Sea X, ..., X, una muestra aleatoria con la misma distribucion
que X. Sea C el conjunto de todas las submuestras de tamafio p + 1 tomadas sin repeticion y
seaS7,, = S(Xi,..., X, ) un simplex cerrado correspondiente a una submuestra. Se define
la Profundidad Local Simplicial Empirica como

-1
h n n
LDS(X’T’FH):(p-I-l) ;I{XG{SP+IOI(SP+I)ST}}.
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Esta versién empirica resulta también en un estimador de la profundidad local simplicial,
dado que los autores prueban la consistencia uniforme para el mismo.

Un problema que plantea este enfoque es la dificultad para poder elegir el pardmetro
de ajuste 7. No hay una relacion entre 7 y la distribuciéon dado que el parametro queda fijo
para todos los puntos del espacio. Por ejemplo, si tuviesemos una mixtura normal dada por
dos normales con distinta varianza y medias y; y ¢, no tenemos una guia sobre como se
determina el valor de 7 para poder captar las medias. Por otro lado, hay un problema con
la dimension. Si p es mayor que n la construccién hereda el mismo problema que tiene la
Profundidad Simplicial y no puede calcularse. Ademas, es conocido que el célculo se vuelve
computacionalmente muy lento cuando la dimension es grande.

1.3.2. Construccion general de profundidades locales a partir de pro-
fundidades para datos multivariados.

El trabajo de Paindeveine y Van Bever (45) introduce un nuevo concepto de profundidad
local que, a cualquier nivel de localidad, mantiene su naturaleza de profundidad y provee una
medida de centralidad local. La construccion planteada permite convertir de manera genérica
cualquier profundidad global en R” en su correspondiente version local. Esto le da una ven-
taja sobre otros competidores que se centran en una funcion especifica. Esqueméaticamente
se podria decir que la propuesta se define como una profundidad global condicional a un
entorno de interés. Para que este concepto se mantenga puramente basado en profundidades,
ellos utilizan los entornos introducidos en Paindeveine y Van Bever (44) que describiremos a
continuacion.

Para cualquier funcién de profundidad las regiones de a-profundidad, R,(P) = {x € R? :
D(x, P) > a}, son de gran importancia para revelar caracteristicas de la distribucion: posicion,
dispersion, estructura de dependencia, etc. Claramente, estas regiones estan anidadas y sus
regiones interiores contienen puntos de alta profundidad. Para arribar a un concepto local es
mads apropiado indexar la familia {R,} en un sentido que esté mas relacionado al contexto
probabilistico. Es decir, para 8 € [0, 1], se define

RE(P)= ) Ru(P), conA(B)={a20: P(R,(P)) 2 ).
a€A(B)

Es decir, R#(P) es la menor regién de profundidad con probabilidad mayor o igual a .
Utilizando el subindice (respectivamente: el superindice) para notar las regiones de profun-
didad asociadas con un orden fijo & (respectivamente: con una probabilidad fija 3).

A diferencia del contexto global, la propuesta de estos autores involucra entornos para ca-
da x € R”. Las regiones R,(P) o R°(P) proveen entornos del puntos mas profundo solamente,
por lo que no se pueden utilizar para la propuesta. Sin embargo, entornos para cualquier
x € R? pueden obtenerse reemplazando P por P, su version simetrizada en x. Mas especifi-
camente, si llamamos P = PX a la medida de probabilidad con la que vamos a trabajar y
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entendemos que X es un vector asociado a esa distribucion, se define P, = %PX + %sz‘x .
Reemplazando P por P,, se obtienen entornos R,(P,) = R, .(P)y RA(P,) = Ré(P) que tienen
naturaleza no paramétrica. Ademas podemos observar que @ o 8 juegan un papel de parame-
tros de localidad.

Basados en esta nueva parametrizacion de la localidad los autores proponen una manera
de definir una profundidad local a partir de su contraparte global.

Definicion 10. Sea D(-, P) una funcion de profundidad. La correspondiente profundidad
local de nivel g € (0, 1] es
LDP(x, P) = D(x, PY),

donde Pﬁ es la medida de distribucion condicional de P dado Rﬁ

Es evidente por la definicién que la parametrizacion en S resulta mas adecuada, que la
parametrizacion en . Se detallan dos razones, primero el @, = max,.g» D(x, P) depende de
P. Segundo, el entorno R$(P) puede tener probabilidad 0 para « cercano a a,. Un ejemplo se
puede construir tomando x = 0 € R”, X una normal estandar multivariada y P la distribucién
condicional de X dado {||X|| > 1}. En contraste con la situacién anterior, la parametrizacién
en S estd siempre bien definida y el rango de valores no depende de P o D. Ademds, para
B = 1 la profundidad local se reduce a su antecesora global, es decir se recupera la funcién
original.

Al igual que con todas las funciones de profundidad se define una versién empirica de la
misma que requerird para cualquier x € R”, la distribucion empirica simetrizada P, , que no
es mas que la distribucién empirica asociada con Xi,...,X,,2x — Xi,...,2x — X,,. Se define
la version empirica de la profundidad local como

Definicion 11. Sea D(-, P) una funcion de profundidad global, la correspondiente funcion
de profundidad local empirica de nivel § se define como

LD(x, P) = LDP(x, P,) = D(x, P%.).

Observemos que por definicién, RS(P,) es la menor regién de profundidad que contiene
a por lo menos una porcion S de los 2n vectores aleatorios X, ..., X,,2x - X;,...,2x - X, 0
equivalentemente una proporcion S de las n originales X, ..., X,,.

Bajo esta definicion los autores aseguran que el método es consistente en el siguiente
sentido: fijado x € R” y D(-, P) que satisface (P.2), (P.3) y (P.5), entonces para cualquier P
absolutamente continua y cualquier sucesion 3, — 3 se tiene que

LDP(x, P,) =522 LD(x. P).
n—-+co

Un ejemplo unidimensional para entender como funciona la adaptacion global al contexto
se puede mostrar a partir de la Profundidad Simplicial univariada. Recordemos S D(x, F) =
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2F(x)(1 — F(x)), donde F es la funcién de distribucién acumulada de X una variable aleatoria
(que no es la version simetrizada para méas detalles ver Paindeveine y Van Bever (45)). Sea

xg=x—Inf{h>0: F(x+ ) - F(x-21) > p},

resulta )
LDE(x, F) = 7 (F(x) = F(xp)) (F2x = x5) = F(x)).

Si llamamos /l’ff =inf{h>0: F(x+ A1) — F(x — 1) > B} la ecuacién anterior se reduce a

LD: (x, F) = 53 (Fx) = F(x = ) (F(x + %) - F(x)),

2
una férmula que utlizaremos a menudo en el Capitulo 2. Observemos también que A juega
un papel similar al pardmetro 7 para la definicion dada por Agostinelli y Romanazzi (2)). La
ventaja de este enfoque es que no debe permanecer constante para todos los puntos, se adapta
a cada uno de ellos basdndose en la parametrizacién de la localidad, es decir, 8. En particular
tiene una buena adaptacion si los datos provienen de distribuciones con distinta dispersion,
solo importa la centralidad local.

Entre las aplicaciones que se proponen en este trabajo podemos destacar la aplicacion a
problemas de clasificacion sobre todo en contextos donde el soporte de la distribucion no es
convexo, la construccion de test de simetria y la extension a problemas de regresiones basadas
en profundidades locales.

1.3.3. Profundidad Local del Semiespacio para Datos Funcionales

Los dos trabajos que describimos anteriormente se basan en que los datos se encuentren
en R”, sin embargo hoy en dia el estudio de las funciones de profundidad (globales) traspasan
la barerra de la dimension finita. La pregunta natural seria es posible tener una profunidad
local para el contexto de datos funcionales o el contexto de alta dimension. Por el momento
en la literatura s6lo hay un trabajo escrito al respecto cuyo autor es Claudio Agostinelli (1))
que detallamos a continuacion, donde se extienden las ideas planteadas por Agostinelli y
Romanazzi (2) para datos multivariados.

Un tipico modelo para datos funcionales es una funcién x = x(¢), t € T, que pertenece
al espacio C(T') de funciones reales continuas de un intervalo compacto 7 en los reales. El
gréfico de una funcion x es un subconjunto de G(x) = {(t, x(¢)) : t € T}. El hipografo (hyp) y
el epigrafo (epi) de una funcién x se definen de la siguiente manera:

hyp(x) ={(t,z): teT, z<x(t)}yepi(x) ={(t,z): teT, 7> x(1)}.

Una version local de la profundidad del semiespacio se puede obtener imponiendo una
restriccion en el tamafio de hipografo y el epigrafo de una funcion x. Mas formalmente,

hyp(x,7) = hyp(x) Nepi(x — 1) ={(t,2) : teT, x(t) -7 <z < x(1)},
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andlogamente la misma restriccion se puede imponer para el epigrafo
epi(x,7) = epi(x) Nepi(x+71)={(t,2): teT, x(t) <z < x(t) +7}.

Definicion 12. Para una proceso estocdstico X la Profundidad Local del Semiespacio para
una funcion x se define como

LHRD(x, X, 1) = min{P (G(X) C hyp(x,1)); P(G(X) C epi(x,1))}.

La version empirica se obtiene dadas n realizaciones independientes del proceso estocésti-
co X, llamemoslas xi, ..., x,,

LHRD,(x,X.7) = min| * D I(G(x) < hyp(x, T); ! D I(G(x) < epi(x, 7)) |.
n i=1 n i=1

Agostinelli muestra que bajo condiciones de regularidad la profundidad local es fuerte-
mente consistente.

Por otra parte, basado en el concepto de profundidad local, introduce una medida de
similaridad local, la cual utiliza para resolver problemas de cluster jerarquico.
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Capitulo 2

Profundidad Local Dual Integrada

2.1. Introduccion

En este Capitulo nuestro objetivo es dar una definicion general para una profundidad local
para elementos aleatorios en un espacio de Banach, extendiendo la profundidad global dada
por Cuevas y Fraiman (14)) donde introducen la Profundidad Dual Integrada (IDD). Recorde-
mos que la misma se basa en combinar proyecciones al azar sobre espacios unidimensionales
y luego aplicar alguna profundidad conocida. Mas especificamente, sea (€2, A, P) un espacio
de probabilidad y sea E un Banach separable con dual E’. Sea X : Q — E un elemento
aleatorio con distribucién P y sea Q una medida de probabilidad en E’ independiente de P.
En el Capitulo 1 habiamos definido la IDD (ver Definicién|1.8)), en lo que sigue definimos la
Profundidad Dual Local Integrada (IDLD), basandonos en reemplazar la profundidad global
de la Ecuacion por una profundidad local unidimensional siguiendo la definicién dada
por Paindavaine y Van Bever (45)). Estudiamos como las propiedades clasicas, introducidas
por Zuo y Serfling (57), deben ser analizadas en este nuevo contexto. Probamos que bajo
condiciones de regularidad la propuesta cumple con estas propiedades. Ademads, obtenemos
resultados de consistencia fuerte para la versiéon empirica de la profundidad local con respec-
to a la versién poblacional de la misma y también para las regiones de profundidad locales
empiricas respecto de su contraparte poblacional.

Las principales ventajas de nuestra propuesta son, por un lado, la flexibilidad para trabajar
con datos en contextos muy generales y por otra parte, el bajo costo computacional que
permite el andlisis, en un tiempo razonable, cuando la dimensién es alta.

2.2. Marco de Referencia y Definiciones
En esta seccidn, primero recordaremos el concepto de profundidad local en el caso uni-
variado. Luego, daremos la definicion para la Profundidad Local Dual Integrada y finalmente

mostraremos que bajo condiciones de regularidad satisface las propiedades tedricas estable-

33
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cidas en (57).

Sea P! una medida de probabilidad en R, x € Ry sea LD(x, P') una funcién de profun-
didad local de x con respecto a P'. Por ejemplo, la Profundidad Local Simplicial univariada
tiene la siguiente formula,

LD? (x, P') = ’é (F'(x+ ) - F'(0) (F'(x) - F'(x - ), 2.1)

donde F! es la funcién de distribucién acumulada de P!, 8y A son parametros que determi-
nan la profundidad local, los mismos serdn definidos a continuacion.

Definicion 13. Sea F' una funcién de distribucion univariada y x € R. Notaremos 3 € (0, 1]
al nivel de localidad. Dado B € (0, 1], definimos el correspondiente ancho del entorno de
profundidad ° como

A =inf{d1>0: F'(x+ ) - F'(x-2) 2}, (2.2)

Observacion 5. Si F' es absolutamente continua el infimo de la Ecuacion se alcanza y
de aqui,
A =minf1>0:F'(x+2)-F'(x-2)2p}

Mds aiin, es claro que si By < B, entonces 12 < 2.

El nivel de localidad B, es un pardmetro que determina la centralidad de un punto del
espacio, x, condicionado a un entorno dado alrededor de si mismo. Si el valor es alto, este
aproxima el valor de la profundidad del punto mientras que si es chico describird la centrali-
dad en un pequeiio intervalo alrededor de x. Cuando S tiende a 1 la profundidad local tiende
a la profundidad global.

También definimos en forma anédloga, la profundidad local de Tukey,

LD’ (x, P") = émin{Fl(x + ) = F'(x), F'(x) - F'(x = 2)}.

En adelante, sin pérdida de generalidad, nos restringiremos al caso de la profundidad local
simplicial, LD’;.

2.2.1. Profundidad Local Dual Integrada

En esta seccion nuestra meta es extender la IDD introducida por Cuevas y Fraiman (14),
al contexto local. La IDD es una profundidad definida para elementos aleatorios en un es-
pacio de Banach, la idea es proyectar los datos sobre direcciones aleatorias y calcular la
profundidad univariada. Para obtener un profundidad global integramos las profundidades
unidimensionales. Bajo condiciones de regularidad la IDD satisface las propiedades bésicas
para una funcién de profundidad (57) y es fuertemente consistente. Es importante remarcar
que tiene un bajo costo computacional, aun en espacios de alta dimension, dado que esta
basada en el célculo de proyecciones sobre una dimension.
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Definicion 14. Sea Q un espacio de probabilidad y E un espacio de Banach separable, note-
mos E' al dual del Banach. Sea X : Q) — E un elemento aleatorio en E con distribucion Py
Q una medida de probabilidad sobre E' independiente de P, 3 € (0,1] y x € E. Definimos la
Profundidad Local Dual Integrada (IDLD),

IDLD (x, P) = f LDG(f(x), PdQ(f), (2.3)

donde LD{; es la profundidad local univariada dada por la Ecuacion , feE yPresla
distribucion univariada de f(X).

Sugieren Cuevas y Fraiman (14)) para la IDD que en el caso infinito dimensional, Q pue-
de ser una medida Gaussiana no degenerada y en el caso multivariado se puede tomar la
distribucién uniforme sobre la esfera unidad. Nosotros hemos decidido utilizar una medida
Gaussiana en ambos casos como se verd mas adelante en el Capitulo |3| dedicado a las simu-
laciones y al estudio de ejemplos con datos reales. Por simplicidad, haciendo un ligero abuso
de la notacion, escribiremos a F'y = Fyx) la funcion de distribuciéon acumulada de f(X).
Especificamente,

Fp(t) = Fr)(t) = Ppxy (=00, 1]) = P(f(X) < 1).

Cabe aclarar ademas que de ahora en adelante cuando mencionemos que X es un elemento
aleatorio continuo nos estaremos refiriendo a que para todo funcional no nulo en E’, f(X) es
una variable aleatoria absolutamente continua.

Antes de continuar, veamos que la IDLD esta bien definida, es decir que es acotada y
no negativa. Sea X un elemento aleatorio en E y x € E, es evidente que IDLD?(x, P) > 0.
Ademads, si X es continua para todo x € E,

B=F f(f(x)“lf(x)) (f (x) - /lf(X))
=[F(fe)+25,)) = Fr (F)| + [Fr (f) = Fr (F0) - 22| (2.4)

. .-, o, 7 2
Ambos términos en la Ecuacion 1| son positivos el producto esta acotado por '%. Entonces,

LD (f(x), Py) = = ﬁ 2 [Fy ) = (£ = B )] [Fr (£00 + 2,.) = Fr (F)]

-5 2 1F (100 + £) = F ] [ (F (F0 + )~ Fr ) <
_28 1

“Fad 7

Con lo cual,

1 1
IDLDA(x, P)| < f LD (F(x), PPIOS) < f 240N = 5. 2.5)
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Zuo y Serfling (57) establecieron las propiedades generales que una funcién de profundi-
dad debe satisfacer. Describiremos que propiedades son cumplidas por la IDLD.

La primer propiedad que analizaremos para la IDLD es la invarianza afin. Recordemos
que esta propiedad no se cumple en general para la IDD (i.e. sea A una transformacion li-
neal en R” y P,y denota la distribucién de AX entonces D(Ax, Pax) no es igual a D(x, Py)).
Cuevas y Fraiman, muestran que es independiente del sistema de coordenadas para el caso
finito dimensional. Dado que la IDLD es una generalizacion de la IDD, tampoco sera inva-
riante afin, pero sin embargo heredara la propiedad de ser invariante respecto del sistema de
coordenadas. Por otro lado, es claro que IDLD, es invariante bajo translaciones y cambios de
escala.

P. 1. (invarianza afin). : Sea E = R? con la norma euclidea y X € E un vector aleatorio, sea
Q la medida uniforme en la esfera unidad de E’ independiente de Px. Sea A : E — E una
transformacién ortogonal y B € (0, 1]. Entonces IDLDP(Ax, P,x) = IDLD?(x, Py).

Demostracion. Sea A una transformacion ortogonal y Q; denota la medida de probalidad
de h = foA.

IDLDP(Ax, Pay) = f LD (f(A%), Pyax)Q(f) = f LD (h(x), P01 (h).

Como Q es la medida uniforme sobre la esfera unidad, Q = Q, y se cumple la igualdad
deseada.

Hay contextos, cuando trabajamos con datos, donde la invarianza afin es una propiedad
relevante. Es bien sabido que la mediana espacial tampoco es invariante afin por lo que Cha-
kraborty y Chaudhuri ((3) y (6))), desarrollaron métodos de transformacion y retransformacion
para construir medianas multivariadas invariantes afines. Por otro lado, Kotik and Hlubinka
(32) muestran como es posible, para la profundidad que ellos proponen, redefirnirla para que
sea invariante afin. Una condicidn necesaria para este proceso es que la profundidad sea inva-
riante por transformaciones ortogonales. Siguiendo las ideas expuestas anteriormente, damos
una definicon de Profundidad Local Dual Integrada que cumple con la invarianza afin.

Sea X un vector aleatorio que cumple las mismas hipétesis de la Propiedad (P.1). Ademas
supongamos que su matriz de covarianza Xy existe y es no singular.

Definicion 15. Definimos una version invariante afin de la Profundudad Local Dual Integra-
da como
IDLD](x, Py) = IDLD’ (£ *x, Py iy ), (2.6)

donde Z;/ 2 es la inversa de la raiz cuadrada de la matriz de covarianza de X, que estd bien
definida si la misma es definida positiva.

Veremos a continuacién que nuestra modificacion cumple con el objetivo planteado, como
primer caso, supongamos que X es un vector aleatorio tal que Var(X) = I, I es la matriz
identidad de p X p y A es una matriz en R”*” no singular.



2.2. MARCO DE REFERENCIA Y DEFINICIONES 37

Podemos observar que Var(AX) = L x = AA’ es simétrica y definida positiva, donde A’
es la matriz traspuesta. Es mas, Z;‘;(/ %A es una matriz ortogonal, pues

(AN 2AY = (AAY VAN (AAY P = 1

Luego, aplicando la Propiedad (P.1),
IDLD, (A%, Pax) = IDLD® (£,{*Ax, Py112 ) = IDLD/, (x, Px). 2.7)

Tengamos en consideracion el caso general, cuando Var(X) = Xx # I, es una matriz
simétrica definida positiva. Sabemos que es posible encontrar un vector aleatorio Y y una
matriz no singular B tal que X = BY con Var(Y) = I. Por ejemplo, tomando B = E;/ ’ es
decir la raiz cuadrada de la matriz de covarianza que estd bien definida por ser la anterior

definida positiva. Por el caso Var(X) = I deducimos rdpidamente que
IDLDS (x, Px) = IDLD., (By, Pyy) = IDLD,, (y, Py) donde y = B™'x.
Finalmente, de la Ecuacion tenemos que,
IDLD, (Ax, Psx) = IDLD,, (ABy, Pspy) = IDLD, (y, Py) = IDLD,, (x, Py).

Las medidas de profundidad son una herramienta util para el andlisis especialmente en los
casos donde los elementos aleatorios que se estén considerando tengan alguna propiedad de
simetria. La profundidad local (restringida a un entorno) deberia heredar esa caracteristica.
Como primer paso, para analizar este hecho debemos dar una apropiada definicion de simetria
local.

Definicion 16. Sea X una variable aleatoria en la recta real y 8 € (0, 1], decimos que X es
B-simétrico en 6 si la distribucion acumulada F satisface que,

F'(0+4)-F'() = % para todo 0 < B < . (2.8)
Un elemento aleatorio X en un espacio de Banach E es B-simétrico en 6 si para todo f € E’
no nulo,

/

Fy (f(g) + /llffl(g)) - Fr(f(0) = %, para todo 0 < 8/ < .

La g-simetria intenta captar el comportamiento de una variable aleatoria multimodal en
un entorno de probabilidad g alrededor de 6, el punto de mayor profundidad local. Las Figuras
(a) y (b) exhiben una distribucién bimodal, con modas en § = 1 and 8 = 4. En la Figura
(a) podemos observar que ambas modas son puntos de simetria local para § = 0,25.
Mientras que en la Figura[2.1] (b) se puede ver que 6 = 4 es un punto de simetria local para
B = 0,4, pero 8 = 1 no lo es. Esto se deduce rapidamente observando que la region, alrededor
de 6 = 1, que se requiere para poder alcanzar probabilidad 8 = 0,4 no resulta simétrica.
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(a) Entornos de probabilidad 8 = 0,25 para (b) Entornos de probabilidad g = 0,4 para
0=1y0=4. 6=1y0=4.

Figura 2.1: Puntos de simetria local.

Una propiedad importante de las medidas de profundidad es que es la maximalidad al
centro, es decir, que si P es simétrica en 6 entonces D(x, P) consigue su maximo valor en
ese punto. Esta cualidad debe ser heredada por las profundidades locales si la distribucién P
es unimodal y convexa. Ademds, deberiamos esperar que lo mismo suceda a nivel local, es
decir, que se maximize en centros locales, en nuestro caso puntos de S-simetria.

P. 2. (maximiza en el centro). Sea X € E un elemento aleatorio continuo y 3-simétrico en 6.
Para B € (0, 1] tenemos que,

IDLD? (6, Py) = méix IDLD" (x, Py), para todo 0 < 8 < . (2.9)
XE

Demostracion. Es suficiente con mostrar que siendo f € E' y 8’ € (0, ]

llﬁuwxao:é%Pvuw»—Edﬂm—A%QHEdﬂm+ﬂﬁQ—Fﬂﬂmﬂ:
_22pp 1
B2 7

Dado que alcanza la cota , LD?I( f(0), Py) tiene un mdximo global 6. Es claro que
IDLD* (0, P), también es un mdximo global.

La Proposicién (1| conecta la S-simetria con la definicidn usual de C-simetria.

Proposicion 1. Sea X € E un elemento aleatorio continuo C-simétrico en 6 (ver definicion
), entonces X es B-simétrico en 0 para cada 3 € (0, 1].

Demostracion. Sea 8 € (0, 1], X es C — simétrico en 0 si para todo f € B, f(X) es simétrica
en f(0). Entonces, para cada 0 < 8’ < 3,

Fy(f(0) + X3) = Fi(£0)) = Fy(f(0) = F/(f(6) - X},,).
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Luego,
B = Fi (1) + X)) = Fr (FO) = 25
= Fy(£(0) + 5,)) = Fi(f0) + F (fO) - Fy (£(0) - )
=2(F; (£0) + X)) - Fr(£(0))).
Finalmente, ;
B = Fy(f0)+ 2,) - F, (6.

que es lo que queriamos mostrar.
La Proposicion [2|describe la S-simetria de los puntos de X.

Proposicion 2. Sea X un elemento aleatorio en E con medida de distribucion asociada P y
xo € E tal que LD® (xy, P) = %, para todo 0 < B’ < 8. Entonces x, es un punto de 3-simetria.

Demostracion. Primero notemos que, dado f € E', x € E and B € (0, 1].

B =Fr(f+4,) - Fr (£ - 2,
B=Fr(f)+ X, )= Fr(f(x) + Fr(f(x)) = Fr(f(x) - 45
Fr(foo+ X)) = Fr(f(x) = B= (FH(f(x) = Fr(f) - 45.,))
De la Ecuacion es claro que,
LD{(f(x), Py) = /% 18— (Fr(£0) = Fr (£ = B )| |Fr (F0 + X)) = Fr(f(0).

Sea h : [0,8] —» R, h(t) = ﬂ%(ﬂ — t, alcanza un mdximo global en t = 'g, por lo tanto

LD? que alcanza su mdximo cuando Fy ( f(x)+ /l/;(x)) - Fi(f(x) = g Si esta propiedad se
satisface para cualquier 0 < B’ < B, entonces, x es un punto de -simetria de f(X).

Sea 0 < B <,

1 , y 1 ,
3 = IDLD" (3, P) = f LD (f(x0), P)dQ(f) = 0 = f (5 L (f(xo),Pf)) d0()).

Paratodo f € E, LD? (f(x0), Py) estd acotado por %; lo que implica que LD/SR, (f(xo0), Py) =
% Q—c.t.p. La primera parte de la demostracion nos dice que f(xy) es un punto de S—simetria
de f(X), por lo tanto x, es un punto de 3 — simetria de X.

Ahora nos enfocaremos en la propiedad que establece que la profundidad local es monéto-
na respecto del punto mas profundo. Mostraremos que este resultado se cumple cuando la
distribucion es unimodal. Pero antes necesitaremos algunos resultado auxiliares.
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Observacion 6. Una definicion de unimodalidad dada por Dharmadhikari y Joag-dev (17)
(ver Def. 1.1) es que una variable aleatoria Z o una funcion de distribucion acumulada F
se dice unimodal en una moda zy si F es convexa en (—0,zy) y concava en (zy, +). Se
desprende de la defincion que si F es absolutamente continua, la unimodalidad de F en 7, es
equivalente a la existencia una funcion de densidad que es creciente en (—00, 7)) y decreciente
en (zg, +0).

Ademds aclaramos que en las siguientes resultados y demostraciones, cuando se men-
cione la funcion de densidad de una variable aleatoria absolutamente continua estaremos
considerando el representante continuo de la densidad.

Lema 1. Sea Z una variable aleatoria absolutamente continua, simétrica’y unimodal ent = 0
y sea F la funcion de distribucion acumulada. Sea B € (0, 1], definimos las funciones,

s U() = F(t+ ) - F(n).

= V()= F(t) - F(r = ).
Entonces, para todo t € R se cumple:
a) Sit>0= U®t) <B/2 < V().
b) Sit<0= V() <B/2<U®.

Demostracion. a) Es claro que si t = 0 se cumple la igualdad por la simetria.

Seat > 0y sea f; la funcion de densidad de Z. Tenemos dos posibilidades para tener en
cuenta:

i) Primer caso, —t <t — /lf :

Como f;(s) es decreciente en (0, +0), tenemos que

min fx(s) > max fz(s).
0<s<t I<SSHHA]

Observemos que por la simetria f;(—s) = fz(s) para todo s € [0, t], entonces

min fx(s) = min fz(s).
—1<s<t O<s<t

Por otro lado, [t — ﬂf, t] C [-t,t], pues —t < t — /ltﬁ, lo que implica

min fz(s) < min fz(s).
—1<s<t t=A, <s<t

Luego,
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1+ t 1+4; d
U(t)—V(t)=f fz(S)dS—f ﬁfz(S)dséf max fz(S)—f min  fx(s) =
t =1 t t

r<s<t+dl =M<t

=X mix fy(s)- X min fy(s) =

1<s<t+2, 1= <s<t

:/lf( max fy(s)— min fx(s))so

I<s<tt+A; t—A; <s<t
ii) Segundo caso, t — /1? < -—t:

Observemos que si s € [t,—t + /ltﬁ ], tenemos —s € [t — /lf ,—t] y por la simetria respecto de
t = 0 de la funcion de densidad, sabemos que f7(s) = f,(—s). Por lo tanto,

—t+/1/,3 —t
f fa(s)ds = f | fa(s)ds.
t =2

f7 es decreciente, conseguimos las siguientes desigualdades,

max fz(s) < max fz(s) < min fz(s).
Pes<ir —t+ P <5< Oss<t

Luego,
t+/l§j 1
Un)-VQ@) = f Jz(s)ds — f ﬁfz(S)ds =
t -4

—t+/lf -+ —t !
= f F(ds+ | frs)ds - f | J2(5)ds - f fu(s)ds =
t 1=, —t

—t+4,

t+/lf —t
= ﬁfz(S)ds— f fz(8)ds =

—t+4,
Y -+

= , fz(s)ds +

—t+A;

Fs)ds —2 f Fs)ds <
0

<t max fz(s)+t max fz(s)—2tmin fz(s) <
—t+ <5< Pas<ra 0<s<t

A

t

< 2t( max  fz(s) — min fz(s)) <0.
—r+ <5< Oss<t
Finalmente, como U(t) + V(1) =By U(t) < V(t) = U(t) < B/2 < V(1).
b) Consideremos la variable aleatoria —Z que resulta ser absolutamente continua simétri-
cayunimodal ent = 0. Llamemos F7 a la distribucion acumulada de Z y F_; a la distribucion
acumulada de —Z. Observemos ademds que si t € R

F ;t)=P(-Z<t)=P(Z>-1t)=1-Fz-1).
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Uz(t)=F_z(t+ )= F_z(t) = 1 = Fz(—t = &) = (1 = Fz(~1t)) =
= Fy(=1) = Fy(~1 = ) = V4(-1).
Andlogamente,
Vor(t) = F(t) = F_o(t = ) = 1 = Fy(=1) = (1 = F(~(t = ))) =
= Fy(~t + X)) — Fz(~1) = Uz(-1).
Luego, sit < 0 tenemos que —t > 0y por la parte (a) de la demostracion,
U_z(=1) B/2 < V_z(=1) = Vz(1) < B/2 < Uz(0).

Lema 2. Sea Z una variable aleatoria absolutamente continua tal que la funcion de dis-
tribucién acumulada F; es C'. Sea 5 € (0,1]. Sea ty € R tal que la densidad f; cumple
f(to — /lf)) e Sop(fz) o f(ty + /l,BO) € Sop(fz). Entonces, existe un intervalo I centrado en ty y
una funcion A : I — Ry tal que A es Clenl, Pty = /l'f;. Mas aiin, para cada s € 1,

% (s) Ja(t + A(s) = folt = P(5))

—(s) = —

ot J2(t + AB(s)) + f(t — A(s))
Demostracion. La demostracion se basa en aplicar el teorema de la funcion implicita a la
Juncion g : RXRyg = Rg(x,) = Fz(x+ A1) — Fz(x— 1) - B.

Donde las hipotesis del teorema se cumplen:

» gesCl.
= g(to, 4) = 0.

. g—i(zo,sz)) = fz(to+ X))+ f2(to - X)) > 0.

Por ltimo,

0 0
a—f(t, D)= 2 (Ft+ ) = Fot = ) = B) = folt +D) = folt = D).

%) 0
a—i(t, A) = a1 (Fz(t+ ) = Fz(t =) =) = fz(t + D) + fr(t = D).

Lema 3. Sea Z una variable aleatoria absolutamente continua, simétrica’y unimodal ent = 0
tal que la funcion de distribucion acumulada Fz es C'. Sea 8 € (0, 1]. Sea f; la funcion de
densidad tal que f;(t + /l/f ) f(t — /115 ) > 0y cumple la siguiente desigualdad

fo(t + ) folt = )

>2
Jn) 2 L+ B+ fot— By

vVt e R. (2.10)

Entonces,
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a) LD? (t, F7) es no creciente si t > Q.
b) LD? (t, Fz) es no decreciente si t < Q.

Demostracion. Utilizando el resultado del Lema @ y por simplicidad notando /lf = (1).
Aplicando la Ecuacion (2.4) escribimos,

2 2
LDg(t, F7) = 7 [Fz(t + AD) = Fz(D][B — (Fz(t + A1) — Fz(1)] = EU(I)(B - U@).

Calculemos la derivada de LD? respecto de t :

aLD[;(tF)_Z 2 U
o YT )

Observemos la derivada de U(t) respecto de t y apliquemos el Lema 2}

oU
[ﬁ (1) - 2U(t)§(t)] (t)[ﬁ 2U(n].

a—U(t) = — (Fz(r + A1) = Fz(1) = fz(t + A(D)) (1 + 2—?(0) - f2(0) =
= fz(t + A1) + f(t + A(t))g—f(t) - f2(0) =

_ 3 _ fz(t + A1) — f2(t = A@)
= fz(t + A1) — f2() — fz(t + A(2)) A T H—20) "

_ 2+ A0) (f(t + AD) + fo(t = AD)) = (fz(t + A + fo(t + AD) f(t = A1)
Szt + A1) + f2(t — A1)

- fz(1) £ 0.

— f2(1) =

_9 f2(t + A) f2(t — A1)
fz(t + A1) + fz(t = A1)

A partir del Lemall| podemos deducir:

sit<0,0 > =5 gy - 29 2U
a) Sit<0,U(@) > 2= 3 (t,Fz) = 7o (t) [B-2U()] =
) B 8LDS£ 20
b) Sit>0,U(r) < 5 = o (t,Fy) = E_(t)[ﬁ 2U(1)] < 0.

Lema 4. Sea Z una variable aleatoria y u € R. Sea 8 € (0,11y Y = Z — u. Llamemos Fz y
Fy a las respectivas funciones de distribucion acumulada, entonces,

LDG(1, F7) = LDG(t = u, Fy).
Demostracion. Sea t € R, tenemos que F;(t) = Fy(t — p). Por lo tanto,
Un(t) = Fo(t + ) = F2(t) = Fy(t —pu = &) = Fy(t — ) = Uy(t — po).

y resulta la igualdad deseada.
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Proposicion 3. Sea Z una variable aleatoria absolutamente continua, simétrica y unimodal
en 0. Supongamos que la funcion de distribucion acumulada es C' y la funcion de densidad
cumple la desigualdad (2.10). Entonces, dado t € R,

LD{(t, Fz) < LDY((1 - $)0 + st, Fz), para todo s € [0, 1].

Demostracion. Seat € Re Y = Z — 0. Supongamos que t > 0 con lo cual t — 6 > 0. Por otro
lado, (1 — 5)0 + st =0+ s(t — 0) y s(t — 0) < t — 6. Entonces, por los Lemas 3]y H|

LD{(t, F7) = LD (-6, Fy) < LD}, (s(t = ), Fy) = LD}, (s(t — 6) + 6, F;) = LD}, (1-5)6+st, F7).

P. 3. (monotonia respecto al punto mas profundo). Sea E un espacio de Banach separable
con dual B'. Sea X un elemento aleatorio continuo C-simétrico en 6 con medida de probabi-
lidad asociada P. Sea Q una medida de probabilidad en E' independiente de Py supongamos
que para todo f € E' se cumple que f(X) tiene funcion de densidad unimodal en f(0) y
cumple la desigualdad (2.10) Q-c.t.p. Entonces, para todo x € Ey 8 € (0, 1]

IDLDP(x, P) < IDLDP((1 — )0 + xt, P) para todo t € [0, 1].

Demostracion. Sean B € (0,1], x € Eyt € [0, 1]. Entonces, aplicando el Lema ,
IDLDP(x, P) = f LD§ (f(x), P)dQ(f) < f LD (f (1 = 00 +1x), P;)dQ(f) =
= f LD ((1 = 0f(8) + t£(x), Pr)dQ(f) = IDLDP (1 - )0 + tx, P).

Ahora mostraremos que la distribucién normal univariada cumple la desigualdad
condicién impuesta por el Lema[3] Con lo cual estariamos diciendo que las proyecciones de
un proceso Gaussiano cumplen la desigualdad anteriormente mencionada y por consiguiente
la propiedad P.3.

Veamos primero que vale la desigualdad (2.10) para la N(0, 1) paratodofr € Ry A > 0.
Llamemos ¢ su funcién de densidad.

1 (Vg
— 27— 2
P S Ghd0l Unt DI BN Vi " et
T e+ D+t - N2x L, 1
V2r Va2
2 a2
P e_(H;) e_(t 2] P 2
e z>2 27 >
@+ =2 @2 =22
e 2 +4+e 2 e 7 +e 2
2 e et e
et sl
e ze 7 (e 2 +€7) ez +ez
2
e 7 |
o — < 2.11)
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2
Es claro que e”% < 1. Por lo tanto, la desigualdad (2.10) se cumple porque la funcion

1
h(t) = ——— tiene un maximo global en 7 = 0 y para todo 1 > 0, h(0) = 1.
e 2 +ez
Veamos que si Z ~ N(u, o) su densidad, f; también cumple la desigualdad (2.10). Recor-

1 (t—
demos que podemos escribir fz(f) = —f (—IJ) .Seante Ry 1> 0.
o o

t—u)>g 90(%”+§)<p(%“—§) o QD(HfT-M)(p(,_fT_#) )
) (T B (TR R () N ()
) f2(t+ D) f7(t =)

f(t+ D)+ fr(t =)

Folt) = %p(

La Propiedad 4 muestra, que al igual que la profundidad global, la profundidad local
tiende a cero cuando nos acercamos a infinito.

P. 4. (desvanecerse en infinito). Supongamos que

sup {f : f(u) < €} = O(e),

[lael|=1
donde O(€) es una funcion tal que lim._,y O(€) = 0 luego

lim IDLDP(x,P) = 0.

|| x]|—>+o0

Demostracion. Sea S € (0, 1]. Por la Ecuacion tenemos que, 0 < F¢(f(x))—Fy ( f(x) - /lfc(x)) <
B. Como Fy es un funcion de distribucion acumulada es claro que, para todo f € FE/,

Fr(f-2,)<1.
Entonces,

IDLDP(x,P) = f /% |Fr(fee) = Fr (£ = X )| | Fr (£ + ) = Fr (£ | Q)

2 8[F (£ + 2,) - Fr(F] doCh

<

<[2
2 2
< [[1-Frsn)aomn =2 [ Pueo> s aom,
Seae >0, M >0yxe€Etal que ||x|| < M,

[ PUe0> rnaow < [ 1y qdotn+ [ PGOO> S0 T (04000

[1xll

<e+ fP(f(X) > Me)dQ(f).
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Luego Mlim P(f(X) > Me) = 0 para todo f € E', por el Teorema de la Convergencia
—+00
Mayorada obtenemos Mh’m fP( f(X) > Me) =0.
—+00

La Propiedad 5 muestra que IDLD?(x, P) es continua como funcién de x. Para obtener
este resultado necesitaremos antes el siguiente Lema 5]

Lema 5. Sea Z una variable aleatoria absolutamente continua con funcion de distribucion
acumulada F. Sea (2,),>1 una sucesion de niimeros reales tales que z, — zy 8 € (0, 1].
n—+oco

Entonces, LD? (zy, F) — LD? (z, F).
n—+oo

Demostracion. Recordemos antes de comenzar la demostracion que si F es una funcion de
distribucion acumulada, F~'(s) = inf{t e R : F(t) > s}.

Dado que F es continua es suficiente con mostrar que /l'fn _ /lf .
n—+oo

Sea t € R, notemos F (t) = %F(t) + %(1 — FQz—-1)) a la version simetrizada de F
alrededor z.

B F(i+ X)-F(z-2)=p
/lfn : F(zn+/lfn)—F(zn—/lfn) =B paratodo n € N

Entonces,

F.(z+ )= %F(z+/lf)+%(1—F(2z—(z+/lf))): %F(z+/lf)+%(l—F(z—/lf)))
:%[F(z+/lf)—F(z—/lf)]+§:'§+%.

Implicando que 7 + /lf = FZ‘1 (’g + l) , andlogamente z,, + /lfn = F! ('g + %) Dada que

2
F, (t) —— F.(t) es claro que
n—+co

(B 1 (B 1
Z"”f":”z"l(ra prwed U] B

P. 5. (continua como funcion de x ). Sea X € E un elemento aleatorio continuo con medida
de probabilidad asociada Py 3 € (0, 1], entonces IDLDP(-, P) : E — R es continua.

.2 ., Il'le .
Demostracion. Sea (x,),s; una sucesion en E tal que x, —— x, especificamente
- n—+oo

f(x,) — f(x) paratodo f € E'. Para cada f fijo, el Lemanos dice
n—+o0o0

LD (f (). P) —— LDE(f(x). Py).

El resultado final se obtiene como consecuencia del Teorema de la Convergencia Mayo-

rada,
LDP(x,, P) —— LD(x, P).
n—+oo
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Finalmente, probaremos que /DLD?(x, P) es continua como funcional de P. Es decir, es
continua respecto a la topologia que induce la convergencia en distribucion; también llamada
débil en contextos probabilisticos.

Bilingsley (3) da la siguiente definicién: sea S un espacio métrico separable, y sea (P,),>1
una sucesion de medidas de probabilidad definidas en S ; decimos que P, converge debilmente
a una medida de probabilidad P si se satisface,

f hdP, —— | hdP, Yh:S — R continuay acotada.
s

n—+oo S

Utilizando esta definicion decimos que una sucesion de elementos aleatorios (X,,),>1 en
S convergen en distribucién a un elemento X si las medidas P, asociadas a X, convergen

. . ) ., . D
debilmente a P, la medida asociada a X. Una notacion que se menciona es X, —— X.

n—+oo

Por otro lado, hay una serie de condiciones equivalentes que se mencionan en el Teorema
2.1 de Bilingsley (3). Haremos hincapié en una de ellas que nos sera de utilidad més adelante
para probar la propiedad P.6.

X, 2, X si E(h(X,)) —— E(h(X)) Yh : S — R uniformemente continua y acotada.
n—+oo n—+oo
(2.12)
P. 6. (continua como funcional de P ). Sea E un Banach separable y sea (P,),>1 una su-

cesion de medidas de probabilidad definidas en E tales que P, converge debilmente a P.
Entonces, para todo B € (0, 1], IDLDP(x, P,) —— IDLD"(x, P).
n—+oo

Demostracion. Sea x € E y 8 € (0, 1]. Nuestro objetivo es probar que si P, es una sucesion
de medidas de probabilidad que convergen P, entonces

IDLD?(x, P,) —— IDLD?(x, P).
n—+oo

Sea (X,),>1 C E una sucesion de elementos aleatorios continuos en E con medida de
probabilidad asociada P,, tal que, X, —— X en distribucion. Veamos que

n—+00

f(X,) —— f(X) en distribucion para todo f € E'.
n—+0o
Basta mostrar que para toda h : R — R acotada y uniformemente continua
E(h(f(Xn) —— E((f(X)).

Sin embargo, es inmediato a partir de[2.12]y que f : E — R es uniformemente continua
por ser lineal y continua, entonces h o f es uniformemente continua y acotada,

Dado que F,; es la funcion de distribucion acumulada de f(X,) la cual converge pun-
tualmente a Fy, obtenemos que

LD (f(x), Pu) —— LD§ (f(2), P).

La demostracion sigue de la aplicacion del Teorema de la Convergencia Mayorada.
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2.3. Version Empirica y Resultados Asintéticos

En esta seccion introduciremos la contraparte empirica de la IDLD y daremos algunos
resultados asintéticos.

Antes de comenzar recordemos la defincidon de Paindavaine y Van Bever (45) de la Pro-
fundidad Simplicial univariada empirica, sea ELD?UC)(., F,):R —[0,1/2], entonces

ELD’®(z,F,) = |Fu(z+ 29) = Fu@]|Ful@) - Fu (2= 29)].

2
B(k)>?
donde

A0 = b (e ) = B (2= 220) = i)

La siguiente observacion implica la buena definicion del nivel de localidad empirico, /lg e

Observacion 7. Sea 8 € (0,1] y Zi,...,Z, variables aleatoria de i.i.d. con distribution F.
Dado z € R, para cada 1 < j < n notamos d;(z) = |Z; — z| y d’(z) al j—ésimo estadistico de
orden de d\(2),...,d,(z). Sea k = [nB], donde [-] representa la funcion parte entera, por lo
tanto, #{Zj : Z;€[z—d"2),z+ dk(z)]} = k. Luego, F, (z + d"(z)) - F, (z - d"(z)) = -
B(k), y el nivel de localidad empirico es A2, = d(z).

A partir de lo que hemos observado definimos la contraparte empirica de la IDLD como
sigue.

Definicion 17. Sea 8 € (0,1], X : Q — E un elemento aleatorio continuo y Xi,...,X, una
muestra aleatoria con la misma distribucion que X. Sea k = [nf], para cada x e Ey f € E
escribimos

A, =inf {/l >0: Fr (f) + D) = Frp (f(x) = ) = S} . (2.13)

Sea B(k) = 5, la version empirica de la IDLD de nivel (k) se define como,

EIDLD?®(x, P,) = IDLD?®(x, P,). (2.14)

Primero, estableceremos la convergencia fuerte de la profundidad local simplicial. Asu-
miendo que se mantienen las condiciones de la observacion notemos algunos hechos
relevantes que se cumplen. Para mantener sencilla la notacion llamemos, 4 = /lf ,
pr=F@+d),p-=F@z-Dyp=FQ.

Sea p € (0, 1) entonces,

D) Opn = Zaup1+1y> Qpon = Zgnpa+1) Y Cp_n = Zinp_1+1)-
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(i) Fo(Qps) = Fu(Qp ) = [npd+1 _ [p1+1 _ [np.]—(np-]

n n n
Mis agn, L2Px =) [npdd = lnp ] [npid — [np ]+ 1
n n n
[np. —np-]1 = [n(ps — p-)] = [nB]. Entonces,
[np] [nB] + 1

— < Fn (Qp+,n) - Fn (Qp_,n) < .

n n

(1) Ziinp_1+1) < 2 < Z(inp,1+1)-
(iv) [z —d®(2),z + d(")(z)] C [Z([np_]+1)’z([np+]+1)] :

(V) day(2) = min{z = Qp n 2+ Qpa}-

1

n.

1
(Vi) F, (Qp+,n) - F, (Z + d(k)(Z)) < Z y F, (Qp_’n) - F, (Z — d(k)(Z)) <
(vii) B(k) < B < B(k) + 1.

Lema 6. Sea Z una variable aleatoria absolutamente continua con distribucion F y sean
Zy,...,Z, una sucesion de variables aleatorias i.i.d con distribucion F. Sea z, = F~'(p)
el cuantil p € (0,1) de F'y Q,, el cuantil p de F, (funcion de distribucion empirica de
Zi,...,2,.) Entonces,

(i) Opn = Z(np+1)-
(ii) |Fi(Qpn) = F(zp)l < 1V p € (0, 1).
(iii) 1F(Qpn) = F(zp)l < IFy = Fllo + 5.
Demostracion. (i) Es directo por la definicion.
(ii) Sea p € (0, 1),

1 - 1 1
Fo(Qp) = Fz)| = [Fn(Qp) — pl = % = [’”’]+p+ =

(iii) Sea p € (0, 1),

|F(Qpn) = F(zp)l < IF(Qpn) = Fu(Qpu)l + [Fn(Qpn) — F(2))l

1 1
<sup|F,(t) - F@Ol+—=|lF, - Fllo + —.
1eR n n
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Proposicion 4. Sea Z,, ..., Z, una sucesion de variables aleatorias i.i.d. con funcion de dis-
tribucion acumulada F. Sea € (0,1] y z € R. Entonces,

2
[ELDEN G Py~ LD )| < & (1 - (%) ) ‘2 (S +4|F, - F||oo) @.15)

Demostracion. Para mantener la escritura simple notaremos A = /lf yd* = dP(z).

| (F+ ) = F@) (F@) = F = 1) = (Fuz + d) = F,@)) (Fu@) - Fuz - d")| =
=|[F+ DF@ - Fe+ HF(z = ) - F)* + FQF(z - )| -

= [Fue+ dYFu(@) = Fule + dYF,( - d) = o0 + Fu@F (2 - )] | =

= |F(z+ D)F() - Fz+ DF(z—A) — F(2)* + FQF(z — 1)

= Fu(z+ dYF,(2) + Fu(e + dYF,( — d + Fo(@) = Fi(F (2 = )| =
F(z+d)F,(z—d") - F(z+ D)F(z - /l)'+ (2.16)

<[P+ DF @) - Foz+ dIF,0)| +
F(z=DF () = Fyz = dYF, (@)

+|Fu@? - F?| +

Analicemos cada término de la Ecuacion por separado,

(a)

[P+ DF@) - Fuz+ d)F, )| =

=|Fe+ DF@ = FQFWQy.) + FQF.Qp,n) = Fulz + dYF,(2)| <
< FQ|F G+ - Fu(Q,.)
+ [FQFWQy, ) = FQFuz + &) + FQF,(z +d) = Fy(z + dYF,(2)| <

+

F,(z+d") <

<+ FQIFAQ - Fule+ )+ [F0 - Fu0)

1 1 2
< —+4+—+|IF = Fpllo = =+ ||IF = F)l|.
n n n
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(b)
F,(z +dYF,(z —d — F(z + )F(z - /l)‘ -

F,(z+d“F,(z—d") — F(z+ )F,(z - d+

+ F(z + D)F,(z—dY — F(z+ )F(z - /l)‘ <

F,z+d—-F(z+ 1)‘ + Fz+ D|F,(z-d - F(z- )| <

< Fuz —d)

<|F,z+d)-Fz+ /l)| +|F (z—dY - F(z- /l)‘ <

Fn(z + dk) - Fn(Qp+,n)

+|[Fu(Qpon) = Fz+ |+

<

1 1 1 1 4
Fn(Qp,,n)_F(Z—/l)‘Sr—l+;+z+r—l:;,

+[FuQp ) - Fue— )| +

(c)
Fi0)+ F2)| <

Fo@f = F@P| = |F() - F@)
Fol@) = FQ)| < 21F, = Fl.

<2

(d) Andlogo al item (a).
Finalmente, llamemos

» H=(F(z+ AF()(F@F@z-2A)y

o G =(Fuz+d") - F,(2) (Fu(2) - Faz— ).

Luego,
'ELDB( F,) - LD ( F)‘ ‘ 2 G 2H‘<‘ 2 6 2G‘+ 2 G 2H‘<
o F,) - L) =756 - 5H < |56 - = —G - —=H| <
g g B> p? Bk~ p? g P
2 2 2
5( - —2)|G|+ —2'G—H'.
Bk B B
Dado que se cumplen las hipdtesis de la Proposicion 2| tenemos que el primer término es
menor o igual B(% Entonces,
2 2 2 2\Bk? 1 3%
2ol ) e
B B plr ) 4 "2 5
Por otro lado, ya sabiamos que
8
G = H| < = +4IF = F, . (2.18)
n

De las desigualdades y probamos (2.15)).
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Los teoremas que siguen a continuacion establecen, en primer lugar, la convergencia uni-
forme para la profundidad local simplicial unidimensional empirica respecto de su contrapar-
te poblacional. Luego basdandonos en ese resultado conseguiremos la consistencia uniforme
para la profundidad local dual integrada empirica.

Teorema 2. Sea E un espacio de Banach Separable con dual B'. Dados X, . .., X, elementos
aleatorios independientes e indénticamente distribuidos en E con medida de probabilidad
asociada Py sea 8 € (0, 1]. Entonces, tenemos que

(a)
E(ili]g ELDYY (f(x), P.y) - LD (f(x). Py) ‘) —— 0 paratodo f€E. (2.19)
(D)
E (sup EIDLD*® (x, P,) — IDLD(x, P)') S} (2.20)
x€B n—-+oo

Demostracion. (a) Sea f € E' y x € E. Notamos Py a la medida de probabilidad asociada
a f(X)y Fy a la funcion de distribucion acumulada; donde X es un elemento aleatorio en
E con medida de probabilidad P. Andlogamente notamos P, s a la medida de probabilidad
empirica de Py basada en f(X,),...,f(X,)y Fy, a la funcion de distribucion acumulada
empirica.

Por la Proposicion 4| tenemos,

1 B\ 2 (8
‘ELI)?(IC) (f(X),Pf,n) - LD? (f(X),Pf)‘ < 5 (1 - (%) ) + ﬁ_Z (Z + 4||Ff,n - Ff”oo .
Observamos que,

TkmﬂngEﬁ_mWZE

2 2 B 2

+pk) _ 2 _ 1
B? = 2np? - nﬁz'

B

(8 = B(k))
Entonces,
DB(k) Dﬁ 1 (17
[ELD}® (£, Pra) - LDG (f(0), Py) | < 3|5 +8IFw = Fille). @20
Como la desigualdad no depende de x, ésta sigue valiendo si tomamos supremo.

sup
x€E

ELD?k) (f(x), Pf,n) - LD? (f(x), Pf) ‘ < é (% +8||F 0 — Ff”m),

Por lo tanto,
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1 (17
E |sup |[ELD{® (f(x), Py.) — LD§ (), Pf)' <E|—|— +8IF, - Fllu)| =
xeE ﬁ n
1 (17
o (7 +8E [||IF . — Ff||w]) : (2.22)
Se desprende de (|2.22)) que basta mostrar que E [llFf,n - Fflloo] — 0.
n—+00

52
Sea € > 0, existe un ng € N tal que ¥ n > ny, 4e™7 < g;

E|IF s - Fllo| =
= E[UF = o1~ File = 5|+ E[gn = FAT (110 = Pl > 5] <

€ €
< eP(uFf,,, — Fille < 5) + 2P(||Ff,,, — Fille > 5) <

€ €
§—+2P(F-n—F~w —).
> |Fy, 7l )

Por la desigualdad de Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz (39) obtenemos que
€ &2
E[IF s - Filla] < 5 +4e™7 < (2.23)

Una observacion importante es que la convergencia no depende del funcional f que se
considere; lo cual no serd de utilidad para probar la parte (b).

(b) Es directo de la parte (a) del teorema y del hecho de que es la integral de una funcion

medible, positiva y acotada. Es decir, dado € > 0, existe un n; € N tal que ¥n > ny,

ELD® (£(x), Py,) - LD§ (£, Py)|| < e (2.24)

E [sup
xeE

Luego,

E [sup EIDLD?®(x, P,) — IDLD"(x, P)” <

xeB

< E [sup f ELDI®(f(x), Py,) — LDE(f(x), Py) dQ(f)] =

xeE

=F [f sup ELDg(k)(f(x),Pf,n) - LD‘; (f(x), Py) dQ(f)] =

xeE

do(f) <

e

= | E [sup ELDI®(f(x), Py,) — LDE(f(x), Py)

x€E

:fedQ(f):e si n > ny.
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Teorema 3. Sea X un elemento aleatorio en E un espacio de Banach separable con medida
de probabilidad asociada P tal que E(f(X)*) < +oco paratodo f € E'. Sea Xi,...,X, una
muestra aleatoria con la misma distribucion que X y sea 8 € (0, 1]. Entonces,

P(sup EIDLD?®(x, P,) — IDLD?(x, P)| —— 0) =1.
x€E n—+oo
Demostracion. Observemos que,
P(sup EIDLD?(x, P,) — IDLD"(x, P)| —— 0) =
xeE n—+oo

-=[(NUN s

>0 neN [zn \¥€E

- UNU e

e>0 neN [>n xR

EIDLD*®(x, P)) — IDLD*(x, P)‘ < e}] _

EIDLD*®(x, P,) — IDLD(x, P)' > e}) .

Luego, es suficiente mostrar que

P [U ﬂ U {sup \EIDLD*®(x, P)) — IDLD(x, P)| > e}] = 0.

e>0 neN [>n xel
Por el lema de Borell-Cantelli es basta con probar que si la probabilidad de los conjuntos
A, = {sup |EIDLD*®(x, P,) — IDLD"(x, P)| > e},
x€E
es sumable, entonces, para todo € > 0,

P (ﬂneN Uisn {Super EIDLDP®(x, P;) — IDLD"(x, P)‘ > e}) = 0y la demostracion estard
terminada.

Sea € > 0,

sup
xeE

EIDLD*®(x, P,) — IDLD"(x, P)' =

= Sup
xeE

< sup f |[ELDEO (£, Py) - LDY(f(x), Pp|dQ =

xeE

= f sup
xeB

1 /(8 18 1
Sfﬁj(r—l""‘”Ff,n—FfHoo)dQ :EZ +E4f”Ff,n_Ff”oonS

[ B G0, Py - 1010, PG| <

ELDYO(£(5), Py) = LD (f(0), Pp)|dQ <

SPLENL I PIIEfn = Fyll
S — +——Su fn — L fllco-
np*  2p? feE
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Dado que sup ||F ¢, — Fyll < +00 existe f, € E' tal que

feF’

SUplIF 1, — Fillw < IF 0 — Fplls + B€,
feB!

entonces
Be

! SUP ”1 —1 ” < ! ”1 I ”
n oo = n (=) .
I’l,82 2,8 fe £y f n ,32 2 ﬁz fo fo 2 ,82

Por la desigualdad de Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz,

€ 16
P(A,) <P ”Ffon F.f0||°° + 5 > 6) = IP)(”Fn,ﬁ) - Ffo”oo > 6,82 - 7) <

8
(n_ﬁ2 28?

SZexp{ Zn(e,B —%) }

Con lo cual la suma nos queda acotada que es lo que queriamos ver, es decir,

ZP(A,,) < 22 exp{ —2n (eﬁ - E) } < 400, (2.25)

neN neN
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2.4. Regiones de Profundidad Local

En esta seccidn definiremos la region de profundidad local a con nivel de localidad B, 1a
cual serd de utilidad para las aplicaciones. Idealmente, estas regiones deberian ser invariantes
respecto del sistema de coordenadas y acotadas. También estudiaremos bajo qué condiciones
tendremos propiedades asintdticas.

Notemos LD? a una funcién de profundidad local y ELD? a su versién empirica, en
particular podemos considerar La Profundidad Local Dual Integrada definida en la Seccién
2.2

Definicion 18. Sea E un espacio de Banach separable, sea X : Q — E un elemento aleatorio
con medida de probabilidad asociada P. Sea 3 € (0,1] y a € (0, %], llamemos region de
profundidad local a con nivel de localidad B, al conjunto

Ry ={xeE: LD’(x,P) 2 a}. (2.26)

Sean Xj, ..., X, una muestra aleatoria en E, la version empirica de R‘ﬁ’ es

RY =R, ={x€B: ELD’(x,P,) 2 a}.

En toda esta seccion el nivel de localidad 8 quedara fijo, por lo tanto notaremos R” (respc.
R})y Rj (respe. R} ;) sin ambigiiedad.

Para ilustrar un poco més este concepto y poder entender mejor la diferencia con las
regiones globales veremos dos ejemplos gréficos. En la Figura [2.2] hemos calculado la pro-
fundidad local para una grilla. Se puede apreciar que hay tres zonas con forma de elipse
tefiidas por un azul més oscuro que el resto del plano. A medida que nos alejamos del centro
de las elipses se genera un gradiente de color hacia tonos més claros. Las dos elipses que se
encuentran més cerca del borde rodean a la moda y la que queda en el medio a la antimoda.
Una buena analogia puede hacerse comparando este concepto a las fosas que se encuentran
en los oceanos donde el color del agua se vuelve mds oscuro a medida que aumenta la pro-
fundidad siendo en este caso un oceano definido por la medida de probabilidad. El pardmetro
B determina, siguiendo la andlogia, la forma del oceano y el pardmetro « un limite para poder
fijar estas regiones, es decir un corte para poder determinar si estamos dentro o fuera de fosa.
Esto se puede ver en la Figura [2.3|donde los puntos de color azul quedan dentro de la regién
empirica y los puntos negros quedan fuera.

Observacion 8. » Si E es finito dimensional, entonces R® es invariante por transforma-
ciones ortogonales.

s Sia; < a; entonces Rgz C Rgl.

El teorema que sigue nos mostrard que la regiéon de profundidad local @ con nivel de
localidad 8 empirica es fuertemente consistente respecto a su contraparte poblacional bajo
condiciones de regularidad.
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X

X2

Figura 2.3: Regiones empiricas de profundidad local para @ = 0,4 y B(k) = 0,45.

Teorema 4. Sea E un espacio de Banach separable, sea X : Q — E una elemento aleatorio
con medida de probabilidad asociada P. Supongamos que,

a) LDP(x,P) —— 0.

lIxl|—+00

b) sup |[ELDP(x, P,) - LDP(x,P)| — O c.s.

x€R n—+oo
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Entonces, para todo € > 0,0 < 6 < €, 0 < @ y una sucesion de niimeros reales (a,),> tal que
a’n - a;

(1) Existe ny € N que cumple R**€ c R™*° c R c R™° c R*"¢.

(1) Si P(x €cE: LDP(x) = a) = 0, entonces R;," —— R“ c.s.
n—+oo
Demostracion. (I) Sea e > 0,0 < § < €, @« > 0y una sucesion a, — «. Es claro por la
Observacion |8 que
R™™° c R™ C R™*°,

=0 _ . L. . .
Queremos ver que R,"° C R*€. Sin pérdida de generalidad asumimos que @ — € > 0, en caso
contrario la inclusion se cumple siempre.

Dado que a, — a, existe n; € N tal que para n > ny, |a, — a| < ¢

52 Mds an, de la
hipdtesis (b) obtenemos que existe ny > ny tal que si n > n, entonces,

_5
sup |[ELDA(x, P,) — LDP(x, P)| < ET c.s

xeE
-5 _ .
Sea x € R,"° N (R* ), si n > ny, tenemos

-6 -6
ELDB(x,P,,)—LDﬁ(x,P)>an—é—(cx—e):an—a—6+62—%+6—6: 62 .

Lo cual es una contradiccion, lo que nos lleva a concluir que la interseccion es vacia. Luego,
six€R"° = xeR" = R™°CR"

Nos faltaria para terminar esta primera parte probar la otra inclusion, R**€ c R™*°. La
prueba es andloga, sea x € R** N R, sin > N,
(e-0) €-6
2 27

LDP(x,P)— ELD°(x,P,) >€e+a—-a,-a=€—-6—(a,—a)>€—6—
Otra vez nos encontramos con una contradiccion. Por lo tanto,
RO N (RZ"”)C -0 = R RZ,1+6_
(II) Sabemos que

{xeE: LDP(x,P)> o} = U RO ﬂ R ={xeE: LDF(x,P)2 o} (2.27)
ecQ* ecQt

Queremos probar que U R c liminf RS" = U ﬂ R c.s.

ecQt n>1 k>n
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Sea € € Q" and x € R***. La parte (I) establece que existe n tal que

R*™ C R para todo k > ny c.s = R C ﬂ R c.s

k>ng

Entonces, para todo

veeQ', R c| JO\RY cs= [ JR™c| JR" cs

n<l k>n ecQ* n>1 k>n

Falta probar que lim sup R}" = ﬂ U R C ﬂ R “c.s

n>1 k>n e€Q*

59

De la parte (I) del teorema, para € € Q" existe ny tal que R* C R*™ para todo k > ny

c.s. Con lo cual, U R C R c.s.

k>ng
Luego,
OUre e | Jre c s
n>1 k>n k>ng
Como se cumple para todo € € Q7 ﬂ U R C R c.s.
n>1 k>n

Finalmente y utilizando que liminf R," C lim sup R,,",

U R c liminf R})" C limsup Ry C m R cs

€Q* ecQt

Juntando los resultados (2.27) y (2.28),

P (limsup R)" # liminf R}") = P (lim sup R;" — lim inf R}") <

<P(R"-{(x€E:LD(x.P) > a}) =

= P({xe E: LDP(x,P) = a/) =0.
Luego el limite existe y procediendo andlogamente,

P(R“ # lim RZ") - P(R" _ ifm R;j") <

n—+oo n—+oo

SP(R“—{er . LDP(x, P) >a/}) = 0.

(2.28)
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Capitulo 3

Clusters Basados en Profundidades
Locales

En este capitulo proponemos un método de clusters basado en profundidades locales. El
procedimiento se puede aplicar a una amplia variedad de datos, dependiendo de la capacidad
de la profundidad local para adaptarse al espacio donde se encuentren las observaciones.

Mostraremos como se puede extender inmediatamente la IDLD al contexto de datos fun-
cionales mutidimensionales y datos mixtos. Ademdas mostraremos como puede construirse
una profundidad local combinando otras funciones de profundidad local dadas y como puede
utilizarse para sortear el problema de las escalas cuando se combinan distintos tipos de datos.

Pondremos a prueba el método de cluster basado en profundidades con simulaciones
para datos multivariados, funcionales y datos funcionales multidimensionales. Por ultimo
aplicaremos el procedimiento de clusters para conjuntos clasicos de datos funcionales y un
ejemplo con datos reales de datos mixtos.

3.1. Procedimiento de cluster basado en profundidades lo-
cales

En esta seccion introducimos un procedimiento de Clusters basado en Profundidades Lo-
cales (LDC). Es un procedimiento de particion del espacio, basado en la definicion de cen-
troides, donde cada uno de ellos en lugar de ser un punto es una region del espacio, que
Ilamamos regiones nucleo. Aquellos puntos que no pertenecen a las regiones nucleo se asig-
nan al grupo determinado por la region niicleo més cercana. A continuacién explicaremos el
método en detalle.

Sea X un elemento aleatorio en un espacio de Banach separable E, con distribucion P.

Etapa 1: Regiones Nucleo.

61
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a) Considerar la region interior de profundidad local @ con nivel de localidad 5, R%,
definida por la Ecuacién (2.26).

b) Realizar una particiéon de R}, en K clusters, C‘i’, A C’}"{, tales que Rg = Ui’i , C‘;’,
y P(C‘lf’ N C’;?) =0, parai # j.

Etapa 2: Asignacion final.

Basado en los clusters definidos en la Etapa 1, parte b), para los puntos en Ry, realizar
la asignacion de los puntos restantes siguiendo la regla de la minima distacia a cada
region nucleo, i.e.

CY={x€E:dx C" < dx, C’;Y) para todo, j # i},
donde d(x, C‘;?‘) = inf),ec;._ d(x,y).

La idea de esta propuesta es determinar el centro de los clusters como una region del espa-
cio en vez de utilizar un tnico punto. Aunque, es conocido que no existe un procedimiento de
clusters que sea adecuado para toda configuracion de clusters y que la eleccion del procedi-
miento adecuado deberia estar fuertemente relacionada con la distribucién subyacente de los
datos. Nuestra idea es tener centros con una forma flexible que nos permitan capturar mejor
la distribucion de los clusters. Tipicamente, los métodos de clusters basados en centros tienen
muy buen desempefio bajo distribuciones esféricas. Cuanto mas flexibilidad tenga la region
central deberia resultar en una mejor performance detectando la verdadera estructura de clus-
ters bajo mayor nimero de distribuciones, incluyendo distribuciones elipticas. Ademads, dado
que las medidas de profundidad tienen una relacidn cercana con la robustez, es esperable que
las regiones nucleo sean resistentes a la presencia de datos atipicos.

Algunas consideraciones importantes a la hora de implementar el procedimiento de LDC.
En la Etapa 1, las regiones nucleo pueden ser seleccionadas considerando cualquier profun-
didad local. Siempre que se cumplan las hipdtesis del Teorema |4 el procedimiento resultara
consistente. En el Etapa 1, parte b), se puede considerar cualquier procedimiento de clusters,
por simplicidad en adelante nosotros usaremos el cldsico algoritmo k—medias. Asumimos
que el nimero de clusters, K, estd dado de antemano, sin embargo si esto no ocurriera puede
estimarse utilizando cualquier procedimiento existente en la literatura.

A continuacién daremos la contraparte empirica de nuestra propuesta, que se basa en
aplicar el método plug-in a la versién poblacional.

Sean X, ..., X, observaciones i.i.d. en E, un espacio de Banach separable, con una estruc-
tura de K clusters. Notemos Ry, a la region interior de profundidad « con nivel de localidad
B.yC¥,..., C’Z‘ - @ la particion inicial obtenida al aplicar la Etapa 1, parte b). La asignacion
final, ests dado bor,

Cyi={x€E:d(x,Cy) <dxCy,) paratoda, j # i},

donde d(x, C‘Z,j) = minecr d(x. ).
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3.2. Otras Aplicaciones

3.2.1. Datos Funcionales Mixtos

En esta seccidon analizamos en detalle la implementacion del método de clusters para
el caso de datos mixtos, donde por ejemplo tendremos variables funcionales y otras reales.
Consideramos que este caso es de suma importancia, ya que conjuntos de datos con estas
caracteristicas aparecen cada vez con mayor frecuencia en problemas reales. Sin embargo, la
literatura en este ambito es escasa.

Consideramos el conjunto de datos AEMET, que se encuentra en la libreria de R fda.usc.
Este conjunto de datos es provisto por la Agencia Estatal de Meteorologia Espafiola. Cuenta
con series diarias anuales para la temperatura media, precipitacion media y velocidad media
del viento para 73 estaciones meteoroldgicas desplegadas en el territorio espafol durante el
periodo 1980-2009. El conjunto de datos contiene ademds la informacién geografica de cada
estacion junto al afio al que corresponden las series.

Estudiaremos el problema de cluster para las estaciones meteoroldgicas, basandonos en
una variable funcional, la serie anual de velocidades medias del viento, y un conjunto de
datos multivariados con tres variables geograficas: latitud, longitud, altura de las estaciones
meteoroldgicas. Analizar estas variables de manera conjunta es relevante dado que la altura
influye en la intensidad de los vientos. Si se consideracen tnicamente los datos multivariados
o los datos funcionales para analizar la conformacion del cluster llevaria a un anélisis menos
rico. Aunque los sensores estén ubicados a la misma altura es posible que fendmenos relacio-
nados con el clima de la region generen deformaciones en las curvas dadas por la intensidad
del viento. Aplicaremos la técnica de clustering que introdujimos en esta tesis, para ello ne-
cesitamos ser precisos en la definicion de la profundidad local dual integrada en espacios que
tengan estas caracteristicas.

Presentamos dos propuestas para definir profundidades locales en este contexto. Prime-
ro veremos como puede extenderse directamente la IDLD y luego una modificacién para
cualquier otra profundidad local que esté definida en espacios de dimension finita e infinita.

Para formalizar esta idea podemos asumir que tenemos dos espacios de Hilbert separa-
bles, (H¢, <,>¢), de dimension infinita para las variables funcionales y (H,, <,>,,) de di-
mension finita, para el vector multivariado que vayamos a considerar. El elemento aleatorio
X pertenece a H = H; ® H,, que también es un espacio de Hilbert separable. El producto
interno es < -, - >H0H, Y caracteriza los funcionales lineales continuos. Es decir, si f € H’
entonces f = f; @ f,, donde f; € Hf Y fu € H,. Més aun, existen hy € H; y h,, € H, tal
que f =< -, hy >; + < -, h, >, . El cilculo de la IDLD resulta directo basta considerar una
medida Q independiente de la medida de probabilidad asociada con X. En particular podria
tomarse Q como la medida producto considerando O una medida para H} y Q,, una medida

para H,. Ambas independientes de P la medida de probabilidad asociada a X.

En este enfoque hay que tener mucho cuidado con la escala de las variables. La suma de
los productos internos respectivos caracteriza las proyecciones en las cuales se basa la IDLD.
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Dado que las variables funcionales en general tienen mayor escala que las multivaridas, la
variabilidad de las mismas podria terminar absorviendo la informacién que queremos incor-
porar. En sentido contrario también puede ocurrir; una variable multivariada con una escala
mucho mayor que el resto tendria el mismo efecto. Una solucion es estandatizar las variables,
sin embargo no es muy claro en la literatura como hacerlo.

El segundo enfoque trata de sortear el problema que mencionamos anteriormente. Se
basa en que la IDLD puede calcularse en ambos espacios y una vez obtenido el resultado,
no hay un problema de escalas. Luego de calcular las profundidades por separado para cada
espacio necesitamos una forma de combinarlas. Nuestra propuesta es tomar una combinacion
convexa. Trataremos de mostrar que esta combinacion tiene sentido, es decir que volvemos a
encontrarnos con una funcién de profundidad local.

Generalizamos estas ideas al marco de espacios de Banach. Supongamos que tenemos
una coleccion finita de espacios de Banach (E,, ||.|lg;), 1 < i < L consideramos el espacio
producto E = E; X --- X E; y notamos x € E como x = (xi,...,x.). Dotamos al espacio E

con la norma:
L
s = > Iills,
i=1

Utilizando esta norma nos queda caracterizado el dual, E" = E’; X - --XE’, y los elementos en
este conjunto son f(x) = Z,-L:1 fi(x;). La norma para un elemento del dual se calcula || fl|z =
max <<y || fillg;, pues

1<j<L

L L L
@I = Y Uiwls, < ) Il llelle, < sup 1flke, ) ke, = ma 1/l ke
i=1 i=1 i=1 -

lfllz = sup|f(x0)] < max || fillz,.
1<i<L

lIxlle

Luego, la igualdad se alcanza considerando la proyeccion correcta que logra el maximo.

Definicion 19. Sean E,,...,E; espacios de Banach separables y E = E| X --- X E;. Sea X
un elemento aleatorio con E con medida de probabilidad asociada P. Sea 11; : E — E; la
proyeccion sobre E;, Q una medida de probabilidad en E' independiente de Py € (0, 1]
Definimos la Profundidad Local Dual Integrada Mixta (MIDLD) como

L
MIDLDP(x, P) = Z 5;IDLDP(x;, P;) (3.1)

i=1

donde (6,-)Z.L:1 C Ry tal que ZiLzl 0; = 1, X; = II;(X) y P; es la medida de probabilidad
asociada a X; dada por las proyeccion.

Hemos definido una nueva version de la IDLD, sin embargo, para ser consistentes de-
beriamos chequear que la MIDLD satisface las propiedades establecidas por Serfling (57)
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para ser una funcion de profundidad local. De ahora en adelante mantenemos la notacion de
la definicion.
P.1.: La propiedad deberia cumplirse para transformaciones ortogonales en espacios de

dimension finita. Bajo las mismas condiciones de la Definicion si tenemos E,...,E;
espacios de dimension finitay A : E — E es ortogonal, tal que Ax = (Ax,...,A x) con

A; : E; — E, ortogonal.

L L
MIDLDP(Ax, Pay) = Z SIDLDP(Aix;, Pax) = Z S;IDLDP(x;, Py,) =
i=1 i=1
= MIDLD?(x, Py).

P.2.: Supongamos que 8 = (6, ...,0;.) € E es un punto de S—simetria. Recordemos que el
dual nos queda caracterizado por B’ = E,’ X...E;". Esperariamos que la proyeccién de dicho
punto sobre alguno de los E; sea también un punto de S-simetria. Para recuperar el resultado
para E; basta con considerar los funcionales lineales de la forma (0, ..., 0, f;,0,...,0). Luego,

L L
I 1
i=1 i=1

P.3: Consideremos un punto de C-simetria, 6 € E. Razonando andlogamente a la propie-
dad (P.2), 6, resulta un punto de C-simetria en E;. Sear € [0,1], x e Ey 8 € (0, 1], luego

L L
MIDLDA(x, P) = > GiIDLDP (x;, P) < )" S,IDLD? (1 = 1)6; + tx;, P)

i=1 i=1

= MIDLD? (1 — 1) + tx, Py).
P.4: Es inmediata por las propiedades de la suma y el limite,
IDLD?(x;, P;) = 0 paratodo 1 <i<L = MIDLD’(x, P) = 0.

X||—+0c0 X||—+00
P.5.-P.6.: Inmediatas por las propiedades de la continuidad respecto a la suma.

Proposicion 5. Sean E,, ... ,E; espacios de Banach separables y E = By X --- X B;. Sea X
un elemento aleatorio con E con medida de probabilidad asociada P. Sea 11; : E — E; la
proyeccion sobre E;, Q una medida de probabilidad en E’ independiente de Py 8 € (0, 1].
Entonces, la MIDLD cumple las propiedades P.1. - P.6. mencionadas en la Seccion[2.2.1]

Es claro que se puede construir una medida de profundidad local mixta a partir de me-
didas de profundidad local definidas en cada uno de los espacios de Banach originales, las
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propiedades de esta nueva medida de profundidad local serdn heredadas de las medidas de
profundidad local originales. Es inmediato que aplicando el método plug-in se puede obtener
una version empirica de la MIDLD a partir de las versiones empiricas de la profundidad que
se desee utilizar. En este escenario la convergencia dependera de la profundidad local elegida.

Cabe mencionar que la MIDLD tiene una debilidad con respecto a la IDLD. Si bien hereda
las propiedades mencionadas por Serfling (57), no podemos asegurar que si la MIDLD se
maximiza en un punto, entonces este punto es de 8 — simetria. Podemos ilustrarlo con un
ejemplo muy sencillo:

Consideremos el vector aleatorio (X, Y) € R? con funcién de densidad:

Jfxr(x,y) = 2x + 2y — 4xy)lj0,11(0)10,11(y)-

Podemos observar que X ~ U[0,1] e Y ~ U[0,1] porloque x = 1/2ey = 1/2 son
puntos de § — simetria para X e Y respectivamente, pero no es cierto que (1/2,1/2) sea un
punto de S — simetria para (X, Y) dado que su distribucién conjunta no es simétrica. La raiz
del problema se encuentra en que la MIDLD depende de la distribucion marginal de cada
dato mixto y no de la distribucién conjunta; con lo cual no tiene la capacidad de captar toda
la informacion.

3.3. Simulaciones y Datos Reales

En esta seccién analizaremos numéricamente el desempefio del procedimiento de clus-
tering que introdujimos en la Seccién (3.1} Las simulaciones comprenden los casos finito e
infinito dimensional. En el dltimo, tuvimos en cuenta datos funcionales univariados y multi-
varidos. Ademads hemos puesto a prueba el método en varios conjuntos reales de datos funcio-
nales muy conocidos en la literatura. El LDC fue implementado considerando, no solamente
la IDLD, sino también otras propuestas para medidades de profundidad locales disponibles.

3.3.1. Ciriterios para Comparar Particiones

En el andlisis de clusters no existe un criterio comun aceptado para evaluar el desempefio
de los procedimientos, ni una cota inferior que indique la dificultad del problema como ocu-
rre en la clasificacion supervisada, donde el error de Bayes cumple ese papel. En general,
en problemas de clasificacion supervisada basta con contar la proporcion de observaciones
correctamente clasificadas en una muestra de validacion. Por el contrario, en problemas de
cluster los datos no tienen este tipo de informacion. En este contexto, se pueden encontrar
dos situaciones, por un lado comparar la performance de un método de cluster versus resulta-
dos estandares (conocidos) y por otro lado necesitar compararlos con los resultados de otros
métodos.

Si bien en la literatura hay muchas propuestas para medir la performance de un proce-
dimiento de cluster (ver (25)), nosotros desarrollaremos dos de ellas que son las que mayor
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relevancia tienen, en ambos casos subyace la idea de contar la proporcion de observaciones
mal clasificadas. En ambos casos el objetivo es comparar dos particiones distintas.

Tasa correcta de clasificacién (CCR)

Esta medida es adecuada cuando una de las dos particiones es conocida, esto suele ocurrir
cuando los datos son simulados, o en el caso de que hubiera un antecedente confiable de
particiéon de los datos, por ejemplo en conjuntos de datos que son conocidos y se utilizan
para validar un nuevo procedimiento de cluster. En general esta medida es muy utilizada en
problemas de aprendizaje supervizado.

Sean yy,...,y, las etiquetas que le corresponden a la particién conocida de n observacio-
nes en K clusters. Por otro lado, se tienen yy,...,y,, las etiquetas asignadas por el procedi-
miento de cluster del cual se quiere evaluar su desempefio, donde también se segmenta en K
clusters. El CCR esta definido como:

n
CCR = 1-min % > Tysomn (3.2)
i=1

donde X es el conjunto de todas las posibles permutaciones de las etiquetas predichas. En
este caso es necesitario tomar todas las posibles permutaciones de las etiquetas predichas,
porque a diferencia del problema de clasificacion las etiquetas en cluster no tienen un sig-
nificado. Veamoslo en un ejemplo sencillo. Supongamos que tenemos un conjunto de cinco
observaciones, donde las tres primeras pertenecen a un grupo y las dos dltimas a otro grupo,
las particiones {1,1,1,2,2} y {2,2,2, 1, 1} son iguales, solo difieren en la etiqueta asignada,
permutar las etiquetas es necesario para detectar estos casos.

Este criterio tiene dos inconvenientes, el primero es que hay que contar con una particion
conocida y claramente en problemas reales esto nunca ocurre. El segundo es que si el nimero
de clusters es grande el problema se vuelve dificil de tratar computacionalmente porque la
cantidad de permutaciones que hay que considerar es alta. Este dltimo problema se puede
resolver en tiempo polinomial utilizando técnicas para apareamiento bipartito mediante el
algoritmo Hungaro (43).

Indice de Rand Ajustado (ARI)

Hubert y Arabie (25) introducen este criterio, que es mas flexible dado que permite com-
parar dos particiones en forma simétrica, tipicamente son dos particiones provenientes de dos
criterios de cluster y se quiere estudiar el grado de concordancia entre ambas. Méas formal-
mente, un conjunto de n datos, sean U = {Uy,...,Ux}y V = {Vy,...,V.} dos particiones
del mismo. Es importante observar que el niimero de clusters de la dos particiones no nece-
sariamente coincide. La idea del método consiste en considerar todos los pares posibles de
observaciones analizar si ambos pertencen a un mismo grupo o a grupos distintos en las dos
particiones. La superposicion entre las dos particiones puede resumirse en una tabla de con-
tigencia de K filas por L columnas M = [n;]i<i<k 1<j<z, donde n;; representa el nimero de
datos que son comunes a U; y V;. Luego, los (g) pares de observaciones pueden clasificarse
en 4 categorias:
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= Nj; : el nimero de pares de observaciones donde ambas observaciones pertenecen a un
mismo clusteren U y en V.

= Ny : el nimero de pares de observaciones donde las dos observaciones se encuentran
en el mismo cluster en U, pero en diferente cluster en V.

= Ny, : el nimero de pares de observaciones donde las dos observaciones se encuentran
en distinto cluster en U, pero en el mismo cluster en V.

= Ny : el nimero de pares de observaciones donde ambas observaciones pertenecen a un
mismo clusteren U y en V.

Si Ny y Ny; son altos en comparacion con Ny; y Ny las dos particiones tendran un alto grado
de concordancia. Finalmente, se define el ARI como

2(NooN11 — No1Nio)

ARI(U. V) = .
(Noo + No1)(No1 + Ni1) + (NooN1o)(N1oNi1)

Este es un nimero acotado por 0 y 1. Cuando el ARI = 1 nos dice que la concordancia
entre las particiones es perfecta. Este procedimiento no tiene un alto costo computacional.

3.3.2. Simulaciones: datos multivariados

El proposito de esta seccion es evaluar el desempefio de nuestra propuesta bajo una basta
diversidad de distribuciones, que presenten desafios usuales en problemas de aprendizaje no
supervisado. Especificamente, analizamos los casos donde los datos son esparsos, presen-
tan observaciones atipicas o los tamafios de los clusters son heterogéneos. Para este objetivo
trabajamos con catorce escenarios diferentes en los cuales la distribucién original de las va-
riables fue propuesta por Witten y Tibshirani (33) y luego extendida por Kondo et al (31). En
todos los casos, comparamos con otros métodos de clusters conocidos, los cuales describire-
mos brevemente.

En los catorce modelos considerados los datos tienen una estructura de tres grupos. Cada
uno de ellos tiene 300 observaciones, en los doce primeros modelos los clusters tienen todos
el mismo tamaiio. Los conjuntos de datos fueron generados de la siguiente forma.

Modelo 1: Los datos son esféricos y fueron generados a partir de distribuciones normales,
N(u;, %), para i = 1,2,3, con medias (-3,-3,0),(0,0,0),(3,3,0). Los tres grupos tienen
como matriz de covarianza la identidad. La Figura 3.1 muestra las dos primeras coordenadas
de un conjunto de datos generados siguiendo el Modelo 1.

Modelo 2: Los datos son elipticos y fueron generados a partir de distribuciones normales
N(u;, %), parai = 1,2,3, con medias (-3, -3,0),(0,0,0), (3, 3,0), las mismas que en el Mo-
delo 1. Mientras, que si bien la matriz de covarianza es la misma para los tres grupos en este
caso “a dada por £ = diag(3,0,25, 1).
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En estos dos modelos, las primeras dos variables son informativas para determinar la
estructura de cluster, mientras que la tercera es ruido.

El Modelo 3, (respectivamente Modelo 4) tiene cinco variables. Las primeras tres siguen
la distribucién como en el Modelo 1 (respectivamente Modelo 2). El resto de las variables
son independientes con distribucién normal estandar y s6lo son ruido.

Por otra parte, estudiamos el desempeiio del procedimiento en presencia de outliers. Para
ello consideramos dos configuraciones distintas para la contaminacién para cada uno de los
modelos. En cada una de ellas reemplazamos una coordenada de cinco observaciones por
datos atipicos que siguen una distribucién uniforme en el intervalo [25,25,01]. En la prime-
ra configuracion reemplazamos cinco observaciones de la primer coordenada (informativa)
correspondiente al primer cluster (Modelos 5 a 8,) el resto de la distribucién la mantuvimos
sin modificaciones siguiendo en los Modelos 1 a 4. En los Modelos 9 a 12 el esquema es el
mismo, pero la contaminacion es alojada en la ultima coordenada, que no es informativa.

Los dos modelos restantes, Modelo 13 y 14, tienen clusters con tamafo desbalanceado,
se siguen las mismas distribuciones que en los Modelos 1 y 2, pero en lugar de tener 100
observaciones cada cluster, el primer cluster tiene el 60 % de las observaciones, mientras que
los dos clusters restantes tienen el 20 % cada uno de ellos.

Tomamos como punto de referencia los siguientes métodos de cluster para la compara-
cién:

= k-medias. Es el procedimiento de cluster por particion del espacio mas difundido por su
buen desempefio en ejemplos concretos, sus buenas propiedades tedricas y la facilidad
de uso ya que se encuentra incorporado en todos los programas de estadistica. La idea
central es hallar k centros y asignar las observaciones a su centro mas cercano, de modo
tal de minimizar la varianza dentro de cada grupo. Desde el punto de vista numérico si
bien el problema es N P-completo, hay algoritmos que permiten converger rapidamente
a minimos locales. Estos algoritmos dependen fuertemente de la inicializacion de los
centro, para mejorar la identificacion de clusters se aconseja realizar 10 inicializaciones
aleatorias.

= El procedimiento para datos esparzos basado en k-medias (Sparse k-means clustering
procedure, SKM), introducido por Witten y Tibshirani (55). El método es un extension
de k-medias especificamente disefiada para tratar problemas con datos en alta dimen-
sién donde la proporcion de variables informativas en relacién con la dimensién es
pequena. Las caracteristicas relevantes son seleccionadas via procedimientos del tipo
Lasso. El algoritmo depende de un parametro, la cota L;, que fue elegida como sugiere
la literatura (s = 3,7). Al igual que en k-medias el algoritmo depende de la inicializa-
cion de los centros, por lo tanto se consideraron 5 inicializaciones aleatorias.

= El procedimiento para datos esparsos y robustos basado en k-medias (Robust and Spar-
se k-means clustering procedure, RSKM), propuesto por Kondo et al. (31). Es una
extension de SKM disenada para tratar no s6lo con conjuntos de datos esparsos sino
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también bajo contaminacion. Los dos pardmetros de inicializacién los hemos ajustado
como se sugiere en la literatura, tomando el parametro correspondiente a la cota de la
norma L, igual a 4 y la proporcion de corte en 0,1.

= Fraley y Raftery ((19),(20)), propusieron el criterio de cluster MCLUST. El mismo
asume que los datos fueron generados por una mixtura normal k con matrices de co-
varianza elipsoidales con forma, volumen y orientacion variables. Los parametros para
cada poblacion se estiman mediante mdxima y el modelo mas apropiado es selecciona-
do basdndose en el Criterio de Informacién Bayesiano.

EL procedimiento LDC introducido en la Seccién [3.1] lo implementamos considerando
tres definiciones para profundidades locales. El parametro « representa la proporcion de datos
que contendran las regiones nucleo de los clusters, si este valor es muy pequefio el procedi-
miento tendrd un comportamiento muy similar a k-medias, no pudiendo capturar la estructura
central de los clusters. Si toma valores altos, las regiones nicleo tendrdan observaciones con
profundidad local moderada, eso puede llevar a errores en las asignaciones. Por estos motivos
sugerimos tomar valores entre 0,15 y 0,4. Para fijar el pardmetro «, realizamos un andlisis de
la sensibilidad de los pardmetros, siguiendo las ideas de remuestreo propuestas por Hennig
(21), a partir de ellas pudimos ver que en todos los casos el método es estable, como en la
mayor parte de los casos @ = 0,4 mostré ligeramente mejor desempefio nos quedamos con
este valor a lo largo del estudio.

= La Profundidad Local Simplicial (LDCS) introducida por Agostinelli y Romanazzi (2)).
Utilizamos el paquete de R localdepth, El parametro 7, fue calculado con la funcién
quantile.localdepth como sugiere la libreria, el cuantil de los estadisticos de orden se
fij6 en probs = 0,1.

= [a version local de profundidad con nivel de localidad g (LDCPV) de acuerdo con la
propuesta de Paindaveine y Van Bever (45). Utilizamos el paquete de R DepthProc, y
fijamos el pardmetro de localidad 8 igual a 0,2.

= La Profundidad Dual Local Integrada con nivel de localidad g, (LDCI) que introduji-
mos en la Seccion Al igual que para LDCPYV, fijamos 8 = 0,2 y consideramos
N = 50 proyecciones al azar con distribucién normal estandar.

En los dos dltimos, a la hora de seleccionar el pardmetro de localidad 8 tuvimos en cuenta,
que si se consideran valores altos, la profundidad local se ird pareciendo mucho a la profundi-
dad global, dejando de capturar modas locales, mientras que si el valor es bajo se potenciardn
efectos locales pequeiios pudiéndose detectar modas espureas, por lo tanto consideramos
B =102,0,3y 0,4,y siguiendo las ideas de remuestreo de Hennig, pudimos observar que el
procedimiento es estable y tomamos 8 = 0,2 para todos los casos, que era el valor donde
globalmente se observaba mejor desempefio.

Realizamos M = 500 réplicas para cada modelo.
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El resultado de la simulacién se muestra en la Tabla[3.1] Era esperado que todos los méto-
dos tuvieran una muy buena performance bajos los Modelos 1 y 3, donde todos los clusters
son esféricos sin datos atipicos. Bajo los Modelos 2 y 4 los clusters tiene distribucion elipti-
ca, MCLUST tiene un desempefio excepcional y es claro que LDC, con cualquier alternativa,
es mejor que las otras tres alternativas. En los Modelos 5 a 12, dado que k-medias, SKM y
MCLUST no son robustos fallan, tipicamente los 5 datos atipicos conforman un grupo y el
cluster con media (0, ..., 0) es dividido entre los otros grupos. LDC y RSKM estan basados
en criterios robustos, lo que los lleva a tener buen desempefio. RKSM parece funcionar mejor
bajo distribuciones esféricas y LCD cuando la distribucion es eliptica. En los doce primeros
modelos LDC tiene buenos resultados sin importar la eleccion de la profundidad local. Sin
embargo, cuando los tamaifios de los clusters no son parejos, los tinicos criterios capaces de
detectar la estructura de cluster son MCLUST y la LDC considerando la profundidad local
dual integrada. Es claro que LDC en combinacion con las otras dos propuestas de profundi-
dades locales no es capaz de detectar correctamente los centros de los clusters. En cuanto los
otros criterios de cluster tienen buena performance en el caso esférico, pero fallan en el caso
eliptico.

En resumen, se puede ver que LDCI es el unico procedimiento de cluster lo suficiente-
mente versatil como para detectar correctamente los clusters bajo situaciones adversas (datos
esparsos, presencia de outliers y cluster desbalanceados en tamafio).

Cuadro 3.1: CCR para cada criterio y configuracion de la distribucion.

Modelo | k-medias SKM RSKM MCLUST LDCS LDCPV LDCI
1 0,98 0,98 0,98 0,98 0,96 0,95 0,97
2 0,87 0,80 0,86 0,99 0,91 0,87 0,91
3 0,98 0,98 0,98 0,98 0,96 0,96 0,97
4 0,87 0,80 0,85 0,99 0,89 0,90 0,90
5 0,66 0,70 0,96 0,65 0,95 0,92 0,95
6 0,65 0,62 0,84 0,66 0,90 0,85 0,87
7 0,67 0,70 0,96 0,65 0,94 0,94 0,95
8 0,65 0,62 0,84 0,66 0,88 0,89 0,87
9 0,65 0,68 0,98 0,65 0,95 0,94 0,95

10 0,65 0,65 0,86 0,66 0,91 0,84 0,89
11 0,65 0,67 0,98 0,65 0,95 0,86 0,96
12 0,65 0,66 0,85 0,66 0,88 0,95 0,90
13 0,97 0,98 0,98 0,97 0,54 0,46 0,96
14 0,74 0,70 0,69 0,98 0,52 0,43 0,82
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Figura 3.1: Scatter plot de las dos primeras variables para datos generados con el Modelo 1.

Por otra parte, analizamos el desempefio computacional de las tres definiciones de pro-
fundidades locales, considerando diferentes tamaios muestrales y dimensiéon de los datos.
Generamos datos de acuerdo al Modelo 3, pero en lugar de tener 3 variables no informa-
tivas agregamos p — 2, (p = 5,35, 65) variables aleatorias independientes no informativas
con distribucién normal estandar. También consideramos diferentes tamafios de muestra,
n = 300,2100,3900 y 5700. Para la ILDL generamos 50 direcciones al azar. El tiempo
de computo crece exponencialmente con el aumento de la dimension, por esta razén, sélo
realizamos M = 50 replicas bajo cada escenario.

En la Tabla[3.2] se presentan los resultados de la simulacién. Se observa que en todos los
casos IDLD es el procedimiento més rapido, mds auin, no se ve afectado por la dimensién del
conjunto de datos. Sin embargo LDS y LDPV tienen un aumento en el tiempo computacional
dramético cuando p crece. LDPV es por lejos el procedimiento més lento. Aunque todos los
procedimientos demandan mds tiempo cuando aumenta el tamand muestral, IDLD tiene la
menor tasa de crecimiento.
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Cuadro 3.2: Tiempo de computo medio para LDS, LDPV and IDLD.
p n

300 2100 3900 5700

5 LDS | 0,785 38,27 131,65 280,66
LDPV | 4,236 100,08 292,67 624,91
IDLD | 0,397 20,74 73,74 160,43

35 LDS | 1,770 86,88 299,03 638,38
LDPV | 7,840 200,94 629,07 1363,97
IDLD | 0,402 20,68 7441 160,29

65 LDS | 3,788 184,92 641,01 1368,31
LDPV | 10,934 288,79 982,79 2094,89
IDLD | 0,406 20,66 75,07 164,40

3.3.3. Simulaciones: datos funcionales

Esta seccion es dedicada al estudio empirico de nuestro método cuando los datos son fun-
cionales. Las nuevas tecnologias nos permiten recopilar datos con exactitud y alta frecuencia
en una variable temporal o espacial generando grandes volimenes de informacion. El aumen-
to en la velocidad de procesamiento de las computadoras hizo que el andlisis de esta clase
de datos sea viable no sélo en grandes centros de computos sino también en computadoras
personales. Esta democratizacion hizo que los datos funcionales se conviertan en un tema
de investigacion estadistica muy activo. Ademads cabe mencionar que se utilizan para mode-
lar fendmenos en la ciencia, ingenieria, medicina, economia y cualquier tépico donde tenga
sentido registrar una curva. En este caso las dos medidas de profundidad local que conoce-
mos son la IDLD, propuesta en esta tesis, y la profundidad Local del Semiespacio para datos
funcionales de Agostinelli (1) (LDCH).

Al implementar el procedimiento de cluster LDC considerando como medida de profun-
didad local IDLD, los parametros a y 8 toman los mismos valores que en la simulacion para
datos multivariados y fueron seleccionados siguiendo el mismo criterio. El nimero de pro-
yecciones al azar, que se generaron siguiendo una distribucién Browniano, para cada réplica
lo fijamos en N = 50. Por otra parte al implementar el procedimiento de cluster LDC consi-
derando la profundidad local LDCH, la eleccién del pardmetro 7 se realizé del mismo modo
que en el caso multivariado.

Llevamos a cabo un estudio de simulacién para modelos sintéticos que ya han sido anali-
zados por Justel and Svarc (30) cuando introdujeron el método de clusters para datos funcio-
nales DivClusFD.

Primero, analizamos tres conjuntos de datos que presentan warping y el ultimo de ellos
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Figura 3.2: Ejemplo de un conjunto de datos simulado con los Modelos A, By C.

presenta errores de muestreo puntuales.
Modelo A: Dos clusters con n/2 funciones generados por,

i il 2
X(t) = (1+e;)sin(e; +ed) + (1 + &) sin(%), (3.3)
t€[0,2n], parai =1,...,n/2,
i il 2
X(t) = (1+e;)sin(e; +et) — (1 + &) sin(%), (3.4)

t€[0,2n], parai =n/2+1,...,n.

Modelo B: Dos clusters con n/2 funciones generadas de la siguiente forma. En el primer
grupo siguiendo la distribucién dada por la Ecuacién (3.3) y en el segundo grupo,

(eniren(-5+ %’))2], (3.5)

1 3
Xi(t) = (1 + ;) sin (63,' + €4 (—g + Z[)) —(1+ey) Sil’l[ .

te0,2n], fori=n/2+1,...,n.

Modelo C: Tres clusters con n/3 funciones generadas cada uno de ellos. El el primer grupo
siguiendo la distribucién dada por la Ecuacion (3.3), en el segundo grupo definido como en la
Ecuacion (3.4) y por iltimo el tercer grupo sigue la distribucién dada por la Ecuacién (3.3)).
Modelo D: Cuatro grupos con n/4 funciones cada uno de ellos, generadas de la siguiente
manera:

Xij(t) = fi)+ &), (3.6)
parat€ [0,1],i=1,...,n/d4y j=1,...,4,
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donde

(2-5¢ (2-5t* . (5m
fl(t):mm( 5 ( 3 sm(T))),

L) ==fi(0), f3(0) =cos2at) 'y fu(t) = = fa(D).

Los conjuntos de datos tienen n = 90 observaciones para los Modelos A, B y C. Para el
Modelo D el tamano muestral es n = 600. Todos los errores €;,. .., €; son independientes
y normales con media 0 y desvio estandar 0.05. La Figura [3.2] muestra tres ejemplos de 90
curvas generadas de acuerdo con los Modelos A, B y C. En la Ecuacion @]) los errores, €(t),
son normales con media 0,4, desvio estdndar 0,9 y con estructura de covarianza dada por,

(s —1)?
0.3

p(s,t):O,Sexp(— ), for s, €[0,1].

Recientemente, Yassouridis y Leisch (56) han hecho una resefia de varios procedimientos
de clusters para datos funcionales que hemos utilizado como puntos de referencia para ana-
lizar el desempeifio de nuestra propuesta, ademds incluimos el método DivClusFD. Antes de
exhibir los resultados de la simulacion hacemos una un breve resefia de cada método de los
procedimientos de cluster alternativos considerados.

Fitfclust (James y Sugar (29)): el método proyecta cada curva Y;(t),1 < i < n en una
base de splines de dimension g. Asume que los coeficientes de la base provienen de una
distribucién Gaussiana con pardmetros especificos que determinan cada cluster. Resultando
q
Yi(t)) = Z sij(tpm; + €(t)).
=1

J

Sea n; el vector de la base de coeficientes de la curva i. Entonces n; puede ser reemplazado
por

i = M +7i.
1, es una media especifica del cluster, y; es la desviacion de la curva de esta media 'y z; €
{1,..., K} identifica el grupo al que corresponde la curva i. La dimension de la base puede

reducirse asumiendo que las medias de cada cluster son el resultado de sumar una media
global con un término especicifo para cada cluster, que vive en un subespacio de dimension
h < min(q, K — 1) tal que ux = Ay + Aag. Ademas, se supone que € ~ N(0,0) y y; proviene
de una distribucién normal multivariada con media cero y con matriz de covarianza I'.

Finalmente, la distribucién conjunta con parametros 6; = (I', o, Ay, A, @;) con probabilidad
n; de pertener al cluster i puede escribirse

n K
L6y, ...,0kly1,....y0) = 1—[ Zﬂkﬁc()’iWk)

i=1 k=1
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Lo que lleva a estimar los pardmetros por el estimador de maxima verosimilitud.

Distclus (Peng and Mueller (46)): l1a idea central es representar las curvas en una base de
funciones truncada, a continuacion aplicar algin procedimiento de cluster, para datos multi-
variados, a los coeficientes en los cuales fueron expresadas las funciones. Las observaciones
Y; se asumen como resultado de un proceso estocéstico,

Yi(1) = Xi(1) + ().

Considerar la distancia L,(T') entre las curvas Y; e Y}, i.e.,

D(Y,Y)) = ( fT (Xi(1) - X,-(t>>2dz).

Se asume que X(¢) tiene funcién de covarianza continua dada por C(s,t) = cov(X(s), X(?)).
C(s,1) es un nucleo y por lo tanto existe una base ortonormal de autofunciones ¢; de C(s, 1)
tales que sus correspondientes autovalores &; son no negativos. Es posible escribir el proceso
X(¢) en la expansion de Karhunen-Loeve (K-L)

Xi(t) = u(n) + ) &6 i(0),
21
donde u = E(X(.))y & ~ N(O,A)).
Usualmente se obtiene una buena representacion truncando una cantidad g de autofun-

ciones. Luego para calcular los clusters se aplica cualquier método de particion sobre los
coeficientes.

IterSubspace (Chiou and Li (10)): la idea de este método es similar a Distclus, ya que se
busca representar a las curvas en una base de funciones, en este caso a cada curva se asigna a
su subespacio mds cercano. Utilizando la expansiéon K-L se calculan los scores &1, ..., &, que
se clusterizan en un primer paso utlizando k-medias. El subespacio estd definido para cada
cluster ¢ por la media especifica del subespacio u© y sus autofunciones ¢§.C). Cada curva es
proyectada en todos los subespacios c:

q(‘
YO = 1) + Z £9011). (3.7)

=1

Si y es una realizacion de (3.7) se asigna al subespacio de acuerdo a

Luego hay un paso de reclasificacién para cada curva i asignada anteriormente al cluster
¢,

)= 1)) Z E0p'0 (1),

j=1
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donde /,t(_cl.), Sfjc) y ¢>5.CL. son la media, los scores y las autofunciones, basadas en las curvas
del cluster ¢, pero habiendo sacado la i-€sima curva para el calculo. Luego, la curva y; es

clasificada en el cluster ¢* de acuerdo con

P . k . k
arg min (minger...c.etllvi = Yl minger..c.aellvi = Yliz).

Waveclust (Giacofci et al. (22)): nuevamente la idea central de este método es expresar
a las curvas en una base de funciones, similar al método Fitfclust, pero en lugar de utilizar la
base spline se usa una base wavelet. El modelo subyacente que supone este método es:

Yi(1) = (@) + Ui(0) + (1),

donde y;, es la media del cluster y U, es una desviacion relacionada especificamente a la curva
con U;(t) ~ N(O,I'i(s,1)) y I't(s, 1) es la funcion de covarianza relacionada al cluster k. La
proyeccion de una funcion f en una base wavelet se hace mediante el funcional W :

2001 2/-1

WE = > i@+ > > dig(a).

1=0 Jj2jo =0

Este operador se aplica al modelo resultando en un modelo lineal con efectos mixtos con
coeficientes,
C; = U + U; + €;

di:ﬂk"'ei"'fi

donde (ay, Bx) son los coeficientes para y; y (v;, 8;) son los coeficientes aleatorios para U;(?).
Se asume distribucién normal para (v;,6;) y al igual que Fitfclust se estima por méxima
verosimilitud.

FSCM (Serban y Jiang (51)): el problema estadistico en el cual se basa este método es
el de poder agrupar multiples funciones observadas con error,

Yij = f5,(ti)) + oc€ij,

donde s; para 1 < j < n son coordenadas espaciales de un dominio espacial d-dimensional,
fs; es una funcion aleatoria que varia con el tiempo indexada por las unidades espaciales s;
observadas en los tiempos (f; j,...,%, ;) y €; son errores espaciales aleatorios correlaciona-
dos. Por simplicidad para presentar el método asumiremos que los tiempos observados ;; son
los mismos para todas funciones.

Dado el vector de pertenencia al cluster Z; = (Zj1,...,Zjc), j = 1,...,ndonde Z;, = 1
si Y;; pertenece al cluster k' y 0 en caso contrario, asumimos que Y;|Z; sigue una distribucion
multinomial con representacién funcional

Yt Zj = 1) = u@®) + ;) + ;5
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donde (1) es una media global, 1 (7) es el efecto del cluster k y e;; es un error aleatorio el cual
se supone comunmente 1.i.d con distribucién N(0, 0'5). Similarmente al ANOVA funcional,
restringimos 25:1 (1) = 0. Siguiendo la representacion funcional descomponemos

Ly Ly
D) = Y i)y = ) Budi(d),
=1 =1

donde ¢,(f) provienen de una base de L*(T).

La estructura de correlacion del error espacial e;; se descompone en un efecto aleatorio
7(s) y error independientes 6;; ~ N(0, o2). Luego el modelo funcional con errores correlacio-
nados nos queda

Yijl(Zx = 1,7) = u(t;) + () + 7(s5) + 63,

donde 7(s) = X_, y.¥.(s) es el efecto espacial con y, ~ N(O, of) y {¥,(s)},>1 es una base.
Finalmente, los pardmetros del modelo se estiman maximizando la funcién de verosimilitud.

Funclust (Jacques and Preda (27)): Sea X un funcional aleatorio que toma valores en
L*(T) y asumimos que X es un proceso estocéstico en L>-continuo. Este método se basa
en intentar una aproximacion para densidad de X usando la expansion K-L. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que X tiene media cero y podemos representarlo

X(0) = ) Ci(o),

=1

donde C; = fT X(D)y j(1)dt, son las componentes principales de X y i; forman una base orto-
narmal de autofunciones del operador de covarianza de X. Observemos que las componentes
principales C; son variables aleatorias no correlaciondas con varianza A;. Sea X9 la aproxi-
macion de X por los primeros g términos de la base de componentes principales. Suponiendo
que X proviene de un proceso gaussiano las componentes principales C; resultan variables
aleatorias independientes normales con media cero y varianza A;. La densidad conjunta es

q
0 = T fees) con ) =< x5 12

J=1

que es utilizada como una aproximacion de la densidad de X. Finalmente se construye la
funcion de verosimilitud para el problema de cluster dado, suponiendo que X tiene una dis-
tribucién que proviene de una mixtura normal funcional.

FunHDDC (Bouveyron y Jacques (4)): este método también se basa en maximizar la
verosimilitud. Consideremos un conjunto de curvas {xi, ..., Xx,} con x; = {x;(¢)},cj0.r] que se
quieren clusterizar en k grupos homogéneos. Asumimos que las curvas son realizaciones
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independientes de un proceso estocéstico X en L*[T]. Suponemos que el proceso X admite la
siguiente expansion en una base

p
X = yi(o),

=1
donde el nimero p se considera conocido y fijo. Por otro lado, asumimos que existen variables
Z = (Z,...,Z;) € {0, 1}* tal que z;, es el valor de Z, que indica si la curva x; pertenece al r-
ésimo grupo o no. Ademds, se debe asumir que existen k subespacios de L?, F{[T],..., Fi[T]
a los cuales pertenecen las curvas x; dependiendo del cluster al que pertenecen. Llamemos y;
a la representacion de x; en F,[T] st z; = 1. También asumimos que y; dado z;, = 1 proviene
de un proceso estocastico Y que admite una expasion en una base dependiendo del cluster, es
decir,

dy
YOUZ, = 1) = ) iy (0).
j=1
Por ultimo, se asume que Y estd vinculado con X condicional a Z a través de un operador
lineal ', de L*[T] en F,[T],
X|(Z,=1) =T YI(Z = 1) + el(Z, = 1),

donde € es una funcién que modela el error y admite una descomposicion en la base €(f) =
Zle B i(t). Se puede observar ademas que T, puede representarse por una matriz U, de
tamafio p X d,. El método requiere ademas hacer suposiciones sobre la distribucion. Los
coeficientes a4, . .., @, de Y se asumen condicionales a Z distribuidos de acuerdo a una normal

multivariada,
a"(Zr = 1) ~ N(mr’Sr)9

con S, = diag(ay,...,ars,). Los coeficientes Sy, ..., 3, relacionados al error € se asumen
condicionales a Z de acuerdo a

BI(Z, = 1) ~ N(O,T)).

A partir de estas suposiciones sobre la distribucién podemos inferir la distribucion condicio-
nal de los coeficientes de X,

'}’|CV, (Zr = 1) ~ N(Ura', 7}‘)9

y su distribucién marginal es una mixtura normal

PO) = D M ),
r=1

donde ¢ es una funcién de densidad Gaussiana, u, = U,m,, 2, = U,S, U.+ T, yn, = P(Z, =
1). Se define la matrizde px p Q, = [U,, V,] que satisface Q'.Q, = Q,Q) = I,. Finalmente, se
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asume que I'; es tal que A, = 01X, 0, es diagonal con los primeros elementos de la diagonal

Qris ..., 0, y los Gltimos p —d, son b, cona,; > b, paral < j<d,yr=1,... k.
Los parametros del modelo se estiman mediante un procedimiento de méxima verosimili-
tud. Dada los coeficientes v, .. .,vy, de las curvas observadas xi, ..., x,, en la base, la funcién

de log-verosimilitud tiene la siguiente forma,

d;

1< q.;Wiqy U q,;Wiqyj
loglik(0,v1,...v,) = ) Z n, [Z (log(a,) + Ja—kj] + Z (log(br) + j—kj) —2log(m,)
r=1

rj j=d,+1 by

+&,

J=1

. 1
donde g,; es la j-ésima columna de Q,, W, = — Z nzo(yi — ) (vi— ) ny = Yz y € es
"=l
un término constante.

DivFunFD (Justel y Svarc (30)): es un método divisivo jerdrquico de cluster, la idea
central se basa en detectar regiones de las funciones o sus derivadas en las cuales se indeti-
fiquen més claramente la presencia de grupos, una vez detectadas estas regiones se dividen
los grupos inicialmente con un criterio local, que es revisado con un criterio global para dar
la conformacion final de los mismos. Este esquema se repite hasta que no se encuentran re-
giones donde la presencia de grupos sea evidente. Sean xi, ..., x, un conjunto de funciones
suaves definidas en el intervalo cerrado 7. El método DivClusFD comienza buscando si las
funciones observadas (o sus derivadas) difieren en alguna subregién de 7'y se puede pro-
porcionar un agrupamiento local en tales subregiones; en particular, buscamos la subregién
donde el ndmero de los grupos inducidos (nivel o forma) se maximizan. Si los hallazgos in-
dican un solo grupo en todas las subregiones de las funciones y sus derivadas, la bisqueda
termina. De lo contrario, existen al menos g clusters, donde g es el mayor numero de clus-
ters encontrados. La particion {C}, ..., C,} de {1,...,n} identifica los indices de las funciones
que pertenecen al mismo cluster. Después de asignar el funciones a los clusters, el método
DivClusFD busca divisiones dentro de cada grupo. El mismo procedimiento se repite en cada
paso de division. Este paso es repetido sobre cada nuevo cluster hasta que no haya evidencia
de una division de cluster adicional. Para realizar estas particiones considera en una misma
grilla de puntos en 7', donde se evalian las funciones y sus derivadas. Para cada instante fijo
de la grilla y para la funciones o cada una de sus derivaras, se tiene una muestra unidimen-
sional de n observaciones donde mediante el gap statistics (54) se identifica el punto en el
dominio 7 donde la funcién o una de sus derivadas presenta mayor evidencia de cluster y se
realiza mediante k-medias unidimensional la particion inicial. Esta particion inicial se realiza
siguiendo unicamente un criterio local, por este motivo es revisada en una segunda etapa con
un criterio global que considera la informacién que tienen las curvas completas. Para ello
se considera cada uno de los grupos determinados por {C},...,C,}, y en cada uno de ellos
se construye el boxplot funcional (ver (49),) que permite identificar posibles outliers (si la
particion se realizé con informacion correspondiente a las funciones entonces el boxplot fun-
cional se realiza utilizando las funciones, mientras que si la particion se realizo utilizando una



3.3. SIMULACIONES Y DATOS REALES 81

derivada el boxplot funcional se analiza en esa derivada). El potencial outlier es cambiado de
grupo si su trayectoria se atraviesa el boxplot funcional de otro grupo durante més tiempo del
que atraviesa el propio, sino se deja en el mismo grupo.

A difencia de los otros procedimientos explicados, este procedimiento ademds de asignar
las observaciones a cluster estima el nimero de grupos que hay en una muestra.

A continuacién procedemos con el estudio de Montecarlo. Es importante aclarar que to-
dos los procedimientos de cluster considerados dependen de pardmetros que hay que fijar
para llevar a cabo el anélisis. Por ejemplo, en los métodos que se basan en expresar las curvas
en una base funciones, que se trunca adecuadamente y luego se realiza un procedimiento de
cluster multivariados con los coeficientes de la base es determinante fijar el donde truncar la
base. Fijar esos pardmetros no es tarea sencilla, sin embargo, el paquete de R funcy (ver Yas-
souridis y Leisch (56),) que tiene implementados todos los procedimientos de cluster menos
DivFunFD, ajusta estos pardmetros automaticamente siguiendo las recomendaciones dadas
por los diferentes autores, nosotros seguimos las recomendaciones dadas en el mismo. En el
caso de DivFunFD, seguimos las recomendaciones dadas por Justel y Svarc ((30)).

La Tabla [3.3.3reporta el promedio del CCR para cada modelo y procedimiento de clus-
ters, hemos corrido 200 replicas para cada uno.

Para DivClusFD s6lo reportamos el CCR promedio cuando el nimero de clusters es esti-
mado correctamente, lo cual sucede en todos los casos més del 75 % de las réplicas.

Los Modelos A and B son faciles de clasificar, de hecho todos los procedimientos lo ha-
cen casi a la perfeccion. La clasificacion del Modelo C es una tarea un poco més desafiante,
lo cual se ve en los resultados de waveclust. En general los métodos con peor desempefio
son Funclust y funHDDC. Es notable como el CCR de waveclust disminuye a medida que
la dificultad presentada por los modelos aumenta. EL. Modelo D sigue un patrén totalmente
diferente que los otros modelos, en este caso, los inicos que presentan un desempefio sobre-
saliente son LDCI y DivClusFD.

En la Figura [3.3]se pueden ver las observaciones niicleo para un conjunto de datos gene-
rado siguiendo el Modelo A. Si bien el disefio de los clusters es balanceado es claro que el
ndmero de observaciones del nicleo de cada cluster no es el mismo.

De la Tabla se puede ver claramente que el desempefio de LDCI y LDCH de es
diferente, LDCH no siempre consigue detectar el centro de los clusters. A modo de ejemplo,
generamos una muestra siguiendo la distribucién del Modelo C, ver Figura donde el
LDCH falla. La paleta de colores empleada en la Figura [3.4] panels (a) (respectivamente (b))
es descendente en respecto de IDLD (respectivamente LDH), es claro que todo grupo tiene
curvas con alto valor de IDLD, sin embargo no todo grupo tiene curvas con alto valor de
LDH. La Figura|3.4|(c) presenta el grafico de dispersion entre IDLD y LDH, donde se puede
ver que practicamente no hay estructura, més atn el coeficiente de correlacion entre LDH y
IDLD en este caso particular es bajo, p = 0,27. Esto explica la diferencia entre el desempefio
de LDC al modificar la profundidad local considerada.

Por tltimo en la Figura [3.5(a) mostramos un conjunto de datos generado siguiendo el
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Modelo A Modelo B Modelo C  Modelo D
LDCI 99,98 99,94 99,07 99,39
LDCH 93,11 100 66,21 41,51
DivClusFD 99,67 99,96 99,45 99,45
fitfclust 99,99 99,93 98,95 74,65
distclust 99,79 100 99,82 74,61
iterSubspace 99,80 100 98,89 73,92
funclust 81,55 79,26 61,64 38,97
funHDDC 87,88 95,99 72,02 51,15
fscm 97,79 99,79 99,64 74,48
waveclust 99,88 95,94 89,18 72,98

Cuadro 3.3: CCR promedio para los distintos procedimientos de cluster considerados.

(b)

Figura 3.3: (a) Datos simulados segun el Modelo A. (b) Nucleo correspondiente a los datos
en (a)

Modelo D, cada cluster estd representado por un color distinto. La Figura [3.5(b) muestra las
observaciones nucleo para el mismo conjunto de datos, se respeta el codigo de colores. En
este modelo los grupos no se distinguen por simple inspeccién ocular.

3.3.4. Simulaciones Datos Funcionales Multidimensionales

En esta seccion consideramos el analisis de datos funcionales multidimensionales, es de-
cir que los datos se pueden representar como vectores donde cada coordenada es un dato
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Figura 3.4: (a) y (b) Un conjunto de datos simulado siguiendo el Modelo C, el color de
las curvas estd dado por una paleta descendiente en el valor de profundidad local de cada
curvapara IDLD y LDH. (c) Scatter plot LIDLD versus LDH.

@ ' ' ()

Figura 3.5: (a) Un conjunto de datos generados siguiendo el Modelo D (b) Observaciones
nucleo para el mismo conjunto de datos.

funcional. El modelo estadistico subyacente, en este contexto, es representado por un proce-
so estocastico continuo, X = {X, : t € T}, donde T es un intervalo acotado. La mayoria de
los enfoques para datos funcionales consideran el caso univariado, es decir cuando X; € R. Si
bien el analisis del caso multivariado, X, = (X1 ®,...,.X p(t)) € R”, no es el que predomina en
la literatura en los dltimos tiempos su estudio ha sido considerado en mayor profundidad. Un
ejemplo de datos funcionales bivariados y el contexto de aplicacidn se encuentra en Ramsay
y Silverman (47). Los autores utilizan el proceso X; = (X;(), X»(#)) € R? para modelizar me-
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didas de rodilla y cadera respectivamente, en el contexto de componentes principales, como
una extension del caso univariado.

Entre los pocos métodos de cluster que se pueden hallar en la literatura encontramos la
propuesta de Ieva et al. (26)), que utilizan un algoritmo del tipo k-medias basado en distancias
especificas entre los datos funcionales multivariados, mas especificamente los autores utilizan
como d; la distancia natural del espacio H'[T,R®] y como d, la distancia en L*[T,R?] que
involucra la primer derivada de cada funcion en la coordenada correspondiente. Utilizando
estas dos distancias Jacques y Preda (28) extienden el método Funclust cuya idea se centra
en considerar una aproximacion de la densidad para datos funcionales basdndose en calcular
las componentes principales para el caso de datos funcionales multivariados. Schmutz et al.
(50) proponen un procedimiento analogo al método funHDDC basados en el célculo de las
componentes principales que hacen Jacques y Preda (28)).

Nuestra propuesta también se aplica al caso multifuncional gracias a que la IDLD estd
definida en espacios de Banach separables los cuales comprenden este contexto. Particular-
mente, para la simulacién hemos supuesto que los datos provienen de H = L[0, 1] x L?[0, 1]
que es un espacio de Hilbert reflexivo, es decir, el espacio dual es él mismo. Hemos generado
una medida independiente de las distribucion de los datos Q = Q; X Q, donde Q; y O, son
dos procesos Gaussianos independientes que toman valores en L*[0, 1]. De ahi en forma in-
mediata se puede calcular la IDLD. Las distancia involucrada para el LDCI es la usual dada
por el producto. La eleccién de los parametros @ y S se la hicimos del mismo modo que en la
Seccién y tomamos los mismos valores.

Replicamos la simulacién hecha por Schumtz et al. (50) para el caso de datos funcionales
multivariados. Ellos presentan tres escenarios diferentes, en cada caso los datos son datos
funcionales bivariados.

Modelo E. Tres grupos, cada uno con 100 observaciones. donde a; ~ N(0,0,2), a, ~

Group 1: X (¢) = sin((10 + ay)t) + (1 + ay) + e1(?)
X5(1) = sin((5 + ax)t) + (0,5 + ay) + e (1)
Group 2:  X;(#) = sin((5 + a)t) + (0,5 + ay) + ex(?)
Xo(t) = sin((15 + a))t) + (1 + ay) + e1(¢)
Group 3:  Xi(¢) = sin((15 + ay)t) + (1 + ay) + e1(t)
Xo(t) = sin((10 + a)t) + (1 + ay) + e (0),

N(0,0,3), e;(¢) es el ruido blanco con varianza |%‘|, y e>(#) también es ruido blanco con va-
rianza |%|. Las curvas son generadas en 101 puntos equidistantes en el intervalo [0, 1]. Cada
coordenada se encuentra representada en la Figura[3.6] Una animacién de las curvas se puede
encontrar en https://rawgit.com/lucasferpiana/ModelA/master/ModelA.html.
Modelo F. Cuatro grupos, cada uno de ellos con 250 observaciones. donde ¢t € [1,21],
U ~ U(0,0,1), e (¢) es ruido blanco independiente de U con varianza 0,25. Las funciones
son hi(t) = (6 — |t = 7))+ y hi(t) = (6 — |t — 15]); donde (-), representa parte positiva. Las
curvas son generadas en 101 puntos equidistantes en el intervalo [1,21]. Cada coordenada se
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Group 1: X ())=U+{1-U)h(@) + e(?),
Xo(t) = U + (0,5 - U)h(t) + e(),
Group2: Xi(t)=U+ (1 - U)hy(t) + e(?),
Xo(t) = U+ (0,5 - U)hy(t) + e(2),
Group 3: X (1) = U + (0,5 — U)h (1) + e(2),
Xo(0) = U+ (1 = Uha(1) + e(d),
Group 4: Xi(t) = U + (0,5 = U)hy(¢) + e(2),
X)) =U+ {1 =U)h(r) +e(t),

encuentra representada en la Figura Una animacioén de las curvas se puede encontrar en
https://rawgit.com/lucasferpiana/ModelB/master/ModelB.html

Modelo G. Cuatro grupos, cada uno de ellos con 250 observaciones. donde ¢ € [1,21],

Group 1: X)) =U+ ({1 -U)h() + e(?),
Xo(t) = U + (0,5 —-U)h(t) + e(),
Group2: Xi(t)=U+ (1 - U)hy(?) + e(?),
Xo(t) = U + (0,5 = U)hy(2) + e(2),
Group3: Xi()=U+{1-U)h(@) +e(?),
Xo(t) = U+ (1 = U)hy(t) + e(p),
Group 4: X(t) = U + (0,5 — U)hy(1) + e(2),
Xo(t) =U+(0,5-U)h(2) + e(2),

U,e(t),h, y hy son definidos como en el modelo anterior. Las curvas son generadas en 101
puntos equidistantes en el intervalo [1,21]. Cada coordenada se encuentra representada en
la Figura Una animacion de las curvas se puede encontrar en https://rawgit.com/
lucasferpiana/ModelC/master/ModelC.html

A diferencia del caso de datos funcionales unidimensionales no contamos con acceso a
los procedimientos de cluster que se encuentran en la literatura. Por este motivo, informamos
los resultados que presentan Schmutz et al. (50). En el mismo el desempefio de los diferentes
procedimientos de cluster se mide mediante el ARI entre la particion tedrica y la obtenida
por cada método. Schmutz et al. (50), informan el ARI para cuatro propuestas propias, para
Sfunclust (28)), kmeans — d, and kmeans — d,, que son dos propuestas de leva et al (26). Por
este motivo, nosotros también calculamos el ARI para nuestra propuesta utilizando la funcién
AdjustedRandlIndex del paquete de R mclust. Mantenemos el mismo nimero de réplicas que
en el trabajo original, M = 50.

En la Tabla [3.3.4] informamos el maximo valor del ARI para Schmutz et al y el resto de
los métodos. Es claro que LDCI tiene la mejor performance por lejos dado que no clasifica
mal ninguna de las observaciones en el estudio de simulacion.


https://rawgit.com/lucasferpiana/ModelB/master/ModelB.html
https://rawgit.com/lucasferpiana/ModelC/master/ModelC.html
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Modelo E Modelo F Modelo G
LDCI 1 1 1
Schmutz (mejor) 0,96 0,92 0,80
funclust 0,23 0,36 0,45
kmeans — d; 0,90 0,37 0,32
kmeans — d, 0,90 0,37 0,32

Cuadro 3.4: ARI para los distintos procedimientos de cluster para datos funcionales multiva-
riados.

Figura 3.6: Modelo E. Rojo: Grupo 1. Azul: Grupo 2. Verde: Grupo 3.
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Figura 3.7: Modelo F. Rojo: Grupo 1. Azul: Grupo 2. Verde: Grupo 3. Negro: Grupo 4.

Figura 3.8: Modelo G. Negro: Grupo 1. Azul: Grupo 2. Verde: Grupo 3. Rojo: Grupo 4.

3.3.5. Ejemplos: Datos Reales Funcionales

En esta seccidn analizamos la performance de nuestro método con varios conjuntos de da-
tos funcionales. Unicamente consideramos la profundidad local IDLD ya que presenté mejor
desempefio en el ejercicio de simulacién. Estos conjuntos son ampliamente citados en la li-
teratura y estan disponibles en internet. Como benchmark utilizamos los procedimientos de
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clusters de la libreria funcit de R. Fueron considerados los siguientes datasets: Growth, Ca-
nadian Weather, ECG200 y Tecator. Estos ejemplos provienen del problema de clasificacion
por lo tanto la configuracion de los clusters es conocida. Reportamos el CCR como en los
estudios de simulacion. Los pardmetros para los distintos procedimientos de clustering per-
mancen fijos e iguales que en las simulaciones. Los ejemplos analizados son considerados un
reto para cualquier propuesta de cluster.

El estudio de crecimiento de la universidad de Berkeley (Growth) es conocido como una
de las investigaciones de desarrollo humano a largo plazo mds completos que hay. Fue con-
ducida por Tuddenham y Snyder (52)). Se midieron, desde el primer afio de vida hasta los
dieciocho afios de edad, en intervalos de tiempo irregulares, la altura de 54 nifias y 39 nifios.
Las mediciones se hicieron con mayor frecuencia durante la adolescencia y los tdltimos afios
de la nifiez cuando el crecimiento es mds rapido. La frecuencia fue menor en los primeros
aflos cuando el crecimiento es mas estable. Este conjunto de datos se encuentra en el paque-
tede R fda.

El conjunto de datos Canadian Weather fue introducido por Ramsay y Silverman (47) y
también esta disponible en el paquete de R fda. Los datos contienen la temperatura media
diaria medida en el curso de un afio monitoreada por 35 estaciones climaticas canadienses.
Los datos estdn agrupados en cuatro regiones geograficas.

El conjunto de datos ECG200 consiste de 200 electrocardiogramas que pueden ser en-
contrados en el sitio web “UCR Time Series Classification and Clustering” (Chen et al. (9)).
En estos datos encontramos dos grupos distintos. Uno de ellos con 133 electrocardiogramas
y en el otro 67, cada uno de ellos registrados en 96 puntos equidistantes.

El conjunto de datos Tecator consiste de 215 curvas espectométricas obtenidas de mues-
tras de carne, las variables que las describen son la grasa, el agua y las proteinas obtenidas
con procedimientos analiticos. Las curvas se clasifican en dos grupos, uno de ellos con gran
contenido de grasa (mayor 15) y el otro con bajo contenido (debajo de 15), estos pardme-
tros fueron fijados en la literatura. Nuestro objetivo es agrupar los datos en estos dos grupos
basados en las curvas espectométricas.

Cuando analizamos los resultados presentados, en la Tabla[3.3.5] se puede observar que
ningun procedimiento se destaca del resto en todos los casos. Lo que nos lleva a concluir,
como es esperable, que el método mas apropiado dependerd de las caracteristicas de los
datos. Sin embargo, se puede observar que LDCI tiene una muy buena performance en todos
los ejemplos analizados, siendo el que mejor clasifica las observaciones para los conjuntos
Growth y ECG200, y el segundo mejor clasificador para Tecator.

Si bien no esté reportado en la Tabla también estudiamos la presencia de cluster
con el criterio DivFunFD. Para los conjuntos de datos Canadian Weather, ECG200 y Tecator,
no pudo identificar el niimero correcto de grupos, conformando clusters espureos. Mientras
que para el conjunto de datos Growth la tasa de observaciones bien clasificadas es 89,25 %
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Growth Canadian Weather ECG200 Tecator
LDCI 91,40 62,86 76,00 85,12
fitfclust 60,22 60,00 65,00 66,98
distclust 66,67 68,57 64,00 66,05
iterSubspace 56,99 64,28 64,00 73,95
funclust 77,42 60,00 52,00 59,07
funHDDC 90,32 71,42 70,00 50,23
fscm 65,59 34,29 67,00 76,28
waveclust 78,95 57,14 75,00 90,7

Cuadro 3.5: CCR para los distintos conjuntos de datos considerados agrupados siguiendo
diferentes métodos de cluster.

3.3.6. Ejemplo: Datos Reales de Estructura Mixta

Consideramos el conjunto de datos EAMET, que describimos en la Seccion bus-
caremos analizar la estructura de cluster de los mismos mediante el procedimiento LDC con
profundidad local MIDLD. Al no encontrar, en la literatura otro procedimiento de cluster
especifico para datos mixtos, nuestro andlisis se limita a interpretar los resultados que obte-
nemos.

Antes de realizar el andlisis de cluster es necesario fijar los pardmetros del procedimiento.
El conjunto de datos analizado tiene una componente funcional y otra multivariada, es decir
que los datos pertenecen al espacio E = C[0,365] x R?. En primer lugar determinamos los
pesos de la MIDLD, déndole igual valor a cada componente del conjuntos de datos, i.e.
01 = 0, = 1/2, ya que no tenemos ninguna informacién adicional para hacerlo de otro modo.
En cuanto al procedimiento de cluster propiamente dicho, tenemos que fijar los pardmetros a
y . Los datos funcionales presentan una alta variabilidad entre instantes proximos de tiempo,
esta informacion es importante a la hora de realizar el andlisis y no debemos perderla, pero
dificulta la visualizacién. Consideramos a = 0,15 fijo a lo largo del problema, de este modo
se favorece la visualizacin de los datos de las regiones centrales, ya que son pocos.

Enla Figura se muestran las regiones de profundidad local Rg’ s para =0,9,0,5,0,3,
en este caso las curvas graficadas fueron previamente suavizadas mediante splines-cubicos,
esta técnica se encuentra disponible en el paquete base de R. Es importante remarcar, que
el suavizado se realizé Unicamente para permitir una visualizacién mas clara, pero que a lo
largo del anélisis se trabaj6 con los datos funcionales crudos.

Puede observarse que para § = 0,9, donde la profundidad local toma valores més proxi-
mos a la profundidad global, la disposicion de las curvas en la region es la mas uniforme de
las tres, y no hay una estructura de cluster aparente. Para 8 = 0,5 (figura central), las curvas
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tienden a agruparse al comienzo de las series, pero luego este efecto se desvanece, mante-
niendo un patrén mds similar al que tenian las curvas con 8 = 0,9, pero menos marcado.
Esto nos lleva a pensar que 5 = 0,9 esta detectando un centro espureo. Es decir, un centro
entre dos centros, un problema que hereda de la IDLD. Por ultimo analizamos g = 0,3, la
distribucién espacial de las curvas es mds espaciada, concentrandonse este fendmeno sobre
dos o tres niveles, especialmente en el comienzo de las series. Finalmente, optamos por to-
mar 8 = 0,3 dado que nos permite separar el niicleo en dos grupos y aplicar luego el método
de cluster, LDC. Es importante destacar, que tampoco es esperable observar claramente la
estructura de cluster en los datos multivariados, porque las profundidades locales consideran
la informacion multivariada, ademas de la informacion funcional.

Velocidad

Velocidad
1

Velocidad
1

Figura 3.9: Regiones ntcleo para las series diarias anuales para la temperatura media. En el
panel izquierdo en rojo R*’, en el panel central en naranja R>"., y por titimo a la derecha en

0,15° 0,15°
0,3
azul RO,IS'

Buscamos dos clusters aplicando el método LDC basado en la MIDLD®? apoyandonos
en el andlsis anterior. En la Figura [3.10| se muestra la disposicion geogréfica de las estacio-
nes meteoroldgicas indicando en diferentes colores las estaciones correspondientes a cada
grupo. Claramente uno de los grupos representa a la estaciones que se encuentran en zonas
costeras (marcadas en naranja) mientras que el otro grupo corresponde a las estaciones me-
teoroldgicas de regiones continentales, mds alejadas del océano o mar. Esta clasificacion se
corresponde con el conocido hecho de que la velocidad del viento presenta menor variabi-
lidad sobre las zonas costeras. Un ejemplo puede encontrarse en el aprovechamiento que se
hace de las granjas edlicas. Las Figuras [3.12]y [3.11] muestran esta caracterizacién con mas
detalle, reforzando la idea de que el mismo efecto continental se da tanto tanto en la region
peninsular e insular Mediterranea como en las Islas Baleares. Para visualizar mejor el mapa
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usar el siguiente link http://rpubs.com/fplucas/373813.
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Figura 3.10: Posicion geografica de cada estacién meteoroldgica. Las estaciones correspon-
dientes al grupo costero estdn sefialadas en naranja, mientras que las estaciones meteoroldgi-
cas correspondientes al grupo continental estdn marcadas en rojo.

Por tltimo, para comprender la conformacion de los grupos en forma integral, es conve-
niente analizar las regiones centrales para la velocidad media de los vientos y de la altura. Se
puede ver que las estaciones correspondientes a la region central continental se encuentran
a mayor altura, sufren mas variabilidad en la intensidad del viento, como muestran los pa-
neles izquierdo y derecho de la Figura [3.13] Sin embargo, las estaciones costeras que estan
en zonas mas bajas tienen menor variabilidad diaria y aparentemente el viento tiene mayor
intensidad, como se puede ver en los paneles central y derecho de la Figura[3.13]
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Figura 3.11: Estaciones meteoroldgicas para Espafia peninsular e insular Mediterrdnea. En
narajan estan indicadas las estaciones del grupo costero y en rojo las del grupo continental.
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Figura 3.12: Estaciones meteoroldgicas para regiones insulares sobre el Oceano Atlantico.
En naraja estdn indicadas las estaciones del grupo costero y en rojo las del grupo continental.
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Figura 3.13: Izq: Nucleo del primer grupo elegido por el LCD para la velocidad del viento.
Centro: Nucleo del segundo grupo elegido por el LCD para la velocidad del viento. Derecha:
Representacion de los clusters en la altura.
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