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Cohomologia de Hochschild de algebras gentiles, sus exten-
siones triviales y una generalizacion.

En esta tesis estudiamos la cohomologia de Hochschild de dlgebras gentiles, el primer
espacio de cohomologia de Hochschild de las extensiones triviales de algebras gentiles y
mas en general el primer espacio de cohomologia de Hochschild de &lgebras monomiales
cuadréticas. Ademaés, damos una descripcion de la estructura de dlgebra de Gerstenhaber
de la cohomologia de Hochschild de algebras gentiles y de la estructura de dlgebra de Lie
del primer espacio de cohomologia de Hochschild de la extensiéon trivial tanto de algebras
gentiles como de algebras monomiales cuadraticas.

En la primera parte probamos un resultado combinatorio para determinar una base de
la cohomologia de Hochschild de la extensién trivial de algebras gentiles, en esta calculamos
la cohomologia de Hochschild de algebras gentiles en grados cero y uno, calculamos una
base del primer espacio de homologia de Hochschild de dlgebras gentiles y una base de
un subespacio de las formas bilineales torcidas simétricas. Calculamos la estructura de
algebra de Lie que posee el espacio de cohomologia de Hochschild de la extensiéon trivial
en grado uno y hacemos una interpretacién geométrica usando el grafo de ribbon (cinta)
de un algebra gentil. Finalmente, mostramos que esta informacién se codifica en el grafo de
Brauer correspondiente a la extensién trivial y damos un criterio para determinar cuando
el dlgebra de Lie resultante es soluble.

En la segunda parte generalizamos los resultados obtenidos para el primer espacio de
cohomologia de Hochschild de &dlgebras gentiles y determinamos una base para toda la
cohomologia de Hochschild de las mismas algebras. Calculamos la estructura de Gersten-
haber de la cohomologia de Hochschild y finalizamos dando una interpretaciéon geométrica
de toda la cohomologia usando el grafo de ribbon.

En la tercera y dltima parte de esta tesis estudiamos el primer espacio de cohomologia
de Hochschild de la extensién trivial de dlgebras monomiales cuadraticas, que es una gene-
ralizacién de lo desarrollado en la primera parte de este trabajo. También determinamos
una base de la cohomologia de forma combinatoria y la estructura de algebra de Lie de
este espacio y como caso particular, cuando el dlgebra monomial cuadratica es casi gentil,
desarrollamos una interpretacién mediante el hipergrafo asociado.

Palabras clave: Cohomologia de Hochschild, dlgebras gentiles, extensiones triviales,
algebras monomiales cuadraticas, estructura de Gerstenhaber, dlgebra de grafos de Brauer.






Hochschild cohomology of gentle algebras, their trivial ex-
tensions and a generalization.

In this thesis we study the Hochschild cohomology of gentle algebras, the first Hochs-
child cohomology space of trivial extensions of gentle algebras and more generally the
first Hochschild cohomology space of quadratic monomial algebras. In addition, we give a
description of the Gerstenhaber algebra structure of the Hochschild cohomology of gentle
algebras and of the Lie algebra structure of the first Hochschild cohomology space of the
trivial extension of gentle algebras and quadratic monomial algebras.

In the first part we prove a combinatorial result to determine a basis of the Hochschild
cohomology of the trivial extension of gentle algebras, in this section we compute the
Hochschild cohomology of gentle algebras in degrees zero and one, we compute a basis of
the first Hochschild homology space of gentle algebras and a basis of the skew-symmetric
bilinear forms. We compute the Lie algebra structure of the Hochschild cohomology of the
trivial extension in degree one and we make a geometric interpretation using the ribbon
graph of a gentle algebra. Finally, we show that this information is encoded in the Brauer
graph corresponding to the trivial extension and we give a criterion to determine when
the resulting Lie algebra is solvable.

In the second part we generalize the results obtained for the first Hochschild cohomo-
logy space of gentle algebras and we determine a basis for all degrees of the Hochschild
cohomology of gentle algebras. We compute the Gerstenhaber structure of the Hochschild
cohomology and give a geometric interpretation of the cohomology using the ribbon graph.

In the third and final part of this thesis we study the first Hochschild cohomology space
of the trivial extension of quadratic monomial algebras, which is a generalization of what
we developed in the first part of this work. We also determine a combinatorial basis of
the Hochschild cohomology and the Lie algebra structure of this space and as a particular
case, when the quadratic monomial algebra is almost gentle, we develop an interpretation
using the Bruaer configuration graph.

Keywords: Hochschild cohomology, gentle algebras, trivial extensions, quadratic mo-
nomial algebra, Gerstenhaber structure, Brauer graph algebra.
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Introduccion

Las algebras de grafos de Brauer aparecen originalmente en la teoria de representacio-
nes modulares de grupos finitos, se encuentran como algebras de arboles de Brauer en [21]
y se definen de forma general en [14] de manera combinatoria sobre grafos. Esta clase de
algebras coincide con las dlgebras biseriales especiales simétricas [34, 35|, que juegan un
papel importante en el estudio de las dlgebras autoinyectivas.

Cada una de estas algebras tiene un grafo finito asociado, con un orden ciclico y una
funcién multiplicidad. Se pueden interpretar por medio de grafos de “ribbon” [28], dando
asi una perspectiva geométrica a la teoria de representaciones de las dlgebras de grafos
de Brauer y relacionando dichas dlgebras con la teoria de dlgebras de conglomerado de
superficies.

Cuando un &algebra de grafos de Brauer tiene multiplicidad idéntica a 1 la puede in-
terpretar como la extension trivial de un algebra gentil [35], dando asi un camino para el
estudio de las algebras de grafos de Brauer con multiplicidad 1 por medio de las dlgebras
gentiles.

Las élgebras gentiles aparecen a principios de los anos 80 en los trabajos de Assem y
Happel como &lgebras inclinadas iteradas de tipo A [4, 5] y tipo A [6]. Desde ese momento
se presentan de forma natural en otros contextos, como por ejemplo bajo la aparien-
cia de dlgebras Jacobianas asociadas a carcajes con potencial provenientes de superficies
marcadas no punteadas en la teoria de conglomerados [1, 2, 3, 13, 23]. Ijltimamente, las
algebras gentiles se han asociado a triangulaciones de superficies, en relacién con la teoria
de conglomerados [3] y con grafos de ribbon [35, 36].

También son elementos importantes en la “mirror symmetry” de 2-variedades, en la
que la categoria derivada de un &algebra gentil diferencial graduada suave es equivalente
a la categoria de Fukaya parcialmente envuelta de una superficie con puntos marcados
(“marked points”) [19, 26]. En el caso graduado trivial, estas categorias son equivalentes a
la categoria derivada acotada de dlgebras gentiles (no graduadas) y basado en el gréfico de
“ribbon” de &lgebras gentiles definidos en [35], un modelo geométrico de superficies de esta
categoria (que coincide con el modelo subyacente a la categoria de Fukaya parcialmente
envuelta) se da en [31].

Opper, Plamondon y Schroll [31] dieron un modelo geométrico de la categoria derivada
acotada de algebras gentiles, basandose en el grafo de ribbon asociado a un algebra gentil
[35]. El modelo codifica gran parte de la informacién de la categoria derivada, por ejemplo,
los objetos descomponibles, los morfismos y los tridngulos de Auslander-Reiten.

Es claro que la categoria derivada de un algebra gentil es una herramienta clave. Por
el trabajo de Happel se sabe que hay un “embedding” fielmente pleno de la categoria
derivada acotada de un algebra de dimensién finita en la categoria de mddulos estables de



su algebra repetitiva. El dlgebra repetitiva estd ligada a la extensién trivial del algebra, por
lo tanto, comprender la extension trivial de un algebra A sirve para entender la categoria
derivada de A.

En esta tesis se toma este punto de vista al determinar la estructura de algebra de
Gerstenhaber de la cohomologia de Hochschild de algebras gentiles, y la estructura de
algebra de Lie del primer espacio de cohomologia de la extensién trivial de dlgebras gentiles,
que cubren todas las dlgebras de grafos de Brauer con multiplicidad 1.

La cohomologia de Hochschild de un dlgebra A codifica informacién relevante y es una
herramienta importante adjunta al dlgebra. Se utiliza para comprender su estructura, por
ejemplo, el centro, las derivaciones exteriores y las deformaciones. Dada una K-algebra
A, el espacio vectorial graduado HH*(A) es un invariante derivado [33], como lo es la
homologia de Hochschild HH.(A). Sin embargo, HH*(A) tiene una estructura mucho
més rica:

= es un algebra conmutativa graduada via el producto cup,
= estd equipada con el corchete de Gerstenhaber:
[—, =] : HH™(A) @ HH"(A) — HH™""1(A), para todo m,n > 0
tal que (HH*(A),[—, —]) es un algebra de Lie graduada.

Estas estructuras estan relacionadas por la identidad de Poisson, lo que significa que el
corchete es una biderivacion graduada con respecto al producto cup.

Todo esto en conjunto otorga a HH*(A) una estructura de dlgebra de Gerstenhaber,
que también es un invariante derivado [22].

En particular, el primer espacio de cohomologia de Hochschild HH'(A), que es isomor-
fo al cociente de las derivaciones de A médulo las derivaciones internas de A, se convierte
en un algebra de Lie cuyo corchete es inducido por el conmutador de las derivaciones, y
para todo n € N, HH"(A) es un médulo Lie sobre HH(A).

El invariante derivado de Avella-Alaminos y Geiss (AAG) [25] calcula la dimensién de la
cohomologia Hochschild de dlgebras gentiles como espacios vectoriales graduados. Ademas,
el invariante derivado de AAG se codifica en la superficie del modelo geométrico de algebras
gentiles [31] en términos de la cantidad de componentes acotadas, la cantidad de puntos
marcados de cada componente acotada y la cantidad de laminaciones que comienzan y
terminan en cada componente acotada.

Por otro lado, recientemente Green y Schroll en [18] introducen una generalizacién de
algebras de grafos de Brauer y las denominan algebras de configuracién de Brauer, estas son
algebras simétricas de dimension finita, en general son de tipo de representacion salvaje
y cuando el cuerpo es algebraicamente cerrado coinciden con las dlgebras multiseriales
especiales simétricas [17].

Una generalizacién de la nocién de dlgebra gentil se da en [16] con el nombre de dlgebras
casi gentiles. Estas son algebras monomiales cuadraticas y de forma similar a las algebras
gentiles, la extension trivial de un dlgebra casi gentil es un dlgebra de configuracion de
Brauer con multiplicidad idéntica a 1 y viceversa.

En este trabajo, se da una descripcion de la estructura de dlgebra de Gerstenhaber
de la cohomologia de Hochschild de algebras gentiles, la estructura de algebra de Lie del
primer espacio de cohomologia de Hochschild de cualquier dlgebra de grafos de Brauer con
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multiplicidad 1, utilizando el hecho de que hay una correspondencia 1-1 entre algebras de
grafos de Brauer con multiplicidad 1 y las extensiones triviales de dlgebras gentiles.

Ademss, se generalizan las ideas del Capitulo 2 para calcular la estructura de dlgebra de
Lie del primer espacio de cohomologia de Hochschild de la extensién trivial de un algebra
monomial cuadratica, dando asi el caso particular de la estructura de algebra de Lie del
primer espacio de cohomologia de Hochschild de las algebras de grafos de configuracion
de Brauer con multiplicidad 1.

Adicionalmente, se da una interpretacién de la cohomologia de dlgebras gentiles por
medio del grafo de ribbon marcado asociado y una interpretacion del primer espacio de
cohomologia de Hochschild de la extension trivial de un &algebra casi gentil usando el
hipergrafo asociado, que es el andlogo al grafo de ribbon en algebras gentiles.

Se asume que todas las dlgebras son indescomponibles y finito dimensionales.

Finalmente, se realiza una sinopsis de los cinco capitulos presentes en esta tesis.

En el Capitulo 1 se encuentran las definiciones, ejemplos y resultados basicos que seran
utiles a lo largo de la tesis. Se exponen los resultados necesarios sobre dlgebras de caminos,
homologia y cohomologia de Hochschild, algebras de Lie, dlgebras de grafos de Brauer y
algebras de configuracién de Brauer.

Posteriormente, en el Capitulo 2 se calcula la cohomologia de Hochschild en grados 0 y
1, el primer espacio de homologia y un espacio de formas bilineales torcidas simétricas de
las algebras gentiles, todo esto para dar una descripcion del primer espacio de cohomologia
de Hochschild de la extensién trivial de un algebra gentil. Ademds, se muestra cémo la
informacién del primer espacio de cohomologia de Hochschild de la extensién trivial de
algebras gentiles se codifica en el grafo de ribbon y el grafo de Brauer.

En el Capitulo 3 se describe la estructura de algebra de Lie del primer espacio de
cohomologia de Hochschild de algebras gentiles y su extensién trivial. Se da un criterio de
nilpontencia y solubilidad para el primer espacio de cohomologia de Hochschild de algebras
de grafos de Brauer con multiplicidad uno.

El Capitulo 4 contiene el cdlculo completo de la cohomologia de Hochschild de &lge-
bras gentiles y de la estructura de Gerstenhaber, ademds se muestra como se codifica la
cohomologia de Hochschild de un dlgebra gentil en el grafo de ribbon.

En el capitulo final, el Capitulo 5, se generalizan los resultados obtenidos en los Capitu-
los 2 y 3 para algebras monomiales cuadraticas. Como caso particular se determina el
primer espacio de cohomologia de Hochschild de un &dlgebra casi gentil y de su extension
trivial; ademads se describe la codificacion de esta informacién en el hipergrafo asociado.

El contenido de los Capitulos 2 y 3 forma parte del articulo [10], que ha sido aceptado
para su publicacién en la revista Journal of Algebra. Por otra parte, el contenido de los
Capitulos 4 y 5 sera objeto de una préxima publicacién.






Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se exponen las definiciones y resultados basicos necesarios para el
desarrollo de esta tesis, para mayor informacién se puede consultar [7, 8, 9, 15, 16, 18, 24,
27, 28, 35, 36, 40].

En la Seccién 1.1 se enuncian las definiciones bésicas sobre moédulos y algebras que se
van a usar a lo largo de esta tesis.

La Seccion 1.2 estd dedicada a la homologia y cohomologia de Hochschild, y a las
resoluciones que se utilizan.

En la Seccién 1.3 se encuentran las definiciones necesarias de algebras de Lie y de la
estructura de Gerstenhaber que posee la cohomologia de Hochschild.

La Seccién 1.4 se dedica a las algebras de caminos.

La Seccién 1.5 contiene generalidades de los grafos de Brauer, como caso particular
se centra en los grafos de Brauer con multiplicidad uno, que corresponden a la extension
trivial de dlgebras gentiles. Se recuerdan las definiciones de dlgebras de grafos de Brauer,
los grafos de ribbon y las dlgebras gentiles.

En la Seccién 1.6 se recuerdan las generalidades de las dlgebras de configuracion de
Brauer.

1.1. Modulos y algebras

Definicién 1.1.1. Sea K un cuerpo, una K-dlgebra asociativa con unidad (deno-
tada con 1) es un anillo A con una estructura de K-espacio vectorial compatible con la
multiplicacion del anillo, es decir

A(ab) = (aX)b = a(Ab) = (ab)A

para cada a,b € A y A € K. Se dice que la K-dlgebra es finito dimensional o de dimen-
siom finita si A es de dimension finita como K -espacio vectorial. En todo el documento A
denota una K-dlgebra de dimensidn finita.

Definiciéon 1.1.2. Si A y B son dos K-dlgebras, un homomorfismo f : A — B de
K-dlgebras es un homomorfismo de anillos K-lineal. Si f es un homomorfismo biyectivo
de K-dlgebras, A y B son K-dlgebras isomorfas.

Definiciéon 1.1.3. El dlgebra opuesta AP de A es el dlgebra que coincide con A co-
mo espacio vectorial y la multiplicacion * en A°P se define por a x b = ba. El dlgebra
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envolvente A° de A es el dlgebra cuyo K-espacio vectorial subyacente es A Q@i AP con
producto

(a®@gb)-(d @K b) = ad @K V'b.

Definicién 1.1.4. Sea A una K-dlgebra, un A-mddulo a izquierda es un par (M, )
donde M es un K-espacio vectorial y - : A x M — M, (a,m) — am es una operacion
binaria que satisface:

1. alm+m') = am + am/,
2. (a+b)m = am + bm,
3. (ab)m = a(bm),
4. Im =m,
5. a(Am) = (Aa)m = A(am).
para cada a,b € A, m,m’ € M y X\ € K. La definiciéon de A-mddulos a derecha es andloga.

Definicion 1.1.5. Un homomorfismo de A-mddulos a izquierda f: M — N es un
homomorfismo de anillos que cumple f(am) = af(m) para todo a € A ym € M. Si existe
un morfismo biyectivo f : M — N, M y N se dicen isomorfos.

Observacion 1.1.6. Se denota con 4 Mod a la categoria de los A-mddulos a izquierda y
con Mod 4 a la categoria de los A-mddulos a derecha.

Las categorias de médulos a izquierda sobre A y de médulos a derecha sobre AP son
naturalmente isomorfas, y si M es un A-médulo a izquierda, D(M) := Homg (M, K) es
un A-médulo a derecha con estructura dada por (fa)(x) = f(ax). De forma similar, si M
es un A-médulo a derecha, D(M) es un A-moédulo a izquierda con estructura dada por

(af)(x) = f(za).
Definicion 1.1.7. Sea M un A-mddulo.

» M es indescomponible si M no es nulo y no posee una descomposicion de la forma
M=N®&L, con N yL A-mddulos no nulos.

» M es libre si M = A para algin conjunto 1.
= M es proyectivo si es sumando directo de un A-mddulo libre.

Definicion 1.1.8. Un dlgebra A es indescomponible si no puede descomponerse como
suma directa de dos dlgebras no nulas.

Definicién 1.1.9. Un dlgebra A se denomina bdsica si admite una descomposicion en
suma directa A = Py & --- ® P, donde todos los mddulos P; son A-mddulos proyectivos
indescomponibles y tales que P; = Pj si y solo si i = j.

Definicion 1.1.10. Sean A y B dos K-dlgebras. Un A-B-bimddulo 4Mp es una terna
(M, -, %) tal que (M,-) es un A-mddulo a izquierda y (M,*) es un B-mddulo a derecha, y
(a-m)*xb=a-(mxb) para cada a € A, b € B ym € M. La categoria de A-B-bimddulos
se denota con 4 Modpg.



Observacién 1.1.11. La categoria de A®-mddulos a izquierda es naturalmente isomorfa
a la categoria de A-A-bimddulos.

Definicién 1.1.12. Dos K-dlgebras A y B se dicen Morita equivalentes si existen un
A-B-bimddulo P, un B-A-bimddulo Q e isomorfismos u: P®p Q — A (de A-bimddulos)
yv:Q®a P — B (de B-bimddulos).

Observaciéon 1.1.13. Si A y B son Morita equivalentes, entonces P y Q inducen las
siguientes equivalencias naturales de categorias:

" (—)®4 P:Mody — Modp con inversa (—) ®@p Q,
" QR4 (—): 4Mod — pMod con inversa P ®@p (—),

» Q®4(—)®aP:aMods — gpModpg con inversa P ®p (—) ®p Q.

1.2. Algebras de caminos

Definicién 1.2.1. Un carcaj es una cuddrupla Q@ = (Qo,Q1,s,t) que consiste de dos
conjuntos, el conjunto Qo cuyos elementos se denominan vértices y el conjunto Q1 cuyos
elementos se llaman flechas, y dos funciones s,t : Q1 — Qo que asocian cada flecha a su
vértice de inicio s(a) y su vértice de término t(a). El carcaj Q se dice finito si Qo y Q1
son conjuntos finitos. El par ordenado (Qo, Q1) se denomina grafo subyacente de Q.

Observacion 1.2.2. Todos los carcajes que se consideran en esta tesis son finitos, por lo
que no se va a mencionar su finitud en los capitulos posteriores.

Definicion 1.2.3. Un carcaj se dice conexo si el grafo subyacente es conexo.

Definicién 1.2.4. Un subcarcaj de un carcaj Q = (Qo,Q1,5,t) es un carcaj de Q' =
(Qp, @Y, 8, 1) tal que Q) C Qo, Q) C Q1, s’ = slor v t = tlgq son las restricciones de s
y t a Q) respectivamente. Un subcarcaj Q' es maximal si entre los subcarcajes de Q que
cumplen cierta propiedad es mazximal respecto a esa propiedad. En cada caso se indicard
de que propiedad se trata.

Definicion 1.2.5. Dado un carcaj Q, un camino en () es una secuencia de flechas o =
ap -+ ay tal que t(a;) = s(aj+1) para cada 1 < i < n. Un camino se denomina trivial si
n =0, es decir que corresponde a un vértice e. La longitud del camino a es la cantidad de
flechas que lo componen y se denota long(a), de donde o = ay, - - - a; tiene longitud n, los
caminos triviales son de longitud 0. Si s(a1) = t(ay) se dice que a es un ciclo, si ademds
long(a) = 1 se denomina bucle y si long(a)) =0, « es un ciclo trivial.

Observacion 1.2.6. Se usardn las letras minidsculas para denotar a las flechas, con ex-
cepcion de la letra e, esta se usard para denotar a los vértices. Los caminos se denotardn
con letras griegas. Los vértices y los caminos triviales se denotardn igual.

Definicion 1.2.7. Sea Q) un carcaj finito. El dlgebra de caminos KQ de (Q sobre K es la
K-dlgebra cuyo espacio vectorial subyacente tiene como base el conjunto de caminos en @
de longitud mayor o igual a 0, y el producto de dos caminos estd dado por la concatenacion,
es decir, si a y B son caminos no triviales de la base, -« = Pa si s(B) = t(a), de lo
contrario es cero. Si o es un camino en Q y e es un camino trivial, a- e = «a si e = s(a),
de forma similar e - o = « si e = t(«), de lo contrario es cero.
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De la definicion se obtiene una descomposicién en suma directa del K-espacio vectorial
KQ,
KQ=KQ & KQ ®KQ:® - - ®KQ,D -

donde @), denota el conjunto de caminos de longitud n y K@, denota el subespacio
vectorial generado por @Q),. Es claro que K@, - KQ.,, € KQpnim, por consiguiente K(Q es
una K-algebra Ny-graduada con la longitud de los caminos.

Lema 1.2.8. [7, Lemma 1.4] Sean Q un carcaj y KQ su dlgebra de caminos, entonces
1. KQ es un dlgebra asociativa,
2. KQ tiene elemento identidad si y solo si Qg es finito, y

3. KQ es finito dimensional si y solo si Q es finito y aciclico, es decir, no contiene
ciclos.

Corolario 1.2.9. [7, Corollary 1.5] Sea Q un carcaj finito. El elemento 1 = Zeer e es
el elemento identidad de KQ y el conjunto {ele € Qo} de todos los caminos triviales es
un conjunto completo de idempotentes ortogonales.

Definicion 1.2.10. Sea Q un carcaj conexo. El ideal bildtero del dlgebra de caminos KQ
generado por Q1 se llama ideal de flechas de KQ y se denota por Rg. Un ideal bildtero
I de KQ se dice admisible si existe un entero n > 2 tal que

2
R% CIC RQ.
Observacion 1.2.11. Todos los ideales considerados en adelante serdn admisibles.

Definiciéon 1.2.12. Sea Q) un carcaj. Una relacion con coeficientes en K es una
combinacion K-lineal de caminos de longitud al menos dos que tienen el mismo inicio y
el mismo término. Asi, una relacion es un elemento de KQ de la forma

m
§ iy
i=1

con a; un camino de longitud al menos dos, s(oy) = s(o), t(a;) = t(ey) y A € K para
cada 1,7. St m =1, la relacion se denomina monomial, mientras que si la relacion es de
la forma a1 — as se llama relacion de conmutatividad.

Proposicién 1.2.13. [7, p. 55-56] Sean Q un carcaj finito e I un ideal admisible de KQ.
Entonces

1. la K-dlgebra KQ/I es indescomponible si y solo si Q es un carcaj conezxo,
2. KQJ/I es una K-dlgebra finito dimensional, y
3. el ideal I estd generado por un conjunto finito de relaciones.

Definicion 1.2.14. Un dlgebra A es monomial si existe un carcaj Q y un ideal admisible
I generado por relaciones monomiales tales que A es isomorfa a KQ/I. Si ademds las
relaciones son de longitud dos, se denomina dlgebra monomial cuadrdtica.
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Uno de los resultados mas importantes de la teoria de representaciones es el Teorema
de Gabriel, el cual da una descripcién de toda algebra bésica e indescomponible como
cociente de un algebra de caminos.

Teorema 1.2.15. [7, Teorema de P. Gabriel, Theorem 3.7] Sean K un cuerpo algebrai-
camente cerrado y A una K-dlgebra bdsica e indescomponible de dimension finita. Existe
un carcaj Q y un ideal admisible I tal que A es isomorfa a la K-dlgebra KQ/I.

Observacion 1.2.16. Dada A = KQ/I con Q un carcaj finito e I un ideal admisible, no
se va a diferenciar la notacion para los elementos de KQ y los de A, el contexto dird en
donde se estd trabajando.

1.3. Homologia y cohomologia de Hochschild

En esta seccién se asocia a cada K-algebra A y a cada A-mdédulo M una familia de
K-espacios vectoriales, estos son los grupos de homologia de Hochschild y los grupos de
cohomologia de Hochschild de A con coeficientes en M. Todos los A-médulos se consideran
a izquierda, salvo que se especifique otra cosa. Los resultados de esta seccién se pueden
encontrar por ejemplo en [9], [27] y [40].

Se escribe ® en lugar de ® y A®™ para denotar el producto tensorial A®---® A de
A n-veces. Es claro que A®™ es un A-A-bimédulo con estructura

ala] @ -+ @ ap)b=aa; ® - @ ayb,

por lo que se puede considerar a A®" como un A®-médulo a izquierda.
La funcién b, : A¥"+2 — A®"+1 con n > 0 y definida por

n

b;l(ao R ®any1) = Z(—l)iao Q- Q41 Q- & Ayl

i=0
es un morfismo de A°-médulos.
Proposicién 1.3.1.
v, b, b!
(A®™ b)) 0 o ABPTZ Ty ASNEL 5 A®3 L A®2 D4 50

es una resolucion libre de A sobre A°.
Demostracion. Se puede encontrar una prueba en [9], Capitulo IX, Seccién 6. O
Definicion 1.3.2. La resolucion de A

B(A): - A®H2 Dy gentt o ges U ge2

Se llama resolucion de Hochschild de A o resolucién bar de A. Ademds, se denomina
aumentacion de la resolucion al morfismo by : A® A — A, dado por

bp(a @ b) = ab.
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1.3.1. Homologia de Hochschild

Dado un A-A-bimédulo M, si se aplica el functor M ® 4 (—) a la resolucién bar de A,
se obtiene el complejo de cadena

s M @ e AS2 O N e AL L M @ge A% 2 M @4 A%2 5 0

donde el diferencial 9; es inducido por el diferencial b, para cada i. La homologia del
complejo anterior es la homologia de Hochschild de A con coeficientes en M.

Para calcular la homologia de Hochschild se suele usar la identificacion
M ®4e A2 > M@ A®™,
siempre que n > 0. Asi, el complejo de cadena resultante es
(CL(A,M),5,): > M@A 2 M@A® ! ... S M@ A M0

donde la componente de grado n-ésimo es Cp,(A, M) = M @ A®" paran > 0, Co(A, M) =
My Cp(A, M) =0sin < 0. El n-ésimo diferencial inducido es

n—1
Sn(m®a1®--~®an):ma1®a2®---®an+2(—1)im®al@...@aiaiH@...@an
=1
+(_1)nanm®a1 Q@ ap—1-

Definiciéon 1.3.3. El n-ésimo grupo de homologia de Hochschild de A con coefi-
citentes en M es

Hy(A, M) := H, (Cu(A, M), 8,) = m

Como caso particular, se denota por HH,(A) a Hy,(A, A).
Nétese que para todo n, Hy, (A, M) es un K-espacio vectorial.

Observacion 1.3.4. En cualquier complejo de cadena, los elementos de ker(d,,) se deno-
minan n-ciclos y los elementos de Im(d,,41) n-bordes.

1.3.2. Cohomologia de Hochschild

Puede definirse la cohomologia de Hochschild aplicando el functor Hom ge(—, M) a la
resolucién bar de A. Se obtiene el siguiente complejo de cocadena:

0 — Homae (A%2, M) 25 .. = Homae (A%, M) 2% Home (AS"2, M) — -

donde 9'(f) = f o b, para cada f € Hom e (A®*T1 M) e i > 0. La homologfa del complejo
anterior es la cohomologia de Hochschild de A con coeficientes en M.

Usando el isomorfismo

Hom e (A®"T2 M) = Hompg(A®", M)
f o f



con f(a) = f(1 ® a ® 1), se obtiene el complejo de cocadena (C*(A, M), 6*):

80 ®n " @n+1
0 —- M — Homg (A, M) — - — Homg (A®", M) — Hompg (A S M) — -

donde el n-ésimo diferencial §,, : Homg (A®", M) — Homp (A®"1 M) est4 definido por

") ®- - Qapy1) = arf(a @ -+ @ apg1) + Z(—l)if(al @ ® a1 @ @ Apy1)
i—1

+ (=) M(a1 ® - @ ap)ani1.

Definicién 1.3.5. Eln-ésimo grupo de cohomologia de Hochschild de A con coefi-
cientes en M es

HP(A4,M) = H'(C(A,M),8) = 0.

Como caso particular, se denota por HH"(A) a H"(A, A).
Se nota también que para cada n, H"(A, M) es un K-espacio vectorial.

Observaciéon 1.3.6. En cualquier complejo de cocadena, los elementos de ker(6™) se
denominan n-cociclos y los elementos de Im(6" 1) n-cobordes .

Es claro que A®"2 = A¢® A®™ es un isomorfismo de A°-médulos a izquierda. Luego, si
A es K-proyectivo, entonces A®™ es A-proyectivo y por lo tanto A®"+2 es A°-proyectivo.
Lo anterior dice que la resolucion bar junto con la aumentacién es una resolucién proyectiva
de A e implica el siguiente resultado.

Proposicion 1.3.7. Sean K un cuerpo, A una K-dlgebra, M un A-A-bimddulo yn € N.
FEntonces

H.(A, M) = Tor’ (A, M),
H*(A, M) = Ext’y.(A, M).

En este caso, tanto la homologia como la cohomologia de Hochschild no dependen de la
resolucion proyectiva de A sobre A® que se elija.

Demostracion. Una prueba se puede encontrar en [27, Proposition 1.1.13, Section 1.5] o
en [9, Capitulo IX]. O

Observacion 1.3.8. [9, p. 181] Para cada A-A-bimddulo M, la funcion
H"(A,D(M)) — D(Hn(A, M))

es un isomorfismo de espacios vectoriales, y si A es una K-dlgebra finitamente generada,
entonces la funcion

H,(A,D(M))— D(H"(A,M))

es también un isomorfismo.

La homologia y la cohomologia de Hochschild tienen propiedades interesantes de inva-
riancia.
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Proposicién 1.3.9. [27, Section 1.5.6] La cohomologia de Hochschild es invariante Mo-
rita, es decir, si A y B son Morita equivalentes, entonces

H*(A,M) = H*(B,Q ®a M ®4 P),
H*(B,N)= H*(A,P®p N ®p Q).

Para todo A-A-bimddulo M y todo B-B-bimddulo N, donde P y Q son como en la Defi-
nicion 1.1.12.

Corolario 1.3.10. Si A y B son Morita equivalentes, entonces HH™(A) y HH™(B) son
isomorfos como K -espacios vectoriales, para cada n > 0.

1.3.3. Cohomologia de Hochschild en grados 0 y 1
De la definicién de la cohomologia de Hochschild se obtiene:
= La cohomologia de Hochschild en grado 0 es

HO(A,M) = ker(8°)
{m e M|8°(m) =0}

= {me M|5’(m)(a) =am—ma=0,Ya € A}.
En particular, si M = A entonces HH?(A) = Z(A), es decir, HH(A) es el centro
de A.
= La cohomologia en grado 1 es H'(A, M) = ker (6) /Im (6°), donde
ker (0') = {f € Homg (A, M) |8 (f) = 0}
= {f € Homg (A, M) |5 (f)(a ® b) = af(b) — f(ab) + af(b) = 0,Ya,b € A}
= Derg(A, M),
es decir, ker ((51) es el espacio de derivaciones K-lineales de A en M. Por otro lado,
Im (6°) = {f € Homg(A, M)| existe m € M con f=6(m)}
= Dery (A, M),

que es el espacio de K-derivaciones interiores de A en M.
De lo anterior se obtiene que H'(A, M) = Derg (A, M)/Der$. (A, M).

1.3.4. Cohomologia de Hochschild relativa a una subalgebra

Definicion 1.3.11. Sean A una K-dlgebra, E una subdlgebra de A y M un A-A-bimddulo.
Se define el complejo de Hochschild E-relativo, C*(A, E, M) como sigue:

CUA,E,M)=MF ={me M|sm=ms,Vsc E}

y paran >0, C"(A, E, M) consiste del K-mddulo formado por los morfismos K -lineales
f: A®™ — M, que satisfacen

f(sa1 ® - - ®ap) = sfla1®@ - @ap),
flar ® - ®@aps) = flag® - ®ap)s,
flag® - ®ais®ai11 Q- Ray) = f(a1®@ - ®a; @sa;41 @+ R ay).
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Los diferenciales 6™ : C"(A, E, M) — C"" (A, E, M) estdn dados, como antes, por:

") (a1 ®- - Qapt1) = arf(ar ® -+ @ ang1) + Z(—l)if(th R ® A1 D @ Apy1)
i—1
+ (1)1 @ - ® an)ant1.

La cohomologia de (C*(A, E, M),*) se llama cohomologia de Hochschild E-relativa
de A con coeficientes en M y se denota por H*(A, E, M).

Observacion 1.3.12. = 51 K = FE la cohomologia de Hochschild K-relativa es la
cohomologia de Hochschild.

» Hay una inclusion de C"(A,E,M) en C"(A, M) para cada n € N. Estas inclu-
siones forman un morfismo de complejos e inducen morfismos de H"(A, E, M) en
H"™(A, M) para cada n € N.

Proposicién 1.3.13. [9] La cohomologia relativa H*(A, E, M) puede calcularse como la
cohomologia del subcomplejo C*(A, E,M) de C*(A, E, M) donde C" (A, E, M) consiste de
los elementos de C™(A, E, M) que cumplen f(a; ® - -- ® ap,) = 0 si algin a; pertenece a E.

Definicion 1.3.14. Una K-dlgebra A se dice separable si para toda extension de cuerpos
K C L, la L-dlgebra A, = A® L es semisimple.

Proposicién 1.3.15. [0, Theorem 9.2.11] Sea A una K-dlgebra. Son equivalentes:

1. A es una K-dlgebra de dimension finita y separable,
2. A es proyectiva como A®-mddulo a izquierda.

3. Hp(A, M) =0 para todo n # 0 y todo bimdludo M.
4. H"(A, M) = 0 para todo n # 0 y todo biméludo M.

Proposicién 1.3.16. [20, p. 125] Sea E una subdlgebra separable de A. Entonces los
morfismos inducidos por la inclusion

H*(A,E, M) — H*(A, M)

son isomorfismos.

1.3.5. La resolucién de Bardzell

En estas subseccion se describe una resolucién proyectiva minimal construida por Bard-
zell en [8] para dlgebras monomiales finito dimensionales.

Sean A = KQ@Q/I un &lgebra monomial de dimensién finita e I un ideal admisible
generado por un conjunto minimal de relaciones monomiales R con la propiedad que cada
elemento v de R no tiene divisores en R salvo 7.

Sean I'g = Qqo, I'y = Q1 y para n > 1 sea I';, el conjunto de n-concatenaciones que
se define inductivamente de la siguiente manera: dado un camino « en ) se consideran
los vértices correspondientes a inicios y términos de las flechas de a con orden < definido
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por el recorrido en a. Sea R(«) el conjunto de caminos en R que son subcaminos de «.
Fijando un elemento r; en R(«), considérese el conjunto

Ly ={r e R(a)|s(r1) < s(r) <t(r1)}.

Si Lo # (), sea ro € Lo tal que s(r2) es minimo respecto a s(r) para todo r € Lo. Supéngase
ahora que 71,79, ...,7; se han construido y sea

Liy1 ={r € R(a)|t(ri—1) < s(r) <t(r;)}.

Si Lit1 # 0, searit1 € Liy1 tal que s(r;+1) es minimo respecto a s(r) para todo r € L;4q.

Asi, una n-concatenacién es una (n — 1)-upla (r,...,7,—1) de elementos de R. El
subcamino de « con inicio s(ry) y término ¢(r,—1) se denomina soporte de la concate-
nacion. El conjunto de n-concatenaciones se denota por I';,.

Sea v €T, y sea Sub(y) = {y € I',_1| v = 87« para algunos «, 3 € Q}. Nétese que
siy ey, yv €Sub(y) con n > 2, se puede escribir a v de la siguiente forma

v=L()7R(Y)

donde L(v),R(?’) € Q. Ademads, L(7’) y R(9/) no tienen subcaminos en R [8, Lemma
3.4].

Como caso particular, el Lema 3.3 de [8] dice que si m > 1y v € T'9,41 entonces
| Sub(7)| = 2, luego Sub(y) = {71,772} y se puede escribir a v de dos formas:

(1.1) v =L(n)n = 7R(72).

La resolucion proyectiva minimal de Bardzell se define de la siguiente manera:
R: = AKT,|A 2% AIKT,_(|A — - — A|KT1|A 25 A|KTo|A

donde se denota con | el producto tensorial sobre la subdlgebra separable de A generada
por los vértices, es decir, sobre £ = K@, y con los diferenciales como sigue

bi(1]a|l) =a|s(a)|1—1]|t(a)|a,

bo,(1[v[1) = D LK)V IRG),
7y'€Sub(y)

bonr1(L[v]1) =L(y1) [y ]1 =17 |R(y2),

donde 71 y 72 son como en la Ecuacién (1.1). Nétese que by : A|KTy|A — A con
bp(1]e|1l) = e es la aumentacién.

Observacién 1.3.17. » La descripcion de la resolucion R es equivalente a la dada
por Bardzell, debido al isomorfismo de A-bimddulos

@ At(vy) @ s(y)A = A|KT,,|A

’YEFn
donde Bt(v) @ s(y)a— B|v|a cona,f € AyyeTl,.

» Skoldberg demuestra la exactitud de la resolucion en [37, Theorem 1].
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En el caso de que A sea un &dlgebra monomial, la cohomologia de Hochschild con
coeficientes en A se puede calcular usando la resoluciéon minimal de Bardzell. Asi, aplicando
el functor Homye(—, A) a R y el isomorfismo Hom 4e (A|KT',|A, A) = Hompe (KT, A) se
obtiene el complejo de cocadena

1 n+1
0 — Hompe (KTo, M) 5 -+ — Hompe (KT, A) > Hompe(KTpp1, A) — - --

donde
§'(f)(a) = af(s(a)) — f(t(a))a,

(1.2) ()= Y. LO)RE),

~'€Sub(y)

dont1(f)(7) = L(v)f(11) — f(r2)R(72),

donde 71 y 2 son como en la Ecuacién (1.1).

1.4. Algebras de Lie

Definicion 1.4.1. Una K-dlgebra de Lie g es un K-espacio vectorial con una funcion
bilineal antisimétrica

[ —l:gxg—g
que satisface la identidad de Jacobi
[z, 9, 2] + [y, 2], 2] + [[2, 2], 9] = 0, Va, 9,2 € 0.

La funcidn bilineal se llama corchete de Lie.

Dada un &lgebra de Lie g, una subdalgebra de Lie h de g es un subespacio vectorial
de g que cumple [h, h] C . Un subconjunto I se llama ideal de g si I es un subespacio de
g v se verifica que [I,g] C g.

Un &lgebra de Lie g es abeliana si [g,g] = 0. Se define inductivamente la serie
derivada de g por

¢’ =9, ¢"=1[g"""g] Vn>1L

Para cada n, g" es un ideal de g y se cumple
g=0"2¢'2¢°2

El algebra de Lie g es nilpotente si g = 0 para algin n > 1. Por otro lado, se define la
serie central de la siguiente manera

0@ =g g =[g" T g" V] vn>1
También vale que g™ es un ideal para cada n > 1y se cumple
g:g(o) 29(1) 29(2) ...

El &lgebra de Lie g es soluble si g™ = 0 para algiin n > 0. Nétese que toda algebra
nilpotente es soluble.
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1.4.1. Estructura de Gerstenhaber

En esta subseccién se muestra que la cohomologia de Hochschild posee una estructura
de algebra de Gerstenhaber.

Definicién 1.4.2. Una K-dlgebra graduada H = &,czH™ con producto asociativo
—: H™ x H" — H™"
se dice un dlgebra de Gerstenhaber si tiene un corchete
[—, =] : H" x H" — H™" 1 Yn,m >0
que verifica para cada a € H™, b € H" y c € H' las siguientes propiedades:
1. a— b= (=1)""b — a (conmutatividad),
2. [a,b] = —(=1)"=D=D[p ) (antisimetria),

5. (~1)m DD g, 8], ¢] + (=)D Db, ], a] + (~1)EDED (e, a] b = 0 (iden-
tidad de Jacobi graduada),

4. la—b,d] =la,d] — b+ (=1)™"Va — [b,¢] (identidad de Poisson).

Gerstenhaber muestra en [15] que la cohomologia de Hochschild de un dlgebra A con
coeficientes en A es un algebra de Gerstenhaber. El producto y el corchete se definen en
el complejo de Hochschild por medio de férmulas explicitas.

Observacion 1.4.3. Es importante resaltar que por ser HH®*(A) un dlgebra de Gersten-
haber, se obtiene que HH'(A) es una subdlgebra de Lie y actia en HH"(A) con n > 1
por medio de la accion adjunta, es decir, usando el corchete de Gerstenhaber.

Nétese que el complejo de cocadena (C*(A, M),0*) de la Seccién 1.3.2 posee como
espacio vectorial graduado subyacente a @®;eny Hom g (A%, M).

Definicién 1.4.4. Sean f € Homp (A®™ A) y g € Homg (A®™, A) elementos homogéneos,
el producto cup de f y g es el elemento f — g € Homp (A®"+) A) definido por

(f ~ g)(al D& am—f—n) = f(al Q- ® am)g(am-i-l Q- Q& am+n)~

El siguiente lema garantiza que la férmula anterior define un producto, también llamado
producto cup en la cohomologia de Hochschild.

Lema 1.4.5. [15, Section 7] Sean f y g elementos homogéneos de grados m y n respecti-
vamente, y sea 6° el diferencial definido en la Ecuacion (1.2). El producto cup satisface

o"T(E — g) = 0"(f) — g+ (=1)""f — 6" (g).

El corchete de Gerstenhaber puede obtenerse a partir de una operacién intermedia
denominada asociador, como sigue:
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Definicién 1.4.6. Sean f € Homg(A®™, A) y ¢ € Homg(A®" A), el asociador de
f y g es un elemento de HomK(A®(m+”_1),A) denotado por f e g tal que evaluado en
a1 ® - R Gmin—1 € A®(mtn=1) ¢

m
D DY@ @ @ a1 @i ® - @ aitno1) © Gipn ® - @ Amgn1)-

i=1
El corchete de Gerstenhaber estd definido por
[f,g] = feg— (—1)m N Vg,

Teorema 1.4.7. [15, Theorem 3] Sean f € Homp (A®™ A) y ¢ € Homg(A®" A), la
siguiente igualdad vale.

gt (feg) =fed"(g) + (—1)" oM () e g+ (1) TN — g — (—1)™"g — ).
Del teorema anterior se obtiene que si f y g son cociclos, entonces
o (feg) = (~1)" M — g — (—1)""g — ).

Luego f — g = (—1)™"g — f en ®;enHH'(A). Es decir, (@;enHH(A),—) es un algebra
graduada conmutativa. De hecho, este fue el origen de la estructura de Gerstenhaber en
la cohomologia de Hochschild.

Ahora, para f € Homg (A®™, A), g € Homg (A®", A) y h € Homg (A%, A), el corchete
[—, —] definido satisface:

L. [fvg] = _(_1)(m—1)(n—1)[g7f]’
2. (=) DOV g] b 4 (=) D[, b, ] + (=1) D0V, £], g] = 0,
3. o[t g]) = [f, 6" (g)] + (—=1)"H[0™(f), g].

Los dos primeros items dicen que (C*(A, A),[—,—]) es un anillo de Lie graduado,
mientras que el tercer ftem implica que el corchete induce una operacién en @;enHH'(A).
Asi, (@ienHH'(A),[—,—]) es un algebra de Lie graduada.

Por 1ltimo, Gerstenhaber prueba que — y [—, —] estdn relacionados por medio de la
identidad de Poisson [15, Section 8, Corollary 2], es decir,

[f— g h] = [f,h] — g+ (=1)"""Vf — [g,1]

para cada f € Homg (A®™ A), g € Homg (A®", A) y h € Homg (A%, A).

1.5. Algebras de grafos de Brauer

En esta seccion se dan las definiciones basicas relacionadas con algebras de grafos de
Brauer y especificamente con dlgebras de grafos de Brauer con multiplicidad idénticamente
igual a 1. Se muestran algunos resultados que relacionan a las dlgebras gentiles con las
algebras de grafos de Brauer.

Definicién 1.5.1. Un grafo de Brauer G es una cuddrupla G = (Gy, G1, m, 0) donde
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» (Go,G1) es un grafo finito no orientado con conjunto de vértices Gy y conjunto de
aristas Gy,

= m: Gy — Zsg es una funcion, denominada funcion multiplicidad o multiplici-
dad de G,

= 0 se llama orden ciclico de G: en cada vértice v de G se ordenan las aristas que
inciden en v de forma ciclica y en el sentido de las manecillas del reloj, de modo
que si v es un vértice en el cual incide en una sola arista i con m(v) = 1, entonces
el orden ciclico en v es i, mientras que si m(v) > 1, entonces el orden ciclico se da
por i < i.

Definicién 1.5.2. Sea G un grafo, la valencia del vértice v € Gy que se denota valg(v)
es igual a la cantidad de aristas que inciden en v, cuando la arista es un bucle se cuenta
dos veces.

Definicién 1.5.3. Una arista i en el vértice v se llama truncada st m(v)valg(v) = 1.
Si la arista i es truncada en sus dos vértices, entonces G es el grafo de Brauer dado por
una arista con dos vértices y funcion multiplicidad 1, y el dlgebra de grafos de Brauer
correspondiente se define como K[z]/ (x%).

En los siguientes ejemplos se fija el orden ciclico o dado por el sentido de las manecillas
del reloj.

Ejemplo 1.5.4. Considere el grafo de Brauer G = (Gp, G1, m, 0) dado por

donde m(v) =1 par cada v € Go \ {va} y m(va) = 3. El orden ciclico o de las aristas que
inciden en el vértice vy es 1 <1 <2 <3< 1, en el vértice vy es 2 <4 <5<3 <2, en
los vértices v y vy es 4 y 5 respectivamente. Ademds, val(vi) = val(ve) = 4 y val(vs) =
val(vg) = 1.

Ejemplo 1.5.5. Sea G = (Go, G1, m, 0) como sigue

1

4

con m(vy) = 2 y m(ve) = 3. El orden ciclico en vy es 1 < 2 <3 <4< 1yenuvy es
1 <4<2<3<1. Ademads, val(vi) = val(ve) = 4.
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1.5.1. Carcaj de un algebra de grafos de Brauer

Sean G un grafo de Brauer y v un vértice de G tal que las aristas que inciden en v son
i1, ...,n (sl i; = i) para algunos valores j, k, entonces i; es un bucle) y tienen orden ciclico
i1 < 1z < ... <, < 41. Se dice que i es un sucesor de i; en v si 1 < j < k < n. Como
casos particulares i es el sucesor inmediato de i; si k = j + 1 y ademads 7; es el sucesor
inmediato de 4,. De forma similar se define predecesor y predecesor inmediato.

Nétese que si v es un vértice de la arista a con valg(v) = 1 y m(v) = 1, entonces no
hay predecesores y tampoco sucesores de a, mientras que si valg(v) =1y m(v) > 1, a es
predecesor y sucesor de si mismo.

Dado un grafo de Brauer G, se define el carcaj Qg = (Qo, Q1) de la siguiente manera: el
conjunto de vértices Qg es el conjunto de aristas Gy, denotando el vértice correspondiente
a la arista ¢ € G1 por e; € Qy. Las flechas en ) se dan por el orden ciclico o de G, es
decir, si ¢ y j son aristas en GG que inciden en el vértice v y j es el sucesor inmediato de i,
entonces existe una flecha a de e; a e;.

Cabe destacar que si 7 es una arista del vértice no truncado v (m(v)valg(v) > 2),
entonces hay un ciclo orientado C,; en Q¢ con origen y término el vértice e;, que es el
ciclo determinado al recorrer una vez el orden ciclico del vértice v empezando en la arista
i.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.5.6. FEl carcaj correspondiente al Ejemplo 1.5.4 es

b1
€2 — €4

o
ag C el az | | by bo
N

€3 ¢— €5
b3

El ciclo Cy, 4 es bibsbzba, mientras que hay dos ciclos Cy, 1, estos son agasaiag y
apasasasq .

Ejemplo 1.5.7. El carcaj correspondiente al Ejemplo 1.5.5 es

by “
ba / \
a4 al
b2
e4q €2
’Y j‘//
€3 b3

El ciclo Cy, 3 €5 b3babiby y Cy, 4 €5 azazaiay.
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1.5.2. Conjunto de relaciones y algebra de grafos de Brauer

Se define el ideal de relaciones I en K(Q) g generado por los siguientes tres tipos de
elementos.

» Relaciones de tipo I: para cada v,v" € Gg y cada vértice e; € Qg tal que la arista
i tiene vértices v, v/, la relacién

Cm(v) C,m(v’)

vi i
siempre que ambos vértices sean no truncados.

= Relaciones de tipo II: para cada vértice e; € Qg y cada vértice en v € G, la

relacién
m(v)
al Cv,i s

con Cp; = ap---ay.
= Relaciones de tipo III: para cada a,b € Q1 el camino

ba

siempre que ba no sea un subcamino de un ciclo C, ; para cada v € Gy y e; € Qo, con
la siguiente salvedad: a = b es un bucle asociado a un vértice v € Gy con valencia
valg(v) = 1 y multiplicidad m(v) > 1.

Definicién 1.5.8. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. El dlgebra A = KQg/Ig se
llama dlgebra de grafos de Brauer asociada a G.

Observacion 1.5.9. Es importante notar que las dlgebras de grafos de Brauer son dlgebras
simétricas finito dimensionales [36], es decir, si A es un dlgebra de grafos de Brauer,
entonces A es un dlgebra de dimension finita isomorfa como A-A-bimddulo al bimddulo
dual DA = Homg (A, K) con estructura dada por bfa(x) = f(azb) para cada a,b € Ay
feDA.

Ejemplo 1.5.10. Si G es como en el Ejemplo 1.5.4, el carcaj es como en el Ejemplo 1.5.6
y las relaciones son las siguientes:

» Tipo I: agasarag — agazasay, arapazas — (babsbab1)® y asaragas — (bsbabiby)?.

» Tipo II: apazazaiag , a1a0azasay, a2a1a0asaz, azasaldoas, by (babsbab)3, ba(b1bsbsbe)?,
b3(6251b4b3)3 Yy b4(bngblb4>3.

s Tipo III: ayas, biay, asby, asbs y bias.

Ejemplo 1.5.11. Para el grafo de Brauer del Ejemplo 1.5.5 y su carcaj correspondiente
en el Ejemplo 1.5.7 las relaciones son:

TipO I: (a4a3a2a1)2 — (b4b3b2b1)3, (a1a4a3a2)2 — (b251b4b3)3, (a2a1a4a3)2 - (b3b2b1b4)3
Yy (a3a2a1a4)2 — (blb4b3b2)3.

Tipo II: al(a4a3a2a1)2, ag(a1a4a3a2)2, a3(a2a1a4a3)2, a4(a3a2a1a4)2, bl(b4b3b2b1)3,
ba(b1babsba)?, b3(bab1babs)? y ba(bsbabibs)®.

T’ipO III: b1a4, b3a1, b4a2 ,bgag, alb4, CLQbQ, a3b3 Yy a4b1.
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1.5.3. Grafo de ribbon

Los grafos de Brauer se interpretan desde un punto de vista geométrico por medio de
grafos de ribbon [28], estos definen una superficie orientada compacta donde la orientacién
de la superficie estd inducida por el orden ciclico del grafo de ribbon [24].

Definicién 1.5.12. Un grafo de ribbon es una quintupla G = (Go, G, s,1,0), donde

= (Gg es un conjunto finito de vértices,

» G es un conjunto finito de elementos denominados aristas partidas,

» s: Gy — Gy es una funcidn, envia cada arista partida en su vértice adyacente,
LA G{l — G’1 es una involucion sin puntos fijos que pega aristas partidas,

» 0 G] — G es una permutacion cuyas orbitas corresponden a s~'(v) para cada
v € Gy.

La definicién de grafo de ribbon dice que es un grafo no orientado con un orden ciclico
que ordena las aristas alrededor de cada vértice. Como ejemplo ver la Figura 1.2 del
Ejemplo 1.5.22.

Definicion 1.5.13. Un grafo de ribbon marcado es un grafo de ribbon junto con una
funcion inyectiva m : Gy — G4 tal que para cada vértice v € Go, m(v) € s~1(v).

La definicién anterior dice que un grafo de ribbon marcado es un grafo de ribbon en
el que se elige una arista cortada m(v) alrededor de cada vértice v.
1.5.4. Algebras gentiles y algebras de grafos de Brauer

En esta subseccién se definen las dlgebras gentiles y se muestra la conexién con las
algebras de grafos de Brauer por medio de la extensién trivial, para mas detalles consul-
tar [35].

Definicion 1.5.14. Un dlgebra A se llama gentil si es Morita equivalente a un dlgebra
KQ/I que satisface las siguientes propiedades:

1. para cada vértice e, existen a lo sumo dos flechas con término en e y existen a lo
sumo dos flechas con inicio en e,

2. para cada flecha a eziste a lo sumo una flecha b tal que ba ¢ I y existe a lo sumo
una flecha c tal que ac ¢ 1,

3. para cada flecha a existe a lo sumo una flecha b tal que ba € I y existe a lo sumo
una flecha c tal que ac € 1,

4. I estd generado por un conjunto de caminos de longitud 2.

Observacién 1.5.15. Notese que el carcaj que consiste de un vértice y dos bucles no es
un dalgebra gentil, ya que un dlgebra gentil es de dimension finita.
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Definicién 1.5.16. La extensidén trivial TA = A x DA es el dlgebra cuyo espacio
vectorial subyacente es A® DA y cuyo producto estd dado por (a, f)(b,g) = (ab,ag + fb)
para cada a,b € Ay f,g € DA.

El siguiente teorema da una caracterizacién de las algebras gentiles por medio de la
extension trivial:

Teorema 1.5.17. [35, p. 2-3] Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Un dlgebra A es
un dlgebra de grafos de Brauer con funcion multiplicidad uno si y solo si A es la extension
trivial de un dlgebra gentil.

Grafo de ribbon marcado de un algebra gentil

De [35] se sabe que a cada algebra gentil A se le asocia un grafo de ribbon G cuya
estructura subyacente estd determinada por el conjunto de caminos maximales de A. La
estructura del grafo de ribbon en el sentido del orden ciclico de las aristas alrededor de un
vértice estd también inducida por los caminos maximales.

Definicién 1.5.18. Para A = KQ/I un dlgebra gentil sean:

» M el conjunto de caminos maximales en (Q,1), es decir, caminos o ¢ I tales
que ac, aa € I para cada flecha a.

= My el conjunto de vértices e tales que e es el inicio o el término de una sola flecha,
o0 bien e es el término de una unica flecha a y el inicio de una unica flecha b tal que

ba ¢ I.
= M = MU My, llamado conjunto aumentado de caminos mazximales.

Ejemplo 1.5.19. Sea A el dlgebra gentil dada por el siguiente carcaj y con relaciones
R = {bia1,asbs}. El conjunto aumentado de caminos mazimales es

M = {asasazazar, babi, €1, e3, eq, €6, €7}

a
€3 — €4

3
a7 \a/4
a1 b1 by as
€1 €2 €5 €6

€7
Figura 1.1. Carcaj del dlgebra gentil A del Ejemplo 1.5.19. Se codifica con una linea
punteada gris cada relacion que genera el ideal de relaciones del algebra.

Observacion 1.5.20. Por lo general se van a graficar las relaciones que definen al dlgebra
gentil en el carcaj, por medio de lineas punteadas grises.

Definicién 1.5.21. El grafo de ribbon marcado G, se define como sigue.

= El conjunto de vértices de G es M.
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s Para cada vértice de G correspondiente a un camino o, existe una arista partida
adyacente y etiquetada con i para cada vértice e; de @ por el cual pasa «. FEsto
incluye los vértices en los que o empieza y termina. Ademds, si a pasa a través de
e; dos veces (es decir, a es un bucle), entonces hay una arista partida etiquetada con
i por cada ocurrencia.

s Para cada vértice e; de @) existen exactamente dos aristas partidas etiquetadas con
1. La tnvolucion v envia una en la otra.

= Para cada vértice a de Gy, los vértices a través de los cuales pasa el camino a se
ordenan desde el vértice inicial hasta el vértice final. La permutacion o envia cada
vértice en este orden al siguiente, con la propiedad adicional de que el vértice final
de a se envia al vértice inicial.

s La funcion m lleva cada camino « a la arista partida etiquetada con el vértice final
del camino «. En otras palabras, m identifica las aristas partidas sucesivas corres-
pondientes a los vértices donde comienza y termina .

Ejemplo 1.5.22. El grafo de ribbon marcado del dlgebra gentil del Ejemplo 1.5.19 es como
sigue, donde a = agaqazazay y b = baby.

Figura 1.2. Grafo de ribbon marcado del dlgebra gentil del Ejemplo 1.5.19. Aparecen las
flechas del carcaj en el orden que corresponde, el simbolo X representa la identificacién
que hace m en los casos donde el vértice tiene mas de una arista.

Observacion 1.5.23. De ahora en adelante en el grafo de ribbon aparecerdn las flechas
del carcaj y el simbolo x (en color negro) para codificar toda la informacion.

1.5.5. Cortes admisibles de algebras de grafos de Brauer y algebras gen-
tiles

Definicién 1.5.24. Sea A = KQ/I un dlgebra de grafos de Brauer con grafo de Brauer
G y multiplicidad m idénticamente 1. Un corte admisible A de QQ es un conjunto de
flechas que contiene exactamente una flecha de cada ciclo Cy, (salvo rotacion) determinado
por el orden ciclico en v, donde v es un vértice de G con valg(v) # 1.

Ejemplo 1.5.25. Considérese el dlgebra de grafos de Brauer A con grafo de Brauer G4
y multiplicidad idénticamente 1, y su respectivo carcaj Q4 como en las figuras.
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e

by '
1

by
aq ay
& 2
() () € e
4
€3 b3

Grafo de Brauer G4 Carcaj Qa

Los cortes A1 = {a1,b1} y Ay = {ag, bs} son admisibles. En este caso los ciclos Cy, y
Cy, son los determinados por las flechas a; y b; respectivamente para 1 < i,j < 4.

Definicion 1.5.26. Se define el dlgebra de corte con corte admisible A como el dlgebra
Axr = KQ/ (I UA), donde (I UA) es el ideal de KQ generado por I UA.

Los siguientes resultados importantes respecto a cortes admisibles de grafos de Brauer
con multiplicidad idénticamente 1 aparecen en [35].

Teorema 1.5.27. [35, Section 4] Sean K wun cuerpo algebraicamente cerrado, y A =
KQ/I un dlgebra de grafos de Brauer con grafo de Brauer G y funcion multiplicidad
idénticamente 1. Considere un corte admisible A de @, entonces Aa es un dlgebra gentil
y el grafo de ribbon de Ax (completando el orden ciclico en cada vértice) es igual a G.

Corolario 1.5.28. [35, Section 4] Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Cada dlge-
bra gentil A es el corte admisible de una dnica dlgebra de grafos de Brauer A, donde A es
la extension trivial de A. Reciprocamente, cada dlgebra de grafos de Brauer con funcion
de multiplicidad idénticamente 1 es la extension trivial de un dlgebra gentil, no necesaria-
mente unica.

Ejemplo 1.5.29. Las dlgebras gentiles determinadas por los cortes admisibles A1 y Ao
en el Ejemplo 1.5.25 tienen los siguientes carcajes:

€1

e
by !
by / \
ayq Gy aq
bg b2
€4 €2 €4 €2
e b3 b3

€3

Carcaj del dlgebra Aa, Carcaj del dlgebra Aa,

donde An, = K(Q\A1)/ (a2ba, asbs, bias, baaz) y An, = K(Q\A2)/ (biaa, asbi, bsai, azbs).
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Observacién 1.5.30. Ndtese que los grafos de ribbon marcados tienen el simbolo X exac-
tamente donde se corta el orden ciclico.

1 1

“ @g * “ @ .

4 4

Grafo de ribbon marcado G, Grafo de ribbon marcado de Ga,,

1.6. Algebras de configuracién de Brauer

En esta seccién se recuerdan las definiciones basicas relacionadas con algebras de tipo
Brauer y especificamente, el caso en el cual la configuracién de Brauer tiene multiplicidad
idénticamente 1. Se muestran algunos resultados que relacionan a las dlgebras casi gentiles
con las dlgebras de tipo Brauer.

1.6.1. Configuracion de Brauer

Definicion 1.6.1. Una configuracion de Brauer reducida G es una cuddrupla G =
(Go, G1, m, 0) donde

= (Go es un conjunto finito cuyos elementos se denominan vértices,

= (31 es una coleccion finita de multiconjuntos de vértices que se denominan poligo-
nos, es decir, si V € Gy, entonces los elementos de V son vértices, posiblemente
con repeticiones.

= m: Gy — Zsg es una funcion, denominada funcion multiplicidad o multiplici-
dad de G,

» un vértice w € Gy se denomina truncado si m(w) = 1 y w ocurre eractamente
una vez en un poligono V. La suma sobre los poligonos V' del numero de veces que
el vértice w ocurre en V es la valencia de w y se denota con valg(w). El orden
ciclico o se elige para cada vértice no truncado w € Gy de un orden ciclico de los
poligonos que contienen a w, contando repeticiones.

Ademds se requiere que G = (Go, G1, m, 0) satisfaga:
1. cada vértice en Go es un vértice de al menos un poligono,
2. cada poligono en G1 tiene al menos dos vértices,
3. cada poligono en Gy tiene al menos un vértice tal que valg(w)m(w) > 1,

4. st w es un vértice del poligono V y valg(w)m(w) = 1, es decir, w es truncado,
entonces V = {w,w'}.
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Observacion 1.6.2. La configuracion de Brauer se denomina reducida por el item 4 (ver
[18]), en esta tesis se trabaja con la configuracion reducida.

Ejemplo 1.6.3. Supdngase que G = (Go,G1, m, 0) esta dado por Gy = {1,2,3,4} y
G1 — {Vl,Vg,Vg,XQ} donde ‘/1 = {1, 1,2,3}, V2 = {2,3}, V3 = {1,3,3} Yy V4 — {4,2}. La
multiplicidad en cada vértice es m(1) = m(3) =2, m(2) =3 y m(4) =1, y o estd dado
por:

m en el vértice 1: Vi < Vi < Vs,
n en el vértice 2: Vo < Vi < Vy,
m en el vértice 3: V1 < Vo < V3 < V3.

Observacion 1.6.4. Un grafo de Brauer es una configuracion de Brauer con la restriccion
de que cada poligono es un conjunto con dos vértices.

Definicion 1.6.5. Si V; < Vo < ... < Vp,, es el orden en el vértice w, se dice que Vi1 es
el sucesor de V; para 1 <t <m con V41 = V1.

Realizacion de una configuracién de Brauer

Una realizacién de una configuracion de Brauer es una representacién grafica de la
configuracién. Para esto, cada poligono en (G; es un poligono usual, es decir, si V =
{w1,...,wp} es un poligono en Gy, se obtiene un n-dgono en la representacién gréfica con
los vértices etiquetados con w;. Generalmente hay muchas formas de realizar el etiquetado,
pero solo una se elige. Si w aparece mas de una vez en el vértice, entonces w se pliega
automaticamente y se identifican todas las repeticiones con el mismo vértice en el n-agono.
Ademds, se identifican los vértices de Gy que ocurren en méas de un poligono.

Ejemplo 1.6.6. Una realizacion de la configuracion de Brauer del Fjemplo 1.6.3 es

Vy

Figura 1.3. Realizacion de la configuracién de Brauer del Ejemplo 1.6.3.

1.6.2. Carcaj de un algebra de configuracion de Brauer

Sea G = (Gy, G1,m, 0) una configuracién de Brauer con G; = {V1, ..., V,,, }, se define el
carcaj Q¢ de la siguiente manera. El conjunto de vértices {eq, ..., e, } de Q¢ se corresponde
con el conjunto de poligonos {V1,...,V,,} en G;. Para definir las flechas de Q¢ se usa el
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orden o, para cada vértice no truncado w, si V' es el sucesor de V' en w, existe una flecha
de e en € en Qg, donde e y € son los vértices correspondientes en Qg asociados a los
poligonos V' y V' respectivamente.

Ejemplo 1.6.7. El carcaj de la configuracion de Brauer del Ejemplo 1.6.3 es

ai

1
asg
az
3

(&
by
ﬂ bs
€ €9
G

C3

€4

Figura 1.4. Carcaj Qg del Ejemplo 1.6.3.

Observacién 1.6.8. V' puede ser el sucesor de V. mds de una vez en un vértice dado
y también V' puede ser el sucesor de V' en mds de un vértice. Para cada caso, hay una
flecha de e a €. Asi, cada flecha en Qg estd asociada a un vértice no truncado w € Go y
dos poligonos V y V' en G1 de modo que V' es el sucesor de V en w. Por el contrario,
asociada a dos poligonos V y V', de modo que V' es el sucesor de V en algin vértice
w € Go, hay una flecha de e a €' en Qg.

1.6.3. Ideal de relaciones de una configuracién de Brauer

Para cada vértice no truncado w € Gg con orden ciclico Vi < Va2 < ... < Vi1 (w), Se2
Cuw,i = Ai—1---Qyalg(w)--i+10; el ciclo en Qg para cada 1 < i < valg(w), donde la flecha
a; corresponde al poligono Vj1 siendo el sucesor de V; en el vértice w. Fijese un poligono
V en (1 y supdngase que el nimero de ocurrencias de w en V es t > 1, entonces hay ¢
indices i1,...,it tal que V' = V;, para cada 1 < j < ¢. Se definen los w-ciclos especiales
en e como Cy;,, ..., Cy i, donde e es el vértice en el carcaj ()¢ asociado al poligono V.

Observacién 1.6.9. Nétese que cada Cj; es un ciclo en Qg, que comienza y termina en
el vértice e y si w ocurre solo una vez en V- y m(w) = 1, entonces solo hay un w-ciclo
especial en e.

Se define el ideal de relaciones Ig en KQg generado por los siguientes tipos de ele-
mentos.

» Relaciones de tipo I: para cada poligono V = {wy,...,wy,} € G y cada par de
vértices no truncados w y w’ en V, la relacién

Cm(w) _ Cm(@')
w,j w’77,;,

paracada 1 <i<t 1< <¢t.
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» Relaciones de tipo II: para cada w-ciclo especial Cy,; con primera flecha a, la
relacién

aCZfZ(w).
= Relaciones de tipo III: para cada a,b € (Q¢), la relaciéon
ba

siempre que ba no sea un subcamino de un w-ciclo especial Cy, ; para cada w € Gy,
con la siguiente salvedad: a = b es un bucle asociado a un vértice w € Gq con valencia
valg(w) = 1 y multiplicidad m(w) > 1.

Ejemplo 1.6.10. Las relaciones del Ejemplo 1.6.3 son:

= relaciones de tipo I: (azagay)?—(bsbaby)?, (asazar)®—(cscseact)?, (arazas)®—(bsbaby)?,
(a1azaz)? — (csczeacr)?, (babibs)® — (creacsen)?, (azaras)? — (cacicacs)? y (azaras)? —
(63620104)2.

» Relaciones de tipo II: ai(azasay)?, az(aiazas)?, az(asaias)?, by(bgbabi)?, ba(b1b3bo)?,

b3 (bab1b3)? c1(cacseact)?, calcicacsen)?, es(cacicacs)? y caleseacics)?.

= Relaciones de tipo III: a%, aga3, C4C2, cg, biai, craq, biag, cias, aibs, asbs, c1bs,
aica, azcq, bica, cabe, bycy, csag, caaz, azcy y ascs.

Definicién 1.6.11. El dlgebra de configuracion de Brauer Ag asociada a una con-
figuracion de Brauer G se define como el cociente entre un dlgebra de caminos y un ideal
de relaciones del tipo dado en esta seccion.

Observacion 1.6.12. Cabe destacar que el ideal I generado por las relaciones anteriores
es admisible y que el dlgebra de configuracion de Brauer Ag es un dlgebra simétrica [18,
Proposition 3.2].

1.6.4. Algebras casi gentiles y su extensiéon trivial

En esta subseccion se da la conexion entre las dlgebras casi gentiles y las dlgebras de
configuracién de Brauer [16].

Definiciéon 1.6.13. Un dlgebra A se llama casi gentil si es Morita equivalente a un
dlgebra KQ/I que satisface las siguientes propiedades:

1. para cada flecha a existe a lo sumo una flecha b tal que ba ¢ I y existe a lo sumo
una flecha ¢ tal que ac ¢ 1,

2. I esta generado por un conjunto de caminos de longitud 2.

Observacién 1.6.14. Ndtese que toda dlgebra gentil es casi gentil y toda dlgebra casi
gentil es monomial cuadrdtica.
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Configuraciéon de Brauer asociada a un algebra casi gentil

Sean A = K@Q/I un algebra casi gentil y M el conjunto de caminos maximales de A.
Se define el carcaj Q' por:

= Q= Qo,
» Q) = Q1 U {an]|a € M} con a, una flecha tal que s(a,) = t(a) y t(an) = s(«) para
cada o € M.

De la definicién de @', se obtiene que C,, = an,a es un ciclo en @’. Se denota con S el
conjunto de ciclos C' que son una permutacion ciclica de C, para algin o € M, ndtese
que hay una relacién de equivalencia dada por la permutacién ciclica de los ciclos C.

Considérese el ideal I’ generado por las siguientes relaciones.
» Tipo I: si C'y C’ son ciclos con s(C) = s(C”) la relaciéon C — C.
= Tipo II: para cada ciclo C con primera flecha a, la relacion aC'.

» Tipo III: para cada a,b € Q] la relacién ba siempre que ba no sea un subcamino
de algin ciclo C' en S.

Definicién 1.6.15. Fl dlgebra B = KQ'/I' se denomina dlgebra asociada a A.

Ejemplo 1.6.16. Sea A el dlgebra casi gentil dada por el siguiente carcaj

y las relaciones R = {a%, asai,biay,bias}. El dlgebra B asociada a A tiene como carcaj

az

Q.
)

€1

con ideal de relaciones generado por:
L] tipO I: alaqazay — bgbl, asalaqaay — bgbl, asagsgal1yg — blbg,
= tipo II: ayagazazay, azaiasa3az, a3aza1a4a3, 443020104, b1beby, bab1be,
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L] tipo 1I1: blal, azai, a%, blag, b2a3, a4b1, a262 Yy agbg.

Teorema 1.6.17. [16, Theorem 3.2/ Si A es un dlgebra casi gentil y B es el dlgebra
asociada a A, entonces B es un dlgebra de configuracion de Brauer.

Teorema 1.6.18. [16, Theorem 4.3] Sean A = KQ/I un dlgebra casi gentil y B el dlgebra
asociada a A, entonces TA y B son dlgebras isomorfas.

Teorema 1.6.19. [16, Corollary 4.4] Si A es un dlgebra casi gentil, entonces TA es un
dlgebra de configuracion de Brauer con funcion multiplicidad idénticamente 1.

Recuérdese que una configuracién de Brauer G es una cuddrupla G = (Go, G1, m,0),
donde Gy es un conjunto de vértices, G; un multiconjunto de poligonos, m es una fun-
cién de multiplicidad y o es una orientacién. Para construir la configuraciéon de Brauer
correspondiente al dlgebra asociada B de A se hace la siguiente construccién.

Sea {C1,...,Cp,} un conjunto completo de representantes de la clase de equivalencia
dada por los ciclos y m/ la cantidad de vértices que solo aparecen una vez y en un solo repre-
sentante. El conjunto de vértices (Gg)o se define como (Gg)o = {wr, ..., wm, W}, ..., w, , }.
Si Qo = {e1, ..., en}, entonces (Gg)1 = {V1, ..., V, }, donde w; ocurre k-veces en el poligono
Vj si ej ocurre como vértice k-veces en el ciclo Cj, y w; aparece una vez en V; si e; es
un vértice del ciclo C. La funcién m se define idénticamente igual a uno. Por ultimo la
orientacion en el vértice w; es V;, < ... < V; siempre que la sucesion de vértices en

el ciclo Cj es e, ..

long(C;)

. eilong(ci) y €4y -

Ejemplo 1.6.20. La configuracion de Brauer del Ejemplo 1.6.16 es (Gg)o = {1,2,3}
y (Gp)1 = {V1,Va,V3}, donde Vi = {1,3}, Vo = {1,1,2}, V3 = {1,2}, con orden en el
vértice 1 dado por Vi < Vo < Vo < V3 y en el vértice 2 dado por V3 < V,. La realizacion es

O OSEIBO

V3
Recuérdese que la funcion multiplicidad es 1 en todos los vértices.

Hipergrafo orientado de un algebra casi gentil

El hipergrafo orientado de un algebra casi gentil es el equivalente al grafo de ribbon
marcado de algebras gentiles. En esta parte se da la construccién del hipergrafo.

Un hipergrafo es una generalizacion de un grafo donde una arista puede contener mas
de dos vértices, es decir, un hipergrafo H es un par (Hg, 1) con Ho un conjunto finito de
vértices y H1 es un conjunto finito de hiperaristas dadas por multiconjuntos de elementos
de Hg, con la convencién de que cada multiconjunto contiene al menos dos elementos. Un
hipergrafo con orientacién es un hipergrafo (Hgp, 1) junto con una orientacién o tal que
para cada vértice w € Hg, el conjunto de hiperaristas que contienen a w estan ordenadas
de forma ciclica (contando repeticiones).

Sea A = K@Q/I un algebra casi gentil y M el conjunto de caminos maximales de A, se
considera el conjunto M como en la Definicién 1.5.18. Se dice que el vértice e estd en M,
si existe un elemento o € M con o = aweay, donde o y ap son caminos en Q.
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Definicion 1.6.21. El hipergrafo orientado Ha se construye como sigue.

» Los vértices Ho estdn en correspondencia con M.

» Las hiperaristas en Hi se corresponden a los vértices en QQy. La hiperarista que
corresponde al vértice e € Qg estd dada por todos los elementos o € M tales que e
estd en .

» La orientacion estd inducida por los caminos maximales en M. Sea w un vértice en
Ho y sean Vi, ...,V las hiperaristas correspondientes a los vértices eq, ...,en en Qo
respectivamente y tales que eq, ..., e, estin en el camino mazximal o correspondiente
a w. Supdngase sin perdida de generalidad que o = €pap_1€n_1...€2a1€1 con cada
a; € Q1, entonces el orden ciclico en w es V1 < Vo < ... < V,.

Observacion 1.6.22. Ndétese que la funcion multiplicidad es idénticamente 1 en cada
vértice.

Ejemplo 1.6.23. En el Ejemplo 1.6.16 el conjunto M es
M = {azagay, by, e1},
por lo que el hipergrafo orientado estd definido como sigue:

» Ho ={1,2,3}, donde 1 se corresponde con asasay, 2 con by y 3 con e;.

» Hy = {V1,Va,V3}, donde e; se corresponde con Vi = {1,3}, ea con Vo = {1,1,2} y
ez con V3 = {1,2}.

m Elordenenles Vi < Vo< Vo< Vs uyelorden en 2 es Vo < Vs,

Figura 1.5. Hipergrafo orientado asociado al algebra del Ejemplo 1.6.16, al igual que en el
grafo de ribbon, se representan las flechas del carcaj alrededor de los vértices para ilustrar
el carcaj con el hipergrafo.

Teorema 1.6.24. [16, Theorem 7.4] Dos dlgebras casi gentiles Ay y Ag tienen el mismo
hipergrafo orientado asociado si y solo si TA1 =T A,.

1.6.5. Cortes admisibles de algebras de grafos de Brauer y algebras casi
gentiles

Sea {C1,...,Cp,} un conjunto completo de representantes de la clase de equivalencia
dada por los ciclos especiales. Recuérdese que dos ciclos estan en la misma clase de equi-
valencia si uno es una permutacién ciclica del otro.
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Definicién 1.6.25. Sean A = KQg/Ig un dlgebra de configuracion de Brauer con confi-
guracion de Brauer G y multiplicidad m idénticamente 1. Un corte admisible A de Qg
es un conjunto de flechas que contiene eractamente una flecha de cada ciclo especial C
que corresponde a un representante de cada clase de equivalencia C; para i =1,...,m. El
dlgebra KQga/ (I U A) se denomina dlgebra asociada al corte A, donde (I U A) es
el ideal generado por I U A.

Teorema 1.6.26. [16, Theorem 5.3] Sean A = KQ/I un dlgebra casi gentil con conjunto
de caminos mazimales M yTA = KQra/Ira la extension trivial de A, donde el conjunto
de flechas nuevas de Qra es A = {aq|a € M}. Entonces A es un corte admisible de Qra
y el dlgebra asociada a A es isomorfa a A.

Ejemplo 1.6.27. La segunda grdfica en el Ejemplo 1.6.16 da un corte admisible como en
el teorema anterior.

az

2
>

€1

Figura 1.6. Carcaj Q74 de la extension trivial del dlgebra casi gentil del Ejemplo 1.6.16.
Las flechas en color azul determinan el conjunto A de flechas nuevas para Q74 y definen
un corte admisible para Q4.

Teorema 1.6.28. [16, Corollary 5.7] Cada dlgebra de configuracion de Brauer con mul-
tiplicidad idénticamente 1 es una extension trivial de un dlgebra casi gentil.

Juntando los Teoremas 1.6.19 y 1.6.28 se obtiene que B es un élgebra de configuracién
de Brauer con multiplicidad 1 si y solo si B es la extension trivial de un algebra casi gentil.
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Capitulo 2

Primer espacio de cohomologia de
Hochschild de la extension trivial
de algebras gentiles

En este capitulo se estudia la cohomologia de Hochschild de &lgebras gentiles en los
grados cero y uno, la homologia de Hochschild en grado uno y el espacio Alt4(DA) de
formas bilineales torcidas simétricas. También se muestra que esta informacion se puede
obtener del grafo de ribbon del algebra gentil y del grafo de Brauer para la extension
trivial.

En [11] Cibils, Marcos, Redondo y Solotar, muestran que si A es un &dlgebra finito
dimensional, el primer espacio de cohomologfa de Hochschild HH'(T A) de la extensién
trivial de A es la suma directa de cuatro espacios vectoriales, a saber,

HHYTA)=Z(A)® HH'(A) ® HH,(A)* @ Alt4(DA),
donde Z(A) es el centro de A, que coincide con HH?(A) y
Alty(DA) = {p € Homg_a(DA, A); fe(g) + ¢(f)g = 0 para cada f,g € DA}.

Para calcular cada uno de los sumandos se utilizan las ideas de [12] y [39].

Sean K un cuerpo algebraicamente cerrado, () un carcaj conexo finito, @, el conjunto
de caminos de longitud n, para cadan € Ny E = KQy. Como ya fue dicho, se denota por
s(«) el vértice origen del camino orientado o de @, y por t(«) el vértice al que llega a.. De
ahora en adelante y salvo que se diga lo contrario, A denota la K-algebra finito dimensional
KQ/I con I el ideal bildtero generado por un conjunto R de caminos de longitud dos,
es decir, A es un algebra monomial cuadratica, como caso particular A denotard siempre
un algebra gentil. También, se denota por B el conjunto de caminos de () que no tiene
elementos de R como subcaminos, por lo tanto, 5 es una base del algebra A. De forma
similar, B, es el conjunto de caminos de longitud n que son elementos de B.

2.1. Cohomologia de Hochschild de algebras gentiles en gra-
dos 0y 1

En el presente capitulo y en los posteriores se usa la resolucién minimal de Bardzell
(Seccién 1.3.5), y una identificacién con pares paralelos para calcular tanto la cohomologia
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de Hochschild de dlgebras gentiles como para la cohomologia de Hochschild de algebras
monomiales cuadraticas en los primeros grados.

Definicién 2.1.1. Dado un carcaj Q y dos caminos «, 3 de Q, se dice que el par («, 3)
es un par paralelo si s(a) = s(B) y t(a) =t(B). Si X eY son conjuntos de caminos de
Q, el conjunto X||Y de pares paralelos estd formado por todos los pares paralelos («, [3)
en X x Y. Se denota por K(X||Y) el espacio vectorial con base el conjunto X||Y .

Lema 2.1.2. [39, Lemma 2.3] Sean X eY conjuntos de caminos de Q, KX y KY los
correspondientes E-E-bimddulos. Los espacios vectoriales K(X||Y) y Hompe( KX, KY)
son isomorfos.

Demostracion. El isomorfismo estd dado por (v, a) = f(, 4, donde

a  sie=r,
o =1 §

en otro caso.

O]

Notacién 2.1.3. = Sean e un camino en Q y (v,a) € Qy||B. Se denota por £
la suma de todos los caminos no nulos en B obtenidos por el reemplazo de una
ocurrencia del camino v en € por el camino «. Si el camino € no contiene al camino
v, entonces e = 0; y si cada reemplazo de v en e por a no es un camino en B el
sumando es nulo.

» Si X es un conjunto de caminos de Q, la funcion xx : [[,en@n — {0,1} es la
funcion caracteristica de X.

= Si e es un vértice de Q, el conjunto Xe esta formado por los caminos de X que
comienzan en e. De forma similar eX es el conjunto formado por los caminos de X
que terminan en €.

Proposicion 2.1.4. Sea A un dlgebra monomial cuadrdtica. La cohomologia de Hochschild
de A es la cohomologia del complejo de cocadena

dO dl dn—l an
0 — K(Iy||B) — K(I||B) — -+ —— K(T',||B) — - -

donde
E"(,a) = > xsba)(y.be) - > xslea)(y,ea),
y=by'€l2n 11 vy=7'a€l2n+1
d2n+1 (7/’ a) _ Z X8 (’Y(’y/’a)) (,777(’%01)) .
Y€ 2 (1)
Demostracion. Se trata de un célculo directo. O

Observacién 2.1.5. Ndétese que en el caso de dlgebras monomiales cuadrdticas cada con-
Junto I'y, conn > 1 es

Fn:{an---al\aiJrlaiGR,ai€Q1,1§i<n—1}.

Ademds, para cada n > 0 el diferencial de la Proposicion 2.1.4 se puede escribir de la
forma

' a) = D xsba)by,ba) + (=)™ Y xs(aa)(y'e, aq).
b’y/EFn+1 ﬂ/aan.H
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2.1.1. HH de Aalgebras gentiles

Teorema 2.1.6. Sea A = KQ/I un dlgebra gentil finito dimensional. El conjunto que
consiste de los elementos de la forma:

1. (e,a) € Qol|By conn > 1 ywalg(e) =2,
2. ZeiEQo(ei’ei)‘
es una base de HHO(A).

Demostracion. Es claro que si (e, ) € Qo||By con n > 1y valg(e) = 2, entonces (e, &) es
un elemento de ker(d). Nétese que si (e, ) € Qol|By, con valg(e) > 2y n > 1, entonces

(b1, bicv) si biae € By valg(e) = 3,
d’(e,a) =< —(ba, aby) si aby € By valg(e) = 3,
b1, b1a) — (ba, by si bia, aby € By valg(e) =4,
Q

donde by y be no son flechas de « y existe por lo menos una de las dos.

Figura 2.1. Si b; y b2 existen, localmente el carcaj tiene esta forma.

Sean (e, ) y (¢/,a’) dos pares diferentes en Qo||B con las condiciones anteriores. Se
quiere ver que los sumandos de d°(e,a) no aparecen en los sumandos de d°(¢/, /). Si
(b1, b1ar) = (b, b)a)), entonces by = b} y o = o/, por lo que e = s(a) = s(a’) = €/, contradi-
ciendo el hecho de que (e, ) y (¢/, o) son diferentes. Ahora, si (b1, biar) = (b, &'), enton-
ces by = by y byav = o’'by, 1o que dice que o/ = b1€ y o = £'by para algunos &, & € B,,_1, con-
tradiciendo la hipdtesis sobre las flechas by y b, por consiguiente (b1, bia) # (b}, o/'bl,). Con-
cluimos que no hay una combinacién lineal de elementos (e, o) € Qol||By, con valg(e) > 2
y n > 1 en ker(d°).

Por otro lado, nétese que d’(e,e) = Y aeQre(@:@) = X 4ceq, (asa) vy que esto es 0 siy
solo si valg(e) = 2y e es el vértice de incidencia de un bucle; como supusimos que @ es
un carcaj conexo, se obtiene que (e, e) es un elemento de la base de HHY(A). Ahora, si Q
tiene mas de un vértice, entonces la matriz asociada a la restriccion de d® a K (Qo||Qo) en
las bases (Qo||Qo del dominio y Q1||B del codominio, tiene como filas a vectores con dos
entradas no nulas cuyos valores son 1 y —1, o el vector nulo, este iltimo siempre que la
fila corresponda a un bucle, y como columnas vectores con a lo sumo cuatro entradas no
nulas, con valores 1 o —1 (con méximo dos entradas iguales); ademds, el rango de dicha
matriz es |Qp| — 1, por lo que el nicleo tiene dimensién 1, debido a que una flecha que no
es bucle aparece en dos vértices y

Z d®(e;, ;) = Z Z (a,a) — Z (a,a) | =0.

e; €Qo e;€Qo a€Qre; a€e; Q1
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2.1.2. HH! de algebras gentiles

Definicién 2.1.7. Sea (y,a) € Tp|[(B\ Qo) con v # a yn > 1. Si~y y a no tienen
flechas en comun se dice que v es un atajo de «, de lo contrario, se dice que o es una
desviacion de 7.

Ejemplo 2.1.8. En el dlgebra determinada por el siguiente carcaj, el par paralelo ( f,dcba)
en Q1]|By es un atajo, mientras que (c,cb) € Q1||B2 y cb es una desviacion de c.

b

(.

€1 €9 ’ €3
N

€4

Proposicién 2.1.9. Sean A = KQ/I un dlgebra monomial cuadrdtica, (a, ) y (b, 5) pares
paralelos en Q1||B, y v € R tal que @) £ 0. La igualdad v = v0B) es equivalente a
que alguna de las siguientes condiciones se cumpla:

1. (a,a) = (b, ),
2. y=ba, a=Ea y B =0, donde & es un ciclo no trivial en B.

Localmente el carcaj para la sequnda condicion es

€0 €1 €2

Demostracion. La condicién v(*®) = ~4(&8) implica que en ~ aparecen las flechas a y b. Se
tienen tres posibilidades, o bien v = ay; con a # 71, o bien v = Yea con a # 2, 0 v = a’.
Si a = b, en el primer caso resulta que 'y(a’a) = ay; = Bv1, por lo que a = §; en el segundo
caso de forma similar se obtiene lo deseado; para el tercero, si v = a? resulta que a es un
bucle, pero v(%®) = aa + ac implica que a = s(a), de ahi @ = 3.

Sea a # b y sin pérdida de generalidad sea v = ba, entonces 7\ = ba = fa = P,
Si « es un vértice 5 también lo es y a = b. De ahi, a es la primera flecha de o y b es la
tltima flecha de 3, es decir, @ = £a 'y 8 = b€’ Asi, v(@®) = b¢a = bf’a y por consiguiente
& = & es un ciclo no trivial. La implicacién reciproca es inmediata. O

Definicién 2.1.10. Se dice que un n-cociclo X es irreducible si es un elemento de I',,||B
o es una combinacion lineal de elementos de T'y||B tal que al quitarle cualquiera de sus
sumandos deja de ser un n-cociclo.

Observacién 2.1.11. Ndtese que la proposicion anterior dice como son los 1-cociclos
wrreducibles con a lo sumo dos sumandos cuando A es un dlgebra gentil. Estos sumandos
son dos cuando el elemento estd determinado por el item 2.
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Corolario 2.1.12. Sea A = KQ/I un dlgebra gentil. Si X es un 1-cociclo irreducible con
mas de un sumando, entonces X es un maltiplo escalar de (a,&a) — (b,b), con & un ciclo
no trivial en B. Ademds, X es un 1-coborde.

Demostracion. Es inmediata por la observacion anterior y la definicién de los diferenciales.
O

Las siguientes proposiciones dicen como son las clases de equivalencia no nulas de los
atajos y las desviaciones que aparecen en HH'(A), se hace la demostracién sin usar el
corolario.

Proposicién 2.1.13. Sea A = KQ/I un dlgebra gentil. Si (a,c) es un par paralelo en
Q1||B tal que a no aparece en las relaciones de R, entonces (a,a) es un 1-cociclo.

Demostracion. La definicién de d' dice que

dl(a7a) = Z(’Y,fy(a@))

YER
y Zng(% ’7(‘1’0‘)) = 0 si @ no aparece en las relaciones de R. O

Corolario 2.1.14. Sea A = KQ/I un dlgebra gentil. Si (a,«) es un atajo en Q1||B tal
que a no aparece en las relaciones de R, entonces su clase es un elemento de la base de

HHY(A).
Demostracion. Dado un par (e, ') € Qol||B, por definicién

d(e,o/) = > xpbd)(b,ba’) = Y x5(a'b)(b,a'b).

beQe bee@q

Si a es un atajo de «, el par paralelo (a,«) no aparece en los sumandos anteriores, por lo
tanto (a,«) no es un 1-coborde. O

Observacién 2.1.15. Ndétese que si (a,«) es un atajo y a aparece en las relaciones de
R, entonces no existe un 1-cociclo que lo tenga como sumado, esto se puede ver por la
definicion de d* ya que a no aparece en las flechas de a.

Proposicién 2.1.16. Sean A = KQ/I un dlgebra gentil y (a, o) una desviacion en Q1||B.

1. La clase de (a,a) es un elemento de la base de HH'(A) si a no aparece en las
relaciones de R y o = agacy con aq, s ¢ Qo.

2. Sia aparece en las relaciones de R o o no cumple las condiciones del item anterior,
entonces la clase donde puede aparecer como sumando la desviacion (a,«) es nula
en HH(A).

Demostracion. Sea o = aga con aq, g ¢ Qp. Si a no aparece en las relaciones de R, el
carcaj tiene un subcarcaj de la forma
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N 1’3 a N '3
€] — > €2

Figura 2.2. (a,a) € Q1]|B con o = agaa;.

Por la proposicién anterior (a, ) es un 1—cociclo y por la definicién de d° no es un
1—coborde. Luego la clase de (a,a) es no nula en HH'(A) y es un elemento de la base

por la definicién de d°.

Si a aparece en las relaciones de R y por ser el dlgebra gentil, a lo sumo existe una
flecha b; que no es la ltima flecha de oy con t(b;) = s(a), y a lo sumo existe una flecha
ba que no es la primera flecha de agy con s(by) = t(a), donde la relacién aby o baa aparece
en R siempre que la flecha correspondiente exista. Si s(a) = e1 y t(a) = ez, localmente el

carcaj es de la siguiente manera si existen las flechas by y bs:

a1 a9

.=~ .=~

Figura 2.3. Si b1 y by existen.

Por lo tanto,

(aby, aby) si by € Q1 y valg(e2) = 3,
d'(a,a) =< (baa,br0) si by € Q1 y valg(er) =3,
(aby, aby) + (b2a, bacr)  si b1, ba € Q1.

Asi (a,«) no es un 1-cociclo y no aparece como sumando en un 1-cociclo por definicién

del diferencial d*.

Ahora, si o = aaq, aparecen dos casos por ser A gentil, el primero es cuando o1 es un
ciclo que no pasa por ez, y el segundo cuando pasa por es. En el primer caso existe a lo
més una flecha b que no es la tdltima flecha de «y con t(b) = e, y si existe tal flecha, ab

debe estar en R por ser A gentil.

Figura 2.4. Configuracion local de @) si b existe.

Por consiguiente

(a,q) si valg(er) =

; B 3
d (617051) - { (a,a) — (b’ Oélb) si 'UGlQ(el) = 47
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mientras que

) o si valg(er) = 3,
@ e) = { (ab,acnb)  sivalg(er) = 4,

por lo que (a, @) no es un 1-cociclo y la clase de (a, ) — (b, a1b) es nula en HH'(A) siempre
que b exista; para terminar nétese que si b no existe se obtiene de forma inmediata que la
clase de (a, ) es nula en HH!(A).

En el segundo caso, si a; es un ciclo que pasa por ez, localmente el carcaj es de la
siguiente forma, con a3 = 39,

a
b /\
€) — > €1 <-~--=-=-=-=-=--~- (]
\\ /1
)

Figura 2.5. Si b existe, localmente el carcaj @ tiene esta forma.

donde a lo sumo existe una flecha b con t(b) = e1 y ab en R. Por consiguiente

0 | (a,a) si valg(e1) = 3,
d(er, 1) = { (a,a) — (b,a1b)  siwvalg(er) =4,
luego d°(e1, 1) # 0. Por otro lado

) o si valg(e1) = 3,
d (aa OZ) - { (ab’ (IOélb) si U(IlQ(el) = 47

y asi (a,a) es un 1l-cociclo y un 1-coborde si b no existe, mientras que si b existe se
obtiene que (a, @) no es un 1-cociclo y si aparece en el 1-cociclo, (a, ) — (b, a1b), entonces
este es un 1-coborde.

De forma similar se obtiene el resultado para a = aga y la prueba del enunciado esta
completa. O

Adin falta describir los elementos de la forma (a, s(a)) con a un bucle y para cualquier
flecha a, los elementos diagonales (a,a).

Proposicién 2.1.17. Sea A = KQ/I un dlgebra gentil. Si car(K) # 2 entonces K(Q1]|Qo)
Nker(d') = 0.

Demostracion. Es claro que si A no tiene bucles no hay nada que demostrar. Si existe un
bucle a, por ser A un algebra gentil de dimensién finita la relacién a? estd en Ry a no
puede aparecer en otra relacién, por lo tanto d'(a, s(a)) = 2(a?,a) # 0. O

Proposicién 2.1.18. Sea A = KQ/I un dlgebra gentil. Si car(K) = 2 y a es un bucle,
entonces la clase de (a, s(a)) es un elemento de la base de HH'(A).

Demostracion. Por la definicién del diferencial d* resulta que d'(a, s(a)) = 2(a? a) = 0,
mientras que por la definicién del diferencial d° la pareja (a, s(a)) no puede aparecer como
sumando de un 1-coborde. O
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Proposicién 2.1.19. Sean A = KQ/I un dlgebra gentil y a una flecha en Q.
1. (a,a) es un 1-cociclo para cada a € Q.

2. Sivalg(s(a)) =1 owvalg(t(a)) =1, entonces la clase de (a,a) es nula en HH*(A).

3. Sia es un bucle, entonces (a,a) no es un 1-coborde.

Demostracion. 1. Esto se sigue de la definicién del diferencial, ya que
d'(a,a) = - (14) =0.
YER

2. Sea e el vértice de a con valencia 1, entonces d(e,e) = +(a,a), y por ser (a,a) un
1-cociclo se obtiene lo deseado.

3. Si e = s(a), entonces

0 si valg(e) = 2,
d°(e,e) = { =+(b,b) si valg(e) = 3 y b incide en e,
(b,b) — (c,c) siwvalg(e) =4,s(b) =e=t(c),
y
0 si valg(e) = 2,
0 ) (b,ba) si valg(e) =3y s(b) =e,
d'(e,a) = —(b, ab) si valg(e) =3y t(b) =e,
(b,ba) — (c,ac) siwalg(e) =4,s(b) =e=t(c)

Asi, (a,a) no es un elemento de Im(d").

Definicion 2.1.20. Sea QQ un carcaj conexo y finito, el subcarcaj mazximal inducido por los
vértices que forman parte de algin ciclo no dirigido C se denota por H, mds precisamente
H es el subcarcaj que contiene a todos los vértices de los ciclos (dirigidos o no) y a todas las
flechas que tienen como inicio y término solo esos vértices. Ademds, se denomina corazon
a cada componente conexa de H. Por otra parte, el subcarcaj minimal en (Q que conecta a
H se denomina esqueleto y se denota por S.

Ejemplo 2.1.21. El siguiente carcaj tiene dos corazones, el primero tiene flechas by, ba,
b3, by y bs, mientras que el seqgundo estd determinado por d. El esqueleto es el subcarcaj

con flechas c1, co ¥y c3.
ea
VAN

e3 — €5 d

bs
b;\ /)4
€2 €6
c1 c2 c3

Observacién 2.1.22. Nétese que H; N S1 = 0.

€1

er
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Definicion 2.1.23. Sea @ un carcaj conexo y finito, se dice que un camino vy es una
rama de Q si es un subcarcaj maximal conexo que no comparte flechas con H o S.

Proposicién 2.1.24. Sean A = KQ/I un dlgebra gentil, vo una rama de Q y a una flecha
de 9. Entonces la clase de (a,a) es nula en HH'(A).

Demostracion. Definase el conjunto
Py :={a € Q1]a es una flecha de 7o, valg(s(a)) =1 o valg(t(a)) = 1},

por la Proposicién 2.1.19 se sabe que (a,a) = 0 en HH'(A) para cada flecha a en Py. Sea
~1 el subcarcaj conexo resultante de quitar en 7y las flechas de Py, si 1 es vacio se ha
terminado, de lo contrario definase

Py :={a € Q1| a es una flecha de v1,valg,\ p,(s(a)) = 1 0 valg,\ p,(t(a)) = 1},

de ahi, cada a € P; tiene o bien su origen o su término conectado con por lo menos una
flecha b € Py, si se denota por e dicho vértice, entonces

+(a,a) + (b1,b1) si valg(e) = 2,
d’(e,e) = { =+(a,a) £ (b1,b1) F (bo, bo) si valg(e) = 3,
i(a, a) + (bl, bl) F (bg, bg) F (bg, bg) si valQ(e) = 4,

donde by, by v b3 son las posibles flechas en Py que se conectan por medio de e. Asi, la
clase (a,a) se escribe como suma de clases nulas en HH!(A). Ahora, como Q es finito se
puede repetir el proceso y para algiin natural n se concluye que 7, = (). Luego la clase
(a,a) es nula en HH!(A) para cada a € 7. O

Proposicién 2.1.25. Sea A = KQ/I un dlgebra gentil y a una flecha en S, la clase de
(a,a) es nula en HH'(A).

Demostracién. Por la proposicién anterior se puede trabajar sobre el subcarcaj Q) de Q
que no tiene ramas.

Nétese que existe un corazén D en el cual solo incide una flecha de S (de lo contrario
se obtiene un ciclo en 5), sea a dicha flecha. Como

S dene)= > | Do b= D (bb) | =(aa),

e, €Dg e, €Dg bngnei bEEngl)

entonces (a, a) es un 1-coborde. Considérese el carcaj QW que consiste de Q sin el corazén
D y dendtese este subcarcaj con @’. Si en Q' hay una rama, ésta tiene de extremo la flecha
a y de forma similar a la proposicién anterior, (b,b) = 0 en HH'(A) para las flechas b de
esa rama. Por lo tanto, en el subcarcaj Q?) que es el subcarcaj Q' sin la rama, se puede
repetir el proceso un nimero finito de veces y obtener que si a es una flecha de 5, la clase
de (a,a) resulta ser nulo en HH(A). O

Definicion 2.1.26. La caracteristica de Fuler de un grafo finito X es el numero de
vértices menos el nimero de aristas de X, lo denotamos por x(X).

Definicién 2.1.27. Un drbol es un grafo conexo que no contiene ciclos.
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Proposicién 2.1.28. [29, Chapter 6, Proposition 6.1] Si T es un darbol, entonces x(T') =
1. Ademds, el reciproco es cierto si el grafo es finito y conexo.

Proposicién 2.1.29. [29, Chapter 6, Theorem 6.2] Si X es un grafo conexo finito y T
un drbol mazimal en X, la cantidad de aristas de X no contenidas en T es 1 — x(X).

Definicién 2.1.30. Sea QQ un carcaj conexo y finito. Si C' es un ciclo (no necesariamente
orientado) que se puede recorrer sin pasar dos veces por el mismo vértice se dice que C
es un ctclo stmple en Q. Se denota por €p un conjunto de ciclos simples del corazon D
con 1 — x(D) elementos tales que el carcaj inducido formado por la union es D; los ciclos
de €p se llaman ciclos simples minimales.

Observacién 2.1.31. Cada bucle es un ciclo simple minimal.

Proposiciéon 2.1.32. Sea QQ = D, por cada ciclo simple C' en €p hay un representante no
nulo (a,a) en HH'(A), ademds toda pareja no nula (a,a) en HH(A) es de esta forma.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad sea (Q un carcaj sin bucles. Si se fija en @ un
arbol maximal T'y U el conjunto de flechas de @ que no forman parte de T, se considera
la matriz A del sistema d°(e;, e;) = 0 para cada e; € Qp, hay tantas filas como vértices y
tantas columnas como flechas en @ (no hay bucles), y si se ubica en las ultimas columnas
a los elementos de U, como el rango de A es |Qo| — 1, se puede llevar la matriz A a una
matriz de la siguiente forma

1 00 0 *
010 0 *
0 0 1 0 *
000 ... 1 % .. %

000 ..00 ..0

Por lo tanto las clases de las flechas de T' estdan determinadas por las clases de las flechas
de U en HH'(A) y la clase de (a,a) es no nula en HH'(A) para cada a en U. Nétese que
las parejas (a,a) € HH'(A) son linealmente independientes, pues de no serlo, en la matriz
anterior se tendria una fila con ceros en las posiciones de los elementos de T y en las de
U escalares no todos nulos.

Ahora, si ) tiene bucles, esos bucles son ciclos simples y por la Proposicién 2.1.19 se
obtiene lo deseado. O

Lema 2.1.33. Sea QQ un carcaj conezo y finito. Si {D;}I_, es la familia de corazones de

Q, entonces
T

1—x(Q) = (1= x(Dy)).

=1

Demostracion. Sea k el nimero de arboles que conectan a los corazones D; y para cada i
sea r; el numero de corazones D; adyacentes al arbol T;. Valen las siguientes igualdades:

k T

r k T
X@Q) =D XD)+Y x(@) =D ri oy D (A=x(Di) =r—=>_ x(Dy).
=1 =1 =1

i=1 =1
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Ya que los T; son arboles, resulta que x(7;) = 1. Asi, se debe probar que

k
rzl—k—i—Zri.
=1

Se realizard la demostraciéon por induccién sobre r: Para r = 1, es claro. Supdngase que
r=1-—k + Zkr r; v que hay r + 1 corazones. Entonces hay dos casos, ky+1 = k, + 1

k
0 kry1 = ky. En el primer caso 1 — kpyp1 + > 20 =1 -k, — 1+ Zz R
por la hipétesis de induccién, esto es r — 1 + Tkr i Dado que el nuevo arbol T}, ., es
adyacente a un corazon existente y al nuevo corazén, entonces ry,_,, = 2. En el otro caso,
se pueden enumerar los drboles T de tal forma que el nuevo corazén sea adyacente a

CAsT 1 — kg + Zf;*ll r; =1—Fk + Zf’”ll r; + 7y, donde r = 73, + 1. De donde
1 — k + ZZ 1 Ti — Tk, + 7“;% y se obtiene el resultado por induccién. ]

Teorema 2.1.34. Sea A = KQ/I un dlgebra gentil, una base de HH'(A) estd dada por
las clases de los siguientes elementos:

1. (a,) donde a es un atajo de o y a no aparece en las relaciones de R,

2. (a,a) donde a es una desviacion de a, a no aparece en las relaciones de R y o =
azaay con a1, & Qo,

3. (a,a) por cada ciclo simple minimal en Q, donde a es una flecha del complemento
de un drbol mazrimal de Q,

4. st car(K) = 2, ademds de los elementos anteriores, las parejas (a,s(a)) con a un
bucle.

Demostracion. El resultado se obtiene de las Proposiciones 2.1.13, 2.1.16, 2.1.32, el Le-
ma 2.1.33 y la Proposicién 2.1.18. O

Ejemplo 2.1.35. Considérese el carcaj @ como sigue:

€4

'ez—>es‘ d

N/ ()

e —————¢5
Figura 2.6.

Si I es el ideal admisible generado por R = {ay1by,bzaz,bibs,d?} y car(K) # 2, en-
tonces A = KQ/I es un dlgebra gentil con HH°(A) = K(Z?Zl(ei,ei)) y HHY(A) =
K (b, aza1) ® K (c,dcbsbabr) & K(a1,a1) @ K(b1,b1) ® K(d,d). Notese que (ba,aza1) es un
atajo, (c,dcbsbaby) es una desviacion y, (ai,a1), (b1,b1) y (d,d) estin determinados por
los ciclos simples minimales.
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Ejemplo 2.1.36. Sea QQ el carcaj

62—)63

TNAN

€4

AVAY

€6 ¢
Figura 2.7.

con congunto de relaciones R = {biay, asba, c1a4, agca, caby, baci,arae, } ¢ I = (R), enton-
ces A = KQ/I es un dlgebra gentil con HH°(A) = K(Zzzl(ei, ei)) DK (e1,asasaqa3aza;)
y HHY(A) = K (ag,bob1) ® K (as, cac1) ® K(a1,a1) ® K(az,a2) ® K(as,a3) @ K(as, as).

2.2. Dual del primer espacio de homologia de Hochschild de
un algebra gentil A

Sea X ®Y el conjunto formado por los pares ciclicos a ® § donde a € X, € Y,
s(a) = t(B) y t(a) = s(B). Se denota con B* la base dual del espacio vectorial DA con
estructura de A-A-bimédulo dada por afb(x) = f(bxa) para cada a,b,z € Ay f € DA.
Recuérdese que E = K@ es una K-subdlgebra separable de A.

Definicion 2.2.1. Sean QQ un carcaj conexo y finito, y X un conjunto de caminos en Q.
El conjunto conformado por los pares a ® f* cona® € X ©B y * € B* se denota por
X © B*, es decir

XoB ={a0f |a®pecX 0B}

Lema 2.2.2. [39, Lemma 4.2.2.1] Sean A = KQ/I un dlgebra monomial, X un conjunto
de caminos de Q y KX el correspondiente E-E-bimddulo. Los espacios vectoriales K(X ®
B*) (resp. K(B*® X)) y Hompge(KX,DA) (Hompge(DA, KX)) son isomorfos.

Proposicién 2.2.3. [38] Si A es un dlgebra monomial, el dual de la homologia de Hochs-
child de A es la homologia del complejo de cocadena

0 — K(QooB") ™ K(Q10B8) ™ K(RoBY) —

donde los diferenciales de los primeros lugares son

= Y wsloaoa) - Y e (aa)aoa'a),
a€Qre aceQ1

1(a®a™) Z xB* (0™ v) (v © 0a*v).

YER
y=0av

Se obtiene HH;(A)* = ker(dy)/Im(dp).
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Por lo anterior, nos interesan los ciclos que tiene el carcaj @ del dlgebra gentil para
calcular el dual del primer grupo de homologia de Hochschild. Los posibles ciclos son:

Sean e € Qp, a € Q1, @ = ay,...a1 con o; € Q1 y n > 1. El espacio vectorial K(Qo® B*)
estd generado por elementos de la forma e ® e* y s(a) ® a* con « un ciclo en B; mientras
que K(Q1 ® B*) esta generado por elementos a ® s(a)* con a un bucle y a ® o* donde a
y a forman un par ciclico. Los diferenciales son:

dy: K(QooB) — K(Q 6B

e®e* — 0
s0)Oar a1 ® (ap...02)™ — apn © (ap—1...a1) sin > 1,
0 sin=1.
y
d: K@ oB*) — KRB
a®s(a)* +— 0
( 202 © s(a)* sia = a,
ac © s(a)* siaa € By aa € R,
aa O tla)* sioa € Ry ax € B,
a®ar — ac © s(a)* + aa © t(o)* si aa y ac € R,
aay © (ay....az)* siaa; € R,aa e Byn>1,
ana ® (ap—1...aq)* siaa; € B,aa € Ry n > 1,
aoy © (ap....a0)* + apa © (ap—1...00)*  siaaj,aa € Ry n> 1.

Por lo anterior se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 2.2.4. Sea A = KQ/I un dlgebra gentil. Los siguientes pares ciclicos forman
una base de HHq(A)*:

1. a®b" —boa* € Q1 ® Q7 conba=0=ab,
2 a®s(a) € Qo

3. si car(K) = 2, ademds de los elementos anteriores se tienen los elementos de la
forma a ® a* € Q1 ® Q7.

Demostracion. Se obtiene de forma directa con los diferenciales anteriores. O

Ejemplo 2.2.5. = En el Ejemplo 2.1.35 resulta HH1(A)* = K(d ® e5).

= En el Ejemplo 2.1.36 vale que HH;(A)* = 0.
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2.3. Alta(DA) de un algebra gentil A

Si A es un algebra monomial recuérdese que
Alt4(DA) = {p € Homa_a(DA, A); fo(g) + ¢(f)g = 0 para cada f,g € DA}.
Por adjuncién se obtiene
Homy_4(DA, A) 2 Homg (DA ®4.4 DA, K).

Si a, 3,7 € B, es claro que ay* #£ 0 si y solo si v = S« para algin & en B, en este caso
avy*B = £* y en particular ejy*e; = (ejvej)*.

Noétese que {a* ®@4_4 " |a® € BOB} es un conjunto de generadores para DA®4_ 4
DA.

Definicion 2.3.1. Un par ciclico a © f € B® B es limpio si satisface:

1. Si fa € B (resp. aff € B) para algin a € Q1, entonces a es la dltima flecha (resp.
primera) en c.

2. Si ab € B (resp. ba € B) para algin b € Q1, entonces b es la iltima flecha (resp.
primera) en 3.

Se considera la menor relaciéon de equivalencia que contiene a la relacién ~ sobre BO B
generada por

(aa® B) ~ (a® Ba) y (ab® B) ~ (e ® bB) para cada a,b € Q.

Definicién 2.3.2. Una clase de equivalencia en (BOB)/ ~ se dice limpia si todos los
elementos de la clase son limpios. Se denota con N el conjunto de clases de equivalencia
limpias.

Lema 2.3.3. [12, Lemma 4.2] Hay una biyeccion entre N y el conjunto de generadores
del espacio vectorial DA @ _a DA.

Sea N € N una clase de equivalencia limpia y considérese el morfismo 1 definido por
NG
(v,6)EN
para cada v* € B*, entonces 1y es un morfismo de A-A-bimédulos [12].

Proposicién 2.3.4. [12, Proposition 4.4] Una base de Homy_4(DA, A) como espacio
vectorial es el conjunto {YN}Nen -

Teorema 2.3.5. [12, Lemma 4.5] El conjunto N tiene una involucion v proporcionada
por el flip de pares y 1 =Y e ANYN € Alta(DA) siy solo si An + Ay(ny = 0 para cada
NeN.

Por lo anterior solo interesa determinar las clases limpias segin las configuraciones
posibles en el carcaj del dlgebra gentil A, para ésto considérese a, 5 € B\ Qo, y los ciclos
en () de las siguientes formas:
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’ A V N
\
° e o e €j
€ /r\ /I l";\ ,\/
1 2. 3

Noétese que si en los vértices etiquetados de los grafos anteriores inciden otras flechas,
se obtienen pares ciclicos no limpios. Segiin los casos resulta lo siguiente:

1. Como e ® e = {e®e}, por ser simétrica vale 1., € Altp(DA) siy solosi car(K) = 2.

2. Sea o = ay...aq, con «; € @1 para cada i, en este caso las clases son e © a = {e ®
Q, 0. Oy g1, O €, iy 1 Oy [ € {1, ,n—1}}ya O a = {adal.
Las dos clases son simétricas y limpias, por lo tanto 554, Yezq € AltA(DA) siy
solo si car(K) = 2. Por otro lado, e ® e no es limpia.

3. Las clases de a ® By 8 ® a poseen un solo elemento y una es el flip de la otra, por
lo que 1/)@ — w%—a € Alta(DA), nétese que no importa la caracteristica de K.

Lo anterior es la prueba del siguiente teorema, en el cual se da una base para Alty (DA).

Teorema 2.3.6. Sea A = KQ/I un dlgebra gentil con Q # e.

1. Sean o, B € B tal que oo # B, a8, fac € I, a®f € BOB yvalg(s(a)) = valg(s(B)) =
2. Si car(K) # 2 entonces Yoz — ¢ es un elemento de la base de Alta(DA) y

BoOa
todos los elementos de la base de Altx(DA) son de esa forma.

2. Sicar(K) =2 seay € B\ Qo tal que s(y) =t(y) =e, yvalg(e) = 2. El conjunto de

elementos Yoz, Viay Y 1/)@ - % con o y B como en el item 1. es una base de
Altp(DA).

Si Q es el carcaj con un solo vértice y sin flechas, entonces Alty(DA) = <1/}@> siempre
que car(K) =2, de lo contrario Alty(DA) = 0.

Con el Teorema 2.3.6 se completa cada una de las bases de cada sumando del primer
espacio de cohomologia de Hochschild de la extension trivial de un &lgebra gentil.

Observacion 2.3.7. No necesariamente los ciclos anteriores son simples, un ejemplo de
esto es el dlgebra determinada por el siguiente carcaj

a

0

Cc

y R = {ca,ac,b?}, el cual tiene el ciclo o = cba como en el caso 2 y Altyn(DA) =
K (Yama) ® K (Vema) siempre que car(K) =2, de lo contrario Alty(DA) = 0.

49



Ejemplo 2.3.8. Sean car(K) # 2, A = KQ/I con Q como en la siguiente figura e I el
ideal generado por R = {a?, bes, csd, dfs, gfa, f1f5, f2d, hihe, hah, jky, kika, kska}, enton-

ces

e \kf
€15 le13
K €14 <-/
kq ks

—
HH(A) = K(€57f5f4f3f2f1)@K<Z(€i,€i)),

i1
HH'(A) = K(a,a)® K(c1,c1) @ K(f1, f1) ® K(h1,h1) @ K (k1, k1) © K(c1, czc2),
HH{(A)" = K(a®e))® K(h1 ©hl—hy®hY),

AliA(DA) = K (Wzkl@mg —¢'k4k3®k2k1)’

donde
o | kaks  siy = kok, o ) Kok sty = k4ks,
ka2k1Okaks (v) = { 0 en otro caso. VEaksokaks () = 0 en otro caso.

Ejemplo 2.3.9. En los Ejemplos 2.1.35 y 2.1.36, vemos que Alty(DA) = 0.

2.4. Codificacion de la cohomologia de Hochschild en el gra-
fo de ribbon y en el grafo de Brauer

En esta seccién se muestra cémo se codifica la informacién del primer espacio de
cohomologia de Hochschild de la extensién trivial de dlgebras gentiles en el grafo de ribbon
y el grafo de Brauer. Se inicia esta secciéon mostrando que hay una biyeccién entre los
ciclos simples minimales del carcaj y los ciclos simples minimales del grafo de ribbon
correspondiente al dlgebra.
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Ciclos simples en el grafo de Brauer

Recuérdese que la caracteristica de Euler x(G) de un grafo G es el niimero de vértices
menos el nimero de aristas, asi, si G es el grafo de ribbon de un algebra gentil A, entonces

X(Ga) = [(Ga)ol = (G-

Proposicién 2.4.1. Sea A: KQ/I un dlgebra gentil con grafo de ribbon Gp. Entonces
X(Q) = x(Gr) y ademds, M| = 2|Qo| — |Q1].

Demostracion. Sea G = Gp. Por definicién de G, las aristas estan en correspondencia uno
a uno con los vértices de @), entonces

x(Q) = [Qo| — Q1]
= [G1] = X neq, (valg(m) — 1)
= [G1] = X neq, vala(m) + [ Gol
)-

Puesto que } . wvalg(m ) = 2|G1], resulta x(Q) = x(G). Ademads, el nimero de vértices

en G es 2|Qo| — |Q1] v ast M| = 2|Qo| — |Qu]- L

Corolario 2.4.2. Sea A = KQ/I un dlgebra gentil con grafo de ribbon G. Entonces
existe una biyeccion entre los ciclos simples minimales en Q (como grafo no dirigido) y
los ciclos simples minimales en Gy .

Por el corolario anterior cada ciclo simple minimal en () corresponde a un ciclo simple
minimal en G,. Ademds, por [35], las flechas en @ estdn en biyeccién con los dngulos
(no marcados) en G, (un angulo estd dado por dos aristas consecutivas segin el orden
ciclico y que inciden en el mismo vértice). La eleccién de una flecha a en cada ciclo
simple minimal de @ se corresponde con un corte en G en el dngulo (no marcado)
correspondiente a a. Reciprocamente, cada corte en un angulo no marcado corresponde
a una flecha en @) y un conjunto minimal de cortes en G, tal que el grafo cortado es un
arbol proporciona un subconjunto de elementos en la base de HH'(A) correspondiente a
los elementos diagonales, es decir, los elementos de la forma (a, a) que corresponden a una
flecha en cada ciclo simple minimal en Q.

a
€1 —— €2

o)

€4 ¢— €3

Q Grafo de ribbon marcado.  Corte en las flechas ¢y f.

Figura 2.8. Ejemplo de un conjunto minimal de cortes dado por las flechas {c, f} que
corresponden a los dos elementos (c,c) y (f, f) en la base de HH'(A).

2.4.1. Codificacion

Sea B un algebra de grafos de Brauer con multiplicidad igual a 1. Usando el hecho
de que B es la extension trivial de un algebra gentil A y que hay un isomorfismo entre
HHYTA)y Z(A) @ HH{(A)*®© HH(A) © AltpA(DA), se resumen los resultados obtenidos
en las secciones anteriores y se da una base de HH'(B).
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Teorema 2.4.3. Sea B un dlgebra de grafos de Brauer con multiplicidad uno y sea A =
KQ/I un dlgebra gentil con base de caminos B y tal que B = T'A. Supdngase que o, B € B.

Si car(K) # 2, entonces el conjunto de los siguientes elementos determina una base de
HHY(B):

1. Zeer(eve);

2. (s(a),a) € Qol|B con o un ciclo no trivial con valg(s(a)) = 2,
3. (a,a) € Q1]|B donde a es un atajo de «,
4. (a,a) € Q1]|B con a una desviacion via a,
5. (

a,a) € Q1||B con a una flecha en el complemento de un drbol mazimal en Q, se
elige una flecha por cada ciclo simple minimal de Q).

S

a®b*—bo®a* € Q1 ©B* conab,ba € I,
7. a® s(a)* € Q1 ® B* con a un bucle,

8. Viap € Homp A(DA,A) dada por o — B, B* = —a sia # B, s(a) = t(B),
s(B) = t(e), af, Ba € I, yvalg(s(a)) = valg(s(B)) =2 y 0 en cualquier otro caso.

Si car(K) = 2, en adicidn a los elementos anteriores, los siguientes elementos completan
una base de HH'(B):

9. (a,s(a)) € Q1||B donde a es un bucle.
10. a ® a* € Q1 © B* con a un bucle,
11. Yrs(a),ap Via,ay € Homp A(DA, A), donde a es un ciclo con valg(s(a)) =2y

i) Vis(a),a}(B*) =7 sia= By oa=~yBy cero en otro caso,
i) P{a,a} () = a y cero en otro caso.

Ademds, siT'p es el grafo de Brauer de B dado por el grafo de ribbon (sin etiquetas) de A,
entonces las configuraciones locales en las Figuras 2.9, 2.10, 2.11, 2.8, 2.12, 2.13 y 2.14
dan una base de HH'(B).

Ida ><

(1) (2.a) (2.b)

Figura 2.9. Configuracion local en el grafo de ribbon marcado de un dlgebra gentil A, cada
uno da lugar a un elemento de la base de Z(A). La configuracién (2.a) es de un bucle a
con valg(s(a)) = 2.
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Figura 2.10. La marca x de la parte izquierda es entre cualquiera de los dos bordes, excepto
dentro del ciclo. Esto corresponde a un atajo como en el Teorema 2.1.34 con a = ay...a1
va; € Q1 paral <i<n.

Figura 2.11. Configuracién local correspondiente a una desviacién a = a3...alaa?...al via

a como en el Teorema 2.1.34 y a’i,aj2 E@iparal<i<m,1<j<n.

Figura 2.12. Configuracién local correspondiente al bucle en el Teorema 2.1.34, solo aparece
en la base de HH(A) si car(K) = 2.

\\\\ //,, /iN \\\\
< X3 ol ® x/
e N —— e
,I \\ b ,I
(1L.a) (1.b) (2)-(3)

Figura 2.13. Configuraciones locales que dan lugar a elementos de la base de HHj(A)*
como se describe en el Teorema 2.2.4.
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Figura 2.14. Configuraciones locales de Bp que aportan un elemento de la base de
Altp(DA) donde (2) solo aparece si car(K) =2y donde « =ay,...a1y 5 ="by,...b1.

Ejemplo 2.4.4. El grafo de ribbon correspondiente al dlgebra gentil A del Ejemplo 2.1.35
es el sigue:

Si car(K) # 2, del grafo de ribbon se obtiene que HHY(A) = K y se corresponde con
la configuracion de la Figura 2.9-(1); aparecen las configuraciones de las Figuras 2.10 y
2.11 aportando los primeros dos sumandos de HH(A) = K (by, azay) ® K (c, dcbgbaby) @
K(aj,a1)® K(b1,b1) ® K(d,d), nétese que los ultimos tres sumandos se corresponden con
los tres ciclos del grafo; la configuracion de la Figura 2.13-(2) da HH1(A)* = K(d © €})
y no aparecen mds configuraciones, de donde Altyx(DA) = 0.

Si car(K) = 2, ademds de los elementos anteriores, las configuraciones de las Figuras 2.12
y 2.153-(2) aportan el par paralelo (d,es) y el par ciclico d®d*, respectivamente; el primero
es para la base de HH'(A) vy el sequndo para la base de HHp(A)*.

De [35] se obtiene que dada un dlgebra de grafo de Brauer B con multiplicidad uno,
existe un algebra gentil A tal que B = TA y A no es tunica. En el siguiente corolario se
prueba que siempre se puede elegir un algebra gentil A tal que Alty(DA) = 0.

Corolario 2.4.5. Sea A = KQ/I un dlgebra gentil. Erxiste un dlgebra gentil A’ tal que
TA=TN y Alty(DA') = 0.

Demostracion. Considérese el grafo de ribbon G sin las marcas, esto da un grafo de
Brauer de T'A. Se puede elegir un corte admisible tal que la configuracién local (incluyendo
las marcas) como en la Figura 2.14 no aparezca. El grafo de ribbon marcado correspon-
diente a este corte determina un &lgebra gentil A’ con Alty/ (DA ) =0y TA=TA. O

Sin embargo, dada un algebra de grafos de Brauer B con multiplicidad uno, no siempre
es posible encontrar un algebra gentil A tal que B=TAy HH;(A) = 0.
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Ejemplo 2.4.6. Sea B el dlgebra de grafos de Brauer con grafo de Brauer Gg y carcaj
Qp con k > 3 como siguen:

(G) (@s)
Cada corte admisible determina un dlgebra gentil A tal que B = TA y HH(A) # 0.
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Capitulo 3

Estructura de algebra de Lie de
HHYA) y HHYTA)

Se inicia este capitulo recordando algunos resultados sobre cémo los primeros espacios
de (co)homologia de Hochschild de un dlgebra monomial se ven en el primer espacio de
cohomologia de Hochschild de su extension trivial. También se recuerdan algunos resul-
tados conocidos del corchete de Gerstenhaber y un morfismo de comparacion, antes de
determinar explicitamente la estructura de algebra de Lie del primer espacio de cohomo-
logia de Hochschild de algebras gentiles, el cual es el objetivo de este capitulo.

Sea A un algebra monomial de dimensién finita. En [38, Théoréme 4.1.0.3] Strametz
muestra que la siguiente transformacion K-lineal es un isomorfismo.

U:  Derg(TATA) — Z(A) @ Derg(A,A) @ Derg(A,DA) @ Alto(DA)
< PA,A  ¥PDAA

— (¢pa,pa+ D(vaa)) +vaa+vapa+¢paa,
PA,DA PDADA

donde D(yp) : DA — DA con D(paa)(f) = f o @aa. Este morfismo induce un
isomorfismo en la cohomologia
V:HHYTA) — Z(A)® HH*(A) ® HH'(A,DA) & Alt4(DA).
Ademas, en [38, Théoreme 2.2.2.1] muestra que el corchete definido por
((a,), (d,a)] = (a’, 0" @)) — (a,al®)),

para todo (a, ), (a’,a’) € Q1]|B induce un isomorfismo de algebras de Lie entre HH'(A)
y ker(d')/Im(d"). Como consecuencia, demuestra el siguiente teorema:

Teorema 3.0.1. [38, Théoréme 4.1.0.6] Sea A un dlgebra monomial finito dimensional:

1. El dlgebra de Lie HH'(A) junto con el corchete de Lie usual es una subdlgebra de
Lie de HHY(TA). Los factores Z(A), H'(A,DA) y Alta(DA) son subdlgebras de
Lie abelianas de HH(TA).

2. El dlgebra de Lie HH'(A) actiia sobre el centro Z(A) mediante el corchete de Gers-
tenhaber. Para cada z € Z(A), paa € HH'(A),

[2, 04,4] = —pa,a(2).
Ademds, L = HH'(A) ® Z(A) es una subdlgebra de Lie de HH'(TA).
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3. El dlgebra de Lie L actia sobre H'(A, DA). Se tiene
[2,¢04,04] = 2paDa,
[pa,a,0404] = —D(a,4)°P0ADA— PADAOC PAA,
para todo z € Z(A) , paa € HHY(A) y papa € H' (A, DA).
4. El dlgebra de Lie L actiia sobre Alta(DA). Para cada z € Z(A), paa € HHY(A) y
wpaa € AltA(DA) se verifica
[2,0pa,4] = —2¢Daa,
[pa,4,9pa,a] = waa09paa+epaacD(paa)
5. El K-espacio vectorial P := H'(A, DA) @ Alto(DA) es invariante bajo la accion de
L, satisface [P,P] C Ly
[‘PA,DAa (PDA,A] = PADACYDAA —PDAACPADA — D(SODA,A © ‘PA,DA)7
para todo YA pa € HY(A,DA) y wpaa € Alta(DA).
Nétese que en los enunciados anteriores se usa el hecho de que H'(A, DA) = HHy(A)*.

Por otro lado, se usan los siguientes morfismos de comparacién entre nuestra resolucién y
la resolucién Bar:

F, : AlA — A®A
alp — a®pf
Gy : AR A — AJA
a® B — alp
ala|p — a®Ra® B
G1: ARAR®A — A‘KQMA
A®ap...a1 ® B — Y qan...aiq1 | a; | ai—1...a18

Estos inducen los siguientes morfismos lineales:
F;: Homg(A, A) —  K(Q1]|B)
f:A— A — Z(a,a)€Q1HB )\a,a(aya)
€ Y qeB Aesalt

Gi: K(Qi|B) — Homg (4, A)
(a, Oé) — f(a,a) tA— A
g — (@)

F;: Homg (A, DA) — K(Q1 0 B%)
g:A— DA — Za@ateG)B Aaa 0 © a*
€ Y peB Aealt”

Gi: K(Q 0B — Hompg (4, DA)
a©a —  aar : A — DA

gE— Z?:l a*(ai)an.-.aiﬂa*ai_l...al
donde € = ay...a; concada a; € Q1 y A € K.
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3.1. Estructura de dlgebra de Lie de HH'(A)

En esta seccién se determina la estructura de HH'(A) cuando A un dlgebra gentil. Se
denota por (a,a) y (a’,a’) alos elementos de HH'(A) y en general el corchete entre estos
elementos es

[(a, a), (a/’ Oé/>] — (CLI, O/(a’a)> _ (aqa(a’,a’)).

Usando la base del Teorema 2.1.34 se obtienen los siguientes corchetes no nulos:
» Si (a,a),(d’,a’) son atajos, entonces

’or ; ! /
N (a,a)—(a,a) Sla=a ya =a,
[(a,a), (a',a)] = { 0 en otro caso.

Obsérvese que (a',a’)—(a,a) = 2(a’,a’) = —2(a, a) y que en el caso donde el corchete
es no nulo la caracteristica es diferente de 2. Adema4s, el carcaj es el de Kronecker,
el cual tiene dos unicas flechas paralelas.

_

e1
_

€2

Figura 3.1. Carcaj de Kronecker.

» Si(a,a) esun atajoy (a’,a’) estd determinado por un ciclo simple minimal, entonces
(a,) sia=d,
[(a,a),(d',a")] =< —(a,a) sid esuna flecha en 3,

0 en otro caso.

Vale la pena notar que las diferentes opciones de la flecha a’ en un ciclo simple
minimal solo generan un cambio de signo en el corchete.

» Si (a,c) es una desviacién via a y (a/,a’) estd determinado por un ciclo simple
minimal, entonces

_ 3 / / ﬂ h
[(a, ), (d',d")] = { (a,a) sia#a'ya esuna flecha en o,
0 en otro caso.

La situacién aqui con respecto a las diferentes opciones de la flecha a’ en un ciclo
simple minimal es similar a la del {tem anterior.

= Sicar(K) =2, el par (a,a) estd determinado por un ciclo simple minimal y a’ es un
bucle con s(a’) = e;, entonces

[ @) sia=d,
[(a,a), (a', €;)] = { 0 en otro caso.

Se resume lo anterior en el siguiente cuadro.
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) | HH'(A)

HH'(A)

—(a 781 sia=a' (i=j), 0
en otro caso.

(a,a), a en un ciclo simple miminal

‘ (a,€;) si car(K) =2 0 ‘

Cuadro 3.1. Corchete en HH!(A).

3.2. Estructura de dlgebra de Lie de HH'(TA)

En esta seccion se describen los corchetes en HH'(TA), donde, como siempre A es un

algebra gentil.

(1) Corchete entre Z(A) y HH'(A): si z € Z(A) y f(4,4) es un elemento de la base de
HH'(A), por [38, Théoreme 4.1.0.6 (2)] resulta que [z,f(q o)) = —f(4,0)(2) = —2(®®) " Asf,

= si o es un ciclo en A con valg(s(a)) =2y e; = s(a), entonces

—(es,e;) st a=d esun bucle con car(K) =2y o = e,

[(e;, ), (a',a)] =< —(e;,a) sia =a'ya esuna flecha en a,
0 en otro caso,
= stz = 1) = Y g6 entonces |> .o (e,e),(a’,a’)| = 0 para cada (a',a') €
HHY(A).

Lo anterior se resume en el siguiente cuadro:

(', ¢5) si car(K) =2 ‘ a',a’), a’ en un ciclo simple minimal ‘ a', ), desviacién via a’ ‘ (a’, ) atajo
a,0) sia=d, .
. ( , 2m,a) sia=d ya=d,
(a, @) atajo 0 —(n a) sia aparece en a, 0 X
0 en otro caso.
en otro caso.
TR (a,@) siad' # oy a aparece en a,
(a, @) desviacién via a 0 Fay pé 0
en otro caso.

‘ -, -] ‘ HH'(A) |

‘ (d, €5) si car(K) =2 ‘ (a/,a’) @' en un ciclo simple minimal ‘ (a’,a’) desviacién via o’ ‘ (a’,a’) atajo ‘

ol ) | ) [ e | o
Z(A)

| [ Feeu(@0) 0 | 0 | 0 | o |

Cuadro 3.2. Corchete entre Z(A) y HH(A).

(2) Corchete entre Z(A) y HHy(A)*:siz € Z(A)y g € HY(A, DA), entonces [z, g](e) =
)

2g(e) donde € = ay,...a1 y cada a; € Q1, de ahi, si gyop+ es un sumando de g vale que

28pop+ (€) = Z b*(a;)zan...ai+18 a;i—1...a1.
=1
Luego
2008 s = > (zges(@)N(coy) = > b ()=B)N(oy)
cOYEQ10B cOYEQ108

= > B0er,

{7]b0v€Q108}
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donde [z,b® *], es el sumando correspondiente en [z,&(g)] Si « es un ciclo en el carcaj
de A con valg(s(a)) =2y e; = s(a), usando los Teoremas 2.1.6 y 2.2.4 se obtiene:

= Sea g = guob* —Zhoar, entonces [, g] = 0, ya que [(e;, @), a®b* g = 3,0 caop 0 (70)
(@®7") =0=> 0 o (Y)(b© ") = [(e;,a),b ® a*], esta igualdad vale ya
que las flechas a y b no son bucles.

[(ei,a),a ® e;] = Za@nya@B 6;(704)(61 ®v*) =0, pues ya # e;.
= Como a = ya siy solo si vy =¢e; y a = a, entonces

) v _ Jaoe sia=a,
[(ez,a),(I@a ] - { 0 en otro caso.

" [ZeGQO (e,€),b® Blg = Zb@web@B Brbovy)=bo B
[1p,g] =g, para cada g € HHi(A)*.

En el Cuadro 3.3 se resume lo anterior.

3) Corchete entre HH'(A) y HH;(A)*: Sea f, o) € HHY(A) y g € HY(A, DA) con
(a,0)
gbop* ¥ [~ —Jg como en el item 2. Entonces

[fa,0), 20p+]s(E) (V) = — (D(f(aa) © gos+) (€)(7) — (2es* © faa)) (€)(V)
= — (zbops(e) o fa,0) () — (2sos* (a,m(©)) (V)
= 805 ()1 “) = (o (=) ) ().

Por lo que
(@a) 60BN == > ((Boes @)@ + (Bpos) )M (e 7))
cOVEQ1OB
=— Z b*(e)B* (v ) (e © ) — Z Zb* (a;)B*(ai—1...a1vap...ai41)(a © 7")
cOYEQ1OB a®y€a®B i=1
=— Y e Nvey) - > Zb a;i)f*(ai—1...a170n...a;41)(a © 7")
boOyEOB a®y€Ea®B i=1

donde o = ay,...aq.
Para los elementos de las bases segiin los Teoremas 2.1.34 y 2.2.4 se obtiene:

» sea (a,q) un atajo con o = ay...a; y cada a; € Q,

e Sig=gyop — groa+, entonces [(a,a),a’ ® b*]; = 0. En efecto, en el primer
sumando vale b’ (fy(“’a)) =1siysolosiy=ayb = a,yen el segundo sumando
vale a*(a;) = 1 y V™*(aj—1...a17an...a;41) = 1 siysolosi b =~y ad = «a (por
la longitud de b y por ser o # 0). Ahora, como A es un algebra gentil, hay
configuraciones para las cuales los sumandos son no nulos, por consiguiente

[(a,),d ©b* —b ®ad*] =0.
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e Sea g = 8a'Ger, COMO €; #£ 4@ por ser long(a) > 1 para cada v € B,
entonces el primer sumando es nulo, mientras que e;f(ai,l...awan...aiﬂ) =1y
a”*(a;) = 1 siy solosiej =~y a = aj, entonces long(a) = 1; pero A es gentil
y a’ # «a, entonces

[(a,a),d" ©€j] = 0.

o Sig=guoau+, entonces [(a,a),a ®a*] = 0; en efecto, a™(a;—1...a1vap...a;11) =
lya*(a;) =1siysolosia =a=r,yad () =1siysolosia =ay
~v = a, por lo cual resulta que el corchete es no nulo si o = a’, lo que no sucede
en un algebra gentil.

» Sea (a,«) una desviacién, como long(a) > 3 vale que

o [(a,a),d ©V* =V ©®d*] =0,
* [(a,a),d' ®ej] =0,
e [(a,a),d’ ®a*]=0.

= Sea a una flecha de un ciclo simple minimal y considérese la clase de la pareja paralela
(a,a), entonces

e sea g = guop — Eyoa, Puesto que a*(a) =1y b*(y) =1siysolosiad =ay
WV =~,yb*(4(*9) =1siysolosiy="¥=a,ycomoa #b entonces

/ /% : / /
P ) —ad ©b sita=a" oa=1,
[(a,a),a” ©b ]g _{ 0 en otro caso.

Por lo tanto
[(a,a),d ©b* =¥ ®ad*] = —d Ob*+bod* sia=doa=V,
o 0 en otro caso.
e Como e; # (% y a’*(a) = 1 si y solo si a’ = a entonces

—/ * 1 /:
[(a,a),a’@e;]:{ Oa Oej sia =a,

en otro caso.

e Obsérvese que a’*(a) =1 siysolosia =a,y a =~* siysolosia =a=r,
entonces [(a,a),a ® a*] = —a ® a* —a ® a* = 0 ya que a ® a* aparece con
car(K) = 2. Asi, [(a,a),d ®a"*] = 0.

» Sean a un bucle, s(a) =e; y car(K) = 2.
e Sea g = guep+ — Cyear, como a’*(e;) = 0 entonces
(a,e1), ' © ), = = S0 (@) ©77),
y b = (@) siy solosiy=ab oy =0ba. Siab #0, entonces a’'a # 0y
[(a,e;),d ©V* =V ©®ad*] = —d © (a)* + ¥ © (d'a)*.

Pero la clase de a’ ® (ab')* — ¥ ® (a’a)* es nula en HH'(A). De forma similar
si b’a # 0. Por lo tanto

[(a,e;),d’ ®V* —b ©ad™*] = 0.
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e Como a(e;) = 0, entonces [(a,¢;),a’ © €]]

- X ()@

® 7*), pero

ej = @) sy solosiy = ay ej = e;; por ser el algebra gentil se obtiene

a' = a. Asi,

(a, 1), © €] = { .

e Como a™(e;) = 0 entonces [(a, €;),d’

—a®a* sie;=¢jyad =a,

en otro caso.

@ a/*] —

— S a* (@) (a’ ® 4*). Ahora,

o = 4@ i y solo si v = ad’ 0 v = d’a. Nétese que no es posible tener el
camino a’a ni el camino aa’ en @, debido a que son dos bucles y A es un élgebra

gentil. Luego, [(a,€;),d

@ a/*] —

0.

Lo anterior se resume en el siguiente cuadro.

‘ (a, ;) si car(K) =2

| 0

otro caso.

‘ =] ‘ HHy(A)* |
| | & ©a* sicar(K) =2 | doe | a ©b™* -V |
. ) “0% o | o | o |
Z() ’
L Fale [ or | o5 oy |
‘ ‘ (a, @) atajo ‘ 0 ‘ 0 ‘ 0 ‘
‘ ‘ (a, @) desviacién via a ‘ 0 ‘ 0 ‘ 0 ‘
1 o et sia—al ol B P a* s —al _y
HH'(A) (a,a) a en un ciclo simple minimal 0 awe sta=da, v +tod" sia=daoa=V,
0 otro caso. 0 otro caso.
‘ ‘ (JOa sii=jya=d, ‘

Cuadro 3.3. [Z(A), HH,(A)*] y

(4) Corchete entre Z(A) y

Alta(DA):

[HH(A), HH\(A)].

= sea o un ciclo en A con e; = s(a) y valg(e;) = 2:

osinQ,

valg(s(a’)) = valg(s(f')) = 2. Por lo tanto

[(ei, @), Yarm — Vo] =

_anIQ/B/ + Oéw.ﬁ’@o/

=0,

Vgmar € Alta(DA) entonces o/f',f'a’ € I, o/ © ' € BOBy

ya que o # ady 8 # ad para todo § € A (de lo contrario el par o/ ® ' no es

limpio).

e Sean W, Vygar € Alta(DA) como en el Teorema 2.3.6 y car(K) = 2, en-
tonces [(e;, @), Yza7) = 0, ya que —aa’ = 0 para todo a € Z(A) \ {1o}. Por

otro lado,

[%¢W] ()

—a (")

o6

YO€e; O’

Zaé

’Y@(SEGJ' ®a’!

{ -

—Q

siy=d ye =ej,
en otro caso.
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La ultima igualdad es cierta ya que valg(e;) = 2, de donde

sia=d,
en otro caso.

i) = { 5

= Identificando a 3 o (e,€) con 1x € Z(A), [1a, 9] = —1p¢p = —.

El Cuadro 3.4 resume lo anterior.

(5) Corchete entre HH'(A) y Alty(DA): dados f(, o) € HH'(A) y ¢ € Alty(DA),

[f(a,a)vw] (’Y*) = (f(a,a) © w)(’Y*) + (1/1 ° D(f(a,a)))(fy*)
= f(a,a) W(’Y*)) + ¢(D(f(a,a))(7*)>
= () + D7 o f(g,m)-

Se escribe 9 como ¥ = Y A\ gny(* = '), donde (™) = A 5B ¥ Ao p) € K,
entonces

(a,0) ¢~ = ¢
" I (e (@a) B siy=a,
(@™ = 59(v") { 0 en otro caso,

siy = a/(@)

en otro caso.

!/
@ )6 o faw) = {
Usando los Teoremas 2.1.34 y 2.3.6 se obtiene:

" sea ¥ =Yg — Vagan

) — + ala,x)
,Z//Ol/(DB’(ay&) ¢a'(”‘7a)®ﬁ/ S? /8/( : 7é O,
[f(a.c» Varmm — V5aa] =\ Yommas ~ Ysawe 5@ £0,
0 en otro caso.

e Si (a,) es un atajo, por ser A un algebra gentil la configuracién del carcaj dice
que /(@) = (de forma similar o’ (@.0) — 0), pues en el caso en que la flecha a
aparece en [, resulta el siguiente subcarcaj:

(6%
,/" §\\
~
’ E
€; ej.
K / v
. B
~o PR
«—
ta
! 1
\
’
\\’/
(6%

Por lo tanto [(a, &), Ygmzr — Yaga] = 0.

e Sea (a,a) una desviacién con a = d2ad;, de forma similar al item anterior la
configuracién del carcaj dice que 3/(®92a01) — (andlogamente o/ (a.02a01) — 0),
pues o el camino dyad; aparece en 3’ y por tanto se obtiene lo deseado, o la
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flecha a no aparecer en ', pues de lo contrario no se mantiene el ciclo o/ ® 3’
limpio, como en la imagen:

L/:’ (6] \,\
- N 1 N
v \ ’ \
/ \ / \
1 1
! 51 1 ﬁ/ ! 52 1
\ \
\ /I \ /I
\ I \ -
€] — 8 — €9.
a

Por lo cual [(a, ), wm — wm] = 0.
e Sea a una flecha de un ciclo simple minimal, entonces
[f(a,a)7wm . wm](,y*) _ (al* . B/)(,y*)(a,a) - (,8/* s Ct’)("}/*>(a’a)
+(@™ = BV 0 flawy) — (B” = o) (V" 0 flam)

8 siy=a' y aes una flecha en o/ 0 en /3,
=< —ad siy=p"yaesunaflechaen o oen 3,
0 en otro caso.

Luego,

{ o7 — Y5ear slaesunaflechaena oen f,
0

[(‘% a), wa’@ﬁ’_wﬁ'QQl] - en otro caso.

e Sia es un bucle con s(a) = ¢; y car(K) = 2, entonces por la configuracién del
carcaj resulta que Blaei) = (de forma similar o/(ae5) = 0), luego

(@, €5), Yarem — Ygraarl = 0.
» Sea o un ciclo en A con ej = s(o) y car(K) = 2.

e Siy = @bm con @ = ayp...a; y debido a que e; ® o/ es una clase limpia, para
k € {1,...,n}, las siguientes igualdades valen:

(an...ak)(“’o‘) _ ) anak si (a,a) = (b,b) y b aparece en ay,...ax,
0 en otro caso,

(apnar) (@) = ak...a; si (a,a) = (b,b) y b aparece en ag...a,
0 en otro caso.

(a,0)

Y ya que e; " = 0, entonces,

[f, ¥ = Y si(a,a) = (b,b) y bes una flecha en o,
(a,0)> 0 en otro caso.

® Si ¢ = 5557, entonces

si (a, ) = (a,€),

(Cror
f(a0) Varmar] = { 70

0 en otro caso.
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Como o/ ® & es limpio, entonces o/ = 0 si (a,) es un atajo o una desvia-

cién; si (a, o) = (a,€;) y o = a entonces o/(@¢) = ¢; y [fae)> Yarsar) = Yeoa
Por otro lado, ya que ¢354 aparece cuando car(K) = 2 y si (a, o) = (a,a),

vale que [f(q.q), Yozl = 2¥agar

Lo anterior se resume en el Cuadro 3.4.

(6) Corchete entre HHy(A)* y Alty(DA): sean g € HY(A, DA) y o € Alty(DA), nétese
que
8,9l =goyy—D(og)—vog,
conpog € HY(A,DA) = HH(A)* y got — D(¢p og) € Homp.a (DA, DA) = Z(A).
De forma similar al {tem anterior se escribe (o/* — (') para referirse a un sumando de
¥ en Alty(DA). Ademas, se escriben los elementos de Homp_p (DA, DA) como

o= Z Aup(u* — %)

u,vEB

donde A € K y (u* — v*)(w*) = v* si y solo si w = u.
Usando los Teoremas 2.2.4 y 2.3.6 resulta lo siguiente:

1. Sea g = guob* — Shoer €n HHi(A)* y considérese g,qp+, entonces

o b* si Y= a,
gaob+ (V") = { 0 en otro caso.

Luego los sumandos que involucran a g,eop+ calculado en el sumando (u* +— v) de 9

son:
« w_ b siy=uyv=a
(8acpr © (U™ = v))(v*) = { 0 en otro caso,
. v siy=ayb=u
((U = v) o ga@b*)(’Y) - { 0 en otro caso,
Yy

D((u* = v) o geop)(¥") =

a* siy=vyb=u
0 en otro caso.

= Si ¢ = wm — ’(bm resulta:

*

siy=a'yp =a,
en otro caso,

o o

(8ot © Yrg) (V")

{

B siy=ayd =b,
o)) ={ o ST 0

en otro caso,

*

- o a Si/@’:’yya/:b,
D(%/@ﬁ/ 0 gaob) (V") = { 0 en otro caso.
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Todas las igualdades anteriores son nulas salvo cuando el carcaj es

O[/

SN

e €9
N S
ﬂ/

con long(a/) = long(p") = 1. Asi, se obtiene lo siguiente:

(0* = b") = (a* = a*) — (a,a) sif =ayad =),
[Bacrs Vasg — Ygmarls =  —(0"=20) + (0" = a”)+(a,a) sif =byad =aq,
0 en otro caso.
—(a,a) sif =ayd =hb,
— { (aa) sif=byd=aq,

0 en otro caso.
Por lo cual
_(aaa) - (bvb) si B/ =ay o = b>
[a@b*—b@a*,@bm—wm] = (a,a)—l—(b,b) SiIBIZbyCM/:(I7

0 en otro caso.
—2(a,a) sif =ayd =b,

= 2(a,a) sif=byd =a,
0 en otro caso.

Sean car(K) =2, o/ un ciclo en A con o = ay,...a1, s(a/) =¢; y cada a; € Q1.

s Siy= wm, entonces [gqap+, Y]g = 0.
En efecto, para que gqop © ((an...ak+1)* — ag...a1) sea no nulo, se debe tener
long(ag...a1) =1y a1 = a, pero por ser e; ® ¢ limpio a; # a; de forma similar
se obtiene que a; # by por lo tanto ((an...ag41)* = @k...a1) © gaep-y = 0. Por
otro lado, ggep) © ((ak--a1)* = ap...ary1) = 0 = ((ag...a1)" = ap...ap41) °
8(acb*) Por el mismo argumento. En conclusion

[a ® b _b®a*v¢W] =0.
» Si ¢ = gz entonces

* siy=d =a

en otro caso,

b
(i V)0 = {

siy=ayb=ad
en otro caso,

(o o)) = {

* /

a* siy=b=q«
D(lbm © gaob) (V") = { 0  en otro caso,

pero por ser A un dlgebra gentil, @ y b no son bucles, de donde

[a@b*—b@a*,wm] =0.
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2. Sea a un bucle y g = gqe.r, entonces

w_ | e siy=a,
8ace; (17) = { 0 en otro caso

por lo que cada uno de los sumandos del corchete calculado en el sumando (u* — v)
de ¥ es:
{ ef siy=uyv=a

(8ae; 0 (u" = v))(7") = 0  en otro caso,

x _Jv sivy=ayu=e;
((u ’—>U)Oga®6i)(’7) —{ 0 en otro caso,

a* sivy=vyu=e¢;

D((u* = v) 0 gawer) (V") = { 0  en otro caso.

» Si ¢ = Yggs — Ygger v como a es diferente de o' y de ' entonces
[ga@e:‘, Lba/@ﬂ/ - wﬁ’@a/i] = 0

Sean car(K) =2, o un ciclo en A con o = ayp...a1, s(¢/) =e; y cada a; € Q1.

= Sigp = W es un elemento de la base de Alty(DA), por las igualdades

anteriores y puesto que e; ® ' es limpio con long(c’) > 1, los tinicos sumandos
no nulos son:

ex

: /
S17y=¢€; =€ Yy =a
(Baoe; @ V)0 = { =

en otro caso,

" siy=a=dye=¢

en otro caso,

(WO ga@e;)(’y) = { g

Yy
1% : /
* ) = a Sy = =aye;=E¢
D(W ° 8aoer) (") { 0 en otro caso.
De donde
[ m— (e;f = 6;') — (@ = o) —(,d) sia=d'ye =e;j,
1L Tey0f 0 en otro caso.

—~

/ / : /
B ej,ej) — (&) sta=d' yej=e,
0 en otro caso.

» Si Y =154, entonces

(a*—e€f) sia=d,
[gaer ) W] 0 en otro caso.
(e;,a) sia=d,

0 en otro caso.



3. Sea a un bucle y car(K) = 2. Si g = gaeq+ entonces

a*  siy=a,

*\
Baca* (V') = { 0 en otro caso.

En consecuencia, cada uno de los sumandos del corchete calculado en el sumando
(u* — v) de ¥ es:

* a* siy=uyv=a
®quﬁmww{ T=uy

0 en otro caso,

voosly=a=u,
0 en otro caso,

. . a siy=vya=u,
D((u* + v) 0 gaear) (V") = { 0 en otro caso.

A partir de lo anterior se pueden desarrollar los siguientes casos:
= Si ¢ = Y555 — Yggar como a no puede ser o/ ni B, entonces
[8aca Varmg — Yaaar) = 0.
= Siy= W? los sumandos no nulos son:

f oy @ siy=eyad =a,
(8aca O(GJHO‘))(’Y)_{ en otro caso,

. . _J e siv=d=q,
(@™ = €5) © gawa*)(7) { 0  en otro caso.

Yy
* : . ! __
D((o* . Ny =d & BT =E&GYa=a
(@ = ¢j) © gaca)(7") { 0  en otro caso.

Asi,

L [ Gra) (G- (he) sa=d,

[ga(aa*ﬂ/fej@a/] - { 0 en otro caso.
B —(d/,ej) sia=d,
- 0 en otro caso.

= Siy= ¢W, entonces

(gaQa* o W) (’7*)

a* si Y= CY/ = a,
0 en otro caso,

siy=a=d,
en otro caso.

(WO ga@a*)(’)/) = { 3
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* : /
. a siy=a =a,
D 7 7 * =
(¢ oo’ © 8ada )(7) { 0  en otro caso.
Luego,
(@* = a*) — (a/* = a*) — (¢, )
[gaQa* ) T/Ja/@a/] { 0 )
B —(d/,d) stia=d,
- 0 en otro caso.

El siguiente cuadro resume los célculos anteriores:

sia=da,
en otro caso.

Altp(DA)

= Yarop ~ YFoa VYorgar si car(K) =2

'O

Vormar St car(K) =2

Y
—Vaoa Sla=0d,

| | |
‘ Z() ‘ (e:,0) ‘ 0 9 0 otro caso. ‘
\ \ Seean(:e) | g + Vaow ~Vaoa ~Vaow |
‘ ‘ (a, @) atajo ‘ 0 0 0 ‘
‘ ‘ (a, @) desviacién via a ‘ 0 0 0 ‘
HH'(A) (a,a) a en un ciclo simple minimal Uyos — Ygmar Siaes una flechaen o’ o f, 0 Yo ar Sl a es una flecha de o,
’ o iclo stmple ¢ otro caso. 0 otro caso,
P ——
‘ (a, ;) si car(K) =2 0 "’6‘"“ th::) Cz::(;. 0 ‘
2(a,a) sia=d yb=p,
a®b*—boa* —2(b,b) sia=pyb=4d, 0 0
0 otro caso.
. . (ei,a) sia=da/, (éi,€) — (a,a) sia=d (& j=1),
‘ HH(A) a0 ‘ 0 0 otro caso. 0 otro caso. ‘
e N —(a,a) sia=d, —(a,ej) sia=a/,
‘ eO@ & ex{(lD) =2 v 0 otro caso. 0 ] otro caso. ‘
Cuadro 3.4. [—, AltaA(DA)].

Ejemplo 3.2.1. Los corchetes no nulos del Ejemplo 2.3.8 son:

= [(c1,e1), (c1,e302)] = — (e, e3¢2),

= [(es, fsfafsfaf1), (f1, [1)] = —(es, fs fafsfafr),

- TRy — =~y -

L =1\ 1) Yok Okaks kaks®kaky kok1®Okaks kak3Okaky’

. Zilil(eiaei)ya@eji] =a®ey,

15
- Z¢:1

(e, e0) hn @ B = ho @ G| = by @ b3 — hy @ I,

" (kl’ kl)’ ¢k2k1®k4k3 o ¢k4k3®k2k1:| = ¢k2k1®k4k3 o Ql)k4k3®/€21€1’

. [(aﬂa)aa@ezﬂ = _QQeL

» [(h1,h1),h1 © B — hy ©® hf] = —hy © h% + ho © h}.

Como se verd en la siguiente seccion, esta dlgebra de Lie es soluble pero mo nilpotente.
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3.3. Nilpotencia y solubilidad

En esta seccion se muestra que el primer espacio de cohomologia de Hochschild de
un algebra gentil, asi como el de un algebra de grafos de Brauer con multiplicidad uno,
es casi siempre soluble. Este resultado es similar al obtenido por Strametz para algebras
monomiales en [39, Theorem 4.23].

Teorema 3.3.1. Sea A un dlgebra gentil. El dlgebra de Lie HH'(TA) es nilpotente si y
solo si las siguientes condiciones se satisfacen:

1. Z(A) = K,

2. HHy(A)* =0,

3. Alta(DA) =0,

4. para cada (a,q) en la base de HH'(A), resulta a = a.

Demostracion. Supéngase que las cuatro condiciones se satisfacen. Entonces HH(TA) =
K @ HH'(A) y HH'(A) tiene una base compuesta por elementos diagonales, es decir, de
la forma (a, a) con a determinado por un ciclo simple minimal. Como el corchete entre dos
elementos en K & HH'(A) es cero se obtiene lo deseado.

Para el reciproco se prueba que si una de las cuatro condiciones no se satisface, entonces
HH'(TA) no es nilpotente.

Para (1), si z € Z(A) \ {1a}, entonces existe una flecha a en el ciclo determinado por
z tal que [(s(2), 2), (a,a)] = (s(2), 2).

Para (2), vale [1p,z] = z para cada x € HH,(A)* y para (3), resulta que [15,2] = —z
para todo = € Alty(DA). La condicién (4) se satisface si y solo si HH'(A) tiene una base
dada por ciclos simples minimales. De ahi, supéngase que este no es el caso. Si a es un
atajo de «, entonces existe al menos un ciclo simple minimal y una flecha b del ciclo no
dirigido determinado por a y «, por lo que [(a, @), (b, b)] = +(a, ). Se obtiene un resultado
similar si se toma una desviacién en vez de un atajo. Finalmente, si car(K) = 2 y si existe
un bucle a en el carcaj de A, entonces (a,s(a)) es un elemento de la base de HH'(A) y
a ® s(a)* es un elemento de la base de HH;(A)*, por lo tanto HH;(A)* no es nulo y el
resultado se obtiene. O

Observacién 3.3.2. Nétese que HH'(TA) es nilpotente si y solo si dimy(TA) es lo
menor posible, esto pasa si dimy(TA) = x(Qnp) + 1.

Corolario 3.3.3. Sea A = KQ/ (R) un dlgebra gentil con base el conjunto de caminos B
y tal que Q no contiene ciclos orientados. El dlgebra de Lie HH'(TA) es nilpotente si y
solo si no hay flechas b paralelas a un elemento o € B tal que b no es una flecha en las
relaciones de R y a # b.

Demostracion. Si @ no contiene ciclos orientados se cumplen los items 1, 2 y 3 del Teo-
rema 3.3.1. Ahora, nétese que para obtener la condicién 4 del Teorema 3.3.1 no se debe
cumplir el item 1 del Teorema 2.1.34. ]

Corolario 3.3.4. Sea A un dlgebra gentil. Si HH(TA) es nilpotente entonces HH'(TA)
es un dlgebra de Lie abeliana.
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Si el grafo de A es un 4rbol, entonces T'A es de tipo de representacién finita y HH'(TA)
es un dlgebra de Lie abeliana. Sin embargo el reciproco no es cierto, si HH(TA) es un
algebra de Lie nilpotente o incluso abeliana entonces A no es necesariamente de tipo de
representacién finita.

Ejemplo 3.3.5. Sea A el élgebra gentil con conjunto de relaciones R = {ba,db}, dada
por el siguiente carcaj y grafo de Brauer

€2 €2
27N, Oam® (D)
c el €4
el es €4
e-
d 3

Del Teorema 3.3.1 se obtiene que HH'(TA) = K @ K (b,b) es nilpotente, mientras que
T'A no es de tipo de representacién finita. Esto se sigue del hecho de que el grafo de Brauer
de T'A no es un arbol.

Teorema 3.3.6. Sean A un dlgebra gentil y A el dlgebra de grafos de Brauer isomorfa a
TA. Supongase que car(K) # 2. Entonces

1. HH'(A) es soluble o A es el dlgebra de Kronecker.
2. HH(A) es soluble o A es isomorfa a la extension trivial del dlgebra de Kronecker.

Noétese que si Aq es el dlgebra de Kronecker entonces T'A; = T'As donde Aj es el dlgebra
de Nakayama con radical cuadrado cero y con dos médulos simples. Los carcajes de estas
algebras son

ai
/\ bl
_—
el D) el , €2
\_/ b2
asz

Figura 3.2. El carcaj de la izquierda es el del dlgebra de Nakayama con radical cuadrado
cero y con dos médulos simples, tiene las relaciones ajaes = 0 = aga;. El carcaj de la
derecha es el del dlgebra de Kronecker.

Demostracion. 1. Si A es el dlgebra de Kronecker, entonces HH'(A) = K(b1,b2) @
K (b2,b1) @ K(b1,b1) con el siguiente cuadro de corchetes:

L= =1 [ (b)) | (b2,b1) [ (b1 k1) |

(b1, b2) 0 —2(b1,b1) | (b1,b2)
(bo,b1) || 2(b1,b1) 0 —(b2,b1)
(b1,b1) || —(b1,b2) (b2, b1) 0

Cuadro 3.5. Corchete para HH'(A) donde A es el dlgebra de Kronecker.

De ahi, (HH'(A))Y) = HH'(A). Ahora, si A no es el dlgebra de Kronecker y por
el Cuadro 3.1, no aparecen elementos de la forma (a,a) con a determinado por un
ciclo simple minimal en (HH'(A))M), luego (HH(A))® = 0.
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2. Si A es diferente del dlgebra de Kronecker y del algebra de Nakayama anterior,
entonces por el Cuadro 3.1 los elementos 15 y (a,a) con a determinado por un
ciclo simple minimal no aparecen en (HHl(TA))(l), por lo que (HHI(TA))(Z) =0.
Finalmente, si A es el algebra de Kronecker entonces (HH'(TA))M) = HH'(A)
que no es soluble. Ahora, nétese que las extensiones triviales de ambas algebras son
isomorfas, por lo cual no hace falta probar el otro caso.

RN

el —), €2

NS

as

Figura 3.3. Carcaj de la extensién trivial del algebra de Kronecker, tiene las relaciones
a1b1 - azbg, b1a1 — bQGQ, aibj, biaj, aibiai, bz-aibi, con i,j € {1,2} y j 7é 1.

O]

Sea Aj el dlgebra de Kronecker y Ao el dlgebra de Nakayama con 2 moédulos simples
y radical cuadrado cero. En el siguiente corolario se muestra que si car(K) # 2 entonces
la estructura de dlgebra de Lie de HH'(T A1) estd dada por gl(2, K). Es de notar que el
primer espacio de cohomologia del algebra de Nakayama es soluble, mientras que para el
algebra de Kronecker HH'(A1) no es soluble, aunque T'A; = TAs.

Corolario 3.3.7. Sea A un dlgebra gentil con car(K) # 2. El dlgebra de Lie HH'(TA) es
soluble 6 HHY(TA) = gl(2, K). La sequnda opcion se da si A es el dlgebra de Kronecker
o el dlgebra de Nakayama con 2 modulos simples y radical cuadrado cero.

Ademds, si A es el dlgebra de Kronecker entonces HHY(A) = sl(2,K) y si A es el

dlgebra de Nakayama con 2 médulos simples y radical cuadrado cero, entonces HH(A) =
K.

Demostracion. Si A es el dlgebra de Kronecker, considérese el isomorfismo entre HH?'(A)
y sl(2, K) dado por (by,b1) — %, (b1,b2) — f v (ba,b1) — e. Ahora, ya que Z(A) = K, se
obtiene que HH(TA) = K @ sl(2, K). O

Observacién 3.3.8. Si car(K) = 2, se sigue del Cuadro 3.5 que HH'(A) es soluble
también en el caso en que A es el dlgebra de Kronecker.
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Capitulo 4

HH"(A) de algebras gentiles con
n > 2

En este capitulo se calcula la cohomologia de Hochschild de algebras gentiles en grados
mayores que 1, recuérdese que el complejo de cocadena que se usa en esta tesis se da en
la Proposicién 2.1.4 y es el siguiente:

dO dl dnfl an
0 — K(Ty||B) — K(I1||B) — -+ —— K(T',||B) — - -

donde
d2n(7/7 OZ) = Z XB(ba)('% bOé) - Z XB(OZCL)(’)/, Oé(l),
y=by'€l2n11 y=v"a€l2nt1
") = Y xs (WW"Y)) (% 7(”"“)) :
YE 2 (n11)

Si A = KQ/I un algebra gentil e I el ideal generado por el conjunto de relaciones R,
entonces cada conjunto I', con n > 1 es

Fn:{anw-al\aiﬂaieR,ai€Q1,1§i<n—1}.

4.1. Identificando n-cociclos

En esta seccion se identifican los n-cociclos para n > 1. La siguiente proposicion es
una generalizacién de la Proposicién 2.1.9.

Proposicién 4.1.1. Sean A = KQ/I un dlgebra gentil, n > 2, (v,a) y (7, ') dos pares
paralelos en Ty —1||B, y p € Ty, con P £ 0. Vale la igualdad pO®) = pw’a, 81y solo si
se cumple alguna de las siguientes condiciones:

1. (770‘) = (P}/va/)'
2. a € Qq, y=90a,y =ad, p=ada, a =s(a), & =t(a) donde § €T\,_3 ya € Q1.

3. a ¢ Qo, v =9da, v =bd, p="bia, a =¢&a, o/ =b donded € T'_2, a,b € Q1 y
£eB.
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Demostracién. Supéngase que p(1:®) = p(V'%) con p = a,,...a;. Por la longitud de ~ resulta
que p = yaj 0 p = a7y y de forma similar p = v'a; 0 p = a,”'. Si p = ya; = a,7y entonces
p=a}yy=~=a""', dedonde a = s(a;) = o debido a que p"® # 0.

Siyar = p=n~a1y p # any, entonces v = v y a = /. Finalmente, si p = a,",
p=7a1y p+# vay, entonces a,y = v'ay, de donde v = da; y v/ = a,,0 con § € I';,_o. Hay
dos casos para a:

» si o € Qp entonces o' € Qo y a1 = ap. Por lo que v = day, ¥ = a1d, a = s(a1) y
o =t(ay),cond €Ty_9yas € Q.

» si a ¢ Qo entonces o ¢ @y ya que a,a = ’ay con aj,a, € Q. Asi, @ = €ay y
o =a,€ con € € B.

El reciproco es inmediato. ]

Definicion 4.1.2. Sea C un ciclo en I'y, con m > 1. Se dice que C = ayy,...a1 es un ciclo
completo si aia., estd en R, y C es un ciclo primitivo si no es una potencia no trivial
de otro ciclo.

Proposicién 4.1.3. Sean A = KQ/I un dlgebra gentil y n > 2. Si Y i ni(vi, a5) es un
elemento no nulo e irreducible de ker(d™) con m > 1, entonces se cumple alguna de las
siguientes afirmaciones:

1. m =2,y = da, v2 =b), a1 = €a, ag = b ym = (—=1)"n9, donde § € T')_1,
a,be@ yéebB.

2. m es la longitud de C, ~v; = Cf y a; = s(a;), con C = ap,...a1 un ciclo primitivo
completo, C; = Gjym—1...a;, k es tal que n = mk y n; = (—1)"n;+1 con n par o
car(K) = 2.

Demostracion. Sea Y ;" n;(7i, ;) un elemento no nulo e irreducible de ker(d™) con m,n >
1. Supéngase que (b;7y;, bi;) es un sumando de d"(~;, ;) y sea p = b;y;. Por la Proposi-
cién 4.1.1 existe j # i tal que bja; = p(13%) = aja;. Hay dos casos para o;.

1. Si oy ¢ Qo entonces v; = daj, v; = bid, oy = &a; y o = b€ Ast d"™ (i, ) =
(bibaj, bikay), d"(v;, a;) = (=1)" 1 (bibay, biay), mi = (—1)"n; y m = 2.

2. Si a; € Qo entonces b; = a;, v; = 6b;, vj = b0, a; = s(b;), oj = t(b;) y 7; es un ciclo
completo. De donde v; = Cf con C; un ciclo primitivo completo de longitud m y tal
que n = mk. Por consiguiente j =1 + 1,

d"(CF, s(b;)) = (:CF,b;) + (—1)"TH(CFb;_1,bi_1)

d*(CFy,5(big1)) = (big1Cliy, biga) + (=11 (B;CF, by).
En consecuencia
> oni(v ) = (i 4+ ()" M) (iCF, i) = 0
i=1 i=1

si y solo si m; + (—1)"';41 = 0 para cada i. Esto tltimo se cumple si y solo si
1; = (—1)"n;4+1 para cada 1 < i < m con n par o la caracteristica de K igual 2.

76



O]

Definicién 4.1.4. Sea v € T, se dice que v es maximal si no existe ¥ € ',y tal que
~ es un subcamino de 7' .

Lema 4.1.5. Sea A = KQ/I un dlgebra gentil con base el conjunto de caminos B. El par
paralelo (v, ) € T'p>2||B es un n-cociclo si y solo si una de las siguientes condiciones se
satisface:

1. v es mazximal.
2. v no es maximal y una de las siguientes se satisface:

i. vy =0ba y a = ba con a,b € Qq,

1. v=4da y a = (a, donde a € Q1 y no existe una flecha b tal que by € Ty 41,
1. v =00 y o =0b(, donde b € Q1, y no existe una flecha a tal que ya € T'p41,
w. y=0a ya=a, con§ un ciclo completo y a la ultima flecha de d,

v. y=a" ya = s(a), donde a es un bucle, y o bien n es par o bien la caracteristica
de K es 2.

Demostracion. Si (7, a) es un n-cociclo, entonces

(1))=Y (erea)+ (=)™ Y (re,a0) =0

cyeElp 41 ye€l' 41

Luego cada sumando se anula por si solo o se anulan entre si. Si cada sumando se anula
por si solo entonces (¢y,ca) =0y (ye, ac) = 0 para cada flecha c. Entonces, o bien v es
maximal y se obtiene el primer item o v no es maximal.

Si v no es maximal, existe solo una flecha ¢ tal que yc¢ € ', 11 0 solo una flecha ¢’ tal
que ¢y € T',, 11 por ser A gentil. Si solo ocurre el primer caso entonces ac = 0, lo que
implica que a ¢ Qo y asi, si & = Ca con ¢ € B, se cumple ac € R. Una vez més usando
que A es gentil se obtiene que v = da, lo que prueba el item ii. De forma similar, si solo
ocurre la segunda opcidén resulta el item 4ii. Si ocurren las dos, por el mismo razonamiento
de los casos anteriores se obtiene v = by’ = §"a, a« = b’ = ("a con ch,ac’ € Ry a ¢ Q.
Hay dos casos para «:

» si a ¢ Qq entonces v = bda y a = bla con a,b € @1, como en el item ¢,

= si @ € Q1 entonces ¥ = da, @« = a y d es un ciclo completo y a es la tltima flecha de
&, como en el item iv.

Por ultimo, si los sumandos no se anulan por si solos, entonces existe solo una flecha ¢ tal
que (¢, ca) + (—=1)" (v, ac’) = 0, por consiguiente ¢ es la tltima flecha de v y ¢ es la
primera de 7. Esto dice que ¢ = ¢ y v = ¢™. Usando el hecho de que A es gentil, a es s(c)
0 es ¢. Si & = ¢, entonces cada sumando es nulo, que no puede pasar por hipétesis. Asi,
a = s(c) y n es par o la caracteristica de K es 2.

El reciproco se obtiene debido a que los elementos son n-cociclos. O

Observacion 4.1.6. Ndtese que en el caso de los 1-cociclos de la forma (a,a) con a una
flecha que no aparece en las relaciones, es lo mismo que decir que a es mazimal.
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4.2. Una base de HH"(A) con n > 2

Recuérdese que (v, a) € I'p>2||(B\ Qo) con v # « es un atajo si v y a no tienen flechas
en comun, mientras que si tienen flechas en comin se denomina desviacién.

Proposicién 4.2.1. Sean A = KQ/I un dlgebra gentil con base de caminos B y n > 2.

Si (v,a) € T'y||B es un atajo con v mazximal, entonces la clase de (y,a) es un elemento
de la base de HH™(A).

Demostracion. Sea (7, «) un atajo con v maximal, entonces (y, &) no es un n-coborde ya
que no aparece como sumando de d"~1(v/, o) para cada (v',o’) € T',,_1||B. Esto se sigue
de la definicién de d"~! ya que los sumandos de d"~!(v/, ') son desviaciones. Luego (7, a)
no es un n-coborde, y por el Lema 4.1.5 el atajo (v, «) es un n-cociclo con n > 2. O

Observacién 4.2.2. La proposicion anterior también es cierta cuando n = 1.

Proposicién 4.2.3. Sean A = KQ/I un dlgebra gentil con base de caminos B yn > 1.
Si (v,a) € I'y||B es una desviacion con v maximal, y1 = a1 0 v, = o donde long(a) = t,
entonces (v, «) es un n-coborde.

Demostracion. Supéngase que (7, ) es una desviacion con v maximal y v = a1 0 v, = ay.
Nétese que v no es un ciclo pues de lo contrario o = s() y (7, «) no es una desviacién o
a =1y 7y es un ciclo completo (por lo tanto no maximal). Ahora, si vy =dy1 y o = (m
con § €T',_1y ¢ € B, entonces d"1(5,¢) = (—1)"(671,(71). De forma similar si v = 7,0
va=y,(condel,_1y(eb. O

Proposicién 4.2.4. Sean A = KQ/I un dlgebra gentil con base de caminos B y n > 2.
Si (v,a) € T'||B es una desviacion con v mazimal, v1 # a1 y Yn # o donde long(a) = t,
entonces la clase de (v, ) es un elemento de la base de HH™(A).

Demostracion. Sea (v, a) una desviacién con vy maximal, v1 # a1 y v, # 4. Entonces
(v, @) no aparece en ningun sumando de d"~1(y/, o) para cada (7, ') € I',_1||B, ya que
si (7, a") es un sumando de d"~!(7/,a/) entonces 7" y o tienen la primera y la tltima
flecha igual. Ahora, por Lema 4.1.5 el par paralelo (v, «) es un n-cocicle con n > 2. ]

Observacion 4.2.5. El enunciado de la proposicion anterior es vdlido sin = 1, es la
Proposicion 2.1.16.

Proposicién 4.2.6. Sea A = KQ/I un dlgebra gentil con base el conjunto de caminos B.
Los elementos en los items 2-i, 2-i1 y 2-1i1 del Lema 4.1.5 son n-cobordes.

Demostracion. Para el ftem 2-i considérese d"~!(da, (a), mientras que para los ftems 2-ii
y 2-iii considérese d"1(6, ¢). O

Definicion 4.2.7. En el conjunto de ciclos dirigidos del carcaj QQ considérese la relacion
de equivalencia mas pequena que contiene a la relacion

ap...A1 ~ QGp—1...0410p,.

La clase de un ciclo se denomina circuito y si el ciclo es completo (o primitivo) se dice
que el circuito es completo (o primitivo).
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Teorema 4.2.8. Sean A = KQ/I un dlgebra gentil con base el conjunto de caminos B y
n > 2. Las clases de los siguientes elementos en K (I'y||B) dan una base de HH™(A).

1. (y,@) con v es maximal y, o bien o € Qo o bien o € By,~o es tal que oy # y1 Y
O F Tn-

2. Por cada circuito completo primitivo con representante el ciclo C = ay,...a1 en L'y,

i. el elemento Y ", (Cz-k, s(ai)) con n par, k tal que mk =n y C; = aj1m_1...0;.
1. el par paralelo (ale,al) con n impar, k tal que km =n — 1 y donde Cy =
Aypy...A7 .

3. Ademds de los elementos anteriores, si car(K) = 2 para cada circuito completo
primitivo con representante el ciclo C = ap,...a1 en Iy,

i. el elemento Y ;" (C’f,s(ai)) donde n es impar, k es tal que mk =n y C; =
Ajtm—1---Aj -
1. el par paralelo (alC{“, al) con n par, k tal gque mk = n—1 y donde C1 = ap,...a1.

Demostracion. Si a € Qg en el item 1, por ser v maximal la pareja (v, a) es un n-cociclo,
y por ser o un vértice (7, @) no es un n-coborde. Por otro lado, si a ¢ Qg en el item 1,
son los atajos y las desviaciones de las Proposiciones 4.2.1 y 4.2.4, respectivamente.

Los items 2-i y 3-¢ son una consecuencia directa de la Proposicién 4.1.3 si C no es
una potencia de un bucle, ya que Y ;- (Czk , s(ai)) no es un n-coborde por definicién del
diferencial d. Mientras que si C' es una potencia de un bucle se obtiene por el item 2-
v del Lema 4.1.5. Para los ftems 2-ii y 3-ii considérese d"~(C¥, s(a;)) = (a;CF, a;) +
(=1)™(@i-1Cf 1, ai-1):

= si C es un bucle, entonces d"~!(a" "1, s(a)) = (1 + (—=1)")(a", a), por lo que si n es
impar la clase de (a™,a) es un elemento de la base de HH"™(A). De forma similar si
n es par y car(K) = 2.

» si C no es un bucle, entonces en HH™(A) estd la relacién
(aiCf,ai) + (=1)"(ai1Cf 1, ai1) = 0,

que da elementos no nulos en HH"(A) siempre que n es impar, 0 n es par pero con
car(K) = 2.

Finalmente, ndtese que no hay mas elementos en la base de HH™(A) por las Proposicio-
nes 4.1.3 y 4.2.6, y Lema 4.1.5. O

Observacién 4.2.9. Si a € Qo en el item 1, entonces valg(a) = 2 por ser A un dlgebra
gentil.

Observacion 4.2.10. Sin = 1 en el teorema anterior, solo hay una parte de los elementos
de la base de la cohomologia, pues faltan los elementos diagonales (ver Teorema 2.1.34).

4.3. Codificacién de HH"(A) en el grafo de ribbon de A

Aligual que en la Seccién 2.4 del Capitulo 2 se muestra como se codifica la cohomologia
de Hochschild de dlgebras gentiles en el grafo de ribbon.
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4.3.1. Atajos, ciclos y circuitos

Si (y,«) es un atajo con v maximal, por ser A un &lgebra gentil el camino « es un
camino maximal en A, por lo tanto hay un vértice en el grafo de ribbon con etiqueta «.
Por otro lado, como v € I';,, hay un camino descripto por = en el grafo de ribbon que
cambia de orden ciclico cada vez que llega a una arista, por lo que resulta la siguiente
configuracién local:

Figura 4.1. Configuracién local en el grafo de ribbon marcado de un atajo (vy,a) que
determina un elemento en la base de HH™(A), donde v € '), y a = ay...a; € B. Las x de
la parte izquierda pueden estar entre los bordes, pero no pueden estar dentro del ciclo.

Sea v = ay...a; un ciclo tal que valg(s(a1)) = 2, a;y1a; € R para cada 1 < i < n
y aian € B, lo que dice que la clase de (v, s(y)) es un elemento de la base de HH"(A)
(ver item 1 del Teorema 4.2.8). Si 1 < i < n, entonces cada flecha a; es una flecha de un
orden ciclico diferente y ajas aparecen en un camino maximal de B, localmente el grafo
de ribbon marcado tiene un ciclo como el siguiente:

Figura 4.2. Esto corresponde a un ciclo v = ay...a1 € I'y, con aja, € B, valg(e) = 2y
e = s(a). Esta clase de ciclos da elementos en la base de HH™(A) como en el Teorema 4.2.8,
donde las marcas x deben estar todas en el mismo sector.

Si C' = ap,...aq es un ciclo completo primitivo, entonces a;a;—1 € R para cada i, lo que
dice que cada flecha a; es una flecha de un orden ciclico diferente, localmente el grafo de
ribbon marcado tiene un ciclo como el siguiente:
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Figura 4.3. Esto corresponde a un ciclo completo minimal o = a,,...a1, esta clase de ciclos
da elementos en la base como en el Teorema 4.2.8 donde las marcas x deben estar todas
en el mismo sector.

Ejemplo 4.3.1. Sea A el dlgebra gentil determinada por el siguiente grafo de ribbon
marcado:

la configuracion de la Figura 4.1 aparece en la parte izquierda, de donde el par paralelo
(cac1,d) es un elemento de la base de HH?(A); la parte derecha corresponde a la confi-
guracion de la Figura 4.3 con m = 2, por lo que ((aza1)*,e1) + ((a1a2)*, e2) aparece en
la base de HH?*(A) con k > 1, y (a1(aza1)¥,a1) es el elemento que genera a HH*(A)
con k > 1. De lo anterior se obtiene

HH2(A) = K(Cgcl, d) D K (((agal)k, 61) + ((alag)k, 62)) 5
HH?* 1 (A) = K ((a1(aza1)¥,a1)) si k> 1,
HH2I€(A) = K (((agal)k,el) + ((alag)k,eg)) si k > 2.

Nétese también que HHO(A) = K y HH'(A) = K(a1,a1) ® K(c1,¢1).

Lo anterior se puede corroborar con el carcaj Qp del dlgebra A.

a d
€1 €2 €3 €4 €5
\_/ b C1 C2
az

Figura 4.4. Carcaj Q4.

4.3.2. Desviaciones

Ejemplo 4.3.2. Considérese el dlgebra A = KQ/I dado por el siguiente carcaj
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as
€8 —> €9

€7
a1 a2 as
a4 ae /\
er €2 es €5 €6
bl / bg / as / a7 / b3

€4

con I el ideal generado por el conjunto R = {bab1, asbe, aras,bsay, asas}. El par paralelo
(bsarasgbaby, agaragasasasasar) es una desviacion con a; # by y ag # bs. Asi, la clase
de esa desviacion en HH°(A) es no nula por la Proposicién 4.2.4. Ademds ndtese que
bsarasbaby es un camino maximal en I y que hay tres ciclos no dirigidos en el grafo, estos
estdn determinados por los atajos (babi,azai), (bs,ag) y el ciclo (agasas, eq).

El camino o = agaragasasazasay es un camino mazximal en B, por lo que en el grafo
de ribbon existe un vértice con etiqueta «. Ahora, los dos atajos y el ciclo anterior se
corresponden con las siguientes configuraciones locales:

O
by ba
O O
Q O
O
a1\ 5/ ag
N\
x x x

Ahora, los atajos se conectan por medio de las flechas as y a7, lo que da lugar al
siguiente grafo de ribbon marcado pegando de forma correcta los grafos anteriores sobre el
vértice o:

En general, si (v,«a) € I',||B es una desviacién con v = by,...by, @ = ay...a1, by a1y
¢n, # ay. Por las condiciones, 7 es un camino maximal en I, a es un camino maximal en B
y valg(s(ar)),valg(t(ar)) < 3, ademds los caminos v y « se pueden escribir como ... 71
y ag...a1, donde (7, ;) es o bien un atajo, o bien un par paralelo con «; un ciclo en B
o bien un elemento diagonal. Finalmente, (y1, 1) y (7, @x) no son elementos diagonales,
y si (7i, ;) es un atajo o «; es un ciclo, entonces (v;4+1,®;+1) es un elemento diagonal
para i < k — 1. De lo anterior resulta que localmente el grafo de ribbon marcado tiene la
siguiente forma:
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Figura 4.5. Configuracién local correspondiente a una desviacién (7, ), con v = Yg...71,
a = Q..o Y = b?...b} vy oo = aii...a%. Cada par paralelo (;, «;) es tal que: o bien es un
atajo, o bien ¢; es un ciclo, o bien es un elemento diagonal. Cada ciclo en el grafo puede
tener o no vértices sobre el borde dependiendo de si estd determinado por un atajo o un
ciclo, ademés, hay tantos ciclos como ciclos (no dirigidos) en la desviacién.

4.4. Corchete de Gerstenhaber de la cohomologia de Hochs-
child de algebras gentiles

Del Capitulo 3 se sabe cual es la descripcién de los corchetes [HHC(A), HH(A)] y
[HH'(A), HH'(A)]. En esta seccion se calcula [HH®(A), HH™(A)], [HH*(A), HH"(A)] y
[HH™(A), HH™(A)] con n,m > 1. Se usa el producto cup y una versién del corchete de
Gerstenhaber dada por Negron y Witherspoon en [30].

4.4.1. Producto cup

Para calcular el producto cup se usan los morfismos de comparacién entre la resolucién
de Bardzell R y la resolucién Bar B dados por Maria Julia Redondo y Lucrecia Roméan en
[32]. Se definen los morfismos de comparacién para algebras monomiales cuadréticas de la
siguiente manera:

G:B—R y F:R—DB

donde
G, : A®n+2 — A|KT,|A
dco el sin=0,
1Ra,® Qo ®1 — i€Qo .
" ! { Qi1 ® ;@ ai—1--ap sin =1
Sia1:a,lnl---a%,an:aﬁm---a?,ai:aiparal<i<n—1ya’fan,1---a2a}mEFny

n > 1, entonces
n n n 1 1 1
G(l1®a,® - @a1®1)=ay, a6y ®ay 1020, @y, 1 0],
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de lo contrario G, (1 ® a, @ -+ - a3 ® 1) =0.

F,: A|K[,|A — A®n+2
a1 e®1 sin=0ya=e
1Ra,®--- a1 ®1 sia=ay,---a1yn>0.

Los morfismos de comparacién inducen los siguientes morfismos lineales:

= Sin=1,
F;: Homg(A, A) —  K(Q1]|B)
f:A— A = Y (a,0)€0q ||B Aaala; @)
E — ZQGB Ag’aa
Gi: K(Q1]|B) — Hompg (A, A)
(a, Oé) — f(a,a) tA— A
£ — g(®0)
= Sin>1,
f: A" 5 A — Z(y,a)GFnHB Aan®...0a1,a(7, @)

€ ZO[EB )\g’aa
donde v = ay,...a;.

G, : K([,||B) — Homg(A%" A)

('77 Oé) — f('y,a)
donde
o sy SHO = anan_i..azar € Iy,
fray(an®. . @a) =7 " Uoap=ahan y 0 = a1,

0 en otro caso.

Ahora, si (v,a) € Tp|[By (7/,¢/) € Ty||B, de la definicién de los morfismos lineales F y
G resulta

F(G(v,a) — G(¢/,a")) = (v7/,a0a’).
Por lo que el producto cup entre (v, ) y (7', ') estd definido por
(7, 0) = (7, &) = (7, ad)

siempre que 7y € I'jpan vy @d’ € A, en otro caso es cero.

4.4.2. Estructura de Gerstenhaber

Recuérdese que la resolucién proyectiva minimal R de A como A-bimdédulo dada por
Bardzell es

R: oo A|KTo|A 2% AIKT, 1A — -+ — A|KTy|A 25 A|KT|A.
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De la aumentacién bg : R — A de la resolucién R se construyen
by ®Rpidy : RRINR — AR R, idaR@abg: RINR — R A

donde RRAA y A®AR se definen de forma usual. Por los isomorfismos naturales A@ R =
RERRpAseveaby®pidy yaidy®ybgde ROAR en R. Ademds, por ser RRAR y R
resoluciones A®-proyectivas de A y ya que las dos funciones conmutan con la aumentacién,
las dos funciones son homotopicas.

Lema 4.4.1. Ezxiste una homotopia de contraccion A€-lineal ¢ : RRAR — R de by@pidp
a idpy ®p by tal que para u,v caminos en I, a = a;...a1 € B un camino de longitud [ y tal
que uav es un camino, entonces

l .
i al...ai+1|ai|ai,1...a1 s10 < l,
: 1la®a 11 — 2i=1
%o @l { 0 en otro caso.
ay...azlayv|1 st a1v € I'ngq vy u € Qo,

(—1)‘“| 1uaw|1 siuav € I'yyr y u,v € Qo,
(_1)|u| luai|aj—1...a1  siua; € Tpp1 y v € Qo,
0 en otro caso.

On s 1ula®@p 1]l —

Con esta homotopia y el resultado de C. Negron y S. Witherspoon en [30] se calcula
el corchete de Gerstenhaber en HH*®(A) para algebras gentiles. El operador bilineal

[f,gle =fosg— (=) UE=D (el =D g og f
en Hompe (R, A) es sobre HH®(A) el corchete de Gerstenhaber [30, Theorem 3.2.5], donde
el producto f o4 g se define por

(Fog g)(w) =Y _(—1)Elf(p(w) @4 glwa) @A ws)),
con wi, we y wz dados por la evaluacién de w en la funciéon (A®pid)oA : R — ROARRAR
y A la aplicacién diagonal definida por

n

A(llay ...a1]1) = (Uan ... ai1]1) ®4 (La; . .. a1]1).
=1

En lo que queda de este capitulo se identifican los pares paralelos (v, a) € T',||B con
fy,0) € Homp_A(A|KTy|A,A) = Hompe(A[KT,|A, A) donde f(, ) (1]7[1) = « siempre
que 7 =7, y cero en cualquier otro caso. Ademads, se denota por R, a A|KT,|A.

Corchete entre HH(A) y HH™(A) con n > 1

Proposicién 4.4.2. Sea A = KQ/I un dlgebra gentil. Si x es un elemento de la base de
HH"™(A) conn > 2, entonces

Z (e,e),z| =0.

e€Qo
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Demostracion. Sean f; = fs- o (ee) €N Hompe(Ro,A) v fo = f, en Hompe (R, A). Es
e 0 ?

claro que f; oy fo y fz 04 f1 tienen dominio A|KT,_1|A, el dominio de f; es A|KTy|A y el

de f2 es A|KFn|A, luego fl O¢ f2 == f2 O¢ fl =0. ]

Observacioén 4.4.3. La proposicion anterior se puede probar sin usar morfismos de com-
paracion, a partir de que el termino de la izquierda representa el 1 del dlgebra de cohomo-
logia, y usando que el corchete es una derivacion graduada en cada variable.

Proposicién 4.4.4. Sean A = KQ/I un dlgebra gentil, o un ciclo en B con valg(s(a)) =
2y (v,d) en la base de HH™(A) conn > 2. Si v € T, es mazimal en el sentido de la
Definicion 4.1.4, entonces

[(s(a), @), (7', @)] = 0.

Demostracion. Sean fi = f44),a) en Hompe(Ro, A) y f2 = {1 o) en Hompe(Ry, A). Si
« es una potencia de un bucle, por la igualdad valg(s(e)) = 2 y por ser 4/ maximal, se
obtiene fi oy fy = f3 04 f; = 0. Si @ no es una potencia de un bucle, entonces f; oy fo = 0
debido a que el dominio de fa es A|KT,|A. Por otro lado, si v € T',,_1 es tal que s(a) es
un vértice en v y o = qy...a1, entonces v = yas(a)y; y

P(Lzlt @a fi(1s(@)[1) @ 1nl1) = ¢(1]yall ©x a@a 1n|l)

aj...azla;yi|1 siaryr € Tny 2 = t(a)
=< (D) M yala_1...a1 siya €Thy 11 = s(a)
0 en otro caso.

De la igualdad anterior se obtiene que fy o4f; = 0 ya que I > 2y ¢ es un camino maximal
en B5. O

Proposicién 4.4.5. Sean A = KQ/I un dlgebra gentil y o un ciclo en B con valg(s(a)) =
2. Si la clase de Y (CF,e;) es un elemento de la base de HH™(A) conn > 1, C un circuito
completo primitivo y k > 1, entonces

1 . )
N (", s(a)) sia=C esun bucle yn es impar (car(K) = 2),
[(S(Q),a),Z(Ci ’62)} - { 0 en otro caso.

Demostracion. Sean fi = f(5(4) o) en Hompe(Ro, A) y f2 = fs~(ck ;) €n Hompe (Rn,A). Es
claro que f; o4 f = 0 debido al grado del dominio de fa. Ahora, si o es un bucle y C' = «,
entonces

f2(¢(Lla" " 1 @4 fi (1s(@)[1) @4 1]a’[1))

fa(¢ (l\a(” D1 ®p a®, 1]af(1))
(— )" 1= Zf2(1’04n|1)
( 1) n—1—1 S(OJ)

Z?;ol(_1)(n_1_i)(n+1)5(a)
{ ns(a) sin es impar,

0 si n es par.

(f2 0 f1)(1]a™ 1)

Luego

"=1 s(a)) sia esun bucle, n es impar y car(K)=2,

[(s(a), @), (", s(a))] = { @ 0 si n es par.
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Finalmente, si o no es un bucle, sea v € T',,_1 tal que s(a) aparece en -y, entonces
a=a...a;conl>2 v=mys(a)ny

P(L2[t @a fi(1s(@)[1) @A 1nl1) = ¢(1]y2ll ©x a @a 1n|l)

aj...aza;yi|1 sty €Iy 72 = ta),
=< (=D M 1yea|a_1...a1 siyea €T,y 11 = s(a),
0 en otro caso.

Ahora, si C’f = ~va; para algtn ¢, entonces la primera flecha de C; es a; y la segunda es a;
debido a que A es un dlgebra gentil. Si se escribe CF como daya;, se obtiene

fa 20 f; = f(al6,al...a2) + (_l)n_lf

(dar,a;—1...a1)"

que es un (n — 1)-coborde por la Proposicién 4.1.3. De lo anterior resulta que [fi,f3] =0
si & no es un bucle. O

Corolario 4.4.6. Sean A = KQ/I un dlgebra gentil y o un ciclo en B con valg(s(a)) = 2.
Si la clase de (aC¥,a) es un elemento de la base de HH™(A) con n > 1, C un circuito
completo primitivo y k > 1, entonces
k _f —(a"la) siC=a=a esun bucle yn es impar,
(s(e), @), (aC ,a)] N { 0 en otro caso.

Demostracion. Sean f = f(y(q)4) en Hompe(Ro,A), g1 = f(gnq) en Hompe(Rp, A), g1 =
f(a,a) en Hompe(R1, A), g2 = f(4n-1 4(a)) en Hompe(Ry—1,A) y con a un bucle. Usando la
identidad de Poisson se obtiene lo siguiente:

[fa g] = fa g1~ g2]

_(_1)(\f|71)(|g1vgzlfl)[g1 — g, f]

_(_1)(n—1) ([gl’f] — gy + (_1)\g1\(lf|—1)gl _ [gz’f])
= (=1)"([g1,f] — g2 — g1 — [g2,1])-

Si n es impar, entonces

[f,e] = —([g1,f] — g2 —g1 — [g2,])
= —[g1,f] — g
—f— g

- _f(anfl,a)‘

Si n es par, entonces car(K) =2y

[f.g] = [g1,f] — g2+ 81— [g2,]
f— g2+ 81— fan-24a)
f(an717a) + f(anfl,a)

= 0.

En resumen, el corchete entre HH®(A) y HH™(A) con n > 1 es el siguiente
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HH"™(A)

‘ ‘ , 7/ maximal ‘ Y (C e;) ‘ (a'Ck,a’)
(@™, 5(a) si a = C' es un bucle —(a"1,a) sia= C es un bucle
HHO(A) 0 n es impar y car(K) = 2, y n es impar,
0 en otro caso. 0 si n es par.
| | Zecqy(©©) | 0 | 0 | 0 |

Cuadro 4.1. Corchete entre HH°(A) y HH™(A).

Corchete entre HH'(A) y HH"(A) con n > 1

Proposicién 4.4.7. Sean A = KQ/I un dlgebra gentil, (a,a) un elemento de la base de
HHY(A) y (7/,a') en la base de HH™(A) conn > 2. Sia y~' son mazimales en el sentido
de la Definicion 4.1.4 y a # « entonces

[(CL, O‘)’ (7/7 O/)] = 0.

Demostracion. Sean fi = f(, ) en Homye (Ri,A) y fo = f(y ary en Hompe (Rn, A). Por ser
a maximal resulta fy o4 f; = 0, ya que fy 04 f1 tiene grado mayor que 1 y a es maximal. Por
otro lado, si o/ = @;...a; entonces

(f1 0g f2) (17/|1) = f1(d(1]1 ®p &’ ®4 1[1)) (Zaz Giyr|ailai—y.. a1)

Si a aparece en &/ y | > 1 entonces o/(*® = ( por ser A un algebra gentil, mientras que
sil =1y a=a entonces (f og f2)(1]7/[1) = f(1/4) ¥ en este caso la primera flecha (y
dltima) de « es igual a la primera (y dltima resp.) de +'. Como la clase de (7', a) es cero
en HH"™(A) obtenemos que [(a,a), (7/,a')] = 0. O

Proposicién 4.4.8. Sea A = KQ/I un dlgebra gentil. Si la clase de (a, ) es un elemento
de la base de HHY(A) con a # a y a mazimal en el sentido de la Definicion 4.1.4, y
si Y .(CF e;) es un elemento de la base de HH™(A) con n > 1, C un circuito completo

primitivo y k > 1, entonces
[(a, a),Z(Cf,ei)] =0.

Demostracion. Consideremos f(q o) en Hompe(R1,A) y fZ(C?“,e,L-) en Hompe(R,, A). D
forma similar a la proposicién anterior se obtiene que fZ(C‘“, e;) O f(a,a) = 0. Por otro lado,

debido a que fZ(Ck,ei)(HCﬂl) = ej, resulta f( o) 0 5~k o,y = 0 O

Corolario 4.4.9. Sea A = KQ/I un dlgebra gentil. Si la clase de (a,«) es un elemento
de la base de HH'(A) con a # o y a mazimal en el sentido de la Definicion 4.1.4, y si
(a'C*,a") es un elemento de la base de HH™(A) conn > 1, C un ciclo completo primitivo
y k > 1, entonces

[(a, o), (d'C*, a’)} =0.

Demostracidn. Sean f = {4 o) en Hompe(R1,A), g = f(gck o) en Hompe(Ry, A), g1 =
f(ar,ary en Hompe(R1,A) v g2 = f5~ck .,y en Hompe(Ry—1,A). Usando la identidad de
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Poisson se obtiene lo siguiente:

[fvg] = [fvgl ~ g?]
= _(_1)(|f\—1)(|g1vgz|—1)[g1 — g, f]
= —[g1 — g,f]
= —(lg1, 1] — g2 + (-1)l&llfI=Dgy — [gy f])
= —([g1,f] — g2)
=0

La tltima igualdad es debido a que (v,B) — (Ci,e;) # 0 siysolosi(v,8) = (C’g,ei) 0
(7,8) = (¢iC}, ¢;) donde ¢; es la primera flecha de C; y j € Ny. O

Proposicién 4.4.10. Sean A = KQ/I un dlgebra gentil, (a,a) € HH'(A) dado por un

ciclo simple minimal, (y,c«) en HH™(A) con v mazimal en el sentido de la Definicion
4.1.4 yn > 2. Entonces,

[(a,a), (v, )] = dega (v, @) - (7, @),

donde deg, (7, ) es el numero de veces que aparece a en o menos el nimero de veces que
aparece a en 7.

Demostracion. Sean f = f(, 4 en Hompe(R1,A) y fa = f(, o) en Homp< (R, A). Recuér-
dese que [f1, fa] = f1 04 fo— fa04 fi. Es claro que fj o, fa y fa 04 1 son cero si a no aparece
en v o a. Ahora, si a aparece en o entonces fi o4 fa = f3, mientras que si a aparece en vy
se obtiene f3 o4 f; = f5. De lo anterior se concluye que

[(CL, CL), (% a)] = dega(’Y7 Oé) : (’Y: Oé).
O
Proposicién 4.4.11. Sean A = KQ/I un dlgebra gentil, (a,a) € HH'(A) dado por un

ciclo simple minimal, ) (C7,e;) en HH"(A) con C un circuito completo primitivo, n > 2
yr € {1,2} dependiendo de car(K) y de la paridad de n . Entonces,

[(a,a),z (Cf,ei)} = { —r>_(C},e;) sia aparece en C

0 en otro caso.

Demostracion. Sean fi = f(,4) en Hompe(R1,A) y f2 = fZ(CT e;) on Hompe (R, A), en-
tonces fi o4 fa es cero ya que fa(w) o es cero o es un vértice. Por otro lado, si a es una
flecha de C; entonces (f2 o4 f1)(C7T) = re; para cada j, mientras que si a no es una flecha
en C entonces fz o4 f; = 0, de ahi, por ser f; de grado uno, resulta

—rfs  si a aparece en C
[fb fQ] —
0 en otro caso.
O

Corolario 4.4.12. Sean A = KQ/I un dlgebra gentil, (a,a) € HH*(A) dado por un ciclo
simple minimal y (C’Zk,ei) en HH™(A) con C un circuito completo primitivo, k > 1 y
n > 2. Entonces,

[(a,a),z (ijeiﬂ — { k> gcik,@i) si a aparece en C

en otro caso.
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Demostracion. Sean f = f, ;) en Hompe(R1,A) y g; = fZ ) en Hompe(R,A) con

(Cgr,eq;
r € {1,2} dependiendo de car(K) y de la paridad de n, y jr < k. Si a no es una flecha de
C se obtiene que el corchete es cero. Por otro lado, usando induccién sobre j y la identidad

de Poisson se obtienen las siguientes igualdades:

f,gi] = _(_1)(\f|*1)(\gj|*1)[gj,f]

—lg1 — gj-1,f]

= —([g1.f] — gj—1 + (-1)lellf=Dgy — [g; 4. f])

_ (_(_1)(\g1|*1)(\f\*1)[f7gl] —gji1— (_1)(|gj71|*1)(‘f‘*1)g1 _ [f7gj_1])
f,e1] — gj—1+eg1 — [f,g1]

—rg1 — gj—1+8g1 — (—r(j — 1)gj—1)

= —rg; —(J—Drg,

= —Jrgj.

O]

Corolario 4.4.13. Sean A = KQ/I un dlgebra gentil, (a,a) € HH'(A) dado por un ciclo
simple minimal y (bC*,b) en HH™(A) con C un ciclo completo primitivo, k > 1 y n > 2.
Entonces,

k _ —k(bC*,b)  sia aparece en C
(a,), (bC ’b)] N { 0 en otro caso.

Demostracion. Sean f = f(, ,) y g1 = f(35) morfismos en Hompe(R1,A), y g2 = fz(ck )

en Hompe(Rp—1,A). Si a no aparece en C' el corchete [f,g — h] = 0. Por el contrario, si a
aparece en C', supéngase que a = b, entonces

[fog1 —go] = —(=1)WI-Dlsr=8i"g; — g, f]

—[g1 — g2, 1]

= ([g1.f] = g2+ (-1)lUNDg; — [gy £])
_ (0 - gy — (_1)(\g2|—1)(\f|—1)g1 — [fng])
g1 — [f, g2]

g1 — (—kg2)

= k(g1 —g2)

y (a,a) — > (C’f,ei) = (aC*,a). O

Proposicién 4.4.14. Sea A = KQ/I un dlgebra gentil con car(K) = 2. Si a es un bucle
y la clase de (y, ) es un elemento de la base de HH™(A) con v maximal en el sentido de
la Definicion 4.1.4 yn > 2. Entonces,

[(a,s(a)), (v,a)] = 0.

Demostracion. Sean f; = f, 4,)) en Hompe(R1,A) y f5 = f(y,a) en Hompe (R, A). Se
cumple a(®5(@) = ( por ser A gentil, luego f; o4 fa = 0. Mientras que fs o4 f; = 0 debido a
que f; cambia la flecha a por un vértice. ]

Proposicién 4.4.15. Sea A = KQ/I un dlgebra gentil con car(K) = 2. Si a es un bucle
y la clase de ) (C’f, ei) es un elemento de la base de HH™(A) con C un circuito completo
primitivo, k > 1 yn > 2. Entonces

{(a,s(a)), Z (C’f,el)] =0.
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Demostracion. Sean fi = f(q 4(q)) en Hompe(R1, A) y f2 = fz(ck e;) on Hompe (R, A). Se
verifica que f1 oy fa y f2 04 f1 son cero ya que la imagen de f; y f3 estd en Qo. ]

Corolario 4.4.16. Sea A = KQ/I un dlgebra gentil con car(K) = 2. Si a es un bucle y
la clase de (bCk, b) es un elemento de la base de HH™(A) con C' un circuito completo
primitivo, k > 1 yn > 2. Entonces

[(a 5(a)), (bC*, )] = { (@, 5(a)) sia=C (a=b).

0 en otro caso.

Demostracidn. Sean f = f(4 s(4)) en Hompe (R, A), g = fpcon p) en Hompe (R, A), g1 = )
en Hompe(R1,A) y g2 = fz(cfv o) € Hompe(R,—1,A). Si a no aparece en C' el corchete

[f,g — h] = 0. Por el contrario, si a aparece en C, entonces C' = a y a = b, de donde

(a ,ei) sia=d =C,
0 otro caso.

8] = [fg

e e, g, g

= —[g1— g2, f]

= —(ler, 1] — g2+ (-1)lUI" gy — [g5.£])

= fan s

O
A continuacién la tabla del corchete entre HH'(A) y HH™(A) con n > 1:
| -] | HH"™(A) |
‘ ‘ , 7' maximal ‘ Z(C}",e]) ‘ (a'C*,a") ‘
‘ ‘ (a, a) atajo ‘ 0 ‘ 0 ‘ 0 ‘
‘ ‘ (a, ) desviacién via a ‘ 0 0 ‘ 0 ‘
a,a), a en un ciclo - k e;) sia aparece en —k(a/C*,a’) si a aparece en

‘ HIA) ‘ : éin);ple rninimadl dega(v', /) - (7', o) kZ(C]’ /) (S)trochaZ(fce oo ‘ " C otro claso “ ‘

(a, €;) si car(K) =2 0 ‘ 0

Cuadro 4.2. Corchete entre [HH'(A), HH™(A)].

Corchete entre HH"(A) y HH™(A) con n,m > 1

Proposicién 4.4.17. Sean A = KQ/I un dlgebra gentil, (v,a) y (7, &') pares paralelos
con v y v mazximales en el sentido de la Definicion 4.1.4 y tales que sus clases son
elementos de la base de HH™(A) y HH™(A) respectivamente, con n,m > 1. Entonces

[(’Y) Oé), (’7/7 O/)] = 0.

Demostracion. Sean f; = f(, o) en Hompe(Ry, A), f2 = f(s o1y en Hompe (R, A). Ya que
vy 7/ son maximales, y los grados de fj o4 fa y fi o4 f son iguales a n +m — 1, que es
mayor que n y m, entonces [f,fs] = 0. O

Proposicién 4.4.18. Sean A = KQ/I un dlgebra gentil, (v,a) un par paralelo con ~y
mazimal y tal que su clase es un elemento de la base de HH™(A) conn > 1, y 3 (CF,e;)
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con C' un circuito completo primitivo, k > 1 y tal que su clase es un elemento de la base
de HH™(A) con m > 1. Entonces

[(77 a), Z(C@ka ei):| =0

Demostracion. La demostracion es similar a la anterior, se obtiene por la maximalidad de
~ y del hecho de que n y m son mayores que 1. O

Corolario 4.4.19. Sean A = KQ/I un dlgebra gentil, (v, ) un par paralelo con v ma-
ximal en el sentido de la Definicion 4.1.4 y tal que su clase es un elemento de la base de
HH™(A) conn>1,y (aC*, a) con C un ciclo completo primitivo, k > 1 y tal que su clase
es un elemento de la base de HH"™(A) con m > 1. Entonces

(v, @), (aC*,a)] =0

Demostracion. Sean f = f(, oy en Hompe(Rn, A), g1 = f(qq) en Hompe(R1,A) y g
fE(Cf,ei) en Hompe(R.m—1,A). Ya que f — go = 0 por ser v maximal, y [f,g2] =0 p
proposicién anterior, se obtiene lo deseado. O

Proposicién 4.4.20. Sea A = KQ/I un dlgebra gentil. Si las clases de los elementos
S (CFe) y Z(D;“l, ej) estdn en la base HH™(A) y HH™(A) respectivamente, con n,m >
1, donde C' y D son circuitos completos primitivos, entonces

> () X (DF )] =0

Demostracion. Si C' # D el corchete es 0 ya que no hay un camino entre C'y D en I. Asi,
considere C' = D. Por la identidad de Poisson es suficiente calcular [ (C7,e;), > (CF, €;)]
con r € {1,2} dependiendo de car(K) y de la paridad de n. El producto fZ( e;) ©0

fZ(C{ﬁi) es cero ya que fz(czr’ei)(HCj 11) =e; € Qo. O
Corolario 4.4.21. Sean A = KQ/I un dlgebra gentil, (aC’k, a) Uy (Df/, ei) elementos

de la base de HH™(A) y HH™(A) respectivamente, con n,m > 1, donde C' y D son ciclos
completos primitivos. Entonces

[(a0k7a> > (Df’,ei)] _ { K- (Cerk”ei) siC =D,

0 en otro caso.

Demostracion. Sean f; = f(,,) en Hompe(R1,A), fa = fZ( ) en Hompe(Rp—1,A) y

k
Ci €0

g = fZ(D’?/ ;) en Hompe(R,,, A) con a una flecha en C. Si C # D el corchete [f; — f3, g]
] 3

es cero. De lo contrario, si C' = D entonces

[ — f,g] = [f1,g] — fo+ (~1)MEDE — [fy, ]
- [flag] ~ f2
= K. g~ fQ

y X (Che) = X (CF ) = X (CFex). =
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Corolario 4.4.22. Sean A = KQ/I un dlgebra gentil, (aCk, a) Y (ka,, b) elementos de

la base de HH™(A) y HH™(A) respectivamente, con n,m > 1 y donde C y D son ciclos
completos primitivos. Entonces

[(ack’@ : (bD’“',b)} _ { ((—1)(k+k’)mk _ k’) (ack-l-k’?a) siC=D,

0 en otro caso.

Demostracion. Sean f; = f(,,) en Hompe(R1,A), f2 = fz(ck e;) € Hompe(Rp—1,A),

g1 = fpp) en Hompe(R1,A) y g2 = fZ(D’?’ ;) en Hompe(Rp—1,A). Si C # D entonces
J b

[f; — f2,81 — go] = 0. Ahora, si C = D € I',,, entonces

[f1 — fo,81 — g2] = I[f1,81 — go] — fo+ (1)l (sr—e2l=0f  [fy ) — gy

+(—1)(lsr—g2l=Df (_(_1)(Ig1vg2|—1)(|f2|—1)[g1 — g2,15)
—K gl — gy fy — (_1)(|glvg2|*1)|f2|<_k) ey gy
—k ) oy o gy (D) FHRIME )y gy
((—1)<k+k’>mk - k’) f1 — fy — go.

vy (a,a) — 3 (CFe;) — 2 <Cz-kl, ei> = (aC’k*k/, a). O

Lo anterior se resume en la siguiente tabla.

\ ] \ HH™(A)
‘ ‘ (7, ), 9/ maximal ‘ E(D;?",e]) ‘ (D", d)
(aCk.a) 0 -1 () sic=D, ((=)®+9mps — 1) (aC**¥ ) si C =D,
HH™(A 7 0 en otro caso. 0 en otro caso.
T ke 0 | ;
| \ \

\
‘ (cv,7), v maximal 0

Cuadro 4.3. Corchete entre HH™(A) y HH™(A) con n,m > 1.
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Capitulo 5

Primer espacio de la cohomologia
de Hochschild de la extensién
trivial de algebras monomiales
cuadraticas

5.1. Cohomologia de Hochschild de algebras monomiales
cuadraticas en grados 0 y 1

Se generalizan los resultados obtenidos en los Capitulos 2 y 3 para algebras monomiales
cuadraticas de dimensién finita, para esto se define un grafo auxiliar.

Definicién 5.1.1. Sea £ € B\Qq un ciclo fijo. Se define el conjunto Vg como la union de
los conjuntos V¢ = {a € Q1 : {a # 0} ng:{btezbf;«éO}. St Ve # 0, sea G el
grafo no dirigido determinado por el conjunto de vértices Vg y las aristas R' C R, donde
R’ es el conjunto de relaciones de R restringido al conjunto de flechas Ve, es decir, r es
una arista entre los vértices a y b si v = ba con a € st ybe Vg.

Ejemplo 5.1.2. Considérese el siguiente carcaj

as b3
e3 e4
ag A [ k b2
ay b1
€2 €5
el €6

con las relaciones R = {bia1, beay, bsas, cz}. Entonces el grafo G es
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bsas
a3 ———— b3

az ba

baay

a] — by
bray

donde V2 = {ay,az,a3}, V! = {b1,bs, b3} y R' = {bra1,baa1,bsas}.

5.1.1. HH° de algebras monomiales cuadraticas

Como se vio en el Teorema 2.1.6, puede hallarse una base para la cohomologia de
Hochschild en grado cero de édlgebras gentiles formada por dos tipos de elementos, uno
es el elemento unitario del algebra y el otro estd dado por ciclos a en el algebra tal que
valg(s(a)) = 2. Este resultado se extiende de forma natural para dlgebras monomiales
cuadraticas cambiando un detalle, las ideas de las pruebas son similares.

Teorema 5.1.3. Sea A = KQ/I un dlgebra monomial cuadrdtica de dimension finita, el
conjunto formado por los siguientes elementos es una base de HHC(A):

= (e,a) € Qol|Br conn>1yV,=0,
- ZeGQO(eve)'

Demostracion. Por definicién del diferencial d°, un elemento de la forma (e, ) € Qol||B,
conn > 1y V, =0 es un 0-cociclo.

Sean (e,«) y (€¢/,a’) dos pares paralelos diferentes en Qo||B,, tales que V, y Vy no
son conjuntos vacios. El propésito es ver que los sumandos de d(e, ) no aparecen en los
sumandos de d°(¢’, o). Si existen by y b} tales que (b1, b1) = (b}, b a’), entonces by = b}
y a=a/, por lo que e = s(a) = s(a’) = €/, que es una contradiccién. Ahora, si existen by
y bl tales que (b1, biar) = (b, a'bly), entonces by = by y por lo tanto by = /by, de donde
o =bfy a=Eb para ciertos £,& € B,_1, de donde b1Eby = b1&'by, pero b1€by = 0 =
b1&'by, contradiciendo que by, &'V, € B, por consiguiente (b1, biar) # (bh, a't).

Por otro lado, nétese que d°(e,e) = > ac0re(@:a@) = Y iceq, (aa) = 0 siy sélo si
valg(e) = 2m, donde e es el vértice de incidencia de m bucles. Como @ es un carcaj
conexo se obtiene que la clase de (e, e) es un elemento de la base de HH(A). Ahora, si
Q@ tiene mas de un vértice, al igual que en la demostraciéon del Teorema 2.1.6, la matriz
asociada a la restriccion de d° a K(Qo||Qo) en las bases Qo||Qo del dominio y Q1||B del
codominio, tiene como filas a vectores con dos entradas no nulas con valores 1y —1, o el
vector nulo, este ltimo siempre que la fila corresponda a un bucle, ademas, el rango de
dicha matriz es |Qo| — 1, por lo que el niicleo tiene dimensién 1, esto dltimo es debido a
que una flecha que no es bucle aparece en dos vértices y

Z d(e,e) = Z Z (a,a) — Z (a,a) | =0.

e€Qo e€Qo \acQe aceQ
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5.1.2. HH! de dlgebras monomiales cuadraticas

Algunos resultados de esta subseccién tienen pruebas iguales a los desarrollados en la
Subseccién 2.1.2. Se recuerda la Proposicién 2.1.9 la cual es fundamental para determinar
los cociclos.

Proposicién 2.1.9. Sean A = KQ/I un dlgebra monomial cuadrdtica, (a,«) y (b, B) pares
paralelos en Q1||B, y v € R tal que @) £ 0. La igualdad v = v08) s equivalente a
que alguna de las siguientes condiciones se cumpla:

1. (a,0) = (b, ),

2. y=ba, a=~E,a y B =0, donde & es un ciclo no trivial en B.

Localmente el carcaj para la segunda condicion es

€0 €1 €2

Observacién 5.1.4. Sia es un atajo de a y 7% % 0 con~ € R, por la Proposicion 2.1.9
no existe un 1-cociclo para el cual (a,a) sea sumando; en efecto, (v,7(*®) es un sumando
de d"(a,a) y no existe (a/, ') € Q1||B diferente de (a,a) tal que (v,7(@®) = (y,~(0)),

Proposicién 5.1.5. Sean A = KQ/I un dlgebra monomial cuadrdtica y (a,a) un atajo.
La clase de (a,q) es un elemento de la base de HH'(A) si y sdlo si v%%) = 0 para cada
v € R.

Demostracion. Dado un par (e, &) € Qol|B, por definicién d’(e, &) = >~ . xB(bE) (b, bE)—
Zbete xB(&Db)(b,&b). Como por hipdtesis a no aparece en «, el par (a,a) no apare-
ce en ninguno de los sumandos anteriores y por lo tanto no aparece en Im(d’). Aho-

ra, d'(a,a) = Z,YeR('y,’y(a’a)) y Z,YeR('y,’y(a’a)) = 0 siy sélo si ¥(»® = 0 para cada
v € R. ]

Observacién 5.1.6. Nétese que siy = by,...by y 4\ »Y = 0 para cada v € R, es equivalente
a que o bien a no aparece en las relaciones, o st ab € R entonces bib = 0, o de forma
stmilar si ba € R entonces bb,, = 0.

Definicién 5.1.7. Sea (a,a) € Q1]|(B\ Qo) una desviacion.
» (a,a) es de tipo 1 si « = a& o o = Ea, donde & es un ciclo en B\ Qo,
v (a,a) es de tipo 2 si a = &2a€1, donde &1,& son ciclos en B\ Q.

Proposicién 5.1.8. Sean A = KQ/I un dlgebra monomial cuadrdtica y (a, o) una desvia-
cidn de tipo 2. La clase de (a,a) es un elemento de la base HH'(A) si y sdlo si v(@®) =0
para cada ¥ € R.
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Demostracion. Sean o = &oaf con &1 y & ciclos no triviales en B, y v(%® = 0 para cada
v € R, entonces (a, ) es un 1-cociclo y no un I1-coborde por definicién de d°, por lo tanto
la clase de (a,a) en HH'(A) es no nula.

Si Al(a) = ( para algin v € R, entonces por la Proposicién 2.1.9 no existe cociclo para

el cual (a, @) sea sumando. O

Proposicién 5.1.9. Sean A = KQ/I un dlgebra monomial cuadrdtica y & € B\Qo un
ciclo. Si V¢ es no vacio, cada componente conexa X del grafo G determina un 1-cociclo
wrreducible, ademds, cada 1-cociclo irreducible con por lo menos dos sumandos estd deter-
minado por una componente conexa de algin ciclo no trivial £ en B.

Demostracion. Sean X una componente conexa de Gy {ai, ..., am, b1, ..., b} el conjunto

de vértices de X con t(a;) = s(§) vy s(bj) = s(§) en Q, entonces z = Zézl(bi,bif) -
St (ais €a;) es un 1-cociclo, en efecto,

l m
d'(z) = d' (Z bi, bi€) — Zaz,faz>

=1 =1
_ zl: Z(% ,Y(bi,big) Z Z (auéaz
i=1veR =1 yeR
l m
= Z Z (biaj, b,{aj) - Z Z (bjaia bjfai)
i=1 je{l,..,m} i=1je{l,..,l}
b;a;ER b;a;ER

l
= Z Z (biaj, bif(lj) - (bia/ja bigaj)
i=1 je{l,....m}
b;a;ER

= 0.

Ahora, la Proposicién 2.1.9 asegura que z es irreducible y ademds que cada 1-cociclo
irreducible con por lo menos dos sumandos estd determinado por una componente conexa
del grafo asociado G de un ciclo no trivial &. O

Proposicién 5.1.10. Sean A = KQ/I un dlgebra monomial, (a,«) una desviacion de
tipo 1 que pasa por el ciclo £ y G el grafo asociado como en la Definicion 5.1.1. Si m es

el niumero de componentes conexas de G, entonces £ aporta exactamente m — 1 elementos
a la base de HH'(A).

Demostmcz’o’n Sean e = s(£), X; la i-ésima componente conexa de G con 1 < i < m

y T = Z (b;, b;g) Z;nzxf (a?,é’a}) el elemento determinado por X; para cada ¢. Por

definicién de d° se obtiene

d(e,6) = Y xplad)(a,a8) = Y xs(a)(a,fa)

aEQe a€e@1
m
=1
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Asi, en HH'(A) vale la igualdad Y | x; = 0. De la Proposicién 2.1.9 y de la definicién
de d° resulta que sélo se pueden obtener sumandos de la forma (b, b¢) o (a,&a) de (e, §),
por lo cual ¢ aporta exactamente m — 1 elementos en la base de HH'(A). O

Ejemplo 5.1.11. En el Ejemplo 5.1.2 los 1-cociclos son x1 = (b, bi¢c)+(ba, bac)— (a1, caq),
w9 = —(az,caz), x3 = (b3, bzc) — (a3, casz) y x1 +xo + 23 =0 en HH'(A).

Al igual que en el Capitulo 2, falta describir las clases de los elementos (a,s(a)) y
(a,a). Para las clases de los primeros vale lo siguiente.

Proposicién 5.1.12. Sea A = KQ/I un dlgebra monomial cuadrdtica. Si car(K) # 2
entonces K(Q1||Qo) Nker(d') = 0.

Demostracion. Si () no tiene bucles no hay nada que demostrar. Si existe un bucle a,
por ser A un algebra monomial cuadrética y de dimensién finita la relacién a? estd en
R. Asi, 2(a%,a) es un sumando de d'(a, s(a)) y por la Proposicién 2.1.9 se obtiene que
K(Q1|Qo) Nker(d') = 0. O

Proposicién 5.1.13. Sea A = KQ/I un dlgebra monomial cuadrdtica. Si car(K) =2 y
a es un bucle que solo aparece en la relacion a?, entonces (a,s(a)) es un elemento de la
base de HH'(A).

Demostracion. La demostracion es idéntica a la demostracién de la Proposicién 2.1.18 y
es la siguiente: por la definicién del diferencial d' resulta que d*(a, s(a)) = 2(a?,a) = 0,
mientras que por la definicién del diferencial d” la pareja (a, s(a)) no puede aparecer como
sumando de un 1-coborde. O

Finalmente, para los elementos diagonales de dlgebras monomiales cuadréaticas valen
las Proposiciones 2.1.19, 2.1.24, 2.1.25 y 2.1.32. Las pruebas son similares, pero se escriben
las pruebas de aquellas para las cuales hace falta hacer algin cambio.

Proposicién 5.1.14. Sean A = KQ/I un dlgebra monomial cuadrdtica y a € Q1. Valen
las siguientes afirmaciones.

1. (a,a) es un l-cociclo para cada a € Q1.
2. Sivalg(s(a)) =1 owvalg(t(a)) =1, entonces la clase de (a,a) es nula en HH(A).

3. Si a es un bucle, entonces (a,a) no es un 1-coborde.

Demostracion. La demostracion de los items 1 y 2 es idéntica a la de la Proposicién 2.1.19.
Para el item 3 considérese e = s(a), entonces

d(e,e) = Y (b,d)— > (bb)

bEQle bEte
y
d°(e,a) = > xp(ba)(b,ba) — > xp(ab)(b, ab).
beQ1e beeQ1
Luego, (a,a) no aparece en los sumandos de d’(e, e) y tampoco en los de d°(e, a). O
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Proposicién 5.1.15. Sean A = KQ/I un dlgebra monomial cuadrdtica, o una rama de
Q v a una flecha de ~o. Entonces la clase de (a,a) es nula en HH'(A).

Demostracion. La demostracion es similar a la de la Proposicién 2.1.24, a menos de un
detalle. Definase el conjunto

Py :={a € Q1;a es una flecha de vy, valg(s(a)) =1 o valg(t(a)) = 1},

por la Proposicién 5.1.14 se sabe que la clase de (a, a) es nula en HH'(A) para cada flecha
a en Py. Sea 71 el subcarcaj conexo resultante de quitar en vy las flechas de Py, si 1 es
vacio se ha terminado, de lo contrario se define

Py :={a € Q1;a es una flecha de v1,valg \p,(s(a)) = 1 0 valg,\ p,(t(a)) = 1},
luego, cada a € P tiene o bien su origen o su término conectado con por lo menos una

flecha b € Py, si se llama e dicho vértice, entonces

n

d*(e,e) = £(a,a) + > sg(bi)(bi, bi),
=1

donde by, ..., b, son las flechas en Py que conectan por medio de e y sg(b;) es el signo
correspondiente de la flecha b;. Asi, la clase (a,a) se escribe como suma de clases nulas en
HH*'(A). Ahora, como @ es finito se puede repetir el proceso y para algiin natural m se
obtiene 7,, = (). Por lo tanto, la clase de (a,a) es nula en HH'(A) para cada a € 9. O

Proposicién 5.1.16. Sean A = KQ/I un dlgebra monomial cuadrdtica y a una flecha
en el esqueleto S, la clase de (a,a) es nula en HH'(A).

Demostracion. La demostracién es igual a la de la Proposicion 2.1.25. O

Proposiciéon 5.1.17. Sea A un dlgebra monomial cuadrdtica con QQ = D un corazdén, por
cada ciclo simple C' en €p hay un representante no nulo (a,a) en HH(A), ademds toda
pareja no nula (a,a) en HH'(A) es de esta forma.

Demostracion. Es idéntica a la demostracién de la Proposicion 2.1.32. O

Teorema 5.1.18. Sea A = KQ/I un dlgebra monomial cuadrdtica de dimension finita,
una base de HH'(A) estd dada por las clases de los siquientes elementos:
v (a,a) donde a es un atajo de « y 'y(a’“) =0 para cada v € R,

= (a,0) donde (a,a) es una desviacion de tipo 2 y (@)

=0 para cada v € R,
= mg¢ — 1 elementos x; por cada ciclo §, como en la Proposicién 5.1.10.

» (a,a) por cada ciclo simple minimal en QQ donde a es una flecha del complemento de
un drbol mazimal de @,

» i car(K) = 2, adicional a los elementos anteriores, las parejas (a, s(a)) siempre que

a sea un bucle que aparece solamente en la relacion a®.

Demostracion. La demostracién se sigue de las proposiciones 5.1.5, 5.1.8, 5.1.10, 5.1.17 y
5.1.13. .
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Ejemplo 5.1.19. Considérese el carcaj QQ como sigue:

€4
VAN

¢ e3 ——> e5
f
- dy - dy
(D) es €6
az 7 ba
al b1
el er

Si I es el ideal admisible generado por R = {bjay,c?,dids} y car(K) # 2, entonces

HH! (A) = K(C, C) 37, K(dl, dl) D K(dQ, dg) D K(f, dgdg) D K(ag, d4d3d2d1a26)
&} K(ag, d4fd1a20) D K(bQ, de4fd1) %) K(ag, d4fd1a2)
&} K(bg, bgd4d3d2d1) D K(ag, d4d3d2d1a2).

Nétese que por la Proposicion 5.1.10 en HH'(A) valen las igualdades

= (bo,badsfdy) — (az,dsfdraz) = (b1, bidafdy) — (a1, dsfdrar),

w (b, badydsdady) — (ag, dsdsdadias) = (b1, bidsdsdedy) — (a1, dadsdadray).
Ademids, si char(K) = 2 aparece el sumando (c,ez) en HH'(A).

Ejemplo 5.1.20. Sea Q el carcaj:

Si I es el ideal admisible generado por R = {bay,c?, dids,dic}, entonces

HHY(A) = K(ay,a1) ® K(c,¢) ® K(dy,d1) ® K(az,a1) ® K(c, cdzdady)
D K(GQ, dgdgdlag) D K(dg, Cdg) D K(ag, Cag).

Por la Proposicion 5.1.10 en HH'(A) valen las igualdades
L] (C, Cd3d2d1) — (ag, d3d2d1a2) = (b, bdgdgdl) — (al, dgdgdlal),
» —(ds,cd3) — (ag, cag) = (b,bc) — (a1, cay).
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5.2. HH;(A)* y Alty(DA) de &algebras monomiales cuadra-
ticas

Los resultados del Teorema 2.2.4 son ciertos para algebras monomiales cuadraticas
debido a que el diferencial solo ve lo que aparece en el par ciclico, es decir, solo tiene en
cuenta las flechas que aparecen en el ciclo que determina el par ciclico.

Teorema 5.2.1. Sea A = KQ/I un dlgebra monomial cuadrdtica de dimensidn finita. El
congunto formado por los siguientes pares ciclicos es una base para HH;(A)*:

1. a®b"—boa* € Q1 © Q7 con ba=0=ab,
2. a®s(a)" € Q1O QF,

3. si car(K) = 2, ademds de los elementos anteriores se tienen los elementos de la
formaa®a* € Q1 © Q7.

Demostracion. Es igual que en el caso de algebras gentiles. O

Ejemplo 5.2.2. Sean car(K) # 2 y Q el carcaj

y R = {a®,b% c2,ab,ac,bc}, entonces HH1(A)* = K(a®e*) @ K(b®e*) @ K(c®e¥).

Ahora, para la base de Alt4(DA) solo hay que determinar cudndo un par ciclico es
limpio. Al igual que en el caso gentil, para los ciclos se tienen los siguientes casos.

«
N ,——“~\\
g \\ s M
e e (67N € €j
€ '}\ ,' l"\\ ,/
So_.” ~e___-"
1 2. 3

1. Para obtener la clase e ® ¢ = {e ® e} no deben incidir flechas en e, y dado que esta
clase es simétrica respecto al flip se obtiene 955, € Alt4(DA) siy sélo si car(K) = 2.

2. Sea o = ay...a1 € B, con a; € Q1 para todo i. A partir de « se puede obtener dos
clases limpias:

» a®a={a®a} siempre que V, = (.
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necOa={e®a,a...a1 ® an...0i4+1, 0 O €,an...ai+1 © a;...a1;i € {1,...,n —1}}
siempre que:
a) ba; =0siy sélosib#ajq paracadal <i<n-—1,
b) a;b=0siy sélosib#~;_1 para cada 2 <1i < n,
c) valg(e) = 2.

Las dos clases son simétricas respecto al flip, por lo tanto ¢554, Yoz € AltA(DA)
si y sélo si car(K) = 2. Por otro lado, nétese que no necesariamente aparecen las
dos clases, pero si aparece e ©® a entonces a © « aparece también.

3. Sia = ap...a1 y B = by...by con a;,b; € Q1 para cada i, j. Las clases limpias son
a® By B ®a que son unitarias y deben cumplir lo siguiente:

a) cay, =0 = cby, para toda flecha c,

b) ajc =0 = bjc para toda flecha c.

Como a ® 8 es el flip de 8 ® «, entonces VaoB — V3oa € Alt4(DA). Es importante
notar que la caracteristica de K no se tomé en cuenta y que las condiciones para
tener las clases limpias significan que no hay caminos que entren al ciclo o salgan de
él por los vértices e; y e;.

Se ha probado el siguiente teorema.

Teorema 5.2.3. Sea A = KQ/I un dlgebra monomial cuadrdtica de dimension finita y

con Q) # e.

1. Sea o ® B un par ciclico en B® B con o # § y tal que ac,af,Pa,aa € I para
cada flecha a. Si car(K) # 2 entonces VooB — % es un elemento de la base de

Alt4(DA) y todos los elementos de la base de Alt4(DA) son de esa forma.

2. Sicar(K) = 2, sean v y ' ciclos no triviales en B con Voy =0, v = ap...a1 donde
a; € Q1 para cada 1 <1i <n y tal que:

» valg(s(y)) =2,
= ba; =0 si y solo si b a;41 para cada b€ Qq ycada 1 <i<n-—1,
m a;11b =0 siy solo sib+# a; para cada b€ Q1 y cada 1 <i<n—1.

El conjunto de todos los morfismos dJW, VYemy Y 1,!)@4- 7%@7 con a y B como en
el item 1 es una base de Alt,(DA).

SiQ = e entonces Alts(DA) = (gzg) siempre que car(K) = 2, de lo contrario Alts(DA) =
0.

5.3. Estructura de dlgebra de Lie de HH'(T A)

Aligual que en el Capitulo 3 se usard el Teorema 3.0.1 y algunas ecuaciones resultantes
de este capitulo, esto debido a que se hicieron para el caso monomial cuadrético. Algunos
corchetes tienen el mismo resultado que para algebras gentiles pero se escriben las pruebas
por completitud.

(1) Corchete entre Z(A) y HH(A): si 2 € Z(A) y f; es un elemento de la base de
HH'Y(A) con x € K(Q1]|B), por el Teorema 3.0.1 resulta que [z,f,;] = —2%. As,

103



= siz=14=3} .0, ¢ entonces [Zeer (e, e),x} = 0 para cada v € HH'(A).

= siaesun ciclono trivial en A con V,, = 0y e; = s(«), entonces [(e;, ), x] = —(e;, ).
‘ = -] ‘ HH'(4) ‘
‘ ' ‘ da,ej) si car(K) =2 ‘ a’,a’) a' en un ciclo simple minimal ‘ T (a’,a’) desviacién tipo 2 ‘ ,a') atajo ‘
PR I s R e W O W
A)
Y a0 0 0 0 o

Cuadro 5.1. Corchete entre Z(A) y HH!(A).

(2) Corchete entre Z(A) y HH (A)*: si z € Z(A) y g € H*(A,DA), entonces el
corchete entre z y g evaluado en ¢ es [z,g|(e) = zg(e) donde € = ay,...a; y cada a; € Qq,
de ahi, si gy« es un sumando de g vale que

28pos+ (€ Zb a;)2an,...0;+18%a;—1...a;
i=1

2008 = >, B ()0,

{7 [bOveQ10B}

donde [z,b ® *], es el sumando correspondiente en [z, Fi(g)].

Si a es un ciclo no trivial en A con V,, = 0 y ¢; = s(«), usando los Teoremas 5.1.3 y
5.2.1 se obtiene:

= Sea g = guop* — Shoar, €Ntonces

(ei0),a @bl = > b*<w><a@7*>:{a®ez‘ sia=b,

OveaoB 0 en otro caso.
a®OvEa

a®e; sia =0,
Ast, [(ej,a),a @b* —b@a*] =< —bOef sia=a,

0 en otro caso.

- [(€1:0), 0 0 €] = Yo cans € (70) (@@ %) = 0, pues ya # ;.
= Como a = vy« si y solo si ¥y =e; y @ = a, entonces

a®e; sia=a,

[(ei,a),a ®a*] = { 0

en otro caso.
- [26€Q0(67 e)? b O] B*]g = Zb@'yEbQB 5*(7)(6 © ’7*) =b © /8*
[14,g] =g, paracada g e HHi(A)".
El Cuadro 5.2 resume lo anterior.
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(3) Corchete entre HH'(A) y HHy(A)*: Seaf, € HH'(A)y g € H'(A, DA) con gyep+
y [—, —]g como en el item 2. Entonces, si (a, @) es un sumando de = se obtiene

f(a.00: 803 Je()(7) = —8bo () (1) = (s () ().

Por lo que
[(a,@),b® B"]g =
- > BOENbey) = Y D b (@) (ai1a1yan-ai)(a© ")
bOyebOB a®OyEaOB i=1

donde o = ay,...a1.

Para los elementos de las bases segin los Teoremas 5.1.18 y 5.2.1 se obtiene:

» sean (a,a) un atajo con p(a”a) =0 paracada p € R, a = ay...a1 y a; € Qo,

[ ]
—d ©®a* sia=Vyad =0=da,
(a,0),d ®@V*]g=1 —a@b* sia=d yal=0="Va,
0 en otro caso.

En efecto, en el primer sumando se cumple que b'* ('y(a’a)) =1siysolosivy=a
y b = a, y en el segundo sumando a*(a;) = 1y b*(a;—1...a1van...a;+1) = 1 si
y sélosi b =~y da = a (por la longitud de V' y por ser « # 0).

Ahora, puesto que a’ # b’ hay dos casos para los cuales el corchete puede ser
no nulo; el primero es cuando a’a = 0 = ad’ y el segundo cuando ad’ = 0 = Va.
Por lo que

—d Ga*+a®d* sia=0byad =0=da,
[(a,a),d @b =V ©d*]=¢ —a@b*+b ©a* sia=d yal=0="Va,
0 en otro caso.
*
J
entonces el primer sumando es nulo, mientras que e;(ai,l...awan...aiﬂ) =1y
a(a;) = 1siysolosiej =vyad =a; entonces long(a) =1y

e Sea g = 8a'@er; COMO € (’y(“’o‘)) = 0 por ser long(a) > 1 para cada v € B,

— * 1 :/
[(a,oz),a’@e;]:{ a[()DeJ sla=a,

en otro caso.
e Si g = gyoa~, entonces

b [ dOa—a0d* sia=d yda=0=ad,
[(CL,O&),CL @CL ]_
0 en otro caso.

En efecto, a™*(a;—1...a17an...a;41) =1y a*(a;) =1l siysolosiad =a =7,y
a’*(’y(“’o‘)) =1siysolosiad =ayvy=a, por lo cual resulta que el corchete
puede ser no nulo si @ = d’, [(a,a),d’ ©® a*] = —d’ ® a* — a © a’* siempre que
aa' =0 = d'a, luego [(a,a),d ®a"*] = d ®a*—a®a™* si a = ' con car(K) = 2.

» Sea (a, ) una desviacién de tipo 2, como long(«) > 3 vale que
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e [(a,a),d ©V* =V ©a™] =0,
* [(a,0),(d @€} =0,
¢ [(a,a),(d ®a™)]=0.

» Siz = Zéil(bubzf) — > " (a,&ai), donde X es la componente conexa de Gy
2 <long(b;€), long(&a;), entonces
o [z,d OV =V ®d*] =0, yaque b;§,€a; #0 y ab=ba =0,
o [z,a' ©¢}] =0, por longitud de b;§ y &a;,
o [z,d ®ad"]=0.

= Sea a una flecha de un ciclo simple minimal y considérese la clase de la pareja paralela
(a,a), entonces

® sea g = guop — Symar, Puesto que a*(a) =1y b™*(y)=1siysolosid =ay
YV =n,yb*(y(*) =1siysolosiy="¥ =a,ycomoa # b entonces
/ /% s / /
—a' ©b sia=d oa=1"0
oY e a )
[(a,a), " O b7l 0 en otro caso.
Por lo tanto

—d OV +b od* sia=doa=V,

/! /% / %7
[(a,a),d" ©b" =" ©a”] = { 0 en otro caso.

e Como e; # (% y a™(a) = 1 si y solo si a’ = a entonces

i, * ool
[(a,a),a’@e;]:{()“@% sid' =a,

en otro caso.

e Obsérvese que a’*(a) = 1 siy solosia’ =a,y a’ =+(* siysolosia =a=r,
entonces [(a,a),a ® a*] = —a®a* —a ®a* = 0 ya que a ® a* aparece con
car(K) = 2. Asi, [(a,a),d’ ® a*] = 0.

» Sean a un bucle, s(a) = ¢; y car(K) = 2.

e Sea g = gyop+ — Lyoa+, como a’*(e;) = 0 entonces [(a,e;),d © b*)]y =
— SV (@) (@ @ ), y b = (@) siy solo siy = ab oy =ba. Siab #0,
entonces a’a # 0 (a solo aparece en la relacién a?) y

[(a,e;),d ©V* =V ®ad*] = —d © (a))* + ¥ © (d'a)*.

Pero la clase de a’ ® (ab')* — b © (a’a)* es nula en HH!(A). De forma similar
si b'a # 0. Por lo tanto

[(a,e;),d’ ®V* —b ©ad™*] = 0.
e Como a™(e;) = 0, entonces [(a,¢;),a’ © €f] = —Zej(*y(“’ei))(a’ ® v*), pero

L (aey) . o , .,
ej = Al@ei) giysolosiy=ay ej = e;. Asi, como a solo aparece en la relacién

a2, entonces

* s !/
/ " —a®©a” sle =e;ya =a,
a,e;),a ©e;| =
[(a, &), 5] { 0 en otro caso.
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e Como a*(e;) = 0 entonces [(a,e;),a’ ® a”*] = — > a”*(7(**))(a’ ® v*). Ahora,
a' = 4(®¢) siy solo si ¥ = aa’ 0 v = d’a, pero no ambas (A es de dimensién
finita), y esto dice que a estd en dos relaciones, luego [(a,¢;),a’ ® a”*] = 0.

Lo anterior se resume en el siguiente cuadro

;) si car(K) =2

| -] \ HH(A) \
>
‘ ‘ a ®a* sicar(K) =2 a® [ a ob*—b ©ad* ‘
aGe sia=d dOe sia=V,
(ei, ) 0 ¢ otro CaS’; 0 —“Voe sia=d,
Z(A) ’ 0 en otro caso.
'S o I ot Lo b b o ol
‘ ‘ Z%Ql‘(e,e) d®a ad ©€; d ot —Voa
sia=Vy
/ P )
—d ®a*+a®a” 0=
Aa=d'y ad =0=da,
doa —a0a* / / Dt s —al
(a,a) atajo aa=0=ad, —a®e; sia=a, sia=dy
1, v) ate L , ) sia=ad
: 0 en otro caso. —a @b+ ®a , ,
abl =0="Va,
0 en otro caso.
HH'(A) 0 en otro caso.
‘ (a, @) desviacién tipo 2 ‘ 0 ‘ 0 ‘ 0 ‘
\ z | 0 \ 0 \ 0 \
. . - —a®et sia=d, —d OV +Vod* sia=doa=V,
(a,a) a en un ciclo simple minimal 0 J ’
0 otro caso. 0 otro caso.
Sat Sii—iva—d
‘ —a®a* sii=jya=d, ‘

‘ (a,

0 otro caso.

Cuadro 5.2. [Z(A), HHy(A)*] y [HH'(A), HH,(A)*].

(4) Corchete entre Z(A) y Alta(DA):

= sea « un ciclo en A con V, = (), entonces

® si Vg5 — Vgiae es un elemento de la base de Alt4(DA), entonces
[(ei; @), bag — Yaoa] = —Wasm + WWgaa =0,

ya que o # ady 8 # ad para todo § € A (de lo contrario el par o/ ® ' no es
limpio) y V, = 0.
e Sean wejTB’ Vgigp € Alta(DA) como en el Teorema 5.2.3 y car(K) = 2, enton-
ces [(€;, @), Yzzz] = 0, ya que —a8’ = 0 para todo o € Z(A) \ {1a}. Por otro

lado,

ot 07 -

—ao55(7)

:_az(s

|

Y@I€e; O

Zaé

Y©IEe; O

siy=PBye =ej,

—o
0 en otro caso.

La tltima igualdad es cierta ya que V, = (), de donde

o viea] = {
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= Identificando a 3 o (e,€) con 14 € Z(A), [14,¢] = =149 = —1).

Lo anterior se resume en el Cuadro 5.6.

(5) Corchete entre HH'(A) y Alta(DA): sean f un elemento de la base de HH'(A)
con f(, o) un sumando de f y 1) € Alta(DA), entonces

[Ea.oys W1t (7)) = V()@ + (7" 0 f(gm))-

Al igual que en el Capitulo 3 se escribe 1) como 1 = Y Ao gy (@™ = '), donde ¥ (a’™) =
Mar,gyB' Y Mo pry € K, entonces

(a,a) i~ = o
oy gy (e = [ B sty =,
(@™ = B8)(")) { 0 en otro caso,

/(a,oz)7

(a/*HB/)(’Y*Of(a,a)):{ g Si’)/:O[

en otro caso.

= sea Y = wm — W, entonces

/lpa/@ﬁ/(a,a) - ¢B/(a,a)®a/ Si ﬁ/(a,&) # 0,
0,00 Yarem — Vgl = | Vamog — Vaoama S @@V #0,
0 en otro caso.

= Sean wm,w € Alt4(DA) como en el Teorema 5.2.3 y car(K) = 2.
e Siy = IpejTﬁ con 3 = ay...a; y debido a que e¢; ® 3 es una clase limpia, si

k € {1,...,n}, las siguientes igualdades valen:

(a ,_,ak)(ma) _J an-ap si (a,a) = (b,b) y b aparece en ay,...ax,
" 0 en otro caso,

(ag...ar)( ) = ay...ay si(a,a) = (b,b) y b aparece en ay...ay,
0 en otro caso.

Y ya que el@e)

j = 0, entonces,

[f Yl = Y si(a,a) = (b,b) y b es una flecha en f3,
(a,0)> VI 0 en otro caso.

e Siy= wm, entonces

¢ — 9 si (@) £ 0,
£10 oy Uar=mrlf = B'@p!(a:e) B(@) o
[ (a,x) d}lg o8 ]f { 0

en otro caso.
Nétese que si (a,) = (a,a) y a aparece en ', se obtiene [f(4.q), Yqrgarl = 0

En el Cuadro 5.6 se resume lo anterior.
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(6) Corchete entre HHy(A)* y Alt4(DA): sean g € HY(A,DA) y ¢ € Alty(DA).
Recuérdese que el corchete entre g y 1 es

[g,%] =goy —D(pog)—1og,

conpog e H'(A, DA) = HH (A)* y gotp — D(¢ o g) € Homa a(DA, DA) = Z(A).
Se escriben los elementos de Homg.4(DA, DA) de la forma

o= Z Aup(u® = v")

u,vEB

donde A € K y (u* — v*)(w*) = v* si y solo si w = w.
Usando los Teoremas 5.2.1 y 5.2.3 resulta lo siguiente:

1. Sea g = guob* — Spoar €n HH (A)* y considérese g,qp+, entonces

o b siy=a,
o+ (V") = { 0 en otro caso.

Por lo que los sumandos que involucran a g,op+ calculado en el sumando (u* +— v)

de 1 son:
y o b* siy=uywv=a,
(8acp © (U™ = ))(v") = { 0 en otro caso,
. _J v siy=ayb=u,
((u* = v) 0 gaep)(7) = { 0 en otro caso,
y

N N at siy=vyb=u,
D( = o)) ={ ¢ 0TS0

0 en otro caso.

L] Sl ¢ = wm — ’(bm resulta:

. b* siy=d y B =a,
(oo V)0 ={ oo

0 en otro caso,

[ B siy=ayd =0,
wa'@ﬁ/ © Bac-)(7) = { 0 en otro caso,

. a* sif = o =b,
D(Woga@b*)(v)z{ p=ay

0 en otro caso.
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De donde:

(b* = b*) — (a* —a*) — (a,a) sif =ayd =b,
(

a* — b¥) siff=ayad #b0,
—(a,ﬂ/)—(ﬂl*b—)a*) si B/#aya,:ba

[8acts Yamm — Vaoale = ("= b0") 4+ (a" = a*) + (a,a) sif =byd =a,
— (8™ — b*) sifl#byad =a,
(a,a) + (& — a¥) sifl=byd #a,
0 en otro caso.

(a,a) sif =ayad =0,
(@ f) siffayad =b
= (a,a) siff=byd =a,
(a,0/) sif =byd #a,
0 en otro caso.

Por consiguiente

—(a,a) — (b,d) sif =ayad =0,
—(b,a’) siffl=ayad #b,
—(a, ") sifl#ayad =b,
[a@b*—an*,W—W]: (a,a)+ (b,b) sif =byd =a,
(b, 5) 5B Abya =a
(a,a) siff=byad #a,
0 en otro caso.
= Siy= wm entonces
. b* siy=8=a
(gace- © W)(V )= { 0 enfyotroﬁcaso,

{b siy=ayb=p

(Vgra © Bacv-) (1) = 0 en otro caso,

siy=b=p

*\ a*
D(grmg © gaor) (V") = { 0  en otro caso,

Por lo tanto

(B = ") si 8/ = a,
la © 0" Vamgly = —(b* = a*) — (a,b) sip =b,
0 en otro caso.
—(a,b) sip =0,
- { 0 en otro caso.
y asi,
—(a,b) sip =0,
[a®b" —bOa™, Yz =4 (ba) si 8 = a,
0 en otro caso.
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s Sie)= wejﬁ con 8 = ay...a1, entonces [guop+, ¢]g = 0.
En efecto, para que g,opc 0 ((an...ak+1)* — ak...a1) sea no nulo, se debe tener
long(ay...a1) = 1y a1 = a, pero por ser e; ® [ limpio a1 # a; de forma similar se
obtiene que a; # by por lo tanto ((ay...ax41)" = ag...a1) 0gep+) = 0. Por otro
lado, g(aep+) © ((ak---a1)* = an...agy1) = 0 = ((ak.-.a1)" = @p-..Qk11) © Eracpr)
por el mismo argumento. En conclusién

[a@b*—b@a*,@bm]:().

2. Sean a un bucle y g = gqeer, entonces

« _ | e siy=a,
8ace; (17) = { 0 en otro caso.

Por lo que cada uno de los sumandos del corchete calculado en el sumando (u* — v)

de ¢ es:
N «w_ e siy=uyv=a
(8ae; 0 (u" = v))(7") = { 0  en otro caso,

. B v Si Y=ayu=e;
((u* = w)o 8a®e; () = { 0 en otro caso,

a* sivy=vyu=e;

D((u" =)o ga@ef)(’y*) - { 0  en otro caso.

» SiY =vYgm — Vgrgar, entonces

(& —ef) sif =a,
[8acer Varom — Yoaar] = —(f*—ef) sid =a,
0 en otro caso,
(e;, ) sif =a,
= _(eiaﬁl) siaf = a,
0 en otro caso.

= Siy= d}W entonces,

[ga®62‘ ) wﬁ’@ﬁ’] 0 en otro caso,

{ (es,a) sif =a,

0 en otro caso.

_ {(’*Hef) si B = a,

m Siy= wejTﬂ con f = ay...a1, puesto que e; ® 3 es limpio con long(5) > 1, los
unicos sumandos no nulos son:

(aer © (€] = B))(7") { ng siy=ej=eyf=a

en otro caso,

((ej = B) © Bacer ) (7) {ﬁ By a=0ye=e

0 en otro caso,
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D((G;*—)B)ogaQe:)(,}/*):{ B sin=f=aye =e

0 en otro caso.
De donde

[g * wi] - (efHef)_(a*Hﬂ*)—(a,ﬂ) Sia:ﬁyei:e‘j’
a®e;r Ve o8 0 o otro caso,
{ (€i,ei) — (a,a) sia=pye =e;j,

0 en otro caso.
Nétese que en el caso no nulo Q1 = {a} con a un bucle.
3. Sean a un bucle y car(K) = 2. Si g = gqpq+ entonces
*

o a si Y= a,
8aoar (V") = { 0 en otro caso.

Por lo que cada uno de los sumandos del corchete calculado en el sumando (u* +— v)
de 1 es:

. .
* *\ a S1Yy=uyv=a
(8a@ar © (u* = v))(v") = { 0 en otro caso,

¥ v siy=a=u,
((u” = v) 0 gagar)(7) = { 0 en otro caso,

D((u" = v) © gawar)(77)

a* siy=wvya=u,
0 en otro caso.
Con lo anterior se obtiene:

= Sip= Tﬁm - wm, entonces

(@* = a*)+ (& — a*) + (a,0/) s p =a,

[pv————— . SO S R R T
0

(a, /) sif =a,

= —(a,p) sid =a,

0 en otro caso.

en otro caso.

= Siyp= wm entonces,

[ga®a*aww] — {( *Ha*)—(ﬁ*Ha*)—(a,B) si B = a,

0 en otro caso,
(a,a) sip =a,
0 en otro caso.

= Siy= wejTB con f§ = ap...a1 'y €; ® 5 es limpio con long(f) > 1, entonces los
Unicos sumandos no nulos son:

; w_J[a siv=eyf=a
(8a0a o(e] = B)(7") { 0  en otro caso,
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(8" = €j) © gaca) (V)

D((ﬂ* = ej) o ga@a*)(’y*)

Por lo que

[gaQa* ) w@]

Noétese que en el caso

siy=a=p
en otro caso,

siv=e;yB=a
en otro caso.

—

= a*) — (e;*- — B*) — (a,e;5) sia=p
en otro caso,

k
€j

—~ O

a,e;) sia=p
en otro caso.

@)

no nulo @ esta dado por un un bucle.

‘ ‘ Alts(DA) ‘
‘ (=] ‘ Vaom — Voo ‘ Fog Si car(K) =2 ‘ Veag si car(K) =2 ‘
| o | () | ; ; T e |
Z(A) i
‘ Zgg@l,(‘«’- e) ‘ B’ ‘ Vaom ‘ U’ejiiiﬁ ‘
W si B £ 0, y
e flan)
(a, ) atajo ) si o/(@) £, Vo ~ Yamaoy St B 70, 0
X ' / 0 en otro caso.
0 en otro caso.
si g@e) £,
pom — Ygamay S A@) £0,
(a, ) desviacién tipo 2 si /(@) £ 0, 1/“6,"“3'('1'“) pleop ‘ #0, 0
0 en otro caso.
en otro caso.
HH(A) si B A0, ) ‘ )
- o 40 Vaage — Ygram  SLBT 0, @
y 0 en otro caso.
en otro caso.
e — P si 8@ £ /(@) £ (), 1)——= si a es una flecha de 3,
(a,a) a en un ciclo simple minimal MGG #0od #0, 0 OB 2
en otro caso. 0 otro caso,
si f1@e) £ 0,
b n G 3
N - Ve sia=8'y Qi ={a},
(a,€;) si car(K) =2 sia #0, 0" otro caso. 0
en otro caso.
—(a,a) — (b,b) sipf =ayad =b,
—(b,a') siff=aya #b,
—(a, ") siff#ayd =b, (a,b) sip =b,
a®b*—boa* (a,a) + (b,d) sipf =bya =a, (b,a) sip' =a, 0
(b.8") siff #byad =a, 0 en otro caso.
(a,a’) siff=byd #a,
HH(A)" 0 en otro caso.
1
e,a) sib =a, . . . o
e L) an (e0) sia=p, (o) +(a,) sia=a (&j=1),
o e : 0 otro caso. 0 otro caso.
0 en otro caso.
B,a) sif =a, . p .
a®a* sicar(K)=2 ((?t'/7 B) sid=a @) &=, ec) de=/4,
- o y 0  otro caso. 0 otro caso.
0 en otro caso.

5.4.

Cuadro 5.3. [—, Alts(DA)].

HH' de Algebras de configuracién de Brauer con mul-
tiplicidad 1

Recuérdese que un élgebra casi gentil A = KQ/I es un algebra monomial cuadratica
con la condicién de que para cada a € ()1 existe a lo sumo un elemento b € @1 tal que
ba ¢ I y existe a lo sumo un elemento ¢ € @ tal que ac ¢ I. En esta seccién se da
una descripcién de la base de la cohomologia de Hochschild de la extensién trivial de un
algebra casi gentil y del primer espacio de cohomologia de Hochschild de un algebra casi

gentil.
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5.4.1. HH'(A)y Alt4(DA) de dlgebras casi gentiles.

Como consecuencia del Teorema 5.1.18 que da una base para el primer espacio de
cohomologia de Hochschild de algebras monomiales cuadréaticas se obtiene el siguiente
corolario.

Corolario 5.4.1. Sea A = KQ/I un dlgebra casi gentil. El conjunto formado por las
clases de los siguientes elementos es una base de HH'(A):

» (a,a) donde a es un atajo de « y @) = 0 para cada v € R,
» (a,a) donde (a,«) es una desviacion de tipo 2 y @) = 0 para cada v € R,

» (a,a) por cada ciclo simple minimal en Q donde a es una flecha del complemento de
un drbol mazimal de @,

» i car(K) = 2, adicional a los elementos anteriores, las parejas (a, s(a)) siempre que
2

a sea un bucle que aparece solamente en la relacion a“.
Demostracion. Lo tnico que se debe mostrar es que no hay elementos en la base de
HH'(A) de la forma z; como en la Proposicién 5.1.10. Para esto, supéngase que ¢ es
un ciclo en B con V¢ # 0. Sia € V¢, entonces V& = {a} por ser A casi gentil; de igual
forma si b € Vg, entonces Vg = {b}. Esto muestra que el grafo asociado G¢ tiene solo
una componente conexa, por lo que no hay elementos del tipo mencionado en la base de
HH'(A). O

Observacién 5.4.2. Nétese que si a es un bucle que aparece solamente en la relacion a®,

entonces val(s(a)) < 4.

Por otro lado, la descripcién de los elementos de la base de HH(A) y HH1(A)* no
cambia para algebras casi gentiles, mientras que por la configuraciéon de las algebras casi
gentiles cambian algunos detalles en la base del espacio Alt4(DA).

Corolario 5.4.3. Sea A= KQ/I un dlgebra casi gentil con Q # e.

1. Sea o ® B un par ciclico en B® B con o #  y tal que ac,af,Pa,ca € I para

cada flecha a. Si car(K) # 2 entonces VooB — % es un elemento de la base de

Alt4(DA) y todos los elementos de la base de Alt5(DA) son de esa forma.

2. Sicar(K) =2, sean v y ' ciclos no triviales en B con valg(s(y)) =2 y Vyy = 0. El

conjunto de todos los morfismos W, Yeemy Y 1/)@—1- V5a CON Oy B como en el
item 1 forman una base de Alt4(DA).

Si Q = e entonces AltA(DA) = {55}

Demostracion. Es consecuencia directa del Teorema 5.2.3 y del hecho de que si v = ay...a1
con a; € Q1 para cada 1 < i < n, entonces

m ba; =0paracadabe Qi conb#a;41 ycadal <i<n-—1,

m g;1b=0paracadabe Q) conb#a; ycadal <i<n-—1.
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5.4.2. Estructura de algebra de Lie de HH'(A) de dlgebras casi gentiles.

Recuérdese que si (a, ), (a’,a’) estén en Q1]|B, el corchete en HH'(A) est4 dado por
[(a,0), (d,a")] = (d', /@) = (a,al@ ).

Usando el Corolario 5.4.1 se obtiene lo siguiente.
(1) Sea (a,a) un atajo con v(»®) = 0 para cada v € R.

» Si(d/,d/) es un atajo con y(a/’o‘/) = 0 para cada v € R, entonces

(d,a) sia=d yd #a,

—(a,a’) sid =aya#d,
sia=d yad =a,

0 en otro caso.

En efecto, sea a una flecha en o/, entonces o/(“®) = 0 siempre que o/ # a por ser el
4lgebra casi gentil. Asf, o/(*®) = o siempre que o/ = a, lo que implica (a’, /(%)) =
(d/, «). Este argumento prueba las dos primeras igualdades. Para la tercera, ndtese
que es como el caso del dlgebra de Kronecker, aunque A puede no ser el algebra de
Kronecker.

= Sean (d’,a’) una desviacién de tipo 2 con (¢ = 0 para todo v € Ry o = 62a/6;
con d1, 92 ciclos no triviales, entonces

/ .
I\ —(a,a) Sla = &,
[(a,a), (a',a)] = { 0 en otro caso.

Supdngase que a es una flecha de o, entonces a o bien es una flecha de 41, o bien
a = d/, o bien es una flecha de 5. Entonces, en cualquiera de los casos o/(*®) = (
por ser A un dlgebra casi gentil. Por otro lado, supéngase que a’ es una flecha del
camino «, entonces aldhe) = siempre que « # a’ por la configuracién del carcaj,
luego o@®) = o/ si y solo si @’ = a. Esto dltimo termina la prueba de la igualdad.

» Sea (a/,a’) dado por un ciclo simple minimal, entonces
(a,) sia=d,

[(a,a),(d’,a")] =< —(a,a) sid esuna flecha en 3,
0 en otro caso.

= Si @/ es un bucle que solo aparece en la relacién (a')? y e = s(a), entonces

[(a,a), (d’,s(a))] = 0.
En efecto, supéngase que a’ aparece en a. Si s(a) # e y t(a) # e, entonces, por
definicién de &lgebra casi gentil a(®¢) = 0. Ahora, si s(a) = e o t(a) = e, entonces
a’ aparece en mds de una relacién por ser A un &lgebra casi gentil.

(2) Sea (a, ) una desviacién de tipo 2 con v(*® = 0 para cada v € R.
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= Si (d/,a’) es una desviacién de tipo 2 con 4(¢®) = (0 para todo v € R, entonces
[(a, @), (', )] = 0.

Si a es una flecha de o/, entonces o/(»®) = 0 por la configuracién del dlgebra casi
gentil. De igual forma se obtiene alde) =,

» Sea (a/,a’) dado por un ciclo simple minimal, entonces

— 3 !/ /
[(a,q),(d,d")] = { (a,) sia#a'ya esuna flecha en o,

0 en otro caso.

» Si @ es un bucle que solo aparece en la relacién (a’)? y e = s(a), entonces
[(a7 @), (a’/v S(a))] =0.
Con el mismo argumento utilizado para atajos se obtiene lo deseado.
(3) Sea (a,a) un elemento diagonal dado por un ciclo simple minimal.

= Si (d/,a’) estd determinado por un ciclo simple minimal, entonces

[(a,a), (d,d")] = 0.

= Si @’ es un bucle que solo aparece en la relacién (a’)? y e = s(a), entonces

/ : /
o] — _(aaej) sta=a,
[(a,a), (d, €5)] { 0 en otro caso.

2

(4) Si a y @ son bucles que solo aparece en las relaciones a? y (a’)?, entonces

[(a, s(a)), (a, s(a"))] = 0.

Lo anterior se resume en la siguiente tabla.

HH'(A) |

[=-]

(d'¢j) sicar(K) =2 | (a’,d), ' en un ciclo simple minimal | (d/,’), desviacién tipo 2 | (d,a’) atajo |

(@,0) sia—d (d,a) sia=a yad #a,
o ! PV —(a,a’) sid =a, —(a,a') sid =aya#d,
(a,a) atajo 0 —(a,a) sia esuna flecha en 3, . I
0 en obro Caso 0 en otro caso. 2(a,a) sia=ad yd=a,
! 0 en otro caso.
_ S Lol
HH'(A) (a, @) desviacién tipo 2 0 (@) sia’#ayd aparceen o, 0
0 en otro caso.
Tlae) sa—d iz
(a,a), a en un ciclo simple miminal (a,e) sla=a'(i=}), 0
0 en otro caso.
‘ ‘ (a,e;) si car(K) =2 ‘ 0 ‘

Cuadro 5.4. Corchete en HH'(A) para algebras casi gentiles.

5.4.3. Estructura de dlgebra de Lie de HH'(T'A) de la extensidén trivial
de un algebra casi gentil.

Por las condiciones sobre las algebras casi gentiles, alguno de los corchetes se pueden
escribir de una forma mas simplificada, los corchetes que no cambian son [Z(A), HH;(A)*],
[HH'(A), HH1(A)*], [Z(A), AltA(DA)], [HH; (A)*, Alt s(DA)], mientras que los corchetes
[Z(A), HH(A)] y [HH'(A), AltA(DA)] tienen algunas modificaciones.
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Corchete entre Z(A) y HH'(A).

Usando el Cuadro 5.1, el Corolario 5.4.1 y el hecho de que para cada flecha a existe
a lo sumo una flecha b tal que ba ¢ I y existe a lo sumo una flecha ¢ tal que ac ¢ I, se
obtiene el siguiente cuadro, que es idéntico al Cuadro 3.2 para algebras gentiles.

‘ [, -] ‘ HH'(A) |
‘ ‘ d,ej) si car(K) =2 ‘ (a/,a’) @' en un ciclo simple minimal ‘ a’, o’) desviacién tipo 2 ‘ (a/,a’) atajo ‘
|yl | (a9 | - (e00) | 0 | o |
Y Scle) | 0 | 0 | 0 | o |

Cuadro 5.5. Corchete entre Z(A) y HH'(A) de dlgebras casi gentiles.

Corchete entre HH'(A) y Alto(DA).

De forma similar a lo anterior, usando el Cuadro 5.6 y el Corolario 5.4.3, y por la
condicién sobre el dlgebra casi gentil, se obtiene el siguiente cuadro.

\ | Alts(DA) |
‘ (-] ‘ Yaom — Vea ‘ Vg si car(K) =2 ‘ Yerop St car(K) =2 ‘
Vga — Yazy S8 =a,
(a, @) atajo Voea — Vaop S “ 0
0 en otro caso.
(a, @) desviacioén tipo 2 sia = a, 0 0
HH'(A) en otro caso.
. . b — Vo Blaa) £ g o/(@a) £, )—== si a es una flecha de (3,
(a,a) a en un ciclo simple minimal Vaow ~ Vo S #0oa 70, 0 YejoB o
0 en otro caso. 0 otro caso,
‘ (a,e;) si car(K) =2 0 Ve ( 7 sia=p'yQ={a}, ‘ 0 ‘

otro caso.

Cuadro 5.6. [HH'(A), Alt4(DA)].

5.4.4. Codificaciéon en el hipergrafo asociado

Teorema 5.4.4. Sean B un dlgebra de configuracion de Brauer con multiplicidad uno,
A = KQ/I un dlgebra casi gentil con base de caminos B, R un conjunto minimal de
relaciones que genera a I y tal que B = TA. Supdngase que o, € B. Si car(K) # 2,
entonces el conjunto de los siguientes elementos determinan una base de HH'(B):

1. Zeer(eve)>

2. (s(a),a) € Qol|B con a un ciclo no trivial con V,, =0,

3. (a,x

4. (a,«

5. (a,a) € Q1]|B con a una flecha en el complemento de un drbol maximal en @, se
elige una flecha por cada ciclo simple minimal de Q).

) € Q1]|B donde a es un atajo de o con v\** =0 para cada v € R,
)

€ Q1||B una desviacién tipo 2 y tal que v(**) =0 para cada v € R,

S

a®b*—boa* € QOB conab,ba €I,

7. a®s(a)* € Q1 ®B* con a un bucle,
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8. Yapy € Homa a(DA, A) dada por o* — B, B* = —a si a # B, s(a) = (),
s(B) =tla), y ac,ap, fa,ca € I para cada flecha a, y 0 en cualquier otro caso.

Si car(K) = 2, en adicidn a los elementos anteriores, los siguientes elementos completan
una base de HH'(B):

9. (a,s(a)) € Q1]|B donde a es un bucle y solo aparece en la relacion a®.

10. a ® a* € Q1 © B* con a un bucle,

11 Piga),ar Vip,8y € Homa a(DA, A), donde o y B son ciclos no triviales con Vg = (),
valg(s(a)) =2y

i) Vis(a),a}(0") =7 sia =07 0 a=~d y cero en otro caso,

i) ,py(B*) = B y cero en otro caso.

Ademds, si Gg es la realizacion de la configuracion de Brauer correspondiente al dlgebra
de configuracion de Brauer B dada por el hipergrafo de A, entonces las configuraciones
locales en las Figuras 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6 y 5.7 dan los elementos de la base de
HH'(B) que no son diagonales.

1 30!

(1) (2)

Figura 5.1. Configuracién local en el hipergrafo asociado de un algebra casi gentil A, cada
uno da lugar a un elemento de la base de Z(A), donde o = ay,...a;.

Figura 5.2. La marca x de la parte izquierda va entre cualquiera de los poligonos, excepto
dentro del ciclo. Esto corresponde a un atajo como en el Teorema 5.4.1 con o = ay...a1 y
a; € Q1 paral <7< n.
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Figura 5.3. Configuracién local correspondiente a una desviacién o = ¢,...c1abn,...b1 tipo
2 como en el Teorema 5.4.1y b;,c; € Q1 paral <i<m,1<j<n.

Figura 5.4. Configuracién local correspondiente al bucle en el Teorema 5.4.1, aparece en
la base de HH'(A) solamente si a? es la tnica relacién y car(K) = 2.

(1.b)

Figura 5.5. Configuraciones locales que dan lugar al elemento a ® b* —b® a* de la base de
HH;(A)* para algebras casi gentiles.

Figura 5.6. Configuracion loca correspondiente al bucle del Teorema 5.2.1.
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Figura 5.7. Configuraciones locales del hipergrafo asociado a A que aportan un elemento
a la base de Alt4(DA). En (1), a = ap...a1 y f = by, ...b1. Las configuraciones (2.a) y
(2.b) aparecen en la base de Alt4(DA) sicar(K) =2,donde « = ay,...a1 ya' =al,...ad}.

Un resultado de [16] es que dada un &dlgebra de configuracién de Brauer B con multi-
plicidad uno, existe un dlgebra casi gentil A tal que B = TA y A no es unica. De forma
similar a las extensiones triviales de algebras gentiles, se prueba que siempre se puede
elegir un algebra casi gentil A tal que Alt4(DA) = 0. La aprueba es idéntica que para
algebras gentiles.

Corolario 5.4.5. Sea A = KQ/I un dlgebra casi gentil. Ezxiste un dlgebra casi gentil A’
tal que TA=TA" y Alty(DA") =0.
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