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Resumen

Estudio de sistemas de ecuaciones diferenciales con retardo aplicados a modelos
bioquimicos

En la naturaleza existen procesos cuya evoluciéon depende de estadios previos. Estos procesos no pueden
ser estudiados a través de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) sino mediante ecuaciones diferenciales
con retardo (EDR). El nivel de complejidad de las EDR generalmente es superior al de las EDO.

En este trabajo analizamos varios modelos aplicados a la biologia, bioquimica y fisiologia que pueden re-
presentarse mediante EDR.

Nos proponemos dar nuevos enfoques a algunos sistemas clasicos con control, asi como a ecuaciones es-
pecificas que modelan procesos determinados. Algunas de las herramientas que encontraremos en esta tesis
fueron empleadas con éxito en aplicaciones a la fisica, biologia y la ingenierfa. En muchos casos nos ayudara
hacer un estudio de las bifurcaciones del sistema observando sus pardametros. Por otro lado, también buscamos
condiciones para determinar la estabilidad de modelos con control a fin de probar el efecto que tienen éstos en
los modelos en cuestion. Ademads emplearemos herramientas de la topologia como el grado de Leray-Schauder
para analizar la existencia de soluciones periédicas en modelos no auténomos para varios de estos sistemas.
Nos vamos a valer de métodos alternativos cuando se trate de probar la existencia de soluciones casi periddicas.

Palabras Clave: Ecuaciones diferenciales no lineales con retardo; Teoria de grado; Teoria de control; So-
luciones periddicas positivas; Soluciones casi periodicas positivas; Teoremas de punto fijo; Modelos bioldgicos;

Parametros criticos.

Clasificacion AMS 2010: 34K13, 3/K14, 34K18, 34K20, 3/K23, 37G10
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Abstract

Study of systems of delay differential equations applied to biochemical models.

In nature there are processes whose evolution depends on previous stages. These processes can not be
studied through ordinary differential equations (ODE) but through differential equations with delay (DDR).
In general, the level of complexity of the DDR is higher than that of the ODE.

In this thesis we analyze several models applied to biology, biochemistry and physiology that can be re-
presented by EDR.

We propose to give new approaches to some classical systems with control, as well as to specific equations
that model certain processes. Some of the tools that we will find in this thesis were used successfully in
applications to physics, biology and engineering.For example the use of numerical methods for the control
of unstable orbits or in the search of periodic solutions. In many cases it will help us to make a study of
the bifurcations of the system observing its parameters. On the other hand, we also look for conditions to
determine the stability of models with control in order to test the effect that these models have on the models
in question. In addition, we will use topology tools such as the Leray-Schauder degree to analyze the existence
of periodic solutions in non-autonomous models in several of these systems. We are going to use alternative
tools when it comes to proving the existence of almost periodic solutions.

Key words: Nonlinear delay differential equations; Degree Theory; Control theory; Positive periodic solu-
tions; Almost periodic positive solutions; Fized point theorems; Biological models; critical parameters.

Classification AMS 2010: 34K13, 3/K14, 34K18, 3/K20, 3/K23, 37G10
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Introduccion

Las ecuaciones diferenciales que hoy conocemos como ordinarias conforman una rama importante de la
matematica, su teoria se ha desarrollado vastamente desde los primeros trabajos realizados por Leibniz y
Newton en el siglo XVII. Por aquellos tiempos los modelos propuestos respondian a problemas planteados de
la Fisica fundamentalmente: Termodindmica, ondas y mecénica.

Las ecuaciones diferenciales de primer orden que denominaremos ordinarias son de la forma:

(1) = f(t, ). (0.0.1)

En el caso escalar, la funcién f:R? = R, tg € R.
Hablamos de un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden cuando

X'(t) = f(t, X) (0.0.2)

donde X : R = R", f:R x R" — R
Si a estos problemas les agregamos una condicién inicial z(to) = 2o € R en el caso escalar (0.0.1)), X (to) =
Xop € R" en el caso vectorial para algin ¢y € R, tenemos un Problema de Valores Iniciales.
En el caso que f(t,X) sea independiente de ¢, es decir f(¢t,X) = g(X) se dice que la ecuacién escalar
(0.0.3), o en el caso vectorial, es auténoma, caso contrario se la denomina no auténoma.

Con los anos, las aplicaciones de esta importante herramienta matematica se fueron diversificando. Durante
los siglos XIX y XX los modelos de crecimiento poblacional fueron intensamente estudiados desde puntos de
vista bioldgicos (Verhulst, predador-presa de Lotka Volterra, Nicholson) como econémicos (Malthus, Gom-
pertz) con el fin de analizar el crecimiento poblacional humano y el limitante en la disponibilidad de bienes.
Sin embargo, las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) no reflejan completamente el comportamiento de
ciertos procesos que se ven afectados por instancias pasadas de estos procesos. Esto es claro si nos referimos
a modelos biolégicos, ecoldégicos o incluso econdémicos.

Las ecuaciones diferenciales con retardo (EDR) suelen representar mejor ciertos procesos donde las condi-
ciones a un tiempo determinado dependen de estadios previos. En el caso de un problema de valores iniciales
la condicién inicial no es un nimero o un vector en R™, sino una funcién continua en cierto intervalo [to — T, to]-
Esto le agrega una complejidad extra a las ecuaciones diferenciales con retardo dado que se trata de un pro-
blema de dimensién infinita, hecho que no se observa en las ecuaciones diferenciales ordinarias, puesto que el
espacio al que pertenece la condicién inicial, el espacio de funciones C([tg — 7, to], R), es de dimensién infinita.
Si bien los primeros esbozos de ecuacién diferencial con retardo se reconocen en algunos trabajos de Bernoulli
y Condorcet, el estudio profundo de este tipo de ecuaciones diferenciales se desarrollé durante la segunda
mitad del siglo XX e implic6é un notable cambio de enfoque con respecto a lo que se conocia para EDO puesto
que ciertos resultados validos para éstas no siempre se verifican en las EDR y aquellos resultados directos para
las EDO se pueden tornar dificultosos en los casos de ecuaciones diferenciales con retardo.

En esta tesis vamos a estudiar sistemas con retardos constantes fijos 7 > 0, una ecuacién diferencial escalar
de primer orden con retardo fijo se puede representar de esta forma:

2'(t) = f(t,x(t), z(t — 7)).

También en este caso se puede plantear un sistema de ecuaciones diferenciales con retardo considerando,

como antes en ,
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y [ RxR"xR" — R".

A pesar de que existe la costumbre muy difundida de emplear ecuaciones diferenciales ordinarias para mo-

delar procesos naturales, en muchos casos es razonable considerar cierto retardo. Por ejemplo, al estudiar una
epidemia en una cierta region, no basta con conocer la cantidad de infectados en un tiempo dado, sino observar
como fue la evolucién en el tiempo de la enfermedad, para predecir mejor su futuro comportamiento. O bien,
si un paciente decide iniciar un tratamiento contra una enfermedad, es conveniente saber como progresé esta
antes de iniciar el tratamiento durante cierto lapso de tiempo.
En las reacciones quimicas, se sabe que hay ciertos productos cuya concentracién elevada reprime (inhibidores
o catalizadores negativos) o potencia (catalizadores positivos) la produccién de ciertos sustratos que los gene-
raron. Estos procesos de feedback positivo (retroalimentacién) o negativo (feedforward, retro-represién) no se
observan simultdneamente; la catalizacién de sustratos y productos primarios comienza cuando la concentra-
cion del catalizador alcanzo cierto valor umbral en el pasado.

El objetivo de este trabajo es mostrar algunos modelos biolégicos, fisiolégicos y bioquimicos cuyas ecua-
ciones diferenciales sean analizadas con herramientas matematicas que nos permitan establecer condiciones de
estabilidad, uso de términos de control para alterar equilibrios o para corregir 6rbitas aperiédicas, existencia
de soluciones periddicas o casi periddicas y alguna aproximaciéon de las mismas.

Otro aspecto que caracteriza nuestro trabajo es la aplicaciéon de términos de control, es decir, procesos que
se anaden a una ecuacién diferencial, o sistema de ecuaciones diferenciales (ver [72]). La teorfa de control en
ecuaciones diferenciales se ha desarrollado con el fin de analizar modelos donde aparece un término adicional
(el control) que altera al modelo original tornando estable su solucién o bien modificando su equilibrio. Obvia-
mente se deben establecer condiciones para conocer el efecto que el término de control tiene sobre el sistema.
Por ejemplo en el caso de un tratamiento contra una enfermedad, se afiade una nueva ecuacién que alterara
el modelo original, y por ende, el desarrollo normal que tendria la enfermedad en caso de no ser tratada.
Obviamente se espera que esta alteraciéon devenga en una mejora del paciente; el control afectard a la solucién
del modelo estudiado.

A veces estos controles aplicados a EDO agregan un término de retardo que influye en la estabilidad de la
ecuacion controlada.
También nos proponemos determinar los parametros del control a agregar, para lo cual serdn necesarias ciertas
condiciones que nos permitan establecer la estabilidad de la solucién del modelo controlado. También se vera
la aplicacién de controles con una finalidad meramente matematica, por ejemplo para lograr la estabilidad de
soluciones inestables.

La tesis esta organizada en cuatro partes, siendo la segunda y tercera las que contienen los temas centra-
les de este trabajo. La primera parte se compone del primer capitulo que consiste en definiciones bésicas de
ecuaciones diferenciales con retardo y de las herramientas a utilizar en los capitulos siguientes para su mejor
comprension.

La segunda parte abarca los capitulos 2, 3 y 4 y comprende uno de los temas centrales de la tesis: Control
y Estabilidad. El capitulo segundo refiere a la aplicacién de un control con retardo para sincronizar la soluciéon
aparentemente caética (inestable) de un sistema sin retardo que modela las oscilaciones glucoliticas. Estas
oscilaciones fueron estudiadas en los afios '80 y se ha observado que el proceso de la glucdlisis (oxidacién de
la glucosa) en la levadura puede mostrar un desarrollo aperiédico como muestran los trabajos de [32, 9] en
los que basamos nuestros resultados. El control en cuestién ha sido desarrollado por Kestutis Pyragas en [74]
donde se agrega un término con retardo que sirve a su vez de parametro de bifurcacién.
El control de Pyragas anade un retardo 7 a un sistema de EDO propuesto por [32]. cuando 7 = 0 se tiene
el sistema original, y para cierto valor 7. > 0 la solucién se torna estable para 7 > 7.. Un andlisis similar se
propone para otro modelo de la glucdlisis propuesto por Yue-xian Li, Da-fu Ding y Jing-hua Xu [91].

Los resultados de este capitulo son parte del trabajo Control of Pyragas applied to a Coupled System with
Unstable Periodic Orbits, publicado en Bulletin of Mathematical Biology, DOI 10.1007/s11538-018-0492-5.
Disponible en internet desde el 10 de septiembre de 2018 (ver [3]).
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El tercer capitulo trata sobre la cldsica ecuacién diferencial de Gompertz para el crecimiento tumoral:

, K
N'(t) =rN(t)In (N(t — 7_)) . (0.0.3)
En este caso aplicaremos un control para alterar el valor del equilibrio. Por ello buscaremos un retardo maximo
en el cual aseguramos que existe estabilidad en el modelo controlado. El estudio esta basado en el contexto del
crecimiento tumoral y se emplea el control para disminuir el valor del equilibrio a uno mas bajo que el tamano
tumoral N (¢) promedio al momento de la muerte del paciente, que generalmente es mucho menor al valor de
equilibrio de . Este control puede interpretarse como una terapia o tratamiento contra el tumor.
Ademids, analizaremos un ejemplo con datos experimentales para determinar el valor de los pardmetros de
control.

El cuarto capitulo esta dedicado a otro modelo clésico, el de Nicholson:
N'(t) = =6N(t) + pN(t — 7)e~ N7 (0.0.4)

En este caso, N(t) representa la poblacién de cierta especie bajo estudio a tiempo ¢. Los primeros trabajos
modelados segin remiten al comportamiento de la poblacion de ciertas moscas que afectan a las ovejas
en Australia.

A esta ecuacién también se le aplicaran diferentes tipos de control y estableceremos condiciones para la es-
tabilidad de las soluciones. A diferencia del capitulo precedente vamos a observar controles que representen
feedbacks tanto positivos como negativos a fin de alterar los equilibrios.

La tercera parte de la tesis contiene los capitulos 5 y 6 donde nos proponemos probar la existencia de
soluciones en ciclos biolégicos y bioquimicos. Vamos a buscar determinado tipo de soluciones (periédicas o
casi periédicas) en diferentes modelos. En algunos vamos a tener en cuenta la variabilidad en el tiempo de los
parametros para probar la existencia de este tipo de soluciones en sistemas no auténomos.

Comenzamos en el quinto capitulo con la aplicacién de teoria de grado topoldgico a un modelo con retardo
acoplado no auténomo para probar la existencia de soluciones periddicas, veremos algunas aplicaciones en
ciclos hormonales (testosterona) y circadianos (mosca de la fruta).

Algunos resultados de este capitulo fueron publicados en la revista de Asociaciéon Argentina de Matematica
Aplicada, Computacional e Industrial (ASAMACI), ver [8]:

http://asamaci.org.ar/wp-content /uploads/2012/03/MACI-Vol-5-2015-rev9.pdf y en la revista Communica-
tions in Nonlinear Science and Numerical Simulation.

Disponible en el Volumen 65 a publicarse en diciembre de 2018 (ver [2]).

El capitulo sexto trata sobre la existencia de soluciones casi periddicas en modelos biolégicos. En este caso
vamos a utilizar herramientas alternativas a la teorfa de grado. Observaremos tres ejemplos, los dos primeros
vinculados también a ciclos hormonales. En el primero de ellos retomamos el modelo simplificado de la testos-
terona considerando la dindmica estudiada en el capitulo 5] en el segundo analizaremos el ciclo menstrual. En
ambos casos utilizaremos el concepto de dicotomia exponencial analizado por distintos métodos para probar
la existencia de soluciones casi periddicas.

El dltimo ejemplo es el ciclo celular de Nazarenko-Sel’kov donde emplearemos un resultado clésico, el Teorema
de la Funcién Implicita, para probar la existencia de este tipo de soluciones.

Por dltimo, la parte final de la tesis compuesta por el capitulo séptimo muestra las lineas de investigacién
actuales y algunos proyectos que surgieron recientemente y que conformaran nuestras investigaciones futuras.
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Parte 1

Conceptos Basicos






Capitulo 1

Definiciones necesarias

1.1. Conceptos Previos

Antes de comenzar con la teorfa de ecuaciones diferenciales con retardo, vamos a referirnos a algunos
conceptos generales que son necesarios para el desarrollo del trabajo.
Primero comenzaremos con algunos enunciados propios del anélisis complejo.

Definicién 1.1.1. Dada una funcién de variable compleja f, diremos que es holomorfa en un subconjunto
abierto D C C si es complejo-diferenciable en cada punto z € D. Se dice que f es meromorfa en un

subconjunto abierto D si es holomorfa en D, salvo en un conjunto de puntos aislados z1, 23, ... € D tales que
lim f(z) = co. A estos puntos se los denomina polos de f en D.
Z—zj

Teorema 1.1.1 (Principio de Argumento). Sean Q C C abierto acotado y f una funcién meromorfa en un
entorno de . La frontera de Q) estd delimitada por un camino cerrado 0S) tal que f no tiene ceros ni polos
en esta frontera, entonces se cumple la relacion:

P&y iy
a0 f(z)dZ_Q (Z =P,

donde Z =numero de ceros de f en Q) y P =numero de polos de f en ), contados con su multiplicidad.

Por otra parte, emplearemos algunos conceptos y definiciones relativos a sistemas dinamicos. Estos sistemas
representan procesos que se observan en disciplinas tan variadas como fisica, economia o biologia y se los suele
plantear con sistemas ecuaciones diferenciales para representar su evolucién en el tiempo. Se clasifican en
discretos y continuos, en el presente trabajo estudiaremos particularmente estos ltimos.

Ahora enunciaremos algunos resultados clasicos de ecuaciones diferenciales ordinarias y otras definiciones
que nos seran de utilidad.

Lema 1.1.2. (de Gronwall) Sean u, v : [a,b] — R>q continuas tales que

t
u(t) < a+/ u(s)v(s)ds
para todo t y cierto a > 0. Entonces
u(t) < ceda V()45

Definicion 1.1.2. Sean X, Y espacios normados y sea U C X un subconjunto abierto. Una funcién f : U — Y
se dice diferenciable Fréchet en xg € U si existe una transformacién lineal continua T : X — Y tal que

R(x) := f(z) — f(x0) — T'(x — x0)

satisface que
R
lim @)

w0 [z — @

0.

Al operador lineal T se lo denomina el diferencial de f en zy y su notacién es: T = D f(xy).

3



4 CAPITULO 1. DEFINICIONES NECESARIAS

Definicién 1.1.3. Sean X, Y espacios de Banach y A C X. Decimos que una funcién f : A — Y es de Clase
C1, si es derivable para todo 7 € Ay si Df : A — L(X,Y) es continua, donde L(X;Y) es el espacio de las
funciones lineales continuas con dominio en X e imagen en Y.

Este concepto se generaliza al caso en que f es C* cuando existen y son continuos los diferenciales hasta
orden k € N en zg € A y el operador diferencial de orden k, D¥ f es continuo.

Otro resultado clasico para probar existencia de soluciones es el siguiente.

Teorema 1.1.3 (de la Funcién Implicita). Sean X, Y y W espacios de Banach, sean U C X, V C Y
conjuntos abiertos y sea f : U x V. — W una aplicacion C*. Ademds, se supone que f(xo,y0) = 0 y que
g—i(xo,yo) 1Y = W es un isomorfismo, entonces existe un entorno Uy de x¢ y una inica funcion ¢ : Uy — V

de clase C* tal que ¢(x0) =yo y f(z,¢(x)) =0V x € Up.

Definicién 1.1.4. Un operador F' : X — Y se dice compacto cuando es continuo y F(C') es precompacto en
Y (o sea, la clausura F(C) C Y es compacta) para cualquier conjunto acotado C' C X.

Este tltimo resultado general, también sera 1til.

Definicién 1.1.5. Sean X, Y espacios topoldgicos y sea f : X — Y. Se dice que la funcién f es abierta si
para cada subconjunto A abierto enX, su imagen f(A) es un conjunto abierto en Y.

Teorema 1.1.4 (de la Funcién Abierta). Sean X, Y espacios de Banach y T : X — Y una funcidn lineal,
suryectiva y continua, entonces T es abierta.

Corolario 1.1.5. SiT : X = Y es lineal, biyectiva y continua, los espacios X, Y como en el Teorema|1.1./]
entonces T™1: Y — X es continua.

Definicién 1.1.6. Muchos problemas en andlisis no lineal pueden escribirse en la forma:
Lu = Nu, (1.1.1)

donde L es un operador diferencial lineal, definido en algiin espacio funcional adecuado, y N es un operador
no lineal que por lo general involucra los términos de orden menor. Se dice que el problema (1.1.1) es No
Resonante cuando el operador lineal L es inversible, de esta forma el problema pasa a ser de punto fijo:

u= L ' Nu.

Cuando el operador lineal L no es inversible, el problema ([1.1.1)) se dice Resonante.

1.2. Ecuaciones Diferenciales con Retardo

Consideremos el espacio de Banach C = C([—7,0],R™) conformado por las funciones continuas de [—7, 0]
en R equipado con la norma

lellz = sup_[lp(@)]l (1.2.1)
—7<i<0
donde || - || es la norma euclideana usual en R™.
Para cualquier conjunto A C R™ se define C4 = C([—7,0], A). Cuando A es cerrado, el espacio (Ca, || - ||+)
es de Banach y || - ||+ es una norma en Cy4, sin embargo si A no es un subespacio vectorial, || - ||, define una

métrica en Cy4.

Definicién 1.2.1. Sea J = [a,b] C R un intervalo, la funcién F : J x C4 — R™ y el conjunto B C J x Cy4.
Decimos que F' es Lipschitz en la segunda variable sobre B con constante K > 0 si

1E @, ¢) = F(t, o)l < Kllv — ¢+,

para alguna constante K > 0y cualquier par (¢,v), (t,¢) € B.
Se dice que F' es Localmente Lipschitz si para cualquier (t,%) € J x C4 existe un entorno U de (t,7)) tal
que F' = F|y es Lipschitz. En este caso, la constante K depende del entorno U.
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Notacion 1. Dada X funcién continua, X : R — R"™ definimos X; € C como la funcién definida por:
Xi(s) =X(t+s), se[—7,0]
Definicién 1.2.2. Sea F': J x C4 — R", decimos que la ecuacion
X'(t) = F(t, Xy) (1.2.2)
es una Ecuacién Diferencial Funcional con Retardo (EDFR).

Se puede ver que la definicién anterior incluye a las ecuaciones diferenciales ordinarias tomando el caso
7 = 0 e identificando R™ con C ({0}, R"):

X'(t) = F(t, X (1)),

y también las ecuaciones integro-diferenciales:

X'(t) = ' G(t,s, Xi(s))ds.

—T

Y si consideramos el operador F(v; i) = f(1(0),%(—7), 1) donde f : R® x R™ x R¥ — R™ y i es un vector de
pardmetros en R, entonces de acuerdo a (1.2.2)) se tiene la siguiente ecuacién diferencial no lineal con retardo:

X'(t) = f(X(@), X(t = 7), ).

En esta tesis estudiaremos casos donde exista un solo retardo fijo y también sistemas de EDFR donde se
analizard el comportamiento de las soluciones ante distintos valores de parametros del sistema.
A pesar de que las EDFR se pueden plantear de manera muy sencilla, presentan muchas complicaciones a la
hora de hallar soluciones y el comportamiento que éstas pueden tener. A diferencia de las EDO, la condicién
inicial de ecuaciones de la familia de (1.2.2]) con 7 > 0 debe ser una funcién:

X(t)=¢, pel, —7<t<0. (1.2.3)

Las EDFR pueden presentar comportamiento periédico [10], casi-periddico [12], biestable [33], o cadtico
como muestra [77], son muy sensibles a las condiciones iniciales y una pequeiia alteracién de éstas puede influir
en el comportamiento de la solucién.

Definicién 1.2.3. Dada una constante ¢ tal que tg < ¢ < ooy F : [to,q) x C4 C R x C — R™ el sistema
definido por
Xl(t) = F(t7Xt)7 te [thQ)
(1.2.4)
X(t) =9, p€Ca, to—7 <t <t

es el denominado Problema de Valores Iniciales de (1.2.2)).

Definicién 1.2.4. Una funcién X : [tg — 7,¢9) — R™ es una solucién del problema de valores iniciales (1.2.4)
si existe tys € (to,q) para el que se verifican las siguientes condiciones:

1. X € C([to — T,tM],Rn).
2. X(t)=¢p, -1 <t <0.
3. (t,X:) € Dom(F) CR x Cy X satisface la ecuacién (1.2.2)) para todo t € [to, tar)

Definicién 1.2.5. Un funcional F : [tg,q) X C4 — R™ se dice casi acotado si para cada conjunto D C A
cerrado y acotado y ¢ < tpr < ¢, F es acotado en [tg, tpr] X Cp.
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Observacion 1. Dada una EDR lineal
2'(t) = ax(t) + bx(t —7), a, bER
al reemplazar x(t) = e*, entonces se obtiene:
M\ = aeM + M) = A —a—be M = 0. (1.2.5)

En consecuencia se buscan aquellos valores de A € C que sean solucién de la ecuacion que se denomina
la Ecuacién Caracteristica.
En el caso de un sistema lineal

X'(t) = AX(t) + BX(t — 1),

la ecuacion caracteristica adquiere la forma:
det(\] — A — e B) = 0. (1.2.6)
A los valores A € C que verifican (1.2.6)) son los Valores Caracteristicos.

Definicion 1.2.6. Sea la EDFR:
X'(t) = F(Xy)
(1.2.7)
X(t) = ¢(t)7 te [_7_7 0]

con F localmente Lipschitz, para la cual existe una soluciéon X : R — R™. La ecuacién anterior se puede
escribir en relacién al semiflujo asociado a ([1.2.7)), definido como:

D(t,to, ¢) := X¢(9)

que esta bien definido para todo t > ty. Se supone que el estado de la solucién a tiempo inicial ¢ es ¢. Este
semi flujo es continuo y verifica:

1. (I)(t()vt()ad)) :¢
2. q)(tat17¢(t1atv¢)) = q)(tvt()v(b)
Con el concepto anterior, se puede definir la soluciéon de un sistema semi-dindmico a través de un flujo ®.

Definicién 1.2.7. (Amster [7], Hale [48]) Una solucién de un sistema semi-dindmico continuo ® es una funcién
s:Z CR—= C([—7,0],R™), donde T es un intervalo no trivial, tal que para todos los valores ¢, t<Z tales que
t > to se cumple

S(t) = (P(t, to, S(to)).

Como se trata de sistemas semi-dindamicos, las érbitas o trayectorias siempre van a ser positivas: dado
X € C([-7,0],R™), definimos
OT(X) :={®(t,X),: t >0}

Observacidn 2. En este contexto, se puede decir que todo punto de equilibrio z* € C([—7, 0], R™) es la solucién
constante
O(t,z*)=a" V t>0.

Ademds Ot (z*) = {z*}.
Definicién 1.2.8. El conjunto de puntos limite para cierto X se define como el w—limite:
w(X):={Y € C([-7,0,,R™) : ¢(tn, X) — Y para ciertos t,, — +oo},

o bien

w(X) = ({2, X)t > s}.

s>0
Definicién 1.2.9. Sea un conjunto E C C([—7,0],R™) entonces

1. E es un conjunto positivamente invariante si O*(X) C E para todo X € E.
2. E es invariante si ®(¢, E) = F para todo ¢ > 0.

En particular, los w—limites son conjuntos invariantes.
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1.2.1. Existencia y unicidad de soluciones

Una vez planteado el problema de valores iniciales (1.2.4)) debemos encontrar condiciones para asegurar la
existencia y unicidad de soluciones.

La siguiente condicién es 1til para probar la unicidad de las soluciones:

Definicién 1.2.10. Condicién (C): Se dice que F(t, X;) satisface la Condicién (C) si es continua con
respecto a t € [tg, q) para cada funcién continua X : [tg — r,q) = A.

Teorema 1.2.1 (Unicidad). Sea F : [tg,q) X C4 — R™ localmente Lipschitz que satisface la condicion (C).

Entonces para cualquier ¢ € Ca, (1.2.2)-(1.2.3) tiene a lo sumo una solucion en [to — r,trr) para cualquier
to—1r<tym<gq

Demostracion. Pégina 296 [34]. O

En muchos textos, en lugar de la condicién (C) se supone directamente la continuidad de F' en J x Cqa,
dicha continuidad implica la condicién (C).

Teorema 1.2.2 (Existencia Local). Sea F : [to, q) x C4 — R™ localmente Lipschitz que satisface la condicion
(C). Entonces para cada ¢ € Cy, el problema (1.2.4) tiene una tinica solucién X (t) definida en [to, to + 6] para
algin § >0

Demostracion. Pagina 301 [34]. O

Teorema 1.2.3 (Solucién Maximal). Sea F : [tg,q) XxCa — R™ localmente Lipschitz, casi acotada que satisface
la condicion (C). Entonces para cada ¢ € Ca, el problema (1.2.4) tiene una dnica solucidn que no se puede
extender X (t) definida en [to — 7,7); y si v < q entonces para todo compacto D C A:

X(t) ¢ D para algin t € (tg,r).
Demostracion. Pégina 306 [34]. O

El siguiente resultado es una consecuencia del Lema de Gronwall

Corolario 1.2.4 (Existencia Global). Sea A =R" y F : [to,q) xCa — R™ localmente Lipschitz y que satisface
la condicion (C), ademds

I1E (D) < M(E) + N@[¢ll- en [to, q) x Ca,

donde M y N son funciones continuas y positivas en [to,q). Entonces existe una inica solucién no extensible

del problema (1.2.4) en [to — 7, q).

1.2.1.1. Estabilidad de soluciones

Definicién 1.2.11. Dada una EDR como , si existe algin X* € R™ tal que F(t,X*) =0V t € R,
entonces se dice que X* es un punto de equilibrio de la ecuacion .

Diremos que el equilibrio X* es estable si para cualquier tg € R, ¢ > 0, existe § = d(e,tp) tal que si
¢ € C([-7,to], R™) y |l — X*|| < 0 implica que || X (tg,$) — X*|| < € para t > to donde X (g, $) es la solucién
de (1.2.2) con condicién inicial ¢(t), t € [—7,to]. El equilibrio X* es uniformemente estable si ¢ no depende
de to.

El equilibrio X* es asint6ticamente estable si es estable y existe dy = do(to) > 0, tal que si ||¢ — X*|| < do
implica que X (tg, ®) — X* cuando ¢t — +o00. Cuando el equilibrio no es estable se lo denomina inestable.

Definiciéon 1.2.12. Consideremos un espacio C, y la ecuacién con F' verificando las condiciones de
existencia y unicidad. Supongamos que F'(¢,0¢) = 0 Vt € R. Se define un entorno del equilibrio X =0c en
el espacio como

B(X,8)={¢€C:|X —¢| <3}, cond>0.
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Ahora analizaremos la estabilidad de sistemas lineales Consideremos el caso general de una EDR escalar
lineal:

7' (t) = ax(t) + bx(t — 1), (1.2.8)
donde a, b € R.
Al analizar la ecuacién caracteristica en , hemos visto que la misma es de la forma

h(\) = A —a —be > = 0.
Haciendo el reemplazo
z:= A1, a:=ar, B := b1,

la ecuacion caracteristica resulta equivalente a
F(z,a,8)=z—a— e *=0.
Al escribir z = x + iy, tales raices se caracterizan por las siguientes ecuaciones
r=a+ Be cosy

y=—Fe “seny.

Nos podemos limitar al caso y > 0. En primer lugar, podemos buscar las raices de parte real nula, es decir
aquellas donde = = 0. Si y = 0, se tiene solucién solo si a + 8 = 0. En cambio, si y > 0, z = £y es solucién
solo cuando

y = —Bseny, a = —Fcosy,

lo que implica que y # kn para todo k € Z. En este caso, queda un tnico par («, () determinado por las

ecuaciones
1 COs Y —y
o =

seny seny

Esto define curvas suaves, disjuntas y sin autointersecciones en el plano (a, J):

C={(aly), B)): ye (kr, (k+1)m)}.

Region de estabilidad

a+4+3=0

Figura 1.1: Regiéon de Estabilidad para un sistema lineal.
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Los sistemas dindmicos no lineales presentan amplia variedad en el comportamiento de las soluciones.
Definicién 1.2.13. Ahora definimos algunos conceptos a los que nos referiremos en el transcurso de la tesis.

» Dada una ecuacién de la forma (1.2.2), una solucién es una funcién suave que verifica esta ecuacién.
Esta solucién define una trayectoria. Se denomina drbita a la imagen de esta trayectoria.

= En la definicién de Strogatz [82], no hay una manera rigurosa de describir un Atractor. En términos
generales se puede decir que es un conjunto A al cual converge toda trayectoria en un entorno B que
lo incluye. Por ejemplo, los puntos de equilibrio asintéticamente estables son atractores de la forma
A = {z*}. Mds precisamente diremos que un atractor A C R"™ para EDR cumple con las siguientes
propiedades:

1. El conjunto A es invariante, cualquier trayectoria que comienza en A, permanece en A todo el
tiempo.

2. El conjunto A atrae un conjunto abierto de condiciones iniciales: Existe un abierto U C C([—7,0],R")
tal que A C Ulgr := U NR™, tal que si z(t) € UVt € [—7,0] entonces la distancia entre x(t) y A
tiende a 0 cuando t — +oo. El conjunto maximal U que verifica lo anterior se lo llama la Cuenca
de atraccion del atractor A.

3. A es minimal, es decir, no existe ningiin subconjunto propio de A que verifique las condiciones [1] y

2

En algunos textos al conjunto atractor también se lo llama Sumidero.
Ahora describiremos otros tipos de estados estacionarios.

s Se dice que un sistema de la forma (1.2.2)) presenta Biestabilidad cuando tiene dos equilibrios estables
y las trayectorias pueden converger a cualquiera de los dos, dependiendo de las condiciones iniciales.
Cuando hay mas de dos equilibrios estables se dice que el sistema es multiestable.

s Un ciclo limite es una O6rbita cerrada aislada, es decir, no existen otras trayectorias cerradas en la
vecindad de ésta. Cuando existe un ciclo limite unico, el sistema siempre evoluciona hacia la misma
curva cerrada caracterizada por una amplitud y un periodo fijos, para un conjunto dado de valores de
pardmetros, independientemente del estado inicial del sistema (ver Goldbeter [45]).

= La Biritmicidad es la coexistencia de dos ciclo limites dependiendo de las condiciones iniciales. Goldbeter
[45] menciona que este tipo de comportamiento asintético puede verse en sistemas neuronales y en
reacciones quimicas donde la variacion de la velocidad en que un sustrato del sistema ingresa al mismo
puede hacer que el estado estacionario cambie de un ciclo limite estable a otro.

Figura 1.2: Ejemplo de biritmicidad, dos ciclos limites separados por una trayectoria separatriz (trazo entre-
cortado).

En la figura (1.2) vemos que las trayectorias con puntos dentro de la regién delimitada por la separatriz,
convergen a un ciclo limite en el interior de esta regién. Aquellas que contienen puntos externos a esta
region, convergen a un ciclo limite atractor también externo a la regién delimitada por la separatriz.
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v Las oscilaciones duras se dan cuando el sistema tiene un equilibrio estable y un ciclo limite (como
minimo). Dependiendo de las condiciones iniciales la solucién puede acercarse a este equilibrio o converger
al ciclo limite.

= Existen oscilaciones complejas donde no existe convergencia al equilibrio ni periodicidad alguna, entonces
se habla de una trayectoria cadtica. Los atractores asociados a este comportamiento se los denomina
Atractores Extranos (ver [52), 53], 57 82])

1.3. Las Bifurcaciones en los sistemas dinamicos

La estructura de orbitas de un sistema dindmico puede cambiar cualitativamente al variar algunos de sus
parametros. Es decir, existe algiin pardmetro p de un sistema no lineal que segin el valor que tome puede hacer
que el equilibrio sea estable, inestable, o punto silla (saddle point, que atrae trayectorias en cierta direccién y
las repele en otras) o incluso eliminar equilibrios o crear nuevos.

Para comenzar, supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias como el que
sigue,
X'(t) = F(X(t), ) (13.1)

donde X (t) = (x1(¢t),z2(t)), u es un pardmetro del sistema al que se deja como variable. La funcién F :
R2 xR — R? es Lipschitz en 2 y C! en u. Supongamos ademés que este sistema tiene un equlibrio X € R? VY,
o0 sea:

F(Xo,p) =0. (1.3.2)

Si bien la resolucién de ecuaciones como ésta puede ser dificil, es evidente que existe un conjunto inicial de
soluciones de (las llamadas triviales). Sin embargo a partir de cierto valor de u = py pueden aparecer
nuevas soluciones (no triviales) emanadas de la rama de las soluciones triviales. A este fenémeno se lo llama
bifurcacion.

Cabe preguntarse, ;cémo se comporta la estabilidad de este equilibrio segtin el valor que tome el parametro
u? La clave estd en los autovalores de la matriz jacobiana (o matriz diferencial) de la funcién F del sistema
, como lo menciona Strogatz [82]: Cuando el equilibrio es estable, los autovalores A1, Ay € C se ubican
en el semiplano izquierdo del plano complejo, es decir Re{\;(1)} <0, j =1, 2. Claramente estos autovalores
dependen del pardmetro p y nada asegura que esta condiciéon de estabilidad se verifique para cualquier valor
de 1, pues esto depende de la funcién F. En el caso que Re{A;(u)} > 0 para j =1 o j = 2, el equilibrio se
torna inestable.
Existen muchos casos donde la estabilidad del sistema se altera al variar el parametro p.

Un resultado que sirve para estudiar este aspecto es el siguiente teorema.

Teorema 1.3.1. de Rouché. Sea A C R? abierto y F : A x C — R? funcion continua tal que para cada
w € C, F(-,pn) es analitica en A. Sea un abierto B acotado, B C A cuya clausura es compacta, y sea jig € C
tal que ningun cero de F(z,po) estd en 0B.

Entonces existe un entorno U de g en C para cual vale que:

1. Para todo p € U, F(z,u) 20V z € 0B.

2. Para cualquier p € U, la suma de las multiplicidades de los ceros de F(z,pu) pertenecientes a B es
independiente de .

Segun la definicién de Erneux [36], las bifurcaciones de Hopf son un caso particular de bifurcaciones que
representan la aparicion de una solucién periddica en el entorno de un equilibrio cuya estabilidad cambia
debido al cruce del eje imaginario de un par de autovalores, es por esto que nos interesa analizar aquellos
valores de y = u. donde los autovalores son puramente imaginarios, o sea A = +iwg. Al valor del pardmetro
1 donde se cumple esta condicion se lo denomina valor critico o valor de bifurcacion y lo simbolizaremos con
= He-

Si consideramos el sistema
2(t) = F(o(t), ne), (1.3.3)
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hay una bifurcacién cuando en un entorno de z( existe una familia de soluciones T'(¢)—periddicas que llama-
remos z(t, ) donde

27

lim T'(e) = —

e—0 wWo

gl’_% x(t,e) = xo.

Ahora veamos una definicién més general y formal.

Definicién 1.3.1. Consideremos el sistema (|1.3.3) donde F': @ C R™ x R™ — R"™ continua y Lipschitz en el
abierto Q. Sea (z*, ) € Q tal que F(z*, ug) = 0, diremos que (x*, po) es un punto de bifurcacién de (1.3.3)
si para todo entorno U C € de (z*, o) contiene algtin punto (Z, ft), T # x* que es solucién de F(x, u) = 0.

1.3.1. Tipos de Bifurcacion

Al variar el valor de u, el compor-

p<be U e tamiento de la solucién en relacién al
i equilibrio también se puede ver afecta-
do. Supongamos que el sistema
tiene un equilibrio estable en X, lo que
en el diagrama de flujo se observa como
una espiral convergente al equilibrio, si
dicho sistema tiene un valor critico .,
se puede ver como esta convergencia se
va tornando cada vez mas lenta a medi-
da que los valores p — p (Figura
izquierda). Cuando se alcanza el valor
de bifurcacién, el equilibrio pierde es-
tabilidad y aparece una trayectoria pe-
riédica (Figura derecha). En estos casos se dice que el sistema tiene una Bifurcacién Supercritica. Al
aumentar el valor de p > u. se puede observar una espiral inestable, mostrando que la trayectoria se aleja de
Xo. En este caso suele apreciarse una 6rbita estable en torno a Xy que atrae la trayectoria (ver Figura
derecha).
Supongamos por ejemplo que existen un ciclo limite estable v, y un equilibrio estable X en el interior de la
regién que el primero delimita, entre ellos hay un ciclo inestable +; que los separa (Ver figura , a medida
que u crece las trayectorias se aproximan al equlibrio Xg. Para cierto parametro critico p. lo suficientemente
grande, la trayectoria inestable «y; se colapsa en X, tornando inestable a este equilibrio (Ver Strogatz [82]).

Figura 1.3: Comportamiento de una solucién en una bifurcaciéon su-
percritica al variar p

po=p2> W= fe > 2 > p
b Ye Yi Ve
\ °
/ [

Figura 1.4: Colapso de trayectorias al equilibrio al variar el valor de un pardmetro p.

Una Bifurcacion Subcritica ocurre en el caso que al variar el pardmetro p, cuando éste toma el valor
= pe, la orbita y; se encuentra con Xy. Esta colision torna inestable al equilibrio, para valores p > p., las
trayectorias que comienzan cerca del equilibrio oscilan con mucha amplitud (ver Figura izquierda).
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v < o
2 @
H = o = Ho
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B> Ho n > po

Figura 1.5: Bifurcaciones en el diagrama de fases. Izquierda, bifurcacién subcritica. Derecha, bifurcacion
supercritica.

1.4. Funciones de Lyapunov

1.4.1. Andlisis de estabilidad

El uso de funciones de Lyapunov es una herramienta clésica en el estudio de estabilidad de equilibrios en
ecuaciones diferenciales ordinarias. Enunciaremos un resumen de la definiciéon y utilidad de las mismas.

En un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias auténomo:

y'(t) = g(y(1)) (1.4.1)

donde existe un equilibrio y*, el siguiente paso es determinar la naturaleza de este equilibrio. Bajo el supuesto
de que g : R™ — R™ es localmente Lipschitz, se puede analizar el sistema mediante el cambio de variable
x=y—y*, f(zx):=g(y—y*) para analizar la estabilidad del equilibrio z* = 0.

Si se supone que f verifica, para cierto R > 0:

f(z)-x<0, V]z| <R, (1.4.2)

entonces las soluciones cuya condicién inicial estan en una bola de radio R con centro en 0 deben quedarse
en esa bola ya que el campo definido por f apunta hacia adentro de 9Br(0). Como esto ocurre en todos los
puntos de esta bola, las soluciones deben converger al origen.

Consideramos la derivada total de cierta funcién V de esta manera:

. av
Vi(t) = %(t)
Por ejemplo si tomamos una funcién V(z) = ||z||?, z € Br(0), por regla de la cadena:
% ,
o VV(z)-2'(t) =VV(z)- f(x) =2z f(z) <O.

Considerando el sistema (1.4.1]) en la bola Bg(0), se obseva que podemos definir una funcién tipo paraboloide
que guia la trayectoria hacia el origen.
Las funciones de Lyapunov se definen con el espiritu del ejemplo anterior:



14 CAPITULO 1. DEFINICIONES NECESARIAS

Definicién 1.4.1. Se define una funcién de Lyapunov sobre un entorno abierto U del origen a V : U — R
diferenciable que verifica:

« V(0)=0
s V(z) >0V zeU-—{0}

Entonces, para un sistema como (|1.4.1)), se pueden clasificar sus equilibrios a través de este tipo de funciones
apropiadamente elegidas segun el siguiente criterio:

Teorema 1.4.1 (de estabilidad de Lyapunov). Para un sistema con equilibrio trivial
2 (t) = f(z(t)), f:R™ = R" localmente Lipschitz

y una funcion que V verifica los supuestos de la definicion anterior sobre un entorno U del origen vale:

1. S V(x) <0V xzeU entonces el equilibrio es estable;

2. SiV(x) <0V xz €U entonces el equilibrio es asintéticamente estable;

3. SiV(xr) >0V xcU entonces el equilibrio es inestable;
donde V es la derivada de V.

Lamentablemente no existe una regla fija que permita determinar la funcién de Lyapunov més indicada
para un sistema determinado.

1.4.2. Los funcionales de Lyapunov

Ahora consideremos el sistema con retardo:

(1.4.3)

donde F' es localmente Lipschitz y compacta.

Por lo general, para aplicar el método de Lyapunov en EDR se requiere ya no de una funcién, sino de un
funcional V : D — R™ definido sobre un subconjunto D C C([—7,0],R"). La definicién apela a un estado
inicial X y al flujo ® del sistema en cuestion .

Por comodidad en la escritura, denominaremos a la solucién de X(9)(t) = X(t,¢) en relacién a la

condicion inicial del sistema.

Un resultado que permite implementar funcionales de Lyapunov para analizar la estabilidad en EDFR es
el siguiente:

Teorema 1.4.2. (Principio de Invariancia de LaSalle) Sea F compacta y V : D — R un funcional
diferenciable. Si se supone que para toda ¢ € D la trayectoria X¢(p) estd acotada y se mantiene dentro de D
para todo t > 0, entonces 0 # w(¢) C Z, donde I es el subconjunto invariante mazimal de S := {4 € D :

V() =0}
Este funcional de Lyapunov debe verificar estas condiciones:
1. V: D — R es continua.

2. La derivada 5 o)) — V)
V(X) = 5 V(e X)) T Jim, h

(1.4.4)

estd definida y vale V(¢) <0V ¢ € D.
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Sea X (¢) := X(t+ h,¢) V ¢ € [-7,0]. El cociente incremental se puede escribir como:

V(Xn(¢) —V(¢) _ V(®(h,¢) —V(2(0,9)) _ p(h) —p(0)
= - I == 0

donde p(t) := V(®(t, ¢)). Por otro lado, si se aplica la regla de la cadena:

V(¢) = DV(2(0,9)) DP(-, ¢)i=0

se obtiene lo que se llama la derivada orbital.

Dado que la derivada del flujo ® es un elemento del espacio C([—7,0], R™), para que sea cierto que

O(h —®(0 oP
D&(,§)|— = lim, ( ,¢)h 0,9) _ o0
t=0

=X'(s.9)

la convergencia del limite

debe ser uniforme en s.
Al valer lo anterior para cualquier s, podria existir algin problema cuando —7 < s < 0 puesto que alli
X = ¢, lo que acabamos de afirmar solo vale en el caso de que ¢ sea derivable.

1.5. La Teoria de Grado

Una importante herramienta de la Topologia es la Teorfa de Grado definida por Brouwer. Segun [0], se la
puede pensar en un principio como un conteo algebraico de los ceros de una funcién continua.

1.5.1. El concepto de grado

Comenzaremos definiendo el grado en 2 dimensiones. Primero consideremos un conjunto abierto y acotado
Q y una funcién f : Q — C analitica y v : [0,1] —  una curva cerrada simple, orientada positivamente que
parametriza la frontera 0Q. Si f|,q, # 0, se deduce por el Principio del Argumento de Cauchy (o Teorema de

ceros y polos, ver [1.1.1)) lo siguiente:

#{x € Q: f(z) =0 con multiplicidad} = 2%”/ j}'((j)) dz. (1.5.1)
gl

Este clédsico resultado del Andlisis Complejo sirve para contabilizar con exactitud el nimero de raices de f en
el interior de €2 contadas con su multiplicidad. Con esto, se define el grado de una funcién.

Definicién 1.5.1. El grado de f en 0 sobre €2 se define como

deg(f,0,0) = %/ J;((j)) dz. (1.5.2)
8!
En general, si p ¢ f(99), se define
_ 1 f'(2)

El ntimero de soluciones de la ecuacién f(x) = p en el interior de 2
De la anterior definicién podemos deducir lo siguiente:
1. Sea la funcién identidad definida como id(x) = z V x, entonces

1sipe
deg(Id,Q,p) = { 0 siZ¢ 9 (1.5.4)

(La condicién de que p ¢ 92 es necesaria para la buena definicién del grado).
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2. Propiedad de traslacién: deg(f, 2, p) = deg(f — p,,0).
3. SiQy, O CQtales que 2, UQy =0y f # psobre Q — (Q; Uy), entonces

deg(f797p) = d@g(f,Ql,p) +deg(fa92ap)'

Definicién 1.5.2. Sean f, g:Q — C funciones continuas tales que p ¢ f(9€2) ni p ¢ g(92). Se dice que f y
g son homotdpicas (y se nota f ~ g) si existe una funcién continua h : Q x [0, 1] — C tal que

h(z,0) = f(z) y h(z,1) = g(z), para toda x € Q2

y ademas
h(z,\) #pVxze€dQyel0,1]

4. Invariancia por homotopias: Si f ~ g, entonces deg(f,Q,p) = deg(g,2,p). En particular, esto indica
que el grado depende del valor de f sobre el borde de Q. Si f = g en 02, entonces se puede definir la
siguiente homotopia

h(z,A) = Ag(z) + (1 = A) f ().
5. Sideg(f,Q,p) # 0, entonces existe al menos un z € 2 tal que f(z) = p.
6. deg(f,0,p) =0.

7. 81 f # 0 en Q, entonces deg(f,£2,0) = 0. Lo anterior se deduce de las propiedades 6 y 3 (tomando
0 =0, =0).

1.5.2. El grado de Brouwer
Con las definiciones anteriores, podemos extender el concepto de grado a espacios méas generales.

Definicién 1.5.3. Dado © C R" abierto acotado v f : @ — R™ de clase C' y m < n. Decimos que y € R™
es un valor regular de f cuando para todo z € f~!(y) se verifica que Df(x) : R® — R™ es suryectiva.

A los valores que no son regulares se los denomina criticos. De la definicién se desprende que si y ¢ f(Q),
entonces y es un valor regular.

Ahora observemos que si f € C1(Q,R") cumple f # p en 9Q y p es un valor regular de f, entonces el
conjunto f~1(p) es finito. Esto, junto a las observaciones previas hechas para R y C nos permite definir lo
siguiente:

Definicién 1.5.4. Para cualquier valor regular y de una f € C*1(€2,R") se define el Grado de Brouwer como
deg(f,Q,y) = Y sgnlJs())
zef~1(y)
donde J¢(x) = det(Df(x)) es el determinante jacobiano.

Observacion 3. El concepto de grado de Brouwer se hace extensible al caso de f continua (ver Amster [6]).

1.5.3. El grado de Leray Schauder

Con la definicion de grado topolégico de la seccién anterior, nuestro objetivo ahora es extender este concepto
a aplicaciones definidas en la clausura de un abierto acotado {2 C F donde F es un espacio de Banach. Sin
embargo, dicha definiciéon no es posible para una aplicaciéon cualquiera, es por esto que solo consideraremos
perturbaciones compactas de la identidad Id, es decir, operadores de la forma F := Id — K, donde K : Q — E
es un operador compacto. La ventaja que tienen este tipo de operadores se observa en el lema siguiente.

Lema 1.5.1. Un operador compacto K puede aprozimarse por operadores de rango finito (pues Q es acotado).
Dado e > 0, existe un operador K. : ¥ — E continuo tal que Im(K.) C V. donde el espacio V. tiene dimension
finita, y tal que ||[K(z) — K (2)|| <e Vx € Q.
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Una de las consecuencias de la compacidad es la siguiente.

Lema 1.5.2. Sea Q2 C E abierto y acotado y K : Q — E compacto. Si Kz # x ¥ x € 09, entonces

inf ||z — Kz| > 0.
€N

Demostracidn. Ver pagina 132 de [6]. O
Ahora estamos en condiciones de definir el grado de Leray-Schauder.

Definicién 1.5.5. Sean E un espacio de Banach, ) C E abierto y acotado, K : Q — E un operador compacto
tal que (Id — K)x # 0 para todo = € 92 y ademds,

1
e < = inf ||z —Kxl.
2 z€o

Entonces se define el grado de Leray-Schauder como:
degrs(Id — K,Q,0) :=degrs((Id — K.)|v., 2NV, 0),

donde K. verifica que Im(K.) C V. y que |[Kz — K.(z)|| < € V € Q para un subespacio V. tal que
dim(V;) < 0.

Proposicion 1.5.1. Los grados de Brouwer y Leray-Schauder tienen propiedades andlogas:

1siyeQ

1. Normalizacion: deg(id,Q,y) = { 0siyd Q-

2. Escision: Si Qo C Q es un abierto y F no se anula en Q — €y, entonces
degrs(F,Q,y) = degrs(F, o, y).

3. Solucidn: Si degrs(F,$,0) # 0 entonces F tiene alguna raiz en ).

4. Invarianza por homotopias: Si h(-, /\)7:2 Fr=1Id— Ky con Ky : Q = E es compacto y tal que Kyu # u
para todo u € O, A € [0,1] y K : Q@ x [0,1] — E dada por K(u,\) := Kx(u) es continua, entonces
degrs(Fa,,0) es independiente de .

5. S5iK(Q)CV CE, dim(V) < oo, entonces
degrs(F,€Q,0) = degp(Flgy,2NV,0)

donde degp simboliza al grado de Brouwer.

1.5.4. Teoremas de Continuacion

Ahora nos proponemos deducir la existencia de soluciones mediante Teoria de Grado, para un problema
del tipo
Lu = Nu, (1.5.5)

cuyo planteo abstracto puede observarse en muchos problemas de anélisis no lineal. Para ello, contamos con
este resultado,

Teorema 1.5.3. Sean E y F espacios de Banach, L : D C E — F es un operador lineal y N : E — F
es continuo. Consideremos el caso no resonante donde L es inversible y K = L™'N : E — E es compacto.
Ademds si existe un entorno acotado de 0, Q C F tal que la ecuacion Lu = ANwu no tiene soluciones en 02N D
para todo A € (0,1). Entonces el problema tiene al menos una solucidn.
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Si bien la teoria de grado nos permite obtener una gran cantidad de resultados en una amplia gama
de problemas, nos focalizaremos en la busqueda de soluciones T—periddicas de un sistema de ecuaciones
diferenciales con retardo de primer orden:

X'(t)=f(t, X (), X(t —71)), (1.5.6)

donde 7 € [0,7] es un retardo constante y una funcién f : R x R?"” — R"™ continua y T—periédica en su
primera variable, es decir, f(t,u,v) = f(t+T,u,v) V (t,u,v) € R x R?". En este caso, un espacio de Banach
apropiado es

Cr={ue CR,R"): u(t)=ult+T)Vt}
provisto de la norma usual.
Observemos que el operador lineal L : D = C7NCH(R,R™) — Cr, Lu := v/ no es inversible dado que el nticleo
de L es el conjunto de las funciones constantes (identificado con R™), ademds si u € D y ' = ¢, entonces

T
D= %/0 p(s)ds = 0. (1.5.7)

Por otra parte, para cualquier ¢ € Cr tal que g = 0, sus primitivas ¢ + fot p(s)ds € D, asi que p € Im(L), de
esta forma, se deduce que la imagen de L son las funciones de promedio 0, asi que tiene sentido definir:

Cr:={peCr: p=0}

Ademss sea K : €p — D tal que LK@ = ¢ para todo ¢ € €p, asi que K es una inversa continua por derecha
de L. La definiciéon de K puede hacerse de diversas maneras, por conveniencia optamos por la siguiente:

Koy = [ [“omars [ otas

es decir, la tnica de las posibilidades que tiene promedio 0.
Ast, (Kp) =pyque Kp(t+T) — Ko(t) = tHT p(s)ds = 0, recordando que fOT Kp(s)ds = 0.

Ahora nos ocuparemos del operador N : Cr — Cr que verifica Nu(t) = f(t, u(t), u(t — 7)). De esta forma, se
puede observar que u € Cr es una solucién si y solo si se verifican las siguientes igualdades:

{Nuzo

u=u+ KNu. (1.5.8)

Consideremos que si Nu # 0 entonces Nu no perteneceria al dominio de K y la segunda ecuacién no estaria
bien definida. Como pretendemos expresar nuestro problema como una ecuacién de punto fijo no basta con
restringir las soluciones al conjunto {u € Cr: Nu= 0}. Ahora plantearemos este sistema equivalente:

Nu=0
{ u=1u+ K(Nu— Nu). (1.5.9)

Pero si recordamos que el codominio de K es el conjunto de funciones en D de promedio nulo, podemos

convertir los sistemas (1.5.8)) y (1.5.9) en uno de una sola ecuacién:
u=u+ Nu+ K(Nu— Nu). (1.5.10)

En particular, si u € Cp es una solucién del problema original, debe satisfacer esta condicion.

Por otro lado, si u satisface , al tomar promedio a ambos lados de la igualdad, se tiene que Nu = 0
y entonces u = u + K Nu lo que implica que v’ = Nu.
Considerando lo anterior, se define una homotopia h : Cr x [0,1] — Cr dada por

h(u,\) :=u — (@ + Nu+ AK(Nu — Nu)). (1.5.11)
Cuando A > 0, se ve, como antes, que h(u, A\) = 0 si y sé6lo si

u'(t) = Nf(t,u(t),u(t —1)). (1.5.12)
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Observacion 4. Con la definicién de (|1.5.11]), se puede ver que
h(u,0) —u = — (% + Nu) € R" para todo u.

Con las propiedades del grado de Leray-Schauder en mente, si existe un abierto acotado 2 C C7r tal que
h(-,0)|aa # 0 (lo que equivale a decir que Nu # 0 para u € 92 NR™), entonces

deg(h(-,0),8,0) = (—=1)"deg(¢p, 2 NR",0)

donde ¢ : R" — R" est4 dado por ¢(u) :== —Nu = f% OT f(t,u,u)dt. Esto prueba el siguiente teorema.

Teorema 1.5.4. de Continuacion. Si existe un conjunto Q C Cr abierto y acotado tal que:
a) El problema Lu = ANwu no tiene solucion sobre 92 para 0 < A < 1.
b) ¢(u) # 0 para todo u € IQNR™.
¢) degp(p, QNR™ 0) #£ 0.

Entonces (1.5.6)) tiene al menos una solucién u € .

1.6. Funciones casi periédicas
En esta seccién utilizaremos por convencién la norma:
e = e ]

Ademas, se define la norma de las funciones acotadas:

IfIl = sup{[f(#)] : t€R}.

Definicién 1.6.1. Un conjunto S C R se dice relativamente denso si existe un nimero L > 0 tal que
[a,a+LINS#DPVaeR

A este numero L se lo llama la Longitud de inclusién.

Es decir, el complemento de S no puede contener intervalos arbitrariamente largos.

Por ejemplo S = Z tiene L = 1, pues [a,a+ L]NZ # 0 V a € R, entonces Z es relativamente denso, en
cambio N no es relativamente denso porque [a,a + L]NN=0V a < —L.

Definicién 1.6.2. (Bochner) Una funcién f : R — C es casi periddica si para toda sucesion (a,)nen se puede
extraer una subsucesion (an, )ken tal que

kh’m f(t+ an, ) existe uniformemente en toda la recta real.
—00

Ahora presentaremos la definicién de Bohr. Para ello primero necesitamos la siguiente definicion.

Definicién 1.6.3. Para cualquier funcién compleja y acotada f y € > 0, se define la e—traslacién de f al
conjunto:

T(f,e) :=A{r:|f(t+7) = f(t)

Definicién 1.6.4. (Bohr, [16]) Una funcién f : R — C se la llama Casi Periddica si para todo € > 0, T'(f, €)
es relativamente denso.

<eV it}

Lema 1.6.1. Sea una funcién f : R — C. f cumple la propiedad de la definicion (1.6.2)) si' y solo si cumple
con la propiedad enunciada en la definicién (1.6.4)).

Demostracion. Ver [30], pagina 16. O
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Para funciones T—periédicas es facil ver que T'(f,¢€) es relativamente denso porque f(t + nT) = f(t) para
todon € N, oseaque nT € T(f,¢) para todo e. Asi, dado € > 0, tomando L(e) = T tal que [a, a+T|NT(f,€) # 0
Ahora definiremos los espacios de las funciones casi periddicas. Hay cierta variedad de definiciones, por ejemplo
una es la citada por Corduneanu [30] referida al espacio C'P; (R, C) de funciones casi periédicas en el sentido
de Bohr [I6] con series de Fourier absolutamente convergentes. Nosotros utilizaremos la primera definicién de

Bohr (L.64).

Primero consideremos el espacio de Banach con norma infinito:
BC = {p: R — C: p funciones continuas y acotadas}.
Para cada T > 0 se define el subespacio lineal de las funciones peridédicas:
Perp:={f:R—C: f(t)=f(t+T)Vt, f continua}.

La clase de las funciones periédicas
Per = U Perr
T>0

no tiene estructura lineal y no es cerrada para limites uniformes. Esto da lugar a la siguiente definicién.

Definicién 1.6.5 (de Bohr). Se define el espacio C'P(C) como la clausura algebraica y topoldgica de Per en
BC, esto es,
Per c CP(C) C BC

donde CP(C) es el espacio de Banach mds chico que verifica esta cadena de inclusiones. Asi, este espacio
completo y normado contiene a todas las funciones casi peridédicas y es cerrado para la suma y limites uniformes.

Definicién 1.6.6. Se dice que f € CP}(R,C)si f' € CP(R,C) para f : C — R con la norma de las funciones
casi periddicas.

Notacion 2. Con las definiciones anteriores consideremos
CPR,C):={f:R—C: f casiperiddica}.

Cuando f : R — R simplemente notamos C' P(R).

1.6.1. Algunas definiciones y resultados
Consideremos el siguiente sistema con retardo
(fi—x =AW)x(t) + f(t,z,x;)
t (1.6.1)
$(t) = @(t)v te [*Ta O]

donde A(t) es casi periddica, f(t,-,-) es casi periddica en ¢ para cualquier par z, z, € & C R™ donde £ es
cualquier compacto de R™ (ver [38]). Ademds suponemos que f es Lipschitz sobre X2 en su segunda y tercera
variable:

3 My, My >0 tales que | f(t,x1,22) — f(t,y1,y2)|| < Millxr — y1l] + Mallva — yall,

la condicién inicial ¢ : R — RY,.

Definicién 1.6.7. Dado un sistema homogéneo asociado:

dx
O AW)X(t
ar ~ AR (1.6.2)

X(0) =1,

con X, A:R — R"™ ", Se define el Operador de Cauchy (U(t,s))i>s como U(t,s) = X() X ~1(s), t,s € R.
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Definicién 1.6.8. Dada f € CP(R,C) se define su valor medio como:

1 T

Teorema 1.6.2. El valor medio existe para cualquier funcion casi periddica.
Demostracion. Ver Corduneanu [30], Teorema 3.1, paginas 67-68. O

Para toda funcién f casi periédica en R (f € CP(R)) se define:

1
a(fN) = lim

T
/ FBe=™dt, A= {AER : a(f,A) £ 0}
0
Lo que da lugar al siguiente concepto (Fink, [38]):
Definicién 1.6.9. Para una f € CP(R), el médulo de f se define como:

N

mod(f) :=={p|p= Zni)\i, ni, N €N, \; € A}.
=1

Para otra funcién g € CP(R), el médulo conjunto de f y g es

mod(f, g) = mod(f) U mod(g).

Proposicién 1.6.1. Para cada f € CP(R) existe un conjunto a lo sumo numerable de valores de A € R tal
que

a(f,A) #0.
Con lo anterior, podemos definir la serie de Fourier de una f € CP(R):
[~ Z alf, Ak)e™ .
k=1

Definicién 1.6.10. Los exponentes de Fourier de f determinan el conjunto exp(f) := { g, k =1,2,...} y los

ar = a(f, Ax)
son los coeficientes de Fourier de f.
Lema 1.6.3 (Fink [38], Teorema 4.5). Dadas f, g € CP(R,R}), entonces son equivalentes:
1. mod(g) C mod(f).
2. Para cualquier sucesion {a,} C R, si ngrfoo f(t+an) = f(t) uniformemente en t € R, entonces existe

una subsucesion {an,} C {an} tal que ‘h’ril g(t + an;) = g(t) uniformemente en t € R.
j—4oo

Definicién 1.6.11. El sistema homogéneo (1.6.2)) presenta una dicotomia exponencial si existen constantes
c1, ¢, K1, Ko € Ry y una proyeccién P tal que

| U(t,0)PU1(s,0) |< Kje= (%) sit > s
(1.6.3)
| U(t,0)(I — P)U~(5,0) |< Kpe =) sit <s

p= ( b ) (1.6.4)

donde



22 CAPITULO 1. DEFINICIONES NECESARIAS

Observacién 5. En Coppel [29] se considera que es suficiente con tomar el caso en que P sea ortogonal, dado
que cualquier proyeccién es similar a una proyeccién ortogonal a modo de determinar univocamente ((1.6.4)).

Ahora veamos este resultado de Coppel que nos servird en el Capitulo [0} seccién 2

Proposicién 1.6.2. Sea A(t) una matriz de coeficientes casi periddicos y supongamos que todos los autovalores

A, 1 <5 < n de su matriz valor medio:

1 /7
Ap = Tgrfoo oT [T A(t)dt

tienen parte real diferente de cero. En particular, supongamos que Ag tiene k autovalores Re();) < —a <

0, 1 <j<kyn—k autovalores con parte real Re(\;) > >0, k+1<j<n.
Entonces para todo w > 0 grande, la ecuacion:

X'(t) = A(wt) - X(t)
tiene una matriz fundamental U(t) tal que:

| U(t,0)PU1(5,0) |< Kje (%) sit > s
(1.6.5)
| U(t,0)(I — P)U(s,0) |< Koe P=9) st < s
donde K1, Ko son constantes positivas independientes de w.

Teorema 1.6.4 (Coppel). Sea A(t) una matriz continua cuadrada definida en un intervalo J tal que

1. Si A(t) tiene k autovalores A(t) tales que Re{A(t)} < —a < 0 y n — k autovalores v(t) tales que
Re{v(t)} > 8 > 0 para todo t € T,

2. |A@®)|| < p para todo t € T,
. entonces para 0 < ¢ < min{a, B} existe una constante § = 0(u, « + B, ¢€) tal que, si
[A(t2) — A(t1)[| <0 silta —t2] < h,

donde h > 0 es un nimero fijo no mayor a la longitud de J, entonces la ecuacion (1.6.2)) tiene una matriz
fundamental X (t) que satisface las desigualdades:

| X(H)PX~1(s) |< Kie~(@=9(t=9) gi ¢ > 5
(1.6.6)
| X(t)(I — P)X(s) |< Kae=(B=)t=9) it < 5

(I O
po (B 9).
dx

— = A(t)z(t t,x(t),x(t —1
W AW () + (1), 2l — 7)) o

z(t) = (), t € [-7,0].

donde K; = K;(M,a+ 8,¢) >0, i=1,2 y

Como propone [38], consideremos:

Para calcular la soluciéon z debemos hallar un punto fijo de una aplicaciéon conveniente.
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Teorema 1.6.5. [Teorema 7.7, [38]] Supongamos que la ecuacion (1.6.2)) satisface una dicotomia exponencial,
y que f € CP(X), donde X =C o R, entonces existe una inica solucién casi periddica x al problema:

a'(t) = A(t)x(t) + f(t)
y ademds existen c1, ca como en la definicion (|1.6.11f) tales que

K, K,
ol < (52 + 22 ) 1l
1 C2

Teorema 1.6.6. Supongamos que el sistema homogéneo asociado a (1.6.7)) satisface una dicotomia exponen-
cial, que f es Lipschitz en su sequnda y en su tercera variable:

||f(t,x1,x2) - f(tvylayQ)HOO < M”(xlva) - (ylva)HOOa

y L > M, donde
1

T K Ky
J— _|_ J—
C1 C2
entonces (1.6.7)) tiene una solucidén casi periddica x.

L

Demostracion. Consideremos el espacio métrico completo B = {f : f € CP(X) A mod(g) C mod(f, A)} con la
norma uniforme. Entonces, si x € B = f(¢, x(t),x(t —7)) € By usando el Teorema para resolver .
Sea esa solucién T x, por ese teorema mod(7T x) C mod(f(t,x),A), entonces T x € B. También, a consecuencia
de ese teorema, la aplicaciéon T satisface:

KK K K
73 = Tolle < (5 + 52 ) LA x(O0x(t = 7) = S0 00) 000 = )l < (52422 ) Ml = vl
1 C2 C1 Co
En el caso que
1 K | Ky
- = — 4+ —=,
L C1 Co

entonces 7 es una contracciéon y por lo tanto, existe un punto fijo T = .

O
Otro resultado que vamos a necesitar para el capitulo 6 es el siguiente.
Teorema 1.6.7 (Fink [38], 5.11). Consideremos el sistema
7' (t) = Ax(t) + f(t) (1.6.8)

donde f € CP(R,RY). Supongamos que | — i€,| > p > 0 para todo autovalor p de A y €, € exp(f).
Entonces existe una unica solucion casi periddica x(f) de con exp(z(f)) C exp(f).

Mas ain, existe un polinomio P de grado a lo sumo n sin término constante que depende solo de la matriz A
y una constante C , tal que la aplicacion [ — x(f), definida sobre

sz{f : fECP(R,Ri), |M_i6n|2p>0}

es una aplicacion lineal con norma menor que P(Cp~1).
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Capitulo 2

El Ciclo de la Glucdlisis: Control de
orbitas inestables

2.1. Sistemas Inestables

En capitulos anteriores hemos hecho referencia a equilibrios estables e inestables. En sistemas dindmicos
no lineales la inestabilidad de las trayectorias puede darse de maneras variadas, una de ellas es la presencia
de ciclos periédicos inestables (CPI), segtn la definicién de [39].

En muchos casos, la existencia CPI se evidencia ante la aparicién de oscilaciones irregulares aperiédicas (o de
periodo infinito) y que conforman atractores extranos. En algunos casos se puede decir que este comporta-
miento puede considerarse cadtico como lo describen Montero y Morén [68].

Por caos se entiende el comportamiento dindmico aperiodico, que se presenta bajo condiciones totalmente
deterministas y que presenta gran sensibilidad a las condiciones iniciales.

También asi sostienen Decroly-Goldbeter en [32]:

La evolucion al caos aparentemente es una manera universal para los comportamientos periddicos de perder
su reqularidad para tornarse impredecibles aunque estén regidos por leyes deterministicas.

De forma similar lo expresa Torres [83]: El caos es el estudio cualitativo del comportamiento dindmico ape-
riddico que exhiben los sistemas deterministicos no-lineales.

Alternativamente, el caos aparece como consecuencia de la alta dependencia de la solucién a las condiciones
iniciales de modelo.

Existen trayectorias clasificadas incorrectamente como cadticas, aunque a primera vista aparenten tener

un comportamiento aperiédico, el comportamiento cuasiperiédico (Al que nos referiremos més adelante) se lo
suele confundir con caos porque las oscilaciones de esta indole bien podrian no repetirse nunca.
El caos suele aparecer en los mas variados contextos, no siempre es indicio de disfuncién o mal comportamiento
en los modelos, por ejemplo las ondas cerebrales y los latidos cardiacos presentan una tenue aperiodicidad,
necesaria para la adaptacién ante los cambios del entorno. Hay experimentos clasicos ampliamente citados en
la literatura [111, 28] 67, [82] donde se observa caos en reacciones quimicas (modelo de Belousov-Zhabotinskii),
circuitos electrénicos (ver [23] el circuito de Chua o [7] para el oscilador de Ueda), el mapa de Feigenbaum o
de Hénon para el caso discreto y los célebres modelos de Lorenz y Rossler.

2.1.1. El modelo Glucolitico

La glucdlisis es de una antigua via metabdlica que consiste en la secuencia de reacciones que convierte
una molécula de glucosa en dos de piruvato con la produccién neta de dos moléculas de ATP (Adenosine
Tri-Phosphate) que también reaccionan en este proceso (lo que se denomina una reaccién concomitante).

Es un proceso anaerdbico, no requiere de oxigeno, puesto que data de una etapa en que la atmédsfera no habia
acumulado suficiente Os y evolucioné con esta caracteristica.
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En diversos tejidos y células de mamiferos (eritrocitos, médula renal, cerebro y esperma) la glucosa es la tinica
fuente de energfa metabdlica. Asi también ocurre con algunos tejidos vegetales (tubérculos de papa).

Las oscilaciones glucoliticas se observan en casos como los de las células [ del pancreas, en la levadura o en
los miusculos.

El modelo simplificado de 2 reacciones enzimaticas que veremos en este trabajo representa un prototipo
de ruta metabdlica autorregulada. En lo que sigue, para ambos modelos M1 — M2, x,y, z representan las

+

< ~ - =
+ + Y ,/
————— s T v
»« — -
e :
ka

Figura 2.1: Modelo M1.

Figura 2.2: Modelo M2.

concentraciones rescaladas del sustrato S y los productos P, y P

[P](t)
Kpo

[S1()
Kml ’

ity = T, () =

z(t) :==

donde Kp; son las constantes de Michaelis para los productos P;, j =1, 2

2.1.2. Los modelos a analizar
2.1.2.1. El modelo M1

El ciclo de la glucdlisis es modelo bioquimico estudiado por multiples articulos como [3I], [43] 53], en es-
te capitulo veremos el caso particular (que simbolizamos como M1) analizado por Oliver Decroly y Albert
Goldbeter [32] donde se observa el efecto de dos mecanismos (feedbacks) generadores de inestabilidad dentro
del mismo sistema. Dicha inestabilidad produce una periodicidad entre las enzimas (cuyas oscilaciones pueden
tener periodos de varios minutos) y los diferentes productos de la cadena de reacciones. Al estudiar este modelo
acoplado en serie, se observa que la continua variacion de parametros del sistema da a lugar a una amplia
gama de comportamientos auto-regulatorios que van desde oscilaciones simples, biritmicidad hasta caos.
Como breve descripcién del modelo, se supone que el sustrato S es sintetizado a una tasa constante v. Como
sintesis quimica se entiende al proceso por el cual se producen compuestos quimicos a partir de compuestos
simples, también llamados precursores. La transformacién de S es catalizada por una enzima alostérica [| 1,
esta enzima actia de catalizadora, quiere decir que acelera la reaccién quimica activada por el producto Pi;
una segunda enzima alostérica Fy toma P; como sustrato y es activada por su producto Ps; K es la tasa de
remocién de P,. Este ltimo término es usado como pardmetro de bifurcacién tanto en los trabajos de [32]
para el modelo M1, como en [91] para el M2 que analizaremos més adelante.

El sistema de ecuaciones diferenciales es:

dx

E = k= Ul(p(‘ray)7

dy

a = q101¢>(x,y) - ‘7277(%2)’ (211)
d

ji = q20277(y7 Z) - Ksz-

"Enzimas alostéricas son aquellas que cambian su conformacién quimica por efecto del sustrato, esto implica que sus moléculas
pueden variar su afinidad de unién con otras moléculas.
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1. Las funciones ®,7 : R? — R se definen asi:

Br.y) (14 2)(1+y)?

T Lo+ (14 dy)2(1 4 2)?’

tales como las definen [32] 57], donde L1 y Lo son las constantes alostéricas de Ey y Fs, respectivamente
y d estd definida més abajo.

2. FEl sustrato S ingresa al sistema con velocidad constante v.

. . . . . v
3. K,,; es la constante de Michaelid"| para E;, i = 1, 2. En lo que sigue, consideraremos e
ml

constante de Michaelis de P; es Kp; para i =1, 2.

4. 01, 09 son los maximos en las actividades de las enzimas E; y Fs, respectivamente.

Kp, A
Kn, A+1
descomposiciéon del complejo enzima-sustrato EoP;. Los autores afirman que esta descomposicién se
realiza mayoritariamente en el sentido de producir Ps (o sea Kp, < K,,), as{ que suele ser tan chica
que se la toma como A = 0 (esto implica que d = 0).

5. La constante d =

En el trabajo de [91] define el coeficiente de asimetria A para la

7. El pardmetro K, representa la tasa de remocién de P,. Decroly y Goldbeter [32] consideran a éste
como un parametro de bifurcacién, tiene sentido considerar su variacién porque pueden existir cambios
continuos en la actividad enzimatica. Consideraremos un valor de este pardmetro donde se observa la
existencia de un atractor extrano segun los resultados de ese trabajo para el andlisis que desarrollamos
en este capitulo.

2.1.2.2. El modelo M2

Por otra parte, el modelo M2 fue estudiado por Li, Ding y Xu [91] quienes consideraron un sistema més
factible fisiolégicamente porque el acople de enzimas se produce entre un feedback negativo y otro positivo,
algo mucho més habitual en la naturaleza que lo visto en el modelo M1. A diferencia del caso ya analizado
de [32], se observa un feedback negativo que afecta al sustrato S, es decir que la concentracién de P; junto
con la enzima Fj a cierto nivel pueden inhibir el ingreso de sustrato que eventualmente puede fluir al exterior
del sistema a velocidad constante k,, o sea que S no se transforma en P; completamente, aspecto que no
se observa en M;. Esto hace de M2 un sistema mas completo porque presenta todas las caracteristicas de
auto-organizacion temporal.

Ademas el producto intermedio P; puede reproducir el sustrato S a través de una reaccién de primer orden
con tasa constante ky.

En este caso el sistema de ecuaciones diferenciales viene dado por:

dx Y

Y o U2 — g

it () — ko + kbqla

dy 2.1.2)
at = qo1¥(x) — kpy — oan(y, 2), (2.1.
dz

5 = 202n(y, 2) — Kz

donde

Esta constante corresponde a la concentracién de sustrato con la cual la velocidad de reaccién enzimaética alcanza un valor
igual a la mitad de la velocidad méxima. En medios con condiciones definidas de pH y temperatura, la constante tiene un valor
fijo para cada enzima y sirve para caracterizarla.
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1. La funcién ¥ : R — R se define por:

x
W(z) = Ky +z + Ki2?’

donde K4, K'j son constantes alostéricas.

2. k, es la constante que representa la reacciéon de primer orden segun la cual el sustrato S fluye hacia
fuera del sistema.

3. La reaccién por la cual P; puede generar el sustrato S tiene tasa constante ky.
4. El resto de los pardametros y funciones se definen igual que en el modelo Mj.

En este caso [91] también usan K, como pardmetro de bifurcacién.

2.2. EIl Método de Pyragas

Se han desarrollado técnicas para controlar las érbitas inestables realizando ligeras perturbaciones de-
pendientes del tiempo ¢t en la forma de feedbacks (o retroalimentacio’rm ). Como muchos atractores extrainos
contienen en su interior grandes grupos de trayectorias inestables, métodos como los desarrollados por 73], [74]
permiten estabilizar estas trayectorias.

Para fijar ideas, consideremos un sistema de la forma

X(to) = Xo
donde X = (z1,....,x,) vector de estados (que en nuestro caso va a representar cada x;(t) la concentracién
en funcién del tiempo del compuesto j en la cadena de reacciones a estudiar). Supongamos ademds que existe
un equilibrio inestable de este sistema.

Para este vector X (t) se puede definir un término de control S € R™ (también llamado senal de control
por Hovel [50]) a través de una funcién G(X) = S que observa cada componente del estado X para crear una
sefial de control. En nuestro caso, consideraremos como la identidad G(X) = X.

El método de Kestutis Pyragas ([74], 1992) también es conocido como Autosincronizacion por tiempo de
retardo que introduce una fuerza externa D : R” — R”™ definida por la diferencia D(S) := S(t) — S(t — 1)
(que Pyragas [74] denomina variable output), el efecto de este control es insertar un feedback continuo con
retraso en el tiempo. A su vez, existe una matriz K(t) € R™*™ que multiplica a D (ver Fourati et al. [39]). Los
coeficientes de esta matriz K(t), que pueden depender del tiempo (adaptabilidad de la matriz), representan el
peso de la perturbacién que el control agrega para forzar la sincronizacién (ver Boccaletti et al. [I7]). Se supone
que la intensidad de esta senal de control se hace practicamente nula cerca de la 6rbita ahora estabilizada.

2.2.1. Aplicacion del control

Consideremos un sistema con las mismas condiciones de (2.2.1]), que presenta comportamiento cadtico
préximo a un equilibrio inestable Py € R™, segtn la definicién de [74]:

X'(t) = F(X () + K(X(t) — X (t — 7)) (2.2.2)

donde F' : R® — R" corresponde a la funcién del sistema a estudiar, como antes X (t) = (z1(t), x2(t), ..., T, (1))
el vector de estados del modelo, 7 > 0 es un retardo fijo y la matriz de control X € R™*™. Denotamos por
A = Jp(FPy) la matriz jacobiana de F' evaluada en el equilibrio Fj.

Si nos centramos en un equilibrio inestable Py del sistema (2.2.1)), es de esperar que la matriz de la lineali-
zacién A tenga algin autovalor de parte real estrictamente positiva, por lo tanto para el nuevo sistema (2.2.2)),
el criterio para escoger la matriz K de control lo detallamos a continuacion.

MRetroalimentacién: Respuesta de un receptor a la senal enviada por un emisor.
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Vamos a pedir que la matriz A + K tenga todos sus autovalores de parte real estrictamente negativa. Esto
se fundamenta al observar la ecuacién caracteristica

P\, 1) =det (A — (A+K)+Ke ) =0, (2.2.3)

que satisface

limsup méix R(A) <0.
400 P(AT)=0

Ademis, se sabe que para cada 7 > 0y cada p € R el conjunto S, := {\: P(\,7) =0, R()\) > p} es finito
y ademads, si 1 > 0 entonces S, es un conjunto vacio para 7 lo suficientemente grande. Esto iltimo se deduce
de lo siguiente:

1 |e M| = e RIT <m0 as 7 — +oo.
2. ming(yys, |det(A — (A +K))| > 0.

Nos proponemos buscar un minimo retardo 7, > 0 de forma tal que todas las soluciones de (2.2.3)) (los valores
caracterfsticos) tengan parte real no positiva, es decir:

Te = min{T > 0 tal que P(\,7) =0 AR(N;) <0V j}. (2.2.4)

La existencia de este valor depende de la eleccion de la matriz K. Para los ejemplos numéricos que desarrolla-
remos en las secciones siguientes buscaremos, para matrices K apropiadas, un intervalo (7., 7. + ¢) donde las
soluciones de (2.2.3) tienen todas parte real estrictamente negativa.

Por simplicidad consideraremos una matriz constante, y como se vera en los ejemplos, lo més rala posible.

2.3. Modelo acoplado de Decroly-Goldbeter (M1)

2.3.1. Un Modelo Cadtico

Se han observado comportamientos caéticos para ciertos pardametros del modelo glicolitico segtin lo men-
cionado por [91] y [32], por ejemplo si se consideran:

k=0,45 01 =092=10, ¢ =50, ¢ =0,02,
(2.3.1)
d=0, L;=5x10% Ly=100.

Para K = 2 puede observarse el siguiente atractor del sistema (2.1.1)):
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Figura 2.3: Atractor extrafio del sistema (2:1.1)) al considerar los pardmetros (2.3.1)).

Basdndonos en un trabajo de [28] vamos a aplicar un control tipo Pyragas ([74]) para estudiar modelos
como este.
Con los pardmetros introducidos en (2.3.1]), el sistema tiene los siguientes puntos de equilibrio:

Py = (2%, y*, 2*) = (31,2138; 152,188; 0,225)
(2.3.2)
P = (2%, y™, 2**) = (—32,1667; 152,188; 0,225).

Para el andlisis siguiente nos focalizaremos en el caso de Py = (g, yo, 20), dadas sus coordenadas positivas (y
recordando que trabajamos sobre concentraciones).

2.3.1.1. Un analisis previo de la matriz

Ya hemos mencionado que la determinacién de la matriz de control no es en absoluto trivial. Como los
feedbacks se producen entre P; y P» se puede considerar que la ecuacién correpondiente a S no requiere de
control alguno, lo que confirmaremos més adelante. Es por esto que para el desarrollo del trabajo, consideremos
una matriz de control de la forma:

0 0 O
K=[0 k k |. (2.3.3)
0 ks ks

Observacion 6. Dependiendo del modelo, y del retardo que incluiremos luego, puede convenir otro tipo de
matriz, pero para ejemplificar usaremos una de la forma de (2.3.3) con k; € R, i =1, 2, 3, 4.

La matriz I bien podria tener todos sus coeficientes no nulos, pero a los efectos de los cdlculos conviene
que sea lo mas rala posible. Cada coeficiente k; # 0 representa un control que se le anade al sistema
que lo tornara méas complejo, lo ideal seria agregar un minimo ntimero de controles.

Obviamente esta no es la inica eleccién de K posible, por ejemplo, también se podrian considerar matrices de
la forma K = —AI donde [ es la matriz identidad y A > 0.
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2.3.1.2. Aplicacién de un control tipo Pyragas

Consideremos la matriz jacobiana del sistema evaluada en el equilibrio Py:

—0,0270884 —0,0056023 0
A= Jo(Py) = 1,35442 0,132271  —36,1916
0 0,00295688 —1,27617

los autovalores de esta matriz son:
A4 = {0,0125038 — 0,0808754, 0,0125038 + 0,0808757, —1,19599}.
Ahora buscaremos un retardo critico. Observemos el sistema linealizado de (2.1.1]) en torno a Py:

X' (t) = Ja(Po)X(t)
donde

IT=z—-12% g=y—vy*, Z=2z-2z".

De esta manera, el sistema linealizado controlado resulta:
X'(t) = Jo(Po)X(t) + K(X(t) — X(t — 7)).

Por ejemplo, una matriz que podemos tomar de referencia es:
0 0 0
K= 0 0 3
0 1 0
puesto que los autovalores de A + K resultan tener todos parte real negativa:

Aagpx = {—0,571805 — 5,72724i, —0,571805 + 5,72724i, —0,0273747}.

Por lo tanto el sistema resultante es:

10(2 () (2(8)+1) (y(t)+1)*)

a'(t) = 0,45 — 5-108+(z(t)+1)2(y(t)+1)2?

10(y (1) (=(1)+1)? 500( (a(t)+1) (y(1)+1)*(t)
y(t) = - ((z(t)+1)2+100) 5‘1E)8+(z(t)+1)2(y(t)+1)2) 3(2(t) — 2(t — 7)),

0,2(y(t)(z(t)+1)2
(1) = 22O oat) + (y(t) — it — 1),

x(t) = 31,214, y(t) =152,2, =z(t)=0,22, t<O0.

Como puede verse, las condiciones iniciales son proximas al equilibrio Fy.

Al observar (2.2.3) en este caso, es claro que cuando 7 = 0 tenemos el sistema (2.1.1) que presenta un equi-

(2.3.4)

librio inestable en Py, nos proponemos mediante un andlisis similar al de Murray ([69], pdginas 246-252) de
un modelo de 3 ecuaciones, hallar un retardo critico 7. > 0 observando las raices de la funcién caracteristica.
Para este 7. se aprecia la aparicién de raices de parte real nula de dicha funcién haciendo de este retardo un

valor de bifurcacién del sistema ([2.3.4]).

La ecuacién caracteristica de A+ K es P(s,7) = 0 donde:

P(s,7) := —s% —1,17099s? + 30,1827se ™7 + 3se2*7 4 0,817601e ™7 4 0,0812651e~ %" — 33,15955 — 0,906876.

Como nos proponemos hallar un retardo critico, veamos qué condiciones debe tener 7. para que existan

raices de parte real nula s = wgi:
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P(woi, 7c) = —0,906876 — 33,1595iwo + 1,17099w2 + iwd + 0,817601 cos(Tewo) + 30,1827iwg cos(rewo) + 0,0812651 cos(27cwo )+

3iwp cos(27cwo) — 0,8176014 sin(7ewo) + 30,1827iwg sin(Tcwo) — 0,08126514 sin(27cwo ) + 3iwp sin(27cwo) = 0.
(2.3.5)

De manera similar al trabajo de Ruan-Wei [75], si separamos parte real e imaginaria de la ecuacién anterior,
obtenemos 2 familias de respuestas:

wo1 = £0,0608661 A 7.1 = 0,027402336 + 32,859k7w, k€ Z,

woz = £7,68649 A 7.2 = —0,36112741 + 0,260197km, k € Z.
En cada caso, el minimo retardo positivo resulté:
Ter = 0,0274023, 7.0 = 0,456302.

Ahora observaremos el efecto que tiene la variacién del parametro 7 en relacacién al 7. minimo obtenido.
Este andlisis lo realizaremos con Diagramas de Bifurcacidon, en sistemas dinamicos estos diagramas mues-
tran el comportamiento asintdtico de la solucién del sistema estudiado al variar el valor de uno o varios de
sus parametros; es decir, como varian los equilibrios al cambiar el valor del retardo. Asi, en estos diagramas
las soluciones estables vienen dadas por lineas continuas y las inestables por lineas de puntos o entrecortadas.
Dependiendo de la inestabilidad de la solucién, se puede apreciar un esfumado de puntos en los casos donde
existe un atractor caotico.

Es de esperar que en estos diagramas se observe un cambio de comportamiento de las soluciones cuando el
parametro toma determinado wvalor de bifurcacion o critico.

Los diagramas de bifurcacion para cada solucién son:

y

e
T

by
L

DR WY

]

Flgura 2.4: Bifurcaciones para z(t). Figura 2.5: Bifurcaciones para y(t). Figura 2.0: Bifurcaciones para z(t).

En todos los casos se iterd considerando 0 < 7 < 0,05.
Se puede apreciar en estos diagramas el comportamiento aperiédico para valores de 7 cercanos a 0 y luego las
concentraciones de las 3 concentraciones logran estabilizarse en el valor critico 7.; que habiamos calculado.

Ahora plantearemos la evolucién de cada uno de los autovalores del sistema al variar el retardo 7 en un
intervalo que incluye al retardo critico y se obtienen estos graficos:
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Figura 2.7: Parte real de los autovalores conjugados A;, j =1, 2.

-0.002

Se consideraron valores 7 € [0; 0,035) para graficar las partes reales de los tres autovalores donde R(\;(7)).

0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 .035

— Re(As)

Figura 2.8: Parte real del tercer autovalor.

En los 3 casos se observa un comportamiento decreciente de la parte real de los autovalores en un entorno
del retardo critico 7.. Se puede asegurar que existe cierto 6 > 0 donde R(A;(7)) < 0 para todo 7 € (7, 7.+9).
En nuestros gréaficos, se observa que § ~ 0,0166.

Consideremos ahora la ecuacién implicita P(A,7) = 0, se observa que los valores de A son raices simples de P
para cada 7. Obsérvese que la funcién P(-,7) es analitica en A € C para cada 7, por lo tanto, para 7 = 7. se
tiene uem#o ara j =1, 2, 3.

q X p J y 4
En virtud del Teorema de la Funcién Implicita existe un entorno abierto de cada A; llamado V; C C,
un entorno abierto de 7., U; C R y una funcién derivable ¢, : U; — V; tal que P(¢;(7),7) = 0.

Se sabe que
oP

(1) = — g5 (65(r),7) j=1,2, 3.
N
En efecto, para cada autovalor correspondiente al retardo critico 7 = 7, , se obtuvieron las siguientes derivadas:

ar
$1(7e) = =55 (A1, 7) = —0,241571 + 0,502175,
Z2)
ar
$5(7e) = — 55 (A2, 7) = —0,241571 — 0,502175i,
Z2)
or
Py(7e) = =25 (N3, 7) = —38,9662 < 0.
2)

Observemos que en todos los casos se verifica que (¢’ (7)) < 0, por lo tanto la parte real de los 3 auto-
valores es decreciente en 7 = 7.
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Con lo anterior, se deduce que existe una constante § > 0 y un intervalo Z := (7., 7.+6) donde R(A;(7)) <0
para j =1, 2, 3y para todo 7 € Z.

Veamos las trayectorias obtenidas para los distintos valores de 7 en relacién a 7.1:

15248y
152.18
152.20

Figura 2.9: Trayectoria inestable para 7 = 0,015 < 7. Figura 2.10: Ciclo limite para 7 = 0,0274023 ~ 7

152018

15220

Figura 2.11: T toria establ = 0,03 . .
& rayectoria estable para > Te Figura 2.12: Trayectoria estable para 7 = 0,035 > 7.

Obsérvese que la convergencia es mas rapida que para T
mads cercano a 7. (Figura[2.11]).

Los graficos en todos los casos muestran trayectorias que parten de la condicién inicial (x(t), y(t), z(t)) =
(31,214,152,2,0,22) ~ Py cuando ¢ < 0 hasta que evoluciona en una espiral divergente para figura en un
ciclo limite para una espiral convergente param y en otra de convergencia mas rapida para (valor
del retardo més apartado del 7.; de bifurcacién).

2.4. Un segundo modelo acoplado de enzimas catalizadas

En este modelo realizaremos un anélisis similar; segtin el trabajo de [91], para los pardmetros que mostramos
a continuacién se observa la existencia de un atractor extrafio como solucién del sistema ([2.1.2)):

k=200, oy =40000, 02 =8, d=0, Ly=1000
(2.4.1)
¢ =15 ¢ =0065 k,=085 k =132 K/=1000, K4 =03

En este caso, consideramos K, = 1,92 donde se aprecia en este atractor extrano:
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1000 500

y

Figura 2.13: La trayectoria inestable del modelo (2.1.2)) para los pardmetros previos (2.4.1) donde 50 < ¢ < 200.

Con estos coeficientes los equilibrios resultantes son:
P, = (a*,y*, 2*) = (13,2691; 351,295; 9,5835)
Py = (™, y**, 2**) = (169,749; 722,885; 2,82917) (2.4.2)
Py = (o™, y™*, 2***) = (229,243; 607,287, 0,261201).

A diferencia del modelo previo, todos los equilibrios tienen coeficientes positivos, los dos primeros son
inestables y el iltimo es estable, sin pérdida de generalidad tomaremos el primero.

Como en el caso de M1, usaremos alguna matriz admisible para determinar los coeficientes de control. En
el equilibrio P;, la matriz jacobiana result6 ser:

—34,1853 0,88 0
A= Jp(P)=| 50003 —2,12582 —48,1065 |,
0 0,0523785  1,20692

de autovalores
Aa = {0,198408 + 1,188414, 0,198408 — 1,18841i, —35,501}

Para esta jacobiana una matriz de control es:

0 0 0
K= 0o -7 =3 (2.4.3)
-2 7 -1

puesto que los autovalores de A + K son:
A = {-35,3264; —3,88891 + 18,15337; —3,88891 — 18,1533i}.

todos de parte real negativa, que es lo que buscamos.

Observacion 7. Notemos que esta matriz de control (2.4.3) no responde al formato que escogimos para el
sistema M1 en cuanto a los coeficientes nulos. Obviamente esta eleccién de la matriz no es la tinica viable,
pero es afin a nuestros objetivos.
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Con todo lo anterior, el sistema controlado es:

dx T Y

&2 — 200 — 40000 0,85z + 1,32-L

dt 1000 + 2 + 0322 o0 b3

W _ 60000 x 132y -5 Y(LE2) T(y(t) — y(t — 7)) — 3(2(t) — 2(t — 7))
dt 1000 + 2 + 0322 Y T 10004 (1422 (WY ’
dz y(1+ 2)?

P 052 LA 1990 o(a(t) — alt — oyt — 7)) — (2(t) — 2(t —

= 0 s — 192 = 2(a(t) — (¢ =) + T(0(0) ~ (¢t = ) — (=(6) = 2(¢ =),
z(t) =13, y(t) =352, z(t)=9,58, t<O0.

(2.4.4)
Como en la seccién anterior, tomamos una condicién inicial constante cercana al equilibrio.

Asi, la funcién caracteristica de A 4+ K es en este caso:
P(s,7) = —s® + 852757 — 43,10425% + 660,062s5¢ 57 — 28s¢™ 2T 4

+13076e ™7 — 951,909¢ 25T — 619,427s — 12175,8.

Como ya hicimos antes en el modelo M1, nos proponemos hallar un 7. critico. Veremos qué condiciones
deben cumplirse para que P tenga una raiz imaginaria pura s = iw:

P(iw, 7e) = 8iw? sin(rew) + 660,062w sin(rew) — 28w sin(27.w) — 13076, 1 sin(rew)+
+951,909i sin(27.w) + 660,062iw cos(Tew) — 28.iw cos(27cw) — 619,427iw—
—8w? cos(Tew) + 13076,1 cos(ew) — 951,909 cos(27ew) + iw® + 43,1042w® — 12175,8 = 0.
Separando parte real e imaginaria se obtienen, otra vez, dos grupos de soluciones:

w1 = £26,9559 7.1 (k) = —0,08052813 + 0,0741952km

wy = £1,19884, 7.o(k) = 0,00126086 + 1,668276kT, k € Z

El menor 7. > 0 se obtiene para ws cuando 7. = 0,00126086.

La evolucién de los autovalores A; en funcién del retardo 7 en P(A,7) = 0 para j = 1, 2, 3 es la que se
observa en los siguientes graficos:

L L t
0.001 0.002 0.003 0.004 0.005

— RefA;), j=1,2

Figura 2.14: Parte real de Ay, As.

Como antes, los primeros 2 autovalores son complejos conjugados y el iltimo autovalor es real,
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—-35.500

—35.505

-35.510

— Ref4;)

-35.515}

-35.520

-35.525

: | . . t
_35530| 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005

Figura 2.15: Evolucién de Az al variar 7.

En todos los casos se consideré 7 € [0; 0,005). Se observa comportamiento decreciente de la parte real de
los 3 autovalores en el valor 7 = 7., lo que se confirma calculando las derivadas implicitas:

¢ (1e) = =% (A, 7) = —155,793 — 4,64371i,

SR

Py(1e) = =9 (N\g, ) = —155,793 + 4,643714,

SNE

“u|®|%

Ph(7e) = —-95 (X3, 7) = —5,42631.

Q
>

Mientras que los graficos obtenidos fueron estos, para distintos retardos:

Figura 2.17: Ciclo limite para 7 = 0,00126086 ~ 7. con
Figura 2.16: Trayectoria inestable para 7 = 0,001 < 7 10 <t < 90.
con 20 < t < 90.
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F3
124343130
i

3515 3620

505 3510

Figura 2.19: Trayectoria estable para un 7 = 0,002 >>
T. mas apartado del critico. La convergencia es més rapida
al equilibrio con 0 < ¢t < 120.

Figura 2.18: Trayectoria estable para 7 = 0,00128 > .
Se observa una lenta convergencia al equilibrio P; para
0 <t <120.

Nuevamente en los gréaficos se observan las trayectorias desde la condicién inicial. Para tiempos similares,
observamos el comportamiento de las soluciones del sistema controlado para distintos valores de 7. En la
figura [2.16) puede verse que la solucién se aleja del equilibrio para un retardo menor al critico; en la figura [2.17]
tenemos un ciclo limite para un valor pricticamente igual al critico.

En el caso de existe una convergencia al equilibrio para un retardo superior al critico, y ya tomando un
valor ain més grande, esta velocidad de convergencia se acentiia como vemos en [2.19

2.4.1. Algunas conclusiones

Luego de estudiar el comportamiento de las concentraciones en los modelos controlados de M1 y M2
partiendo de condiciones iniciales préximas a los respectivos equilibrios, pudimos apreciar diferentes compor-
tamientos para distintos valores de un retardo 7 en relacién a un retardo critico 7.

Se sabe que cuando 7 < T, existe inestabilidad de la solucién e incluso caos cuando 7 =~ 0 (el caso 7 =0
ya fue estudiado en [32] O1]).

Para 7 = 7, la solucién muestra una trayectoria periédica exhibiendo un ciclo limite en los graficos.

Existe § > 0 tal que si 7 € (7.7.+9) la solucién converge al punto de equilibrio en el que centramos nuestro
andlisis Py.

Pudimos ver cémo un control tipo Pyragas puede sincronizar el comportamiento de la solucién de dos
sistemas representativos de modelos de la glucdlisis que presentan comportamiento caético. El agregado de
un término que vincula un estadio previo de las concentraciones con el valor actual corrige matematicamente
la aparente aperiodicidad observada en los trabajos ya citados. Restaria ver el significado bioquimico de este
término de control y algun criterio de optimizacién para seleccionar la matriz admisible que seran desafios
futuros.



Capitulo 3

La Ecuacion de Gompertz

3.1. Un poco de historia

Una EDR clésica fue planteada por Benjamin Gompertz (Reino Unido, 1779-1865) para establecer una
ley de mortalidad humana. Dicha ley fue presentada en 1825 (ver [42]) luego de investigaciones realizadas por
Gompertz para la Royal Society:

N(t) = N(0)e=="" =D, (3.1.1)

De manera similar al modelo demografico Malthusiano, en este caso N (t) representa el nimero de individuos
a tiempo ¢t y los pardmetros a, ¢ son constantes positivas.

Con el transcurso de los anos, la ecuacién de Gompertz fue empleada en diversos modelos dado su preciso
ajuste de datos en procesos de la naturaleza variados. Zwietering et al. [94] mostraron que una versién modi-
ficada del modelo de Gompertz ajustaba bien al modelo de crecimiento poblacional en las bacterias; también
[25] menciona que en estadios iniciales en el proceso de agregacién de proteinas se observan procesos que res-
ponden a un comportamiento super-exponencial (tipo Gompertz) entre las diferentes reacciones del sistema.
La ecuacién de Gompertz suele ajustar bien para modelar el crecimiento de poblaciones que requieren de
nutrientes limitados, en principio la poblacién crece rapidamente, pero su nimero llega a un valor maximo
donde se agota la abundancia de sustento que le permita continuar creciendo. A este valor maximo alcanzado
por la poblacidn, se lo llama capacidad de carga.

En la préxima seccién nos vamos a referir a la aplicacion de la ecuacién de Gompertz para el crecimiento
tumoral como propuso Laird [55] en 1964.

3.2. Ecuaciéon de Gompertz para el crecimiento tumoral

La ecuacién en la que centraremos nuestro estudio es la siguiente :

AN - K
v rN(t)In (N(t—ﬂ) . (3.2.1)

con condicién inicial N (t) = ¢(t), t € [—7,0] para cierta ¢ € C([—7,0],R1), ©(0) > 0.

Observacion 8. En el caso en que 7 = 0, la funcién (3.1.1)) es solucién de (3.2.1)).

El equilibrio no trivial del sistema (3.2.1]) es N* = K. Ese valor K > 0 es la capacidad de carga y representa
el tamano maximo que puede alcanzar el tumor. En nuestra aplicacién, una concentracién muy proxima a este
equilibrio implica la muerte del paciente en la inmensa mayoria de los casos.

El valor del retardo influye en la estabilidad de este equilibrio, como veremos a continuacién. Sabiendo que

N'(t)  d(n(N(¢))

41
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consideramos la funcién M (t) := In(N(t)). Entonces (3.2.1)) se transforma en

dM
ﬁ:r(d—M(t—T)):’y—rM(t—T), (3.2.2)
donde se define § := In K y v = rd. Efectuamos el cambio de variables ¢ = r7 y realizamos la correccién
M(t) — 6 = S(t), para obtener:
ds
i BS(t—1) con B := —rr.
Entonces resulta una ecuacién lineal como la enunciada por la definicién [[.2:11] donde e = 0, g = —r7. En

este caso, se puede observar que la solucién es estable siempre que 77 < 7.
Para disminuir el valor de ese equilibrio indeseableﬂ se proponen modelos de control como el que se ve a

continuacion: % = rN(t) {ln (N(tK—T)> N Cu(t)}

du _ —au(t) + bIn(N(t))

dt (3.2.3)
N(t) = ¢(t), t € [-T1,0]

u(0) = ug

en el cual los pardmetros adicionales a, b, ¢ son constantes positivas y la funcién ¢ € C*([—7,0]) es estricta-
mente positiva.

Este control lineal u(t), que se puede plantear de maneras diversas, estd vinculado a una terapia del tratamien-
to del tumor con el fin de revertir, detener, o al menos desacelerar su crecimiento. Siempre que este control
refleje fielmente los efectos del tratamiento, se buscan condiciones sobre los parametros de para alterar

el equilibrio de (3.2.1)) y obtener uno menor.
En el caso de (3.2.3)) el equilibrio ahora es:
N* = Kater | y* = ML(K)_
a+cb

En este caso hay que analizar para qué valores de los pardmetros adicionales b, ¢ > 0 se obtiene:

Kia < K.

Observacion 9. En el contexto médico, al tratarse del nimero de células, es de esperar que K > 1.

3.2.1. Anadlisis cuantitativo del modelo de Gompertz con control indirecto

Como ya hemos visto, si consideramos M (t) := In(NN(¢)) se observa que (3.2.3) se transforma en

dM

o =r(0d—M(t—71)— cu(t))

Tt + Mt

a )+ M) (3.2.4)

M(t) = In(p(t)), t € [-7,0]

u(0) = up.

Ahora el equilibrio viene dado por:

ad . b

- ch+a’ = ch+a

"En clara referencia al contexto médico que estamos analizando.

*
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3.2.2. Estabilidad asintdtica

Teorema 3.2.1. Dados r, § positivos, existen valores de a, b, ¢ € (0,+00) tales que

lim [M(t);u(t)] = [M", u"

t——+o0
Realizaremos un cambio de variable:

z(t) = u(t) — u*

(3.2.5)
y(t) = M(t) — M~
funciones que al ser derivadas nos dan:
2(t) = o' (t) = —az(t) + by(t)
y'(t) = M'(t) = —r(y(t — 7) + cx(t))
(3.2.6)
z(0) = ug — u*
y(t) = o(t) == In(p(t)) — M*, t € [-7,0]
donde claramente el equilibrio es el trivial (z*,y*) = (0, 0)).
Por lo tanto, se obtiene:
24 (t) = —ax1(t) + bxa(t)
(3.2.7)
zh(t) = —rzo(t — 1) — rexq (t)
que escrito en forma matricial resulta:
X'(t)=AX(t)+ BX(t—71) (3.2.8)
donde
—a b 0 0
(2 D) se (8 o), 529
Consideremos ahora una matriz simétrica C' tal que ATC + CA = —D donde D es una matriz diagonal
definida positiva (Ver [48], pagina 106).
Fijamos una notacién para la matriz C":
_ (k1 ke
C= <k2 k3> (3.2.10)

los cuales para que la matriz D sea definida positiva, verifican
1. ko <0
2. kib — koa — kzcr =0
3. aky +crks >0

que equivale a pedir:

]{;1>0’ _Lkl<k2<0’ k3:_M
cr cr

asfi,

_ dl 0 o Z(le + CT]{ZQ) —bkl -+ ak2 + C’I"k’g
b= (0 d2> B <—b/€1 + ako + crks —2bks (3.2.11)
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Como se puede ver en [4], con la anterior notacién, se propone el siguiente funcional de Lyapunov:

0
V(¥) = $(0)"Cy(0) + 3 U(s)T By (s)ds,

donde E es una matriz simétrica definida positiva a definir mas adelante. Obviamente aplicaremos este fun-
cional a ¥(t) = X (t), que al derivar se obtiene:

V(X)=X'(0)TCcx(0)+ X (0)"cx'(0)" + X(0)T"EX(0) — X(-7)TEX(~7) =
= (X(0)TAT + X(—1)"BT)CX(0) + X(0)'C(AX(0) + BX(-7)) + X(0)TEX(0) — X(—7)TEX(~7)
Tras agrupar convenientemente, y utilizando la simetria de C:
V(X)=X(0)T(ATC + CA)X(0) + X(0)T(BTC + CB)X(—7) + X(0)"EX(0) — X(—7)TEX(—7)
lo anterior puede escribirse en forma matricial como
WTMW, donde WT = (X(0)" X(—7)T)

y M es la matriz definida en bloques

E—D BTc+CB
M = <BT0+CB —2E . (3.2.12)
2

Ahora necesitamos establecer condiciones para que M sea definida negativa, para esto serfa suficiente pedir
que D — F sea definida positiva y que W tenga coeficientes préximos a 0. Para ello, la matriz:

E = (el e2> (3.2.13)

€y €3
tiene polinomio caracteristico P(\) = A% — (e; +e3) A + (6163 — e%), para que sea definida positiva debe
cumplirse que e; > 0, y que det(E) > 0, esto 1ltimo equivale a decir que ejez > €3.

Con lo anterior y por la condicién de definida positiva de E se tiene que es > 0.
Para que D — F sea definida positiva, se requiere

1. di > e,
2. det(D — E) > 0.
En resumen, la matriz en bloques M es definida negativa si B es lo suficientemente proxima a la matriz nula,
que es valido cuando r es una constante positiva pequena.
Esto coincide con pedir que las soluciones de la ecuacién caracteristica
det(xl — A—Be ™) = (x4 a)(x+re™™") +ber =0 (3.2.14)

tengan parte real negativa en un entorno de 7 = 0.

En lo que sigue definimos para una matriz cuadrada de n x n, n € N:
n
JA]| = méx > |ag|.
J 4
=1

Los siguentes teoremas son importantes para buscar un retardo méaximo 7y que nos permita probar la
estabilidad de (3.2.3) para cualquier 7 € (0,79), a tal efecto, observaremos el sistema (3.2.8) en lo que sigue.
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Teorema 3.2.2. Sean A y B matrices reales n X n con coeficientes constantes tales que la solucion trivial de

dY (¢
% = (A+ B)Y(t) (3.2.15)
es asintoticamente estable y sean M y a constantes positivas que satisfacen

[eATB| < Me™t: M >1; a>0

Si T es suficientemente chico de modo que

M|[B||7([All + [ BI])
«

<1

entonces, la solucion trivial de es asintdticamente estable. Ademds, si X (t) es una solucidn cualquiera

de , vale que

[X@)I < M{ sup IX(S)I} e P >, (3.2.16)
sE[—7,7]
donde B es la unica solucion de

B MIBI = 1) (JAl + 1Bl
a Ba

1 (3.2.17)

Demostracion. Ver paginas 213-214 de [44] O

Observacion 10. La condicién (3.2.16)) del teorema anterior también depende del valor de ||B|| = r, que por
lo que habiamos visto antes debe ser chico. En nuestro ejemplo se obtiene una condicién mas fuerte, porque
si r7 es chico, la desigualdad (3.2.16]) se verifica.

Ahora veremos cé6mo debe ser el retardo 7 para que el sistema ((3.2.7)) la solucién sea estable.

Teorema 3.2.3. Supongamos que la solucidn trivial de es asintdticamente estable. Sea C una matriz
real definida positiva que verifica:

(A+ BY'C+C(A+B)=—1I (3.2.18)

donde I es la matriz identidad de n X n. Sea 79 la constante positiva que se define asi:

-1
7o = (Al + IBIDICBI) " v
donde p := /\7@, Amin(C), Amaz(C) son respectivamente el menor y el mayor autovalor de C. Entonces
P = Xaa(©)

la solucion trivial de es asintoticamente estable para todo T < 1.
Demostracidn. Ver paginas 215-217 de [44] O

Este valor 7y es el maximo retardo para el que se puede asegurar la estabilidad de la solucién.
Ahora si, realizaremos los cédlculos propuestos por el Teorema [3.2.3| en nuestro caso:

a+r+c(b+cr) b—ac
2(a+bc)(a+r) 2(a+bc)(a+r)

C:=
b—ac a’®+ra+b(b+cer)
2(a+bc)(a+r) 2(a+bc)r(a+r)

y ademsés el cociente de autovalores definido por el Teorema [3.2.3] resulta

a2+b2+(02+1)r27\/(a272T(a+bc)+b2+(62+1)T2)(a2+2r(a+bc)+b2+(cz+1)r2) (3 2 19)
2r(a+bc) . -

Donde el niimero p < 1 si alguna de las siguientes condiciones se verifica:
c# 3 Ar>0
(3.2.20)
c= g A T #a.
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Asi tenemos:

max{|b — ac|r,a® + ar + b(b + cr)}

All = m4 b Bl = Bl = .2.21
41 = méx{a + b,er}, B =, |CB] s i (32.21)
por lo tanto
Vpla+be)(a+r)
= — _ . (3.2.22)
méx{a +b+r, (c+ 1)r} - méx{|b — ac|r,a® + ar + b(b+ cr)}

3.3. Planteo Numérico
En 1964 Laird [55] analizé el crecimiento tumoral bajo el modelo de Gompertz, por el cual el papel de la
proliferacién de células tumorales en la notacién de la autora estd dado por:

~ 7at)

N(t) = Noew (¢ (3.3.1)

que se obtiene de integrar

= _ ~ eA/aNO
N'(t) = aN(t) 1n< 0 ) (3.3.2)

puesto que (3.3.2)) es una EDO.

Nuevamente N (t) es el tamafio del tumor, en unidades apropiadas, en el momento t, No=N (0) el tamarfio
inicial del tumor y A, « son constantes que pueden diferir dependiendo del tipo de tumor. El cociente é
determina la asintota de la curva de crecimiento.
Ademas, segiin nuestra notacién:
K =e4*Ny, r = o

Laird menciona que los valores observados del parametro r no son muy altos, en la mayoria de los casos entre
0,01 y 0,02, lo cual es adecuado para nuestras hipétesis de estabilidad global.

Por ejemplo, en el caso de un carcinoma de ascitis de Ehrlich-Lettre, su andlisis Gompertziano del crecimiento
tumoral en [55] fue:

0,078 4+ 0,011 | 0,009 40,0008 | 426 x 103 células | 2,5 x 10% células | 1,593 x 10° células

En estas condiciones, el valor medio de K es
K ~ 1,81412 x 1019,

Estamos interesados en el hecho de que el sistema controlado alcance un equilibrio considerablemente menor
al tamano del tumor estimado en el momento de la muerte. Para ello se buscaran condiciones generales que
permitan alcanzar un estado estacionario diferente al tamano estimado por Laird, es decir:

N* = Kot = (1,81412) 7% x 10%+s < 1,593 - 10°

(3.3.3)
entonces 0 < - < 0,897019.
Esta condicién se verifica, para los parametros a, b, ¢ positivos tales que:
a < 8,711bec. (3.3.4)

Sin embargo, en el contexto de la aplicacién, no basta solo con considerar parametros que verifiquen esta
condicién. El estado del paciente puede ser muy grave atin para pardmetros que verifiquen (3.3.4)), un ideal
seria llegar a un equilibrio mucho mas bajo, que no compromete la calidad de vida del paciente, para ello
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tenemos que trabajar en los pardmetros del sistema (3.2.3)).
Muchos tratamientos exitosos contra el cdncer, aunque no eliminen completamente el tumor, reducen consi-

derablemente el nimero de células cancerosas. Por ejemplo, si en nuestro caso pedimos:

N* = Kaite = =2
2
( N0> (3.3.5)
hl ?
. 12,269
Entonces ¢ := oty = — 7 = 25,6315 0,519403 < a < 1,08074bc.

Observacion 11. Con la notacién de (3.3.5)), se obtiene una expresion para uno de los pardmetros:

- b
a =a(b,c,Ng) = T aq
—4q

Laird no hace mencién a retardo alguno en el modelo (3.3.2)), sin embargo tiene sentido contemplar que

el crecimiento tumoral dependa del tiempo en que tarda en hacer efecto el tratamiento. Por esto el sistema

controlado que vamos a plantear exhibe un retardo positivo 7.
Vamos a fijar un valor arbitrario de b, y observaremos el comportamiento de las soluciones para distintos

valores de ¢ > 0 del sistema:

N'(t) = rN(t) <log (%) - cu(t))

u'(t) = blog(N(t)) — au(t)

. (3.3.6)
N(t) = (fv()  te[-70]
u(0) =0

En el (3.3.6) suponemos que la condicién inicial es la funcién gompertziana

—rs

- (£)°

que verifica ¢(0) = No, lo que implica razonablemente, que hasta ese momento el proceso adopté las carac-

teristicas de Gompertz sin control.

Se puede ver cémo afecta el valor del retardo en (3.2.1]) a las soluciones:
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400000

300000
— 1=0
— 1=10
— 1=30
— 1=45
— 1=50
— 1=60

200000

100000

Figura 3.1: Soluciones del modelo de Gompertz no controlado (3.2.1) para diferentes retardos 0 < ¢ < 400.
Como se aprecia en la ﬁgura valores altos del retardo (entiéndase 7 >> 0) muestran soluciones que no
tienen sentido con el contexto médico que estamos considerando.

Al observar la ecuacién de 19, podemos ver a este retardo critico como una funcién de b y de ¢, de esta
forma, 70 = 79(b, ¢), 7o : (0,+00) x (0,+00) — (0,400) se puede obtener un grafico como el siguiente:

Figura 3.2: Relacién entre b, ¢ y 7o.

En este caso, el valor maximo se alcanza en 7y = 56,6339 cuando b = 0,00865727 y ¢ = 0,961919.

Por ejemplo, cuando fijamos valores arbitrarios para b = 0,00865727 (el éptimo), 7 := 50 (dentro del
intervalo [0,79)) y condiciones iniciales Wy = 426 x 103, u(0) = 0. El comportamiento de las soluciones del
sistema ([3.3.6) para diferentes valores de ¢ > 0 se ve a continuacién:
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n* de células
1.5x10%
— =l).2
I e 0=l 4
1.0x10° - — £=0.96192
| =15
m— THM
Figura 3.3: Soluciones para distintos valores de c.
n® de células
2.0x1010
1.5x10" —_— =02
e C=.05
= =0,001
1.0x10" we Sin control
— TMM
5.0x10°

t
1000

Figura 3.4: Soluciones para ¢ < 0,961919.



50 CAPITULO 3. LA ECUACION DE GOMPERTZ

En la siguiente tabla se muestran los valores de los pardmetros para distintos porcentajes de retraccion del
nimero de células:

To 33.6569 | 47.2513 | 52.8418 | 55.6799 | 56.6339 | 57.5898 | 58.0208
0.009 0.009 0.009 0.009 0.009 0.009 0.009
0.0207 | 0.0122 | 0.0099 | 0.00896 | 0.00866 | 0.0083 | 0.0082
2.3013 | 1.3515 | 1.1027 | 0.9955 | 0.9619 | 0.9294 0.915

)

oS

Cabe destacar que el control fijado puede ser de diferentes formas. En ejemplos mas realistas habria que
considerar otras variables que complicarian el modelo, por ejemplo tener en cuenta el nivel de defensas del
paciente (lo que da por hecho que el control depende de cada paciente) y del tipo de tratamiento que éste
llevara a cabo, lo que se vincula al nimero de células tumorales con el que se inicia el tratamiento. En un
estadio temprano de la enfermedad puede que baste con términos de control mas sencillos que ante un proceso
mas avanzado donde se pueden superponer quimioterapia, drogas y hasta procesos quirtrgicos.



Capitulo 4

La Ecuacion de Nicholson con control

4.1. Introduccion

Alexander J. Nicholson fue un reconocido
entomoélogo, jefe de la Division de Entomo-
logia del Australian Commonwealth Scientific
and Industrial Research Organisation (CSI-
RO), que durante la década de 1950 estudié
en profundidad la peste que afectaba al gana-
do lanar, un pilar de la economia australiana.
Segtin Brillinger [19], A. J. Nicholson fue una
de las personalidades ma&s importantes de la
historia de la ciencia que estudia los insectos.
Los estudios de Nicholson se centraron en ob-
servar el comportamiento de la poblacién de
moscas de la familia Lucilia Cuprina.

El trabajo de Nicholson es reconocido por de-
terminar un camino en la entomologia sobre la
dindmica de las poblaciones de insectos. Tam-
bién el manejo de datos en sus numerosos ex-
perimentos de laboratorio son una referencia
en el andlisis estadistico. En lo que concierne
a la biologia matematica, se le reconoce el aporte en el modelado no lineal de sistemas biolégicos.

La ecuacién de Nicholson es la siguiente:

%/ = —aN(t) + pN(t — 7)e  EN(E=7) (4.1.1)

Figura 4.1: Mosca de las ovejas australianas Lucilia Cuprina

para N (t) =Ntmero de moscas en un tiempo ¢. La condicién inicial N(t) = ¢(¢), t € [—7,0] donde
¢ € C([-,0, R}

Los pardmetros del sistema (4.1.1)) son o > 0 la tasa de muerte de los insectos, la tasa de natalidad p > 0,

la capacidad de carga K > 0 (que en muchos trabajos se considera como K = 1 a través de un rescalamiento)
y el retardo 7 > 0 es la edad en que una mosca adulta surge de la crisdlida (o pupa).

El equilibrio no trivial de este sistema es (3.2.1): N* = +1n (2) que es positivo si p > a.
Si realizamos un desarrollo de Taylor de (4.1.1)):

N'(t) = —a(N(t) — N*) + pe= KN (1 = KN*YWN(t — ) — N*) + RN (1), N(t — 7)), (4.1.2)

'Consideramos Rt = (0, +00).

o1
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donde R es un resto que toma valores muy chicos cerca del origen, es decir R(z,y) ~ 0 si ||(x,y)|| = 0. Con
todo esto, podemos ver a la ecuacién de Nicholson (4.1.1) como una ”perturbacién”de una EDR lineal con
coeficientes constantes. Si definimos v(t) := N (t) — N*, €(t) .= R(N({t),N({t—71)) ¥y

o:=pe KN (1 - KN*) =aln <c;e) (4.1.3)

podemos representar (4.1.2)) asi:
V' (t) = —av(t) + ov(t — 7) + &(t).

Despreciando la perturbacién (), se obtiene el sistema linealizado
o' (t) = —ao(t) + ov(t — 1), (4.1.4)
donde v(t) es la solucién de este sistema. La ecuacién caracteristica en este caso es:
A\, T) = A+ a—oe 7.

Luego de hacer un andlisis similar al de (1.2.8]), se deduce que hay estabilidad absoluta, es decir, independiente
del valor de 7, si
o] < a,

In (ae) ‘ <1,
p
(R

En cambio, si p > ae?, la estabilidad es condicionada, depende de 7. En este caso la estabilidad se verifica si

entonces,

que equivale a la siguiente condicién:

como ya lo han mencionado en su trabajo Berezansky et al. [I§].
En las proximas secciones analizaremos distintos tipos de control para el modelo de Nicholson. A tal efecto,
emplearemos esta propiedad:

x

Proposicién 4.1.1. La funcion f(x) = xe™® es acotada en [0, +00). Ademds f es creciente en [0;1].

4.2. Un control para la ecuacién de Nicholson con retardo.

Para alterar el equilibrio A'*, aplicaremos un control al sistema (4.1.1]), ahora consideramos el modelo

% = —aN(t) + pN(t — 1) KN _ BN (t)u(t)
% — —u(t) + 5N (1), (4.2.1)

N(t) = ¢(t), t € [-T7,0]
w(0) =ug >0
donde los coeficientes 3, vy, 1 son todos positivos. La condicién inicial ¢ € C([—7,0],RT), » > 0.
En este caso, el equilibrio del sistema verifica

)
—a4pe ENT _ ZN* = 0.
Y
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Proposicion 4.2.1. Al comparar los equilibrios del sistema original (4.1.1)) con el controlado, se observa que
N* < N*.

Demostracion. Definimos la funcién continua 1(z) = —a + pe K*

ciente, pues ¢’ (z) = —Kpe K — % < 0, en particular, ¢'(N*) <0y

YN*) = —a+p (Z)K - %N* <a (—1 + (i)IM) <0

de donde se deduce que (N *) < p(N*) =0, entonces N* < N* O

— %m. Esta funcién es estrictamente decre-

Ahora probaremos que las soluciones son positivas y acotadas. Previamente observemos lo siguiente:

t t t
N(t) _ efat+ﬁ f"o u('r‘)drN(tO) +/ e—at-{-,@ /s u(r)drpN(S _ T)G_KN(S_T)dS.

to

Para 0 <ty <t < 7 se sabe que:

t t t
N(t) _ efat+6 fto u(r)drN(tO) _|_/ e—at-‘,—ﬁfs “(T)drpgo(s _ T)e—Kw(s—T)dS.

to

4.2.1. Existencia Global
Teorema 4.2.1. Las soluciones verifican N(t) > 0, u(t) > 0 para todo t > 0.

Demostracion. Supongamos que existe un minimo ¢; > 0 tal que N(¢1) = 0 o u(t;) = 0. Si la primera en
anularse es u, entonces:
0>/ (t1) = —yu(t1) + IN(t1) = 6N(t1) > 0

que es absurdo.

Si en cambio es N la primera en anularsﬂ N(t1) = 0, pero entonces
N'(t1) = pN(t; — 7)e KN=7) > o

que es absurdo.

O
Teorema 4.2.2. Las soluciones de (4.2.1]) son acotadas.
Demostracion. Empleando la propiedad (4.1.1)) se observa del sistema (4.2.1)) que
N'(t) < —aN(t) + C
para cierta constante C' > 0, entonces vale
(e**N(t)) < Ce™
at c at ¢ at —at
e N(t)—N(0)<a(e —1)= N(t) < N(O)—i—ge e~
Por otra parte: /
u'(t) + yu(t) = N (t) — (e"u(t)) = 0" N(t),
luego de integrar
t cs t
eu(t) = eMu(ty) +6 [ €N(s)ds < eou(ty) + — / e"ds,
to o tO
se concluye
) )
u(t) < e’Ytou(tO) + O—(l _ E’Y(t(l*t)) < g(l + e%o).
! e
O

Esto incluye el caso en que ambas se snulen a la vez.
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4.3. La Ecuacion de Nicholson con un feedback positivo

Supongamos que la dindmica del nimero de individuos de cierta especie en peligro de extincién responde
al modelo (4/2.1). Sin pérdida de generalidad, consideraremos el caso K = 1. Para evitar la desaparicién de
dicha especie, se puede proponer un control positivo para aumentar su nimero en el futuro. A tal efecto, se
propone el siguiente modelo:

N N+ NG e 5 ul)
du _ )+ SN (¢
o u(t) + N0 (4.3.)

N(t) = ¢(t), t € [-7,0]

u(0) = up.

Se supone que los pardmetros adicionales 3, v, & son positivos, la funcién ¢ € C1([—7,0]) es estrictamente
positiva y ug > 0.
El equilibrio resulta ser:

§
N*=In (w) ut = 2Nt
ay — B gl
Este equilibrio es positivo si ay > 84 (esto incluso es necesario para que exista N*) y vp > ay — 30.

Se puede observar que las soluciones de (4.3.1) verifican las siguientes igualdades:

N(t) = N(ty)e ** + /t e (t=9) {Bu(s) +pN(s— T)e_N(S_T)} ds

t1
t
u(t) = upe 7t + 5/ e"’(s_t)N(s)ds
0

donde t; € [—T,0].
La expresién matricial de la ecuacién (4.3.1) es de la forma:

N'(t) —a f N(t) pN(t — 7)e~N(E=7)
_ . + . (4.3.2)
u'(t) 5y —y u(t) 0
=F(N,,u)

Consideremos lo siguiente:

_J Nt—7)sit>ty | opt—T)sit <t
NT(t)_{Osit<t0 > (pT(t)_{OsitZto (433)

(Fo(N, w)(t) = {p(N:(t) + pr (1) )e= (Ve O+ @) 0}
Entonces F,, : C[tg,00) = Lo [to, 00) es un operador no lineal y acotado. Asi, el sistema (4.3.1) tiene la forma
@3.2).

4.3.1. Estabilidad Local

La linealizacion de (4.3.1]) es

N'(t) —a N(t) — N* pe N (1-N*) 0 N(t—r71)—N*
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donde Jp(N*,u*) es el jacobiano de F'. Ademds, se verifica:

n= (a—ﬁj) (1=N7),

donde 7 := pe=N" (1 — N*).
Asi, los autovalores del sistema linealizado son las soluciones de la ecuacién caracteristica:
Ata—ne ™™ B
P(A,7) = detM-A-Be ") =0 & = (A +a—ne ) (A +7y)—B5 =0. (4.3.5)
-6 Aty
Cuando 7 = 0 se obtiene:
P(X,0) =X+ (a+v = A+ (a —n)y - B9,

cuyas raices son reales y distintas:

—(a+y—n) £/ (—a+y+n)?+485
> .

)\ =

Observemos que si el término independiente del polinomio P(A,0) es negativo entonces hay un autovalor de
cada signo, se deduce que el equilibrio es inestable.

Si por el contrario el término independiente de P(\,0) fuera positivo, las dos raices tienen el mismo signo
y la suma entre ambas da 85

—(a+7—n)=—7—7—pN*e‘N* <0

de lo tdltimo se deduce que el equilibrio es estable.

Observacion 12. A diferencia del caso sin control (4.1.1)), para valores grandes de p, resulta N* > 1, entonces
n < 0 por lo tanto el sistema resulta estable.

Como ya hicimos en otros capitulos, volvemos a tomar un autovalor A = iw y planteamos P(iw,7.) = 0,
se sabe que existe un pardmetro 7. > 0 que puede ser calculado para algin w.
Luego de separar parte real de imaginaria (4.3.5]) se obtiene:

m cos(Tew) + nw sin(T.w) = ay — B6 — w?
(4.3.6)
yn sin(T.w) — nw cos(Tww) = —w(y + a)

luego de algunos calculos se llega a:

wt +w? (a? + 280 +7%) + (ay — B)? —n* (* + w?) =0

2 2 _ )
mn o+ ow M)H;m].
kEZ, w>0 W

n (v +w?)

En este caso también se puede probar la positividad de las soluciones.

1
Te = in — |£arccos

Teorema 4.3.1. Supongamos que (N(t), u(t)) es una solucion de (4.3.1) en el mdzimo intervalo de existencia
[to, t1), entonces N(t) > 0 y u(t) > 0 en ese intervalo.

Demostracidn. Supongamos como antes que existe un minimo s > tg tal que N(s) = 0 o u(s) = 0. Si la
primera en anularse es u, entonces:
u'(s) =yN(s) > 0.

Si la primera en anularse es N (o ambas), en un minimo s > to:
N'(s) = pN(s — 7)e” NG~ 4 Bu(s) > 0.

Con esto se puede ver que si las funciones tienen condiciones iniciales positivas (para cierto ¢ < tg, no pueden
anularse en [tg, t1). O
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Definimos A := a7y — 8§ > 0, que necesitaremos para lo que sigue.

Teorema 4.3.2. La solucion de (4.3.1) es acotada; ademds:

. 5p
Iim N(t) :=1i N(t) < —
M N(#) = lim sup N(t) < “1
y . (4.3.7)
1i t) =1 t) < —-.
A () lﬁgpu( )< X
Demostracion. Claramente
N'(t) < —aN(t) + Bu(t) + Pt >t
e
pues
|
ze T < -V
e
Entonces para cualquier t; > ty arbitrario:
t
N(t) < N(t)e 1) 1 3 / e =) y(s)ds + d
t1
_2Pr :
donde d = —, pues se sabe que:
ae
b a(ies) 1 alti—t) 1
e ds=—(1—e ! >—>7cuandot—>—|—oo.
. @ @
Asi
1— ea(tlft) ﬁ
N(t) < N(ty)e ") + 8 sup u(s)———— +d < N(ty)e ") + = sup wu(s)+d
t1<s<t a @ [ty,400)
en consecuencia,
- B
lim N(t) < = sup u(s)+d
Jim N (2) oS (s)
y como t1 es arbitrario
S B
— < Z
N : tlggoN(t) < tlirgou(t) +d. (4.3.8)
Similarmente .
1)
u(t) = uge "t + 5/ CON(s)ds < uge " + — sup N(s) =
t1 Y t1<s<t
, )
= limsupu(t) < — sup N(s)
t—o00 Y t1<s<t
t1 es como antes 5
u< —N. (4.3.9)
Y
Por (4.3.8) y (4.3.9), se deduce que:
— 1)
N<Pura<?'Fiq
@ ay
en conclusion: J
N< o _p
ad — B0 eA
o< add  po
T ay—pB5 eA
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Ahora enunciaremos algunos resultados que servirdn para demostrar que las soluciones de (4.3.1]) verifican
la condicién de persistencia uniforme (ver [18].)

Proposicién 4.3.1. Si para algin t € (0;400) se verifica que N(t) < e~*" entonces N(t — 1) < 1.

Demostracion. Se puede ver en ([£.3.1) que N'(t) > —aN(t), resolviendo se deduce que (e**N(t)) > 0 e
integrando entre ¢ — 7 y ¢ obtenemos

t
0< / (¢ N(s))ds = €N (¢) — e® =7 N (¢ — 1)
t—r1

por lo tanto:

En consecuencia se deduce:

O
Proposicién 4.3.2 (Persistencia de N). La solucién N de (4.3.1)) verifica
ltlg +1gof N(t) > 0.
Demostracion. Supongamos que h'g glf N(t) = 0. Entonces podemos hallar una sucesién ¢, — +oco que

verifique

N(t,) = mi N(t
(tn) in (t)

y ademds N'(t,) < 0 tal que N(¢,) — 0, en particular consideramos n lo suficientemente grande tal que
N(t,) <lIn ( ) pero en este caso:

0> —aN(ty) + pN(t, — 7)e N7 > N(t,)(—a + pe NE)) > 0.
que resulta absurdo. O

Teorema 4.3.3 (Persistencia uniforme de las soluciones). Si p > «, cualquier solucion de (4.3.1)), donde
ug >0y p(t) >0 si —7 <t <0, satisface la siguiente desigualdad:

5
liminf N(t) > p, liminfu(t) > &
t——+o0 t—+o0o 'y

donde p := min{In(2),e"7}.
Demostracion. Fijemos una constante r tal que
O<r<upu
y supongamo que liminf N(¢) =r
t—o00
Caso 1: Existe una sucesién t,, — +o0o tal que

lim N(t,) =7, N'(t,) <0.

n——+00

En este caso, fijemos un ng tal que N(t,,) < min{In(£),e~7*}, entonces caben dos posibilidades:

MObservemos que el caso » = 0 fue analizado en la proposicién
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A. Fijamos ng € N tal que N(t, —7) > N(t,) para todo n > ng entonces: Con lo anterior se deduce
N(tn) < N(tn —7) <1= N(tn, — 7)e N7 > N(t,)e N
as{ se tiene
02 N'(tn) = —aN(ta) +pN(ty — )e N > N(t,)(~a+pe V) > 0

que es absurdo. Entonces hay que ver si se cumple lo contrario, es decir,

B. N(t, —7) < N(t,) para todo n > ng, entonces N (t, — ) — r, sabemos como antes que:
0> N'(t,) > —aN(t,) + pN(t, — 1)e N7
que al tomar limite ¢t — oo
0> —ar+pre”” >0
que también es absurdo por la definicion de r.

Caso 2: Si no se verifica el caso 1, entonces existe algin ¢y tal que N(¢) < r para todo t > ty. En efecto,
observemos que si esto no pasara, habria un conjunto

R:={t>0: N(t)>r}

no acotado superiormente, entonces podriamos extraer una sucesion (sn) C R con s, — o tal que NV (sn) >r.
Entonces, si N(t) > r a partir de algtin ¢; > 0 se puede elegir N(¢,,) = H[u'n] N(t). Caso contrario, tomamos t,,
tel0,n

definido como el primer valor mayor que s,, donde N(¢,) = r. En ambas situaciones se observa que N (¢,) = r
y N'(t) < 0, que serfa como el caso 1.

En consecuencia, N (t) — r cuando t — 400, asf se deduce que también N (¢t — 1) — r resultando igual al caso
1, por lo tanto esta alternativa no puede darse.

Para hallar la cota inferior de u usamos lo que acabamos de probar, que ltl'm _&nf N(t) > p. Fijamos tg > 0
— 400

tal que N(t) > p — €, con € =~ 0 positivo, para t > tg y entonces se deduce de la segunda ecuacién de (4.3.1)
lo siguiente:
(eu(t)) = eIN(t)
t t
eu(t) > ulto) +6 | €*N(s)ds > u(to) +6 [ €"(u—e)ds
to tO
y al integrar

1 — e~ (to—1)
u(t) > ulto)e ™ + d(p — &) ————

gl
o(p—e -
Al tomar limite inferior: ltim 4inf u(t) > M, que como vale para cualquier € pequeno, entonces
— 400
1)

lim inf u(t) > —'u,

t——+oo y
lo que completa la demostracion. O

4.3.2. Estabilidad Global

Para x = (x1,22) € R?, se considera la norma vectorial ||z||~, y para matrices A = a;j, i,j = 1,2 una
norma ||A]| = méx Z?Zl laij(t)| y la medida para matrices pa(t) = max;=1, 2{ai; + >_;; [ai;|}. Supongamos
que todas las condiciones para (4.3.1]) se satisfacen.
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Teorema 4.3.4. Supongamos que (F,0)(t) = 0 para ¢ =0, Qo C R? es un conjunto abierto que contiene al
0 y otro abierto Q C R? que atrae toda solucion de con condicion inicial en .

Supongamos también que existen nimeros \, T tal que para cualquier x = (N, u) € Cltg, 00) x Cltg, 00), x(t) €
Q y x(tg) € Qo las siguientes desigualdades se mantienen para t:

I(Foa) @ <A sup fa(s)ll, A< p=lminf —pa(t),

t—7<s<t

donde A y T no dependen de p. Entonces, el vector 0 es un atractor global para toda solucion (4.3.2) con
condicion inicial en €.

Demostracion. Ver [13] O

Teorema 4.3.5. Supongamos que 0 < p < min{a— 3,0 —~}, entonces el equilibrio (N*,u*) = (0,0) es global
y asintoticamente estable.

Demostracion. A fin de probar estabilidad local, usamos la linealizacién de (4.3.1)):

N(t) = —aN(t) + Bu(t) + pN(t — 1)
a(t) = —6u(t) + YN (t) (4.3.10)
N(t) = (p(t), t S t(), U(O) = Ug.

Este sistema se puede escribir en la forma de operador (4.3.3)), donde:

(Fo(N,w))(t) = (p(N; + ¢-(1),0)" (4.3.11)
y A es definida por (4.3.2)). Para t > ¢ + 7, se tiene ¢ (t) = 0 (de (4.3.3)))), por lo tanto para t > to + 27,
I(FeN @B <p sup_ [[N(s)]l (4.3.12)

Para la matriz A tenemos:
pai=pa(t) =méx{—a+ 6, -d+~} = —min{a— 3, 6 —~},
asi
—pa =min{a -, § —7}.

Por Teorema [4.3.4] el sistema lineal (4.3.4)) es exponencialmente estable; por lo tanto, el sistema no lineal
(4.3.1) es localmente uniforme y estable. Ademas, la solucién trivial de (4.3.1)) es global y asintéticamente
estable si consideramos el operador F definido en
Como N(t) > 0, u(t) > 0 (4.3.12)) implica que (N*,u*) = (0,0) es un atractor a global y asintéticamente

estable para (4.3.1)). O

4.3.3. Analisis en un sistema no auténomo
Consideremos ahora el sistema (4.3.1)) no auténomo con los coeficientes de proporcién:

N 471 (t)(aN(t) — pN(t — 7)e NE=7) — Bu(t)) =0

(4.3.13)
U+ o (t)(u(t) —YN(#) =0
donde 7;(t) son funciones positivas, medibles y esencialmente acotadas en [0, c0).
Si da > (B, el sistema (4.3.13) tiene como equilibrio:
N ot (=P ) = I (4.3.14)
o — By ) e
estos equilibrios son positivos si:
pd > da — Bry.

Definimos R; = limsupr;(¢), tv; = liminfr;(¢).
t—o0 t—o0
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Teorema 4.3.6. Supongamos que un equilibrio positivo (N*, u*) del sistema (4.3.13|) existe y para algin e > 0
‘ p p p * .
max{i)%le—zﬂ%leﬁ — €, _G’mleWH — N*|} <min{vi(a — 8),t2(d — )}

entonces este equilibrio es global y asintoticamente estable.

Demostracion. Al sustituir: z1(t) :== N(t) — N*, x2(t) := u(t) — u*, el sistema de condiciones iniciales (4.3.13])
toma la forma

Z1(t) = =1 (t) (a1 (t) + N*) = p(a1(t) + N*)e= @ OFND) _ (2o (t) + u*))
#a(t) = —ra(t) (8(2a(0) + u*) A1 (6) + N*)) (13.15)

I(to) = X, .’E(t) = ’(/J(t)7 t<tg

donde 9 (t) = p(t) — N*, z2(to) = up — u*. Empleamos la linealizacién ya utilizada para si

max{o,mle% 1 — N*|} < min{e, (o — B),t2(6 — )}
el sistema linealizado para es exponencialmente estable. Este 1ltimo prueba que el equilibrio positivo de
es local y uniformemente estable. Como en la demostracién del Teorema el sistema puede
escribirse en la forma de operadores, y la aplicacién de la demostracién en el teorema 5.2 de [I§] produce lo
siguiente:
Si

max{mlg, mle% — €, —¢} < min{r(a— ), t2(5 — )}

entonces el equilibrio trivial es un atractor global para el sistema (4.3.15)). O
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Capitulo 5

Soluciones periddicas en ciclos

biolégicos

5.1. Introduccion

\F'

N
B

CLK CYC

O Juy

Figura 5.1: Tlustracién simplificada del periodo de retroalimentacion en
la regulacién de genes

hasta valores que reactivan el proceso.

El Grado Topoldgico es una herra-
mienta Util para encontrar equilibrios es-
tables en una amplia variedad de modelos
con parametros constantes, e incluso per-
mite deducir la existencia de soluciones
periddicas cuando esos parametros son re-
emplazados por funciones periédicas.
Los modelos autoregulados son habituales
en la naturaleza como describen [45], [49]
69]. Los ciclos hormonales son un buen
ejemplo de proceso autoregulado en los
cuales existe una realimentacién negativa
(inhibicién) que se activa cuando cierta
hormona supera un umbral critico de con-
centracion en sangre. Esta autoregulacion
permite que el proceso se desacelere hasta
que la concentracién de la hormona decae

FEl ciclo de la testosterona es el que tomaremos de ejemplo en este capitulo. En la literatura, existen muchos
trabajos que estudian este ciclo planteando diferentes modelos basados en datos experimentales. Los modelos
propuestos en los trabajos que citaremos en el desarrollo del capitulo son variados y representativos de la
dindmica de procesos bioquimicos. Aqui analizaremos varios de estos modelos mediante Teoria de grado donde
emplearemos resoluciones especificas para cada modelo con el propésito de demostrar para cada uno de ellos

la existencia de soluciones periddicas.

También veremos un modelo de represién de enzimas y otro sobre ciclo circadiano donde también aplicaremos
teoria de grado planteando demostraciones alternativas a las del ciclo hormonal para demostrar la existencia

de soluciones periédicas.
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5.2. Un caso de ciclo hormonal

Consideremos un sistema conformado por un grupo de
glandulas, cada una de ellas secreta una hormona que
estimula la secrecién de una siguiente, que sucesivamente
genera otra hormona que estimula la secrecién de otra
glandula hasta llegar a una fase final.

En dicha fase, la creciente liberacién de esta hormona
inhibe a las anteriores (fenémeno que se ajusta a lo que
se conoce como realimentacién negativa) sometiendo al
sistema entero a un decrecimiento de la produccién.

Esto hace que la hormona final disminuya su concentracién
hasta un umbral minimo que reactiva el proceso nueva-
mente.

Comportamientos de esta indole también se observan en
ciertos sistemas enziméaticos.

Figura 5.2: Un sistema de multiples lazos de reali-
mentacion

El modelo que responde a la cinética de la figura ([5.2)) es el siguiente:

75)) = bj(z;(t)),

1<j<n-—1. (5.2.1)

% = F(t,2n(t — 70)) — bo(o(t)),
% = Gj(t,l‘j—l(t - Ej)’x"(t -

dxy,

= H(twaa(t = e0)) = ba(aa(t)

AquiTs >0ye; >0, con0<i<n—1y1<j<n son retardos.

De acuerdo con el modelo se observan las siguientes caracteristicas:

1. F,H:R x[0,+00) — [0,00) y G; : R x [0,400)3 — [0, 00) son funciones continuas y T—periédicas en

su primer coordenada para cierto periodo 7" > 0.

2. b; : [0,+00) — [0, +00) son funciones estrictamente crecientes y b;(0) = 0 para ¢ =0, ...,n.

3. F es decreciente en la segunda coordenada, F'(t,z) > 0 para todo z > 0 e Im(F) C Im(bp).

4. H es creciente en la segunda coordenada, H (¢, x) > 0 para todo > 0 e Im(H) C Im(b,,).

5. G; es creciente en la segunda coordenada y es decreciente en la tercera coordenada con G, (¢, z,y) > 0

para > 0 e Im(G;) C Im(b;), donde j =1,...,n— 1.

Probaremos la existencia de soluciones positivas y T'—periédicas de (5.2.1]), més precisamente:

Teorema 5.2.1. Si se verifican las caracteristicas 1-5. Entonces el problema tiene al menos una

solucion T —periddica u = (g, X1, ...,

Zn) tal que xx(t) > 0 para todo t y todo k.
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5.2.1. Existencia de soluciones positivas y T—periédicas

En este caso utilizaremos el Teorema de Continuacién en el cono
K:={ueClCr:xx1,..,2, >0}
donde, como vimos, C es el espacio de Banach de las funciones continuas y periédicas
Cr:={u € C(R,R") : u(t) = u(t + T) para todo t},

provisto con la norma usual. Consideremos el operador lineal L : C'NCr — C dado por Lu := u' y el operador
no lineal N : £ — Cr definido como el término de la derecha del sistema ([5.2.1).

Definicién 5.2.1. Se define el promedio de una funcién u

1 /7
u::T/O u(t) dt.

Identificando al espacio R™*! como el subconjunto ) de C'r compuesto por las funciones constantes, definimos
la funcién ¢ : [0, +00)" ! — R™"*! dada por ¢(z) := Nz, o sea:

1

T 1 T
¢($0,$1,...,£n) = (T/ F(t,:pn) dt*bo(l’o),?/ Gl(t,xl,xn) dt*bl((ﬂg),
0 0

...,%/0 H(t,xnl)dt—bn(:ﬁn)>.

Para aplicar el Teorema de Continuacién (|1.5.4)) a este problema, supongamos que u = (xg, Z1, ..., Z,) € K
es una solucion del sistema Lu = ANwu para algun| A € (0, 1). Buscaremos cotas que determinaran una eleccién
apropiada de €.

Si suponemos que z( alcanza su maximo absoluto My en cierto ¢*, entonces x((t*) = 0 y asi
bo(Mp) = F(t*, z,(t" — 70)) < F(t*,0).

Fijando una constante Mg > méx;er by ' (F(t,0)), concluimos que zo(t*) < My. Ahora observamos que si 2,
alcanza su maximo absoluto M; en algin t*, entonces

bl(Ml) = Gl(t*,$0(t* — 51),xn(t* — 7'1)) S Gl(t*,MQ,O) S Gl(t*,M0,0).
De esta forma, podemos fijar una constante M; > méax;cr bl_l(Gl(t, My, 0)) y entonces My < Mj.

Anélogamente para los casos j = 2,...,n — 1 se pueden hallar valores M; > mix;cr b;l(Gj (t,M;_1,0))
tales que x;(t) < M; para todo t.

En la dltima ecuacién, suponemos que x,, alcanza su maximo absoluto M, para cierto t*, entonces
bn(M,) = Ht" ,xp_1(t" —en)) < H({t", My_1).
Asi, podemos fijar M,, > méx;eg b, * (H(t, M,,_1)) y concluir que z,,(t*) < M,,.
Para las cotas inferiores, van a ser tutiles las cotas superiores halladas previamente. Primero supongamos
que z( alcanza su minimo absoluto mg en cierto t,, de esta forma,

bo(mo) = F(t*,!Bn(lf* — To)) > F(t*,./\/ln) > 0.

Por lo tanto, se puede elegir una constante positiva mg < mingcg bal(F(t, M,,)) de modo que mgy > my.

"Ver Amster [6], pdgina 149.



66 CAPITULO 5. SOLUCIONES PERIODICAS EN CICLOS BIOLOGICOS

An3dlogamente, fijamos m; > 0 tales que m; < b;l(Gj (t,mj_1, M,)) para todo ¢ y concluimos que entonces
xj(t) >m; paratodoty 1 <j<n-—1.

Finalmente, se fija un valor positivo m,, tal que m,, < b, 1(H(t,m,_1)) para todo t, entonces z,(t) > m,
para todo t.

En sintesis, la primera condicién del Teorema de Continuacion se satisface sobre
Q= {(l’o,xl, 7.23”) eCr:mg< .’L'()(t) < My, My < .’Ej(t) < ./\/lj, LMy, < LUn(t) < Mn}

paratodo 1 <j<n-—1.

Por otro lado, se define el conjunto @ := QNR" ™ = (my, M) X ... x (m,, M,,), sobre las caras de este
cubo estudiaremos el comportamiento de ¢.

Sea x € () y suponemos fijado zy = mg, entonces existe algin ¢ tal que
1T . . .
T/ F(t, ) dt — bo(mo) = F(E, 20) — bo(mo) > F(f,an) — F(5, My) > 0.
0
También fijamos zg = My, entonces
1 [t - . N
T/ F(t, 1) dt — bo(Mo) = (i, ) — bo(Mo) < F(F, ) — F(E,0) < 0.
0
analogamente, para todo 7 =1,..,n — 1 se ve que

1 [T . .
T/o Gj(t,j—1,m,)dt —bj(m;) = Gj(t,zj-1,2,) — bj(m;) > G(t, m;—1, M) — bj(m;) >0,

17 . -
T/ Gj(t,xj_l,xn) dt — b](MJ) = G(t,.]?j_hl‘n) - b](./\/l]) S G(t,./\/lj_1,0) - b](./\/l]) <0
0

1 [T . .
T/ H(t 2 1) dt — by (i) = H(E 1) — by () > H(E 1) — bn(mn) > 0,
0

1 [T - 5
f/ Ht 1) dt — by(My) = H(E 2n 1) — bn(My) < H(E Moy_1) — bp(My) < 0,
0

Se deduce que vale la segunda condicién del Teorema de Continuacién. Ademads, si consideramos la homotopia
h:Q x[0,1] — R"*! dada por

h(z,A) == (1= X)(p — x) + \p(x)
donde

My + mg My +my,
5 e 5
entonces h # 0 on 0Q X [0, 1]. En efecto, si h(z, A) = 0 para algin = = (xq, z1, ..., T, ) € IQ, entonces podemos
suponer por ejemplo que xg = My y entonces

,—5(]? <0
0= hi(,A) = (1= \) == 4 261 (Mo, 21, ) < 0,

lo que es una contradiccion. Los casos restantes reflejan un resultado similar por la forma en que elegimos las
cotas.

Por la invarianza por homotopias del grado de Brouwer, concluimos que

deg($,Q,0) = deg(p — I1d,Q,0) = (—1)""

lo cual completa la demostracién.
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Observacion 13. La demostracién anterior no depende del valor de los retardos; en particular, el resultado
también es véalido para el caso sin retardos.

Observemos también que, cuando el sistema es auténomo, las hipétesis implican la existencia de un equilibrio
positivo, que en particular es una solucién en K. Por lo tanto, en términos generales, el resultado anterior
muestra que bajo las mismas condiciones, que implican la existencia de un equilibrio positivo para el caso
auténomo, también implican la existencia de soluciones #-periddicas, cuando los parametros constantes del
modelo sean reemplazados con - funciones periédicas. En el caso auténomo, se sabe que la presencia de
retrasos puede causar la aparicién de soluciones periddicas no constantes; por lo tanto, en futuros trabajos
se espera que se puedan obtener soluciones adicionales para el caso no auténomo bajo relaciones apropiadas
entre 6 y los retardos.

5.3. Modelos de la Testosterona

El siguiente sistema es citado en [31] y [76], que se basa en el modelo propuesto por Smith [80] y presenta
caracteristicas mas generales.

Consideremos el modelo de la Figura [5.3] del ciclo de la Testosterona
(ver Murray [69]), donde las diferentes variables son concentraciones
dependientes del tiempo ¢, de la hormona secretada por el hipotalamo
liberadora de la Luteinizante (LHRH) , representada por R(t), la
hormona Luteinizante (LH), dada por L(t), secretada por la glandula
pituitaria y, finalmente, la hormona Testosterona (T'H) producida por
los testiculos y que representamos con T'(t).

Un modelo auténomo general y simplificado describe la interac-

cién bioquimica de las hormonas LH, LHRH y T H en este caso. T
. . L, . . Gonads

La estructura del sistema con realimentacién negativa consiste

en tres ecuaciones diferenciales con retardo.

Observacion 14. Se supone que altos niveles de testosterona, 1" afecta
la produccién de hormona liberadora (luteinizing releasing) R y lutei-

nizante L Figura 5.3: Ciclo de la testosterona
dR
T F(t,T(t — 1)) — bo(R(1)),
dL
o = (Bt =), T(t = 7)) = bi(L(t), (5.3.1)
dT
o = 2Lt = 7)) = b2(T(1)).

Este modelo tiene la forma de y las condiciones 1-5 son satisfechas si b;(x) son funciones crecientes
y positivas ¢ = 1,2,3, g1 es creciente en su primera variable y decreciente en la segunda, g, es creciente y
g; >0, j =1,2. Los retardos 7; > 0 son constantes (alguno diferente de cero) y F' es positiva y estrictamente
decreciente en X y #-peridédica en t.

Con dicha estructura, Murray [69] propuso en 1989 un modelo auténomo simplificado con:

bi(x) = Bix, Bi >0, gi(z,y) = oz, ga(x) = ez, «a; >0, F(z) = #, meN 71=m=0
donde x; > 0 son los pardmetros constantes del sistema. Este modelo no contempla el feedback gonadas-
pituitaria, como se puede apreciar en la forma que tiene g;.
Las funciones g; representan las tasas de produccién de L y X, b; son las respectivas tasas de decaimiento
en el flujo sanguineo. Se supone que el rastro de cada una de estas hormonas tiende a desaparecer del flujo
sanguineo segin la cinética del sistema (ver Das et al. [31]).
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5.3.0.1. Algunos modelos alternativos

En lo que sigue, analizaremos versiones no auténomas de dos modelos propuestos por Greenhalgh [40] y
Liu [56], respectivamente.
Las diferencias que observaremos con respecto al modelo , presentado en la seccién anterior implican
que no podamos aplicar nuestro resultado principal directamente; de todas formas, encontraremos condiciones
apropiadas para probar la existencia de soluciones #-periédicas.

5.3.1. Un modelo con una nueva concentracién: Las células de Leydig

En el afio 1991 Liu y Deng [56] propusieron el siguiente modelo tetra-dimensional teniendo en cuenta las
mismas concentraciones que (5.3.1) considerando la concentracién de células de Leydig. Estas células son la
principal fuente de testosterona, que producen en presencia de la hormona luteinizante:

@ . ag + alR(t) + GQR(t)Z _d R(t)
dt — 1+ b0T(t) + bT(t)% + 1 R(t) + caR(1)2
@ _ az + asR(t) B
dt — 1+ bsT(t) + c3R(t) AL(t),
(5.3.2)
g . ks + k4L(t) B
i k1 + ko L(t) + T+ hsL(t) G(t) — dT'(2),
dG ke L(t) G,

At 1+ keL(t) + qR(OT ()

En el sistema, G es el numero de células de Leydig efectivas. Debido a su baja tasa de proliferacién, en algunos
trabajos como [56] consideran a G en un estado cuasi estacionario, de este modo el sistema se reduce
a un sistema de tres ecuaciones. De todas formas esta suposiciéon no forma parte de nuestro anélisis.

De acuerdo con [56], este modelo no requiere la presencia de retardos porque se cree que la interaccién entre
las hormonas es inmediata; de todos modos nuestra demostracién es perfectamente adaptable para el caso con
retardo también. Como antes, reemplazaremos los pardmetros constantes por funciones #—periédicas.

Proposicién 5.3.1. Supongamos que los pardmetros de (5.3.2)) son funciones positivas 0—periddicas, entonces
el sistema tiene una solucion 0—periodica positiva.

Demostracion. Si Lu = ANu donde v = (R, L, T,G) y 0 < A < 1, entonces se deduce para cierto t* donde
R(t*) == Rmaxv

agp (t*) + al(t*)me + aq (t*)RQ
mar < C 5.3.3
L+ 1 () R + C2(8) R ) (5:3:3)

Cr
dOmm .

dO (t*)Rma:v S

para alguna constante positiva C'g, entonces podemos considerar R :=

Ademsds, si G alcanza su maximo valor en algin t*, entonces por la tltima ecuacidén, se obtiene:

ke (t*)

d3(t )Gmaw < mv

esto es,

ke

De manera similar, obtenemos cotas para L en virtud de la segunda ecuacién. Denotamos nuevamente t* el

valor donde se alcanza el maximo valor L,,qs:

as(t*) + as(t*)R(t")
1+ c3(t*)R(t*)

dy(t*) Las < <,
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para algin Cp, dependiente de los pardmetros, o sea,

Cr

Lopae < L :=
< 7

Respecto a T, analizamos la tercera ecuacién:

ks(t*) + kaL(t*)
1+ Es(t*)L(t*)

—_——

<Kr

dZ(t*)Tmax S kl(t*) + k2(t*)L(t*) + G(t*) < ]{31 + kQ L + KTQ = CT.

max max

en otras palabras,
Cr

d2 min

Tmuw <T:=

Las cotas inferiores se obtienen de manera similar. Comencemos con la segunda ecuacién, supongamos que L

alcanza su minimo en cierto t, > 0, entonces

as
dy(t) L > [ —— B ) =ey.
{E) Limin > <1+b3T+C3R>mm o

asi,
CcrL

Lpin > 1:=
dy

max

De manera analoga, de la tercera ecuacién deducimos:

k k
Toin > t:= (2> [+ <1> .
d2 min d2 min

Ahora supongamos que G alcanza su minimo en algin ¢, > 0, entonces

e (£

d ty Grmn > s
3(t) 1+ kr(t)L + q(t)RT

lo que implica

o kgl
min > § = dd(]- + k7L + qRT) min .

Finalmente, una cota inferior para R se obtiene de la primera ecuacion:

o= ; )
min do(l + b1T+ b2T2 +cR+ C2R2) min .

Calculos directos muestran que si ¢ y @ se definen como en la seccién anterior, entonces

deg(¢,Q,0) = +1

y se verifica el Teorema de Continuacién.

O

El modelo se propuso con el fin de mejorar un sistema planteado por Cartwright-Husein [22], segiin
el cual, la concentracién de LH (L) decae debido a la tasa de produccién de testosterona. Cuando las concen-
traciones de LH y T caen debajo de cierto umbral, la producciéon de LHRH del hipotalamo se activa de nuevo.
Para describir este mecanismo, en el articulo de [22] se emplea una funcién escalén de Heaviside para sus sis-
temas; sin embargo, en un trabajo posterior Liu y Deng cuestionaron la validez de este modelo porque segiin
[56): ‘Fs dificil darle un sentido fisico o fisioldgico a la funcidn escalén de Heaviside en estos modelos, porque
hay dos términos negativos en el argumento de la funcion de Heaviside, nos parece dificil de imaginar que
ese término represente el valor umbral del feedback negativo.’(ver [50]. Este modelo también se discute en [40]).

Una situacién maés realista puede verse en el siguiente ejemplo.
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5.3.1.1. Un ejemplo basado en observaciones

Para describir la dindmica del ciclo de la testosterona, Greenhalgh-Khan [40] introdujeron un modelo
basado en evidencia experimental:

dR b1 R(t)

@ = nroy

dL e R(t)FL(t)

== m — o L(t), (5.3.4)
% = (bgL(t — ) — by)T(t).

Nuevamente consideraremos que los pardmetros de (5.3.4]) son funciones positivas, §—periédicas continuas.

Proposicién 5.3.2. Supongamos que k, b; y c; son funciones estrictamente positivas, continuas y 0—periodi-

cas donde
o by 1 by
c1(t) > ca(t) Y / ca(t) dt +1n () < —In <) .
0 b6 max k b2 min

Entonces el sistema admite al menos una solucion 60— periddica positiva.

Demostracion. En los términos del Teorema de Continuacion [1.5.4] se observa que si Lu = ANw para u :=
(R,L,T) € K°y A €(0,1) entonces

R'(t) > —ba(t)R(t), L'(t) > —ca(t)L(t), T'(t) > —ba(t)T(2).

Por la periodicidad, podemos fijar t* < ¢, con t, —t* < 0 tal que R(ts) = Rpin ¥ R(t*) = Rz Al integrar
la desigualdad (In R)’(t) > —ba(t) entre t* y ¢, se deduce:

Rmam < eBszin

donde By := foe ba(t) dt. De manera similar:

Lmax < 602 Lmin7 Tma;v < eB4Tmin
con
9 9
02 Z:/ Cg(t) dt, B4 Z:/ b4(t) dt.
0 0
Ademas, si observamos la tercera ecuacion, se tiene que para algun &,

b
L(g —7) = 32(9).
6
de aqui deducimos:

Lmin S <b4> y Lmaz Z <b4> .
bG max b6 min

b
Linar < QCQLmin < 6C2 <4> =L
max

en consecuencim

bs

Lyin > e_CQme > e~ C2 <b4> =
b6 min

Ahora veamos que de la primera ecuacién, para cierto &,

b1(&) 1/k7
<b2<5>> = L(&) + b3(&)T (&)
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asi se obtiene:

()"
Trnaz < €34T in < P4 b2b7 =T
’ max
)"
Toin > € BT 0 > e B [ A2 —t

min
b
Notemos que t > 0, porque b—l(t) > LF para todo t. Finalmente, de la segunda ecuacién, como antes, para
2

algun &,
c1(§R()"
R(&)* +b5(5)T(E)

o 02(5)7

esto es
(e1(8) = e2(€))R(E)" = e2(€)bs (E)T()".

Como ca(t) < ¢1(t) para todo t, se concluye que

Cgb5 1/k
Ripae < €B2Rmin < 632 () T = Ra
€1 =/ max
1/k
cab
Rmin > eiBszax 2 67B2 ( 25 > t:=t>0.
€1 = C2/ min

Para completar la demostracién, procederemos como hicimos en la seccion [5.2.1
Definimos ¢ como antes sobre el conjunto

Q={(RLT)ER*:t<R<R, ISLLSL t<T<T}

Se verifica directamente que

Ga(R.L.T) = / T (o) — b)) dt = T (56602 (Z) _ b4) -0

6

T b
porque en virtud del teorema de valor medio de Cauchy, existe ¢ tal que & = ba(§) < <4> . En el mismo
max

sentido, se deduce que

d3(R,L,T) = ;/:T(b(;(t)[ b)) dt =T <b6602 (174) b4> <0

Ahora, verificamos que

R [* by (t) R [° by (t) .
am LT =g [ (<L+b3<t>’r>k - bQ(“) “<g (<t+ b b2<“) at;

asi, tomando un valor grande para 7T de ser necesario, concluimos que ¢1(R, L, T) < 0. Por otro lado, como
b
b—l(t) > LF, y tomando t lo suficientemente chico, deducimos que,
2

R [? by (t)
o1(R, LY > 5 ((c b ()

Finalmente, analizamos la segunda coordenada de (R,L,T) € Q

L (% (er(t) — ca(t))RF — ca(t)bs(t)T*
(1T = 5 “ jif(k)j)tbs(t);k() O

A — bg(t)) dt > 0.
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Como las cotas para T estan fijadas y ¢1(t) > co(t) para todo t, se ve que
¢2(R7L7T) >0 para R>0

y

¢2(R, L, T) <0 para R < 1.
Esto quiere decir que podemos hacer que R sea més grande y t més chico para verificar los cambios de signo
de ¢ y continuar la demostracién como en el Teorema [5.5.1]

O

5.4. Represion de enzimas

Este modelo fue introducido por Goodwin en [43], el cual

@ describe la auto-regulacién hecha por metabolitos para reprimir

las enzimas que son necesarias para su propia sintesis inhibien-

do la transcripcién de ADN a mRNA (Acido Ribonucleico de
transferencia o mensajero).

‘ PNA ’_ mRNA ’_E"Zi"‘e El sistema de ecuaciones diferenciales viene dado por
T
; dM \%4
: — = ——— —aM(t
! dt D+ P(t)m aM(t),
E Repression ’7 ™ dE
produd S bM(t) — cE(t), (5.4.1)
dt
Figura 5.4: Sistema de represién de enzimas. dP
— =dE(t) — kP(t
I — 4 - kP),

que tiene casi la misma estructura que el modelo de la tes-
tosterona estudiado antes.

En , la funcién M representa las concentraciones de mRNA, F es la concentracién de enzima, y P
la concentracién de producto de la reaccién de enzima y sustrato.
Las constantes, V, D asi como «, b, ¢, d y k son parametros positivos. El namero m es el Coeficiente de Hill
que cuantifica la unién cooperativa entre un ligando especifico con una macromolécula relacionada con otros
ligandos de la misma macromolécula.
Como el ADN no se destruye ni se crea en todo este proceso, no hay una tasa de variacién para este compo-
nente. Entonces, no es necesaria una ecuacién para su concentracién (ver [69]).

Observemos que el modelo propuesto es auténomo en ; asi, la solucién es un equilibrio. Sin embargo,
la conclusion de nuestro resultado principal sigue valiendo en el caso en que los pardmetros contantes sean
reemplazados por funciones T-periddicas como ya dijimos antes y se deduce la existencia de alguna solucién
no constante T-periddica.

5.5. Oscilaciones circadianas en la mosca de la fruta

Consideremos el modelo propuesto por Goldbeter [45], donde se muestra la variacién del PER (Period of
messenger of Ribo-Nucleic Acid (mRNA)) en la Drosophila (conocida como “mosca de la fruta”), vinculada a
los ritmos circadianos.

Como se vera en el ejemplo, se estudiard una versiéon no auténoma del modelo con el propdsito de probar la
existencia de soluciones peridédicas mediante Teoria de Grado de Leray-Schauder.

En el modelo original, se prueba la existencia de un estado estacionario positivo bajo condiciones apropia-
das, mediante el uso de grado de Brouwer. Al igual que en los ejemplos anteriores, cuando los parametros son
reemplazados por funciones periédicas, bajo las mismas condiciones antes mencionadas, se prueba la existencia
de soluciones periédicas.
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| e |

feedback 1

PER (Py

Vs

e

Figura 5.5: El modelo de la variacién circadiana en PER.

5.5.1. Caracteristicas generales del modelo

1. Este feedback negativo se describe mediante una funcién tipo Hill donde n representa el grado de
cooperatividad y K (t), el umbral de represién.

2. Py se comporta como inhibidor para PER.

3. Las constantes K, K; son las constantes de Michaelis de la kinasa(s) y la fosfatasa(s) que intervienen
en la fosforilacién reversible de Py en P, y de Pi, en Py y V; es la maxima velocidad de reaccién. Estos
pardmetros son positivos.

4. La acumulacién méaxima de citosol esta dada por V5.
5. El citosol se degrada enzimaticamente a través de una reacciéon Michaeliana con velocidad méaxima V,,.
6. Las funciones del sistema:

a) La concentracién de citosol es M.
b) Los diferentes estados de proteina: no fosforilada (Py), monofosforilada (P;) y bi-fosforilada (P).

¢) La fosforilacién completa de PER, (P,) también se degrada con una reacciéon Michaeliana, a una
velocidad méaxima V; y es transportada al nicleo, a una velocidad caracterizada por una constante
k1.

7. La tasa de sintesis de PER, proporcional a M, es representada por la constante de velocidad Kj.
8. El PER bifosforilado (Py) en citosol se representa por la constante ks.

9. El modelo se puede extender para incluir un gran nimero de residuos fosforados.
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Con lo anterior en mente, nuestra versiéon no auténoma del modelo de Goldbeter es:

aM Vst Kai(t)" Vin (1) M ()

dt — KP(t)+ Py(t)" K, (t)+ M(t)’

ary

P _ i ar + OPE ViR

Ky(t) + Pi(t)  Ki(t)+ Po(t)’

P Vi(t)Po(t) Va(t) P (1) Va(t) Vs (t) ) (5.5.1)

i ERmO R0 Koo O (Kg(t) TP TR+ D)

Va(t) N Va(t) )
Ky(t) + Po(t)  Ka(t) + Pa(t) )’

% = k1 (t) Pa(t) — ka(t) Py (t)

donde K;, i = 1,2,3,4,d,m1,s, ki, k2 y V;, j = 1,2,3,4,5,m,d son funciones continuas, estrictamente
positivas, y T-periédicas. Bajo suposiciones apropiadas, que luego especificaremos, se prueba que el sistema
(5.5.1) admite al menos una solucién T-periédica.

5.5.2. [Existencia de soluciones periédicas

Como antes, para aplicar teoria de grado a (5.5.1]), consideramos el espacio de funciones continuas T-
periodicas
Cr:={u € CR,R?) : u(t) =u(t+T) for all t},

con la norma usual, y el cono positivo

K={ueCr:u; >0,j=1...,5}.

El problema original se escribe Lu = Nu, donde L, N, Ty ¢(x) se definen de manera similar a los ejemplos
anteriores.

En este caso identificamos R® con un subconjunto de funciones de Cr.
Ahora nos proponemos aplicar el Teorema de Continuacién para este problema de manera similar a las
secciones previas.

5.5.2.1. Cotas a priori

En esta seccién hallaremos cotas apropiadas para la solucién del problema Lu = ANwu donde X € (0,1).
Fijemos la siguiente notacién para los maximos y minimos de todas las funciones del modelo:

0<v <Vilt) <V, 0<k; < Kj(t) <Kj, 0<ky <ki(t) <k, ¥i, 5, L.

Supongamos que u € K° satisface que Lu = ANw para algin 0 < A < 1.
Primero sea t* donde M alcanza un méximo absoluto, entonces M’(t*) = 0 y asf

Vs (t*) Ky (t*)™ Vi (8*) M (t*) U M (%)

K7 (0) - B ()7 B () + M(E) = Koy +00(7) - oMM E)):

Sea que la funcién creciente

U T
b = —_—
M () o
ademas de inversible donde
—1 ’ley
by (y) = ———
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si
Um > Vg (5.5.2)
entonces
Ve (t*) K1 (t*)™
Kp(t*) + Py ()"
Si ahora suponemos que Py alcanza un méximo absoluto en algin punto que notaremos otra vez t*, entonces
por la segunda ecuacion:

VS Km 1

o — Vs = M.

M) < by ( ) < byl (Vs(t) < byl (Vs) <

. . Vo(t*)Pi(t*)  Vi(t*)Po(t") v Po(t")
K)oy T Pe) ~ T ) £ Byt = Ko+ Bo(t),

Nuevamente definimos una funcion creciente e inversible:

vT 1 Kiy
b = b = .
o) = s b5 ) =
Asi, bajo la condicién
KsM+ Vs < vy, (5.5.3)
deducimos que
Va(t) Py (t")

Po(t*) < by <Ks(t*)M(t*) + ) < by (KsM + Va) = P,

Ky (t*) + Py (t*)

Ahora, una cota superior P; de P; se obtiene de la siguiente manera. Tomemos de nuevo t* el valor donde P;
alcanza un maximo absoluto, por consiguiente

Vi) Po(t) Va(t") Po(t) ) ( Va(t™) n Vs(t7) )
Kl(t*)—FP()(t*) K4(t*)+P2(t*) ! Kg(t*)+P1(t*) K3(t*)+P1(t*) '

Cuando Py (t*) > 0, el término de la derecha toma valores cercanos a Va(t*) 4+ V5(¢*), mientras que el de la
izquierda siempre es menor o igual a H‘ffgo + V4 por que W <ly ﬁ es creciente en x = Py.
Asi, la existencia de P; queda garantizada por la condicién

V1P
+ Vi < min{Va(t) + V3(t)}. 5.5.4
s < min{la(t) + Va(0) (554
Las cotas superiores que restan se obtienen asi: Primero definimos una nueva funcién @) := Py + P> que

satisface lo siguiente:

aQ _ Vs(t)h~(t) ()< Vi(t) n Va(t) )
dt — K +Put) T \EL() + Pa(t) T Ka(t) + Pa(t))

Si @ alcanza su méximo absoluto en t*, vale que

VsPr o W(E)R() (*)( Vi(t*) Va(t*) )
ks +P1  Ks(t*)+ P (t*) Ka(t*) + Po(t*) | Kq(t*) + Pao(t) )

como antes, si la condicion

V3P1 ,
T < min(Vi(t) + Va(®) (5.5.5)

se verifica, entonces P (t*) < P para cierto P. Ademds, de la cuarta ecuacién del sistema se deduce la existencia
dP. .
de una constante C tal que d—; > —CPy(t). Asi, obtenemos para todo t, que Py(t) < e“TP := Py, por lo

tanto )’ es acotada.
Ademds 3 t, punto critico de Py, y en consecuencia vale

k1(£)Pa(t) = ko(£) Py (1),
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entonces Py (#) verifica:

de esta forma:
ki
k2*

Q(f) = Py (i) + Pa(f) < Qo := ( + 1> Ps.

De esta forma, sabiendo que Q' < £, al integrar hasta cierto ¢ en el intervalo J := [, + T] se deduce:

A, t A

Q) = Q1) +/ Q(t) < Qo+ Qi (t—t), teJ
t SN——
<T
de esta forma, también existe una cota Py de Py(t), pues

PN(t) < Q(t) < Qo +NT :=Pn.

Una vez que quedaron determinadas las cotas superiores, procedemos a calcular las cotas inferiores.

Si se supone que M alcanza un minimo absoluto en cierto t., entonces usamos de nuevo que M'(t,) =0
para obtener:
Vi M () Vin(t)M(t.)  Vs(t)Ki(t)” < vs KT
Ky + M(t) K, (t) + M(t.)  KP(t) + Py(to)™ — K+ PR

Como antes hicimos para las cotas superiores:

Vin ()M (t)  _ omM(t,)
Ko, (t) + M(te) = Km, + M(ts)

se define la funcidén creciente e inversible

En el mismo sentido, encontramos una cota inferior py de Py usando que

A AR CLIC I

Vi (te) Po(ts)
Kl(t*) +P0(t*)
se sabe que
Vi(t) Po(ts) > v1Po(ty)
Ky (t) + Po(ts) — m1+ Po(ts)

esta funcién homogréfica es creciente y con inversa creciente:

~ vmr ~_ R1Y
by(z) == P — bl (y) = p—

Luego, se define pg := b, *(ksm).
Ahora supongamos que P; alcanza su minimo absoluto en t,, asi

Va(ts) Va(ts) ) Vi(te) Po(t") < U1bo

Pl(t*)<K2(t*)+P1(t*) Kalto) + Pi(6s) )~ Kilt) + Roft) ~ Katpo




5.5. OSCILACIONES CIRCADIANAS EN LA MOSCA DE LA FRUTA 77

que prueba la existencia de una cota inferior positiva p; := ,C”l 1}:;0. Finalmente, las cotas inferiores positivas

de P, y Py se obtienen planteando nuevamente la funcién @Q = P, + Py. Por lo tanto, si @ alcanza su minimo
absoluto en t,, entonces

Vi(t,) Va(t.) vaP1
Pl <K4(t*) TPt | Kat) + Pz(t*)) " Katm

y se deduce que P»(t.) no puede ser arbitrariamente chico. Como antes, usando el hecho que Py > —CP, se
puede ver que Py(t) > e “T Py(t,). De aqui deducimos la existencia de una cota inferior p > 0 para Py.

Ya estamos en condiciones de definir el conjunto abierto Q C K° como
Q= {(M7P0,P1,P27PN) eCr:m< M(t) <M, po < P()(t) < Po,

p1 < Pi(t) < Pr,p2 < Pa(t) < Pa,pn < Pn(t) < Py}
y

Teorema 5.5.1. Si las condiciones (5.5.2), (5.5.9), (9.5.4) y (5.5.9) se verifican, entonces el problema
tiene al menos una solucion positiva y 0—periodica.

5.5.3. Calculo del Grado

En la seccién anterior, vimos que se verifica la primera condicién del teorema de continuacién. Resta probar
que b) y ¢) se cumplen también.

Sea el conjunto Q := QNR? y la funcién ¢ : @ — R definida por ¢(z) = Nz. Al igual que antes, afirmamos
que cada coordenada ¢; tiene diferentes signos sobre las caras opuestas de Q.

Si por ejemplo tomamos ¢1 (M, Py, P1, Po, Pn) v ¢1(m, Py, P, P>, Py) for p; < P; <P;:

T n
¢1(M,P0,P1,P2,PN)21/0 (Vs(t)Kl(t)  VulM >dt

T K't)+ Py Kn, (t)+ M
VM
< Vg — — 0,
S Ko, + M

LT (VsOE(0)"  Va(t)m
Py, Py, Py, Py) = — - at
¢1(m, P, Pr, P2, Py) T/O (K{L(t)JrPN Ko, () +m
’USK/? N me >0
KY+Pk  hKm, +m —

si m es suficientemente chico.

De igual forma, reduciendo las cotas inferiores, de ser necesario, deducimos que
¢2(M7P07P1ap27PN) <0< QSQ(MavaPhPQaPN)

¢3(M5P0aplap27PN) <0< ¢3(Map07p17p2)PN)
¢4(M7P0aP17P27PN) <0< ¢4(M7p07p17p27PN)
¢5(M, Py, Pr, P>, Pn) < 0 < ¢5(M, po, p1,p2, PN)-

De esta manera, la condicién b) del Teorema de Continuacién queda verificada. Ademds, se puede definir una
homotopia como sigue.
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Igual que antes, el centro de @ dado por el punto

_(M+m Potpo Prtpr Patpr Pyv+pn
’ 2 7 2 ’ 2 ’ 2 ’ 2

y la funcién H : Q x [0;1] — R® definida por
H(z, ) =(1—XN)(p—x)+ .

queremos probar que H no se anula en Q. Para ver esto, supongamos que H(M, Py, Py, P>, Py) = 0 para
algin A € [0;1], entonces

0=Hi (M, =(1-2N) (Wl;m —M) +X¢1(M, Py, P, Py, Py) < 0,

N—_—— <0
<0

que es una contradiccion. Todos los casos restantes se verifican de manera analoga.

Gracias a la invarianza por homotopias del grado de Brouwer, se sigue que
degp (9, Q,0) = degp(p — 1, Q,0) = (=1)° #0.

Esto prueba la tercera condiciéon del Teorema de Continuacién y asi, se deduce la existencia de una solucién
T-peridédica como queriamos probar. O

5.6. Conclusion

El grado topoldgico se usd en este capitulo para probar la existencia de soluciones periddicas en varios
modelos representativos de ciclo glandular y un caso particular de ciclo circadiano.

Esta teoria permitié demostrar la existencia de soluciones periddicas positivas cuando los parametros son
reemplazados por funciones periddicas fijas. Se observa que los resultados también son véalidos en ausencia de
retardos; sin embargo, el estudio de los sistemas con retardo suscita interés porque, como se muestra en [37],
en muchos casos los modelos con retardo pueden ajustar mejor los datos experimentales, en particular cuando
la retroalimentacion (feedback) esté presente.

La relevancia de encontrar soluciones periddicas en modelos biolégicos como los estudiados en este trabajo
se basa principalmente en el hecho de que las funciones representan ciclos naturales, como los procesos hor-
monales.

Mostramos que el grado topoldgico se puede aplicar con éxito a fin de encontrar 6rbitas periédicas positivas
para algunos de estos modelos en el caso no auténomo. Vale la pena mencionar que, para diversos ciclos
biolégicos, el comportamiento se caracteriza por modelos con pardmetros periédicos; por lo tanto, el presente
documento proporciona una herramienta matematica 1til para comprender dichos modelos.

Como se menciond, la existencia de soluciones 6 -peridédicas no depende del retardo, sino solo de la 6-
periodicidad de los pardmetros. Un caso méas general, en el que los pardmetros no son periédicos sino funciones
casi periddicas es una cuestion que desarrollaremos en el capitulo siguiente.



Capitulo 6

Soluciones casi periddicas en sistemas

6.1. Introduccion

Los métodos de Punto Fijo son una herramienta muy utilizada para analizar la existencia de soluciones de
ecuaciones diferenciales no lineales. Existen métodos cldsicos, cuyo desarrollo puede verse en [6], por ejemplo
los que apelan al uso de contracciones y aquellos que emplean el Teorema de Schauder (ver [6, 48]). Lamen-
tablemente, éste Ultimo no puede emplearse para analizar la existencia de soluciones casi peridédicas porque
requiere la compacidad del operador asociado K (ver Teorema (L.5.3))), caracteristica que en C'P(R,X) no
puede verificarse; por lo tanto, se requiere un enfoque diferente, como el uso de puntos fijos en conos bajo
condiciones de monotonicidad (ver [I2]) que evitan la suposicién de compacidad.

Las funciones casi periddicas atrajeron la atencion de muchos investigadores en las ultimas décadas. En la
naturaleza los ciclos peridédicos perfectos son una rareza, como ya hemos mencionado, la falta de periodicidad
es atribuible a la adaptabilidad del sistema ante cambios de su entorno, es por esto que las funciones casi
periddicas se ajustan mejor a estos procesos ciclicos.

6.2. Version casi periddica del ciclo hormonal

6.2.1. El Ciclo menstrual en mamiferos

Comenzaremos observando uno de los ejemplos més simples de sistemas casi periddicas. En este caso ana-
lizaremos un sistema lineal no auténomo: a’(t) = A(t)z(t) + f(t,2) donde observaremos el caso més sencillo

ft,x) = f(2).

El ciclo menstrual es clave en el proceso de reproduccién. Se sabe que, como en otros ciclos biolégicos,
no existe una periodicidad exacta (aunque se lo denomine el periodo) sino que existe cierta irregularidad que
depende del individuo. Lo que se percibe como un periodo normal es una regularidad que puede verse alterada
en cualquier momento por enfermedades, picos de stress o desérdenes alimenticios. En el caso de las mujeres
en edad fértil, aquello que se considere como un periodo regular depende de cada caso y se puede observar
una amplia variedad de comportamientos, desde aquellas con menstruacién cada 4 semanas hasta las que
tienen periodos completamente irregulares, llegando en algunos casos a tener dos menstruaciones diferentes
con diferencia de unos pocos dias. Para regularizar estos periodos se utilizan medicamentos con componentes
hormonales.

El modelo que representa el ciclo menstrual, segin el trabajo de Keener y Sneyd [54] citando el articulo
de Clark et al. [24], es un sistema de trece ecuaciones diferenciales que puede dividirse en 2 partes: la fase
pituitaria (a la que nos referiremos aqui) y la ovdrica.

El modelo pituitario contiene términos provenientes de la fase ovarica, las funciones:

» F = E(t) es la concentracién de estradiol en sangre (0 < Ein < E < Epq)

s P = P(t) es la concentracién de progesterona en sangre (0 < Ppip < P < Praq).

79
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w [ =I(t) es la concentracién de inhibina en sangre (0 < Lynin < I < Inag).

El trabajo de [24] muestra que estas funciones tienen un comportamiento précticamente periddico en condi-
ciones normales.

A su vez, las derivadas de estas funciones estén acotadas al depender del tamano del cuerpo liteo (en sus
distintas fases), la cantidad de hormona luteinizante en ese momento (en mujeres sanas en edad reproductiva:
5—20mIU/ml) y el nimero de foliculos en fase primaria (recruited follicles), fase secundaria y preovulatoria.
Tengamos en cuenta que al momento de nacer, los ovarios humanos por ejemplo, cuentan con 2 millones de
foliculos ovéricos que consisten en ovocitos rodeados de un tejido endéerino protector (fase primaria). Algunas
de éstas células que rodean al ovocito (llamadas de granulosa) conforman una capa alrededor de los ovocitos
que quedan en una fase de reserva o secundaria. Aquellos foliculos ovéricos que alcancen un mayor tamafno se
los denomina foliculos de Graaf y al llegar a los 20mm en esta etapa, se rompe para liberar al Uinico ovocito
viable para ser fertilizado. A esta etapa final se la denomina ovulacion.

En el trabajo de Schlosser y Selgrade [78] se analiz6 el comportamiento de las concentraciones E, P e I con-
siderando un comportamiento periédico.

En lo que sigue vamos a suponer que estas funciones son casi peridédicas dentro de un intervalo de tiempo en
mujeres normales.

La fase pituitaria del ciclo menstrual se muestra a continuacién:

Vi E8
dLHr VoL + 7555 k(1 +copP)

- LH
dt 1+ P(t—7)  14cpE "
dstH - 5]“1(1: C“;jp )Ly — e LH
Cc
Le (6.2.1)
dFSH 1% kr(1 P
R _ ' F _ kr(L+crp )FSHR

dFSH 1 kp(1+cppP)

dt b 1+CFEE2 FSHR—CFFSH.

En este sistema se definen:
s LHp es la cantidad de hormona luteinizante en reserva.
= LH esla concentracion de hormona luteinizante en sangre.
= F'SHp es la concentracién de hormona foliculo estimulante en reserva.
s F'SH es la concentracién de hormona foliculo estimulante en sangre.
= Las constantes V; representan las velocidades de reaccién, v es el volumen de sangre.

En lo que sigue, nos proponemos utilizar los resultados del Teorema m (v de Fink [38]).

Para comenzar realizamos el siguiente cambio de variables:

ViLE(t)®
_ Voot w st . Vi
= e PO T T
K,;L Ki,F
k(1 Pt k(1 P(t
bo(t) o= FLULECLPPA) oy RrbenePO) © e

1+ cLeE(t)

y renombramos las funciones

U+ crmB(t)?

(t) = [LHR)(t), y(t) := [LH](t), u(t) := [FSHRg|(t), w(t) := [FSH](?)
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para obtener un sistema de la forma

dx
— = t) — by (t)x(t
= A0~ b0 ()
d
= = Lhi(a(t) - eay(®)
(6.2.2)
du
— = t) — ba(t)u(t
o = 2() = ba(B)u(t)
d
= = Lha(u(t) - cow(®)
que escrito en forma matricial, resulta:
2/ (t) —bi(t) O 0 0 z(t) fi(t)
v | B2 —e 0 0 y@ | 0 (6.2.3)
u'(t) 0 0 —b(t) O u(t) fa(t) -
w'(t) 0 0 sz(t) —cy w(t) 0
A(t) X(t) F(t)
La matriz asociada al sistema homogéneo A(t) tiene autovalores: A = {—cy, —ca, —b1(t), —ba(t)}.
Se observa que para estos autovalores
k(1 + cLpPmin) kr(14 crpPrin)
—c; <0, =by1(t) < — <0, =ba(t) < — <0
¢ 1) 1+ cLeBEman 2(!) L+ crpBZ ..
donde los méximos y minimos se pueden calcular para t > 0 o bien para un intervalo especifico J := [to, T

que en nuestro caso representa el tiempo en que se completa un ciclo.
Por lo tanto, se verifican las condiciones del Teorema y dado que el sistema ([6.2.3)) es lineal la aplica-
cién de este teorema es directa. De esta forma se deduce que ([6.2.3)) presenta una dicotomia exponencial (ver

definicién [1.6.11]) donde P := 1.

Ademds, F(t) no depende de X y se supone continua y casi periddica porque E(t), P(t), I(t) lo son (en
particular los autores Schlosser y Selgrade [78] las suponen periddicas), por esto y segin el Teorema m
existe una tnica solucién casi periddica del sistema ((6.2.3).

6.2.1.1. Datos experimentales

Los parametros siguientes, acordes al esquema utilizado para las reacciones bioquimicas, fueron propuestos
por Clark et al [24]:

LH valores FSH valores

cr, 14dia="! Vr | 5700pug/dia
Vor 1263ug/dia CcF 8.2dfa~T
Vi | 91000pug/dia | kp 7.3dia"!
Ko 360ng/L crr | 0,16(L/ng)?
K;r, 3lnmol/L K;rp 641U/L
CLE 0,005L/ng cpp | 644L/nmol
crp | 0,07L/nmol v 2.5L

T 2 dias

kr, 2.5d{aT

Segun este trabajo de Schloser-Selgrade [78], J = [0;30] (un mes), ademas:

E* = 240,15, E, =60, P* =52, P, =0, I* = 1630, I, = 300
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Con los valores de la tabla se obtiene que:

méx by (t) = 6,67626, méx by(t) = 93,1194
teJ teJ

min by (t) = 1,40776, minby(t) = 0,0122167.
teJ teJ

Para estos valores, y sabiendo que los coeficientes de A(t) son no negativos y casi periddicos, se puede deducir
facilmente que:
A(h) — A(ta)] < 93,1194, 1, 1o € J

pues [|A(t)[| < p = 2594 = 46, 5597.

Ademas la matriz A(t) tiene 4 autovalores negativos para todo t € J:
AA = {—bl (t)7 —bQ(t), —872, —14}

siempre considerando las cotas de las funciones casi periddicas by se puede ver que los cuatro autovalores son
menores que —a = —0,0122167, en virtud del Teorema se observa que para cualquier € € (0,a) =
(0,0,0122167) existe una constante ¢ > 46, 5597 tal que la ecuaciéon X’ = A(t)X tiene una matriz fundamental
U(t) que verifica:

Ut)- U Y(s)| < Ke™(@™90=%) para t > s

puesto que P = I, y donde K = K (u, o, €) es una constante positiva.
En particular, se obtiene:
U(t)] < Ke™ (@9 para t > 0.

De esta forma se observa que 0 es un atractor global para el sistema homogéneo asociado X' (¢t) = A(t) X (¢),
por lo tanto el modelo:
X'(t) = AM)X(t) + f(t)

tiene unica solucién casi periddica por la casi periodicidad de f.

Lo siguiente se deduce del Teorema [1.6.5

Observacion 15. Este resultado se puede extender al caso
() = A@t)x(t) + f(t,x, x,). (6.2.4)

Bajo los supuestos del Teorema si 2’ = A(t)zx satisface una dicotomfia exponencial y si M < L, donde

considerando las constantes de la definicién [1.6.11| de dicotomia exponencial. Entonces (6.2.4) tiene una solu-
cién casi periddica tal que mod(z) C mod(A, f).

El ejemplo de la préoxima seccion requiere de otro tipo de andlisis, la existencia de soluciones casi periédicas
no se podra verificar de manera tan directa.

6.2.2. Casi periodicidad del ciclo de la Testosterona

Comenzaremos con un ejemplo citado en [69] que inspiré gran parte de los contenidos del capitulo anterior,
vamos a plantear un modelo no auténomo de la testosterona ya referido en [40} [76], pero basado en el formato
planteado por Das et al [31]:

U — F (T 7) ~ b (OR)
W = RGO - b0, (6.25)
o = B0~ (T
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donde
ki (t)
ka(t) + 2™

es la funcién de Hill (de coeficiente m € N) vinculada al feedback negativo. Esta funcién es Lipschitz en x.

F(t,z) =

Ademds 7 > 0 es un retardo y, como ya hemos visto, R(¢t) = [LHRH](t) es la concentracién de hormona
liberadora de hormona luteinizante, L(¢) = [LH|(¢) la concentracién de hormona luteinizante y T'(t) = [T H](t)
la de testosterona en funcién del tiempo. En este caso solo existe un feedback entre la concentracién de T H
v la de LHRH, dejaremos casos mas complejos y generales para trabajos futuros.

Las funciones b;, g;, k; € CP(R,R) son estrictamente positivas parai =1, 2, 3, j =1, 2.

Ahora utilizaremos el siguiente teorema de Bohr [16] y Fink [38] (Teorema 5.2)

Teorema 6.2.1. Sea f € CP(C) y F : C — C tal que F'(z) = f(x) para todo x € C. Entonces F € CP(C)
sty solo si F' es acotada en C.

Observemos que el sistema (6.2.5)) se puede escribir como:

X'(t) = A()X (1) + f(t, X (t — 7))

donde
—b1(t) 0 0 R(t) F(t,T;)
A= a® -ww o |.xo=[1z0 |, fex)={ o . (6.2.6)
0 ga(t)  —bs(t) T(t) 0

Proposicion 6.2.1. El sistema
X'(t) = A(t) X (t) (6.2.7)

tiene una dicotomia exponencial.

Demostracion. Los valores medios se definen como:

"~ lim — : i=1,2 3, gr= lim — —1, 2.
bi = plm ST /_T bit)dt, j =1, 2,3, ge = lm oo /_Tg’“(t)dt’ k=1

Asi, se obtiene la matriz definida segin la Proposicién [1.6.2

fa 07 0
Ay = g —b (L (6.2.8)
0 92 -—b3

de autovalores estrictamente negativos —by, —ba, —bs por la positividad estricta de las funciones b;. Por lo
tanto, existe algin a > 0 tal que: o
— min b; < —a <0
1<5<3

entonces por la proposicién la ecuacién (6.2.7)) tiene una matriz fundamental U tal que:

IU@®)U(s)7H| < e

O
Ahora veamos un corolario del Teorema [[.6.5] en una dimensién.
Proposicién 6.2.2 (Condicién Dicotémica). La ecuacidn escalar:
2/ (t) + c(t)z(t) = p(t) (6.2.9)

donde ¢, ¢ € CP(R,Ry), tiene una tnica solucion casi periddica.
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Observacion 16. Ademds, bajo los supuestos de la proposicién anterior, si ¢ > 0 la solucién es positiva.
Por otra parte, si ¢ > 0 se observa una dicotomia exponencial en (6.2.9)).

Ahora estableceremos algunas condiciones a priori sobre la solucién (R, L,T') de (6.2.5)).

Por la teoria de dicotomias (Ver Coppel [29]) las soluciones deben verificar:

b k1(s)
— Sy bi(uw)du 1
R(t) / e () T (5= 7) ds

— 00

t
L(t) = / e Job2(wdug (R (s)ds

t
T(t) = / e e bs(Wdu g, (§)L(s)ds.

—00

Notacion 3. En lo que sigue, para cualquier funcién f € CP(R) se definen

f* = fnff(t)a f* = Supf(t)'

teR teR
Teorema 6.2.2. Las soluciones casi periddicas de (6.2.5)) son positivas.
Demostracidn. Supongamos que existe un minimo valor ¢; € R tal que R(¢1) = 0, entonces R(t) > 0si t < ¢,

entonces:
ki(ty) _ ki(t1)
kg(tl)ﬁ*Tm(tl*T) kQ(tl)ﬁ*w?(tl*T)

R/(t1>:F(t1,T(t1—T)): >0

por lo tanto R no puede hacerse negativa.
Con el mismo criterio, sea t2 € R minimo tal que L(t2) = 0, entonces L(t) > 0 si ¢t < 2, por lo tanto:

Ll(tg) = gl(tQ)R(tQ) > 0

tampoco puede ocurrir L < 0.
Por tltimo, sea t3 € R tal que T'(t3) = 0, entonces T'(t) > 0 si t < t3, asi:

T/(tg) = gg(tg)L(tg) > 0

que concluye lo que queriamos probar.

Con esto se deduce que todas las soluciones de son positivas en [0,7]. La demostracién se puede
repetir para el intervalo [r,27] e iterativamente, demostrar lo mismo para cualquier intervalo [(n — 1)7, n7].
Inductivamente se concluye que las soluciones son positivas. O

Este teorema del capitulo 1 de [38] nos serd til.

Teorema 6.2.3. Sea f € CP(C), si F' es uniformemente continua en la imagen de f, entonces la composicion

F.f € CP(C).
Ahora estableceremos cotas para las soluciones del sistema (6.2.5)):

t * t *
R(t) = / T —s L) k—l/ b9 gg = T
—oo ko(s) +T(s—1)™ kox J_oo ko.b1

Por otra parte:

t X t * ¥
L(t) = / e~ Jib2(Wdug (5)R(s)ds < / et (=g Rl < I
—0o0 kQ*bl*bQ*

— 00

t t
t X *k* *
T(t) = / e~ Js baWdu g, (§)[(s)ds < / eba(t=9) x| L ||ds < — 17192
— 00 k2*bl*b2*b3*

— 00

Ahora enunciamos el principal resultado de esta seccion.
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Teorema 6.2.4. Si se verifica

g1 gski(m? — 1)

bl*bQ*b3*4k2*m ,{/@

9193k1
b1*b2*b3*k§*

entonces (6.2.5) tiene una dnica solucion (R, L,T) casi periddica positiva.

<1 cuando m > 1

o bien:

<1 cuando m =1

Demostracion. El lema es de utilidad para probar este resultado. Primero consideremos el operador
I':CP(R,R;) — CP(R,R;):

S1—

t _ [t T _ 31 82 _ [s2 k‘ (S )
I'T|(t) = e Joy ba(wdug (o / ¢ Jag balwdu (o / ¢~ Jig br(wydu L3 dssdsads
[ }() /_OO 92( 1) . 91( 2) . k2(53)+Tm(33—T) 3452051
(6.2.10)

Buscamos condiciones para que I' sea una contraccion.
Para cada Ty, To € CP(R,R.), por el Teorema de Valor Medio de Lagrange, se verifica en cada t:

t S1 s
I bg(u)dugz(sl)/ oS b2(u)dugl(s2).

o0

k1(s3) ki (s3)

k2(53) + Tlm(Sg - T) k2(83) + T?(Sg — 7')

IPT3(8) — [PT)(8)] < /

—o0
52
/ e~ f;‘g by (u)du
—o0

t -t 51 — 21 uw)du 52 —Jt K
s/ . fslb3<u)dug2(sl)/ o= Je3 ba(u)d 91(32)/ o= JE5 b1 (w)du
— o0 — 00 — 00

d83d82 d81 S

—k1(s3)mT," "' (s3 — 7)
(k2(s3) + T (s3 — 7))2

|Ty(s3) — T2(s3)|dssdsadsy

donde T, esta entre 17 y T5, por lo tanto es positiva y acotada. Se sabe que si z > 0, m > 1 vale lo siguiente:

m41

bilsg)m =12 (B850) 7 )

4m B 4mk‘2* m\/ ijr(lT_’l_l)

m—1

‘—k1(53)mx
(ka2(s3) +2™)?

Si m =1 se tiene lo siguiente:

m—1

_ k1(83) < kl(Sg) < k"lk

(ka(s3) +x)? = ko(s3)? ~ k3,

‘—kl(s;),)mm
(ka2(s3) +2™)?

entonces (6.2.10) es una contraccién si se verifica que:

Oy m 9195k7

=== < lcuandom=1
b1uboubsik3,

o bien
O gigki(m® —1)

brbo by Akg.m 7/ Elm D)

[CT1)(#) — [PT2](1)] < Cn| Ty = To| < Ty — Ta|l.

Esto indica que existe una tdnica solucién T € CP(R,Ry) de (6.2.5)), por el Teorema y como R es
acotada, entonces existe unica R € CP(R, R ) solucién de (6.2.5)). Por tltimo resta ver en la segunda ecuacion,
observemos que es lineal, todo esto implica que existe unica L € CP(R, R ) solucién de (6.2.5). O

<1 cuandom >1

Lo que resulta



86 CAPITULO 6. SOLUCIONES CASI PERIODICAS EN SISTEMAS

6.3. El modelo de Nazarenko-Sel’kov

6.3.1. Un modelo para representar el ciclo de las células madre

Las células madre (también conocidas como troncales) tienen la capacidad de dividirse a través de la mi-
tosis y su estudio es de amplio interés cientifico puesto que pueden diferenciarse no solo en células madre, sino
en otros numerosos tipos de células especializadas.

Todos los organismos pluricelulares tienen células madre, las cuales pueden clasificarse segiin su potencia, que
determina el numero de diferentes tipos celulares en los que estas células madre pueden diferenciarse.

El interés médico en el estudio de estas células radica en la posibilidad de utilizarlas para la recuperacién de
tejidos danados por enfermedades o accidentes.

El proceso a estudiar esta reflejado en el siguiente esquema

-

I'nhibicion

G es la masa de células madre no diferenciada, las células diferenciadas D; tienen distintas fases (o edades)
hasta llegar a un estadio o fase inhibitoria I, la concentracién de estas células (de edad n) inhibe el proceso
mitético de diferenciacién. En este modelo ademds se observa un bucle sobre G que refleja una duplicacién
(segtn [T1]) de estas células madre no diferenciadas.

El modelo de Nazarenko-Sel’kov es el siguiente:

= Ty kG,

% . (6.3.1)
% = k1 ()Dyoa(t =) = ks (OD;(1), 3<j<n-—1

dI

=7 = Fna(O)Dna(t = 1) = kn(8)I(1)

donde r(t), K(t), k;(t) para todo 4, son funciones casi periédicas positivas y el retardo 7 > 0.
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Observemos que la primera ecuacién se encuadra en el tipo de ecuaciones diferenciales que se denominan
resonantes, en este caso vamos a valernos de un resultado clasico: el Teorema de la Funcién Implicita.
Antes vamos hacer unas definiciones y fijar una notacion.

Para lo que sigue, emplearemos el Teorema de la Funcién Implicita para probar la existencia de
soluciones casi periédicas.
Consideramos la notacién:

A(t) := (r(t), K(1), k1 (1), k2 (1), .. ka (1)) € (CP(R,Ry))" "2
AO - (ar‘vaKv)\laAQa)\Bv"'v)\nflv)\n) = (Tva klakQa 7kn) S Rn+2

Y= (ylvy21y37--'7yn—17yn) = (G7D25D37--'7Dn—171)'

Vamos a deducir que para funciones casi periédicas positivas que tomen valores cerca de determinadas cons-
tantes positivas (las componentes de Ag), entonces (6.3.1)) tiene una solucién casi periédica positiva.
Sea ahora F(A,Y) el operador F : CP(R,R,)""2 x CPY(R,R,)" — CP(R,R,)" definido por:

dY Yy
F(AY) = pr <aK+1ny = A1Y1, A1y1 — A2¥2, s Ajo1¥i—1 — AjYj, ey An—1Yn—1 — Anyn> . (6.3.2)

=N(AY)

Fijaremos pardmetros constantes v, K, k; > 0 y determinaremos condiciones para que exista un equilibrio
positivo del sistema resultante. Sea (Ag, Yp) € R’;?]Q x RZ, tal que F(Ag, Yy) = 0, veamos qué condiciones se
deberian cumplir para la existencia de Ay y de Yp:

eq
Yy eq r— K)\l
e Ay =0yt =
K+ @op o X
A2y’
My = dogp” =yt = ==,
1
. (6.3.3)
Aj—yily = Nyt =gty = % 3<j<n—1
i

Ayl A r— KM\
>\ _ €q = )\ €q = €q = non = n .
n 1yn71 ’nyn ynfl >\n—1 )\n—l )\1

Dadas las caracteristicas del modelo ([6.3.1)), cada coordenada del equilibrio se puede escribir asf:

A Oé—OéK)\l
el T 2T 1<j<n.
Y; M\/ N, L Sisn

Se define la diferencial L := D, F(Ao,Yy) : (CPY(R,R"))" — (CP(R,RT))" de la funcién F(A,Y) consi-
derando las derivadas con respecto a Y en el sentido de Fréchet:

ON
Ly = Dy F(Ao, Yo)(p) = ¢’ — T%(AO’ Yo) ¢. (6.3.4)
=A
Sea ademds la matriz diferencial] A del operador no lineal

ooy ko k0 - 000 0 M\ O 0 0

0 —ky ko -+ 0 O 0 =X X 0 O
A= : o o - . 7 : (6.3.5)

_uTRPWOT g g 0 —k, -n 0 0 ... 0 =)

T

'Es decir, Dy N (Ao, Yo).
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L /\l Qyp — OéK)q 2_%
n:i= )\1 7)\1 .

Para probar el enunciado principal, necesitaremos el Teorema [1.6.7]

donde

Teorema 6.3.1. Sean r, K, k; € (0,4+00) tales que r — Kky > 0, fijamos Ay como antes.
Ademds, supongamos que el siguiente polinomio

T+ N\, T Hx—i—)\k

Q) =1+

no tiene raices imaginarias puras.
Entonces existe un € > 0 tal que para todo

IA(t) = Aoll <,
existe solucion casi periddica positiva de .
Para probar el Teorema [6.3.1] emplearemos los siguientes resultados.

Proposicién 6.3.1. Si el polinomio @Q no tiene raices imaginarias puras, todos los autovalores de A tienen
parte real no nula.

Demostracion. Supongamos que existe un vector v € C’, tal que para cierto € € R:

Av = iev.
Ahora procedemos de la siguiente manera:
0 )\1 0 - 0 0 U1 iEUl
0 —)\2 )\2 - 0 0 V2 ievg
. . . . . . = . (6.3.6)
—n 0 0 .. 0 =X\, Un 1€vy,
de esta forma se deduce lo siguiente: ‘
Vo = %Ul
e — i€ + Ao ze
TN M
o — ie+Agv _d€+ Agie+ Ao ze
SRS VS D VD VD Vi

ie+)\4v _de+ A\gie+ Az i€+ Ao ze
VI VIR VS VRS Ve

Vg =

i€ + A1 € . et pY
Vy, = Tvn,l = )\—1(2)\2 —€)uy kl;[g "
y por ultimo:
_ et A, o de+ Ay, e nl i€ + A
e o n M H Y

De lo tltimo se deduce que o bien v; = 0 (lo cual concluye la demostracién) o el término:

. . n—1.
_ze—l—)\nz H 1€ + A\ _1,
nooA s M



pero esto equivale a lo siguiente,

. . n-1

i€+ N\, i€ 7
1+ ~ 11
L e

i€+ g
Ak

=0<= Q(ic) =0, € € R,

que se supone, no debe ocurrir. O
Ahora contamos con lo que necesitamos para probar el resultado que buscamos.

Proposicién 6.3.2. Bajo las condiciones del Teorema[6.5.1], el operador lineal L es un isomorfismo

n
Demostracion. En virtud de la proposicién [6.3.1| se tiene que det(A) = —n [] Ax # 0; ademds se sabe por la
k=1

misma proposicién que los autovalores de A tienen parte real distinta de 0 en consecuencia, del Teorema [1.6.7]
se deduce que L es biyectiva.
Ademss L : (CPY(R,RT))" — (CP(R,R"))", resulta continua pues

1Z¢elloo < [1¢lloo + 1Allll el < Cllellcp

donde C' =1+ [|A|] y |l¢llepr = [[¢]loo + |¢l]oc-
Por el Teorema[I.1.4] de Funcién Abierta, L tiene inversa continua. Luego, L es un isomorfismo que era lo
que queriamos probar. O

Finalmente, demostremos el Teorema [6.3.1
Por el Teorema de la Funcién Implicita, existe Uy C (CP(R,R*))"*2 un entorno de Ag, Vo C (CP(R,R,))"
entorno de Yy y una tnica funcién ¢ : Uy — Vp tal que F(A, ¢(A)) = 0, por lo tanto existe alguna solucién

casi periédica de (6.3.1)).

6.4. Conclusiones

En este capitulo hemos visto algunas formas de probar existencia de soluciones casi periddicas en sistemas

no auténomos. Como carecemos en este tipo de funciones de condiciones de compacidad, hay que valerse del
importante concepto de dicotomia exponencial para probar lo que queremos.
Existen varias formas de probar la existencia de una dicotomia exponencial, algunos son méas convenientes que
otros, dependiendo del tipo de sistema X'(t) = A(¢t) X (t) a analizar. En los casos de los ciclos hormonales que
pudimos ver en la seccién 7 como en el ciclo celular de , las matrices A(t) de los sistemas resultaron
ser triangulares, por esto se podria suponer que los métodos empleados para analizar estas dicotomias podrian
ser intercambiables entre un modelo y otro.

Se puede ver que el concepto de control lo dejamos de lado en esta parte de la tesis (Capitulos 5 y 6) para
enfocarnos en la existencia de soluciones periddicas o casi periddicas. Obviamente que en estos modelos también
se pueden agregar términos de control en un contexto aplicado. En el caso del ciclo de la testosterona, se sabe
que niveles hormonales por fuera de los umbrales normales de un hombre pueden generar efectos indeseados
en la salud que pueden requerir un tratamiento. Asi también se ha estudiado el vinculo que puede existir
entre altos niveles de esta hormona y conductas agresivas, en el caso de violencia sexual se han desarrollado
farmacos para aminorar los niveles de testosterona o bien de anularla completamente, lo que se encuadra en
lo que se conoce como castracién quimica.

Los tratamientos anticonceptivos para regular el ciclo hormonal femenino también remiten a un tipo de control
tendiente a estabilizar ciclos irregulares, una de las causales de los embarazos no deseados.
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Capitulo 7

Lineas de trabajo actuales y futuras

7.1. Investigaciéon en desarrollo

En estos afios de trabajo surgieron muchas lineas de investigacién y varias de ellas no forman parte de esta
tesis y se encuentran en desarrollo. Entre las mas relevantes a elaborar destacamos las siguientes:

1. Nos proponemos buscar soluciones casi periddicas en sistemas con una importante no linealidad como
los modelos de cascada como los enunciados en [61]:

dx i
dt

1— l’z(t)
K, +1— ,Ti(t)

L; +x;(t)’

= fi(wi—1(t — 7)) —a;(t) (7.1.1)

en el que 9 = v : R — R es una fuerza externa casi periédica positiva, f; : R — R continuas y f;(u) > 0
siu >0, a; : R — R casi periddicas, L;, K; >0Vil1<i<n, neN.

En particular nos interesa el caso del oscilador mitdtico (ver [45]) cuyas ecuaciones responden a esta

cinética:
dc C
s — o X ——
dt (7 Vd Kd+C de
i C 1-M M
dt  Ko+C 'Ki+1-M *K,+M (7.1.2)
ax 1-X X
d " PKs+1-X 'K, + X

donde C es la concentracién de ciclinas (una protefna presente en la regulacién del ciclo celular), M y
X representan las fracciones activas de cdc2 kinasa y de ciclina proteasa respectivamente en funcién del
tiempo, el modelo estéd escalado de tal manera que 1 — M y 1 — X representan las fracciones inactivas.
Los parametros v; y vg son, respectivamente, la tasa de sintetizacion de ciclina y la maxima tasa de
degradacién de ciclina debido a la proteasa X (valor que se alcanza cuando X = 1). Las constantes
Michaelianas K¢ y K4 corresponden a la activaciéon y degradacién de ciclina, k; es una constante de
primer orden de degradacién no especifica de ciclina. Las tasas maximas de cada enxima viene dada
por las constantes V; mientras que sus constantes de Michaelis son K;. Todas las constantes del modelo
(7.1.2) son positivas.

Como en otros casos, proponemos cambiar estos pardmetros por funciones (casi) periédicas positivas con
el mismo criterio que fue explicado en los capitulos 5]y [6]

2. Estudiar el ciclo de la insulina como los propuestos en [66]. Un primer modelo simplificado integro-
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7.2.

diferencial para la insulina es el siguiente:

T — b (0G0~ baOTOE) +bs(0),

(7.1.3)
dI oo
i be(t) [, w(s)G(t — s)ds — ba(t)I(t),

donde G e I representan las concentraciones de glucosa e insulina en sangre respectivamente, las condi-
ciones iniciales G(t) = ¢(t), t < 0, ¢ € CP(R,(0,+00), I(0) = Iy > 0, w es una funcién de densidad
(continua, positiva y acotada tal que tlg(r)lo w(t) = 0) y los pardmetros positivos b;.

Este modelo presenta varios andlisis posibles, desde aplicacién de controles que representen diversos
tratamientos contra los distintos tipos de diabetes, como el andlisis de dominio de frecuencias en busca
de soluciones periddicas aproximadas asi como las condiciones para la existencia de soluciones (casi)
periddicas en una versién no auténoma.

Estamos analizando sistemas controlados basados en las ecuaciones de Gompertz y de Nicholson me-
diante estudios de estabilidad local y global, asi como existencia de soluciones periddicas en los casos
no auténomos y realizando algunas simulaciones numéricas para los distintos casos. Algunos de estos
resultados pueden apreciarse en los capitulos [y [

. Utilizar el Método de Andlisis por Homotopias (HAM, por sus siglas en inglés), un método numérico

para calcular soluciones aproximadas en sistemas de ecuaciones diferenciales que ha sido empleado en
[13, 58] [59]. Las implementaciones las realizamos sobre un sistema sin retardo de agregacién de proteinas
(por ejemplo ver Cohen et al [25]).

Lineas de trabajo futuras

Durante el desarrollo de los temas que componen esta tesis han surgido diversas inquietudes que pueden

dar a

1.

lugar a nuevas investigaciones en el futuro.

Emplear otro tipo de controles en modelos como los de Gompertz o Nicholson y analizar su estabilidad
mediante funcionales de Lyapunov..

. Estudiar modelos de crecimiento tumoral mas complejos y realistas donde puedan coexistir mas de un

tratamiento, y mas de un control.

Analizar la existencia de soluciones casi periédicas en modelos méds complejos partiendo de aquellos de
la forma:
X'(t) = AW)X(t) + BO)X(t — 1) + f(t, X (), X (t — 7))

donde A(t) y B(t) son matrices cuadradas cuyos coeficientes son funciones casi periddicas.

. Utilizar el método de Pyragas para otros modelos cadticos y analizar la existencia de matrices admisibles

6ptimas (con un minimo de coeficientes no nulos). Ademés se debe evaluar la interpretacién bioquimica
de estos controles, si es posible.

Extender estos resultados a modelos de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

7.2.1. Método en el dominio de frecuencia

Ademés pretendemos aplicar el método de dominio de frecuencias (ver [11 I3} 1], [65]) a modelos biolégicos

como

por ejemplo la ecuacién del girasol:

72" (t) + ax’(t) + bsen(z(t — 7)) =0
(7.2.1)
z(t) = ¢(t), t € [-7,0]
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Utilizando las definiciones de [21], los términos de
la ecuacién representan: z(t) es el dngulo
de la planta con la vertical, el tiempo ¢, el retar-
do 7 > 0 es el tiempo de la reacciéon geotrépica
(crecimiento en respuesta a la accién de la gra-
vedad), «, b son pardmetros positivos que de-
penden de la concentracién de auxina, una hor-
mona reguladora del vegetal, la temperatura, la
longitud alcanzada por la planta y el didme-
tro de su tallo. La condicién inicial ¢ : R —
R>g se supone T'—periddica, continua y acota-
da.

Muchos trabajos han estudiado la existencia de soluciones periédicas, como en [21], bifurcaciones (ver los
modelos alternativos de [85]) y en [60] o planteado un anglisis de atractores globales como se aprecia en [62].

El método de dominio de frecuencia se ha empleado con éxito en modelos aplicados a la fisica de ondas,
electronica y mecéanica para analizar bifurcaciones y hallar soluciones aproximadas cerca de los equilibrios,

como muestran [14] [84].

Las investigaciones realizadas en este tema se encuentran en plena elaboracién. Los resultados parciales no
forman parte de esta tesis porque no responden al espiritu de la misma. También seria de interés la viabilidad
en aplicar el método de dominio de frecuencias en modelos con retardos distribuidos como algunos que se

proponen en el trabajo de Makroglou et al. [66].
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