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Modelos para juegos evolutivos

En esta tesis modelamos fenémenos inspirados en la teoria de juegos usando ecua-
ciones diferenciales. Para esto trabajamos con medidas de probabilidad que describen
el estado de una poblacién y analizamos su evolucion.

En la primera parte usamos un modelo basado en agentes para estudiar el efecto del
proceso de aprendizaje de las reglas de un juego en el problema de la distribucion de
riqueza. Aqui los agentes se enfrentan en un juego de suma cero e intercambian dinero
segun el resultado y en paralelo modifican su estrategia. Demostramos que la estrategia
promedio satisface una ecuacién similar a la ecuacién del replicador. Ademéas mostra-
mos que, cuando el juego no tiene un equilibrio en estrategias puras, la distribucion
estacionaria de la riqueza se aproxima a una distribucién Gama.

En la segunda parte estudiamos tedricamente el problema de la evolucion de las
estrategias utilizando ideas de la fisica estadistica. Planteamos una ecuacién de tipo
Boltzmann para modelar la distribucién de agentes en el espacio de estrategias cuando el
nimero de agentes tiende a infinito. Demostramos existencia, unicidad y regularidad de
la solucién de la ecuacién de Boltzmann y luego demostramos la existencia de soluciones
para las ecuaciones limite que se obtienen cuando el efecto de la interaccién tiende a
cero. Estudiamos la relacién entre los estados estacionarios, los equilibrios del juego
original y la convergencia o no a estos.

En la dltima parte de esta tesis planteamos un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias con retardo donde cada una describe el estado de un agente. Es el paso
inicial para modificar la evolucion anterior, suponiendo ahora que un agente adapta
su estrategia segun la historia de interacciones previas. Cuando el nimero de agentes
tiende a infinito obtenemos una ecuacién de transporte no lineal para una funcién con
valor en las medidas. Demostramos existencia, unicidad y continuidad respecto del dato
inicial y analizamos diferentes situaciones segin el tipo de retardo impuesto.

Palabras clave: modelos basados en agentes, teoria evolutiva de juegos, ecuacién
de Boltzmann, campo medio, retardo.



Kinetic models in evolutionary game theory

In this thesis we study differential equations related to game theory models. We work
with measured values functions describing the distribution of a population of players in
the space of strategies and we analyze its evolution.

In the first part we consider an agent based model in order to study the wealth
distribution problem where the exchange is determined by the result of a symmetric
zero sum game. Simultaneously, the agents are learning the optimal way to play, and
we derive the associate equations of the evolutive process. We prove that the mean
strategy of the population satisfies an equation close to the replicator equation, and we
show that the stationary wealth distribution is close to a Gamma distribution whenever
the game has no pure strategies equilibria.

In the second part we derive a Boltzmann type equation to model the distribution of
agents in the space of strategies, in the limit of infinitely many players, by using some
ideas from statistical mechanics. We prove the existence, uniqueness and regularity
of the solutions to the Boltzmann equations. We study the Fokker-Planck equations
obtained as the grazing limit of the Bolzmann equations when the intensity of the
interaction goes to zero. Also, we study the relationship between the stationary states
and the equilibria of the original game.

In the last part we study a delayed system of ordinary differential equations, each
one modeling the state of an agent. In the limit of infinitely many agents, we obtain an
abstract equation and we prove existence and uniqueness of solutions, and continuous
dependence of the solutions on the initial data.

Keywords: agent based model, evolutionary game theory, Boltzmann equation,
mean field theory, delay.
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Introducion

La teoria evolutiva de juegos comenzd a desarrollarse para el estudio de los fenome-
nos evolutivos en el campo de la biologia cuando, en los anos 70, J. M. Smith propuso
este enfoque para modelar los conflictos en el reino animal [40]. La razén principal es
que permite a los jugadores modificar su comportamiento para buscar la mejor forma
de jugar ante las estrategias de los demas miembros de la poblacién. Para profundizar
en estas reglas ver, por ejemplo, [18, 24, 36]. Con el paso del tiempo y debido a la
versatilidad de este enfoque la teoria evolutiva de juegos comenzo6 también a utilizarse
en problemas de economia y diversos conflictos sociales.

El elemento central de esta teoria es el concepto de juego. Consiste en una triada
compuesta por un conjunto de jugadores, un espacio de estrategias y una funcién de
pagos. La estrategia de un jugador es un plan de accion para cada escenario del juego.
Si un jugador utiliza una estrategia pura significa que realiza una accion especifica en
cualquier situacion, mientras que una estrategia mixta es un vector de probabilidades
que indica con que probabilidad utiliza cada accién del juego. Una estrategia mixta con-
siste en asignar una probabilidad a cada estrategia pura. Ademas podemos interpretar
a cada estrategia pura s como un caso particular de estrategia mixta donde el jugador
utiliza s con probabilidad uno. Notemos que si el juego tiene dos o més estrategias
puras entonces hay infinitas estrategias mixtas.

La funcion de pagos representa el movil por el cual los jugadores participan del
juego. Su definiciéon depende del contexto que quiera estudiarse, puede simplemente
tomar tres valores (ganar, empatar o perder como en el clésico juego Piedra, papel o
tijera), ser una funcién que represente dinero (las ganancias o pérdidas al jugar a la
ruleta) o la utilidad de tomar diferentes acciones (por ejemplo, si se quiere modelar
fenémenos sociales).

En la teoria evolutiva de juegos se agrega la posibilidad de que los jugadores mo-
difiquen sus estrategias en pos de mejorar su desenvolvimiento en futuros juegos. Hay
diferenctes interpretaciones para estos cambios. Volviendo al campo de la biologia po-
demos interpretar que los animales participan de un juego donde el ganador sobrevive y
el perdedor perece. En este contexto no modifican a consciencia su vector de estrategias,
sino que mediante la mutacién y seleccién natural logran reproducirse (y transferir su
comportamiento levemente modificado) aquellos animales mejor adaptados al entorno.
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En esta tesis desarrollamos modelos evolutivos para el estudio de diferentes fenome-
nos econdémicos, biolégicos y sociales para poblaciones de gran tamano. La idea en la
cual nos inspiramos proviene de la teoria cinética de gases donde las particulas que for-
man un gas chocan aleatoriamente e intercambian energia en el proceso. Luego, como
resultado, el sistema en su conjunto tiende a un estado estacionario cuando el tiempo
tiende a infinito. Hacemos una analogia que consiste en pensar a una poblacion forma-
da por muchos agentes que, elegidos aleatoriamente, interactiian mediante un juego.
La razén para utilizar estos modelos es que permiten estudiar fenémenos complejos
asumiendo un comportamiento sencillo para cada jugador. En otras palabras, mediante
reglas sencillas a nivel micro podemos descubrir comportamientos interesantes a nivel
macro.

En los modelos para poblaciones infinitas donde cada jugador queda definido por
una estrategia pura aparecen sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. En esta
tesis cada jugador queda definido por un vector de estrategias mixtas y cuando traba-
jamos con infinitos usamos funciones de densidad de la forma wu(p,t) que representa la
distribucién de la poblacion a tiempo t sobre las estrategias p. En este enfoque surge la
necesidad de trabajar con ecuaciones en derivadas parciales.

En [3] A. Boccabella, R. Natalini y L. Pareschi estudian una ecuacién integro di-
ferencial para describir el comportamiento de una poblacién que utiliza estrategias
mixtas. Prueban existencia y unicidad de solucién y analizan la estabilidad y el com-
portamiento asintotico de la solucion para juegos con dos estrategias. Al final presentan
resultados numéricos para el caso de dos y tres estrategias. Como senalamos antes, en la
teoria evolutiva de juegos se formulan los problemas estudiando funciones de densidad.
Por esto en [12] J. Cleveland y A. S. Ackleh extienden el resultado anterior ampliando
el espacio de soluciones a medidas que no son absolutamente continuas respecto a la
medida de Lebesgue (y, por lo tanto, no tienen una funcién de densidad asociada).
Muestran que en muchos casos es necesario incluir a la Delta de Dirac como solucién
del problema para estudiar los equilibrios asintéticos de los modelos. Luego, prueban la
buena definicién y existencia de solucién para modelos no lineales de teoria evolutiva
de juegos.

Senialamos que en ambos trabajos se considera la dindmica del replicador, donde la
poblacién en una estrategia muere o se reproduce como consecuencia del pago que recibe
comparando contra qué ocurre en promedio en la poblacién. Asi la distribucién inicial
de estrategias en la poblacion evoluciona con una mecanica exégena a las intenciones de
los jugadores, que no tienen chance de cambiarse de estrategias. En cuanto a la ecuacion
integrodiferencial que obtienen, la consideran como una ecuacion diferencial ordinaria
abstracta en un espacio de Banach.

En [35] F. Salvarani y D. Tonon estudian la distribucién de riqueza de una poblacién
que interactiia mediante un juego de suma cero de dos estrategias cuyos pagos dependen
de la riqueza de cada jugador. Aqui, los agentes no aprenden cémo jugar, sino que por
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un argumento de campo medio (qué riqueza tienen comparada con la riqueza prome-
dio) eligen su estrategia. Brevemente, el juego siempre beneficia al jugador con menos
riqueza, con lo cual si el jugador tiene menos riqueza que el promedio, elige arriesgar,
mientras que si tiene mas, no lo hace; luego de cada interaccién se recalcula la riqueza
promedio y todos reciben este dato. Para esta dinamica deducen una ecuacion cinética,
prueban existencia y unicidad de solucién y realizan simulaciones.

Si bien estos trabajos representan un importante aporte a la teoria evolutiva de
juegos no consideran la posibilidad de un movimiento de la poblacién en el espacio
de estrategias como consecuencia de las interacciones. Podemos pensarlos como una
fluctuacion de la cantidad de jugadores en cada estrategia segiin la ganancia que reciben
comparada con la ganancia promedio. Por otra parte, los agentes racionales buscan
aprender y dominar el juego, con lo cual la experiencia los lleva a abandonar estrategias
perdedoras y a repetir aquellas que les resultaron exitosas. Esta dindmica podemos
pensarla como un flujo en el espacio de estrategias mixtas, con jugadores moviéndose
en las direcciones sugeridas por el resultado de cada juego. Senalemos, por iltimo, que
en el caso de finitas estrategias, una dinamica similar se define mediante una cadena de
Markov y la transicion para cada par de estrategias se define en términos del resultado
del juego (ver [2]). Para este modelo se demuestra que existe una medida invariante y
es un equilibrio de Nash, pero desde el punto de vista de los jugadores, estos contintian
saltando de una estrategia a otra aiin cuando el sistema converge al equilibrio. El trabajo
de esta tesis pretende hacer un aporte significativo para cubrir este faltante.

En el capitulo 1 presentamos la notacién que usamos a lo largo de todo el trabajo.
También describimos las ideas basicas de la teoria de juegos: qué entendemos por juego,
por equilibrio de Nash puro y mixto y describimos la ecuacion del replicador, ademas
de otros conceptos que usamos en esta tesis.

En el capitulo 2 dasarrollamos un modelo basado en agentes para una poblacion con
finitos individuos que se enfrentan en un juego simétrico, de suma cero, de dos partici-
pantes y donde cada jugador tiene asociado un vector de estrategias mixtas. Luego de
cada interaccién, y si no hay empate, ambos jugadores tratan de mejorar sus futuras
interacciones al aumentar la probabilidad de utilizar la estrategia que resulté ganadora.
La repeticion continua de este proceso genera una dinamica en la poblacion. Para esto
utilizamos un parametro positivo § que define la intensidad con la cual los jugadores
modifican su vector de estrategias después de cada interaccion.

Luego aplicamos el modelo al estudio de la distribucion de riqueza en una poblacién
sin consumo ni produccién. Trabajamos con un juego de dos estrategias puras donde
una domina a la otra y con el clasico juego Piedra, papel o tijera. Para este segundo
ejemplo mostramos mediante simulaciones que cuando la poblacién se encuentra en un
equilibrio de Nash mixto la distribucién estacionaria de la riqueza es muy similar a una
distribucién Gamma con varianza en funcién de los coeficientes de la matriz de pagos
del juego. En las simulaciones este equilibrio para la distribucién de riqueza se alcanza
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incluso cuando los agentes no llegan al equilibrio de Nash.

En el capitulo 3 extendemos el modelo a una poblacién con infinitos jugadores.
Utilizamos una ecuacién de tipo Boltzmann para modelar el problema y probamos la
unicidad y existencia de solucién. Como este proceso depende del pardmetro o estu-
diamos el limite de la ecuacién de Boltzmann cuando ¢ tiende a cero. Esto se conoce
como grazing limit y asi obtenemos una funcién limite que satisface en sentido débil una
ecuacion en derivadas parciales. Esta tiene un término de transporte donde el campo
depende de la propia solucién y un segundo término de difusién.

En el capitulo 4 nos centramos en el estudio de la ecuacion de transporte que ob-
tuvimos. Primero probamos la unicidad de existencia de solucién. Luego estudiamos la
estabilidad y demostramos que, para un punto ¢ en el interior del espacio de estrategias,
son equivalente que la Delta de Dirac d, es de equilibrio, ¢ es un equilibrio de Nash del
juego, la trayectoria constantemente g es de equilibrio para la dinamica del replicador
y ¢ es un autovector asociado al autovalor cero de la matriz del juego.

También estudiamos la estabilidad del sistema y probamos que si al linealizar el
sistema del replicador en el punto de equilibrio su matriz jacobiana tiene todos los au-
tovalores con parte real negativa entonces la dinamica de este modelo converge. Ademas
si la dinamica del modelo converge entonces también converge la dinamica del replica-
dor. El desarrollo de esta teoria nos permite presentar una forma sencilla de analizar
la convergencia de la dinamica del replicador para juegos simétricos mirando la matriz
del modelo. Por tltimo estudiamos un caso particular de juegos sin empates donde las
entradas de la matriz del juego solo toman los valores —1 o 1 fuera de la diagonal.

En el capitulo 5 extendemos el estudio a un nuevo modelo en el cual no importa
solo el ultimo instante, sino un lapso de tiempo. Para ampliar el problema al estudio de
jugadores con memoria necesitamos trabajar con ecuaciones diferenciales con retardo (o
delay). Planteamos un modelo abstracto donde la posicién de los agentes es un vector
en el espacio R?. Las interacciones siguen siendo de a pares y ahora el problema consiste
en buscar una funcién que a cada tiempo devuelva una medida de probabilidad sobre
el espacio R? para describir la distribucién de la poblacién. Esta funcién satisface una
ecuacion de transporte donde, como en el modelo anterior, el campo depende de la
propia solucion. El resultado principal de este capitulo consiste en probar que existe
una tunica solucion del problema y que depende continuamente del dato inicial.



1

Preliminares

En la primera seccién de este capitulo presentamos la notacion que usamos a lo
largo de toda la tesis. Y en la seccién 1.2 introducimos las ideas basicas de la teoria de
juegos que necesitamos para este trabajo. Aquella persona que esté familiarizada con
estos conceptos puede omitirla sin perjuicio alguno.

1.1. Notacion

Sobre teoria de juegos y vectores

Trabajamos con juegos que tienen el mismo conjunto S de acciones o estrategias
puras para todos los jugadores. Suponemos que es finito de tamano d y llamamos
S1,...,8¢ a cada elemento de S. Usamos las letras p y ¢ para referirnos a vectores
columna de estrategias mixtas dentro del simplex de dimension (d — 1) que notamos

d
A= {p € [0,1]% ¢ R? tales que Zpl = 1}.

=1

Para los vértices del simplex usaremos la escritura e; que representa el vector de
R? con ceros en todas las coordenadas salvo en la i-ésima donde vale uno. Ademés 1
representa al vector con entradas uno en cada coordenada.

Si tenemos un vector v € R? y nos interesa distinguir las primeras (d—1) coordenadas
de la tltima notamos con v' € R“! y v; € R de forma que

v = :
Vd
Dada un poblacién finita usamos la letra N para notar la cantidad de individuos
totales (que también llamamos indistintamente agentes o jugadores). Para asignar un

13
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vector a un jugador usamos un superindice, de esta forma pl(i) se corresponde con la
coordenada [ del vector p del jugador i que indica la probabilidad de usar la estrategia
s;. La estrategia promedio de una poblacién finita es

L o
p=—2_ P
P>

A partir del capitulo 3 generalizamos el modelo a poblaciones infinitas, en este caso
el vector promedio a tiempo t esta dado por

ﬂﬂzépwmﬂ

donde u(+,t) es una medida de probabilidad sobre el espacio A.

Dado un jugador cualquiera, cuando queremos diferenciarlo de otro usamos un tilde.
Asi el vector de probabilidad es simplemente p = (py, . .., pg) y uno distinto lo marcamos
con p= (pi,...,Pd)-

Cuando trabajamos con la riqueza de la poblacién w® representa el dinero del
jugador ¢. Para denotar la evolucién de una variable tras una interaccién utilizamos el
simbolo * en el superindice. Por ejemplo, si la riqueza en un determinado momento es
w® luego de una interaccién que involucra al jugador i queda w®*.

Sobre medidas y funciones

En los capitulos 2, 3 y 4 usamos las letras u, v para denotar funciones continuas con
dominio temporal que para cada ¢ > 0 son medidas con primer momento finito sobre el
espacio A, es decir,

v, u, € C([0,00), P1(A)).

Ademas, 0, es la funcién que para todo ¢t > 0 es la Delta de Dirac centrada en p (es
decir, la medida concentrada en el punto p). Usamos las letras p y v para medidas
también con primer momento finito sobre todo el espacio RY, u, v € P(RY) (para el
ultimo capitulo 5). Observemos que en el caso de las medidas sobre A, al ser compacto,
resulta Py (A) = P(A).

Utilizamos las letras F, J y K para referirnos a campos vectoriales. En particular
si suponemos que el campo depende de una funcién v, escribimos F[v|(p,t) donde p
es una variable espacial y t la variable temporal. El flujo inducido por este campo lo
llamamos 7T pues en lo que sigue solo necesitamos destacar la dependencia respecto de
v.

Dado que a lo largo de toda esta tesis trabajamos con funciones cuyo dominio (o
parte de él) es temporal usamos dos notaciones dependiendo el contexto: por ejemplo
si Dom(f) = X x T donde z € X es una variable espacial y ¢t € T es una temporal



1.2. NOCIONES DE TEORIA DE JUEGOS 15

escribimos f(z,t) o fi(z) indistintamente. Usamos una constante 7 > 0 para definir un
retardo (delay) temporal y para una trayectoria continua o : [—7,+00) = R4yt >0
usamos la notacion

oy : [-7,0] = R?

que se interpreta como o.(s) := o (t + s).

Sobre distancias y normas

Dadas dos medidas de probabilidad u y v sobre A trabajamos con la distancia W,
de Wassertein (o Kantorovich-Rubinstein) donde

Wi(u,v) := sup ’/ /Agp(p) dv(p)‘ tal que p € C(A,R) y Lip(p) < 1}

donde Lip(yp) es la constante Lipschitz de ¢. Se sabe que W; es una distancia sobre
P1(A) que metriza la convergencia débil [44].

Usamos la notacién | - | para referirnos a la norma usual tanto en R como en R%. Y
para funciones f : X — R donde X es compacto usamos la norma

A= 1 flloe = méx [ f ()]

En el espacio C3(A,R) trabajamos con la norma

lells := > ||—90

|| <3

que nos permite definir otra norma para una medida u € P;(A) como

/ ¢(p) du(p)|,
A

Esta norma metriza la convergencia débil en P;(A), ver, por ejemplo, [19].

[l sup = Sup{ tal que o € C*(A,R) y [lells < 1} .

Por iltimo, dada una medida v € P;(A) trabajamos con la norma de variacion total

donde
Jull =sup {| [ ol dur)] ta aue lle] < 1}.

1.2. Nociones de teoria de juegos
Para definir un juego necesitamos tres elementos.

= Un conjunto J de jugadores.
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» Un conjunto de estrategias puras S® para cada jugador i € J.

= Funciones de utilidad U® para cada jugador i € J donde
v T[S0 - R

jeJ
determina el beneficio o pago que obtiene el jugador 7.

Observacion 1.2.1. Si bien presentamos una definicion general y la teoria estd desa-
rrollada para juegos con infinitas estrategias, en este trabajo solo usamos juegos de dos
participantes en los cuales el conjunto de estrategias es el mismo para ambos jugadores.
Asumimos siempre que la cantidad es finita, es decir, #S% < 0o para todo jugador i.

Simbolizamos s = (s, 57) € [, ; SY) cuando separamos la estrategia utilizada
por el jugador i de las utilizadas por los demds jugadores: s € SO y s(=9) ¢ H#i S,
Con esta notacién podemos definir un equilibrio de Nash, nocién fundamental de la
teoria de juegos y que fue introducida por J. F. Nash.

Definicién 1.2.1. Un equilibrio de Nash puro es un conjunto de estrategias puras
s € HjeJ SU) tal que para cada jugador i € J se tiene que

UD(sD s > @@ s para cualquier t9 e SO,

Intuitivamente s es un equilibrio de Nash si ningin jugador ¢ tiene incentivos a
desviarse: asumiendo que los demés usan las estrategias sC9 el jugador i no tiene
interés en cambiar a una estrategia t®) pues no aumenta su pago.

Pero no siempre existe un equilibrio de Nash puro. Para ejemplificar este hecho
veamos un juego que usamos mucho en esta tesis.

1.2.1. El juego Piedra, papel o tijera

Trabajemos con este popular juego de dos participantes que tienen el mismo con-
junto de estrategias S = S = {R, P, S} (debido a R=Rock, P=Paper, S=Scissor).
Podemos asociar R = e, P = e; y S = e3 (los vectores de la base candnica de R?).
Sucede que lo que gana un jugador es porque lo pierde el otro, es decir,

UW(s,8) +UP(s,5) =0

cualquier sean las estrategas puras s, § € {ej, ea,e3}. Esto se denomina juego de suma
cero y escribimos la definicion mas adelante. Luego alcanza con definir los pagos del
jugador 1. Hacemos esto mediante la matriz

0 —a b
G = b 0 —a (1.1)
—a b 0
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donde a,b > 0.Si s, § € {ey, eq,e3} son las estrategia del jugador 1 y 2, respectivamente,
definimos los pagos como

UW(s,5) =sTG3,
U@ (s,5) =5"Gs.

El caso clasico se obtiene al considerar a = b = 1. Ademas es fécil ver (o sabemos
por experiencia) que no existe un equilibrio de Nash puro: si fijamos una estrategia para
cada jugador entonces aquel que no gana tiene incentivos a cambiar.

1.2.2. Estrategias mixtas

Para extender el concepto de equilibrio de Nash permitamos que un jugador no elija
una unica estrategia pura, sino que asigne una probabilidad a cada una de ellas. Esto
nos lleva a la nocién de estrategias mixtas.

Definicién 1.2.2. Una estrategia mizta p\ para el jugador i es una medida de proba-
bilidad sobre su conjunto de estrategias S™.

Hagamos en este punto una aclaracion importante para lo que resta de esta tesis.

Observacién 1.2.2. Trabajamos con el mismo conjunto S de estrategias para todos los
jugadores, es decir, S = S = {81, .., 84} para todo i. Asociamos la estrategia pura s;
con el i-ésimo vector e; de la base candnica de R?. Entonces una estrategia mixta p es
un vector p = (p1,...,pq) donde p; es la probabilidad de jugar s;. De forma equivalente,
una estrategia mizta es un elemento del simplex A C R(@=1,

Por lo tanto a partir de este punto ya no trabajamos con conjuntos de estrategias
S® muy generales, sino con un conjunto de estrategias si, ..., sq idéntico para cada
jugador. Sea N = #.J la cantidad de jugadores. Entonces extendemos las funciones de
pagos U a A x ... x A de forma natural como el pago esperado:

—_———

Nwveces

d
i N i
UD(ph, ... pI)) = Z pgll)x--oxpz(.d)XU()(sil,..,sid).

i1yeyig=1

Definicién 1.2.3. Un equilibrio de Nash es un conjunto de estrategias (p(l), - ,p(N)) €
AN tal que para cada jugador i € J se tiene que

UD(p®, p=) > U@ (¢ pDY  para cualquier ¢ € A.
Observacion 1.2.3. Cuando nos referimos a equilibrio de Nash hacemos referencia a
esta definicion. Ademds un resultado central en la teoria de juegos es que todo juego con

finitas estrategias, hipotesis adecuadas de convexidad de los pagos y finitos jugadores
tiene, al menos, un equilibrio de Nash. Para una prueba simple de este resultado ver

[20].
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1.2.3. Juegos simétricos de suma cero
Necesitamos dos definiciones mas.

Definicién 1.2.4. Un juego es simétrico si todos los jugadores tienen el mismo espacio
de estrategias y los pagos solo dependen de las estrategias: para todo v y j resulta que

U0, ) = 70 (p), p=9))
si p@ =p) e Ay p=?) = p(=9) para todo i, j.

La idea es que no importa el rol de cada jugador, si es el primer o segundo jugador,
sino solo qué estrategia usa.

Definicién 1.2.5. Un juego es de suma cero si la suma de todos los pagos es nula: para
todo P € AN wvale que

Para terminar este capitulo supongamos que tenemos un juego de dos jugadores.
Notamos a;; (respectivamente b;;) el pago del primer jugador (segundo jugador) cuando
juega s; y el segundo s;. Considerando las matrices A = (a;;) y B = (b;;) obtenemos
los pagos en estrategia mixta

UD (p, p) =p” Ap,
U (p,p) =p” Bp,

donde p es la estrategia del primer jugador y p del segundo. Entonces el juego es
simétrico si B = AT (como sucede con Piedra, papel o tijera). Si ademds es de suma
cero la matriz A resulta antisimétrica (se corresponde con el caso a = b en el mismo
juego) pues

Qi + Al = Ay + blm =0

y entonces
A+AT=A+B=0.

Este resultado es muy importante pues es una propiedad que usamos repetidamente.

Observacion 1.2.4. Sea A la matriz de pagos de un juego simétrico de suma cero,
entonces a;; = —aj; para todo i, j =1,...,d.
En particular a; = 0 para todo i =1, ... ,d.
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1.2.4. La ecuacion del replicador

Dada una poblacion de d clases de jugadores esta ecuacion diferencial ordinaria
(o sistema de ecuaciones) describe un proceso de selecciéon donde las estrategias mas
exitosas proliferan en detrimento de las demas. Fue introducida P. D. Taylor y L. B.
Jonker [12] y denominada asi en [37].

Si p; es el porcentaje de la poblacién de clase i y p = (p1,...,ps) € A entonces la
ecuacién del replicador define una regla de evolucién para p(t). Asumimos que cada p;
es una funcion diferenciable en el tiempo, que los jugadores interactiian aleatoriamente
y participan de un juego simétrico con matriz de pagos A. Asi (Ap); representa el
pago esperado para un jugador de clase 7 al jugar con un jugador elegido al azar en la
poblacién y p” Ap es el pago promedio para la poblacién en estado p. Ademés asumimos
que la tasa de crecimiento para un jugador de clase ¢ esta determinada por la diferencia
entre su pago esperado y el pago promedio esperado de toda la poblacién, por lo cual,
para cada ¢t =1,...,d, se tiene

d

—pi = pi((Ap);i —p" A
7P pi((Ap): —p” Ap),

que es el sistema del replicador. Para profundizar en esta teoria ver [25].
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Un modelo evolutivo para finitos
jugadores

En este capitulo presentamos un modelo basado en agentes para estudiar el compor-
tamiento de una poblacion con finitos individuos que intentan mejorar su desempeno en
un juego. Luego usamos el modelo para estudiar en forma tedrica la distribucion de ri-
queza de una poblacion de tamano constante y finalmente contrastamos estos resultados
con simulaciones. Gran parte de este capitulo esta basado en el trabajo [33].

Los avances computacionales permitieron el estudio de problemas de la economia
y diversos conflictos sociales usando modelos basados en agentes. La idea principal
es considerar una poblacion en la cual los individuos participan repetidamente de un
juego y obtienen un pago. Este hecho puede relacionarse con la teoria cinética de gases
donde las particulas que componen un gas interactian aleatoriamente de a pares e
intercambian energia en cada interaccion. Como resultado de este proceso el sistema
tiende a un estado estacionario con el paso del tiempo.

Dos criticas pueden hacerse a estos modelos. Dado que se basan en mecanismos
estaticos los agentes son considerados como particulas idénticas y simples por lo cual
no actian racionalmente tratando de aumentar su pago. Ademas interactiian siempre de
igual forma por lo cual no pueden modificar ni adaptar su comportamiento. Este hecho
contrasta con los modelos econémicos donde la teoria de juegos es una herramienta
poderosa.

En este capitulo proponemos un modelo donde usamos las ventajas de la simplicidad
de los modelos de la fisica estadistica y la flexibilidad de la teoria evolutiva de juegos.
En la seccién 2.1 desarrollamos un modelo para una poblacién finita donde los agentes
interactiian de a pares mediante un juego simétrico de suma cero. Asumimos que cada
jugador tiene un vector de estrategias mixtas y que modifica la probabilidad de jugar
determinadas estrategias segin el resultado del ultimo juego en el que haya participado.
Si no hay empate, una de estas dos estrategias es ganadora y ambos jugadores modifi-
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can su vector de estrategias para aumentar la probabilidad de jugarla en el futuro. A
cambio reducen la probabilidad de utilizar la acciéon que resulté perdedora. Este es un
tipo de agente Pavloviano que tiene una vision del juego limitada y un comportamiento
miope para elegir su estrategia. Este concepto fue introducido por D. y K. Kraines en
[26] y aunque este tipo de comportamiento ha sido utilizado en muchos trabajos, es-
pecialmente en simulaciones (ver [5, 38, 41]), falta un andlisis teérico. Nuestro trabajo
cubre este vacio ya que desarrollamos de forma tedrica una dindmica que permite estu-
diar una poblacién finita de cualquier tamano. Mostramos que la estrategia promedio
obedece una ecuacién muy similar a la ecuacion del replicador introducida por P. D.
Taylor y L. B. Jonker [42] (también puede verse [23, 45]).

En la seccién 2.2 utilizamos el modelo para estudiar tedricamente la distribucion
de riqueza en una sociedad. La estabilidad en la distribucién de la riqueza a lo largo
del tiempo y para diferentes sociedades ha sido un motivo de estudio desde el trabajo
fundacional de V. Pareto [29]. Diferentes estudios empiricos muestran que en muchas
economias la distribucién de riqueza sigue una distribucién Pareto (una ley de poten-
cias) para el rango de la sociedad con mas altos ingresos y una distribucién de Gibbs,
Gama o log-normal para el resto de la poblacién. Remitimos al lector al capitulo 2 en
[9] para un anélisis més profundo de este tema.

Si la regla de interaccion del modelo es apropiada esperamos que la distribucién de
riqueza alcance un estado estacionario que se asemeje al observado empiricamente. Hay
muchos trabajos empiricos y tedricos que muestran que estos modelos pueden reproducir
la curva de distribucién observada en las sociedades y, en particular, la cola de Pareto
y la distribucién exponencial o Gamma en el grueso de la poblacion. Se puede ver el
capitulo 4 de [9] para mas detalles de estos modelos. En el modelo que desarrollamos los
agentes interactian de a pares, utilizan un juego simétrico de suma cero y el resultado
define un intercambio de dinero entre ellos. Si queremos estudiar un modelo més general
donde la cantidad de dinero de toda la poblacion no es constante en el tiempo debemos
normalizar el juego como se hace en [27]. Luego, los agentes adaptan sus estrategias
basados en el resultado de este juego.

En la dltima seccién 2.3 presentamos resultados computacionales que confirman que
este modelo reproduce las principales caractaristicas que se observan en la distribucion
de riqueza de una poblacién. Si bien hay modelos previos que utilizan un juego para
estudiar el intercambio de dinero, ver [22, 31, 34], en estos el resultado aleatorio del
juego es determinado de forma externa y, por lo tanto, el valor esperado de cada jugador
es siempre el mismo impidiendo que los jugadores adapten su estrategia.

En las simulaciones que mostramos todos los jugadores comienzan con una unidad
de dinero. Primero trabajamos con un juego de dos estrategias puras donde una do-
mina a la otra. Aqui el interés estd en saber la ventaja que tienen aquellos jugadores
que comienzan con una alta probabilidad de utilizar la estrategia pura correcta. El se-
gundo juego con el que trabajamos es Piedra, papel o tijera. Dado que no hay ninguna
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estrategia pura que domine estudiamos la dinamica del vector de estrategias promedio
y como la afecta que los jugadores traten de ir modificando su estrategia en base al
comportamiento de la mayoria. Por ejemplo, si resulta muy probable que la mayoria
elija la accion piedra, la propia dinamica genera que la estrategia promedio tienda a
aproximarse a la accién papel (donde, como es de esperar, papel envuelve a piedra).
Por [25] sabemos que la dindmica dada por la ecuacién del replicador linealizada nun-
ca converge y la estrategia promedio permanece en una érbita alrededor del equilibrio
de Nash. En las simulaciones vemos que el comportamiento es distinto y la estrategia
promedio tiende al punto de equilibrio cuando el tiempo tiende a infinito.

2.1. Descripcién del modelo

Planteamos un modelo de tiempo discreto con interacciones sucesivas en donde dos
miembros de la poblacién participan de un juego entre ellos y obtienen un pago.

2.1.1. Un juego de dos participantes

Supongamos que tenemos una poblacién con N individuos y seleccionemos dos de
forma aleatoria para que participen de un juego. Cada uno tiene un conjunto de d
posibles acciones que denotamos si,...,sq. El pago del juego estd definido por una
matriz A = (aj,) € R™? donde ay,,, € [—1,1]. A lo largo de todo este trabajo (y salvo
cuando aclaremos lo contrario) asumimos que el juego es simétrico y de suma cero.
Como mencionamos en la seccién 1.2.3 esto implica que A = — AT,

Un jugador 7 genérico tiene asociada una estrategia mixta, un vector de probabi-

lidades que notamos p'9 = (pgi), e ,pg))T € A donde A es el simplex de dimension

(d—1),y pl(i) indica la probabilidad de que el jugador i elija la estrategia pura s; y,

por lo tanto, 0 < pgi) < 1paratodol=1,...,d. Como es un vector de probabilidades
resulta

Sea ¢ un parametro pequeno, 0 < § < 1, que mantendremos constante el resto de este
capitulo.! Asumimos que cada jugador, luego de participar del juego, intenta adaptar
su estrategia en pos de aumentar la probabilidad de ganar en futuras interacciones.
Como en cada una participan dos jugadores hay dos estrategias (puras) involucradas.
El proceso que siguen los jugadores es el siguiente: luego de jugar aumentan § veces el
pago de la estrategia ganadora (la que usaron ellos mismos o la que utilizé el otro) y

! Ahora trabajamos con un § fijo cualquiera y el motivo principal del capitulo 3 es estudiar el
problema cuando este tiende a cero.
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disminuyen en el mismo valor la estrategia perdedora. Ademas en caso de un empate
no hay modificaciones.

Por dltimo, debemos asegurarnos que los nuevos vectores sean de probabilidad vy,
por ello, que tengan todas las entradas no negativas. Definimos la regla del proceso de
adaptacion de la siguiente forma. Primero fijemos dos jugadores i y j cualesquiera con
sus respectivos vectores de estrategias p y pl). Supongamos que utilizan las estrategias
puras s; y Sp, respectivamente. Entonces modifican su vector de estrategias a nuevos
vectores p* y pl)* siguiendo la regla

{pl(i)* =p|" + Qi
() _

p @ si () + amd) = 0y (P — amd) > 0;

= Pm — alm6
2.1)
si (07 + @md) > 0y (05 — and) > 0.

(7) ()

" = + s
Pm = Pm — alm5

2.1.2. El proceso de evolucion

Fijemos un jugador ¢ para poder analizar la evolucién de su vector de estrategias
mixtas p ().
Introducimos la estrategia promedio de la poblacién con N jugadores,

LOEES WAIO!

Asumamos que el juego sucede con una probabilidad dada por una distribucién de
Poisson con parametro A = 1. Entonces la probabilidad de que la interaccion ocurra en
un intervalo temporal (¢, + At) es (1 —e~2*). Queremos calcular el valor esperado del
cambio en pl(i) para cada estrategia pura s; del jugador ¢. Este participa de un juego
con probabilidad 2/N (puede ser elegido como primer o segundo jugador) y a tiempo ¢
utiliza una estrategia cualquiera s,, con probabilidad pf,(q? (t). Como nos interesa ver el
cambio de pl(i) tenemos que considerar el caso en que m = [ o que el oponente use s;.
Cualquier otro jugador j distinto tiene 1/(IN — 1) probabilidades de jugar contra i y
utiliza la estrategia s,, con probabilidad p%) (t). Dado que § es muy pequefio asumimos
que estamos por lo menos a una distancia ¢ del borde, es decir, pﬁ,? > 0 para todo m.
Entonces la variacion si el jugador i elige s; v j, S, €s

Ats p” (Hawmpl) (¢)
y en caso de que elijan al revés

At p? (#)apmp@ (1) = —Atd pD () amupl? (t).
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Como marcamos, en caso de que ambos usen la misma estrategia s; no hay variaciones,
ya que tenemos un empate y se corresponde con a; = 0 (ver la observacién 1.2.4).

Calculamos el pago esperado sumando sobre todos los jugadores posibles, por la
probabilidad de elegir a cada uno, y

i Z 2At5 Z. |
Pt + At) — pi (1) = Z > (pl (t)ampd) (t) — p3) (£ amp}” (ﬂ)
) S

2At0 T P (t) ()T pl(j) (t)
=7 (e AT =T Y )
J#i J#i
ya que a; = 0.

Si tomamos limite cuando At tiende a cero por derecha y cambiamos la escala
temporal (que seguimos llamando ¢) tal que cancele el término 20/(N — 1) llegamos a

d @ _ (). I : _ 1 @
L6 A( <z>>_ T 4 ( _ = )
dtpl =p; € Np P e\ P sz (2'2)

2
—pel Ap — pT Aeypy — Npl e Apt?

donde estamos usando que
(4)
pt) 1 g
l ( ) b — (2)

JFi
y que

p 7 Aeyp}” me aip)” Zp ampll) = —piel Ap?

Esto nos proporciona un sistema de (d — 1) X N ecuaciones diferenciales ordinarias.

Observacion 2.1.1. Si N — oo, formalmente resulta

d @ _

P Pz 61 LAp — pT Aeypy. (2.3)

Podemos observar que en esta ecuacion aparecen dos términos bien diferenciados, uno
cuando el jugador i es el que elige la estrategia | y otro cuando la eleccion de esta
estrategia la hace el rival.

Este resultado motiva el estudio del problema para una poblacion con infinitos juga-
dores y es el tema al cual nos abocamos a partir del proximo capitulo.

Observamos que la evolucién de un jugador se puede expresar utilizando la estrategia
promedio de la poblacion.



26 2. UN MODELO EVOLUTIVO PARA FINITOS JUGADORES

Proposicién 2.1.1. Sea p(t) la estrategia promedio de la poblacion. Entonces satisface
el sistema

N

d _ o 4. 2 i

= 2pe] Ap — 2p" Ap — e Zpl( el Ap®)
i=1

Demostracion. Como p = N~* Zf\;l P,

d
1 , 2 i
= E 2 )ezTAP PO Aeypy — sz( )62[14]9( )>

=piej Ap —p" Aeipy — Z pll) [A

Usando que AT = —A resulta que
piei Ap = —p" Aeypy

y obtenemos

d

= 2pie] Ap — Zplz) [A

Ademds como pT Ap =Y, zm 1 PiDmaim = 0 ya que a;,, = —a,,; podemos reescribir
la ecuacién como

d

d
2 .
= T A= _ o977 A= _ % (1) T A (i)
2P = 2pie; Ap — 2p° Ap N22Pl e Ap

y terminamos la prueba. O

Resulta interesante que esta ecuacién es casi el replicador (ver 1.2.4).

Observacion 2.1.2. Formalmente, si hacemos tender N a infinito y escalamos el tiem-
po al doble de velocidad obtenemos que la estrategia promedio p(t) satisface la ecuacion

del replicador
d

—1 = Dile] Ap — p" Ap).
dt

Para el limite de infinitos jugadores vemos en el proximo capitulo la relacion entre
esta dindmica y la del replicador. Pero los efectos espaciales introducen diferencias

y los jugadores no necesariamente convergen a la estrategia mixta de equilibrio. Con



2.1. DESCRIPCION DEL MODELO 27

la teoria existente para el replicador podemos caraterizar la convergencia de p a un
vector que se corresponde con un equilibrio de Nash en una gran cantidad de casos. Sin
embargo existen puntos de equilibrio de la ecuacion que no son equilibrios de Nash y no
todo equilibrio de Nash se corresponde con un equilibrio asintoticamente estable de la
ecuacion del replicador. Para profundizar el tema se puede ver [13] y la literatura sobre
el Folk Theorem.

2.1.3. El efecto de finitos jugadores
Juegos de dos estrategias

Supongamos que tenemos un juego con dos estrategias. Si no es trivial y lo norma-
lizamos entonces solo tenemos dos posibles matrices A,

0 1
=(1)

el otro caso se corresponde con —A, para el cual el analisis y los resultados se adaptan
facilmente. Debido a la matriz de cualquier otro juego de dos estrategias es miltiplo de
alguna de estas dos matrices la dinamica que presentan es exactamente la misma.

Usando la ecuacién (2.3) tenemos

d i _ i _
= = (1-m) + (110 (o).
Notemos que la ecuacion para pgi) no es necesaria debido a que pgi) =1- pgi).
Este problema tiene solo dos equilibrios: p® = e; 0 p'¥ = e, para cualquier jugador
i. Ademas, solamente p = e; es estable. De hecho, cerca del equilibrio p = ey y si
hacemos pgz) ~ ¢; resulta que

d
Epp >e(l—a)+(1—¢g)a>0
(4)

para a = N~' 327 ; ~ 0 y entonces p{” crece.
Cantidad finita de jugadores (N > 3)

Ahora consideremos el efecto de trabajar con finitos jugadores. La ecuacion (2.2)
indica que

d i _ i)\ — 2 i
Epg) =p§)(1—p1)+(1—p§))p1—Npﬁ)(l—pﬁ))- (2.4)
Nuevamente los equilibrios son como antes, pero el andlisis de la estabilidad es un poco
distinto. Si notamos P = (pgl), e ,pgN)), resulta que
d
—P =F(P)

dt
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donde F : RY — R y cada componente estd dada por el término de la derecha de la
ecuacion (2.4).

Para ver que el equilibrio P = 0 es inestable tenemos que linearizar el sistema en
este punto y probar que al menos un autovalor de la matriz DF(0) tiene parte real
estrictamente positiva. Dado que (d/ dpgi))ﬁl = 1/N resulta que los coeficientes de la
diagonal estan dados por

d d o1 2B
DF(P)ii=—=—p) =125 — — +
dpg)dt N N
y entonces
~ 1
F(0) N

mientras que los demas coeficientes son DF (6)” — 1/N sii # j donde 0 es el vector de
R? con todas las entradas igual a 0.

Como la matriz es simétrica sabemos que los autovalores son reales. Para ver que
no pueden ser negativos usamos que

DF(0) = (1 - %) Id+ % M1

donde Id es la matriz identidad y M1 la matriz con todas las entradas iguales a uno.

Lema 2.1.1. El menor autovalor de la matriz D]:((j) estd acotado inferiormente por
1—-2/N.

Demostracion. Notemos con A; al menor autovalor de DF(0). Lo podemos caracterizar
como

A = inf o' DF(0)v.

{veRN:|v|=1}

Como Id es estrictamente positiva y M1 es semidefinida positiva tenemos que

M= inf  WTDF(@O)w
{veRN:|v|=1}

2 1
>(1—-— inf vl Tdv + — inf v M1v
- ( N) {veRN :[v|=1} N {veRN:|v|=1}

(-3

y obtenemos lo que queriamos ver. O

Si linealizamos en P = 1, usando un argumento similar vemos que este equilibrio es
estable. Por lo tanto, los jugadores aprenden la estrategia éptima.
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2.2. Aplicacién: distribucién de riqueza

Aplicamos el modelo al estudio de la distribucién de riqueza en una poblacién cons-
tante sin produccion ni consumo. Como no permitimos deudas trabajamos en el espacio
I =[0,00) y necesitamos una regla de actualizacién de las riquezas.

Sea G = (gin) € R¥™4 donde gy, € [—1,1], una matriz antisimétrica que define
los intercambios de dinero entre los jugadores. Supongamos que el jugador 7 utiliza la
estrategia s; mientras que el jugador j la estrategia s,,. Entonces el jugador ¢ recibe la
fraccién g, de la riqueza de j si g;,, > 0y, en caso contrario, paga la fraccion g, de
su riqueza a j.

Si la riqueza de los jugadores la notamos w® y w@), respectivamente, el nuevo valor
luego de la interaccién es w* y w@* con la regla

Wi — W) _ T (2:5)

donde definimos
T .- gf,rnw(j) _ gl:nw(i)
y usamos =1 := méx{z,0} y 27 := max{—=z,0}.

Debido a que los valores de la matriz estan entre —1 y 1 el porcentaje de transferencia
es menor a 100 % y ningin jugador queda con riqueza negativa. Notemos que si ambos
jugadores eligen la misma estrategia entonces no hay intercambio alguno.

Un modelo mas real debe introducir un grado de aversién al riesgo. Un enfoque
usual [10, 11, 30] es asignar una propensién a ahorrar A®) € [0,1] para cada jugador,
usualmente el mismo para todos. Teniendo en cuenta esto, reescalamos el juego mediante
un parametro € € [0, 1] de manera tal que

W@ — @ _ T

(2.6)

donde
7. = 6(g;rnw(j) _ g;nw(i))'

Hay dos posibles interpretaciones para esta regla: podemos verla como el intercambio
que definimos en (2.5) para la matriz G. := G donde el intercambio es menos peligroso
para los jugadores ya que involucra una fraccion menor de sus riquezas. La segunda
opcién es interpretar que cada jugador arriesga una fraccion ew de su riqueza.

Notemos {u:(w)}i>0 a la densidad de la medida de probabilidad para cada tiempo.
La probabilidad de hallar un jugador cuya riqueza esté en un intervalo de la forma (a, b)

a tiempo t estd dada por
b
/ Ldpy(w).
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Queremos calcular la varianza de p;(w) para compararla con los resultados compu-
tacionales. Usando ideas similares a las de [8, 39] tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.1. Sea G la matriz de un juego simétrico de suma cero y consideremos
el proceso de evolucion de riqueza dado por la regla de (2.5). Supongamos todos estdn
Jugando con un vector de estrategias miztas p que, ademds, es un equilibrio de Nash.
Entonces para € suficientemente pequeno,

(@)
R ER )

@) =< [[6ipdutwian@). @) =< [[ 6z pdutwiau o)

(GT?) = // (pGFp)? dpg(w)dpy (), // pGZp)? dpy(w)dp (D).

Demostracion. Usando la regla de interaccién y la distribucion de la poblacién tenemos
que

Bt =5 [ wtu(w)de
= / / (w + pGZE P — pG7 pw)? — w?] dpy(w)dp ()
— [ [ [0Gp? @) + 200625 dus(w)dp()
4 [ 10629 = 2062 5)) (0 dp )y
— [ [ 66D 6= Py dinw) )
Luego debido a que E(w?) = E(d?), E(w) = E(@) = 1 v que

/ / (0G5) (pG )t da(w)dpa(@) = 0,

para cada estrategia pura pues para cada p y p sucede que o bien (pGZp) = 0 o bien
(pGZp) = 0. Con lo cual

d

th( %) =eH(GT)E(w?) + 2¢(GT)

+ (GAE(w?) — 26(G7)E(w?).
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Observemos que u(t) = E(w?) es una solucién de la ecuacién diferencial ordinaria
d (t) (t)+0b
—u(t) = mu
dt ’

para m = e2(G*?) + e2(G7?) — 2e(G™) y b= 2¢(G™T), con condicién inicial ug = E(w?)
que depende de la distribucion inicial de riqueza. La solucion explicita es

E(w?) = C(m,up)e™ —m™'b

o ~2(G)
BB = e o) 2o

para ¢ suficientemente pequeno.
El resultado se sigue de que (GT) = (G™) and (G*?) = (G~?%) debido a la simetria
del juego. O

Notemos que el resultado anterior no depende de la cantidad de jugadores.

2.3. Simulaciones

Dada la matriz del intercambio de riqueza G definimos la matriz A = (au)1<im<d
como
1 si gy > 0;
A = < 0 si gim = 0;
—1 st g <0
que usamos para el proceso de evolucién como definimos (2.1).

Para simular el modelo en la computadora usamos GNU Octave [15]. En el pseudo-
algoritmo 1 que usamos para las simulaciones fijamos una variable positiva M € N y
elegimos 6 = 1/M.

En lo que sigue estudiamos computacionalmente dos ejemplos. Empezamos con el
juego de dos estrategias que presentamos en 2.1.3 y donde nos interesa la distribucion
de riqueza de la poblacion. En segundo lugar trabajamos con el clésico juego Piedra,
papel o tijera (ver 1.2.1) y miramos tanto la distribucién de riqueza como la evolucién
de las estrategias.

2.3.1. Simulaciones para juegos de dos estrategias

Consideremos un juego simétrico de dos estrategias y suma cero, la matriz G, de
pagos del juego es de la forma
0 €
= (% 0)
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Algorithm 1: pseudocddigo
Data:
d € N es la cantidad de acciones (estrategias puras).
G € RE*EK s una matriz antisimétrica con coeficientes en [—1,1].
N € N es la cantidad de jugadores.
T € N es la cantidad de intercambios (juegos) que se llevan a cabo en una

corrida.
0 > 0 pequeno (para usar en (2.1))
Start: para cada jugador i = 1,..., N tenemos una riqueza w® > 0 y un vector

de estrategias mixtas p(*).

fort=1,...,T do

1. Elegimos de forma aleatoria con distribucién uniforme dos agentes 7 y j.
2. Para el jugador elegimos aleatoriamente una estrategia pura segin los
pesos dados por pgl), . ,pg).

3. Repetimos lo anterios para el jugador j.

4. Redefinimos las riquezas se estos dos jugadores siguiendo la regla (2.5).
5. Redefinimos las estrategias mixtas siguiendo la regla (2.1).

end

Result: tenemos una riqueza final y un vector de estrategias mixtas final para

cada jugador 1 <i < N.

donde ¢ € (0,1).

Como vimos en 2.1.3 todos los jugadores convergen a utilizar una estrategia pura
(pues es la 6ptima). Por la simetria del juego, una vez que aprendieron la estrategia
pura, el pago es cero. Por lo tanto, a partir de un momento la distribucién de riqueza
no varia en el tiempo y estudiamos la ventaja que representa comenzar jugando cerca
de la estrategia éptima.

Resulta importante el valor del paso d. Corrimos el algoritmo para 10* jugadores
donde cada uno comenzé con 1 de riqueza, usamos € = 0,1 y promediamos 100 simu-
laciones donde usamos siempre el mismo vector inicial de estrategias. En la figura 2.1
observamos la distribucién estacionaria para § = 0,1 (izquierda), § = 0,01 (centro) y
d = 0,001 (derecha).

En la figura 2.2 mostramos la riqueza final promedio en funcién de la probabilidad
inicial de jugar la estrategia éptima. Como es de esperar, aquellos que comienzan mas
propensos a usarla terminan con mayor riqueza. Aqui el valor de § (que es el parametro
que usamos para la regla de actualizaciéon (2.1)) es la velocidad con la que se mueve el
sistema y utilizamos 6 = 0,1 (izquierda), 6 = 0,01 (centro) y § = 0,001 (derecha).
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Figura 2.1: distribucién estacionaria de la riqueza (wealth) para 6 = 0,1 (izquierda);
0,01 (centro); 0,001 (derecha). Se promedian cien simulaciones con la misma distribucién
inicial de estrategias y riqueza, para N = 10* y ¢ = 0,1;
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Figura 2.2: riqueza final promedio en funcién de la probabilidad inicial de jugar la
estrategia éptima, para § = 0,1 (izquierda); 0,01 (centro); 0,001 (derecha). Se promedian
cien simulaciones con la misma distribucion inicial de estrategias y riqueza, para N =
10y e =0,1.
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2.3.2. Simulaciones para Piedra, papel o tijera

Este juego es tan popular como interesante para la teoria evolutiva de juegos. La
matriz que define el juego es de la forma

0 —a b
G = b 0 —a |,
—a b 0

donde a, b > 0 y el tnico equilibrio de Nash es (1/3,1/3,1/3). Ademads las soluciones
de la ecuacién del replicador convergen, divergen o rotan dependiendo de los valores de
ay b (ver [24]).

Fijemos a = b = 1 y reescalamos para diferentes valores de € € (0,1). Si calculamos
la matriz A que define el comportamiento evolutivo de los jugadores obtenemos

0 -1 1
A= 1 0 -1
-1 1

Observemos que si € = 1 entonces G = A pero presevamos la notacién ya que A es la
matriz del proceso de evolucion de las estrategias mixtas y G' la matriz de intercambio
de riqueza. Ademas, a diferencia del anterior juego, no hay equilibrios puros y el tinico
equilibrio de Nash es mixto, (1/3,1/3,1/3).

Proceso evolutivo

Para analizar la evolucién usamos

d i _ ; _ i _ _ _ i i
%pﬁ) :pg)elAp — pD Aeypy = pg)(l —p1—2p2) +pi(1 —Pg) — ng)),
d (i)

apz =p§i)ezA15 — P(i)A@ﬁz =—py (1 —2p1 — P2) — Pa(l — 2P§i) — pg)).

Promediando y escalando el tiempo nos queda

d

—n1 =p1(1 — p; — 2p
dtpl Pl( P p2)7

d

— Do = — Do(1l — 201 — D).
dtp2 pz( P1 pz)

Linealizamos el sistema en el punto de equilibrio (1/3,1/3,1/3) y obtenemos la

matriz
(3
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cuyos autovalores son puramente imaginarios. Por lo tanto sus soluciones describen
orbitas periodicas cerca del punto de equilibrio y la estrategia promedio no converge.
Esto no es lo que observamos en las simulaciones donde en la figura 2.3 se observa que

p— (1/3,1/3,1/3)

cuando t — oo. Debemos tener en cuenta que al trabajar con finitos jugadores aparecen
nuevos términos en la ecuacién, de orden O(1/N?) y que la ecuacién linealizada descarta
términos que podrian determinar la convergencia.

Distribucién de riqueza

En la figura 2.4 mostramos varios histogramas de la distribucion de riqueza para
diferentes valores de ¢ y siempre con N = 10* jugadores. Promediamos diez corridas
donde empezamos siempre con el mismo estado de distribucion de estrategias y la
riqueza inicial es 1 para cada jugador. Notemos que tenemos una distribucién menos
equitativa cuando ¢ crece. De hecho, si ¢ = 1 toda la riqueza es absorbida por el jugador
ganador de cada juego y, a largo plazo, la riqueza se acumula en un solo agente (si bien
continua circulando de uno a otro).

Las lineas sélidas en la figura 2.4 corresponden a una funcién Gamma

donde v = v(e) es la varianza de los datos en cada caso.

El valor v(g) = £(1 — ¢)~! podemos calcularlo con la proposicién 2.2.1 o usando
directamente la regla de interaccién (2.6)

w @ = @ 5<gl47rnu)(J') _ gﬁnw(i))-
Notemos V = E(w(m), la linealidad del valor esperado implica que
E([w]?) =E([w® + egjpwt?) — €glm D12

=E([w?)? )+E([€g w9 ) + E([eg,,w']?) + 2E(egy, wPw ™)
— 2E(eg;,w"?) — 2B(g;h, iV 0)).

Con lo cual
V =V +&E([g} )V + °E([g;,]* )V + €2E(g;),,) — 2¢E(g;,,)V — *2E(g;,,91m)

y obtenemos
2E(g31,) — £2E(9i1im)

Y = () — B (g - (o)
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Cuadro 2.1: valores de la varianza dependiendo del valor de ¢.

Valores de ¢ Varianza muestral Valor tedrico Error relativo

0,1 0,1114 0,1111 0,0030
0,3 0,4365 0,4286 0,0185
0,5 1,0098 1,0000 0,0098
0,7 2,3635 2,3333 0,0129
0,9 9,067 9,0000 0,0107

Luego usando que

_ _ 1
E(gim) = E(9im) = E(gi]") = Ellgim]”) = 3

y que E(g;5 g, ) = 0 debido a que alguno debe valer cero, llegamos a
2/3 1

V= = .
2/3—2¢/3 1—¢

En el cuadro 2.1 vemos que la varianza de la muestra y el valor tedrico e(1 — &)™
estan muy préximos.



2.3. SIMULACIONES 37

Figura 2.3: difusién de N = 10* jugadores en el simplex. De arriba hacia abajo, y de
izquierda a derecha, ubicacién de los jugadores tras T' = 0, 5, 10, 45, 100 y 1000 pasos

temporales. La estrategia promedio aparece en rojo.
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Figura 2.4: histograma de la distribucién de riqueza para 10* jugadores, promediamos
sobre 10 corridas donde todos comenzaron con 1 de riqueza. La linea sélida representa
la funcién Gamma con parametro v = v(e).




3

Infinitos jugadores

En este capitulo estudiamos la evolucion de las estrategias para una poblacion con
infinitos jugadores. Planteamos una ecuacion de tipo Boltzmann para modelar el pro-
blema y probamos la existencia y unicidad de solucion. Luego mediante el método de
grazing limit estudiamos el modelo cuando la interaccién entre los jugadores (represen-
tada por el pardmetro §) tiende a cero.

En el capitulo anterior llegamos a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
que describe el comportamiento de cada jugador cuando trabajamos con una pobla-
cién finita. Aun si no podemos resolverlo siempre estd la posibilidad de aproximar
la solucién numéricamente. Sin embargo, si el nimero de jugadores de la poblacién es
considerablemente grande, debemos abandonar la idea de aproximar la solucién compu-
tacionalmente. Ante este problema la técnica usual es pensar a la poblacién como un
conjunto de infinitos jugadores y no resolver el comportamiento de cada uno, sino consi-
derar a la poblacién como una distribucién en el espacio de estrategias. Por esta razon
trabajamos con funciones que a cada tiempo devuelven una medida de probabilidad
sobre el espacio de estrategias mixtas.

Para modelar la evolucién planteamos una ecuacién de tipo Boltzmann que proviene
de la teorfa cinética de gases. En [28] L. Pareschi y G. Toscani utilizan esta ecuacién
para modelar distintos sistemas sociales y econémicos con interacciones entre agentes.
Tomamos esta idea y la aplicamos al modelo donde la interaccién esta determinada por
un juego simétrico de suma cero.

En la seccion 3.1 extendemos el modelo que planteamos en el capitulo anterior
para adaptarlo a una poblacién con infinitos jugadores. Al proceso evolutivo de los
jugadores le agregamos un ruido cada vez que modifican su vector de estrategias mixtas.
Luego planteamos la ecuacién de Boltzmann para el modelo y siguiendo el trabajo [32]
probamos que existe una tinica solucién.

Recordemos que 0 > 0 es el parametro que define la variacién del vector de estrate-
gias mixtas en el proceso evolutivo como aparece en 2.1. En la seccién 3.2 estudiamos

39
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la dinamica del proceso cuando ¢ tiende a cero. Reducir este pardmetro genera que el
proceso sea mas lento y para compensar la disminucién aumentamos el tiempo total a
fin de equilibrar los efectos de forma apropiada; hacemos el desarrollo de Taylor en la
funcion test evaluada tras la interaccion, tomamos limite en J, escalamos el tiempo y
obtenemos la formulacion débil de una ecuacién diferencial para la densidad de agentes.
Este método se denomina grazing limit.

La ecuacion que se obtiene posee un término de transporte que proviene del proceso
evolutivo donde el campo depende de la propia soluciéon y un término de difusion que
se origina por el ruido que introducimos en el modelo. Los argumentos de esta demos-
tracién estdn basados en los trabajos [13, 32]. En el siguiente capitulo 4 nos centramos
en estudiar la ecuacién de transporte sin difusién.

3.1. Descripcién del modelo

Para cada tiempo ¢ > 0 trabajamos con una medida de probabilidad u; € Py(A)
sobre el simplex de dimension d — 1, es decir,

d
A= {p = (p1,...,pa) € [0,1]% tal que Zpl. — 1}_
=1

Cada jugador se mueve en el espacio de estrategias mixtas A y luego de interactuar con
otro actualiza su posicién. Dada una estrategia mixta p € A debemos definir la nueva
ubicacién p* de forma tal que pertenezca a A.

Fijemos un jugador y su vector de estrategias mixtas p y veamos como definimos p*.
Buscamos una variable aleatoria que asigne probabilidad p; a usar (solo) la estrategia s;.
Llamamos f a la densidad de esta variable aleatoria y definimos f : [0,1] x A — {0, 1}¢
dependiente del vector p tal que para cada =1, ...,d

0 en otro caso.

Aqui, si ¢ es una variable aleatoria unifome en [0, 1] entonces f;({, p) vale 1 con proba-
bilidad p;. Luego el vector aleatorio f((,p) modela la eleccién de la estrategia pura a
jugar por un jugador con estrategia mixta p.

Observacion 3.1.1. Para simplificar notacién obviamos escribir la dependencia de f

respecto de p. En todo el capitulo usamos f;(C) en vez de f;((;p). De igual f(() depende
del vector p.

Como en el capitulo anterior, tenemos un parametro ¢, positivo y pequeno, que
representa la intensidad con la cual los jugadores modifican su estrategia luego de cada
interaccion.



3.1. DESCRIPCION DEL MODELO 41

Por otro lado, debemos asegurar que cada nuevo vector de estrategias p* permanezca
en el simplex A teniendo especial cuidado en los casos en que queremos reducir la
probabilidad de jugar una estrategia que, de por si, ya es muy chica. Para esto definimos
la funcién

h(p) := min {Hpi, c} (3.2)

donde ¢ > 0 es una constante. La razén de esta definicion es que respetamos la idea del
capitulo anterior en el cual la actualizacién de la estrategia es constante lejos del borde
(se corresponde con h = ¢). Ademéds notemos que esta funcién es continua y tiende a
cero cuando nos acercamos al borde, es decir, h(p) — 0 cuando p — Borde(A).
Buscamos un proceso de adaptacion que satisfaga que si s; varia entonces el valor
esperado de ese cambio valga dh(p). Una vez que el jugador elige una estrategia pura

(con la probabilidad dada por su vector p) entonces f(¢)TAf(¢) € [~1,1] donde A es
la matriz antisimétrica de pagos del juego y un valor negativo significa que el primer
jugador perdié, cero que empatd y positivo que gané.

Para terminar esta construccion introducimos un ruido pequeno que afecta a cada
jugador independientemente de la estrategia que haya usado. Definimos un pardmetro
0 < r < 1de forma que (§ +7) < 1y un vector aleatorio ¢ € A con distribucién 6
uniforme en el simplex.

Juntando todo lo anterior definimos la nueva estrategia como

pi+0h(p) f(O)TAS @ +r(g —1/d)G(p) si fi(() =1y fi(§) =0,
pi = S pi — 6h(p) F(OTAF(Q) + (g — 1/d)G(p) si fi(Q) =0y fi(¢) =1,
pi +7(q; —1/d)G(p) otro

donde G es una funcién suave tal que G(p) < p; para todo i. Como ejemplo podemos
considerar G(p) = h(p) dada por (3.2).

Estamos en condiciones de escribir la regla general de actualizacién que usamos en
este capitulo.

Definicién 3.1.1. Sean d, f, r, q, h y G con las hipotesis pedidas anteriormente. Dados
dos vectores p,p € A defintmos los nuevos vectores de probabilidad tras el juego

P =p+0h®)F(TAFQ) (£(O) = £O) +rla = T/d)G(p),

: R . (3.3)
=+ 0BT AFQ) (F(Q) = £O) +r(a— T/d)G (D)

donde 1 es el vector de RY con todas las entradas tgual a 1.
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En esta definicion p es la estrategia del jugador uno y p la del segundo jugador y p*
es la estrategia del primer jugador luego de la interaccién (respectivamente p* para el
segundo). Ademés ¢ y ¢ son variables uniformes en [0,1] y la funcién G debe asegurar
que el nuevo vector p* pertenezca a A. Veamos que efectivamente la definicién devuelve
un p* en el simplex (salvo en el caso que ( =1 o ¢ = 1 pero que tienen medida nula
para la medida Lebesgue en [0, 1]). Tanto f(¢) como f (¢ ) toman una y solo una vez el
valor 1 por lo que S0, f;(¢) — fi({) = 0 en casi todo punto (podemos suponer que en
esos casos no hay cambios). Entonces

d

> vt = pi ShFOTATO (A0 = £(O)) + rlas — 1/d)G(p)

i=1
d d
=1+ 3hf(O)TAFO (DA = £O) +r( D a: = 1/d)G )
=1. - -
Falta ver que p; > 0 para todo 7. Para cualquier estrategia s; tenemos
p; 2 pi — 0h(p) —rG(p) 2 pi(1 =0 —7r) =0,

y por lo tanto la actualizacion estd bien definida.

3.2. Grazing limait

Primero planteamos una ecuacion de tipo Boltzmann que describe la evolucién de la
distribucién de las estrategias mixtas en la poblacién para cualquier regla de interaccion
en el simplex A. Probamos la existencia y unicidad de solucién, luego tomamos limite
0 — 0, reescalando apropiadamente el tiempo, y obtenemos que la solucién de esta
ecuacion converge cuando 6 — 0 a una funciéon solucion débil de una ecuacién de
difusién de segundo orden.

3.2.1. La ecuacion de Boltzmann

Sea u(p,t) = uy(p) la distribucién de jugadores con estrategia p a tiempo t > 0, es
decir, u;(+) es una medida de probabilidad en el espacio A y consideremos el nicleo de
transicién B, p)— = 5+) que define la probabilidad de que el par (p,p) se convierta en
(p*,p*) luego de la interaccion.

Dada una funcién test arbitraria ¢ € C*°(A,R),

/A ©(p) due(p)



3.2. GRAZING LIMIT 43

describe el valor promedio de ¢ a tiempo t. La evolucién temporal de este promedio
esta dada por

d

at ©(p) dut(p):/[ s So(p*)ﬁ(pp —(p*,p*) dCdCdut( )du(p)dqdq

- / S(0)Boos 50y due (p)dus (5)dqdd

[0,1]2x A%

(ver, por ejemplo, [7]).
Definimos el nticleo B, 35—+ 5+) = 0(¢)8(¢) y obtenemos

d

i e = [ (o) ) dcaamr)in G)avia a0 @)

Dado que tanto p* como p no dependen de ¢ y que la distribucién 6 integra 1 llegamos
definimos la evolucién temporal como

d

g fewanw = [ (o)~ o) dedlnpanpane). 64

El siguiente resultado muestra que existe una unica funcién que satisface esta ecua-
cién para toda funcién test.
Teorema 3.2.1. Para cada dato inicial ug € Py(A) existe una tunica
u < Cl([oa OO): Pl(A))

tal que

[ ot = [ e+ [ [ (o) = oto)) dctin i Graiaas

para toda funcion test ¢ € C(A).

El Teorema del punto fijo de Banach es la herramienta principal de la demostracién
de este resultado y puede encontrarse en [32]. La demostracion de este teorema es clésica
y la omitimos. De todas formas escribimos la demostracion en A.1 en el apéndice que
se encuentra al final de este trabajo.

3.2.2. El grazing limit

Una vez que probamos la existencia de una tnica solucién para todo ¢ > 0 suficien-
temente chico nos interesa estudiar qué sucede cuando tomamos el limite 6 — 0. Si solo
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hiciéramos que ¢ se achique el proceso se aletargaria hasta que, en el limite, resultaria
inmovil. Entonces para compensar este comportamiento incrementamos la cantidad de
interacciones aumentando el tiempo que dejamos evolucionar el sistema. En otras pa-
labras si para un dy fijo el sistema se movia hasta el tiempo T, y ahora trabajamos con
0 = dp/2 entonces dejamos evolucionar hasta un tiempo 27, el doble del anterior.

Definicién 3.2.1. Dado un campo K : A x [0,00) — R? y una funcion medible y
acotada H : A — R decimos que una funcion v € C([0,00), P1(A)) satisface en sentido
débil la ecuacion diferencial

d | :
e + div(Kv) = Z 0;;(Hv)

ij=1

st para cualquier ¢ : A — R de clase C'*° se tiene

[ etwrute) = [ e avp.0)

//Vgp K(p, s) dv(p, s —i—Z/@Ugo p) dv(p, s)ds.

i,7=1

En esta seccién probamos que cuando 6 — 0 y rescalamos el tiempo apropiadamente
existe una funcion limite

v:[0,00) = P1(A)

que verifica en sentido débil la ecuacion

d
EU + div(F Z Qij0i;( G2

2]1

donde \ es una constante que depende de § y el pardmetro 7 y Flv] : A x [0,00) — R?
es un campo de la forma

d
= h(p)ai(pipr(r) + prpi(7)). (3.5)
k=1
Aqui p sigue siendo la estrategia promedio

pi(T):/Api dv(p,T)

que depende de la propia solucién v y h es la funcién que definimos en (3.2). La constante
Qi; es la covarianza de la distribucién 6, es decir,

Qu = /A (¢ — 1/d)(g; — 1/d) db(q). (3.6)



3.2. GRAZING LIMIT 45

Enunciemos el teorema principal de esta seccion que nos proporciona esta ecuacién
diferencial.

Teorema 3.2.2. Sean ug € P1(A) y us la inica solucion de la ecuacion de Boltzmann
dada por el teorema 3.2.1 con condicion inicial ug.

Si la regla de interaccion (3.3) satisface X = r?/§ para algin X\ > 0 y definimos

us(p, 7) = u(p,t) (3.7)

con escala temporal T = 0t entonces eziste v € C([0,00), P1(A)) tal que us tiende a v
en C([0,T],P1(A)) para todo T > 0 cuando 0 tiende a cero. Ademds:

= 50\ es una constante positiva entonces v satisface en sentido débil la ecuacion

d ‘ A& )
EU + div(Flv]v) = B Z; Qi;0:(G*v);

» 50 A tiende a cero cuando § tiende a cero entonces v satisface en sentido débil la
ecuacion anterior sin el término de difusion, es decir,

diTv + div(Flv]v) = 0; (3-8)

» si A =1%/6% con a € (0,1) y reescalamos el tiempo de forma T = §°t entonces,
nuevamente, existe una nueva medida v € C([0,00),P1(A)) tal que us tiende a v
cuando § tiende a cero. Y satisface en sentido débil la ecuacion

d A< ,
EU = 5 Z QU@](G U).

ij=1
En todos los casos Flv] estd definido por (3.5) y Q;; es la covarianza dada en (3.6).

Lo que resta del capitulo lo destinamos a probar este resultado.

3.2.3. Preliminares de la demostracion

Por comodidad definimos la probabilidad acumulada P4 := 0, B, := 22:1 pn para
k= 1,..,d (v lo mismo para Py) entonces podemos escribir f;({) = fi({,p) = 1 si
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¢ € [Pi_1, P;) y cero en cualquier otro caso. Asi para cualquier i y cualquier medida u
sobre A tenemos que

//szpdCdu /A Pllflcpdcdum

=1

:/A/PH 1d¢du(p) = /Api — P;1 du(p)
Z/Apidu(p)-

Con esta idea y antes de demostrar el teorema principal veamos el siguiente lema
que resulta ilustrativo y necesario.

Lema 3.2.1. Consideremosi,j =1,...,d yp,p € A. Entonces
1 pl ~ ~ ~ d
| [ 1o arn (5 — £CR) didl = Y anlpii +pi). (9)
k=1

Ademds definamos la funcion xi—;)y tal que toma el valor uno sii = j y cero en cualquier
otro caso. Luego tenemos una sequnda igualdad de forma

/ / O AFQ) (£ = £D) (10 ~ £(0)) dcdd

d (3.10)
= X(i=j) [Z azy,(pipr. + pkﬁi)} — a3;(pip; + p;Pi)-

k=1
Demostracion. Fijemos i y recordemos de la definicién (3.1) que f;(¢) vale 1 si

C S [R—l) PZ)
y 0 en cualquier otro caso. Por lo tanto

P
=g sim=i

S " 5O < RO = / FnlO) x S0y = 4 Sl

I,m=1"Fi-1 0 si m # i.
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Luego la primera igualdad es
1,1 . ) )
| [ rerané (s - #(0) deat
d
= Z /Pk / > FnlQamnfalQ) (fz-(C) —fz-(c)) d¢dcC

k=1 llmnl

_Z/p Zpl“mfﬂ ) dC — Z /P ifm«)ﬁiamidc

k=1 n=1 -1 m=1

= szﬁkaik - Zplﬁz‘ali
k=1 =1

= Z(piﬁkaik — PrDiCk;)
k=1
d
= Z air(piPr + Prpi)
k=1

donde estamos usando que la matriz A es antisimétrica.

Para la segunda igualdad notemos que es similar, solo que en este caso [f({)TAf({))?
puede tomar solo dos valores: 0 o 1. Entonces

/ / Q7 AFQ) (£ = D) (£:(0) = £(D) dcal

/ / O AFQ) (FOHQ) ~ KK ~ KK + HOFD) deac.
Sii # j entonces fi(¢)f;(¢) = fi(Q)f;(C) = 0. Y sii=

/ / (QTAFO)) F(O(C) dcdé
/p/ Z Fu Qo Ful©)) () dcal

llmnl

/Pk IZ ainfalC

n=1

- ”M& FM&

2
= DDk,
=1

=
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Ademas
1ol N2 . . Py P d N2
| [ (107 ar5@) 105 = [ 73 (fa©ambil®)) dedc
0o Jo Pyy Py oy
P P; ~
— [ ] ataca
P JP
= piﬁjazzj
Los otros casos salen de la misma forma y el lema queda demostrado. O]
En el teorema principal usamos la norma
||t sup = sup { /Agp(p) du(p) tal que o € C*(A,R) v |||z < 1} (3.11)
en el espacio C?(A,R), donde
aoc
lells = 3 ||z (3.12)

la|<3

para que nos garantice la convergencia uniforme de la funcién y sus derivadas hasta
orden 3.

Observacion 3.2.1. Esta norma induce la topologia débil en P(A). Esta también
estd generada por la distancia Wy de Wasserstein [19].

3.2.4. Demostracion del teorema de grazing limit

Finalizamos esta seccién con la demostracion del teorema 3.2.2. La idea es aproximar
la diferencia p(p*) — ¢(p) usando el desarrollo de Taylor de ¢ en p por lo cual resulta
fundamental tener una norma apropiada en el espacio C3(A,R) como la definida en
(3.12). Luego, para cualquier 7" > 0 fijo usamos el teorema de Arzela-Ascoli sobre las
funciones

us : [0,T] — P1(A)

para obtener un limite v cuando J tiende a cero.

Demostracion. Dividamos la demostracién en cuatro partes para facilitar su lectura.

Primer paso. Para empezar queremos calcular d/dr [ ¢ dus. Con la nueva escala
temporal 7 = d0t, usando (3.7) y por la regla de la cadena tenemos

d
dTA

e dus(pr) = - [ o) dutp.r/5) = (5 [ e duten)

A

t:*r/ﬁ'
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Recordemos que por (3.4) resulta

d . ~ N

G [ewaut)= [ (o) - o) dedldutp,dulp. i8(a)
dt Ja [0,1]2x A3

con lo cual obtenemos

d

i |t =5 [ (o0~ et deaanty. 7 nauts/0)ibto)

:% /[O 2 <90(p*) — ¢(p)> d¢dCdus (p, 7)dus(p, 7)d0(q).

Para una funcién suave ¢ escribimos su polinomio de Taylor de orden 2, es decir,

P) = £(p) = 32 )~ ) + 5 D Delo) v — 5 — ) + R )

ij=1

donde |R(p*,p)| < || D3¢|||p* — p|®. Luego tenemos que

| (o0 = o)) dedCaus(r, m)dus(p. 700 (313)
0,1]2x A3
d
- /[0 ; ASZ@- (p)(p: — ps) dCdCdus(p, T)dus(p, 7)d6(q) (3.14)
i =1 ] ~
= / " 050 (0) () — i) (0 — py) dCdCdus(p, 7)dus (5, 7)d0(g) (3.15)
[0,1]2x A% 7
—i—/ R(p*,p) d¢dCdus(p, T)dus(p, 7)dO(q). (3.16)
[0,1]2x A3

Sequndo paso. Estudiemos cada integral del miembro derecho de la tltima igualdad;
la idea es ver que la primera aporta el término de transporte, la segunda es un término
de difusién (aparecen las derivadas segundas) y la tercera un resto que tiende a cero
cuando tomamos limite en 4.

Recordemos que 6 es la medida uniforme sobre el simplex A, por lo cual [, df(q) =
17 fA 4qi dG(C]) = 1/d y

/A r(gs — 1/d)G(p)db(g) = rG(p)(1/d — 1/d) = 0. (3.17)
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Para calcular el término de transporte (3.14) reemplacemos (p* — p) usando la regla de
interaccién (3.3) con lo cual

d

S [ e[ AR (560 - 140)

i=1

+ 7~ 1/d)G(p) | d¢dCaus(p, 7)dus (5, 7)A9(q)

d
- Z/Q z(p Z 5h azk pzpk +pkpz) du5(p, )dué(ﬁ: T)
A k=1

d
22/(‘9@@0 )Y 6h(p)ai(pipr + pips) dus(p, 7)
i=1 /A k=1

donde estamos usando la igualdad (3.9) del lema anterior.

Para el término de difusién (3.15) empecemos estudiando

(0} = p) (5 = i) =|9hD) (T ASQ (O = Q) +rlas = 1/DG)]
[ (O)TAf(C) (f] — £i(C) ) +r Qj_l/d)G(p)}
(6hpf A1) (70 = 1) (5O - 50)
+ 5h(p) ()T AT () = FD) (g = 1/d)G(p)

Q) fi
+3h(p) (O AFO(£() = H())r(a = 1/d)Gp)

+7%(q; — 1/d)(g; — 1/d)G(p)*.
Nuevamente notemos que
[ 1O AR (£6) = 140 )rlas = 1/)Gp) i) =

pues el tnico término que depende de g es (¢; — 1/d) y ya vimos en (3.17) que integra
cero. Lo mismo para

[ HHOTARR (50 = 50 )l = 1/4)G1w) dbla) = .

Ademas la covarianza @);; € R (como definimos en (3.6)) no varfa en el tiempo. Asf es-
tamos en condiciones de calcular el segundo término de la integral. Usando la segunda
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igualdad (3.10) del lema anterior llegamos a que (3.15) es igual a

Lo Z 0,560) 5% )35 ) dGCaus(p,7)us(p. )00

-[[] Z 0,560) (Sh(0) Q)T A7)

< (£:0) - fi<<>) (fj(C) - fj@) d¢dCdus(p, 7)dus(p, 7)d(q)

/[01 e / Z Bie(p)r* (g — 1/d)(q; — 1/d)G(p)* dO(q)dCdl dus(p, 7)dus(p, T)
/A2 2%8‘7 p)&*h(p [X(z ])<§a 1 (PiDk +pk]5i)>

— a,(pip; —i—pjﬁi)] dus(p, T)dus(p, T / Z Q1,050 (p)G(p)? dus(p, 7)
/ Z a@JSO 52 [ X (i=4) <2d:a = (DiDk ‘f‘pk;ﬁz’))

ij=1 k=1

— a;(pip +Pjﬁz‘)] dus(p, T / Z Qi;0:50(p)G(p)* dus(p, 7).

Resta acotar el término del error (3.16). Como |(q — 1/d)G(p)| v |h(p)f(O)TAf(Q)]

son menores a uno para cualquier p y ¢ tenemos que
b = o < 16h) QT ASQ (F(Q) = 1) +rla = T/a)GR)F <46 +17)
lo cual implica que podemos acotar el médulo del término (3.16) por
J 1050l = pP dedCatustp,7)dus(s. )00

<4 / 1D3|| (8% + ) dug (p, 7)dus (5, 7)d0(q)
< 4| D%p||(6° + r°).

Tercer paso. Dado un T > 0 queremos usar el teorema de Arzela-Ascoli para la
sucesion de funciones (us)(s>0y : [0,7] = P1(A) cuando § — 0 con la norma || - ||sup
definida en 3.11. Debemos verificar dos hipétesis: acotacién uniforme y equicontinuidad.
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Para la acotacion uniforme tenemos que

lus(s ) loup = sUP / (o) dus(p, 7) < sup / 1)l dus(p, ) = 1

llblla<1 llblla<1

donde estamos obviando explicitar que las funciones 1) estan en el espacio C3(A,R) y
usamos que (-, 7) es una medida de probabilidad.

Para ver la equicontinuidad retomamos la ecuacién (3.13) y reemplazamos los térmi-
nos (3.14) y (3.15) para obtener

[ ) dustor) = [ o) dusto. )

/ / p) dus(p, s
-5/ (gz)(p )dCdde . 3)dus (5, 5)d6 (s)ds
_ / 1 / (

o(p*) )dgdgdw D, 8)dus (5, 5)d6(s)ds

_ / /A 10() > h(p)ai(pipr + piii) dus(p, 5) (3.18)

k=1

/ Z 0 ()(p)” | xiim)

3,7=1 k=1

B

a3 (i + i)
— a;(pip; + pjﬁi)} dus(p, s)

/ ZQU 9 (p)G (p)? dus (p, 5)

2,7=1
1 - 3
- R(p*,p) d¢dCdus(p, s)dus(p, s)d0(q)ds.
J [0,1]2x A3

Necesitamos dos cotas més. La primera,

d
> " h(p)ai(pipr + prpi)l < h(p)(ps + 5i) < 2c,
k=1

la usamos para acotar el término de transporte (3.14) y donde la constante ¢ estd dada
en la definicién de h en (3.2). La segunda,

)? [X(i:j) (

M=

azy, (pip +pkﬁz‘)> — a3, (pip; +pipi) | < h(p)® x 2 <26,
k=1
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para acotar el término de difusién (3.15).
Con estas cotas més la del término del resto (3.16) nos queda

| [ e austor) = [ o) dusto. )
S// Z/ |9ip(p)|2¢ dus (p, 5)

s 5 [ 105501 dus(o.

2]1

+— / 10,00)] |G dus(p, s)dus(p, s)

zgl

+ \—HD%Hw(é?’ 1)
d

[2c2|ra@sou+52c S louel + - Z 01551

i,7=1 =
3

+ 4| D%l| (0 + =) |Ir 7

<lipllaf2e -+ et + MG g3 1 30) e - 7
<|lells K |7 — 7|

ds

donde K es una constante que no depende de 0 ni r. Usando la norma que definimos
en (3.11) resulta que
Jus(+,7) — U5<'>T,)”suz) < K|t -7

por lo cual probamos la equicontinuidad.

Como se cumplen las hipétesis del teorema de Arzela-Ascoli existe una subsucesion
(6,)L convergente a cero y tal que us, converge a una funcién v! € C([0,T],Pi(A)).
A su vez, existe una (sub) subsucesién (§,)2 de la sucesién (4, tal que us, converge
a una funcién v? € C([0,2 x T, P1(A)). Siguiendo este argumento encontramos una
subsucesion (d,)5° convergente a cero tal que us, converge uniformemente a una funcién
v € C([0,00),P1(A)) en [0,T] para cualquier 7' > 0.

Como notamos en la observacién 3.2.1 esta convergencia es también para la distancia
de Wasserstein, es decir,

/ (p) dus, (p,7) — / (p) dolp, ) (3.19)

cuando § tiende a cero para cada T € [0,7] y ¢ cualquier funcién Lipschitz. De hecho
la convergencia en es uniforme en 7 € [O, T)y en v con Lip(y) < 1.
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Cuarto paso. Para terminar la demostracion debemos ver la ecuacion que satisface
v dependiendo del comportamiento de A = r?/§. Queremos tomar limite en la igualdad
(3.18). Retomando la cota que usamos tenemos

b} d d ) )
’5 /A2 l; 3 (p)h(p)? |:X(z'=j) ( kz:; a2, (pipr + pk}%’))
_ a?j(piﬁj +pj]§i):| dus(p, s)‘ < dllolls

y tiende a cero cuando ¢ tiende a cero. De igual forma
1 . ~ .
5[ R dcdldustp. s)dus(p. )a8(@)| < 4(57 3 el
0 Jio,112x A8

tiende a cero cuando tomamos limite.
Entonces recordando que r?/§ = X y tomando limite en (3.18) obtenemos

[ e iote.r) = [ o) ot )

d
/ Z/ az@ Zh Ak pzpk +pkpz) dU(p, )
k=1
/ Z Qi;0:;0(p)G(p)* dv(p, s)ds

i,j=1

que es la formulacién débil de la ecuaciéon

d
s + div(F ”ZI Q:;0:(G*v)

Si A tiende a cero cuando ¢ tiende a cero resulta que

A : MG
5[5 Quasetnawy dustp )| < ol 15
Z?]:]-

y, nuevamente tomando limite en (3.18), llegamos a

/A o(p) dv(p,7) = /A o(p) dv(p, ')

T d d
+/ Z/A@Zgo )Y h(p)aw(pipr + prpi) dv(p, s)ds
=1 k=1
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que es la formulacién débil de la ecuacién

d
Ev—kdlv(}"[ v]jv) = 0.

Finalmente debemos estudiar el tercer caso cuando 7 = §*t donde a € (0, 1). Repi-
tiendo lo hecho llegamos a
| ot dustr. )

| o) dustp. ) -
/ / p) dus(p, s)ds
:/T, 5/ e(p*) )dCdde P, s)dus(p, s)db(s)ds
_ / 1 / o(p) ) dCdCeus(p, $)dus (5, $)0(s)ds
/

/T gi-e Z / 0ip(p) Z h(p)aix(pipr + prDi) dus(p, s)

=1

L2 / Zé’us& ®)* X >(Zd:a?k(pipk+pkpi))
k=1

7,7=1

(3.20)

— a2 (pip; + pmi)} dus(p, )

25a/ ZQU 1390 >2du5(p7 3)

3,0=1
1 = ~
+ 5o R(p*,p) dCdCdus(p, s)dus(p, s)db(q)ds
[0,1]2x A3
por lo cual
G
s (- 7) = us (- 7') [ sup < [51 2+ 577 + ||2 | +4<(53 6+/\7’)]|7’—7'/]

e, igual que antes, tenemos la equicontinuidad de las funciones us. Por el teorema de
Arzela-Ascoli existe una funcién v € C(]0,00),P1(A)) con las mismas propiedades que
antes. Tomando limite en (3.20) resulta que

| ewar = [ emaw+ [ 5] 3™ Q)G dolp, s

4,7=1
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que es la formulacién débil de la ecuacién

d A< ,
V=5 > Qij0y(G?v)
ij=1
y entonces el teorema queda demostrado. O]

Observacion 3.2.2. Observemos que de la demostracion anterior deducimos que el
campo es de la forma

d
Filv](p, t) = Z h(p)aix(pipe(t) + prpi(t))-

k=1
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La ecuacién de transporte

En este capitulo nos centramos en el estudio de la ecuacién de transporte obtenida
en el teorema 3.2.2 del capitulo anterior. Primero probamos la unicidad de existencia
de solucion y luego analizamos la estabilidad y demostramos que los puntos de equili-
brio son Deltas de Dirac centradas en los equilibrios de Nash. Ademas estudiamos la
estabilidad de los puntos de equilibrio y su relacién con la estabilidad de la dinamica
del replicador.

Nos interesa estudiar el modelo con el efecto de transporte dado por el proceso
evolutivo y sin ruido (que se corresponde con la funcién G = 0 o para un parametro
r suficientemente chico tal que su efecto se pierde). En la seccién 4.1 adaptamos las
ideas de [6] para probar continuidad respecto del dato inicial y la unicidad de la solucién
limite del proceso. Este resultado mejora lo que obtuvimos en el capitulo anterior para el
caso general en el cual, al tener una subsucesion convergente, nada impedia que hubiera
otra solucién distinta que no fuese limite de soluciones de la ecuacién de Boltzmann.

En la seccién 4.2 nos concentramos en el estudio de la estabilidad del problema en el
interior del simplex A que representa el espacio de estrategias de la poblacién. Solo nos
interesa el interior pues el borde resulta invariante en este modelo. Para esto definimos
los conceptos de punto de equilibrio, estable y asintéticamente estable siguiendo las
definiciones dadas en [25] para la dindmica generada por el sistema del replicador.
Como mencionamos en la seccién preliminar de esta tesis, los equilibrios de Nash son
puntos donde los jugadores no tienen incentivos al cambio. Dado un punto g en el
interior del simplex A probamos que son equivalentes que la Delta de Dirac , es de
equilibrio, ¢ es un equilibrio de Nash del juego, la trayectoria constantemente ¢ es de
equilibrio para la dinamica del replicador y ¢ es un autovector asociado al autovalor
cero de la matriz A.

Luego estudiamos la estabilidad del sistema. Primero demostramos que si la medida
inicial tiene soporte lejos del borde entonces la dinamica de la estrategia promedio
es, exactamente, la dinamica del replicador para el juego de matriz A. Probamos que

27
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si al linealizar el sistema del replicador en el punto de equilibrio su matriz jacobiana
tiene todos los autovalores con parte real negativa entonces la dinamica de este modelo
converge. Ademas, dado que la estrategia promedio sigue la dindmica del replicador,
resulta que si la dinamica del modelo converge entonces también converge la dinamica
del replicador.

Con el desarrollo del modelo observamos una forma mas sencilla de analizar la
convergencia de la dindmica del replicador. En la seccién 4.3 probamos como comparar
la matriz jacobiana del replicador linealizado con la matriz A.

Para terminar el capitulo en la seccion 4.4 estudiamos el equilibrio para un caso
particular de juegos sin empates donde las entradas de la matriz A toman los valores
—1 o 1 fuera de la diagonal (por la antisimetria las entradas en la diagonal principal
siempre valen cero). Resulta que existe, a lo sumo, un tinico punto de equilibrio. Adem4s
si la cantidad de estrategias puras es par y hay una estrategia estrictamente dominante o
una estrategia estrictamente dominada entonces no hay puntos de equilibrio interiores.

4.1. Unicidad de solucion

Recordemos que el el capitulo anterior vimos que la ecuacion de transporte

d

prl + div(FvJv) =0 (4.1)
tiene solucién en sentido débil (segun la definicién 3.2.1). El siguiente resultado establece
la continuidad de la soluciéon con respecto a la condicion inicial lo que implica, en
particular, la unicidad de la solucion.

Teorema 4.1.1. Con las hipdtesis del teorema 3.2.2 sean vV y v® soluciones débiles
de la ecuacidn (4.1) con condiciones iniciales ul y u2, respectivamente. Entonces existe
una funcion continua 1 : [0, +00) — [0, 4+00) con r(0) =1 tal que

Wi 1), 0@ (1) < ()W (ug, ug)-
Aqui, nuevamente, W es la distancia de Wasserstein.

Corolario 4.1.1. Existe una inica solucidn v para la ecuacion de transporte (4.1) para
cada dato inicial vg.

Este corolario no solo se deduce inmediatamente del teorema anterior, sino que
aparece en la propia demostracion del teorema cuando usamos el Teorema del punto
fijo de Banach.

Para la demostracion del teorema 4.1.1 usamos las ideas de J. A. Canizo, J. A.
Carrillo y J. Rosado en [6]. Antes de probarlo comentamos la idea desarrollada en el



4.1. UNICIDAD DE SOLUCION 29

trabajo de estos autores. Primero fijamos una funcién v; cualquiera y definimos el campo
K := F[v1] como hicimos en el capitulo anterior en (3.5). Claramente no esperamos que
v1 sea solucién de la ecuacién de transporte original (4.1), pero por la teorfa clésica (ver
por ejemplo [21]) existe una dnica solucién vy de la ecuacién

%v + div(Kv) =0 (4.2)

donde no necesariamente v; = vo. Luego repetimos este proceso: buscamos una solucion
vs a la ecuacién de transporte (4.2) con el campo dado por K := Flvy]. Nuevamente
no tiene por qué suceder que vy = v3, pero haciendo este proceso recursivo y mediante
el teorema del punto fijo de Banach encontramos una medida v soluciéon de la ecuacion
para un campo generado por ella misma, es decir, solucién de (4.2) con K = Flv] que
es exactamente lo mismo que ser solucién de la ecuacién original (4.1).

4.1.1. Preliminares de la demostracion

En esta seccién usamos frecuentemente el lema de Gronwall en su forma integral
que se encuentra enunciado al final de este trabajo en A.1.

Fijamos una medida v € C([0,00),P1(A)) y consideramos el campo vectorial F[v]
dado en (3.5) que, recordemos, es

Fiv)(p,t) = Z h(p)ai(pipr(t) + pepi(t))

k=1

donde
m—/mm@,
A

para cada k, depende tnicamente de . Por el teorema de Picard-Lindelof existe un
flujo 7% : A x [0, 00) — R? que cumple

LT ) = FOITE (). 1) it > 0,

dt (4.3)
Ty (p)

p.

Para que tenga sentido este flujo debe permanecer dentro del simplex A cualquiera sea
el punto de partida (dentro del dominio que es el propio simplex).

Proposicién 4.1.1. El flujo T que cumple las igualdades (4.3) permanece dentro del
simplex A, esto es, Im(T,") C A para todo t > 0.
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Demostracion. Para probar el resultado debemos ver que 7%(p,t) € A. Primero debe
ocurrir que

d
- To(pt) =) T'(p,t) =1 (4.4)

i=1
y segundo que 0 < T.%(p,t) < 1 para todo i = 1,...,d donde I es el vector de R? con
todas las entradas igual a 1.

Empecemos por el primer punto. Recordemos que a;; = —ay; (por la observacién
1.2.4). Luego resulta

es decir,

ya que trabajamos en caracteristica cero. Luego, I- T?(p,t) es constante en el tiempo.
Ademas dado que

obtenemos que se cumple (4.4).

Para el segundo punto sabemos que el campo se anula en el borde de A pues h =0
en el borde. Entonces, por el teorema de unicidad de ecuaciones ordinarias, si una
trayectoria toca un punto del borde, debe ser constantemente igual a este punto. Con
lo cual ninguna trayectoria interna puede atravesar el borde y deber permanecer dentro
del simplex.

Por lo tanto queda demostrado el lema. O
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Usando el método de las caracteristicas la solucién a la ecuacién

%v + div(F[oJv) =0

con condicién inicial uy viene dada por el push-forward v(-,t) = T #uo que es una
medida sobre A dada por

T #u0(A) = uo (7)™ (4))

para cualquier A C A medible (ver teorema 5.34 de [14]).
De hecho, para toda ¢ suficientemente suave, vale que

G [T ue) =5 [ o7 dute
_ d __
= | Vo(T(2) - T (2)duo(2)
A dt (4.5)
= [ VoI FRT ). ()
=/, Vo(p) - FOl(p, t)d T, #uo(p)

y como satisface la ecuacion del transporte en sentido débil es solucién del problema.
Recordemos que para T' > 0 y cualquier u, v : [0,7] — P;(A) continuas notamos

Wi (u,v) = maX Wi (ug, vy).

0<t<

Antes de probar el teorema necesitamos dos lemas.

Lema 4.1.1. Dadas dos funciones vV, v® € C([0,T],P1(A)) y un dato inicial uy €
P1(A), valen las siguientes dos desigualdades

t
W (T o, T Huo) < / W1<v<”<-,s>,v<2><-,s))et—s ds; (4.6)
W o, T o) <(f = W (0, 0®)). (4.7)

Demostracion. Primero buscamos acotar |F[v™M](p,t) — Fv®](p,t)|. Definamos

Bult) = /A wdv (), Gt) = /A e dv® (2, 1)

luego si consideramos ¢(z) = 2, usamos la definicién de W; ya que Lip(¢) < 1, entonces

(1) — @it \—\/ ) (dv™(z, 1) — dU(Q)(Z,t))’SW1(U(1)(',t),v(2)(',t)).
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Notemos que para todo p € A resulta que h(p) < 1/d%, con lo cual si miramos la
coordenada i-ésima del campo

d
IFiloM](p, t) = Filo®](p, )] <h(p) > laik| pir + padi — (0idix + pidi)|
k=1
1
§E2(d - 1)W1(U(1)('7t)7 U(2)<'7t))

ya que a; = 0. Luego

IFlv](p, ) = Fu®(p, 1) S%%d — W (00 (1), 02 () x d?
SWl(U(l)(',t>,U(Q)(',t))

pues d > 2. De forma similar

[ Flo®](p,t) = F[o?](q,8)] < |p — gl (4.8)
Si juntamos estas deducciones llegamos a que
(1) @) ! 1 )
7.7 (p) = T," (p)] S/ FloONT (), 8) = FoPNTS (p), 5)| ds

/V (T2 (), 5) = Fo@1T2 (). 9))|
+ [ F@UT (0), 5) — Fo@) (T2 (), 5)] ds
/Wa“ v, 8)) + T2 (p) — T (p)| ds

y usando el lema de Gronwall tenemos

t
m“@—ﬁﬂmsﬁww@mwwwm%

t s
- / / Wl(v(l)('v T), U(Q)('a T)) dre'™*ds =
0 JO

¢
/Wl(v(l)(-,s),v(Q)(-,s))et_sds.
0

Ahora definimos la medida 7 := (7" x 7,"*)#u, € P1(A2). Recordando que
la distancia Wi (7" #ug, " #ug) es el infimo entre todas las medidas en A2 con



4.1. UNICIDAD DE SOLUCION 63
marginales ﬁ”(l)#uo y 7;”(2) #uo v que 7 verifica esto, podemos calcular
WAT o, T o) < [ 1o =yl de(a)
= [T )= T ) duoto)
S/A/t WI(U(U(~,5),U(2)(~,5))et’s dsdug(p)
0

t
- / Wi, ), 0., s))et~* ds
0

t

Wy (v, @) (=1)e!t~*
0
Wy (v, @) (et — 1)
que muestran la primera y segunda desigualdad del lema. O

Veamos el otro resultado que necesitamos.

Lema 4.1.2. Dadas dos medidas ug, ui € P1(A) yv € C([0,T], P1(A)) se tiene
WA(T #ug, Ty #ug) < € Wilug, ug). (4.9)

Demostracion. Primero notemos que
t
) =T <l =al+ [ 1FOUT 0),9) = Fl(T ). o) ds

t
slp—q|+/ T2 (p) — T2 (0) ds
0

donde estamos usando la desigualdad (4.8) del lema anterior. Luego por el lema de
Gronwall tenemos que

t
T (p) — T (q)| < |p—q| + / Ip—qle™ < |p—qle". (4.10)
0

Ahora sea T € P;(A?) una medida con marginales u} y u3, respectivamente. Defi-
namos v := (7Y x T,V)#m. Notemos que para A C A medible resulta

(T8 < T) A x A) ={(p, ) /(T x T") () € A x A}
={(p.0)/T"(p) € A, T"(q) € A} =T H(A) x A

con lo cual

HAXA) =7 (T x T (Ax A)) = 7 (T71(A) x A) = uh(T(A)) = T #uj(A)
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y 7 tiene marginal 7,"#u} en la primera variable. Lo mismo vale para 7,"#u3 en la
segunda. Por lo tanto v es una cota superior para la norma W7, es decir,

T b T < [l = sl (e
:/AQ 17" (p) — T."(q)| dm(p, q)

=/ lp — qle’ dn(p, q).
A2

. . 1 2
Dado que 7 es cualquiera con marginales u; y ug, resulta
Wi T #ug, T #ud) < Wi (ug, ul)
1/ 07 't 0) = 1\%0> Yo
como queriamos ver. O

Ahora necesitamos definir una aplicacién contractiva.
Lema 4.1.3. Dado un dato inicial ug, el siguiente operador es contractivo:

v — T H#uo.

Demostracion. Veamos que el operador estd bien definido. Para la continuidad consi-
deremos primero que

7 = T = | [ FlT )| < e sllFl < -

ya que
2
o(p,t)| < Zh (pi(t) + pipi(1)) < -
Luego definimos la medida 7 := (7% x T2)#uo € P1(A?) que tiene marginales 7,"#uq

y TY#uo (notemos que esta medida no depende del tiempo, tanto ¢ como s estan fijos).
Esta asignacién es continua en el tiempo pues

Wi (T #uo, T #uo) < /AQ p — gl dr(p, q)
— [ 176 = T @)l duot)
< t—s|d < |t—s|.
< [ 1= slduz) < e
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Para ver que preserva la masa basta tomar ¢ = 1 en (4.5) para ver que

d U
G | 1T o) =0,

y €cOmo
/ 1 d%ﬁ#uo(p) = / Ldup(p) =1
A A

tenemos que es una medida de probabilidad.

Para ver que esta contenida en A basta notar, como antes, que el flujo es invariante
en los bordes de A pues el campo se anula y como los flujos no se intersecan por el
teorema de existencia y unicidad de ecuaciones ordinarias, cada vez que empieza en el
interior de A permanece alli.

Ahora veamos que I' resulta una contraccién. Usando la desigualdad (4.7) del lema
4.1.1 llegamos a que

Wi (), T(0®)) = méx Wi(D(o)(-,1), T@)(-, 1)) < méx {e' = B (0!, 0@)

0<t<T T 0<t<T

por lo que basta considerar 7' < In(2) y resulta que I' es una contraccion. ]

4.1.2. Demostracion del teorema de continuidad respecto del
dato inicial

Finalmente estamos en condiciones de probar el teorema 4.1.1.

Demostracion. Usando el resultado del lema 4.1.3 sea v la tinica solucion a la ecuacién
de transporte que cumple v = T#uy. Notemos en la demostracién del lema que basta
T < In(2) por lo cual fijado T' podemos repetir el argumento para los intervalos [T, 277,
(27,37 y asi sucesivamente. Obtenemos que existe una unica v solucién débil de la
ecuacion de transporte y por lo probado en el teorema 4.1.1 sabemos que es continua.

Dadas dos medidas v(!) y v®) con condiciones iniciales u} y u2 tenemos que
Wi (), 0@ (1)) =W (T #ul, T #d)
SWAT s T gtag) + WA (T2 g, T )
< /t Wi (W (-, 8), 0P (-, 5))e!* ds
+0€th (ug, up)

donde primero usamos la desigualdad (4.6) del lema 4.1.1 y luego el lema 4.1.2. Nue-
vamente por el lema de Gronwall resulta que

t t
Wi (-, 1), 0P (-, 1) <W(ud, ud)e! [1 + / exp </ etr dr) ds]
0 s
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Finalmente basta definir

r(t) == e [1 + /Ot exp <et’s - 1) ds}

para llegar al resultado buscado. [

Observacion 4.1.1. Dado un dato inicial ug y v la solucion débil de la ecuacion de
transporte cumple que es el push-forward del dato inicial por la propia solucion v, es
decir,

U('? t) = 7?#”0

para todo t > 0.

4.2. Estabilidad del modelo

Comenzamos la seccién definiendo los equilibrios del modelos. Dado que la dinamica
es invariante en los bordes solo estudiamos el interior de A.

En la siguiente definicién llamamos 4, a la funcién en C([0,00), P1(A)) que a cada
tiempo es la Delta de Dirac del punto ¢ € A.

Definicién 4.2.1. Sea g un punto en el interior de A. Decimos que la funcion d,

m es de equilibrio para la ecuacion de transporte si es solucion débil de la ecuacion
de transporte;

m es estable si es de equilibrio y para todo entorno U de q existe un entorno V' de q tal
que para toda funcion v € C(]0,00),P1(A)) solucion de la ecuacion de transporte
con dato inicial v(-,0) donde supp[v(-,0)] CV, resulta que supp[v(-,t)] C U para
todo t > 0;

» es asintdticamente estable (o atractor) si es de equilibrio y existe un entorno U
de q tal que para toda funcion v € C([0,00),P1(A)) solucion de la ecuacion de
transporte donde supplv(-,0)] C U resulta que

lfm W, (u(-,t),aq) —0.

t—o00

Es importante notar que dado un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias se-
guimos usando la palabra equilibrio para referirnos a un punto donde todas la derivadas
temporales se anulan. Para no incluir nomenclatura innecesaria elegimos usar la misma
palabra y en cada caso queda claro por contexto la definicién apropiada.
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4.2.1. Teorema de los equilibrios
Teorema 4.2.1. Sea q un punto en el interior del simplex A. Entonces son equivalentes:
1. q es un equilibrio de la dindmica del replicador (ver 1.2.4);
2. 04 es equilibrio para la ecuacion de transporte;
3. q en un autovector de la matriz A asociado al autovalor cero;
4. q es un equilibrio de Nash.

Demostracion. Sea g un punto interior de A. Empecemos suponiendo que vale (1)
y veamos que implica (2). Necesitamos ver que d, es solucion débil de la ecuacion de
transporte (4.1). Notemos que si la estrategia promedio depende de ¢, entonces p;(t) = ¢;
para todo i. Miremos el campo para cualquier ¢ y tiempo t > 0

Filog(a.t) = hla)am(giar + )

d
= 2h(q) Zaik%’% (4.11)
k=1

= 2h(q)gie; Ag
= 2h(q)qi(e] Aq — q" Aq)

donde estamos usando que por la antisimetria de A vale que ¢¥ Ag = 0.

Como ¢ es un punto de equilibrio para la dindmica del replicador (ver 1.2.4) para
todo i =1,...,d resulta que

%((AQ)Z' - qTAq) =0,
es decir,
(Aq)i —q"Ag =0
ya que ¢; > 0 por ser un punto interior de A. Luego
Fi[0g)(g,t) = 0

para todoi=1,...,d.

Estamos en condiciones de ver que d, es soluciéon débil de la ecuacién segun la
definicién que dimos en 3.2.1. Sea ¢ € C(A,R), debemos ver que

/ o (p) db,(p. ) = / o (p) o (p,0)
A

A (4.12)

v t [ 5et0) - 7180, 5) o, 9.
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Usando (4.11) tenemos

//Vso dq)(p; 5) ddg(p, )dSZ/OtVSO(Q)f[%](q,S)dS

y dado que 6, es constante en el tiempo se cumple (4.12) y es equilibrio del modelo.

Ahora supongamos ¢, es equilibrio del modelo (2) y probemos que ¢ es un autovector
asociado al autovalor cero (3). Fijemos ¢ y consideremos la funcién ¢(p) = p;. Por

hipétesis
//w (b, 5) do,(p, 5)ds
= /0 Z@s@(Q)E[%](q, s) ds

-/ Fl5)( ) ds

t
= / 2h(q)gie;Aq ds

0
=t x 2h(q)gie;Aq

y dado que tanto h(q) # 0 como ¢; # 0 resulta que e!Ag = (A¢); =0. Como i =1,...,d
era cualquiera obtenemos que Ag = 0 y probamos (3).

Para continuar veamos que si ¢ es autovector asociado al autovalor cero (3) si y solo
si es un equilibrio de Nash (4) (que definimos en 1.2.3). Si tenemos la primera hipdtesis
queremos ver que jugar p € A contra ¢ no aporta mejor pago que jugar la propia q.
Esto sucede pues

p"Ag=p-0=0=q"Aq
por lo que ¢ es un equilibrio de Nash. Ahora supongamos que ¢ es un equilibrio de
Nash, fijemos ¢ y estudiemos (Agq);. Si sucede que (Aq); > 0 entonces

el Aqg>0=q"Aq

y llegamos a un absurdo pues supusimos que ¢ es un equilibrio de Nash. Si suponemos
que (Agq); < 0, dada la antisimetria de A, resulta

d
0=q"Ag = q(AQk = ai(Ag)i + > _ ar(Aq)y
k=1 ki
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y como g > 0 para todo k debe existir [ tal que (Ag); > 0. Por lo tanto
ef Ag > 0=q"Aq

y obtenemos nuevamente un absurdo. Debido a esto (Ap); = 0 para todo i y obtenemos
Ag=0.

Resta probar que si Ag = 0 (3) entonces vale (1). Tenemos que probar que la
trayectoria constantemente ¢ es solucion del replicador, es decir, queremos ver

d
Zai(t) = gi(e] Ag—q"Aq) =0

para todo i. Como Ag = 0 resulta que
gi(eTAqg — q" Aq) = gi(el — ¢")Aq = gi(es —q) -0 =0,

q es equilibrio en la dinamica del replicador y el teorema queda demostrado. O

4.2.2. Teorema de la estabilidad

Recordemos la definicién

h(p) := min {Hpi, c}

dada en (3.2) y sea v la menor distancia al borde tal que h = ¢,
d
v := inf {5 tal que Hpi > ¢ para todo p € A con dist (p, BordeA) > 6}. (4.13)

1=1

Para empezar el estudio de la estabilidad del modelo hagamos una observacién sobre
el comportamiento de la estrategia promedio.

Proposicién 4.2.1. Supongamos que el soporte de una funcion v € C([0,00), P1(A))
esta suficientemente lejos del borde

dist (supp(v(-, t)), BordeA) > 7y

para todo t > 0. Entonces la estrategia promedio sigue la dindmica del replicador.
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Demostracion. Por la seccion anterior sabemos que una funcién v solucion débil de la
ecuaciéon de transporte estd dada por el push-forward del dato inicial (ver observacién
4.1.1). Calculamos la ecuacién de la estrategia promedio:

d d
b= dt/pidv(m)

d
dt pz dT #UO( )

[ 4w

_ / ]—"Z.[”] (T (p, 1), ) duo (p)

/A 2 TH( ))aik (7;[1]} (p. t)pr(t) + 7;[”} (p, t)ﬁi(t)> duo(p)

/A Z h azk pzpk ) + pkﬁz(t)) dv(p7 t)

k=1

/AZCC% pik(t) + prpi(t)) do(p, t)

k=1

= Z cai(DiPx + PrDi)
k=1
=2cpie] Ap

=2cp;(el Ap — p* Ap)

pues pL Ap = 0. Como 2¢ > 0 la dindmica es exactamente la misma que la del replicador.

]

Enunciamos ahora el resultado principal que relaciona la dinamica del modelo con
la dindmica del replicador.

Teorema 4.2.2. Sea q un punto tal que dist(q, BordeA) > ~ (como definimos en
4.13) y supongamos que la matriz diferencial (en (d — 1) dimensiones) de la dindmica
del replicador en el punto q tiene todos los autovalores con parte real negativa. Entonces
0, es un atractor de la ecuacion de transporte. Ademds, si o, es atractor entonces la
dinamica del replicador converge a q.
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4.2.3. Preliminares de la demostracion

Dado un vector v € R? notamos con v’ € R~V a las primeras (d — 1) coordenadas,

es decir,
/
v
v= :
Vd

Hasta ahora siempre estudiamos al simplex A con (d — 1) dimensiones inmerso en
el espacio R?. En la siguiente proposicién calculamos las matrices diferenciales que
obtenemos proyectando en (d — 1) dimensiones.

Proposicién 4.2.2. Sean A € R¥™? yna matriz antisimétrica y ¢ € A tal que Aq = 0.
Definamos el campo J : R4=D — R@-1)

Ji(p') = pi(ei Ap — p" Ap)
para 1 <1i<(d—1) y donde

que genera la dindmica del replicador.

Sea M’ € RU=DX=1) 14 matriz diferencial de la dindmica del replicador en el punto
q'. Entonces M' =

—a1441 (a12 - ald)Ql e (a1(d71) - ald)Ql
(a21 - a2d>Q2 — Q2492 e (az(d—1) - CLZd)QQ (4 14)
(a(d—1)1 - a(d—l)d)Qd—l (a(d—1)2 - a(d—l)d)Qd—l e —a(d—1)d9d—1
Ademds definamos el campo K : R4 — R2@=1 dado por
Ki(p,s') = pielAs+siel Ap para1 <i<d-1; (4.15)
Ka-110(p,s") == 2sel As para 1 <i<d-—1 '
donde
d—1 d—1
Dd 1:1—22% Y Sd izl—zsk-
k=1 k=1
Entonces K(¢',q") = 0 y la matriz diferencial es
M M
N 2(d—1)x2(d-1)

donde M0 € R4=DxE=1) ¢s g matriz con todas las entradas iguales a cero.
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Demostracion. Empecemos probando el resultado para el campo K. Debido a que Aq =
0 resulta qel Aq + gel Ag = 0y 2q;el Aq = 0 por lo cual, efectivamente, K(¢',¢") = 0.

Adems3s
d—1
Qiqqd = — E Qikqk
k=1

y entonces como ¢ € A obtenemos

d—1 d—1 d—1

@ia = @ia(1 — qa) + @iaga = Qia Z qk — Z Qi = — Z(aik — Qig) - (4.17)

k=1 k=1 k=1

Para encontrar la matriz diferencial en el punto (¢/,¢") fijamos i tal que 1 < i <
(d—1) y comenzamos analizando las primeras (d — 1) coordenadas del campo. Resulta

d—1 d—1
id(Pisd + Pasi) =iq <pi <1 - Z 3k> + (1 - ZP}:) 52')
= k=1
d—1
=Qid (pi + 8 — Z(pisk + pk&))
k=1
por lo cual la coordenada i-ésima del campo es
d d—1
Ki(p',s') = Z air(pisk + prsi) = Z i (Pisk + Prsi) + aia(pisa + pasi)
k=1 k=1
d—1 d—1
= > ap(pisk + prsi) + aia + aia (pi + 8 — Z(pisk + pk&‘))
k=1 k=1

d—1
= Z(aik — aia)(pisk + prsi) + aia(pi + i)
k=1

Derivamos y obtenemos

P 5 &L
Ki(p',s') = (@i, — aiq)(pisk + prsi) + aia(pi + si)
Op; Op; 1
d—1

(@i — aia)(pisk + Prsi) + aia(pi + $:)

%.??‘
==

F||1

(@it — @id)sk + (@i — @ia)2s; + Qi

SIS
S
- ~.

(@i — aia)sk + aia(1 — s;).

B
Il
—
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Luego por la igualdad (4.17)

SH

a -1
3_p’Ci(Q', q) =) (a — aid)qr + aia(1 — ¢;) = —aia + aig(1 — ¢;) = —aaqi.  (4.18)
v 1

el
Il

Para las derivadas en caso que j # ¢ tenemos
5 5 4!
a—Ki(P/a ') = I Z(aik — iq) (DiSk + Prsi) + aia(pi + 5:) = (ai; — aa)si,
P; I k=1
evaluamos en (¢, ¢') y resulta
DKo =(aw. — ) (1.19)
Gpj ’

Observemos que los casos en lo cuales aplicamos 0/0s; y 0/0s; salen por simetria
intercambiando los roles de p' y .

Resta estudiar las ltimas (d — 1) coordenadas del campo. Tenemos

d—1
Ka110(p',s") =2s,e] As =2 Z AipSiSk + 20,9884
k=1
d—1 d—1
=2 Z QikSiSk + 2ai48; (1 — sk>
k=1 k=1
d—1
=2 Z(alk — (ll'd)SiSk + 2aidsi.
k=1
Ahora derivamos
5 5 d—1
K i /,S/ =K 12 Qi — Aid)S;iS +2CL,L'SZ'
s, (d 1+)(p ) s, (d—1+1) ;( k d) k d
d—1
=2 Z(aik — @iq) Sk + 2(ay; — a;q)28; + 2a44
ki
d—1
=2 (4 — aia)sk + 2aia(1 — 5;)
k=1

y si evaluamos en (¢, ¢') y usamos nuevamente la igualdad (4.17)

5 -1
Ka-1109(d,q") =2 ik — Qid)qk T 20ia(1 — ¢
s -1+ (7, q) ;(ak @ia) @ + 2aia(1 — ;) (4.20)

=—2a;q + 2a;4(1 — ¢;) = —20,4;.
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Ysij#q
o d—1
8_K(d71+i) (') 26_2 Z(aik — @ia)8iSk + 2aias; = 2(aij — Qia)$;
% 5 =1
evaluando
0
55 Ka-1+0(d', ) = = 2(ai; — aia)as- (4.21)
Sj

Observemos que los casos para 0/0p; y 0/0p; dan cero pues Kq_144)(p, s") no depende
de p'.

Definimos 0(4_14;) := 0/0s;, reordenamos la informacién de las ecuaciones (4.18),
(4.19), (4.20) y (4.21) y tenemos

'—aidqi si j = i,
OyKi(d, ) =4 M9 Hak D) 2
—@iqG; sij=d—1+1,
\(aij_aid)Qi Sldg]#d—l—i-l,
(0 sij < (d—1),
0iK(a-149)(d', ¢') = § —2a;4q; sid<j=1+d,
\2(@@'—&2‘6{)(]2‘ Sldg]%d—l‘i‘l

que es, exactamente, la matriz (4.16).
Resta probar el resultado para la dindamica del replicador. Por la antisimetria de A
resulta p? Ap = 0 y entonces

d
7P = pilel Ap — p'Ap) = pie] Ap
parai=1,2,...,(d — 1). El campo J de la dindmica coincide con las tltimas (d — 1)

coordenadas del campo (1/2) x IC. Como K;(p, s) es independiente de p si ¢ > d podemos
evaluar en (¢, s') y resulta

1
Ji(S’) = §’C(d71+i)<q,> 3/)

parai=1,...,(d—1). Retomamos las igualdades (4.20) y (4.21) y evaluamos en (¢, ¢')
para obtener la matriz diferencial en el punto ¢’

—Qiq4q; sij =i,

/ 1 / /
0;J:(q') = éa(d—l-l-j)lc(d—l-i-i)(q q) = {(a~ g sij i
i 7 )

que es la matriz (4.14) y la proposicién queda probada. O



4.2. ESTABILIDAD DEL MODELO 75

Lema 4.2.1. Sean q un punto atractor para la dindmica del replicador, V un entorno
de q tal que toda trayectoria que comienza en V converge a q y U un entorno de q tal
que su clausura estd contenida en V. Entonces dado € > 0 existe ty tal que para todo
dato inicial p(0) € U se tiene |p(t) — q| < e sit > to.

Demostracion. Hagamos la prueba por el absurdo. Fijemos € > 0 y supongamos que no
existe tal ¢y. Es decir, suponemos que para cada i € N existe p® tal que [p®(t) —¢| > ¢
sit <.

Tenemos una sucesion de puntos p(0) y dado que la clausura de U es un compacto
existe una subsucesion convergente a un punto p™. Consideremos la trayectoria que
empieza en este punto, es decir, p>(0) = p> y hagamos dos observaciones: dado que
esta trayectoria comienza en V existe t; tal que si t > t; entonces

Ip>(t) —q| <¢e/3.

Ademads como es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias sabemos que vale
la continuidad respecto del dato inicial, es decir, existe f : (0,00) — R (independiente
de las trayectorias) tal que para toda p(t) y p(t) resulta

p(t) = p(t)] < f(2)|p(0) — H(0)].

Como tenemos una subsucesién de p® (0) que converge a p*> existe j (suficientemente
grande) tal que j >t y [p¥)(0) — p™| < &/(3f(t1)), luego

e < Ip(t) —al < [PV () —p*(t)| + (1) — g

< f(t2)[p@(0) — p™(0)] + [p™(t1) — g
< f(t )L + E — %
= IVVsry) T3 37

un absurdo que proviene de suponer que no existe to. Por lo tanto queda demostrado
el lema. O

4.2.4. Demostracion del teorema de estabilidad

Veamos la prueba del teorema 4.2.2.

Demostracion. Nuevamente usamos que una funcién v solucion débil de la ecuacién
de transporte estd dada por el push-forward del dato inicial (ver observacién 4.1.1).
Debemos estudiar, al mismo tiempo, la dindmica de 7" y la de la estrategia promedio
ya que, si estamos suficientemente cerca de ¢, entonces h = ¢ y la dindmica de (7, p)
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estd determinada por el campo ¢KC. Aqui K es el campo definido en (4.15), es decir,

d

i =¢ (pieiTAs + sieiTAp) ; (4.22)

d

Esi :2csieiTA5 (4.23)
parai=1,...,(d—1)y, como siempre, la coordenada d depende de las (d—1) anteriores.

Sea ¢ un punto tal que dist(q, BordeA) > vy Aq = 0. Entonces ¢ es un punto de
equilibrio para la dindmica del replicador con matriz de pagos A (ver teorema 4.2.1),
por la proposicién 4.2.2 la matriz diferencial en el punto ¢’ esta dada por

—a1491 (a12 - ald)Ql e (a1(d71) - a1d)(11
M (&21 - a2d)Q2 —@2492 e (az(dq) - a2d)Q2
(a@-11 — a@-1)a)da-1 (a@-12 — G@-1a)da-1 - -  —0d—1)add—1

y por hipdtesis todos los autovalores tienen parte real negativa.
Consideremos la dindmica (p(t), s(t)) € A? para ¢t > 0 dada por

d (p .
%(Sl)_CK(pas)

Nuevamente usamos la propocién 4.2.2 y sabemos que la matriz diferencial del
campo en el punto (¢, q’) es

, cM’ cM’
D)) = ro soar )

donde MO es la matriz con todas las entradas iguales a 0. Como el bloque inferior
izquierdo son todos ceros para los autovalores de la matriz basta considerar el bloque
superior izquierdo y el inferior derecho. Con lo cual los autovalores de la matriz dife-
rencial D(ckC) son los mismos que de la matriz M’ (pues ¢ > 0) y, por hipdtesis, tienen
parte real negativa. Entonces existe un entorno U de ¢ tal que si (p(0), s(0)) € A2NU?
entonces la dindmica (p/(t), s'(t)) con dato initial (p'(0), s'(0)) converge a (¢, ¢') cuando
t — 00.

Podemos considerar a U suficientemente pequeno de forma que exista un entorno
Vdegtal quu U C Vyh =cen V. Este entorno U basta para probar que dq €s
asintéticamente estable (segun la definicién 4.2.1).

Consideremos una funcion v solucion débil de la ecuacion del transporte suyo dato
incial v(-,0) = wy cumple supp[up] C U. Entonces v estd determinada por el push-
forward T #ug. Veamos que T'(p) y p permanecen en U para todo tiempo si p €
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supplug]. Razonemos por el absurdo y supongamos que no se cumple. Como U C V
existen to y p©) € suppluo] tales que (T7(p),p(t)) € V? para todo t <ty y p € supp|ug)
y (TP (P, o), p(to)) & U?. Por la definicién del flujo (4.3) y la definicién del campo F
(3.5) resulta

|
R
=
=
I
hy
=
=
s
o
N
I
[]=
=
ﬂ
Bl
=
=3
'B\

k+ 77€va)

T (p) =p

parai=1,---,d,t > 0.Sit <tgyp e U vale que T"t(p) € V y entonces h(7,"(p)) = c.
Ademas implica que supplv(-,t)] C V para todo t <ty pues el flujo que empieza en U
no sale de V. Se cumple la hipétesis de la proposicion 4.2.1 por lo cual

d
%m2mMMFﬂ@)

Si comparamos estas dos derivadas temporales con la ecuacién (4.22) deducimos

d(T7"\ _ v

Luego tanto p® € U como p(0) € U (pues suppluo] C U) y por construccién de U
resulta que es un entorno atrayente a (¢, ¢') para la dindmica generada por el campo
cK. Entonces (T(p,t),p(t)) € U? para todo ¢ < tg y llegamos a un absurdo. Probamos
que la dindmica (7, p) permanece siempre en U? por lo cual h(7T?) = h(p) = ¢ para
todo tiempo y, efectivamente, la dindmica (7, ') estd generada por el campo ck.

Resta ver que v — 0, cuando ¢t — oo. Por el lema 4.2.1 dado € > 0 existe ¢, tal que
sit>tyy p(0) €U entonces

Ip(t) —ql <e.
Sea ¢ € C(A,R) tal que Lip(p) < 1, luego

| [ et oto.t) = [ o) i o.0)] =| [ T @) duole) = 0
< / DT (2)) — ola)] duo(2)
< [17) = al o)

/Aeduo( 2)

=&
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donde |7,*(z) — q| < € pues supplupg] C U. La distancia W; de Wassertein consiste es
tomar supremo sobre las funciones ¢ por lo cual

Wi(v(-,t),0,) <€

e implica

lim WI(U('vt)75q) = 07

t—o00
es decir, 9, es asintéticamente estable.

Para probar la segunda implicacién supongamos que la dindamica del modelo con-
verge. Dado que dist(q, BordeA) > ~ podemos considerar un entorno U del punto ¢
donde h = c¢. Por hipdtesis existe una funcién v € C([0,00),P1(A)) con soporte en U
para todo tiempo. Ademas por la proposion 4.2.1 sabemos que la estrategia promedio
sigue la dindmica del replicador y como la dindmica del modelo converge, en particular,
converge la estrategia promedio.

Asi queda demostrado el teorema. n

4.3. La dinamica del replicador para juegos simétri-
Cos

En la demostracion anterior para analizar la dinamica del replicador trabajamos con
la matriz diferencial M’ de tamano (d — 1) x (d — 1). Miremos la matriz diferencial de
la dindmica del replicador en d coordenadas.

Observacion 4.3.1. Sea nuevamente J el campo de la dindmica del replicador
d
Ji(p) = pilef Ap — p" Ap) = Z ik PiPk
k=1

dondei=1,2...,d y A es antisimétrica.
Si q es un punto de equilibrio entonces J(q) = 0 y dado que a; = 0 resulta

d Lo
0;Ji(p) = {Zkzl QxS St ) =1,

Q555 SZj 7£ 1.

Entonces la matriz diferencial en q es

0 caioqqr ... Caiqaq1
Ca2142 0 ... CA2qq2
M:=DJ(q) = : : . : : (4.24)
Caq1qq CAgoqq - - - 0

que es mucho mds simple de estudiar que la matriz M’ € R@-1Dx(d=1),
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Con esta observacion y por el hecho que el simplex A tiene dimensién (d — 1) la
siguiente proposicién establece la relacién entre analizar (d — 1) o d coordenadas. La
ventaja es que la matriz (4.24) resulta mucho més sencilla.

Proposicién 4.3.1. Sean A € R una matriz antisimétrica, ¢ € A tal que Ag = 0.
Entonces la matriz

—a1dq1 (am - a1d)Q1 ce (al(d—l) - Gld)Ql
M (a21 - a2d)Q2 — Q2492 . <a2(d71) - a2d)(l2
(a(d71)1 - &(dq)d)qcl—l (G(d71)2 - a(dq)d)Qd—l e —Q(d—1)dqd—1

en RE-DXE=1) qefinida en (4.14) tiene los mismos autovalores que la matriz M dada
en (4.24) con la misma dimension de los autoespacios exceptuando al cero que siempre
es autovalor de la matriz M y el autoespacio asociado tiene una dimension mas en el
caso de la matriz M.

Por lo tanto para estudiar los autovalores de la matriz M' € RUE-D*E-1 pastq
calcular los autovalores de la matriz M € R En particular, M’ tiene todos los
autovalores con parte real negativa (y el punto es asintdticamente estable) si y solo
st M tiene al cero como autovalor con autoespacio asociado de dimension uno (con
autovector q) y todos los demds con parte real negativa. En caso de que suceda esto el
punto q es asintoticamente estable en la dindmica del replicador dada por el juego de

matriz de pagos A.

Demostracidn. Sea ¢ € A tal que Ag = 0 y observemos que para cualquier v € R?
resulta que Mwv es ortogonal al vector 1 pues
d
i1 011
d d d d d
- o | 22= 02020
1- (MU) =1- J . = Z @;;q;V5 = ZUJ' Zaijqi = ZUJ'O = 0. (425)
: 1 =1 j=1

d ,j=1 J=
Zj:l Adjqav;

Recordemos que dado v € R? notamos con v’ € RV a las primeras (d — 1)
coordenadas. Luego definimos las funciones

H:={veRltalesque I -v =0} — R@D — H

/
’ v
v — v — d—1
— 2 k=1 Yk
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que son una inversa de la otra. Ademds vale que (Mv) = MV’ pues

d
0 apqa ... @aq > et Q1kq1UR
d
aziq2 0 ... a2qq2 > o1 G262V
Mv = i ) . ) v = .
d
adq1qd Qd2dd - - - 0 Zkzl QAdkddVk

y entonces

—a1441 (a12 - Clld)Ch e (a1(d—1) - ald)Ql
(a21 - azd)q —a24492 e (a2(d—1) - azd)Q2 ,
. v

( A(d-1)1 — Q(d—1)d )Qd—1 (a(d—1)2 - a(d—l)d)Qd—l —0a(d—1)d9d—1

Zfl(fhk a1d)q1Vk

Zk 1(a2k - a2d)¢12vk

k: 1( (d-1)k — A(d—1)d )qd—wk

Zk 1 A2kGQ2VE + G24G2 Zk 1( Ug)

Zk 1 A(d—1)kq(d— 1)’Uk+a(d 1)d9d— 1Zk 1( Uk

Zk 1 A1£q1V% + A14q1V4
Zk 1 26G2Vk + A24G2V4

Zk 1 4(d—1)kq(d—1)Vk + Q(d—1)dqd—1Vd

Zk 1 01kq1VE
Zk 1 2142V

( Zk 1 151V + a1dq1 Zk 1( Uk

Zk 1 A(d-1)kq(d—1)Vk

=(Mv)'.
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Fijemos v € H y probemos que es autovector de M si y solo si v’ es autovector de
M'. Supongamos que v € H es autovalor de M asociado a A, luego

MV = (Mv) = (M) =X/

y v’ es autovector. Ahora supongamos que v’ es autovector asociado a A. Como (Mv)' =
M'v" entonces (M'v'); = (Mv); parai = 1,...,(d — 1) y debido a la igualdad (4.25)
resulta

d—1 d—1 d—1 d—1
(Mv)g == (Mv)p ==Y (MV)p ==Y Ip=Ar> (—uvx) = Mg
k=1 k=1 k=1 k=1

entonces probamos que
M v’
MU* ( (M'U)d ) o ( )\Ud ) 7)\?)

Veamos que el autoespacio asociado al autovalor 0 tiene una dimensién mayor para
la matriz M: q es autovector asociado al autovalor 0 de la matriz M pues

y v es autovector.

d
ijl 159195 q10
S agja; 720
Mg=| == - ™ | =o
d '
-1 4 qdd; 440

Ademads ¢ no es combinacién lineal de vectores de H pues 1-g=1vyaque g€ Ay H
es un espacio lineal. Entonces el autoespacio de M asociado al 0 tiene una dimension
mas que el autoespacio de M’ asociado al 0. Finalmente notemos que dados v, w € H
resultan linealmente independientes si y solo si v’ y w’ lo son. Por lo cual las dimensiones
de los autoespacios son las mismas con la excepcién del autovalor 0.

Por 1ltimo, por la proposiciéon 4.2.2 resulta que M’ es la matriz diferencial en el
punto ¢’ de la dinamica del replicador. Asi la proposicién queda probada. O

4.4. Ejemplo: juegos sin empates

Para cerrar este capitulo estudiemos los puntos de equilibrio para una clase par-
ticular de juegos donde la matriz A es antisimétrica y tiene entradas con valores en
{—1,1} fuera de la diagonal y a;; = 0 para todo i = 1,...,d. Estos son juegos donde no
existe el empate cuando los jugadores eligen distintas estrategias puras. Notemos que
por simetria siempre debe ser empate la eleccion de la misma estrategia pura.
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Proposicion 4.4.1. Supongamos que A es antisimétrica, tiene entradas en el conjunto
{=1,0,1} y no existen empates para dos estrategias cualesquiera y distintas. Entonces
hay, a lo sumo, un unico punto de equilibrio. Ademds si d es par, o hay una estrategia
estrictamente dominante o una estrategia estrictamente dominada, entonces no hay
puntos de equilibrio en el interior de A.

Observacion 4.4.1. Analicemos el caso de d impar y ninguna estrategia dominante
o dominada. Entonces puede o mo haber equilibrio en el interior de A. En el caso de
Piedra, papel o tijera sabemos que (1/3,1/3,1/3) lo es. En cambio, si

0 -1 1 -1 -1

1 0 -1 1 1
A= -1 1 0 1

1 -1 -1 0 -1

1 -1 -1 1 0

el autoespacio (de dimension uno) asociado al autovalor cero estd dado por (1,1,1,1,—1)
por lo que no tenemos equilibrios en el interior del simplex A.

Entonces la proposicion anterior es la mejor clasificacion que podemos hacer para
esta clase de juegos sin empates.

Probemos la proposicion 4.4.1.

Demostracion. Primero veamos los casos donde no hay equilibrios. Sin pérdida de ge-
neralidad supongamos que la primera estrategia es dominante, luego a;; = 1 para todo
7 > 1y no puede suceder que

d
> a1y =0
j=1

si ¢ estd en el interior de A. Si existe una estrategia dominada es similar.

Ahora supongamos d par. Para ver este resultado probaremos que det(A) # 0 y no
tenemos autovalores asociados al cero mas alla del trivial. Por la féormula de Leibniz

det(A) = Z sig(o) Haio(i)

cEPy

donde P; es el grupo de permutaciones de d elementos. Como por hipétesis las unicas
entradas de A que valen cero estan en la diagonal principal resulta que H?Zl Qio(iy = 0
si y solo si existe ¢ tal que o(i) = 4, es decir que o deja al menos un elemento fijo.
Nos interesa la cantidad de permutaciones que no dejan fijo ningtin elemento. Para d
elementos existen !d (el subfactorial de d) permutaciones con esta propiedad. Veamos
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que si d es par entonces !d resulta impar y que si d es impar entonces !d es par. Hagamos
induccién. Empecemos notando que !0 =1 y 1 = 0. Luego si d es impar tenemos que

ld = (d — 1) (!(d — 1)+ - 2))

resulta par (sobre esta propiedad del subfactorial ver A.1). Luego si d es par, usando la
hipdtesis inductiva llegamos a que

ld=(d—1) <!(d —1)+!(d — 2)) = impar X (par + impar)

€s impar como queriamos ver.

Entonces si notamos con Dy a las permutaciones de P; que no dejan puntos fijos

tenemos que
d

det(A) = Z sig(o) Haw(i)
oc€Dy =1
y estamos sumando una cantidad impar de 1 o —1 y necesariamente el determinante
no es cero.

Resta ver que si d es impar tenemos, a lo sumo, un tnico equilibrio. Supongamos
que d es impar, que ¢, z € A son equilibrios. Como estan en el interior de A resulta que
qa, 24 # 0. Definamos los vectores §, 2 € Rt como ¢ = ¢;/qq, 21 = 2i/zq y la matriz
B € RUE-Dx=D) de forma que by; = a;; para 1 < i,j < (d — 1). Luego para cada i

d—1
Z bijq; =
j=1

con lo que BG = BZ y, por lo tanto, ¢ = z ya que por el punto anterior det(B) # 0 y
la proposicién queda demostrada. O

d—1

q d—1
i o o ~
aij— = —U;q = E biij
=1 =1
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5

Una poblaciéon con memoria

En los capitulos anteriores suponemos que los jugadores a tiempo ¢t modifican su
comportamiento considerando la informacién de ese instante de tiempo y sin ningin
tipo de memoria. Una pregunta que surge es qué sucede si extendemos la memoria, es
decir, no solo importa el tltimo juego, sino un lapso de tiempo. Para ampliar el proble-
ma al estudio de jugadores con memoria necesitamos utilizar ecuaciones diferenciales
con retardo (o delay). En este capitulo final trabajamos con un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias con retardo temporal y probamos la existencia de solucion.

Planteamos un modelo abstracto donde la posicion de los agentes es un vector en
el espacio RY. Las interacciones siguen siendo de a pares, definidas por un ntcleo que
notamos K : RY x R — RY. Para cada instante de tiempo el comportamiento de cada
jugador queda determinado al considerar su pasado reciente. Ademas los jugadores
valuan distinto cada interaccién en funcion del tiempo que haya transcurrido. Asi, por
ejemplo, si un jugador recuerda lo sucedido en t y en (¢ — 2) puede dar mayor peso al
dato mas reciente e igual verse afectado (aunque con menor peso) por la infomacién
que conserva de dos tiempos anteriores.

En la seccién 5.1 los agentes recuerdan el comportamiento pasado de los demés pero
no es posible identificar a dos agentes que hayan tenido el mismo comportamiento en
un instante. En otras palabras, si las trayectorias de dos jugadores se cruzan, el resto
de la poblacion solo retiene la traza de sus recorridos, pero es incapaz de diferenciar
qué recorrido realizd cada uno. Para ejemplificar esta situacion observar la figura 5.1.
Esta situacion se ha presentado en otros problemas de ecuaciones en derivadas parciales
y fue observado para materiales con memoria por Dafermos [I4]. Como se observa
en [16], estos problemas no obedecen una propiedad de minimalidad: datos iniciales
diferentes generan soluciones diferentes y es posible estudiarlos en un espacio de estados
abstracto, cocientando las trayectorias que se definen como equivalentes.

En nuestro contexto la situacion es més compleja ain ya que la soluciéon es una
distribucién de probabilidad sobre los caminos y a diferentes tiempos podria estar asig-
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Figura 5.1: En el primer modelo un jugador que recibe la informacion de la primera
imagen no puede distinguir si se trata de dos jugadores que se cruzaron (como en la
segunda imagen) o de dos que se tocaron y rebotaron (tercera imagen).

nando probabilidades a diferentes caminos. Cuando se restringe a las trazas de estos
caminos, sin importar quién es el que los recorrio, se recupera la idea de estudiarlos en
un espacio de estados abstracto.

Nuestro modelo consta de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que
define el comportamiento de cada jugador en base al de los demés. Puede pensarse como
una extensiéon del trabajo hecho por F. Golse en [21] agregando un retardo temporal
para permitir que los jugadores tengan en cuenta el comportamiento de la poblacion en
el pasado. Si asumimos que el nicleo es Lipschitz y con los resultados expuestos en [1]
podemos ver que existe solucién unica para este problema.

Este nuevo modelo puede adaptarse facilmente al que estudiamos en los capitulos
anteriores. Para ver esto bastan tres supuestos. Primero hay que limitar el dominio e
imagen del nicleo K tal que K : A x A — A. Segundo, interpretar el valor K(z,y)
como el resultado de la regla de interaccién (3.3). Por tltimo, pesar el tiempo reciente
de forma que los jugadores solo consideren los datos del instante actual y no se vean
influidos por la informacién anterior.

Ademas la extension que hacemos permite adaptarlo al estudio de diferentes fenéme-
nos. Por ejemplo, un problema importante en la matematica aplicada a la biologia es
modelar la comunicacion y organizacion de una poblaciéon cuyos individuos pueden
desarrollar un comportamiento coordinado sin un organizador centralizado. Podemos
entenderlo como un modelo alternativo al del trabajo de M. A. Fontelos y A. Friedman
[17] donde se modela el comportamiento de las hormigas. Mientras avanzan van dejan-
do rastros de feromonas que sirven de informacién a las deméds (ver también [1]). Este
rastro quimico dura un tiempo finito por lo que las ecuaciones con retardo temporal
son una herramienta matematica apropiada para el estudio de este fenémeno.

En la seccion 5.2 adaptamos el modelo a una poblacién infinita con la misma idea
que usamos a partir del capitulo 3: el problema consiste en buscar una funcién que a
cada tiempo devuelva una medida de probabilidad sobre el espacio R? para describir la
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distribucién de la poblacién. Esta funcion satisface una ecuacion de transporte donde,
como en el modelo anterior, el campo depende de la propia soluciéon. El resultado
principal de este capitulo consiste en probar que existe una tnica solucién del problema
y que depende continuamente del dato inicial. Para esta demostracion adaptamos la
técnica desarrollada en [6]. La solucion estéd determinada por el push-forward del flujo
(definido por la propia solucién) con el dato inicial. La forma de probar la existencia
de una solucién consiste en hallar el punto fijo de una aplicaciéon I' apropiada. Para
una funcién u, que a cada tiempo devuelve una medida de probabilidad en el espacio
R?, construimos () de forma que satisfaga la ecuacién de transporte donde el campo
estd determinado por la propia funcion pu.

Para cerrar esta tesis en la seccién 5.3 estudiamos el modelo cuando los agentes
tienen memoria perfecta en el sentido que no solo recuerdan el comportamiento de toda
la poblacién, sino también el de cada jugador especificamente. Planteamos el problema
como en el caso anterior. Sin embargo, dado el espacio donde tomamos el dato inicial,
no podemos encontrar una ecuacién en derivadas parciales cuya solucion sea la del
problema en el limite de infinitos jugadores. En cambio podemos plantear un flujo
en el espacio de estados abstracto y demostrar que, si definimos la aplicacion I' de
forma similar, entonces encontramos una unica funcién que a cada tiempo devuelve
una medida de probabilidad sobre el espacio R? y que es punto fijo de T'.

5.1. Descripcién del modelo

Consideremos una poblacién de N individuos. Cada agente esta representado por
una funcién que depende de un tiempo positivo y con codominio R?. Podemos pensarla
como un camino que describe un agente y que notamos con o(t) para t > 0. Es decir,
para cada jugador i tenemos un vector ¢ (t) € R%. Por ejemplo, en el trabajo de F.
Golse [21] se modela la interaccién entre los agentes usando un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de la forma

d . e , |
o0t =+ jzlfqa@(t), o(t), i=1,..,N, (5.1)
donde K : R? x R? — R? es una funcién Lipschitz que representa el nicleo de la
interaccion. Como caso particular, aplicado a la teoria de juegos este nicleo representa
el pago esperado del juego entre los jugadores i y j con estrategias o (t), o) (t) en el
simplex A.

Dado un punto x € R?Y usamos la notacién 6, para referirnos a la medida que
aplicada a una funcién ¢ la evalia en x, es decir, (¢, d,) = ¢(z). Asi la medida empirica
puly = % Zf\il Ogtir(y € P1 (R?) satisface en sentido débil la ecuacién de transporte

e (K ) = 0 (5.2)
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donde dada una medida de probabilidad v € P;(R?), K[v] es un campo vectorial dado
por
Kp@) = | K(ey)dviy).
R

Esta cuenta la hacemos en la proposicién 5.2.1 en un caso mds general. Aqui K[v](x)
puede pensarse como el resultado de un juego entre x por la poblacion distribuida segiin
v. Cuando el nimero de agentes tiende a infinito y la poblacién esta descripta por una
medida de probabilidad j; € P;(RY) entonces es razonable esperar que p; satisfaga la
ecuacién (5.2), esta ecuacion tiene una solucién tnica

p € C([0, +00), P(RY))

que depende de forma continua de los datos iniciales. En particular, si tenemos una
medida inicial pg que es aproximada por ,uév entonces ,uiv aproxima correctamente a .

Para el modelo con retardo podemos considerar

%a(i)(t) - %; (K09 (0),00(0) + K@O@®),0 (- 1)|,  t>0.  (53)

Para definir el término de la derecha de la igualdad usamos la siguiente notacién: dada
una funcién continua o : [—7, +00) — R? y ¢t > 0 consideramos o; : [—7, 0] — R? donde
oi(s) == o(t+ s).

Como nos interesa trabajar con el problema de forma més abtracta definimos un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

N 0
d d 1 ; .
700 =20 (0) =+ Z / TK(aﬁ 1(0), 01 (5)) dp(s) t>0;  (5.4)
oD (s) = ol (s) se[-r,00  (55)
para i = 1, ..., N, funciones a[()l), ...,a[()N) € O([-7,0],RY) y donde p es una medida de

probabilidad sobre [—7, 0]. Notemos que si
p(s) = x—r(s) + xo(s)
entonces tenemos el caso particular dado por la ecuacién (5.3).
Observacion 5.1.1. Supongamos que tenemos las funciones
oW(s) =71+ s; o (s) = —s;

sy L TS sis<—T/20 g ) —s sis < —1/2;
ot(s) {—s sis > —T/2; o) T+s sis>—1/2
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entonces
0

/0 (K(x, oW (s)) + K(x, 0(2))> dp(s) = / (K(x, M) + K(x, 5(2))) dp(s).

Esto muestra que aqui los agentes recuerdan los lugares por lo cuales pasaron los otros,
pero no depende de quien paso por cada punto.

Avin mds en general, si tenemos para algin h € [—7,0], oM, 0@ € C([—7,0],R?) y
oM (h) = c@(h) entonces

50 — 5O (2)

X[-,h] T T Xh,0]
7% = o em + oV xpn,
resulta
0 0
KoM () dols) + [ K(w,a®(s)) dols)

b [ (0260 + K, 6) dote)

Observacién 5.1.2. Sea Y € Pi(RY) donde

N
1
py (x) = ~ Z 00 (2) (5.6)
j=1

y retomando la ecuacion (5.4) obtenemos

d 1L o ; ;
EO-E)(()) = N;/TK(O-IS)(O)’O.E )(8))dp(s)
?[%ZKWWMWWM$

- /_ | Ko(0),2)dp (@) dp(s)
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Asi, para una funcion u € P1(RY) x [—7,T] dada tenemos un operador
KF = Klu] : R x [0,T] — R?

de la forma

Klptet)i= [ [ Ko dues) ). (5.7)

5.1.1. Un sistema con retardo

Empecemos con los resultados sabidos para ecuaciones ordinarias con retardo. Con-
sideremos el sistema de la forma

d
—P(H)=F(P) t>0, (58)

donde P € C'((0,+00),RNY) P, € C([-7,0],RNY) y F : C([-7,0],RN?) — R con
condicién inicial Py € C([—7, 0], RN9).
El siguiente teorema sirve para probar la existencia de solucién del sistema (5.4)

con finitos agentes. La demostracién se puede encontrar en el trabajo de P. Amster [1]
(teoremas 7.1y 7.3).

Teorema 5.1.1. Supongamos que F : C([—7,0],RN?) — RN? es localmente Lipchitz
en el sentido que para toda M > 0 existe L tal que

[F(P) - F(Q) < LIIP - Q]

para P, Q € C([—7,0],RNY) s.t. | P||, ||Q| < M. Ademds si F crece a lo sumo lineal-
mente, es decir,

[F@) < C1+]QI)

para cualquier Q € C([—7,0],RN?), donde C es una constante, entonces dada Py €
C([—,0],RN?) eziste una unica solucién P(t) para (5.8) definida en [—T,+00).

Observacion 5.1.3. Dado un sistema (5.4) de N ecuaciones diferenciales ordinarias
con retardo en R? suponemos que K es globalmente Lipschitz:

K (2 y') — K (2 y%)| < [o! — 2| + [y' — o] (5.9)
para todo x', 2%, y', y? € RY. En particular
|K (2, y)] < Cx(1+ [z +[y]) (5.10)

para una constante Cx y todo x, y € RY.

Asumimos que K es 1-Lipschitz y podemos extender los resultados al caso general
de manera sencilla.
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Con lo cual podemos enunciar el resultado de existencia y unicidad de solucion.

Proposicién 5.1.1. Bajo las hipdtesis (5.9) el sistema (5.4) con condiciones iniciales
(5.5) tiene una tnica solucion continua o € C([—7,00), RY).

Demostracion. Podemos escribir el sistema (5.4) como

d
SP) = F(P)

donde P(t) = (¢M(t),..., o™ (t)) y F = (F',..., FN) de forma que
F: C([-7,0,RY) — R

estéd definida por F'(P,) = + Zj\’zl K(c®(0),0).

Entonces para P, Q € C([—7,0],RY%) con Q(t) = (61 (¢t),...,5V(t)) usamos (5.9)
y obtenemos que

PP - P@I< [ 5 S [EE0).096) - K(6(0),5 ()] s

N
1 ; )
M _ 5 — U _ 5
R A D

<2[[P-Q|

F resulta globalmente Lipschitz y por (5.10) tiene crecimiento lineal con lo cual cumple
las hipotesis del teorema 5.1.1 y existe una unica solucion del sistema. O]

5.2. El modelo para una poblacion infinita

En esta secciéon queremos estudiar nuestro problema cuando la cantidad de juga-
dores con los que trabajamos tiende a infinito. Necesitamos una ecuacién que lo ex-
prese y usamos el modelo de finitos jugadores para obtener la correcta ecuacién que
describe el comportamiento de una poblacién infinita. Como la solucién es una medi-
da de probabilidad (para cada tiempo t) empecemos estudiando la medida empirica
JIARES % Zf\il 0, (1) que describe el problema para finitos jugadores que ya definimos
en (5.6).

Proposicién 5.2.1. Si (¢, ..., ") es solucion de (5.4) entonces la medida empirica
fy = SV 50—,5” € P1(RY) es solucion débil de la ecuacion

%,u(a:,t) + div(K[p] (-, t)p(-,t))(x) =0 t>0. (5.11)
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Demostracion. Para una funcién test o € C1(R? R?) y para t > 0 podemos escribir

d
— duN l)
dt Rdw(x) e dtNZSD
d
=+ (0)( o
§ V(o F o (1)

- % Z V(oD (1) - Kt (0 (1))

Vo(r) - K (2) dp ()

Rd

donde Vi denota (V!, ..., Ve?) y la proposicién queda demostrada. O

Dado este resultado es légico considerar a la ecuacién de transporte (5.11) cuando
N — 400 para modelar el sistema (5.4). Entonces podemos enunciar el teorema prin-
cipal de este capitulo que asegura la existencia y unicidad de soluciéon para el problema
planteado.

Teorema 5.2.1. Dada una condicién inicial v € C([—7,0], P1(R?)) con soporte com-
pacto existe una tnica p € C([—7,+00), P1(RY)) solucion débil de la ecuacidn

d
— e A+ div(Kip) =0 >0,

dt (5.12)

s = Vs —7<s5<0.

Ademds p; tiene soporte compacto para todo t > 0.
La solucion depende continuamente del dato inicial en el sentido de que si

v, v? € C([-7,0], Pi(RY))

son dos medidas iniciales con soporte compacto y notamos con ut y u? sus repectivas
soluciones, entonces existe una funcidn continua r : [0,+00) — [0, 4+00) donde r(0) = 1
y tal que

Wi (pes 1) < () Wa(vg, 1)

El resto de la seccién esta dedicado a probar este resultado. La idea de la demostra-
cién es escribir (5.12) como un problema de punto fijo para una funcién que llamamos
I y probamos que existe p tal que I'(u) = p.
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5.2.1. Preliminares de la demostracion

Por el resto de esta seccién fijamos una condicién inicial v € C([—7,0],R?) con
soporte en una bola By(Ry) C R%. Notamos C,([—7,T], P;(R?)) al conjunto de medidas
p € C([—7,T],P1(R?)) tales que us = v, para todo —7 < s < 0. Ahora dado un T > 0
(que fijamos luego a conveniencia para que podamos usar el teorema del punto fijo) y
una funcién pu € C,([—7,T], Pi(R?)) notamos T*(x) al flujo asociado al campo vectorial
K definido en la ecuacién (5.7) con condicial inicial z € RY, es decir,

d
ST (@) =K (T (@) t=0,
Ty (x) =
Para comprender el efecto del dato inicial, observemos que

f fRd (2,2 d’/t+s( ) dp(s)
/Cf(z) = + f fRd Z x d,utJrs( )dp(s) sio<t<r;

f fRd Z x d,ut+s( )dp(s) sit>T.

Notemos que el campo vectorial es continuo en el tiempo y Lipschitz en R?.

Definamos el subconjunto A de C([—7, T], P1(R?)) sobre el que buscaremos el punto
fijo:

A= {u e O (=7, T], Pr(RY) tal que sop(u;) C Bo(2Ro) para 0 < t < T}. (5.13)

Necesitamos ver que este conjunto con la distancia inducida es un espacio métrico com-
pleto. Dado que P(R?) es completo con la distancia Wy resulta que C, ([—7, T], P;(R%))
también lo es. Basta ver, entonces, que A es cerrado. Para esto consideramos una
sucesién de Cauchy {u"}, y por lo tanto convergente a cierta i, fijamos un ¢ tal que
supp(u) C Bo(2Ry) v tomamos ¢ € Cy(RY, R?) con supp(p) C RN By(2Ry). Entonces

0:/ gpdu?—>/ o dpy
R R

La siguiente proposicion es clave en la demostracién del teorema.

y vemos que A es cerrado.

Proposicién 5.2.2. La funcion ' definida de forma

I: C(-nT],P(RY)) — C,(—7T],Pi(RY)
A sttt <0

H ~ TrH#vy  sit >0,
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cumple que

'A)cA

para un determinado T  (suficientemente pequeno y que solo depende de K ). Ademds es
una contraccion sobre A en el sentido que existe C € [0,1) tal que

max Wi(C(u')e, D(4)e) < C méx Wiy, 1)

0<t<T 0<t<T

Para la demostracién usamos una serie de resultados. Nuevamente usamos el lema de
Gronwall que se encuentra enunciado en A.1. Ademsés el siguiente lema es fundamental
para establecer las desigualdades en la demostracion del teorema.

Lema 5.2.1. 1. Para todo v € R? y toda 1 € A tenemos que
1T (x)| < |z]e“ " + (%' —1)(1 +2R,)  t € 0,7 (5.14)
2. Para todo x,y € R y toda u € A tenemos que
T (x) = T (y)] < €lz —yl. (5.15)

3. Para todo x € R?, todo t € [0,T] y toda p', u* € A tenemos que

t

|7;H1 (I) - 7;#2 ((L’)| S —H1<é}20 Wl (M}L—l-m M%L-‘,-s) dh
o —T<s<

- (5.16)
+ / mé“X Wl (H’?l"—f—s? ﬂ’g—f—s) dT et_h dh
0 JO

—7<5<0
donde consideramos Wi (uk, p?) = 0 para todo s < 0.

Demostracion. 1. Para cualquier y € R? y todo t € [0, 7], por (5.10) tenemos
0
i@l [ [ 1) due) dots)
-7 JR

0

< O / / (1 + 2] + [y]) dpsess(y) dp(s)
-7 B()(ZR())

< Ck(1+ |z| + 2Ry).

De esto obtenemos que
t
T ()] < Jo| + / KCE (T ()| dh
0

t
< | + Cre(1 4+ 2Ry )t + CK/ T ()| dh
0

y el resultado se sigue de aplicar el lema de Gronwall.
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2. Para esta parte aplicamos el mismo lema a la desigualdad
)~ T < =l + [ T0) - T ) dh
3. Para ver el tercer punto y terminar el lema notamos primero que
K () — K2 ()| <IKE () — K32 ()| + K () — K2 (y))
0
<[] ity = 12.,)() dp(s)

w0 K6 - K die) dote

< _1;11<a>§0 Wl(ﬂt+s7 PJt+s) +lz =yl

K(x,z) — K(x,z)

pues Lip(K) = 1. De esto se sigue que
|77 () = T ()]
t
< [ VT ) — kel an

/ i Wi(jih, o i2,.) dh + / T () — T ()| dh

—7<5<0

y, finalmente, volvemos a aplicar el lema de Gronwall.
El lema queda demostrado. [

Con el lema anterior estamos en condiciones de probar la proposiciéon 5.2.2.

Demostracion. Empecemos fijando una pu € A. Dado que v es una medida de probabi-
lidad se sigue de la definicién de push-forward que I'(u1); es una medida de probabilidad
sobre R? para todo tiempo ¢. Ademas, dado que 7" es la identidad en R?, tenemos que
I'(1)o = 1.

Debemos verificar que I'(14); es continua en ¢ y que su soporte esta en la bola By(2R).
Para el soporte notemos que si x € By(Ry) C R? entonces usando la desigualdad (5.14)
del Lema 5.2.1 tenemos que

1T (2)| < Roe“T + (e“%T —1)(1 + 2R,) < 2R, (5.17)

para t € [0,7] si T < Ty donde T depende tnicamente de Ck. Deducimos de esto
que supp(I'(p);) C Bag, para todo t € [0,7]: si ¢ € C(R%RY) con soporte fuera de
la bola By(2Ry) entonces (S (x)) = 0 para todo |z| < Ry y todo t € [0,T] y como
supp(vo) C Bo(Ryp) se sigue que

[ ewaruow = [ o) i) <o
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como querfamos ver.

Veamos la continuidad de I'(u); en el tiempo respecto de la distancia W;. Usando el
Teorema 7.12 de [44] basta ver que para cadat € [0,7]y ¢ € C(R? R?) con creciemiento
a lo sumo lineal, es decir, p(z) < C(1 + |z|), sucede que

[ o(z) d((p)e) (2) :/Rd () d(T (1)) (),

t—to R4
fm [ (T (x)) dvo(z) = / (T (2)) dun(x).
t=to Bo(Ro) Bo(Ro)

Este hecho es consecuencia del teorema de la convergencia dominada y que
(T ()] < C(L+ T (2)]) < C(1+ 2Ro)

donde estamos usando (5.17).

Finalmente resta probar que I' es una contraccién. Fijamos u' y u? en A, luego para
todo t € [0,T] y toda ¢ : R — R? 1-Lipschitz tenemos que

| [ e =60 @) = [

<
Rd

Podemos acotar el integrando usando la desigualdad (5.16) del Lema 5.2.1,

AT () = o (T7()) v )

T (2) = T () |dvo ().

T (@) — T (@)

t h
< mAx Wy (lu}lz—l—s? lj’i—i—s) dh + / max Wy (lu}"-i-sv 1“72“—1—5) dr et_h dh
0 0

0 —7<s<0 —7<s<0

< ‘ 1,2 t ‘ 1,2
<t max Wiy, ) + (€7 — ¢ — 1) max Wi(py, 1)

y la integral se acota ya que vy es una medida de probabilidad.
Tomamos supremo sobre todas las ¢ y llegamos a que

Wi(L()e, D(e)e) < (e = 1) mdixe Wi (japs pi3)-
Con lo cual deducimos que

Wi (T(p'), D(1?)) = méx Wi(D(p')e, D(p?)e)

0<t<T

< T _ 1 Z 1 2
< (e7 — 1) mdx Wi (up, th)

< (e = )Wi(p', p?)

y tenemos la contraccion si tomamos 7' suficientemente pequeno. O
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Con lo demostrado hasta ahora més el siguiente lema (también de Gronwall) estamos
en condiciones de probar el resultado principal de este capitulo. Veamos entonces este
nuevo lema (ver apéndice A.2 para una demostracién del lema).

Lema 5.2.2 (Gronwall 2). Sea A una constante no negativa, u : [0,b] — [0,+00)
continua y tal que

t t h
u(t) <e'A+ ¢ / u(h) dh + €' / / u(r) drdh
0 0 Jo

para todo t € [0,b] entonces

t
u(t) < e A1+ ettt / =) ).
0

5.2.2. Demostracion del teorema de existencia

Terminemos esta seccién viendo la demostracion del teorema 5.2.1 de existencia,
unicidad de solucion y continuidad respecto del dato inicial del problema para infinitos
agentes.

Demostracion. Usando la proposicién 5.2.2 sabemos que hay existencia local de la so-
lucién. Si usamos nuevamente la ecuacion (5.14) entonces T;(x) esté acotada para cada
x en una bola. Dado que vy tiene soporte acotado, p; también tiene su soporte aco-
tado. En la demostracién de la proposicion el tiempo solo depende de K por lo cual
para un 7' > 0 fijo podemos repetir el argumento para los intervalos [T, 27, [2T,3T] y
asi sucesivamente obtenemos una solucién global para todo tiempo [0, o).

Tenemos que concentrarnos en probar la unicidad de solucién. Para esto queremos
ver que esta debe ser solucién de un problema de punto fijo. La idea de la demostracién
es trabajar con un campo vectorial fijo sin preocuparnos que depende de la solucion.
Con esta idea en la cabeza supongamos que tenemos una funcién p y fijamos un campo
vectorial F := K*. Veamos el problema

d
it div(Fi) =0 >0,

flo = Uy

donde 7y € P(R?) con soporte compacto. Como el problema es lineal con un campo
Lipschitz sabemos que existe una tnica solucién al problema i € C([0, +00), P(R?)).
Con la misma idea de antes, esta aplicacién u — fi resulta una contracciéon y por lo
tanto existe una tnica solucién.
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Para terminar debemos probar que la solucién depende continuamente del dato
inicial. Para cualquier ¢ : R — R? 1-Lipschitz tenemos que

| [ e =i =] [ om @i - [ ome)aie)
<| [ e @yane) - [ o @) age)
#] [ omr ey aie - [ o))

<e'Wi(vs,v3) +/
R4

T () = T (2)| i ()

—7<s<0

t
Set Wi (Vé, Vg) + / max W, (:u}lz—l—s? H’i%—i—s) dh
0

t h
[ e Wil dret
0 0

—7<5<0

donde usamos que Lip(7"'(:)) = €' y la desigualdad (5.16) del lema 5.2.1. Dado que
e’ > 1 tomamos el supremo sobre ¢ y

t

W1 (/’Liv ,LL?) < et Wl(yé7 V§)+€t H1<é}i0 WI (/’L}L—l-s? M%L—I—s) dh
o —T<s<

t rh
—I—et/ max Wi(pb,,, p2.,) drdh.
0 Jo

—7<s<0

Como el término de la derecha crece con t vemos que

t

[ 1 2 t 1.2 t [ 1 2
max W < e Wilvy, vi)+e max W dh
max 1(Higsr iy s) < (19, V) | —risso 1 (s Hts)

t ph
t , L )
te /0 0 _Iglgaé}éo W1 (:ur+57 MrJrs) dr dh.
Asi, basta usar el lema 5.2.2 con u(t) = max_,<s<o Wl(utl+s, ,uerS) para obtener que
Wit 12) < méx Wil 12,)

—7<s<0

t
Set(l + ettezr(t) / e—exp(h) dh> Wi (v, 1)
0

El teorema queda demostrado. O
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5.3. Caso general: memoria perfecta

En esta tltima seccién de la tesis modificamos el enfoque del problema y la infor-
macién que tienen los jugadores del pasado reciente. Ahora no solo miran la posicion
anterior del resto de la poblacion, sino que recuerdan por donde pasé cada agente. Por
ejemplo si dos agentes se cruzaron en un pasado reciente, todos los demaés son capaces
de distinguir qué trayecto recorrié uno y cudl el otro. Ahora en vez de mirar soluciones
en el espacio C([0, +00), R?) debemos considerar el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias

d 1 & . »
= L) - (%) (4)
o) =+ ;K(a (t), o) t>0, (5.18)
o@D (s) = ol (s) s € [—T,0] (5.19)
para i = 1, ..., N, funciones 0(()1), . ,cr(()N) € E y redefinimos K : R? x E — R? donde

notamos al espacio de Banach
E := C([~T,0],R%).

Entonces dada una medida v en E tenemos el operador I para medidas con primer
momento finito

K (p(t)) = /E K(p(t), 0)dv(q).

Igual que como hicimos en (5.9), asumimos que K es globalmente Lipschitz:
K (2!, oY) = K(a?,0®) < [a! —2?| + |Ip' — 1| (5.20)
para cualesquiera z', 22 € R? y p', ¢®® € E. En particular
[ K (2, p)| < Cre(1+ || + [|pl])
para todo x € R y p € E.

Proposicién 5.3.1. Con las hipétesis de (5.20) el sistema (5.18) con condicion inicial
(5.19) tiene una unica solucion P(t) y la aplicacion t — P, € E resulta continua.

La demostracion de este resultado es igual que la de la proposicién 5.1.1.

Para un 7' > 0, una medida p € C([0, 7], P1(E)) y un punto z € R? notamos T'(z)
al flujo asociado al campo vectorial IC** que comienza en z, es decir,

d H _ it "
ST @) = KT @) 20,
Ty (x)

x.
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Necesitamos una funcion de restriccion para ¢t > 0 tal que
res;: C([-7,T],RY) — F
D = Pt
Notamos con TH(z) € C([0,T],R?) a toda la trayectoria de z,
TH(z) : t €0,T] — TH(x) € R
Luego consideramos la funcién que extiende la trayectoria (continua) inicial de [—7, 0]
a una nueva trayectoria continua de [—7, T,
St E — C([-7,T],RY)

(t) sit <0
po= {%“(p(())) sit> 0.

Proposicién 5.3.2. SiocW ... ™) es solucion de (5.18) entonces la medida empirica
py = Zfil 0 @ € Pi(F) satisface la ecuacion de punto fijo
I
pe = (resy o S*)#po.

Demostracién. Debemos ver que para cualquier funcién test ¢ € C(E,R?) resulta que
1 e~ 1 —
3 2601 = [ tresio Sum(a) du () = 5 S elres o Sy (o)
i=1 =1

Basta probar que o® (t) = S*" (¢°)(t).
Sit < 0 entonces S*" (¢')(t) = ¢’(t) y sit > 0, tenemos que S*" (¢')(t) = T*" (¢(0))
que es 0(t) dado que L0 (t) = K} "(6D(t)) y la demostracién queda terminada. [

Queremos generalizar el caso de finitos agentes y estudiar la evolucién de una den-
sidad de agentes. Fijamos una condicién inicial v € Py(E) con soporte en una bola
By(Ry) C E. Notemos que la operacién de push-forward induce una funcién

i = res#(SHH#Y) = (resy o SF)F#v.

Llamamos C,([0,T],P,(E)) al conjunto de medidas continuas p € C([0,7],P1(E))

tales que p;—o = v y consideramos el subconjunto

A= {u € C,([0,T],P1(E)) tal que sop(u;) C Bo(2Ry) para t € [O,T]}.

Exactamente igual que como probamos en (5.13) (y repetimos el nombre para sim-
plificar notacién) A es un espacio métrico completo.

Los siguientes resultados generalizan la proposicion anterior y describen la evolucién
para una medida arbitraria en P(E).
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Proposicién 5.3.3. La funcion T': C([0,T],P,(E)) — C([0,T],P1(E)) definida por
['(p) := (res; o S*)#v, pe C(0,T)],Pi(E))

satisface T'(A) C A para T (suficientemente pequeno que solo depende de K ). Ademds
es una contraccion en A, es decir, existe C' € [0,1) tal que

0<t<T 0<t<T

max Wi (T(u'),, T(1®)e) < C méx Wi(uy, 7).

Teorema 5.3.1. La funcion I' tiene un unico punto fijo. Ademds, la solucion depende
continuamente del dato inicial: existe una funcidn continua r : [0,4+00) — [0, +00) con
r(0) =1 tal que

Wb, i) < r(O WA (01, 02).

Nuevamente necesitamos un lema similar al que enunciamos en 5.2.1. La demos-
tracién requiere cotas para el flujo asociado a K como las obtenidas alli. Omitimos la
demostracién de los dos primeros puntos del lema siguiente pues son (casi) idénticas a
las anteriores.

Lema 5.3.1. 1. Para todo x € R? y € A,
|TH(x)| < |2]e“k 4+ (9Kt — 1)(1 + 2Ry), tel0,7T].
2. Para todo x,y € R y u € C([0,T], P(E)),
T (x) = T (y)] < €flz —yl. (5.21)

3. Para todo x € RY, t € [0,T) y ut, u® € A,

7@ -7 < [ Wby [ Wi yaretan 622
Demostracion. 3. En este caso tenemos
K () — Ki2 ()] <|KE™ (2) — K2 ()| + KA (@) — K ()]
< [ |F G0 = K| atet - o
+/E’K($,p)—K(y,p)’du?(p)
<Wi(py, 1) + |z =yl

porque (nuevamente) Lip(K) = 1y el resto de la prueba es como antes.
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Podemos probar ahora la proposiciéon 5.3.3.

Demostracion. Primero fijemos una medida 1 € A. Como v es una medida de probabi-
lidad se sigue de la definicién de push-forward que I'(u1); es una medida de probabilidad
para todo t. Ademas debido a que resgo S* es la identidad en E, por definicién de S*
tenemos que I'(x)j;=0 = v.
Entonces para x € By(Ry) C E
[rese o S*(z)]| < hglax |8 () (h)|

max {|7;"((0)), [[«[|}

h €l0,7]

< méx {|z(0 )|eCKh + (e%h — 1)(1+2Ry), Ro}
hel0,T]

< 2R,

para T suficientemente pequeno.

Si ¢ € C(E) tiene soporte fuera de la bola By(2R,) entonces o(res; o S*(x)) = 0
para todo ||z|| < Ry. Dado que supp(r) C By(Rp) esto implica que

/E o d(T(1),) = /B  (pores 0 8)(@) dulz) =0

El resto de la demostracion es igual que en 5.2.2. ]
Estamos en condiciones de probar el teorema 5.3.1.

Demostracion. Observemos que

[rese o 82(w) — res, 0 8t(a)|| <méx { max 1T(6(0)) T (a0 Ip — all}

0<h<t

Sy _
_maX{ggggte 1p(0) = q(0)], [l Q||}

<e'|lp—ql,

donde estamos usando la ecuacién (5.21) y, por lo tanto, res; o S* es e'-Lipschitz.

Definamos 70 = min{7,t} y usando (5.22) resulta que

[resy 0 8*1(p) —resy 0 8 (p)|| = max [T (p(0)) = T (p(0))]

—70<s<0

/ Waub, 42) dh + / / Wi, 22) dr e+~ dh
0

< / Wi (i, 1i2) dh + / / Wi (i, 22) dr " dh.
0 0 0
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Para cualquier ¢ : £ — R? 1-Lipschitz tenemos
| [ et = i) = [ etresiosm o) aro) - [ plreso 7w a0
E E E
<| [ tresiosm @) ar'o) - [ plreso ) a )]
E E
+ ‘ / p(res, o 8" (p)) dv*(p) — / p(res; 0 8" (p)) dVQ(p)‘
E E
<e'Wi(v',v?) + / |res; o SM1(p) — res, o S*2(p)|| dv?(p)
E
t
< WA + [ W) dn
0
t ph
[ [ oy are - an
0o Jo
Finalmente, tomando supremo sobre ¢ y usando el lema 5.2.2 resulta
t
Wa(pad, i) < e (14 ettesttd / e dh ) W (v, )
0

y el teorema queda demostrado. O]
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Apéndice

Recordemos y demostremos el teorema 3.2.1 del capitulo 3 sobre la existencia y
unicidad de solucion para la ecuacion de Boltzmann.

Teorema A.1. Para todo dato inicial ug € Pi(A) existe una inica u € C([0, 00), P1(A))
tal que

/A o) dulp) = [ o(0) dun(p)

. (23)

" /0 /[;1,1]2><A3 (p(2") = () dcdéd%(p)dus(ﬁ)de(q)ds

para cualquier funcion test p € C(A).

Dada una medida u € P;(A) trabajamos con la norma de variacién total donde

full=sup {| [ o) dutp)] at que ol <1}

Demostracion. Dividimos la prueba en tres partes. Primero probamos usando el Teore-
ma del punto fijo de Banach que tenemos una medida que satisface la ecuacién. Luego
vemos que es C? respecto de la variable temporal. Y por tltimo que es una medida de
probabilidad.

Primer paso. Para u, v € M(A) definimos una nueva medida:

Qe =g [ (6l0) ~ olo) dcdiautpian 5)db)
b [ o) - o) dedldelp)du(pdota)
2 Jo,12x8

para cada ¢ € C(A) y notamos Q(u) := Q(u,u).

Por simplicidad, a partir solo notamos el dominio de integraciéon cuando integramos
respecto del tiempo o cuando integramos solo respecto de la variable p. En los demas
casos se puede deducir por contexto.
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Para calcular la norma tenemos que si ||| = ||¢|lco < 1 entonces

[{Q(u, v), )| < 2flglll[ullllvll < 2[lulv]

por lo cual
Q) < 2[|ull*. (24)
Ademas dado que

Au(p)du() — dv(p)dv(p) =3 [du(p) + do(p)] [du(p) — du )

(25)
b5 [du(p) — do(p)] [du() + do(p)]
resulta
@) - Q) )l < 5| [ et @@M«HM@M@@—@@M%H
J/ (1)) dcdC [du(p) — dv(p)] [du(p) + dv(p)] (o)
=(Qu+v,u—v),p)
<2[[ellllu+vlfflu = vl
Entonces
1Q(u) = Q)] < 2[ju+ vllfju —v]| (26)

que es la desigualdad que nos permite mostrar la contraccién. Sea

A= {u € CU0T]PLA)) tol que wy = o y o [ < 2}
Para u € Ay ¢ € C(A) definimos
(s 0.8) 5= o) + [ QL)) s
Necesitamos probar que J(A) C A. Para esto notemos que
17 (u, )| < luoll + /Ot 1Q(v)ds < 1+T x 2 méx flo,[* < 1 +é X8 =2
y usando la desigualdad (26) obtenemos
1600 = .01 < [ Q) — Qe ds

_/%M+%M%—%MS
0

<T x SHU_UH7
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con lo cual si T' < 1/8, mediante el Teorema del punto fijo de Bancach, resulta que u
satisface la ecuacién (23) del teorema.

Sequndo paso. Ahora vemos la regularidad C* en la variable temporal.

U = Q)

] [ [t at

<t [ et - @] as

1 t+h
< / ety + el s — ]| ds
t

1 t+h
§E8/t s — | ds

donde nuevamente estamos usando (26). Como u; es continua tenemos
Uppn — Uy
— — Qw)

4

cuando t — 0. Definimos dyu; := Q(u;) y tenemos la suavidad respecto del tiempo.

—0

Tercer paso. Probemos que es una medida positiva: si ¢ € C(A) y ¢ > 0 entonces
debemos ver

<ut7 90> 2 0.
Definamos la medida
1

(Qulu,0). ) = 5 [o0") Gl [ (dulp)dolp) + dv(p)iup) do(a)

y Q4+ (v) := Q4 (v,v). Notemos que Q4 (u,v) es no negativa si v y w son no negativas y
también

Q). ) =(Q- (u), o) — /90(19) d¢dédu(p)du(5)do(q)
(27)
—(Q4(u). ) — /A o(p) du(p).
Ademaés
Q4 (u) > Q4 (v) 2 0 (28)

siu > v >0 pues
Q+(u) = Q+(v) = Q4(utv,u—v) >0

donde la igualdad se ve de la misma forma que (25).
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Fijado el dato inicial ug supongamos que probamos que existe una tunica v €
C([0,00), P1(A)) tal que [, 1dv(p) =1 para todot >0y

t
v = e Tug + /0 e* Q4 (v,) ds. (29)
Luego
d t
P e fug — /0 e Q4 (vs) ds + Qi (vy)
=Q+(vr) — vy
=Q(vt)

debido a la ecuacién (27), es decir, v; es la inica que cumple la ecuacién (23) del teorema
y es una medida de probabilidad. Entonces solo resta encontrar v.

Definamos las medidas v := 0y

t
o™ = ety +/ etQ (v V) ds.
0

(1)

Veamos que v > "V Como up es una medida positiva entonces v, ’ es positiva.
t t

Luego basta hacer inducciéon

7 =0 = [ et a1 - @0l ) (s 2 0

si ¢ > 0 debido a la ecuacién (28). Con lo cual tenemos una sucesién de medidas
positivas.

Veamos que integran uno. Por el dato incial es claro que [ Al dv™(p,0) = 1 para
todo n. Ademas

d

G [ 1w - /1dcz+< W)(p)—/Aldvﬁ”‘”(p)
=(Q+(v" V) — v 1)

=(Q(vy" "), 1)
=0.

Como cada vf”) es de probabilidad, esta acotada y podemos definir el limite

<Uta 90> = lim <Ut(n)a 90>

n—oo

Dado T > 0 queremos ver que la funcién limite estd efectivamente en C([0, 7], P1(A)).
Para esto usamos el Teorema de Arzela-Ascoli: como son medidas de probabilidad resta
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ver la equicontinuidad para tener las hipdtesis de este teorema. Por la desigualdad (24)
resulta

t+h
I =Bl =] [ [ o a@u o) mas|
t
t+h
<ol [ Q) ds
t

t+h

<Ilel / 2ulm D2 ds
t

—llol2h

y tomando supremo sobre las funciones test tales que ||| < | resulta
o™ = vihl < 2h.

Como se cumplen las hipétesis del Teorema de Arzela-Ascoli existe una subsucesion
v — vy v e O0,T),P(A)). Como T > 0 es cualquiera llegamos a una funcién
limite v € C([0,00), P1(A)).

Solo resta ver la unicidad. Si tenemos dos soluciones u; y v; que cumplen (29)
entonces

t t
e — ]| < / Q4 (1) — Qs (v,) ds < / Q1) — Qo (v,)] ds
0 0
t
g/ 19|y + va| [uts — v ds
0

t
§/ " ||y — v, ds
0

y, por el lema de Gronwall,
g — vl =0
como queriamos. Por lo tanto encontramos una tnica v € C([0, 00), P1(A)) que cumple

la ecuacién (29). O

Probemos la propiedad del subfactorial que utilizamos en la demostracion de la
proposicion 4.4.1 del capitulo 4.1.

Proposiciéon A.1. Definamos !d como la funcion que mide la cantidad de permutacio-
nes que no dejan nungun elemento invariante en un conjunto de d elementos. Entonces
vale que

d = (d — 1)(!(d— 1)+!(d_2>). (30)
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Demostracion. En esta prueba siempre que hablamos de permutaciones hacemos refe-
rencia a permutaciones que no dejan ningin elemento invariante.

Como los d elementos son distinguibles podemos numerarlos de forma x1, s, ..., x4
y luego de la permutacién son z7*, z3*, .. * donde zy, # x}* para todo k=1,...,d.

Fijemos un ntmero ¢ < d y busquemos todas las permutaciones en las cuales el
elemento x4 termina en la posiciéon 7. Empezamos con la permutacién de los primeros
(d—1) elementos y los llamamos z7, 23, ...,z ; donde z) # z} para todo k < d. Luego
intercambiemos el elemento z} con el x,. Tenemos un total de !(n — 1) permutaciones.
Notemos que asi en la posicion d nunca queda el elemento x;. Entonces resta considerar
las permutaciones donde x; termina en la posicion ¢ y x; en la d. Ahora debemos
trabajar con (n — 2) elementos por lo que este caso aporta !(n — 2) permutaciones.

Finalmente la posicién i era cualquiera que cumpliera ¢ < d; por lo que las permu-
taciones totales son las dadas en (30). O

Por 1ltimo, necesitamos los siguientes lemas de Gronwall:

Lema A.1 (Gronwall). Sea u, a, 5 : [a,b] — [0,400) continuas y tal que

+ / B(h)u(h) dh

u(t) < aft) + / t a(h)B(h)el? dh.

t € [a,b] y B es no negativa. Entonces

En particular, si 5 es una constante positiva, « es lineal (a(t) = A+ Bt) y a = 0,
entonces

u(t) < AeP + (Pt — 1)%

Lema A.2 (Gronwall 2). Sea A una constante no negativa, u : [0,b] — [0, +00) conti-

nua y tal que
u(t)getfH—et/ dh+e/ / r) dr dh

para toda t € [0,b] entonces

t
u(t) < el A<1 | tenn(t) / —— dh)
0

Demostracion. Definamos

u(t) 1= etmeanlt ( / h) dh + / / drdh
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Luego

%v(t) = (-1 —et)e—t—ew(t / h) dh + / / r)dr dh

+ emtmean(t) <u(t)+ / u(r )dr)
o t=eap(t) <u() / u(h) dh — (et + 1) / / r) dr dh
< et (u() / h)dh — ¢ / / drdh

< e—t—exp(t)etA _ Ae—ea:p(t)

y dado que v(0) = 0 obtenemos que

t
v(t) < A/ e~ g,
0

Con lo cual tenemos que

¢
u(t) < et (A X et+emp(t)v<t)> < (A L et—i-emp(t)A/ —eap(h dh)
0

como queriamos probar.
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