
UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRESFaultad de Cienias Exatas y NaturalesDepartamento de Matemátia
Sistemas de euaiones polinomiales ralas:aspetos teórios y algoritmosTesis presentada para optar al título de Dotor de laUniversidad de Buenos Aires en el área Cienias MatemátiasMaría Isabel Herrero

Diretor de tesis: Gabriela Talí JeronimoDiretor asistente: Juan Viente Rafael SabiaConsejero de estudios: Gabriela Talí JeronimoBuenos Aires, 2013





Sistemas de euaiones polinomiales ralas:aspetos teórios y algoritmosResumenEsta tesis se entra en la resoluión efetiva de sistemas de euaiones polinomiales ralas (esdeir, dadas por polinomios on estrutura monomial pre�jada). A lo largo del trabajo, seanalizan distintos aspetos teórios de las variedades a�nes de�nidas por estos sistemas y, enbase a los resultados de este análisis, se diseñan nuevos algoritmos simbólios probabilístiospara desribirlas uyas omplejidades dependen de invariantes algebraio-ombinatoriosasoiados al sistema.En primer lugar, se presenta un algoritmo para el álulo de las soluiones aisladas en Cnde sistemas polinomiales ralos de n euaiones y se prueba una ota superior genériamenteexata para la antidad de estas soluiones.A ontinuaión, se onsidera el problema de la desomposiión equidimensional de varieda-des a�nes de�nidas por sistemas ralos. Para sistemas genérios, se da una araterizaiónombinatoria de esta desomposiión en funión de la estrutura de las euaiones y seonstruye un algoritmo para su álulo. Para sistemas ralos uadrados arbitrarios, se ob-tiene una ota superior para el grado de la variedad que de�nen, que mejora las otasprevias onoidas, y se exhibe un algoritmo que alula onjuntos �nitos de puntos re-presentativos de ada omponente equidimensional on omplejidad polinomial en la otahallada para el grado.Finalmente, se onstruye un algoritmo que, dada una variedad de�nida por un sistema ralogenério, alula la lausura de Zariski de su proyeión a un subespaio de oordenadason omplejidades del mismo tipo que para los problemas anteriores.Palabras laves: Sistemas polinomiales ralos, desomposiión equidimensional de varieda-des algebraias, grado de variedades a�nes, teoría de eliminaión, algoritmos y omplejidad





Sparse polynomial equation systems:theoretial aspets and algorithmsAbstratThis thesis fouses on e�etive solving of sparse polynomial equation systems (that is, equa-tions given by polynomials with presribed monomial struture). Throughout this work,we analyze di�erent theoretial aspets of the a�ne varieties de�ned by these systems and,from the results of this analysis, we design new probabilisti symboli algorithms to des-ribe them with omplexities depending on algebrai-ombinatorial invariants assoiatedwith the system.First, we present an algorithm for the omputation of the isolated solutions in Cn of sparsepolynomial systems with n equations, and we prove a generially sharp upper bound forthe number of these solutions.Then, we onsider the problem of the equidimensional deomposition of a�ne varietiesde�ned by sparse systems. For generi systems, we give a ombinatorial haraterizationof this deomposition depending on the struture of the equations, and we onstrut analgorithm for its omputation. For arbitrary square sparse systems, we obtain an upperbound for the degree of the variety the system de�nes, whih improves the previous knownbounds, and we exhibit an algorithm that omputes �nite sets of representative points ofeah equidimensional omponent within a omplexity whih is polynomial in our boundfor the degree.Finally, we onstrut an algorithm that, given a variety de�ned by a generi sparse system,omputes the Zariski losure of its projetion to a oordinate subspae within a omplexitydepending on invariants of the same kind as in the previous problems.Keywords: Sparse polynomial systems, equidimensional deomposition of algebrai varie-ties, degree of a�ne varieties, elimination theory, algorithms and omplexity
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IntroduiónLos algoritmos generales onoidos para resolver sistemas de euaiones polinomiales re-quieren realizar una gran antidad de operaiones. Ésta es una de las razones por las quese intenta desarrollar proedimientos para resolver familias partiulares de sistemas deeuaiones polinomiales, por ejemplo, sistemas dados por polinomios on estrutura �ja.Bernstein [7℄, Kushnirenko [50℄ y Khovanski [48℄ probaron que la antidad de soluionesaisladas en (C∗)n de un sistema polinomial de n euaiones está aotada superiormentepor un invariante ombinatorio, llamado volumen mixto, asoiado al onjunto de soportesde los polinomios involurados (el soporte de un polinomio es el onjunto formado porlos exponentes de los monomios que apareen on oe�ientes no nulos). Este resultadoes onsiderado la base del estudio de los sistemas polinomiales ralos, que son sistemasdados por polinomios on soportes preestableidos, y dio lugar al desarrollo de la teoría deeliminaión rala (ver [33℄).En esta tesis, se analizan los onjuntos de soluiones en Cn de sistemas polinomiales ralosen n inógnitas y se diseñan algoritmos para el tratamiento de estos sistemas on omple-jidades que dependen de invariantes algebraio-ombinatorios asoiados a los soportes delas euaiones. Más preisamente, se onsideran tres problemas:Cálulo de las soluiones aisladas en Cn de un sistema ralo.Desomposiión equidimensional algorítmia de variedades a�nes de�nidas por siste-mas ralos en Cn.Cálulo de la proyeión de variedades de�nidas por sistemas ralos genérios a unsubespaio de oordenadas.Los algoritmos más e�ientes para resolver sistemas polinomiales ralos en (C∗)n, tanto nu-méria omo simbóliamente, usan deformaiones poliedrales (ver, por ejemplo, [71℄, [42℄,[58℄, [45℄). Un método de deformaión para alular los eros aislados de un sistema po-linomial onsiste en onsiderar el sistema omo una instania partiular de una familiaparamétria de sistemas genérios ero-dimensionales para luego obtener sus eros a partir3



4 INTRODUCCIÓNde las soluiones de otra instania, su�ientemente genéria, fáil de resolver. Estas téni-as, utilizadas en un prinipio para resolver sistemas de euaiones numériamente (ver,por ejemplo, [4℄, [52℄, [65℄ y las referenias allí itadas), han sido apliadas también enproedimientos simbólios por medio del levantamiento de Newton-Hensel (ver, por ejem-plo, [36℄, [41℄, [51℄, [44℄). Las deformaiones poliedrales, además, preservan la estruturamonomial del sistema de polinomios onsiderado, on lo ual el número de �aminos� aseguir a lo largo de la deformaión oinide on el número esperado de soluiones. Parasistemas ralos, esto da lugar a menores tiempos de ejeuión que los algoritmos generales.Las primeras otas para la antidad de eros aislados en Cn de sistemas de n euaionespolinomiales ralos se presentaron en [57℄ y fueron luego mejoradas en [54℄ y [59℄. La ota máspreisa onoida hasta el momento fue dada en [43℄ en funión del volumen mixto estableque, al igual que el volumen mixto, es un invariante ombinatorio que depende solamentede los soportes de los polinomios del sistema. Las demostraiones efetivas de estas otasdieron lugar al desarrollo de algoritmos numérios para el álulo de eros aislados en Cn(ver, por ejemplo, [54℄ y [43℄). Un algoritmo simbólio que desribe las soluiones aisladasde sistemas ralos tales que todos sus polinomios tienen término onstante no nulo fuepresentado en [45℄.El algoritmo de [43℄ utiliza deformaiones poliedrales suesivas, lo ual se re�eja negati-vamente en la omplejidad. Una mejora a este proedimiento es el algoritmo de [31℄ (vertambién [26℄), que utiliza solamente dos deformaiones poliedrales. Estos algoritmos redu-en el problema a la resoluión en (C∗)n de una familia �nita de subsistemas de euaionesonstruida a partir de una deformaión partiular.En el Capítulo 2 de esta tesis, presentamos un algoritmo probabilístio simbólio que alulalos eros aislados en Cn de un sistema polinomial ralo de n euaiones. Al igual que elproedimiento de [31℄, nuestro algoritmo está basado en resultados de [43℄ y evita tambiénhaer deformaiones poliedrales suesivas. Además, requiere resolver menos sistemas deeuaiones y en menos variables que los algoritmos previos. Nuestro proedimiento extiendeel resultado de [45℄ a sistemas on soportes arbitrarios y tiene una omplejidad (salvo por unpre-proesamiento) que depende polinomialmente de volúmenes mixtos estables asoiadosal sistema (ver el Teorema 2.13).El input del algoritmo es la representaión rala de los polinomios f1, . . . , fn del sistemay las eldas mixtas de una subdivisión mixta �na de la familia de onjuntos obtenidosagregando el origen de oordenadas a sus soportes, que onsideramos prealuladas (ver,por ejemplo, [25℄, [70℄, [53℄, [30℄ y [55℄ para diversos algoritmos que alulan estas eldas).El output del algoritmo es una resoluión geométria, es deir, una representaión pormedio de polinomios univariados, de un onjunto �nito de puntos que ontiene los eros



INTRODUCCIÓN 5aislados del sistema, donde los puntos están parametrizados por los valores que toma enellos una forma lineal genéria (ver, por ejemplo, [37℄). La idea general del algoritmo esreuperar las soluiones aisladas del sistema original haiendo una deformaión homotópiaa partir de las soluiones de un sistema genério on los mismos soportes. Para hallar lassoluiones aisladas del sistema genério, adaptamos las ténias poliedrales introduidas en[43℄ y re�nadas en [31℄ on el �n de haer un análisis detallado que nos permite determinarlos subsistemas a resolver. Finalmente, apliamos las ténias de deformaión simbóliapara eliminaión rala presentadas en [45℄.Los resultados que determinan la orretitud de nuestro algoritmo podrían también apli-arse para diseñar un proedimiento numério omo en [43℄ y [31℄. Si bien estos trabajos nopresentan estimaiones explíitas de omplejidad, nuestro enfoque permite trabajar on unnúmero menor de sistemas uadrados en una antidad menor de variables lo que impliaríamejores tiempos de ejeuión.Como onseuenia del análisis teório desarrollado, obtenemos también una nueva otasuperior genériamente exata para la antidad de soluiones a�nes aisladas ontadas sinmultipliidad de un sistema ralo de n euaiones on n inógnitas (ver Teorema 2.19) y unaaraterizaión de los sistemas que solo tienen �nitas soluiones a�nes (ver la Proposiión2.23) equivalente a la dada en [59, Lemma 3℄, generalizando un resultado probado en [13℄para sistemas binomiales.Una vez aluladas las soluiones aisladas, el siguiente paso natural es araterizar lasomponentes de dimensión positiva de la variedad afín de�nida por un sistema polinomialralo teniendo en uenta los soportes de los polinomios involurados.Existen diversos algoritmos simbólios para desribir la desomposiión equidimensional deuna variedad algebraia que solo tienen en uenta el grado de los polinomios que la de�nen yno su estrutura monomial. Los primeros algoritmos determinístios que realizan esta tareapueden hallarse en [15℄ y [35℄ (ver también [34℄ para un análisis del problema más generalde la desomposiión primaria de ideales). Posteriormente, en [24℄ y [46℄, se diseñaronalgoritmos probabilístios on menores tiempos de ejeuión. Las omplejidades de estosalgoritmos son polinomiales en el número de Bézout del sistema, el ual genériamenteoinide on el grado de la variedad que el sistema de�ne. En [51℄ y [44℄ se presentan otrosalgoritmos probabilístios on omplejidades que dependen de un invariante nuevo asoiadoal sistema, el grado geométrio, que re�na la ota de Bézout. El Teorema de Shwartz-Zippel(ver [61℄, [73℄) permite transformar algunos de estos algoritmos en determinístios si seonoen otas superiores para los grados de los polinomios que araterizan las instaniasexepionales.El problema de la desomposiión equidimensional ha sido tratado también desde el pun-



6 INTRODUCCIÓNto de vista numério. A partir del algoritmo dado en [64℄ se fueron obteniendo mejorassuesivas hasta llegar al algoritmo desripto en [65℄ basado en métodos de ontinuaiónhomotópia para la desomposiión de una variedad algebraia en omponentes irreduibles(ver las referenias allí itadas).Para el aso de los sistemas ralos, en el maro numério, en [69℄ dan erti�ados para laexistenia de urvas en el onjunto de soluiones. Por otro lado, en [3℄ y [2℄, se presentanmétodos algorítmios para la determinaión de desarrollos en series de Puiseux para urvasy omponentes de dimensión positiva arbitraria, respetivamente, de variedades de�nidaspor sistemas ralos bajo iertas hipótesis sobre las euaiones.En el Capítulo 3 de esta tesis analizamos, tanto desde el punto de vista teório omoalgorítmio, la desomposiión equidimensional de variedades a�nes de�nidas por sistemaspolinomiales ralos.En primer lugar, onsideramos el aso de sistemas ralos genérios. En este ontexto apareeuna diferenia importante on respeto al aso de sistemas densos: el onjunto de soluionesde un sistema genério de n polinomios en n variables on grados �jos onsta solamentede puntos aislados, mientras que si se �ja la familia de soportes de los n polinomios en
n variables involurados en un sistema ralo, para eleiones genérias de los oe�ientespuede haber omponentes a�nes de dimensión positiva. Mostramos que la existenia deestas omponentes de dimensión positiva para sistemas genérios depende solamente de laestrutura ombinatoria de los soportes y damos ondiiones que permiten enontrarlas.Estas ondiiones dan una desripión teória de la desomposiión equidimensional de unavariedad afín V (P ) de�nida por un sistema ralo genério P en funión de onjuntos desoluiones en el toro de sistemas PI más hios asoiados a iertos onjuntos I ⊂ {1, . . . , n}.Por otra parte, nos permiten exhibir una fórmula para el grado de V (P ) en el aso genério(ver el Teorema 3.8).A ontinuaión, usamos los resultados teórios obtenidos para diseñar un algoritmo proba-bilístio simbólio que alula la desomposiión equidimensional de V (P ) para un sistemaralo genério P on una omplejidad que depende del grado de V (P ) y de invariantes om-binatorios asoiados a los soportes del sistema (ver el Teorema 3.20). El algoritmo alula,en primer lugar, una familia de subonjuntos I ⊂ {1, . . . , n} que permiten enontrar lasomponentes de V (P ) y luego resuelve los sistemas polinomiales PI asoiados apliandométodos simbólios de deformaión poliedral (ver [45℄ y [37℄). El output del algoritmo esuna lista de resoluiones geométrias que representan las omponentes equidimensionalesde la variedad.El paso siguiente es onsiderar la desomposiión equidimensional de una variedad afínde�nida por un sistema ralo arbitrario. Para desarrollar un algoritmo que resuelva este



INTRODUCCIÓN 7problema es neesario analizar qué parámetros deberían estar involurados en la om-plejidad del algoritmo. Un invariante natural esperado en las otas de omplejidad es elgrado de la variedad que, en partiular, aota superiormente la antidad de omponentesirreduibles.En el ontexto ralo, a diferenia de la ota de Bézout para polinomios densos, el grado deuna variedad afín de�nida por un sistema genério uadrado no es una ota superior parael grado de la variedad de�nida por un sistema arbitrario on los mismos soportes (ver elEjemplo 3.21). En [49℄, se presenta una ota para el grado de una variedad afín de�nidapor un sistema de polinomios ralo arbitrario que depende de un volumen mixto asoiado ala unión de los soportes (ver también [58, Theorem 1℄). En esta tesis, obtenemos una otasuperior más exata para el grado de variedades de�nidas por sistemas ralos uadrados, laual también está dada en funión del volumen mixto de una familia de onjuntos asoiadosa los soportes de las euaiones pero no involura la unión (ver el Teorema 3.22).También en el Capítulo 3 mostramos un algoritmo que, dada una variedad de�nida porun sistema ralo uadrado arbitrario, alula un onjunto de puntos representativo de adaomponente equidimensional de la variedad uya omplejidad depende de la ota de gradoya menionada (ver el Teorema 3.31). El algoritmo se basa en que, interseando la variedadon una variedad lineal genéria de odimensión k, se onsiguen puntos en todas las om-ponentes irreduibles de dimensión k. Para ontrolar la omplejidad, en lugar de alularesta interseión, busamos soluiones aisladas de un sistema auxiliar, lo que nos permiteobtener un onjunto �nito ontenido en la variedad que ontiene diha interseión. La re-presentaión de una variedad equidimensional de dimensión positiva mediante un onjunto�nito de puntos apropiado es un enfoque onoido en geometría algebraia numéria (verla noión de witness point superset en [65℄).El último apítulo de esta tesis se entra en un problema lásio de álulo de proyeionespero en el ontexto de polinomios ralos. Más preisamente, si V ⊂ Cn es una variedadafín de�nida por un sistema polinomial ralo genério y, para ℓ < n �jo, π : Cn → Cℓ es laproyeión π(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xℓ), onsideramos el problema de alular, medianteun algoritmo simbólio, una desripión de la lausura de Zariski π(V ) ⊂ Cℓ on unaomplejidad que dependa de la estrutura del sistema.El álulo de (la lausura de Zariski) de proyeiones lineales de variedades es una tareabásia en teoría de eliminaión. Una formulaión más general de este problema es la eli-minaión de uanti�adores algorítmia sobre uerpos algebraiamente errados (ver, porejemplo, en [67℄, [40℄, [14℄, [28℄ y [56℄, algoritmos uyas omplejidades dependen de la an-tidad de polinomios, sus grados y el número de variables que involuran). El álulo deformas de Chow (ver, por ejemplo, [11℄, [35℄, [44℄), de resultantes lásias (ver [19℄ y las



8 INTRODUCCIÓNreferenias allí itadas) y de resultantes ralas (ver, por ejemplo, [66℄, [12℄, [18℄, [47℄) sonasos partiulares del álulo de lausuras de Zariski de proyeiones.En el Capítulo 4, presentamos un algoritmo probabilístio simbólio que alula la lausurade Zariski π(V (P )) ⊂ Cℓ para un sistema ralo P on soportes �jos y oe�ientes genérios.Reduimos el problema al aso de variedades equidimensionales tales que todas sus ompo-nentes intersean el toro usando la desomposiión de V (P ) probada en el Capítulo 3. Parael aso de estas variedades, alulamos una resoluión geométria de la variedad respetoa un subonjunto adeuado de variables libres y, a partir de esta resoluión geométria,obtenemos una resoluión geométria de la lausura de Zariski de la proyeión busada. Laomplejidad del algoritmo es polinomial en invariantes ombinatorios asoiados al onjuntode los soportes de los polinomios del input (ver el Teorema 4.15).La tesis está organizada omo sigue:En el Capítulo 1 introduimos algunas noiones preliminares, algunos resultados previossobre sistemas de euaiones polinomiales ralos y los oneptos algorítmios básios queusamos a lo largo de la tesis. En el Capítulo 2 presentamos el algoritmo diseñado para ladeterminaión de las soluiones a�nes aisladas de un sistema polinomial ralo de n euaioneson n inógnitas y la ota superior hallada para la antidad de estas soluiones. El Capítulo3 ontiene los resultados obtenidos en relaión a la desomposiión equidimensional efetivade variedades a�nes de�nidas por sistemas ralos: en primer lugar, presentamos nuestroalgoritmo de desomposiión equidimensional para sistemas genérios y, posteriormente,tanto la ota para el grado de la variedad afín de�nida por un sistema ralo arbitrariode n euaiones on n inógnitas omo el algoritmo onstruido para el álulo de puntosrepresentativos de las omponentes de la variedad. En el Capítulo 4, exhibimos el algoritmoque alula la lausura de Zariski de la proyeión a un subespaio de oordenadas de lavariedad de�nida por un sistema ralo genério.



Capítulo 1PreliminaresEn este apítulo vamos a dar algunas de�niiones, �jar notaión y estableer algunos re-sultados básios que serán neesarios para esta tesis.1.1. Algunas noiones de geometría algebraiaLas de�niiones y propiedades presentadas en esta seión pueden enontrarse en la biblio-grafía básia de geometría algebraia (ver, por ejemplo [38℄, [39℄, [16℄ y [23℄).1.1.1. Variedades algebraiasDenotaremos por k un uerpo y K un uerpo algebraiamente errado, ambos de arate-rístia 0. Usaremos la notaión k∗ = k\{0} y k para una lausura algebraia de k.Sean X1, . . . ,Xn indeterminadas sobre k. Un monomio en X1, . . . ,Xn es un produto dela forma Xα1
1 . . . Xαn

n , donde los exponentes α1, . . . , αn son números enteros no negativos.El grado total de este monomio es α1 + · · · + αn. Para simpli�ar la notaión esribimos
X = (X1, . . . ,Xn). Para una n-upla α = (α1, . . . , αn) ∈ (Z≥0)

n usamos la notaión Xα =

Xα1
1 . . . Xαn

n . Un polinomio f en X1, . . . ,Xn on oe�ientes en k es una ombinaión lineal�nita f(X1, . . . ,Xn) =
∑
α
aαX

α de monomios on oe�ientes aα ∈ k. El onjunto de todoslos polinomios en X1, . . . ,Xn on oe�ientes en k se nota k[X1, . . . ,Xn]. Se de�ne deg(f),el grado total de f , omo el máximo α1 + · · · + αn sobre todos los α = (α1, . . . , αn) talesque el oe�iente orrespondiente aα es no nulo. El grado de f en Xi se nota degXi
(f) yes el máximo αi sobre todos los α = (α1, . . . , αn) tales que el oe�iente orrespondiente

aα es no nulo.Un sistema de euaiones polinomiales es un onjunto de euaiones simultáneas f1(X) =

0, . . . , fm(X) = 0, donde, para todo 1 ≤ j ≤ m, fj ∈ k[X1, . . . ,Xn] es un polinomio on9



10 CAPÍTULO 1. PRELIMINARESoe�ientes en un uerpo k. Una soluión del sistema es un elemento x ∈ k
n que umpletodas las euaiones del sistema, es deir, tal que fj(x) = 0 para todo 1 ≤ j ≤ m.Vamos a de�nir a ontinuaión la noión de variedad algebraia.De�niión 1.1 Sean f1, . . . , fm polinomios en k[X1, . . . ,Xn]. Entones

V (f1, . . . , fm) = {x ∈ k
n
| fj(x) = 0 para todo 1 ≤ j ≤ m}es la variedad algebraia de�nida por f1, . . . , fm.Un onjunto V ⊂ k

n es una variedad algebraia (de�nible sobre k) si existe un onjunto�nito de polinomios f1, . . . , fm ∈ k[X1, . . . ,Xn] tales que V = V (f1, . . . , fm).A partir de las variedades algebraias se puede de�nir una topología en kn si onsideramosomo los onjuntos errados en k
n a todas las variedades algebraias de�nibles sobre k.Esta topología se llama topología de Zariski sobre k (ver [23, Chapter 1, Setion 6℄). Lalausura de Zariski de un onjunto S ⊂ k

n es la menor variedad algebraia de kn que loontiene, y se la nota S. Además, un onjunto en kn es denso Zariski si la menor variedadalgebraia que lo ontiene es kn. Todo abierto Zariski no vaío resulta ser denso.Dada una familia de objetos {Xp}p∈kN , se die que una propiedad p vale para un elementogenério X de {Xp}p∈kN , o que vale genériamente en {Xp}p∈kN , si el subonjunto depuntos p ∈ k
N tales que el objeto Xp tiene la propiedad p ontiene un abierto Zariski novaío de kN . Por ejemplo, una propiedad vale genériamente para puntos del espaio afínsi vale para todo punto fuera de un errado Zariski propio.Una variedad algebraia V ⊂ k

n se die irreduible si ada vez que V = W1 ∪ W2 on
W1,W2 ⊂ k

n variedades algebraias, entones W1 = V o W2 = V .Toda variedad algebraia V ⊂ k
n puede desomponerse de manera únia omo una unión�nita V =

s⋃
i=1

Wi de variedades algebraias irreduibles Wi donde Wi * Wj para todo
i 6= j. En este aso, se die que ada Wi es una omponente irreduible de V .Dado que las variedades algebraias se de�nen a partir de polinomios, se les puede asoiarobjetos algebraios.De�niión 1.2Si S es un onjunto en kn, llamamos el ideal de S al ideal

I(S) = {f ∈ k[X1, . . . ,Xn] | f(p) = 0 ∀p ∈ S}de los polinomios que se anulan sobre S.



1.1. ALGUNAS NOCIONES DE GEOMETRÍA ALGEBRAICA 11Sea V ⊂ k
n una variedad algebraia. Una funión ϕ : V −→ k es una funiónpolinomial si existe un polinomio f ∈ k[X1, . . . ,Xn] tal que ϕ(x) = f(x) para todo

x ∈ V . Llamamos anillo de oordenadas de V , y lo notamos k[V ], al onjunto detodas las funiones polinomiales ϕ : V −→ k.Observar que f, g ∈ k[X1, . . . ,Xn] representan la misma funión polinomial en V si y solosi f − g ∈ I(V ). Por lo tanto, k[V ] se puede identi�ar on el anillo k[X1, . . . ,Xn]/I(V ).Una variedad algebraia V es irreduible si y solo si el ideal I(V ) es primo. Como onse-uenia, si V ⊂ k
n es una variedad algebraia irreduible, el anillo de oordenadas k[V ]es un dominio íntegro. Entones, puede onstruirse su uerpo de fraiones, que se llamauerpo de funiones raionales de V y se nota k(V ).Sean V ⊂ k

m
,W ⊂ k

n dos variedades algebraias irreduibles. Un mor�smo f : V −→ Wes una apliaión tal que existen f1, . . . , fn ∈ k[V ] para las uales f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))pertenee aW para todo x ∈ V . Un mor�smo f : V −→W se die dominante si la lausurade Zariski de f(V ) es W .La dimensión de una variedad algebraia irreduible V es la máxima antidad de elementosen k(V ) algebraiamente independientes sobre k, es deir el grado de trasendenia de k(V )sobre k. Hay diferentes de�niiones equivalentes para la dimensión de una variedad (ver[38, Part II, Leture 11℄). La dimensión de una variedad algebraia irreduible V ⊂ k
ntambién puede de�nirse omo la máxima dimensión de un subespaio H ⊂ k

n tal que laproyeión de V en H es densa Zariski. Alternativamente, la dimensión de V es el númeroentero r ≥ 0 tal que para r formas lineales a�nes l1, . . . , lr ∈ k[X1, . . . ,Xn] on oe�ientesgenérios, la variedad algebraia H1 ∩ · · · ∩Hr ∩ V es un onjunto �nito y no vaío, donde
Hi = {x ∈ k

n
| lj(x) = 0} para todo 1 ≤ j ≤ r.Para una variedad algebraia arbitraria V ⊂ k

n, se de�ne la dimensión de V omo lamáxima de las dimensiones de sus omponentes irreduibles. Una variedad algebraia V sedie equidimensional si todas sus omponentes irreduibles tienen la misma dimensión.Sea V ⊂ k
n una variedad algebraia de dimensión r y, para todo 0 ≤ i ≤ r, sea Vi la uniónde todas las omponentes irreduibles de V de dimensión i, o bien el onjunto vaío si Vno tiene omponentes irreduibles de dimensión i. Entones,

V =

r⋃

i=0

Vise llama la desomposiión equidimensional de V y las variedades algebraias V0, . . . , Vrque no son vaías son las omponentes equidimensionales de V .Otro invariante asoiado a una variedad algebraia que utilizaremos es su grado. La de�-niión que vamos a usar es la de [40℄:



12 CAPÍTULO 1. PRELIMINARESDe�niión 1.3 Si V ⊂ k
n es una variedad algebraia irreduible de dimensión r, se de�neel grado de V omo deg(V ) = máx{#(H1 ∩ · · · ∩ Hr ∩ V ) | H1, . . . ,Hr son hiperplanosa�nes en kn tales que H1 ∩ · · · ∩Hr ∩ V es un onjunto �nito}.Si V ⊂ k

n es una variedad algebraia arbitraria, el grado de V es la suma de los grados detodas las omponentes irreduibles de V .Por [40, Proposition 1℄, la antidad de puntos en la interseión de V on r = dim(V )hiperplanos a�nes en k
n es genériamente �nita y, en los asos en los que es �nita, es-tá aotada superiormente. Entones, el grado de una variedad irreduible es un númeroentero no negativo. Más aún, genériamente la antidad de puntos en la interseión esexatamente el grado de la variedad.1.1.2. Resoluiones geométriasUna manera de desribir variedades algebraias equidimensionales ampliamente usada enálgebra omputaional simbólia es mediante resoluiones geométrias. Éstas son desrip-iones paramétrias de la variedad. Una reseña de sus usos en el ontexto algorítmio puedeenontrarse en [37℄.Para variedades algebraias ero-dimensionales, el Shape Lemma (ver, por ejemplo, [22,Setion 6.5.4℄) es un resultado lásio que nos asegura que podemos desribirlas medianteresoluiones geométrias de�nidas de la siguiente manera:Sea V = {ξ(1), . . . , ξ(D)} una variedad algebraia ero-dimensional de�nible sobre k. Unaforma lineal afín µ ∈ k[X1, . . . ,Xn] se llama forma lineal separante o elemento primitivopara V si µ(ξ(i)) 6= µ(ξ(j)) uando i 6= j. Notar que una forma lineal afín on oe�ientesgenérios es separante para V .De�niión 1.4 Sea V = {ξ(1), . . . , ξ(D)} ⊂ k

n una variedad algebraia ero-dimensional.Dada una forma lineal µ ∈ k[X1, . . . ,Xn] separante para V , la familia de polinomios
(q, v1, . . . , vn) ∈ (k[U ])n+1 (on U una nueva variable), donde

q =
D∏
i=1

(U − µ(ξ(i))) ∈ k[U ] es el polinomio minimal de la forma lineal µ respeto de
V , ylos polinomios v1, . . . , vn ∈ k[U ] son tales que deg(vj) < D para todo 1 ≤ j ≤ n yumplen V = {(v1q′ (η), . . . ,

vn
q′ (η)) ∈ k

n
| η ∈ k, q(η) = 0}, donde q′(U) = ∂q

∂U (U),se llama resoluión geométria de V respeto a µ.



1.1. ALGUNAS NOCIONES DE GEOMETRÍA ALGEBRAICA 13Para una forma lineal separante �ja µ, la resoluión geométria de V respeto a µ es úniay arateriza ompletamente la variedad V .Como el polinomio q′ es inversible en k[U ]/〈q(U)〉, tomando
vj(U) = (q′)−1(U)vj(U) (mód q(U)) para todo 1 ≤ j ≤ n,obtenemos una de�niión equivalente de resoluión geométria. Ésta es una familia depolinomios (q, v1, . . . , vn) en k[U ], donde q es el polinomio minimal de la forma lineal µrespeto de V de la de�niión anterior, que umplen V = {(v1(η), . . . , vn(η)) ∈ k

n
| η ∈ k,

q(η) = 0} y deg(vj) < D para todo 1 ≤ j ≤ n. A lo largo de esta tesis usaremos ambasde�niiones indistintamente.Dadas �nitas variedades ero-dimensionales en k
n disjuntas y una forma lineal µ sepa-rante para la unión de todas ellas, podemos hallar una resoluión geométria de la uniónrespeto a µ a partir de resoluiones geométrias respeto a µ de ada una de las varie-dades originales: Sean V = {ξ(1), . . . , ξ(D)} y Ṽ = {ξ(D+1), . . . , ξ(D+D̃)} dos variedadesen k

n. Sean (q, v1, . . . , vn) la resoluión geométria de V y (q̃, ṽ1, . . . , ṽn) la resoluióngeométria de Ṽ . Como estas variedades son disjuntas, q y q̃ son oprimos. Entones
(qq̃, v1q̃ + ṽ1q, . . . , vnq̃ + ṽnq) es una resoluión geométria de V ∪ Ṽ respeto a µ puesComo µ es separante para V ∪ Ṽ , qq̃ =

D+D̃∏
i=1

(U − µ(ξ(i))) ∈ k[U ] es el polinomiominimal de la forma lineal µ respeto de V ∪ Ṽ .Para todo 1 ≤ j ≤ n, el polinomio vj q̃ + ṽjq tiene grado menor a D + D̃. Además,si η es un ero de qq̃, existe 1 ≤ i ≤ D + D̃ tal que η = µ(ξ(i)). Supongamos sinpérdida de generalidad que η es un ero de q. Entones vj q̃ + ṽjq

q′q̃ + qq̃′
(η) =

vj

q′
(η) = ξ

(i)
j .En onseuenia V ∪ Ṽ = {(v1 q̃+ṽ1q

q′ q̃+qq̃′ (η), . . . ,
vnq̃+ṽnq
q′q̃+qq̃′ (η)) ∈ k

n
| η ∈ k, qq̃(η) = 0}.Se puede extender la idea de resoluión geométria a variedades algebraias equidimensio-nales de la siguiente manera:Sea V ⊂ k

n una variedad equidimensional de dimensión r. Mediante un ambio lineal devariables podemos suponer que para ada omponente irreduible W de V vale I(W ) ∩

k[X1, . . . ,Xr] = {0}. Entones, k(X1, . . . ,Xr)⊗k[V ] es un k(X1, . . . ,Xr)-espaio vetorialde dimensión �nita. Sea δ la dimensión de k(X1, . . . ,Xr) ⊗ k[V ]. Una forma lineal µ =

µr+1Xr+1 + · · ·+µnXn no nula se llama elemento primitivo de la variedad algebraia V si
{1, µ, . . . , µδ−1} es una base de k(X1, . . . ,Xr)⊗k[V ] omo k(X1, . . . ,Xr)-espaio vetorial.Una forma lineal genéria en k[Xr+1, . . . ,Xn] es un elemento primitivo de V .



14 CAPÍTULO 1. PRELIMINARESPara µ ∈ k[Xr+1, . . . ,Xn] un elemento primitivo de V , llamamos resoluión geométriade V respeto a µ a la familia de polinomios (q, vr+1, . . . , vn) ∈ (k[X1, . . . ,Xr][U ])n−r+1,donde
q ∈ k[X1, . . . ,Xr][U ] es un múltiplo (por un fator en k[X1, . . . ,Xr]) del polinomiominimal del endomor�smo de multipliar por la forma lineal µ en k(X1, . . . ,Xr)⊗k[V ]sin fatores no onstantes en k[X1, . . . ,Xr] (es únio salvo un fator en k),los polinomios vr+1, . . . , vn ∈ k[X1, . . . ,Xr][U ] son tales que degU(vj) < degU (q)para todo r + 1 ≤ j ≤ n y umplen ∂q

∂U (µ)Xj = vj(µ) en k(X1, . . . ,Xr)⊗ k[V ].1.2. Aspetos algorítmiosUn algoritmo es un proedimiento que, a partir de un onjunto �nito de datos iniiales, lla-mado input, y realizando una antidad �nita de operaiones suesivas, devuelve un output,el onjunto �nito de datos busado. En nuestros algoritmos, ada una de las operaioneses una operaión aritmétia o una omparaión entre elementos de Q.Como trabajamos on polinomios en varias variables on oe�ientes en Q, neesitamosuna forma de odi�arlos mediante un onjunto �nito de datos. Utilizamos tres manerasdiferentes de odi�ar polinomios:Codi�aión densa: Es la odi�aión usual, que presenta el polinomio a odi�ar através de un vetor de todos sus oe�ientes. Esto es, onoiendo la antidad n devariables involuradas y una ota d para el grado del polinomio, damos un ordenal onjunto de todos los monomios de grado menor o igual a d en n variables y laodi�aión densa del polinomio es el vetor on todos los oe�ientes del polinomio(inluyendo los nulos) en ese orden.Codi�aión rala: Mediante la lista de pares ordenados (α, aα) donde onsideramostodos los exponentes α de los monomios en un onjunto pre�jado que ontiene todoslos exponentes de los monomios que apareen on oe�iente no nulo en el polinomio.Codi�aión omo straight-line program (slp): Es la representaión mediante unaseuenia �nita de funiones raionales β = (Q1, . . . , Qm) ∈ Q(X1, . . . ,Xn)
m quepermiten evaluar el polinomio odi�ado en todos los puntos on oordenadas raio-nales de un abierto Zariski no vaío. Para todo 1 ≤ i ≤ m, Qi ∈ Q ∪ {X1, . . . ,Xn}o bien existen 1 ≤ i1, i2 < i y una operaión aritmétia ∗ ∈ {+,−,×,÷} tales que

Qi = Qi1 ∗Qi2 . La longitud del straight-line program es la antidad total de operaio-nes aritmétias llevadas a abo durante el proeso de evaluaión de esta odi�aión(ver [10℄ para una de�niión más preisa y propiedades de esta forma de odi�aión).



1.2. ASPECTOS ALGORÍTMICOS 15A lo largo de esta tesis vamos a usar la odi�aión densa solo para polinomios en unavariable.La noión de omplejidad de algoritmos que onsideraremos es el número de operaionesy omparaiones en Q que el algoritmo realiza.En nuestros álulos de omplejidad usamos la siguiente notaión:Sean ϕ,ψ : Z≥0 −→ R. Esribimos ϕ(d) = O(ψ(d)) si existe una onstante c positivatal que |ϕ(d)| ≤ c|ψ(d)| para todo d ∈ Z≥0.
Ω es el exponente en la omplejidad O(dΩ) de la multipliaión de dos matries en
kd×d. Se sabe que Ω < 2, 376 (ver [32, Chapter 12℄, [8, Chapter 2, Setion 2℄).
Ω es el exponente en O(dΩ), que uenta la antidad de operaiones en un anilloonmutativo R neesarias para alular el determinante de una matriz en Rd×d. Sesabe que Ω es estritamente menor a 4 (ver [6℄).
M(d) = d log2(d) log(log(d)) donde log es el logaritmo en base 2.La evaluaión de un polinomio en una variable de grado d on oe�ientes en un anillo Rde araterístia ero en tantos puntos omo su grado o su interpolaión puede llevarse aabo on O(M(d)) operaiones. La multipliaión o división on resto de dos polinomiosde grado d puede haerse on O(M(d)

log(d)) operaiones en R (ver [32, Chapter 10℄).La inversión de una matriz en kd×d puede realizarse on O(dΩ) operaiones. Sobre un anilloonmutativo, el álulo de la adjunta y el polinomio araterístio de una matriz puedehaerse on O(dΩ) operaiones (ver [32℄ y [6℄).Los algoritmos que presentamos en esta tesis son probabilístios. Esto es, haen eleionesal azar de puntos que, siempre y uando estén fuera de un errado Zariski propio, permi-tirán llegar a un resultado orreto. El Teorema de Swhartz-Zippel (ver [61, 73℄) aseguraque, eligiendo los valores de las oordenadas de estos puntos al azar en un onjunto su-�ientemente grande de números enteros, la probabilidad de error puede ontrolarse. Eltamaño de diho onjunto de números enteros depende del grado de los polinomios quede�nen el errado Zariski fuera del ual se los quiere elegir. Más preisamente:Teorema 1.5 (Shwartz-Zippel) Sea S ⊂ Z un onjunto �nito. Sea f ∈ Q[X1, . . . ,Xn]\{0}un polinomio de grado total d. Entones, para una eleión al azar de elementos p1, . . . , pn ∈

S, la probabilidad de que f(p1, . . . , pn) = 0 es menor o igual que d

| S |
.



16 CAPÍTULO 1. PRELIMINARESA lo largo de toda esta tesis no onsideraremos el osto de elegir valores al azar, ya queéste se onsidera despreiable respeto a los demás ostos involurados. Tampoo haremosestimaiones de la probabilidad de error de los algoritmos. Fijada la probabilidad de errorque se desea, el álulo del tamaño del onjunto de números enteros donde se eligen valoresal azar para lograrla puede llevarse a abo aotando los grados de los polinomios que de�nenlos abiertos Zariski de los puntos que onduen a resultados orretos (ver, por ejemplo,[45℄).1.3. Sistemas de euaiones polinomiales ralasNuestro objeto de estudio a lo largo de toda esta tesis son los onjuntos de soluionesde sistemas polinomiales, pero no de sistemas arbitrarios sino tales que el onjunto demonomios que aparee en los polinomios que lo onforman está �jado previamente. Eneste sentido hablamos de polinomios ralos.La noión de polinomio puede generalizarse tomando las n-uplas de exponentes en Zn. Unmonomio de Laurent en X1, . . . ,Xn es un produto de la forma Xα1
1 . . . Xαn

n , donde losexponentes α1, . . . , αn ∈ Z. El grado total de este monomio de Laurent es α1 + · · · + αn.Un polinomio de Laurent f en X1, . . . ,Xn on oe�ientes en k es una ombinaión lineal�nita de monomios de Laurent on oe�ientes en k. El onjunto de todos los polinomiosde Laurent en X1, . . . ,Xn on oe�ientes en k se nota k[X±1
1 , . . . ,X±1

n ].De�niión 1.6 Sean S un subonjunto �nito de Zn y X1, . . . ,Xn variables sobre k. Unpolinomio de Laurent ralo f on soporte S es una ombinaión lineal �nita, on oe�ientesen k∗, de monomios uyos exponentes perteneen a S.Sea A = (A1, . . . ,Am) una familia de subonjuntos �nitos de Zn. Un sistema de polinomiosde Laurent ralos on soportes A es de la forma F = (f1, . . . , fm) tal que fj es un polinomiode Laurent ralo on soporte Aj para todo 1 ≤ j ≤ m.Vamos a preisar la noión de generiidad para sistemas ralos. Esto es un aso partiularde la de�niión de la Seión 1.1. Para ello, dado un onjunto �nito de exponentes S ⊂ Zn,notamos L(S) = {
∑
α∈S

aαX
α | aα ∈ k para todo α ∈ S} el onjunto de los polinomios deLaurent en k[X±1

1 , . . . ,X±1
n ] tales que todos sus monomios tienen exponentes en S.De�niión 1.7 Sean A1, . . . ,Am ⊂ Zn subonjuntos �nitos. Una propiedad se die quevale genériamente para polinomios de Laurent (f1, . . . , fm) ∈ L(A1) × · · · × L(Am) siexiste un polinomio no nulo p en los oe�ientes de f1, . . . , fm tal que la propiedad seumple para todos aquellos f1, . . . , fm uyos oe�ientes no anulan a p.



1.3. SISTEMAS DE ECUACIONES POLINOMIALES RALAS 171.3.1. Sistemas ralos y polítoposCuando los onjuntos de soportes están pre�jados, algunas propiedades de los sistemas deeuaiones dependen de su estrutura geométrio-ombinatoria. Para las de�niiones quesiguen y algunas propiedades básias, ver [17℄.Dado S ⊂ Rn, notamos Conv(S) a su ápsula onvexa. Un polítopo en Rn es la ápsulaonvexa de un onjunto �nito en Rn. Un polítopo entero es aquél que se puede de�nir apartir de un onjunto �nito que está en Zn. A lo largo de esta tesis trabajamos solamenteon polítopos enteros, y nos referiremos a ellos omo polítopos.Sea P un polítopo en Rn. La dimensión de P es la dimensión del menor subespaio afínque ontiene a P. Para η ∈ Qn\{0}, se llama la ara de P determinada por η a
Pη = P ∩ {p ∈ Rn | 〈p, η〉 = mı́n

x∈P
〈x, η〉}.A η se la llama una normal interior de la ara Pη de P. A las normales η ∈ Zn tales queel máximo omún divisor de sus oordenadas es 1 las llamamos primitivas.Las aras de un polítopo son a su vez polítopos. Las aras de dimensión n−1 de un polítopo

P ⊂ Rn de dimensión n se llaman faetas. A diferenia de las aras de dimensión menor,las faetas tienen una únia (salvo por un fator en Q) normal interior.A la ápsula onvexa del soporte de un polinomio de Laurent f se la llama el polítopo deNewton de f .Ejemplo 1.8 El sistema F = (f1, f2) de polinomios en Q[X1,X2], donde
f1(X1,X2) = X2 + 2X2

2 −X1X
3
2 y f2(X1,X2) = −X1 + 3X2

1 − 2X3
1X2,es un sistema ralo on soportes

A = (A1,A2), on A1 = {(0, 1), (0, 2), (1, 3)}, A2 = {(1, 0), (2, 0), (3, 1)}y polítopos de Newton
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18 CAPÍTULO 1. PRELIMINARESSean P,Q ⊂ Rn polítopos. Se de�ne la suma de Minkowski de P y Q omo el polítopo
P + Q = {p + q | p ∈ P, q ∈ Q}. Además, para λ ∈ R≥0 se de�ne el polítopo λ.P (noneesariamente entero) omo λ.P = {λ.p | p ∈ P}.Una noión importante es la de volumen mixto, que introduimos a ontinuaión:De�niión 1.9 Sea Voln el volumen eulideano en Rn. Dados A1, . . . ,An ⊆ Zn onjuntos�nitos, se de�ne el volumen mixto (de Minkowski) de (A1, . . . ,An) omo

MVn(A1, . . . ,An) =

n∑

k=1

(−1)n−k
∑

J ⊂ {1, . . . , n}

#J = k

Voln(
∑

j∈J

Conv(Aj)).Para una familia A = (A1, . . . ,An) de onjuntos �nitos en Zn vamos a notar MVn(A) alvolumen mixto MVn(A1, . . . ,An).El volumen mixto de A también puede de�nirse de la siguiente forma: Si onsideramos elpolinomio homogéneo
PA1,...,An(λ1, . . . , λn) = Voln(λ1Conv(A1) + · · ·+ λnConv(An))en las variables λ1, λ2, . . . , λn, el volumen mixto de (A1, . . . ,An) es el oe�iente orres-pondiente al monomio λ1λ2 . . . λn en el desarrollo del polinomio PA1,...,An(λ1, . . . , λn) (ver[17, Chapter 7℄).Ejemplo 1.10 Volviendo al Ejemplo 1.8, la suma de los polítopos de Newton de f1 y f2es

Conv(AConv(A1)+ 2)
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1.3. SISTEMAS DE ECUACIONES POLINOMIALES RALAS 19El volumen mixto de A es
MV2(A) = Vol2(Conv(A1) + Conv(A2))− Vol2(Conv(A1))− Vol2(Conv(A2)) = 3.Haremos uso del siguiente resultado referente al volumen mixto (ver [9℄ y [63, Lemma 6℄).Proposiión 1.11 Sean P1, . . . ,Pk polítopos en Rn+k y Q1, . . . ,Qn polítopos en Rn ⊂

Rn+k. Entones
MVn+k(Q1, . . . ,Qn,P1, . . . ,Pk) = MVn(Q1, . . . ,Qn)MVk(π(P1), . . . , π(Pk))donde π : Rn+k −→ Rk es la proyeión a las últimas k oordenadas.En [27, Chapter IV, Theorem 4.13℄) puede enontrarse un resultado equivalente a la si-guiente proposiión:Proposiión 1.12 Sea A = (A1, . . . ,An) una familia de onjuntos �nitos en Zn. Enton-es, el volumen mixto MVn(A) es positivo si y solo si para todo J ⊂ {1, . . . , n} vale que

dim(
∑
j∈J

Aj) ≥ #J.El Teorema de Bernstein es la base del estudio de sistemas polinomiales ralos y da unaota (onoida omo la ota BKK por los trabajos de Bernstein [7℄, Kushnirenko [50℄ yKhovanskii [48℄) para la antidad de eros aislados en (C∗)n de un sistema de n polino-mios de Laurent on oe�ientes en C. Esta ota es exata para eleiones genérias delos oe�ientes de los polinomios del sistema. Más aún, el Teorema de Bernstein da lasondiiones de generiidad bajo las uales esa ota se alanza, que están expresadas enfunión de iertos sistemas asoiados.De�niión 1.13 Sean η = (η1, . . . , ηn) ∈ Qn\{0}, S ⊂ Zn un onjunto �nito, y notemos
Sη = {β ∈ S | 〈η, β〉 = mı́nα∈S〈η, α〉}. Si f(X) =

∑
α∈S

aαX
α es un polinomio en n variableson soporte S, de�nimos

fη(X) =
∑

β∈Sη

aβX
βy, para un sistema de polinomios F = (f1, . . . , fm), notamos Fη = (f1η, . . . , fmη).Ya podemos enuniar del Teorema de Bernstein:Teorema 1.14 ([7, Theorems A & B℄) Sea F = (f1, . . . , fn) un sistema de n polinomiosde Laurent en n variables on oe�ientes en C y soportes A = (A1, . . . ,An) en Zn.La antidad de eros aislados del sistema F en (C∗)n ontados on su multipliidad estáaotada superiormente por MVn(A). Más aún:



20 CAPÍTULO 1. PRELIMINARESSi Fη no tiene raíes en (C∗)n para todo η ∈ Qn\{0}, todas las raíes de F en (C∗)nson aisladas y la ota se alanza.Si Fη tiene alguna raíz en (C∗)n para algún η ∈ Qn\{0}, la ota es estritamentemayor que la antidad de raíes aisladas del sistema F en (C∗)n si MVn(A) > 0, obien el sistema F no tiene eros aislados en (C∗)n si MVn(A) = 0.Este resultado vale, más generalmente, sobre un uerpo K algebraiamente errado arbi-trario de araterístia ero (ver [21℄ y [68, Theorem 3.1℄).1.3.2. Subdivisiones y funiones de levantamientoA ontinuaión vamos a introduir el onepto de subdivisión mixta, que fue de�nido en[42℄ para hallar soluiones aisladas en (C∗)n de sistemas ralos y permite alular volúmenesmixtos.De�niión 1.15 Sea A = (A1, . . . ,An) una familia de subonjuntos �nitos de Zn talque la ápsula onvexa de su unión tiene dimensión n. Una elda de A es una n-upla
C = (C1, . . . , Cn) de subonjuntos no vaíos Cj ⊂ Aj para todo 1 ≤ j ≤ n.La ápsula onvexa de una elda C se de�ne omo Conv(C) = Conv(C1 + · · · + Cn), yel tipo de una elda omo tipo(C) = (dim(Conv(C1)), . . . ,dim(Conv(Cn))). Una ara de
C es una subelda C̃ = (C̃1, . . . , C̃n) tal que existe algún η ∈ Qn\{0} tal que para todo
1 ≤ j ≤ n, C̃j = Cj ∩ {p ∈ Zn | 〈p, η〉 = mı́nx∈Cj

〈x, η〉}.Una subdivisión de A es una oleión de eldas S = (C(1), . . . , C(r)) tal quei) dim(Conv(C(i))) = n para todo 1 ≤ i ≤ r.ii) Conv(C(i)) ∩ Conv(C(l)) es una ara de C(i) y de C(l) para todo 1 ≤ i, l ≤ r.iii) r⋃
i=1

Conv(C(i)) = Conv(A).Deimos que una subdivisión S es mixta �na si además umple queiv) n∑
j=1

dim(Conv(C
(i)
j )) = n para toda elda C(i) ∈ S.v) n∑

j=1
(#C

(i)
j − 1) = n para toda elda C(i) ∈ S.El volumen mixto MVn(A) puede alularse omo la suma de los volúmenes mixtos detodas las eldas de tipo (1, . . . , 1) (también llamadas eldas mixtas) de una subdivisiónmixta �na de A (ver [42℄). Una subdivisión mixta �na puede enontrarse mediante unproeso de levantamiento genério:



1.3. SISTEMAS DE ECUACIONES POLINOMIALES RALAS 21De�niión 1.16 Dada una familia de soportes A = (A1, . . . ,An) en Zn, sean funiones
ωj : Aj −→ R para todo 1 ≤ j ≤ n. La n-upla ω = (ω1, . . . , ωn) se llama funión delevantamiento de A. Se nota A(ω) = (A1(ω1), . . . ,An(ωn)), donde Aj(ωj) es el grá�o de
ωj en Rn+1 para todo 1 ≤ j ≤ n.Para los resultados y algoritmos que presentamos en los apítulos posteriores, usaremosfuniones de levantamiento ω = (ω1, . . . , ωn) tales que ωj : Aj −→ Z≥0 para todo 1 ≤ j ≤

n.Sea P ⊂ Rn+1 el polítopo obtenido tomando la suma de Minkowski de las ápsulas onvexasde Aj(ωj) para todo 1 ≤ j ≤ n. Notar que P = Conv(A(ω)). Se de�ne una subdivisión
Sω(A) de A a partir de la proyeión a sus primeras n oordenadas de las faetas inferioresde P, esto es, las aras de P de dimensión n y normal interior on última oordenadapositiva: Toda faeta inferior F de P es una suma F = F1 + · · · + Fn, donde Fj es unaara inferior de Conv(Aj(ωj)). Si π : Rn+1 −→ Rn es la proyeión a las primeras noordenadas, entones el onjunto de las n-uplas (π(F1) ∩ A1, . . . , π(Fn) ∩ An) tales que
F1 + · · · + Fn es una faeta inferior de P es una subdivisión de A, que notamos Sω(A).En este aso deimos que Sω(A) es la subdivisión de A induida por ω. Diremos que η esuna normal asoiada a la elda C = (C1, . . . , Cn) de Sω(A) si es una normal interior de lafaeta inferior F de P tal que Cj = π(Fj) ∩ Aj para todo 1 ≤ j ≤ n. Para una funión delevantamiento ω genéria, la subdivisión induida Sω(A) resulta ser mixta �na.Ejemplo 1.17 Sea A = (A1,A2) la familia de subonjuntos �nitos de Z2 tal que A1 =

{(0, 1), (0, 2), (1, 3)} y A2 = {(1, 0), (2, 0), (3, 1)} (ver el Ejemplo 1.8). Sus ápsulas onve-xas son:
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Sea ω = (ω1, ω2) la funión de levantamiento de A:
ω1(0, 1) = 3, ω1(0, 2) = 6 y ω1(1, 3) = 5.



22 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES
ω2(1, 0) = 1, ω2(2, 0) = 3 y ω2(3, 1) = 2.Las faetas inferiores de Conv(A(ω)) son:
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F (3)

F (2)

F (1)

Al proyetar las faetas inferiores de Conv(A(ω)) a sus primeras 2 oordenadas obtenemos:
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p(F   )(3)

p(F   )(2)

p(F   )(1)

donde π(F(1)) = Conv(A1) + {p2}, π(F(2)) = {p1}+Conv(A2) y π(F(3)) = l1 + l2 on l1el segmento de extremos (0, 1) y (1, 3), y l2 el de extremos (1, 0) y (3, 1).Entones, la subdivisión mixta �na de A induida por ω es Sω(A) = (C(1), C(2), C(3))donde C(1) = (A1, {(1, 0)}), C
(2) = ({(0, 1)},A2) y C(3) = ({(0, 1), (1, 3)}, {(1, 0), (3, 1)}).



1.3. SISTEMAS DE ECUACIONES POLINOMIALES RALAS 23Podemos observar que la únia elda mixta es C(3) (dim(l1) = dim(l2) = 1). En partiular,esto implia que MV2(A) = MV2(C
(3)) = 3.Como existe una biyeión entre ada faeta F inferior de Conv(A(ω)) y la elda C de

Sω(A) que genera, en los grá�os para failitar la notaión nos referiremos a π(F) omo
C.Existen algoritmos para hallar las eldas mixtas de una subdivisión usando programaiónlineal. En [25℄ presentan un algoritmo usando esta ténia uya omplejidad, bajo iertashipótesis, es a lo sumo del orden de (máxi #Ai)

O(n). Pueden enontrarse algunas mejoras en[53℄ y [30℄. Una alternativa por programaión dinámia fue presentada en [70℄. El algoritmomás e�iente que onoemos para el álulo de eldas mixtas es el de [55℄. En nuestrosalgoritmos, onsideraremos el álulo de las eldas mixtas un proeso previo y, por lafalta de álulos preisos y explíitos de su omplejidad, no inluiremos el osto de esepre-proesamiento en nuestras estimaiones de omplejidad.Con el mismo espíritu que en la De�niión 1.13 podemos de�nir, dado un sistema F y unaelda C de una subdivisión de su familia de soportes, un subsistema asoiado a F y a C:De�niión 1.18 Sean F = (f1, . . . , fn) un sistema de polinomios de Laurent on soportes
A = (A1, . . . ,An) en Zn donde fj(X) =

∑
α∈Aj

ajαX
α para todo 1 ≤ j ≤ n, ω una funiónde levantamiento de A y C = (C1, . . . , Cn) una elda de Sω(A). De�nimos

FC = (f1C , . . . , fnC) donde fjC(X) =
∑

α∈Cj

aj,αX
α.Notar que, si η es la normal asoiada a C, entones los sistemas Fη (ver la De�niión 1.13)y FC son iguales.1.3.3. Soluiones a�nesEn [43℄ los autores extendieron los resultados de [42℄ sobre eros aislados de sistemas ralosen (C∗)n al aso de eros aislados a�nes. Presentamos a ontinuaión los oneptos allíintroduidos.Para una familia A = (A1, . . . ,An) de onjuntos �nitos en (Z≥0)

n, se de�ne la funiónde levantamiento ω0 = (ω0
1 , . . . , ω

0
n) de la siguiente manera: Para todo 1 ≤ j ≤ n sean

A0
j = Aj ∪ {0} y ω0

j : A0
j −→ R dada por

ω0
j (α) = 0 para todo α ∈ Aj y ω0

j (0) = 1 si 0 6∈ Aj.Este levantamiento indue una subdivisión de A0 = (A0
1, . . . ,A

0
n) que en general no esmixta �na.



24 CAPÍTULO 1. PRELIMINARESEjemplo 1.19 Para el Ejemplo 1.8 (ver [43, Example 3℄), la familia A0 = (A0
1,A

0
2) y lasuma de sus ápsulas onvexas son:
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Usando el levantamiento ω0, las faetas del �piso� (de normal interior on última oordenadapositiva) de Conv(A0(ω0)) son:
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1.3. SISTEMAS DE ECUACIONES POLINOMIALES RALAS 25A partir de esas faetas y proyetando a sus primeras 2 oordenadas, se onsigue la siguientesubdivisión Sω0(A0) de Conv(A0):
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Utilizando la subdivisión de A0 induida por la funión de levantamiento ω0, en [43℄ losautores introdujeron la noión de volumen mixto estable que damos a ontinuaión:De�niión 1.20 El volumen mixto estable de A, denotado SM(A), es la suma de los vo-lúmenes mixtos de todas las eldas en Sω0(A0) de�nidas a partir de faetas de Conv(A0(ω0))uya normal interior tiene todas sus oordenadas no negativas.A partir de esta noión, en [43℄ se presenta una ota para la antidad de eros aisladosen Cn de un sistema ralo de n euaiones en n variables que generaliza el resultado delTeorema de Bernstein (Teorema 1.14). Para ello, se prueba una versión más general delsiguiente resultado, que en el ontexto en el que vamos a trabajar establee:Teorema 1.21 ([43, Theorem 2℄) Sea F = (f1, . . . , fn) un sistema de n polinomios ralosen n variables, on oe�ientes en C y soportes A = (A1, . . . ,An) en (Z≥0)
n. La antidadde eros aislados de F en Cn está aotada superiormente por el volumen mixto estable

SM(A). La ota es genériamente exata para familias de soportes tales que para oe�-ientes genérios, el sistema orrespondiente tiene solo �nitas soluiones en Cn.Ejemplo 1.22 El Teorema 1.21 nos die que la antidad eros aislados en C2 del sistema
F :=




f1(X1,X2) = X2 + 2X2

2 −X1X
3
2

f2(X1,X2) = −X1 + 3X2
1 − 2X3

1X2

del Ejemplo 1.8 está aotada superiormen-te por SM(A), es deir, la suma de los volúmenes mixtos orrespondientes a las eldas
C(0), C(5), C(6) y C(7) de la subdivisión del Ejemplo 1.19, es deir por 6.



26 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES1.4. Series formales1.4.1. Series y parametrizaión de urvasPresentaremos aquí algunas de�niiones y resultados básios sobre series formales y seriesde Puiseux (para más detalles ver [72, Chapter 4℄ y [1, Letures 11, 12 & 14℄).De�niión 1.23 Llamaremos onjunto de las series de potenias formales sobre k, y lonotaremos k[[T ]], al onjunto de todas las ombinaiones lineales (no neesariamente �nitas)de potenias de T de la forma p(T ) = ∞∑
n=0

anT
n, donde an ∈ k para todo n ∈ Z≥0.El onjunto de series de potenias formales on las operaiones usuales es un dominioíntegro. Su uerpo de fraiones se nota k((T )). Todo p ∈ k((T )) puede esribirse en formaúnia omo p(T ) = T h

∞∑
n=0

anT
n donde h ∈ Z y a0 6= 0. Se llama a h el orden de p y senota ord(p).La de�niión de series de potenias formales puede extenderse a series on exponentesraionales.De�niión 1.24 Llamaremos uerpo de series de potenias raionales sobre k o series dePuiseux al onjunto k{{T}} =
⋃
n∈N

k((T
1
n )).Los elementos de k{{T}} son de la forma p(T ) = T

h
n

∞∑
j=0

ajT
j
n on h ∈ Z, n ∈ N, aj ∈ kpara todo j ∈ Z≥0 y a0 6= 0.Teorema 1.25 (Newton-Puiseux, ver [1, Leture 12℄, [72, Chapter 4, Theorem 3.1℄) Si

K es un uerpo algebraiamente errado, el uerpo de las series de Puiseux K{{T}} esalgebraiamente errado.Sea F ∈ K[X1,X2] un polinomio no onstante y C = {(x1, x2) ∈ K2 | F (x1, x2) = 0} unaurva plana. Una parametrizaión de C en un punto (a, b) de C está dada por λ1(T ), λ2(T ) ∈
K[[T ]] tales que

(λ1(0), λ2(0)) = (a, b) y F (λ1(T ), λ2(T )) = 0.Una parametrizaión (λ1(T ), λ2(T )) de C en (a, b) se die irredundante si no existe unaparametrizaión (λ′1(T ), λ
′
2(T )) de C tal que (λ1(T ), λ2(T )) = (λ′1(σ(T )), λ

′
2(σ(T ))) paraalgún σ ∈ K[[T ]] tal que ord(σ) > 1. Notar que si una parametrizaión de C en (a, b)es irredundante, entones no puede ser onstante. Dos parametrizaiones (λ1(T ), λ2(T )) y



1.4. SERIES FORMALES 27
(λ′1(T ), λ

′
2(T )) de C en (a, b) se dien equivalentes si (λ1(T ), λ2(T )) = (λ′1(σ(T )), λ

′
2(σ(T )))para algún σ ∈ K[[T ]] tal que ord(σ) = 1. Una rama de C en (a, b) es una lase de equi-valenia de parametrizaiones irredundantes de C en (a, b). En un sistema de oordenadasadeuado, toda parametrizaión es equivalente a una de la forma (T n, λ2(T )) on n ∈ N,

λ2(T ) ∈ K[[T ]] y ord(λ2) > 0.Teorema 1.26 (ver [72, Chapter 4, Theorem 2.3℄) Dado un punto (a, b) ∈ K2 de unaurva plana C, existe al menos un rama de C en (a, b).1.4.2. Levantamiento de Newton-HenselUna herramienta ampliamente utilizada en álulo simbólio es el proedimiento de levan-tamiento de Newton-Hensel.Sean T1, . . . , Tm,X1, . . . ,Xn indeterminadas sobre k, y, para t ∈ k
m, notemos T − t =

(T1− t1, . . . , Tm− tm). Sea F = (f1, . . . , fn) un sistema de polinomios en k[T,X]. Notemos
DF a su matriz Jaobiana respeto a X y JF al determinante de DF.Lema 1.27 ([41, Lemma 3℄) Con las hipótesis y notaión anteriores, sea (t, ξ) ∈ k

m
× k

ntal que
f1(t, ξ) = · · · = fn(t, ξ) = 0 y JF (t, ξ) 6= 0.Entones, existe una únia familia de series de potenias formales R = (R1, . . . ,Rn) ∈

k[[T − t]]n tal que
f1(T,R) = · · · = fn(T,R) = 0, y
R(t) = (R1(t), . . . ,Rn(t)) = ξ.El método de levantamiento de Newton-Hensel nos da una manera onstrutiva de apro-ximar el vetor R de series de potenias formales: Al sistema F se le asoia el operador deNewton

NF (X)t = Xt −DF (X)−1F (X)t,y se de�ne la suesión
R(0) = ξ,
R(l) = NF (R

(l−1)) para todo l ≥ 1.En [41, Lemma 3℄ se prueba que R(l)
i −R

(l−1)
i y fj(T,R(l−1)) perteneen al ideal 〈T1 − t1,

. . . , Tn − tn〉
2l−1

⊂ k[[T − t]] para todo 1 ≤ i, j ≤ n y l ∈ N. Entones la suesión
(R(l))l∈N0 onverge y el límite es una familia de series formales R = (R1, . . . ,Rn) queumple las ondiiones del Lema 1.27 (ver [37℄ para otra versión algorítmia de este resul-tado).



28 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES1.4.3. Aproximaión de PadéUna aproximaión de Padé es la mejor aproximaión de una serie a través de funionesraionales de grado dado. La idea es la siguiente:Sea g ∈ k[[T ]] una serie de potenias formales. Sean τ, ς ∈ N tales que τ ≥ ς. Una (ς, τ − ς)-aproximaión de Padé para g es una funión raional p
q ∈ k(T ), on p, q ∈ k[T ] queumplen

p

q
≡ g (mód T τ ),donde deg(p) < ς, deg(q) ≤ τ − ς y q(0) 6= 0.Por ejemplo, para todo τ ∈ N, si p es el polinomio de Taylor de orden τ alrededor del 0 de

g y q = 1, entones p
q es una (τ + 1, 0)-aproximaión de Padé de g.Una forma de obtener aproximaiones de Padé es por medio del algoritmo de Eulidesextendido. Sean f, g ∈ k[T ] polinomios univariados. El algoritmo de Eulides extendido(ver [32, Chapter 3, Setion 2, Algorithm 3.6℄) alula polinomios ri, si, ti ∈ k[T ] on

0 ≤ i ≤ l + 1 y qi ∈ k[T ] on 1 ≤ i ≤ l tales que {ri}
l+1
i=0 son los restos y {qi}

l
i=1 losoientes del algoritmo de Eulides lásio, y

r0 = f, r1 = g, ri−2 = qi−1ri−1 + ri para todo 2 ≤ i ≤ l+ 1, donde l es el mínimo talque rl+1 = 0,
s0 = 1, s1 = 0 y si = si−2 − qi−1si−1 para todo 2 ≤ i ≤ l + 1,
t0 = 0, t1 = 1 y ti = ti−2 − qi−1ti−1 para todo 2 ≤ i ≤ l + 1,umplen que sif + tig = ri para todo 0 ≤ i ≤ l + 1.Lema 1.28 (Ver [32, Chapter 5, Setion 9, Corollary 5.21℄) Sean τ ∈ N y ς ∈ {0, . . . , τ}.Sean g ∈ k[T ] un polinomio de grado menor a τ y rj, sj , tj ∈ k[T ] los polinomios delalgoritmo de Eulides extendido apliado a T τ y g, on j minimal tal que deg(rj) < ς.Entones:1. p := rj y q := tj umplen que p ≡ qg (mód T τ ) on deg(p) < ς y deg(q) ≤ τ − ς.Además, si gd(rj , tj) = 1 entones p

q es una (ς, τ − ς)-aproximaión de Padé de g.2. Si p
q ∈ k(T ) es una (ς, τ−ς)-aproximaión de Padé de g on q mónio y gd(p, q) = 1,y c ∈ k\{0} es el oe�iente prinipal de tj, vale que p = c−1rj y q = c−1tj . Enpartiular, existe una (ς, τ − ς)-aproximaión de Padé de g si y sólo si gd(rj , tj) = 1,y en ese aso es únia (salvo por una onstante en k\{0}).



1.4. SERIES FORMALES 29De esta forma, sea p
q ∈ k(T ) una funión raional en una variable on oe�ientes en k talque deg(p) < ς, deg(q) ≤ τ − ς y q(0) 6= 0. Sea P el polinomio de Taylor de orden τ − 1de p

q . Entones, usando el lema anterior para T τ y P podemos reuperar el numerador ydenominador de p
q hallando su (ς, τ − ς)-aproximaión de Padé.Esta aproximaión de Padé puede hallarse utilizando subresultantes (ver [32, Corollary6.48℄). La idea es, para todo l = 0, . . . , ς − 1, alular el determinante de la matriz su-bresultante Sl ∈ k(2τ−2l−1)×(2τ−2l−1) de T τ y P. Por [32, Corollary 6.49℄, el máximo lpara el ual el determinante de Sl es no nulo es exatamente l = deg(rj), on j mi-nimal tal que deg(rj) < ς (ver el Lema 1.28). Busando la soluión del sistema lineal

Sl(s
(j)
τ−l−2, . . . , s

(j)
0 , t

(j)
τ−l−1, . . . , t

(j)
0 )t = (0, . . . , 0, 1)t, se obtienen los oe�ientes de los po-linomios sj(T ) =

τ−l−2∑
i=0

s
(j)
i T i, tj(T ) =

τ−l−1∑
i=0

t
(j)
i T i y, �nalmente, rj(T ) = sj(T )T

τ +

tj(T )P(T ). Así obtenemos el numerador y el denominador (salvo por un fator onstanteen k\{0}).La omplejidad de este algoritmo, donde los álulos de determinantes se llevan a abo sinhaer divisiones, es del orden de O(τΩ+1). Para estimar esta omplejidad observamos quese alulan a lo sumo ς ≤ τ subresultantes de matries de tamaño a los sumo 2τ − 1 on
O(τΩ) operaiones ada una, y luego se resuelve un sistema lineal uadrado de tamaño alo sumo 2τ − 1.Usaremos aproximaiones de Padé para reuperar el numerador y denominador de unafunión raional en n variables a partir de su desarrollo de Taylor alrededor de un punto.Sea p

q ∈ k(X1, . . . ,Xn), donde p, q ∈ k[X1, . . . ,Xn] son polinomios de grado a lo sumo
D tales que q(0) 6= 0 (esto puede suponerse luego de una traslaión respeto a un puntogenério). Sea P el polinomio de Taylor entrado en 0 de orden 2D de la funión raional
p
q . La idea para hallar los polinomios p y q es reduir el problema al aso univariado.Siguiendo [60, Setion 4.3℄, en primer lugar tomamos T una nueva variable y sustituimos
P := P(X1T, . . . ,XnT ) ∈ k(X1, . . . ,Xn)[T ]. Notar que P es un polinomio de grado 2Den T . Apliando el algoritmo anterior, sea p

q la (D + 1,D)-aproximaión de Padé de P .Como los polinomios p(X1T, . . . ,XnT ), q(X1T, . . . ,XnT ) también forman una (D+1,D)-aproximaión de Padé de P, la uniidad de la misma dada por el Lema 1.28 die que di�erenen un fator en k(X1, . . . ,Xn). Dividiendo p y q por q(0) ∈ k(X1, . . . ,Xn) y evaluando
T = 1 se obtiene la aproximaión de Padé p

q . Llamaremos PadéAprox a este algoritmo.





Capítulo 2Soluiones a�nes aisladasEn este apítulo presentamos un algoritmo probabilístio simbólio que desarrollamos paraenontrar las soluiones aisladas en el espaio afín de sistemas polinomiales ralos de neuaiones on n inógnitas on mejor omplejidad que los algoritmos anteriores. Exhibimostambién una ota superior genériamente exata para la antidad de eros aislados de estossistemas en Cn obtenida a partir de los resultados teórios que dan lugar al algoritmo.2.1. Métodos de deformaiónDado un sistema polinomial de n euaiones en n variables X1, . . . ,Xn on oe�ientes enun uerpo algebraiamente errado K, los métodos de deformaión permiten enontrar loseros aislados del sistema onsiderándolo una instania partiular de una familia paramé-tria de sistemas. La deformaión se realiza utilizando un sistema polinomial onstruido apartir del original agregando una nueva variable T .2.1.1. Resultados generalesUtilizaremos los siguientes resultados teórios para asegurar que las soluiones aisladasdel sistema original puedan reuperarse a partir de las soluiones aisladas de los sistemasasoiados en la deformaión.Lema 2.1 Sea P = (p1, . . . , pn) un sistema de n polinomios en K[T,X1, . . . ,Xn] y sea
τ0 ∈ K . Para todo ero aislado ξ0 ∈ Kn de P (τ0,X), existe una omponente irreduible
W de dimensión 1 de {(τ, ξ) ∈ Kn+1 | P (τ, ξ) = 0} tal que (τ0, ξ0) ∈W y la proyeión πTa la primera oordenada satisfae πT (W ) = K (es deir, πT es un mor�smo dominante de
W a K). 31



32 CAPÍTULO 2. SOLUCIONES AFINES AISLADASDemostraión: Como el sistema P tiene n polinomios en n+1 variables, el punto (τ0, ξ0)tiene que perteneer a una omponente irreduible W del onjunto de soluiones en Kn+1de dimensión al menos uno. Pero omo (τ0, ξ0) es un ero aislado en W ∩ {T = τ0}, ladimensión de W es a lo sumo 1. Entones, la dimensión de W es exatamente 1. Porel Teorema de la dimensión de la �bra (ver [62, Chapter 1, Setion 6.3, Theorem 7℄),
πT (W ) = K. �Lema 2.2 Sea P = (p1, . . . , pn) un sistema de n polinomios en K[T,X1, . . . ,Xn] y sea
W la unión de todas las omponentes irreduibles W de {(τ, ξ) ∈ Kn+1 | P (τ, ξ) = 0} dedimensión 1 tales que πT es un mor�smo dominante de W en K. Entones, para todo z ∈
Kn tal que (0, z) ∈ W, existe un vetor de series de Puiseux xz ∈ {x ∈ K(T )

n
| P (x) = 0}tal que xz(0) = z.Demostraión: Sea I(W) ⊂ K[T,X] el ideal de W y llamemos I(W)e al ideal extendidoen K(T )[X]. Sean We la variedad ero-dimensional de�nida por I(W)e en K(T )

n y µ unaforma lineal que umple las ondiiones de [5, Lemma 12.32℄. Por ese lema, µ es una formalineal separante para los puntos en W∩{T = 0}. A partir del desarrollo en [5, Setion 12.4℄,sean χ̂µ(U), ϕ̂µ,1(U), ϕ̂µ,Xi
(U) ∈ K[T ][U ], on 1 ≤ i ≤ n, polinomios que dan resoluionesgeométrias tanto de We omo de W.Para todo (0, z) ∈ W vale que (0, µ(z)) está en la urva {(τ, u) ∈ K2 | χ̂µ(τ, u) = 0}.Además, existe uz en {u ∈ K(T ) | χ̂µ(u) = 0} tal que ĺımT→0 uz = µ(z) (ver el Teorema1.26). Para ada 1 ≤ j ≤ n, sea (xz)j = ϕ̂µ,Xj

(uz)/ϕ̂µ,1(uz) (está bien de�nido pues
χ̂µ(U) y ϕ̂µ,1(U) son oprimos). Entones xz ∈ We y, por [5, Setion 12.5℄, sabemos queexiste z′ := ĺımT→0 xz y (0, z′) es un punto de W. Como µ(xz) = uz, vale que µ(z′) =

ĺımT→0 µ(xz) = ĺımT→0 uz = µ(z). Pero omo µ es una forma lineal separante para lospuntos en W ∩ {T = 0}, z = z′. �2.1.2. Soluiones en (C∗)nPara enontrar las soluiones aisladas en (C∗)n de un sistema ralo se busan las soluionesde sistemas asoiados on los mismos soportes que permiten reuperar las soluiones delsistema original. Los métodos más e�ientes para hallar los eros aislados en (C∗)n de unsistema ralo son los que utilizan métodos de deformaión poliedral (ver por ejemplo [71℄,[42℄, [43℄, [31℄ y [45℄).La idea de las deformaiones poliedrales, introduidas en [42℄, es la siguiente: sea P =

(p1, . . . , pn) un sistema de polinomios de Laurent en Q[X±1
1 , . . . ,X±1

n ] genério uya familiade soportes es A = (A1, . . . ,An), donde Aj ⊂ Zn y pj(X) =
∑

α∈Aj

aj,αX
α para todo
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1 ≤ j ≤ n. Cada monomio de los polinomios de Laurent involurados se multiplia por unapotenia de un nuevo parámetro T y se obtiene un nuevo sistema de n polinomios en n+1variables. Más preisamente, a partir de una funión de levantamiento ω = (ω1, . . . , ωn)(ver la De�niión 1.16), se de�ne el sistema deformado Pω = (pω1

1 , . . . , p
ωn
n ), donde

p
ωj

j (T,X) =
∑

α∈Aj

aj,αX
αTωj(α) ∈ Q[T,X±1

1 , . . . ,X±1
n ]para todo 1 ≤ j ≤ n, on soportes A(ω).En [42℄ se prueba que si ω es un levantamiento genério y el sistema Pω(T,X) tiene unero de la forma

X(T ) = (x01T
γ1 + o(T γ1), . . . , x0nT

γn + o(T γn)),donde o(T γi) es una serie de Puiseux que tiene todos sus términos on exponentes en T ma-yores a γi y x0i 6= 0 para todo 1 ≤ i ≤ n, entones (γ, 1) = (γ1, . . . , γn, 1) es normal asoiadaa una elda mixta C = (C1, . . . , Cn) de la subdivisión Sω(A). Además, (x01, . . . , x0n) es unero en (C∗)n del sistema PC = (p1C , . . . , pnC) donde pjC =
∑

α∈Cj

aj,αX
α (ver la De�niión1.18) para todo 1 ≤ j ≤ n. Si el sistema P es genério, para ada elda C, el sistema PCtiene MVn(C) soluiones aisladas distintas en (C∗)n. En funión de lo anterior, los autoresproponen un algoritmo para enontrar todos los eros aislados de un sistema ralo en (C∗)n.La idea del algoritmo es, dado un sistema ralo F uya familia de soportes es A para el ualse quiere hallar los eros aislados en (C∗)n, se toma G un sistema genério on los mismossoportes. El algoritmo halla en primer lugar los eros aislados en (C∗)n de los sistemas GCasoiados a ada una de las eldas mixtas C de una subdivisión mixta �na de A (sistemasbinomiales que pueden resolverse fáilmente) y posteriormente sigue numériamente adauna de las �ramas� para aproximar las soluiones del sistema G. Luego se aproximan lassoluiones de F mediante otra deformaión homotópia de la forma

H(T,X) = (1− T )F (X) + TG(X).Siguiendo esta misma estrategia, en [45, Setion 5℄ los autores desarrollaron un algoritmosimbólio probabilístio que alula una resoluión geométria del onjunto de los erosomunes en (C∗)n de un sistema genério de n euaiones polinomiales ralas. A ontinuaióndesribimos el algoritmo de [45, Algorithm 5.1℄ que llamamos ToriSolve y que usaremosomo subrutina en nuestros algoritmos.Para un sistema ralo genério P = (p1, . . . , pn) on soportes A = (A1, . . . ,An) donde
Aj ⊂ (Z≥0)

n para todo 1 ≤ j ≤ n, se nota V̂ a la unión de todas las omponentes irre-duibles W de {(t, x) ∈ Cn+1 | pω1
1 (t, x) = · · · = pωn

n (t, x) = 0} no inluidas en hiperplanos
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{xi = 0} para todo 1 ≤ i ≤ n y tales que πT (W ) = C, donde πT : Cn+1 −→ C es laproyeión πT (t, x) = t. La variedad algebraia V̂ es equidimensional de dimensión 1.Algoritmo 2.3 ToriSolve ([45, Algorithm 5.1℄)INPUT: Un sistema de polinomios P = (p1, . . . , pn) en Q[X1, . . . ,Xn] genério on soportes
A = (A1, . . . ,An) y las eldas mixtas de una subdivisión mixta �na Sω(A) induida poruna funión de levantamiento ω.1. Elegir una forma lineal µ ∈ Z[X1, . . . ,Xn] al azar.2. Para ada elda mixta C:a) Hallar una resoluión geométria respeto a µ del onjunto de los eros en (C∗)nde PC . Llamamos qµ,C al minimal de esa resoluión geométria.b) Mediante un proedimiento de Newton-Hensel simbólio, levantar el minimal

qµ,C a una aproximaión adeuada q̃µ,C del minimal q̂µ,C de µ en las ramas de
V̂ orrespondientes a los eros de PC .3. Obtener una resoluión geométria de V̂ :a) Calular q̃µ =

∏
C elda mixta q̃µ,C .b) Hallar q̂µ =

∏
C elda mixta q̂µ,C , el polinomio minimal de µ respeto de V̂ , a partirde q̃µ.) Hallar una resoluión geométria de V̂ respeto a µ a partir de q̂µ.4. Sustituir T = 1 en la resoluión geométria obtenida en el paso 3.OUTPUT: Una resoluión geométria de los eros en (C∗)n de P .La omplejidad del algoritmo (ver [45, Proposition 5.13℄) es del orden de

O((n3N log(d) + n1+Ω)M(Υ)M(D)(M(D) +M(E)))donde
N :=

∑
1≤j≤n

#Aj ,
d := máx1≤j≤n{deg(pj)},
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D := MVn(A),
Υ := máx{‖η‖} donde el máximo se toma sobre todas las normales primitivas aso-iadas a eldas mixtas en Sω(A),
E := MVn+1(∆ × {0},A1(ω1), . . . ,An(ωn)) (donde ∆ es el onjunto de vérties delsímplex standard de Rn).En el aso en que 0 ∈

n⋂
j=1

Aj , un sistema genério on soportes A1, . . . ,An no tiene solu-iones on oordenadas nulas. Entones, el algoritmo ToriSolve alula todos los erosdel sistema en el espaio afín.2.1.3. Soluiones en CnPara hallar los eros aislados en el espaio afín en el aso de soportes arbitrarios, en [43℄se propone un algoritmo basado en deformaiones poliedrales que surge de la funión delevantamiento ω0 introduida en el Capítulo 1, Seión 1.3.3: Sea P = (p1, . . . , pn) unsistema ralo genério en K[X1, . . . ,Xn] uya familia de soportes es A = (A1, . . . ,An)donde Aj ⊂ (Z≥0)
n para todo 1 ≤ j ≤ n, y sea A0 = (A0

1, . . . ,A
0
n) la familia de soportesextendidos A0

j = Aj ∪ {0} para todo 1 ≤ j ≤ n. Se de�ne el sistema deformado P 0 =

(p01, . . . , p
0
n) uya familia de soportes es A0, donde para todo 1 ≤ j ≤ n,

p0j =




pj si 0 ∈ Aj

pj + aj,0T
κ si 0 6∈ Ajon oe�ientes aj,0 ∈ K genérios si 0 6∈ Aj y κ ∈ N.Así, si 0 6∈

n⋂
j=1

Aj y P es un sistema genério, omo se prueba en [43℄ (ver también el Lema2.2), los eros omunes aislados de P pueden obtenerse omo límites de las soluiones delsistema deformado P 0 uando T tiende a ero. Más preisamente, para todo I ⊂ {1, . . . , n},los eros aislados de P en
OI := {x ∈ Kn | xi = 0 ⇐⇒ i ∈ I}se obtienen de los eros de P 0 del tipo X(T ) = (x01T

γ1 + o(T γ1), . . . , x0nT
γn + o(T γn)),on

γi = 0 si i /∈ I y γi > 0 si i ∈ I.Para ada ero X(T ) de P 0 de este tipo, el vetor formado por los mínimos exponentes
(γ1, . . . , γn) de T en ada oordenada de X(T ) orresponde a las primeras n oordenadasde la normal interior (γ, 1) ∈ Qn+1 de alguna de las faetas de Conv(A0(ω0)) (ver la



36 CAPÍTULO 2. SOLUCIONES AFINES AISLADASSeión 1.3.3 para una desripión de A0(ω0) y la subdivisión de A0 induida por ω0).Dada la elda C = (C1, . . . , Cn) de la subdivisión Sω0(A0) que tiene omo normal asoiadael vetor (γ, 1), el vetor x0 = (x01, . . . , x0n) ∈ (K∗)n de los oe�ientes orrespondientesa los términos de orden mínimo en T en ada oordenada de X(T ) es un ero aislado delsistema P 0
C = (p01C , . . . , p

0
nC) (ver la De�niión 1.18). Notar que además en este aso vale

ĺım
T→0

(X(T ))i = x0i si i 6∈ I, y ĺım
T→0

(X(T ))i = 0 si i ∈ I.Luego, el punto ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Cn tal que ξi = x0i para i 6∈ I y ξi = 0 para i ∈ I es unero de P . De esta forma, los eros aislados de P en OI pueden onseguirse reemplazandopor 0 las oordenadas indexadas por I en los eros aislados en (K∗)n de los sistemas P 0
Correspondientes a eldas C de Sω(A) on normal asoiada (γ, 1) tal que γi = 0 si i 6∈ I y

γi > 0 si i ∈ I.Como el sistema P 0
C es genério y tiene un ero x0 aislado de oordenadas no nulas, lafamilia de soportes C de P 0

C tiene volumen mixto positivo. De lo anterior, se dedue lasiguiente observaión:Observaión 2.4 Si P es un sistema genério on soportes A y tiene eros aislados queestán en OI , existe una elda C ∈ Sω0(A0) que tiene volumen mixto positivo y uya normalasoiada (γ, 1) umple que γi = 0 si i /∈ I y γi > 0 si i ∈ I.Para hallar los eros aislados de P , la idea es entones la siguiente: para ada elda C dela subdivisión Sω0(A0) on normal asoiada (γ, 1) de oordenadas no negativas se generauna subdivisión mixta �na nueva y mediante una deformaión poliedral se busan los erosaislados x0 en (K∗)n del sistema P 0
C . Reemplazando on ero en las oordenadas x0i talesque γi > 0, se obtienen los eros aislados en Kn de P .Finalmente, los eros aislados de un sistema arbitrario se enuentran a partir de deforma-iones homotópias de los eros de un sistema genério P on los mismos soportes.Como este algoritmo requiere que, para ada elda C uya normal asoiada tenga todassus oordenadas no negativas, se genere una subdivisión mixta �na nueva, los tiempos deejeuión pueden ser muy grandes. En [31℄ presentaron un re�namiento a este algoritmoque no requiere el uso de levantamientos suesivos sino que involura solamente dos levan-tamientos de los soportes A0. Vamos a desribir brevemente los resultados allí obtenidos(ver también [26℄).Para un sistema P = (p1, . . . , pn) uya familia de soportes A = (A1, . . . ,An) en (Z≥0)

numple que 0 6∈
n⋂

j=1
Aj y un número κ ∈ R>0 elegido al azar, los autores de�nen lasfuniones de levantamiento de los soportes A0:
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1 , . . . , ω0κ

n ) dada por
ω0κ
j (α) = 0 si α ∈ Aj, y
ω0κ
j (0) = κ si 0 6∈ Aj.2. ωκ = (ωκ
1 , . . . , ω

κ
n) dada por

ωκ
j (α) = bj,α ∈ R si α ∈ Aj , donde 0 < bj,α < 1 se eligen al azar y
ωκ
j (0) = κ si 0 6∈ Aj .La funión ω0κ de�ne la misma subdivisión de A0 que ω0 y el onjunto de eldas uyanormal asoiada tiene todas sus oordenadas no negativas se mantiene.Sea d = máx1≤j≤n{deg(pj)}. En [31, Proposition 1℄ probaron que si κ ∈ R se elige alazar on la ondiión que κ > n(n + 1)dn, entones la subdivisión Sωκ(A0) re�na a lasubdivisión Sω0κ(A0) de A0. Esto es, para toda elda D ∈ Sωκ(A0) existe alguna elda

C ∈ Sω0κ(A0) tal que D es una subelda de C. Si además ωκ es un levantamiento genério,entones Sωκ(A0) es una subdivisión mixta �na on la propiedad de que suboleiones deeldas de Sωκ(A0) dan subdivisiones mixtas �nas de las eldas de Sω0κ(A0). Esto es, paratoda elda C de Sω0κ(A0), restringiendo ωκ a C se tiene la subdivisión
Sωκ(C) = {D elda de C | Conv(D(ωκ)) es una ara inferior de Conv(C(ωκ))}.Entones todas las eldas de Sωκ(C) son eldas de Sωκ(A0). Además, omo Sωκ(A0) esuna subdivisión mixta �na, el volumen mixto de C puede alularse omo la suma de losvolúmenes mixtos de las eldas mixtas de Sωκ(C).Con el objeto de obtener un sistema polinomial al deformar el sistema iniial usando lafunión de levantamiento onsiderada, vamos a modi�ar ωκ. Tomando M su�ientementegrande, sea ω = (ω1, . . . , ωn) donde
ωj(α) = bj,α ∈ N donde bj,α < M para todo α ∈ Aj y 1 ≤ j ≤ n. (2.1)
ωj(0) = κ si 0 6∈ Aj para κ > n(n+ 1)dnM .Podemos extender el resultado de [31, Proposition 1℄:Lema 2.5 Sea ω una funión de levantamiento genéria omo en (2.1). Entones la sub-división Sω(A0) es mixta �na y re�na a Sω0κ(A0).Demostraión: Empezaremos de�niendo un nuevo levantamiento asoiado a ω : Sea κ̃ =

κ

M
y ω̃ = (ω̃1, . . . , ω̃n), donde para todo 1 ≤ j ≤ n vale que ω̃j(α) =

ωj(α)

M
para todo
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α ∈ Aj , y ω̃j(0) = κ̃ si 0 6∈ Aj . Como ωj(α) < M , entones 0 < ω̃j(α) < 1 para todo
α ∈ Aj . Además, κ̃ =

κ

M
> n(n+ 1)dn.Observemos que Sω̃(A0) = Sω(A

0) pues toda elda C de Sω̃(A0) on normal asoiada
(γ1, . . . , γn, 1) es también una elda de Sω(A0) on normal asoiada (Mγ1, . . . ,Mγn, 1).De la misma forma se puede ver que Sω0κ̃(A0) = Sω0κ(A0).Como ω es genéria, usando [45, Lemma 2.1℄ la funión de levantamiento ω̃ es tambiéngenéria, y por [31, Setion 4℄ sabemos que la subdivisión Sω̃(A

0) es mixta �na. Por lotanto, Sω(A0) es mixta �na. Por [31, Proposition 1℄, sabemos que Sω̃(A0) re�na a Sω0κ̃(A0)on lo ual Sω(A0) re�na a Sω0κ(A0). �2.2. Reduión al aso tórioSean A = (A1, . . . ,An) una familia de onjuntos �nitos en (Z≥0)
n, y P = (p1, . . . , pn) unsistema genério de n polinomios en n variables X = (X1, . . . ,Xn) on oe�ientes en unuerpo algebraiamente errado K tal que la familia de soportes de P es A.Para hallar las soluiones aisladas de P , al igual que en proedimientos anteriores, asoia-mos al sistema original un onjunto de subsistemas y busamos sus eros aislados de oorde-nadas no nulas usando solo dos deformaiones poliedrales. Para onstruir estos subsistemasanalizamos los soportes de los polinomios para deidir para qué onjuntos I ⊂ {1, . . . , n},el sistema P tiene eros aislados on oordenadas nulas en los lugares indexados por I.Esto nos permitirá que los sistemas asoiados a resolver sean menos sistemas en menosinógnitas que los de los algoritmos previos.Para todo I ⊂ {1, . . . , n} de�nimos un sistema polinomial PI asoiado a P de la siguienteforma:De�niión 2.6 Dado I ⊂ {1, . . . , n}, se de�ne el sistema PI formado por los polinomiosen K[{Xi | i 6∈ I}] que resultan de evaluar el sistema P en Xi = 0 para todo i ∈ I, ydesartar aquellos polinomios que se anulan idéntiamente al haer esta evaluaión.A ontinuaión demostraremos algunos resultados teórios en los que se basa nuestro al-goritmo.Lema 2.7 Sea I ⊂ {1, . . . , n} tal que el sistema P tiene eros aislados que están en OI =

{x ∈ Kn | xi = 0 ⇐⇒ i ∈ I}. Entones, el sistema PI tiene exatamente n − #Ipolinomios. Más aún, para ada elda C de Sω0(A0) uya normal asoiada (γ, 1) umple



2.2. REDUCCIÓN AL CASO TÓRICO 39que γi = 0 si i /∈ I y γi > 0 si i ∈ I, el sistema P 0
C está ompuesto por los polinomios de

PI y #I polinomios que se haen onstantes uando son evaluados en Xi = 0 para todo
i ∈ I.Demostraión: Como P tiene eros aislados en OI , el sistema PI tiene también erosaislados en OI

∼= (K∗)n−#I . Entones, el sistema PI no puede tener menos de n − #Ipolinomios. Supongamos que la antidad de polinomios es estritamente mayor. Eligiendo
n − #I polinomios entre ellos, omo P es un sistema genério, el Teorema de Bernsteinnos die que esos n−#I polinomios tienen �nitos eros omunes en (K∗)n−#I . Tomandouno de los polinomios no elegidos del sistema PI , este polinomio no se anula en ningunode esos eros omunes por la generiidad de P . Por lo tanto, el sistema PI no tendría erosen (K∗)n−#I . Entones, el sistema PI tiene exatamente n−#I polinomios.Sea C ∈ Sω0(A0) una elda uya normal asoiada (γ, 1) = (γ1, . . . , γn, 1) umple que γi = 0si i /∈ I y γi > 0 si i ∈ I. Para todo 1 ≤ j ≤ n, sea βj := mı́n{

n∑
i=1

γiαi+ω
0
j (α) | α ∈ A0

j} ≥ 0.Entones C = (C1, . . . , Cn), donde Cj = {α ∈ A0
j |

n∑
i=1

γiαi + ω0
j (α) = βj}.Sean pj1 , . . . , pjn−#I

los polinomios de P a partir de los que se obtiene PI . Como estospolinomios no se anulan al evaluarse en 0 las oordenadas Xi on i ∈ I, existe al menosun monomio en pjk que no pertenee al ideal 〈Xi : i ∈ I〉 para todo 1 ≤ k ≤ n − #I.Para el exponente α ∈ Ajk de ese monomio, se tiene que n∑
i=1

γiαi + ω0
jk
(α) = 0, on loual βjk = 0. Más aún, si notamos (pjk)I al polinomio que resulta de evaluar pjk en eroen las oordenadas indexadas por I, para todo monomio de (pjk)I el vetor α de susexponentes umple que n∑

i=1
γiαi + ω0

jk
(α) = 0, y por lo tanto está en Cjk . Por otro lado,para todo α tal que Xα ∈ 〈Xi : i ∈ I〉, vale que αi0 > 0 para algún i0 ∈ I y por lo tanto

n∑
i=1

γiαi ≥ γi0αi0 > 0. Entones, todo vetor de exponentes α de un monomio que se anulaal evaluar Xi = 0 para todo i ∈ I no pertenee a Cjk . Para el aso del origen, pjk tienetérmino independiente si y solo si 0 ∈ Ajk . Esto es lo mismo que pedir ω0
jk
(0) = 0, que asu vez equivale a que 0 ∈ Cjk . Se puede entones deduir que Cjk ontiene exatamentelos exponentes en Zn orrespondientes a los monomios de (pjk)I .Para ada j /∈ {j1, . . . , jn−#I}, el polinomio pj se anula idéntiamente al evaluar en erolas variables indexadas por el onjunto I. Entones, p0jC es una suma de monomios en

〈Xi : i ∈ I〉 y posiblemente un término onstante (si 0 6∈ Aj). Por lo tanto, al evaluar
Xi = 0 para todo i ∈ I da lugar a una onstante. �Usaremos un levantamiento genério ω de la forma (2.1). Por el Lema 2.5 sabemos que si
M es su�ientemente grande la subdivisión que genera es mixta �na y la restriión de ωa toda elda C de Sω0(A0) indue una subdivisión mixta �na de C.



40 CAPÍTULO 2. SOLUCIONES AFINES AISLADASObservaión 2.8 Sea C una elda de Sω0(A0). El sistema P 0
C tiene eros aislados en

(K∗)n si y solo si la elda C tiene volumen mixto positivo, lo que equivale a que C ontengauna elda mixta de la subdivisión Sω(A0).Introduimos la siguiente notaión: para todo I ⊂ {1, . . . , n}, de�nimos el onjunto
JI = {j ∈ {1, . . . , n} | ∃α ∈ Aj : αi = 0 ∀ i ∈ I}de los índies de los polinomios de PI . Sea πI : Kn → Kn−#I la proyeión de�nida omo

πI(α) = (αl)l /∈I y ϕI : Kn−#I → Kn la funión que inserta eros en las oordenadasindexadas por I. Llamamos AI = (AI
j)j∈JI donde para todo 1 ≤ j ≤ n,

AI
j = {πI(α) | α ∈ Aj, αi = 0 ∀ i ∈ I}.De esta manera AI es la familia de soportes de los polinomios de PI . Notamos además

ωI = (ωI
j )j∈JI donde ωI

j : AI
j → Z≥0 es la funión ωI

j (α) = ωj(ϕI(α)). Así, a partir de ω,obtenemos una funión de levantamiento para la familia de soportes AI .Lema 2.9 Sea P un sistema genério on soportes A = (A1, . . . ,An) en (Z≥0)
n. Sean

I ⊂ {1, . . . , n} tal que el sistema P tiene eros aislados que están en OI , y C ∈ Sω0(A0)una elda de volumen mixto positivo uya normal asoiada (γ, 1) umple γi = 0 si i /∈ I y
γi > 0 si i ∈ I. Entones, para todo ξ ero de PI en (K∗)n−#I existe un ero aislado ξ̃ de
P 0
C tal que πI(ξ̃) = ξ.Demostraión: Sin perder generalidad, sean I = {r + 1, . . . , n} y JI = {1, . . . , r}.Por la estrutura del sistema P 0

C que araterizamos en el Lema 2.7, (ξ1, . . . , ξr, ξr+1, . . . , ξn)es un ero en (K∗)n de P 0
C si y solo si (ξ1, . . . , ξr) es un ero de PI y (ξr+1, . . . , ξn) es unero aislado del sistema de n− r polinomios en K[Xr+1, . . . ,Xn] dado por p0jC(ξ1, . . . , ξr,

Xr+1, . . . ,Xn) para todo 1 ≤ j ≤ n. Observar que este sistema tiene soportes πI(Cr+1), . . . ,

πI(Cn), donde I = {1, . . . , r}.Por las hipótesis sabemos que MVn(C) > 0 y, por la Proposiión 1.11, que
MVn(C) = MVr(A

I)MVn−r(πI(Cr+1), . . . , πI(Cn)). (2.2)En partiular, MVn−r(πI(Cr+1), . . . , πI(Cn)) > 0.Como para ada (ξ1, . . . , ξr) ero en (K∗)r de PI hay a lo sumo MVn−r(πI(Cr+1), . . . ,

πI(Cn)) eros aislados en (K∗)n−r de p0jC(ξ1, . . . , ξr,Xr+1, . . . ,Xn) para todo 1 ≤ j ≤ n,para que valga la igualdad (2.2) tiene que haber exatamente esa antidad de eros. �



2.2. REDUCCIÓN AL CASO TÓRICO 41Sea ξ = (ξ1, . . . , ξn) un ero aislado del sistema genério P que está en OI . Por un lado, elalgoritmo de [43℄ requiere para hallarlo resolver los sistemas P 0
C para aquellas eldas C de

Sω0(A0) on volumen mixto positivo y uya normal asoiada (γ, 1) umple que γi = 0 si
i 6∈ I y γi > 0 si i ∈ I, para lo ual se utiliza una subdivisión mixta �na de ada una deestas eldas C. Por otro lado, (ξi)i 6∈I es un ero de PI en (K∗)n−#I y, omo el sistema PIes uadrado y genério, sus eros en (K∗)n−#I pueden obtenerse usando una subdivisiónmixta �na de AI . El lema que sigue relaiona las eldas de una subdivisión de los soportesde PI on las eldas de una subdivisión de los soportes de P 0

C .Lema 2.10 Sea ω una funión de levantamiento genéria de la forma (2.1). Sean I ⊂

{1, . . . , n} tal que el sistema genério P tiene eros aislados que están en OI , y C ∈ Sω0(A0)una elda de volumen mixto positivo uya normal asoiada (γ, 1) umple γi = 0 si i /∈ Iy γi > 0 si i ∈ I. Entones, ada elda mixta de SωI (AI) es de la forma πI(D) :=

(πI(Dj))j∈JI para una elda mixta D = (D1, . . . ,Dn) ∈ Sω(C).Demostraión: Podemos suponer que I = {r + 1, . . . , n} y JI = {1, . . . , r}. Sea C ∈

Sω0(A0) una elda que umple las hipótesis. Por el Lema 2.7, para todo 1 ≤ j ≤ r valeque Cj = AI
j × {0} (donde 0 ∈ Rn−r) y por lo tanto, Cj(ωj) ≃ AI

j (ω
I
j ) × {0} para todo

1 ≤ j ≤ r.Sea D una elda mixta de Sω(C) y π la proyeión a las primeras n oordenadas. Porla de�niión de una subdivisión induida por un levantamiento, existe ν ∈ Qn tal que
Conv(C(ω))(ν,1) =

( n∑
j=1

Conv(Cj(ωj))
)
(ν,1)

=
n∑

j=1
Conv(Cj(ωj))(ν,1) yDj = π(Cj(ωj)(ν,1))para todo 1 ≤ j ≤ n.Sea νI := πI(ν). Entones Conv(AI(ωI))(νI ,1) =
r∑

j=1
Conv(AI

j(ω
I
j ))(νI ,1). Como Cj(ωj) ≃

AI
j (ω

I
j ) × {0}, onsiderando la ara de normal interior (ν, 1) tenemos que Cj(ωj)(ν,1) ≃

AI
j (ω

I
j )(νI ,1) × {0}, y por lo tanto la elda de SωI (AI) asoiada a la normal (νI , 1) es

(πI(D1), . . . , πI(Dr)). Además, para todo 1 ≤ j ≤ r sabemos que Dj ⊂ Cj , on lo ual
Dj = πI(Dj)× {0}. Entones, la elda (πI(D1), . . . , πI(Dr)) es mixta.A la inversa, sea DI = (DI

1 , . . . ,D
I
r ) una elda mixta de la subdivisión SωI (AI). Llamando

(νI , 1) a la normal interior de la ara de Conv(AI(ωI)) que de�ne la elda DI , νI es elvetor de exponentes de los términos iniiales de una soluión ξ(T ) del sistema PωI

I (X,T )(ver la Seión 2.1.2).Sea C una elda de Sω0(A0) de volumen mixto positivo uya normal asoiada (γ, 1) umpleque γi = 0 si i /∈ I y γi > 0 si i ∈ I. Por el Lema 2.7, el sistema P 0
C está ompuesto porlos polinomios PI y #I polinomios que se haen onstantes uando espeializamos Xi = 0



42 CAPÍTULO 2. SOLUCIONES AFINES AISLADASpara todo i ∈ I. Por lo tanto el sistema (P 0
C)

ω(X,T ) está ompuesto por los polinomios
PωI

I (X,T ) y#I polinomios. Por el Lema 2.9, de ada soluión de PωI

I (X,T ) = 0 obtenemosuna soluión de (P 0
C)

ω(X,T ) = 0. Entones, existe una soluión ξ̃(T ) uyas primeras roordenadas son ξ(T ). Llamando ν a los exponentes de los términos iniiales de ξ̃(T ),
(ν, 1) es la normal interior de una ara de Conv(C(ω)) orrespondiente a una elda mixta
D de la subdivisión Sω(C). Por el razonamiento anterior, DI es la proyeión de D. �2.3. Cálulo de soluiones a�nes aisladas2.3.1. AlgoritmoSea F = (f1, . . . , fn) un sistema de polinomios en Q[X1, . . . ,Xn] on soportes A = (A1, . . . ,

An) en (Z≥0)
n para el ual queremos hallar una desripión de su onjunto de eros aisladosen Cn. La idea del algoritmo es onsiderar un sistema G = (g1, . . . , gn) de polinomios gené-rios en Q[X1, . . . ,Xn] on los mismos soportes A, una nueva variable T y la deformaiónhomotópia

H(T,X) = (1− T )F (X) + TG(X).Para ada ero aislado z ∈ Cn de F (X) = H(0,X) tenemos que (0, z) es un ero del sistema
H(T,X) y, por el Lema 2.1, existe W una omponente irreduible de V (H) ⊂ Cn+1 dedimensión 1 tal que (0, z) ∈ W y πT (W ) = C. Por otro lado, onsideremos a H omo unsistema de n polinomios en las variables X1, . . . ,Xn y oe�ientes en Q[T ]. Por el Lema2.2 las omponentes irreduibles de dimensión 1 asoiadas a los eros aislados de F en Cnse orresponden on eros aislados de H en C(T )

n. Observar que H, omo sistema de npolinomios en n variables, es un sistema genério on soportes A1, . . . ,An y por lo tantopodemos apliar los resultados de la Seión 2.2. La idea es busar en primer lugar loseros aislados de H en C(T )
n.En funión de los resultados de la seión anterior, el algoritmo que proponemos para hallarlos eros aislados en Cn de F es el siguiente:Inluimos en el input del algoritmo las eldas mixtas de una subdivisión mixta �na delos soportes extendidos A0 = (A0

1, . . . ,A
0
n), donde A0

j = Aj ∪ {0} para todo 1 ≤ j ≤ n,obtenida a partir de una funión de levantamiento ω = (ω1, . . . , ωn) genéria de la forma(2.1). El Lema 2.5 y el Teorema 1.5 nos aseguran que, si M es su�ientemente grande,un levantamiento onstruido eligiendo los valores de ωj(α) para todo α ∈ Aj y κ al azarindue una subdivisión mixta �na que re�na Sω0(A0) on probabilidad alta.Para poder enontrar los eros aislados del sistema H en C(T )
n busamos en primer lugarel onjunto I de los subonjuntos I ⊂ {1, . . . , n} tales que H tiene eros aislados en
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OI = {x ∈ C(T )

n
| xi = 0 ⇐⇒ i ∈ I}. Para hallar I , alulamos primero en el paso 1,para ada elda mixta D ∈ Sω(A

0), la normal (γ, 1) asoiada a la elda Conv(D(ω0)) de
Sω0(A0). Desartamos todas las eldas tales que γ tiene alguna oordenada negativa. Porlas Observaiones 2.4 y 2.8, I es el onjunto de todos los I ⊂ {1, . . . , n} tales que existe
(γ, 1) entre las normales interiores aluladas y no desartadas tal que γi > 0 si y solo si
i ∈ I.En el paso 2 alulamos este onjunto I y, para ada I ∈ I , el onjunto SI de todas laseldas mixtas de SωI (AI). A partir del onjunto de las eldas mixtas de Sω(A0) del input,por el Lema 2.10, tomando una elda C ∈ Sω0(A0) para ada I ∈ I uya normal asoiadatiene todas sus oordenadas no negativas y {i | γi > 0} = I, se tiene que SI = {πI(D) |

D ∈ Sω(C) elda mixta}.Observaión 2.11 Cada I en el onjunto I orresponde al menos a una de las eldas
C ∈ Sω0(A0) que ontribuyen al álulo del volumen mixto estable de [43℄.En el paso 3, elegimos un sistema G on los mismos soportes A1, . . . ,An que el sistema Ftomando sus oe�ientes en Z al azar.Para ada I ∈ I , en el paso 4 onsideramos JI = {j ∈ {1, . . . , n} | ∃α ∈ Aj : αi = 0 ∀ i ∈

I}. En el aso en que #JI 6= n − #I, desartamos I. Si #JI = n − #I, onsideramoslos sistemas FI , GI y HI omo fueron introduidos en la De�niión 2.6. Observamos que
HI = (1 − T )FI + TGI . Para hallar los eros de HI en (C(T )∗)n−#I , en primer lugarbusamos los eros en (C∗)n−#I del sistema genério GI , que tiene n −#I euaiones en
n − #I variables. Éstos se obtienen mediante el algoritmo ToriSolve (Algoritmo 2.3).Este algoritmo toma omo input los polinomios del sistema genério GI , sus soportes AIy las eldas mixtas de la subdivisión mixta �na SωI (AI). Estas eldas son exatamente loselementos del onjunto SI alulado en el paso 2. El algoritmo ToriSolve produe omooutput una resoluión geométria del onjunto de eros de GI en (C∗)n−#I . En el proesode este algoritmo es neesario elegir una forma lineal genéria µI . Tomamos una úniaforma lineal µ =

∑
1≤l≤n

µlXl, donde los oe�ientes de µ se eligen al azar en un onjuntode enteros su�ientemente grande y, para todo I ∈ I , usaremos µI =
∑
l /∈I

µlXl para hallarla resoluión geométria de los eros de GI . A partir de la resoluión geométria obteniday, omo GI es un sistema genério, se alula una resoluión geométria de los eros de
HI en (C(T )∗)n−#I respeto a la forma lineal µI omo en [45, Setion 6.1℄. Llamamos aeste proeso NewtonHenselLifting (ver la Seión 1.4.2). Insertando polinomios nulos enlas oordenadas indexadas por I en la resoluión geométria de los eros de HI obtenemosuna resoluión geométria respeto a la forma lineal µI de un onjunto �nito de puntos



44 CAPÍTULO 2. SOLUCIONES AFINES AISLADASque ontiene los eros aislados de H en OI . Como µI(x) = µ(x) para todo x ∈ OI , ésta esuna resoluión geométria de ese mismo onjunto de puntos respeto a la forma lineal µ.En el paso 5 obtenemos una únia resoluión geométria R = (Q(T,U), w1(T,U), . . . ,

wn(T,U)) que representa todos los eros aislados de H en C(T )
n uniendo las resoluionesgeométrias obtenidas en el paso anterior omo se explia en la Seión 1.1.2.En el último paso alulamos el límite de la resoluión geométria R uando T → 0,siguiendo el proedimiento de [45, Setion 6.2℄. Para ello, alulamos a(U) = gcd(Q(0, U),

∂Q

∂U
(0, U)) y los polinomios q(U) =

Q(0, U)

a(U)
, b(U) = (

∂Q
∂U (0, U)

a(U)
)−1 (mód q(U)), y vj(U) =

b(U)
wj(0, U)

a(U)
(mód q(U)) (1 ≤ j ≤ n). Entones, r = (q, v1, . . . , vn) es una resoluióngeométria de un onjunto �nito de puntos que ontiene todos los eros aislados en Cn delsistema F .A ontinuaión resumimos el algoritmo desripto, al que llamamos AffineSolve:Algoritmo 2.12 AffineSolveINPUT: Un sistema de polinomios F = (f1, . . . , fn) en Q[X1, . . . ,Xn] on soportes A =

(A1, . . . ,An) en (Z≥0)
n odi�ados en forma rala, y las eldas mixtas de una subdivisiónmixta �na Sω(A0) que re�na Sω0(A0).1. Para toda elda mixta D ∈ Sω(A

0):a) Hallar la normal interior (γ, 1) de Conv(D(ω0)).b) Si alguna oordenada de γ es negativa, desartar D y γ.2. Calular I = {I ⊂ {1, . . . , n} | ∃γ tal que γi > 0 ⇐⇒ i ∈ I} y, para ada I ∈ I, elonjunto SI de todas las eldas mixtas de SωI (AI).3. Elegir al azar oe�ientes en Z para un sistema de polinomios G = (g1, . . . , gn) onsoportes A = (A1, . . . ,An) y para una forma lineal µ =
∑

1≤l≤n

µlXl.4. Para ada I ∈ I tal que #JI = n−#I:a) Apliar la subrutina ToriSolve usando las eldas de SI para hallar una resolu-ión geométria rI asoiada a la forma lineal µI = ∑
l /∈I

µlXl de los eros omunesde GI en (C∗)n−#I .



2.3. CÁLCULO DE SOLUCIONES AFINES AISLADAS 45b) Apliar la subrutina NewtonHenselLifting a rI para hallar una resoluión geo-métria RI de los eros omunes en (C(T )∗)n−#I de HI .) Insertar en RI eros en las oordenadas indexadas por I para obtener una re-soluión geométria R̃I de un onjunto �nito de puntos que ontiene a los erosomunes aislados de H en OI .5. A partir de (R̃I)I∈I, alular una únia resoluión geométria R de un onjunto �nitode puntos que ontiene a los eros aislados de H en C(T )
n.6. Calular la resoluión geométria r = ĺımT→0R.OUTPUT: La resoluión geométria r de un onjunto �nito de puntos que ontiene loseros aislados en Cn de F = (f1, . . . , fn).Teorema 2.13 Sea F = (f1, . . . , fn) un sistema de polinomios en Q[X1, . . . ,Xn] on so-portes A = (A1, . . . ,An) en (Z≥0)

n. El algoritmo AffineSolve es un proedimiento pro-babilístio que, tomando omo input la odi�aión rala de F y las eldas mixtas de unasubdivisión mixta �na adeuada de A0 = (A1 ∪ {0}, . . . ,An ∪ {0}), alula una resoluióngeométria de un onjunto �nito de puntos que ontiene los eros aislados en Cn del sistema
F on omplejidad

O(nΩΓ + (n3N log(d) + nΩ+1)M(D)(M(Υ)(M(D) +M(E)) +M(E ′))),donde
Γ es la antidad de eldas mixtas en Sω(A0),
N :=

∑
1≤j≤n

#Aj,
d := máx1≤j≤n{deg(fj)},
D := SM(A),
Υ := máx{‖η‖} donde el máximo se toma sobre todas las normales primitivas aso-iadas a eldas mixtas en Sω(A0),
E := SM(∆ × {0},A1(ω1), . . . ,An(ωn)) (donde ∆ es el onjunto de vérties delsímplex standard de Rn),
E ′ := SM({0} ×∆, {0, 1} × A1, . . . , {0, 1} × An).Demostraión: Solo resta estimar la omplejidad del algoritmo dado que su orretitud esonseuenia de los resultados probados en la Seión 2.2.



46 CAPÍTULO 2. SOLUCIONES AFINES AISLADASEn el primer paso, ada normal (γ, 1) asoiada a una elda puede alularse on O(nΩ)operaiones usando ténias standard de álgebra lineal efetiva (ver [32, Chapter 12℄).Reorremos ada oordenada de (γ, 1) y la omparamos on ero, desartándola si algu-na de sus oordenadas es negativa on O(n) operaiones, lo que no ambia el orden deomplejidad.Por la Observaión 2.11 y sabiendo que el volumen mixto de ada elda C que ontribuyeal álulo de SM(A) es la suma de los volúmenes mixtos de las eldas mixtas de Sω(A0)ontenidas en C, la antidad de eldas mixtas no desartadas en el primer paso está aotadasuperiormente por SM(A). Luego, el álulo del onjunto I y las eldas de SI para todo I ∈

I puede llevarse a abo en O(n log(SM(A))SM(A)) operaiones apliando un algoritmode ordenamiento standard: Para ada elda mixta D ∈ Sω(A
0) que no desartamos en elprimer paso, tomemos la terna (D, γ, χγ), donde (γ, 1) es la normal interior de Conv(D(ω0))y χγ se de�ne omo (χγ)i = 0 si γi = 0 y (χγ)i = 1 si γi > 0. Ordenamos estas ternaslexiográ�amente en la oordenada χγ . Para ada χ = χγ distinto, el algoritmo agrega

I = {k | χk = 1} al onjunto I , toma el primer elemento on terera oordenada χ de lalista de ternas ordenadas (D, γ, χ) y forma el onjunto SI a partir de todos los otros pares
(D′, γ, χ) on el mismo γ en la segunda oordenada. Se desartan todas las otras ternason terera oordenada χ y segunda oordenada distinta de γ.Para estimar el osto de alular R̃I para ada I ∈ I vamos a usar los álulos de omple-jidad de [45, Theorem 6.2℄: Con la notaión e hipótesis anteriores, para ada I ∈ I el paso4 tiene un osto total de
O(((n−#I)3NI log dI + (n−#I)Ω+1)M(DI)(M(ΥI)(M(DI ) +M(EI)) +M(E ′

I))),donde
NI :=

∑
j∈JI

#(AI
j),

dI := máxj∈JI{deg((fj)I)},
DI := MVn−#I(A

I),
ΥI := máx{‖ηI‖} tomando el máximo sobre todas las normales primitivas asoiadasa eldas mixtas de la subdivisión SωI (AI),
EI := MVn−#I+1(∆ × {0}, (AI

j (ω
I
j ))j∈JI ), donde ∆ es el onjunto de vérties delsímplex standard de Rn−#I ,

E ′
I := MVn−#I+1({0} ×∆, ({0, 1} × AI

j)j∈JI ).



2.3. CÁLCULO DE SOLUCIONES AFINES AISLADAS 47La omplejidad total del paso 4 es la suma de las omplejidades anteriores. Para ao-tar esta suma, observar que para todo I ∈ I vale que NI ≤ N , dI ≤ d y ΥI ≤ Υ.Para ver que ∑
I∈I

DI ≤ D (y por lo tanto ∑
I∈I

M(DI) ≤ M(D)), notemos que por la Ob-servaión 2.11 a ada I ∈ I le orresponde al menos una elda mixta C uya normalasoiada tiene oordenadas no negativas. Pero en la demostraión del Lema 2.9 vimos que
MVn(C) = MVn−#I(A

I)MV#I(πI(Cj1), . . . , πI(Cj#I
)) ≥ MVn−#I(A

I), donde notamos
I = {1, . . . , n}\I y {j1, . . . , j#I} para los subíndies de los polinomios que se desartan alevaluar Xi = 0 para todo i ∈ I. Entones ∑

I∈I
DI ≤

∑
MVn(C) ≤ D donde la segundasuma es, siguiendo la Observaión 2.11, sobre las eldas C orrespondientes a ada I ∈ I .Además, si para ada I ∈ I tomamos una elda C asoiada que ontribuye al álulo delvolumen mixto estable SM(A), y onsideramos la elda orrespondiente en el álulo de

SM((∆ × {0},A1(ω1), . . . ,An(ωn))), se dedue que ∑
I∈I

EI ≤ E . De igual forma se puedever que ∑
I∈I

E ′
I ≤ E ′. A partir de estas otas superiores, la omplejidad total de alularlas resoluiones geométrias R̃I de los eros aislados de H en OI para todo I ∈ I es

O((n3N log d+ nΩ+1)M(D)(M(Υ)(M(D) +M(E)) +M(E ′))).Sea U una nueva variable tal que los polinomios que onforman ada resoluión geométria
R̃I son elementos de Q[T ][U ]. Para unir todas estas resoluiones geométrias R̃I en unaúnia resoluión geométria R asoiada a µ (ver la Seión 1.1.2) usamos la estrategia dedivisión de [32, Algorithm 10.3℄. Notar que para ada I ∈ I , el grado en U de los n + 1polinomios de la resoluión geométria R̃I es a lo sumo DI y sus oe�ientes tienen gradosen T aotados por E ′

I . Entones, los polinomios involurados en álulos intermedios tienengrado en U aotado por D y sus oe�ientes tienen grados en T aotados por E ′. Usando[32, Lemma 10.4℄, el algoritmo requiere de O(nM(D)) operaiones en Q[T ] y por lo tanto,la omplejidad del paso 5 es de orden O(nM(D)M(E ′)).El último paso, siguiendo [45, Setion 6.2℄ omo se explió antes, tiene una omplejidaddel orden de O(nM(D)E ′). �2.3.2. EjemploA ontinuaión ilustramos los distintos pasos del Algoritmo 2.12 en el sistema del Ejemplo1.8 expuesto en el Capítulo 1.Ejemplo 2.14 Consideramos el sistema
P =




p1(X1,X2) = aX2 + bX2

2 + cX1X
3
2

p2(X1,X2) = dX1 + eX2
1 + fX3

1X2



48 CAPÍTULO 2. SOLUCIONES AFINES AISLADASon oe�ientes genérios a, b, c, d, e, f en Q. La familia de soportes del sistema es A =

(A1,A2), on A1 = {(0, 1), (0, 2), (1, 3)}, A2 = {(1, 0), (2, 0), (3, 1)}. Para este sistema, enel Ejemplo 1.19 gra�amos la subdivisión Sω0(A0) ompuesta por las eldas C(0), . . . , C(7),que se muestra en la Figura 2.1.
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C (0)

C (1)

C (2)

C (3)

C (4)

C (5)

C (6)C (7)

Figura 2.1: Subdivisión de A0 induida por ω0Una subdivisión mixta �na puede obtenerse a partir de la funión de levantamiento ω =

(ω1, ω2) tal que
ω1(0, 1) = 3, ω1(0, 2) = 6, ω1(1, 3) = 5 y ω1(0, 0) = 11.

ω2(1, 0) = 1, ω2(2, 0) = 3, ω2(3, 1) = 2 y ω2(0, 0) = 11.Las faetas inferiores de la suma de las ápsulas onvexas de A0 = (A0
1,A

0
2) levantadaspor ω y la subdivisión de A0 resultante de proyetarlas a las primeras dos oordenadas semuestran en la Figura 2.2 a ontinuaión. Puede observarse laramente en las Figuras 2.1y 2.2 que la subdivisión Sω(A0) re�na a Sω0(A0).El input del algoritmo, en este aso, son los polinomios p1 y p2 y las eldas mixtas de lasubdivisión Sω(A0). Las ápsulas onvexas de las eldas de Sω(A0) fueron gra�adas en laFigura 2.2. Las eldas mixtas para esa subdivisión son D(0),D(3),D(4),D(5),D(6),D(7).En el primer paso del algoritmo, alulamos las normales interiores (γ, 1) de Conv(D(l)(ω0))para toda D(l) del input (0 ≤ l ≤ 9), y desartamos aquellas eldas uya normal asoiadatiene alguna oordenada negativa. En la tabla que sigue mostramos las normales asoiadasa ada elda D(l) de Sω(A0), la elda de Sω0(A0) en la queD(l) está ontenida, y analizamosen ada aso si D(l) aporta un onjunto I a I .
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D (9)

D (8)
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D (4)
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Figura 2.2: Subdivisión de A0 induida por ωCelda Mixta? Normal γ Sirve? I ∈ I SI

D(0) ⊆ C(0) Sí (0, 0, 1) sí I = ∅ D(0) ∈ S∅
D(1) ⊆ C(1) No no es mixta no
D(2) ⊆ C(2) No no es mixta no
D(3) ⊆ C(3) Sí (1,−1, 1) no, γ2 < 0

D(4) ⊆ C(4) Sí (−1, 1, 1) no, γ1 < 0

D(5) ⊆ C(5) Sí (1, 0, 1) sí I = {1} D(5) ∈ S{1}
D(6) ⊆ C(6) Sí (0, 1, 1) sí I = {2} D(6) ∈ S{2}
D(7) ⊆ C(7) Sí (1, 1, 1) sí I = {1, 2} D(7) ∈ S{1,2}
D(8) ⊆ C(0) No no es mixta no
D(9) ⊆ C(0) No no es mixta noComo muestra la tabla, a partir de las eldas D(0),D(5),D(6) y D(7) que obtenemos en elpaso 1, en el paso 2 onstruimos I = {∅, {1}, {2}, {1, 2}}, y para ada I ∈ I , el onjuntode eldas SI :

S∅ = {D(0)}, S{1} = {D(5)}, S{2} = {D(6)} y S{1,2} = {D(7)}.Entones, para ada I ∈ I , los sistemas asoiados a resolver sobre C∗ en el paso 4 son:
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I Sistemas asoiados πI(D

(l)) ∈ SI

∅




aX2 + bX2

2 + cX1X
3
2

dX1 + eX2
1 + fX3

1X2

π∅(D
(0)) = ({(0, 1), (1, 3)}, {(1, 0), (3, 1)})

{1} aX2 + bX2
2 π{1}(D

(5)) = {1, 2}

{2} dX1 + eX2
1 π{2}(D

(6)) = {1, 2}

{1, 2} ∅ π{1,2}(D
(7)) = ∅Notar que D(0),D(8) y D(9) forman una subdivisión mixta �na de C(0) pero solo D(0) esuna elda mixta. Entones, por el Lema 2.10, para el sistema asoiado al onjunto ∅ traba-jando úniamente on la elda π∅(D(0)) de la subdivisión Sω∅(A∅) podremos enontrar sussoluiones en (C∗)2. En el aso de los otros tres sistemas asoiados, πI(D(l)) es exatamenteel soporte del sistema.Sea F =





X2 + 2X2
2 −X1X

3
2

−X1 + 3X2
1 − 2X3

1X2

el sistema del Ejemplo 1.8. Usaremos este sistema,que resulta de tomar valores onretos para los oe�ientes de P , para ilustrar los pasosrestantes.Como el sistema F ya es genério, en el paso 3 basta on elegir una forma lineal separante,por ejemplo µ(X1,X2) = X1 +X2, y podemos obviar la deformaión homotópia H.En el paso 4 se resuelven los sistemas FI asoiados a los onjuntos I ∈ I y se insertan erosen las oordenadas orrespondientes. Se obtienen así las siguientes resoluiones geométrias:
I Sistemas asoiados FI Resoluión geométria de los eros de F en OI

∅





X2+2X2
2−X1X

3
2

−X1+3X2
1−2X3

1X2

{(
−3U2+4U+4
12U2+22U+14

, −8U
2−32U−10

12U2+22U+14

)
| 4U3+11U2+14U+2=0

}

{1} X2 + 2X2
2 {(0,−1

2 ) | 2U + 1 = 0}

{2} −X1 + 3X2
1 {(13 , 0) | 3U − 1 = 0}

{1, 2} ∅ {(0, 0) | U = 0}En el paso 5 obtenemos una únia resoluión geométria del onjunto de los eros aisladosde F en C2 uniendo las uatro resoluiones geométrias del paso anterior:
{( − 10U5 + 47U4 + 70U3 + 18U2 − 2U

144U5+350U4+364U3+45U2−24U−2
,
− 60U5 − 229U4 − 115U3 + 30U2 + 12U

144U5+350U4+364U3+45U2−24U−2

)
|

24U6 + 70U5 + 91U4 + 15U3 − 12U2 − 2U = 0
}
.



2.3. CÁLCULO DE SOLUCIONES AFINES AISLADAS 512.3.3. Comparaión on algoritmos previosUna de las ventajas del Algoritmo 2.12 respeto a los algoritmos de [43℄ y [31℄ es querequiere resolver sistemas en menos variables. Como los tres algoritmos enuentran loseros aislados de sistemas arbitrarios a partir de deformar homotópiamente soluiones deun sistema genério, basta onsiderar el aso de un sistema P genério.Para ada I ⊂ {1, . . . , n} que analiza nuestro algoritmo tal que MVn−#I(A
I) > 0, elsistema PI es uadrado y tiene eros aislados en (C∗)n−#I . Por la onstruión del onjunto

I , existe al menos una elda C de Sω0(A0) on volumen mixto positivo y normal asoiada
(γ, 1) tal que γi > 0 si i ∈ I y γi = 0 si i 6∈ I. Se puede ver que el sistema P 0

C tiene laestrutura probada en el Lema 2.7 aún si P no tiene eros aislados que están en OI pero
PI es un sistema uadrado on eros aislados en (C∗)n−#I . De la misma forma, si PI es unsistema uadrado on eros aislados en (C∗)n−#I y C ∈ Sω0(A0) una elda que umple lashipótesis del Lema 2.9, entones para todo ξ ero de PI en (C∗)n−#I existe un ero aislado
ξ̃ de P 0

C tal que πI(ξ̃) = ξ. Así, para ada I ∈ I :el algoritmo AffineSolve resuelve exatamente un sistema PI de n−#I euaionesen n−#I variables, mientras que los algoritmos de [43℄ y [31℄ resuelven al menos unsistema P 0
C de n polinomios en n variables. Podría eventualmente haber más de unaelda uya normal asoiada orresponda a I que implique resolver más de un sistema(ver el Ejemplo 2.16 más abajo).

PI es un subsistema de P 0
C y resolver P 0

C implia resolver PI .Por ada ero aislado ξ de PI que permite hallar un ero ϕI(ξ) de P , los algoritmosde [43℄ y [31℄ enuentran al menos un ero aislado de P 0
C que permite hallar ϕI(ξ)(ver el Ejemplo 2.15 a ontinuaión).Ejemplo 2.15 Sea P un sistema genério on la misma familia de soportes A que elsistema Katsura4 del PoSSo test suite (ver [31, Example 6℄), es deir

P =





a11X
2
1 + a12X

2
2 + a13X

2
3 + a14X

2
4 + a15X

2
5 + a16X5

a21X1X2 + a22X2X3 + a23X3X4 + a24X4X5 + a25X4

a31X1X3 + a32X2X4 + a33X
2
4 + a34X3X5 + a35X3 .

a41X1X4 + a42X3X4 + a43X2X5 + a44X2

a51X1 + a52X2 + a53X3 + a54X4 + a55X5 + a56En [31, Example 6℄ alulan el volumen mixto y el volumen mixto estable de la familiade soportes A. Como MV5(A) = 12 y SM(A) = 16, genériamente el sistema tiene 12eros aislados en (C∗)5 y a lo sumo 16 eros aislados en C5 ontados on su multipliidad.



52 CAPÍTULO 2. SOLUCIONES AFINES AISLADASAdemás, muestran que existen solo tres eldas C(1), C(2) y C(3) en Sω0(A0) on volumenmixto positivo y tales que sus normales asoiadas (γ(i), 1) tienen todas sus oordenadas nonegativas. Éstas son:
(γ(1), 1) = (0, 0, 0, 0, 0, 1), (γ(2), 1) = (0, 1, 0, 1, 0, 1) y (γ(3), 1) = (0, 1, 1, 1, 0, 1).Apliando el algoritmo de [31℄, deben resolverse tres sistemas en ino variables asoiadosa las tres eldas. En el aso de nuestro algoritmo, en ambio, los onjuntos I ∈ I a teneren uenta son:

I(1) = ∅, I(2) = {2, 4} y I(3) = {2, 3, 4}.Tenemos entones que resolver también tres sistemas PI , pero solo para el sistema P sebusan los eros aislados en (C∗)5 (éste es el mismo sistema que se analizaría en el asodel algoritmo de [31℄ asoiado a C(1)). Los otros dos sistemas
PI(2) =





a11X
2
1 + a13X

2
3 + a15X

2
5 + a16X5

a31X1X3 + a34X3X5 + a35X3

a51X1 + a53X3 + a55X5 + a56y
PI(3) =

{
a11X

2
1 + a15X

2
5 + a16X5

a51X1 + a55X5 + a56dependen de 3 y 2 variables y se resuelven en (C∗)3 y (C∗)2, insertando �nalmente erosen las oordenadas indexadas por los onjuntos I(2) e I(3) respetivamente, para obtenertodos los eros aislados de P .El algoritmo AffineSolve no solo requiere resolver sistemas asoiados on menos variablesque los algoritmos de [43℄ y [31℄, sino que ada uno de estos sistemas es un subsistema deal menos uno de los sistemas a resolver en esos algoritmos previos. El ejemplo que sigueilustra estas dos ventajas.Ejemplo 2.16 Sea P el sistema genério
P =





a11X
2
1 + a12X

2
1X

2
2 + a13X1X3 + a14X1X

2
2X3 + a15X

4
3 + a16X

2
2X

4
3

a21X
4
1 + a22X

4
1X

2
2 + a23X

2
1X3 + a24X

2
1X

2
2X3 + a25X

4
3 + a26X

2
2X

4
3 .

a31X1 + a32X1X
2
2 + a33 + a34X

2
2 + a35X3 + a36X

2
2X3Tanto el algoritmo de [43℄ omo el de [31℄ requieren resolver dos subsistemas en 3 variablesasoiados a dos eldas C(1) y C(2) de Sω0(A0) on volumen mixto positivo y normal asoiadaon oordenadas no negativas. Sin embargo, omo estas normales son γ(1) = (34 , 0,

1
4 , 1) y

γ(2) = (13 , 0,
1
3 , 1), para una subdivisión Sω(A

0) mixta �na existen eldas mixtas D(1) y
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D(2) de Sω(A0) tales que D(l) ⊂ C(l) (l = 1, 2) y a ambas D(l) les orresponde el onjunto
I = {1, 3} de los subíndies de las oordenadas no nulas de las normales.Para alular los eros aislados del sistema P en OI (es deir, donde X1 = X3 = 0 y
X2 6= 0), el algoritmo AffineSolve resuelve el sistema que resulta de evaluar X1 = 0 y
X3 = 0 en el sistema original y desartar los polinomios que se anulan. En este aso, estoes busar los eros de

PI = a33 + a34X
2
2 .Las soluiones de esta euaión permiten obtener los dos eros aislados de P en OI .Por otro lado, el algoritmo de [43℄ (al igual que el algoritmo de [31℄), requiere resolver lossistemas asoiados a las eldas C(1) y C(2):

PC(1) =





a13X1X3 + a14X1X
2
2X3 + a15X

4
3 + a16X

2
2X

4
3 + a10

a25X
4
3 + a26X

2
2X

4
3 + a20

a33 + a34X
2
2

PC(2) =





a11X
2
1 + a12X

2
1X

2
2 + a13X1X3 + a14X1X

2
2X3

a23X
2
1X3 + a24X

2
1X

2
2X3 + a20

a33 + a34X
2
2on a10 y a20 onstantes genérias. Como MV3(C

(1)) = 8 y MV3(C
(2)) = 6, por elTeorema de Bernstein, estos sistemas tienen 8 y 6 eros aislados respetivamente en (C∗)3.El algoritmo de [43℄ alula entones estas 14 soluiones y reemplaza luego por ero lasoordenadas X1 y X3. Pero, omo la terera euaión de ada sistema es exatamente PI ,al haer esto se onsiguen las únias dos soluiones en OI de P que nuestro algoritmoenuentra resolviendo solo la euaión PI = 0.2.4. Cantidad de soluiones a�nes aisladasEn esta seión, presentamos una nueva ota superior para la antidad de soluiones aisla-das de un sistema ralo de n euaiones en n variables on soportes pre�jados que mejora lasanteriores (ver [54℄, [59℄ y [43℄). Nuestra ota es exata para sistemas genérios, ontandolas soluiones sin multipliidades y, para sistemas arbitrarios, es una ota superior parala antidad de eros aislados del sistema. Asimismo, damos una ondiión ombinatoria,equivalente a la dada en [59, Lemma 3℄, que arateriza uándo estos sistemas tienen �nitoseros en Cn.



54 CAPÍTULO 2. SOLUCIONES AFINES AISLADAS2.4.1. La otaConsideremos en primer lugar un sistema P genério on soportes A = (A1, . . . ,An) en
(Z≥0)

n. Como onseuenia del desarrollo realizado en la seión anterior, podemos deduirque la antidad de eros aislados del sistema P es menor o igual a la antidad de puntosque halla el algoritmo AffineSolve. Este número es exatamente ∑MVn−#I(A
I), dondela suma es sobre los onjuntos I ⊂ {1, . . . , n} tales que #JI = n −#I y existe una eldamixta D de la subdivisión Sω(A

0) asoiada a una funión de levantamiento ω genériaomo en (2.1) tal que la normal interior (γ, 1) de Conv(D(ω0)) umple γi > 0 si i ∈ I y
γi = 0 si i 6∈ I. Sin embargo, alguno de los puntos hallados por el algoritmo puede no serun ero aislado de P . Carateriemos uándo los eros aislados de PI se orresponden oneros aislados de P .Lema 2.17 Sean P un sistema genério on soportes A = (A1, . . . ,An) en (Z≥0)

n e
I ⊂ {1, . . . , n} tal que PI tiene eros aislados en (C∗)n−#I . Entones existe un ero aislado
ξ de PI en (C∗)n−#I tal que ϕI(ξ) es un ero no aislado de P si y solo si existe Ĩ ⊂ I talque #JĨ < n−#Ĩ . En ese aso, para todo ero aislado ξ de PI en (C∗)n−#I , se tiene que
ϕI(ξ) es un ero no aislado de P en Cn.Demostraión: Observar en primer lugar que, omo PI es un sistema genério y tiene erosaislados en (C∗)n−#I , entones #JI = n−#I.Por un lado, sean Ĩ ⊂ I tal que #J

Ĩ
< n − #Ĩ y ξ ∈ (C∗)n−#I un ero aislado de PI .Luego ϕI(ξ) es un ero de P . Como Ĩ ⊂ I, tomando ξ̃ := πĨ(ϕI(ξ)) = ϕI\Ĩ(ξ) se obtieneun ero de PĨ . Sabiendo que PĨ es un sistema on más variables que euaiones, ξ̃ es unero no aislado de PĨ , y por lo tanto ϕĨ(ξ̃) = ϕI(ξ) es un ero no aislado de P .Por otro lado, sea W el onjunto de eros de PI en (C∗)n−#I . Sabiendo que ϕI(W ) ⊂

V (P ) ∩ {x ∈ Cn | xi 6= 0 ∀i 6∈ I} y {x ∈ Cn | xi 6= 0 ∀i 6∈ I} es un abierto Zariski densoen Cn, tenemos que el onjunto V (P ) ∩ {x ∈ Cn | xi 6= 0 ∀i 6∈ I} tiene in�nitos puntos.Pero este onjunto es la unión sobre todo I ′ ⊂ I de los eros de P en OI′ , on lo ualexiste Ĩ ⊂ I tal que P
Ĩ
tiene in�nitos eros en (C∗)n−#Ĩ . Como P

Ĩ
es un sistema genério,

#J
Ĩ
< n−#Ĩ . �En el ejemplo que sigue, el Lema 2.17 permite desartar soluiones onseguidas a partir dealgunos sistemas asoiados.Ejemplo 2.18 Consideramos un sistema genério P de 3 euaiones en 3 variables onsoportes A = (A1,A2,A3), donde A1 = {(0, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}, y A2,A3 están inlui-dos en el subonjunto de (Z≥0)

3 formado por las ternas on primera oordenada mayor o



2.4. CANTIDAD DE SOLUCIONES AFINES AISLADAS 55igual que 1. Es deir, el sistema es de la forma
P =





p1(X1,X2,X3) = a1X2 + b1X3 + c1

p2(X1,X2,X3) = X1q2(X1,X2,X3)

p3(X1,X2,X3) = X1q3(X1,X2,X3)donde q2, q3 ∈ C[X1,X2,X3] son polinomios genérios no nulos y a1, b1, c1 oe�ientesgenérios.Los subsistemas asoiados a {1, 2} y {1, 3} tienen omo soluiones aisladas en C∗ a − c1
b1y − c1

a1
respetivamente. Sin embargo, los eros de P que induen, (0, 0,− c1

b1
) y (0,− c1

a1
, 0),no son aislados. De heho, para todo t ∈ C, (0, t,− c1+a1t

b1
) es un ero de P .Si analizamos las ondiiones del Lema 2.17, podemos observar que

#J{1,2} = 1 = n−#{1, 2}, #J{1,3} = 1 = n−#{1, 3} y #J{1} = 1 < 2 = n−#{1}.De esta forma, omo {1} es un subonjunto propio de ambos, podemos asegurar que lassoluiones induidas por {1, 2} y {1, 3} no son aisladas, omo ya habíamos observado.A partir del Lema 2.17, probamos la siguiente ota para la antidad de eros aislados deun sistema polinomial ralo de n euaiones en n inógnitas.Teorema 2.19 La antidad de eros aislados en Cn de un sistema polinomial ralo de neuaiones on soportes A = (A1, . . . ,An) en (Z≥0)
n es a lo sumo

B(A) :=
∑

MVn−#I(A
I),donde la suma es sobre todos los onjuntos I ⊂ {1, . . . , n} tales que

#JI = n−#I, ypara todo Ĩ ⊂ I, #JĨ ≥ n−#Ĩ.La ota es genériamente exata para la antidad de eros aislados del sistema en Cnontados sin multipliidad.Demostraión: Si P es un sistema genério on soportes A = (A1, . . . ,An), para ada
I ⊂ {1, . . . , n} tal que #JI = n − #I, por el Teorema de Bernstein, la antidad deeros aislados de PI en (C∗)n−#I es MVn−#I(A

I). Por el Lema 2.17, la antidad totalde soluiones aisladas de P en Cn es B(A). Si F es un sistema arbitrario, tomando G unsistema genério on los mismos soportes, el sistema H(T,X) = (1 − T )F (X) + TG(X)tiene B(A) eros aislados en C(T )
n y, a partir de estos eros, tomando límite uando Ttiende a 0, se obtienen todos los eros aislados de F (ver la Seión 2.1.1). Por lo tanto, laantidad de eros aislados de F es a lo sumo B(A). �



56 CAPÍTULO 2. SOLUCIONES AFINES AISLADASObservaión 2.20 El volumen mixto estable SM(A) aota la antidad de eros aisladosen Cn ontados on multipliidad de un sistema on soportes A y, bajo iertas ondiionessobre A, esta ota es genériamente exata (ver el Teorema 1.21). Por otro lado, nuestraota B(A) para la antidad de eros aislados en Cn ontados sin multipliidad es genéria-mente exata para familias arbitrarias de soportes. Se dedue que B(A) ≤ SM(A).El ejemplo que sigue es una variaión del Ejemplo 2.14 donde puede observarse que nuestraota puede ser estritamente menor que el volumen mixto estable de los soportes.Ejemplo 2.21 Consideremos el sistema bivariado
P =




p1(X1,X2) = aX2 + bX2

2 + cX2
1X

3
2

p2(X1,X2) = dX2
1 + eX4

1 + fX6
1X2on oe�ientes genérios a, b, c, d, e, f en Q. La familia de soportes es

A = ({(0, 1), (0, 2), (2, 3)}, {(2, 0), (4, 0), (6, 1)}).En la Figura 2.3 se puede ver una subdivisión mixta �na de A0 similar a la del Ejemplo2.14.
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Figura 2.3: Subdivisión mixta �na de A0Las eldas que permiten alular SM(A) son D(0),D(5),D(6) y D(7). Como MV3(D
(5)) =

MV3(D
(6)) = MV3(D

(7)) = 2 y MV3(D
(0)) = 6, la ota de [43℄ es SM(A) = 12. En esteejemplo, nuestra ota es B(A) = MV1(A
{1}) +MV1(A

{2}) +MV0(A
{1,2}) +MV2(A) =

1 + 2 + 1 + 6 = 10.



2.4. CANTIDAD DE SOLUCIONES AFINES AISLADAS 57La diferenia en este aso se enuentra en las multipliidades de los eros. Al igual queen el Ejemplo 2.14 todos los subonjuntos del {1, 2} aportan soluiones, pero mientrasque para un sistema P genério las soluiones de P en (C∗)2 y de P{2} en C∗ son todassimples, los eros (0,−a
b ) y (0, 0) onseguidos a partir de resolver los sistemas P{1} ={

X2(a+ bX2) = 0 en C∗ y P{1,2} = 0 tienen multipliidad 2.Si bien el heho de que nuestra ota no onsidera la multipliidad de los eros de un sistemaralo genério es una razón por la ual mejora las anteriores, no es la únia ausa. Veamosesto en otra variaión del Ejemplo 2.14:Ejemplo 2.22 Consideremos el sistema on oe�ientes genérios en Q

P =




p1(X1,X2) = aX2 + bX2

2 + cX1X
3
2

p2(X1,X2) = dX1X2 + eX2
1X2 + fX3

1X
2
2La familia de soportes es A = ({(0, 1), (0, 2), (1, 3)}, {(1, 1), (2, 1), (3, 2)}) y la subdivisiónde A0 induida por ω0 puede verse en la Figura 2.4.
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Figura 2.4: Subdivisión de A0La siguiente tabla muestra las normales asoiadas a ada elda de volumen mixto positivoy sus respetivos volúmenes mixtos:Celda C(1) C(2) C(3) C(4)Normal (1, 0, 1) (−1, 1, 1) (0, 1, 1) (0, 0, 1)Volumen mixto 1 1 2 3



58 CAPÍTULO 2. SOLUCIONES AFINES AISLADASEl volumen mixto de A0 es 7. Como la elda C(2) tiene una oordenada negativa el volumenmixto estable es 6 (la suma de los volúmenes mixtos de las otras tres eldas). Sin embargo,la antidad de eros aislados en C2 del sistema es solo 4.La diferenia se debe en este aso a que la elda C(3) tiene volumen mixto positivo peroel sistema P no tiene soluiones aisladas de la forma (x, 0) ya que para todo x ∈ C setiene que (x, 0) es soluión (no aislada) del sistema. Como #J{2} < n−#{2}, solo ∅ y {1}umplen las ondiiones del Teorema 2.19 y por lo tanto B(A) = 4.Notar además que el algoritmo AffineSolve desarta el sistema P{2} por no tener la mismaantidad de euaiones que de variables y enuentra exatamente 4 soluiones a partir delos eros en (C∗)2 de P y en C∗ de P{1}.2.4.2. Sistemas ralos ero-dimensionalesNos interesa araterizar, en funión de los soportes, uándo un sistema ralo de n euaioneson n inógnitas tiene una antidad �nita de eros en Cn.En [43, Lemma 5℄ los autores presentan una ondiión su�iente para que un sistema
P = (p1, . . . , pn) genério on soportes A = (A1, . . . ,An) en (Z≥0)

n tenga �nitas soluionesen Cn. Además, en este aso, la ota que presentan para la antidad de eros de P ontadoson multipliidad es genériamente exata. Diha ondiión onsiste en que para todosubonjunto I ⊂ {1, . . . , n}, #I ≥ #{j ∈ {1, . . . , n} | pj ∈ 〈Xi : i ∈ I〉}.Observar que {j ∈ {1, . . . , n} | pj ∈ 〈Xi : i ∈ I〉} es el onjunto de los j ∈ {1, . . . , n}tales que todo monomio de pj se anula al evaluar Xi = 0 para todo i ∈ I, on lo ual
#{j ∈ {1, . . . , n} | pj ∈ 〈Xi : i ∈ I〉} = n −#JI . Así, la ondiión de [43℄ su�iente paraque el sistema tenga �nitas soluiones en Cn onsiste en pedir que #JI ≥ n − #I paratodo I ⊂ {1, . . . , n}.A ontinuaión probaremos una ondiión neesaria y su�iente para que un sistema ge-nério de n euaiones on n inógnitas on soportes pre�jados tenga �nitos eros en Cn(omparar on [59, Lemma 3℄) que re�na la ondiión de [43℄:Proposiión 2.23 Sea P un sistema genério on soportes A = (A1, . . . ,An) en (Z≥0)

n.Entones, P tiene �nitas soluiones en Cn si y solo si para todo I ⊂ {1, . . . , n} tal que
#JI < n−#I existe J ⊂ JI tal que dim(

∑
j∈J

AI
j ) < #J.Demostraión: Notar que para todo I ⊂ {1, . . . , n} tal que PI tiene soluión en (C∗)n−#I ,

#JI ≤ n − #I y vale la igualdad si y solo si las soluiones son aisladas. Luego, omo



2.4. CANTIDAD DE SOLUCIONES AFINES AISLADAS 59
Cn =

⋃
I⊂{1,...,n}

OI , tenemos que P tiene solo �nitos eros en Cn exatamente en los asos enque para todo I ⊂ {1, . . . , n} tal que#JI < n−#I el sistema PI no tiene eros en (C∗)n−#I .Para sistemas genérios esto vale si y solo si existe J ⊂ JI tal que dim(
∑
j∈J

AI
j ) < #J (verla demostraión de [66, Theorem 1.1℄). �Veamos un ejemplo senillo donde nuestra ondiión sobre los soportes del sistema aseguraque tendrá solo �nitos eros en Cn, pero la ondiión de [43℄ no alanza para predeirlo:Ejemplo 2.24 Sea P el sistema genério dado por

P =





p1(X1,X2,X3,X4) = a11X1 + a12X4 + a13

p2(X1,X2,X3,X4) = a21X
2
1 + a22X4 + a23

p3(X1,X2,X3,X4) = a31X1X4 + a32X2X4 + a33X3X4 + a34X4

p4(X1,X2,X3,X4) = a41X1X4 + a42X2X4 + a43X3X4 + a44X4

.El volumen mixto de los soportes del sistema es 2, y de heho el sistema solo tiene doseros en C2, ambos de oordenadas no nulas.Como los eros son todos aislados, la ota de [43℄ es genériamente exata, pero la ondiiónque allí presentan no alanza para predeirlo pues el onjunto I = {4} umple que #JI =

2 < 3 = n −#I. Sin embargo, omo en ese aso (el únio que no umple #JI ≥ n −#I)tenemos que dim(
∑

j∈{1,2}

A
{4}
j ) = 1 < #{1, 2}, la Proposiión 2.23 asegura que todos loseros del sistema son aislados.





Capítulo 3Desomposiión equidimensionalEn este apítulo analizamos, tanto desde el punto de vista teório omo algorítmio, la des-omposiión equidimensional de variedades a�nes de�nidas por sistemas ralos on soportespre�jados.En primer lugar onsideramos sistemas ralos genérios. Damos ondiiones ombinatoriassobre los soportes que desriben la desomposiión equidimensional de la variedad de�nidapor el sistema y una fórmula para el grado de esta variedad. Presentamos también unalgoritmo simbólio probabilístio que alula la desomposiión equidimensional de lavariedad uyo tiempo de ejeuión depende de su grado y de la estrutura ombinatoriade los soportes de los polinomios.Para sistemas ralos arbitrarios de n polinomios en n variables y soportes �jos, exhibimosuna ota superior para el grado de la variedad que de�nen que mejora las otas ya o-noidas, dada por el volumen mixto de onjuntos asoiados a los soportes del sistema.Finalmente, diseñamos un algoritmo que alula un onjunto �nito de puntos representati-vos de ada omponente equidimensional de la variedad y uya omplejidad es polinomialen iertos invariantes ombinatorios asoiados al sistema, entre ellos la ota para el gradoya menionada.3.1. Sistemas genérios3.1.1. Componentes que intersean (C∗)nSean n,m ∈ N y A = (A1, . . . ,Am) una familia de onjuntos �nitos en (Z≥0)
n. Para todo

1 ≤ j ≤ m, sea fj(Aj ,X) =
∑

α∈Aj

Aj,αX
α donde X = (X1, . . . ,Xn) y Aj = (Aj,α)α∈Aj

son
Nj = #Aj oe�ientes indeterminados. 61



62 CAPÍTULO 3. DESCOMPOSICIÓN EQUIDIMENSIONALConsideramos la variedad
{(a, x) ∈ (PN1−1 × · · · × PNm−1)× (C∗)n | fj(aj , x) = 0 para todo 1 ≤ j ≤ m}y su proyeión

Z = {a ∈ PN1−1 × · · · × PNm−1 | ∃ x ∈ (C∗)n tal que fj(aj , x) = 0 para todo 1 ≤ j ≤ m}.Los elementos de Z orresponden a los oe�ientes de sistemas on soportes A que tienensoluiones en (C∗)n.Lema 3.1 La lausura de Zariski de Z es PN1−1 × · · · × PNm−1 si y solo si, para todo
J ⊆ {1, . . . ,m}, dim ( ∑

j∈J
Aj

)
≥ #J . En partiular, si m > n, un sistema genério onsoportes A no tiene eros en (C∗)n. Más aún, si m ≤ n y dim

( ∑
j∈J

Aj

)
≥ #J para todo

J ⊆ {1, . . . ,m}, la lausura de Zariski en Cn del onjunto de eros en (C∗)n de un sistemagenério on soportes A es una variedad equidimensional de dimensión n − m y grado
MVn(A1, . . . ,Am,∆

(n−m)), donde ∆ es el onjunto de vérties del símplex standard de Rny el supraíndie (n−m) india que se repite n−m vees.Demostraión: La primera parte del Lema puede probarse de la misma forma que seprueba el resultado [66, Theorem 1.1℄.Si m ≤ n y para todo J ⊆ {1, . . . ,m}, dim ( ∑
j∈J

Aj

)
≥ #J , sea Ã = (Ã1, . . . , Ãn) tal que

Ãj = Aj si j ≤ m y Ãj = ∆ si j > m. Observamos que dim
( ∑

j∈J̃

Ãj

)
≥ #J̃ para todo

J̃ ⊆ {1, . . . , n}, ya que si J̃ * {1, . . . ,m}, se tiene que Ãj = ∆ para algún j ∈ J̃ y omo
dim(∆) = n, entones dim(

∑

j∈J̃

Ãj) = n. Por lo tanto, MVn(Ã) > 0 (ver la Proposiión1.12), y esto implia que un sistema genério on soportes Ã tiene una antidad �nita, nonula, de eros en (C∗)n (tantos omo el volumen mixto MVn(Ã)).El onjunto de los �nitos eros en (C∗)n de un sistema genério on soportes Ã es exa-tamente la interseión de una variedad uyas omponentes irreduibles tienen todas di-mensión al menos n−m (el onjunto de los eros en (C∗)n de un sistema de m euaioneson soportes A) on n − m hiperplanos genérios. Entones, la lausura de Zariski delonjunto de soluiones en (C∗)n de un sistema genério on soportes A es una variedadequidimensional de dimensión n−m y grado MVn(Ã). �De�niión 3.2 Sean A = (A1, . . . ,Am) una familia de onjuntos �nitos en (Z≥0)
n y

G = (g1, . . . , gm) un sistema de polinomios en k[X1, . . . ,Xn] on soportes A. Llamamos
V ∗(G) a la variedad algebraia de kn ompuesta por la unión de todas las omponentesirreduibles de V (G) tales que su interseión on (k

∗
)n es no vaía.



3.1. SISTEMAS GENÉRICOS 63Notar que V ∗(G) es exatamente la lausura de Zariski en kn del onjunto de los eros en
(k

∗
)n de G.En lo que resta de esta seión, vamos a suponer que m ≤ n. Sea P = (p1, . . . , pm) unsistema ralo genério on soportes A = (A1, . . . ,Am), donde m ≤ n y Aj ⊂ (Z≥0)

n paratodo 1 ≤ j ≤ m. Por el Lema 3.1, la variedad algebraia V ∗(P ) es o bien el onjunto vaíoo bien una variedad equidimensional de dimensión n−m.El algoritmo ToriSolve desripto en el Capítulo 2 (Algoritmo 2.3) alula una resoluióngeométria de V ∗(P ) para el aso m = n. A ontinuaión extendemos este algoritmo alaso m < n.Algoritmo 3.3 GeneriToriSolveINPUT: Un sistema de polinomios P = (p1, . . . , pm) en Q[X1, . . . ,Xn] genério on sopor-tes A = (A1, . . . ,Am) odi�ado en forma rala. Las eldas mixtas de una subdivisión mixta�na Sω(A,∆(n−m)) induida por una funión de levantamiento ω.1. Si la subdivisión mixta �na de (A,∆(n−m)) no ontiene ninguna elda mixta, devolver
R = ∅. Caso ontrario, ontinuar al paso 2.2. Elegir al azar las oordenadas de una matriz B = (bhl) ∈ Zn×n y un vetor b =

(b1, . . . , bn−m) ∈ Zn−m.3. Para todo 1 ≤ h ≤ n−m, tomar la forma lineal afín Lh =
n∑

l=1

bhlXl − bh.4. Apliar el algoritmo ToriSolve para obtener una resoluión geométria (q(U),

v1(U), . . . , vn(U)) de los eros aislados en (C∗)n del sistema dado por los polinomios
P,L1, . . . , Ln−m.5. Hallar un slp para los polinomios G := P (B−1Y ), donde Y = (Y1, . . . , Yn) son nuevasvariables.6. Calular (w1(U), . . . , wn(U))t := B(v1(U), . . . , vn(U))t.7. Apliar el algoritmo GlobalNewton ([37, Algorithm 1℄) a los polinomios delsistema G(Y ) y la resoluión geométria (q(U), wn−m+1(U), . . . , wn(U)) de
V (G(b, Yn−m+1, . . . , Yn)) on preisión MVn(A,∆

(n−m)) para obtener una resolu-ión geométria RY .8. Hallar la resoluión geométria R := B−1RY de V ∗(P ).OUTPUT: Una resoluión geométria R de V ∗(P ).



64 CAPÍTULO 3. DESCOMPOSICIÓN EQUIDIMENSIONALLa idea del algoritmo es elegir n−m formas lineales a�nes al azar y, si V ∗(P ) no es el onjun-to vaío, alular en primer lugar una resoluión geométria de V ∗(P )∩V (L1, . . . , Ln−m).Como P es un sistema genério, por el Lema 3.1, sabemos que si L1, . . . , Ln−m son formaslineales a�nes genérias, la variedad V ∗(P ) ∩ V (L1, . . . , Ln−m) es o bien el onjunto vaíoo bien un onjunto �nito en (C∗)n. Además, es vaío si y solo si V ∗(P ) es vaío. En aso deno ser vaío, el onjunto V ∗(P )∩V (L1, . . . , Ln−m) puede onsiderarse una �bra genéria deuna proyeión lineal sobreyetiva genéria y, en onseuenia, permite reuperar V ∗(P ).Entones, a partir de la resoluión geométria de esta �bra y mediante un levantamientode Newton-Hensel, hallamos una resoluión geométria de V ∗(P ). Para haer esto algorít-miamente, realizamos un ambio de variables de manera que la proyeión onsideradasea la proyeión a las primeras oordenadas.Proposiión 3.4 Sea P = (p1, . . . , pm) un sistema de m ≤ n polinomios genérios en
Q[X1, . . . ,Xn] on soportes A = (A1, . . . ,Am) en (Z≥0)

n. El algoritmo probabilístioGeneriToriSolve alula una resoluión geométria de la variedad algebraia V ∗(P )formada por la unión de todas las omponentes irreduibles de V (P ) ⊂ Cn que tieneninterseión no vaía on (C∗)n. La omplejidad de este algoritmo es del orden de
O
(
n3(N + (n −m)n) log(d)M(D)(M(Υ)(M(D) +M(E)) +D2)

)
,donde

N :=
∑

1≤j≤m
#Aj,

d := máx1≤j≤m{deg(pj)},

D := MVn(A,∆
(n−m)),

Υ := máx{‖η‖}, donde el máximo se toma sobre todas las normales primitivas aso-iadas a eldas mixtas de la subdivisión de (A,∆(n−m)) induida por una funión delevantamiento genéria ω,
E := MVn+1(∆× {0},A1(ω1), . . . ,Am(ωm),∆(ωm+1), . . . ,∆(ωn)).Demostraión: En el paso 1 determinamos si el onjunto V ∗(P ) ∩ V (L1, . . . , Ln−m) (yonseuentemente V ∗(P )) es vaío o no. Como el sistema dado por los polinomios P,L1, . . . ,

Ln−m es genério, vale
V ∗(P ) ∩ V (L1, . . . , Ln−m) = (V (P ) ∩ (C∗)n) ∩ V (L1, . . . , Ln−m) (3.1)y entones, la antidad de puntos en V ∗(P )∩V (L1, . . . , Ln−m) es el volumen mixto de lossoportes A,∆(n−m). Por [42℄, éste puede alularse omo la suma de los volúmenes mixtosde las eldas mixtas de Sω(A,∆(n−m)).



3.1. SISTEMAS GENÉRICOS 65En el paso 2 elegimos al azar los oe�ientes de un ambio de variables y de las formaslineales a�nes L1, . . . , Ln−m. En el paso 3 obtenemos la odi�aión rala de estas formaslineales.En el paso 4 busamos una resoluión geométria de V ∗(P ) ∩ V (L1, . . . , Ln−m). Por laigualdad (3.1), éste es el onjunto de los eros aislados en (C∗)n del sistema genério
P,L1, . . . , Ln−m on soportes A,∆(n−m). Para enontrar una resoluión geométria de esteonjunto, apliamos el algoritmo ToriSolve uya omplejidad expusimos en la Seión2.1.2. De auerdo a esto, la omplejidad de este paso es O(

(n3(N +(n−m)n) log d+n1+Ω)

M(D)M(Υ)(M(D) +M(E))
)
.En los pasos 5 y 6 onsideramos el ambio de variables dado por Y = BX y lo apli-amos a los polinomios de P , obteniendo un nuevo sistema polinomial G, y a la re-soluión geométria alulada en el paso 4. Una forma de apliar este ambio de va-riables es alulando B−1 on O(nΩ) operaiones y usando B−1 para alular un slppara los polinomios de G. Como la longitud del slp no depende del osto de invertir

B sino de multipliar B−1 por un vetor, lo ual requiere O(n2) operaiones, la lon-gitud de este slp es L = O(n2 + n log(d)N). Finalmente, omo los grados totales delos polinomios v1, . . . , vn están aotados superiormente por D, la resoluión geométria
(w1(U), . . . , wn(U))t = B(v1(U), . . . , vn(U))t puede alularse on O(n2D) operaiones.Con ese ambio de variables, (w1(U), . . . , wn−m(U)) = b y (q(U), wn−m+1(U), . . . , wn(U))es una resoluión geométria de los eros aislados de V (G(b, Yn−m+1, . . . , Yn)) que se o-rresponden on los eros en (C∗)n de V (P,L1, . . . , Ln−m).Los polinomios que onforman la resoluión geométria de V ∗(P ) respeto de la proye-ión lineal dada por las variables Y están en Q[Y1, . . . , Yn−m, U ] y tienen grados tota-les aotados por D. Luego, basta hallar sus representantes en (Q[Y1, . . . , Yn−m]/〈Y1 − b1,

. . . , Yn−m − bn−m〉D+1)[U ]. Como los polinomios de la resoluión geométria (q(U),

wn−m+1(U), . . . , wn(U)) pueden onsiderarse representantes en (Q[Y1, . . . , Yn−m]/〈Y1− b1,

. . . , Yn−m−bn−m〉)[U ], en el paso 7 apliamos suesivamente a estos polinomios el algoritmoGlobalNewton de [37, Algorithm 1℄ on preisión D = MVn(A,∆
(n−m)). Por [37, Lemma2℄, odi�ando para ada apliaión suesiva los elementos de Q[Y1, . . . , Yn−m]/〈Y1 − b1,

. . . , Yn−m− bn−m〉k omo (k+1)-uplas de slp (un slp por ada omponente homogénea delpolinomio odi�ado), este paso requiere O((mL+mΩ)M(D)D2) operaiones.En el último paso, el algoritmo vuelve a las variables originales de forma de obtener la re-soluión geométria de V ∗(P ) busada. Si la resoluión geométria obtenida en el paso an-terior es RY = (q̂(Y1, . . . , Yn−m, U), ŵn−m+1(Y1, . . . , Yn−m, U), . . . , ŵn(Y1, . . . , Yn−m, U)),se alula (v̂1, . . . , v̂n)
t = B.(Y1, . . . , Yn−m, ŵn−m+1, . . . , ŵn)

t y �nalmente se reemplaza enlos polinomios q̂, v̂1, . . . , v̂n, para todo 1 ≤ h ≤ n − m, la variable Yh por n∑
l=1

bhlXl. La



66 CAPÍTULO 3. DESCOMPOSICIÓN EQUIDIMENSIONALomplejidad total de este paso es de orden O(n2D). �3.1.2. Componentes a�nesDado un sistema polinomial ralo genério, en esta seión onsideramos las omponentesirreduibles de dimensión positiva que no intersean (C∗)n de la variedad que de�nen lospolinomios del sistema.En primer lugar, mostramos en un ejemplo que un sistema ralo genério on n polinomiosen n variables puede de�nir una variedad algebraia de dimensión positiva. Este ejemplotambién muestra que ni el volumen mixto ni el volumen mixto estable de los soportesdel sistema son otas superiores para el grado de la variedad algebraia de�nida por lospolinomios.Ejemplo 3.5 Sea P = (p1, p2, p3) un sistema ralo genério on soportes A = (A1,A2,A3),donde A1 = {(1, 1, 2), (1, 1, 1)}, A2 = {(2, 0, 1), (1, 0, 1)} y A3 = {(0, 2, 1), (0, 1, 1)}:
P =





p1(X1,X2,X3) = aX1X2X
2
3 + bX1X2X3

p2(X1,X2,X3) = cX2
1X3 + dX1X3

p3(X1,X2,X3) = eX2
2X3 + fX2X3on a, b, c, d, e, f ∈ C∗ valores genérios.La variedad afín de�nida por los polinomios del sistema tiene 5 omponentes irreduibles:

{(x1, x2, x3) ∈ C3 | x3 = 0},
{(x1, x2, x3) ∈ C3 | x1 = 0, x2 = − f

e },
{(x1, x2, x3) ∈ C3 | x1 = −d

c , x2 = 0},
{(x1, x2, x3) ∈ C3 | x1 = 0, x2 = 0} y
{(−d

c ,−
f
e ,−

b
a)}.Cada una de estas omponentes tiene grado 1, on lo ual el grado de V (P ) es 5. Sinembargo, MV3(A1,A2,A3) = 1 y SM(A1,A2,A3) ≤ MV3(A1∪{0},A2∪{0},A3∪{0}) =

4.
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Figura 3.1: Componentes irreduibles de V (P )Sea P = (p1, . . . , pm) un sistema polinomial genério en las variables X = (X1, . . . ,Xn)(donde m puede ser mayor a n), on oe�ientes en C y soportes A = (A1, . . . ,Am), donde
Aj ⊂ (Z≥0)

n para todo j = 1, . . . ,m. Para todo I ⊂ {1, . . . , n}, sean PI y JI omo en laSeión 2.2:
PI es el sistema que resulta de evaluar Xi = 0 para todo i ∈ I y deartar lospolinomios que se haen idéntiamente ero.
JI es el onjunto de subíndies de los polinomios del sistema P que no se anulan alonstruir el sistema PI .Reordemos que notamos πI : Cn → Cn−#I a la proyeión πI(x1, . . . , xn) = (xi)i/∈I ,

ϕI : Cn−#I → Cn a la funión que inserta eros en las oordenadas i tales que i ∈ I y AI
ja los soportes de los polinomios (pj)I de PI .Para una omponente irreduible W de V (P ), de�nimos el onjunto

IW = {i ∈ {1, . . . , n} |W ⊂ {xi = 0}}.Lema 3.6 Bajo las hipótesis anteriores, sea W una omponente irreduible de V (P ). En-tones dimW = n − #IW −#JIW . Más aún, πIW (W ) es una omponente irreduible de
V (PIW ) ⊂ Cn−#IW uya interseión on (C∗)n−#IW es no vaía.Demostraión: Si IW = {1, . . . , n}, W = {0} y #JIW = 0, y no hay nada que probar. Sino, sin perder generalidad, podemos suponer que IW = {r + 1, . . . , n} y JIW = {1, . . . , s},on r > 0 y s ≤ n. Notar que πIW : Cn → Cr es la proyeión a las primeras r oordenadas



68 CAPÍTULO 3. DESCOMPOSICIÓN EQUIDIMENSIONALy PIW = (p1(X1, . . . ,Xr, 0), . . . , ps(X1, . . . ,Xr, 0)), donde 0 es el origen en Cn−r. Además,
W = πIW (W )× {0} y πIW (W ) ⊂ V (PIW ) es irreduible.Sea C una omponente irreduible de V (PIW ) tal que πIW (W ) ⊂ C ⊂ V (PIW ). Entones,
W ⊂ C ×{0} ⊂ V (P ). Como C×{0} es una variedad irreduible y W es una omponenteirreduible de V (P ), vale W = C × {0}. Por lo tanto, πIW (W ) = C es una omponenteirreduible de V (PIW ).Además, W ∩

(
r⋂

i=1
{xi 6= 0}

)
6= ∅ pues, de lo ontrario, W ⊂

r⋃
i=1

{xi = 0}, y omo W esirreduible, entones W ⊂ {xi = 0} para algún 1 ≤ i ≤ r. Luego, πIW (W ) ∩ (C∗)r 6= ∅.Como PIW es un sistema genério de s euaiones on eros en (C∗)r, por el Lema 3.1,
dim(πIW (W )) = r−s = (n−#IW )−#JIW y, en onseuenia, dim(W ) = dim(πIW (W )) =

n−#IW −#JIW . �En el resto de esta seión vamos a desribir la desomposiión equidimensional de V (P ) ⊂

Cn en funión de los soportes de los polinomios del sistema. Comenzamos araterizando losonjuntos I ⊂ {1, . . . , n} tales que las omponentes irreduibles de V (PI) on interseiónno vaía on (C∗)n−#I dan lugar a omponentes irreduibles de V (P ). En este sentido, lasiguiente proposiión es una generalizaión del Lema 2.17. Notar que de la primera partede la proposiión se dedue la ondiión neesaria y su�iente para que un sistema ralotenga solo �nitos eros en Cn que presentamos en la Proposiión 2.23.Proposiión 3.7 Con la notaión anterior, sea I ⊂ {1, . . . , n}. Entones V (PI)∩(C∗)n−#Ies un onjunto no vaío si y solo si para todo J ⊂ JI , dim(
∑
j∈J

AI
j) ≥ #J y, en ese aso,

V ∗(PI) es una variedad equidimensional de dimensión n−#I−#JI . Si W es una ompo-nente irreduible de V ∗(PI), ϕI(W ) es una subvariedad de V (P ) que intersea ⋂
i/∈I

{xi 6= 0}.Además, ϕI(W ) es una omponente irreduible de V (P ) si y solo si para todo Ĩ ⊂ I,
#Ĩ +#J

Ĩ
≥ #I +#JI .Demostraión: Por el Lema 3.1 sabemos que, siendo PI un sistema genério on soportes

(AI
j )j∈JI , V (PI)∩(C∗)n−#I 6= ∅ si y solo si para todo J ⊂ JI , dim(

∑
j∈J

AI
j) ≥ #J . Además,omo PI es un sistema de #JI euaiones en n − #I variables, la variedad V ∗(PI) es obien el onjunto vaío o bien una variedad equidimensional de dimensión n−#I −#JI .Sin perder generalidad podemos suponer que I = {r + 1, . . . , n}. Sea W una omponenteirreduible de V ∗(PI) ⊂ Cr. Notaremos 0k al origen en Ck para ada k ∈ N.Por un lado, supongamos que existe un subonjunto Ĩ ⊂ I para el ual #Ĩ +#J

Ĩ
< #I +

#JI . Nuevamente, podemos suponer, para failitar la notaión, que Ĩ = {r̃+1, . . . , n} on
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r̃ > r. La variedad W ×{0r̃−r} está inluida en V (PĨ) pues para todo ero ξ = (ξ1, . . . , ξr)de PI vale que (ξ, 0n−r) ∈ V (P ) y por lo tanto (ξ, 0r̃−r) es un ero de PĨ . ComoW×{0r̃−r}es irreduible, está ontenida en una omponente irreduible W̃ de V (PĨ), y omo PĨ es unsistema de#J

Ĩ
polinomios en n−#Ĩ variables, la dimensión de W̃ es al menos n−#Ĩ−#J

Ĩ
.En onseuenia, tenemos que

dim(W̃ ) ≥ n−#Ĩ −#J
Ĩ
> n−#I −#JI = dim(W ),donde la última igualdad vale por el Lema 3.1 apliado al sistema PI y la omponenteirreduible W de V ∗(PI). Entones, ϕI(W ) = W × {0n−r} ( W̃ × {0n−r̃} ⊂ V (P ) y, porlo tanto, ϕI(W ) no es una omponente irreduible de V (P ).Por otro lado, si ϕI(W ) =W × {0n−r} no es una omponente irreduible de V (P ), existeuna omponente irreduible W̃ de esta variedad tal que W × {0n−r} ( W̃ . Por lo tanto,

I
W̃

( I. Sin pérdida de generalidad, supongamos que I
W̃

= {r̃ + 1, . . . , n} on r̃ > r.Por el Lema 3.6, πI
W̃
(W̃ ) es una omponente irreduible de V (PI

W̃
) que intersea (C∗)r̃.Entones,

n−#I
W̃

−#JI
W̃

= dim(πI
W̃
(W̃ )) = dim(W̃ ) > dim(W ) = n−#I −#JI ,y por lo tanto, #I +#JI > #I

W̃
+#JI

W̃
. �Por la proposiión anterior, si Φ es el onjunto

Φ =
{
I ⊂ {1, . . . , n} | ∀J ⊂ JI , dim(

∑

j∈J

AI
j) ≥ #J ; ∀Ĩ ⊂ I, #JĨ +#Ĩ ≥ #JI +#I

}
,(3.2)las omponentes irreduibles de la variedad V (P ) ⊂ Cn están ontenidas en la familia delos subespaios lineales ⋂

i∈I
{xi = 0} indexados por los I ∈ Φ.Reordemos que usamos la notaión V ∗(PI) para referirnos a la unión de todas las om-ponentes irreduibles de V (PI) que ortan a (C∗)n−#I . Por el Lema 3.6 y la Proposiión3.7, para todo I ∈ Φ,
ϕI(V

∗(PI)) =
⋃

W omponente irreduiblede V (P ) tal que IW =I

W.Esto nos permite dar la araterizaión de la desomposiión equidimensional de V (P )menionada al prinipio de la seión. Además, usando el Lema 3.1, podemos alular elgrado de V (P ):



70 CAPÍTULO 3. DESCOMPOSICIÓN EQUIDIMENSIONALTeorema 3.8 Sea P = (p1, . . . , pm) un sistema genério de polinomios en n variableson soportes A = (A1, . . . ,Am) ontenidos en (Z≥0)
n. Para k = 0, . . . , n, sea Vk(P ) laomponente equidimensional de dimensión k de V (P ). Entones, on la notaión previa,

Vk(P ) =
⋃

I∈Φ,
#I+#JI=n−k

ϕI(V
∗(PI)).Además,

deg(V (P )) =
∑

I∈Φ

MVn−#I(A
I ,∆(n−#I−#JI)).Usemos el teorema anterior en un ejemplo para hallar las omponentes equidimensionalesde la variedad de�nida por un sistema polinomial ralo genério.Ejemplo 3.9 Consideremos un sistema de polinomios en Q[X1,X2,X3,X4] genério onsoportes A = (A1,A2,A3,A4), donde A1 = {(1, 0, 0, 1), (2, 0, 0, 2), (1, 1, 1, 0), (0, 1, 1, 0)},

A2 = {(1, 1, 0, 0), (1, 2, 0, 0), (1, 0, 1, 1), (0, 0, 1, 1), (0, 0, 1, 2)}, A3 = {(1, 1, 0, 1), (1, 0, 1, 1),

(0, 1, 1, 0), (0, 1, 1, 1)} y A4 = {(1, 0, 0, 0), (2, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (0, 0, 2, 0), (0, 0, 1, 1)}:
P =





p1(X1,X2,X3,X4) = a11X1X4 + a12X
2
1X

2
4 + a13X1X2X3 + a14X2X3

p2(X1,X2,X3,X4) = a21X1X2 + a22X1X
2
2 + a23X1X3X4 + a24X3X4 + a25X3X

2
4 .

p3(X1,X2,X3,X4) = a31X1X2X4 + a32X1X3X4 + a33X2X3 + a34X2X3X4

p4(X1,X2,X3,X4) = a41X1 + a42X
2
1 + a43X1X2 + a44X

2
3 + a45X3X4Con la notaión anterior, el onjunto Φ de�nido en (3.2) es

Φ = {∅, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}}.Calulando n − #I −#JI para ada elemento de Φ, vemos que las omponentes equidi-mensionales de V (P ) son:
V0(P ) = V ∗(P ) ∪ {(0, 0, a24a45a25a44

,−a24
a25

), (−a41
a42
, 0, 0, a11a42a12a41

), (−a41
a42

+ a21a43
a22a42

,−a21
a22
, 0, 0)}pues:

• Para I = ∅, por el Teorema de Bernstein, existen exatamente MV4(A) = 19eros aislados en (C∗)4.
• Para I = {1, 2}, busamos los eros en (C∗)2 de

P{1,2} =




a24X3X4 + a25X3X

2
4

a44X
2
3 + a45X3X4

.



3.1. SISTEMAS GENÉRICOS 71Como V ∗(P{1,2}) =
{(a24a45

a25a44
,−

a24

a25

)}
, obtenemos el ero de P :

ϕ{1,2}(V
∗(P{1,2})) =

{(
0, 0,

a24a45
a25a44

,−
a24
a25

)}
.

• Para I = {2, 3}, busamos los eros en (C∗)2 de
P{2,3} =




a11X1X4 + a12X

2
1X

2
4

a41X1 + a42X
2
1

.Como V ∗(P{2,3}) =
{(

−
a41

a42
,
a11a42

a12a41

)}
, obtenemos el ero de P :

ϕ{2,3}(V
∗(P{2,3})) =

{(
−
a41
a42

, 0, 0,
a11a42
a12a41

)}
.

• Para I = {3, 4}, busamos los eros en (C∗)2 de
P{3,4} =




a21X1X2 + a22X1X

2
2

a41X1 + a42X
2
1 + a43X1X2

.Como V ∗(P{3,4}) =
{(

−
a41

a42
+
a21a43

a22a42
,−a21

a22

)}
, obtenemos el ero de P :

ϕ{3,4}(V
∗(P{3,4})) =

{(
−
a41
a42

+
a21a43
a22a42

,−
a21
a22

, 0, 0
)}
.

V1(P ) = {x ∈ C4 | x2 = 0, x4 = 0, a41x1 + a42x
2
1 + a44x

2
3 = 0} pues:

• Para I = {2, 4} busamos los eros en (C∗)2 de
P{2,4} =

{
a41X1 + a42X

2
1 + a44X

2
3 .Como V ∗(P{2,4}) =

{
(x1, x3) | a41x1 + a42x

2
1 + a44x

2
3 = 0

}
, obtenemos la urvade eros de P :

ϕ{2,4}(V
∗(P{2,4})) =

{
x2 = 0, x4 = 0, a41x1 + a42x

2
1 + a44x

2
3 = 0

}
.

V2(P ) = {x ∈ C4 | x1 = 0, x3 = 0} pues:
• Para I = {1, 3} busamos los eros en (C∗)2 de

P{1,3} = ∅.Como V ∗(P{1,3}) = C2, obtenemos el plano de eros de P :
ϕ{1,3}(V

∗(P{1,3})) =
{
x1 = 0, x3 = 0

}
.

V3(P ) = ∅ pues n−#I −#JI < 3 para todo I ∈ Φ.



72 CAPÍTULO 3. DESCOMPOSICIÓN EQUIDIMENSIONAL3.2. Algoritmos para sistemas genériosEn esta seión analizamos las ondiiones que de�nen el onjunto Φ introduido en (3.2) ydesarrollamos un algoritmo que permite enontrar una familia de onjuntos I ⊂ {1, . . . , n}apropiada que ontiene a Φ. A ontinuaión, usamos esa familia para hallar algorítmia-mente la desomposiión equidimensional de V (P ).3.2.1. Conjuntos de índiesPor la Proposiión 3.7, para hallar las omponentes a�nes de V (P ) busamos los I ⊂

{1, . . . , n} que sean elementos del onjunto Φ de�nido en (3,2), es deir que umplan que:1. ∀J ⊂ JI , dim(
∑
j∈J

AI
j) ≥ #J ,2. ∀Ĩ ⊂ I, #JĨ +#Ĩ ≥ #JI +#I.Estos son exatamente los onjuntos I tales que I = IW para alguna omponente irreduible

W de V (P ) en Cn.Para todo I ⊂ {1, . . . , n} que umpla la ondiión 2 tenemos que #I+#JI ≤ #∅+#J∅ =

m. En partiular, #I ≤ m. Además, en el aso en que m > n, omo P es genério, unaondiión neesaria para que PI tenga eros en (C∗)n−#I es que #I+#JI ≤ n (es deir quela antidad de euaiones #JI no supere la antidad de variables n−#I). Esta ondiiónes más débil pero más fáil de hequear que la ondiión 1. Veamos un algoritmo que busalos onjuntos I que satisfaen esa desigualdad y la ondiión 2.Algoritmo 3.10 SpeialSetsINPUT: Una familia A = (A1, . . . ,Am) de onjuntos �nitos en (Z≥0)
n.1. S∅ := mı́n{n,m}.2. Φ̃ = ∅.Si S∅ = m, agregar (∅, {1, . . . ,m}) al onjunto Φ̃.3. Para k = 1, . . . ,mı́n{n,m}:Para todo I tal que #I = k:a) SI = mı́n{{SI′}I′⊂I,#I′=k−1, k +#JI}.



3.2. ALGORITMOS PARA SISTEMAS GENÉRICOS 73b) Si SI = k +#JI , agregar (I, JI ) al onjunto Φ̃.OUTPUT: El onjunto Φ̃ de todos los pares de subonjuntos (I, JI), tales que I ⊂

{1, . . . , n}, #I +#JI ≤ n y para todo Ĩ ⊂ I, #Ĩ +#JĨ ≥ #I +#JI .El siguiente resultado nos permite asegurar que el onjunto obtenido por el algoritmosatisfae las propiedades enuniadas en el output:Lema 3.11 Con la notaión anterior, para ada I ⊂ {1, . . . , n} tal que #I ≤ m vale laigualdad SI = mı́n
Ĩ⊂I

{n,#Ĩ +#JĨ}.Demostraión: Usando induión en #I, en primer lugar si #I = 0 tenemos que S∅ =

mı́n{n,#∅ +#J∅} ya que #J∅ = m.Sabiendo que la igualdad vale para todo subonjunto de k−1 elementos, sea I ⊂ {1, . . . , n}tal que #I = k. Para todo Ĩ0 ( I subonjunto propio de I, existe I ′ ⊂ I tal que #I ′ = k−1y Ĩ0 ⊂ I ′. Por la hipótesis indutiva, SI′ = mı́n
Ĩ⊂I′

{n,#Ĩ + #J
Ĩ
}; en partiular, SI′ ≤

#Ĩ0+#J
Ĩ0
. Como por la de�niión de SI sabemos que SI ≤ SI′ , entones SI ≤ #Ĩ0+#J

Ĩ0y SI ≤ n. �En uanto a la omplejidad del algoritmo SpeialSets, usaremos la notaión de los al-goritmos anteriores N =
m∑
j=1

#Aj . Podemos observar que para ada I tal que #I = k,en el paso 3 basta hequear para ada α = (α1, . . . , αn) ∈ Aj , 1 ≤ j ≤ m, si αi > 0para algún i ∈ I. Entones, se requieren a lo sumo kN + #JI + 1 operaiones pa-ra alular k + #JI . Tomar el mínimo entre k + 1 números requiere haer k ompara-iones, on lo ual el paso 3a tiene una omplejidad de k(N + 1) + #JI + 1. Esto serealiza para ada subonjunto de {1, . . . , n} de k elementos on 1 ≤ k ≤ mı́n{n,m},on lo ual la antidad de operaiones del algoritmo está aotada superiormente por
1 +

mı́n{n,m}∑
k=1

(n
k

)
(k(N + 1) +m+ 1) ≤ 1 + n2n−1(N + 1) + (2n − 1)(m+ 1). Como m ≤ N ,esta omplejidad es del orden de O(nN2n).Los ejemplos que siguen muestran que no es posible evitar una omplejidad exponenialen el número de variables, ya que la antidad de elementos del onjunto Φ puede ser deese orden.



74 CAPÍTULO 3. DESCOMPOSICIÓN EQUIDIMENSIONALEjemplo 3.12 Sean A = (A1, . . . ,An) la familia de onjuntos �nitos en (Z≥0)
n tal que

Aj = {ej , e1 + ej , . . . , en + ej} para todo 1 ≤ j ≤ n y P = (p1, . . . , pn) un sistemade polinomios genérios on soportes A. Observar que, para todo 1 ≤ j ≤ n, pj(X) =

XjLj(X), donde Lj(X) es una forma lineal afín genéria. Para este sistema y para todo
I ( {1, . . . , n}, el sistema PI tiene n−#I euaiones en n−#I variables y exatamente unasoluión de oordenadas no nulas. Es fáil ver que en este aso Φ = {I | I ⊆ {1, . . . , n}},que tiene 2n elementos.Ejemplo 3.13 Sea P el sistema genério de n polinomios en 2n variables

P =





p1(X1, . . . ,X2n) = a11X1X2 + a12X3X4 + · · ·+ a1nX2n−1X2n...
pn(X1, . . . ,X2n) = an1X1X2 + an2X3X4 + · · ·+ annX2n−1X2n

.Usando la notaión ej para referirnos al j−ésimo vetor de la base anónia de R2n, paratodo 1 ≤ j ≤ n, el soporte de pj es Aj = {e2k−1 + e2k | 1 ≤ k ≤ n}. Los elementos de Φson los onjuntos de la forma IS = {2k − 1 | k ∈ S} ∪ {2k | k ∈ {1, . . . , n} \ S} para todo
S ⊂ {1, . . . , n}. Este sistema de�ne una variedad afín on 2n omponentes irreduibles dedimensión n: los subespaios de la forma {(x1, . . . , x2n) ∈ C2n | xi = 0 para todo i ∈ I}para todo I ∈ Φ.El output del algoritmo SpeialSets está formado por 2n + 1 elementos y todos ellosorresponden a un subonjunto de {1, . . . , 2n} que pertenee a Φ exepto uno: el par
(∅, {1, . . . , 2n}). Como el soporte de los polinomios tiene n puntos, su dimensión es menorque n, on lo ual ∅ no está en Φ.En el siguiente ejemplo el algoritmo SpeialSets devuelve omo output úniamente lospares (I, JI) que permiten onseguir las omponentes de eros del sistema:Ejemplo 3.14 Sea A = (A1, . . . ,An) una familia de subonjuntos �nitos de (Z≥0)

n talesque MVn(A) > 0, para todo 1 ≤ j ≤ n vale 0 6∈ Aj , y para todo 1 ≤ i ≤ n existe un entero
dji positivo que umple djiei ∈ Aj . Para todo 1 ≤ j ≤ n, sea pj un polinomio genérioon soporte Aj . Notar que para todo I 6= {1, . . . , n} el polinomio (pj)I es no nulo. Luego,para todo 1 ≤ k ≤ n − 1 y todo I tal que #I = k tenemos que k + #JI > n on lo ual
Φ̃ ⊂ {(∅, {1, . . . , n}), ({1, . . . , n}, ∅)}. Como la antidad de polinomios es la misma que lade variables y #J{1,...,n} = 0, Φ̃ = {(∅, {1, . . . , n}), ({1, . . . , n}, ∅)} = Φ.Un aso partiular de sistemas ralos es el de los denominados unmixed, que son aquellosuya familia de soportes A = (A1, . . . ,Am) umple que A1 = · · · = Am. Observar que, eneste aso, para todo I ⊂ {1, . . . , n} vale que o bien JI = ∅ o bien JI = {1, . . . ,m}.



3.2. ALGORITMOS PARA SISTEMAS GENÉRICOS 75En lo que sigue, reformularemos nuestra araterizaión de los elementos del onjunto Φpara estas familias de soportes y daremos un algoritmo para el álulo de este onjunto.Lema 3.15 Sea A = (A1, . . . ,Am) una familia de onjuntos �nitos en (Z≥0)
n tal que

A1 = · · · = Am. El onjunto ∅ es un elemento de Φ si y solo si dim(A1) ≥ m. Un onjunto
I ⊂ {1, . . . , n} no vaío es un elemento de Φ si y solo si #I ≤ m, #JI = 0 y #JĨ = mpara todo Ĩ ( I.Demostraión: Como todos los soportes son iguales y J∅ = {1, . . . ,m}, en el aso de ∅ laondiión dim(

∑
j∈J

A∅
j) ≥ #J para todo J ⊂ J∅ es equivalente a que dim(A1) ≥ m.Si I ∈ Φ es no vaío, omo #JI < #JI + #I ≤ #J∅ + #∅ = m, entones #JI = 0. Dela misma forma, #I ≤ m. Además, para todo Ĩ ( I vale #J

Ĩ
> 0 pues #J

Ĩ
+ #Ĩ ≥

#JI +#I = #I > #Ĩ.Si I ⊂ {1, . . . , n} no vaío es tal que #I ≤ m, #JI = 0 y #J
Ĩ
= m para todo Ĩ ( I,entones para todo Ĩ ⊂ I vale que #J

Ĩ
+#Ĩ ≥ m ≥ #JI +#I. Además, omo #JI = 0,la ondiión sobre la dimensión de ∑

j∈JI

AI
j es trivial. �Observemos que, para I ⊂ {1, . . . , n}, vale que #JI = 0 si y solo si Xα ∈ 〈Xi | i ∈ I〉 paratodo α ∈ A1.Dado α ∈ A1 llamamos να al vetor de n oordenadas tales que (να)i = 0 si αi = 0 y

(να)i = 1 si αi > 0. Sea I el ideal de Q[X1, . . . ,Xn] de�nido por I = 〈Xνα | α ∈ A1〉. Notarque I =
√
〈Xα | α ∈ A1〉 y que las omponentes irreduibles de V (I) son subespaiosoordenados de Cn (ver [16, Chapter 9, Setion 1, Proposition 1℄). Usando la notaión

WI = {x ∈ Cn | xi = 0 ∀i ∈ I}para todo I ⊂ {1, . . . , n}, para ada W omponente irreduible de V (I) existe I ⊂

{1, . . . , n} tal que W = WI .Proposiión 3.16 Dado I ⊂ {1, . . . , n}, son equivalentes:a) I es un onjunto minimal on la propiedad de que #JI = 0.b) El subespaio lineal WI es una omponente irreduible de V (I).Demostraión: Por un lado, si I es tal que #JI = 0, Xνα se anula sobre WI para todo
α ∈ A1, on lo ual WI está ontenido en V (I). Como WI es irreduible, está ontenido



76 CAPÍTULO 3. DESCOMPOSICIÓN EQUIDIMENSIONALen alguna omponente irreduible WI′ de V (I). Entones I ′ ⊂ I, y por la minimalidad de
I son iguales.Por otro lado, si WI es una omponente irreduible de V (I), se tiene que #JI = 0. Si
I ′ ⊂ I umple que #JI′ = 0, WI′ es una variedad irreduible ontenida en V (I). Comoontiene la omponente irreduible WI , son iguales y, por lo tanto, I ′ = I. �Teniendo en uenta esta proposiión y el Lema 3.15, nos interesa hallar los onjuntos I novaíos de ardinal menor o igual a m que dan lugar a omponentes irreduibles de V (I).Notemos A1 = {α(1), . . . , α(N1)} y, para todo 1 ≤ k ≤ N1, Ik = 〈Xν

α(1) , . . . ,Xν
α(k) 〉.Observando que V (I1) =

⋃
i|(ν

α(1) )i 6=0

{xi = 0} y V (Ik+1) = V (Ik) ∩ (
⋃

i|(ν
α(k+1) )i 6=0

{xi = 0}),obtenemos el siguiente algoritmo:Algoritmo 3.17 SpeialSetsUnmixedINPUT: Un onjunto �nito A1 = {α(1), . . . , α(N1)} ⊂ (Z≥0)
n y un número natural m.1. SL = SL′ = ∅.2. Para i = 1, . . . , n, si α(1)

i 6= 0, agregar {i} al onjunto SL.3. Para k = 2, . . . , N1 :a) Tomar SL′ := SL y SL := ∅.b) Para i = 1, . . . , n, si α(k)
i 6= 0,Para todo I ∈ SL′, si #I ∪ {i} ≤ m, agregar I ∪ {i} a SL.) Para todo I ∈ SLPara todo I ′ ∈ SL\{I}, si I ′ ⊂ I desartar I de SL.OUTPUT: El onjunto SL = Φ\{∅}Apliando el paso 3 para ada k obtenemos los onjuntos I tales queWI es una omponenteirreduible de V (Ik) de dimensión mayor o igual a n −m. Cuando k = N1, por el Lema3.15 y la Proposiión 3.16 el output del algoritmo es exatamente Φ\{∅}.Esto nos permite dar una araterizaión más preisa de la desomposiión equidimensionalpara sistemas unmixed y un algoritmo para alularla.



3.2. ALGORITMOS PARA SISTEMAS GENÉRICOS 77Proposiión 3.18 Sea P = (p1, . . . , pm) un sistema ralo genério on soportes A =

(A1, . . . ,Am) en (Z≥0)
n tales que A1 = · · · = Am. Para k = 0, . . . , n − 1, sea Vk(P )la omponente equidimensional de V (P ) de dimensión k. Entones,si k 6= n−m, Vk(P ) =

⋃

#I=n−k,#JI=0,

#J
Ĩ
=m ∀Ĩ⊂I

{x ∈ Cn | xi = 0 para todo i ∈ I}si m ≤ n, Vn−m(P ) = V ∗(P ) ∪
⋃

#I=m,#JI=0,

#J
Ĩ
=m ∀Ĩ⊂I

{x ∈ Cn | xi = 0 para todo i ∈ I}.Esta desomposiión equidimensional se puede obtener algorítmiamente apliando losalgoritmos GeneriToriSolve y SpeialSetsUnmixed. La omplejidad del algoritmoSpeialSetsUnmixed y del álulo de la desomposiión equidimensional para sistemasunmixed genérios será alulada al �nal de la Seión 3.3.3.2.2. Desomposiión equidimensionalPresentamos a ontinuaión un algoritmo que alula la desomposiión equidimensionalde V (P ) ⊂ Cn para un sistema de polinomios P = (p1, . . . , pm) en Q[X1, . . . ,Xn] genérioon soportes arbitrarios A = (A1, . . . ,Am), donde Aj ⊂ (Z≥0)
n para todo 1 ≤ j ≤ m.Usaremos omo antes la notaión Φ̃ para la oleión de pares de onjuntos (I, JI) donde

I ⊂ {1, . . . , n}, #I +#JI ≤ n y ∀Ĩ ⊂ I, #Ĩ +#J
Ĩ
≥ #I +#JI .Algoritmo 3.19 GeneriAffineSolveINPUT: Un sistema de polinomios P = (p1, . . . , pm) en Q[X1, . . . ,Xn] genério on sopor-tes A = (A1, . . . ,Am) en (Z≥0)

n, odi�ado en forma rala.1. Apliar el algoritmo SpeialSets a la familia A para obtener el onjunto Φ̃.2. Vk := ∅ para todo 0 ≤ k ≤ n− 1.3. Para todo (I, JI) ∈ Φ̃:a) Para ada j ∈ JI , alular AI
j := {πI(α) | α ∈ Aj tal que αi = 0 ∀i ∈ I}.Obtener la representaión rala del sistema PI on esos soportes.b) Apliar el algoritmo GeneriToriSolve al sistema ralo PI para obtener unaresoluión geométria RI de V ∗(PI).) Si RI 6= ∅:



78 CAPÍTULO 3. DESCOMPOSICIÓN EQUIDIMENSIONAL1) Obtener la resoluión geométria ϕI(R
I) de la unión de todas las ompo-nentes irreduibles W de V (P ) tales que IW = I.2) Si n−#I −#JI = k, agregar ϕI(R

I) a la lista Vk.OUTPUT: Una familia de listas Vk, 0 ≤ k ≤ n − 1, de resoluiones geométrias, dondeada lista Vk desribe la omponente equidimensional de V (P ) de dimensión k o es vaíasi diha omponente lo es.Por la Proposiión 3.7 y el Teorema 3.8, apliando el paso 3 para ada I ∈ Φ obtendríamostodas las omponentes equidimensionales de V (P ) para un sistema genério P on soportes
A. En lugar de busar Φ, el algoritmo anterior obtiene en primer lugar el onjunto Φ̃ pormedio de la subrutina SpeialSets. Observar que, para todo I ∈ Φ, (I, JI) ∈ Φ̃. Luego, elpaso 3b permite hequear para ada onjunto I enontrado on la subrutina SpeialSetssi I ∈ Φ y al mismo tiempo (en aso de que así sea) enontrar las omponentes de erosde V (P ) que intersean ⋂

i 6∈I
{xi 6= 0}.En uanto a la omplejidad del algoritmo, en el paso 1 la omplejidad de apliar la subru-tina SpeialSets es O(nN2n). El paso 3a no modi�a el orden de la omplejidad. En elpaso 3b, utilizamos un pre-proesamiento que alule las eldas mixtas en una subdivisiónmixta �na de (AI ,∆(n−#I−#JI)) induida por un levantamiento genério (omo en los al-goritmos anteriores, no inluimos el osto de este proeso previo en nuestras estimaionesde omplejidad). Este pre-proesamiento permite también deidir si un onjunto I umpleque dim(

∑
j∈J

AI
j) ≥ #J para todo J ⊂ JI , es deir, deidir si el onjunto I ∈ Φ (es laondiión que no le pedimos a los elementos de Φ̃), ya que por la Proposiión 1.12 estaondiión es equivalente a que MVn−#I(A

I ,∆(n−#I−#JI)) > 0. Entones, la omplejidaddel paso 3 se onsidera solo para los onjuntos I ∈ Φ. Para ada uno de ellos, en el paso 3bapliamos el algoritmo GeneriToriSolve. Si llamamos NI , dI , DI , ΥI y EI a los valoresasoiados a la omplejidad de apliar el algoritmo al sistema PI para ada I ∈ Φ, por laProposiión 3.4, la omplejidad total de este paso es del orden de
O
(∑

I∈Φ

(n−#I)3
(
NI + (n−#I −#JI)(n−#I)

)
log(dI)M(DI)

(
M(ΥI) (M(DI) +M(EI)) +D2

I

))
.Para estimar la suma sobre Φ, se puede observar que para todo I ∈ Φ vale NI ≤

m∑
j=1

#Aj = N y dI ≤ máx1≤j≤m{deg(pj)} = d. Además, por el Teorema 3.8, D :=
∑
I∈Φ

DI =



3.3. COTA PARA EL GRADO 79
deg(V (P )). Para aotar EI , tomamos ωmáx el máximo valor que toman las funiones delevantamiento de los soportes AI para todo I ∈ Φ. Entones, para ada onjunto I ∈ Φ,vale

EI ≤ MVn−#I+1(∆× {0}, (AI
j × {0, ωmáx})j∈JI , (∆ × {0, ωmáx})

(n−#I−#JI))

≤ ωmáx

(
(n −#I −#JI)MVn−#I(A

I ,∆(n−#I−#JI))

+
∑

ℓ∈JI

MVn−#I((A
I
j )j 6=ℓ,∆

(n−#I−#JI+1))
)
,donde la primera desigualdad es onseuenia de la monotonía del volumen mixto y lasegunda se prueba omo en [45, Lemma 2.3℄. De esta manera, y omo el paso 3c no am-bia esta omplejidad, si Emáx := máxI∈Φ{(n − #I − #JI)MVn−#I(A

I ,∆(n−#I−#JI))+∑
ℓ∈JI

MVn−#I((A
I
j )j 6=ℓ, ∆

(n−#I−#JI+1))} y Υmáx := máxI∈Φ{ΥI}, obtenemos el siguienteresultado:Teorema 3.20 Sea P = (p1, . . . , pm) un sistema de polinomios en Q[X1, . . . ,Xn] genérioon soportes A = (A1, . . . ,Am) en (Z≥0)
n. El algoritmo probabilístio GeneriAffineSolvealula, para todo 0 ≤ k ≤ n − 1, una lista Vk de resoluiones geométrias. Cada lista Vkdesribe la omponente equidimensional de V (P ) de dimensión k o es vaía si diha om-ponente lo es. Usando la notaión anterior, la omplejidad del algoritmo es del orden de

O
(
n2nN + n3(N + n2) log(d)M(D)

(
M(Υmáx) (M(D) +M(ωmáxEmáx)) +D2

))
.3.3. Cota para el gradoPara un sistema ralo genério P on soportes �jos, el Teorema 3.8 nos permite alularexatamente el grado de la variedad V (P ). Sin embargo, a diferenia de las otas para laantidad de soluiones aisladas, este �grado genério� no es una ota superior para el gradode una variedad de�nida por un sistema partiular on los mismos soportes. Veamos unejemplo de esto:Ejemplo 3.21 Sea F = (f1, f2, f3) el sistema de 3 polinomios en 3 variables dado por lospolinomios 




f1 = X1X2 −X1 −X2 + 1 = (X1 − 1)(X2 − 1)

f2 = X1X3 −X1 −X3 + 1 = (X1 − 1)(X3 − 1)

f3 = X2X3 −X2 −X3 + 1 = (X2 − 1)(X3 − 1)



80 CAPÍTULO 3. DESCOMPOSICIÓN EQUIDIMENSIONALLa familia de soportes de este sistema es A = (A1,A2,A3), donde A1 = {(0, 0, 0),(1, 0, 0),

(0, 1, 0),(1, 1, 0)}, A2 = {(0, 0, 0),(1, 0, 0),(0, 0, 1),(1, 0, 1)} yA3 = {(0, 0, 0),(0, 1, 0),(0, 0, 1),

(0, 1, 1)}. La variedad de�nida por el sistema F está ompuesta por las retas
{(1, 1, x3) | x3 ∈ C}, {(1, x2, 1) | x2 ∈ C} y {(x1, 1, 1) | x1 ∈ C}y tiene grado 3. Sin embargo, la variedad de�nida por un sistema polinomial genérioon los mismos soportes tiene grado MV3(A1,A2,A3) = 2. Dado que el volumen mixtode los soportes aota la antidad de eros aislados de oordenadas no nulas del sistema,podría pensarse que esta diferenia está relaionada on las omponentes de eros que nointersean (C∗)3. Sin embargo, esto no es así, ya que en este ejemplo ada una de lasomponentes irreduibles tiene interseión no vaía on (C∗)3.Para sistemas arbitrarios F de n euaiones en n variables, presentamos la siguiente otapara el grado de la variedad V (F ):Teorema 3.22 Sea F = (f1, . . . , fn) un sistema de n polinomios en C[X1, . . . ,Xn] onsoportes A = (A1, . . . ,An) en (Z≥0)

n. Sea ∆ el onjunto de vérties del símplex standardde Rn. Entones
deg(V (F )) ≤ MVn(A1 ∪∆, . . . ,An ∪∆).Antes de probar el teorema, introduiremos ierta notaión y probaremos un resultadoprevio. Sean rj = #(Aj ∪∆)− 1 para todo 1 ≤ j ≤ n y ϕ : Cn → Pn × Pr1 × · · · × Prn elmor�smo

ϕ(x) = ((1 : x), (xα)α∈A1∪∆, . . . , (x
α)α∈An∪∆) . (3.3)Notando fj =

∑
α∈Aj

aj,αX
α para todo 1 ≤ j ≤ n, sea Lj la forma lineal en Prj dada por

Lj =
∑

α∈Aj

aj,αXj,α. Llamemos X = ϕ(Cn).Para todo 0 ≤ k ≤ n y todo S ⊂ {1, . . . , k} de�nimos reursivamente las variedades Xk,Sde la siguiente manera:1. X0,∅ = X .2. Para todo 1 ≤ k ≤ n y S ⊂ {1, . . . , k}:Si k /∈ S, Xk,S es la unión de las omponentes irreduibles de Xk−1,S inluidasen {Lk = 0}.Si k ∈ S, Xk,S es la interseión de {Lk = 0} on la unión de las omponentesirreduibles de Xk−1,S\{k} que no están inluidas en {Lk = 0}.



3.3. COTA PARA EL GRADO 81Notar que, para todo 0 ≤ k ≤ n y todo S ⊂ {1, . . . , k}, la variedad Xk,S es equidimensionalde dimensión n − #S: En el aso de X0,∅ = ϕ(Cn), la dimensión es laramente n. Con
k > 0, tenemos dos asos posibles. Para Xk,S on k 6∈ S, por de�niión, Xk,S es la uniónde algunas omponentes irreduibles de Xk−1,S que tienen dimensión n − #S. Por otrolado, para Xk,S on k ∈ S, esta variedad es la unión de la interseión de {Lk = 0} onalgunas omponentes irreduibles de Xk−1,S\{k} que tienen dimensión n −#S + 1. Comolas omponentes onsideradas son aquéllas que no están ontenidas en {Lk = 0}, ada unade las interseiones es o bien vaía o bien tiene dimensión n−#S.Sean W una subvariedad equidimensional de X y r, k ∈ Z≥0 tales que n−k+r = dim(W ).En el mismo espíritu que la de�niión de grado de una variedad de�nimos

deg(r,0k,1n−k)
(W ) = máx

{
#
(
W ∩

r⋂

j=1

{ℓ0,j = 0} ∩
n⋂

j=k+1

{ℓj = 0}
)}donde el máximo es sobre las interseiones �nitas W ∩

r⋂
j=1

{ℓ0,j = 0} ∩
n⋂

j=k+1

{ℓj = 0}de W on los eros omunes de las (n − k + r)-uplas (ℓ0,1, . . . , ℓ0,r, ℓk+1, . . . , ℓn) tales que
ℓ0,1, . . . , ℓ0,r son formas lineales en Pn y ℓk+1, . . . , ℓn son formas lineales en Prk+1 , . . . ,Prnrespetivamente. El número k ≥ 0 india que interseamos los últimos n − k espaiosproyetivos Prk+1 , . . . ,Prn on hiperplanos mientras que Pr1 , . . . ,Prk no se ortan. Al igualque para el grado de una variedad (ver la De�niión 1.3 y [40℄), la antidad de puntos en lainterseiónW∩

r⋂
j=1

{ℓ0,j = 0}∩
n⋂

j=k+1

{ℓj = 0}, uando es �nita, está aotada superiormentey el máximo se alanza genériamente.En el aso de r = k = 0 y W = X , sean L̃1, . . . , L̃n las formas lineales genérias L̃j =∑
α∈Aj∪∆

ãj,αXj,α. Tenemos que deg(0,00,1n)(X ) es la antidad de eros omunes en (C∗)n de
L̃j((X

α)α∈Aj∪∆) =
∑

α∈Aj∪∆
ãj,αX

α para todo 1 ≤ j ≤ n. Sea gj(X) =
∑

α∈Aj∪∆
ãj,αX

α paratodo 1 ≤ j ≤ n. Observamos que G = (g1, . . . , gn) es un sistema genério on soportes
(A1 ∪∆, . . . ,An ∪∆). Luego,

deg(0,00,1n)(X ) = MVn(A1 ∪∆, . . . ,An ∪∆). (3.4)Lema 3.23 Con las hipótesis y notaiones previas,
deg(k−#S,0k,1n−k)

(Xk,S) ≥

≥ deg(k+1−#S,0k+1,1n−k−1)
(Xk+1,S) + deg(k−#S,0k+1,1n−k−1)

(Xk+1,S∪{k+1}).



82 CAPÍTULO 3. DESCOMPOSICIÓN EQUIDIMENSIONALDemostraión: Para toda variedad Xk,S, llamando X̃k,S a la unión de todas las ompo-nentes irreduibles de Xk,S que no están ontenidas en {Lk+1 = 0}, tenemos que Xk,S =

Xk+1,S∪X̃k,S. Dada una variedad equidimensional W tal que dim(W ) = n−k+r, sabemosque el grado deg(r,0k,1n−k)
(W ) es genériamente la antidad de puntos enW∩

r⋂
j=1

{ℓ0,j = 0}∩

n⋂
j=k+1

{ℓj = 0} para ℓ0,1, . . . , ℓ0,r formas lineales genérias en Pn y ℓk+1, . . . , ℓn formas linea-les genérias en Prk+1 , . . . ,Pn. Usando esta propiedad para las tres variedades Xk,S, Xk+1,Sy X̃k,S, tenemos que
deg(k−#S,0k,1n−k)

(Xk,S) = deg(k−#S,0k,1n−k)
(Xk+1,S) + deg(k−#S,0k,1n−k)

(X̃k,S).Al de�nir el mor�smo ϕ en (3.3) agregamos a ada uno de los soportes A1, . . . ,An elonjunto ∆ de los vérties del símplex standard de Rn. Por esta razón, las oordenadasen Pn de ada punto de las variedades Xk,S ⊂ Pn × Pr1 × · · · × Prn �guran nuevamen-te entre las oordenadas de ese punto en Prj para todo 1 ≤ j ≤ n. En onseuenia,si ortamos Xk+1,S on el hiperplano de�nido por una forma lineal ℓ0 en Pn da omoresultado la misma variedad que al ortar Xk+1,S on el hiperplano de�nido por unaforma lineal ℓk+1 en Prk+1 que involure las mismas variables y tenga los mismos oe-�ientes en esas variables que ℓ0, es deir Xk+1,S ∩ {ℓ0 = 0} = Xk+1,S ∩ {ℓk+1 = 0}.De esta manera, y nuevamente usando la generiidad del grado de�nido y que es otasuperior para la antidad de puntos en la interseión onsiderada, tenemos que
deg(k−#S,0k,1n−k)(Xk+1,S) ≥ deg(k+1−#S,0k+1,1n−k−1)(Xk+1,S), y
deg(k−#S,0k,1n−k)

(X̃k,S) ≥ deg(k−#S,0k+1,1n−k−1)

(
X̃k,S ∩ {Lk+1 = 0}

)

= deg(k−#S,0k+1,1n−k−1)(Xk+1,S∪{k+1}).

�Ya podemos probar nuestra ota para el grado de la variedad de�nida por un sistema raloarbitrario de n euaiones on n inógnitas:Demostraión del Teorema 3.22: Sea π : Pn×Pr1×· · ·×Prn → Pn la proyeión al primerfator. Indutivamente, vemos que, para todo 0 ≤ k ≤ n, V (f1, . . . , fk) ⊆
⋃

S⊂{1,...,k}

π(Xk,S)en Pn: si k ≥ 1 y (1 : x) ∈ V (f1, . . . , fk), por hipótesis indutiva existe S0 ⊂ {1, . . . , k− 1}tal que (1 : x) ∈ π(Xk−1,S0). Entones, ϕ(x) ∈ Xk−1,S0 y Lk(ϕ(x)) = fk(x) = 0. Según aqué omponente irreduible de Xk−1,S0 pertenee ϕ(x), tenemos que ϕ(x) ∈ Xk,S0 o bien
ϕ(x) ∈ Xk,S0∪{k}, on lo ual (1 : x) = π(ϕ(x)) ∈

⋃
S⊂{1,...,k}

π(Xk,S).



3.3. COTA PARA EL GRADO 83En partiular, V (F ) ⊆
⋃

S⊂{1,...,n}

π(Xn,S). En onseuenia,
deg(V (F )) ≤ deg

( ⋃

S⊂{1,...,n}

π(Xn,S)
)
≤

∑

S⊂{1,...,n}

deg π(Xn,S).Como el grado de π(Xn,S) es la antidad de puntos en la interseión de esa variedadon tantos hiperplanos genérios omo su dimensión, que es la misma que la antidadde puntos en la interseión de Xn,S on tantos hiperplanos genérios en Pn omo sudimensión, por la de�niión del grado deg(n−#S,0n,10)(Xn,S), tenemos que deg π(Xn,S) =

deg(n−#S,0n,10)(Xn,S) para todo S ⊂ {1, . . . , n} Luego,
deg(V (F )) ≤

∑

S⊂{1,...,n}

deg(n−#S,0n,10)(Xn,S).Por induión, apliando el Lema 3.23, tenemos que la suesión de números∑
S⊂{1,...,k}

deg(k−#S,0k,1n−k)
(Xk,S) para 0 ≤ k ≤ n es dereiente. En partiular,

∑

S⊂{1,...,n}

deg(n−#S,0n,10)(Xn,S) ≤ deg(0,00,1n)(X0,∅).Teniendo en uenta las desigualdades anteriores y la igualdad (3.3), onluimos que
deg(V (F )) ≤

∑

S⊂{1,...,n}

deg(n−#S,0n,10)(Xn,S)

≤ deg(0,00,1n)(X0,∅) = MVn(A1 ∪∆, . . . ,An ∪∆).

�En el siguiente ejemplo mostramos un sistema de polinomios para el ual la ota para elgrado dada en el Teorema 3.22 resulta ser muho mayor que el grado de una variedadde�nida por polinomios genérios on los mismos soportes, y sin embargo para el sistemapartiular onsiderado, diha ota se alanza.Ejemplo 3.24 Sea r < n y sean f1, . . . , fn ∈ Q[X1, . . . ,Xn] polinomios on soportes
S = {α ∈ (Z≥0)

n | αi ≤ d para todo 1 ≤ i ≤ r y αi = 0 para todo r + 1 ≤ i ≤ n} (esdeir, f1, . . . , fn son polinomios en las variables X1, . . . ,Xr de grado d).Podemos observar que MVn(S
(n)) = 0 y SM(S(n)) = 0. Más aún, omo todos los soportesontienen el origen, para todo I ⊂ {1, . . . , n} no vaío vale #I + #JI > n. Entones, lavariedad de�nida por un sistema genério de n euaiones on esos soportes es vaía.Sin embargo, la ota que presentamos en el teorema anterior para el grado de V (F ) es
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MVn((S ∪ ∆)(n)) = dr. Para alular este volumen mixto, observamos que la ápsulaonvexa de S ∪ ∆ es la misma que la del onjunto {0, de1, . . . , der, er+1, . . . , en} donde
{ei}

n
i=1 es la base anónia de Rn y 0 el origen de oordenadas. Consideremos un sistemagenério G on esos soportes y apliquemos el ambio de variables Zi = Xd

i para todo i ≤ ry Zi = Xi para todo i > r. Resolviendo el sistema lineal resultante vemos que el sistemagenério G tiene dr soluiones de oordenadas no nulas. El Teorema de Bernstein aseguraque el volumen mixto de la familia de soportes del sistema G es dr.Consideremos ahora el aso en que los oe�ientes de f1, . . . , fn son tales que f1, . . . , frtienen dr eros en (C∗)r y fr+1, . . . , fn son ombinaiones lineales de f1, . . . , fr. La otadel Teorema 3.22 se alanza: omo el subsistema f1, . . . , fr tiene dr eros omunes en Crque anulan también a fr+1, . . . , fn, el sistema F = (f1, . . . , fn) de�ne una variedad en Cnformada por dr variedades lineales de dimensión n− r.En el ejemplo anterior la ota de grado se alanza para un sistema de polinomios nogenério. A ontinuaión presentamos un ejemplo donde esto ourre en el aso genério.Ejemplo 3.25 Sea P el sistema genério del Ejemplo 3.12. Como menionamos en eseejemplo, la variedad de�nida por los polinomios del sistema está ompuesta por 2n pun-tos aislados. Llamando A = (A1, . . . ,An) a su familia de soportes, tenemos que Aj =

{ej , ei + ej | 1 ≤ i ≤ n} = {0, ej} +∆ para todo 1 ≤ j ≤ n. Luego, usando la multilinea-lidad del volumen mixto y la Proposiión 1.11 tenemos que MVn(A1 ∪∆, . . . ,An ∪∆) =∑
0≤k≤n

{j1,...,jk}⊂{1,...,n}

MVn({0, ej1}, . . . , {0, ejk},∆
(n−k)) = 2n.Al �nal de la Seión 3.2.1 planteamos un algoritmo para hallar el onjunto Φ que deter-mina las omponentes irreduibles de la variedad de�nida por un sistema ralo genério depolinomios on todos sus soportes iguales. Usaremos la ota del Teorema 3.22 para estimarla omplejidad de ese algoritmo.Sea P = (p1, . . . , pm) un sistema genério de polinomios on soportes A = (A1, . . . ,Am)en (Z≥0)

n tal que A1 = · · · = Am. Notamos A1 = {α(1), . . . , α(N1)}. Para todo 1 ≤ k ≤

N1, en la Seión 3.2.1 de�nimos los ideales Ik = 〈Xν
α(1) , . . . ,Xν

α(k) 〉 donde para todo
α ∈ A1, να es el vetor en Zn tal que (να)i = 0 si αi = 0 y (να)i = 1 si αi ≥ 1. Sea
A

(k)
1 = {α(1), . . . , α(k)} y sea G(k) = (g

(k)
1 , . . . , g

(k)
n ) un sistema genério de n polinomioson soportes en A

(k)
1 . De la misma forma, para ada I ⊂ {1, . . . , n}, sea J (k)

I el onjunto deíndies de G(k)
I . Sea Φ(k) el onjunto de los I ⊂ {1, . . . , n} tales que #J (k)

I = 0 y #J
(k)

Ĩ
= npara todo Ĩ ( I.



3.4. SISTEMAS NO GENÉRICOS 85Lema 3.26 Con la notaión anterior, #Φ(k) = deg(V (Ik)) ≤ MVn((A1 ∪ ∆)(n)) paratodo 1 ≤ k ≤ N1.Demostraión: Reordemos que notamos WI = {x ∈ Cn | xi = 0 ∀ i ∈ I}. Por laProposiión 3.16, I ∈ Φ(k) si y solo siWI es una omponente irreduible de V (Ik). Entones,
deg(V (Ik)) = #Φ(k). Además, por el Lema 3.15 apliado a la familia de soportes de G(k),
I ∈ Φ(k) si y solo si WI es una omponente irreduible de V (G(k)) para I 6= ∅. Enonseuenia, #Φ(k) ≤ deg(V (G(k))). Finalmente deg(V (G(k))) ≤ MVn((A

(k)
1 ∪∆)(n)) ≤

MVn((A1 ∪ ∆)(n)) donde la primera desigualdad vale por el Teorema 3.22 y la segundapor la monotonía del volumen mixto. �Podemos entones estimar la omplejidad del algoritmo SpeialSetsUnmixed (Algorit-mo 3.17). El paso 2 requiere a lo sumo n omparaiones. Reordando que V (I1) =⋃
i|(ν

α(1) )i 6=0

{xi = 0} y V (Ik+1) = V (Ik) ∩ (
⋃

i|(ν
α(k+1))i 6=0

{xi = 0}), observamos que en la
k-ésima instania del paso 3 (on 2 ≤ k ≤ N1), el algoritmo alula los I ∈ Φ(k) on
#I ≤ m. Por el Lema 3.26, hay a lo sumo D = MVn((A1∪∆)(n)) elementos de SL′. En elpaso 3b, tenemos n omparaiones de las oordenadas de α(k) on ero para onstruir a losumo Dn elementos posibles para SL. En el paso 3c, omparar dos elementos de SL preisa
O(n) operaiones. La omplejidad total del algoritmo es entones del orden de O(N1D

2n3).La omplejidad del algoritmo subyaente a la Proposiión 3.18 se obtiene sumando a estaomplejidad la del algoritmo GeneriToriSolve para el álulo de la desomposiiónequidimensional de V (P ).3.4. Sistemas no genériosEn la Seión 3.2.2 presentamos un algoritmo para el álulo de la desomposiión equidi-mensional de la variedad afín de�nida por un sistema ralo genério. A diferenia del asode eros aislados, no todas las omponentes de una variedad de�nida por polinomios ralospueden hallarse mediante una homotopía enontrando en primer lugar las omponentesde una variedad de�nida por polinomios genérios on los mismos soportes. Veamos unejemplo trivial de esto.Ejemplo 3.27 Sea F el sistema F =




f1(X1,X2) = X1(X2 − 1)

f2(X1,X2) = X1(X2 − 1)
.La variedad V (F ) ⊂ C2 tiene dos omponentes de dimensión 1: W1 = {(0, x2) | x2 ∈ C}y W2 = {(x1, 1) | x1 ∈ C}. Sin embargo, un sistema genério on los mismos soportes solotendría a W1 omo onjunto de soluiones.



86 CAPÍTULO 3. DESCOMPOSICIÓN EQUIDIMENSIONALEn esta seión presentamos un algoritmo para desribir el onjunto de eros de un sistemaralo uadrado de polinomios arbitrarios. En este aso lo desribiremos a través de unonjunto �nito de puntos representativos de ada omponente irreduible de la variedad.La omplejidad de este nuevo algoritmo depende polinomialmente de la ota para el gradoobtenida en la Seión 3.3. El algoritmo se basa en el heho de que interseando unavariedad on una variedad lineal genéria de dimensión n− k se onsiguen puntos en adaomponente irreduible de dimensión k.Sea F = (f1, . . . , fn) un sistema de polinomios en Q[X1, . . . ,Xn] on soportes A =

(A1, . . . ,An) en (Z≥0)
n. Para todo k = 0, . . . , n−1 sea Vk(F ) la omponente equidimensio-nal de V (F ) de dimensión k. En [65, Chapter 13, Setion 1℄ se introdue la idea de onjuntosde puntos testigo que, para ada 0 ≤ k ≤ n − 1, onsiste en el onjunto �nito de puntosque se obtiene interseando Vk(F ) on k hiperplanos genérios {L1 = 0}, . . . , {Lk = 0}de�nidos a partir de formas lineales a�nes genérias L1, . . . , Ln−1 en Q[X1, . . . ,Xn].Ejemplo 3.28 Sea F el sistema de 3 polinomios en 3 variables:

F =





f1 = X3
1X2X3 −X1X2X

3
3 −X2

1 +X2
3 = (X1X2X3 − 1)(X1 −X3)(X1 +X3)

f2 = X2
1X

2
2X3 −X2

1X2X3 −X1X
2
2X

2
3 +X1X2X

2
3 −X1X2 +X1 +X2X3 −X3 =

= (X1X2X3 − 1)(X1 −X3)(X2 − 1)

f3 = X1X
3
2X3 −X1X2X

2
3 −X2

2 +X3 = (X1X2X3 − 1)(X2
2 −X3)Las omponentes equidimensionales de V (F ) son

V0(F ) = {(−1, 1, 1)}, V1(F ) = {x1−x3 = 0, x22−x3 = 0}, y V2(F ) = {x1x2x3−1 = 0}.Las omponentes de dimensión positiva V1(F ) y V2(F ) tienen grado 2 y 3 respetivamente.Sean L1 y L2 las formas lineales L1 = X1 −X2 y L2 = 6X2 −X3 + 7. Entones:El onjunto de los eros aislados del sistema f1, f2, f3, L1 es {(1, 1, 1), (0, 0, 0)}, quees un subonjunto de 2 = deg(V1(F )) puntos de V1(F ).El onjunto de los eros aislados del sistema f1, f2, f3, L1, L2 es {(−1,−1, 1),

(−1
2 ,−

1
2 , 4), (

1
3 ,

1
3 , 9)}, que es un subonjunto de 3 = deg(V2(F )) puntos de V2(F ).Usando la idea de puntos testigo, onsideramos n − 1 formas lineales a�nes genérias

L1, . . . , Ln−1 en Q[X1, . . . ,Xn] y para ada 0 ≤ k ≤ n − 1, busaremos los eros aisladosomunes del sistema f1, . . . , fn, L1, . . . , Lk. Representaremos ada omponente equidimen-sional Vk(F ) mediante un onjunto �nito de puntos que ontiene un onjunto de puntos



3.4. SISTEMAS NO GENÉRICOS 87testigo de Vk(F ) y está ontenido en V (F ) (ver la noión de witness superset en [65,De�nition 13.6.1℄).Podemos observar que los sistemas f1, . . . , fn, L1, . . . , Lk tienen más polinomios que va-riables. Para poder apliar el algoritmo ToriSolve (ver el Algoritmo 2.3) onstruimossistemas auxiliares on la misma antidad de euaiones que de inógnitas.Para todo 0 ≤ k ≤ n−1 �jo, tomando n ombinaiones lineales genérias de los polinomios
f1, . . . , fn, L1, . . . , Lk obtenemos un sistema de n polinomios en n variables que ontieneen el onjunto de sus eros aislados los eros aislados del sistema f1, . . . , fn, L1, . . . , Lk (ver[40℄). Además, alanza on tomar ombinaiones lineales de la forma

fj(X) +

k∑

i=1

bj,iLi(X), para todo 1 ≤ j ≤ n, (3.5)donde bj,i es genério para todo 1 ≤ j ≤ n y 1 ≤ i ≤ k. Para ver esto, para om-binaiones lineales n∑
i=1

Cj,ifi(X) +
n+k∑

i=n+1
Cj,iLi−n(X) (j = 1, . . . , n) existe un polinomio

p no nulo en los oe�ientes {Cj,i} 1 ≤ j ≤ n

1 ≤ i ≤ n + k

tal que si p({cj,i}) 6= 0 entones los e-ros aislados de f1, . . . , fn, L1, . . . , Lk son eros aislados de esas n ombinaiones lineales.Notemos C al onjunto de los oe�ientes Cj,i on 1 ≤ j, i ≤ n, Ĉ al onjunto de losrestantes, y p(C, Ĉ) =
∑
s∈S

ps(C)Ĉs on S un onjunto �nito en (Z≥0)
n×k. Entones, pa-ra c = {cj,i}1≤j,i≤n tales que det




c1,1 . . . c1,n... ...
cn,1 . . . cn,n




∏
s∈S

ps(c)
∏

1≤j,i≤n
cj,i 6= 0 tenemos que

q(B) =
∑
s∈S

ps(c)(
n∑

l=1

cj,lBl,i)
s es un polinomio no nulo en un onjunto de nuevas variables

B = (Bl,i) 1≤l≤n
1≤i≤k

y toda eleión de {bj,i} 1≤j≤n
1≤i≤k

que no anula a q umple lo pedido, pues losoe�ientes de la matriz que resulta del produto



c1,1 . . . c1,n... ...
cn,1 . . . cn,n







1 . . . 0 b1,1 . . . b1,k. . . ... ...
0 . . . 1 bn,1 . . . bn,k


no anulan a p, y el sistema lineal asoiado a ella es equivalente al sistema asoiado a




1 0 b1,1 . . . b1,k. . . ... ...
0 1 bn,1 . . . bn,k


 .



88 CAPÍTULO 3. DESCOMPOSICIÓN EQUIDIMENSIONALEl onjunto de los eros aislados del sistema (3.5) puede ontener puntos que no pertene-en a V (F ). Por este motivo, utilizaremos una subrutina que, a partir de una resoluióngeométria de un onjunto �nito de puntos P ⊂ Cn y los polinomios del sistema original
F , alula una resoluión geométria de P ∩ V (F ). La idea es desartar de P los puntosque no anulen a los polinomios de F . Llamamos a esta subrutina CleanGR:Algoritmo 3.29 CleanGRINPUT: Una resoluión geométria (q(U), v1(U), . . . , vn(U)) ∈ (Q[U ])n+1 de un onjunto�nito de puntos P ⊂ Cn y un sistema de polinomios F = (f1, . . . , fn) en Q[X1, . . . ,Xn]on soportes A = (A1, . . . ,An) en (Z≥0)

n odi�ado en forma rala.1. Q0(U) := q(U).2. Para j = 1, . . . , n:a) Hallar la representaión densa del polinomio Fj(U) = fj(v1(U), . . . , vn(U)).b) Hallar Qj(U) := gcd(Qj−1(U), Fj(U))3. Q(U) := Qn(U).4. Para i = 1, . . . , n, hallar Vi(U) := vi(U) (mód Q(U)).OUTPUT: Una resoluión geométria (Q(U), V1(U), . . . , Vn(U)) del onjunto �nito de pun-tos P ∩ V (F ).Notar que ξ ∈ P ∩ V (F ) si y solo si ξ = (v1(u), . . . , vn(u)) para u ∈ C tal que q(u) = 0 y
f1(v1(u), . . . , vn(u)) = . . .= fn(v1(u), . . . , vn(u)) = 0. Como Q(u)= gcd(q(u), f1(v1(u),. . . ,

vn(u)), . . . , fn(v1(u), . . . , vn(u))) y Vi(u) = vi(u) para todo u ∈ C tal que Q(u) = 0,
ξ ∈ P ∩V (F ) es equivalente a que exista u ∈ C tal que ξ = (V1(u), . . . , Vn(u)) y Q(u) = 0.Esto prueba la orretitud del algoritmo.Para alular la omplejidad de este proedimiento, sean d una ota superior para losgrados de f1, . . . , fn y D = deg(q). En primer lugar se obtiene un slp que odi�a lospolinomios v1, . . . , vn de longitud del orden de O(nD logD). Para ada j = 1, . . . , n, en elpaso 2a, el algoritmo alula un slp de longitud Lj = O(n log d#Aj) para fj y medianteinterpolaión obtiene la representaión densa de Fj(U) on una omplejidad del orden de
O(M(dD)(Lj + nD logD)); en el paso 2b, se alula el máximo omún divisor Qj(U) on
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O(M(dD)) operaiones. Finalmente, los polinomios del paso 4 se obtienen on O(nM(D))operaiones. En onseuenia, la omplejidad total del proedimiento CleanGR es de orden
O(M(dD)(n log d

n∑
j=1

#Aj + n2D logD)).Presentamos entones el algoritmo PointsInEquidComps que alula una familia de reso-luiones geométrias R(0), . . . , R(n−1) tales que, para todo 0 ≤ k ≤ n− 1, R(k) desribe unonjunto �nito de puntos que umple que, para ada omponente irreduible W de V (F )de dimensión k, ontiene al menos deg(W ) puntos en W .Algoritmo 3.30 PointsInEquidCompsINPUT: Un sistema de polinomios F = (f1, . . . , fn) en Q[X1, . . . ,Xn] on soportes A =

(A1, . . . ,An) en (Z≥0)
n odi�ado en forma rala, una funión de levantamiento genéria

ω = (ω1, . . . , ωn) para la familia A∆ = (A1 ∪ ∆, . . . ,An ∪ ∆) y las eldas mixtas de lasubdivisión mixta �na Sω(A∆).1. Elegir al azar oe�ientes en Z para un sistema de polinomios G = (g1, . . . , gn) onsoportes A∆.2. Apliar el algoritmo ToriSolve (Algoritmo 2.3) al sistema G para obtener unaresoluión geométria RG de los eros de G en Cn.3. Elegir al azar oe�ientes para n − 1 formas lineales L1, . . . , Ln−1 en las variables
X = (X1, . . . ,Xn) y n(n− 1) números (bi,j)1≤i≤n,1≤j≤n−1 en Z.4. Para k = 0, . . . , n− 1:a) Obtener la representaión rala del sistema de polinomios H(k) = (h

(k)
1 , . . . , h

(k)
n )donde h(k)j (X) = fj(X) +

k∑
i=1

bj,iLi(X) para ada 1 ≤ j ≤ n.b) Apliar el algoritmo de [45, Setion 6℄ al sistema H(k) para hallar a partir de
RG una resoluión geométria de un onjunto �nito Pk que ontiene los erosaislados de H(k) en Cn.) Apliar la subrutina CleanGR a la resoluión geométria del onjunto Pk obtenidaen el paso 4b y a los polinomios de F para obtener una resoluión geométria
R(k) de Pk ∩ V (F ) .OUTPUT: La familia de n resoluiones geométrias (R(0), . . . , R(n−1)).



90 CAPÍTULO 3. DESCOMPOSICIÓN EQUIDIMENSIONALA ontinuaión, alularemos la omplejidad del algoritmo PointsInEquidComps. En pri-mer lugar, el osto de apliar el algoritmo ToriSolve (ver la Seión 2.1.2) en el paso 2es
O((n3N∆ log(d) + n1+Ω)M(D∆)M(Υ∆)(M(D∆) +M(E∆)))donde, siguiendo la notaión previa,

N∆ :=
n∑

j=1
#(Aj ∪∆),

d := máx1≤j≤n{deg(fj)},
D∆ := MVn(A1 ∪∆, . . . ,An ∪∆),
Υ∆ := máx{‖η‖} donde el máximo es sobre todas las normales interiores primitivasasoiadas a eldas mixtas en la subdivisión mixta �na Sω(A∆) induida por ω,
E∆ := MVn+1(∆× {0}, (A1 ∪∆)(ω1), . . . , (An ∪∆)(ωn)).En el paso 4, el ítem 4a no aumenta la omplejidad total. Por [45, Proposition 6.1℄, sabe-mos que la omplejidad del paso 4b es O((n2N∆ log d+n1+Ω)M(D∆)M(E ′

∆)), donde E ′
∆ :=

MVn+1({0}×∆, {0, 1}×(A1∪∆), . . . , {0, 1}×(An∪∆)) y, por nuestros álulos de ompleji-dad previos, el paso 4c tiene un osto de orden O(M(dD∆)(n log d
n∑

j=1
#Aj+n

2D∆ logD∆)).Proediendo omo en la demostraión de [45, Lemma 2.3℄ (ver también los álulos deomplejidad del Teorema 3.20), podemos aotar los parámetros E ′
∆ y E∆ omo sigue:

E ′
∆ =

n∑

j=1

MVn(∆,A1 ∪∆, . . . , Âj ∪∆, . . . ,An ∪∆) ≤ nD∆usando la monotonía del volumen mixto y, si ωmáx := máxj,α{ωj(α) | 1 ≤ j ≤ n, α ∈

Aj ∪∆},
E∆ ≤ MVn+1(∆× {0}, (A1 ∪∆)× {0, ωmáx}, . . . , (An ∪∆)× {0, ωmáx}) ≤ ωmáxnD∆.Por lo tanto, la omplejidad total del algoritmo es la expresada en el siguiente teorema:Teorema 3.31 Sea F = (f1, . . . , fn) un sistema de n polinomios en Q[X1, . . . ,Xn] onsoportes A = (A1, . . . ,An) en (Z≥0)

n. Para todo 0 ≤ k ≤ n− 1, sea Vk(F ) la omponenteequidimensional de dimensión k de V (F ). El algoritmo probabilístio PointsInEquidCompsalula una familia de n resoluiones geométrias (R(0), R(1), . . . , R(n−1)) tales que, paraada 0 ≤ k ≤ n− 1, R(k) representa un onjunto �nito de puntos que ontiene deg(Vk(F ))puntos en Vk(F ). Con la notaión previa, la omplejidad del algoritmo es de orden
O(ωmáxn

4N∆ log(d)M(dD∆)M(D∆)M(Υ∆)).



3.4. SISTEMAS NO GENÉRICOS 91Apliquemos los pasos del algoritmo PointsInEquidComps a los polinomios del Ejemplo3.21:Ejemplo 3.32 Sea F el sistema de 3 polinomios en 3 variables
F =





f1(X1,X2,X3) = X1X2 −X1 −X2 + 1

f2(X1,X2,X3) = X1X3 −X1 −X3 + 1

f3(X1,X2,X3) = X2X3 −X2 −X3 + 1on soportes A1 = {(1, 1, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 0)}, A2 = {(1, 0, 1), (1, 0, 0), (0, 0, 1),

(0, 0, 0)} y A3 = {(0, 1, 1), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (0, 0, 0)}.En el paso 1 se elige al azar un sistema G on soportes (A1∪∆,A2∪∆,A3∪∆). Tomemos
G =





g1(X1,X2,X3) = 2X1X2 − 2X1 +X2 −X3 + 1

g2(X1,X2,X3) = X1X3 −X1 + 2X2 + 2X3 + 2

g3(X1,X2,X3) = X2X3 +X1 − 2X2 +X3 − 1

.En el paso 2 el algoritmo alula una resoluión geométria RG del onjunto de erosaislados de G en C3 asoiada a una forma lineal. En este aso, elegimos µ(X1,X2,X3) =

X1 + 2X2 +X3:
RG =





U5 − 9
2U

4 − 17U3 + 80U2 − 2U − 155
2 = 0

X1 = − 9
100U

4 + 7
40U

3 + 351
200U

2 − 543
200U − 137

40

X2 = − 1
200U

4 − 1
80U

3 − 1
400U

2 + 233
400U + 7

80

X3 =
1
10U

4 − 3
20U

3 − 7
4U

2 + 51
20U + 13

4

.En el paso 3 se toman al azar 2 formas lineales:
L1(X1,X2,X3) = X1 +X2 + 2X3

L2(X1,X2,X3) = X1 + 2X2.En este paso también se eligen al azar los oe�ientes que se usarán en el primer ítem 4adel paso reursivo para onstruir los polinomios h(k)j para todo 1 ≤ j ≤ 3 y 0 ≤ k ≤ 2.Para ada k estos polinomios se obtienen sumando a ada polinomio de F una ombinaiónlineal de las formas lineales Li (on 0 ≤ i ≤ k). Tomemos
H(0) = F, H(1) =





h
(1)
1 = f1(X) + L1(X) = X1X2 + 2X3 + 1

h
(1)
2 = f2(X)− L1(X) = X1X3 − 2X1 − 3X3 −X2 + 1

h
(1)
3 = f3(X) + 2L1(X) = X2X3 +X2 + 3X3 + 2X1 + 1
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H(2) =





h
(2)
1 = f1(X) + L1(X) + L2(X) = X1X2 +X1 + 2X2 + 2X3 + 1

h
(2)
2 = f2(X)− L1(X) + 2L2(X) = X1X3 + 3X2 − 3X3 + 1

h
(3)
3 = f3(X) + 2L1(X) + L2(X) = X2X3 + 3X2 + 3X3 + 3X1 + 1En el paso 4, para ada k = 0, 1, 2 se busan los eros aislados de H(k). Para ello, en el paso

4b a partir de la resoluión geométria RG el algoritmo obtiene resoluiones geométrias
RH(k) de onjuntos �nitos Pk que ontienen a los eros aislados de H(k) para ada k:

RH(0) =





U3 − 7U2 + 2U + 40 = 0

X1 = 1

X2 = − 1
14U

2 + 9
14U − 3

7

X3 =
1
7U

2 − 2
7U − 1

7

RH(1) =





U5 − 9
2U

4 − 13U3 + 68U2 − 64U = 0

X1 =
57
200U

4 − 369
400U

3 − 953
200U

2 + 647
50 U − 3

X2 = −269
600U

4 + 1573
1200U

3 + 1567
200 U

2 − 2599
150 U + 1

X3 =
367
600U

4 − 2039
1200U

3 − 2181
200 U

2 + 3407
150 U + 1

RH(2) =





U5 + 49
2 U

4 − 1549
9 U3 + 538

9 U
2 + 679

6 U − 769
18 = 0

X1 = − 101214
1803049U

4 − 2537721
1803049U

3 + 15987545
1803049 U

2 + 3986650
1803049U − 7719426

1803049

X2 =
58338

9015245U
4 + 277533

1803049U
3 − 11347628

9015245 U
2 + 5343077

9015245U + 8036523
9015245

X3 =
389394
9015245U

4 + 1982655
1803049U

3 − 57242469
9015245 U

2 − 21604159
9015245 U + 22524084

9015245En el paso 4c se modi�an las resoluiones geométrias RH(k) desartándose los puntos queno orresponden a eros del sistema F , y de esa manera el algoritmo obtiene para ada kuna resoluión geométria R(k) de un onjunto �nito de puntos que ontiene un onjuntode puntos que representa la omponente equidimensional de dimensión k de V (F ):
R(0) =





U3 − 7U2 + 2U + 40 = 0

X1 = 1

X2 = − 1
14U

2 + 9
14U − 3

7

X3 =
1
7U

2 − 2
7U − 1

7

R(1) =





U3 + 2U2 − 8U = 0

X1 =
1
2U

2 + U − 3

X2 = −1
6U

2 + 1
3U + 1

X3 = −1
6U

2 − 2
3U + 1

R(2) = ∅Como R(2) = ∅ sabemos que V (F ) no tiene omponentes irreduibles de dimensión 2.Por otro lado, omo los polinomios minimales de R(0) y R(1) son U3 − 7U2 + 2U + 40 =

(U + 2)(U − 4)(U − 5) y U3 + 2U2 − 8U = (U + 4)U(U − 2), reemplazando sus raíes en
R(0) y R(1) respetivamente obtenemos los siguientes onjuntos de puntos en V (F ) :

W0 = {(1,−2, 1), (1, 1, 1), (1, 1, 2)} y W1 = {(−3, 1, 1), (1, 1,−1), (1,−3, 1)}.



3.4. SISTEMAS NO GENÉRICOS 93En este aso, W1 ontiene exatamente un punto por ada una de las 3 omponentesirreduibles de dimensión 1 de V (F ). Sin embargo, aunque F no tiene eros aislados, elalgoritmo enuentra W0 ⊂ V (F ) un onjunto no vaío.





Capítulo 4Cálulo de proyeionesSean A = (A1, . . . ,Am) una familia de onjuntos �nitos en (Z≥0)
n y P = (p1, . . . , pm)un sistema de polinomios en Q[X1, . . . ,Xn] on soportes A y oe�ientes genérios. Sean

ℓ < n y π : Cn → Cℓ la proyeión dada por π(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xℓ). En este apí-tulo presentamos un algoritmo probabilístio simbólio que alula la lausura de Zariskide π(V (P )) ⊂ Cℓ uya omplejidad se expresa en funión de invariantes ombinatoriosasoiados a la familia de soportes.4.1. Sistemas on oe�ientes indeterminadosSea A = (A1, . . . ,Am) una familia de onjuntos �nitos en (Z≥0)
n. Consideraremos enprimer lugar un sistema F = (f1, . . . , fm) on soportes A y oe�ientes indeterminados.Para todo 1 ≤ j ≤ m, sea

fj(Aj ,X) =
∑

α∈Aj

Aj,αX
α, (4.1)donde Aj = (Aj,α)α∈Aj

es un onjunto de Nj = #Aj nuevas variables. Sea K := Q(A1, . . . ,

Am).La estrategia que usaremos para el álulo de la proyeión de la variedad V (F ) es lasiguiente: Usando la desomposiión en omponentes equidimensionales alulada en elCapítulo 3 reduimos el problema a trabajar on variedades tales que ada una de susomponentes irreduibles tiene puntos on todas sus oordenadas no nulas. Para ada unade estas nuevas variedades a onsiderar, elegimos un onjunto de variables libres apropiadoy alulamos una resoluión geométria respeto a esas variables libres de la lausura deZariski de su proyeión. 95



96 CAPÍTULO 4. CÁLCULO DE PROYECCIONES4.1.1. Reduión al aso tórioSea I ⊂ {1 . . . , n}. Para ada polinomio fj ∈ K[X1, . . . ,Xn], 1 ≤ j ≤ m, notamos (fj)I elpolinomio que resulta de espeializar Xi = 0 para todo i ∈ I en fj . Sean FI y JI omo sede�nieron en la Seión 2.2 y
Φ = {I ⊂ {1, . . . , n} | ∀ J ⊂ JI , dim(

∑

j∈J

AI
j) ≥ #J ;∀ Ĩ ⊂ I, #JĨ +#Ĩ ≥ #JI +#I}omo se de�nió en (3.2), donde AI

j ⊂ (Z≥0)
n−#I es el soporte de (fj)I para todo j ∈ JI .Reordemos que ϕI : K

n−#I
→ K

n es la funión que inserta eros en las oordenadasindexadas por I. El Teorema 3.8 nos die que
V (F ) =

⋃

I∈Φ

ϕI(V
∗(FI)), (4.2)donde V ∗(FI) = V (FI) ∩ (K

∗
)n−#I es la unión de todas las omponentes irreduibles de

V (FI) que intersean (K
∗
)n−#I (ver la De�niión 3.2).Sea π : K

n
→ K

ℓ la proyeión a las primeras ℓ oordenadas. Para todo I ⊂ {1, . . . , n},llamamos ℓI = ℓ − #(I ∩ {1, . . . , ℓ}), πℓI : K
n−#I

→ K
ℓI a la proyeión a las primeras

ℓI oordenadas y ϕI∩{1,...,ℓ} : K
ℓI → K

ℓ a la funión que inserta eros en las oorde-nadas indexadas por I ∩ {1, . . . , ℓ}. Observando que para todo I vale π(ϕI(V
∗(FI))) =

ϕI∩{1,...,ℓ}(πℓI (V
∗(FI))), de la igualdad (4.2), resulta que

π(V (F )) =
⋃

I∈Φ

ϕI∩{1,...,ℓ}(πℓI (V
∗(FI))).Esto nos permite reduir el problema de alular la proyeión de V (F ) a alular �ni-tas proyeiones de variedades que tienen la propiedad de que el onjunto de sus puntoson oordenadas no nulas es un abierto denso de la variedad. Más espeí�amente, bastaalular para todo I ∈ Φ, la lausura de Zariski de la proyeión por πℓI de la variedad

V ∗(FI).4.1.2. Ideal de la proyeiónEn lo que sigue nos onentraremos en la proyeión de las variedades V ∗(FI) para todo
I ∈ Φ. En partiular, sabemos que la antidad de polinomios de sistema FI es menor oigual a la antidad de variables. Entones, basta onsiderar el aso de un sistema F =

(f1, . . . , fm) on soportes A = (A1, . . . ,Am) en (Z≥0)
n para el ual m ≤ n y, para todo

J ⊂ {1, . . . ,m}, vale dim(
∑
j∈J

Aj) ≥ #J . Con estas hipótesis, V ∗(F ) es no vaío (ver elLema 3.1).



4.1. SISTEMAS CON COEFICIENTES INDETERMINADOS 97Veamos algunos resultados respeto de los ideales I(V ∗(F )) y I(π(V ∗(F ))).Para un ideal J ⊂ K[X1, . . . ,Xn] notamos J : (X1 . . . Xn)
∞ al ideal oiente

J : (X1 . . . Xn)
∞ = {f ∈ K[X1, . . . ,Xn] | (X1 . . . Xn)

rf ∈ J para algún r ∈ Z≥0}.Lema 4.1 Con la notaión e hipótesis anteriores, 〈f1, . . . , fm〉 : (X1 . . . Xn)
∞ es un idealprimo en K[X1, . . . ,Xn] de dimensión n−m. Además,

I(V ∗(F )) = 〈f1, . . . , fm〉 : (X1 . . . Xn)
∞.Demostraión: Para todo 1 ≤ j ≤ m, elegimos αj,0 ∈ Aj y sean A′

j := Aj\{αj,0} y A′
j :=

Aj\{Aj,αj,0}. Notamos A := (A1, . . . , Am) a la lista de oe�ientes indeterminados de F ,
A′ := (A′

1, . . . , A
′
m) yQ[A′,X]X1...Xn a la loalizaión de Q[A′,X] en el onjunto multiplia-tivo {(X1 . . . Xn)
i | i ∈ Z≥0}. Sea ψ el mor�smo de anillos ψ : Q[A,X] → Q[A′,X]X1...Xnde�nido por ψ(Xi) = Xi para todo 1 ≤ i ≤ n, ψ(Aj,α) = Aj,α para todo 1 ≤ j ≤ m,

α ∈ A′
j, y ψ(Aj,αj,0) = −X−αj,0(

∑
α∈A′

j

Aj,αX
α) para todo 1 ≤ j ≤ m.Veamos que Ker(ψ) = 〈f1, . . . , fm〉 : (X1 . . . Xn)

∞: Como fj ∈ Ker(ψ) para todo 1 ≤

j ≤ m, si onsideramos un polinomio g ∈ 〈f1, . . . , fm〉 : (X1 . . . Xn)
∞, es laro que

ψ(g) = 0. Por otro lado, sea g ∈ Q[A,X] un polinomio tal que ψ(g) = 0. Notemos
A0 := (A1,α1,0 , . . . , Am,αm,0) y sea Â0 := (Â1,0, . . . , Âm,0) un onjunto de m nuevas varia-bles. Calulando el desarrollo de Taylor de g, tenemos que g(Â0, A

′,X) = g(A0, A
′,X) +∑

1≤j≤m
(Âj,0 − Aj,αj,0) · Gj para polinomios Gj ∈ Q[Â0, A,X]. Espeializando Âj,0 =

−X−αj,0(
∑

α∈A′
j

Aj,αX
α) para todo 1 ≤ j ≤ m, se obtiene que

ψ(g) = g(A0, A
′,X) −

∑

1≤j≤m

X−αj,0fj(X) ·Gj(−X
−αj,0(

∑

α∈A′
j

Aj,αX
α), A,X).Luego, g(A,X) =

∑
1≤j≤m

X−αj,0fj(X) ·Gj(−X
−αj,0(

∑
α∈A′

j

Aj,αX
α), A,X). Multipliando por

(X1 . . . Xn)
r on r su�ientemente grande, tenemos que (X1 . . . Xn)

rg(A,X) ∈ 〈f1, . . . , fm〉.En onseuenia, 〈f1, . . . , fm〉 : (X1 . . . Xn)
∞ es un ideal primo de Q[A,X]. Loalizando en

Q[A]\{0}, onluimos que 〈f1, . . . , fm〉 : (X1 . . . Xn)
∞ es un ideal primo de K[X1, . . . ,Xn].Como ψ es sobreyetiva, este ideal tiene dimensión n−m.Para terminar la demostraión, tomemos un polinomio g ∈ 〈f1, . . . , fm〉 : (X1 . . . Xn)

∞, y
r un entero no negativo tal que (X1 . . . Xn)

rg ∈ 〈f1, . . . , fm〉. Entones, (X1 . . . Xn)
rg seanula sobre V (F ) y por lo tanto g se anula sobre V (F )∩ (K

∗
)n. Luego, g ∈ I(V ∗(F )). Por



98 CAPÍTULO 4. CÁLCULO DE PROYECCIONESotro lado, sea g ∈ I(V ∗(F )). Este polinomio se anula sobre ada omponente irreduiblede V (F ) que tiene interseión no vaía on (K
∗
)n. Por lo tanto, (X1 . . . Xn)g se anulasobre V (F ). Entones, existe r ∈ Z≥0 tal que (X1 . . . Xn)

rgr ∈ 〈f1, . . . , fm〉. Así, gr ∈

〈f1, . . . , fm〉 : (X1 . . . Xn)
∞ y, omo éste es un ideal primo, g ∈ 〈f1, . . . , fm〉 : (X1 . . . Xn)

∞.
�Corolario 4.2 La variedad algebraia V ∗(F ) ⊂ K

n es una variedad irreduible sobre K dedimensión n−m.Para una variedad algebraia V ⊂ K
n de�nible sobre K, se tiene que I(π(V )) = I(V ) ∩

K[X1, . . . ,Xℓ] (ver, por ejemplo, [16, Chapter 4, Setion 4, Theorem 3℄). Luego por el Lema4.1:Corolario 4.3 Bajo las hipótesis anteriores,
I(π(V ∗(F ))) = (〈f1, . . . , fm〉 : (X1 . . . Xn)

∞) ∩K[X1, . . . ,Xℓ].Sea t := dim(π(V ∗(F ))). Sin perder generalidad podemos renombrar las variables de formaque {X1, . . . ,Xt} ⊂ {X1, . . . ,Xℓ} sea una base de trasendenia de K(π(V ∗(F ))) sobre K yque {Xt+m+1, . . . ,Xn} la omplete a una base de trasendenia {X1, . . . ,Xt,Xt+m+1, . . . ,

Xn} de K(V ∗(F )) sobre K. Usaremos la siguiente proposiión para trabajar on proye-iones on �bras genérias ero-dimensionales.Proposiión 4.4 Existe un abierto Zariski denso O ⊆ K
n−t−m tal que para todo b ∈

(K∗)n−t−m ∩ O vale la igualdad
I(π(V ∗(F ))) =

= (〈f1(X1, . . . ,Xt+m, b), . . . , fm(X1, . . . ,Xt+m, b)〉 : (X1 . . . Xt+m)∞) ∩K[X1, . . . ,Xℓ].Demostraión: Por el Corolario 4.3, si g ∈ I(π(V ∗(F ))), entones existe r ≥ 0 tal que
(X1 . . . Xn)

rg(X1, . . . ,Xℓ) =
m∑
j=1

qj(X)fj(X). Notemos X̂ := (X1, . . . ,Xt+m). Para todo
b = (bt+m+1, . . . , bn) tal que bi 6= 0 para todo t+m+ 1 ≤ i ≤ n, evaluando en b,

(X1 . . . Xt+m)rg(X1, . . . ,Xℓ) =
m∑

j=1

qj(X̂, b)

(bt+m+1 . . . bn)r
fj(X̂, b),on lo ual I(π(V ∗(F ))) ⊂ (〈f1(X̂, b), . . . , fm(X̂, b)〉 : (X1 . . . Xt+m)∞) ∩K[X1, . . . ,Xℓ].Por otro lado, queremos ver que existe un abierto Zariski O no vaío tal que si b ∈ Kn−t−m∩

O entones (〈f1(X̂, b), . . . , fm(X̂, b)〉 : (X1 . . . Xt+m)∞) ∩ K[X1, . . . ,Xℓ] ⊂ I(π(V ∗(F ))).Podemos observar que, para todo 1 ≤ j ≤ m, vale
K[X1, . . . ,Xn]/〈f1, . . . , fj〉 : (X1 . . . Xn)

∞ ≃ K[X1, . . . ,Xn]X1...Xn/〈f1, . . . , fj〉 ≃
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≃ K[Y,X1, . . . ,Xn]/〈Y X1 . . . Xn − 1, f1, . . . , fj〉.Apliando el Lema 4.1 sabemos que el ideal 〈f1, . . . , fj〉 : (X1 . . . Xn)

∞ es un ideal primode dimensión n− j para todo 1 ≤ j ≤ m. Entones, la lista de polinomios Y X1 . . . Xn − 1,
f1, . . . , fm es una suesión regular reduida en K[Y,X1, . . . ,Xn] (reordar que una listade polinomios g1, . . . , gs ∈ K[X1, . . . ,Xn] es una suesión regular si gj no es un divisorde ero en K[X1, . . . ,Xn]/〈g1, . . . , gj−1〉 para ada 1 ≤ j ≤ s; y una suesión regular esreduida si, para todo 1 ≤ j ≤ s, el ideal 〈g1, . . . , gj〉 ∈ K[X1, . . . ,Xn] es radial paratodo 1 ≤ j ≤ s). Además, el onjunto de las variables {Xt+m+1, . . . ,Xn} es algebraia-mente independiente módulo 〈Y X1 . . . Xn − 1, f1, . . . , fm〉. Entones, por [20, Corollary 17& Theorem 19℄, existe O ⊂ K

n−t−m un abierto Zariski denso de�nible sobre K ontenidoen {x ∈ K
n−t−m

| xi 6= 0 ∀ 1 ≤ i ≤ t+m} que umple que, para todo b ∈ O ∩Kn−t−m, lalista de polinomios cb Y X1 . . . Xt+m − 1, f1(X̂, b), . . . , fm(X̂, b) (donde cb := bt+m+1 . . . bn)es una suesión regular reduida en K[X̂] y {X1, . . . ,Xt} es algebraiamente independientemódulo ada uno de los primos asoiados al ideal generado por esta suesión regular redu-ida. Como K[X̂ ]/〈f1(X̂, b), . . . , fm(X̂, b)〉 : (X1 . . . Xt+m)∞ ≃ K[X̂ ]/〈cb Y X1 . . . Xt+m−1,

f1(X̂, b), . . . , fm(X̂, b)〉, deduimos que el ideal 〈f1(X̂, b), . . . , fm(X̂, b)〉 : (X1 . . . Xt+m)∞es un ideal radial equidimensional de dimensión t y el onjunto de variables {X1, . . . ,Xt}es algebraiamente independiente módulo ada uno de sus primos asoiados. En onse-uenia, lo mismo vale para (〈f1(X̂, b), . . . , fm(X̂, b)〉 : (X1 . . . Xt+m)∞) ∩ K[X1, . . . ,Xℓ].Como este ideal ontiene al ideal primo I(π(V ∗(F ))) y éste también tiene dimensión t, valela proposiión. �4.1.3. Variables libresEl siguiente lema da una ondiión en funión de los soportes A = (A1, . . . ,Am) que per-miten determinar si un subonjunto de variables es algebraiamente independiente módulo
I(V ∗(F )).Lema 4.5 Sea f1, . . . , fm ∈ K[X1, . . . ,Xn] el sistema polinomial ralo on soportes A =

(A1, . . . ,Am) en (Z≥0)
n de�nido en (4.1), y sea J = 〈f1, . . . , fm〉 : (X1 . . . Xn)

∞ ⊂

K[X1, . . . ,Xn]. Sea {e1, . . . , en} la base anónia de Qn. Entones, el onjunto {Xi1 , . . . ,Xik}

⊂ {X1, . . . , Xn} on 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n es algebraiamente independiente módulo J siy solo si MVn(A1, . . . ,Am, {0, ei1}, . . . , {0, eik},∆
(n−m−k)) > 0.Demostraión: Supongamos primero que el volumen mixtoMVn(A1, . . . ,Am, {0, ei1}, . . . ,

{0, eik},∆
(n−m−k)) es positivo. Sea q un polinomio no nulo en los oe�ientes de un sistemade n euaiones en n variables on soportes (A, {0, ei1}, . . . , {0, eik}, ∆(n−m−k)) tal que pa-ra ada vetor de oe�ientes (a, η) = (a1, . . . , am, ηm+1, . . . , ηn) de oordenadas raionales



100 CAPÍTULO 4. CÁLCULO DE PROYECCIONESno nulas tal que q(a, η) 6= 0, el sistema ralo on esos oe�ientes y soportes tiene tantoseros aislados en (C∗)n omo el volumen mixto de sus soportes (ver el Teorema 1.14).Sea p ∈ J ∩K[Xi1 , . . . ,Xik ]. Sin perder generalidad podemos suponer que p es un elementode Q[A,Xi1 , . . . ,Xik ]. Luego, existen r ∈ Z≥0 y un polinomio p0 ∈ Q[A] no nulo tales que
p0(A)(X1 . . . Xn)

rp(A,Xi1 , . . . ,Xik) = g1f1 + · · ·+ gmfm (4.3)donde g1, . . . , gm ∈ Q[A,X1, . . . ,Xn]. Queremos ver que p ≡ 0.Para ada vetor de oe�ientes (a, η) on oordenadas en Q∗ tales que p0(a)q(a, η) 6= 0,tomemos ξ ∈ (C∗)n un ero del sistema dado por los polinomios
f1(a1,X), . . . , fm(am,X), ηm+1,1 + ηm+1,2Xi1 , . . . , ηm+k,1 + ηm+k,2Xik ,

ηm+k+1,0 +
∑

1≤i≤n

ηm+k+1,iXi, . . . , ηn,0 +
∑

1≤i≤n

ηn,iXi.Espeializando en (a, η, ξ) la igualdad (4.3) tenemos que p(a,−ηm+1,1

ηm+1,2
, . . . ,−

ηm+k,1

ηm+k,2
) = 0.Como esto vale para todo (a,−

ηm+1,1

ηm+1,2
, . . . ,−

ηm+k,1

ηm+k,2
) on oordenadas raionales no nulasen un abierto Zariski de C

m∑
j=1

#Aj+k, p ≡ 0.Sea ahora {Xi1 , . . . ,Xik} un subonjunto de variables algebraiamente independiente mó-dulo J = I(V ∗(F )). Sean l1, . . . , ln−m−k formas lineales en las variables X1, . . . ,Xn onoe�ientes en K∗ tales que {Xi1 , . . . ,Xik , l1, . . . , ln−m−k} es una base de trasendeniade K(V ∗(F )). Como V ∗(F ) ∩ (K
∗
)n es un abierto denso de V ∗(F ), para (ζ1, . . . , ζn−m) ∈

(K
∗
)n−m genério vale que

V ∗(F ) ∩ {xij = ζj ∀ 1 ≤ j ≤ k} ∩ {lj(x) = ζk+j ∀ 1 ≤ j ≤ n−m− k}es un onjunto �nito no vaío en (K
∗
)n. Este onjunto está formado por los eros en (K

∗
)ndel sistema dado por los polinomios

f1(X), . . . , fm(X),Xi1 − ζ1, . . . ,Xik − ζk, l1(X)− ζk+1, . . . , ln−m−k(X)− ζn−m,on soportesA1, . . . ,Am, {0, ei1}, . . . , {0, eik},∆
(n−m−k). Entones, por el Teorema de Berns-tein (ver el Teorema 1.14) vale MVn(A1, . . . ,Am, {0, ei1}, . . . , {0, eik},∆

(n−m−k)) > 0. �Observaión 4.6 Por la Proposiión 1.11, para ada subonjunto {i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n}vale que el volumen mixto MVn(A1, . . . ,Am, {0, ei1}, . . . , {0, eik},∆
(n−m−k)) es igual a

MVn−k(̟(A1), . . . ,̟(Am),∆(n−m−k)), donde ̟ : Rn → Rn−k es la proyeión a lasoordenadas indexadas por {1, . . . , n} \ {i1, . . . , ik}. En funión de esto, para deidir si unonjunto de k variables es algebraiamente independiente módulo I(V ∗(F )) alanza onalular un volumen mixto en Rn−k.



4.2. RESULTADOS ALGORÍTMICOS 1014.2. Resultados algorítmiosEn esta seión vamos a presentar el algoritmo K-Projetion que permite alular lalausura de Zariski de la proyeión de V ∗(F ) a sus primeras ℓ oordenadas, donde F esel sistema de�nido en (4.1). Previamente, desribiremos algunas subrutinas utilizadas eneste algoritmo.4.2.1. SubrutinasLa primera de las subrutinas que utilizaremos, que se obtiene a partir del Lema 4.5, al-ula una base de trasendenia de K(V ∗(F )) que ontiene una base de trasendenia de
K(π(V ∗(F ))).Algoritmo 4.7 TransBasisINPUT: Una familia A = (A1, . . . ,Am) de onjuntos �nitos en (Z≥0)

n tal que
dim(

∑
j∈J

Aj) ≥ #J para todo J ⊂ {1, . . . ,m}.1. TB := ∅.2. k := 1.3. While #TB < n−m doa) Calular D := MVn(A1, . . . ,Am,
(
{0, eij}

)
ij∈TB

, {0, ek},∆
(n−m−#TB−1)).b) Si D > 0, TB := TB ∪ {k}.) k := k + 1.OUTPUT: El onjunto TB = {i1, . . . , in−m} on i1 < . . . < in−m, tal que {Xi1 , . . . ,Xin−m}es una base de transendenia de K(V ∗(F )) sobre K y, para ada 1 ≤ j ≤ n − m,

{Xi1 , . . . ,Xij} es un subonjunto de {X1, . . . ,Xij} algebraiamente independendiente sobre
K y maximal on esta propiedad.Consideremos la base de trasendenia de K(V ∗(F )) obtenida a partir del algoritmoTransBasis. Sin pérdida de generalidad, renombrando variables, podemos suponer queesta base es {X1, . . . ,Xt,Xt+m+1, . . . ,Xn} on t ≤ ℓ y ℓ ≤ t+m. Entones {X1, . . . ,Xt}es una base de trasendenia de K(π(V ∗(F ))).



102 CAPÍTULO 4. CÁLCULO DE PROYECCIONESSea Fb el sistema que resulta de evaluar Xt+m+1, . . . ,Xn en valores genérios. Por la Propo-siión 4.4 podremos obtener π(V ∗(F )) trabajando on el sistema Fb. Para esto, en primerlugar alularemos una resoluión geométria de V ∗(Fb) y luego obtendremos, a partir deella, una resoluión geométria de π(V ∗(F )). Para haer esto utilizaremos las dos subruti-nas que introduimos a ontinuaión.Sean k un uerpo y G := (g1, . . . , gm) un sistema en k[X1, . . . ,Xt+m] genério on so-portes S = (S1, . . . ,Sm) en (Z≥0)
t+m. Supongamos que {X1, . . . ,Xt} es un onjunto devariables algebraiamente independientes módulo ada primo asoiado a 〈g1, . . . , gm〉 :

(X1 . . . Xt+m)∞. La subrutina ParametriToriGeomRes, basada en el algoritmo para elálulo de resoluiones geométrias paramétrias de [60, Theorem 2℄, alula una resoluióngeométria de la variedad V ∗(G) on X1, . . . ,Xt omo parámetros.Algoritmo 4.8 ParametriToriGeomResINPUT: Un sistema de polinomios G := (g1, . . . , gm) en k[X1, . . . ,Xt+m] genério onsoportes S := (S1, . . . ,Sm) en (Z≥0)
t+m, odi�ado en forma rala, tal que el onjunto

{X1, . . . ,Xt} es algebraiamente independiente módulo ada uno de los primos asoiadosa 〈g1, . . . , gm〉 : (X1 . . . Xt+m)∞.1. Elegir al azar ξ = (ξ1, . . . , ξt) on ξi ∈ Z\{0} para todo 1 ≤ i ≤ t.2. Calular una resoluión geométria de los eros de G(ξ,Xt+1, . . . ,Xt+m) en (k
∗
)m.3. Obtener una odi�aión omo slp de los polinomios del sistema G.4. Usando omo parámetros a las variables X1, . . . ,Xt, apliar un levantamientode Newton-Hensel simbólio a la resoluión geométria del paso 2 on preisión

2MVm+t(S,∆
(t)).5. Apliar el algoritmo PadéAprox (ver la Seión 1.4.3) al output del paso 4 para hallarlos numeradores y denominadores en k[X1, . . . ,Xt] de los oe�ientes de los polino-mios que onforman la resoluión geométria de V ∗(G).OUTPUT: Una resoluión geométria de V ∗(G) on variables libres X1, . . . ,Xt.A ontinuaión analizamos los pasos del algoritmo y estimamos la antidad de operaionesen k que realiza. Usaremos la notaión N =

m∑
j=1

#Sj y d = máx1≤j≤m{deg(gj)}.



4.2. RESULTADOS ALGORÍTMICOS 103En el paso 2, el algoritmo alula la odi�aión rala de G(ξ,Xt+1, . . . ,Xt+m) on O(m(t+

m)N log(d)) operaiones. Luego aplia el algoritmo ToriSolve (ver la Seión 2.1.2) on
O((m3N log(d) +m1+Ω)M(Υ)M(MVm(̟(S)))(M(MVm(̟(S))) +M(E)))operaiones en k, donde ̟ es la proyeión a las últimas m oordenadas, Υ = máx{‖η‖}donde el máximo se toma sobre todas las normales primitivas asoiadas a eldas mixtas enuna subdivisión de ̟(S) = (̟(S1), . . . , ̟(Sm)) induida por una funión de levantamientogenéria ω, y E = MVm+1(∆ × {0}, ̟(S1)(ω1), . . . ,̟(Sm)(ωm)).Llamando ωmáx al máximo de los valores que toma ω y aotando E omo en la esti-maión de la omplejidad del Algoritmo 3.19 tenemos que la omplejidad total de es-te paso es de O(mtN log(d) + m3N log(d) M(Υ)M(MVm(̟(S)))(M(MVm(̟(S))) +

M(ωmáx

∑
1≤k≤m

MVm(̟(Sj)j 6=k,∆)))).En el paso 3 se odi�an omo slp los polinomios g1, . . . , gm a partir de su odi�aiónrala. La longitud del slp es del orden de O((t+m)N log(d)).El paso 4 del algoritmo se lleva a abo modi�ando el proedimiento Lift(F,T) de [60,Setion 4.2℄ para trabajar on series de potenias trunadas en varias variables odi�a-das omo vetores de sus omponentes homogéneas y ada omponente omo un slp. Parapoder reuperar los numeradores y denominadores de los polinomios en la resoluión geo-métria de V ∗(G) mediante el proeso de aproximaión de Padé (ver la Seión 1.4.3)neesitamos onoer sus desarrollos omo series on preisión 2 deg(V ∗(G)). Por el Lema3.1 este grado es MVt+m(S,∆(t)). La omplejidad de este paso es O((m(t+m)N log(d)+

m4)M(MVm(̟(S)))MV t+m(S,∆(t))2) y produe un slp que odi�a los oe�ientes deloutput on una longitud del mismo orden (omparar on [60, Setion 4.2, Prop 5℄).En el paso 5, apliamos el algoritmo PadéAprox para hallar los oe�ientes de los polino-mios de la resoluión geométria odi�ados omo slp. La omplejidad de este paso es delorden de O(mMVt+m(S,∆(t))Ω+2) ya que para ada uno de los O(mMVt+m(S,∆(t))) slponseguidos en el paso anterior se alula una (MV t+m(S,∆(t)) + 1, MVt+m(S,∆(t)))-aproximaión de Padé (ver la Seión 1.4.3). Además, añade O(mMV t+m(S,∆(t))Ω+1)operaiones a la longitud del slp.Observando que
MVm(̟(S)) = MV t+m(S, {0, e1}, . . . , {0, et}) ≤ MVt+m(S,∆(t)), (4.4)donde la igualdad de la izquierda vale por la Proposiión 1.11 y la desigualdad de ladereha por la monotonía del volumen mixto, en base a los álulos previos onluimos quela antidad de operaiones en k que realiza el algoritmo es de orden
O((m3 +mt)N log(d)M(Υ)M(MVm(̟(S)))

(
MVt+m(S,∆(t))2+
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+M(ωmáx

∑

1≤h≤m

MVm(̟((Sj)j 6=h),∆))
)
+mMVt+m(S,∆(t))Ω+2).El slp que odi�a los oe�ientes del output tiene una longitud de

O(mMVt+m(S,∆(t))2(((t+m)N log(d) +m3)M(MVm(̟(S))) +MVt+m(S,∆(t))Ω−1)).Proposiión 4.9 Sea G := (g1, . . . , gm) un sistema en k[X1, . . . ,Xt+m] genério on so-portes S := (S1, . . . ,Sm) en (Z≥0)
t+m tal que el onjunto {X1, . . . ,Xt} es algebraiamenteindependiente módulo ada uno de los primos asoiados a 〈g1, . . . , gm〉 : (X1 . . . Xt+m)∞.El algoritmo probabilístio ParametriToriGeomRes alula una resoluión geométria de

V ∗(G) on variables libres X1, . . . ,Xt. Con la notaión anterior, la antidad de operaionesen k que realiza el algoritmo es del orden de O((m3 +mt)N log(d)M(Υ)M(MVm(̟(S)))(
MV t+m(S,∆(t))2+M(ωmáx

∑
1≤k≤m

MVm(̟((Sj)j 6=k),∆))
)
+mMVt+m(S,∆(t))Ω+2). Ade-más, la longitud del slp sobre k que odi�a los oe�ientes del output es del orden de

O(mMVt+m(S,∆(t))2(((t+m)N log(d) +m3)M(MVm(̟(S))) +MVt+m(S,∆(t))Ω−1)).La siguiente subrutina que utilizaremos, a la que llamamos GeomResProj, permite desribirla proyeión a un subespaio de oordenadas de una variedad equidimensional V dada poruna resoluión geométria, en el aso en que la proyeión tenga la misma dimensión que
V .Sean ℓ > t, π : k

t+m
→ k

ℓ la proyeión π(x1, . . . , xt+m) = (x1, . . . , xℓ) y V ⊂ k
t+m unavariedad algebraia equidimensional de dimensión t tal que ada omponente irreduible

W de V umple que I(W )∩k[X1, . . . ,Xt] = {0}. Entones, {X1, . . . ,Xt} es un onjunto devariables libres para ada omponente irreduible de π(V ). Notando K := k(X1, . . . ,Xt),sea λ ∈ k[Xt+1, . . . ,Xt+m] una forma lineal que sea un elemento primitivo de K ⊗ k[V ] y
(qλ, wt+1, . . . , wt+m) ∈ K[U ]m+1 la resoluión geométria de V respeto a λ (ver la Seión1.1.2). Sea D la dimensión de K ⊗ k[V ] omo K-espaio vetorial.Sea µ = µt+1Xt+1+· · ·+µℓXℓ ∈ k[Xt+1, . . . ,Xℓ] un elemento primitivo de K⊗k[π(V )]. Paraobtener una resoluión geométria (qµ, vt+1, . . . , vℓ) de π(V ) respeto a µ neesitamos en-ontrar el polinomio minimal de µ respeto de π(V ). Como I(π(V )) = I(V )∩k[X1, . . . ,Xℓ],basta enontrar un polinomio qµ ∈ K[U ] de grado mínimo tal que qµ(µ) ∈ K⊗I(V ). Una vezenontrado este polinomio, los polinomios vt+1, . . . , vℓ tales que Xj = vj(µ) en K⊗k[π(V )],para todo t+1 ≤ j ≤ ℓ, pueden obtenerse busando la ombinaión lineal (on oe�ientesen K) de {1, µ, . . . , µδ−1} en K ⊗ k[V ] tal que Xj =

δ−1∑
i=0

vj,iµ
i, donde δ := degU(qµ) es ladimensión de K⊗ k[π(V )] omo K-espaio vetorial.Usaremos la base Bλ := {1, λ, . . . , λD−1} de K ⊗ k[V ] para alular estas ombinaioneslineales. En primer lugar, busamos la menor potenia δ de µ tal que µδ es ombinaión



4.2. RESULTADOS ALGORÍTMICOS 105lineal de {1, µ, . . . , µδ−1} en K ⊗ k[V ]. Como Xj = wj(λ) para todo t + 1 ≤ j ≤ t + m,entones µ =
ℓ∑

j=t+1
µjXj =

ℓ∑
j=t+1

µjwj(λ) = pµ(λ), donde de�nimos pµ(U) ∈ K[U ] o-mo el polinomio pµ(U) :=
ℓ∑

j=t+1
µjwj(U). Así, para todo i ∈ Z>0 vale µi = pµ(λ)

i =

(pµ(U)i (mód qλ(U)))|U=λ. Entones, la matriz de D × D tal que sus olumnas son losoe�ientes de los polinomios pµi(U) := (pµ(U)i mód qλ(U)) para i = 0, . . . ,D − 1, tienerango exatamente δ.Igualando los oe�ientes de ada potenia de λ en las igualdades
pµδ (λ) =

δ−1∑

i=0

(−qµ,i)pµi(λ) y wj(λ) =
δ−1∑

i=0

vj,i pµi(λ), t+ 1 ≤ j ≤ ℓ,obtenemos sistemas lineales uyas soluiones son los oe�ientes de qµ(U) = U δ+
δ−1∑
i=0

qµ,iU
iy de vj(U) =

δ−1∑
i=0

vj,iU
i para todo t+1 ≤ j ≤ ℓ, los polinomios de la resoluión geométriade π(V ) respeto a µ.Con la notaión y las hipótesis previas, la subrutina GeomResProj es la siguiente:Algoritmo 4.10 GeomResProjINPUT: Un onjunto {X1, . . . ,Xt} de variables libres y una resoluión geométria

(qλ, wt+1, . . . , wt+m) de V en k(X1, . . . ,Xt)[U ]. Una forma lineal µ =
ℓ−t∑
j=1

µt+jXt+j ∈

k[Xt+1, . . . ,Xℓ] que sea un elemento primitivo de K ⊗ k[π(V )].1. pµ0(U) := 1 y pµ(U) :=
D−1∑
h=0

(
ℓ∑

j=t+1
µjwj,h)U

h, donde (wj,0, . . . , wj,D−1) =: wj es elvetor de oe�ientes de wj(U) para todo j = t+ 1, . . . , t+m.2. Para i = 2, . . . ,D, alular pµi(U) := (pµ(U) · pµi−1(U) (mód qλ(U))).3. Calular δ := rg(pµ0 ,pµ, . . . ,pµD−1), donde pµi ∈ KD×1 es el vetor de oe�ientesde pµi para todo 0 ≤ i ≤ D − 1.4. P := (pµ0 ,pµ, . . . ,pµδ−1) ∈ KD×δ.5. Hallar q := (q0, . . . , qδ−1) y vj := (vj,0, . . . , vj,δ−1) las soluiones de los sistemaslineales P · q = pµδ y P · vj = wj para todo t+ 1 ≤ j ≤ ℓ.



106 CAPÍTULO 4. CÁLCULO DE PROYECCIONES6. Tomar qµ(U) := U δ −
δ−1∑
i=0

qiU
i y vj(U) :=

δ−1∑
i=0

vj,iU
i para todo t+ 1 ≤ j ≤ ℓ.OUTPUT: La resoluión geométria (qµ, vt+1, . . . , vℓ) en k(X1, . . . ,Xt)[U ] de la proyeión

π(V ) ⊂ k
ℓ respeto a la forma lineal µ.Proposiión 4.11 Con la notaión e hipótesis anteriores, el algoritmo probabilístioGeomResProj alula, a partir de una resoluión geométria (qλ, wt+1, . . . , wt+m) de V aso-iada a la forma lineal λ y variables libres X1, . . . ,Xt, una resoluión geométria de π(V )on las mismas variables libres. Si qλ, wt+1, . . . , wt+m están odi�ados en forma densaomo polinomios de grado a lo sumo D en la variable U y sus oe�ientes están odi�adospor un slp sobre k de longitud L, el algoritmo realiza O(L+DΩ +D2(ℓ − t)) operaionessobre k y produe un slp sobre k para los oe�ientes de los polinomios del output uyalongitud es del mismo orden.Demostraión: Solo debemos probar la ota de omplejidad del algoritmo, ya que la o-rretitud del mismo surge de la expliaión previa.En el paso 1, el algoritmo alula un slp que odi�a los oe�ientes del polinomio pµ delongitud aotada por L+ 2D(ℓ− t).Para llevar a abo el paso 2, se alulan en primer lugar reursivamente las potenias

UD, . . . , U2D−2 módulo qλ(U). Expandiendo el produto pµ(U) · pµi−1(U) y sustituyendoestas potenias de U se obtiene un slp de los oe�ientes de pµi(U) para i = 2, . . . ,D delongitud O(L+D(ℓ− t) +D3).En el paso 3, el algoritmo alula el rango de un matriz uyas entradas son funionesraionales en k(X1, . . . ,Xt). Este rango se puede alular de forma probabilístia eligiendoun punto x = (x1, . . . , xt) al azar en el ual evaluar esas funiones raionales y alulando elrango δ de (pµ0(x),pµ(x), . . . ,pµD−1(x)). La evaluaión se realiza on O(L+D(ℓ−t)+D3)operaiones en k y el álulo del rango on O(DΩ) operaiones en k.En el paso 5, el algoritmo resuelve ℓ− t+ 1 sistemas lineales. Para ello, alula la matrizinversible PtP en O(Dδ2) operaiones en k, la matriz adjunta y el determinante de PtPon O(δΩ) operaiones y los produtos adj(PtP)pµδ y adj(PtP)wj para t+ 1 ≤ j ≤ ℓ onuna omplejidad del orden de O(δ2(ℓ− t)).En funión de esto, el algoritmo produe un slp de longitud O(L+D3 +Dδ(ℓ − t) + δΩ)sobre k on una omplejidad del mismo orden. Finalmente, la antidad de operaiones delenuniado se obtiene observando que D ≥ δ. �



4.2. RESULTADOS ALGORÍTMICOS 1074.2.2. AlgoritmoA ontinuaión desribimos el algoritmo K-Projetion que permite hallar una resoluióngeométria de π(V ∗(F )) sobre K.Algoritmo 4.12 K-ProjetionINPUT: Una familia A = (A1, . . . ,Am) de onjuntos �nitos en (Z≥0)
n tales que

dim(
∑
j∈J

Aj) ≥ #J para todo J ⊂ {1, . . . ,m} y un onjunto de variables {X1, . . . ,Xℓ} ⊂

{X1, . . . ,Xn}.1. Apliar el algoritmo TransBasis a la familia de onjuntos A. Sin perder generalidad,suponemos que la base de trasendenia obtenida es {X1, . . . ,Xt,Xt+m+1, . . . ,Xn}donde t ≤ ℓ y t+m+ 1 > ℓ.2. Elegir b = (bt+m+1, . . . , bn) y (λt+1, . . . , λt+m) on oordenadas en Z al azar.3. Hallar la representaión rala del sistema de polinomios Fb = (f1(X1, . . . ,Xt+m, b),

. . . , fm(X1, . . . ,Xt+m, b)) en K[X1, . . . ,Xt+m].4. Apliar el algoritmo ParametriToriGeomRes al sistema Fb y las variables X1, . . . ,

Xt para obtener una resoluión geométria (qλ, wt+1, . . . , wt+m) de V ∗(Fb) on va-riables libres X1, . . . ,Xt asoiada a la forma lineal λ = λt+1Xt+1 + · · ·+ λt+mXt+m.5. Elegir (µt+1, . . . , µℓ) on oordenadas en Z al azar.6. Apliar el algoritmo GeomResProj a la resoluión geométria (qλ, wt+1, . . . , wt+m) yla forma lineal µ = µt+1Xt+1 + · · ·+ µℓXℓ.OUTPUT: Una resoluión geométria (qµ, vt+1, . . . , vℓ) de la variedad π(V ∗(F )) ⊂ K
ℓ,donde π : K

n
→ K

ℓ es la proyeión π(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xℓ).Teorema 4.13 Dada una familia A = (A1, . . . ,Am) de onjuntos �nitos en (Z≥0)
n ta-les que dim(

∑
j∈J

Aj) ≥ #J para todo J ⊂ {1, . . . ,m} y la proyeión π : K
n
→ K

ℓ a lasprimeras ℓ oordenadas, el algoritmo probabilístio K-Projetion alula una resoluióngeométria de π(V ∗(F )) para el sistema ralo F on soportes A y oe�ientes indetermina-dos. El algoritmo realiza
O((n2 +m3)N log(d)M(D)(D2 +M(E))Ξ +mDΩ+2)



108 CAPÍTULO 4. CÁLCULO DE PROYECCIONESoperaiones en K, donde
D = MVn(A,∆

(n−m)),
d = máx1≤j≤m{degX(fj)},
E =

∑
1≤h≤m

MVn(((Aj)j 6=h),∆
(n−m+1)),

N =
∑

1≤j≤m
#Aj,

Ξ es una onstante que mide el tamaño de iertos objetos ombinatorios, relaionadoson la familia de soportes, involurados en álulos intermedios.Demostraión: La orretitud sigue de las onsideraiones previas y de la orretitud delas subrutinas involuradas.El paso 1 se basa en el álulo de volúmenes mixtos (ver el Algoritmo 4.7). Por estemotivo, al igual que en los algoritmos anteriores no inluimos su osto en las estimaionesde omplejidad. Entones, para alular la omplejidad total del algoritmo es su�ienteonsiderar el número de operaiones en K que se realizan en los pasos 3, 4 y 6.El paso 3 puede realizarse on O((n− t−m)N log(d)+n(t+m)N log(d)) = O(n2N log(d))operaiones en K.La omplejidad del paso 4 está dada por la Proposiión 4.9. Llamando Sj ⊂ (Z≥0)
t+m alos onjuntos obtenidos al proyetar a las primeras t + m oordenadas los onjuntos Ajpara todo 1 ≤ j ≤ m, el sistema Fb es un sistema genério on soportes S para b genério.Al igual que en la euaión (4.4) podemos obtener las desigualdades

MVt+m(S,∆(t)) ≤ MVn(A,∆
(n−m)),

MVm(̟(S)) ≤ MVn(A,∆
(n−m)),

MVm(̟((Sj)j 6=h),∆) ≤ MVn(((Aj)j 6=h),∆
(n−m+1)) para todo 1 ≤ h ≤ m.En funión de estas desigualdades, la omplejidad de este paso resulta

O((m3 +mt)N log(d)M(Υ)M(D)(D2 +M(ωmáxE)) +mDΩ+2).Tomando Ξ una onstante tal que M(Υ)M(ωmáx) ≤ Ξ, la omplejidad queda aotada por
O((m3 +mt)N log(d)M(D)(D2 +M(E))Ξ +mDΩ+2).La omplejidad del paso 6 se alula a partir de la Proposiión 4.11. En este aso, L =

O(mD2(((t+m)N log(d) +m3)M(D) +DΩ−1)) es la longitud del slp que se obtuvo en elpaso 4 y D = degU (qλ) ≤ MVn(A,∆
(n−m)).



4.2. RESULTADOS ALGORÍTMICOS 109Sumando las omplejidades de los pasos reién menionados obtenemos la omplejidad delenuniado del teorema. �A ontinuaión ilustramos on un ejemplo ada uno de los pasos del algoritmo K-projetion.Ejemplo 4.14 Sea F el sistema de 2 polinomios en 5 variables on soportes A = (A1,A2),donde A1 = {(0, 0, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 0, 0), (2, 0, 0, 4, 2), (0, 0, 0, 8, 4)} y A2 = {(1, 0, 1, 1, 2),

(0, 1, 2, 5, 4), (1, 3, 0, 5, 4)}, on oe�ientes indeterminados:
F =




f1 = A11 +A12X1X2X3 +A13X

2
1X

4
4X

2
5 +A14X

8
4X

4
5

f2 = A21X1X3X4X
2
5 +A22X2X

2
3X

5
4X

4
5 +A23X1X

3
2X

5
4X

4
5y sea π : C5 → C3 la proyeión a las primeras tres oordenadas π(x1, x2, x3, x4, x5)

= (x1, x2, x3). Vamos a hallar una resoluión geométria de π(V ∗(F )) siguiendo los pasosdel algoritmo K-Projetion.En el paso 1, si se aplia el algoritmo TransBasis a los soportes, se obtiene que {X1,X2,X4}es una base de trasendenia de K(V ∗(F )) que umple que {X1,X2} es una base de trans-endenia de K(π(V ∗(F ))).En el paso 2, el algoritmo elige al azar un valor de b para espeializar la variable X4 yoe�ientes para onstruir una forma lineal λ = λ3X3 + λ5X5. Sean b = 1 y λ = X5.En el paso 3, espeializando X4 = 1, se obtiene el sistema:
F1 :=




f11 = A11 +A12X1X2X3 +A13X

2
1X

2
5 +A14X

4
5

f21 = A21X1X3X
2
5 +A22X2X

2
3X

4
5 +A23X1X

3
2X

4
5En el paso 4, se aplia el algoritmo ParametriToriGeomRes para obtener la resoluióngeométria de la variedad V ∗(Fb) on variables libres X1,X2 asoiada a la forma lineal λ:

qX5(U) = U10+
2A13X

2
1

A14
U8+

A2
13X

4
1 + 2A11A14

A2
14

U6+
(−A12A21A14 + 2A11A22A13)X

2
1

A22A
2
14

U4+

+
−A12A21A13X

4
1 +A2

11A22 +A2
12A23X

3
1X

4
2

A22A2
14

U2 −
A12A21A11X

2
1

A22A2
14

(4.5)
w3(U) = −

A14

A12X1X2
U4 −

A13X1

A12X2
U2 −

A11

A12X1X2

w5(U) = U.



110 CAPÍTULO 4. CÁLCULO DE PROYECCIONESEn el paso 5, se elige una forma lineal µ al azar omo elemento primitivo de K(π(V ∗(F ))).En este aso, tomamos µ = X3.En el último paso, se aplia el algoritmo GeomResProj a la resoluión geométria (qX5 , w3,

w5) y la forma lineal µ para hallar una resoluión geométria (qX3 , v3) de la variedad
π(V ∗(F )). En este aso, el resultado es:

qX3(U) = U5 +
A11

A12X1X2
U4 +

2A12A23X1X
4
2 −A13A21X

2
1

A12A22X
2
2

U3+ (4.6)
+
2A23A22A11X

4
2 +A2

21A14X1

A12A
2
22X

3
2

U2 +
A12A

2
23X

2
1X

4
2 −A13A21A23X

3
1

A12A
2
22

U +
A2

23A11X1X
3
2

A2
22A12

v3(U) = U.4.3. Sistemas on oe�ientes raionales genériosConsideremos ahora el problema planteado al iniio de este apítulo. Dado un sistema Pde m polinomios on soportes A = (A1, . . . ,Am) en (Z≥0)
n y oe�ientes raionales gené-rios, queremos alular una resoluion geométria de la lausura de Zariski de π(V ∗(P )).Veremos en esta seión que llevando a abo los mismos pasos del algoritmo K-Projetiononseguimos la resoluión geométria busada.Sea {X1, . . . ,Xt,Xt+m+1, . . . ,Xn} la base de trasendenia de K(V ∗(F )) tal que {X1, . . . ,

Xt} es un subonjunto algebraiamente independiente maximal de {X1, . . . ,Xℓ} que ha-llamos on el algoritmo TransBasis. A partir de los resultados de [20, Appendix A℄, existeun abierto Zariski U1 no vaío tal que si a = (a1, . . . , am) ∈ U1 ∩QN , entones
Ia := 〈f1(a,X), . . . , fm(a,X)〉 : X∞ es un ideal radial equidimensional de dimensión
n−m,
{X1, . . . ,Xt,Xt+m+1, . . . ,Xn} es un onjunto algebraiamente independiente móduloada uno de los primos asoiados a Ia,
{X1, . . . ,Xt,Xt+h} es un onjunto algebraiamente dependiente módulo Ia para todo
1 ≤ h ≤ ℓ− t.Sean a ∈ U1∩QN y P = (p1, . . . , pm) el sistema ralo on soportes A que resulta de evaluarel onjunto A de oe�ientes indeterminados de F en a, es deir

pj(X) =
∑

α∈Aj

aj,αX
α, para todo 1 ≤ j ≤ m.



4.3. SISTEMAS CON COEFICIENTES RACIONALES GENÉRICOS 111Sea W una omponente irreduible de V ∗(P ) ⊂ Cn. Entones, dim(W ) = n − m y
{X1, . . . ,Xt, Xt+m+1, . . . ,Xn} es una base de transendenia de Q(W ). Por lo tanto, laproyeión de W a las últimas n − t −m oordenadas es un mor�smo dominante. Por elTeorema de dimensión de la �bra y nuevamente [20, Appendix A℄, existe un abierto Zariski
OW ⊂ Cn−t−m no vaío tal que, para todo b ∈ OW ∩Qn−t−m, vale

Wb := W ∩ {(x1, . . . , xn) ∈ Cn | xt+m+1 = bt+m+1, . . . , xn = bn} es una variedadequidimensional de dimensión t,
{X1, . . . ,Xt} es un onjunto algebraiamente independiente módulo I(Wb).Luego, para todo b ∈ OW ∩Qn−t−m vale π(W ) = π(Wb).Sea ∂(V ∗(P )) := V ∗(P ) \ {x ∈ (C∗)n | P (x) = 0}). Como dim ∂(V ∗(P )) < dimV ∗(P ) =

n − m, para todo onjunto {i1, . . . , it} ⊂ {1, . . . , t + m} existe un polinomio no nulo
pi1,...,it(Xi1 , . . . ,Xit ,Xt+m+1, . . . ,Xn) que se anula sobre ∂(V ∗(P )). Sea O1 = {(xt+m+1,

. . . , xn) ∈ Cn−t−m |
∏

{i1,...,it}
pi1,...,it(Xi1 , . . . ,Xit , xt+m+1, . . . , xn) 6≡ 0}. Se tiene que

O1 es un abierto Zariski no vaío y, para todo b ∈ O1, la dimensión de ∂(V ∗(P )) ∩

{xt+m+1 = bt+m+1, . . . , xn = bn} es menor a t, ya que ningún subonjunto de t variablesde {X1, . . . ,Xt+m} es libre para este onjunto.Sea b ∈ O1 ∩
⋂
W

OW ∩ (Q∗)n−t−m. Como
V ∗(P ) ∩ {xt+m+1 = bt+m+1, . . . , xn = bn} es equidimensional de dimensión t pues
b ∈

⋂
W

OW ∩ (Q∗)n−t−m, y
∂(V ∗(P )) ∩ {xt+m+1 = bt+m+1, . . . , xn = bn} tiene dimensión menor a t pues b ∈

O1 ∩ (Q∗)n−t−m,entones,
V ∗(P ) ∩ {xt+m+1 = bt+m+1, . . . , xn = bn} =

= {x ∈ (C∗)n | P (x) = 0} ∩ {xt+m+1 = bt+m+1, . . . , xn = bn} =

= {x̂ ∈ (C∗)t+m | P (x̂, b) = 0} × {b}.Por otra parte, omo b ∈ ⋂
W

OW ∩ (Q∗)n−t−m,
π(V ∗(P )) =

⋃

W

π(W ) =
⋃

W

π(Wb) = π(V ∗(P ) ∩ {xt+m+1 = bt+m+1, . . . , xn = bn}).Por lo tanto
π(V ∗(P )) = π({x̂ ∈ (C∗)t+m | P (x̂, b) = 0} × {b}).



112 CAPÍTULO 4. CÁLCULO DE PROYECCIONESPara ada 1 ≤ j ≤ m, notemos Sj ⊂ (Z≥0)
t+m a la proyeión de Aj a sus primeras t+moordenadas y esribamos fj = ∑

α̂∈Sj

(
∑

(α̂,α̃)∈Aj

Aj,(α̂,α̃)X̃
α̃)X̂α̂.Reordemos que, para una familia de soportes S = (S1, . . . ,Sm) en (Z≥0)

n, el algoritmoParametriToriGeomRes se aplia para sistemas genérios G on esos soportes. Estoes, existe un polinomio pS en los oe�ientes del sistema on soportes S tal que si âes un vetor de oe�ientes para el ual pS(â) 6= 0, entones el algoritmo alula unaresoluión geométria de V ∗(G). Sea U2 ⊂ CN un abierto Zariski no vaío tal que, paratodo a = (a1, . . . , am) ∈ U2, el polinomio pS((
∑

(α̂,α̃)∈Aj

aj,(α̂,α̃)X̃
α̃)1≤j≤m,α̂∈Sj

) no es elpolinomio nulo.Para todo a ∈ U2 ∩ QN , existe un abierto Zariski no vaío O2 ⊂ Cn−t−m tal que paratodo b ∈ O2 ∩Qn−t−m, el algoritmo ParametriToriGeomRes puede apliarse al sistema
P (x̂, b), donde P es el sistema que resulta de evaluar A = a en el sistema F on oe�ientesindeterminados.Llamemos Q-Projetion al algoritmo probabilístio que sigue los mismos pasos que elalgoritmo K-Projetion para un sistema P on vetor de oe�ientes a ∈ (Q∗)N . Porlo anterior, para a ∈ U1 ∩ U2 ∩ (Q∗)N , el algoritmo Q-Projetion alula una resoluióngeométria de π(V ∗(P )). Tenemos entones el siguiente resultado:Teorema 4.15 Sea A = (A1, . . . ,Am) una familia de onjuntos �nitos en (Z≥0)

n tal que
dim(

∑
j∈J

Aj) ≥ #J para todo J ⊂ {1, . . . ,m}. Sean P = (p1, . . . , pm) un sistema genériode polinomios en Q[X1, . . . ,Xn] on soportes A y π : Cn → Cℓ la proyeión a las primeras
ℓ oordenadas. El algoritmo probabilístio Q-Projetion alula una resoluión geométriade π(V ∗(P )) on

O((n2 +m3)N log(d)M(D)(D2 +M(E))Ξ +mDΩ+2)),operaiones en Q, donde
D = MVn(A,∆

(n−m)),
N =

∑
1≤j≤m

#Aj,
d = máxj{deg(pj)},
E =

∑
1≤h≤m

MVn(((Aj)j 6=h),∆
(n−m+1)),

Ξ es una onstante asoiada al tamaño de iertos objetos ombinatorios relaionadoson la familia de soportes (para más preisión, ver la demostraión del Teorema 4.13).



4.3. SISTEMAS CON COEFICIENTES RACIONALES GENÉRICOS 113Para �nalizar, veamos un ejemplo donde, siguiendo los pasos del algoritmo Q-projetionse obtiene una resoluión geométria de π(V ∗(P )) para un sistema ralo P on oe�ientesraionales.Ejemplo 4.16 Sea P el siguiente sistema on la misma familia de soportes A = (A1,A2)del Ejemplo 4.14:
P =




p1 = 3 + 2X1X2X3 −X2

1X
4
4X

2
5 + 5X8

4X
4
5

p2 = 2X1X3X4X
2
5 − 3X2X

2
3X

5
4X

4
5 + 7X1X

3
2X

5
4X

4
5y sea π : C5 → C3 la proyeión a las primeras tres oordenadas π(x1, x2, x3, x4, x5)

= (x1, x2, x3).Usaremos las mismas eleiones b = 1, λ = X5 y µ = X3 que en el Ejemplo 4.14. Por lotanto, solo nos interesan los pasos 4 y 6.En el paso 4, el algoritmo ParametriToriGeomRes enuentra la resoluión geométria de
V ∗(P1) asoiada a la forma lineal λ on variables libres X1,X2:

q̂X5(U) = U10 −
2X2

1

5
U8 +

X4
1 + 30

25
U6 +

2X2
1

75
U4 −

4X4
1 − 27 + 28X3

1X
4
2

75
U2 +

4X2
1

25

ŵ3(U) =
−5

2X1X2
U4 +

X1

2X2
U2 −

3

2X1X2

ŵ5(U) = U.En el paso 6, si se aplia el algoritmo GeomResProj a la resoluión geométria del paso 4y la forma lineal µ, se obtiene la resoluión geométria (q̂X3 , v̂3), donde
q̂X3(U) = U5 +

3

2X1X2
U4 −

14X1X
4
2 +X2

1

3X2
2

U3+

+
−63X4

2 + 10X1

9X3
2

U2 +
49X2

1X
4
2 + 7X3

1

9
U +

49X1X
3
2

6

v̂3(U) = U.Ésta resulta ser, en efeto, la resoluión geométria de π(V ∗(F )) on variables libres X1,X2respeto a la forma lineal µ = X3, omo se puede omprobar, por ejemplo, haiendoeliminaión on bases de Groebner.
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