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Algebras de Weyl generalizadas en el
caso cuantico:
isomorfismos y cohomologia

Resumen

En este trabajo calculamos el grupo de automorfismos de las dlgebras de
Weyl generalizadas definidas sobre klh], k(hy, h;] v k[h®] y las clasificamos
salvo isomorfismo. Para aquellas definidas sobre k[h] también calculamos su
homologia y cohomologia de Hochschild, estudiamos la estructura multiplicativa
de la cohomologia y describimos algunas de sus deformaciones.
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Generalized Weyl Algebras in the
Quantum Case:
Isomorphisms and Cohomology

Abstract

In this work, we compute the automophism group of quantum generalized
Weyl algebras defined over k[h], k[h;, hy] and k[h*'] and we classify them up to
isomorphism. For those defined over k[h], we also compute their Hochschild ho-

mology and cohomology, we study the multiplicative structure of the cohomology
and we describe some of their deformations.
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Introduccion

El objetivo de esta tesis es estudiar las dlgebras de Weyl generalizadas desde
un punto de vista homolégico. Estas algebras se construyen a partir de una
k-algebra D, un automorfismo o : D — D y un elemento central a € Z(D). Estdn
generadas por D y dos variables x e y sujetas a las relaciones

dy =yo(d), xd=o(d)x, yx=a, xy=o(a), paradeD.

Las algebras de Weyl generalizadas fueron introducidas por Bavula en el contexto
de &lgebras de operadores diferenciales y fueron estudiadas, desde el punto de
vista de la teorfa de anillos y de la teoria de representaciones, por él, algunos
colaboradores y otros autores en una serie de trabajos. Por ejemplo [Bavg6, Bavgz,
Bavg6, BBoo, BJo1, DGOg6, Jorgs].

Muchos ejemplos interesantes se obtienen en el caso que D = kh], entre ellos
el dlgebra de Weyl usual, una de sus versiones cudnticas y el plano cudntico. En
este caso es posible separar las dlgebras de Weyl generalizadas en 3 familias: las
conmutativas, las cldsicas y las cudnticas. En este trabajo nos vamos a centrar en
las cuanticas.

En el Capitulo 1 empezamos describiendo con mas detalle a las dlgebras de
Weyl generalizadas, dando algunos ejemplos y recordando algunos resultados
del trabajo de Bavula relacionados con la dimensién global de estas algebras.

En el Capitulo 2 describimos las derivaciones de las 4dlgebras de Weyl ge-
neralizadas para D un 4lgebra de polinomios en una o dos variables y para D
un algebra de polinomios de Laurent. La descripcion de las derivaciones, par-
ticularmente de aquellas localmente finitas, nos permite describir el grupo de
automorfismos y determinar cudndo dos de estas algebras son isomorfas. Los
contenidos de este capitulo aparecen en el nuestro articulo [SAV] y contintian los
trabajos de Bavula-Jordan [BJo1] y Richard-Solotar [RSo06].

En el Capitulo 3 calculamos la homologia y la cohomologia de las algebras de
Weyl generalizadas cuanticas definidas sobre k[h]. Para llevar a cabo este cdlculo
asociamos a cada una de estas dlgebras un algebra de Smith. Construimos una
resolucion libre para las dlgebras de Smith y la usamos, a través de una sucesiéon
espectral, para construir una resolucién para las algebras de Weyl generalizadas
cuanticas. Nuestro cédlculo de la (co)homologia nos permite dar descripciones
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precisas de los (co)ciclos cuyas clases forman una base de la (co)homologia. Todo
este trabajo aparece en nuestro articulo [SSAV].

El Capitulo 4 trata sobre la estructura multiplicativa de la cohomologia: usa-
mos los célculos del Capitulo 3 para describir el producto cup de la cohomologia.
Presentamos, ademads, por generadores y relaciones algunas de las deformaciones
formales de estas algebras. Este capitulo es una continuacién natural de los
anteriores y muestra los temas en los que estamos trabajando actualmente. Es
por eso que varios de los resultados son parciales.

Incluimos un apéndice sobre el lema del diamante de Bergman porque este
lema lo usamos en el Capitulo 1 para calcular una base de nuestras algebras y es
la herramienta principal en el estudio de las deformaciones.

El trabajo realizado durante mi doctorado di6é origen a dos articulos de
investigacion. A grandes rasgos uno se corresponde con el Capitulo 2 y el otro
con el Capitulo 3. Los resultados del Capitulo 4 no aparecen en ninguno de los
dos articulos.

A lo largo de esta tesis hay varias preguntas que quedaron sin contestar. En
la dltima seccion del Capitulo 2 hay algunos casos que dejamos afuera porque
nuestra técnica no se adaptaba bien. Por ejemplo para el caso de polinomios
en dos variables pedimos la condicién (2.7) y para el caso de polinomios de
Laurent pedimos que a no sea simétrico (2.5.16). En el Capitulo 3, no calculamos
la homologia cuando a(0) = 0 porque las herramientas que introdujimos en la
Seccién 3.2 no funcionan en ese caso. El Capitulo 4 tiene una continuacién natural
en el calculo del corchete de Gerstenhaber. Trabajaremos en el futuro esta linea
de investigacion.
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Capitulo 1

Algebras de Weyl Generalizadas

1.1. Introducciéon

Las algebras de Weyl generalizadas fueron introducidas por Bavula en [Bavgz].
Para definirlas partimos de un anillo D, un automorfismo o : D — D y un ele-
mento central a € Z(D). El dlgebra de Weyl generalizada que corresponde a estos
datos y que escribimos A = A(D, 0,a) (o A(o, a) cuando D esté sobreentendido)
es el adlgebra generada por D y dos variables adicionales x e y sujetas a las
relaciones

dy =yo(d), xd=o(d)x, parad € D; (1.1)

yx=a, xy=o(a).

Es facil ver que si {di}ic] es un conjunto de generadores de D como k-algebras, se
puede reemplazar la familia de relaciones de conmutacién (1.1) por

diy =yo(di), xdi=o(di)x, paraic L

Los ejemplos que més nos interesan se presentan cuando D = k[h], cuando
D = kh*'] y cuando D = k[hy, h]. En estos casos D estd generada por uno o dos
elementos. La mayoria de nuestro trabajo se centra en el caso D = k[h] por ser el
maés simple. Cuando sea posible extender nuestros resultados a otros anillos de
partida lo haremos explicitamente.

Esta clase de algebras fue estudiada por Bavula y varios colaboradores desde
diferentes puntos de vista: su teoria de representaciones fue estudiada en [Bavgz,
BBoo], su dimensién global en [Bavg6, Bavg6], sus automorfismos e isomorfismos
en [BJo1].

Terminamos esta seccién describiendo la notacién que vamos a usar durante
todo el trabajo. Fijamos un cuerpo k de caracteristica 0 y cada vez que consi-
deremos un algebra va a ser una k-algebra con unidad, los médulos van a ser
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2 CAPITULO 1. ALGEBRAS DE WEYL GENERALIZADAS

moédulos a izquierda a menos que se especifique lo contrario y ® va a denotar
®k-

Para un escalar A € k y un entero n > 0, escribimos [n]y =1+A+-- -+ Al
en particular, si A = 1, entonces [n], = n.

Dados polinomios p, t € k[h], notaremos por (p,t) a su médximo comuin
divisor y p’ a la derivada de p. Usaremos la convenciéon de que el grado del
polinomio nulo es —oo.

1.2. Ejemplos

Las algebras de Weyl generalizadas contienen como casos particulares a
muchos ejemplos interesantes de dlgebras y muchas veces es conveniente, para
estudiar el ejemplo particular, trabajar con esta clase més general. En esta seccién
mostramos algunos de éstos.

El dlgebra de Weyl usual

Fijemos D = k[h], sea o el inico automorfismo de D que verifica o(h) = h—1,
y sea a = «h + 3 un polinomio de grado 1. El algebra de Weyl generalizada
A(D, o, a) que obtenemos tiene relaciones

hy=yh—y, xh=hx—x, yx=oh+p, xy=oh+p—ca

En este caso podemos despejar h de la ecuacién yx = ah + 3. De esta manera
podemos dar una presentaciéon de A(D, 0, a) con dos generadores y una sola
relaciéon xy = yx — a. Concluimos que el dlgebra de Weyl generalizada que
corresponde a estos datos es isomorfa al dlgebra de Weyl clésica

k{y, x [yx—xy =1).

El dlgebra envolvente U/ (sl;)

El dlgebra envolvente del algebra de Lie sl; se puede presentar como el dlgebra
generada por e, f y h con relaciones

[h,e] =2e, [h,fl=-2f, [e fl=h.

Para presentarla como &lgebra de Weyl generalizada basta tomar D = k[hy, hy], o
el automorfismo definido por o(h;) =h;+2, o(h;) =h, —h;—2y a=hy +h,.
En este caso o(a) = h, y hay un isomorfismo ¢ : U(sl;) — A(D, o, a) tal que
d(e) =y, ¢(f) =xy ¢(h) = hy. Ademas vale que Pp(fe) =h,
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Los cocientes primitivos de dimension infinita de U/(sl;)

Los cocientes primitivos By de dimensién infinita de ¢(sl;) son los cocientes
por ideales primitivos de codimensién infinita. Estdn parametrizadas por un
escalar A € C y estdn generadas por variables h, e y f sujetas a las relaciones

[h,e] =2e¢, [h,fl=-2f, [e,fl=h

2ef + 2fe + h? = A

Se pueden presentar como algebras de Weyl generalizadas A(D, o,a) con D =
kh], o(h) =h+2y

_ A+2h—h?

=

Hay un isomorfismo By — A(D,0,a) quemandaeay,hahyfax.

a(h)

El plano cuantico

El plano cudntico es el dlgebra de polinomios torcidos k(y, x | xy — qyx = 0)
para q € k\ {0, 1}. Sus derivaciones y automorfismos fueron estudiados por Alev
y Chamarie en [AC9z2]. Este dlgebra se puede realizar como el algebra de Weyl
generalizada correspondiente a D = k[h], o(h) = qhy a=nh.

El dlgebra de Weyl cuantica

La version cudntica del dlgebra de Weyl que vamos a considerar es la que fue
estudiada por Goodearl en [Googz2] y por Alev y Dumas en [ADg6]. Se define
como k(y,x | xy — qyx = 1) y corresponde al algebra de Weyl generalizada
A(D,o,a) con D =kfh], o(h)=qhya=h+ ﬁ.

El dlgebra envolvente cudntica de sl

El dlgebra envolvente cuantica Uy (sl;) de sl; correspondiente al parametro
escalar q se puede presentar con generadores E, F y K* sujetos a las relaciones

K2 — K2

qz —_ qu :

Esta 4lgebra es isomorfa al dlgebra A(D, o, a), de forma similar al caso clésico,
pero tomando D = k[hfﬁ, hy],

EK = q2KE, FK=q’KF, EF—FE =

hZ . hfz hZ - hfz
o(hi) = q’hi, o(hy) =hy— G(ﬁ), y a(h;,hy) =hy+ ﬁ
Es facil ver que hay un isomorfismo Uq(sl;) — A(D,0,a) quemanda Eavy, Fax
y K a hy, y bajo este isomorfismo el elemento FE se corresponde con h;.



4 CAPITULO 1. ALGEBRAS DE WEYL GENERALIZADAS

Las dlgebras down-up (generalizadas)

Las &lgebras down-up fueron introducidas Stanley en [Sta88] en el contexto
de los differential posets y luego fueron estudiadas desde el punto de vista de la
teorfa de anillos por Benkart y Roby en [BR98]. Son las dlgebras con generadores
d,u y relaciones

d*u = adud + pud® +vyd, du? = oudu+ puid+vyu,

para escalares «, 3 y y. Esta clase de algebras fue estudiada y generalizada por
Cassidy y Shelton en [CSo4], en parte con el objetivo de atacar una conjetura
de Andruskiewitsch y Dumas [ADo8]. La generalizacion es analoga a la que se
hace para pasar de las dlgebras de Weyl a las dlgebras de Weyl generalizadas o a
la que se hace para pasar de U (sl;) al algebra de Smith. Las dlgebras down-up
generalizadas se construyen a partir un polinomio f € k[h] y de escalares 1, s y .
Estas algebras tienen generadores d, u y h y relaciones

dh—rhd+vyd=0, hu—ruh+yu=0, du—sud+f(h)=0.

Un algebra down-up generalizada es noetheriana si y sélo si rs # 0, y en ese caso
se pueden presentar como un algebra de Weyl generalizada A(D, 0, a) tomando
D =klh,a], o(h) =rh—v, o(a) =sa—f(h) y a =ud.

1.3. Propiedades Basicas

En esta seccién vamos a hacer un resumen de las propiedades mds importantes
que obtiene Bavula sobre las dlgebras de Weyl generalizadas. La mayoria de estas
propiedades van a ser para el caso en que D = k[h]. Escribamos A = A(D, o, a).

Si D es un dlgebra noetheriana e integra entonces el dlgebra A es un dominio
noetheriano. Hay una Z-graduacion en A con todos los elementos de D en grado 0
y x e y en grados —1 y 1 respectivamente; denotamos [u| al grado de un elemento
homogéneo u € A, lo llamamos su peso y extendemos esta convencién a contextos
relacionados. Para r € Z denotamos A" a la componente homogénea de A de
peso 1; se tiene que A®) = k[h] y, para cadar € N, A" =y k[h] y A" = Kk[h]x".
Siu € A no es cero, existen m, n € Z talesque m < ny, paracadaic {m,...,n},
elementos homogéneos u; € AW tales queum #0, Uup 0y U =1Upn+ -+ Up;
vamos a escribir Umin = Wm Y Umax = Un, Y los llamaremos componentes de peso
minimal y maximal de u, respectivamente. Diremos ademds que el ancho de u
es ||u]| =n—m. Como A es un domino, las componentes de peso maximal de
un elemento y su ancho son multiplicativas: si u, v € A no son cero, entonces
(W) max = UmaxVmax ¥ [wvll = flufl + [[v]]-
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La descripcién de los automorfismos de k[h] se puede usar para dar una pri-
mera clasificacién de las algebras de Weyl generalizadas a menos de isomorfismo,
como en [RSo6]:

Proposicién 1.3.1. El dlgebra A = A(k[h], o, a) es isomorfa a una de las dlgebras de la
siguiente lista:

1. El caso conmutativo: A(k[hl,1d, a) para algiin a € k[h];

2. El caso cldsico: A(k[hl, o, a) con o (h) =h—1y a € klh;

3. El caso cudntico: A(k[h], oq, a) con q € k\{0,1}, oq(h) = ghy a € k[h].
Dos dlgebras pertenecientes a grupos distintos no son isomorfas. O

Para probar la tltima afirmacién se pueden usar los invariantes D y E intro-
ducidos por Alev y Dumas en [ADo4].

Usando el lema del diamante de Bergman (ver el Apéndice A), es facil ver
que el conjunto de monomios {y‘hx* : ik = 0} es una base de A como k-espacio
vectorial.

En el caso cudntico, y con la notacién del apéndice, el conjunto S de reglas de
transformacion es:

s1:hy — yo(h) sy : xh — o(h)x

s3:xy — o(a) 841 yhlx — ao ' (hY) para todo 1 > 0.

Es facil ver que S satisface las hipétesis del lema del diamante; las ambigiiedades
que aparecen son:

(S]/ S4,l/ h'/1.:,/ h'lx)/ (SZI S]/X/h/y)/
(s3,541,%,Y, h'x), (s41,52,yh', x, h),
(s41, 53, yh', x,y),

y se puede ver que todas se resuelven y, por lo tanto, que los monomios irreduci-
bles son una base del dlgebra. El conjunto de éstos es justamente {y‘h/x* : ik = 0}.

Hay un morfismo de dlgebras @ : A(a,q) — A(oq(a), q~ ") tal que ®(x) =y,
®(y) = x y @(h) = h, que resulta ser un isomorfismo. Es claro que manda la
componente homogénea de peso r € Z de A(aq, q) en la componente homogénea
de peso —r de su codominio. Esta propiedad nos permite copiar las cuentas y
demostraciones de los pesos positivos a los pesos negativos. Vamos a usar esta
técnica en la mayoria de los capitulos sin hacer referencia explicita.

Siempre que trabajemos en el caso cuantico vamos a escribir ¢ = (a,a’),
N =deg(a) y M = deg(c). Si q es raiz de la unidad e sera su orden; y sino e = 0.
Diremos que un peso v € Z es singular si e | v y en caso contrario diremos que el
peso es regular.
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La subdlgebra de k[h] de los elementos invariantes por o es S = ker(oc — 1),
y esta generada por h¢; més generalmente, cuando e > 0 tenemos ker(o — q') =
h'k[h¢] para cada 1 € {0,...,e — 1}. Decimos que un polinomio p € k[h] es
singular sip € S.

Vamos a usar a menudo la notacién que sigue: dada una funcién f de dos
argumentos enteros e i € Ny, vamos a escribir

Jif(s,t) = Z f(s,1).

s+t+1=i
0<s,t
Es importante notar que en esa expresion los indices s y t no son libres. La
siguiente férmula de integracion por partes

J f(s+1,t)— [ f(s, t+1) =f(i,0) — f(0,1)

1

vale para toda f e i.

1.3.1. Dimensién Global

Si b C D es un ideal a izquierda, consideramos el ideal I(x,b) = Ax+b C A,
y si b € D denotamos I(x, b) a I(x, Ab). En [Bavg6], Bavula prueba los siguientes
resultados sobre la dimension global de las dlgebras de Weyl generalizadas:

Teorema 1.3.2. [Bavg6, Thm. 2.7] Si gldim D < oo y gldim A < oo entonces
gldimD < gldim A < gldimD +1 [

Teorema 1.3.3. [Bavg6, Thm. 3.5] Si D es un dominio noetheriano, conmutativo
de dimension global finita n y a # 0, entonces las siquientes dos condiciones son
equivalentes:

» gldimA < oo

= pdim, A/I(x,p) < oo para todos los ideales primos p de D tales que a € p. [

Teorema 1.3.4. [Bavg6, Thm. 3.7] Sea D un dominio conmutativo noetheriano de
dimension global n < oo y sea a € D regular. Si gldim A < oo, entonces la dimension
global de A es 1.+ 1 si y solo si o bien existe un ideal maximal w de D de altura n tal que
{o*(m) : i € N} es finito, o bien existen ideales p y q de D de altura n tal que o*(p) = q
paraalgini#0c€ Zya € p,q. O

Las hipétesis de este teorema se satisfacen cuando D = k[h] y entonces pode-
mos dar, en ese caso, una caracterizacion de las algebras de Weyl generalizadas
de dimensién global finita a partir del teorema.
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Teorema 1.3.5. Sea D =k[h], a € D, 0 € Autyx(D) y A = A(D, o, a). Entonces
gldimA < oo & (a,a’)=1.

Demostracién. La necesidad de la condiciéon (a,a’) = 1 para tener dimensién
global finita fue demostrada por Bavula en [Bavg6], asi que bastara que probemos
solamente la suficiencia.

Sea p € D un primo tal que p | a, de manera que existe b € D con a = pb. La
sucesion exacta corta de A-moédulos a izquierda

0—-Ix,p) 2 A—A/I(x,p) =0 (1.2)

nos dice que pdim, A/I(x,p) < pdim, I(x,p) + 2. Para demostrar el resultado
vamos a demostrar que si (a,a’) =1, entonces I(x, p) es un A-médulo proyectivo.
Vamos a demostrar primero que

AxNAp =1(x,b)p. (1.3)

Para eso fijamos f € Ax N Ap; podemos suponer que f es homogéneo para el
peso y que [f| =1 > 0: el caso en el que el peso de f es negativo es similar. Como
f € AxN Ap, existen u, v € D tales que f = y™ux = y"vp. También sabemos
que

y " lux = yTao ! (u) = y"pbo ! (u) =yTo " (wbp
y como A es un dominio, o~ '(u)b = v. En consecuencia, f € I(x,b)p. La otra
inclusion de (1.3) es facil.
Consideremos ahora el diagrama de A-moédulos a izquierda

0—1(x,b) = A& A —~1(x,p) —=0 (1.4)

donde ¢(x,B) = ax —PBp y v(w) = (wpx~!,w); esta ultima expresion tiene
sentido porque para todo p € I(x,b) se tiene que wp € Ax = xA y A es un
dominio.

Es claro que y es un monomorfismo, que ¢ es un epimorfismo y que imy C
ker ¢. La sucesion (1.4) es de hecho exacta: para chequear la otra inclusién
supongamos que («,3) € A @ A es tal que ax = Bp. Este elemento pertenece a
AxNAp =1(x,b)p, y se sigue que x = Bpx'.Si(a,a’) =1, entonces (p:b) =1
y existen s, t € D tales que 1 = sp + tb. Definimos un morfismo p : AGA — A
via (o, B) = orxs + Bbt. Es facil verificar que im{p C I(x,b) y que Y oy = Idjy p)-
Como consecuencia de esto, la sucesion exacta (1.4) se parte e I(x,p) es un A-
modulo proyectivo. Se sigue que (1.2) es una resolucién proyectiva finita de
A/I(x,p) y por lo tanto podemos usar el Teorema 1.3.3 para concluir que la
dimension global de A es finita como desedbamos. O
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En el caso cuantico podemos ser més precisos:

Corolario 1.3.6. Para todo q € k\ {0, 1} y todo a € k[h] vale que
gldim A(k[h], 0g,a) < oo = gldim A(k[h], o4, a) = 2.

Demostracion. Se sigue del Teorema 1.3.2 que si la dimensién global de A es
finita tiene que valer gldim D o gldim D + 1. En la situacién del corolario se tiene
que gldim A (k[h], 0, a) € {1,2, +00}. Mds aun, podemos usar el Teorema 1.3.4, y
concluir que gldim A(k[hl, 0, a) = 2 si y solo si (i) existe un ideal maximal de
k[h] de altura 1 cuya 6rbita bajo o es finita, o (ii) existen ideales maximales p, g
de k[h] de altura 1 tales que o'(p) = q para algtini # 0,1 € Z y ademds a € pNg.
Como el ideal (h) de k[h] queda fijo por o y es de altura 1 estamos siempre en el
caso (i), y el corolario se sigue. O

Las condiciones (i) y (i) mencionadas en la prueba de este corolario no son
exclusivas. De hecho la mayor parte de las complicaciones encontradas en los
calculos de la homologia y la cohomologia de Hochschild en el caso cuédntico
(ver [SSAV]) aparecen en el caso en el que el dlgebra A verifica la condicién (ii) o,
en otras palabras, cuando el polinomio a tiene dos raices en la misma 6rbita bajo
la accién de og.



Capitulo 2

Derivaciones, Automorfismos e
Isomorfismos

2.1. Introduccion

Los automorfismos e isomorfismos de las dlgebras de Weyl generalizadas han
sido estudiados en varios trabajos anteriores. La descripcién de los isomorfismos
y de los automorfismos en el caso cldsico fue dada por Bavula y Jordan en [BJo1] y
el caso cudntico, pero cuando el pardmetro g no es raiz de la unidad, fue resuelto
por Richard y Solotar in [RSo6]; Bavula y Jordan también consideraron en [BJo1]
el caso cudntico con q no raiz de la unidad pero sélo después de localizar en h, lo
que simplifica bastante la situacion.

En [ADo4], Alev y Dumas definen, para cada k-algebra A, un grupo G(A) =
(A*) Nk*. En esta definicion (A*)’ es el grupo derivado del grupo de unidades
de A. En el mismo trabajo los autores prueban que para el cuerpo de Weyl
cuantico kq(x,y), vale que G(kq(x,y)) = (q), el subgrupo ciclico de k generado
por q. En [RSo6] Richard y Solotar probaron que el cuerpo de fracciones de
un algebra de Weyl generalizada cuantica A = A(q, a) es isomorfo a kq(x,y).
Esto permite, en el caso en el que q no es una raiz de la unidad, recuperar el
pardmetro q como uno de los dos generadores de G(Frac A). Ademads es facil ver
que A(q,a) = A(q7",a(gh)), de manera que en este caso el grupo G(FracA) da
toda la informacién sobre q que se puede dar.

El caso en el que q es raiz de la unidad es distinto porque el grupo generado
por g tiene més generadores y, como probamos en este capitulo, no es cierto que
dos 4lgebras que corresponden a dos raices de la unidad del mismo orden son
isomorfas.

Este tipo de dificultades con los pardmetros de orden finito ya han aparecido
en la literatura al intentar clasificar otras clases de dlgebras, como por ejemplo las
algebras down-up introducidas por G. Benkart y T. Roby en [BR98]; en la tltima
seccion de este capitulo intentamos adaptar nuestro método a la clasificacién de

9
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este tipo de algebras.

El caso conmutativo fue considerado por varios autores: se trata de determi-
nar los automorfismos de la superficie afin Speck[x,y, h]/(xy — a(h)). Makar-
Limanov dio en [MLgo] generadores explicitos para esos grupos y recientemente
Blanc y Dubouloz demostraron en [BD11] que admiten una estructura de produc-
to amalgamado similar a la de Aut(k[x,y]) descripta por los teoremas cldsicos de
Makar-Limanov, Jung [Jun42] y van der Kulk [vdK53]. Ademads estas superficies
estdn clasificadas bajo isomorfismo exactamente como en el Teorema 2.4.4.

El trabajo que dio lugar a este Capitulo fue realizado, temporalmente hablan-
do, después del que corresponde al Capitulo 3. Mas atn: la idea de estudiar
las derivaciones diagonalizables, o localmente finitas, provino del estudio del
corchete de Gerstenhaber de la cohomologia de Hochschild de estas édlgebras.

2.2. Preliminares

Sean V = @7 Vi un espacio vectorial graduado y d : V — V un endomor-
tismo no necesariamente homogéneo. Decimos que d es localmente finito si para
cada v € V el subespacio ciclico (v)4 de V generado por d y v es de dimension
tinita; es suficiente comprobar esta condicién para elementos homogéneos de V.

Decimos que d es localmente nilpotente si para todo elemento u € A, existe
un nimero natural n tal que d™(u) = 0. De nuevo, es suficiente comprobar esta
condicién para elementos homogéneos.

Lema 2.2.1. Supongamos que d = dy+---+dycondy, ..., dy: V — Vendomorfismos
homogéneos de V de grados o, ..., x tales que 1 < - -+ < oq. Si d es localmente
finito entonces d y dy son localmente finitos.

Un endomorfismo homogéneo de V de grado no nulo es localmente finito
siy solo si es localmente nilpotente. Se sigue que si en el lema tenemos «; # 0
entonces de hecho d; es localmente nilpotente, y similarmente para d;.

Demostracién. Supongamos, por ejemplo, que d; no es localmente finito, de mane-
ra que existe un vector homogéneo v € Vj tal que dimy (v)4, = ooy, en particular,
d{(v) # 0 para todo i € N. El término de cabeza de d¥(v) es dlf(v) y se encuentra
en grado ko + j: esto implica que {d}(v) : i € N} es una familia linealmente
independiente y, entonces, que d no es localmente finito. O

Sea ahora A un élgebra graduada. Si d : A — A es una derivacién homogénea
de grado positivo que ademas es localmente nilpotente, hay una funcién deg :
A\0 — N tal que para cadau € A\ 0 tenemos deg (1) = max{r € Ny : d"(u) # 0}
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Las siguientes propiedades de deg, van a ser tutiles mas adelante: para todo
u, v € A vale que

deg,(u+v) < maxdeg,(u),deg,(v),
deg,(uv) = deg,(u) +deg,(v).

La demostracion de estos hechos se basa en la siguiente identidad, similar a la
férmula del binomio de Newton, que se prueba facilmente por induccion:

dw) =y (1:) di(w)d™ ().

i=0

Se sigue de estas propiedades que la subdlgebra ker d es factorialmente cerrada: si
u, v € A\ 0 entonces

dluv) =0 = d(u) =d(v) =0.

Un elemento u € A es un slice de d si d(u) = 1. Un slice local es un u € A tal
que d(u) € kerd \ {0}.

Observacion 2.2.2. Las derivaciones localmente nilpotentes no nulas tienen slices
locales. Si 1 € A es tal que d(u) # 0 podemos generar una sucesién d'(u) y
sabemos que existe iy tal que d"(u) # 0y do*'(u) = 0. En este caso do~'(u) es
un slice local de d. Ademés, si suponemos que d es una derivaciéon homogénea,
podemos obtener con el mismo procedimiento slices locales homogéneos.

En los contextos en los que tenga sentido, escribiremos x =y para decir que
y es un multiplo escalar no nulo de x.

2.3. Derivaciones

Sea A = A(q, a) un algebra de Weyl generalizada cuantica. Si uy, uy, uz € A,
escribimos w|Y 4+ uy|A + u3|X a la tnica derivacién A — A cuyos valores en y, h
y X son uj, Uy y us, respectivamente, suponiendo que haya una.

Lema 2.3.1. El dlgebra A no tiene derivaciones homogéneas localmente nilpotentes no
nulas.

Demostracion. Sea d : A — A una derivacion homogénea localmente nilpotente
de peso T y supongamos que 1 es positivo; si el peso r de d es negativo, el mismo
razonamiento se aplica, y si v = 0 la situacién es similar pero mas simple.
Veamos que d(y) = 0, de no ser asi podemos, usando el procedimiento de
la Observacion 2.2.2, obtener un iy € N tal que d*(y) es un slice local. Como d
tiene peso positivo, dicho elemento también lo tiene y por lo tanto es de la forma
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y'oTp para algtn p € k[h]. Como ker d es factorialmente cerrado, concluimos que
d(y) =0.

Por otro lado, hay un polinomio p € k[h] tal que d(h) =y"p, y de la relacién
hy = qyh vemos que y'py = qy™'p, de manera que o(p) = qp: se sigue de
esto que podemos escribir p = pjh para algtn p; € k[h]. Si k > 0, entonces
d(Axh) C Ay, +h: en efecto, si f € k[h] tenemos

d(y*fh) = y*d(fHh +y*fd(h) = y*d(FHh + y*fy"p1h € Arich

porque d(f) € A;. Esto nos dice que di(h) € Aiyhparatodoi > 0.Siiy = deg,(h),
entonces 0 # do(h) € Ai,-hNkerd y, como kerd es factorialmente cerrado,
d(h) = 0. Una consecuencia inmediata de esto es que yd(x) = d(yx) = d(a) =0,
luego también d(x) = 0, y vemos que d = 0, como queriamos. O

Corolario 2.3.2. Las derivaciones localmente finitas de A son homogéneas de peso cero.

Demostracién. Sea d : A — A una derivacién localmente finita. Como A es
finitamente generada, existen derivaciones homogéneas no nulas d;, ..., d;: A —
A de pesos estrictamente crecientes tales que d = d; + - - - + d;. El peso de d; no
puede ser positivo, porque en ese caso d; seria localmente nilpotente —pues d es
localmente finita— y el lema implicaria que d; = 0; similarmente, el peso de d;
no puede ser negativo. Se sigue que d es homogénea de peso cero. O

Proposicién 2.3.3. Sea d : A — A una derivacion localmente finita, y consideremos la
derivacion & = yl? —xX.

(1) Si a no es un monomio, entonces d es un miiltiplo escalar de E.

(1) Si aes un monomio, entonces d es una combinacion lineal de & y T = hlﬂ + NXIX
Todas las derivaciones localmente finitas son diagonalizables en la base de los monomios
estdndar y, en particular, conmutan.

Vamos a referirnos a £ : A — A en lo que sigue como la derivacion euleriana
de A. Es facil ver que sus autovalores son exactamente los enteros, y que para
cada r € Z el autoespacio de & correspondiente a t es precisamente A7, la
componente homogénea de A de peso .

Demostracion. De acuerdo al Corolario 2.3.2 la derivaciéon d es homogénea de
peso cero, por lo tanto existen polinomios pj, p2, p3 € klh] tales que d =
yp1l¥ + palA 4+ paxIX y, de hecho, mirando los coeficientes de y en ambos lados
de la igualdad d(hy) = qd(yh), vemos que existe p, € k[h] tal que p; = hp,.

Se puede ver por inducciéon que existe una sucesién (fi)i>o en k[h] tal que
fo = 1, di(h) = hf; y fiy1 = Pa(fi + f{h) para todo i > 0. En particular, como
el cuerpo k tiene caracteristica cero, tenemos que deg d'(h) = 1 +1idegp; y de
esto se sigue que P, € k, pues de otra manera el espacio ciclico (h)4 no seria de
dimensioén finita. Similarmente, existe una sucesién (gi)i>o en klh] tal que go =1,
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d'(y) = yYgi y gi+1 = p19gi + g/hp2 para todo i > 0, luego deg g; = idegp; y el
hecho que d sea localmente finita implica que también p; € k.
Aplicando d a ambos lados de la igualdad yx = a, vemos que

ac” ' (p1 +p3) = a’hp,, (2.1)

comparando los grados de ambos lados de la igualdad concluimos que p3 € k.
Si ahora resolvemos la Ecuacion (2.1) en tres pardmetros escalares escalares py,
P2 v p3 obtenemos los puntos (i) y (ii) del enunciado. La observacién clave que
permite resolver dicha ecuacién es que es equivalente que a sea un monomio a
que a’h sea un multiplo escalar de a.

El dltimo punto del enunciado, finalmente, puede ser probado directamente
por inspeccion. O

Como la dimensién del espacio vectorial de derivaciones localmente finitas de
un algebra es invariante bajo isomorfismos, la Proposicién 2.3.3 tiene la siguiente
consecuencia inmediata:

Corolario 2.3.4. Si Ay = A(q1,a1) y Ay = A(q, a2) son dos dlgebras de Weyl
generalizadas cudnticas isomorfas, entonces o ambos a1 y a, son monomios o ninguno de
los dos lo es. =

Ahora tenemos todos los elementos necesarios para establecer el hecho cla-
ve que nos permitird describir los isomorfismos y automorfismos de nuestras
algebras en la préxima seccion:

Proposicion 2.3.5. Sean A1 = A(qi, a1) y Ay = A(qa, az) dos dlgebras de Weyl
generalizadas cudnticas y sean &1 y &, sus respectivas derivaciones eulerianas. Sim :
A1 — A es un isomorfismo, entonces o &; o N es un muiltiplo escalar de &.

Demostracion. Escribamos Eﬁ =mnoé&;o n’] , que resulta una derivacion localmente
finita de A;. Si a; no es un monomio, entonces la primera parte de la Proposi-
cién 2.3.3 implica inmediatamente que &) tiene que ser un multiplo escalar de &;.
Sélo nos queda por considerar el caso donde a; = hN2 es un monomio en el
cual, por la segunda parte de la proposicién, sabemos que existen o, 3 € k tales
que &é = «é&) + T2, como 1 es un isomorfismo, el Corolario 2.3.4 implica que
a; = hN1 es también un monomio. Para llegar a una contradiccién, supongamos
que B # 0.

El ntcleo de Eé tiene dimension infinita, porque también la tiene ker &; = k[h],
y estd generado por monomios estdndar. Se sigue que existen 1, j, k € Ny no
todos simultdneamente cero pero con ik = 0 tales que

&YX ) = (i — k) + B(kN2 +7))y'Wx* = 0. (2.2)
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Esto nos dice que podemos suponer que o, B € Z, x > 0y gcd(x, ) = 1; en
efecto, si este no es el caso podemos reemplazar &) por uno de sus mdultiplos
escalares.

Dependiendo de si B > 0 0 B < 0, ponemos u = h® N2Bxb o u = y=Fhe;
observemos que, en cualquier caso, el peso de u es —3. Usando (2.2) y el hecho
que &) se diagonaliza en la base de los monomios estdndar, es facil ver que
el subalgebra ker &) C A; es el dlgebra libre generada por u. Por ejemplo, se
ve de (2.2) que un monomio y'h)x* con ik = 0 estd en el nucleo si y solo si
a(i—k)+ B(kNy+j) =0.5i B >0, entonces i = 0. Como « y 3 son coprimos, se
sigue que k = Bk’, de manera que j = («— BN;)k’. Ahora vemos que todos los
monomios en el nicleo son (a menos de un escalar) potencias de u y se sigue
nuestra afirmacion.

Como h genera ker &; y el morfismo n se restringe a un isomorfismo ker &; —
ker &), hay escalares vy, 5 € k tales que n(h) = yu+35.

Como hy = qiyh en Aj, tenemos que (yu+d)n(y) = qm(y)(yu+3) en A,.
Si B > 0, entonces ((yu+8N(y))max = (qIMY)(Yu +8))max = M(Y)max, ¥ esta
relacion implica que & = 0; si B < 0, podemos llegar a la misma conclusion
mirando las componentes de menor peso. Se sigue que n(h) = yu es un elemento
homogéneo. De la igualdad n(yn(x) = n(a) = n(h)N y de la aditividad de
los anchos, vemos que 1(y) y 1n(x) son también elementos homogéneos de A, y
que [n(y)| + ()] = Ny [n(h)| = =N;B. Como n(y), n(h) y n(x) generan A,, sus
pesos no pueden ser ni todos no-positivos ni todos no-negativos. Ademads los
pesos de n(y) y de n(x) deben ser no nulos de signos opuestos.

Esto nos deja cuatro casos a considerar. Mostraremos que uno de ellos, aquél
en el que

m(y)| >0, m(h)| =—p >0, m(x)| <0, (2.3)

lleva a una contradiccién; los otros tres se pueden manejar de forma similar. Estas
desigualdades implican que n(y) = y'p1, n(h) = vy Phe y n(x) = pax® para
algunos 1, s € Ny py, p2 € kl[h]. Como
y'pipd =n(yn(x) =nlyx) =n(h) =y M1Pphe

y el tltimo miembro de esta cadena de igualdades es un multiplo escalar de
y N1PhN1® también lo es el primero: esto nos dice que T —s = —N;B y que
P1 Y P2 son monomios. En particular, 1 manda monomios estdndar de A; a
multiplos escalares de monomios estdndar de A; y, como n es sobreyectivo,
hay un monomio estdndar u en A; tal que n(u) = h; teniendo en cuenta las
desigualdades (2.3), debemos tener |[u| < 0. De la misma manera vemos que
hay un monomio estandar v en A; tal que n(v) =yy, comor =s—N;f > 2,
necesariamente |v| < 0. Ahora n(v'pi(u)) = y"pi(h) = n(y), y esto es absurdo
porque 1 es inyectivo y v'p1(u) e y son diferentes: tienen pesos de distinto signo.
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Como las cuatro posibilidades aludidas mds arriba llevan a una contradiccion,
vemos que la hipétesis 3 # 0 no se sostiene y la proposicién queda demostrada.
O

2.4. Automorfismos e isomorfismos

Hasta ahora demostramos que los isomorfismos de algebras de Weyl generali-
zadas cudnticas preservan, a menos de escalar, sus derivaciones eulerianas. Este
hecho pone de manifiesto una rigidez no trivial de estas dlgebras que restringe
fuertemente la forma de los isomorfismos entre ellas:

Proposicion 2.4.1. Sean Ay = A(qi, a1) y Ay = A(qa, az) dos dlgebras de Weyl
generalizadas cudnticas. Sim : A1 — Ay es un isomorfismo de dlgebras, entonces existen
Y, 1, v € k\O tales quen(h) =vhy

(%) o bienn(y) = py yn(x) = vx

(#) on(y) = px yn(x) = vy.

Demostracién. Notemos &1 y &, a las derivaciones eulerianas de A y A; respecti-
vamente. De acuerdo a la Proposicion 2.3.5, existe un escalar no nulo A € k tal
que

no& =A&on (2.4)

y, en particular, k(h] = ker &, =n(ker &;) =n(k[h]) y 11 se restringe a un isomor-
fismo de dlgebras k[h] — k[h]: se sigue que n(h) = yh + § para algunos y € k\ 0
y & € k. Como hy = qjyh en Ay, tenemos (Yh+0)n(y) = qm(y)(yh+98)in Ay y
lo mismo vale si reemplazamos 1(y) por 1(yY)max- Si N(Yy)max tiene peso r € Z,

T](y)max(quh"_ 8) = (Yh+0M(Y)max = q1M(Y)max(Yh +8),

luego q3yh+ 6 = giyyh+ 18: considerando los términos constantes en esta
igualdad concluimos que 6 =0, lo que prueba la primer parte del lema.

Para cada r € Z el subespacio n(A%r)) es el autoespacio de &; que corresponde
al autovalor r/A y, como &, tiene autovalores enteros, esto solo es posible si
A € {£1}. En particular, n(y) € Ag\) yn(x) € AE_M.

Supongamos que A = 1 y probemos que entonces vale (%); la otra posibilidad
se puede manejar similarmente y lleva al punto (#) en el enunciado. Existe
f € k[h] tal que y = n(yf) = n(yn(f): como n(f) € kl[h], esto implica que
n(y) genera AS) como k[h]-médulo a derecha. Este médulo es libre de rango uno
ey y n(y) son dos generadores: se sigue que hay un escalar no nulo p € k tal
que n(y) = py. El mismo argumento aplicado a x muestra que también existe un
escalar no nulo v € k tal que n(x) = vx. o
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En este momento tenemos todo lo necesario para probar los dos teoremas
principales de este capitulo. Primero, describimos los grupos de automorfismos:

Teorema 2.4.2. Sea A = A(q, a) un dlgebra de Weyl generalizada cudntica, con N =
degay a = Z]i\lzo aiht, sean g = ged{i—j : ajaj # 0}y Cg C k* el subgrupo de
raices de la unidad de orden g; si a es un monomio, hacemos la convencion de que g =0
yque Cg =k*. Si (y,u) € Cy x k*, tenemos un automorfismony, : A — A tal que
Nyu(y) = 1y, Ny,u(h) = yh y nyu(x) = w'yNx. El conjunto G = {ny,u = (v, p) €
Cq x k™} es un subgrupo de Aut(A) isomorfoa Cq x k*.

(1) Si q # —1, tenemos de hecho Aut(A) =G,y

() si q = —1, hay una sucesion exacta corta de grupos que se parte a derecha

l— =G Aut(A) —=7Z/27 — 1

El grupo ciclico 7/ 27 que aparece aqui estd generado por la imagen de la involucion
Q:A—=Atalque Q(y) =x, Q(h)=—hy Q(x) =vy.

La involucién Q claramente generaliza la involucién de Cartan clésica del algebra
envolvente U (sl5).

Demostracion. Teniendo en cuenta que un calculo de rutina permite verificar que
G es un subgrupo de Aut(A), s6lo vamos a demostrar (i) y (ii). Sean: A — A un
automorfismo. De acuerdo a la Proposicién 2.4.1, existen v, u, v € k\ 0 tales que
n(h) = yh y o bien (#) n(y) = py y n(x) = vx, o (#) n(y) = ux y n(x) = vy. Si
estamos en el caso (%), aplicamos 1 a ambos lados de la igualdad yx = a(h) y
vemos que

ai 20 = Y =pv, (2.5)

de manera que Y =1 si a;a; # 0y, en consecuencia, vy € C4. Adicionalmente,
(2.5) nos dice que v = u~'yN y entonces vemos que n =1,,, € G.

Si en cambio estamos en el caso (#), aplicando n a la igualdad hy = qyh
vemos que q*> = 1y entonces de hecho q = —1. Esto significa que cuando q # —1
la la alternativa (#) no sucede, y Aut(A) = G. Por otro lado, si ¢ = —1 hay
efectivamente un automorfismo () como en el enunciado, y no Q € G porque
esta composicion cae en el caso (%) que ya hemos tratado. El subgrupo G junto
con Q genera Aut(A) en esta situacién y todas las afirmaciones de (ii) se siguen
inmediatamente. O

Observacion 2.4.3. Dos casos particulares de este teorema ya fueron estudiados
por otros autores. Si tomamos a(h) = h el teorema nos da como corolario la
Proposicién 1.4.4 de Alev y Chamarie [AC92] que describe el grupo de auto-
morfismos del plano cudntico. De manera similar si tomamos a(h) = h+ ﬁ
obtenemos la Proposicién 1.5 de Alev y Dumas [ADg4] que describe el grupo de
automorfismos del dlgebra de Weyl cuantica.
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En segundo lugar, podemos clasificar nuestras dlgebras a menos de isomorfis-
mo:

Teorema 2.4.4. Dos dlgebras de Weyl generalizadas cudnticas A1 = A(q1, a1) y Ay =
Al(qa, ay) son isomorfas si y sélo si q; € {qy, qf]} y existen escalares no nulos o, 3 € k
tales que az(h) = aay(fh).

Demostracion. Un célculo directo, que vamos a omitir, permite verificar que la
condicién del enunciado es suficiente. Vamos a probar que dicha condicién es
necesaria. Sin perdida de generalidad podemos suponer que deg a; < deg a,.

Sean: A1 — A, un isomorfismo. De la Proposicién 2.4.1 sabemos que existe
un escalar no nulo vy € k tal que n(h) = yh. Como yx = a;(h) in A, tenemos
que

n(yn(x) = a;(yh) (2.6)

en A, y mirando los pesos y los anchos de ambos miembros de esta igualdad,
vemos que 1(y) y n(x) son elementos homogéneos de pesos no nulos y opuestos:
entonces existen v > 0y py, px € k[h]\ 0 tales que o bien (%) n(y) = y'py(h)
y n(x) = px(h)x", o (#) n(y) = py(h)x" y n(x) = y"px(h). De hecho, podemos
suponer que sucede el primer caso (%): de no ser asi podemos reemplazar A;
por Az = A(q?,agg) con az(h) = az(qxh), yn por womn con w : A; — Az el
isomorfismo que verifica w(y) =x, w(h) =hy w(x) =y, pues esto no afecta la
conclusién del teorema.

Usando (%) en la ecuacion (2.6) vemos que deg a; = degpy +degpy +1degay,
y esto s6lo es posible si v =1, py, px € ky deg a; = deg a,. Se sigue que

0 =n(yx—ai(h)) = pypxyx — a;(yh) = pypxaz(h) — a;(yh),

de manera que a,(h) = Py ]p; 2a;(yh) y, similarmente,

0 =n(hy — q1yh) = (92 — q1)vpyyh,

por lo tanto q; = q1. Esto completa la demostracién del teorema. O

2.5. Dos generalizaciones

En las secciones anteriores trabajamos con dlgebras de Weyl generalizadas
definidas sobre D = k[h] y con nuestro trabajo cubrimos todos los casos borde.
El mismo enfoque se puede usar para trabajar con otras 4lgebras de Weyl ge-
neralizadas. En esta seccién vamos a mostrar algunas de las nuevas ideas y los
nuevos problemas que aparecen cuando trabajamos con D = k[hy, h,]. Este es un
trabajo en progreso y es por eso que no vamos a considerar todos los casos borde.
También vamos a mostrar algunas de las modificaciones que se pueden hacer a
las pruebas anteriores para que funcionen en el caso en el que D = k[h*T].
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2.5.1. El caso D = k[h;, h;]

Una parte importante de la estrategia en el caso D = k[h] es conocer los
automorfismos de D. Eso nos permite diferenciar entre los casos conmutativo,
clasico y cudntico en la Proposicién 1.3.1. Cuando D = kl[hy, h;] también se
conocen los automorfismos de D. Se tiene, por ejemplo, el siguiente teorema de
Jung y van der Kulk [Jung2,vdKs53].

Teorema 2.5.1. Todos los automorfismos de D = k[hy, hy] son mansos, es decir, se
escriben como producto finito de automorfismos lineales y triangulares.

Fue conjeturado por Nagata [Nag72] que el andlogo a este teorema para
polinomios en 3 variables es falso. Esto fue demostrado por Shestakov y Umir-
baev [SUo4].

La dificultad creciente de la descripcién de los automorfismos de los anillos
de polinomios hace imposible utilizar dicha descripcién en las demostraciones
como hicimos en el caso D = klh].

Para poder usar los mismos métodos que usamos para D = k[h] vamos a
restringirnos a lo mds parecido al caso cuantico en este contexto. Vamos a suponer
que el automorfismo o0 : D — D involucrado en la definicién de estas dlgebras
es diagonal, esto es: existen q; y q; € k tales que o(h;) = gih;. Los ejemplos que
mas nos interesan suceden en este contexto. El dlgebra que vamos a considerar
es el dlgebra A = A(q1, g2, a) generada por cuatro variables y, hy, h; y x sujetas
a las relaciones:

hiy = qiyhi/ Xhi = qihix, h1 hz = hzh], yx = aq, Xy = ()'((1).

Nuestra motivacién para extender los métodos anteriores a este caso es poder
aplicar nuestros teoremas a las dlgebras down-up generalizadas definidas por
Cassidy y Shelton en [CSo4]. Para hacer eso podemos usar la presentacién como
algebras de Weyl generalizadas cudnticas que dan Carvalho y Lopes en la seccién
2 de [CLog]: el algebra down-up generalizada L = L(f,7,5,0) con v # 1 es
isomorfa a un algebra de Weyl generalizada cudntica definida sobre k[hy, h;] con
o(hy) = rhy, o(hy) = shy y a(hy, hp) = hy + g(hy) para un cierto g € k[hy] que
depende de f.

Para probar que no hay derivaciones homogéneas localmente nilpotentes
no nulas usando la misma demostraciéon que para el Lema 2.3.1, lo tinico que
necesitamos es mostrar que si d es una derivacién localmente nilpotente de peso
T > 0 entonces existen p; € klhy, hy] tales que d(h;) = y"pihi. Esto no es cierto
en general: por ejemplo, si q; = g2, a = f(h;) entonces

dly)=0=d(x), d(hy) =0,  d(hy)=hy

define una derivacién localmente nilpotente de peso 0 que no satisface la condi-
cion.
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Una forma de garantizar la condicién que necesitamos es suponer que q; no
pertenece al semigrupo generado por q; y viceversa, dicho de otra forma:

Qi Z(q2) y  q2¢(q). (2.7)

En este caso es facil ver que si p € klhy, h,] satisface o(p) = qip para algin
i € {1,2} entonces h; | p;. Esta observacién nos permite demostrar el Lema 2.3.1
con exactamente la misma demostracién que antes. El andlogo del Corolario 2.3.2
también se sigue inmediatamente en este caso:

Corolario 2.5.2. Supongamos que el dlgebra A satisface la condicion (2.7), entonces las
derivaciones localmente finitas son homogéneas de peso O. O

El siguiente punto en el que debemos adaptar nuestra demostracion es la
Proposicién 2.3.3. Las modificaciones para esta parte son un poco mas compli-
cadas, es por eso que vamos a enunciar y demostrar el reemplazo para dicha
proposicién. Vamos a decir que un polinomio f € kl[hy, hy] es cuasihomogéneo si
existen ny y n, € N tales que f es homogéneo para la graduacién de klhy, h;]
inducida por |[hi| = n; (i = 1,2). Esta definicién es el analogo en dimension 2 a
que un polinomio sea un monomio. La propiedad de ser cuasihomogéneo esta
relacionada con la dimensién del politopo de Newton Ps del polinomio f:

s Sila dimensién de P es 2, entonces f no es cuasihomogéneo.

» Sila dimensién de Ps es 1, entonces f es cuasihomogéneo con solo una (a

menos de escalar) asignacion de pesos posible.

» Sila dimension de Pk es 0, entonces f es cuasihomogéneo de dos formas no

equivalentes.

Si el polinomio a que se usa en la construcciéon de nuestro dlgebra es cua-
sihomogéneo, entonces hay mas derivaciones localmente finitas. Para cada par
(n1,m2) correspondiente a una graduacién de kl[hy, h;] que hace de a un polino-
mio homogéneo hay una derivacién localmente finita

Ty, = Nihy 1Ay +nyhylA, + CxIX,

donde C es el grado de a para esta graduacién. Notemos que este tipo de
derivaciones forman un espacio vectorial que llamaremos T. Su dimensién esta
relacionada con la del politopo de Newton de a:

dim P, +dim T = 2.

Proposicién 2.5.3. Sea A un dlgebra de Weyl generalizada cudntica definida sobre
k[hy, hy] que satisface la condicién (2.7). Consideremos d : A — A una derivacion
localmente finita, y la derivacion & = yl? — xlfi.
(1) Si a no es cuasihomogéneo, entonces d es un miiltiplo escalar de &,
(1) Si a es cuasihomogéneo, entonces d es una combinacion lineal de & y de una
derivacion Tt € T.
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Todas las derivaciones localmente finitas son diagonalizables en la base de los monomios
estdndar y, en particular, conmutan.

Demostracion. Sea d una derivacion localmente finita. En virtud del Corola-
rio 2.3.2, sabemos que d es homogénea de peso 0, de manera que d admite
una escritura de la forma

d = yfy¥ +higi[Fy + hagalFa + £:xIX, con fy, fy, g1 ¥ g2 € klhy, hyl.

Consideremos ahora la restricciéon de d a k[hy, h;] (que seguiremos llamando
d). Esta derivacion resulta ser una derivacién localmente finita del anillo de
polinomios en 2 variables.

Para esta demostraciéon vamos a considerar la graduacién de klhy, hy] con
|hi| = 1. Ahora, descomponemos d como suma de derivaciones homogéneas
para esta graduacion. Si en esta descomposicién aparece algtn término de grado
positivo, entonces el sumando de mayor grado tiene que ser localmente nilpotente.
Llamemos 6 a este sumando. Es claro que h; | 8(h;) parai = 1,2y por lo tanto,
usando que ker d es factorialmente cerrado, 8 = 0. La tnica opcién que queda es
que d sea homogénea de grado 0, que es lo mismo que decir que los polinomios
g1 y g2 son constantes.

El siguiente paso es probar que tanto fy como f, también tienen que ser
constantes. Como las demostraciones son andlogas vamos a hacerla solamente
para fy. Consideremos la sucesién de polinomios {p; : i € Ny} definida por
d'(y) = yp;. Estos polinomios satisfacen la recurrencia:

Pit1 = fypi+gihy %ﬁ—; + gzhzgﬁ—;,
po=1.

Si fy no es constante entonces deg pi1 = deg fy +degp; =i+ 1degfy y esto no
es posible si d es localmente finita. Concluimos, entonces, que fy es constante.

La ecuaciéon yx = a implica que d(y)x +yd(x) = d(a). Si desarrollamos esta
ecuacién obtenemos:

(fy +fx)a = gihy :—}i + gzhzaa—}?z, (2.8)
con fy, fx, g1 y g2 € k. El espacio de soluciones de esta ecuacién lineal puede
tener dimensién entre 1y 3, dependiendo de la forma de a. En concreto:

= Si a no es cuasihomogéneo, entonces (2.8) es equivalente a fy +f; = 0,
g1 = g2 = 0 y el espacio de soluciones tiene dimensién 1. Este es el caso en

el dim P, = 2.

= Si a es cuasihomogéneo pero no es un monomio, entonces el espacio de
soluciones tiene dimension 2 y (2.8) es equivalente a que g7 y g, sean los
pesos que hay que asignarle a h; y a h; respectivamente para que a se
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vuelva homogéneo y a que fy + fy = W donde W es el grado de a en esta
graduacién (notar que g y gz estdn definidos a menos de escalar). Este es
el casoen el dim P, = 1.
» Si a es un monomio entonces a es cuasihomogéneo de varias formas no
equivalentes y el espacio de soluciones de (2.8) tiene dimensi6n 3. Este es el
caso en el dim P, = 0.
Resolviendo la Ecuacién (2.8) en cada uno de estos casos se termina la demostra-
cién de esta proposicion. O

Observacion 2.5.4. La idea de considerar una graduacion en el anillo de polinomios
en dos variables para poder probar que una cierta derivacién no es localmente
finita sale de un algoritmo ideado por van den Essen en [vdEg2, Prop. 4.1y 5.1]
para identificar derivaciones localmente finitas definidas en los polinomios en
dos variables. En nuestro caso usamos solo el primer paso de dicho algoritmo
pues (con su notaciéon) W = Q.

Ahora podemos enunciar el andlogo al Corolario 2.3.4, usando el concepto de
politopo de Newton.

Corolario 2.5.5. Si A1 = A(q11,912, a1) ¥y Ay = A(qz,1, 92,2, a2) son dos dlgebras de
Weyl generalizadas cudnticas isomorfas definidas sobre k[hy, hyl, entonces la dimension
del politopo de Newton de ay coincide con la del de a,. En particular la dimension del
politopo de Newton de a es un invariante para estas dlgebras.

Demostracién. La dimension del politopo de Newton se lee inmediatamente de la
dimensién del espacio de derivaciones localmente finitas, como vimos al final de
la dltima demostracién. ]

A partir de ahora vamos a restringirnos al caso en el que a no es cuasihomo-
géneo. En este caso la siguiente proposicion es inmediata.

Proposicién 2.5.6. Sean Ay = A(q11,q12, a1) y Az = A(q2,1, 92,2, a2) dos dlgebras
de Weyl generalizadas cudnticas isomorfas definidas sobre klhy, hy| v sean &; y &, sus
respectivas derivaciones eulerianas. Supongamos ademds que aq no es cuasihomogéneo (y
por lo tanto a; tampoco). Sin : Ay — A; es un isomorfismo, entonces n o &; o N esun

muiltiplo escalar de &;.
Demostracién. Es claro que no & on~! es una derivacién localmente finita de A,

y en virtud de la Proposicién 2.5.3 es un multiplo escalar de &;. O

El paso siguiente es demostrar un reemplazo de la Proposicién 2.4.1, pero
debido a ciertas dificultades técnicas vamos a suponer ademds que

di,1 = q2,1 y qi,2 = q2.2- (2.9)

Notemos que estas condiciones se satisfacen automaticamente si estamos tratando
con un automorfismo.
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Proposicién 2.5.7. Sean Ay = A(q11,q12, a1) y Az = A(q2,1, 42,2, a2) dos dlgebras
de Weyl generalizadas cudnticas donde, ni ay, ni a, son cuasihomogéneos y ademds los
pardmetros e satisfacen (2.7) y (2.9). Sin : Ay — A; es un isomorfismo de dlgebras,
entonces existen vy, v, W, v € k\ 0 tales que n(hi) =vhi vy

(%) o bien n(y) = py y n(x) = vx

(®) om(y) = upxynx) =vy.

Demostracion. Al igual que en el caso de dlgebras definidas sobre k[h], vemos que
1 se restringe a un isomorfismo entre ker &; y ker &, ambos ntcleos se identifican
con k[hy, hy] y por lo tanto 1 induce un automorfismo del anillo de polinomios
en dos variables.

De la misma manera que en la Seccién 2.4, vemos que hay dos opciones (que
se corresponden con los dos puntos del enunciado): que 1(y) tenga peso 1 y n(x)
tenga peso —1, o al revés.

Supongamos que estamos en el primer caso; el otro caso se trata de manera
similar. Consideremos, para i = 1,2, la ecuacién hyy = qiyh;; al aplicar n a
ambos lados de la igualdad, y teniendo en cuenta que n(y) tiene peso 1y que
n(hi) € klhy, hyl, vemos que o2(n(hi)) = q1i1n(hy). Usamos ahora la Ecuacién (2.9)
y reescribimos esta tltima igualdad como

o2(m(hi)) = q2,m(hy).

Vemos que h; | n(hi). Como 1 es un isomorfismo, sabemos que 1 manda elementos
irreducibles en elementos irreducibles y por lo tanto n(h;) es irreducible. Se sigue
inmediatamente que n(h;) es un maltiplo escalar de h;.

Para probar (%), podemos hacer lo mismo que hicimos para k[h]. Existe
f € k[hy, hy] tal que y =n(yf) =n(y)n(f): como n(f) € klhy, hy], se sigue de esto
que 1n(y) genera la componente de A, de peso 1 como mdédulo (a derecha) sobre
k[hy, hy]. Sabemos que esta componente es un médulo libre de rango 1, y por lo
tanto tiene un solo generador a menos de escalar. Podemos concluir, entonces,
que n(y) tiene que ser un multiplo escalar de y. El mismo argumento aplicado
a x muestra que también 1(x) es un multiplo escalar de x. O

Con esta tltima proposicion, la descripcién de los automorfismos y de los
isomorfismos de estas dlgebras es un cédlculo sencillo. Vamos a escribir a =
. hin i .
2_(ij)e1 Gijhih;. En esa escritura ai; # 0 y por lo tanto I es el soporte de a.

Teorema 2.5.8. Sea A = A(qq, qz, a) un dlgebra de Weyl generalizada cudntica definida
sobre k[hy, hy], con a no cuasihomogéneo, y sea (i, jo) € I cualquiera. Definimos

C ={(v1,v2) € K* x k* : ¥\ 0y 70 — 1 para todo (1) € T} C k* x k*.
Si (v1,v2,1) € C x k™, tenemos un automorfismo My, y,u: A — A tal que

-1, 10

nw,vZ,u(U) = Wy, Thq,yg,u(hi) =vihi ¥y T]vm/z,u(x) =K Y 'YJZOX-
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El conjunto

G = {Th/m/z,u t(v1,v2m) € Cx k™)

es un subgrupo de Aut(A) isomorfo a C x k*. Si se satisface la condicién (2.7), entonces,
Q1 #—10q #—1yAut(A) =G.

Demostracién. Es facil ver que de hecho G es un subgrupo de Aut(A) isomorfo
a C x k™ por lo que sélo queda ver que en realidad G coincide con Aut(A). Sea
1n: A — A un automorfismo. Teniendo en cuenta la Proposicién 2.5.7, vemos que
existen vy, v2, 1, v € k\ 0 tales que n(h;) = vh; y sucede una de las siguientes
opciones:

(%) n(y) =py yn(x) =vx, 0

(#) n(y) = ux y n(x) = vy.
En el primer caso, aplicando 11 a ambos lados de la igualdad yx = a(h) se
sigue que para todos los pares (i,j) € I se tiene y%yjz = pv, de manera que

y%_ioyjz_jo = 1. para todo (i,j) € 1y, por lo tanto, (y1,v2) € C. Por ﬁltimo_, d_e la
ecuacion yh/]z = pv que habiamos deducido antes, vemos que v = u’Wﬁoy]zo y
concluimos que N =1y, y,,u € G.

Si en cambio estamos en el segundo caso, aplicando 1 a las igualdades hyy =

qiyhi vemos que g7 = 1y entonces q; = q; = —1. De aqui se deduce que cuando
para algan i = 1,2 vale que q; # —1, la alternativa (#) no sucede, y por lo
tanto Aut(A) = G. ]

Este teorema da, como corolario, una demostracién alternativa a una parte de
un teorema de Carvalho y Lopes que se encuentra en [CLog]: la que cubre el caso
genérico.

Corolario 2.5.9. Si vy s satisfacen las condiciones (2.7), el grupo de automorfismos del
dlgebra down-up generalizada L(f,r,s,0) es G

Demostracién. Como observamos al principio de esta seccién el dlgebra L(f, 1, s,0)
puede presentarse como un algebra de Weyl generalizada A(k[hy, h;], 0, a) con
o(hy) = rhy, o(hy) = shy y a(hy, hy) = hy + g(hy) para un cierto polinomio g
univocamente determinado por f y tal que supp g = supp f. En este caso

C={(v1,v2) €k* xk*:vy} =v; paracada i € suppf},

y si llamamos p = gcd{deg f —1i:1 € supp f}, podemos escribir esto en la forma

C={(vi,v{®¥") e kX xk* :y; € Cp}.
Vemos, entonces, que el grupo G del Teorema 2.5.8 coincide con el grupo denotado
‘H al comienzo de la Seccién 2.4 en [CLog] y entonces obtenemos la parte (f) del
Teorema 2.19 de ese trabajo. ]
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Teorema 2.5.10. Sean a;, a; € k[hy, hy] dos polinomios que no son cuasihomogéneos
v q1, q2 € k\{0, 1} dos pardmetros que satisfacen (2.7) y (2.9). Las dlgebras de Weyl
generalizadas cudnticas A1 = A(q1,q2, 1) y Ay = A(q1, q2, a) son isomorfas si y
solo si existen escalares no nulos , 31, 32 € k tales que ap(h) = ocay(B1hy, B2hy).

Demostracion. Se puede comprobar facilmente que la condiciéon sobre aj y a;
es suficiente para que A; y A, sean isomorfas. Vamos a demostrar que esta
condicién es necesaria. Con las condiciones que agregamos la demostracion de
este teorema va a ser una version simplificada de la del Teorema 2.4.4.
Fijemos un isomorfismo 1 : A; — A;,. Aplicando la Proposicién 2.5.7, vemos

que existen escalares y1, v2, i, v € k\ O tales que n(hi) =vhi y

(%) obienn(y) = py yn(x) = vx

(4) on(y) = umx yn(x) =vy.
Ahora, de la ecuacién yx = aj(h) in Ay, se sigue que

n(ymn(x) = ai(yihy, v2h2) (2.10)

En el caso (%), vemos que pva;(hy, hy) = aj(yrhy,v2h2) y en el caso () vemos
que puvaz(qrhy, q2hy) = aj(yrhy,v2h). En ambos casos concluimos que a;(h) =
aaq(B1hy, B2h2) como queriamos. O

2.5.2. El caso D = k[h*]

Este caso fue considerado por Bavula y Jordan en su articulo [BJo1]. Ellos
obtienen el siguiente resultado, suponiendo que q no es raiz de la unidad.

Teorema 2.5.11 (Thm 5.2,[BJo1]). Sean 0 # a1, a; € k[h*'], q € k* de orden infinito
y o € Autk[h*'] tal que o(h) = gh. Entonces k[h*'](c, a;) = k[h*'](o, a) si y solo
si az(h) = nh™ag (ph®") para algunos 1, w € k™ y algiin entero m.

En esta seccién vamos a adaptar los métodos que usamos para klh] a este
contexto. El dlgebras de Weyl generalizada cudntica A = A (k[h*'], 5, a) puede
ser presentada por generadores y, h, h™!, x y relaciones

hy = qyh, yx = a(h),
xh = qhx, xy = a(qh),
hh'=hTh=1.

En esta seccién también vamos a restringirnos al caso cudntico. Por eso vamos a
considerar el automorfismo o : k[h*'] — k[h*'] definido por o(h) = gh.

En los trabajos de Bavula y Jordan [BJo1] y Richard y Solotar [RSo6] se puede
observar que el caso en el que h es inversible es mas fdcil que el caso en el que no
lo es. Con nuestro enfoque también se nota esta diferencia. Por ejemplo, vale en
este contexto una versién mas fuerte del Lema 2.3.1:
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Lema 2.5.12. No hay derivaciones localmente nilpotentes no nulas.

Demostracién. Sea d una derivacion localmente nilpotente. Las unidades de A
estan contenidas en ker d: si u es una unidad d(uu="') = d(1) =0 y, como ker d
es factorialmente cerrado, se sigue que u € ker d.

En estas algebras tanto h como h™! son unidades y por lo tanto d(h) = 0,
dh ) =0 y d(yx) = d(a) = 0. Luego yx € ker d y entonces concluimos que
d(y) = d(x) =0, usando de nuevo que ker d es factorialmente cerrado. o

De este lema se sigue, como antes, el siguiente corolario:
Corolario 2.5.13. Las derivaciones localmente finitas son homogéneas de peso 0.

Proposicién 2.5.14. Sean d : A — A una derivacion localmente finita y & = y|¥ —x|X
la derivacion euleriana.
(1) Si a no es un monomio, entonces d es un miiltiplo escalar de &,
(1) Si a = hN es un monomio, entonces d es una combinacion lineal de &, yT =
/A -+ Nx|X.
Todas las derivaciones localmente finitas son diagonalizables en la base de los monomios
estdndar y, en particular, conmutan.

Demostracién. Sea d una derivacién localmente finita. Por el corolario anterior
sabemos que d es homogénea de peso 0 y por lo tanto existen p1, p2 y p3 € k[h*']
tales que d = yp1|¥ + p2|A + p3x|X. En particular d se restringe a k[h*'] y la
restriccion sigue siendo localmente finita. Los polinomios de Laurent admiten
una graduacién tal que [h| =1y [h~!| = —1. Para esta graduacioén se puede usar
la misma idea que usamos en la demostraciéon de la Proposicion 2.5.3: es facil
ver que no hay derivaciones localmente nilpotentes no nulas en k[h*'] y por lo
tanto la restriccién de d a k[h*'] tiene que ser homogénea de grado 0. Esto es lo
mismo que decir que p; es un multiplo escalar de h.

Para probar que p7 y p3 tienen que ser constantes vamos a usar un argumento
similar al que usamos en la demostraciéon de la Proposicién 2.5.3. Consideremos
la sucesién de polinomios de Laurent definida por:

fiy1 = p1fi + pohf]
fo=1,

es claro que vale d'(y) = yf; y por lo tanto el espacio vectorial generado por
{fi}ien tiene que ser de dimension finita. Si p; no es constante, entonces o bien el
término de menor grado de p; tiene grado negativo o bien el término de mayor
grado de p; tiene grado positivo. Los dos casos se tratan de manera similar.
Supongamos que deg_ . p1 > 0, entonces

degméx fi‘” = degméx P11+ degméx fi > degméx fi'
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Esto no puede pasar si el espacio generado por las f; tiene dimensién finita. En el
otro caso la prueba es la misma reemplazando deg_. .. por deg . . Asiconcluimos
que p; es constante y de manera andloga se puede ver que p3 es constante. La
demostracion se termina de la misma manera que la de la Proposicién 2.3.3, con
la diferencia que en este caso N puede ser negativo. [

Si a es un monomio, entonces el dlgebra A es kq [yi], h*1]; esto se sigue de

que a es una unidad de D y por lo tanto x e y también lo son y podemos despejar
x en funcién de h e y. Este dlgebra, llamada el toro cudntico, ha sido ampliamente
estudiada, por ejemplo por Osborn y Passman en [OPg5] donde se describen
sus derivaciones y automorfismos. A partir de ahora nos vamos a restringir al
caso en que a no es un monomio. En este caso, el andlogo de la Proposicién 2.3.5
es inmediato porque, a menos de escalar, hay una tnica derivacién localmente
finita.

El paso que sigue en nuestra técnica es describir como acttia un isomorfismo
sobre los generadores de estas dlgebras. Esto lo llevamos a cabo con la siguiente
proposicion.

Proposicién 2.5.15. Sean A; = A(qy,a1) y Ay = A(qy, a2) dos dlgebras de Weyl
generalizadas cudnticas isomorfas definidas sobre k[h*1]. Supongamos que a; no es un
monomio (y entonces ap tampoco). Si 1 : A1 — Ay es un isomorfismo de dlgebras,
entonces existen vy, u, v € k\ 0,1, s € Zy e € {£1} tales quen(h) =yh®y

(%) o bienn(y) = wyh" yn(x) = vhx

(#) on(y) = pwh™x yn(x) = vyh®.

Demostracién. Sabemos, al igual que en la demostraciéon de la Proposicién 2.4.1
que 1 se restringe a un isomorfismo entre kh*! C A4 y k[h*'] C A,. Como h es
una unidad en los polinomios de Laurent se sigue que n(h) tiene que ser de la
forma yh™. Como ademds h genera k[h*'] se tiene que m = +£1.

Teniendo en cuenta la estructura de grupo abeliano del conjunto de los pesos,
y al igual que antes, vemos que 1n(y) y n(x) tienen pesos 1y —1 en algtn orden.
Estos dos casos se corresponden con los puntos (%) y () del enunciado. Ambos
casos se tratan de manera similar por lo que vamos a hacer en detalle solo uno de
ellos. Supongamos que 1(y) tiene peso 1 y n(x) tiene peso —1. Como 1(y) genera
la componente de peso 1 de A como k[h*']-médulo, se sigue que existen r € Z y
p € k> tales que n(y) = pyh'. De la misma manera, existen s € Z y v € k* tales
que n(x) = vh*x o

Trabajando sobre los polinomios de Laurent aparece un fenémeno que no
habiamos visto antes.

Definicién 2.5.16. Decimos que un polinomio de Laurent a € k[h*'] es simétrico
siexistenl € N,y € ky b € k tales que

sa(h) = hla(yh™).
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Es importante notar que | queda univocamente determinado pero ni 8 ni y
son necesariamente tinicos.

En este punto ya tenemos todos los elementos para demostrar los dos teoremas
principales.

Teorema 2.5.17. Sea A = A(q, a) un dlgebra de Weyl generalizada cudntica definida
sobre k[(h*1], con a = 3 ;. aiht y a; # 0 para todo i # 0. Supongamos que a no es
simétrico. Sean g = ged{i—j : aja; # 0}, Cg C k™ el subgrupo de raices de la unidad
de orden g e iy € I cualquiera. Si (y,u, 1) € Cg x k™ X Z, tenemos un automorfismo
MNy,ur i A — A tal que

T]V/H/T(y) = P“Jhr, Th/,u,r(h) = ‘Yh/ y T]Y/H/T(X) = I.l_LYiOh_TX.

El conjunto G = My ur: (v, 1, 7) € Cg X k* X Z} es un subgrupo de Aut(A) isomorfo

a Cygxk* xZ.
(1) Si q # —1, tenemos de hecho Aut(A) = G.
(1) Si q = —1, hay una sucesion exacta corta de grupos que se parte a derecha

1 — G Aut(A) —=7/27 — 1.

El grupo ciclico Z/ 27 que aparece aqui estd generado por la imagen de la involucion
Q:A — Atal que Q(y) =x, Q(h) =—-hy Q(x) =v.

Demostracién. Mediante un célculo simple se puede verificar que G es un subgru-
po de automorfismos de A.

Sean: A — A un automorfismo. De acuerdo a la Proposicién 2.5.15, existen
Y, 1, vek\O,1r,s€Zye e {£]1}tales quen(h) =yh® y o bien (%) n(y) = uyh'
y n(x) = vh*x o (#) n(y) = ph™x y n(x) = vyh®. En el primer caso, aplicamos 1 a
ambos lados de la igualdad yx = a y vemos que

wvyh™x = a(yhe),

o escrito de otra forma,
wvg " fa(h)h"s = a(yhe).

Como a no es simétrico se sigue que € = 1y que r+ s = 0. Por lo tanto
uv =7,

para todo i tal que a; # 0. Concluimos, al igual que en la demostracién del
Teorema 2.4.2, quen € G.
En el segundo caso, aplicamos 1 a la ecuacién yx = a y vemos que

uvh'xyh® = a(yh®).
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Se sigue que € =1, pues si este no fuera el caso tendriamos que a es simétrico.
Ahora, aplicando 1 a la ecuacién hy = qyh, vemos que

yuh™'x = gyph™xh.

Esto solo es posible si g2 = 1. Por lo tanto terminamos la demostracién de ().
Siguiendo con el caso en el que q? = 1 consideremos la involucién Q que aparece
en el enunciado. Es facil ver que estd bien definida y que n() cae en el primer caso
y por lo tanto Q) € G. Esto termina la demostracién de (i) y del teorema. [

Observacion 2.5.18. Supongamos que a es un polinomio simétrico. Por lo tanto
existenl € N,y € ky d € k tales que

sa(h) = hta(yh™).

Sean N y n los grados maximo y minimo de a. Podemos despejar 1 y obtener
l =n+ N. Ademas para todo i vale:

Sa; = a_iy' (2.11)

Si a es un monomio hay infinitos pares (v, ) que satisfacen estas ecuaciones. Si
no, entonces podemos tomar i = N,n en (2.11) para obtener

dan = anY" y dan = anyN.

Multiplicando estas dos ecuaciones y cancelando aya, vemos que

62 — ,YN+T1'

Reemplazando § = 2™ concluimos que

2
an

De esta tltima ecuacion se sigue que, en este caso, hay solamente finitos pares
(v, 6) que satisfacen la ecuacién (2.11).

Es posible usar estas observaciones para ampliar el Teorema 2.5.17 al caso a
simétrico. El enunciado resultante es considerablemente mas complicado y vamos
a omitir los detalles.

Ahora vamos a demostrar el Teorema 2.5.11 con nuestros métodos. Nuestra
version es mds general pues aceptamos dos dlgebras con distintos q y ademds no
tenemos la restriccién de que q no sea raiz de la unidad.

Teorema 2.5.19. Dos dlgebras de Weyl generalizadas cudnticas Ay = A(qi,a1) y
Ay = Alqy, a) son isomorfas si y sélo si q; € {qq, qﬁ} y existen escalares no nulos
«, B € k y un entero m tales que a;(h) = ch™ay (Bh™h).
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Demostracién. Es facil ver que las condiciones del enunciado son suficientes para
que las 4lgebras sean isomorfas. Vamos a demostrar ahora que también son
necesarias. Supongamos que 1 : A7 — Aj es un isomorfismo. En virtud de la
Proposicion 2.5.15 sabemos que existeny, u, v € k\ 0, 1, s € Zy e € {£1} tales
que n(h) = yh® y o bien (%#) n(y) = pyh" y n(x) = vh®x o (#) n(y) = ph'x y
Nn(x) = vyh®. A raiz de los isomorfismos

wi:A(q,a) 2 A(q, @) y wiA(g,a) = Alg,a(h™))

definidos por

wi(y) =x w2 (y) =x
wi(h) =q'h wy(h) =q !
wi(x) =y wa(x) =y,

podemos suponer que € = 1 y que estamos en el caso (%). Es importante notar
que ambos isomorfismos respetan las condiciones del enunciado. Aplicando 1 a
ambos lados de la ecuacién yx = aj vemos que

Hvyh™*x = a;(vh).
Conmutando x y h™"* en el lado derecho de la ecuacién anterior deducimos que
wvg T ay (W = ay(yh).

De aqui se sigue que a; y a; estdn relacionados como en el enunciado. Para
terminar debemos demostrar que q; € {q1,qf1}. Consideremos la ecuacion
hy = qjyh en A;. Aplicando n concluimos que

h’r‘-i—]

yuhyh' = yuqoyh™' =yugyh™'.

De esta tiltima ecuacién concluimos que q7 = q;. N
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Capitulo 3

Homologia y Cohomologia de
Hochschild

3.1. Introduccién

El objetivo de este Capitulo es calcular la homologia y la cohomologia de
Hochschild de las algebras de Weyl generalizadas cuanticas definidas sobre
k[h]. En esta seccién vamos a repasar algunos de los conceptos y definiciones
mds importantes de la teoria. En la Seccién 3.2 introducimos una herramienta
clave para estudiar el caso q raiz de la unidad y mostramos sus propiedades.
Después, en la Seccién 3.3 encontramos una resolucién proyectiva de bimédulos
que nos permite calcular efectivamente la homologia y la cohomologia en las dos
siguientes secciones.

3.1.1. Definiciones

Fijemos A una k-dlgebra; se define el dlgebra envolvente de A como A @ A°P y
se nota A°. Los médulos (a izquierda) sobre A€ se identifican naturalmente con
los A-bimédulos si definimos a ® b.m = amb.

Para un A-bimédulo M se definen la homologia y la cohomologia de Hochs-
child de A con coeficientes en M como

= HH, (A, M) = TorX" (A, M) y

» HH™(A, M) = Exti.(A, M),
respectivamente. Esta definicion es en termino de funtores derivados. La forma
de calcular la homologia explicitamente es elegir una resolucién proyectiva P, de
A como A-bimdédulo, y entonces

HHp (A, M) = H (P ®ae M).

La teoria de funtores derivados garantiza que esta construccién no depende (a
menos de isomorfismo canénico) de la resolucién elegida. Calculando de esta
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forma se pone de manifiesto la estructura de k-espacio vectorial de HH;, (A, M).
Muchas veces nos va a interesar solamente su dimensién pero algunas veces
vamos a calcular bases explicitas.

La cohomologia se calcula de manera similar pero usando el funtor homae en
lugar del funtor ®ae. En concreto

HH" (A, M) = H, (home (P, M)).

3.1.2. La resolucion bar

Para calcular la homologia y la cohomologia de Hochschild de un &lgebra
A hay una forma estdndar de construir una resolucién proyectiva. Si llamamos
A®M al producto tensorial iterado n veces A ® - -- ® A, la resolucién bar es el
complejo de A-bimédulos B = (B,, be) tal que B, = A ® A®™ ® A. Para describir
b consideramos para cada 0 < i < n la aplicacién k-lineal §; ,, : Bn, — Bn_1 que
verifica

din(a®@ - ®ap1) =ap® -+ ®aiai11 @+ ® anyy

y ponemos

n

bn =) (—1)%in (3.1)

i=0

En general n va a quedar determinado por el contexto: a partir de ahora vamos
a omitirlo en la notacién. Con esta definicién es inmediato verificar que b es
A¢-lineal, mientras que que b? = 0 requiere un poco mas de trabajo. La siguiente
propiedad de d; es facil de demostrar e implica que

b? =0.
Lema 3.1.1. 5i1 < j entonces 5;d; = 6;0; y si i > j entonces 8;d; = 6;0;_1. O

Ahora podemos calcular

n n+tl n i-1 n n+l
2 . .
b = E § (_1)I+J6Ln6j,n+1 § § l ]61 n6] n+1 + E § ]6i,n6j,n+1/
i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=i

usando el lema anterior se ve que ambos sumandos son iguales pero de signos
contrarios: luego se cancelan y b? = 0.
El complejo B es exacto. Hay una homotopia de contraccién s definida por

sn(@® - ®an) =T®a ®- - ang.
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Comprobar que bs + sb = 1 es un célculo directo. De esta forma terminamos
de demostrar que B es una resolucion proyectiva de A como A-bimoédulo. Esta
resolucién se llama resolucién bar.

Vamos a describir una pequefia modificacién de la resolucion bar, que serd
atil mds adelante. Para una k-algebra A, definimos A = A/k. La resolucién bar
normalizada B tiene como médulo en el lugarna A ® AT ®A y los diferenciales
estan dados por (3.1). La demostracién de que B es una resolucién libre de A
como A-bimédulo es completamente anédloga a la que hicimos antes para 5. Un
morfismo k-lineal cualquiera de A en A induce de forma natural un morfismo de
B en B que resulta un cuasi-isomorfismo.

3.1.3. Aplicacion al calculo de 1a homologia y la cohomologia

La resolucién bar se puede usar para calcular la homologia y la cohomologia
de Hochschild de un algebra, aunque esto a menudo no es conveniente porque
la dimensién (como k-espacios vectoriales) de los médulos involucrados crece
exponencialmente.

Para calcular la homologia de un dlgebra A con coeficientes en un A-bimédulo
M usando la resolucién bar hay que calcular la homologia de M ®ae B. Para
cada espacio vectorial V, hay un isomorfismo natural

M@pe AQVRA) =MV

dado por m®ae (b ®v® c) — cmb ®v. Este isomorfismo nos permite identificar
M ®ae B con el complejo bar:

P MRAB L MeARZ Y M A Me

cuyo diferencial b satisface
bMmMea®: - ®ay) =
n—1 )
may ®---®an+Z(—1)lm® QG ®- - ®aiai4] @ - - @ an+
i=1

(1) "aam®a; Q-+ ® an_1. (3.2)

Para la cohomologia hay una versiéon similar de lo anterior basada en el
isomorfismo

hompae(A ®V® A, M) = hom(V, M)

dado por f — f(1 ® —® 1). El complejo bar cohomolégico es

- —=homi (A®3, M) —4 homy (A®2, M) —%- homy (A®T, M) -4~ homy (k, M)
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con el diferencial dado por

dif)(a1 ® - ®an41) =
n
af(@® - @ann)+) (1)@ ®- - ® a6 @ ® angrt
0
(=)™ (a1 ® - ® an)anyr. (3.3)

Es claro que se pueden hacer calculos andlogos usando la resolucién bar
normalizada en vez de la resolucién bar.

La cohomologia de Hochschild codifica mucha informacién de interés. Para
ver esta informacién es conveniente utilizar la resoluciéon bar. Aplicando la
férmula (3.3) podemos darle una interpretacién més concreta a los cociclos en
grados bajos. Recomendamos como referencia para esta parte el Capitulo X del
libro de Mac Lane [ML63].

» Un 0O-cociclo es una funcién lineal w : k — M tal que para todo a € A
vale que d(w)(a) = aw(1) —w(1)a = 0, es decir, w(1) es un elemento de
M sobre el que la accién de A es simétrica. En el caso de M = A esto se
corresponde con ser un elemento central de A. Es fécil ver que vale la
reciproca: a partir de un elemento simétrico m € M se puede obtener un 0-
cociclo definiendo w(1) = m. Como no hay 0-cobordes no nulos concluimos
que HHY(A,M) ={m € M : am = maVa € A}. En particular

HHO(A) = Z(A).

= Un T-cociclo es una funcién k-lineal 6 : A — M tal que d(8)(a®b) =
ad(b) — &6(ab) + &(a)b = O para todo a, b € A. Despejando vemos que
d(ab) = ad(b) 4 d(a)b, es decir, que & es una derivacién de A con valores
en M. Los 1-cobordes son las derivaciones interiores (las de la forma 6(a) =
am —ma para algin m € M). De esta forma concluimos que HH'(A, M) es
isomorfo al espacio de derivaciones con valores en M médulo derivaciones
interiores.

= Un 2-cociclo es una funcién lineal p: A ® A — M que verifica

d(w(a®b®c) =au(b,c)—ulab,c) + u(a, be) —pu(a,b)e =0

para a, by c € A. Decimos que u es un 2-cociclo normalizado si p esta en la
imagen de la inclusién de B en B. Esto es equivalente a pedir que p(a® 1) =
u(l1®a) = 0 para todo a € A. A partir de un 2-cociclo normalizado
podemos dotar a A © M de una estructura de algebra con la siguiente
férmula

(@, m)x (a’,m') = (aa’,am’+ a’'m+ p(a, a’)).
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Notemos que con esta estructura el elemento neutro para el producto es
(1,0) y que M? = 0. Es fdcil ver que la asociatividad del producto * es
equivalente a la condiciéon de cociclo para p. También se puede ver que
cociclos equivalentes dan lugar a extensiones isomorfas y viceversa. De esta
manera vemos que hay una correspondencia entre las clases de HH?(A, M)
y las clases de isomorfismo de estructuras de dlgebra en A & M tales que
M? =0.

= Veamos, por completitud, como surge naturalmente la condicién M? = 0
cuando uno trata de construir la correspondencia inversa. Consideremos
morfismo sobreyectivo de k-adlgebras 7: B — A y llamemos M a su ntcleo.
Claramente M es un ideal bilatero de B, pero nos gustaria dotar a M de
una estructura de A-bimédulo. La opcién natural es definir 7t(x).m = xm,
pero es necesario verificar que esta definicién no depende de la eleccién
de x en la preimagen de m(x). Si m(x) = m(y) y m € M, entonces 0 =
ni(x)m —m(y)m = xm —ym = (x —y)m. Sabemos que x —y € M por eso es
necesario que M? = 0 en B para obtener la buena definicién de la estructura
de M. En este caso M hereda una estructura de A-bimédulo. Veamos como
construir el cociclo correspondiente en HH?(A, M). La sucesion exacta corta
de espacios vectoriales

0O->M—-B—-A—=0 (3-4)

se parte, sea P : A — B una seccién k-lineal. Sabemos que 1 no es necesa-
riamente morfismo de 4lgebras pero P(a, a’) = P(a)Pp(a’) —Pp(aa’) e M
para a, a’ € A. Es un célculo de rutina comprobar que 1 es un 2-cociclo
que, en vista de esta construcciéon, mide la obstrucciéon de que (3.4) se parta.
En particular si (3.4) se parte podemos elegir 1 un morfismo de élgebras y
el cociclo resultante es el cociclo nulo.

3.2. Generalidades

El objetivo de esta seccién es desarrollar algunas herramientas que van a ser
utiles para el calculo de la (co)homologia de Hochschild de A en el caso en el que
el pardmetro ¢ es una raiz de la unidad. Vamos a suponer en toda esta seccion
que éste es el caso. Notamos e al orden multiplicativo de q en k* y recordamos
que S = ker(o—id) = k[h®].

Supongamos que e > 0 y para cada polinomio f € k[h] tal que f(0) # 0
definamos

N (f) = mem(f, o(f), - - - ,cre_](f)) y f= A@

Claramente (N (f)) es un multiplo escalar de N (f); evaluando ambos en 0 vemos
que en realidad son iguales, de manera que N (f) € S. Notemos que hay ejemplos
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con f(0) = 0 donde la conclusién anterior no es valida, por ejemplo para f = hN
se tiene que A (f) = hN y entonces o(N(f)) # N (f) en general.
Nuestro interés en el operador A viene del siguiente resultado:

Proposicion 3.2.1. Sean f, g € k[h] y supongamos que f(0) # 0.
(1) Sifg € S, entonces f | g.
(1) Sige Syf|g, entonces existe s € S tal que g = N (f)s.

Demostracién. Como fg € S, sabemos que o'(fg) = fg y entonces o'(f) | fg para
todo i. El primer punto se sigue ahora de la definiciéon de N (f). El segundo punto
es una consecuencia inmediata del primero. O

Terminamos esta seccién con dos lemas técnicos que seran ttiles en los célculos
de las secciones 3.4y 3.5.

Lema 3.2.2. Sea f € k[h] y supongamos que £(0) # 0 y que q es una raiz de la unidad
de orden e. Si m : k[h] — k[hl/(f) denota la proyeccién canénica, entonces para cada
1 > 0 tenemos
dim 7(h'S) = degTN(f).

Demostracién. Como f(0) # 0, la multiplicacién por mt(h) en k[h]/(f) es un iso-
morfismo. Por lo tanto 7t(h'S) = n(hY)(S) = 7t(S) y es suficiente demostrar el
lema para 1 = 0. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo, en el que los
morfismos que aparecen son los obvios:

Sea G el grupo ciclico de orden e generado por un elemento g € G y dotemos
a k[h] con la accién de G tal que g acttia como 0. Como N (f) es G-invariante
hay una accion inducida en k[h]/ (N (f)). El morfismo 7’ es sobreyectivo y, como
k tiene caracteristica 0, el funtor (—)© que “toma invariantes” es exacto. Por lo
tanto la restriccién de 7’ a los invariantes: (/)¢ : S — (k[h]/ (N (f)))G también
es sobreyectiva.

La situacién es como en el siguiente diagrama conmutativo:
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Para todo s € S tal que 7|s(s) = 0 existe b € k[h] tal que fb =s € S. Se sigue de
la proposicién anterior que b = fs; para algtin s; € S: de esta manera vemos que
s =N (f)s; y que ()G (s) = 0. Como (71/)C es sobreyectiva, esto implica que el
morfismo p es inyectivo y, en consecuencia, que dim7t(S) = dim(k[h]/ (N ()))C.

El conjunto {h': 0 < i < deg N (f)} es una base de k[h]/ (N (f)) que diagonali-
za la accién de G. Ademas, el espacio (k[h]/(N(f)))€ es el autoespacio de g de
autovalor 1. Se sigue que este espacio estd generado por {h*¢ : ie < deg N'(f)} y

por lo tanto dim(k[h]/ (N (f)))¢ = %deg./\/ (f) como queriamos. O

Lema 3.2.3. Sean f € k[h] tal que f(0) # 0, q € k una raiz de la unidad de orden e > 0
y 1 > 0. Consideremos el morfismo S-lineal P¢1 : p € k[h] — (o —q")(fp) € k[hl.
Entonces

cokers = h'S @ k",
donde 1(f) = deg f — L deg N (f).

Demostracion. Descomponemos k(h] =S @ hS - - @ h¢~ 'S como S-médulo. Co-
mo ker(o — q') = h'S, el morfismo ¢ — q' induce un morfismo inyectivo

k[h]/h'S — k[h],

al que vamos a seguir llamando o — q'. Consideremos el siguiente diagrama

k[h] — "~ Kk[h] o' k[h]

k[h]/h'S

Es inmediato comprobar que cokery; = h'S & coker(p o f) pues o — q' es
inyectivo, y, como
k[h] k[h]

~ ~ !
cokerpof = NS - 0 /7t(h S)

con 7t el morfismo definido en el Lema 3.2.2, vemos que dim cokerp o f =n(f). [

Remarcamos que el isomorfismo en el enunciado de este lema es en realidad
un isomorfismo de S-médulos si identificamos el sumando k") con el cociente
k[h]/(h'S + (f)) que aparece en la demostracién.

3.3. Una resolucién proyectiva

El objetivo de esta seccion es construir una resolucién proyectiva de A. Vamos
a hacerlo en dos pasos, usando un &lgebra B; como paso intermedio, como
en [FSSA03].
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3.3.1. Algebras de Smith

Fijemos un polinomio 1 = Y ™ A;H' € k[H], con m > 0 y A,y # 0. Conside-
ramos la k-algebra By, o simplemente B, con generadores Y, H y X sujetos a las
relaciones

HY = qYH, X, Y] =1, XH = qHX.

Esta algebra fue considerada por P.Smith en [Smigo], observando que es en
muchos aspectos similar al algebra envolvente U/ (sl;); llamaremos a este dlgebra
el dlgebra de Smith.

Se puede probar, de forma similar que para las dlgebras de Weyl generalizadas,
que el conjunto {YiHjXk :1,j,k > 0} es una base de B como k-espacio vectorial.
Sea V =kY®kH® kX C B.

Si fijamos [X| = |[Y| = 1 y |[H| = 0 obtenemos una graduacién en TV que
induce una filtracién creciente en B. Vamos a escribir Y, H y X para los sfmbolos
principales de Y, H y X, respectivamente, en B = gr B. Obviamente, V = gr V
estd generado por X, Y y H, y esos elementos son k-linealmente independientes.
Ademas B es la k-dlgebra generada por Y, H y X, con relaciones

HY = qYH, X, Y] =0, XH = qHX.

Para demostrar esto observamos primero que la capa i-ésima de la filtracion de B
estd generada como k-espacio vectorial por los monomios de grado menor o igual
a i de la base que mostramos més arriba. En segundo lugar, notamos que por lo
tanto los monomios de grado i forman una base de FiB/F;_1B como k-espacio
vectorial. En ultimo lugar, concluimos que el morfismo obvio del adlgebra que
describimos por generadores y relaciones a B es un isomorfismo pues manda
una base de la primer algebra en una base de la segunda.
Consideremos ahora complejo de B®-médulos proyectivos

0——B|A®VIB——=B|A?V|B—~B|V|B —~BB—~B (3.5)
con diferenciales dados por

d(1v[1) = 1jv —vI1, Yv eV,

d(THAXI1) = T1X[H — gHIX|T — q[HIX + X[H|T;

d(YAX|T) = 1X[Y = YIX[T = 1YIX + X[Y[T = > [AAHSH[HS

d(1[Y AHT) = 1[H[Y — qY[H|T — q|Y[H + H|Y[T;

d(1Y AHAX) = THAX]Y — qYIHAX|T — qlY AXIH + qHIY A X1
+qlY AHIX — X|Y A H1.
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Recordamos que

Jﬂ&ﬂ: > f(s,t).

s+Ht+1=1
0<s,t

Un célculo de rutina nos muestra que d? = 0.
Las filtraciones en B y V determinan una filtracién en el complejo (3.5), cuyo
complejo graduado asociado es

0—=B| A\’ VB—-B| A’ VIB—4-B|V[B—4-BB—=B

con diferenciales B°-lineales determinados por las condiciones

A =Tv—v1,  WeV;

d(T[HAX|1) = 1)X/H — qH|X|T — q[H|X + XH|1;

(1Y AX[T) = XY = YIX[T = 1]Y|X + X|Y]1;

d(1[Y AH[T) = 1[H|Y — qY[H|1 — q|Y|H + H[Y|T;

A0V AT AXIT) = IHAXY — qVIHAXT — q[Y AXIH + qH[Y AXI1

+qlY AHIX = X|Y AHIT.

Este complejo es exacto. De hecho, hay una homotopia de contraccién B-lineal a
izquierda dada por

s(1) =111;
SOVHXY) = 37 [V IVIV X + 3 YR HHX + 2 [ VXXX
s(IVIV'HX) = o;
s(IAYVHXS = ¥ f,q° VIV AHYHXS
SOXIVHXY) = & [ VIVAXV X + ¥ [,V I HAXA'XS
s(IHAXYHX) = ¥ [.¢° VIV AHAXY X
s(IV AXIV'HXS) = o;
s(1IY AHV'HXS) = o.
Como el complejo graduado asociado del complejo (3.5) es exacto, se sigue

que (3.5) también lo es. Por lo tanto el complejo (3.5) resulta una resolucién
proyectiva de B como B¢-médulo.

3.3.2. El segundo paso

Ahora vamos a construir una resolucién de un algebra de Weyl generalizada
cuantica definida sobre k[h] como bimédulo sobre si misma. Recordemos que
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estas algebras dependen de un polinomio a € k[h] y de un escalar q € k\{0, 1}y
estdn generadas por tres variables y, h y x sujetas a las relaciones

hy = qyh, xh=qhx, yx=a, xy=o(a).

Sea l = o(a) — a; entonces dega > degly l = ZF:O Ahtcon A = (gt — 1) .
Consideramos el dlgebra de Smith B = By que corresponde al polinomio 1 y el
elemento O = YX —a € B. Un célculo simple nos muestra que Q = XY — o(a)
y que Q es central en B. En particular, BO = QB es un ideal bildtero de B y el
cociente B/ QB es isomorfo al dlgebra A via el isomorfismo que manda las clases
de Y, Hy X ay, hy x respectivamente. Vamos a identificar A con este cociente.

Sea t: B — A la proyeccién canénica. Como Q no es un divisor de cero en B
(ya que B es un dominio integro) y Q) es central, el complejo

0—B-5B-"5A—0 (3.6)

es una resolucién proyectiva de A como B-médulo a izquierda y a derecha; el
primer morfismo es la multiplicacién por Q.

La resolucién de B como B-bimédulo que obtuvimos en (3.5) es, en particular,
una resolucién de B como B-médulo a derecha. Por lo tanto, aplicandole el funtor
(—) ®B A obtenemos un complejo

0——=BIA’VIA —4-BIAZVIA —4-BVIA —4-BA 1~ A 0 (3
con diferenciales B ® A°P-lineales dados por

d(1v[1) =1jv—v1, Yv eV,

d(1HAX|1) = 1|X/h — gH|X|1 — gq|H[x + X|H]|T;

d(1Y AXT) = 1[Xly — YIXIT = 1[Ylx + X[Y[1 = X, [ AHSHIRY

d(1IYAH|T) = 1[Hly — qY|H[1 — q[Y|h + H|Y|T;

d(IYAHAX|T) = 1[HA X[y — qY[HAX[1 —qlY AXh + qH[Y A X1+
qlY AHx — X[Y AHIT.

cuya homologia es Tort (B, A). Se sigue que este complejo es de hecho aciclico.
Esto significa que (3.7) es una resolucién proyectiva de A como B-médulo a
izquierda

Podemos construir morfismos de comparacién entre las dos resoluciones (3.6)
y (3.7) de A como B-médulo a izquierda:

0 B—2 .B_T"o A (3.8)

oo, ol )

o =BVA-L.BA LA
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dados por
fo(1) = 1]1; f1(1) = =YIX[T = 1Y+ ¥, [ o HSHIRY
go(Ty'W) = Y'HJ; go(1[Wx*) = HIX¥;
g1(11Yly'h) = o; g1 (1Y[Rx* 1) = —qTHIX*
g1 (1[Hy™W) = 0; g1 (1JHWx*) = 0;
g1 (1Xly"™ W) = —YHJ; g1 (1[X|Wx¥) = 0.

Tenemos dos formas de calcular Torf (A, A): usando las dos resoluciones que
tenemos.

La primera forma es usando (3.6), el cdlculo con esta resolucién es inmediato
porque el tnico diferencial relevante se anula, vemos que

A®gB, p=0;
Torg(A,A) =<¢A®sB, p=1; (3.9)
0, p=>2

La segunda forma es usando el complejo que se obtiene aplicando el funtor
A ®p (—) a la resolucién (3.7), lo que nos da el complejo

0——A| A VIA—L-A| A2 VIA-L = A[VIA-L-A|A (3.10)
con diferenciales A°¢-lineales dados por:

d(1v1) = 1x(v) —t(v)[1,  WYv eV,

d(1JHAX[1) = 1)X|h — gh|X|1 — q|H|x + x[H]|T;

d(1[Y AX[1) = 1[X[y —ylX[T = 1[YIx + x[Y]T = >_; [} A;h*HIRY;

d(11Y AH[T) = 1[Hly — qyIH[T — q[YIh + h|Y[T;

d(TY AHAX|T) = TJHA Xy — qulHAX|T — q]Y AX|h 4 gh]Y A X|1+
qlY AHx —x|Y A HIT.

Sabemos que la homologia de este complejo es isomorfa a Tor(A, A). El iso-
morfismo se puede hacer explicito usando los morfismos de comparacion f, y
ge de (3.8) y de esta forma vemos que la homologia del complejo (3.10) es un
A-moédulo libre generado por las clases de los ciclos 1|1 e A® Ay

yl X +1Ylx— Y [;h* Hh' e AQ VR A,

de grados 0 y 1, respectivamente.
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3.3.3. La resolucion

Ahora consideramos el complejo doble, concentrado en el tercer cuadrante,
Xe,e que mostramos en el siguiente diagrama

AIANSVIA - AIAZVIA -4 AVIA —4- AJA

C

0— AN VIA 4 AIAZVIA —L S AVIA —4 S AJA

Is I I

0

de manera que Xp,q = A|AP"9V|Asi g > 0y X, q = 0 en cualquier otro caso, con
diferenciales horizontales A®-lineales d, de bigrado (—1,0), dados como en (3.10),
y diferenciales verticales 6, de bigrado (0, 1), dados por

5(111) = yIX|T + 1|Y[x — 3_; [;sh°[HIhY
S(IYT) = —ylYAXIT+ X [iiq"h*[Y AHIRY
S(THIT) = TIY A H|x —y|HAX]T;
S(IXIT) = 1Y AXIx — Y [ qg*h*H A X[RY
S(IIY AH|T) =ylY AHAX]T;
SYAXIT) =Y [iaq ThS Y AHAXIRY

(

S(IHAX|T) = T[Y AH A X|x.

Un cdlculo directo muestra que este es de hecho un complejo doble con diferen-
ciales que anticonmutan.

Para calcular la homologia del complejo total Tot X, « podemos usar la suce-
sion espectral E que surge de la filtracion por filas. El diferencial en la primera
péagina E° de esta sucesién espectral es el diferencial horizontal d de Xe., ¥
ademas hemos, esencialmente, calculado su homologia en (3.9). Por lo tanto la
segunda pagina E' de E es, salvo isomorfismo, como en el siguiente diagrama.

o 0 A A
fa
0 0o A A
far
0 0 A A

Las tnicas componentes del diferencial d' de la segunda pégina que podrian

no ser cero son los morfismos dg,’p : E1]o,p — EL p—1, CON P > 1. Pero éstos estan
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inducidos por el diferencial vertical 6 in X,.. Sabemos que E1 b Y E] _; son
A-moédulos libres generados por las clases de 1]1 € X, y w = y|X|1 + 1|Y|x —
> fioqhslHl‘nt € Xp,p—1, respectivamente. En vista de la definicién de 5, como
d! ([111]) = [w] y como d! es A-lineal concluimos que todas las componentes de
d’ que no son trivialmente cero son isomorfismos.

Se sigue que el complejo total Tot X, e es aciclico sobre A con aumentacién
dada por el morfismo de multiplicacién p : Xpp = A® A — Ay, como sus
componentes son A®-moédulos libres, es una resolucién proyectiva de A como
Af-moédulo.

La siguiente observacién es muy importante porque nos permite simplificar
las cuentas de las siguientes dos secciones.

Observacion 3.3.1. Consideramos la graduacién en V que verifica que Y, H y X son
homogéneos de grados 1, 0 y —1, respectivamente. Esta graduacién junto con la
de A por peso inducen una graduacion en el complejo X, o de manera que los
diferenciales son homogéneos. Se sigue que los complejos obtenidos al aplicar
los funtores A ®ae (—) y homae(—, A) que aparecen mds abajo también serdn
graduados por una graduacién natural.

3.4. Homologia de Hochschild

En esta seccién vamos a calcular la homologia de Hochschild de A usando la
resolucién que describimos en la seccién anterior y un argumento de sucesiones
espectrales.

Si aplicamos el funtor A ®ae — a Xo,e € identificamos A ®ae (A ® APV ® A)
con A ® APV de la forma natural, obtenemos un complejo doble tal que la
homologia de su complejo total es HH,(A), la homologia de Hochschild de A
con coeficientes en si misma. El complejo doble que obtenemos es:

0 ANV ANV Lo AV-4 oA

Té T(’) Té Té
0— ANV AN VL AV A

fy Is Is s

con diferenciales dados por

d(ulY) = [y, ul, (3.11a)
d(uH) = [h,u], (3.11b)
d(uwX) =[x, ul, (3.110)
d(ulYAH) = [y, ulgH+ [u, hlglY, (3.11d)
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d(ulY AX) = [y, u]|X + [u, x]IY — YA [;h'uh®[H, (3.11€)
d(uHAX) = [h, ulq[X + [u,x]4[H, (3.11f)
duYAHAX) = [y, ulgHA X+ glw, h][Y AX —[u, x]4[Y A H, (3.118)
y
5(u) = uylX +xuflY — Y ;o [{h'uh®[H, (3.12a)
S(ulY) = —uy[YAX+ Y ;o6 [,q"h'uh®[Y A H, (3.12b)
d(uH) =xu]lY AH—uyHAX, (3.12¢)
S(ulX) = xulY AX =3 ;o4 [q*h'uh’[HAX, (3.12d)
S(WYAH) =uwyl[Y AHAX, (3.12€)
S(WYAX) =Y i f;q Thuh’ [Y AHAX, (3.12f)
S(UHAX) =xulY AHAX. (3.128)

Vamos a llevar a cabo nuestro calculo usando la sucesion E espectral que
surge de la filtracion por filas de este complejo. La graduacion por pesos de Xe o
induce una graduacién en E. Vamos a notar HH4(A)" y E(" a la componente de
peso T en HHe(A) = H(A ®ae Xoo) ¥ E.

3.4.1. Primera pagina

Llamemos X al complejo

0 AL AV L ANV 2L A ARV ——0 (3.13)

graduado de manera que A y A| A>V estén en grados 0 y 3, respectivamente, con
los diferenciales como en (3.12a)—(3. 12g) Es claro que E = Hp_4(X) para todo
q > 0y que los espacios vectoriales E! po pueden 1dent1f1carse con los contcleos
de los diferenciales de X.

Para cada r € Z, sea X" la componente homogénea de X de peso r. En esta
subseccion, vamos a calcular He(X) = P, ¢z He (XM).

Proposicién 3.4.1. Si v € 7 es distinto de 0, entonces el complejo X" es exacto. Por
otro lado, hay isomorfismos de S-mddulos

Hp (X0) = khl/(c), si2<p<3;
0, en otro caso.

Demostracién. Una forma de hacer los calculos es como sigue:

= Siu=pe€ DC((JO), con p € k[h], entonces

5(u) =yo(p)X + o(p)x|]Y — a'pH. (3.14)

Como A es un dominio, se sigue inmediatamente que & es un monomorfis-
mo y que Ho(X©) = 0.
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(0)

= Sea u = pix|Y +p2/H+yp3/X € X;, con py, p2, p3 € k[h]. Sabemos que

8(u) = (pro(a’) + o(p2))XIY AH+ o(a)(p3 —p1)[Y AX
—y(pso(a’) +o(p2))[HAX. (3.15)
Como A es un dominio, vemos que d(u) = 0si y solosi p;1 =p3y p2 =
—o~(p1)a’. Esta descripcién de los ciclos junto con la expresiéon de los
bordes que aparece en (3.14) implican que H;(X(%) = 0.
» Seau=pix[Y ANH+p2lYAX+yp3sHAX € DCEO). Calculando directamente

vemos que

5(u) = (pro(a) + p2o(a’) + o(a)ps)[Y AHAX. (3.16)
Supongamos que u € ker §, de manera que pjo(a) +p20( 'Y+ o(a)p; = 0.
Se sigue inmediatamente que o($)(p1 +p3) = —o(% )pz Como a/cya’/c
son coprimos, existe g € k[h] tal que p; +p3 = —cr( )g y p2 = o(¢)g.

Siv, r € k[h] son tales que g = vo(c)+ 1y degr < degc entonces u es
homélogo a

u—38(07 (p1)IH+yvX) = ro(2)[Y AX —yro(S)HAX.

Concluimos que toda clase de grado 2 en la homologia de X puede
ser representada por un ciclo de la forma ro(g)[Y AX —yro(%- )IH A X con
v € k[h] y degr < degc = M. En vista de la formula (3 15), uno de
estos ciclos es un borde si y solo si es cero y de esta forma vemos que
Hy(X©) = k[h]/(o(c)) = klh/ ().

» Se sigue inmediatamente de (3.16) que S(DCEO)) = o(c)k[h][YAHAX, y
entonces Hs(X(©)) = k[h]/(c).

Fijemos ahora r > 0, y demostremos que el complejo X" es exacto.

= Seau € DC((;), de manera que u = y'p para algtun p € k[h]. Entonces

S(w) =y 0" (@plY —y P ieulilg W IH+y o lp)IX, (3.17)
y Vemos inmediatamente que esto es cero si y solo si p = 0. Por lo tanto
Ho (X)) = 0.

= Seau =y " 'pi[Y+y"palH+y T p3X € Z)Cgr)

S(w) =y (p1 X iililgrh ! + 0 (a)p2) [V A H+
y'(—o (P1)+GTH( Jp3)[Y A X—
Yy (o(p2) + p3Xioiq  ilgh T HAX,

tenemos que u es un ciclo si y solamente si

con p1, p2, p3 € klh]. Como

1Y ieililgh ™ + 0" (a)pa =0,
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o™ (a)ps = o(p1),
o(p2) +p3y g lilgrh =0.

La primer ecuacién se sigue de las otras dos y por lo tanto podemos
descartarla, y ademdas podemos reemplazar las dos restantes por

p2=—0'(p3) X ;ulilgh' T,
p1=0"(a)o ' (p3).

De esta manera obtenemos una descripcién de todos los T-ciclos en X[y,
comparandola con (3.17), vemos que todos los ciclos son bordes: se sigue
que H; (X)) = 0.

= Parau =y ';[YAH+yPIlYAX+y psHAX € X)) con py, pa, p3 €
k[h], tenemos

S(w) =y (o(p1) + p2Yjoiq  Wgrh ™ + 0™ (a)p3) [Y AHAX.

Si u es un ciclo, entonces p; = —o~ (p2 > oiqt] [i]qrhi_] + 0™ (a)p;3), de
manera que, de hecho

w=—8(y" o (p)IY +y 0 (p3)IH).
Se sigue que Hy(X") = 0.

= Para cada p € k[h], tenemos que 5(y™ o' (p)[Y AH) = y"p|Y AHAX. Esto
significa que 8(X}) = X3 y entonces Hiz(X™) = 0. O

En este punto, conocemos la mayor parte de la segunda pégina de nuestra
sucesion espectral:

Corolario 3.4.2. Sea v € Z un peso. Las dimensiones de los espacios vectoriales que
aparecen en las componentes homogéneas de peso r de E' son

M 2?2 2?2 2 o 2?2 2 2
M M 0 0 o 0 o0 0
0
M M 0 0 o o0 o0 o

dependiendo de si v = 0 0 no. Los signos de pregunta corresponden a espacios vectoriales
cuyas dimensiones todavia no conocemos. O
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3.4.2. Segunda pagina

Teniendo en cuenta la forma de E', vemos que E® = E2. La proposiciéon que
sigue calcula esta pdgina, excepto la primera fila, y en el resto de la seccién nos
encargaremos de calcular los pocos espacios vectoriales que restan.

Proposicion 3.4.3. Para cadap > 0, el diferencial d] 5 , = E} 13p El.,, seanula.

En consecuencia, excepto por los espacios vectoriales marcados con signos de interrogacion
en el Corolario 3.4.2, la pdgina E* coincide con la pdgina E'.

Demostracion. Un célculo simple nos muestra que si f € k[h] entonces

A(FIY AHAX) = (LﬂmNmHAX—U—qdﬁhWAH
—1

(3.18)

=8((q =0 )(f)H).
Se sigue que todos los diferenciales d? 5+3,p SON cero, como habiamos afirmado, y
el cdlculo de E* es inmediato excepto por 5%, BT ¥ B O

Corolario 3.4.4. Para todop > 3 y todo v € 7Z hay isomorfismos de S-mddulos

kfhl/(c) sit=0;

HH, (A)) =
P {o si T # 0.

Es interesante observar que este resultado es independiente de q.

Demostracién. De acuerdo con la proposicién y en vista de la forma de la pagina

E' de la sucesién espectral, este corolario es una consecuencia de la convergencia.
O

Para finalizar el cdlculo, necesitamos encargarnos de los lugares en la sucesién
espectral marcados con signos de interrogaciéon en los diagramas del Corola-
rio 3.4.2. Hacemos esto en las siguientes dos proposiciones, primero para peso
cero y luego para los pesos restantes.

Proposicién 3.4.5. Cuando q es una raiz de la unidad, tenemos isomorfismos de S-
modulos

kn(a) sip=0;
HH,(A)O =B = Sasakle), sip=1;
S@ok[h/(c), sip=2

conn(f) = N— % deg NV (f) para f € k[h] como en el Lema 3.2.3. Por otro lado, si q
tiene orden infinito tenemos isomorfismos

kN, sip=0;
HH,,(A)© = B2 = kM gip =1,
kM, sip =2
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()

> . o 1
Demostracion. Durante esta demostracion vamos a escribir E:) o enlugarde E o,

para aligerar la notacién.
Homologia en E},O. Supongamos que u = pix|[Y AH+pal Y AX+yp3[HAX €

Eg/o, con p1, p2, p3 € k[h], vive hasta EZ2, de manera que existe f € k[h] tal que
d(u) = o(f). Esto significa que

o(f) = (1—0)(p2),
—a’f = a0 '(p1 +p3) — qo(a)(pr +p3) —pa(qo(a’) —a’).

Como o es un automorfismo, podemos eliminar f y de esta manera obtenemos la
ecuacion equivalente

ao ' (p1 +p3) — qo(a)(pr +p3) —p2(qo(a’) —a’) = —a’o7 (1= 0)(p2)),
que podemos reescribir, en una manera mas compacta, como
(1—qo)(ao ' (p1+p3)+a’c ' (p2)) = 0. (3.19)

Vamos a necesitar considerar dos casos separadamente, porque el resultado
depende de si q es 0 no una raiz de la unidad.
* Supongamos primero que q no es una raiz de 1. En este caso el morfismo
1 — qo es un monomorfismo, de manera que (3.19) es equivalente a

ac” (p1+p3)+a’c (py) =0.
Se sigue que existe g € k[h] tal que
)g.

P2 =—0(%)g, P1+p3 = of

olo

a
C

Sean b y v € k[h] tales que g = bo(c) + 1 con degr < degc. Entonces u es
homoélogo a

w+8(yblX — o7 (p1)IH) = ()Y AX +yo(E)rHAX,

y vemos que todas las clases de la homologia en E3 , pueden ser representa-
das por un ciclo de la forma

0‘(%)1‘|Y/\X—|—y0‘(%/)1‘|H/\X (3.20)

con v € k[h] y degr < M = degc. Reciprocamente, cada elemento de esta
forma sobrevive hasta E2.

Usando (3.18) vemos que la imagen de d contiene a la imagen de 6. Por
otro lado, el coeficiente de Y /A X en cualquier elemento no nulo de B(DCEO))
es un multiplo no nulo de o(a) y, en particular, tiene grado como minimo
N: comparando esto con (3.20) vemos que u no estd en la imagen de 9.

Podemos concluir que estos elementos no son cero en E2, de manera que
dimE3, = M.
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* Supongamos ahora que q es una raiz de 1. En este caso la condicién (3.19) es
equivalente a la existencia de un polinomio singular s € S tal que

ao ' (p1+p3) +a’c (p2) =R s (3.21)

Como a(0) # 0, c divide a s y se sigue de la Proposicién 3.2.1(ii) que existe
s1 € S tal que s = N(c)sg.

Sean «, B € k[h] tales que {o+ %,ﬁ = 1, cada soluciéon de la ecua-
cion (3.21) es de la forma

p3 =o(h®esja+ Lg) —py,
p2=c(h®'es;p—4g)

para algin g € k[h]. Sean b, r € k[h] tales que g = bc+ 1 y degr < M.
Sin cambiar su clase en E?, podemos reemplazar u por u — §(o(py)H—
yo(b)[X), y entonces vemos que podemos suponer que

u=o(h®'cs1p — Y AX +yo(h*'esja+ %/r)IH/\X. (3.22)

Si u representa a la clase nula en E', entonces existen vy, vy, v3 € k[h] tales
que

u = d(vix|Y +v2[H +yv3|X)
= (vio(a') + o(v2))xIY AH + o(a)(v; —vi)[YAX
—y(vzo(a') + o(vy)[HAX.
Igualando los coeficientes y eliminando v,, vemos que
ao (v —v;) =h¢cs B — ar,
—a’o vz —vi) =h*Tesja+ %/T.

Podemos ahora despejar primero s; y después 1, vemos que u tiene que ser
0.

Comprobemos ahora que u representa un elemento no nulo de E2. En
efecto, si existe p € k[h] tal que

uw=d(plY AHAX) =y(1—qo)(p)HAX — (1—qo)(p)x]Y A H,
entonces necesariamente tenemos que (T—qo)(p)=0 y que
T = he_]681 3,

r=—h®Cs1cx

a olg

ol

Resolviendo estas ecuaciones para despejar sj y 1, usando la manera en que

elegimos a y B y usando por tltimo que h®~'¢ # 0, vemos que s; =1 = 0.
De esta manera concluimos que cada elemento de E%,o puede ser re-

presentado de manera tinica por un ciclo de la forma (3.22). En particular

tenemos un isomorfismo de espacios vectoriales E3 , = S @ k[h]/(c).
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Homologia en E},O. Sea u = pix|[Y +p2[H+yp3lX € E?lo, con p1, p2, p3 € klhl,
un elemento que sobrevive hasta EZ. Como u es homologo a u — S(o 1 (p1)) =
(p2+a’o p1))H+y(ps —p1)IX, podemos suponer que p; = 0.

Si u es un borde, de manera que u = d(f1x[Y AH+ Y AX +yf3lHAX) +
d(f4), para f; € kl[h], podemos mirar el coeficiente de Y en ambos lados de esta
igualdad y encontrar que (1 — 0)(f;) + o(p4) = 0. Esto implica que p3 = 0y que
P2 € (1—qo)((c)). Por otro lado, como

d(u) = o(a)ps —ao ' (p3) = (60— 1)(ac ' (p3)) =0, (3.23)

vemos que ac” (p3) € S.

* Supongamos primero que q es una raiz 1. Entonces, de acuerdo con la
Proposicién 3.2.1, p3 = o(a)s para algin s € S, y por lo tanto tenemos que
u = p2|H +yo(a)s|X. Teniendo en cuenta la descripcién de los bordes que
dimos maés arriba, concluimos que

k[h]
(1—=qo)((c))

El Lema 3.2.3 dice que el primer sumando es isomorfo a k"(¢) & S.

* Supongamos ahora que q no es una raiz de 1. En este caso, como a no
es constante, la ecuacién (3.23) implica que p3 = 0. Usando de nuevo la
descripcién de los ciclos vemos que

Efy = H & yo(a)S|X.

kh]
(1—qo)((c))

un espacio vectorial de dimensién M.

Ile

ETq H,

Homologia en E(]),o- Tenemos que calcular el conticleo del morfismo d : AV — A.
Desarrollando explicitamente las férmulas (3.11a), (3.11b) y (3.11c) vemos que la
imagen de d coincide con la imagen del morfismo P, : f € klh] — (o —1)(af) €
k[h] que aparece en el Lema 3.2.3. Si q no es una raiz de la unidad, es claro
que las clases de 1, ..., hN~! generan libremente coker,o, de manera que
dim E%,o = N. Por otro lado, si q es raiz de la unidad, entonces el Lema 3.2.3
nos dice que la dimensién del contcleo de 1V, o, que coincide con la de E(z),o, es

n(a) =N—1ldegN(a). u

Proposicion 3.4.6. Sea r # 0. Dependiendo de si v es reqular o no, hay isomorfismos de
S-mddulos

S, sip=0;
HHP(A)[” =~ Eé%) =<k, sip=1;
0, sip=2.
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0
S, sip=0;

HH, (A =B =SS, sip=1;

S, sip=2.

Demostracion. Por simetria, podemos considerar solamente el caso donde r > 0.

Homologia en E](T). Sea u € EO(T) un elemento que representa un ciclo en E'. Se
g 2,0 2,0 q p

sigue que u =y " 'p1[Y AH +y 2l Y AX +y ™ Tp3/H A X con p1, 2, p3 € k[h]. Sin
perder generalidad, podemos suponer que p; = p3 = 0; en efecto si este no es el

caso podemos reemplazar u por
w8 (y o (Y +y"o (pa)H)
sin cambiar la clase de u en E'. Calculando, vemos que

d(w) =y (1 — q")p1hlY +y"(p1 — qol(p1))IH. (3-24)

Comparando con la ecuacién (3.12a) vemos, como d(u) estd en la imagen de 9,
que (1 —q")p1 =0y p1 —qo(p1) =0.5i r es un peso regular, se sigue que p; =0

2 . . . . .
y luego Ez((;) = 0. Por otro lado, si r es singular, estas ecuaciones se satisfacen si y

solo si p; € h®7'S: en este caso tenemos que Eé(g) =he18.

Homologia en E}S). Sea u = Yy 'p1|Y +y"paH +yHp;3X € E?S), con p1, P2,

p3 € k[h], un elemento que sobrevive hasta la pagina E?. Reemplazando u por
u—>5(y o (p3)), podemos suponer que p3 = 0, de manera que

d(u) =y"(p1 —o(p1) +(q"—1)hpy) =0. (3-25)

Supongamos que 1 es singular. Se sigue que p; € S; mds aun, en vista de la
férmula (3.24), podemos reducir p, médulo la imagen de 1 — qo, de manera que
podemos suponer que p; € h®~'S. De las ecuaciones (3.11d), (3.11e), (3.11f) y
(3.12a) vemos que u no es un borde y concluimos que Ei(g )~ $& S en este caso,
generado libremente como S-médulo por las clases de y™ 'Y y y"he~1|H.

Finalmente, supongamos que 1 es regular. Usando de nuevo (3.24), vemos
que ahora podemos reemplazar u por un elemento homoélogo de la misma forma
pero ahora con p; € k y entonces, por causa de (3.25), debemos tener p, = 0.
De esta manera, vemos que u tiene que ser un mdltiplo escalar de y™'|Y. Si un
elemento de este tipo es un borde, podemos mirar el termino constante en las
férmulas (3.11d), (3.11€), (3.11f) y (3.12a), para concluir que u es cero, y por lo
tanto Ei%) tiene dimensién 1.

Homologia en Eg)(g). Seau=y'p € Eg(g] . Podemos sumarle a u elementos en la

imagen de d sin cambiar su clase en la homologia; haciéndolo, podemos suponer
que p € S. Més atin, en este caso u no estd en la imagen de d: esto significa que

EZ),(S) = §, generado libremente por la clase de 1. O
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El siguiente teorema resume todo lo que demostramos en esta seccion.

Teorema 3.4.7. Sea A = A(0q, a) un dlgebra de Weyl generalizada cudntica tal que
a(0) # 0. Supongamos primero que q € k™ no es una raiz de 1. Entonces

(kN @ Pk sip=0
TEZ\O
HH,(A) =< kM @ Pk sip=1;
TEZ\O
kM, sip > 2.
Si en cambio q es raiz de la unidad, entonces
k") g P S, sip=0;
T€Z\0
Ko @ (kh/(h)e @S sip=1,
HHp(A) = TEZ\eZ reeZ
kihl/(c)® @ S, sip=2
reeZ
k[hl/(c), sip>3;

\
donde N = dega, M = deg(a, a’) y para un polinomio f € k[hl, escribimos n(f) =
degf — ]E deg N (f) con N el operador definido en la Seccién 3.2.

3.5. Cohomologia de Hochschild

En esta seccién vamos a calcular la cohomologia de Hochschild de A usan-
do, como antes, una sucesién espectral. Escribimos V = homy(V, k), y elegi-
mos {¥,A, X} la base de V dual a {Y,H,X}. Identificamos en la forma usual
homy (AP V, k) con AP V. Aplicando el funtor homae(—, A) a la resolucién que
construimos en 3.3.3 obtenemos un complejo doble cuya homologia es la cohomo-
logia de Hochschild HH®*(A) de A. Después de identificar homae(A| AP V|A, A)
con A| AP V en la forma natural, este complejo doble es

0 ANV AINVL _APL A
lé 5 b
0—LAIN VL AINV-L AL A

oo L I

con diferenciales dados por

d(w) = hw, yl|Y + [u, WA + [, x][K; (3.26a)
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dw?) = (hulgl Y AR — R, XY AK; (3.26b)
d(uA) = [, ulgAAR = Z A Ruht Y AR+ [, ylgl Y AR; (3.260)
d(wX) = [, K AAR+ R, ylIY AKX, (3.26d)
dWYAR) = —[x, ulgl Y AAAK; (3.26€)
duY AX) = qlh, u] IWARAK; (3.26f)
duAAKX) = [u, ylg JJYARAK (3.268)
y
§(ul¥) = ux; (3.27a)
S(uf) =-, o f;h*uht (3.27b)
S(ulX) =yu; (3-270)
SV A ﬂ =>4, q‘hsuh'|y +ux|A; (3.27d)
SWYAX) = ux|X — yul? (3.27€)
S(WANAX) = —yulA — ¥ o[, q*hSuht[X; (3.27f)
SWYARAAX) =ux]AAK+ >, g ThSuR Y AKX +yulY AR (3.279)

Vamos a considerar la sucesion espectral E que surge de la filtracién del complejo
doble por columnas.
3.5.1. Primera pagina

En esta seccién tratamos con la primera pagina de la sucesién espectral. Sea Y
el complejo

0—=AIN VLo ANV 2o AV A (3.28)

con diferenciales como los de (3.27a)—(3.27g). De la misma manera que antes,
tenemos que EY'? = HP~4(Y) para todo q > 0 y los espacios vectoriales Eﬁ”o son
isomorfos a los ntcleos de los diferenciales de Y. Para cada r € Z denotamos
Y a la componente de peso 1 de Y, y extendemos esta notacién a los objetos
relacionados.

Proposicion 3.5.1. Si v € Z es no nulo, entonces el complejo Y, es exacto. Por otro
lado hay isomorfismos de S-médulos

kfhl/(c), si0<p<1;

0, en otro caso.

Demostracion. Calculemos los grupos de cohomologia relevantes.
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m Siu= pl?/\ﬂ/\ﬁ € Hf’o) con p € k[h], entonces
5(u) = pxAAR +po(a)[Y AX+yp|Y AR. (3.29)

Es claro que H3(‘g}(0)) =0.
n Seau =ypi[YAR+plY AR+psxAAK € %%0) con p1, p2, p3 € klhl. Se
puede ver que

5(uw) =y(pro(a’) —p)I¥+ (ao ' (p1 —p3))A+ (—p3o(a’) +p2)xIK. (3.30)

En particular, si u es un ciclo, p = o(a’)p; y p3 = p;. Comparando
con la expresion (3.29) para 2-bordes en Y, vemos inmediatamente que
H? (Y1) = 0.

= Finalmente, sea u = yp1|Y + p2/A + p3xIX € Hgo), con p1, p2, p3 € k[h], un

1-ciclo. Como podemos reemplazar u por u+ 8(p; IA) sin cambiar la clase
de homologia que representa, podemos suponer que p; = 0, y entonces
§(u) = ao~ ' (p3) —pra’ =0.Se sigue que existe g € k[h] tal que p3 = G(%/g)
y P2 = ¢g.Sean b, r € k[h] tales que g = bc + 1y degr < M. Entonces

u+8(c(0)xAAX) = 4r[A + o(Lr)xIR.

Esto significa que todas las clases en H' (Y(0)) pueden ser representadas por
un elemento de la forma %Tlﬂ + G(%/r)xlfz cont € k(h] y degr < M y, mas
aun, un elemento de esta forma representa a la clase nula solamente cuando
es cero: esto se deduce mirando el grado del coeficiente de A que aparece
en la férmula (3.30) para 1-bordes. Reciprocamente, cada elemento de esa
forma es un ciclo. Concluimos que H! (%}(0)) = k[h]/(c).

n Siu=ypi[Y+palA+p3xX e HEO), con p1, p2, p3 € klh], entonces d(u) =

ac~ ! (p1 +p3) —p2a’, de manera que HO(H(O)) =khl/(c).

Falta comprobar, en estos tltimos dos items, que los isomorfismos obtenidos
son S-lineales: esto se puede hacer inspeccionando con més detalle los célculos
pero aqui lo omitiremos.

Fijemos ahora un peso r > 0.

= Siu=y"plY ARAKX € H?r), con p € k[h], entonces

d(u) = y”]p!? AR+ yrpzioqqi_1 [i]qrhi_] AKX+ yT_l ac” (p) AAK.

(3:31)

Mirando el coeficiente de ¥ A A vemos que u es un ciclo si y solo si u es
cero y entonces H3(Y ;) = 0.

= Seauw =y " '[P AR+ y PV AR+y" Tps[AAR € Y2, con py, pa, p3 €
k[h]. Como
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S(w) =y M p1 Y uq g ht T —p2)l¥ +y (a0 (pr) —p3)IA
+y" (a0 (p2) —paX i lilgrht T IX,

es facil ver que u es un ciclo si y solo si
p2=p1) g [lght,
i
p3 = a0 (p1),

y en este caso, de acuerdo a (3.31), tenemos que u = 6(yrp1|V/\ AAX).
Concluimos que HZ(H(T)) =0.

m Sea u = yr“pﬂ?—kyrpz!ﬂ +yT_]p3|52 € ‘Agr), con p1, P2, p3 € k[h] un 1-
ciclo. Sin cambiar su clase en la homologia, podemos reemplazar u por
u+o(y"ps Y AKX +y“1pz!ﬂ/\ﬁ), y luego podemos suponer que p; = p; =0.
En este caso 5(u) = y"p3, y vemos que u = 0. Se sigue que H' (Y,)) = 0.

= Finalmente, para cada p € k[h], 5(y™'p|X) = y"p, de manera que 5(%)) =

Yt y o) =0. 0

Corolario 3.5.2. Si v € Z, las dimensiones de los espacios vectoriales que aparecen en la
componente Eq de Eq son, dependiendo de sir =001 # 0,

o 2 2 72 o 2 2 7
O 0 M M o 0 0 0
0
O 0 M M o o0 0 o0

respectivamente. Los signos de pregunta denotan espacios vectoriales para los cuales no
conocemos todavia la dimension.

Demostracién. Se sigue de la proposicién y de los isomorfismos E?ES) = HPT9(Y ).

]

3.5.2. Segunda pagina

Proposicion 3.5.3. Para cada p > 0, el diferencial d}P : EVP — E‘f“'p se anula. La
pdgina Eo, entonces coincide con la By, excepto con los lugares marcados con signos de
pregunta en los diagramas del Corolario 3.5.2, y tenemos

k[hl/(c), sit=0;

A = {o, siT A0,
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Demostracién. El conjunto de clases de homologia de elementos de la forma
{h':0 < 1< M} es una base del espacio E}"?, y

d(hY) = (¢' = yh'I¥ — (q' = R = 8(—(q' — R T AXK).

Se sigue que di’P es de hecho cero, como afirmamos. El resto de la proposicion
es consecuencia del hecho de que la sucesion espectral E converge a HH®*(A). [

Proposicién 3.5.4. Si q es una raiz de la unidad, entonces
S, sip=0;

EE{O]% SaS, sip=1;
S @kﬂ(a/c), Slp = 2,

donde, como en el Lema 3.2.3,n(a/c) = N—M—deg N (a/c)/e, y si q tiene orden
infinito,

k, sip=0;

0 ~ .
EE(O] =<k, sip=1;
KN-M, sip =2.

Demostracion. Durante esta prueba vamos a escribir E}'? en vez de Ef(’g) por
simplicidad.
Homologia en E?’O. Siu=pec E?’O, para p € k[h], tenemos que

d(p) =y(o(p) —p)IY — (o(p) —p)xIX. (3-32)

Se sigue que E?’O =ker(c—1)=S8.

Homologia en E}’O. Si u € E!P, existen p1, P2 € kih] tales que u = ypq|V +
%pzlﬂ + (O‘(%pz) —p1)x|X; esto es una consecuencia de las férmulas (3.27a),
(3.27b) y (3.27¢) usando el mismo razonamiento que en el tercer paso de la
prueba de la Proposicién 3.5.1. Mds atn, existen s; € S y b € k[h] tales que
p1 = s1+ (0 —1)(b) y podemos reemplazar u por u— d(b) de manera que, al
final, podemos suponer que p; = s1 € S. En este caso, u es un borde si y solo si es
cero: esto se sigue de comparar los coeficientes de ¥ en u y en (3.32). Calculando
vemos que

d(w) = (0= q)(Ep)x AN K +y(o—q)(¢p2) Y AR
+ ((0=1)(%p;) — &pa(qo(a’) —a)) [T AR
Si d(u) =0, entonces (0 —q)(¢p2) =0y ¢p2 € hS; reciprocamente, si ¢p; € hS,

entonces u es un ciclo. Vamos a considerar dos casos por separado, de acuerdo a
si q es una raiz de la unidad o no.
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* Supongamos primero que q 10 es una raiz de 1. Como ¢p2 € h§y S =Kk,
entonces p; € k. Evaluando ¢p; en cero, y usando la hipétesis a(0) # 0,
vemos que p; = 0. En este caso, entonces, u es un multiplo escalar de
y!? —x|X. Como todos los mdultiplos no nulos son ciclos y no son bordes,
concluimos que E;’O tiene dimension uno y estd generado por la clase de
y ¥ —x[X.

e Supongamos ahora que q es una raiz de 1. Como h { a, debemos tener que
h|pyy 5 € S. Entonces existe, por la Proposicién 3.2.1(i), s; € S tal

que py = hsz@. Esto nos da una descripciéon de la homologia: es el S-
médulo libre de rango 2 generado por las clases de y[¥ —x|[X y M(2)h/A +

G(%lgh)xlfz.

Homologia en E%’O. Sea u € E%’O, de manera que u € Eé’o y 6(u) = 0. En vista
de (3.30), existe p € k[h] tal que u=yp|[Y AA +po(a’)[YAX+px[AAK.

El elemento u es un borde si existen f;, f; € k[h] tales que u = d(yf; ¥+
%leﬂ + (O‘(%/fz) — 1)xIX) o, haciéndolo explicito,

P= (G_q)(%fZ)/
Jp = Dq(%9;) — &f;(qo(a’) —a’).

Q
o

La segunda ecuacién se deduce de la primera, y entonces concluimos que u es
un borde si y solo si p € im, /.1 con ;. definido como en el Lema 3.2.3. En
otras palabras hay un isomorfismo E%’O = coker . 1. Tenemos dos casos:

* Supongamos primero que q no es una raiz de 1. Si deg(3) > 1, entonces
degq/c1(f) = deg($) + deg(f) para f € k[h] \ 0. Se sigue entonces que
coker .1 es generado por las clases de 1, h, ..., hN"M=T porque im . ;
estd generada por un conjunto de polinomios de cada grado mayor o igual a
N — M. Concluimos que dim(coker({y/.1)) = N —M.

Por otro lado, si deg(¢) = 1, tenemos deg{,,.1(f) = T+ deg(f) para
todos los f € k[h] no constantes y deg,/.1(f) = 0 para f € k\ 0, de
manera que el contcleo estd generado por la clase de h. En particular,
dim coker(Pg/.1) =1=N—-M.

* Supongamos ahora que q es una raiz de 1. La dimensién de coker{, /. la
determinamos en el Lema 3.2.3, de manera que la dimensién de Eé'(%) es

n(a/c), como afirmamos en el enunciado de esta proposicion. O

Corolario 3.5.5. Si q es una raiz de la unidad, hay isomorfismos de S-médulos

S, sip=20;
HHP(A)) = (S @S, sip=1;
S ok"/I) @ kMl/(c), sip=2.
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Si, por otro lado, q tiene orden infinito,

k, sip=20;
HHP(A)(O) = ]k, Sip = 1,’
KN-MpkM, sip=2.

Demostracion. Se sigue de la proposiciéon y de la convergencia de la sucesién
espectral. N

Observacion 3.5.6. En el cdlculo de la cohomologia de Hochschild el hecho que
a(0) # 0 se usa solamente en la demostracién de la Proposicién 3.5.4. En el caso
cuando g no es una raiz de 1, usando un razonamiento andlogo se puede probar
quesia(0) =0y a # hN vale el mismo resultado. Si en cambio a = h™ entonces

k, sip=0;

0 ~ .
EE(O) = (k?, sip=1;
KN-M+T - sip = 2.

Por otro lado, si q es una raiz de 1 entonces

S, sip=0;
EEEO)% SPHS, sip=1;
S @ kﬂ(a/(Ch))+1 Si p — 2

Esta diferencia es de esperar porque, por ejemplo, cuando a = hN hay gradua-
ciones en A tales que degh = 1y degx +degy = N. La derivacién euleriana
inducida por alguna de estas graduaciones es una clase no nula en HH'(A), que
no es cohomologa a la inducida por el peso.

El célculo de la cohomologia en el caso a(0) = 0 y q raiz de la unidad se
puede llevar a cabo modificando el anélisis de la Seccién 3.2 teniendo en cuenta
que alcanza con tratar el caso de polinomios con raices simples pues a/c siempre
es asi.

Proposicion 3.5.7. Sea v # 0. De acuerdo a si r es regular o no, hay isomorfismos de
S-médulos

0, sip=0;
0 ~ .

E‘Z’(T): 0, sip=1;

0, sip=2
0

S, sip=0;

EEES)% SaS, sip=1;
S, sip=2.
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Demostraciéon. Homologia en E?’m. Sea u € Eg’(?), de forma que u = y'p para
algun p € k[h]. Como

d(uw) =y (alp) =)V + (1 — q")phlA+y" ' (ac™ (p) — "(@)p)IX, (3.33)

u es un ciclo no nulo si y solo si v es un peso singulary p € S.

Homologia en E]'(?). Siue E}’g], entonces existen p1, p2, p3 € klh] tales que

u=y" |V +y"palA 4y Tp3IX y 8(u) = 0. Esta condicién implica inmediata-
mente, usando (3.27a), (3.27b) y (3.27¢), que p3 = p2 ) ; oci[i]qrhi_1 —ao ' (p1).
Supongamos ahora que d(u) = 0.

e Sir es regular, podemos reemplazar 1 por u— d((1—q") "'y (p2 —p2(0))/h)
sin cambiar su clase en la homologia, y esto se reduce a suponer inicialmente
que p; € k. En ese caso, es facil ver que el coeficiente de YAHAen d(u) es
y*(q(q"—Dhp; + (1 —q)p2) =0 y, entonces, p1 = pz = 0. Similarmente,
mirando el coeficiente de A A X, se puede concluir que p3 = 0.

* Si r es singular, existen b € k[h] y s; € S tales que p; = o(b) —b +s3;
reemplazando u por u— d(y'b), lo que podemos hacer sin cambiar la clase
de u en la homologia, podemos suponer que p; = s7 € S. Calculando, vemos
que

du) =y (o—q)(p2)IY AR +y o(a) (o —q)(p2) Y AR
+y alo—q) (o (p))AAK,

y es claro que esta expresion se anula exactamente cuando p, € hS. Vemos
que cada elemento de E;’g] se puede representar por un elemento en el
S-submoédulo generado por los elementos

y Y —yalX y"hA+yTa'hR.

Comparando con (3.33), es facil ver que este submédulo no contiene bordes
no nulos. Luego E;’(?) es libre como S-médulo de rango 2.
Homologia en Eﬁ%. Seau=y" PV AA+ypAY AKX +yTpsANAR € E%’(?).

* Sires regular, sea by = (pi —pi(0))(q(q" — Hh)™! para i € {1,3}. Podemos
reemplazar u por u— d(b;[¥ 4 b3/X), y una cuenta usando (3.26b) y (3.26d)
nos muestra que esto significa que podemos suponer que p1, p3 € k. Usando
ahora (3.27d), (3.27e) y (3.27f), vemos facilmente que 8(u) = 0 si y solo si
u = 0. Se sigue que en este caso E%’(O =0.

r)
* Para finalizar, supongamos a continuacién que 1 es singular. Como

§(uw) =y (o(a)p1 —p2)IY +y"(ac™ (p1) —p3)IA
+y" (a0 (p2) —a'p3)IX =0,
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vemos que p3 = ao ' (p1) y p2 = 0o(a’)p;.Sib € k[h] y s € S son tales que
p1 = o(b) — gb + hs, podemos reemplazar u por u— d(yrblﬂ +yT_1ba’|X),
que es

Yy Ths Y AA+y o(a)hs VAKX +y g Tahs;[AA K

sin cambiar su clase en E%’g). Ningtn elemento de esta forma esta en la

imagen de d, como uno puede ver mirando el coeficiente de YARAen (3.26b),
(3.26¢) y (3.26d) y entonces podemos concluir que E%’(?) es un S-modulo libre
generado por la clase de y™"h|Y AR +yTo(a’ )WY AKX +y™ g Tah|AA K.

O
Podemos resumir todos los resultados de la seccion en el siguiente teorema.

Teorema 3.5.8. Sea A = A(o0q, a) un dlgebra de Weyl generalizada cudntica tal que
a(0) # 0. Si q no es una raiz de la unidad, entonces

k sip=0,1;
HHP(A) = (kN sip =2;
kM sip >3

Cuando q es raiz de la unidad, se tiene que

@S sip=0;

rceZ
GB S? sip=1;
HHP(A) = { reez

K" pkhl/ () P S sip=2
rceZ

k[hl/(c) sip > 3.

donde, para un polinomio f € k[hl, escribimos n(f) = degf — ]Edegj\/ (f). En este
teorema N es el operador definido en la Seccién 3.2, N = dega, ¢ = (q,a’) y M =
degc.



Capitulo 4

Estructura de la cohomologia y
deformaciones

4.1. Introduccién

En este capitulo vamos a describir la estructura multiplicativa de la cohomo-
logia de Hochschild de las dlgebras de Weyl generalizadas cuédnticas definidas
sobre k[h]. Para llevar eso a cabo también calculamos morfismos de comparacién
entre la resolucién que construimos en el Capfitulo 3 y la resolucién bar normali-
zada. Ademds usamos los morfismos de comparacion y el lema del diamante de
Bergman para describir explicitamente algunas deformaciones de estas dlgebras
(en el sentido de Gerstenhaber).

Con la técnica que usamos fuimos capaces de describir completamente el
producto cup en el caso de dimensién global finita. La complejidad computacional
necesaria para calcular los morfismos de comparacién hace que este enfoque
sea inviable en el caso de dimensién global infinita. Para atacar esta dificultad
usamos la sucesién espectral de cambio de anillo como hace Suérez-Alvarez
en [SA]. De esta forma podemos reducir el calculo del producto cup a un célculo
en dimension finita.

Todas las deformaciones que pudimos describir estdn definidas sobre k[h].
Hay algunos cociclos que no pudimos asociar a deformaciones y creemos que
dichos cociclos corresponden a deformaciones que no estan definidas sobre k[h].
Para encarar este problema es necesario estudiar la topologia t-ddica que aparece.
No pudimos estudiarla en esta tesis pero tenemos pensado hacerlo en el futuro.

4.2. El producto cup

En esta seccién vamos a empezar a describir la estructura de algebra de la
cohomologia de Hochschild de las dlgebras de Weyl generalizadas cuanticas

61
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definidas sobre k[h].

Cuando a tiene raices simples y q no es raiz de la unidad la estructura es
mucho mas simple. Ese es el caso que vamos a tratar en esta seccion. Sabemos
que HHY(A) = 0, para todo i > 3. En el Capitulo 3 probamos que:

k, sip=0;
HHP(A) = { k, sip=1; (4.1)
KN-MgpKkM, sip=2.

Para calcular el producto cup y para trabajar, més adelante, con las deformaciones
necesitamos cociclos cuyas clases formen una base como k-espacio vectorial de
la cohomologia. Esta informacién se puede recuperar analizando en detalle las
demostraciones del Capitulo 3.

Consideremos para cada p € k[h] los cociclos

u, = yplY AR +po(a [P AR +pxAAK (4.2)

vy =p—(o—id)(p)I?AR (43)

En la siguiente proposicién describimos la estructura de espacio vectorial de la
cohomologia.

Proposicion 4.2.1. Las siguientes clases forman una base como k-espacio vectorial de la
cohomologia de Hochschild de A en el caso en que a tiene raices simples y q no es raiz de
la unidad.
» Laclase de 1 € A es una base de HHO(A).
» La clase de la derivacion euleriana & = yl? — x|X es una base de HH'(A).
» SiN # M-+ 1, las clases de w, para p = 1,h, - - -, WN"M=T forman una base del
primer sumando directo de HHZ?(A). Cuando N = M + 1, la clase de uy, es una
base del primer sumando directo de HH?(A) en (4.1).
= Las clases de vy, parap = 1,h, - -+ ,hM= forman una base del sequndo sumando
directo de HHZ(A).
O

Ahora ya tenemos toda la informacién necesaria para describir la estructura
de algebra de la cohomologia.

Teorema 4.2.2. Sea A = A(q, a) un dlgebra de Weyl generalizada cudntica tal que a
tiene raices simples y q no es raiz de la unidad. El producto cup de dos elementos de grado
positivo es nulo. El producto cup con elementos de grado cero proviene de la estructura de
espacio vectorial de la cohomologia.
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Demostracién. El producto cup es conmutativo graduado, por lo tanto el producto
de elementos de grado dos con elementos de grado uno o dos es nulo pues
HH3(A) = HH*(A) = 0. La accién de los elementos de grado 0 en la cohomologia
es la que proviene de la estructura de k-espacio vectorial. Lo tinico que resta
determinar es la clase de & — £. Pero la conmutatividad en el contexto graduado
implica que

Ee &= (—1)VEE g =g g,

y por lo tanto & — & = 0. O

4.3. Morfismos de comparacién

El producto cup y el corchete de Lie se definen en el complejo bar de cocadenas.
Estas definiciones se adaptan inmediatamente al complejo bar normalizado. La
descripcion de la cohomologia que conseguimos en el Capitulo 3 esta basada en
la resolucién que construimos en ese capitulo. Para poder compatibilizar ambos
enfoques vamos a necesitar morfismos de comparacién entre la resolucién bar
(normalizada) y la nuestra, en ambas direcciones.

Comenzamos calculando morfismos desde nuestra resolucién hacia la reso-
lucién bar normalizada: queremos un morfismo t de nuestro complejo al bar.

AAD A b’ AAAA " ARAY S AAMA 0

LgT LzT L][ Lo H
= AN VIADAIVIA L= AIAZVIA @ AIA L AVIA Lo AA LA A 0
(4.4)

Usando el hecho de que la resolucién bar normalizada se parte via la homotopia
s definida por:

S(a1®...®an):1®a]®...®an,

podemos definir t, inductivamente. Definimos primero 1y = id y para p > 0
definimos t, 1 como el tnico morfismo A®-lineal que verifica

tp+1(Tw[1) =s o 0d(Tw]T) (4.5)

para w € A*V. Demostremos por induccién que L, es un morfismo de complejos.
El primer paso es inmediato porque ( es la identidad. El paso inductivo es:

dotpy1=dosood=(id-sodjoyod=1,0od—sodood=10d,
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pues, por hipotesis inductiva,
sodowod=soodod=0.

Notemos que la férmula (4.5) solo vale al ser evaluada en elementos de la forma
1|w|1 paraw € A® V. Es posible dar una descripcién explicita de estos morfismos,
pero la cantidad de términos involucrados crece rapidamente y es por eso que
vamos a hacerlo solamente para los grados mas bajos:

u(Tv[T) = =11,
LY ART) = —1[hly[T + qlylh[T,
L(TTAAXT) = —=1|x|h|]1 + q[hlx]1,

(Y AR = Tlyx[T —1xly|T +ZMJ_ 1[hshht,
L i
L) =—Tyk1+ > « J 1[hs[hRt,
i 1
G(IVIT) = Tyixiyl1 = 3 aioc | Tylhelivnt = 3 o | qtelhiyint
i i
+3 o | aTelylhint
T i

s(11X1) = Txyx/1 + E o4 J q*he|x/h/ht — 5 o4 J qs+]|hslhlx|ht
- i
1

1
-y ociJ 1x|h*hfh!,
i

1

i

G 1HI1) = TighelnlT = alylhixl1 + ThyxiT = 3 e | TSR,
- i
1

(1Y AHAXIT) = glylx/hT — q?lylhix|T 4 qhiylx|T — glhlxlylT
+ TxlRlyl1 = qixylhl1 + 3 | alhineinin
i 1

El siguiente paso es calcular los morfismos de comparacién en la otra direccién.
Estos morfismos son considerablemente mds complicados, de manera que sélo
calcularemos los términos que vamos a necesitar méas adelante. El dominio del
morfismo s; es el A¢-moédulo libre A @ A®™ ® A. Si {v;}; es una base de A®™ como
k-espacio vectorial entonces {1 ® vi ® 1}; es una base de A ® A®™ ® A como A°®-
modulo. Las condiciones que tienen que satisfacer los morfismos de comparacién
son A°-lineales. Vamos a decir que un morfismo de comparacion esta parcialmente
definido si estd definido en un subconjunto linealmente independiente (o0 en un
subespacio propio) de A®™. Las observaciones anteriores implican que siempre
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es posible extender los morfismos de comparacién parcialmente definidos a todo
ARAT®A.
El diagrama que corresponde a los morfismos s; es

AAD A b’ AAAA — - ARAYAAY A0

T

= AN VIADAIVIA L= A|AZVIA @ AIA - AJVIA 2o AIA LA A 0
(4.6)

Se puede definir sy = id. También podemos dar una expresién para s;.
s1 (1) = —y' | IR~ | yiYy'H,
j i

s1(1[RIx¥[1) = —J hPYHhXE —th xS IX[xt.

j i
Para calcular s;, una herramienta ttil es el siguiente lema.
Lema 4.3.1. Se puede definir s;(1ly"Wh*[1) = s, (1|hHhxK(1) = 0.

Demostracién. Vamos a hacer la cuenta con s;(1fythi[h¥[1), el otro caso es comple-
tamente andlogo. Por un lado ds;(1 Ytk ) =0 y, por el otro,

s1b/ (T W RM1) = s1(y"RMT) — s (T W) + 51 (Ty W [RF)

— _ylh) ‘[ hS|H|ht _J US|Y|ythj+k _J yihS|H|ht+k_
k i j
s1(Thy ™A ).

Reemplazando s; en el Gltimo término por su definicién se comprueba facilmente

que s;b’(1 lythi|h¥[1) = 0 como querfamos. O

Observacion 4.3.2. El lema anterior es un caso particular de una técnica general
en la que estamos trabajando. Nuestro objetivo es construir una resolucién de A
como A-bimddulo a partir de una presentaciéon de A que verifique las hipoétesis
del lema del diamante de Bergman similar a la que construye Anick en [Ani86].

Corolario 4.3.3. Podemos definir parcialmente s, de manera que:
s2(Tyl|1) =0, s2(1hix[1) =0,
s2(1Ihh°[1) =0,

s2(1[hiy[1) = =1[Y AH[1 s2(1[x[h1) = —1JHA X1,
s2(Thylx[1) = =111, s2(Tixlyl1) = =1[Y AX[1T = 1]1.
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Demostracién. La primera parte del enunciado se sigue inmediatamente del Le-
ma 4.3.1. Para la segunda es facil comprobar que s, satisface la condicion de ser
un morfismo de complejos en esa parte. O

4-4. El producto cup, segunda parte

En esta seccién vamos a describir la estructura de algebra de la homologia
de Hochschild de las algebras de Weyl generalizadas cuanticas definidas sobre
k[h] en el caso en el que la dimensién global no es finita. En esta seccién q puede
ser una raiz de la unidad. Como vimos en la seccién anterior, la dificultad para
calcular los morfismos de comparacién hacen ese enfoque inviable. Para salvar
estas dificultades podemos usar la sucesion espectral de cambio de anillo para
obtener informacién sobre el producto cup. Lo que sigue ahora son aplicaciones
a nuestro caso del trabajo [SA].

Recordemos que B denota al dlgebra de Smith, que introdujimos en la Sec-
cion 3.3, generada por Y, H y X con relaciones

HY = qYH, X,Y] =o(a) —aq, XH = gHX.

Consideremos el elemento QO = XY — o(a), que es central en B. Es claro que
A=B/(Q).

Sean ¢ : B — A la proyeccién al cociente y M € sModa un bimédulo
cualquiera. La sucesion espectral de cambio de anillo en este caso queda

EYd = Ext‘/’\e(Torg(A,A), M) = H*(B, M),

como fue construida por Cartan y Eilenberg en [CEgg9, XVL5, case 3]. Calculamos
en (3.9)

A®BB/ q:O>
TorE(A,A): A®pB, q=T,
0, q=>2

asi que la sucesion espectral tiene solo dos filas y por lo tanto colapsa en la
segunda pagina.

A partir de ahora ponemos M = A. Podemos representar segunda pagina y el
limite de la sucesion espectral de la siguiente manera:

HHO(A) HH'(A) HH2(A) HH3(A) HH*(A)

HHOA)  HHTAT— HHZAT— HH(AT— HRAT— -




4.4. EL PRODUCTO CUP, SEGUNDA PARTE 67

(4-7)

Para calcular H*(B, A) podemos usar la resolucién libre de B como B¢-mdédulo
que calculamos en la Seccién 3.3. El isomorfismo de k-espacios vectoriales

homge (BIA®VIB, A) = homy (A®V, A) = homae (A ®p (BIA®V|B) @5 A, A)

nos permite identificar H*(B, A) con la homologia de la primera fila del complejo
doble que usamos para calcular la cohomologia de Hochschild de A. No vamos
a llevar a cabo este célculo, aunque destacamos que las cuentas son similares a
las que ya hicimos en el Capitulo 3. La diferencia es que en ese capitulo primero
calculamos la homologia de las columnas y ahora necesitamos la homologia de
las filas. Ademads, ya sabemos que HY(B,A) =0 para todo i > 4. Luego d%’] es un
epimorfismo y dg’] es un isomorfismo para p > 3.

Uno de los resultados de [SA] que més nos interesa dice que los diferenciales
de la segunda pégina estan dados por tomar producto cup con un elemento
{ € HH?(A). Este elemento es el cociclo que corresponde a la extensién de
algebras

0 1/12 B/I* XA 0, (4.8)

con I =(Q).

Para construir el cociclo explicitamente, consideremos el morfismo B — B
dado por la multiplicacién por Q). La imagen de este morfismo esta incluida
en I y ademads el morfismo pasa al cociente por I. De esta manera tenemos un
morfismo ¢ : A — I/12. Es facil ver que este morfismo inducido es de hecho un
isomorfismo. De esta forma podemos pensar que (4.8) es una extensién de A por
A. Es por esto que el cociclo que obtenemos es un elemento de HH?(A).

Consideremos ahora 1 : A — B/I? la inversa a derecha de 7t definida por

u(yihj) = Y'H y u(Wx*) = HiXk,

El 2-cociclo que corresponde a la extension (4.8) mide cudnto le falta a u para ser
morfismo de dlgebras. Mds precisamente, para v, v, € A, definimos ((vy,v;) € A
tal que u(vi)u(vz) = @C(v1,v2) +u(vivz). Es facil comprobar que C es un 2-cociclo
normalizado sobre la resolucién bar.

Para conseguir un cociclo en nuestro complejo que represente la misma clase
en la cohomologia tenemos que componer el morfismo anterior que esta definido
en el complejo bar con el morfismo de comparacién correspondiente. Es por
eso que el cociclo que buscamos en nuestro complejo es C o 1. Para describirlo
explicitamente calculamos algunos valores de (.

@l(h,x) = HX—HX =0 ((h,x) =
©{(x,h) = XH—qHX =0 I(x,h) =0
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¢C(h,y) =HY—qYH =0 ¢(hy)=0
©C(y,h) =YH—-HY =0 ¢y, h)=0
el(y,x) =YX—a(H)=Q Cly,x) =1
©C(x,y) =XY—a(qH) =Q Cxy) =1
el(h%,h) =HTT —Hs T =0 ¢(h%,h) =0

Hasta ahora construimos un morfismo k lineal de A|A a A. Lo extendemos A¢-
linealmente a A|A|AJA y después lo componemos con (,. De esta forma obtenemos
un morfismo A€ lineal de A| A2 VIA @ A|A a A. Luego, mediante la identificacién
estandar, conseguimos un elemento de A| A? V@ A. Todo este proceso es un
célculo directo. Concluimos que el cociclo que representa a ¢ en nuestro complejo,
con la notacién del Capitulo 3, es ¢* = —1 € homae(X;,,A) = A.

Una consecuencia de la sucesion espectral de cambio de anillo es que

(=) — ¢: HHP(A) — HHPT2(A) (4-9)

es un isomorfismo para todo p > 3. Por lo tanto, como es conmutativo, para
describir completamente el producto cup alcanza con describirlo hasta grado 4.
Destacamos que el problema ahora es computacional: alcanza con calcular una
cantidad finita de productos mds y para eso necesitamos algunos morfismos de
comparacién que todavia no calculamos.

Observacion 4.4.1. La cohomologia de Hochschild es un dlgebra de Gerstenhaber,
en particular, admite un corchete que es una derivacién para el producto cup.
Como de (4.9) se sigue que el dlgebra de cohomologia estd generada en grados
0,1,2y 3y como la cohomologia de Hochschild es un algebra de Gerstenhaber,
es decir que el corchete es una derivacién para el producto cup, para describir
completamente el corchete de Gerstenhaber alcanza con calcular los corchetes
entre los generadores como 4lgebra de HH®*(A), de nuevo, solo tenemos que
calcular finitos corchetes.

4.5. El producto cup, tercera parte

En esta secciéon vamos a calcular el producto cup en el caso de dimension
global finita y q raiz de la unidad. En este caso el centro de nuestras dlgebras
es de dimensién infinita y cada componente homogénea de la cohomologia es
un médulo de rango finito sobre S. Ademads la cohomologia de Hochschild en
cada grado es un médulo de rango finito sobre el centro. La cohomologia de
Hochschild en este caso estd calculada en el Teorema 3.5.8: recordamos como
queda el resultado en nuestro caso particular.
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Teorema 4.5.1. Sea A = A(0q, a) un dlgebra de Weyl generalizada cudntica tal que
a(0) # 0. Si q es raiz de la unidad de orden e y a tiene raices simples, entonces

(P S sip=0;
reeZ
2 1.
HHP(A) ={ D S sip=1;
reeZ
Yo PS sip=2
\ rceZ

donde, para un polinomio f € k[hl, escribimos n(f) = deg f — % deg NV (f).

Estudiando en detalle la demostraciéon de ese teorema podemos encontrar
bases como k-espacios vectoriales de cada una de las partes de peso > 0 de
los espacios de cohomologia. Para obtener bases completas (que incluyan a los
pesos negativos) podemos usar el isomorfismo @ que definimos en la Seccién 1.3.
Recordemos que @ : Ay = A(a,q) = A) = A(a(gh),q7" es el isomorfismo
definido por

Oly)=x OM)=h y @) =vy.

La propiedad més importante de @ es que manda los pesos positivos y negativos
de A; en los pesos negativos y positivos de A;, respectivamente. Como @ es un
isomorfismo, induce un isomorfismo en la cohomologia ® : HH*(A) — HH*(A;)
y resulta que este isomorfismo también intercambia los pesos. Para obtener una
base de la parte de peso negativo de HHP(A;) debemos calcular ®~' de una base
de la parte de peso positivo de HHP(A;) cuya descripciéon ya obtuvimos en el
Capitulo 3.

Es facil calcular @ cuando los cociclos estdn descriptos con la resolucién bar:
para f: A{’™ — A; se tiene que

D(f) = Dofo(d )™ AJ" = A,

El problema es que en el Capitulo 3 describimos los cociclos en el complejo que
calculamos en ese mismo capitulo. Para poder aplicar ® tenemos que usar los
morfimos de comparacion. Si f: APV — Ay, entonces

O(f) =Pofosod o

Aplicando esta formula en grados 1y 2 vemos que

Ouly) = o)X, O(uYAR)=—qd)AAK, (4.10)
®(uA) = o(w)A, O(uAAX) = —q@(u)[YAR, (4.11)
OuX) = o)y, OUYAX) =0(u) —O)YAX. (4.12)

Ahora estamos en condiciones de enunciar y demostrar el siguiente teorema.



70 CAPITULO 4. ESTRUCTURA DE LA COHOMOLOGIA

Teorema 4.5.2. La estructura de S-médulo de la cohomologia de Hochschild de A =
Ala, q), si a(0) # 0, a tiene raices simples y q es una raiz de la unidad de orden e, es
como sigue.

= HHO(A) es el S-méddulo libre con base {y**x*para i, k € Z e ik = 0}.

» HH'(A) es el S-médulo libre con base

{yreH Y-y TalX, yhA+y™©TamK:r>0¢ Z}
U{yw xR, N(QnA+ o(a'ah)xyfz}
U{xre“ R—ax™ Y, hx™A+adhx¥:r>0¢€ Z}

= HHZ2(A) se descompone como suma directa de un S-médulo isomorfo a

k[h]
hS + (a)’

via el isomorfismo S-lineal

k[h]

€5 yph|Y AR+ po(a )WY AR +phx|AAX € HH?(A),

y el S-médulo libre con base
{ye”‘hy?Aﬂ +y=o(@ WP AR +yT g e AAR T >0 € Z}
U{thAPH o(a')h|VA52+hxyﬂA52}
U{ym‘hWAﬂ +yo(aMIAR+y g TahAAR >0 € Z}

Demostracion. Los cociclos que generan la parte de grado positivo estdn descriptos
en las demostraciones del Capitulo 3. La parte de grado negativo se deduce
usando 4.10. O

Corolario 4.5.3. Hay un isomorfismo de mdédulos sobre el centro de A entre HH'(A) y

2(A)EED Z(A)Te ® Z(A)To ® Z(A)T_e

(xete = %To = Y°T_)

donde

. =y*h/A+y*Ta’'hlX,
o = N(a)hA + o(a’ah)x|X
T o = hx®[A + a’hx¢ Y.

El sumando S-libre de HH?(A) es el Z(A)-mddulo libre generado por
0 =yhlY AA+o(a )Y AKX+ hxAAK.
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Para determinar completamente el producto cup debemos calcular el producto
de un elemento de HH°(A) con cualquier elemento de la cohomologia y el
producto de dos elementos de HH'(A). Todos los demds son inmediatamente 0 o
se deducen de estos por la conmutatividad (en el sentido graduado). Como el
producto cup es Z(A) lineal, es suficiente calcular los productos entre generadores
que expusimos en el Corolario 4.5.3.

Proposicién 4.5.4. Vale que

£ — Te =qy°0
& — 1 =9qgN(a)®
E, ~— Tfe = que

Demostracién. Usando los morfismos de comparacién en las dos direcciones y la
definicién del producto cup en el complejo bar normalizado vemos que:

£ — (YAH) = —&(h)1o(y) + q&(y)To(h) = quN (a)h,
& — t(HAX) = —&(x)T0(h) + g&(h)To(x) = gV (a)hx
£ — 1o(YAX) = &(y)To(x) — E(x)To(y) = yo(a'ah)x = N(a)a'h,
& — 10(1) = —&(y)T0(x) = —yo(a’ah)x = —N(a)a'h.
Este cociclo no es ninguno de los que mencionamos en el Teorema 4.5.2. Tenemos

que reducirlo médulo cobordes para que lo sea. Con las ideas del Capitulo 3
calculamos

£~ 1=quN(ahYAA+N(a)a Y AR+ gN(a)hxAA KX — a'h,

d(yo(@a’h)|¥) = yo(@a’h)x — (yo(@a’h)x —xyo(a@a’h )!?/\52
= N(a)a'h—=N(a)a"hY AR+ gN(a)o(a)h[Y A K.

Por lo tanto
£ — t+d(yo(@a’n)y) = qN(a)e.
Esto prueba la segunda igualdad del enunciado. Las otras dos son similares. [

Con esta proposicién podemos describir completamente el dlgebra de coho-
mologfa.

Teorema 4.5.5. Sea A = A(q, a) con a(0) #0, ( = 1y q una raiz de la unidad
de orden e. Hay un isomorfismo de k- algebras ( bz)gmduadas conmutativas

k[y he X E Te/ TO/ T*e/ @
k(@

HH®(A) = -

donde
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y®, h®y x® estidn en grado 0 y pesos e, 0 y —e;
& estd en grado 1 y peso 0;
Te, To Y T—e estdn en grado 1y pesos e, 0 y —e;
0 estd en grado 2 y peso O;
» el sumando directo restante estd en grado 2 y peso 0.
Ademds R es el ideal bilatero generado por

e—1
yexe - H O—i(a)/
i-0
N(a)te —y°ty, N(a)t_e —x°T9, &To—qN ()6,
y Of para todo f € {y®,h®,x%, &, Te, To, Te, 0. O

Observacion 4.5.6. Notemos que el sumando k"% no tiene ningtn rol en la
estructura multiplicativa.

4.6. Deformaciones

En esta seccién vamos a considerar deformaciones de algebras en el sentido
de Gerstenhaber, usando al trabajo [Ger64] como referencia. Para ver un célculo
de deformaciones hecho en detalle se puede consultar la tesis de licenciatura de
S. Chouhy [Cho]. La parte de completaciones estd desarrollada en detalle en el
libro de C. Kassel [KRTg7].

Nuestro objetivo es describir mediante generadores y relaciones a las deforma-
ciones formales de las dlgebras de Weyl generalizadas cudnticas. Vamos a suponer
que g no es una raiz de la unidad. Para construir estas deformaciones vamos a
usar la descripcion explicita de los 2-cociclos de Hochschild que calculamos en el
Capitulo 3 y que explicitamos en la Proposicién 4.2.1.

Consideremos el 2-cociclo u; que definimos en la Seccién 4.2 y sea D = klh, t].
Hay un automorfismo 6 : D — D definido por

5(t)=t y &(h)=qh+t,

como a € klh] C klt, h], podemos construir un algebra de Weyl generalizada
A =A(D,&, a).

Proposicion 4.6.1. La completacion t-ddica de A es la deformacién formal de A asociada
al cociclo u.

Demostracién. Usando el lema del diamante de Bergman, al igual que en la
Seccién 1.3, vemos que A es un k[t]-médulo libre con base {y‘hx* : ik = 0}. De
esta forma obtenemos un isomorfismo de espacios vectoriales

A=A®k[H.
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Lo tinico que falta ver es que el producto de A extiende al de A usando el cociclo
u;. Es suficiente observar que en A vale

hy =y(qh+t) = qyh+ty, xh = (qh+t)x = ghx + tx,
yx = a(h), xy = a(qh+1t) = a(qh) + ta’(h) + O(t?).

Usando esto y las férmulas para el morfismo de comparacién 1, que obtuvimos
en la Seccién 4.3 vemos que el cociclo inducido por esta deformacién es uy. [

Una demostracién andloga a la de la Proposicion 4.6.1 nos permite obtener la
siguiente proposicion.

Proposicién 4.6.2. Consideremos ahora el cociclo vy, definido en la Seccion 4.2 para
p € k[h] cualquiera. Tomemos, de nuevo, D = k(t, h] y el automorfismo 6 : D — D
definido ahora por

st)=t y &h)=qh

Sean @ = a+tp(h) € klt,h] y A = A(D, &,d). En este caso la completacion t-ddica de
A es la deformacion formal de A asociada al cociclo vy. O

Observacion 4.6.3. Podemos pensar que los cociclos u, deforman a o y los cociclos
vp deforman a a.

Los cociclos uy, estan definidos para los p € k[h] tales que degp < N —1. Sin
embargo, en la Proposicién 4.6.1, solo trabajamos con u;. Esto se debe a que:

Lema 4.6.4. El morfismo & : D — D definido por
G(t)=t y &(h)=qh+tp,
es un automorfismo si y solo si p € k.

Demostracién. Supongamos que existe f € D tal que &(f) = h. En este caso
tenemos que

5(qf +tp(f)) = gh + tp(h) = 5(h). (4.13)

Como §& es inyectivo se sigue que qf + tp(f) = h. Si p no es constante, entonces
deg, p(f) > deg, f. Por lo tanto deg, tp(f) > deg, f. Esto no puede ser porque
deg,(qf +tp(f)) = 0. El absurdo proviene de suponer que degp > 0. Concluimos
que degp =0.

Por otro lado es facil ver que & es un automorfismo cuando p es constante. [
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Este problema se soluciona si admitimos series en t, por ejemplo: si p = h de
la Ecuacién (4.13) despejamos f como

h h
f=——=—> (—t/q™
q+t g ;
Introducir las series trae otros problemas, el principal es

k[t](h] 2 kIR[¢].

Las deformaciones que podemos describir son las que aparecen en el siguiente
teorema.

Teorema 4.6.5. Sean p € klh], A € ky A la k[t]-dlgebra generada por y, h y x sujetas
a las relaciones

xh = (qgh+ At)x, yx = a+tp,
hy =y(gh +At), xy = a(qh +At) + tp(qh + At).

Este dlgebra es libre como k[t]-mddulo con base B = {yihjxk . ik = 0}. Mds aiin
A = A ®kt] como klt]l-médulos y la completacion t-ddica de A es la defomacion formal
de A que corresponde al cociclo uy + vp.

Demostracién. Lo primero que vamos a probar es que A es un k[t]-médulo libre.
Lo vamos a hacer usando el lema del diamante.

Consideramos la k[t]-algebra libre generada por y, h y x. Ordenamos y <
h < x y extendemos a los monomios usando el orden lexicografico graduado. El
conjunto de transformaciones que vamos a usar es S = {sy, s, 53, 4,1}, donde

= s1:hy — y(gh+At),

= 53:xh+— (qh+At)x,

= s3:xy — a(qgh+At) +tp(gh+At),

= 541 :yhlx (g7 (h—=2At) (a+tp).
Es claro que k(X)/S = A y que este conjunto de transformaciones tiene la
propiedad de cadena descendente (DCC). No hay ambigiiedades de contencion.

Las ambigiiedades de superposicion se resuelven usando el siguiente lema.

Lema 4.6.6. Para todo p € k[h], p(h)y se reduce a yp(qh + t) usando solamente s;.

Demostracién. El lema se demuestra facilmente por induccién en el grado de p.
O

El monomio xhy puede ser reducido usando s; o s;. Ambos caminos llevan a
(qh+t)a(gh +t), de manera que esta ambigiiedad se resuelve.
Otra ambigiiedad viene dada por hyh'x.

hyh'x — quhtx + tyh'x
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—qth—t)"a+q t(h—t)ta= (g7 ' (h—t)' ha
hyh'x — g th(h—t)la

Como siguiendo los dos caminos llegamos al mismo resultado esta ambigiiedad
se resuelve. Un calculo similar resuelve la ambigiiedad que generan s; y s4.

Todavia quedan dos ambigiiedades entre s3 y s41.

= xyh'x — a(qh +t)h'x

» xyhx — x(q'(h—t)la — (q7'(qgh+t—1t))la(gh+t)x = hta(gh+t)x

(aqui usamos el Lema 4.6.6)
El monomio yh'xy puede ser resuelto de manera analoga. De esta forma hemos
resuelto todas las ambigtiedades. Por lo tanto podemos usar el lema del diamante
para obtener la base que buscabamos.

Usando la base B como k[t]-médulo libre de A que calculamos recién vemos
que A = A ® k[t] como espacios vectoriales. Se sigue de la teoria de Gerstenha-
ber que la completacion t-ddica de A es una deformacién de A. Tenemos que
demostrar que ésta corresponde al cociclo uy + vp. Para hacer esto, observamos
que las siguientes identidades valen en A.

hy = qyuh + Aty,

xh = ghx + Atx,

xy = a(qh+At) +tp(qh+At) = a(qh) + t(Aa’ +p(qh)) + O(t?),
yx = a—+tp.

Vemos que los productos en A se escriben como los productos en A maés t
multiplicado por los valores del cociclo u, + v, como buscamos. O

Uno de los objetivos pendientes de este trabajo es describir las deformaciones
que se obtienen de los cociclos uy, con p € k[h] no constante. La teoria general
de Gerstenhaber [Ger64] garantiza que éstas existen si HH3(A) = 0; este es el
caso, por ejemplo, cuando a tiene raices simples. Una aplicaciéon posible de esta
descripcion es obtener datos sobre la homologia de Hochschild de A cuando
a(0) =0, que es el caso que no cubrimos en el Capitulo 3: la idea es aproximar
una tal dlgebra por una familia A; de deformaciones de A = Ay que tengan
a(0) # 0 para t # 0 y usar argumentos de continuidad.
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Apéndice A
El lema del diamante

El lema del diamante es una herramienta desarrollada por Bergman en [Ber78]
para encontrar bases (como k-espacios vectoriales) de algebras definidas por
generadores y relaciones.

Sea X el conjunto de variables a considerar y (X) el monoide libre con base X.
El 4lgebra libre en X es el k-espacio vectorial generado por (X) con el producto
dado por la concatenacién. Vamos a suponer ademds que las relaciones que
consideramos vienen escritas de la forma W,; = f; donde W, es un elemento
de (X) y fs € k(X) para o € S. Podemos pensar a este tipo de relaciones como
un conjunto de reglas de sustitucion, cada vez que en una palabra aparezca W,
como subpalabra la vamos a reemplazar por f;.

Esta construccién trae varias preguntas naturales:

» ;Bajo que condiciones podemos garantizar que el proceso siempre termina?

= Suponiendo que el proceso termina siempre ;Es cierto que para cualquier

forma de reducir un elemento se llega al mismo resultado?

El trabajo de Bergman que citamos al principio de la seccion da respuestas a
estas y a otras preguntas.

Para llegar a eso necesitamos introducir un poco mds de notacién y hacer
algunas hipotesis sobre los datos con los que trabajamos.

Consideremos S un conjunto de pares 0 = (W, f;) donde W, € (X) y
fe € k(X). Para cada 0 € Sy A, B € (X) se define la reduccion elemental taqp
como el morfismo k-lineal que queda determinado por ras3(AWsB) = Af:B
y TaoB(C) = C para todo C € (X) distinto de AW,B. Una reduccién es una
composicién de finitas reducciones elementales.

Decimos que un elemento es irreducible si es punto fijo de todas las reducciones
y notamos k(X)i,, al subespacio de elementos irreducibles.

Un elemento de k(X) se dice de reduccién finita para toda sucesion infinita de
reducciones 11,712,713, - - existe un N tal que ry o Ty—7 0 - - - o T1(a) es irreducible.
Es claro que estos elementos forman un subespacio de k(X).

Vamos a decir que un elemento es de reduccién iinica si es de reduccion finita y
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si su imagen bajo todas las sucesiones de reducciones es la misma. Se puede ver
que los elementos de reduccién tinica también forman un subespacio de k(X).

Una ambigtiedad por solapamiento es una tupla (o, T, A, B, C) donde o, T € §,
ABy C e (X) tal que AB = W, y BC = W;. Decimos que una ambigiiedad de
este tipo se resuelve si existen reducciones vy v’ tales que r(fsC) = r/(Afy).

De manera andloga, una ambigiiedad por inclusién es una tupla (o, T, A, B, C)
donde 0 # 1€ S,AByC € (X) tal que B=W,; y ABC = W,. Decimos que
una ambigiiedad de este tipo se resuelve si existen reducciones r y v/ tales que
T(AfsC) =1/(fz).

Vamos a considerar un orden parcial < en (X) que verifique ademds dos
cosas:

» B<B' = ABC < AB/C para todo A, C € (X)

= Para todo o € S, W; es mayor que todos los monomios que aparecen en fg.

En su articulo [Ber78], Bergman demuestra el siguiente teorema.

Teorema A.o.7. Supongamos que el orden < cumple la condicion de cadena descendente.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. Todas las ambigiiedades de S se resuelven.
2. Todos los elementos de k(X) son de reduccion iinica.
3. El cociente de k(X) por el ideal bilatero generado por {Ws — fs}ses tiene una base
como k-espacio vectorial dada por los monomios de (X) Nk(X)iyy.

Vamos a notar k(X) /S al cociente de k(X) por el ideal bilatero generado por
{WO' - fO'}O'GS'

Uno de los principales usos de este teorema es para construir bases como
k-espacio vectorial de 4lgebras dadas por generadores y relaciones. Por ejemplo
es posible demostrar el teorema de Poincaré-Birkoff-Witt usando el lema del
diamante (ver la seccion 3 de [Ber78]).

Ejemplo A.0.8 (El dlgebra de polinomios). Sean X = {x,y,z} y S = {07 = (yx —
xy), 02 = (zy — yz),03 = (zx — xz)}. El orden que consideramos en (X) es el
lexicografico graduado inducido por x <y < z. No hay ambigiiedades por inclusién y hay
exactamente una ambigiiedad por solapamiento entre o1 y 0. Veamos como se resuelve.
Por un lado:

zyx =5 zxy ©3 xzy 3 xyz,
por el otro:
ZYX P3 yzx = yxz o xyz.

Como por ambos caminos llegamos al mismo elemento la ambigiiedad se resuelve y por lo
tanto k[x,y, z] = k(X) /S tiene como base a los monomios ordenados x'y'z*.
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Ejemplo A.o.9 (El dlgebra envolvente de sl;). Sean X ={e, f,h}y S ={oy = (he —
eh+2e), 07 = (fh — hf+ 2f), 03 = (fe — ef —h)}. El orden que consideramos en
(X) es el lexicografico graduado inducido por e < h < f. No hay ambigiiedades por
inclusion. Hay una ambigiiedad por solapamiento entre o, y 1. Veamos como se resuelve.
Por un lado:

fhe 5 feh 4 2fe &3 efh — h? + 2ef — 2h £3 ehf + 2ef — h? + 2ef — 2h,
por el otro:
fhe ©3 hfe + 2fe &3 hef — h2 4 2ef — 2h &5 ehf + 2ef — h? + 2ef — 2h.

Vemos que la ambigiiedad se resuelve y por lo tanto hemos demostrado el Teorema PBW
para sl;.
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