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Geometria de variedades de
Maurer-Cartan

Resumen:

A cada problema de deformacién se le asocia un dlgebra de Lie diferencial graduada, FE.
El espacio de moéduli asociado al problema de deformacién viene dado por la variedad de
Maurer-Cartan de £ médulo la acciéon de gauge.

Esta tesis se divide en dos partes. En la primera parte nos concentraremos en comprender
la geometria de la variedad de Maurer-Cartan de un algebra de Lie graduada donde el
grupo de gauge es simple. Obtendremos que son variedades proyectivas invariantes por una
accién lineal y generadas en grado dos. Hemos demostrado que cuando se toma el ideal de
una Orbita en grado dos, la variedad de Maurer-Cartan asociada es irreducible. Para esto
hemos utilizado, entre otras cosas, el dlgebra envolvente y la estructura de pesos de las
representaciones. En la tltima parte de esta tesis hemos necesitado introducir variedades
Grassmannianas y determinantales de complejos y de médulos de Lie. El objetivo fue el
de analizar la variedad de estructuras de algebras de Lie diferenciales graduadas. Veremos
que cuando el grupo de gauge de las algebras en cuestion es simple, las variedades de
Maurer-Cartan de estas dlgebras diferenciales graduadas son las estudiadas en la primera
parte de la tesis.

Palabras claves: Geometria algebraica, Teoria de deformaciones, DGLA, Maurer-Cartan,
Algebras de Lie simples.



Geometry of

Maurer-Cartan varieties

Abstract:

Fach deformation problem has associated a differential graded Lie algebra, E. The moduli
space of the deformation problem is given by the Maurer-Cartan variety of £ modulo the
gauge action.

This thesis is divided in two parts. In the first part we will focus on understanding the
geometry of the Maurer-Cartan variety on a graded Lie algebra where the gauge group is
simple. We obtain that they are projective varieties generated in degree two and invariant
under a linear action. We will show that if we take the ideal in degree two of an orbit then
the associated Maurer-Cartan variety is irreducible. Proving this we needed, among other
things, the enveloping algebra and the structure of weights of representations. In the last
part of the thesis we will introduce the Grassmannian and determinantal varieties of com-
plexes and of Lie modules. The aim is to analyze the variety of structures of differential
graded Lie algebras. We will see that when the gauge group of the structure is simple, the
Maurer-Cartan variety associated to this structure are the varieties studied in the first
part of the thesis.

Key words: Algebraic geometry, Deformation theory, DGLA, Maurer-Cartan, Simple Lie
algebras.
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0. Introduccion.

El objetivo de esta tesis doctoral es estudiar la geometria de la variedad de Maurer-Cartan
asociada a un &dlgebra de Lie diferencial graduada (abreviado DGLA). La motivacién del
tema proviene de la teoria general de deformaciones.

Dado un objeto geométrico o algebraico, ya sea, un esquema, un haz, un morfismo de es-
quemas, un algebra asociativa, un dlgebra de Lie, un morfismo de algebras, un médulo, un
morfismo de médulos, etc., un problema de deformacién consiste en estudiar las familias
de objetos tales que la fibra central es el objeto inicial.

Riemann comenzo esta teoria considerando lo que hoy se llaman superficies de Riemann.
Mas tarde siguieron los trabajos de Kodaira y Spencer sobre las deformaciones de varie-
dades holomorfas. Nijenhuis y Richardson y luego Gerstenhaber con las deformaciones de
estructuras algebraicas. Por otro lado, Grothendieck introdujo los esquemas en la teoria
de deformaciones. La teoria actual estd basada en ideas de Deligne, Drinfeld, Kontsevich
y otros.

Cada uno de estos problemas de deformacién tiene asociados grupos de cohomologia. Tipi-
camente existe un i tal que H* parametriza las deformaciones de primer orden y H'*! las
obstrucciones. Por ejemplo, cuando H® = 0 se tiene rigidez, y cuando H*t! = 0 se tiene
suavidad del espacio de méduli.

Maés formalmente, una DGLA (Differential Graded Lie Algebra) es una terna (E,d, [—, —])
donde FE = @;czFE’ es un espacio vectorial graduado, el corchete [, —] : E x E — E es
bilineal graduado y el morfismo d : E — E es lineal graduado, satisfaciendo las siguientes
condiciones para a,b y ¢ homogéneos de grado @,b y ¢ respectivamente:

= [B', B C B, [a,b] = —(~1)™b, q]
= [a, [b,c]] = [[a, ], ] + (—=1)™[b, [a, ]
» d(EY) C B d? =0, d[a,b] = [da,b] + (—=1)%[a, db]
Notar que EY es un 4lgebra de Lie y que [—, —] : E' x B! — E? es simétrico.
La variedad de Maurer-Cartan asociada a E es
M(E)=M :={a € E'|da+ %[a,a] =0}.

Es una variedad algebraica afin definida por ecuaciones de grado dos.

La DGLA tiene asociado un grupo, el grupo de Lie conexo, simplemente conexo de E°.
Este grupo actiia sobre E! preservando la variedad de Maurer-Cartan. A esta accion se la
denomina accién de gauge.
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El espacio de méduli del problema de deformacion en cuestién es la variedad de Maurer-
Cartan cocientada por la accién de gauge

M(E)/G.

La teoria de deformaciones en su forma actual afirma que algunos problemas de deforma-
ciones (de estructuras algebraicas o geométricas) estan gobernados por una DGLA en el
sentido siguiente:

Para cada algebra de Artin local (A, m4) las familias sobre Spec(A) corresponden biyec-
tivamente con M (E ® m4). Son deformaciones infinitesimales de 0 € M (E). Dos DGLA
cuasi-isomorfas gobiernan el mismo problema de deformacién y sus correspondientes va-
riedades de Maurer-Cartan son isomorfas, [GMS§].

Estudiar y comprender la geometria de M (F) es un tema importante y relevante por re-
solver; conocer las componentes conexas, las componentes irreducibles, sus dimensiones,
sus grados, las componentes rigidas, etc. Mas aun, el caso de una DGLA con diferencial
nulo (GLA), es fundamental en la teorfa ya que corresponde a una DGLA cuasi-isomorfa
a su homologia. Este tipo de DGLA se denomina formal y ha sido muy estudiada en la
literatura (Deligne, Kontsevich, Sullivan).

Demos algunos ejemplos:

Cuando se quiere deformar la estructura algebraica de un algebra asociativa de dimensién
finita, se procede deformando la multiplicacién del algebra original manteniendo la con-
dicién de asociatividad. A este problema de deformaciones le corresponde una DGLA E
que es el complejo de Hochschild con un corchete definido por Gerstenhaber. En este caso
M(E) es la variedad de constantes de estructura de las dlgebras asociativas y 0 € M (F)
corresponde al dlgebra asociativa inicial.

Similarmente, en los trabajos de Nijenhuis-Richardson se le da al complejo de Chevalley-
Eilenberg una estructura de DGLA E tal que M (E) son las constantes de estructura de
algebras de Lie.

Utilizaremos la siguiente técnica de incidencia:

Fijado un espacio vectorial graduado E = @®;czE’ denotemos DGLA al conjunto cuyos
elementos son pares ordenados (d, [—, —]) que satisfacen los axiomas de una estructura de
DGLA en E. Observemos que DGLA posee una estructura natural de variedad algebraica.

Sea

1
MC = {(d7 [_7 —},(1) | (dv [_7 _D € DgﬁAa a € E17 da + i[aaa] = 0}
la variedad de Maurer-Cartan universal. La variedad MC se proyecta sobre DGLA,

7: MC — DGLA, =(d,[—,—],a)=(d,[—,—])
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y sus fibras son los elementos de Maurer-Cartan de la estructura de DGLA (d,[—,—])
sobre F. Asi también, DGLA tiene dos proyecciones naturales.

DGLA
/ \
{variedad de complejos} = D GLA = {algebras de Lie graduadas}
Dentro de DGLA podemos tomar una recta (td,[—, —]), una familia de DGLAs. Veremos

que bajo hipdtesis de regularidad, la fibra central (¢ = 0) es un limite playo. Muchas de las
propiedades de la fibra central (de geometria mas sencilla) se trasladan a la fibra genérica.
La fibra central es una variedad proyectiva definida por:

{x € PE'|[x,2] = 0}.
Resultados principales:

El trabajo de investigacion se divide en dos partes, la primera (capz’tulos @, @ en donde se anali-
za la variedad de Maurer-Cartan dentro de una GLA E con E° simple y la sequnda (capz’tulos @
@ donde se estudia la variedad DGLA. Para analizar las variedades de Maurer-Cartan dentro de
una GLA con E° simple, fue necesario aplicar la teoria de pesos y de representaciones de dlgebras
de Lie simples a este contexto. Se uso fuertemente el dlgebra envolvente Ug y la estructura de
pesos heredada de g. Por otro lado, para estudiar la variedad DGLA fue necesario comprender en
profundidad las variedades de complejos, la Grassmanniana de complejos y la variedad de morfis-
mos entre complejos de rango fijo. Para esto, he necesitado generalizar un trabajo original de mi
director de tesis sobre la variedad de complejos exactos, [Cukll)].

Cada capitulo comienza con su resumen y cada subseccion con una pequena guia orientativa de lo
que se tratard alli. Se utilizard un formato distinto al texto para distinguirlo.

En el capitulo [1] daremos una serie de preliminares generales y observaciones originales.
Se analizard la diferencia entre trabajar con diferencial d no nulo y con diferencial d = 0. Se
revisaran trabajos de Nijenhuis-Richardson [NRG6] y de Goldman-Milson [GMS8S] citando
los resultados originales. La idea del capitulo fue incluir algunos resultados relevantes y
conocidos para esta tesis doctoral. Se llevan a cabo algunas ideas basicas como por ejemplo
analizar la variedades de Maurer-Cartan en el limite ¢ — 0 de la DGLA (E, td, [—, —]).

En el capitulo [2| nos hemos concentrado en analizar las variedades de Maurer-Cartan
donde E° = s5l5(C), E', E? médulos irreducibles y d = 0. Notar que sly(C) es el dlgebra
de Lie simple mas sencilla posible. A una DGLA sin diferencial se la llama GLA, Graded
Lie Algebra, dlgebra de Lie graduada. La variedad de Maurer-Cartan asociada a una GLA
es

fr € B'|d'(@) + glr,a] = 0} = {z € B |[a,4] = 0} =

{z € E! | f(zz) =0} ={x € E! | zz € ker(f)}, donde f : SQ(EI) —s E2.
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Notar entonces que la variedad de Maurer-Cartan depende del submdédulo
S :=ker(f) C S*(E").

Para cada submédulo S C S?(E!) existe una variedad de Maurer-Cartan asociada,
M = {z € E'|zz € S}.

En el caso sly(C) se tienen caracterizados geométricamente algunos submédulos muy par-
ticulares de S?(E'):
I(TPc¢,)y C S*(EY

donde ¢, es la curva de Veronese, TP¢c, es su variedad p-osculante y ()2 es el ideal en
grado dos, luego si TPc, esté generada en grado dos, M = TPc,.

He obtenido ecuaciones explicitas de las cuadricas que definen la variedad M. Como coro-
lario, he podido explicitar los grados y las ecuaciones de las variedades tangenciales T ¢,
Tleg, Tl er v Thes.

A modo de ejemplo, he calculado las siguientes dos tablas que indican la dimensién y el
grado de M para E' = S"(C?%) y E? = §?~4m(C?). Dependiendo de E' y E? he dado
una cota para dim(M) y bajo ciertas hipétesis en E' y E? se ha demostrado que M es
interseccion completa.

Dimensién de M :

m\r 415167891011 ]12

1 (111111 {111}]1

2 31213122(2|21]2|3

3 51413131533

4 716|544

5 918 1|7

6 11

Grado de M :
m\r|[23[4|5]6|7|8|9[10] 11 |12
1 213141516789 ]10] 11 |12
2 2185|1214 16|18 | 20 | 22
3 218 132|21 12| 27 |30
4 2| 8 (3212836
) 2| 8 |32
6 2
También he calculado una tabla sobre las dimensiones de M donde E' = S"(C?) y

E? = I(TPc,)y que da el siguiente corolario. El simbolo V indica espacio dual y se utili-
zard durante toda la tesis.

Corolario. La variedad 4-osculante de la curva de Veronese en P2 no estd generada en
grado dos.
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Todo el capitulo [3] se encarga en estudiar las variedades de Maurer-Cartan asociadas
a una GLA en donde EY es un &lgebra de Lie simple. A cada submédulo de S?(E?) le
corresponde una variedad de Maurer-Cartan y a cada subvariedad invariante X C PE!, le
corresponde el submédulo

Sx :=I(X)y C S*(E").

Este submédulo define la variedad de Maurer-Cartan Mx C PE!. Hemos obtenido los
siguientes resultados

Teorema. Sea X C PE! wvariedad invariante irreducible tal que Sx tiene todos sus

submddulos simples distintos, entonces X C Mx y Mx = M, con (y) € X genérico.

Corolario. Supongamos que S*(E') posee todos sus submddulos simples distintos, enton-
ces una orbita genérica G.(y) C PE! no estd contenida en ninguna cuddrica.

Teorema. Sea y € E' entonces M,y es irreducible.

FEn la demostracion de este teorema se usa fuertemente el algebra envolvente Ug. Esto nos
permite traducir la irreducibilidad de M,y en un problema de geometria algebraica clasica.
Maés precisamente, he necesitado desarrollar una teoria de multi-matrices y multi-vectores.
He necesitado trabajar con multi-matrices catalécticas y sistemas lineales completos sobre
productos de P'. Entre otras cosas he necesitado generalizar un resultado muy simple en el
caso de matrices y vectores; que puntos distintos de la curva de Veronese son linealmente
independientes. Se necesitaron resultados sobre teoria de grupos diagonalizables.

Proposicién. Dadosr, ¢ € N existe N € Njj tal que si (c1), ..., (c¢) son elementos distintos
de la curva de Veronese generalizada (esta depende de N, ver capitulo @, entonces son
linealmente independientes.

Por 1ltimo, he dado una interpretaciéon geométrica de algunas variedades de Maurer-
Cartan. Esta interpretaciéon se basa en el pletismo geométrico sobre sly(C). Llamemos
V := E' y supongamos que V es irreducible de peso maximo v. Sea yu = v — Y a;a; un
peso de V' y consideramos la variedad M, >,.

Para cada raiz simple o; de E, existe una curva de Veronese
Cay © My >p.

Proposicién. El submddulo I(My>.)2 corresponde a las cuddricas que se anulan sobre
cada cq,; con orden a;.

Estos tres capitulos corresponden al estudio de la variedad de Maurer-Cartan en una GLA
con E° simple. El objetivo de los siguiente tres capitulos es estudiar la variedad DGLA. Pa-
ra esto se ha empezado estudiando variedades mas sencillas. En el capitulo [4]se estudian
ciertas variedades de estructuras graduadas. Fijado un complejo, construimos la variedad
de subcomplejos. También construimos la variedad de morfismos entre complejos de rango
fijo. Todas estas variedades se usaron en el capitulo [5| donde se estudian variedades de
g-estructuras, donde g es un algebra de Lie semisimple. Se definié la g-Grassmanniana y
la variedad de morfismos de g-rango fijo.



Massri, César 15

Resultados obtenidos en el capitulo [4}
= Sea (W,6) un complejo, W = @y Wi, dimW; < oo y sea G = G(W) la variedad

que consiste en todos los subcomplejos de W. Para cada r,s € Ng‘“ definimos la
Grassmanniana de W, G, s C Grass(W%,rg) x ... x Grass(W™,r,),

Gro:={(SY,S%,...,8")|S* C W (5" C ST, dime(S?) = 7y, dime (HY(S)) = 54}

Proposicién. G, ; es suave, irreducible y de dimension

n

dim(Gr,s) = > (hi = si)si + (xi(w — h) = xi(r = 5))xi(r — 9)
=0

donde w := dim W, h:=dim H(W) y xi(n) =n; —ni—1 + ...+ (—=1)'no.

= Sean (V,d) y (W,6) dos complejos y sea hom®(V, W) los morfismos de grado cero,
para cada r, s € Njj definimos

Crs :={f € homo(V, W) [xk(f;) = ri,xk([f]:) = s:}.
donde [f]: H(V) — H(W) es el morfismo inducido en homologia.

Proposicién. C, s es suave, irreducible y de dimension

n

dim(Crs) = > (Y + 1y’ = si)si + (a0 = BY) + xi(w — 1) = xa(r — 8))xa(r — 5)
=0

donde v := dim(V), h¥ := dim H(V), w := dim(W) y h* := dim H(W).

Con estas variedades, podemos definir la variedad de cuasi-isomorfismos Q = Q(V, W),
recordemos que un morfismo entre complejos f se dice cuasi-isomorfismo si [f] es un
isomorfismo.

Corolario. Si dimV = dimW y dim H(V) = dim H(W) entonces la variedad de

cuasi-isomorfismos es irreducible y de dimension
n
dim(Q) =) " h7 + xi(v — h)*.
i=0

donde v=dimV, h=dim H(V) y xi(n) =n; —ni_1 + ...+ (=1)'no.

= Sea V un espacio vectorial graduado y sea D = D(V) C hom!(V,V) todas las
estructuras de complejos admisibles en V.

D :={d € hom®(V, V[1]) | d* = 0}

Sear € NSLH, v=dimV y D, :=DNC,,.
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Proposiciéon. D, es suave, irreducible y de dimension
n
dim D, = Z(UZ + Vg1 — T — T’i_l)"r’i
i=0
» Dentro de D tenemos los diferenciales exactos, £ = E(V) C D(V).

Proposicién. Existe e € NS’H tal que & = D.. En particular es irreducible. Por
otro lado, £ también es suave.

Corolario. El diferencial de un complejo exacto es rigido.

Resultados obtenidos en el capitulo
= Para cada V' g-médulo y S submédulo de V', denotamos Gry(V, S) a la variedad de

submoédulos isomorfos a S.

Como el algebra g es semisimple, el médulo V' tiene asociado una clase de isomor-
fismo, V' = > n;W; donde W; son médulos simples. V' queda identificado por la
sucesién de numeros (nq,...,ny) denominada multiplicidades.

Por otro lado, como S es un submddulo de V, las multiplicidades de S, que son
menores o iguales, determinan la clase de isomorfismo de S.

Proposicién. Gry(V,S) es irreducible, suave y tiene dimension Zle(ni — Si)ni
donde los n; y los s; son las multiplicidades de V y S.

» Tomemos V' y W dos g-médulos, para cada clase s = Y s;cl(W;) < cl(W) definimos
homy(V, W) := {f | cl(imf) = s}.
Proposicién. La variedad homg(V, W), es irreducible, suave y de dimension
dim homy(V, W), = Z(nz +m; — 8;)s;.
donde {n;} y {m;} son las multiplicidades de V' y W respectivamente.

Finalmente pasamos al dltimo capitulo. En la primer parte del capitulo [6] se define la
variedad de estructuras de DGLA y en la segunda se analiza qué variedades de Maurer-
Cartan pueden aparecer. Bajo ciertas hipétesis, son las estudiadas en el capitulo

Lo primero que se hizo fue quitar toda la informacion irrelevante de una DGLA.

Proposicién. Sean E y E' dos DGLA y sea ¢ : E — E’ un morfismo tal que ¢y, 1
son biyectivos y ¢o es inyectivo. Entonces M(E) = M(E') donde el isomorfismo es equi-
variante.
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Corolario. Sea F' una DGLA y definimos E = F°® F'®ker(d?) < F, entonces M(F) =
M(E). En particular cualquier variedad de Maurer-Cartan aparece en una DGLA E =
E° @ E' @ E?. Mds ain, fijada el dlgebra de Lie E° y los mddulos E' y E?, la DGLA
queda determinada por una terna

(d°,d, f) € DGLA(E)

donde d° y d' son C-lineales y f : S?>(E') — E? es E%-morfismo. Las condiciones de
compatibilidad que satisfacen son:

d°([a, D)) = —b.d°(a) + a.d’(b), d'(a.x) = f(d’a,z)+ a.d'(x), d'd’=0.
Pudimos obtener la siguiente caracterizacién,

Proposicién. Si E° es semisimple,

DGLA(E) = | JDGLA(E),

donde las variedades DGLA(E), son irreducibles, suaves y

dim DGLA(E), = dim E} + dim homgo (E' /v, E?) 4 dim hom o (S*(E'), E?).
La unién se toma sobre todos los caracteres 0 < v < cl(E?').
Modificando un poco d' y f es posible evitar el diferencial d° de la siguiente manera

Lema. Si E° es semisimple, sea e € DGLA(E), entonces existe € = (0,d', f) tal que
M(e) = M(€). Notar que d* resulta un morfismo de E°-mddulos.

En conclusién para estudiar todas las variedades de Maurer-Cartan podemos reducirnos
al caso en que la DGLA E = E°@ E' @ E? tiene dos morfismos de médulos d' : E' — E?
y f:S?(E') — E2

Corolario. Sea E una DGLA con E° simple y donde E' no comparte submddulos con
S2(EY). Si M es su variedad de Maurer-Cartan, entonces M es isomorfa a la variedad de
Maurer-Cartan afin de una GLA.
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1. Preliminares.

Resumen

En este capitulo daremos las primeras definiciones, notaciones y observaciones res-
pecto a las variedades de Maurer-Cartan. En la primer subseccién se estudiara la
variedad @ = M (E,d = 0,[—, —]) en relacién a la variedad de Maurer-Cartan M (FE).
Se definird la accién de gauge y la accién exponencial (d = 0). Como resultado se
obtiene que cualquier variedad proyectiva invariante es isomorfa a una variedad de
Maurer-Cartan. En la siguiente subseccién, Estructura local de M(E), se analiza la
relacién entre la variedad M (E) y M(H(E)) = Q(H(F)). Se citan varios resultados
conocidos de la teorfa. También se estudia la relacién entre M(E) y M(der(FE)). Por
ultimo en Familia de variedades de Maurer-Cartan se trabaja con familias de varieda-
des de Maurer-Cartan y se dan condiciones suficientes para que el limite playo de la
familia M; sea My = Q(E) (como esquemas). El objetivo de este capitulo es justificar
las hipétesis que se asumirdn en el capitulo[2y [3} trabajar con dlgebras de Lie simples
y con diferenciales nulos.

1.1. Variedad de Maurer-Cartan con d = 0.

Comenzaremos esta subseccion con las definiciones bdsicas necesarias para esta tesis. Dado que
nos interesard trabajar con DGLA de diferencial nulo (GLA), hemos definido la variedad

Q = {r € B'|[z,z] = 0}.

Cuando se trabaja con una GLA, su variedad de Maurer-Cartan es justamente Q). Haremos algunas
pequenas observaciones sobre la estructura involucrada, [I.1.6, [I.1.9, algunos comentarios sobre los
autovalores de la representacion[1.1.7, y finalmente concluiremos que cualquier variedad in-
variante es isomorfa a una variedad de Maurer-Cartan de una GLA[1.1.13 Este resultado motiva
la utilizacion de hipdtesis mds restrictivas sobre la DGLA. Por ejemplo en los capitulos[q y[3 hemos
impuesto que E° sea simple y d = 0.

Sea E = (E,d, |-, —]) una C-DGLA graduada en los enteros no-negativos y con diferencial
de grado uno. Definimos

M(E) := {:UEE1|das+%[x,x] =0}

Q(E) :={z € E*| [z, z] = 0}.

Trabajaremos con la variedad @ := Q(F). Luego veremos qué consecuencias trae utilizar
Q(F) en vez de M (E).

1.1.1 Notacién. Dado un cono afin C' en un espacio vectorial V', denotaremos PC' C PV
a la variedad proyectiva asociada.

PC={{z)|z€C}=C/~, z~Az,\eC*=C\{0}.

En particular, denotaremos PQ = PQ(E) C PE' a la variedad proyectiva que se obtiene

de Q(E).
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1.1.2 Definicién. Dado x € @ se tiene un diferencial de grado uno,
adz(y) = [z,y]
Llamaremos
Z'(x) = ker(ady| 1) = {y € E'|[z,y] = 0}, B'(z) := im(ady| 1) = {[z,a] [a € E°}.
Notar que si z € Q se tiene que B'(x) C Z'(z), pues
[z, [z,a]] = [[z,2],a] — [z, [z,a] = =[x, [z,d]] = 2[z,[2,d]] = 0 = [2,d] € Z ().

De las propiedades de DGLA en E, resulta que E° es un algebra de Lie y el corchete
induce estructuras de representaciones en E' y E?.

p1: E° — end(EY),  pi(a)(z) == [a,2] € EL.

pa: E° — end(E?), pala)(u) := [a,u] € B>
La condicién de ser representaciones se obtiene de Jacobi graduado.

1.1.3 Observacién. Si bien la estructura de E%-médulo de E' induce una estructura
de G-médulo que preserva Q(FE), en general la acciéon de G que se utiliza es la accién de
gauge que preserva M (E), [GMSS8, p.45]. Si a € E* y x € E! recordemos que la accién

exponencial viene dada por ez = z + [a,2] + 3a, [a,z]] + .... La accién de gauge es:
-1 > 1 0
a-x:=exr— d’a = —ak(x — a):
a k! kE+1
k=0
d%a, 1 d
:x—d0a+[a,x—7a]+§[a,[a,m— Ta]]—{—

Notemos que si d° = 0, la accién es la exponencial, e®z. Dado que trabajaremos mayor-
mente con d = 0, la accién que nos va a interesar y que preserva Q(F) es la exponencial.

Caractericemos el espacio tangente en x € Q(E) y el espacio tangente de la G-6rbita dentro
de Q(F) mediante la accién del grupo de Lie conexo y simplemente conexo G = G(EY).
Esta proposicién puede encontrarse con notaciones similares en [NR66].

1.1.4 Proposicién. Llamemos O = G.x a la drbita de x, luego
1.Q = Z'(z), T,0= B(x).
En particular, si H'(z) = 0, x es rigido.

Demostracion. Como @ viene dado por los ceros de una aplicacién cuadratica, su tangente
enx € Q es
2[z,—
7,0 = ker(E' 5 B2) = 2(2).
Argumento de geometria diferencial: Un vector v pertenece a T,O si existe una curva o
en O tal que o(t) = z + tv + O(t?). Como la curva estd en la érbita de z y 1.2 = x, existe
otra curva g(t) = 1 +ta + O(t?) en G tal que

(1+ta+O(t*)).x =2+ tv+ OF*) = [a,2] = v.
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1.1.5 Notacién. Tomemos una base {u1,...,u,} de E? y sea 7 la proyeccién a la k-
coordenada, m(aju; + ...+ apuy) = ag, luego

2 €Q(E) < [r,1] =0 € E? < m([z,2]) =0, Vk=1...n.

Sea g, := 7 o [—, —] : E' — C una forma cuadrética (depende de la base elegida) y sea
Q. la cuddrica que define. Entonces

n
Q(E) = () Qx-

k=1

En otras palabras,
r€Q(E) <= qy(x) =0, 1<k<n.
1.1.6 Observacion. La antisimetria graduada del corchete, implica que
[-,—]: E' x B' — E?

es simétrico. Llamemos f al morfismo canénico lineal

SUEY L B2, f(ay) = [2,9)

Este morfismo es de E°-médulos debido a la condicién de Jacobi graduado,
af(z.y) = flazy) + f(z.ay) <= [a, [2,y]] = [la, 2], ] + [z, [0, y]].
Recordemos la estructura de E%-médulo en S?(E!) heredada de E',
pr(a)(@y) == pi(a)zy + w.p1(a)y.

1.1.7 Observacién. Supongamos por el momento que el dlgebra de Lie E° es semisimple.
Analicemos los autovalores y autovectores de p1(a). Veremos que todos los autovalores de
p1(a) son de la forma \; + A; para \;, A; autovalores de pj(a) con a € E? diagonalizable.
Sea {z1,...,2,} base de autovectores de p(a) en E' y sea v := Y v;;x;.z; autovector de
p1(a) con autovalor A, entonces

Z /\vija:i.xj = v = ﬁl(a)v = Zvijaxi.xj + vijxi.aacj = ZU@(A@ + /\j)mi.xj
Luego A = \; + ;.

La condicién de Jacobi graduado en a € E° y en z,y € E' se traduce

flpr(a)(x).y) + f(z-pr(a)(y)) = p2(a)(f(z.y))-

Luego si z e y son autovectores de pi(a) con autovalores A\, y Ay, resulta que f(z.y) es
autovector de pa(a) de autovalor A\, + A,.

Reescribiendo un poco més la condicién de Jacobi, se tiene:

F(pr(a)(zy)) = p2(a)(f(z.y)) <= fopi(a) = pa(a) o f, Va e EY,
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o sea, que el cuadrado siguiente conmuta cualquiera sea a € E°,

s2(BY) 2 g2 (g

o

E2 p2(a) E2

Luego p1(a)(ker(f)) C ker(f) y p2(a)(im(f)) € im(f), en particular, el niicleo y la imagen
de f son subrepresentaciones.

Se induce el siguiente diagrama conmutativo donde las flechas verticales son isomorfismos:

$2(BY/ker(f) 2L 2(EY) / ker(f)

) |
im(f) im(f)

p2(a) lim(s)

Si f es sobreyectiva,
{autovalores de pa(a)} = {autovalores de pa(a)|im(y)} = {autovalores de [51(a)]} =

= {autovalores de p1(a)} \ {autovalores de p1(a)|ker(s)} =
= {A + As | As; A autovalores de pi1(a)} \ {autovalores de p1(a)|ier(s)}-

Notar entonces que pueden existir autovalores A;, A; de p1(a) tal que A\;+\; no es autovalor
de p2(a). Tenemos entonces el siguiente resultado.

1.1.8 Proposicién. Supongamos E° es semisimple y que X es peso de E' pero 2\ no lo
es de E?, entonces el autoespacio asociado a \ estd incluido en Q, i.e.

EY = {z e EY[a,z] = MNa)z, VYaeh}CQ.

Demostracién. Llamemos h C EY a una subalgebra de Cartan, sea a € h C E°, pi(a) :=
adg|gr y p2(a) := ady|g2. Notar que pi(a) y p2(a) son diagonalizables pues a € § y las
representaciones son de dimensién finita. Por hipétesis, existe a € § tal que

det(p2 — 2A)(a) # 0.

Sea x € E'*, entonces

pa(a) f(2.2) = f(p1(a)(2.2)) = 2A(a) f ()

< (p2(a) —2X(a))f(zx.x) =0 <= f(z.x) =0 <=z € Q.
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1.1.9 Proposicién. FEl ideal de Q en grado dos, I(Q)a, es una representacion de EV.

Demostracién. Dualicemos el morfismo S?(E?) N E?,
B L g2 ()Y,

Si f es sobreyectiva (cosa que se puede suponer siempre), f! es inyectiva, por otro lado,
se tiene el isomorfismo de Lie
S2(E1V) ~ SQ(El)v

que es simplemente, pensar ¢ € S?(E1Y) como aplicacién S?(E*) Y C tal que
(09)(zy) = d(2)(y) + ¢(y) ¥ (2)-
Recordar que la estructura inducida de E' en el espacio dual S?(E!)Y es
(a.9)(zy) = —¢(a.zy)
y la estructura en S?(E'Y) es
(a(@))(xy) = (ag.)(zy) + (P.ay))(zy) =
(ag)(x)(y) + (a@)(y)¥ () + ¢(2)(ay)(y) + d(y)(ay)(x) =

—(ax)(y) — dlay)(z) — ¢(x)Y(ay) — ¢(y)Y(ax) =
— (o) (ax.y) — (¢¥)(x.ay) = —(9¢)(a-(zy))

Luego el isomorfismo es de médulos de Lie.
Fijemos en E?V la base {r1,...,m,}, luego f!(m) = 7o f = qi son las formas cuadraticas
que definen Q. La imagen de f son los generadores del ideal de Q,
1(Q); 2 E*Y — S*(EYY).
En particular, 1(Q)2 es una representacién de EY. O

1.1.10 Proposicién. Cualquier variedad proyectiva X C PV interseccion de cuddricas,
es una variedad de Maurer-Cartan.

Demostracion. Sean qq, ..., qy las formas cuadraticas que definen X. Las suponemos li-
nealmente independientes. Sea F = ®E® la DGLA definida por E* = 0sii # 1,2 y
=V, E? = C"*!. Los diferenciales de E los defino todos nulos y el tinico corchete que

resta definir es el de B! x E! — FE?. Es una aplicacién simétrica S?(E?!) 1y B2 Sea
q: E' — E? tal que q(z) = (qo(z),...,qa(x)), entonces

2f(z.y) = q(z +y) —q(z) — q(y)-

La condicién de Jacobi y Leibnitz graduado son triviales y la variedad de Maurer-Cartan
asociada a esta DGLA es

M(E)=Q(FE)={a € E'|[a,a] =0} = {a € V| f(a.a) =0} =
faeV]gla) =0} = {a € V]aa) = ... = gu(a) = 0} = X = PQ.
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1.1.11 Corolario. Toda wvariedad proyectiva es isomorfa a una variedad de Maurer-
Cartan

Demostracion. Esto se debe a que toda variedad proyectiva es isomorfa a una interseccién
de cuddricas ([Har92l, ejercicio 2.9]), luego usando lo anterior, la interseccién de cuddricas
es una variedad de Maurer-Cartan. ]

1.1.12 Teorema. Sea G un grupo de Lie conexo y simplemente conexo que actia li-
nealmente en un espacio vectorial V. Cualquier variedad X C PV invariante por G es
G-isomorfa a una variedad de Maurer-Cartan.

Demostracion. En primer lugar podemos suponer que X C PV es una interseccién de
cuddricas ya que mediante la inmersién de Veronese, que es equivariante, podemos llevar
a X a un proyectivo més grande (inducido de V') en el cual X es interseccién de cuadricas.
Luego la variedad X es invariante por GG y viene dada por cuddricas. Para demostrar que
X es una variedad de Maurer-Cartan, debemos hallar una DGLA FE tal que X = M (E).

El ideal en grado dos I(X)s C S?(VV) es un g-médulo. Sea E? := [(X)y, B! ==V y
E° := g. Dualicemos la inclusién del ideal y obtenemos el morfismo de Lie:
s2(eY Ly g2,

Veamos entonces que el espacio vectorial graduado g @ E' @ E? con diferencial nulo y
corchete inducido de f cumple Jacobi. Sea a € EY, 2,y € E':

(=D)[a, [z, y]] + (=)™, [y, al] + (=1)""[y, [a, 2]] = 0 <=

[a, [z, ] + [z, [y, a]] = [y, [a,2]] = 0 =
[a, f(z.y)] + f(x.[y, a]) = f(y.[a,2]) = 0 =
af(z.y) — f(z.(ay)) — f(y.(ax)) = 0 =
af(z.y) = f(z.(ay)) + [((ax).y) == af(x.y) = flaz.y + z.ay)
Como vale af(z.y) = f(azx.y + x.ay) la condicién de Jacobi en este grado se cumple.
Con respecto a los grados a,b,c € E° o a,b € E°, 2 € E' 0 a,b € E°,w € E? se cumplen
trivialmente por el hecho que E° es un algebra de Lie y E' y E? son representaciones. El

resto de los grados son todos nulos. Luego es una DGLA cuya variedad de Maurer-Cartan
es X. O
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1.2. Estructura local de M (E).

Dada una DGLA, hay dos DGLA candnicas que se pueden construir. La primera es su cohomo-
logia, H(E) y la sequnda es el espacio de derivaciones der(E). Cuando la DGLA E gobierna las
deformaciones de un objeto 0 € M(E ® m¢), la cohomologia H(E) informa la estructura infinite-
simal/local del objeto a deformar. Respecto a esto citaremos tres resultados relevantes a la teoria.
Finalmente en estudiaremos qué sucede con la DGLA der(E). Veremos que su variedad de
Maurer-Cartan parametriza todos las derivaciones admisibles en (E,[—, —]). Interpretaremos esto
en funcion de la teoria de deformaciones.

Estudiemos la relacién entre M (FE) y M(H(FE)) donde H(E) es la cohomologia de F vista
como complejo. Hereda una estructura de GLA.

Sea m € M(F) y consideremos la DGLA
E(m)=(E,d+ adp, [—, —]).

Dado que m+u € M(E) <= u € M(E(m)), estudiar las deformaciones de m € M(E) es
equivalente a estudiar las deformaciones de 0 € M (E(m)), luego, sin pérdida de generali-
dad, podemos suponer que estamos estudiando las deformaciones de 0 € M (E).

Nombremos tres resultados. El primero es un teorema de Mumford. De [Mum76, teorema
1.16], sabemos que si d' tiene rango maximo, entonces M(E) = X UY donde 0 € X \ Y
y 0 es suave en X de dimensién e! — e2. En particular, si m € M(E) y d* + [m, —] tiene
rango mMAaximo, m es suave.

El segundo resultado se debe a [NRG6]. El [NR66, teorema 20.3.b] y la [NR66], proposicién
17.1] afirman que existe un abierto analitico conexo K de 0 € M (FE) tal que la accién del
grupo sobre I forma un abierto Zariski, o sea que toda deformacién de 0 es equivalente a
algiin elemento en K. A K se lo llama familia Kuranishi asociada a 0,

K:={h+®h)|he M(HE))}, HYE)-2c.

El morfismo analitico ® esta definido entre entornos analiticos del origen donde C! es
un complemento de Z!(E), entonces K est4 parametrizado por un entorno analitico de
0 € M(H(FE)). Este teorema relaciona las deformaciones de 0 € M (E) con las deforma-
ciones de 0 € M (H (FE)) pero no dice nada sobre sus clases.

El ultimo resultado es el Teorema de Equivalencia de Deligne muy relevante en la teoria
de deformaciones, ver [DTT09) teorema 2], [GMS8S8] 2.4]. Consideremos el anillo de series
formales C[[t]] con su ideal maximal m y consideremos la DGLA E ®c m con su grupo
de Lie (unipotente) asociado G' := G(E® ®¢ m). El conjunto de orbitas M (E ®@c m)/G
representa las clases de deformaciones formales de 0 € M (E). El Teorema de Equivalencia
afirma que si F es cuasi-isomorfa a E’, entonces

M(E ®cm)/G = M(E ®cm)/G.

En particular si la DGLA E es cuasi-isomorfa a H (E), las clases de deformaciones formales
de 0 € M(F) estan en biyeccion con las clases de deformaciones formales de 0 € M (H(E)).
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Esto es més relevante que el resultado de [NR66]. Una DGLA se dice formal si es cuasi-
isomorfa a su homologia. El estudio de una DGLA formal es muy importante dentro de la
teorfa general y es por esto, entre otras cosas, la relevancia de suponer en los capitulos 2]y

que las DGLA tienen diferencial nulo. Més adelante, [6.0.20] daremos una versién global
del Teorema de Equivalencia.

1.2.1. Dada (F,[—, —]) un &lgebra de Lie graduada, se tiene un morfismo de grado cero
natural

E % der(E) = P der’(E)
1=0

Resulta que der(E) es un élgebra de Lie graduada donde el corchete para d y e homogéneos
de grado d y € respectivamente es

d, €] = de — (—1)%ed.

Veremos que su variedad de Maurer-Cartan parametriza los diferenciales admisibles de FE.

Cada diferencial en E, induce una estructura de DGLA en (der(E), [d,—], [—, —]). El mor-
fismo ad es de DGLA y se tiene la aplicacién (en general no es un isomorfismo):

M(E) “% M(der(E)).

M(der(E)) = {6 € der' () | [d,8] + 5[6,4] = 0} = {5 € der*(B) | (d +)? = 0}.

Son las deformaciones de d tal que son derivaciones admisibles en F.
Dos derivaciones se diran equivalentes si existe un automorfismo que las conjuga.

Para cada 0 € M(der(E)) consideramos H(E(J)) donde E(d) = (E,d + 6,[—,—]). Cla-
ramente, si § ~ §' se tiene H(E(§)) = H(E(d)), en particular si d es rigida, todas sus
deformaciones (incluso las de la forma ad,,) dardn la misma cohomologia H(E).

Si H'(der(E)) = 0, d es rigida,

L der _ ZYder(E)) {0 € der'(E)|ds + 6d = 0}
A (der(E)) = Bl(der(E))  {d¢—¢d|¢ € der®(E)}

Tenemos dos maneras de deformar un diferencial d. Una es con diferenciales internos,
d+ ad,, donde m € M(E), y la otra es con diferenciales arbitrarios de la GLA (E, [—, —]).
Son de la forma d + 6.

No confundir, entonces, M (H(E)) y M(H (der(£))). Uno informa sobre las deformaciones
internas de d (ya que si m € M(FE), entonces d + ad,, es un diferencial) y el otro sobre las
deformaciones de d como diferencial.
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1.2.2 Observacién. Sea m € E' y supongamos que d + ad,, es un diferencial.

(d+ adp)? =0 < 0 = d[m, —] + [m,d—] + [m, [m, —] <=

(dm, ] + %[[m, m), =] <= [2dm + [m,m], ] = 0.

La 1ltima condicién, no implica necesariamente que m € M (FE). Para esto hay que pedir
hipétesis sobre la DGLA. Por ejemplo si el médulo E! tiene sus invariantes nulos,

0=HYE"%E") = (EY" ={x € E'|az =0 Vae E"},
entonces
(d+ ady)? = 0 <= 2m + [m, m] = 0.

Esta hipétesis se cumple, por ejemplo, si E? es semisimple y E? es irreducible de dimensién
2 < dim B! < oo, [Wei%4, 7.8.9].

1.3. Familia de variedades de Maurer-Cartan.

Esta subseccidn es técnica. Se toma la clausura proyectiva de la variedad de Maurer-Cartan M (E) y
se construye una familia de estas variedades perturbando el diferencial d, My :== M (E,td,[—, —]).
Cuando t # 0 son todas variedades proyectivas isomorfas a My, pero al hacer el limite playo,
lim;_,o My, obtenemos estructura infinitesimal adicional. Su estructura reducida es la esperable
My. Daremos un resultado que afirma que cuando el corchete [—, —] define una sucesidn regular,
el limite playo es My. En particular, el polinomio de Hilbert de My y de My coinciden, [1.5.3

Dada una DGLA F, existe una construccién que permite homogeneizar las ecuaciones de la
variedad de Maurer-Cartan. Sea F' la DGLA tal que F' = E'sii# 1y F' = E'@(d). Por
simplicidad se denota F' = E @ Cd donde se entiende que d tiene grado uno. El diferencial
y el corchete en F son los mismos que en E con la salvedad de que para d,z € F! se tiene

d'(d) =0, [dz]=d (z), [z,d=—(-1)7[d,z].

Con estas condiciones F' es una DGLA que contiene a E. La inclusién es la identidad salvo
en grado 1.

Pasemos a analizar las ecuaciones de M(E) dentro de F. Primero, notar que PF! =
E'T[PE! donde los elementos de E' son de la forma (z : 1). En general, notaremos
(z : \) € PF! a la clase de un elemento z + Ad € F'. Tomemos la clausura de M(E) en
PF!, para esto homogeneizamos el diferencial y el corchete.

d(z,\) =dz, [(x,7), (y,1)] = [z,y] + Ady + pdz.

M(E) = {(z : X) € P(F") |[(,X), (z, A)] = 0} = PQ(F).
El hiperplano del infinito, {\ = 0}, es

{z e P(EY)|[z,2] = 0} = PQ(E).
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Notar también que Q(F) es el cono afin de M (F), en particular, poseen las mismas com-
ponentes irreducibles y las dimensiones difieren en uno.

Respecto a la informacién local, se tiene

vaque H(F)=H(E)®Cdy
r+ M e HY(F) = [z + M,z 4+ \d] = [z, z] + 2\dz = [z, z].
Veremos que sucede algo similar entre Q(F) y Q(E) x Al

1.3.1. Fijada una GLA (E,[—, —]), denotamos por hom(E, E) a los morfismo de gra-
do uno del espacio vectorial graduado E. Dentro de homg(E, E) definimos la siguiente
variedad

D =D(B,[~,~]):={d|d* =0, dlz,y] = [dz,y] + (~1)"[z,dy]} C homg(E, E)

donde x e y son homogéneos. Esta variedad contiene todos los diferenciales admisibles en
(E,[—,—])- De sabemos que D = M (der(F)) es una variedad de Maurer-Cartan.

Consideremos la siguiente variedad de incidencia,

{((z:N),d) ][z + M,z + ] =0} CP(E* xC) x D =2 D.

7y (d) = {(x: \) | [z + M,z + \d] = 0} = M(E,d,[—, —]).

Las fibras en d y en un miltiplo no-nulo de d son variedades de Maurer-Cartan isomorfas,
A
1y (td) = {(x : \) | [z + Md,z + \td] = 0} = {(z : ;) | [z + Ad,x + \d] = 0}.

(x:\) €myt(d) <= (tz : \) € w5 (td).
La fibra en el origen, 7, *(0) es
731(0) = B(Q(E) x A)).

Veamos las estructuras como esquemas. Consideramos el C[t]-mdédulo Clzy, ..., z,, A, t]/I,
donde

I := (2tAdyp(zo,...,xr) + qo(Toy ...y Tr), ..., 2tAdp (0, - . .y ) + gn(To, . .., T7)).

Por simplicidad, notaremos I = (2tAdx + [z, z]). Las formas dy,...,d, son lineales y
qo, - - -, Gn son cuadraticas. Provienen de las coordenadas de dx y de [z, z] respectivamen-
te, r y n son tales que dimE!' =r+1y dimE? = n + 1.

La estructura de Clzg,...,z,, A, t]/I como C[t]-médulo es la inducida de ms:

{((z: N), 1) [ 2tAda + [z,2] = 0} CP(E' x C) x A" =% AL,



Massri, César 28

Para obtener una familia de esquemas necesitamos considerar la saturaciéon de I respecto
a t [Eis95) 15.10.6],

Jo=(I:t2) = [ J{fItFfer.

k>0

El ideal J contiene a I y tautolégicamente ¢ no es un divisor de cero en Clzg, ..., z,, A, t]/J.
Se obtiene entonces que el C[t]-médulo Clz, ..., x,, A, t]/J es playo, [Bou6l, 1.2.4, proposi-
cién 3(ii)], luego el polinomio de Hilbert se preserva fibra a fibra, [EH00, p.126]. Calculemos
la estructura de esquema en las fibras de la familia representada por J. Ent = a con a # 0,
queda la siguiente dlgebra graduada sobre C = CJt]/(t — a),

Clzo, ..., zr, Al/(2a Ad(x) + [z, x]) = Clxo, ..., zr, A]/(2Ad(x) + [z, 2]).

En ¢t = 0, el cdlculo es més complicado y necesitaremos una caracterizacion de J. Lo que
podemos afirmar es que conocemos su estructura reducida,

(Clzo, - - -, 2, A\, ]/ B¢ Chrea = Clao, - . ., 2] /([z, 7]) @c C[A].

1.3.2 Teorema. Sea J la saturacion de I respecto at, entonces

n

T =14+ (3 gi@Adi(@) | Y gi(@)ailx) = 0).
i=0

i=0
Demostracion. Escribamos un elemento cualquiera de I en funcién de ¢,

n T

D gila, M)A () + qi(@) = Y O gir(a, MtF) (2tAdi(x) + qi(x)) =

=0 1=0 k=0

r

SO gile, N2Adi(2) + 5 ginlz, Nai(x)) =
i=0

k=0 i=0
r+1 n
Zt’“ ng 1(, A)2Ady +Zt’“ ng (2, ) gi(z +Zgzo (2, \)gi(x) =
= = =0
r+1 n
S O gik-a (@, N2Mdi (@) + gin (@, Vg +Zgzo (2, \) ().
=1 =0 i=0
Por simplicidad en la notacion, supusimos g; ,4+1 = 0.
r r+1
tf (e, A t) =ty tFfele,)) =) tFfra(z,)) e T =
k=0 k=1
fr1 =Y gik1 (2, A)2Mdi(@) + gin(x, Nai(x Zgzofﬁ ANgi(z) = 0=

=0

(z,At) Ztkfk T, A) Ztkzgz‘k(%)\)”\di(fﬂ) + Gik1(x, A)gi(z) =
—0 =0
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D O gin(m, N2Mi(@) + gigpg (7, N ai(z +Zgzo 2, A)2Ad;i (%) + g1 (2, N)gi(z) =
i =0

n

Z Z t*g; w1 (2, \)2tAd;i (2 Zt Gik+1(z, N)gi(x) =

=0 k=—1 k=0
zn:g;(x,A,t)(zmd( )+ qi(z —I—Zgzoa:/\Q/\d Zglox)\q, = 0.
i=0 =0
O
1.8.3 Corolario. Si {qo,...,qn} forman una sucesion regular,
lim M(E, td, [, =]) = P(Q(E) x A).
En particular el polinomio de Hilbert de M(E,d,[—,—]) y de P(Q(E) x A') coinciden.

Demostracion. Las relaciones de una sucesién regular, son las generadas por relaciones
triviales. Esto se debe a la exactitud del complejo de Koszul. Luego todo elemento en J
médulo ¢ pertenece al ideal (qo, ..., qy), entonces

Clxo, ..., mr, A\, t]/J ¢y C = Clzo, . . ., 2] /{[7, 7]) ®c C[A].
]

Veremos en el caso sla(C) ejemplos en los que esta condicién se cumple y ejemplos en los
que no.
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2. 5[2(@)

Resumen

En este capitulo se estudian las variedades de Maurer-Cartan asociadas a una
GLA con EY := sl3(C). Son las variedades de Maurer-Cartan més sencillas. En la
primer subseccién explicitaremos las ecuaciones de M(E) = Q(FE). Para esto utili-
zaremos identidades combinatorias. En la otra subseccion estudiaremos propiedades
geométricas que se obtienen de las ecuaciones. Mas precisamente las dimensiones de
las variedades. Se relaciona la variedad de Maurer-Cartan con la curva de Veronese y
sus osculantes.

La hipétesis £V := sly(C) se aplicar4 a toda el capitulo. Recordemos que en el problema ori-
ginal se empieza con una DGLA y con la variedad de Maurer-Cartan. Las denotaremos F
y M (E) respectivamente. Dado que supondremos diferencial nulo, tenemos Q(E) = M (E).
Es por esto, que al hablar de la variedad M estaremos hablando de la variedad proyectiva
M CP" yno del cono M(E) = {z € E'|[z,2] = 0}.

Los siguientes ejemplos son ilustrativos de los resultados que demostraremos. Son los
primeros ejemplos que se pueden corroborar a mano sin recurrir a ninguin resultado por
fuera de la teoria general.

2.0.4 Ejemplo. Sean E! = $3(C?) y E? = S5(C?). Ambos son E’-médulos irreducibles.
Del libro [FH91] conocemos la siguiente descomposicién en submédulos irreducibles (a la
descomposicién de un médulo en submdédulos irreducibles la denominan pletismo):

S*(B') = 8°(C%) @ §*(C?).
Tenemos el siguiente morfismo de E°%-médulos,
s2(eY Ly B2,

Si f es no nula, por el lema de Schur, es sobreyectiva (si f = 0 entonces M = PE"). Induce
un morfismo:

S6(C?) @ S*(C?) 5 S%(C?)
Podemos suponer que E? es un sumando directo de S?(E') y que f es la proyeccién sobre

E?, en otras palabras, ker(f) = S?(C?). Explicitando el pletismo (se deja al lector) se tiene
que M = (). Si elegimos otro E?, E? = S%(C?), M queda la curva de Veronese,

M={(a:b:c:d) € PE'|b* = ac,ad = be, ¢* = bd}
Paramétricamente desde P!, queda la curva racional cs3
M ={(z?: 2%y zy®: )| (x:y) € P!}

2.0.5 Ejemplo. Analicemos otro ejemplo. Sea E! = S?(C?) y E? = §4(C?), se tiene que
S%(EY) se descompone como

S2(EY) = s4(C?*) & C.
Luego ker(f) = C y se deja al lector verificar que M = (). Por otro lado, si E? = C,

M= {(a:b:c) € PE'|b* = ac}.
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Paramétricamente, es la curva racional ¢z, o sea,
M= {(=*:zy:¢y*)|(x:y) €P'}
2.0.6 Ejemplo. Finalmente sea E! = S1(C?) = C2, entonces
S%(EY) = S%(C?).

Si S2(C?%) C E?, ker(f) = 0, con lo cual M = (). Por otro lado, si E? no tiene ningtin
submédulo irreducible isomorfo a S?(C?), resultard que f es siempre nula, haciendo que
M =PE!' =P

2.1. Cuadricas que definen M C P".

En esta subseccion aplicaremos el hecho que S*(E%') i> E? es un morfismo de mddulos para
explicitar las formas cuadrdticas que definen M. La accion de slo(C) en f produce una serie de
ecuaciones recursivas que caracterizan las cuddricas que definen M. Para resolver estas recursiones
fue necesario utilizar algunas identidades combinatorias, [2.1.5 Daremos algunas caracterizaciones
de estas cuddricas que nos servirdn para las prozimas subsecciones, [2.1.9. En esta subseccion
se utiliza tdcitamente al dlgebra envolvente U (sly(C)). Esta idea germinard en el capitulo[3

Empecemos analizando el caso general en donde E' := S"(C?) y E? := S"(C?) son dos
representaciones irreducibles arbitrarias de dimensién finita. Recordar que la aplicacion

S?2(EY) 1y E? es un morfismo entre E%-médulos.

Por pletismd]] se tiene
52(E1) ~ @ 52r74m<(c2)’
m>0
luego para que f sea no nula, n debe ser de la forma n = 2r — 4m > 0 (par).

Tomemos vectores de peso maximo zy € E' y wy € E?. Estos, mediante la accién de
Y € E° generan bases {xo,...,7,} de E' y {wo,...,w,} de E?:

Recordemos que E° = (X, H,Y), donde

w=(00) = (o) r=(00),

v que los elementos de la base son z; := %Yixo y Tpy1 =x—1 = 0. Idem para E2.

De esta manera, el morfismo f se escribe f = Y grwy, donde gy, son las formas cuadréticas
que definen M. Veamos qué relacion hay entre ellas.

Yf(aczac]) = f(szgc]) < Z qk(aciacj)ka = qu(Yxixj)wk <
k=0 k=0

'Pletismo: Descomposicién de un médulo en submédulos irreducibles, ver [FH91]
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n—1 n
Y ar(@izy) (k+ Dwerr = > (i + Dripaay + (G + D) wg <
k=0 k=0

kgr—1(zizj) = (i + Dgp(zip12) + (G + Dap(zizjp1), 0<k<n,0<14,5<r.

Notar que todas las cuadricas dependen de g¢,, en particular, si ¢, = 0 el resto de las
formas cuadraticas ¢; son cero.

Haciendo la misma cuenta pero con X se tiene la siguiente recursion:
(n—=E)qrs1(wizj) = (r—i+Dge(zioaz;) + (r—j+Dag(zizj—1), 0<k<n, 0<4,5<r

En este caso todas las formas cuadraticas dependen de qq.

Con H quedan condiciones para cada cuddrica por separado, mas precisamente:

Hf(a:,x]) = f(Ha:Za:j) <~ qu(xixj)Hwk = qu(Hl’z‘x]‘) <~
k=0 k=0

n

Z qe(@izj)(n — 2k)wy, = Z qe((r — 20) @iz + (r — 2j)zimj)wy, <=
k=0 k=0

(n —2k)q(zixj) = (2r — 2(i + j))q(zizj) <= (n — 2k — 2r + 2i + 2j)q(z25) = 0
donde 0 < k<n,0<14,75<r.
Notar que si n—2r # 2k—2i—2j entonces gi(z;x;) = 0. En otras palabras, fijada una forma
cuadratica g y una de sus filas 7, se tiene que hay a lo sumo un solo lugar no nulo, esto es
pues si n = 2r —4m con k e i fijos, se tiene que n — 2r =2k —2i —2j <= j =2m+k —i.
En conclusién la forma cuadritica gy tiene asociada una matriz (simétrica),
(qr(izj))ij

que es toda nula salvo en una anti-diagonal. Dicho de otro modo, gj(x;z;) = 0 salvo quizas
para j =2m+k —i.

2.1.1 Corolario. Sean E' = S"(C?) y E? = S™(C?) tal que n = 2r — 4m > 0. Sea
{x0,...,2,} base de E' generada por su vector de peso mdximo xo, sea wo vector de peso
mdximo de E? y sea qo forma bilineal sobre E' que cumple lo siguiente para 0 < 4,5 < r:

0= (i+1)go(zit1,2;) + (J + Dao(wi, zj41), (2r —2i —2j —n)qo(xi, zj) =0,
entonces existe un inico morfismo de E°-mddulos E' @ E* i> E? tal que su componente
sobre wy es qy. Mds aun, f es simétrico si y solo si qg lo es.
Demostracion. Defino g utilizando la formula de recursién:
(n = E)ary1(zi 5) = (r — i+ Vqr(wi1,25) + (1 = J + Dar(@i, 75-1),
donde 0 < k<n,0<,j<ryxz_1=Xzg=0.

Notar que son simétricas si y sélo si lo es qo. Sea {wy,...,w,} la base que genera wy en
E? y defino f := " qpwy. Por construccién es morfismo E°-lineal y es tinico. O
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2.1.2. En este parrafo analizaremos més en detalle las condiciones del corolario anterior
respecto a la forma cuadratica qg. La primer condicién del corolario,

0= (i 4+ 1)qo(wis175) + (4 + 1)qo(i7;41)

dice que gg depende tinicamente de los valores go(zoz;) (0 andlogamente de go(x;z0)). Esto
es pues si se tienen los valores go(zox;) para 0 < j < r, entonces se define
Jj+1

qo(T125) = — 5 qo(T0Tj+1)

Luego si se tiene definido hasta go(x;z;) para 0 < ¢ < r, se definen los siguientes

+1
141

qo(Tiy175) 1= qo(TiTj41)-

El mismo razonamiento demuestra que si se empieza con go(z;zp) también se reconstruye
todo qq.

Analicemos ahora la segunda condicién del corolario:
(2r —2i — 2j — n)qo(xiz;) = 0.
Sea n = 2r — 4m entonces (2r — 2i —2j —n) = 0 si y sélo si i + j = 2m, entonces
qo(xizj) #0 =i+ j = 2m.

Sea A := qo(xox2m) # 0 arbitrario, entonces aplicando la recursién tenemos para 0 < i <
2m,

qo0(Tizam—i) = (—1)" <2m> .

7

En particular, si A € Q todos los coeficientes de gy son también racionales, lo que implica
que gx(z;z;) € Q.

2.1.3 Corolario. Hemos caracterizado toda forma cuadrdtica que se extiende a un mor-

fismo de sly(C)-mddulos entre S?(S™(C?)) y S2r—4m(C?)

qo(Tizam—i) = (—1)° <2m> A

1

2.1.4 Corolario.
dimg, () (S%(S7(C?)), S ~*™(C?)) = 1.

Demostracion. Este hecho es obvio desde el punto de vista de la teoria general, pero en
este caso se enfatiza el hecho de que todo morfismo depende de un solo coeficiente A. [

Pasemos ahora a analizar las formas cuadraticas qq, . .., qz.
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2.1.5 Teorema. Sea A := qo(2oT2m) ¥ j := 2m +k — i entonces para 0 < k < 3,

(o2 3 ()20

s=méx(0,i—k)

Demostracion. Empecemos haciendo algunas observaciones simples. Recordemos algunas

identidades:
Xl‘i.Tj = (7“ — 1+ 1>xi71$j + (T‘ —J+ 1)563'1‘]',1

Xori=(r—i+1)(r—i+2)...(r —i+s)x_s :s!<7a;z_4; S>J:Z-_s

k

Xz = 3 () e (L)

=0

Por otro lado utilizando la formula de recursién
(n =k + Dgp(ziz;) = qp—1(Xxiz;),
se obtiene:
m—k+1)(n—k+2)...(n)gr(ziz;) = (n—k+2)...(n)gr—1(Xziz;) =

= (TL —k+ 3) ce (n)qk,g(szixj) =...= qO(XkJJZ‘J}j).

Finalmente supongamos r > 2m ya que el caso r = 2m, o sea n = 0, queda sélo gy que
ya conocemos (2.1.3]). Entonces para r > 2m, 0 <i <r,n:=2r—4m > 0,0 <k < 3,
ji=2m+k—1,

k

k! (Z) qQ(wizs) = qo( X zi;) = zz(; <I;> go( X', X aj) =
Nl b (ST Gy WO
- lz; <’;>u <T :j l> (k —1)! <T - 7{ :f - l) (—1)! <i2inz) A

Si pasamos dividiendo de la izquierda k!, el combinatorio (’f) se simplifica. Por tdltimo
haciendo un cambio de variables s =i — [ se tiene (0 < s < 2m):

(=2 3 ()G (7)

s=i—k

Por convencién, los combinatorios que no tengan sentido son cero. ]
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2.1.6 Proposicion. g,(ziz;) = gn_p(Tr—izr—;).

Demostracion. Recordemos las tres condiciones obtenidas del hecho de que f es un mor-
fismo de E°-mddulos.

kqrp—1(zizj) = (i + Dap(@it12;) + (5 + 1)ae(@izjv1)
(n = k)qr1(vizj) = (r — i+ Dgr(wi12;) + (1 — j + Dagg(wizj—1)
(n = 2k)qr(wiz;) = (2r — 2(i + j)) g (2iz;)
Si en la segunda recursién hacemos el cambio de variables ' =n—k, i =r—i, 7/ =r—j
obtenemos para 0 < k' < 5,0 < 7,5 <
Kaw-1(zizy) = (' + Daw (zir1zy) + (' + Daw (zozj1).

Si llamamos ay (i, j) := qx(xixj) ¥ b (i, 7) := gn—k(Tr—iz,—;) las ecuaciones recursivas que
deben cumplir ai y br son exactamente las mismas 0 < 4,5 <r, 0<k < %:

kag—1(t,7) = (i + Dag(i +1,7) + (j + Dag(i, j + 1).

kbg—1(,5) = (i + Db(i + 1,7) + (5 + )bk (4,5 + 1).
Luego si sus datos iniciales coinciden, az = bz, se obtiene la igualdad gy, (iz;) = qn-t(Tr—iTr—j)
ya que las recursiones que las definen son las mismas,

: no.
ag(i,2m+ o — 1) = ¢z (TiTomi g -i) = 3 (Ti%2mir—2m—i) = q3 (Titr—i) =

Q%(l'r—i.fl?z') = b%(@,?“ — ’L) = b%(l,2m + 5 — Z).

2.1.7 Corolario. Se tiene rk(qr) = rk(qn—x) <2m+k+1 para 0 < k < 3.

Demostracion. La matriz de cada g posee a lo sumo 2m + k£ + 1 de sus coordenadas no
nulas. Estas aparecen de forma anti-diagonal, (i +j = 2m+ k), haciendo que filas no-nulas
sean linealmente independientes. O

2.1.8 Ejemplo. Notar que la igualdad no vale. Por ejemplo para r = 6 y n = 4 (o sea,
m = 2) se tiene que ¢a(r125) = g2(x521) = 0 haciendo que su rango sea menor a 2+4+ 1.
En este caso se tiene rk(qp) = rk(qs) = 5, rk(q1) = rk(g3) =6 y rk(g2) =5 < 7.

2.1.9 Lema. Si A = qo(zoxam) # 0 entonces
Qk(xOme-i-k) = Qn—k(ajrwr—Qm) 7£ 0
conOSk‘g%:r—%n. Madas ain, sim =0,
Q(Tik—i) = G (Tr—iTr_g1i) # 0.
Demostracion. Se deduce de 2.1.5] la férmula
)
— #0.
(&)

De tenemos ¢,k (TrTr—2m) = qr(ToTomir) # 0. Andlogamente si m = 0, se tiene
(riz) (rferi)
n
(%)

QO (T0Tomtk) = A

£0.

-k (Tr—iTr—pti) = Qe(TiTp—;) = A
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2.2. Propiedades geométricas de M C P".

Utilizando las ecuaciones explicitas de M daremos una cota superior para su dimension, [2.2.1]
También demostraremos un caso particular en donde M es interseccion completa, [2.2.3. De la
teoria del pletismo geométrico de sla(C) podremos relacionar M con la geometria de la curva de
Veronese, [2.2.7). De alli, obtendremos una cota inferior de la dimension de M, [2.2.7, Finalizan-
do la subseccion daremos un cuadro (calculado con computadora) donde se ven las dimensiones
de distintas M. Como se podrd observar se ha podido demostrar dimensiones que presentan un
“patrdn” determinado. En el caso general se verdn comportamientos errdticos. Como corolario de
este capitulo hemos explicitado las ecuaciones de algunas variedades tangenciales de la curva de

Veronese, [2.2.10,

Fijado m, notemos
k k._
bi(m) = b = qr(TiTom+k—i)-
Dado que la matriz asociada a la forma cuadratica g es simétrica tenemos:
k _ 1k
b = bopyp—i-

Six=apxyg+...+ arx,

2m+k 2m+k
_ . Ny C— va )
Qk(ﬂ?.$) = Qk($2x2m+k—z)aza2m+k—z = i A A2m4-k—i-
i=0 =0
2m+k 2m+k
_ ) ) ) - pe ) )
Qn—k(x~$) = Qn—k(xrfzfr—Qm—k—H)arfzar—Qm—k-i-z = i Ar—iQpr —2m —k+i-
=0 =0

Calculemos la derivada de gx(x.x) respecto a a; que nos servira luego
Oqr(z.x
8(a~) = b agmk—i + W5 hi@2mrk—i = 2bF Q2 g h—i-
1
20ar(2)y {79 c2r—am 2 ~ '
2.2.1 Proposicién. Sea S*(S"(C?)) —— S (C*) entonces la variedad proyectiva
M CP" asociada a f tiene dim(M) < 2m. Sim =0, M = (.

Demostracion. Ya que conocemos explicitamente las ecuaciones que definen a M, cal-
culemos la dimensiéon de los espacios tangentes. Mds precisamente, veamos que el ran-

2[z,— . . L,
go de la aplicacién E! [x—>] E? es mayor a 5. La matriz Jacobiana de la aplicacién
f(x) = [x.2] = (@o(x.2),...,qu(z.7)) es, para x* = apxo + ... + a,z, € E' genérico, la

matriz en C"H1X"*1 agociada a la aplicacién lineal y — 2[z.y]:

bgazm b?azm_1 .o bgmao 0 0 0 e 0
byaom1 . ... ... b3m4100 0 0 0
b%aszrg . N [ N b§m+2ao 0 . 0
bS_Qmar A b mag

0 bg_Qm_laT b§_2m_1ar4 o o o L. . b::fm_lal
0 0 A e e ceo L biTEmT2g,

0 0 . .. 0 bla, Bar—1 ... bImar—2m
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Dado que bf # 0 (2.1.9) las ultimas 5 + 1 filas son linealmente independientes, luego el
rango de la matriz es mayor o igual a § + 1 = r — 2m + 1, entonces dim(7, M) < 2m. Si

m = 0 el rango es r + 1. O
2.2.2 Teorema. Sir es impar y m = % entonces dim(M) = r — 3 y su grado es 8.

Demostracion. Ya sabemos que I(M) = (qo, g1, q2) donde

0 0 0
qo(ao, .. .,ar) = bgaoar—1 + bjarar—2 + ...+ by_jar_1a0
1 1 1
q1(ag, . ..,a;) = byapa, + byarar—1 + ... + byarag
0 0 0
g2(ao; - - -, ar) = byarar + byar—1a2 + ...+ b,_ja1ar

Los coeficientes de las formas cuadréticas cumplen las siguientes relaciones:
0 _ 10 0_ 10 0 _ 30
by = br—lvbl - br—27 . "bm—l - bm+17
131 71 _ 71 1 _ g1 1 _ 1
bO - brv bl - br—h IR} bm—l - bm+2v bm - bm+1'

Para ver que la dimension es 7 — 3 se calcula el rango de la matriz Jacobiana

0 0 0
boar_l blar_g “ee br_la/(] 0
1 1 1 1
byar blgr—l ... b671a1 (I))Tao
0 boar “ee br_2a2 b,r,_lal

Recordemos que b5 # 0 (2.1.9). El menor formado por las dos primeras columnas y la
ultima, es una hipersuperficie propia ya que aparece el monomio aga,a,—1. En su comple-
mento, M es suave.

0 0
boar,1 blar,g 0

det | blar bla,—1 blag | = bbibYarar_1a,—1 — b3bSboaoara,—1 — bLIbsarara,_s.
0 bgar b8a1
Notar que los puntos (ap:0:...:0),(0:...:0:a,) € M son singulares. O

2.2.3 Notacién. Recordemos brevemente las definiciones de la curva de Veronese ¢, C P"
y sus variedades osculantes TPc,. La curva de Veronese puede darse de forma paramétrica
sobre un abierto afin como

t - (1,882, .., t7).

Su variedad tangencial, denotada T'c,, podemos definirla como
(t, M) — ¢ + Mid..

Depende de dos parametros. Uno indica el punto de la curva y otro un vector tangente a
ese punto. En general su variedad p-osculante, TPc, viene dada por

(E A1y Ap) — Cr F A1+ o+ AP

En cada punto de la curva, se apoya un hiperplano de dimensién p.

Hemos dado una parametrizacién afin de estas variedades, pero las consideraremos en P".
Las dimensiones de ¢, y de TP¢, son las esperadas (p + 1).
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2.2.4 Proposicién. La variedad M que define S*S"(C?) ki S2r=4m(C2) contiene a
T™ ¢, y no contiene a T™c,. En particular dim(M) > m.

Demostracion. Recordemos un hecho de la teoria de representaciones y del pletismo geométri-
co:

{formas cuadraticas en P" = PS"(C?)} = S2(S"(C?)V) = S*"(C?Y) @ I(c,)s.
I(TP e )y = S*4(C?Y) @ I(TPe, )2 = I(cr)2 2 I(They)2 2 ... D 0.
Como vale I(M )9 = 5’2”_4”‘(((32)\/ >~ G2r—4m(C2V) podemos elegir p para que valga

SQT—4m(C2V) C I(TP¢,)y = I(M)y C I(TP¢,)y = I(M) C I(T?¢,).

Por ejemplo, si m > 1 podemos elegir p = 0 para que valga ¢, C M. En general,

I(M)y @ I(T™cp)g = I(T™ tep)y = T™ e, C©M, T, €M sim < [§].
I(M)y =I(T™ 1 ¢,)g = T e, T M, TMe, ¢ M sim=[%].
O
2.2.5 Corolario. Sea f un morfismo de sla(C)-mddulos sobreyectivo
SQ(ST(CQ)) i) @ 52r74m((c2>7
m>p
entonces TPc, C M, de hecho I(M)s = I(TP¢;)2. Sip =0 tenemos igualdad ¢, = M.
Demostracion. Se tiene que f se descompone como f = (fp41,...,fs) donde s = [5] y

cada fp, : S?(S"(C?)) — S?"~4m(C?) es un morfismo de médulos no nulo. La variedad
M asociada a f es

s

{a| f(aa) = 0} = {a| (fps1(aa),..., fs(aa)) =0} = () {a|fmlaa)=0}= () Mpn.

m=p-+1 m=p-+1

De la demostracion de se tiene I(M)q = I(TPc;)2. Si p = 0 obtenemos la igualdad
ya que ¢, estd generada en grado dos. O

2.2.6 Ejemplo. En el caso, r es par y m = 3, hay exactamente una sola cuddrica go cuya
matriz (diagonal de rango r+1) tiene coeficientes A(—1)" (7). De hecho es la tnica cuddrica
en P invariante por PG L2 (C). Para r = 4 esta cuddrica es bien conocida, [Har92, 10.12].
La variedad M = P{qy = 0} C P" es una cuddrica de rango méximo e irreducible ya que
el tnico polinomio que la define (de grado dos) no es un producto de dos lineales.

0=qo(zz) = ;%1:(—1)1 (:) ity = i(—l)" <:> Qilr_i =

=0
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Al ser una hipersuperficie, posee dim(M) = r — 1, luego de m obtenemos

T%‘lcrgM sir > 2.
co =M sir=2.

Con este ejemplo concluimos que no vale la igualdad en [2.2.5

2.2.7 Corolario. Sea S?(S™(C?)) N b

sobreyectivo. Entonces

m>p S2r=4m(C2) morfismo de sla(C)-mddulos

p+1<dim(M) < 2p+1.

Demostracién. Vimos en que p+ 1 < dim(M). Para ver la otra desigualdad utiliza-
remos La variedad M asociada a f es

s

{a| f(aa) = 0} = {a| (fp41(aa),..., fs(aa)) =0} = [ {a|fm(aa) =0} = () Mpn.

m=p+1 m=p+1

Dado que dim(M,,) < 2m, se tiene que dim(M) < 2(p+ 1).

2.2.8 Ejemplo. Hemos calculado con computadora la dimension de My,:

m\r | 2 4156|7819 ]10|11 12
I 11 j1j1j1/1j1/1]1 )11
2 312(3[2(2|2|2]2 |3
3 51413351313
4 7165|414
5 91817
6 11
También hemos calculado el grado:

m\r 234|567 |8 |9 |10] 11 |12
1 12)/3|4/5]6|7]8]9|10]11 |12
2 2185121416 18| 20 |22
3 2181322112 27 |30
4 2| 8 |32]128 |36
5 21 8 |32
6 2

Los ntimeros subrayados son datos que conocemos en general,
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2.2.9 Ejemplo. Hemos calculado con computadora la dimensién de la variedad M en el
caso [(M)g = I(TPc,)s:

IP)4 IP)E) IP)G IP)? IP)S IP)Q IP)IO ]P)ll PlQ IP)lS
I(Tle,)2 | 3 (2222|222 ]2]2
I(T?c;)s 514(13[3[3]3]3]3
I(T3c;)2 7164 4] 4]4
I(T*c,)2 9|86 |5
I(T%¢;)s 11 | 10

Las dimensiones subrayadas son aquellas en las cuales el E? elegido es irreducible, con
lo cual es informacién de la tabla anterior. Notar que el patrén se rompe en P2 en la
variedad 4-osculante pues dim(M) = 6 y no 5. Concluimos que ésta no estd generada en

grado dos.

2.2.10 Ejemplos. Si M es tal que I(M)y = I(T"c5)2 hemos calculado con computadora
que I(M) es primo y dim M = 2. Luego conocemos explicitamente las ecuaciones de T c5.
Idem para Tlcg, T'cy y Tlcg. Tienen grados 8, 10, 12 y 14.

I(TIC5) = <CC5£CO — 3x4x1 + 2x3%2, xaxo — dT371 + 3:522, Tr5x1 — 4raT0 + 3:532).

I(T106) = <£U4Z’o —4x3xq + 3%22, Texo — T4z + 8‘%‘32,£E65132 — 4xsx3 + 3.1‘42,

2
T5T0 — 3T4T1 + 223%2, TeT1 — 3T5T2 + 22423, TeTo — 6571 + 152472 — 1023 >

I(Tlc7) = (z7rx3 — dx6Ta + 3x§, 2x7x3 + T6T4 — 3:10?, T722 + 3TeTs — 4x5T4, T3To — T2T1,
Tax0 — 43Ty + 3m§, T5xT0 + 3xaT1 — 4T3%2, T7T4 — T6X5, 2T4T0 + T3T1 — 33:%,
T5x0 — 3TaT1 + 2x3%2, Texo — 6511 + 1542 — 10:17§7 TeXo — T5L1 — DL4XT2 + 5x§,
TexXo + ST5x1 + TaTo — 1037?,, x7x0 + dxrer1 — 21lx5T2 + 152473, T7x0 + 23T621 + DlTs02 — THT4X3,
x7x1 + 8TgTo + 573 — 10I421,I7£C1 — TgTo — DT5T3 + 52:27 x7x1 — 662 + 1D5T503 — 10@21,

2 2
T7x2 — 3x6T3 + 205%4, TrT0 — DTeT1 + IT5x2 — DTax3, T2To — TT, T7T5 — xG).

I(TICg) = (zax0 — 4x321 + 3333, z3T2 — 6x7x3 + 15x674 — 10m§,x8m4 — 4x7xs + 33:2,
x3T1 + 2x7x2 — 12063 + 9T524, x8T3 — 3T7xa + 2T6X5, 3TeT0 — 451 — 1lxaxs + 12:17§7
T5x0 — 3T4T1 + 2x3T2, T7x0 + 2261 — 120512 + 92423, T7T0 — DX6T1 + 9T5T2 — DT4T3,

r8x1 — OT7T2 + 9x6x3 — DTs5x4, T6To — 6521 + 15T422 — 1010%7
xsxo + 1207201 — 220622 — 362523 + 45373, 3xgxe — dxrxrs — llxexg + 12:10%,

T8xo — 2x7x1 — 8Tex2 + 34r513 — 251,’?1, xrsxo — 8x7x1 + 2862 — H6T5T3 + 35@21).
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3. g simple.

Resumen

Este capitulo junto con el capitulo[6]son los mds importantes de esta tesis doctoral.
Estudiaremos las variedades de Maurer-Cartan que aparecen en una GLA con E°
simple. A cada subvariedad X C PF 1 le asociaremos una variedad de Maurer-Cartan
Mx ={z|q(x) =0Vq € I(G.X)a}. Veremos que bajo ciertas hipdtesis las variedades
de Maurer-Cartan son de la forma M,, las asociadas a un punto. En la primera y
segunda subseccién daremos algunas observaciones y definiciones. Estudiaremos en
detalle qué sucede con los pesos de las representaciones E' y E?. También analizaremos
al grupo exponencial y a su correspondiente accién. Esto nos servird en las siguientes
subsecciones Estructura de Mx y Estructura de M,. La subseccién Estructura de M,
es la més técnica de todas. Es por esto que se empieza por el caso mas facil y luego se
generaliza. Se demuestra que M, son variedades irreducibles. En la ltima subseccién
se estudian los ideales de algunas variedades de Maurer-Cartan. Las relacionadas a la
estructura de pesos de la representaciéon E'. Se obtiene un resultado que relaciona la
estructura de pesos con el grado de anulamiento de las ecuaciones sobre algunas curvas
de Veronese. La herramienta fundamental de todo este capitulo es el uso sistematico
del &lgebra envolvente Ug.

3.1. Preliminares.

En esta subseccion se trataran las definiciones bdsicas, se trabajaran con pesos y finalmente da-
remos una observacidén sobre el ideal de algunas variedades de Maurer-Cartan, [3.1.7. Podriamos
decir que lo importante de esta subseccion son las definiciones. La variedad de Maurer-Cartan
asociada a una variedad invariante se define en [3.1.6, En el lema [3.1.9 hemos generalizado el
stguiente hecho de la teoria de representaciones de dlgebra de Lie simples: sea w € W su vector de
peso mazximo entonces el conjunto {Yé;“ ...Yé:"'w} genera linealmente a W. Nuestro lema afirma
que fijado cualquier w € W no nulo, existen elementos del dlgebra D, ..., D, tal que el conjunto
{D{" ...D"w} genera linealmente a W. Si bien este lema es bastante sencillo, es el primer paso
en la utilizacion de Ug.

Necesitaremos recordar algunos conceptos sobre la teoria general de dlgebras de Lie. Como
referencia puede utilizarse [Wei94| 7.3,7.4] y el libro de [Ser01, VII]. Dada g un algebra de
Lie, tenemos su algebra envolvente universal Ug. Se tiene que g C Ug como subespacio.
El ideal que genera g en Ug se llama ideal de aumentacién denotado J. Es un g-médulo
(al igual que Ug). Una manera de definir el ideal de aumentacién es tomando el morfismo
de &lgebras asociativas € : Ug — C tal que £(g) = 0, luego J := kere.

El funtor derc(g, —) es representado por J:
homgy(J, V') = derc(g, V)

donde el isomorfismo es la restriccion, si ¢ : 3 — V' es morfismo de g-médulos, Dy := ¢|g
es una derivacién. La inversa de este isomorfismo se obtiene del hecho que 3 =Ug.gy Ug
es asociativa, luego ¢p(u.a) = u.D(a). De esta ecuacién se obtiene Ug. ker(D) C ker(¢p).
Desde este punto de vista, las derivaciones internas son aquellas ¢ que se extienden a todo
Ug y quedan definidas por ¢(1) = v.
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Si bien la imagen de una derivacion D no es un g-médulo, la de su morfismo asociado ¢
si lo es y estdn relacionadas de la siguiente manera:

im(¢) = ¢(3) = ¢(Ug.g) = Ug.¢(g) = Ug.D(g) = Ug.im(D)

3.1.1 Notacién. Supongamos que g es simple y sea «yq, ..., a, base del sistema de raices.
Toda raiz  puede escribirse como f = £ m;«a; con m; € Ny. Llamemos f1,...,0; a
las raices positivas. Para cada raiz positiva 3, sean Xg € a’, Ys € g Py Hg € b tal
que [Xg3,Ys] = Hpg. Recordar que si W es irreducible y tiene vector de peso méaximo
w, entonces Yﬁnfl ) ..Yé: w, m; € Ny genera linealmente W, [Ser0O1l, p.57]. Veremos que
cualquier w € W lo genera con monomios de la forma

D?fn”_D;nrw’ m; € Ny, DiE{X/gl,Yﬁl,...,Xﬁk,ng}.

Dado w € W, notaremos por |w| := p, el peso de w, luego

n n
]Ygl .. .Yﬁ”:nngnﬂ ' ”ngznw’ =pu— Zmlﬁz + Zm?’b-‘riﬁia m; € Ny.
i=1 i=1

3.1.2 Lema. Sea W una representacion de dimension finita. Dado w € W existen
D17 LR D?";
D; € {X517Y517"’7X6k7yﬁk}7

tal que {D{" ... D" w}m,>0 genera Ugw.

Demostracion. Sean pq,...,ps € Ugw los vectores de peso maximo de la representacién
Ugw y sean Py, ..., P; € Ug los polinomios (no conmutativos) tales que Pyw = p;. Dado
que vale XY —Y X = H en Ug podemos suponer que en los monomios de P; no aparece H.
Sea Dy = Yp,,..., Dy =Yg, y definamos Dj1,...,D,. Sea Dj1 la primer variable del
primer monomio de Pj, Dy.o la segunda variable del primer monomio de P, finalmente
D, es la ultima variable del ultimo monomio de Pk.

Notar entonces que con todos los polinomios formados con los monomios de la forma
D" ... D™ w, obtenemos en particular los polinomios

Ygl...YéZ’“Rw:Ygl...Yéka

que generan toda la representacién Ugp;. 0
3.1.3. Lo siguiente estd extraido de [Hum?78| seccién 13]. Sea {a1, ..., an} las raices sim-
ples de g y sea {f1,..., Bk} las raices positivas.

Tomando base dual (respecto al producto interno de h"), las raices simples dan lugar a
los pesos simples {wi,...,wy,}. Estos pesos generan un lattice que contiene al lattice de
raices. Por ejemplo, en sl3(C) el lattice de raices es 27 y el de pesos es Z.
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Si w es un peso no-negativo, este genera una representacion irreducible de dimensién finita,
donde los pesos de la representacién son de la forma w — Y m;a; con m; € Ny ([Ser(1]

p.57]).
Dado que en general, las «; no son pesos positivos, las 3; tampoco.

Por ejemplo, en el caso sl3(C), si fijamos a1 y ay como raices simples,

" 201t ag " _ap — 2z
1=—3 2=

Todas las representaciones irreducibles de sl3(C) de peso maximo mjw; + mows quedan
determinadas por el vector (my,ms) donde my, mg > 0 ([Hum78| seccién 21.2)).

La formula de pesos simples se obtiene invirtiendo la matriz de Cartan, con lo cual el tinico
denominador que hace falta es su determinante.

3.1.4 Notacién. Sea V una representacion de g, sea h) una subdlgebra de Cartan fija y
sea A un peso de g, i.e. A € hV. Denotaremos V> al subespacio vectorial de V de peso A\,

VY:={veV]av=>Aa VYach}.

También utilizaremos la siguiente notacion. Dado que estamos trabajando con represen-
taciones de dimensién finita de un dlgebra simple, denotaremos c/(W) a la clase, salvo
isomorfismo, de la representacion irreducible W. Dos representaciones irreducibles W, W’
son isomorfas si y sélo si cl(W) = cl(W').

3.1.5 Notacién. Dado que trabajaremos con la representaciéon S?(V') introduciremos la
siguiente notacion, si V1, Vo C V son dos subespacios lineales:

N =mh="eV@drenh
LuegosiV=Vi&d...0V; conVi:Vi)‘1 EB...@Vi)‘Ts tenemos
Sy = @ v
i?j7k7l
FEn particular los espacios estables son de la forma

)\i Aj
Sy = @ v
AitAj=v

Si W C S2(V) es una subrepresentacién irreducible y dimc(W?7) > 1, entonces W no es
necesariamente suma de Vk)‘i Vl)‘j , de hecho vale:

Sy = @ =W

i +/\.7' =y

donde W; C S?(V) son subrepresentaciones irreducibles.
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De ahora en adelante trabajaremos con V irreducible de vector de peso maximo p € V.
2
Sy = @ vevE =pw;
a+pB=y 7

Cada W; posee un tnico (salvo multiplos) vector de peso méximo w; € W y si suponemos
cl(W;) # cl(W;), estos pesos son todos distintos. Sea v € hY el peso maximo de W, enton-
ces llamemos W, := Wj;. No confundir W, con V(v) la representacién irreducible asociada
a 7. La diferencia es que W, puede ser 0, pero V() nunca lo es.

Suponer que cl(W;) # cl(W;) es muy fuerte porque es comin que esto pase, por ejemplo,
si g = BQ,
S2(V(1,1)) =V(2,2) @ V(1,2) & V(0,2)%2

Por otro lado, en el caso sl3(C), si V es irreducible, siempre vale cl(W;) # cl(Wj).

Dado que V es irreducible tiene un tnico peso méximo v, luego los pesos de V son de la
forma v — 3 con B una combinacién positiva de raices simples. Luego los pesos de S?(V)
son de la forma

(=B +w—-8)=2w-5, B:Zmiaia m; € No.
El orden entre los pesos que se usa en general es un orden parcial definido como
AN =N = A=) mia;, m; € No.

Como los pesos que aparecen en S2(V) son bastante especificos, el orden entre ellos es
simplemente el orden lexicografico:

2v — Zmiai <2v — Zm;ai <= m; < m,.
Entonces si v £ Ag

SPV)Y N Wy, =W) =0, dime(S*(V)"NW,) = dime(W]) = 1.

0 =
Obtenemos entonces la siguiente caracterizacién:
Sy = @ vevP =pwy.
a+p=y A>y

Sip € V es el vector de peso maximo v, tenemos que pp es vector de peso maximo en
S2(V) y es el de peso mayor 2v. En particular, Wa, aparece con multiplicidad uno ([Pro07,

p.345]) y
Ug(pp) = Way.

3.1.6 Definicion. Definamos el siguiente morfismo que utilizaremos en toda el capitulo,

AV — S3V), Az) =z
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Para cada subvariedad proyectiva X C PV llamaremos C' = C'(X) C V al cono asociado
a la variedad proyectiva X C PV. Denotamos Sx C S%(V) al submédulo Sy := UgA(C),

Sx = UgA(C) = {Q(z2) | {z) € X, Q € Ug} € S*(V).

Notaremos My := PA~1(Sx) a la variedad proyectiva de Maurer-Cartan asociada a X.
Esta definicion trivializa el hecho que toda variedad de Maurer-Cartan en una GLA, es de
la forma Mx para alguna subvariedad proyectiva X C PV.

Por simplicidad en la notacién habra casos en que utilizaremos M¢ y S¢ donde C C V es
un cono. Por ejemplo, en la observacion [3.1.7] utilizamos esta notacion.

Notar que vale
XQX/:>MXQMX/

Llamemos G al grupo asociado a g. Como V es un g-médulo, el grupo G acttia en V' y de
hecho acttia en PV,

9.(v) = (gv).

Dada la subvariedad X C PV y C C V su cono asociado, se tiene la caracterizacion
(A(G.0)) = (G.A(C)) = Ugh(C) = Sx.

La primera igualdad se obtiene pues A es G-invariante, y la segunda igualdad se obtiene
mirando las dos inclusiones:

A(C) C UgA(C) = (G.A(C)) C UgA(C).

A(C) C{G.A(C)) = UgA(C) C(G.A(C)).

Notemos entonces que Mx = Mg .x ya que Sx = Sg.x-

El teorema respecto a las variedades Mx dird que contienen a G.X y que sus ideales
coinciden en grado dos. Esto extiende el caso sl3(C). También que bajo ciertas hipétesis son
irreducibles. Antes de enunciar este teorema tendremos que analizar més en profundidad
cada concepto.

3.1.7 Observacién. Hagamos una pequeinia observacién geométrica respecto al ideal de
estas variedades. Fijada una representacion W g-isomorfa a su doble dual, se tiene una
biyeccién entre submédulos de Wy de WV. Esta biyeccién viene dada por el anulador.
Miés precisamente, a cada U C W le corresponde U° C WV, luego fijado un g-isomorfismo
entre W y WVV se define la inversa, que es nuevamente el anulador.

Recordemos la definicion del anulador:
U°={peW'|o(U) = 0}.

Es una subrepresentacién de WV, ya que (a.¢)(u) = ¢(a.u) = 0 pues a.u € U.
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Notar que vale
Uy CU;, = U; CU;.

Sea V un médulo de dimensién finita. Luego es g-isomorfo a su doble dual (x — ev,).
Se tiene entonces que S?(V) es g-isomorfo a su doble dual S2(V)VV:

82(V)VV o~ SZ(V\/)V o~ SZ(V\/\/) o~ SQ(V)

En conclusién hay una biyeccién, dada por el anulador, entre subrepresentaciones de S(V)
y de S2(VV). Esta biyeccién invierte el orden.

Sea S C S%(V) una subrepresentacién y tomemos la variedad proyectiva
M :=PA~L(S) C PV.

El ideal (graduado) de esta variedad I(M) C S*(VV) estd formada por todos los poli-
nomios que se anulan sobre M, en particular I(M )2 puede pensarse como las cuadricas
que contienen a la variedad PA~1(S), o las formas cuadraticas que se anulan sobre A~1(S).

Supongamos que S = (A(C)) donde C C V es el cono de alguna variedad proyectiva
X C PV, entonces

I(M)y = {q|q(A7'(9)) =0} = {q|q(zz) = 0, Vzz € S} = {q|q(5) = 0} = S°.

En conclusién, I(M) es el ideal generado en grado dos por S°. Para el caso en que S no
es de la forma (A(C)), podemos reemplazar S por Sy, i.e. I(M)a = (Spr)°.

Por ejemplo el ideal de My+ en grado dos corresponde a (W3,)°, o sea, corresponde a
poner todos los submédulos de S%(VV) salvo el de peso 2v. Es maximo en el orden.

Notemos que los ideales de las variedades My >, forman un drbol (mediante la inclusién)
en S2(VV).

Si el dlgebra tiene rango uno:

I(Myr) D I(Mysr—2) D ... D I(Mysrsp) ...
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Si el algebra tiene rango dos:

P S
A
I MVZV—3O‘1)
~
~N
I Mv>u 2a1) >
P e
e
e
I( 2v— C‘l) MV>1/ a)— 2&2
/ \ / )
I(MVV) Mv>y a)— a2 ~
~

Notar que en grado dos, no dejan ningin espacio libre, por ejemplo en sly(C), el cociente
de dos sucesivos distintos, da irreducible

I(Myzr20)2/T(Myzr-2p-2)2 = Wiy 22 SPFH(C),
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3.2. Sobre la accion exponencial.

Analizaremos la accion exponencial en relacion al dlgebra envolvente. El problema técnico que se
presenta en esta subseccion es que el dlgebra de Lie no es nilpotente, con lo cual las series forma-
les eP poseen infinitos términos no nulos. Hemos solucionado este hecho con el lema m Para
cada uw € W arbitrario y D1, ..., D, particulares es posible encontrar (N1,..., N,) suficientemente

Di\h-‘r’ﬁ o Divr"l'kr

grandes tal que u = 0. Este hecho le dard a la accion exponencial una faceta de

finitud que necesitaremos.

Se recomienda leer el pdrrafo donde se da una observacion general de las variedades My .
Bdsicamente que contienen siempre a la orbita cerrada y que la orbita cerrada es una variedad de
Maurer-Cartan. En el caso sla(C) esto se traduce en que la curva de Veronese es una variedad de
Maurer-Cartan y que estd incluida en cualquier otra variedad de Maurer-Cartan.

3.2.1 Notacién. Fijadas Dq,...,D, € g y m € Njj, denotamos
D™ .= D" ...D" € Ug.
3.2.2 Lema.

D™(yy) _ > D'y DIy
nl 4 AN
1+j=n
donde k! = k1lko! .. . k).
Demostracion. Dada Dy € g, se tiene
k
k _ D¥(ab) D¥a Db
Df(ab) =" <l>(Dlla)(D’f ) = %7, =) 71'?1,
P ! ' ¢!

Iterando esta formula se obtiene el resultado. O

3.2.3 Notacién. Fijadas Dq,...,D, € g denotamos

() (9]
Dm D Dmr —~
eD::E — = E —1_ . T cUg
m! mq! my!
m=0 mi,...,myr=0

Notar que e” no es un polinomio sino una serie. Mas especificamente, es un producto de

series, o visto como operadores, es la composicién:
el =ePr . ePr e Ug.

Cabe aclarar que los elementos de la forma el dan lugar a un grupo multiplicativo dentro
de Ug. La inversa de eP1 es e™P1 y el neutro es 1 € C C Ug. Si V es una representacién
de g y Dy € g la accién sobre v € V es la accidén exponencial,

eP1y = exp(adp, )v = Ad(exp(Dy))v.

Finalmente hemos definido un grupo en (7\9 y una accién sobre V.
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Para trabajar con polinomios y no con series (o sea, con elementos de Ug), hagamos la
siguiente definicién. Dado ¢ € Nj denotamos

D _ D
Notar entonces que e =e".

3.2.4 Lema. Sea Dy € g y £ € N tal que D{a = D{b =0, entonces
eD (ab) = (cPia)(eP'D).

En particular, si D = Dy...D, y para cada D; existe un £; tal que Dfi(eDl"'Di—la) =
Dfi(eDl“'Diflb) =0, tenemos eP(ab) = (ePa)(ePD).

Demostracion.
20 20 m
D1 (ab) 1 m! _
D1 o 1 o o m—kp\ __
ey (ab) = Z m! m! Z k(m — k)! (Dl a)(D1"™"b) =
m=0 m=0 k=0
20 24 k 20 20—k 1
D1 a Dlm b D1 aD1 D1 a D1 b D
22 T 2 Z Z = (" a)(€;*b).
k=0 m=k k=0 [=
O
3.2.5 Lema. Sea W wuna representacion de dimension finita y D1, ..., D,,
D; e {Xﬁl,Ygl, e 7X5k’Y5k}'
Dado uw € W existe N € Njj tal que
DNFsy = 0, Vs>0.
Demostracién. Supongamos que v € WH y D; = Xg, entonces D'u € wetmB S

Dy =Yg, Di"u € WH=m8 Dado que W es de dimensién finita, posee finitos pesos, luego
existe ¢ tal que Dfu = 0.

Més en general, si u € W sin un peso definido, u = ) u; donde cada u; tiene peso ;.
Entonces para cada i existe un ¢; tal que Df"ui = 0, luego si tomamos el maximo de los
¢;, se tiene que existe ¢ tal que D{u = 0.

Por ultimo, veamos que existe N € Nj tal que DN*sy = 0 para s > 0 multi-indice.

Sea Np tal que DN1 = 0. Sea Ny el maximo de los Ny; tales que Dévm( tu) =0y
0 <4 < Nj. En general, sea Ny tal que DNS(Dls ' D’1 ) =0paratodo0 <i; < N;. O
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3.2.6. Sabemos de [FH91, p.388, claim 23.52], que la érbita del vector de peso maximo p
es la Unica orbita cerrada. Por otro lado, la clausura de cualquier 6rbita es unién de érbitas
de dimensién menor ([Pro07, p.555]) y siempre aparece una 6rbita cerrada ([Muk03|, p.162,
corolario 5.5]).

También, de [Pro07, 6.6], o de [Lic82], sabemos que la érbita cerrada estd generada en
grado dos, con lo cual la érbita cerrada es una variedad de Maurer-Cartan.

Resumiendo, tenemos que dentro de cualquier variedad My aparece M, . En otras pala-
bras, Ws, C Sx.

3.3. Estructura de My.

En la primer parte demostraremos el teorema que tiene a [3.3.5 como corolario. Este dice
que st X es una variedad irreducible y el modulo Sx posee todos sus sumandos simples distintos
entonces la variedad de Maurer-Cartan Mx es de la forma M, dondey es un punto genérico de X.
Seguido a esto tenemos[3.3.6 donde damos dos propiedades de las variedades Mx, que contienen a
G.X y que sus ideales en grado dos coinciden I(Mx)e = I(G.X)a. Obtuvimos algunos corolarios,
entre ellos una cota para la cantidad de componentes irreducibles de Mx, [3.3.7 y obtuvimos que
una drbita genérica no estd contenida en ninguna cuddrica, [3.3.9.

3.3.1 Lema. Siw=w;+ ... +wr € W con w; € W; no nulo y W; subrepresentacion
irreducible de W, cl(W;) # cl(Wj), entonces

Ugw=W1®...0 W

Demostracion. Sea p; vector de peso maximo de W; de peso w;. Como cl(W;) # cl(Wj)
los pesos w; € hY son todos distintos ([Ser01) p.58]).

Caso uno: Supongamos que w = p; + ... + pr suma de vectores de peso méximo. Como
los pesos son distintos, existe P € Ug tal que Pw = Pp; para algtn indice ¢. Por otro lado
como Pp; # 0, genera todo W; y con lo cual existe Q € Ug tal que Q Pw = p;, entonces se
sigue por induccién para w — p;.

Caso dos: Si w = wy + ...+ wy existe P € Ug tal que Pw es suma de vectores de peso
maximo. Se sigue del caso uno. O

3.3.2 Lema. Siw € W% con W irreducible y w no nulo, entonces
Ugw=W

Demostracion. Hay un subespacio de dimensién n formado por vectores de peso méaximo.
Si w tiene peso maximo, genera una representacion isomorfa a W. Si w no tiene peso
maximo, existe P € Ug tal que Pw tiene peso maximo. Como Ugw es irreducible, hay un
dnico vector de peso maximo. O
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3.3.3 Teorema. Si X C PV wvariedad irreducible, existe (y) € X genérico tal que
Ua(yy) = Sy =P Wy, donde Sx = P W™,
AEA AEA
En particular si cl(Wy) # cl(Wy), vale Sx = Siy. Luego Mx = M.
Demostracion. Denotemos por C' C V al cono irreducible asociado a X C PV. Para cada
Wy C Sx tomamos la proyeccién S2(V) =2 W) y sea
Hy :={m\ =0} = kerm).

Notemos que Sx € Hy. Como Sx = UgA(C) y Hy es un médulo, tenemos A(C) Z Hy.

Si denotamos por H := (J, Hy, se tiene que A(C) \ H es denso en A(C) y luego existe
yy g H,ycC.

Yy = ZaAw,\, ay = WA(yy) #0 = Ug(yy) = @WA'
AEA

La ultima implicacién se obtiene de [3.3.1] y de[3.3.2] O

3.3.4 Corolario. Sea X C PV wariedad irreducible donde V' es un sly(C)-mddulo simple.
Entonces Mx es de la forma M, para algin (y) € X genérico. Esto incluye las variedades
cr y TPec, estudiadas previamente.

Demostracion. Todo médulo irreducible es de la forma S™(C?) y S?(S"(C?)) se descom-
pone como suma de submddulos simples distintos. ]

3.3.5 Corolario. Sea X C PV wariedad invariante irreducible tal que Sx tiene todos sus

submddulos simples distintos, entonces Mx = M, con (y) € X genérico. ]

Llamemos G al grupo de Lie asociado al algebra de Lie simple g, sea X CPV yseaC CV
su cono afin asociado.

(x) e X = 2xe A(C)C Sx = X C My = G.X C Mx.

Esto da una cota inferior de dim(Mx). Ya en el caso sly(C), hay ejemplos en los que se
alcanza y ejemplos en los que no.

En lo que sigue veremos que la inclusién a nivel de ideales se vuelve igualdad en grado
dos. En el caso sl3(C) hay ejemplos conocidos sobre esto.

3.3.6 Teorema. Sea X C PV entonces G.X C Mx, I(Mx)2 =I(G.X)a2.

Demostracion. Sea C' C V el cono afin asociado a X C PV.
AC)C Sy = CC A (Sx)= X C My = G.X C My.
Sea q € I(G.X)s y sea b su forma bilineal asociada.
0= g(gu) = 2b(gu, gu) = b € (A(G.C))° = (Sx)° = I(Mx)2.
La tltima igualdad se debe a[3.1.7] O
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3.3.7 Corolario. Sea X C PV wariedad invariante donde X1, ...,X, son sus componen-
tes irreducibles entonces
Sx ISXl—I-...—i—SXn.

Si X y sus componentes estan generadas en grado dos, tenemos que la escritura es irre-
dundante. En particular la mdxima cantidad k tal que Sx = S1+ ...+ Sk donde S; £ S,
acota la cantidad de componentes irreducibles generadas en grado dos.

Demostracion. Vale I(X)o = I(X1)2N...NI(X,)2 y aplicando anulador tenemos Sx =
Sx, + ...+ Sx,, (ver|3.1.7). Notar que cualquier componente irreducible de una variedad
G-invariante es G-invariante. Sea y € X; entonces

Gy=(GynX))U...U(GynX,).
Como G.y N X1 # 0 y la 6rbita es irreducible debe valer G.y C X;. O

Maés adelante veremos que las variedades M<y> son irreducibles, luego si Z C Mx es una
componente irreducible, tenemos Mz C My, = Mx. Supongamos que Sx tiene todos sus
submoédulos simples distintos y sea y € Z genérico tal que Mz = M, entonces, dado que
My resulta irreducible y que Z C My también lo es, resulta Z = M. En otras palabras
la variedad My y sus componentes irreducibles son variedades de Maurer-Cartan, y por
lo tanto, estan generadas en grado dos.

3.3.8 Ejemplo. El siguiente ejemplo es trivial y fundamental al mismo tiempo. Tomemos
X =PV, luego sabemos que X C Mx, o sea Mx = PV. Supongamos que los submédulos
simples de S%(V) son todos distintos, entonces para un (y) € PV genérico, se tiene PV =
M ,y. En conclusién, para (y) € PV genérico, vale M, = PV.

3.3.9 Corolario. Sea (y) € PV un elemento genérico y supongamos que S*(V) posee
todos sus submddulos simples distintos, entonces

1(G.(y))2 = 0.

En otras palabras, una orbita genérica no estd contenida en ninguna cuddrica.

Demostracion. Sabemos que I(G.(y))2 = I(M,))2 y como (y) es genérico, M,y =PV. [
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3.4. Estructura de M.

Esta subseccion es muy técnica y debido a esto tiene muchos comentarios y observaciones. El obje-
tivo principal es demostrar que My es irreducible. La herramienta para esto es el dlgebra envolvente
y todos los lemas que la involucran. El recorrido es el siguiente: en el teorema[3.4.7 se demuestra
que la variedad M, es isomorfa a {ABA"| rk(ABA') <1} = ¢(Cat) NV donde A y B son multi-
matrices con B cataléctica, (M) = AM A? es un morfismo lineal y V es una variedad de Veronese.
La subseccion comienza definiendo y trabajando con estos conceptos pero para matrices. Se define
la variedad de Veronese, la variedad de matrices catalécticas, etc. Luego se define la nocion de
multi-matriz y su estructura algebraica (suma, producto, traspuesta). Se definen multi-matrices ca-
talécticas y variedades de Veronese en estos espacios. Una vez terminado esto, se tiene el teorema
antes mencionado, m Siguiendo, hemos hecho una caracterizacion del espacio ¢(Cat),
que nos sirve para entender que su interseccion con 'V es irreducible,[3.4.111 Con estos pasos hemos
demostrado que M, es irreducible.

3.4.1 Notacion. Dentro del espacio de matrices simétricas de tamano N +1 x N + 1,
trabajaremos con variedades de Veronese y sus secantes.

N(N+3)

El espacio proyectivo ambiente, que denotaremos S, tiene dimension ——5—,

S:={(4)| A" = A, A e CNTIXNH} = PG> (CVH),
La definicién matricial de la variedad de Veronese es
Vo= {(w") | (v") = (vg:...:vn)} CS.

La variedad V es determinantaﬂ dada por las matrices simétricas de rango 1. Su ¢-secante,
viene dada por las matrices simétricas de rango ¢ ([Kan99] o [Eis88, proposicién 4.4]). En
particular, si rk(viv} + ... + vpvh) <1 existe v tal que vo! = vivl + ... 4 vl

Diremos que una matriz B € CNH1XN+1 g cataléctica si (B)ij = bitj parab = (by,...,ban).
Una matriz cataléctica tiene rango ¢ si y sélo si (B) pertenece a la variedad ¢-secante de
la curva de Veronese ([Har92, p.103, proposicién 9.7]). En particular, la curva de Veronese
en P2V se puede definir dentro del espacio de matrices catalécticas como

C = {(B)[xk(B) < 1, (B)ij = biy;} C S.

Notar que la variedad lineal de matrices catalécticas es igual a la variedad (N + 1)-secante
de C. Llamemos Cat al espacio lineal de matrices catalécticas, luego toda matriz cataléctica
B puede escribirse como B = Y \;¢;ct.

Cat := {<B> ‘ Bz'j = bi—‘,—j’ <bt> = (bo [ bQN)} g S.

Vale C C V, pues las matrices catalécticas de rango uno se escriben como elementos de la
variedad de Veronese, (B) = (cc') con ¢ € C, la curva de Veronese en PV,

C={W"N :ayV .. 2V)ePV|(x:y) e P}

2Una variedad determinantal es una variedad en el espacio de matrices dada por cotas en sus rangos.
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La curva C es la imagen de la inmersién de P! inducida por el line-bundle Op1(N). Son
todos los monomios de grado N evaluados en (z : ) € P

Utilizando la matriz de Van der Monde se obtiene que N + 1 puntos distintos de C son
linealmente independientes.

Para cada A € C*N*1! definimos ¢(M) = ¢p4(M) = AMA?. Se induce un endomorfismo
en S y vale trivialmente ¢(C) C ¢(Cat) NV.

3.4.2 Proposicion. Ezxisten matrices A tal que ¢pA(Cat) NV = ¢4(C).

Demostracion. Sea Iy € C*? la matriz identidad y sea U € C*N+l y B € Cat tal que

_(1a O _ (Bo B ¢+ (Bo 0
U—(O 0), B—<B2 B3):>UBU =0 o)
Notar que By es una matriz cataléctica d X d, entonces
rk(UBUY) = 1 <= 1k(By) = 1 <= (By) = (c¢c!) € ¢ C PC¥,

Finalmente, ¢y (Cat) NV = ¢y(C).

Esto mismo puede hacerse para matrices de la forma A = XU donde X € C*¢ ¢s in-
versible. También para matrices de la forma A = XUY donde Y es inversible y tal que
¢y (Cat) = Cat. Notemos que como ¢y es inversible, preserva el rango de las matrices,

luego debe mandar C en C. Es por esto que el grupo proyectivo de las Y que sirven es una
representacién del grupo PG Ly (C), los automorfismos de P! [FHITL p.154]. O

En lo que sigue generalizaremos lo previo para multi-matrices y multi-vectores. Serd fun-
damental para caracterizar M. La nocién de multi-matriz y multi-vector es un caso
particular de la definicién de matriz dada en [Bou70l II, §10].

3.4.3 Notacién. Para cada N = (Ny,..., N,) € Njj denotemos

Llamaremos multi-vector a una funcién v : N — C, equivalentemente a un elemento de
. . U
CX. Llamaremos multi-matriz a un elemento A € CX XN,

Para cada i, j € Nj notaremos por A;; := A(4,j) a las coordenadas de la multi-matriz A.
El espacio de multi-matrices tiene definidas operaciones de suma, producto y traspuesta.

La suma de multi-matrices estd definida si son del mismo tamano y el producto AA’
estd definido si A € CAXN 4/ ¢ CAXNY,

N
(A + A,)l’j = A@'j + A;j, (AA,)ij = Z Aik:A;cja (At)i]' = Aﬂ
k>0
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La notacién Eszo significa ) 3, - Dado que un multi-vector es una multi-matriz en Cx0,

. .7 t t .
tenemos definida la operacién vv*, tal que (vv')i; = v;v;.

Dentro del espacio proyectivo de multi-matrices cuadradas PCYX*X definimos el espacio
proyectivo S de multi-matrices simétricas, i.e. A = A!. Dentro de S definimos la variedad
de Veronese,

V= {(w)|veC¥} CS.

Diremos que B € CEXN eg cataléctica si B;; = b;yj donde b € C2N g un multi-vector.

Llamaremos Cat al espacio proyectivo de multi-matrices catalécticas
Cat := {(B)| Bij = biy;, be C*N} C S.

Sea C C PCY la variedad proyectiva parametrizada por (P!)*", formada por los multi-
vectores (c) de la forma

c(i)i=c'e2 . (e, .. ) € (C)

Sea C la subvariedad de C'at NV definida por
C:={{cc!)|{c) eC} CS.

Todo punto N-secante a C es una multi-matriz cataléctica B = >,y Aicict donde (¢;) € C.
Aprovechando el producto de multi-matrices podemos escribirla B = CAN'C?, donde en
la columna 7 de C' aparece el multi-vector ¢; y la multi-matriz A es diagonal, i.e. A;; = 0
si ¢ # j. Cuando las dimensiones de Cat y de la variedad IN-secante de C coinciden, por
ejemplo si C C PCY es no degenerada, tenemos que toda multi-matriz cataléctica es se-
cante a C. Lo que vale en general es CatNV = C.

Si identificamos una multi-matriz A € CY XY con un morfismo lineal se tiene definido
rk(A). En particular, diremos rk(A) < 1 si todos los menores 2 x 2 de A son singulares.
Un menor 2 x 2 es de la forma

Aik Ail) L
,i,j €N, kL€ N.
(Ajk Au) "t
Si A es simétrica, i.e. A = A?, es facil ver que rk(A4) <1 <= (A) € V.

3.4.4. Fijemos r, N € Nj y consideramos r productos de P! con sus respectivas proyec-
ciones,

PHY*" =P x ... x P!,
Sobre (P')*" consideramos el haz inversible [Gro67, 21.3.2.4]
£ = WTOHM (Nl) ®...Q® W:Opl (NT)
Una seccién global de £ es un polinomio formado con monomios de la forma
Ni—i1 i1

Np—iy i
i Ty T



Massri, César 56

En otras palabras, las coordenadas de una secciéon de £ es un multi-vector,

s € HO((]P)l)XTwC) — s= Zsiyivl_ilxil . ..yf,vﬁirx? — se CN
>0

Notar que el algebra de funciones regulares de (P!)*" es
S* (Pl x ... x P =S*(PH)®...@ S*(P).
Este &lgebra estd multi-graduada y en grado N, tenemos justamente a CX.

Tenemos la inmersién inducida por el sistema lineal completo de L,

(Pl)xr L) PHO((Pl)XT, ﬁ)

En el abierto (C*)" son todos los monomios de la forma ci' ...cir =: ¢ con i < N.

También tenemos la inmersién de Veronese,
PH((P')*", £) == PS*(H((P')*", £)).

Finalmente tenemos la siguiente traduccién, imi = C, S = PS2(HO((PY)*", £)), imvy = V,
imwvei = C y Clat contiene a la variedad secante de C.

Respecto al espacio proyectivo Cat, podemos decir lo siguiente. Tomemos la sucesién
exacta corta,
0 — ker p — S2(CY) £ c2¥Y — 0,

donde p es la multiplicaciéon de polinomios.

N
ker,u:{z aijxi.mj] Z a;j =0,0 <k <2N}.
4,j=0 i+j=Fk

Es facil ver que ker i tiene interseccién nula con el espacio de matrices catalécticas y por
dimension estdn en suma directa. De hecho, las multi-matrices catalécticas son las coor-
denadas del producto de polinomios u(f.g).
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La siguiente proposicion generaliza el hecho de que puntos distintos en la curva de Veronese
son linealmente independientes. La manera de demostrarlo, sin recurrir a una matriz de
Van der Monde, es con la teoria de grupos diagonalizables. Esta proposicién es relevante
a la teoria de interpolacion.

3.4.5 Proposicién. Dados r,¢ € N existe N € Nj tal que si (c1),...,(cs) € C C PCY son
distintos, entonces son linealmente independientes.

Demostracion. Utilicemos la teoria de grupos diagonalizables y sus caracteres de [Spr98|
p.43]. Notar que ¢ y cualquier monomio en ¢y, ..., ¢y, define un morfismo de grupos

Z' — C*,  c(z1y...,2,) = 8152 ... t77 € C~.
Sea G el grupo abeliano de tipo finito (multiplicativo),
G={c"...c;y =71

De la [Spr98, proposicién 3.2.6], sabemos que existe un grupo diagonalizable cuyos ca-
racteres son los elementos de G. De [Spr98|, 3.2.3(b)], sabemos que caracteres distintos
son linealmente independientes, en particular, {c1,...,¢;} es un conjunto linealmente in-
dependiente. Existen ig,...,iy—1 € Z" tal que la matriz (cx(is))rs € CH* es inversible.
Multiplicando convenientemente cada fila, podemos suponer que o, ..., %1 € Njjy 7o = 0.
Sea N € Nj de la forma N = (n,...,n) tal que N > ig,...,i_;, entonces

ci:(n,...,n) —C*, e A...Ncp #0.

Restaria ver que para cada eleccién de ¢ elementos distintos de (C*)" se puede elegir un
mismo N. Recordemos que a cada t € (C*)" le asociamos un caracter ¢ : Z" — C*. De lo
anterior sabemos que dados £ caracteres existe n € N tal que vistos como multi-vectores
(n,...,n) — C* son linealmente independientes.

Trabajemos en £ copias de (P!)" y consideremos el siguiente abierto,
X o= {(ty,. ., tg) [ ti ;3 C(C)" x ... x (C)" C (PH)" x ... x (P},
Para cada n € N consideremos los abiertos,
Up == {(t1,...,te) € X |ci: (n,...,n) — C*, er Ao Aeg # 0}

Sabemos que existe Uy, # (), luego en su complemento existe otro Uy, 2 Uy, . Iterando
este proceso y por noetherianidad de X, [Har77, ejercicio 1.7], esta cadena se estaciona
necesariamente en todo el espacio.

O]
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Para cada multi-matriz A € C*Y definimos ¢(M) = ¢4(M) = AMA!. Se obtiene la
siguiente inclusién ¢(C) C ¢(Cat) N V.

3.4.6 Proposicién. Eristen multi-matrices A € C™*Y tal que p4(Cat) NV = ¢4(C).
Demostracion. Sea d < £y U € CPX 1a siguiente multi-matriz,
1 sij=(i....i)yi<d
Uij = { } ( )
0 sino.

Sea B una multi-matriz cataléctica y consideremos el menor E € C%*¢,

Eij = Bi,....i),(jyi)-

Notemos que E es cataléctica ya que si b es el multi-vector que define a B y e es el vector
e; == b, i), tenemos
€itj = b(itjmits) = Vi)t God) = Blivo) (i) = i

Entonces
rk(UBUY) =1 <= 1k(E) = 1 <= (E) = (cc!) € ¢ C PC¥,

Finalmente, ¢y (Cat) NV = ¢y (C).

Esto mismo puede hacerse para multi-matrices de la forma A = XU donde X € C/*¢
es inversible. También para multi-matrices de la forma A = XUY donde Y es inversible
y tal que ¢y (Cat) = Cat. Notemos que como ¢y es inversible, preserva el rango, luego
debe mandar C en C. Es por esto que el grupo proyectivo de las Y que sirven es una
representacién del grupo de automorfismos de P x ... x P!, O

3.4.7 Teorema. Sea y € V, entonces existe una multi-matriz A que depende de y tal que
My = pa(Cat) N V.
Demostracion. Consideremos la proyectivizacion de A\, el morfismo de Veronese vs.
vy : PV — PS3(V), (z) — (ax).
Del [Har92, ejercicio 2.8] sabemos que M,y = va(M,),
v2(Myyy) = {{z2) [ (z) € M)} = {{zz) |2z € Ug(yy)} =

{{zz) [z2 = Qyy), Q € Ug} = {{Q(yy)) | Q(yy) € A(V)}.

Existen Dy, ..., D, tal que {D"(yy)}n>0 genera Ug(yy) C S?(V), Para y € V existe
N € Njj como en Podemos tomar N suficientemente grande para que {D"(yy)}2Y,
genere Ug(yy). Fijemos una base de V, {v;}{, £ = dim V', entonces

N D D DJ N Diy Di
zz)bn Z S b y =Y b,;ﬂ-Tyfy.

|
n=0i+j=n 4,j=0 J:




Massri, César 59

Diy & N DiyDiy &
1= > anvr = Qlyy) = Z bi+j77 = Z bi+jaikaj | vk
k=1 4,j=0 k=1 \7,7=0

Sean B € CXXN v A € C*X tal que Bij = biyj, Api = k.

l ¢ N
O Mo O ) = Qyy) <= > bigjamaz = M, Vk,l <= (ABA") € V.
k=1 =1 i,j=0

En conclusion,

’U2(M<y>) = ¢p(Cat)NVY, ¢(M):= AMA?.

O
3.4.8. Dado que ¢(C) C ¢(Cat) NV deducimos, de la demostracién anterior,
d(C) — M.
Analicemos esta inclusién en funcién de y € V.
Sea (Acc'A') € ¢(C), tomemos {D1,...,D,} y N como en la demostracién anterior y

denotemos ¢D = (t1D1) ... (t,D,) donde (t1,...,t,) € (C*)" es el punto que define (c) € C.

l N N i .
Qlyy) = D> | D cli)e(iamas | vkor =" C(i)C(j)DZ.,yl?;,y =
k=1 \1i,j7=0 1,j=0 ’ ’
N inr TV N i N j
Zc() ( )D'yD%'y: (Zc(i)D|y> Zc( )Di‘y =
i,j=0 L J: i=0 L j=0 J
N i N D)
(z% (Clz)‘) y) z% ( l;')Jy _ (€CDy)(eCDy) — eCD(yy).
1= J]=

En otras palabras, la subvariedad ¢(C) viene dada, paramétricamente, por
(Pl)xr — M<y>, (tl,...,tr) — (eCDy).

3.4.9 Observacién. Sea A € C™*Y tal que rk(¢4) > 2. Dados {(cic}), (cach) € C genéricos,
la recta que generan no interseca al niucleo de ¢ 4, luego una combinacién lineal genérica
de (Acict AY), (Acach A?) € ¢(C) tiene rango dos.

En otras palabras, existe un abierto denso U de la variedad 2-secante de C tal que
é(U)NY = . En particular, ninguna variedad secante de ¢(C) estd incluida en ¢(Cat) V.

Las variedades que debemos considerar son las p-osculantes, TPC C Cat. Dado y € V,
existe p > 0 tal que ¢(TPC) — M. La existencia se obtiene pues ¢(C) < M. Notemos
entonces que hay cierta similitud del caso general con el caso sla(C).
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3.4.10 Lema. Denotemos p : S*2(CY) — CZ¥ g la multiplicacion de polinomios. Sea
A e CN | entonces
#(Cat) = P(u(imAt.imAHY).

Trabajaremos indistintamente con multi-matrices ABA o con funcionales en u(imAt.imA?).

Demostracién. Cada multi-matriz Z € CX*N la podemos identificar con un morfismo
lineal,
Z.C¥ ¥ oz — Za.

En particular, a cada multi-vector b € CZ¥ le podemos asociar la aplicacién lineal
ﬁ:@w—)(c, r — bz
Consideremos sobre (P')*" secciones del haz inversible
710p (N1) ® ... @ T Op1 (N;).

Como hemos explicado en las secciones son polinomios formados por monomios de
grado N. En particular, si f, g son dos de estos polinomios, podemos considerar el producto
wu(f.g) como seccién del haz

WTOI[M (2N1) ®X...R W:Opl (QNT),

en particular p(f.g) € CZ¥. En conclusién, para cada b € C2Y tenemos definida la aplica-
cién bilineal simétrica

B:S(CY) —C, B(f,9) = bu(f.9))

La multi-matriz de esta aplicacién simétrica (en la base de monomios) es una multi-
matriz cataléctica B. Més ain, toda multi-matriz cataléctica se obtiene de esta forma,
PC2N =~ Caqt,

Toda multi-matriz simétrica B induce una aplicacién lineal,
B:S*(CYy —cC, B(v,w):=v'Bu.

Si queremos restringir esta aplicacién al subespacio im(A?), A € C**¥, debemos considerar
la multi-matriz simétrica ABA?,

§|im(At)><im(At) : im(At) X im(At) — (C,
B(Alz, Aty) = (A'2)'B(Aly) = s! ABAly = M(x,y),

ABAt:C! x Ct —s C.

Para finalizar, sea B una multi-matriz cataléctica, b € C2Y su multi-vector asociado y sea
A e C”N. Llamemos x; al multi-vector que tiene un 1 en el lugar ¢ y 0 en el resto, luego

(ABAY);; = st ABA'z; = B(A'z;, A'z;) = bH(pu(Ala;. Alxj)).
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Todo b € C2Y define un funcional b : C2Y — C y su restriccién b p(imAtimAt) da un
funcional en p(imA.imA?). Tenemos definido entonces un isomorfismo

#(Cat) — P(u(imAtimAY)Y),
ABAt — bt‘u(imAt.imAt)'

Est4 bien definido ya que si ABj A" = ABy Al entonces

~

0 (u(Alxy. A'j)) = (ABy1AY)yj = (AByAY)ij = b (n(Alw;. Aly)).

La inversa se obtiene con los mismos argumentos. O

3.4.11 Lema. Sea A € C™*Y entonces p4(Cat) NV es irreducible.

Demostracidn. Dela multi-matriz ABA! tiene asociado un funcional bt en p(imAt.imA?).
rk(ABAY) <1 <= 1k(Blimatximat) < 1 <

IW C imA?, codimW = 1| B(W,imA?) = 0 <

AW € Gr'(imA") | u(W.imA") C ker(bt).

Donde Gr!(imA?) = P((imA?)V) es la variedad de hiperplanos en imA?. Analicemos la
dltima equivalencia empezando con la siguiente sucesion exacta corta

0 — ker u N (W.imA") — WimA* £ 4 (W.imA?Y) — 0.
Sea K :=ker N (imA%.imA?) y dado que W C imA? vale
ker 1 N (W.imA") = ker p N (W.imA") N (imA".imA?) = K N (W.imA") =

KN (W.imA") € K N (imA".imA") = K.

Dado que W.imA! es un hiperplano en imA?.imA?, al intersecar a ambos con K pueden
pasar dos cosas, que sean iguales (en cuyo caso K C W.imA!) o que K N (W.imA?) sea
un hiperplano de K. Calculando las dimensiones tenemos que si K C W.imA?, vale que
u(W.imA?) es un hiperplano de p(imA%imA?) y si no pu(W.imA?) = pu(imAt.imA?Y). Sea
v € imA" tal que (v) & W = imA?, luego (v.v) & W.imA? = imA'.imA’, entonces

K C WimA" <= K N (v.v) =0,

KnN(w) #0<=vwveK << pulvv)=0<=v=0.

En otras palabras, para todo W € Gr!(imA?) siempre vale K C WimA’, i.e. u(W.imA?)
es un hiperplano de p(imA?*.imA?).

Sea W € Gr'(imA') y bt pu(imAtimA?Y) — C tal que u(W.imA?) C ker bt, entonces

p(W.imA") = ker I;E, p(WimAh° = <5¥>
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Tenemos entonces que para todo hiperplano W, existe un tnico <l/)%> € P(u(imAt.imAt)Y)
tal que p(W.imA?) C ker bt, entonces tenemos los siguientes isomorfismos

#(Cat) NV = {{ABA") |rk(ABA!) < 1} =
{{ABA") | 3W € Gr'(imA"), p(W.imA!) C ker bt} =
{(b") € P(u(imALimA")Y)|3W € Grl(imA?), p(W.imA") = ker bt} =
{p(W.imA"° € P(u(imALimAY)Y) | W € Gr!(imA?)}.

Caractericemos la ultima variedad. Elijamos consistentemente v tal que (v) & W = imA°’.
Dado que K C W.imA! se tiene p(v.v) @ u(W.imA?) = p(imAt.imA?), entonces

{p(WimAH)° | W € Gr'(imAY} = {(u(v.v)) | (v) € P(imAY)} C Pu(imAl.imA?).

3.4.12 Teorema. Sea y € V entonces M, es irreducible.

Demostracion. De existe una multi-matriz A tal que M,y = ¢4(Cat)NV. Utilizando
[3.4.17] obtenemos el resultado. O

3.5. Aplicacién del pletismo geométrico de S*(V) en sly(C).

Analizaremos el pletismo geométrico asociado a la variedad My~ . El objetivo es entender un poco
mds la geometria de las variedades My >, estudiadas en[3.1.7]. Comenzaremos repasando el pletis-
mo geométrico para sla(C). Finalizado esto se agrega un teorema técnico que se aplica en .
Alli se explica lo siguiente: para cada raiz positiva B de g se tiene una copia s3 C g de slz(C).
El vector de peso mdzimo v de una representacion irreducible, también es mdximo para sg, luego
dentro de My, > tenemos una curva de Veronese cg. Dependiendo el caso, no solo estard incluida la
curva sino también alguna osculante TPcg. El resultado que demostramos afirma que siv—pB >
entonces TPcg C My >.. Mds aun, vale la reciproca.

3.5.1. En el caso sl3(C) el pletismo de S?(S"(C?)) es conocido ([FHII, p.153]). Hagamos
un pequefio repaso. Las representaciones irreducibles de sl3(C) son de la forma V' = S"(C?).
Las representaciones S?(V) corresponden geométricamente a polinomios homogéneos de
grado 2 en P(VVY), pero como vale la reciprocidad de Hermite,

S2(S7(C%)) = 87(*(C?))

podemos traducir toda la geometria al plano P? = P(S?(C2V)).

Si V = S?(C?), la érbita cerrada por la accién exponencial de sly(C) en P? corresponde a

la curva de Veronese. El ideal I de esta curva esta generado por el polinomio homogéneo
2

y° — x2.

Como SLy(C) actia en V, también actia en S*(V) y més atn, I es un submdédulo. De
hecho, se tiene la siguiente filtracién de submédulos

LLCI"CIviC...CI?PCICSHV)
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Las variedades osculantes TPc de la curva de Veronese entran dentro de esta cadena, ya
que un espacio p-osculante tiene indice de contacto con la curva p+1, y ast I(TPc) C IPF!,

Si P € S?(S7(C?)), puede pensarse que es una hipersuperficie de grado r en P?, i.e.
P € S"(5%(C?)), luego existe p tal que P € IP\ IP*!, entonces P = (y? — x2)PQ donde Q
es un polinomio homogéneo de grado deg(Q) = deg(P) — pdeg(y? — xz) = r — 2p en P2
Si lo llevamos a P! mediante la inclusién de Veronese obtenemos un polinomio homogéneo
de grado 2(r — 2p), un elemento de S?"~4(C?). Luego se tiene el pletismo:

r

SQ(ST(C2)) ~ 629 SQT_4P((C2).

p=0

Existe otra interpretacién geométrica del pletismo que es la que nos va a interesar. En
vez de utilizar la reciprocidad de Hermite y trabajar en el plano P2, trabajaremos con
cuddricas en P".

v . .« s 7
Sea P! 4 P la inclusién de la curva de Veronese ¢, en P". Dado que todos los médulos
irreducibles de sl3(C) son polinomios homogéneos en P!, para conocer la descomposicién
de las cuddricas en P", tendremos que llevarlas a P! mediante v,.

Sea V = S"(C?) y sea I = I(c,) C S*(V) el ideal de la curva de Veronese en P" =
P(S"(C2V)). Se tiene la sly(C)-filtracién

El ideal de la variedad p-osculante estd incluido en [P+,
I(TP¢,) C IPT' — I(TP¢,)y C IV

El pletismo de S?(S”(C?)) viene dado por el orden de anulamiento sobre ¢, ([FH9T, 11.32]).

; ;
SZ(ST(CQ)) ~ @527’—4]3(@2) o @IS/IS+1
p=0 p=0

Antes de pasar al caso general g necesitaremos agregar el siguiente resultado técnico:

3.5.2 Teorema. Sea V = S"(C?) un sly(C)-mddulo irreducible y p tal que r — 2p es un
peso de V', entonces

p
Usl(C)A(V="") = B 2™ (C?).
m=0

Demostracion. Llamemos v, € V' al vector de peso maximo r, recordemos que los pesos
de V son de la forma r — 2p con 0 < p < 7 y dim V"~? = 1. Tomemos la base estandar
de V ([FHOI, p.148)), Y*v, = v,_g, € V"=2k_ tal que

Huvpg, = (r = 2k)vr_ok, Yvr_2k = Up_gks1)s  XUr—2k = k(r —k + 1)v,_p—1)-
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Procedamos por induccién en p y empecemos por p = 0. Dado que v, es el vector de peso
méaximo de V, v,v, es un vector de peso maximo en S?(V) y es el que tiene el mayor peso
de todos. Genera la representacién S?"(C?) C S?(V), luego

0
Usly(C)A(VZ") = Usly(C).(vrwy) = S7(C?) = @5 $74™(C?).
m=0

Supongamos entonces que el resultado es valido para p — 1 y veamos que vale para p. Por
hipdtesis inductiva, sabemos

p—1
Usly(C)A(V=""2r71) = () §2r—4m(C?).
m=0
También sabemos en general que vale,

p
A(VT_QP) C VT—Qer—Zp C @ Vavb _ @ SQT_4m((C2)2r_4p.

a+b=2r—4p m=0
En conclusion,
p—1 p
@ 574 (C?) = Usly(C)A(VZ"72P7) C Usly(C)A(VZ2) € @5 §7~*™(C?)
m=0 m=0

Debemos probar que la ultima inclusion es una igualdad.

Sabemos que vale,

p—1 p—1
S2(V)2'r—4p+2 _ @ S2T‘—4m(((:2)27"—4p+2 _ @ Vr—2er—2l _ @ V'r—2kV'r—2(2p—1—k),
m=0 k+1=2p—1 k=0

luego {UT_kaT_2(2p_1_k)}g—1 forma una base y al aplicarle Y obtenemos una base de

p—1
T .— @ S2r74m(c2)27“74p'

m=0

Los elementos de la base de T, {Y(Ur,kar,Q(gp,l,k))}8_1, son

Y (vr 2k Vr—2(2p—1—k)) = Vr—2k—2Vr_2(2p—1—k) + Vr—2kVr—2(2p—1—k)—2 =

Up_2k—2VUr_4pt242k + Vr—2kVUr—dpi2k, 0 <k <p-—1.
Notemos que
SQ(V)QT—4p =To 527'—419(@2)27"—4;9.
. . . -1
El vector v, _opv, o) es linealmente independiente a {vr_gk_gvr_4p+2+2k+Ur_gkvr_4p+2k}8 ,

luego A(V=""%P) genera también S2"~4(C?).
O



Massri, César 65

3.5.3 Corolario. Sea V = S™(C?) un sly(C)-mddulo irreducible. Entonces la variedad de
Maurer-Cartan asociada a X :=P(V=""2) C PV y a TPc, coinciden,

M]ID(VZT72;)) - MTPCT .

Demostracion. Por el teorema anterior sabemos que Sx = f)nzo S§2r=4m(C2), por otro
lado, I(T%¢c;)2 = D, S2r=4m(C2). De tenemos I(Mx )2 = S%. O
3.5.4. La accién exponencial de sl3(C) sobre V := S"(C?) induce una accién sobre los

subespacios lineales de dimensién p+ 1. Tenemos que V=""2" tiene dimensién p+ 1 y con-
tiene al vector de peso méximo v,. Al aplicar G a V=""2P tenemos que G.v, C G.V=""2P,
Recordar que G.(v,) es la curva de Veronese y sobre cada punto de la curva, g.(v,), tenemos
un subespacio de dimensién p que lo contiene, g.P(V=""%P). Llamemos X a la variedad
invariante G.P(V=""2P),

Del corolario anterior sabemos que el ideal de X y de TPc¢, coinciden en grado dos y
por construcciéon dim X = dim7Pc,. En los casos que valga la igualdad, X = TPc,, por
ejemplo si TPc, estd generada en grado dos, hemos demostrado que el espacio P(V="~2P)
es p-osculante a (v,) € ¢,.

3.5.5. Comencemos entonces con el caso en que g es un algebra de Lie simple. Para cada
rafz positiva 3, se tiene una copia de sly(C) = sg C g. Dentro de Ug son los polinomios
no conmutativos en las variables Xg, Hg, Y3 ([Ser01, VI]).

Sea V' una representacion irreducible de g, luego V' es una representacién para cada sg
(no necesariamente irreducible). Dado que a un mismo espacio vectorial se le pueden dar
varias estructuras de sly(C)-médulo, las estructuras de sg-médulo sobre V' no tienen por
qué ser isomorfas.

Sea p € V el vector de peso mdximo para g. Como este cumple Xgp = 0, es un vector
de peso maximo para sg. En particular, para cada 3, p pertenece a una copia de S” (C?)

dentro de V' donde r = v(Hp).

Si tomamos las érbitas exponenciales de p de las diferentes dlgebras de Lie sg, obtenemos
que dentro de la variedad My~ hay k curvas de Veronese, cg,,...,cg,.

Veamos que cualquier polinomio de I(My>,)2 tiene asociado una tira de ndmeros que
corresponde con su orden de anulamiento sobre cada curva de Veronese.

Fijemos p un peso de V' y sea 8 una raiz positiva de g. Llamemos r = v(Hpg), p al vector
de peso méximo v y escribamos a 4 = v — g8 — A con ¢ > 0 maximo, A > 0.

Notemos que vale v —¢B > py (v —qB)(Hpg) =r — 2q.

Consideremos el sg-submédulo irreducible U = Usg.p C V. Notar que p € U" y al ser
vector de peso maximo de V', tenemos p € V¥. En particular, como dimU" = 1, tenemos
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U™ C V¥. Si hacemos actuar Y3 € s3 en ambos miembros ¢ veces, obtenemos
Ur—2q C VV—qﬁ.
Dado que ¢ fue elegido para que valga v — ¢ > u, tenemos
U>r—2a C Vzquﬁ C VI — A(Uzrﬁq) C A(Vzu) —

Usg A(U=""20) C UsgA(V=H) CUGA(VEH) = Sy
Recordemos que U = S™(C?), luego S*(U) serd, como sz-médulo,

é} 52r74m((c2) ~ SZ(U)

m=0
De B.5.2] sabemos .
P 57 (C?) = Uss AU 2) € ().
m=0

Finalmente, el submédulo (M, >, )2 corresponde a las cuddricas que se anulan sobre cada
cg con orden g, esto se debe a lo siguiente:

q
@ S2r=Am(C?) C Sysp = I(Tcp)5 C I(My>,)5 <=
m=0

I(TqCB)Q D) I(Mvzu)Q < I(Tq05) D) I(M\/ZH)-

Podemos decir, simplificando un poco, que si p = v — Y a;a;, el médulo I(My, >, )2 corres-
ponde a las cuddricas que se anulan sobre c,, con orden a;.
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4. Variedad de estructuras.

Resumen

En este capitulo daremos una pequena introduccién a las DG-estructuras més
sencillas, los complejos. Construiremos variedades relacionadas con la estructura di-
ferencial y estudiaremos su geometria. Pensaremos a un complejo como un espacio
vectorial graduado provisto de un diferencial. Este capitulo [4] junto con los capitulos
[y [6] esté destinado al estudio de la variedad de DGLA. Una variedad en la cual cada
punto corresponde a una estructura de DGLA.

4.1. Generalidades.

En esta primer subseccion daremos algunas definiciones y trataremos algunos conceptos bdsicos. Se
calculardn las dimensiones del espacio de morfismos de complejos[4.1.5 y se introducird el grupo
de Lie que actua sobre estos morfismos.

Dado V* y W* dos espacios vectoriales graduados, se tiene que hom™(V, W) también es
graduado, si f € hom'(V, W) la llamaremos de grado i. Mas aun si (V,d) y (W,d) son

complejos, el hom™(V, W) también lo es. Su diferencial sobre f homogénea de grado f es

D(f):=6f — (-1 fd.

Notar que los i-ciclos de hom(V, W) son los morfismos de complejos de grado i y los i-
bordes son las relaciones de homotopia, luego su homologia son los morfismos de complejos
modulo homotopia. Se define

hom’, (V, W) := Z'(hom(V,W)) C hom*(V, W).
ext!(V, W) := H'(hom(V, W)).
Se tiene una aplicacién lineal de grado cero canénica (es natural):
H(hom(V, W)) = hom(H (V), H(W)).
Si f es un morfismo de complejos de grado i,
N([f) : H*(V) — B,
es el inducido en homologfa. El morfismo A° es una biyeccién ([Bou07, §5]).

En todo este capitulo trabajaremos con morfismos graduados entre complejos de la forma

W =W, dmW,; < oo.
=0
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4.1.1 Notacién. Para f € hom®(V, L) definimos
rk(f) = (ek(f0), k(f1), ... ok(f")) € Ng .
También definimos dim V' := rk(1y), en otras palabras,
dimV = (dim(V?), dim(V?),...,dim(V")) € No™.
Para r, s € NBLH definimos el orden inducido de Ny coordenada a coordenada,
s<r<=gs5<r, 0<i1<n.

4.1.2 Lema. Sea (V,d) y (V',d') dos complejos, entonces hom®(V, V') es un espacio
vectorial de dimension

dim hom,(V, V') = > " h'h' + ri(d’)rk(d")
=0
donde h' = dim H(V), h'* = dim H*(V").

Demostracion. Sean Z' := ker(d'), B' := im(d"~'), H' := Z?/B" y C* un complemento de
Z% en V¥, luego . . ‘ ‘ ‘ ‘
Vi=Z2'9C'=B"oH" @ (C"

Notar que C* = B! ya que d|c es inyectiva. Usemos notaciones analogas para V.
ea f € homp(V, V'), luego CB'y C H', entonces podemos suponer
S hom?,(V, V'), 1 B)C B'y f(H) C H', ent d
B H o Bt I Big g e BT,

Dado que fid'~! = d""~1 =1 tenemos que f*|5: queda determinada por f*~!, y en conse-
cuencia f*la define un elemento arbitrario de hom(H*, H") xhom(B**!, B*1) Finalmente,
hom(,(V, V') = @ hom(H’, H") x hom(B***, B"*) =

i=0

hom(H(V), H(V")) x hom®(V/ ker(d), V' / ker(d')).
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4.1.3 Corolario. Sean L y N complejos tal que dimL = dim N = r y dimH(L) =
dim H(N) = s, entonces ' ‘
dim ker(d}) = dimker(dy).

Mds ain, si denotamos z* := dimker(d?) y z*~! := dimker(d*~!), vale
2= Ti—1 — 21 + s;.

Demostracion. Utilicemos las siguientes notaciones, Z¢ = ker(d'), B! = im(d*"!), H' =
Z'/B'y C* = B! es un complemento de Z° en V. A las dimensiones de estos espacios
las denotamos con letra minuscula, 2*, b, h*, ¢', v*.

Procedamos inductivamente. Como los complejos empiezan en grado cero, se tiene que

(L) = hO(L) = hO(N) = 2O(N).
Como dim L! = dim N* y dim L* = 2(L) + b**1(L) se tiene por hipétesis inductiva que
b (L) = b"*L(N), por otro lado como hiT!(L) = hit!(N) se obtiene lo deseado,

Zi-l—l(L) — ZH_I(N).

4.1.4 Notacién. Denotamos Y; : Z"t! — Z a la caracteristica parcial 1.
Xi(t) :=t; —ti 1 +tiog—...+ (=1, tezZ"!
Si en resolvemos la recursividad z* = r;_; — 2~ ! + s;, tenemos
2t =xio1(r) + xi(s), rs€ Nyt

4.1.5 Proposicién. Sean V', L y N complejos. Sidim L = dim N ydim H (L) = dim H(N)
entonces
dim hom% (V, L) = dim hom%(V, N).

Demostracion. De sabemos 2*(L) = z*(N). Por otro lado, dim(L?) = dim(N?), luego
(L) = bt (V), entonces

RYV)RY(L) 4+ b TL (VYD) = Y (V)RY(N) + 6T H V)BT (V).
Utilizando la férmula se obtiene dim hom%(V, L) = dim hom%,(V, N).

4.1.6 Corolario. Sea (V,d) un complejo, entonces xn(dim V) = x,(dim HV).

Demostracion.
Xn(dimV) =Y " (=1)'dim V’ =) “(=1)’(dimim(d' ") + dim H’ + dim V/im(d" ")) =
=0 1=0
> (1)/(dimim(d" ") 4 dim H’ + dimim(d*)) = > _(~1)" dim H (V) = xn(dim HV').
i=0 =0

O]
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Se tiene que GL(V,d) x GL(W,¢) actia a izquierda en homp(V, W)
(0, 0).f = fo™!

donde ¢ y v son morfismos de complejos inversibles y f es morfismo de complejos, § f = fd.

Sfo") =wdfe ! =yfde™" = (Vfo)d.

Como el grupo GL(V,d) x GL(W,6) es un abierto de hom%(V, V) x hom®% (W, W), su
dlgebra de Lie es hom%(V, V) x hom% (W, W). En general si trabajamos con todos los
morfismos y no sélo con los de complejos, el grupo GL(V) x GL(W) actia en hom(V, W)
y no preserva los ciclos. El dlgebra de Lie de GL(V)x GL(W) es hom®(V, V) x hom® (W, W).
Cuando V' = W existe una estructura extra en hom(V, V') que es el conmutador. Le da una
estructura de DGLA no abeliana, dados a, b homogéneos de grado @ y b respectivamente,

[a,b] := ab — (_1)551)&_

Usando el conmutador, podemos escribir el diferencial de hom(V, V') como D = [d,—].
El grupo GL(V) actia en hom(V, V) por conjugacién. Esta accién es compatible con el
corchete

¢.[a,b] = [¢.a, ¢.0]
4.1.7 Definicién. Definamos un invariante en hom% (V, W) y en hom%(V, V). Recordar
que GL(V,d) x GL(W,¢) actia en homp(V, W) y GL(V,d) actia en homp(V, V).

Definamos las caracteristicas de Euler:

a shomp(V, W) — Z,  a(f) = Y _(=1)rk(f") = xa(tk(/))
=0
B:homp(V.V) — €, B(f) = _(-1)'tr(f") = xn(tx(f))
=0
Ambas son lineales, invariantes y vale a(f) = «([f]) y B(f) = B([f]). Esto lo demostrare-
mos en[4.3.7 para a, pero para 3 es un hecho conocido. Se lo llama el nimero de Lefschetz.
Observar que a(ly) = B(1y) = xn(dim V') es la caracteristica de Euler usual.

4.2. Variedad de subcomplejos de un complejo dado.

Estudiaremos la geometria de la variedad de subcomplejos. Entre otras cosas calcularemos la canti-
dad de componentes irreducibles, su dimension y analizaremos la reqularidad de las componentes.

Fijemos (W,d) un complejo, W = @i W;, dimW; < oo y sea § = G(W) la variedad
que consiste en todos los subcomplejos de W, o sea, L € G si y sblo si L — W es un
subcomplejo de W.

Fijemos r,s € Ni™' y definimos G, s C Grass(WY rg) x ... x Grass(W",r,) como la
subvariedad que consiste en los subcomplejos L de dim L = r y dim H(L) = s. Recordar
que las dimensiones de los ciclos y de los bordes en L quedan determinadas.

Grs = {(L° L, ..., L™ |6"(L") C L', dim L = r, dim H(L) = s}
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4.2.1 Proposicién. Sea w := dimW y h := dim H(W). Si G, s # 0, entonces es irredu-
cible, suave y

n

dimGre = > (hi — s:)si + (aaw — h) = xi(r — 8))xa(r — ).
i=0

~

Demostracion. Consideremos la aplicacién que olvida la dltima coordenada, G, s SN 75
oY I°,..., L") =
(L c wn|s" YL C L™, dim(L") = 7, dimker(6"|zn) — k(6" pno1) = 5, } =
>~ Grass(ker 6" /6" 1 (L"), 5,) x Grass(W"™/ker 6™, 1, — tk(6" | n=1) — sp).
Las fibras son todas suaves, irreducibles y de la misma dimensién,
= k(6" fam1) — sp = 1 — (dimker(6"|pn) — 55) — Sp =
n = Xn—1(r) = Xn(8) = xa(r) = xa(s) = Xu(r —5) =
dim7=H(L°,..., L") =
(dim H™"(W) — sp)sp + (dim W" — dimker 6" — xn (7 — 8))xn(r — s) =

(hn = 8n)sn + (Xn(w = h) = xn(r — 8))xn(r — 5).

Se sigue por induccién. O

4.2.2. El grupo GL(W,0) actia en G(W). Diremos que L ~ N si existe ¢ € GL(W,J)
tal que ¢|r, : L —> N, en otras palabras, L se relaciona con ¢(L). La relacién estd bien
definida dado que d¢ = ¢ y como 6(L) C L se tiene que

6¢(L) = ¢d(L) C ¢(L) = ¢.L € G(W).
La accién preserva las variedades G, s,
dim(L) = dim(¢.L), dim(H(L))=dim(H (¢.L)).

Como actia sobre G, s de manera transitiva, se tiene que G, ; son las érbitas de esta accién.
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Analicemos condiciones para que exista algin L C W, dimL = r y dim H(L) = s, en
otras palabras para que G, s(W) # 0.

4.2.3 Proposicién. Sea r <w:=dimW, s < h:=dimH(W), h<w ys<r.
Grs(W) # 0 <=0 < xi(r — s) < xs(w — h)
Demostracién. Descompongamos cada W,
Wi=BaH o,
donde Z' = B' @ H' y C* = B!,

Procedamos por induccién. Definamos L? = L% ® L%, donde LOZ cCZ=Hy L% ccO
de dimensiones sg y 79 — sg respectivamente. Esto es posible pues 0 < rg—sg < dim(CO) =
wo — ho.

Notar que dim(L%) = r.
: i i+1 _ i+l i+1 +1.
Supongamos que tenemos definido L' y definamos L' = Lij " & Ly~ & L -

Como &'|¢i es inyectiva, en L' habrd una copia de L' N C* = L't1 0 B! que tiene
dimensién dim(L?) — dim(Z° N L?). Llamemos L' = L+ n B+,

Por hipdtesis inductiva, L es un complejo de las dimensiones requeridas, luego
dim L'ft = dim(L") — dim(Z* N L*) = 7; — xi-1(r) — xi(s) = xi(r — ).
Sea Lgl C H™! de dimensién s;, y sea L’;l C O de dimensién
Tig1 = Sit1 — Xi(r — 8) = Xi+1(r — 3).
Esto es posible ya que 0 < x;q1(r — 5) < wipg — dim(Z°7) = x;41(w — h). Luego
dim Lt =y y dim HTY(L) = s;11.

La vuelta es obvia. O

4.3. Variedad de morfismos entre complejos de rango fijo.

Estudiaremos la geometria de la variedad de morfismos. Entre otras cosas calcularemos la canti-
dad de componentes irreducibles, su dimension y analizaremos la regularidad de las componentes.
Entenderemos la interseccion de dos componentes irreducibles.

Sea V.= @i Vi, W = @y Wi, dimV;,dimW; < oo complejos. El grupo GL(V,d) x
GL(W,6) actia en hom® (V, W),

N (U A N U AN
donde fz'—i—ldi — 52]017 ¢i+1di — did)i, wi—i—l(si — 511/]1’ ¢Z c GL(VI) y wz c GL(Wl)
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Notar que rk(f) es invariante por conjugacién, rk(f¢—!) = rk(f) y si denotamos por [f]
al morfismo inducido en homologia se tiene que rk([f]) también es invariante por conju-

gacion, rk([¢ fo1]) = rk([f]).
Para cada r,s € Nt sea
Crs = Crs(V,W) := {f € homp (V, W) |rk(f) = r, rk([f]) = s}

)

Se tiene
LJCrs = hom,(V, W)

r,s

donde la unién es finita, 0 < r < dimW y 0 < s < dim H(W).
4.3.1 Lema. f,g € hom%(V,W) tal que rk(f) = rk(g) = r y rk([f]) = rk([g]) = s entonces
dim(f*(kerd')) = dim(g' (ker 8"))
Mds atin dim(fi(kerd')) = xi—1(r) + x:(s)
Demostracion. Dado que tk(f9|ierq0) = tk([f°]) = tk([¢°]) = 1k(¢°|kers0) s€ tiene
dim(f°(ker d”)) = dim(g°(ker 6°)).
Vale lo siguiente
rk(f") = dim f(kerd’) +rk(fd"), 1k(g") = dim ¢’(ker §°) + rk(g"T15").
Por hipétesis inductiva, dim f?(ker d*) = dim g’ (ker 6%), también rk(f*) = rk(g’) entonces
rk(fHL ) = rk(g60).
Dado que rk([f**!]) = rk([¢"T!]) obtenemos
dim fi+! (ker di1) = rk(f71d) + rk[fiH1] = rk(g716%) + rk[git!] = dim g+ (ker 5°).
La férmula para la dimensién sale de la siguiente recursion:
rkft = dim f*(ker d*) + rk(fd") =
sk k(] = (dim f(ker d) + rk( ) + k] =
ri + sip1 = dim f'(ker d') + (ck(f*1d') + 1k[fT]) =
i + siy1 = dim fi(kerd') + dim f* ! (ker d'™t).
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4.3.2 Proposicién. Sea v :=dimV, h¥ :=dim H(V), w := dim W y h" := dim H(W).
Si Crs # 0 entonces Cy s es irreducible, suave y

n

dim(C, ) = Z(hf +hY —si)si + (xi(v —hY) + xi(w — hY) — xi(r — 8))xa(r — s).
i=0

Demostracion. Consideremos la aplicacion que olvida el 1ltimo morfismo
i Crs — CA?,;
Las fibras Tr_I(f) =7 fO fL ..., f71) son
{f" € hom (V" W) | frdn = = 51 70 rk(f7) = 1, tk([f7]) = 5
Notar que
{f" € hom(V"™, W) | frd" 1 = "1 "1} = hom(H"V, H"W) x hom(C"V, C"W)

ya que f™ sobre los n-bordes debe ser 6"~ ! f*~1, por otro lado, debe mandar la homologia
en la homologia y el complemento de los n-ciclos (C™) en el complemento de los n-ciclos.
Su rango sobre la homologia debe ser s, y sobre C™ debe ser

rn = k(8" = s = Xa (1) = Xa(s) = Xa(r = 5).
Luego, independientemente de f, todas las fibras son isomorfas a la variedad
{f1 € hom(H"V, H"W)|rk(f1) = sn} x {f2 € hom(C"V,C"W) [1k(f2) = xn(r — s)}.
Esta es irreducible, suave y de dimensién ([Har92l, proposicién 12.2])
(dim H™(V) + dim H"(W) — s,)sp, + (dim C™ (V') + dim C™" (W) — xpn(r — 8))xn(r — s) =
(M 4 by = sn)sn 4 (xn(v = h") + Xn(w = h*) = xn(r — 5))xn(r — ).
El resultado se obtiene por induccion. ]

Dado que GL(V,d) x GL(W, §) actia de manera transitiva sobre las variedades C, s y como
son suaves e irreducibles, estas son érbitas de la accion.

4.3.3 Proposicién. Sea w :=dimW y hy, :=dim H(W). Si C, s # 0,
Cos= | Ciu={f €hom}(V.W)|rk(f) <r, rk([f]) < s}.
(u,t)<(s,r)

Demostracion. Sea

E’r,s = U Ct,u-

(u,t)<(s,r)

Al ser cerrado, tenemos a C E, . Dado que C;. 5 es denso en E,. ¢, para obtener la igualdad
veremos que E, ¢ es irreducible. Sea

I’“,S = {(L7 f) | lm(f) - L} - gr,s(W) X homOD(V, W)
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Las fibras de la primera proyeccién m; *(L) = hom%(V, L) son irreducibles de la misma
dimensién, entonces Z,. s y im(m2) son irreducibles. Veamos im(mp) = E, s, sea f € Cpy,
(t,u) < (r,s) entonces

3L € G, s(W)|im(f) C L <= Gt s—u(W/im(f)) # 0 <=
Xi((r—1) = (s —u) < xi((w = 1) = (hw —u)) <=
Xi(’r - S) < Xi(w - hw) <~ gr,s(W) ?é 0.
Como C, s # (), obtenemos G, (W) # 0. Notar que se recupera la férmula
dim(C, ) = dim(E, ) = dim(G, (W) 4 dim(hom%(V, L)).

O
4.3.4 Corolario. C;,, C Cps <= (u,t) < (s,7).
4.3.5 Corolario. -
Ct,u ﬂ CT,S = Cmin(t,r),ml’n(u,s)
donde min(t, r) = (min(to, 7o), ..., min(ty, r,)) y min(u, s) = (min(ug, So), - . . , min(wy,, $,)).
([

Analicemos condiciones para que exista V' Ly W de tk(f) = r y tk([f]) = s, en otras
palabras para que C, s sea no-vacio.

4.3.6 Proposicién. Sea v =dimV, w = dim W, h¥ = dim H(V'), h* = dim H(W). Sea r
y s tales que r < min(v,w), s < min(h*,h") y s < r.

Crs #0 <= 0 < xi(r — s) < min(xi(v — h*), xi(w — h"))

Demostracion. Escribamos V' = Z‘i, EBC%/, Wi = Zév @C{'/V, Z%/ = B%/ @H‘i/, Z{/V = B%}V @
HIZ/V Procedamos por induccién. Sea fO = f% <) fg de rango sg y Tg — So respectivamente,
0_ 0 2,0 _ 10 0o & o
HV_ZV—>ZW_HW7 CV—>CW

Esto es posible pues
0 < 79— so = rk(f) < min(dim C{,, dim CY,) = rk(f°) = ro.

Supongamos que hemos definido f*. Dado que dilc%-/ y 5i‘C€V son inyectivas, en f+! hay

una componente f, de rango rk(f*) —rk(f?| i, ). Llamémosla f5. Por hipétesis inductiva
tenemos

rk(f5) = tk(f)) = xk(f']20) = ri = xi—1(r) = xi(5) = xa(r) = xi(s)-
Sea f}fl de rango s;41 y sea fé“ de rango
rit1 = siv1 — (Xi(r) = xi(s)) = xir1(r) = Xiv1(s).
Esto es posible pues
0 < Xi41(r) = Xit1(s) < min(dim CH, dim CF') = min(xi1 (v — hY), Xiv1(w — B™)).

Entonces tk(f*!) = ri11 v tk([f]"*!) = s;41. La vuelta es obvia. O
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4.3.7 Corolario. Sea f € hom%(V, W) donde hom%(V, W) tiene dimension finita y f =
(fo,---, fn), entonces

Xn(TR(f)) = Xn(rk([f]))-

Demostracion. Se tiene que f € Ci, para algin t,u € N"H Utilizando “ -,
resulta 0 < xp,(t —u) <0, luego xn(t) = xn(u).

4.3.1. Swubvariedad de cuasi-isomorfismos.

En esta pequena subseccion nos detendremos a estudiar la variedad de cuasi-isomorfismos. Vere-
mos condiciones necesarias y suficientes para que existan cuasi-isomorfismos entre dos complejos.
En particular, para que dos complejos sean cuasi-isomorfos.

Fijemos (V,d) y (W, §) dos complejos tal que h = dim H (V') = dim H(W). Esta es una con-
dicién necesaria para que existan cuasi-isomorfismos, de hecho si f es un cuasi-isomorfismo,
f € Cqp para algin ¢ a determinar.

Llamemos Q@ = Q(V,W) a la subvariedad de hom%(V,W) que consiste en los cuasi-
isomorfismos.

Sea v :=dimV y w := dim W. La condicién para que C,j, # () es equivalente (4 a
0 < xi(g —h) <min(x;(v—h), xi(w—h)) <=
0 < xi(q) — xi(h) < min(xi(v), xi(w)) — xi(h) <

xi(h) < xi(q) < min(x;(v), xi(w)).

En conclusion si g es tal que
h <q<min(v,w), xi(h) < xi(q) < min(xi(v), xi(w)),

entonces Cy;, € Q. Més atin las componentes irreducibles corresponden a los ¢ maximales.
En particular si v = w se tiene que Q = C, 3 es irreducible y de dimensién

dim(Q) = Zn: h? 4 xi(v — h)?.
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4.4. Variedad de estructuras de complejo.

Estudiaremos la geometria de la variedad de complejos. Entre otras cosas calcularemos la cantidad
de componentes irreducibles, su dimension y analizaremos la reqularidad de las componentes. FEn-

tenderemos la interseccion entre dos componentes irreducibles.

Supongamos ahora que tenemos un espacio vectorial graduado (V = H(V')) y queremos
analizar D = D(V) C hom!(V,V) que consiste en todas las estructuras de complejo
admisibles en V.

D =D(V):={d € hom"(V,V)|[d,d] = 0} = {d € hom"(V, V) |dd + dd = 0} =
{d € hom!(V, V) |dd = 0} = {d € hom®(V, V[1]) | d* = 0}.

El grupo GL(V) actia en D. No confundir con la accién de GL(V) x GL(V[1]) sobre
hom!(V, V), que tiene como érbitas a Crr. La diferencia radica en la condicién d? = 0 que
antes no se presentaba.

Definamos entonces
D, :={d € C,,|d* = 0}.

Notar que en la definicién de D, hemos utilizado C, ,, esto es debido a que V = H(V),
luego rk(d) = rk([d]) para todo d € hom®(V, V[1]).

La accién de GL(V') preserva los conjuntos D,

(¢pdp™)% = ¢pdp L pdp™" = pd?*¢p~" = 0.

Como d"t1d? = 0, es posible elegir bases de V? y de Vi*! para que las matrices de ambas
aplicaciones queden diagonales (con unos o ceros en la diagonal), luego la accién es transi-
tiva sobre D, haciendo que sean érbitas. Mds atn, las componentes irreducibles de D son
D, para algunos r € Ng“ convenientes.

4.4.1 Proposicién. Sea v = dimV y sea r € Ng“. Si D, # 0 entonces D, es suave,

1rreducible y
n

dim D, = E (’UZ' + Vig1 — T — 7“@'_1)7“1'.
i=0
Demostracion. Consideremos la aplicacion que olvida el 1ltimo diferencial

m: D, — 6?
Las fibras 7'['_1(6/[) =7 1d%d,...,d" ") son
{d"™ € hom(V™, V") | d"d" ! =0, tk(d") = r,}.
Luego, independientemente de c?, todas las fibras son isomorfas a la variedad
{f € hom(V" fim(d" 1), V") [k(f) = 7).
Esta es irreducible, suave y de dimensién
(v — Tn—1) + Vnt1 — )T = (Un + Vna1 — T — Tn_1)Tn.

El resultado se obtiene por induccion. ]
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4.4.2 Proposicién. Sea v =dimV yr € Ng“. Si D, # () entonces

D, =D ={d|d* =0, rk(d) < r}.

t<r
Demostracion. Sea
E.:={d:V — V[1]|dod =0, rk(d) < r}.
Como es cerrado, tenemos D, C E,. Sea
7. :={(L,d)|imd" C L' C kerd"*'} C G,..(V)) x D.

Las fibras de la primera proyeccién 7, '(L) = hom®(V/L, L[1]) son irreducibles de la
misma dimensién, entonces Z, y im(my) = E,. son irreducibles. Dado que D, es denso en

FE,. obtenemos la igualdad. O
4.4.3 Corolario. D; C D, <=t < r. ]
4.4.4 Corolario. D;\D, = Dintn(t,r)- O

4.4.5 Proposicién. Sea v =dimV y sea r € NSH tal que r; < viy1, entonces
Dy #0<=ri+ri_1 <.

Mds aun st d € Dy, .
dimHl(V, d) =V —T; —Tj—-1.

Demostracién. Construyamos un diferencial por induccién. El caso d° es trivial. Suponga-

. - . di . .
mos que hemos construido d°,...,d" ! y construyamos V¢ - Vit Como necesitamos
dod =0, esto significa que d* pasa al cociente,

d V' /im(dt) — VL

Para que rk(d’) = r; se necesita r; < min(v; —r;_1,v;11). Dado que por hipétesis r; < vii1,
se tiene que existe d* si y sélo si r; < v; — ri—1.

Notar en particular que hemos calculado la dimensién de la homologia en grado i. O

4.4.6. Caractericemos los espacios tangentes a D.
Sead €Dy dchom*(V,V)ye € Cla]/(2?) tal que €2 = 0,

d+ed €D 0= (d+e6)? =e(dd + dd) < [d,6] =0 <= 6 € ker([d, —])
donde [d, —] : hom!(V, V) — hom?(V, V).

Luego si d € D, con r maximal (D, resulta una componente irreducible de D) se tiene

dimker([d, —]) = dim(D,.) = Z(dim Vig dim VT — oy — )y
=0



Massri, César 79

Recordar que D, es suave y luego d es regular. Caractericemos ahora los espacios tangentes
enD;. SeadeDsy b e homl(V, V) y e tal que €2 = 0,

d+¢eb € Dy <= 1k(d+¢d) = s —

3¢ € GL(V), a € hom®(V, V) |d + &6 = (¢ + ca).d.(¢7 — ca) <=
d+ed = pdp™' + cadp™ — epda <= 6 = adp™ — pdov <
¢ Lo = o7l ad — dap <= § = [d, o]

donde [d, —] : hom®(V, V) — hom!(V, V). Luego el tangente a la érbita de d viene dado
por im([d, —]) y luego para algin s maximal se tiene:

dimim([d, —]) = dim(Ds) = Z(dim Vi dim VT — s —s;1)s;
=0

En conclusiéon el problema de deformacién de estructuras de complejo sobre un espacio
vectorial graduado es gobernado por hom(V, V') que es una GLA. Su variedad de Maurer-
Cartan es justamente D.

4.4.1. Subvariedad de complejos exactos.

En esta pequena subseccion nos detendremos a estudiar la subvariedad de complejos exactos. Ve-
remos condiciones necesarias y suficientes para que existan estructuras exactas.

Consideremos dentro de D(V') las estructuras de complejos exactos. Llamemos a esta sub-
variedad £ = E(V) C D(V).

Sea e; := x;(v) > 0 donde v = dim(V'), se tiene por [4.4.5]
ei+ei1 = xi(v) + xi-1(v) = v; <v; = D, C D.

dim(De) = Z('UZ + Vg1 — € — ei_l)ei.
=0

)

Notar que si d € D, entonces dim H(V,d) = 0 pues v; — e;_1 — e¢; = 0. Se deduce de
que cualquier diferencial exacto pertenece a D,, luego

£ =D, = {d|rk(d") < e;}.
Si algtin e; < 0 no hay diferenciales exactos.

4.4.7 Corolario. Toda d € D exacta, es rigida. Ya que el tangente a la variedad y
a la orbita coinciden. La vuelta en principio es falsa ya que en D pueden haber otras
componentes irreducibles de dimension mdzima. Depende de dim(V).



Massri, César 80

5. Variedad de g-estructuras.

Resumen

En este capitulo utilizaremos ideas del capitulo [4| para poder estudiar dos varie-
dades que nos servirdn en el capitulo[f] La variedad de submdédulos de un médulo de
Lie fijo y la variedad de morfismos de médulos de g-rango fijo. Estas variedades estan
relacionadas con la Grassmanniana y con variedades determinantales.

Estudiaremos la geometria de la variedad de submddulos de Lie y de morfismos de mddulos. Entre
otras cosas calcularemos la cantidad de componentes irreducibles, sus dimensiones y analizaremos
la regularidad de las componentes. Primero estudiaremos la variedad de morfismos de g-rango fijo
y luego la variedad de submddulos de un mddulo fijo. La hipdtesis de semi-simplicidad en g es

fundamental en todo el capitulo.

Sea g un algebra de Lie semisimple sobre C. Sea R(g) el anillo de g-representaciones de
dimensién finita. A cada representacién V' le asociamos su clase ¢l(V') € R(g). Toda repre-
sentacion de dimensién finita se escribe como suma de representaciones irreducibles. Esta
descomposicién es unica salvo isomorfismos (ver [FH91l, §23.2]). Por ejemplo, es sabido,
[FH9T, 11.31], que si V = S”(C?) entonces

15
A(SEV)) =Y al(S*1m(C?)) € R(sly(C)).

m=0

(NI

5.0.8 Definicién. Para S € R(g) diremos que S > 0 si en su descomposicién como suma
de representaciones irreducibles tiene sélo coeficientes no negativos, en particular

S1 < Sy =5y —51>0.

Notar que VC W <= cl(V) < cl(W) donde ¢l(V) y cl(W) son sus clases en R(g).

Dada f: V — W un morfismo definamos su g-rango como

tky(f) = cl(im(f)) € R(g) = tky(f) < cl(WV).

Sea homg(V, W), la variedad de todos los g-morfismos de g-rango s € R(g). Dada una
representacion V' y una subrepresentacion S, sea Gry(V, S) la variedad de todas las subre-
presentaciones isomorfas a S. Dado que esta variedad depende sélo de las clases de V' y
de S, en general la denotaremos Grq(cl(V), cl(5)).
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El objetivo de este capitulo es analizar homy(V, W)s y Gry(V, S). Empecemos con homg(V, W)s.

5.0.9 Proposicién. Sea V y W dos representaciones con cl(V') = Zle nicl(Vy) y (W) =
Zf:l m;cl(V;) entonces

k
dim homgy(V, W) = dim homgy(cl(V'), cl(W)) = Z nim;.
i=1

Demostracion. Se obtiene de:
homg(V, W) = homg(V;™, @ijj) = @;,j homy (V;™, ij]) =
@1 homg(Vi, V)™ = & homg(V;, Vi)™ = @, O,
La tltima igualdad es consecuencia del lema de Schur, [Hum?78, §6.1]. O

5.0.10 Lema. Sea V una representacion irreducible y sea n,m,s € N con s < min(m,n)
entonces
homg(V"™, V™)ys = hom(C",C™)s.

Demostracion. La representacién V' tiene sélo una recta de peso maximo, (v). En general
V™ tiene sélo n vectores de peso maximo linealmente independientes {v1,...,v,}. Un
morfismo desde V™ queda determinado por estos vectores. Todo morfismo manda vectores
de peso méaximo en vectores de peso maximo, luego

homg(V™, V™) = hom(C™, C™).

Sea f € homg(V", V™) tal que im(f) = V* entonces f manda los vectores de peso maximo
v1,...,U, & 8 vectores de peso maximo linealmente independientes de V. En otras pala-
bras, f determina una aplicacion lineal de rango s. Finalmente obtenemos el resultado. [J

5.0.11 Corolario. Sean V y W dos representaciones con cl(V) = Zle nicl(V;), (W) =
Zle micl(V;) y sea 0 < s < min(cl(V),cl(W)) con s = Zle sicl(V;) entonces
homgy(V, W) = hom(C"™,C™ ), x ... x hom(C"*, C™*),, .

En particular, tener g-rango mdximo es una condicion genérica.

Demostracion. Sale del lema anterior y de lo siguiente:

homg (V, W), = homg (V}"', Vi™ )y x ... x homg(V;™, Vkmk)v,jk~
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5.0.12 Proposicién. Dadoscl(V) = Zle ncl(Vi), (W) = Zle micl(Vi) ys = Zle sicl(V;)
tal que 0 < s < min(cl(V), cl(W)) tenemos que la variedad homg(V, W), es irreducible,

suave y
k

dim homg(V, W), = Z(m +m; — si)s;.
i=1

Demostracion. Ya sabemos que la variedad homg(V, W), es irreducible y suave. La dimen-
sién se obtiene de [Har92, 12.2],

dim hom(C", C™), = (n; +m; — $;)S;.
OJ

5.0.13 Observacién. Si tomamos V = W, un endomorfismo de g-rango maximo es lo
mismo que un automorfismo, luego

autg(V) C endy(V)

es denso de dimensién Zle n? donde cl(V) = Ele nicl(V;).

k k
autg(V) = homg(V, V) vy = H hom(C",C"),,, = H aut(C").
i=1 =1

5.0.14 Proposicién. El grupo auty(V) x auty(W) actia a izquierda en homg(V, W) y la
accion es transitiva sobre homg(V, W)s.

Demostracion. Dadas (¢,1) € autg(V') x autg(W) u f € homg(V, W), sea

(&, 9).f = ofy~"

Los automorfismos ¢ y 1) deben mandas cada componente irreducible en una copia de esa
componente, luego

im(f) = im(¢fe") = rko(f) = rke(ofv1).
La transitividad se obtiene de argumentos estandares. O

5.0.15 Proposicién. Dados cl(V) = Zle nicl(Vi), (W) = Zi-“:l micl(Vi) ys = Zle sicl(V;)
tal que 0 < s < min(cl(V),cl(W)) tenemos

homy(V, W), = | homy (V, W), = {f : V — W | rky(f) < s}.

t<s

Demostracidon. Se obtiene de

hom(Cni, Cmi),, = {f : C" — C™ | rk(f) < s;}.
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Analicemos ahora la variedad Gry(V, S).

5.0.16 Lema. Sea V una representacion irreducible y sea s < n € N entonces
Grg(V",V?) = Gr(n,s).

Demostracion. Una subrepresentacién de V™ isomorfa a V?® determina y queda determi-
nada por un subespacio de dimensién s dentro del espacio vectorial de dimensiéon n de
vectores de peso méaximo de V™. ]

5.0.17 Corolario. Dada S CV con cl(V) = Zle nicl(V;) y cl(S) = Zle sicl(V5).
Gry(V,8) = Grg(V{"™, V™) x ... x Grg(V,'*, V.7F).

Demostracion. Toda subrepresentacién S C V' viene dada por un morfismo S — V', luego

se descompone como suma de V;* < V", en otras palabras, tenemos subrepresentaciones
5 n;

Ve Cc v, O

5.0.18 Proposicién. Dada S CV con cl(V) = Zle nicl(V;) y cl(S) = Zle sicl (V).
La variedad Gry(V,S) es irreducible, suave y

k
dim Grg(V, S) = Z(nl — 5;)8;.
i=1

Demostracion. Ya sabemos que la variedad Grg(V, S) es irreducible y suave. La dimensién
sale de [Har92l p.138],
dim Gr(n,s) = (n — s)s.

O]

5.0.19 Observaciéon. Con estas definiciones y construcciones es posible construir las
variedades de g-complejos, de g-subcomplejos de un g-complejo dado, de morfismos entre
g-complejos de rango fijo. Incluso estudiar la representabilidad del funtor Quoty. Esto lo
dejaremos para un trabajo futuro.
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6. Variedad de DGLA.

Resumen

En este capitulo estudiaremos las variedades de estructuras de DGLA. Fijado un
espacio vectorial graduado definiremos la variedad de todas las posibles estructuras
de DGLA admisibles. Empezaremos analizando el caso general, luego el caso trivial y
finalmente en la 1ltima subseccion el caso semisimple. Daremos condiciones suficientes
para que la variedad de Maurer-Cartan de una DGLA con E° simple sea de la forma
M,.

Dado una DGLA F, queremos estudiar qué tipos de variedades de Maurer-Cartan pueden aparecer.

Sabremos de|6.0.20] que si E 2 Foesun morfismo donde ¢g, ¢p1 son biyectivas y ¢o es inyectiva,
M(E) &2 M(F) donde el isomorfismo es equivariante, con lo cual en vez de considerar toda la

DGLA F podemos reducirnos a estudiar la DGLA E de la forma
E=F"¢F' @ker(d*) C F.

El diferencial y el corchete son los de F. Con esta reduccion, la variedad de Maurer-Cartan de F
y de E son iguales. Definiremos la variedad DGLA(E) como la variedad de posibles estructuras de
DGLA sobre E. Toda variedad de Maurer-Cartan en una DGLA arbitraria F' aparece dentro de
una DGLA e € DGLA(E) donde E = F° @ F* @ ker(d?).

6.0.20 Proposicion. Todo morfismo de grado cero entre dos DGLA, ¢ : E — F, induce
un morfismo equivariante ¢, entre M (E) y M(F). Si ¢o, ¢1 es biyectiva y ¢po es inyectiva,
O €s un isomorfismo equivariante.

Demostracion. El morfismo ¢ induce un morfismo entre las variedades de Maurer-Carta,
r € M(E) < 2dz + [z,2] =0 =
2d(¢(x)) + [¢(z), p(x)] = ¢(2dx + [z, 2]) = 0 = ¢(2) € M(F) =
M(E) 2 M(F).
Este morfismo es equivariante, sean a € E°, x € M(FE) y llamemos b = ¢g(a) € F* y

y = ¢1(x) € M(F). Como ¢ es morfismo de DGLA, vale ¢1(d°a) = d%¢¢(a) = d°b,

bula-) =60 S = N = - ) =bw
k=0 k=0

Finalmente, si ¢; es sobreyectiva y ¢2 inyectiva,
z € M(F) = 0=2dz+ [z, 2] = 2d¢(x) + [¢(2), p(x)] = ¢(2dz + [z, 2]) = = € M(E).

Luego ¢, es sobreyectiva. Si ¢ es inyectiva, claramente ¢, también. O
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6.0.21 Definicién. Supondremos que la DGLA E viene dada por EY un élgebra de Lie,
E' y E? representaciones, d y d' morfismos C-lineales y f : S?(E') — E? morfismo de
representaciones. La terna (d°, d', f) debe cumplir las siguientes compatibilidades,

d°([a,b]) = =b.d°(a) + a.d°(b), d'(a.z) = f(d’a,z) + a.d*(z), d'd°=0

El morfismo d° resulta una derivacién ([Wei94, 7.4.3]).

Definamos la variedad de estructuras de DGLA admisibles en E = E° @ E' @ E?, donde
E° es un élgebra de Lie y E' y E? son E°-médulos como

DGLA(E) := {(d°, d", f)| compatibilidades}.

Denotemos

DGLA(E)o := {(0,d", f)} C DGLA(E).

Esta variedad serd utilizada en todo este capitulo. Notar que si d° = 0 entonces d' resulta
un morfismo de EY-médulos, con lo cual

DGLA(E)y = hompo(E', E?) x hompgo(S*(E'), E?) = hompo (E' @ S?(EY), E?).

Més atin, la accién de gauge de E° sobre E' se reduce a la accién exponencial.

6.1. FE general.

En esta subseccion obtendremos la mayor cantidad de informacion posible acerca de los morfismos
d°, d* y f sin pedir condiciones para E. Debido a esto se obtendrdn resultados poco prdcticos pe-
ro que marcan las distintas hipdtesis que se necesitan para poder caracterizar la variedad DGLA(E).

Supongamos que fijamos d” y d' y sea f compatible. Si a € ker d° vale
ad' (z) = d*(ax),

luego d' es un morfismo de ker d’-médulos. Como d'd® = 0, d' debe ser nula sobre imd®.
En particular serd nula sobre el ker d°-médulo generado por imd®. En otras palabras, sobre

U ker d°.(imd°).

Como f queda determinada sobre im(d") ® E' @ E' ® im(d°) y al ser morfismo E°-lineal,
podemos identificar f con un morfismo en hompo(S?(E!/UE®.im(d°)), E?).

Consideremos la primera proyeccién m : DGLA(E) — derc(E?, E'). Su fibra sobre algtin
d° es:
i (d) = {(d', f)|d'(a.2) = f(d"a,2) + a.d' (), d'd" = 0}.

Si proyectamos nuevamente sobre la primer variable y tomamos fibra obtenemos:
py H(d"Y) = hompo (S*(E/UE.im(d")), E?)
y la imagen de esta proyeccién es:

im(p1) = homye, go (B /U ker d°.im(d°), E?).
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Para cada subdlgebra g C E°, cada E%-submédulo S C E' y cada g-submédulo T C E!
definimos

derc(E®, EY)y 57 := {d°| kerd’ = g, UE".im(d") = S, Ug.im(d°) = T'}.

Entonces la variedad DGLA(E) es una unién de fibrados sobre derc(E?, E')4 g7

6.2. E'y E? médulos triviales.

En esta subseccion supondremos que E' y E? son E°-mddulos triviales. Es el otro caso extremo en
contraposicion a la subseccion anterior. En este caso se pierde toda la estructura de Lie dejando
solo variedades algebraicas sin estructuras invariantes. Hallaremos las componentes de la variedad
de DGLA y sus dimensiones. Se presentard una variedad de incidencia en la cual las fibras de una
proyeccion son variedades de Maurer-Cartan.

La condicién de DGLA se traduce en:

d’([a,b]) =0, 0= f(d,z), d'd®=0
Para cada eleccién de d°, los morfismos d' y f quedan caracterizados por

(d', f) € home(E" /imd®, E?) x hom¢(S%(E! /imd”), E?)
Por otro lado, podemos identificar d° con un morfismo
d° € home(E®/[E°, E°], EY).
Fijemos r € N y denotemos
homc(E°/[E°, E°], E'), := {d € hom¢(E"/[E°, E°], E") |rk(d) = r},
DGLA(E), :={(d°,d", ) € DGLA(E) |tk(d") = r}.

Entonces tenemos la fibra de la primera proyeccion 7y

DGLA(E), = home(E°/[E°, ), EY),.,

711 (d°) = homg (E! /im(d°), E?) x home(S?(E! /im(d?)), E?).

Son todas isomorfas a espacios vectoriales de la misma dimensién, entonces se tiene la
siguiente unién de variedades irreducibles y suaves

DGLA(E) = | JDGLA(E).,

el —r)(et —r+ 1)62

2
La dimensién es cuadratica en r, luego a lo sumo hay dos componentes de dimension
méxima. Por otro lado si el dlgebra es semisimple, vale EY = [EY E°] lo que simplifica
un poco el cilculo de la dimensién y como d° resulta nula, la variedad queda irreducible,

dim DGLA(E), = (e — dimc[E°, E°) 4+ ¢! —r)r + (e! —r)e? + (




Massri, César 87

igual a DGLA(E)o.
Analicemos la variedad de incidencia Z C E! x DGLA(E)y. Estamos suponiendo d° = 0.

{(z,e)|x € M{
. / DGLA(E)q

Entonces
ri ) = {(dY, £) | (d* + )2z + z2) = 0} = home((E' @ S*(EY))/ (22 + ax), E?)

Esto nos permite calcular la dimensién de Z y como conocemos la dimensién de DGLA(E)o
tenemos que para e = (0,d", f) genérico:

dim M (e) = e* — ¢?

Por otro lado, como Z resulté suave e irreducible al igual que DGLA(E)q, se tiene que
genéricamente M (e) también lo es.

6.3. E° semisimple.

Como el titulo indica estaremos trabajando con E° semisimple. En primer lugar estudiaremos
la variedad de DGLA y sus componentes, [6.3.9 Luego analizaremos qué tipos de variedades de
Maurer-Cartan pueden aparecer. Como primer resultado en esta direccion obtuvimos que cualquier
variedad de Maurer-Cartan aparece en una GLA,[6.3.3 Es por esto que nos hemos concentrado en
las variedades de Maurer-Cartan de una GLA. Hemos obtenido en[6.3.7 que bajo ciertas hipdtesis
las variedades de Maurer-Cartan son las estudiadas en el capitulo [3 Por dltimo hemos tratado
rdpidamente la variedad de GLA y hemos dado algunos ejemplos cldsicos relaciondndolos con va-
riedades de Maurer-Cartan.

Supondremos que la DGLA E es de la siguiente forma
E=FE'¢E'¢E* d:E°—FE'd:E' — E? f:S*E') — E?,

donde E' y E? son E’-médulos, f es morfismo de Lie y d® y d' son C-lineales. Cumplen:
d°([a,b]) = —=b.d°(a) + a.d’(b), d(a.x) = f(d’a,x) + a.d'(z), d*d°=0.

6.3.1 Notacién. Dada e € DGLA(E), denotamos por M (e) a su variedad de Maurer-
Cartan (es afin),
M(e) == {z € EY|2d*(z) + f(zz) = 0}.

Utilizaremos letra minuscula para no confundir a la estructura de DGLA e con el espacio
vectorial graduado E. Hay muchas estructuras de DGLA para el mismo espacio E.
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Al igual que en el caso de médulos triviales, para conocer las componentes de DGLA(E)
debemos fijar el rkgo(pg0) que ya no es mas un nimero natural, sino un caracter.

6.3.2 Proposicién. Se tiene la siguiente union de variedades irreducibles y suaves

DGLA(E) = | JDGLA(E).,

dim DGLA(E), = dim E} + dim homgo (E! /v, E?) 4 dim hom o (S*(E), E?).
La union se toma sobre todos los caracteres 0 < v < cl(El).
Demostracion. Consideremos
E, = {d’ € derc(E°, E') | d(UE"im(d°)) = v} = {¢: T — E"[tkpo(¢) = v} =
{6y : UE® — E'[tkpo(¢,) = v} = {y € E' |l(UEy) = v}
La proyeccién 71 : DGLA(E), — E! tiene fibra
m H(dY) = {(d", f) | d' (ax) = f(d°a,z) + ad'(z), d'd’ = 0}

Sea (d, f) € 7 1(d0), recordemos que f es un morfismo de E%-médulos y que d° = by
para algin y € E', luego la condicién de compatibilidad para (d', f) se traduce en:

d'(az) = f(ay,z) + ad'(z) = af(y,2) - f(y,az) + ad'(z) <=
ad'(z) + af(y,x) = d'(az) + f(y, az) <= a(d' + f(y,—))(z) = (@' + f(y,-))(az) =
d' + f(y,—) € hompo(E', E?).
Proyectemos la variedad 7 1(d") sobre la segunda variable con py y tomemos fibra
Py (f) ={d'|d" + f(y, =) € hompo(E', E?), d'd” = 0} =
{g € hompo (B, E%)[ (g — f(y, —))d” = 0}.
La ultima condicién se traduce de la siguiente manera:

0= (g~ fly,—))d’(a) = (9 — f(y, —))(ay) = glay) — f(y,ay) =

a 1
ag(y) — 5 fyy) = alg(y) = 5f(yy)) Va e E" <= 29(y) = f(yy).
La equivalencia final proviene del hecho que E° es semisimple. En conclusién
py ' (f) = {g € hompo(E", E*) | g(y) = f(yy)} = hompo(E" /v, E?)

y también
im(p) = hom o (S2(E"), E2).
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Analicemos ahora las variedades de Maurer-Cartan dentro de una DGLA e. Veremos que
toda variedad de Maurer-Cartan proviene de una DGLA con d° = 0. Cuando d° = 0 la
accion de gauge es la accién exponencial.

6.3.3 Lema. Sea e € DGLA(E) con E° semisimple, entonces erviste ¢ € DGLA(E)y, tal
que

M(e) = M (e).
Demostracién. Recordemos que si x € M (e) entonces modificando e = (d°, d', f) tenemos
que x +y € M(e) si y sélo si y € M(€), donde € := (d° + ¢y, d* + f(x,—), f).
Més precisamente hay un isomorfismo afin entre M(e) y M(e):
M(e) — M(e), z— z+um.

Por otro lado, como toda derivacién d” es interna, tenemos que existe y € E! tal que
d® = ¢, con lo cual si y € M (e), siempre podemos suponer que e € DGLA(E).
Sea e = (d%,d, f) € DGLA(E) con d° = ¢, y veamos y € M (e),

0=d'd(a) = d'(ay) = f(d°a,y) + ad'(y) = f(ay,y) +ad'(y) =

%af(%y) +ad'(y) = a(d'(y) + %f(yw))-

El elemento y cumple que para todo a € EY,

a(d () + 5 F(,)) = 0.

Como el algebra es semisimple, vale y € M(e). O
6.3.4 Notacién. Consideramos el morfismo

FE! A E'® S*(EY, z— 2z + .
A cada submédulo S C E! @ S?(E1), le asociamos

ANS) :={z c E' |2z + zz € S}.
Esta variedad es similar a la de
6.3.5 Proposicién. Sie € DGLA(E)q entonces
M(e) = A (kere)
donde a la estructura e se la identifica con un morfismo e : E' @ S?(E') — E?
Demostracion. Identificamos a e = (0,d', f) con un morfismo de E°-médulos,
e=(0,d",f)=d"+f:E'® S*(E') — E* =

DGLA(E)o = hompo(E' @ S*(E'), E?).

Notar que
z € M(e) < (d' + f)(2z + zz) = 0 <= 22 + zz € ker(d' + f).
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6.3.6 Corolario. Sea S C E'® S?(EY) tal que S = S1 @S2 con S1 C E y Sy C S%(EY),
entonces NL(S) es isomorfa a una variedad de Maurer-Cartan afin de una GLA.

Demostracion.
ANS)={z e E"|204+azeS}={z € E' |20 +a2 € 5,8 S} =

{re Bz €Sy, xx € Sy} = {x €Sy |zx € Sy}

Estas variedades son las que hemos analizado en . Notar que de Ss sélo interesa sus
componentes en S?(S1), ya que si € S, zx € S%(51). O

6.3.7 Corolario. Sea E una DGLA con E° semisimple y donde E' no comparte submddu-
los con S*(E'). Si M es su variedad de Maurer-Cartan, entonces M es isomorfa a la
variedad de Maurer-Cartan afin de una GLA.

Demostracion. Sea S C E' @ S?(E') un submédulo, llamemos S; y Sz a las proyecciones
de S sobre E' y S?(E") respectivamente. De las hipdtesis sabemos que S = S1 @ So. [

6.3.8. Una estructura de GLA se identifica con (0,0, f),
GLA(E) := hompo(S*(E'), E?)

Como no hay diferencial, las variedades de Maurer-Cartan son conos en E'. Podemos
suponerla en PE! y definidas por f € GLA(E). Vale I(M) C S*(E'). Trasponiendo f
se obtiene que I(M)s = im(f!) = ker(f)°, con lo cual M es la interseccién de todas las
cuddricas que aparecen en im(f!). De hecho si E? es irreducible, f! queda determinada
por dénde manda el vector de peso méaximo de E2?V = im(f?), luego

xx € ker(f) <= q(zx) =0 Vg € im(f*).
Esto se ha estudiado en el caso sly(C).

6.3.9 Ejemplo. Sea E° = sl,,(C), E' = S*(C") la representacion estdandar y E2V = I(vg)2
donde vy, es la variedad de Veronese obtenida como la imagen del morfismo de Veronese

ve PP p(EY) 2= p(TE)

Se sabe que la variedad de Veronese esta generada en grado dos y que puede obtenerse
mediante la accién exponencial de E° en el vector de peso maximo p € E' ([FH91L, p.388,

claim 23.52]). En otras palabras, vy = M.

6.3.10 Ejemplo. [FH91, p.228-231]. Sea V = C" la representacién estandar de E° =
s, (C), E' = A*V y E?Y = I(Gr*V),. Dado que I(Gr*V) estd generado en grado dos por
las ecuaciones de Pliicker,

M = Gr*v C P(EY)

Estamos notando Gr*V al espacio de los cocientes de dimensién k.
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Se tiene la siguiente descomposiciéon donde los sumandos son representacién irreducibles

distintas de s, (C)
S*(AFV) = € 0.

>0

Para p > 1, se tiene ([FH91, hard exercise 15.44)):

I(C’pGrkV)g = @ ®2i

i>p

donde C'Gr*V = Gr*V y CPGr*V corresponde a la variedad irreducible que es unién de
rectas que unen los puntos L, L' € Gr* con dim(LNL") > k—2p+1. Sea M la interseccién
de cuddricas que contienen a C?Gr¥V. En el libro [FH91] se preguntan qué propiedades
geométricas tiene. Podemos afirmar que como CPGr¥V es irreducible, M = Mepgpry =
My, (B:35).
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