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Un analisis de la regularidad de funciones usando Wavelets
Resumen

En esta tesis estudiamos la regularidad local de funciones a valores reales mediante
la transformada wavelet discreta, a fin de hacer una contribucién en el procesamiento
de senales. En una primera aproximacién para analizar la regularidad de senales propo-
nemos un nuevo cuantificador: la entropia wavelet leaders de una funcion f en xy. Este
cuantificador computa la entropia de Shannon de una distribuciéon de probabilidades
discreta P, la cual se construye a partir de los coeficientes wavelet leaders de la fun-
cién f en xg, correspondientes a los primeros m niveles de resolucién. Probamos que,
para un nivel de resolucién m, la entropia wavelet leaders puntual alcanza valores muy
cercanos a su maximo valor cuando el exponente Holder puntual toma valores proximos
a cero, lo que indica que éste cuantificador también detecta las singularidades de una
funcion. Una de sus ventajas es que su calculo se implementa facilmente, por lo tanto
resulta 1util para analizar la dinamica de senales de diversos fenémenos naturales.

Si bien el exponente Holder puntual o la entropia wavelet leaders puntual distinguen
singularidades, la informacion que aportan no es suficiente para distinguir singularida-
des tipo cuspide de singularidades oscilantes. A fin de dar una descripcién completa del
comportamiento singular de una funcién (o distribucién) f en zg, Y. Meyer define la
frontera 2-microlocal de f en xo, una curva decreciente y concava hacia abajo en R?, que
revela varios exponentes clésicos de regularidad y caracteriza completamente el tipo de
singularidad que hay en zy. Esta curva se define mediante los espacios 2-microlocales,
caracterizados via la transformada wavelet por Y. Meyer y S. Jaffard.

Una cuestion relevante es disenar funciones prototipo con una estructura de singu-
laridades predeterminada. En los trabajos de Y. Meyer, B Guiheneuf et al. y J. Lévy
Véhel et al. se construyen funciones f cuya frontera 2-microlocal en xg es una prede-
terminada curva S(o). Estas funciones (o distribuciones) se definen en términos de sus
coeficientes wavelet y son distintas en cada uno de los tres trabajos citados.

En esta tesis generalizamos estos resultados determinando una férmula genérica de
los coeficientes wavelet de funciones (o distribuciones) cuya frontera 2-microlocal en
es S(o), donde S(o) es una funcién decreciente definida en R, que es o bien céncava
hacia abajo, tal que S”(c) < 0 o bien es lineal. Nuestro resultado unifica los trabajos
previos pues obtenemos una amplia familia de funciones (o distribuciones), con frontera
2-microlocal en xy predeterminada, que ademas contiene a las tres funciones, construidas
en los trabajos citados, como casos especiales. Ademads, en el caso en que S(o) es lineal,
encontramos un resultado mas satisfactorio, pues probamos que la féormula propuesta
caracteriza en forma completa a las funciones o distribuciones cuya frontera 2-microlocal
en o es la funcion lineal dada.

Palabras clave: wavelets, senales, regularidad, entropia, frontera 2-microlocal.



Regularity Analysis of functions using Wavelets
Abstract

In this thesis we analyse local regularity of real-valued functions using the discrete
wavelet transform, in order to do a contribution to the field of signal processing.

As an initial approach to analyse the regularity of signals we propose a new quanti-
fier: the pointwise wawvelet leaders entropy of a function f at xy. This quantifier compu-
tes the Shannon entropy of a discrete probability distribution P,,, which is constructed
using the wavelet leaders coefficients of the function f at xg, corresponding to the first
m resolution levels. We prove that, for a resolution level m, the pointwise wavelet lea-
ders entropy is close to its maximum whenever the pointwise Holder exponent is close
to zero proving that this quantifier also detects singularities. One of its advantages is
that the calculation is implemented easily, therefore it is useful to analyse the dynamics
of several signals from natural and social phenomena.

While the pointwise Holder exponent or the pointwise wavelet leaders entropy cap-
ture singularities, the information provided is not enough to distinguish cusps from
oscillating type singularities. In order to give a complete description of the singular
behaviour of a function (or distribution), Y. Meyer defines the 2-microlocal domain of
f at ¢, a decreasing and concave downward curve in R?, which reveals several classic
regularity exponents and completely characterizes the singularity type at xq. This curve
is defined by means of the 2-microlocal spaces, which are characterized via the wavelet
transform by Y. Meyer and S. Jaffard.

It is also a relevant issue to design prototype functions with a predetermined sin-
gularity structure. In the works of Y. Meyer, B Guiheneuf et al. and J. Lévy Véhel
et al., distributions or functions, with S(o) as the predetermined 2-microlocal frontier
at xp, are constructed by using wavelet coefficients. The distributions or functions are
different in each of the three referenced works.

In this thesis we generalize these results determining a generic formula for the wa-
velet coefficients of functions or distributions which have S(o) as the prescribed 2-
microlocal frontier at zp, where S(o) is a decreasing function that is either concave
downwards with S”(¢) < 0 or linear. Our result unify the previous results, by ob-
taining a large class of functions (or distributions), with predetermined 2-microlocal
frontier at xo, that includes the three constructions, proposed in the cited works, as
special cases. Moreover, for the case that S(o) is a line, we find a more satisfactory
result because we prove that the generic formula completely characterizes all functions
(or distributions) whose 2-microlocal frontier at x, is the given line.

Keywords: wavelets, signals, regularity, entropy, 2-microlocal frontier.
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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo de tesis estudiamos la regularidad local de funciones a valores
reales mediante la transformada wavelet discreta y presentamos resultados tedricos que
podrian ser una contribucién al procesamiento de senales.

La deteccion de singularidades es uno de los problemas fundamentales en el proce-
samiento de senales y su total caracterizacion requiere de varios parametros. Uno de los
parametros de regularidad mas utilizados en el procesamiento de senales es el exponen-
te Holder puntual, que se define en cada xg del dominio de una funcién f localmente
acotada como

h(zo) =sup{a>0:fe C%x)}, (1.1)

donde C*(zy) es la clase de funciones f tales que existen C' > 0 y un polinomio P, (x)
de grado menor que « tales que : |f(x) — Py, (x)| < C'|z — x0|”, para x en un entorno
de zg.

En [35], S. Jaffard formula una caracterizacién del exponente Hélder puntual a
través del estudio del decaimiento de los denominados coeficientes wavelet leaders, que
se calculan a partir de los supremos locales de los coeficientes wavelet de una funcién
f € L*(R), concentrando la informacién que estos proveen.

Como primera aproximacién para analizar la dindmica de senales propusimos en [59]
un nuevo cuantificador: la entropia wavelet leaders puntual, que combina el concepto
de entropia con los coeficientes wavelet leaders.

La entropia es un concepto que surge de la termodindmica y es reformulado por
la teoria de la informacién para cuantificar la informacién promedio contenida en un
mensaje. Una versiéon wavelet de estos cuantificadores ha sido utilizada por Torres et
al. [68, 21] y Figliola et al. [19, 10, 60] para analizar, de un modo heuristico, senales
biomédicas.

A partir de estas ideas, utilizamos los coeficientes wavelet leaders para definir la
entropia wavelet leaders de una funcion f en zq, del nivel de resolucién nivel de reso-

lucién m. Este cuantificador consiste en computar la entropfa de Shannon [65] de una



distribucién de probabilidades discreta P,,, definida en cada punto xy y en cada nivel
de resolucién m de la funcién f. La distribucién de probabilidades discreta P, se cons-
truye usando los coeficientes wavelet leaders de la funcion f en z(, correspondientes a
los primeros m niveles de resolucion.

Una de sus ventajas es que su calculo se implementa facilmente y se puede aplicar
para analizar la dindmica de diversas senales tales como electroencefalogramas (EEG),
senales provenientes de los mercados financieros, etc [59, 58].

En efecto, encontramos evidencias de que este cuantificador muestra la evolucion
de la regularidad local de senales. Mas alla de los hallazgos heuristicos, efectivamente
probamos que, bajo ciertas condiciones de regularidad global y local de la funcién f,

existe un nivel de resoluciéon m tal que
47(ma71)h(xo) 1Og2 (m 47(ma71)h(w0)) < Sf,m(xO)a (12)

donde a > 1y Sym(xo) es la entropia wavelet leaders de la funcién f en xg, del nivel
de resoluciéon m (Capitulo 3; ver también [59]).

En consecuencia la entropia wavelet leaders puntual alcanza valores cercanos a su
maximo valor si el exponente Holder puntual toma valores proximos a cero. Esto indica
que este nuevo cuantificador también detecta singularidades de una funciéon. Ademas en
el Capitulo 3 analizamos senales provenientes de EEG, registradas en crisis epilépticas,
para comparar nuestro cuantificador con los cuantificadores wavelet definidos en [60, 61].

Si bien el exponente Holder puntual o la entropia wavelet leaders puntual distin-
guen singularidades y pueden utilizarse para analizar diversas senales e iméagenes, la
informacion que aportan es insuficiente para distinguir singularidades tipo cispide de
singularidades con un alto contenido oscilatorio local.

Una gran cantidad de senales presentan singularidades de tipo ctspide, pero también
es posible detectar comportamientos localmente oscilantes en seniales provenientes de
fenémenos fisicos y naturales (en el fenémeno de la turbulencia hidrodindmica [4], en las
ondas de ecolocalizacién que emiten los murciélagos [44], recientemente se ha confirmado
la presencia de estructuras oscilantes de tipo chirp en las senales de ondas gravitacionales
1, 2)).

Para complementar la informacién que aporta el exponente Holder puntual varios
autores han propuesto otros parametros que detectan el fenémeno oscilatorio: el expo-
nente Holder local [63], los exponentes de oscilacion y chirp [39], [7] v el exponente de
escala débil [52], entre otros. Mds recientemente, en [38], se ha propuesto una nueva
caracterizacion de la regularidad local basada en los exponentes p, para p > 0.

Bajo ciertas condiciones de regularidad global de la funcién f, los exponentes clasicos
de regularidad pueden extraerse de una curva en R?, decreciente y céncava hacia abajo,

llamada la frontera 2-microlocal en xy. Esta curva se define mediante la pertenencia



de una funcién o distribucion f a ciertos espacios funcionales introducidos por J.M
Bony [11]: los espacios 2-microlocales, C’;j’, con los pardametros s, s’ € R. La propiedad
fundamental que poseen es que son estables bajo la accién de operadores diferenciales
e integrales.

La definicién de los espacios funcionales C’;;f’ estd asociada a condiciones sobre la
descomposicién de Littlewood-Paley de distribuciones temperadas. En [28], S. Jaffard
reformula estas condiciones mediante la transformada wavelet, proporcionando otra
caracterizacion de los espacios 2-microlocales de J.M Bony. Ademaés, para poder analizar
el comportamiento local de f en zg, no es necesario que la funcién f este definida en
infinito por lo cual Y. Meyer y S. Jaffard [39, 52] definen localmente a los espacios
2-microlales C%:*'.

En esta tesis utilizamos la versién wavelet para el andlisis 2-microlocal. Si ¢ es una
wavelet madre con infinitos momentos nulos e infinitas derivadas de rapido decaimiento

y f es una funcién (o distribucién) tal que, para = en un entorno de z, f satisface

flz) = Z Z i Y(2x — k),

JEL k€L :|k—2Ixo|<27
7>0
. . . / . , . .
decimos que f pertenece al espacio 2-microlocal C* siy sélo si existe una constante

C > 0 tal que los coeficientes wavelet ¢;; de f verifican
leju] < C277° (14 |k — 27mo|) ™, (1.3)

para todo j vy k € Z tales que j >0y |§—x0| <1.
A fin de dar una descripcién geométrica del comportamiento singular de una funcién
en o, Y. Meyer, [52], define el dominio 2-microlocal de f en xy como un conjunto

convexo definido en el plano (s, s’) por

D(f, z0) = {(s, §):fe c} (1.4)

La frontera 2-microlocal de f en zq es el borde del conjunto D(f,xy) y puede determi-

narse por la parametrizacién
S(o) = sup{s: feCy*}. (1.5)

La frontera 2-microlocal otorga una descripcién mas precisa de la regularidad local
de una funcién, y mas atin, provee también una herramienta que es estable bajo la
aplicacion de operadores integro-diferenciales.

Por otro lado también es relevante disenar funciones prototipo con una estructura

de singularidades predeterminada. En este sentido en [29, 16, 63, 33] se construyen



funciones con exponentes de regularidad clasicos predeterminados en un intervalo 1.

Entonces es natural preguntarse si dada una curva S(o) céncava hacia abajo y de-
creciente se puede construir una funciéon o distribucién f tal que su frontera 2-microlocal
en g sea S(0). La respuesta es afirmativa y en los trabajos [52, 23, 46] los autores cons-
truyen, utilizando los coeficientes wavelet, una funcién o distribucién f cuya frontera
2-microlocal en xy es S(o). Las distribuciones o funciones, con frontera 2-microlocal en
xo predeterminada, son distintas en cada uno de los tres trabajos citados.

Hemos podido generalizar estos resultados determinando una férmula genérica de los
coeficientes wavelet de una amplia familia de funciones (o distribuciones) cuya frontera
2-microlocal en z es S(0), donde S(o) es una funcién decreciente definida en R, que
es o bien céncava hacia abajo, tal que S”(0) < 0 o bien es lineal (ver Capitulo 4).

La féormula genérica obtenida se inspira en la formula propuesta por los autores de
[23] y consiste en seleccionar los coeficientes wavelet ¢;j de cada funcién o distribucién

de la familia tales que, para j > 0y k tal que |k — 27z| < 27,

; S(o)—o
, 14+ |k =27
‘Cj,k‘ < (ngf .nf 27]3(0) —+ | l’()’ con (@7k, )\j,k > O, (16)
o€R Ajik

y se satisfaga la igualdad si (j, k) € I, para I un conjunto de subindices predeterminado
(4.25), y ¢, # 0 para infinitos j, con (j,k) € I.
Ademds, para k; tal que |k; — 22| < 27, las sucesiones 6 y A deben verificar

que:

(i) Dado cualquier C' € R,

{1 Cir. | Ni k.
Tm <°g2(. i) o 1o ”’“J)> <0. (L.7)
Jj—+oo j j
1 Ci, 1 P
lim M =0 y lim M — 0. (1.8)
Jj—+oo i Jj—+oo ]

Este resultado unifica lo propuesto en [52, 23, 46|, pues obtenemos una amplia
familia de funciones (o distribuciones) con frontera 2-microlocal en z, predeterminada,
que incluye a las tres funciones construidas en los trabajos citados como casos especiales.

Por otro lado, en el caso en que S(o) es lineal, probamos que la férmula propuesta
caracteriza en forma completa a las funciones o distribuciones cuya frontera 2-microlocal

en zo es la funcién lineal dada.



En el caso general, cuando S(o) no es lineal, conjeturamos que la familia prototipo
de funciones o distribuciones que construimos, con un determinado tipo de singularidad
en xg, estd cerca de caracterizar a todas las funciones (o distribuciones) con frontera
2-microlocal S(o) en xy.

La tesis se organiza de la siguiente forma. En el Capitulo 2 se exponen los conoci-
mientos previos necesarios para poder desarrollar los resultados obtenidos. Alli enuncia-
mos las propiedades basicas de la transformada wavelet discreta, los coeficientes wavelet
y los coeficientes wavelet leaders. Ademas damos todas las nociones de exponentes de
regularidad clasicos: el exponente Holder puntual, el exponente Holder local, los ex-
ponentes de oscilaciéon y chirp; y describimos todas sus caracterizaciones a través de
la transformada wavelet discreta. Asimismo enunciamos diferentes resultados sobre su
prescripcion, en los cuales se construyen funciones con predeterminados exponentes de
regularidad.

Los Capitulos 3 y 4 contienen las contribuciones originales de esta tesis.

En el Capitulo 3 definimos a la entropia wavelet leaders puntual y demostramos
el resultado principal del capitulo (Proposicién 3.2.3), lo cual justifica que este cuan-
tificador sea una alternativa para analizar la regularidad de senales. Como ejemplos
analizamos la serie de datos del indice Dow Jones Industrial, registrada en el periodo
1928-2011, y una serie de datos de un electroencefalograma registrado durante una
crisis epiléptica. Ademads, en este ultimo caso, comparamos nuestros hallazgos con los
obtenidos utilizando la entropia wavelet, el cuantificador que se define a partir de los
coeficientes wavelet en lugar de los coefcientes wavelet leaders.

En el Capitulo 4 damos las nociones referidas a la frontera 2-microlocal y desarro-
llamos todos los resultados matematicos para demostrar los principales teoremas del
capitulo (Teoremas 4.3.3 y 4.3.6). En el caso en que S(o) es lineal obtenemos las condi-
ciones necesarias y suficientes para que una funcién (o distribucién) tenga a S(o) como
su frontera 2-microlocal en . Asimismo exhibimos las sucesiones especificas € r v \j«
que hacen que las funciones (o distribuciones) propuestas en cada uno de los trabajos

[24, 52, 46] sean casos particulares de la férmula genérica obtenida en el Teorema 4.3.3.



Capitulo 2
Preliminares

En este capitulo daremos algunas nociones preliminares sobre el estudio de la regu-
laridad de funciones a valores reales.

El analisis de la regularidad local consiste en describir, mediante cuantificadores,
que tan irregular es una funcién en cada punto de su dominio. Las singularidades son
los puntos donde se observan esas deficiencias en la regularidad de una funcién o senal.
Existen diferentes tipos de singularidades que se pueden ilustrar en conocidos ejemplos,
por ejemplo la funcién f(z) = |z — x¢|% con 0 < a < 1, tiene una singularidad
del tipo cuspide, no oscilante, en el punto xy. En contraposicién, la funcién f(z) =
|z — 20| sin (|x — xol_ﬁ), con 0 < a <1y >0, tiene una singularidad de tipo chirp
en xy, con un comportamiento oscilatorio alrededor de xy.

Oscilante y no oscilante es una primera y clara distincion entre las singularidades.
Sin embargo, la nocién intuitiva de oscilacion no es suficiente para caracterizar estruc-
turas mas complejas. Por ejemplo la funcién f(z) = |z — 0| sin (Jo — 20|71 4 |z — 20[3/2
es oscilante en zy pero no es una oscilacién como la que se presenta en la de tipo chirp.

Desde la perspectiva de la matematica, es relevante profundizar sobre la caracteri-
zacion de singularidades. Funciones clasicas como por ejemplo la funcién de Weierstrass
[16], las funciones de Riemann y otras [39, 31] presentan singularidades de tipo ctispide
o de tipo oscilante en casi todo punto.

Asimismo, la importancia de caracterizar singularidades se extiende al campo de las
aplicaciones, donde es fundamental describir fenémenos naturales y sociales con ma-
yor precisién. Diversas sefiales, provenientes de fendmemos naturales y sociales (EEG,
ECG, datos de mercados financieros, entre otros), presentan singularidades de tipo
cuspide, pero también es posible detectar un alto contenido oscilatorio local en senales
provenientes de fenémenos fisicos y naturales, como por ejemplo, en el fenémeno de
la turbulencia hidrodindmica [4], en las ondas de ecolocalizacién que emiten los mur-
ciélagos [44]. Recientemente, se confirmé la presencia de estructuras oscilantes en las

primeras senales de ondas gravitacionales, registradas en los anos 2015 y 2017 por los



observatorios de ondas gravitatorias por interferometria laser LIGO [1, 2] (situados en
USA) y también, en el afio 2017, por el observatorio Virgo [2] (situado en Europa). Es-
tas ondas gravitacionales se generaron durante dos fenémenos césmicos: la coalescencia
de dos agujeros negros de masa estelar [1] y la colisién de dos estrellas de neutrones [2].

El exponente Holder puntual es esencial para la caracterizacién de senales e image-
nes mediante el andlisis multifractal y es uno de los parametros de regularidad mas
utilizados. Sin embargo, la informaciéon que aporta acerca de la regularidad local pue-
de ser insuficiente pues no distingue con precision singularidades del tipo cuspide de
singularidades con un alto contenido oscilatorio local. Por otra parte, éste pardametro
no es estable cuando se aplican operadores diferenciales o pseudo-diferenciales a la fun-
cién f. Esta propiedad es relevante en el procesamiento de senales o imédgenes, donde
en ocasiones es necesario aplicar operadores pseudo-diferenciales en el tratamiento de
éstas.

En este sentido se han propuesto otros exponentes de regularidad que dan una
descripcion méas completa de la regularidad local. Entre ellos, el exponente Hélder local,
ay(xg), estudiado en los trabajos de J. Lévy Véhel y sus colaboradores [63], que resulta
sensible al comportamiento oscilante en un entorno de la singularidad y ademas es
estable bajo la accién de operadores diferenciales; el exponente de oscilacion B,(xo) [7],
el exponente chirp 5.(xo) [39] y otros exponentes [52], que miden con més exactitud el
comportamiento oscilatorio de la funcién alrededor de . Mds recientemente, en [38], se
ha propuesto una nueva caracterizacién del comportamiento singular de una funcion f
en o basada en los exponentes p de f en xg, hy(xg) con p € [0, 400], definidos a partir
de nociones introducidas por A. Calderén y A. Zygmund [12] para analizar propiedades
locales de soluciones de ecuaciones diferenciales elipticas. En particular, si p = 400 el
exponente h.(xg) coincide con el exponente Holder puntual en x.

En este capitulo estudiaremos diferentes exponentes de regularidad clasicos. Co-
menzaremos recordando algunas nociones acerca de la transformada wavelet discreta
pues analizaremos distintas caracterizaciones de los exponentes de regularidad clésicos

a través de condiciones locales sobre los coeficientes wavelet.

2.1. Transformada wavelet discreta y regularidad

El analisis multirresolucién se define en L?(R?). En este trabajo de tesis estamos
interesados en el estudio de senales por lo cual enunciaremos algunas nociones del
andlisis multirresolucién para funciones de una variable en L?*(R). Para ampliar estos
tépicos recomendamos los libros de C. Chui [13], S. Mallat [48] e Y. Meyer [51], entre
otros.

El andlisis multirresolucién fue desarrollado por S. Mallat e Y. Meyer y consiste en

la construccion sistemdtica de bases del espacio de funciones de energfa finita L*(R)



mediante la dilatacién y la traslacion de una funcién i (z), denominada la wavelet
madre.
Un Andlisis Multirresolucién de L*(R) es una estructura de subespacios cerrados

encajados {V;},_, que verifican que:
1. Para todo j € Z, V; C Vjq1.
2. Para todo j € Z se verifica f(z) € V; <= f(2x) € V1.

3. ﬂ Vi=0y U V; es denso en L*(R).

jez jEZ
4. Existe ¢(x) una funcion tal que {¢(x — k)}rez es una base ortonormal de V.

La funcién ¢(z) es la funcion de escala del andlisis de multirresolucién y V; son los
subespacios de escala. Ademés, se definen W;, los subespacios wavelet, como los com-

plementos ortogonales de V; en Vj,4, es decir
Vipn =V, © W (2.1)

Bajo estas condiciones, existe una funcién v (z), denominada la wavelet madre, tal

que {¢(z — k)}rez es una base ortonormal de Wy. Y, en general, para cada j € Z,

k : .
dilatando % en un factor 5 ¥ trasladando 1 por factores % se tiene que {ZJ/ 2p(2x —

k)}rez es una base ortonormal de W; y se puede descomponer

L*R)=EPW,; obien L*R)=V,;+EP W, conJEeL

JEL JjzJ
donde los W; son ortogonales. Con lo cual la familia de funciones
§:{23/2¢(2]I — k)}j,kEZ

resulta una base ortonormal de L2(R) y si f € L*(R) tenemos,

Fl@) =" @z —k) (2.2)

JEZ keZ

o bien

flz) = Z sie (272 — k) + ZZ cik V(2w — k), (2.3)

kez j>J keZ

donde ¢;;, son los coeficientes wavelet de f,

ek = {f, 202z —k)) (2.4)

y sk son los coeficientes de escala de f del nivel de resolucién J.



La informacién de detalle de la sefial f(x) se resume en los coeficientes wavelet
y la informacion residual queda expresada en los coeficientes de escala. La propiedad
del andlisis multirresolucién “(J,., V; es denso en L*(R)” asegura que si f € L*(R)
jez V;=0

implica que si j decrece las proyecciones ortogonales de f sobre V; podrian tener norma

puede ser aproximada por elementos de V;. Por el contrario, la propiedad

arbitrariamente pequena.

Observaciéon 2.1.1 Usualmente la definicion de coeficientes wavelet de f es <f, 20/24)(2x — k:)>,
el producto interno de f con cada integrante de la familia %, la familia de wavelets nor-
malizada en L*(R). En el contexto del estudio de la reqularidad resulta mds conveniente

normalizar en L'(R) y usar (2.4).

Observacion 2.1.2 La condicion de ortonormalidad del item /4 del andlisis multirre-

solucion puede relajarse mediante la condicion:
“Bxiste p(x) una funcion de escala tal que {@(x — k)}rez es una base de Riesz de Vy.”

En tal caso {27/%1)(272—k) }rez resulta una base de Riesz de W; y la familia F ={2/?) (27 x—
k)};kez es una base de Riesz de L*(R).

Un ejemplo sencillo de wavelet madre es la wavelet de Haar definida por

1 si 0<a<1/2
Plr)=<¢ —1 si 1/2<z<1

0 sl en otro caso.

que genera la base ortonormal de wavelets de Haar. En este caso la funcién de escala
es p(x) = 1jp1) y el andlisis multiresolucién son funciones constantes a trozos en los
ko k1

intervalos |55, %55).

Otros ejemplos de wavelets ortonormales son:

= las wavelets de Daubechies, de soporte compacto y una cantidad arbitraria de
momentos nulos, es decir ortogonales a polinomios de grado menor que n, con n

arbitario,

= las wavelets de Meyer que estan en la clase de Schwartz y tienen infinitos momen-

tos nulos,

= las wavelets de Battle-Lemarié, que son menos regulares que las de Meyer pero

decaen asintoticamente mas velozmente que las de Meyer.

Algunos ejemplos de familias de wavelets que generan bases de Riesz de L*(R) son

las wavelets asociadas al analisis multirresolucion generado por las funciones de escala



B-spline. Las funciones B-spline estan definidas recursivamente por

p1(z) = 1o

Pmi1(T) = m * p1(), (2.5)

Observemos que ¢1(x) es la funcién de escala que genera el analisis multirresolucién
de Haar. Cada funcién de escala B-spline ¢,,11(z) es una funcién polinomial a trozos,
de grado m y lo mismo sucede con la wavelet madre asociada v,,,1(x). La wavelet
madre asociada a la funcién B-spline de escala ¢,,,1(z) no es unica; sin embargo las
wavelet madres asociadas a ¢,,.1(x), de soporte compacto, son esencialmente iguales
(difieren en una traslacién por un entero multiplicada por una constante). Chui et. al.
[14] v Unser et. al. [69] construyeron, en forma independiente, los primeros ejemplos
de wavelets, asociadas a una funcién de escala B-spline, de soporte compacto. Estas
familias de wavelets de soporte compacto son semiortogonales pues la ortogonalidad esta
garantizada a distintas escalas, es decir si las wavelets estan en diferentes subespacios
W;. De todos modos, sin la condicién de soporte compacto, es posible construir una
clase de wavelets ortonormales que se definen en el dominio de frecuencias en términos
de la funcién B-spline ¢,,,11(x), como es el caso de las wavelets de Battle-Lemarié recién
mencionadas.

En el Capitulo 3 utilizaremos la transformada wavelet spline en las aplicaciones. En
general se tiene una transformada wavelet spline si la wavelet madre v y la funcién de

escala ¢ son funciones polinomiales spline de grado m. Es decir si existen sucesiones

(wi)kez ¥ (Pr)rez tales que

(@)= wipm (2 —k) ¥y @) = prpmi (20 — k). (2.6)

keZ keZ

Las wavelets spline poseen una formulacién explicita tanto en el dominio del tiempo
como en el de frecuencia, lo cual hace que su implementacion computacional sea sencilla.
Ademas tienen buenas propiedades en cuanto a su capacidad para aproximar funciones

suaves [70].

2.1.1. Condiciones para analizar regularidad

El decaimiento de la amplitud de los coeficientes wavelet a través de las escalas 277
estd Intimamente relacionado con la regularidad de la funcién o senal. Para el estudio
de la regularidad de funciones se requieren las siguientes condiciones técnicas para la

wavelet madre 1):

= ) € C", es decir ¢ es r veces derivable con r € N, y ademas tiene sus r primeras

derivadas de rapido decaimiento, i.e. para cualquier 0 < k£ < r y m € N existe

10



C,, tal que para todo = € R,

Cm

®) (2 — .
VROl S T

(2.7)

= ¢ tiene r momentos nulos, para r suficientemente grande. Es decir que v es

ortogonal a todos los polinomios de grado menor que r, o sea

400
/ *(z)dr = 0, 0<k<r, kel (2.8)

o0

Si la wavelet 1 tiene r momentos nulos, la transformada wavelet discreta puede in-
terpretarse como un operador diferencial de multiescala de orden r. Esta es una primera
relacién entre la derivabilidad o regularidad de f y el decaimiento de la transformada

wavelet en escalas cada vez mds finas [48].

Observaciéon 2.1.3 En las aplicaciones que desarrollaremos en el Capitulo 3 elegire-
mos como wavelet madre a una funcion v spline cibica y en el Capitulo 4 considerare-
mos a la wavelet de Meyer como la wavelet madre.

2.2. Exponente Holder puntual

Uno de los parametros més utilizados para caracterizar la regularidad local de una
funcién, en cada xy de su dominio, es h(xg), el exponente Héolder puntual en xy. Este
exponente mide cuan rugoso o espiculado es el grafico de una funcién en xy. Cuanto mas
cerca de cero estd el valor del exponente h(zg) mds irregular es el gréfico de la funcién
en xp, mientras que las porciones suaves del grafico una funcién tienen exponentes mas
altos.

El exponente Holder puntual es fundamental en el andlisis multifractal de senales e
iméagenes. La multifractalidad es una nocién que proviene de problemas fisicos y esta
ligada a la regularidad de senales e imagenes. En [56] U. Frisch y G. Parisi retoman las
teorfas sobre turbulencia totalmente desarrollada de A. Kolmogorov [41] y proponen

que la velocidad de un fluido con turbulencias en la posicion x sigue la relacion
(@ + 1) = v(z)| ~ 1|7,

para |l| pequenio y H el exponente Holder puntual de la velocidad v en z. Intuitivamente

formulan que el conjunto

{a: (e +1) = v(a)| ~ WH}

11



tiene caracteristicas fractales para H € [hpin, himaz), dando origen al anélisis multifrac-
tal. Los conjuntos {x (e +1) —v(z)| ~ WH} suelen tener medida de Lebesgue 0,
por lo cual no es una medida apropiada para distinguir estos conjuntos. Sin embargo, la
dimensién de Hausdorff (ver [18] para recordar esta nocién) se ajusta a este propdsito
pues distingue a los conjuntos § x : |v(z + 1) — v(z)| ~ |l|H}, si H varia en un intervalo
["emins Pamaz]-

En general, dada una funcion f se puede medir la distribucién de los exponentes
Holder de los puntos del dominio de una funcién, mediante el espectro multifractal o
espectro de singularidades. El espectro multifractal de una funcién f asocia a cada H,
en el rango de exponentes Holder puntuales de la funciéon f, la dimensién de Hausdorff
del conjunto de puntos {z € Dom(f) : h(z) = H}. Se dice que una funcién f es
multifractal si su espectro multifractal toma infinitos valores reales, o sea si se tienen
infinitos conjuntos {x € Dom/(f) : h(z) = H} fractales distintos, cuando H varia. Una
amplia variedad de trabajos muestra evidencias del fenémeno multifractal en diversas
senales e imagenes (sefiales biomédicas [26], geofisicas [67], de mercados financieros
[49] y otras [3], [20]). Asimismo se han formulado diversas metodologias que permiten
estimar el espectro multifractal, entre otras: Wavelet Transform Modulo Mazima [55, 5],
Multifractal Detrended Fluctuation Analysis [40] y Wavelet Leaders [35].

Para motivar la definicion del exponente Holder puntual consideremos la funcién
f(z) = |z — zo|* con 0 < a < 1. Esta funcién no es derivable en x5 € R y la no
derivabilidad en z( se puede caracterizar con el pardmetro a. Si « esté cerca de 0 el
grafico de la funcion f es mas espiculado en x(, mientras que si « estd cerca de 1 la
funcién es menos espiculada en xg.

Consideremos una funcién f : Dom(f) C R — R que satisface una condicién de

Holder en un entorno de xg, es decir que existe C' > 0 tal que
|f(z) = f(zo)] < Clz — x|, con0<a<l, (2.9)

para todo x en un entorno de xy. Claramente la funciéon f también satisface que para

todo o/, con 0 < o/ <
|f () = f(xo)| < Cla — 20|,

en un entorno de xy. Entonces la pregunta es ja partir de qué exponente « la desigualdad
(2.9) no se cumple? Estas ideas dan lugar a las definiciones de la clase Holder puntual

C*(zo) y del exponente Holder puntual.

Definicién 2.2.1 Sean o >0, f : RY — R y 29 € Dom(f). Decimos que f estd en

la clase Hélder puntual C(xg) si existen C' > 0 y un polinomio Py, (z) de grado

12



menor que « tales que, en un entorno de xy,
|f(z) — Ppy(x)| < C'lz— x0]”. (2.10)
Luego, el exponente Holder puntual de f en xy es
h(zg) =sup{a>0:f e Cxo)}. (2.11)
Notacion: Cuando sea necesario especificar que el exponente Hélder estd asociado a una
determinada funcion f notaremos al exponente Holder puntual h(f,xq).

Observaciéon 2.2.2 Por convencion definimos el grado del polinomio nulo como —oo.

Observacion 2.2.3 Si a > 0 el polinomio P,,(x) es unico. P, (x) se denomina el
polinomio de Taylor de f, de orden «, centrado en xq. Cabe aclarar que si o es un
entero Py, (x) es el polinomio de Taylor de orden n — 1 usual.

En consecuencia si f es infinitamente diferenciable en xy tenemos polinomio de
Taylor de la funcion f de orden n, centrado en xq, para todo n € N. Con lo cual
f € C™"(xo) para todo n € N. Por lo tanto h(zo) =sup{a >0: f € C*(xy)} = 400, es

decir que la funcion f es muy reqular en xg.

Observaciéon 2.2.4 Si f: Dom(f) CR = R y h(zg) < 1 entonces la funcion f no es

derivable en xo y el pardmetro h(xg) caracteriza la no derivabilidad de f en xy.

Intuitivamente si f : Dom(f) C R — R es una funcién de la clase C%(z), con
0 < a < 1, tenemos que P, (x) = f(zo). Con lo cual se verifica la desigualdad (2.9), es

decir que existe C' > 0 tal que en un entorno de x,
—Clz — 20| + f(zo) < f(z) < Clz — x0|” + f(0),

como puede observarse esquematicamente en la Figura 2.1.

Iy-f(x)I=C|x-x0|“
f(x)

Figura 2.1: Esquema de los graficos de f(x) y de la curva |y — f(xo)| = Clx — x0|°.
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Por lo tanto, si h(xg) < 1 la curva |y — f(xo)| = Clz — 20/"*) es la curva limite
entre las curvas que encierran el grafico de f(z) en un entorno de zo. Més atin, si h(xg)
es un maximo la curva |y — f(z¢)] = Clz — 10|"®) es la que satisface esta propiedad
en forma optima.

Mostremos algunos ejemplos donde es inmediato el calculo del exponente Holder

puntual en cada z € Dom(f).
Ejemplo 2.2.5 Sean 0 <a <1y g3 >0,
v f(z) = |z|” tiene h(0) = o y h(x) = 400 para todo x € R.

» f(x) = |z|”sin <ﬁ> extendida continuamente en 0, tiene h(0) = a y h(z) = 400

para todo x € Ryyg.

En estos ejemplos es fdcil verificar que h(0) = a. Ademds, como ambas funciones son
infinitamente derivables, en virtud de la Observacion 2.2.3, resulta que h(x) = +00 para
todo v € Ryg. En ambos ejemplos el exponente Holder puntual capta la singularidad
que hay en xq = 0. De todas formas la naturaleza de ambas singularidades es diferente,
la primera funcion tiene una singularidad tipo cuspide en O mientras que en la sequnda
funcion hay un comportamiento oscilante alrededor del 0 y decimos que la singularidad

es oscilante.

Ejemplo 2.2.6 Sean 0 < a <1y f(x) = |z|" In(|z|) extendida continuamente en 0.

En este ejemplo también h(0) = a y h(z) = +oo para todo v € Ry. Ademds es
interesante destacar que en este ejemplo h(0) = a es un supremo y no un mdximo, pues
f € C¥(0) para todo o < a pero f & C(0).

Mostremos otros ejemplos para los cuales el calculo del exponente Holder puntual

no es inmediato.

Ejemplo 2.2.7 La funcion de Weierstrass

+oo
F(x):Za"cos(bnx), con 0 <a<1<ab,
n=1

14



1.8

KaS
L
O+
0 1 2 3
Figura 2.2: Funcién de Weierstrass para a = ‘/75 yb=2.

es una funcion continua y no deriwable para todo x € R. Sin embargo, el tipo de

irreqularidad es la misma en cada punto pues el exponente Hoélder puntual es la fun-

__log(a)
log(b)
propiedad. En la Figura 2.2 puede observarse la “reqularidad”de la irreqularidad de la

cion constante h(F,z) = . En [35] se puede consultar una demostracion de esta

funcion.

Ejemplo 2.2.8 La funcion de Lévy fue introducida por Paul Lévy para modelizar pro-

cesos estocdsticos y estd definida como

=
oy
I

donde

27

0 si r=m+3i meZ.

r—m s |lr—m|<i meZ
29

15



Figura 2.3: Funcién de Lévy.

L es una funcion que es discontinua en numeros reales diddicos, es decir nimeros
de la forma 2%, conk e€Z yn e N.

FEl cdlculo del exponente Hélder en cada xo no diddico no es trivial. En [31] S. Jaffard
prueba que el exponente Holder puntual de £ en xq no diddico depende de como los
numeros diddicos de la recta real aproriman a xg.

Mas precisamente, si xo no es diddico y Apxg = dist(xg,2""Z) se tiene que el
exponente Holder puntual de £ en xy verifica:

) -n
h(L,xq¢) = n%m —logg(Anxo)'

En [31] se pueden encontrar mds ejemplos sobre el cdlculo del exponente Holder
puntual y el andlisis de la multifractalidad de funciones clasicas, que son discontinuas

en un conjunto denso, como las de Riemann, Jordan y otras.

Por otro lado, si h(z) es el exponente Holder de una funcién f en x € Dom(f) la
funcién h se denomina la funcién Holder puntual de f y ésta registra la evolucion de
la regularidad de f en su dominio. En los trabajos [29, 16] los autores dan condiciones
necesarias y suficientes para que una funcién b : [0,1] — [0, 1] sea la funcién Holder

puntual de una funcién f continua. Estas condiciones se resumen en el siguiente teorema:

Teorema 2.2.9 (K. Daoudi, J. Lévy Véhel y Y. Meyer, 1998)
Sea h :[0,1] — [0,1]. Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) h es la funcion Hélder puntual de una funcion continua f, f:[0,1] — R.
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ii) Eziste una sucesion de funciones continuas (s,(z)), . tal que

neN

h(z) = lim s,(x), Yz €l0,1].
n—o0

En [16] los autores dan tres demostraciones constructivas a fin de proveer diferentes
métodos para construir una funcién f tal que h sea su correspondiente funcién Holder
puntual. Para ello proponen tres métodos distintos basados en: a) bases de Schauder,
b) la generalizacién de la funcién de Weierstrass y c) sistemas de funciones iteradas.

El método basado en la generalizacion de la funcion de Weierstrass es simple y per-
mite controlar la regularidad en cada punto. La siguiente proposicién muestra explici-
tamente la construccion de la funcién f con exponente Holder puntual predeterminado

en todo su dominio.

Proposicién 2.2.10 (K. Daoudi, J. Lévy Véhel y Y. Meyer, 1998)
Sean A > 1 y s:1[0,1] — (0,1) una funcion que verifica que existe C' > 0 tal que

s(z + h) — s(z)| < C|h|*™ para h suficientemente pequerio. Entonces la funcién

F(z) = Z AR @ sen (A x)
keN

tiene exponente Holder puntual h(F,x) = s(x).

El siguiente ejemplo ilustra esta proposicion.

Ejemplo 2.2.11 Para A\=3 y s : [1—10, 1%] — (0,1), s(z) =z, tenemos que

F(z) = Z 37" sen(3x)

keN

tiene exponente Holder puntual s(x).
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Figura 2.4: Funcién de Weierstrass generalizada F'(x).

09

0.1 - ‘
0.1 0.9

Figura 2.5: Grafico de la funcién Holder puntual s(z).

El grifico de la Fig. 2.4 muestra que F(x) es mds irreqular cerca de lio, en coinci-

dencia con los valores mds pequenos que alcanza s(x). El grdfico es menos irreqular a

medida que T crece.
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2.2.1. Condicion de Holder global y exponente Holder puntual

Si una funcién f : R — R verifica una condicién de Holder, i.e. existen C' > 0 y
0 < a<1tal que

|f(x) = f(y)| < C |z —y|* Vr,y € R,

significa que la condicién (2.10) es vélida con P,, = f(x¢), para todo xg, con la posibi-
lidad de elegir la constante C' uniformemente. En este caso diremos que f es uniforme-
mente Héolder y que f estd en el espacio Holder C“(RR).

También, si f es una vez derivable y su derivada cumple una condicién de Holder,

i.e. existen una constante C' >0y 1 < a < 2 tal que,
a—1
[f'(@) = f(yl <C |z —yl Yo,y € R,
también se puede elegir la constante C' uniformemente en la desigualdad (2.10), pues

[f(x) = Poy(2)] = |f(z) = f(20) = f(20) (2 — x0)]
= [f'()(z —x0) — f'(x0)(z — 20)]
= |(f"(€) = f'(z0))(x — z0)],

para & en el intervalo entre x y . Es decir que existe C' > 0 tal que, para todo xy, x € R,
|f(@) = Pry(2)] < Cl — x|

También en este caso diremos que f es uniformemente Hélder o que f esté en el espacio
Hélder C*(R).

En general,

Definicién 2.2.12 Sea f : R — R.
Sea 0 < o < 1. Decimos que f € C*(RY) o que f es uniformemente Hélder si f es
acotada y existe C' > 0 tal que:

[f(@) = f()| < Clz —y|*, para todo x,y € R,

Sea a > 1, con o ¢ Z. Decimos que f € C*(RY) o que f es uniformemente Hélder

si f es acotada y existen todas las derivadas menores que av y C' > 0 tal que:
|0l f(z) — ol f(y)| < Cla — y|*7 para todo z,y € RY.

Observacién 2.2.13 Si f € C*(R%) la constante C' de la condicion Hélder puntual

(2.10) se puede elegir independientemente de xy.
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2.2.2. Caracterizacion wavelet de la regularidad uniforme y

puntual

La regularidad uniforme (Definicién 2.2.12) y la regularidad puntual (Definicién
2.2.1) pueden caracterizarse a través del decaimiento de los coeficientes wavelet, siempre
que v sea una wavelet madre con r primeras derivadas de rapido decaimiento (condicién
(2.7)) y » momentos nulos (condicién (2.8)), tal que r > . En [51] Y. Meyer prueba el

siguiente resultado,

Teorema 2.2.14 (Y. Meyer, 1990)

Sea o > 0, no entero.
fECHR) < 3C >0: Vjk |cjx <C 279~

También, en [27], S. Jaffard encuentra una correlacién directa entre el decaimiento
de los coeficientes wavelet ¢; . y la clase Holder puntual C*(zy), que se establece en la

siguiente proposicion.

Proposicién 2.2.15 (S. Jaffard, 1989)
Si f € C*(xy) entonces eziste C > 0 tal que, para todo j > 0,

i) < C 271+ |k — 27mo])*. (2.12)

Si la funcién f tiene una singularidad tipo cispide en zy (ver Ejemplo 2.2.5) los

coeficientes wavelet significativos se localizan cerca de xy. Por lo tanto, se tiene
|cjx| = C 27792, (2.13)

En cambio, si f tiene una singularidad de tipo oscilante en xg los coeficientes wave-
let maximos se pueden localizar lejos del punto singular xy, con lo cual los coeficientes
wavelet significativos no verifican la Férmula (2.13). Con esta perspectiva, S. Jaffard
reformula la Proposicién 2.12, caracterizando la regularidad local en términos de supre-

mos locales de los coeficientes wavelet, denominados coeficientes wavelet leaders [35].

Coeficientes wavelet leaders y exponente Holder puntual

La nocién de coeficientes wavelet leaders fue introducida por S. Jaffard en [32], a
fin de proveer una férmula para la cota superior de la dimensiéon box del grafico de una
funcién. Més adelante, en [35], S. Jaffard prueba que estos coeficientes multirresolucién
tienen una relacion directa con la regularidad local de una funciéon y ademdas muestra
que los coeficientes wavelet leaders proveen un “formalismo multifractal”, es decir un

conjunto de formulas que permite calcular el espectro multifractal de una funcion.
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Sea la wavelet madre 1, una funcién esencialmente localizada en el intervalo [0, 1].
Podemos suponer esto pues si, por ejemplo, la wavelet madre v tiene soporte compacto
entonces

existe C' > 0 tal que sop(y)) C C.[0,1),

donde C.[0, 1) es el intervalo centrado en % y C veces més ancho, es decir el intervalo
[0,1) dilatado en C. Con lo cual

. kE k+1
sop(t(Px — k) € C. {2— %) |

y en consecuencia, sin pérdida de geenralidad, podemos suponer que ¢, tiene in-

formacion relevante de la funcién f relativa al intervalo diddico I;;, = [4, &51).

Definicién 2.2.16 Sea f € L*(R). Se definen los coeficientes wavelet leaders de la

funcion f como,

dix= sup |cal, (2.14)
Il,hC3Ij,k

donde 31 = I 1 UL, Ul = [%, %) es el intervalo dilatado en 3.

Definicién 2.2.17 Sea I;(x¢) el unico intervalo I;, del nivel j, que contiene a xy € R.

El coeficiente wavelet leader de f en xq del nivel j se define como

dj(xg) = sup . (2.15)

Il’hCSIj(Z‘U)

ClLh

El siguiente gréfico representa el esquema del calculo de d;(zo).

Nivel j+1 [e)[ @) e)[ ¢)[ o) ®)
Nivel j [ e ) o ) e ) 3l(x)

Nivel j—1 [ ) )
t t
d;j(x,) es el supremo de los valores
absolutos de los coeficientes wavelet
con wavelets localizadas en este intervalo

Figura 2.6: Los puntos e representan los coeficientes wavelet a través de su localizacién.
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Observacion 2.2.18 La nocion de coeficientes wavelet leaders también se adapta pa-
ra funciones en varias variables de L®(R?). En este trabajo nos concentramos en las

senales unidimensionales.

Se puede ver que la sucesién (d; (xo))jeN es decreciente. M4as atn, concentrando la in-
formacién de los coeficientes wavelet en los coeficientes wavelet leaders S. Jaffard[35]
prueba el siguiente teorema sobre el decaimiento exponencial de los coeficientes wavelet
leaders y su relacion con el exponente Holder. Este resultado es independiente de la
eleccién de la wavelet madre v, siempre y cuando v tenga » momentos nulos y rapido

decaimiento de sus derivadas ™, 0 < n <r, con r > a.

Teorema 2.2.19 (S. Jaffard, 2004)
Sea f una funcion acotada tal que f € C*(xy), a > 0. Entonces para todo j > 0,

dj(xo) < C 27]'01’ (216)

para alguna constante C'.
Mas ain, si f es uniformemente Holder, el exponente Holder puntual de f en xq se

puede computar con la siguiente formula

h(zg) = lim w.

: 2.17
j—4o00 1Og(2_J) ( )

Observacion 2.2.20 Reciprocamente, se prueba en [35] que si vale la desigualdad
(2.16) y la funcion f es uniformemente Hélder, se verifica la siguiente condicion mds
débil: Ezisten C' > 0 y un polinomio P, (x) de grado menor que « tales que, en un

entorno de x,

() = Poy(@)] < Cla — o[ log (L) . (2.18)

|z — x0]
2.3. Otros exponentes de regularidad

2.3.1. Exponente Holder local

El exponente Hélder local fue introducido por J. Lévy Véhel y colaboradores, [24,
63]. Este exponente se calcula localizando los espacios Holder globales, es decir el espa-
cio de funciones que verifican las condiciones de la Definicién 2.2.12 para el conjunto

B(xg,€), la bola de centro zy y radio e.

Definicién 2.3.1 Sea f : B(zo,¢) C R? — R.
Sea 0 < a < 1. Decimos que f € C*(B(xo,€)) si f es acotada en B(xo,€) y existe
C' tal que para todo z,y € B(xg,¢):
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[f(@) = fW) < Clz —yl”

Sea o > 1, a ¢ Z. Decimos que f € C*(B(zg,¢)) si f es acotada en B(xg,€) y

existen todas las derivadas menores que o y C' > 0 tal que para todo x,y € B(x,€):
[0 () = 91 f (y)| < C o =y,

El espacio C* (B(xg,¢€)) se denomina el espacio de funciones Holder o sobre el conjunto
B(zg,¢€).

Si consideramos f: R — Ry f € C*(B(zo,€)) entonces existe C' > 0 tal que
|f(x) — flzo+t)] < Clz — (xo +t)|* Vo € B(xg,€), Vi : |t] <e.

Con lo cual, si 0 < a < 1, se puede interpretar que las curvas |y — f(zo+1)| =

Clx — (zo + t)|” encierran el grafico de la funcién en B(zg,€), con |t| < e.

f(x)

L f(x oft)

Figura 2.7: Esquema de los graficos de f(x) y de las curvas de ecuacion |y — f(zo +t)| =
Cle — (o +t)]".

Para cada € > 0 se computa el sup{a : f € C*(B(x¢,¢€))}, que es decreciente como

funcion de €. Luego, se define:

Definicién 2.3.2 El exponente Holder local de f en xq es

aifwe) = lim  sup{a: f € C* (B(ao, <))}

Notacion: Cuando sea mecesario especificar que el exponente Holder local se asocia a

una determinada funcion f notaremos ay(f, xg).
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Observacion 2.3.3 Si bien la definicion de exponente Hélder local considera funciones
de varias variables nos centraremos en funciones de una variable pues las propiedades

fundamentales del exponente estan probadas para ese caso.

Una de las ventajas del exponente Holder local es que distingue singularidades oscilantes

de no oscilantes. Por ejemplo,
Ejemplo 2.3.4 Sean 0 <a <1y [ >0,
w f(x) = |2|” tiene ay(0) = o y oy(x) = 400 sino.

» f(z) = |z|"sin (ﬁ) extendida continuamente en 0, tiene oy(0) = 555 y au(x) =

+00 sino. Observemos que el exponente 3 aparece en la formula de a;(0).

Ademas el exponente Holder local es estable bajo la aplicacion de operadores dife-

renciales, es decir que si la funcion F' es una primitiva de f entonces
O(I(F,[L‘) = al(fu I) +1,

una propiedad que el exponente Holder puntual no verifica. Por ejemplo, para f(x) =
|z|* sin <ﬁ> se puede probar que h(F,z) = a+ [+ 1. En consecuencia, como h(f,z) =
o, tenemos que

h(F,z) # h(f,z) + 1.

Sin embargo, desde la perspectiva del analisis multifractal, el exponente Holder pun-
tual tiene mas ventajas que el exponente Holder local. Plantear un analisis multifractal
basado en el exponente Holder local no es de interés pues, si f es una funcién definida
en un intervalo I C R, cuyo rango de valores del exponente Holder puntual es [h,,, b,
se cumple que su exponente Holder local es oy(x) = h, para todo x € I [63]. En con-
secuencia la dimensién de Hausdorff de los conjuntos {z € I : oy(x) = H} es0 0 1 y no
hay multifractalidad asociada al exponente Holder local.

En [63] se estudian las propiedades del exponente Hélder local. Alli se establecen

las siguientes relaciones entre el exponente Holder puntual y el exponente Holder local:

Proposicién 2.3.5 (S. Seuret y J. Lévy Véhel, 2002)

Sea f: I — R una funcion continua, con I un intervalo de la recta real, y sean
h(z) y a;(x) los respectivos exponentes Hélder puntual y local de la funcion f en x.
Entonces para todo x € 1,

() < min {h(x), lim h(t)} .

t—x

Ademas, los exponentes h(x) y «;(x) no pueden diferir en todo punto pues,
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Proposicién 2.3.6 (S. Seuret y J. Lévy Véhel, 2002)
Sean I un intervalo de la recta real y f : I — R una funcion continua tal que
feC'(I) ysean h(z) y ay(x) los respectivos exponentes Holder puntual y local de la

funcion f en x. Entonces existe un subconjunto D C I tal que:
= D es un conjunto no numerable, denso en R y de dimension de Hausdorff 0,

» oy(x) = h(z) para todo x € D.

Exponente Holder local y transformada wavelet discreta

Los espacios C* (B(x, €)) también se caracterizan a través de los coeficientes wave-
let, considerando que la wavelet madre 1 posee r primeras derivadas de rapido decai-
miento (2.7), r momentos nulos (2.8), con r > «, y ademas el sop()(27z—k)) C B(xg,¢).
La siguiente Proposicién es consecuencia del Teorema 2.2.14.

Proposicion 2.3.7 Sean o > 0, no entero, xgo € R y € > 0.
f € C%(B(xg,€)) si y sdlo si para todo j,k tal que sop((27z — k)) C B(xg, ) existe
C >0 tal que |cjp] <277

Con lo cual, si ¢ tiene soporte compacto, se puede caracterizar al exponente Hoélder

local como

ay(xg) = lim  sup {a : V), k tal que sop(v(2'x — k)) C B(zg,e) 3C > 0 |cju| < 277}
e—0
La caracterizacion wavelet del exponente Holder local provee el siguiente teorema
sobre la prescripcion de este exponente, el cual establece una funcién, definida a partir
de los coeficientes wavelet, cuyo exponente Holder local en z es una predeterminada

funcién g(z) semi-continua inferiormente.

Teorema 2.3.8 (S. Seuret y J. Lévy Véhel, 2002)

Sean 0 <y <1, s:[0,1] — [y, +00) una funcion acotada que es el limite inferior
de funciones continuas y g : [0,1] — [y,4+00) una funcion semi-continua inferior-
mente. Si se verifica que s(x) > g(x) para todo x € [0,1] entonces existe una funcion
f:10,1] — [y, +o0) tal que,

» para todo x € [0,1], el exponente Hélder local de f en x es ay(z) = g(x),

» y para todo x € [0,1] \ D, con D tal que su dimension de Hausdorff es 0, el

exponente Hélder puntual de f en x es h(x) = s(x).
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2.3.2. Exponente chirp

El exponente chirp fue introducido por Y. Meyer y S. Jaffard en [39, 53, 34] y
caracteriza el comportamiento asintético de una funcién luego de muchas integraciones,
en un entorno de xzy. La definicién se inspira en el tipo de singularidad que tiene la
funcién f(x) = |z|* sin <ﬁ>, extendida continuamente, y sus sucesivas primitivas en
xo = 0. Usando integracion por partes se puede probar que las primitivas n-ésimas de
la funcién f son de la forma

2 ()

I

con g acotada y oscilante [39]. Es decir que el exponente Hélder puntual de una primitiva
de orden n de f en xyg =0 es a+n(f+1). A partir de estas ideas se tiene la siguiente

definicion,

Definicién 2.3.9 Sean a > 0, 8 > 0, f : R = R, una funcion localmente acotada y

f™ una primitiva de f de orden n. Decimos que f es un chirp de tipo (o, B) en xq si
vneN, fm e oot (g, (2.19)

Observaciéon 2.3.10 En esta tesis nos enfocamos en el estudio de funciones unidi-
mensionales. Sin embargo, cabe aclarar que Y. Meyer et. al. [53] generalizan la nocion
de chirp de tipo («, B) en xg para funciones de varias variables f : RY — R, localmente
acotadas. Alli se establece que [ es un chirp de tipo («, B) en xq si, para todon € N, f

puede escribirse como

f=> 0%, (2.20)

[v|<n

con f, € CotBt0l(z0), donde |v| = v1 + -+ + Yn.

El interior del conjunto de pares ordenados («, ) tal que f es un chirp de tipo («, )

en x es un conjunto de la forma (0, ap) x (0, o) [34], con lo cual:
Definicién 2.3.11 El exponente chirp de f en xy es
Be(xo) = sup{p : o tal que f es un chirp de tipo (o, B) en zo} . (2.21)
Mas sencillamente, si f : R — R, se puede dar la siguiente definicién [50].

Definicién 2.3.12 Sea f : R — R, una funcion localmente acotada. Sea ™ una
primitiva de f de orden n y H,(x) el exponente Hélder puntual de f©™ en xq. Se

define el exponente chirp de f en xg como

5c($0): lim Hn(%)

n—-+o0o n

— 1.
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Ejemplo 2.3.13 Sean 0 <a <1y g > 0.
» f(x) = |x|” tiene B.(0) =0 pues H,(0) = a + n.

o f(x) = |2|"sin (25 ), extendida continuamente, tiene B.(0) = B pues H,(0) =

||
a+n(f+1).
Ejemplo 2.3.14 La funcion de Riemann no derivable,

R(z) = Z sin(w;z x)7

n
neN

es una funcion continua, no derivable en un conjunto denso. En 1970 J. Gerver [22]
prueba que esta funcion resulta derivable en los racionales que son cocientes de nimeros
impares. Este ejemplo es interesante pues S. Jaffard e Y. Meyer demuestran que R(x)
es un chirp de tipo (3/2,1) en los racionales que son cocientes de nimeros impares [39].

Es decir que R(x) tiene singularidades de tipo chirp en un conjunto denso.

15

R(x)
o

-1.5

Figura 2.8: Funciéon de Riemann no derivable

Ademds, en [30], S. Jaffard calcula el exponente Hélder puntual de la funcion R(z)
en cada © € Dom(f). Este cdlculo no es trivial y su formula estd relacionada con

propiedades de las aprorimaciones diofantinas de cada x.

Exponente chirp y transformada wavelet discreta

Y. Meyer et. al. dan una caracterizacién de funciones chirp del tipo (o, 5) en xg

[53], para ¥ una wavelet madre en la clase de Schwartz.
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Proposicién 2.3.15 (Y. Meyer y H. Xu, 1997)
f es una funcion chirp de tipo (c, B) en xy si y sdlo si se verifican las siguientes

condiciones:
I) f I~ Ca (f]?o)

11) En el dominio |k277 — x|t < 279 < |k277 — x¢], emiste C,, > 0, para todo n € N,
tal que
o < G2 s

111) En el dominio |k277 — xo| < 277, existe C,, > 0, para todo n € N, tal que

|Cj,k| S Cn2_jn.

Esta caracterizacién wavelet de una funcién chirp de tipo («, ) en zy permite
predeterminar simultdneamente a los exponentes Holder puntual y chirp. En [33] se
construye una funcién f tal que h(z) y S.(x) son sus respectivos exponentes Holder
puntual y chirp en cada = € [0,1] \ F, para E un conjunto de medida 0.

En primer lugar, se prueba el siguiente resultado. [23].

Proposicién 2.3.16 (B. Guiheneuf, S Jaffard y J. Lévy Véhel, 1998)
Sea f: R — R una funcion cuyo exponente Holder puntual satisface que existen

H, y Hy numeros reales tales que, para todo x € R,

Entonces B.(x), el exponente chirp de f, se anula en un conjunto denso en R.

Sin embargo es posible prescribir al exponente chirp para todo z € [0,1]\ E, con F

el conjunto de medida 0, definido en [33], como

k
’x__

E=1[0,1]\ {x . existe C' > 0 tal que 5

>i VjeN,keZ}. (2.22)

= 297
Mas precisamente,

Teorema 2.3.17 (S.Jaffard, 2000)
Para todo par de funciones no negativas y acotadas (h(z),p.(x)), definidas en el

[0, 1], existe una funcion f cuyos exponentes Holder puntual y chirp son respectivamente
h(z) y B.(x), para todo x € [0,1] \ E.

Observacion 2.3.18 FEl conjunto E también puede elegirse de otras formas. Ver [33]

para mas detalles.
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Si bien el exponente chirp es sensible a las oscilaciones resulta ineficaz en algunos

casos, tal como lo ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.19 Consideremos la funcién f(r) = |z|sin <L> + |£B|3/2 extendida con-

||

tinuamente en 0.

-0.4 0 0.4

Figura 2.9: Grafico de f(x) = |z|sin (ﬁ) + |z|*? extendida continuamente en 0.

En xy = 0 tiene un comportamiento oscilante, sin embargo el exponente chirp es

Be(0) = 0. Es decir que sumar a la funcion |z|sin (ﬁ) una funcion derivable en 0,

como |x|3/2, anula la capacidad del exponente chirp para detectar la oscilacion.

En el procesamiento de senales o imagenes es importante que los pardametros que se
miden sean estables si se introducen ruidos “suaves”. El ejemplo anterior ilustra la
dificultad del exponente chirp para captar un fenémeno oscilatorio si se agregan ruidos
aditivos suaves a una senal. A fin de captar con mayor precisién el comportamiento

oscilante alrededor de zy se propone el exponente de oscilacion.

2.3.3. Exponente de oscilacion

El exponente de oscilacién, introducido por A. Arneodo et. al. [6, 7], estudia la
regularidad Holder puntual de las integrales fraccionarias infinitesimales de una funcién

f v captura con mas precision el fenémeno oscilatorio en x.

Definicién 2.3.20 Sea f : RY — R, una funcion localmente acotada o bien f una
distribucion temperada. Se define =9, la integral fraccionaria de f de ordent, t € Ry,

como

FEO(&) = 1+ €)™ f(&).
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Si Hy(xo) es el exponente Hélder puntual de f9 en xy. Se define el exponente de

oscilacion de f en xg como

Bo(xg) = %Ht(xo) — 1. (2.23)
t=0+
Observacion 2.3.21 En [7] se prueba que, dado un xq, la funcién Hy (o), que depende
del parametro t, es una funcion concava hacia abajo y derivable por derecha en t = 0
(considerando Hy(xo) el exponente Héolder puntual de f en xq). Por lo tanto la formula
(2.23) tiene sentido.

Observacion 2.3.22 En [37] se muestra que si f : R — R es localmente acotada e

1¢f, con a > 0, es la integral fraccionaria usual, definida por

I°f(x) = ﬁ /x@ ) f(r)dr

con a < x, se cumple que el exponente Holder puntual de f9 en xo, con a < xy < z,
coincide con el exponente Holder puntual de I'f en g, para t > 0. El resultado puede

extenderse para funciones de varias variables a valores reales.
Ejemplo 2.3.23 Sean 0 <a <1y g > 0.
w f(x) = |x|” tiene B,(0) =0 pues Hy(0) = a + ¢.

» f(z) = |z|%sin (ﬁ), extendida continuamente, tiene B,(0) = B pues H(0) =
a+t(f+1).

Ejemplo 2.3.24 Si f(x) = |z|sin (ﬁ) +|2|*? (ver la figura 2.9) se puede comprobar
que 5,(0) = 1. El exzponente de oscilacion captura el fendmeno oscilatorio que el expo-
nente chirp no logra detectar. Es decir que el exponente de oscilacion sique detectando
el fenomeno oscilatorio en 0, aunque se sume una funcion suave en 0. Mds aiun, en
[37], se prueba que el exponente de oscilacion de una funcion en xo se mantiene estable

st a la funcion o senal se le suma una funcion mds reqular en xg.

Coeficientes wavelet t-leaders y exponente de oscilacion

Arneodo et. al. definen el exponente de oscilacién [7] y establecen propiedades que
relacionan a los coeficientes wavelet de una funciéon f con su exponente de oscilacion en
xo. Posteriormente, en [4, 37], se propone una férmula que permite estimar el exponente
de oscilacién de f en x( en términos de los coeficientes wavelet t-leaders. Para definir
los coeficientes t-leaders se considera una wavelet madre 1 con r primeras derivadas
de rapido decaimiento (condicién (2.7)) y r momentos nulos (condicién (2.8)), tal que
r>t+ 1.
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Definicién 2.3.25 Seant > 0 y f : R — R una funcién tal que f~' es acotada. Sea
I;(zo) el unico intervalo I, del nivel j que contiene a xo € R. Sicjy, son los coeficientes

wavelet de f, se define el coeficiente wavelet t-leader de f en xqy del nivel j como:

di(zo) = sup e 27, (2.24)

I, C315(zo)

Observacion 2.3.26 La definicion de coeficientes wavelet puede adaptarse para f una
distribucion (ver en el Capitulo 4). Por lo tanto la Definicion 2.3.25 puede extenderse

a distribuciones.

Los coeficientes t-leaders permiten computar Hy(zg), el exponente Hélder puntual
de la integral fraccionaria f~* en x, sin necesidad de calcular f~*. La férmula es sencilla

y similar a la dada en (2.17).

Proposicién 2.3.27 (S. Jaffard, S. Rouz y P. Abry, 2011)

Sea f una funcion uniformemente Holder. Entonces

Ht(zo): lim M

: 2.25
jotoo log(277) (2.25)

Luego se puede calcular (,(z¢) mediante la férmula (2.23).
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Capitulo 3
Entropia wavelet leaders

En este capitulo proponemos otro cuantificador para caracterizar la regularidad
local de senales: la entropia wavelet leaders puntual. Definimos esta nueva medida de
regularidad combinando el concepto de entropia con los coeficientes wavelet leaders (ver
Seccién 2.2.2).

Algunos antecedentes sobre el estudio de cuantificadores que combinan medidas de
la teoria de la informacién con coeficientes wavelet se pueden encontrar en los trabajos
de Torres et al. [68, 21] y Figliola et al. [19, 10, 60]. De un modo heuristico, en los
trabajos citados se proponen métodos basados en dichos cuantificadores para analizar
la dindmica de series temporales biomédicas.

A partir de las ideas planteadas en [19, 10, 60], utilizamos los coeficientes wavelet
leaders de la funcién o senal f en x(, correspondientes a los primeros m niveles de
resolucion para definir una distribucién de probabilidades discreta P,,, definida en cada
xo y en cada nivel de resolucién m. La entropia wavelet leaders de una funcién f en x,
consiste en computar la entropia de Shannon [65] de la distribucién de probabilidades
P,,. Este cuantificador refina lo formulado en [19, 10, 60], donde los cuantificadores se
definen en intervalos no solapados de determinado tamano, limitado por la cantidad
de datos de la senal y su contenido frecuencial. En cambio, la entropia wavelet leaders
tiene una mejor resolucién temporal pues se define puntualmente.

Ademas encontramos evidencias de que este cuantificador muestra la evolucién de
la regularidad local de diversas senales (electroencefalogramas (EEG) [58], seniales pro-
venientes de los mercados financieros [59]). Mdas alld de estos hallazgos heuristicos,
probamos que, efectivamente, existe un nivel de resolucién m tal que la entropia wave-
let leaders puntual es muy cercana a su maximo valor si el exponente Holder puntual es
cercano a cero. Esto justifica que el cuantificador resulte una herramienta alternativa
para detectar cambios en la regularidad local de una funcién o senal.

En este capitulo introducimos la entropia wavelet leaders puntual y analizamos sus

propiedades. También mostramos algunas aplicaciones en senales provenientes de EEG,
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registradas en crisis epilépticas, y comparamos nuestro cuantificador con la entropia
wavelet definida en [60, 61]. Asimismo mostramos una aplicacién a una serie de datos

del indice Dow-Jones, registrada en el periodo 1928-2011.

3.1. Entropia

La entropia es una nociéon introducida por R. Clasius, a mediados del 1800, para
describir a la energia perdida en fenémenos fisicos de la termodindmica. Unos anos mas
tarde L. Boltzman formula esta nocién desde el punto de vista de las probabilidades,
como medida de desorden en sistemas termodinamicos, lo cual da lugar al desarrollo de
la mecanica estadistica. Posteriormente, a mediados del siglo XX, C. E. Shannon funda
la teorfa de la informacién [65] y reformula el concepto de entropia para cuantificar
la informacién promedio contenida en un mensaje. Asimismo, A. Kolmogorov [42] e
Y.G. Sinai [66] convierten la teorfa de la informacién de Shannon en una herramienta
fundamental para el estudio de los sistemas dinamicos.

Si X es una fuente de informacién con simbolos {z1,...,x,,} que ocurren con pro-
babilidad {p1, ..., pm} se define la entropia de Shannon de la distribucién de probabi-

lidades como:

Definicién 3.1.1 La entropia de Shannon de la distribucion de probabilidades P = {p1, . ..

es

S(P) == pilogs(p) = 3 pilogs(1/pi), (3.1)

y se define p;logy(p;) =0 si p; = 0.

En cada sumando log,(1/p;) puede interpretarse como la sorpresa asociada con la
salida de z;; cuanto mas improbable es un mensaje mas informacién se da al recibirlo.
Si p;, la probabilidad de salida de x;, es pequena la sorpresa asociada a la salida de este
simbolo es grande; no obstante el sumando p;loga(1/p;) produce un aporte pequeno al
promedio de la informacién.

La funcién S(p1, ..., pm) verifica la siguiente propiedad:

Proposicién 3.1.2 S(py,...,pm) s una funcion continua que verifica que

0 S 5(1017 s 7p’m) S logZ(m)a

y alcanza su mdzimo valor logy(m) cuando la distribucion de probabilidades es equipro-
bable.

Para la teoria de la informacién S(pi,...,p,) cuantifica la incerteza asociada a

la distribucién de probabilidades P. La funcion S es maxima si la distribucién de
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probabilidades P es equiprobable, es decir cuando los simbolos de salida x; tienen
todos la misma probabilidad de salida y por lo tanto la incerteza de la salida de la
fuente de informacién es maxima. En contraposicion, la entropia S es nula cuando se
puede predecir con certeza cual es la salida, es decir cuando p; = 1y p; = 0 para todo
i # j. Para profundizar sobre la teoria de la informacién y sus cuantificadores se puede

consultar [15].

3.1.1. Entropia wavelet

En [57] se define la entropia espectral de una senial, usando la nocién de entropia
y de transformada de Fourier a tiempo corto, como una aproximacién para medir el
grado de orden o de desorden de una senal. Una de las desventajas de este cuantifi-
cador es que requiere que las senales sean estacionarias, es decir que la serie de datos
temporal tenga media y varianza invariante en el tiempo. El requerimiento de estacio-
nariedad de la senal no es necesario si se utiliza la transformada wavelet. Por lo tanto la
transformada wavelet es una herramienta apropiada para el andlisis de series de datos
temporales no estacionarias, como es el caso, por ejemplo, de las senales provenientes
de electroencefalogramas.

A fin de analizar la dindmica de senales de electroencefalogramas Torres et al. [68, 21]
y Figliola et al. [19, 10, 60] introducen metodologias que computan cuantificadores de
la teoria de la informacion de distribuciones de probabilidades definidas a partir de los
coeficientes wavelet.

En [19, 10, 60] se asume que la senal tiene N datos {f(n) :n=1,..., N} corres-
pondientes a una grilla registrada en intervalos regulares de tiempo At.

En este contexto la wavelet madre ¢ es una funcién B-spline cibica (ver férmula

(2.6)) vy la descomposicién wavelet se lleva a cabo en todos los niveles de resolucién

J =1, .., Jmaz, CON Jmax < logy(N). Con lo cual, por la férmula (3.9), la expansion
wavelet de la senal, en los niveles de resolucion de j = 1,..., Jaz, €S
jmam

f(z) ~ Z > Cin 2P r— k) (3.2)

donde Cj ) = < [, 29242z — k:)> son los coeficientes wavelet usuales. Observar que los
coeficientes wavelet que definimos en la férmula (2.4) del Capitulo 2 difieren en un
factor de los usuales. Mas precisamente, para funciones unidimensionales tenemos que
cix = 220 .

A partir de la nocién de energia de la transformada de Fourier, en [19, 10, 60] se
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define la energia en los niveles de resolucion j = 1,..., Jae COMO

E; = Y |Cul, (3.3)

k

y la energia total de la senal como

JImazx Jmazx

B = > Ej = > Y |Cul . (3.4)
j=1 j=1 k

Finalmente, la energia wavelet relativa es

L
p; = 3.5
J Etot ( )
para los niveles de resolucién j = 1, -+ | Juee. Estos valores definen la distribucion de

probabilidades de la energia wavelet relativa,

P™ ={p1 .. pm}. (3.6)

La distribucién de probabilidades de la energfa wavelet relativa P(*) puede evaluarse
en cuantificadores de la teoria de la Informacion tales como: la entropia y la complejidad
estadistica [19, 10, 60, 61]. En particular, la entropia wavelet de Shannon [65] se define

Ccomo

Jmaz

S(P™) == pilogs(py). (3.7)

La entropia wavelet de Shannon provee un criterio util para comparar distribuciones
de probabilidades y se puede interpretar como una medida de orden o desorden de la
senal [10, 60, 61]. En efecto, un proceso muy ordenado puede representarse por una senal
periddica de una tnica frecuencia. En este caso los coeficientes wavelet se concentran
en un unico nivel de resolucién y por lo tanto todas las energfas wavelet relativas p;
son nulas salvo en el nivel de resolucion que incluye la frecuencia representativa de la
senal. En consecuencia la entropia wavelet de Shannon es nula. Por el contrario, las
senales generadas por procesos aleatorios representan comportamientos desordenados.
Este tipo de senales tienen coeficientes wavelet significativos en todas las frecuencias
y se puede esperar que las contribuciones de los coeficientes wavelet sean del mismo

orden. En este caso la entropia wavelet de Shannon toma su méximo valor logy(jmaz)-

Observacion 3.1.3 Para sequir la evolucion temporal de la entropia wavelet de Shan-
non se diwide a la senal en ventanas temporales no solapadas y se calcula la entropia
wavelet de Shannon de las distribuciones de probabilidades asociadas a cada intervalo

temporal, asignando estos valores a los puntos centrales del intervalo de tiempo. La
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longitud del intervalo temporal debe ser tal que incluya al menos un coeficiente wavelet

en cada nivel de resolucion.

3.1.2. Entropia wavelet leaders puntual

Siguiendo la linea de investigacién de los trabajos [19, 10, 60] introducimos la en-
tropia wavelet leaders puntual, evaluando la entropia de Shannon en una distribucién
de probabilidades construida a partir de los coeficientes wavelet leaders, introducidos
por S. Jaffard en [32] (ver Seccién 2.2.2).

La informacion que proveen los coeficientes wavelet leaders se localiza en intervalos
decrecientes, a medida que j aumenta, y esta informacién estd directamente relacio-
nada con la regularidad de la senal [35], como se muestra en el resultado enunciado
en el Teorema 2.2.19. En consecuencia la entropia wavelet leaders puntual resulta una
herramienta alternativa para analizar la regularidad de senales.

Considerando una wavelet madre ¢ con r momentos nulos y r veces derivable,
r € N, con sus r primeras derivadas de rdpido decaimiento, tenemos que f € L*(R)

puede reconstruirse como

Fla)= > e v(@z—k) (3.8)

JEZ kEZ

o bien
F@) =" s o —k)+ > > cpb(@z—k), (3.9)
keZ Jj>1 kez
donde ¢ = (f,27¢(27z — k)) son los coeficientes wavelet de f y s1, son los coeficientes
de escala del nivel j = 1.
A partir de (d;j (o)) =1,...m, los coeficientes wavelet leaders de f en x( de los niveles de
resoluciéon j = 1,...,m dela Férmula (2.15), definimos la distribucién de probabilidades

P,, asociada a cada z( en el dominio de f y la evaluamos en la entropia de Shannon.

Definicién 3.1.4 Sean f € L*(R) una funcidén acotada y (dj(xo))j=1, m, los coeficien-
tes wavelet leaders de [ en xy de los niveles de resolucion j = 1,...,m. Definimos la

distribucion de probabilidades Py, = {p1,...,pm} como

d3 (o)

pi = —=m——m— St di(zo) #0 y pi=0 en otro caso, (3.10)
Zj:l d?(ffo)

y la entropia wavelet leaders puntual de f en xq del nivel de resolucion m, como

Stm(w0) = S(Pey) = = 3 piloga(pi). (3.11)
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Ademds se define p;logy(p;) =0 si p; = 0.

Calculo de la entropia wavelet leaders puntual en senales muestreadas

Sea f una senal muestreada, es decir una serie de datos {f(n) : n=1,..., N} regis-
trados durante algiin fenémeno. Recordando la nocién de subespacio de escala dada en
la Seccién 2.1, podemos suponer que f pertenece al subespacio de escala Vj, 11, con

Jmaz < logy(N). Por lo tanto, usando la férmula (2.1), tenemos que

Vinart1 = Vit Wit -+ W

mazx *

Con lo cual tenemos una cantidad finita de niveles de resolucién y la expansion wavelet

es

JImax

Z > e v(@r—k), (3.12)

donde %k toma 277! valores consecutivos de enteros. El cémputo de los lideres en cada

xo consiste en calcular el siguiente supremo,
di(zo) = sup {|cinl @ Lin € 31;(z0), 1 <1< fmaz} (3.13)

donde el intervalo diddico [;(x) es el intervalo del nivel j que contiene a zy y con-
centra la informacién del correspondiente coeficiente wavelet c¢;j. La siguiente figura

esquematiza el computo de d3(rg) para una senial de 2* datos.

Nivel 4  [eo)[e)[@)[0)[e)[e)[0)[e)
Nivel 3 [ o )| e )[ o )[ o )
I5(Xo)

o [ o )

Nivel 1 [ ° )

Nivel 2 [

313(x0)
ds(x) es el supremo de los valores
absolutos de los coeficientes wavelet
con wavelets localizadas en este intervalo

Figura 3.1: Esquema del célculo del coeficiente wavelet leader ds(zg). Cada punto e
identifica al coeficiente wavelet que tiene informacion de la senal sobre el intervalo.

Si los coeficientes wavelet de mayor amplitud, en un entorno de zq, estan concen-
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trados en el nivel de resolucién mas alto j,... se verifica que los coeficientes wavelet
leaders en xy son todos iguales en todos los niveles de resoluciéon. En consecuencia la
distribucién de probabilidades P, es equiprobable y Sy, . (%), la entropia wavelet
leaders puntual del nivel de resolucion j,,q., alcanza su valor maximo (0gs(jmaz)- Por el
contrario, la entropia wavelet leaders puntual del nivel de resolucién j,,., es nula si los
coeficientes wavelet, en un entorno de xy, son nulos o bien si los coeficientes wavelet no

nulos sélo estan concentrados en el nivel 7 mas bajo.

3.2. Entropia wavelet leaders y exponente Holder

puntual

De un modo heuristico probamos la evolucion de este nuevo cuantificador generando

dos senales sintéticas a partir de la funcion generalizada de Weierstrass,

F(z) = Z ATHE@) sen(NEg), (3.14)
kEN

cuyo exponente Holder puntual es h(F,z) = H(z) (ver Seccién 2.2). En ambos casos
las series de datos generadas tienen 2! datos.

Para calcular la entropia wavelet leaders de seniales muestreadas implementamos un
algoritmo en MATLAB. Usando una wavelet ortogonal B-spline ctibica de 3 momentos
nulos [62] calculamos los coeficientes wavelet de la senal, via el algoritmo de Mallat [47],
para 14 niveles de resolucion, considerando a la senal en el nivel méas alto de resolucion.
Luego usando la férmula (3.13) calculamos los coeficientes wavelet leaders para los
niveles j = 1,...,14 y finalmente, mediante la férmula (3.11), computamos la entropia
wavelet leaders puntual Sg14(z).

Ejemplo 3.2.1 Como primer ejemplo generamos una serie de datos a partir de F(x)
de la formula (3.14), con

H(r) = - (z +2),

donde x toma 2 valores reqularmente espaciados del intervalo (—2m,2m).

En la Figura 3.2 mostramos el grifico de F(x).
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Figura 3.2: Gréfico de F(z) con H(z) = 1=(x + 2m).

En las Figuras 3.3 y 3.4 mostramos la evolucion del exponente Héolder puntual H (z)

y de la entropia wavelet leaders puntual Sp14(x).

Exponente Hoélder puntual

Figura 3.3: Gréfico de la funcién Hélder puntual H(z) = 1= (x + 2m).
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Entropia wavelet leaders puntual

Iogz(l4) ‘
3 L
X
32
[
(%))
1 L
0 1 1
-6 4 2 0 2 4 6
X

Figura 3.4: Grafico de la entropia wavelet leaders Sp14(z).

Ejemplo 3.2.2 Como sequndo ejemplo generamos una serie de datos a partir de F'(x)
de la formula (3.14), con

H(w) = (19~ a?),

donde x toma 2'° valores reqularmente espaciados del intervalo (—2m,27). En la Figura

3.5 mostramos el grifico de F(x).

Figura 3.5: Gréfico de F(z) con H(z) = 155(49 — 7).
En las Figuras 3.6 y 3.7 mostramos la evolucion del exponente Hélder puntual H(x)
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y de la entropia wavelet leaders puntual Sp14(z).

Exponente Holder puntual

—_

0.8+
0.6+
=
T
0.4+
0.2+
0 I I I I I I I
-6 -4 -2 0 2 4 6
X

Figura 3.6: Grafico de la funcién Hélder puntual H(z) = -2-(49 — %)

100

Entropia wavelet leaders puntual

4
log,(14)

Sk14™)

Figura 3.7: Grafico de la entropia wavelet leaders Sp14(2).

En ambos ejemplos podemos observar que la entropia wavelet leaders puntual tam-
bién revela la evolucién de la regularidad de las senales, pero en un sentido inverso
respecto del exponente Holder puntual. Es decir que Sgi4(x) toma valores cercanos a
su maximo cuando la senal es muy irregular y toma valores mas pequenos cuando la
senal es mas regular.
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Mas alla de estos hallazgos probamos que, si f es uniformemente Holder (Ver la
Definicion 2.2.12) y ademés verifica una condicién de regularidad local, existe un nivel
de resolucién m tal que la entropia wavelet leaders puntual de una funcién f se acerca

a su maximo cuando el exponente Holder es préoximo a cero.

Proposicion 3.2.3 Sean f € L*(R) una funcién acotada, H = h(xq) el exponente
Holder puntual de f en xg € Dom(f) CR ya> 1. Si f € CH(zy) y f es una funcién
uniformemente Hélder entonces existe un nivel de resolucion m € N, con m = m(xy),

tal que:

4—(ma—1)h(a}0) 10g2 (m 4—(ma—1)h(500)) S Sﬁm(l'O) (315)

Mas atun, se pueden seleccionar infinitos niveles de resolucion m tal que se verifica

(3.15).

Observacion 3.2.4 La presencia de la constante a en la desigualdad de (3.15) se debe

a un requerimiento técnico de la prueba de la Proposicion 3.2.5.

Demostracion. Sea m un nimero natural arbitrario. Sin pérdida de generalidad po-
demos suponer que el coeficiente wavelet leader d,, (o) es positivo.

Por definicién la sucesién (d;(zo)),oy es decreciente, por lo tanto la distribucién de
probabilidades P,, definida en (3.10) verifica

I>p12p2... 2 pp.

En consecuencia

m Py 108, ( ) Z p; log, (-) — St (o). (3.16)

Usando la féormula (3.10), obtenemos

m o i —m dz (fEO) o Z] 1d§< )
pmlg?(m)‘ AT >1g2< Bz0) ) (3.17)

Ademds, como m d? (zy) < > e d?(xo) < m di(z0), tenemos que

%mg ( Cf?éxo))) < m polog, (%) : (3.18)

es decir que (3.16) se reformula como,

() on (n(5eg) ) <3t a0
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Si f € CH(zg), a partir del Teorema 2.2.19, existe C' > 0 tal que d;(z¢) < C 279 para
todo 5 > 0.

Por otro lado, dado que f es uniformemente Holder, en virtud del Teorema 2.2.19,
se puede calcular h(xy) = H usando

Ho— lim 1080;(0))
jorteo log(277)

lo cual implica que para a > 1 existe una cantidad infinita de niveles j tales que

C 2794 < (). (3.20)
Eligiendo m como uno de los j que verifica esta tltima desigualdad tenemos

C 27mH < d (x0),

més atin, C' 27™ <, (29) < C 27™H. Ademds también se verifica que di(zy) <

C 278 con lo cual, acotando inferiormente en la desigualdad (3.19), obtenemos
C2-mat \ 2 C2-mat \ 2 don(70) \ 2 o (20)\
— ) 1 —_— < 1 . 3.21
( c2-H ) v <m( c2-H ) ) B (dl(%)) o m(dl(%)) (8:21)

2 2
Computando (Cé;T 2H> log, <m<cc2;—ff> ) y usando la desigualdad de (3.19) resulta
que

4—(ma—1)H 10g2 (m 4—(ma—1)H) S Sf,m($0)~

Observacion 3.2.5 Como consecuencia de la Proposicion 3.2.3, si existe m tal que se
verifica la desigualdad (3.15) y h(xy) es préozimo a cero (por ejemplo h(xy) K m),
St.m(x0) toma un valor cercano a su mdzimo.

Observacion 3.2.6 En las senales generadas a partir de la funcion de Weierstrass,
con exponente Holder puntual predeterminado, observamos que ademds hay una re-
lacion inversa entre ambos cuantificadores. Es decir que cuando el exponente Holder
se aprorima a su mdximo valor la entropia leaders se acerca a su valor minimo. La
proposicion 3.2.3 no nos permite deducir esto. Sin embargo, si consideramos que los

coeficientes wavelet de estas senales verifican la ley de potencias
dl<$0> = CZ_ZH Vi = 1,...,m,
con C' >0 ym el mdximo nivel de resolucion de la senal muestreada, podemos calcular

Syonlirn) = Sy pilogs ().
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Usando la definicion de p;, dada en (3.10), tenemos,

m d;(x0)? Z;r;l dj(x0>2
Sf,m(xo) - Z Zm (d2$0)2 10g2 ( di(l’o)g )
)
(

= log, ( dj($0)2> - mzdi(ﬂio)Qlogz(di(xo)Q)-

Reemplazando d;i(xz¢) = C 27 Vi=1,...,m, tenemos

m

Spm(w0) = 108y (C7) + log, (Z ) s 024 )] Z log2(02)+10g2 (4~1))
= 10g2<

= log, (
j

Asi obtenemos

H i10g2 (4—Hz’)

Ms

=1

,.p
m

<.
Il

m

52 (1)
SRS (=) 2(~H)i.

=1

Ms

) s
") g

1

Stm(zo) = log, (; (4H)‘j> + 2 HZ]%:?(IZ(;L)_J ) . (3.22)

En este caso también la entropia wavelet leaders es cercana a su mdximo si el exponente
Holder es cercano a cero.
, , A\ _
Ademas, considerando que Z;;sz (4 H) es convergente pues 47 < 1, podemos

acotar (3.22),

4—H

4_H (47H_1)2 4_H 2H
Spmlo) < logy (m) T e =1\ T ) Y ey
A—F1
2H
—H
S —10g2(1—4 )—2H+m
1
~H
En consecuencia, Sy, (o) satisface que
—h(z —h(z 2 — 47 =o)
St (o) < —logy(1 — 470y 4 2p(z4)4~@0) (W) , (3.23)

44



En este caso podemos afirmar que la entropia wavelet leaders Sy, (xo) toma valores

cercanos a cero si el exponente h(xy) es suficientemente grande.

Observacion 3.2.7 Por otro lado una pregunta vdlida es slos mdzimos de Sy, (o)
indican irreqularidad de la funcion f? No tenemos una respuesta para funciones que
verifican las hipdtesis de la Proposicion 3.2.3. Sin embargo, si consideramos que los

coeficientes wavelet de f cumplen que existe C' > 0 tal que
dl(l’()) = (27 VZ,

podemos afirmar que la entropia Sgm,(xo) es mdzima si y solo st H =0 pues la distri-
bucion de probabilidades Py, es equiprobable si y sdlo si d;(xo) = dj(xg). Con lo cual,
para este caso particular, si la entropia Sy, (zo) toma valores cercanos a su mdzimo

valor tenemos que h(xg) toma valores cercanos a 0.

3.3. Aplicaciones

En esta seccién mostramos algunas aplicaciones. En primer lugar aplicamos esta
metodologia para analizar la serie de datos del indice financiero ”Dow Jones Industrial
Average”, registrados en el periodo 1928-2011.

En segundo lugar mostramos una aplicacion a series de datos de electroencefalogra-
mas (EEG) registrados durante crisis epilépticas. Ademés, en este tltimo caso, compa-

ramos nuestros resultados con los obtenidos aplicando la entropia wavelet definida en
[19, 10, 60].

3.3.1. Analisis de senales de datos financieros

Existen evidencias empiricas de que las senales provenientes de los mercados finan-
cieros siguen leyes de escala y poseen estructuras autosimilares [49]. En los ltimos anos
se desarrollaron modelos multifractales a fin de estudiar la dindmica de los mercados
financieros y cuantificar su ineficiencia.

Con esta perspectiva, analizamos la dinamica del indice bursatil Promedio Indus-
trial Dow Jones (DJIA) mediante la entropia wavelet leaders puntual, como un método
alternativo para analizar su regularidad local. El indice bursatil DJIA es el precio pro-
medio de las acciones de 30 empresas lideres de Estados Unidos de América. Desde 1928
se comenzo a calcular el indice a partir de los precios de las acciones de 30 empresas del
sector industrial. En la actualidad el indice se compone de los precios de las acciones de
diversos tipos de empresas lideres (companias financieras, de informética, de alimentos,
etc) ademds de las del sector industrial.

La serie de datos que analizamos es un promedio del registro diario més bajo y mas
alto del Dow Jones, desde el 1 de octubre de 1928 hasta el 12 de mayo de 2011, con un
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total de 20719 datos, registrados en la base de datos de la compania CME Group Index
Services (http://www.djindexes.com). La Figura 3.8 muestra la evolucién temporal del
indice.

15000

10000

DJIA Index

5000

0 c

Time
Figura 3.8: Evolucién Temporal del DJIA. (A) 1-10-1929 (B) 1-9-1939 (C) 15-8-1974
(D) 3-11-1987 (E) 2-9-2008.

En la Figura 3.8 se identifican algunos eventos histéricos de crisis financieras durante
el perfodo 1928-2011, tales como: (A) La caida del mercado financiero de Estados Unidos
en 1929, (B) El comienzo de la segunda guerra mundial, (C) El estallido de la crisis del
petréleo en 1973, (D) La crisis financiera de 1987, que comenzé en octubre de 1987 en
Hong Kong y afecté a los mercados de Europa y Estados Unidos, (E) La crisis financiera
global del ano 2008.

Si x(t) es el valor del indice DJIA en el tiempo ¢, consideramos la serie de los
retornos logaritmicos del indice bursétil rt(t) = In(xz(t + 1)/x(t)), con 20718 datos. En
finanzas se utiliza la tasa logaritmica de variacion para analizar la rentabilidad de un
indice bursatil; una de sus ventajas es que la tasa logaritmica de variaciéon de un precio
entre t = M y en t = 1 se puede computar con los retornos logaritmicos de los tiempos
t=1...,M —1, es decir

In(z(M)/z(1)) = rt(M — 1) + -+ - + rt(1).

Para calcular la entropia wavelet leaders de los retornos logaritmicos implementamos
un algoritmo en MATLAB, utilizando una wavelet madre v ortogonal B-spline ctibica de
3 momentos nulos [62]. Como 14 < log,(20718) < 15 utilizamos 14 niveles de resolucién,
considerando a la sefal en el nivel més alto de resolucién. Luego usando la férmula (3.13)
calculamos los coeficientes wavelet leaders para los niveles 7 = 1,...,14 y finalmente,

mediante la férmula (3.11), computamos la entropia wavelet leaders puntual S, 14(t).
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La figura 3.9 muestra la evolucién de S, 14(t).
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Figura 3.9: Evolucién de la entropia wavelet leaders puntual S, 14(t). (A) 1-10-1929
(B) 1-9-1939 (C) 15-8-1974 (D) 3-11-1987 (E) 2-9-2008.

Observando las Figuras 3.8 y 3.9, podemos concluir que la variacién de la regularidad
no se relaciona con la magnitud del precio del indice. También se puede observar que la
entropia wavelet leaders puntual S, 14(t) capta los eventos de crisis financieras indicados
en (A), (B), (D) y (E)), donde la entropia toma valores muy cercanos a log,(14). El
evento (C) no se detecta tan claramente; si bien S, 14(f) alcanza un méaximo local en
(C) su valor no es tan cercano al maximo absoluto de S 14(%).

De acuerdo a la teoria de la informacion la entropia es méaxima si hay incerteza. En
este contexto se podria interpretar que los eventos en los que se alcanzan valores cerca-
nos al maximo absoluto de S, 14(t) serfan indicadores de la inestabilidad del mercado
financiero.

La férmula

(o) = lim OELGLT0)) (3.24)

j—r+oo 0g(277)

del Teorema 2.2.19, permite calcular el exponente Holder puntual siempre que la
senal f sea uniformemente Holder.

En senales muestreadas no se puede calcular exactamente el limite inferior que

caracteriza al exponente Hélder puntual. Sin embargo, podemos estimar el exponente

Holder puntual suponiendo que, para j = 1,...,14, los coeficientes wavelet leaders
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verifican
log(d;(x0)) ~ log(C) + h(rt, xo) log(277),

donde h(rt,xy) es el exponente Holder puntual de 7t en ¢t = xy. Ajustando los datos
(log(277),log(d;(xo))) mediante una regresion lineal podemos estimar h(rt, o). En [45]
se pueden consultar otras metodologias para estimar el exponente Holder puntual en
senales e imagenes.

La Figura 3.10 muestra la evolucién del exponente Holder h(rt, t) estimado en cada t.
En este caso también se puede observar que los eventos de crisis financieras indicados en
(A), (B), (D) y (E) son los més cercanos a cero, mientras que en (C) hay un minimo local
que también es similar a otros minimos locales. Los gréaficos de ambos cuantificadores
son similares, aunque en el de la entropia los picos maximos estan mas diferenciados. La
Figura 3.10 muestra una mayor oscilacion de los valores del exponente Holder puntual,
lo cual hace que los minimos no se destaquen del resto con claridad.

En ambos graficos se observan otros minimos y maximos locales que podrian indicar
irregularidad de la senal, aunque no encontramos relacién con algin hecho histoérico o

de crisis relevante.

07 T T T T

o
()]
T

Figura 3.10: Estimacion de la evolucién del exponente Hélder puntual h(rt,t). (A)
1-10-1929 (B) 1-9-1939 (C) 15-8-1974 (D) 3-11-1987 (E) 2-9-2008.

3.3.2. Analisis de senales biomédicas

El electroencefalograma (EEG) es una de las técnicas més antiguas utilizadas por
la neurofisiologia clinica para conocer caracteristicas del cerebro. Aunque el uso del

EEG tiene méas de 50 anos los neurofisi6logos se basan en la observacion visual de
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reconocimiento de patrones para analizar distintas patologias. Si bien esta metodologia
es util, la inspeccion visual del EEG puede ser subjetiva y dificil de sistematizar.

A fin de superar estos obstdculos se han propuestos distintas metodologias, desde la
perspectiva de la fisica estadistica, para hacer un andlisis cuantitativo del EEG. Para
ampliar este tépico ver [58] y sus referencias.

Con este enfoque analizamos seniales de EEG, registrados durante una convulsion
epiléptica tonico-clénica, utilizando la entropia wavelet leaders puntual.

Las convulsiones epilépticas son sintomas de una disfuncién cerebral producida por
una descarga eléctrica de un grupo de neuronas localizadas en la corteza cerebral.
Las convulsiones epilépticas clasificados como “crisis epilépticas generalizadas secunda-
rias” generalmente comienzan con descargas neuronales anormales y localizadas, capaces
de propagarse al resto de las células cerebrales y conducir a un ataque epiléptico ténico-
clénico. Duran aproximadamente de 1 a 2 minutos y comienzan con la pérdida de la
conciencia del individuo.

Una convulsion epiléptica ténico-clénica se caracteriza por contracciones musculares
violentas. Inicialmente se producen espasmos ténicos caracterizados por rigidez muscu-
lar los cuales se reemplazan por movimientos y espasmos ritmicos caracteristicos de la
fase clénica.

Después de un periodo corto, de 1 a 3 s, se da una fase de reclutamiento de neuronas
vecinas y propagacion de la crisis. En esta fase la frecuencia del EEG es de 10 Hz y
rapidamente aumenta la magnitud de la senal.

Aproximadamente 10 s después del inicio de la crisis, se observan frecuencias bajas
(de 0,5 — 3,5 Hz) que gradualmente disminuyen su actividad. La actividad clénica se
corresponde con rafagas de picos generalizados en cada sacudida mioclénica. Luego, co-
mienza un aumento gradual de la frecuencia de la senal (3,5 — 7,5 Hz) y (7,5 — 12,5 Hz),
que indican el final de la convulsion.

Analizamos varias sefiales de EEG registradas durante crisis epilépticas de diferentes
pacientes. En este trabajo exhibimos los resultados obtenidos para una senal represen-
tativa de los hallazgos encontrados. La senal seleccionada corresponde al registro del
EEG de una paciente de 39 anos de edad, con diagnostico de epilepsia resistente a
farmacos. La fuente de localizacién de la convulsién es el 16bulo temporal [61]. Se ana-
liza el registro correspondiente al electrodo ubicado en la localizacion central derecha

de la cabeza (canal C4), sobre el cuero cabelludo.
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Figura 3.11: Esquema de la ubicacion de los electrodos durante el registro de EEG.

Se elige analizar este canal porque tiene una cantidad minima de artefactos, de
acuerdo con lo observado por el equipo de médicos, después de la inspeccion visual de
los registros de EEG (Ver [61] para mas detalles técnicos).

El EEG incluye 60 s previos al comienzo del ataque epiléptico y 120 s de crisis
y fases posteriores. Las diferentes fases de la crisis fueron determinadas por médicos
especialistas. La frecuencia de muestreo de la senal es de w, = 102,4 Hz, con un total
de N = 18432 datos. En consecuencia j,,., = 14 y las frecuencias estan limitadas por
Qi —imar =21, < |lw| < Qi =gmaz—1yy

La Figura 3.12 muestra el registro del EEG. La senal tiene una amplitud de 50 uV
antes de la crisis epiléptica. El ataque epiléptico comienza en TI = 80 s, con una
“descarga”de ondas lentas superpuestas por ondas rapidas con menor amplitud. Esta
descarga dura ~ 8 s y tiene una amplitud media de 100 p V. Luego la crisis se propaga,
lo cual complica el andlisis del EEG debido a los artefactos musculares. Sin embargo,
es posible establecer el comienzo de la fase clonica, alrededor de T2 = 125 s, y el final
de la crisis epiléptica en TF = 155 s, donde se observa una disminucién abrupta de la
amplitud de la senal. El inicio y finalizaciéon del ritmo de reclutamiento epiléptico, se
estima en T1 ~ 75 s y T3 ~ 110 s, respectivamente.

A fin de eliminar los artefactos producidos por los movimientos musculares, que se
asocian a los niveles de resolucién mas alto, se filtra la senal mediante la transformada

wavelet. En la Figura 3.13 mostramos la senal EEG filtrada.
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Figura 3.12: Senial del EEG registrada desde la ubicacién central derecha (canal C4),
durante una crisis epiléptica. Las lineas verticales marcan las siguientes transiciones:
La crisis comienza en TI = 80 s y la fase clénica en T2 = 125 s. La crisis termina en
TF = 155 s. La transicion de la etapa ténica (rigidez) a la etapa clonica (convulsiones)

es alrededor de T2 = 125 s y no es claramente discernible. T1 =90 s y T3 = 145 s

marcan el comienzo y el final del ritmo de reclutamiento epiléptico.
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Figura 3.13: Senal filtrada, reconstruida con los niveles de resolucion j =9 a 7 = 12, del
EEG registrado durante una crisis epiléptica, grabada en la ubicaciéon central derecha,
canal C4. Las lineas verticales marcan las siguientes transiciones: La crisis comienza
en TT = 80 s y la fase clénica en T2 = 125 s. La crisis termina en TF = 155 s. La
transicién de la etapa ténica (rigidez) a la etapa clénica (convulsiones) es alrededor de
T2 = 125 s y no es claramente discernible. T1 = 90 s y T3 = 145 s marcan el comienzo

y el final del ritmo de reclutamiento epiléptico.
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Se reconstruye la senal limitando la reconstruccién a los niveles desde j =9 a j = 12
que se asocian a las frecuencias medias y bajas (0,8—12,8 Hz). Aunque la reconstruccién
de la senal se hace para los niveles de resolucion desde 7 = 9 a 7 = 12 estimamos los
coeficientes wavelet leaders de la senal filtrada desde 7 =1 a j = 12, ya que considerar
solo unos pocos niveles de resolucion no revela la regularidad.

En este caso también implementamos un algoritmo en MATLAB, utilizando una
wavelet madre ¢ ortogonal B-spline cibica de 3 momentos nulos [62]. Mediante la
férmula (3.13) calculamos los coeficientes wavelet leaders para los niveles j = 1,...,12
y finalmente usamos la féormula (3.11) para computar Sggrci2(t), la entropia wavelet
leaders puntual de la senal filtrada del nivel de resolucién 12. La figura 3.14 muestra la

evolucién de Sgprai2(t).
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Figura 3.14: Evolucién de Sgggi2(t), la entropia wavelet leaders (del nivel de resolu-
cién 12) calculada a la senal EEG filtrada. Las lineas verticales marcan las siguientes
transiciones: La crisis comienza en TI = 80 s y la fase clénica en T2 = 125 s. La crisis
termina en TF = 155 s. La transicién de la etapa ténica (rigidez) a la etapa clénica
(convulsiones) es alrededor de T2 = 125 5. T1 = 90 s y T3 = 145 s marcan el comienzo

y el final del ritmo de reclutamiento epiléptico.

Se puede observar un incremento de la entropia wavelet leaders durante la crisis
epiléptica, con maximos valores entre T2 y T3, lo cual estaria asociado a la maxima
irregularidad de la senal. En los segundos previos a la crisis (de 0 a 80 s) se puede
observar un salto de la entropia wavelet leaders alrededor de los 60 s. Alrededor de los
85 s hay un maximo local y a partir de los ~ 90 s la entropia wavelet leaders crece
en forma sostenida. Aproximadamente a los ~ 115 s hay un méximo local que podria

anticipar el final de la fase ténica. También, hacia el final de la crisis, hay una caida
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abrupta en ~ 155 s que se puede asociar al final de la crisis epiléptica.
Aligual que en la seccién anterior podemos suponer que el exponente Holder puntual

de la senal en t sigue la ley:
log(d;(t)) ~ log(C) + h(EEG, t)log(277),

para 7 = 1,...,12. Usando una regresion lineal estimamos el exponente Holder puntual
de la senal EEG filtrada. La figura 3.15 muestra la evolucién de h(EEG, t), el exponente
Holder puntual de la senal EEG filtrada.

Podemos observar que el exponente Holder puntual estimado no distingue el fenémeno
con precision. El exponente Holder puntual estimado toma valores concentrados en el
intervalo [0,20, 0,50] en los primeros 60 s antes del comienzo de la crisis epiléptica, sin
embargo también toma estos valores durante la crisis. La entropia wavelet leaders revela

con mas precision el fendémeno.
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Figura 3.15: Evolucién de h(EEG, t), el exponente Holder puntual estimado de la senal
EEG filtrada. Las lineas verticales marcan las siguientes transiciones: La crisis comienza
en TI = 80 s y la fase clénica en T2 = 125 s. La crisis termina en TF = 155 s. La
transicion de la etapa ténica (rigidez) a la etapa clénica (convulsiones) es alrededor de
T2 = 125 s. T1 = 90 s y T3 = 145 s marcan el comienzo y el final del ritmo de

reclutamiento epiléptico.

Comparacién con la entropia wavelet

En este apartado hacemos una comparacién de los resultados obtenidos del anali-
sis de la senal EEG usando la entropia wavelet leaders puntual versus los resultados

obtenidos usando la entropia wavelet, definida en [19, 10, 60, 61], que considera los
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coeficientes wavelet en lugar de los coeficientes wavelet leaders. En [61] se analiza la
senal EEG filtrada mediante la entropia wavelet (de la férmula (3.7)) normalizada, es

decir
5( pPw) )

log,(12)°
Este cuantificador se aplica a ventanas temporales de longitud L = 2.5 s cada una
(N = 256 datos) y se asigna cada resultado obtenido al punto medio de la ventana

temporal. La Figura 3.16 muestra la evolucion de la entropia wavelet normalizada.
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Figura 3.16: Evolucién de la entropia wavelet normalizada de la senal EEG filtrada. Las
lineas verticales marcan las siguientes transiciones: La crisis comienza en TT = 80 s y la
fase clénica en T2 = 125 s. La crisis termina en TF = 155 s. La transicién de la etapa
ténica (rigidez) a la etapa clénica (convulsiones) es alrededor de T2 = 125 s. T1 =90 s

y T3 = 145 s marcan el comienzo y el final del ritmo de reclutamiento epiléptico.

La evolucion de la entropia wavelet normalizada resulta mas compatible con la del
exponente Hoélder puntual estimado. O. Rosso et. al. [61] interpretan a la entropia
wavelet en términos del orden o desorden del sistema, asociando a las entropia altas
con un grado de desorden alto y las entropia bajas con un sistema maéas ordenado.

Después del comienzo de la crisis hay un incremento en el grado de desorden del
sistema que podria estar inducida por las altas frecuencias de EEG. El sistema se vuelve
mas ordenado cuando las frecuencias de la senal EEG estan entre las medias y bajas,
en particular luego de los T1 = 90 s el sistema es mas ordenado y se mantiene esta
tendencia hasta T3. Este “orden” es compatible con el proceso de sincronizacion de

la actividad cerebral que hay entre T1 y T3. Por otro lado se puede observar que
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la entropia wavelet normalizada tiene un minimo absoluto alrededor de T2 = 125 s,
en coincidencia con el comienzo de la fase clénica. El pico observado en T3 =2 145 s
podria asociarse con el fin del ritmo de reclutamiento epiléptico. A partir de los 145 s
la entropia wavelet se incrementa hasta TF = 155 s, el final de la crisis. Los maximos
relativos que se observan en ~145 s y ~155 s podrian estar relacionados con el fin del
ritmo de reclutamiento epiléptico y el fin de la crisis epiléptica, respectivamente.

Comparando las Figuras 3.14 y 3.16 podemos observar que ambos cuantificadores
captan el fendmeno. La entropia wavelet leaders puntual distingue con mas claridad la
fase que va desde T2 a T3, mientras que la entropia wavelet capta con mas exactitud
T2, el inicio de la fase clénica.

Por otro lado, la entropia wavelet leaders se computa puntualmente mientras que
la entropia wavelet se calcula en ventanas de tiempo no solapadas. Con lo cual la
descripcion del fenémeno a lo largo del tiempo es maés precisa para el cuantificador
asociado a los coeficientes wavelet leaders.

En [61] se analiza la eficacia de los cuantificadores wavelet aplicados a la senial EEG
sin filtrar, incluyendo a todos los niveles de resolucion.
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Figura 3.17: En azul se muestra la evolucion de la entropia wavelet normalizada de
la senal EEG filtrada y en rojo la evolucion de la entropia wavelet normalizada de la
senal EEG sin filtrar. Las lineas verticales marcan las siguientes transiciones: La crisis
comienza en TI = 80 s y la fase clénica en T2 = 125 s. La crisis termina en TF = 155 s.
La transicién de la etapa tonica (rigidez) a la etapa clénica (convulsiones) es alrededor
de T2 =125 s. T1 =90 s y T3 = 145 s marcan el comienzo y el final del ritmo de

reclutamiento epiléptico.
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La Figura 3.17 compara la entropia wavelet normalizada aplicada a la senal EEG
filtrada vs. la entropia wavelet normalizada de la senal sin filtrar. Se puede notar que la
entropia wavelet normalizada de la senal sin filtrar no detecta con claridad el fenémeno.

Sin embargo, cuando computamos la entropia wavelet leaders puntual a la senal
EEG sin filtrar, considerando 14 niveles de resolucién (Figura 3.18), obtenemos una
evolucién similar a la de Sggai12(t), la entropfa wavelet leaders de la senal filtrada
asociada al nivel de resolucion 12. Podemos observar estas similitudes comparando las
Figuras 3.18 y 3.14.
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Figura 3.18: Evolucion de la entropia wavelet leaders puntual de la senal sin filtrar
del nivel de resolucion 14. Las lineas verticales marcan las siguientes transiciones: La
crisis comienza en TI = 80 s y la fase clonica en T2 = 125 s. La crisis termina en
TF = 155 s. La transicién de la etapa ténica (rigidez) a la etapa clénica (convulsiones)
es alrededor de T2 =125 s. T1 =90 s y T3 = 145 s marcan el comienzo y el final del

ritmo de reclutamiento epiléptico.

3.4. Conclusiones

En una primer aproximacién al anélisis de la regularidad local de senales introdu-
cimos la entropia wavelet leaders como una alternativa para analizar la variacién de la
regularidad de senales. Bajo ciertas hipdtesis de regularidad local y global de la funcion
f demostramos que si el exponente Holder puntual de f es proximo a cero existe un
nivel de resolucién m tal que la entropia wavelet leaders puntual de f se acerca a su
maximo valor.

Mostramos la evolucién del cuantificador en diversas senales muestreadas tales co-

mo: senales tedricas generadas a partir de la funcién de Weierstrass generalizada y
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seniales registradas durante eventos o fenémenos diversos de la vida real (crisis financie-
ras y crisis epilépticas). En las sefnales generadas a partir de la funcién de Weierstrass
generalizada se verifica que si el exponente Holder predeterminado es préximo a cero la
entropia wavelet leaders del nivel mas alto de resolucién se aproxima a su méaximo valor.
Mas atn, la evolucion de la entropia wavelet leaders del nivel méas alto de resolucion se
relaciona en forma inversa con su exponente Holder puntual predeterminado, es decir
que también se verifica que si el exponente Holder se acerca a su maximo la entropia
wavelet leaders puntual es proxima a su minimo.

Esta relacion inversa, que observamos en forma heuristica, se comprueba tedrica-

mente si los coeficientes wavelet leaders de la senal en xy siguen la ley de potencias
di(zo) = C 27 Vi=1,...,m,

con m el maximo nivel de resolucién y H el exponente Hélder puntual en xg.

Las hipotesis de la Proposicion 3.2.3 no garantizan que los coeficientes wavelet ve-
rifiquen exactamente la ley de potencias, en consecuencia no podemos asegurar que
se cumple una desigualdad similar a la planteada en (3.23). Por lo tanto surgen los
siguientes interrogantes: ;Vale una desigualdad andloga a (3.23) con las hipétesis de la
Proposicién 3.2.37 ;Cémo deberiamos reformular las hipotesis de la Proposiciéon 3.2.3
para obtener una desigualdad similar a (3.23)7

En este capitulo también aplicamos nuestro cuantificador para analizar senales
reales. En las senales analizadas mostramos que la entropia wavelet leaders puntual
detecta los eventos singulares. En particular en la senal de datos financieros, distingue
con bastante precision los eventos de crisis financieras (Figura 3.9). Asimismo, en la
senal biomédica registrada durante una crisis epiléptica, el cuantificador es cercano a
su maximo entre dos transiciones de la crisis (el comienzo de la fase clénica y el final
del reclutamiento neuronal).

Ademas, en el caso de la senal EEG, comparamos nuestro cuantificador con la
entropia wavelet, definida en [19, 10, 60, 61]. Una de las ventajas que tiene la entropia
wavelet leaders puntual es que no es necesario filtrar la senal EEG para distinguir el
fenémeno (ver las Figuras 3.14 y 3.18). En cambio la entropia wavelet no detecta con
claridad el fenémeno si la senal no es filtrada previamente, como puede observarse en la
Figura 3.17. En conclusién, si se analizan senales EEG sin filtrar, la entropia basada en
los coeficientes wavelet leaders resulta mas efectiva; mientras que, si se analizan senales
EEG filtradas, nuestro cuantificador complementa la informacién que da la entropia

basada en los coeficientes wavelet,.
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Capitulo 4

Frontera 2-microlocal

4.1. Introduccion

La caracterizacion total de una singularidad puntual requiere de varios pardametros.
Entre ellos, los exponentes clasicos de regularidad tales como: el exponente Holder pun-
tual, el exponente Hélder local [63], los exponentes de oscilacion y chirp [39], [7] y el
exponente de escala débil [52], entre otros.

Bajo ciertas condiciones de regularidad global de la funcién f, los exponentes clasicos
de regularidad pueden extraerse de una curva en R?, céncava hacia abajo, llamada la
frontera 2-microlocal en xy. Esta curva se define mediante la pertenencia de f a ciertos
espacios funcionales caracteristicos, los espacios 2-microlocales Cj’osl, con los parametros
s,s € R.

Los espacios 2-microlocales fueron introducidos por J.M Bony [11] para analizar
las propagaciones de las singularidades de las soluciones de ecuaciones hiperbdlicas
semilineales. Estos espacios se definen como espacios funcionales embebidos en el espacio
de distribuciones temperadas .#’(R) y la propiedad fundamental que poseen es que son

estables bajo la accién de operadores diferenciales e integrales [11], es decir que
fecy = fMeoim’ vpeN

La definicién de los espacios funcionales C;Ef/ estd asociada a condiciones sobre la
descomposicién de Littlewood-Paley de distribuciones temperadas. En [28], S. Jaffard
reformula estas condiciones mediante la transformada wavelet, proporcionando otra
caracterizacion de los espacios 2-microlocales de J.M Bony.

Mas precisamente, si f es una distribucién temperada y 1 una wavelet ortogonal,

en el espacio de Schwartz . (R), se definen los coeficientes wavelet de f como:

cir = < f,vjr> con ;= 2%[)(2% — k) (4.1)
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Luego, en [28] y sus referencias se prueba el siguiente resultado.

Teorema 4.1.1 (S.Jaffard, 1991)

Sea [ es una distribucion temperada.
feCss siy sdlo si existe C > 0 tal que |cjp] < C279° (1 + |k — 2xo|)™% Vi, k € Z.

Sin embargo, para poder analizar el comportamiento local de una funcién f en x,
no es necesario que f este definida en infinito. A fin de poder hacer este analisis local
en un abierto V' que contiene a zg, Y. Meyer y S. Jaffard [39, 52] definen los espacios

2-microlales C;;f/ locales, un espacio embebido en el espacio de distribuciones Z'(V).

Definicién 4.1.2 Sean V' un abierto que contiene a xo y f € 2'(V). f pertenece al

espacio C’;(’f/ local si existe un entorno abierto Vo SV, xg € Vo y F € Cj;f' global tal
f=F en Vj

Por ejemplo, si existe g € C5°(R) tal que sop(g) C V, g =1len Vyy gf € C5*
global obtenemos que F' = gf sirve para este propésito.

. .z . / . .
La caracterizacion wavelet del espacio C}* local se resume en el siguiente teorema.

Teorema 4.1.3 (S.Jaffard e Y. Meyer 1996; Meyer, 1998)
Sea 1) una wavelet con las primeras r derivadas de rdpido decaimiento, r € N y con

N momentos nulos y sean s,s" € R tales que:
r+s+inf {51} >0y N >sup{s,s+s'}. (4.2)

., . . ., . . ’ . , .
La funcidn o distribucion f pertenece al espacio 2-microlocal C3* local siy solo si

existe una constante C > 0 tal que
lejl < C277° (14 |k — 20mo|) ™ (4.3)
para todo j y k € Z tales que 7 >0y |§—x0| < 1.

Observaciéon 4.1.4 De aqui en adelante notaremos con ngf/ al espacio 2-microlocal
local que estard caracterizado por la equivalencia del Teorema 4.1.3. Para simplificar
consideraremos 1 en la clase de Schwartz con infinitos momentos nulos, por ejemplo
la wavelet de Meyer. En consecuencia se garantizan las condiciones requeridas en (4.2)

para todo (s,s').

Por lo tanto, usamos la siguiente definicion:
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Definicién 4.1.5 Sea 1 una wavelet en la clase de Schwartz con infinitos momentos
nulos. Sea f funcion o distribucion definida en un entorno de xg.

Decimos que f pertenece al espacio 2-microlocal C’;;}S' sty solo si existe una constante
C > 0 tal que

lejnl < C277° (14 |k — 27mo|) ™, (4.4)
para todo j y k € Z tales que j > 0 y|%—x0| < 1.

Cabe destacar que se han dado otras caracterizaciones de los espacios 2-microlocal
locales, en el espacio del tiempo, para ciertos conjuntos de pares ordenados (s, s") [43,
64, 46, 17].

A fin de dar una descripciéon geométrica del comportamiento singular de una funcién
en zg se define el dominio 2-microlocal de f en zy [52], un conjunto convexo definido
en el plano (s, s") por

D(f,z0) = {(s,8) : f € C='}. (4.5)

Definicién 4.1.6 La frontera 2-microlocal de f en xg es el borde del conjunto D(f, x),
dado en la formula (4.5). Haciendo el cambio de variable o0 = s+ s tenemos que, en

plano (0,s), es la curva concava hacia abajo y decreciente determinada por:
S(o) = sup{s: feC;7 "} (4.6)

Bajo ciertas condiciones de regularidad global de la funcién f (ver Definicién 2.2.12)
es posible extraer los diversos exponentes de regularidad de la curva S(o), obteniendo

una descripcién completa de la regularidad de f en zo (Ver la Figura 4.1).

Proposicién 4.1.7 (Y. Meyer, 1998; J. Lévy Véhel y S. Seuret, 2004)
Si S(0) >0 y f es uniformemente Hélder, entonces

» FEl exponente Hélder puntual en xy es h(xg) = S(0).
» El exponente Holder local en o es ay(xg) = o tal que S(o) = 0.

» El exponente chirp en xo es f.(xg) es el inverso aditivo de la pendiente de la

asintota a izquierda de la curva S(o).

» El exponente de oscilacion en xy es [,(xo) es el inverso aditivo de la pendiente

de la recta tangente a izquierda en el punto (0,5(0)).
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Figura 4.1: Frontera 2-microlocal y exponentes de regularidad.

Observacion 4.1.8 En [52] Y. Meyer estudia el exponente de escala débil en xy. Dada

f una funcion localmente acotada se define este exponente como
Buw(xo) = sup{s : In tal que ™ € C* (x4},

donde f™ es una primitiva de orden n de f. Este exponente también puede extraerse

de la curva S(o) como By(zo) = limy—_oo S(0).

La frontera 2-microlocal otorga una descripcién mas precisa de la regularidad local de
una funcién f. Més ain, provee también una herramienta para describir la regularidad
local de T'(f), con T un operador integro-diferencial. En virtud de estas propiedades, se
ha reformulado la nocién deterministica de frontera 2-microlocal a una versién estocasti-
ca. El andlisis 2-microlocal estocéstico se desarrolla en [25], con el propésito de describir
la regularidad de procesos aleatorios. En particular, esta version estocastica provee una
herramienta para analizar la regularidad de martingalas e integrales estocdsticas [9], asi
como también describir las singularidades oscilantes de los procesos de Lévy [8].

En una direccién inversa también es relevante disenar funciones prototipo con una
estructura de singularidades predeterminada. En el Capitulo 2 desarrollamos este tépico
y mostramos varios resultados sobre la construccién de estas funciones. En este sentido,
los autores de [29, 16] construyen funciones con un predeterminado exponente Holder
puntual, usando diferentes métodos. Por ejemplo, en [16], dada una funcién b : [0, 1] —
[0, 1] que es limite inferior de una sucesién de funciones continuas se construyen diversas
funciones tales que su exponente Holder puntual es h(x). También, en [63], dada una
funcién no negativa e inferiormente semicontinua «; (), los autores proveen una funcién
cuyo exponente Holder local es oy(x), para © € R. Asimismo, en [33], se prescriben el
exponente Holder puntual y el exponente chirp. Més precisamente, dadas h(z) y B.(x)
definidas en el [0, 1], funciones no negativas acotadas que son limite inferior de una

sucesion de funciones continuas, se construye una funcién f tal que h(z) y S.(z) son
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sus respectivos exponentes Holder puntual y chirp en cada z € [0,1] \ E, para E un
conjunto de medida 0.

Siguiendo esta linea es natural preguntarse si dada una curva S(o) céncava hacia
abajo y decreciente se puede construir una funcion o distribucién f tal que la frontera 2-
microlocal de f en z sea S(o). Los siguientes articulos dan respuesta a este interrogante
y en cada trabajo se construye una funcién (o distribucién) f cuya frontera 2-microlocal

en zg es S(0), definida a través de los coeficientes wavelet de f.

» En [23] B. Guiheneuf, S. Jaffard y J. Lévy Véhel definen a los coeficientes wavelet
de la funcién (o distribucién) f a partir de una férmula que depende de j, k y de
S(0). Una condicién requerida para que la féormula tenga validez es que la curva

frontera 2-microlocal no sea lineal.

» En [52] Y. Meyer construye la funcién (o distribucién) f asumiendo que la curva

frontera 2-microlocal es derivable.

» En [46] J. Lévy Véhel y S. Seuret predeterminan la frontera 2-microlocal en un
punto xy y también en simultdneo para un conjunto de puntos {(zo)n }nen, den-
so y numerable en [0,1]. Es decir que, dada una familia de curvas asociada a
{(20)n }nen, construyen una funcién tal que la frontera 2-microlocal de cada (),
coincide con cada curva de la familia. Para probar este resultado usan la nocién

de espectro 2-microlocal, definida en ese mismo trabajo.

A partir de estos resultados surgen otras preguntas:

1. Las construcciones exhibidas en cada uno de los tres trabajos citados son distintas.
Sin embargo, ;hay alguna caracteristica comun en la definicién de las funciones
(o distribuciones) propuestas en estos trabajos? ;Se podrian definir mediante una

unica férmula genérica?

2. (Se pueden caracterizar a todas las funciones o distribuciones tal que S(o) es su

frontera 2-microlocal en xg predeterminada?

En esta tesis respondemos estas preguntas. Respondiendo a la primer pregunta, si
S(o) es una funcién decreciente definida en R, que es o bien céncava hacia abajo, tal
que S”(o) < 0, o bien es lineal, determinamos una férmula genérica a partir de la
cual las distribuciones propuestas en los tres trabajos citados resultan un caso espe-
cial (Teorema 4.3.3). Ademads, nuestra férmula genérica provee una familia prototipo
de funciones o distribuciones con un determinado tipo de singularidad en z(, es decir
con predeterminada frontera 2-microlocal en xy. Respondiendo a la segunda pregun-
ta conseguimos caracterizar en forma completa a las funciones o distribuciones cuya

frontera 2-microlocal en g es S(o) para el caso en que S(o) es lineal (Teorema 4.3.6).
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Para este caso enunciamos condiciones necesarias y suficientes para que una funcién (o
distribucién) tenga a S(o) como frontera 2-microlocal en un punto z.

El punto de partida es la generalizacién del resultado enunciado en [23], donde se
construye una distribucion f, con frontera 2-microlocal predeterminada, a partir de

definir a sus coeficientes wavelet ¢; 5, con la siguiente féormula:

Proposicion 4.1.9 (B. Guiheneuf, S Jaffard y J. Lévy Véhel, 1998)
Sea S(o) una funcidn concava hacia abajo y decreciente definida sobre R. Asumimos

que S(0) no es una recta. Entonces los coeficientes
. —jS(o) j S(o)—0o
cjx = f {2 (1+ |k — 27z0]) (4.7)

definen una distribucion f cuya frontera 2-microlocal en xy es S(0).

La férmula general que presentamos es una variacién de la formula propuesta en
(4.7). Los coeficientes wavelet c;j, de la familia prototipo de distribuciones con frontera

2-microlocal predetermidada en xg, deben satisfacer:

; S(o)—0o
, 14+ |k—27
’Cj,k’ S ng,k . Inf 2735(0) M s con (gj,ka )\j,k > O, (48)
o€eR )\j,k

verificindose la igualdad si (j, k) € I, para I un conjunto de subindices predeterminado
(4.25), y ¢j, # 0 para infinitos j, con (j,k) € I. Ademds las sucesiones €, r y Ak
satisfacen condiciones especificas (ver Teorema 4.3.3).

Ademds, en este capitulo mostramos que, seleccionando apropiadamente € y A,
las funciones (o distribuciones) construidas en [23], [52] y [46] son un caso especial de

la férmula genérica propuesta.

4.2. Primera generalizaciéon del resultado de B. Guihe-
neuf, S Jaffard y J. Lévy Véhel sobre prescrip-

cion de la frontera 2-microlocal

En esta seccion mostramos algunos resultados intermedios, los cuales forman parte
del proceso que nos llevd a proponer y enunciar los resultados de los Teoremas 4.3.3 y
4.3.6.

Una primera aproximacion para generalizar la prescripcion de la frontera 2-microlocal
es definir una familia proptotipo de funciones cuya frontera 2-microlocal en x5 = 0 sea
la funcién lineal S(0) = a + 12 (a — o). En estas primeras ideas estén las bases para

generalizar la prescripcion de la frontera 2-microlocal.
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Proposicién 4.2.1 Sea la funcion S(0) = a+ = (a—0) cona >0, 0 <y < 1. Sean

Cir Yy \jr sucesiones positivas tales que, para todo k; tal que |k;| < 27:

= lim —log2 (%kj) =0 vy lim —10g2 ()\]kj) =0.
j—r4o0 7 J—rtoo J

Entonces los coeficientes ¢, tales que

lcikl = Gk 279 para j,k:j>0 y 14kl = )\j,kQM,

y todos los demds coeficientes nulos, definen una funcion f cuya frontera 2-microlocal

en xg =0 es S(o). Con lo cual:

» Los coeficientes de reqularidad Hélder, local y puntual, de f en xog = 0 son, res-

pectivamente,
a(0) = a, (4.9)
Y
h0) = (157). (4.10)

= Los exponentes de oscilacion y chirp de f son

h(0) — a,(0)

o0 (4.11)

Bo(0) = Bc(0) =

Demostracién.
Consideremos (oy, s9) un punto de la recta de ecuacién

Probemos que (0, so) pertenece a la frontera 2-microlocal de f en xy = 0. Es decir que

si fijamos og resulta que
so =sup{s: f € "}

Para ello probemos que:
f g Cooteoomlote) -y s

y que dado € > 0 existe s tal que so —e <s<sgy f € C70".

Como (09, S¢) es un punto de un punto de la recta tenemos que:

so(1 —7) = a(l —7) +7v(a —09) = a — 0o, (4.12)
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o equivalentemente
a = so(1 =) + yoo. (4.13)

= Mostremos que f ¢ Caot=o0~(s0F<) Ve > 0.

s0+¢,00—(s0+¢€)

Supongamos que existe € > 0 tal que f € Cyy s decit
‘Cj,k| <C Q*j(soJre)(l + ‘k‘)so{»sfgo

para alguna constante C'y para todo 7, k, tal que |2ﬁj[ < 1.

Por hipétesis tenemos que |c; x| = € 27799, asi:
G 2790 < € 27I0F (] ||y

y en virtud de la férmula (4.13) y que 14 |k| = A, £277, reescribimos la desigualdad

an 9=i(s0(1=7)+700) < (7 zfj(swe)()\MQM)SoJrsfoo_ (4.14)
Simplificando esta desigualdad, tenemos

G < C 27 (Np) o,
Con lo cual, aplicando log,(+), obtenemos
logy (G k) < 10gy(C) — je +logy(Aj k) (50 + € — 00),

o equivalentemente, dividiendo por j > 0,

log, (€).k) < log,(C) et logy (k)
. . J

(so +¢€ — 0p).

J J

log, (€ k. logy (N k.
Por hipétesis lim M =0y lim M
‘ J—+oo ] J—+oo ]
que |k;| < 27. Entonces, considerando k = k; en la dltima desigualdad y tomando

= 0, para cualquier k; tal

limite con j — 400, tenemos que 0 < —¢, lo cual es absurdo.
» Probemos que dado € > 0 existe s tal que sp —e < s<sgy f € Cp70 %
Por hipdtesis, 1+ |k| = \; 277, entonces

27Is0(1 4 |k[)s0—00 — 9Jso /\Akgjv 5000
]7

)\j?kfﬂo 9—3(s0(1=7)+700)

_ S0—009—ja
= )‘j,k 277
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o equivalentemente,
279 = ATGTI027I0(1 4 |k[)om v, (4.15)
Por lo tanto, a partir de esta iltima igualdad, obtenemos

ikl = Cr27"
= G ATGT 2770 (1 [k[)om70
= G 2770714 |K[)T707E A2 (1 + [K|).

Si probamos que € A75 " 277% (1 + |k[)® estd acotada podemos afirmar que:
egal < €291+ s

para todo 7, k, tal que ]2%\ < 1, es decir que f € C5:°°7% con s = s9 — €.
Probemos que €, A75 * 277° (1 + [k]) es acotada.

Si j = 0s6lo k = 0 verifica que |k| < 27, con lo cual €A77 277% (14 |k|) estd
acotada. Si j > 0,

CiaAT 2L+ [K)T = GRATR 2777 (a2 = Tt 2707
con lo cual, aplicando log,(-) a %j,k/\;‘};so“ 27— tenemos la expresién
10gy (%)) + (S0 — 00 — €) logy(Ajw) + ji(v — 1)e,

o bien

1 G | A
j Og2< J,k) + (7_ 1)€+ (30 . —8) Og2<' J:k)

J J
Recordando que v — 1 < 0 y las hipdtesis que cumplen \;; y G, si k = k; con

|k;| < 27, tenemos que la dltima expresién tiende a —oo cuando j — 4o00.

En consecuencia, existe C' tal que
0 < %7k)\;;0k_50+5 2i(v=Ye
para todo 7, k admisibles.
Luego la frontera 2-microlocal coincide con la recta de ecuacion

S(o) =a+

1—7(a_0>’

y, en virtud de la Proposicion 4.1.7, se pueden extraer los exponentes de regularidad. m
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Observacion 4.2.2 De la demostracion anterior se deduce que so = S(0p) = sup{s :
f € Co07°} podria ser un supremo, sin ser un mdrimo.
Razonando por el absurdo, si S(0g) es un mdzimo entonces f € C307°7% . Es decir

que existe una constante C' > 0 tal que:

ekl < C277%0(1+ [k[)om7
para todo j,k, tal que | £| < 1. En (4.15) probamos que

J 2
2790 = NTG7%02770 (1 4 | k[,
Por lo tanto, tenemos que
ejal = 627 = Gy 021+ k)
lo cual implica que
G < C.

Pero esto puede ser absurdo. Por ejemplo, si consideramos las siguientes sucesiones,

que cumplen las hipdtesis de la Proposicion 4.2.1, Njrx =1 y €1 = 2V7 para j > 0,
resulta que € A7 ™ no es acotada.
Una primera cuestién es encontrar la relacién entre la formula propuesta en la Propo-
sicion 4.2.1, que define los coeficientes wavelet de una familia de funciones con frontera
2-microlocal S(o) lineal en xy = 0, y la férmula (4.7) propuesta en la Proposicién 4.1.9
para definir a una funcién con frontera 2-microlocal predeterminada S(o), céncava hacia
abajo, decreciente, no lineal.

La férmula (4.7) se basa en el calculo del infimo de funciones de la forma

aS(U) bS(o)fJ’

con a,b > 0. Si S(0) es lineal es sencillo computar el célculo del infimo, mediante el

siguiente lema.

Lema 4.2.3 Sea S(0) = Mo +d, con M <0, y sean a y b nimeros reales positivos.

Entonces

0 si (ab)M £b
. S(a)pS(o)—o
e

(ab)*  si (ab)™ =b.

Demostracion.
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M\’
S(O’)bS(O’)*O’ — (ab d. ((l
: (at) (—b

LY/ (“?M # 1 la funcion (%) tiende a 0 cuando o — +00 o bien cuando

o — —00. Por lo tanto

inf{a*@p@)=7} =0

AR

inf{a®@p5@)=7} = (ab)
|

Observaciéon 4.2.4 ;Cudl es la conexion entre la formula (4.7) y la férmula
propuesta en la Proposicion 4.2.17

Para S(0) = a+ 5 (a0 —0) = 1% + 5550 y 1o = 0 calculemos

; S(o)—0o
o ) gmiste) (LA Ik = Zao| )
ogeR )\j,k ’

Por el Lema 4.2.3 tenemos que

0 si (ab)M £b
: S(o)pS(o)—o
i %)

(ab)?  si (ab)™ =b.

con d la ordenada al origen de S(o) y M la pendiente de S(o). Por lo tanto considerando

i 1+k :
a=2 be:;rT‘k‘, se tiene que

) CLTHENTT o (1R
nf S(cf)bS(cr) oy — [ 9 27 v=1 = .
;IelR{a } >\j,k * ( ) j

. 1_% . P T—v .
La igualdad (277)1 = (H—'k') es equivalente a (27)7 = (f—‘f‘) ", o bien

Ak

1+ k| = \jx 277, En definitiva,

. 1+ k5@ . .
inf 4 9-is() (11K =279 s 1+ |k| = \jx 277,
o€R /\]‘7,1€

Es decir que, en la Proposicion 4.2.1, los coeficientes wavelet se definen como

A 1 k S(o)—0o A
lcjk| = €k in]fR{ 9795() (j:—“) si J, k verifican j >0 y 1+[k| = \;, 277
S 7.k
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y como 0 en los demds casos.

A partir de esta observacién proponemos una primera aproximacion que generaliza la
Proposicién 4.1.9, definiendo una amplia familia de funciones, cuya frontera 2-microlocal
es S(0), una funcién decreciente definida sobre R, tal que o bien S(o) es una curva

céncava hacia abajo con S”(0) < 0 o bien S(o) es lineal.

Teorema 4.2.5 Sea S(0) una funcion decreciente definida sobre R, tal que o bien S(o)
es una curva concava hacia abajo con S"(0) < 0 o bien S(o) es lineal. Sean €1 y Nk
sucesiones positivas tales que, para todo k; tal que |k; — 27z < 27:

= [lim —10g2 <ngk] ) =0 Y lim —10g2 ()\j’kj )

. : , , = 0.
J—+oo ] J—+oo J

Entonces los coeficientes c; i, tales que

j (0)—c
» 1+ |k — 2x0|\° . k
=, 7 3S(o) > AT
ikl = G -;g{%{ 2 ( v L5120y |5 — @] < 1,(4.16)

cik 7 0 para infinitos j > 0 tales que |2ﬁ] — xo| < 1, y los demds coeficientes nulos,
definen una funcion f cuya frontera 2-microlocal en xy es S(o).
Demostracion. La demostracion es un caso particular de la demostracion que daremos
del Teorema 4.53.5. m

Ejemplo 4.2.6 De la Observacion 4.2.4, si S(o) es lineal, de la forma

S(o) =a+ (v — o),

1—v
con 0 < v < 1, la familia de funciones con S(o) su frontera 2-microlocal en xo = 0,

que provee el Teorema 4.2.5, queda determinada por los coeficientes wavelet
lciel = G 2777,

para j,k tales que 7 >0y
1+ k| = \j 27

y todos los demds coeficientes nulos, con €} y A sucesiones que verifican las hipotesis

del teorema.

Observacién 4.2.7 Eligiendo €, = 1 y A\jr = 1 tenemos que el Teorema 4.2.5 es
una generalizacion de la Proposicion 4.1.9, para S(o) una funcion decreciente definida
sobre R, tal que o bien S(o) es una curva céncava hacia abajo con S"(c) < 0 o bien
S(o) es lineal. Cabe aclarar que la formula (4.7) no hace distinciones sobre j, k pues si
§<0o0|%&—xo| >1 el cémputo de la férmula (4.7) es 0 (comprobaremos este cémputo

mas adelante, en la Observacion 4.3.5).
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La férmula propuesta en (4.16), que define los coeficientes wavelet c;, también se
basa en el célculo del infimo de funciones da la forma

CLS(U) bS’(o)fo'
cona=27yb= M, para cada par (j, k) fijo.
T

En el Lema 4.2.3 consideramos el caso lineal, examinemos el caso en que S(o) es
una funcién no lineal.

Lema 4.2.8 Sea S(0) una funcion definida en R, estrictamente concava hacia abajo,

decreciente y dos veces derivable y sean a,b > 0. Entonces:

s Paraa=b=1:

; S(0)1,S(0)—0c —
Clrlél]%{a b =1

» Paraab<1yb>1:

[ aSEpSE- s Fgy (ab)S ) = b

l’nfaeR{aS(a)bS(a)—o} _ lim aS(o)bS(o)—o si (ab)sl(") <bVYo

o—+00

lim a5 5 (ab)¥@) > bVo.

\ 0——00

s Para otros a y b se verifica que inerR{aS(”)bS(”)_"} = 0.

Observacion 4.2.9 El valor oy es unico, lo que hace que esté bien definido el cdlculo
del infimo.

Demostracion.
» Siab=1,a#1y b#1:
aS@OpS@=7 — (qh)5@ o = 0
entonces variando ¢ en todo R se tiene que

inf{a*@p3@) =7} = inf{h=7} = 0.

m Siab>1yb>1:

Como S(o) es concava hacia abajo su gréfico estd por debajo de todas las rectas
tangentes, es decir que S'(0) < S'(0g)o + d y entonces

lim S(0) = —o0.

o—-+00
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En consecuencia

b° =0,
T—+00 e~~~

—0

y, como a®@p%@)=7 > 0, resulta que:

inf{aS(”)bS(")_”} _ 11'111 aS@ps@)—o _
g o—>+00

s Siab>1yb<1:

El gréifico de S(o) estd por debajo de todas sus rectas tangentes, en particular de

la recta tangente a S en oy, o sea
S(o) < S'(0p)o +d  para todo o.
Considerando que ab > 1, tenemos
0 < (ab)* @b~ < (ab)¥ ()7 e,
y la expresion (ab)¥'(@0)7+dp=o puede reescribirse como <M>U (ab)?.

b

S’ es estrictamente decreciente, por lo tanto podemos asegurar que existe oq tal

h)S' (@0)
que S’(0p) ) o cual equivale a %

In(ab)’ # 1. En consecuencia, como
(@) O\ 1vd :
“=5—) (ab)® tiende 0 cuando o — +00 o bien cuando 0 — —00, obtenemos

que

mf{a®p%) =Y = min{ lim (ab)*b77, lim (ab)* b7} = 0.

o——+00 o——00

m Siab<1lyb<1:

Como S(o) es decreciente, se cumple que S(o) > S(0) para todo o < 0. Entonces,
teniendo en cuenta que ab < 1, resulta que (ab)@ < (ab)%® para todo o < 0.

En consecuencia:

lim (ab)%@ b= =
T ——00 N et N~

—0

0.

acotada

S(o) bS(U)—U

Siendo a > ( resulta que:

inf{as(a)bs(g)—ff} — lim a%©@pS@—o — .

g——00

»m Siab<1lyb>1:
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Derivando la funcién a®@p5(@)=7 ge obtiene:

0

5 ¢ @) pS@)=e — ¢5@p5@)=oIn(ab) S’ (o) — In(b)].

Como a®(@b5(@)= > 0, el signo de la derivada depende de In(ab)S'(c) — In(b).

o Si (ab) ') > b VYo entonces In(ab)S'(¢) — In(b) > 0 Vo con lo cual

(@)p5(9)=7 resulta estrictamente creciente y entonces

1nf{a5(“)bs(” 7} = lim *@p%)-

T—r—00

o Sl (ab) @) < b Yo entonces In(ab)S’(¢) — In(b) < 0 Vo con lo cual

(@)p5(9)=7 resulta estrictamente decreciente y entonces

1nf{aS(")bS(” 7} = luf aSp5)=
o—+00

(%) = b tenemos que la ecuacién In(ab)S' (o) —In(b) =

e Siexiste o tal que (ab)
0 tiene solucién. Por hipdtesis S’'(o) es estrictamente decreciente, lo cual

implica que el conjunto solucién de la ecuacién tiene un unico elemento. Es
In(b)
In(ab)

Observemos que b # 1. De lo contrario tenemos que S’(oy) = 0. Como S’ es

decir que existe un unico oy tal que S’'(01) =

estrictamente decreciente esto implica que S’'(o) > 0 para todo o < o7y, lo

cual es absurdo.
Mostremos que en oy hay un minimo de ¢%@55(?)=? Teniendo en cuenta que

In(ab) < 0, tenemos

In(ab)S' (o) — In(b) > 0 < 5'(0) < 28 — §'(4y), es decir si o > 07.

In(ab)

Asimismo,
In(ab)S'(0) —In(h) < 0 <= S'(0) > i = S'(01), es decir si o < 1.

Por lo tanto, la funcién a®@b5(?)=7 tiene un minimo en oy, es decir que:

inf{as(a)bs(a)_‘f} — aS(Ul)bS(UI)—Jl

Si0<a<1,loslemas 4.2.3 y 4.2.8 pueden unificarse el siguiente lema, que sera
util para demostrar el resultado general de prescripcion de la frontera 2-microlocal en

Zo-
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Lema 4.2.10 Sea S(o) decreciente, definida sobre R, tal que o bien S(o) es una curva
concava hacia abajo con S"(o) < 0 o bien S(o) es lineal, y sean 0 < a < 1, b > 0.

Entonces:

s Paraa=0b=1:

inf {a¥@p5@=} = 1,

geR

n Para1§b<%:

[ @SEpSEI s oy (ab) ) = b
fnfgeR{aS(”)bS(”)_”} _ 01_13_100 aS@)pSe)—o (ab)S/(a) < bVo

lim a¥@p5=7 s (ab)¥@) > b Vo.

\ 0——00

» Para otros a y b, inf,cp{a®@p%@)=71 =0,

Demostracion. Mostremos que, si 0 < a < 1, la féormula dada para el caso lineal
S(o) = Mo +d, en el Lema 4.2.3, coincide con la férmula propuesta en este lema.

1) Si M =0 el Lema 4.2.3 asegura que, si b # 1 entonces inf,ex{a®@b5@) =7} =0y, si
b =1, inf,cr{a®@bp%@)=7} = q?. Computando las férmulas del Lema 4.2.10 se obtienen
los mismos resultados.

2) Consideremos M > 0.

= Sia=0b=1 entonces (ab)! = 1.

s Siab < 1yb=1entonces % # 1. Asi, el Lema 4.2.3 asegura que inf,cg{a*@p%0) =7} =

0. Computando la formula propuesta en este Lema 4.2.10 obtenemos que

inf {a*@p5@) =} = lim o).
oeR o——00

Teniendo en cuenta que a™ > 1, inf,cp{a® b5~} = lim,_,_,, a™?a = 0.
= Siab<1,b>1y 3o, : (ab)’ () = b, tenemos que

inf {a5@pS@)=0} = S0y
o€R

Este computo coincide con el del Lema 4.2.3 pues, como (ab)¥' @) = (ab)M = b,

@S pSen-or _ (ab)Mal—i-d poL — ((ab)M)Ul (ab)d po1 — po (ab)d ho1 — (ab)d.
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(ab)™

= Siab<1,b>1y (ab)¥® # b Vo tenemos que ‘=

con el del Lema 4.2.3, pues

# 1. El cémputo coincide

M o
aS(g)bS(a)—a — (ab)MO'-i-db—a — (%) (ab)d,

que converge a 0 si ¢ — 400 o bien si 0 — —o0.

» Siab>1yb> 1 tenemos que (ab)™ < 1 con lo cual (ab)M # b, es decir que
M
% # 1y para ambas férmulas inf,cg{a®(@05(@)=1 = 0.

= ab>1y b<1noesun caso posible si a < 1.

4.2.1. Resultado

Uno de los objetivos planteados es dar una férmula genérica, para prescribir a la
frontera 2-microlocal en x, que incluya las construcciones presentadas en [23, 52, 46].

Si bien, a partir del Teorema 4.2.5, podemos deducir la construcciéon del trabajo
[23], no es posible incluir a la funcién construida por Y. Meyer en [52]. Inspirados por
la construccién exhibida en [52] damos una segunda versién del teorema.

Partimos al conjunto de los naturales como la uniéon disjunta

N = |d) A, (4.17)

meN

con A, un conjunto infinito de naturales (por ejemplo A,, podria ser el conjunto
de los naturales tal que su desarrollo binario tiene exactamente m unos). Sea {r,,} un
conjunto denso y numerable en el intervalo [0, 1], por ejemplo los racionales.

Si [-] denota la parte entera, definamos el conjunto de subindices
I={(j,k;) 1 j € Ay [|kj — 2ao|] = [27"]}.

Teorema 4.2.11 Sea S(o) una funcién decreciente definida sobre R, tal que o bien
S(o) es una curva concava hacia abajo con S”(o) < 0 o bien S(o) es lineal. Sean €y,

Y \jx sucesiones positivas tales que, para todo kj tal que |k; — 27xg| < 27:

o e ln) o e i)
j—r+oo J J—+oo J

Luego los coeficientes c;, tales que
i S(o)—0o
) o (1 |k —2x
Cikl < G ;Ielﬂg{ 2775 <%> } g (4.18)
-]’
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y se verifica la tgualdad para (j, k) € I, con ¢, # 0 para infinitos j € I, definen una

funcion (o distribucion)

f(z) = Z Z cin (2w — k),

720 keZ, |k—27z0|<27
cuya frontera 2-microlocal en xo es S(o).

Demostraciéon. La demostracion es un caso particular de la demostracién de la versién

mas general del Teorema 4.3.3. m

4.2.2. Conexién con el resultado propuesto por Y. Meyer

Y. Meyer desarrolla su resultado en el plano (s, s’) describiendo a la frontera como

los (s, ') tales que s = A(s"). En [52] prueba el siguiente resultado.

s
/\ \—Frontera 2-Microlocal

/
/
Dominio

s
2—-Microlocal // \

Figura 4.2: Dominio 2-microlocal y frontera en el plano (s, s’).

Teorema 4.2.12 (Y. Meyer, 1998)

Sea A : R — R wuna funcion concava hacia abajo, Lipschitz y derivable tal que
—1 < () <0 y sea E el conjunto definido por s < A(s'), (s,s') € R%. Entonces
existe una funcion f definida en un entorno de xq tal que el dominio 2-microlocal de f

en xo es F.

La demostracién es constructiva y alli se exhibe una funciéon f que verifica lo plan-

teado. Se elige {s/,} un conjunto denso y numerable en R y define

dA | dA , |

G y T = Als7n) = = (81) - (4.19)
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Asi, muestra que los coeficientes wavelet
Cjk = 27T i e AN,y k; = [ijm}

y los demads nulos, con A, de la férmula (4.23), definen una funcién f cuya frontera
2-microlocal en xg = 0 es s = A(s').

En el plano (o, s) la frontera 2-microlocal puede escribirse como
S(o) = s tal que s = A(og — s).

Sean j € A, y k;j = [2/Pm]. Observemos que si A no es lineal el conjunto {p,,} es un

conjunto denso y numerable en el [0, 1] N Im(A), pues —%(t) es biyectiva y continua

(por las hipdtesis que impusimos a S(¢)). En el caso lineal p,, es constante.

De la definicién de los coeficientes wavelet tenemos que

Ciky = 9= T — 9=i(Alsh) =% (s1)sn)
Con lo cual, usando que s,, = A(s" ) y Sp + 5. = 0y, obtenemos
Cj k] — 27] Sm [zfj%(s,lm)}sm—o'm _ 2,]’3,”1 |:2] pm]sm*Um '

Queremos reformular c;; como

B 1+ |]€| S(o)—0o
&.. infd 250 (1
gk ;IelR { /\j,k ,

eligiendo apropiados @ v Ak, de manera que se verifique la igualdad en (4.18). Para
ello definimos €, =1y

1+|k|
2iPm

si J €Ny yk=[20Pm]

Ajk =

1 en otro caso.

‘ S(o)—0o .
Calculemos inf,cp { 2-75(7) (H—'M) } para j € A,,, y k = [2P~]. En este caso,

Ak

g€eR ceR ceR

S(o)—0o
{ —jS(0) 1+—W “ — 1 —jS(0) (9ipm\S(e)—o | _ ¢ —i8(0)=pm(S(0)—0)
inf < 2 3 = inf { 2 (27Pm) } =inf {2 }.
jk

Consideremos (s, s") tales que s = A(s'). Por ser A(s") concava hacia abajo y deri-

vable tenemos que la recta tangente a A en s/, estd por encima del grafico de A(s’), es
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decir que, para todo ¢,

A
5= (') < Alsl,) + S0 — o),
que equivale a que
dA dA
_wa < Als ) — 224 s
5= 05 < Alsh) — ()5

y en virtud de las férmulas de (4.19), tenemos s + p,,s’ < 7,,,. En consecuencia,
9=iTm < 9=i(stpms').
En particular, si s = A(0 — s), con 0 € R, es decir s = S(0), tenemos
90T < 9-i(stpn(o=s)) — 9=i(S()-pm(S(@)=a) (4.20)
Por otra parte, mediante el cambio de variable o, = s, + s/, tenemos
T = A(Spn) + DSy = A(Om = Sm) + PO — $m) = S(0m) = Pm(Sm — o).
Por lo tanto, la férmula (4.20) se reformula como

En consecuencia, se cumple que

S(o)—0o
inf { 27950 L+ [k — fnf { 2795C)Pm(S()=0)} _ 9=imm.
o€R )\ng o€R

Para los otros j, k definimos c;; = 0. Claramente, verifican la desigualdad de la
formula (4.18) si €;x = 1y A\jx = 1. Asi la funcién f definida por Meyer pertenece a

la familia de funciones propuesta en el Teorema 4.2.11.

Observacion 4.2.13 Las sucesiones 6, y Ajr verifican las hipdtesis del Teorema
4.2.11 pues,
(gj’kizl Yy 1§)\],k§2

para j, k tal que 7 >0 y |k| < 27.
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4.3. Version general de la prescripcion de la fronte-

ra 2-microlocal

En esta seccién exponemos y probamos los dos resultados principales de este capitu-
lo. El Teorema 4.3.3 provee una clase amplia de funciones (o distribuciones) cuya fron-
tera 2-microlocal es S(o), una funcién predeterminada tal que S”(o) < 0 o bien S(o)
es lineal. Esta clase contiene los ejemplos construidos por [52, 23, 46].

El Teorema 4.3.6 es més satisfactorio, pues en el caso en que la frontera 2-microlocal
predeterminada es lineal, caracterizamos todas las funciones (o distribuciones) cuya
frontera 2-microlocal en x es la recta predeterminada.

Si bien el Teorema 4.2.11 generaliza los resultados propuestos en [52] y [23] no
alcanza para establecer una familia de funciones (o distribuciones), con S(o) la frontera
2-microlocal predeterminada en xg, que también contenga a la funcién propuesta en el
trabajo de J. Lévy Véhel y S. Seuret en [46]. Por lo tanto, debemos ajustar las hipdtesis
para que los coeficientes wavelet de la funcién f definida en [46], también se recuperen

a partir de la férmula

; S(o)—0o
@ i d 9-is@ (LT Ik — 2w ()
gk o€R /\j,k ’

A fin de lograr este objetivo modificaremos las condiciones que deben cumplir las su-

cesiones € v Aj . Para ello vamos a requerir condiciones mas débiles que

- h'm 10g2 (%J@) — 0 y lim 10g2 (.)\jakj)
J—+oo ] J—t+oo J

=0,

las condiciones planteadas en el Teorema 4.2.11.

Una aproximacion para relajar las condiciones requeridas para las sucesiones %
y Ajx es generalizar la Proposicién 4.2.1. Revisando la demostracién de la Proposicién
4.2.1 es posible ajustar las hipdtesis y demostrar, usando los mismos argumentos, el
siguiente resultado.

Proposicién 4.3.1 Sea la funcién S(o) = a+ (o — o) con 0 <y < 1. Sean €jy, y

Ak sucesiones positivas tales que:

» Para todo k; tal que |k;j| < 27 se verifica que, dado cualquier C' € R,

Tim (1%—(%'”) v o i) (.Aj””)> =
Jj—+oo

J J

» Existe una sucesion (jn, kyn), jn estrictamente creciente, tal que 14|k,| = \j, x, 2777
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con |k,| < 2 y

1 ; 1 s
lim M:o y lim M:O.

n—-+00 In n——+o0 In
Luego los coeficientes c;, tales que
ekl = €k 277, para j >0 y 1+ |k| = )\j,kzjﬂ/,

y los demds nulos, definen una funcion f

flay=>" > cin V(2x — k),

720 kez, |k|<27

cuya frontera 2-microlocal en o =0 es S(o).

Esta proposicion y el Teorema 4.2.11 son el punto de partida para enunciar una

version general de la prescripcion de la frontera 2-microlocal en xg.

4.3.1. Preliminares

Consideremos S(o) una funcién decreciente definida sobre R, tal que o bien S(o) es
una curva céncava hacia abajo con S”(¢) < 0 o bien S(o) es lineal.
El siguiente lema sera de utilidad para demostrar el teorema general. Consiste en

un resultado técnico que permite acotar a la expresion

S'(o)(og —0)+ S(0) —s0+ ¢
S'(o) —1

para todo ¢ € R, siendo (09, s¢) un punto del grifico de S(o) y € > 0.

Lema 4.3.2 Sea S(o) una funcion decreciente definida sobre R, tal que o bien S(o) es
una curva concava hacia abajo con S"(c) < 0 o bien S(o) es lineal y sean (oo, sg) un
punto del grdafico de S y e > 0. Entonces existe B < 0 tal que

S'"(o)(og—0)+ S(o) — s+ ¢

Sy 1 <B (4.21)

para todo o € R.

Demostracion. Si S es céncava hacia abajo, la recta tangente a S en x = o verifica
que
y(z) = S5'(0)(x — o) + S(0) = S(x) (4.22)

79



para todo z.

Analicemos como se comporta la expresién

S'(o)(og — o)+ S(0) —s0+ ¢
S'(o)—1 ’

distinguiendo entre dos casos: cuando S’ es acotada y cuando no es acotada.

» S'(0) acotada:
Por la desigualdad (4.22) evaluada en x = ¢ tenemos que

S'(o)(og—0)+ S(e) —sg+e>¢

Con lo cual, como S’(c) — 1 < 0,

S’(U)(UO—U)+S(U)—SQ+8< £
S'(o)—1 —So)—1

Por lo tanto, si A < S’(0) < 0, obtenemos que o)1

€
o)—1

S'"(0)(og—0)+ S(0) —so+¢ _
S'(o) —1 A—1

= S’(0) no acotada:

Si S’ no es acotada inferiormente entonces

lim S'(0) = —cc.

o——+00

Queremos probar que la desigualdad planteada en (4.21) se cumple si 0 — 400,
pues S’(o) resulta acotada si el pardmetro o estd acotado superiormente y, anélo-

gamente al caso anterior, vale la desigualdad para estos valores de o.

Si probamos que

. S'(o)(og—0) +S5(0) —sg+e
e S(0) 1 -

entonces podremos afirmar que existe B tal que, para todo o,

S'"(0)(og—0)+ S(o) —so+¢

B.
S'(o) —1 <
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"(0)(co—0)+S(c)—so+e

El cociente 2

(o)1 es:
S'(o) - —S'"(o)o + S(o) —so+¢€
S'(e)—1"° S'(o) —1
Por un lado, tenemos que
A G
A Sy 170 =

Ademas vale que
lim —S'(0)o 4+ S(o) = +o0,

o—+00

pues de lo contrario, si —5'(c)o + S(o) fuese acotada, tendriamos que existe N
tal que
§'(o)x = S'(o)o+ 5(0) < S'(o)z + N

para todo o. En consecuencia, por la desigualdad (4.22), tendriamos
S(z) <S'(o)(x—0)+ S(o) <S'(o)r+ N
para todo x. En particular, si x = 1 se verificaria
S(1) = N < S'(o)

para todo o, lo que es absurdo si S’(0) no es acotada inferiormente.

Entonces, usando la regla de L’Hospital, podemos afirmar que

—S'(o)o+ S(0) —so+¢ _

1t
O’—I)I:II}OO S/(O') - ].
= lim —5"(o)o — 8'(o) + §'(0) = lim —0=—00.
oc—+o00 S”(a’) oc—+o00

[ ]
Al igual que en la seccién anterior, inspirados en la construccién realizada en [52],

partimos al conjunto de los naturales como la uniéon disjunta

N = |d| A, (4.23)

meN

con A, un conjunto infinito de naturales (por ejemplo A, podria ser el conjunto de

los naturales tal que su desarrollo binario tiene exactamente m unos).
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Sea {7 },,en Una sucesion tal que

{rm}men €8 denso y numerable en Im (%) C [0,1], (4.24)

salvo en el caso lineal donde 7, es la constante % para todo m.

Definimos el conjunto de subindices

I={(j,k;) : j € Ay [|kj — 2x0]] = [27"]}. (4.25)

4.3.2. Resultados principales

Teorema 4.3.3 Sea S(0) una funcion decreciente definida sobre R, tal que o bien S(o)
es una curva concava hacia abajo con S”(o) < 0 o bien S(o) es lineal.
Sean € y \jr sucesiones positivas tales que, para todo k; tal que |k; — 27xq| < 27, se

verifica que

(1) Dado cualquier C € R,

- <log2 (C@kj) L C log, (Ajvkj)> <0.

im
Jj——4oo

J J
(11) Si (j,k;) € I, definido en (4.25),

logs (€ 1.
lim M -0 y lm
Jj—4oo i Jj—+oo J

Sean los coeficientes wavelet c; . tales que

; (0)—0c
_ 1 -+ ’k — 2]330’ o
| < E, nfd 9-iS0) (1 = 201 4.96
ikl < Gk ;TEIR{ I , (4.26)

y que verifiquen la tgualdad si (j, k) € I. Ademds c;;, # 0 para infinitos j, con (j, k) €
1.
Si Y es cualquier wavelet en la clase de Schwartz, con infinitos momentos nulos,

entonces la funcion (o la distribucidon)
f(z) = Z Z cix V(2w — k)
720 kez, |k—27 20| <27

tiene frontera 2-microlocal S(o) en xg.

Observacion 4.3.4 Si S(o) no es lineal veremos en la demostracion que siempre tene-
mos garantizado que cjj # 0 para infinitos j tales que (j,k) € I. No obstante debemos

hacer el requerimiento si queremos incluir el caso en que S(o) es lineal.
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Observacion 4.3.5 El Teorema 4.3.3 también es una generalizacion de la Proposicion
4.1.9 si elegimos €, =1 y \jp = 1 y consideramos la igualdad en la formula (4.26).

En el Teorema 4.3.3 definimos la sumatoria sobre j > 0 y |k — 272y < 27, pues la
definicion de espacio 2-microlocal local requiere definir a la funcion (o distribucion) f
en un entorno de xg.

En cambio, en la Proposicion 4.1.9 los autores definen a los coeficientes wavelet para
todo j,k € Z. Esta diferencia en los subindices se debe a que, en el caso S no lineal, si
7 <0 o bien |k — 27xo| > 27 la férmula (4.7) vale 0. Esto es asi pues si j <0 y S no
es lineal, el Lema 4.2.8 garantiza que, como a = 277 > 1, el cdlculo del infimo en las
formulas (4.7) y (4.26) es 0, es decir c; = 0. Por otro lado si |k — 27xq| > 27 se tiene
que

b=1+|k—2x|>142 > é

Con lo cual, por el Lema 4.2.10, se deduce que el infimo calculado en (4.7) resulta nulo.
En el Teorema 4.3.3, debemos especificar que la sumatoria es sobre los (j,k) tales
que j >0y |k—27x| < 27 ya que estamos considerando que S puede ser lineal. Ademds

si |k — 2729 > 27 no tenemos garantizado que los coeficientes wavelet sean nulos, pues

1+ |k — 20| S 1+27

b 5
Ak Nk

PETO MO Podemos asequrar que 1;;—2; > % =27,
Demostracion. Sin pérdida de generalidad probamos el teorema para xo = 0 y en este
caso el conjunto de subindices de (4.25) es I = {(j,k;) : 7 € A v |k;| = [27™]}.

Sea j > 0y |k| < 27. Para simplificar la demostracién consideremos que los coe-
ficientes wavelet verifican la igualdad en la férmula (4.26) para j > 0y |k < 27.
No obstante, en la demostracién quedara claro que sélo es necesario que se cumpla la
igualdad si (j,k) € I.

Por lo tanto, si
» 1+|]{3| S(o)—0o
N I 3S(e) ( T 11
|cjkl = G ;Iel]g{ 2 ( Ak ’

usando el Lema 4.2.10 paraa =277 y b = {\;llf', tenemos que los coeficientes wavelet
s
se computan como:
co—j 1+|k| _ 4.
m Si277 =1y Aor =1
|Cjk] = Cix = Co.
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. Sil< S <o
YN

(

(gj,k (27j)5(0'j,k) (1+|k|

Ajk

)5(Uj,k)—0j,k

. 1+ 1B\ S@)=o | o)
¢k Gk lim (Q—J)S(a) (ﬁ) si (2—31+_\k\> < Ly,

o—++00 )\j,k

. 1+ k5@ 4 5'(0)
Cpx lim (277)%) (ﬁ) si <2—91+—|’“|) > Ly,

\ T—r—00 )\],k

Co—j 14|k )
= Si277y ;r—‘k‘ no estan en los casos precedentes:
7y

|Cj,k| = 0

Sea (g, So) un punto de la curva (o, S(0)), queremos probar que
sup{s: f € Cy7° "} = s.
Basta con probar que para todo £ > 0, se verifica que

A) f ¢ C§0+5,aof(so+5) y B) f c 08075,007(5075)'

A) Mostremos que f ¢ Cg°+a’00_(50+8) para todo ¢ > 0:

Supongamos que existe ¢ > 0 tal que f € CSO“’JO*(SOJFE), es decir que existe una

constante C' > 0 tal que
|cji| < C27960F9) (1 4 |f[)sote—oo (4.28)

para todo j y k € Z: |k| < 27, y mostremos que esto nos lleva a una contradiccién.
Probaremos que dado (o, o) es posible construir una sucesiéon (j,, k), con j, es-

trictamente creciente, tal que
(s kin) € T={(5,k5) 1 5 € Ay [Ksl = [27"]},
que verifica que existe o, tal que

(Q—jn 1+ ’kn—‘)SI(Un) = 1+ ‘kn|

j’ﬂ7k”ﬂ

y lim o, = 0. (4.29)
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Por hipdtesis tenemos que ¢, son no nulos para infinitos j tales que (j,k) € I, o

» 1+ |k3| S(o)—0o
=%, inf { 2950 [ 1M
il = €. - nf { Mo #0

para infinitos j tal que (j,k) € I.

sea

En el caso lineal, como consecuencia del Lema 4.2.3, esta hipdtesis garantiza que

existen infinitos j,, con (Jn, kn)nen € I, tal que

(Ml + |kn|)5’<"0> _ Lkl
Ajn e

N o

Por lo tanto se cumple lo que planteamos en (4.29) para o,, = 0y.
En el caso no lineal la construccién de la sucesion (j,, k,) se lleva a cabo de la

siguiente forma:
5’(00)
S'(00)—1

€ [0,1). Por lo tanto, existe una subsucesién

(T, Jnen de la sucesion (7, )men densa y numerable en Im (%), tal que

Como S’(0g) < 0 resulta que

lim r,, = M.
n—-+00 " S'(O‘O) —1

Como los conjuntos A,,, son infinitos podemos elegir j,, € A,,, una sucesion estric-
tamente creciente y k, = k;, = [2/""mn].
Ast (jp, kn) €1y

Es decir que 1 + |k,| = K,, 2" con 1 < K,, < 2.

log, ()\j,kj)

Por otro lado, teniendo en cuenta la hipdtesis 1im =0, para (j, k;) € 1,

j—+oo
tenemos que
1+|kn|
. () L ogy (14 [kal) — log (A, )
ot o5 (2,% —§+|kn-') n—+oo —jjy, +10gy (14 [knl) — log,(Aj, k)
Jnkn
Jn (]—: + Ty, — _log2<?imkn>>
= lim
n—+oo K, logz(Ajn,kn)
In \ GarHTmn — L= =5

Como S es estrictamente concava hacia abajo, la funcion S’ : R — Im(.S”) es estricta-
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mente decreciente y en consecuencia biyectiva. Entonces existe o,, tal que

lim o,=00 y S'(0,) = : 71+\k | para n > ng, ng € N,
o ey

que es equivalente a lo planteado en (4.29).

Ademas, podemos tomar ng tal que se verifica

< 1+ |k

1 < 2jn’

Aj

para todo n > ng. Esto es valido pues, dado que 1+ |k,| = K, 2" con 1 < K,, < 2,

. . s 14k, N .
si aplicamos log,(+) a la expresién /\Lk' y dividimos por j, obtenemos que

log, <—}\+|k"|)

. K, log, (), :
0< tim — i) _ gy (Be 0 0B Ri)) Sty
n—-+o0o In n—-+00 In In S,(O-O) -1

En definitiva se cumplen las condiciones de la primer igualdad de la férmula (4.27)

con aj, ., = 0, (en el caso lineal o, = 0y) y entonces vale que

1+ |kn!)s(gn)g"
A o '

el = G (2775 (

En consecuencia, la desigualdad de la férmula (4.28), se reescribe para n > ny,

J=Jny k=k,, como

S(on)—
Cr e (Q*J'n)S(on) ( ) < (19— In(so+e) (1+ ‘kn’)SOJrEfUO‘

O equivalentemente,
G < C2I0TSONITIE (1 [l 077075 (1 [ha)® (Ag,) ™70
Aplicando log,(+) y dividiendo por j, obtenemos

10g2(?n,kn) S lOng(C) o (30 - S(O’n)) — e+ 10g2(1j+ ‘kn|>

(so — oo — S(on) +0,) +

1 1+ |k, 1 Aj
+ Og2< j+| |)E—|— OgQ(j Jmkn)(s(

Recordando que j, y k, fueron seleccionados tales que (j,, k,) € I, es decir 1+ |k, | =

On) — On).
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K, 29" con 1 < K, < 2, obtenemos

1 ; 1 1 K
Og2(fj"”“"> < Ogj?(c) (50— S(00))— = + (—ng.( 2 4 rmn) (50— 00 — S(00) + 0) +
4 <log2j(Kn) + Tmn> £+ 10g2<j‘jn,k‘n) (S(O’n) _ Un)- (430)

Entonces, considerando las hipétesis sobre @ x, v Ajx;, para (jn, kn) € I,

log, (Cgﬂf]) log, (Ajakﬂ

lim =0 y lim =0,

j—+oo 9 J—r+oo

(jvkj)el (j7kj)€I
y aplicando limite cuando n — +o00 en (4.30), obtenemos

S’ 1
S/(O'o) —1 S,<O'0) —1
lo cual es absurdo pues ¢ m < 0.
B) Mostremos que f € C’éso_s’ao_(so_a)) para todo £ > 0:
Basta probar que existe C' > 0 tal que
lcjn] < C2796079) (1 |k[)o~ 7V j ke Z: j>0, |k <27 (4.31)

En realidad, es suficiente probar (4.31) para j > ng, con ng € N, pues la constante
C se puede ajustar para finitos j.

Por lo tanto basta con hallar nyg € Ny C' > 0 tal que

¢ k]

i J
370 (1 + [0 <C Vji>ngeN, |k] <2. (4.32)

En (4.27) computamos los coeficientes wavelet ¢;; a partir de distintas férmulas. Ana-
licemos estos diversos computos de ¢;j y mostremos que el razonamiento para probar
. |jinl

2—j(50—e) (1 + |k|>so—e—ao

qu es acotada es similar en todos los casos.

s En el caso

il = € (279)% (

con o tal que

1 k S'(oj,k) 1 Lk ) f’(aj,k)
2’]ﬂ _ T i osea 14 |k| =X\, 2 T, (4.33)
)\k 7
J7
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basta con mostrar que

ng,k (2—j)s(0j,k) (1+|k|

Ak

2—j(50—6) (1 + |k|)so—a—ao

>S(Gj,k)—0j,k

es acotada para j > ng y |k| < 27, para probar la desigualdad de (4.32).

Reemplazando 1+ |k| por la férmula obtenida en (4.33) y reformulando este tltimo

cociente, bastaria con probar que

S (05 1) S(0j,k)—0jk+0o0—50+€
; %4,k
) ()0t (4.34)

ng . 9=13(5(ej,k)=(s0—¢)) (23 S7(oj -1
es acotada.
s La formula

» 1+|l{7| S(o)—0o
=%, lim (277)5) [ ™

es valida si

1+ [N 1+ |k 14+ k9O
(23ﬁ) < +—|| VYo es decir que (ﬁ) < 2900) g,
Ak Ak Ak

o equivalentemente, por ser S’(c) — 1 < 0,
j SI(U)
1+ |k| > X ,2'5@-1 Vo

Por otro lado, como S(0) — ¢ — —oo cuando 0 — 400, es posible elegir 7,

suficientemente grande, tal que
S(E) —0—59+o0p+e<0.

Y, en particular,

i 1 —I— |]€| S(O’)—O’ i S(E) 1 —I— |k:| S(ﬁ)—a
=@, it { 2738 (TN <G (27 il ud .
¢kl j.k ;ER{ Nk > Ok ( ) Ak

Por lo tanto, para probar la desigualdad (4.32), basta con probar que

- S(z S(@)—-7
G 27)°7 (51)

Ajk

2—j(80—€) (1 + |k|)so—a—ao

— ng,k (27]')3(5)7(5075) (1 _|_ |k|)3(5)—5—80+00+€ )\ng?*S(E)’ (435)
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es acotada para j > ng y |k| < 27.

. S'(3)
Como 1+ |k| > X\;12'5@-1 y S(G) — T — so + 09 + & < 0 resulta que la expresién
(4.35) estd acotada por

' (@) > S(c)—o+o0—so+e

@, 279 (5@)~(50-0) (21%)1 (Ajx)70 0t (4.36)

= Andlogamente, la férmula

1+ |k:|)5(")”

s —j\S(o
|Cj’k| - cgj’k O_EEHOO(Q ]> “ ( )\jk

es valida si
. S'(o)
L+ k| < \jp2'5@—1 Vo

Si elegimos @, suficientemente negativo, tal que
S(E) —0—58g+09g+¢e>0,

tenemos que

Sl S()—c—so+o0+e
(1+ |k|)5(5)—5—50+00+6 < ()\j,kQJSIS(U()il)

Por lo tanto, podemos acotar e (’10]_: ’|k’)sos‘70 por
 §@) S(e)—o+o0—so+e
cgjk 2_j(S(E)—(50—e)) (2351(0)1> ()\jk)ao—so-i-e_ (437)

En definitiva, debemos acotar las formulas (4.34), (4.36) y (4.37). Observemos que
las férmulas (4.36) y (4.37) son equivalentes a la férmula (4.34) con 0}, = @ para todo
J, k, pues @ sélo depende de oy, so v €, en cada caso.

Por lo tanto, mostremos que la férmula (4.34), que puede reformularse como

s’(aj,k)(ao—aj,k)+5(aj7k)—so+e

<gj,k ()\Lk)(oofsoJrs) Qj[ o, 01 |

es acotada para todo j > ng y k| < 2.

Aplicando log,(+) a esta la dltima expresién obtenemos

S/<O'j7k)(0'0 - Oj,k) + S(Oj,k) — So + €:|

08,(,) + logsy0) (00— s+ 2) +5 | o
Js
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o bien,

; 10g2(;5j,k) N 10g2(.>\j,k) (00— s0+) + S'(ojk)(00 — 0jk) + S(ojk) — S0+

] S/(O'j7k) -1

(4.38)
Entonces, como |k| < 27, en virtud de la hipétesis

Tim (10g2 (%,k)
Jj—+o0o

1 A

- +(O’0—So+8)w) SO,
J J

y del Lema 4.3.2, que garantiza que

S'(ojr)(o0 —0jk) +S(0jk) — 80+ €
S/(O'jyk) — 1

< B <0 para todo oy,

podemos afirmar que

j|:S,(Uj,k)(ao_aj,k)+s(djyk)_SO+51|
E— _ T(o: 1 )—
lim log, | €k ()\jyk)("o sot+e) o S0 —1 = —00,

Jj—+00

lo cual implica que existe una constante M > 0 tal que

S/(Uj,k)(ao7Uj,k>+s<‘7j,k)750+5

0 < G (Agpe) 7070 23[ g )=t } < M,

para j y k € Z tales que j >0, |k| <2/. =

En el dltimo teorema dimos condiciones suficientes sobre los coeficientes wavelet ¢;
de una funcién o distribucién f para que S(o) sea la frontera 2-microlocal de f en xy.

Por lo tanto es natural preguntarse: ;Son estas condiciones necesarias?

En el siguiente teorema damos condiciones necesarias y suficientes para caracterizar
completamente a las funciones (o distribuciones) con frontera 2-microlocal S(o) en z,
en el caso en que S(o) es lineal. Con lo cual también quedard probada la vuelta de la

Proposicién 4.3.1. Mas precisamente,

Teorema 4.3.6 Sea la funcidn S(o) = a+ = (a—0) con 0 < vy < 1. Sea ¢ cualquier
wavelet en la clase de Schwartz, con infinitos momentos nulos, y sea f definida por sus

coeficientes wavelet:

fla)y=>" > ciw V(2 — k).

7320 kez, |k—27x0|<2?

La frontera 2-microlocal de f en xzy es S(0) st y sélo st para j >0y |k — 27xg| < 27,
p 1+ |k — 20|\
< €, Anf d oS (L1 = 7Ol 4.
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con Cjr Yy \ji sucesiones positivas tales que:

(i) Para todo C' € R

im
Jj—+oo

— <log2 (Cx,) LC log, (.)‘J%kj)) <.
7 J

(i1) Existe una sucesion (jn, ky), con j, estrictamente creciente, tal que para (jn, ky) se

verifica la tgualdad en (4.39), con ¢;, 1, #0, y

1 C; 1 s
lim M =0 y lm M —0.
n—+00 In n—+o00 In

Observaciéon 4.3.7 Observemos que si se verifican las hipdtesis del Teorema 4.3.3
para S(o) es lineal, también se verifican las hipdtesis de la vuelta en este teorema. En

el Teorema 4.3.3 la sucesion (jn, kn) verifica ademds que (jn, ky) € 1.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad consideremos zy = 0.

<) La demostracion es similar a la del Teorema 4.3.3. Los argumentos que usamos
sobre el conjunto de subindices I pueden adaptarse para los subindices (j,,k,) en el
caso en que S es lineal. En este caso se simplifica la prueba de la parte A) del Teorema

4.3.3 pues por hipétesis ¢;, k, 7 0y

» 1+ [k, \*97
. — ¢, inf { 9=inSl) [ L 1Pnl .
|c.7n,kn | ]nykn;IéR { )\

Jnskn

En consecuencia, por el Lema 4.2.3, tenemos que |¢j, .| = €}, k, 277% con 1+ |k,| =
i e 2777

=) Para probar la necesidad de las condiciones debemos mostrar, en primer lugar,
que los coeficientes wavelet de f se pueden describir con la férmula (4.39). Para simpli-
ficar consideremos la igualdad en (4.39) y reformulemos |c; |, los coeficientes wavelet
de f, para que sean de la forma

. Gp 279 s 1+ k| = A2
. 1+ |k| S(G’) (oa 7> Js
. inf{ 0-35() (_> _
" oeR

Ajik . .
0 sio 1+ k| # A2
Si |¢j k| # 0 basta elegir
1+ |k| |k
Nk = T y G = Qjﬁ (4.40)
para que se cumpla la igualdad de la férmula (4.39). Y, si |¢;x| = 0 basta tomar
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Nk F I;lfl para que la férmula (4.39) sea nula. Por ejemplo, si

Np=2  y G=277, (4.41)
la férmula (4.39) se anula. Probemos que las sucesiones € v A; verifican las condi-
ciones (7) y (i1).

» Condicién (7):
Si ¢j, = 0 es inmediato probar que las sucesiones definidas en (4.41) verifican (7).

Analicemos el caso en que ¢ # 0. Por hipétesis la frontera 2-microlocal de f en
0 es S(o) es decir que S(og) = sup{s : f € C5:°°~*} para todo o € R, con lo cual
para todo € > 0 y para todo (0y, s9) € Graf(S) tenemos que

1) f ¢ Cgo+€,00—(80+6) y 2) fe 050—6,00—(80—6).
A partir de 2) tenemos que para todo j > 0, |k| < 27 existe C' > 0 tal que

¢kl
. ’ <C.
2—](30—5) (1 + |/~{,‘|)50_5_0'0 =

Considerando las definiciones de (4.40) esto es:

G2 <c
2—j(so—¢) (>\j,k2]7)80_8_00 >

0 sea,
ng,k Aj7k750+5+00 2j((1—’y)so—a+’yao+a(’y—l)) S C.

Usando que sy = S(0g) = a+ 1 (a—0) i.e. (1=7)so—a+70¢ = 0, reformulamos

la dltima desigualdad como:
ngk /\jk—so+a+ao 2]’8(7—1) < C.

Si aplicamos log,(+) y dividimos por j obtenemos

10g2<.<€j7k) + IOgQ(')‘jyk) (O_O — 5o+ 8) +€(”)/ . 1) < 10g2(0>

J J J

Tomando limite cuando ¢ — 0 y luego limite superior, cuando 7 — o0,

m <10g2 ((6]7RJ> + (0,0 _ 80)10g2 (A]’kj)> S 07

J—+too J J

obtenemos

y como oy — S toma todos los valores reales queda probada la condicién ).
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» Condicién (4):
Sea J :={(j,k): 1+ |k| = X\;1277,5 >0, |k| < 27}.

A partir de la condicién (i), tomando C' = 0, tenemos que

im log, (ngk])
Jj—+oo

< 0 para (j,k;) € J.
Para probar (ii) necesitamos construir (jn, k,) € J, j, estrictamente creciente tal
que
log, (€; log, (A;
ll/m g2 ( J7L7kTL) — O y ].l/m g2 ( ]7L7k7L)

n—-+o00 In n—-+o0o In

=0.

Para ello mostraremos que existe (j,k;) € J tal que ,

Razonemos por el absurdo y supongamos que para toda sucesion (k;),en tal que
(4,k;) € J, existe § < 0 tal que

— log, (ngk])

,m - 6 ((kj)jen) < 0.
Tomando € > 0 tal que
d<e(y—1)<0 ie. 5<L,
v—1
tenemos que
M <d<e(y—1) de Gy, <207 (4.42)

J
para todo j > jo y para toda sucesién (k;);en tal que (j,k;) € J.

Teniendo en cuenta que (1 — y)sg = a — yoy obtenemos que
e(v—1)=a—(so+¢e)+v(s0o+¢c—0o).
Con lo cual reformulamos la desigualdad de la férmula (4.42) como
Cp, < 200 27700F9) gilsotemoo) o g 97T < gmilsote) (9i7)sotemo0 (4 43)

Luego, para ¢, # 0 es decir |¢ji| = G 277% y 1+ |kj| = Xjr, 277, la férmula
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(4.43) es equivalente a

1+ |kl

so+e—00
|Cj,kj| < 2-](504—5) < ) — 2—3(304—8) (1 + |kj|)so+€—00)\¢;(;€;sof€'

J

Por lo tanto, para ¢ < 17 (00, So) tal que g — s9 — € = 0 tenemos que
Y

|Cj,kj| < 2—j(so+6) (1 + “{?j|)50+6_00,

para todo j > jo y para toda sucesién tal que (k;);en tal que (j, k) € J.

En el caso en que ¢, = 0 la desigualdad es obvia. Con lo cual existe C' > 0 tal
que

lejul < C27IC0HD (1 [k[)reme
para todo j > 0y k € Z: |k| < 27, es decir que f € C§°+€’UO_(SO+5). Este he-
cho contradice la hipétesis 1) y el absurdo surge de suponer lim M =

J—+oo J
3 ((kj)jen) < 6 <0, para toda (k;)jen, (4,k;) € J.

En consecuencia para todo m € N existe (7, k](-m)) € J tal que

lim , > ——.
Jj—r+oo i m
) ) 1) log, (‘@”J(ll)kj ) ) .
Con lo cual existe (j1,k;,’) tal que ]—11 > —1 vy, en general, existe j,, >
log %”.(m)_
Jm—1 tal que M > —é.
Por lo tanto, seleccionando (j, km) = (Jm, /{:](:?)) tenemos que

1 C;
m——+00 ]m

=0.

Por otro lado, como
— (1 G k. 1 Nk
J—+oo j j

para todo (k;)jen, (j,k;) € J y para todo C, obtenemos

— /1 , 1 A;
lim < 982 Cém’km) +C 082 ( ]m’km)) <0 para todo C.

m——+00 Im Im
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En consecuencia,

log, (A

lim C M <0 para todo C,

m—+00 Jm

lo cual sélo es vélido si lim w

m—+00 Jm
subsucesion (jm,,, km, ) € J tal que

= (0. Esto implica que existe una

log, ()‘jmn,kmn)

jmn

lim =0.

n—-+oo
Por lo tanto basta elegir (j, kn) = (Jm,,, km, ) Para que se verifiquen las condicio-

nes planteadas en ii).

4.3.3. Conexion con el resultado propuesto por J. Lévy Véhel

y S. Seuret

En [46] J. Lévy Véhel y S. Seuret presentan resultados sobre la prescripcién de
la frontera 2-microlocal en un punto xy y también en simultdneo para un conjunto
de puntos {(zo),}nen, denso y numerable en [0, 1]. Trabajan en el plano (s',0) y la
frontera 2-microlocal estd determinada por o = g¢(s') y para la prescripcién en un

punto proponen el siguiente teorema.

Teorema 4.3.8 (J. Lévy Véhel y S. Seuret, 2004)
Sea g : R — R wuna funcion concava hacia abajo, no decreciente, con pendiente

entre 0 y 1, tal que g(0) > 0. Eziste una funcion f tal que la frontera 2-microlocal de
fen0esg(s).

La construccion de la funcién f, definida en el [0, 1], se desarrolla en la demostracién
del teorema y se define a través de los coeficientes wavelet de la siguiente forma: para
7>0y k>0,

Cik = 2—j/3,7',k’

con
= f xd(p),
ijk pEEj,k XO(p)
donde
Er={p:0<p<lyk= [2](1—/))]}’
y

xb(p) = min{j, —g*(p)},
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con ¢* la transformada de Legendre para funciones céncavas hacia abajo, definida por:

g"(p) = f{ps’ — g(s")}.

Esta definicion de los coeficientes puede adaptarse a la dada en férmula propuesta
en el Teorema 4.3.3. En primer lugar, para fijar ideas, mostraremos cémo adaptamos
esta definicién a la férmula (4.26) para el caso concreto en que g es lineal. Luego ana-

lizaremos el caso general.

Caso ¢ lineal:

Si g(s) = Ms' + d tenemos que
9" (p) = mf{ps’' — Ms' — d} = ,

J st p=Myj<d

Xbo(p) =min{j,—g*(p)} =min{j,d6 +oo} =< d si p=Myj>d

p

j si MeE;,yj<d

Biw= if xp(p)=q d si MeE,yj>d

pEL; K

| j s M ¢ Ej.

En consecuencia la definiciéon de la funcién f definida en [46], cuya frontera 2-

microlocal es g, estd dada por los coeficientes wavelet

( ;2

277 si k=[20"M]yj<d

cip =270k = ¢ 27l i k= [200-M]y j>d (4.44)

277° i k # [270-20],

\
Si elegimos apropiadamente a las sucesiones € v A podemos describir a los
J7 J?

coeficientes definidos en la férmula (4.44) a través de la féormula (4.26), propuesta en el
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Teorema 4.3.3.

Para ello describamos la curva s = g(s’) en el plano (o, s) como

1-M

S(o)=d+ i

(d— o).
Por la Observacion 4.2.4, la férmula

/. —iS(o 1
ikl = Cix .g@{ 9-i5(0) ( -

o +

7=

N———
=]
N3

|

q
——

se traduce en
ik = G 279% s 1+ [k = Ay 2002

y sino |¢; x| = 0.

Si, para j > 0y k > 0 elegimos

1 si k=[20"M]yji>d

9=i*+id & k= [200-M] v j<d 6 k# [270-M)]
(4.45)

y para k < 0 consideramos

_A 14 k|5
J— < o 3S(e) [ T 1™
G =0 Y ;Ielﬂg{ i ( Ajik ) ’

llegamos a la definicién dada por J. Lévy Véhel y S. Seuret en [46] de la féormula (4.44).
Mostremos que ambas sucesiones verifican las hipétesis del Teorema 4.3.3. En este

caso el conjunto de subindices I es

I={(,k) : § € Ay |ks| = [},

con {r,} la constante que resulta ser la Im (%) C [0,1], es decir
S’ M-1
Im( LAC) ): M

» Sik;=[200"M]yj>d

Por la eleccién de las férmulas dadas en (4.45) tenemos que

10g2(("’pj,kj) _ logo(1) 0

o J J
y que Ajx, = % resulta acotada entre 1 y 2, por lo tanto se verifica que
log, (€ 1. log, ( Ak,
1 282 (Gw) g, l0m Oun)
J—+00 ] J—+00
(J.kj)el (Gkj)el
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s Sik = [21(1*M)] yj<dé k+# [23'(171\4)]:
S6lo consideramos el caso k # [270~M)] pues analizamos limites con j — +oo0.

Observando las férmulas de (4.45) tenemos que

1 1+ k 27

— M
2i(1-M) — 9j(1-M) — 9j(1-M) ’
log, (A
con lo cual 282Quk) o5 acotada. Por otro lado
, logs (%) __ 1. loga (277°590) P
hmj_>+oo f = llmj_)+oo f = hmj_>+oo T = —0OQ.

En consecuencia,

Jj—+oo i ]

lfm <—log2 %”‘“J‘) 4o 182 W) Q”’“J’)) <.

Caso ¢ no lineal:

Sea g : R — R una funcién creciente con derivada entre 0 y 1y ¢"(z) < 0, es

decir g con hipdtesis andlogas a las de S(o) en el Teorema 4.3.3.

Observacion 4.3.9 Se puede probar que si g es dos veces derivable, creciente con de-

rivada entre 0y 1y g"(x) <0, entonces

» 1) —g* es estrictamente concava hacia arriba y alcanza un minimo en p = ¢'(0).
= 2) sop(=g") ={p: —g" # +oo} = Im(g').

1) La transformada de Legendre de una funcion g estrictamente concava hacia abajo
es

9'(p) = fnf{pz — g(x)}

y resulta ser estrictamente concava hacia abajo, con lo cual —g* es estrictamente conca-
va hacia arriba.

Ademas, si 0 < py <1, la funcion pox — g(x) tiene un extremo en xo tal que

QI(JJO) = Po,

y ademds resulta ser un minimo, es decir que g*(po) = poro — g(xo).

Por otro lado, como pxr — g(z); = —g(0), tenemos

x=0

9" (p) < —g(0) p,
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mds aun g*(p) alcanza un mdzimo en —g(0) pues, si g'(0) = po entonces g*(po) = —g(0).

En consecuencia, —g* alcanza un minimo en py = ¢'(0).

2) Probemos que sop(—g*) = {p: —g* # +oo} = Im (¢).

Sea p € Im(g'). Sipelm(g), o sea p=g'(x9), tenemos que g*(p) = pro — g(xo) seria

finito. Por otro lado, si p ¢ Im (¢') equivale a que existe x,, € R tal que

lim g(2a) = p.

n—-+oo

Observemos que este caso sdlo se da si g(x) tiene una asintota oblicua con pendiente
p, o sea que existe d tal que
pTn +d > g(1y,),

a partir de cierto n. Si g'(x,) = pn entonces las funciones p,x — g(x) tienen un minimo

que se alcanza en x = x, en cada caso, 0 sea que

g*(pn) = PnTp — g(xn)

Por lo tanto
9" (pn) = pnn — g(xn) = (pn — p)a, — d

y, como (p, — p) y T, tienen el mismo signo, entonces
9" (pn) = —d.
En consecuencia

lim g*(pn) = 9" (p)

n—oo

es finito.

Ademds, si p ¢ Im (g'), derivando px — g(x) tenemos p— g'(x). Entonces, se podrian
dar dos situaciones,

p—g(x)>M>0Vz obien p—g'(x) <N <0V
En general, por ser g concava hacia abajo, tenemos que
g(z) < g'(w0)(x — w0) + g(0),

para todo x y xq.

Y, en particular,

9(0) < ¢'(x)(0 —x) + g(z) o bien ¢(0)+xg'(x) < g(x).
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Entonces
pr — g(x) < pr — g(0) — xg'(x),

o equivalentemente
pr —g(x) < (p—¢'(z))r + D.

Sip—g(x) > M >0, para todo x, tenemos que

lim (p—¢'(z))zr+ D = —c.

T—r—00

Y, sip—g'(xr) <N <O, para todo x, resulta que

lim (p— ¢ (2))z+ D = —oc.

T—>+00

Por lo tanto g*(p) = —oc.

Ahora si, calculemos
ci = 2790k, (4.46)

con B, = infper;, Xo(p) ¥ x(p) = min{j, —g*(p)}-
La Figura 4.3 es un esquema del grafico de x3(p) y de —g*(p).

1 " ~
T 1 f >

1
a g'(0) b p

-

Obs: [a,b] = sop(g*)

Figura 4.3: Grafico de —g*(p) y x4(p).

100



Por lo tanto, si

mf {—g"(p)} = —g"(pjr),

pEEj .k
se tiene que
J si j<—g"(p) Vp€ Ejp
Bk =
—g*(pje) si J> =g (Pik)

La Figura 4.4 muestra un esquema de la ubicaciéon de p;; para distintos intervalos
E; i del nivel j.

=97 (p)
j /
j

Xo(P)

PR Ei’k PR N
C 1 I -
AVAREE
Pjk

Figura 4.4: Ejemplos de distintos F; i vy p;, para el nivel 7.

Y la férmula de los coeficientes wavelet de la férmula (4.46) propuesta en [46] resulta

ser
2

27 si j<—g"(p) Vp€ Ejy
Cik = (4.47)
29 Pik) s J> =g (pjr)-
Anélogamente al caso lineal, probaremos que eligiendo apropiadamente sucesiones
Cix Y \jx se pueden describir a los coeficientes de (4.47) con la férmula (4.26) del

Teorema 4.3.3. Ambas sucesiones estaran definidas por distintas formulas, conforme si
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(1) 7> —g*(pjx) (2) J < —g"(pjr) ¥ —g*(pjx) finito o (3) j < —g*(pjn) ¥ —9"(pjk)
infinito.

(1) Sij>—g*(pjx):

Consideremos

y calculemos c;, a partir de nuestra definicién.

. 1+ k5@ ‘ ‘ )—oc
Cjk = Cyx - inf { 9=75() (ﬂ) — fnf { 97500 (9i(1=p;)) 37 }
oeR )\j,k

ceR

Como

9=3S(7) (qu—pj,k))S(U)*ff _ 93 k(S(0)=0)+0) _ 9=i(=pjk(o—S(0))+)

Y

recordando el cambio de variable s+ s’ = o, podemos describir a la curva o = g(s')
en el plano (o, s), a través de la funcién S(o) definida como S(o) = s tal que el s

verifica,
o=g(oc—s).

Andlogamente dada la curva s = S(0) se puede describir en el plano (s, o) como

la funcién g definida por g(s') = o tal que o verifica que

En definitiva vale que

y en consecuencia

9—3S(7) (Qj(l—pj,k))s(")*" _ 9= i(—psr(0=5(0)+9(c—S(c)))

Y

Y el fnfimo de 277 (~ri#(e=5(@)+9(r-5()) o

97 5uPger{—ps k(0—5(9))+9(0—5 (o))}

Por otro lado, teniendo en cuenta que para cualquier funcién h vale que

sup{h(0)} = — mf{—h(o)},
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obtenemos

9—isupser{—pjk(0—=5(0))+9(c—5(0))} _ 2—j(— infyer{pjr(oc—9(c)—g(c—S(a))}) )

O equivalentemente, reemplazando s’ = o — S(0),

2_j(_fnfaeR{pj,k(U_S(U))_Q(U_S(U))}) — 9iinfycripjrs’—g(s)} — 2]'9*(/&',07

que coincide con la férmula (4.47).

1+]k . .
2j<i‘pj‘ 5 Y ©€jx = 1 verifican las hipdtesis

log, (%,k) =0
- .

Mostremos que las sucesiones \;j =

requeridas en el Teorema 4.3.3. Claramente

Por otro lado calculemos efectivamente A\, :
» Sipjr € Ej ) entonces k = [21'(1*Pj,k)] y

1+ [2](1*/0]',1@)]
Ajk = 95 (1=pjk)

» Sip;r ¢ Ejj entonces, por ser E; i1 y Ej) intervalos adayacentes, p;p €
E; 111, es decir que k + 1 = [2/(=rin)] y

23(1=pj k)

W cit

27(1=pjk)
Por lo tanto, en ambos casos % < Ajx < 2. En consecuencia,

i 2082 k) (,A””fj)
j—4oo 7

=0

para todo k; tal que |k;| < 27.

Sij < —g"(pjr) ¥ —g"(pjr) es finito:
Como el soporte de —g* es un intervalo [a,b] no puede haber infinitos j tal que
—g*(pjx) > j con —g*(p;x) finito. Por lo cual el caso (2) se da para finitos j y
entonces basta, por ejemplo, elegir
1+ [F] 39" (pjk) 93"

Ak = gt Y G =202
para que se cumpla que c¢j; = 274 Como esta eleccién es para finitos j no es
necesario verificar que se cumplen las hipétesis del Teorema 4.3.3, que imponen

condiciones sobre las sucesiones cuando j — +00.
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(3) Sij < —g"(pjx) y —9"(pjr) = +o0
Si —g*(p;x) = +00 tenemos que —g*(p) = +oo para todo p € Ej, y esto implica
que Ej () sop(—g*) =0, es decir que p;; ¢ sop(—g*) = Im(g’).

En consecuencia tenemos que no existe (s}, )nen una sucesion tal que
= lim ¢'(s
con k = [27(1=r3#)] o equivalentemente que

1—pjr# nl_f}l_}l_lool —d'(s) V(8! Jnen- (4.48)

Por otra parte, derivando la igualdad

0= g(O' - S(U))v
respecto de o, tenemos que
G = 40— 5(0))
——=g(c—5(0
1—5(o) g

o equivalentemente

1 _ So)
1-S(c) 1-95(0)

1—g(o—S(e) =1-

con lo cual, por la férmula (4.48) , tenemos que

1—pjx ¢1Im (%)

O sea que en el caso (3) tenemos que,

k # [2/"] con (r;); denso en Im <1—L;()0)> . (4.49)

Entonces, si seleccionamos

1+ || _ 9ig"(g'(0) 932
Ak = Sty ¥ Gk =2 27
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y hacemos cédlculos andlogos a los hechos en el caso (1), obtenemos que,

» 1+ |k| S(o)—0o
2 3S(o) —
Cirk ng’k ;Ielﬂg{ 2 < >\ij

_ 9-ig" (' (0)9—7% {f { 9—iS(0) <2j<1—g'<0))>5 (”)"} — 999°(9'(0) 93 9ig" (4 0) — 9—3*
oc€eR

en coincidencia con la férmula (4.47).

Por lo observado en la férmula (4.49) tenemos que (j,k) ¢ I, en consecuencia
solo basta ver que se cumple la hipdtesis del Teorema 4.3.3 que requiere que para

cualquier C' € R,

Jj——+o0 J i

1fm (k’g? (%’kj) Lo loe (,Aj”“j)> <0

La sucesion A, estd acotada pues, si |k| < 27 con (j, k) ¢ I,

1 14|k 27 id )
=g o) = Nk = Sia—g) = ia—go) — 2 -

logo (Aj k.
Por lo tanto, y es acotada.

Y, por otro lado,

l (g , log2 (Z_jg*(g/(o))z_j2>
i 282 (k) _ g = lim —4"(¢/(0)) — j = oo,

Jj—o0 i j—o0 j j—00

es decir que se verifica la hipdtesis requerida.

4.4. Conclusiones

En este capitulo analizamos con méas profundidad el tipo de singularidad puntual

que podria presentar una funcién o distribucion, mediante la prescripcion de la fron-

tera 2-microlocal. Con este objetivo, presentamos una férmula genérica, basada en los

coeficientes wavelet, que provee una amplia clase de funciones o distribuciones cuya

frontera 2-microlocal en xy es S(0), donde S(o) es una funcién decreciente definida en

R tal que S(o) es céncava hacia abajo con S”(c) < 0 o bien con S(o) lineal. Esta clase

de funciones (o distribuciones) incluye a cada una de las construcciones propuestas en
[23, 52, 46].
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Si S(o) es lineal caracterizamos completamente a la familia de funciones o distribu-
ciones con frontera 2-microlocal S(o) pues las condiciones dadas sobre los coeficientes
wavelet son las necesarias y suficientes para que S(o) sea la frontera 2-microlocal en x
de una funcién o distribucién . En el caso general, cuando S(o) no es lineal, conjetura-
mos que nuestras condiciones suficientes, para que S(o) sea la frontera 2-microlocal en
xo de una funcion o distribucion, estan cerca de ser condiciones necesarias.

Nuestros resultados podrian ser un punto de partida para dar respuesta a algunos
problemas abiertos [46, 36]. En primer lugar determinar las condiciones de compatibi-
lidad que cumplen las diferentes fronteras 2-microlocales de una funcién f, cuando x
varia en un intervalo I para luego predeterminar simultaneamente en cada = € I la
frontera 2-microlocal de f. En este sentido hay un avance en [46], donde los autores
prueban un resultado sobre la prescripcion de frontera 2-microlocal en simultaneo para
un conjunto denso y numerable en un intervalo /. Una primera pregunta a responder es:
.Serd posible extender nuestro resultado para un conjunto denso y numerable o, mas
aun, para todo x € I7 Ademds, jserd posible debilitar las hipdtesis sobre S(o) para
la prescripcion de la frontera en un punto xy? ;Qué condiciones se deberian requerir
sobre un conjunto de curvas para poder definir una funciéon f : I — R cuyas fronteras
2-microlocales en I sea dicho conjunto de curvas?

Por otro lado, nuestros resultados podrian ser utiles para modelizar senales y carac-
terizar en profundidad sus singularidades. Aunque, cabe aclarar que, para implementar
alguna metodologia con aplicaciones en senales, deberia ser posible reformular las con-

diciones obtenidas para que resulten manejables en la préactica.
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