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Modelo lineal funcional con restricciones de forma

Resumen

En este trabajo estudiamos el modelo lineal con covariables funcionales y respuesta escalar cuando
existen restricciones sobre la forma de la funcién de peso. Algunas de las restricciones consideradas
son positividad, monotonia, convexidad o de nulidad a partir de un cierto punto.

Estudiamos y desarrollamos herramientas tedricas para obtener resultados de convergencias de
elementos aleatorios en un espacio de Hilbert separable. Utilizamos una (semi) norma definida
por el operador de covarianza de las covariables y relacionada con el error cuadratico medio de
predicciéon. Demostramos una Ley de los Grandes Nuimeros Uniforme para su versién empirica y
obtenemos un resultado que vincula las tasas de convergencia en (semi) norma empirica con las de
la (semi) norma de interés.

Estos resultados nos permiten obtener, con hipétesis menos restrictivas a las usuales en la literatura
de datos funcionales, tasas de convergencia para una amplia familia de estimadores en el modelo sin
restricciones y ademads, demostrar su consistencia bajo la norma inducida por el producto interno
del espacio.

Para el modelo restringido proponemos una familia de estimadores que cumplen con las restricciones
de forma y mostramos, bajo ciertas condiciones, que sus tasas de convergencia son menores o iguales
a las obtenidas para los estimadores sin restricciones. Realizamos un estudio de simulacién para
evaluar su desempernio en muestras finitas.

Finalmente, consideramos el caso donde la funcién de peso es mondétona y nula a partir de un
momento. Proponemos un estimador para el punto de cambio, es decir, el momento a partir del
cual la funcién es idénticamente cero. Probamos su consistencia y mediante un estudio de simulacién
mostramos su desempeno en distintos tamanos de muestras.

Palabras clave: Modelo lineal funcional, Estimacion restringida, Penalizacion, Datos funcionales,
Modelo funcional historico. Deteccion de punto de cambio.



Functional linear model with shape constraints

Abstract

In this thesis we study the linear model with functional covariates and scalar response under
shape constraints on the weight function. These constraints may be, among others, positivity,
monotonicity, convexity or beeing constantly zero after a certain point.

We study and develop theoretical tools for the convergence of random elements in a separable
Hilbert space. We use a (semi) norm based on the covariance operator of the functional covariates
and related to the mean squared prediction error. We demonstrate an Uniform Law of Large
Numbers for its empirical version and obtain a result that links the convergence rate of the empirical
(semi) norm to the (semi) norm of interest.

These results allow us to obtain convergence rates for a wide family of estimators in the unconstrai-
ned model and show their consistency under the norm induced by the inner product. These results
are obtained with milder hypothesis than those commonly used in the functional data literature.

For the constrained model we propose a family of estimators that satisfy the shape constraints.
Under certain conditions, we prove that their convergence rates are as good as or better than
those obtained for the uncontstrained estimators. We perform a simulation study to compare the
prediction errors for finite samples.

Finally we consider a special kind of constraint where the weight function is decreasing and equals
zero after a certain point. We define an estimator for the change point, i.e. the first moment where
the function is constantly zero. We prove the consistency of the proposed estimator and we conduct
a simulation study in order to show its behaviour on different sample sizes.

Palabras clave: Functional linear model, Constrained estimation, Penalization, Functional data.
Historical Functional linear Model, Change point detection.
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1. Introduccién

1.1. El Modelo Lineal Funcional con respuesta escalar

El estudio de metodologias estadisticas con datos que se representan como funciones o curvas es
un area conocida como Datos Funcionales. Este area ha ganado popularidad desde los finales de
la década de 1990 y hoy en dia es un tépico en creciente desarrollo. Los datos funcionales pueden
ser pensados como curvas o funciones sobre un dominio continuo. Algunos ejemplos usuales son
curvas de altura de personas a lo largo del tiempo, espectrometrias, de precios diarios de activos
financieros o de temperatura a lo largo del tiempo entre otras.

El modelo de regresion lineal con covariable funcional y respuesta escalar es un pilar fundamental de
los modelos de regresion funcionales. En este existe un proceso aleatorio que define una covariable
funcional = que vive en Lo(I) con I C R. Este elemento aleatorio tiene una respuesta escalar
asociada que sigue la siguiente ecuacién

Y —a+t /Ib(t)x(t) e (1)

La funcién b se conoce como funcién de peso o funcion de regresion del modelo. Tanto esta como el
término independiente o intercept o € R son elementos no aleatorios. El término del error € es una
variable aleatoria con media cero y varianza finita. Este modelo ha sido extensamente estudiado
cuando I es un intervalo cerrado y acotado de R. Las propuestas de la literatura se diferencian
cuando el interés radica en conocer la funcién b o el funcional ®(x) = [, b(t)x(t) dt. El segundo caso
esta relacionado con la prediccién de la respuesta para un nuevo elemento.

En la mayoria de los casos practicos los datos funcionales son observados sobre una grilla ¢1,...,t,
del intervalo I. Es decir, para cada curva, se cuenta con los valores (t;,2(t;)) para 1 < j < p. Las
grillas pueden ser diferentes para cada curva, y se suelen asumir hipétesis de suavidad sobre estas
que permiten pasar de los datos grillados al continuo. Las grillas también pueden ser irregulares, es
decir, la distancia entre t; y ;41 no se mantiene constante. Esta situacién no resulta un problema en
la practica siempre que la grilla sea lo suficientemente fina, es decir, las distancias entre los puntos
de la grilla es suficientemente chica. Los casos en que esto no ocurre pueden presentar problemas
metodoldgicos y tedricos. Este tipo de datos son conocidos como datos funcionales esparsos.

En este trabajo asumimos que contamos con el dato funcional completo, es decir, la curva z(t), t € I.
Si bien esta situacién no es frecuente en la préctica, si se cuenta con una grilla muy fina o, mejor
aun, si se cuenta con la posibilidad de obtener una grilla tan fina como se desee podemos utilizar
hipétesis de suavidad sobre las curvas para obtener la curva continua. En muchas situaciones el
error que se comete es despreciable ante la variabilidad que presenta el modelo.

Una de las ventajas de los modelos funcionales es que permiten superar el problema de alta di-
mensién de manera natural en el caso en que se pueda suponer que los datos tienen una estructura
continua. Esto marca una importante diferencia de los modelos multivariados usuales. El siguiente
ejemplo ilustra esta afirmacion. *



1.2. Un ejemplo de aplicacién del Modelo Lineal Funcional

En este ejemplo hacemos uso de los datos de Janssens (1998) que fueron estudiados por Maronna
(2013). Los datos se componen de n = 180 curvas espectométricas de vasijas de vidrio arqueoldgicas.
El rango de las frecuencias de las espectrometrias fue tomado de 100 a 400 y los datos presentados
en una grilla regular con p = 301. A cada vasija se le realizé6 una medicién quimica del nivel
de 6xido que corresponde a la respuesta Y del modelo [I] Los valores de la grilla los convertimos
a datos funcionales que representamos en un espacio de splines S de grilla regular. La Figura
muestra algunas curvas y en rojo la curva media. Separamos al azar los datos en % para el grupo
de entrenamiento y % para el grupo de testeo.
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Figura 1: Curvas espectrométricas.

Para ajustar el modelo funcional utilizamos un espacio H de splines de orden cuatro y dimensién
120 sobre una grilla regular. La funcién de peso del modelo (1] la obtenemos como el elemento de H
que minimiza sobre el grupo de entrenamiento la expresién

S Y, -Y o ) (z;(t) — z(t dt2 o ")) dt
> (vi-v- [ sowo-sma) 1o [ ot

=1 100 00

La integral de la segunda derivada es un término de penalizacién que ayuda a obtener soluciones
mas suaves. El valor del pardmetro p lo obtuvimos por validacién cruzada dentro del grupo de entre-
namiento. Para predecir el valor del éxido en el grupo de testeo utilizamos el modelo reemplazando
la funciéon de peso y el intercept por sus estimaciones. Esto nos permite obtener una estimacién
de su error cuadratico medio de prediccién. Para tener una idea de su desempenio ajustamos un
modelo de regresién lineal multivariada con estimaciones Ridge y Lasso

301

Y =a+) Bty (2)
j=1
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Figura 2: Estimaciones por Lasso, Ridge y MLF.

Este problema es analogo ya que si una grilla es regular y lo suficientemente fina uno espera que
P
>~ Bjalt) ~ 1| [ ble)ae e,
i=1 !

donde |I] es la longitud del dominio de las funciones.

Para los tres ajustes utilizamos el mismo grupo de entrenamiento y testeo. La funcién estimada y
los valores de los coeficientes obtenidos por las metodologfas pueden verse en la Figura[2] La Figura
[3] muestra un boxplot que permite comparar los errores al predecir el éxido con cada metodologia
de estimacién.

Los errores cuadraticos medios de prediccion los presenta la siguiente tabla:

Funcional ‘ Lasso ‘ Ridge
ECMP  0.65 | 101 | 1.16

Puede observarse que el estimador funcional supera ampliamente a los métodos multivariados. Si
bien tanto Ridge como Lasso estdn pensados para situaciones de alta dimensionalidad (p > n) estos
asumen poca correlacion entre las covariables. En el caso de datos que vienen de una curva suave
esta suposicion no es razonable, uno espera una correlacién fuerte entre valores x(t;) y (t;j4x) si
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Figura 3: Boxplot de los errores por métodologia de estimacién.

la grilla es muy fina. Este podria dar una justificacién de por qué el modelo funcional supera a las
metodologias multivariadas en este conjunto de datos.

1.3. Estimacion bajo restricciones

En esta tesis estudiamos el modelo lineal cuando existe informacién sobre la forma de la funcién
de regresién. Cuando hablamos de forma, podemos imaginar hipdtesis sobre su monotonia o con-
cavidad, aunque en general nos referimos a que la funcién de peso pertenece a un subconjunto
convexo del espacio de Hilbert donde se desarrolla el modelo. En la primera parte de este trabajo
nos ocupamos en la estimacién bajo restricciones. Es decir, estimacién con funciones dentro de la
clausura de dicho convexo. Para esto estudiamos una familia de estimadores de Sieves penalizados
restringidos y probamos propiedades sobre muestras de tamano fijo. A partir de estas obtenemos
tasas de convergencias para el error de prediccion y resultados de consistencia para la estimacion
de la funcién de regresién bajo la norma Ls. Los resultados que obtenemos son para conjuntos
convexos en general y mostramos que las tasas son igual de buenas o mejores que las que se pue-
dan obtener sin asumir restricciones. Implementamos los estimadores restringidos para restricciones
de monotonia, concavidad y positividad. Realizamos una extensa simulaciéon que muestra que los
estimadores propuestos mejoran a los estimadores usuales para muestras de tamano fijo.

En una segunda parte de esta tesis, consideramos el problema de estimar un subconjunto al cuél
pertenece la funcién de regresion del modelo. Estudiamos el Modelo Lineal Histérico o Modelo
Lineal Truncado donde la funcién de peso es constantemente nula a partir de un punto desconocido.
Estudiamos la estimacién del punto de cambio, es decir, el punto a partir del cual la funcién es cero.
Obtenemos una tasa de convergencia para el estimador cuando en la literatura solo encontramos
resultados sobre su consistencia. Mostramos ademés como obtener una estimacién de la funcién
de peso que se trunque en el punto de cambio estimado y obtenemos sus tasas pudiendo incluir
restricciones de monotonia en dicha estimacién. Realizamos una simulacién computacional para
estudiar el comportamiento de las metodologias para muestras finitas. Parte de estos resultados los
obtuvimos en colaboracién con M. Sued. Finalmente ilustramos el modelo y los estimadores sobre



un conjunto de datos de emision de particulas sélidas.

Para abordar estos problemas estudiamos con detalle el modelo lineal sin restricciones y la conver-
gencia de elementos aleatorios sobre espacios de Hilbert ampliando los resultados de la literatura
para que se adecuien a nuestras necesidades. Algunos de los resultados obtenidos con este fin resul-
tan de interés en si mismos y dan herramientas teéricas para trabajar con datos funcionales mas
alld de los propésitos para los que se desarrollaron en esta tesis.

En la medida de lo posible presentamos los resultados en su forma més general para espacios de
Hilbert separables.

1.4. Procesos estocasticos

En este apartado presentamos definiciones y resultados necesarios para el desarrollo de nuestro
trabajo. Incluimos resultados sobre procesos estocasticos y andlisis funcional siguiendo libros de
referencia de cada tema. Como la mayoria de estos son considerados estandar los enunciamos sin
demostracién para completitud del manuscrito y del entorno de trabajo en el que se desarrolla la
tesis.

Una de las primeras consideraciones que se debe tener al trabajar con datos funcionales es el espacio
donde se desarrolla el modelo. Las opciones empiezan desde espacios métricos donde podemos medir
distancias entre elementos, siguiendo por espacios de Banach donde se cuenta con una norma y las
sucesiones de Cauchy son convergentes hasta espacios de Hilbert donde la norma proviene de un
producto interno. Entre los espacios de Banach las opciones mas frecuente son C|a, d] el espacio de las
funciones continuas equipado con la norma del supremo o Ly, ([a,d]) = {f : [a,d] — R, fad |f()Pdt <
+oo}. Ambos espacios son separables y en el caso particular de Ls([a,d]) su norma viene inducida
por el producto interno (f, g) = [; f(t)g(t) dt. Otros ejemplos de espacios de Hilbert separables son
Ls[R] o H{;d] C Lola,d] el cual se define a partir del producto interno (f, g) yr = Ef:()(Dif, D'g)
con D' el operador derivada débil de orden i.

Los resultados de la primera parte de la tesis los obtenemos para cualquier espacio de Hilbert
separable. Esto es diferente a buena parte de la literatura que suele trabajar con La[a, d] o C|a, d]

Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad, con Q el espacio muestral, A una o-dlgebra y P una
medida de probabilidad sobre A y un espacio medible (E, B).

Definicién 1.1 (Proceso estocdstico)

Decimos que X = (X, t € T) es un proceso estocdstico o proceso aleatorio, si X es una familia
de variables aleatorias definidas sobre un espacio muestral (2, A, P) que toman valores sobre el
espacio de estados (E,B) para un conjunto de indices T. Si'T C R es un conjunto conexo, decimos
que es un proceso estocdstico (aleatorio) continuo. En el caso que E =R y B = Br diremos que es
un proceso aleatorio real.

Definicién 1.2 (Ley de X )

Consideremos ET el espacio de funciones de T a E y S = o(m,t € T) la sigma dlgebra generada
por las funciones m; : ET — E definidas como m(x) = 2(t), x € ET. La ley de X se define como

Px(S)=P(X €8), S €S.
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Definicién 1.3 (Distribuciones finito dimensionales)

Las distribuciones finito dimensionales de X son las distribuciones de los vectores aleatorios
(X4, ., Xt,) para cualquier k e Ny ty,... tp € T.

Teorema 1.4 Sea E un espacio métrico separable completo y B la sigma dlgebra de Borel, las
distribuciones finitos dimensionales de X determinan Px.

Definicién 1.5 Un proceso aleatorio real X = (X, t € T) se dice de sequndo orden si E(X?) < 0o
para todo t € T'. En estos casos se puede definir la media del proceso

m(t) =E(Xy), teT, (3)
y la funcion de covarianza
c(s,t) = Cov(Xs, Xy), s, teT. (4)
La funcion de covarianza satisface que es simétrica c(s,t) = c(t,s) y positiva en el sentido que
Z aiajc(ti,tj)zo; k>1; ap,...,ap €R; t1,....tp €T.
1<i,j<k

En términos matriciales, la matriz C = Cy, 4, € RE*k definida por (C)ij = c(ti, t;) es simétrica
y semidefinida positiva.

Definicién 1.6 Un proceso real de sequndo orden X = (X¢, t € T) se dice Gaussiano si para
cualquier k € N y para todo ty,...,t, € T el vector aleatorio (Xy,,...,Xy,) tiene distribucion
normal multivariada con matriz de covarianza Cy, . 4, € RFExk,

Es importante notar que por el Teorema los procesos Gaussianos son determinados por m y c.
A continuacion damos dos ejemplos de procesos aleatorios que nos seran de utilidad méas adelante.

Definicién 1.7 Un proceso de Wiener W = (W, t > 0) es un proceso Gaussiano con m(t) =0 y
c(s,t) = o®min(s,t). Donde 0* es una constante positiva.

Definicién 1.8 Un proceso Ornstein-Uhlenbeck (O.U) es un proceso Gaussiano con funcion de
media nula y funcion de covarianza c(s,t) = %ﬁe‘ms_t‘ con a2, 0 > 0.

Los procesos Ornstein-Uhlenbeck tienen trayectorias derivables mientras que los procesos de Wiener
tienen trayectorias continuas pero no derivables.

Es bien conocido que las matrices de covarianza para vectores aleatorios son simétricas y semidefini-
das positivas. El siguiente resultado que puede encontrarase en Bosq (2000) extiende este resultado
a operadores de covarianza.

Teorema 1.9 (Mercer) Sic: [a,d] X [a,d] = R es una funcion de covarianza continua, entonces
existe una sucesion (en) completa de funciones continuas que forman una base ortonormal de
Lsla,d] y ademds, una secuencia decreciente (A\y) de reales no negativos tales que

c(s5,t) =Y Anen(s)en(t), s,t € [a,d]. (5)
n=1

11



La convergencia de esta serie es uniforme sobre [a,d)? y se satisface

/dc(t,t)dt:i/\n<oo. (6)
a n=1

Mads ain,
d
/ o(s,1)e(s) ds = Anen(t), t€la,d], neN. (7)

Si definimos el operador lineal T' : Cla,d] — Cla,d], T(f) = fd c(s,t)f(s)ds los pares ep, A,

a
resultan sus autofunciones y autovalores asociados. El siguiente Teorema extiende las nociones de

componentes principales a procesos estocasticos.

Teorema 1.10 (Expansion de Karhunen-Loeve (K.L.)) Sea X = (Xy, t € [a,d]) un proceso de
sequndo orden con funcion de covarianza continua. Tenemos

Xp=m(t)+ Y xnen(t), tE€[a,d], (8)
n=1

con (Xn) una secuencia de variables aleatorias reales con esperanza cero, E(xnXk) = Andnk, 1,k € N
y los pares ey, A\, los definidos por el Teorema[1.9.

Dem: Ver Teorema 1.5 de Bosq (2000).

1.5. Procesos aleatorios sobre un espacio de Hilbert

Para definir elementos aleatorios definidos sobre un espacio de Hilbert separable hacemos un repaso
de algunas definiciones y resultados que necesitamos del analisis funcional. Empezamos por clasificar
los operadores lineales y comentar algunas de sus propiedades. Finalmente enunciamos un Teorema
de descomposicién espectral.

En lo que sigue H es un espacio de Hilbert separable con norma |ju|| = /{u, u).
1.5.1. Clasificacion de operadores lineales

Definicion 1.11 T : H — H es un operador acotado si existe C' > 0 tal que

sup ||T'(u)|| < C.
[lul|<1

Los operadores lineales acotados son continuos. El espacio de operadores acotados es un espacio de
Banach con la norma del supremo ||T'|| = supy, <1 [|7'(w)]]-

Definicion 1.12 Un operador T se dice compacto si la imagen sobre cualquier conjunto acotado
tiene clausura compacta.

12



El espacio de operadores lineales compactos es un espacio de Banach con la norma del supremo y
es un subconjunto del espacio de operadores acotados.

Proposicion 1.13 Un operador T es compacto si y solo se puede escribir de la forma
oo
T(u) =Y An(t, fo)en. (9)
n=1

con {fn} y{en} conjuntos ortonormales de H y {\,} una secuencia de nimeros reales no negativos
tales con A\, — 0.

Definicion 1.14 Un operador lineal compacto se dice de Hilbert-Schmidt si en la descomposicion
dada por la Ecuacion |9 satisface

(o]

S <o

n=1

Definicion 1.15 Un operador lineal compacto se dice Nuclear si en la descomposicion dada por la
Ecuacion[9 satisface

oo
Z |)\]| < 4-o00.
n=1

Definicion 1.16 El operador T : H — H se dice:
Simétrico o autoadjunto si (u,Tv) = (Tu,v) para todo u,v € H.

Positivo si (T'(u),u) > 0 para todo u € H.

Teorema 1.17 (Diagonalizacion de un operador compacto, simétrico y positivo)

SiT :H — H es un operador lineal compacto, simétrico y positivo, existe una secuencia de niumeros
reales no negativos A, tal que A\, — 0 cuando n — oo, y una base ortonormal {e,} para Nu(T)*
tal que para todo u € H

T(u) =Y An(u,en)en. (10)
n=1

Si Nu(T)* es un espacio de dimension finita la serie es una suma finita. Como T(e,) = Anen se
dice que {A\n} y {en} son los autovalores y autovectores de T' respectivamente.

La demostracién se desprende como corolario de la diagonalizacién de operadores compactos auto-
adjuntos. Ver Teorema 5.1, Capitulo 4, Conway (1990).

Corolario 1.18 Bajo las hipdtesis del Teorema existe TY? : H — H, simétrico, positivo Y
compacto tal que T = T2 0 TV/2 y se define como

(e}
T1/2(’LL) = Z Arlz/Q (u, en)en. (11)
n=1
Ademds, si T es un operador Nuclear, T'/? resulta un operador de Hilbert Schmidt.
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Teorema 1.19 (min-maz) Sea H C H un subespacio de dimension finita p. Sea D : H — H y
0< 7 <...< 7y los autovalores de D*D. Resulta

Th [r]nglg I;lea[}({u ull* con lul| <1} (12)
dim(U)=k

1.5.2. Elementos aleatorios en un espacio de Hilbert separable

Definicién 1.20 Decimos que x : (22, A) — (H, By) es un H elemento aleatorio o una H variable
aleatoria si (u,x) es una variable aleatoria real para todo u € H.

Definicién 1.21 Sea x un H elemento aleatorio que satisface E(||x||) < +o00. Definimos la espe-
ranza de x y notamos E(x) al elemento de H que satisface

E((u,z)) = (u,E(x)), wueH. (13)

La buena definicién se desprende del Teorema de Representacién de Riesz ya que u — E((u, z)) es
una transformacion lineal acotada de H en R. La Esperanza de H elementos aleatorios mantiene
muchas de las propiedades usuales conocidas para variables aleatorias reales. Por ejemplo

[E(@)]] < E([|=]])-

Ademéds, si Hy y Ho son dos espacios de Hilbert separables y T" es un operador lineal acotado de
H; a Hy entonces

Definicién 1.22 (Operador de covarianza)

Sea x un H elemento aleatorio con E(z) = m y E(||z]|?) < co. Definimos el operador de covarianza
I''H—-H

Teorema 1.23 Un operador I' : H — H es de covarianza si y sélo si es simétrico positivo y
nuclear.

Es decir, I' es un operador de covarianza para algin H elemento aleatorio si y solo si, existe una

base ortonormal de Nu(T)*, {e,} y una sucesion decreciente de niimeros no negativos (A )nen
(o]

tales que Y )7 1 Ay < 00 Y

I(u) = Z An{u, en)en. (14)
n=1

Si la dimension de Nu(T')* es finita también lo es la sumatoria.



Este teorema puede encontrase en el Capitulo 1 de Bosq (2000) (Teorema 1.7) y es andlogo al
Teorema de Mercer sobre un espacio de Hilbert. Al no pensar los elementos del Hilbert como
funciones se pierde la nocién de convergencia uniforme y de continuidad en elementos de la base.

El siguiente resultado es la expansién de Karhunen Loeve enunciada sobre un espacio de Hilbert
separable. El resultado es anédlogo al Teorema Como no lo encontramos enunciado Bosq (2000)
ofrecemos una demostraciéon analoga a la encontrada en la referencia.

Teorema 1.24 (Representacion de un H elemento aleatorio)

Sea x un H elemento aleatorio tal que E(||x||*) < +oo, con esperanza m y operador de covarian-
za T'. Existe (Xn)nen una secuencia de variables aleatorias reales con media cero que satisface

E(XnXk) = A\On i tal que

0o
x :m'i'ZXnem (15)

n=1

con An Y ey los autovalores y autofunciones definidos en el Teorema [1.235.

Mdas ain, m = E(x), xn = (x—m, ey) y

> A =E([lz —m|?). (16)

n=1

Dem:
1.5.3. El proceso aleatorio como dato funcional
Cuando el proceso aleatorio es un elemento del espacio Ly(I) = {f : I CR? = R, [, f(t)?dt < oo}

podemos interpretarlo como una curva aleatoria. A continuacién, mostramos que las definiciones
de media y operador de covarianza coinciden con las de procesos aleatorios.

Lema 1.25 Sea I C R un intervalo y x un La(I) elemento aleatorio tal que E(||z||) < +o0. Luego
la esperanza del proceso existe y satisface

E(z)(t) =E(x(t)), tel. (17)

Dem
Lema 1.26 Sea x un Ly([a,d]) elemento aleatorio tal que E (||z||2,) < o0 entonces

[[u](s) = /d Cov (z(s), z(t)) u(t) dt. (18)
Mas ain, si (en)nen ¥ (An)nen son los dej;mdos por el Teoremal[1.9 tal que

Cov(z(s),z(t)) = i Anen(s)en(t).

n=1

Entonces (en)nen Y (An)nen son los definidos en el Teorema[1.24 para T.

Dem [T.3]
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2. Convergencia de elementos aleatorios en un espacio de Hilbert

En esta seccién desarrollamos herramientas tedricas que necesitamos para determinar las propieda-
des asintdticas de los estimadores que trabajamos en esta tesis. Como resultado principal obtenemos
una ley de los grandes niimeros uniformes que nos permite estudiar la convergencia de sucesiones
de H elementos aleatorios.

A continuacién damos un breve resumen de los tipos de convergencia con los que trabajamos a lo
largo de la tesis.

Definicién 2.1 (Convergencias)

Decimos que u, converge en norma a u y notamos u, — u i
|lu — uyn|| — 0.

Decimos que u, converge débilmente a u y notamos u, — wu st para todo v € H
(U, v) = (u,v).

. ‘ . . T .
Si T es un operador lineal, decimos que u, converge bajo T a u y notamos u, — u si

T(up) — T(u).

Es importante notar que no hay unicidad del limite para la convergencia bajo T si este no es

. . . T T . .
inyectivo. En efecto, si u, = vy w € Nu(T) entonces u,, = u + w. Es un hecho bien conocido que
la convergencia en norma implica la convergencia débil y que los operadores acotados preservan la
convergencia en norma.

El siguiente resultado que se encuentra en el Capitulo 6 Conway (1990), Proposicién 3.3, nos dice
que convergencia débil implica convergencia bajo T

o es . . T
Proposicion 2.2 5i T es un operador lineal compacto y u, — w entonces u, — u.

La siguiente proposicion nos dice que si T es inyectivo, la convergencia bajo T" implica convergencia
débil para sucesiones acotadas en norma.

Proposicién 2.3 Si T es un operador lineal compacto tal que uy Lou Y suppen llun| < +oo
entonces para todo v € Nu(T)* se tiene que (uy,,v) — (u,v).

Dem:[81

Observacién 2.4 La condicion sup,,cy ||un|| < 0o es necesaria ya que por el Teorema de Banach-
Steinhaus, (Capitulo 3, Conway (1990)) las sucesiones débilmente convergentes estdn acotadas en

. . . . —1/2 ,
norma. Si T es compacto e inyectivo, la sucesion u, = Ap / en, donde Ay, y e, son los definidos en

el Teorema satisface T (uy) = A 2en — T(0). Como u, no estd acotado en norma no puede
converger débilmente.
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2.1. Ley de los Grandes Numeros Uniforme

En lo que sigue x es un H elemento aleatorio con operador de covarianza I' con descomposicién
dada como en el Teorema [1.23

Definicién 2.5 Llamamos I'-Norma, a la (semi) norma asociada al operador T’
oo 1/2
lullr = [TY2(u)]| = (Z An{u, 6n>2> - (19)
n=1

Notemos que resulta una norma si y solo si I' es inyectivo. La siguiente observacion es consecuencia

directa del Teorema [[.24]

Observacion 2.6 Si u es un elemento fijo en H la I'-Norma cumple

lullf = E({u, z —m)?). (20)

En el Capitulo 3 en la Proposicién mostramos la importancia de la I'-Norma ya que aparece en
la tasa de convergencia del error de prediccion del modelo lineal.

Observacion 2.7 Si I' es inyectivo el par (H,|| - ||[r) forma un espacio normado con producto
interno asociado (u,v)pr = (DV2(u), T'V2(v)). Este espacio no es completo.

Dem:[8.2

Nos resulta de interés estimar la I'-Norma de un elemento u € H a partir de una muestra x1, ..., z,.

La siguiente definicién surge naturalmente al interpretar la (semi) norma mediante la Ecuacién

o o s s . — 1 n s
Definicién 2.8 (T'-Norma empirica) Si notamos T = - > " | x la norma empirica se define como

n

lulle, = ||+ S — 72 (21)

i=1

o . . : P .
Si bien la Ley de los Grandes Nimeros dice que para cada u € H se tiene ||u|]%n = |lul|%, necesitamos
un resultado uniforme. En particular vamos a estudiar el comportamiento de la siguiente variable
aleatoria

sup [[Jullf — ullf,|-
[[ull<1

Para esto utilizamos las siguientes condiciones que pedimos como hipétesis sobre una muestra
aleatoria x1, ..., x, no necesariamente independiente.

Hipodtesis sobre la muestra aleatoria.

Sea H un espacio de Hilbert separable y x1, ..., z, una muestra aleatoria idénticamente distribuida
sobre H con media m y operador de covarianza I'.
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(A1) Existe una constante C' < oo tal que para todo r, s € N

Q

b <71L S — mee) (2 —m, es>> < ZE (o = me)?) E (v —me,)?).

i=1
(A2) Para una secuencia m,, de nimeros reales no negativos que tiende a cero

E(|[m— THQ) =0 (m,).
(A3) Para una secuencia 1,, de nimeros reales no negativos que tiende a cero
E(|[m— §||4) =0 (li) .

La siguiente observacién nos muestra que estas hipdtesis son muy poco restrictivas y que son
consecuencias inmediatas de las hipdtesis habitualmente utilizadas en la literatura.

Observacion 2.9 La condicion (A1) se satisface cuando los z; son elementos gaussianos indepen-
dientes.

Si E(||z — m||*) < oo y la muestra es independiente, la condicion (A2) se obtiene conm, = y la

condicion (A3) vale tomando 1,, = ﬁ

n

_ 1 1 1 &
E (|7 —m|?) = — > E((ei —m.a; —m)) = ~Eler —m|’ = - 3"\,
i,j=1 j=1

_ 1 < n o 1
Var (||z — mHz) = Var (nQ‘ Z(az, — m)H2> < Var (nQ Z l|x; — mH2> = ﬁVar (JJlz — mHZ) .
i=1 i=1

Para mds propiedades sobre la media de la muestra se puede consultar Grenander (1981). En
particular, en el Teorema 7 del Capitulo 4, se establece un Teorema Central del Limite para T.

El siguiente Teorema establece el comportamiento de la la norma empirica uniformemente sobre la
bola cerrada de radio uno. El resultado es muy fuerte ya que la bola cerrada no es compacta en
un espacio de Hilbert de dimensién infinita. Las ideas que usamos para probarlo se basan en parte
de la demostracién de las tasas del estimador de Crambes et al. (2009). Creemos que es un aporte
valioso a la teoria de datos funcionales que no hemos encontrado expresado de manera compacta
ni referenciable.

Teorema 2.10 (Ley de los grandes nimeros uniforme)

Sea x1 ...z, una muestra de H elementos aleatorios que satisface las condiciones (A1) y (A2) con
operador de covarianza I' con descomposicion como en el Teorema |1.25,

00 k
Sean s, = Zj:k-s—l Nj Yt =8

n

. , . L
Sea ky, una sucesion de niumeros naturales tal que lim —= = 0.
n—oo N
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Definimos para cada u € H la sucesion £,(u) = max {\/t’;’lHqu , i;%,mn}, entonces

E<amfimmw%—m%J):ou» (22)

[Jull<1

Dem:[8.3

El siguiente Corolario establece el mismo resultado pero en probabilidad.

Corolario 2.11 (Ley débil de los grandes nimeros uniforme)

Con las mismas definiciones e hipétesis del Teorema salvo la condicion (A2) sustituida por la
condicion mas leve
lm — 7% = Op(u,).

Se obtiene

1
sup

ullf = flulr, | = Op (1). 23
lul|<1 fn(u)m 12— llull?, | »(1) -

La demostracion de este resultado es andloga a la del Teorema [2.10,

El siguiente resultado permite controlar de manera uniforme el segundo momento del supremo de
la norma empirica sobre la bola cerrada de radio uno.

Corolario 2.12 Con las mismas definiciones e hipdtesis del Teorema[2.10, si ademds vale la con-

dicion (A3) y definimos gy (u) = méx{\/tf{’]qu, Sj%,ln} tenemos que

E < sup —57 [llull? — \UII%ﬁ) =0(1). (24)

ul<1 &5 ()

En particular, si la muestra es independiente

2 1
E<mmuw%—wwa|>=0<)
[[ull<1 n

Dem:

t
Observacion 2.13 En el Teorema|2.10 siempre es posible tomar k, = O(n) ya que h'If L =0.
n——+oo N
Dem:[8.4

El siguiente teorema nos permite obtener tasas en I'-Norma a partir de las tasas en norma empirica
y es nuestra principal herramienta al estudiar el comportamiento asintético de los estimadores
propuestos en esta tesis.
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Teorema 2.14 Con las mismas definiciones e hipdtesis del Teorema[2.10 sea u,, una secuencia de
H elementos aleatorios entonces

C(t s
2 = 2, = O (o { %2 2, 2P, ) (25)

Si||unllf. = Op(an) entonces

. tk, Skn
||} = Op [ mdx < an, —=[|un|®, == |tn]?, mp|t[|” (26)
n \/ﬁ

Dem:

La siguiente proposicion juega un rol parecido al anterior pero para las tasas en esperanza.

Proposicién 2.15 Con las mismas definiciones e hipdtesis del Teorema[2.10 sea u,, una secuencia
de H elementos aleatorios tales que E(HunH%n) = O(ay)

Si se satisface sup E(|lu,||?) < 400, entonces
E([[unlr) = O(méx{ay/?, n~/, m/?}). (27)
Si también vale sup E(||u,||*) < +oo y se cumple la condicion (A3) entonces
E(funl?) = O(méx{an, n~%, 1,}). (28)
Dem:[87

Concluimos esta serie de resultados observando que las tasas de convergencia de una sucesion de H
elementos aleatorios se pueden obtener de las tasas en norma empirica siempre que la sucesién de
sus normas esté acotada en probabilidad.

Observacion 2.16 Con las definiciones e hipdtesis del Teorema si |lun||* = Op(1) entonces
para toda sucesion ky, tal que ty, = o(n)

i t s
lun|2 = Op (max{an, % ﬁ mn}> .

Como siempre existe ky, tal que sy, = O(n‘l/z), S1 SUPpeNtn < 00 entonces

, 1
Junlft = Op (mix {an. 2o ).
1

Si en cambio suppenty, = 00 la tasa tendrd un término de orden mayor a n™".

Finalmente, si ||u,||r, £ 0, [[un||* = Op(v/n) y m, = o(y/n) entonces
P
|un|lr — 0.
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A continuacién mostramos dos ejemplos donde segtn la eleccién de distintos k, puede variar el
resultado de las tasas que se obtienen por el Teorema [2.14

Ejemplo 2.17

1) Si A\, = O(k=179) con q > 0 entonces s, = k=9 y obtenemos

k—4+1

0= ) st g <1,

n
Sk, k¢ tk,
_fn e o (i) o)

vnoooyn n "
(’)(%) siqg>1.

La siguiente tabla muestra los valores de méx{ \/’l, by, } para distintos valores de q y ky,

0<gx<l1 qg=1 qg>1
k, = n1/2 n1/2 n1/2
kn = n~4 n~tln(n) | n!
kn, — nl/2q n73/2+1/2q n! ln(n) n!

E's interesante notar que st ¢ < 1/3 la sucesion k, = nY/24 tiende a infinito demasiado rdpido

causando que méx{\%, -k} >1.

2) En el caso mas extremo con A\, = O (2> , resulta
kIn“(k)

%:0(@) y ?L:O<nhf&m>

k., = cte n—1/2
kp =nl/? n~Y2In"1(n)
kn=mn In~!(n)

Dem:

2.2. Relaciones entre distintos tipos de convergencia.

En esta subseccién mostramos algunas implicaciones entre los distintos tipos de convergencias. En
las Figuras {4y [5| presentamos diagramas que resumen los resultados obtenidos.

La siguiente proposicién nos da consistencia para la convergencia débil a partir de la consistencia

en I'-Norma.
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Proposicion 2.18 Sea I' un operador de covarianza y u, una secuencia de H elementos aleatorios

que cumplen que ||uy|r 5o y sup,en E ([lun|?") < 400, para algin r € N. Resulta

m E(fJunr) = 0. (29)

n——+0o0
Mds atin, para todo v € Nu™(T') vale que

lim E((u,,v)) =0.

n——+o00

Dem[8.9

El siguiente Corolario nos da condiciones bajo las cuales la convergencia en probabilidad de la
I'-Norma implica la convergencia de la esperanza de la norma cuadrada.

Proposicion 2.19 Sea u, es una secuencia de H elementos aleatorios tales que para un ug € H

se verifica ||u, — uollr 50. Si ademds lim sup E(||un||?) < |Juol|?, entonces
n

z. . 2 — , . 2 _
lim E ([lun —uol|f) = I E(|lun — uo[*) = 0.
Dem:[8.10

Continuamos con un resultado que muestra como las tasas de la convergencia en I'-Norma condi-
cionan las tasas de la convergencia débil sobre un conjunto amplio de funciones. Estas tasas no son
necesariamente éptimas.

Sea vj una sucesion de reales positivos, llamamos

B(v,C) = {vu € Nu(D)*, ||ul| <1 :|(v, er) | < Cup}. (30)

Proposicién 2.20 Sea u,, una secuencia de H elementos aleatorios tales que ||uy|r = Op(by) y
|lun|| = Op(1). Sean ey las autofunciones asociadas a T'. Si llamamos wj, = ,/Z;’;kﬂ V2, para

cualquier sucesion k, que tiende a infinito

sup  [(up, u)| = Op (bn/\,:nl/2 —I—wkn) .
ueB(v,C)

Si E(|Jun|lr) = O(by,) entonces

E ( sup | 0 |> = 0 (a4 Elun s, )

ueB(v,C

Dem:[811

El siguiente Corolario nos dice como conseguir tasas para la convergencia en norma a partir de las
tasas en ['-Norma y los autovalores del operador de covarianza de la covariable.

22



Corolario 2.21 Sea u,, una secuencia de H elementos aleatorios y by, d, dos sucesiones de nime-

ros no negativos tales que ||up, — uollr = Op(bn) ¥ E(||unl|?) < ||uol|?> + dn. Si llamando wj, =

\/z;fikﬂ (uo, e,)? tenemos para cualquier k, € N que

E(|lun — woll?) = O (dn +bu, /> 45, )

n

Dem:[8.12

Las siguientes figuras presentan un diagrama de los resultados obtenidos. Cada flecha apunta al
resultado que se puede obtener a partir de las condiciones de donde sale.

2 _
un — uol2, 250 [[un||* = Op(1)

Y
lur, — o]z L0
| |
]

Vo, B((tn — 105 v)) = 0 timsup, B (Jun?) < ol

| |
Y
E (|lun — uo||?) — 0.

sup,, E (Jun]?) < 400

Figura 4: Diagrama de implicaciones de consistencias.

sup,, E (||un|\4) < 400 E (||un — u0||%n) = O(a,) sup,, F (||un||2) < 400
] ]
E (|Jun — uol|2) = O(en) E([|un —uollr) = O(bn)  E([Junl?) < |luoll® +dn
]

E ([lun — uol*) = O(cn)

Figura 5: Diagrama de implicaciones de tasas.
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3. Modelo lineal con covariable funcional y respuesta escalar

Uno de los primeros resultados sobre el modelo lineal funcional con respuesta escalar fue presentado
en Cardot et al. (1999) donde se estudid la consistencia del estimador basado en componentes prin-
cipales funcionales. Este estimador, que notamos b, se obtiene como el argumento minimizador
de la suma de los errores cuadrados sobre el espacio de las primeras k autofunciones del operador
de covarianza empirico asociado a la muestra z1,...,%,. La consistencia del mismo la obtienen
bajo hipétesis sobre el distanciamiento entre los autovalores asociados al operador de covarianza y
muestran tanto en probabilidad como casi seguramente

[bpea — bl|> — 0.

Muchos resultados se han obtenido sobre el estimador de componentes principales y variaciones del
mismo. Por ejemplo, en Cai y Hall (2006) se obtienen tasas para el error medido por la I'-Norma,
es decir ngm —b||%, y se prueba su optimalidad sobre una amplia clase de funciones. Las hipdtesis
sobre el distanciamiento de los autovalores se mantienen con variaciones. En general se asume que
estos se comportan geométricamente, es decir si \,, son los autovalores asociados al operador de
covarianza, existen r > 1 y C' > 0 tales que para todo n

én_T <\, <Cn™".

También se asumen hipGtesis sobre la suavidad de b mediante pertenencia a clases de funciones
definidas en la Ecuacién . Con hipétesis similares, en Hall (2007) obtienen tasas para |[bpeq — b||2.
En Cardot (2007) se obtiene un teorema central del limite para el error de prediccién entre el
estimador y la funcién de peso proyectada sobre el espacio estimado. Esto permite obtener un test
asintético para contrastar la nulidad de la funcién de peso. En ese mismo trabajo se argumenta por
que no puede existir un resultado tipo teorema central del limite para la norma L. En Gonzélez-
Manteiga (2011) proponen un procedimiento bootstrap que permite calcular intervalos de confianza
puntuales y para el cual prueban su validez asintética. Para obtener estos resultados se asumen
condiciones adicionales sobre la funcién de regresién y proceso que genera las covariables.

Otro enfoque para la estimacién consiste en minimizar la suma de errores al cuadrado penalizados.
Para esto se suele utilizar un espacio de funciones lo suficientemente amplio sobre el cual realizar
la minimizacién controlando la variabilidad de la estimacién mediante una penalizacién. En Cai y
Hall (2006) y Hall y Horowitz (2007) se prueban tasas en I'-Norma y Norma Ly para un estimador
definido a partir de una penalizacién Ridge sobre la norma de la funcién estimada. En Yuan y
Cai (2010) proponen una metodologia por nicleos de reproduccién de Hilbert para la que obtienen
simultaneamente resultados para la convergencia en I'-Norma y norma Ly. Asi mismo en Cardot
et al. (2007) abordan el problema de estimacién de la funcién de peso cuando existen errores de
medicién. Es decir, cuando se cuenta con observaciones ruidosas de las covariables sobre una grilla
. La minimizacién se efectua sobre un espacio de Sobolev cuya solucién se encuentra en un espacio
de splines con la mismos quiebres que la grilla de las covariables. Obtienen algunos resultados
para muestras finitas asumiendo que existe una constante que acota la norma del proceso con
probabilidad uno. En Crambes et al. (2009) se desprenden de esta ultima hipétesis obteniendo
fuertes resultados asintoticos y para muestras finitas respecto a la I'-Norma.

En los estimadores penalizados las hipétesis sobre distanciamiento de los autovalores ya no suelen
ser necesarias para obtener resultados sobre la I'-Norma. Sin embargo son habituales condiciones
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sobre la velocidad de decrecimiento de los autovalores. Muchas veces se pide que su decrecimiento
sea geométrico, es decir, que existan r > 1y C' > 0 tal que

A < Cn™".

También son usuales condiciones sobre la suavidad del proceso o cantidad de derivadas continuas
de las covariables y la funcién de peso. Las hipotesis y las tasas varian si se estudia el error en
norma L9 o en I'-Norma.

Las propiedades de estimadores penalizados sobre espacios de dimension finitas fueron estudiadas
en Cardot et al. (2003) donde se presenta un estimador por splines penalizado. Aca la dimensién
del espacio es un valor prefijado. Para probar su consistencia en norma Lo se asume que existe
una constante que acota la norma del proceso de las covariables con probabilidad uno. También
se obtienen tasas para la convergencia que resultan del orden n~® con a < 0,5. Estas dependen
de un pardmetro de continuidad de la funcién de peso. En Apanasovich (2008) estudian el error
en I'-Norma para estimadores basados en un espacio de dimensién finita y una penalizacién Ridge
obteniendo resultados para muestras finitas suponiendo que existe una constante que acota la
norma Lo del proceso con probabilidad 1. Este tipo de estimadores son los que consideramos en
este trabajo. De hecho, estudiamos una familia atin mas amplia que la estudiada en Apanasovich
(2008) ya que trabajaremos con penalizaciones méas generales. Utilizamos también hipétesis mucho
menos restrictivas.

Es importante mencionar que existen otros estimadores y desarrollos del modelo de regresiéon lineal
funcional. Por ejemplo, Maronna y Yohai (2013) plantea un MM estimador para la funcién de
peso, James (2009) presenta un estimador interpretable de la funcién de peso introduciendo una
penalizaciéon Lasso sobre las derivadas. Yao et al. (2005) estudia la regresién lineal con datos
longitudinales, James (2002) y Miiller y Stadtmiiller (2005) estudian el modelo lineal funcional
generalizado. Hall y Hooker (2016) estudia el Modelo lineal Truncado. Una revisién més extensa
sobre el modelo lineal funcional se puede encontrar en Morris (2015) asi como resimenes sobre
el area de datos funcionales y regresiéon funcional en general sugerimos los trabajos de Horvath y
Kokoszka (2012), Cuevas (2014), Goia y Vieu (2016) y Wang et al. (2016).

A pesar de que en estimacion no paramétrica la estimacién bajo restricciones es un drea de fuerte
desarrollo no encontramos en la literatura de datos funcionales trabajos sobre estimacién del modelo
lineal funcional con restricciones de forma.

3.1. Modelos de regresién generales

Consideramos un modelo de regresién general donde observamos replicaciones de pares (z,Y) y
modelamos la relacién entre x e Y como

Y =g(z)+e, (31)

donde g es una funcién de las covariables x y toma valores reales. Si bien trabajamos con covaria-
bles en un espacio de Hilbert separable, los resultados de esta seccién son validos para cualquier
espacio de Banach. Asumiremos la siguiente condicién respecto a la relacién entre los errores y las
covariables
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(C1)
E(c|z) =0. (32)

Bajo esta condicién g(z) = E(Y | 2) y minimiza E((Y — f(x))?) sobre el espacio de todas las
funciones con esperanza cuadrada finita.

Sea H un conjunto de funciones con esperanza cuadrada finita al que g no pertenece necesariamente
y PEN : H — R>( una funcién de penalizacién. Si existe, llamemos h) a un elemento de H que
minimiza

E(Y — h(x))* + APEN(h). (33)
Bajo la condicién [32] resulta que Cov(e, g(x) — ha(x)) = 0 y por lo tanto también serd un elemento
minimizador de

E(g(x) — h(x))? + APEN(h). (34)

Si bien el espacio H puede no ser apropiado para explicar g con suficiente nivel de detalle, mostra-
remos que si se cumplen ciertas condiciones, tendrd una interesante propiedad respecto al error del
modelo explicado por h). Definimos este error como

exi= Y — hy(@) = ¢ + g() — ha().
Le pediremos al espacio H la siguiente condicién:
(C2) Existe un intervalo cerrado I con interior no vacio que contiene al 1 tal que para todo h € H,

citeERyecy el
c1+ coh € H. (35)

La funcién de penalizacién la asumiremos no negativa, positiva homogénea de grado ¢ € {0,1,2} e
invariante por corrimientos. Es decir, cumple con las siguientes propiedades para todo h € H.

(C3)
PEN(c2h +¢1) = cIPEN(h) Ve €R y o €1, (36)
PEN(h) > 0, (37)
PEN(h) =0 < h=ceR. (38)

Observacion 3.1 Si consideramos el modelo lineal multivariado con dimension fija con x € RP
yH = {h(z) = ap + Z§:1 ajrj a; € R} el espacio satisface (C2). Ademds si consideramos las
penalizaciones Signo, definida en Chebi (2019), Lasso y Ridge estas satisfacen para ¢ = 0,1,2,
respectivamente. La condicion[3§ se satisface si no se penaliza el intercept.

El siguiente Teorema es una generalizacién del resultado obtenido en Hall y Hooker (2016) para el
estimador de cuadrados minimos sin penalizar.

Teorema 3.2 Bajo el modelo con la condicion (C1) sean H y PEN tales que satisfacen (C2) y
(C3) resulta
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conag=0,1/2 01 siq=0,1 02, respectivamente.

Dem:[9.1]

El siguiente corolario nos dice que la covarianza entre la parte del modelo que explica h) y el error
estd controlada por la cantidad de penalizacién.

Corolario 3.3 Bajo el modelo sean H y PEN tales que satisfacen (C2) y (C3). Si se satisface
(C1) y existe hg un elemento minimizador de |33 con A =0 entonces

0 < Cov(ey, ha(z)) < ag(ho)X VA >0.

Dem:[9.3

3.2. Modelo de Regresion Lineal con restricciones

En esta seccién consideramos el Modelo de Regresion Lineal con covariable & en un espacio de
Hilbert separable H. La respuesta Y se relaciona con la covariable x mediante la ecuacién

Y=o+ () +e, (41)

donde b € C C H un conjunto convexo, a € R y € es una variable aleatoria con esperanza 0, varianza

o? e independiente de z.

Si asumimos que la funcién de regresiéon b vive en un subconjunto convexo C C H decimos que
estamos ante un Modelo de Regresién Lineal con Restricciones.

Nuestro interés se centra en la estimacién de o y b a partir de una muestra (x;,Y;) con 1 <i<n
que siguen el modelo con Cov(e;,e;) = 0 para ¢ # j donde las covariables x; son estacionarias. Es
decir, todas fueron generadas con la misma media m y el mismo operador de covarianza I'.

A pesar de que la estimacion de b en el modelo sin restricciones es adecuada para el modelo con
restricciones, estudiamos estimadores que hacen uso de esta informacién al pertenecer a la clausura
de C

Recordamos que un conjunto C se dice convexo si dados b1, by € C para todo t € [0, 1]

thy + (1 — t)by € C.

3.2.1. Definicién de los estimadores

Sean H C H un subespacio de dimensién finita p € N, un operador lineal D : H — H que induce la
funcién de penalizacién Pen(u) = ||D(u)||? y un pardmetro de suavizado p € R>q. Si D es inyectivo,
esta penalizacion satisface la condicién (C3) con g = 2.

~

Los estimadores de cuadrados minimos penalizados (@, b) pertenecen al conjunto

n

1
argmin — Z(Yg —a — (x;, u))? + pPen(u). (42)
(a,u)eRxH T i—1
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Como el conjunto de argumentos minimizadores podria tener mas de un elemento debemos elegir
uno entre ellos. Para esto, observemos que si (a,u) es un argumento minimizador de @ necesaria-
mente a = Y — (T, u). Esto nos basta para definir los estimadores de cuadrados minimos como

a=Y — <§, /b\> y b el elemento de minima norma en el conjunto de

1 _
argmin — Z(Y’ —Y —{(z; — T, u))*> + pPen(u). (43)
ueH T i—1

Para el modelo restringido consideramos un conjunto £ C CN H convexo y cerrado. Definimos

los estimadores de cuadrados minimos penalizados restringido como & = Y — <f, E> y b como el

elemento de minima norma del conjunto

n
argmin Z(YZ —Y — (u, z; — T))* + pPen(u). (44)
wel T

1=

Evidentemente (&,5) serdn argumentos minimizadores de {42 al cambiar la restriccién R x H por
R x E.

Observacion 3.4 (Buena definicion)

Ambos estimadores estdn bien definidos ya que la existencia y unicidad de un elemento minimi-
zador de norma minima estd garantizada por la convexidad de la funcion objetivo y del espacio
de argumentos. Fsto se debe a que tanto H y E son conjuntos cerrados y converos y la funcion
objetivo es convexa. Por lo tanto el conjunto de minimizadores es un conjunto convexo y no vacio
lo que garantiza la existencia de un unico elemento de norma minima. Para mds informacion sobre
andlisis convezo se puede consultar Bertsekas (2009).

Lema 3.5 El estimador restringido b resulta la proyeccion de b sobre el espacio E bajo la métrica
inducida por la muestra y la penalizacion. Mds precisamente,

b € argmin ||b — ull?, + pPen(b — u).
uck

Dem :[9.3

La siguiente proposicién nos dice que la I'-Norma define el término principal del error cuadratico
medio de prediccién de los estimadores propuestos.

Proposicién 3.6 Sea (z1,Y1),...,(zn,Yy) una muestra aleatoria del modelo [41 Si se satisface
la condicion (A2), los errores no estdan correlacionados, b* es un H elemento aleatorio y x,4+1 es
un H elemento aleatorio independiente de b* con una ley de distribucion con la misma media m y
operador de covarianza T que la muestra, entonces para o* =Y — (b*, T) resulta

E ((a+ (b, @nin) = (@ + (07, @nsn)))? | 07) = Op (I = b3 +mallb— 7)) . (45)
Dem[9.])
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3.2.2. Calculo de los estimadores

En este apartado derivamos una férmula explicita para el estimador del modelo sin restricciones.
Con este fin llamamos #; = n~/2(z; — ) e §; = n~Y2(Y; = Y). El vector § € R™ satisface que
(9)i = Ui- Sea B = {07 ... Jp} una base de H, definimos X € R"*? y W € RP*P de manera que

(X)ig = (Ti, ;) (Wi = (D), D(55)) - (46)
De esta manera tenemos que para u € H si |u| es la representacién de u en la base B, vale que
(u, x; — T) = vVn(X|ul|);,
lull?,, = ful X X ful, (47)
Pen(u) = |u|'W|ul.
Con esta notacién, el problema de minimizacién [43] equivale a
~ 1
b] € argmin —v'(X'X + pW)v — 0" X 3.
vERP 2

Una condicién necesaria y suficiente para el argumento minimizador es satisfacer el siguiente sistema
de ecuaciones lineales cuyo conjunto de soluciones forma un espacio afin no vacio,

(XX + pW)v = X' (48)
Si X'X + pW es inversible, la solucién es tinica y se obtiene como
b = (X'X + pW) "1 X1g.

En el caso de no ser inversible, la solucién que buscamos es aquella cuyos coeficientes representen el
elemento de H de minima norma. Estos corresponden a los coeficientes cuya norma es minima en RP,
cuando B es una base ortonormal y se obtiene utilizando la inversa generalizada de Moore-Penrose
que notamos con f. R
b = (X'X + pW)T X 3.

Para obtener una expresién del estimador restringido consideramos el isomorfismo 7' : R? — H tal
que |T'(v)|p = v. El problema de minimizacién de la Ecuacién 44| equivale al siguiente problema de
optimizacion convexa restringida

~ 1
|b| € argerlélpin ivt(XtX + pW)v — ' X1 (49)
ra. T(v)e€E.

3.3. Propiedades para tamano de muestra fijo

Los siguientes teoremas nos dan cotas para la norma empirica y la norma de los estimadores en
muestras finitas. A partir de estas y haciendo uso del Teorema podemos obtener tasas en
I'-Norma y en norma cuadrada.

Hacemos uso de las siguientes condiciones para una muestra aleatoria (x1,Y7),..., (zy,Y,) del
Modelo Lineal Funcional definido por la Ecuacion

Condiciones sobre las covariables y los errores
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(M1) Cada z; con 1 < i < n tiene media m y operador de covarianza I'.

(M2) Los errores ¢; con 1 <4 < n tienen media cero y varianza o? ademés Cov(e;, g;) = 0 si i # j.
(M3) Los errores son independientes de las covariables.

En lo que sigue consideramos D : H — H una transformacién lineal y penalizacién inducida
Pen(u) = || Dul|?. Llamamos 0 < 71 < 73 < ... < 7, a los autovalores de D*D asociados a la matriz

W definida en la Ecuacién [46] Estos tienen la propiedad enunciada por el Teorema [I.19] Ademads
s queda definido como en el Teorema, [2.10]

Sea G C H un subespacio cerrado. Si f € H llamaos IIz(f) a la proyeccién ortogonal de f sobre el
espacio G. En ocasiones notaremos fg = Ilg(f).

La esperanza condicional a la muestra la notamos por

Ec()=E(:]|x1,...,2n).

3.3.1. Estimador de cuadrados minimos penalizados

Teorema 3.7 Sea (x1,Y1),...,(Tn, Yn) una muestra aleatoria del Modelo que satisface las con-
diciones (M1) a (M3), entonces para cualquier u € H

E (IIE-(0) — b2, ) < 4s0]lb — ul* + pPen(u), (50)
e (6 -E-OI, ) < 0*2. (51)

Mas aun, si p > 0 para cualquier 1 < k,l < p resulta que

E (||3_ E€(3)||%n> <z (k 14 S’“) . (52)

n PTI
Dem:[9.8

Corolario 3.8 Sea (z1,Y1),...,(xn,Yy,) una muestra aleatoria del Modelo que satisface las
condiciones (M1) a (M3), entonces para cualquier v € H

E (||6— b2 + pPen(’z;)) < 4sollb — ul|? + pPen(w) + 02% (53)

Mads aun, si p > 0 para cualquier 1 < k,l < p resulta que
E <Hb —b|p, + pPen(b)) < 4sp||b — ul| + pPen(u) + o kE+1+ o) (54)
1
Dem:[9.9

Consideramos la siguiente condicién adicional

30



(M4) Los errores satisfacen que para cualquier matriz A € R"*™ simétrica y definida positiva
cumplen que Var(etAg) < Tr(AXAY).

Esta hipdtesis se cumple bajo normalidad

Proposicién 3.9 Si e~ N(0,X) entonces para cualquier matriz A € R™*™ vale que
Var (' A2) = Tr(AXAY).

Dem: Ver Teorema 5.2c en Rencher (2008).

El siguiente Teorema de crucial importancia establece las condiciones que se deben cumplir para
controlar la esperanza de la norma cuadrada del estimador.

Teorema 3.10 Sea (r1,Y1),...,(xn,Y,) una muestra aleatoria del Modelo que satisface las
condiciones (M1) a (M3), si b € Nu(T)* y p > 0 resulta que

2 p
~ 4sg o? _
E(IB12) < (16l + /=21 —ball) + =D 77" (55)
npj:1

pT1

Mads ain, silos errores también satisfacen la hipdtesis (M4) y x un elemento aleatorio con la misma
distribucion de los x; entonces

T4 4 02 & -1 Hb—bHH4 4
E(||b||)§64 Bt + | =7 +16WE(||x—m||) : (56)
1

De manera adicional, sib ¢ Nu(I')* las desigualdades anteriores valen reemplazando b por gy (0).

Dem:

Observacién 3.11 En la demostracion de la Desigualdad [55 usamos fuertemente la hipdtesis de
que pW es una matriz inversible. Si la hipdtesis no se cumple el resultado valdria igual pero reem-
plazando (p71) ™! por Tmin (X X)L, Como los autovalores de X' X tienden a cero cuando p — +00
no serd posible controlar el término al hacer un andlisis asintotico.

Observacién 3.12 Un resultado similar al de la Ecuacion[56 puede obtenerse relajando la hipdte-
sis (M4) a la ezistencia de una constante C' > 0 tal que

Var(g'A8) = C Tr(AXAY).

El valor 64 debe ser reemplazado por una constante que depende de C.
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3.3.2. Estimador restringido de cuadrados minimos penalizados

El siguiente teorema nos da desigualdades no aleatorias que nos serviran para probar tasas en
I'-norma para el estimador restringido y valen para una muestra (x1,Y7),...(zy,,Y,) del modelo
sin asumir ninguna condicién sobre esta. Estas desigualdades son deterministicas y nos permiten
comparar las tasas en norma empirica de la estimacion sin restricciones con la norma empirica de
la restringida.

Teorema 3.13 Si E C H es un conjunto cerrado y convexo, Pen(u) = 0 si y solo si u = 0,
entonces para todo u € E wvale que

15~ b, < 41— bl + 6llb — wli, + 4pPen(b - w), (57)
512 < 208112 + 2(r1p) " (16— wliR, + pPen(b - w)) (58)
Dem:[9.11]

La siguiente observacién es consecuencia inmediata del Teorema y el Corolario

Observacién 3.14 Bajo las condiciones del Teorema [3.13 y del Corolario [3.8, dados I,k < p

llamamos ¢y, = o2 min{%, %(k—i—l—i— %)}, resulta que para todo uw € E walen las siguientes
desigualdades
E (IIb—bl12, ) < 56s0]lb — ull? + 160 Pen(u) + Seuxu, (59)
supE (|[B]2) < +oc. (60)
neN

3.4. Comportamiento asintdtico de los estimadores

En esta seccién estudiamos el comportamiento asintético de los estimadores. Para esto consideramos
H,, una sucesion de espacios de dimensién finita p, y D, : H, — H una sucesién de operadores
lineales que inducen una sucesién de penalizaciones Pen,,(u) = || Dy (u)||?.

Decimos que la sucesién de penalizaciones inducidas es acotada si existe una constante C; > 0 tal
que para todo n € N

IDnull® < Cillull? Vu € H.

Decimos que la sucesién de penalizaciones es coerciva si existe una constante Co > 0 tal que para
todon € N

HDnuH2 > CQ”UH2 Yu € H,.

Observacién 3.15 Tomando D,, como la identidad se induce a una sucesion de penalizaciones
acotada y coerciva.
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La siguiente proposicién nos permite obtener las tasas y consistencias bajo las distintas normas.
Las Figuras [ y [fl ayudan a visualizar las distintas posibilidades.

Proposicién 3.16 Sea (x1,Y1),...,(xn, Yn) una muestra aleatoria del Modelo que satisface
las condiciones (M1) a (M3). Sea H, wuna sucesion de subespacios de dimension p, tales que
|6 — b, || = 0 y sea Pen,, una sucesién de penalizaciones acotada y coerciva. Si se toma py, de
manera que max{||b — bg, ||?, 22} = O(py) resulta

E (116, — blI%,.) = Opn).
supE (\|Bn||2) < too.
neN

2 Pn
’n

E (116, — b1, ) = Opn).

timsupE ([5a2) < [Myyqry (0]
neN

Si en cambio p, es tal que max{||b — by, | } = o(pn) entonces

En ambas situaciones, si los errores satisfacen (M) entonces
supE (|[ball*) < +oc.
neN

Dem:[9.12

Observacién 3.17 Los casos en que la sucesion de penalizaciones no es acotada o coerciva deben
ser estudiados de manera particular. Que esté acotada es importante para la Ecuacion ya que
Pen(by,) no estd necesariamente acotado y E(||b, — bl|f. ) podria no tender a cero. La coercividad

la necesitamos para poder usar la Desigualdad y controlar el término E(||B||2)

Gracias a la proposicion anterior podemos construir un estimador consistente en un conjunto muy
amplio de funciones sin asumir hipétesis sobre el operador de covarianza.

Observacién 3.18 Si {f; j € N} es una base ortonormal de H, el espacio Hy, = (fi,..., fp)

satisface
+oo

2
1o=bm, "= > (b, f)*
Jj=p+1
Utilizando la penalizacién Pen(u) = ||u||?, una sucesion de espacios H,, de manera tal que

prn = 0(n) y una sucesion de pardmetros de suavizado py tal que

+oo
‘ p
max Z <b7 f]>27gn :0(pn),

J=pn+1
entonces si se satisfacen (A1), (A2), (M1) - (M3), se obtiene

lim E (||Bn - nNu(F)l(b)”‘Z) —0.

n—-+0o
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La siguiente proposicién deja explicitas las condiciones bajo las cuales las tasas en I'-Norma del
estimador restringido son menores o iguales a las de la estimacion sin restringir.

Proposicion 3.19 Sea H, una sucesion de subespacios de dimension p, y E, C CNH, convezo y
cerrado para el cual existe u, € By tal que ||b—wup|[* — 0. SiC es un conjunto convezo y la sucesion
Pen,, es coerciva y acotada entonces con py tal que méx {||b — un||?, 22} = O(py) tenemos

E(IIb- IR, ) = O (o),
E (HE||2) < +00.

Si se satisface que ||b—up|* = O (||b— bg,||*) obtenemos

E(lb-bl2,) =0 (e(b-bI2,)).

Dem: Consecuencia directa de la Proposicion[3.16 y el Teorema[3.13,

Cuando C es un conjunto acotado podemos quitar la hipotesis de coercividad la cual es necesaria

para el estimador sin restricciones ya que el término ni P 771 de la Desigualdad no lo

j= 17
podemos controlar.

Proposicion 3.20 Sea H, una sucesion de subespacios de dimension p, y E, C CNH, convezo y
cerrado para el cual existe u, € By, tal que [|[b—uy||* = 0. SiC es un conjunto acotado y la sucesion
Pen,, es acotada e inducida por una sucesion de operadores Dy, inyectivos y acotados, entonces con
pn tal que méx{“b - un||2 ) ;%} = 0(pn)

E (16, — b2, ) = O(pn).
supE (H??nH”‘) < +o0.
Dem:[9.13

Observacion 3.21 5i C es un conjunto convezo y acotado_resulta que para todo r € N tenemos
sup,en E(||b]|?") < oo luego si pn, = o(1) por las Proposicz'én resulta

lfm E(||b —b||F) -

n—-+o0o

3.5. Estimacién mediante espacios de splines

En esta seccién trabajamos con H = Ls[a,d] donde (f, g) f f(t)g(t) dt. Llamamos C*[a,d] al
espacio de funciones con k derivadas continuas y acotadas en el mtervalo [a,d]. Las derivadas en
los bordes se definen mediante limites laterales.

Seall:a=ty<t; <...<t,=duna grilla o particién del intervalo [a,d]. Llamamos P*([a, d], II)
al conjunto de funciones que restringidas a cada subintervalo (t;,t;41) son un polinomio de grado a
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lo sumo k. El espacio de splines de orden k queda definido como S*(IT) = P*=1(IT1)NC*~2[a, d]. Este
espacio tiene dimensién p+ k — 1. Diremos que la grilla es uniforme si h = ¢;;.1 —t; es independiente
de i. Nos referiremos como splines ctibicos al espacio con k = 4. Notar que las funciones en S* son
k — 1 veces derivables a trozos.

El siguiente Teorema establece las excelentes propiedades de aproximacion de estos espacios.

Teorema 3.22 Sea II una particion uniforme de |a,d]. Si k = 3 o es par, existe un operador de
interpolacién m : C*[a, d] — S*(I1) tal que mg = g si g € S*(II) y

1(f = 7F) oo < Dl f® |l 0<r <k -1,

donde las constantes Dy no dependen del tamano de la grilla.

Dem: Ver Hall y Meyer (1976) para el caso con k par. Dubeau y Savoie (1996) para el caso con
k=3.

3.5.1. Computo del estimador restringido

En esta seccion mostramos como calcular el estimador restringido para los casos donde la restriccion
se define por la positividad o negatividad de una derivada. Ejemplos de estos casos son la monotonia
y la convexidad. Sean d1,...,d, una base del espacio de splines S*[a,d] de orden k con particién
uniforme del intervalo [a,d]. Sean tg = a < t1 < ..., < tp_ < tp_p41 = b son los puntos de la
particién. Como f € S¥[a,d], por definicién f ‘[tj,tﬁl] es un polinomio de grado k — 1. Por lo tanto

f(k—2)|

o[tj 7t‘7+1] . . . o .

se realizan en los bordes, es suficiente evaluar en estos puntos para determinar si es positiva en
un intervalo. Por lo tanto la positividad de f*2 se determina mediante un sistema de ¢ — k + 2
inecuaciones lineales. Es decir, si f = Z?:l b;d; y consideramos la matriz C' € R®P=k+2) » p tal que
Crj = 9;(tx) tendremos que

es una funcién lineal. Como los extremos de una lineal sobre un intervalo cerrado

FE2D(4) > 0Vt € [a,d] = Cb>0.

Con esta observacién, el problema de minimizacion 49| resulta un problema de minimizacion
cuadratica con restricciones lineales. Existen numerosas librerias para la resoluciéon de estos pro-
blemas. Para la implementacion del algoritmo utilizamos el paquete Quadprog de R.

3.5.2. Resultados asintdticos para la estimacién sin restricciones
En esta seccién analizamos las tasas para la estimacién con espacios de splines y penalizaciones

coercivas pero no necesariamente acotadas. Ademéas usamos las propiedades de aproximacion de
los splines para obtener tasas explicitas.

Parake Ny a e Rgo definimos la penalizacién

k
Peng(f) =Y | £ V)2 (61)
r=1
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Notemos que esta penalizacién estd definida en S*(IT) cualquiera sea la particién II. Més atin, si
a1 > 0 es decir aparece la norma cuadrada de la funcién sin derivar, entonces Pen(f) > ]| f||2.

Observacion 3.23 Sea (z1,Y1),...(%n,Yn) una muestra aleatoria que satisface las condiciones
(M1) a (M3). Supongamos que se satisface que b € C*[a,d] con k = 3 o k par. Sea S{; el espa-
cio de splines con particion uniforme de orden k y dimension p. El calibre de la grilla se define
hi=tj1—1t;= ﬁ. Sea 7 el operador de interpolacion definido por el Teorema y sea & € RF
entonces

|b — 7b||2 + pPeng(mb) = O(h** + p).

Tomando p, = |n'/ k1| resulta

W2k = O(n2k/(2k+1)) 1% — O(n~2K/@kHD)),

Por el Corolario[3.8

BB — bl13,) = O (n 7/ 4 p, )

Dependiendo de p, tendremos distintos resultados. Si p, o< n=2K/(2k+1) obtenemos

E(|[bn — b2 ) =0 (ank/(2k+1)> 7 (62)
lim sup E(|[b]|?) < +oc. (63)
neN

St pn es tal que n~2k/(2k+1) — o(pn) perderemos un poco de tasas para la convergencia en norma

empirica pero a cambio obtenemos que
limsup E([0]%) < [y (6)]-
n

—k/2k+1) " 1g sucesion de penalizaciones es coerciva

B(|[bn — blI2,) = O (n~H/D),

St pn XN

Si ademds se satisface la condicion (M4)

supE (HEH4> < +00.
neN

La siguiente proposicion ilustra las tasas que obtenemos en I'-Norma

Proposicién 3.24 Si se satisfacen las condiciones (A1) y (A2) para cualquiera de las elecciones
de pn de la observacion anterior tenemos

~ ) tk, Sk,
[br, — b||2 = Op <max{pn, % % mn}> .
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Si vale la condicion (A3) con 1, = O(n~'/?) resulta

E (||Zn - bu%) -0 (méx {pn, n_1/2}> :

Si pp = o(n_%/(%“‘l)) y la sucesion de penalizaciones es coerciva obtenemos por la Proposicion
219 R
lfim E (an - b||2> = 0.
n—-+oo

Si pp x n1? tenemos que el término d, del Corolario resulta o(n~*). Luego

(b —b?) <n VNP4 ST (0, e
r=kp+1

Por lo que imponiendo condiciones del tipo A\, > Cn~'=% y sobre la velocidad de convergencia a
cero de la sucesion b; = (b, e;)* podemos obtener tasas para la convergencia |[b — b|?.

3.5.3. Resultados asintéticos para la estimaciéon restringida

En este apartado llegamos al problema que motiva la primera parte de esta tesis: Estimacion
restringida a conjuntos convexos de funciones. Los ejemplos que tenemos en mente son de funciones
no negativas, funciones crecientes o funciones convexas pero lo expresamos de una forma maés general
mediante la siguiente definicion que da lugar a la forma de una funcién.

Definicién 3.25 Sea k € N y el operador diferencial Lz : C*[a,d) — Cla,d] definido por
Lz(f) = Zf;é ai f). Definimos los conjuntos
Li={f € C¥a,d] : La(f)(t) > 0Vt € [a,d]},
Lao=1f € CMayd] : La(£)() > 0Vt € [a,d]}.

Es inmediato ver que estos conjuntos son convexos. Ademads son una generalizacién de los conjuntos
mencionados ya que L1 90y € L1,0) € £L(1), son conjuntos de funciones positivas con distintos
niveles de suavidad. De la misma manera Ly 1) C L(g,1,0) son conjuntos de funciones estrictamente
crecientes y el Lg,1) de funciones convexas.

La siguiente proposicién nos dice que si una funcién esté en el interior del conjunto de las restric-
ciones su proyeccién sobre el espacio de splines también lo esté.

Proposicién 3.26 Sea k=3, o par yd € R*. Si f € Lz o entonces existe hg > 0 tal que si I es
una particion uniforme del intervalo [a,d] con calibre h < hg entonces 7 f € Lg.

Dem:

En caso de que la funcion esté en el borde del conjunto de restricciones también podemos afirmar
que hay un elemento en el espacio de splines que se encuentra cerca y que satisface las restricciones.
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Proposicién 3.27 Sea k = 3 o par y @ € R*. Sea f € Lz y sea II una particion uniforme del
intervalo [a, d] con calibre h. Existe g € E = LzNS¥(IT) tal que para ry = méx,{a, # 0} eviste una
constante Dz que solo depende de d tal que

If = gl < Da(b — a)on*®*="0).

Dem:
Finalmente obtenemos las tasas para la norma empirica.

Proposicién 3.28 Sea @ € R con k=3 o pary S]],f el espacio de splines de orden k con particion

uniforme y dimensién p. Si b € Lz ¥y by la sucesion de estimadores restringidos definidos en

con H, = S]';n y una sucesion de penalizaciones Peny, acotada y coerciva. Si pp, = Lnl/(%“)J Y

~2k/(2k+1))

pn x O(n obtenemos

E([bn — BIIE,) = O(n 2/ GHHD),
E(|[bn — b]*) = O(1).

Sibe Lgyr = mix.{a, # 0}, tomando p, = |[n/Gk=2tD)| o p = p=2k=r1)/(2k=2r+1)
obtenemos

(b - bllt,)
E(|b —bl|*) = O(1).

O(n~2k=m)/@k=r1)+1))

9

Dem:
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4. Modelo Lineal Historico

El modelo funcional histérico o modelo funcional truncado es un caso particular del modelo de
regresion lineal definido en la Ecuacién |1l En este asumimos que el dominio de las covariables es el
intervalo I = [0,T7], que la funcién de regresién b es continua y que existe un punto del dominio a
partir del cual la funcién es constantemente nula. El minimo de los valores para los que esto ocurre
lo llamamos punto de cambio o punto de truncado y lo notamos 0y. Es decir,

0o = min {0 :b(t) =0Vt > 0).
0 eg[lég]{ (t) > 0}

El modelo resulta equivalente a
0o
Y=a+ / b(t)z(t)dt + e. (64)
0

Nos enfocamos en estimar 6y y en hacer uso de esta restriccién del modelo para estimar la funcién
de peso.

En Hall y Hooker (2016) se discute la identificabilidad del modelo y se proponen metodologias de
estimacién de a by 6y de manera conjunta o en dos pasos obteniendo la consistencia para la estima-
cién de . En Guan et al. (2020) se propone una metodologia Bridge para grupos anidados donde
se minimiza la suma de errores cuadrados penalizados sobre un espacio de splines. La penalizacién
utilizada induce a obtener coeficientes nulos en los tltimos elementos del desarrollo en una base de
B-splines lo que fuerza a la funcién estimada a ser nula a partir de un punto. También prueban
resultados de consistencia para la estimacion del punto de cambio.

Con una demostracién diferente recuperamos los resultados de Hall y Hooker (2016) y obtenemos
tasas de convergencia para la estimacién de 6y. También obtenemos las tasas en I'-Norma del error
de estimacién de b para el estimador de tres pasos que es constantemente nulo a partir del punto
de cambio estimado.

4.1. Estimacion en dos pasos del punto de cambio

Para definir el estimador utilizamos la siguiente notacién que resulta conveniente para las demos-
traciones de consistencia y tasas del punto de truncado. Llamamos Qh(z,Y) a la esperanza de
h(z,Y’) cuando @ es la distribucién de (z,Y). En particular si (z1, Y1), ... (2n, Y,) es una muestra
aleatoria independiente con distribuciéon P adoptamos P, para definir la medida empirica. Por lo
tanto P, (h(z,Y)) = 23 | h(z;,Y;). Mds atin llamamos m(t) = Pz(t) y p = PY =a+ (b, m) a
los valores esperados de Y y x respectivamente. Asumimos ademds que x; son independientes de

los errores ¢; y que ambos tienen segundo momento finito, esto es P(||z||?) < 400 y P(e?) = o2.

Si para cada funcién f € L2[0,T] definimos fy = Ijggf el Modelo Lineal Histérico puede ser
formulado de la siguiente forma

Y = PY + /00 b(t)(z(t) — Px(t)) dt + = PY + (bg, , © — Px) + €. (65)
0
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Para 0 € [0,T], f € L2[0,T] y @ una medida en L2[0,T] x R definimos

00,£,Q) =Q (Y — QY — (fy, z — Qx))*. (66)

En lo que sigue estudiamos propiedades de £(6, f, P) y ¢(0, f, P,,).

Observacién 4.1 Usando la Ecuacidn [65, que e es independiente de x y que by = b si 6 > 6y
resulta

0(0,b, P) =Tgeg, P (b— by, x — Px)® + Pe>. (67)

De la observacion se desprende que el punto de cambio 6y queda caracterizado como el valor minimo
de los argumentos minimizadores de ¢( -, b, P) siempre que se cumpla la siguiente condicién:

Condicién (B1) Para todo 0 < 6, vale

P(b—by, x—Px)*>0.

Dicho de otra manera, si vale la condicién (B1) tenemos que
0(0,b,P) > £(0g,b,P) sif <6y mientras que £(0,b, P)=4{(6y,b, P) sif > 0. (68)

Esta caracterizacién de 0y sugiere una estimacién por método plug-in de dos pasos. Primero obtener
b* una estimacién de b bajo el modelo |1f luego encontrar 6 como el valor més chico que minimiza
£(0,b*, P,). Sin embargo esta definicién se encuentra con dificultades ya que la funcién a minimizar
suele alcanzar su minimo en 8 = T'. Este caso es habitual cuando b* se obtiene minimizando alguna
variaciéon de (T, -, P,) como es el caso de toda la familia de estimadores definidos en la seccién
Para evitar este problema le sumamos un término de penalizacién,

PL(0,b*, P,) = £(0,b", P,) + wypen(),

donde wy, > 0y pen : [0,7] — R>( es una funcién estrictamente creciente. Ejemplos de posibles
funciones son pen(#) = 6 o pen(#) = #2. Definimos entonces los estimadores

0 = argmin PL(6,b*, P,), (69)
0€[0,T]

esto quiere decir que 6 satisface
(9 b*,P,) < PL(6,b*,P,), V60 €l0,T].

Como estimador inicial es posible usar cualquiera de los que estudiamos para el modelo lineal
funcional.

4.2. Estimacién del modelo con un punto de truncado

Una vez que obtenida una estimacién de 6y nos interesa estimar la funciéon de peso de manera que
sea nula a partir del punto de truncado estimado. Uno quisiera truncar las covariables y la funcién
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de peso y plantear el modelo lineal sobre el intervalo [0, é] Esto resulta equivalente a estimar la
funcién de peso sobre el espacio de funciones que es constantemente cero a partir de 6.

Con esta idea en mente, sea H C L3[0,1] un subespacio de dimensién p, para cada 6 € [0,7]
consideramos el espacio Hy C L3[0,T] donde f € Hy si existe g € H tal que

f(t):{\/ég(;) si0<t<é, (70)

0 sifd<t<T.

Por comodidad en la notacién también definimos los espacios Hy C Lo [0, 6] donde f € Hy si existe
g € H tal que

ft) = Vag(y).

6= 64 T=100 0=64 T=64 T=1

1.0

0.5
1

0.0
I

f(t)
~f(t)
[+[0]

-0.5
1

-1.0

-15

T T T T T T 1 T T T T 1 T T T T T T
0O 20 40 60 80 100 0 10 20 30 40 50 60 00 02 04 06 08 10

t t t

Figura 6: Ejemplo de funciones f, fy g en sus respectivos espacios con § = 64 y T' = 100.

Claramente los espacios Hy y Hy son subespacios de dimensién p. Mas atn, si {g1, ..., gp} son una
base ortonormal de H también lo seran {fi,..., fp} ¥y {f1,... fp} para sus respectivos espacios.

Para cada 6 € [0,T] definimos

n

~ _

blo) = arg min ¥ (Vi =¥ — (u, z; — 7)) 4 pPen(u). (71)
ucg <
=1
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En caso de que asumamos que b € C un conjunto convexo de Ls[0, 7], si g C C N Hy es un conjunto
convexo y cerrado definimos
n

b[d] = arg mgl (Y; =Y — (u, x; — T))* + pPen(u). (72)
ucly “
i=1

Ambos estimadores estan bien definidos por ser casos particulares de las Ecuaciones [42] y [43] res-
pectivamente. Luego si 0 es una estimacién de 0y tenemos los estimadores de tres pasos definidos
como b[é] 0 b[é] que serdn continuos siempre que H sea un espacio de funciones continuas que se
anulan en uno.

4.3. Resultados Asintdticos

En esta seccién mostramos propiedades asintéticas de los estimadores propuestos y mostramos
resultados que hasta nuestro conocimiento son nuevos en la literatura.

4.3.1. Estimador del punto de cambio

Ademas de la condicién (B1) consideramos las siguientes hipdtesis.

(BO) La funcién b es continua y b(T") = 0.
(P1) La funcién pen : [0,7] — R>( es estrictamente creciente.

P2) Existe C), > 0 tal que si pen(6y) — pen(61) > C,(02 — 61) para todo 6y > 6.
p P
Ademads pen(0) > 0.

(B2) Existen Cp > 0y g > 0 tales que

() := inf P(b—by, z— Px)>> Cyo7.
0<00—0

Si bien la penalizacién pen(f) = 6% no cumple la condicién (P2) si lo cumple si se considera
pen(f) = (6 +c)? para cualquier ¢ > 0. Notemos también que la condicién (B2) implica la condicién
(B1).

Mediante el siguiente teorema y la subsiguiente proposicion obtenemos tasas para la estimacién
del punto de cambio. No hemos encontrado trabajos que las obtengan en la literatura. Adem4s,
para la misma metodologia de estimacién de Hall y Hooker (2016) recuperamos su resultado de
consistencia pero con un enfoque diferente en la demostraciéon el cual creemos aporta una visién de
la validez del resultado que puede ser aplicada en otros contextos.

Teorema 4.2 Sean b} una sucesion de estimadores de b y a, una secuencia de nimeros reales no
negativa tales que

Sn = sup [£(6,b}, P,) — £(0,, P)| = Op(an), (73)
0€[0,T7]
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Si wp = 0(1), a, = o(wy,) y ademds valen las condiciones (B0), (B1) y (P1) entonces 6, converge
a By en probabilidad.

Mds ain, si se satisfacen adicionalmente las condiciones (P2) y (B2), tomando w, = ad/leth)

resulta que
‘én — 90’ = Op (a}h/(q-i_l)) . (74)

Dem:[10.1

En lo que sigue, mostramos bajo que condiciones se satisface la hipdtesis [73| del Teorema

Proposicién 4.3 Si b% es una sucesion de estimadores de b y satisface ||b5||? = Op(1) y
supgepo,7] 165 — bollr,, = Op(bn) entonces

sup [0(0,b%, P,) — £(6,b, P)| = Op(max{b,, n~/?}). (75)
0€[0,T]

Dem:[10.2

La siguiente observaciéon nos muestra como obtener las tasas de convergencia de la estimacién del
punto de cambio si conocemos las tasas de convergencia en norma Lo del estimador inicial. Estas
tasas las conocemos para el estimador sin restricciones sobre un espacio de splines gracias a la
Proposicion |3.24

Observacion 4.4 Si se satisface la condicion (A2) por Cauchy-Schwartz tenemos

* 4 . —
sup || — ballf, < =Y |l —Z|> sup b5 — bgl*> = Op(|[b* — b]J*).
0€[0,T] ne 6€[0,T]

Observacién 4.5 No es posible controlar el término supgejo 11 |05 — bollr a partir de ||b* —bl|r sin
imponer condiciones poco naturales sobre el operador de covarianza del proceso aleatorio.

4.3.2. Estimacion en tres pasos

En esta subseccion estudiamos las tasa de convergencia en I'-Norma para los estimadores a tres
pasos by [0n] ¥ bn[0n]. Hasta nuestro conocimiento ni sus tasas ni su consistencia han sido estudiadas.
Para esto hacemos uso de las herramientas desarrolladas en la primera parte de la tesis, en particular
el Teorema y la Observacién Estos nos dicen que para obtener las tasas en I'-Norma solo
necesitamos obtener tasas en norma empirica y mostrar que las normas Ly de las estimaciones estan
acotadas en probabilidad.

Nuestro primer resultado muestra que si b es definido por un subespacio H entonces, independiente-
mente del tamano de la muestra, la suma de errores cuadrados penalizados del estimador truncado
cerca de 6y depende del espacio H sélo a través de su dimensién y su capacidad para aproximar
a la funcion de peso truncada. Necesitamos la siguiente condicién sobre el proceso que genera las
covariables.
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(A5) Las covariables tienen derivada continua con probabilidad uno y ademds el proceso
w(t) = t(2'(t) —m/(t)) es un Ly]0,T] elemento aleatorio.

Estd condicién se cumple si por ejemplo E (||2’]|? < +00).

Teorema 4.6 Sea (x1,Y1),...(zn,Y,) una muestra aleatoria del modeloque satisface (A5). Sea
H C Ly[0,1] un subespacio de dimensién finita mediante el cual se define bl0] por la Ecuacidn |71,
Si0 <0 < 6y/4 entonces existen variables aleatorias no negativas B, e Yus,pn tales que

- - 5
sup [ [6] = OIIE,, + £lba6]]* < Yispn + —Bu,
96[90—5,6’0—{-6] P

donde By, no depende de H, p ni § y
B, = Op(1).

Ademas, si p denota la dimension del espacio H tomando
C = méx{o?, |[b]|*, 4E(||z — ml[*) (1 +[[b]]*)},

el cudl no depende de H, p, § nin, vale

E(YH,é,p,n) <C <p + sup ||HH9 (bg) — b9H2 +p+ 5) .
. 9elfy—8,00+96]

Dem:

Para los siguientes resultados asumimos que 6, es una sucesién de estimadores de 6y y que d,, es
una sucesién de nimeros reales positivos tales que

0, — 0o = Op(dy). (76)

Como 6, depende de las covariables no hacemos ningun tipo de supuesto de independencia en-
tre estas. La siguiente proposicion establece las tasas de convergencia siempre que la sucesién de
espacios H, tengan buenas propiedades de aproximacion.

Proposicién 4.7 Sean d,, definida en la Ecuacion[76, H, C L1[0,1] una sucesion de subespacios
de dimension p, tales que

méX{ sup || Tlg,, (bg) — bll*, pn} =0 (d’ll/Z) '
0€[0,T] n

Si se satisface la condicion (A5) y pn es una sucesion de parametros suavizados tales que

Pn X d711/2’
entonces . .
”bn[en] - b”%‘n = OP(d’}L/Z) Yy ”bn[enWQ = OP(l)-
Dem:(10.4)
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El siguiente resultado muestra que podemos utilizar estimacion restringida para el tercer paso si
asumimos que b pertenece a C C Lo[0, 7] un conjunto convexo de funciones continuas que se anulan
a partir de 6y. Este espacio podria ser funciones decrecientes hasta 6y o también céncavas en el
intervalo [0, fg].

Corolario 4.8 Sean H, C L2[0, 1] subespacios de dimension p, y Eng =C N Hpg. SibeC ypy, es
una sucesion de pardmetros de suavizado que satisface

méx{ sup [ Tg,,(be) — bol?, pn} =0 (drlz/Q) .
0€[0,T) n

Si se satisface la condicion (A5) y pn es una sucesion de pardmetros suavizados tales que

pn o< a2,
entonces o o
”bn[en] - bH%n = Op(pn) Y ||bn[0n]”2 = Op(1).
Dem:[10.H

Finalmente la siguiente observacién nos da los elementos necesarios para trabajar con espacios
de splines y nos muestra que los estimadores propuestos en esta tesis son consistentes para la
estimacién de tres pasos y que podemos obtener sus tasas.

Observacién 4.9 Si b € C*[0,T] resulta que bl,e) € Ck[0,60]. Si H = SF[0,1] es el espacio de

splines con grilla uniforme del [0,1] y dimension p entonces se satisface que Hy = S;f [0,6]. Por el
Teorema[3.29 si k = 3 o es par tenemos

T2k+1

—2k
(k= =P

211, (bo) — bolI* < 01| bljo ) — 757, blio,g) 1% < 2D

Por lo tanto tomando p, = n* @+ obtenemos

mzix{ sup |[g,,(by) — b9H27 p”} -0 (n—zk/(2k+1)> '
0€(0,T] n
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5. Estudio de simulacién

En esta seccién presentamos un estudio de simulacién realizado con el fin de estudiar el comporta-
miento en muestras finitas de los modelos y estimadores presentados en los Capitulos 3 y 4. Este
se divide en dos partes. La primera la dedicamos a evaluar el comportamiento de los estimadores
del Modelo Lineal con Restricciones y la segunda a los del Modelo Lineal Histérico.

Para generar muestras (z;, Y;) con 1 < i < n que sigan un modelo lineal
1
Yi=a+ / b(t)xz(t) dt + &;,
0

necesitamos definir una ley de distribucion de las covariables x, una funcién de regresién b, un
intercept o y una distribucién para los errores €. En todos los escenarios de la simulacion utilizamos
a =0y errores ¢ ~ N(0,02).

1. Proceso de Fourier gq.

Los elementos del proceso se obtienen como una combinacién lineal infinita

o0
ap + Z agk—1 sin(2kmt) + agy cos(2knt),
k=1

donde los coeficientes a; ~ N (0 ( ) 1y ag ~ N(0,1) son mutuamente indepen-

2
J
dientes. En este proceso tenemos pu(t) = = 0 y los autovalores A del proceso seran los

valores 1y ( 2)24 con j € N.

Para generar una muestra elegimos un valor de truncado M € N y generamos la normal
multivariada correspondiente para obtener los ag

M
x(t) = ap + Z agk—1 sin(2kmt) + agy, cos(2kmt).
k=1

Para generar n elementos del proceso utilizaremos como valor M al entero mas cercando a
méx{25,n x 0,65}. Esta eleccién fue tomada para garantizar que el espacio donde viven los
elementos del proceso es de dimension mayor al generado por las n covariables.

2. Proceso Ornstein-Uhlenbeck.

Generamos una muestra del proceso definido en utilizando una grilla equiespaciada del
dominio y de tamano 100. Interpolamos con una poligonal continua los valores.

3. Proceso Punch.

Los elementos de este proceso tienen la siguiente forma
x(t) = Zew "0 4 X,

donde Z y X son variables aleatorias independientes. La funcién w(t) también es generada de
manera aleatoria. Esta es una funcién lineal a trozos con un punto de quiebre cuya ubicacion
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se define sorteando de una variable U con soporte incluido en el intervalo (0,1). La funcién
queda determinada por un valor fijo en ambos extremos del dominio y cero en el punto de

quiebre.

Este proceso presenta lo que se conoce en la literatura como variacién de fase. Esto es, la
variacion del proceso se presenta en el eje del tiempo. En este caso el tiempo donde ocurre el
maximo de la funcién. Incluimos este escenario ya que muchas de las metodologias de datos
funcionales suelen presentar problema ante este tipo de variacion.

Consideramos las siguientes funciones de regresién con dominio el [0, 1] re-escaladas para que tengan

norma 1.

Coseno Truncado:

Escalén:
Cauchy:
Homogréfica:
Nula:

Polinomio Centrado:

Cuadratica:
Lineal:

Pico:

b(t) = (cos(2mt) — 1)L 0,5(t);

b(t) = ljo,0,49)(t) + 100(0,5 — )L (0, 49,0,5 (*)
b(t) = (t — 0,5)% 00~ 0.5)7 ljo,0,5 (£);
b(t) = (t+0,1)"' - (1,1)7*

b(t) = 0;

b(t) = (t —0,5)° = (0,5)%;

b(t) = (0,5 — t)*Ijg,0,5(t);

b(t) = (0,5 = 1)Ijo,0,5 (1);

b(t) = t1]0,0,2](t) + (1,2 — 3t)1(0,2, 0,4](t)

Las Figura [7] muestra sus respectivos graficos. Como caracteristicas observables, todas las funciones
valen 0 en 1 y son no negativas.
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Figura 7: Funciones de regresién utilizadas en el estudio de simulacion.
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5.1. Estimacion de la funciéon de peso bajo restricciones de forma

En el presente estudio utilizamos cuatro métodos de generacién de covariables. Dos procesos de
Fourier con ¢ = 1 y ¢ = 0,2, un proceso Ornstein-Uhlenbeck con 4 = 0,0 =1y 0 = 0,5 y un
proceso Punch con Z ~ N(0,1/49), X ~ N(0,0,01) y U ~ U(0,1,0,9). En la Figura [§] se exhibe
una muestra aleatoria de 6 elementos para cada uno de estos procesos. En rojo grueso se grafica la
media del proceso obtenida al promediar 2000 elementos.

Fourierg=1 Fourier g =0.2

values
0
!
values

-2
|

-4
|

00 02 04 06 0.8 1.0 00 02 04 06 0.8 1.0

time time

Ornstein—-Uhlenbeck Punch

0.4
1.0

0.6
|

value
0.2
value

0.2

-0.2
L

time time

Figura 8: Muestra aleatoria de 6 elementos para cada proceso de generacién de covariables. En rojo
y trazo grueso se grafica la media del proceso.

Cada escenario de simulacion se corresponde a una de las 4 metodologias y una funcion de regresion.
Dentro de cada escenario se generaron muestras paran € {5, 10, 15, 20, 25, 50, 100, 200}. Se utiliz6
02 =1 para la varianza de los errores.

Dependiendo la funcién de regresién se usaron distintas restricciones. Con las funciones Cauchy
y Homografica restricciones de Monotonia y de Convexidad. Con la funcién Nula restricciones de
Monotonia y Concavidad. Para las funciones Escalén y Coseno Truncado se utilizaron restricciones
de Monotonia y con las funciones Polinomio Centrado y Pico restricciones de Concavidad. Las
funciones Lineal y Cuadratica se utilizan para el Modelo Lineal Histérico.

Para cada tipo de restriccién existen diferentes variantes: Monétona y Mon6tona0, Convexa y Con-
vexa(), Céncava, Céncaval y Concava00. Mas precisamente, la restriccién que llamamos Mondétona
es de decrecimiento. Cuando figura un 0 en la restriccién se impone que el valor de la funcion esti-
mada debe ser 0 en el borde derecho. La presencia de 00 corresponde a valer 0 en ambos extremos
del dominio. Esta tltima se utiliza solamente con las funciones Nula, Polinomio Centrado y Pico.

Como espacios aproximantes H consideramos los espacios S;’ y Sg. Como se desarrolla en la Subsec-
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cién[3.5.1] el espacio de splines de orden 3 y dimensién p lo utilizamos para estimar bajo restricciones
de Monotonia. El espacio de splines de orden 4 y dimensién p lo utilizamos para obtener restriccio-
nes de Concavidad o Convexidad. Para los valores de p consideramos dos variantes. Una fija que
no depende del tamano de la muestra y otro que depende del n. Estos son p =10y p = |n/2]

Con el objetivo de comparar y apreciar los resultados consideramos dos tipos de estimadores sin
restricciones. El estimador Pca basado en componentes principales funcionales y un estimador
Irrestricto. Este tltimo se calcula mediante la Ecuacién usando como espacio aproximante el
mismo del estimador restringido con el que se compara.

También tuvimos en consideraciéon dos tipos de penalizaciones. La penalizacion Ridge

Peng;(f) = || f||? v una penalizacién a la derivada segunda Pengp(f) = || £@|? 4 ¢/ Miincates (0) ||>-
El primer términco de la penalizacién favorece soluciones suaves mientras que el 1ltimo término es
para que la penalizacién resulte inyectiva. El valor ¢, corresponde al autovalor minimo del operador
derivada segunda dentro de 5’5. El operador Iljj,eares € €l proyector sobre el nicleo de la derivada
segunda. Es decir el proyector sobre el espacio de funciones lineales.

Por cada tipo de restriccién, dimensién del espacio aproximante y penalidad, tenemos un estimador
diferente. Teniendo en cuenta que los estimadores Irrestricto con Sg’ e Irrestricto con S;l son distintos
contamos un total de 9 x 2 x 2 + 1 = 37 estimadores.

Para elegir el parametro de suavizado p de cada estimador y la cantidad de componentes principales
utilizada por el estimador Pca se realiza una validacion cruzada de 5 cruces. Para la eleccién de
p utilizamos una grilla lo suficientemente amplia. La cantidad de componentes principales para el
estimador Pca se limita entre 1 y el minimo entre 15 y la dimensiéon del espacio generado por la
muestra.

Para cuantificar el error en cada estimacion utilizamos la norma cuadrada y la I'-norma cuadrada
de b — b. Esta ultima la estimamos generando una muestra de tamano B = 1200 y calculamos

B
-ty = 5> (b, 2 -7)

i=1

Reportamos el promedio de estos valores en N = 1200 replicaciones de la simulaciéon. Obtenemos
asf estimaciones de E(||b — b||?) y E(||b — b||%). Esta dltima estimacién queda justificada por la Ley
de los Grandes Ntimeros Uniformes si B es grande y E(||b[|?) < oo resulta

E([[b - 0l[7) ~ E([b - blIE,).

Para resumir los resultados obtenidos se presentan graficos y tablas que se presentan en el Apéndice
Los gréficos los presentamos en escala log-log. Una caracteristica importante de este tipo de
grafico es que las funciones de la forma f(n) = cn® se grafican como rectas de ecuacién y =
az + log(c).

Las Figuras(18 a[33|y la Figura [50| muestran los graficos en escala log-log de los errores de estimacion

medidos para E ([[b, — b)|2). Las Figuras 20 a 34 muestran los gréficos en escala log-log de la

simulacién cuantificados por E <||3n - b||2).
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Las Tablas 1 a 9 muestran las diferencias en los resultados de estimar con restricciones de monotonia,
concavidad o convexidad. Cada uno corresponde con un proceso de generacién de covariables y a
una norma con la que se cuantifican los errores.

Cada fila corresponde a una estimador (salvo las filas recuadradas). Cada columna corresponde a
una cantidad de covariables. En el interior de la tabla figuran la proporciéon de aumento del error
respecto a la metodologia que mejor resultado obtuvo para ese columna. Dicho de otro modo, si
llamamos b, al estimador correspondiente a la fila i para un tamafio de muestra n en la entrada
(i,n) de la tabla tenemos

~ )

167, — bl

min; |7, — b

donde J puede ser 2 o I'. En la fila recuadrada anotamos en la columna que corresponde a n el
valor min; ||b%, — b||3.

5.1.1. Algunas observaciones sobre los errores cuantificados por la I'-Norma

Las siguientes conclusiones se aplican sobre todos los escenarios de simulacién salvo los que incluyen
a la funcién Pico. Las observaciones se desprenden de las Figuras [1§ a

= Como es de esperar, las curvas de las estimaciones son decrecientes. Es decir, el error decrece
cuando el n aumenta.

= Si comparamos las curvas de igual p e igual penalizacién observamos que en todos los es-
cenarios obtenemos, como es de esperar, que a mayor nivel de restriccién mejor resulta la
estimacion. Por ejemplo, las curvas de error de prediccion de Monétona0O mejoran uniforme-
mente a las de Mondtona que a su vez mejoran uniformemente a las de Irrestricto.

= En casi todos los escenario, para todo n > 10, las estimaciones obtenidas con cualquier
restriccién bajo la penalizacion Ridge, mejoran uniformemente a las estimaciones por Pca.
Las tnicas excepciones corresponden a algunos escenarios con la funcién nula y solo para
n = 10.

= A partir de n = 10 las curvas se asemejan a rectas.

= Los resultados de los procesos Fourier con ¢ = 1y ¢ = 0,2 son muy similares para los escenarios
comparables. Las Tablas[2] y [3] permiten apreciar esto con més detalle para las funciones Nula,
Cauchy y Homogréfica.

= En ambos procesos Fourier, para todas las funciones de regresién salvo la Nula, las curvas
de los estimadores restringidos se ven poco afectadas por la eleccién de la penalizacion. Los
mejores resultados por penalizacion dependen en gran medida de la funcién de regresién.

= Fn los 4 casos de generacién de covariables la estimacién de la funcién Nula se ve beneficiada
por el uso de penalizaciéon Ridge. Es decir, fija la restriccion y el p, los errores con penalizacion
Ridge son uniformemente mejores a los de la estimacién con penalizacién Segunda Derivada.
Esto es de esperar por la naturaleza de la penalizacion.
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= En los escenarios con Ornstein-Uhlenbeck y Punch bajo restricciones de monotonia, las curvas
de error son uniformemente mejores para la penalizacién Ridge sobre la penalizacion Segunda
Derivada para n < 100. Se observa que para todas las funciones salvo la Nula pareciera existir
una tendencia en las curvas de error de Mond6tonaO con penalizacién Segunda Derivada que
intersecan o eventualmente intersecarian a la de la penalizacién Ridge. Esta tendencia no se
observa para las estimaciones de Irrestricto.

= Kl escenario con la funcién Nula y covariables Fourier ¢ = 1y ¢ = 0,2 el error para el estimador
Pca es casi constante para 10 < n < 25. En el caso ¢ = 0,2 para n = 5 el error del estimador
Pca es menor que con n = 10.

= Salvo para la funcién Nula las curvas son similares entre cada funcién a estimar. El proceso
que genera las covariables parece tener mayor influencia sobre las curvas de error que las
funciones de regresion.

= Para la funciéon Nula las curvas de error tienen forma similar entre los distintos procesos que
generan las covariables.

5.1.2. Algunas observaciones sobre los errores cuantificados por la norma Lo

Las siguientes observaciones se desprenden de las Figuras |34] a

= En ambos procesos de Fourier la estimacién en norma es estrictamente decreciente para los
estimadores con espacio de dimension fija p = 10.

Si comparamos las curvas para cada método con distintas restricciones ( p = 10 e igual
penalizacién ) observamos, en todos los escenarios, que a mayor nivel de restriccién mejor es
la estimacion.

» En ambos procesos de Fourier el comportamiento de los estimadores con p = n/2 es diverso.
Si bien en algunos escenarios es decreciente y se acerca a 0 en otros no resulta mondétono ni
parece acercarse a 0 a medida que aumenta el n.

= Los procesos Ornstein-Uhlenbeck y Punch el error de estimacién medido en norma estd muy
lejos de 0 para todas las funciones y restricciones. El comportamiento de algunos estimadores
es erratico.

= Los procesos Fourier presentan resultados similares para ¢ = 1 y ¢ = 0,2. Esto también se
puede apreciar en las Tablas [6] y [1]

» Las curvas de Irrestricto y Monétona con p = n/2 y penalizacién Segunda Derivada resultan
estrictamente crecientes en el proceso Punch. Esto sugiere que

supE <||En — b||2) = +00.
neN

Notemos que la penalizacién Segunda Derivada no es coerciva como sucesién de penalizaciones
sobre S;’. Esto puede incidir en los valores de la esperanza de la norma del estimador como
se desprende del Teorema y luego del Teorema [3.13
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~ ~ 2
De todas formas para que E <||bn0 - b||1%> ~ % 2?:1 <bn0 —b,x; — :E> siga valiendo solo

necesitamos que para cada ng se satisfaga E <||3n0 - sz) < +00. Es interesante el contraste
con la Figura 25| donde los errores medidos en I'-Norma decrecen a 0 a medida que el n crece.

= Para todos los n > 50 y casi todos los n > 20 los estimadores restringidos con p = 10 mejoran
al estimador Pca.

= Kl estimador Pca no parece acercarse a 0 a medida que aumenta la cantidad de muestras.

5.1.3. Estimacién con restricciones cuando no se cumplen las condiciones

La Figura muestra los resultados de estimar bajo restricciones erréneas en el Modelo Lineal
Funcional.

La funcién Pico no es concava y podemos observar que las restricciones Concava0 y Concava00 dan
resultados muy pobres en comparacién con el estimador Pca e Irrestricto. A pesar de que la meto-
dologia Concava tiene menos informacién correcta sobre la funcién (no conoce el valor de la funcién
de regresién en ninguno de los bordes del domino) es la de menor error. La estimaciones empeoran
sustantivamente en comparacién a las estimaciones sin restricciones al aumentar el tamano de la
muestra. Llamativamente la estimacion Concava da los mejores resultado para tamanos de muestra
menores a 25 en el proceso de Fourier ¢ = 1.

5.1.4. Estimacion Monétona vs estimacién Convexa

De la informacién proporcionada por las Tablas [2] a [0] observamos que para el error medido en
I'-Norma y en norma suele ser mejor utilizar informacion de la monotonia que de la convexidad.
Esto puede atribuirse a que se tiene mas informacién de una funcién a partir de su derivada primera
que de su derivada segunda.

5.2. Estimacion en el Modelo Lineal Historico

La segunda parte de la simulacién corresponde estudiar el comportamiento de los distintos esti-
madores propuestos para el Modelo Lineal Histérico. Utilizamos dos de los procesos de generacién
de covariables ya descriptos. Un proceso de Fourier ¢ = 1 y un proceso Ornstein-Uhlenbeck con
uw=0,0=1y o =05 Para la intercept y la varianza de los errores del modelo utilizamos oo = 0
y 02 =0,7.

Para funciones de regresién usamos las funciones Cauchy, Cuadratica, Lineal y Escalén. Todas estas
tienen punto de cambio 8y = 0,5 y son decrecientes. Ademds estdn ordenadas de mayor a menor
en cantidad de derivadas continuas en el punto de truncado. Esto corresponde con el valor ¢ de la
hipétesis (B2), siendo ¢ = oo, 2, 1y 1 respectivamente.

Consideramos dos estimadores iniciales, el estimador Pca y el estimador Monétona0 con penalidad
Ridge y p = 10. La determinacién de la cantidad de componentes principales y del pardmetro de
suavizado p se eligen mediante una validaciéon cruzada de 5 cruces con toda la muestra.
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Como funcién de penalizacién para el punto de truncado utilizamos pen(f) = 2. El criterio de
eleccién fue su facilidad para implementar el algoritmo computacional. Para estimar 6y a partir del
estimador inicial realizamos validacién cruzada de 5 cruces para elegir el pardmetro de suavizado w.
Evaluamos su desempeiio estimando el error de prediccién del estimador inicial truncado en 6(w).

Luego de estimar el punto de corte calculamos un estimador de 3 pasos. Para su cédlculo estimamos
con restricciéon Monétona0 con p = 10 y penalidad Ridge sobre el intervalo [0, é] Luego extende-
mos la funcién para que esté definida en todo el intervalo [0, 1]. Medimos el desempefio de estos
estimadores con la I'-Norma cuadrada y la norma cuadrada.

Las Tablas [10| y [L1| muestran las medidas de resumen para las distribuciones de los errores de esti-
macién del punto de corte. Las Figuras[51] a[58 muestran histogramas que comparan la distribucién
de los errores discriminados por funcién de regresion y cantidad de covariables. La Figura [59| pre-
senta histogramas para comparar el desempeno en términos de la I'-Norma del estimador inicial
Monétona y su estimador a 3 pasos correspondiente.

La Tabla [12| compara los errores de estimacién medidos en I'-Norma para los dos estimadores de 3
pasos, los dos estimadores iniciales y el estimador Oraculo que es un estimador que conoce el valor
verdadero del punto de cambio y. Este estimador no es aplicable en la préactica, pero sirve como
elemento de comparacioén sobre cuanto lugar queda para la mejora de los estimadores presentados.

En las filas recuadradas figura el error de estimacién medido por I'-Norma para el estimador a 3
pasos con inicial Monétona. En el resto de las filas corresponden a un estimador y las columnas a una
cantidad de covariables. En el interior de la tabla figura la diferencia relativa entre el estimador a 3
pasos con inicial Mondtona contra el estimador que corresponde a la fila y la cantidad de covariables
de la columna. Es decir, si llamamos /b\}L al estimador 7 para el tamano de muestra n tenemos en
cada entrada de la tabla N
lor, —blIE
||’51ri10n 3 pasos b||12“

Valores negativos en la tabla quieren decir que el estimador en cuestién obtuvo un mejor resultado
que el estimador a 3 pasos con inicial Monotona. Es de esperar que el estimador Oraculo mejore a
todos los estimadores ya que posee més informacién sobre la funcién a estimar.

5.2.1. Estimacion del punto de corte

Las siguientes observaciones se desprenden de las Tablas [I0] y [[1] ademds de las Figuras 1] a

= Como es de esperar, en todos los escenarios con covariables Fourier el error cuadratico medio
decrece con el tamano de muestra.

= En todos los escenarios con covariables Fourier la estimacién del punto de corte con el esti-
mador inicial Monotona son uniformemente mejores a las estimaciones por Pca en términos
del error cuadratico medio.

= El error cuadratico medio del estimador mejora a medida que disminuye la cantidad de deri-
vadas continuas de la funcién de peso en el punto uy. Esto corresponde con la hipétesis (B2)
utilizada para obtener las tasas de convergencia.
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= En los escenarios con covariables Fourier ¢ = 1 la estimacién del punto de corte con el

estimador inicial Moné6tona pareciera ser sesgado.

Con el estimador inicial Monotona y covariables Fourier, la variabilidad de los errores dismi-
nuye con la cantidad de derivadas continuas en wuyg.

En los escenarios con covariables Ornstein-Uhlenbeck presenta mejores resultados para el
estimador inicial por Pca. Sin embargo los histogramas muestran para ambos iniciales que un
intento de estimar wug resulta futil. En efecto, El primer cuartil de todos los errores es —0,5
que es el error maximo que se puede tener. En la estimacion del punto de corte con inicial
Monotona tenemos que en la mayoria de los escenarios incluso el segundo cuartil es cercano
a —0,5.

Una posible justificacion para el mal desempeno de los estimadores lleva a considerar la
cantidad supgejo 77 |(b — b)Ijg 9|, . Garantizar que este término este controlado es una de
las hipdtesis de la Proposicién Como se desprende de la Observacion este término
se puede acotar por la norma del error de estimacién. De las Figuras [34] y [38] vemos que la
norma de los errores para los estimadores iniciales Pca y Mondtona son mucho més chicas en

el proceso Fourier que en los procesos Ornstein-Uhlenbeck.

5.2.2. Estimacion en tres pasos de la funcion de regresién

Las siguientes obsrvaciones sobre los estimadores de tres pasos se desprenden de la Tabla [12]y la
Figura 59

5.3.

El error de estimacién medido en I'-norma para el estimador Pca siempre se ve beneficiado
por una estimacién de 3 pasos. Esto es de alguna manera esperable porque en el estimador
inicial Monotona es uniformemente mejor.

Con covariables Fourier la estimacion de 3 pasos y la estimacién a un paso con inicial Monéto-
na presentan resultados similares sin terminar de favorecer a uno sobre el otro. Las diferencias
relativas son menores al 10 porciento. Por lo tanto una estimaciéon de 3 pasos podria ser in-
teresante por su interpretabilidad.

Con covariables Ornstein-Uhlenbeck se ve que una estimaciéon a 3 pasos mejora el error. Sin
embargo hemos visto que la estimacion del ug no es fiable por este método.

Conclusiones

De la presente simulaciéon concluimos que siempre que exista informacion sobre la monotonia o
la concavidad de la funcién de regresion es conveniente utilizar procedimientos de estimacién que
contemplen estas propiedades. También apreciamos su beneficio para la estimacién del punto de
cambio en el Modelo Lineal Histérico cuando las covariables siguen un proceso de Fourier. Entre las
opciones de penalidades estudiadas la Ridge parece ser méas apropiada para los tamanos de muestra
moderados aunque en varios escenarios la penalizacién Segunda Derivada resulté uniformemente
mejor.
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6. Ejemplo de aplicaciéon: Emision de particulas sélidas

En esta seccién, con el objetivo de ilustrar las propuestas de estimacion de esta tesis, estudiamos
los datos de emisién de particulas sélidas (PS) de camiones a combustible diesel. Estos datos fueron
presentados en Clark (2007) y se utilizaron para ilustrar el Modelo Lineal Histérico en Hall (2014)
y Guan (2020).

Las datos se obtuvieron colocando un contador de particulas en el cano de escape de camiones
y midiendo a cada segundo t la cantidad de particulas sélidas emitidas PS(t) y la velocidad del
camién a lo largo de un ciclo de conduccién. En Ascencio (2014) se propuso el siguiente modelo

para los datos
0o

log(PS(t)) = b(u)Z(t — u) du,
0
donde Z(t) es la aceleracién del motor en el segundo ¢. Esto indica que la cantidad de particulas
emitidas en un tiempo ¢ depende sélo de los 6y segundos previos a su emision. El parametro 6y es
de interés y por argumentos técnicos es menor o igual a 60. La respuestas Y se obtuvieron para
distintos valores de t suficientemente espaciados para disminuir dependencias entre las curvas y
otras respuestas.

Disponemos de n = 108 curvas de velocidad W; evaluadas en una grilla del intervalo [0, 60] sobre
los ntimeros enteros y la cantidad de particulas solidas contabilizadas para cada una. Construimos
las covariables X;(t) = —W/(60 — t) asociadas a sus respuestas Y;. Es decir X;(0) es la aceleracién
del motor en el momento que se contabilizaron las particulas sélidas y X (60) la aceleracién 60
segundos antes.

En la Figura[J| presentamos un histograma de las variables Y; ya centradas y las curvas de aceleracién
también centradas. El esquema de colores utilizado pinta a cada curva del color que corresponde
a su respuesta Y; en una paleta que va de Rojo a Amarillo para valores de menor a mayor. Por
la cantidad de datos es dificil obtener informacién del grafico de la totalidad delas curvas, aunque
se puede apreciar zonas de color amarillo para valores altos de aceleraciéon en los primeros 20
segundos. En las Figura presentamos multiples graficos cada uno con 4 curvas seleccionadas
al azar manteniendo el esquema de colores. La Figura [10| presenta los graficos de algunas curvas
seleccionadas al azar y discriminadas por el valor de respuesta. De estos graficos podemos observar
que las curvas con Y > 10, es decir, para las que més particulas sélidas se les contabilizaron,
presentan valores positivos de aceleracion entre 0 y 20. Pareciera que valores altos de emisién de
particulas se asocian a aceleraciones positivas en los 20 segundos anteriores. En las curvas con
Y < —10 toman valores positivos entre los 20 y 40 segundos antes de la medicién de la cantidad de
particulas.
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Figura 9: Histograma de los valores de Y centrados y las curvas de aceleracién centradas con su
color correspondiente al de su respuesta en el histograma.
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Figura 10: Algunas curvas de aceleracién discriminadas por el valor de su respuesta.

Para estudiar los datos ajustamos el modelo lineal con restricciones Decreciente0 e IrrestrictoO.
El modelo decreciente podria tener sentido si uno supone que la influencia de la aceleracién en la
cantidad de particulas sélidas disminuye a medida que aumenta el tiempo transcurrido desde la
medicion. Con esta restriccién la funcion estimada serd decreciente y nula en el borde derecho. La
restriccion Irrestricto0 solo asume que la funcién de peso borde derecho de su dominio es nula. Uti-
lizamos las penalizaciones Ridge y Segunda Derivada obteniendo 4 estimaciones distintas. También
ajustamos el modelo mediante estimacién por componentes principales principales funcionales. Los
parametros de suavizado y la cantidad de componentes principales las elegimos mediante validacién
cruzada de 5 cruces. Las funciones de peso estimadas se presentan en las Figura [11]y las curvas de
la validacién cruzada en las Figuras [14] y De los estimaciones Irrestricto0 y Pca se ve reflejado
lo observado en el parrafo anterior. Valores positivos de aceleracion de 0 a 20 contribuirian a ma-
yores valores de particulas sélidas y valores positivos de 20 a 40 contribuirian a menor cantidad de
particulas sdlidas. Esto no se ve reflejado por el estimador Decreciente0 que se anula cerca del valor
20 y segun este solo influirfa en la cantidad de particulas seria los valores de aceleraciéon de 0 a 20.

Utilizando estos estimadores como iniciales aplicamos validacién cruzada de 5 cruces para determi-
nar el pardmetro de suavizado en la estimacion del punto de truncado en el modelo lineal histoérico.
Los valores estimados se presentan en la Tabla[l} Para la validacién cruzada dividimos los datos en
cinco grupos. En cada cruce utilizamos 4 de ellos para determinar el punto de truncado correspon-
diente a cada pardmetro de suavizado. Para cada punto de corte ajustamos el modelo lineal con
Irrestricto0 sobre el dominio restringido y evaluamos su desempeno en el grupo restante. Utilizamos
la misma penalizacion con la cual se calculé el estimador inicial correspondiente y utilizamos como
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DecO | IrrO | Pca
Ridge | 20.4 | 39.6 | 39.0
SD 14.2 | 40.2 | 39.0

Tabla 1: Estimacién del punto de truncado para cada estimador inicial y penalizacion utilizada en
la re-estimacion del modelo.

parametro de suavizado el que se obtuvo por validacién cruzada para el inicial ajustado para tener
en cuenta el dominio méas pequeinio. En el caso del estimador inicial por componentes principales
reajustamos con ambas penalizaciones. Las curvas de error de validacién cruzada se presentan en
las Figura

De la validacién cruzada pareciera ser que Irrestrico0 y Pca son mas adecuados como estimadores
iniciales ya que obtienen un error de reconstruccion estimado menor que Decreciente0.

La Figura [12) muestra las estimaciones a tres pasos. Se puede apreciar que se mantienen las formas
de las estimaciones presentadas en la Figura Esto podria indicar que un punto de truncado
alrededor de 40 es razonable. Este valor es considerablemente diferente a los obtenidos en Hall
y Hooker (2016) y Guan et al. (2020) donde estiman el punto de truncado al rededor de 14 y
20 respectivamente. Estos valores son los que obtuvimos con la restriccién DecrecienteQ bajo las
distintas penalidades.

En la Figura [L6] se presentan las relaciones entre el parametro de suavizado, el punto de truncado
y el error de reconstruccion relativo. La primera columna de graficos muestra el punto de truncado
estimado como funcion del pardmetro de suavizado w, es decir

168

6(w) = argmin'y_ (Y _ /0 Do) dt>2 + .

u€l0,60] 577
Si definimos el error de reconstrucciéon para cada w

168

Oo(w) _ 2
Bw) =Y (Y _ /0 b(t)ai(t) dt) .

i=1

los gréficos de la segunda columna presentan el error relativo de reconstruccién, es decir, E(w)/E(0).
De manera similar definimos el error relativo para cada posible punto de truncado

168

Br(u) =3 (Y _ /0 B z(t) dt>2.

=1

la tercer columna presenta Er(u)/Er(60). Los colores de cada curva se mantienen como en la Figura
para representar a cada estimador inicial. En los graficos de la primera columna se observan
saltos verticales en las curvas. Esto se debe a que el punto de truncado #(w) no es una funcién
continua del pardmetro de suavizado. Para entender que es lo que sucede presentamos la Figura[17]
donde se grafican las curvas de error de reconstruccién penalizado v — Er(u) 4+ wu? para distintos
valores del parametro de suavizado w. De estos se puede apreciar que las discontinuidades se deben
a la existencia de maximos locales o cambios abruptos de concavidad en la curva con w = 0.
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Figura 13: Validacién cruzada para la estimacion de las funciones de regresion.
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Figura 17: Error de reconstruccion penalizado en funcién del punto de truncado. Cada curva co-
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graficos Decreciente0 con w = 0,0,00015, 0,0003, 0,0006, 0,0018. Los puntos sobre cada curva corres-
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7. Demostraciones del Capitulo 1

7.1 (Teorema Podemos asumir m = 0 sin perdida de generalidad. Notemos que xn, =
(x,en) es una variable aleatoria en R por definicion de un H elemento aleatorio. Por otro lado
E((r,en)?) < E(||z]]?|lenl|?) < oo. De lo que concluimos que |(z,e,)| < +oo con probabilidad 1.
Claramente E(x») = 0, usando el Teorema [1.25 obtenemos que E(zx,) = E(z(z,e,)) = I(e,) =
Anén Yy por lo tanto

Por altimo, utilizando los resultados obtenidos, tenemos la velocidad de convergencia de la serie
truncada en término de los autovalores del operador de covarianza.

N 0o
E(Jlz = > xnenl®) =E(| Y xneal®)
n=1

n=N-+1
oo

=E( ) x3)

n=N-+1

n=N-+1

7.2 (Lema [1.25) Como E ([, |#(t)u(t)] dt) < E(||z]]2)|lullz < oo por el Teorema de Fubini-Tonelli
se puede intercambiar la esperanza con la integral obteniendo

E < /1 2(t)u(t) dt) = /1 E(z(t))u(t) dt .

7.3 (Lema [1.26)) Podemos asumir m = 0 sin pérdida de generalidad. Como x es un La(I) ele-
mento aleatorio

En la ultima igualdad se intercambia la esperanza con la integral por el Teorema de Fubini- Tonelli
ya que E([; |z(s)z(t)u(t)] dt) < E(|l]|solz]|2)|[ullz < E(||z]3)"ZE(]2][3)"?ull < oo
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Para la sequnda igualdad utilizamos el teorema de representacion para un Lala, b] elemento aleatorio

E(e(s)2(t) = E | 3 xjei(s) S xiei(t) | |
j=1 i=1

=E YD xixei(s)eilt) | =D Nej(s)ej(t).
j=1 i=1 j=1
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8. Demostraciones del Capitulo 2

8.1 (Proposicién [2.3)) Supongamos que no es cierto. Sea v € Nu(T)* tal que (u, —u, v) /4 0
y sean € > 0 y ny tales que |(up, — u,v)| > €. Como |up, — u|| estin acotadas, existen w € H
Yy nk; tales que Uny, = U = W. Como convergencia débil implica convergencia bajo T resulta que

Uny, — U L w. Esto implica que w € Nu(T). Como (w,v) > € llegamos a un absurdo.

8.2 (Observacién [2.7) Claramente (u,v)r = (TV2(u), TY2(v)) es un producto interno y
|ul|2 = (u,u)r. Para ver que no es completo basta considerar u, = > p_, ex. Esta sucesion es de
Cauchy bajo la T-Norma. Si existiera limite w € H deberia satisfacer (u,e;) = 1Vk € N.

8.3 (Teorema [2.10) Consideremos |jul|2. = 23" (u,x; — m)?, para cualquier u € H resulta
que

1 n
Jull, = = > s —m ot m - ),
i=1
1 ¢ 2 1
=— Z(u,aﬁZ —m)? + —Z(u,xi —m)(u,m —I) + — Z(u,m —z)%
i [ i
n

— %Z@’xl — m>2 —2(u,m — z){u,m — ) + (u,m — i)2,
=1

= lullgy = (u,m — 7).

Utilizando (A2) obtenemos que

E<wwm%—w@
llull <1

) =E ( sup |(u,m — x>2|> =O(my,). (77)

[lull<1
. . , t
Dado w € H consideremos la secuencia qn(u) = max{HuHm/Z", sj%} Afirmamos que vale la

stguiente igualdad

E(mwmww@—wﬁjzmm (78)
lull<1

Para mostrar que esto es cierto, notemos que por el Teorema r=m-+ 230:1 Xrér y por lo
tanto (u,z —m)* =320 S°C  vusxrXs con v = (u, e,.) obteniendo que

n

1 o oo 0o
ﬁ Z Z UrUsXriXsi — Z Arvg
i r=1

Jullp,, — | = ,

i=1 r=1 s=1
0o 00 1 n
= Z Z UrUs (n Z XriXsi — ArL’s) ‘ .
r=1 s=1 i=1
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Definimos

N ~ IR . -
Xrr i= m ':1(X7‘i - A\) Xrs 1= \/ﬁ ;Xm'st‘: r#s Xrs := 0 si min{\,,\;} =0

Tenemos que E(Xrs) = 0 y st min{\,, \s} > 0 por la hipdtesis (A1) el segundo momento de estas
variables estd uniformemente acotado

" n 1 &
E(X?‘s) = A Var <n ZXM'XSZ') S C. (79)
T i=1

Continuamos acotando ’HUH%Z — Jull?]

Z Z Urvs )\ >\ er

o o0 1 n
Z Z UrUs <n Z XriXsi — )\,Jrzs> | =

r=1s=1 r 1s=1
9 00
Urvs )\ >\ er Urvs()\r>\3)1/2~rs
;; \/ﬁ r—;%;
1/2 1/2 1/2 1/2
(ZZM ) (EXen) R (LX) (3 T
r=1 s=r r=1 s=r r=k+1 s=r r=k+1 s=r

Tenemos que
k oo 00 o)
SN AR < Julfllul® oy YD vl < lullt
r=1 s=r r=k+1 s=r

Usando la cota obtenida en[79 y Fubini-Tonelli resulta que

<ZZAS><TS) = O(ty) ( > ZA mxrs) = O(s})- (80)

r=1 s=r r=k+1 s=r

Como la desigualdad se satisface para cualquier k podemos elegirlo en funcion del n siempre que

% — 0. Utilizando la desigualdad de Jensen y que la raiz cuadrada es una funcion concava

obtenemos [78

Para concluir la demostracion sdlo resta tomar esperanza y utilizar[77 y[7§ en la siguiente desigual-
dad

sup £, (u) [[[ullf — Jullr,| < sup m! ’Hull% — llullf,

+ swp a7 w) [l — el |
flull <1 lull<1

fJull<

8.4 (Corolario [2.12)) La demostracién es andloga a la del Teorema |2.10, Basta notar que

2) =E ( sup |(u,m — x>2|2> = 0(1}),
[lull<1
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Y que
9 koo
[lullf, = Nl < Sllul® Y2 > AKE + 8u? S Y AT
r=1 s=r r=k+1 s=r
para luego utilizar las desigualdades obtenidas en la Ecuacion [80

8.5 (Observacién u Como T' es nuclear por el Teorema |1.25 u la sucesion s = > 02, 1 Ar
converge de manera decreciente a 0 mientras que tj, es creciente. Veamos que > = =1 =Y he1sk — 0.
Notemos primero que 2 es una secuencia positiva y decreciente,

1 n n
thyl —th = m (nZsk —(n+ I)Zsk +nsn+1> ,
k=1 k=1
1 n
= — — < 0.
n(n+1) (nsn_H Z Sk)

k=1

Por lo tanto eziste limite L > 0. Supongamos L > 0, existe un ng para el que s, < L/2 para todo

n > ng pero
n

no

tn 1 1 npsi1 n—ng L L

— == s — s < —

n n Z kT n Z k= n + n 2 nooo 2
k= k=no+1

Esto es una contradiccion que vino de asumir L > 0.

8.6 (Teorema [2.14) Primero notemos que
lunll < [unllp = lunll?, | + luall?,.

Llamamos £,,(u) = ffn(‘“T”) y obtenemos

- 1
7 = NlunlIE,, | < lunlIPEn(un) sup —— [[lullf = [lulf,]- (81)
Julj <1 £n(u)

Hacemos uso del Teorema y la propiedad Op(a,)Op(by) = Op(ayby) para obtener
unllE, = lunllf]l = Op (|[unl*£n (un)) -

Como B
[un[f = Op (méx {an, |[un|*n (un)}), (82)

obtenemos finalmente

||Un|| f (un) max{\, HunHFHunH H n”2 mnHunHQ}
Junll2 = Or (rnx{ e Rl 22 mnuun||2}> ,

) t s
= 0p (i fan, % ua P 22 ol mllun 2} )
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Para la dltima desigualdad usamos que P(X < méx{a,b}) = P(X < anX < b} y por lo tanto
al analizar la parte del mdzimo en que aparece ||uy||r podemos pasar dividiendo y luego elevar al
cuadrado.

8.7 (Proposicidn [2.15)) Primero notemos que

[unll0 < [lunlle = llunllr, | + llualle,,
por lo tanto
lunlle = llunlle, | < llunll sup [flulle = flulr, |-
lull <1
Por la desigualdad triangular vale para todo v € H
2
e = llulr, [ < [llullf = [, ]
Usando Cauchy Schwartz, la ltima desigualdad y el Teorema[2.10
1/2
2\1/2 2
E(|[[unlr = llunlr.]) < E(lunl®) ""E ( sup |[[ul[r — [Jullr,| ) ;

flull<1

1/2
<E(Junl?)/*E ( sup |[|ull2 — Huu%n\) ,

flull<1

= O(méx {n_1/4, m,ll/z}).

De la misma manera

A

lunlf < llunlf = llunll, | + lunllE,,

Y que

)

[llnllE = llunll?, | < llunl® sup [[lullf - [lull?,
lull<1

podemos usar Cauchy Schwartz y la el Corolario

1/2
1/2 2
ol ol ) <2 (0t 2 v 10t~ 7, )
ul|<

=0 (méx {n_1/2, ln}> .

8.8 (Ejemplo [2.17)) Para corroborar ambos ejemplos se debe acotar las series por las integrales

andlogas. En el item 2) considerar que O (%) =0 (ank(k) — kln%’(k)> si k> 3.

8.9 (Proposicién [2.18)) FEste resultado se desprende del Teorema de Convergencia de Vitalli que
dice que E(|X,, — X|) — 0 si y solo si X,, & X y X,, son uniformemente integrables.

De la hipétesis sup,, E(||un||¥) < +o0 y la desigualdad

MJwnl[f Ty 00 < ]l
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obtenemos la uniforme integrabilidad de ||u,||[. ya que

sup E([lun[rdju, jr>n) < M~ SUPE(HUnH ) — 0.
neN neN M—+oc

Para probar la sequnda ecuacion utilizamos con r =1 la Proposicion con T =TY2. En efecto

T2 (Ewn)) I = I8 (T 2tn) ) 1| < B (T ()]l = E (e

El término E(||uy||r) ya probamos que tiende a cero. Ademds ||E(uy)|| < E(||uy||) que es uniforme-
mente acotado por hipdtesis.

8.10 (Proposicién [2.19) Por la Proposicion [2.18 vale que lim E((un —uo, uo)) = 0 lo que

n—-+0o

implica 1fm  E((uy, , uo)) = |Juo||®. Resulta entonces que
n—r—+0o0
0 < liminf E(||u, — uol?),
n
< lim sup E(||un, — uol|?),
n
= h'msupE (HunH2 + HUOH2 -2 <un7 u0>) ’
n
< 2uoll? 2 lim_E((ur, uo))
=0.
Como el limite superior e inferior coinciden y valen cero, concluimos que 11’1513 E(||un — uo||?) = 0.
n—-+0oo

La convergencia en I'-Norma al cuadrado se desprende de este resultado.

8.11 (Proposicién) Siu € B(v,C) resulta que para cualquier k € N

k 00
(Un, u Z Uun , €5) (u, )| + Z | (un , €5) (u, €;) |,
N 2 1/2 . 2 1/2
< Z Up, , €5) )2 Z (u, ej + Z (U, ej>2 Z (u, ej)2
j=1 j=1 Jj=k+1 Jj=k+1
Como Z§:1 (Un , €)% < g Z] LA (U, e)? < A Hlunl2 obtenemos,
~1/2
sup | (un , w) | < [JunllrA, " + Cllun|[w

ueB(v,C)
Por lo tanto, utilizando las tasas y que la normas estdn acotadas en probabilidad o en primer
momento obtenemos los resultados deseados.

8.12 (Corolario [2.21)) Tenemos que
lun — woll* = llunll* + lluoll* — 2 (un , o),

= [lunll* = lluoll® = 2 (un — uo , o)

70



Tomando esperanza y usando la Proposicion[2.20 obtenemos

E(|lun — uoll?) = O (dn + baA,. /2

n

+ E(fJun — woll)uw, )

Por lo tanto s
E(||un — uo||?) = O (méx {dn, b2 B — u0|]2)1/2wkn}) .

n

Obteniendo finalmente

E(||un — uo2) = O (méx {dn, b2, w,%}) :

Lema 8.13 Sea u € H y x1,...x, una muestra aleatoria con operador de covarianza I' con auto-
valores A1 > Xy > ...
4 n
lull,, < IIUIIZE D i —m|?, (83)
=1
Por lo tanto
[e.@]
E(lulf,) < 4llul?_ N, (84)
j=1
4 4 4
E([lullr,,) < 16]|ul[*E([|z — m]]). (85)

8.14 (Lema [8.13) Usando la propiedad de que la norma de un espacio de Hilbert satisface
|| Z?:1 a,'||2 < TZZ HCZZ'H2 tenemos

1 n
ulf, = - Z (u, z; — )7,
=1
1 < B
EZ [l ||z — |?
=1

2 n
lul®= > (i = mlf? + |7 = mlf*)

IN

<
i=1
2 — 1 &
< a2 e =l + =l —ml? ]
n 4 n 4
=1 7=1

4 n
= Jful®=> i —m]*.
i=1

Tomando esperanza de los dos lados se obtiene
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9. Demostraciones del Capitulo 3

9.1 (Teorema Como existe hy, tenemos que hy + ¢ € H para todo ¢ € R. Por lo tanto
E(9(X) — ha(X))? + Apen(hy) = E*(g(X) — ha(X)) + Var(g(X) — ha(X)) + Apen(hy),

< E2(g(X) — ha(X) — ) + Vaz(g(X) — ha(X) — ) + Apen(hx + ),
— E(g(X) — h(X) — ¢) + Var(g(X) — hr(X)) + Apen(hy).
(

Como el dltimo término se minimiza para ¢ = E(g(X) — hx(X)) obtenemos la primera ecuacion

del Teorema.
Por (C2) existe I cerrado tal que 1 € I tal que para todo ¢ € I vale que chy € H. Ademds

E((ha(X) = 9(X))? + Apen(hy) < E((cha(X) — g(X))? + Apen(chy)
= B(g*(X)) — 2¢E(hy(X)g(X)) + ’E(h3 (X)) + c?Apen(hy)).

La cuadrdtica se minimiza para los siguientes valores de ¢ dependiendo de q
E(hy(X)g(X
X900 g
E(h3 (X))
E(ha(X)g(X)) — 3pen(hy)
E(h3(X))
E(ha(X)g(X)) —
5 st q=2.
E(h3 (X)) + Apen(hy)

Como chy € H para todo ¢ € I tenemos la cuadrdtica se minimiza necesariamente en ¢ = 1.

stq=1,

Obtenemos entonces

E(ha(X)g(X)) siq=0
E(h3(X)) = { E(ha(X)g(X)) — gpen(hy)  siq=1
E(hx(X)g(X)) — Apen(hy)  siq=2.

9.2 (Corolario Resulta
Cov(ex, ha(X)) = Cov(e, ha(X)) + Cov(g(X), ha(X)) — Var(hy (X)),
= E(g(X)hA(X)) — E(9(X))E(hA(X)) — E(h3(X)) + E*(hA(X)),

= agApen(hy).

Como pen(hy) < pen(hg) tenemos que
0 < Cov(er, ha(X)) < Aagpen(hy).

9.3 (Lema [3.5)) Para esta demostracion utilizamos la notacion desarrollada en la seccion .
Sea L tal que L'L = X' X + pW y v € RP, es fdcil comprobar que

VH(XEX + pW)o — 200Xt = (L(v — b)) (L(v — b)) — b'(X*X + pW)b.
Como el dltimo término no depende de v la solucion de @ es la proyeccion de b sobre B bajo la

métrica inducida por F.
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9.4 (Proposicién [3.6)) Si llamamos € = 13" | &;, la prediccion para una nuevo elemento alea-
torio satisface

Oé*+<b*, J771—|-1> :Y_<b*7f>+<b*a $n+1> :Oé+<b,f>+§+<b*, $n+1_T>'
Por lo tanto,
a+ (b, xny1) — (@ + O, 2pp1) = (-0, Tpp1 — T) — &

Finalmente, tenemos

E((a+ (b, 2ns1) = (@ + 07, wns))?167) =E (b= b%, wnis —7) =) |17,
< 3E((b—b*, Tns1 —m)? + (b—b* m—f>2+§21b*),
< 3[b — b*[|% + 3]1b — b*|PE(|lm — 7% b*) + 3E(?| b*).

La dltima desigualdad se obtiene usando la Ecuacion[20y Cauchy-Schwartz para el primer y sequndo
término, respectivamente. Las tasas enunciadas se obtienen usando la condicion (A2) y que ||b —
b*||?2 = Op(1) en el segundo término y que & es un promedio de variables con covarianza cero.

9.5 (Lema Haremos el caso ¢ = 2. El caso general sale por induccion. Observemos que
|Dyul|? + || Dul|* = (u, (D¥D;y + D5D2)u). Del lado izquierdo de la igualdad se desprende que
DiDy + D3Dsy es positivo. Ademds resulta simétrico por ser suma de dos operadores simétricos.
Como H es de dimension finita esto es condicion suficiente para la existencia de una raiz cuadrada
T = (DiDy + D5Dy)'/2.

Lema 9.6 Sean z1,...,2, € H y H C H un subespacio de dimension p. Sean X € R™™P ¢y W €
RP*P definidos en . Sea ug € H ey € R™ tal que y; = n~Y2 (ug, z; — T) = (X|uo|); donde |ug| es
la representacion de ug en la base utilizada para definir X yW. Siw € H y |w| = (X' X +pW)T Xty
entonces
w € argmin |lug — ul|f + pPen(u).
ueH

Este lema muestra como se vinculan las soluciones de problemas de cuadrados minimos penalizados
en RP con las soluciones de problemas de minimizacién de la norma empirica penalizada sobre un
espacio de dimensién finita p.

El siguiente lema nos dice que si sumamos dos penalizaciones seguimos teniendo una penalizacién
valida.

Lema 9.7 Si Dy, D>, ..., D, son operadores lineales definidos en H existe T': H — H un operador
lineal tal que

q
> IDiull? = || Tull?.
1=1

Dem:
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9.8 (Teorema Para w € H y una base del espacio podemos calcular mediante las Ecua-
cién cantidades de interés como ||u||%n y Pen(u). Sin pérdida de generalidad podemos asumir
que la base es ortonormal. Notamos |u| como la representacion de u en la base. A lo largo de la
demostracion usamos la notacion del apartado [3.2.2

Si definimos yo € R™ de manera que (yo); = n= /2 (b, x; — ) resulta que (yo); = Ee () y por lo
tanto

[E:(b)] = E<(B]) = (X*X + pWW)T X"y0. (86)
Por el Lema[9.8 tenemos R
E.(b) € argmin ||b — uH%n + pPen(u). (87)
ueH

Dado uw € H y usando lo recién observado
1o —E- ()1}, < [|b—E=(b)|%, + pPen(E(b)),
< b - ul}?, + pPen(u).
Luego, obtenemos la Desigualdad[50] tomando esperanza en ambos lados y aplicando el Lema

Para la sequnda igualdad llamamos é = §j — E(§) € R™ ! donde & = n~'/2(e; — &) y definimos
¥ = E.(é&"). Como %;; = %2((5” 1) la matriz resulta semi definida posztwa con exactamente un

autovalor nulo y n — 1 autovalores iguales a ”7_2102. Tenemos entonces
B (Ib—E0)2,) =B (1XP - E-0)1)
_E, (th (X'X + pW) XX (XX + pW)TXt5> ,

- ( X(X'X + pW) XX (XX + pW)Tth) :
Tr

IN

<[(XtX + W) XtX} 2> ,

(T
n
o

[\

<% ((XtX + pW)TXtX> . (88)

La tercera, cuarta y quinta linea se deducen de las propiedades de la traza, que se encuentran
en el Apéndice, |(I.1), |(1.6) y |(1.7) respectivamente. Obtenemos la Desigualdad |51 utilizando las
Propiedades|(1.6) y|(1.11) en la siguiente cadena de inecuaciones

Tr((X'X 4+ pW)TX!IX) < Tr(X'X) X! X) = rango(X'X) < p. (89)

Si pri > 0 tenemos (XX + pW)I XX = (XtX + pW) " Xt X. Definimos Xri = {(¥i,e,) y para
k € N las matrices X1, Xo € R"*P

k
(Xl)ij = <Z>~(m’era 5j> Y X2 z] = < Z Xri€r , 0 > .
r=1

r=k+1

Como X = X1 + X» por la Propiedad|(1.11) obtenemos

[\

~ o?
e (b -3, < T 2 TN+ W)X,
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Para acotar el término con i = 1 notemos que X, = 21::1 D, E, con D, una matriz diagonal con
elementos (Dy)ii = Xri Y (Er)ij = (er, §;) que al tener todas las filas iguales tiene rango a lo sumo
uno. Concluimos que Rango(X1X1) < k y utilizando los mismos argumentos que en la Ecuacién
obtenemos

Tr((XiX, 4+ pW) 1 X1 X)) < Rango(XiX1) < k.
En el término con i = 2 utilizamos la propiedad con D = W*1/2X§X§W*1/2. Sivi, ... vp
son los autovectores asociados a los autovalores 11,...,7, de W. Tenemos

p
Tr(X] X1 + pW) ' X[ X1) =) ol(D + 1)~ Doy,
7j=1

<l+ Z vt Dvj,
j*l—f—l

=1 + Z *'U XQXQ'UJ,

j=l+1 i
1
<+ — Tr(XiXs).
Ti+1

Para acotar la esperanza de la dltima inecuacion utilizamos la notacion del Teoremal|l.24 Tenemos
Xri =1 Y2 (xi + (m =7, e.)) y por lo tanto

oI i _
Zxrixli:ﬁZXm'xli+<:ri—m,er)<m—x,el)—i-(xi—m,el)<m—x,eﬁ—i—(m—x,eﬁ(m—x,eﬁ,

1 — _ _
== e~ (m =T e) (m =T, e).
=1

Esta desigualdad nos permite obtener la siguiente desigualdad

n o0 2
E(XéXQ)jj =E (Z< Z Xri€r 5j> )

i=1 \r=k+1

Z Z XriXli eT? ><€la 5>> )

1=1 r=k+11=k+1

E(Z Z er, 0 ela j ( ZXMXlz a:,eﬁ(ma‘c,eﬂ)),

r=k+11=k+1
o 2
Ar (er, 0j —E<Z <er,5j><m—i",er>> ,
r=k+1

r=k+1
oo
< ) Meler, 657
r=k+1

E
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Como {6;} y {e,} son bases ortonormales tenemos

TrE(X3X2)) Z Z)\ er, 0;)°,

r=k+1 j=1

Finalmente, para cualquier k,1 <p

2
~ 2 o 1
_ < — + {4+ — .
E(”b Ee(b)HFn> = <k7 l pTISk>

9.9 (Corolario |3.8)) Continuando con la notacion de la demostracion del Teorema tenemos
Yi—-Y =¢,—+4+ (b, x; —T) y por lo tanto

Hg—b”%n:ig(ifi—?—<3,%—x>_gi+§)27
::Lizn;(yi_?_@vxi_$>>2+2(€i—€)<3,ﬂfi—x>+(ai—s)2.

Como b es solucion de @ tenemos

5 b2, + pPen(®) < [E(B) ~ b}, + pPen(E-()) + > (i ~ &) (b—E.(b), 2~ 7).
i=1

Utilizando la Ecuacion[87 obtenemos que para cualquier u € H

2 n
b —b||z + pPen(b) < |ju—b]|% + pPen(u EZ —s<b E.(D), @ — > (90)

Si definimos, como en el demostracion del Teorema g e R tal que § = n V% — &) y
utilizamos la formula explicita para E.(b) de la Ecuacidon % y las igualdades depodemos obtener

l ; b—E.(b Ti— T n_1/2 n~1/2 T; — T
n;@ E.(), @i~ %) (e - Z ~8) (b—E(0). n (2 7)),

= <5, X(X'X +pW)"'1X'E),

=E&X(X'X + pW) 1 X2
Como ¥ = E(E'€) tiene todos sus autovalores menores a %2, utilizando la Propiedad |(1.1) del
Apéndice llegamos a

[\

E. (711 Zn: <Z— Ee(b), z; —§> (ei — s)) < TP ((XIX 4+ pW) ' X'X) .

N n
=1

Este 4ltimo término aparece en[88. Por lo que volvemos a obtener las mismas cotas para su espe-
ranza. Finalmente, tomando esperanza en ambos lados de[90 y utilizando el Lema[8.13 obtenemos
los resultados deseados.
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9.10 (Teorema |3.10)) En esta demostracion utilizamos la notacion del apartado y de la
demostracion para §, &;, ¥ y Ee. Sin pérdida de generalidad podemos asumir b € Nu(I')* ya

que (b, T;) = <HNU(F)J_(b) , :EZ>

Utilizando una base ortonormal de H para las definiciones en llamamos S, = (X! X +pW)~L X!
y by = g (b) nos queda

16117 = [15,€11* + 1Sp80lI* + 2 (S,€, S,do) -
En lo que sigue vamos a acotar la esperanza de cada uno de los términos en la suma,
E(<Sp€a Spg0>) = E(<SpEs(5~) ) Sp?j()» = 0.

Haciendo uso de las propiedades |(1.1)|(1.6) y |(1.5) del Apéndice y que los autovalores de ¥ son
menores a %2 obtenemos

2
E-(|1S,2]%) < T TH(X'X + pW) "1 (XX + p¥) ' X'X),

o2

— Tr(X'X + pW)2(X!X + pW)),
02
= gTr((XtX +pW)h,

0_2

< -1,
_inr(W )

IN

En el segundo sumando intercalamos con Sy X |by| = | argmin, ¢ g |[u—bp||f +pPen(u)| y obtenemos
1555011 = 1S, (Fo = X [ba)II* + 118X bz [I* + 2 (Sp(Go — Xbr]) , SpX[b]) -

Acotamos los términos cuadrdticos y usamos Cauchy Schwartz para el producto interno. Usando
las propiedades|11.1), [(1.12) y|(1.5) del Apéndice tenemos que,

Timaz (X(X'X + pW) 72X = Tinae (XX + pW) 72X X)),

< Tinaz (X'X + pW) ™) Tnae (XPX + pW) XX,

< Tmax (XtX + PW)_I )

< (pm) ™"
Por lo tanto
~ 2 1 2 1 2
1S5 (G0 — X1bu ) I* < —llyo — X[bu|lI* = —Ib — bullp, - (91)
P71 P71
Al tomar esperanza obtenemos por el Lema

480

E(|[S, (90 — X[bu]) |I?) < oo 10— b I°.

Usando que la base es ortonormal, la Propiedad|(1.12) del Apéndice y que los autovalores de
XX (XEX + pW) 72Xt X son menores a uno resulta que

I(XX + pW) XX o[ [I* < [lba|* < b1 (92)
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Finalmente, usamos que E(||z + y||?) < (vE(||z]]2) + VE(|y][2))? y obtenemos

2
-~ 450 O'2 _
E(||b])? §<b+ —b—b > +—Tr(W1).
17) < (0l-+ /2200~ bul )+ Z 2 ()
Para acotar R
E (1IBl1*) < 811,211 + 81,7l
tenemos que E(||S,e]|*) = Var (||S,€]|?) +E (HSpa\2)2. Por la ley de la Varianza Total
Var(||Spe]|?) = E (Var(||S,€]1%S,)) + Var (E(IS,€1%)[S)) -
Si llamamos Q, = S’ZS[, tenemos
4
o
E(Var([[S,2l")9p) = E(Var ('Q,8)|Qy) = E(Tr (Qp¥Q,%)) < 3 E(Tr(Qp)).
Con argumentos similares a los que usamos para obtener la cota de E(||S,€]|%) tenemos

Tr(Q2) = Tr((X'X 4+ pW) *X' X (X'X + pW) 72X X)),
Tr((X'X +pW)7?),

IN

1 _
?TT(W 2),

(o

donde la ultima desigualdad vale porque la traza es la suma de los autovalores que son todos positivos.

IN

En Popoviciu (1933) se muestra que si Y es una variable aleatoria tal que m <Y < M con

probabilidad 1 entonces
(M —m)?

Y) <
Var(Y) < 1

Como 0 < E(||S,E]%[5,) < %ZTT(W_l) obtenemos

2

2
var(e(I,2°15,) < ¢ (1w )

Concluimos

4 2 2 2 9 (0° —1 ?
B(15,21%) = var(ls,21%) + (Is,817) < § (£ 1w )

De la Desigualdad [99
E(|Spg0ll*) < 8E(IS,d0 — X[ba|[I*) + 8E(|S, X [bal|*) < SE(IS,(G0 — X[br)II*) + 8[BII*.

Finalmente, por la desigualdad 91|y el Lema

) 1 A
E (115, o — X[bn)|[1*) < —sE (b — birll4.) < 168} (” ” ) E (Jle - mll*).
P P71

78



9.11 (Teorema [3.13) Para aligerar la notacién en esta demostracion omitiremos los mddulos
para hablar de la representacion en una base de b, b y u. Mismo notaremos como E al conjunto

T(E) definido en[{9

Para obtener[57 hacemos uso de la siguiente desigualdad que vale para cualquier u € E,
10— ullf, < b~ ul, +2pPen(b - u). (93)

Este resultado lo obtenemos utilizando las ideas del trabajo de Meyer (2012) que estd planteado
para un tipo de conjuntos convexros particulares y para una penalizacion especifica enmarcado en
un problema de regresion no paramétrica restringida.

Sean X y W definidos en @ con W = DD inversible por hipdtesis. Definimos ji = X/b\, = Xb Y
w= Xu para u € E y tenemos por las igualdades en[{7 que la Desigualdad[93 es equivalente a

17—l < I~ il + 201D — )|
Sea L € RP*P tal que L = (X' X 4 pW)'/2. Por hipétesis L es inversible. Consideremos el problema

de minimizacion equivalente a@ al que se llega mediante la transformacion ¢ = Lv, z = L™ X'y
y L(E) la imagen de L restringido al conjunto E.

argmin ||¢ — ZH2 (94)
HERP
r.a. ¢ &€ L(E).

Para justificar la equivalencia notar que
vt (XtX + pW) v—2y'Xv=¢'¢ -2 = (¢ —2) (¢ — 2) — 22

Como z'z es constante las funciones objetivos son equivalentes. Esto también sucede con la restric-
cion. Es decir v € E si y solo si L™'¢ € E si y solo si ¢ € L(E).

Como L(E) es convezo la solucion del problema es unica. Si qg es solucion de |94 y b de |49 ambas
cumplen B B
b=L"1¢.

Por la Proposicion 1.1 de Bertsekas (2009), 5 es solucion de|94| si y solo si

(=)' (¢ —¢) <0 Vo e L(E).
Esta desigualdad en término del problema original implica que
(y =)' (n— ) < pW(u—b) Yp=Xu, uck, (95)
pues
02 (2= 9)'(¢—9) = (L' X'y — L'D)'L!(u ),
= y'X(u—0b) —b'LL (u—b),
=y X (u—0b)—b' X' X (u—b) — pb'W(u —b),
= (y = XD)' X (u— b) — pb'W (u ~ D),
= (y— )" (p — i) — pb'W (u— D).
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Ademds por condiciones de optimalidad de la solucion no restringida
(y—A)'p=pb'Wu Yp=Xu : (96)
Utilizando estas propiedades obtenemos la siguiente desigualdad para cualquier p = Xu conu € E.
17— pl? = Nl = 1 + (17— wll® + 2 — @) (7 — ),
=1 = AP + 17 = pl? =20y = 0 (7 — ) +2(y — B)' (7 — ),
> (i = All* + 1 = ull® + 200 = B)W (b — ).

Para la dltima desigualdad notamos que n— = X(g —u) junto con la FEcuacion @ para obtener
—2(y — )" (p — p) = =2pbW (b — u). Como u € E usamos la desigualdad @ para obtener 2(y —

i)' (i — ) > 2pbW(_3— u).

Llegamos a

I = w2 = i =l = i = B2 + 20lDG = B)| (IDG =B = IDG = w)]) -

o~ ~ o~

Eristen dos posibilidades, o bien |D(b— u)|| < ||D(b— b)|| y por lo tanto ||ji — p||* < || — p|? o

o~ ~ o~

bien || D(b—u)|| > [|[D(b—b)|| donde queda
7 = pll* =Nl = ull® = |2 = 2l* = 201 D0 = ) DO — w)|| = |7 — &l = 201 D(b — w)||.
Cualquiera de las dos implica

172 = pl® < ll7 = pll* + 26| D(b = w)||*.

Obtenemos la Desigualdad [57 utilizando [93 puesto que para cualquier u € E
I —bll7,, <2016 ullf, + 2[lu— b,
< 2|[b— ullf + 26— ullf, + 4pPen(b — u),
<4[b— b2 +6[b—ul2 +4pPen(b—u).
Para la Desigualdad |58 usamos que ||[b]|2 < 2|[b]|2 + 2|[b — b||2 y acotamos el sequndo término
utilizando el Lema[3.5] en la sequnda desigualdad.
prllb = blf* = pr[|LTIL(b — b))
<|IL( - v)|
= [|b = blIE, + pPen(b —b)
< [[b—ullf, + pPen(b —u).

9.12 (Proposicién [3.16]) Por el Teorema[3.7 y que D es un operador acotado tenemos tenemos
E (1Ibn — b1, ) = © (1= bar, I + pallel* + 22 ) .
Para las desigualdades del Teorema obtenemos de la coercividad de D que §Z1 Tj_l = O(pn).
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9.13 (Proposicién [3.20) Como D es inyectivo y Pen(u) < p||D||?||b]|* podemos utilizar la Ecua-
cion|59. Si K es una cota superior para C resulta |[b]|* < K*.

9.14 (Proposicién [3.26)) Por continuidad de las derivadas, existe ¢ > 0 tal que si t € [a,b]
entonces Lz(f)(t) > 2¢c. Por el Teorema[3.29 tenemos para una particion

k—1 k—1
IL(F =7 P)lloo < Y larlll(f =757 loo < NFP oo Di Y lar|h* "

(97)
r=1 r=0
Como

L(mf)(t) = L(F) () + L7 f)(t) = L(f)(t) = 2¢ = [[L(mf) () = L)1) oo,
tomando ho = ¢ (k|| f® oDy méx{]aﬁ})il resulta L(mf)(t) > 0.

El caso con ||f*)||s = 0 resulta que n(f) = f y el resultado vale trivialmente.

9.15 (Proposicién (3.27) Sea II una particion con calibre h. Construiremos una funcion g €

Lz que satisface lo buscado para una constante que no dependa de II. Por la Ecuacidn [97 de la
demostracion anterior tenemos que si Il es una particion de calibre h

k—1
IZCf =7 f)loo < 1FPlloo D lar| Dk
r=0
Sea D = k|| f)|| oo Dy méx, {|a,|}, esta constante es independiente de 11 y vale que

IL(f) = L(7f) oo < DRE.

Liamemos ro = min,{|ag|}. Construimos la siguiente funcion con el objetivo de encontrar un ele-
mento de Lz N S{f[ cerca de mf

t—a)"°
o(t) = mf(t) + D L= O
Ay, To!
Por construccion g € S{f[, veamos que ademdas g € Lg.

Como Lgz((t —a)™) = rolay, obtenemos que

La(g)(t) = L(xf)(t) + Dh*™,
> L(mf)(t) + DhF™™ — L(f)(1),

> DRF" — |[L(f) = L(nf) ]l = 0.
Por ltimo tomando D' = arﬁo! tenemos que ||f — gl < ||f — 7 f|| + D'(b— a)ohF~70.

9.16 (Proposicién Consideramos primero el caso b € Lzg. Sabemos de la Proposicion
[5.20 que existe py tal que si p > po b € Lg. Utilizando las Desigualdades [59 y [60, considerando
que Peny, (7b) < 2(Pen,, (b) +Pen,, (b—7b)) = O(1) y de las tasas del estimador sin restriccion dadas
en [62 obtenemos el resultado.

El caso con b € Lz sigue de la Proposicion[3.27 y la Proposicion [3.19
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10. Demostraciones del Capitulo 4
10.1 (Teorema 4.2|) En la demostracion omitiremos el subindice de b}, para descargar la nota-
cion.

Notemos que para cualquier § > 0

{|é—90|>5}g PL(00,b*,P,) > fnf PL(0,b" P,) .
10—00|>0

Si 0 > 0y + 6 por la Ecuacion @ tenemos que £(0y,b, P) = £(0,b, P) y por lo tanto

PL(6y,b", P,) — PL(0,b*, P,) = (0, b*, P,) — £(0,b*, P,,) + wyn(pen(6y) — pen(9)),
= 0(0p,b", Py) — £(00,b, P) + £(0,b, P) — £(0,b", P,,) 4+ wn(pen(bp) — pen(H)),
< 28, + wp(pen(by) — pen(y + 9)).

Es decir
si  PL(6p,b*, P,) — PL((6,b*,P,) > 0 = 25, + wy(pen(6y) — pen(6y + 0) > 0.

Por lo tanto

P <PL(907b*aPn) > 0 l’glf JPL(Q,b*,Pn)> < P(2Sn > wn(pe’ll(GQ + 6) - pen(GO))) : (98)
>0o+

Como a, = o(wy) resulta que 2w, 1S, = o(1). Ademds pen(f + 0) — pen(6y) > 0 y por lo tanto
existe n1 = nq(0,¢) tal que sin > ny

* > 7 *
P (PL(eo,b P) > inf PL(.b ,Pn)) <

DN ™

Cuando 0 < 6y — 6 tenemos

PL(90> b*v Pn) - PL(Q, b*vpn) = 6(907 b*> Pn) - E(Qv b*vpn) + Wn(pen(g(]) - pen(e))a
= ((0p,b*, P,) — £(0p,b, P) + £(0,b,P) — £(0,b", P,),

+ 6(007 ba P) E(eﬂ b? P) + wn(pen(e()) - pen(e))a
<25, — a(6) + wn(pen(6y) — pen(By — 9)),
<25, — a(6) + wrpen(by).
Obtenemos entonces
P <PL(00, b , P,) > ; igf 6PL(9’ b, Pn)> < P (25, + wnpen(fy) > «(9)) . (99)
<bop—

Siendo a, = o(wy) y wp, = o(1) tenemos que 25, +wypen(fy) = o(1). Al mismo tiempo la condicion
(B1) implica que a(5) > 0. Por lo tanto, existe na = ny(d, ) tal que

P<PL(00,b*,Pn)2 fnf PL(H,b*,P,J) <
0<60—06

| ™
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Finalmente para §,e > 0 tomando ny = méx{ni,na} tenemos que para todo n > ngy
P (|én NES 5) <e.

Para probar la Ecuacion con o, = a}/(qﬂ) Y Wp = a%/(‘”l) tenemos que ver que dado € > 0
existe K > 0 y ng € N tales que para todo n > ng

P (|én —fo| > Kdn) <e.
Bajo las Hipdtesis (P1) y (P2) obtenemos continuando la Desigualdad[98]

P <PL(90,b*,Pn) > inf PL(H,b*,Pn)> < P (2S5, > Cyw,K6b,),
0>600+K6n
=P (Sn > C;Kan> .

Luego, dado € > 0, como S,, = Op(a,) existe nq(e) tal que si K es lo suficientemente grande, para
todo n > ny

P (Sn > CbQKan> <eg/2

De la Hipdtesis (B2), la Ecuacz’o’n@ queda

p <PL(90, b*,P) > inf PL(0, b*,Pn)> < P (28, + wppen(y) > CLKI51)

0<00—Kobn

= P (502 SO~ pen(On))en ).

Como Sy, = op(wy) si K es suficientemente grande como para que C,K? — pen(6y) > 0, existe no
tal que para todo n > ngy resulta

P <5’n > %(Cqu — pen(@o))wn> <eg/2.

Finalmente para n > méx{ni,no} y K suficientemente grande resulta

P(|0, — 6| > Kal/(@tD) < ¢,

10.2 (Proposicion |4.3) Notemos que

00,b*,P,) = P, (Y — P,Y — (b}, & — P,x))?
= P, (e — Pue + (b— b}, x — Pyx))?
= P, (e — Pue + (by — b, @ — Poxt) + (b— by, x — Pyx))>.

83



Por la Ecuacion[67] resulta

sup [6(0,0%, Py) — €(00,b, P)| < |Pa(e — Pue)® — P(€%)] (100)
0€[0,T]
+ sup [Py (b—1by, z — Pyx)* — P((b—bg, x — Px)*| (101)
0€[0,T7]
+ sup P, (by — b}, x — Pyx)? (102)
0€[0,T7]
+2 sup |P,(e — Pne) (b—1byg, x — Pyx)] (103)
0€[0,T]
+2 sup |P,(e — Pye) (bg — by, © — P,x)] (104)
0€[0,7]
+2 sup |Pn(<b_b97$_an><b9_b§>m_anH' (105)
0€[0,T)

Tenemos gracias al Teorema Central del Limite
|P(e — Ppe)? — P(e2)| = Op(n~Y/?).
Como ||b — bgl|? < ||b]|? la expresion en se acota por

sup |6 = bgllf, — b= ballFl < 6% sup [[ullf, = Julf| = Op(n~'/?).
0€[0,7] flull<1

Por el Lema tenemos que supyejo. |0 — b0”12“n = Op(||b]|?). Por lo tanto, los términos enw
y quedan acotados respectivamente por

(Pale = Poe)>)""* sup [Iby — bjllr,, = Op(an),
0€[0,T7]

sup [|b—bg|lr, sup |lby — bpllr, = Op(an).
0€[0,T) 0€[0,7]

Si bien la Ley de los grandes niumeros nos da convergencia para cada 0 fijo en necesitamos un
argumento de uniformidad sobre el intervalo [0, 6y]. Utilizaremos un resultado estdndar de la Teoria
de Procesos Empiricos.

Para j = 0,1 consideremos las clases de funciones F; = {gjo : 0 € [0,600)} con g;p(c,x) =
e/ (b—bg, x — Px) y notemos que Pg;g(e,x) =0 para todo 6 € [0,0y). Cada una de estas clases es
Lipchitz en el sentido de que

195.00(6:2) = g0, (e, 2)| < | [[blloc |z — P v/[61 — Bal.

Ademds, tenemos que Fj(g,x) = 0y|e?|||bl|oc||z — Pz||* es una envolvente con esperanza cuadrada
finita siempre que P|z||* < +o0. Por el Teorema 2.7.11 de Van Der Vaart (1996) el niimero de
bracketing de estas clases esta acotado por el nimero de cobertura del intervalo [0,6y), es decir

Ny (2¢|[Fjll, Fj, La(P)) < CL([| F5][)N (e, (0, 6o), d),
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con d(01,02) = /|01 — 02| y C(||F;||) constantes finitas que dependen de la norma de la envolvente.
Como N (g, (0,600),d) = N(2,]0,60),| - ||) = 2—3 tenemos que

1 1
/ /o8 Ny (2=l E [ 7, La(P)) d= < Ca([IF51) / Viog N(z, (0,00), d) d= < +oo.
0 0
Esto implica que tanto Fo y F1 son clases Donsker y tenemos que

sup ‘Pngj (b—"bg, x— Pn:cﬂ = sup |Pngs,(e,z)| = Op (nfl/Q) .
0€[0,60) go€F;

Como bg = b si 8 > 0y conlcuimos

sup {Pnsj (b—1by, x— Pn;c” =0p (nfl/z) ‘
0€(0,T]

10.3 (Teorema [4.6)) Con el fin de aligerar la notacion omitimos el indice que indica el tamano
de muestran para by[0]. Como Y; =Y =¢; — €+ (b, x; — T) tenemos para 6 € [0,T]

n

B0~ bR, = 230 (V= 7 = (B8] - 7) — i +2)
=1
— ii (Y; -Y - </l;[9] , Tj —I>>2+2(5i — &) </l;[9] . T _f> + (& _5)2‘

Como /13\[9] se define por la Ecuacion |71| resulta

[B16] ~ b1, + plB61I” < 15-(Bl6]) — bl + pllE- GO + > (i =) (ble] — E(Bl0))) . @i ~ 7).

De la Ecuacion[87 en la demostracion[9.8 tenemos que la esperanza condicional minimiza la norma
empirica penalizada sobre todos los elementos de Hg. En particular para la proyeccion ortogonal de
b sobre Hy que notamos Iy, (b).

n

(6161112, + AP < ML, (5) b2, + ML, ()] > S (ei-2) (Bl6] — BBl , 22— 7). (106)
=1

Por el Lema[8.13 y que I, (b) = g, (bg) es idénticamente nula a partir de 0 tenemos
n
Tz, () = BIIE, + Py (D)7 < 1TLpz (B) = bJP4n~" D flary — | + pllb]%, (107)
i=1

4 B
= Z l|z; — Z||* ([T, (bo) — ball® + 81|6]|%) + pllb]|*- (108)
=1

Nos enfocamos ahora en acotar el dltimo término de la Desigualdad . Sea {g1,...,9p} una base
ortonormal de H tenemos definida {f1,..., fp} una base ortonormal de Hy mediante la Ecuacion
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. Definimos entonces Xy € R"*P
(7]
<X@U=n*ﬂ/“ﬁ@mm@—x@»w,
0
0
n1/291/2/ gj(g)(xi(s) —7(s)) ds,
0
/29302 / " 05(0) (ws(6t) — T(08)) di.
0

Luego de la Seccion con W = Id resulta que los coeficientes en la base {f1,... fp} para 3[9]
vienen dados por R
[b]0]] = (X§Xo + pI) " X§7

Si definimos, como en el demostracion del Teorema g e R"” tal que & = n~Y2%(g; — ) y
utilizamos la formula explicita para Eg(/b\[e]) de la Ecuacion m y las tgualdades de podemos
obtener, usando la notacion de [{6 con el subindice 6 puesto para enfatizar la dependencia en el
pardametro, que

1=
< X (X9X0 + pI 1X9;:>
= T(Xg(XéXg +pl)~ ngg ).

Si bien podemos mostrar que E(h(9)) < 022 B esto no es aiin suficiente ya que no es posible controlar
un supremo por el supremo sobre las espemnza.

Para obtener los resultados enunciados hacemos una expansion de Taylor de orden 1. Luego para
0. un punto en intermedio entre 6 y 6y

h(6) = h(80) + dh(8) (6 — o).

Para calcular la derivada utilizamos propiedades elementales de derivadas matriciales. Fstas se
pueden consultar en Minka (2000). Si llamamos Zy = (X, Xg + pI)~! tenemos que

dh(0) = d (Tr(XgZoXjee")) = Tr(d(XogZoXf)ee") .
Como d(XgZyXy) es simétrica y €€t semidefinida positiva tenemos por la Propiedad

|dh(0)] < |d(XoZoXp)|2[1E1°.

Para derivar aplicamos la regla del producto y del inverso multiplicativo tenemos

d(XoZoX§) = d(Xg) ZoXjy + Xo (d(Zg) X§ + Zod(X})) -
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Como

d(Zg) = —Zp (d(Xp)Xo + X5d(Xp)) Zo v d(Xp) = d(Xp)".
tenemos que
d(XoZgX}) = (I — X9 ZoX})d(Xp) Zo X} + X9 Zod(Xg)' (I — X9 ZpX}). (109)

Utilizando la desigualdad triangular, que los términos de la suma son sus respectivos transpuestos,
que la norma 2 es submultiplicativa y la Propiedad|(1.12) tenemos

1d(X0ZpXp)ll2 < 2/|d(Xo) Zo Xgll2 + 21| X9 Zo X gd(Xo) Zo Xg |2,
< 2||d(Xg) Zo Xgll2 + 2[| X Zo X5 2l d(X) Zo X |2,
< 4|d(X9) Zp X2,
< 4|[d(Xo)ll2Zol|2l1 X0]l2,
< 4p~H|d(Xg)|l2]| Xo]l2-

Como las covariables tienen derivada continua, por la regla de Leibniz para derivar dentro de la
integral, tenemos

3 1 1
V(X = 30'° [ gi(0)i0n) - z(0n)dt +67 [ gy(e)0t(aior) ' (61)) at.
0

0

Si definimos Xy € R™P como
. 0
E)y =2 [ (o)sla'(s) = () ds,
0
1
=n"1/2¢3/2 / g; (1)0t(x(6t) — T (61)) dt,
0

resulta que d(Xy) = % (%X@ + )?9) y por lo tanto

4
JdXaZa Xl < = (\Xeug T HXeHzllXeHz>

Veamos que lo que estd dentro del paréntesis es acotado en probabilidad. Como la norma Frobenius
es mayor o igual a la norma 2 y la base es ortonormal tenemos

1 n p o 1 n
1Xoll3 < | Xl F = 522 {fi zi—2)" =~ > Mg, (i = 2)|* < Z s — =%
i=1

i=1 j=1

Si definimos la funcion w;(t) = t(x;(t) — T'(t))

- . l o e 1
1 X613 < IXollT =~ > (f» @)® = — > T (w3)]* < Z i |2
i=1

i=1 j=1

87



1 4 ;
Como %= definimos

16 31 ¢ 1 | ¢ -
Bu= I {323 e =7+ 2| Sl — 7 3 a2 |
=1 =1 =1
por lo tanto B, = Op(1). Si definimos

4 _
Yi.5,pn = h(0o) + - Z |z — || (9 sup } g, (bg) — bol| + 5HbH2> + pllb]|*
=1

6[90—(5,90+5

Tenemos que h(8p) > 0 y en consecuencia Yp s, > 0. Ademds como E(h(6)) < 0?2 tomando

C = max {o?,||b]|*, 4E(||z — m[*)(1 + [Ibl*)},

tenemos

E(Yps) <C (p—i— sup | T, (bg) —b9||2+p+(5> .
. 9€[00—38,00+0)

Finalmente hemos probado la descomposicion enunciada ya que

- - 5
sup [[b[6] = BlIE, + pl[b[6)1* < Yirspm + —~ Ba,
9€[907(§,90+5] 1%

10.4 (Proposicién 4.7) Queremos ver que dado € > 0 existe K > 0 y ng tal que si n > ng
P (||6n[én] — b2 > Kd}/?) <e

Definimos los eventos y las variables

An = {‘én - 90‘ > Kldn}a
G = Hgn[én] - b||12“n]IAn-

donde K es tal que existe ny para el cual P(A,) < €/3 si n > ny. Si llamamos 6, = K4,
obtenemos la siguiente desigualdad

[bn[0n] = BIIE, < sup |[ba[6] = bIIE, + G
06[00—5n,90+5n]
< sup [[buf6] — BlIE, + pulBO)IP + G

0€[00—51,00+54]

Por el Teorema [4.0| existen Y, 5, p,n Y Bn sucesiones de variables no negativas tales que

~ . )
an[en] - bHI%n < YHn,pn,5n,n =+ piBn + G-
n
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Por lo tanto tenemos que para K > (

P <||3n[én] — b3 > SKd}/Q) < P(Yu, ppsum > KdY/?) + P(B, > Kp,6;,'dY/?) + P(G,, > KdY/?).

Resta ver que existe un ng tal que para todo n > ngy, cada uno de los sumandos es menor o igual a
e/3 si K es suficientemente grande.

Notemos que si n > nq
P (Gn > Kd}/Z) < P(A,) < ¢/3.

Por el Teorema y la Desigualdad de Markov resulta que Yy, 5. pon = Op ( ,1/2). Por lo que si

K es suficientemente grande, existe no tal que sin > ng

P (YHny(Sn,Pn,TL 2 Kd}/2) S 5/3

Como pnégld}@/g

que st m > nsg

x 1y B, = Op(1) tenemos que si K es lo suficientemente grande existe ns tal

P (Bn > Kpn(s;ld,ﬁﬂ) <¢/3.

Para probar que la norma cuadrada del estimador estd acotada en probabilidad definimos las varia-
bles aleatorias

by = Hgn[én]HQ]IAn
Del Teorema[f.6 tenemos que

PnH/b\n[én] H2 < sup PnHEn[QHP + Gy,
96[90_6n790+6n]

1)
< YHn,pn,ﬁn,n + pan + Gn

n

Como P(G,, > Kd}/2) < P(A,) < ¢e/3 obtenemos

pullnldn]|* = Op (41/2)
Como pp x d%/ 2 resulta .
1o [6]1* = Op(1).
10.5 (Corolario Por el Teorema tenemos
[0 [0n] = BIIE, < 4[[bn[0n] — BIIE, + 6]b = TTg_, (B)F, + 8pallbldn] — g, (B)]

1~ ~ 2 /i~ s ~
BBl < BBl + = (1Baldu] = bIR, + o = Tu, , B)IR,) + 1Bulf] — To, , (B
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Observando que Ig, ,(b) = Ilg, ,(bg) tenemos

(6062 = T, (B)]1* < 2[[b[62] — b]1* +2[1b =TT, (B)I|* = Op(1),
Ib—T1g , B <llbs, —T0s,, (b )I*+ [1B]1%16n — b0 = Op(pn).

Como 5" |lzi — Z||2 = Op(1) utilizando el Lema apropiadamente obtenemos

n

[bal0n] = bl2, = Op(pn) v [Balda]l* = Op(1).
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11. Apendice

11.1. Propiedades de la traza

A continuacién listamos algunas propiedades de la traza de matrices.

(I.1) La esperanza de una forma cuadrética de un vector aleatorio € con u = E(e) y ¥ = Var(e)

E(c'Ag) = Tr(AY) + ut Ap.

(I.2) La traza es invariante ante permutaciones ciclicas, es decir

Tr(ABC) = Tr(BCA) = Tr(CAB).

(I.3) Si0 < A < B. La desigualdad se mantiene por multiplicaciones a ambos lados para cualquier
matriz C

0<C'AC < C'BC.

(1.4) Si A es una matriz semidefinida positiva entonces existe una raiz cuadrada simétrica A'/? tal
que AYV2AY?2 = A.

(I.5) Si Ay B son matrices definidas positivas 0 < B < A, entonces
0<A'<B™.
(I.6) Si0< B <Cy0< A entonces Tr(AB) < Tr(AC).
(I7) Si0 < B < Ay A es inversible, entonces
Tr((A"'B)*) < Tr (A7'B).
La desigualdad es estricta si A > B.
(I.8) SiA>0yC >0y B=B;+ By con B; >0 para i = 1, 2, entonces

Tr (A+ B)™'B) < Tr((A+ B1) ' B1) + Tr((A + Ba) ' By)

(I.9) Sean A B matrices semidefinidas positivas. Entonces Tr(AB) < Z?Zl 7;(A)7;(B) donde 1;(A)
y 7j(B) son los j ésimos autovalores de A y B.

(I.10) Sean A y B matrices semidefinidas positivas. Notemos el k£ ésimo autovalor mas pequeno de
una matriz por 7;(X), entonces

k(A + B) > méx{1,(A), 7(B)}.
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(L11)

(1.12)

Para A>0y B= By + By con B; >0 parai = 1,2. Si f denota la inversa de Moore-Penrose
de una matriz, resulta

Tr((A+ B)'B) < Tr((A 4 B1)'By) + Tr((A 4 Bs)'By).

Dem: Si X,Y son matrices semidefinidas positivas y P = X XT denota la proyeccién ortogonal
sobre el espacio generado por las columnas de X, entonces P(X + Y)TP < XT. Esto se puede
ver usando Complementos de Schur.

Si X =A+ By eY = By obtenemos
BY*P(A+ B) + By)'PB}> < B{/*(A+ B))'B}"*.
El resultado se obtiene notando que Bll/zP = PB%/2 = Bll/Q.
SiA>0y B>0conD=B124B"Y2 vale que
Tr((A+ B)"'A) = Tr((D + 1)"'D),
Timaz (A + B) " A) = Tp0e (D + 1) 71 D)).
Ademds 0< (D+I)"'D<Idy (D+1)"! < D.

Dem: Las igualdades para la traza y el maximo autovalor se obtienen de aplicar la propiedad
(I.2)| o que el espectro del producto de matrices es invariante por permutaciones.

-1
(A+B) A= (BI/Q(B—I/?AB—U2 n 1)31/2) A,
— BB Y2AB V2 4 1)1 B 124,

Como (D+1)"'D = I —(D+1I)~! resulta una matriz simétrica. Por la propiedad resulta
0<I—(D+1I)"'< 1. Ademss, si Dv = v entonces (D + I)"'Dv = HLAU y por lo tanto
todos los autovalores estan entre 0 y 1.

Proposicion 11.1 Si A € R™*P y B € RP*™ entonces el espectro de AB coincide con el de BA.
Es decir tienen el mismo conjunto de autovalores.

Proposicion 11.2 Si A es simétrica y B semidefinida positiva entonces

Amin(A) Tr(B) < Tr(AB) < Anaz(A) Tr(B).

Dem: Primero notemos que si A y B son ambas definidas positivas entonces

Tr(AB) = Ti{AY2BAY?) > 0.

Sabiendo esto consideramos A — Apin(A)I > 0 y Apaz(A)I — B > 0. Por lo tanto

0> Tr{(A = Amin(A))B) = TH{AB) — Amin(A) Tr(B).

La otra desigualdad se obtiene de manera andloga.
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11.2. Figuras y tablas.
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Error de prediccion — Covariables Fourier g = 1
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Error de prediccion — Covariables Fourier g = 0.2
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Error de prediccion — Covariables Fourier g = 0.2
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Figura 21: Curvas log-log de E <||/l;n - bH%) para estimadores

covariables Fourier ¢ = 0,2.
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Error de prediccion — Covariables Ornstein—Uhlenbeck
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Figura 22: Curvas log-log de E <||3n - bH%) para estimadores con restricciones de monotonia y

covariables Ornstein-Uhlenbeck.
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Error de prediccion — Covariables Ornstein—Uhlenbeck
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Figura 23: Curvas log-log de E ||3n - b||%) para estimadores con restricciones de monotonia y

covariables Ornstein-Uhlenbeck.
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Error de prediccion — Covariables Punch
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Figura 24: Curvas log-log de E <||3n
covariables Punch.
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Error de prediccion — Covariables Punch
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Figura 25: Curvas log-log de E (||3n
covariables Punch.
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Error de Prediccion — Covariables Fourier g = 1

Cauchy

0.50

'-Norma Cuadrada
0.10 0.20

0.05

0.02

10 —
15 —
25 —
50
100

Nula

200 —

-Norma Cuadrada
0.050 0.200

0.010

0.002
|

Figura 26: Curvas log-log de E (Hgn — bH%) para estimadores con restricciones de concavidad y

covariables Fourier ¢ = 1.
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Error de Prediccion — Covariables Fourier g = 1
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Figura 27: Curvas log-log de E (||3n - bH%) para estimadores con restricciones de concavidad y

covariables Fourier ¢ = 1.
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Error de Prediccion — Covariables Fourier g = 0.2
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Figura 28: Curvas log-log de E (||3n - bH%) para estimadores con restricciones de concavidad y

covariables Fourier ¢ = 0,2.
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Error de Prediccion — Covariables Fourier g = 0.2
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Figura 29: Curvas log-log de E (||3n - bH%) para estimadores con restricciones de concavidad y

covariables Fourier ¢ = 0,2.
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Error de Prediccidon — Covariables Ornstein—Uhlenbeck
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Figura 30: Curvas log-log de E (||3n - bH%) para estimadores con restricciones de concavidad y

covariables Ornstein-Uhlenbeck.
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Error de Prediccidon — Covariables Ornstein—Uhlenbeck
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Figura 31: Curvas log-log de E (||3n - bH%) para estimadores co

covariables Ornstein-Uhlenbeck.
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Error de Prediccion — Covariables Punch

Cauchy

0.50

0.05 0.10 0.20

-Norma Cuadrada

0.01 0.02

Nula

100 —

200 —

0.010 0.050 0.200

'-Norma Cuadrada

0.002

10 -
15
25 —
50 —

Figura 32: Curvas log-log de E (||3n - bH%) para estimadores con restricciones de concavidad y

covariables Punch.
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Error de Prediccion — Covariables Punch
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Figura 33: Curvas log-log de E (||3n - bH%) para estimadores con restricciones de concavidad y

covariables Punch.
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Error de estimacion — Covariables Fourierg =1
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Figura 34: Curvas log-log de E (||3n - bH2) para estimadores con restricciones de monotonia y

covariables Fourier ¢ = 1.
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Error de estimacion — Covariables Fourierg =1
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Figura 35: Curvas log-log de E (||3n - bH2) para estimadores con restricciones de monotonia y

covariables Fourier ¢ = 1.
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Figura 36: Curvas log-log de E (||3n

covariables Fourier ¢ = 0,2.
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Figura 37: Curvas log-log de E (||3n - bH2) para estimadores con restricciones de monotonia y

covariables Fourier ¢ = 0,2.
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Error de estimacion — Covariables Ornstein—Uhlenbeck
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Figura 38: Curvas log-log de E ||3n - bH2) para estimadores con restricciones de monotonia y

covariables Ornstein-Uhlenbeck.
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Error de estimacion — Covariables Ornstein—Uhlenbeck
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Figura 39: Curvas log-log de E ||3n - bH2) para estimadores con restricciones de monotonia y

covariables Ornstein-Uhlenbeck.
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Error de estimacion — Covariables Punch
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Figura 40: Curvas log-log de E (||3n - bH2) para estimadores con restricciones de monotonia y

covariables Punch.
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Error de estimacion — Covariables Punch
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Figura 41: Curvas log-log de E (||3n - bH2) para estimadores con restricciones de monotonia y

covariables Punch.
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Figura 42: Curvas log-log de E (Hgn - b||2) para estimadores con restricciones de concavidad y
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Figura 43: Curvas log-log de E (Hgn - b||2) para estimadores con restricciones de concavidad y
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Error de Estimacion — Covariables Fourier q = 0.2
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Figura 44: Curvas log-log de E (Hgn - b||2) para estimadores con restricciones de concavidad y

covariables Fourier ¢ = 0,2.
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Error de Estimacion — Covariables Fourier q = 0.2
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Figura 45: Curvas log-log de E (HEn - b||2) para estimadores con restricciones de concavidad y

covariables Fourier ¢ = 0,2.
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Error de Estimacion — Covariables Ornstein—Uhlenbeck
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Figura 46: Curvas log-log de E (HEn - b||2) para estimadores con restricciones de concavidad y

covariables Ornstein-Uhlebenck.

5.0 10.0

05 1.0 20

Homografica

10 —
15 —
25
50
100 —
200 —

Polinomio Centrado

~N--¥
A Y

rd

-v- Pca

- - Convexa Rl p=10
-—=- Convexa0 RI p=10
—a— Convexa Rl p=n/2
—— Convexa0 Rl p=n/2
-v- Pca

-0- Concava Rl p=10
-<- Concava0 RI p=10
-A- Concava00 RI  p=10
-=+- lrrestricto Rl p=10
—&— Concava Rl p=n/2
—— Concava0 RI p=n/2
—&— Concava00 Rl p=n/2
—+— lrrestricto Rl p=n/2

10
15
25
50 —
100
200 —

121




Norma Cuadrada

Norma Cuadrada

Figura 47: Curvas log-log de E (HEn - b||2) para estimadores con restricciones de concavidad y

covariables Ornstein-Uhlebenck.
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Error de Estimacion — Covariables Punch
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Figura 48: Curvas log-log de E (Hgn - b||2) para estimadores con restricciones de concavidad y

covariables Punch.
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Error de Estimacion — Covariables Punch
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Figura 49: Curvas log-log de E (Hgn - b||2) para estimadores con restricciones de concavidad y

covariables Punch.
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Error de prediccion funcion Pico — Covariables Fourier g
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Figura 50: Curvas log-log de E (Hgn - b||%> para la funcién Pico con covariables Fourier ¢ = 1 y
g = 0,2. La funcién Pico no cumple con la restricciones de forma bajo la que se la estima.
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Error de estimacién del punto de corte — Fourier
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Figura 51: Errores de estimacién del punto de corte para la funciéon Escalén con covariables Fourier
q=1.
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Error de estimacién del punto de corte — Fourier
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Figura 52: Errores de estimacién del punto de corte para la funcién Lineal con covariables Fourier
q=1.
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Error de estimacién del punto de corte — Fourier
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Figura 53: Errores de estimacién del punto de corte para la funciéon Cuadratica con covariables
Fourier ¢ = 1.
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Error de estimacién del punto de corte — Fourier
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Figura 54: Errores de estimacion del punto de corte para la Funcién Cauchy con covariables Fourier
q=1.
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Error de estimacion del punto de corte — Ornstein—Uhlenbeck
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Figura 55: Errores de estimacién del punto de corte para la funcién Escalén con covariables Ornstein-
Uhlenbeck.
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Error de estimacion del punto de corte — Ornstein—Uhlenbeck
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Figura 56: Errores de estimacién del punto de corte para la funcién Lineal con covariables Ornstein-
Uhlenbeck.
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Error de estimacion del punto de corte — Ornstein—Uhlenbeck
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Figura 57: Errores de estimacién del punto de corte para la funciéon Cuadratica con covariables
Ornstein-Uhlenbeck.
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Error de estimacion del punto de corte — Ornstein—Uhlenbeck
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Figura 58: Errores de estimacion del punto de corte para la funcion Cauchy con covariables Ornstein-
Uhlenbeck.
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Figura 59: Errores de estimacion medidos en I'-Norma para los estimadores a un paso y tres pasos
con inicial Monétono0.
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CAUCHY

Metodologia Cantidad de covariables
Restriccién  Penalidad p 5 10 15 20 25 50 100 200
Monétona RI 10 | 0.29 0.12 0.12 0.10 0.17 0.11 0.05 0.07
Monétona RI n/2| 004 O 0.10 0.10 0.18 0.18 0.15 0.20
Monétona SD 10 | 0.30 0.04 O 0 003 007 O 0
Monétona SD n/2 0 0.01 001 O 0 0 0.06 0.19
Convexa RI 10 | 0.60 042 037 041 038 0.36 0.25 0.16
Convexa RI n/2 | 037 027 0.36 041 0.39 0.39 0.30 0.21
Convexa SD 10 | 1.3 0.22 0.13 0.19 0.25 0.27 0.20 0.11
Convexa SD n/2 | 048 020 0.16 0.19 0.21 0.22 024 0.21
Valor Minimo ECM \ 0.72 0.34 0.21 0.15 0.12 0.06 0.03 0.02
HOMOGRAFICA
Metodologia Cantidad de covariables
Restricciéon Penalidad p 5 10 15 20 25 50 100 200
Monétona RI 10 | 0.31 0.26 0.16 0.17 0.15 0.17 0.13 0.12
Monétona RI n/2 | 0.07 014 0.13 0.17 0.16 0.18 0.20 0.22
Monétona SD 10 | 053 0.05 O 0 0.01 0.02 0.04 0.09
Monétona SD n/2 0 0 0 0 0 0 010 0.16
Convexa RI 10 | 1.00 0.56 0.42 0.44 0.23 0.19 0.04 0.01
Convexa RI n/2 | 060 039 041 044 0.24 0.21 0.09 0.07
Convexa SD 10 | 1.80 0.23 0.16 0.16 0.05 0.11 O 0
Convexa SD n/2 | 055 0.10 0.16 0.16 0.05 0.08 0.01 0.03
Valor Minimo ECM \ 0.56 0.28 0.19 0.14 0.12 0.06 0.03 0.02
NULA
Metodologia Cantidad de covariables
Restriccién  Penalidad  p 5 10 15 20 25 50 100 200
Monétona RI 10 | 1.24 0.21 0.07 O 0 0 0 0
Monétona RI n/2 0 0 0 0 0.07 003 0.07 0.13
Monétona SD 10 | 4.00 1.53 134 1.04 1.47 169 1.46 1.77
Monétona SD n/2 | 1.06 092 1.15 1.04 1.63 2.14 2.07 2.3
Céncava RI 10 | 402 126 089 0.36 0.82 054 0.45 0.66
Céncava RI n/2 | 324 081 0.82 036 0.81 065 0.53 0.78
Céncava SD 10 | 11.07 3.90 3.47 233 3.47 3.74 3.55 4.19
Céncava SD n/2 | 421 264 3.08 233 3.80 4.60 4.49 5.23
Valor Minimo ECM \ 0.11 0.05 0.04 0.03 0.02 0.01 0.00 0.00

Tabla 2: Comparacién de I'-Norma para proceso Fourier ¢ = 1.
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CAUCHY

Metodologia Cantidad de covariables
Restriccién  Penalidad  p 5 10 15 20 25 50 100 200
Monétona RI 10 | 0.22 0.12 0.11 0.11 0.16 0.08 0.07 0.10
Monétona RI n/2 0 0 0.09 011 0.19 0.18 0.23 0.35
Monétona SD 10 | 027 0.04 O 0 001 002 o0 0
Monétona SD n/2 | 0.01 0.02 001 O 0 0 011 0.33
Convexa RI 10 | 058 043 032 039 038 0.35 0.27 0.17
Convexa RI n/2 | 040 0.37 0.33 0.39 0.39 0.39 0.35 0.26
Convexa SD 10 | .72 0.26 0.12 0.16 0.24 0.25 0.23 0.10
Convexa SD n/2 | 058 0.27 0.18 0.16 0.20 0.22 0.31 0.26
Valor Minimo ECM \ 0.67 0.33 0.21 0.15 0.12 0.06 0.03 0.02
HOMOGRAFICA
Metodologia Cantidad de covariables
Restriccién  Penalidad p 5 10 15 20 25 50 100 200
Monétona RI 10 | 0.25 0.26 0.15 0.19 0.15 0.11 0.13 0.12
Monétona RI n/2 | 0.04 0.13 0.13 0.19 0.17 0.18 0.24 0.29
Monétona SD 10 | 046 0.07 O 0 0 0.02 0.07 0.13
Monétona SD n/2 0 0 0 0 0 0 015 0.24
Convexa RI 10 | 079 0.61 038 045 0.20 0.14 O 0
Convexa RI n/2 | 061 045 0.36 045 0.21 0.18 0.07 0.11
Convexa SD 10 | 1.35 0.30 0.12 0.20 0.02 0.09 0 0.03
Convexa SD n/2 | 051 0.13 0.14 0.20 0.03 0.07 0.01 0.09
Valor Minimo ECM \ 0.54 0.27 0.19 0.14 0.12 0.06 0.03 0.02
NULA
Metodologia Cantidad de covariables
Restriccién  Penalidad p 5 10 15 20 25 50 100 200
Monétona RI 10 | 092 031 O 0O 001 O 0 0
Monoétona RI n/2 0 0 0 0 0 0.15 0.07 0.28
Monétona SD 10 | 1.85 1.69 129 1.16 1.41 184 1.44 2.01
Monétona SD n/2 | 087 098 1.14 1.16 1.63 249 231 3.32
Céncava RI 10 | 280 155 079 0.18 0.40 048 0.32 0.64
Céncava RI n/2 | 280 096 0.74 0.18 0.41 059 0.39 0.88
Céncava SD 10 | 12,52 434 3.37 238 296 3.88 342 4.97
Céncava SD n/2 | 3.25 295 3.20 238 3.27 5.09 4.54 6.56
Valor Minimo ECM \ 0.12 0.05 0.03 0.03 0.02 0.01 0.00 0.00

Tabla 3: Comparacion de I'-Norma para proceso Fourier ¢ = 0,2.
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CAUCHY

Metodologia Cantidad de covariables
Restriccién  Penalidad  p 5 10 15 20 25 50 100 200
Monétona RI 10 {003 0 001 O 0 0.02 0.07 0.07
Monétona RI n/2 | 0 0 0 0 0 0 0 0
Monétona SD 10 | 232 139 094 085 0.93 0.63 040 0.19
Mondétona SD n/2 (124 1.06 0.88 0.85 1.00 0.78 0.58 0.36
Convexa RI 10 | 0.84 1.01 0.45 0.52 0.86 0.67 048 0.34
Convexa RI n/2 | 1.01 097 0.46 052 0.83 0.62 0.40 0.26
Convexa SD 10 | 831 3.64 230 240 2.71 218 1.32 0.75
Convexa SD n/2 [ 1.63 235 221 240 2.76 248 1.86 1.26
Valor Minimo ECM \ 0.12 0.05 0.04 0.02 0.02 0.01 0.01 0.00
HOMOGRAFICA
Metodologia Cantidad de covariables
Restriccién  Penalidad  p 5 10 15 20 25 50 100 200
Monétona RI 10 0 0 0 0 0.01 0.03 0.07 0.09
Monétona RI n/2 [ 0.06 0.01 0.01 O 0 0 0 0.02
Monétona SD 10 | 2.67 091 0.83 0.72 068 0.39 017 O
Monétona SD n/2 | 1.34 076 0.75 0.72 0.73 0.54 0.38 0.19
Convexa RI 10 | 0.74 0.53 0.51 0.62 049 0.38 0.29 0.17
Convexa RI n/2 | 0.87 0.60 0.53 0.62 0.48 0.34 0.23 0.11
Convexa SD 10 | 737 266 234 229 194 1.29 0.76 0.26
Convexa SD n/2 | 1.74 1.63 224 229 198 1.54 1.27 0.70
Valor Minimo ECM \ 0.13 0.06 0.04 0.02 0.02 0.01 0.01 o0.01
NULA
Metodologia Cantidad de covariables
Restriccién  Penalidad p 5 10 15 20 25 50 100 200
Monétona RI 10 0 0 0 0 0 005 0.05 0.14
Monétona RI n/2|0.13 0.03 001 O 0 0 0 0
Monétona SD 10 | 1.66 1.28 1.00 1.11 1.16 1.27 1.07 1.53
Monétona SD n/2 [ 1.03 1.09 0.95 1.11 1.23 1.64 1.62 2.39
Céncava RI 10 | 070 090 0.46 0.76 1.13 1.14 0.79 1.49
Céncava RI n/2 [ 0.98 0.89 0.47 0.76 1.04 1.00 0.68 1.21
Céncava SD 10 | 846 3.57 2.54 3.00 3.46 3.55 2.89 4.14
Céncava SD n/2 | 1.75 227 245 3.00 3.60 4.13 4.12 6.09
Valor Minimo ECM \ 0.13 0.05 0.03 0.02 0.01 0.01 0.00 0.00

Tabla 4: Comparacién de I'-Norma para proceso Ornstein-Uhlenbeck
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CAUCHY

Metodologia Cantidad de covariables
Restricciéon  Penalidad p 5 10 15 20 25 50 100 200
Monétona RI 10 0 0.06 O 0 0 0 0.04 0.01
Monétona RI n/2 | 0.05 0O 001 O 0 0 0 0
Monétona SD 10 | 3.40 1.15 097 0.80 0.79 0.52 0.36 0.11
Monétona SD n/2 | 144 092 0.92 080 0.85 0.69 0.60 0.32
Convexa RI 10 | 0.17 0.49 0.54 0.75 0.68 0.37 0.36 0.30
Convexa RI n/2 | 043 0.57 0.57 0.75 0.63 0.29 0.23 0.16
Convexa SD 10 | 10.61 4.19 3.04 294 259 1.55 1.12 0.52
Convexa SD n/2 | 1.14 1.78 2.86 294 276 197 2.01 1.18
Valor Minimo ECM 0.13 0.06 0.04 0.03 0.02 0.01 0.01 o0.01
HOMOGRAFICA
Metodologia Cantidad de covariables
Restriccién  Penalidad p 5 10 15 20 25 50 100 200
Monétona RI 10 | 0.03 0.02 O 0 0 0.02 0.03 0.03
Monétona RI n/2 0 0 0 0 0 0 0 0
Monétona SD 10 | 3.07 1.04 095 097 0.65 0.53 0.29 0.04
Monétona SD n/2 | 136 082 0.89 097 0.72 0.65 0.55 0.30
Convexa RI 10 | 0.74 0.58 0.57 097 0.27 049 027 0.34
Convexa RI n/2 | 1.07 066 0.59 097 0.28 0.36 0.15 0.20
Convexa SD 10 | 12.43 4.50 3.53 3.17 1.78 1.57 0.85 0.51
Convexa SD n/2 | 1.81 212 3.19 3.17 193 219 1.71 1.32
Valor Minimo ECM 0.11 0.06 0.03 0.02 0.03 0.01 0.01 o0.01
NULA
Metodologia Cantidad de covariables
Restriccién  Penalidad p 5 10 15 20 25 50 100 200
Monétona RI 10 0 0 0 0 0 0 0.04 0.03
Monétona RI n/2 | 0.05 0O 001 o0 001 003 o0 0
Monétona SD 10 | 3.13 138 1.14 136 1.25 1.07 1.21 1.31
Monétona SD n/2 | 199 098 1.09 136 1.35 141 197 243
Céncava RI 10 | 0.75 0.75 084 0.99 1.10 0.7v4 0.82 1.31
Céncava RI n/2 | 1.20 087 0.81 099 1.00 0.56 0.54 0.85
Céncava SD 10 | 11.41 5.10 3.86 3.99 394 3.06 294 3.92
Céncava SD n/2 | 204 227 3.70 3.99 4.11 3.97 483 6.85
Valor Minimo ECM \ 0.11 0.05 0.03 0.02 0.02 0.01 0.00 0.00

Tabla 5: Comparacion de I'-Norma para proceso Punch.
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CAUCHY

Metodologia Cantidad de covariables
Restriccién  Penalidad p 5 10 15 20 25 50 100 200
Monoétona RI 10 0.78 049 0.31 027 0.29 0.29 0.33 0.39
Monétona RI n/2 0.03 0 014 027 044 093 211 3.17
Monoétona SD 10 0.72 032 012 0 0 0 0 0
Monétona SD n/2 0 0.01 O 0 0.06 040 156 2.74
Convexa RI 10 1.03 0.88 037 045 0.39 048 046 0.34
Convexa RI n/2 0.27 023 023 045 059 153 2.75 2.88
Convexa SD 10 227 064 0.11 0.18 0.23 0.25 0.26 0.14
Convexa SD n/2 0.42 0.18 0.04 0.18 0.32 1.09 233 291
Valor Minimo ECM \ 0.64 0.35 029 024 020 0.10 0.06 0.03
HOMOGRAFICA
Metodologia Cantidad de covariables
Monétona RI p=10 | 0.68 050 0.33 0.29 0.22 0.26 0.27 0.24
Monétona RI p=n/2| 0.06 0.10 0.19 029 0.37 095 1.93 2.30
Monoétona SD p=10 | 1.16 0.23 0.06 O 0 0 0.08 0.14
Monétona SD p=n/2 0 0 0 0 0.06 040 143 1.90
Convexa RI p=10 | 1.54 096 049 046 0.27 0.09 0.02 0
Convexa RI p=n/2| 045 031 0.33 046 047 0.75 227 3.49
Convexa SD p=10 | 239 0.60 0.23 0.25 0.10 0.03 O 0.01
Convexa SD p=n/2| 042 0.10 0.13 0.25 024 049 180 2.39
Valor Minimo ECM \ 0.52 031 0.27 0.22 0.20 0.12 0.08 0.05
NULA
Metodologia Cantidad de covariables
Restriccién  Penalidad p 5 10 15 20 25 50 100 200
Monétona RI 10 342 076 021 O 0 0 0 0
Monoétona RI n/2 0 0 0 0 035 065 099 4.93
Monétona SD 10 579 207 123 081 123 136 0.88 1.28
Monoétona SD n/2 1.08 0.79 084 0.81 1.66 3.08 3.58 10.19
Céncava RI 10 6.35 2.13 097 043 1.20 0.53 0.05 0.48
Céncava RI n/2 336 0.66 0.60 043 147 248 2.05 8.03
Céncava SD 10 15.04 520 3.35 195 3.29 3.11 226 3.19
Concava SD n/2 433 234 228 195 425 7.05 897 18.65
Valor Minimo ECM \ 0.08 0.05 0.04 0.04 0.02 0.01 0.01 0.00

Tabla 6: Comparacion de la norma para proceso Fourier ¢ = 1.
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CAUCHY

Metodologia Cantidad de covariables
Restriccion Penalidad p 5 10 15 20 25 50 100 200
Monétona RI 10 | 0.48 0.32 0.19 0.20 0.22 0.22 0.22 0.32
Monétona RI n/2 | 0.01 0 010 0.20 0.33 0.70 1.21 2.26
Monétona SD 10 | 0.47 0.17 0.06 O 0 0 0 0
Monoétona SD n/2 0 0 0 0 0.07 029 0.80 1.93
Convexa RI 10 | 0.83 0.57 0.26 0.36 0.34 033 0.26 0.19
Convexa RI n/2 | 031 030 020 0.36 0.46 0.73 1.37 142
Convexa SD 10 | 2.14 037 0.06 0.10 0.20 0.16 0.12 0.03
Convexa SD n/2| 049 021 0.05 0.10 0.26 047 130 1.78
Valor Minimo ECM \ 0.68 0.36 0.28 0.21 0.17 0.09 0.05 0.03
HOMOGRAFICA
Metodologia Cantidad de covariables
Restriccion Penalidad p 5 10 15 20 25 50 100 200
Monétona RI 10 | 0.48 041 0.20 0.21 0.19 0.12 0.29 0.23
Monétona RI n/2 | 0.07 0.10 0.14 0.21 0.29 0.51 1.31 1.66
Monétona SD 10 | 0.67 0.18 002 O 0 0 022 0.27
Monétona SD n/2 0 0 0 0 008 0.16 1.00 1.37
Convexa RI 10 | 093 0.77 038 040 0.16 003 O 0
Convexa RI n/2 | 050 0.38 0.28 040 0.27 044 087 1.81
Convexa SD 10 | 1.34 0.52 0.16 0.20 0.01 0.02 0.06 0.10
Convexa SD n/2 | 043 0.13 0.12 0.20 0.08 0.25 0.74 1.72
Valor Minimo ECM \ 0.56 0.31 0.26 0.21 0.18 0.11 0.06 0.04
NULA
Metodologia Cantidad de covariables
Restricciéon  Penalidad  p 5 10 15 20 25 50 100 200
Monétona RI 10 | 1.90 0.70 0.05 O 0 0 0.14 0
Monétona RI n/2 0 0 0 0 0.07 0.61 099 3.58
Monétona SD 10 | 2.65 2.03 1.11 098 1.08 1.46 1.28 1.60
Monétona SD n/2 | 0.87 0.88 092 098 1.50 3.04 4.27 9.15
Céncava RI 10 | 3.24 223 1.01 0.03 040 041 O 0.36
Céncava RI n/2 | 257 082 0.78 0.03 0.50 1.41 0.94 5.68
Céncava SD 10 | 12.83 4.92 3.11 1.73 240 3.23 252 3.84
Concava SD n/2 | 299 262 280 1.73 291 6.59 7.37 16.31
Valor Minimo ECM \ 0.11  0.05 0.04 0.04 0.02 0.01 0.01 0.00

Tabla 7: Comparacion de la norma para proceso Fourier ¢ = 0,2.
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CAUCHY

Metodologia Cantidad de covariables
Restricciéon Penalidad p 5 10 15 20 25 50 100 200
Monétona RI 10 | 0.12 0 0 0 014 060 135 211
Monétona RI n/2 0 0.09 024 O 0 0 0.03 0.03
Monétona SD 10 | 852 288 1.71 1.08 1.50 1.10 1.44 1.97
Monétona SD n/2 | 120 0.83 1.11 1.08 262 519 7.44 14.74
Convexa RI 10 | 0.99 063 024 0.09 064 1.06 1.11 1.60
Convexa RI n/2 | 1.68 095 0.35 0.09 049 0.37 0 0
Convexa SD 10 | 26.70 5.73 3.51 237 263 271 123 1.16
Convexa SD n/2 | 2.85 206 238 237 389 883 1044 17.33
Valor Minimo ECM \ 5.67 4.54 4775 4.61 297 2.00 1.70 1.18
HOMOGRAFICA
Metodologia Cantidad de covariables
Restricciéon Penalidad p 5 10 15 20 25 50 100 200
Monétona RI 10 | 0.05 0 0 0 011 0.77 198 272
Monétona RI n/2 0 035 0.15 O 0 0.05 0.14 0.21
Monétona SD 10 | 5.45 256 191 137 133 122 2.09 236
Monétona SD n/2 | 116 106 1.19 1.37 234 557 1220 19.00
Convexa RI 10 | 0.66 0.48 0.12 024 0.35 042 132 173
Convexa RI n/2 | 119 077 0.17 0.24 0.18 0 0 0
Convexa SD 10 | 21.60 5.42 3.28 229 246 140 1.31 1.01
Convexa SD n/2| 243 1.8 193 229 346 6.07 11.63 16.30
Valor Minimo ECM \ 6.84 5.11 5.11 4.11 3.77 246 156 1.00
NULA
Metodologia Cantidad de covariables
Restriccién  Penalidad  p 5 10 15 20 25 50 100 200
Monétona RI 10 0 0 0 0 0 1.08 1.57 2.72
Monétona RI n/2| 0.06 031 012 O 0 0 0 0
Monétona SD 10 | 6.05 320 179 134 130 212 256 4.33
Monétona SD n/2 | 1.01 139 125 1.34 243 9.78 13.66 33.67
Céncava RI 10 | 0.73 0.85 044 039 1.03 197 164 6.35
Céncava RI n/2 | 131 1.13 058 0.39 062 0.7 0.10 0.73
Céncava SD 10 | 22.73 6.81 4.05 3.64 399 443 3.06 6.34
Céncava SD n/2 | 239 236 283 3.64 6.96 14.59 22.97 55.31
Valor Minimo ECM \ 6.44 4.09 4.13 356 2.11 1.15 0.71 0.28

Tabla 8: Comparaciéon de la norma para proceso Ornstein-Uhlenbeck.
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CAUCHY

Metodologia Cantidad de covariables
Restriccién  Penalidad p 5 10 15 20 25 50 100 200
Monétona RI 10 0 0 0 0 0.07 0.20 0.63 0.39
Monétona RI n/2 | 0.18 0.17  0.05 0 0 0 0 0
Monétona SD 10 | 422 155 135 107 084 079 0.78 0.34
Monétona SD n/2 | 170 1.13 1.03 1.07 132 1.65 1.82 1.37
Convexa RI 10 | 030 086 1.63 213 3.00 295 5.35 5.80
Convexa RI n/2 | 070 1.19 201 213 225 0.86 0.83 0.43
Convexa SD 10 | 1890 12.23 10.72 11.03 11.63 6.45 5.66 4.51
Convexa SD n/2 | 1.51 223 6.66 11.03 18.86 28.48 46.43 31.79
Valor Minimo ECM \ 10.57 534 3.61 289 247 1.71 1.16 0.90
HOMOGRAFICA
Metodologia Cantidad de covariables
Restriccién  Penalidad p 5 10 15 20 25 50 100 200
Monétona RI 10 0 0 0 0 0.09 0.18 0.40 0.46
Monétona RI n/2 | 0.13 0.14 0.11 0 0 0 0 0
Monétona SD 10 | 427 151 141 117 081 0.77 0.45 0.43
Monétona SD n/2 | 162 1.02 106 117 137 140 203 1.46
Convexa RI 10 | 094 097 151 235 198 398 578 6.23
Convexa RI n/2 | 137 122 205 235 136 1.33 0.87 0.59
Convexa SD 10 | 23.52 12,55 1342 11.61 6.64 5.82 5.93 5.32
Convexa SD n/2 | 214 245 7.88 11.61 1570 41.51 4751 33.54
Valor Minimo ECM ‘ 874 537 359 270 268 162 1.11 0.87
NULA
Metodologia Cantidad de covariables
Restriccién  Penalidad p 5 10 15 20 25 50 100 200
Monétona RI 10 0 0 0 0 0.03 0.21 0.61 0.85
Monétona RI n/2 | 0.16 0.27 0.11 0 0 0 0 0
Monétona SD 10 | 3.70 232 159 200 1.65 1.45 1.87 2.37
Monoétona SD n/2 | 228 1.39 138 200 232 256 4.14 6.43
Céncava RI 10 | 0.92 148 253 368 475 6.23 13.92 25.13
Céncava RI n/2 | 149 1.74 295 3.68 320 198 271 3.29
Céncava SD 10 | 19.52 17.01 14.29 14.84 17.90 10.51 15.24 27.65
Céncava SD n/2 | 235 3.04 10.15 14.84 32.02 53.71 84.83 164.46
Valor Minimo ECM \ 9.05 420 295 179 1.62 099 0.46 0.19

Tabla 9: Comparacion de la norma para proceso Punch.
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bmon — Uo Cauchy bpea — Uo Cauchy
Cantidad covariables Cantidad covariables
25 50 75 100 25 50 75 100
Ecm 0.05 0.03 0.03 0.03 Ecm 0.06 0.05 0.05 0.04
Mean -0.12 -0.13 -0.13 -0.12 Mean 0.02 -0.00 -0.01 -0.03
Min. -0.38 -0.32 -0.29 -0.26 Min. -0.33 -0.29 -0.30 -0.32
1st Qu. -0.23 -0.21 -0.21 -0.20 1st Qu. -0.19 -0.20 -0.21 -0.20
Median -0.16 -0.16 -0.16 -0.16 Median -0.05 -0.04 -0.05 -0.08
3rd Qu. -0.07 -0.10 -0.10 -0.09 3rd Qu. 0.26 0.18 0.18 0.12
Max. 0.48 0.48 0.35 0.46 Max. 0.50 0.50 0.50 0.50
binon — Uo Cuadrética bpca — o Cuadréatica
Cantidad covariables Cantidad covariables
25 50 75 100 25 50 75 100
Ecm 0.03 0.03 0.02 0.02 Ecm 0.06 0.05 0.04 0.03
Mean -0.09 -0.11 -0.12 -0.10 Mean 0.06 -0.03 -0.00 -0.03
Min. -0.30 -0.27 -0.27 -0.28 Min. -0.35 -0.32 -0.31 -0.30
1st Qu. -0.21 -0.20 -0.19 -0.17 1st Qu. -0.17 -0.22 -0.18 -0.17
Median -0.12 -0.14 -0.14 -0.13 Median 0.08 -0.12 -0.06 -0.08
3rd Qu. -0.02 -0.09 -0.07 -0.07 3rd Qu. 0.27 0.17 015 0.11
Max. 0.46 0.49 027 0.43 Max. 0.50 050 048 0.49
binon — Uo Lineal bpca — o Lineal
Cantidad covariables Cantidad covariables
25 50 75 100 25 50 75 100
Ecm 0.02 0.02 0.01 0.01 Ecm 0.05 0.03 0.03 0.02
Mean -0.04 -0.03 -0.03 -0.05 Mean 0.07 0.03 0.00 -0.03
Min. -0.25 -0.22 -0.21 -0.18 Min. -0.26 -0.25 -0.23 -0.22
1st Qu. -0.13 -0.11 -0.10 -0.11 1st Qu. -0.12 -0.12 -0.13 -0.13
Median -0.05 -0.06 -0.05 -0.07 Median 0.09 -0.04 -0.06 -0.08
3rd Qu. 0.03 -0.00 -0.00 -0.01 3rd Qu. 0.26 0.18 0.14 0.04
Max. 0.41 0.38 0.36 0.31 Max. 0.50 0.50 0.38 0.43
bimon — o Escaléon bpca — o Escalén
Cantidad covariables Cantidad covariables
25 50 75 100 25 50 75 100
Ecm 0.01 0.01 0.01 0.01 Ecm 0.04 0.04 0.03 0.03
Mean 0.04 0.03 0.03 0.04 Mean 0.13 0.12 0.11 0.13
Min. -0.13 -0.13 -0.07 -0.05 Min. -0.21 -0.15 -0.13 -0.12
1st Qu. -0.02 -0.01 -0.01 0.00 1st Qu. 0.00 -0.01 -0.00 0.02
Median 0.03 0.01 0.02 0.02 Median 0.12 0.12 0.07 0.12
3rd Qu. 0.08 0.06 0.05 0.07 3rd Qu. 0.27 024 023 0.23
Max. 0.48 0.42 0.38 0.39 Max. 0.49 048 0.38 0.49

Tabla 10: Medidas de resumen para el error de estimacién de ug por método de estimacion y funcién

estimada con covariables Fourier g = 1.
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bimon — U Cauchy bpea — o Cauchy

Cantidad covariables Cantidad covariables

25 50 75 100 25 50 75 100
Ecm 0.20 0.20 0.18 0.19 Ecm 0.16 0.17 0.15 0.16
Mean -0.32 -0.32 -0.27 -0.30 Mean -0.22 -0.21 -0.18 -0.23
Min. -0.50 -0.50 -0.50 -0.50 Min. -0.50 -0.50 -0.50 -0.50
1st Qu. -0.50 -0.50 -0.50 -0.50 1st Qu. | -0.50 -0.50 -0.50 -0.50
Median -0.50 -0.50 -0.50 -0.50 Median | -0.38 -0.42 -0.30 -0.50
3rd Qu. -0.28 -0.27 -0.10 -0.11 3rd Qu. 0.05 0.09 0.13 0.11
Max. 0.49 0.49 049 048 Max. 0.50 0.50 0.50 0.48
bimon — Ug Cuadratica bpca — Uo Cuadratica

Cantidad covariables Cantidad covariables

25 50 75 100 25 50 75 100
Ecm 0.20 0.19 0.18 0.18 Ecm 0.16 0.16 0.15 0.16
Mean -0.31 -0.32 -0.33 -0.27 Mean -0.18 -0.22 -0.24 -0.20
Min. -0.50 -0.50 -0.50 -0.50 Min. -0.50 -0.50 -0.50 -0.50
1st Qu. -0.50 -0.50 -0.50 -0.50 1st Qu. | -0.50 -0.50 -0.50 -0.50
Median -0.50 -0.50 -0.50 -0.50 Median | -0.35 -0.50 -0.50 -0.37
3rd Qu. -0.25 -0.20 -0.14 -0.10 3rd Qu. 0.14 0.11 0.05 0.13
Max. 0.49 0.49 047 048 Max. 0.50 050 049 0.50
bmon — U Lineal bpca — Uo Lineal

Cantidad covariables Cantidad covariables

25 50 75 100 25 50 75 100
Ecm 0.21 0.19 0.16 0.16 Ecm 0.17 0.15 0.14 0.14
Mean -0.29 -0.29 -0.23 -0.27 Mean -0.20 -0.17 -0.17 -0.17
Min. -0.50 -0.50 -0.50 -0.50 Min. -0.50 -0.50 -0.50 -0.50
1st Qu. -0.50 -0.50 -0.50 -0.50 1st Qu. | -0.50 -0.50 -0.50 -0.50
Median -0.50 -0.50 -0.41 -0.42 Median -0.50 -0.22 -0.24 -0.21
3rd Qu. -0.18 -0.13 -0.02 -0.06 3rd Qu. 0.15 0.13 0.14 0.11
Max. 0.50 0.49 049 0.47 Max. 0.50 0.50 0.50 0.50
bmon — Ug Escalén bpca — Uo Escalén

Cantidad covariables Cantidad covariables

25 50 75 100 25 50 75 100
Ecm 0.19 0.16 0.16 0.13 Ecm 0.14 0.12 0.12 0.11
Mean -0.22 -0.13 -0.12 -0.05 Mean -0.09 -0.07 -0.10 -0.04
Min. -0.50 -0.50 -0.50 -0.50 Min. -0.50 -0.50 -0.50 -0.50
1st Qu. -0.50 -0.50 -0.50 -0.50 1st Qu. | -0.50 -0.50 -0.50 -0.38
Median -0.50 -0.18 -0.20 -0.02 Median | -0.03 -0.09 -0.10 0.00
3rd Qu. 0.15 0.23 0.22 0.23 3rd Qu. 024 026 0.17 0.19
Max. 0.50 0.50 0.50 0.49 Max. 0.50 0.50 0.50 0.50

Tabla 11: Medidas de resumen para el error de estimacién de ug por método de estimacion y funcién

estimada con covariables Ornstein-Uhlenbeck.
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CAUCHY

Fourier ¢ =1

H Ornstein-Uhlenbeck

Metodologia Cantidad de covariables
Inicial Tipo 25 50 75 100 25 50 75 100
Pca 3 pasos -0.02 -0.04 -0.01 -0.02 0.08 0.06 0.00 -0.04
Pca 1 paso 146 1.88 2.07 196 | 847 584 449 384
Monétono 1 paso 0.08 0.04 0.06 002 024 027 0.06 0.01
Monétono  Oréculo 0.08 -0.03 -0.04 -0.08 | -0.03 0.04 -0.08 -0.19
Ecmp Monétono 3 pasos | 0.07  0.03 0.03 0.02 ] 0.01 0.01 0.01 0.00
CUADRATICA

Fourier g =1

H Ornstein-Uhlenbeck

Metodologia Cantidad de covariables
Inicial Tipo 25 50 75 100 25 50 75 100
Pca 3 pasos -0.09 -0.03 0.02 -0.04 | 0.15 -0.01 0.07 0.01
Pca 1 paso 1.19 151 1.88 1.61 || 499 478 6.03 284
Monétono 1 paso 0.05 -0.04 0.04 0.001 0.30 0.09 0.11 0.08
Monétono  Oréculo -0.10 -0.15 -0.05 -0.09 || 0.06 -0.13 -0.04 -0.10
Ecmp Monétono 3 pasos | 0.08 0.04 0.03 0.02 ] 0.01 0.01 0.01 0.01

LINEAL
Fourier ¢ =1 H Ornstein-Uhlenbeck

Metodologia Cantidad de covariables
Inicial Tipo 25 50 75 100 25 50 75 100
Pca 3 pasos -0.05 -0.01 0.02 0.05 0.02 -0.01 -0.04 -0.05
Pca 1 paso 1.32 133 1.51 141 | 4.07 451 3.16 3.22
Monétono 1 paso 0.02 0.01 -0.03 -0.04 | 0.08 0.01 -0.00 0.06
Monétono  Oraculo -0.16 -0.15 -0.14 -0.11 | -0.14 -0.11 -0.14 -0.06
Ecmp Mondtono 3 pasos | 0.07  0.04 0.02 0.02 ] 0.01 0.01 0.01 0.01

ESCALON
Fourier g =1 H Ornstein-Uhlenbeck

Metodologia Cantidad de covariables
Inicial Tipo 25 50 75 100 25 50 75 100
Pca 3 pasos 0.05 020 0.20 0.14 || -0.08 0.06 -0.02 0.04
Pca 1 paso 0.88 1.61 1.71 1.70| 299 252 193 1.55
Monétono 1 paso 0.01 -0.05 0.03 -0.00 || 0.02 0.05 -0.04 0.02
Monétono  Oraculo -0.24 -0.16 -0.14 -0.22 || -0.11 -0.11 -0.14 -0.19
Ecmp Monétono 3 pasos | 0.08 0.04 0.02 0.02 ] 002 001 001 0.01

Tabla 12: Comparacién de la I'-Norma para estimadores en el Modelo Lineal Histérico.
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