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Sistemas de ecuaciones polinomiales ralas:
aspectos teobricos y algoritmos

Resumen

Esta tesis se centra en la resolucion efectiva de sistemas de ecuaciones polinomiales ralas (es
decir, dadas por polinomios con estructura monomial prefijada). A lo largo del trabajo, se
analizan distintos aspectos teoricos de las variedades afines definidas por estos sistemas y, en
base a los resultados de este andlisis, se disenan nuevos algoritmos simbdlicos probabilisticos
para describirlas cuyas complejidades dependen de invariantes algebraico-combinatorios
asociados al sistema.

En primer lugar, se presenta un algoritmo para el calculo de las soluciones aisladas en C"
de sistemas polinomiales ralos de n ecuaciones y se prueba una cota superior genéricamente
exacta para la cantidad de estas soluciones.

A continuacion, se considera el problema de la descomposicion equidimensional de varieda-
des afines definidas por sistemas ralos. Para sistemas genéricos, se da una caracterizacién
combinatoria de esta descomposiciéon en funcion de la estructura de las ecuaciones y se
construye un algoritmo para su calculo. Para sistemas ralos cuadrados arbitrarios, se ob-
tiene una cota superior para el grado de la variedad que definen, que mejora las cotas
previas conocidas, y se exhibe un algoritmo que calcula conjuntos finitos de puntos re-
presentativos de cada componente equidimensional con complejidad polinomial en la cota
hallada para el grado.

Finalmente, se construye un algoritmo que, dada una variedad definida por un sistema ralo

genérico, calcula la clausura de Zariski de su proyeccién a un subespacio de coordenadas
con complejidades del mismo tipo que para los problemas anteriores.

Palabras claves: Sistemas polinomiales ralos, descomposicion equidimensional de varieda-
des algebraicas, grado de variedades afines, teoria de eliminacién, algoritmos y complejidad






Sparse polynomial equation systems:
theoretical aspects and algorithms

Abstract

This thesis focuses on effective solving of sparse polynomial equation systems (that is, equa-
tions given by polynomials with prescribed monomial structure). Throughout this work,
we analyze different theoretical aspects of the affine varieties defined by these systems and,
from the results of this analysis, we design new probabilistic symbolic algorithms to des-
cribe them with complexities depending on algebraic-combinatorial invariants associated
with the system.

First, we present an algorithm for the computation of the isolated solutions in C" of sparse
polynomial systems with n equations, and we prove a generically sharp upper bound for
the number of these solutions.

Then, we consider the problem of the equidimensional decomposition of affine varieties
defined by sparse systems. For generic systems, we give a combinatorial characterization
of this decomposition depending on the structure of the equations, and we construct an
algorithm for its computation. For arbitrary square sparse systems, we obtain an upper
bound for the degree of the variety the system defines, which improves the previous known
bounds, and we exhibit an algorithm that computes finite sets of representative points of
each equidimensional component within a complexity which is polynomial in our bound
for the degree.

Finally, we construct an algorithm that, given a variety defined by a generic sparse system,
computes the Zariski closure of its projection to a coordinate subspace within a complexity
depending on invariants of the same kind as in the previous problems.

Keywords: Sparse polynomial systems, equidimensional decomposition of algebraic varie-
ties, degree of affine varieties, elimination theory, algorithms and complexity
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Introduccion

Los algoritmos generales conocidos para resolver sistemas de ecuaciones polinomiales re-
quieren realizar una gran cantidad de operaciones. Esta es una de las razones por las que
se intenta desarrollar procedimientos para resolver familias particulares de sistemas de

ecuaciones polinomiales, por ejemplo, sistemas dados por polinomios con estructura fija.

Bernstein [7], Kushnirenko [50] y Khovanski [48] probaron que la cantidad de soluciones
aisladas en (C*)" de un sistema polinomial de n ecuaciones esta acotada superiormente
por un invariante combinatorio, llamado volumen mizto, asociado al conjunto de soportes
de los polinomios involucrados (el soporte de un polinomio es el conjunto formado por
los exponentes de los monomios que aparecen con coeficientes no nulos). Este resultado
es considerado la base del estudio de los sistemas polinomiales ralos, que son sistemas
dados por polinomios con soportes preestablecidos, y dio lugar al desarrollo de la teoria de
eliminacion rala (ver [33]).

En esta tesis, se analizan los conjuntos de soluciones en C" de sistemas polinomiales ralos
en n incognitas y se disenan algoritmos para el tratamiento de estos sistemas con comple-
jidades que dependen de invariantes algebraico-combinatorios asociados a los soportes de

las ecuaciones. Més precisamente, se consideran tres problemas:

» Calculo de las soluciones aisladas en C™ de un sistema ralo.

= Descomposicion equidimensional algoritmica de variedades afines definidas por siste-

mas ralos en C".

= Célculo de la proyecciéon de variedades definidas por sistemas ralos genéricos a un
subespacio de coordenadas.

Los algoritmos més eficientes para resolver sistemas polinomiales ralos en (C*)", tanto nu-
mérica como simbolicamente, usan deformaciones poliedrales (ver, por ejemplo, [71], [42],
[58], [45]). Un método de deformacion para calcular los ceros aislados de un sistema po-
linomial consiste en considerar el sistema como una instancia particular de una familia

paramétrica de sistemas genéricos cero-dimensionales para luego obtener sus ceros a partir
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de las soluciones de otra instancia, suficientemente genérica, facil de resolver. Estas técni-
cas, utilizadas en un principio para resolver sistemas de ecuaciones numéricamente (ver,
por ejemplo, [4], [52], [65] y las referencias alli citadas), han sido aplicadas también en
procedimientos simbolicos por medio del levantamiento de Newton-Hensel (ver, por ejem-
plo, [36], [41], [51], [44]). Las deformaciones poliedrales, ademas, preservan la estructura
monomial del sistema de polinomios considerado, con lo cual el nimero de “caminos” a
seguir a lo largo de la deformacién coincide con el numero esperado de soluciones. Para
sistemas ralos, esto da lugar a menores tiempos de ejecucién que los algoritmos generales.

Las primeras cotas para la cantidad de ceros aislados en C™ de sistemas de n ecuaciones
polinomiales ralos se presentaron en [57] y fueron luego mejoradas en [54] y [59]. La cota més
precisa conocida hasta el momento fue dada en [43] en funcion del volumen mizto estable
que, al igual que el volumen mixto, es un invariante combinatorio que depende solamente
de los soportes de los polinomios del sistema. Las demostraciones efectivas de estas cotas
dieron lugar al desarrollo de algoritmos numéricos para el cdlculo de ceros aislados en C"
(ver, por ejemplo, [54] v [43]). Un algoritmo simbélico que describe las soluciones aisladas
de sistemas ralos tales que todos sus polinomios tienen término constante no nulo fue

presentado en [43].

El algoritmo de [43] utiliza deformaciones poliedrales sucesivas, lo cual se refleja negati-
vamente en la complejidad. Una mejora a este procedimiento es el algoritmo de [31] (ver
también [26]), que utiliza solamente dos deformaciones poliedrales. Estos algoritmos redu-
cen el problema a la resolucion en (C*)” de una familia finita de subsistemas de ecuaciones

construida a partir de una deformacién particular.

En el CapituloPlde esta tesis, presentamos un algoritmo probabilistico simbdlico que calcula
los ceros aislados en C™ de un sistema polinomial ralo de n ecuaciones. Al igual que el
procedimiento de [31], nuestro algoritmo esta basado en resultados de [43] y evita también
hacer deformaciones poliedrales sucesivas. Ademés, requiere resolver menos sistemas de
ecuaciones y en menos variables que los algoritmos previos. Nuestro procedimiento extiende
el resultado de [45] a sistemas con soportes arbitrarios y tiene una complejidad (salvo por un
pre-procesamiento) que depende polinomialmente de volimenes mixtos estables asociados
al sistema (ver el Teorema [2.13]).

El input del algoritmo es la representacion rala de los polinomios f1,..., f,, del sistema
y las celdas miztas de una subdivision mizta fina de la familia de conjuntos obtenidos
agregando el origen de coordenadas a sus soportes, que consideramos precalculadas (ver,
por ejemplo, [25], [70], [53], [30] y [55] para diversos algoritmos que calculan estas celdas).
El output del algoritmo es una resolucidn geométrica, es decir, una representacién por

medio de polinomios univariados, de un conjunto finito de puntos que contiene los ceros
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aislados del sistema, donde los puntos estan parametrizados por los valores que toma en
ellos una forma lineal genérica (ver, por ejemplo, [37]). La idea general del algoritmo es
recuperar las soluciones aisladas del sistema original haciendo una deformaciéon homotopica
a partir de las soluciones de un sistema genérico con los mismos soportes. Para hallar las
soluciones aisladas del sistema genérico, adaptamos las técnicas poliedrales introducidas en
[43] y refinadas en [31] con el fin de hacer un anélisis detallado que nos permite determinar
los subsistemas a resolver. Finalmente, aplicamos las técnicas de deformaciéon simbolica

para eliminacion rala presentadas en [45)].

Los resultados que determinan la correctitud de nuestro algoritmo podrian también apli-
carse para disefiar un procedimiento numérico como en [43] y [3I]. Si bien estos trabajos no
presentan estimaciones explicitas de complejidad, nuestro enfoque permite trabajar con un
numero menor de sistemas cuadrados en una cantidad menor de variables lo que implicaria

mejores tiempos de ejecucion.

Como consecuencia del anélisis teorico desarrollado, obtenemos también una nueva cota
superior genéricamente exacta para la cantidad de soluciones afines aisladas contadas sin
multiplicidad de un sistema ralo de n ecuaciones con n incognitas (ver Teorema 2.19) y una
caracterizacion de los sistemas que solo tienen finitas soluciones afines (ver la Proposicion
2.23) equivalente a la dada en [59, Lemma 3|, generalizando un resultado probado en [L3]

para sistemas binomiales.

Una vez calculadas las soluciones aisladas, el siguiente paso natural es caracterizar las
componentes de dimension positiva de la variedad afin definida por un sistema polinomial
ralo teniendo en cuenta los soportes de los polinomios involucrados.

Existen diversos algoritmos simbolicos para describir la descomposiciéon equidimensional de
una variedad algebraica que solo tienen en cuenta el grado de los polinomios que la definen y
no su estructura monomial. Los primeros algoritmos deterministicos que realizan esta tarea
pueden hallarse en [I5] y [35] (ver también [34] para un analisis del problema mas general
de la descomposicién primaria de ideales). Posteriormente, en [24] y [46], se disefiaron
algoritmos probabilisticos con menores tiempos de ejecuciéon. Las complejidades de estos
algoritmos son polinomiales en el niimero de Bézout del sistema, el cual genéricamente
coincide con el grado de la variedad que el sistema define. En [51] y [44] se presentan otros
algoritmos probabilisticos con complejidades que dependen de un invariante nuevo asociado
al sistema, el grado geométrico, que refina la cota de Bézout. El Teorema de Schwartz-Zippel
(ver [61], [73]) permite transformar algunos de estos algoritmos en deterministicos si se
conocen cotas superiores para los grados de los polinomios que caracterizan las instancias

excepcionales.

El problema de la descomposicién equidimensional ha sido tratado también desde el pun-
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to de vista numérico. A partir del algoritmo dado en [64] se fueron obteniendo mejoras
sucesivas hasta llegar al algoritmo descripto en [65] basado en métodos de continuacion
homotdpica para la descomposicion de una variedad algebraica en componentes irreducibles
(ver las referencias alli citadas).

Para el caso de los sistemas ralos, en el marco numérico, en [69] dan certificados para la
existencia de curvas en el conjunto de soluciones. Por otro lado, en [3] y [2], se presentan
métodos algoritmicos para la determinaciéon de desarrollos en series de Puiseux para curvas
y componentes de dimension positiva arbitraria, respectivamente, de variedades definidas
por sistemas ralos bajo ciertas hipotesis sobre las ecuaciones.

En el Capitulo [ de esta tesis analizamos, tanto desde el punto de vista tedrico como
algoritmico, la descomposicion equidimensional de variedades afines definidas por sistemas

polinomiales ralos.

En primer lugar, consideramos el caso de sistemas ralos genéricos. En este contexto aparece
una diferencia importante con respecto al caso de sistemas densos: el conjunto de soluciones
de un sistema genérico de n polinomios en n variables con grados fijos consta solamente
de puntos aislados, mientras que si se fija la familia de soportes de los n polinomios en
n variables involucrados en un sistema ralo, para elecciones genéricas de los coeficientes
puede haber componentes afines de dimensiéon positiva. Mostramos que la existencia de
estas componentes de dimensién positiva para sistemas genéricos depende solamente de la
estructura combinatoria de los soportes y damos condiciones que permiten encontrarlas.
Estas condiciones dan una descripcién tedrica de la descomposicion equidimensional de una
variedad afin V(P) definida por un sistema ralo genérico P en funciéon de conjuntos de
soluciones en el toro de sistemas Py mas chicos asociados a ciertos conjuntos I C {1,...,n}.

Por otra parte, nos permiten exhibir una formula para el grado de V(P) en el caso genérico
(ver el Teorema [3.8).

A continuacion, usamos los resultados tedricos obtenidos para disenar un algoritmo proba-
bilistico simbolico que calcula la descomposicion equidimensional de V (P) para un sistema
ralo genérico P con una complejidad que depende del grado de V(P) y de invariantes com-
binatorios asociados a los soportes del sistema (ver el Teorema B.20]). El algoritmo calcula,
en primer lugar, una familia de subconjuntos I C {1,...,n} que permiten encontrar las
componentes de V(P) y luego resuelve los sistemas polinomiales P; asociados aplicando
métodos simbolicos de deformacion poliedral (ver [45] y [37]). El output del algoritmo es
una lista de resoluciones geométricas que representan las componentes equidimensionales

de la variedad.

El paso siguiente es considerar la descomposicién equidimensional de una variedad afin

definida por un sistema ralo arbitrario. Para desarrollar un algoritmo que resuelva este
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problema es necesario analizar qué parametros deberian estar involucrados en la com-
plejidad del algoritmo. Un invariante natural esperado en las cotas de complejidad es el
grado de la variedad que, en particular, acota superiormente la cantidad de componentes
irreducibles.

En el contexto ralo, a diferencia de la cota de Bézout para polinomios densos, el grado de
una variedad afin definida por un sistema genérico cuadrado no es una cota superior para
el grado de la variedad definida por un sistema arbitrario con los mismos soportes (ver el
Ejemplo B21]). En [49], se presenta una cota para el grado de una variedad afin definida
por un sistema de polinomios ralo arbitrario que depende de un volumen mixto asociado a
la union de los soportes (ver también [58 Theorem 1]). En esta tesis, obtenemos una cota
superior mas exacta para el grado de variedades definidas por sistemas ralos cuadrados, la
cual también esta dada en funcion del volumen mixto de una familia de conjuntos asociados

a los soportes de las ecuaciones pero no involucra la uniéon (ver el Teorema B.22]).

También en el Capitulo Bl mostramos un algoritmo que, dada una variedad definida por
un sistema ralo cuadrado arbitrario, calcula un conjunto de puntos representativo de cada
componente equidimensional de la variedad cuya complejidad depende de la cota de grado
ya mencionada (ver el Teorema B.31]). El algoritmo se basa en que, intersecando la variedad
con una variedad lineal genérica de codimensién k, se consiguen puntos en todas las com-
ponentes irreducibles de dimensién k. Para controlar la complejidad, en lugar de calcular
esta interseccidon, buscamos soluciones aisladas de un sistema auxiliar, lo que nos permite
obtener un conjunto finito contenido en la variedad que contiene dicha interseccién. La re-
presentacion de una variedad equidimensional de dimension positiva mediante un conjunto
finito de puntos apropiado es un enfoque conocido en geometria algebraica numérica (ver

la nocion de witness point superset en [63]).

El altimo capitulo de esta tesis se centra en un problema clasico de célculo de proyecciones
pero en el contexto de polinomios ralos. Més precisamente, si V' C C™ es una variedad
afin definida por un sistema polinomial ralo genérico y, para £ < n fijo, 7 : C* — C es la
proyeccion w(xy,...,z,) = (x1,...,2¢), consideramos el problema de calcular, mediante
un algoritmo simbolico, una descripcion de la clausura de Zariski 7(V) c C! con una

complejidad que dependa de la estructura del sistema.

El calculo de (la clausura de Zariski) de proyecciones lineales de variedades es una tarea
basica en teorfa de eliminacién. Una formulacién mas general de este problema es la eli-
minacion de cuantificadores algoritmica sobre cuerpos algebraicamente cerrados (ver, por
ejemplo, en [67], [40], [14], [28] y [56], algoritmos cuyas complejidades dependen de la can-
tidad de polinomios, sus grados y el numero de variables que involucran). El célculo de
formas de Chow (ver, por ejemplo, [I1], [35], [44]), de resultantes clasicas (ver [19] y las
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referencias alli citadas) y de resultantes ralas (ver, por ejemplo, [66], [12], [18], [47]) son
casos particulares del célculo de clausuras de Zariski de proyecciones.

En el Capitulo 4, presentamos un algoritmo probabilistico simbolico que calcula la clausura
de Zariski 7(V (P)) C C? para un sistema ralo P con soportes fijos y coeficientes genéricos.
Reducimos el problema al caso de variedades equidimensionales tales que todas sus compo-
nentes intersecan el toro usando la descomposicion de V' (P) probada en el Capitulo Bl Para
el caso de estas variedades, calculamos una resoluciéon geométrica de la variedad respecto
a un subconjunto adecuado de variables libres y, a partir de esta resolucién geométrica,
obtenemos una resoluciéon geomeétrica de la clausura de Zariski de la proyeccién buscada. La
complejidad del algoritmo es polinomial en invariantes combinatorios asociados al conjunto

de los soportes de los polinomios del input (ver el Teorema [L.15)).

La tesis estd organizada como sigue:

En el Capitulo 1 introducimos algunas nociones preliminares, algunos resultados previos
sobre sistemas de ecuaciones polinomiales ralos y los conceptos algoritmicos basicos que
usamos a lo largo de la tesis. En el Capitulo 2 presentamos el algoritmo disenado para la
determinacién de las soluciones afines aisladas de un sistema polinomial ralo de n ecuaciones
con n incognitas y la cota superior hallada para la cantidad de estas soluciones. El Capitulo
3 contiene los resultados obtenidos en relacion a la descomposiciéon equidimensional efectiva
de variedades afines definidas por sistemas ralos: en primer lugar, presentamos nuestro
algoritmo de descomposicion equidimensional para sistemas genéricos y, posteriormente,
tanto la cota para el grado de la variedad afin definida por un sistema ralo arbitrario
de n ecuaciones con n incégnitas como el algoritmo construido para el calculo de puntos
representativos de las componentes de la variedad. En el Capitulo 4, exhibimos el algoritmo
que calcula la clausura de Zariski de la proyeccién a un subespacio de coordenadas de la
variedad definida por un sistema ralo genérico.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo vamos a dar algunas definiciones, fijar notacién y establecer algunos re-
sultados béasicos que serdn necesarios para esta tesis.

1.1. Algunas nociones de geometria algebraica

Las definiciones y propiedades presentadas en esta seccion pueden encontrarse en la biblio-
grafia basica de geometria algebraica (ver, por ejemplo [38], [39], [16] y [23]).

1.1.1. Variedades algebraicas

Denotaremos por k un cuerpo y K un cuerpo algebraicamente cerrado, ambos de caracte-

ristica 0. Usaremos la notacion k* = k\{0} y k para una clausura algebraica de k.

Sean X1,..., X, indeterminadas sobre k. Un monomio en X1,...,X, es un producto de

la forma X{ ... X donde los exponentes aq, ..., q, son nimeros enteros no negativos.

El grado total de este monomio es aq + - -+ + . Para simplificar la notacién escribimos

X = (X1,...,Xy). Para una n-upla o = (a,...,a,) € (Z>0)" usamos la notacion X* =

X1 ... X3 Un polinomio fen Xi,...,X, con coeficientes en k es una combinacion lineal

finita f(X1,...,X,) =D aa X de monomios con coeficientes a,, € k. El conjunto de todos
(03

los polinomios en X7, ..., X, con coeficientes en k se nota k[X1,..., X,,]. Se define deg(f),
el grado total de f, como el maximo ay + - -+ + a, sobre todos los @ = (v, ..., ) tales
que el coeficiente correspondiente a, es no nulo. El grado de f en X; se nota degy,(f) vy
es el méximo «; sobre todos los & = (a1, ...,qay,) tales que el coeficiente correspondiente

a, €s no nulo.

Un sistema de ecuaciones polinomiales es un conjunto de ecuaciones simulténeas f1(X) =
0,..., fm(X) =0, donde, para todo 1 < j < m, f; € k[X1,...,X,] es un polinomio con

9
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coeficientes en un cuerpo k. Una solucion del sistema es un elemento 2 € k' que cumple
todas las ecuaciones del sistema, es decir, tal que f;(z) =0 para todo 1 < j < m.

Vamos a definir a continuacién la nocién de variedad algebraica.

Definicion 1.1 Sean f1,..., fm polinomios en k[X1,...,X,]. Entonces
V(fiyeoosfm) ={x €K | f;(x) = 0 para todo 1 < j < m}
es la variedad algebraica definida por fi,..., fm.

Un conjunto V' C k" es una variedad algebraica (definible sobre k) si existe un conjunto
finito de polinomios f1,..., fm € k[X1,...,X,] tales que V=V (f1,..., fm)-

A partir de las variedades algebraicas se puede definir una topologia en k" si consideramos
como los conjuntos cerrados en k' a todas las variedades algebraicas definibles sobre k.
Esta topologia se llama topologia de Zariski sobre k (ver |23, Chapter 1, Section 6]). La
clausura de Zariski de un conjunto S C k" es la menor variedad algebraica de k" que lo
contiene, y se la nota S. Ademds, un conjunto en k" es denso Zariski si la menor variedad
algebraica que lo contiene es k. Todo abierto Zariski no vacio resulta ser denso.

Dada una familia de objetos {Xp}pGEN, se dice que una propiedad p vale para un elemento

genérico X de {Xp}pEEN, o que vale genéricamente en {Xp}pGEN, si el subconjunto de

puntos p € £ tales que el objeto X, tiene la propiedad p contiene un abierto Zariski no

—N . . . .
vacio de k. Por ejemplo, una propiedad vale genéricamente para puntos del espacio afin
si vale para todo punto fuera de un cerrado Zariski propio.

Una variedad algebraica V' C k" se dice irreducible si cada vez que V. = Wy U Ws con
Wi, Ws C k" variedades algebraicas, entonces W7 =V o Wy = V.

. . TN . sz
Toda variedad algebraica V' C k' puede descomponerse de manera tinica como una uniéon

S
finita V. = |J W; de variedades algebraicas irreducibles W; donde W; ¢ W; para todo
i=1
1 # j. En este caso, se dice que cada W; es una componente irreducible de V.

Dado que las variedades algebraicas se definen a partir de polinomios, se les puede asociar

objetos algebraicos.
Definicion 1.2

» S0 S es un conjunto en k', llamamos el ideal de S al ideal
I(S) ={f € k[X1,..., X, | f(p) =0 Vp € S}

de los polinomios que se anulan sobre S.
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» Sea V C k" una variedad algebraica. Una funcion ¢ : V. — k es una funcion
polinomial si existe un polinomio f € k[X1,...,X,] tal que ¢(x) = f(x) para todo
x € V. Llamamos anillo de coordenadas de V', y lo notamos k[V], al conjunto de

todas las funciones polinomiales ¢ : V. — k.

Observar que f,g € k[Xq,...,X,] representan la misma funcién polinomial en V' si y solo
si f —g € I(V). Por lo tanto, k[V] se puede identificar con el anillo k[X1,...,X,]/I(V).

Una variedad algebraica V' es irreducible si y solo si el ideal I(V') es primo. Como conse-
cuencia, si V C k" es una variedad algebraica irreducible, el anillo de coordenadas E[V]
es un dominio integro. Entonces, puede construirse su cuerpo de fracciones, que se llama

cuerpo de funciones racionales de V' y se nota k(V).

Sean V C k", W C k" dos variedades algebraicas irreducibles. Un morfismo f:V — W
es una aplicacion tal que existen f1, ..., f, € k[V] para las cuales f(z) = (fi(z),..., fa(x))
pertenece a W para todo z € V. Un morfismo f : V — W se dice dominante si la clausura
de Zariski de f(V) es W.

La dimension de una variedad algebraica irreducible V' es la maxima cantidad de elementos
en k(V) algebraicamente independientes sobre k, es decir el grado de trascendencia de k(V)
sobre k. Hay diferentes definiciones equivalentes para la dimensién de una variedad (ver
[38, Part II, Lecture 11]). La dimensiéon de una variedad algebraica irreducible V' C E"
también puede definirse como la méxima dimensiéon de un subespacio H C k' tal que la
proyeccion de V en H es densa Zariski. Alternativamente, la dimension de V' es el niimero
entero r > 0 tal que para r formas lineales afines [y, ...,l, € k[X1,...,X,,] con coeficientes
genéricos, la variedad algebraica HyN---N H,. NV es un conjunto finito y no vacio, donde
H;={z € k" |lj(x) =0} para todo 1 < j <r.

. . . . -n . .,
Para una variedad algebraica arbitraria V' C k', se define la dimensiéon de V como la
méxima de las dimensiones de sus componentes irreducibles. Una variedad algebraica V' se

dice equidimensional si todas sus componentes irreducibles tienen la misma dimensién.

Sea V C k" una variedad algebraica de dimensién 7 y, para todo 0 < i < r, sea V; la uniéon
de todas las componentes irreducibles de V' de dimension i, o bien el conjunto vacio si V'

no tiene componentes irreducibles de dimension i. Entonces,

T
v=|JV
i=0
se llama la descomposicion equidimensional de V y las variedades algebraicas Vp,...,V,

que no son vacias son las componentes equidimensionales de V.

Otro invariante asociado a una variedad algebraica que utilizaremos es su grado. La defi-

nicion que vamos a usar es la de [40]:
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Definicion 1.3 SiV C k" es una variedad algebraica irreducible de dimension r, se define
el grado de V como deg(V) = max{#(H,N---NH.NV) | Hy,...,H, son hiperplanos
afines en k' tales que Hy N+~ N H, NV es un conjunto finito}.

SiV C k" es una variedad algebraica arbitraria, el grado de V' es la suma de los grados de

todas las componentes irreducibles de V.

Por [40), Proposition 1|, la cantidad de puntos en la interseccion de V' con r = dim(V)
. -n L. . .
hiperplanos afines en k£ es genéricamente finita y, en los casos en los que es finita, es-
t4 acotada superiormente. Entonces, el grado de una variedad irreducible es un ntimero
entero no negativo. Mas aun, genéricamente la cantidad de puntos en la interseccion es

exactamente el grado de la variedad.

1.1.2. Resoluciones geométricas

Una manera de describir variedades algebraicas equidimensionales ampliamente usada en
algebra computacional simbdlica es mediante resoluciones geométricas. Estas son descrip-
ciones paramétricas de la variedad. Una resenia de sus usos en el contexto algoritmico puede

encontrarse en [37].

Para variedades algebraicas cero-dimensionales, el Shape Lemma (ver, por ejemplo, [22]
Section 6.5.4]) es un resultado clasico que nos asegura que podemos describirlas mediante

resoluciones geométricas definidas de la siguiente manera:

Sea V = {5(1), . ,§(D)} una variedad algebraica cero-dimensional definible sobre k. Una
forma lineal afin p € k[X1,...,X,] se llama forma lineal separante o elemento primitivo
para V si pu(€®) # pu(€9)) cuando i # j. Notar que una forma lineal afin con coeficientes

genéricos es separante para V.

Definicién 1.4 Sea V = {5(1), e ,§(D)} C k" una variedad algebraica cero-dimensional.
Dada una forma lineal p € k[Xy,...,X,]| separante para V', la familia de polinomios
(q,v1,...,vn) € (K[U])" (con U una nueva variable), donde

D A
s g = [[(U - u(€D)) € k[U] es el polinomio minimal de la forma lineal p respecto de

= los polinomios vi,...,v, € k[U] son tales que deg(vj) < D para todo 1 < j < n y
cumplen V= {(%(n),..., % () € K" | n € k,q(n) = 0}, donde ¢'(U) = g&(U),

d

se llama resoluciéon geométrica de V respecto a p.



1.1. ALGUNAS NOCIONES DE GEOMETRIA ALGEBRAICA 13

Para una forma lineal separante fija u, la resolucién geométrica de V' respecto a u es tnica
y caracteriza completamente la variedad V.

Como el polinomio ¢ es inversible en k[U]/{q(U)), tomando
7;(U) = (¢") "1 (U)v;(U) (mod ¢q(U)) para todo 1 < j < n,

obtenemos una definicion equivalente de resolucién geomeétrica. Esta es una familia de
polinomios (¢, v1,...,0,) en k[U], donde ¢ es el polinomio minimal de la forma lineal p
respecto de V' de la definicion anterior, que cumplen V = {(T7(n),...,7n(n)) € k" | n € k,
q(n) = 0} y deg(v;) < D para todo 1 < j < n. A lo largo de esta tesis usaremos ambas

definiciones indistintamente.

Dadas finitas variedades cero-dimensionales en & disjuntas y una forma lineal 1 sepa-
rante para la uniéon de todas ellas, podemos hallar una resolucion geométrica de la uniéon
respecto a p a partir de resoluciones geométricas respecto a p de cada una de las varie-
dades originales: Sean V = {¢M), ... D)) vy V = {§(D+1),...,§(D+5)} dos variedades

en k. Sean (q,v1,...,v,) la resolucion geométrica de V y (§,01,...,7,) la resolucion
geométrica de V. Como estas variedades son disjuntas, ¢ y ¢ son coprimos. Entonces
(qq,v1q + 01q, ..., vnq + Dnq) es una resolucion geométrica de VUV respecto a u pues
~ D+D 4
= Como p es separante para VUV, ¢ = [] (U — u(€®)) € k[U] es el polinomio
i=1

minimal de la forma lineal u respecto de V' U V.

» Para todo 1 < j < n, el polinomio v;q + vjq tiene grado menor a D + D. Ademas,
si 7 es un cero de qq, existe 1 < ¢ < D + D tal que 7 = u(E®). Supongamos sin

. . _ ViU v )
pérdida de generalidad que 77 es un cero de ¢q. Entonces —(7) = () =& .
- - . ¢q+qq (_) q’( )=
En consecuencia VUV = {(%(n), o W(n)) €k |nek, qq(n) =0}

Se puede extender la idea de resoluciéon geométrica a variedades algebraicas equidimensio-

nales de la siguiente manera:

Sea V C k" una variedad equidimensional de dimensiéon r. Mediante un cambio lineal de
variables podemos suponer que para cada componente irreducible W de V vale I(W) N
k[X1,...,X,] = {0}. Entonces, k(X1,...,X,)®@k[V] es un k(X,...,X,)-espacio vectorial
de dimension finita. Sea § la dimension de k(X1,...,X,) ® k[V]. Una forma lineal pu =
tr41Xr+1 + -+ Xy, no nula se llama elemento primitivo de la variedad algebraica V' si
{1,1,..., 4’1} es una base de k(X1, ..., X,) @k[V] como k(X1,..., X,)-espacio vectorial.
Una forma lineal genérica en k[X,1,...,X,] es un elemento primitivo de V.
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Para p € k[X,41,...,X,] un elemento primitivo de V, llamamos resolucién geométrica
de V respecto a u a la familia de polinomios (q,vyy1, ..., v,) € (k[X1,..., X, ][U)* T
donde

" g € k[X1,...,X,][U] es un multiplo (por un factor en k[X1,...,X,]) del polinomio
minimal del endomorfismo de multiplicar por la forma lineal p en k(X7, ..., X, )®k[V]
sin factores no constantes en k[X7, ..., X,| (es tinico salvo un factor en k),

= los polinomios vy41,...,v, € k[X1,...,X,][U] son tales que degy(vj) < degy(q)
para todo r + 1 < j < n y cumplen g—lqj(,u) X; =wvj(p) en k(Xq,...,X,) @ k[V].

1.2. Aspectos algoritmicos

Un algoritmo es un procedimiento que, a partir de un conjunto finito de datos iniciales, lla-
mado input, y realizando una cantidad finita de operaciones sucesivas, devuelve un output,
el conjunto finito de datos buscado. En nuestros algoritmos, cada una de las operaciones

es una operacion aritmética o una comparacion entre elementos de Q.

Como trabajamos con polinomios en varias variables con coeficientes en Q, necesitamos
una forma de codificarlos mediante un conjunto finito de datos. Utilizamos tres maneras

diferentes de codificar polinomios:

= Codificacion densa: Es la codificaciéon usual, que presenta el polinomio a codificar a
través de un vector de todos sus coeficientes. Esto es, conociendo la cantidad n de
variables involucradas y una cota d para el grado del polinomio, damos un orden
al conjunto de todos los monomios de grado menor o igual a d en n variables y la
codificaciéon densa del polinomio es el vector con todos los coeficientes del polinomio

(incluyendo los nulos) en ese orden.

» Codificacion rala: Mediante la lista de pares ordenados («,a,) donde consideramos
todos los exponentes « de los monomios en un conjunto prefijado que contiene todos

los exponentes de los monomios que aparecen con coeficiente no nulo en el polinomio.

» Codificacion como straight-line program (slp): Es la representacion mediante una
secuencia finita de funciones racionales 5 = (Q1,...,Qm) € Q(X1,...,X,)™ que
permiten evaluar el polinomio codificado en todos los puntos con coordenadas racio-
nales de un abierto Zariski no vacio. Para todo 1 < <m, @Q; € QU {Xy,..., X,,}
o bien existen 1 < 41,4y < ¢ y una operacion aritmética x € {4, —, x, +} tales que
Qi = Qi, *Qi,. La longitud del straight-line program es la cantidad total de operacio-
nes aritméticas llevadas a cabo durante el proceso de evaluacion de esta codificacion

(ver [I0] para una definicién mas precisa y propiedades de esta forma de codificacion).
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A lo largo de esta tesis vamos a usar la codificacién densa solo para polinomios en una
variable.

La nociéon de complejidad de algoritmos que consideraremos es el niimero de operaciones

y comparaciones en Q que el algoritmo realiza.

En nuestros calculos de complejidad usamos la siguiente notacion:

= Sean ¢, 1) : Z>o — R. Escribimos ¢(d) = O(1(d)) si existe una constante ¢ positiva
tal que |¢(d)| < c|y(d)| para todo d € Z>o.

= () es el exponente en la complejidad O(dQ) de la multiplicaciéon de dos matrices en
k?*d_Se sabe que Q < 2,376 (ver [32, Chapter 12], [8, Chapter 2, Section 2]).

= Q es el exponente en O(d?), que cuenta la cantidad de operaciones en un anillo
conmutativo R necesarias para calcular el determinante de una matriz en R*?. Se

sabe que Q es estrictamente menor a 4 (ver [6]).

= M(d) = dlog®(d)log(log(d)) donde log es el logaritmo en base 2.

La evaluacién de un polinomio en una variable de grado d con coeficientes en un anillo R

de caracteristica cero en tantos puntos como su grado o su interpolaciéon puede llevarse a

cabo con O(M(d)) operaciones. La multiplicacion o division con resto de dos polinomios
M (d)

de grado d puede hacerse con O(m) operaciones en R (ver [32] Chapter 10]).

kdxd

La inversiéon de una matriz en puede realizarse con O(d*?) operaciones. Sobre un anillo

conmutativo, el célculo de la adjunta y el polinomio caracteristico de una matriz puede
hacerse con O(d*?) operaciones (ver [32] y [6]).

Los algoritmos que presentamos en esta tesis son probabilisticos. Esto es, hacen elecciones
al azar de puntos que, siempre y cuando estén fuera de un cerrado Zariski propio, permi-
tirdn llegar a un resultado correcto. El Teorema de Scwhartz-Zippel (ver [61], [73]) asegura
que, eligiendo los valores de las coordenadas de estos puntos al azar en un conjunto su-
ficientemente grande de nimeros enteros, la probabilidad de error puede controlarse. El
tamano de dicho conjunto de ntimeros enteros depende del grado de los polinomios que
definen el cerrado Zariski fuera del cual se los quiere elegir. Mas precisamente:

Teorema 1.5 (Schwartz-Zippel) Sea S C Z un conjunto finito. Sea f € Q[X1,..., X,,]\{0}

un polinomio de grado total d. Entonces, para una eleccion al azar de elementos p1,...,p, €

d

S, la probabilidad de que f(p1,...,pn) =0 es menor o igual que m
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A lo largo de toda esta tesis no consideraremos el costo de elegir valores al azar, ya que
éste se considera despreciable respecto a los demas costos involucrados. Tampoco haremos
estimaciones de la probabilidad de error de los algoritmos. Fijada la probabilidad de error
que se desea, el calculo del tamano del conjunto de ntimeros enteros donde se eligen valores
al azar para lograrla puede llevarse a cabo acotando los grados de los polinomios que definen
los abiertos Zariski de los puntos que conducen a resultados correctos (ver, por ejemplo,

[45])-

1.3. Sistemas de ecuaciones polinomiales ralas

Nuestro objeto de estudio a lo largo de toda esta tesis son los conjuntos de soluciones
de sistemas polinomiales, pero no de sistemas arbitrarios sino tales que el conjunto de
monomios que aparece en los polinomios que lo conforman estd fijado previamente. En

este sentido hablamos de polinomios ralos.

La nocién de polinomio puede generalizarse tomando las n-uplas de exponentes en Z". Un
monomio de Laurent en Xi,...,X, es un producto de la forma X7 ... X% donde los
exponentes «aq,...,qa, € Z. El grado total de este monomio de Laurent es a1 + -+ + .
Un polinomio de Laurent f en Xq,..., X, con coeficientes en k es una combinacién lineal
finita de monomios de Laurent con coeficientes en k. El conjunto de todos los polinomios
de Laurent en Xi,..., X, con coeficientes en k se nota k[XT',..., XF!].

Definicion 1.6 Sean S un subconjunto finito de 7" y Xy, ..., X, variables sobre k. Un
polinomio de Laurent ralo f con soporte S es una combinacion lineal finita, con coeficientes
en k*, de monomios cuyos exponentes pertenecen a S.

Sea A= (Aq,...,Ap) una familia de subconjuntos finitos de Z™. Un sistema de polinomios
de Laurent ralos con soportes A es de la forma F' = (f1,..., fm) tal que f; es un polinomio

de Laurent ralo con soporte A;j para todo 1 < j < m.

Vamos a precisar la nociéon de genericidad para sistemas ralos. Esto es un caso particular
de la definicién de la Seccion [Tl Para ello, dado un conjunto finito de exponentes S C Z",

notamos L(S) = { > aoX* | an € k para todo « € S} el conjunto de los polinomios de
aEeS
Laurent en k:[Xlil, ..., XF1] tales que todos sus monomios tienen exponentes en S.

Definicion 1.7 Sean Ai,..., A, C Z" subconjuntos finitos. Una propiedad se dice que
vale genéricamente para polinomios de Laurent (fi,...,fm) € L(A1) X -+ x L(A,) si
existe un polinomio no nulo p en los coeficientes de fi,..., fm tal que la propiedad se
cumple para todos aquellos fi,..., fm cuyos coeficientes no anulan a p.
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1.3.1. Sistemas ralos y politopos

Cuando los conjuntos de soportes estan prefijados, algunas propiedades de los sistemas de
ecuaciones dependen de su estructura geométrico-combinatoria. Para las definiciones que

siguen y algunas propiedades bésicas, ver [17].

Dado § € R™, notamos Conv(S) a su capsula convexa. Un politopo en R™ es la capsula
convexa de un conjunto finito en R™. Un politopo entero es aquél que se puede definir a
partir de un conjunto finito que esta en Z™. A lo largo de esta tesis trabajamos solamente

con politopos enteros, y nos referiremos a ellos como politopos.

Sea P un politopo en R™. La dimension de P es la dimensién del menor subespacio afin

que contiene a P. Para n € Q"\{0}, se llama la cara de P determinada por 7 a
P,=Pn{peR"| (p,n) =min(z,n)}.
zcP

A 7 se la llama una normal interior de la cara P, de P. A las normales n € Z" tales que

el maximo comun divisor de sus coordenadas es 1 las llamamos primitivas.

Las caras de un politopo son a su vez politopos. Las caras de dimensién n—1 de un politopo
P C R” de dimension n se llaman facetas. A diferencia de las caras de dimensién menor,

las facetas tienen una tnica (salvo por un factor en Q) normal interior.

A la capsula convexa del soporte de un polinomio de Laurent f se la llama el politopo de
Newton de f.

Ejemplo 1.8 El sistema F' = (fi, f2) de polinomios en Q[X7;, X5], donde
f1(X1, Xo) = Xo +2X7 — X1 X3 y fo(X1, Xo) = = X1 4+ 3X7 — 2X3 Xo,
es un sistema ralo con soportes
A= (A1, Az), con A; ={(0,1),(0,2),(1,3)}, Az = {(1,0),(2,0),(3,1)}
y politopos de Newton

4 4

31

2 < 2 +
Conv(A,)
1+ 1+
%ﬁ/(ﬂ)}
f f f f + ¥ f f
-1 1 2 -1 1 2 3 4
14 14+
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Sean P,Q C R" politopos. Se define la suma de Minkowski de P y Q como el politopo
P+Q={p+q|peP,qge Q} Ademss, para A € R>( se define el politopo \.P (no

necesariamente entero) como \.P = {\.p | p € P}.

Una nocién importante es la de volumen mixto, que introducimos a continuacion:

Definicion 1.9 Sea Vol, el volumen euclideano en R™. Dados Ay, ..., A, CZ" conjuntos

finitos, se define el volumen mixto (de Minkowski) de (A1, ...,.A,) como

n

MV (Ar,. A =) (=D YT Vol (Y Conu(Ay)).

#J =k
Para una familia A = (Ay,...,A,) de conjuntos finitos en Z™ vamos a notar MV,,(A) al

volumen mixto MV, (Ay,..., Ap).

El volumen mixto de A también puede definirse de la siguiente forma: Si consideramos el

polinomio homogéneo
Pay...oa, (A1, An) = Vol (M Conv(Ay) + - -+ + X, Conv(Ay))

en las variables A1, \a,..., Ay, el volumen mixto de (Aj,...,.A,) es el coeficiente corres-
pondiente al monomio AjAz. ..\, en el desarrollo del polinomio P4, . 4, (A1,...,A,) (ver

[I7, Chapter 7]).

Ejemplo 1.10 Volviendo al Ejemplo [L8 1a suma de los politopos de Newton de f1 y fo

es

Conv(A,)+Conv(A,)
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El volumen mixto de A es

MV3(A) = Vola(Conv(A;) + Conv(Az)) — Vola(Conv(Ay)) — Vola(Conv(Az)) = 3.

Haremos uso del siguiente resultado referente al volumen mixto (ver [9] y [63, Lemma 6]).

Proposiciéon 1.11 Sean Py, ..., Py politopos en R"* y Qq,...,Q, politopos en R™ C
R™* . Entonces

MVn+k(Q17 o QP 7Pk) = MVn(Qh EER) Qn)ka(ﬂ-(Pl)v s 77T(Pk))

donde 7 : R"* — RE es la proyeccion a las dltimas k coordenadas.

En |27, Chapter IV, Theorem 4.13|) puede encontrarse un resultado equivalente a la si-
guiente proposiciéon:

Proposicion 1.12 Sea A = (Ay,..., A,) una familia de conjuntos finitos en Z". Enton-

ces, el volumen mizto MV, (A) es positivo si y solo si para todo J C {1,...,n} vale que
dim() Aj) > #J.
JjeJ

El Teorema de Bernstein es la base del estudio de sistemas polinomiales ralos y da una
cota (conocida como la cota BKK por los trabajos de Bernstein [7], Kushnirenko [50] y
Khovanskii [48]) para la cantidad de ceros aislados en (C*)™ de un sistema de n polino-
mios de Laurent con coeficientes en C. Esta cota es exacta para elecciones genéricas de
los coeficientes de los polinomios del sistema. Més atn, el Teorema de Bernstein da las
condiciones de genericidad bajo las cuales esa cota se alcanza, que estidn expresadas en

funcién de ciertos sistemas asociados.

Definiciéon 1.13 Sean n = (n1,...,1m,) € Q"\{0}, S C Z" un conjunto finito, y notemos
Sy={feS|(np) =minges(n,a)}. Si f(X)= > an X" es un polinomio en n variables

aceS
con soporte S, definimos
fo(X) = apX”
Bes,
y, para un sistema de polinomios F' = (f1,..., fm), notamos Fy = (fiy,-- -, fmy)-

Ya podemos enunciar del Teorema de Bernstein:

Teorema 1.14 ([7, Theorems A & B]) Sea F = (fi,..., fn) un sistema de n polinomios

de Laurent en n wvariables con coeficientes en C y soportes A = (Aq,...,A,) en Z".

n

La cantidad de ceros aislados del sistema F' en (C*)" contados con su multiplicidad estd

acotada superiormente por MV, (A). Mds ain:
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» Si F, no tiene raices en (C*)" para todo n € Q"\{0}, todas las raices de F' en (C*)"
son aisladas y la cota se alcanza.

» Si Fy, tiene alguna raiz en (C*)" para algin n € Q"\{0}, la cota es estrictamente
mayor que la cantidad de raices aisladas del sistema F en (C*)" si MV, (A) >0, o
bien el sistema F no tiene ceros aislados en (C*)" si MV, (A) = 0.

Este resultado vale, mas generalmente, sobre un cuerpo K algebraicamente cerrado arbi-
trario de caracteristica cero (ver [2I] y [68, Theorem 3.1]).

1.3.2. Subdivisiones y funciones de levantamiento

A continuaciéon vamos a introducir el concepto de subdivision mixta, que fue definido en
)
[42] para hallar soluciones aisladas en (C*)™ de sistemas ralos y permite calcular volimenes

mixtos.

Definicion 1.15 Sea A = (Ay,..., A,) una familia de subconjuntos finitos de Z"™ tal
que la cdpsula convexa de su union tiene dimension n. Una celda de A es una n-upla
C = (C4,...,Cy) de subconjuntos no vacios Cj C A; para todo 1 < j < n.

La capsula convexa de una celda C se define como Conv(C) = Conv(C1 + ---+ Ch), y
el tipo de una celda como tipo(C) = (dim(Conv(Ch)),...,dim(Conv(Cy,))). Una cara de
C es una subcelda C = (51,...,5n) tal que existe algin n € Q"\{0} tal que para todo
1<j<n, Cj=Cin{peZ" | (p,n) = mingec,(z,n)}.

Una subdivision de A es una coleccion de celdas S = (CW ... . C™) tal que
i) dim(Conv(CW)) =n para todo 1 <i < r.

i) Conv(C®) N Conv(CW) es una cara de CW y de CO para todo 1 < i,1 < r.
ii) |J Conv(CW) = Conuv(A).

i=1
Decimos que una subdivision S es mixta fina si ademds cumple que

w) Y dim(Conv(C](i))) = n para toda celda C) € S,
j=1

v) Zl(#cj(-i) — 1) = n para toda celda C® € S.
]:

El volumen mixto MV,,(A) puede calcularse como la suma de los volimenes mixtos de
todas las celdas de tipo (1,...,1) (también llamadas celdas miztas) de una subdivision
mixta fina de A (ver [42]). Una subdivision mixta fina puede encontrarse mediante un

proceso de levantamiento genérico:
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Definicion 1.16 Dada una familia de soportes A = (A Ay,) en Z™, sean funciones
: Aj — R para todo 1 < j < n. La n-upla w = (wl,.. ,wp) se llama funcion de
levantamlento de A. Se nota A(w) = (Ai(w1), ..., An(wy)), donde Aj(w;) es el grdfico de
wj en R para todo 1 < j < n.

Para los resultados y algoritmos que presentamos en los capitulos posteriores, usaremos
funciones de levantamiento w = (w1, ...,wy) tales que w; : Aj — Z>g para todo 1 < j <

n.

Sea P c R™*! el politopo obtenido tomando la suma de Minkowski de las capsulas convexas
de Aj(wj) para todo 1 < j < n. Notar que P = Conv(A(w)). Se define una subdivisién
Sw(A) de A a partir de la proyeccion a sus primeras n coordenadas de las facetas inferiores
de P, esto es, las caras de P de dimensién n y normal interior con ultima coordenada
positiva: Toda faceta inferior F de P es una suma F = Fy + --- + F,,, donde F; es una
cara inferior de Conv(A;(w;)). Si © : R"™ — R™ es la proyeccion a las primeras n
coordenadas, entonces el conjunto de las n-uplas (7(F1) N Ay, ..., 7(F,) N.A,) tales que
F; + -+ + F, es una faceta inferior de P es una subdivision de A, que notamos S, (A).
En este caso decimos que S, (A) es la subdivision de A inducida por w. Diremos que 7 es
una normal asociada a la celda C' = (Cy,...,C),) de S, (A) si es una normal interior de la
faceta inferior F' de P tal que C; = n(F;) N A; para todo 1 < j < n. Para una funcion de

levantamiento w genérica, la subdivision inducida S, (.A) resulta ser mixta fina.

Ejemplo 1.17 Sea A = (Ajy, As) la familia de subconjuntos finitos de Z? tal que A; =
{(0,1),(0,2),(1,3)} v Aa = {(1,0),(2,0),(3,1)} (ver el Ejemplo [[.]). Sus capsulas conve-

Xas son:

4 1+
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2 4 1, 2 +

Conv(A,)
1 4 1+
P 11
%\/(ﬂu

1 1 1 1 1 1
T T T T sz T T T
-1 1 2 -1 1 2 3 4

14 -1+

Sea w = (w1, we) la funcién de levantamiento de A:

» wi(0,1) =3, w1(0,2) =6y wi(1,3) =5.
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s wy(1,0) =1, w(2,0) =3y wy(3,1) = 2.

Las facetas inferiores de Conv(A(w)) son:

T

.
[

T w
4 =

Al proyectar las facetas inferiores de Conv(A(w)) a sus primeras 2 coordenadas obtenemos:

5 1
4 1+
3 1
2 1
i /
)
L )
l l l l l l
T T T T T T
-1 1 2 3 4 5
14

donde 7(F()) = Conv(A;) + {p2}, 7(F®) = {p1} + Conv(Ay) y 7(F®) =1} +15 con Iy
el segmento de extremos (0,1) y (1,3), v I3 el de extremos (1,0) y (3,1).

Entonces, la subdivision mixta fina de A inducida por w es S,(A) = (CV, C®?, CG)
donde O = (A1, {(1,0)}), C® = ({(0, 1)}, A2) y C®) = ({(0,1), (1,3)},{(1,0), (3,1)}).
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Podemos observar que la tnica celda mixta es C®) (dim(l;) = dim(l3) = 1). En particular,
esto implica que MVy(A) = MVy(C®)) = 3.

Como existe una biyeccion entre cada faceta F inferior de Conv(A(w)) y la celda C de
S.(A) que genera, en los graficos para facilitar la notacion nos referiremos a m(F) como

C.

Existen algoritmos para hallar las celdas mixtas de una subdivisién usando programaciéon
lineal. En [25] presentan un algoritmo usando esta técnica cuya complejidad, bajo ciertas
hipotesis, es a lo sumo del orden de (max; #Ai)o("). Pueden encontrarse algunas mejoras en
[53] y [30]. Una alternativa por programacién dinamica fue presentada en [70]. El algoritmo
més eficiente que conocemos para el célculo de celdas mixtas es el de [55]. En nuestros
algoritmos, consideraremos el calculo de las celdas mixtas un proceso previo y, por la
falta de calculos precisos y explicitos de su complejidad, no incluiremos el costo de ese

pre-procesamiento en nuestras estimaciones de complejidad.

Con el mismo espiritu que en la Definicion [LI3] podemos definir, dado un sistema F' y una
celda C de una subdivision de su familia de soportes, un subsistema asociado a F'y a C":

Definicion 1.18 Sean F = (f1,..., fn) un sistema de polinomios de Laurent con soportes

A= (A, ..., Ay) en Z" donde f;(X) > ajo X para todo 1 < j < n, w una funcion

OJE.AJ'
de levantamiento de A y C = (C4,...,Cy) una celda de S,,(A). Definimos

Fo = (fics-- - fac) donde fio(X) =Y ajo X"
aECj

Notar que, si 7 es la normal asociada a C, entonces los sistemas F;, (ver la Definicion [LT3)
y Fo son iguales.

1.3.3. Soluciones afines

En [43] los autores extendieron los resultados de [42] sobre ceros aislados de sistemas ralos
en (C*)" al caso de ceros aislados afines. Presentamos a continuacion los conceptos alli

introducidos.
Para una familia A = (Ay,...,A;,) de conjuntos finitos en (Z>g)", se define la funcién
de levantamiento w® = (w?,...,wY) de la siguiente manera: Para todo 1 < j < n sean

A?ZAjU{O}yw?:A?HRdadapor

w?(a) =0 para todo v € A; y w?(O) =1s10¢&A,.

Este levantamiento induce una subdivision de A° = (AY,...,.A%) que en general no es

mixta fina.
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Ejemplo 1.19 Para el Ejemplo [L8] (ver [43, Example 3]), la familia A% = (A9, A49) v la

suma de sus capsulas convexas son:

4 1

31

2 < 2 4+

1 & [ Conv(A) 14

Conv(A)

1 1 1 1 1 1
T T T T T T T T
1 1 2 1 1 2 3 4

14 a1 4

Conv(A;)+Conv(A,)

-
P

Usando el levantamiento w?, las facetas del “piso” (de normal interior con tltima coordenada,

positiva) de Conv(A%w")) son:
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A partir de esas facetas y proyectando a sus primeras 2 coordenadas, se consigue la siguiente
subdivisién S,0(A%) de Conv(AY):

5 1

4 4

C @)
2 c®
C ®)
1 o
C (@) C ©)

-1 1 2 3 4 5
14

Utilizando la subdivision de A° inducida por la funcién de levantamiento w®, en [43] los

autores introdujeron la nocién de volumen mixto estable que damos a continuacién:

Definicién 1.20 El volumen mixto estable de A, denotado SM(A), es la suma de los vo-
limenes miztos de todas las celdas en S, (A°) definidas a partir de facetas de Conv(A%(w?))
cuya normal interior tiene todas sus coordenadas no negativas.

A partir de esta nocion, en [43] se presenta una cota para la cantidad de ceros aislados
en C" de un sistema ralo de n ecuaciones en n variables que generaliza el resultado del
Teorema de Bernstein (Teorema [[LI4]). Para ello, se prueba una version mas general del

siguiente resultado, que en el contexto en el que vamos a trabajar establece:

Teorema 1.21 (f43, Theorem 2]) Sea F' = (fi,..., fn) un sistema de n polinomios ralos
en n variables, con coeficientes en C y soportes A= (Ai,..., Ay) en (Z>o)". La cantidad
de ceros aislados de F' en C" estd acotada superiormente por el volumen mixto estable
SM(A). La cota es genéricamente exacta para familias de soportes tales que para coefi-

cientes genéricos, el sistema correspondiente tiene solo finitas soluciones en C™.

Ejemplo 1.22 El Teorema [ 2T nos dice que la cantidad ceros aislados en C? del sistema
f1(X1, Xo) = Xo +2X2 — X1 X3
f2(X1, Xo) = — X1 + 3X?2 - 2X7 X
te por SM(A), es decir, la suma de los volimenes mixtos correspondientes a las celdas
c© c®) c®) v ™ de la subdivision del Ejemplo 19, es decir por 6.

F = del Ejemplo [[8 esta acotada superiormen-
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1.4. Series formales

1.4.1. Series y parametrizaciéon de curvas

Presentaremos aqui algunas definiciones y resultados bésicos sobre series formales y series
de Puiseux (para més detalles ver [72 Chapter 4] y [IL Lectures 11, 12 & 14]).

Definicion 1.23 Llamaremos conjunto de las series de potencias formales sobre k, y lo

notaremos k[T'], al conjunto de todas las combinaciones lineales (no necesariamente finitas)

o
de potencias de T de la forma p(T) = > a,T", donde a,, € k para todo n € Z>g.
n=0

El conjunto de series de potencias formales con las operaciones usuales es un dominio
integro. Su cuerpo de fracciones se nota k(7). Todo p € k((T")) puede escribirse en forma

[e.9]

tinica como p(T) = T" 3" a,T" donde h € Z y ag # 0. Se llama a h el orden de p y se
n=0

nota ord(p).

La definicién de series de potencias formales puede extenderse a series con exponentes

racionales.

Definicion 1.24 Llamaremos cuerpo de series de potencias racionales sobre k o series de
Puiseux al conjunto k{{T}} = U k:((T%))
neN

[e’) .

Los elementos de k{{T'}} son de la forma p(T) = T > ajT% conheZ,neN, a; €k
5=0

para todo j € Z>o y ag # 0.

Teorema 1.25 (Newton-Puiseuz, ver [1, Lecture 12/, [72, Chapter 4, Theorem 3.1]) Si
K es un cuerpo algebraicamente cerrado, el cuerpo de las series de Puiseur K{T}} es
algebraicamente cerrado.

Sea F' € K[X1, X3] un polinomio no constante y C = {(z1,22) € K? | F(x1,72) = 0} una
curva plana. Una parametrizacion de C en un punto (a, b) de C esta dada por Ay (T), \2(T) €
K[T7] tales que
(A1(0), A2(0)) = (a,b) y F(A(T), A2(T)) = 0.

Una parametrizacion (A1 (7)), A\2(T)) de C en (a,b) se dice irredundante si no existe una
parametrizacion (A} (1), \5(T)) de C tal que (A (T), \o(T)) = (N (o(T)), Ns(o(T'))) para
algin o € K[T] tal que ord(c) > 1. Notar que si una parametrizaciéon de C en (a,b)
es irredundante, entonces no puede ser constante. Dos parametrizaciones (A1(T"), A2(T)) y
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(MN(T),No(T)) de C en (a, b) se dicen equivalentes si (A1(T), X\o(T')) = (N (a(T)), Ny(a(T)))
para algin o € K[T] tal que ord(c) = 1. Una rama de C en (a,b) es una clase de equi-
valencia de parametrizaciones irredundantes de C en (a,b). En un sistema de coordenadas
adecuado, toda parametrizacion es equivalente a una de la forma (7", A\y(T)) con n € N,
Xo(T) € K[T] y ord(A2) > 0.

Teorema 1.26 (ver [72, Chapter 4, Theorem 2.3]) Dado un punto (a,b) € K? de una

curva plana C, existe al menos un rama de C en (a,b).

1.4.2. Levantamiento de Newton-Hensel

Una herramienta ampliamente utilizada en célculo simbdlico es el procedimiento de levan-
tamiento de Newton-Hensel.

Sean Ti,...,Tm, X1,...,X, indeterminadas sobre k, y, para t € k', notemos T — t =
(Thy —t1,..., T —tm). Sea F = (f1,..., fn) un sistema de polinomios en k[T, X|. Notemos
DF' a su matriz Jacobiana respecto a X y JF' al determinante de DF.

Lema 1.27 (41, Lemma 3]) Con las hipdtesis y notacion anteriores, sea (t,€) € k= x k"
tal que

Entonces, existe una tinica familia de series de potencias formales R = (Rq,...,Ry) €
k([T —t]]" tal que
u fl(T’R) == fn(T,R) = 07 Y

- R(t) = (Rl(t)7' i 7Rn(t)) =¢.

El método de levantamiento de Newton-Hensel nos da una manera constructiva de apro-
ximar el vector R de series de potencias formales: Al sistema [ se le asocia el operador de
Newton
Np(X)! = X' - DF(X)"'F(X)!,
y se define la sucesion
» RO = ¢,
= RO = Np(RU-D) para todo [ > 1.

En [41, Lemma 3] se prueba que Rgl) - RZ(-l_l) y f;i(T, RU=D) pertenecen al ideal (T} — t1,

T — t2)2" C K[[T — t]] para todo 1 < i,j < n y [ € N. Entonces la sucesién
(RM)en, converge y el limite es una familia de series formales R = (R1,...,R,) que
cumple las condiciones del Lema (ver [37] para otra version algoritmica de este resul-
tado).
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1.4.3. Aproximacién de Padé

Una aproximaciéon de Padé es la mejor aproximaciéon de una serie a través de funciones

racionales de grado dado. La idea es la siguiente:

Sea g € k[T] una serie de potencias formales. Sean 7,¢ € N tales que 7 > ¢. Una (¢, 7 —¢)-
aproximacion de Padé para ¢ es una funcion racional g € k(T), con p,q € k[T] que
cumplen

g =g (mod T7),

donde deg(p) < s, deg(q) <7 —¢y q(0) # 0.

Por ejemplo, para todo 7 € N, si p es el polinomio de Taylor de orden 7 alrededor del 0 de

gy q=1, entonces % es una (7 + 1, 0)-aproximacion de Padé de g.

Una forma de obtener aproximaciones de Padé es por medio del algoritmo de Euclides
extendido. Sean f,g € k[T] polinomios univariados. El algoritmo de Euclides extendido
(ver [32, Chapter 3, Section 2, Algorithm 3.6]) calcula polinomios 7;,s;,t; € k[T] con
0<i<Il+4+1ygq € k[T] con1l < i <] tales que {rl}iié son los restos y {g;}'_, los
cocientes del algoritmo de Euclides clésico, y

m rg=f,r1 =9, 7i—2=¢qi_17i—1 + 1r; para todo 2 < i <[+ 1, donde [ es el minimo tal
que 4, = 0,

ms50=1,51 =0y s;, =8;_0—q;_15;—1 para todo 2 <7 <[ +1,
m tg=0,t1=1yt;=1t;_o— qi_1t;_1 para todo 2 <i <[ +1,

cumplen que s;f + t;g = r; para todo 0 <7 <[+ 1.

Lema 1.28 (Ver [32, Chapter 5, Section 9, Corollary 5.21]) Sean T € N y ¢ € {0,...,7}.
Sean g € k[T| un polinomio de grado menor a T y rj,s;,t; € k[T] los polinomios del
algoritmo de Euclides estendido aplicado o T™ y g, con j minimal tal que deg(r;) < <.

Entonces:

1. p:=rj yq:=t; cumplen que p = qg (moéd T7) con deg(p) < ¢ y deg(q) < 7 —<.
P

Ademds, si ged(rj,tj) =1 entonces q s una (s, 7 — ¢)-aproximacion de Padé de g.
2. Si g € k(T) es una (s, 7—s)-aproximacion de Padé de g con q ménico y ged(p,q) =1,

y ¢ € k\{0} es el coeficiente principal de t;, vale que p = ¢ 'r; y q = ¢ 't;. En

particular, existe una (s, T —<)-aprozimacion de Padé de g siy solo si ged(rj,t;) =1,

y en ese caso es unica (salvo por una constante en k\{0}).
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De esta forma, sea % € k(T) una funcién racional en una variable con coeficientes en k tal
que deg(p) < ¢, deg(q) <7 —¢ y q(0) # 0. Sea P el polinomio de Taylor de orden 7 — 1
de %. Entonces, usando el lema anterior para 177 y P podemos recuperar el numerador y

denominador de % hallando su (g, 7 — ¢)-aproximacion de Padé.

Esta aproximacion de Padé puede hallarse utilizando subresultantes (ver [32), Corollary
6.48]). La idea es, para todo | = 0,...,¢ — 1, calcular el determinante de la matriz su-
bresultante S; € kZ7—2=Dx27=2=1) de T7 v P. Por [32, Corollary 6.49], el maximo I
para el cual el determinante de S; es no nulo es exactamente [ = deg(r;), con j mi-
nimal tal que deg(r;) < ¢ (ver el Lema [[28]). Buscando la solucién del sistema lineal

Sl(s(ij)lﬂ, . ,s((]j),tijllfl, . ,téj))t = (0,...,0,1)!, se obtienen los coeficientes de los po-
T—1-2 . T—l-1 ,..
linomios s;(7T) = > SEJ)T’, ti(T) = > tE])TZ y, finalmente, r;(T) = s;(T)T7 +
i=0 i=0

tj(T)P(T). Asi obtenemos el numerador y el denominador (salvo por un factor constante

en k\{0}).

La complejidad de este algoritmo, donde los célculos de determinantes se llevan a cabo sin
hacer divisiones, es del orden de O(Tﬁ+1). Para estimar esta complejidad observamos que
se calculan a lo sumo ¢ < 7 subresultantes de matrices de tamano a los sumo 27 — 1 con
O(Tﬁ) operaciones cada una, y luego se resuelve un sistema lineal cuadrado de tamano a

lo sumo 27 — 1.

Usaremos aproximaciones de Padé para recuperar el numerador y denominador de una
funcion racional en n variables a partir de su desarrollo de Taylor alrededor de un punto.
Sea, g € k(Xy,...,X,), donde p,q € k[Xy,...,X,] son polinomios de grado a lo sumo
D tales que q(0) # 0 (esto puede suponerse luego de una traslacion respecto a un punto
genérico). Sea P el polinomio de Taylor centrado en 0 de orden 2D de la funcion racional

g. La idea para hallar los polinomios p y q es reducir el problema al caso univariado.

Siguiendo [60], Section 4.3|, en primer lugar tomamos 7" una nueva variable y sustituimos
P :=PXiT, ..., X, T) € k(X1,...,X,)[T]. Notar que P es un polinomio de grado 2D

en T. Aplicando el algoritmo anterior, sea 2 la (D 4+ 1, D)-aproximacién de Padé de P.

q
Como los polinomios p(X 7T, ...,X,T), q(X17T,...,X,T) también forman una (D +1, D)-
aproximacion de Padé de P, la unicidad de la misma dada por el Lema[[ 28 dice que difieren
en un factor en k(Xy,...,X,). Dividiendo p y q por q(0) € k(Xi,...,X,) v evaluando

T =1 se obtiene la aproximaciéon de Padé g. Llamaremos PadéAprox a este algoritmo.






Capitulo 2

Soluciones afines aisladas

En este capitulo presentamos un algoritmo probabilistico simbolico que desarrollamos para
encontrar las soluciones aisladas en el espacio afin de sistemas polinomiales ralos de n
ecuaciones con n incégnitas con mejor complejidad que los algoritmos anteriores. Exhibimos
también una cota superior genéricamente exacta para la cantidad de ceros aislados de estos
sistemas en C™ obtenida a partir de los resultados tedricos que dan lugar al algoritmo.

2.1. Meétodos de deformacion

Dado un sistema polinomial de n ecuaciones en n variables X1, ..., X,, con coeficientes en
un cuerpo algebraicamente cerrado K, los métodos de deformaciéon permiten encontrar los
ceros aislados del sistema considerandolo una instancia particular de una familia paramé-
trica de sistemas. La deformacion se realiza utilizando un sistema polinomial construido a

partir del original agregando una nueva variable 7.

2.1.1. Resultados generales

Utilizaremos los siguientes resultados tedricos para asegurar que las soluciones aisladas
del sistema original puedan recuperarse a partir de las soluciones aisladas de los sistemas

asociados en la deformacion.

Lema 2.1 Sea P = (p1,...,pn) un sistema de n polinomios en K[T,Xq,...,X,] y sea
170 € K . Para todo cero aislado & € K™ de P(19,X), existe una componente irreducible
W de dimension 1 de {(,€) € K" | P(7,€) = 0} tal que (10,&) € W y la proyeccion np
a la primera coordenada satisface mp(W) = K (es decir, mp es un morfismo dominante de

WakK).

31
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Demostracion: Como el sistema P tiene n polinomios en n + 1 variables, el punto (79, &)
tiene que pertenecer a una componente irreducible W del conjunto de soluciones en K"+!
de dimensién al menos uno. Pero como (79,&p) es un cero aislado en W N {T = 7y}, la
dimension de W es a lo sumo 1. Entonces, la dimension de W es exactamente 1. Por
el Teorema de la dimension de la fibra (ver [62, Chapter 1, Section 6.3, Theorem 7]),
(W) =K. O

Lema 2.2 Sea P = (p1,...,pn) un sistema de n polinomios en K[T,X1,...,X,] y sea
W la unién de todas las componentes irreducibles W de {(1,€) € K"* | P(1,€) = 0} de
dimension 1 tales que mp es un morfismo dominante de W en K. Entonces, para todo z €
K™ tal que (0,2) € W, eziste un vector de series de Puiseuz z. € {x € K(T)" | P(z) = 0}
tal que x,(0) = z.

Demostracion: Sea I(W) C K[T, X] el ideal de W y llamemos (W)€ al ideal extendido
en K(T)[X]. Sean W€ la variedad cero-dimensional definida por I(W)¢ en K(T)" y p una
forma lineal que cumple las condiciones de [5l Lemma 12.32]. Por ese lema, i es una forma
lineal separante para los puntos en WN{T = 0}. A partir del desarrollo en [5], Section 12.4],
sean X, (U), pu1(U), ¢ux,(U) € K[T][U], con 1 < i < n, polinomios que dan resoluciones
geométricas tanto de WW¢ como de W.

Para todo (0,z) € W vale que (0, 4(z)) estd en la curva {(7,u) € K? | X,(7,u) = 0}.
Ademas, existe u, en {u € K(T) | X,(u) = 0} tal que limp_ou, = pu(z) (ver el Teorema

[L26). Para cada 1 < j < n, sea (7.); = @pu,x;(uz)/Pu1(uz) (estd bien definido pues
Xp(U) vy @u,1(U) son coprimos). Entonces z, € Wy, por [5, Section 12.5], sabemos que
existe 2/ := limp_ 02, y (0,2') es un punto de W. Como u(z,) = u,, vale que pu(z') =
limp_,o p(z,) = imp_ou, = u(z). Pero como p es una forma lineal separante para los
puntos en WN{T =0}, z = 2. O

2.1.2. Soluciones en (C*)"

Para encontrar las soluciones aisladas en (C*)™ de un sistema ralo se buscan las soluciones
de sistemas asociados con los mismos soportes que permiten recuperar las soluciones del
sistema original. Los métodos més eficientes para hallar los ceros aislados en (C*)™ de un
sistema ralo son los que utilizan métodos de deformacidn poliedral (ver por ejemplo [71],

2], @3], [31] y [E3]).

La idea de las deformaciones poliedrales, introducidas en [42], es la siguiente: sea P =
(p1,...,pn) un sistema de polinomios de Laurent en Q[de, ..., X1 genérico cuya familia

de soportes es A = (Ay,...,Ap), donde A; C Z" y pj(X) = > ajoX para todo
OJE.AJ'



2.1. METODOS DE DEFORMACION 33

1 < j < n. Cada monomio de los polinomios de Laurent involucrados se multiplica por una
potencia de un nuevo parametro 7'y se obtiene un nuevo sistema de n polinomios en n + 1
variables. Més precisamente, a partir de una funciéon de levantamiento w = (wq,...,wy)
(ver la Definicion [[LT6]), se define el sistema deformado P“ = (p}*,...,p%"), donde

PITX) = 3 a;uX°T@ € QIT, XF, ... XF]
OJE.AJ'

para todo 1 < j < n, con soportes A(w).

En [42] se prueba que si w es un levantamiento genérico y el sistema P“(T, X) tiene un
cero de la forma

X(T) = (xonT™ +o(T™), ..., 20,17 + o(T7)),

donde o(T7") es una serie de Puiseux que tiene todos sus términos con exponentes en 7' ma-
yores ay; v xo; # 0 paratodo 1 < ¢ < n,entonces (v,1) = (71,...,7n, 1) es normal asociada
a una celda mixta C' = (Cy,...,C,) de la subdivision S, (A). Ademaés, (zo1, ..., Ton) €S un

cero en (C*)" del sistema Pc = (pic, ..., pnc) donde pjc = > a;j X (ver la Definicion
OéECj
[LIR) para todo 1 < j < n. Si el sistema P es genérico, para cada celda C, el sistema P

tiene MV,,(C) soluciones aisladas distintas en (C*)". En funcion de lo anterior, los autores

proponen un algoritmo para encontrar todos los ceros aislados de un sistema ralo en (C*)™.

La idea del algoritmo es, dado un sistema ralo I’ cuya familia de soportes es A para el cual
se quiere hallar los ceros aislados en (C*)", se toma G un sistema genérico con los mismos
soportes. El algoritmo halla en primer lugar los ceros aislados en (C*)™ de los sistemas G¢
asociados a cada una de las celdas mixtas C' de una subdivision mixta fina de A (sistemas
binomiales que pueden resolverse facilmente) y posteriormente sigue numéricamente cada
una de las “ramas” para aproximar las soluciones del sistema G. Luego se aproximan las

soluciones de F' mediante otra deformaciéon homotopica de la forma

H(T,X) = (1-T)F(X) + TG(X).

Siguiendo esta misma estrategia, en [45] Section 5| los autores desarrollaron un algoritmo
simbolico probabilistico que calcula una resolucion geométrica del conjunto de los ceros
comunes en (C*)™ de un sistema genérico de n ecuaciones polinomiales ralas. A continuacion
describimos el algoritmo de [45, Algorithm 5.1] que llamamos ToricSolve y que usaremos

como subrutina en nuestros algoritmos.

Para un sistema ralo genérico P = (p1,...,pn) con soportes A = (Aj,...,A,) donde
Aj C (Z>p)" para todo 1 < j < n, se nota V a la unién de todas las componentes irre-
ducibles W de {(t,z) € C"*! | p{'(t,x) = - -- = p¥~(¢,x) = 0} no incluidas en hiperplanos
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{x; = 0} para todo 1 < i < n y tales que 77(W) = C, donde 7y : C*"™! — C es la
proyeccion mp(t,x) = t. La variedad algebraica V' es equidimensional de dimension 1.

Algoritmo 2.3 ToricSolve ([45, Algorithm 5.1])

INPUT: Un sistema de polinomios P = (p1,...,pn) en Q[X1,...,X,] genérico con soportes
A= (Ay,..., An) vy las celdas miztas de una subdivision mizta fina S,(A) inducida por

una funcion de levantamiento w.

1. Elegir una forma lineal p € Z[X1,...,X,] ol azar.
2. Para cada celda mizta C':

a) Hallar una resolucion geométrica respecto a p del conjunto de los ceros en (C*)"

de Pc. Llamamos q, ¢ al minimal de esa resolucidn geométrica.

b) Mediante un procedimiento de Newton-Hensel simbdlico, levantar el minimal
qu,c o una aprogimacion adecuada g, c del minimal g, c de p en las ramas de

V' correspondientes a los ceros de Pc.
3. Obtener una resolucion geométrica de V :

a) Calcular g, = I G0~

C' celda mizta

b) Hallar g, = II Qu,c, el polinomio minimal de p respecto de ‘7, a partir
" C celda mizta
de qy.
¢) Hallar una resolucion geométrica de 1% respecto a i a partir de g,.

4. Sustituir T'=1 en la resolucion geométrica obtenida en el paso 3.

OUTPUT: Una resolucion geométrica de los ceros en (C*)" de P.

La complejidad del algoritmo (ver [45], Proposition 5.13]) es del orden de
O((n*Nlog(d) +n' ™) M(Y)M(D)(M(D) + M(£)))
donde

- Ni= Y #A;

1<j<n

md:= méX1§j§n{deg(Pj)}a
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= D:=MV,(A),

» T := méx{||n||} donde el méximo se toma sobre todas las normales primitivas aso-
ciadas a celdas mixtas en S, (A),

n &= MV, 1(A x {0}, A1 (wr), ..., Ap(wy)) (donde A es el conjunto de veértices del
simplex standard de R").

n

En el caso en que 0 € ) Aj, un sistema genérico con soportes Ay, ..., Ay no tiene solu-
Jj=1

ciones con coordenadas nulas. Entonces, el algoritmo ToricSolve calcula todos los ceros

del sistema en el espacio afin.

2.1.3. Soluciones en C"

Para hallar los ceros aislados en el espacio afin en el caso de soportes arbitrarios, en [43]
se propone un algoritmo basado en deformaciones poliedrales que surge de la funcién de
levantamiento w” introducida en el Capitulo 1, Seccion L33t Sea P = (p1,...,p,) un
sistema ralo genérico en K[X7,...,X,] cuya familia de soportes es A = (Aj,..., Ay)
donde A; C (Z>p)" para todo 1 < j < n, y sea A% = (A},...,.A%) la familia de soportes
extendidos A? = A; U {0} para todo 1 < j < n. Se define el sistema deformado P° =
(Y, ...,p%) cuya familia de soportes es A°, donde para todo 1 < j <n,

0 Pj si0e .A]'
p . =
J Dj + aj70T” siO ¢ ./4]‘

con coeficientes a;9 € K genéricos si 0 ¢ A; y k € N.

n
Asi, si0 ¢ () Aj y P es un sistema genérico, como se prueba en [43] (ver también el Lema
j=1
22), los ceros comunes aislados de P pueden obtenerse como limites de las soluciones del
sistema deformado PY cuando T tiende a cero. Mas precisamente, para todo I C {1,...,n},

los ceros aislados de P en
O[ZZ{.’EGK”’{EZ‘:O < iGI}

se obtienen de los ceros de P° del tipo X (T) = (zo1 77 + o(T™),. .., x0T + o(T7)),
con
vi=0sii¢ Ty~ >0siiel.

Para cada cero X (T) de PY de este tipo, el vector formado por los minimos exponentes
(71, ---,7n) de T en cada coordenada de X (7T') corresponde a las primeras n coordenadas
de la normal interior (y,1) € Q"*! de alguna de las facetas de Conv(A°%w?)) (ver la
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Seccion [L3.3] para una descripcion de A%(w®) y la subdivision de A° inducida por w?).
Dada la celda C = (C1,...,C,) de la subdivision S,0(A%) que tiene como normal asociada
el vector (v,1), el vector xy = (xo1,...,zon) € (K*)™ de los coeficientes correspondientes
a los términos de orden minimo en 7T en cada coordenada de X(7T') es un cero aislado del
sistema P2 = (p{¢,...,p%-) (ver la Definicion [LI8). Notar que ademas en este caso vale

lim (X(T)); = xoisii & 1,y lim(X(T)); =0siie I
T—0 T—0

Luego, el punto £ = (&1,...,&,) € C" tal que § = xo; parai ¢ I y & =0 para i € I es un
cero de P. De esta forma, los ceros aislados de P en Oj pueden conseguirse reemplazando
por 0 las coordenadas indexadas por I en los ceros aislados en (K*)" de los sistemas P_
correspondientes a celdas C' de S,,(A) con normal asociada (v,1) tal que v; =0sii ¢ Iy
v >0siiel

Como el sistema Pg es genérico y tiene un cero xg aislado de coordenadas no nulas, la
familia de soportes C' de P2 tiene volumen mixto positivo. De lo anterior, se deduce la
p C p )

siguiente observacion:

Observacion 2.4 Si P es un sistema genérico con soportes A y tiene ceros aislados que
estan en Oy, eziste una celda C € S,,0(A%) que tiene volumen mizto positivo y cuya normal

asociada (v,1) cumple que v =0 sii ¢ I y~v >0 sii €.

Para hallar los ceros aislados de P, la idea es entonces la siguiente: para cada celda C de
la subdivisién S0 (.A%) con normal asociada (7,1) de coordenadas no negativas se genera
una subdivisién mixta fina nueva y mediante una deformaciéon poliedral se buscan los ceros
aislados o en (K*)" del sistema Pg. Reemplazando con cero en las coordenadas xo; tales

que ; > 0, se obtienen los ceros aislados en K" de P.

Finalmente, los ceros aislados de un sistema arbitrario se encuentran a partir de deforma-

ciones homotopicas de los ceros de un sistema genérico P con los mismos soportes.

Como este algoritmo requiere que, para cada celda C' cuya normal asociada tenga todas
sus coordenadas no negativas, se genere una subdivisién mixta fina nueva, los tiempos de
ejecucion pueden ser muy grandes. En [31] presentaron un refinamiento a este algoritmo
que no requiere el uso de levantamientos sucesivos sino que involucra solamente dos levan-
tamientos de los soportes A°. Vamos a describir brevemente los resultados alli obtenidos
(ver también [26]).

Para un sistema P = (p1,...,p,) cuya familia de soportes A = (Ay,...,A,) en (Z>g)"

n
cumple que 0 ¢ () A; y un nimero x € Ry elegido al azar, los autores definen las

j=1
funciones de levantamiento de los soportes .A°:
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1. W% = (Wi, ..., wo%) dada por

. w?"‘(a) =0sia€ A, vy

. w?"‘(O) =rsi0gA;

2. W = (W,...,wk) dada por
= wi(a) =bj € Rsia€Aj donde 0 <bj, <1 seeligen al azar y
» wi(0) =rsi0gA;

La funciéon w® define la misma subdivision de A° que w® y el conjunto de celdas cuya

normal asociada tiene todas sus coordenadas no negativas se mantiene.

Sea d = méxi<j<p{deg(p;)}. En [31, Proposition 1| probaron que si x € R se elige al
azar con la condicion que x > n(n + 1)d", entonces la subdivision S, (A") refina a la
subdivision S, 0« (A°) de A°. Esto es, para toda celda D € S x(A°) existe alguna celda
C € S,0x(A%) tal que D es una subcelda de C. Si ademés w" es un levantamiento genérico,
entonces S~ (A%) es una subdivision mixta fina con la propiedad de que subcolecciones de
celdas de S, (A") dan subdivisiones mixtas finas de las celdas de S 0 (A"). Esto es, para
toda celda C de S0~ (A?), restringiendo w® a C' se tiene la subdivision

Sur(C) = {D celda de C | Conv(D(w")) es una cara inferior de Conv(C(w"))}.

Entonces todas las celdas de S,«(C) son celdas de S,~(A%). Ademas, como S« (AY) es
una subdivision mixta fina, el volumen mixto de C puede calcularse como la suma de los
volumenes mixtos de las celdas mixtas de Syx(C').

Con el objeto de obtener un sistema polinomial al deformar el sistema inicial usando la
funcion de levantamiento considerada, vamos a modificar w”. Tomando M suficientemente
grande, sea w = (wy,...,wy,) donde

" wj(a) =bj, € Ndonde bj o, < M paratodoa € A; y 1 <j<n. (2.1)

» wi(0) =rsi0¢&Ajpara k > n(n+1)d" M.
Podemos extender el resultado de [31I, Proposition 1]:

Lema 2.5 Sea w una funcion de levantamiento genérica como en (21)). Entonces la sub-
division S, (A°) es mizta fina y refina a S o (A).

Demostracion: Empezaremos definiendo un nuevo levantamiento asociado a w : Sea k =
A wj ()
M

w = (Wi,...,Wy), donde para todo 1 < j < n vale que wj(o) = 3 para todo



38 CAPITULO 2. SOLUCIONES AFINES AISLADAS

aecAj,ywj0)=ksi0¢g Aj. Como wj(a) < M, entonces 0 < wj(a) < 1 para todo

K
a € A;. Ademas, kK = ke n(n+1)d".

Observemos que Sz(A%) = S, (A°) pues toda celda C de Sz(A°) con normal asociada
(Y15-++,Yn, 1) es también una celda de S,(A°) con normal asociada (M~q, ..., M~y,,1).
De la misma forma se puede ver que S, oz (A°) = S, 0x (A°).

Como w es genérica, usando [45] Lemma 2.1] la funcién de levantamiento @ es también
genérica, y por [31, Section 4] sabemos que la subdivision Sz(A°) es mixta fina. Por lo
tanto, S, (A”) es mixta fina. Por [31, Proposition 1], sabemos que Sz(.A°) refina a S, o= (A°)
con lo cual S, (A°) refina a S, o (A°). O

2.2. Reduccion al caso torico

Sean A = (Aj,...,A;) una familia de conjuntos finitos en (Z>o)", y P = (p1,...,pn) un
sistema genérico de n polinomios en n variables X = (Xi,...,X,,) con coeficientes en un
cuerpo algebraicamente cerrado K tal que la familia de soportes de P es A.

Para hallar las soluciones aisladas de P, al igual que en procedimientos anteriores, asocia-
mos al sistema original un conjunto de subsistemas y buscamos sus ceros aislados de coorde-
nadas no nulas usando solo dos deformaciones poliedrales. Para construir estos subsistemas
analizamos los soportes de los polinomios para decidir para qué conjuntos I C {1,...,n},
el sistema P tiene ceros aislados con coordenadas nulas en los lugares indexados por I.
Esto nos permitird que los sistemas asociados a resolver sean menos sistemas en menos

incognitas que los de los algoritmos previos.

Para todo I C {1,...,n} definimos un sistema polinomial P asociado a P de la siguiente
forma:
Definicion 2.6 Dado I C {1,...,n}, se define el sistema P formado por los polinomios

en K[{X; | i & I}] que resultan de evaluar el sistema P en X; = 0 para todo i € I, y
descartar aquellos polinomios que se anulan idénticamente al hacer esta evaluacion.

A continuacion demostraremos algunos resultados teéricos en los que se basa nuestro al-

goritmo.

Lema 2.7 Sea I C {1,...,n} tal que el sistema P tiene ceros aislados que estin en O =
{r € K" | z; = 0 <= i € I}. Entonces, el sistema Pr tiene exactamente n — #I

polinomios. Mds aiin, para cada celda C de S,0(A°) cuya normal asociada (v,1) cumple
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que v, =0sii1¢ 1y~ >0sii€l, el sistema Pg estd compuesto por los polinomios de
Pr y #1 polinomios que se hacen constantes cuando son evaluados en X; = 0 para todo
1€ 1.

Demostracion: Como P tiene ceros aislados en Oy, el sistema P; tiene también ceros
aislados en O; = (K*)"~#!. Entonces, el sistema P no puede tener menos de n — #1I
polinomios. Supongamos que la cantidad de polinomios es estrictamente mayor. Eligiendo
n — #I polinomios entre ellos, como P es un sistema genérico, el Teorema de Bernstein
nos dice que esos n — #I polinomios tienen finitos ceros comunes en (K *)"*#I . Tomando
uno de los polinomios no elegidos del sistema Pj, este polinomio no se anula en ninguno
de esos ceros comunes por la genericidad de P. Por lo tanto, el sistema Pr no tendria ceros
en (K*)"~#I Entonces, el sistema Py tiene exactamente n — #I polinomios.

Sea C € S,0(A%) una celda cuya normal asociada (y,1) = (v1,..., %V, 1) cumple que »; = 0
n

sii ¢ Iyv >0siiel. Paratodol < j <n,seaf; :=min{) ’yiai—i—w?(a) | € Ag} > 0.
i=1

Entonces C' = (C1,...,Cy), donde C; = {a € .A? | > vy +w?(oz) = [}
i=1

Sean pj,,...,Pj,_4; los polinomios de P a partir de los que se obtiene Pr. Como estos
polinomios no se anulan al evaluarse en 0 las coordenadas X; con i € I, existe al menos

un monomio en p;, que no pertenece al ideal (X; : ¢ € I) para todo 1 < k < n — #I.
n

Para el exponente a € Aj, de ese monomio, se tiene que > v;a; + w?k(a) = 0, con lo
i=1
cual 3;, = 0. Mas atn, si notamos (pj, )7 al polinomio que resulta de evaluar p;, en cero

en las coordenadas indexadas por I, para todo monomio de (pj, ) el vector a de sus

n

exponentes cumple que Y v + w?k(a) = 0, y por lo tanto esta en C;,. Por otro lado,
i=1

para todo « tal que X € (X, : ¢ € I), vale que oy, > 0 para algun ig € I y por lo tanto

n

> viay > i, > 0. Entonces, todo vector de exponentes o de un monomio que se anula
i=1
al evaluar X; = 0 para todo i € I no pertenece a Cj, . Para el caso del origen, p;, tiene

término independiente si y solo si 0 € A;, . Esto es lo mismo que pedir w?k (0) =0, que a
su vez equivale a que 0 € Cj,. Se puede entonces deducir que C}, contiene exactamente
los exponentes en Z" correspondientes a los monomios de (pj, )r-

Para cada j ¢ {ji,...,Jn—%1}, €l polinomio p; se anula idénticamente al evaluar en cero
las variables indexadas por el conjunto I. Entonces, p?c es una suma de monomios en
(X; : i € I) y posiblemente un término constante (si 0 ¢ A;). Por lo tanto, al evaluar
X; =0 para todo ¢ € I da lugar a una constante. O

Usaremos un levantamiento genérico w de la forma (2.I]). Por el Lema sabemos que si
M es suficientemente grande la subdivision que genera es mixta fina y la restriccion de w
a toda celda C de S,,0(A?) induce una subdivision mixta fina de C.
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Observacion 2.8 Sea C una celda de S,0(A"). El sistema PY tiene ceros aislados en
(K*)™ siy solo sila celda C' tiene volumen mizto positivo, lo que equivale a que C' contenga
una celda mizta de la subdivision S, (A°).

Introducimos la siguiente notacion: para todo I C {1,...,n}, definimos el conjunto
Jr={je{l,....n} | o€ A0 =0Viel}

de los indices de los polinomios de Pj. Sea 77 : K™ — K™ #I la proyeccion definida como
mr(a) = (au)igr v #r - K" #I 5 K7™ la funcién que inserta ceros en las coordenadas
indexadas por I. Llamamos Al = (A]I-)]-EJI donde para todo 1 < j < n,

Al ={mr(a) |a € Aj, a; =0Vie T}

De esta manera A’ es la familia de soportes de los polinomios de P;. Notamos ademas

wl = (wjl-)jeJI donde w]I- : A]I- — Z>g es la funcion w}(a) = w;(pr(@)). Asi, a partir de w,

obtenemos una funciéon de levantamiento para la familia de soportes A”.

Lema 2.9 Sea P un sistema genérico con soportes A = (Ay,...,A,) en (Z>o)". Sean
I C{1,...,n} tal que el sistema P tiene ceros aislados que estdn en Op, y C € S, 0(A”)
una celda de volumen mizto positivo cuya normal asociada (7y,1) cumple v; =0 sii ¢ I y
v >0 sii € I. Entonces, para todo & cero de Py en (K*)"~#! existe un cero aislado 5 de

Py tal que mr(€) = ¢&.

Demostracion: Sin perder generalidad, sean I = {r+1,...,n}y Jy={1,...,r}.

Por la estructura del sistema Pg que caracterizamos en el Lemal27 (&1,...,&, &1, -+, &n)
es un cero en (K*)" de P2 si y solo si (&1,...,&,) es un cero de Pr y (&41,...,&,) es un
cero aislado del sistema de n — 7 polinomios en K[X,;1,...,X,] dado por p?o(gl, RO
Xy41,...,Xp) paratodo 1 < j < n.Observar que este sistema tiene soportes 77(Cry1), . . .,

77(Cp), donde I = {1,...,r}.
Por las hipotesis sabemos que MV,,(C) > 0 y, por la Proposicion [LTT], que

MV (C) = MV (ADMVy (e (Crir), - (C)). (2:2)
En particular, MV,,_.(77(Cy41), ..., 77(Cy)) > 0.

Como para cada (1,...,&) cero en (K*)" de Py hay a lo sumo MV,,_.(77(Cr41),. ..,
77(Cp)) ceros aislados en (K*)"~" de pgc(&, cos&ry Xog1, ..., X)) para todo 1 < j < n,
para que valga la igualdad (2.2]) tiene que haber exactamente esa cantidad de ceros. O
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Sea £ = (&1,...,&,) un cero aislado del sistema genérico P que esté en O;. Por un lado, el
algoritmo de [43] requiere para hallarlo resolver los sistemas Pg para aquellas celdas C de
S0 (A% con volumen mixto positivo y cuya normal asociada (y,1) cumple que v; = 0 si
1€ 1y~ >0sii€l, para lo cual se utiliza una subdivision mixta fina de cada una de
estas celdas C. Por otro lado, (&;);¢r es un cero de Py en (K*)"~#! y, como el sistema Py
es cuadrado y genérico, sus ceros en (K*)"~#! pueden obtenerse usando una subdivision
mixta fina de A’. El lema que sigue relaciona las celdas de una subdivisién de los soportes
de P; con las celdas de una subdivision de los soportes de Pg.

Lema 2.10 Sea w una funcion de levantamiento genérica de la forma (21)). Sean I C
{1,...,n} tal que el sistema genérico P tiene ceros aislados que estdin en Oy, y C € S 0(A°)
una celda de volumen mizto positivo cuya normal asociada (v,1) cumple v; =0 si i ¢ I
y v > 0 sii € I. Entonces, cada celda mizsta de S, 1(A') es de la forma n(D) =
(71(Dj))jes; para una celda mizta D = (Dy,...,Dy,) € S,(C).

Demostracion: Podemos suponer que I = {r +1,...,n} y Jr = {1,...,r}. Sea C €
S,0(A%) una celda que cumple las hipotesis. Por el Lema 7] para todo 1 < j < r vale
que Cj = .AJI- x {0} (donde 0 € R™™") y por lo tanto, C;(w;) ~ A]I(wjl) x {0} para todo
1<j<r.

Sea D una celda mixta de S,(C) y 7 la proyeccion a las primeras n coordenadas. Por

la definiciéon de una subdivisiéon inducida por un levantamiento, existe v € Q" tal que

Conv(C(w)) 1) = < ZICOW(CJ(WJ)))( o '21 Conv(Cj(w5))w,1) ¥ Dj = 7(Cj(wj) 1))
Jj= Jj=

para todo 1 < j < n.

)

)= Z Conv(AI-(wJI-))(VIJ). Como Cj(wj) ~

Sea vy := m(v). Entonces Conv(A(w!)) i
J=1

vr,

A]j(w]j) x {0}, considerando la cara de normal interior (v,1) tenemos que Cj(w;),1) =
A] (w] )(va
(7r(D1),...,m1(D;)). Ademas, para todo 1 < j < r sabemos que D; C Cj, con lo cual

D; = 7r(Dy) x {0}. Entonces, la celda (77(D1),...,m1(D;)) es mixta.

1) x {0}, y por lo tanto la celda de S,:(A’) asociada a la normal (v7,1) es

A la inversa, sea D! = (DI, ..., DI) una celda mixta de la subdivision S, (A’). Llamando
(v7,1) a la normal interior de la cara de Conv(A!(w?)) que define la celda D, vy es el
vector de exponentes de los términos iniciales de una solucion £(7°) del sistema P}"I (X,T)

(ver la Seccion [Z1.2]).

Sea C una celda de S,0(.A”) de volumen mixto positivo cuya normal asociada (v, 1) cumple
que v, =0sii¢ Iy~ >0sii€ . Porel Lema 27 el sistema Pg estd compuesto por
los polinomios P; y #1I polinomios que se hacen constantes cuando especializamos X; =0
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para todo i € I. Por lo tanto el sistema (P2)”(X,T) est4 compuesto por los polinomios
Pfl (X,T) y #I polinomios. Por el Lema[20] de cada solucion de P}"I (X,T) = 0 obtenemos

una solucién de (P2)¥(X,T) = 0. Entonces, existe una solucién (T') cuyas primeras r
coordenadas son &(T'). Llamando v a los exponentes de los términos iniciales de £(7T),
(v,1) es la normal interior de una cara de Conv(C(w)) correspondiente a una celda mixta

D de la subdivision S, (C). Por el razonamiento anterior, D! es la proyeccion de D. [

2.3. Calculo de soluciones afines aisladas

2.3.1. Algoritmo

Sea F' = (f1,..., fn) un sistema de polinomios en Q[X7, ..., X,] con soportes A = (A4, ...,
Ay) en (Z>o)" para el cual queremos hallar una descripcion de su conjunto de ceros aislados

en C". La idea del algoritmo es considerar un sistema G = (g1, ..., g,) de polinomios gené-
ricos en Q[X1, ..., X,] con los mismos soportes A, una nueva variable T' y la deformacion
homotodpica

H(T,X) = (1 - T)F(X) + TG(X).

Para cada cero aislado z € C"™" de F(X) = H(0, X) tenemos que (0, z) es un cero del sistema
H(T,X) y, por el Lema 1], existe W una componente irreducible de V(H) c C"*! de
dimension 1 tal que (0,z) € W y mp(W) = C. Por otro lado, consideremos a H como un
sistema de n polinomios en las variables Xi,..., X,, y coeficientes en Q[T]. Por el Lema
las componentes irreducibles de dimension 1 asociadas a los ceros aislados de F' en C"
se corresponden con ceros aislados de H en mn. Observar que H, como sistema de n
polinomios en n variables, es un sistema genérico con soportes Ay,..., A, v por lo tanto
podemos aplicar los resultados de la Seccién La idea es buscar en primer lugar los
ceros aislados de H en W

En funcion de los resultados de la seccidon anterior, el algoritmo que proponemos para hallar
los ceros aislados en C™ de F' es el siguiente:

Incluimos en el input del algoritmo las celdas mixtas de una subdivision mixta fina de
los soportes extendidos A” = (A{, ..., A)), donde A9 = A; U {0} para todo 1 < j < n,
obtenida a partir de una funcién de levantamiento w = (wy,...,wy) genérica de la forma
@I). El Lema y el Teorema nos aseguran que, si M es suficientemente grande,
un levantamiento construido eligiendo los valores de w;(«) para todo o € A; y « al azar
induce una subdivisiéon mixta fina que refina S,0(.A°) con probabilidad alta.

Para poder encontrar los ceros aislados del sistema H en (C(T)n buscamos en primer lugar
el conjunto Z de los subconjuntos I C {1,...,n} tales que H tiene ceros aislados en
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Or={x € C()" | % =0 < ic I} Para hallar Z, calculamos primero en el paso 1,
para cada celda mixta D € S, (A%), la normal (,1) asociada a la celda Conv(D(w®)) de
S0 (A%). Descartamos todas las celdas tales que v tiene alguna coordenada negativa. Por
las Observaciones 224 y [Z8 Z es el conjunto de todos los I C {1,...,n} tales que existe
(7,1) entre las normales interiores calculadas y no descartadas tal que ; > 0 si y solo si
1el.

En el paso 2 calculamos este conjunto Z y, para cada I € Z, el conjunto Sy de todas las
celdas mixtas de S, (A?). A partir del conjunto de las celdas mixtas de S,,(.A°) del input,
por el Lema [ZI0, tomando una celda C' € S,0(A%) para cada I € Z cuya normal asociada
tiene todas sus coordenadas no negativas y {i | 75 > 0} = I, se tiene que Sy = {77(D) |
D € S,(C) celda mixta}.

Observacion 2.11 Cada I en el conjunto I corresponde al menos a una de las celdas
C € S,0(A% que contribuyen al cdlculo del volumen mizto estable de [{3].

En el paso 3, elegimos un sistema G con los mismos soportes Ay, ..., A, que el sistema F'

tomando sus coeficientes en Z al azar.

Para cada I € 7, en el paso 4 consideramos Jy = {j € {1,...,n} [Jac A :a; =0 Vi€
I}. En el caso en que #J; # n — #I1, descartamos I. Si #J; = n — #1, consideramos
los sistemas Fr, Gy y Hy como fueron introducidos en la Definiciéon Observamos que
H; = (1 — T)F; + TGy. Para hallar los ceros de H; en (C(T)*)" #!, en primer lugar
buscamos los ceros en (C*)"~#! del sistema genérico G, que tiene n — #I ecuaciones en
n — #1 variables. Estos se obtienen mediante el algoritmo ToricSolve (Algoritmo EZ3).
Este algoritmo toma como input los polinomios del sistema genérico Gy, sus soportes A’
y las celdas mixtas de la subdivision mixta fina S, r(A’). Estas celdas son exactamente los
elementos del conjunto S7 calculado en el paso 2. El algoritmo ToricSolve produce como
output una resoluciéon geométrica del conjunto de ceros de Gy en (C*)"~#!. En el proceso

de este algoritmo es necesario elegir una forma lineal genérica py. Tomamos una unica

forma lineal p = > 1 X;, donde los coeficientes de p se eligen al azar en un conjunto
1<i<n
de enteros suficientemente grande y, para todo I € Z, usaremos py = »_ 1;X; para hallar
1¢1

la resolucién geométrica de los ceros de G7. A partir de la resoluciéon geométrica obtenida
y, como (1 es un sistema genérico, se calcula una resoluciéon geométrica de los ceros de
Hy en (C(T)*)» #! respecto a la forma lineal i como en [45], Section 6.1]. Llamamos a
este proceso NewtonHenselLifting (ver la Seccion [L42]). Insertando polinomios nulos en
las coordenadas indexadas por I en la resoluciéon geométrica de los ceros de Hy obtenemos

una resoluciéon geométrica respecto a la forma lineal gy de un conjunto finito de puntos
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que contiene los ceros aislados de H en Oy. Como pj(x) = p(x) para todo x € Oy, ésta es
una resolucién geométrica de ese mismo conjunto de puntos respecto a la forma lineal pu.

En el paso 5 obtenemos una tnica resolucion geométrica R = (Q(T,U),w,(T,U),...,
wn (T, U)) que representa todos los ceros aislados de H en C(T')" uniendo las resoluciones

geométricas obtenidas en el paso anterior como se explica en la Secciéon [LT.2

En el dltimo paso calculamos el limite de la resoluciéon geométrica R cuando T — 0,
siguiendo el procedimiento de [45] Section 6.2]. Para ello, calculamos a(U) = ged(Q(0,U),

B) 0,U 99 (0, U

S0.0)) 5 Tos polinomios a(0) = 2 50) = (L1 (mo o),y (0 =

b(U)M (mod ¢(U)) (1 < 5 < n). Entonces, r = (¢,v vp) es una resolucion
a(U) = =~ . ) s Uly .-y Un

geométrica de un conjunto finito de puntos que contiene todos los ceros aislados en C” del
sistema F'.

A continuaciéon resumimos el algoritmo descripto, al que llamamos AffineSolve:

Algoritmo 2.12 AffineSolve

INPUT: Un sistema de polinomios F = (f1,..., fn) en Q[Xq,...,X,] con soportes A =
(Ai,..., Ap) en (Z>o)" codificados en forma rala, y las celdas miztas de una subdivision

mizta fina S, (A°) que refina S,0(A°).
1. Para toda celda mizta D € S,,(A%):

a) Hallar la normal interior (v,1) de Conv(D(w")).

b) Si alguna coordenada de v es negativa, descartar D y 7.

2. Calcular T={I Cc{1,...,n} | Iy tal que v, >0 <= i €I} y, para cada I € Z, el
conjunto S; de todas las celdas miztas de S,1(A”).

3. Elegir al azar coeficientes en Z para un sistema de polinomios G = (g1,...,gn) con
soportes A= (A1,...,An) y para una forma lineal p= > X.
1<i<n

4. Para cada I € T tal que #J; =n — #1:

a) Aplicar la subrutina ToricSolve usando las celdas de Sy para hallar una resolu-
cion geométrica r1 asociada a la forma lineal puy = > 1 X; de los ceros comunes
1¢1
de Gy en (C*)"=#1.
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b) Aplicar la subrutina NewtonHenselLifting a r; para hallar una resolucion geo-
métrica Ry de los ceros comunes en (C(T)*)"#! de Hy .

¢) Insertar en Ry ceros en las coordenadas indexadas por I para obtener una re-

solucion geométrica Ry de un conjunto finito de puntos que contiene a los ceros
comunes aislados de H en Oj.

5. A partir de (Ry) ez, calcular una inica resolucion geométrica R de un congunto finito

de puntos que contiene a los ceros aislados de H en (C(T)n.

6. Calcular la resolucion geométrica r = limp_,g R.

OUTPUT: La resolucion geométrica r de un conjunto finito de puntos que contiene los
ceros aislados en C" de F = (f1,..., fn).

Teorema 2.13 Sea F' = (f1,..., fn) un sistema de polinomios en Q[X1,...,X,] con so-
portes A = (Ay,..., Ay) en (Z>o)". El algoritmo AffineSolve es un procedimiento pro-
babilistico que, tomando como input la codificacion rala de F y las celdas miztas de una
subdivision mizta fina adecuada de A° = (A1 U{0},..., A, U{0}), calcula una resolucion
geométrica de un conjunto finito de puntos que contiene los ceros aislados en C™ del sistema
F con complejidad

O(nS'T + (n®Nlog(d) + n™ M (D) (M (Y)(M (D) + M(E)) + M(E"))),
donde

' es la cantidad de celdas miztas en S, (A°),

s N = Z #Aj;

1<j<n
» d:=mixi<j<n{deg(f;)},
s D= SM(A),

T := max{||n||} donde el mdzimo se toma sobre todas las normales primitivas aso-
ciadas a celdas miztas en S, (AY),

E = SM(A x {0}, A1 (w1),..., Ap(wy)) (donde A es el conjunto de vértices del
simplex standard de R™),

E:=SM{0} x A, {0,1} x Aq,...,{0,1} x A,).

Demostracion: Solo resta estimar la complejidad del algoritmo dado que su correctitud es
consecuencia de los resultados probados en la Seccion
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En el primer paso, cada normal (v,1) asociada a una celda puede calcularse con O(n®)
operaciones usando técnicas standard de élgebra lineal efectiva (ver [32, Chapter 12]).
Recorremos cada coordenada de (,1) y la comparamos con cero, descartandola si algu-
na de sus coordenadas es negativa con O(n) operaciones, lo que no cambia el orden de
complejidad.

Por la Observacion 2 11] y sabiendo que el volumen mixto de cada celda C' que contribuye
al calculo de SM(A) es la suma de los voliimenes mixtos de las celdas mixtas de S,,(.A°)
contenidas en C| la cantidad de celdas mixtas no descartadas en el primer paso estd acotada
superiormente por SM(A). Luego, el calculo del conjunto Z y las celdas de Sy para todo I €
7 puede llevarse a cabo en O(nlog(SM(A))SM(A)) operaciones aplicando un algoritmo
de ordenamiento standard: Para cada celda mixta D € S, (A") que no descartamos en el
primer paso, tomemos la terna (D, ~, x~ ), donde (v, 1) es la normal interior de Conv(D(w?))
¥ X~ se define como (x~); = 0siy =0y (xy)i = 1si vy > 0. Ordenamos estas ternas
lexicograficamente en la coordenada x.. Para cada x = x- distinto, el algoritmo agrega
I ={k| xx = 1} al conjunto Z, toma el primer elemento con tercera coordenada y de la
lista de ternas ordenadas (D,~, x) y forma el conjunto Sy a partir de todos los otros pares
(D’,~,x) con el mismo 7 en la segunda coordenada. Se descartan todas las otras ternas
con tercera coordenada x y segunda coordenada distinta de ~.

Para estimar el costo de calcular ﬁf para cada I € 7 vamos a usar los calculos de comple-
jidad de [45], Theorem 6.2]: Con la notacién e hipotesis anteriores, para cada I € Z el paso
4 tiene un costo total de

O(((n = #I)’ Ny log dy + (n — # 1)) M (Dr)(M (Y1) (M(Dr) + M(Er)) + M(£)))),

donde

w Npi= 3 #(A]),

JEJI
= dl = méXjGJ]{deg((fj)I)}a
s Dp = MVy_y(AD),

» Y7 := max{||nr||} tomando el méximo sobre todas las normales primitivas asociadas
a celdas mixtas de la subdivision S,r (Af),

n &1 = MVy_yr1(A x {0}, (.Ajl-(wjl-))jeJI), donde A es el conjunto de vértices del
simplex standard de R"#/

- 5} = Mvn—#f-f—l({o} x A, ({0,1} x Ajl')]'EJI)'
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La complejidad total del paso 4 es la suma de las complejidades anteriores. Para aco-
tar esta suma, observar que para todo I € T vale que Ny < N, d;f < dy Y7 < 7T.

Para ver que Y Dy < D (y por lo tanto >, M(D;) < M(D)), notemos que por la Ob-
1€l 1€
servacion 2IT] a cada I € Z le corresponde al menos una celda mixta C' cuya normal

asociada tiene coordenadas no negativas. Pero en la demostracion del Lema 2.9 vimos que

MV, (C) = MV (ADYMV 1 (m7(Cyy), ... 77(Clyy)) = MV_s1 (A7), donde notamos

I={1,....,n\I'y {j1,..,jur} para los subindices de los polinomios que se descartan al
evaluar X; = 0 para todo ¢ € I. Entonces Y Dy < > MV,(C) < D donde la segunda
IeT

suma es, siguiendo la Observacion 2171 sobre las celdas C' correspondientes a cada I € Z.
Ademas, si para cada I € 7 tomamos una celda C' asociada que contribuye al calculo del
volumen mixto estable SM(A), y consideramos la celda correspondiente en el célculo de

SM((A x {0}, Aj(w1), ..., An(wn))), se deduce que > & < &. De igual forma se puede
1eT
ver que y &7 < &'. A partir de estas cotas superiores, la complejidad total de calcular
1eT

las resoluciones geométricas ﬁf de los ceros aislados de H en Oj para todo I € 7 es
O((n*Nlogd + n* M (D)(M(Y)(M (D) + M(E)) + M(E))).

Sea U una nueva variable tal que los polinomios que conforman cada resoluciéon geométrica
Ry son elementos de Q[T][U]. Para unir todas estas resoluciones geométricas R; en una
tnica resolucion geométrica R asociada a p (ver la Seccion [LT2) usamos la estrategia de
division de [32], Algorithm 10.3|. Notar que para cada I € Z, el grado en U de los n + 1
polinomios de la resoluciéon geométrica Ry es a lo sumo Dy y sus coeficientes tienen grados
en T acotados por &J. Entonces, los polinomios involucrados en calculos intermedios tienen
grado en U acotado por D y sus coeficientes tienen grados en T acotados por £’. Usando
[32, Lemma 10.4], el algoritmo requiere de O(nM (D)) operaciones en Q[T'] y por lo tanto,
la complejidad del paso 5 es de orden O(nM (D)M (E")).

El dltimo paso, siguiendo [45] Section 6.2] como se explico antes, tiene una complejidad
del orden de O(nM (D)E"). O

2.3.2. Ejemplo

A continuacion ilustramos los distintos pasos del Algoritmo 212 en el sistema del Ejemplo

[L8 expuesto en el Capitulo 1.

Ejemplo 2.14 Consideramos el sistema

p1(X1, X2) = aXo + bX2 + X1 X5
p2(X1, Xo) = dX1 + eX? + fX3X,

P:
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con coeficientes genéricos a,b,c,d,e, f en Q. La familia de soportes del sistema es A =
(Aj, Ag), con A} ={(0,1),(0,2),(1,3)}, A2 ={(1,0),(2,0),(3,1)}. Para este sistema, en
el Ejemplo [LT9 graficamos la subdivision S,,0(A") compuesta por las celdas C O ...,cm,
que se muestra en la Figura 211

C @)
2 cv
C ®)
1 cv
C (W) C ©)

2)

Figura 2.1: Subdivisién de A" inducida por w”

Una subdivisiéon mixta fina puede obtenerse a partir de la funciéon de levantamiento w =
(w1, ws) tal que

L wl(O, 1) = 3,&)1(0, 2) = 6,0«)1(1,3) =5 y wl(0,0) =11
u W2(1a0) = 1,(4)2(2,0) = 3’w2(3’ 1) =2y w2(0’0) =11

Las facetas inferiores de la suma de las capsulas convexas de A = (A9, AY) levantadas
por w y la subdivisién de A° resultante de proyectarlas a las primeras dos coordenadas se
muestran en la Figura a continuacion. Puede observarse claramente en las Figuras 2.1
y 22 que la subdivision S, (A°) refina a S0 (A).

El input del algoritmo, en este caso, son los polinomios p; y p2 y las celdas mixtas de la
subdivision S, (A%). Las capsulas convexas de las celdas de S,,(.A°) fueron graficadas en la
Figura 22 Las celdas mixtas para esa subdivision son D©), DG D& D) DO D).

En el primer paso del algoritmo, calculamos las normales interiores (v, 1) de Conv(D® (w°))
para toda D® del input (0 <1<9),y descartamos aquellas celdas cuya normal asociada
tiene alguna coordenada negativa. En la tabla que sigue mostramos las normales asociadas
a cada celda DU de S,(A°), 1a celda de S,0(A°) en la que DY esta contenida, y analizamos
en cada caso si D) aporta un conjunto I a Z.
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51
22 < 4 4+
_ 31
D® D©®
@
2 DS
D®
D
» 1 D®
D D®
i i i i
-1 1 2 3 4 5
-1 4+

Figura 2.2: Subdivisién de A° inducida por w

Celda Mixta? | Normal v Sirve? lel St
DO c O Si (0,0,1) s I=0 DO ¢ 5,
pW c o No no es mixta no
D@ c c® No no es mixta no
DB Cc B Si (1,-1,1) | no, 1 <0
DW c o Si (=1,1,1) | no,y <0
D) c ¢®) Si (1,0,1) si I={1} | D® €5y,
D®) c ¢® Si (0,1,1) si I={2} | DY €Sy
D" c o™ Si (1,1,1) si I={1,2} | DV € Sy 9
D® c ¢ No no es mixta no
DO c ¢ No no es mixta no

Como muestra la tabla, a partir de las celdas D, D®) D©) v D) que obtenemos en el
paso 1, en el paso 2 construimos Z = {{), {1},{2},{1,2}}, y para cada I € Z, el conjunto
de celdas S;:

50 = {D(O)}’ Sy = {D(S)}7 S(2y = {D(G)} y Sqi2y = {D(7)}-

Entonces, para cada I € Z, los sistemas asociados a resolver sobre C* en el paso 4 son:
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I Sistemas asociados 1 (DW) € Sy
aXo +bX2 +cX1 X3
0 J | m(D©) = ({(0,1),(1,3)},{(1,0), (3, 1)})
{1} aXs +bX3 my (D) = {1,2}
{2} dX1 + eX? T2y (D) = {1,2}
{1,2} 0 T2y (DD) =0

Notar que D@, D®) v DO forman una subdivision mixta fina de C(© pero solo D©) es
una celda mixta. Entonces, por el Lema[2ZI0 para el sistema asociado al conjunto () traba-
jando tnicamente con la celda mp( D)) de la subdivision S0 (.A@) podremos encontrar sus
soluciones en (C*)2. En el caso de los otros tres sistemas asociados, w7 (D") es exactamente
el soporte del sistema.

Xo+2X2 — X1 X3

— X1 +3X? - 2X3 Xy
que resulta de tomar valores concretos para los coeficientes de P, para ilustrar los pasos

Sea F = el sistema del Ejemplo [[L8 Usaremos este sistema,

restantes.

Como el sistema F' ya es genérico, en el paso 3 basta con elegir una forma lineal separante,
por ejemplo (X7, Xo) = X7 + Xo, y podemos obviar la deformacién homotopica H.

En el paso 4 se resuelven los sistemas F7 asociados a los conjuntos I € 7 y se insertan ceros
en las coordenadas correspondientes. Se obtienen asi las siguientes resoluciones geométricas:

! Sistemas asociados Fy Resolucion geométrica de los ceros de F' en Of
X2+2X22 _X1X23 2 2
0 {( —3UAUH. 8U 732U710) | 4U3+11U2+14U+2:0}
C X, +3X2-2XPX, 120222014 120%4+22U+14
{n X +2X3 {(0,~1) |20 +1 =0}
2 — X1+ 3XF ((1,0)3U —1=0}
{1,2} 0 {(0,0) | U =0}

En el paso 5 obtenemos una tnica resoluciéon geométrica del conjunto de los ceros aislados
de F en C? uniendo las cuatro resoluciones geométricas del paso anterior:

— 10U + 47U* + 70U3 + 18U2% — 2U  — 60U° — 229U* — 115U°3 + 30U2 + 12U> |
{ (144U5 135004 +364U3 +450U2 —24U —2' 144U5 +350U44-364U3 +45U2 — 24U —2
24T + 70U + 9104 + 1503 — 12U2 — 2U = o}.
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2.3.3. Comparacién con algoritmos previos

Una de las ventajas del Algoritmo [Z12 respecto a los algoritmos de [43] y [3I] es que
requiere resolver sistemas en menos variables. Como los tres algoritmos encuentran los
ceros aislados de sistemas arbitrarios a partir de deformar homotépicamente soluciones de

un sistema genérico, basta considerar el caso de un sistema P genérico.

Para cada I C {1,...,n} que analiza nuestro algoritmo tal que ./\/an,#I(.AI) > 0, el
sistema Py es cuadrado y tiene ceros aislados en (C*)"~#. Por la construccién del conjunto
T, existe al menos una celda C' de S,0(A%) con volumen mixto positivo y normal asociada
(v,1) tal que v; > 0sii € I'y v = 0sii¢I. Se puede ver que el sistema Pg tiene la
estructura probada en el Lema 27 aun si P no tiene ceros aislados que estan en O; pero
Py es un sistema cuadrado con ceros aislados en (C*)"~#/. De la misma forma, si P; es un
sistema cuadrado con ceros aislados en (C*)"~#! y C' € S,,0(A°) una celda que cumple las
hipotesis del Lema 2] entonces para todo & cero de P en (C*)*~#! existe un cero aislado
gde P tal que m(g) = ¢. Asi, para cada I € T:

= el algoritmo AffineSolve resuelve exactamente un sistema P; de n — #1 ecuaciones
en n — #1 variables, mientras que los algoritmos de [43] y [3I] resuelven al menos un
sistema Pg de n polinomios en n variables. Podria eventualmente haber méas de una
celda cuya normal asociada corresponda a I que implique resolver mas de un sistema
(ver el Ejemplo més abajo).

= P; es un subsistema de Pg y resolver Pg implica resolver P;.

» Por cada cero aislado £ de P; que permite hallar un cero ¢;(§) de P, los algoritmos
de [43] y [31] encuentran al menos un cero aislado de P2 que permite hallar ¢ (&)
(ver el Ejemplo [ZT5] a continuacion).

Ejemplo 2.15 Sea P un sistema genérico con la misma familia de soportes A que el
sistema Katsurad del PoSSo test suite (ver [31, Example 6]), es decir

( a11 X7 + a12X3 + a13X3 + a1a X7 + a1 X2 + a16X5
a1 X1X2 + age Xo X3 + a3 X3Xy + a2 Xy X5 + ag5 Xy

P =4 a31X1X3 + a3Xo Xy + ass X7 + a34X3X5 + a5 X3

ag1 X1X4 + ago X3Xy + a43Xo X5 + agq Xo

a51X1 + a52Xo + a53 X3 + a54 X4 + a55 X5 + ase

En [31] Example 6] calculan el volumen mixto y el volumen mixto estable de la familia
de soportes A. Como MV5(A) = 12 y SM(A) = 16, genéricamente el sistema tiene 12
ceros aislados en (C*)® y a lo sumo 16 ceros aislados en C® contados con su multiplicidad.
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Ademas, muestran que existen solo tres celdas C(),C3® y 06 en S,,0(A%) con volumen
mixto positivo y tales que sus normales asociadas (’y(i), 1) tienen todas sus coordenadas no

negativas. Estas son:
(v, 1) = (0,0,0,0,0,1), (v*,1)=(0,1,0,1,0,1) y (+'*,1) = (0,1,1,1,0,1).

Aplicando el algoritmo de [31], deben resolverse tres sistemas en cinco variables asociados
a las tres celdas. En el caso de nuestro algoritmo, en cambio, los conjuntos I € Z a tener

en cuenta son:

IV =9, 1® = (2,4} y I®) = {2,3,4}.

Tenemos entonces que resolver también tres sistemas Pr, pero solo para el sistema P se
buscan los ceros aislados en (C*)? (éste es el mismo sistema que se analizaria en el caso
del algoritmo de [3T] asociado a C(M)). Los otros dos sistemas

a1 X? + a13X3 + a15X2 + a16X5
Pr2y = a31 X1 X3 + a3 X3X5 + a3 X3
as51X1 + as3 X3 + as5 X5 + ase

P = a11X12 + a15X52 + a16X5
3y =
! a51X1 + as5 X5 + ase

dependen de 3 y 2 variables y se resuelven en (C*)3 y (C*)?, insertando finalmente ceros
en las coordenadas indexadas por los conjuntos 12 e I®) respectivamente, para obtener

todos los ceros aislados de P.

El algoritmo AffineSolve no solo requiere resolver sistemas asociados con menos variables
que los algoritmos de [43] y [31], sino que cada uno de estos sistemas es un subsistema de
al menos uno de los sistemas a resolver en esos algoritmos previos. El ejemplo que sigue
ilustra estas dos ventajas.

Ejemplo 2.16 Sea P el sistema genérico

a11X12 + a12X12X22 + a13X1X3 + CL14X1X22X3 + (115)(5;,l —+ (116)(22)(?4)1
P = (121)(?l + a22XilX22 + a23X12X3 + a24X12X22X3 + (125)(54,l + (IQGXQQXE% .
a31 X1 + a2 X1X3 + asz + asa X3 + azs X3 + a3 X3 X3

Tanto el algoritmo de [43] como el de [31] requieren resolver dos subsistemas en 3 variables
asociados a dos celdas C) y 02 de S, 0 (A?) con volumen mixto positivo y normal asociada

con coordenadas no negativas. Sin embargo, como estas normales son (1) = (%,0, %, 1)y

42 = (%,0, %, 1), para una subdivision S,,(.A%) mixta fina existen celdas mixtas D) y
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D@ de S, (AY) tales que DO c c® (1=1,2) y a ambas DO les corresponde el conjunto
I = {1, 3} de los subindices de las coordenadas no nulas de las normales.

Para calcular los ceros aislados del sistema P en Oj (es decir, donde X; = X3 =0y
Xs # 0), el algoritmo AffineSolve resuelve el sistema que resulta de evaluar X7 = 0y
X3 =0 en el sistema original y descartar los polinomios que se anulan. En este caso, esto
es buscar los ceros de

2
Pr = azz + a3t X;.
Las soluciones de esta ecuacién permiten obtener los dos ceros aislados de P en Oy.

Por otro lado, el algoritmo de [43] (al igual que el algoritmo de [31]), requiere resolver los

sistemas asociados a las celdas C() y C(2):

a13X1 X3 + a14X1X22X3 + 6115)(;’l + 6116)(22)(;’l + aqg
PC’(l) = 6125)(;51 + 0,26)(22)(;51 + a9
ass + aza X3

a1 X? + a12 X2 X3 + a13X1 X3 + a14 X1 X5 X3
PC’(Q) = a23X12X3 + a24X12X§X3 + agg
ass + aza X3

con ajg y ag constantes genéricas. Como MV3(C(D) = 8 y MV3(C?) = 6, por el
Teorema de Bernstein, estos sistemas tienen 8 y 6 ceros aislados respectivamente en (C*)3.
El algoritmo de [43] calcula entonces estas 14 soluciones y reemplaza luego por cero las
coordenadas X; y Xs3. Pero, como la tercera ecuacién de cada sistema es exactamente Py,
al hacer esto se consiguen las tnicas dos soluciones en Oy de P que nuestro algoritmo
encuentra resolviendo solo la ecuacion Pr = 0.

2.4. Cantidad de soluciones afines aisladas

En esta seccién, presentamos una nueva cota superior para la cantidad de soluciones aisla-
das de un sistema ralo de n ecuaciones en n variables con soportes prefijados que mejora las
anteriores (ver [54], [59] y [43]). Nuestra cota es exacta para sistemas genéricos, contando
las soluciones sin multiplicidades y, para sistemas arbitrarios, es una cota superior para
la cantidad de ceros aislados del sistema. Asimismo, damos una condicién combinatoria,
equivalente a la dada en [59, Lemma 3|, que caracteriza cuéando estos sistemas tienen finitos

ceros en C".
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2.4.1. La cota

Consideremos en primer lugar un sistema P genérico con soportes A = (Aj,...,A,) en
(Z>0)™. Como consecuencia del desarrollo realizado en la secciéon anterior, podemos deducir
que la cantidad de ceros aislados del sistema P es menor o igual a la cantidad de puntos
que halla el algoritmo AffineSolve. Este niimero es exactamente Y MV, 4 (A7), donde
la suma es sobre los conjuntos I C {1,...,n} tales que #J; = n — #I y existe una celda
mixta D de la subdivision S, (A%) asociada a una funcién de levantamiento w genérica
como en (ZI)) tal que la normal interior (v, 1) de Conv(D(w")) cumple v; > 0sii€ Iy
v = 0sii ¢ I. Sin embargo, alguno de los puntos hallados por el algoritmo puede no ser
un cero aislado de P. Caractericemos cuando los ceros aislados de P; se corresponden con
ceros aislados de P.

Lema 2.17 Sean P un sistema genérico con soportes A = (A1,...,A,) en (Z>o)" e
I c{l,...,n} tal que Py tiene ceros aislados en (C*)"~#!. Entonces existe un cero aislado
€ de Py en (C*)"#1 tal que ©1(€) es un cero no aislado de P si y solo si existe I C I tal
que #J7 <n— #f En ese caso, para todo cero aislado & de Pr en ((C*)"*#I, se tiene que

vr1(§) es un cero no aislado de P en C™.

Demostracion: QObservar en primer lugar que, como P; es un sistema genérico y tiene ceros
aislados en (C*)"~#! entonces #J; = n — #1.

Por un lado, sean I C I tal que #Jy < n— #Ty ¢ € (C*)"#! un cero aislado de Pj.
Luego ¢7(§) es un cero de P. Como I C I, tomando § := m3(1(§)) = cpl\ff(g) se obtiene

un cero de Pr. Sabiendo que Py es un sistema con mds variables que ecuaciones, £ es un

cero no aislado de Py, y por lo tanto ¢3(&) = ¢7(&) es un cero no aislado de P.

Por otro lado, sea W el conjunto de ceros de P; en (C*)"~#!. Sabiendo que ¢ (W) C
VIP)N{zx e C" |x; #0Vi g I} y {x € C" | x; # 0 Vi & I} es un abierto Zariski denso
en C", tenemos que el conjunto V(P)N{x € C" | z; # 0 Vi & I} tiene infinitos puntos.
Pero este conjunto es la union sobre todo I’ C I de los ceros de P en Oy, con lo cual
existe I C I tal que P; tiene infinitos ceros en ((C*)”*#Ff. Como P; es un sistema genérico,
#Jr < n— #I. O

En el ejemplo que sigue, el Lema 2.I7 permite descartar soluciones conseguidas a partir de
algunos sistemas asociados.

Ejemplo 2.18 Consideramos un sistema genérico P de 3 ecuaciones en 3 variables con
soportes A = (Aj, Az, A3z), donde A; = {(0,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, y Az, A3 estan inclui-
dos en el subconjunto de (ZZO)?’ formado por las ternas con primera coordenada mayor o
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igual que 1. Es decir, el sistema es de la forma

p1(X1, X2, X3) = a1 Xo + b1 X3 + 1
P = q p2(X1, X2, X3) = X1¢2(X1, X2, X3)
p3(X1, X2, X3) = X1¢3(X1, Xo, X3)
donde ¢9,q3 € C[X7, X3, X3] son polinomios genéricos no nulos y aj, by, c; coeficientes
genéricos.
1

b1

y —g- respectivamente. Sin embargo, los ceros de P que inducen, (0,0, —ch—i) y (0, -2, 0),

Los subsistemas asociados a {1,2} y {1,3} tienen como soluciones aisladas en C* a —

no son aislados. De hecho, para todo ¢t € C, (0,¢, —%1‘“25) es un cero de P.

Si analizamos las condiciones del Lema 217, podemos observar que

#Jny =1=n—9{12}, #Jus=1=n—#{1,3} y #Juy =1<2=n—#{1}.

De esta forma, como {1} es un subconjunto propio de ambos, podemos asegurar que las
soluciones inducidas por {1,2} y {1,3} no son aisladas, como ya habiamos observado.

A partir del Lema 217, probamos la siguiente cota para la cantidad de ceros aislados de

un sistema polinomial ralo de n ecuaciones en n incégnitas.

Teorema 2.19 La cantidad de ceros aislados en C™ de un sistema polinomial ralo de n

ecuaciones con soportes A = (A1, ..., An) en (Z>0)" es a lo sumo
B(A) =) MV, y1(AD),
donde la suma es sobre todos los conjuntos I C {1,...,n} tales que

- #JI:TL—#I’ )
= para todo :TVCI, #JTZTL—#T.

La cota es genéricamente exacta para la cantidad de ceros aislados del sistema en C"

contados sin multiplicidad.

Demostracion: Si P es un sistema genérico con soportes A = (Ay,...,4,), para cada
I c {1,...,n} tal que #J;r = n — #I, por el Teorema de Bernstein, la cantidad de
ceros aislados de Py en (C*)"~# es MV, _4;(A!). Por el Lema 217, la cantidad total
de soluciones aisladas de P en C" es B(.A). Si F es un sistema arbitrario, tomando G un
sistema genérico con los mismos soportes, el sistema H(T,X) = (1 - T)F(X) + TG(X)
tiene B(.A) ceros aislados en Wn y, a partir de estos ceros, tomando limite cuando T'
tiende a 0, se obtienen todos los ceros aislados de F' (ver la Seccion 2.1.T]). Por lo tanto, la
cantidad de ceros aislados de F es a lo sumo B(A). O
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Observacion 2.20 El volumen mizto estable SM(A) acota la cantidad de ceros aislados
en C" contados con multiplicidad de un sistema con soportes A y, bajo ciertas condiciones
sobre A, esta cota es genéricamente exacta (ver el Teorema [L21). Por otro lado, nuestra
cota B(A) para la cantidad de ceros aislados en C™ contados sin multiplicidad es genérica-

mente exacta para familias arbitrarias de soportes. Se deduce que B(A) < SM(A).

El ejemplo que sigue es una variacion del Ejemplo 214 donde puede observarse que nuestra
cota puede ser estrictamente menor que el volumen mixto estable de los soportes.

Ejemplo 2.21 Consideremos el sistema bivariado

pl(Xl,Xg) = aXQ —+ bX22 =+ CX%X%
pa(X1, Xo) = dX? +eX{+ fX3 X

P:

con coeficientes genéricos a, b, ¢, d, e, f en Q. La familia de soportes es
A= ({(0,1),(0,2),(2,3)},{(2,0), (4,0),(6,1)}).

En la Figura se puede ver una subdivisién mixta fina de A" similar a la del Ejemplo

214

4 4+
@
3 4
D(S) D(o)
2 D® DY)
DO
DO
1 D®
D(7) D(ﬁ)
| | 1 l | | |
T ) I T T T T
-1 1 2 3 4 5 6 7 8
-1 4+

Figura 2.3: Subdivisién mixta fina de .A°

Las celdas que permiten calcular SM(A) son DO DO DO) y DT Como MV3(DO)) =
MV3(DO)) = MY3(DT)) =2 y MV3(D®) =6, la cota de [43] es SM(A) = 12. En este
ejemplo, nuestra cota es B(A) = MV (AN + MV (A + MY (A2 4 MV, (A) =
1+2+1+6=10.
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La diferencia en este caso se encuentra en las multiplicidades de los ceros. Al igual que
en el Ejemplo [Z14] todos los subconjuntos del {1,2} aportan soluciones, pero mientras
que para un sistema P genérico las soluciones de P en (C*)? y de Pypay en C* son todas
simples, los ceros (0,—7) y (0,0) conseguidos a partir de resolver los sistemas P(y =

{XQ(CL +bX5)=0 enC'y P{LQ} = 0 tienen multiplicidad 2.

Si bien el hecho de que nuestra cota no considera la multiplicidad de los ceros de un sistema
ralo genérico es una razoén por la cual mejora las anteriores, no es la tnica causa. Veamos

esto en otra variacion del Ejemplo 214k

Ejemplo 2.22 Consideremos el sistema con coeficientes genéricos en Q

p1(X1, X2) = aXo + bX2 + cX1 X5
p2(X1, X2) = dX1 X + eX?Xo + X} X3

P:

La familia de soportes es A = ({(0,1),(0,2),(1,3)},{(1,1),(2,1),(3,2)}) v la subdivision
de A" inducida por w° puede verse en la Figura 24l

Figura 2.4: Subdivision de A°

La siguiente tabla muestra las normales asociadas a cada celda de volumen mixto positivo

y sus respectivos volimenes mixtos:

Celda c® C2) c®) c@
Normal (1,0,1) | (=1,1,1) | (0,1,1) | (0,0,1)

Volumen mixto 1 1 2 3
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El volumen mixto de A° es 7. Como la celda C'®) tiene una coordenada negativa el volumen
mixto estable es 6 (la suma de los volumenes mixtos de las otras tres celdas). Sin embargo,
la cantidad de ceros aislados en C? del sistema es solo 4.

La diferencia se debe en este caso a que la celda C®) tiene volumen mixto positivo pero
el sistema P no tiene soluciones aisladas de la forma (z,0) ya que para todo x € C se
tiene que (x,0) es solucion (no aislada) del sistema. Como #.Jgyy < n—#{2}, solo  y {1}
cumplen las condiciones del Teorema y por lo tanto B(A) = 4.

Notar ademés que el algoritmo AffineSolve descarta el sistema Py por no tener la misma
cantidad de ecuaciones que de variables y encuentra exactamente 4 soluciones a partir de
los ceros en (C*)? de Py en C* de Pyyy.

2.4.2. Sistemas ralos cero-dimensionales

Nos interesa caracterizar, en funciéon de los soportes, cudndo un sistema ralo de n ecuaciones

con n incognitas tiene una cantidad finita de ceros en C™.

En [43] Lemma 5] los autores presentan una condicién suficiente para que un sistema
P = (p1,...,pn) genérico con soportes A = (Aj,...,Ay) en (Z>p)" tenga finitas soluciones
en C™. Ademés, en este caso, la cota que presentan para la cantidad de ceros de P contados
con multiplicidad es genéricamente exacta. Dicha condicién consiste en que para todo
subconjunto I C {1,...,n}, #I > #{j e {1,....,n} |p; € (X;:i € I)}.

Observar que {j € {1,...,n} | p; € (X; : i € I)} es el conjunto de los j € {1,...,n}
tales que todo monomio de p; se anula al evaluar X; = 0 para todo ¢ € I, con lo cual
#{je{l,...,n} |p; e (X;:i€l)} =n—#Jr. Asi, la condicion de [43] suficiente para
que el sistema tenga finitas soluciones en C™ consiste en pedir que #J; > n — #I1 para
todo I C {1,...,n}.

A continuacién probaremos una condicién necesaria y suficiente para que un sistema ge-
nérico de n ecuaciones con n incégnitas con soportes prefijados tenga finitos ceros en C”

(comparar con [59, Lemma 3|) que refina la condicion de [43]:

Proposicién 2.23 Sea P un sistema genérico con soportes A = (Aq,..., An) en (Z>o)".
Entonces, P tiene finitas soluciones en C" si y solo si para todo I C {1,...,n} tal que

#Jr <n—#I existe J C Jr tal que dim( .A]I) < H#J.
jed

Demostracién: Notar que para todo I C {1,...,n} tal que P; tiene solucion en (C*)"~#1,
#J; < n — #I y vale la igualdad si y solo si las soluciones son aisladas. Luego, como
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Cr = U  Or, tenemos que P tiene solo finitos ceros en C" exactamente en los casos en
IC{17"'7n}
que para todo I C {1,...,n} tal que #.J; < n—+#1I el sistema P no tiene ceros en (C*)*~#1,
Para sistemas genéricos esto vale si y solo si existe J C J; tal que dim( > AJI) < #J (ver
Jj€J
la demostracion de [66, Theorem 1.1]). O

Veamos un ejemplo sencillo donde nuestra condicién sobre los soportes del sistema asegura
que tendra solo finitos ceros en C", pero la condicion de [43] no alcanza para predecirlo:

Ejemplo 2.24 Sea P el sistema genérico dado por

p1(Xy, X2, X3, Xy) = a1 X1 + a1oX4 + a13

P p2(X1, X2, X3, X4) = an X7 + age Xy + ags
p3(Xy, Xo, X3, Xy) = az1 X1X4 + az2 Xo Xy + azgz3 X3 Xy + azs Xy
pa(X1, Xo, X3, Xy) = ann X1 X4 + as9 X2 Xy + as3X3Xy + a4 Xy

El volumen mixto de los soportes del sistema es 2, y de hecho el sistema solo tiene dos
ceros en C?, ambos de coordenadas no nulas.

Como los ceros son todos aislados, la cota de [43] es genéricamente exacta, pero la condicion
que alli presentan no alcanza para predecirlo pues el conjunto I = {4} cumple que #.J; =
2 < 3 =n — #I. Sin embargo, como en ese caso (el inico que no cumple #J; > n — #I)

tenemos que dim( Y ./4]{4}) =1 < #{1,2}, la Proposicion 223 asegura que todos los
je{l,2}
ceros del sistema son aislados.






Capitulo 3

Descomposicion equidimensional

En este capitulo analizamos, tanto desde el punto de vista teérico como algoritmico, la des-
composicion equidimensional de variedades afines definidas por sistemas ralos con soportes
prefijados.

En primer lugar consideramos sistemas ralos genéricos. Damos condiciones combinatorias
sobre los soportes que describen la descomposicion equidimensional de la variedad definida
por el sistema y una formula para el grado de esta variedad. Presentamos también un
algoritmo simbdlico probabilistico que calcula la descomposicién equidimensional de la
variedad cuyo tiempo de ejecucion depende de su grado y de la estructura combinatoria

de los soportes de los polinomios.

Para sistemas ralos arbitrarios de n polinomios en n variables y soportes fijos, exhibimos
una cota superior para el grado de la variedad que definen que mejora las cotas ya co-
nocidas, dada por el volumen mixto de conjuntos asociados a los soportes del sistema.
Finalmente, disenamos un algoritmo que calcula un conjunto finito de puntos representati-
vos de cada componente equidimensional de la variedad y cuya complejidad es polinomial
en ciertos invariantes combinatorios asociados al sistema, entre ellos la cota para el grado

ya mencionada.

3.1. Sistemas genéricos

3.1.1. Componentes que intersecan (C*)"

Sean n,m € Ny A= (Ay,...,A,) una familia de conjuntos finitos en (Z>()". Para todo
1<j<m,sea fj(A4;,X) = > AjoX%donde X = (X1,...,X,) y 45 = (4ja)aca; son
aEA;

N; = #A; coeficientes indeterminados.

61
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Consideramos la variedad
{(a,2) € (IP’Nl*l X e X IP’Nm*l) x (C)" | filaj,z) =0 para todo 1< j <m}
y su proyeccion
Z={acPMlx...xP""1| 31 e (C*)" tal que fj(a;,x) =0 para todo 1 < j < m}.

Los elementos de Z corresponden a los coeficientes de sistemas con soportes A que tienen
soluciones en (C*)™.

Lema 3.1 La clausura de Zariski de Z es PN171 x .. x PNm=1 si y solo si, para todo
J C{1,...,m}, dim( > .Aj) > #J. En particular, si m > n, un sistema genérico con
Jj€J

soportes A no tiene ceros en (C*)". Mds aun, si m < n y dim ( > .Aj) > #J para todo
JjeJ

J CA{1,...,m}, la clausura de Zariski en C" del conjunto de ceros en (C*)" de un sistema
genérico con soportes A es una variedad equidimensional de dimension n — m y grado
MV, (Ar, .o A, A=) donde A es el conjunto de vértices del simplex standard de R™
y el supraindice (n —m) indica que se repite n —m veces.

Demostracion: La primera parte del Lema puede probarse de la misma forma que se
prueba el resultado [66, Theorem 1.1].

Sim < ny para todo J C {1,...,m}, dim( > .Aj) > #.J, sea A= (./11,...,./1”) tal que
jeJ
.Zj =A;jsij<my .Zj = Asij>m. Ob;;vamos que dim( Z~.Zj) > #j para todo
jed
JC {1,...,n}, ya que si j,@ {1~,,m}, se tiene que .Zj = A~;Zra algin j € J y como
dim(A) = n, entonces dim(} A;) = n. Por lo tanto, MVy,,(A) > 0 (ver la Proposicién
jeJ
[LI2), y esto implica que unjsistema genérico con soportes A tiene una cantidad finita, no

nula, de ceros en (C*)™ (tantos como el volumen mixto MV, (A)).

El conjunto de los finitos ceros en (C*)™ de un sistema genérico con soportes A es exac-
tamente la interseccién de una variedad cuyas componentes irreducibles tienen todas di-
mension al menos n —m (el conjunto de los ceros en (C*)" de un sistema de m ecuaciones
con soportes A4) con n — m hiperplanos genéricos. Entonces, la clausura de Zariski del
conjunto de soluciones en (C*)™ de un sistema genérico con soportes A es una variedad

equidimensional de dimension n —m y grado MV,,(A). O

Definicion 3.2 Sean A = (Ai,..., An) una familia de conjuntos finitos en (Z>o)" y
G = (91,...,9m) un sistema de polinomios en k[X1,...,X,] con soportes A. Llamamos

V*(G) a la variedad algebraica de k" compuesta por la unién de todas las componentes

n

irreducibles de V(Q) tales que su interseccion con (k)™ es no vacia.
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Notar que V*(G) es exactamente la clausura de Zariski en k" del conjunto de los ceros en
(&)™ de G.

En lo que resta de esta secciéon, vamos a suponer que m < n. Sea P = (p1,...,pm) un
sistema ralo genérico con soportes A = (Aj,...,Ay,), donde m < ny A; C (Z>o)" para
todo 1 < j < m. Por el Lema[3]] la variedad algebraica V*(P) es o bien el conjunto vacio

o bien una variedad equidimensional de dimensién n — m.

El algoritmo ToricSolve descripto en el Capitulo 2 (Algoritmo 23] calcula una resolucion
geométrica de V*(P) para el caso m = n. A continuacién extendemos este algoritmo al

caso m < n.

Algoritmo 3.3 GenericToricSolve
INPUT: Un sistema de polinomios P = (p1,...,pm) en Q[X1,..., X,] genérico con sopor-
tes A= (Ay,...,An) codificado en forma rala. Las celdas miztas de una subdivision mizta

fina S,(A, A(”_m)) inducida por una funcion de levantamiento w.

1. Si la subdivision mizta fina de (A, A=™) no contiene ninguna celda mizta, devolver
R = 0. Caso contrario, continuar al paso 2.

2. Elegir al azar las coordenadas de una matriz B = (by) € Z™™ y un vector b =
(b1, ... bp—p) € Z"™.
n
3. Para todo 1 < h <n —m, tomar la forma lineal afin Ly = > by X; — by.
=1
4. Aplicar el algoritmo ToricSolve para obtener una resolucion geométrica (q(U),

v1(U),...,v,(U)) de los ceros aislados en (C*)" del sistema dado por los polinomios
P.Li,... Lo

5. Hallar un slp para los polinomios G := P(B~'Y), donde Y = (Y1,...,Y},) son nuevas

variables.
6. Calcular (w1 (U),...,w,(U)) := B(vi(U),...,v,(U)).

7. Aplicar el algoritmo GlobalNewton ([37, Algorithm 1]) a los polinomios del
sistema G(Y) y la resolucion geométrica (q(U),wn—m+1(U),...,w,(U)) de
V(G(b, Ynmit,---,Yn)) con precision MV,(A, A"=™) para obtener una resolu-

cion geométrica Ry .
8. Hallar la resolucion geométrica R := B~ Ry de V*(P).

OUTPUT: Una resolucion geométrica R de V*(P).
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La idea del algoritmo es elegir n—m formas lineales afines al azar y, si V*(P) no es el conjun-
to vacio, calcular en primer lugar una resolucién geométrica de V*(P)NV (Ly, ..., Ly—m).
Como P es un sistema genérico, por el Lema Bl sabemos que si Ly, ..., L, ., son formas
lineales afines genéricas, la variedad V*(P)NV (Ly,...,Ly,—m) es o bien el conjunto vacio
o bien un conjunto finito en (C*)™. Ademas, es vacio si y solo si V*(P) es vacio. En caso de
no ser vacio, el conjunto V*(P)NV (L1,. .., Ly_m) puede considerarse una fibra genérica de
una proyeccion lineal sobreyectiva genérica y, en consecuencia, permite recuperar V*(P).
Entonces, a partir de la resolucién geométrica de esta fibra y mediante un levantamiento
de Newton-Hensel, hallamos una resolucion geométrica de V*(P). Para hacer esto algorit-
micamente, realizamos un cambio de variables de manera que la proyeccion considerada

sea la proyecciéon a las primeras coordenadas.

Proposicion 3.4 Sea P = (p1,...,pm) un sistema de m < n polinomios genéricos en
Q[X1,...,Xy] con soportes A = (A1,...,An) en (Z>0)". El algoritmo probabilistico
GenericToricSolve calcula una resolucion geométrica de la variedad algebraica V*(P)
formada por la unién de todas las componentes irreducibles de V(P) C C" que tienen

interseccion no vacia con (C*)". La complejidad de este algoritmo es del orden de
O (n*(N + (n — m)n) log(d)M (D)(M(Y)(M (D) + M(£)) + D?)),
donde
“Ni= Y #4,
1<j<m
» d:=mdxi<j<m{deg(p;)},
s D= MV, (A AR
» T :=max{||n||}, donde el mdzimo se toma sobre todas las normales primitivas aso-

ciadas a celdas miztas de la subdivision de (A, A=) inducida por una funcién de

levantamiento genérica w,

&= MV (A X {0}, Ar(wi)s -+ Am(Wm), AlwWma1)s - - Awn))-

Demostracion: En el paso [l determinamos si el conjunto V*(P) NV (Ly,...,Ly—pm) (y
consecuentemente V*(P)) es vacio o no. Como el sistema dado por los polinomios P, L1, ..

*

Ly, es genérico, vale
VYP)NV(Ly,...,Lyp—m) =V (P)N(CH" )NV (L1,...,Lyn—m) (3.1)

y entonces, la cantidad de puntos en V*(P)NV (L1,..., Ly—m) es el volumen mixto de los
soportes A, A(»=™)_ Por [42], éste puede calcularse como la suma de los voliimenes mixtos
de las celdas mixtas de S, (A, A=),
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En el paso Bl elegimos al azar los coeficientes de un cambio de variables y de las formas

lineales afines Lq,..., L, . En el paso [§] obtenemos la codificacién rala de estas formas
lineales.
En el paso Hl buscamos una resolucion geométrica de V*(P) N V(Ly,...,Ly—p). Por la

igualdad (B, éste es el conjunto de los ceros aislados en (C*)™ del sistema genérico
P,L,...,Lyp_pm con soportes A, A(® ™) Para encontrar una resoluciéon geométrica de este
conjunto, aplicamos el algoritmo ToricSolve cuya complejidad expusimos en la Seccidén
212 De acuerdo a esto, la complejidad de este paso es O((n3(N + (n—m)n)logd+nl*+?)
M(D)M(Y)(M(D) + M(£))).

En los pasos Bl y [6] consideramos el cambio de variables dado por ¥ = BX y lo apli-
camos a los polinomios de P, obteniendo un nuevo sistema polinomial G, y a la re-
solucion geométrica calculada en el paso M Una forma de aplicar este cambio de va-
riables es calculando B~! con O(nQ) operaciones y usando B~! para calcular un slp
para los polinomios de G. Como la longitud del slp no depende del costo de invertir
B sino de multiplicar B~! por un vector, lo cual requiere O(n?) operaciones, la lon-
gitud de este slp es L = O(n? + nlog(d)N). Finalmente, como los grados totales de
los polinomios v1,...,v, estin acotados superiormente por D, la resolucién geométrica
(w1 (U), ..., w,(U)) = B(vi(U),...,v,(U))" puede calcularse con O(n*D) operaciones.
Con ese cambio de variables, (w1 (U),...,wn—m(U)) =by (q(U), wp—m+1(U),...,w,(U))
es una resolucion geomeétrica de los ceros aislados de V(G(b, Yi—m+1,...,Yn)) que se co-
rresponden con los ceros en (C*)" de V(P, L1,..., Lp—m).

Los polinomios que conforman la resolucién geométrica de V*(P) respecto de la proyec-
cion lineal dada por las variables Y estdn en Q[Y7,...,Y,_,,U] y tienen grados tota-
les acotados por D. Luego, basta hallar sus representantes en (Q[Y7,...,Y,_]/(Y1 — b1,

e Yo = by)PTYH[U]. Como los polinomios de la resolucion geométrica (q(U),
Whn—m+1(U), ..., w,(U)) pueden considerarse representantes en (Q[Y1,...,Y,_m]/(Y1 —b1,

ey Yo —bn—m))[U], en el paso[faplicamos sucesivamente a estos polinomios el algoritmo
GlobalNewton de [37, Algorithm 1] con precision D = MV, (A, A®~™)). Por [37, Lemma
2], codificando para cada aplicacion sucesiva los elementos de Q[Y1,...,Y,_,]/(Y1 — b,

Y —by_m)¥ como (k + 1)-uplas de slp (un slp por cada componente homogénea del
polinomio codificado), este paso requiere O((m.L + m2)M(D)D?) operaciones.

En el dltimo paso, el algoritmo vuelve a las variables originales de forma de obtener la re-
solucion geométrica de V*(P) buscada. Si la resolucion geomeétrica obtenida en el paso an-
terior es Ry = (¢(Y1,.. ., Yo, U), Wn—mse1 (Y1, o s Yoo, U)o ooy 0 (Y, ooy Yoo, U)),
se calcula (01,...,0,) = B.(Y1,..., Yn_m, Wn—mi1,---, W)t v finalmente se reemplaza en

n
los polinomios ¢, v1,...,0,, para todo 1 < h < n — m, la variable Y}, por > by X;. La
=1
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complejidad total de este paso es de orden O(n?D). O

3.1.2. Componentes afines

Dado un sistema polinomial ralo genérico, en esta seccién consideramos las componentes
irreducibles de dimension positiva que no intersecan (C*)"™ de la variedad que definen los

polinomios del sistema.

En primer lugar, mostramos en un ejemplo que un sistema ralo genérico con n polinomios
en n variables puede definir una variedad algebraica de dimensién positiva. Este ejemplo
también muestra que ni el volumen mixto ni el volumen mixto estable de los soportes
del sistema son cotas superiores para el grado de la variedad algebraica definida por los

polinomios.

Ejemplo 3.5 Sea P = (p1,p2, p3) un sistema ralo genérico con soportes A = (A, Ag, As3),
donde A; = {(1,1,2),(1,1,1)}, Az = {(2,0,1), (1,0,1)} y A3 = {(0,2,1),(0,1,1)}:

p1(X1, X2, X3) = aX1 X2 X2 + bX1 X2 X3
P = pa(X1, X2, X3) = cX? X3 +dX1 X3
p3(X1, X2, X3) = eX3 X3+ fX2 X3

con a,b,c,d,e, f € C* valores genéricos.

La variedad afin definida por los polinomios del sistema tiene 5 componentes irreducibles:

 {(21,22,23) € C° | 23 = 0},
o {(21,79,23) €C3 |21 =0,29 = —%},
» {(z1,29,23) € C? | 3 = -2, 2y = 0},
» {(21,79,23) €C3 |21 =0,20 =0} y
= {840
Cada una de estas componentes tiene grado 1, con lo cual el grado de V(P) es 5. Sin

embargo, MV3(Ay, A2, A3) = 1y SM(A1, A2, A3) < MV3(A1U{0}, A2U{0}, A3U{0}) =
4.
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X,=x,=0

X, = 0, X,= -f/e

X,= -d/c
X,=10 T

(-d/c]
(]

1

Figura 3.1: Componentes irreducibles de V(P)

Sea P = (p1,...,pm) un sistema polinomial genérico en las variables X = (X1,...,X},)
(donde m puede ser mayor a n), con coeficientes en C y soportes A = (A1, ..., A;,), donde
Aj C (Z>p)" para todo j = 1,...,m. Para todo I C {1,...,n}, sean Py y Jr como en la
Seccion

= P; es el sistema que resulta de evaluar X; = 0 para todo ¢ € I y decartar los

polinomios que se hacen idénticamente cero.

= J; es el conjunto de subindices de los polinomios del sistema P que no se anulan al

construir el sistema Pj.

Recordemos que notamos 77 : C* — C" #! a la proyeccion wr(xy,...,o,) = (T)ig1,
@y : CP#1 5 C™ a la funciéon que inserta ceros en las coordenadas i tales que i € I 'y AJI-

a los soportes de los polinomios (p;); de Pr.

Para una componente irreducible W de V(P), definimos el conjunto
Iy ={ie{l,...,n} | W C {x; =0}}.

Lema 3.6 Bajo las hipétesis anteriores, sea W una componente irreducible de V(P). En-
tonces dAim W = n — #Iw — #J1,,. Mds ain, 7, (W) es una componente irreducible de

V(Pr,,) C C#IW cuya interseccion con (C*)"~#IW es no vacia.

Demostracion: Si Iyy = {1,...,n}, W = {0} y #Jr,, =0, y no hay nada que probar. Si
no, sin perder generalidad, podemos suponer que Iyy = {r+1,...,n}y Jr, ={1,...,s},
conr >0y s <n.Notar que 7, : C" — C" es la proyeccion a las primeras r coordenadas
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y Pr, = (p1(X1,...,X,,0),...,ps(X1,...,X,,0)), donde 0 es el origen en C"~". Ademés,
W =mnr, (W) x {0} y 71, (W) C V(Pp,,) es irreducible.

Sea C' una componente irreducible de V(Py,, ) tal que 7, (W) C C C V(Py,, ). Entonces,
W c Cx {0} Cc V(P). Como C x {0} es una variedad irreducible y W es una componente
irreducible de V(P), vale W = C x {0}. Por lo tanto, 77, (W) = C es una componente
irreducible de V(Pr,, ).

T T

Ademas, W N <ﬂ {z; # 0}> # ) pues, de lo contrario, W C |J{x; = 0}, y como W es
i=1 i=1

irreducible, entonces W C {z; = 0} para algun 1 <1 < r. Luego, 71, (W) N (C*)" # 0.

Como Pr,, es un sistema genérico de s ecuaciones con ceros en (C*)", por el Lema B.I],

dim(wr, (W)) =r—s = (n—#Iw)—#J1, ¥, en consecuencia, dim(W) = dim(ny,, (W)) =

n— #Iy — #J1,, . O

En el resto de esta seccion vamos a describir la descomposicion equidimensional de V(P) C
C™ en funcién de los soportes de los polinomios del sistema. Comenzamos caracterizando los
conjuntos I C {1,...,n} tales que las componentes irreducibles de V(Pr) con interseccion
no vacia con (C*)"~#! dan lugar a componentes irreducibles de V(P). En este sentido, la
siguiente proposicion es una generalizacion del Lema 217 Notar que de la primera parte
de la proposicién se deduce la condicién necesaria y suficiente para que un sistema ralo
tenga solo finitos ceros en C™ que presentamos en la, Proposicion 2.23]

Proposicién 3.7 Con la notacion anterior, sea I C {1,...,n}. Entonces V(Pr)N(C*)"=#!

es un conjunto no vacio si y solo si para todo J C Jr, dim( ) A]I) > #J y, en ese caso,
jed

V*(Pr) es una variedad equidimensional de dimension n—#I —#Jr. Si W es una compo-

nente irreducible de V*(Pr), o1(W) es una subvariedad de V(P) que interseca () {x; # 0}.

igl
Ademds, o1 (W) es una componente irreducible de V(P) si y solo si para todo I C I,
#T + 447> #1+ 7.

Demostracion: Por el Lema Bl sabemos que, siendo P; un sistema genérico con soportes

(.Af)jejl, V(Pr)N(C*)"=#1 £ () si y solo si para todo J C Jz, dim( > A]I) > #J. Ademas,
JjeJ
como P; es un sistema de #J; ecuaciones en n — #1 variables, la variedad V*(Pr) es o

bien el conjunto vacio o bien una variedad equidimensional de dimension n — #I — #J;.

Sin perder generalidad podemos suponer que I = {r + 1,...,n}. Sea W una componente
irreducible de V*(P;) C C". Notaremos 0y, al origen en C* para cada k € N.

Por un lado, supongamos que existe un subconjunto IcI para el cual #T+ #J; < #I1+
#.J;. Nuevamente, podemos suponer, para facilitar la notacion, que I = {r+1,...,n} con
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7 > r. La variedad W x {07_,} esta incluida en V'(P5) pues para todo cero { = ({1,...,&;)
de Py vale que (£,0,,) € V(P) y por lo tanto (§,07_,) es un cero de P;. Como W x {07, }
es irreducible, est4 contenida en una componente irreducible W de V(P5), y como Pjes un
sistema de #J7 polinomios en n—#1 variables, la dimension de W es al menos n—#1—#J5.

En consecuencia, tenemos que
dim(W) > n — #1 — #J3 > n — #1 — #J; = dim(W),

donde la ultima igualdad vale por el Lema Bl aplicado al sistema P; y la componente
irreducible W de V*(Pr). Entonces, (W) =W x {0} € W x{0,_z} C V(P) y, por
lo tanto, ¢r(WW') no es una componente irreducible de V(P).

Por otro lado, si ¢ (W) =W x {0,,—,} no es una componente irreducible de V(P), existe
una componente irreducible W de esta variedad tal que W x {0,—,} € W. Por lo tanto,
Iy ¢ 1. Sin pérdida de generalidad, supongamos que Iy = {F+1,...,n} con 7 > r.
Por el Lema 3.6, 77 (W) es una componente irreducible de V/(Pr_) que interseca (C*)".
Entonces,

n— #ly — #Jr = dim(r (W) = dim(W) > dim(W) = n — 41 — #J;,

y por lo tanto, #I + #Jr > #Iy; + #J1..- O

Por la proposicion anterior, si ® es el conjunto

o — {I C Lo} [V CJp, dim(Y AL > #J; VI C L, #1054+ #1 > #J; + #I},
JjeJ
(3.2)
las componentes irreducibles de la variedad V(P) C C" estén contenidas en la familia de
los subespacios lineales () {z; = 0} indexados por los I € ®.
el
Recordemos que usamos la notacion V*(Pr) para referirnos a la union de todas las com-
ponentes irreducibles de V(P;) que cortan a (C*)"~#!. Por el Lema y la Proposiciéon
B, para todo I € ®,
p1(V(Pr)) = U w.

W componente irreducible
de V(P) tal que Iyyy=I

Esto nos permite dar la caracterizacion de la descomposicion equidimensional de V(P)
mencionada al principio de la seccion. Ademés, usando el Lema B.1], podemos calcular el
grado de V(P):
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Teorema 3.8 Sea P = (p1,...,pm) un sistema genérico de polinomios en n wvariables
con soportes A = (Ai,..., Ap) contenidos en (Z>o)". Para k = 0,...,n, sea Vi(P) la
componente equidimensional de dimension k de V(P). Entonces, con la notacion previa,

ViP)= |J e (VH(PD).
Ied,
#I+# T =n—Fk

Ademads,

deg(V(P)) = > MVy_p(Al, A—#I=#J0))

Icd®

Usemos el teorema anterior en un ejemplo para hallar las componentes equidimensionales

de la variedad definida por un sistema polinomial ralo genérico.

Ejemplo 3.9 Consideremos un sistema de polinomios en Q[X7, X9, X3, X4| genérico con
soportes A = (Ay, Az, A3, Ay), donde A; = {(1,0,0,1),(2,0,0,2),(1,1,1,0),(0,1,1,0)},
As = {(1,1,0,0),(1,2,0,0),(1,0,1,1),(0,0,1,1),(0,0,1,2)}, A3 = {(1,1,0,1),(1,0,1,1),
(0,1,1,0),(0,1,1,1)} y A4 = {(1,0,0,0),(2,0,0,0),(1,1,0,0),(0,0,2,0),(0,0,1,1)}:

p1(X1, Xo, X3, X4) = a1 X1 Xy + a12X7 X7 + a13X1 X2 X3 + a14 X2 X3

p_ p2(X1, Xo, X3, X4) = ao1 X1Xa + a22 X1X3 + aos X1 X3X4 + aoa X3 Xy + aps X3 X3
p3( X1, Xo, X3, Xy) = az1 X1 X0 Xy + a3 X1 X3Xy + az3 Xo X3 + a3 X2 X3X)
pa(X1, X2, X3, X4) = an X1 + agoX? + as3 X1 Xo + aga X2 + as5X3Xy

Con la notaciéon anterior, el conjunto ® definido en ([3.2]) es

& = {0,{1,2},{1,3},{2,3}, {2, 4}, {3,4}}.

Calculando n — #I — #.J; para cada elemento de ®, vemos que las componentes equidi-
mensionales de V (P) son:

n ‘/O(P) — V*( )U {(O 0 az4a45 %),( aq1 O 0 011042) ( % + a21a43 _ Aa21 O 0)}

? agsaaq’ asg’ ’ aizaq1 a22a42’  a22’
pues:

e Para I = (), por el Teorema de Bernstein, existen exactamente MV4(A) = 19
ceros aislados en (C*)%.

e Para I = {1,2}, buscamos los ceros en (C*)? de

a4 X3Xy + ags X3X32

Py =
2 ag X3 + asX3X,y
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(24045 (24
, ——> }, obtenemos el cero de P:
a25044 Q25

1.2y (Vi (Ppgy)) = {(0,0,

Como V*(Py12y) = {(

24045 a24) }
,——— ) ¢-
25044 a25

e Para I = {2,3}, buscamos los ceros en (C*)? de

a11 X1 X4 + a1 X2 X}

Plagy =
an X1 + apX?
as1 aiia
Como V*(Pya3y) = {( - ﬁ, U 42) }, obtenemos el cero de P:
’ a42 12041
aq1 11042
VP :{(——,0,0, )}

¢12,3)(V (Pr23y)) oo P,

e Para I = {3,4}, buscamos los ceros en (C*)? de

a9 X1Xo + azn X1 X2

Paay = )
a41X1 + a2 X7 + a3 X1 Xo

a4 21 @43
Como V*(Pyza) = { (= ==+

)
42 22042

* a41 421043 a21
034V (Ppay)) = {( T un + P —a—22,0,0> }

_%) }, obtenemos el cero de P:

a22

» Vi(P)={z € C! |29 =0,24 = 0,a4171 + a427} + agax3 = 0} pues:
e Para I = {2,4} buscamos los ceros en (C*)? de

Progy = {a41X1 + ap X7 + auX3.

Como V*(P{QA}) = {(2?1,2?3) | aq171 + agx? + a44x§ = 0}, obtenemos la curva
de ceros de P:

04V (Ppay)) = {xz = 0,24 = 0,a41%1 + Q4973 + agri = 0}.
s Vo(P)={x € C* |z =0,23 =0} pues:
e Para I = {1, 3} buscamos los ceros en (C*)? de
Ppg = 0.
Como V*(Py133) = C2, obtenemos el plano de ceros de P:
@{1,3}(V*(P{1,3})) = {xl =0,23 = 0}.
s V3(P) =0 pues n — #I — #J; < 3 para todo I € P.
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3.2. Algoritmos para sistemas genéricos

En esta seccion analizamos las condiciones que definen el conjunto ® introducido en ([B.2]) y
desarrollamos un algoritmo que permite encontrar una familia de conjuntos I C {1,...,n}
apropiada que contiene a ®. A continuacion, usamos esa familia para hallar algoritmica-

mente la descomposicion equidimensional de V (P).

3.2.1. Conjuntos de indices

Por la Proposicion BT para hallar las componentes afines de V(P) buscamos los I C
{1,...,n} que sean elementos del conjunto ® definido en (3,2]), es decir que cumplan que:

1. VJ C Jp, dim(3 AL > #J,
jed

2. VI C I, #J5+#I > #Jr + #1.
Estos son exactamente los conjuntos I tales que I = Iy para alguna componente irreducible
W de V(P) en C™.

Para todo I C {1,...,n} que cumpla la condicion 2] tenemos que #I + #J; < #0+ #Jy =
m. En particular, #1 < m. Ademads, en el caso en que m > n, como P es genérico, una
condicién necesaria para que P; tenga ceros en (C*)"~#! es que #1+#.J; < n (es decir que
la cantidad de ecuaciones #.J; no supere la cantidad de variables n — #1). Esta condicién
es mas débil pero mas facil de chequear que la condicion [Il Veamos un algoritmo que busca,
los conjuntos I que satisfacen esa desigualdad y la condicion 2

Algoritmo 3.10 SpecialSets
INPUT: Una familia A= (Ay,...,Ay) de conjuntos finitos en (Z>o)".

1. Sp := min{n,m}.
2. ®=0.

Si Sy =m, agregar (0,{1,...,m}) al conjunto ®.
3. Para k=1,... min{n,m}:

Para todo I tal que #1 = k:

a) S =min{{Sr}rcr,4r—k—1,k + #J1}.
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b) Si S;p=k+ #J1, agregar (I,Jr) al conjunto .
OUTPUT: El conjunto ® de todos los pares de subconjuntos (I,Jr), tales que I C

{1,....n}, #1 + #J; < n y para todo Ic I, #fIV—I-#J'fZ #I1 + #J;.

El siguiente resultado nos permite asegurar que el conjunto obtenido por el algoritmo
satisface las propiedades enunciadas en el output:

Lema 3.11 Con la notacién anterior, para cada I C {1,...,n} tal que #I < m wvale la
igualdad St = min{n, #1 + #J7}.
IcIl

Demostracion: Usando induccion en #I, en primer lugar si #1 = 0 tenemos que Sy =
min{n, #0 + #Jy} yva que #Jy = m.

Sabiendo que la igualdad vale para todo subconjunto de k—1 elementos, sea I C {1,...,n}
tal que #1 = k. Para todo To C I subconjunto propio de I, existe I’ C I tal que #I' = k—1

y Iy C I'. Por la hipétesis inductiva, S; = min{n, #1 + #J7}; en particular, Sy <
icr

#T0+#J70. Como por la definicion de St sabemos que S; < Spv, entonces S; < #T()+#JI~O
y St < n. O

En cuanto a la complejidad del algoritmo SpecialSets, usaremos la notacién de los al-
m

goritmos anteriores N = ) #A;. Podemos observar que para cada I tal que #I = k,
=1
en el paso [ basta chequear para cada o = (aq,...,0p) € Aj, 1 < j < m,sia; >0

para algin ¢ € I. Entonces, se requieren a lo sumo kN + #J; + 1 operaciones pa-
ra calcular k + #J;. Tomar el minimo entre k£ + 1 niimeros requiere hacer k& compara-
ciones, con lo cual el paso 3a tiene una complejidad de k(N + 1) + #J; + 1. Esto se
realiza para cada subconjunto de {1,...,n} de k elementos con 1 < k < min{n,m},

con lo cual la cantidad de operaciones del algoritmo estd acotada superiormente por
min{n,m}

1+ Y ()EN+1)+m+1) <1402 YN +1)+ (2" —1)(m +1). Como m < N,
k=1
esta complejidad es del orden de O(nN2").

Los ejemplos que siguen muestran que no es posible evitar una complejidad exponencial
en el numero de variables, ya que la cantidad de elementos del conjunto ® puede ser de

ese orden.
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Ejemplo 3.12 Sean A = (A4,...,A,) la familia de conjuntos finitos en (Z>o)" tal que
A; = {ej,e1 +ej,...,en + e} para todo 1 < j < ny P = (p1,...,pn) un sistema
de polinomios genéricos con soportes A. Observar que, para todo 1 < j < n, p;(X) =
X;L;j(X), donde L;(X) es una forma lineal afin genérica. Para este sistema y para todo
I C{1,...,n},elsistema Pj tiene n—+#1 ecuaciones en n—#1I variables y exactamente una
solucion de coordenadas no nulas. Es facil ver que en este caso ® = {I | I C {1,...,n}},

que tiene 2" elementos.

Ejemplo 3.13 Sea P el sistema genérico de n polinomios en 2n variables

p1( X1, .., Xop) = a1 X1 Xo + a10X3Xy + -+ + a1, Xon-1Xon

(X1, .., Xon) = a1 X0 Xo + an2 X3 Xy + - + apn Xon—1Xo,

Usando la notacion e; para referirnos al j—ésimo vector de la base candnica de R?", para
todo 1 < j < n, el soporte de p; es A;j = {ea—1 + €2, | 1 < k < n}. Los elementos de ®
son los conjuntos de la forma Is = {2k —1 | k€ S} U{2k | k € {1,...,n}\ S} para todo
S C {1,...,n}. Este sistema define una variedad afin con 2" componentes irreducibles de
dimension n: los subespacios de la forma {(x1,...,72,) € C* | z; = 0 para todo i € I}
para todo I € .

El output del algoritmo SpecialSets estd formado por 2" + 1 elementos y todos ellos
corresponden a un subconjunto de {1,...,2n} que pertenece a ® excepto uno: el par
(0,{1,...,2n}). Como el soporte de los polinomios tiene n puntos, su dimension es menor
que n, con lo cual ) no estd en ®.

En el siguiente ejemplo el algoritmo SpecialSets devuelve como output tnicamente los
pares (I, Jr) que permiten conseguir las componentes de ceros del sistema:

Ejemplo 3.14 Sea A = (A,,...,A,) una familia de subconjuntos finitos de (Z>o)" tales
que MV, (A) > 0, paratodo 1 < j <nvale0 & A,y para todo 1 <i < n existe un entero
d;, positivo que cumple dj,e; € A;. Para todo 1 < j < n, sea p; un polinomio genérico
con soporte Aj. Notar que para todo I # {1,...,n} el polinomio (p;); es no nulo. Luego,
para todo 1 < k <n — 1y todo I tal que #I = k tenemos que k + #J; > n con lo cual
® c {(0,{1,...,n}),({1,...,n},0)}. Como la cantidad de polinomios es la misma que la
de variables y #.J1, ny =0, ®={0,{1,...,n}),{1,...,n},0)} = ®.

Un caso particular de sistemas ralos es el de los denominados unmized, que son aquellos
cuya familia de soportes A = (A1,...,4,,) cumple que A; = --- = A,,. Observar que, en
este caso, para todo I C {1,...,n} vale que o bien J; =0 o bien J; = {1,...,m}.
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En lo que sigue, reformularemos nuestra caracterizacion de los elementos del conjunto ®
para estas familias de soportes y daremos un algoritmo para el célculo de este conjunto.

Lema 3.15 Sea A = (Ay,...,Ay) una familia de conjuntos finitos en (Z>o)" tal que
Ay =+ = A,,. El conjunto () es un elemento de ® si y solo si dim(Ay) > m. Un conjunto
I C{l,...,n} no vacio es un elemento de ® si y solo si #I < m, #Jr =0y #J;=m
para todo Tg 1.

Demostracion: Como todos los soportes son iguales y Jy = {1,...,m}, en el caso de ) la
condicion dim( ) A?) > #J para todo J C Jp es equivalente a que dim(A4;) > m.
JjeJ

Si I € ® es no vacio, como #J; < #Jr + #I < #Jy + #0 = m, entonces #.J; = 0. De
la misma forma, #1 < m. Ademas, para todo I C I vale #J; > 0 pues #J7 + #T >
H#Jr+ #I = #1 > #1.

Si I C {1,...,n} no vacio es tal que #I < m, #J; = 0 y #J7 = m para todo fg 1,
entonces para todo I C I vale que #J5 + #Tz m > #Jr + #I1. Ademas, como #J; = 0,

la condicion sobre la dimension de .AJI es trivial. O
JEJI

Observemos que, para I C {1,...,n}, vale que #J; = 0 si y solo si X € (X; | i € I) para
todo o € Aj.

Dado a € A; llamamos v, al vector de n coordenadas tales que (v,); = 0sia; =0y
(Va)i = 1sia; > 0. Sea T el ideal de Q[X7, ..., X,,] definido por Z = (X"~ | a € A;). Notar
que T = /(X*|a € Aj) y que las componentes irreducibles de V(Z) son subespacios
coordenados de C™ (ver [16, Chapter 9, Section 1, Proposition 1]). Usando la notacion

Wr={zeC" |z, =0Viel}

para todo I C {1,...,n}, para cada W componente irreducible de V(Z) existe I C
{1,...,n} tal que W = Wr.

Proposicion 3.16 Dado I C {1,...,n}, son equivalentes:
a) I es un conjunto minimal con la propiedad de que #J; = 0.

b) El subespacio lineal Wy es una componente irreducible de V (I).

Demostracion: Por un lado, si I es tal que #J; = 0, X”* se anula sobre W; para todo
a € Ay, con lo cual Wy esté contenido en V(Z). Como Wi es irreducible, esta contenido
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en alguna componente irreducible Wy de V(Z). Entonces I’ C I, y por la minimalidad de
I son iguales.

Por otro lado, si W; es una componente irreducible de V' (Z), se tiene que #J; = 0. Si
I' € I cumple que #Jp = 0, Wy es una variedad irreducible contenida en V(Z). Como
contiene la componente irreducible Wy, son iguales y, por lo tanto, I’ = I. O

Teniendo en cuenta esta proposicion y el Lema [3.15] nos interesa hallar los conjuntos I no

vacios de cardinal menor o igual a m que dan lugar a componentes irreducibles de V(7).

Notemos A; = {a,..., oM} y para todo 1 < k < Ny, Zj; = (X% . X"®),
Observando que V(T) = U (i =0}y V(Ter) = V@) ( U {mi=0}),
i|(v_(1))i7#0 i|(V_ (k+1))i#0

obtenemos el siguiente algoritmo:

Algoritmo 3.17 SpecialSetsUnmixed
INPUT: Un conjunto finito Ay = {aM, ..., aN)} C (Z>0)™ y un nimero natural m.

1. SL=SL"=0.
2. Parai=1,...,n, si ozz(.l) # 0, agregar {i} al conjunto SL.
3. Para k=2,...,Ny:
a) Tomar SL' := SL y SL := 0.
b) Parai=1,...,n, si ozz(k) #£0,
Para todo I € SL', si #I1 U {i} < m, agregar I U {i} a SL.

¢) Para todo I € SL
Para todo I' € SL\{I}, si I' C I descartar I de SL.

OUTPUT: El conjunto SL = ®\{0}

Aplicando el paso 3 para cada k obtenemos los conjuntos I tales que Wy es una componente
irreducible de V(Z) de dimensién mayor o igual a n — m. Cuando k = Ny, por el Lema
315y la Proposicion B.I6] el output del algoritmo es exactamente ®\{0}.

Esto nos permite dar una caracterizacion més precisa de la descomposicion equidimensional

para sistemas unmixed y un algoritmo para calcularla.
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Proposicion 3.18 Sea P = (p1,...,pm) un sistema ralo genérico con soportes A =
(Ai,..., Ap) en (Z>o)" tales que Ay = -+ = Ay, Para k = 0,...,n — 1, sea Vi(P)
la componente equidimensional de V(P) de dimension k. Entonces,

w sik#n—m, Vi(P)= U {z € C" | z; =0 para todo i € I}

#I=n—k,#J;=0,
#Jz=m vIcI

w sim<n, V_n(P)=V*(P)U U {x € C" | z; = 0 para todo i € I}.

#I=m,#J =0,
#JIg=m vicr

Esta descomposiciéon equidimensional se puede obtener algoritmicamente aplicando los
algoritmos GenericToricSolve y SpecialSetsUnmixed. La complejidad del algoritmo
SpecialSetsUnmixed y del cédlculo de la descomposicién equidimensional para sistemas
unmixed genéricos sera calculada al final de la Seccion B3

3.2.2. Descomposiciéon equidimensional

Presentamos a continuaciéon un algoritmo que calcula la descomposicion equidimensional
de V(P) C C" para un sistema de polinomios P = (p1,...,pm) en Q[X1,..., X,] genérico
con soportes arbitrarios A = (Ay,...,Ay), donde A; C (Zx()" para todo 1 < j < m.
Usaremos como antes la notacién @ para la coleccion de pares de conjuntos (I, Jr) donde
IC{l,..,n}, #I+#Jr <nyVICI, #I+#J->#I+#J;.

Algoritmo 3.19 GenericAffineSolve

INPUT: Un sistema de polinomios P = (p1,...,pm) en Q[X1,..., X,] genérico con sopor-
tes A= (A1,...,An) en (Z>o)", codificado en forma rala.

1. Aplicar el algoritmo SpecialSets a la familia A para obtener el conjunto P.
2. Vi :=0 para todo 0 < k <n—1.
3. Para todo (I,J;) € ®:

a) Para cada j € Jr, calcular AJI- = {mr(a) | @ € A; tal que a; = 0 Vi € I}.
Obtener la representacion rala del sistema Py con esos soportes.
b) Aplicar el algoritmo GenericToricSolve al sistema ralo Pr para obtener una

resolucidn geométrica R de V*(Py).

c) Si R #0:
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1) Obtener la resolucién geométrica pr(RY) de la unidn de todas las compo-
nentes irreducibles W de V(P) tales que Iy = I.

2) Sin—#I —4J; =k, agregar or(R") a la lista Vy,.

OUTPUT: Una familia de listas Vi, 0 < k < n — 1, de resoluciones geométricas, donde
cada lista Vi describe la componente equidimensional de V(P) de dimension k o es vacia

st dicha componente lo es.

Por la Proposicion B2y el Teorema [B.8], aplicando el paso 3 para cada I € ® obtendriamos
todas las componentes equidimensionales de V' (P) para un sistema genérico P con soportes
A. En lugar de buscar @, el algoritmo anterior obtiene en primer lugar el conjunto d por
medio de la subrutina SpecialSets. Observar que, para todo I € ®, (I,.J;) € P. Luego, el
paso 3b permite chequear para cada conjunto I encontrado con la subrutina SpecialSets
si I € ® y al mismo tiempo (en caso de que asi sea) encontrar las componentes de ceros
de V(P) que intersecan () {x; # 0}.
il
En cuanto a la complejidad del algoritmo, en el paso 1 la complejidad de aplicar la subru-
tina SpecialSets es O(nN2"). El paso 3a no modifica el orden de la complejidad. En el
paso 3b, utilizamos un pre-procesamiento que calcule las celdas mixtas en una subdivision
mixta fina de (A, A=#I=#J1)) inducida por un levantamiento genérico (como en los al-
goritmos anteriores, no incluimos el costo de este proceso previo en nuestras estimaciones
de complejidad). Este pre-procesamiento permite también decidir si un conjunto I cumple
que dim(;].A][) > #J para todo J C Jj, es decir, decidir si el conjunto I € ® (es la
j€

condicién que no le pedimos a los elementos de 5), ya que por la Proposicion esta
condicion es equivalente a que MV,,_y (A, A®=#I=#J1)) > 0. Entonces, la complejidad
del paso 3 se considera solo para los conjuntos I € ®. Para cada uno de ellos, en el paso 3b
aplicamos el algoritmo GenericToricSolve. Sillamamos Ny, dy, Dy, Ty & a los valores
asociados a la complejidad de aplicar el algoritmo al sistema P; para cada I € ®, por la
Proposicion B4l 1a complejidad total de este paso es del orden de

O D00 — #1> (Ny + (n — 41 — 4#J1)(n — #1)) log(d) M (Dy)
Ie®
(M(C1) (M(Dy) + M(£D) +D3) ).
Para estimar la suma sobre ®, se puede observar que para todo I € & vale Ny <

> #A; = Nydr <maxi<j<m{deg(pj)} = d. Ademas, por el Teoremal3.8 D := )  D; =
j=1 Icd®
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deg(V (P)). Para acotar &, tomamos wpsx el méximo valor que toman las funciones de
levantamiento de los soportes Al para todo I € ®. Entonces, para cada conjunto I € ®,

vale

€ < MVi_gpria (A x {0}, (A] X {0, wmax}) ey (A X {0, wangoe}) #7710
< wmé)(((n — I — #JI)MVW#I(AI, A(n—#]—#JI))

£ MV (A]) e, AT ),
Ledr
donde la primera desigualdad es consecuencia de la monotonfa del volumen mixto y la
segunda se prueba como en [45], Lemma 2.3]. De esta manera, y como el paso 3¢ no cam-
bia esta complejidad, si Engy = maxrep{(n — #I — #J)MV,_yr (AL, A—#I=#J1)) 4

> MVn_#I((A]I-)j#, AM=#I=#IH DN ¢ = méxreg {1}, obtenemos el siguiente
ledy
resultado:

Teorema 3.20 Sea P = (p1,...,pm) un sistema de polinomios en Q[X1,..., X, ]| genérico
con soportes A = (A1, ..., Am) en (Z>o)". El algoritmo probabilistico GenericAffineSolve
calcula, para todo 0 < k < n — 1, una lista V}, de resoluciones geométricas. Cada lista Vy,
describe la componente equidimensional de V(P) de dimension k o es vacia si dicha com-

ponente lo es. Usando la notacion anterior, la complejidad del algoritmo es del orden de

O (n2"N +n*(N +n?)log(d)M (D) (M (Ymax) (M (D) + M(wmaxEmax)) + D?)) .

3.3. Cota para el grado

Para un sistema ralo genérico P con soportes fijos, el Teorema [B.8 nos permite calcular
exactamente el grado de la variedad V(P). Sin embargo, a diferencia de las cotas para la
cantidad de soluciones aisladas, este “grado genérico” no es una cota superior para el grado
de una variedad definida por un sistema particular con los mismos soportes. Veamos un
ejemplo de esto:

Ejemplo 3.21 Sea F' = (f1, fo, f3) el sistema de 3 polinomios en 3 variables dado por los

polinomios
1=X1Xo—X; —Xo+1=(X; —1)(X2—1)
fo=X1Xs5—-X; —Xs+1=(X; —1)(X5—-1)
f3=XoX3—Xo—X3+1=(Xo—1)(X35—-1)
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La familia de soportes de este sistema es A = (Aj,.A3, A3), donde A; = {(0,0,0),(1,0,0),
(0,1,0),(1,1,0)}, A2 = {(0,0,0),(1,0,0),(0,0,1),(1,0, 1)} y A3 = {(0,0,0),(0,1,0),(0,0,1),
(0,1,1)}. La variedad definida por el sistema F' est4 compuesta por las rectas

{(1, 1,.%'3) ’ T3 € (C}, {(1,.%'2, 1) ’ xro € (C} y {(.%'1, 1,1) ‘ xr € (C}

y tiene grado 3. Sin embargo, la variedad definida por un sistema polinomial genérico
con los mismos soportes tiene grado MVs(Ay, Az, A3) = 2. Dado que el volumen mixto
de los soportes acota la cantidad de ceros aislados de coordenadas no nulas del sistema,
podria pensarse que esta diferencia esta relacionada con las componentes de ceros que no
intersecan (C*)3. Sin embargo, esto no es asi, ya que en este ejemplo cada una de las

componentes irreducibles tiene interseccion no vacia con (C*)3.

Para sistemas arbitrarios F' de n ecuaciones en n variables, presentamos la siguiente cota

para el grado de la variedad V (F):

Teorema 3.22 Sea F = (fi1,..., fn) un sistema de n polinomios en C[Xy,...,X,] con
soportes A = (Ay,..., An) en (Z>o)". Sea A el conjunto de vértices del simplex standard
de R™. Entonces

deg(V(F)) < MV, (ATUA, ... A, UA).

Antes de probar el teorema, introduciremos cierta notaciéon y probaremos un resultado
previo. Sean r; = #(A; UA) —1paratodo 1 <j<nyp:C" = P" x P x .- x P el
morfismo

(@) = ((1:2),(@)acaun - (T)aca,ua) - (3.3)

Notando f; = ). a;oX® para todo 1 < j < n, sea L; la forma lineal en P"s dada por
aCA;
Li= > ajaXjq Llamemos X = ¢(C").

OéE.Aj

Para todo 0 < k < nytodo S C {1,...,k} definimos recursivamente las variedades X}, g

de la siguiente manera:
1. XO,@ — X
2. Paratodo 1 <k<nySc{l,... ,k}:

= Sik ¢S, Ay s es launion de las componentes irreducibles de &j,_; g incluidas
en {L; = 0}.
» SikeS, &g es la interseccion de {Lj = 0} con la unién de las componentes

irreducibles de X}, _; ¢\ ()} que no estén incluidas en {Lj = 0}.
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Notar que, para todo 0 < k <nytodoS C {1,...,k}, la variedad &}, g es equidimensional
de dimension n — #5: En el caso de Xy = ©(Cn), la dimension es claramente n. Con
kE > 0, tenemos dos casos posibles. Para &}, g con k ¢ S, por definicion, A}, g es la uniéon
de algunas componentes irreducibles de Xj_; ¢ que tienen dimensién n — #5. Por otro
lado, para X} g con k € S, esta variedad es la union de la interseccién de {L; = 0} con
algunas componentes irreducibles de X} _; ¢\(x) que tienen dimension n — #S + 1. Como
las componentes consideradas son aquéllas que no estan contenidas en {Lj = 0}, cada una

de las intersecciones es o bien vacia o bien tiene dimensién n — #5.

Sean W una subvariedad equidimensional de X' y r, k € Z>( tales que n—k+r = dim(W).
En el mismo espiritu que la definicién de grado de una variedad definimos

deg(r0,.1, ) (W) = max {# (W 0 ﬂ{eoj —0}n ﬂ {t;=0})}

j=k+1
donde el méximo es sobre las intersecciones finitas W N ﬂ {tp; = 0} N ﬂ {¢; = 0}
Jj=1 Jj=k+1
de W con los ceros comunes de las (n — k +r)-uplas (¢o1,...,%,,lk+1,--.,Ln) tales que
lo1,...,%, son formas lineales en P" y {11,..., ¥, son formas lineales en P"*+1,. .  P™

respectivamente. El namero k£ > 0 indica que intersecamos los tltimos n — k espacios
proyectivos P"k+1 ... P con hiperplanos mientras que P™, ... P"* no se cortan. Al igual
que para el grado de una variedad (Ver la Definicion [[3]y [40]), la cantidad de puntos en la

interseccion WnN ﬂ {lp; =0}N ﬂ {¢; = 0}, cuando es finita, esta acotada superiormente
J=1 J=k+1
y el maximo se alcanza genéricamente.

Enelcasoder =k =0y W = X, sean Zl, . ,Zn las formas lineales genéricas L; =

Y. jaXja- Tenemos que deg( g, 1,)(X) es la cantidad de ceros comunes en (C*)" de
acAj;UA

zj((Xa)aeAjUA) = > G, X para todo 1 < j < n. Sea gj(X) = ¥ 40X para
acA;UA aEA;UA
todo 1 < j < n. Observamos que G = (g1,...,9n) €s un sistema genérico con soportes

(A1 UA, ..., A, UA). Luego,

deg(g,09,1,)(X) = MV (A1 UA, ..., A, UA). (3.4)

Lema 3.23 Con las hipdtesis y notaciones previas,

deg(h—45,0,,1,_0) (Xk,s) =

2 deg(k+1*#5,0k+1,1nfk71)(Xk""lvs) + deg(k*#570k+171n7k71)(XkﬂleSU{kﬂLl})'
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Demostracion: Para toda variedad &}, g, llamando /{’;/S a la uniéon de todas las compo-
nentes irreducibles de X} g que no estan contenidas en {L,;; = 0}, tenemos que X} g =
Xj41,5U X g. Dada una variedad equidimensional W tal que dim(W) = n—k+r, sabemos

T
que el grado deg,.q, 1, ,)(WW) es genéricamente la cantidad de puntos en WN Aﬂl{éoyj =0}n
]:
n
N {¢{; =0} paralyy,..., Ly, formas lineales genéricas en P" y £ 11, ..., ¢, formas linea-
j=kt1
les genéricas en P™+1, ... P". Usando esta propiedad para las tres variedades X} g, Xjy1.5

y Xk,s, tenemos que

deg(r—p5,0,,1,_1) (Xh,s) = degrps.0,1, ) (Xrr1,5) + degeps 0,1, ) (Xk,s)-

Al definir el morfismo ¢ en (B3] agregamos a cada uno de los soportes Aj,..., A, el
conjunto A de los vértices del simplex standard de R"™. Por esta razon, las coordenadas
en P" de cada punto de las variedades X} g C P" x P™ x --- x P"™ figuran nuevamen-
te entre las coordenadas de ese punto en P'7 para todo 1 < j < n. En consecuencia,
si cortamos A}y s con el hiperplano definido por una forma lineal ¢y en P" da como
resultado la misma variedad que al cortar &jy; g con el hiperplano definido por una
forma lineal (11 en P"*+1 que involucre las mismas variables y tenga los mismos coe-
ficientes en esas variables que fg, es decir X419 N {ly = 0} = Xpy1.9 N {lp41 = 0}
De esta manera, y nuevamente usando la genericidad del grado definido y que es cota
superior para la cantidad de puntos en la intersecciéon considerada, tenemos que

deg(kf#S,Ok,lnfk)(XkJrl,S) 2 deg(k+1—#s,ok+1,1n,k,1)(Xk+1,s)7 y

deg (k450 1,_0)(Xk,s) = €50, 1,10 s_1) <Xk,s N{Lks1 = 0})

deg(k—p5,0 41,10 k1) (Xot1,50{k+1})-

O

Ya podemos probar nuestra cota para el grado de la variedad definida por un sistema ralo

arbitrario de n ecuaciones con n incégnitas:

Demostracion del Teorema[322: Sea mw : P xP™ x - .- xP™ — P" la proyeccion al primer

factor. Inductivamente, vemos que, para todo 0 <k <n, V(fi,...,fr) € U 7(Xks)
Sc{1,...k}
enP:sik>1y (1:2)€V(fi,...,fr), por hipotesis inductiva existe Sop C {1,...,k—1}

tal que (1 : z) € m(Xy_15,)- Entonces, p(x) € Xy_1.5, ¥ Lr(¢(z)) = fr(x) = 0. Segin a
qué componente irreducible de Xj_; g, pertenece (), tenemos que p(x) € Aj g, 0 bien

o(r) € Xy sougry, con lo cual (1:z) =n(p(x) e U 7(As).
Sc{1,...,k}
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En particular, V(F)C |J 7(&X,,5). En consecuencia,
Sc{1,...,n}

deg(V(F)) < deg( U W(Xmg)) < Z deg (X, ).
Sc{1,...,n} Sc{1,...,n}

Como el grado de (&, g) es la cantidad de puntos en la interseccion de esa variedad
con tantos hiperplanos genéricos como su dimensiéon, que es la misma que la cantidad
de puntos en la interseccion de &}, ¢ con tantos hiperplanos genéricos en P" como su
dimensién, por la definicién del grado deg(, 4., 14)(Xn,s), tenemos que degm(X; 5) =
deg(,—45,0,.,10)(Xn,s) para todo S C {1,...,n} Luego,

deg(V(F)) < Z deg(n—45,0,,10) (Xn,s)-
Sc{1,...,n}

Por induccion, aplicando el Lema [B23] tenemos que la sucesion de nameros

> degr_450.1, 5)(Xks) para 0 < k <n es decreciente. En particular,

Z deg(n—45,0,,10)(Xn,s) < dego,0,,1,,)(X0,0)-
Sc{1,...,n}

Teniendo en cuenta las desigualdades anteriores y la igualdad ([B.3]), concluimos que

deg(V(F)) < > degm_pso,.10)(Xn,s)
Sc{1,...,n}

< deg(o,00,1,,)(X0,0) = MV (A1 UA, ..., A, UA).

O

En el siguiente ejemplo mostramos un sistema de polinomios para el cual la cota para el
grado dada en el Teorema resulta ser mucho mayor que el grado de una variedad
definida por polinomios genéricos con los mismos soportes, y sin embargo para el sistema
particular considerado, dicha cota se alcanza.

Ejemplo 3.24 Sea r < n y sean fi,...,f, € Q[Xy,...,X,] polinomios con soportes
S={a € (Z=o)" | s < dparatodol <i <ryoa; =0paratodor+1<i<n} (es
decir, fi,..., f, son polinomios en las variables Xi,..., X, de grado d).

Podemos observar que MV, (S™) = 0y SM(S™) = 0. Mas atn, como todos los soportes
contienen el origen, para todo I C {1,...,n} no vacio vale #I + #J; > n. Entonces, la
variedad definida por un sistema genérico de n ecuaciones con esos soportes es vacia.

Sin embargo, la cota que presentamos en el teorema anterior para el grado de V(F') es
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MV, ((S U A)™) = d". Para calcular este volumen mixto, observamos que la cépsula
convexa de S U A es la misma que la del conjunto {0,dey,...,de,, e 41,...,e,} donde
{e;}1"_, es la base candnica de R™ y 0 el origen de coordenadas. Consideremos un sistema
genérico G con esos soportes y apliquemos el cambio de variables Z; = de para todo i <r
y Z; = X; para todo i > r. Resolviendo el sistema lineal resultante vemos que el sistema
genérico GG tiene d" soluciones de coordenadas no nulas. El Teorema de Bernstein asegura

que el volumen mixto de la familia de soportes del sistema G es d".

Consideremos ahora el caso en que los coeficientes de fi,..., f, son tales que fi,..., [,
tienen d" ceros en (C*)" y fr41,..., fn son combinaciones lineales de fi,..., f,. La cota
del Teorema se alcanza: como el subsistema fi,..., f. tiene d" ceros comunes en C"
que anulan también a f,1,..., [, €l sistema F' = (fi,..., f,) define una variedad en C"
formada, por d" variedades lineales de dimension n — r.

En el ejemplo anterior la cota de grado se alcanza para un sistema de polinomios no

genérico. A continuacién presentamos un ejemplo donde esto ocurre en el caso genérico.

Ejemplo 3.25 Sea P el sistema genérico del Ejemplo Como mencionamos en ese

ejemplo, la variedad definida por los polinomios del sistema estd compuesta por 2" pun-

tos aislados. Llamando A = (A4,...,.A,) a su familia de soportes, tenemos que A; =

{ej,ei+e;j |1 <i<n}=1{0,e}+ A para todo 1 < j < n. Luego, usando la multilinea-

lidad del volumen mixto y la Proposicion [[11] tenemos que MV, (A; UA, ..., A, UA) =
> MV, ({065, ), ..., {0,e, 1, A=R)y = on,

{i1,odgyC{1,..,n}

Al final de la Seccion B2T] planteamos un algoritmo para hallar el conjunto ® que deter-
mina las componentes irreducibles de la variedad definida por un sistema ralo genérico de
polinomios con todos sus soportes iguales. Usaremos la cota del Teorema para estimar
la complejidad de ese algoritmo.

Sea P = (p1,...,pm) un sistema genérico de polinomios con soportes A = (A1,..., An)
en (Zso)" tal que A; = --- = A,,. Notamos A; = {aM,... o)}, Para todo 1 < k <
N1, en la Seccion 201 definimos los ideales Zj, = (X"® ... X"®) donde para todo
a € Ay, v, es el vector en Z™ tal que (vy); = 0sia; =0y (Vo) = 1si a; > 1. Sea
Aﬁ’“) = {a®,...,a®} y sea G = (ggk), e ,gr(f)) un sistema genérico de n polinomios
con soportes en Agk). De la misma forma, para cada I C {1,...,n}, sea Jl(k) el conjunto de
indices de ng). Sea ®(*) el conjunto de los I  {1,...,n} tales que #Jl(k) =0y #Jlgﬁ) =n
para todo Tg 1.
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Lema 3.26 Con la notacion anterior, #®®) = deg(V(Z)) < MV, ((A1 U A)M) para
todo 1 < k < Nj.

Demostracion: Recordemos que notamos Wiy = {x € C" | z; = 0V i € I}. Por la
Proposicion BI6, I € ®*) si y solo si Wy es una componente irreducible de V (Z;,). Entonces,
deg(V(Zy)) = #d*) Ademas, por el Lema aplicado a la familia de soportes de G,
I € ®® si y solo si Wy es una componente irreducible de V(G®)) para I # (). En
consecuencia, #®*) < deg(V(G®)). Finalmente deg(V(G*)) < MVn((.Agk) UA)™) <
MV, ((A; U A)Y™) donde la primera desigualdad vale por el Teorema y la segunda

por la monotonia del volumen mixto. [

Podemos entonces estimar la complejidad del algoritmo SpecialSetsUnmixed (Algorit-
mo [BI7)). El paso 2 requiere a lo sumo n comparaciones. Recordando que V(Z;) =
U {zi =0}y V(Zs1) = V(Zk) N ( U {z; = 0}), observamos que en la
il (v, (1))i7#0 i| (v, (k+1))i#0
k-ésima instancia del paso 3 (con 2 < k < Nj), el algoritmo calcula los I € ®®) con
#I < m. Por el Lema[3:28] hay a lo sumo D = MV, ((A; UA)™) elementos de SL'. En el
paso 3b, tenemos n comparaciones de las coordenadas de a®) con cero para construir a lo
sumo Dn elementos posibles para SL. En el paso 3¢, comparar dos elementos de SL precisa
O(n) operaciones. La complejidad total del algoritmo es entonces del orden de O(N; D?n?).

La complejidad del algoritmo subyacente a la Proposicion [3.18 se obtiene sumando a esta
complejidad la del algoritmo GenericToricSolve para el calculo de la descomposiciéon

equidimensional de V(P).

3.4. Sistemas no genéricos

En la Seccion presentamos un algoritmo para el célculo de la descomposicién equidi-
mensional de la variedad afin definida por un sistema ralo genérico. A diferencia del caso
de ceros aislados, no todas las componentes de una variedad definida por polinomios ralos
pueden hallarse mediante una homotopia encontrando en primer lugar las componentes
de una variedad definida por polinomios genéricos con los mismos soportes. Veamos un

ejemplo trivial de esto.

fi(X1, Xo) = Xq(X2 - 1)

Ejemplo 3.27 Sea F' el sistema F =
fa(X1, X2) = Xh (X2 — 1)

La variedad V(F) C C? tiene dos componentes de dimensién 1: Wy = {(0,z2) | z2 € C}
y Wy = {(x1,1) | 1 € C}. Sin embargo, un sistema genérico con los mismos soportes solo
tendria a W como conjunto de soluciones.
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En esta seccion presentamos un algoritmo para describir el conjunto de ceros de un sistema
ralo cuadrado de polinomios arbitrarios. En este caso lo describiremos a través de un
conjunto finito de puntos representativos de cada componente irreducible de la variedad.
La complejidad de este nuevo algoritmo depende polinomialmente de la cota para el grado
obtenida en la Seccion B3l El algoritmo se basa en el hecho de que intersecando una
variedad con una variedad lineal genérica de dimensién n — k se consiguen puntos en cada

componente irreducible de dimensién k.

Sea F' = (f1,...,fn) un sistema de polinomios en Q[X1,...,X,] con soportes A =
(Ai,..., Ap) en (Z>o)". Para todo k = 0,...,n—1 sea Vi (F) la componente equidimensio-
nal de V(F) de dimension k. En [65, Chapter 13, Section 1] se introduce la idea de conjuntos
de puntos testigo que, para cada 0 < k < n — 1, consiste en el conjunto finito de puntos
que se obtiene intersecando Vj(F') con k hiperplanos genéricos {L; = 0},...,{Ly = 0}
definidos a partir de formas lineales afines genéricas Lq,...,L,—1 en Q[X1,..., X,].

Ejemplo 3.28 Sea F' el sistema de 3 polinomios en 3 variables:

f1 = X%XQX?, — X1X2X§ — X12 —{—Xg = (X1X2X3 — 1)(X1 — X3)(X1 + Xg)

fo=X2X2X3 — X?XoX3 — X1 X3X2 + X1 X0X2 — X1 Xo+ X1 + XoX3 — X3 =
= (X1 X2 X3 — 1)(X] — X3)(Xo — 1)

f3 = X1X3X3 — X1 X5 X3 — X3 4+ X3 = (X1 X2X3 — 1)(X3 — X3)
Las componentes equidimensionales de V' (F) son
‘/O(F) = {(_17 171)}7 ‘/1(F) = {xl—(L'g = 0,1’%—$3 - 0}7 y VQ(F) = {%1%2.%’3—1 - 0}

Las componentes de dimension positiva Vi (F') y Va(F') tienen grado 2 y 3 respectivamente.
Sean L1 y Lo las formas lineales L1 = X7 — Xo y Lo = 6 X9 — X3 + 7. Entonces:

= El conjunto de los ceros aislados del sistema f1, fa, f3, L1 es {(1,1,1),(0,0,0)}, que
es un subconjunto de 2 = deg(Vi(F')) puntos de Vi (F).

» El conjunto de los ceros aislados del sistema fi, fa, f3, L1, Lo es {(—1,—1,1),

(—=3,—3.4), (3,3,9)}, que es un subconjunto de 3 = deg(V2(F)) puntos de Va(F).

Usando la idea de puntos testigo, consideramos n — 1 formas lineales afines genéricas
Ly,...,L,—1 en Q[Xy,...,X,] y para cada 0 < k < n — 1, buscaremos los ceros aislados
comunes del sistema f1,..., fn, L1,..., Lx. Representaremos cada componente equidimen-
sional Vi (F') mediante un conjunto finito de puntos que contiene un conjunto de puntos
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testigo de Vi(F) y estd contenido en V(F) (ver la nocion de witness superset en [65]
Definition 13.6.1]).

Podemos observar que los sistemas fi,..., fn, L1,..., L tienen mas polinomios que va-
riables. Para poder aplicar el algoritmo ToricSolve (ver el Algoritmo [Z3]) construimos

sistemas auxiliares con la misma cantidad de ecuaciones que de incognitas.

Para todo 0 < k < n—1 fijo, tomando n combinaciones lineales genéricas de los polinomios
fi,.-., fn,L1,..., L obtenemos un sistema de n polinomios en n variables que contiene
en el conjunto de sus ceros aislados los ceros aislados del sistema f1,..., fn, L1,..., Lg (ver
[40]). Ademaés, alcanza con tomar combinaciones lineales de la forma

k
£i(X) +3 " bjiLi(X), para todo 1 < j <n, (3.5)
=1

donde b;; es genérico para todo 1 < j < ny 1 < i < k. Para ver esto, para com-

n n+k
binaciones lineales ) Cj;fi(X) + > Cj:Li—n(X) (j = 1,...,n) existe un polinomio

i=1 i=n+1
p no nulo en los coeficientes {Cj;} 1<,<, tal que si p({¢cj;}) # 0 entonces los ce-
1<i<n+k
ros aislados de f1,..., fn,L1,...,Lg son ceros aislados de esas n combinaciones lineales.

Notemos C' al conjunto de los coeficientes C;; con 1 < j,i < n, C al conjunto de los
restantes, y p(C,C) = 3 ps(C)C* con S un conjunto finito en (Z>0)"**. Entonces, pa-
ses

(& Cln
ra ¢ = {¢j;}1<ji<n tales que det | : I[I ps(e) II ¢ # O tenemos que
o s€S 1<j,i<n
Cn,l .- Cn.n
n
a(B) = Y ps(c)(>_ ¢ By;)° es un polinomio no nulo en un conjunto de nuevas variables
ses =1

B = (By,i)1<i<n y toda eleccion de {b;;}1<j<n que no anula a q cumple lo pedido, pues los
1<i<k 1<i<k

coeficientes de la matriz que resulta del producto

)

‘11 .- Cln 1 ... 0 bl,l e b1 k

Cn,l . e Cn,n 0 ... 1 bn,l . e bn,k
no anulan a p, y el sistema lineal asociado a ella es equivalente al sistema asociado a

1 0 b171 bl,k

0 1 byy oo bog
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El conjunto de los ceros aislados del sistema (3.3]) puede contener puntos que no pertene-
cen a V(F). Por este motivo, utilizaremos una subrutina que, a partir de una resoluciéon
geométrica de un conjunto finito de puntos P C C™ y los polinomios del sistema original
F, calcula una resolucién geométrica de P N V(F'). La idea es descartar de P los puntos
que no anulen a los polinomios de F'. Llamamos a esta subrutina CleanGR:

Algoritmo 3.29 CleanGR

INPUT: Una resolucion geométrica (q(U), v1(U),...,v,(U)) € (QU])™ de un conjunto
finito de puntos P C C™ y un sistema de polinomios F = (f1,...,fn) en Q[X1,...,X,]
con soportes A = (A1,..., An) en (Z>o)" codificado en forma rala.

1. Qo(U) = q(U).

2. Paraj=1,...,n
a) Hallar la representacion densa del polinomio F;(U) = f;(vi(U),...,va(U)).
b) Hallar Q;(U) := ged(Q,_1(U), F;(U))

3. Q) = Qu(U).

4. Parai=1,...,n, hallar V;(U) := v;(U) (méd Q(U)).

OUTPUT: Una resolucion geométrica (Q(U),Vi(U),...,V,(U)) del conjunto finito de pun-
tos PNV (F).

Notar que £ € PNV(F) si y solo si & = (v1(u),...,v,(u)) para u € C tal que g(u) =
fitvi(u),...;vp(uw)=...= fu(vi(u),...,v,(u)) = 0. Como Q(u)=_gecd(q(u), f1 (vl(u)
Up(u), ..oy fu(vr(w),...;on(w)) v Vi(u) = vi(u) para todo u € C tal que Q(u) = 0,
¢ € PNV(F) es equivalente a que exista u € C tal que £ = (Vi (u),...,V,(u)) vy Q(u) = 0.
Esto prueba la correctitud del algoritmo.

Para calcular la complejidad de este procedimiento, sean d una cota superior para los
grados de f1,...,fn vy D = deg(q). En primer lugar se obtiene un slp que codifica los
polinomios vy, ..., v, de longitud del orden de O(nDlog D). Para cada j = 1,...,n, en el
paso 2a, el algoritmo calcula un slp de longitud £; = O(nlogd#.A;) para f; y mediante
interpolacion obtiene la representacién densa de F;(U) con una complejidad del orden de
O(M(dD)(L; +nDlog D)); en el paso 2b, se calcula el maximo comun divisor Q;(U) con
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O(M (dD)) operaciones. Finalmente, los polinomios del paso 4 se obtienen con O(nM (D))
operaciones. En consecuencia, la complejidad total del procedimiento CleanGR es de orden

O(M(dD)(nlogd 3" #A; + n2Dlog D).
j=1

Presentamos entonces el algoritmo PointsInEquidComps que calcula una familia de reso-
luciones geométricas RO .. RM=1 gales que, para todo 0 < k <n — 1, R® describe un
conjunto finito de puntos que cumple que, para cada componente irreducible W de V(F')
de dimension k, contiene al menos deg(W) puntos en W.

Algoritmo 3.30 PointsInEquidComps
INPUT: Un sistema de polinomios F = (f1,..., fn) en Q[X1,...,X,] con soportes A =

(A1,..., Ap) en (Z>o)" codificado en forma rala, una funcién de levantamiento genérica
w = (wi,...,wy) para la familia An = (A1 UA, ..., A, UA) y las celdas miztas de la
subdivision mizta fina S,(Ap).

1. Elegir al azar coeficientes en 7 para un sistema de polinomios G = (g1,...,9n) con
soportes Aa.

2. Aplicar el algoritmo ToricSolve (Algoritmo [Z3) al sistema G para obtener una
resolucion geométrica R de los ceros de G en C™.

3. Elegir al azar coeficientes para n — 1 formas lineales Ly, ..., L,_1 en las variables
X = (Xl, . ,Xn) ) n(n — 1) numeros (bi7j)1§i§n71§j§n_1 en 7.
4. Para k=0,...,n—1:
RN

a) Obtener la representacion rala del sistema de polinomios HW&) = (hy”,...

k
donde h{" (X) = £;(X) + L Ol s el L £ ) £

b) Aplicar el algoritmo de [45, Section 6] al sistema H®) para hallar a partir de
Rg una resolucion geométrica de un conjunto finito P que contiene los ceros
aislados de H®) en C".

¢) Aplicar la subrutina CleanGR a la resolucion geométrica del conjunto Py obtenida

en el paso 4b y a los polinomios de F para obtener una resolucion geométrica

R®) de PN V(F) .

OUTPUT: La familia de n resoluciones geométricas (R©), ... R(=1).
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A continuacién, calcularemos la complejidad del algoritmo PointsInEquidComps. En pri-
mer lugar, el costo de aplicar el algoritmo ToricSolve (ver la Seccion Z1.2) en el paso
es

O((n* Na log(d) + ¥ %) M(Da)M(T ) (M(Da) + M(En)))

donde, siguiendo la notaciéon previa,
n
s Np = Z #(A] UA),
j=1

= d:=mdxi<j<n{deg(f;)},
m Dp = MVn(.A1 UA,..., A, UA),

T A := méx{||n||} donde el maximo es sobre todas las normales interiores primitivas

asociadas a celdas mixtas en la subdivisién mixta fina S, (Aa) inducida por w,

s Ep = MVt (A x {0}, (A UA)(w1), - ., (A UA) (wn)).

En el paso 4, el item 4a no aumenta la complejidad total. Por [45, Proposition 6.1], sabe-
mos que la complejidad del paso 4b es O((n2Na log d+n'T*)M(Da)M(E})), donde £ =
MV ({0} x AL {0, 1} x (A UA), ..., {0,1}x (A, UA)) y, por nuestros calculos de compleji-
n
dad previos, el paso 4c tiene un costo de orden O(M (dDa)(nlogd > #A;4+n*Dalog Da)).
i=1

Procediendo como en la demostracion de [45, Lemma 2.3] (ver también los célculos de

complejidad del Teorema [B:20), podemos acotar los pardmetros 4 y Ea como sigue:

Eh =Y MV, (A, A UA, ..., A UA,..., A, UA) < nDa
j=1

usando la monotonia del volumen mixto y, si wmax = mix;{wj(a) | 1 < j < n, a €
.Aj U A},
EA S MV 1 (A x {0}, (A1 UA) X {0, wmax}ts-- -, (Apn UA) X {0, wmax}) < wmaxnDA.

Por lo tanto, la complejidad total del algoritmo es la expresada en el siguiente teorema:

Teorema 3.31 Sea F = (f1,..., fn) un sistema de n polinomios en Q[X1,...,X,] con
soportes A = (A1, ..., An) en (Z>o)". Para todo 0 < k <n —1, sea Vi,(F) la componente
equidimensional de dimension k de V(F'). El algoritmo probabilistico PointsInEquidComps
calcula una familia de n resoluciones geométricas (R(O),R(l), e ,R(”*l)) tales que, para
cada 0 < k <n—1, R® representa un conjunto finito de puntos que contiene deg(Vy(F))
puntos en Vi (F'). Con la notacion previa, la complejidad del algoritmo es de orden

O(wimaxn* Na log(d) M (dDA) M (DA)M (YT A)).
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Apliquemos los pasos del algoritmo PointsInEquidComps a los polinomios del Ejemplo

B.21F

Ejemplo 3.32 Sea F' el sistema de 3 polinomios en 3 variables
fi(X1, X2, X3) = X4 Xo — X1 — Xo + 1
F=qfa(X1,X2,X3) = X1 X3 - X1 — X3 +1
f3(X1, X2, X3) = Xo X3 — Xo — X5+ 1

con soportes A; = {(1,1,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,0)}, Ay = {(1,0,1),(1,0,0), (0,0,1),
(0,0,0)} v As = {(0,1,1),(0,1,0), (0,0, 1), (0,0,0)}.

En el paso [l se elige al azar un sistema G con soportes (A; UA, AoUA, A3UA). Tomemos
g1(X1, X2, X3) =2X1 Xp — 2X7 + Xo — X3+ 1

G =19 g2(X1, X2, X3) = X1 X3 — X1 +2X5 +2X3 4 2
93(X1, X9, X3) = Xo X3+ X1 —2Xo + X3 —1

En el paso 2 el algoritmo calcula una resolucién geométrica Rg del conjunto de ceros
aislados de G en C? asociada a una forma lineal. En este caso, elegimos u(X1, X2, X3) =
X1+ 2Xo + Xa:

US — SU* — 1703 + 80U% —2U — 132 =0

—_ 9 L L34 30ly2 543y _ 137

Rg = X1 = 10" + 30U + 550U 200U ~ o
—_Llpi_Lp3_ _Lp2,4 23 e

X2 = —55U" — 5U” — q00U" + G0V + 50

Xs=gUt—2U3 -T2+ 8y + 18

En el paso Bl se toman al azar 2 formas lineales:

Li(X1,X2,X3) = X1+ Xo+2X3
Ly(X1, X2, X3) = X1 +2Xo.

En este paso también se eligen al azar los coeficientes que se usaran en el primer item 4a
del paso recursivo para construir los polinomios h&k) paratodo 1 < j <3y0<k <2
Para cada k estos polinomios se obtienen sumando a cada polinomio de F' una combinacion

lineal de las formas lineales L; (con 0 < i < k). Tomemos

= X1Xo+2X353+1
HO =F HO={ pV = p(xX) - Li(X) = X1X3-2X; —3X3— Xo+1
WY = f3(X) +201(X) = XpX5+ Xy +3X3+2X; +1
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B = f(X)+ LX) + Lo(X) = X1Xo+ X1 +2Xo +2X5+1

WY = £3(X) + 2L, (X) + Ly(X) XoX5+3Xo +3X3 +3X; +1

En el paso 4, para cada k = 0,1, 2 se buscan los ceros aislados de H*). Para ello, en el paso
4b a partir de la resoluciéon geométrica Rg el algoritmo obtiene resoluciones geométricas

Ry de conjuntos finitos Py que contienen a los ceros aislados de H (k) para cada k:

U3 —7U24+2U0 +40=0

U® — JU* — 13U3 + 68U2 — 64U =0

i Xy = 45Ut = 380° - $8U2 + &IU - 3
T o= B9y 4 ISy 4 T 290y 4
X3 =3TUt - 280U8 — ZHU? + 20U +1
US + JU - BREU3 + 5802 + S2U - T =0
L) = U - RO+ SRR + SR - TR
T = U SRRUT - SR + RHE + R
X3 = 930819532%145 Ut + }23?,823 U® — 597(sz15224z1659 U? — 291(J6105A§1z1559U + 2920512;20554

En el paso 4c se modifican las resoluciones geométricas Ry ) descartandose los puntos que
no corresponden a ceros del sistema F', y de esa manera el algoritmo obtiene para cada k
una resolucion geométrica R*) de un conjunto finito de puntos que contiene un conjunto

de puntos que representa la componente equidimensional de dimension &k de V (F):

U3 —7U?4+2U0 +40=0
X =1
Xo=-H{U*+ZU -2
Xy = jUt—3U 4

RO —

RO —

U3+20%-8U =0
X1 =3U%+U -3
Xy =—§U?+3U+1

Xy=-1U?-2U+1

R® =

Como R = () sabemos que V(F) no tiene componentes irreducibles de dimension 2.
Por otro lado, como los polinomios minimales de R y RM) son U? — 7U2 42U + 40 =
(U+2)(U —4)(U —5) y U3 42U% —8U = (U + 4)U(U — 2), reemplazando sus raices en
R© vy RM respectivamente obtenemos los siguientes conjuntos de puntos en V(F) :

Wo ={(1,-2,1),(1,1,1),(1,1,2)} y Wy ={(-3,1,1),(1,1,—-1),(1,-3,1)}.
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En este caso, VW; contiene exactamente un punto por cada una de las 3 componentes
irreducibles de dimensiéon 1 de V(F'). Sin embargo, aunque F' no tiene ceros aislados, el

algoritmo encuentra Wy C V(F') un conjunto no vacio.






Capitulo 4

Calculo de proyecciones

Sean A = (Ay,...,Ay) una familia de conjuntos finitos en (Z>0)" y P = (p1,...,Pm)
un sistema de polinomios en Q[X7, ..., X,] con soportes A y coeficientes genéricos. Sean
¢ <nym:C"— Cla proyeccion dada por 7(z1,...,z,) = (z1,...,2¢). En este capi-
tulo presentamos un algoritmo probabilistico simboélico que calcula la clausura de Zariski
de 7(V(P)) C C* cuya complejidad se expresa en funcién de invariantes combinatorios

asociados a la familia de soportes.

4.1. Sistemas con coeficientes indeterminados

Sea A = (Ai,...,Ay) una familia de conjuntos finitos en (Z>o)". Consideraremos en
primer lugar un sistema F = (f1,..., f;,) con soportes A y coeficientes indeterminados.
Para todo 1 < j < m, sea

[i(A;, X) = Aja X", (4.1)

OéE.Aj

donde A;j = (Aja)aca; es un conjunto de N; = #£A; nuevas variables. Sea K := Q(A4y, ...,
Ap).

La estrategia que usaremos para el calculo de la proyeccion de la variedad V(F) es la
siguiente: Usando la descomposicién en componentes equidimensionales calculada en el
Capitulo 3 reducimos el problema a trabajar con variedades tales que cada una de sus
componentes irreducibles tiene puntos con todas sus coordenadas no nulas. Para cada una
de estas nuevas variedades a considerar, elegimos un conjunto de variables libres apropiado
y calculamos una resoluciéon geométrica respecto a esas variables libres de la clausura de
Zariski de su proyeccion.

95
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4.1.1. Reduccion al caso torico

Sea I C {1...,n}. Para cada polinomio f; € K[X1,...,X,], 1 <j < m, notamos (f;)r el
polinomio que resulta de especializar X; = 0 para todo ¢ € I en f;. Sean Fy y J; como se
definieron en la Seccion y

O={IC{l,....n}|VJCJp, dim(> AN > #JVI C I, #J7+ #I > #J; +#I}
jeJ
como se defini6 en ([B.2)), donde .A][ C (Z>0)"#! es el soporte de (f;); para todo j € J;.

=n—#I1 —=n ., .
Recordemos que ¢; : K # — K" es la funcién que inserta ceros en las coordenadas
indexadas por I. El Teorema nos dice que

V(F) = | eV (Fy)), (4.2)

donde V*(Fy) = V(Fy) N (K*)»=#I es la union de todas las componentes irreducibles de
V(F7) que intersecan (K)"~#! (ver la Definicion B2).

Sean:K' 5K Ia proyeccion a las primeras ¢ coordenadas. Para todo I C {1,...,n},
lamamos ¢ = £ — #(I N{L,...,¢}), m, : K" 5K ala proyeccion a las primeras

¢; coordenadas y ¢, 0 K " 5 K a la funciéon que inserta ceros en las coorde-
nadas indexadas por I N {1,...,¢}. Observando que para todo I vale w(pr(V*(Fy))) =

rn1,...e(me,(V*(F1))), de la igualdad ([E2), resulta que

T(V(F) = | inr...ey (7o, (V*(F))).
Ied
Esto nos permite reducir el problema de calcular la proyeccion de V(F') a calcular fini-
tas proyecciones de variedades que tienen la propiedad de que el conjunto de sus puntos
con coordenadas no nulas es un abierto denso de la variedad. Mas especificamente, basta

calcular para todo I € ®, la clausura de Zariski de la proyeccion por my, de la variedad
V*(Fy).

4.1.2. Ideal de la proyecciéon

En lo que sigue nos concentraremos en la proyeccion de las variedades V*(F7) para todo
I € ®. En particular, sabemos que la cantidad de polinomios de sistema F; es menor o
igual a la cantidad de variables. Entonces, basta considerar el caso de un sistema F' =
(fi,--., fm) con soportes A = (Aj,...,Ap) en (Z>o)" para el cual m < n y, para todo
J C {1,...,m}, vale dim()_ A;) > #J. Con estas hipotesis, V*(F') es no vacio (ver el

jeJ
Lema [B.T]).



4.1. SISTEMAS CON COEFICIENTES INDETERMINADOS 97

Veamos algunos resultados respecto de los ideales I(V*(F)) y I(m(V*(F))).

Para un ideal J C K[X1,...,X,] notamos J : (X1 ...X,)> al ideal cociente

J: (Xl .. Xn)oo = {f € K[Xl, R ,Xn] | (Xl .. Xn)rf € J para algin r € Zzo}.

Lema 4.1 Con la notacién e hipotesis anteriores, (f1,..., fm) : (X1...X,)% es un ideal

primo en K[X1,...,X,] de dimension n —m. Ademds,
IVNE)) = {f1,-- s fm): (X1...Xp)>.

Demostracion: Para todo 1 < j <m, elegimos ;o € A; y sean A, := A;\{a;o} vy A} :=
Aj\{4j,a;0}- Notamos A := (A1,..., Ay) a la lista de coeficientes indeterminados de I,
A= (AL, AL) vy QA X x, . x,, alalocalizacion de Q[A’, X] en el conjunto multiplica-
tivo {(X1...X,)" | i € Z>0}. Sea ¢ el morfismo de anillos ¢ : Q[A, X] — Q[4", X]x, .. x,,
definido por ¥(X;) = X; paratodo 1 < i < n, ¢(Aj) = Aj, paratodol < j < m,
ac Ay, vy P(Aja;,) =—X"%90( 30 AjaX®) para todo 1 < j < m.

acA]

Veamos que Ker(y) = (fi,..., fm) : (X1...X,)>®: Como f; € Ker(¢)) para todo 1 <

j < m, si consideramos un polinomio g € (fi,...,fm) : (X1...X,)>, es claro que
¥(g) = 0. Por otro lado, sea g € Q[A, X]| un polinomio tal que 1(g) = 0. Notemos
Ao = (ALa10: > Amamo) ¥ €2 20 = (//1\170, e ,A\m,O) un conjunto de m nuevas varia-

bles. Calculando el desarrollo de Taylor de g, tenemos que g(/To, A X)) =g(Ap, A X) +

> (2]-,0 — Aja,,) - Gj para polinomios G; € Q[//X\O,A,X]. Especializando /Alm =
1<j<m
— X790 > AjoX®) para todo 1 < j < m, se obtiene que
acA]

U(g) = g(Ag, A, X) = Y XTUOf(X) - Gi(=XT90( Y AjaX?), A X).

1<j<m acd,

Luego, g(A,X) = >, X %0f;(X)-Gj(=X"%0( > A;X%), A, X). Multiplicando por
1<j<m acd,
(X1 ...X,)" con rsuficientemente grande, tenemos que (Xj ... X,,)"g(4, X) € (f1,---, fm)-

En consecuencia, (f1,..., fm) : (X1 ... X,)% es un ideal primo de Q[A, X]. Localizando en
Q[A]\{0}, concluimos que (f1,..., fm) : (X1 ...X,)> es un ideal primo de K[ X7, ..., X,].
Como 1 es sobreyectiva, este ideal tiene dimensién n — m.

Para terminar la demostracion, tomemos un polinomio g € (f1,..., fm) : (X1... X)®, v
7 un entero no negativo tal que (Xi...X,)"g € (f1,..., fm). Entonces, (X;...X,)"g se
anula sobre V (F) y por lo tanto g se anula sobre V(F) N (K)". Luego, g € I(V*(F)). Por
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otro lado, sea g € I(V*(F)). Este polinomio se anula sobre cada componente irreducible
de V(F) que tiene interseccién no vacia con (K )™. Por lo tanto, (X;...X,)g se anula
sobre V(F'). Entonces, existe r € Z>g tal que (X1...X,)"g" € (f1,...,fm)- Asi, g" €
(f1s-- s fm) + (X1... X))y, como éste es un ideal primo, g € (f1,..., fm) : (X1... X,)%.
U

Corolario 4.2 La variedad algebraica V*(F) C K" es una variedad irreducible sobre K de

dimension n — m.

Para una variedad algebraica V C K definible sobre K, se tiene que I(7(V)) = I(V) N
K[X7, ..., X/] (ver, por ejemplo, [16, Chapter 4, Section 4, Theorem 3|). Luego por el Lema
ATt

Corolario 4.3 Bajo las hipdtesis anteriores,
I@(V*(F))) = ((fro- s fm) + (X1 X)™) NK[XY, .., X

Sea t := dim(7(V*(F))). Sin perder generalidad podemos renombrar las variables de forma
que {X1,...,X;} € {X1,...,X,} sea una base de trascendencia de K(7(V*(F))) sobre K y
que {X¢ymi1,-..,X,} la complete a una base de trascendencia {X1,..., X¢, Xitmt1,-- -,
X, } de K(V*(F)) sobre K. Usaremos la siguiente proposicién para trabajar con proyec-

ciones con fibras genéricas cero-dimensionales.

Proposicion 4.4 FExiste un abierto Zariski denso O C K™ tal que para todo b €
(K*)"=t=" N O wale la igualdad

I(m(V*(F))) =
= ((fl(le . ,Xt+m,b), - afm(le - ,Xt+m,b)> : (X1 .. .Xt+m)oo) M K[Xl, - ,Xg].

Demostracion: Por el Corolarlo B3 si g € I(m(V*(F))), entonces existe r > 0 tal que

(X1...Xn)g(Xy,...,Xy) = Z ¢;(X) f;(X). Notemos X := (X1,...,X¢4m). Para todo
j=1
b= (byym+1,---,bn) tal que b; # 0 para todo t + m + 1 < i < n, evaluando en b,
q;( X b) PN
(X1 Xegm) 9(X1,..., X Z J - Fi(X,0),
o (bt4m+1---bn)

con lo cual I(m(V*(F))) C ((f1(X,b),..., fm(X, D)) : (X1 ... Xpsm)®) NK[X1, ..., Xy).

Por otro lado, queremos ver que existe un abierto Zariski O no vacio tal que si b € K»~t=™n
O entonces ((f1(X,0),..., fm(X,0)) : (X1... Xi4m)™®) NK[X1,..., X C I(m(V*(F))).
Podemos observar que, para todo 1 < 7 < m, vale

K[Xl,...,Xn]/<f1,...,fj> . (Xan)oo :K[le"'aXTL]Xl...Xn/<f1,"',fj> ~
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2K[Y,X17,Xn]/<YX1Xn_17f177f]>

Aplicando el Lema [T sabemos que el ideal (fi,..., f;) : (X1...X,)* es un ideal primo
de dimensién n — j para todo 1 < j < m. Entonces, la lista de polinomios Y X7 ... X,, — 1,

fi,..., fm es una sucesion regular reducida en K[Y, X;,..., X,] (recordar que una lista
de polinomios g1,...,9s € K[X1,...,X,] es una sucesidn reqular si g; no es un divisor
de cero en K[X1,...,X,]/(g1,...,9j—1) para cada 1 < j < s; y una sucesion regular es

reducida si, para todo 1 < j < s, el ideal (g1,...,9;) € K[X1,...,X,] es radical para
todo 1 < j < s). Ademas, el conjunto de las variables { Xy {m1,...,X,} es algebraica-
mente independiente médulo (Y X7 ... X, —1, f1,..., fm). Entonces, por [20, Corollary 17
& Theorem 19|, existe O C K"™""™ un abierto Zariski denso definible sobre K contenido
en {z € R | 2; #0V1 <4 <t+m} que cumple que, para todo b € O NK* =™ la
lista de polinomios ¢, Y X1 ... Xpgm — 1, f1(X,B), ..., fm(X,b) (donde ¢ := byymi1 - .. by)
es una sucesion regular reducida en K[X] y {X1,..., X;} es algebraicamente independiente
modulo cada uno de los primos asociados al ideal generado por esta sucesion regular redu-
cida. Como K[)?]/A(fl()?, b), ... (X, 0) s (X7 ... Xepm)>® = K[)?l/(cb VX Xpm—1,
f1(X,b), ..., fm(X, b)), deducimos que el ideal (f1(X,b),..., fi(X,b)) : (X1 ... Xpgm)™®
es un ideal radical equidimensional de dimension ¢ y el conjunto de variables {X1,..., X;}
es algebraicamente independiente médulo cada uno de sus primos asociados. En conse-
cuencia, lo mismo vale para ((f1(X,b), ..., fm(X,0)) : (X1 ... Xeym)®) NK[X1, ..., Xy].
Como este ideal contiene al ideal primo I(7(V*(F))) y éste también tiene dimension ¢, vale
la proposicion. O

4.1.3. Variables libres

El siguiente lema da una condiciéon en funciéon de los soportes A = (A, ..., Ay;,) que per-
miten determinar si un subconjunto de variables es algebraicamente independiente médulo

I(V*(F)).

Lema 4.5 Sea fi,..., fm € K[Xy,...,X,] el sistema polinomial ralo con soportes A =
(Ai,..., Ap) en (Zso)" definido en (1), y sea T = (f1,...,fm) : (X1...X,)>® C
K[X1,...,Xy]. Sea{eq,...,e,} la base candnica de Q™. Entonces, el conjunto {X;,,..., X;, }
C{X1,..., Xp} con1<iy <...<ir <n es algebraicamente independiente mdédulo J si
y solo si MV, (A1, .., Ay {0,653, .., {0, 64, 3, A=) > 0,

Demostracion: Supongamos primero que el volumen mixto MV, (A, ..., An,{0,e;, }, ...,
{0,¢€;,}, A(”*m*k)) es positivo. Sea ¢ un polinomio no nulo en los coeficientes de un sistema,
de n ecuaciones en n variables con soportes (A, {0,e;, },...,{0,¢;, }, A=m=F)) tal que pa-
ra cada vector de coeficientes (a,n) = (a1, ..., Gm, Mm+1, - - - M) de coordenadas racionales
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no nulas tal que q(a,n) # 0, el sistema ralo con esos coeficientes y soportes tiene tantos
ceros aislados en (C*)™ como el volumen mixto de sus soportes (ver el Teorema [[.T4]).

Seap € JNK[X;,,...,X;,]. Sin perder generalidad podemos suponer que p es un elemento
de Q[4, X;,, ..., X;,]. Luego, existen r € Z>¢ y un polinomio py € Q[A] no nulo tales que

pO(A)(Xl s Xn)rp(A, Xil? s 7Xik) - glfl +-+ gmfm (4'3)
donde ¢g1,...,9m € Q[A, X1,...,X,]. Queremos ver que p = 0.

Para cada vector de coeficientes (a,7n) con coordenadas en Q* tales que po(a)q(a,n) # 0,
tomemos £ € (C*)™ un cero del sistema dado por los polinomios

fl (ala X), sy fm(ama X), 77m+1,1 + 77m+1,2Xi1a .. ,77m+k,1 + nm-i-k‘,QXika

Mm4k+1,0 T Z Mt k+1,iXis -5 M0 + Z Mn,i Xi-

1<i<n 1<i<n
Especializando en (a,n,€) la igualdad (@3] tenemos que p(a,—zmﬁ, e —Z’”—i:;) =
m+1, m+k,
Como esto vale para todo (a, — 2=t JImtkl) con coordenadas racionales no nulas
Nm+1,2 Nm+k,2
m
: o 2 #A tE

en un abierto Zariski de C7=* ,p=0.

Sea ahora {Xj,,...,X;, } un subconjunto de variables algebraicamente independiente mo-
dulo J = I(V*(F)). Sean ly,...,l,_m_k formas lineales en las variables Xi,...,X,, con
coeficientes en K* tales que {X;,,...,X;,,l1,...,lh—m—x} es una base de trascendencia

de K(V*(F)). Como V*(F) N (K')™ es un abierto denso de V*(F), para ((1,...,C(hem) €
(K")»~™ genérico vale que

VH(F) N (i, = G V1< 5 < B} O {l(@) = Goy Y1 <G <n—m— k)

es un conjunto finito no vacio en (K')™. Este conjunto esta formado por los ceros en (K )"
del sistema dado por los polinomios

fl(X)7' .. 7fm(X)7Xi1 - Cla e 7X’ik - Ck7l1(X) - Ck+17- .. ,ln,m,k(X) - Cn—ma

con soportes Ay, ..., An, {0,e;, },...,{0,€;, }, A(=m=k) ‘Entonces, por el Teorema de Berns-
tein (ver el Teorema [[LI4) vale MV, (A1, ..., Am,{0,e, },...,{0,€;, }, Aln=m=k)y > 0. [

Observacion 4.6 Por la Proposicion[I 11}, para cada subconjunto {i,...,ix} C {1,...,n}
vale que el volumen mizto MV, (A1,..., An,{0, eil},...,{O,eik},A(”*m*k)) es igual a
MV, _i(w(Ar), ..., @ (An), A=) donde w : R® — R™* es la proyeccion a las
coordenadas indexadas por {1,...,n} \ {i1,...,ix}. En funcidn de esto, para decidir si un
conjunto de k variables es algebraicamente independiente mddulo I(V*(F)) alcanza con

calcular un volumen mizto en R"F.
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4.2. Resultados algoritmicos

En esta seccion vamos a presentar el algoritmo K-Projection que permite calcular la
clausura de Zariski de la proyeccion de V*(F) a sus primeras ¢ coordenadas, donde F' es
el sistema definido en (.T]). Previamente, describiremos algunas subrutinas utilizadas en

este algoritmo.

4.2.1. Subrutinas

La primera de las subrutinas que utilizaremos, que se obtiene a partir del Lema 5] cal-
cula una base de trascendencia de K(V*(F')) que contiene una base de trascendencia de

K(x(V*(£))).

Algoritmo 4.7 TransBasis

INPUT: Una familia A = (Ai,...,Ay) de conjuntos finitos en (Zso)" tal que
dim( ) A;j) > #J para todo J C {1,...,m}.
JjedJ
1. TB:= .
2. k:=1.

3. While #T'B < n —m do

a) Calcular D := MV, (A, ..., An, ({O, eij})i'eTB {0, e}, A(n—m—#TB—l)),
J

b) SiD >0, TB:=TBU/{k}.

c) k:i=k+1.

OUTPUT: El conjunto TB = {i1,...,in—m} conii < ... <ip_m, tal que {X;,,..., X;, .}
es una base de transcendencia de K(V*(F)) sobre K y, para cada 1 < j < n — m,
{Xiy, ..., Xy} es un subconjunto de { X1, ..., X;, } algebraicamente independendiente sobre

K y mazimal con esta propiedad.

Consideremos la base de trascendencia de K(V*(F')) obtenida a partir del algoritmo
TransBasis. Sin pérdida de generalidad, renombrando variables, podemos suponer que
esta base es {Xy,..., X4, Xe4mit1, .-, Xnpcont <yl <t+m. Entonces {X1,...,X;}

es una base de trascendencia de K(7(V*(F))).
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Sea, Fy el sistema que resulta de evaluar X; 41, .., X, en valores genéricos. Por la Propo-
sicion 4] podremos obtener 7(V*(F)) trabajando con el sistema Fy. Para esto, en primer
lugar calcularemos una resolucion geométrica de V*(F}) y luego obtendremos, a partir de
ella, una resolucion geométrica de 7(V*(F)). Para hacer esto utilizaremos las dos subruti-

nas que introducimos a continuacion.

Sean k un cuerpo y G := (g1,...,Gm) un sistema en k[Xq,..., X1y, genérico con so-
portes S = (S1,...,S8m) en (Z>o)"™™. Supongamos que {X7,...,X;} es un conjunto de
variables algebraicamente independientes modulo cada primo asociado a (g1,...,gm) :
(X1...X¢4m). La subrutina ParametricToricGeomRes, basada en el algoritmo para el
célculo de resoluciones geométricas paramétricas de [60, Theorem 2], calcula una resolucion
geométrica de la variedad V*(G) con X, ..., X; como parametros.

Algoritmo 4.8 ParametricToricGeomRes

INPUT: Un sistema de polinomios G = (g1,...,9m) en k[X1,..., X¢ym| genérico con
soportes S = (S1,...,8m) en (Z>0)"™™, codificado en forma rala, tal que el conjunto
{X1,..., X4} es algebraicamente independiente mddulo cada uno de los primos asociados
a g1,y gm) (X1 Xegm)™.

1. Elegir al azar & = (&1,...,&) con & € Z\{0} para todo 1 < i <'t.
2. Calcular una resolucion geométrica de los ceros de G(&, Xy11,..., Xitm) €en (E*)m
3. Obtener una codificacion como slp de los polinomios del sistema G.

4. Usando como pardmetros a las wvariables Xi,...,X:, aplicar un levantamiento
de Newton-Hensel simbolico a la resolucion geométrica del paso 2 con precision

MV 44(S, AD).

5. Aplicar el algoritmo PadéAprox (ver la Seccion[1.7.3) al output del paso 4 para hallar
los numeradores y denominadores en k[ X1, ..., X de los coeficientes de los polino-

mios que conforman la resolucion geométrica de V*(G).

OUTPUT: Una resolucion geométrica de V*(G) con variables libres Xy, ..., X;.

A continuacion analizamos los pasos del algoritmo y estimamos la cantidad de operaciones

m
en k que realiza. Usaremos la notacion N = > #S; v d = maxi<j<m{deg(g;)}.
j=1
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En el paso 2, el algoritmo calcula la codificacion rala de G(§, X¢41,- - ., Xt+m) con O(m(t+
m)N log(d)) operaciones. Luego aplica el algoritmo ToricSolve (ver la Seccion [Z1.2]) con

O((m®N log(d) +m'™ ") M (T) M (MV (@ (S) (M (MVin(w(S))) + M(£)))

operaciones en k, donde w es la proyeccion a las tltimas m coordenadas, T = max{||n|/}
donde el maximo se toma sobre todas las normales primitivas asociadas a celdas mixtas en
una subdivision de @w(S) = (w(S1), ..., @w(Sp)) inducida por una funcién de levantamiento
genérica w, y € = MV, 1(A x {0}, @(S1)(w1), ..., @(Sm) (wm))-

Llamando wpsx al maximo de los valores que toma w y acotando £ como en la esti-
macion de la complejidad del Algoritmo BI9 tenemos que la complejidad total de es-
te paso es de O(mtN log(d) + m3>Nlog(d) M ()M MV, (w(S))(M(MV (= (S))) +
Momix Y MVin((S)50, A))).

1<k<m
En el paso 3 se codifican como slp los polinomios g1, ..., gm a partir de su codificacién
rala. La longitud del slp es del orden de O((t +m)N log(d)).

El paso 4 del algoritmo se lleva a cabo modificando el procedimiento Lift(F,T) de [60]
Section 4.2| para trabajar con series de potencias truncadas en varias variables codifica-
das como vectores de sus componentes homogéneas y cada componente como un slp. Para
poder recuperar los numeradores y denominadores de los polinomios en la resolucién geo-
métrica de V*(G) mediante el proceso de aproximacion de Padé (ver la Seccion [L43)
necesitamos conocer sus desarrollos como series con precision 2deg(V*(G)). Por el Lema
B este grado es MV, (S, A®). La complejidad de este paso es O((m(t 4+m)N log(d) +
m*) MMV, (@(S8)))MViim(S, A®)2) v produce un slp que codifica los coeficientes del
output con una longitud del mismo orden (comparar con [60, Section 4.2, Prop 5]).

En el paso 5, aplicamos el algoritmo PadéAprox para hallar los coeficientes de los polino-
mios de la resolucién geométrica codificados como slp. La complejidad de este paso es del
orden de O(MMVy 4 (S, ADY2+2) ya que para cada uno de los O(mMMVysm (S, A®)) slp
conseguidos en el paso anterior se calcula una (MVi (S, A®) 41, MV 0 (S, AD))-
aproximacion de Padé (ver la Seccién [Z3). Ademas, aiiade O(mMMV (S, A1)
operaciones a la longitud del slp.

Observando que
Mvm(w(s)) = MVter(Sa {Oa 61}, SRR {Oa et}) < MVter(Sa A(t))a (44)

donde la igualdad de la izquierda vale por la Proposicion [LII] y la desigualdad de la
derecha por la monotonia del volumen mixto, en base a los calculos previos concluimos que

la cantidad de operaciones en k que realiza el algoritmo es de orden

O((m® + mt)N log(d) M ()M (MY (w(8))) (MY (S, AV)?+
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+M(@mix D MVn(@((S))j20) A))) + MMVt (S, AP,
1<h<m

El slp que codifica los coeficientes del output tiene una longitud de
O(MMViim(S, A(t))2(((t + m)Nlog(d) + m*) MMV, (w(S))) + MViym(S, A(t))ﬁq)).

Proposicion 4.9 Sea G := (g1,...,9m) un sistema en k[X1,..., Xitm] genérico con so-
portes S := (S1,...,8m) en (Z>o)'™ tal que el conjunto {X1,..., X} es algebraicamente
independiente mddulo cada uno de los primos asociados a (g1,...,gm) : (X1 ... Xpam)™.
El algoritmo probabilistico ParametricToricGeomRes calcula una resolucion geométrica de
V*(G) con variables libres X1, ..., X¢. Con la notacion anterior, la cantidad de operaciones
en k que realiza el algoritmo es del orden de O((m3 +mt)N log(d)M ()M (MV,,(=(S)))
(MY (S, AV A M (Wimax S MV (@0((S)) j8)s A))) +mMVi (S, AD)H2) | Ade-

1<k<m
mdas, la longitud del slp sobre k que codifica los coeficientes del output es del orden de

O(MMV iy (S, ADY2(((t + m)N log(d) + m?) MMV, (w(S))) + MVyym(S, A(t))ﬁ—l)).

La siguiente subrutina que utilizaremos, a la que llamamos GeomResProj, permite describir
la proyeccién a un subespacio de coordenadas de una variedad equidimensional V' dada por
una resolucién geométrica, en el caso en que la proyeccion tenga la misma dimension que

V.

Sean £ > t, w: L proyeccion w(xy, ..., Tepm) = (T1,...,20) y V C B una
variedad algebraica equidimensional de dimension ¢ tal que cada componente irreducible
W de V cumple que I(W)Nk[X1,...,X:] = {0}. Entonces, {X1,..., X;} es un conjunto de
variables libres para cada componente irreducible de 7(V'). Notando K := k(X1,...,X}),

sea A € k[X¢41,. .., Xi+m] una forma lineal que sea un elemento primitivo de K @ k[V] y
(Gas Weg1s - -, W) € K[U]™ ! 1a resolucion geométrica de V respecto a A (ver la Seccion
[LT2). Sea D la dimension de K ® k[V] como K-espacio vectorial.

Sea pt = ppy1 X1+ +peXe € k[X¢41, - . ., X¢| un elemento primitivo de L@k[x(V)]. Para
obtener una resolucion geométrica (qu, vi11,...,v;) de (V') respecto a u necesitamos en-
contrar el polinomio minimal de p respecto de (V). Como I(nw(V)) = I(V)Nk[X1,..., X/],

basta encontrar un polinomio g, € K[U] de grado minimo tal que q,(¢) € K&I(V'). Una vez

encontrado este polinomio, los polinomios vy41, ..., v, tales que X; = vj(pn) en KR k[n(V)],
para todo t+1 < j < ¢, pueden obtenerse buscando la combinacion lineal (con coeficientes

51 ,
en K) de {1,p,...,1°7 1} en K @ k[V] tal que X; = > v;;u¢, donde § := degy(q,) es la
i=0

dimension de K ® k[m (V)] como K-espacio vectorial.

Usaremos la base By := {1, \,..., AP~} de K ® k[V] para calcular estas combinaciones

lineales. En primer lugar, buscamos la menor potencia § de p tal que ;° es combinacion
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lineal de {1, ..., 1} en K ® k[V]. Como X; = w;()\) para todo t + 1 < j < ¢ +m,
l 4
entonces = > ;i X; = Y pjw;i(A) = pu(A), donde definimos p,(U) € K[U] co-

j=t+1 Jj=t+1
4 . 4
mo el polinomio p,(U) := > pjw;(U). Asi, para todo i € Zwq vale pu* = p,(A\)" =
j=t+1

(pu(U)" (mod gr(U)))|u=x. Entonces, la matriz de D x D tal que sus columnas son los
coeficientes de los polinomios p,i(U) := (p,(U)" méd gx(U)) para i =0,...,D — 1, tiene

rango exactamente 9.

Igualando los coeficientes de cada potencia de A en las igualdades

>
—

o—1
bus ()‘) - (_qlhi)pui()‘) y wj()‘) - Zvj,ipﬂi()‘)7 t+1<j<¢,
: i=0

~
Il
o

5—1 4
obtenemos sistemas lineales cuyas soluciones son los coeficientes de ¢, (U) = U i+ qu,iU"
i=0

5-1 A
y de vj(U) = 3 v;;U" para todo t+1 < j < £, los polinomios de la resolucion geométrica
i=0

de 7(V') respecto a p.

Con la notacién y las hipétesis previas, la subrutina GeomResProj es la siguiente:

Algoritmo 4.10 GeomResProj

INPUT: Un conjunto {Xi,...,X;} de wvariables libres y una resolucion geométrica
=it

(@, Wity -, Wepm) de Voen k(Xq,...,Xy)[U]. Una forma lineal p = Y ppyj Xeqj €
j=1

E[Xit1,--., X que sea un elemento primitivo de K @ k[x(V)].

D—1 4
1 ppoU) =1yp,U) = > (> pjwip)U", donde (wjp,...,wjp_1) = w;j es el
h=0 j=t+1
vector de coeficientes de w;(U) para todo j =t+1,...,t+m.

2. Parai=2,...,D, calcular p,i(U) := (pu(U) - p,i-1(U) (mod gr(V))).

8. Calcular 6 == 19(Puo, Py, - - -, Pyp-1), donde p,: € KCPX1 es el vector de coeficientes
de pi para todo 0 <@ < D — 1.

4. P = (Puo,Ppus---,Pus-1) € e

5. Hallar q == (qo,.--,95-1) Y Vj = (j0,-.-,05-1) las soluciones de los sistemas
linealesP-q:pua yP-v;=w; para todot +1 < j < /.
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-1 51 ,
6. Tomar q,(U) := Ul — ;)quz yv;(U) = Z vj;U" para todo t +1 < j < /{.

=0

OUTPUT: La resolucion geométrica (g, Vi1, - .. ,ve) en k(Xq,..., Xy)[U] de la proyeccion
(V) C B respecto a la forma lineal p.

Proposicion 4.11 Con la notacion e hipdtesis anteriores, el algoritmo probabilistico

GeomResProj calcula, a partir de una resolucion geométrica (qn, Wei1, ..., Weym) de V' aso-
ciada a la forma lineal \ y variables libres Xy, ..., Xy, una resolucion geométrica de w(V')
con las mismas variables libres. Si qx, Wiyt ..., Wiy estan codificados en forma densa

como polinomios de grado a lo sumo D en la variable U y sus coeficientes estdn codificados
por un slp sobre k de longitud L, el algoritmo realiza O(L + D + D?({ —t)) operaciones
sobre k y produce un slp sobre k para los coeficientes de los polinomios del output cuya

longitud es del mismo orden.

Demostracion: Solo debemos probar la cota de complejidad del algoritmo, ya que la co-
rrectitud del mismo surge de la explicaciéon previa.

En el paso 1, el algoritmo calcula un slp que codifica los coeficientes del polinomio p,, de
longitud acotada por L 4 2D (¢ —t).

Para llevar a cabo el paso 2, se calculan en primer lugar recursivamente las potencias
UP ... ,U*P~2 modulo q,\(U). Expandiendo el producto p,(U) “pui-1(U) y sustituyendo
estas potencias de U se obtiene un slp de los coeficientes de pui(U) para i = 2,...,D de
longitud O(L + D(¢ — t) + D3).

En el paso 3, el algoritmo calcula el rango de un matriz cuyas entradas son funciones
racionales en k(X7q,..., X}). Este rango se puede calcular de forma probabilistica eligiendo
un punto = (x1,...,x¢) al azar en el cual evaluar esas funciones racionales y calculando el
rango ¢ de (p,o(z), pu(®), ..., Pyp-1(z)). La evaluacion se realiza con O(L+ D({—t)+ D3)
operaciones en k y el célculo del rango con O(DQ) operaciones en k.

En el paso 5, el algoritmo resuelve ¢ — ¢t + 1 sistemas lineales. Para ello, calcula la matriz
inversible PP en O(Dé§?) operaciones en k, la matriz adjunta y el determinante de P'P
con 0(55) operaciones y los productos adj(P'P)p s y adj(P'P)w; para t+1 < j < £ con
una complejidad del orden de O(5%(¢ — t)).

En funcién de esto, el algoritmo produce un slp de longitud O(L + D3 + D§(¢ — t) + 55)
sobre k con una complejidad del mismo orden. Finalmente, la cantidad de operaciones del
enunciado se obtiene observando que D > 4. ]
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4.2.2. Algoritmo

A continuaciéon describimos el algoritmo K-Projection que permite hallar una resolucion
geométrica de m(V*(F')) sobre K.

Algoritmo 4.12 K-Projection

INPUT: Una familia A = (Ai,...,Ap) de conjuntos finitos en (Zso)" tales que

dim( )’ A;) > #J para todo J C {1,...,m} y un conjunto de variables {Xi,..., X} C
Jj€J

{Xla"'vXn}'

1. Aplicar el algoritmo TransBasis a la familia de conjuntos A. Sin perder generalidad,
suponemos que la base de trascendencia obtenida es {Xi,..., X, Xevma1, .- Xn}
dondet <Ll yt+m+1>F.

2. Elegir b= (bitmt1y---50n) Y (Att1s-- Aem) con coordenadas en Z al azar.

3. Hallar la representacion rala del sistema de polinomios Fy, = (f1(X1,..., Xttm,b),
ey fm(X17 oo 7Xt+m7 b)) en K[Xl, 500 7Xt+m]-

4. Aplicar el algoritmo ParametricToricGeomRes al sistema Fy, y las variables X4, ...,

X para obtener una resolucion geométrica (g, Wi1, ..., Wrim) de V*(Fy) con va-
riables libres X1, ..., Xy asociada a la forma lineal X = N1 1 X1 + -+ + Mt Xetm -
5. Elegir (441, - - -, 1¢) con coordenadas en Z al azar.
6. Aplicar el algoritmo GeomResProj a la resolucion geométrica (qx, Wiy, ..., Weim) Y

la forma lineal p = pp1 Xer1 + -+ + e Xy.

OUTPUT: Una resolucion geométrica (qu,ves1,--.,v¢) de la variedad w(V*(F')) C Kz,

donde 7 K" =K es la proyeccion w(T1, ..., &n) = (T1,...,Tp).

Teorema 4.13 Dada una familia A = (Ay,..., An) de conjuntos finitos en (Z>o)" ta-

les que dim( ) A;) > #J para todo J C {1,...,m} y la proyeccion m : K" - K a las
Jje€J

primeras £ coordenadas, el algoritmo probabilistico K-Projection calcula una resolucion

geométrica de w(V*(F)) para el sistema ralo F' con soportes A y coeficientes indetermina-

dos. El algoritmo realiza

O((n? +m®)N log(d) M (D)(D? + M(E))= + mD22)
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operaciones en K, donde
= D= MV, (A AP,

o d = maxi<j<m{degy(f;)},
S E= 5 MV(((A)jzn) A,

1<h<m

= N= > #A;

1<j<m

m = es una constante que mide el tamano de ciertos objetos combinatorios, relacionados

con la familia de soportes, involucrados en cdlculos intermedios.

Demostracion: La correctitud sigue de las consideraciones previas y de la correctitud de

las subrutinas involucradas.

El paso 1 se basa en el célculo de volumenes mixtos (ver el Algoritmo 7). Por este
motivo, al igual que en los algoritmos anteriores no incluimos su costo en las estimaciones
de complejidad. Entonces, para calcular la complejidad total del algoritmo es suficiente
considerar el numero de operaciones en K que se realizan en los pasos 3, 4 y 6.

El paso 3 puede realizarse con O((n—t—m)N log(d) +n(t+m)N log(d)) = O(n?N log(d))

operaciones en K.

La complejidad del paso 4 estd dada por la Proposicion .9l Llamando S; C (Zso)T™ a
los conjuntos obtenidos al proyectar a las primeras ¢t + m coordenadas los conjuntos A;
para todo 1 < j < m, el sistema F} es un sistema genérico con soportes S para b genérico.
Al igual que en la ecuacion (£4]) podemos obtener las desigualdades

= MV (S, AD) < MV, (A, A=)
= MV (@(S)) < MV (A A,
= MV (0((S))20), A) < MV (((A)j2n), A=+ para todo 1 < h < m.
En funcion de estas desigualdades, la complejidad de este paso resulta
O((m? + mt)N log(d) M (T)M (D)(D? + M (wmsx&)) + mDﬁH),

Tomando = una constante tal que M (T)M (wmax) < Z, la complejidad queda acotada por
O((m? + mt)N log(d)M (D)(D? + M())= + mD¥+2).

La complejidad del paso 6 se calcula a partir de la Proposicion LTIl En este caso, L =
O(mD?(((t +m)N log(d) + m>)M (D) + D% 1)) es la longitud del slp que se obtuvo en el
paso 4 y D = degrr(gr) < MVy (A, A,
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Sumando las complejidades de los pasos recién mencionados obtenemos la complejidad del
enunciado del teorema. O

A continuacion ilustramos con un ejemplo cada uno de los pasos del algoritmo K-projection.

Ejemplo 4.14 Sea F el sistema de 2 polinomios en 5 variables con soportes A = (A1, As),
donde A; = {(0,0,0,0,0),(1,1,1,0,0),(2,0,0,4,2),(0,0,0,8,4)} y Ay = {(1,0,1,1,2),
(0,1,2,5,4),(1,3,0,5,4)}, con coeficientes indeterminados:

fi=Apn + ApX 1 Xo X3 + A3 XEXIX2 + A X§XE
fo=An X 1 X3 Xy X2 + A Xo X2 X X2 + A X1 X5 X X2

F=

y sea 7 : C®> — C3 la proyeccién a las primeras tres coordenadas m(z1,z2, 3, T4, 5)
= (21,2, r3). Vamos a hallar una resolucion geométrica de 7(V*(F)) siguiendo los pasos

del algoritmo K-Projection.

En el paso 1, si se aplica el algoritmo TransBasis a los soportes, se obtiene que { X7, Xo, X4}
es una base de trascendencia de K(V*(F)) que cumple que {X1, X2} es una base de trans-
cendencia de K(7(V*(F))).

En el paso 2, el algoritmo elige al azar un valor de b para especializar la variable X, y
coeficientes para construir una forma lineal A = A3 X3+ A5X5. Sean b=1y A = X;.

En el paso 3, especializando X4 = 1, se obtiene el sistema:

fi1=An + ApX1XoXs + A3 XPX2 + Aja X3

F1 =
fo1 = Aon X1 X3 X2 + A Xo X2X 2 + Axs X1 X5 X2

En el paso 4, se aplica el algoritmo ParametricToricGeomRes para obtener la resoluciéon
geométrica de la variedad V*(F}) con variables libres X, X5 asociada a la forma lineal A:

2A13 X% AL XL +2A11A —A1pAn A 2A11 Agp A13) X2
ax, (U) = U+ 18R 8, 213 1T 24n 14U6+( 12421 A14 + 2A11 Az Ar3) Ly

A1y A2, A9 A2,
—A1pAg Az X+ A3 Ago + A2, A3 X3XS 5 AppAg A XP?
+ ; p? - SRl (4.5)
A22A14 A22A14
Ay s AzXy A
wy(U) = —— 21t _ Ut -
3(U) A12X1Xo A2 Xo A12X1Xo
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En el paso 5, se elige una forma lineal y al azar como elemento primitivo de K(m(V*(F))).

En este caso, tomamos yu = X3.

En el ultimo paso, se aplica el algoritmo GeomResProj a la resolucion geométrica (gx,,ws,
ws) v la forma lineal p para hallar una resolucion geométrica (gx,,vs) de la variedad
m(V*(F)). En este caso, el resultado es:

An 4 2410403 X1 X5 — A13An X3

N)=U"+ ——— U3 4.6
ax:(U) * A12X1X5 A2 A9 X3 * (4.6)
+2A23A22A11X§ + A% A1 X, U2 4 A1 A3, XEXS — A13A21A23X19’U n A3 AN X1 X3
A1 A2, X3 A A2 A2 A

Ug(U) =U.

4.3. Sistemas con coeficientes racionales genéricos

Consideremos ahora el problema planteado al inicio de este capitulo. Dado un sistema P
de m polinomios con soportes A = (Aj,...,Ay) en (Z>o)" y coeficientes racionales gené-
ricos, queremos calcular una resolucion geométrica de la clausura de Zariski de m(V*(P)).
Veremos en esta seccion que llevando a cabo los mismos pasos del algoritmo K-Projection

conseguimos la resolucién geométrica buscada.

Sea {X1,..., X¢, Xt4m+1,- .-, Xn} la base de trascendencia de K(V*(F)) tal que {X1,...,
Xt} es un subconjunto algebraicamente independiente maximal de {X7,..., X,} que ha-
llamos con el algoritmo TransBasis. A partir de los resultados de |20, Appendix A], existe

un abierto Zariski U; no vacio tal que si a = (a1,...,a,) € U1 N QN entonces

v I, = (fi(a,X),..., fm(a, X)) : X°° es un ideal radical equidimensional de dimensién

n—m,

w {Xq,..., X¢, Xttmett,- -+, Xp} esun conjunto algebraicamente independiente modulo

cada uno de los primos asociados a I,

» {Xy,..., Xy, X¢1n} es un conjunto algebraicamente dependiente modulo I, para todo
1<h</(—t
Sean a € U1 NQN y P = (p1,...,pm) el sistema ralo con soportes A que resulta de evaluar

el conjunto A de coeficientes indeterminados de F' en a, es decir

pi(X) = Z a; X,  paratodo 1 <j<m.
OéE.Aj
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Sea W una componente irreducible de V*(P) C C". Entonces, dim(W) = n —m y
{X1,..., X4, Xt4ms1,-.., X} es una base de transcendencia de Q(W). Por lo tanto, la
proyeccion de W a las ultimas n — ¢t — m coordenadas es un morfismo dominante. Por el
Teorema de dimension de la fibra y nuevamente |20, Appendix A], existe un abierto Zariski
Ow C C* =™ no vacio tal que, para todo b € Oy N Q=™ vale

s Wy = Wn{(zy,...,zn) € C" | Ze4mi1 = btemtt,---,Tn = by} es una variedad

equidimensional de dimension ¢,

» {Xi,...,X;} es un conjunto algebraicamente independiente modulo I(W}).

Luego, para todo b € Oy N Q" =™ vale (W) = w(W,).

Sea d(V*(P)) .= V*(P) \ {x € (C*)" | P(x) = 0}). Como dimd(V*(P)) < dimV*(P) =
n — m, para todo conjunto {iy,...,%t} C {1,...,t + m} existe un polinomio no nulo
Pir,.ie(Xiys oo, Xiy, Xegme1, - -, Xp) que se anula sobre 9(V*(P)). Sea O1 = {(t4ym+1,
cey ) € Chtm | i, iy Pivgeie (X, -+ Xy, Tt -, xn) # 0}, Se tiene que
O; es un abierto Zariski no vacio y, para todo b € Oj, la dimension de O(V*(P)) N
{Zt+m+1 = bym+1,-.-,Tn = by} es menor a ¢, ya que ningin subconjunto de ¢ variables
de {X1,..., X¢1m} es libre para este conjunto.

Sea b € O; N Ow N (Q*)" =™, Como
w

s VY(P) N {&trms1 = bevmst,---»Tn = by} es equidimensional de dimension ¢ pues
beNOw N (@) ™,y
1%

» I(V*(P)) N{zt4m+1 = betms1, ..., Tn = by} tiene dimension menor a ¢ pues b €
Ol N (Q*)nftfm,

entonces,
V*(P) W {Zt1me1 = begma1, -, Tn = by} =
={z € (C)" | P(z) = 0} N {&tsmr1 = begmit, - Tp = b} =

= {2 € (C*)t*™ | P(z,b) = 0} x {b}.

Por otra parte, como b € ﬂ Ow N (Q*)n7t7m7
w

r(V=(P)) = Jr (W) = Jn(Ws) = 7 (V*(P) 0 {@esms1 = bepmits - Tn = bn}).
w w

Por lo tanto

m(V*(P)) = n({& € (C*)*™ [ P(2,b) = 0} x {b}).



112 CAPITULO 4. CALCULO DE PROYECCIONES

Para cada 1 < j < 'm, notemos S§; C (Z>0)™™ a la proyeccién de A; a sus primeras t +m
coordenadas y escribamos f; = > (> Aj7(d7&))25‘))2'5‘.
QES; (a,a)eA;
Recordemos que, para una familia de soportes S = (S1,...,Sy) en (Z>()", el algoritmo
ParametricToricGeomRes se aplica para sistemas genéricos G con esos soportes. Esto
es, existe un polinomio pg en los coeficientes del sistema con soportes S tal que si a
es un vector de coeficientes para el cual ps(a) # 0, entonces el algoritmo calcula una
resoluciéon geométrica de V*(G). Sea Us C CV un abierto Zariski no vacio tal que, para
todo a = (a1,...,am,) € Us, el polinomio ps(( > aj,(&,d)Xd)ISjSm,dESj) no es el
(a,a)eA;

polinomio nulo.

Para todo a € Uy N QY existe un abierto Zariski no vacio @y C C" '~ tal que para
todo b € Oy N Q"™ el algoritmo ParametricToricGeomRes puede aplicarse al sistema
P(,b), donde P es el sistema que resulta de evaluar A = a en el sistema F' con coeficientes

indeterminados.

Llamemos Q-Projection al algoritmo probabilistico que sigue los mismos pasos que el
algoritmo K-Projection para un sistema P con vector de coeficientes a € (Q*)V. Por
lo anterior, para a € U; NUs N (Q*)Y, el algoritmo Q-Projection calcula una resolucion
geométrica de 7(V*(P)). Tenemos entonces el siguiente resultado:

Teorema 4.15 Sea A= (Ay,...,An) una familia de conjuntos finitos en (Z>o)" tal que

dim()_ Aj) > #J para todo J C {1,...,m}. Sean P = (p1,...,pm) un sistema genérico
JjeJ

de polinomios en Q[X1, ..., X,] con soportes A ym:C" — C* la proyeccion a las primeras

{ coordenadas. El algoritmo probabilistico Q-Projection calcula una resolucion geométrica

de 7(V*(P)) con
O((n? +m®)N log(d) M(D)(D? + M(€))E +mD?)),
operaciones en Q, donde
= D= MV, (A AM™),
= N= > #A,

1<j<m

d = méx;{deg(p;)},
s E= Y MVu(((A))jen), A,

1<h<m

m = es una constante asociada al tamatio de ciertos objetos combinatorios relacionados

con la familia de soportes (para mds precision, ver la demostracion del Teoremalf.13).
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Para finalizar, veamos un ejemplo donde, siguiendo los pasos del algoritmo Q-projection
se obtiene una resolucion geométrica de 7(V*(P)) para un sistema ralo P con coeficientes

racionales.

Ejemplo 4.16 Sea P el siguiente sistema con la misma familia de soportes A = (A1, .As2)
del Ejemplo E14}

p1 =34+ 2X1 X9 X35 — X%X§X52 + 5)(48)(%1
po = 2X1 X3 X4 X2 - 3Xo X2XJ X2+ 7X1 X3X3 X2

P:

y sea ™ : C° — C3 la proyeccién a las primeras tres coordenadas m(w1, 22,3, T4, T5)

= (21,29, x3).

Usaremos las mismas elecciones b = 1, A = X5 y u = X3 que en el Ejemplo 14l Por lo
tanto, solo nos interesan los pasos 4 y 6.

En el paso 4, el algoritmo ParametricToricGeomRes encuentra la resoluciéon geométrica de
V*(Py) asociada a la forma lineal A con variables libres X7, Xo:

2X?2 X+ 430 2X2 A4X+E — 27 +28X3 X4 4X2
v (U) = 10 _ L8 1 Ut L4 _ 1 122 172 1
ax5(U) Y T 75 T
-5 X, 3
= U+ Z2p? =
2X1X2 2X2 2X1X2

w3 (U)

@5(U) = U.

En el paso 6, si se aplica el algoritmo GeomResProj a la resolucion geométrica del paso 4
y la forma lineal u, se obtiene la resolucion geométrica (gx,,v3), donde

3 4 14X1X§2+ X? Uit
2X1 X 3X2

Ox,(U) = U +

—63X3 j; 10X, s N 49X2X5 +7X3 U+ 49X, X3
9X3 9 6

5(U) = UL

Esta resulta ser, en efecto, la resolucion geométrica de w(V*(F)) con variables libres X7, X»
respecto a la forma lineal y = Xj, como se puede comprobar, por ejemplo, haciendo

eliminacion con bases de Groebner.
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