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Introduccion

Una de las principales motivaciones del analisis de senales, consiste en
lograr métodos que nos permitan descomponer y reconstruir funciones (sefia-
les) en forma estable.

Para ello, y con el objetivo de lograr un estudio mas localizado de la
funcién bajo analisis, Gabor propone multiplicarla por una nueva funcién g,
llamada ventana, que esté bien localizada en tiempo y frecuencia. (Para una
definicion precisa de localizacion ver Capitulo 1, Seccion 1.1 de este trabajo).

Asi surge la Transformada de Gabor, definida como

Gy(f)(t,w) = /Rf(s)g(s —t)e 2T (s,

que resulta ser una buena herramienta muy utilizada en el analisis armonico.
Si consideramos la familia {g,:(s) = g(s — t)e*™™* : t,w € R} y solo

tenemos en cuenta el caso en que g toma valores reales, la Transformada de

Gabor esté representada, para cada par (t,w) € R x R, por la formula

Gy(f)(t;w) = ([, o),

donde suponemos que tanto f como g son funciones de L*(R).

Como (f,gut) = <f, Jut) Para cada par (f,w), se puede pensar que
Gy(f)(t,w) nos proporciona informacion sobre las frecuencias proximas a
wp + w que intervienen en f en un entorno de ty + ¢, donde ty y wy estén
definidos como

s 2 ~ 2
to:/slg( )2! ds v woz/vlg(v)i iy,
e gl g lgl

y representan los promedios de g y ¢ respectivamente (en la Secciéon 1.1 del
primer Capitulo se encuentra un analisis méas detallado de este tema).

Este tratamiento puede ser realizado también desde el punto de vista
discreto. Es decir, reemplazando los valores de t y w por an y bm respectiva-
mente, para a y b nimeros reales positivos y m,n € Z. En este contexto, la




pregunta que surge es bajo que condiciones sobre la ventana g es posible des-
componer y reconstruir en forma estable la funciéon f conociendo los valores
{Gy(f)(na, mb)}ynez.

Si consideramos funciones f que estén en L*(IR), una de las posibles condi-
ciones sobre g es pedir que el sistema de Gabor {e*™™g(t —an) },, nez forme
un marco de L*(R). (Ver la Seccion 1.2 del Capitulo 1, para una definicion
detallada del concepto de marco).

Una de las primeras ventanas con las cuales se trabajo fue la Gaussiana
g(t) = ™. Aunque esta funcion tiene una buena localizacion en el plano
tiempo-frecuencia, debido a que verifica g = ¢, el sistema de Gabor que
genera no posee buenas propiedades que nos permitan reconstruir funciones
como buscamos.

Entonces, teniendo en mente este ejemplo podriamos preguntarnos si es
posible encontrar una ventana g bién localizada en tiempo-frecuencia, que
ademas permita reconstruir en forma estable las funciones bajo anélisis veri-
ficando, por ejemplo, que el sistema de Gabor que genera, constituya un
marco de L*(R).

El Teorema de Balian-Low es un resultado clasico en el estudio de estos
temas que, desafortunadamente responde la pregunta anterior en forma nega-
tiva. Es decir, si un sistema de Gabor forma un marco de L*(R), la ventana
que lo genera no tiene buena localizacién en tiempo-frecuencia.

Este resultado posee una larga historia. Fue demostrado inicialmente por
Balian en 1981 (|Bal81]) e independientemente por Low en 1985 (|[Low85]),
para el caso en que el sistema de Gabor generado por g es una base ortonor-
mal de L?(R). Ambas pruebas eran similares y tenian un error que consistia
en utilizar como cierto que la integrabilidad de los cuadrados de las derivadas
parciales de una funcién aseguraba su continuidad. Unos anos més tarde
Daubechies, Coifman y Semmes ([Dau90]), manteniendo las ideas originales
de las demostraciones dadas por Balian y Low, solucionan este error y durante
ese proceso logran extender el resultado al caso de marcos.

En 1988, Battle (|Bat88]), inspirado en el Principio de Incertidumbre, da
una prueba simple y elegante del Teorema de Balian-Low para bases ortonor-
males, basada en la teoria de operadores. Aunque los marcos exactos (ver
definicion en la seccion 1.2 del Capitulo 1) son una generalizacion natural de
las bases ortonormales, no result6 trivial adaptar la demostracion dada por
Battle al caso de marcos exactos. Este trabajo fue realizado por Daubechies
y Janssen (|DJ93|). La demostracion que realizaron, estd cuidadosamente
desarrollada en [Dau92.

Debido a la propiedad fundamental de la Transformada de Fourier

(09)" () = 2miyg(y),



es de esperar que la diferenciacion juegue un papel importante en la demostra-
cion del Teorema de Balian-Low. Esta formula que relaciona la derivada de
una funciéon con su transformada de Fourier, serd interpretada en el sentido
clasico y distribucional como veremos mas adelante.

En este trabajo recorreremos la historia del Teorema de Balian-Low,
dedicandonos a estudiar basicamente dos de sus demostraciones. La primera,
debida a Benedetto, Heil y Walnut (|[BHW95]), resulta novedosa con respec-
to a las demostraciones que habia hasta el momento, pues en ella se elude
la utilizacion de herramientas relacionadas con el célculo distribucional y se
trabaja con técnicas conocidas en el analisis armoénico. La segunda prueba
que analizaremos en detalle es la adaptacion que realizaron Daubechies y
Janssen ([DJ93]) de la demostracion dada por Battle para bases ortonor-
males. Basandose en la teoria de operadores se prueba una version débil del
Teorema de Balian-Low y luego, utilizando como herramienta fundamental
el calculo distribucional, se prueba la equivalencia entre esta version y la
original.

En ambas demostraciones, la transformada de Zak (secciéon 2.1) nos sera
de gran utilidad como herramienta de trabajo. Por este motivo estudiamos
como es posible relacionar las propiedades de completitud, base y marco de
un sistema de Gabor con la transformada de Zak de la ventana que lo genera.

Veremos también algunos resultados que se relacionan con el Teorema de
Balian-Low desde diferentes opticas, obtenidos en los tltimos anos. Sobre el
trabajo realizado por Benedetto, Heil y Walnut ([BHW95|), comentaremos
algunas cuestiones sobre los espacios Amalgama. Estos autores, en el mismo
contexto y bajo las mismas hipotesis que en el Teorema de Balian-Low, ob-
tienen un nuevo resultado sobre el comportamiento de la ventana generadora
del sistema de Gabor, independiente de la mala localizaciéon que posee en el
plano tiempo-frecuencia.

Expondremos una version muy interesante del Teorema de Balian-Low
obtenida por Heil y Powell en el afio 2006 (|[HP06]) para el caso en que el
sistema de Gabor constituye una base de Schauder de L?(R) . La prueba de
este resultado, se relaciona directamente con la version débil del Teorema de
Balian-Low para marcos exactos que dan Daubechies y Janssen (|[DJ93]) y
también con el sentido de la convergencia de los desarrollos en serie cuando
se trabaja con bases de Schauder.

Finalmente, la Transformada de Zak nos dara la posibilidad de contruir
una funcién ventana de modo tal que el sistema de Gabor que genere sea una
base de Schauder de L*(R) pero no un marco exacto.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo, daremos algunas definiciones que usaremos a lo largo de
todo este trabajo. También enunciaremos propiedades bésicas y conocidas
sobre los conceptos que presentamos, para luego enunciar el Teorema de
Balian-Low. So6lo seran demostrados aquellos resultados que aporten alguna
técnica que se considere importante o que no aparezcan en forma explicita
en la bibliografia.

1.1. Plano Tiempo-Frecuencia

Nos proponemos como primer paso, dar una definiciéon precisa del concep-
to de localizacion, pues este representa una de las principales motivaciones
en el estudio del Teorema de Balian-Low.

Definicion 1.1.1 Sea g € L*(R), tal que g # 0. Definimos el centro (o valor
medio) de g como la cantidad

o = to(g) = /Rs|g<8)|2ds

913

en el caso en que sea finita y el radio de g, al valor

o=o0(g9) = (/R(s —tg)? ‘g<$)’2d3)1/2.

9113

Una vez expuestos los conceptos anteriores podemos definir el Intervalo
de concentracion I, de g como I, = [ty — o,to + 0.

El centro y radio de ¢ serdn notados por wy y ¢ respectivamente y asi
Ig = {WO —(3',&)0 —1—6]




Aqui g denota la Transformada de Fourier de g que esta definida como

9(v) = /R g(t)e > " dt.

Si consideramos el producto cartesiano de los intervalos I, e I, queda
definido el rectangulo R, = I, X I; en el plano tiempo-frecuencia.

Definicién 1.1.2 Para una funcion g € L*(R), R, representa la localizacion
de g en el plano tiempo-frecuencia.

Definicion 1.1.3 Se dice que una funcion g € L*(R) estd bien localizada en
tiempo-frecuencia si el drea de R, es finita.

La localizacién de una funcién de L?*(R) no esta librada al azar. El Prin-
cipto de Incertidumbre es un resultado que nos proporciona una limitacion
a cuan bien localizada puede estar una funciéon en tiempo y frecuencia.

Teorema 1.1.4 Sea g € L*(R) y sean o y & sus radios en tiempo y en
frecuencia. Entonces,

=S 1
oo > —.
~ 4r

Sobre este principio se inspird Battle, para dar la demostracion del Teo-
rema de Balian-Low para bases ortonormales, que desarrollaremos mas ade-
lante.

Proposicion 1.1.5 Sea g € L*(R) tal que to(g) es finito y no nulo. En-
tonces, la funcion f(t) = g(t + to) verifica:

(a) Ifll2 = llgll2,
(b) to(f) =0.

Demostracién. La demostracion de parte (a) se sigue inmediatamente de
que la integral de Lebesgue es invariante por traslaciones. Veamos entonces

que to(f) = 0.

lgll3

1 / 9

= 5 [ (t—1o)lg()[dt
19113 Jr
1 / 9

- tlg(t)|?dt — to = 0,
19113 Jr
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donde simplemente hemos realizado un cambio de variable. m

Haciendo un razonamiento similar, si ¢ € L?(R) verifica que wy(g) = to(g)
es finito y no nulo, considerando la modulacion f(t) = e >™0g(t), tenemos
que | fll2 = llgllz y wolf) = 0, pues £() = §(y + o).

Resumiendo, si una funcién posee centro y radio finitos y no nulos, trasla-
dandola y modulédndola adecuadamente, obtenemos otra funcién cuyo centro
es cero, y cuya transformada también posee centro cero.

El sentido de esta discusion serd comprendido completamente cuando
retomemos el concepto de localizacion en la Seccion 1.3.

1.2. Marcos

Los marcos pueden ser definidos sobre cualquier espacio de Hilbert separa-
ble. Dado un espacio de Hilbert H separable, con producto interno (f, g) y
norma || f|| = (f, f)** , diremos que una sucesion { fi }x es un marco de H si
existen constantes 0 < A < B tales que para toda f € H se tiene

AIFIF <Y KE f)l? < BII (1.1)
k

Cuando sea A = B, diremos que el marco es ajustado y el marco seré
ezacto si { fi}r deja de ser un marco para cualquier eleccion de [.

Si la sucesion { fi}x verifica tnicamente la segunda desigualdad en (1.1)
la llamaremos sucesion de Bessel.

Lema 1.2.1 Un marco, es un sistema completo en H.

Demostracién. Recordando que {fi}x es completo si y solo si
(f,fr) =0 para todo k = f =0

el resultado se desprende inmediatamente de la formula (1.1). m

Cada marco asigna a los elementos de H un desarrollo en serie. Es decir
que para toda f € H existiran coeficientes c;(f) de modo que f = >, cx(f) fx
con convergencia incondicional en la norma de H. Es importante remarcar
que estos coeficientes no tienen por que ser unicos, y esta es una de las
diferencias que existe entre un marco y una base.

Debido a que el conjunto de combinaciones lineales a coeficientes en Q
de los elementos de un marco resulta ser denso en H, sélo existen marcos en
espacios de Hilbert que sean separables.



Dado un marco {fi} en un espacio de Hilbert separable H la aplicacion
S+ H — H definida como

Sf=Y _{f )t
k

resulta ser lineal, continua e inversible. A este operador lo llamaremos
Operador Marco.

La sucesion { fi }x, donde f, = S7'(fi) es también un marco en H que
suele llamarse marco dual candnico. Ahora con el marco dual tenemos los
desarrollos en serie:

f:Z<fafk>fk:Z<f,fk>]Ek VfeH.
k

k

A partir de este momento la notaciéon f para f € H denotara la funcion
dual de f. Es decir, f = S ~1(f) donde S es el operador asociado al marco
{frtrez-

Es importante destacar que a pesar de tener un desarrollo en serie para
cada elemento de H en funciéon de un marco y su dual, un marco no tiene
por que ser una base. Un marco es una base si y s6lo si es un marco exacto.
Toda base ortonormal es un marco exacto y por este motivo todo espacio
de Hilbert separable posee un marco. Existen marcos que no son exactos y
también existen marcos exactos que no son bases ortonormales. Asi es claro
que marco, marco exacto y base son conceptos distintos. Para un tratamiento
mas detallado sobre estos temas referimos al lector a [Hei87].

Recordemos las siguientes dos definiciones:

Definiciéon 1.2.2 Una sucesion {xy}r en un espacio de Banach X se dice
minimal si x,, ¢ {combinacines lineales finitas de {xy}ren} para cualquier
eleccion de n.

Definicion 1.2.3 Sea X un espacio de Banach , X* su dual y sean también
las sucesiones {xptr € X e {yp}r C X*. Diremos que {xx}r es biortogonal
a {yrtr 0 que {xx}r e {yx}r son biortogonales si yn(Tm) = dpm.-

Por ultimo enunciamos dos Lemas que utilizaremos en varias oportunida-
des, especialmente en el capitulo donde estudiamos la Transformada de Zak.
Ambas demostraciones se encuentran en [Hei87].

Lema 1.2.4 Sea X un espacio de Banach, y {xy}r C X. Entonces:

(a) 3 {yr}r C X* biortogonal a {zy}r < {xr}r es minimal.
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(b) 3 una dnica {yxtr € X* biortogonal a {x}r <= {xr}r es minimal y
completo.

Lema 1.2.5 Sea H un espacio de Hilbert y sea {fx}x C H un marco. Son
equivalentes :

(2) {fx}x es un marco exacto.

(i) {fu}r v {fr}r son biortogonales.

1.3. Sistemas de Gabor

Luego de dar algunos aspectos generales sobre marcos, introducimos ahora
un tipo particular de ellos, que se conocen con el nombre de marcos de Gabor.

Primero retomemos la motivaciéon dada en la introducciéon para considerar
este tipo de marcos. Dada una funciéon g € L?(R), definimos la Transformada
de Gabor continua como

G,(f)(torw0) = / F(O)gE = To)e >0t dt

para f € L?*(R). Con esta transformacién producimos lo siguiente:

Primero Localizamos la funcion f(t) bajo estudio en un entorno de t,
truncéndola con g(t — tp), lo que graficamente queda representado por:

f(t) g(t-t)

(t)

Segundo Transformamos Fourier la funcion f(t)g(t —to) y evaluamos en
wp, obteniendo:

Gy(f)(to,wo) = (f(t)g(t —t0))" (wo)-

11



La aplicacion G, esta bien definida de L*(R) en L*(R x R) y resulta ser
una isometria inversible sobre su imagen.

Aqui nos interesa el caso discreto de esta herramienta, que definimos con
maés detalle a continuacion.

Definimos la traslacion 7, f y la modulacion e, f de una funcion f como

T.f(t) = f(t —x) Yy e, f(t) =™V f(1).
Para una funciéon g € L*(R) y dados p,q € R denotamos por g, ,(t) a

Ipq(t) = ep7eg(t) = e%iptg(t - q).

Definicion 1.3.1 Dados g € L*(R) y a,b > 0 la sucesion {gmpna fmnez S€
llama Sistema de Gabor asociado a (g,a,b).

Cuando un sistema de Gabor forme un marco, sera llamado Marco de
Gabor. En esta situacion tendremos asociado el operador marco S

Sf = Z<f7 gmb,na>gmb,na

m,n

y una estructura similar para el marco dual de {gmbna}mnez. En efecto,
gracias a que S(gmpna) = (S9)mbna , reemplazando g por S™'g, obtenemos
la igualdad S™ (gmbna) = (S719)mb.na- Luego, el marco dual de {gmpna fmnez
es otro marco de Gabor generado por la funcion dual g = S~1g.

Notar que G,(f)(na, mb) = (f, gmbna). Por este motivo, siendo el sistema
{gmbna fmnez un marco de L*(R) y conociendo los valores de G,(f)(na, mb)
para cada par (m,n) € Z x Z podemos reconstruir f en funcién del marco
{9mbna}tmmez y su dual como vimos en la secciéon anterior.

Una vez expuesta la definicion de marco de Gabor, queremos comprender
porqué es util tener una buena localizacién de la funciéon ventana que lo
genera.

Supongamos que la funcion g € L*(R) verifica [|gl, = 1 y ademaés
S tlg@®dt =0y [, 21a()dy = 0.

Entonces, para los parametros a = b = 1, gp,, esta localizada en un
entorno del punto (n,m) del plano tiempo-frecuencia, pues

(/wmﬁﬁﬁzny /vmWMWszm.
R R

Aqui, la eleccion de los parametros a = b = 1 es tnicamente con el fin de
simplificar la situaciéon y no representa pérdida de generalidad.
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Supongamos también que restringimos nuestro anélisis a la reconstruccion
de senales (funciones) que verifiquen “esencialmente”:

sop(f) C[-T.T] v sop(f) € [~

Hemos utilizado la palabra "esencialmente” pues es sabido que no es posi-
ble que una funcién verifique ambas condiciones simultaneamente. Mas for-
malmente, consideramos funciones que satisfacen:

L xerof = fllz << If]l2
2. Ixicaaf — flla << || £l

Las condiciones 1. y 2. indican que el rectangulo [—T',T] x [—£2, Q] posee
mayor informacion sobre f que otras regiones del plano tiempo-frecuncia.

Por otro lado, asumiendo que el sistema de Gabor {g,,,} constituye un
marco de L*(R), con marco dual {g,,,}, tenemos que

F= {f Gmn)Gimn- (1.2)

m,n

Si la funcion g, estd bien localizada en un entorno del punto (n,m),
es de esperar que (f, gm.) sea pequeno si la distancia de (n,m) al retangulo
[—T,T] x [-Q,9Q] es grande. En otras palabras, es razonable pesar que s6lo
los valores de m y n para los cuales (n,m) esté dentro o en las cercanias de
[—T,T] x [-9,9], tengan un papel significante en la reconstruccion de f a
través de la formula (1.2). Luego, la buena localizacion de g, o equivalen-
temente de gy, podria significar que soélo "algunos” de los valores (f, gm.n)
tengan real importancia en la reconstruccion de f.

En este momento estamos en condiciones de enunciar el teorema central
de este trabajo.

Teorema 1.3.2 (Teorema de Balian-Low)
Sea g € L*(R), y sean a,b > 0 con ab = 1. Si el sistema de Gabor
{Gmbna tmmez €8 un marco exacto de L*(R), entonces

[tg(®l2l7(7)ll2 = +oo.

Este resultado asegura que si el sistema de Gabor {gmp.natmnez consti-
tuye un marco exacto de L*(R), permitiendo de este modo descomponer y

13



recontruir funciones, la funciéon ventana g que lo genera no tiene buena lo-
calizacion en el plano tiempo-frecuencia. Como vimos en la primera Seccion
de este Capitulo, es posible obtener, de una funcién de centro finito, una
que posea centro cero, aplicaindole una traslaciéon conveniente. Luego, sin ser
demasiado restrictivos, podemos suponer que to(g) = 0y que ||glls = 1,
con lo cual su radio queda representado por la cantidad o = ||tg(t)|2. Con
un razonamiento similar para g, resulta ¢ = ||7g(7y)||2. En estas condiciones
queda claro que el teorema (1.3.2) dice exactamente que al menos una de las
funciones g o ¢ no esta bien concentrada. De este modo, y dentro de este
contexto queda descartada la posibilidad de lograr "reconstruccion” y "buena
localizacion” simultaneamente como hubiésemos querido.

Observaciéon 1.3.3 Sea g una funcion y h(t) = r'/?g(rt) una dilatacion de
g. Entonces

hpq(t) = Tl/ng/TﬂqT (rt).

Demostracién. Simplemente,

hp,q(t) = €2mpth(t_Q)

— €27ript7“1/2g(7”t . T'Q)
_ 627ri§rt,r1/2g(rt _ rq)
Tl/Qgp/Tvqr (rt)

como buscdbamos. m

Gracias a esta ultima observacion, el sistema de Gabor {hmpnatmnez
serd completo, un marco, o un marco exacto si y sélo si lo mismo vale para
el sistema de Gabor {gmb/rnar }mnez-

El teorema de Densidad que enunciamos a continuacién nos provee de
condiciones necesarias (pero no suficientes) para que {gmb,na}mmez sea com-
pleto, un marco o un marco exacto de L?*(R), formuladas tnicamente en
términos del producto ab.

De aqui y junto con la observacion (1.3.3) se desprende la importancia
del producto ab por sobre los valores individuales de a y b.

Teorema 1.3.4 (Teorema de Densidad)
Sean g € L*(R), y a,b > 0

(a) Si{gmbna}mnez €s completo en L*(R), entonces ab < 1. En particular,
8t { Gmbna fmmez €s un marco en L*(R), entonces ab < 1.
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(0) St {Gmbna}tmnez €s un marco exacto de L*(R), entonces ab = 1.

(¢) Si {gmbnatmnez €s un marco de L*(R), entonces es ezacto si y sdlo si
ab=1.

Este teorema tiene una larga historia que incluye extensiones a marcos
de Gabor sobre reticulas irregulares y a marcos de Gabor en dimensiones
mayores. El siguiente grafico esquematiza su contenido:

A

No hay marcos
(ab>1)

Marcos exactos
(ab=1)

Marcos y marcos
ajustados
(ab<1)

~y
>
a

Cabe aclarar que debido a la parte (¢) del teorema de Densidad, las
hipotesis ab = 1 y marco exacto resultan redundantes en el teorema 1.3.2.
Alcanzaria simplemente con pedir que {gmpna }m.n S€a un marco y que ab = 1.

Ya mencionamos la importancia del producto ab por sobre los valores
individuales de a y b, y es por este motivo que de ahora en adelante nos
reduciremos al caso a = b = 1.
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Capitulo 2

La Transformada de Zak y
Distribuciones

Estudiaremos ahora dos de las herramientas fundamentales que utilizare-
mos para la demostracion de Teorema de Balian-Low. La primer secciéon de
este capitulo sera dedicada a la Transformada de Zak y en la segunda daremos
un breve repaso sobre teoria de distribuciones.

2.1. Transformada de Zak

La Transformada de Zak se define formalmente como

Zf(tw) =Y flt+k)e™*  (tw) eRxR

kEZ

para una funcion f € L*(R).
Z f verifica las siguientes relaciones de casi-periodicidad:

Zft+1w)=e ™ Zf(tw) (2.1)

Zf(t,w+1)=Zf(t,w). (2.2)

De este modo, Z f queda univocamente determinada por los valores que toma
sobre el cubo Q = [0,1) x [0,1) = [0,1)2.

Una de las utilidades de esta transformada radica en la manera en que

esta actiia sobre los sisteman de Gabor construidos sobre el reticulado Z x 7Z,
como muestra la siguiente proposicion:
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Proposicion 2.1.1 Sig € L*(R) y {gmn} es el sistema de Gabor generado
por g entonces,

Z(gmn)(t,w) = em(t)en(w) Zg(t, w)
donde e.,(t) = e*™",
Demostracion.
Z(gma)(t,0) = Y Gmn(t + k)"
k
— Z 627rim(t+k)g(t k- n)€27riwk
= ejm'mt Z 2T g (¢ 4 §)ePmiwliHn)
J

_ e27rimt627rinw Z g(t + j)627riwj
J

donde en la tercera igualdad se hace el cambio de indice j =k —n. =

Teorema 2.1.2 La aplicacion Z : L*(R) — L?(Q), donde

1/2
L*(Q) = {F: || = (//Q\F(t,w)|2dtdw> < oo}

es un isomorfismo isométrico.

Demostracion.

» Buena definicién:

i Pads — [ [
Q 0 JO

= [ Zirte+wypa
= 3 [ e+ ppar

- / )Rt

k k
- / ().
R
17
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Aqui hemos aplicado la Féormula de Plancherel para series de Fourier
en la segunda igualdad y luego el Teorema de Convergencia Monétona.
Finalmente obtenemos

1Zflla=1fl.  ¥YfeL*(R),
y por lo tanto Z f € L*(Q).
Linealidad: Resulta claro de la definicion de Zf.

Continuidad: Al ser lineal, la continuidad se desprende de la igualdad
IZ fll2 = || fll2. Esto también nos permite concluir que el operador Z
es una isometria.

Isomorfismo: Sea la funcién g = xjo,1), donde

1 sitel0,1)
Xjo,)(t) = { 0 sitgl0,1)°

Entonces el sistema de Gabor {g,,,} resulta ser una base ortonormal
de L*(R).
Ademas,
Zg(t,w) = ZX[[),l)(t + k)e?mk =1
k

pues t + k € [0,1) <= k =0, y por la Proposicion (2.1.1)

Z(Gmn)(t,w) = en(t)en(w). (2.3)

Por otro lado, veamos que {e,,(t)e,(w)} es una base ortonormal de

L*(Q).

Cnenare) = [[ entien@lentie oo

_ / e (Ben (D)t / n(w)e; (@) du

Con lo cual, el sistema es ortonormal en L?(Q) y solo resta ver la
completitud.

Debido a que {ey(t)}rez es en sistema completo en L'((0,1]) (ver
[Duo90|, Capitulo 1, Seccion 5, pagina 19), resulta que {e,,(t)e,(w)}
es completo en L'(Q).

Asi, como L*(Q) C L'(Q), se desprende de lo anterior la completitud
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del sistema {e,,(t)e,(w)} en L*(Q).

Habiendo probado que {e,,(t)e,(w)} es una base ortonormal de L*(Q)
y teniendo en cuenta la ecuacion (2.3), resulta que Z manda una base
en otra.

Luego, Z es un isomorfismo como queriamos probar.

Hacemos explicita la siguiente observacion debido a que sera utilizada
reiteradas veces en el resto de todo este trabajo:

Observacion 2.1.3 La transformada de Zak verifica las dos igualdades
1Z fll = Il f[l2
(Zf,Z2g) = (f.9)

para todas f,g € L*(R), por ser una isometria.

Para g € L*(R), el estudio de las propiedades de {g,, .} serd reducido,
via la Transformada de Zak, al estudio del sistema {e,(t)e,(w)Zg}, formado
por la multiplicacién de cada elemento de la base ortonormal {e,,(t)e,(w)}
con la funcién Zg. Por este motivo esperamos que el comportamiento de Zg
sea crucial en lo que respecta a las propiedades de {gm.}-

Teorema 2.1.4 Sea g € L*(R). Entonces:
(a) {gmn} es completo en L*(R) <= Zg # 0 a.e (t,w) € Q.
(0) {gmn} es minimal y completo en L*(R) <= 1/Zg € L*(Q).
(¢) {gmn} es una sucesion de Bessel <= Zg € L>(Q).
(d) {gmn} es un marco de L*(R) con constantes A, B si y solo si
A< |Zgt,w)* < B a.e(t,w) € Q.
En este caso {gmn} resulta un marco exacto.

(e) {gmn} es una base ortonormal de L*(R) <= |Zg(t,w)|* =1 en

casi todo punto (t,w) € Q.
Demostracion.
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(a) =) Si {gmn} es un sistema completo en L?(R) entonces el sistema
{Z(gmn)} = {emenZg} lo es en L*(Q).
Supongamos que |{Zg = O}‘ > 0. Luego, si A = {Zg = 0} resulta que
la funcién x4 es distinta de cero en un conjunto de medida positiva y
ademas x4Z¢g = 0 a.e (t,w) € Q. Por lo tanto

(X4, emenZg) = // XACmenZ g dtdw =0
Q

para todo m, n. Asi, debido a que por hipotesis el sistema {e,,e,Zg} es
completo en L?(Q), xa = 0 a.e (t,w) € Q. Ahora, si x4 = 0 a.e, debe
ser |A| = 0 lo cual es una contradiccion pues partimos suponiendo que
Al = [{Zg = 0}| > 0.

<) Supongamos que Zg # 0 a.e. (t,w) € Q y consideremos una
funcion F € L*(Q) tal que (F,ene,Zg) = 0 para todos m,n € Z.
Entonces, como FZg € L'(Q) y ademas

0= (F,enenZg) = // FZge_pe_ndtdw = (FZg)"(m,n),
Q

debe ser FZg = 0 a.e. (Recordemos la propiedad de la Transformada
de Fourier que afirma: si f € L'y f(n) =0 Vn € Z, entonces f =0
a.e.) De aqui se desprende que F' = 0 a.e. (t,w) € Q, puesto que
por hipotesis Zg # 0 a.e. (t,w) € Q. Luego, el sistema {e,,e,Zg} es
completo en L*(Q), y por lo tanto {gm..} lo es en L*(R).

() =) Como {gmn} es minimal y completo, {e,e,Zg} lo es en L*(Q).
Como consecuencia del Lema (1.2.4) parte (b), existe una tnica sucesion
{F,..} C L*(Q) biortogonal a {e,e,Zg}. Es decir, existe una tunica
sucesion {F,, ,} que verifica la igualdad

5mk5nj = <Fm,na erng> = <Fm,nZ_gv €k€j> (24)

Por la desigualdad de Hélder, la funcion F,,,Zg € L'(Q), para cada
par (m,n) € Z x Z.

Luego, para m = n = 0, se tiene
(FO,OZ_Q)A(]ﬁ l) = <F0,0Z_ga €k€j>

= // F070Z_ge_ke_j dtdw
Q

_ {1 si (k, j) = (0,0)
0 si(kj)# (0,0)
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Entonces (FooZg)" = 60,0)- Por lo tanto, como H(t,w) = lverifica
= d(0,0), tenemos que Fj 0Zg=1ae. (t,w) € Q.

Finalmente, Fyo = Z=g y asi Z:g € L*(Q).

<) Para probar que {gmn} es minimal y completo basta ver que

{emenZg}loes. Como - 5 € L*(Q) entonces Zg # 0 a.e y la completitud
se sigue de la parte ( )

Veamos que {e,,e,Zg} es minimal. Por hipétesis - L € L*(Q), y como
ademas |exe;| = 1, la funcién ere;— esta en LQ(Q) para cada par

Zg
(k,j) € Z x Z.
Entonces, {ene,Zg} y {emenzég} son biortogonales pues

(emenZ g, erej==) = (emen, €1E;) = OmiOn;-
A

Luego, la minimalidad de {e,,e,Zg} es consecuencia del Lema (1.2.4),
parte (a).

(¢) =) Veamos que ‘Zg‘ < B'? a.e donde B es la constante de Bessel. Sea
W = {|Zg| > B"*} C Q y supongamos que |W| > 0. Entonces:

ZI s 27 Oew ) * < BIZ7 (ew)ll2 = Bllxwllz = BIW|

y ademas

§j|gmn, a? = 3 HemenZg, )P

m,n

= > lemen Zgxw)l

m,n

= 1 Zgxwlf3

donde la segunda igualdad vale por que Zgxw| < |Zg|ly Zg € L*(Q),
con lo cual Zgxw € L*(Q) vy la tercera, por que {ee,} es una base
ortonormal de L?(Q). Luego ||[Zgxw||5 < B|W].

Por otro lado

H%wﬁz//@W:/ ZgP > BIW|.
%% w

Entonces B|W| < B|W| y |W| > 0, absurdo. El absurdo viene de
suponer que |W| > 0. Asi Zg € L*°(Q), como queriamos.

21



<=) Si ahora Zg € L*>(Q), existe M > 0 tal que |Zg| < M a.e.
Entonces para f € L*(R) vale que ZgZf € L*(Q) y

Z |<gm,n>f>|2 = Z |<€m6nZg, Zf>|2

- Z |<em6mZ_ng>|2

= 29z fl5 < M Z 15 = M?||fI2-
Luego, {gm.n} es una sucesion de Bessel con constante M?.

(d) =) Asumiendo que {g,,»} es un marco en L?(R) con constantes A, B,
tenemos que {e,e,Z¢g} es un marco de L?(Q) también con constantes
A, B. Luego,

VF e LX(Q),  AlFI3< ) l{emenZg, F)I < B|IF|3.

Consideremos los conjuntos W4 y Wg, definidos como :
Wa={|Zg]" <A} v Wg={|Zg|"> B}.

Debemos probar que ambos tienen medida nula.
Sea F' = xw, € L*(Q), entonces

AWA = AIFI3 < ) HemeaZg, F)P

= 3 {emens ZgF)?

~ 1ZgrlE = [| [z
Wa
= [ 1292 < Ay
Wa

y esto unicamente tiene sentido si |[Wy4| = 0.
Analogamente se prueba que |Wg| =0

<=) Para probar que {gnn.} es un marco de L*(R), basta ver que
{emenZg} es un marco de L*(Q).

Sea F € L*(Q) entonces como Zg esta acotada, la funcion FZg esta
en L*(Q). Como se prob6 anteriormente,

> lemenZg, F)F = 1 ZgF|5. (2.5)
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Entonces

AIFIE = A / /Q FP? < / Zore=1Zorl; o)

IZ5F |2 = // ZgFP < B // FE=BIFE  (@7)

Asi, juntando las ecuaciones (2.5), (2.6) y (2.7), tenemos

y también

AIIFI3 <D KemenZg, F)I* < B[ F|3.

m,n

El hecho de ser un marco exacto se desprende del Teorema de Densidad,
puesto que estamos en el caso a = b = 1.

(¢) =) Una base ortonormal es un marco con constantes A = B = 1, por
lo tanto esta implicacion es consecuencia de la parte (d).

<) Si |[Zg]* = 1, el sistema {e,e,Zg} es una base ortonormal de
L*(Q) pues es completo y (eme,2g, €x€;29) = (€mn, €k€5) = Om kOn.j-
Luego, {gm.n} es una base ortonormal de L?(R).

Inicialmente definimos la Transformada de Zak para cualquier punto de
la forma (¢,w) en R x R y luego vimos que quedaba univocamente determi-
nada por los valores que tomaba sobre el cubo Q gracias a las relaciones de
casi-periodicidad que cumplia. Volviendo a pensar en Zg como una funcién
definida sobre todo R x R, la proposicion siguiente relaciona la continuidad
de Zg con sus ceros.

Proposicién 2.1.5 Sea g € L*(R) tal que Zg es continua en R X R. En-
tonces Zg tiene un cero.

Demostraciéon. Supongamos que Zg = G es continua en R x R y nunca se
anula. Entonces existe una funcién continua ¢ a valores reales, tal que

G(t,w) = |G(t,w) e

para (t,w) € [0,1] x [0, 1].
Por las relaciones de casi-periodicidad,

G(t,1)=G(t0) v G(l,w)=G(0,w)e ™,

23



Luego,
elr(tl) — ip(t,0)

e~ 2w 00| G0, w)| = |G(1, w)|e?), (2.8)
Como |G(0,w)| = |G(1,w)]|, de la ecuacion (2.8) se tiene

eigo(l,w) — 6i(gp(O,w)—27rz,u) )

Entonces, para cada t y cada w existen k, y l; en Z tales que

QO(t, 1) - ¢(t7 O) + 27Tlt

o(l,w) = p(0,w) — 27w + 27k,

Las funciones ¢(t,1) —¢(t,0) v ¢(1,w) — ¢(0,w) + 27w son continuas en t y
w respectivamente, por lo tanto I, =1 Vt € [0,1] y k, = k Yw € [0, 1].
Luego,

¢(1,1) = (0,1) + ¢(0,1) — »(0,0)
= 2nk — 27l + 27k — 27w + 2wl

= —2r

_|_

lo cual es una contradiccién. =

Observacion 2.1.6

» Si Zg es continua en R X R, por la proposicion anterior tiene un cero
en R x R. Entonces, gracias a la casi-periodicidad, Zg tiene un cero en

Q.

» La Proposicion (2.1.5), puede ser enunciada en un contexto mds gen-
eral. Esto es: Las funciones definidas sobre R xR que verifican las rela-
ciones de casi-periodicidad y son continuas, se anulan en algun punto.

Ya estudiamos el comportamiento de la Transformada da Zak con respecto
a los sistemas de Gabor y esto nos sera de gran utilidad en las demostraciones
de Teorema de Balian-Low que daremos en los capitulos siguientes. Ahora
queremos ver como se relacionan Zf y Z f .

Antes de esto necesitamos lo siguiente:
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(a) La clase de Schwartz S(R) es el conjunto de las funciones definidas sobre
R, infinitamente diferenciables que decaen rapidamente en el infinito.

(b) Para ¢ € S(R) vale la férmula de Poisson:

> olk) =Y @(k)

keZ keZ
(Ver demostracion en [Pin01], pag. 225)
(¢) Para toda f € L*(R) tenemos que
(caf)" =maf w (W) =cuf
Lema 2.1.7 Sea f € L2(R). Entonces Zf(t,w) = e ' Z f(—w, 1)
Demostraciéon. Veamos primero que el resultado es cierto para funciones de

la clase de Schwartz.
Sea ¢ € S(R), entonces

Zo(t,w) = Zwtﬂf ik Z(T_tw)(/f) (k)

k k
_ Z 627rit(k—w)¢(k i W) _ 6—27ritw Z @(k i w)627ritk
k k

— efQWith@(_w’t)'

Solo resta ver que podemos extender esta igualdad a funciones de L?*(R).
Sea f € L*(R). Como el conjunto S(R) es denso en L*(R), existe una sucesion
{¢n}n € S(R) de modo tal que @, — [y ¢n — f en L2(R). Asf, como Z
es un operador continuo de L%(R) en L2(Q), Zg, — Zf y Z$n — Zf en
L*(Q).

Luego,

Zf(t,w) = lm Zp,(t,w) = lm e ™72, (—w,t) = e 7™ Z f(—w, 1)

n—oo n—oo

como querfamos. m
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2.2. Distribuciones

Hemos comentado ya que en una de las demostraciones del Teorema
1.3.2, se utiliza como herramienta el calculo distribucional. Por este motivo
dedicamos esta seccion a estudiar el comportamiento de las derivadas dis-
tribucionales y su relacion con la transformada de Zak. Para un tratamiento
mas detallado de la Teoria de Distribuciones ver [Alv05].

Damos a continuaciéon una lista de definiciones y notaciones que usaremos
de aqui en adelante.

A la derivada débil o en sentido distribucional la notaremos como 0 en
R y como 9;, cuando derivemos respesto de la j-ésima variable, en R,
para d > 1.

» La derivada clésica sera notada como D en R y D, sera la derivada
clasica respecto a la variable z; en R?, si d > 1.

» El espacio de Sobolev L3(R?) es el conjunto
{fe L’ (RY) :0;f € L*(RY),j =1,...,d}.
» Siz=(t,w) € Rx R y r > 0, el cuadrado centrado en x de radio r
serda Q(x;r) = Q(t,w;r). Mas especificamente
Qrsr)=[t—r/2,t+71/2) X [w—71/2,w+1/2)

Para esta nueva notacion el cuadrado definido en la seccién anterior es

Q=10,1) x[0,1) = Q(1/2,1/2;1).
s Para a = (oq,...,0q) € N'U {0}, |a| = o + ... + ag.

= Dado a = (v, ..., 0q) € N'U{0}, D* serd —2°

ozt ...axjd ’
Nociones Basicas sobre Teoria de Distribuciones
Definimos primero el conjunto
D = {f:R? — C, infinitamente diferenciables y de soporte compacto}

y decimos que un sucesion {p;}; converge a ¢ en D si existe un compacto
K C R? tal que sop(p), sop(p;) C K para todo j y para cada eleccion de
a e Ny {6}, D%p; — D%p uniformemente en R?. Una vez dada la nocién
de convergencia en D, es posible definir una distribucion.
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Definicion 2.2.1 Una funcion lineal T : D — C es una distribucion si es
continua en el siguiente sentido:

T(pj) =0 en C cuando ¢; -0 en D.

Si D' es el dual topolégico de D, decimos que la sucesion {T;}; C D’
converge a T en D’ si para toda ¢ € D,

Ti(¢) = T(¢) en C, cuando j — oo.

A cualquier funcion f € L},.(R?) le podemos asociar una distribucion T,
definida de la siguiente manera :

Ti(p) = g f(@)o(x)ds

La distribucion asociada a f sera notada por Ty o simplemente por f segin
convenga.

Proposicién 2.2.2 El operador ® : L}  —— D', definido como

loc

es uno a uno.

Demostracion. Debemos probar que si

/f x)der =0 YpeD

entonces f tiene que ser cero en casi todo punto.
Dada la funciéon

plx) =€ - i X{lz|<1}
se puede probar que p € D y ademés que la sucesion definida como
jd
pi) = Lp(a), donde = [ plapts
c
verifica
frpj— f en LP(RY)

para toda funcién f € LP(R?).
Sea ¢ € D y consideremos la funcion

(fo) * pj(x /f t)pi(x — y)dy.



Para r € R?, la aplicacion que a cada y le asigna ¢(y)p;(z — y), esta en D.
Por lo tanto, (fy) * pj(x) = 0 para todo j € N.

Como la sucesion {(fp) * p;}; converge a fi en L'(R?), se tiene que
fe =0 a.e para toda ¢ € D. Esto nos permite concluir que f = 0 a.e como
queriamos.

|

Ahora, como L*(R%) C L} (R?), toda funcién de L?(RY) define una dis-
tribucion.

Usualmente diremos que una distribucion 7' es una funcion, si existe una
f €L, tal que T =Ty,

loc
Una particularidad importante de las distribuciones es la posibilidad de

derivarlas. Mas precisamente, dada una distribucion 7" su derivada 9;T" es
una nueva distribuciéon que se define como

9;T(p) = =T(D;p)

y en general
P T(¢) = (~1)T (D).

Ahora bien, si f € L(R) la derivada de la distribucion T} es la distribu-
cién asociada a la funcion Of, esto es

an = Taf.

Esto tltimo vale simplemente por la definiciéon de derivada débil y ademas,
también es cierto el resultado reciproco, i,e: si f € L*(R) y existe g € L*(R)
tal que Ty = T, entonces 0f = g.

Lema 2.2.3 Si {T}}rez es una sucesion de distribuciones tal que ), o Ty,
define una distribucion para una sucesion {ay}rez, C R, entonces ), 0T},
también es una distribucion y ademds, Y, o,0T, = 0>, o Ty).

Demostracion. Sea S, = Z|k|<n apdT}, , debemos ver que S, converge en
D’ N
Sea ¢ € D, entonces

Su(0) = > ardTi(p) = = > axTi(Dyp).

Jk|<n k| <n

Como ), oy T}, define un distribucion, haciendo tender n — oo tenemos

Sulp) — =Y _aTi(Dy) = 0> aiTi) ().
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Esto muestra como S,, converge en D’ y también que vale la igualdad

> 0T = 00> aTy).
k k

A continuacion enunciamos un teorema que nos serd de gran utilidad de
aqui en mas. Su demostracion puede encontrarse en [Sch66].

Teorema 2.2.4

(a) Dada F € L*(RY), existe una funcion F en R? tal que F = F a.e y
F e AC),. en casi todas las lineas paralelas a los ejes coordenados. El
gradiente cldsico VF de F existe a.e R y el gradiente distribucional
de F es la distribucion correspondiente a VF.

(b) Sea F € L*(R%). Si existe una funcion F en R? tal que F € ACipc
en cast todas las lineas paralelas a los ejes coordenados, F' = F a.e,
y D;F € LQ(IE&d) para j = 1,....d, entonces 0;F es la distribucion
asociada a D;F para j =1,....,d y por lo tanto, F € L?(R?).
Teorema 2.2.5 Sea g € L*(R). Entonces
g € L*(R) <= () € L*(R)
En ese caso, g € ACe, Dg = 0g a.e, y

(09)" () = 2miyg(v)

Demostraciéon. Primero demostraremos la doble implicacion:
—) Supongamos que dg € L*(R) y sea ¢ € S(R). Entonces

(79 (1), ()| = !/Rvé(v)wdv\ < v l2g(n)ll2

por la desigualdad de Cauchy-Schwartz. Luego (vg(7), (7)) < 0o para toda
¢ € S(R).

Sea ahora ¢ € S (I@) Aplicando la identidad de Plancherel y luego la
definicion de derivada débil tenemos

(09(7), $(7)) = (g(1), 2(1)) = —(g(t), D(3)(®))
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Como 3(t) = p(—t) y f(7) = f(—v), nuevamente aplicamos Plancherel para
probar que

—(g(t), D(@)(t)) = —(g(t), (=2mive(=))"(t))
= —(9(7), —2mi(=7)e(7))
(9(v)2miv, @).

Luego 55 y g(7)2miy definen la misma distribucion y por lo tanto son iguales
a.e. Como suponiamos que dg € L*(R), tenemos que lo mismo vale para

79(7)-
<=) Se pueba analogamente.

Suponiendo ahora que dg € L2(R), o que v§(7) € L2(R), la funcién

0= [ o

resulta absolutamente continua en [0, 1]
Para cada ¢ € D con sop(p) C (0, ) vale lo siguiente:

Angwﬁi— Aaﬁﬂﬁmt

Como h es absolutamente continua en [0, 1] y sop(¢) C (0, 1), integrando por
partes obtenemos

Ahwmwwz—éamwmm

y entonces
1
| (ot = ne) Dttt =0
0
para toda ¢ € D con sop(p) C (0,1) y por lo tanto g — h es constante a.e en
[0, 1]. Esto nos permite concluir que g € AC,. y Dg=0g. m

Las herramientas que venimos estudiando hasta el momento para la demos-
tracion del Teorema 1.3.2, son basicamente la transformada de Zak y las dis-
tribuciones. Ambas fueron tratadas independientemente y ahora veremos de
que manera se relacionan.

Proposicién 2.2.6 Si g,tg(t) € L2(R) , v9(y) € L*R) y G = Zg, en-
tonces 01G ,0.G € L} (R?).
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Demostraciéon. Como consecuencia del Teorema 2.2.5, dg € L*(R) y asi

Zg(t,w) =Y _ gt + k)e’™* € L*(Q).
k

Consideremos la distribucion asociada a la funcion Y, dg(t + k)e*™* que,
como dijimos anteriormente, llamaremos del mismo modo.

Debido al Lema 2.2.3 las distribuciones 6;G y >, 9g(t + k)e*™* coinci-
den. Pero entonces, G admite derivada débil respecto de la primer variable
y OG(t,w) =3, 0g(t + k)e*™* a.e (t,w). Por lo tanto 0,G € L*(Q).

Razonando andlogamente y teniendo en cuenta que tg(t) € L*(R), te-
nemos

0oG(t,w) = 2miZ(tg(t))(t,w) — 2mit Zg(t,w),
donde la igualdad vale en casi todo punto (t,w) € Q. Asf, .G € L*(Q).
El hecho de pertenecer a L?*(Q) implica que 8:G y 8,G € L} (R?). m

loc

Supogamos que estamos en las siguientes condiciones:

g,tg(t) € L*(R), va(7) € L*(R), G = Zg y 9G,92G € L2, (R?).

Sabemos entonces que 0;G, 9,G € L2, (R?) por la Proposicion 2.2.6 y como

por hipétesis existen §?G, 935G, el Lema de Sobolev nos permite afirmar que
01G, 0oG son en realidad derivadas en sentido clésico.
Luego, existe una funcién continua G definida sobre R? que coincide con
G en casi todo punto de R? y G resulta casi-periédica pues G = Zg lo es.
Por lo tanto, debido a la Proposicién 2.1.5, G tiene un cero en Q.
Veamos que en estas condiciones no pueden existir contantes A, B posi-
tivas de modo tal que se verifique la desigualdad A < |Zg|?> < B a.e Q.
Suponiendo que dichas constantes existen, como G es continua y se anula
en algin punto de Q, existe £ C Q tal que |[E| >0y

IG(t,w)| < \/A/2 paratodo (t,w)€ E.
Pero G = G a.e , luego existe E C FE tal que
E|>0 y G=G

en todo punto de E. Por lo tanto |G| = |Zg| < \/A/2 en un conjunto de
medida positiva lo que resulta una contradiccion.

Este argumento, junto con el Teorema 2.1.4, parte (d), es una demostracion
del Teorema de Balian-Low con hipotesis adicionales, que enunciamos a con-
tinuacion:

Teorema 2.2.7 Sea g € L*(R), tal que {gmn} constituye un marco de
L*(R). Si Zg = G cumple 0?G, 02G € L3 (R?), entonces

loc

[tg(t)[]2l[vg(7)||2 = +oc.
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Capitulo 3

Teorema de Balian-Low.
Demostracion sin Teoria de
Distribuciones

La prueba que daremos del Teorema 1.3.2 requiere de una serie de lemas
previos que enunciamos y demostramos a continuacion.

3.1. Lemas Previos

Lema 3.1.1 Sea f(t) € L3*(R), tal que tf(t) € L*(R) y vf(v) € L3(R).
Liamemos F = Z f, tomemos € € R y xy € [—3/2,3/2] x R. Entonces,

<//Q(xo;1) |F(t—5,w)—F(t,w)|2dtdw)1/2 < 27r|8|</@|7f(7)|2d7> v (3.1)

y también

<//Q(m) |F(t,w—e¢) —F(t,w)Ithdw) v < o] K/R“f(t)Ith) 1/2

1/2
+2(/ |f(t)\2dt) }(3.2)
R
Demostracion. Primero notemos que

F(t—cw) =Y ft—ec+k)e™* = Z(r.f)(t,w).
k
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Ahora, teniendo en cuenta que Z es una isometria y aplicando luego la
identidad de Plancherel tenemos

(//%o;n [F(E - e w) - F(, w)Ithdw) -

(// Ozo:1) Z(r.f = ), w),dtdw> /2
(/'Tef F(®)] dt>
~

1/2
[1ee i) Pa

< ([ 1-2rineblicpan) "

= 2nle|( [ hi)Pa) "

En la desigualdad hemos utilizado la propiedad : |e? — 1] < |6], que verifica
la funcién exponencial. Ademaés, es importante tener en cuenta que, por las
relaciones de casi-periodicidad, la Transformada de Zak verifica el Teorema
2.1.2 para cualquier cubo Q(x¢; 1) de radio 1. Por lo tanto, Z cumple con la
igualdad ||Z f||r2(e(o)) = |IflL2®), para toda f € L*(R).

Para probar la desigualdad (3 2) observemos que

Flt,w—e) = Y flt+ ket

—  2miet Z 6727ri5(t+k)f(t + k)e27rik’w
k

= (e . f)(t,w).

Entonces,

1/2
(// [Pt w—e) _F(t»w)|2dtdw>
Q(wo;1)
1/2
— (//Q( \ |e?™ e Z (e_o f) (L, w) — Zf(t,w)|2dtdw>
1/2
= (//Q( 1) | Z(e—<f — f)(taw)|dtdw>
' <//Q< Nt 1l2|Zf<t,w>|2dmw)
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donde, para lograr la desigualdad, sumamos y restamos e*™*Z f (¢, w) y utili-
zamos la desigualdad de Minkowsky.

Llamemos
1/2
n= ([ 1zt - pwaa)
Q(zo;1)

1/2
L= (// je2miet _ 1|2|Zf(t,w)|2dtdw) |
Q(wo;1)

Luego, nuevamente porque Z es una isometria,

I - (4wsﬂw—ﬂmwﬂvz
= ([ pisora)
%w(énﬂmwﬁvi

1/2
L < 27r|5|(// |t|2|Zf(t,w)|2dtdw)
Q(zo;1)
1/2
27r|5|(4// |Zf(t,w)|2dtdw)
Q(wo;1)
1/2
- 27r|5|(4/\f(t)|2dt> |
R

Aqui la hipétesis zy € [-3/2,3/2] x R nos permite acotar |t| por 2. En efecto,
si xy = (to,wo), entonces —3/2 < tg < 3/2 y como t € [ty — 1/2,t9 + 1/2]
resulta que t € [—2,2].

Finalmente

<//Q(xo;1> o= F(t’wwdtdw) e
27r|s|K / |tf(t)\2dt> v
a(foore)]

IN

y también,

IN

IA
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como querfamos probar. m

El siguiente lema es puramente técnico. Lo usaremos para demostrar un
resultado similar al anterior donde se busca estimar la oscilacion de F' pero
sobre cubos de radio menor que 1.

Lema 3.1.2 Sea f € L*(R). Paras € R yr >0, E(s,r) denota el conjunto

r r ror
E(s,r) = U[s—§+n,s+§+n]: U[—§,§]+s+n.

nez ne”Z

Entonces:

(a) Zf(t,w).XEe@r)(t) =Z(fXB@s)(t,w) para todo (t,w) € R x R,

(b) lm,—o || f-XE@sn 2 = 0 uniformemente en s.

Demostracion.

(a) Como
Zf(t,w) Xn(s.r) () = Y F(E+B)E™ X (1)

k
Z(f-XEsn)(t,w) = Z Jt+E)XEB@En(t+ ]{)627riwk7
k

solo hay que ver que X (s (t) = Xg(sr(t + k) para todo k € Z.
Esto se sigue inmediatamente de la definicion de E(s,r).
(b) Seae > 0. Como |f]? es un funcién integrable en R existe N > 0 de modo

tal que [, |f(t)|?dt < /2y existe > 0 tal que [, [f(t)[dt < /2
para cualquier conjunto medible A que verifique |A| < 4.

Dado s € R, resulta simple comprobar que

r r r r
[s—§+n,s+§—l—n]ﬂ[—N,N] £ <=ne [—s—N—E,—s+N+§].

Por lo tanto hay al sumo 2N + r + 1 ntmeros enteros n tales que
[s =5 +n,s+5+n]N[-N,N] #0y esta cantidad es independiente
de s.

Entonces, para r < 1,

|E(s,r)N[=N,NJ| <) |[s— +ns+2—|—n] [—N,N]| < (2N +2)r.

35



Sea ro < min{1,0/(2N + 2)}. Luego, si r < ry,

1f-Xmnl3 < / ()Pt + / PPt < e
[t|>N E(s,r)N[—N,N]

para todo s, pues elegimos N de modo que el primer sumando sea
menor que €/2y A = E(s,r) N[—N, N]| tiene medida menor que 0 si
r < 1.

A~

Lema 3.1.3 Sean f(t) € L3*(R) tal que tf(t) € L2(R) y vf(v) € L3(R).
Tomemos € € R, (ty,wy) € [-3/2,3/2] x R y 0 < r < 1. Entonces, si
F=7f,

1/2 A

(//Q( - ew) - F<t"">’2dtd‘*’> < 2mlel v (1) XB-wm) (V2
to,wo;r

(3.3)

1/2
([ Irtw-o-Faopads) < 2l Ol
Q(to,wo;r)
el et - (34)

Demostracién. Para demostrar la desigualdad (3.3) utilizaremos argumentos
similares a los usados en la prueba del Lema 3.1.1.

1/2
<// [t —e,w) —F(t,w)Pdtdw>
Q(to,wo;r)
1/2
(// |2(7=f — f)(t,W)Ithdw)
O(to,wo;r)
1/2
(// eef = N-w, t)|2dtdw)
Q(to,wo; r)
. 1/2
(// |[Z(e—cf = )lw, t)|2dtdw)
O(to,—wo;r)

o 1/2
// |Z(e_.f — f)(w,t)|2dtdw>
Q(to,1—wo;r)

~ N 1/2
// o = D@ D) Xy (@ )\2dtdw) .
O(to,1—wo; T’)
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Para obtener estas igualdades hemos utilizado que |Zf(t,w)| = |Zf(—w,1)]
(ver capitulo 3, Lema 2.1) y tenido en cuenta las relaciones de casi-periodicidad
de Zf. La ultima igualdad se debe a que si (t,w) € Q(to,wp; ), entonces w
verifica |1 — wy —w| < r/2 y por lo tanto w € E(1 — wy, 7).

Ahora, por la parte (a) del Lema 3.1.2,

(//Q(to 1—wo; 7")

. 1/2
)W, 1) XE-w.r) (W) |2dtdw)

e_of -
. 1/2
//Q |Z((e—<f = f)-XBA-w0 r))(t,W>’2dtdw>

donde tuvimos que pasar de integrar sobre el cubo Q(tg, 1 — wp; r) a integrar
sobre el cubo Q(ty,1 — wp; 1) para poder aplicar el Teorema 2.1.2.
Veamos ahora la desigualdad (3.4).

1/2
(// [F(t,w—e¢) _F(taw)l2dtdw)

Q(to,wo,r 1/2

(// e—f = (&, w)Pdtdw>
Q(to,wo; 7“)

1/2

" (/ / T W!Zf(t,wwtdw)
1/2
<//Q(t e—ef — [){t,w) Xt (1) dtdw>

1/2
+ 27|e] (// (tZ f(t,w).XEo.r) (t)|2dtdw)
Q(to,wo;r)
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1/2
<(f[ et - Do)
Q(to,wo;)
1/2
+drle| <// ’Z(f-XE(to,r))(t,W)Pdtdw)
Q(to,wo;)

1/2 1/2
_ ( [ deasn- f<t>|2dt) +dnle] ( / If(t)|2dt)
E(to,r) E(to,r)

< 2mlellItf (1) Xeom 2 + 4mlell F Xm0 ll2-

Aqui hemos utilizado argumentos similares a los anteriores. m

Lema 3.1.4 Consideremos f,e,r y (to,wo) como en el Lema 3.1.8 y tome-
mos 0 < ¢ < 1. Entonces existen funciones Cy(r) y Ca(r), que dependen
unicamente de f y verifican lim,_o C;(r) = 0 para i = 1,2. Ademds,

// F(t—e,w) — F(t,w — )2dtdw < erle|Ch(r)  (3.5)
Q(to,wo;CT)

/ / F(tw — &) — F(t,w — )|2dtdw < erle|Co(r)  (3.6)
Q(to,wo;m“)

Demostracién. Sean

Cy(r) = 27 sup |[7.f () X By (V) l2

weR

atr) = 25w (116 0)-xe Ol + 21 x|z

Entonces el resultado se desprende del Lema 3.1.3 y de la aplicacion directa
de la desigualdad de Hoélder. La convergencia a 0 de C; para ¢ = 1,2 es
consecuencia del Lema 3.1.2, parte (b). m

Recordemos lo analizado en el capitulo anterior cuando vimos que la
continuidad de Zg nos aseguraba la existencia de un cero y que el sistema
{gmn} era un marco con constantes A y B, si y solo si A < |Zg|* < B
en casi todo punto de Q. Entonces tiene sentido pensar que la construccion
de aproximaciones continuas de Zg, puede ser 1til para la demostracion del
Teorema 1.3.2.
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Con este fin, consideremos las funciones p,(t,w) = r=2p(t/r,w/r), donde
p = xoyr > 0. Entonces {p,}, es una aproximacion de la identidad en
R x R cuando r — 0.

Luego, para Zg = G, se define la funcion G,., como

G, (t,w) = //Q G(t — u,w — a)p,(u, a)duda.

Algunas de las propiedades importantes que verfican estas funciones, son las
que enunciamos en el siguiente teorema:

Teorema 3.1.5 Sea g € L*(R) la ventana que genera el marco {gmn} con
constantes A y B, y sea G = Zg. Entonces:

(a) |G,(t1,w1) — Gp(ta,ws)| < 2r ' BY2 (|t — to] + w1 — wal).
(b) sup(weolG,(t,w)| < BY2.
(¢) Gi(t,w+1)=G,.(t,w).
(d) Go(t+ 1,w) =e G, (t,w) + V.(t,w),

donde sup(.ecolir(t,w)| < 2mrBY2.
(e) Dados (u,a), (t,w) € R x R,

|G(u, ) — G(t,0)| > AY? — 2r ' BY2(|t —u| 4 |w — a] ) — |Gy (t,w)|
y en particular, para (t,w) € Q yc < 1,
inf : 1G(u, o) — Gp(u,a)| > AY? — 2¢BY? — |G,.(t,w)).

(u,0)€Q(t,wser

Observemos primero, que la parte (a) de este resultado nos garantiza
la continuidad uniforme de G,. Debido a la parte (b), G, resulta acotada
independientemente de 7 y las partes (¢) y (d) muestran que G, no esté lejos
de ser una funcién casi-peridédica. Todo esto es consistente con la idea que
tenemos en mente de aproximar Zg por funciones continuas.

Demostraciéon del Teorema (3.1.5)

(a) Notemos que
1
|G(t1,w1) — G(ta,wa)| = ‘// Gty —u,w, — a)ﬁxg(u/r, a/r)duda
Q

— // G(ta — u,wy — a)%xg(u/r, a/r)duda
Q T
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1
— —2) // G(t, — u,w; — a)duda
r Q(r/2,m/2i1)

- // G(ty — u, wg—a)duda‘
Q(r/2,r/2;r)
G(u, a)dudo

O(t1—r/2w1—r/27)

- // G(u, a)duda‘
O(ta—r/2w2—r/2;r)
// G(u, oz)dudoz‘
O(z1;r)AQ(x2;m)

Bl/2
‘Q(xh )AQ(xZa 7ﬁ)|?

<

7«2

<

donde A es la diferencia simétrica entre conjuntos, z; denota al punto
(tj —r/2,w; —r/2) para j = 1,2y, para lograr la segunda desigualdad
usamos que |G (u,a)| < BY? a.e, por el item (d) del Teorema 2.1.4.

Luego, para demostrar (a), basta ver que
|Q(21;m) AQ(wa; )| < 2r([ty — o] + Jwr — wa ).

Supongamos, sin pérdida de generalidad que t; < t5 y w; < wy, ¥
consideremos primero el caso en que

Q(xy;7) N Qxo;7) # 0.

Entonces,

Q(zy;r) — Qzosr) = (t1—71/2,t0 —71/2) X (w1 —7/2,w; +1/2)
U (ta—1/2,t1 +7/2) X (w1 —1/2,w9 —1/2)

y por lo tanto
|Q(x1;7) — Qao;1)| = 1|ty — ta] + |t1 — ta — r||lwa — wy].
El conjunto Q(zy1;7) N Q(z2;7) es no vacio si y so6lo si
to—1/2 <ty +71/2 N wy —1)2 <wy+71/2,
o equivalentemente

to—t1 <r y Wy —wp <.
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Asi

|Q(w1;7) — Qag; )| = rlty —to| + [t1 — t2 — 7[lwy — wi
= 7‘|t1—t2]+]w1—w2|(r—(t2—t1))
S T(\tl—t2]+|w1—w2\).

Razonando del mismo modo probamos que la misma desigualdad vale
para Q(xoe;r) — Q(x1;7) y entonces

1Q(w1;7)AQ(29;7)| < 27([ty — to] + |wi — wa )
pues
Q1 1) AQ(wz; ) = (Qa1; ) — Qi) U (Qani ) — Qani ).
Ahora s6lo nos queda por analizar el caso en que

Q(z1;7) N Qxo; 1) = 0.

Como los cuadrados Q(z1;7) vy Q(x2;7) tienen interseccion vacia, debe
ser ty —t; > r o bién wy — wy > r.
Luego,

1Q(z1; ) AQ(w2;7)| = [Qwa;7)| + [Q(w2;7)]
22 < 2r(|ty — to| + Jwy — ws)),

donde hemos acotado r por [t; — ta| + |wi — wal.

(b) Sea (t,w) € Q fijo. Entonces, por la parte (d) del Teorema 2.1.4

|G, (t,w)| = ‘//QG(t—u,w—a)pr(u,a)duda

< BY? // pr(u, a)duda
Q

B2,
(¢) Se sigue inmediatamente de la periodicidad de G en la segunda varible.

(d) Notemos que
G (t+1lw) = // Gt+1—u,w—a)p(u,a)duda
Q
= // e 2= IG(t — u,w — a)p,(u, a)dudo
Q

_ 6727”10 // G(t —U,w — Og)pr(’u,, Oé)dUdOé + ¢T(t7w)7
Q
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donde
U (t,w) = e 2™ // (e*™ — )G (t — u,w — a)p,(u, @)duda.
Q

Luego, solo resta estimar |t,|.

Sea (t,w) € Q, entonces

W (tw) < //Q €27 1[Gt — u,w — a) |y (u, @) duda

B/? // 12| pr (1, &) duda
Q

< B1/227T7’,

IA

pues p,(u, @) # 0 implica o < 7.
Tomando supremo terminamos la prueba.

(e¢) Por la parte (a), y debido a que |G| < A2,

|G (u, @) = Gr(u, @)

v

|Gu, )| = |G (u, a) = Go(t, w)| = |G(E,w)]

2
> A1/2__Bl/2(’t_u’—|w—C¥’)_’Gr<taw)"
r

Entonces, dado (t,w) € Q y ¢ > 0, para (u,a) € Q(t,w;cr) tenemos

que |t —uly |w—a| <ecr/2.
Por lo tanto

inf |G(u, o) — Gy (u, )| > AY2 — 2e¢BY? — |G, (t,w)|.

(u,0)€Q(t,wscr)

~

Lema 3.1.6 Supongamos que g,tg(t) € L*(R) y vg(v) € L*(R). Entonces,
cualesquiera sean (t,w) € Q, ¢ >0 yr < 1, tenemos que

// G (u, @) — G, (u, a)|duda < er*C(r),
Q(t,w;er)

donde C(r) no depende de (t,w) y lim, o C(r) = 0.
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Demostracion.

/ /Q s G (u, ) — Gy (u, )| dudo
</ . /o0 9)1G0.0) = Gl v, - 3)| dudecdvay
= //Q pr(v, B) //Q(WT) |G (u,a) = G(u—v, o0 = B)| dudodv d3
< //Q pr(v, B) //Q(W;CT) |G(u,a) — G(u —v,a)|dudadvdf
+ //Q pr (v, B) //Q@,w;cr) G(u—v,a) — Gu—v,a— )| dudadvds
_ //Q (v, B) //Q(WT) G, @) — Glu— v, )| duda dvd

v/ /Q pio.s) [ /Q 1650 = Gl O) dsdcdod

- Il + [27
(3.7)

donde simplemente hemos aplicado la desigualdad triangular y la definicion
de G,.
Ahora quisiéramos afirmar, por el Lema 3.1.4 que

/ / G, 0) — Gl — v, )| duda < crlv|Cy(r) (3.8)
Q(t,w;er)

// |G(s,a) — G(s,a — B)| dsda < er|B|Ca(r). (3.9)
Q(t—v,w;er)

Para esto debemos corroborar que (t —v) esté en el intervalo [—3/2,3/2].
Como la funcion p, esta soportada en Q(r/2,r/2;r), solo tiene sentido analizar
el caso en que (v, 3) € Q(r/2,7/2;r). Entonces, para (v, 5) € Q(r/2,1/2;r),
vale que 0 < v < r. Luego, como r < 1yt € [0,1), se tiene t —v € [—-1,1], y
claramente, [—1,1] C [-3/2,3/2].

De este modo, las desigualdades (3.8) y (3.9) son ciertas y entonces, es posible
acotar Iy + I, por

//Q ﬂr(v,ﬁ)crlv!Cl(T)dvdﬂJr//Q pr(v, B)er|B|Co(r)dvdp.
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A su vez,
/ / pr (v, B)er|o|Ch (r)dvdf + / / pr (v, B)er| 8|Ca(r)dvd
Q Q
< erCy(r) / /Q pr (v, B)loldvds

+ erCy(r) //Q o0, B)|Bldvds3
< cr2(01 (r) + Co(r))

pues, como dijimos anteriormente, p, esta soportada en Q(r/2,7/2;r) y en-
tonces |v], |G] <.
Luego, basta tomar

C(’f’) = 01(7”> + CQ(T)

para completar la demostracion. m

3.2. Demostracion del Teorema de Balian-Low

Recordemos que las hipotesis del Teorema de Balian-Low eran g € L*(R)
Y {gmn} un marco exacto.

Esta demostracién se hara por reduccion al absurdo, por lo que supon-
dremos

tg(t) € L*(R) v 79(y) € L*(R).
Demostracion.
Como primer paso, veamos que |G, (t,w)| > AY?/2 para todo (t,w) € Q
y para r suficientemente chico.
Por el Teorema 3.1.5, parte (e) y por el Lema 3.1.6

cr’C(r) > // |G (u, @) — G, (u, a)|duda
Q(t,w;er)
> Ar?(AY? —2eBY? — |G, (t,w)|) (3.10)

donde ¢ es cualquier nimero positivo menor que 1 y C(r) — 0 cuando
r — 0, independientemente de (¢, w).

Si en los extremos de la inecuacién (3.10) dividimos por ¢*r? y reaco-
modamos, obtenemos

ct).

Cc

|G, (t,w)| > AY? — 2¢BY? —
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Elegimos ahora ¢ < 1 tal que 2¢BY? < A'/?/4. Para ese valor de ¢ fijo,
existe 79 > 0 para el cual C(r)/c < AY2/4, sir < ry.
Luego, si r < rg,

¢l

C

A1/2 - 2031/2 -

A1/2 . A1/2/2
Al/2/2’

|G (t,w)]

v

v

para todo (t,w) € Q.
Al igual que hicimos en la Proposicién 2.1.5, para cada r > ( existe una
funcién ¢, continua a valores reales definida sobre Q = [0, 1] x [0, 1], tal que

G (t,w) = |G (t, w)|er ),

Ademés, como G, es periodica de periodo 1 en la segunda variable,

or(t, 1) = . (t,0) + 27k, , (3.11)

para algin entero k, independiente de .
Consideremos ahora la funcién definida como

U (t, w)
t =14+ —
el ) * e, (t,w)’

donde ¥,(t,w) es la funcion que existe gracias al Teorema 3.1.5, item (d).
Notemos que g, resulta continua pues v, lo es y por que |G,.(t,w)| > AY?/2,
si r es suficientemente pequeno. Nuevamente, utilizando el argumento ante-
rior, existe 6,.(f,w) continua y a valores reales de modo que

pr(t,w) = |pr(t, w) |€i9r(t7w)-

Veamos ahora que p, tiende a 1 uniformemente en Q cuando r — 0.
Por el Teorema 3.1.5
| (t, w)| < orr B2

para todo (t,w) € Q, y por lo tanto,
|y (t,w)| — 0 cuando r—0

independientemente de (t,w).

Luego, como

w'f’ (t7 w)
G, /t,w)

it )

|M7'(t’w> - ]‘| - — A1/2 ’
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tr — 1 uniformemente en Q.
Unicamente por la definicién de p,.,

Go(t+1,w) = e ™G, (t, w) . (t,w)

para todo t y todo w.
Entonces,

|G (1,w)] e ) = Gy (1w) = e 22G,(0,w)u(0,w)
= ’ GT(O’ w)ﬂr(og w)‘6727riw+i0T(0,w)+itpr(O,w)
| GT(]_’ w) |6—27riw+i9r(O,w)—f—z‘(p,,,(()w) ‘

De este modo, para cada r > 0 existe un entero [, tal que para todo w € [0, 1],
or(l,w) = =271w + 0,.(0,w) + ¢,.(0,w) + 27,. (3.12)

Luego, por las ecuaciones (3.11) y (3.12),

(—6,(0,0) — 27l,) + (—27k,) + (=27 + 6,(0,1) + 27l,) + 27k,
= —271+46,(0,1) —6,.(0,0). (3.13)
Si p, tiende uniformemente a 1 en Q cuando r — 0, entonces 6, converge

uniformemente a un multiplo de 27. Luego, haciendo tender r a cero en la
ecuacion (3.13), encontramos que

0= 27

lo cual es una contradiccion.
Esta contradiccion vino de suponer que era posible tener un marco {g,.»}
generado por una funcién g € L?(R) que satisface simultdneamente

tg(t) € L*(R) vy  7d(7) € L*(R).

Esta demostracion es debida a Benedetto, Heil y Walnut, y aparece publi-
cada en [BHW95|. Lejos de parecerse a la prueba dada por Battle en 1988,
se utilizan en ella métodos clasicos del analisis armoénico y se evita como
herramienta la teoria de distribuciones.
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Capitulo 4

Teorema de Balian-Low.
Demostracion basada en la Teoria
de Operadores

Presentamos aqui una demostracion del Teorema de Balian-Low, basada
en la teoria de operadores.

Esta prueba, esta asociada con un resultado clasico en el anélisis armoéni-
co conocido como FEl Principio de Incertidumbre que, como mensionamos en
el primer capitulo de este trabajo, da una limitacién a cuan bien localiza-
da puede estar una funcién de L*(R) en el plano tiempo-frecuencia. En la
primera seccién de este capitulo demostraremos este teorema para introducir
algunos elementos que utilizaremos en la prueba del Teorema de Balian-Low.

4.1. Principio de Incertidumbre

Teorema 4.1.1 Sea f € L*(R), entonces vale la desigualdad

115 < 4xlitf @)zl (3)la- (4.1)

Este resultado tiene muchas versiones distintas entre las cuales hay genera-
lizaciones que involucran distintos pesos y distintas normas a las que aparecen
en la formulacién que damos aqui.

El Principio de Incertidumbre puede ser formulado en cualquier espacio
de Hilbert H en el siguiente sentido:

Sea un espacio de Hilbert H con producto interno (f,g) y con norma
Il = (f, f)*/2. Sean también operadores A y B

A:D(A)— H y B:D(B)— H
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donde D(A), D(B) C H son los respectivos dominios de A, B. Definimos el
conmutador de Ay B como

[A, B] = AB — BA.

Si A es un operador autoadjunto, esto es (Af,g) = (f, Ag) para todas
fyg € D(A), se define la esperanza de A

Ef(A) = (Af, f)
para f € D(A) y la varianza de A como
oH(A) = Ey(A%) — (Ey(A))*

Teorema 4.1.2 Sean dos operadores autoadjuntos A y B en un espacio de
Hilbert H. Entonces, para f € D(A?) N D(B?) N D(ila,b]) con ||f|| = 1 se
tiene

(B(i[A, B))® < 403(A)o3(B).

Demostracién. Tomemos f € D(A?) N D(B?), entonces f € D(A) N D(B).
Por ser A y B autoadjuntos

E(i[A,B]) = i([A, Blf. f)
— {(ABf, f) — (BAf, )}
= i{(Bf,Af) — (Af. Bf)}

= i{(Af,Bf) — (Af.Bf)}
= 2Im(Af, Bf).

Ahora, como ||f|| = 1y (Af, f),(Bf,f) € R por ser Ay B autoadjuntos,
aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz tenemos

I(B +iA)fII* = (B +iA)f, /)] > 0. (4.2)

Ademas,
(B +iA)f, [)IP = (Bf. [)* + (Af. f)*, (4.3)

y por la definicién de norma,
I(B +iA)fII* = [IBSI* + [ AfII* — 2Im{Af, Bf). (4.4)
Si sustituimos las ecuaciones (4.4) y (4.3) en (4.2) obtenemos
IASI® = CAL £ + IBAI? = (BS, £)* = 2Im(Af, Bf). (4.5)
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Para cualesquiera s,r € R, los operadores rA, sB siguen siendo autoad-
juntos. Por lo tanto, para estos operadores, la inecuacion (4.5) resulta ser

r(IAfIF = (AL, £)°) + s (IBFI* = (Bf. f)?) = 2rsIm(Af, Bf).  (4.6)
Elijamos ahora
r*=BfIIF =(Bf,f)* v s =IAfIIF = (Af f)*
para sustituir en (4.6) y obtener
(IASI* = CAL, O UBF* = (B, F)?)
> (IBFI? = (Bf. ) 2(IASII* = (Af. £)%)

Si dividimos la desigualdad por (|| Bf||>—(Bf, f)2)2(| Af||>—(Af, f)?)/?
y luego elevamos al cuadrado, resulta

(IAfI? = (AF HDUBAP = (Bf. f)*) = Im{Af, Bf)?,

de donde se sigue inmediatamente que

1/2

Im(Af,Bf).

(E;(i[A, B]))” < 40%(A)o%(B).

Veamos como se desprende de este tltimo resultado el Principio de In-
certidumbre. Sean los operadores

Pft)=tf(t) vy M) =(PHO) = (f (1))

Lo que resulta claro es que los dominios de estos operadores no son todo
el espacio L*(R) pero si que contienen a la clase de Schwartz S(R).
Si consideramos f, g € S(R), vale lo siguiente:

(a) (Pf.g) = [otf(t)g(D)dt = [; f()tg(t)dt = (f, Pg).
(b) (Mf,g) ={((vf(0)),9) = (vf(2),9) = (Pf,9)

= (f.Pg) = (f,(P§)") = (f, Mg).

Luego, como S(R) C D(P),D(M) C L*(R) y S(R) es denso en L*(R), las
igualdades (a) y (b) se extienden a D(P)y D(M) respectivamente, resultando
ser P y M operadores autoadjuntos.
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Ademas, para f € S(R), tenemos las relaciones
(f)Y = omiPf y f=2miMf
y por lo tanto, el conmutador entre P y M aplicado a f € S(R) es
[P.M]f = PMf—MPf
1
= P(—f")— M(tf(t
(51— M)

- Lape - ((tf(t))’%)

211 v
1 1 1
= —tf'(t) — —tf'(t) — —f'(t
27rz'f() 27Tif() 27rif()
1
= —]
2mi 1,

donde I es el operador identidad.
Si tomamos f € S(R) con || f||l2 = 1, el Teorema 4.1.2 nos asegura que

(Ef(—%il))Q < 40%(P)o?(M). (4.7)

Ahora bien,
E¢(I) = (If, f) = If]5,

0} (P) = Ef(P?) — (Ef(P))
(P2f, f) = ((Pf, [))?

= (Pf,Pf)—(Pf f))
< |IP£I5 = lltf @12

A

y, andlogamente

of(M) = [IMflz— (MFf, f))*
< IMAE = llv I3

pues Py M son autoadjuntos y entonces (Pf, f) y (Mf, f) son nimeros
reales.
Si ahora reemplazamos en (4.7), obtenemos

I < A I )3

y queda demostrado el Principio de Incertidumbre para funciones f € S(R)
tales que || f||2 = 1. Inmediatamente se pueba que vale para toda f € S(R).

Luego, utilizando argumentos clasicos de densidad, el resultado se ex-
tiende a todo L?*(R).
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4.2. Version débil del Teorema de Balian-Low

El siguiente teorema parece ser, a simple vista, una version mas débil
del Teorema 1.3.2. Veremos en la secciéon siguiente que, sorprendentemente,
resultan equivelentes.

Teorema 4.2.1 Sea g € L*(R) tal que {gmn} es un marco exacto de L*(R).
Entonces no puede ocurrir que Pg, Pg € L*(R) y Py, Pg € L*(R). Es decir,

Itg@)ll2llvg (N l2llEg (@) |2 79 (1) |2 = +oe,

donde, recordemos, g representa la funcion dual de g.

Para la demostracion de este teorema, son necesarios los siguientes dos
lemas.

Lema 4.2.2 Si f,g € L*(R) son funciones que satisfacen Pf, Pg € L*(R) y
Pf,Pge L*(R), entonces

(Pf, Mg) — (MF, Pg) = 5 _{f.q). (4.5

Demostracién. Al ser Pf, P§ funciones de LQ(HA%), Mf y Mg estan bien
definidos. Entonces, podemos elegir sucesiones {¢y}r v {¢r}r contenidas en
la clase de Schwartz de modo tal que

y
¢k—>gv Pd}k—>Pg7 ka—>Mga

donde la convergencia es en la norma de L2.
Como vimos en la prueba del Principio de Incertidumbre los operadores
P y M eran autoadjuntos sobre sus dominios Luego, por estar ¢, y ¢ en

S(R) se tiene
(Por, M) — (Mg, PYy) = (MPoy, ) — (PMoy, )

= —([P, M]pk, Yr)
)

211

Ahora, por la continuidad del producto interno

<(20k7 ¢k> - <fa g>7

o1



(Mg, Pyr) — (M [, Pg)
y entonces vale la ecuacion (4.8). m
Ahora veremos como resulta la expresion del conmutador de P y M con

los operadores de traslacion 7,, y de modulacion e,,, que definimos en la seccion
1.3 del primer capitulo.

Lema 4.2.3 SZ emf<t) = 627Timtf(t> Yy Tnf(t> = f(t — n) entonces
((l) [eanﬂ P] = enTn’ — Pey, T, = —nemTy.

(0) lemTn, M] = epnmnM — Mey T, = —men,Tp.

Demostracion. Como ambas partes se prueban similarmente, s6lo demostra-
remos la parte (a).

[emTn, PIf(t) = (emTuPf)(t) — (PemTnf)(t)
em(0) (T P f)(t) — temTn f)(2)

= en(t)(Pf)(t —n) — ten(t)(Tf)(E)
em(t)(t —n)f(t —n) — ten(t)f(t —n)
—nen f(t —n)

—nem (7 f)(t)

= —n(enmf)(t).

Ahora estamos en condiciones de demostrar la version débil del Teorema
de Balian-Low.

Demostracion del Teorema (4.2.1)

Esta demostracion se hara por reduciéon al absurdo. Supongamos entonces,
que g € L?*(R) satisface las hipotesis del teorema 4.2.1 y ademés verifica
Pg,Pj € L*(R) y Py, Pj € L*(R).

Notemos primero que para todas las funciones f,h € L*(R),

) = / F () (D)t
= /R f(t)e ™™ h(t — n)dt
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_ / f(S + n)e—Qwim(s-‘rn)mdS
R

= / f(s+mn)e?™mh(s)ds
R
= (fom—n D).

También, por la parte (a) del Lema 4.2.3,

vf € L2<R)7 P(fm,n) = (Pf)m,n + nfm,n-

Como {gmn} es un marco exacto de L*(R), {gmn} ¥ {Gmn} resultan
ser biortogonales (ver Lema 1.2.5, capitulo 1). Ademéas P es un operador,
que definido sobre su dominio D(P) = {f € L*(R) : tf(t) € L*(R)} es
autoadjunto y por hipotesis g € D(P). Luego,

9, (gm n)>
95 (P@)m.n + 1Gm.n)

<Pga§m,n> <
=
(9, (PG)mn) + 124G, Ginn)
(
= (g

9—m, nng>+n5m05n0
—m,—ns P3)-

Debido a que Pg, Pg € Lz(]@), las funciones Mgy M § existen y estan en
L*(R). Asi, por la parte (b) del Lema 4.2.3 y razonando en forma similar a
la anterior nos queda

<gm,na Mg) =
(M@)mn + MGmns §)
(Mg)mn> ) + 10(Gm.n, 9)
Mg, §-m,—n) + 0m,00n0

Para cada f € L*(R) tenemos los desarrollos en serie en funcién del marco
{gm.n} v su dual

f= Z(fv Gmn) Gmn = Z<f7 Gmn) Gm.ns

m,n

y por lo tanto,
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(Pg,M3) = > (PG, Gmn){Gmn, M)

m,n

= > G PR (MG, G

m,n

= Z<M‘q’ gm,n><gm,n7 P§>

m,n

= (Mg, Pg).
Entonces, por la biortogonalidad entre {gmn} v {Gmn} y €l Lema 4.2.2

1= (g,9) = 2mi((Pg,Mg) — (Mg, Pg)) =0,

lo cual es una contradiccion. R
Luego no puede ser que Pg, Pg € L*(R) y Pg, Pg € L*(R) y asi tenemos

lEgO)l2llvg (D 12M1tg () |27 () [l2 = +oo,
como querfamos.
]

Como consecuencia del Teorema 4.2.1, se deduce facilmente que en el caso
de bases ortonormales, esta version débil resulta equivalente a la Teorema de
Balian-Low.

Para ello supongamos que el marco de Gabor {g¢,,»} es una base ortonor-
mal de L?(R). Entonces, el operador de marco definido en capitulo 1, seccion
1.2, resulta ser el operador identidad, pues

SF =" A Gmn)Gmn = [

m,n

para toda f € L*(R). Por este motivo,
g=87"g=g

y asi el marco dual de {gmn} es {gmn}-

De este modo resulta evidente la equivalencia entre el Teorema de Balian-
Low y la version débil que demostramos anteriormente.

Esta prueba fue precisamente la dada por Battle en 1988 para el caso de
bases ortonormales. En ella se inspiraron Daubechies y Janssen que, mante-
niendo las lineas de esta demostracion, generalizaron el resultado a marcos
exactos, como veremos en la proxima seccion.
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4.3. Equivalencia entre el Teorema de Balian-
Low y su versiéon débil

Como comentamos anteriormente, el Teorema 1.3.2 y su version débil
resultan equivalentes si pedimos que {g,,} forme una base ortonormal de
L*(R). A modo de ejemplo, veamos otro caso en el cual la equivalencia es
clara.

Ejemplo 4.3.1

Si la funcién g genera un marco ajustado de L*(R) con constantes A = B, el
operador de marco es S = Al, donde I es el operador identidad.
En efecto, por la definicion de marco ajustado,

AFIZ =S gmad? VF € LA(R),

y asi

<Sfa f) = Z<f7 gm,ﬂ) <gm,n7 f)

= > [f gma)l?

— Al f)

lo que pueba la igualdad Sf = Af, Vf € L*(R).
Luego la funcion que genera el marco dual de {g,,»} es

g=5"lg=A"g
y entonces es evidente que
ltg®l2llva(llzlita @) 279 (1)l = +oo

implica
[tg()l2llvg (V)2 = +o0.

Si pudiéramos probar que
Pg € L*(R), P§ € L*(R) < Pj € L*(R), Pj € L*(R)

cuando {g,,»} es un marco exacto de L*(R) tendriamos la equivalencia que
buscamos. Entonces, esto es lo que haremos en el Teorema 4.3.3, pero antes
necesitamos obtener la expresion de la transformada de Zak de g.
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Proposicion 4.3.2 Sig € L*(R) y {gmn} €s un marco, entonces

=1/Zg

Demostracién. Si {g,,,} es un marco de L*(R) y sus constantes son A y B,
por el Teorema 2.1.4, parte (d), se tiene 0 < A < |Zg|*> < B a.e Q.

Luego, la funcion 1/Zg € L*(Q), y asf tiene sentido definir h = Z71(1/Zg),
que ademas esta en L?(R). Dados m,n € Z

(P, Gmm) (Zh, Z gm,n)
= (1/Zg, em(t)en(w)Zg)
(Lem(t)en(w))

= 5m,06n,0
= <gvgm,n>

por que Z es un operador unitario y por la biortogonalidad de los sistemas
{9mn} ¥ {Gmn}-

Como {gmn} es un sistema completo en L?(R) debido a que constituye
un marco, podemos concluir que h = §, pues las funciones h,§ € L*(R). m

Ya comentamos en la introduccién que estudiaremos con especial cuidado
el papel que juega la diferenciacion en la demostracion del Teorema de Balian-
Low.

Sabemos que si g € L*(R) y es ademas derivable , vale la formula

(99)" () = 2miyg(7).

Si ahora g es cualquier funcién del espacio L?(R) nada sabemos sobre la
posibilidad de derivarla sin tener hipotesis adicionales.

La idea en este momento es trasladar el problema a un a&mbito en el cual
podamos derivar sin ningtin problema cualquiera sea g € L*(R). El ambito
al cual nos referimos es el espacio de las Distribuciones donde, como vimos
en el capitulo 2, seccién 2.2, derivar esta permitido.

Teorema 4.3.3 Si g € L*(R) y {gmn} es un marco exacto entonces,

Pg € L*(R), P§ € L*(R) < Pj € L*(R), Pj € L*(R).
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Demostracién. Si tomamos f € L?(R), entonces Z f € L*(Q) y por lo tanto
Z f define una distribucion.

Ahora, si consideramos la funcion ¢Z f (¢, w), su distribucion asociada esta
bién definida pues

@21 elt0) = [ 027 w0ttt = (Z1(t.0) e (1)

y to(t,w) € D(Q), Vo € D(Q).
Por el Lema 2.2.3, que demostramos en el capitulo 2,

0o( " Flt+ ) = 37 f(t + k)Dy(e)

= Y f(t+ k)2mike’*,
k

y entonces

0o Zf)(t,w) =D f(t+ k)2mike’™*

k

donde la igualdad vale pensando a 9y(Z f)(t,w) y >, f(t+k)2mike*™™* como
distribuciones.
Luego,

th<t,W) + %82(2]0)(75,@0) — th(t + k)e%iwk + Zf(t + k)ke%iwk
k k

= D (t+R)f(t+ ket
= Zka(t,w).

De este modo tenemos que ZP f(t,w) define una distribucién y ademaés
vale la igualdad

ZPf(t,w) = tZf(t,w) + 2%82(2 £)(t,w) (4.9)

tinicamente bajo la hipotesis f € L*(R).

Si suponemos que g, Pg € L*(R) y Pg € LQ(IEA@), Zg admite derivadas
débiles como vimos en la Proposicion 2.2.6. Luego, por la parte (a) del Teo-
rema 2.2.4, existe una funciéon G € AC),. en casi todas las lineas paralelas a
los ejes coordenados que coincide con Zg en casi todo punto de Q.

Por otro lado, como {g,,.»,} es un marco de L*(R), Zig € L*(Q) y entonces

Zig define una distribuciéon sobre D(Q).
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Veamos que las distribuciones 02(%9) y — (E)ZQgZ)% coinciden.

Sea ¢ € D(Q), entonces

82<ZL)<Q0<t,W)) = _// %Dg(p(t,w)dtdw

g
= // D2<,0 (t,w)dtdw.

Para cada t; fijo, la funcién G(tp,w) es absolutamente continua en [0, 1)
y por lo tanto derivable a.e. en sentido clasico restecto de w.

Entonces, m también es derivable en casi todo w y vale la igualdad

1 DGy, w)
G(to,w)) T Gt w)?

Ds(

a.e w € [0,1). Notar que é esté bien definida por que G = Zg a.e. vy Zg # 0
en casi todo punto de Q, debido al Teorema 2.1.4.
Ahora bien,

// Gy Deelt i = /01 Uol G(iw)Dw(t,w)dw}dt
- ‘/1 U D2<G<t1 w)W"”)d“’]dt
- {128

- LU % ¢ wﬂw%

— (Z ) et

donde primero hemos aplicado el método de integracion por partes y luego
reemplazado DoG por 0,Zg pues el Teorema 2.2.4 nos asegura que ambas
funciones coinciden en casi todo punto. Como esto ocurre para toda funciéon
v € D(Q), se concluye que

Zyg (Zg)?*

Sig, Pg € L*(R) y P € L*(R), la funcién § € L2(R) y entonces, teniendo
en cuenta la ecuacion (4.9) y la Proposicion 4.3.2 obtenemos la siguiente

Oa(
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cadena de igualdades:

ZPj(t,w) = tZg(t,w)+ 1/2mi0:Z§(t,w)

t , 1
= m - 1/2#282(Z—g)(t,w)
t 1 hZgt,w)

Zg(t,w)  2mi (Zg)*(t.w)
tZg(t,w) + 1/2mi0a Zg(t,w)
Zg(t,w)?
ZPg(t,w)
Zg(t,w)?’

Cabe aclarar que aqui, cada igualdad vale en el sentido de las distribuciones.
Hasta el momento probamos que

_ ZPy(t,w)

como distribuciones. Para poder concluir que la igualdad anterior vale en casi
todo punto (t,w) € Q, deberiamos ver que tanto ZPg(t,w) como Z;;&EZ;Q
(Q) (ver Proposicion 2.2.2).
La funcion ZZIJ&SZ;UQ) € L?*(Q), luego es claro que es localmente integrable
sobre Q.

Para ver que ZPg(t,w) € Lj,.(Q) tomemos un compacto K C Q y una
funcion ¢ € D(Q) tal que K C sop(¢) v ¢(t,w) = 1 para todo (t,w) € K.
Luego,

< 1
estan en Lj,,

//K|ZP§7(t,w)\dtdw = /L"P(tvwmzpé(t,w)ldtdw
< [[ etwlzrit o < o

por ser Z§(t,w) una distribucion.
Ahora estamos en condicones de afirmar
_ ZPy(t,w)

ZPj(t,w) = Zo(t.0)?

a.e (t,w) € Q.

Entonces, como Zzigt—%‘)‘;) € L*(Q), ZPg(t,w) € L*(Q) y asf probamos que
Pg € L(R).
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Resumiendo, hasta el momento hemos probado
Pg € L*(R), P§ € L*(R) = Pj € L*(R). (4.10)

Con argumentos similares a los utilizados hasta el momento se justifica
lo siguiente: R
Sig,Pg e L*(R) y Pjg € L*(R) entonces

ZMg(t,w) = e ™ Z(Mg)"(—w,t) =e ™ ZPj(—w,t)
— 2w Z PE](—OJ + k)627ritk
k
— 6—27riw Z(_w + k)g(_w + k)627ritk
k
— 6727riw Z(_w)g(_w + k,)€27ritk
k
+ e~ 2miw Zg(_w + k)ke%ritk
k
= —e ™ Z§(—w,t)
+ e 2miw Z g(_w + k)ial(e%ritk)
- 2mi
—2miw

2me
1
= —wZg(t,w)+ %81(29)(25,&)).

= —we T Z4(—w,t) +

0h(Zg)(—w,1)

Usando esto tltimo y la Proposicion 4.3.2, tenemos

ZMg(t,w) = —wZg(t,w)+1/2mi01Zg(t,w)

—w 1 1

= m — %81(79)(757“))

—w 1/2mio Zg(t,w)
Zg(t,w) Zg(t,w)?

_ng<t7 w) + QLM(%(ZQ) <t> w)
Zg(t,w)?

ZMg(t,w)

Zg(t,w)?’
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Luego, como g, Pg € L*(R) y Pg € LQ(@), Mg € L*(R) y entonces
ZMg € L*(Q). Debido a que

———  ZMg(t,w)
ZM(t,w) = 202

a.e (t,w) € Q, tenemos que ZMg € L*(Q) y asi Mg € L*(R).
Por lo tanto

Pg € L*(R), Pj € L*(R) = Pj € L*(R). (4.11)
Finalmente, juntando las ecuaciones (4.10) y (4.11), probamos
Pg € L*(R), P§ € L*(R) = Pj € L*(R), Pj € L*(R)

esta misma implicacion prueba la reciproca si cambiamos g por g, pues

Entonces

M
g

Pj € L*(R), P§ € L*(R) «< Pg € L*(R), Pj € L*(R)

como nos habiamos propuesto.
|

La combinacién de los Teoremas 4.3.3 y 4.2.1 prueban el Teorema de
Balian-Low.

Es interesante destacar en esta prueba, que la diferenciacion no sélo es
nacesaria a nivel distribucional. También se requiere de ella en sentido clésico
para justificar correctamente, que bajo las hipotesis del Teorema 4.3.3, las
distribuciones 82(%9) y — ?;5)92 coinciden.

La pregunta que surge en este momento es:

LEs posible demostrar el Teorema de Balian-Low siguiendo las lineas de la
teoria de operadores pero sin utilizar la diferenciacion?

Al momento, esta pregunta no ha sido contestada. El siguiente argumento
sugiere una posible dirreccion de trabajo.

Si tenemos en mente la demostracion de la Proposicion 4.3.2 podriamos
intentar probar que Pg € L*(R) si y solo si Pg € L*(R), razonando como a
continuacion.

Asumamos que g € L*(R), {gmn} es un marco exacto y Pg € L*(R).
Entonces tenemos que ZPg € L?(Q) vy ZPg/(Zg)* € L*(Q), debido a que
A <|Zg|*> < B, donde Ay B son las constantes de marco.

Luego, la funciéon h definida como

h=2"'(ZPg/(Zg)?)
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estd en L*(R) y ademés

<hagm,n> = <Zh729m,n>
= (ZPg/(Zg)? em(t)en(w)Zg)
= (ZPg/Zg,en(t)en(w)),

para todos m,n € Z.
Como consecuencia del Lema 4.2.3, Pgy = (P@)mn + Ngmn € L*(R) y
entonces

<§7P9m,n> (g a(Pg)mn> + n(g, gmn>
(23, Z(Pg)mn) + ndm.o0n0
(1/Zg, em(t)en(w)ZPg)
(ZPg/(Zg)?, em(t)en(w)Zg)
(ZPg/(Z9)* Z(gmn))

{

h gmn>

A pesar que no hemos supuesto que Pg € L?(R), la integral

/R PG(t) g (1)t

esta bién definida pues

/}R PG () g (£)dt = / §(1)Pgun (1),

y esta tltima es finita ya que g, Pg € L?(R).
Entonces,

<P§ - hagm,n> = <P§>gm,n> - <hagm,n> = <§a Pgm,n) - <hagm,n> =0

para cualesquiera sean m,n € Z.

Quisiéramos concluir de aqui que, como {g,,,} es un sistema completo en
L*(R), debe ser Pg = h. Pero para ello, serfa necesaria la hipotesis adicional:
Pg—h e L*(R).

La existencia de una demostracion del Teorema de Balian-Low en térmi-
nos de la teoria de operadores que no utilice la teoria de distribuciones, es un
problema bajo estudio hoy en dia. Su importancia radica en la posibilidad
de extender el teorema a &mbitos mas abstractos.
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Capitulo 5

Teorema de Balian-Low.
Resultados relacionados y
extensiones.

Comentaremos en este capitulo algunos resultados que se relacionan con
el Teorema 1.3.2 y también expondremos una extension de este teorema para
el caso de Bases de Schauder.

5.1. Espacios Amalgama

Los espacios Amalgama de Wiener nos otorgan informaciéon sobre el com-
portamiento local y global de sus elementos. Para p,q € [1,400], se definen
de la siguiente forma

1/q
W) = { £ R~ € I flhwunen = (S Ufawarally)  <oof.
k

Es decir, una funcion f esta en el espacio W (LP,¢7) si y solo si la sucesion
(I f-xpes11llp)e € €2(R). Para un tratamiento detallado de estos espacios,
referirse a [Hei03].

El espacio Amalgama de Wiener original, estaba definido como

W(Co, 1) = {f € W(L>®,£") : f es continua}

y serd este el que relacionaremos con el Teorema 1.3.2. Antes de esto, veamos
como se comporta la Transformada de Zak sobre estos espacios.

Lema 5.1.1 La aplicacion lineal Z : W(L>, ') — L>°(Q) es continua.
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Demostracion. La linealidad de esta aplicacion se desprende inmediatamente
de la definicion de la transformada de Zak. Luego, s6lo debemos ver que

resulta continua.
Sea g € W(L*>,('). Entonces,

Zg(t,w)| = > g(t+k)e™*]
k
< > gt + k)|
k
< Z 19-X k11 lloo = ||9||W(Loo,z1)
k

a.e (t,w) € Q, por lo tanto

1290l =@ < llgllwzoen)
y asf queda demostrado que Z es continua sobre W (L ('). m

Este resultado sobre la Transformada de Zak, nos conduce al siguiente
teorema, demostrado por Heil en [Hei90].

Teorema 5.1.2 Sea g € L*(R) y a,b > 0 tales que ab = 1. Si el sistema de
Gabor {gmpna} forma un marco exvacto de L*(R), entonces

g & W(Co, (") y g EW(C, 0.

Demostraciéon. Como ya discutimos anteriormente en este trabajo, basta
considerar el caso a = b = 1.

Supongamos que g € W(Cy, (1), entonces g(t + k)e?™* es una funcion
continua en ¢t y w, para cada k € Z.

Por el Lema 5.1.1, Zg(t,w) converge en norma infinito; es decir, uniforme-
mente en Q. Esto mismo ocurre, si consideramos cualquier otro cubo que
resulta ser una traslacion de Q. Luego, al ser Zg limite uniforme de funciones
continuas sobre cada traslacion de Q, resulta que Zg es continua en R x R.
Por lo tanto, como vimos en la Proposicién 2.1.5, Zg debe tener un cero y
esto contradice el hecho de que {gmpne} forme un marco exacto de L*(R)(ver
Teorema 2.1.4, capitulo 2). Entonces, g & W (Cy, £1).

Si para cada par (m,n) € Z x Z, transformamos Fourier, obtenemos

(Gmn)" (@) = (™™ g(t —n))"(w)



Luego, como en sistema de Gabor generado por g es un marco exacto, también
lo es el sistema de Gabor gerenado por §. Esto nos permite demostrar del
mismo modo que hicimos para g, que g ¢ W(Cp,['). =

El teorema anterior afirma que si {g,,,} es un marco de L*(R) entonces
g no es suave o no tiene buen decaimiento en el infinito. Podriamos pregun-
tarnos de que manera se relacionan este resultado y el Teorema de Balian-
Low, que bajo las mismas hipotesis asegura la mala localizaciéon de la funcion
g en el plano tiempo-frecuencia. Aunque seria bueno que alguno de estos dos
teoremas nos dé informacién sobre el otro, esto no ocurre.

En [BHW95| se exhiben ejemplos de funciones que verifican

ltg@)ll2llvg(Nll2=+o0 v g.g € W(Co, ")

y también de funciones tales que

ltg@llvg(Nllz < +oo vy 9,5 & W(Co, 0

lo cual implica que ambos resutados son independientes.

5.2. El Teorema de Balian-Low para Bases de
Schauder

Una Base de Schauder, en un espacio de Hilbert H es una sucesion
{fn}nen que verifica lo siguiente:
Para toda f € H existen tunicos escalares {¢,(f)}nen de modo tal que

N
() fu — 1, cuando N — oo.
n=1

Es importante tener en cuenta que las series asociadas a una base de
Schauder no necesariamente convergen incondicionalmente. Es decir, sélo
afirmamos que la convergencia de las serie (30, ¢, (f) fu)nen es en el orden
de los indices.

Las funciones lineales ¢, : H — C, resultan continuas, por lo cual para
cadan € N existe f, € H tal que en(f) = (f, fn> Luego, la sucesion {fn}neN
es biortogonal a {f,}nen. Asi cada base de Schauder, tiene asociada una
sucesion biortogonal.

Dada una sucesion {f,}.en en H que tiene una sucesion biortogonal
{ fu}nen, podemos definir los operadores Sy : H — H como



El siguiente teorema, caracteriza a las bases de Schauder en relacion a
estos operadores. Su demostracion puede encontrarse en [Hei87).

Teorema 5.2.1 Sea {f,}neny € H, donde H es un espacio de Hilbert. En-
tonces son equivalentes:

(a) {fn}nen es una base de Schauder.

viste una sucesion { fn tnen biortogonal a { fnnen tal que los operadores
b) Euist 1] biort [ tal [ d
SN convergen al operados identidad. Fsto es,

VEEH,  f=Y (f fafa
n=1

(¢) Ewmiste una sucesion biortogonal { f, }nen tal que los operadores Sy estdin
uniformemente acotados en la norma de operadores, i.e

sup || Sn|| < oo.
N

El nimero C' = supy ||Sx||, se llama constante de base para {f, },en vy la
sucesion biortogonal { fn}neN, resulta ser también una base de Schauder que
habitualmente se llama base dual.

Un sistema de Gabor, estd naturalmente indexado por Z x Z, pero este
conjunto de indices no viene equipado con una enumeraciéon standard. Como
la expansion en una base de Schauder depende del orden en la sumatoria, es
necesaria la siguiente definicion:

Definicion 5.2.2 El sistema de Gabor {gmpna} €s una Base de Schauder
de L*(R), si para alguna numeracion {(mj,n;)}52, del conjunto de indices
Z x 7 se verifica que para toda f € L*(R) ewisten unicos escalares ¢y, n. (f)
tales que

f = Z Cmjn; (f)gmjb,nja (51)
j=1

con convergencia en norma-L* .

Recordemos que cuando el sistema {gmpna} €s un marco de L?(R), la
convergencia en (5.1) vale cualquiera sea el orden de la sumatoria. Es decir,
la serie f = Zmn Cmn(f)Gmbna converge incondicionalmente a f. También
cabe destacar que, en las bases de Schauder no hay relacion alguna entre el
tamano de los coeficientes ¢, ,(f) v la norma de f. No obstante, se tiene
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representacion tnica de cada elemento f, lo que no ocurria en el caso de
marcos.

Nos proponemos dar una version del Teorema de Balian-Low para el caso
en que el sistema {¢npnq} sea una base de Schauder de L?(R). Para esto, al
igual que hicimos para el caso de marcos exactos, nos reduciremos a trabajar
con a = b =1, pues tenemos una version del Teorema de Densidad para bases
de Schauder. Referimos al lector a [Hei06], donde se encuentra un detallado
estudio del el Teorema de Densidad y extensas referencias a la literatura
original.

Teorema 5.2.3 (Teorema de Densidad para Bases de Schauder)
Sea g € L*(R) y a,b > 0. Si el sistema de Gabor {gmpna} €s una base de
Schauder de L*(R), entonces ab = 1.

Cuando estudiamos los marcos de Gabor exactos, vimos que su marco
dual canoénico resultaba ser también un marco exacto. Ahora probaremos
que lo mismo sucede para sistemas de Gabor que son bases de Schauder.

Proposicion 5.2.4 Sig € L*(R) y el sistema {gmn} es minimal y completo
en L*(R) entonces su tnico sistema biortogonal tiene la forma {Gm..}, donde
la funcion dual g queda determinada por la condicion

Z§=1/Zg.

En particular, esto muestra que la base dual de un sistema de Gabor que
forma una base de Schauder, es también un sistema de Gabor que constituye
una base de Schauder.

Demostracion. Por el Teorema 2.1.4 la funcién G = 1/Zg € L?*(Q). Entonces
como la transformada de Zak es un isomorfismo entre L*(R) y L?(Q), la
funcion definida como § = Z7'G esta en L*(R).
Para (m,n) y (k,j) en Z x Z,
(Gmms Grg) = (Z(Gmn), Z(Gk;))
= (epemZg,exe; Z9)

= (emen, €xE;)

= OpkOnj-
Por lo tanto, {gmn} ¥ {Gmn} son biortogonales. Como en el caso de ser

minimal y completo el biortogonal es tnico, tenemos que { g, } es el sistema
biortogonal a {gm.n}-
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Sien particular {g,,, } es una base de Schauder, entonces el sistema { gy, , }
es minimal y completo. Luego, como acabamos de probar, el tinico sistema
biortogonal a {gm..}, es de la forma {g,,.»}, y por lo tanto {g, .} es una bse
de Schauder de L*(R) ( ver aclaracion final del Teorema 5.2.1). m

Para la demostracion de la version del Teorema de Balian-Low para bases
de Schauder, es necesario el siguiente lema, que aparece publicado en [HP06]:

Lema 5.2.5 Sea g € L*(R). Si el sistema {gmn} es una base de Schauder
respecto de la enumeracion {(m;,n;)}32, de Z X Z, entonces también es base
de Schauder para la enumeracion {(—m;, —n;)}52,.

Equivalentemente, si {gm,n,};2, s una base de Schauder de L*(R) con
base dual {Gm;n; 1321, entonces {g_m; —n;};, en una base de Schauder con

base dual {G—m; —n; }52;-

Teorema 5.2.6 Sea g € L*(R). Si {gm.n} es una base de Schauder de L*(R)
con base dual {Gm .}, entonces

ltg 27 ()lllitg @) 2rg (N2 = +oo.

Este teorema es similar a la version débil del Teorema 1.3.2. En su de-
mostraciéon se procede de la misma forma que en el Teorema 4.2.1, pero
siendo cuidadosos con el sentido de la convergencia que tienen los desarrollos
en serie.

Demostracion.

Como {gm.n} es una base de Schauder de L?(R), existe una numeracion

{(mj,n;)}32, de Z x Z de modo tal que

F=> A dma) Gmm,) ¥ f € LA(R).
j=1

Supongamos que Pg, P§ € L*(R) y Pg, P§ € L2(I@). Del mismo modo
que hicimos en el Teorema 4.2.1, resultan las igualdades

<P97§m,n> = <g—m,—n7 Pg) y <Mga§m,n> = <g—m,—m M§>

Luego, por el Lema 5.2.5

WE

N—oo

(Pg,Mg) = <lim (Pg,ﬁmj,n,->gmj,nj,M§>

J=1

WE

= lim
N—oo

<g—mj,—nj7 P§>gm]-,nj7 M§>

=1
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N
= lim <g—mj,—nj,P§><gmj,njaMg>

N—o00 <
J=1

N
= 1M > (gomyny POMG,Gmyyn,)

N—oo
=1

N
= <Mg, lim Z<g_mj,_nj,P§>,g_mj,_nj>

N—o00 <
J=1

= (Mg, Pg).
Como consecuencia del Lema 4.2.2,

1

y asi deberia ser 0 = (g, g). Esto no puede ser debido a la biortogonalidad de
los sistemas {gmn} ¥y {Gmn}. ®

Enunciamos a continuacion una simple caracterizacion de los sistema de
Gabor que constituyen bases de Schauder de L?*(R) a través de la Transfor-
mada de Zak, pero primero daremos dos definiciones.

Sea T = R/Z, el cociente como grupo aditivo y L*(T x T) el conjunto de

todas las funciones de R? que son 1-periédicas en cada variable e integrables
en [0, 1]%

Definicién 5.2.7 Una funcion no negativa w € L'(T x T) estd en el espacio
Ay(T x T) si existe una constante C' > 0 tal que para todos los intevalos
I,J C R se tiene

(o ) f o) <

Esta definicion es equivalente a pedir que w satisfaga, para casi todoxz € T
y para todo intervalo J C R, la condicion

(fetwom)( [ ) =€

y lo mismo, para la variable y.

Definicion 5.2.8 Sea A el conjunto de todas las enumeraciones {(m;,n;)}32,
de 7. X 7. que estdn contruidas de la siguienta forma:
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(a) Se elige un nimero entero positivo A. Entonces los términos iniciales de
la enumeracion son

(0,0), (1,0), (—1,0),..., (A,0), (—A,0).

b) En este sequndo paso se elige entre agregar los puntos
(
(A + 1a 0)7 (_(A + 1)7 O)
o agregar los puntos

(0,1),(1,1),(=1,1),...,(A,1),(—A,1)

(0,-1), (1, =1), (=1, —1), ..., (A, —1), (= A, —1).

De aqui en mds el procedimiento es el mismo. FEsto es:
Si se tiene enumerado el rectdgnulo

(=N,...,NYx {-M,...., M},

se lo amplia en sentido vertical, agregando los términos superiores e inferiores
o en sentido horizontal, agregando los términos correspondientes a los lados
derecho e izquierdo.

También se puede empezar eligiendo B € N para que los primeros térmi-

o (0,0),(0,1),(0,-1),...,(0,B),(0,—B),

y continuar del mismo modo completando en sentido vertical y horizontal.

Cabe aclarar que para obtener una enumeracién completa de Z X Z, se
debe elegir completar el rectangulo infinitas veces en sentido vertical e infini-
tas veces en sentido horizontal.

Teorema 5.2.9 Sea g € L*(R). Entonces son equivalentes:

(a) El sistema de Gabor {gmn,} es una base de Schauder de L*(R) con re-
specto a toda enumeracion del conjunto A.

(b) |Zg(t,w)|* € Ax(T x T).
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Este teorema afirma que si |Zg(t,w)|? € Ay(T X T) entonces {gmn} es
una base de Schauder de L?(R) para las enumeraciones de Z X Z que estén
en le conjunto A. Esto no quiere decir que {g,,»} sea un marco exacto pues
existen enumeraciones de Z X Z que no estan consideradas en el conjunto A.

Utilizando este resultado, construiremos a continuacién un sistema de
Gabor que constituye una base de Schauder de L?*(R) pero no un marco
exacto.

Ejemplo 5.2.10

Sea 0 < o < 1/2. Tomemos la funcién g € L?(R) que satisface las siguientes
condiciones:

(a) g toma valores reales,

(b) sop(g) < [0,1],

(¢) g es infinitamente diferenciable en (0, 1),

(d) g(t) =t* en el intervalo [0, 1/4]

(e) g(t) = (1 —1t)* en el intervalo [3/4,1],

() g(t+ 1/2) es par, es decir simétrica respecto al eje t = 1/2,
(9) g(t) > C >0 para todo t € (1/4,3/4).

En el siguiente grafico, aparece representada, a modo de ejemplo, una
funcion g que verifica todas las propiedades enumeradas anteriormente:

A

g(t)

0 1/4 3/4 1 t
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Veamos que una funcién g que verifica todas estas condiciones, genera un
sistema de Gabor que es una base de Schauder de L?(R) pero no un marco
exacto.

Como g esta soportada en [0,1], Zg(t,w) = ¢g(t). Un calculo casi di-
recto muestra que |Zg(t,w)* = [g(t)]* € A(T x T). Por lo tanto, debido
al Teorema 5.2.9, el sistema de Gabor {g,,,} es una base de Schauder de
L*(R) con respecto a toda enumeracion del conjunto A. Por otro lado, como
Zg(t,w) = g(t), |Zg| no esta acotada inferiormente pues satisface las condi-
ciones (d) y (e). Entonces, por el Teorema 2.1.4, el sistema {gm.,} no puede
ser un marco de L?*(R).

Con este mismo ejemplo, en |[HP06| se muestra como el Teorema de
Balian-Low deja de ser cierto si se reemplaza la hipotesis de marco exac-
to por base de Schauder.

5.3. Comentarios

Con el objetivo de generalizar el Teorema de Balian-Low a ambitos mas
abstractos, este resultado sigue siendo estudiado con rigurosidad, atn hoy en
dia. Presentamos ahora, a modo de comentario, algunas de las versiones que
se han publicado en los tltimos anos.

Los autores Benedetto, Czaja, Gadzinski y Powell ([BCGP02]), han es-
tudiado la posibilidad de cambiar los pesos t? y 4% en

/ PPy [|g<w>|217\2d7
R R

por algo menor sin alterar el resultado del Teorema de Balian-Low para el
caso de bases ortonormales.

Prueban que la potencia 2 es 6ptima en este sentido, o sea que cambiando
t2 y 42 por t* y 4% con a < 2 no tenemos asegurada la tesis del Teorema de
Balian-Low.

Apartir de un resultado mas general, obtienen de manera constructiva el
siguiente Teorema:

Teorema 5.3.1 Sea ¢ > 0. Entonces existe una funcion g € L*(R)de modo
tal que el sistema de Gabor asociado {gm.n} es una base ortonormal de L*(R)
y ademds

1+ |t?

HP——————dt < 00 5.2
’ 1+ |y?
~ 2 —+ Y

v . dy < o0 5.3

@H)' log?**(2 4 |7]) 3



La idea basica de la demostraciéon de este resultado es, para cada ¢ > 0,
construir una funciéon de modulo 1 definida sobre Q que sea la Transformada
de Zak de una g € L?*(R) que satisfaga las condiciones de decaimiento y
regularidad (5.2) y (5.3). El hecho de que esta funcion tenga modulo 1 nos
asegura que el sistema de Gabor asociado a g constituye una base ortonormal
de L*(R).

Una version atiin mas general de este teorema, es la que aparece publicada
en [BP06]:

Teorema 5.3.2 Sea g € L*(R). Si dados 1 < ¢ < 2 < p < oo tales que
%—F%:l y 0 <e<2—gq, severifica que

[t <oy [l < .
R R

entonces {gmn} no puede ser un marco exacto de L*(R).

Posteriormente, Benedetto, Czaja y Powell ([BCP06]), construyen una
funcion g € L*(R), 6ptima en en el sentido del teorema anterior para (p, q) =
(3/2,3). Mas precisamente, la funcion que construyen verifica que el sistema
de Gabor que genera es una base ortonormal de L*(R) y ademas

/ H¥24|g(e)Pdt < 00 / 13 (y) Py < oo,
R R

para ¢ € (0,3/2). Cuando € = 0, ambas integrales resultan infinitas.
También en relacion a este tema, se ha estudiado el caso limite (p,q) =
(1,00). En [BCPS06], los autores prueban el siguiente teorema:

Teorema 5.3.3 Si g € L*(R) genera un sistema de Gabor {gmn}, que cons-
tituye un marco exacto de L*(R), entonces

(supxs / ¥ g(8) 2t ( / 1572 = +oc.

Por ultimo, en el trabajo realizado por Grochenig, Han, Heil y Kutyniok
(|GHHKO02]), se extiende el Teorema de Balian-Low a dimensiones mayores.

Obtienen una version débil del Teorma 1.3.2, valida para sistemas de
Gabor construidos sobre reticulas en R??, y una version fuerte si se consideran
los reticulados simplécticos, que se definen a continuacién:

Definicion 5.3.4 Para (t,w:), (t2,ws) € R*, se define el corchete [, ] como

[(t1, w1), (ta,w2)] = taws — tws.
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Ahora, podemos definir el grupo Sp(d), como el conjunto de todas las
matrices M € GL(2d,R) que satisfacen:

[Mx, My] = [z,y] Vr,y € R*.
Definicién 5.3.5 Un reticulado A C R?*?, es un reticulado simpléctico si
A =aMZ*,
para algin o € R — {0} y M € Sp(d).

En particular, como Sp(1) = SL(2,R), toda reticula en R? es simpléctica,
cosa que no sucede si d > 1.

También, estos mismos autores, extienden el Teorema de Balian-Low para
bases ortonormales, al caso en que los sistemas de Gabor son construidos
sobre conjuntos simétricos respecto al origen.

Teorema 5.3.6 Sea A una sucesion numerable en R?*¢, tal que A = —A.
Si g € L*(R?) genera un sistema de Gabor sobre A que constituye un base
ortonormal de L*(RY), entonces

(a) Joalzig9(z)|Pde = 400, para algin j =1,....d, y

(5) (Jua [29(2)Par) ( foo i) Pd) = +oo

Ademas, generalizaron el Teorema 5.1.2, que probamos en la primera
seccion de este capitulo, del siguiente modo:

Teorema 5.3.7 Si g € L*>(RY) genera un sistema de Gabor construido sobre
la reticula aZ® x éZd, que constituye un marco exacto de L*(R?), entonces

g ¢ W(Co, ") y g ¢ W(Co ).

Problemas abiertos

La posibilidad de obtener versiones méas generales del Teorema de Balian-
Low, sigue siendo motivo de estudio en estos dias. Algunos de los problemas
abiertos que hay en relaciéon a este tema son los siguientes:

e Obtener una demostracion del Teorema 1.3.2, basada en la teoria de
operadores sin utilizar en ella la teorfa de distribuciones. (Ver capitulo 4).

e Extender el Teorema de Balian-Low para dimensiones mayores, a reti-
culados mas generales que los simplécticos.

e Lograr una version del Teorema 5.3.7, sobre reticulados que no sean
exclusivamente de la forma aZ? x 17°.
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Notaciones

o R

°/
o R

o /f

L {gbm,an}
® xa(z)

° 5m7n

e S(R)

o ACloc

° fxg

e D(Q)

e D'(2)
o T

L 0]

oD

o Q(x;7)
o [P(Q)

o (P

o | llp
e GL(d,R)
e SL(d,R)

Espacio euclideo d-dimensional.

La Transformada de Fourier de f.

Espacio euclideo d-dimensional donde vive la variable en la
cual se evalia a f :

Funciéon dual de f.

Sucesiones indexadas, donde el conjunto de indices se
sobre entiende segtn el contexto.

Producto interno en un espacio de Hilbert.

El dual de un espacio de Banach X.

Transformada de Zak de f.

Sistema de Gabor generado por g sobre la reticula aZ x bZ.
Funcion caracteristica que vale 1 si z € A y 0 si no.
Funcion delta que vale 1 si m = n y 0 en otro caso.

Clase de Schwartz.

Funciones que, localmente, son absolutamente continuas.
Convolucion entre f y g definida como

( + 9)() = [ F(t — )g(s)ds.

Funciones definidas sobre €2 infinitamente diferenciables de
soporte compacto. En este trabajo, 2 = Q o Q = R%

Dual topolégico de D.

Distribucién asociada a f.

Derivada débil.

Derivada clasica.

Cubo de radio r y centro x.

Funciones definidas sobre  tales que [, |f(z)[Pdz < oc.
En este trabajo, 2 = Q o Q = R

Sucesiones escalares {x}), tales que ), |z|P < oo.

Norma en el espacio LP, definida como ( [ |f(x)[Pdz) e,
Matrices en R%*?, de determinante distinto de cero.
Matrices en GL(d,R) de determinante 1.

75



Bibliografia

[Alv05] L. Alvarez Alonso, Distribution Theory and Fourier Transform (a
user’s manual) Cuadernos de Mateméatica y Mecanica, CIMEC-
IMAL, 2005.

[Bal81] R. Balian Un principe d’incertitude fort en théorie du signal ou en
mécanique quantique, C. R. Acad. Sci. Paris 292 (1981), 1357-1362.

[Bat88| G. Battle, Heinsembeg proof of the Balian-Low Theorem, Lett.
Math. Phys. 15(1988), 175-177.

[Ben94| J.J Benedetto, Frames descompositions, sampling and uncertainty
principle inequalities, Wavelets: Mathematics and Applications (J.J
Benedetto and M: W: Frazier, eds.) CRC Press, Boca Raton, FL,
1993, pp 247-304.

[BCGPO02| J.J Benedetto, W. Czaja, P. Gadzinski y A.M. Powell, The
Balian-Low Theorem and Regularity of Gabor Systems, J, Geom.
Anal. 13 (2003), no. 2, pp.239-254.

[BCP06] J.J Benedetto, W. Czajay A.M. Powell, An optimal example for the
Balian-Low uncertainty principle, SIAM J. Math. Anal., 38 (2006),
pp. 333-345.

[BCPS06] J.J Benedetto, W. Czaja, A.M. Powell y J. Sterbenz, An endpoint
(1,00) Balian-Low theorem, Math. Res. Lett., 13 (2006), pp. 467-
474.

[BHW95| J.J Benedetto, C. Heil y D.F. Walnut, Differentiation and the
Balian-Low Theorem , J.Fourier Anal. Appl. 1(1995), pp. 355-402.

[BP06] J.J Benedetto y A.M. Powell, A (p,q) version of Bourgain’s theo-
rem, Trans. Amer. Math. Soc., 358(2006), pp. 2489-2505.

76



[Dau90]

[Dau92]

[DJ93]

[Duo90]

I. Daubechies The Wawvelet Transform, time-frequency localization
and signal analysis, IEEE Trans. Inform. Theory 36 (1990), 961-
1005.

——, Ten Lectures on Wavelets STAM Press, Philadelphia, 1992.

I. Daubechies y A.J.E.M. Janssen, Two theorems on lattice expan-
sions, IEEE Trans. Inform. Theory 39(1993), 3-6.

J. Douandkoerxea Zuazo, Andlisis de Fourier, Ediciones de las ciu-
dad auténoma de Madrid, 1990.

|[GHHKO02] K. Grochenig, D. Han, C. Heil y G.Kutyniok, The Balian-Low

[Hei87]

[Hei89|

[Hei90]

[Hei03]

[Hei06]

[HPO6]|

[HW89]

[Low85]

Theorem for symplectic lattices in higher dimensions, Appl. Com-
put. Harmon. Anal.,13(2002), pp.169-176.

C. Heil, A basis theory primer, manuscrito, 93 pags, 1987 revisado

1997.

——, A discret Zak transform, The MITRE Corporation, Techni-
cal Report MTR-~-89W00128 (1989).

-, Wiener amalgam spaces in generalized harmonic analysis
and wavelet theory, Ph.D thesis, University of Maryland, College
Park, MD, 1990.

——, An introduction to weighted Wiener amalgams, in: "Wavelets
and their Applications"(Chennai, January 2002), M. Krishna, R.
Radha and S. Thangavelu, eds., Allied Publishers, New Delhi, 2003,
pp. 183-216.

-, History and evolution of the Density Theorem for Gabor
frames, preprint (2006).

C. Heil y A.M. Powell, Gabor Schauder Bases and The Balian-Low
Theorem, J. Math. Phys. 47 (2006), no. 11, 113506, 21pp.

C. Heil y D. Walnut, Continuous and discret wavelet transform,
SIAM Review 31 (1989), 628-666.

F. Low, Complete sets of wave packets, A Passion for Physics-
Essays in Honor of Geoffrey Chew (C. DeTar, et al., eds.), Wold
Scientific, Singapore, 1985, pp. 17-22.

77



[Pin01] M. A. Pinsky, Introduction to Fourier Analysis and Wavelets,
Ist.edition, Books/Cole, eds., 2001.

[Sch66] L. Schwartz, Théorie des Distributions, Hermann, Paris, 1966.

78



