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Introducción

Una de las principales motivaciones del análisis de señales, consiste en
lograr métodos que nos permitan descomponer y reconstruir funciones (seña-
les) en forma estable.

Para ello, y con el objetivo de lograr un estudio más localizado de la
función bajo análisis, Gabor propone multiplicarla por una nueva función g,
llamada ventana, que esté bien localizada en tiempo y frecuencia. (Para una
definición precisa de localización ver Capítulo 1, Sección 1.1 de este trabajo).

Así surge la Transformada de Gabor, definida como

Gg(f)(t, ω) =

∫

R
f(s)g(s− t)e−2πiωsds,

que resulta ser una buena herramienta muy utilizada en el análisis armónico.
Si consideramos la familia {gω,t(s) = g(s − t)e2πiωs : t, ω ∈ R} y sólo

tenemos en cuenta el caso en que g toma valores reales, la Transformada de
Gabor está representada, para cada par (t, ω) ∈ R× R̂, por la fórmula

Gg(f)(t, ω) = 〈f, gω,t〉,

donde suponemos que tanto f como g son funciones de L2(R).
Como 〈f, gω,t〉 = 〈f̂ , ĝω,t〉 para cada par (t, ω), se puede pensar que

Gg(f)(t, ω) nos proporciona información sobre las frecuencias próximas a
ω0 + ω que intervienen en f en un entorno de t0 + t, donde t0 y ω0 están
definidos como

t0 =

∫

R
s
|g(s)|2
‖g‖2

2

ds y ω0 =

∫

R
γ
|ĝ(γ)|2
‖g‖2

2

dγ,

y representan los promedios de g y ĝ respectivamente (en la Sección 1.1 del
primer Capítulo se encuentra un análisis más detallado de este tema).

Este tratamiento puede ser realizado también desde el punto de vista
discreto. Es decir, reemplazando los valores de t y ω por an y bm respectiva-
mente, para a y b números reales positivos y m,n ∈ Z. En este contexto, la
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pregunta que surge es bajo que condiciones sobre la ventana g es posible des-
componer y reconstruir en forma estable la función f conociendo los valores
{Gg(f)(na,mb)}m,n∈Z.

Si consideramos funciones f que estén en L2(R), una de las posibles condi-
ciones sobre g es pedir que el sistema de Gabor {e2πimbtg(t−an)}m,n∈Z forme
un marco de L2(R). (Ver la Sección 1.2 del Capítulo 1, para una definición
detallada del concepto de marco).

Una de las primeras ventanas con las cuales se trabajó fue la Gaussiana
g(t) = e−πt2 . Aunque esta función tiene una buena localización en el plano
tiempo-frecuencia, debido a que verifica g = ĝ, el sistema de Gabor que
genera no posee buenas propiedades que nos permitan reconstruir funciones
como buscamos.

Entonces, teniendo en mente este ejemplo podríamos preguntarnos si es
posible encontrar una ventana g bién localizada en tiempo-frecuencia, que
además permita reconstruir en forma estable las funciones bajo análisis veri-
ficando, por ejemplo, que el sistema de Gabor que genera, constituya un
marco de L2(R).

El Teorema de Balian-Low es un resultado clásico en el estudio de estos
temas que, desafortunadamente responde la pregunta anterior en forma nega-
tiva. Es decir, si un sistema de Gabor forma un marco de L2(R), la ventana
que lo genera no tiene buena localización en tiempo-frecuencia.

Este resultado posee una larga historia. Fue demostrado inicialmente por
Balian en 1981 ([Bal81]) e independientemente por Low en 1985 ([Low85]),
para el caso en que el sistema de Gabor generado por g es una base ortonor-
mal de L2(R). Ambas pruebas eran similares y tenían un error que consistía
en utilizar como cierto que la integrabilidad de los cuadrados de las derivadas
parciales de una función aseguraba su continuidad. Unos años más tarde
Daubechies, Coifman y Semmes ([Dau90]), manteniendo las ideas originales
de las demostraciones dadas por Balian y Low, solucionan este error y durante
ese proceso logran extender el resultado al caso de marcos.

En 1988, Battle ([Bat88]), inspirado en el Principio de Incertidumbre, da
una prueba simple y elegante del Teorema de Balian-Low para bases ortonor-
males, basada en la teoría de operadores. Aunque los marcos exactos (ver
definición en la sección 1.2 del Capítulo 1) son una generalización natural de
las bases ortonormales, no resultó trivial adaptar la demostración dada por
Battle al caso de marcos exactos. Este trabajo fue realizado por Daubechies
y Janssen ([DJ93]). La demostracíon que realizaron, está cuidadosamente
desarrollada en [Dau92].

Debido a la propiedad fundamental de la Transformada de Fourier

(∂g)∧(γ) = 2πiγĝ(γ),

5



es de esperar que la diferenciación juegue un papel importante en la demostra-
ción del Teorema de Balian-Low. Esta fórmula que relaciona la derivada de
una función con su transformada de Fourier, será interpretada en el sentido
clásico y distribucional como veremos más adelante.

En este trabajo recorreremos la historia del Teorema de Balian-Low,
dedicándonos a estudiar básicamente dos de sus demostraciones. La primera,
debida a Benedetto, Heil y Walnut ([BHW95]), resulta novedosa con respec-
to a las demostraciones que había hasta el momento, pues en ella se elude
la utilización de herramientas relacionadas con el cálculo distribucional y se
trabaja con técnicas conocidas en el análisis armónico. La segunda prueba
que analizaremos en detalle es la adaptación que realizaron Daubechies y
Janssen ([DJ93]) de la demostración dada por Battle para bases ortonor-
males. Basándose en la teoría de operadores se prueba una versión débil del
Teorema de Balian-Low y luego, utilizando como herramienta fundamental
el cálculo distribucional, se prueba la equivalencia entre esta versión y la
original.

En ambas demostraciones, la transformada de Zak (sección 2.1) nos será
de gran utilidad como herramienta de trabajo. Por este motivo estudiamos
cómo es posible relacionar las propiedades de completitud, base y marco de
un sistema de Gabor con la transformada de Zak de la ventana que lo genera.

Veremos también algunos resultados que se relacionan con el Teorema de
Balian-Low desde diferentes ópticas, obtenidos en los últimos años. Sobre el
trabajo realizado por Benedetto, Heil y Walnut ([BHW95]), comentaremos
algunas cuestiones sobre los espacios Amalgama. Estos autores, en el mismo
contexto y bajo las mismas hipótesis que en el Teorema de Balian-Low, ob-
tienen un nuevo resultado sobre el comportamiento de la ventana generadora
del sistema de Gabor, independiente de la mala localización que posee en el
plano tiempo-frecuencia.

Expondremos una versión muy interesante del Teorema de Balian-Low
obtenida por Heil y Powell en el año 2006 ([HP06]) para el caso en que el
sistema de Gabor constituye una base de Schauder de L2(R) . La prueba de
este resultado, se relaciona directamente con la versión débil del Teorema de
Balian-Low para marcos exactos que dan Daubechies y Janssen ([DJ93]) y
también con el sentido de la convergencia de los desarrollos en serie cuando
se trabaja con bases de Schauder.

Finalmente, la Transformada de Zak nos dará la posibilidad de contruir
una función ventana de modo tal que el sistema de Gabor que genere sea una
base de Schauder de L2(R) pero no un marco exacto.

6



Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo, daremos algunas definiciones que usaremos a lo largo de
todo este trabajo. También enunciaremos propiedades básicas y conocidas
sobre los conceptos que presentamos, para luego enunciar el Teorema de
Balian-Low. Sólo serán demostrados aquellos resultados que aporten alguna
técnica que se considere importante o que no aparezcan en forma explícita
en la bibliografía.

1.1. Plano Tiempo-Frecuencia
Nos proponemos como primer paso, dar una definición precisa del concep-

to de localización, pues este representa una de las principales motivaciones
en el estudio del Teorema de Balian-Low.

Definición 1.1.1 Sea g ∈ L2(R), tal que g 6= 0. Definimos el centro (o valor
medio) de g como la cantidad

t0 = t0(g) =

∫

R
s
|g(s)|2
‖g‖2

2

ds

en el caso en que sea finita y el radio de g, al valor

σ = σ(g) =
( ∫

R
(s− t0)

2 |g(s)|2
‖g‖2

2

ds
)1/2

.

Una vez expuestos los conceptos anteriores podemos definir el Intervalo
de concentración Ig de g como Ig = [t0 − σ, t0 + σ].

El centro y radio de ĝ serán notados por ω0 y σ̂ respectivamente y así
Iĝ = [ω0 − σ̂, ω0 + σ̂].
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Aquí ĝ denota la Transformada de Fourier de g que está definida como

ĝ(γ) =

∫

R
g(t)e−2πiγtdt.

Si consideramos el producto cartesiano de los intervalos Ig e Iĝ, queda
definido el rectángulo Rg = Ig × Iĝ en el plano tiempo-frecuencia.

Definición 1.1.2 Para una función g ∈ L2(R), Rg representa la localización
de g en el plano tiempo-frecuencia.

Definición 1.1.3 Se dice que una función g ∈ L2(R) está bien localizada en
tiempo-frecuencia si el área de Rg es finita.

La localización de una función de L2(R) no está librada al azar. El Prin-
cipio de Incertidumbre es un resultado que nos proporciona una limitación
a cuán bien localizada puede estar una función en tiempo y frecuencia.

Teorema 1.1.4 Sea g ∈ L2(R) y sean σ y σ̂ sus radios en tiempo y en
frecuencia. Entonces,

σσ̂ ≥ 1

4π
.

Sobre este principio se inspiró Battle, para dar la demostración del Teo-
rema de Balian-Low para bases ortonormales, que desarrollaremos más ade-
lante.

Proposición 1.1.5 Sea g ∈ L2(R) tal que t0(g) es finito y no nulo. En-
tonces, la función f(t) = g(t + t0) verifica:

(a) ‖f‖2 = ‖g‖2,

(b) t0(f) = 0.

Demostración. La demostración de parte (a) se sigue inmediatamente de
que la integral de Lebesgue es invariante por traslaciones. Veamos entonces
que t0(f) = 0.

t0(f) =

∫

R
t
|g(t + t0)|2
‖g‖2

2

dt

=
1

‖g‖2
2

∫

R
(t− t0)|g(t)|2dt

=
1

‖g‖2
2

∫

R
t|g(t)|2dt− t0 = 0,
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donde simplemente hemos realizado un cambio de variable.

Haciendo un razonamiento similar, si g ∈ L2(R) verifica que ω0(g) = t0(ĝ)
es finito y no nulo, considerando la modulación f(t) = e−2πω0g(t), tenemos
que ‖f‖2 = ‖g‖2 y ω0(f) = 0, pues f̂(γ) = ĝ(γ + ω0).

Resumiendo, si una función posee centro y radio finitos y no nulos, trasla-
dándola y modulándola adecuadamente, obtenemos otra función cuyo centro
es cero, y cuya transformada también posee centro cero.

El sentido de esta discusión será comprendido completamente cuando
retomemos el concepto de localización en la Sección 1.3.

1.2. Marcos
Los marcos pueden ser definidos sobre cualquier espacio de Hilbert separa-

ble. Dado un espacio de Hilbert H separable, con producto interno 〈f, g〉 y
norma ‖f‖ = 〈f, f〉1/2 , diremos que una sucesión {fk}k es un marco de H si
existen constantes 0 < A 6 B tales que para toda f ∈ H se tiene

A‖f‖2 6
∑

k

|〈f, fk〉|2 6 B‖f‖2. (1.1)

Cuando sea A = B, diremos que el marco es ajustado y el marco será
exacto si {fk}k 6=l deja de ser un marco para cualquier elección de l.

Si la sucesión {fk}k verifica únicamente la segunda desigualdad en (1.1)
la llamaremos sucesión de Bessel.

Lema 1.2.1 Un marco, es un sistema completo en H.

Demostración. Recordando que {fk}k es completo si y sólo si

〈f, fk〉 = 0 para todo k =⇒ f = 0

el resultado se desprende inmediatamente de la fórmula (1.1).

Cada marco asigna a los elementos de H un desarrollo en serie. Es decir
que para toda f ∈ H existirán coeficientes ck(f) de modo que f =

∑
k ck(f)fk

con convergencia incondicional en la norma de H. Es importante remarcar
que estos coeficientes no tienen por que ser únicos, y esta es una de las
diferencias que existe entre un marco y una base.

Debido a que el conjunto de combinaciones lineales a coeficientes en Q
de los elementos de un marco resulta ser denso en H, sólo existen marcos en
espacios de Hilbert que sean separables.
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Dado un marco {fk}k en un espacio de Hilbert separable H la aplicación
S : H −→ H definida como

Sf =
∑

k

〈f, fk〉fk

resulta ser lineal, continua e inversible. A este operador lo llamaremos
Operador Marco.

La sucesión {f̃k}k, donde f̃k = S−1(fk) es también un marco en H que
suele llamarse marco dual canónico. Ahora con el marco dual tenemos los
desarrollos en serie:

f =
∑

k

〈f, f̃k〉fk =
∑

k

〈f, fk〉f̃k ∀f ∈ H.

A partir de este momento la notación f̃ para f ∈ H denotará la función
dual de f . Es decir, f̃ = S−1(f) donde S es el operador asociado al marco
{fk}k∈Z.

Es importante destacar que a pesar de tener un desarrollo en serie para
cada elemento de H en función de un marco y su dual, un marco no tiene
por que ser una base. Un marco es una base si y sólo si es un marco exacto.
Toda base ortonormal es un marco exacto y por este motivo todo espacio
de Hilbert separable posee un marco. Existen marcos que no son exactos y
también existen marcos exactos que no son bases ortonormales. Así es claro
que marco, marco exacto y base son conceptos distintos. Para un tratamiento
más detallado sobre estos temas referimos al lector a [Hei87].

Recordemos las siguientes dos definiciones:

Definición 1.2.2 Una sucesión {xk}k en un espacio de Banach X se dice
minimal si xn /∈ {combinacines lineales finitas de {xk}k 6=n} para cualquier
elección de n.

Definición 1.2.3 Sea X un espacio de Banach , X∗ su dual y sean también
las sucesiones {xk}k ⊆ X e {yk}k ⊆ X∗. Diremos que {xk}k es biortogonal
a {yk}k o que {xk}k e {yk}k son biortogonales si yn(xm) = δnm.

Por último enunciamos dos Lemas que utilizaremos en varias oportunida-
des, especialmente en el capítulo donde estudiamos la Transformada de Zak.
Ambas demostraciones se encuentran en [Hei87].

Lema 1.2.4 Sea X un espacio de Banach, y {xk}k ⊆ X. Entonces:

(a) ∃ {yk}k ⊆ X∗ biortogonal a {xk}k ⇐⇒ {xk}k es minimal.
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(b) ∃ una única {yk}k ⊆ X∗ biortogonal a {xk}k ⇐⇒ {xk}k es minimal y
completo.

Lema 1.2.5 Sea H un espacio de Hilbert y sea {fk}k ⊆ H un marco. Son
equivalentes :

(i) {fk}k es un marco exacto.

(ii) {fk}k y {f̃k}k son biortogonales.

1.3. Sistemas de Gabor
Luego de dar algunos aspectos generales sobre marcos, introducimos ahora

un tipo particular de ellos, que se conocen con el nombre de marcos de Gabor.
Primero retomemos la motivación dada en la introducción para considerar

este tipo de marcos. Dada una función g ∈ L2(R), definimos la Transformada
de Gabor continua como

Gg(f)(t0, ω0) =

∫

R
f(t)g(t− t0)e

−2πiω0tdt

para f ∈ L2(R). Con esta transformación producimos lo siguiente:

Primero Localizamos la función f(t) bajo estudio en un entorno de t0,
truncándola con g(t− t0), lo que gráficamente queda representado por:

Segundo Transformamos Fourier la función f(t)g(t− t0) y evaluamos en
ω0, obteniendo:

Gg(f)(t0, ω0) = (f(t)g(t− t0))
∧(ω0).
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La aplicación Gg está bien definida de L2(R) en L2(R× R) y resulta ser
una isometría inversible sobre su imagen.

Aquí nos interesa el caso discreto de esta herramienta, que definimos con
más detalle a continuación.

Definimos la traslación τxf y la modulación eyf de una función f como

τxf(t) = f(t− x) y eyf(t) = e2πiytf(t).

Para una función g ∈ L2(R) y dados p, q ∈ R denotamos por gp,q(t) a

gp,q(t) = epτqg(t) = e2πiptg(t− q).

Definición 1.3.1 Dados g ∈ L2(R) y a, b > 0 la sucesión {gmb,na}m,n∈Z se
llama Sistema de Gabor asociado a (g, a, b).

Cuando un sistema de Gabor forme un marco, será llamado Marco de
Gabor. En esta situación tendremos asociado el operador marco S

Sf =
∑
m,n

〈f, gmb,na〉gmb,na

y una estructura similar para el marco dual de {gmb,na}m,n∈Z. En efecto,
gracias a que S(gmb,na) = (Sg)mb,na , reemplazando g por S−1g, obtenemos
la igualdad S−1(gmb,na) = (S−1g)mb,na. Luego, el marco dual de {gmb,na}m,n∈Z
es otro marco de Gabor generado por la función dual g̃ = S−1g.

Notar que Gg(f)(na,mb) = 〈f, gmb,na〉. Por este motivo, siendo el sistema
{gmb,na}m,n∈Z un marco de L2(R) y conociendo los valores de Gg(f)(na,mb)
para cada par (m,n) ∈ Z × Z podemos reconstruir f en función del marco
{gmb,na}m,n∈Z y su dual como vimos en la sección anterior.

Una vez expuesta la definición de marco de Gabor, queremos comprender
porqué es útil tener una buena localización de la función ventana que lo
genera.

Supongamos que la función g ∈ L2(R) verifica ‖g‖2 = 1 y además∫
R t|g(t)|2dt = 0 y

∫
R γ|ĝ(γ)|2dγ = 0.

Entonces, para los parámetros a = b = 1, gm,n está localizada en un
entorno del punto (n,m) del plano tiempo-frecuencia, pues

∫

R
t|gm,n(t)|2dt = n y

∫

R̂
γ|(gm,n)∧(γ)|2dγ = m.

Aquí, la elección de los parámetros a = b = 1 es únicamente con el fin de
simplificar la situación y no representa pérdida de generalidad.
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Supongamos también que restringimos nuestro análisis a la reconstrucción
de señales (funciones) que verifiquen ”esencialmente”:

sop(f) ⊆ [−T, T ] y sop(f̂) ⊆ [−Ω, Ω].

Hemos utilizado la palabra ”esencialmente” pues es sabido que no es posi-
ble que una función verifique ambas condiciones simultáneamente. Más for-
malmente, consideramos funciones que satisfacen:

1. ‖χ[−T,T ]f − f‖2 << ‖f‖2

2. ‖χ[−Ω,Ω]f̂ − f̂‖2 << ‖f̂‖2

Las condiciones 1. y 2. indican que el rectángulo [−T, T ]× [−Ω, Ω] posee
mayor información sobre f que otras regiones del plano tiempo-frecuncia.

Por otro lado, asumiendo que el sistema de Gabor {gm,n} constituye un
marco de L2(R), con marco dual {g̃m,n}, tenemos que

f =
∑
m,n

〈f, gm,n〉g̃m,n. (1.2)

Si la función gm,n está bien localizada en un entorno del punto (n,m),
es de esperar que 〈f, gm,n〉 sea pequeño si la distancia de (n,m) al retángulo
[−T, T ] × [−Ω, Ω] es grande. En otras palabras, es razonable pesar que sólo
los valores de m y n para los cuales (n,m) esté dentro o en las cercanías de
[−T, T ] × [−Ω, Ω], tengan un papel significante en la reconstrucción de f a
través de la fórmula (1.2). Luego, la buena localización de g, o equivalen-
temente de gm,n, podría significar que sólo ”algunos” de los valores 〈f, gm,n〉
tengan real importancia en la reconstrucción de f .

En este momento estamos en condiciones de enunciar el teorema central
de este trabajo.

Teorema 1.3.2 (Teorema de Balian-Low)
Sea g ∈ L2(R), y sean a, b > 0 con ab = 1. Si el sistema de Gabor

{gmb,na}m,n∈Z es un marco exacto de L2(R), entonces

‖tg(t)‖2‖γĝ(γ)‖2 = +∞.

Este resultado asegura que si el sistema de Gabor {gmb,na}m,n∈Z consti-
tuye un marco exacto de L2(R), permitiendo de este modo descomponer y
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recontruir funciones, la función ventana g que lo genera no tiene buena lo-
calización en el plano tiempo-frecuencia. Como vimos en la primera Sección
de este Capítulo, es posible obtener, de una función de centro finito, una
que posea centro cero, aplicándole una traslación conveniente. Luego, sin ser
demasiado restrictivos, podemos suponer que t0(g) = 0 y que ‖g‖2 = 1,
con lo cual su radio queda representado por la cantidad σ = ‖tg(t)‖2. Con
un razonamiento similar para ĝ, resulta σ̂ = ‖γĝ(γ)‖2. En estas condiciones
queda claro que el teorema (1.3.2) dice exactamente que al menos una de las
funciones g o ĝ no está bien concentrada. De este modo, y dentro de este
contexto queda descartada la posibilidad de lograr ”reconstrucción” y ”buena
localización” simultáneamente como hubiésemos querido.

Observación 1.3.3 Sea g una función y h(t) = r1/2g(rt) una dilatación de
g. Entonces

hp,q(t) = r1/2gp/r,qr(rt).

Demostración. Simplemente,

hp,q(t) = e2πipth(t− q)

= e2πiptr1/2g(rt− rq)

= e2πi p
r
rtr1/2g(rt− rq)

= r1/2gp/r,qr(rt)

como buscábamos.

Gracias a esta última observación, el sistema de Gabor {hmb,na}m,n∈Z
será completo, un marco, o un marco exacto si y sólo si lo mismo vale para
el sistema de Gabor {gmb/r,nar}m,n∈Z.

El teorema de Densidad que enunciamos a continuación nos provee de
condiciones necesarias (pero no suficientes) para que {gmb,na}m,n∈Z sea com-
pleto, un marco o un marco exacto de L2(R), formuladas únicamente en
términos del producto ab.

De aquí y junto con la observación (1.3.3) se desprende la importancia
del producto ab por sobre los valores individuales de a y b.

Teorema 1.3.4 (Teorema de Densidad)
Sean g ∈ L2(R), y a, b > 0

(a) Si {gmb,na}m,n∈Z es completo en L2(R), entonces ab ≤ 1. En particular,

si {gmb,na}m,n∈Z es un marco en L2(R), entonces ab ≤ 1.
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(b) Si {gmb,na}m,n∈Z es un marco exacto de L2(R), entonces ab = 1.

(c) Si {gmb,na}m,n∈Z es un marco de L2(R), entonces es exacto si y sólo si
ab = 1.

Este teorema tiene una larga historia que incluye extensiones a marcos
de Gabor sobre retículas irregulares y a marcos de Gabor en dimensiones
mayores. El siguiente gráfico esquematiza su contenido:

Cabe aclarar que debido a la parte (c) del teorema de Densidad, las
hipótesis ab = 1 y marco exacto resultan redundantes en el teorema 1.3.2.
Alcanzaría simplemente con pedir que {gmb,na}m,n sea un marco y que ab = 1.

Ya mencionamos la importancia del producto ab por sobre los valores
individuales de a y b, y es por este motivo que de ahora en adelante nos
reduciremos al caso a = b = 1.

15



Capítulo 2

La Transformada de Zak y
Distribuciones

Estudiaremos ahora dos de las herramientas fundamentales que utilizare-
mos para la demostración de Teorema de Balian-Low. La primer sección de
este capítulo será dedicada a la Transformada de Zak y en la segunda daremos
un breve repaso sobre teoría de distribuciones.

2.1. Transformada de Zak
La Transformada de Zak se define formalmente como

Zf(t, ω) =
∑

k∈Z
f(t + k)e2πikω, (t, ω) ∈ R× R̂

para una función f ∈ L2(R).
Zf verifica las siguientes relaciones de casi-periodicidad:

Zf(t + 1, ω) = e−2πiωZf(t, ω) (2.1)

y
Zf(t, ω + 1) = Zf(t, ω). (2.2)

De este modo, Zf queda unívocamente determinada por los valores que toma
sobre el cubo Q = [0, 1)× [0, 1) = [0, 1)2.

Una de las utilidades de esta transformada radica en la manera en que
esta actúa sobre los sisteman de Gabor construidos sobre el reticulado Z×Z,
como muestra la siguiente proposición:
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Proposición 2.1.1 Si g ∈ L2(R) y {gm,n} es el sistema de Gabor generado
por g entonces,

Z(gm,n)(t, ω) = em(t)en(ω)Zg(t, ω)

donde eγ(t) = e2πiγt.

Demostración.

Z(gm,n)(t, ω) =
∑

k

gm,n(t + k)e2πiωk

=
∑

k

e2πim(t+k)g(t + k − n)e2πiωk

= e2πimt
∑

j

e2πim(j+n)g(t + j)e2πiω(j+n)

= e2πimte2πinω
∑

j

g(t + j)e2πiωj

donde en la tercera igualdad se hace el cambio de índice j = k − n.

Teorema 2.1.2 La aplicación Z : L2(R) −→ L2(Q), donde

L2(Q) =

{
F : ‖F‖2 =

(∫∫

Q
|F (t, ω)|2dtdω

)1/2

< ∞
}

es un isomorfismo isométrico.

Demostración.

Buena definición:
∫∫

Q
|Zf(t, ω)|2dtdω =

∫ 1

0

∫ 1

0

∣∣∣∣
∑

k

f(t + k)e2πiωk

∣∣∣∣
2

dωdt

=

∫ 1

0

∑

k

|f(t + k)|2dt

=
∑

k

∫ 1

0

|f(t + k)|2dt

=
∑

k

∫ k+1

k

|f(t)|2dt

=

∫

R
|f(t)|2dt.
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Aquí hemos aplicado la Fórmula de Plancherel para series de Fourier
en la segunda igualdad y luego el Teorema de Convergencia Monótona.
Finalmente obtenemos

‖Zf‖2 = ‖f‖2 ∀f ∈ L2(R),

y por lo tanto Zf ∈ L2(Q).

Linealidad: Resulta claro de la definición de Zf .

Continuidad: Al ser lineal, la continuidad se desprende de la igualdad
‖Zf‖2 = ‖f‖2. Esto también nos permite concluir que el operador Z
es una isometría.

Isomorfismo: Sea la función g = χ[0,1), donde

χ[0,1)(t) =

{
1 si t ∈ [0, 1)
0 si t /∈ [0, 1)

.

Entonces el sistema de Gabor {gm,n} resulta ser una base ortonormal
de L2(R).
Además,

Zg(t, ω) =
∑

k

χ[0,1)(t + k)e2πiωk = 1

pues t + k ∈ [0, 1) ⇐⇒ k = 0, y por la Proposición (2.1.1)

Z(gm,n)(t, ω) = em(t)en(ω). (2.3)

Por otro lado, veamos que {em(t)en(ω)} es una base ortonormal de
L2(Q).

〈emen, ekej〉 =

∫∫

Q
em(t)en(ω)ek(t)ej(ω)dωdt

=

∫ 1

0

em(t)ek(t)dt

∫ 1

0

en(ω)ej(ω)dω

= δmkδnj.

Con lo cual, el sistema es ortonormal en L2(Q) y sólo resta ver la
completitud.

Debido a que {ek(t)}k∈Z es en sistema completo en L1((0, 1]) (ver
[Duo90], Capítulo 1, Sección 5, página 19), resulta que {em(t)en(ω)}
es completo en L1(Q).
Así, como L2(Q) ⊆ L1(Q), se desprende de lo anterior la completitud
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del sistema {em(t)en(ω)} en L2(Q).
Habiendo probado que {em(t)en(ω)} es una base ortonormal de L2(Q)
y teniendo en cuenta la ecuación (2.3), resulta que Z manda una base
en otra.
Luego, Z es un isomorfismo como queríamos probar.

Hacemos explícita la siguiente observación debido a que será utilizada
reiteradas veces en el resto de todo este trabajo:

Observación 2.1.3 La transformada de Zak verifica las dos igualdades

‖Zf‖2 = ‖f‖2

〈Zf, Zg〉 = 〈f, g〉
para todas f, g ∈ L2(R), por ser una isometría.

Para g ∈ L2(R), el estudio de las propiedades de {gm,n} será reducido,
vía la Transformada de Zak, al estudio del sistema {em(t)en(ω)Zg}, formado
por la multiplicación de cada elemento de la base ortonormal {em(t)en(ω)}
con la función Zg. Por este motivo esperamos que el comportamiento de Zg
sea crucial en lo que respecta a las propiedades de {gm,n}.

Teorema 2.1.4 Sea g ∈ L2(R). Entonces:

(a) {gm,n} es completo en L2(R) ⇐⇒ Zg 6= 0 a.e (t, ω) ∈ Q.

(b) {gm,n} es minimal y completo en L2(R) ⇐⇒ 1/Zg ∈ L2(Q).

(c) {gm,n} es una sucesión de Bessel ⇐⇒ Zg ∈ L∞(Q).

(d) {gm,n} es un marco de L2(R) con constantes A,B si y sólo si

A ≤ |Zg(t, ω)|2 ≤ B a.e (t, ω) ∈ Q.

En este caso {gm,n} resulta un marco exacto.

(e) {gm,n} es una base ortonormal de L2(R) ⇐⇒ |Zg(t, ω)|2 = 1 en

casi todo punto (t, ω) ∈ Q.

Demostración.
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(a) =⇒) Si {gm,n} es un sistema completo en L2(R) entonces el sistema
{Z(gm,n)} = {emenZg} lo es en L2(Q).

Supongamos que
∣∣{Zg = 0

}∣∣ > 0. Luego, si A = {Zg = 0} resulta que
la función χA es distinta de cero en un conjunto de medida positiva y
además χAZg = 0 a.e (t, ω) ∈ Q. Por lo tanto

〈χA, emenZg〉 =

∫∫

Q
χAemenZg dtdω = 0

para todo m,n. Así, debido a que por hipótesis el sistema {emenZg} es
completo en L2(Q), χA = 0 a.e (t, ω) ∈ Q. Ahora, si χA = 0 a.e, debe
ser |A| = 0 lo cual es una contradicción pues partimos suponiendo que
|A| = |{Zg = 0}| > 0.

⇐=) Supongamos que Zg 6= 0 a.e. (t, ω) ∈ Q y consideremos una
función F ∈ L2(Q) tal que 〈F, emenZg〉 = 0 para todos m,n ∈ Z.
Entonces, como FZg ∈ L1(Q) y además

0 = 〈F, emenZg〉 =

∫∫

Q
FZge−me−ndtdω = (FZg)∧(m,n),

debe ser FZg = 0 a.e. (Recordemos la propiedad de la Transformada
de Fourier que afirma: si f ∈ L1 y f̂(n) = 0 ∀n ∈ Z, entonces f = 0
a.e.) De aquí se desprende que F = 0 a.e. (t, ω) ∈ Q, puesto que
por hipótesis Zg 6= 0 a.e. (t, ω) ∈ Q. Luego, el sistema {emenZg} es
completo en L2(Q), y por lo tanto {gm,n} lo es en L2(R).

(b) =⇒) Como {gm,n} es minimal y completo, {emenZg} lo es en L2(Q).
Como consecuencia del Lema (1.2.4) parte (b), existe una única sucesión
{Fm,n} ⊆ L2(Q) biortogonal a {emenZg}. Es decir, existe una única
sucesión {Fm,n} que verifica la igualdad

δmkδnj = 〈Fm,n, ekejZg〉 = 〈Fm,nZg, ekej〉 (2.4)

Por la desigualdad de Hölder, la función Fm,nZg ∈ L1(Q), para cada
par (m,n) ∈ Z× Z.
Luego, para m = n = 0, se tiene

(F0,0Zg)∧(k, l) = 〈F0,0Zg, ekej〉
=

∫∫

Q
F0,0Zge−ke−j dtdω

=

{
1 si (k, j) = (0, 0)
0 si (k, j) 6= (0, 0)
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Entonces, (F0,0Zg)∧ = δ(0,0). Por lo tanto, como H(t, ω) ≡ 1verifica
Ĥ = δ(0,0), tenemos que F0,0Zg = 1 a.e. (t, ω) ∈ Q.

Finalmente, F0,0 = 1
Zg

y así 1
Zg
∈ L2(Q).

⇐=) Para probar que {gm,n} es minimal y completo basta ver que
{emenZg} lo es. Como 1

Zg
∈ L2(Q) entonces Zg 6= 0 a.e y la completitud

se sigue de la parte (a).

Veamos que {emenZg} es minimal. Por hipótesis 1
Zg
∈ L2(Q), y como

además |ekej| = 1, la función ekej
1

Zg
está en L2(Q) para cada par

(k, j) ∈ Z× Z.
Entonces, {emenZg} y {emen

1
Zg
} son biortogonales pues

〈emenZg, ekej
1

Zg
〉 = 〈emen, ekej〉 = δmkδnj.

Luego, la minimalidad de {emenZg} es consecuencia del Lema (1.2.4),
parte (a).

(c) =⇒) Veamos que
∣∣Zg

∣∣ ≤ B1/2 a.e donde B es la constante de Bessel. Sea
W =

{∣∣Zg
∣∣ > B1/2

} ⊆ Q y supongamos que |W | > 0. Entonces:
∑
m,n

|〈gm,n, Z−1(χW )〉|2 ≤ B‖Z−1(χW )‖2
2 = B‖χW‖2

2 = B|W |

y además
∑
m,n

|〈gm,n, Z−1(χW )〉|2 =
∑
m,n

|〈emenZg, χW 〉|2

=
∑
m,n

|〈emen, ZgχW 〉|2

= ‖ZgχW‖2
2

donde la segunda igualdad vale por que |ZgχW | ≤ |Zg| y Zg ∈ L2(Q),
con lo cual ZgχW ∈ L2(Q) y la tercera, por que {emen} es una base
ortonormal de L2(Q). Luego ‖ZgχW‖2

2 ≤ B|W |.
Por otro lado

‖ZgχW‖2
2 =

∫∫

W

|Zg|2 =

∫∫

W

|Zg|2 > B|W |.

Entonces B|W | < B|W | y |W | > 0, absurdo. El absurdo viene de
suponer que |W | > 0. Así Zg ∈ L∞(Q), como queríamos.
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⇐=) Si ahora Zg ∈ L∞(Q), existe M > 0 tal que |Zg| ≤ M a.e.
Entonces para f ∈ L2(R) vale que ZgZf ∈ L2(Q) y

∑
m,n

|〈gm,n, f〉|2 =
∑
m,n

|〈emenZg, Zf〉|2

=
∑
m,n

|〈emen, ZgZf〉|2

= ‖ZgZf‖2
2 ≤ M2‖Zf‖2

2 = M2‖f‖2
2.

Luego, {gm,n} es una sucesión de Bessel con constante M2.

(d) =⇒) Asumiendo que {gm,n} es un marco en L2(R) con constantes A,B,
tenemos que {emenZg} es un marco de L2(Q) también con constantes
A,B. Luego,

∀F ∈ L2(Q), A‖F‖2
2 ≤

∑
m,n

|〈emenZg, F 〉|2 ≤ B‖F‖2
2.

Consideremos los conjuntos WA y WB, definidos como :

WA =
{∣∣Zg

∣∣2 < A
}

y WB =
{∣∣Zg

∣∣2 > B
}
.

Debemos probar que ambos tienen medida nula.
Sea F = χWA

∈ L2(Q), entonces

A|WA| = A‖F‖2
2 ≤

∑
m,n

|〈emenZg, F 〉|2

=
∑
m,n

|〈emen, ZgF 〉|2

= ‖ZgF‖2
2 =

∫∫

WA

|Zg|2

=

∫∫

WA

|Zg|2 < A|WA|

y esto únicamente tiene sentido si |WA| = 0.
Análogamente se prueba que |WB| = 0

⇐=) Para probar que {gm,n} es un marco de L2(R), basta ver que
{emenZg} es un marco de L2(Q).
Sea F ∈ L2(Q) entonces como Zg está acotada, la función FZg está
en L2(Q). Como se probó anteriormente,

∑
m,n

|〈emenZg, F 〉|2 = ‖ZgF‖2
2. (2.5)
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Entonces

A‖F‖2
2 = A

∫∫

Q
|F |2 ≤

∫∫

Q
|ZgF |2 = ‖ZgF‖2

2 (2.6)

y también

‖ZgF‖2
2 =

∫∫

Q
|ZgF |2 ≤ B

∫∫

Q
|F |2 = B‖F‖2

2. (2.7)

Así, juntando las ecuaciones (2.5), (2.6) y (2.7), tenemos

A‖F‖2
2 ≤

∑
m,n

|〈emenZg, F 〉|2 ≤ B‖F‖2
2.

El hecho de ser un marco exacto se desprende del Teorema de Densidad,
puesto que estamos en el caso a = b = 1.

(e) =⇒) Una base ortonormal es un marco con constantes A = B = 1, por
lo tanto esta implicación es consecuencia de la parte (d).

⇐=) Si |Zg|2 = 1, el sistema {emenZg} es una base ortonormal de
L2(Q) pues es completo y 〈emenZg, ekejZg〉 = 〈emen, ekej〉 = δm,kδn,j.
Luego, {gm,n} es una base ortonormal de L2(R).

Inicialmente definimos la Transformada de Zak para cualquier punto de
la forma (t, ω) en R× R̂ y luego vimos que quedaba unívocamente determi-
nada por los valores que tomaba sobre el cubo Q gracias a las relaciones de
casi-periodicidad que cumplía. Volviendo a pensar en Zg como una función
definida sobre todo R× R̂, la proposición siguiente relaciona la continuidad
de Zg con sus ceros.

Proposición 2.1.5 Sea g ∈ L2(R) tal que Zg es continua en R × R̂. En-
tonces Zg tiene un cero.

Demostración. Supongamos que Zg = G es continua en R × R̂ y nunca se
anula. Entonces existe una función continua ϕ a valores reales, tal que

G(t, ω) = |G(t, ω)|eiϕ(t,ω)

para (t, ω) ∈ [0, 1]× [0, 1].
Por las relaciones de casi-periodicidad,

G(t, 1) = G(t, 0) y G(1, ω) = G(0, ω)e−2πiω.

23



Luego,
eiϕ(t,1) = eiϕ(t,0)

y
e−2πiωeiϕ(0,ω)|G(0, ω)| = |G(1, ω)|eiϕ(1,ω). (2.8)

Como |G(0, ω)| = |G(1, ω)|, de la ecuación (2.8) se tiene

eiϕ(1,ω) = ei(ϕ(0,ω)−2πω).

Entonces, para cada t y cada ω existen kω y lt en Z tales que

ϕ(t, 1) = ϕ(t, 0) + 2πlt

y
ϕ(1, ω) = ϕ(0, ω)− 2πω + 2πkω.

Las funciones ϕ(t, 1)−ϕ(t, 0) y ϕ(1, ω)−ϕ(0, ω) + 2πω son continuas en t y
ω respectivamente, por lo tanto lt = l ∀t ∈ [0, 1] y kω = k ∀ω ∈ [0, 1].

Luego,

0 = ϕ(0, 0)− ϕ(1, 0) + ϕ(1, 0)− ϕ(1, 1)

+ ϕ(1, 1)− ϕ(0, 1) + ϕ(0, 1)− ϕ(0, 0)

= −2πk − 2πl + 2πk − 2π + 2πl

= −2π

lo cual es una contradicción.

Observación 2.1.6

Si Zg es continua en R× R̂, por la proposición anterior tiene un cero
en R× R̂. Entonces, gracias a la casi-periodicidad, Zg tiene un cero en
Q.

La Proposición (2.1.5), puede ser enunciada en un contexto más gen-
eral. Esto es: Las funciones definidas sobre R×R̂ que verifican las rela-
ciones de casi-periodicidad y son continuas, se anulan en algun punto.

Ya estudiamos el comportamiento de la Transformada da Zak con respecto
a los sistemas de Gabor y esto nos será de gran utilidad en las demostraciones
de Teorema de Balian-Low que daremos en los capítulos siguientes. Ahora
queremos ver cómo se relacionan Zf y Zf̂ .

Antes de esto necesitamos lo siguiente:
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(a) La clase de Schwartz S(R) es el conjunto de las funciones definidas sobre
R, infinitamente diferenciables que decaen rápidamente en el infinito.

(b) Para ϕ ∈ S(R) vale la fórmula de Poisson:
∑

k∈Z
ϕ(k) =

∑

k∈Z
ϕ̂(k)

(Ver demostración en [Pin01], pag. 225)

(c) Para toda f ∈ L2(R) tenemos que

(eaf)∧ = τaf̂ y (τaf)∧ = e−af̂

Lema 2.1.7 Sea f ∈ L2(R). Entonces Zf(t, ω) = e−2πiωtZf̂(−ω, t)

Demostración. Veamos primero que el resultado es cierto para funciones de
la clase de Schwartz.

Sea ϕ ∈ S(R), entonces

Zϕ(t, ω) =
∑

k

ϕ(t + k)e2πiωk =
∑

k

(τ−tϕ)(k)eω(k)

=
∑

k

(eωτ−tϕ)(k) =
∑

k

(eωτ−tϕ)∧(k)

=
∑

k

(τωetϕ̂)(k) =
∑

k

τω

(
e2πitkϕ̂(k)

)

=
∑

k

e2πit(k−ω)ϕ̂(k − ω) = e−2πitω
∑

k

ϕ̂(k − ω)e2πitk

= e−2πitωZϕ̂(−ω, t).

Sólo resta ver que podemos extender esta igualdad a funciones de L2(R).
Sea f ∈ L2(R). Como el conjunto S(R) es denso en L2(R), existe una sucesión
{ϕn}n ⊆ S(R) de modo tal que ϕn −→ f y ϕ̂n −→ f̂ en L2(R). Así, como Z
es un operador continuo de L2(R) en L2(Q), Zϕn −→ Zf y Zϕ̂n −→ Zf̂ en
L2(Q).

Luego,

Zf(t, ω) = ĺım
n→∞

Zϕn(t, ω) = ĺım
n→∞

e−2πitωZϕ̂n(−ω, t) = e−2πitωZf̂(−ω, t)

como queríamos.
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2.2. Distribuciones
Hemos comentado ya que en una de las demostraciones del Teorema

1.3.2, se utiliza como herramienta el cálculo distribucional. Por este motivo
dedicamos esta sección a estudiar el comportamiento de las derivadas dis-
tribucionales y su relación con la transformada de Zak. Para un tratamiento
más detallado de la Teoría de Distribuciones ver [Alv05].

Damos a continuación una lista de definiciones y notaciones que usaremos
de aquí en adelante.

A la derivada débil o en sentido distribucional la notaremos como ∂ en
R y como ∂j, cuando derivemos respesto de la j-ésima variable, en Rd,
para d > 1.

La derivada clásica será notada como D en R y Dj será la derivada
clásica respecto a la variable xj en Rd, si d > 1.

El espacio de Sobolev L2
1(Rd) es el conjunto

{f ∈ L2(Rd) : ∂jf ∈ L2(Rd), j = 1, ..., d}.

Si x = (t, ω) ∈ R × R̂ y r > 0, el cuadrado centrado en x de radio r
será Q(x; r) = Q(t, ω; r). Más específicamente

Q(x; r) = [t− r/2, t + r/2)× [ω − r/2, ω + r/2)

Para esta nueva notación el cuadrado definido en la sección anterior es
Q = [0, 1)× [0, 1) = Q(1/2, 1/2; 1).

Para α = (α1, . . . , αd) ∈ Nd ∪ {~0}, |α| = α1 + . . . + αd.

Dado α = (α1, . . . , αd) ∈ Nd ∪ {~0}, Dα será ∂|α|
∂x

α1
1 ...∂x

αd
d

.

Nociones Básicas sobre Teoría de Distribuciones

Definimos primero el conjunto

D = {f : Rd −→ C , infinitamente diferenciables y de soporte compacto}

y decimos que un sucesión {ϕj}j converge a ϕ en D si existe un compacto
K ⊆ Rd tal que sop(ϕ), sop(ϕj) ⊆ K para todo j y para cada elección de
α ∈ Nd ∪ {~0}, Dαϕj −→ Dαϕ uniformemente en Rd. Una vez dada la noción
de convergencia en D, es posible definir una distribución.
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Definición 2.2.1 Una función lineal T : D −→ C es una distribución si es
continua en el siguiente sentido:

T (ϕj) → 0 en C cuando ϕj → 0 en D.

Si D′ es el dual topológico de D, decimos que la sucesión {Tj}j ⊆ D′

converge a T en D′ si para toda ϕ ∈ D,

Tj(ϕ) → T (ϕ) en C, cuando j →∞.

A cualquier función f ∈ L1
loc(Rd) le podemos asociar una distribución Tf ,

definida de la siguiente manera :

Tf (ϕ) =

∫

Rd

f(x)ϕ(x)dx.

La distribución asociada a f será notada por Tf o simplemente por f según
convenga.

Proposición 2.2.2 El operador Φ : L1
loc −→ D′, definido como

Φ(f) = Tf

es uno a uno.

Demostración. Debemos probar que si
∫

f(x)ϕ(x)dx = 0 ∀ϕ ∈ D

entonces f tiene que ser cero en casi todo punto.
Dada la función

ρ(x) = e
− 1

1−|x|2 .χ{|x|<1},

se puede probar que ρ ∈ D y además que la sucesión definida como

ρj(x) =
jd

c
ρ(jx), donde c =

∫
ρ(x)dx

verifica
f ∗ ρj −→ f en Lp(Rd)

para toda función f ∈ Lp(Rd).
Sea ϕ ∈ D y consideremos la función

(fϕ) ∗ ρj(x) =

∫
f(y)ϕ(t)ρj(x− y)dy.
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Para x ∈ Rd, la aplicación que a cada y le asigna ϕ(y)ρj(x − y), está en D.
Por lo tanto, (fϕ) ∗ ρj(x) = 0 para todo j ∈ N.

Como la sucesión {(fϕ) ∗ ρj}j converge a fϕ en L1(Rd), se tiene que
fϕ = 0 a.e para toda ϕ ∈ D. Esto nos permite concluir que f = 0 a.e como
queríamos.

Ahora, como L2(Rd) ⊆ L1
loc(Rd), toda función de L2(Rd) define una dis-

tribución.
Usualmente diremos que una distribución T es una función, si existe una

f ∈ L1
loc tal que T = Tf .

Una particularidad importante de las distribuciones es la posibilidad de
derivarlas. Más precisamente, dada una distribución T su derivada ∂jT es
una nueva distribución que se define como

∂jT (ϕ) = −T (Djϕ)

y en general
∂αT (ϕ) = (−1)|α|T (Dαϕ).

Ahora bien, si f ∈ L2
1(R) la derivada de la distribución Tf es la distribu-

ción asociada a la función ∂f , esto es

∂Tf = T∂f .

Esto último vale simplemente por la definición de derivada débil y además,
también es cierto el resultado recíproco, i,e: si f ∈ L2(R) y existe g ∈ L2(R)
tal que ∂Tf = Tg entonces ∂f = g.

Lema 2.2.3 Si {Tk}k∈Z es una sucesión de distribuciones tal que
∑

k αkTk

define una distribución para una sucesión {αk}k∈Z ⊆ R, entonces
∑

k αk∂Tk

también es una distribución y además,
∑

k αk∂Tk = ∂(
∑

k αkTk).

Demostración. Sea Sn =
∑

|k|≤n αk∂Tk , debemos ver que Sn converge en
D′.

Sea ϕ ∈ D, entonces

Sn(ϕ) =
∑

|k|≤n

αk∂Tk(ϕ) = −
∑

|k|≤n

αkTk(Dϕ).

Como
∑

k αkTk define un distribución, haciendo tender n →∞ tenemos

Sn(ϕ) −→ −
∑

k

αkTk(Dϕ) = ∂(
∑

k

αkTk)(ϕ).
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Esto muestra como Sn converge en D′ y también que vale la igualdad
∑

k

αk∂Tk = ∂(
∑

k

αkTk).

A continuación enunciamos un teorema que nos será de gran utilidad de
aquí en más. Su demostración puede encontrarse en [Sch66].

Teorema 2.2.4

(a) Dada F ∈ L2
1(Rd), existe una función F̃ en Rd tal que F̃ = F a.e y

F ∈ ACloc en casi todas las lineas paralelas a los ejes coordenados. El
gradiente clásico ∇F̃ de F̃ existe a.e Rd y el gradiente distribucional
de F es la distribución correspondiente a ∇F̃ .

(b) Sea F ∈ L2(Rd). Si existe una función F̃ en Rd tal que F̃ ∈ ACloc

en casi todas las lineas paralelas a los ejes coordenados, F = F̃ a.e,
y DjF̃ ∈ L2(Rd) para j = 1, ..., d, entonces ∂jF es la distribución
asociada a DjF̃ para j = 1, ..., d y por lo tanto, F ∈ L2

1(Rd).

Teorema 2.2.5 Sea g ∈ L2(R). Entonces

∂g ∈ L2(R) ⇐⇒ γĝ(γ) ∈ L2(R̂)

En ese caso, g ∈ ACloc, Dg = ∂g a.e, y

(∂g)∧(γ) = 2πiγĝ(γ)

Demostración. Primero demostraremos la doble implicación:
=⇒) Supongamos que ∂g ∈ L2(R) y sea ϕ ∈ S(R). Entonces

|〈γĝ(γ), ϕ(γ)〉| =
∣∣
∫

R
γĝ(γ)ϕ(γ)dγ

∣∣ ≤ ‖γϕ(γ)‖2‖ĝ(γ)‖2

por la desigualdad de Cauchy-Schwartz. Luego 〈γĝ(γ), ϕ(γ)〉 < ∞ para toda
ϕ ∈ S(R).

Sea ahora ϕ ∈ S(R̂). Aplicando la identidad de Plancherel y luego la
definición de derivada débil tenemos

〈∂̂g(γ), ϕ(γ)〉 = 〈∂g(t), ϕ̌(t)〉 = −〈g(t), D(ϕ̌)(t)〉
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Como ϕ̌(t) = ϕ̂(−t) y ˆ̂
f(γ) = f(−γ), nuevamente aplicamos Plancherel para

probar que

−〈g(t), D(ϕ̌)(t)〉 = −〈g(t), (−2πiγϕ(−γ))∧(t)〉
= −〈ĝ(γ),−2πi(−γ)ϕ(γ)〉
= 〈ĝ(γ)2πiγ, ϕ〉.

Luego ∂̂g y ĝ(γ)2πiγ definen la misma distribución y por lo tanto son iguales
a.e. Como suponíamos que ∂g ∈ L2(R), tenemos que lo mismo vale para
γĝ(γ).

⇐=) Se pueba análogamente.
Suponiendo ahora que ∂g ∈ L2(R), o que γĝ(γ) ∈ L2(R̂), la función

h(t) =

∫ t

o

∂g(u)du

resulta absolutamente continua en [0, 1].
Para cada ϕ ∈ D con sop(ϕ) ⊆ (0, 1), vale lo siguiente:

∫ 1

0

g(t)Dϕ(t)dt = −
∫ 1

0

∂g(t)ϕ(t)dt.

Como h es absolutamente continua en [0, 1] y sop(ϕ) ⊆ (0, 1), integrando por
partes obtenemos

∫ 1

0

h(t)Dϕ(t)dt = −
∫ 1

0

∂g(t)ϕ(t)dt,

y entonces ∫ 1

0

(g(t)− h(t))Dϕ(t)dt = 0

para toda ϕ ∈ D con sop(ϕ) ⊆ (0, 1) y por lo tanto g− h es constante a.e en
[0, 1]. Esto nos permite concluir que g ∈ ACloc y Dg = ∂g.

Las herramientas que venimos estudiando hasta el momento para la demos-
tración del Teorema 1.3.2, son básicamente la transformada de Zak y las dis-
tribuciones. Ambas fueron tratadas independientemente y ahora veremos de
que manera se relacionan.

Proposición 2.2.6 Si g, tg(t) ∈ L2(R) , γĝ(γ) ∈ L2(R̂) y G = Zg, en-
tonces ∂1G , ∂2G ∈ L2

loc(R2).
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Demostración. Como consecuencia del Teorema 2.2.5, ∂g ∈ L2(R) y así

Z∂g(t, ω) =
∑

k

∂g(t + k)e2πiωk ∈ L2(Q).

Consideremos la distribución asociada a la función
∑

k ∂g(t + k)e2πiωk que,
como dijimos anteriormente, llamaremos del mismo modo.

Debido al Lema 2.2.3 las distribuciones ∂1G y
∑

k ∂g(t + k)e2πiωk coinci-
den. Pero entonces, G admite derivada débil respecto de la primer variable
y ∂1G(t, ω) =

∑
k ∂g(t + k)e2πiωk a.e (t, ω). Por lo tanto ∂1G ∈ L2(Q).

Razonando análogamente y teniendo en cuenta que tg(t) ∈ L2(R), te-
nemos

∂2G(t, ω) = 2πiZ(tg(t))(t, ω)− 2πitZg(t, ω),

donde la igualdad vale en casi todo punto (t, ω) ∈ Q. Así, ∂2G ∈ L2(Q).
El hecho de pertenecer a L2(Q) implica que ∂1G y ∂2G ∈ L2

loc(R2).

Supogamos que estamos en las siguientes condiciones:

g, tg(t) ∈ L2(R), γĝ(γ) ∈ L2(R̂), G = Zg y ∂2
1G, ∂2

2G ∈ L2
loc(R2).

Sabemos entonces que ∂1G, ∂2G ∈ L2
loc(R2) por la Proposición 2.2.6 y como

por hipótesis existen ∂2
1G, ∂2

2G, el Lema de Sobolev nos permite afirmar que
∂1G, ∂2G son en realidad derivadas en sentido clásico.

Luego, existe una función continua G̃ definida sobre R2 que coincide con
G en casi todo punto de R2 y G̃ resulta casi-periódica pues G = Zg lo es.

Por lo tanto, debido a la Proposición 2.1.5, G̃ tiene un cero en Q.
Veamos que en estas condiciones no pueden existir contantes A,B posi-

tivas de modo tal que se verifique la desigualdad A ≤ |Zg|2 ≤ B a.e Q.
Suponiendo que dichas constantes existen, como G̃ es continua y se anula

en algún punto de Q, existe E ⊆ Q tal que |E| > 0 y

|G̃(t, ω)| <
√

A/2 para todo (t, ω) ∈ E.

Pero G = G̃ a.e , luego existe Ẽ ⊆ E tal que

|Ẽ| > 0 y G = G̃

en todo punto de Ẽ. Por lo tanto |G| = |Zg| <
√

A/2 en un conjunto de
medida positiva lo que resulta una contradicción.

Este argumento, junto con el Teorema 2.1.4, parte (d), es una demostración
del Teorema de Balian-Low con hipótesis adicionales, que enunciamos a con-
tinuación:

Teorema 2.2.7 Sea g ∈ L2(R), tal que {gm,n} constituye un marco de
L2(R). Si Zg = G cumple ∂2

1G, ∂2
2G ∈ L2

loc(R2), entonces

‖tg(t)‖2‖γĝ(γ)‖2 = +∞.
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Capítulo 3

Teorema de Balian-Low.
Demostración sin Teoría de
Distribuciones

La prueba que daremos del Teorema 1.3.2 requiere de una serie de lemas
previos que enunciamos y demostramos a continuación.

3.1. Lemas Previos
Lema 3.1.1 Sea f(t) ∈ L2(R), tal que tf(t) ∈ L2(R) y γf̂(γ) ∈ L2(R̂).
Llamemos F = Zf , tomemos ε ∈ R y x0 ∈ [−3/2, 3/2]× R̂. Entonces,

( ∫∫

Q(x0;1)

|F (t−ε, ω)−F (t, ω)|2dtdω

)1/2

≤ 2π|ε|
( ∫

R̂
|γf̂(γ)|2dγ

)1/2

(3.1)

y también
( ∫∫

Q(x0;1)

|F (t, ω − ε)− F (t, ω)|2dtdω

)1/2

≤ 2π|ε|
[( ∫

R
|tf(t)|2dt

)1/2

+2

( ∫

R
|f(t)|2dt

)1/2]
(3.2)

Demostración. Primero notemos que

F (t− ε, ω) =
∑

k

f(t− ε + k)e2πiωk = Z(τεf)(t, ω).
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Ahora, teniendo en cuenta que Z es una isometría y aplicando luego la
identidad de Plancherel tenemos

( ∫∫

Q(x0;1)

|F (t− ε, ω)− F (t, ω)|2dtdω

)1/2

=

( ∫∫

Q(x0;1)

|Z(τεf − f)(t, ω)|2dtdω

)1/2

=

( ∫

R
|τεf(t)− f(t)|2dt

)1/2

=

( ∫

R̂
|e−2πiεγ − 1|2|f̂(γ)|2dγ

)1/2

≤
( ∫

R̂
| − 2πiγε|2|f̂(γ)|2dγ

)1/2

= 2π|ε|
( ∫

R̂
|γf̂(γ)|2dγ

)1/2

.

En la desigualdad hemos utilizado la propiedad : |eiθ − 1| ≤ |θ|, que verifica
la función exponencial. Además, es importante tener en cuenta que, por las
relaciones de casi-periodicidad, la Transformada de Zak verifica el Teorema
2.1.2 para cualquier cubo Q(x0; 1) de radio 1. Por lo tanto, Z cumple con la
igualdad ‖Zf‖L2(Q(x0;1)) = ‖f‖L2(R), para toda f ∈ L2(R).

Para probar la desigualdad (3.2), observemos que

F (t, ω − ε) =
∑

k

f(t + k)e2πik(ω−ε)

= e2πiεt
∑

k

e−2πiε(t+k)f(t + k)e2πikω

= e2πiεtZ(e−εf)(t, ω).

Entonces,
( ∫∫

Q(x0;1)

|F (t, ω − ε)− F (t, ω)|2dtdω

)1/2

=

(∫∫

Q(x0;1)

|e2πiεtZ(e−εf)(t, ω)− Zf(t, ω)|2dtdω

)1/2

≤
( ∫∫

Q(x0;1)

|Z(e−εf − f)(t, ω)|dtdω

)1/2

+

( ∫∫

Q(x0;1)

|e2πiεt − 1|2|Zf(t, ω)|2dtdω

)1/2
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donde, para lograr la desigualdad, sumamos y restamos e2πiεtZf(t, ω) y utili-
zamos la desigualdad de Minkowsky.

Llamemos

I1 =

( ∫∫

Q(x0;1)

|Z(e−εf − f)(t, ω)|dtdω

)1/2

e

I2 =

( ∫∫

Q(x0;1)

|e2πiεt − 1|2|Zf(t, ω)|2dtdω

)1/2

.

Luego, nuevamente porque Z es una isometría,

I1 =

( ∫

R
|e−εf(t)− f(t)|2dt

)1/2

=

( ∫

R
|e−2πiεt − 1|2|f(t)|2dt

)1/2

≤ 2π|ε|
( ∫

R
|tf(t)|2dt

)1/2

,

y también,

I2 ≤ 2π|ε|
( ∫∫

Q(x0;1)

|t|2|Zf(t, ω)|2dtdω

)1/2

≤ 2π|ε|
(

4

∫∫

Q(x0;1)

|Zf(t, ω)|2dtdω

)1/2

= 2π|ε|
(

4

∫

R
|f(t)|2dt

)1/2

.

Aquí la hipótesis x0 ∈ [−3/2, 3/2]×R̂ nos permite acotar |t| por 2. En efecto,
si x0 = (t0, ω0), entonces −3/2 ≤ t0 ≤ 3/2 y como t ∈ [t0 − 1/2, t0 + 1/2]
resulta que t ∈ [−2, 2].

Finalmente
( ∫∫

Q(x0;1)

|F (t, ω − ε)− F (t, ω)|2dtdω

)1/2

≤ I1 + I2

≤ 2π|ε|
[( ∫

R
|tf(t)|2dt

)1/2

+2

( ∫

R
|f(t)|2dt

)1/2]
,
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como queríamos probar.

El siguiente lema es puramente técnico. Lo usaremos para demostrar un
resultado similar al anterior donde se busca estimar la oscilación de F pero
sobre cubos de radio menor que 1.

Lema 3.1.2 Sea f ∈ L2(R). Para s ∈ R y r > 0, E(s, r) denota el conjunto

E(s, r) =
⋃

n∈Z
[s− r

2
+ n, s +

r

2
+ n] =

⋃

n∈Z
[−r

2
,
r

2
] + s + n.

Entonces:

(a) Zf(t, ω).χE(s,r)(t) = Z(f.χE(s,r))(t, ω) para todo (t, ω) ∈ R× R̂,

(b) ĺımr→0 ‖f.χE(s,r)‖2 = 0 uniformemente en s.

Demostración.

(a) Como
Zf(t, ω).χE(s,r)(t) =

∑

k

f(t + k)e2πiωkχE(s,r)(t)

y
Z(f.χE(s,r))(t, ω) =

∑

k

f(t + k)χE(s,r)(t + k)e2πiωk,

sólo hay que ver que χE(s,r)(t) = χE(s,r)(t + k) para todo k ∈ Z.
Esto se sigue inmediatamente de la definición de E(s, r).

(b) Sea ε > 0. Como |f |2 es un función integrable en R existe N > 0 de modo
tal que

∫
|t|>N

|f(t)|2dt ≤ ε/2 y existe δ > 0 tal que
∫

A
|f(t)|2dt ≤ ε/2

para cualquier conjunto medible A que verifique |A| ≤ δ.

Dado s ∈ R, resulta simple comprobar que

[s− r

2
+n, s+

r

2
+n]∩ [−N,N ] 6= ∅ ⇐⇒ n ∈ [−s−N − r

2
,−s+N +

r

2
].

Por lo tanto hay al sumo 2N + r + 1 números enteros n tales que
[s − r

2
+ n, s + r

2
+ n] ∩ [−N, N ] 6= ∅ y esta cantidad es independiente

de s.

Entonces, para r ≤ 1,

|E(s, r)∩ [−N, N ]| ≤
∑

n∈Z
|[s− r

2
+n, s+

r

2
+n]∩ [−N, N ]| ≤ (2N +2)r.
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Sea r0 ≤ mı́n{1, δ/(2N + 2)}. Luego, si r ≤ r0,

‖f.χE(s,r)‖2
2 ≤

∫

|t|>N

|f(t)|2dt +

∫

E(s,r)∩[−N,N ]

|f(t)|2dt ≤ ε

para todo s, pues elegimos N de modo que el primer sumando sea
menor que ε/2 y A = E(s, r) ∩ [−N, N ] tiene medida menor que δ si
r ≤ r0.

Lema 3.1.3 Sean f(t) ∈ L2(R) tal que tf(t) ∈ L2(R) y γf̂(γ) ∈ L2(R̂).
Tomemos ε ∈ R, (t0, ω0) ∈ [−3/2, 3/2] × R̂ y 0 < r < 1. Entonces, si
F = Zf ,
( ∫∫

Q(t0,ω0;r)

|F (t− ε, ω)− F (t, ω)|2dtdω

)1/2

≤ 2π|ε|‖γf̂(γ).χE(1−ω0,r)(γ)‖2,

(3.3)
y
( ∫∫

Q(t0,ω0;r)

|F (t, ω − ε)− F (t, ω)|2dtdω

)1/2

≤ 2π|ε|‖tf(t).χE(t0,r)(t)‖2

+4π|ε|‖f.χE(t0,r)‖2.(3.4)

Demostración. Para demostrar la desigualdad (3.3) utilizaremos argumentos
similares a los usados en la prueba del Lema 3.1.1.
( ∫∫

Q(t0,ω0;r)

|F (t− ε, ω)− F (t, ω)|2dtdω

)1/2

=

( ∫∫

Q(t0,ω0;r)

|Z(τεf − f)(t, ω)|2dtdω

)1/2

=

( ∫∫

Q(t0,ω0;r)

|Z(e−εf̂ − f̂)(−ω, t)|2dtdω

)1/2

=

( ∫∫

Q(t0,−ω0;r)

|Z(e−εf̂ − f̂)(ω, t)|2dtdω

)1/2

=

( ∫∫

Q(t0,1−ω0;r)

|Z(e−εf̂ − f̂)(ω, t)|2dtdω

)1/2

=

( ∫∫

Q(t0,1−ω0;r)

|Z(e−εf̂ − f̂)(ω, t).χE(1−ω0,r)(ω)|2dtdω

)1/2

.
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Para obtener estas igualdades hemos utilizado que |Zf(t, ω)| = |Zf̂(−ω, t)|
(ver capítulo 3, Lema 2.1) y tenido en cuenta las relaciones de casi-periodicidad
de Zf . La ultima igualdad se debe a que si (t, ω) ∈ Q(t0, ω0; r), entonces ω
verifica |1− ω0 − ω| < r/2 y por lo tanto ω ∈ E(1− ω0, r).

Ahora, por la parte (a) del Lema 3.1.2,

( ∫∫

Q(t0,1−ω0;r)

|Z(e−εf̂ − f̂)(ω, t).χE(1−ω0,r)(ω)|2dtdω

)1/2

=

( ∫∫

Q(t0,1−ω0;r)

|Z((e−εf̂ − f̂).χE(1−ω0,r))(t, ω)|2dtdω

)1/2

≤
( ∫∫

Q(t0,1−ω0;1)

|Z((e−εf̂ − f̂).χE(1−ω0,r))(t, ω)|2dtdω

)1/2

=

( ∫

E(1−ω0,r)

|e−εf̂(γ)− f̂(γ)|2dγ

)1/2

=

( ∫

E(1−ω0,r)

|e−2πiγε − 1|2|f̂(γ)|2dγ

)1/2

≤
(

2π|ε|(
∫

E(1−ω0,r)

|γf̂(γ)|2dγ

)1/2

= 2π|ε|‖γf̂(γ).χE(1−ω0,r)(γ)‖2

donde tuvimos que pasar de integrar sobre el cubo Q(t0, 1−ω0; r) a integrar
sobre el cubo Q(t0, 1− ω0; 1) para poder aplicar el Teorema 2.1.2.

Veamos ahora la desigualdad (3.4).

( ∫∫

Q(t0,ω0;r)

|F (t, ω − ε)− F (t, ω)|2dtdω

)1/2

≤
( ∫∫

Q(t0,ω0;r)

|Z(e−εf − f)(t, ω)|2dtdω

)1/2

+

( ∫∫

Q(t0,ω0;r)

|e2πiεt − 1|2|Zf(t, ω)|2dtdω

)1/2

≤
( ∫∫

Q(t0,ω0;r)

|Z(e−εf − f)(t, ω).χE(t0,r)(t)|2dtdω

)1/2

+ 2π|ε|
( ∫∫

Q(t0,ω0;r)

|tZf(t, ω).χE(t0,r)(t)|2dtdω

)1/2
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≤
( ∫∫

Q(t0,ω0;r)

|Z((e−εf − f)χE(t0,r))(t, ω)|2dtdω

)1/2

+ 4π|ε|
( ∫∫

Q(t0,ω0;r)

|Z(f.χE(t0,r))(t, ω)|2dtdω

)1/2

=

( ∫

E(t0,r)

|e−εf(t)− f(t)|2dt

)1/2

+ 4π|ε|
( ∫

E(t0,r)

|f(t)|2dt

)1/2

≤ 2π|ε|‖tf(t).χE(t0,r)‖2 + 4π|ε|‖fχE(t0,r)‖2.

Aquí hemos utilizado argumentos similares a los anteriores.

Lema 3.1.4 Consideremos f, ε, r y (t0, ω0) como en el Lema 3.1.3 y tome-
mos 0 < c < 1. Entonces existen funciones C1(r) y C2(r), que dependen
únicamente de f y verifican ĺımr→0 Ci(r) = 0 para i = 1, 2. Además,

∫∫

Q(to,ω0;cr)

|F (t− ε, ω)− F (t, ω − ε)|2dtdω ≤ cr|ε|C1(r) (3.5)

∫∫

Q(to,ω0;cr)

|F (t, ω − ε)− F (t, ω − ε)|2dtdω ≤ cr|ε|C2(r) (3.6)

Demostración. Sean

C1(r) = 2π sup
ω∈R̂

‖γf̂(γ).χE(ω,r)(γ)‖2

y

C2(r) = 2π sup
t∈R

(
‖tf(t).χE(t,r)(t)‖2 + 2‖f.χE(t,r)‖2

)

Entonces el resultado se desprende del Lema 3.1.3 y de la aplicación directa
de la desigualdad de Hölder. La convergencia a 0 de Ci para i = 1, 2 es
consecuencia del Lema 3.1.2, parte (b).

Recordemos lo analizado en el capítulo anterior cuando vimos que la
continuidad de Zg nos aseguraba la existencia de un cero y que el sistema
{gm,n} era un marco con constantes A y B, si y sólo si A ≤ |Zg|2 ≤ B
en casi todo punto de Q. Entonces tiene sentido pensar que la construcción
de aproximaciones continuas de Zg, puede ser útil para la demostración del
Teorema 1.3.2.
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Con este fin, consideremos las funciones ρr(t, ω) = r−2ρ(t/r, ω/r), donde
ρ = χQ y r > 0. Entonces {ρr}r es una aproximación de la identidad en
R× R̂ cuando r → 0.

Luego, para Zg = G, se define la función Gr, como

Gr(t, ω) =

∫∫

Q
G(t− u, ω − α)ρr(u, α)dudα.

Algunas de las propiedades importantes que verfican estas funciones, son las
que enunciamos en el siguiente teorema:

Teorema 3.1.5 Sea g ∈ L2(R) la ventana que genera el marco {gm,n} con
constantes A y B, y sea G = Zg. Entonces:

(a) |Gr(t1, ω1)−Gr(t2, ω2)| ≤ 2r−1B1/2(|t1 − t2|+ |ω1 − ω2|).
(b) sup(t,ω)∈Q|Gr(t, ω)| ≤ B1/2.

(c) Gr(t, ω + 1) = Gr(t, ω).

(d) Gr(t + 1, ω) = e−2πiωGr(t, ω) + ψr(t, ω),

donde sup(t,ω)∈Q|ψr(t, ω)| ≤ 2πrB1/2.

(e) Dados (u, α), (t, ω) ∈ R× R̂,

|G(u, α)−G(t, α)| ≥ A1/2 − 2r−1B1/2(|t− u|+ |ω − α| )− |Gr(t, ω)|
y en particular, para (t, ω) ∈ Q y c < 1,

ı́nf
(u,α)∈Q(t,ω;cr)

|G(u, α)−Gr(u, α)| ≥ A1/2 − 2cB1/2 − |Gr(t, ω)|.

Observemos primero, que la parte (a) de este resultado nos garantiza
la continuidad uniforme de Gr. Debido a la parte (b), Gr resulta acotada
independientemente de r y las partes (c) y (d) muestran que Gr no está lejos
de ser una función casi-periódica. Todo esto es consistente con la idea que
tenemos en mente de aproximar Zg por funciones continuas.
Demostración del Teorema (3.1.5)

(a) Notemos que

|G(t1, ω1)−G(t2, ω2)| =
∣∣∣
∫∫

Q
G(t1 − u, ω1 − α)

1

r2
χQ(u/r, α/r)dudα

−
∫∫

Q
G(t2 − u, ω2 − α)

1

r2
χQ(u/r, α/r)dudα

∣∣∣
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=
1

r2

∣∣∣
∫∫

Q(r/2,r/2;r)

G(t1 − u, ω1 − α)dudα

−
∫∫

Q(r/2,r/2;r)

G(t2 − u, ω2 − α)dudα
∣∣∣

=
1

r2

∣∣∣
∫∫

Q(t1−r/2,ω1−r/2;r)

G(u, α)dudα

−
∫∫

Q(t2−r/2,ω2−r/2;r)

G(u, α)dudα
∣∣∣

≤ 1

r2

∣∣∣
∫∫

Q(x1;r)4Q(x2;r)

G(u, α)dudα
∣∣∣

≤ B1/2

r2
|Q(x1; r)4Q(x2; r)|,

donde 4 es la diferencia simétrica entre conjuntos, xj denota al punto
(tj − r/2, ωj − r/2) para j = 1, 2 y, para lograr la segunda desigualdad
usamos que |G(u, α)| ≤ B1/2 a.e, por el item (d) del Teorema 2.1.4.

Luego, para demostrar (a), basta ver que

|Q(x1; r)4Q(x2; r)| ≤ 2r(|t1 − t2|+ |ω1 − ω2| ).

Supongamos, sin pérdida de generalidad que t1 ≤ t2 y ω1 ≤ ω2, y
consideremos primero el caso en que

Q(x1; r) ∩Q(x2; r) 6= ∅.
Entonces,

Q(x1; r)−Q(x2; r) = (t1 − r/2, t2 − r/2)× (ω1 − r/2, ω1 + r/2)

∪ (t2 − r/2, t1 + r/2)× (ω1 − r/2, ω2 − r/2)

y por lo tanto

|Q(x1; r)−Q(x2; r)| = r|t1 − t2|+ |t1 − t2 − r||ω2 − ω1|.

El conjunto Q(x1; r) ∩Q(x2; r) es no vacío si y sólo si

t2 − r/2 < t1 + r/2 y ω2 − r/2 < ω1 + r/2,

o equivalentemente

t2 − t1 < r y ω2 − ω1 < r.
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Así

|Q(x1; r)−Q(x2; r)| = r|t1 − t2|+ |t1 − t2 − r||ω2 − ω1|
= r|t1 − t2|+ |ω1 − ω2|(r − (t2 − t1))

≤ r(|t1 − t2|+ |ω1 − ω2|).

Razonando del mismo modo probamos que la misma desigualdad vale
para Q(x2; r)−Q(x1; r) y entonces

|Q(x1; r)4Q(x2; r)| ≤ 2r(|t1 − t2|+ |ω1 − ω2| )
pues

Q(x1; r)4Q(x2; r) = (Q(x1; r)−Q(x2; r)) ∪ (Q(x2; r)−Q(x1; r)).

Ahora sólo nos queda por analizar el caso en que

Q(x1; r) ∩Q(x2; r) = ∅.

Como los cuadrados Q(x1; r) y Q(x2; r) tienen intersección vacía, debe
ser t2 − t1 > r o bién ω2 − ω1 > r.
Luego,

|Q(x1; r)4Q(x2; r)| = |Q(x1; r)|+ |Q(x2; r)|
= 2r2 ≤ 2r(|t1 − t2|+ |ω1 − ω2|),

donde hemos acotado r por |t1 − t2|+ |ω1 − ω2|.
(b) Sea (t, ω) ∈ Q fijo. Entonces, por la parte (d) del Teorema 2.1.4

|Gr(t, ω)| =
∣∣∣
∫∫

Q
G(t− u, ω − α)ρr(u, α)dudα

∣∣∣

≤ B1/2

∫∫

Q
ρr(u, α)dudα

= B1/2.

(c) Se sigue inmediatamente de la periodicidad de G en la segunda varible.

(d) Notemos que

Gr(t + 1, ω) =

∫∫

Q
G(t + 1− u, ω − α)ρr(u, α)dudα

=

∫∫

Q
e−2πi(ω−α)G(t− u, ω − α)ρr(u, α)dudα

= e−2πiω

∫∫

Q
G(t− u, ω − α)ρr(u, α)dudα + ψr(t, ω),
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donde

ψr(t, ω) = e−2πiω

∫∫

Q
(e2πiα − 1)G(t− u, ω − α)ρr(u, α)dudα.

Luego, solo resta estimar |ψr|.
Sea (t, ω) ∈ Q, entonces

|ψr(t, ω)| ≤
∫∫

Q
|e2πiα − 1||G(t− u, ω − α)|ρr(u, α)dudα

≤ B1/2

∫∫

Q
|2πα|ρr(u, α)dudα

≤ B1/22πr,

pues ρr(u, α) 6= 0 implica α ≤ r.
Tomando supremo terminamos la prueba.

(e) Por la parte (a), y debido a que |G| ≤ A1/2,

|G(u, α)−Gr(u, α)| ≥ |G(u, α)| − |Gr(u, α)−Gr(t, ω)| − |G(t, ω)|
≥ A1/2 − 2

r
B1/2(|t− u| − |ω − α| )− |Gr(t, ω)|.

Entonces, dado (t, ω) ∈ Q y c > 0, para (u, α) ∈ Q(t, ω; cr) tenemos
que |t− u| y |ω − α| ≤ cr/2 .
Por lo tanto

ı́nf
(u,α)∈Q(t,ω;cr)

|G(u, α)−Gr(u, α)| ≥ A1/2 − 2cB1/2 − |Gr(t, ω)|.

¥

Lema 3.1.6 Supongamos que g, tg(t) ∈ L2(R) y γĝ(γ) ∈ L2(R̂). Entonces,
cualesquiera sean (t, ω) ∈ Q, c > 0 y r < 1, tenemos que

∫∫

Q(t,ω;cr)

|G(u, α)−Gr(u, α)|dudα ≤ cr2C(r),

donde C(r) no depende de (t, ω) y ĺımr→0 C(r) = 0.
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Demostración.
∫∫

Q(t,ω;cr)

|G(u, α)−Gr(u, α)| dudα

≤
∫∫

Q(t,ω;cr)

∫∫

Q
ρr(v, β)|G(u, α)−G(u− v, α− β)| du dα dv dβ

=

∫∫

Q
ρr(v, β)

∫∫

Q(t,ω;cr)

|G(u, α)−G(u− v, α− β)| du dα dv dβ

≤
∫∫

Q
ρr(v, β)

∫∫

Q(t,ω;cr)

|G(u, α)−G(u− v, α)| du dα dv dβ

+

∫∫

Q
ρr(v, β)

∫∫

Q(t,ω;cr)

|G(u− v, α)−G(u− v, α− β)| du dα dv dβ

=

∫∫

Q
ρr(v, β)

∫∫

Q(t,ω;cr)

|G(u, α)−G(u− v, α)| du dα dv dβ

+

∫∫

Q
ρr(v, β)

∫∫

Q(t−v,ω;cr)

|G(s, α)−G(s, α− β)| ds dα dv dβ

= I1 + I2,

(3.7)

donde simplemente hemos aplicado la desigualdad triangular y la definición
de Gr.

Ahora quisiéramos afirmar, por el Lema 3.1.4 que
∫∫

Q(t,ω;cr)

|G(u, α)−G(u− v, α)| dudα ≤ cr|v|C1(r) (3.8)

y ∫∫

Q(t−v,ω;cr)

|G(s, α)−G(s, α− β)| dsdα ≤ cr|β|C2(r). (3.9)

Para esto debemos corroborar que (t− v) esté en el intervalo [−3/2, 3/2].
Como la función ρr está soportada enQ(r/2, r/2; r), sólo tiene sentido analizar
el caso en que (v, β) ∈ Q(r/2, r/2; r). Entonces, para (v, β) ∈ Q(r/2, r/2; r),
vale que 0 ≤ v ≤ r. Luego, como r < 1 y t ∈ [0, 1), se tiene t− v ∈ [−1, 1], y
claramente, [−1, 1] ⊆ [−3/2, 3/2].
De este modo, las desigualdades (3.8) y (3.9) son ciertas y entonces, es posible
acotar I1 + I2 por

∫∫

Q
ρr(v, β)cr|v|C1(r)dvdβ +

∫∫

Q
ρr(v, β)cr|β|C2(r)dvdβ.
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A su vez,
∫∫

Q
ρr(v, β)cr|v|C1(r)dvdβ +

∫∫

Q
ρr(v, β)cr|β|C2(r)dvdβ

≤ crC1(r)

∫∫

Q
ρr(v, β)|v|dvdβ

+ crC2(r)

∫∫

Q
ρr(v, β)|β|dvdβ

≤ cr2(C1(r) + C2(r))

pues, como dijimos anteriormente, ρr está soportada en Q(r/2, r/2; r) y en-
tonces |v|, |β| < r.

Luego, basta tomar

C(r) = C1(r) + C2(r)

para completar la demostración.

3.2. Demostración del Teorema de Balian-Low
Recordemos que las hipótesis del Teorema de Balian-Low eran g ∈ L2(R)

y {gm,n} un marco exacto.
Esta demostración se hará por reducción al absurdo, por lo que supon-

dremos
tg(t) ∈ L2(R) y γĝ(γ) ∈ L2(R̂).

Demostración.
Como primer paso, veamos que |Gr(t, ω)| ≥ A1/2/2 para todo (t, ω) ∈ Q

y para r suficientemente chico.
Por el Teorema 3.1.5, parte (e) y por el Lema 3.1.6

cr2C(r) ≥
∫∫

Q(t,ω;cr)

|G(u, α)−Gr(u, α)|dudα

≥ c2r2(A1/2 − 2cB1/2 − |Gr(t, ω)| ) (3.10)

donde c es cualquier número positivo menor que 1 y C(r) −→ 0 cuando
r −→ 0, independientemente de (t, ω).

Si en los extremos de la inecuación (3.10) dividimos por c2r2 y reaco-
modamos, obtenemos

|Gr(t, ω)| ≥ A1/2 − 2cB1/2 − C(r)

c
.
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Elegimos ahora c < 1 tal que 2cB1/2 < A1/2/4. Para ese valor de c fijo,
existe r0 > 0 para el cual C(r)/c < A1/2/4, si r < r0.

Luego, si r < r0,

|Gr(t, ω)| ≥ A1/2 − 2cB1/2 − C(r)

c
≥ A1/2 − A1/2/2

= A1/2/2,

para todo (t, ω) ∈ Q.
Al igual que hicimos en la Proposición 2.1.5, para cada r > 0 existe una

función ϕr continua a valores reales definida sobre Q = [0, 1]× [0, 1], tal que

Gr(t, ω) = |Gr(t, ω)|eiϕr(t,ω).

Además, como Gr es periódica de período 1 en la segunda variable,

ϕr(t, 1) = ϕr(t, 0) + 2πkr, (3.11)

para algún entero kr independiente de t.
Consideremos ahora la función definida como

µr(t, ω) = 1 +
ψr(t, ω)

e−2πiωGr(t, ω)
,

donde ψr(t, ω) es la función que existe gracias al Teorema 3.1.5, item (d).
Notemos que µr resulta continua pues ψr lo es y por que |Gr(t, ω)| ≥ A1/2/2,
si r es suficientemente pequeño. Nuevamente, utilizando el argumento ante-
rior, existe θr(t, ω) continua y a valores reales de modo que

µr(t, ω) = |µr(t, ω)|eiθr(t,ω).

Veamos ahora que µr tiende a 1 uniformemente en Q cuando r → 0.
Por el Teorema 3.1.5

|ψr(t, ω)| ≤ 2πrB1/2

para todo (t, ω) ∈ Q, y por lo tanto,

|ψr(t, ω)| −→ 0 cuando r → 0

independientemente de (t, ω).
Luego, como

|µr(t, ω)− 1| =
∣∣∣∣
ψr(t, ω)

Gr/t, ω)

∣∣∣∣ ≤ 2
|ψr(t, ω)|

A1/2
,
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µr −→ 1 uniformemente en Q.
Únicamente por la definición de µr,

Gr(t + 1, ω) = e−2πiωGr(t, ω)µr(t, ω)

para todo t y todo ω.
Entonces,

|Gr(1, ω)|eiϕr(1,ω) = Gr(1, ω) = e−2πiωGr(0, ω)µr(0, ω)

= |Gr(0, ω)µr(0, ω)|e−2πiω+iθr(0,ω)+iϕr(0,ω)

= |Gr(1, ω)|e−2πiω+iθr(0,ω)+iϕr(0,ω).

De este modo, para cada r > 0 existe un entero lr tal que para todo ω ∈ [0, 1],

ϕr(1, ω) = −2πω + θr(0, ω) + ϕr(0, ω) + 2πlr. (3.12)

Luego, por las ecuaciones (3.11) y (3.12),

0 = (ϕr(0, 0)− ϕr(1, 0)) + (ϕr(1, 0)− ϕr(1, 1))

+(ϕr(1, 1)− ϕr(0, 1)) + (ϕr(0, 1)− ϕr(0, 0))

= (−θr(0, 0)− 2πlr) + (−2πkr) + (−2π + θr(0, 1) + 2πlr) + 2πkr

= −2π + θr(0, 1)− θr(0, 0). (3.13)

Si µr tiende uniformemente a 1 en Q cuando r → 0, entonces θr converge
uniformemente a un multiplo de 2π. Luego, haciendo tender r a cero en la
ecuación (3.13), encontramos que

0 = −2π

lo cual es una contradicción.
Esta contradicción vino de suponer que era posible tener un marco {gm,n}

generado por una función g ∈ L2(R) que satisface simultáneamente

tg(t) ∈ L2(R) y γĝ(γ) ∈ L2(R̂).

Esta demostración es debida a Benedetto, Heil y Walnut, y aparece publi-
cada en [BHW95]. Lejos de parecerse a la prueba dada por Battle en 1988,
se utilizan en ella métodos clásicos del análisis armónico y se evita como
herramienta la teoría de distribuciones.
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Capítulo 4

Teorema de Balian-Low.
Demostración basada en la Teoría
de Operadores

Presentamos aquí una demostración del Teorema de Balian-Low, basada
en la teoría de operadores.

Esta prueba, está asociada con un resultado clásico en el análisis armóni-
co conocido como El Principio de Incertidumbre que, como mensionamos en
el primer capítulo de este trabajo, da una limitación a cuán bien localiza-
da puede estar una función de L2(R) en el plano tiempo-frecuencia. En la
primera sección de este capítulo demostraremos este teorema para introducir
algunos elementos que utilizaremos en la prueba del Teorema de Balian-Low.

4.1. Principio de Incertidumbre
Teorema 4.1.1 Sea f ∈ L2(R), entonces vale la desigualdad

‖f‖2
2 ≤ 4π‖tf(t)‖2‖γf̂(γ)‖2. (4.1)

Este resultado tiene muchas versiones distintas entre las cuales hay genera-
lizaciones que involucran distintos pesos y distintas normas a las que aparecen
en la formulación que damos aquí.

El Principio de Incertidumbre puede ser formulado en cualquier espacio
de Hilbert H en el siguiente sentido:

Sea un espacio de Hilbert H con producto interno 〈f, g〉 y con norma
‖f‖ = 〈f, f〉1/2. Sean también operadores A y B

A : D(A) 7−→ H y B : D(B) 7−→ H
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donde D(A), D(B) ⊆ H son los respectivos dominios de A,B. Definimos el
conmutador de A y B como

[A,B] = AB −BA.

Si A es un operador autoadjunto, esto es 〈Af, g〉 = 〈f,Ag〉 para todas
f, g ∈ D(A), se define la esperanza de A

Ef (A) = 〈Af, f〉
para f ∈ D(A) y la varianza de A como

σ2
f (A) = Ef (A

2)− (Ef (A))2.

Teorema 4.1.2 Sean dos operadores autoadjuntos A y B en un espacio de
Hilbert H. Entonces, para f ∈ D(A2) ∩ D(B2) ∩ D(i[a, b]) con ‖f‖ = 1 se
tiene (

Ef (i[A,B])
)2 ≤ 4σ2

f (A)σ2
f (B).

Demostración. Tomemos f ∈ D(A2) ∩D(B2), entonces f ∈ D(A) ∩D(B).
Por ser A y B autoadjuntos

Ef (i[A,B]) = i〈[A,B]f, f〉
= i{〈ABf, f〉 − 〈BAf, f〉}
= i{〈Bf, Af〉 − 〈Af,Bf〉}
= i{〈Af,Bf〉 − 〈Af,Bf〉}
= 2Im〈Af,Bf〉.

Ahora, como ‖f‖ = 1 y 〈Af, f〉, 〈Bf, f〉 ∈ R por ser A y B autoadjuntos,
aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz tenemos

‖(B + iA)f‖2 − |〈(B + iA)f, f〉|2 ≥ 0. (4.2)

Además,
|〈(B + iA)f, f〉|2 = 〈Bf, f〉2 + 〈Af, f〉2, (4.3)

y por la definición de norma,

‖(B + iA)f‖2 = ‖Bf‖2 + ‖Af‖2 − 2Im〈Af, Bf〉. (4.4)

Si sustituimos las ecuaciones (4.4) y (4.3) en (4.2) obtenemos

‖Af‖2 − 〈Af, f〉2 + ‖Bf‖2 − 〈Bf, f〉2 ≥ 2Im〈Af, Bf〉. (4.5)

48



Para cualesquiera s, r ∈ R, los operadores rA, sB siguen siendo autoad-
juntos. Por lo tanto, para estos operadores, la inecuación (4.5) resulta ser

r2(‖Af‖2 − 〈Af, f〉2) + s2(‖Bf‖2 − 〈Bf, f〉2) ≥ 2rsIm〈Af, Bf〉. (4.6)

Elijamos ahora

r2 = ‖Bf‖2 − 〈Bf, f〉2 y s2 = ‖Af‖2 − 〈Af, f〉2

para sustituir en (4.6) y obtener

(‖Af‖2 − 〈Af, f〉2)(‖Bf‖2 − 〈Bf, f〉2)
≥ (‖Bf‖2 − 〈Bf, f〉2)1/2(‖Af‖2 − 〈Af, f〉2)1/2

Im〈Af,Bf〉.

Si dividimos la desigualdad por (‖Bf‖2−〈Bf, f〉2)1/2(‖Af‖2−〈Af, f〉2)1/2

y luego elevamos al cuadrado, resulta

(‖Af‖2 − 〈Af, f〉2)(‖Bf‖2 − 〈Bf, f〉2) ≥ Im〈Af,Bf〉2,

de donde se sigue inmediatamente que
(
Ef (i[A,B])

)2 ≤ 4σ2
f (A)σ2

f (B).

Veamos cómo se desprende de este último resultado el Principio de In-
certidumbre. Sean los operadores

Pf(t) = tf(t) y Mf(t) = (P f̂)∨(t) = (γf̂(γ))∨(t).

Lo que resulta claro es que los dominios de estos operadores no son todo
el espacio L2(R) pero si que contienen a la clase de Schwartz S(R).

Si consideramos f, g ∈ S(R), vale lo siguiente:

(a) 〈Pf, g〉 =
∫
R tf(t)g(t)dt =

∫
R f(t)tg(t)dt = 〈f, Pg〉.

(b) 〈Mf, g〉 = 〈(γf̂(γ))∨, g〉 = 〈γf̂(γ), ĝ〉 = 〈P f̂, ĝ〉

= 〈f̂ , P ĝ〉 = 〈f, (P ĝ)∨〉 = 〈f,Mg〉.
Luego, como S(R) ⊆ D(P ), D(M) ⊆ L2(R) y S(R) es denso en L2(R), las
igualdades (a) y (b) se extienden a D(P ) y D(M) respectivamente, resultando
ser P y M operadores autoadjuntos.

49



Además, para f ∈ S(R), tenemos las relaciones

(f ′)∨ = 2πiP f̂ y f ′ = 2πiMf

y por lo tanto, el conmutador entre P y M aplicado a f ∈ S(R) es

[P, M ]f = PMf −MPf

= P (
1

2πi
f ′)−M(tf(t))

=
1

2πi
tf ′(t)− ((tf(t))′

1

2πi
)

=
1

2πi
tf ′(t)− 1

2πi
tf ′(t)− 1

2πi
f ′(t)

= − 1

2πi
If,

donde I es el operador identidad.
Si tomamos f ∈ S(R) con ‖f‖2 = 1, el Teorema 4.1.2 nos asegura que

(
Ef (− 1

2πi
I)

)2 ≤ 4σ2
f (P )σ2

f (M). (4.7)

Ahora bien,
Ef (I) = 〈If, f〉 = ‖f‖2

2,

σ2
f (P ) = Ef (P

2)− (Ef (P ))2

= 〈P 2f, f〉 − (〈Pf, f〉)2

= 〈Pf, Pf〉 − (〈Pf, f〉)2

≤ ‖Pf‖2
2 = ‖tf(t)‖2

2

y, análogamente

σ2
f (M) = ‖Mf‖2

2 − (〈Mf, f〉)2

≤ ‖Mf‖2
2 = ‖γf̂(γ)‖2

2

pues P y M son autoadjuntos y entonces 〈Pf, f〉 y 〈Mf, f〉 son números
reales.

Si ahora reemplazamos en (4.7), obtenemos

1

16π2
‖f‖4

2 ≤ ‖tf(t)‖2
2‖γf̂(γ)‖2

2

y queda demostrado el Principio de Incertidumbre para funciones f ∈ S(R)
tales que ‖f‖2 = 1. Inmediatamente se pueba que vale para toda f ∈ S(R).

Luego, utilizando argumentos clásicos de densidad, el resultado se ex-
tiende a todo L2(R).
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4.2. Versión débil del Teorema de Balian-Low
El siguiente teorema parece ser, a simple vista, una versión más débil

del Teorema 1.3.2. Veremos en la sección siguiente que, sorprendentemente,
resultan equivelentes.

Teorema 4.2.1 Sea g ∈ L2(R) tal que {gm,n} es un marco exacto de L2(R).
Entonces no puede ocurrir que Pg, P g̃ ∈ L2(R) y P ĝ, P ˆ̃g ∈ L2(R̂). Es decir,

‖tg(t)‖2‖γĝ(γ)‖2‖tg̃(t)‖2‖γ ˆ̃g(γ)‖2 = +∞,

donde, recordemos, g̃ representa la función dual de g.

Para la demostración de este teorema, son necesarios los siguientes dos
lemas.

Lema 4.2.2 Si f, g ∈ L2(R) son funciones que satisfacen Pf, Pg ∈ L2(R) y
P f̂ , P ĝ ∈ L2(R̂), entonces

〈Pf, Mg〉 − 〈Mf, Pg〉 =
1

2πi
〈f, g〉. (4.8)

Demostración. Al ser P f̂, P ĝ funciones de L2(R̂), Mf y Mg están bien
definidos. Entonces, podemos elegir sucesiones {ϕk}k y {ψk}k contenidas en
la clase de Schwartz de modo tal que

ϕk −→ f, Pϕk −→ Pf, Mϕk −→ Mf

y
ψk −→ g, Pψk −→ Pg, Mψk −→ Mg,

donde la convergencia es en la norma de L2.
Como vimos en la prueba del Principio de Incertidumbre los operadores

P y M eran autoadjuntos sobre sus dominios Luego, por estar ϕk y ψk en
S(R) se tiene

〈Pϕk,Mψk〉 − 〈Mϕk, Pψk〉 = 〈MPϕk, ψk〉 − 〈PMϕk, ψk〉
= −〈[P,M ]ϕk, ψk〉
=

1

2πi
〈ϕk, ψk〉.

Ahora, por la continuidad del producto interno

〈ϕk, ψk〉 −→ 〈f, g〉,
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〈Pϕk,Mψk〉 −→ 〈Pf, Mg〉
y

〈Mϕk, Pψk〉 −→ 〈Mf, Pg〉
y entonces vale la ecuación (4.8).

Ahora veremos cómo resulta la expresión del conmutador de P y M con
los operadores de traslación τn y de modulación em que definimos en la sección
1.3 del primer capítulo.

Lema 4.2.3 Si emf(t) = e2πimtf(t) y τnf(t) = f(t− n) entonces

(a) [emτn, P ] = emτnP − Pemτn = −nemτn.

(b) [emτn,M ] = emτnM −Memτn = −memτn.

Demostración. Como ambas partes se prueban similarmente, sólo demostra-
remos la parte (a).

[emτn, P ]f(t) = (emτnPf)(t)− (Pemτnf)(t)

= em(t)(τnPf)(t)− t(emτnf)(t)

= em(t)(Pf)(t− n)− tem(t)(τnf)(t)

= em(t)(t− n)f(t− n)− tem(t)f(t− n)

= −nemf(t− n)

= −nem(τnf)(t)

= −n(emτnf)(t).

Ahora estamos en condiciones de demostrar la versión débil del Teorema
de Balian-Low.

Demostración del Teorema (4.2.1)
Esta demostración se hará por redución al absurdo. Supongamos entonces,

que g ∈ L2(R) satisface las hipótesis del teorema 4.2.1 y además verifica
Pg, P g̃ ∈ L2(R) y P ĝ, P ˆ̃g ∈ L2(R̂).

Notemos primero que para todas las funciones f, h ∈ L2(R),

〈f, hm,n〉 =

∫

R
f(t)hm,n(t)dt

=

∫

R
f(t)e−2πimth(t− n)dt
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=

∫

R
f(s + n)e−2πim(s+n)h(s)ds

=

∫

R
f(s + n)e−2πimsh(s)ds

= 〈f−m,−n, h〉.

También, por la parte (a) del Lema 4.2.3,

∀f ∈ L2(R), P (fm,n) = (Pf)m,n + nfm,n.

Como {gm,n} es un marco exacto de L2(R), {gm,n} y {g̃m,n} resultan
ser biortogonales (ver Lema 1.2.5, capítulo 1). Además P es un operador,
que definido sobre su dominio D(P ) = {f ∈ L2(R) : tf(t) ∈ L2(R)} es
autoadjunto y por hipótesis g ∈ D(P ). Luego,

〈Pg, g̃m,n〉 = 〈g, P (g̃m,n)〉
= 〈g, (P g̃)m,n + ng̃m,n〉
= 〈g, (P g̃)m,n〉+ n〈g, g̃m,n〉
= 〈g−m,−n, P g̃〉+ nδm,0δn,0

= 〈g−m,−n, P g̃〉.

Debido a que P ĝ, P ˆ̃g ∈ L2(R̂), las funciones Mg y Mg̃ existen y están en
L2(R). Así, por la parte (b) del Lema 4.2.3 y razonando en forma similar a
la anterior nos queda

〈gm,n,Mg̃〉 = 〈M(gm,n), g̃〉
= 〈(Mg)m,n + mgm,n, g̃〉
= 〈(Mg)m,n, g̃〉+ m〈gm,n, g̃〉
= 〈Mg, g̃−m,−n〉+ δm,0δn,0

= 〈Mg, g̃−m,−n〉.

Para cada f ∈ L2(R) tenemos los desarrollos en serie en función del marco
{gm,n} y su dual

f =
∑
m,n

〈f, gm,n〉g̃m,n =
∑
m,n

〈f, g̃m,n〉gm,n,

y por lo tanto,
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〈Pg, Mg̃〉 =
∑
m,n

〈Pg, g̃m,n〉〈gm,n,Mg̃〉

=
∑
m,n

〈g−m,−n, P g̃〉〈Mg, g̃−m,−n〉

=
∑
m,n

〈Mg, g̃m,n〉〈gm,n, P g̃〉

= 〈Mg, P g̃〉.
Entonces, por la biortogonalidad entre {gm,n} y {g̃m,n} y el Lema 4.2.2

1 = 〈g, g̃〉 = 2πi(〈Pg, Mg̃〉 − 〈Mg,P g̃〉) = 0,

lo cual es una contradicción.
Luego no puede ser que Pg, P g̃ ∈ L2(R) y P ĝ, P ˆ̃g ∈ L2(R̂) y así tenemos

‖tg(t)‖2‖γĝ(γ)‖2‖tg̃(t)‖2‖γ ˆ̃g(γ)‖2 = +∞,

como queríamos.

¥

Como consecuencia del Teorema 4.2.1, se deduce facilmente que en el caso
de bases ortonormales, esta versíon débil resulta equivalente a la Teorema de
Balian-Low.

Para ello supongamos que el marco de Gabor {gm,n} es una base ortonor-
mal de L2(R). Entonces, el operador de marco definido en capítulo 1, seccíon
1.2, resulta ser el operador identidad, pues

Sf =
∑
m,n

〈f, gm,n〉gm,n = f

para toda f ∈ L2(R). Por este motivo,

g̃ = S−1g = g

y así el marco dual de {gm,n} es {gm,n}.
De este modo resulta evidente la equivalencia entre el Teorema de Balian-

Low y la versíon débil que demostramos anteriormente.
Esta prueba fue precisamente la dada por Battle en 1988 para el caso de

bases ortonormales. En ella se inspiraron Daubechies y Janssen que, mante-
niendo las líneas de esta demostración, generalizaron el resultado a marcos
exactos, como veremos en la próxima sección.
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4.3. Equivalencia entre el Teorema de Balian-
Low y su versión débil

Como comentamos anteriormente, el Teorema 1.3.2 y su versión débil
resultan equivalentes si pedimos que {gm,n} forme una base ortonormal de
L2(R). A modo de ejemplo, veamos otro caso en el cual la equivalencia es
clara.

Ejemplo 4.3.1

Si la función g genera un marco ajustado de L2(R) con constantes A = B, el
operador de marco es S = AI, donde I es el operador identidad.

En efecto, por la definición de marco ajustado,

A‖f‖2
2 =

∑
m,n

|〈f, gm,n〉|2 ∀f ∈ L2(R),

y así

〈Sf, f〉 =
∑
m,n

〈f, gm,n〉〈gm,n, f〉

=
∑
m,n

|〈f, gm,n〉|2

= A〈f, f〉
lo que pueba la igualdad Sf = Af , ∀f ∈ L2(R).

Luego la función que genera el marco dual de {gm,n} es

g̃ = S−1g = A−1g

y entonces es evidente que

‖tg(t)‖2‖γĝ(γ)‖2‖tg̃(t)‖2‖γ ˆ̃g(γ)‖2 = +∞
implica

‖tg(t)‖2‖γĝ(γ)‖2 = +∞.

¥

Si pudiéramos probar que

Pg ∈ L2(R), P ĝ ∈ L2(R̂) ⇐⇒ P g̃ ∈ L2(R), P ˆ̃g ∈ L2(R̂)

cuando {gm,n} es un marco exacto de L2(R) tendríamos la equivalencia que
buscamos. Entonces, esto es lo que haremos en el Teorema 4.3.3, pero antes
necesitamos obtener la expresión de la transformada de Zak de g̃.

55



Proposición 4.3.2 Si g ∈ L2(R) y {gm,n} es un marco, entonces

Zg̃ = 1/Zg

Demostración. Si {gm,n} es un marco de L2(R) y sus constantes son A y B,
por el Teorema 2.1.4, parte (d), se tiene 0 < A ≤ |Zg|2 ≤ B a.e Q.

Luego, la función 1/Zg ∈ L2(Q), y así tiene sentido definir h = Z−1(1/Zg),
que además está en L2(R). Dados m,n ∈ Z

〈h, gm,n〉 = 〈Zh, Zgm,n〉
= 〈1/Zg, em(t)en(ω)Zg〉
= 〈1.em(t)en(ω)〉
= δm,0δn,0

= 〈g̃, gm,n〉

por que Z es un operador unitario y por la biortogonalidad de los sistemas
{gm,n} y {g̃m,n}.

Como {gm,n} es un sistema completo en L2(R) debido a que constituye
un marco, podemos concluir que h = g̃, pues las funciones h, g̃ ∈ L2(R).

Ya comentamos en la introducción que estudiaremos con especial cuidado
el papel que juega la diferenciación en la demostración del Teorema de Balian-
Low.

Sabemos que si g ∈ L2(R) y es además derivable , vale la fórmula

(∂g)∧(γ) = 2πiγĝ(γ).

Si ahora g es cualquier función del espacio L2(R) nada sabemos sobre la
posibilidad de derivarla sin tener hipótesis adicionales.

La idea en este momento es trasladar el problema a un ámbito en el cual
podamos derivar sin ningún problema cualquiera sea g ∈ L2(R). El ámbito
al cual nos referimos es el espacio de las Distribuciones donde, como vimos
en el capítulo 2, sección 2.2, derivar está permitido.

Teorema 4.3.3 Si g ∈ L2(R) y {gm,n} es un marco exacto entonces,

Pg ∈ L2(R), P ĝ ∈ L2(R̂) ⇐⇒ P g̃ ∈ L2(R), P ˆ̃g ∈ L2(R̂).
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Demostración. Si tomamos f ∈ L2(R), entonces Zf ∈ L2(Q) y por lo tanto
Zf define una distribución.

Ahora, si consideramos la función tZf(t, ω), su distribución asociada esta
bién definida pues

(tZf(t, ω))(ϕ(t, ω)) =

∫∫

Q
tZf(t, ω)ϕ(t, ω)dtdω = (Zf(t, ω))(tϕ(t, ω))

y tϕ(t, ω) ∈ D(Q), ∀ϕ ∈ D(Q).
Por el Lema 2.2.3, que demostramos en el capítulo 2,

∂2

( ∑

k

f(t + k)e2πiωk
)

=
∑

k

f(t + k)D2(e
2πiωk)

=
∑

k

f(t + k)2πike2πiωk,

y entonces
∂2(Zf)(t, ω) =

∑

k

f(t + k)2πike2πiωk

donde la igualdad vale pensando a ∂2(Zf)(t, ω) y
∑

k f(t+k)2πike2πiωk como
distribuciones.

Luego,

tZf(t, ω) +
1

2πi
∂2(Zf)(t, ω) =

∑

k

tf(t + k)e2πiωk +
∑

k

f(t + k)ke2πiωk

=
∑

k

(t + k)f(t + k)e2πiωk

= ZPf(t, ω).

De este modo tenemos que ZPf(t, ω) define una distribución y además
vale la igualdad

ZPf(t, ω) = tZf(t, ω) +
1

2πi
∂2(Zf)(t, ω) (4.9)

únicamente bajo la hipótesis f ∈ L2(R).
Si suponemos que g, Pg ∈ L2(R) y P ĝ ∈ L2(R̂), Zg admite derivadas

débiles como vimos en la Proposición 2.2.6. Luego, por la parte (a) del Teo-
rema 2.2.4, existe una función G ∈ ACloc en casi todas las lineas paralelas a
los ejes coordenados que coincide con Zg en casi todo punto de Q.

Por otro lado, como {gm,n} es un marco de L2(R), 1
Zg
∈ L2(Q) y entonces

1
Zg

define una distribución sobre D(Q).
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Veamos que las distribuciones ∂2(
1

Zg
) y − ∂2Zg

(Zg)2
coinciden.

Sea ϕ ∈ D(Q), entonces

∂2(
1

Zg
)(ϕ(t, ω)) = −

∫∫

Q

1

Zg(t, ω)
D2ϕ(t, ω)dtdω

= −
∫∫

Q

1

G(t, ω)
D2ϕ(t, ω)dtdω.

Para cada t0 fijo, la función G(t0, ω) es absolutamente continua en [0, 1)
y por lo tanto derivable a.e. en sentido clásico restecto de ω.

Entonces, 1
G(t0,ω)

también es derivable en casi todo ω y vale la igualdad

D2

( 1

G(t0, ω)

)
= −D2G(t0, ω)

G(t0, ω)2

a.e ω ∈ [0, 1). Notar que 1
G
está bien definida por que G = Zg a.e. y Zg 6= 0

en casi todo punto de Q, debido al Teorema 2.1.4.
Ahora bien,
∫∫

Q

1

G(t, ω)
D2ϕ(t, ω)dtdω =

∫ 1

0

[ ∫ 1

0

1

G(t, ω)
D2ϕ(t, ω)dω

]
dt

= −
∫ 1

0

[ ∫ 1

0

D2

( 1

G(t, ω)

)
ϕ(t, ω)dω

]
dt

=

∫ 1

0

[ ∫ 1

0

D2G(t, ω)

G(t, ω)2
ϕ(t, ω)dω

]
dt

=

∫ 1

0

[ ∫ 1

0

∂2Zg(t, ω)

Zg(t, ω)2
ϕ(t, ω)dω

]
dt

=
(∂2Zg(t, ω)

Zg(t, ω)2

)
(ϕ(t, ω))

donde primero hemos aplicado el método de integración por partes y luego
reemplazado D2G por ∂2Zg pues el Teorema 2.2.4 nos asegura que ambas
funciones coinciden en casi todo punto. Como esto ocurre para toda función
ϕ ∈ D(Q), se concluye que

∂2(
1

Zg
) = − ∂2Zg

(Zg)2
.

Si g, Pg ∈ L2(R) y P ĝ ∈ L2(R̂), la función g̃ ∈ L2(R) y entonces, teniendo
en cuenta la ecuación (4.9) y la Proposición 4.3.2 obtenemos la siguiente
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cadena de igualdades:

ZP g̃(t, ω) = tZg̃(t, ω) + 1/2πi∂2Zg̃(t, ω)

=
t

Zg(t, ω)
− 1/2πi∂2

( 1

Zg

)
(t, ω)

=
t

Zg(t, ω)
+

1

2πi

∂2Zgt, ω)

(Zg)2(t, ω)

=
tZg(t, ω) + 1/2πi∂2Zg(t, ω)

Zg(t, ω)2

=
ZPg(t, ω)

Zg(t, ω)2
.

Cabe aclarar que aquí, cada igualdad vale en el sentido de las distribuciones.
Hasta el momento probamos que

ZP g̃(t, ω) =
ZPg(t, ω)

Zg(t, ω)2

como distribuciones. Para poder concluir que la igualdad anterior vale en casi
todo punto (t, ω) ∈ Q, deberíamos ver que tanto ZP g̃(t, ω) como ZPg(t,ω)

Zg(t,ω)2

están en L1
loc(Q) (ver Proposicíon 2.2.2).

La función ZPg(t,ω)
Zg(t,ω)2

∈ L2(Q), luego es claro que es localmente integrable
sobre Q.

Para ver que ZP g̃(t, ω) ∈ L1
loc(Q) tomemos un compacto K ⊆ Q y una

función ϕ ∈ D(Q) tal que K ⊆ sop(ϕ) y ϕ(t, ω) = 1 para todo (t, ω) ∈ K.
Luego,

∫∫

K

|ZP g̃(t, ω)|dtdω =

∫∫

K

|ϕ(t, ω)||ZP g̃(t, ω)|dtdω

≤
∫∫

Q
|ϕ(t, ω)||ZP g̃(t, ω)|dtdω < ∞

por ser Zg̃(t, ω) una distribución.
Ahora estamos en condicones de afirmar

ZP g̃(t, ω) =
ZPg(t, ω)

Zg(t, ω)2
a.e (t, ω) ∈ Q.

Entonces, como ZPg(t,ω)
Zg(t,ω)2

∈ L2(Q), ZP g̃(t, ω) ∈ L2(Q) y así probamos que
P g̃ ∈ L2(R).
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Resumiendo, hasta el momento hemos probado

Pg ∈ L2(R), P ĝ ∈ L2(R̂) =⇒ P g̃ ∈ L2(R). (4.10)

Con argumentos similares a los utilizados hasta el momento se justifica
lo siguiente:

Si g, Pg ∈ L2(R) y P ĝ ∈ L2(R̂) entonces

ZMg(t, ω) = e−2πiωZ(Mg)∧(−ω, t) = e−2πiωZP ĝ(−ω, t)

= e−2πiω
∑

k

P ĝ(−ω + k)e2πitk

= e−2πiω
∑

k

(−ω + k)ĝ(−ω + k)e2πitk

= e−2πiω
∑

k

(−ω)ĝ(−ω + k)e2πitk

+ e−2πiω
∑

k

ĝ(−ω + k)ke2πitk

= −e−2πiωωZĝ(−ω, t)

+ e−2πiω
∑

k

ĝ(−ω + k)
1

2πi
∂1(e

2πitk)

= −ωe−2πiωZĝ(−ω, t) +
e−2πiω

2πi
∂1(Zĝ)(−ω, t)

= −ωZg(t, ω) +
1

2πi
∂1(Zg)(t, ω).

Usando esto último y la Proposición 4.3.2, tenemos

ZMg̃(t, ω) = −ωZg̃(t, ω) + 1/2πi∂1Zg̃(t, ω)

=
−ω

Zg(t, ω)
− 1

2πi
∂1(

1

Zg
)(t, ω)

=
−ω

Zg(t, ω)
+

1/2πi∂1Zg(t, ω)

Zg(t, ω)2

=
−ωZg(t, ω) + 1

2πi
∂1(Zg)(t, ω)

Zg(t, ω)2

=
ZMg(t, ω)

Zg(t, ω)2
.
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Luego, como g, Pg ∈ L2(R) y P ĝ ∈ L2(R̂), Mg ∈ L2(R) y entonces
ZMg ∈ L2(Q). Debido a que

ZMg̃(t, ω) =
ZMg(t, ω)

Zg(t, ω)2

a.e (t, ω) ∈ Q, tenemos que ZMg̃ ∈ L2(Q) y así Mg̃ ∈ L2(R).
Por lo tanto

Pg ∈ L2(R), P ĝ ∈ L2(R̂) =⇒ P ˆ̃g ∈ L2(R̂). (4.11)

Finalmente, juntando las ecuaciones (4.10) y (4.11), probamos

Pg ∈ L2(R), P ĝ ∈ L2(R̂) =⇒ P g̃ ∈ L2(R), P ˆ̃g ∈ L2(R̂)

y esta misma implicación prueba la recíproca si cambiamos g por g̃, pues
˜̃g = g.

Entonces

P g̃ ∈ L2(R), P ˆ̃g ∈ L2(R̂) ⇐⇒ Pg ∈ L2(R), P ĝ ∈ L2(R̂)

como nos habíamos propuesto.

La combinación de los Teoremas 4.3.3 y 4.2.1 prueban el Teorema de
Balian-Low.

Es interesante destacar en esta prueba, que la diferenciacíon no sólo es
nacesaria a nivel distribucional. También se requiere de ella en sentido clásico
para justificar correctamente, que bajo las hipótesis del Teorema 4.3.3, las
distribuciones ∂2(

1
Zg

) y − ∂2Zg
(Zg)2

coinciden.
La pregunta que surge en este momento es:

¿Es posible demostrar el Teorema de Balian-Low siguiendo las líneas de la
teoría de operadores pero sin utilizar la diferenciación?

Al momento, esta pregunta no ha sido contestada. El siguiente argumento
sugiere una posible dirrección de trabajo.

Si tenemos en mente la demostración de la Proposición 4.3.2 podríamos
intentar probar que Pg ∈ L2(R) si y sólo si P g̃ ∈ L2(R), razonando como a
continuación.

Asumamos que g ∈ L2(R), {gm,n} es un marco exacto y Pg ∈ L2(R).
Entonces tenemos que ZPg ∈ L2(Q) y ZPg/(Zg)2 ∈ L2(Q), debido a que
A ≤ |Zg|2 ≤ B, donde A y B son las constantes de marco.

Luego, la función h definida como

h = Z−1(ZPg/(Zg)2)
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está en L2(R) y además

〈h, gm,n〉 = 〈Zh,Zgm,n〉
= 〈ZPg/(Zg)2, em(t)en(ω)Zg〉
= 〈ZPg/Zg, em(t)en(ω)〉,

para todos m,n ∈ Z.
Como consecuencia del Lema 4.2.3, Pgm,n = (Pg)m,n + ngm,n ∈ L2(R) y

entonces

〈g̃, Pgm,n〉 = 〈g̃, (Pg)m,n〉+ n〈g̃, gm,n〉
= 〈Zg̃, Z(Pg)m,n〉+ nδm,0δn,0

= 〈1/Zg, em(t)en(ω)ZPg〉
= 〈ZPg/(Zg)2, em(t)en(ω)Zg〉
= 〈ZPg/(Zg)2, Z(gm,n)〉
= 〈h, gm,n〉.

A pesar que no hemos supuesto que P g̃ ∈ L2(R), la integral
∫

R
P g̃(t)gm,n(t)dt

está bién definida pues
∫

R
P g̃(t)gm,n(t)dt =

∫

R
g̃(t)Pgm,n(t)dt,

y esta última es finita ya que g̃, Pg ∈ L2(R).
Entonces,

〈P g̃ − h, gm,n〉 = 〈P g̃, gm,n〉 − 〈h, gm,n〉 = 〈g̃, Pgm,n〉 − 〈h, gm,n〉 = 0

para cualesquiera sean m,n ∈ Z.
Quisiéramos concluir de aquí que, como {gm,n} es un sistema completo en

L2(R), debe ser P g̃ = h. Pero para ello, sería necesaria la hipótesis adicional:
P g̃ − h ∈ L2(R).

La existencia de una demostración del Teorema de Balian-Low en térmi-
nos de la teoría de operadores que no utilice la teoría de distribuciones, es un
problema bajo estudio hoy en día. Su importancia radica en la posibilidad
de extender el teorema a ámbitos más abstractos.
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Capítulo 5

Teorema de Balian-Low.
Resultados relacionados y
extensiones.

Comentaremos en este capítulo algunos resultados que se relacionan con
el Teorema 1.3.2 y también expondremos una extensión de este teorema para
el caso de Bases de Schauder.

5.1. Espacios Amalgama
Los espacios Amalgama de Wiener nos otorgan información sobre el com-

portamiento local y global de sus elementos. Para p, q ∈ [1, +∞], se definen
de la siguiente forma

W (Lp, `q) =

{
f : R→ C : ‖f‖W (Lp,`q) =

( ∑

k

‖f.χ[k,k+1]‖q
p

)1/q

< ∞
}

.

Es decir, una función f está en el espacio W (Lp, `q) si y sólo si la sucesíon
(‖f.χ[k,k+1]‖p)k ∈ `q(R). Para un tratamiento detallado de estos espacios,
referirse a [Hei03].

El espacio Amalgama de Wiener original, estaba definido como

W (C0, `
1) = {f ∈ W (L∞, `1) : f es continua}

y será este el que relacionaremos con el Teorema 1.3.2. Antes de esto, veamos
como se comporta la Transformada de Zak sobre estos espacios.

Lema 5.1.1 La aplicación lineal Z : W (L∞, `1) −→ L∞(Q) es continua.
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Demostración. La linealidad de esta aplicación se desprende inmediatamente
de la definición de la transformada de Zak. Luego, sólo debemos ver que
resulta continua.

Sea g ∈ W (L∞, `1). Entonces,

|Zg(t, ω)| =
∣∣ ∑

k

g(t + k)e2πiωk
∣∣

≤
∑

k

|g(t + k)|

≤
∑

k

‖g.χ[k,k+1]‖∞ = ‖g‖W (L∞,`1)

a.e (t, ω) ∈ Q, por lo tanto

‖Zg‖L∞(Q) ≤ ‖g‖W (L∞,l1)

y así queda demostrado que Z es continua sobre W (L∞, `1).

Este resultado sobre la Transformada de Zak, nos conduce al siguiente
teorema, demostrado por Heil en [Hei90].

Teorema 5.1.2 Sea g ∈ L2(R) y a, b > 0 tales que ab = 1. Si el sistema de
Gabor {gmb,na} forma un marco exacto de L2(R), entonces

g /∈ W (C0, `
1) y ĝ /∈ W (C0, `

1).

Demostración. Como ya discutimos anteriormente en este trabajo, basta
considerar el caso a = b = 1.

Supongamos que g ∈ W (C0, `
1), entonces g(t + k)e2πiωk es una función

continua en t y ω, para cada k ∈ Z.
Por el Lema 5.1.1, Zg(t, ω) converge en norma infinito; es decir, uniforme-

mente en Q. Esto mismo ocurre, si consideramos cualquier otro cubo que
resulta ser una traslación de Q. Luego, al ser Zg límite uniforme de funciones
continuas sobre cada traslación de Q, resulta que Zg es continua en R× R̂.
Por lo tanto, como vimos en la Proposición 2.1.5, Zg debe tener un cero y
esto contradice el hecho de que {gmb,na} forme un marco exacto de L2(R)(ver
Teorema 2.1.4, capítulo 2). Entonces, g /∈ W (C0, `

1).
Si para cada par (m,n) ∈ Z× Z, transformamos Fourier, obtenemos

(gm,n)∧(ω) = (e2πimtg(t− n))∧(ω)

= (g(t− n))∧(ω −m)

= e−2πinωĝ(ω −m)

= ĝ−n,m(ω).
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Luego, como en sistema de Gabor generado por g es un marco exacto, también
lo es el sistema de Gabor gerenado por ĝ. Esto nos permite demostrar del
mismo modo que hicimos para g, que ĝ /∈ W (C0, l

1).

El teorema anterior afirma que si {gm,n} es un marco de L2(R) entonces
g no es suave o no tiene buen decaimiento en el infinito. Podríamos pregun-
tarnos de que manera se relacionan este resultado y el Teorema de Balian-
Low, que bajo las mismas hipótesis asegura la mala localización de la función
g en el plano tiempo-frecuencia. Aunque sería bueno que alguno de estos dos
teoremas nos dé información sobre el otro, esto no ocurre.

En [BHW95] se exhiben ejemplos de funciones que verifican

‖tg(t)‖2‖γĝ(γ)‖2 = +∞ y g, ĝ ∈ W (C0, `
1)

y también de funciones tales que

‖tg(t)‖2‖γĝ(γ)‖2 < +∞ y g, ĝ /∈ W (C0, `
1)

lo cual implica que ambos resutados son independientes.

5.2. El Teorema de Balian-Low para Bases de
Schauder

Una Base de Schauder, en un espacio de Hilbert H es una sucesión
{fn}n∈N que verifica lo siguiente:
Para toda f ∈ H existen únicos escalares {cn(f)}n∈N de modo tal que

N∑
n=1

cn(f)fn −→ f, cuando N →∞.

Es importante tener en cuenta que las series asociadas a una base de
Schauder no necesariamente convergen incondicionalmente. Es decir, sólo
afirmamos que la convergencia de las serie (

∑N
n=1 cn(f)fn)N∈N es en el orden

de los índices.
Las funciones lineales cn : H −→ C, resultan continuas, por lo cual para

cada n ∈ N existe f̃n ∈ H tal que cn(f) = 〈f, f̃n〉. Luego, la sucesión {f̃n}n∈N
es biortogonal a {fn}n∈N. Así cada base de Schauder, tiene asociada una
sucesión biortogonal.

Dada una sucesión {fn}n∈N en H que tiene una sucesión biortogonal
{f̃n}n∈N, podemos definir los operadores SN : H −→ H como

SN(f) =
N∑

n=1

〈f, f̃n〉fn.
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El siguiente teorema, caracteriza a las bases de Schauder en relación a
estos operadores. Su demostración puede encontrarse en [Hei87].

Teorema 5.2.1 Sea {fn}n∈N ⊆ H, donde H es un espacio de Hilbert. En-
tonces son equivalentes:

(a) {fn}n∈N es una base de Schauder.

(b) Existe una sucesión {f̃n}n∈N biortogonal a {fn}n∈N tal que los operadores
SN convergen al operados identidad. Esto es,

∀f ∈ H, f =
∞∑

n=1

〈f, f̃n〉fn.

(c) Existe una sucesión biortogonal {f̃n}n∈N tal que los operadores SN están
uniformemente acotados en la norma de operadores, i.e

sup
N
‖SN‖ < ∞.

El número C = supN ‖SN‖, se llama constante de base para {fn}n∈N y la
sucesión biortogonal {f̃n}n∈N, resulta ser también una base de Schauder que
habitualmente se llama base dual.

Un sistema de Gabor, está naturalmente indexado por Z × Z, pero este
conjunto de índices no viene equipado con una enumeración standard. Como
la expansión en una base de Schauder depende del orden en la sumatoria, es
necesaria la siguiente definición:

Definición 5.2.2 El sistema de Gabor {gmb,na} es una Base de Schauder
de L2(R), si para alguna numeración {(mj, nj)}∞j=1 del conjunto de índices
Z× Z se verifica que para toda f ∈ L2(R) existen únicos escalares cmj ,nj

(f)
tales que

f =
∞∑

j=1

cmj ,nj
(f)gmjb,nja (5.1)

con convergencia en norma-L2 .

Recordemos que cuando el sistema {gmb,na} es un marco de L2(R), la
convergencia en (5.1) vale cualquiera sea el orden de la sumatoria. Es decir,
la serie f =

∑
m,n cm,n(f)gmb,na converge incondicionalmente a f . También

cabe destacar que, en las bases de Schauder no hay relación alguna entre el
tamaño de los coeficientes cm,n(f) y la norma de f . No obstante, se tiene
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representacíon única de cada elemento f , lo que no ocurría en el caso de
marcos.

Nos proponemos dar una versión del Teorema de Balian-Low para el caso
en que el sistema {gmb,na} sea una base de Schauder de L2(R). Para esto, al
igual que hicimos para el caso de marcos exactos, nos reduciremos a trabajar
con a = b = 1, pues tenemos una versión del Teorema de Densidad para bases
de Schauder. Referimos al lector a [Hei06], donde se encuentra un detallado
estudio del el Teorema de Densidad y extensas referencias a la literatura
original.

Teorema 5.2.3 (Teorema de Densidad para Bases de Schauder)
Sea g ∈ L2(R) y a, b > 0. Si el sistema de Gabor {gmb,na} es una base de

Schauder de L2(R), entonces ab = 1.

Cuando estudiamos los marcos de Gabor exactos, vimos que su marco
dual canónico resultaba ser también un marco exacto. Ahora probaremos
que lo mismo sucede para sistemas de Gabor que son bases de Schauder.

Proposición 5.2.4 Si g ∈ L2(R) y el sistema {gm,n} es minimal y completo
en L2(R) entonces su único sistema biortogonal tiene la forma {g̃m,n}, donde
la función dual g̃ queda determinada por la condición

Zg̃ = 1/Zg.

En particular, esto muestra que la base dual de un sistema de Gabor que
forma una base de Schauder, es también un sistema de Gabor que constituye
una base de Schauder.

Demostración. Por el Teorema 2.1.4 la función G = 1/Zg ∈ L2(Q). Entonces
como la transformada de Zak es un isomorfismo entre L2(R) y L2(Q), la
función definida como g̃ = Z−1G está en L2(R).

Para (m,n) y (k, j) en Z× Z,

〈gm,n, g̃k,j〉 = 〈Z(gm,n), Z(g̃k,j)〉
= 〈enemZg, ekejZg̃〉
= 〈emen, ekej〉
= δmkδnj.

Por lo tanto, {gm,n} y {g̃m,n} son biortogonales. Como en el caso de ser
minimal y completo el biortogonal es único, tenemos que {g̃m,n} es el sistema
biortogonal a {gm,n}.
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Si en particular {gm,n} es una base de Schauder, entonces el sistema {gm,n}
es minimal y completo. Luego, como acabamos de probar, el único sistema
biortogonal a {gm,n}, es de la forma {g̃m,n}, y por lo tanto {g̃m,n} es una bse
de Schauder de L2(R) ( ver aclaración final del Teorema 5.2.1).

Para la demostración de la versión del Teorema de Balian-Low para bases
de Schauder, es necesario el siguiente lema, que aparece publicado en [HP06]:

Lema 5.2.5 Sea g ∈ L2(R). Si el sistema {gm,n} es una base de Schauder
respecto de la enumeración {(mj, nj)}∞j=1 de Z×Z, entonces también es base
de Schauder para la enumeración {(−mj,−nj)}∞j=1.

Equivalentemente, si {gmj ,nj
}∞j=1 es una base de Schauder de L2(R) con

base dual {g̃mj ,nj
}∞j=1, entonces {g−mj ,−nj

}∞j=1 en una base de Schauder con
base dual {g̃−mj ,−nj

}∞j=1.

Teorema 5.2.6 Sea g ∈ L2(R). Si {gm,n} es una base de Schauder de L2(R)
con base dual {g̃m,n}, entonces

‖tg(t)‖2‖γĝ(γ)‖2‖tg̃(t)‖2‖γ ˆ̃g(γ)‖2 = +∞.

Este teorema es similar a la versión débil del Teorema 1.3.2. En su de-
mostración se procede de la misma forma que en el Teorema 4.2.1, pero
siendo cuidadosos con el sentido de la convergencia que tienen los desarrollos
en serie.
Demostración.

Como {gm,n} es una base de Schauder de L2(R), existe una numeración
{(mj, nj)}∞j=1 de Z× Z de modo tal que

f =
∞∑

j=1

〈f, g̃mj ,nj
〉〈gmj ,nj

〉 ∀ f ∈ L2(R).

Supongamos que Pg, P g̃ ∈ L2(R) y P ĝ, P ˆ̃g ∈ L2(R̂). Del mismo modo
que hicimos en el Teorema 4.2.1, resultan las igualdades

〈Pg, g̃m,n〉 = 〈g−m,−n, P g̃〉 y 〈Mg, g̃m,n〉 = 〈g−m,−n,Mg̃〉.
Luego, por el Lema 5.2.5

〈Pg,Mg̃〉 =

〈
ĺım

N→∞

N∑
j=1

〈Pg, g̃mj ,nj
〉gmj ,nj

,Mg̃

〉

=

〈
ĺım

N→∞

N∑
j=1

〈g−mj ,−nj
, P g̃〉gmj ,nj

,Mg̃

〉
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= ĺım
N→∞

N∑
j=1

〈g−mj,−nj, P g̃〉〈gmj ,nj
,Mg̃〉

= ĺım
N→∞

N∑
j=1

〈g−mj ,−nj
, P g̃〉〈Mg, g̃−mj ,−nj

〉

=

〈
Mg, ĺım

N→∞

N∑
j=1

〈g−mj ,−nj
, P g̃〉, g̃−mj ,−nj

〉

= 〈Mg, P g̃〉.

Como consecuencia del Lema 4.2.2,

1

2πi
〈g, g̃〉 = 〈Pg, Mg̃〉 − 〈Mg,P g̃〉

y así debería ser 0 = 〈g, g̃〉. Esto no puede ser debido a la biortogonalidad de
los sistemas {gm,n} y {g̃m,n}.

Enunciamos a continuación una simple caracterización de los sistema de
Gabor que constituyen bases de Schauder de L2(R) a través de la Transfor-
mada de Zak, pero primero daremos dos definiciones.

Sea T = R/Z, el cociente como grupo aditivo y L1(T×T) el conjunto de
todas las funciones de R2 que son 1-periódicas en cada variable e integrables
en [0, 1]2.

Definición 5.2.7 Una función no negativa ω ∈ L1(T×T) está en el espacio
A2(T × T) si existe una constante C > 0 tal que para todos los intevalos
I, J ⊆ R se tiene

(
1

|I||J |
∫

J

∫

I

ω(x, y)dxdy

)(
1

|I||J |
∫

J

∫

I

1

ω(x, y)
dxdy

)
≤ C.

Esta definición es equivalente a pedir que ω satisfaga, para casi todo x ∈ T
y para todo intervalo J ⊆ R, la condición

( ∫

J

ω(x, y)dy

)(∫

J

1

ω(x, y)
dy

)
≤ C

y lo mismo, para la variable y.

Definición 5.2.8 Sea Λ el conjunto de todas las enumeraciones {(mj, nj)}∞j=1

de Z× Z que están contruidas de la siguienta forma:
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(a) Se elige un número entero positivo A. Entonces los términos iniciales de
la enumeración son

(0, 0), (1, 0), (−1, 0), . . . , (A, 0), (−A, 0).

(b) En este segundo paso se elige entre agregar los puntos

(A + 1, 0), (−(A + 1), 0)

o agregar los puntos

(0, 1), (1, 1), (−1, 1), . . . , (A, 1), (−A, 1)

y
(0,−1), (1,−1), (−1,−1), . . . , (A,−1), (−A,−1).

De aquí en más el procedimiento es el mismo. Esto es:
Si se tiene enumerado el rectágnulo

{−N, . . . , N} × {−M, . . . , M},

se lo amplía en sentido vertical, agregando los términos superiores e inferiores
o en sentido horizontal, agregando los términos correspondientes a los lados
derecho e izquierdo.

También se puede empezar eligiendo B ∈ N para que los primeros térmi-
nos sean

(0, 0), (0, 1), (0,−1), . . . , (0, B), (0,−B),

y continuar del mismo modo completando en sentido vertical y horizontal.

Cabe aclarar que para obtener una enumeración completa de Z × Z, se
debe elegir completar el rectángulo infinitas veces en sentido vertical e infini-
tas veces en sentido horizontal.

Teorema 5.2.9 Sea g ∈ L2(R). Entonces son equivalentes:

(a) El sistema de Gabor {gm,n} es una base de Schauder de L2(R) con re-
specto a toda enumeración del conjunto Λ.

(b) |Zg(t, ω)|2 ∈ A2(T× T).
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Este teorema afirma que si |Zg(t, ω)|2 ∈ A2(T × T) entonces {gm,n} es
una base de Schauder de L2(R) para las enumeraciones de Z × Z que estén
en le conjunto Λ. Esto no quiere decir que {gm,n} sea un marco exacto pues
existen enumeraciones de Z×Z que no están consideradas en el conjunto Λ.

Utilizando este resultado, construiremos a continuación un sistema de
Gabor que constituye una base de Schauder de L2(R) pero no un marco
exacto.

Ejemplo 5.2.10

Sea 0 < α < 1/2. Tomemos la función g ∈ L2(R) que satisface las siguientes
condiciones:

(a) g toma valores reales,

(b) sop(g) ⊆ [0, 1],

(c) g es infinitamente diferenciable en (0, 1),

(d) g(t) = tα en el intervalo [0, 1/4]

(e) g(t) = (1− t)α en el intervalo [3/4, 1],

(f) g(t + 1/2) es par, es decir simétrica respecto al eje t = 1/2,

(g) g(t) ≥ C > 0 para todo t ∈ (1/4, 3/4).

En el siguiente gráfico, aparece representada, a modo de ejemplo, una
función g que verifica todas las propiedades enumeradas anteriormente:
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Veamos que una función g que verifica todas estas condiciones, genera un
sistema de Gabor que es una base de Schauder de L2(R) pero no un marco
exacto.

Como g está soportada en [0, 1], Zg(t, ω) = g(t). Un calculo casi di-
recto muestra que |Zg(t, ω)|2 = |g(t)|2 ∈ A2(T × T). Por lo tanto, debido
al Teorema 5.2.9, el sistema de Gabor {gm,n} es una base de Schauder de
L2(R) con respecto a toda enumeración del conjunto Λ. Por otro lado, como
Zg(t, ω) = g(t), |Zg| no está acotada inferiormente pues satisface las condi-
ciones (d) y (e). Entonces, por el Teorema 2.1.4, el sistema {gm,n} no puede
ser un marco de L2(R).

Con este mismo ejemplo, en [HP06] se muestra como el Teorema de
Balian-Low deja de ser cierto si se reemplaza la hipótesis de marco exac-
to por base de Schauder.

5.3. Comentarios
Con el objetivo de generalizar el Teorema de Balian-Low a ámbitos más

abstractos, este resultado sigue siendo estudiado con rigurosidad, aún hoy en
día. Presentamos ahora, a modo de comentario, algunas de las versiones que
se han publicado en los últimos años.

Los autores Benedetto, Czaja, Gadziǹski y Powell ([BCGP02]), han es-
tudiado la posibilidad de cambiar los pesos t2 y γ2 en

∫

R
|g(t)|2|t|2dt y

∫

R̂
|ĝ(γ)|2|γ|2dγ

por algo menor sin alterar el resultado del Teorema de Balian-Low para el
caso de bases ortonormales.

Prueban que la potencia 2 es óptima en este sentido, o sea que cambiando
t2 y γ2 por tα y γα con α < 2 no tenemos asegurada la tesis del Teorema de
Balian-Low.

Apartir de un resultado más general, obtienen de manera constructiva el
siguiente Teorema:

Teorema 5.3.1 Sea ε > 0. Entonces existe una función g ∈ L2(R)de modo
tal que el sistema de Gabor asociado {gm,n} es una base ortonormal de L2(R)
y además ∫

R
|g(t)|2 1 + |t|2

log1+ε(2 + |t|)dt < ∞ (5.2)

y ∫

R̂
|ĝ(γ)|2 1 + |γ|2

log2+ε(2 + |γ|)dγ < ∞ (5.3)
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La idea básica de la demostración de este resultado es, para cada ε > 0,
construir una función de módulo 1 definida sobre Q que sea la Transformada
de Zak de una g ∈ L2(R) que satisfaga las condiciones de decaimiento y
regularidad (5.2) y (5.3). El hecho de que esta función tenga módulo 1 nos
asegura que el sistema de Gabor asociado a g constituye una base ortonormal
de L2(R).

Una versión aún más general de este teorema, es la que aparece publicada
en [BP06]:

Teorema 5.3.2 Sea g ∈ L2(R). Si dados 1 < q < 2 < p < ∞ tales que
1
p

+ 1
q

= 1 y 0 < ε < 2− q, se verifica que
∫

R
|t|p+ε|g(t)|2dt < ∞ y

∫

R̂
|γ|q+ε|ĝ(γ)|2dγ < ∞,

entonces {gm,n} no puede ser un marco exacto de L2(R).

Posteriormente, Benedetto, Czaja y Powell ([BCP06]), construyen una
función g ∈ L2(R), óptima en en el sentido del teorema anterior para (p, q) =
(3/2, 3). Más precisamente, la función que construyen verifica que el sistema
de Gabor que genera es una base ortonormal de L2(R) y además

∫

R
|t|3/2+ε|g(t)|2dt < ∞ y

∫

R̂
|γ|3+ε|ĝ(γ)|2dγ < ∞,

para ε ∈ (0, 3/2). Cuando ε = 0, ambas integrales resultan infinitas.
También en relación a este tema, se ha estudiado el caso límite (p, q) =

(1,∞). En [BCPS06], los autores prueban el siguiente teorema:

Teorema 5.3.3 Si g ∈ L2(R) genera un sistema de Gabor {gm,n}, que cons-
tituye un marco exacto de L2(R), entonces

(
supN>0

∫

R
|t|N |g(t)|2dt

)( ∫

R̂
|γ||ĝ(γ)|2dγ

)
= +∞.

Por último, en el trabajo realizado por Gröchenig, Han, Heil y Kutyniok
([GHHK02]), se extiende el Teorema de Balian-Low a dimensiones mayores.

Obtienen una versión débil del Teorma 1.3.2, válida para sistemas de
Gabor construidos sobre retículas en R2d, y una versión fuerte si se consideran
los reticulados simplécticos, que se definen a continuación:

Definición 5.3.4 Para (t1, ω1), (t2, ω2) ∈ R2d, se define el corchete [ , ] como

[(t1, ω1), (t2, ω2)] = t2ω1 − t1ω2.
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Ahora, podemos definir el grupo Sp(d), como el conjunto de todas las
matrices M ∈ GL(2d,R) que satisfacen:

[Mx, My] = [x, y] ∀x, y ∈ R2d.

Definición 5.3.5 Un reticulado Λ ⊆ R2d, es un reticulado simpléctico si

Λ = αMZ2d,

para algún α ∈ R− {0} y M ∈ Sp(d).

En particular, como Sp(1) = SL(2,R), toda retícula en R2 es simpléctica,
cosa que no sucede si d > 1.

También, estos mismos autores, extienden el Teorema de Balian-Low para
bases ortonormales, al caso en que los sistemas de Gabor son construidos
sobre conjuntos simétricos respecto al origen.

Teorema 5.3.6 Sea Λ una sucesión numerable en R2d, tal que Λ = −Λ.
Si g ∈ L2(Rd) genera un sistema de Gabor sobre Λ que constituye un base
ortonormal de L2(Rd), entonces

(a)
∫
Rd |xjg(x)|2dx = +∞, para algún j = 1, ..., d, y

(b)
( ∫
Rd |xg(x)|2dx

)( ∫
Rd |ωĝ(ω)|2dω

)
= +∞

Además, generalizaron el Teorema 5.1.2, que probamos en la primera
sección de este capítulo, del siguiente modo:

Teorema 5.3.7 Si g ∈ L2(Rd) genera un sistema de Gabor construido sobre
la retícula αZd × 1

α
Zd, que constituye un marco exacto de L2(Rd), entonces

g /∈ W (C0, `
1) y ĝ /∈ W (C0, `

1).

Problemas abiertos

La posibilidad de obtener versiones más generales del Teorema de Balian-
Low, sigue siendo motivo de estudio en estos días. Algunos de los problemas
abiertos que hay en relación a este tema son los siguientes:

• Obtener una demostración del Teorema 1.3.2, basada en la teoría de
operadores sin utilizar en ella la teoría de distribuciones. (Ver capítulo 4).

• Extender el Teorema de Balian-Low para dimensiones mayores, a reti-
culados más generales que los simplécticos.

• Lograr una versión del Teorema 5.3.7, sobre reticulados que no sean
exclusivamente de la forma αZd × 1

α
Zd.
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Notaciones
• Rd Espacio euclideo d-dimensional.
• f̂ La Transformada de Fourier de f .
• R̂d Espacio euclideo d-dimensional donde vive la variable en la

cual se evalúa a f̂ .
• f̃ Función dual de f .
• {ak}k Sucesiones indexadas, donde el conjunto de índices se

sobre entiende según el contexto.
• 〈 , 〉 Producto interno en un espacio de Hilbert.
• X∗ El dual de un espacio de Banach X.
• Zf Transformada de Zak de f .
• {gbm,an} Sistema de Gabor generado por g sobre la retícula aZ× bZ.
• χA(x) Función característica que vale 1 si x ∈ A y 0 si no.
• δm,n Función delta que vale 1 si m = n y 0 en otro caso.
• S(R) Clase de Schwartz.
• ACloc Funciones que, localmente, son absolutamente continuas.
• f ∗ g Convolución entre f y g definida como

(f ∗ g)(t) =
∫

f(t− s)g(s)ds.
• D(Ω) Funciones definidas sobre Ω infinitamente diferenciables de

soporte compacto. En este trabajo, Ω = Q o Ω = Rd.
• D′(Ω) Dual topológico de D.
• Tf Distribución asociada a f .
• ∂ Derivada débil.
• D Derivada clásica.
• Q(x; r) Cubo de radio r y centro x.
• Lp(Ω) Funciones definidas sobre Ω tales que

∫
Ω
|f(x)|pdx < ∞.

En este trabajo, Ω = Q o Ω = Rd.
• `p Sucesiones escalares {xk}k tales que

∑
k |xk|p < ∞.

• ‖ . ‖p Norma en el espacio Lp, definida como
( ∫ |f(x)|pdx

)1/p.
• GL(d,R) Matrices en Rd×d, de determinante distinto de cero.
• SL(d,R) Matrices en GL(d,R) de determinante 1.
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