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Reacciones y ecuaciones
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E
''
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k2−→ E + S1

F + S1
h1
�
h−1

FS1
h2−→ F + S0

Especies: S0 S1 E F ES0 FS1
Concentraciones: x1 x2 x3 x4 x5 x6

Por ejemplo: ẋ3 = −k1x3x1 + (k−1 + k2)x5.

M. Pérez Millán (CONICET-UBA) Equilibrios, constantes de reacción y álgebra Octubre 2019 4 / 27



Reacciones y ecuaciones

S0
E
''
S1

F
gg

E + S0
k1
�
k−1

ES0
k2−→ E + S1

F + S1
h1
�
h−1

FS1
h2−→ F + S0

Especies: S0 S1 E F ES0 FS1
Concentraciones: x1 x2 x3 x4 x5 x6
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El sistema

ẋ1=−k1x1x3 + k−1x5 + h2x6 ẋ4=−h1x2x4 + (h−1 + h2)x6
ẋ2=−h1x2x4 + h−1x6 + k2x5 ẋ5=k1x1x3 + (k−1 + k2)x5
ẋ3=−k1x1x3 + (k−1 + k2)x5 ẋ6=h1x2x4 + (h−1 + h2)x6

Leyes de conservación:

x1 + x2 + x5 + x6 = cS , x3 + x5 = cE , x4 + x6 = cF

(k > 0, h > 0, c > 0)

Llamamos S = {(x1, . . . , x6)| x1 + x2 + x5 + x6 = 0, x3 + x5 = 0,
x4 + x6 = 0} al subespacio estequiométrico.
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Multiestacionariedad
Consideremos el sistema

ẋi = fi (κ, x1, . . . , xs), i = 1, . . . , s

con leyes de conservación

W · x = c.

Fijamos constantes de reacción κ > 0 y de conservación c.
x∗ ∈ Rs es un estado estacionario si f (κ, x∗) = 0. Si hay dos o
más estados estacionarios que satisfacen las mismas leyes de
conservación, decimos que el sistema exhibe multiestacionariedad.

Clase de compatibilidad
estequiométricaS

x3

x2

x1 x1

x2

Clase de comp.
esteq.

E. estacionarios
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Ejemplo: cascada de señalización
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(y subredes)
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Algoritmo para decidir (y encontrar)

Red ⇒ Ecuaciones de ⇒ Ecuaciones de
“buena” estados estados estacionarios

estacionarios equivalentes:
“buenas” x1x2 − η1x4x5 = 0

[S1].[P0]− η2[F2].[P1] = 0
. . .

Ecuaciones binomiales: xu − ηxu′ = 0

Consideremos el subespacio lineal T := 〈estos u − u′〉, y una
matriz B cuyas filas forman una base de T .
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Consideremos también una matriz M cuyas filas forman una base
de S, el subespacio estequiométrico.

M =

  , B =

 

Σ := {signo(det(MJ) det(BJ)) : MJ ,BJ mismo “cuadrado”}

Decimos que Σ es mezclado si {−,+} ⊆ Σ, y no mezclado caso
contrario.
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Teorema (PM-Dickenstein ’18):

Dado un sistema “bueno” (sistema MESSI tórico) tal que
rango(M) = rango(B)), las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. El sistema es monoestacionario.
2. Σ es mezclado.
3. Para todos los ortantes O ∈ {−1, 0, 1}s ,O 6= 0, o bien
S ∩ O = ∅ o bien T ⊥ ∩ O = ∅.
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P0 P1

F1

S0 S1

F2

E

Para este ejemplo, Σ es mezclado.
Luego, el sistema es monoestaciona-
rio.

Sin embargo, si F1 = F2, Σ = {0,−,+}, y luego el sistema tiene la
capacidad de multiestacionariedad.
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¿Podemos encontrar dos estados estacionarios
diferentes?

w ∈ S, v ∈ T ⊥, signo(w) = signo(v)

T ⊥

S

v w

(
x1i
)

i=1, ..., s =


wi

evi−1 , if vi 6= 0

x̄i > 0, c.c.,

x2 = diag(ev) x1,

k = diag(φ(x1))−1M λ .

(Notación y resultado de [P.M., Dickenstein, Shiu, Conradi (2011)])
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Es posible encontrar el ortante?

Algoritmo:

I Calcule los circuitos de S y T ⊥.

I Halle los ortantes que respeten las “restricciones” de M que
tienen un circuito conforme a S.

I Si el soporte del ortante coincide con la unión de los soportes
de los circuitos conformes de S, verifique si hay un circuito
conforme de T ⊥ conforme a este ortante. (Si no, ignórelo.)

I Guarde aquellos ortantes cuyo soporte también coincida con la
unión de los soportes de los circuitos conformes de T ⊥.
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Qué es una red “buena”?
Sistemas MESSI s-tóricos:

Una red MESSI es una red de reacciones químicas que satisface las
siguientes propiedades. Bajo cinética de acción de masas, tenemos
un sistema MESSI.

Existe una partición del conjunto S de especies:

S = S (0)︸ ︷︷ ︸
intermedias

⊔
S (1)⊔S (2)⊔ · · ·⊔S (M)︸ ︷︷ ︸

no intermedias

.

Hay dos tipos de complejos: intermedios (que consisten de
una sola especie intermedia) y no intermedios (que consisten
de una o dos especies no intermedias, pero si son dos, deben
pertenecer a S (α)’s diferentes).
Notación: →◦= reaccionan a través de un camino de
intermedios.
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Una red MESSI es una red de reacciones químicas que satisface las
siguientes propiedades. Bajo cinética de acción de masas, tenemos
un sistema MESSI.
Las reacciones satisfacen:

Para cualquier intermedio Xk , existen dos complejos no
intermedios Xi + Xj y X` + Xm tales que Xi + Xj →◦ Xk y
Xk →◦ X` + Xm.
Si Xi →◦ Xj (ambas intermedias, o no intermedias) entonces
Xi ,Xj pertenecen al mismo S (α).
Xi + Xj → Xk o Xk → Xi + Xj .
Si Xi + Xj →◦ Xk + X` existen α 6= β tales que
Xi ,Xk ∈ S (α), Xj ,X` ∈ S (β) (o al revés).
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Otro resultado
Que vale para (más que) sistemas MESSI:

Consideremos

C(x) = (det Jac(h)) |η= xu
xu′

,

para hi el i-ésimo binomio.
Teorema (Dickenstein-PM-Shiu-Tang ’19):
I Multiestacionariedad: si existe x∗ ∈ Rs

>0 tal que

signo(C(x∗)) = (−1)dim(S)+1 .

Cada uno de esos x∗ ∈ Rs
>0 da un testigo de

multiestacionariedad (técnico).
I Monoestacionariedad: si signo(C(x)) = (−1)dim(S) para

todo x ∈ Rs
>0.
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El resultado se basa en el trabajo [Conradi, Feliu, Mincheva y Wiuf
(2017)].

Para S0
E
''
S1

F
gg

E
''
S2

F
gg , analizamos

C(x) = − x1x2
x9x10

(
x1x10x2x3 + x1x10x2x4 + x1x10x2x7 + x1x10x2x9 +

x1x10x3x6 + x1x10x4x6 + x1x10x4x9 + x1x10x6x7 + x1x10x6x9 +
x1x2x3x5 + x1x2x3x6 + x1x2x3x8 + x1x2x4x5 + x1x2x4x6 + x1x2x4x8 +
x1x2x5x7 + x1x2x5x9 + x1x2x6x7 + x1x2x6x9 + x1x2x7x8 +
x1x2x8x9 + x1x4x5x9 + x1x4x6x9 + x1x4x8x9 + x10x2x3x7 +
x10x3x6x7−x10x4x5x7 + x2x3x5x7 + x2x3x5x8 + x2x3x6x7 +
x2x3x7x8 + x2x4x5x8 + x2x5x7x8 + x2x5x8x9 − x3x6x8x9 + x4x5x8x9

)
.

Contra una función racional, con denominador (positivo)
(κ2 + κ3)κ6(κ8 + κ9)κ12x2 y como numerador un polinomio con
grado total 15 y 225 términos.
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Identificabilidad

La identificabilidad de los parámetros aborda el problema de
decidir si todos los parámetros en un modelo se pueden determinar
unívocamente a partir de datos (observables).

M. Pérez Millán (CONICET-UBA) Equilibrios, constantes de reacción y álgebra Octubre 2019 18 / 27



Métodos algebraicos para identificabilidad

Volvemos a las primeras reacciones:

S0
E
''
S1

F
gg

E + S0
k1
�
k−1

ES0
k2−→ E + S1

F + S1
h1
�
h−1

FS1
h2−→ F + S0

Especies: S0 S1 E F ES0 FS1
Concentraciones: x1 x2 x3 x4 x5 x6

ẋ3 = −k1x3x1 + (k−1 + k2)x5
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Métodos algebraicos para identificabilidad

ẋ3 = −k1x3x1 + (k−1 + k2)x5,

Consideremos el estado inicial x0 tal que

x03 = x05 = 1, x01 = x02 = x04 = x06 = 0.

Si obtenemos experimentalmente ẋ3(0, x0) = 7, entonces

7 = 0 + (k−1 + k2)1 ⇒ k−1 + k2 = 7,

pero aunque probemos todos los estados iniciales, solo podemos
obtener el valor de k−1 + k2. (No podemos obtener los valores de
k−1 y k2 por separado.)
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Por otro lado,

ẋ1 = −k1x3x1 + k−1x5 + h2x6.

Si podemos obtener experimentalmente ẋ1(0, x0) = 5, entonces

5 = 0 + k−11 + 0,

y obtenemos k−1 = 5 y por lo tanto k2 = 7− 5= 2.
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Pero si solo podemos medir experimentalmente la evolución
temporal de [E ] (x3), podemos considerar:
I El estado inicial x1 tal que

x11 = x13 = 1, x12 = x14 = x15 = x16 = 0,

y si obtenemos experimentalmente ẋ3(0, x1) = −3, entonces

−3 = −k11 + 0 ⇒ k1 = 3.

I ẍ3 = −k1[ẋ3x1 + x3ẋ1] + (k−1 + k2) ẋ5︸︷︷︸
−ẋ3

, luego

ẍ3(0, x0) = −3[0 + 1.(0 + k−11 + 0)] + 7(−7)
= −3k−1 − 49.

Si podemos obtener experimentalmente ẍ3(0, x0) = −64,
entonces k−1 = 5.
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Una especie por componente conexa

Teorema(Jeronimo-PM-Solernó ’19):

Si una componente conexa es de la forma

E + S0
a1
�
b1

U1
c1→ E + S1

a2
�
b2

U2
c2→ . . .

aL
�
bL

UL
cL→ E + SL

entonces todas las constantes en esta componente conexa se
pueden identificar desde [SL](d) para 1 ≤ d ≤ max{2, 2L− 1}.

(Resultado similar para una especie en dos componentes
quinasa/fosfatasa.)
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Todas las componentes conexas en una cascada

S1,0
E ))
. . .

E ++

F1

jj S1,L1

F1

gg

�� ��
S2,0

))
. . .

**

F2

ii S2,L2

F2

ii

�� ""
. . .



 ��
Sn,0

))
. . .

**

Fn

ii Sn,Ln

Fn

ii

Teorema (Jeronimo-PM-Solernó ’19):

Si Fi 6= Fj , entonces todas las constantes en la cascada se pueden
identificar desde las derivadas [Sn,Ln ](d) para
1 ≤ d ≤ max{2n + 1, 2(Lm − 1) + 2(n −m) + 1 : 1 ≤ m ≤ n}.
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Muchas gracias.
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