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Resumen

En estas notas, correspondientes a un curso de dos sesiones, introduciremos la teoria de
control de EDP analizando propiedades de controlabilidad de la ecuacién del calor. En particular,
veremos que, en un marco funcional apropiado, la controlabilidad es equivalente a un problema
de observabilidad para una ecuaciéon del calor sin control. Luego, presentaremos una de las
herramientas mas poderosas para probar observabilidad: estimaciones de Carleman.

1. Introduccion

De manera general, podemos formular un sistema de control de una ecuacién en derivadas

parciales (EDP) como
v = featnu) ¢>o W
y(0) =y,

donde t — y(t) € X es el estado del sistema y ¢t — u(t) € U es el control en el instante ¢. Los
conjuntos X y U son los espacios de estado y controles admisibles, respectivamente. El problema
de la controlabilidad consiste, para una condicién inicial 4° y un tiempo final T dados, llevar la
solucion del sistema (1.1) a un objectivo en el instante 7" mediante la accién del control w.

Introduzcamos algunas nociones de controlabilidad:

Definicién 1.1 (Controlabilidad exacta). El sistema de control (1.1) es exactamente controlable
en tiempo T si, para todo y° e yT en X, existe un control u(t) € U tal que y(T) = yT.

Definicién 1.2 (Controlabilidad a cero). El sistema de control (1.1) es controlable a cero en
tiempo T si, para todo y° en X, existe un control u(t) € U tal que y(T) = 0.

Definicién 1.3 (Controlabilidad aproximada). El sistema de control (1.1) es aproximadamente
controlable en tiempo T si, para toda y° e y* en X, y todo € > 0, existe un control u(t) € U tal

que [ly" —y(T)|x <e.

Estas definiciones son de tipo global, pues no restringen el tamano de la condicién inicial. Ha-
blamos de controlabilidad local si ademas 3 es cercana al objetivo final. Esta nocién es importante
para tratar sistemas no lineales.
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La resolucién de cada problema de controlabilidad depende de la naturaleza del sistema. Por
ejemplo, en dimension finita, las propiedades de controlabilidad son equivalentes y bien compren-
didas en muchos casos lineales y no lineales. En particular, para un sistema lineal auténomo, una
condicién necesaria y suficiente es el Criterio de Kalman (ver, por ejemplo, [1, Capitulo 1]).

En dimensién infinita, la situacién es mas complicada ya que depende de las propiedades parti-
culares de la ecuacién que trabajamos. Por ejemplo, es sabido que para las ecuaciones parabdlicas,
como la ecuacién del calor, la controlabilidad exacta no es posible debido al efecto regularizante.
Para las ecuaciones hiperbdlicas, como la ecuaciéon de ondas, la controlabilidad no esta asegurada
si el tiempo final es pequenio debido a la velocidad finita de propagacion.

Para los sistemas de control no lineales, encontramos en general resultados de tipo local. En
efecto, una estrategia clasica consiste en linealizar en torno a un estado de equilibrio para obtener
un resultado de controlabilidad para este sistema. Luego, volvemos al problema original por medio
de un argumento de punto fijo o de inversion local.

En estas notas nos concentraremos, a modo de introduccién al control de EDP, en el control
a cero de la ecuacion del calor lineal mediante la dualidad controlabilidad-observabilidad. Una
herramienta fundamental serdn las llamadas desigualdades de Carleman. Comencemos por presentar
esta dualidad en un cuadro lineal abstracto.

2. Sistema lineal abstracto y el método HUM

Consideremos el sistema lineal auténomo de control siguiente:

{ Zgj’((t)) j;éy(t) + Bu(t), 2.1)

Para simplificar, supongamos que los espacios de estado H y de controles admisibles U son
espacios de Hilbert. Ademés, A : D(A) C H — H es un operador no acotado, B € L(U;H) y
y" € H. Invitamos a consultar [1, Section 2.3] y [13, Capitulo 11] para una presentacién completa
y méas general.

El objetivo de esta parte es presentar un método para construir un control u tal que la solu-
cién y de (2.1) satisfaga y(7T") = 0. Este método es llamado HUM (Hilbert Uniqueness Method),
introducido por J.-L. Lions en [11, 12].

Consideremos la ecuacién (retrégrada en tiempo) siguiente, llamada ecuacion adjunta de (2.1),

{ = e

donde ¢! € H y A* es el operador adjunto de A.
Tomando el producto entre la ecuacién (2.1) y ¢ solucién de (2.2), no es dificil ver que un
control u tal que y(T) = 0 debe satisfacer, para todo p! € H,

T
/0 (ult), B*o(®)v dt + (4°, 0(0)) 11 = 0. (2.3)

Construimos entonces el control de la manera siguiente: sea un funcional J : H — R definido
por

1

T
I =g [ 1Bl b+ 0 o0, (24)



donde ¢ es la solucién de (2.2) tal que o(T) = ¢’. Supongamos que J admite un minimo que
llamamos $”. Ahora, definamos
a(t) = B'3(), (2.5)

donde @ es la solucién de (2.2) asociada a @’. Con esta eleccién de control, vemos directemente
que (2.3) corresponde a la condicién de optimalidad de primer orden de J, que se satisface pues o7
es un minimo.

Como podemos observar, para obtener la controlabilidad a cero de (2.1), hay que asegurar la
existencia de un minimo para el funcional J dado por (2.4). Como J es continuo y convexo, bastaria
ver si también es coercivo. Para ver este tltimo punto, supongamos que existe una constante Cy > 0
tal que para todo ¢! € H, la solucién ¢ de (2.2) satisface

T
O < Co [ 1Bl ar. (2.6
0

En vista de (2.6), J es coercivo para la norma

T
17| = /0 1B*o(0)]13 dt,

y posee un minimo @7 que pertenece al espacio completado de H para esta norma.
La desigualdad (2.6) es llamada desigualdad de observabilidad. Ademas, el control dado por
(2.5) es tal que

1@l 20,70y < VCollyll-

En efecto, basta utilizar ! = @ y (2.5) en (2.3) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz con (2.6).
Por otro lado, u es aquel de norma minima: en efecto, si @ es otro control tal que y(T') = 0,
safisface también (2.3). Tomando la diferencia entre (2.3) con @ y @, encontramos

T T
/ (@(t), B*o(t))v dt = / (a(t), B'o())y dt VT € H,
0 0

donde ¢ es la solucién de (2.2) asociada a ¢!. Tomamos ¢’ = @', el minimo del funcional .J, en
esta ultima identidad. Tenemos

/OT”a(t)H%[dt_/OT(a(t),a(t))Udt< (/OTHa(t)HQUdt)l/z(/OTHﬂ(t)HQUdt)l/z,

de donde se concluye.

El método HUM abarca diversos tipos de ecuaciones, en particular la ecuacién del calor que
veremos mas adelante. Remarquemos que el procedimiento anterior nos permite resolver la contro-
labilidad a cero demostrando una desigualdad (para la ecuacién adjunta), que en la practica es més
abordable. Sin embargo, no entrega un método para demostrarla (ver el libro de J.-M. Coron [1]
y el survey de E. Zuazua [14] para una descripcién detallada de métodos para obtener (2.6) para
algunas ecuaciones clasicas).

A continuacién veremos una de las herramientas més poderosas para demostrar la desigualdad
de observabilidad y que aplica a un gran espectro de ecuaciones: las desigualdades de Carleman.
La presentaremos en el marco de la controlabilidad a cero de la ecuacién del calor.



3. Control a cero de la ecuacion del calor y desigualdades de Car-
leman

Sea T' > 0, Q un dominio regular de RN (N € N) y w C Q que llamamos dominio de control.
Denotaremos @ := Q x (0,7), ¥ := 9Q x (0,T), y n el vector normal unitario exterior de €.
Consideremos la ecuacién del calor

ye— Ay =ul, en@,
y=20 sobre X, (3.1)
y(0) =y’ en €,

donde 3’ € L2() es la condicién inicial, y = y(x,t) es la variable de estado que describe la
distribucién de temperatura en ) en el instante ¢ y u = u(z,t) denota el control actia sobre el
dominio w.

Observemos que, debido al efecto regularizante de (3.1) (y en general de las ecuaciones parabdli-
cas), no se puede esperar, quien quiera que sea y° € L*(Q), llevar y hacia un estado arbitrario en
tiempo T'. Por esto es conveniente considerar la nocién de controlabilidad a las trayectorias, i.e.,
para todo y" € L?() y toda solucién ¢ de (3.1) sin control

gt_Ag:() en Q7
=0 sobre X,

existe un control u € L?(w x (0,T)) tal que y(T) = 5(T). Sin embargo, por linealidad, esta nocién
de controlabilidad es equivalente a la controlabilidad a cero, por lo que nos concentraremos en este
caso. En otras palabras, nos interesa el siguiente resultado:

Teorema 3.1. Sea T > 0 e y° € L?*(Q). Eziste un control u € L*(w x (0,T)) tal que la solucion
y € L*(0,T; HX(Q)) N C°([0,T]; L3(Q)) de (3.1) satisface y(T) =0 en Q.
Ademds, existe una constante C(Q,w,T) > 0 tal que

Jull 22 @wx0.7)) < CllY°llp2)-

De la Seccién 2 con H = L*(Q), U = L*(w), D(A) = H* Q)N H}(Q), A:y— Ayy B :
u +— uly, la controlabilidad a cero de (3.1) se reduce a mostrar la observabilidad de la ecuacién
adjunta, i.e., la existencia de una constante C' > 0 tal que para todo ¢’ € L%(Q), la solucién ¢ de
la ecuacion adjunta dada por
—pt—Ap=0 enQ,
=0 sobre X, (3.2)
p(T)=¢" enQ,

/ 0(0)2d < c// (o2 dar di. (3.3)
Q wx(0,T)

La controlabilidad a cero de (3.1) se debe a G. Lebeau y L. Robbiano [10], y a A. V. Fursikov y O.
Yu. Imanuvilov [8] (ver [4] para un resultado con N = 1). En el primero, los autores probaron (3.3)
por una descomposicién espectral de las soluciones. En el segundo, la demostracién de (3.3) estd
basada en desigualdades de Carleman globales para las soluciones de (3.2). Veremos a continuacién
la segunda técnica.

Para esto, debemos introducir algunas funciones peso. Sea wy € w. En [8] se prueba que existe
una funcién n € C?(Q) tal que

satisfaga

n>0en ), n=0sobredQ y |Vn|>0en 2\ wo. (3.4)



Ahora, definimos, para A > 1y k > 1, las funciones

e2Xklnlloe — pA(K[Inloo+n(z)) MKl oo +n(2)) a5
t) = t) = — .
Notemos que
a,& — 400 cuando t — 07, 7T. (3.6)

El resultado que sigue ha sido probado en [8]. Ver también [6, Lema 1.3].

Lema 3.2. Ezisten tres constantes positivas g, so y C (que dependen sdlo de Q2 y w) tales que
para todo X > \g y para todo s > so(T + T?), tenemos

571 // e ¢ (g + | Ag?) dadt + sA? // e~ 29| Vg|2dadt + s3\* // e~ 259¢3| |2 dadt
Q Q Q

< C< / / e~ 2% g + Ag|*dadt + s3\* / / e2so‘§3|q]2da:dt> (3.7)
Q wx(0,T)

para todo q € C%(Q) tal que ¢ = 0 sobre X.

Vamos a deducir ahora (3.3) a partir de (3.7). Comencemos por observar que (3.7) es valida
para las soluciones de (3.2) con ¢! € L2(Q). Esto es una consecuencia de la densidad de las
funciones regulares de traza nula en el espacio de soluciones de (3.2), a saber, L2(0,T; Hi(Q)) N
CY([0,T); L*(2)). Fijamos A = A\ y s = so(T + T?). Obtenemos en particular

// 2504 =3(7 _ 1)3|p[2 d it < c// e 2504-3(7 _ 13|02 dz dt.
Q wx(0,T)

Por (3.6), truncamos en (7'/4,37'/4) la integral de la izquierda y usamos

—2s004— — — 1
e BT —t) 3 >e 20(1+1/T>ﬁ en Q x (T/4,3T/4)

1
e BT ) < 0D L o (0,7)

// lp|? dz dt < CeCUH/T) // lo|? dz dt. (3.8)
Qx(T/4,3T/4) wx(0,T)

Para las soluciones de la ecuacién (3.2) tenemos la estimacién de energfa

para obtener

/wwﬁm</wm%nvmme
Q Q

e integrando en (7'/4,37/4) tenemos

2
[reopa< [f ol d dt.
Q Qx(T/4,3T/4)

Basta combinar esta desigualdad con (3.8) para obtener la desigualdad de observabilidad (3.3).



Las desigualdades de Carleman permiten obtener el control a cero de ecuaciones parabdlicas
mas generales. Por ejemplo, para una ecuacién de la forma

y — Ay + B(z,t) - Vy +a(z,t)y =ul, enQ,
y=0 sobre X, (3.9)
y(0) = ¢° en (.

Aqui,ay B = (Bi)i]il son N + 1 funciones que dependen de x y de t que suponemos pertenecen a
L>(Q). En este caso, se debe utilizar una desigualdad de Carleman apropiada para las soluciones
de la ecuacién del calor con un segundo miembro perteneciente a un espacio més débil (ver [9]). En
particular, la controlabilidad a cero de (3.9) es usada para tratar algunas ecuaciones parabdlicas no
lineales mediante de un argumento de punto fijo. El lector interesado puede consultar [3, 8, 5, 7, 2]
para algunos resultados de controlabilidad de la ecuacién del calor semi-lineal.

3.1. Esquema de la demostracién de (3.7)

En esta seccién presentaremos una idea de la demostracién de la desigualdad de Carleman (3.7).
La demostracién completa se puede consultar en [8] y [6].

En lo que sigue, C representa una constante positiva que puede variar de una linea a otra, pero
que sélo depende de € y w. Dividamos la prueba en varios pasos:

Paso 0: Preliminares.
Notemos que las funciones definidas en (3.5) son tales que

VE=AVné, Va=-A\Vn,

2 klnlloo _ pAElInlloo+n()) e Elnllsot+n(2))

i T ka7

Por lo tanto,
2

T

o], [&] S TE?,  |au| < CT?E.
Estas propiedades serdn importantes en los célculos que siguen.
Paso 1: Cambio de variables.

Denotemos ¢ := e **q y g := e~ %*(q: + Aq), donde « estd dada por (3.5) asociada a un abierto
wo € wy n € C%(Q) tal que cumple (3.4). Entonces, se verifica que

My + Moy = g + M3, (3.10)
donde
My = —2sX*|Vn|*E — 2sA (V- Vip)& + 1y, (3.11)
Moy = >N |Vn[*E€% + A + sau), (3.12)
y

Matp = sAARE — sA\*|Vn[*Ey.



Tomando la norma L?(Q) en (3.10), obtenemos

M1 32 (0 + 1M2]|72(g) + 2(Mity, Math) 1) = lg + Mzt 72()- (3.13)

La idea ahora es desarrollar el producto (M1, M2t)r2(g) (que contiene nueve términos) para
obtener los términos que aparecen en el lado izquierdo de (3.7).

Paso 2: Desarrollo de (M1, Mat)12(¢)-

Enumeremos los términos de Ma1) por (Mat))1, (Math)s y (Ma1))s (andlogo para Mii)). Inte-
grando por partes en tiempo y espacio, y usando las propiedades del Paso 0 de a y £, encontramos

(Myh, (Mah)1) 2 > 5°A* //Q\Vn!‘*ﬁglw,b!?dxdt—C//Q(s?’x”g?’+32A2T§3)\¢\2dxdt,

M1, (M 2 A2 Vn|2¢|Vi|? da dt + 2522 V- V2 ded
(M), (Math)a) 120y =5 //Qr n2¢ [T dudt + 25 //Qa n- Vol dedt
on |0y |2 2 \4r2 3002
_SA//Zanf)an) dedt — Cs2A'T //Qg )2 da dt
—C// (5 + A+ XN2T?)¢E|Vy|? de dt,
Q

(Myp, (Ma1h)3)r2q) = —C(s*N°T + sT?) //Q &) dz dt.

Ademas,
lg + Mzh||72 <C//Q |g|2da:dt+C//Q(52)\2T2+52)\4T2)§3|¢]2dxdt.
Volviendo a (3.13), tenemos que
M1 ) + 102032 g + 253 [ /Q VAPV dedr+ 2580 [ /Q Ve du e
< C//Q \g|2da:dt+C//Q(s3/\3+32)\2T+32)\4T2+5T2+32)\2T2)£3|¢|2dxdt
+C//Q(s+s/\+/\2T2)§\V1/1]2dxdt.

Ahora, usando el hecho de que |Vn(z)| > C > 0 para todo = € 2\ wp (ver (3.4)), tenemos
IM1]| 72y + [1M29[|72(q) + 25A° //Q§|V1/1]2dx dt 4 253\ //Q E3)ep|* da dt

<c// |g|2dxdt+Cs3)\4// 53\w\2dxdt+05/\2// £|Vy)? dzdt
Q wo X (O,T) wo X (O,T)

+C// (53)\3+32A2T+s2/\4T2+5T2+52/\2T2)§3z/z\zdde—C// (54 s+ NT)E|V|? da dt.
Q Q

(3.14)



Tomando s y A suficientemente grandes como s > C(T + T?) y A > C, respectivamente,
podemos estimar los términos globales de |¢|? v [V4|? que se encuentran a la derecha de (3.14) por
los términos que se encuentran a la izquierda. En otras palabras,

0// (3N3 + N2 + 2 XNAT2 4 572 4+ S2XN2T2)E3 |y 2 de dt < s°A° // EY|? de dt
Q Q

C// (5 4+ s\ + N2T?)E|Vep 2 da dt < sA? // ¢|Vep|? dz dt,
Q Q

para todo s > C(T +T?*) y A > C.
Asi, encontramos

M1 g + [ Mablagy + 532 [ /Q VP dedr+ A [ /Q €2 da

<C// ]g]dedt+Cs3)\4// 3|2 dz dt + CsA? // E\VyPdedt, (3.15)
Q wox(0,T) wox(0,T)

para todo s > C(T +T?) y A > C.
Paso 3: Derivadas de mayor orden.
En esta etapa, agregaremos a la izquierda de (3.15) integrales con pesos de |Aw|? y |¢¢|>. En

particular, la presencia de |A|? nos permitira estimar la tltima integral de (3.15). Notemos que
multiplicando (3.11) por el s~1/26=1/2_ tenemos que

8_1// E M el de dt < C|[Mi9[|72 () + CsX! // €|y|? da dt + CsA? // ¢|Vi|? dz dt,
Q 0 0
para todo s > CT?. De igual forma para (3.12) encontramos

8_1//625_1|A¢!2dxdt< CHMWH%Q(Q)+Cs3A4//Q€3\w\2dxdt+csT2 //Qfgh/zlzdmdt,

para todo s > CT?. Volviendo a (3.15), tenemos la desigualdad

s—l//Qg—l|¢t|2dxdt+s—l//Qg—lmw?dxdt+3A2//Q§|V¢dedt+s3A4//Q§3|¢|2dxdt

<C// ]g]dedt+Cs3)\4// 3| dz dt + CsA? // E|Vy> dedt, (3.16)
Q wox (0,T) wox(0,T)

para todo s > C(T +T?*) y A > C.

Ahora estamos en posicién de estimar la tltima integral de (3.16). Para esto, sea 0(x) € C3(w)
no negativa tal que ||0(z)||c = 1y 8(x) = 1 para todo = € wy. Asi, integrando por partes en espacio



tenemos

SAZ//WOT £V dadt <3A2//wx or 0(2)€|Vy|? da dt
= — s\? //wx . 2)EAYtp da dt — sA\? //wx(ojT)g(ve(x)-w)@b dx dt

_8/\3//w><0T E(Vn - V)ip da dt

es” // 5‘1\A¢!2dxdt+0// ($PA4E3 + MO [2 da dt,
Q wox(0,T)

donde ¢ = ¢(Q2,w) > 0 es una constante suficientemente pequena. De esta manera, volviendo
a (3.16), obtenemos

571 //Q§1|wt|2da:dt+s1//@51|A¢|2dxdt+s)\2//Q§|V¢]2d:zdt+53A4/Q§3|w|2dmdt

< C// gdedt+cs3A4// EY|? dedt, (3.17)
Q wx (0,T)

para todo s > C(T + T?) y A > C. Notemos que el costo de eliminar el término de |V1/|? en wq es
agrandar el dominio de control (pasamos de wy a w).

Paso 4: Regreso a la variable original.

Sélo resta volver a la variable original ¢ = e**1. Usando esta relacién en (3.17) obtenemos
directamente

571 // |2 da dt+s1 // YA da dt+s\? // §\Vw\2dxdt+s3)\4/ E3e g dw dt
Q Q Q Q

< c// e 2% gy 4+ Ag|? dzdt + Cs3\! // e 25| de dt, (3.18)
Q wx (0,T)

para todo s > C(T +T?) y A > C. Para |Vq|?, notemos que
e **Vq = Vi) — sAVnée %,

de donde deducimos
SAZ// Ee7 Vg2 dz dt < Cs)\? // §|V¢\2dxdt+033)\4// £3e725%¢|? da dt.
Q Q Q

Volviendo a (3.18) tenemos ahora
571 // Yoy |? da dt+s71 // EHAY|? dz dt+sA? // 56—28a|Vq|2dxdt+s3A4/ E3e 2|2 dz dt
Q Q Q Q

< c// e gy + Ag|? dzdt + Cs3A? // e g2 dx dt, (3.19)
Q wx (0,7

para todo s > C(T +T?) y A > C.



De forma andloga, para agregar los términos de |Ag|? y |¢| a la izquierda de (3.19), usamos las
relaciones

e Ag = Ah — e (sAAnEq + sN|Vn|*Eq + 2s0E(Vn - V) + s N2V |2€2q),

e g = P + sanih.
Esto concluye (el esquema de) la prueba de (3.7)

4. Control frontera

Consideremos ahora el caso en que el control actiia sobre una parte de la frontera de (2. Sea
I" € 99 un abierto no vacio de 02, y consideremos la ecuacion del calor

ye—Ay=0 en@,
y=ulp sobre X, (4.1)
y(0)=y" enQ,

donde y° € L?(2). Nos interesa encontrar un control u tal que la solucién de (4.1) sea tal que
y(T) = 0 en €. Resolveremos este problema de control de dos formas.

Forma 1: Usando el resultado de control interno. N
Sea ) una extensién suave de 2 tal que Q2 \ T' € 992, y un abierto w € Q \ Q. En este nuevo
dominio, consideramos el sistema de control

B —Aj=1uly enQ:=Qx (0,T),
y=0 sobre ¥ := 00 x (0,7, (4.2)
7(0) = y’1q en .

Sabemos por el Teorema 3.1 que para (4.2) existe u € L?(w x (0, 7)) tal que la solucién asociada

g € L2(0,T; H(Q))NCO(]0,T]; L?(12)) satisface §(T) = 0 en 2. Entonces, basta tomar la restriccién
de ¥ a Q, esto es, y := ylg € L*(0,T; H(Q)) N C°([0,T]; L*(Q)), que es claramente la solucién
de (4.1) con u := y|ry (o, que satisface y(T') = 0 en €.

Esto prueba el siguiente resultado.

Teorema 4.1. Sea T > 0 e y° € L*(Q). Eziste un control u € L*(0,T; HY/?(0Q)) tal que la
solucion y € L?(0,T; H'(Q)) N C°([0,T); L?(R2)) de (4.1) satisface y(T) =0 en €.
Ademds, eziste una constante C(Q,T',T) > 0 tal que

ull L2071 2(00)) < ClY° L2
Forma 2: Desigualdad de observabilidad.

Es posible probar el Teorema 4.1 directamente usando una desigualdad de observabilidad apro-
piada para la ecuacién adjunta (3.2) de la forma

0y |2
0 2dx<0// | dadt,
/QM( ) I'x(0,7) ‘8’”‘

10



para alguna constante C'(Q,I",T7") > 0. Esta desigualdad se puede probar ~con una desigualdad de
Carleman con pesos o y £ como en (3.5) asociadas a una funcién n € C?(Q) tal que

n>0en, n=0sobreQ\T y [|Vn|>0enQ. (4.3)

Notemos que si 77 es la funcién de (3.4) asociada a Q y @ (las extensiones de Q anteriores),

entonces 7 := 7)|q es una funcién tal que satisface (4.3).
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