Notas de Aalisis |

Gabiriel Larotonda

Parte 8: Teorema de cambio de variables

1. El método de sustitucdn

Nuestro objetivo para terminar con estas notas es entend®s funciona el teorema de
cambio de variables en dimensiones 2y 3, teorema que geadeaidea del método de sustitucion
para integrales eR.

Recordemos que $ies una funcién continua en un intervalo cerraddoR, y g es una fun-
cionC! en[a, b] tal que se puede hacer la composicfarg en[a, b], entoncesi(x) = f(g(x))d (X)
es una funcion integrable y ademas

g(b)

b
| f(e0)g (9ax= | f(udu ®

9(a)

En efecto, sF es una primitiva de, es deciF’'(t) = f(t) para toda en el intervald, entonces
se chequea facilmente (derivando) diex) = F (g(x)) es una primitiva de (g(x))d’ (x). Si apli-
camos el Teorema Fundamental del Calculo Integral a ladant en el intervalo con extemos
g(a),g(b), obtenemos

9(b)
(o) ~Flo@)= | f(au

puesto qué= es primitiva def. Por otro lado, aplicando el mismo teorema a la fundiren el
intervalo[a, b] obtenemos

lo que prueba la igualdad (1).

2. Particiones generales

Empecemos por una consideracion general que no demostsmeon gran detalle, pero
gue es razonable y permite simplificar los razonamientossggairan. Para calcular integrales



dobles, dado un dominid c R? con una frontera buena, lo gue hacemos es subdividir el domin
en rectangulos, de lados paralelos a los ejes. Mientraspeguefios sean los rectangulos, mejor
es la aproximacion del dominio, y una integral la pensanonscclimite de las sumas

iy f(RIU(R)

dondePR € R. En particular, el area de se calcula sumando las areas de los rectangulos. Sin
embargo, la eleccion de estas figuras (rectangulos de [mtalelos a los ejes) es en cierta medida
arbitraria. Es consecuencia de que el area de un rectaegubcil de calcular. Pero esto Gltimo
también es cierto para muchas otras figuras, y nada impicidaaintegrales usando estas figuras,
es decir, enmarcando al domirilocon estas figuras, particionandolo y calculando las suoras ¢
arriba, y luego tomando el limite al refinar la particibm thso concreto es el siguiente: podemos
tomar paralelogramos, es decir, figuras de lados parale®s dios, y hacer una particion Be
como indica la figura:

Puede probarse que existe la integralfden D usando rectangulos comunes si y solo si
existe la integral usando estos paralelogramos. La ideadgug funciona esto es la siguiente:
dado un rectangulR de lados paralelos a los ejes, puede tomarse una partieitnismo usando
paralelogramos, que aproxime tanto como uno quiera amgatoR.

Y reciprocamente, dado un para- :
lelogramo generaR, se lo pue-
de aproximar tanto como uno

Vamos a usar este hecho: fsies integrable e, entonces su integral se puede calcular

como ‘
[ [ f=1imy fPuR)

dondeR’ es una familia de paralelogramos que aproxima la reBionR, € R.



3. Transformaciones lineales

Observemos primero que ocurre en el plano, con una tranaéim lineal T : R? — R2
inversible. Dados dos vectores linealmente independigmtgtos van a parar pdr a otros dos
vectores linealmente independientes. Y entonces todanggto (o mejor dicho, todo paralelo-
gramo) va a parar a otro paralelogramo. Veamos la relacitne éas areas dB" y R=T(R"),
razonando primero sobre un caso particular.

Dado un rectangulo de lados paralelos a los ejes, su aresl-se ya
cula como base por alturg(R*) = AB. Podemos suponer que e, B)
rectangulo tiene uno de sus vértices en el origen, conioard

figura de abajo, pues una traslacion no modifica su areseds d

los lados miden exactameniey B. (A,0) x=

. L , L a b .
Si la transformacion lineal esta dada por la matrv% c d > en la base canodnica, enton-

ces se tiene
T(A,0) =T(A(1,0)) = AT(1,0) = A(a,c) = (Aa Ac)

mientras que
T(0,B) =BT(0,1) = B(b,d) = (Bb,Bd).

Entonces nuestro rectangul®y va a parar al paralelogran® = T(R") que esta generado por
T(A0)yT(0,B).

Ahora recordemos que dados dos vectores Z
v,w € R3, el area del parelelogramo determi-
nado porv,w se puede calcular como la nor-
ma del producto vectorial entwey w, es decir
area= ||v x w||. Tomemos entonces el para-
lelogramo imagen, pero pensado en el plano
xy enR3 como indica la figura de la derecha.
Los vectores son simplemente- (Aa, Ac,0),

w = (Bb,Bd,0).

< v

w=(T(0,B),0)

El area deR=T(R") es entonces
i ] k
|Ivxw| =|detf Aa Ac O || =](0,0,AaBd— AcBb)|| = |AB||ad— bc| = u(R")|detT]|.
Bb Bd O
Hemos descubierto el siguiente hecho fundamental:
Proposicion 3.1. Si T: R? — R? es una transformaén lineal inversible, y Res un recangulo
de lados paralelos a los ejes, entonceérela del paralelogramo R T(R*) que se obtiene como
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laimagende Rpor T es
M(R) = | detT [u(R").

Pero entonces, dada cualquier figlac R? que sea medible, $ = T(D*) indica la
imagen deD* por una transformacion linedl inversible, podemos cubrid* con rectangulo&’
que aproximen la figura, y asi estaremos llenabde T (D*) con paralelogramoB; = T(R") que
aproximan esa figura, como en el dibujo:

En consecuencigyD) = u(T(D*)) = |detT|u(D*). En efecto,

W(T(D)) = lim S W(R) = lim S W(T(R) = lim Y |detT |u(RY) = | detT |u(D").

Esto mismo se puede aplicar para calcular integrales. @bses en la figura que $i: R> — R
esta definida e = T(D*), entonced o T esta definida eD*:

/TI'\

fO\Tf\

R

Teorema 3.2(Cambio de variable, version linealpi D* ¢ R?, T : R? — R? es una transformaoin
lineal inversible y f: D =T (D*) — R es integrable, entonces

/Df:/D*(foT)\detT].

Demostraddn. TomamosR; rectangulos que aproximdd*, de manera qui = T (R") aproxi-
menD = T(D*). Entonces, R € R, se puede escrib = T(Q;) conQ; € R, luego

[ f = iy ROR) = lim Y (FoT)(QKT(R))
T(D*)
- IimZ!detT](foT)(Qi)u(Ri*):/ (foT)|detT|.

D*
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Ejemplo 3.3. Supongamos sabido que &@lea de un disco de radio R en el plano ®R?. Se
quiere calcular efarea de una elipse E de radioska> 0 dada por la parte interna de la curva de

ecuacon 2 g2
(2 + () =2

Si consideramos {,y) = (ax, by), es una transforma6h lineal cuya matriz es simplemente

o (20).

Como ab# 0, T es inversible y en particulddetT | = |ab] = ab. Observemos que la circunfe-
rencia unitaria D' = {x> +y? < 1} va a parar a E si le aplicamos T:

Entonces

u(E):/l:/ 1:/ 1/detT| = p(D*)| detT| = Tah
E T(D¥) D

4. Cambio de variable

Obsevemos la analogia en la formula del Teorema 3.2 camraufa (1), que representa el
caso de una variablédetT | juega el papel dg'. Por ahora este teorema tiene utilidad limitada.
Lo que queremos es extender el resultado a funciones imgsatuya diferencial sea inversible
salvo un conjunto muy pequefio (de medida nula). Es deaig da dominioD* y una funcion
T : R? — R? inyectiva, queremos hallar primero la relacion ent®*) y u(T(D*)) = u(D),

/TI'\

foT f
[Jp-foT \ Jo=ton T

R

y luego ver cual es la relacion entre la integralfden un dominio y la dd o T en el otro.

Si T es inyectiva, el domini® = T(D*) se puede pensar cubierto con las imagenes de los
rectangulos que cubrddr, es decir sSUR’ aproximarD* entonces)T (R") aproximarD =T (D*).
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¢ Como calcular la medida de cal@)? En principio es un problema dificil, ya quieno es lineal
y cadaR; = T(R") esta deformado como indica la figura:

3 /_T\,

La idea ahora es la siguiente. Podemos escribir, @ddR?, una expresion aproximada

T(X)=T(R)+DT(R)X+O(X),

dondeO(X) es simplemente "lo que falta después del téermino linézdta afirmacion es imprecisa
y luego haremos una demostracion formal, pero por ahorsepess qud se puede escribir asi.
Tenemos como hipbtesis qDF es inversible, salvo tal vez un conjunto de medida nula. i@
podemos imaginar que, como el primer término es sélo uplazsmiento por un vector fijo
T(P) € R?, que no modifica el area, mientras ¢DEX) es suficientemente pequefio, y no aporta
nada sustancial al area, entonces para un rectangulef@gucon veértice erp,

W(T(R)) ~ DT (R)R’) = [detDT (R)MR).

Siguiendo con esta linea de pensamiento, se tendriapda@minioD* y un conjunto de rectangu-
los R’ que aproximerD*,

MT(D") = limY uT(R))~limS w(DT(R)R)
= limy |detDT (R)|u(R) = [ |detDT
es decir
WD) =W(T (D) = [ |detDT|.

Mientras que sf : D =T (D*) — R es integrable, con un razonamiento analogo también de&en

/f:/ f:/ (foT)|detDT|.
D T(D%) D*

Vamos a llamar dT = |detDT| el determinante Jacobianode la funcionT.

Antes de pasar a una demostraciobn veamos unos ejemploggpa@mo se usa este resul-
tado, conocido comteorema de cambio de variable

Ejemplo 4.1. Una transformadn que se usa frecuentemente es la dada por el cambio de coor-
denadas polares, donde
T(r,8) = (rcog0),rsen®)).

En este caso se tiene
DT — cog0) —rsen®)
~ \ sern®) rcogd) /)’

con lo cual JT=rcos(0) +rserf(0) =r.



1. Calculamos ehrea del disco B de radio R> 0. Se tiene que, <0 <2ny0<r <
R, entonces Tr,0) recorre la circunferencia. Esto es*D= [0,R] x [0,21] mientras que
T(D*) = Br. En consecuencia,

2 R 1
u(BR) :/ / rdrd® = 2n=r?|§ = mR?
o Jo 2

YA
P
2. Se quiere integrar la fungn f(x,y) = (zxy2)5 en g Re
Xe+y4)2
la regibn anular A de arcat/4 entre R y R, sedin R A
indica la figura de la derecha. Luega'B- [Ry, Ry] x
[0, 7], mientras que TD*) = A, con lo cual / x>

fo— (foT)IT = sreosB)rsen®) g
A I

1 s 1 R
— /0 cog8) ser(E))dE)/R1 dr = Eseﬁ(e)yg(—F) R
_ _}}(i_i _R-Ri
~  22R R’ 4RR

Pasemos ahora a la demostracion del teorema. La ideal@st&axtraida del libro “Calcu-
lo en variedades”, de M. Spivak [3].

Teorema 4.2. Sea T: R? — R? inyectiva y G. Sea D c R? acotado y f: D = T(D*) — R
integrable. Si DT es inversible en'® JT =

/E‘)f:/*(foT)JT

Demostradbn. Basta probar, dade € D*, que existe un entorno d& deP donde vale el teorema
es decir
/ f— [ (foTVT
T(RY) R

En efecto, si esto es cierto entonces dividiebd@n un conjunto finito de entorn®$ donde vale
el teorema, y sumando las integrales, se tiene el resultadboenjunto totaD*.

La idea de la demostracion es descomponer a la funtEieomo la composicion de dos
funciones, cada una moviendo una sola variable, y usatigtiéfi en una variable en cada una de
las funciones.



D* T=KoH

T

SeaP = (a,b) e D*, y T(x,y) = (t2(X,y),t2(X,y)) y supongamos primero qu&T (P) = I.
En particulart; (P) = (1,0). Si ponemodH (x,y) = (t1(x,y),y), H es una funciorC! y también

se tieneDH (P) = |, puesto que
o
DH=( & % |,
0 1

Observemos quéH = |detDH| = ]%\ = % pues como esta derivada parcial vale undep es
una funcioén continua pudsesC?, podemos suponer que estamos en un entorno donde es positiva
Es decir

oy

= %

ComoDH (P) = I, por el teorema de la funcion inversa existe un entatrfque vamos a suponer
gue es un rectangulo abierto) BelondeH es inversible. Ahora ponemos

K(xy) = (xt2(H (xY)))

definida en un entorno d¢(P). Reemplazando se ve gieH = (t1(x,y),t2(x,y)) = T. Observe-
mos queDT = DKy o DH, donde poDKy queremos decir la diferencial #eevaluada e (X).
Luego deDT = detDKy detDH, con lo cual

JH

JT =JKy - JH.

Tomemos un conjunté/* C U alrededor dé®, y una funciong integrable alli. Podemos suponer
queW* es suficientemente pequefio para que se pueda tomar umgdot®” = [a,b] x [c,d] CU
gue contengdV*, y extendemogy como cero erR* —W* como es habitual. Entonces por el

Teorema de Fubini,
[o,8= ., [ atuvuy
H(W*) [cd] J1y

dondel, es el intervalo dado por la imagen f@eb| via g;(u,v) conv € [c,d] fijo, segln indica la
figura, pued fija [c,d]:



Ahora hacemos la sustituci@n= u,(x) = t1(x,v). Derivando respecto dese tiene

oy
du= &(x,v)dx,

y cuandox recorre(a, b], u recorrel,. Entonces

" oty
) du= / t s V) V) 3o \ Y d
L swvidu= [ gltxv)v)geocvidx

con lo cual at

1
= t1(X,Vv),V)— (X,V dxdv:/ H)JH.
/H(W*)g /[Qd] ab 9t (x V), V)5 (X V) (goH)

%

Con una cuenta analoga se tiene, para cualquier entoradai de H(P) suficientemente pe-

quefio,
/ f— / (foK)JIK.

/ f:/ f:/ (f o K)IK.
T(R¥) KoH(R*) H(R")
LLamandog = (f oK)JKy usando qug}, ) 9= f-(9oH)JH se deduce que

Luego

/ (FoK)IK= [ (foKoH)IKyJH.
H(RY) W

Como DT (X) = DKy x)DH(X), tomando determinante se tied&yJH = JT (donde conJKy
gueremos indicar al Jacobiano Ke evaluado erH), y juntando las Gltimas dos ecuaciones se

tiene
/ i :/ (foT)IT.
T(RY) g

Por Gltimo, siDT(P) # |,, basta llamaA = DT(P) que es una transformacion lineal inver-
sible, y llamanddlr = A~1o T, se tiene

/ f:/f f:ﬁ (foA)|detA,
T(R¥) AoT(R¥) T(R¥)



usando el resultado para transformaciones line&l&s aplicamos lo que probamos en el parrafo
de arriba a la funciof (que ahora verific®T (P) = I,), se tiene entonces

/_ (foA)]detA\:/ (fvoA‘loT)JT\detA\:/ (foT)IT
T(RY) Rt R
puesJT = |det(A~1)||detT | = |detA|~1JT. O

Terminemos esta seccion con un ejemplo sutil.

Ejemplo 4.3. Se quiere calcular el volumen encerrado bajo el cohe=z2 + y? y sobre el piso
z=0, pero en el reéngulo R= [0, 1] x [0, 1] del primer cuadrante. En resumen, se quiere calcular

/ /F;\/x2+y2dxdy

Presenta ciertas dificultades la integral en coordenadaseséanas, luego hacemos el cambio de
variable a coordenadas polares, es deciir;B) = (r cosd,r serf). El integrando queda como

(foT)IT=rr =r2,

muy sencillo de integrar.

YA

El problema es el dominio R. Tenemos que identificar el damini
D* dado en coordenadas polares tal quéDr) = R. Para ello es T,
conveniente dibujar R y partirlo al medio por la diagonal nco R
en la figura de la derecha:

Se tienen dos t@ingulos T, T, de igualarea, y por la forma del cono sabemos que el volu-

men lo podemos calcular como
vol = / / fy / f.
T1 T2

El triangulo T est determinado por las condicionds< y < x, 0 < x < 1. En coordenadas
polares, se observa que< 6 < T, mientras que para cadafijo r se mueve entre cero y la recta
vertical x= 1. Pero esta recta en coordenadas polares esx6) = 1, es decir

1

cog0)’
Luego debe ser Pel dominio en(r,8) dado por las condiciones

1

<r<
0TS 55

, mientras qué) < 6 <

N~
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Se tiene entonces

1 T r1/cog®) 5
—volz//f:// f:// (foT)JT:/ / r2drde.
2 T T(D}) 1 o Jo

Luego
1 131 11 [ser(r) +In(sedr) + tan(t)) cos*(r) | z
2ol = :_%/o cos’*(e)de_:_%i( co(r) >°
= L2 (VEZIn(+v3),

donde usamos una tabla para calcular la primitiva.

4.1. Cambio de variable enR3

Para el espacio, se tiene un resultado analogo. En primger, o es dificil probar que B
es un paralelogramo solido &%, y T es una transformacion lineal inversible, entoriesT (R¥)
es otro paralelogramo sélido y ademas

M(R) = | detT [u(R").
Con esto, se tiene un enunciado equivalente al del Teorednadh una demostracion analoga:

Teorema 4.4.Si D c R3y T : R® — R2 es una transformaén lineal inversible, entonces si‘D
es medible, D= T(D*) es medible y adeas

H(D) = | detT|u(D").

Finalmente, usando las mismas ideas que antes, toda fumgiéctivaT : R® — R3 con
diferencial inversible nos permite hacer un cambio de kégigue transforma una integral Bxi
en una integral e® = T(D*), de la siguiente manera.

Teorema 4.5. Sea T: R® — R3 inyectiva y G. Sea D ¢ R® acotado y f: D = T(D*) — R
integrable. Si DT es inversible ey JT = |detDT|, entonces

/E‘)f:/*(foT)JT.

La demostracion usa las mismas ideas que elgas@ y la omitimos. El iinico comentario
a tener en cuenta es que ahora hay que descompdneorao una aplicacion que primero mueve
dos variables y después una, y usar el resultado que ya ¢engsmna dos variables. Es decir, es
una demostracion por induccion.

Para terminar, algunos ejemplos.
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Ejemplo 4.6. 1. Coordenadas cihdricas.La transformaddbn T esh dada por
T(r,0,2z) = (rcog0),rsen®),z).

Esto es x=rcog0), y=rsen®), z=z.

Es muy conveniente cuando la regiD a integrar presenta simé# alrededor de un eje,
el “eje de rotacbn”. En este caso alrededor del eje z, pero con p@aggemodificaciones
pueden considerarse otras rectas como eje de rotachqu

cogB) -—rser(®) O
DT =| sen®) rcogb) O |,
0 0 1

luego JT= | detT | =r. Esta transformad@n manda un ladrillo vertical, en el espadin®, z)
(de lados r21, 25) en un cilindro vertical en el espacic, y, z) (de radio r y altura g) como
indica la figura:

z

X

Si fijamos la altura z= z;, la transformaadn T(r, 8, Zy) recorre una circunferencia horizon-
tal de radio r en la altura del plano z z,, donde x e y se pueden calcular observando que
en la figura, el vector Tr,8,Zy) mirado en el piso tiene componentes

x=rcogB), y=rsen®).

El anguloB se mide desde el eje x, en contra del reloj como sas@mos el plano xy desde
arriba. El nimero r= /X2 + Y2 nos da la distancia del puntfx,y,z) al punto(0,0,z), es
decir, la distancia al eje z.

Agu z esé libre, pero6 debe ser un iimero entrd0, 211 para que sea una fun@n inyec-
tiva (sino estamos pasando dos veces por el migngulo), y r un fimero positivo pues
representa una distancia.

Es decir, si(r,8,2) viven en0,+] x [0, 211) x R, entonces Tr, 0, 2) recorre todo el espacio
en forma inyectiva, con una salvedad: ski0, y z= z est dado, cualquiera sea é@ngulo
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6 no nos moveremos del pun(d,0,z,). Esto no es un problema pues-r0 representa la
recta del eje z, que es una régique no tienen nirign volumen que pueda afectar é@lculo
de una integral.

a) Se quiere calcular el volumen dgllido de revoluodn que se obtiene al girar élrea
bajo el giéfico de una funéin f en el intervalda,b]. Se supone que f es positivaiall
de manera que se obtiene una figutdida:

El volumen es independiente de la pasigias que para aprovechar las coordenadas
cilindricas pensamos a f como fubiide z, en el plano yz, es decieyf (z) > 0 como
indica la figura:

Al hacerla girar alrededor del eje z obtenemos eélido de revoluddn. Fijado un z
concreto entre ay b, el corte con élliglo est dado por la circunferenci@ <r < f(z).
Luego integrando en coordenadas polares se tiene

2n b ,f(2
vol = / / / rdrdzdo
0 a JO
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b1 b
= 2T[/ —fz(z)dz:/ nf2(z)dz
a 2 a

formula general que tamén puede interpretarse como que integramos entre ay b las
superficies de los discos de radi¢zf, que valen exactamnenie ().

1) Calculemos el volumen de un cori@ido de / R
base Ry altura h. Dibujado con eje en el eje
Z, el cono se obtiene girando &tea bajo la

recta y= Fﬁz, con zentrdy h. Luego

vol(cong = /onﬁzzdz

1 1 -
= §T[R2h = 3 vol(cilindro).

2) Calculamos el volumen deblgdo no acotado que se obtiene al giraré&ka bajo
la grafica de y= )—1( para x> 1:

Yy=x

Se tiene
. r1 . 1 . 1
vol= lim [ mzdz=mlim —Z[j=mlm (—~+1)=1

[—+o0 J1 Z r—+o0 Z r—+o r
Sorprendentemente, aunque@ido es no acotado, jsu volumen es finito! Resulta
méas sorprendente(a si recordamos que érea bajo la géfica de {x) = )—1( no

e ; : g0 1

es finita pues la integral impropig ™ $dxno es convergente

2. Coordenadas esficas.En este caso se trata de una transforn@acgue editil para regio-
nes que presentan simis alrededor de un punto del espacio, el caszsrsencillo es una

esfera. La transformabn T esh dada por

T(r,8,¢) = (rcogB)ser(¢),rsen8)send),rcosd)).

Para interpretarla, hay que considerar que un cubo de ladbuyTt se transforma en una
esfera de radio r en el espacia,y,z). Para leer estas cordenadas en una esfera, es con-
veniente entender su representacigrafica: r representa el radio, es decir, la distancia al

14



origen. Debe ser entonces uaimero positivo. EAnguloB una vez ras se mide desde el eje
X en sentido antihorario, es urtimero entreD y 21t Por Ultimo, elangulo¢ se mide desde
el eje z en forma verticapero basta tomar un dmero entre0 y 11 para recorrer todo el
espacio, ya que lodngulos mayores se alcanzan tomafdentretty 21t

z

X

Se observa que & rser(¢) representa la distancia déx,y,0) al origen, mientras que
rcog¢) es la altura o coordenada z del punto.

La diferencial de T es la matriz

cog0)send) —rser(B)sen(p) rcog0)cogd)
DT = | sern®)ser(¢) rcogB)send) rsend)codd) |,
cog¢) 0 —rseno)

luego desarrolando por laltima fila se tiene

JT =|detT| = |cog¢)[-r?serf(8)ser(d)cos(d)—rZcos(8)cosp)ser(d)]
—rser(¢) [rcos’(8) serf(9) +rserf(8) serf(9)] |
= [rPcog(¢)sen(d) +r’serf()ser(9)| = [r>sen(9)|.

Como en0, 1] el seno es positivo, se tiene
JT =r?ser(9).
a) Para empezar, calculamos el volumen de una esfera de radio R

vol(Br) — /Ozn/on/oerser{d))drdd)de

= 2mgR [ ser9)ds = 2R coso)[f) = 3R’
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b) De acuerdo a las leyes del electromagnetismo, la
carga total ekctrica Qr de un objeto es simplemen-

te la suma de las cargas puntuales. Al igual que en | )
el caso de la masa, en el caso de un objditids ] Re
D provisto de una densidad de cargala carga to- Ry

tal se consigue integrandp en el $lido D. Quere-
mos calcular la carga total de unaascara edri-
ca sed@in las restriccioned < Ry <r < Ry, |7 <
VX2 +y2 cuya densidad de carga g¥x,y,z) =
VX2 4y2/(x2+y? +7°). Lasegunda ecuah es la
de un cono, luego en el corte con el plano yz veremos |
la regibn anular encerrada por las rectas=z+ty.

rsenp senp

r2 r

2n ~3n/4 (R
or = // 2SN 2 compdrdddd
0

w4 JRg T

<y

Entonces, comp(r,,¢) =

_l’_

-31/4 1
— 2n [ serf¢dd (R R =R~ RE)(5 + ).

/4

N |
NI =

Ocurre aqti un feromeno curioso. Observemos que la densidad de carga tiende a
infinito cuando r— 0. Sin embargo las esferas de radio pefjo@portan poca carga
total, con lo cual, haciendo tenderR- 0, se tiene

1
Qr =R(5 +5)

gue nos dice que la carga total es finitaraen el caso de que la régi toque el origen.

¢ FIN? jEsto es so6lo el comienzo!
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