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Parte 8: Teorema de cambio de variables

1. El método de sustitucíon

Nuestro objetivo para terminar con estas notas es entender como funciona el teorema de
cambio de variables en dimensiones 2 y 3, teorema que generaliza la idea del método de sustitución
para integrales enR.

Recordemos que sif es una función continua en un intervalo cerradoI ⊂ R, y g es una fun-
ciónC1 en[a,b] tal que se puede hacer la composiciónf ◦g en[a,b], entoncesh(x) = f (g(x))g′(x)
es una función integrable y además

∫ b

a
f (g(x))g′(x)dx=

∫ g(b)

g(a)
f (u)du. (1)

En efecto, siF es una primitiva def , es decirF ′(t) = f (t) para todot en el intervaloI , entonces
se chequea fácilmente (derivando) queH(x) = F(g(x)) es una primitiva def (g(x))g′(x). Si apli-
camos el Teorema Fundamental del Cálculo Integral a la función f en el intervalo con extemos
g(a),g(b), obtenemos

F(g(b))−F(g(a)) =
∫ g(b)

g(a)
f (u)du

puesto queF es primitiva def . Por otro lado, aplicando el mismo teorema a la funciónH ′ en el
intervalo[a,b] obtenemos

F(g(b))−F(g(a)) = H(b)−H(a) =
∫ b

a
f (g(x))g′(x)dx,

lo que prueba la igualdad (1).

2. Particiones generales

Empecemos por una consideración general que no demostraremos con gran detalle, pero
que es razonable y permite simplificar los razonamientos queseguirán. Para calcular integrales
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dobles, dado un dominioD ⊂ R
2 con una frontera buena, lo que hacemos es subdividir el dominio

en rectángulos, de lados paralelos a los ejes. Mientras más pequeños sean los rectángulos, mejor
es la aproximación del dominio, y una integral la pensamos como ĺımite de las sumas

ĺım∑ f (Pi)µ(Ri)

dondePi ∈ Ri. En particular, el área deD se calcula sumando las áreas de los rectángulos. Sin
embargo, la elección de estas figuras (rectángulos de lados paralelos a los ejes) es en cierta medida
arbitraria. Es consecuencia de que el área de un rectángulo es fácil de calcular. Pero esto último
también es cierto para muchas otras figuras, y nada impide calcular integrales usando estas figuras,
es decir, enmarcando al dominioD con estas figuras, particionándolo y calculando las sumas como
arriba, y luego tomando el ĺımite al refinar la partición. Un caso concreto es el siguiente: podemos
tomar paralelogramos, es decir, figuras de lados paralelos dos a dos, y hacer una partición deD
como indica la figura:

D

Puede probarse que existe la integral def en D usando rectángulos comunes si y sólo si
existe la integral usando estos paralelogramos. La idea de por qué funciona esto es la siguiente:
dado un rectánguloRde lados paralelos a los ejes, puede tomarse una partición del mismo usando
paralelogramos, que aproxime tanto como uno quiera al rect´anguloR.

R

Y recı́procamente, dado un para-
lelogramo generalR′, se lo pue-
de aproximar tanto como uno
quiera usando rectángulos de la-
dos paralelos a los ejes.

R′

Vamos a usar este hecho: sif es integrable enD, entonces su integral se puede calcular
como

∫ ∫

D
f = ĺım∑ f (Pi)µ(R′

i)

dondeR′
i es una familia de paralelogramos que aproxima la regiónD, y Pi ∈ R′

i.
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3. Transformaciones lineales

Observemos primero que ocurre en el plano, con una transformación linealT : R
2 → R

2

inversible. Dados dos vectores linealmente independientes, estos van a parar porT a otros dos
vectores linealmente independientes. Y entonces todo rectángulo (o mejor dicho, todo paralelo-
gramo) va a parar a otro paralelogramo. Veamos la relación entre las áreas deR∗ y R = T(R∗),
razonando primero sobre un caso particular.

Dado un rectángulo de lados paralelos a los ejes, su área secal-
cula como base por altura,µ(R∗) = AB. Podemos suponer que el
rectángulo tiene uno de sus vértices en el origen, como indica la
figura de abajo, pues una traslación no modifica su área. Es decir,
los lados miden exactamenteA y B.

R∗

x(A,0)

(0,B)

y

Si la transformación linealT está dada por la matriz

(

a b
c d

)

en la base canónica, enton-

ces se tiene
T(A,0) = T(A(1,0)) = AT(1,0) = A(a,c) = (Aa,Ac)

mientras que
T(0,B) = BT(0,1) = B(b,d) = (Bb,Bd).

Entonces nuestro rectánguloR∗ va a parar al paralelogramoR = T(R∗) que está generado por
T(A,0) y T(0,B).

Ahora recordemos que dados dos vectores
v,w ∈ R

3, el área del parelelogramo determi-
nado porv,w se puede calcular como la nor-
ma del producto vectorial entrev y w, es decir
area= ‖v×w‖. Tomemos entonces el para-
lelogramo imagen, pero pensado en el plano
xy enR

3 como indica la figura de la derecha.
Los vectores son simplementev= (Aa,Ac,0),
w = (Bb,Bd,0).

x

z

v=(T(A,0),0)

w=(T(0,B),0)

y

El área deR= T(R∗) es entonces

‖v×w‖ = ‖det

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k
Aa Ac 0
Bb Bd 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

‖ = ‖(0,0,AaBd−AcBb)‖ = |AB||ad−bc| = µ(R∗)|detT|.

Hemos descubierto el siguiente hecho fundamental:

Proposición 3.1. Si T : R
2 → R

2 es una transformación lineal inversible, y R∗ es un rect́angulo
de lados paralelos a los ejes, entonces elárea del paralelogramo R= T(R∗) que se obtiene como
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la imagen de R por T es
µ(R) = |detT|µ(R∗).

Pero entonces, dada cualquier figuraD∗ ⊂ R
2 que sea medible, siD = T(D∗) indica la

imagen deD∗ por una transformación linealT inversible, podemos cubrirD∗ con rectángulosR∗
i

que aproximen la figura, y ası́ estaremos llenandoD = T(D∗) con paralelogramosRi = T(R∗
i ) que

aproximan esa figura, como en el dibujo:

D∗ D = T(D∗)
T

R∗
i

Ri

En consecuencia,µ(D) = µ(T(D∗)) = |detT|µ(D∗). En efecto,

µ(T(D∗)) = ĺım∑µ(Ri) = ĺım∑µ(T(R∗
i )) = ĺım∑ |detT|µ(R∗

i ) = |detT|µ(D∗).

Esto mismo se puede aplicar para calcular integrales. Observemos en la figura que sif : R
2 → R

está definida enD = T(D∗), entoncesf ◦T está definida enD∗:

D∗ D = T(D∗)
T

f

R

f ◦T

Teorema 3.2(Cambio de variable, versión lineal). Si D∗⊂R
2, T : R

2→R
2 es una transformación

lineal inversible y f: D = T(D∗) → R es integrable, entonces
∫

D
f =

∫

D∗
( f ◦T) |detT|.

Demostracíon. TomamosR∗
i rectángulos que aproximenD∗, de manera queRi = T(R∗

i ) aproxi-
menD = T(D∗). Entonces, siPi ∈ Ri , se puede escribirPi = T(Qi) conQi ∈ R∗

i , luego
∫

T(D∗)
f = ĺım∑ f (Pi)µ(Ri) = ĺım∑( f ◦T)(Qi)µ(T(R∗

i ))

= ĺım∑ |detT|( f ◦T)(Qi)µ(R∗
i ) =

∫

D∗
( f ◦T) |detT|.
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Ejemplo 3.3. Supongamos sabido que elárea de un disco de radio R en el plano esπR2. Se
quiere calcular eĺarea de una elipse E de radios a,b > 0 dada por la parte interna de la curva de
ecuacíon

(x
a

)2
+
(y

b

)2
= 1.

Si consideramos T(x,y) = (ax,by), es una transformación lineal cuya matriz es simplemente

T =

(

a 0
0 b

)

.

Como a,b 6= 0, T es inversible y en particular|detT| = |ab| = ab. Observemos que la circunfe-
rencia unitaria D∗ = {x2 +y2 ≤ 1} va a parar a E si le aplicamos T:

D∗ E = T(D∗)T

Entonces

µ(E) =

∫

E
1 =

∫

T(D∗)
1 =

∫ ∗

D
1|detT| = µ(D∗)|detT| = πab.

4. Cambio de variable

Obsevemos la analogı́a en la fórmula del Teorema 3.2 con la fórmula (1), que representa el
caso de una variable:|detT| juega el papel deg′. Por ahora este teorema tiene utilidad limitada.
Lo que queremos es extender el resultado a funciones inyectivas cuya diferencial sea inversible
salvo un conjunto muy pequeño (de medida nula). Es decir, dado un dominioD∗ y una función
T : R

2 → R
2 inyectiva, queremos hallar primero la relación entreµ(D∗) y µ(T(D∗)) = µ(D),

D∗ D = T(D∗)
T

f

R

f ◦T
∫ ∫

D∗ f ◦T
∫ ∫

D=T(D∗) f

y luego ver cuál es la relación entre la integral def en un dominio y la def ◦T en el otro.

Si T es inyectiva, el dominioD = T(D∗) se puede pensar cubierto con las imágenes de los
rectángulos que cubrenD∗, es decir si∪R∗

i aproximanD∗ entonces∪T(R∗
i ) aproximanD = T(D∗).

5



¿Cómo calcular la medida de cadaT(R∗
i )? En principio es un problema difı́cil, ya queT no es lineal

y cadaRi = T(R∗
i ) está deformado como indica la figura:

R∗
i

Ri = T(R∗
i )T

La idea ahora es la siguiente. Podemos escribir, dadoPi ∈ R
2, una expresión aproximada

T(X) = T(Pi)+DT(Pi)X +O(X),

dondeO(X) es simplemente ”lo que falta después del término lineal”.Esta afirmación es imprecisa
y luego haremos una demostración formal, pero por ahora pensemos queT se puede escribir ası́.
Tenemos como hipótesis queDT es inversible, salvo tal vez un conjunto de medida nula. Entonces
podemos imaginar que, como el primer término es sólo un desplazamiento por un vector fijo
T(Pi) ∈ R

2, que no modifica el área, mientras queO(X) es suficientemente pequeño, y no aporta
nada sustancial al área, entonces para un rectángulo pequeñoR∗

i con vértice enPi,

µ(T(R∗
i )) ≈ µ(DT(Pi)R

∗
i ) = |detDT(Pi)|µ(R∗

i ).

Siguiendo con esta ĺınea de pensamiento, se tendrı́a para un dominioD∗ y un conjunto de rectángu-
los R∗

i que aproximenD∗,

µ(T(D∗)) = ĺım∑µ(T(R∗
i )) ≈ ĺım∑µ(DT(Pi)R

∗
i )

= ĺım∑ |detDT(Pi)|µ(R∗
i ) =

∫

D∗
|detDT|,

es decir
µ(D) = µ(T(D∗)) =

∫

D∗
|detDT|.

Mientras que sif : D = T(D∗)→R es integrable, con un razonamiento análogo también se tendrı́a
∫

D
f =

∫

T(D∗)
f =

∫

D∗
( f ◦T)|detDT|.

Vamos a llamar aJT = |detDT| el determinante Jacobianode la funciónT.

Antes de pasar a una demostración veamos unos ejemplos paraver como se usa este resul-
tado, conocido comoteorema de cambio de variable.

Ejemplo 4.1. Una transformacíon que se usa frecuentemente es la dada por el cambio de coor-
denadas polares, donde

T(r,θ) = (r cos(θ), r sen(θ)).

En este caso se tiene

DT =

(

cos(θ) −r sen(θ)
sen(θ) r cos(θ)

)

,

con lo cual JT= r cos2(θ)+ r sen2(θ) = r.
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1. Calculamos eĺarea del disco BR de radio R> 0. Se tiene que, si0 ≤ θ < 2π y 0 ≤ r <
R, entonces T(r,θ) recorre la circunferencia. Esto es D∗ = [0,R]× [0,2π] mientras que
T(D∗) = BR. En consecuencia,

µ(BR) =
∫ 2π

0

∫ R

0
rdrdθ = 2π

1
2

r2|R0 = πR2.

2. Se quiere integrar la función f(x,y) = xy

(x2+y2)
5
2

en

la región anular A de arcoπ/4 entre R1 y R2 seǵun
indica la figura de la derecha. Luego D∗ = [R1,R2]×
[0, π

4 ], mientras que T(D∗) = A, con lo cual

A

x

y

R1

R2

∫ ∫

A
f =

∫ ∫

D∗
( f ◦T)JT =

∫ π
4

0

∫ R2

R1

r cos(θ)r sen(θ)

r5 rdrdθ

=
∫ π

4

0
cos(θ)sen(θ)dθ

∫ R2

R1

1
r2 dr =

1
2

sen2(θ)|
π
4
0 (−1

r
)|R2

R1

= −1
2

1
2
(

1
R2

− 1
R1

) =
R2−R1

4R1R2
.

Pasemos ahora a la demostración del teorema. La idea central está extraı́da del libro “Cálcu-
lo en variedades”, de M. Spivak [3].

Teorema 4.2. Sea T: R
2 → R

2 inyectiva y C1. Sea D∗ ⊂ R
2 acotado y f: D = T(D∗) → R

integrable. Si DT es inversible en D∗ y JT = |detDT|, entonces
∫

D
f =

∫

D∗
( f ◦T)JT.

Demostracíon. Basta probar, dadoP∈D∗, que existe un entorno deR∗ deP donde vale el teorema
es decir

∫

T(R∗)
f =

∫

R∗
( f ◦T)JT.

En efecto, si esto es cierto entonces dividiendoD∗ en un conjunto finito de entornosR∗
i donde vale

el teorema, y sumando las integrales, se tiene el resultado en el conjunto totalD∗.

La idea de la demostración es descomponer a la funciónT como la composición de dos
funciones, cada una moviendo una sola variable, y usar sustitución en una variable en cada una de
las funciones.
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T = K ◦H

H K

D∗

H(D∗)

D = T(D∗)

SeaP = (a,b) ∈ D∗, y T(x,y) = (t1(x,y), t2(x,y)) y supongamos primero queDT(P) = I2.
En particular∇t1(P) = (1,0). Si ponemosH(x,y) = (t1(x,y),y), H es una funciónC1 y también
se tieneDH(P) = I2, puesto que

DH =

(

∂t1
∂x

∂t1
∂y

0 1

)

.

Observemos queJH = |detDH| = |∂t1
∂x | =

∂t1
∂x pues como esta derivada parcial vale uno enP, y es

una función continua puesT esC1, podemos suponer que estamos en un entorno donde es positiva.
Es decir

JH =
∂t1
∂x

.

ComoDH(P) = I2, por el teorema de la función inversa existe un entornoU (que vamos a suponer
que es un rectángulo abierto) deP dondeH es inversible. Ahora ponemos

K(x,y) = (x, t2(H
−1(x,y)))

definida en un entorno deH(P). Reemplazando se ve queK ◦H = (t1(x,y), t2(x,y)) = T. Observe-
mos queDT = DKH ◦DH, donde porDKH queremos decir la diferencial deK evaluada enH(X).
Luego detDT = detDKH detDH, con lo cual

JT = JKH ·JH.

Tomemos un conjuntoW∗ ⊂U alrededor deP, y una funcióng integrable alĺı. Podemos suponer
queW∗ es suficientemente pequeño para que se pueda tomar un rectánguloR∗ = [a,b]× [c,d] ⊂U
que contengaW∗, y extendemosg como cero enR∗ −W∗ como es habitual. Entonces por el
Teorema de Fubini,

∫

H(W∗)
g =

∫

[c,d]

∫

Iv
g(u,v)dudv,

dondeIv es el intervalo dado por la imagen de[a,b] via g1(u,v) conv∈ [c,d] fijo, según indica la
figura, puesH fija [c,d]:

8



x

y

c

d

v

Iv

H(R∗)

Ahora hacemos la sustituciónu = uv(x) = t1(x,v). Derivando respecto dex se tiene

du=
∂t1
∂x

(x,v)dx,

y cuandox recorre[a,b], u recorreIv. Entonces

∫

Iv
g(u,v)du=

∫

[a,b]
g(t1(x,v),v)

∂t1
∂x

(x,v)dx,

con lo cual
∫

H(W∗)
g =

∫

[c,d]

∫

[a,b]
g(t1(x,v),v)

∂t1
∂x

(x,v)dxdv=
∫

W∗
(g◦H)JH.

Con una cuenta análoga se tiene, para cualquier entorno abiertoV∗ deH(P) suficientemente pe-
queño,

∫

K(V∗)
f =

∫

V∗
( f ◦K)JK.

Luego
∫

T(R∗)
f =

∫

K◦H(R∗)
f =

∫

H(R∗)
( f ◦K)JK.

LLamandog = ( f ◦K)JK y usando que
∫

H(W∗) g =
∫

W∗(g◦H)JH se deduce que

∫

H(R∗)
( f ◦K)JK =

∫

W∗
( f ◦K ◦H)JKH JH.

ComoDT(X) = DKH(X)DH(X), tomando determinante se tieneJKHJH = JT (donde conJKH

queremos indicar al Jacobiano deK, evaluado enH), y juntando las últimas dos ecuaciones se
tiene

∫

T(R∗)
f =

∫

R∗
( f ◦T)JT.

Por último, siDT(P) 6= I2, basta llamarA = DT(P) que es una transformación lineal inver-
sible, y llamandoT = A−1◦T, se tiene

∫

T(R∗)
f =

∫

A◦T(R∗)
f =

∫

T(R∗)
( f ◦A)|detA|,
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usando el resultado para transformaciones linealesA. Si aplicamos lo que probamos en el párrafo
de arriba a la funciónT (que ahora verificaDT(P) = I2), se tiene entonces

∫

T(R∗)
( f ◦A)|detA| =

∫

R∗
( f ◦A◦A−1◦T)JT|detA| =

∫

R∗
( f ◦T)JT

puesJT = |det(A−1)||detT| = |detA|−1JT.

Terminemos esta sección con un ejemplo sutil.

Ejemplo 4.3. Se quiere calcular el volumen encerrado bajo el cono z2 = x2 + y2 y sobre el piso
z= 0, pero en el rect́angulo R= [0,1]× [0,1] del primer cuadrante. En resumen, se quiere calcular

∫ ∫

R

√

x2 +y2dxdy.

Presenta ciertas dificultades la integral en coordenadas cartesianas, luego hacemos el cambio de
variable a coordenadas polares, es decir T(r,θ) = (r cosθ, r senθ). El integrando queda como

( f ◦T)JT = rr = r2,

muy sencillo de integrar.

El problema es el dominio R. Tenemos que identificar el dominio
D∗ dado en coordenadas polares tal que T(D∗) = R. Para ello es
conveniente dibujar R y partirlo al medio por la diagonal, como
en la figura de la derecha:

x

y

R
T2

T1

Se tienen dos triángulos T1,T2 de igualárea, y por la forma del cono sabemos que el volu-
men lo podemos calcular como

vol =
∫ ∫

T1

f +
∫ ∫

T2

f .

El tri ángulo T1 est́a determinado por las condiciones0 ≤ y ≤ x, 0 ≤ x ≤ 1. En coordenadas
polares, se observa que0≤ θ ≤ π

4, mientras que para cadaθ fijo r se mueve entre cero y la recta
vertical x= 1. Pero esta recta en coordenadas polares es rcos(θ) = 1, es decir

r =
1

cos(θ)
.

Luego debe ser D∗1 el dominio en(r,θ) dado por las condiciones

0≤ r ≤ 1
cos(θ)

, mientras que0≤ θ ≤ π
4
.
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Se tiene entonces

1
2

vol =
∫ ∫

T1

f =

∫ ∫

T(D∗
1)

f =

∫ ∫

D∗
1

( f ◦T)JT =

∫ π
4

0

∫ 1/cos(θ)

0
r2drdθ.

Luego

1
2

vol =
1
3

∫ π
4

0

1
cos3(θ)

dθ =
1
3

1
2

(

sen(r)+ ln(sec(r)+ tan(t))cos2(r)
cos2(r)

)

π
4
0

=
1
3

1
2
(
√

2+ ln(1+
√

2)),

donde usamos una tabla para calcular la primitiva.

4.1. Cambio de variable enR3

Para el espacio, se tiene un resultado análogo. En primer lugar, no es difı́cil probar que siR∗

es un paralelogramo sólido enR
3, y T es una transformación lineal inversible, entoncesR= T(R∗)

es otro paralelogramo sólido y además

µ(R) = |detT|µ(R∗).

Con esto, se tiene un enunciado equivalente al del Teorema 3.2, con una demostración análoga:

Teorema 4.4.Si D∗ ⊂ R
3 y T : R

3 → R
3 es una transformación lineal inversible, entonces si D∗

es medible, D= T(D∗) es medible y adeḿas

µ(D) = |detT|µ(D∗).

Finalmente, usando las mismas ideas que antes, toda función inyectivaT : R
3 → R

3 con
diferencial inversible nos permite hacer un cambio de variable que transforma una integral enD∗

en una integral enD = T(D∗), de la siguiente manera.

Teorema 4.5. Sea T: R
3 → R

3 inyectiva y C1. Sea D∗ ⊂ R
3 acotado y f: D = T(D∗) → R

integrable. Si DT es inversible en D∗ y JT = |detDT|, entonces
∫

D
f =

∫

D∗
( f ◦T)JT.

La demostración usa las mismas ideas que el cason= 2 y la omitimos. El único comentario
a tener en cuenta es que ahora hay que descomponer aT como una aplicación que primero mueve
dos variables y después una, y usar el resultado que ya tenemos para dos variables. Es decir, es
una demostración por inducción.

Para terminar, algunos ejemplos.
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Ejemplo 4.6. 1. Coordenadas cilı́ndricas.La transformacíon T est́a dada por

T(r,θ,z) = (r cos(θ), r sen(θ),z).

Esto es x= r cos(θ), y= r sen(θ), z= z.

Es muy conveniente cuando la región D a integrar presenta simetrı́a alrededor de un eje,
el “eje de rotacíon”. En este caso alrededor del eje z, pero con pequeñas modificaciones
pueden considerarse otras rectas como eje de rotación. Aqúı

DT =





cos(θ) −r sen(θ) 0
sen(θ) r cos(θ) 0

0 0 1



 ,

luego JT= |detT|= r. Esta transformacíon manda un ladrillo vertical, en el espacio(r,θ,z)
(de lados r,2π,z0) en un cilindro vertical en el espacio(x,y,z) (de radio r y altura z0) como
indica la figura:

x

y

z

z= z0

T(r,θ,z0)

θ r

r

Si fijamos la altura z= z0, la transformacíon T(r,θ,z0) recorre una circunferencia horizon-
tal de radio r en la altura del plano z= z0, donde x e y se pueden calcular observando que
en la figura, el vector T(r,θ,z0) mirado en el piso tiene componentes

x = r cos(θ), y = r sen(θ).

El ánguloθ se mide desde el eje x, en contra del reloj como si mirásemos el plano xy desde
arriba. El número r=

√

x2 +y2 nos da la distancia del punto(x,y,z) al punto(0,0,z), es
decir, la distancia al eje z.

Aqúı z est́a libre, peroθ debe ser un ńumero entre[0,2π] para que sea una función inyec-
tiva (sino estamos pasando dos veces por el mismoángulo), y r un ńumero positivo pues
representa una distancia.

Es decir, si(r,θ,z) viven en[0,+∞]× [0,2π)×R, entonces T(r,θ,z) recorre todo el espacio
en forma inyectiva, con una salvedad: si r= 0, y z= z0 est́a dado, cualquiera sea elángulo
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θ no nos moveremos del punto(0,0,z0). Esto no es un problema pues r= 0 representa la
recta del eje z, que es una región que no tienen ninǵun volumen que pueda afectar el cálculo
de una integral.

a) Se quiere calcular el volumen delsólido de revolucíon que se obtiene al girar eĺarea
bajo el gŕafico de una función f en el intervalo[a,b]. Se supone que f es positiva allı́,
de manera que se obtiene una figura sólida:

x xa b

f (a) f (x)

El volumen es independiente de la posición, aśı que para aprovechar las coordenadas
cilı́ndricas pensamos a f como función de z, en el plano yz, es decir y= f (z) > 0 como
indica la figura:

θ

z

a

b

r = f (z)

A(z) = πr2 = π f (z)2

Al hacerla girar alrededor del eje z obtenemos el sólido de revolucíon. Fijado un z
concreto entre a y b, el corte con el sólido est́a dado por la circunferencia0≤ r ≤ f (z).
Luego integrando en coordenadas polares se tiene

vol =

∫ 2π

0

∫ b

a

∫ f (z)

0
rdrdzdθ
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= 2π
∫ b

a

1
2

f 2(z)dz=
∫ b

a
π f 2(z)dz,

fórmula general que también puede interpretarse como que integramos entre a y b las
superficies de los discos de radio f(z), que valen exactamnenteπ f (z)2.

1) Calculemos el volumen de un cono sólido de
base R y altura h. Dibujado con eje en el eje
z, el cono se obtiene girando elárea bajo la
recta y= R

hz, con z entre0 y h. Luego

vol(cono) =

∫ h

0
π

R2

h2 z2dz

=
1
3

πR2h =
1
3

vol(cilindro).

z
h

0

R

y = R
hz

2) Calculamos el volumen del sólido no acotado que se obtiene al girar elárea bajo
la gráfica de y= 1

x , para x≥ 1:

xx 11

y = 1
x

Se tiene

vol = ĺım
r→+∞

∫ r

1
π

1
z2dz= π ĺım

r→+∞
−1

z
|r1 = π ĺım

r→+∞
(−1

r
+1) = π.

Sorprendentemente, aunque el sólido es no acotado, ¡su volumen es finito! Resulta
más sorprendente áun si recordamos que elárea bajo la gŕafica de f(x) = 1

x no
es finita pues la integral impropia

∫ +∞
1

1
xdx no es convergente.

2. Coordenadas esféricas.En este caso se trata de una transformación que eśutil para regio-
nes que presentan simetrı́as alrededor de un punto del espacio, el caso más sencillo es una
esfera. La transformación T est́a dada por

T(r,θ,ϕ) = (r cos(θ)sen(ϕ), r sen(θ)sen(ϕ), r cos(ϕ)).

Para interpretarla, hay que considerar que un cubo de lado r,2π,π se transforma en una
esfera de radio r en el espacio(x,y,z). Para leer estas cordenadas en una esfera, es con-
veniente entender su representación gráfica: r representa el radio, es decir, la distancia al
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origen. Debe ser entonces un número positivo. Eĺanguloθ una vez ḿas se mide desde el eje
x en sentido antihorario, es un número entre0 y 2π. Por último, elánguloϕ se mide desde
el eje z en forma vertical,pero basta tomar un ńumero entre0 y π para recorrer todo el
espacio, ya que lośangulos mayores se alcanzan tomandoθ entreπ y 2π.

z

x

y

r

a

ϕ

θ

T(r,θ,ϕ)

Se observa que a= r sen(ϕ) representa la distancia de(x,y,0) al origen, mientras que
r cos(ϕ) es la altura o coordenada z del punto.

La diferencial de T es la matriz

DT =





cos(θ)sen(ϕ) −r sen(θ)sen(ϕ) r cos(θ)cos(ϕ)
sen(θ)sen(ϕ) r cos(θ)sen(ϕ) r sen(θ)cos(ϕ)

cos(ϕ) 0 −r sen(ϕ)



 ,

luego desarrolando por láultima fila se tiene

JT = |detT| =
∣

∣cos(ϕ)
[

−r2 sen2(θ)sen(ϕ)cos(ϕ)− r2cos2(θ)cos(ϕ)sen(ϕ)
]

−r sen(ϕ)
[

r cos2(θ)sen2(ϕ)+ r sen2(θ)sen2(ϕ)
]∣

∣

= |r2 cos2(ϕ)sen(ϕ)+ r2sen2(ϕ)sen(ϕ)| = |r2 sen(ϕ)|.

Como en[0,π] el seno es positivo, se tiene

JT = r2 sen(ϕ).

a) Para empezar, calculamos el volumen de una esfera de radio R.

vol(BR) =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ R

0
r2 sen(ϕ)drdϕdθ

= 2π
1
3

R3
∫ π

0
sen(ϕ)dϕ =

2
3

πR3(−cos(ϕ)|π0) =
4
3

πR3.
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b) De acuerdo a las leyes del electromagnetismo, la
carga total eĺectrica QT de un objeto es simplemen-
te la suma de las cargas puntuales. Al igual que en
el caso de la masa, en el caso de un objeto sólido
D provisto de una densidad de cargaρ, la carga to-
tal se consigue integrandoρ en el śolido D. Quere-
mos calcular la carga total de una cáscara esf́eri-
ca seǵun las restricciones0 < R1 < r < R2, |z| ≤
√

x2 +y2 cuya densidad de carga esρ(x,y,z) =
√

x2 +y2/(x2 +y2 +z2). La segunda ecuación es la
de un cono, luego en el corte con el plano yz veremos
la región anular encerrada por las rectas z= ±y.

y

z

ϕ

R1

R2

Entonces, comoρ(r,θ,ϕ) =
r senϕ

r2 =
senϕ

r
,

QT =
∫ 2π

0

∫ 3π/4

π/4

∫ R2

R1

senϕ
r

r2 senϕdrdϕdθ

= 2π
∫ 3π/4

π/4
sen2 ϕdϕ

1
2
(R2

2−R2
1) = π(R2

2−R2
1)(

π
4

+
1
2
).

Ocurre aqúı un feńomeno curioso. Observemos que la densidad de carga tiende a
infinito cuando r→ 0. Sin embargo las esferas de radio pequeño aportan poca carga
total, con lo cual, haciendo tender R1 → 0, se tiene

QT = πR2
2(

π
4

+
1
2
)

que nos dice que la carga total es finita aún en el caso de que la región toque el origen.

¿FIN? ¡Esto es sólo el comienzo!

Referencias
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