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Todo el mundo sabe lo que es una
curva, hasta que estudia suficiente
matematica como para confundirse
con la innumerable cantidad de
posibles excepciones.

Felix Klein

1.1. Parametrizaciones

En esta primer parte del texto, estudiaremos la geometria de las curvas planas y
espaciales. Nos concentraremos en una clase especial de curvas, las llamadas curvas
regulares, que definimos formalmente a continuacion. Estas definiciones nos van a per-
mitir incluir en nuestras consideraciones, curvas que no son necesariamente suaves en
su trazo, pero si continuas y con puntos “no demasiado malos” donde no sean suaves.

Figura 1.1: Curva regular C c R"

Definicion 1.1.1. Dado un conjunto C C R"”, decimos que

1. a : [a,b] - R" es una parametrizacion de C si a es una funcion continua y la
imagen de a coincide con C, es decir Im(a) = C. En general consideraremos asig-
naciones « inyectivas en (a,b). En este caso decimos que C es una curva continua.


https://es.wikipedia.org/wiki/Curva

Curvas

2. La parametrizacién es suave si a es de clase C!, esto es si a(t) = (x(t),y(t)) en-
tonces x,y son funciones de clase C! en (a,b) y existen los limites laterales de las
derivadas en a, b. En este caso decimos que C es una curva suave.

3. La parametrizacion es regular si ademas de ser suave, se verifica que a’(t) no es el
vector nulo para todo t € (a,b) (equivalente a que ||a’(t)|| # 0). En este caso decimos

que C es una curva regular.

4. Si decimos que «a es regular a trozos, nos referimos a que la regularidad se verifica
en todo [4, b] exceptuando, tal vez, un conjunto finito de puntos t; € [4, b].

/ 1
‘. (au(to+ h) A

. 7 // )\Oé(t())+
N / v
77y s
r) / 4 //
/ e
/7
i L7 X7
17 7 ’ e
’ , .
/7, y P
TN P -7 /
P/l A
/. //
/, 7
w .
7, a(to)

b ato))

al(to),

}% (alto + h) — alto))

alto+ h) — alto)

a(ty) = é@g&% (a(to+ h) — a(to))

t)-

Definicion 1.1.2. Dada una parametrizacién regular « :

Figura 1.2: Vector tangente a la parametrizacion «a en el punto P = a(ty). Se muestran
los vectores y sus trasladados al punto «(

[a,b] —» R", llamaremos a

a’(ty) el vector tangente a a en el punto a(ty), para ty € [a,b]. La interpretacién geo-

métrica en la Figura 1.2 utiliza que

) L1
)=

(a(to+h) = alty)).
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Observacion 1.1.3. Al vector tangente a’(ty) también se lo suele denominar vector ve-
locidad. El sentido de este vector depende de la orientacén de la parametrizaciéon a y
su longitud ||a’(ty)|| de la rapidez a la que se recorre la curva. De hecho, a la longitud
lla’(to)|| se la suele llamar rapidez de la parametrizaciéon a en a(tg).

a(ti-1) (1))

Figura 1.3: Curva regular a trozos

Observacion 1.1.4. Como ya dijimos, cuando pedimos que a sea suave a trozos, si t;
es un punto donde a no es de clase C!, lo que si pedimos es que existan los limites
laterales de la derivada en ¢; (ver la Figura 1.3). Es decir, que existan

a'(t7)=lima’(t) y a(t)=1lima’(t).

t—t; t—tf

Por ejemplo: si C es la grafica de y = |x|, entonces C es una curva regular a trozos en
R%. Una parametrizacion tal de C es, por ejemplo

(t,—t) t<0
a(t) = .
(£) { (t,t) t>0
En efecto, se tiene que para esta parametrizacion

P\ (1,—1) t<0
“(t)_{ (1,1) t>0

y a pesar de que no existe a’(0), si existen a’(07) = (1,-1) y @’(0") = (1,1). Luego C es
una curva regular a trozos como habiamos afirmado.

Observacion 1.1.5. Si « : [a,b] — R" es regular a trozos, entonces ||a’(t)|| # 0 salvo en
finitos puntos de [4,b]. Ademas la funcién t +— ||a’(t)|| es continua en cada intervalo

[t tisa].
Definicion 1.1.6. Dada a : [4,b] — R" definimos la longitud de arco de a como el name-
ro

b
IY(a) =f (8] .
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Para que este namero esté bien definido, alcanza con que a sea suave a trozos (si hay
puntos donde a no es derivable, en la integral no van a ser relevantes por la condicién
que pedimos de que existan los limites laterales de la derivada).

En ese caso, si tg =a<t; <t <---<t,; <t, =0b son los puntos donde no hay
derivada, entonces

t t) b
LZ(a)zj ||a’<t>||dt+f ||a'<t>||dt+~-~+f l()]d.
a tl tn—l

Ejemplo 1.1.7. La curva a(t) = (£3,t?) parame-
triza la grafica de la funcién y = x*3, y a pesar
de que en (0,0) la curva no es suave (lo que se
ve reflejado en que a’(0) = (0,0)), podemos cal-
cular la longitud de la curva para, por ejemplo,
x € [-1,1]: se tiene a’(t) = (3t%,2t), luego

- 2/3

: L 1 y - y=z
Li(a) = |’ (t)||dt = Ot* + 4t4dt :
1 -1

r1
= [t|V9t2 + 4dt
-1

0 1
= —t\/9t2+4dt+f Vo2 + 4dt
1 0

J—

1
= 2J tVt2 + 4dt
0

2 1
= (917 +4)?
57 7

2
— 5[133/2 _43/2]‘

Observacion 1.1.8. Si en el ejemplo previo, uno intenta parametrizar C usando (t) =

(t,(t?)1/3), se obtiene
o1 213\ 2
pio=(150)= (1 5:)

y en este caso no existen ’(0*) ni f’(07) (la segunda coordenada diverge en t = 0). Pero
eso no quiere decir que la curva C no sea regular a trozos, sino que esta parametrizacion
en particular no sirve para decir que lo sea.

Como vimos, usando a(t) = (t3,t?) se deduce que C si es una curva regular a trozos.

Definicion 1.1.9. Dada una curva suave parametrizada como « : (a,b) — R”, y dado
P = a(ty), definimos la recta tangente a « en P como

Lpl/\V-i-P:/\a/(to)-f-a(to), AelR
(ver la Figura 1.4).

Observar que si bien el vector tangente a’(t) depende de la parametrizacion «a, la
recta tangente Lp no depende de como se parametriza la curva.
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Figura 1.4: Recta tangente a una curva regular

Observacion 1.1.10 (Derivada del producto interno y de la norma). Si @, 8 : I — R" son
dos curvas derivables, entonces es facil ver que

DBy = )+ G .

Afirmamos que si a(t) = 0, entonces (||a||) = ||a||*(a, &), esto es

d 1
Syl )il = 2@l

(a(t), a(t)). (L.1)
En efecto si g(t) = ||a(t)|| entonces g? = (a, ) y por la regla de la cadena y la observacién
anterior, 2¢¢ = 2(a, d).

1.1.1. Ejercicios

1.1.1. Dibujar las siguientes curvas de manera aproximada. Decidir cuales son cerradas
y cuales no. Calcular el vector y la recta tangente a cada una de ellas en un punto
genérico t = t;.

x(t) = 3cos(mt)

(t) = 3sen(rct) ) c(t) = (cos(t),sen(t),t)

a) «a(t) = (cos(t),sen(t)) b) {

x(t) = 4cos(mct)
d) e(t)=(2cos(t),3sen(t)) e) I(t)=(3t+1,t-2,—-t+4) f) y(t) = 4sen(mt)
z(t) = -3t

1.1.2. Dibujar las siguientes curvas planas, que estan dadas en coordenadas polares, de
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manera aproximada.
a) r=1+cos(0) (cardioide) b) r?=4cos(20) (lemniscata)

0

c) r=06 (espiral de Arquimedes) d) r=e” (espirallogaritmica)

e) r=sen(30) (flor de 3 pétalos).

1.1.3. Probar que las siguientes curvas parametrizan las dadas en el ejercicio previo:

a) a(t)=((1+cos(t)cos(t), (1 +cos(t)sen(t)  b)  a(t)= (et 2nlcosll))

1+sen?(t)” 1+sen?(t)

c) a(t)=(tcos(t), tsen(t)) d) a(t) = (e cos(t), e’ sen(t))

e) «a(t)=(sen(3t)cos(t),sen(3t)sen(t)).

1.1.4. Si n € IN, dar una expresion en coordenadas polares y una parametrizacion de
una curva cuyo trazo sea una flor de » hojas.

1.1.5. Probar que, en la espiral logaritmica, el angulo entre el radio vector 7 (que une
el origen con un punto P de la curva) y el vector tangente en P es constante.

1.1.6. Dado y € (0,7), hallar una variante de la espiral logaritmica donde el 4ngulo
entre el radio vector y el vector tangente sea exactamente ) (hallar una expresion en
coordenadas polares y una parametrizacion).

1.1.7. Probar que, en la espiral de Arquimedes, la distancia entre vueltas es constante
si se mide a lo largo del radio vector 7.

1.1.8. Dado a > 0, hallar una variante de la espiral de Arquimedes donde la distancia
entre vueltas sea exactamente a (hallar una expresiéon en coordenadas polares y una
parametrizacion).

1.1.9. Dadas las siguientes curvas C, hallar dos parametrizaciones que las orienten que
manera distinta:

a) C el arco de parabola de ecuacién y = x2 entre los puntos (-1,1) y (2,4).
b) C la circunferencia de radio 2 con centro en (2,1).

. ./ 2 2
¢) C la elipse de ecuacioén 2; + %2 =1lcona,b>0.

d) C el segmento de R® que une (2,3,-1) con (3,2,1).

2

e) C C IR3 la interseccion de y = x con x +z = 2 en el primer octante.
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f) Claintersecciéon de x> +y2+22 =8 con z = \/x2 + 2.

1.1.10. * La curva plana tractriz.

a) Sea C una curva plana en el primer cuadrante, con la propiedad de que la longitud
del segmento de la recta tangente entre el punto de tangencia y la intersecciéon con
el eje de las p es constantemente 1, esta curva es la tractriz. Probar que si a(t) =
(x(¢),v(t)) es una parametrizacion de C, entonces se verifica la ecuacion diferencial

(haciendo un grafico aproximado se verifica que debe tomarse el signo —).

b) Probar que si C es el grafico de y = y(x), entonces y verifica la ecuacién diferencial

d—y = +—1_X2
dx

- X

c) Probar que vy = y(x) = ln(H— ";‘xz) — V1 —x? es una tractriz.

1.1.11. Calcular la longitud L(C) = Lb la’|| de todas las curvas del ejercicio 1.1.9. En el
caso de la elipse, dejar planteada la integral (no tiene primitiva elemental).



8 Curvas

1.2. Reparametrizaciones

El Ejemplo 1.1.7 nos muestra que hay muchas maneras de parametrizar la misma
curva. Cuando a, f son dos parametrizaciones de la misma curva C, decimos que f3 es
una reparametrizacion de « (y viceversa).

Definicion 1.2.1. Si a : [4,b] — R" es una curva regular, y tomamos una funcion ¢ :
[a,b] — [c,d] biyectiva y derivable, con ¢’(x) # 0 para x € (a,b), entonces

B=aogpl:[c,d] > R" (1.2)
es una reparametrizacion de a.

Observar que como ¢ es biyectiva y con derivada no nula, entonces su inversa ¢~ :
[c,d] — [a,b] también es derivable, y su derivada se puede calcular mediante

d _ 1V 1
&)= 0= e 13
o también de la forma: (go_l),(q)(t)) = go’l(t) |

parase(c,d)yte(ab) (por el teorema de la funcién inversa). Este hecho implica que

’
también resulta ser una parametrizacion regular. Ademas tanto ¢’ como ((p‘l) tienen
el mismo signo que se conserva en sus intervalos de definicion, de donde resulta que ¢
y ¢! son ambas estrictamente crecientes o ambas estrictamentte decrecientes.

Definicion 1.2.2. Diremos que una reparametrizacion  de a como en (1.2) conserva la
orientacion de « sila curva C se recorre en el mismo sentido con ambas parametrizacio-
nes (equivalentemente, si ¢ y por lo tanto ¢! son crecientes). Por otro lado, diremos
que B invierte la orientacion de «, si la curva C se recorre en el sentido opuesto con cada
parametrizacién (equivalentemente, si ¢ y por lo tanto ¢! son decrecientes).

o) Ba)

o) p(b)
Figura 1.5: Reparametrizacién (s) = a(a+b—s) de a : [a,b] — R", con la orientacién opuesta

Para cada curva regular a trozos C, y cada intervalo [f;,t;,1] de regularidad de al-
guna parametrizacion «a : [a,b] — R", una reparametrizacion es simplemente un cambio
de variable real en el parametro, pero elegido de tal manera que el mismo sea suave y
preserve el sentido (orientacion) del recorrido de a en todos los intervalos (t;,t;,1], 0
bien que invierta el sentido del recorrido de a.
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Ejemplo 1.2.3. Volviendo al caso de un tnico intervalo de regularidad, y a modo de
ejemplo: tomamos la recta a(t) =tV + P, y nos quedamos con el segmento que va desde
P hasta V + P (esto es, tomamos t € [0, 1]) entonces tomando

B(s)=(s>~1)V +P,

con s € [1,\/5], se verifica que f es reparametrizaciéon de a. En efecto, la funcién f :
[0,1] = [1,V2] dada por f(t) = Vt + 1 es biyectiva: si llamamos s = f(t), hallar la funcién
inversa de f es simplemente despejar t de la ecuaci(')n dicha, es decir despejar t de la
ecuacion s = Vt+ 1. El despeje nos da t = f~!(s) = s> - 1, luego B(s) = a o f!
a(s>—1) = (s>~ 1)V + P. Notemos que a(0) =P = (1), (1) = V+P = ﬁ(\/_) lo que nos
dice que @ y B recorren la misma curva en el mismo sentido, s6lo que con diferentes
velocidades.

Veamos esto ultimo, relacionado con la longitud, con mas detalle: a’(t) = V, luego
lla’(t)|| = ||V|| = cte, mientras que p’(s) = 25V, luego ||’(s)|| = 2s||V||. Sin embargo,

1 1
:f ||a'||=f Vi =[vI,
0 0

V2 V2 V2 2V2
Ly"(B) :J 25||V]| = ||V||f 2sds =[|V]ls”, =[IVII(2=1) =V
1 1

y también

Es decir, a pesar de que las velocidades son distintas, la longitud medida con una u otra
parametrizacion es la misma. Esto no es casual, sino que es un hecho general, bastante
légico, que enunciamos a continuacion:

Teorema 1.2.4. Sea C C R" curva reqular a trozos. Sea « : [a,b] — R" una parametrizacion
regular a trozos de C y p : [c,d] — R" una reparametrizacion regular a trozos de a. Entonces

Li(@) = LE(B) = L(C),
es decir, la longitud de una curva regular a trozos no depende de la reparametrizacion usada.

Demostracion. La prueba es consecuencia del teorema sobre integrales de linea que de-
mostramos a continuacién, para el caso particular f = 1. O

De aqui en mas, y siempre que sea necesario distinguirlas, denotamos (-)" = ;S la
derivada respecto del parametro real s, y denotamos (-)" = dt la derivada respecto del
parametro real ¢.

Teorema 1.2.5. Sea C C R" una curva regular a trozos. Sean a : [a,b] > R"y B : [c,d] - R"
parametrizaciones regulares a trozos de C, con  una reparametrizacion de o como en (1.2).
Entonces para toda funcion continua f : C — R, se tiene

f (F o) (1) (0 |dt—f (F o B)(5) I18765) s (1.4)
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Demostracion. Podemos suponer, dividiendo las integrales en pedazos, que la curva C
es regular. Sea ¢ : [a,b] — [c,d] biyectiva y de clase C! de manera que B(s) = a(¢p~!(s))
sea una reparametrizaciéon de a (o lo que es igual a(t) = B(¢(t))). Entonces p'(s) =
a(@1(s))(@~!)(s) o también d(t) = B'(¢(t))@(t). Llamando s = ¢(t), se tiene ds = ¢(t)dt,

y la integral de la izquierda se puede escribir como

\f (f o a)(t) ()] dt J‘f ) 1IB (1) (o)l dt (1.5)

[ w1000 18 w00 gton a1

Consideremos primero el caso en que ¢ sea creciente (es decir, cuando  conserva la
orientacion de a). En este caso resulta entonces que @(t) > 0 (por lo que ||’ (¢(t)) ¢(t)|| =

IB" (@I @ (t)] = I (@) ¢(t)), y ademas ¢(a) = ¢, ¢(b) = d. Entonces la integral
anterior (1.5) es igual a:

@(b)=d
Jf ) 1B <w¢mm:f £ (B 1B (s HM—Jf D 1IE (5)] ds

pla)=c

donde las ultimas igualdades se obtienen utilizando la sustitucion s = ¢(t) con ds =
@(t)dt. Esto prueba la identidad (1.4) para el caso en que ¢ sea creciente (f conserva
orientacion dada por a a C).

En el caso en que ¢ sea decreciente (es decir, cuando f invierte la orientacion de «a),
resulta que ¢(t) < 0. Entonces ahora

1B (@(£) @l =11B" (@) @] = IB" (@)l (=¢(t)),

y ademas ¢@(a) =d, ¢(b) = c. Entonces en este caso la integral (1.5) es igual a:

p(b)=c
—f F(Bs) NI (s)]l ds

(ff ) 118/ (5) ] ds

donde la primera igualdad se obtiene utilizando la sustitucion s = @(t) con ds = @(t)dt

ff D IB (@) (—gp(t)) dt

y la segunda igualdad a partir de que jdcg = —Ld g. Esto prueba la identidad (1.4) para
el caso en que @ sea decreciente (§ invierte la orientacién dada por a a C). O

Corolario 1.2.6. Sea C C IR" curva regular a trozos. Sean « : [a,b] — R" una parametriza-
cion regular a trozos de C y B : [c,d] — R" una reparametrizacion de a. Entonces para todo
campo continuo F : C — R", se tiene

b
J (Foa(t),a(t))dt = j (Fop(s),p(s))ds, sip conserva la orientacion de a
a
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b
J (Foal(t),dal(t))dt = J (F o B(s), B (s))ds, sip invierte la orientacion de a.
a

Demostracion. Definimos f : C — R a lo largo de C como
a(t)
[l (t)ll

Usando la notacion del teorema anterior s = @(t), para ¢ : [a,b] — [c,d], notemos que si
a'y p tienen la misma orientacién resulta

a(t) _ ple(t)
(o)~ 1B (o)

fla(t)) =((Foa)t),

).

y si tienen orientacién opuesta

a(t) B'(o(t))

la@)ll 1B (@I

Esto implica que f(a(t)) = f(pB(s)) en el primer caso y que f(a(t)) = —f(B(s)) en el se-
gundo.

Luego, resulta

_ ) |
[oamamar = [“aroarn 2 i a

_ (1) (s

- L<(P 00 e ar = [ oo o a

d
Teo 125 f (f o B)s) ||ﬂ'<s>||=if (F o )(s), Bs)) ds

donde la antetltima igualdad es consecuencia del teorema previo y los signos + de-
penden de si f(a(t)) = f(B(s)) osi f(a(t)) = —f(B(s)) como se analiz6 al comienzo de
la demostracion (que corresponden a los casos en que f conserve (signo +) o invierta
(signo —) la orientacion dada por a ala curva C). O

1.2.1. Parametrizacion por longitud de arco

Definicion 1.2.7. Para una curva regular a trozos C, diremos que C esta parametrizada
por longitud de arco si @ parametriza a C y ||a’(t)|| = 1 para todo t € [a,b]. Diremos que
la rapidez de « es constante si ||a’(t)|| = cte.

Observando un dibujo, deberia ser claro que una curva regular siempre se puede
recorrer con velocidad unitaria. Mas precisamente:
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Teorema 1.2.8. Sea C C R” curva regular a trozos parametrizada por «. Entonces, si 0 <
¢ = L(C) < oo, existe una tinica curva regular a trozos p : [0,{] — R" que parametriza a
C con el mismo sentido, de manera que ||f’(s)|| = 1 para todo s € [0,£]. Es decir, p es una
reparametrizacion por longitud de arco de a. Ademds si a es de clase C* entonces p lo es
(k eIN).

Existe también una reparametrizacion y : [0,1] — R" con rapidez constante (es decir
ly"(s)ll = €= L§(B)).

Demostracion. Basta probar la afirmacion para una curva regular, haciendo la prueba
en cada intervalo de regularidad. Entonces tenemos que « : [4,b] — IR" es una parame-
trizacién regular de C. En particular, ||c(t)]] > 0 para todo t € (a,b). Sea £ = LY(C). Vamos
a reparametrizar C entre a(a) y a(b). Definimos d : [a,b] — [0, €] como

t
d(t) = j la(x)|| dx, para t € [a,]].

Observemos que esta integral existe para todo t € [4,b] ya que « es regular (en particular
a e Cl,ver (1.1.1)). Como d(t) = ||c(t)|| > 0, d es estricamente creciente, y como d(a) = 0,
d = ¢, d es biyectiva. Ademas, por el el teorema de la funcién inversa, d=! : [0,£] — [a, b]
es derivable y

-1 4 _ 1 _ 1
(d )(d(t))_—d(t)_”d(t)” Vte(ab) (1.6)
(ver (1.3)).

Consideramos f8 : [0,£] — R" dada por f(s) = (a o d‘l)(s) donde usamos s para la
variable que vive en [0,{], y reservamos ¢ para la variable que vive en [a,b]. Notemos
que s = d(t), mientras que d~!(¢) = s con esta notacién.

Claramente, como d~! recorre [a,b] cuando s recorre [0,£], p = a o d! recorre la
imagen de a, es decir C, entre a(a) y a(b). Como ademés d~! € C! ya que d’ = ||d|| es
continua (ver (1.1.5)) y d # 0, también es claro que 8 es suave en el interior del intervalo,
por ser composicion de funciones suaves. Veamos que f es una parametrizacién con
velocidad unitaria. Para ello, derivamos

Bl) = (a(ds)) = a(d o) (47) 0

mediante la regla de la cadena. Es decir, recordando que s = d(t) y la formula de la
derivada de la inversa (1.6), resulta que

.
lla (Ol

Tomando normas y recordando que V/||V|| es siempre un vector unitario, se tiene que

I8”(s)l| = 1 para todo s € (0,£), que nos dice que f esta p.x.l.a. Ademas si a es C¥, enton-

ces d es C¥ y el teorema de la funcién inversa nos dice que d~! también, luego f = aod™!
k

es C*.

p(s) =a(t)
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Para ver la unicidad, notemos que si y : [0,K] — RR? es otra reparametrizacién
con rapidez 1, debe ser y(u) = a o ¢(u) para alguna ¢ : ] — [0,K] estrictamente cre-
ciente (tiene el mismo sentido). Equivalentemente ¢’(x) > 0. Entonces 1 = ||y (u)|| =
@’ (u)lla(p(u))|| asi que @’(u) = ||a(@(u))||"! lo que nos dice que ¢ es solucién de la
misma ecuacién diferencial que d~'. Como ¢(0) = a = d~1(0), por la unicidad de las
soluciones debe ser ¢ = d, y ademés d1(K) = p(K) =b =d () luego K =¢.

Para reparametrizar con rapidez constante en el intervalo [0,1], tomamos y(s) =
B(s?). definida claramente en [0,1] y ademas y’(s) = p’(s€)€ luego ||y’ (s)l| = CIIB"(sO)|| =
{1 =¢. O

Observacion 1.2.9. En general es falso que si @ es una curva regular, y  (su reparame-
trizacién por longitud de arco) es de clase C¥ (k > 2), entonces a era CK. Por ejemplo
consideremos a(t) = (t3 +t,0) con t € R, entonces d(t) = (5/3t¥3 +1,0) que es regular,
pero no es C2. Sin embargo, es claro (y puede el lector verificarlo) que al reparametrizar
a por longitud de arco obtenemos (s) = (s, 0), que es de clase C*.

1.2.2. Rectificacién (de un arco)

En esta seccion vamos a dar una idea geométrica mas precisa de por qué la longi-
tud de arco se mide integrando la rapidez de una curva, mas explicita que la idea de
que la distancia se obtiene integrando la velocidad. Para ello recordamos primero dos
resultados del calculo:

Teorema 1.2.10. Sea « : [a,b] — R? curva regular, con a(t) = (x(t),y(t)) y consideremos
a <s <t <b|. Entonces existen cy,cy € (s, t) tales que

a(t) = a(s) = (x(t) = x(s), p(t) = 3(s)) = (x"(cx), ¥"(cy))(t = 5).

Demostracion. Basta aplicar el teorema del valor medio de Lagrange a las funciones
x,7 : [s,t] = R. Este teorema, recordemos, dice que si g : [a,b] — R es continua y deri-
vable en el interior, entonces existe c € (a,b) tal que

o 8(b)—gl(a)
g'(c) = T h_a

O

Teorema 1.2.11. Si g: [a,b] — R es una funcion continua, y m={a=1ty<t; <---<t, 1 <
t, = b} es una particion de [a, b], entonces para cualquier eleccion de c; € (t;,t;,1), se tiene

n—1
Y gleltin —t) — fbg

i=0

cuando refinamos la particion y hacemos tender la distancia entre los t; a cero (haciendo
tender n — oo0).
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Tomemos ahora una curva regular C parametrizada por « : [a,b] — R?. Una primera
y muy burda aproximacion a su longitud, es considerar ¢ = ||a(b) — a(a)||. Observemos
que mientras menos curvada esté C, mas precisa es esta aproximacion. Si queremos me-
jorar la aproximacion, podemos tomar algtin punto intermedio t; € (a,b) y considerar

C=lla(ty) - ala)ll+ lla(b) - a(t,)]l
Esta sigue siendo inexacta, pero mejora la anterior. Se puede observar graficamente

(ver la Figura 1.6) que tomando una particion 7w ={a =ty <t; <--- <t, 1 <t, = b} del
intervalo [a,b] y considerando la suma de longitudes de segmentos

n—1
=~ lea(tm) —a(h)l
i=0

se obtiene una aproximacién que mejora a medida que n crece.

la(tiar) — alt)]

Figura 1.6: Longitud de una poligonal para aproximar la longitud de una curva

Veamos que esta cantidad tiende a L%(a) cuando n — oo. Esto justificaria plenamen-
.y . b .

te la definicién que dimos para LY(a) = fa lla’||. Observemos que cuando refinamos la

particion, como ¢y, ¢y, € (t;,tiy1), podemos suponer al pasar al limite que ¢y, = ¢, = ¢;

i i

para todo i (esta afirmacion la justificamos al final de la discusion). Luego

n-1 n-1
0= ) latti)—alt)ll =) lla’(e)l (ti1 —t;) (1.7)
i=0 i=0

apelando al Teorema del valor medio de Lagrange (Teorema 1.2.10). Refinando la par-
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ticion y tomando limite, obtenemos

n—1 b
Y el e =t =, | el ds
i=0 a

recordando las sumas de Riemann (Teorema 1.2.11), aplicadas a la funcién real dada
por g(s) = [la’(s).
Para justificar rigurosamente el paso (1.7) de la discusioén de arriba, notamos que

como estamos suponiendo que a es de clase C!, y denotando A; = t;,; — t;, podemos
encontrar una particion suficientemente pequena tal que

|||w||

A —lla (eIl < e (1.8)

para todo c; € A;. Esto permite comparar cualquier suma de longitudes sobre particio-
nes, con cualquier suma de Riemann de la integral.

2 b .
Hemos probado que el nimero L!(a) = L |la’|| representa en efecto la longitud de
la curva C parametrizada por «, pensada como limite de sumas de longitudes de seg-
mentos que la aproximan. Este proceso se conoce como rectificacion del arco.

Observacion 1.2.12. Si f:1 — R" es una curva continua, podemos definir su integral

coordenada a coordenada, obteniendo asi una nueva curva t f: B(t)dt (ver el Ejercicio
0

1.3.20). En particular

b b
||a<b>—a<a>||=||j o'c(t)dtusj (1)t

en cualquier intervalo, y entonces para cualquier particion {t;}; del intervalo [a, b],

n—1 n—1 tist b .
llar(tivr) —a(t)ll < la(®lldt = | lla(®)lldt = Ly(a).
|

Entonces el proceso de rectificacion siempre aproxima por debajo el nGmero que defini-
mos como longitud de la curva, L2(a). Se deduce también que si definimos ¢(a) como
el supremo sobre todas las particiones,

fa)=sup ) _dist(a(t),a(tis)

debe ser {(a) < L(a). Notemos que el nimero ¢(«) puede definirse aunque « no sea de
clase C! (basta en realidad que a sea absolutamente continua.

Problema 1.2.13. Dejamos como ejercicio ver que, usando (1.8), se tienen {(a) = L(«a)
cuando la curva es de clase C! a trozos.
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1.3. Unicidad de curvas cortas (minimizantes) en el espacio
Euclideo

Para terminar el capitulo de curvas, probaremos que la distancia entre dos puntos
de R" se realiza inicamente con el segmento que une los extremos.

Definicion 1.3.1. Definimos la distancia entre dos puntos como el infimo de las longi-
tudes de las curvas que unen dos puntos dados. Una curva es corta (0 minimizante) si
su longitud es igual a la distancia entre los extremos. Es decir, si el infimo es un minimo
y se realiza en dicha curva.

Sean P,Q € R? y sea s(t) = t(Q — P) + P, definido en el intervalo [a,b] = [0,1] (notar
que s(1) = Q,s(0) = P. Esta curva especial se denomina segmento que une P con Q, es un
segmento de la recta generada por Py Q, y tiene longitud ||P — Q||.

Teorema 1.3.2. El segmento s :[0,1] — R" dado por s(t) = P + t(Q — P) es la tinica curva
corta que une los puntos P,Q € R", con longitud ||P — Q|| = dist(P, Q).

Demostracién. Sea a : R — R3 una curva parametrizada por longitud de arco. Conside-
ramos un intervalo [4,b] CRy a(a) = Py a(b) = Q. Para todo vector V vale

b b
(Q-P,V)= f (@(t), Vydt < j Il V]

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz (W, V) < ||[W||||V]|. Tomamos V = ”8%113” en la
desigualdad anterior, ||V|| = 1 y entonces

Q- Pl < LY(a).

Como «a era cualquier curva que unia P con Q, se deduce que la curva con menor lon-
gitud de arco que une los puntos P = a(a) con Q = a(b) es la linea recta, y por eso
dist(P,Q) =1|Q - P|l.

Ahora veamos que es la Gnica curva: si hubiera una distinta, « : [a,b] - R", a(a)
P,a(b) = Q, tomamos t € (a,b) y consideramos el segmento s; que une P con a(t) =
seguido del segmento s, que une R = a(t) con Q. Entonces

)

IP = QI <IIP = Rl +[IR = Qll = L(sy) + L(s) < Ly(a) + Ly (@) = Lo(a) = IP = Q.

Entonces ||P — Q|| = |[[P — R|[ + [[R — Q|| y esto s6lo es posible si P,Q,R estan alineados
(Ejercicio 1.3.21), o equivalentemente «a(t) = R esta en el segmento que une P, Q. Luego
la imagen de a coincide con la del segmento, y entonces a es una reparametrizacion
del segmento. O]
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1.3.1. Ejercicios

1.3.12. Hallar una parametrizacion por longitud de arco de:
a) una hélice b) la espiral logaritmica, ¢) la tractriz.

1.3.13. Probar que si todas las rectas tangentes a una curva C son paralelas a una recta
dada L, entonces la curva C en cuestion es una recta (se puede suponer que C esta
parametrizada por longitud de arco).

1.3.14. Dados los planos 71y : x+y+2z =0, 71y : x —y —z = 0, hallar las normales N, N,
de ambos planos y hallar la recta intersecciéon L = 1ty N 1w, de ambos planos. Probar
que el vector director V de la recta L se puede obtener como V = N; x N, y explicar
grafica, geométricamente este hecho en general (no sdlo para estos dos planos, sino
para cualquier par de planos por el origen).

1.3.15. Si F: R® — R es de clase C!, recordar que el vector normal a la superficie de
nivel S = {F(x,y,z) = cte} esta dado por N(x,y,z) = VF(x,y,z). Calcular el plano tangente
aS={(xyz2:x>+y>+z2=1}enel punto P = (1/v2,0,1/V2).

1.3.16. Sea S? = {(x,v,z) : x> + p? + 22 = 1} la esfera unitaria de IR, sean M; = {z = 0},
M, = {y =0}, M3 = {z = x> + y?} tres superficies.

a) Representar graficamente S2n M; parai=1,2,3.

b) Calcular un vector tangente a la curva C; = SN M; para i = 1,2,3, representar gra-
ficamente.

c) Calcular los vectores normales a S? y a M, en el punto P = (1,0,0) y probar que su

producto vectorial es tangente a C; en P.

1.3.17. Dadas dos funciones F,G : R® — R, probar que un vector tangente a la curva en
R definida por
(F(x,9,2) =0)N(G(x,9,2) = 0)

est=VF x VG.

1.3.18. Probar que a : I — R est4 contenida en una esfera con centro en el origen si y
solo si a’(t) es ortogonal a a(t) para todo t € I.

1.3.19. Si a es una curva con ||a’(t)|| = cte, probar que a”(t) es siempre ortogonal a a’(t).

1.3.20. Dada una curva a : [a,b] — IR? continua dada por a(t) = (x(t),y(t)), definimos
W = Lb a € R? como el vector constante que se obtiene al integrar cada coordenada, es

decir
Lb a(t)dt = (Lb x(t)dt, J;by(t)dt).
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a) Probar que Lb ka = kjab a para toda constante k € R.

b) Probar que si 8:[a,b] — R es otra curva, entonces Lb(a +B)= Lb a+ Lb B.
c) Probar que para todo V € R?, vale (Lb a(t)dt, V) = Jab(a(t), Vidt.

d) Probar que || [} a(t)dt] < [} la(t)ldt.

e) Probar que Lb a(t)dt = a(b) - a(a).

1.3.21. Probar que si P,Q,R € R" verifican |[|P — Q|| = ||P — R|| + ||R — Ql|, entonces P, Q,R
estan alineados y ademas Q esta en el segmento que une P con Q.



2 CURVATURA: CURVAS PLANAS

Todo cambio en la direccién de
movimiento involucra una
aceleracion.

Sir Isaac Newton

En esta seccién queremos estudiar cuanto se dobla una curva concreta en el plano,
y dar un nimero real, que sea un invariante de la curva en cada punto, que represente
esta nocion geométrica. Idealmente, queremos que las rectas tengan curvatura nula, y
las circunferencias curvatura constante.

2.1. Circulo osculador

Entonces comenzamos definiendo la curvatura «; de una recta L C R? cualquiera
como k; = 0. Ahora vamos a definir la curvatura x¢ de una circunferencia C c R? de
radio R como k¢ = 1/R. Observemos que a mayor radio, menor la curvatura y viceversa.
Una circunferencia muy pequena estd muy curvada, y una recta puede entenderse como
el caso limite de una circunferencia "de radio infinito". Veremos que estos son los dos
unicos casos de curvas con curvatura constante, es decir, cuya curvatura no depende
del punto.

Para el caso de una curva cualquiera C C IR?, y un punto P € C, vamos a definir la
curvatura x(P) como 1/Rp donde Rp es el radio de la circunferencia que mejor aproxima
C en el punto P.

Para definir “que sea la que mejor aproxima” observamos que toda circunferencia
se puede recorrer con una parametrizacion

c(s) = (Rcos(s/R),Rsen(s/R)) + P

donde R es el radio y P es el centro (notar que esta es una parametrizacion por longitud
de arco de la circunferencia, lo cual hace esencialmente tnicas sus derivadas primera
y segunda). Supongamos que la circunferencia toca la curva parametrizada por a : [ —
R? en el punto P = a(t). Es decir, que existe s € [0,27) tal que c(s) = a(t). Supongamos
también que la circunferencia es tangente a la curva, es decir ¢’(s) es un maltiplo de
a(t). Si suponemos que « esta parametrizada por longitud de arco, se deduce que debe


https://es.wikipedia.org/wiki/Leyes_de_Newton

20 Curvatura: curvas planas

ser ¢’(s) = a(t). Esto por ahora no aporta informacion sobre el radio R = Rp que estamos
buscando, pues hay infinitas circunferencias con esta propiedad (ver Figura 2.1).

i
l
\ C

1
1

Figura 2.1: Cada P = a(t) de la curva C tiene infinitas circunferencias tangentes.

Vamos a pedir que la circunferencia aproxime a la curva a segundo orden es decir,
que ¢”(s) = d(t).

Se tiene entonces
c”(s) = 1/R(—cos(s/R),—sen(s/R)) = d(t),

lo que nos dice que 1/R = ||é@(t)||. La ensenanza de esta cuenta sencilla es que:

Si a esta parametrizada por longitud de arco, entonces «,(P) = [|@(t)|| = 1/Rp, donde

P =a(t), y Rp es el radio de la Ginica circunferencia que aproxima a segundo orden a la
curva a en P.

Adoptamos entonces la notacion «x,(t) = ||d@(t)||, y como la parametrizaciéon por lon-
gitud de arco es esencialmente Unica salvo el signo u orientacién, podemos decir que
kc(t) = |l@(t)]] indica la curvatura de la curva C en el punto P = a(t), donde a es la
parametrizacion por longitud de arco de C. Observemos que esta definicion es consis-
tente con lo ya discutido: si tenemos una recta, la derivada segunda (parametrizando
por longitud de arco) es nula, luego la curvatura es nula; si tenemos una circunferencia
de radio R, la derivada segunda se obtiene segin la formula anterior y claramente la
curvatura es constante = 1/R.

Lo que queremos hacer ahora es obtener una férmula general, que nos diga cuan-
to vale k¢ en el punto P = a(t) cuando «a es cualquier parametrizacion regular de C.
Obviamente, queremos que no dependa de la parametrizacion, ya que la curvatura la
definimos como algo intrinseco. Y por supuesto, queremos que cuando la curva esta
parametrizada por longitud de arco, recuperemos la formula sencilla previa.

Estas necesidades nos muestran la linea de pensamiento para obtener la férmula
general: comenzamos con una parametrizaciéon regular cualquiera « : I — R? de la
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curva C. Existe entonces una parametrizacién f : ] — R? de la misma curva, pero ahora
B es una p.x.l.a., ciertamente P = a(t) = f(s) para algin par de nimeros t € I,s € J. La
discusion previa nos muestra que kc(P) = ||f”(s)|, lo que queremos ahora es dar una
férmula usando la parametrizacion que si tenemos, que es a.

Recuperando el argumento de la Seccién 1.2.1 , tenemos que f(s) = a od~!(s), luego
B'(s) = a(d=1(s))(d1)(s) = ok(d‘l)”a(d ] donde omitimos la variable s por comodidad.
Ahora derivamos nuevamente para obtener

7 -1 1 cog-1 (—1) 1 ey ey -1 1
PR = ald gy 4 )||oz<d—1>||2||oz<d-1>||<“(d b A )||>

donde utilizamos la formula de la derivada de la norma (1.1) y la regla de la cadena

%d(d‘l) =a(d™)

v
lla(d=HII

Como d~!(s) = t podemos omitir d~! (recordando luego que f y sus derivadas se evaltian
en s, mientras que « y sus derivadas se evaltian en t). Tenemos entonces

a a
ﬁ// = Nan0  ena
llall>  llell*

(a,d). (2.1)

Sabemos que la curvatura de C en P = f(s) es igual a xg(s) = [|”(s)l| por ser f una
parametrizacion por longitud de arco de C. Como P = a(t), podemos calcular la curva-
tura de C en este punto usando la férmula de arriba, que utiliza Gnicamente « y sus
derivadas. Es decir )

2 ) ‘
> flals ™

Vamos a reordenar esta expresion para obtener una férmula mas compacta. Elevando
al cuadrado:

Kc(P) = x4 (t) =

K2 (1) |@lldl - (e, @)

|
|8
TR (IlalPllell® + lall*(a, &) - 2(a, @)?(1all?)
1 210
= —”dnﬁ(||a||2||a||2—<a,a>2).

En consecuencia,

—llélPllall? - (a, &) (2.2)

Ko(t) =

Il ||3

Esta es la primera version de la formula para la curvatura de una curva regular a
trozos. El lector puede verificar que cuando « esta parametrizada por longitud de arco,
se reduce a la expresion original «, = ||&||.
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2.1.1. Orientacion, area orientada

En esta seccién vamos a introducir la nocién de orientacién y area orientada, una
idea geométrica relevante que nos permitira entre otras cosas darle un signo a la cur-
vatura (que dependera de para qué lado esta curvandose la curva en cada instante) y
obtener otras formulas equivalentes a (2.2) para «.

Definicién 2.1.1. Dada una base de vectores {v,w} en IR?, diremos que la base esta
orientada positivamente si det(v,w) > 0, y que esta orientada negativamente si det(v, w) <
0. Notar que la orientacion de la base {v, w} es opuesta a la orientacion de {w, v}, es decir,
estamos tomando bases orientadas.

Definimos el dngulo entre los vectores v y w como el anico 6 € [0, 7] tal que (v, w) =
|v|l[lw]| cos 6. De los dos angulos posibles formados en el plano que determinan vy w, 6
siempre es el menor de ellos o bien 6 = 7t. Observar que en el caso en el que v, w son l.i.,
debe ser 0 < O < . El lector puede verificar con ejemplos que la orientacion de {v, w} es
positiva si el angulo medido desde v hasta w es positivo (en contra del reloj), mientras
que es negativa si el angulo medido desde v hasta w es negativo (a favor del reloj).

w
det(v,w) >0

v
A det(w,v) <0

Una base orientada nos permite introducir la nocién de area orientada. Esto es, el
area orientada es el area del paralelogramo generado por v, w con un signo acorde a
la orientaciéon de la base {v,w}. Asi por ejemplo el area orientada generada por v =
(1,0),w =(0,1) es = 1 mientras que el area orientada generada por v =(1,1),w = (1,-1)
es =-2.

Veamos una manera practica de calcular esta area, con su signo. Vamos a denotar
con p(Q) a la medida de un conjunto Q C IR? (es decir, al area).

Proposicion 2.1.2. Sean v,w € R?. Sea R el paralelogramo generado por v,w. Entonces

det(v,w) = (R) = £|v|[wllsen 6 = £Vl [lw]|? - (v, w)?

donde el signo es positivo si {v,w} es una base orientada positivamente y negativo en caso
contrario.

Demostracion. Probaremos primero las formulas

#(R) = |llilwlisen 6 = Vlv[2lwl - (v, w)? (23)

para el area de un paralelogramo. La primera es consecuencia de que esta area se calcula
como el producto de la base del paralelogramo (que podemos suponer que ||v||) por la
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altura h del mismo. Como sen6 = h/||w|| (cateto opuesto sobre hipotenusa) se deduce
que h = ||[w|[sen 6 lo que prueba la primera identidad u(R) = ||v||||w||sen 6. Por otra parte,
como {v,w) = ||[v||||w|| cos B, se tiene

2 2 2 2 2 2 2 2 2
[l l[wll” = (v, w)” = lvlI*llwl|“(1 = cos” 0) = ||v[|llwl|” sen” 6.

Como sen 0 es positivo para 6 € [0, 1], se tiene la segunda igualdad en (2.3).

b+de? ——mouvtw=(a+cb+d)
5 (3,) (1/) ////// ///
d s — L7
JOfiw=(ed - @
N I S LA v= (b
A (1) 3)
o=
1 0 1 2 3 4 5 8 9 10 11 12
c a a-+c

Figura 2.2: Relacion entre area y determinante

Probaremos ahora la primer férmula det(v,w) = +u(R), para el caso en el que v,w
estan en el primer cuadrante y orientados positivamente. Permutando v,w se obtiene
el otro signo, y el caso general tiene una prueba similar, cuidando los signos de las
coordenadas, que omitimos. Denotamos v = (a,b), w = (c,d) con a,b,c,d > 0, claramente
v+w=(a+c,b+d). Luego el dibujo del paralelogramo nos indica como calcular el area
(Figura 2.2).

Se tiene

#R) = p([a+c]x [b+d]) = p(1) = p(2) = u(3) = p(1") = p(2') = p(3").

donde [a+c]x[b+d] es el rectangulo de lados paralelos a los ejes que contiene al parale-
logramo R, y en la figura se observa que por simetria, el area del tridngulo (1) coincide
con la del triangulo (1), la del (2) con la del (2’), y la del rectangulo (3) con la del (3).
Luego

PR) = (a+c)(b+d)=2p(1) = 2p(2) = 2p(3).
Como pu(1)=ab/2, u(2) = cd/2, u(3) = bc, obtenemos

U(R) =ad —bc =det(v,w).
O
Este resultado nos permite afirmar que el numero det(v,w) es el drea orientada del

paralelogramo generado por v,w. Notar que aun en el caso en el que v,w sean lL.d,, la
férmula tiene sentido ya que en ese caso el area es nula.
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Definicion 2.1.3. Definimos ahora los vectores tangente y normal unitario a una curva
regular a : I — IR?. Para ello, definimos el vector tangente unitario en el punto P = a(s)
como
_ a'(s)

lla’(s)II
Definimos el vector normal unitario n(s) en ese punto a(s) como el inico vector unitario
tal que T(s) = {t(s),n(s)} es una base ortonormal orientada positivamente de IR.

t(s)

Figura 2.3: Vectores tangente y normal unitarios

Observacion 2.1.4. Sea U_ € M,(IR) la matriz ortogonal dada por
0 -1
(1)
Notamos que U? = —1 (equivalentemente U’ = U~! = ~Uj), y que U_(x,v) = (-y,x). Es

inmediato entonces que U_ que preserva la orientaciéon, de hecho U_ es la rotacién en
sentido positivo (antihorario) de angulo /2. Entonces para todos eI,

n(s)=Ut(s) y t(s)=-Un(s).

L

Luego si a es regular, t es continua y también n es continua. De hecho, es claro que para
todo k € N,
aeCHl() = teckl) < neckI.

2.1.2. Curvatura orientada

Definicion 2.1.5. Definimos, para « : I — IR? regular y dos veces derivable, su curvatura
signada como

1 o 1
Ko(t) = —”d”3 det(a,a) = _||0'c||3

— a - 1
=4 2 | st -y,
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Observacion 2.1.6. Notamos que esta formula es equivalente a la formula obtenida en
(2.2) gracias a la Proposicién 2.1.2, con un agregado: la curvatura en IR? tiene ahora un
signo. Este signo nos indica si la parametrizacion « recorre la curva en sentido horario
o antihorario en el punto en cuestién. Esto viene determinado por la relacion entre ¢ (t)
y su derivada @(t) como se ve en la Figura 2.4 .

det( a) >0
a

\

&(to + h) — a(to) &ty + h) — a(to)

1, . . alto
lim + (G(ty + h) = a(to)) = G(to) (to)

Figura 2.4: Relacion entre derivada primera, segunda y curvatura de a

Ejemplo 2.1.7. La circunferencia unitaria parametrizada con
a(t) = (cos(t),sen(t))

tiene curvatura constante x = 1 con esta parametrizacién, mientras que si reparametri-
zamos en el sentido opuesto (horario) usando

B(t) = (cos(—t),sen(—t)) = (cos(t), —sen(t)),
el lector puede verificar que x = —1.

Veamos algunas relaciones ttiles entre la curva, su curvatura y sus vectores tangente
y normal:
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Lema 2.1.8. Si & : I — R? es regular y C? (resp. C, k > 3), entonces « es continua (resp.
Ck=2). Si a estd p.x.l.a. y es dos veces derivable, entonces

t'(s) = xa(s)n(s),

y ademds si x es continua (resp. CX, k > 1) entonces a es C? (resp. Ck*2).

Demostracion. Si U_ € M,(IR) es la rotacion positiva de angulo recto dada por la matriz
de la Observacion 2.1.4, entonces de la definicién de curvatura signada 2.1.5 se deduce
que

als) 1”3<a”<s>,ULa’<s>>.

- la(s)
Luego si a es de clase C?, obtenemos que «, : I — R es continua, y también que si a es
Ck, que k, €s Cck-2,

Ahora supongamos que « esta p.x.l.a. Entonces a” 1 a’ =t, luego para todo s € I
existe A(s) tal que t'(s) = a”(s) = A(s)n(s), y debe ser

A(s) =(a"(s),n(s)) = (a”(s), U t(s)) = (a"(s), U_a’(s)) = Ka(s).

Esto nos dice que t'(s) = x,(s)n(s) como queriamos probar.

Por ultimo, supongamos que k, es continua y que « esta p.x.l.a., entonces por lo
recién probado
a" =t =xn=xUt=xU_/,

y como « es dos veces derivable en particular a’ es continua y entonces a” es continua,
osea a es C2.Sik es C! entonces en particular es continua luego a es C2, pero entonces
a’ es C! y como el producto de funciones C! es de clase C!, entonces la Gltima ecuacién
nos dice que a” es Cl, o0sea a es C3. Razonando inductivamente de esta misma manera,
se obtiene que la regularidad de a es dos veces mas que la de «. O]

§ En general puede no ser cierto que una curva con curvatura continua sea de clase C2.
Esto es porque su reparametrizacién por longitud de arco si serd C? (de acuerdo a lo
recién probado) pero a puede ser s6lo regular y dos veces derivable -considerar una
variacion del ejemplo en la Observacion 1.2.9-. Sin embargo el lema nos dice que si «
es regular y dos veces derivable, y su curvatura es continua, entonces su reparametri-
zacién por longitud de arco sera C2.

Veremos mas adelante que esta sutileza de otorgarle un signo a la curvatura sélo
tiene sentido para curvas en R?, ya que en R®> dependiendo de que lado miremos la
curva, esta se recorre en sentido horario o antihorario, es decir la orientacion de una
curva no esta bien definida en R® ya que depende del observador.

Observacion 2.1.9. Tomemos una funcion real f, y consideremos su grafica Gr(f) reco-
rrida de izquierda a derecha con la parametrizacién a : I — R? dada por a(t) = (t, f(t)),
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donde I = Dom(f) CIR. Si f es suave, a sera suave, y como «a’(t) = (1, f'(t)), @ es regular.
Observemos que a”(t) = (0, f”(t)), luego

(1) S—)

T A+ (02

Luego la curvatura x coincide en signo con el signo de f”, lo cual nos devuelve
la nocién de curvatura que teniamos cuando estudiamos la curvatura de graficas de
funciones de una variable en un curso de calculo.

Por otra parte, el factor positivo 5 aporta una normalizacién ya que la ve-

1
(1+£7(1)%)
locidad de a no es constante en general (de hecho, nunca es constante en estos casos,

salvo que f sea constante).

2.1.3. Ejercicios

2.1.1. * Para una curva plana a(t) = (x(t),y(t)), recordemos que se define su curvatura x
como

K(t) B det(a’,a,,) 3 x/yll_y/xll
P ()2 ()23
Probar que si a esta parametrizada por longitud de arco, entonces «(t) = —’;—((tt)) cada vez

que y’(t) # 0. Hallar una férmula equivalente para cuando x’(t) = 0.

Sugerencia: como (x')> + (v’)? = 1, derivando se obtiene x'x” +y'y” = 0 -ver Ejercicio

1.3.19-. Despejar x”" de esta 1iltima ecuacion y reemplazarlo en la formula de x.
2.1.2. Si a esta parametrizada por longitud de arco probar que x = +[[a”||.
2.1.3. Calcular la curvatura de las curvas planas de los Ejercicios 1.1.1y 1.1.2.
2.1.4. Calcular la curvatura de la tractriz (Ejercicio 1.1.10).

v _

2.1.5. Dada una elipse ;‘—; + 37 = 1, parametrizarla, calcular su curvatura x y hallar los

maximos y minimos de x(t). Interpretar geométricamente.
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2.2. Movimientos, invariantes completos

Estudiaremos en esta seccion la formulacion matematica de los movimientos rigidos
en el plano o el espacio.

Movimientos rigidos

Un movimiento rigido en el plano o el espacio esta dado por una rotacion o reflexion
seguida de una traslaciéon. Vamos a describir matematicamente esta acciéon. Definimos
primero las matrices ortogonales,

O(n) ={U e R™": U'U =1Id,,).

El lector puede verificar que las siguientes condiciones son equivalentes, para una
transformacién lineal U € R™" (ver el Ejercicio 3.2.10),

1. U es ortogonal, es decir U es inversible y u-l=ut,

N

. lUv|| =||v|| para todo v € R".
3. (Uv,Uw) = (v, w) para todo v,w € R",
4. las columnas (y/o las filas) de U forman una base ortonormal de IR”,

5. B={vy,vy,...,v,} es una base ortonormal de R" si y solo si
U(B) ={U(v1), U(v3),..., U(vy)}
es una base ortonormal de R".

La segunda afirmacién indica que U preserva longitudes y distancias, pues si P, Q € R"
y U es ortogonal, dist(P, Q) = ||P — Q|| mientras que

dist(UP,UQ) =[[UP-UQI =[[U(P - Q) =[IP - Ql| = dist(P, Q).

Se dice entonces que U es una isometria, la equivalencia prueba que toda isometria
lineal es necesariamente una transformacion ortogonal.

La ultima equivalencia, reescrita como
Ul [[Uwl]|cos 01 = |v]| [[wl]| cos 6,

donde 0, es el angulo entre Uv, Uw y 0, el angulo entre v, w, nos dice (apelando a que
U es una isometria) que 6; = 0,. Luego U preserva los angulos entre vectores.

En resumen, una transformacion ortogonal preserva longitudes, distancias, angulos
y es entonces un movimiento rigido. Se pueden clasificar en dos clases: las rotaciones y
las reflexiones. Las distinguimos con el determinante de U.
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Observacion 2.2.1. Observemos que por ser U'U = Id, tomando determinante se tiene
det(U")det(U) = 1, y como det(U?) = det(U), se tiene det(U)? = 1. Concluimos que si U
es ortogonal, debe ser det(U) = +1.

Puede verse con ejemplos sencillos que las que tienen determinante positivo son ro-
taciones, y preservan la orientacion, mientras que las que tienen determinante negativo
son reflexiones, e invierten la orientacion.

Observacion 2.2.2. Atencion que no toda matriz de determinante +1 es ortogonal. Esta
condicion es necesaria para ser ortogonal, pero no suficiente. Por ejemplo,

2 0
A= ( 0 172 )
tiene det(A) =1, pero A(1,0) = (2,0) = 2(1,0) luego A no preserva longitudes asi que no
puede ser ortogonal.

Dado un conjunto () C R", denotaremos a su conjunto trasladado por una funcion
F:R" — R" como F(Q)). Asi por ejemplo

UQ)={Uv:veQ}

denota la rotacion (o reflexién) del cuerpo () por la transformacion ortogonal U.

Los otros movimientos rigidos posibles son las traslaciones, que se describen con la
suma por un vector fijo Z € R". Es decir

Q+Z={v+Z:ve)}

denota el trasladado de Q) en la direccidon del vector Z.

Finalmente: todo movimiento rigido (rotacion, reflexion, seguida de traslacion) se
describe matematicamente como un par (U,Z) donde U € O(n) es una matriz ortogonal
y Z € R". De esta manera (U, Z) opera (actua) en un cuerpo () C R” como

(U,2)-Q=U(Q)+Z.
Definicion 2.2.3. El conjunto
E={(U,Z):Uec0O(n),ZecR"}

se denomina grupo de transformaciones afines, grupo de movimientos rigidos o simplemen-
te grupo de Euclides.

Recordamos aqui la definicion abstracta de un grupo G:

Definicion 2.2.4. Un grupo es un conjunto G con una operacion producto m : GxG — G,
m(g, h) = g-hy un elemento neutro distinguido 15 € G tal que el producto es asociativo
y todo elemento tiene inversa (dado g € G existe h € G tal que g-h =h-G = 15, esta
inversa es Unica y se denota g7 !).
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El grupo de Euclides £ es en efecto un grupo con el producto

(U1,21)-(Up, Z5) = (U Uy, Uy Z5 + Z),

(el lector debe verificar que el producto de matrices ortogonales es una matriz or-
togonal y que esta cuenta es asociativa). El elemento neutro es 1¢ = (Id,0) donde Id es
la matriz identidad de n x n y 0 denota el vector nulo de R". Es facil ver que el inverso
del elemento (U, Z) en el grupo de Euclides es elemento (U?,-U'Z) (pensar por qué
geométricamente debe ser éste).

Notar que el orden es relevante, ya que trasladar y rotar no necesariamente nos
lleva al mismo cuerpo que si primero rotamos y luego trasladamos; sin embargo si
hiciéramos Q +— U(Q + Z) (es decir primer trasladamos y luego rotamos) tendriamos
UQ+2)=U(Q)+UZ=U(Q)+Z’,donde Z’ = UZ € R", lo que nos dice que también
lo podemos pensar como rotar primero y trasladar después (pero con otra traslacion).

Nosotros hemos hecho una elecciéon particular para la accion. En cualquier caso,
observemos que

(U1, Z41)-[(Ua, Z5) - Q] (U1, Z1)-[U2(Q) + Z,] = Uy (U(Q) + Z3) + 2,
UlUQ(Q)-l- U122+Zl = (Ul Uz, U122+Zl)'Q

[(Ullzl) : (UZIZZ)] : Qx

es decir la accidn es asociativa. Esta ultima cuenta explica en parte el por qué de la
eleccion o definicién particular del producto en el grupo de Euclides; una justificacion
mejor es geométrica y queda a cargo del lector.

2.2.1. La curvatura como invariante completo

Notemos que sia = (U, Z)-f = UB+Z, es decir si a se obtiene a partir de f mediante
un movimiento rigido (U es t.l. ortogonal), no debiera cambiar su curvatura. Podemos
suponer que 3 estd parametrizada por longitud de arco. Entonces como a’=Up’, a” =
Up” observamos primero que ||a’|| = |[[UB’|| = ||f’|l = 1 luego (légicamente) a también
esta p.x.l.a. Calculemos ahora

ko =det(a’,a”) =det(Up’, UB”) = det(U(p’, B”)) = det(U)det(’, p”) = +xp

dependiendo de si U invierte o preserva la orientaciéon. Luego, recorriendo a en el
sentido adecuado, podemos afirmar que si dos curvas difieren en un movimiento rigido,
tienen la misma curvatura x. Decimos que x es un invariante de la curva, ya que hemos
probado que la curvatura no cambia si hacemos un movimiento rigido de la curva. Es
decir, x es inherente a la curva y no a su disposicién en el plano.

Por otra parte, recordemos que para cualquier a regular a trozos, se tiene la ba-
se orientada T = {t,n} dada por los vectores tangente y normal unitario en cualquier
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punto regular (Definicién 2.1.3). Entonces t’,n’ (los vectores derivados de los vectores
tangente y normal) deben ser combinaciones lineales de t,n.

Supongamos que a estad p.x.l.a. y es C?, entonces debe ser t’ = xn (Lema 2.1.8).
Ademas como (t,n) = 0, derivando esa igualdad y despejando se obtiene que (n’,t) =
—(n,t’). Ahora escribiendo n’ = (n’,t)t + (n’,n)n (por ser {t,n} una base ortonormal C!,
Observacion 2.1.4). Entonces

n’ =(n’,t)t+(n’,n)n = —(n,t )t +(n’,n)n = —(n,kn)t + (n’,n)n = —x(n,n)t = —«t

(ya que como (n,n) = 1 resulta al derivar que (n’,n) = 0). Esto nos permite escribir la
ecuacion diferencial de primer orden

(2.4)

()% s ) s

ecuaciones validas para cualquier curva parametrizada por longitud de arco, que tenga
derivada segunda. Por el Lema 2.1.8, a es de clase C? si y s6lo si « es continua.

o equivalentemente

Observacion 2.2.5. Si ¥ = 0 es constantemente nula, en la ecuacién anterior observa-
mos que t’ =0, luego debe ser t constante. Si a es una curva p.x.l.a. con « = 0, entonces
debe ser a’(t) = t = V un vector constante. Luego a(t) = tV + P es la Gnica solucion
posible: la inica curva p.x.l.a. con curvatura nula, es una recta (y debe ser || V|| = 1.

:Qué ocurre si pedimos que « sea constante, pero no nula? Es esperable obtener una
circunferencia, y eso es lo que muestra el ejemplo detallado que sigue.

Ejemplo 2.2.6. Si x(s) = k = 0 es constante, nos proponemos encontrar una curva cuya
curvatura es k. Para ello, resolvemos la ecuacion diferencial (2.4): derivando la primer
ecuaciéon y reemplazando en la segunda, obtenemos t” = xn’ = —k’t. Asi que si t =
(x(t),y(t)), ambas funciones deben verificar z” + k?z = 0. Esto s6lo es posible si x(t) =
Acos(kt +B), y(t) = Csin(kt+ D). Como ademas debe ser (x")?+(y’)? = 1 si a est4 p.x.la,
debe ser A2 = C? =1y ademas D = B (esta cuenta la dejamos para el lector). Entonces

a(t)= J:t(s)ds =

que describe una circunferencia de radio R = 1/|k| centrada en (xg,y,) (el signo define
hacia que lado recorremos la circunferencia, y la constante B desde qué punto comen-
zamos a recorrerla).

(sin(kt + B) + xg, £ cos(kt + B) + yy).

x| =
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Problema 2.2.7. Probar que la curva a parametrizada por longitud de arco tiene cur-
vatura x = «(s) siy s6lo sit = a’ verifica la ecuacion diferencial de segundo orden

kt” — k't + 13t = 0.

Probar que si I = [a,b] y k : I — R es continua, y definimos 0 : I — R como 0(t) =
fat K(s)ds, entonces la curva dada por

a(t) = (Jtcos(é(s))ds, Jtsin(e(s))ds)

a

cumple esta ecuacion diferencial, luego debe tener curvatura x.

Esto nos dice que el problema de, dada una funcién curvatura « : I — IR continua,
hallar una curva que tenga esa curvatura, siempre tiene soluciéon. En el teorema que
sigue veremos que la curvatura x determina totalmente a una curva plana, salvo por
un movimiento rigido. Es decir, la curvatura en un invariante completo de las curvas
planas.

Teorema 2.2.8. Dada una funcion continua « : [a,b] — R existe, salvo movimientos rigidos
(rotaciones o reflexiones seguidas de traslaciones), una tinica curva p.x.la. a : [a,b] — R?
cuya curvatura en a(s) es k(s), para todo s € [a, b].

Demostracion. Llamando

ve()ozo( S s )yre(h)

tenemos el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden T’ = ZT. Vamos a pen-
sar T = T(s) como una matriz 2x2. Como « : I — R es una funcién continua, el teorema
de existencia y unicidad nos dice que existe solucion T : I — M,(IR) de clase C!, y
que la misma es unica si fijamos la condicion inicial T(sy) dada por los vectores fila
t(sg) = tg, n(sg) =ng = U_ty como en la Observacién 2.1.4. En lo que sigue, y sin pérdi-
dad de generalidad, podemos suponer (reparametrizando) sy = 0, e I = [0, b]. Notemos
que los vectores t,n son ortonormales (perpendiculares y de norma unitaria) si y s6lo
si la matriz T es ortogonal T* = T~!, o equivalentemente ||Tv|| = ||v|| para todo v € R?.
Afirmamos que si T(s) es solucién de la ecuacion, y la condicién inicial es una matriz
ortogonal, entonces T(s) es una matriz ortogonal para todo s € I: en efecto, si v € R? y
T es solucidon, entonces

%llT(s)vll2 =2T(s)v, T'(s)v) = 2{T(s)v, Z(s) T (s)v).

Pero como Z es anti-hermitiana (Z! = —Z), se tiene (w, Zw) = 0 para todo w € R?, y
entonces

%IIT(s>v||2 =2T(s)v, Z(s)T(s)v) =0  Vsel.
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Esto sélo es posible si ||T(s)v|| es constante, y como ||T(0)v|| = ||[v|| (porque asumimos
que T(0) es ortogonal), debe ser ||T(s)v|| = ||v|| para todo s € I, lo que prueba que T(s) es
ortogonal para todo s € I. Ademas, si las condiciones iniciales daban una base orientada
positivamente, debe ser det(T(0)) = 1, y de la continuidad de s + det(T(s)) deducimos
que debe ser det(T(s)) = 1 para todo s € I (Observacion 2.2.1). Es decir la base ortonor-
mal {t(s),n(s)} esta orientada positivamente para todo s € I.

Si nos dan el dato de curvatura x : I — R y las condiciones iniciales ay = a(0), ty =
a’(0), tomamos ny = U, tq el Gnico vector unitario perpendicular a ty que da una base
del plano orientada positivamente, y obtenemos la condicion inicial ortogonal T(0). Sea
T = T(s) € M(IR) la tinica solucidn de la ecuacion diferencial que cumple esta condicion
inicial. Definimos, integrando en cada coordenada el vector t(s),

a(s) = J t(s) ds+ g, Vsel.
0

Se obtiene asi una curva regular que verifica a(0) = ag, @’(0) = ty, y como a’(s) = t(s)
para todo s € I, resulta que a esta p.x.l.a.

Mas aun, t’(s) = xn(s), Vs € I, lo que implica que a@” = t’ = kn, de donde la curvatura
de a es exactamente k, porque

Ko (s) = det(j,/,((ss))) - det(K (Z();)(S)) — «(s)det (;((5)) = «(s)1 = x(s).

Ahora supongamos que hay otra curva a tal que su curvatura coincide x,(s) =
kz(s) = k(s) para todo s € I. Entonces si T(s) € M;(R) denota la matriz cuyas filas son
t(s),7(s), debe cumplir la misma ecuacién diferencial por lo argumentado antes del
teorema. Por otro lado, como ambas bases estan orientadas positivamente, existe una
matriz ortogonal W, de determinante positivo tal que Wyty = t;, Wyng = 1, o equiva-
lentemente W, T(0)! = T(0)! ya que

Wo( tO no):( Woto Wono ):(?0 ﬁ() )
Ahora bien
(T(s)Wo)" = T(s)' Wy = Z(s)T(s)Wy = Z(s)(T (s) Wp)

nos muestra que s T(S)Wé también es solucion de la ecuacion diferencial. Como
T(s) tiene la misma condicién inicial, por la unicidad de las soluciones de la ecuacién
debe ser T(s) = T(s)W{, o equivalentemente W T(s)" = T(s)!, de donde deducimos que
t(s) = Wyt(s). Luego

a(s)—agy = J: a’(s)ds = J;)sT(s)ds = J: Wot(s)ds = W Lst(s)ds = Wy(a(s) — ap).

Hemos probado que @ = Wya +z( asi que «a es tinica salvo una transformacion ortogonal
afin. O]
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Entonces la curvatura es un invariante completo de las curvas, ya que como vimos
antes, por un movimiento rigido no cambia la curvatura, y por otro lado, conociendo la
curvatura (continua), podemos encontrar una curva a de clase C? con esa curvatura, y
es tnica salvo por un movimiento rigido (por eso podemos elegir libremente la posicion
y velocidad iniciales de «).



3 CURVATURA Y TORSION: CURVAS ESPACIALES

Nada ocurre hasta que algo se mueve.

Albert Einstein

Dada una curva regular a : [ — R3, queremos definir una base orientada {t,n,b} en
cada punto a(s) como hicimos en el caso plano.

Dado el vector t (que tomaremos como el tangente unitario a «, es decir t(s) = a’(s)

siaestap.xla.y
7
a’'(s
t(s) = #
lla’(s)
en general), no hay una manera natural de tomar un vector ortogonal a este como en
la Observacion 2.1.4, ya que el conjunto de vectores ortogonales a uno dado forma un

plano, y dependiendo de qué lado mire uno este plano, la orientacién se intercambiaria.
Definimos el vector normal unitario n de una curva a de clase C? como
t'(s)
n(s) =
[t (s)Il
para cada s € I donde t’(s) # 0, y lo definimos como el vector nulo cuando t’(s) = 0.
Notemos que el sentido de n en este caso varia segin recorramos la curva hacia un lado

o el otro. Si a est4 p.x.l.a. se tiene simplemente n = a”||a”||"! donde a” # 0, y el vector
nulo en otro caso.

3.1. Curvaturay plano osculador

Definicion 3.1.1. Definimos la curvatura de una curva a que esta p.x.l.a. como
Ka(s) = lla”(s)l

Observemos que con esta definicion la curvatura es siempre positiva en R3. No tiene
mucho sentido asignarle un signo a algo que depende de que lado lo miremos: si de-
cimos que la curvatura es positiva al mirarla desde un lado si la curva gira en sentido
antihorario respecto de nuestro punto de vista, y cambiamos el punto de vista (mira-
mos desde el lado opuesto), entonces la misma curva con la misma parametrizacion
giraria en sentido horario respecto desde nuestro punto de vista, y por ende su signo
seria negativo.


https://es.wikipedia.org/wiki/Teor%C3%ADa_de_la_relatividad_especial

36 Curvatura y torsion: curvas espaciales

Definicion 3.1.2. Sea ahora C = Im(«) una curva regular cualquiera, y  su reparame-
trizacion por longitud de arco. Tomemos P = a(t) = (s) € C, definimos entonces

Kc(P) = x4(t) = xg(s) = IB”(s)Il

Esta definicién de x no depende de la parametrizacion de la curva C c IR3, por cons-
truccion. Mediante la regla de la cadena y razonando como en el caso de las curvas en
R? -ecuacién (2.2)-, se tiene una férmula general para la curvatura de curvas espaciales:

1
Ka = iVl IPle’I? ~ (e’ a”)? =
a1

a xa” 3.1
—lla’xa’l (3.1)

donde V x W denota el producto vectorial entre V, W € R3. La altima igualdad es con-
secuencia de la formula de calculo de area de paralelogramos en el espacio, segin de-
tallamos mas abajo en el Lema 3.1.6.

Observacion 3.1.3. Un calculo directo arroja

, <al’a/1>a/+ a//
lla’I]? lla’ll’

2
lIt’]1° =

2 2 2 2.2
(Il IPlla”IP = (a’,a”)?} = lla’|PPxc3.
o]

Luego t’ = 0siy sélosi k =0 (a es regular), si y s6lo si ||a’||||a”|| = [{a’, @”’)|. Esta Gltima
identidad es el caso de igualdad en la desigualdad de Cauchy-Schwarz, que sélo es po-
sible si a’,a” estan alineados. Ademas n = 0 exactamente cuando t’ = 0 por definicién.
Luego los vectores t,n son ortonormales y en particular linealmente independientes en
cada instante s € [ donde «x(s) # 0.

Definicion 3.1.4. Para los puntos donde «(s) # 0, definimos el plano osculador de a en
a(s) como el plano generado por t(s),n(s) que pasa por P = a(s):

ITysc(a, P) = At(s) + un(s)+a(s), A puelR.

Este plano aproxima a segundo orden a la curva « en el instante s, ver la Figura 3.1.
Dado que contiene las derivadas primera y segunda de « (de hecho, el plano generado
por t,n coincide con el plano generado por a’, a”, Ejercicio 3.2.2). Este plano degenera a
una recta exactamente cuando a” es multiplo de @’ o equivalentemente, cuando « = 0).

Definicion 3.1.5. Llamamos al vector normal del plano osculador b =t x n, el vector
binormal de la curva. Veremos a mas adelante que cuando n # 0, entonces b también es
unitario (ver el comienzo de la seccién 3.1.2).
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Figura 3.1: Plano osculador a la curva a en el punto P, y los vectores tangente, normal y
binormal de la curva. El vector binormal b = t x n es normal al plano osculador.

3.1.1. Areay Volumen orientado en R3

Veamos en esta seccion como calcular el area del paralelogramo generado por dos
vectores V, W € R3. Una primer férmula es

area(V, W) = |[V|[[[Wl|sen(6) = [[VI[[W]ly/1 —cos?(6) = VIVIZIWI]? - (V, W)?
donde 6O es el angulo (entre 0 y 7t) formado por V, W.

Veamos otra férmula util. Después de una rotaciéon conveniente, supongamos pri-
mero que V = (v1,v,,0), W = (w1,w;,0) y que Vx W = ||V x W||(0,0,1). Notemos el area
generada por V, W es el area generada por (vy,v,), (wy,w;) en el suelo (x,v,0), y por
lo discutido en la seccién de 4reas en R?, es exactamente el determinante de estos dos
vectores, es decir A = viw; —v,w;. Veamos como calcular este area en el caso general,
para V/,W’ € R cualesquiera.

Sea U : R® — R3 una t.l. ortogonal que preserva la orientaciéon, que transforma
V/,W/,V'xW’en tres vectores V=UV’', W =UW’,Z =U(V'xW’). Como U(V'xW’) =
(UV’)x (UW’) (Ejercicio 3.2.14), estamos en el caso anterior, es decir V, W estan en el
piso (x,,0) de R® y

VxW=|VxW|(0,0,1)=[|UV'x W) (0,0,1)=||[V'x W'|| (0,0,1)

por ser U una isometria.

Utilizaremos la formula del triple producto (Ejercicio 3.2.1)
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det(V, W, Z) =(V x W, Z).

Observemos que, intercambiando filas del determinante, se puede escribir también
como det(Z,V, W) =(V x W, Z). Tenemos entonces

0 0 |lVvxW|

IVxWI? = (VxW,VxW)=det(VxW,V,W)=det| v; v, 0
wp wjp 0
0 0 1 .
= |[VxW| det| v, v, 0 |=]VxW]| det( v )
w; wp
wp Wy 0

Notemos que V x W = 0siy sdlosi V, W estan alineados, en ese caso el area del parale-
logramo es nula. Si no es asi, podemos cancelar un factor ||V x W|| a ambos lados de la
igualdad y obtener

v V2
V x W|| = det =V Wy — VrWy.
IV xwi (w1 wz) 1wy~ vowy

Esta cuenta nos dice que el area del paralelogramo generado por V, W es exactamente
IV x W||. Como el paralelogramo original generado por V’, W’ tiene la misma area que
el generado por V, W, podemos calcular

drea(V/,W')=area(V,W) = |[VxW| = |[U N (Vx W)= (U V)x(UTW)|| = ||V’ x W||,

donde nuevamente usamos el Ejercicio 3.2.14.

Es decir, que en cualquier caso, y para todo par de vectores en el espacio, el area
del paralelogramo generado por ellos siempre se obtiene como la norma del producto
vectorial entre ambos. Notemos que la orientacion en este caso no tiene sentido, porque
dependiendo si mirarmos desde abajo o desde arriba el paralelogramo, la orientacion
relativa de las aristas que forman los vectores se invierten. Resumiendo:

Lema 3.1.6. Sean V,W € R?, drea(V, W) = /|| V||2||W|]> = (V, W)2. Entonces
drea(V,W) = ||V x W||.

Dada una base ordenada {V, W, Z} de IR3, ahora si podemos definir su orientacién
como el signo del determinante det(V, W, Z).

Definicion 3.1.7. Vamos a definir el volumen orientado del paralelepipedo generado por
V.,.W,Z e R3 como

Vol(V, W, Z) = det(V, W, Z).
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Figura 3.2: Angulo subtendido a entre Z y el plano determinado por V, W y dngulo f

Veamos que su magnitud coincide con la del volumen real de la figura: el vector
V x W forma un angulo recto con el plano generado por V, W. Por otra parte, el vector
Z forma un angulo subtendido a con el plano generado por V, W y un angulo comple-
mentario f = 1t/2—a con Vx W o bien g = a + /2 con V x W (dependiendo de si Z y
V x W pertenecen al mismo semiespacio en que divide el plano formado por Vy Woa
distintos semiespacios respectivamente, (ver Figura 3.2).

La féormula para el volumen del paralelepipedo se obtiene multiplicando la super-
ficie de la base S por la altura / del mismo. Claramente, S = ||V x W]||. Por otro lado

(Figura 3.3 ) se tiene
sen(a) = /|| Z]|

luego h = ||Z|| sen(a) = ||Z|| |cos(B)| ya que en el caso f = 1t/2 — a resulta que sen(a) =
cos(p) y en el caso f = 1t/2+a resulta sen(a) = —cos(f) (el médulo de |cos(f)| es porque,
dependiendo de 8, podria ser negativo cos(f)). Es decir

IVol(V, W, Z)| = S.h = ||V x W[||Z|l|cos(B)| = KV x W, Z)| = |det(V, W, Z)

Asi que en efecto el volumen orientado det(V, W, Z) coincide con el volumen habitual
del so6lido formado por V, W, Z, con un signo que depende de si V, W, Z estan ordena-
dos segun la regla de la mano derecha o no.

3.1.2. Curvatura y Torsion

Vamos a estudiar primero la regularidad de a, denotaremos C a las funciones con-
tinuas en el intervalo I C R para unificar notacion.

Por los resultados de la Seccién 3.1, si tenemos una curva regular a : I — R3, de-
finiendo el vector binormal como b = t x n, resulta ||b|]| = ||t x n|]| = ||t|| |n||sen(B). En
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h = sen(a)| Z||

1%

Figura 3.3: Paralelepipedo formado por V, Wy Z y su altura h

aquellos puntos donde hay plano osculador (equivalentemente, donde « = 0), sabemos
que t,n son unitarios y perpendiculares: entonces 6 = 7t/2 y resulta que ||b|| = 1 lue-
go {t,n,b} es una base ortonormal de R? orientada positivamente (segin la regla de la
mano derecha).

En primer lugar, tenemos un resultado que se asemeja (parcialmente) al Lema 2.1.4
para curvas planas. Notemos que a es de clase C¥ si y sélo si t es de clase C*~!. Veamos
que pasa con n,b y «:

Lema 3.1.8. Si a : I — R3 es regular y C¥ (k > 2) entonces « es de clase CK=%; si ademas
k = 0 en I entonces también n,b son de clase C¥2. Si a estd p.x.l.a. v es dos veces derivable,
entonces

t'(s) = k4 (s)n(s). (3.2)

Demostracion. De la férmula (3.1) para la curvatura es evidente que si a es de clase CK
entonces « es de clase C*~2. Supongamos ahora que «a est4 p.x.l.a., entonces en primer
lugar t’(s) = 0 si y solo si n(s) = 0 por definicioén, luego supongamos que no se anula
alguno de «x,t’,n, entonces no se anula ninguno de los otros dos (Observacion 3.1.3).
En ese caso, tenemos « = ||a”|| = |[t’]| y entonces n = t’x~! por la definiciéon de n, lo que
prueba la formula enunciada en el lema.

Si a es de clase C* lo mismo es cierto para su reparametrizacioén por longitud de
arco; si k¥ no se anula en I, entonces tenemos la formula recién probada que nos dice
que n = a”x~! luego n es de clase CK=2 por ser producto de dos funciones de esa clase.
Como b =t xn, deducimos que lo mismo vale para el vector binormal. O]

§ La diferencia (importante) con el caso plano es que como aqui la existencia del vector
normal se basa en la traza de la curva, entonces la regularidad de la funcion curvatura
no nos garantiza necesariamente, que la curva a es mas regular: es decir, ¥ puede ser
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de clase C* pero a sélo de clase C3. Sin embargo, si nos dicen a priori que tanto x como
n son de clase C* (en particular existe el vector normal), la férmula recién probada nos
asegura que t’ es de clase C¥, luego a sera de clase C*+2,

§ Como definimos n(sy) = 0 en aquellos puntos donde «(sy) = 0, notamos que n no
sera una funcién continua. Una definicion alternativa es tomar n(sy) = t”(so)||t” (so)|| ™
(suponiendo que t”(sy) es no nula). Sin embargo, si @ no es analitica, podria ocurrir que
todas las derivadas de t sean nulas en el punto, y alli no habria manera de definir n de
otra forma que no sea el vector nulo.

3.1.3. La torsion de una curva regular

Observemos ahora que, si existe un plano fijo IT C IR3, tal que la curva a C I (dire-
mos en este caso que a C IR es una curva plana) entonces b serd un vector constante,
ya que apunta siempre en la misma direccion y es unitario. Luego b’(s) = 0 para todo
s€l.Laidea es que la velocidad con la que « se sale de cualquier plano esta entonces
medida por la cantidad |[b’|| (Figura 3.1). Veamos como calcular esta cantidad.

Lema 3.1.9. Si a : I — R3 es una curva regular C* (k > 3), con curvatura x = 0, entonces
existe una funcién ©: I — R de clase CK=3 -que denominamos torsién- tal que

b’(s) = 7(s)n(s) (3.3)
para todo s € 1.

Demostracion. Si k(s) = 0 en I, entonces por el lema anterior {t,n,b} son Ck-2 y forman
una base ortonormal de IR® en cada instante s, y debe ser

b’(s) = A(s)t(s) + B(s)n(s) + C(s)b(s)

para A, B, C funciones a valores reales. Llamaremos B = T de aqui en mas, y observa-
mos que A = (b’,t). Como b L t (ver 3.1), se tiene (b,t) = 0, derivando se deduce que
(b’,t) +(b,t’) = 0, es decir (b’,t) = —(b,t’). Como t’ = kn, se deduce que A = —(b,xn) =
—x(b,n) = 0 pues b L n también. Hemos probado que A(s) = 0. Como C = (b’,b), con un
razonamiento similar se obtiene C(s) = 0. Por Gltimo, observamos que 7 = (b’,n) luego
7 es de clase CK=3 por el lema anterior. O

§ Una definicidon razonable (pero ad-hoc) para los puntos donde k¥ = 0 es definir alli
7(s9) = 0. Con esta definicion, en general T no resulta continua en sjp, ya que no lo es
b =txn’

Con esta nocidon geométrica de torsion en mente, y la férmula obtenida, podemos
dar una férmula que sélo involucra las derivadas de la parametrizacién de la curva.

Corolario 3.1.10. Sea a : I — R3 una curva regular de clase C* con x # 0, entonces
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1 det(d, d, &)

llz(d(t) X d(t), @(t)) = Tlla) x &P

"=t e

(3.4)

en el punto P = a(t). En particular, si a es una parametrizacion por longitud de arco,

Demostracion. Por el lema anterior, tenemos que
t=71=1(n,n)=(tn,n) =(b’,n) =(t'xn+txn’,n) =0+ {txn’,n).

Supongamos primero que « es una p.x.l.a, entonces como t = a’, se tiene a” = t’ = xn
luego a”’ =t” = ¥'n + kn’. En consecuencia

1 K’ 1 K’
txn'=tx|—a” -—n|=—-a'xa”’ - —b.
K K K K
y entonces
1 K’ 1 1
T = —(a’xa”,n)-—(b,n)=—(a’'xa”,=a”y-0
K K K K

1
///) — _p(a/ X a//’alﬂ>.

1 1
= —det(a’,a”,a”) = ~—det(a’,a”,a
K K
Si a no esta p.x.l.a, la reparametrizamos como es usual para que S(s) = a(d~!(s)) esté
p.x.l.a. Recordemos que d’(s) = 1/||@(d ' (s))|| por lo que resulta que

1
Tﬁ(S) = —Ké(s)

(B'(s)x p"(s), B (s))

de acuerdo a la formula recién obtenida. Como 7,(t) = 74(s) pues t = d~(s), y por otro

lado e x |
a X

Kp(s) = kg (t) = ==

P « [EIE

por la féormula obtenida en (3.1), resta estudiar qué ocurre con las derivadas.

Recordando que B’ = d/||d||, obtenemos expresiones para f”, "’ en términos de las
derivadas de a -como la ecuacion que obtuvimos en (2.1)-. Mas precisamente: llamamos
A(s) = (d71)(s) = ||a|I*. Notar que entonces, f’ = @A y por la regla de la cadena (estamos
derivando respecto de s), se tiene

B'=Ad, p'=Nd+ddd=Nd+Ad
-que es lo mismo que (2.1) con otra notacién-, y volviendo a derivar,

B =N'a+XNaA+2ANd+A°8A =ad+bd + A
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2z

estoes f8 :ad+bd+Wbﬁ.

Usando que el plano osculador esta generado por t,n o equivalentemente por d, &,
y usando las relaciones de ortogonalidad de {t,n, b}, se deduce la formula enunciada:

Talt) = T4(5) = —Kj(s)w'(s) % B"(5),6”(5))
B
e
() x a(0)
NANITS
—%A%d(ﬂxd(t),ao’c(t)+b0'2(t)+/\35v'(t)>
e
() x (D)
1

= e e <), d o).

(Aa(t) x (Ad(t)+ A%di(t)), ac(t) + ba(t) + Aa(t))

AS(a(t) x ai(t), a(t))

O]

Observacion 3.1.11. De acuerdo a lo propuesto en la definicién de torsion, es inmediato
que si @ : I — IR? esta contenida en un plano y es de clase C¥ entonces 7 = 0 (definiendo
7 = 0 en los puntos donde x = 0). El siguiente ejemplo muestra que cuando « se anula,
la torsion puede ser nula pero la curva no estar contenida en un plano.

Figura 3.4: Dos curvas con la misma curvatura y torsion, a; es plana y a; no lo es.

Ejemplo 3.1.12. Sean q; : (—1,1) — IR® dadas por a,(t) = (t,t>,0), mientras que

ayt) = (t,t2,0) si t<0
2770 (4,0,4%) si t>0.
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Ambas curvas son regulares, de hecho a; es C® y a, es de clase C3. Puede el lector
verificar que para t # 0, ambas curvas tienen la misma curvatura no nula, y ambas curvas
tienen la misma torsion nula. Mientras que para t = 0, ambas curvas tienen curvatura
nula. Definiendo 7(0) = 0 para ambas curvas, resulta que las dos curvas tienen la misma
curvatura y la misma torsion (nula) en I = (-1, 1). Notamos que a; esta contenida en un
plano, pero a; no lo esta.

Para evitar este tipo de ejemplos, tenemos que pedir que haya vector normal no nulo
a lo largo de la curva, o equivalentemente, que no se anule la curvatura (en el ejemplo
anterior esto ocurre en P = (0,0,0) para ambas curvas):

Proposicion 3.1.13. Supongamos que a : I — R> es regular, de clase C3 y tiene x > 0.
Entonces a estd contenida en un plano.

Demostracion. Las hipotesis y los Lemas 3.1.8, 3.1.9 nos aseguran que los vectores t,n,b
forman una b.o.n. y dependen continuamente del pardmetro (y lo mismo ocurre con
los nameros «, 7). Podemos suponer que « esta p.x.l.a., y como b’ = tn = 0 debe ser b
constante. Pero entonces

(a(s),b)" =(a’(s),b) = (t(s),b) = 0,

lo que nos dice que (a(s),b) = cte. Pero esto es equivalente a afirmar que a esta conte-
nida en un plano ortogonal a b, digamos IT: (X — a(sy),b) = 0. O
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3.2. Triedro de Frenet, invariantes completos

Cuando « = 0, la terna T = (t,n,b) se denomina Triedro de Frenet de la curva «,
esta terna forma un triedro (o base ortonormal) que podemos pensar en cada instante
apoyada en el punto «(t). Es un marco de referencia moévil (“repére mobile” en francés)
para la curva a (ver también la Figura 3.1):

b

a(t) "

Figura 3.5: Triedro de Frenet en el punto «(t) de una curva en R®

Notemos que como el triedro forma una base ortonormal de R?, entonces debe ser
n’=At+Bn+Cb

para ciertas funciones continuas A,B,C : I — R (estamos asumiendo aqui y en lo que
sigue que a es de clase C?).

En lo que sigue, hallaremos A, B, C. Notamos que A = (n’,t), B=(n’,n), C = (n’,b).
Comon’ 1 n, debe ser B = 0 para todo t. Ahora, derivando (n,t) = 0, obtenemos (n’, t) +
(n,t’y = 0, es decir A = —(n,t’). Como t’ = xn, debe ser A = —x. Similarmente, como
b’ = mn, derivando (n,t) = 0 arribamos a C = —7. Entonces

n’ = —«xt—1b.

Esta ecuacion junto con (3.2) y (3.3) se denominan formulas de Frenet:

t' = xn
n = —xt—1b
b’ = 1n
0 x« O
que pueden escribirse como T'=ZT,donde Z=| -x 0 -7
0 7 O

Observacion 3.2.1. La curvatura y la torsién son invariantes por movimientos rigidos.
Esto puede deducirse a partir de las féormulas para las mismas (3.1) y (3.4), y la siguiente
identidad vélida para t.l. ortogonales U : R® — RR3

UvxUw ==xU(v xw),

con signo positivo si U preserva la orientacion, y negativo si la invierte (Ejercicio 3.2.14).
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Reciprocamente, podemos probar que la curvatura y la torsion son invariantes com-
pletos de una curva espacial, esto es, que determinan completamente una curva, dadas
las condiciones iniciales:

Teorema 3.2.2. Dadas dos funciones continuas «,7 : I — R con x > 0, existe una tinica
(salvo transformaciones ortogonales afines) curva a : I — R® regular y p.x.l.a. tal que x y T
son la curvatura v la torsion de a.

Demostracion. Podemos ver que gracias a las ecuaciones de Frenet, una curva regular
verifica la ecuacién diferencial T = ZT’ como en el caso plano (en este caso Z* = -Z €
M;3(R) contiene la curvatura y la torsion, y la matriz T € M3(IR) tiene como filas los vec-
tores t,n,b). Observemos que entonces las condiciones iniciales que determinan com-
pletamente una curva con curvatura y torsion dadas, son ty, ng, by, o equivalentemente,
como suponemos a p.x.l.a, los vectores ag,a( y a;. El resto de la demostracion es si-
milar a la demostracion del Teorema 2.2.8 para curvas planas, y queda como ejercicio
para el lector. O

Observacion 3.2.3. Si una curva regular tiene curvatura nula en algin punto, entonces
la construccion del triedro de Frenet falla, y por eso mismo el teorema de unicidad no
es necesariamente valido. Esto permite “pegar” distintas curvas en los puntos de curva-
tura nula para obtener curvas distintas que tendran la misma curvatura y torsiéon, como
en el Ejemplo 3.1.12. Eso si, por el teorema anterior, en los tramos donde la curvatura
es no nula, estos tramos deben ser obtenidos por un movimiento rigido de uno respecto
del otro.

3.2.1. Ejercicios

3.2.1. ** Sean V, W, Z € R3. Probar que

a) (Z,VxW)=det(Z,V,W) (sugerencia: basta probar la igualdad para Z = E{, E,, E5 con
E; los vectores de la base candnica de R3).

b) Probar la propiedad ciclica del triple producto:
(Z,VxW)y=(V,WxZ)=(W,Zx V).
3.2.2.Sea a : I — RR® una curva regular, 7, el plano osculador de C = Im(a) en el punto
a(s), generado por t(s),n(s). Probar que
m = gen{a’(s),a”(s)}

paratodosel.
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3.2.3. Probar que las formulas de Frenet pueden escribirse como

t' = Rxt
n = Rxn
b’ = Rxb

donde R es la curva definida por R = —tt+«b. La interpretacion “fisica” de este ejercicio
es la siguiente: Cuando un cuerpo rigido (un trompo o una piedra, por ejemplo) gira
alrededor de un punto existe un “eje instantaneo de rotacion” que es el lugar de los
puntos que estan fijos es ese instante (velocidad nula). Si pensamos en el triedro de
Frenet fijo al cuerpo rigido, el eje instantaneo esta dado por R.

3.2.4. Si a no esta parametrizada por longitud de arco, entonces

_ e’ xa”||

t) <a’ X a//’a/ll> B det(a,’a”,a”/)
=

la’xa”l2— lla’xa”|?

T(t) =

Hallar la curvatura y torsion de las siguientes curvas en R.

a) x=u, y=u?, z=ud.

1-u?
u

b)x:u,y:“T”,z: . Notar que 7 = 0.

) y=/f(x) z=g(x)

d) x=a(u —sin(u)), vy = a(u —cos(u)), z= bu.

e) x=a(3u—-ud), vy=3au?, z=a(3u +ud).

3.2.5. Calcular x y 7 para una hélice cualquiera a(t) = (acos(kt),bsen(kt),ct) (a,b,c, k

constantes).

3.2.6. Sean v, w € R". Probar que si (v,z) = (w, z) para todo z € R", entonces v = w.

3.2.7. Probar que si v,w son vectores en IR” entonces valen las igualdades
wwy=w-v=v-w=(w,v)

al pensar a v, w como matrices de nx 1 y a sus traspuestos v, w' como matrices de 1 xn.

3.2.8. Sea A una transformacion lineal que escribimos como matriz T en la base cano6-
nica de R”, sea T' la matriz transpuesta que se obtiene cambiando las filas de T por las
columnas de T. Probar que

a) (T =T.
b) (Tv)! =v'T" para todo vector v.

c) (Tv,wy=w"-T-v=(T'w)"-v = (v, T'"w) para todo par de vectores v, w.



48 Curvatura y torsion: curvas espaciales

Esta altima propiedad permite “pasar para el otro lado” de un producto interno a una
transformacion lineal cualquiera (trasponiéndola), asi por ejemplo

(v, Tw) =(T"v, w).

3.2.9. Sean T}, T, matrices de n x n. Probar que si para todo par de vectores v,w de R"
se tiene
(v, w) =(Thv,w)

entonces T) = T5.

(Sugerencia: ir eligiendo como v, w los vectores de la base candnica de R").
3.2.10. * Una aplicacién lineal U : R* — IR? es una transformacién ortogonal si
(Uv,Uw) ={v,w) Vv, welR>.
Probar que son equivalentes:

a) U es una transformacion ortogonal.
b) U es una isometria, o sea U es lineal y ||[Uv|| = ||v|| para todo v € R3.

c) U es inversible y su inversa se calcula como su traspuesta, es decir U™! = U*.

(Sugerencia para b)= a): observar que si vale b) entonces (U(v +w), U(v + w)) = (v +
w,v +w) v deducir que vale a) a partir de ahi).

3.2.11. Probar que toda transformacion ortogonal verifica det(U) = +1. ;Es cierta la
reciproca? (dar una prueba o un contraejemplo).

0 1
U =
1 0
es una transformacion ortogonal de IR?. Mostrar que U es una simetria alrededor de la
recta y = x. ;Qué determinante tiene U? ;Preserva la orientaciéon de IR*?

3.2.12. Probar que

3.2.13.S510 € [0,2m], y
[ cos@ —senO
=\ sen® cosO

probar que Uy es ortogonal y preserva la orientacion. Mostrar que U es una rotaciéon de
angulo 6 alrededor del origen, en sentido positivo.

3.2.14. Sea A € R¥* matriz inversible. Probar que para todo v,w € R vale la identidad

Al ((Av) x (Aw)) = det(A)v x w.
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En particular si U es ortogonal, Uv x Uw = +U(v x w), con signo positivo si U preserva
la orientacién, y negativo si la invierte.

Sugerencia: probar que vale la igualdad multiplicando ambos lados contra cualquier z €
R3, la férmula del triple producto, y el Ejercicio 3.2.6.

3.2.15. Probar usando lo anterior y el Ejercicio 3.2.4 que la longitud, la curvatura y la
torsion de una curva son invariantes por movimientos rigidos.

3.2.16. Si @ : ] — RR3 es una curva, el plano normal en «a(t) esta dado por la ecuacién
(a’(t),X —a(t)) = 0. Probar que la curva dada por

x = asen’(t), y = asen(t)cos(t), z=acos(t)
esta sobre una esfera y que todos los planos normales pasan por el origen.
3.2.17.* Dados dos puntos p,q € IR? y un nimero real positivo a sea

X ={XeR?:d(X,p)+d(X,q) = 2a).

Demostrar que X es una elipse de radios a,b cuyo centro es el punto medio @. Los

puntos p y g son llamados focos (sugerencia: hacer la prueba para el caso p = (r,0),q =
(-1,0), de manera que 51 = (0,0), en ese caso b = Va2 —r2).

3.2.18. * Dados dos puntos p,q € R? y un namero real positivo I sea
X ={XeR>:|d(X,p)-d(X,q)|=2]).
Probar que X es una hipérbola y que toda hipérbola se puede obtener de esta forma.
3.2.19. * Para p € R? y L C R? una recta que no contiene a p, sea
X ={XeR*:d(X,p)=d(X,L)}.

Probar que X es una parabola (sugerencia: hacer la prueba para el caso p = (0,7),L = eje x,
de manera que si X = (x,y) entonces d(X,L) = |y|). El punto p es el foco de la parabola y
la recta L es su eje. Una parabola que refleja la luz concentra los rayos de direccién per-
pendicular a su eje y provenientes del semiespacio que contiene al foco en este punto.
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He intentado evitar las cuentas extensas,
siguiendo de esta forma el postulado de
Riemann de que las pruebas deben ser
dadas a través de ideas y no de calculos
voluminosos.

David Hilbert

En esta segunda parte del texto vamos a trabajar con superficies S € R3, y nos con-
centraremos en su geometria, en particular en las geodésicas (caminos éptimos en S) y
la curvatura (como se dobla y se estira S). Para comenzar daremos algunas definiciones.

4.1. Espacio tangente

Definicion 4.1.1. Dado D C IR? un abierto conexo, y ¢ : D — IR3, decimos que
1. ¢ es suave si es (al menos) de clase C!.

2. @ es una parametrizacion suave si ademas es inyectiva, en ese caso denotamos
S =im(p) c R?, la imagen de ¢ en el espacio.

3. @ es una parametrizacion regular si D@y es inyectiva para todo X = (u,v) € D =
Dom(¢p). Equivalentemente, si ¢ = ¢(u,v), entonces ¢ es regular siy solo si los
vectores @, (u,v), @,(1,v) € R3 son linealmente independientes para todo (u,v) €
D.

4. Si @ es una parametrizacién regular, el subespacio gen{q, (u,v), ¢, (u,v)} C R3 lo
denominamos espacio tangente a S en p = ¢(u,v) (notar que como ¢ es regular,
es un subespacio de dimension 2, es decir un plano por el origen). Denotamos a
este subespacio como T,S; dando por entendido que las derivadas parciales estan
calculadas en (u,v) cuando p = ¢(u,v), denotamos entonces

T,S = gen{py, oy}

5. Si @ esregular, el plano tangentea Senp € S, es I, : A, (u,v)+pep, (1, v)+@(u,v),
para A, u € R. Equivalentemente, I1, = T,S + p. En las ilustraciones del texto, sin
embargo, en general no haremos esa distincion.
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abierto W c R3 N

Figura 4.1: Parametrizacion regular de una superficie

En general, vamos a denotar ¢(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) con lo cual

xu xV
Ou =Y 2)  Ov=(x¥0,2) Do=| v,
Zu ZV

Observacion 4.1.2 (Superficies como graficos). Si @ : U — R® es una parametrizaciéon
regular, entonces para todo X € U la matriz diferencial Dgyx de ¢ en X € U tiene rango
méximo, es decir rango 2. Luego de aplicar un difeomorfismo T : R® — RR3, podemos
considerar la nueva parametrizacién ) = T o ¢ : U — R3, que también resulta regular
ya que Dy = DT o D. La superficie asi obtenida resulta la superficie transformada

T(S)=im(¢)={T(p):p€ S}

que es entonces también regular. Fijado Xy = (ug,vg) € D, y eligiendo adecuadamente
T, podemos entonces suponer que las primeras dos filas de Dix, son linealmente inde-
pendientes -por ejemplo, tomando como T una rotacién, es decir una transformacion
ortogonal-. Ahora consideramos F : U — R? dada por F(u,v) = (x(u,v),y(u,v)) (con la x
e y de ), y observamos que DFx, es inversible. Por el teorema de la funcion inversa, y
reduciendo U si es necesario, resulta F : U — F(U) = V c R? un difeomorfimo. Ahora
consideramos f : V — R dada por f = pr,opo F~! que es de clase C!, y observamos que
parax,y € V = F(U), se verifica

(%9, f(x,9) = (F(u,v), f o F(u,v)) = (x(u,v), p(u,v), 2(u,v)) = P(u, ).

Esto prueba que en un entorno de py = (1, vg) la superficie reqular es el grdfico de una
funcién de clase C!.
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Lema 4.1.3. Si S = im(¢) C R® es la imagen de una parametrizacion regular, entonces
@ es abierta relativa, es decir para todo abierto B C U, existe un abierto W C R3 tal que
@(B) =W NS (Figura 4.1). Equivalentemente, ' : S — IR? es continua.

Demostracion. Por la observacion anterior, y como los enunciados del lema son locles,
podemos suponer que S es localmente el grafico de una funcién de clase C!. En ese
caso, si B C U es una bola abierta, entonces es inmediato que ¢(B) = S N7~ '(B x {0})
donde 7 : R? — RR> es la proyeccién al plano z = 0 dada por 7(x,y,2) = (x,9,0). Como 7
es continua, W = 7771 (B x {0}) es abierto de IR® y se tiene la afirmacién del lema. O

Definicion 4.1.4 (Superficies regulares dadas por varias parametrizaciones). Decimos
que S C R? es una superficie reqular de clase C* si existen parametrizaciones regulares
@; :D; CR> > R® con i = 1,...,N (N puede ser infinito), de manera tal que, si U; =
@;(D;) =im(¢;), entonces S = Ufil U; y ademas para todo i, j

1. U; C S es abierto relativo: existe una bola abierta B;  R® tal que U; = B; N S.

2. Como ®;
que la funcion de transicion

YU n Uj) = (p].‘l(B,- N Bj), este conjunto es abierto en C R?; requerimos

piog; 197 (UinUj) = ¢;(UinUj) C D; CR?
sea de clase CF.

En algunos casos simplificaremos las nociones al suponer que S esta cubierta con
una sola parametrizacion, es decir que S = Im(¢).

Lema 4.1.5. Si p € Im(p) C S, entonces T,S = Im(Dyy,y)), donde p = ¢(u,v). Es decir el
rango de la diferencial de ¢ en X = (u,v) es el espacio tangente a S en p.

Demostracion. Primero observemos que siv € Im(D, ,)), entonces existe w = (w1, w,) €
R? de manera tal que v = D@(,,y)w- Esto es

X, Xy

_ | Pu Py wq _ wq _ Py — | _ = -

v_D(P(w)—( l J« )( W, )— zu zv ( ) )—(w11w2)( Py — )—wl(Pu+w2(Pvr
u v

luegov € T, S = gen{¢p,, ¢,}. Reciprocamente, si v = ap, + by, € T,S, entonces tomando
w = (a,b) € R?, se tiene v = Do(w) € Im(Dg). O

El lema anterior caracteriza de manera practica el espacio tangente. Otra caracteri-
zacion que usaremos bastante, es la dada por curvas.

Observemos primero que como ¢ es suave e inyectiva, toda curva y C S = Im(¢g)
proviene de una curva I' € D = Dom(g), es decir y = @ oI, y ademas por la regla de la
cadena ¥’ = Dorl”, luego ¥’ € Im(D¢r), lo que nos asegura que

v eT,S.
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TaM a=uUp, +ve,

/ MC]R3

‘ "D = Dom(¢p) C R?
Figura 4.2: Vector genérico d¢ € T,M

Es decir que la velocidad de una curva dentro S, siempre es tangente a la superficie.

Lema 4.1.6. Si p € S superficie regular, entonces

T,S={y’(0): ¥ €S, ¥(0) = p}.

Es decir, el espacio tangente en p se obtiene considerando todas las velocidades de curvas
en S que pasan por p (Figura 4.2).

Demostracion. Ya vimos que todas las velocidades de curvas que pasan por p son vec-
tores tangentes a S. Reciprocamente, tomemos v € Tp, entonces existe w € R? tal que
v = Dexw si ¢(X) = p. Consideremos la curva I'(t) = X + tw dentro de D = Dom(¢),
definida para |t| < ¢ pues I'(0) = X € D, y D es abierto en IR?>. Considermos entonces
Yy =@ol, estoes y(t) = @(I'(t)). Entonces claramente y € S =Im(¢p), y(0) = @(X)=py
ademas

7’(0) = DorI'(0) = Doxw = v.

Hemos probado que v es la velocidad inicial de la curva y C S. O

Definicién 4.1.7. Diremos que una superficie regular S C R> es cerrada si S es la fron-
tera (o cascara) de un volumen acotado W  IR3. En ese caso denotamos S = dW.
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4.1.1. Ejercicios

4.1.1. Parametrizar las siguientes superficies y hacer un grafico aproximado en cada
caso:

a) z=3, con0<x<1,0<y<1 b) x+z=2, con-2<y<3,x,2>0
¢) x+y+z=1, enell® octante d) x*+y?=4, cony>0y-1<z<1
e) x*>+y*+z2=1, enel 1* octante f) x*+y*+z2=4, cony>0

9) z:\/m, conz<5 h) z=y% conx?+p2<1

4.1.2. Parametrizar las siguientes superficies ;Cuales son superficies cerradas? Indicar
el borde de las que no lo sean.

a) x*+z2=3, con-1<y<l1 b) x*+y2+2z°2=4
c) z=x2+y% conz<5 d) y?+4z2=1, con-2<x<3
e) (x—1)2+p?+(z+1)2=1 f) z=5-x% conz>0y-1<p<l1

g) lasuperficie frontera del sélido definido por el plano x+y+z = 1 en el primer octante.

h) la superficie frontera del sélido definido por z< 5-x% -2y z> 0.
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4.2. Funciones en superficies

Definicion 4.2.1 (Continuidad de funciones entre superficies). Dadas dos superficies
regulares M,S C R, diremos que una funcién f : M — S es continua si para todo punto
p € M y toda sucesion {p,},en C M tal que p,, — p, se verifica f(p,) — f(p).

Invitamos al lector a verificar que esto es equivalente a pedir que la preimagen de
todo abierto relativo W ¢ S (W = S N B con B C IR? abierto) es un abierto relativo de M.

Para definir diferenciabilidad, vamos a usar las parametrizaciones:

Definicion 4.2.2 (Funciones diferenciables entre superficies). Sean ¢ : D — M, ¢ :
D* — S parametrizaciones regulares de M, S respectivamente y f : M — S continua.
SeapeU=Im(p)CM, f(p) €V =Im(¢) CS. Consideremos W = f{(V)NnU ={qe U:
f(q) € V}, que es un abierto no vacio de M si f es continua, y consideremos D C D =
@~ (W). Decimos que f es de clase CK en W si

¢~ ofop:D—D
es una funcion de clase CF en el abierto D c R?.

§ Puede verificarse facilmente que esta definiciéon no depende de las parametrizaciones
regulares elegidas.

Definicion 4.2.3. Sean S, M superficies regulares, f : S — M de clase C!. Parap € S
y ¢ : U — S parametrizacion alrededor de p, definimos Df, : T,S — T, M como
Df,v=D(f op)xwsiv=DexweT,Syp = ¢(X). Esta se conoce como la diferencial de

fenp.

v=a'(0) f:S->M
< i /‘./->t Sl \\\
- >
X s M
-
s
G

Figura 4.3: Funcién suave f : S — M entre superficies y su diferencial

Lema 4.2.4. Si f : S — M es C', y a C S es de clase C' con a(0) = p,a’(0) = v, se tiene
Df,v = (f oa)(0). Ademds Df, : T,S — T )M es transformacion lineal.
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Demostracion. Si p = @(X), escribimos a = ¢ o f para p C Dom(¢p). Entonces si v =
Dyxw € T,S, como v = &’(0) = Dpx ’(0) y Dpx es inyectiva, debe ser w = $7(0). Luego

Dfyv=D(fop)xw=(f o@op)(0)=(foa)(0)

y esto prueba la primera afirmacion. Ahora si v; = Dpxw; entonces vy +Av, = Doy (w; +
Aw;) = D@ y entonces

Dfy(vy + Avy) = D(f o @)x (w1 + Awy) = D(f o @)xwy + AD(f o p)xwa = Df,v1 + AD f,v,,

lo que prueba que D, es transformacion lineal entre los respectivos espacios tangentes.
O

Problema 4.2.5. Sean S, M superficies regulares, f : S — M de clase C!. Probar
1. Df, no depende de la parametrizacion ¢ elegida para definirla.

2. Df, esinversible & f es localmente inversible y f~'esde clase C!.

3. Si Df, es inversible entonces existe un entorno W c U tal que f o : W — M es
parametrizacion regular de M en un entorno de f(p).

4. Sif:S—>M,g: M — N son dos funciones entre superficies regulares, la compo-
sicion también es una funcién entre superficies regulares go f : S — N, y vale la
regla de la cadena

D(g Of)pv = Dgf(p)Dfpv

4.2.1. Campos vectoriales en superficies y flujo de un campo

Definicion 4.2.6 (Campos vectoriales). Sea M C IR una superfice regular.

Una funcién X : M — R tal que X(p) € T,M para todo p € M se denomina campo
vectorial en M. Decimos que X es de clase CX en un entorno de p cuando Xo¢ : D — R3
lo es, para alguna parametrizacion ¢ : D — @(D) Cc M tal que U = ¢(D) es entorno de
p. Decimos que X es de clase CK en M cuando este entorno existe para todo p € M.
El conjunto de los campos suaves (de clase C!) en M lo denotamos ¥(M). Es habitual
denotar X, (y no X(p)) para X € X(M).

Dada una curva y : [ — M, decimos que y : I — R® es un campo a lo largo de y si
u(t) € T)(nyM para todo t € I (Figura 4.4). Si consideramos y : I — R es inmediato por
el Lema 4.1.6 que ¥ es un campo a lo largo de y, denominado campo de velocidades de

V.

§ Notemos también que si X € ¥(M) y, entonces y = X oy : I — R? es un campo a lo
largo de y: en efecto u(t) = X(y(t)) € T,(;yM para todo t € I pues X es campo vecto-
rial. Reciprocamente, puede probarse que todo campo y a lo largo de una curva puede
“engordarse” a un entorno abierto U de y en M para que p = X|,.
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Figura 4.4: Campo p a lo largo de la curva y

Definicion 4.2.7 (Flujo de un campo vectorial). El flujo en p € M de un campo en M es
la curva soluciéon aif : I, > M del problema dado por la ecuacion diferencial

a(t) = X(a(t)), «(0)=p,

donde I, = (t,, t;) C R es algtn intervalo alrededor de t = 0. Por el teorema de existen-
ciay unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias (ver Teorema 5.1.6), este problema
tiene siempre alguna soluciéon en un intervalo abierto alrededor de t = 0, y denotamos
Ip al intervalo maximal de definicion de la solucion. Por el mismo teorema, la solucién a
depende suavemente de las condiciones iniciales, siempre que el campo sea C'. Enton-
ces para cada abierto acotado U C M, hay un intervalo comuin de definicién de las al)f, y

obtenemos una funcién de clase C! dada por a* : I x U — M dada por a*(t,p) = al)f(t)
denominada flujo global o sencillamente flujo de X en M.

Definicion 4.2.8 (Corchete de Lie). Si X, Y son campos en M, en general p — DX, (Y,) €
R? (la derivada direccional de X en la direccién de Y) no tienen por qué volver a ser
tangente a M en p, luego no define un campo. Sin embargo, puede probarse que si X, Y
son de clase C? entonces la operaciéon

[X,Y](p) = DY,(X,) - DX,(Y})
conocida como corchete de Lie, si define un nuevo campo en M.
Problema 4.2.9. Sean X,Y,Z campos de clase C? en M. Probar que
1. [X,Y] es un campo en M, que verifica [X, Y] = —[Y, X] (antisimetria).
2. Paratoda f,g € C!(M) se verifica
(gX, fY]=¢f[X,Y], [X+ZY]=[XY]+[Z Y] [XY+Z]=[XY]+[X Z]

se suele decir que el corchete de Lie es C'(M) bilineal.
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3. Se verifica la identidad de Jacobi

(X, [Y,Z]]+[Z,[X, Y]] +][Y,[Z,X]] = 0.

4.2.2. Normal, area, integrales de superficie

Dada una superficie regular S = im(¢) C IR, como ¢,,, ¢, generan el espacio tangen-
tea S enp €S, resulta que el vector N, = ¢, X ¢, es no nulo y ortogonal al subespacio
T,S. Decimos que N, es una normal de S en p.

Definicion 4.2.10. Diremos que la superficie S es orientable si existe una funcion con-
tinua y nunca nula N : S — RR3. Normalizando el vector normal (dividiendo por su
norma), podemos suponer que N : S — S2, para S? la esfera unitaria de R (centrada en
el origen). Para cada p € S, el vector normal en p sera N, un vector perpendicular a
la superficie en el punto p (es decir perpendicular a T,S) y de norma 1. En ese caso la
superficie tiene dos orientaciones, dadas por elegir la normal de uno u otro lado.

En el caso de superficies cerradas, podemos elegir siempre la normal exterior que es
la que apunta hacia afuera del volumen W tal que S = dW. En ese caso diremos que
S = JW tiene la orientacién positiva, y lo denotaremos como S = dW.

Si @ : Dom(¢@) — S es una parametrizacion de S entonces como ¢, X @, también es
perpendicular al espacio T,S correspondiente, debe ser ¢, x ¢, un multiplo de N,,. Si
@ es regular (salvo quizas en los bordes de S o en puntos aislados del interior de S o en
regiones de S que no separen a S en 2 partes disjuntas) entonces se puede probar que
@y X @, siempre apunta para el mismo lado de S.

Es decir, si S esta orientado para determinado lado (uno de los 2 lados de S) entonces
hay 2 casos posibles:

1. ¢, x @, apunta para el lado en el que esta orientada S para todo (#,v) € Dom(¢p)
donde ¢, x ¢, # (0,0,0) (en cuyo caso se dice que ¢ conserva o preserva la orien-
tacion de S). En este caso vale la igualdad

N (pu X (P'U

P oy X @l

2. ¢, x ¢, apunta para el lado opuesto al que esta orientada S para todo (u,v) €

Dom(¢p) donde ¢, x¢, = (0,0,0) (en cuyo caso se dice que ¢ invierte la orientacion
de S). En este caso vale la igualdad

Pu X Py

N, . o Rok £
llpu x @yl

(u,v)

O sea que para una parametrizacién regular ¢ de la superficie (orientable) S, el
vector ¢, X ¢, apunta siempre para el mismo lado de S.
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Una prueba de este hecho se puede obtener considerando una curva a : [4,b] - S
que una 2 puntos de S donde ¢ es regular, digamos p = a(a) y q = a(b). Alli con-
sideramos en cada a(t) los valores de f : [a,b] — R para f(t) = (Ny), @u X @) (donde
Qu X Py =@, (u(t),v(t))xe,(u(t),v(t)) es el correspondiente al punto a(t) = @(u(t),v(t))).
Supongamos que en p = a(a) resulta que N,y y @, X ¢, apuntan para el mismo lado,
entonces la funcion

fla) = <Na(t)f PuXPy) = “Na(t)” llu x ol cos(0) >0 (4.1)
ya que el angulo O entre los vectores debe ser 6 = 0 (porque ambos vectores son per-
pendiculares al mismo plano T,,S y apuntan en la misma direccion).

Siel punto g = a(b) y fuera f(b) < 0 la funcién f (que es continua) deberia anularse
en un c € (a,b). Pero entonces en el punto a(c) deberia ser ||p, x ¢,|| = 0 ya que es la
Unica manera que se anule f(c) (observar la expresion (4.1) para convencerse). Luego,
@ no podria ser regular en un punto de S sobre la curva a, en contra de lo supuesto.
Por lo tanto, deberia valer f(b) > 0. Por lo que ¢, X ¢, en q = a(b) también apunta para
el mismo lado que N, ;) ya que

f(b) = <Na(b)f Pu X (Pv> = ||Na(b)|| ”(pu X (Pv” cos(0)
y por lo comentado antes 6 = 0 0 8 = 7 son los Unicos valores posibles.
Definicion 4.2.11. El elemento de drea de la superficie S es la funciéon
dS = |, x @, : Dom(@) — R.

Notemos que es una funcioén estrictamente positiva si S es regular, ya que el producto
vectorial slo se puede anular si los vectores son linealmente dependientes.

Definimos el drea o medida de la superficie orientable S = Im(¢p) C R® como la
integral del elemento de area, esto es

#(5) = ﬂ)om@)”%(“’”) ol e e

Con mayor generalidad, dada una funciéon f : S — R (en particular, si tenemos
f:R® — R y miramos su restriccién), definimos

ﬂsf :ﬂl;om«p)(f o @)(1,v) ll9u(,v) x @y (u, )| du dv.

Asimismo, si F : IR> — R es un campo, definimos el flujo de F a través de S (para S
una superficie orientada) como

.Us = J-[Dom(qo)«P o @)1, ), (1, v) X ¢y (u,v)) du dv.
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Si N denota la normal unitaria de S, notemos que tomando f = (F,N), la tercer
definicién es un caso particular de la segunda.

Y que tomando f = 1 la definicién de area es un caso particular también de la
segunda definicion, es decir p(S) = HS 1.

Veamos que estas definiciones son intrinsecas a la superficie, y no dependen de
la parametrizacion elegida. Para probarlo, por las observaciones recién hechas, basta
ver que la segunda definicidn, la de integral de superficie de funciones escalares f, no
depende de la parametrizacion. Primero enunciamos un lema que usaremos, de interés
independiente:

Lema 4.2.12. Sea ¢ : D — S es una parametrizacion suave, entonces
2
det(De' Do) = [lpu x pI*

Demostracion. Primero calculamos

[ 2
DolDo = —Pu— ) :( Pu-Pu Py Py ):( ”(Pu” Pu Py
v ( —Qy— (pl“ (Plv Ov Py Py Py v Pu lull?

Luego det(D@'D@) = ||, |I%[l@u 1> = {@u, ¢,)?, que por el Lema 3.1.6, es igual a la canti-

dad ||, ><(Pv||2- O

Ahora si, veamos que las integrales de superficie no dependen de la parametrizacion
elegida para calcularlas.

Proposicion 4.2.13. Sea S = Im(¢p) = Im(®) CR3 con ¢ : D — S, ® : D* — S parametri-
zaciones regulares de S. Entonces para toda funcion continua f : S — R,

fL(f o @) |lpy x @yl du dv = \J-J;)*(f 0 D) [|Dy x D || dx dy.

Demostracién. Consideramos la funcién T : D* — D dada por T = ¢! o ®. Notar
que por ser ambas funciones inyectivas, T es inyectiva y claramente D = T(D*). Por
otro lado, esta funcién es C! por ser ambas parametrizaciones regulares. Llamemos
(u,v) € D a las variables en D, llamemos (x,y) € D* a las variables en D*. Claramente
T(x,v) = (u,v), luego podemos calcular el determinante Jacobiano JT(X) dxdy = dudv.
El teorema de cambio de variables para dominios en R? nos dice que

JI (goT)x,p)]T(x,v)dx dy = J] g(u,v)du dv (4.2)
D* D=T(D")

para toda funciéon continua g : D — RR. En particular, podemos tomar

8(u,v) = f@(u,v)) llgy (u,v) x @y (u, v),
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con lo cual

HD:T(D*) g(w,v) du dv = ﬂD(f o @) llpu x @yl du dv. (4.3)

Por otro lado, como ¢(T(x,y)) = @(x,p), diferenciando obtenemos Do(T(x,vy))DT(x,v) =
D®(x,v), y trasponiendo las matrices DT (x,y)'D¢(T(x,y))! = D®(x,y)". Multiplicando
ambas expresiones se obtiene
DT(x,9)' Dp(T(x,9))' De(T(x,9))DT (x,3) = DP(x,)' DD(x, p),
omitiendo por un momento los puntos donde estan evaluadas estas matrices obtuvimos
DT'D¢'D@DT = DO'DD.
Tomando determinante a ambos lados de la igualdad, llegamos a que
det(DT)*det(D¢p' Do) = det(DD'DD).
Usando el lema anterior y tomando raiz cuadrada, obtenemos
|det(DT) lgw x @ull = [|Px x Dy,

0 mas precisamente

JT(x,9) l(@u x @ )(T (x| = [P x Py )(x, )l (4.4)
Luego, como

g(T(xy)=fopop™ o®@(x,y) (@ x P )T = (f 0 @), ) (@ x )N(T(x, ),

tenemos

H (g0 T)(x,9) I T(x,y)dxdy ﬂ (f 0 ®)(%,9) (@ x 9o )T )| JT(x,v) dx dy
D* D

[ 7 o@mm x5l e
D*
donde la Gltima igualdad es consecuencia de lo que obtuvimos en (4.4). Resumiendo,
[ gonmnirep aray= || (roori@xoidray. @)
D D

Combinando las igualdades (4.2), (4.3) y (4.5) se obtiene la igualdad enunciada en la
proposicion. O]
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4.2.3. Ejercicios

4.2.3.Sea f una funcién C! en un recinto elemental D. Calcular 1, x1, en los siguientes
casos:

a)P: D —>R3, Y(u,v) = (u, f (u,v),v).
b) ¥: D — R3, Y(u,v) = (f(u,v),u,v).

4.2.4. Para las superficies de los Ejercicios 4.1.1 y 4.1.2 que se indican, utilizar las pa-
rametrizaciones halladas para calcular, si es posible, los planos tangentes y vectores
normales en los puntos P senalados. En lo posible, graficar aproximadamente las su-
perficies, los planos tangentes y los vectores normales.

Superficies del Ejercicio 4.1.1:

a)en P =(1/2,1/2,3),c)en P =(1/3,1/3,1/3), d) en P = (V2,V2,0), f) en P = (0,2,0),
g)en P =(1,1,v2),g)en P =(0,0,0) y h) en P = (0,0,0).

Superficies del Ejercicio 4.1.2:

c)en P =(0,0,-2),c)en P =(0,0,0), d) en P =(0,1,0), f) en P = (0,0,5) y h) en
P =(0,0,0).

4.2.5. Calcular el area de las superficies indicadas en el ejercicio anterior -exceptuando
h) del Ejercicio 4.1.1, y f) del Ejercicio 4.1.2-.

4.2.6. La proyeccion estereografica permite definir un sistema de coordenadas alterna-
tivo para la esfera S? C R®. Para esto, considérese una esfera descripta por x> +y?+z% = 1
ysea N = (0,0,1) su “polo norte”. Se define 7t como 7t(x,v,z) = q € R? si g es la intersec-
cion de la linea que pasa por N y P = (x,v,2) con el plano z = 0.

a) Hallar una férmula para 7(x,y,z) con (x,y,z) en esta esfera.

b) Mostrar que una parametrizaciéon de S? esta dada por

2u 2v 2 )

-1
u,v)=1 (14,v)= , ,1—
Plu,v) (,v) (u2+v2+1 uz+v2+1 uz+v2+1

c) Mostrar que, usando la proyeccion estereografica es posible cubrir la esfera con dos
parametrizaciones.

4.2.7. Calcular el area de las siguientes superficies:

a) S la parte del cilindro x? + y2 = 4 que verifica —~x <y <x,0<z< 1.

b) S superficie frontera del cuerpo definido por x? +y? < 1, 0 < z < 4/x2 + 2.
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4.3. Primera forma fundamental

Para trabajar con superficies parametrizadas M = Im(¢), resulta muy util considerar
los coeficientes de la primera forma fundamental dados por

E=¢, ¢, = ||(Pu||2l F=¢,- ¢, G=¢,-¢,= ”(Pv”zx
donde hay que notar que E,F,G : D = Dom(¢p) — R son funciones de las variables
(u,v) € D y ademas dependen de la parametrizacion ¢ elegida para recorrer M.

Definimos la matriz de la primera forma fundamental como

I - E F
P\F G/
y también (con un pequeno abuso de notacion) se suele denotar a la forma bilineal
asociada de la misma manera:
L(v,w) =(I,v,w),
para v,w € IR?.

Observacion 4.3.1. Notemos que, como Dp =| ¢, ¢, |€R>?, entonces
.
T e PuPu PuP E F
D D — u = u u u v = = I
& ¥ (_(Pv_) Pu ((Pv'(Pu (Pv'(Pv) (F G)

Luego si w;,w, € R? y v;,v, son sus imagenes en T,M por la diferencial de ¢, se
tiene

(v1,v2) = (Dpwy, Dow,) = (DT Dow,, w,) = (Iwy, w,).

Es decir, la primera forma fundamental relaciona la métrica en D = Dom(¢) C IR? con
la métrica en M =im(¢).

Sil' € D esunacurvasuavey y =@ ol C M es suimagen en M, entonces
17/II” = IDeT’||> = (D@I”, DI’y = (I, T", Ty = 1,(T",T"). (4.6)

Observacion 4.3.2. La matriz de la primera forma fundamental, para una parametri-
zacion regular ¢, siempre es inversible. Esto es porque

EG = F? = |loulPllgu 1> = (pu, u)* = Al@u, 9,)?
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donde A denota el area del paralelogramo generado por estos vectores (ver (3.1.6)). De
acuerdo a las férmulas obtenidas, esta area también se puede calcular como la norma
del producto vectorial, es decir

AP, @y) = llpu x @y l-
Combinando esta identidad con la anterior, tenemos
EG-F?=llp, x ¢|I* 20,

y solo puede anularse cuando ¢, X ¢, = 0 € T,M. Pero esto es posible si y solo si ¢,, ¢,
estan alineados, lo cual contradice que ¢ sea regular.

Notemos que como E > 0y también det(I) > 0, la matriz I es siempre definida positi-
va. Equivalentemente,
(Iyw,w)>0

para todo w € R? no nulo.

Esta ultima observacion la podriamos haber obtenido también mediante la férmula
(4.6), reescrita poniendo I'’(0) = w € R?, v = Deor(o)(w) = Dorl’(0) = %((p oT)(0) =
7’(0), pues en ese caso

(Tw,w) = (Lyo)I"(0),I7(0)) = Iy (O)II* = [l > 0
siempre que v = D@(w) sea no nulo (y como Dg es inyectiva, esto ocurre si y sélo si

w € R? es no nulo).

4.3.1. Ejercicios
4.3.8. Sean S, M superficies regulares, F : R> — R® de clase C! y f = F|s. Si im(f) C M,
probar que f es C! entre superficies y que para todo p € S, Df, = DFplrs.

4.3.9. Dada una superficie parametrizada por ¢(u,v), los coeficientes de la primera
forma fundamental son E = ¢, - ¢,, F = ¢, - ¢,, G = ¢, - ¢,. Calcular la primera for-
ma fundamental de las siguientes superficies parametrizadas en los puntos regulares
(a,b,c>0):

a) Plano

b) Esfera de radio R > 0, usando coordenadas esféricas.

c) Esfera de radio 1, usando las coordenadas de la proyeccion estereografica.
d) Elipsoide: ¢(u,v) = (asen(u)cos(v), bsen(u)sen(v),ccos(u))

e) Paraboloide eliptico: ¢(u,v) = (au cos(v), busen(v), uz)

f) Paraboloide hiperbélico: ¢(u,v) = (au cosh(v), bu senh(v), u?)
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g) Hiperboloide de dos hojas: ¢(u,v) = (asenh(u)cos(v), bsenh(u)sen(v), ccosh(u)).

4.3.10. El toro de radios a > r > 0 centrado en el origen estd dado por la superficie de

nivel
T={xp2)eR:2>=r"- (W—a)z}

Hacer un gréfico aproximado y verificar que f : (0,27) x (0, 27) — R® definida por
f(u,v)=((a+rcosu)cosv,(a+rcosu)senv,rsenv)

es una parametrizacion regular de T. Hallar E, F, G.

4.3.11. Sea S C R® la superficie de revoluciéon que se consigue rotando la curva y =
f(z) > 0, para z € (a,b) alrededor del eje z. Probar que si f es C? entonces S es una
superficie regular. Dar una parametrizacion, hallar su plano tangente y los coeficientes
E,F,G.

4.3.12. Mostrar que toda superficie de revolucién (y = f(z) > 0 rotada alrededor del eje
z) puede ser reparametrizada de manera que queden E=E(v),F =0y G =1.

4.3.13. La pseudoesfera es la superficie de revolucién que se obtiene al girar la curva
tractriz alrededor del eje z. Dar una parametrizacién de la pseudoesfera y hallar sus
coeficientes de la primera forma fundamental.

4.3.14. Las curvas coordenadas de una parametrizaciéon ¢(u,v) forman una red de
Tchebyshev si las longitudes de los lados opuestos de cualquier cuadrilatero forma-
do por ellas son iguales. Mostrar que si ¢ € C?, entonces una condicién necesaria y
suficiente para esto es que ‘3—5 = 3—3 =0.

4.3.15. * Probar que si las curvas coordenadas de una parametrizacion ¢ € C? forman
una red de Tchebyshev entonces es posible reparametrizar el entorno coordenado de
modo que los nuevos coeficientes de la primera forma fundamental sean E = 1,F =
cos(0),G =1, donde O es el angulo entre las curvas coordenadas.

4.3.16.Sea f : S — Res diferenciable, con S superficie regular parametrizada por ¢. Sea
grad(f), el tnico vector tal que (grad(f),,z) = Df,(z) para todo z € T,S. Si denotamos
fu= %, y lo mismo con v, probar que

G- f,F E—f,F
grad(f), = oIl (HETIE,

En particular, si S = R?x{0} € R® con la parametrizacién usual ¢(x,y) = (x,v,0) se tiene
grad(f) = fre1 + fye; donde {e1, e;, €3} es la base canonica de R3.



5 GEODESICAS Y FUNCION EXPONENCIAL

Desde cualquier punto dado
construimos el sistema de lineas
cortas que salen de el; la posicion de
un punto arbitrario puede entonces
ser determinada por la direccion
inicial de la geodésica en la que yace,
y su distancia medida a lo largo de
esta linea desde el origen.

B. Riemann “Sobre las hipotesis que
yacen en las bases de la Geometria”

Dada una superficie regular M C R?, buscamos responder las dos preguntas que
siguen:

- ¢Cual es el camino mas corto para ir de un punto a otro en M, sin salir de M?

- ;Hay alguna manera de especificar caminos que no gasten energia innecesaria, es
decir que se mueven de manera “lo mas recta posible”?

Como veremos, ambas preguntas estan relacionadas y se contestan, local o global-
mente, por medio de una familia especial de curvas en M que llamaremos geodésicas.

§ Para esta seccion y cada vez que hablemos de geodésicas, supondremos que la super-
ficie M es regular y de clase C3.

5.1. Curvas sin aceleracion

La primera aproximacion al problema, atane mas a la segunda pregunta formulada.
En el espacio IR3, es sabido que en ausencia de fuerzas externas, una particula sigue un
movimiento rectilineo uniforme, describiendo asi una recta, pero siempre parametriza-
da con velocidad constante, esto es a(t) = tV + P para ciertos vectores fijos P,V € IR3. El
punto P es la posicion inicial de la trayectoria, y el vector V es la velocidad inicial de la
trayectoria. Notemos que ||c(t)|| = ||V]|| = cte. Claramente &(t) = 0, y reciprocamente, es
facil ver que toda curva con aceleracion nula es una recta parametrizada con velocidad
constante.


http://www.emis.de/classics/Riemann/WKCGeom.pdf
http://www.emis.de/classics/Riemann/WKCGeom.pdf

68 Geodésicas y funcion exponencial

También sabemos que una recta asi parametrizada es el camino mas corto que une
dos puntos en IR® (Seccién 1.3).

Luego si la superficie M contiene una recta L C M, esta claro que este es el camino
(parametrizado con velocidad constante) que responde a las dos preguntas con las que
iniciamos esta seccion. Por ejemplo, en un cilindro recto, hay muchas rectas contenidas;
asi como en las superficies del tipo {(x,,2): z = f(x)}.

Pero por supuesto, esto no responde la pregunta general, ni agota todas las posibili-
dades. Para formular lo que queremos decir con curvas sin aceleracion, vamos a ser mas
precisos.

Recordemos que si @« C M es una curva suave con dominio I C IR, entonces para
todo t € I se verifica d(t) € T,(M, esto es, las velocidades de curvas son tangentes a
la superficie. De hecho, esta fue una de las maneras en las que definimos el espacio
tangente TM.

Sin embargo, es facil ver a través de ejemplos, que en general d&(t) € T,(;)M, esto
es, la aceleraciéon no tiene por qué ser tangente a la superficie. Ahora bien, desde el
punto de vista de un habitante de la superficie M, s6lo es relevante para modificar
el vector velocidad (y por ende la trayectoria en M) la componente de la aceleracion
que si es tangente a M. Mas precisamente: como para cada p € M, T,M,N, generan
todo el espacio R® (N, es el vector normal al plano tangente T,M), todo vector W €
R3 se descompone como W = Wr + AN, donde Wr € T,M y A € R. Es decir, con una
componente en el plano y otra paralela a la normal. En particular, a la aceleracién la
podemos descomponer como

a(t) = a(t)r + A(£)Na(r)

para cada t € [. La componente normal de la aceleracion, A(t)N, (), no modifica la velo-
cidad de la curva, ya que actia perpendicular al vinculo dado por la superficie. Luego la
unica componente que puede modificar el curso de «, es precisamente la componente
tangencial.

De manera que si queremos que & C M no modifique su curso de manera extra-
ordinaria, podemos suponer que la componente tangencial es nula. Esto nos lleva a la
siguiente definicion:

Definicion 5.1.1. Sea M una superficie regular. Una curva suave a : I — M es una
geodésica si para todo t € I se verifica é(t) L Ty)M.

En términos del proyector ortogonal P,(t) : R> — R® con imagen Ta(nM y nucleo
N (1) (Ejercicio 5.1.1):

Decimos que « es una geodésica cuando
Pa(t)(d(t)):(), Vtel. (5.1)

Esta ecuacién se denomina Ecuacion de Euler de las geodésicas.
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Propiedades triviales (pero importantes) de P: es una transformacion lineal auto-
adjunta e ide%mpotente, estoes Py = P,, P,0 P, = » para todo p € M. En particular, si
v € TyM, se tiene v = P,(v) puesto que v esta en la imagen de P,.

Definicion 5.1.2 (Derivada direccional y derivada covariante). Dados dos campos vec-
toriales X, Y en M (Definiciéon 4.2.6), la derivada direccional se calcula como

DX

d
p(Yp) = Elt:OX o (Pp(t)

donde ¢, : I — M es el flujo de Y en p, es decir la solucion de la ecuacion diferencial
(f)p(t) = Y(¢p(t)) con ¢,(0) = p. Notamos que la derivada direccional no tiene porque
ser otro campo, ya que no esta garantizado que esta cantidad vuelva a ser un vector
tangente en p, es decir puede ocurrir que DX, (Y,) € T,M.

Podemos considerar entonces la operaciéon denominada derivada covariante del cam-
po X en la direccién de Y, dada por derivar y luego proyectar sobre TM, esto es
VyX =P(DX(Y)), es decir

(VyX)(p) = Pp(DXp(Yp)) = DXp(Yp) - <DXp(Yp)’Np>N ’ (5.2)

donde P, : R® — T,M es el Gnico proyector ortogonal con rango T,M (cuya normal es
Np), como en el ejercicio 5.1.1.

Es decir, la derivada covariante consiste en derivar, y luego proyectar (Figura 5.1).
Se suele denotar también VyX = P(X’Y) para mayor brevedad. Ahora es evidente que
VyX es un nuevo campo en M. Ademas, V : ¥X(M) x X(M) — X(M) es R-bilineal pues
tanto la derivada como la proyeccion lo son. La derivada covariante también se conoce
como derivada de Levi-Civita.

Observacion 5.1.3 (Ecuacion de Euler y derivada covariante). Si y : I — M es suave y
I — R3 es un campo a lo largo de y (Definicion 4.2.6), esto es u(t) € T, (1M para todo
t € I, entonces podemos definir la derivada covariante de p a lo largo de p como V,p,
esto es

VVFZPV(P):P_<ﬂlNy>Ny (53)
puesto que, de la misma definicién, (Du)(y) = i, es decir, la derivada direccional de
u alo largo de y es ji. En particular, la derivada covariante de y a lo largo de y es la

proyeccion de la aceleraciéon de y sobre el espacio tangente correspondiente (Figura
5.1).

Volviendo a las geodésicas, tomando y = y, entonces ji = ¥, podemos reescribir la
ecuacion de Euler (5.1) como
con la notaciéon de la derivada de Levi-Civita. Esto es, una curva es geodésica si su
derivada covariante (a lo largo de ella misma) es nula.
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.3
Pp.IR —>TpM

Figura 5.1: Derivada covariante de y, obtenida proyectando y/ ortogonalmente sobre T),, M

Problema 5.1.4 (Propiedades de la derivada covariante). Sean X,Y campos en M y sea
f una funcién, f : M — R. El producto entre una funcién y un campo se define punto
a punto y da otro campo, es decir (fY)(p) = f(p)Y(p) y como Y(p) € T, y f(p) € R, el
producto también esta en T,M).

1. Probar que VyyX = fVyX para todo par de campos X,Y en M y toda f- Es decir,
la derivada covariante es lineal en funciones en la variable Y.

2. Probar que si f es diferenciable, entonces
(Vy(fX))(p) = Dfp(Yp) X, + f(P)(Vy X)(p).
Esta propiedad se conoce como propiedad de derivacion en la variable X. Deno-
tando (Vyf)(p) = Dfp(Y,) = %|t:0f(¢p(t)) con ¢, el flujo de Y en p, se tiene la

escritura compacta
Vy(fX) = Vny + fVYX

3. Probar que VxY—-VyX =[Y, X] (ver la Definicion 4.2.8). Esta propiedad se conoce
como nulidad de la torsion de la conexion de Levi-Civita.

4. Probar que si X,Y,Z son campos en M, entonces

VX, Y)=(V, X, Y)+(X,V,Y), (5.4)
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donde el término de la izquierda hay que entenderlo como en el item anterior,
para f = (X,Y). Esta propiedad se conoce como compatibilidad con la métrica de la
conexion de Levi-Civita.

Observacion 5.1.5 (La ecuacién de Euler como ecuacién diferencial ordinaria). Obser-
vemos también que puesto que, para todo p € M, se tiene P,(V) =V —(V,N,)N,, donde
N, es lanormal a M en p (Ejercicio 5.1.1), una curva y es geodésica si y s6lo si

V= <7;'Ny> Ny-

Pero como (y, N, ) = 0 siempre, derivando esa igualdad tenemos la relacion valida para
toda curva en M:

(P Ny)+(7,DN,7) =0 < (P,N,) ==y, DN, p),

Esto nos permite reescribir la derivada covariante (5.3), y en particular, si y es el flujo
del campo Y (o sea Yoy = y), obtenemos también una nueva expresion para la derivada
covariante de campos

Vou = ﬂ+<DN)/.”17>Ny (5.5)
(VyX), = DX,(Y,)+(DN,Y,, X,)N,. (5.6)

Notemos entonces que por la ecuacion (5.5), y C M es geodésica si y solo si
7 =—»,DN,y) N,,. (5.7)

Recordamos aqui el teorema de existencia, unicidad, y dependencia suave de las
condiciones, para ecuaciones diferenciales ordinarias en espacios normados. Para una
demostraciéon recomendamos al lector el texto de Lang [3, Ch. IV §1].

Teorema 5.1.6. Sea W C R? abierto y F: W — R? de clase C¥, con k > 1, y consideramos
la ecuacion diferencial A(t) = F(A(t)).

1. Para cada X € W, existe un intervalo abierto maximal 0 € Ix C R y una solucién
Ay : Ix — W de clase CF, que es tinica.

2. Sea D(F) ¢ W xR el conjunto de los (X, t) tales que t € Ix. Entonces D(F) es abierto y
contiene a W x {0}.

3. Si A:D(F) — W es el flujo de F dado por A(X,t) = Ax(t), entonces A es de clase C.

Llamando g = y, y notando que entonces = ¥ podemos reescribir esta ecuaciéon
diferencial de orden 2 (5.7) como el sistema de dos ecuaciones de orden uno

{/3' = —(B,DN,B) N,
y = P '
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que puede escribirse como A(t) = F(A(t)) para A(t) = (¥(t), B(t)) € R%xR? = R* y una
F adecuada que involucra N y DN como puede verse. Para una formalizacién de la
expresion de F usando una parametrizacion de M, ver la Observacion 5.2.1.

Observacion 5.1.7 (Existencia local y unicidad de geodésicas). Si M es de clase CK,
@u, Py son de clase CK1 y lo mismo ocurre con el vector normal N. Luego DN es de
clase C*=2, y entonces la F que define la ecuacién diferencial serd también de clase
Ck=2, Por ello dijimos al comienzo de la seccién que nos concentraremos en superficies
de clase (al menos) C3, para que F sea al menos C'.

Si M es de clase C* (k > 3), la solucién B de la ecuacién sera (al menos) de clase
Ck=2, y entonces y resultara de clase C*~!. Pero entonces, como f = —(B, DN, B)N,,, el
lado derecho de la ecuacion es de clase C¥=2, luego f es de clase C¥~? y en consecuencia
p también es de clase C*1.

Fijando las condiciones iniciales y(0) = p € M, B(0) = y(0) = V € T,M existe una
unica solucion que las verifica que denotaremos

yp,V:I—>M

definida en un intervalo I = I, y alrededor de t = 0, que depende de X = (p, V). Esta

solucién, también por el Teorema 5.1.6 y lo recién discutido, también es de clase CK~!
respecto de las condiciones iniciales, es decir la funciéon

y=7pV,t): MxT,MxR—>M

(para los t € R en los que tiene sentido y(p, V,t)) es una funcién de clase C.

Ysige (Bg(p)ﬂM) yWe (B(g(V)ﬂ TpM) para € y 6 pequenos (donde B,(x) es la bola
con centro x y radio r) se puede encontrar un intervalo I comun a todos esos g y W tal
que y,,w esta definida en ese I. En ese caso

¥ =7(p,V,t): (Be(p) "\ M) x (B5(V) N T,M) xI - M
resulta de clase C2.

SipeMy0eT,M, entonces es inmediato que y, o(t) = p (la curva constantemente
p en M, es la Gnica geodésica que pasa por p con velocidad inicial nula v = 0).

Definicion 5.1.8. Si 1 € [, y = Dom(y, ), denotamos Exp,(V) = y,,,(1) la funcion ex-
ponencial Riemanniana de M en p. Esta funcion estd definida en algin subconjunto
Dom(Exp,) C T,M que contiene al vector nulov = 0 € T,M, ya que Exp,(0) = y, o(1) =p
para todo p € M.

Observacion 5.1.9. Por la dependencia suave de las condiciones iniciales y lo recién
observado, en realidad el dominio de la exponencial riemanniana es un abierto en TPM
que contiene al vector nulo, y Exp, : Dom(Exp,) C T,M — M es una funcion de clase

C? (de hecho, es de clase CK~1 cuando M es de clase C¥).
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Teorema 5.1.10. Si o : I — M es una geodésica con a(0) = p € M, entonces

1. tiene rapidez constante, esto es ||c(t)|| = k = cte para todo t € I,

2. para todo V € T,M,s,t € R, se tiene asy(t) = ay(st), en el sentido que un lado existe
si y solo si existe el otro y son iguales.

3. Existe r = r(p) > 0 tal que Exp, : B,(0) C T,M — M es un difeomorfismo con su
imagen.

Demostracion. Para probar la primer afirmacion, observemos que

F#) = lla@)I1? = (1), @ (b)),

y el resultado estaria probado si podemos ver que f’(t) = 0 para todo t € I. Notemos
que por ser &« C M, se tiene derivando (y omitiendo la variable ¢ para simplificar la
escritura) tenemos

f'=2a, d) = 2d, Pa(d)) = APy (d0), @) = 2Py (d), d) = 2(0,d) = 0

puesto que & es una geodésica y por lo tanto verifica la ecuacion de Euler P, ;(d(t)) = 0
(ver (5.1)).

Otra forma de ver esto mismo es recordar que como d&(t) L TyyM y d(t) € Tyy)yM
debe ser a(t) L d@(t) Vtel,yentonces

F/(t) = 2(di(t),d(t))y = 0, Vt € I.

Para probar la segunda afirmacion, fijado s € R, llamamos f(t) = ay(st) y notamos
que B C M, que B(0) = ay(0) = p y que B(t) = dy(st)s (en particular f(0) = Vs, f(t) =
dy(st)s?). Pero como ay es una geodésica,

Pﬁ(t) (ﬁ(t)) = Pav(st) (SzaV(St)) = S2Pav(st) (aV(St)) =0,

luego p también es una geodésica con posicion inicial p y velocidad inicial sV. Por la
unicidad de las soluciones de la ecuacion de Euler, debe ser 5(t) = a,y (t), lo que prueba
la identidad enunciada ay (st) = a,y(t).

Ahora notamos que fijado p € M, existe r > 0 tal que B,(0) C T, esta incluido en el
dominio de la exponencial, ya que si v = 0 el dominio de y, o = p es todo RR. Por otro
lado y por lo recién probado, para t pequefio y cualquier v se tiene Exp,(tv) =y, 1,(1) =
Vp.(t), luego derivando y evaluando en ¢ = 0 obtenemos

D(Expp)O(v) = 7/;/7,7/(0) =7,

lo que nos dice que (como Exp,(0) = p), la t.1. D(Expp)o : T,M — T,M es la identidad.
En particular es inversible y por el teorema de la funcién inversa, es (reduciendo r si es
necesario) un difeomorfismo con su imagen. O]
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Este lema, ademas de util para simplificar las cuentas, tiene un sentido geométrico
claro: las curvas no pueden estar cambiando su vector velocidad (si las miramos a todos
en un mismo plano de dimension 2 identificando todos los espacios T,M), dado que
pedimos que su aceleracién “relativa” sea nula. Por otro lado, cambiar el “tamano”
del vector velocidad inicial s6lo reparametriza la geodésica obtenida en un maultiplo
constante con la misma proporcion.

Expp

\ / ]VICIR3

Figura 5.2: Parametrizacion exponencial/geodésica de un entorno de p e M

Observacion 5.1.11 (Parametrizacion exponencial). El teorema recién probado nos pro-
vee de una parametrizacion regular especial, para cada p € M, dada por la exponencial
riemanniana en p. En efecto, como Exp, : B,(0) C T,M =~ R? — M es un difeomorfismo
con su imagen, resulta parametrizacion regular de un entorno abierto V, ¢ M del punto
p. Esta parametrizaciéon, como muestra el teorema, envia rectas t — tv por el origen de
R?, en geodésicas ¥ C M que pasan por p en t = 0:

t— Epr(tv) = Vp,v(t) = 7/p,t1/(1)

En particular si dos puntos p,q € M son suficientemente cercanos, existe una geo-
désica de M que los une. Estos entornos V,(p) = Exp,(B,(0,)) para r suficientemente
pequeno se conocen como entornos normales de p. Veremos mas adelante (Corolario
5.4.6) que se pueden caracterizar como bolas métricas para la distancia intrinseca en
M.

Terminamos esta seccion con una observacion geométrica que resulta atil para iden-
tificar geodésicas; denotamos N, al vector normal a la superficie S en p € S y Npj la
normal de un plano IT.

Proposicién 5.1.12. Sea S C R® superficie regular, I1 un plano, a C (I1NS) una curva
regular parametrizada con rapidez constante. Supongamos que I corta transversalmente a
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S, es decir para cada p € S N1, se tiene Ny; L Ny, (equivalentemente N, C Iy donde I1j es
el trasladado de Il al origen). Entonces « es una geodésica de S.

Reciprocamente, si a es una geodésica de S con a” # 0 en I, entonces I1 corta transver-
salmentea S.

Demostracion. Notemos primero que si « : [ — I, entonces para todo t € I, a’,a” estan
contenidos en I, el subespacio trasladado de IT al origen (;por qué?). Por otro lado,
notamos que a’ estd en T,S ya que a C S, luego a’ también es ortogonal a N,,. Por
ultimo, notamos que «a tiene rapidez constante, @’ debe ser ortogonal a a’.

Supongamos primero que N, C Ij. Entonces {a’,N,} es base de I1; (ya que ambos
estdn en el mismo plano y son ortogonales), y se deduce que a” debe ser paralela a N,.
Esto prueba que a” es ortogonal a T,,S, luego a es una geodésica de S.

Ahora supongamos que « es una geodésica de S, entonces a” 1L T,S es decir a” =
pong q g p
(a”,N,)N,. Como 0 # a” €I, entonces debe ser también N, C Ij. O

5.1.1. Ejercicios

5.1.1. Dado un subespacio T C R? de dimensién 2 (un plano por el origen) y N € R® su
normal unitaria (J|N|| = 1), definimos P : R®> - R3 como

P(V)=V —(V,N)N. (5.8)

a) Probar que P es una transformacion lineal, que Ran(P) = T, y que Ker(P) = T+ =
gen{N}.

b) Probar que P? = P. Una tal transformacién lineal es un proyector.

c) Probar que P! = P. Un proyector con esta propiedad es un proyector ortogonal.

La t.l. P dada por (5.8) es el tnico proyector ortogonal con rango T.

5.1.2. Probar geométricamente que las geodésicas de un plano IT C R?® son las rectas
LcCII

5.1.3. Probar geométricamente que las rectas que parten del vértice son geodésicas del

cono z? = x> +y°.

5.1.4. Probar geométricamente que la parabola z = y? es una geodésica del paraboloide
— 222

Z=x"+7

5.1.5. Probar geométricamente que los circulos maximos de la esfera unitaria S son

geodésicas.

5.1.6. Probar geométricamente que las circunferencias horizontales, y las rectas verti-
cales inscriptas en el cilindro, son geodésicas. ;Hay otras?
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5.1.7. Probar que una curva a : [0,1] — S? es una geodésica si y solo si verifica & +k?a =
0, donde k = Lé((x) (recordar que las geodésicas tienen velocidad constante).

5.1.8. Sea V una derivada covariante en M, sin torsién (V : X(M) x X(M) — X(M) es
IR-bilineal y verifica las tres primeras propiedades del problema 5.1.4).

1. Probar que 2VxY =[X, Y]+ VxY +Vy X

2. Probar que si se conoce el valor de Vx X para todo campo X, entonces se conoce
el valor de Vx Y para todo par de campos X, Y (sug: usar que V es aditiva en las dos
variables y que se conoce Vx,y(X +Y) para todo X,Y ).
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5.2. Calculo de geodésicas en una parametrizacion

Una manera practica de calcular geodésicas cuando M = Im(¢) es la imagen de
una parametrizacion regular es la siguiente: si buscamos una curva y ¢ M = Im(¢),
existe una curva f C D = Dom(¢) tal que ¥ = ¢ o . Llamando f(t) = (u(t),v(t)), lo
que queremos es que ¥ L @,, @, puesto que estos son generadores del plano tangente.
Ahora bien, como dijimos que ¥ = ¢ o 8, tenemos

. d o .
V—E(P(u(t),v(t))—qouuwvv

y derivando nuevamente

Y = Quuti® + 2@y 110 + Py V2 + @yl + U

ya que ¢,, = ¢,, (estamos suponiendo que todas las superficies y objetos son al me-
nos de clase C? para poder tener aceleraciones razonables, es decir, aceleraciones que
varien continuamente). De las condiciones de ortogonalidad (y,¢,) = 0, (},¢,) =0,
deducimos que

{<<puuu2+2<pwuv+<pwv2+(pua+(pvﬁ,(pu> = 0,
(@uutt? + 2@, 110 + V% + @il + 9,7, ¢,) = 0.

A partir de ahora y para simplificar la escritura escribiremos el producto escalar (v, w)
de v,w € R® como v - w. Las ecuaciones anteriores entonces pueden reescribirse distri-
buyendo el producto interno como

Puis - Puti® + 2@, - QuUV + Q- V> +Eii + F = 0, (5.9)
Puy - Poti® + 201y - QUi + Qpy - P2 + Fli+ G = 0. :

Ahora bien, E = ¢, - ¢, luego 3—5 =E, =2¢,, - ¢, y manipulando de la misma forma
las derivadas de E, F, G respecto de u,v obtenemos las relaciones

u E’I/ Gu

G
Puu " Pu = 7' Puv - Pu = 7’ Puv - Pv = 71 Oyy Py = TV (5-10)

E
Fy=Quu Qv+ Pu Puy :(Puu'(Pv"‘?vl Fy = Quy - Qv+ Qu - Puy :(Pu'(va"'?u
y a partir de las anteriores resulta que:
E G
Fu= 5 =@uu ¢ yque Fy=—=5=¢u pu. (5.11)

A partir de (5.10) y (5.11), las ecuaciones (5.9) se pueden escribir como

(5.12)

B2+ Eyuv+(F, -G )v2+Eii+Fi = 0,
(Fu-%)ul+G v+ Gv2 +Fii+ Gi =
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Entonces usando que

L(Eu+Fv) = (E,ui+E,)i+Eii+ (Fyti+F,0)0 + Fy
L (Fii+Gv) = (Fyui+F,v)i+Fii+(G,i+G,v)v+Gv,

puede verse que las ecuaciones de Euler (5.12) para u = u(t), v = v(t), escritas de manera
un poco mas compacta son:

d 1 1
- (Ei+Fp) = EEuu2+Puuv+§Guv2
(5.13)
d 1 1
- (Fii+Gv) = EEVLZ2+FVLII}+§GVT)2

0 escritas matricialmente:
i(1/3)—l (Lp, p) dondeI—(E F B= “
At P T\ ppy ) “\r )Y PT\)

Observacion 5.2.1. Paraw e R, D = Dom(¢) C R?, denotamos X = (u,v,w) € D x R2 =
W c R*. Si I"' (1, v) indica la matriz inversa en (u,v) € D = Dom(¢), con (I"!), (1, v) in-
dicamos la matriz cuyas entradas son las derivadas parciales respecto de u de la matriz
inversa I"!, evaluada en (u,v). Similarmente con (I"!),. Sea F: W = D x R?> — R xR?
dada por

F(u,v,w) = (I’l(u,v)-w, —%wt 1Y, (w,v)w, w, —%wt . (I’l)v(u,v)-w),
es claro que si M es C3 entonces F es de clase C'. Invitamos al lector a verificar que
Vi = @ops = @(uy,v;) es geodésica siy solo si A; = (B, I(B;)- f¢) es solucion de la ecuacion
ordinaria A = F(A) = F(B,I() - §). Esto formaliza las aseveraciones hechas a continua-
cién del Teorema 5.1.6 sobre existencia y unicidad de las geodésicas con las condiciones
iniciales dadas (y su dependencia de clase C! respecto de las susodichas condiciones
iniciales).

Fijada la superficie M y su parametrizacion ¢, los términos E,F, G y sus derivadas
son datos de la superficie. Y lo que uno desea obtener es una solucion f(t) = (u(t), v(t))
al sistema de ecuaciones diferenciales enunciado arriba.

De obtener esta solucién (recordar que fijadas la posiciéon y la velocidad inicial u(0),
v(0), 1(0), v(0), existe una tnica solucion de la ecuacidn), se recupera la geodésica y C
M notando que

y(t) = @(B(t)) = p(u(t), v(t)).
En particular, y(0) = ¢(u(0),v(0)) = p € M es la posicion inicial de 8, y

7(0) = @4, (1(0),v(0))1t(0) + @y (4(0),v(0))v(0) = V € T,M
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es la velocidad inicial de y.

Vamos a ilustrar este procedimiento con dos ejemplos.

Ejemplo 5.2.2. Sea M la superficie de revoluciéon dada por y = z3 + 1 alrededor del eje
z, con z € (—1,1). Veamos que los meridianos son geodésicas. Para ello parametrizamos
M mediante

e(u,v)= (1 +1)cosv, (u® +1)senv,u), (u,v)eD =(-1,1)x(0,2n).
Calculamos las derivadas parciales
@y = (3u*cosv,3u’senv,1), @, =(—(u>+1)senv,(u>+1)cosv,0)
y con estos los coeficientes de la primera forma fundamental
E=9u*+1, F=0 G=(u’+1)>

Entonces las ecuaciones de las geodésicas (5.13) son

d 1 1
o ((u*+1)u) = E36u3uz + E6u2(u3 +1)v?

%((Lﬁ +1)%0) =0.
Un meridiano esta dado por una ecuaciéon v = cte, ya que v representa el angulo 6 en
coordenadas cilindricas, que indica el angulo de rotacién alrededor del eje z, medido a
partir del eje x en sentido antihorario. Veamos qué ocurre si proponemos v(t) = c (luego
su derivada es nula). La segunda ecuacion se verifica trivialmente (0 = 0), mientras que
en la primera queda, luego de derivar el término de la izquierda,

36ui?% + (9u* + 1)ii = 18uu.

Esto es (9u* + 1)ii = —18u31i%. Reescribiendo i = % = %‘;—’f = %u’ y cancelando un u a
ambos lados de la ecuacién, queda

dii
(9u* + 1)_u =—18u3,
du
luego debe ser %du’ = _91u841131 du, que se integra a

Inli| = -121n(9u* + 1) + A.

Como v = 0 no puede ser # = 0, luego u tiene un signo concreto, que establece si reco-
rremos la curva subiendo (cuando # > 0) o bajando (cuando # < 0). Entonces exponen-
ciando la Gltima ecuacion se tiene

du_
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o equivalentemente V9u#+ 1dt = +Adt. Si F(u) es una primitiva de V9u# + 1, se arriba
entonces a F(u) = +At+B donde A, B € R son constantes a elegir. Como F’(u) > 0, resulta
inyectiva y entonces tiene una funcién inversa de clase C!, asi que

u(t) = F1(xAt + B)

es la solucién general de la ecuacion diferencial. La eleccion de A, B determina las con-
diciones iniciales u, 11y (y viceversa). Hemos hallado entonces una geodésica dada por

(t) = @(B(t)) = p(u(t),v(t)), esto es
y(t) = ((u(t)® + 1) cos(c), (u(t)® + 1)sen(c), u(t)),

que recorre el meridiano vertical dado por v(t) = ¢ = cte. La explicaciéon de por qué la
expresion explicita de u(t) puede ser complicada, esta en que una geodésica debe tener
rapidez constante, luego no importa sé6lo el grafico o la traza sino como la recorremos.
Invitamos al lector a verificar que ||y (t)|| = cte.

Ejemplo 5.2.3. Sea M la superficie de revolucion del ejemplo anterior. Veamos si las
circunferencia horizontales (u = cte) son geodésicas de M. Ahora debe ser u(t) = k = cte,
luego sus derivadas son nulas. Las ecuaciones son entonces

0 =3k>(k3+1)v?
d

E((k3+1)2v):0.

Si k =0, la primer ecuacidn se verifica, mientras que la segunda es © = 0 cuya solucién
es una recta v(t) = at + b, luego para u(t) = 0 tenemos una geodésica que es un circulo
horizontal, parametrizado como

y(t) = @(u(t),v(t)) = (cos(at + b),sin(at + b), 0).

Notemos que y tiene rapidez constante, y la eleccion de a,b es por la libertad de elegir
el punto y velocidad iniciales de y.

Veamos ahora qué pasa si k # 0. En ese caso, como dijimos que |u| = |k| < 1, la primer
ecuacion dice v = 0, luego debe ser v(t) = vy = cte. Pero entonces u(t) = k,v(t) = v
nos da el punto fijo en la superficie y(t) = ((k® + 1)cos(vy), (k® + 1)sen(vy), k). Esto nos
dice que y es constante y por lo tanto la circunferencia horizontal u = k # 0 no es una
geodésica.

§ Respecto del ultimo calculo, notemos que como una geodésica esta determinada por
sus condiciones iniciales p = Y, v = , si elegimos v = 0 la geodésica constante y(t) = p
es siempre solucion de la ecuacién de Euler. Pero en el ejemplo anterior vimos que si
u(t) = cte # 0, estas son los tnicas velocidades iniciales posibles (las nulas), luego la
curva “circunferencia horizontal” no es una geodésica, si entendemos por ella a una
curva no constante.
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Invitamos al lector a pensar por qué, en la figura dada por la superficie de revolu-
cién S de estos ejemplos, mirando los cortes horizontales, para alguna altura obtuvimos
una geodésica y para las demas no. Afirmamos que esto (asi como que todas las curvas
verticales en S son geodésicas) se deduce de la Proposicion 5.1.12. ;Cémo generalizaria
esto para cualquier superficie de revolucion?

5.2.1. Ejercicios

5.2.9. Hallar las ecuaciones diferenciales de las geodésicas de
a) un plano,

b) un cono,

¢) un paraboloide,

d) una esfera,

e) un cilindro.

Verificar que las curvas halladas geométricamente en los ejercicios de la seccion ante-
rior cumplen estas ecuaciones.

5.2.10. Probar que toda hélice inscripta en un cilindro es una geodésica del mismo, y
que, junto con las curvas mencionadas en el ejercicio 5.1.6, estas son todas las geodési-
cas del mismo.

5.2.11. Para cada una de las siguientes superficies, hallar geodésicas no triviales:

a) la pseudoesfera, b)silla de montar, c)hiperboloide de dos hojas.

5.2.12. Sea S superficie de revolucioén obtenida rotando y = f(z) > 0 alrededor del eje z.

1. Probar que los meridianos de S son geodésicas.

2. Dar una condicion necesaria y suficiente para que un paralelo de S sea geodésica.
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5.3. Distancia intrinseca y curvas minimales

El otro punto de vista para estudiar geodésicas es el de caminos dptimos o minimos.
Dada una superfcie M c R3, y dos puntos p,q € M, podemos definir la distancia entre
p,q como la mejor distancia posible caminando por la superficie, es decir definimos

dist(p,q) = inf{Li(y): ¥ M, »(0)=p,p(1)=gq)},

donde y son curvas regulares a trozos. Esta se conoce como distancia intrinseca en M o
distancia Riemanniana.

Veamos que en efecto se trata de una distancia, para ello primero observemos que si
M es conexa, entonces es arcoconexa por ser localmente una copia de R? luego dist es
finita en cada componente conexa. Supondremos entonces que M es conexa para nues-
tras consideraciones (puede declararse que la distancia entre distintas componentes es
+00).

Lema 5.3.1. Si dist es la distancia intrinseca en la superfice regular M, entonces para todo
p,q,1r€M:

1. dist(p,q) >0y dist(p,q) =0siysolosip=gq.

2. dist(p,q) = dist(q,p)
3. dist(p,q) < dist(p,r)+dist(r,q).

Demostracion. Claramente dist es positiva, y por otro lado (Teorema 1.3.2) como ||p —
gll < L(y) para cualquier curva que una p,q en R? (en particular, si ¥ C M), entonces
llp —qll < dist(p,q) y esto prueba que es nula si y sdlo si p = q. Cambiando y : [a,b] > M
que une p,q con S(t) = y(a+ b —t) que recorre la misma traza en el sentido opuesto,
y tiene la misma longitud, es claro que dist es simétrica. Por ultimo, si a es cualquier
curva (regular a trozos) que une p,r y B es cualquier curva que une r,g, denotando aff
a la concatenacion de ambas, esta une p,q y entonces

dist(p,q) < L(atiB) = L(a) + L().

Tomando infimo primero sobre las curvas a, y luego sobre las curvas f, obtenemos la
desigualdad triangular de la métrica intrinseca. O

Observacion 5.3.2. Podemos suponer (reparametrizando) que todas las curvas suaves
estan parametrizadas en el intervalo I = [0,1]. Notemos que en la definicién pusimos
infimo y no minimo; esto se debe a que puede no haber, en ciertos casos, un minimo.

Ejemplo 5.3.3 (Superficie sin curvas de longitud minima). Si M =II - {0} donde IT es
un plano por el origen, tomamos p € M cualquier punto, y tomamos q = —p. Esta claro
que dist(p,q) = ||lqg — pl|- Sin embargo, la curva que nos daria ese nimero, es decir, la que
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realizaria el minimo en la definicioén de arriba, es el segmento s(t) = t(q—p)+p CII. Sin
embargo, s(t) no esta dentro de M pues “pasa por encima” del punto 0 que habiamos
sacado del plano para construir M. En este caso entonces, sabemos cual es la distancia,
pero no hay ninguna curva que tenga esa longitud en M.

§ Puede probarse (Teorema de Hopf-Rinow 5.5.6) que este tipo de obstaculos (remover
puntos o conjuntos cerrados) son los tnicos que hacen que no se realize el minimo.

Veamos ahora que la distancia intrinseca es equivalente a la distancia de R®. Ya
observamos en el lema previo que si p,q € M C R3, tenemos ||p — g|| < dist(p,q) siempre.
El problema evidente, es que la linea recta en general no es un camino posible dentro
de la superficie M. Sin embargo, tenemos una comparacion local:

Teorema 5.3.4. Sea M C R® superficie regular y dist la distancia intrinseca en M. Entonces
esta distancia es equivalente a la distancia en M como subconjunto de R>. Es decir, para todo
po € M existe una parametrizacion (U, @) alrededor de py y una constante C, > 1 tal que

llp —qll < dist(p,q) < Cp,llp —4ll

para todo p,q € p(U).

Demostracion. Como ya mencionamos, la primer desigualdad es siempre cierta sin res-
tricciones. Para probar la segunda, por la Observacion 4.1.2 podemos suponer que M
alrededor de py € M es el grafico de una funcién f : U = B,(0) € R? — R de clase C!, es
decir

o(u,v) = (u,v, f (u,v)).

Achicando U si fuese necesario, existe una constante K > 0 tal que ||[Vf(v)|| < K para
todo v € U. Ahora dados p,q € V = ¢(U), tomamos v,w € B,(0) tales que p = ¢(v),g =
¢@(w) y consideramos el segmento s(¢) = tw + (1 — t)v que los une. Sea «a(t) = @(s(t)) =
(s(t), f(s(t)) curva que une p,g en M. Tenemos a’ = (s’,Vf; - s’) luego como s’(t) =w —v,

&’ (D17 = llw =2l + 1V fyp) - (w=0)I < (1+ K?)lw =v]> < (1 + K?) (|l = wll® +|f (w) - f (v)>.

Luego [le’(t)]] < Clle(w) — @(v)]], donde C = V1 + K2. Pero entonces

1
dist(p.g) < Lla) = | Nl < Cllp gl
0
que es lo que queriamos probar. O]

§ El ejemplo del plano punteado nos muestra que el entorno @(U) C M puede ser en
algunos caso muy pequeno (tomar p cerca del punto faltante en IT).

Corolario 5.3.5. Los abiertos de la distancia intrinseca de M son exactamente los mismos
que los abiertos relativos B= W N M con W C R abierto.
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5.3.1. Formula de la primer variacion

Vamos a buscar entonces curvas ¥y C M con y(0) = p y (1) = q tales que L(y) =
dist(p,q). Ahora bien, ;como la encontramos? Veremos que necesariamente, una curva
asi es una geodésica, es decir, cumple la ecuacion de Euler.

Para probarlo, consideremos lo que vamos a llamar una variacién de una curva «,
esto es una funciéon de clase C2, v : (—¢,€)x[0,1] > M de manera tal que v = v(s,t) y
v(0,t) = a(t). Por otro lado, para cada s fijo denotamos v¢(t) = v(s,t), y esto da nuevas
curvas que recorren M.

Si pedimos que todas las curvas comiencen en p y terminen en g, estamos forzando
que
v(s,0)=p,v(s,1)=¢q Vse(-ge).

Este tipo de variacién se conoce como variacion de extremos fijos. También vamos a defi-
nir el campo variacional p = pu(t): [0,1] — TM de manera tal que p(t) € Ty ;)M para todo
t, de la siguiente manera

d
u(t) = P S:01/(5,t) = vy (t).

Notemos que como s — v(s,t) es una curva en M para cada t fijo, que pasa por y(t) =
v(0,t) cuando s = 0, se deduce que la derivada de esta curva respecto de sen s =0 es en
efecto un vector tangente a M en el punto «(t).

Figura 5.3: Una variaciéon v, de a con extremos fijos y campo variacional p

Lema 5.3.6. Dado p : [0,1] — TM campo a lo largo de & C M continua (esto es, u(t) €
Ty(+yM para todo t), existe una variacion v(s,t) definida en (—¢,€) x [0,1] para algiin € > 0,
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de manera que u(t) = %Iszov(s, t). Es decir todo campo variacional proviene de una variacion
en M. Si u(0) = u(1) = 0, entonces la variacion tiene extremos fijos.

Demostracion. Por el Teorema 5.1.10, las funciones dadas por las geodésicas -soluciones
de la ecuacion de Euler- dadas por y = y(p, V,s) son funciones suaves y ademas se tiene
y(p,sV,1) = ¥(p,V,s) = Exp,(sV), donde esta expresion siempre existe si suponemos
que s es suficientemente pequeno, pues el lado derecho existe en ese caso. Estamos
usando la notacién de la Observacién 5.1.7. Consideremos la funciéon

V(8,1) = Va(r)u(t)(8) = Expa(ey(sp(t))

para [s| < ¢, eligiendo ¢ pequeno de manera tal que v(s,t) esté definida para todo t €
[0,1]. Esto se puede realizar con cuidado usando una propiedad de la exponencial que
probaremos mas adelante, ver el Corolario 5.5.4.

Notemos que para cada t € [0, 1] fijo, s — v(s,t) es una geodésica. Afirmamos que v
tiene las propiedades deseadas. Notemos primero que

v(0,1) = Va(r),u(r)(0) = Expar) (0p(t)) = a(t)

puesto que a(t) es la posicion inicial de la geodésica s > Y, (s),u(1)(s)- Por otra parte,
derivando respecto de s tenemos que

d
' SZOV(S,t) =7 SZOEXPa(t)(Sﬂ(t)) = D(Expap)op(t) = p(t)

puesto que la diferencial de la exponencial es la identidad en v = 0. Para terminar,
notemos que para todo s, se tiene v(s,0) = Expy()(0) = a(0) si p(0) = 0. Similarmente
a(s,1) = a(1) para todo s si p(1) = 0, lo que prueba que si u(0) = (1) = 0, entonces la
variacion tiene extremos fijos. O

Observacion 5.3.7. Asique una variacién induce un campo, y acabamos de probar que
dado un campo p, podemos construir una variacion tal que y sea su campo variacional.
Notemos que la variacion construida sera de clase C? en la variable s sin importar la
regularidad de y ni de «, por la regulariddad de la exponencial (suponiendo que M es
C3 como es habitual). Por otro lado, la regularidad en la variable ¢ esta condicionada
por la de a, p.

Dada una curva a C M, de vital relevancia sera el siguiente campo variacional de
aceleraciones
p(t) = t(1 = t)Py(p) (d(t)) € Ty(nM

que induce una variacion con extremos fijos pues se anula en los extremos.

Teorema 5.3.8 (Formula de la primera variacion). Sea a = a(s,t) : (=&, ¢) x [0,1] una
variacién de a C M con extremos fijos de clase C?, y supongamos que « estd parametrizada
con rapidez constante € = ||d|| = L(«). Denotamos

1= thia) = [ rats] a
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la funcion que a cada s le asigna la longitud de a, : [0,1] — M. Entonces

:__Im >dt———f<V d,p),

donde p es el campo variacional de a: p(t) = %L:Oa(s, t).

Demostracion. Para abreviar y como es habitual, denotamos ()" = dis y denotamos ()" =
%. Entonces claramente

1
, d _
f (O):L %Lzollas(t)ll dt.

Calculamos ds' ||0c5 m(do(t),d’lszo(t)) por la féormula para la derivada de la
norma euclidea (Observacién 1.1.10). Intercambiando las derivadas (la funcién expo-
nencial de M es de clase C?), y recordando que a = a, y que a tiene rapidez constante,
obtenemos

D lastol = ate), oy

puesto que p = ;. Esto es

1
FO)= | Hat, tepar

Ahora observamos que %(y(t), a(t)y = (u(t), a(t)y + (u(t), d(t)), luego integrando t entre

0y 1, setiene
_ 1
unaoZy = [ i, >dt+j<y (1)t

Pero p(1) = u(0) = 0 luego el lado izquierdo es nulo y

fw >dt—f<y (1)t

Multiplicando por % obtenemos la primer parte de la féormula enunciada:

:--j (@ (t), u(t))dt,

Para obtener la segunda igualdad, que involucra la derivada de Levi-Civita V, notamos
que & = (&) y que P,y = pya que y € T,M (Definicion 5.1.3). Entonces

(@, p) ={(d, Pyp) = (Pp (&), p) =(Vad, )

ya que P! = P,. O
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Con esta férmula a mano, es muy simple probar que una curva extremal (de longi-
tud minima) cumple la ecuacion de Euler. Es decir, toda curva minimal es una geodé-
sica.

Teorema 5.3.9. Sea v : [a,b] — M regular de clase C? tal que L(y) = dist(p,q), donde
p =v(0),q = y(1). Entonces y es una reparametrizacion de una geodésica (esta reparametri-
zacion verifica la ecuacion de Euler).

Demostracion. Supongamos primero que y tiene rapidez constante y esta definida en
[0,1]. Esto obliga a que ¥ L y pero no necesariamente y € TL(t)M. Consideremos en-
tonces el campo variacional con extremos fijos a lo largo de ¥ dado por proyectar la
aceleracion de y sobre TM: u(t) = t(1 —t)P, 1) (§(t)) € T, ()M, donde supondremos pri-
mero que y es de clase C* asi y es de clase C2. Y consideremos una variacién de clase
C?, a(s,t) C M, con extremos fijos, tal que @ (t) = pu(t) como en el Lema 5.3.6. Entonces

por la féormula de la primera variacion, si f(s) = L(a;),

1 1
f(0)= —HO G (L= Py (F(E)dt = —HO L= )7 (1), Py 0 Py (Pt

puesto que P o P = P. Por otro lado, si y es minimal, entonces f tiene un minimo en
s =0, luego f’(0) = 0. Ademas, como P! = P, tenemos

, (! ) ) 1! )
0=£(0) =5 | " +01= 000 (P00 Py (0t == | e =By (e P
Ahora bien, t(1-£)||P, ) ((t)) ||I> > 0 para todo t € [0,1], luego si su integral es nula, debe
ser

tH1 = )P, (P()) P =0
paratodote[0,1].Sit,1—-t=0(oseasit=0,t=1), sededuce que

1P,y (F(EDII> =0

para todo f € (0,1). Pero esto solo es posible si Py;) ((t)) = 0 para todo ¢ € (0,1). Como
esa norma es una funcion continua, debe ser

Py (7)) = 0

para todo t € [0,1]. Luego y verifica la ecuacion de Euler, y se trata entonces de una
geodésica. Si y es s6lo de clase C?, se puede tomar un campo ji de clase C? que aproxime
tanto como deseemos y, y se llega a la misma conclusion (Ejercicio 5.3.14).

Supongamos ahora que y, definida en [a,b] es regular, no necesariamente de ve-
locidad constante, y reparametrizemos por velocidad constante en [0,1]. Aplicando el
razonamiento anterior a la nueva curva, esta reparametrizacion resulta una geodésica.
Volviendo atras (reparametrizando con la funcién inversa de la que usamos antes) se
deduce que y es una reparametrizacion de una geodésica. O]
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Obtuvimos entonces la relacion

y minimal = y geodésica.

Observacion 5.3.10. Hay que tener precaucion porque la otra implicacion no es necesaria-
mente cierta. Por ejemplo, si p,—p son puntos antipodales de la esfera S? (por ejemplo,
el polo norte y el polo sur), y tomamos un arco maximo que los une, esta es una geo-
désica. Si prolongamos este arco, sigue siendo una geodésica, sin embargo, ya deja de
ser minimizante, ya que el camino mas corto se obtiene recorriendo este arco pero por
el otro lado.

También hay que notar en este ejemplo, que dados p, g = —p hay infinitas geodésicas
cortas que los unen (cualquier meridiano sirve para este fin).

5.3.2. Ejercicios

5.3.13. Sea M superficie regular, con su distancia geodésica dist, sean p,q € M. Decimos
que ¥ :[a,b] > M curva continua es minimal para L, si dist(y(a), y(b)) = L(y).

1. Probar que toda restriccion de y es minimal. ;Es cierto esto si y sdlo es punto
critico de la funcional longitud?

2. * Probar que si (M, dist) es un espacio métrico completo, entonces existe una cur-
va continua minimal y que une p,q (sug: Teorema de Arzeld-Ascoli).

5.3.14. Sea « : [a,b] — M continua y z : [4,b] — R> campo continuo a lo largo de a.
probar que si Lb(z(t),qb(t))dt = 0 para todo campo ¢ : [a,b] — R? a lo largo de a de clase
C?, entonces z(t) = 0 en [a,b].

5.3.15. * Sean M C RR® superficie regular a : [0,1] — M regular a trozos con rapidez
constante, y campo a lo largo de «, regular a trozos. Tomemos la variacion de a dada
por la coleccion de geodésicas v(s, t) = Va(r), u(r)(S) = EXpa(r)(sp(t)). Probar que

1 n

Lvy) = —| (Vqa, pu)d i) a(ty)—a(t]

L) L< &, 1) t+;<ﬂ(f)a(t) a(t))
(1), (1)) - ((0), 4 (07)).

S=

5.3.16. Sea M superficie regular, y : [0,1] — M. Probar que

1. Si y es geodésica, entonces es punto critico de L para toda variacién propia.

2. Si ¥ es C? y punto critico de L (en particular minimal), entonces es geodésica.
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3. Si y es regular a trozos y punto critico de L (en particular minimal), entonces y
es una reparametrizacion de una geodésica, en particular es suave en [0,1].

5.3.17. * Sea ¥ : R — M curva regular inyectiva, sea N = im(y). Sea p € M \ N, consi-
deremos f(g) = dist(q,p) con q € N. Probar que existe gg € N que minimiza f, y que si
a es una geodésica minimizante que une p, gy, entonces a es ortogonal a N en g, (sug:
considerar una variacion de o con un extremo fijo en p y el otro libre en N).

5.3.18. El funcional energia se define, para curvas regulares a trozos y : [0,1] — M, como

1
E(y) = 1/zf0 1.

Probar resultados analogos a los de los Ejercicios 5.3.15 y 5.3.16, para el funcional
energia. Concluir que un minimo del funcional energia es una geodésica (sug: E no
es invariante por reparametrizaciones).

5.3.19. Probar que L(a)? < 2E(a) para toda curva regular a trozos. Probar que los mini-
mos de la longitud son minimos de la energia. ;Es cierta la afirmacién reciproca?



90 Geodésicas y funcion exponencial

5.4. Minimalidad local de las geodésicas

El siguiente resultado, conocido como Lema de Gauss, nos dice que, a lo largo de la
geodésica y(t) = Exp,(tv), la diferencial de la exponencial es casi una isometria.

Mas precisamente, tomamos f = Exp, : T,M — M (restringiendo a B,(0,) C T,M,
para un r > 0 adecuado para que esté bien definida). Notamos que f(0) = Exp,(0) =p,y
ademas denotamos q = Exp,(v) para v € B,(0,). Pensamos S = B,(0,) C R® como super-
ficie regular, y notamos que T,S = T, M puesto que el conjunto de todas las direcciones
posibles, en un subconjunto abierto de un subespacio, es el mismo subespacio. Luego,
usando la observacion general que dice quesi f : S > My f(v) = q € M, se obtiene dife-
renciando una transfromacion lineal Df, : T,§ — Tf(,)M. En particular y por lo recién
observado,

D(Expp)y : T,M — T,M cuando g = Exp,(v).

Entonces dado w € T,M podemos preguntarnos qué angulo hay entre D(Exp,),w y
D(Expp),v, con respecto al angulo entre v y w. El lema de Gauss nos dice que este
angulo se conserva.

p 9 y(t) = Expp(tv)

pu(t) = D(Expp)tv(tw)

Figura 5.4: Lema de Gauss: El angulo entre y y u es constante

Teorema 5.4.1 (Lema de Gauss). Sea M superficie regular, p € M, v € Dom(Exp,). Enton-
ces para todo w € T,M,
<D(Expp)ver(Expp)vw> =(v,w).

En particular siv 1 w, el los vectores siguen siendo ortogonales luego de aplicar la diferencial
de Exp, en la direccion de v.
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Demostracion. Consideramos la variacion v(s,t) = Exp,(t(v + sw)) definida en (-¢,€) X
[0,1] para € > 0 suficientemente pequeno de manera tal que v + sw esté en el dominio
de Exp,. Notamos que para cada s fijo, t = v5 = v(s,-) es una geodésica con velocidad
inicial v + sw. Como las geodésicas tienen velocidad constante, se tiene

. 2 . 2 2 2 2 2

Vs (ON° = Vs (0)I7 = llv + swll” = [[v]|” + s*[[wl]]” + 25(v, w).
Llamemos y al campo variacional de v, es decir p(t) = v((t). Derivando la identidad
recién observada respecto de s obtenemos

2Ly (1), 54(1)) = 25wl + 200, w).

ds
Cancelando los 2, intercambiando las derivadas respecto de s, en el primer término y
evaluando en s = 0 obtenemos (ji(t), y(t)) = (v, w). Sea entonces f(t) = (u(t),p(t)), como
¥ es geodésica se tiene

£1(#) = Cae), () + (u(t), (1)) = (alt), (1)) + 0 = (v, w).

Luego f tiene que ser lineal, y asi f(t) = (v,w)t + f(0) = t(v,w) puesto que u(0) =0,
ya que de la misma definicion de v es claro que p(t) = D(Exp,);,(tw). Por otro lado
y(t) = D(Exp,)s,v y entonces evaluandoen t =1,

(D(Expp)y(w), D(Expy)y(v)) = (u(1), p(1)) = f(1) = (v, w),

obtenemos la identidad del lema. O

Definicion 5.4.2 (Coordenadas polares). Usando la parametrizacién exponencial, defi-
nida en una bola Bg(0,) C T,M de radio R = R(p) > 0, podemos tomar cualquier vector
no nulo v € T,M y escribirlo comow = ru donde r = |[v|| >0y u = ”Z—” € T,M tiene norma
unitaria. Esta escritura se conoce como coordenadas polares de w, en analogia con la
escritura en coordenadas polares de un niamero complejo no nulo, z = re’?, donde r > 0
y ¢'% tiene moédulo unitario.

Sea Vg = Exp,(Br(0,)) C M el entorno abierto de p € M dado por la parametriza-
cion exponencial restringida a la bola Bg(0,) C T,M donde es un difeomorfismo con
su imagen. Si ¥ C Vi es una curva C! que no toca p, entonces podemos considerar
v(t) = Exp;l()/(t)) C Br(0,) \ {0} que no toca el 0 de T,M. En consecuencia podemos
escribir

y(t) = Expp(v(t)) = Exp,(r(t)u(t))

donde r(t)u(t) = v(t) es la escritura en coordenadas polares de v(t). Su derivada se cal-
cula usando la regla de la cadena como

Y(t) = D(Expp)ur (7 (t)u(t) + r(£)i(t)),

o de manera mas compacta, omitiendo la variable t, como
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7 = ¥ D(Exp,), (1) + r D(Expp), (i), (5.14)

puesto que r,7 son escalares y la diferencial de Exp,, es lineal.

Lema 5.4.3. Siy:[a,b] — Vg no toca py y(t) = Exp,(v(t)) = Exp,(r(t)u(t)) es la escritura
en coordenadas polares de v(t), entonces para todo t

Iyl = [7(2)]

Demostracion. Por la ecuacion (5.14), tomando norma de la suma y usando el Lema de
Gauss, obtenemos

712 |2 ID(Expy, )y ull® + |rI*[ID(Expp )y iill + 2rF(D(Expy)y u, D(Exp, )y 1)
[P IID(Expy)y ull® + 11 [ID(Expy)y il + 2r7(u, 1)

= AP ID(Expp)yull® +1rI* ID(Expp)yiill + 0

”2 _

puesto que, como |[u(t)||* =1, entonces u 1 1. Luego

P12 = 12 ID(Expy )ey ell* + [P ID(Expp)yiill = |1 [ID(Expp), ull? (5.15)

Pero para cada u € T,M fijo de norma unitara, si consideramos la curva f(r) = Exp,(ru),
esta resulta una geodésica, luego tiene velocidad constante igual a ||[u]| = 1 y entonces
como v = ru, se tiene

e 1 and .
P12 [FHID(Expy ) ry ]| = Irllld—/fll = 7.

O]

Teorema 5.4.4 (Minimalidad local de las geodésicas). Sea p € M y R = R(p) > 0 tal
que la parametrizacion exponencial estd definida en Br(0,) C T,M. Dado q = Exp,(v) €
VR = Expp(Br(0,)) C M, sea y(t) = Exp,(tv) la tinica geodésica en Vi que une p,q. Sea
a:[a,b] = M curva regular a trozos que comienza en p, entonces

1. Si « sale de Vg, entonces L(a) > R.

2. Si a une p,q, entonces L(a) > ||[v|| = L(y), con igualdad si y sélo si « es una reparame-
trizacion de y.

3. dist(p,q) = L(y) =[]l

Demostracion. Si a vuelve a pasar por p en tiempo a < t; <b, entonces L(a) > L(«alt, b1 ¥
podemos entonces suponer que @ no vuelve a pasar por p. Sea I C [a,b] la componente
conexa que contiene a a € R del conjunto a~!(Vy), que es un abierto no vacio puesto
que a(a) = p. Luego I = [a,b] si a no se sale de Vg, mientras que I = [a,c) cona<c<b
si a sale de Vy. Para evitar problemas con las coordenadas polares, trabajaremos en
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t > a+ 0 para evitar que a toque p, y al finalizar haremos tender 6 — 0*. Si « se sale
de Vg, escribiendo a(t) = Exp,(v(t)), con v(t) = r(t)u(t) las coordenas polares de v, debe
existir a < t, < c creciente tal que r(t,) > R—1/n. Luego

n 2
lr(t,)—r a+6|—|J dt|<f 6|'(t)|dt£j 6||0Z(t)||dtSL(a)

por el lema anterior. Haciendo tender 6 — 0% tenemos r(a+0) — r(a) = 0 (ya que a(a) =

p), luego
R-1/n<r(t,) < L(a)

prueba que L(a) > R > ||[v|| = L(y) (y en particular la desigualdad es estricta). Suponga-
mos ahora que a no sale de Vg, entonces nuevamente

b
r(b) - r(a+6) < f Pl <L(y)
a+o
y haciendo tender 6 — 0" obtenemos L(a) > |r(b) — r(a)| = r(b) = |[v|| = L(y), pues-
to que Exp,(v) = q = a(b) = Exp,(r(b)u(b)) y por la inyectividad de la exponencial
en Bg(0), debe ser r(b)u(b) = v, luego |[v|| = r(b). Si vale la igualdad, examinando la
desigualdad (5.15) debe ser r||D(Exp,),,ull = 0 idénticamente, pero como r(t) es no
nulo en (a,b], debe ser D(Exp,),,1 = 0 en [a,b]. Pero esta diferencial es un isomor-
fismo luego debe ser 1(t) = 0 en [a,b] y esto sOlo es posible si u(t) = u es constan-
te. Como r(b)uy = r(b)u(b) = v, se tiene que uy es multiplo de v y en consecuencia
a(t) = Expp(r(t)ug) es una reparametrizacion de y(t) = Exp,(tv). La tltima afirmacion
enunciada en el teorema es inmediata de lo recién probado, ya que la distancia intrin-
seca es el infimo de las longitudes de curvas que unen p,q en M. O

Definicion 5.4.5 (Radio de inyectividad). El ntmero i, = R(p) se denomina radio de
inyectividad de la exponencial en p, formalmente se define como

ip(M) =sup{r>0 tq ExpplBr(Op) : B,(0,) = M es un difeomorfismo con su imagen}.

Se denomina radio de inyectividad de la superficie M al infimo de los radios de inyecti-
vidad, esto es
i(M) = inf{i,(M) : p € M}.

Corolario 5.4.6 (Isometria radial-local de la exponencial). Para todo 0 <c¢ < R = i,(M)
se tiene

Expp(Bc(Op)) = Bc(p) = {q eM: diSt(q'p) <c},
Exp,(Bc(0,)) = Be(p) = {g € M : dist(q,p) < c},

v si 5.(0,) € T,M denota la circunferencia de radio c centrada en 0,, S. = B_p\Bp entonces
también
Expp(sc(op)) =Sc(p) =1{q € M : dist(q,p) = c}.
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Expp . 7 = Exp,(v)

”’U” =r /// p '//; dlSt(q:P) =87
y Y ol .-
4 \ X P’
| \ S\
| ¢ /} M 3
\ / CR
\ /

S~ . _-7B,(0,)cT,M

Figura 5.5: Entornos métricos dados por la parametrizacion exponencial

Demostracion. Si ||v]| < ¢ entonces por el teorema anterior aplicado a la bola de radio c,
dado q = Exp,(v) € V. y y(t) = Exp,(tv) se tiene

Ilv|l = L(y) = dist(p,q) = inf{L(a) : « C M une p,q} > ||v||

lo que nos dice que en efecto dist(p,q) = |[v|| < c. Esto prueba que Exp,(B.(0,)) C {q €
M : dist(q,p) < c}. Ahora supongamos que dist(q,p) < c, entonces g € V, porque de otra
manera toda curva que los une saldria de V, y tendria longitud mayor a c. Pero si g € V,
existe v € T,M con ||v|| < c tal que g = Exp,(v) y esto prueba la otra inclusion. La prueba
para la bola cerrada y la esfera es similar y queda como ejercicio para el lector. O]
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5.5. Teoremas de Hopf-Rinow

Para entender los proximos resultados es util recordar y poner en contexto la Ob-
servacion 1.2.12, que nos dice que una curva continua «a : [0,1] — M es rectificable
si

Uy)=sup ) _dist(y(t)y(tin)) < oo

donde el supremo es sobre todas las particiones @ = {t{; = 0 < t; <--- < t, = 1} del
intervalo [0,1].

Veamos que al igual que para la distancia euclidea (como propusimos al lector pro-
bar en el Problema 1.2.13), para curvas regulares a trozos esta definicion coincide con
la usual de longitud integrando su rapidez. Mas precisamente si : [0,1] — M es curva
regular, a partir de la ecuacion (1.8) y el Teorema 5.3.4 podemos hallar, para cada ¢ > 0
un o > 0 tal que si toda la particion w ={a =ty <t; <--- < t,} de [0,1] tiene diametro
menor que 9, entonces denotando A; =t;,1 —t; >0,

ti1
B(cillA;i < eAi +11B(tic1) = B(ti)ll < eAj + dist(B(tiny, B(t;) < €A +J. B(t)lldt,

i

siempre que c; € [t;,t;,1]. Sumando sobre i y observando que a la izquierda quedan las
sumas de Riemann de la rapidez, obtenemos

1 1
. oy , "
[usiserap e [ g
lo que nos dice que ¢(f) = L(p)

Observacion 5.5.1. Uno deberia preguntarse, si definimos una nueva distancia con es-
ta longitud ¢, si sera distinta de la intrinseca de M; afortunadamente esto no es asi, y
ambas distancias coinciden en M. Para verlo, y s6lo por claridad de esta observacion,
llamemos d, al infimo de las longitudes de arcos rectificables que unen p,q (parame-
trizadas en [0, 1]. Tomando la particién trivial ty = 0,#; = 1 obtenemos que para toda
curva rectificable

dist(p,q) = dist(y(0), (1)) < £(y)

y tomando infimo sobre y rectificable, dist(p,q) < d¢(p,q). Reciprocamente y si f es
regular a trozos uniéndo p,q en M entonces para cualquier particion se tiene

diSt(ﬁ(ti); ﬁ(ti+1) < L(ﬁl[tirti+l])

asi que sumando sobre i obtenemos
delp, ) <EB) =) dist(B(t:), Bltis) < ) L(Blis,s,..7) = L(B):
i i

Tomando infimo sobre las curvas f regulares a trozos obtenemos d(p,q) < dist(p,q),
luego d, = dist.
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Observacion 5.5.2 (Espacios de métrica interior). Un espacio métrico (X,d) donde la
distancia se calcula como el infimo de las longitudes de curvas, se conoce como espacio
de métrica interior. Estos espacios métricos comparten propiedades intuitivas mas cer-
canas a las de los espacios normados. Por ejemplo, puede el lector verificar que en estos
espacios, la clausura de la bola abierta coincide con la bola cerrada, es decir

B,(p) ={g € X : dist(q,p) <}

para todo r > 0 (Ejercicio 5.5.20).

El siguiente resultado sera de utilidad para estudiar las geodésicas.

Teorema 5.5.3 (Entornos uniformemente normales). Sea M superficie regular, p € M.
Entonces existe 6 = o6(p) > 0 y un entorno abierto W C M de p tal que para todo q € W, la
parametrizacion exponencial estd definida en (al menos) B5(0,) C T,M. Ademds para todo
x,y € W, se tiene W C Bs(x), existe una tinica geodésica yy, que los une, y la funcién
(t,X,9) > Vx,y(t) es de clase cl.

Demostracién. Sea ¢ : Br C R*? — M parametrizacién regular de un entorno de p dada
por ¢(x) = Exp,(Lx) donde L : R? — T,M es un isomorfismo lineal isométrico y R =
ip(M). Notamos que ¢(0) = p y que D¢y = L. Consideramos el abierto

TB, ={(x,v) € R*xIR”: [|x|| <7, Doyl <} > B, x {0},
y la funcién E : TB, — M x M C R® xIR® dada por
E(x,v) = ((P(X), Exp(p(x)(D(va))i

con r suficientemente chico como para que E esté bien definida y sea de clase C! (Teo-
rema 5.1.6 y las observaciones que le siguen). La superficie M x M la pensamos para-
metrizada (alrededor de p x p) con ¢ x ¢, ya que E(x,0) = (¢(x), ¢(x)). Por otro lado,

_[ Dpx O
DE(X,O) - ( * D(px )I

donde para el bloque 2 — 2 calculamos la diferencial respecto de v en v = 0 como

d . .
%Exp(p(x)(D(vat) = D(Exp(p(x))OD(va =Dg,v.

Es claro que DE, ) es inversible. Tomando 0 < 6 <, y por el teorema de la funcion
inversa, E es un difeomorfismo entre TBs y Z = E(TBs) que es un entorno abierto en
M x M, que contiene a p x p. Tomamos cualquier entorno W C Bg(p) del punto p tal
que W x W C Z. Afirmamos que W tiene las propiedades necesarias. Sea g = ¢p(x) € W,



5.5 Teoremas de Hopf-Rinow 97

v € T;M con |[7]| < 6. Sea v = D@5 !9, entonces (x,v) € TBs vy la siguiente cadena es de
difeomorfismos:

(9,9) = (p(x), Dpyv) = (x,v) = E(x,v) = (9, Expy(?)).

En particular Exp, es un difeomorfismo restringido a B;(0,). Las otras afirmaciones las
dejamos como ejercicio para el lector (Ejercicio 5.5.27). O]

Corolario 5.5.4 (Radio de inyectividad). Sea M superficie regular y K C M compacto.
Entonces existe R> 0 tal que i,(M) > R para todo p € K.

Demostracion. Supongamos que no, entonces el infimo es nulo y existe una sucesion
(pn)n C K que lo realiza; pasando a una subsucesiéon podemos suponer que p,, — p € K
es convergente. Pero si W es un entorno uniformemente normal de p, y 6 > 0 es como en
el teorema anterior, tomamos n, tal que i, (M) < 6 para todon >ny, yalavezp, e W
para todo n > ny. Esto es contradictorio. O]

§ Dejamos como ejercicio para el lector probar que la funcién i : M — R, dada por
el radio de inyectividad, i(p) = i,(M) es una funcion continua (Ejercicio 5.5.28). Ver
también [7, Seccion II1.4] para una discusion sobre el radio de inyectividad vinculada
con la nocién de puntos conjugados de una geodésica, con la cual no hemos tratado en
este texto.

Teorema 5.5.5. Sean p,q € M superficie regular, y : [0,1] — M que los une con {(y) =
dist(p,q). Entonces y es una reparametrizacion de una geodésica de M.

Demostracion. Consideramos K = im(y)y nos quedamos con R > 0 como en el corolario
anterior. Tomamos Bg(p) alrededor de p = ¥(0) y q; = y(#;), de manera tal que q; €
Br(p) y Vljo,t,1 € Br(p)- Por el teorema de minimalidad local (Teorema 5.4.4), hay una
geodésica minimal p que une q,4q;, y p no sale de Br(p). Afirmamos que y/|[o,;,] €s una
reparametrizacion de y. Suponamos que existe x = y(c) con 0 < c < t; tal que x & im(u).
Como

dist(p,x) =€(¥ljo,c) <€(Vo,r,) <R

pues y es corta en cualquier tramo (Ejercicio 5.3.13), también existe una geodésica corta
p1 en Bgr(p) que une p, x. Similarmente

dist(x,q1) = C(Vlie) €Yl <R

asi que también existe una geodésica corta y; en Br(q;) que une x,q;. Pero entonces, si
p18p, denota la curva pg seguida de p,,

L(pafp2) = L(pn) + Lp2) = d(p,x) + d(x,91) = €(¥ljo,c)) + €V l[er,) = €V ljo,1,) = d(p 41) <R

lo que prueba que p iy, también es corta uniendo p, q;. Pero al ser una concatenacién
de dos geodésicas de M, tiene que ser una geodésica (Ejericicio 5.3.16). Como es corta,
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no sale de Br(p), y por la unicidad en Br(p) debe ser u;#iu, una reparametrizacion de
(Teorema 5.4.4). En particular x € im(p) contradiciendo nuestra suposiciéon. Esto prueba
que im(y) C im(p). Afirmamos que las imagenes coinciden; en caso contrario y por la
continuidad de ambas, tomemos c tal que p(c) € im(y) y notemos que donde y no toca
la imagen de y es un conjunto abierto. Sea I = (s,¢) el intervalo abierto maximal que
contiene a ¢ donde y no toca im(y); por la maximalidad debe ser p(s) = y(sy), p(t) =
y(t1) para sy, t; € [0,1]. Como im(y) C im(u) debe ser u(s) = u(t). Esto contradice la
minimalidad de p ya que retirando el lazo pl[; ;; obtenemos una curva estrictamente més
corta que une los extremos p,q. Hemos probado que las imagenes de y y p coinciden
entre p y q. Por el argumento recién mencionado, y(t) = u(s) = p(sg) sélo es posible si
s = s porque y es inyectiva, entonces existe una inyeccion creciente f : [0,t;] — [0,1] de
manera que Exp,(f(t)v) = p(f(t)) = y(t) (eligiendo v de norma unitaria). Como f () =
||Expl;1()/(t)||, f es una funcién continua. Esto prueba que y es una reparametrizacion
continua de y entre py q.

Repitiendo este procedimiento finitas veces a lo largo de y, deducimos que (luego
de reparametrizarla) y es de hecho una geodésica a trozos. Nuevamente por el Ejercicio
5.3.16, podemos concluir que y es una reparametrizaciéon de una geodésica de M.

O]

Con estas herramientas podemos probar un teorema que nos dice que la comple-
titud como espacio métrico de M garantiza la existencia de geodésicas minimizantes
uniendo dos puntos dados de M (aunque como ya observamos en el ejemplo de la es-
fera, Observacion 5.3.10), esta geodésica puede no ser tnica, y también, que hay otras
geodésicas que los unen que pueden no ser minimizantes).

Teorema 5.5.6 (Hopf-Rinow/Cohn Vossen). Sea M superficie regular conexa. Si (M, dist)
es un espacio métrico completo, entonces para todo p,q € M existe y geodésica que los une,
tal que L(y) = dist(p,q).

Demostracion. Sea d = dist(p,q) > 0, sea y,, una sucesion minimizante, L(y,) < d + 1/n,
donde todas las y, son regulares a trozos y estan definidas en [0, 1] (luego L(y,lis,t]) =
|s —t|L(y,) para todo n'y todo 0 <s <t < 1). Entonces la familia resulta equicontinua
y equiacotada en el espacio métrico (M, dist), y por el teorema de Ascoli, existe una
subsucesion que converge uniformemente sobre [0,1] a una curva continua y : [0,1] —
M que une p,q. Afirmamos que

Cy)=sup ) dist(y(t), y(tin1)) = d.

Con la particion trivial 7w = {t;, = 0,t; = 1} obtenemos ¢(y) > dist(y(0),y(1)) = d. Para
probar la otra desigualdad, dado ¢ > 0, si 7t es una particion de [0,1] con n+ 1 puntos,
tomamos k tal que k > ky implique que

sup dist(y(t), (1)) <6 = <.
te[0,1] n
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Entonces

dist(y(t;), y(tiy1)) < dist(y(t;), vi(t;) +dist(ye(t;), yi(ticn) + dist(ye(ticn), y(tis1))
2¢
< 20+ L(an[tiyfm]) = " + L(7k|[firti+1])

Sumando sobre i, obtenemos

n-1
Zdist(y(ti),y(tiﬂ)) <2e+L(yx) <2e+d+1/k,
i=0

y haciendo k — oo se deduce que

D dist(y(t:), y(tin)) < 26 +4

y entonces ) ;dist(y(t;),y(ti;1)) < d. Como esto es cierto para toda particién, €(y) < d.
Asi que y es una curva rectificable de longitud d que une p, q. Por el teorema anterior,
reparametrizando adecuadamente y, obtenemos una geodésica de M cuya longitud es
d. O

Definicion 5.5.7 (Completitud geodésica). Diremos que M es geodésicamente comple-
ta si el dominio de toda geodésica de M es todo R. Equivalentemente, el dominio de
Exp, es todo T,M para todo p € M.

Teorema 5.5.8 (Hopf-Rinow, segunda version). Si M es una superficie regular y conexa,
entonces son equivalentes:

1. (M, dist) es un espacio métrico completo

2. M es geodésicamente completa

3. Existe p € M tal que Dom(Exp,) = T,M

4. Existe p € M tal que Expp(B_r(Op)) =B,(p) =1{q € M :dist(q,p) < r} para todo r > 0,
5. Todo conjunto cerrado y acotado en (M, dist) es compacto.

En cualquiera de estos casos, para todo x,y € M existe una geodésica minimizante de M que
los une.

Demostracion. Supongamos que (M, dist) es completo, sea y(t) = Exp,(tv) geodésica de
M con dominio maximal (a,b) C R. Podemos suponer que |[v|| = 1. Supongamos que
b < c0. Sea a < t, < b sucesidn creciente con lim,, t,, = b. Entonces

b
dist(y(ty), y(tm)) < J- Iy Olldt = |t, -ty

n
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puesto que las geodésicas tienen rapidez constante. Entonces la sucesion (y(t,)),en €S
convergente a un punto p € M. Sea W entorno uniformemente normal de p y 6 > 0
como en el Teorema 7.2.3. Tomemos k € IN tal que t; > b—-9,y y(tx) € W. Consideremos
la geodésica

p#(s) = Expy () (sy (tk))

definida en (al menos) el intervalo (-9, ). Pero es claro que u(0) = y(tx) y que p’(0) =
7(tx) luego por la unicidad p y y coinciden donde ambas estan definidas. Si tomamos s
suficientemente grande, cerca de 9, tenemos también s+ t; > b (puesto que 0 + t; > b).
Pero entonces p es una prolongacién de y, y esto es una contradiccién con la maximali-
dad de b. Entonces debe ser b = +o00. Con un argumento similar, se prueba que a = —co
y entonces M es geodésicamente completa.

Sisuponemos que M es geodésicamente completa, la tercer afirmacion es inmediata.
Supongamos entonces que vale la tercer afirmacion, sea I C [0,+o0) el conexo maximal
conteniendo al 0 donde

Exp,(B,(0p)) = B,(p) = {g € M : dist(q,p) < 1}.

es valido, que por el Corolario 5.4.6 es no vacio, entonces es un intervalo de la forma
I =[0,r)oI=][0,r]. Claramente Expp(B_r(Op)) C B,(p) es siempre valido,sir; e[y r; —r
(podemos suponer de manera creciente), entonces tomamos g € B,(p) y lo podemos
aproximar con g; € B,.(p), que por hipétesis son de la forma g; = Expp(v;) conv; € T,M,
|lvi]l < r; <r.Sir< oo, extraemos por compacidad una subsucesiéon convergente v; —
v € T,M, claramente [[v|| < ry q= lim; Exp,(v;) = Exp,(v) por la continuidad de la
exponencial. Entonces g € Exp,(B,(0,)) y esto prueba que r € I (la igualdad entre la
bola cerrada y la clausura de la bola abierta en M es producto de la Observacion 5.5.2).

Como B,(p) = Expp(B_t(Op)) para 0 <t <r, es facil ver que S,(p) = Exp,(5,(0,)), luego
este conjunto es compacto (es la imagen de un compacto euclideo por una funcién con-
tinua). Por el Corolario 5.5.4, sabemos que existe ¢ > 0 tal que Exp,(B.(0,)) = B,(x) para
todo x € S,(p). Sea s € (r,r+¢), afirmamos que s € I y esto contradeceria la maximalidad
de r, luego debe ser r = +o0. Supongamos entonces que r es finito y que r <s <r +¢,
sea g € B,(p), queremos ver que existe v, € T,M con |lvo|| < s tal que q = Expy(vp). Sea
x € S,(p) tal que dist(x,q) = dist(S,(p),q), entonces x = Exp,(rv) con |[v||= 1, v € T,M. Si
¥ :[0,1] = M une p, q entonces atraviesa S,(p) al menos una vez, digamos en el instante
t1, luego

L(y) = L(¥ljo,e,)) + LYl 1) 2 7+ dist(S,(p), q) = dist(p, x) + dist(x, q),

y tomando infimo sobre las curvas a obtenemos dist(p,q) > dist(p,x) + dist(x,q). Co-
mo la otra desigualdad vale siempre tenemos una igualdad. En particular dist(x,q) =
dist(p,q) —dist(p,x) <s—r < ¢, y entonces existe f geodésica que une x,q con L(f) =
dist(x,q). Ahora bien, si a(t) = Exp,(tv) con t € [0, 7] entonces

L(afiB) = L(a) + L(B) = rllvl| + dist(x,q) = dist(p, x) + dist(x,q) = dist(p,q)



5.5 Teoremas de Hopf-Rinow 101

luego afif es corta, y al ser una concatenacién de geodésicas debe ser una geodésica
(Ejercicio 5.3.16). Entonces q = B(1) = Exp,(tov) y lltovll = L(alip) = dist(p,q) < s, luego
qe Expp(B_S(Op)) yasisel.

Si vale la afirmacidén sobre las bolas métricas, entonces todas ellas son compactas
porque son la imagen de un conjunto compacto por una funcién continua. De alli es
inmediato que todo conjunto C C M cerrado y acotado es compacto, ya que C C Bg(p)
para algin R > 0 y las bolas tienen clausura compacta, luego C es compacto. También
es facil ver que en cualquier espacio métrico, si todo cerrado y acotado es compacto,
entonces es completo: en efecto, si (x,), C M es de Cauchy, entonces esta en alguna
bola cerrada B_R(xno) que es acotada y asi por compacidad (x,,), tiene una subsucesion
convergente a un punto x € M. Pero entonces

dist(x,,x) < dist(x,, xn].) + dist(xnj,x) <2e¢

donde el primer término lo acotamos usando que la sucesion es de Cauchy y el segundo
usando que la subsucesion converge a x. Esto prueba que x es el limite de la sucesion
de Cauchy original.

Por altimo, si vale cualquiera de las condiciones, en particular vale la primera y
por el Teorema 5.5.6, dos puntos en M siempre estan conectados por una geodésica
minimal. O

§ Es por este teorema que las nociones geodésicamente completa o métricamente completa
son intercambiables, y en general sélo se dice “M es completa”. El teorema anterior
también se conoce como Teorema de Heine Borel para variedades de Riemann.

Observacion 5.5.9. Es posible demostrar de otra forma que si la exponencial esta de-
finida en todo el espacio tangente a p € M, y M es conexa, entonces para todo g € M
existe una geodésica minimal que los une (lo cual ademas da otra prueba de la im-
plicacion 3 = 4 del teorema anterior). Como la idea de esta otra prueba es intere-
sante, hacemos un esbozo aqui (e invitamos al lector a leer los detalles en el texto
de Do Carmo [I, pag. 338]). Supongamos que la exponencial esta definida en todo
el tangente a p, entonces por el teorema de minimalidad local existe r > 0 tal que
B.(p) = Exp,(B,(0,)). Si g € B,, entonces g = Exp,(rv) con v € T,M de norma unita-
ria; podemos suponer entonces que dist(q,p) > r, y por la compac1dad de S,(p) exis-
te un punto x € S,(p) tal que dist(q,x) = dist(q,S,(p)). Escribimos x = Exp,(rv) con
lvll = 1, y tomamos y(t) = Exp,(tv). Puede probarse entonces que g = Exp,(dv) donde
d = dist(g,p); esta es la estrategia de “apuntar y disparar”.

Algunas consecuencias simples de los teoremas que demostramos, estan en este
corolario que sigue. Otras quedan como ejercicios para el lector.

Corolario 5.5.10. Sea M superficie regular, entonces

1. Si M C R® es cerrada, es completa.
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2. Si M C R? es compacta, es completa.

3. Si (M, dist) es acotado y completo, es compacto.

Demostracién. Supongamos que M es cerrada como subespacio métrico de R?, tome-
mos un conjunto K € M cerrado y acotado en dist; entonces es K cerrado en R® y
ademas por el Teorema 5.3.4, es acotado en R®. Luego K es un subconjunto compacto
de R%; si (x,), C K es una sucesién acotada, existe entonces una subsucesién convergen-
te x,, — x € K. La convergencia es en la norma de RR3, pero el mismo teorema nos dice
que también converge en dist. Luego K es compacto en (M, dist), y por el teorema de
Hopf-Rinow, M es completa. Si M es compacta, en particular es cerrada y por lo recién
probado, es completa. Si el espacio métrico (M,dist) es acotado (existe c >0y pe M
tal que dist(p,x) < ¢ para todo x € M), y también es completo, entonces por el Teore-
ma de Hopf-Rinow, M = Expp(B_c(Op)). De esta forma, M es la imagen de un conjunto
compacto por una funcién continua, luego es compacta. O

5.5.1. Ejercicios

5.5.20. Sea (X,d) un espacio de métrica interior, es decir d = d(x,y) se calcula como el
infimo de las longitudes de las curvas rectificablesque unen x,y. Probar que la clausura
de la bola abierta coincide con la bola cerrada. (Sugerencia: dado n € IN tomar una curva
rectificable que una x,y con d < {(y,) < d + 1/n, vy usando la continuidad de y, tomar
2, = vu(to) tal que dist(x,z,) =d —1/n < d pero dist(z,,v) < 2/n).

5.5.21. Probar que dado p € M superficie regular, si ¢ es suficientemente chico, entonces
Expp(B(0,)) = Bo(p) = {q € M : dist(q,p) <},

y si 5.(0,) € T,M denota la circunferencia de radio c centrada en 0,, S; = B_p\ B, enton-
ces también

Expp(sc(op)) = Sc(p) = {q eM: diSt(q'p) =c}h.
5.5.22. Sea M superficie regular,

1. Probar que M es completa en IR3 si y sélo si (M, dist) es completo.

2. Probar que (M, dist) es compacto si y sélo si M es compacta en R>.

5.5.23. Sea M superficie completa, X campo en M de clase C' y acotado: existe C > 0
tal que ||X(p)|| < C para todo p € M. Probar que el flujo de M es global, es decir, tiene
dominio R xM.

5.5.24. Sea f : M — S una isometria local, probar que si p,q € M son suficientemente
cercanos, entonces dists(f(p), f(q)) = distp(p,q). Dar un ejemplo donde no valga la
igualdad.
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5.5.25.Sea y : I — M curva de clase C!, probar que

s 1o dist(y(t+h), y(t))
IIy(t)II—Iggrré p :

5.5.26.5i f : M — S es tal que dists(f(p), f(q)) = distp(p,q) para todo p,q € M, entonces
f es suave y es una isometria (sug: usar entornos exponenciales).

5.5.27.Seape My E:TB, > M xM como en el Teorema 5.5.3, sea W = Bs(p) C M
entorno uniformemente normal de p. Probar que

1. W CBg(q) paratodoge W.

2. si q1,q9, € W, existe una Unica geodésica en W (parametrizada en [0,1]) que los
une.

3. si F:(t,91,92) = 74,,4,(t) la pensamos como funcion (—¢,1+ &) x Wx W — W,
entonces F es de clase C!.

5.5.28. Sea i : M — IR el radio de inyectividad de la exponencial riemanniana de M.
Probar que i es continua.

5.5.29.Seape My S.(p) =1{q € M :dist(q,p) = r}. Probar que si r es suficientemente
pequeno, entonces

1. S,(p) es una curva regular, difeomorfa a rS! = {v € T,S vl = r}.
2. Las geodésicas que salen de p cortan de manera ortogonal a la curva S,(p).

3. Siy(t) = Expy(tu) es una geodésica con y(0) = g € S,(p) y ’(0) es tangente a S,(p),
entonces existe ¢ > 0 tal que y|_..) permanece fuera de B,(p) (sug: considerar
F(t,q,u) = Exp;l(Equ(tu)), v la funcién g(t) = ||F||>. Probar que g”’(0) > 0 para p
suficientemente cercano a q).

4. La bola B,(p) es geodésicamente convexa: dados q;,9, € B,(p), la tnica geodési-
ca minimizante que une ¢;,g, permanece dentro de B,(p) (sug: considerar f(t) =

dist(p,y(t))*).
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6 CURVATURA

El espaciotiempo le dice a la materia
cOmo moverse; la materia le dice al
espaciotiempo coémo curvarse.

J. A. Wheeler

Discutimos en esta seccidn distintas nociones de curvaturas en una superficie regu-
lar orientable, con énfasis en la curvatura de Gauss, también llamada curvatura seccio-
nal. Supondremos que las superficies involucradas son regulares y (al menos) de clase
C3. En términos histéricos, las ideas aqui presentadas fueron desarrolladas en gran
medida por C.F. Gauss en sus trabajos originales del siglo XIX [2].

6.1. Curvaturas normales

Dado un vector V € T,M de longitud unitaria (||V|| = 1) consideramos la Gnica geo-
désica y = y,,v € M con las condiciones iniciales y(0) = p,»’(0) = V. ;Qué tan curvada
esti M en la direccion de V? es la pregunta que queremos contestar. Notemos que es
natural formular esta pregunta con geodésicas (y no con cualquier curva) ya que se su-
pone que las geodésicas recorren M doblando lo menos posible, es decir, tomando el
camino mas recto posible dada la velocidad inicial V. De esta manera no nos molestan
las curvaturas “artificiales” que serian producto de las variaciones de velocidad arbitra-
rias de una curva genérica (no geodésica) a -aunque como veremos, esta disquisicion es
vana ya que esta cantidad depende so6lo de la forma de M y no de cdmo la recorremos-.

Hay ademas un detalle adicional con el que no se contaba para las curvas generales
de R3 (ver comentarios posteriores a la definicién de curvatura en 3.1): las superficies
M a considerar estan orientadas. La eleccion de un lado de M se realiza a través de
los vectores normales N, (vectores unitarios perpendiculares a M en el punto p, o lo
que es igual N, L T,M, [[Ny|| = 1 que apuntan todos para el lado en que esté orientada
M). Esto permite darle un signo a la curvatura de las curvas sobre M ya que hay un
lado canénico desde el cual se puede mirar la superficie (desde el lado hacia el que esta
orientada).

Definicion 6.1.1. Dada la geodésica y = y,y C M, parape M, V € T,M, |[V| =1,
definimos la curvatura normal de M en p en la direccion del vector unitario V € T,M al
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Figura 6.1: Curvatura normal de la superficie M en el punto p

namero
Ky (p) =—(y"(0),Np). (6.1)
Veamos ahora que xy(p) es la curvatura usual x, (ver 3.1) en p de la geodésica
Y = ¥p,v COMO curva en IR, pero con un signo. Esto es asi porque como ||y’(0)|| = [|V] = 1

y las geodésicas tienen rapidez constante, entonces resulta que y esta p.x.l.a. Luego su
curvatura (en R%) estd dada simplemente por su aceleracién en el punto de paso p, es
decir x,,(0) = [|”(0)||. Por otro lado

v (p) = =("(0),Np) = =lly " (0)l N, || cos(6)

para 0 el angulo entre »”(0) y N,. Como y”(0) es perpendicular a T,M por ser geodé-
sica, y N, también, ambos deben ser vectores paralelos. Entonces este angulo puede ser
0 = 0 (si ”(0) apunta hacia el mismo lado que N,) 0 8 = 7 (si y”'(0) apunta hacia el
lado opuesto al que apunta N,). Entonces usando que [N, || = 1 y los valores posibles de
0 la igualdad anterior queda

—(7"(0),Np) = =lly”(0)Il INpllcos(0) = —[ly”(0)]| cos(0) (6.2)

kv(p)

=lly”(0)ll, si ¥”(0) apunta en sentido de N,

_ { [l (0)II cos(0)
ly”(0)ll, si y”(0) tiene el sentido opuesto de N,

[y (0)II cos(m)

Aqui puede observarse que, como mencionamos antes, la definicién de la curvatura
normal xy(p) coincide con la de la geodésica y, como curva de R®. que llamébamos
15,(0) = ly”(0)|| (porque y esté p.x.l.a.), con la adicion de un signo en uno de los casos.

Observacion 6.1.2. Resaltamos que el signo de la curvatura normal depende de la orienta-
cion elegida para la superficie, porque como puede verse en (6.2), el sentido de N,, define
el signo de xy (p).
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Denotamos como es habitual con N : M — S? ¢ R? a la normal unitaria de M
para cierta orientacion elegida en la superficie M. Entonces las curvaturas normales se
pueden calcular mediante la diferencial de N, sin utilizar las geodésicas, de la siguiente
manera:

Lema 6.1.3. (Meusnier) Para todo p € M, y todo V € TpM de norma unitaria,

ky(p) =(DN,V,V).

Demostracion. Consideremos, como en la definicion de curvatura normal,a y =y, v la
Unica geodésica de M tal que y(0)=py y’(0)=V.

Como (N oy) L T, M en todo punto, entonces (N o y,)’) = 0 siempre. Luego deri-
vando se tiene que

(DN,y", 7y +(Noy,y”)=0.
Evaluando y en t = 0 deducimos que
~(N,,7"(0)) = (DN, V, V).
por lo que por la definicion de xy (p) se obtiene (ver 6.1)
ky(p) = —(Np, »”(0)) =(DN,V, V).

O]

Este lema nos dice que las curvaturas normales en todas las direcciones estan con-
troladas por (la diferencial de) la funcién normal N. En la proxima seccion estudiare-
mos con mas detalle esta funcion.

Veamos ahora como calcular la curvatura normal usando una curva cualquiera que
pasa por p, con la misma direccion de V:

Lema 6.1.4. Sea a : I — M una curva C? con a(0) =p €M, a’(0) = AV € T,M con V de
norma unitaria y A # 0. Entonces la curvatura normal se calcula como

Ky (p) = 1 (Np a” (),

Demostracion. Como (N o a,a’)y = 0, derivando obtenemos (DN, a’,a’)y + (N,,a”) = 0.
Evaluando en t = 0 (y por el lema anterior):

A’xy(p) = A*(DN,V, V) =(DN,AV,AV) = ~(N,,a”(0)).

Dividiendo por A se obtiene la férmula enunciada. O]



108 Curvatura

Observacion 6.1.5. En muchos textos, se elige la convencion opuesta para definir el
vector normal. Esto es, se elige N, de manera tal que y”'(0) = xy (p)N,. Entonces kv (p) =
—(DN,V, V) es la formula habitual.

Nosotros hemos optado por la convencién opuesta y”(0) = —«y(p)N,, por los si-
guientes dos motivos: las curvaturas principales son asi los autovalores de DN, (ver la
Observacion 6.1.7) en lugar de los de —DN,,; y por otro lado en superficies cerradas,
donde en general se elige la normal exterior (como por ejemplo la esfera), es mas comun
que ocurra que la aceleracion de la curva y apunte en la direccidn contraria a la de la
normal exterior (el lector puede pensar en esta observacion graficamente en algunos
ejemplos).

6.1.1. Mapa de Gauss

Como siempre N : M — RR3 denota la normal unitaria de M (que elige alguna de
las dos orientaciones posibles de M). Notemos que al ser unitaria, se puede pensar
N : M — S?, pues N, = N(p) es un vector de norma unitaria. Esta funcion se conoce
como mapa de Gauss y “mapea” conjuntos de M dentro de conjuntos en la esfera.

Claramente, DN, : T,M — TN(p)S2 como es habitual para funciones entre superfi-

cies. Pero al ser S? la esfera unitaria, TN(p)S2 ={N(p)}*+, es decir el plano tangente es el
ortogonal a N(p). Por la misma definicion de N (es la normal unitaria de M) también
se tiene T,M = {N(p)}*. Asi que en realidad vamos a pensar DN, : T,M — T,M es decir
como una transformacion lineal de T,M en si mismo.

Lema 6.1.6. Para todo p € M, DN, es una transformacion lineal simétrica de T,M en si
Mismo.

Demostracion. Si ¢ : D — M es una parametrizacion regular de M (en un entorno de
p), recordamos que @,, ¢, forman una base de T,M en todo punto de D. Luego como
N 1 TM, se tiene

(No@,¢,)=0.
Derivando respecto de v, deducimos que
<DN(p(Pw Pu)+{(No@,@y,)=0.

Mientras que si comenzamos con (N o ¢, @, ) = 0, derivando ahora respecto de u obte-
nemos

<DN(p(Pw Pu) +{No@,@yy)=0.

Puesto que ¢ es C2, tenemos que las derivadas cruzadas coinciden, luego ¢, = @,,, lo
que nos muestra que

<DN(p(Pw(Pv> =—(No@,py)= <DN(p§0w§0u>'
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Evaluando en uy,vy de manera tal que ¢(ug,vg) = p, y escribiendo cualquier par de
vectores V, W € T,M como combinacion lineal de ¢, (1, vo), ¢, (149, Vo), deducimos que

(DN,V,W)=(DN,W,V) =(V,DN,W)

(la Gltima igualdad es consecuencia de que el producto interno es conmutativo). Asi-
mismo, este Gltimo término siempre es igual a (DN; V, W), lo que nos dice

(DN,V,W)=(DN,V,W).

Como esto vale para todo V,W ¢ TpM, deducimos que DNp = DNlﬁ, esto es, DNp :
T,M — T,M es una transformacién lineal simétrica. O

Observacion 6.1.7. Por el teorema de diagonalizacion de transformaciones lineales si-
métricas, existen numeros reales «;(p), k,(p) (que siempre pensaremos ordenados de
menor a mayor, es decir k; < k) y vectores V; L V; € T,M de norma unitaria que son
autovectores de DN, es decir

DN,V;=x;i(p)V;,  i=12.

Definicion 6.1.8 (Curvaturas principales). Los nimeros k; < x, dados por los autova-
lores de la diferencial del mapa de Gauss DN se denominan curvaturas principales de
M en p. Los vectores Vi, V, dan las direcciones principales de curvatura de M en p.

Tomando geodésicas y; que pasan por p y tienen velocidades iniciales V; respecti-
vamente, se tiene por el Lema 6.1.3:

kv, (p) = ¥/ (0),Np) = (DN, V;, Vi) = (ki(p) Vi, Vi) = ki ()IVAII® = xi(p),  i=1,2.

Sintéticamente, las curvaturas normales en las direcciones de los autovectores V; de
DN, coinciden con las curvaturas principales de M en p. Pero podemos decir aun mas:

Lema 6.1.9 (Euler). Si p € M vy x1(p) < k,(p) denotan las curvaturas principales de M en
p, entonces para toda direccion unitaria V € T,M, la curvatura normal xy (p) estd acotada
por estos dos niimeros. Es decir

k1(p) < kv (p) < x2(p).

Demostracion. Podemos escribir a V € T,M como V = aV; + BV,. Puesto que V; son
unitarios y perpendiculares, 1 = 12 = [|V||> = (a V| + V), a V| + BV,) = a? + B2. Por otro
lado por el Lema 6.1.3

ky(p) = <DNpV’ V)= <DNp(aV1 +BVa), (aVy+BV2))
=(ax1 V1 +BryVo,aVy + B V2)

= a21q + ﬁzkz
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donde nuevamente usamos que V;, V, son unitarios y perpendiculares.

Entonces, usando que 1 = a? + 82 se obtiene lo buscado

K1<K K1<K)
ki=k(a®+ B2 =@’ + 1B < T Kat v ikop? < atky+ iy =Ko,
U ——
Ky (p)
es decir: k1 < xy(p) < ). O

Es por este motivo que los vectores V;,V, se denominan direcciones principales de
curvatura.

Definicion 6.1.10 (Curvatura media). La curvatura media H de la superficie regular M
esta dada por el promedio de sus curvaturas principales, es decir

H(p) = 1/2(x1(p) + x2(p))-

Definicion 6.1.11 (Lineas de curvatura, direcciones y curvas asintéticas). Diremos que
una curva a C M es una linea de curvatura si su velocidad siempre paralela a una direc-
cion principal de curvatura de M. Dado un punto p € M, decimos que v € T,M es una
direccion asintética si «,(p) = 0, y diremos que f es una curva asintética si su velocidad
es siempre paralela a una direccion asintotica.

Definicion 6.1.12 (Clasificacion de puntos segun las curvaturas). Un punto p € M, es

1. umbilico si x1(p) = k,(p) (todas las curvaturas principales en p coinciden).
2. hiperbdlico si x1(p)x,(p) <0,

3. eliptico si k1 (p)x2(p) > 0,

4. parabdlico si algtn «;(p) =0,

5. plano si k1(p) = x2(p) = 0.
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6.2. Curvatura de Gauss

La curvatura de Gauss, también llamada curvatura seccional, la definimos como
K(p) = det(DN,).

Notemos que a pesar de que hay arbitrariedad en un signo en la eleccién del vector
normal N(p) -y por ende de la diferencial DN,- este signo es irrelevante ya que al
tratarse de una matriz de 2 x 2, el determinante no tiene en cuenta este signo ya que
det(-DN,) = (—1)>det(DN,) = det(DN,)).

De acuerdo a las cuentas de la seccion previa, si k1 < x, son las curvaturas prin-
cipales de M en p (los autovalores de DN,), entonces DN, se diagonaliza en una base
B’ ={Vy,V,} de T,M. Si C denota la matriz de cambio de base en cuestion, entonces

K(p) = det(DNp):det(C( Klép) Kz(zp) )c—l)
_ det(C)det( Klo(”) K((’p) )det(C)_l
2
= det( Klép) K:zp) ):Kl(p)KZ(p)
por propiedades del determinante. Esto es
K(p) = x1(p)x2(p) (6.3)

lo que nos da la intuicion de que K mide mas bien cambios en areas que curvaturas, ya
que representa el producto de dos longitudes. Para confirmar esta intuicion, tenemos
los siguientes dos resultados:

Lema 6.2.1. Sea p € M tal que K(p) # 0. Entonces para todo entorno Q) C M de p suficien-
temente pequeiio, el drea de N(Q) C S? se calcula como

HW(N(Q)) = fﬂ K (p)ldp.

Demostracion. Si K(p) = 0 entonces DN, es inversible, y como M es C3, es inversible en
todo un abierto W alrededor de p, y vamos a suponer, achicando (2 si es necesario, que
W = Q. Por el teorema de la funcién inversa, N|g : Q3 — N(Q) es un difeomorfismo, y
en particular si ¢ : D — () C M es una parametrizacion local de M, entonces ¢ = No @ :
D — N(Q) C S? es una parametrizacion local de S?.

Ahora razonamos como en la prueba de la Proposicion 4.2.13, pero con una varia-
cién: como ¢p=Nogp, entonces D¢ = DN, D¢, transponiendo se tiene Do’ DN, = D¢,
y multiplicando ambas expresiones, pero ahora al otro lado,

D¢D¢' = DN,DeD¢@'DNg, = DN,DpD¢'DN,,
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puesto que DN, es simétrica. Notemos que tanto D(j)D(j)t,DN(p,D(ngot son transfor-
maciones lineales de T,M en T,M, con ¢ = ¢(u,v) € M; tomando determinante obte-

nemos
det(D$pD¢') = det(DN,,)det(DepD¢')det(DNy),

o equivalentemente
det(D¢'D¢) = det(DN,,)* det(D¢p' Do) = (K o )* det(Dep' Dep).
Por el Lema 4.2.12, se deduce que

llpu X Pull = 1K 0 @l [y x @y ]l.

Luego
HIN(Q) = HN(Q)l . ﬂD by x boll dudv = ﬂD K 0 g x ]l dudo = fQ IK(p)ldp.
O
N, T NMos T
T / N(©)
M

Sz,, ”

Figura 6.2: Area recorrida por p y por N,

Corolario 6.2.2. Si p € M con K(p) = 0 y Q C M indica una region que contiene a p,

entonces (N(Q))
—1im P
K(p)l = Jim =2

Demostracion. Por el lema previoy el teorema del valor medio integral, existe para cada
Q) que contenga a p un punto gq € Q) tal que

H(N(Q)) = L K(9)] dg = |K(q0)] #(Q).

Luego
HIN(Q))

Q) IK(90)l,
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y a medida que achicamos Q) alrededor de p, se tienen qo — p y por la continuidad de
K se deduce el resultado enunciado. O

Ejemplo 6.2.3. Vamos a ilustrar estas ideas con un ejemplo. Consideramos la superficie
llamada catenoide, dada implicitamente por la ecuacion

x? + 92 = cosh?(z).

\/x% +v? = |cosh(z)| = cosh(z) (6.4)

ya que cosh(z) = % > 0 para todo z € R.

Observemos que

Consideremos ahora algunos cortes de la superficie determinada por (6.4). Por ejem-
plo, veamos que se obtiene si suponemos que x = 0:

\0?+y? =cosh(z) = [y|=cosh(z) = y==cosh(z)
Recordamos que el grafico de y = cosh(z) tiene la siguiente forma:

y = cosh(z)

/

-3 -2 -1 1

2 3 °
Entonces, a partir de la igualdad (6.4) po-
demos afirmar que en el plano x =0 (o lo ,
que es igual, el plano “yz”) la intersecciéon
de la superfice con este plano nos da las 1
curvas ilustradas a la derecha. Algo simi-
lar se obtiene si intersecamos la superfi- 0
cie con el plano y = 0. Como es habitual,
se trata ahora de ubicar estas curvas en o
el espacio de acuerdo a la posicion de los
planos x = 0, y = 0, en una perspectiva
adecuada.
-10 -5 0 5

-2

-3

Luego al intersecar los planos x = 0 e y = 0 se obtienen las curvas
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Lo que da una primera aproximacién de como seria la superficie. Si ahora consideramos
z = k (k constante), se obtienen circunferencias de radio cosh(z) en dichos planos. Si
z =k, entonces: x> + y? = cosh(k)?. Por ejemplo, para k = 0, k = +1 y k = +2 se obtiene:

Agregando mas casos con z = k se pude tener una idea de como es la superficie, que
consiste en una serie de circunferencias de distintos radios, con radio minimo cuando
z=0:

Figura 6.3: Superficie obtenida rotando y = cosh(z) alrededor del eje z.
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Otro enfoque esta dado por considerar la ecuacion (6.4) en coordenadas cilidricas,

\Jx2+7v? =cosh(z) = r =cosh(z)

donde r representa el radio en coordenadas cilindricas, y consideramos las semirec-
tas definidas por 6 = 6 (constante), con r variable dadas por (rcos(6y),rsen(6;)) en
el plano “xy”, que definen semiplanos en R. Si intersecamos esos semiplanos con la
superficie (como r = cosh(z)) se obtiene que (x,y,z) pertenecera a esa ecuacion si

(x,,2) = (cosh(z) cos(0y), cosh(z) sen(Oy), z).
Por ejemplo, para 6 = 1t/4, se tiene
(%,9,2) = (cosh(z)V2/2, cosh(2)V2/2, 2)

que se puede interpretar como

- \;— —

(x,v) = cosh(z) (\/5/2, \/5/2)

en el plano “xy ” y el z correspondiente en
el eje z. Esto representa en este semiplano
(que coincide con parte del planoy = x) la
curva ilustrada a la derecha (este proceso
se repite para distintos 6).

Con estas consideraciones es claro que una ilustracion de la superficie resulta ser la
que sigue, vista desde distintos angulos:

De estas ilustraciones podemos observar como es la imagen del mapa de Gauss en
la esfera unitaria; en cualquiera de las 2 orientaciones posibles, se obtiene que dicha
imagen es toda la esfera salvo 2 puntos: los polos Norte y Sur de la esfera:
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6.2.1. Ejercicios

6.2.1. Si H,, K, denotan la curvatura media y Gaussiana respectivamente, y x1(p), k2(p)
son las curvaturas principales, probar que

2
1. H>-K = (%) > 0 con igualdad si y solo si p es umbilico.

2. Probar que las curvaturas principales estan dadas por

Kﬂp%:Hp—JHf—Kp Kﬂp%:Hﬁ+JHg—Kw

en particular son continuas, y son C! en un entorno de p si p no es umbilico.

6.2.2. Dada una superficie M C R? parametrizada por ¢, el mapa de Gauss N : M — S?

es la aplicacién normal N = 22?2 Probar que
llowxyl

N= PP
VEG-F?

6.2.3. Describir graficamente las regiones de S? cubiertas por la aplicacién de Gauss
para las siguientes superficies:

a) Plano IT c R3.

b) Esfera (x—a)’>+ (v —b)?>+(z—c)?> = R?

c) Paraboloide de revolucién: z = x2 + y?

d) Hiperboloide de revolucién: x* + y? —z? = 1

e) Catenoide: x> +y? = cosh?(z)
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6.3. Calculo de la curvatura en una parametrizacion

Para calcular explicitamente la curvatura de Gauss de una superficie (y las curvatu-
ras principales, asi como las direcciones principales de curvatura), daremos una manera
obtener la matriz de la diferencial del mapa de Gauss DN, en términos de la base del
espacio tangente B = {¢@,, ¢, }.

Para ello introducimos primero la segunda forma fundamental de la superficie M,
a partir de las siguientes expresiones: si N : M — S? denota el mapa de Gauss, y ¢ :
D — M es una parametrizacion regular de M, consideramos (con un pequeno abuso de
notacién) la composiciéon N = N o ¢ : D — R3 y pensamos al vector normal como una
funcién de dos variables (u,v). Luego N,,, N, N,,,, etc., denotaran las derivadas parciales
de esta funcion. Notemos que, por ejemplo

d
N, = %(NOQD) = DN(pqou

y similarmente N, = DNy, @, .

6.3.1. Segunda forma fundamental

Definicion 6.3.1. Dada M =Im(¢p) y p € M, los coeficientes de la segunda forma fun-
damental son

e:N'(Puul f:N'(Puv:N'qovul g:N'QDW;

donde la igualdad del término central (las dos maneras de calcular f) se deben a las
caracterizaciones alternativas (Ejercicio 6.3.6, item a))

EZN'QDuu, f:N'(Puv:N'(va g:N'(va

donde usamos que M es (al menos) de clase C2.

También, usando la regla del triple producto y recordando que N = %, se tie-
nen las caracterizaciones mas practicas
o 2et(Pu Po, Pun) f= det(Qu Qv Puv)  _ det(Pu, Pv, Pov)

8
VEG - F? VEG - F? VEG - F?

resultado que queda para probar por el lector (Ejercicio 6.3.6, item b)).
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La matriz de la sequnda forma fundamental® es

IIP:(; f )

Se define también, para cada p € M, la matriz de Weingarten como
_ 11
W, = -L'1I,. (6.5)

Notemos ahora que dado que ¢ es una parametrizaciéon regular, B = {¢,, ¢,} for-
man una base de T,M (mas precisamente, es una base BP para cada p € Im(¢p), y
si p = @(ug,vg) entonces BP = {¢,(ug,vy), @, (1o, vp)}. Es relevante notar que la base
B ={pu, ¢,} de T,M no es necesariamente ortogonal. Recordemos también que la pri-
mera forma fundamental es siempre una matriz inversible (Observacién 4.3.2).

Teorema 6.3.2. Dado p € Im(¢) C M, la matriz de DN, en la base B = {¢,,, ¢, } es la matriz
de Weingarten. Es decir
[DN, g = I, IT,,.

Demostracion. Probaremos la identidad equivalente I,[DN,|gp = ~II,,. Para este fin,
notemos que las columnas de [DN,|p son los vectores DN, (¢,) = N, y DN,(¢,) = N,,
pero escritos en la base B. Esto es, si

[DNp]BB:( Z ‘ )

entonces N, = ap, + b, mientras que N, = c@, +d¢,. Multiplicando estas identidades
por ¢,, @, y recordando las definiciones de e, f, g, obtenemos las cuatro ecuaciones

—e=N, ¢y =(ap, +bp,)- @, =aE+bF, —f =N, ¢, =(cp,+dp,) ¢, =cE+dF,
—f =Ny @, =(ap, +bp,) @, =aF +bG,  -g=N, @, =(co,+dp,) @, =cF+dG

respectivamente. Estas cuatro ecuaciones pueden condensarse, como puede el lector
verificar, en la forma matricial

E F a c\_ (e f

F GI\bd) \f g
que es exactamente la identidad I,[DN,|pp = ~1II, que es equivalente a lo que queria-
mos probar. O

IHemos elegido un enfoque ligeramente distinto del clasico. Usualmente se define a la segunda
forma fundamental como el operador cuadratico II,(v) = (DNpv,v) para v € T,M, y los coeficien-
tes ¢, f, g resultan de calcular, para el operador bilineal asociado f,(v,w) = ~(DN,v,w) las cantidades
e = Bp(@u, pu) = ~(DNp@u, @) = —Ny, - ¢y, etc. Esta diferencia no sera relevante para nuestros fines, que
agotan el uso de la segunda forma en el calculo de la curvatura de Gauss
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La féormula anterior nos permite obtener una expresion para la curvatura de Gauss
usando los coeficientes de las formas. Es decir, una férmula en términos de la parame-
trizacion. Lo notable es que estos coeficientes dependen de la parametrizacion elegida ¢,
pero la curvatura de Gauss, segiin la definimos, no.

Corolario 6.3.3. Dado p € Im(¢p) C M, la curvatura de Gauss se calcula como
2
es—f
K(p)=——=
P)=c6
donde se sobreentiende que los coeficientes de las formas estan evaluadas en (ug,vy) siempre

que p = @(ug, Vo).

Demostracion. Como la curvatura de Gauss es el determinante de DN, y este no depen-
de de en qué base escribimos la matriz, se tiene

K(p) det([DN, ]pp) = det (~I,'II,) = (~1)* det (I, ) det(IT,)
B det(IIp) 3 eg—f2

~ det(I,) EG-F?

det(I,)™ det(IL,)

O]

Observacion 6.3.4 (Curvatura media y principales). De la misma identidad matricial,

L gy G -F\[le f)\_ -1 Ge-Ff Gf-Fg
[DNplss =1, L=zcr| -F E f g§) EG-F2\ —Fe+Ef Eg—Ff |

De aqui, la curvatura media se calcular inmediatamente

2fF-Eg—Ge

Hp) = %Tr(DNP) " T2(EG-F?)

También podemos usar la relacion obtenida en el Ejercicio 6.2.1, para calcular las cur-
vaturas principales usando los coeficientes de la primera y segunda forma,

k1,2(p) = H(p) = +/H(p)*> - K(p),

aunque no desarrollaremos aqui explicitamente esta formula general usando los coefi-
cientese, f,g,E, F,G.

Observacion 6.3.5 (Calculo de curvaturas y direcciones principales de curvatura). Re-
cordemos que para cada p € M, DN, : T,M — T,M es una transformacion lineal si-
métrica (Lema 6.1.6), y por ende diagonalizable con autovalores reales, esto es existe
una base ortonormal B" = {V}, V,} de T,N tal que DN, V; = «;(p)V; donde x; < x, son
las curvaturas principales de M en p y V; son las direcciones principales de curvatura.
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Denotamos D = [DN,]pp a la matriz 2 x 2 diagonal con estos autovalores «;, y consi-
deramos C = Cgp a la matriz 2 x 2 de cambio de base de B = {¢p,, ¢, } a B ={V}, V,} que
tiene las direcciones principales respectivas V; y V, de M en p. Entonces

W, = [DN,]pp = Cp3[DN, ]pp-Cpp = C™' DC.

La matriz de cambio de base C sélo es inversible, y no tiene por qué ser simétrica. Esto
explica por qué la matriz de Weingarten W, no es necesariamente simétrica, ya que
Wi, =C'DY(C") ' =C'D(CH) !,

Sin embargo, sus autovalores si son los mismos que los del mapa de Gauss (;por
qué?), y por lo tanto son las curvaturas principales de M, asi como su determinante es
entonces la curvatura Gaussiana de M (6.3).

Una vez calculados los autovalores x,x; de W = (w;;), procedemos a calcular los
autovectores de W, triangulando la matriz ampliada

of

Obtenemos asi dos soluciones (x1,7;), (x2,7;), una para cada autovalor. Como los auto-
vectores son inherentes a la transformacion lineal DN, lo que hemos hallado en reali-
dad son las coordenadas de las direcciones principales en la base B = {¢,,, ¢, }. Entonces las
direcciones principales de M en p (sin normalizar) son

w11 — K w12
wr1 Wop — K

X1Qu +V1Pv,  X2Qu + Y29y € T,M.

Si uno quiere las direcciones con norma unitaria, debe calcular la norma de cada vec-
tor, y luego dividir por ella. Se tiene entonces (notando que ||V;||> = (V;, V;)) que las
direcciones principales estan dadas por

1
Vi= (Xi Pu + Vi Pv)-
\/xizE +2x;9;F +97G

6.3.2. Ejercicios

6.3.4. Dada una superficie M C R? parametrizada por @, el mapa de Gauss N : M — S?

es la aplicacion normal N = %. Probar que
u v

Pu X Py
VEG - F?

N =

6.3.5. Describir graficamente las regiones de S? cubiertas por la aplicacién de Gauss
para las siguientes superficies:

a) Plano IT c R3.
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b) Esfera (x—a)>+(y - b)>+(z—c)? = R?

c) Paraboloide de revolucion: z = x? + p?

d) Hiperboloide de revolucién: x* + y? —z? = 1
e) Catenoide: x2 + p? = cosh?(z)

6.3.6. Los coeficientes de la segunda forma fundamental de una superficie M C R3
parametrizada por ¢ se pueden calcular como (recordar que N, = DN (¢,,)):

e==pu Ny f==Qu-Ny=-¢,-Nyy  g==¢y-Ny,
donde N : M — S? es el mapa de Gauss.
a) Usando que ¢,, ¢, L N, probar quee=¢,,-N, f =¢,, N, g=@,,-N.
b) Usando la regla del producto (A x B,C) = det(A, B, C), probar que

o 9t Pui Pu #0) f= det(Puv, Pur Pv) g= det(@vv, Pu o)
VEG-F2 VEG-F2 VEG - F2

6.3.7. Calcular los coeficientes ¢, f, g de la segunda forma fundamental, y la matriz de
Weingarten (W = [DN,|pp = —Ip‘lllp = —(IIplljl)t, donde B = {¢,, ¢,} es la base de T,S
dada por la parametrizacion) para los ejemplos que siguen:

a) Un plano IT C R3.

b) Una esfera de radio R > 0.

c¢) La superficie que se obtiene al desplazar y = x? a lo largo del eje z.
d) Un cilindro de cualquier radio.

e) Un cono circular.

6.3.8. Calcular las curvaturas principales k;(p) < x,(p) y las direcciones principales de
curvatura v (p),va(p) € T,M para los siguientes ejemplos:

a) Un plano IT c R3.

b) Una esfera de radio R > 0.

c) La superficie que se obtiene al desplazar y = x? a lo largo del eje z.
d) Un cilindro de radio R > 0.

e) Un cono circular.
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6.3.9. Comprobar que la curvatura Gaussiana K es constante y la indicada en cada caso.

a) Enun planoITcR3, K =0.

b) En la esfera de radio R > 0, K = 1/R?.

c) Enla superficie que se obtiene al desplazar y = x? a lo largo del eje z, K = 0.

d) En un cilindro de cualquier radio, K = 0.

e) En un cono circular, K = 0.

6.3.10. Verificar que en los siguientes casos la curvatura Gaussiana K : M — IR depende

del punto (es decir, no es constante). Verificar que sin embargo el signo es constante
como se indica.

a) Una silla de montar, z = x2 —y2, K <.
b) Un elipsoide de radios a,b,c >0, K > 0.

¢) Un paraboloide de revolucién, K > 0.

6.3.11. La superficie pseudoesfera.

a) Por rotacion de la tractriz (ver Guia de TP 1) alrededor del eje y se obtiene una super-
ficie M denominada pseudoesfera. Hallar una parametrizacion de la pseudoesfera.

b) Mostrar que la curvatura Gaussiana en todo punto de la pseudoesfera es -1, es decir
=-1.
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6.4. Isometrias

Definicion 6.4.1. Una funcién f : M — S es una isometria, si es de clase C!, es inyectiva
y ademas ||Df,v|| = ||v|| para todo p € M. Decimos que f es una isometria local si no
pedimos que f sea inyectiva.

Las isometrias permiten vincular a las superficies M, S mediante sus primeras for-
mas, de la siguiente forma, que suele mencionarse como “dos superficies isométricas
tienen la misma primera forma fundamental".

m

DP=fop

D c R?

Figura 6.4: ¢ y @ = f o ¢ tienen la misma primera forma

Proposicion 6.4.2. Sea f : M — S una isometria local, y p € Im(¢) C M donde ¢ : D — M
parametriza (de forma regular) un entorno de p. Entonces si @ : D — S se define como
D = f o @, v se toma D suficientemente pequerfio, se tiene que @ es parametrizacion regular
de S en un entorno de f(p) y ademads
M _ 1S
I =11y
Demostracion. Como f es isometria local, si D es suficientemente pequeno se tiene que
la restriccion f|im(p) : Im(¢) — S es inyectiva, y como [|Df,v|| = [[v|| para todo p € Im(¢),
y todo v € T,M, entonces la diferencial de f es inyectiva. Como f : T,M — Trm y
ambos son subespacios de dimension 2, se concluye que Df, es una transformacion
lineal inversible. Luego ® = f o : D — S es inyectiva, suave y ademas D® = Df, D¢ lo
que nos dice que D® es inyectiva por ser composicion de dos transformaciones lineales
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inyectivas. Resumiendo, @ = f o ¢ es regular. Por otra parte, si p = @(u,v), entonces
f(p) = fl@(u,v)) = f o @(u,v) = O(u,v), y ademas

ES(f(p)) = E5(®(u,v)) = (D, @y) = (D f 01, Dfp®u) = (@ur i) = EM(@(u,v)) = EM(p),

donde usamos que D, es una isometria y por ende preserva el producto interno (Ejer-
cicio 3.2.10). Similarmente F*(f(p)) = FM(p), G°(f(p)) = GM(p). Como esto es cierto
para todos los coeficientes, se concluye la relacion para las primeras formas que enun-
ciamos. O

Notemos que esta igualdad es valida para la eleccion concreta de parametrizacion
® = f o, y la afirmacién mas general “si hay una isometria local entre M y S, enton-
ces tienen la misma primera forma fundamental” no tiene sentido, pues las primeras
formas dependen de la elecciéon de la parametrizacion.

Reciprocamente, preservando los coeficientes de la primera forma, obtenemos una
isometria:

Lema 6.4.3. Sean ¢ : U — M, ¢ : U — S parametrizaciones regulares con la misma primer
forma fundamental en U. Entonces f = poq@~! : (U)C M — p(U) C S es una isometria
local.

Demostracion. Si a(t) = (u(t),v(t)) C U es cualquier curva, entonces y = @ o a es una
curva genérica en @(U) y ademas

V =@y + @y

es un vector tangente genérico en T,M con p = @ o a(t) = ¢(u,v). Como f es un difeo-
mosrfismo,
. . d d : .
Dfpy=Dfyy =g foy=_poa=tui+pu
es un vector tangente genérico en f(p) € S.
I

Denotando E, = [|¢(u,v)||* el coeficiente dado por ¢, y Ef(f’) = |, (u,v)||?> el dado

por ¥ (y similarmente para los demas), la hipétesis dice E, = Ef(p) etc. asi que tenemos
[9II? = Epti® + 2F 10 + G,v° = Ef(py1i® + 2F(1i0 + G (pyv” = [ID £, 7II°.
Esto prueba que f es una isometria local. O]

Veamos ahora otras propiedades tutiles de las isometrias, vinculadas con el mapa de
Gauss, los angulos, las areas y las geodésicas.

Proposicion 6.4.4. Sea f : M — S una isometria, Df, : T,M — Ty (,)S su diferencial en
pEM.

1. Df, preserva dngulos y distancias.
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2. f preserva dreas.

3. Si@:D CR?— M es una parametrizacion regular alrededor de p, entonces @ = foq :
D — S es una parametrizacion regular de S alrededor de f(p), v

S _ Dfp(Pu XDfp(Pv
NP = =0l

relaciona los mapas de Gauss de M y S.

4. Dado W € T (,)S de norma unitaria, si V € T,M es el tinico vector tal que W = DspV,
entonces la curvatura normal de S en la direccion de W estd dada por

k3 (f(p) = (D(N® o f),V,Df, V).

5. f preserva longitudes de curvas:sia CM y f=foa CS, entonces L(a) = L(p).

6. Seaa CMyp=foacCS. Entonces p es geodésica de S si y sélo si a es geodésica de
M.

Demostracion. El primer item es consecuencia de que D f, preserva normas, luego pre-
serva angulos y distancias (Ejercicio 3.2.14). Para probar el segundo item, notemos que
si @ : D — M parametriza Q) C M, entonces ¢ = fop : D — S parametriza Q = f(Q)C S
y ademas

lpu X Poll =IDf u x Df ol = IDf @ulllDf @yllsen® = [l@ullllQyllsen® = [lgy, x @y .

Luego
WF(Q) = u(@) = ﬂanbu % goll = ﬂan)u < pull = 1(Q),

es decir f preserva areas.

Por otro lado, como Df ¢, D f ¢, son linealmente independientes, generan el subes-
pacio Df(T,M) = Tf(,)S, es decir son generadores del plano tangente a S en f(p). En
consecuencia, como Df, es ortogonal,

N3(f(p)) = Pux Py _ DIpuxDip Py _ Dfy@u xDfppy,
1@, @ull ~ IDfppu x Dfypll ~ llgux ol

La afirmacion sobre la curvatura normal se deduce escribiendo
Ko (f(p) = <DN}§(p)W, W)= <DN]§(p)Dfp V,Df,V)=(D(N®o f),V,Df,V).

Como B’ = (f oa)’ = Df,a’, se tienen ||| = |IDf,a’|| = ||&’|| pues f es isometria. Inte-
grando se deduce que f preserva longitudes.
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Seaa CM, p=foacCN.Notemos que como f es un difeomorfismo local entre
M, S, a toda variacion v(s,t) de a le corresponde una variaciéon v(s,t) = f ov(s,t) de By
viceversa. Notemos también que ¥, = Df, v, por la regla de la cadena y entonces

b
g(s) = L(7,) = J 151t = fuv'sndt ~ L(v) = g(s)

pues Df, es ortogonal. Entonces, si a = vy es geodésica de M, es punto critico de g
(Ejercicio 5.3.16), luego ¢’(0) = g’(0) = 0, lo que nos dice que § = ¥, es punto critico de
V5 y por ende geodésica de S (mismo ejercicio). El mismo razonamiento nos dice que si
B es geodésica, entonces a es geodésica. O

§ Puede el lector observar de la demostracion, que la ultima propiedad (preservar geo-
désicas) sigue siendo valida para isometrias parciales. También, que una demostracion
alternativa puede hacerse usando que una isometria preserva los coeficientes E, F, G de
la primera forma, y entonces las ecuaciones de las geodésicas quedan prescriptas por
las mismas ecuaciones (en los puntos correspondientes).

Koy = 1/R

Figura 6.5: Isometria entre un plano y un cilindro de radio R

Observacion 6.4.5. En general, es falso que una isometria preserve las curvaturas prin-
cipales. Por ejemplo, consideremos las superficies IT = {z = 0}, S = {x*> + y?> = 1} (un
plano y un cilindro). Para p = (x,,0) € I'l, definimos

f(x,v) = (cos(x),y,sen(x))
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y notamos que f : [T — S es sobreyectiva (lo que f hace es “enrollar” el plano I en la
forma del cilindro, la variable que se enrolla es x, y el plano se enrolla alrededor del
eje v). Ademas, si a(t) = (x(t),y(t),0) C Il es una curva cualquiera con velocidad inicial
v =(x,7,0) € T,I1, entonces B = f o @ es una curva en el cilindro S y ademas

p= Df,a = (sen(x)x,y, —cos(x)x),

con lo cual [|[Df,v|| = [|sen(x)%, Y, —cos(x)x)|| = V%2 + 92 =||v||. Esto prueba que f es una
isometria local.

Pero sabemos que en el plano x; = k, = 0, mientras que en el cilindro x; = 0 mien-
tras que k, = 1 (pues es un cilindro de radio R = 1, Ejercicio 6.3.8). Luego f es isometria
local, pero no preserva las curvaturas principales.

Observacion 6.4.6. Sin embargo, si f es un movimiento rigido, es decir si f es la res-
triccion a M de una transformacién lineal ortogonal U € R3*3, f(p) = U - p, entonces
si es cierto que f preserva los vectores normales, y por ende, el mapa de Gauss, y en
consecuencia todas las curvaturas: por el segundo item de la Proposicién anterior, se
tiene

Ns(f(p)) — Ugy x U(Pv —+U PuX Py — iUNM

lpu > @ull llfu > @ul

donde el signo es segin U preserve (det(U) = 1) o invierta (det(U) = —1) la orientacion
(Ejercicio 3.2.14). Luego DNf(p)Dfp = J_rUDNé\’I y tomando determinantes, K°(f(p)) =

KM(p).

(p),

Observacion 6.4.7 (Isometrias entre mapas normales). Dada una isometria local f :
M — S, es razonable suponer que, al menos localmente, existe una isometria F : W —
F(W) con W abierto de IR® abierto, entorno de Q) ¢ M y F(W) abierto en R3, entorno de
f(Q) c S. En ese caso, la tercer propiedad de la Proposicion 6.4.4 se puede reescribir

ome S Dfp(Pu XDfp(Pv
M=

donde usamos la observacion anterior para la transformacion ortogonal U = DF,,.

=+DF,(N"(p)),

Esta Gltima observacion sugiere que las isometrias locales preservan la curvatura
de Gauss, y esto se conoce como el Teorema Egregio (teorema remarcable) de Gauss. Es
decir, una isometria local puede no preservar las curvaturas normales, pero si preserva
el producto de las dos curvaturas principales K = x k5.

La demostracion del teorema es bastante intrincada en sus computos, y la dare-
mos en la Seccioén 6.5: esencialmente se trata de ver que la curvatura de Gauss K sélo
depende de los coeficientes E,F,G de la primera forma fundamental y sus derivadas
parciales. Luego se concluye la prueba del teorema observando que la primera forma
es invariante por isometrias (Proposicion 6.4.2).
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6.5. El Teorema Egregio de Gauss

En esta ultima seccion del texto, probamos el Teorema de Gauss que dice que la

curvatura de Gauss es intrinseca, esto es, es invariante por isometrias locales.

Teorema 6.5.1. Si M = Im(¢) es una superficie regular de clase C>, K = K(p) es la cur-
vatura de Gauss, E = E(u,v),F = F(u,v),G = G(u,v) son coeficientes de la primera forma

fundamental de M (donde p = @(u,v)), entonces

E
K(p)(EG=F?)* = (EG=F?)(Fyy = =" -
donde las barras denotan determinante de las matrices.

Demostracion. Notemos que

K(p)(EG - F?)? = det(@,,, @y, y) det(@yy, @1, 0y) — det(@yn, @1, 0)°

|t

oy

directamente de la definicion de K y el calculo de e, f, g (Ejercicio 6.3.6). Luego

) ~Puu— | | |
K(p)(EG -F ) = det —Pu— det Pvv Pu Py
Py I
—QPuv— | | |
—det| —-@,— |det| ¢, @, @,
Py | |
Pvv Puu PuuPu Puu Po
= Doy Py E F
Doy Py F G

Puv " Puv

Puv * Py
Puv - Pv

Puv * Pu

E, G,

2 2

E F |,
F G
Puv - Pv

Ahora usamos la propiedad de linealidad en la primer fila del determinante y escribi-

mos, por ejemplo, la primer fila de la primera matriz como

((Puu : (varoro) + (O, Puu* Pur Puu (Pv) =Vi+V,
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Luego
Puu Pvv PuuPu Puu-Po Vl + VZ
Pyv * Py E F = Doy * Py E F
Py " Py F G Doy " Py F G
_ Vv, - — Vv, -
= P Py E F |+| @p-9, E F
Doy " Py F G Py " Po F G
Puu * Pov 0 0 Cuu - Pu PuuPv
=| Q- pu E F + Py * Py E F
Dy - Py F G Doy Py F G
5 0 PuuPu PuuPv
= Quy - Poy (EG-F°) + Py * Py E F
Doy Py F G
Similarmente,
Puv " Puv  Puv Pu Puv: Pv ) 0 Puv Pu Puv Pv
Puv * Py E F :(Puv'(Puv(EG_F )+ Puv * Pu E F
Puv " Pv F G Puv " Pv F G

Restando ambos términos y usando las identidades probadas en (5.10) y (5.11), obte-
nemos

E E

U v Ev Gll

OG - Fu—-% S > 5

K(p)(EG-F?)* = (EG-F*)(Puu'Pov—Puv'Pur)+| F,-% E F |-| % E F
& F G &% F G

Notemos que ¢,,,, - ¢, = F,, — E—2” y que @y - @y = % Derivando respecto de v la primera
identidad,

E
Pouu* Pv T Puu - Pov :Fvu_%
respecto de u la segunda
_ Guu

Puuv " Pv T Puv " Puv = T

y restando, obtenemos
E G
Puu* Pvv = Puv * Puv :Fvu_ﬂ_ -
2 2

lo que termina la prueba de la férmula enunciada. O]

Corolario 6.5.2 (Teorema Egregio de Gauss). Si f : M — S es una isometria local de clase
C3 entre superficies regulares, entonces KM (p) = K°(f(p)) para todo p € M.
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Demostracion. Como f es una isometria local, podemos tomar @ = f o ¢ que parame-
triza S alrededor de f(p), y ademas los coeficientes de la primera forma coinciden en
los puntos respectivos (Proposicién 6.4.2), es decir EM(p) = ES(f(p)) etc., o mas preci-
samente E°(u,v) = EM(u,v) donde los coeficientes de M se calcular con ¢ y los de S con
@ = fog. Si estos coinciden como funciones, entonces también coinciden sus derivadas
parciales, y por el teorema anterior, coinciden las curvaturas en los puntos respectivos
pues esta formula sélo depende de estos coeficientes y sus derivadas. O]

Observacion 6.5.3 (Casos especiales). Suponiendo que podemos hallar una parame-
trizacion tal que E = 1,F = 0, la formula para la curvatura recién hallada se escribe
como

_ Glzl Guu

T 4G’ 2G

. Si consideramos la funcién VG = ||¢, ||, entonces (VG), =

recordando que G = ||, |?
Gy

2VG

y también
_ Guu _ GZ
2VG  4GVG

Con esta observacioén a mano, es inmediato el corolario

(VG

Corolario 6.5.4. Si ¢ : U — M es una parametrizacion regular con E=1,F =0en U, y
VG =l I, entonces

(\/E)uu +K\/E: 0, K=—7—— (6.6)

|
3|5
S
=

Esta relacién permite no sélo calcular K en términos de G y sus derivadas, sino
entender que una vez que K esta prescripta, encontrar G de manera tal que la superficie
tenga la curvatura deseada.

6.5.1. Ejercicios

6.5.12. Justificar por qué las siguientes superficies no son localmente isométricas:
a) La esfera b) El cilindro

2

¢) La silla de montar {z = x> —y?} d) La pseudeoesfera

6.5.13. Sea M C IR® la silla de montar con ecuacion z = xy. Graficarla.

a) Calcular las curvaturas principales x, k; y las direcciones principales de curvatura
v1,v2 de M en P =(0,0,0).
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b) Calcular la curvatura Gaussiana K de M y probar que es siempre negativa ;En qué
punto de M se alcanza el minimo de K?

6.5.14. Sea N C R3 la superficie dada por z = cosh(y).

a) Hallar geométricamente dos rectas dentro de N.

b) Hallar la matriz de Weingarten y las curvaturas principales «,x, de N ;Cual es la
curvatural principal maxima y en qué puntos se alcanza?

c) ¢Puede existir una isometria local entre N y un plano n C IR3?

6.5.15. Sea S C IR® la superficie de revolucién que se obtiene al girar la curva y = z° + 1
alrededor del eje z, con z € (-1, 1). Graficarla.

a) Parametrizarla y escribir las ecuaciones de Euler de las geodésicas.

b) Hallar dos geodésicas de S que pasen por P =(0,1,0).

6.5.16. Sea M C IR® la superficie que se obtiene al desplazar z = y? a lo largo del eje x.

a) Parametrizar M y escribir las ecuaciones de Euler de las geodésicas.

b) Hallar rectas L;,L, C M y otra curva C C M que no sea una recta pero si sea una
geodésica, verificar con las ecuaciones.

c) Hallar la matriz de Weingarten y las curvaturas principales «xq,x, de M ;Cual es la
curvatural principal maxima y en qué puntos se alcanza?

d) ;Existe una isometria entre M y un plano?

6.5.17. Dado k > 0, considerar la superficie del elipsoide E = {(x,7,2) : x> + 9>+ (%)2 =1}

a) Calcular la curvatura de Gauss K : E — RR.

b) Probar que la curvatura calculada K no depende del angulo 6 (en coordenadas esfé-
ricas) e interpretar geométricamente.

c) ¢Existe una isometria entre E y la esfera unitaria para cualquier k > 0? ;Para algin
k>0?

d) Calcular las curvaturas principales k1, k5, ver que las direcciones principales de cur-
vatura vy, v, son las direcciones de los angulos 6, ¢ (en coordenadas esféricas), e
interpretar geométricamente qué ocurre cuando k — co.
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6.5.18. Sea @(u,v) = (f(v)cos(u), f(v)sin(u), g(v)) la parametrizacion de una superficie
de revolucién con curvatura Gaussiana constante k. Para determinar f y g se elige v de
modo que (f’)?+(g’)> = 1 (es decir que v es la longitud de arco de la curva generatriz).
Mostrar que:

a) f satisface f"+kf =0y g= J\/l —(f’)?dv. Se toma 0 < u < 21t y el dominio de v de
modo que la tltima integral esta definida.

b) Todas las superficies de revolucién con curvatura constante k = 1 que intersecan
perpendicularmente el plano xy estan dadas por

fv)=Ccos(v) vy g(v)= Jw \J1-CZsen?(t)dt
0

donde C es una constante. Determinar el dominio de v y hacer un grafico de la curva
cortada con el plano xz para los casos C =1, C>1y C <1 (notar que el plano xz se
obtiene tomando u = 0). Observar que C = 1 representa la esfera unitaria 5.

c) Todas las superficies de revolucion con curvatura constante k = —1 son de uno de los
siguientes tipos:

1) f(v)=Ccosh(v)yg()= [/ /1= C2senh?(¢)dt.
1.) f(v)=Csenh(v)y g(v)= L;J \/1—C2cosh?(t)dt.

) f(v)=e'ygv)= f(;/ V1 —e2tdt.

Determinar el dominio de v y hacer un grafico de cada superficie cortada con el
plano xz.

d) La altima superficie del item previo es la pseudoesfera del Ejercicio 6.3.11.
e) Las tinicas superficies de revolucién con k = 0 son el cilindro circular recto, y el cono

circular recto.

6.5.19. Si @ = @(u,v) es una parametrizaciéon C3 de M y denotamos, para cada campo
XenM
VuX =V, X=P,[(Xo@p),]=(Xop), +(DNep,, X op),

y similarmente V, =V, . Probar que
1. Existe una funcion real A = A(u,v) tal que
VuVy @y = @yyu +(DNy @y, 9, )DNy, @ + ANy,
2. Hallar una férmula analoga para V,V,, ¢, y probar que

(VuVy=V,Vy) @y, ) =g — f2 = K(EG - F?).
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6.5.20. Sean X, Y campos en M. Probar que

1. Si X,Y son CZ?, entonces existe una funcién real a tal que

D(VyY)(X)=D2X(X,Y)+DY(DY (X)) +(DN Y,Y)DN X +aN

2. Existe b funcion real tal que

VxVyY -VyVyY = DY([Y,X])+(DNY,Y)DN X —(DN X,Y)DN Y + bN

3. SiR(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ -V[x,yZ, vale la formula
(R(X,Y)Y,X)=(DNX,XXDNY,Y)-(DN X, Y)~

4. Si X,, Y, forman una base ortonormal de T,M para cada p € M, entonces la cur-
vatura de Gauss se puede calcular como

K = (R(X,Y)Y,X) = (VxVyY - VyVxY - VixyY,X),

5. Y en general (suponiendo X, Y 1.i.), se tiene

_(R(X,Y)Y,X)
AKX, Y)?

’

donde A(X,Y) = \/|X|2|Y|2 —(X,Y)? es el area del paralelogramo generado por
X, Y.
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6.6. Formas espaciales

Denominaremos formas espaciales a las superficies conexas modelo My con curva-
tura de Gauss constante, separadas en tres clases, K =0, K =k >0, K = k < 0 (plano,
esfera, y pseudoesfera), que describiremos a continuacién (rigurosamente, una forma
espacial debe ser simplemente conexa, pero omitiremos esta condicion aqui).

Para presentarlas y compararlas con otras superficies, sera util calcular sus prime-

ras formas en términos de las coordenadas polares, dadas por tomar la parametrizacion
exponencial en un punto p € M, elegir una base {v;,v,} de T,M y considerar la com-

posicién de la parametrizacion exponencial con las coordenadas polares usuales de R?,
esto es
@(r,0) = Exp,(rcos Ovy +rsen6v,).

1. K = 0. Consideramos un plano, en particular M =I1 = {z = 0} C R®. Tomando p =
(0,0,0) se tiene T,M = M =TII. Como las geodésicas de M son rectas, la parametri-
zacion exponencial es la identidad, es decir Exp,(v) = v. Entonces podemos tomar
la parametrizacion en coordenadas polares dada por ¢(r,0) = (rcos6,rsen6,0).
En este caso tenemos, para 0 <r,

@, =(cosO,sen0,0), ¢y = (-rsen6,rcos0,0),

luego
E=lgl*=1, F=0, G=llpgl=r"

Entonces VG = r y mediante la ecuacién (6.6), podemos concluir que K = 0 (por
supuesto, esto lo sabemos también por otros motivos).

2. K =k > 0. Consideramos M = Si una esfera de radio R = 1/Vk > 0, y tomamos
p € M, entonces T,M = {p}+. Dado v € T,M con |[v|| = r, consideramos la curva
con posicidn inicial y(0) = p dada por

y(t) = Expy(tv) = cos(tr/R)p + RM%

Es claro que, como v L p, ||y (t)||*> = R? luego ¥ € M. Por otro lado,
y’(t) = —r/Rsen(tr/R)p + cos(tr/R)v,
entonces y'(0) = v y ||y’ (t)||* = r* = ||v||* = L(y)?. También

y"(t) = —r2/R? cos(tr/R)p —r/Rsen(tr/R)v = _7’2/R27/(t),
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y(t)= Expp(tv)

- dist(-p,p) = 2%R

Figura 6.6: Parametrizacion exponencial de la esfera Sg de radio R

luego y” = —r?/R?y, asi que y es la tinica geodésica en M con y(0) = p, ’(0) = v.
Podemos afirmar que entonces,

Expplv) = p(1) = cos(r/Rpp + R,

En particular, si p = (0,0, R) es el polo norte de M y v = (x,,0) € T,M, entonces

Expp(x, 1,0)=(R Sen(:/R)x,Rsen(:/R)y,cos(r/R)R).

Luego, escribiendo v = (rcos6,rsen,0), una parametrizaciéon en coordenadas
polares desde el polo norte esta dada por

@(r,0) = (Rsen(r/R)cos 0, Rsen(r/R)sen 8, Rcos(r/R)),
para 0 <r < Rm. Calculamos
@, = (cos(r/R)cos 0, cos(r/R)sen 8, —sen(r/R)),

@ = (—Rsen(r/R)sen6, Rsen(r/R)cos 0,0),

de donde inmediatamente obtenemos
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1
E=|¢l*=1, F=0, G=R?sen’(r/R)= %senz(\/ir),

luego VG = Rsen(r/R) (estamos trabajando en el entorno de p dado por 0 < r < 7R,
que es la esfera sin el polo sur, de manera que sen(r/R) > 0 alli). Calculamos

(\/E), = cos(r/R), (\/E)rr = —%sen(r/R),

y nuevamente por la ecuacion (6.6) obtenemos que la curvatura de Gauss es en

efecto
_(\/E)rr
VG

3. K=k<0.Sea R? =-1/k > 0, consideramos la superficie de revolucién dada por la
pseudoesfera invertida de radio R. Daremos una parametrizacién que no es regular
en el origen, pero tiene las propiedades deseadas de la primera forma. Fijamos
0<A<1y, para0<6 <2nA definimos la superficie de revolucion

K = =R’2=k>0.

@(r,0) = (ARsenh(r/R)cos(0/A), ARsenh(r/R)sen(6/A),g(r)),

donde

g(r) = jr\/l — A2cosh?(r/R)dt
0

esta elegida para que los meridianos estén parametrizados por longitud de arco
(ver el Ejercicio 6.5.18). Observemos que la parametrizacion es regular tinicamen-
te para 0 <7 < Rcosh™!(1/A), y en particular no es regular en r = 0. Calculamos

@, = (Acosh(r/R)cos(0/A), Acosh(r/R)sen(0/A), g’ (r))
@p = (—Rsenh(r/R)sen(6/A), Rsenh(r/R)cos(6/A),0),
de donde obtenemos

E=|lg?=1, F=0, G=lpl>=R*senh?(r/R)= %senhz(ﬂr).

Entonces VG = Rsenh(r/R), y por la ecuacién (6.6) deducimos que

~(VGuu
VG

K = E—i:k<0.
Rz

§ Como veremos a continuacioén, si bien es tedéricamente posible dar una parametriza-
cion en coordenadas polares exponenciales de la pseudoesfera, en la practica resulta
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Figura 6.7: Pseudoesfera invertida, parametrizada desde P = 0

extremadamente engorroso ya que las geodésicas de la pseudoesfera no tienen una des-
cripcion sencilla. Sin embargo, para nuestros propositos que eran meramente ilustrati-
vos, la pametrizacion ¢ recién presentada verifica E = 1,F = 0 (y de hecho los rayos con
6 = cte son geodésicas que parten del vértice de la pseudoesfera invertida, como puede
el lector verificar usando la parametrizacion dada).

Teorema 6.6.1 (Coordenadas polares exponenciales). Sea M regular de clase C3, p € M
v Exp, : B,(0,) € T,M — M la parametrizacion exponencial en un entrono de p. Dada una
base ortonormal {vy,v,} de Ty, las coordenadas polares exponenciales estan dadas por

@(r,0) = Exp,(rcos Ovy + rsen6v,),
y verifican
E=1, F=0, limG=0, lim(VG), =1.

r—0* r—0+*

Demostracion. Sera conveniente denotar u = v;cosf + v,senf, de manera que si v =
ru € T,M, entonces ug = —vysen6 + vy cos0 y ug L u. Calculamos

Pr= D(Expp)ru(“)l Po = TD(Expp)ru(uf))-

Entonces E(r,0) = ||¢,||> = ||D(I:ﬂxpp)m(u)||2 = ||ul|*> = 1 por el lema de Gauss (Lema
7.4.12). Similarmente,

E(r,0) = @y - o = r{D(Expp)yu(u), D(Expy)ru(g)) = r{u, tg) = 0
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112, y la pri-

mer propiedad de G es obvia. Veamos la segunda, tenemos VG = "ID(Expp)ru(uo)ll =
rg(r,0), pero entonces

nuevamente por el lema de Gauss. Por altimo G(r,0) = r2||D(Expp)m(u9)

(VG), = g(r,0) +7g,(r,0) = 8(0,6) = ID(Exp,)o(uo)ll = llugll = 1.
U

Proposicion 6.6.2. Sea p € M con curvatura de Gauss constante K = k, sea ¢ parametri-
zacion en coordenadas polares exponenciales alrededor de p. Entonces E = 1,F = 0, mientras
que

1. Si k=0, entonces G(r,0) = r?.

2. Si k>0, entonces G(r,0) = %sen2(r Vk)

3. Si k<0, entonces G(r,0) = %senhz(r vV=k).
En particular G no depende de 6.

Demostracion. Sik =0, por el Corolario 6.5.4 y el teorema previo, tenemos que resolver
la ecuacién diferencial VG,, = 0 con las condiciones iniciales VG(0,0) = 0, VG,(0,0) =
1. De la primera condicién deducimos que VG, = f(0), y de la Gltima deducimos que
f(0) = 1, integrando una vez mas obtenemos VG = r + g(6), pero de la segunda condi-
cién obtenemos g(0) = 0, luego VG = r y asi G = r2.

Si k>0, la solucion general de \/Err +kVG=0es
VG = a(@)cos(\/Er) + b(@)sen(\/%r).

A partir de la primer condicién inicial es inmediato que a(6) = 0, y derivando respecto
de r obtenemos VG, = b(0)cos(Vkr)Vk — b(0)Vk = 1 por la segunda condicién inicial,
luego VG = \/LEsen(\/E ).
Sik <0, la solucion general de la ecuacion diferencial de K es
VG = a(0) cosh(V-kr) + b(6) senh(V—k ).
Aplicando el razonamiento anterior con las condiciones iniciales, arribamos a VG =
\/L—*k sinh(V—kr). O

Con estas herramientas podemos probar que toda superficie con curvatura Gaus-
siana constante, es localmente isométrica a una de las formas espaciales.

Teorema 6.6.3 (Teorema de Minding). Sea M de curvatura de Gauss constante K = k.
Entonces M es localmente isométrica a

1. Un plano, si k = 0.
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2. Una esfera de radio R = 1/Vk, si k > 0.

3. Una pseudoesfera de radio R = 1/N-k, si k < 0.

Demostraciéon. Dado p € M, sea B C R? una bola de radio pequefio, sea {w;, w,} base
ortonormalde T,M,y ¢ : B— ¢(B) =V C M la parametrizacion en coordenadas polares
exponenciales alrededor de p. Fijado k € R y para cada caso, tomamos un punto q € My
(donde My es la correspondiente forma espacial), y consideramos la base ortonormal
{v1,v2} de T, My, con su parametrizacion en coordenadas polares @i : B — ¢y (B) = Vi C
M. Sea f : V — V; el difeomorfismo local de M a M dado por f = grop™': V — V.
Por la proposicion anterior, ¢, @ tienen la misma primera forma fundamental en B, y
entonces por el Lema 6.4.3 resulta que f es una isometria. O]

Las dificultades para presentar la parametrizacion exponencial en coordenadas po-
lares expicita para un modelo de curvatura negativa, son por un lado computacionales,
y por otro lado estan vinculadas con el siguiente teorema cuya demostracion no dare-
mos aqui (puede el lector notar que las pseudoesferas no son superficies completas):

Teorema 6.6.4 (Hilbert-Efimov). No existe en R ninguna superficie completa de curvatura
constante negativa.

El mejor resultado que se conoce en términos de superficies en R", fue obtenido por
Blanusa en 1955, donde exhibi6 una parametrizacion regular explicita de una superfi-
cie completa y simplemente conexa en IR® con curvatura constante K = —1 (de hecho la
superficie es de clase C®). Si uno permite auto-intersecciones (es decir, si no pedimos
que la parametrizacion sea inyectiva), entonces el resultado de Blanusa puede mejorar-
se para obtener una superficie en IR’. Si existe alguna superficie completa de curvatura
negativa constante en IR* es, sorprendentemente, al dia de hoy un problema abierto. Pa-
ra una presentaciéon muy clara del Teorema de Hilbert, la parametrizacién de Blanusa,
y referencias a los resultados aqui mencionados, ver [6], Secciones 2.6 y 2.8.3.

Observacion 6.6.5. Una hipdtesis relevante sobre las superficies regulares con las que
tratamos en este texto es que son (al menos) de clase C3. Esto es para que tengan su-
ficiente regularidad como para poder definir las cantidades vinculadas con las curva-
turas, y que estas cantidades sean de clase C! (esto se usa por ejemplo, en el Ejercicio
6.6.28).

Para la mayor parte de la teoria sin embargo, es suficiente con pedir que las su-
perficies sean C?, para que las curvaturas sean funciones continuas. Un corolario del
teorema de Kuiper-Nash (1955-1956) nos dice que toda superfice regular orientable
M c R® admite, para todo & > 0, una isometria f : M — f(M) C eB C IR con B la bola
unitaria. Esta f es un homeomorfismo con la imagen y es de clase C!. Notemos que esto
es altamente contraintuitivo ya que puede probarse que en un punto extremo de f(M)
la curvatura de Gauss debe ser mayor o igual a 1/&? (Ejercicio 6.6.31), lo que contradice
el teorema egregio de Gauss que dice que la curvatura es invariante por isometrias. El
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punto aqui es que la isometria es sélo de clase C!, y entonces no transfiere la informa-
cioén concerniente a las derivadas segundas de M, y en particular, olvida su curvatura

original. El teorema egregio de Gauss nos dice que no puede existir, en general, una tal
f de clase C2.

6.6.1. Ejercicios

6.6.21. Si S es una superficie regular parametrizada como ¢(u,v) = p(u) + vr(u) con p,r
de clase C? y r de norma unitaria, decimos que S es una superficie reglada ;Por qué?
Hallar las expresiones para sus primera y segunda formas fundamentales, su curvatura
y estudiar las direcciones principales.

6.6.22. Sea S una superficie regular. La indicatriz de Dupin de S en un punto p es el
conjunto de vectores w € T,S tales que (II,w,w) = +1. Probar que si p es un punto
eliptico la indicatriz de Dupin en p es una elipse. ;Qué ocurre si p es umbilico?

6.6.23. Mostrar que en un punto hiperbdlico, las direcciones principales bisectan las
direcciones asintdticas (sug: analizar la indicatriz de Dupin).

6.6.24. Mostrar que si una superficie es tangente a un plano sobre una curva, entonces
los puntos de esta curva son planares o parabélicos.

6.6.25. Sean M C R® una superficie regular y & una curva en M con curvatura nunca
nula.

1. Probar que a es una curva asintotica si y solo si el plano osculador a la curva en
a(t) coincide con el plano tangente a la superficie en «a(t) (para todo t).

2. Probar que una geodésica es una curva asintética si y solo si es una recta.

6.6.26. Determinar las curvas asintéticas y lineas de curvatura de S = {(x,v,2) : z = xp}.

6.6.27. Suponiendo que el plano osculador de una linea de curvatura C C S, que nunca
es tangente a una direccion asintética, forma un angulo constante con el plano tangente
de S alo largo de C, probar que C es una curva plana.

6.6.28. Sea M superficie regular conexa, supongamos que todos los puntos de M son
umbilicos. Si k,(v) es la curvatura normal en p en la direccion de v € T,M, probar:

1. x,(v) = x es constante (no depepende de la direccion ni del punto).
2. K(p) es constante (la curvatura de Gauss) e igual a x2.
3. Si x =0, M es una porcion de un plano.

4. Si x # 0, M es una porcion de una esfera de radio R = 1/|x| (sug: tomar un punto
peMyc=p+1VxN(p), probar que ||q —c|| = R para todo q € M).
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6.6.29. Probar que si una geodésica de M es una curva plana, es una linea de curvatura
(sug: n(s) = +N o a(s), y formulas de Frenet).

6.6.30. Probar que si todas las geodésicas de una superficie M son curvas planas, en-
tonces M esta contenida en un plano o en una esfera.

6.6.31. Probar que si M es compacta existe un punto p € M donde K(p) > 0.

6.6.32. Decimos que M es una superficie minima si tiene curvatura media constante-
mente nula, es decir xy(p) + x,(p) = 0 para todo p € M. Probar que no hay superficies
minimas compactas.

6.6.33. Sea M compacta, conexa y orientable, con curvatura de Gauss K = 1.
1. Probar que N : M — S? es difeomorfismo local y es sobreyectiva.

2. Probar que es un revestimiento, y que si M es simplemente conexa, es biyectiva
(luego M es difeomorfa a la esfera).

6.6.34. Sea y campo C? a lo largo de la geodésica y(t) = Expy(tv) con pu(0) = 0, A(0)
w € T,M. Consideramos f(t) = ||u(t)|| - t/lw||, probar que, donde p(t) # 0,

1. f() = limmm— ] = fﬂw,w wy—lwll, £7(0) = 0.

2.
iy R i e L s Lo Lo o
0 =15 {IWP1? = () + 1) = i) = ¥V )

6.6.35. Sea v(s,t) = Exp,(t(v + sw)) con {v,w} base de T,M, una variacion de y(t) =
Exp,(t) por geodésicas. Sea p(t) = v((t) el campo variacional. Probar que

L. (v, ,v]=()-v =0.

2. Vyv'=v"+(DN,v/,v)N, =V,v.

3. Si pensamos v como una parametrizacion, v es regular y E(t,0) = [v'(t,0)| = |tw]?,

F(0,t) = t*(v,w)?, G(0,t) = |v(0,t)]> = [v|? (usar el Lema de Gauss).
4. Usando el Ejercicio 6.5.19, probar
~t2 (W[l — (v, w))K(0,8) = (V3 V)7 =V, Vy 7, 1) = (V¥ 0, i) =V Vi o)

6.6.36. Sea f como en el ejercicio 6.6.34, y como en el ejercicio anterio. SiK <0en M,y
M es completa, entonces f” >0y f es creciente en [0,+00). En particular y no se anula
fueradet=0y

f(Q) =1u(V)] = |wl| = D(Expp).(w)] - w| = £(0) =0,
luego la diferencial de la exponencial aumenta distancias. Probar que para v,w sufi-

cientemente pequenos,
dist(Expy(v), Exp,(w)) > [v —wl.
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7 GEOMETRIA RIEMANNIANA

Si Gauss no hubiera creado su
geometria de superficies, que le sirvid
a Riemann como base, es dificil
concebir que alguien mas la hubiera
descubierto.

Albert Einstein

El objeto de este capitulo es dar una modesta presentacion de los temas mas abs-
tractos de la geometria Riemanniana, vinculados a las geodésicas y la curvatura. Nos
concentraremos en la geometria local, o mas precisamente en aquellas variedades rie-
mannianas que pueden presentarse como un abierto D C R?.

7.1. Meétricas Riemannianas

Dada una parametrizacién regular ¢ : D — R3 que recorre una superficie S = ¢(D),
sabemos que la primera forma fundamental relaciona las métricas de IR* con la de D,
de la siguiente manera. Dado x € D, y vectores v, w € R?, podemos considerar sus ima-
genes por el isomorfismo D¢, : R* — Tpx)S C RR?, las que denotaremos ¥ = D@y(v), W =
D¢, (w) € R®. Entonces, como vimos en la Seccién 4.3,

(0,W) = (Dpy(v), Do (w)) = {(Dpy) D (v), w) = (L, w), (7.1)

puesto que, como vimos en la Observacion 4.3.1,

1 [ Ex) E(¥)
(D(Px)tD(Px—Ix—( F(X) G(X) )

En los textos de geometria Riemanniana clasica (y en muchos textos de fisica), es habi-
tual usar la notacion g(x) = I, € M,(R), y se dice que g es la métrica Riemanniana.

Notemos que, para cada x € D, la matriz g(x) es simétrica (o Hermitiana), y ademas
es definida positiva, puesto que E(x) = ||@,||* > 0y det(g(x)) = EG-F? = ||, (x)x @, (x)||* >
0 (Observacién 4.3.2). Esto motiva la definiciéon que sigue:

Definicién 7.1.1. Dado D c R?, sea g : D — My(R) una funcién de clase C' tal que
para todo x € D, la matriz g(x) es definida positiva. Decimos que g es una métrica Rie-
manniana en D.
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Lo que estamos haciendo es cambiar el punto de vista. En lugar de tener una su-
perficie parametrizada S € IR® y usar la primera forma fundamental para estudiar la
geometria de S, estamos dandole al abierto D  IR? una estructura geométrica, copian-
do la que tiene cuando hay una parametrizaciéon. Nos olvidamos de ¢ y de S = ¢(D), y
nos concentramos en el par (D, g), al cual denominamos variedad Riemanniana.

Observacion 7.1.2. Como para cada x, la matriz g(x) es definida positiva, existe un
cambio de baso ortogonal U = U(x) que lo diagonaliza, esto es g(x) = U(x)D(x)U(x)* con
U* = U~!, y lamatriz D(x) es diagonal, y como contiene a los autovalores d;(x), debe ser
d;(x) > 0. Consideramos la matriz VD dada por la raiz cuadrada de D -dada por tomar
en la diagonal la raiz delos d;-, y la raiz cuadrada de g, dada por /g = UVDU* 0 més
precisamente

dq(x) 0

Notamos que \/_2 = UVDU'UVDU* = UDU* = g, lo que justifica plenamente el nom-
bre. Notamos también que Vg es también, en cada x, una matriz d xd definida positiva.

Es usual también usar indices para denotar la métrica. Como g(x) es una matriz
de d x d simétrica, se suele usar (g;;); j-1,.,4 para denotarla, muchas veces omitiendo el
punto x = (uy, uy,...,u;) donde esta evaluada.

Notar que en el caso de una métrica en D C R? que viene de una parametrizacién
de una superficie, se tiene g;1 = E, g1, = g1 = F, 22 = G.

Definicion 7.1.3 (Integrales y longitud de curvas). Para una funcién F : D — R, defini-
mos su integral en (D, g) como

_U-DP - _U;)F(”’V)\/Wdudv = IL;F detg,

puesto que en el caso de superficies teniamos det(g(u,v)) = EG — F? = ||p, x ¢, %, el
cuadrado del elemento de superficie.

Sia:1— D esuna curva, definimos su longitud en (D, g) como
b ’ N b
La(@) = f {{goa)a,d)z = J laygoall= j [N
a a 7

también imitando lo que ocurre cuando tenemos una parametrizacion ya que si
¥ =@o B CS esuna curva, su longitud es I||7)||, pero y = Dgf y entonces por (7.1),
tenemos

9112 = (7. 7) = 14, B) = (¢(B)B. B)-
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Con la misma prueba que en el Capitulo 1, la longitud recién definida es invariante por
reparametrizaciones de a.

Observamos que lo que estamos haciendo es pensar, para cada x € D al espacio afin
RY con origen x, como una copia de R? pero con un producto interno especial (que
cambia con x), dado por la métrica g y el producto interno usual de R?:

(v, w)x = (g(x)v,w). (7.2)

Asi, distinguimos los espacios tangentes T,,D = (R, (-,-)), T,D, parap # x € D, pues son
espacios isomorfos pero no isométricos, ya que (salvo que g(x) = Id;,) tienen distintos
productos internos.

§ Reciprocamente, si elegimos de manera suave un producto interno para cada punto
p € D, entonces por el Teorema de Riesz de representacion de formas bilineales, existira
una matriz positiva g(p) para cada p € D, tal que vale la identidad (7.2). Asi que elegir
una métrica Riemanniana g en D es elegir un producto interno (,-), para cada p € D.
En ocasiones, y en diferentes textos, esta ecuacion se denota de las siguientes formas
alternativas, segtin sea conveniente:

g(v,w) =(v,w)e =(gv,w).

Asimismo, la longitud de un vector v € T,D = R? la denotaremos como

vl = Vv, ), = V(g(x)v,v) = [IVE(x) ]l

Observacion 7.1.4. Como asumimos que x — g(x) es suave, en particular es continua,
y fijando un entorno compacto K de p € D (cerrado y acotado), deben existir constantes
tales que

Cilvll < lvly < Collol]

para todo x € K. Luego la métrica Riemanniana siempre es equivalente a la usual, al
menos localmente.

7.1.1. Distanciay derivada métrica

Una vez definida la longitud de curvas, es valido hacerse la pregunta de como defi-
nir la distancia entre p,q € D. Para ello, usamos la nocién intuitiva de que la distancia
debe ser el camino mas corto entre dos puntos. Entonces, una vez mas copiando la
definicion para superficies (Seccion 5.3), definimos

dist(p,q) =inf{L}(y): y €D, y(a)=x,7(b)=yp}

Como ya mencionamos, reparametrizando podemos suponer que a = 0,b = 1 para toda
curvaen D.
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Lo que queremos hacer ahora, es dar alguna descripcion analitica de las curvas mi-
nimales para la métrica. Es decir, queremos hallar el camino més corto entre dos pun-
tos, para esta distancia inducida por la métrica g : D — M;(IR). Obtendremos asi la
geometria Riemanniana de la variedad Riemanniana (D, g).

El primer punto es que ahora no tenemos la nocién de proyeccién sobre el espacio
tangente de S C R, ya que todo ocurre en un abierto de IR?. Veamos cémo generali-
zar entonces la nociéon de derivada de Levi-Civita de campos (o campos a lo largo de
curvas) que consistia en derivar y proyectar sobre el tangente (Definicion 5.1.2 y pa-
rrafos siguientes). Esto requerira introducir cierta maquinaria ligada al algebra lineal o
multilineal.

Las definiciones de campo en D, flujo de un campo, campo a lo largo de una curva, si
son idénticas a las ya dadas (Seccién 4.2.1), y denotamos X(D) a los campos de clase C!
en D (que ahora son simplemente funciones X : D — R? de clase C!). Denotamos C¥(D)
a las funciones f : D — R de clase C¥. Recordemos que denotamos Y (f)(p) = Df,(Y,)
para p € D,y definimos el corchete de Lie de dos campos, como el nuevo campo en D dado
por

[X,Y],=DX,(Y,)-DY,(X,) VpeD.

Lema 7.1.5 (Difeomorfimos y campos f-relacionados). Si f : D — M es un difeomorfis-
mo, todo campo de M se obtiene como un campo f-relacionado de D de la siguiente forma:
sea X campo en D, entonces

fX(f(p)) = Dfp(Xp)

es un campo en M y todo campo en M es de esta forma. Ademds, para toda funcion suave
g:M — Rsetiene gf.X = f.(go f71X), ysi f es C?,

FX Y] =X, fY].
para todo par de campos X,Y en D.

Demostracion. Que la expresion f,X define un campo en M es evidente, y por otro lado
si Z es un campo en M entonces tomando X(p) = Dfp_lX(f_l(p)) obtenemos un campo
en X, que verifica f,X = Z. Ahora supongamos que h: D — R es suave y calculamos
f(hX)(f(p)) = Df,(h(p)X,) = h(p)Df,(X,) luego f.(hX) = (ho f)f.X de donde se deduce
la identidad para funciones reales. Por ultimo, notamos que ¢ es el flujo de X si y s6lo
si f o es el flujo de £.X ya que 4 (f o) =Dfyp = DfyXy = £X(f o p). Entonces

d
DY) FX((P) = 4

d

dt

FYQR0) = | (o)

t=0 dt|,

ODf¢X<t>(Y¢X<t>) =D?f,(X,,Y,) + Df,(DY,(X,))
t=

Con el mismo argumento,

D(£.X) r(p)(£Y (f(p)) = D £,(Y,, X,) + D f, (DX, (1))



7.1 Métricas Riemannianas 147

Si f es C2, los términos que involucran D?f son idénticos, luego

[£X, £Y1(f (p)) D(£.Y)f(p)(£X(f(p) = D(f.X) () (£ Y (f (p))
Dfp(DYp(Xp)) - Dfp(DXp(Yp)) = Dfp([Xl Y1(p) = £IX Y](f(p)).

O]

El lector reconocera, en las propiedades enunciadas a continuacién, aquellas pro-
piedades que tenia la derivada covariante en superfices S ¢ R (Problema 5.1.2):

Teorema 7.1.6 (Derivada de Levi-Civita). Dada una variedad Riemanniana (D, g), existe
una unica funcion R-bilineal V : ¥(D) x ¥(D) — ¥(D) que llamaremos derivada métrica o
derivada de Levi-Civita, que verifica las siguientes condiciones. Sean X,Y € ¥(D), f € C}(D),
entonces denotando VyX =V(X,Y),

1. VeyX = fVyX (f-lineal en la direccion Y)
2. Vy(fX)=Y(f)X + fVxY (derivacion en la direccion X)
3. T(X,Y)=VxY-VyX—[X,Y] =0 (torsion nula)

4. Z(X,Y)g) =(VzX, V) +(X,VzY), (compatibilidad con la métrica). Debe entenderse
de acuerdo a (7.2) como

D({gX, Y))p(zp) = <g(p)(VZX)pl Yp> + <g(p)Xpr (VZY)p> VpeD.

Observacion 7.1.7 (Campos a lo largo de curvas y derivada covariante). Si I C R es un
intervalo abiertoy y : I — D es regular, un campo a lo largo de y es simplemente una
curva pi: I — R%. Si pes de clase C!, podemos extender y a un campo C! en un entorno
tubular U C D que contiene a la traza de y de la siguiente forma: (nos limitamos a
describir aqui el caso d = 2) Para cada t € I, escribimos y(t) = (x(f), y(f)) y consideramos
n(t) = (v/(t),x'(t))lly’(t)||"! el vector normal unitario de y. Entonces

X(y(t) +sn(t)) = p(t) +sn(t)

para s € (—¢,¢), extiende p a un entorno de y como dijimos. Similarmente,

Y(p(t)+sn(t)) = p(t) +sn(t)

extiende el campo de velocidades de y. Notemos que tomando s = 0, y por la indepen-

dencia lineal de y,n, se tiene Y(y(t)) = y(t) luego y es el flujo del campo Y.
La derivada covariante de p a lo largo de y, esta dada por pensar en y como el flujo

de su propio campo de velocidaes, y aplicar la derivada covariante a las extensiones,
esto es

Vyu(t) = VyX(p(t)).
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Observacion 7.1.8 (Unicidad de la derivada de Levi-Civita). Veamos por qué la deriva-
da métrica es tnica. Para X, Y, Z € X(D), usamos que es V es compatible con la métrica
y escribimos de manera ciclica

X(Y,Z) = (VxY,Z)+(Y,VxZ)
Y(Z,X) = (VyZ,X)+(Z,VyX)
Z(X,Y) = (VzX,Y)+(X,V;Y)

Sumamos las dos primeras y restamos la tercera, y usando que V no tiene torsion, ob-
tenemos

AVxY,Z)=X(Y,Z)+ Y(Z,X) - Z(X, V) + (X, Y], Z) +([Z,X], Y) —([Y, Z], X).

Ahora bien en la expresion de la derecha de la igualdad, interviene sélo la métrica
y el corchete de Lie. Esto dice que si V es otra derivada covariante que cumple las
condiciones, debe ser

(VxY,Z) = (VxY,Z)

para todo X, Y, Z; de aqui es inmediato que V = V.

§ Lo que sigue de esta seccién es un tanto técnico y puede saltearse; en general uno
obtiene la derivada métrica de manera mas directa a partir del ejemplo en particular
que se quiere estudiar. Entonces la prueba de que existe V puede omitirse y pasar di-
rectamente al Corolario 7.1.15 o la Seccién 7.2.

Definicion 7.1.9. Como g(p) es una matriz 2 simétrica, y las matrices simétricas forman
un R-espacio vectorial, entonces para todo p € D, v € R?, la derivada direccional
L1
Dgy(z) =1lim —g(p + tz) - g(p)
t—0

también es una matriz simétrica d x d. La diferencial de la métrica Dg, es entonces una

aplicacion lineal R? — M,(R)y;,, conocida como derivada de g, que tiene la propiedad
de simetria
(Dgy(z)v,w) =(v,Dg,(z2)w) VYv,we R, (7.3)

Definimos la funcién auxiliar f, : RY x R xIR? - R dada por

fo(v,w)z = (Dgy(g(p) ™ 2Jv, w). (7.4)

Notamos que para p € D fijo, la funcion f, es lineal en cada variable v,w,z por sepa-

rado, es decir es trilineal. En particular para cada par (v,w) € R? fijo, obtenemos una
funcional lineal de R? — R, luego esta representada por un tunico vector Ly(v,w) € RY,
de manera tal que

(Lp(v,w),2) = fp(v,w)z = (Dgy(g(p) " 2)v, w). (7.5)
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Es inmediato que la asignacion L, : (v,w) - Ly(v,w) € R* es bilineal y simétrica, ya que
Dgp(g(p)‘lz) es una matriz simétrica para todo p € D, z € R por (7.3). Esto es, mediante
(7.5) hemos definido una transformacion bilineal L, : RYxR? — R? que es simétrica-

Demostracion. (del Teorema 7.1.6 de existencia de la derivada métrica). La tltima con-
dicién requerida en el enunciado del teorema, da la clave de como definir la derivada
covariante V, y también la unicidad de la misma. Definimos V usando la derivada di-
reccional de X en la direccion de Y, la transformacion bilineal L obtenida en (7.5) y la
derivada Dg:

1 _ -
(VyX)p = DXp(Yp) + 5 {~Lp(X;, ¥p) +8(p) ' Dgy(X,)Y, +8(p) ' Dgy(Y,) X} (7.6)
O bien, un poco mas legiblemente,

2g(p)(vYX)p = zg(p)DXp(Yp) _g(p)Lp(Xp’ Yp) + Dgp(Xp)Yp + Dgp(Yp)Xp-

Es inmediato que V es IR bilineal y f lineal en la variable Y, veamos que es una deri-
vacion: si cambiamos X por Z = fX, se tiene DZ,(Y,) = Df,(Y,)X,, + f(p)DX,(Y,) por
la regla de derivacion del producto. El resto de los términos saca f(p) linealmente. En-
tonces tenemos

Vy(fX)(p) = Y(f)(p)X, + f(P)(Vy X),

que es lo que queriamos probar.

Veamos ahora la propiedad de la torsion nula: de la definicion es evidente que
2g(p)(VxY), - 2g(p)(VyX)p = 2g(p)DX,,(Y,) - 28(p)DY,(X,) = 2g(p)[X, Y](p)-

Veamos por altimo que la derivada covariante es compatible con la métrica: rees-
cribimos el lado izquierdo, usando la regla de diferenciacion de un (triple) producto y
la simetria de g(p):

D((gX,Y)),(Zp) =(Dgy(Zp)Xp, Yp) +(8(p)DX,(Zp), Yp) +{(g(p)DY,(Zp), Xp).  (7.7)
Por otro lado, (g(p)(VzX),, Yy) es igual a
<{g(p)DXp(Zp) - %g(p)Lp(Xper) + %Dgp(Xp)Zp + %Dgp(zp)xp}r Yp> =
(PIDX,(Z) V) = 5 &PILy Xy Zy), ¥y) + SN (2 V), X+ 5 (D8 (Z) Xy ),
y similarmente (g(p)(VzY),, X,) es igual a
(S(PIDY,(Zy), Xp) = 58Py (Vs Z5), X + 54 DI Lp(Zp Xp), Vo) 4 5Dy (Z,) ¥y Xy,

Sumando estos dos términos, recordando L(X,,Y,) = L(Y,, X,,) y que también Dg,(Z,)
es una matriz simétrica, obtenemos (7.7). O
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Observacion 7.1.10. Observamos en la ecuacion 7.6 que define la derivada de Levi-
Civita en (D, g), que el primer término DX, Y, depende tanto de los valores de X,Y en
p € D como de los valores de X en un entorno de p; lo mismo es entonces cierto para la
derivada covariante. Sin embargo, la expresion que sigue entre llaves, antecedida por el
factor 1/2, s6lo depende de los valores de X, Y en el punto p. Este es el operador bilineal
asociado a la métrica, I, : TpD X TpD — TpD dado por

2T, (v, w) = —Ly(v,w) + g(p)"' Dg,(v)w+ g(p) ' Dg,(w)v, (7.8)

luego
(VyX), = DX, (Y,) +1,(X,, Yy), (7.9)

y entonces I' determina completamente la métrica.

Definicion 7.1.11 (Derivada a lo largo de curvas). Volviendo a la Observacion 7.1.7, si
p: 1 — D es un campo de clase C! alo largo de la curva y : [ — D, entonces notamos
que debe ser

(Vyp)(t) = ju(t) + L) (p(2), (1))

para cada t € I, ya que, como ) es el flujo del campo engordado Y de aquella obser-
vacion, entonces (X o y)(t) = pu(t), luego ji(t) = DX,y (t) = DX, (1)(Y} (). Resumiendo,
definimos

Vou=p+T,(n7) (7.10)

§ Cuando no hay posibilidad de confusion, y la curva y a lo largo de la cual vamos a
derivar esta prescripta, es usual denotar

Dip=Vyu=p+I(uy)
a la derivada covariante del campo y a lo largo de y.

Problema 7.1.12. Invitamos al lector probar que si, para cada p € D, damos I, cualquier
operador bilineal simétrico, que depende suavemente de p, y usamos esta formula para definir
V, serd una derivada covariante, en el sentido de que cumple las tres primeras propieda-
des de la derivada de Levi-Civita. Lo que hace especial a esta I particular que dimos en
(7.8), es que hace a V compatible con la métrica.

En general, y por la definicion de L,, se tiene
2(8(p)Tp (v, w), 2) = (=Dgp(2)v, w) +(Dgp(v)w, z) + (Dgp(w)v, 2) (7.11)

d_
para todov,w,z€ R* = T,D.
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Observacion 7.1.13. En el caso de una métrica que proviene de una superficie para-
métrizada S C R?, si N es la normal del espacio tangente, hacemos notar al lector que
2T (v, w) no es otra cosa que (DNv,w)N, mas precisamente

2T, (v,w) = (DN,v,w)N,
(debido a la ecuacidn (5.6)).

Observacion 7.1.14. Si{ey,ey,..., ¢4} es la base candnica de IRd, entonces en la notacion
clasica (la que utilizan algunos libros de geometria Riemanniana, y sobre todo, la que
utilizan los fisicos), estos objetos en general se expresan en coordenadas de esta base.
Veamos aqui algunos de los mas relevantes. Es importante observar que en todos los
casos, el punto p € D donde estan calculados se omite -aunque hay que tener claro que
dependen del punto-.

» Dado un vector v € R?, denotamos (v); a la coordenada k-ésima de v,
(V) = (v, ex)
» Dada una matriz A denotamos (A);; al lugar ij de la matriz (columna i, fila j),
(A)ij =(Aej,ej)
1. El tensor métrico es g;;: como g(p) es una matriz d x d, se denota,
gij =<{8(plei,ej)
y para la matriz inversa g(p)~! se suben los indices
y »
g7 =(g(p) e e;).
Notamos que como ambas matrices son simétricas, hay simetria en los indices:
8ij = gji» 8§ =8
2. Las derivadas de la métrica: como Dg,(v) es una matriz d x d simétrica para cada
v € R?, se denotan sus entradas

ijk =(Dgpler)ei  e)

Notemos también que si derivamos el lugar ij de la matriz g(p) en la direccién e;
obtenemos -por la regla de la cadena- el mismo namero, es decir
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. Los simbolos de Christoffel de primera clase I} jx: como el operador I definido arriba

devuelve un vector para cada par de vectores, se define I}jx = (¢T(e;, ¢;))x, es decir

Ljk =g (p),(eire)), ex)

Observamos que como I' es simétrico, entonces I} es simétrico respecto de los dos
primeros indices.

. Los simbolos de Christoffel de segunda clase I’Zl] devuelven las entradas del vector

(T

p(ei,ej)); sin el tensor métrico, es decir

L = (olenej) ).

También es simétrico en los indices inferiores por la simetria de I'.

. Como ademas estos estan relacionados -uno se obtiene multiplicando al otro por

1. se tiene

g(p)”
=Y (@) e enee = Y 8" T
k

K
Liji = ngzl}lj-
z

y similarmente

. La convencién de suma: permite omitir las sumas en estas operaciones entre ma-

trices y vectores, las sumas se deducen del contexto. Asi por ejemplo las relaciones
entre coeficientes de Christoffel de ambas clases recién mencionadas, se escriben

I =¢"Tjw  Tijk=gul;

Como hay simetria en muchos indices (de I' y g), pueden reescribirse de varias
maneras.

. Larelacion entre g y I dada por la ecuacion (7.11), se reescribe entonces como

1
Giji = S1=8ijk + &jki + 8ik, 5

expresion que a veces se utiliza para definir los coeficientes I' de primera clase.

. Como V es f-lineal en la direccion de derivacion Viy X = fVX, basta definir V, X

para cada i, X. Esto se puede hacer mediante la férmula (7.9):
(VeiX)p = DXp(el-) + Fp(Xp, El').
Pero entonces, escribiendo X =) Xje, con X : D — IR, tenemos

IX
axil + ;Xk(r(ekxei))l:

(ViX) =

con lo cual, usando las definiciones y la convencién de suma,

9X z
(V,‘X)l = 8_x, + Xkl“kl..
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Corolario 7.1.15. Sea g;; es una métrica Riemanniana de D, denotamos ¢' su inversa y

ijk = aix’;. Definimos los coeficientes de Christoffel de primera y segunda clase
L —l{— ikt ikt ki) rl = tkr
ijk — 7 8ijk T 8jk,i T 8ki,ji» ij — 8 Lijk-
k

Entonces para un campo X = ) ; Xyex en D, la derivada de Levi-Civita V;X de X en la
direccion de e; estd dada por

]
(V;X); axz Zxkrkl

7.2. Geodésicas

Definimos las curvas geodésicas de (D, g) como las soluciones de la ecuacion diferen-
cial de Euler, V,,;y = 0, que en el caso de superficies inmersas en el espacio Euclideo,
correspondia a pedir que la aceleracion fuera nula, vista desde el espacio tangente. Por
la ecuacion (7.10), buscamos soluciones de la ecuacion diferencial j = -T),(y, 7). Lla-
mando g = y, podemos nuevamente escribir esto como el sistema de primer orden

()

El problema tiene Unica solucion dadas las condiciones iniciales p € D, v € T,D = RY,
solucion que denotaremos y,, : [,, = D, con 0 € [, , C R el intervalo abierto maximal
definicién de y. Para los detalles, ver la Observacion 5.1.7.

—L, (B, B)
5 :

Definicion 7.2.1 (Exponencial Riemanniana). Sit=1€1,,,

la funcion exponencial en p, y denotamos Dom(exp,) C T,D = RY el dominio exponencial.

definimos expp(v) = V(1)

Como para v = 0 la solucién constante y = p esta definida para todo t € R, tenemos
0 € (Dexp,) para todo p € Dy exp,(0) = p.

Como las soluciones dependen de manera suave de las condiciones iniciales, el
conjunto Dom(exp,) es un abierto que contiene al vector nulo, y la funcion exp, :
Dom(exp,,) C T,D — D es suave.

Denotamos TD = DxIR? y lo llamamos fibrado tangente de D, decimos que 0 = {(p, 0) :
p €D} C TD es el cero del fibrado. Denotamos Domi(exp) al conjunto de los v tales que
v € Dom(exp,) para todo p € D, y definimos exp(p,v) = exp,(v) la funcion exponencial
global de TD. El cero del fibrado esta en el dominio y exp(p,0) = p para todo p € D,
nuevamente por la dependencia suave de las condiciones iniciales, Dom(exp) tiene que
ser un abierto que contiene al cero del fibrado, y ademas exp : Dom(exp) C TD — D es
suave.
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El lector puede notar que el Teorema 5.1.10 es un caso particular del siguiente teo-
rema:

Teorema 7.2.2. Si exp es la exponencial Riemanniana de (D, g), entonces

1. Las geodésicas tienen velocidad constante: |y, , (f)l,, (1) = cte.

2. (p,tv) € Dom(exp) siy sélosit €1, , = Dom(y,,,) y ademas
Vpu(t) = exp,(tv) = exp(p, tv).
3. |D(expp)vvlexpp(v) = |vl, paratodope D, v e R7.

4. Para cada p € D existe r = r(p) > 0 tal que si B, = {v € T,D = R : lvl, <}, entonces
exp, : B, — V, es un difeomorfismo, donde V, = expp(Br).

5. Existe 0 € B C Dom(exp) abierto, entorno del cero del fibrado, tal que E: V — D x D
dada por E(p,v) = (p,exp(p,v)) es un difeomorfismo con su imagen, que es un entorno
de la diagonal en D x D.

Demostracion. La prueba del primer punto se debe a la compatibilidad de la derivada

con la métrica: g
. 2 . .

%|7/(t)|7,(t) = 2<V77/(t), V(t»y(t) =0

pues y es geodésica. Para probar el segundo punto, observamos que ¥, 1,(s) ¥ ¥p,0(t5)

son ambas soluciones de la misma ecuacién de Euler y cumplen las mismas condiciones

iniciales, asi que tienen que ser la misma curva. Evaluando en s = 1 deducimos que

exp(p, tv) = exp,(tv) = ¥p,10(1) = ¥, (1)

Eso prueba el segundo punto. Combinando los dos primeros, evaluando en t =1, se
obtiene el tercer punto. Derivando la identidad recién probada en t = 0, obtenemos

D(exp,)o(v) = 75 (0) = v,

luego D(exp,)o = idgs asi que exp,, es un isomorfismo local por el teorema de la fun-
cion inversa. Achicando el dominio, podemos suponer que es una bola en la métrica
Riemanniana (Observacion 7.1.4), lo que prueba el cuarto punto.

Ahora consideramos E(p,v) = (p, expp(v)), su diferencial en cualquier (p,0) € 0 se
calcula como la matriz

Idr p 0 Id 0
DE(P,O) - P .

+  D(exp,)o ):DE“”O):( * Id

Esto nos dice que es una transformacion lineal inversible, asi que una vez mas por el
teorema de la funcién inversa (y como E(p,0) = (p, p)), E tiene que ser un difeomorfismo
local entre un entorno de 0 € TD y un entorno de la diagonal en D x D. O]
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Corolario 7.2.3 (Entornos uniformemente normales). Para todo p € D existe un entorno
Wde py 6 >0 tales que

1. para todo q € W la exponencial exp, estd definida en (al menos) Bs(0,), y W C Bs(q)
para todo g e W.

2. siqy,q2 € W, existe una unica geodésica en W (parametrizada en [0,1]) que los une.

3. F:(t,91,92) 7 Vg, ,q,(t), visto como funcion (=&, 1+ &) x W x W — W, es de clase cl.

Demostracion. Tomamos W entorno de p tal que Wx W C V,donde V € D x D es como
en el utimo item del teorema previo. El resto de la demostracién sigue las lineas del
resultado para superficies (Ejercicio 5.5.27). O

7.2.1. Formula de la primer variacion

Dada «a : [a,b] — D una curva dos veces derivable, una variacion de a es una funcion
v :] x[a,b] = D dos veces diferenciable con 0 € ] C R, de manera que v(0,t) = a(t) para
todo t € [a, b].

Es usual denotar a4(t) = v(s,t) para pensar en la familia de curvas {a;}sc; definidas
en [a,b] con a( = a. Si a, son geodésicas para todo s € J, diremos que v es una variacion
por geodésicas. Si ag(a) = a(a) y as(b) = a(b) para todo s € |, diremos que v es una
variacion de extremos fijos.

Con una demostraciéon similar al caso de las superficies M C R?, obtenemos una
formula de la primer variacién:

Teorema 7.2.4. Sea (D, g) Riemanniana, « : [0,1] — D regular a trozos con rapidez cons-
tante, y campo a lo largo de a, regular a trozos. Tomemos la variacion de a dada por la
coleccion de geodésicas

V() = Va(e) (0 (5) = Xy (sH(H))
Entonces

1 n
L) = = | (Vadmdi) (e at)-a(e)
i=1

+H(p(1),a(17)) = (p(0),d@(07)).

Ver el Teorema 5.3.8, y los Ejercicios 5.3.15, 5.3.15 para las demostraciones. Como
corolario, se deduce una caracterizacion de curvas minimales de la funcional longitud.

Corolario 7.2.5. Sea (D, g) Riemanniana, y : [0,1] — D. Probar que
1. Siy es geodésica, entonces es punto critico de L para toda variacion propia.
2. Siy es C?y punto critico de L (en particular minimal), entonces es geodésica.

3. Siy es regular a trozos y punto critico de L (en particular minimal), entonces y es una
reparametrizacion de una geodésica, en particular es suave en [0,1].
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7.3. Transporte paralelo e isometrias

Definicion 7.3.1 (Campos paralelos). Diremos que el campo y a lo largo de la curva y C
D es paralelo si V,u =0, y denotaremos con Par(y) al conjunto de los campos paralelos
alolargo de y. Invitamos al lector a probar que se trata de un espacio vectorial.

En el siguiente teorema, damos la definicion del transporte paralelo en la varieadad
Riemanniana D. Sea a : ] — D de clase C!.

Teorema 7.3.2. Sea a € ]. Dado v € Ty(,)M existe una iinica B, € Par(a) tal que p,(a) = v.
Sibe]JyP= Pab(a) : Ta(ayM — Typ)yM denota la aplicacion v — p,(b), entonces P es un
isomorfismo isométrico, que denominamos transporte paralelo a lo largo de a. Ademds,
para todo c € ], P? o P¢ = PP

Demostracion. Consideramos la ecuacion del transporte paralelo, dada por Vyu =00
equivalentemente ji = —I,(d, #). Como I, es bilineal, es esencialmente una ecuacion del
tipo ji(t) = A(t)u(t) con el operador

lineal para cada t € ] fijo. Por el teorema de existencia y unicidad de ecuaciones ordi-
narias, la curva solucién p, con y,(a) = v es Unica y nos da la curva g, requerida, que
esta definida en todo J porque la ecuacion es lineal, con lo cual es globalmente Lips-
chitz. Considerando que el flujo de la ecuacién diferencial esta definido en ], entonces
PP = PP o P¢ para todo a,b,c € ] por propiedades generales del flujo. En particular, la
aplicacién P?(a) es biyectiva entre los tangentes porque tiene una inversa que se cons-
truye de manera analoga (intercambiando a con b). Las relaciones

P(Av) = AP(v), P(v+w)=P(v)+P(w)

se deducen de la unicidad de la solucion reemplazando en la ecuacion diferencial lineal.
Por ultimo, que P es una isometria se deduce de la compatibilidad de la derivada de
Levi-Civita con la métrica:

d
E|Patv|§(t) = 2<I’lv(t)rvy,“v(t)>a(t) =0,
luego esta norma es constante a lo largo de a, y en particular

|Pgbv|a(b) = |Puuv|a(a) = |Vv(a)|a = |V|a(a)'
O

Observacion 7.3.3. Si a(t) = exp,(tv), entonces es facil ver que el transporte paralelo a
lo largo de a del vector v € T, D esta dado sencillamente por

Pi(@)(v) = d(t) = D(exp,)iyv,

pues esta curva es paralela a lo largo de a por ser a geodésica, luego verifica la ecuacion
diferencial del transporte, con la condicion inicial requerida.
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Observacion 7.3.4. Si X,Y son campos en D y usamos « para denotar el flujo de X,
entonces el transporte paralelo a lo largo de a nos permite calcular de manera natural
la derivada covariante, de la siguiente manera:

d
VxY(p) = m tZOPtO(a)(Ya(t))

donde a(0) = p € D. La verificacién de esta formula queda a cargo del lector.

7.3.1. Isometrias

Si(D,g), (M,g) son dos variedades riemannianas de la misma dimensién, diremos
que f : D — M es una isometria local si f es de clase C! y preserva las métricas, es decir
que para todo p € M,

IDfpvlfp) = Wl, YveT,D.

Notemos que en particular f es un difeomorfismo local por el teorema de la funcién
inversa. Si ademas f es inyectiva diremos que f es una isometria (aunque a veces se
pide que sea también biyectiva).

Polarizando la identidad de arriba, f es una isometria local si y sé6lo si para todo
peM,v,weT,M se tiene

&(f(p)Dfyv, Dfpw) = (g(p)v, w).

Teorema 7.3.5. Si f : (D, g) — (M, §) es una isometria local, y f.X, f.Y son campos en M,
entonces las derivadas covariantes estian f - relacionadas: para todo p € M,

VLY (F(p) = Df,(VR Y ().

Demostracion. A partir del Lema 7.1.5 esta claro que todo par de campos en M es de la
forma f.X, f.Y para campos X,Y en D. También es claro que el operador

VixfY =Df(VRY)

es R-bilineal y g-lineal en la variable f,X, para todo g: M — R suave. A partir del Lema
7.1.5, también podemos ver que es una derivacion en la segunda variable, y no tiene
torsion. Por altimo, para todo campo Z en D se tiene

FZUEX L) = ] (LX@(0), LY @(E)agy



158 Geometria Riemanniana

donde @ es el flujo de f.Z, que por el mismo lema, es f o ¢ con ¢ el flujo de Z. Luego

d
FZEX NS P) = | X o d(t), LY 0 p(t))fon(s
d
- Et:o<Df¢(t)(X¢(t>)'qu)(t)(qu(t)))foqa(t)
d
= 2|0 &y Yow)en = Z(XY)(p)

= (VEX(p), Y,)p + (X, V2 Y (D)),

= (Df,(VEX(p), Dfy(Yp))p +{Dfo(X,), D, (VEY (D)) ()

= (VizfX(F ) LYF D fo) + LXF O V2 LY F(P)) fip)
= (Vizf X V) po) + AKX V ez LY ) £ (),

lo que prueba que V asi definido en M es compatible con la métrica. Por la unicidad de
la derivada de Levi-Civita, queda probado el teorema. O]

En particular el teorema nos dice que si ¥ es una curva en D y y es un campo a lo
largo de y, entonces Df), p es un campo a lo largode foy y

Vifoy)(Dfy) =Vpg yDfyp=Dfp (Vy ).

Corolario 7.3.6. Si f : D — M es una isometria riemanniana, transforma geodésicas de D
en geodésicas de M. Ademds, si y C M, p =y(a), y u(t) = P(y)Lv es el transporte paralelo de
v € T,D alo largo de y, entonces

1=Df,p
es el transporte paralelo de D f,v a lo largo de f o .

7.4. El tensor de curvatura y campos de Jacobi

Introducimos aqui el tensor de curvatura R de la variedad riemanniana (D, g), junto
con algunas nociones vinculadas, y estudiamos sus propiedades.

Sean X,Y,Z : D — R? campos de clase C2.Si V es la derivada de Levi-Civita de la
métrica g, definimos el tensor de curvatura

R(X,Y,Z2)=VxVyZ-VyVxZ -Vix v Z,

donde [X,Y] = LxY denota la derivada de Lie de Y en la direccién de X. Observemos
que la expresion R(X,Y,Z) es un campo en D.

La transformacion de curvatura R(X,Y): X (M) — X' (M) esta dada por
R(X,Y)Z=R(X,Y,Z).

Se tiene, directamente de la definicién:
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= R(X,Y)=-R(Y,X).
= R(X,Y,Z)+R(Y,Z,X)+R(ZX,Y)=0.

Esta ultima es conocida como identidad algebraica de Bianchi.

Un calculo muy fastidioso que dejamos como ejercicio para el lector nos devuelve
R(X, Y, Z)(p) = L (Xp, Ly(Yy, Z,)) = 1, (Y, T, (X, Zp)) = DIL(Xp)(Yy, Zp) + DI (Y, (X, Zp),

donde los ultimos términos involucran la derivada de la forma I' respecto del punto
base. Esta expresion nos dice que R solo depende del valor de los campos en el punto p.
Luego se puede pensar a R como una aplicacién trilineal en IR? x R? x R?. Es decir, da-
dos x,9,z € TPD, definimos

Rp(x,9,2) = Rp(x,9)z =T, (x, I (v, 2) — I (v, 1, (x, 2)) - DL, (x)(y, 2) + DI, (y)(x, 2).  (7.12)

Aunque esta dada en coordenadas locales, la definicion intrinseca se puede dar toman-
do tres campos X,Y,Z en D tales que Xp =X, Yp =7, Zp = z y entonces Rp(x, V,2) =
R(X,Y,Z)(p) € T,D.

Lema 7.4.1. Sean p € D, x,y,z € T,D. Entonces
1. (Rp(x,y)z, z)g =0,
2. (Rp(x,9)x,2)g = (Rp(X,2)x, D).
Demostracion. Para la primera identidad, probaremos que
(RIX,Y)Z,Z)e=0

para toda terna de campos X, Y,Z en M, de donde se deduce la propiedad pues R sélo
depende del valor de los campos en el punto p. A partir de la compatibilidad de la
métrica con la derivada de Levi-Civita, se deduce que X(Z,Z) = 2(VxZ,Z). Luego

Y(X(Z,Z)) = 2AVyVxZ,Z)+ 2VxZ,VyZ).
Intercambiando X con Y y restando se deduce que
[Y,XKZ,Z) =2((VyVx = VxVy)Z,Z).

Pero usando nuevamente la compatibilidad con la métrica al lado izquierdo se deduce
que
[Y,XKZ,Z)=2(Viy,x)Z,Z).

Comparando los lados derechos de las Gltimas ecuaciones, se tiene la propiedad al re-
visar la definicién de R. Respecto de la segunda identidad, tiene una prueba analoga
que omitimos. O
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Definicion 7.4.2 (Tensor y curvatura de Ricci). Sera util también pensar, para x,y €
T,D, en el operador lineal R,(x,y) € B(T,D). También vamos a considerar la transfor-
macion lineal Ap(y,z) X Rp(x,y)z, cuya “traza” se conoce como tensor de Ricci, y se
denota Ric,(y,z). Esto es

Ric,y(y,2) = Z(Ap@,z)ei),- = Z(Rpm,y)z)i = Z<Rp<ez-,y>z, ei)pr

1 1

donde {ey,...,e4} es una base ortonormal de T,D =~ R? (con el producto interno de la
métrica Riemanniana en p). Por las simetrias de R, se tiene Ricp(y,z) = Ricp(z,y), y
entonces esta completamente determinado por los valores de la funcion

Ricy(y,9)  Ricy(y,9)
Y= = 2
&(1:9) vlp

(donde g es la métrica), conocida como funcién de curvatura de Ricci.

Definicion 7.4.3 (Curvatura seccional). Dado p € D y un plano bi-dimensional 7 C
T,D, queremos definir una cantidad que solo depende del plano, que puede pensarse,
ya que la exponencial en p es un difemorfismo local exp,, : B — U, como la curvatura
de Gauss de la superficie bi-dimensional

M, = expp(B Nm)cD.

Siv,w e m, el drea del paralelogramo generado por v, w esta dada por

Alv,w) =\l — v, w).

Esta cantidad es positiva y no nula si v, w son linealmente independientes por la de-
sigualdad de Cauchy-Schwarz. Definimos

secp :{m C T,D con 1 un 2-plano} — R

de la siguiente manera. Sean v, w € 7t linealmente independientes. Entonces

_(Rp(v,w)v, w)y,
secy(m) = W

Observacion 7.4.4. De acuerdo al Ejercicio 6.5.20, cuando la métrica en D proviene
de una parametrizacién regular de una superficie M C IR3, la curvatura seccional no es
otra cosa que la curvatura de Gauss de la superficie M.

Lema 7.4.5. La cantidad sec,(1) no depende de la base de 1. En particular podemos suponer
que v,w son ortonormales y en ese caso

secy(1) = (Rp (v, w)v, w)).
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Demostracion. Si vy,v, € m son linealmente independientes y x,y € m también son li-
nealmente independientes, entonces existen ay,a,, by, b, € R tales que

X =41V +axvy, ¥ = b1v1 + b2V2.
Identificamos (7,(-,-)) con IR? con el producto interno usual. Entonces

Alx,y) = |l(a1vy +axvy) x (byvg +byvy)|
= laiby = byaylllvy x vyl = lay by — byas|A(vy, v;).

Por otra parte,
2

(R(x,v)x,v) = Z a;arbib(R(v;, v)vg, vp).
i kI=1

Por el Lema 7.4.1, la Gltima expresion se anula si k = I, luego debe ser k = [. Por otra
parte, como R(w, z) = —R(z,w), también se anula si i = j, luego debe ser i = j. Por altimo,
la identidad de Bianchi nos permite deshacernos de los términos ciclicos y entonces se
arriba a

(R(x,9)%,9) = a1 b = b asl (R, w)v, w).

O]

En consecuencia usaremos la notacion sec, para denotar la curvatura seccional de
la subvariedad generada por el plano 7 C T,D.

Observacion 7.4.6. La curvatura de Ricci se puede calcular, observando las definicio-
nes, de la siguiente manera: si v € T,D y {vy,...,v;_1} es una base ortonormal de {v}*,
entonces

Definicion 7.4.7 (Curvatura escalar). La curvatura escalar se define como la traza del
tensor de Ricci con respecto a la métrica, esto es

S(p)=) rlep) =) ) (Ryleiej)ej ey
j joi

Cuando la dimension de D es 2, este numero es simplemente el doble de la curvatura

Gaussiana o seccional de D.

Observacion 7.4.8 (Expresion en una base y simbolos de Christoffel). Si usamos la no-
tacion de indices para denotar las componentes del campo X =} ; X'E; y similarmente

para Y, Z, entonces
RX,Y)Z=Y) ) RL,ZXIYke
ik
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donde

Rl

ijk = (R(Ej, E¢)Ej);

y Ei, Ej, Ex denotan los campos vectoriales en las direcciones coordenadas respectivas,
por ejemplo E;(x,v) = (x,0), Ex(x,v) = (0,v). Entonces la expresiéon para R en términos
de I y sus derivadas parciales se escribe

Jr; orl
l 1 l]
1]k ersrzsk Zrksrlsj T a0k ax]

donde hemos usado los coeficientes de Christoffel de segunda clase (Observacion 7.1.14
y el corolario que le sigue).

Bajando los indices (contrayendo con la métrica), obtenemos los coeficientes
Rjjjk = Zglstjk;
S
que tienen propiedades de simetria ciclica (por la primera identidad de Bianchi).

7.4.1. Campos de Jacobi

Dada a una geodésica de (D, g) Riemanniana, diremos que ¥ campo a lo largo de a
es una levantada de Jacobi o campo de Jacobi si verifica la ecuacion diferencial

Dy =R(y,a)a’

Esta es una ecuacion de segundo orden lineal, luego para cada V = (p,v), W = (p, w) con
v,w € T, D existe una unica levantada de Jacobi y = yy y tal que

yV,U/(O) = VI Da’yy’w(o) - W

En coordenadas, llamando y = (a,7), iterando (7.10) y comparando con la ecuacion de
R en (7.12) obtenemos

d
= laldn) +1a(d, ) - Ta(Ta(d d)n),

usando la identidad & =TI, (d, d), obtenemos

d .
M=2la La(d, ) + T (a, 1) =T (&, 1), (7.13)

que es una genuina ecuacion diferencial lineal de segundo orden en 7. Denotemos p =
a(0), z=a(0).
Luego para cada para v,w € T, D, existe una Gnica curva soluci6n 17, ,, en R? tal que

w0 =2, Dn(0) = 1j,,(0) =T, (v,2) = w.
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Observacion 7.4.9. En el caso particular en el que v = 0, denotaremos 71, = g ,,. En-
tonces las condiciones iniciales se reescriben asi

Mayormente usaremos estos campos de Jacobi con v = 0. Si ademas w = ¢(0), entonces
es facil ver usando (7.13) que 7, (t) = ta(t).

La relevancia de los campos de Jacobi es evidente a partir del proximo teorema, que
establece que todo campo de Jacobi se obtiene derivando una variaciéon por geodésicas
y viceversa.

Teorema 7.4.10. Sea « : [a,b] — D una geodésica.

1. Siv:Jx[a,b] = D es una variacién por geodésicas de a en D, entonces 1 : [a,b] — RY
dada por

d d

0= g0 = 2| a

es un campo de Jacobi a lo largo de a.

2. Si a estd parametrizada por longitud de arco y 11 es un campo de Jacobi a lo largo de «a,
entonces existe € > 0 y una variacion de a por geodésicas v : (—€, €)% [a, b] — D tal que

d
(1) = -v(0,1)

Demostracion. Supongamos que v = v(s, ) es una variacion de geodésicas, y como siem-
pre denotemos con ’ a la derivacién d/ds, y con "a la derivacién d/dt. Pongamos 1 = v’.
Luego 7} = v/, con lo cual
. ) . Vi
Dyn=v'-T(v,v')=D,mn,
mientras que

.. ../ d A% / Vo 1
j=v = EF(V’V) = ra,f](a’ a)+ 2ra(1”],6¥),

pues para cada s fijo, v(s, t) es una geodésica. Computando D?# y usando estas relacio-
nes, se deduce directamente de la expresion local para R -férmula (7.12)- que 1 es un
campo de Jacobi.

Reciprocamente, si 7 es un campo de Jacobi a lo largo de la geodésica a, ponemos
p=a(0),v=da(0), w=Dyn(0). Sea p = B(s) la tinica geodésica del spray con p(0) = p,
B’(0) = 1(0). Tomamos

&(s) = By (B)(v +sw).

Luego &{(0)=vyw= Dgé& = &’ —I‘ﬁ([g",é). Como &(s) € Tp(s)D = R?, entonces

ay(1) = (s, 1) = expp(o (F£(S))
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es una variacion de geodésicas, y ademas a(t) = expp(tv) = a(t), luego a; es una varia-
cion de a. Por el item previo,
d

= % S:OaS(t)

p(t)
es un campo de Jacobi a lo largo de a. Resta ver que coincide con 71, y por unicidad

alcanza ver que verifica las mismas condiciones iniciales. Claramente p(0) = g’(0) =
1(0). Por otra parte como

di5(0) = D(expy g )o(&(s)) = £(5),

entonces

7.4.2. Campos de Jacobi versus exponencial

La relacion entre campos de Jacobi y la exponencial se hace explicita en el siguiente
teorema:

Teorema 7.4.11. Seanp €D, we T,D y a(t) = expp(tv). Sea 1, el iinico campo de Jacobi a

lo largo de « tal que 17(0) = 0, #(0) = D,-1(0) = w. Entonces para todo t > 0 en el dominio de
a, se tiene

Veny(t) = D(exp, )iy w.
En particular, w € ker(Dexpy,)t,) si y solo si n(t) = 0.
Demostracion. Consideramos la variacion de a por geodésicas dada por
v(s,t) = exp,(t(v +sw)),

y p = ) el campo de Jacobi inducido; afirmamos que y = 1. Nuevamente por unicidad
solo hay que chequear las condiciones iniciales: se tiene

u(t) = Diexp,)ry (tw),
férmula que prueba todas las afirmaciones pues y(0) = 0 y ademas

#(0) = lim u(t)/t = w.

t—0*
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7.4.3. El lema de Gauss

Al igual que en las superficies, la diferencial de la exponencial a lo largo de una
geodésica resulta una isometria entre espacios tangentes.

Teorema 7.4.12 (Lema de Gauss). Sea (D,g) Riemanniana. Consideramos y : ] — D,
y(t) = exp,(tz) una geodésica, con z € T, D.

1. Dados v,w € T,D sea 1 el iinico campo de Jacobi a lo largo de y con n(0) = v, D;1(0) =
w. Entonces

(y(t), W(t»g =(z,v+ tw)p-

2. Para todow € T,D y todo t € ] se tiene
<D(expp)tzz’ D(expp)tzw>g =(z, w)p'
3. Siv=0yw Lz entonces y L 1 para todo t € ].

Demostracion. Sea f(t) =(y(t),1(t))y. Se tiene %f(t) = (y,D;n) pues D;y = 0. Derivan-
do nuevamente respecto de t se tiene

d2
()= D) = (7, R(y,1)y) =0

para todo t € ] por el lema previo. Luego f(t) = f(0) + ¢tf’(0), lo que prueba el primer
item. La segunda féormula es un caso particular (v = 0) combinado con la expresion

0(t) = Dlexp, )izt

del Teorema 7.4.11, la tercera formula es evidente a partir de la segunda. O]

7.4.4. Coordenadas polares

Observacion 7.4.13. Sean p € D, R > 0 de manera que

epr : BR(Op) - TpD - VR(P) = epr(BR(Op))

es un difeomorfismo. Si a : [a,b] — Vg(p) \ {p} es regular a trozos, consideremos I' =
explj1 oa : [a,b] » T,D. Sea r : [a,b] — (0,R) dada por r(t) = [[(#)|,. Como I = 0, se
deduce que r es suave a trozos y no nula. Sea u : [0,1] = S = {v: [v|, = 1} C T,D dada
por
t) = —TI(¢).

u(t) = 5T
Entonces u también es suave a trozos, y ademas I' = ru. Como se verifica que a(t) =
expp(r(t)u(t)), diremos que estas son las coordenadas polares de .
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7.5. Minimalidad local de las geodésicas

Con la misma demostracion que para superficies (Teorema 5.4.4), y mediante el
Lema de Gauss recién probado, obtenemos la minimalidad local de las geodésicas en

(D, g).

Teorema 7.5.1 (Minimalidad local de las geodésicas). Sean p € D y R > 0 como en la
observacion previa. Dado q € VR(p), sea yp, q la geodésica que une p,q, yp 4(t) = exp,(tv) con
v € Br(0,) C T, D. Entonces

1. Sea 0 < ¢ < R. Entonces L(a) > ¢ para toda curva « : [0,1] — D regular que comienza
en p, y sesalga de V.(p) = expp(BC(O)).

2. L(a) > L(yp,q) para toda curva a : [0,1] — D regular que una p con q, y en particular
d(p,q) = L(ypq) = V],

3. Vale la igualdad si y solo si a es una reparametrizacion de yp ,.

Se tiene la siguiente consecuencia del resultado local de minimalidad de las geodé-
sicas.

Proposicion 7.5.2. Sean (D, g) Riemanniana y p € D. Existe ¢, > 0 tal que para todo 0 <

r<cpse tiene

epr(Br(Op)) = Br(p)l
expp(sr(op)) = Sr(p)
Ademds exp,, es un difeomorfismo entre variedades en ambos casos.

El Lema de Gauss (Teorema 7.4.12) nos dice que los rayos geodésicos que emanan de p
son ortogonales a las esferas S,(p).

Demostracion. Tomando c, para que la exponencial esté definida y sea un difeomorfis-
mo en Bcp(Op), se tiene que B,(0),S,(0) son subvariedades de T,D ~ RY, y exp, |Br(0p)’
exp, s, (o,) son difeomorfismos con su imagen, siempre que 0 < r < c,. Si vemos que
exp, es una biyeccion en cada caso, resultara difeomorfismo. Si lvl, <7 <cp, entonces
toma.nc'lo y(_t) = exp,(tv), 4 = exp,(v) se verifica que ) es minimizante por el Teorema
de minimalidad local, y

d(g,p)=L(y) =l <7,

luego exp,(B,(0,)) C B,(p). Reciprocamente, si d(p,q) < r entonces q € V,(p) porque
cualquier curva que se sale de V,(p) tiene longitud > r por el teorema de minimalidad
local. Existe entonces una tnica geodésica y C U,(p) con velocidad inicial en B,(0,) tal
que g =exp,(v), y [vl, = d(p,q) <r, luego vale la otra inclusion.

La segunda afirmacién para S,(p) tiene una prueba idéntica.

Respecto del Lema de Gauss, sean y(t) = expp(tv) yq-= expp(v), cond(p,q)=ry

w € T;S,(p). Tomemos g C S,(p) tal que B(0) = w, entonces se tiene f(s) = dg([)’(s),p)2 =r?
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en un entorno de cero, y tomando para cada s el vector v(s) = exp;,1 B(s), se verifica
[v(s)l, =7, v(0) = v. Derivando f en s = 0 se obtiene 0 = 2(v,v’(0)),. Pero f(s) = exppv(s),
luego w = p’(0) = (exp,).,v’(0), y por el segundo item del Lema de Gauss,

(7(1),w) =(D(exp,)yv, D(exp,),v’(0)) = (v,v’(0)) = 0.
O

Corolario 7.5.3 (Convexidad geoésica de las bolas riemannianas). Sea p € D v S,(p).
Probar que si r es suficientemente pequefio, entonces

1. Si y(t) = Exp,(tu) es una geodésica con y(0) = q € S,(p) y y’(0) es tangente a S,(p),
entonces existe € > 0 tal que y|_. ¢) permanece fuera de B.(p)

2. La bola B,(p) es geodésicamente convexa: dados q1,q, € B,(p), la tinica geodésica mini-
mizante que une q,,q, permanece dentro de B,(p) (sug: considerar f(t) = dist(p,y(t))?).

Demostracion. La demostracion sigue las lineas de la prueba del caso de superficies
(Ejercicio 5.5.29), en este caso apoyada en el Corolario 7.2.3. O]
7.5.1. Variedades planas

Una variedad Riemanniana se dice plana cuando RP = 0. En ese caso es localmente
isométrica al espacio Euclideo, como muestra el siguiente resultado.

Teorema 7.5.4. Sea (D, g) Riemanniana, con R = 0. Entonces localmente la diferencial de la
exponencial es el transporte paralelo y por ende exp,, : T,D — D es una isometria local, para
todo p € D.

Demostracion. Sea y C B,(p) una geodésica (r pequeno) con y(0) ( )=v.SiR=0,
entonces el tnico campo de Jacobi 7 a lo largo de y tal que (0 ) D,n(0)=weTD
estéd dado por 7(t) = tP(y)yw puesto que

Dy = P(y)ow +0
y entonces D21 = D;P(y)yw = 0 = R(y,1)y. Por otra parte, por el Teorema 7.4.11, se tie-
ne que 7(t) = D(expp)tv tw luego la diferencial de la exponencial coincide con el trans-
porte paralelo y resulta asi que exp), es una isometria local. O

7.6. El espacio hiperbolico

Como ejemplo de variedad no superficieable.
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7.7. Variedades Riemannianas

Globalizacién...pegoteando abiertos, tensores, teoremas globales (hopf-rinow y cartan-
hadamard).

Teorema clasico de Cartan para variedades Riemannianas.

Definicion 7.7.1. Sea (M, g) Riemanniana. Diremos que M tiene curvatura seccional no
positiva (secM < 0) si sec,; < 0 para todo 7 que sea un 2-plano en T,M, para todo p € M.

Corolario 7.7.2. Si (M,g) es Riemanniana débil, y sec™ < 0, entonces para todo p € M,
para todo v € Dom(exp,) y para todo w € T,M, se verifica

”(expp)*vw”expp(v) 2 ”w”p

y ademds (expp)*tv tw no se anula en (0,1].

Demostracion. Sea a(t) = exp,(tv), tomamos 7 el Gnico campo de Jacobi a lo largo de a
tal que 7(0) = 0, D;#(0) = w. Por el Teorema 7.4.11 que da la identificacion entre #(t)/t
y la diferencial de la exponencial, tenemos que probar que [|#(t)|| > t||lw||, y que #(t) = 0
para todo t € (0,1]. De no ser asi, supongamos que 7 se anula en t, € (0,1] con t,, — 0.
Entonces

w=1(0) = liyrln n(ty)/t, =0

lo cual es absurdo. La otra posibilidad es que exista t; > 0 que es el minimo de los
t € (0,1] donde # se anula. Como la curvatura de M es no positiva, por la proposicién
previa se tiene que en el intervalo (0,ty) la funcién f es convexa, es decir f” > 0. Por
otra parte, como f’(0) = [lw||, > 0, se deduce que f es creciente en [0, %)) y como f(0) =0
se tiene un absurdo pues f no se anulaba en (0, t().

Sea h(t) = ||n(t)|| - t/lw|| para t € [0,1]. Entonces aplicando la férmula del ejercicio
6.6.34 en el intervalo [0,1] tenemos que h'(t) = f'(t) — ||lwl||, h”(¢t) = f”(t) = 0. Como
h’(0) = f'(0) —[lwll, = 0, h también es creciente y se tiene la conclusion. O

7.7.1. Curvatura no positiva

Probamos aqui la equivalencia de la curvatura seccional no positiva con una pro-
piedad de la diferencial de la exponencial.

Teorema 7.7.3. Sea (M,g) Riemanniana. Entonces secM < 0 si y sélo si para todo p € M,
para todo v € Dom(expp) v para todo w € T, M, el operador (epr)*v : T,M — Texpp(,,)M es
inversible y se verifica

“(expp)*vw”expp(v) 2 ||w”p



7.7 Variedades Riemannianas 169

Demostracion. Supongamos primero que M tiene curvatura seminegativa. Sea p € M,
v,w € T,M. Si a(t) = exp,(tv) y 1 es el Gnico campo de Jacobi a lo largo de « tal que
1(0) =0, 7(0) = w, se tiene por hipotesis

S@) =1mOllage) = tlwll

donde f es la funcion del Ejercicio 6.6.34. Sea h(t) = f(t) - t|lw||,, entonces h(t) > 0 en
[0,1], y por la misma proposicion se tiene h(0) = h’(0) = h”’(0) = 0, mientras que

1
l[wllp

Si fuese sec(v,w) > 0, se tendria h”’(0) < 0, lo cual diria que h es estrictamente decre-
ciente en un entorno de cero, y esto es absurdo. Luego sec(v,w) < 0, lo que prueba que
secM <0.

Ahora supongamos que sec™ < 0. Sea 1 como antes, por el Corolario 7.7.2 se tiene la
desigualdad de la curvatura seminegativa, resta ver que (exp, )., es invertible para v €
Dom(expp). Componiendo con el transporte paralelo P a lo largo de a*(t) = a(1 —t), se
tiene que T = P(exp, )., € B(H) donde H = T,M es un operador lineal acotado inyectivo,
luego es un isomorfismo. O

h"”’(0) = Ry (v, w)v, w),.

Tenemos el siguiente corolario, que nos dice que la exponencial es un revestimiento.

Corolario 7.7.4 (Teorema de Cartan-Hadamard). Si (M, g) es Riemanniana, de curvatura
seccional no positiva y geodésicamente completa, entonces la exponencial exp, : T,M — M
es un revestimiento para todo p € M. Si ademds M es simplemente conexa exp,, resulta un
difeomorfismo.
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