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1 Curvas

Todo el mundo sabe lo que es una
curva, hasta que estudia suficiente
matemática como para confundirse
con la innumerable cantidad de
posibles excepciones.

Felix Klein

1.1. Parametrizaciones

En esta primer parte del texto, estudiaremos la geometría de las curvas planas y
espaciales. Nos concentraremos en una clase especial de curvas, las llamadas curvas
regulares, que definimos formalmente a continuación. Estas definiciones nos van a per-
mitir incluir en nuestras consideraciones, curvas que no son necesariamente suaves en
su trazo, pero si continuas y con puntos “no demasiado malos” donde no sean suaves.

C = im(α)

α(a)

α(b)

Figura 1.1: Curva regular C ⊂R
n

Definición 1.1.1. Dado un conjunto C ⊂R
n, decimos que

1. α : [a,b] → R
n es una parametrización de C si α es una función continua y la

imagen de α coincide con C, es decir Im(α) = C. En general consideraremos asig-
naciones α inyectivas en (a,b). En este caso decimos que C es una curva continua.

https://es.wikipedia.org/wiki/Curva
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2. La parametrización es suave si α es de clase C1, esto es si α(t) = (x(t), y(t)) en-
tonces x,y son funciones de clase C1 en (a,b) y existen los límites laterales de las
derivadas en a,b. En este caso decimos que C es una curva suave.

3. La parametrización es regular si además de ser suave, se verifica que α′(t) no es el
vector nulo para todo t ∈ (a,b) (equivalente a que ‖α′(t)‖ , 0). En este caso decimos
que C es una curva regular.

4. Si decimos que α es regular a trozos, nos referimos a que la regularidad se verifica
en todo [a,b] exceptuando, tal vez, un conjunto finito de puntos ti ∈ [a,b].

Figura 1.2: Vector tangente a la parametrización α en el punto P = α(t0). Se muestran
los vectores y sus trasladados al punto α(t0).

Definición 1.1.2. Dada una parametrización regular α : [a,b] → R
n, llamaremos a

α′(t0) el vector tangente a α en el punto α(t0), para t0 ∈ [a,b]. La interpretación geo-
métrica en la Figura 1.2 utiliza que

α′(t0) = lı́m
h→0

1
h

(
α(t0 + h)−α(t0)

)
.



1.1 Parametrizaciones 3

Observación 1.1.3. Al vector tangente α′(t0) también se lo suele denominar vector ve-
locidad. El sentido de este vector depende de la orientacón de la parametrización α y
su longitud ‖α′(t0)‖ de la rapidez a la que se recorre la curva. De hecho, a la longitud
‖α′(t0)‖ se la suele llamar rapidez de la parametrización α en α(t0).

α(ti−1)

α(ti)

α(ti+1)

α′(t+i−1)

α′(t+i )

α′(t−i )

α′(t−i+1)

Figura 1.3: Curva regular a trozos

Observación 1.1.4. Como ya dijimos, cuando pedimos que α sea suave a trozos, si ti
es un punto donde α no es de clase C1, lo que si pedimos es que existan los límites
laterales de la derivada en ti (ver la Figura 1.3). Es decir, que existan

α′(t−i ) = lı́m
t→t−i

α′(t) y α′(t+i ) = lı́m
t→t+i

α′(t).

Por ejemplo: si C es la gráfica de y = |x|, entonces C es una curva regular a trozos en
R

2. Una parametrización tal de C es, por ejemplo

α(t) =
{

(t,−t) t ≤ 0
(t, t) t ≥ 0

.

En efecto, se tiene que para esta parametrización

α′(t) =
{

(1,−1) t < 0
(1,1) t ≥ 0

y a pesar de que no existe α′(0), si existen α′(0−) = (1,−1) y α′(0+) = (1,1). Luego C es
una curva regular a trozos como habíamos afirmado.

Observación 1.1.5. Si α : [a,b]→ R
n es regular a trozos, entonces ‖α′(t)‖ , 0 salvo en

finitos puntos de [a,b]. Además la función t 7→ ‖α′(t)‖ es continua en cada intervalo
[ti , ti+1].

Definición 1.1.6. Dada α : [a,b]→R
n definimos la longitud de arco de α como el núme-

ro

Lba(α) =
∫ b

a
‖α′(t)‖ dt.
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Para que este número esté bien definido, alcanza con que α sea suave a trozos (si hay
puntos donde α no es derivable, en la integral no van a ser relevantes por la condición
que pedimos de que existan los limites laterales de la derivada).

En ese caso, si t0 = a < t1 < t2 < · · · < tn−1 < tn = b son los puntos donde no hay
derivada, entonces

Lba(α) =
∫ t1

a
‖α′(t)‖dt +

∫ t2

t1

‖α′(t)‖dt + · · ·+
∫ b

tn−1

‖α′(t)‖dt.

Ejemplo 1.1.7. La curva α(t) = (t3, t2) parame-
triza la gráfica de la función y = x2/3, y a pesar
de que en (0,0) la curva no es suave (lo que se
ve reflejado en que α′(0) = (0,0)), podemos cal-
cular la longitud de la curva para, por ejemplo,
x ∈ [−1,1]: se tiene α′(t) = (3t2,2t), luego

L 1
−1(α) =

∫ 1

−1
‖α′(t)‖dt =

∫ 1

−1

√
9t4 + 4t2dt

=
∫ 1

−1
|t|
√

9t2 + 4dt

=
∫ 0

−1
−t
√

9t2 + 4dt +
∫ 1

0
t
√

9t2 + 4dt

= 2
∫ 1

0
t
√

9t2 + 4dt

=
2

27
(9t2 + 4)3/2

∣∣∣∣10 =
2

27
[133/2 − 43/2].

Observación 1.1.8. Si en el ejemplo previo, uno intenta parametrizar C usando β(t) =
(t, (t2)1/3), se obtiene

β′(t) =
(
1,

2
3
t−1/3

)
=

(
1,

2
3t1/3

)
y en este caso no existen β′(0+) ni β′(0−) (la segunda coordenada diverge en t = 0). Pero
eso no quiere decir que la curva C no sea regular a trozos, sino que esta parametrización
en particular no sirve para decir que lo sea.

Como vimos, usando α(t) = (t3, t2) se deduce que C si es una curva regular a trozos.

Definición 1.1.9. Dada una curva suave parametrizada como α : (a,b) → R
n, y dado

P = α(t0), definimos la recta tangente a α en P como

LP : λV + P = λα′(t0) +α(t0), λ ∈R

(ver la Figura 1.4).

Observar que si bien el vector tangente α′(t0) depende de la parametrización α, la
recta tangente LP no depende de como se parametriza la curva.
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P = α(t0)

V = α′(t0)

Lp = λV + P

α

Figura 1.4: Recta tangente a una curva regular

Observación 1.1.10 (Derivada del producto interno y de la norma). Si α,β : I →R
n son

dos curvas derivables, entonces es fácil ver que

d
dt
〈α,β〉 = 〈α̇,β〉+ 〈α, β̇〉.

Afirmamos que si α(t) , 0, entonces (‖α‖)· = ‖α‖−1〈α,α̇〉, esto es

d
dt
‖α(t)‖ =

1
‖α(t)‖

〈α(t), α̇(t)〉. (1.1)

En efecto si g(t) = ‖α(t)‖ entonces g2 = 〈α,α〉 y por la regla de la cadena y la observación
anterior, 2gġ = 2〈α,α̇〉.

1.1.1. Ejercicios

1.1.1. Dibujar las siguientes curvas de manera aproximada. Decidir cuáles son cerradas
y cuáles no. Calcular el vector y la recta tangente a cada una de ellas en un punto
genérico t = t0.

a) α(t) = (cos(t),sen(t)) b)
{
x(t) = 3cos(πt)
y(t) = 3sen(πt)

c) c(t) = (cos(t),sen(t), t)

d) ε(t) = (2cos(t),3sen(t)) e) l(t) = (3t + 1, t − 2,−t + 4) f )


x(t) = 4cos(πt)
y(t) = 4sen(πt)
z(t) = −3t

1.1.2. Dibujar las siguientes curvas planas, que están dadas en coordenadas polares, de
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manera aproximada.

a) r = 1 + cos(θ) (cardioide) b) r2 = 4cos(2θ) (lemniscata)

c) r = θ (espiral de Arquímedes) d) r = eθ (espiral logarítmica)

e) r = sen(3θ) (flor de 3 pétalos).

1.1.3. Probar que las siguientes curvas parametrizan las dadas en el ejercicio previo:

a) α(t) = ((1 + cos(t))cos(t), (1 + cos(t))sen(t)) b)∗ α(t) =
( 2cos(t)

1+sen2(t) ,
2sen(t)cos(t)

1+sen2(t)

)
c) α(t) = (t cos(t), t sen(t)) d) α(t) = (et cos(t), et sen(t))

e) α(t) = (sen(3t)cos(t),sen(3t)sen(t)).

1.1.4. Si n ∈ N, dar una expresión en coordenadas polares y una parametrización de
una curva cuyo trazo sea una flor de n hojas.

1.1.5. Probar que, en la espiral logarítmica, el ángulo entre el radio vector −→r (que une
el origen con un punto P de la curva) y el vector tangente en P es constante.

1.1.6. Dado γ ∈ (0,π), hallar una variante de la espiral logarítmica donde el ángulo
entre el radio vector y el vector tangente sea exactamente γ (hallar una expresión en
coordenadas polares y una parametrización).

1.1.7. Probar que, en la espiral de Arquímedes, la distancia entre vueltas es constante
si se mide a lo largo del radio vector −→r .

1.1.8. Dado a > 0, hallar una variante de la espiral de Arquímedes donde la distancia
entre vueltas sea exactamente a (hallar una expresión en coordenadas polares y una
parametrización).

1.1.9. Dadas las siguientes curvas C, hallar dos parametrizaciones que las orienten que
manera distinta:

a) C el arco de parábola de ecuación y = x2 entre los puntos (−1,1) y (2,4).

b) C la circunferencia de radio 2 con centro en (2,1).

c) C la elipse de ecuación x2

a2 + y2

b2 = 1 con a, b > 0.

d) C el segmento de R
3 que une (2,3,−1) con (3,2,1).

e) C ⊂R
3 la intersección de y = x2 con x+ z = 2 en el primer octante.
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f) C la intersección de x2 + y2 + z2 = 8 con z =
√
x2 + y2.

1.1.10. * La curva plana tractriz.

a) Sea C una curva plana en el primer cuadrante, con la propiedad de que la longitud
del segmento de la recta tangente entre el punto de tangencia y la intersección con
el eje de las y es constantemente 1, esta curva es la tractriz. Probar que si α(t) =
(x(t), y(t)) es una parametrización de C, entonces se verifica la ecuación diferencial

y′(t)
x′(t)

= ±
√

1− x(t)2

x(t)

(haciendo un gráfico aproximado se verifica que debe tomarse el signo −).

b) Probar que si C es el gráfico de y = y(x), entonces y verifica la ecuación diferencial
dy
dx = ±

√
1−x2

x .

c) Probar que y = y(x) = ln
(

1+
√

1−x2

x

)
−
√

1− x2 es una tractriz.

1.1.11. Calcular la longitud L(C) =
∫ b
a
‖α′‖ de todas las curvas del ejercicio 1.1.9. En el

caso de la elipse, dejar planteada la integral (no tiene primitiva elemental).
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1.2. Reparametrizaciones

El Ejemplo 1.1.7 nos muestra que hay muchas maneras de parametrizar la misma
curva. Cuando α,β son dos parametrizaciones de la misma curva C, decimos que β es
una reparametrización de α (y viceversa).

Definición 1.2.1. Si α : [a,b] → R
n es una curva regular, y tomamos una función ϕ :

[a,b]→ [c,d] biyectiva y derivable, con ϕ′(x) , 0 para x ∈ (a,b), entonces

β = α ◦ϕ−1 : [c,d]→R
n (1.2)

es una reparametrización de α.

Observar que como ϕ es biyectiva y con derivada no nula, entonces su inversa ϕ−1 :
[c,d]→ [a,b] también es derivable, y su derivada se puede calcular mediante

d
ds

(
ϕ−1(s)

)
=

(
ϕ−1

)′
(s) =

1
ϕ′ (ϕ−1(s))

o también de la forma:
(
ϕ−1

)′
(ϕ(t)) =

1
ϕ′ (t)

(1.3)

para s ∈ (c,d) y t ∈ (a,b) (por el teorema de la función inversa). Este hecho implica que β
también resulta ser una parametrización regular. Además tanto ϕ′ como

(
ϕ−1

)′
tienen

el mismo signo que se conserva en sus intervalos de definición, de donde resulta que ϕ
y ϕ−1 son ambas estrictamente crecientes o ambas estrictamentte decrecientes.

Definición 1.2.2. Diremos que una reparametrización β de α como en (1.2) conserva la
orientación de α si la curva C se recorre en el mismo sentido con ambas parametrizacio-
nes (equivalentemente, si ϕ y por lo tanto ϕ−1 son crecientes). Por otro lado, diremos
que β invierte la orientación de α, si la curva C se recorre en el sentido opuesto con cada
parametrización (equivalentemente, si ϕ y por lo tanto ϕ−1 son decrecientes).

α

α(a)

α(b)

β(b)

β(a)

β

Figura 1.5: Reparametrización β(s) = α(a+ b − s) de α : [a,b]→R
n, con la orientación opuesta

Para cada curva regular a trozos C, y cada intervalo [ti , ti+1] de regularidad de al-
guna parametrización α : [a,b]→ R

n, una reparametrización es simplemente un cambio
de variable real en el parámetro, pero elegido de tal manera que el mismo sea suave y
preserve el sentido (orientación) del recorrido de α en todos los intervalos [ti , ti+1], o
bien que invierta el sentido del recorrido de α.



1.2 Reparametrizaciones 9

Ejemplo 1.2.3. Volviendo al caso de un único intervalo de regularidad, y a modo de
ejemplo: tomamos la recta α(t) = tV +P , y nos quedamos con el segmento que va desde
P hasta V + P (esto es, tomamos t ∈ [0,1]) entonces tomando

β(s) = (s2 − 1)V + P ,

con s ∈ [1,
√

2], se verifica que β es reparametrización de α. En efecto, la función f :
[0,1]→ [1,

√
2] dada por f (t) =

√
t + 1 es biyectiva: si llamamos s = f (t), hallar la función

inversa de f es simplemente despejar t de la ecuación dicha, es decir despejar t de la
ecuación s =

√
t + 1. El despeje nos da t = f −1(s) = s2 − 1, luego β(s) = α ◦ f −1(s) =

α(s2 − 1) = (s2 − 1)V + P . Notemos que α(0) = P = β(1), α(1) = V + P = β(
√

2) lo que nos
dice que α y β recorren la misma curva en el mismo sentido, sólo que con diferentes
velocidades.

Veamos esto último, relacionado con la longitud, con más detalle: α′(t) = V , luego
‖α′(t)‖ = ‖V ‖ = cte, mientras que β′(s) = 2sV , luego ‖β′(s)‖ = 2s‖V ‖. Sin embargo,

L1
0(α) =

∫ 1

0
‖α′‖ =

∫ 1

0
‖V ‖ = ‖V ‖,

y también

L
√

2
1 (β) =

∫ √2

1
2s‖V ‖ = ‖V ‖

∫ √2

1
2sds = ‖V ‖s2|

√
2

1
= ‖V ‖(2− 1) = ‖V ‖.

Es decir, a pesar de que las velocidades son distintas, la longitud medida con una u otra
parametrización es la misma. Esto no es casual, sino que es un hecho general, bastante
lógico, que enunciamos a continuación:

Teorema 1.2.4. Sea C ⊂R
n curva regular a trozos. Sea α : [a,b]→R

n una parametrización
regular a trozos de C y β : [c,d]→R

n una reparametrización regular a trozos de α. Entonces

Lba(α) = Ldc (β) = L(C),

es decir, la longitud de una curva regular a trozos no depende de la reparametrización usada.

Demostración. La prueba es consecuencia del teorema sobre integrales de línea que de-
mostramos a continuación, para el caso particular f ≡ 1.

De aquí en más, y siempre que sea necesario distinguirlas, denotamos (·)′ = d
ds la

derivada respecto del parámetro real s, y denotamos (·)˙ = d
dt la derivada respecto del

parámetro real t.

Teorema 1.2.5. SeaC ⊂R
n una curva regular a trozos. Sean α : [a,b]→R

n y β : [c,d]→R
n

parametrizaciones regulares a trozos de C, con β una reparametrización de α como en (1.2).
Entonces para toda función continua f : C→R, se tiene∫ b

a
(f ◦α) (t) ‖α̇(t)‖ dt =

∫ d

c
(f ◦ β) (s) ‖β′(s) ‖ds. (1.4)
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Demostración. Podemos suponer, dividiendo las integrales en pedazos, que la curva C
es regular. Sea ϕ : [a,b]→ [c,d] biyectiva y de clase C1 de manera que β(s) = α(ϕ−1(s))
sea una reparametrización de α (o lo que es igual α(t) = β(ϕ(t))). Entonces β′(s) =
α̇(ϕ−1(s))(ϕ−1)′(s) o también α̇(t) = β′(ϕ(t))ϕ̇(t). Llamando s = ϕ(t), se tiene ds = ϕ̇(t)dt,
y la integral de la izquierda se puede escribir como∫ b

a
(f ◦α)(t) ‖α̇(t)‖ dt =

∫ b

a
f (α(t)) ‖β′ (ϕ(t)) ϕ̇(t)‖ dt (1.5)

=
∫ b

a
f (β(ϕ(t))) ‖β′ (ϕ(t)) ϕ̇(t)‖ dt.

Consideremos primero el caso en que ϕ sea creciente (es decir, cuando β conserva la
orientación de α). En este caso resulta entonces que ϕ̇(t) > 0 (por lo que ‖β′ (ϕ(t)) ϕ̇(t)‖ =
‖β′ (ϕ(t))‖ |ϕ̇(t)| = ‖β′ (ϕ(t))‖ ϕ̇(t)), y además ϕ(a) = c, ϕ(b) = d. Entonces la integral
anterior (1.5) es igual a:∫ b

a
f (β(ϕ(t))) ‖β′ (ϕ(t))‖ ϕ̇(t) dt =

∫ ϕ(b)=d

ϕ(a)=c
f (β(s)) ‖β′ (s)‖ ds =

∫ d

c
f (β(s)) ‖β′ (s)‖ ds

donde las últimas igualdades se obtienen utilizando la sustitución s = ϕ(t) con ds =
ϕ̇(t)dt. Esto prueba la identidad (1.4) para el caso en que ϕ sea creciente (β conserva
orientación dada por α a C).

En el caso en que ϕ sea decreciente (es decir, cuando β invierte la orientación de α),
resulta que ϕ̇(t) < 0. Entonces ahora

‖β′ (ϕ(t)) ϕ̇(t)‖ = ‖β′ (ϕ(t))‖ |ϕ̇(t)| = ‖β′ (ϕ(t))‖ (−ϕ̇(t)) ,

y además ϕ(a) = d, ϕ(b) = c. Entonces en este caso la integral (1.5) es igual a:∫ b

a
f (β(ϕ(t))) ‖β′ (ϕ(t))‖ (−ϕ̇(t)) dt = −

∫ ϕ(b)=c

ϕ(a)=d
f (β(s)) ‖β′ (s)‖ ds

= −
(
−
∫ d

c
f (β(s)) ‖β′ (s)‖ ds

)
donde la primera igualdad se obtiene utilizando la sustitución s = ϕ(t) con ds = ϕ̇(t)dt

y la segunda igualdad a partir de que
∫ c
d
g = −

∫ d
c
g. Esto prueba la identidad (1.4) para

el caso en que ϕ sea decreciente (β invierte la orientación dada por α a C).

Corolario 1.2.6. Sea C ⊂ R
n curva regular a trozos. Sean α : [a,b]→ R

n una parametriza-
ción regular a trozos de C y β : [c,d]→ R

n una reparametrización de α. Entonces para todo
campo continuo F : C→R

n, se tiene∫ b

a
〈F ◦α(t), α̇(t)〉dt =

∫ d

c
〈F ◦ β(s),β′(s)〉ds, si β conserva la orientación de α
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y ∫ b

a
〈F ◦α(t), α̇(t)〉dt = −

∫ d

c
〈F ◦ β(s),β′(s)〉ds, si β invierte la orientación de α.

Demostración. Definimos f : C→R a lo largo de C como

f (α(t)) = 〈(F ◦α)(t),
α̇(t)
‖α̇(t)‖

〉.

Usando la notación del teorema anterior s = ϕ(t), para ϕ : [a,b]→ [c,d], notemos que si
α y β tienen la misma orientación resulta

α̇(t)
‖α̇(t)‖

=
β′(ϕ(t))
‖β′(ϕ(t))‖

y si tienen orientación opuesta

α̇(t)
‖α̇(t)‖

= −
β′(ϕ(t))
‖β′(ϕ(t))‖

.

Esto implica que f (α(t)) = f (β(s)) en el primer caso y que f (α(t)) = −f (β(s)) en el se-
gundo.

Luego, resulta∫ b

a
〈(F ◦α)(t), α̇(t)〉 dt =

∫ b

a
〈(F ◦α)(t),

α̇(t)
‖α̇(t)‖

‖α̇(t)‖〉 dt

=
∫ b

a
〈(F ◦α)(t),

α̇(t)
‖α̇(t)‖

〉 ‖α̇(t)‖ dt =
∫ b

a
(f ◦α)(t) ‖α̇(t)‖ dt

Teo. 1.2.5= ±
∫ d

c
(f ◦ β)(s) ‖β′(s)‖ = ±

∫ d

c
〈(F ◦ β)(s),β(s)〉 ds

donde la anteúltima igualdad es consecuencia del teorema previo y los signos ± de-
penden de si f (α(t)) = f (β(s)) o si f (α(t)) = −f (β(s)) como se analizó al comienzo de
la demostración (que corresponden a los casos en que β conserve (signo +) o invierta
(signo −) la orientación dada por α a la curva C).

1.2.1. Parametrización por longitud de arco

Definición 1.2.7. Para una curva regular a trozos C, diremos que C está parametrizada
por longitud de arco si α parametriza a C y ‖α′(t)‖ = 1 para todo t ∈ [a,b]. Diremos que
la rapidez de α es constante si ‖α′(t)‖ = cte.

Observando un dibujo, deberia ser claro que una curva regular siempre se puede
recorrer con velocidad unitaria. Más precisamente:
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Teorema 1.2.8. Sea C ⊂ R
n curva regular a trozos parametrizada por α. Entonces, si 0 <

` = L(C) < ∞, existe una única curva regular a trozos β : [0, `] → R
n que parametriza a

C con el mismo sentido, de manera que ‖β′(s)‖ = 1 para todo s ∈ [0, `]. Es decir, β es una
reparametrización por longitud de arco de α. Además si α es de clase Ck entonces β lo es
(k ∈N).

Existe también una reparametrización γ : [0,1] → R
n con rapidez constante (es decir

‖γ ′(s)‖ = ` = L`0(β)).

Demostración. Basta probar la afirmación para una curva regular, haciendo la prueba
en cada intervalo de regularidad. Entonces tenemos que α : [a,b]→ R

n es una parame-
trización regular de C. En particular, ‖α̇(t)‖ > 0 para todo t ∈ (a,b). Sea ` = Lba(C). Vamos
a reparametrizar C entre α(a) y α(b). Definimos d : [a,b]→ [0, `] como

d(t) =
∫ t

a
‖α̇(x)‖ dx, para t ∈ [a,b].

Observemos que esta integral existe para todo t ∈ [a,b] ya que α es regular (en particular
α ∈ C1, ver (1.1.1)). Como ḋ(t) = ‖α̇(t)‖ > 0, d es estricamente creciente, y como d(a) = 0,
d = `, d es biyectiva. Además, por el el teorema de la función inversa, d−1 : [0, `]→ [a,b]
es derivable y (

d−1
)′

(d(t)) =
1

ḋ(t)
=

1
‖α̇(t)‖

∀ t ∈ (a,b) (1.6)

(ver (1.3)).

Consideramos β : [0, `] → R
n dada por β(s) =

(
α ◦ d−1

)
(s) donde usamos s para la

variable que vive en [0, `], y reservamos t para la variable que vive en [a,b]. Notemos
que s = d(t), mientras que d−1(t) = s con esta notación.

Claramente, como d−1 recorre [a,b] cuando s recorre [0, `], β = α ◦ d−1 recorre la
imagen de α, es decir C, entre α(a) y α(b). Como además d−1 ∈ C1 ya que ḋ′ = ‖α̇‖ es
continua (ver (1.1.5)) y ḋ , 0, también es claro que β es suave en el interior del intervalo,
por ser composición de funciones suaves. Veamos que β es una parametrización con
velocidad unitaria. Para ello, derivamos

β′(s) =
d
ds

(
α
(
d−1(s)

))
= α̇

(
d−1(s)

) (
d−1

)′
(s)

mediante la regla de la cadena. Es decir, recordando que s = d(t) y la fórmula de la
derivada de la inversa (1.6), resulta que

β′(s) = α̇(t)
1
‖α̇(t)‖

.

Tomando normas y recordando que V /‖V ‖ es siempre un vector unitario, se tiene que
‖β′(s)‖ = 1 para todo s ∈ (0, `), que nos dice que β está p.x.l.a. Además si α es Ck , enton-
ces d es Ck y el teorema de la función inversa nos dice que d−1 también, luego β = α◦d−1

es Ck .
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Para ver la unicidad, notemos que si γ : [0,K] → R
2 es otra reparametrización

con rapidez 1, debe ser γ(u) = α ◦ ϕ(u) para alguna ϕ : J → [0,K] estrictamente cre-
ciente (tiene el mismo sentido). Equivalentemente ϕ′(u) > 0. Entonces 1 = ‖γ̇(u)‖ =
ϕ′(u)‖α̇(ϕ(u))‖ así que ϕ′(u) = ‖α̇(ϕ(u))‖−1 lo que nos dice que ϕ es solución de la
misma ecuación diferencial que d−1. Como ϕ(0) = a = d−1(0), por la unicidad de las
soluciones debe ser ϕ = d, y además d−1(K) = ϕ(K) = b = d−1(`) luego K = `.

Para reparametrizar con rapidez constante en el intervalo [0,1], tomamos γ(s) =
β(s`). definida claramente en [0,1] y además γ ′(s) = β′(s`)` luego ‖γ ′(s)‖ = `‖β′(s`)‖ =
`1 = `.

Observación 1.2.9. En general es falso que si α es una curva regular, y β (su reparame-
trización por longitud de arco) es de clase Ck (k ≥ 2), entonces α era Ck . Por ejemplo
consideremos α(t) = (t5/3 + t,0) con t ∈ R, entonces α̇(t) = (5/3t2/3 + 1,0) que es regular,
pero no es C2. Sin embargo, es claro (y puede el lector verificarlo) que al reparametrizar
α por longitud de arco obtenemos β(s) = (s,0), que es de clase C∞.

1.2.2. Rectificación (de un arco)

En esta sección vamos a dar una idea geométrica más precisa de por qué la longi-
tud de arco se mide integrando la rapidez de una curva, más explícita que la idea de
que la distancia se obtiene integrando la velocidad. Para ello recordamos primero dos
resultados del cálculo:

Teorema 1.2.10. Sea α : [a,b] → R
2 curva regular, con α(t) = (x(t), y(t)) y consideremos

a ≤ s < t ≤ b]. Entonces existen cx, cy ∈ (s, t) tales que

α(t)−α(s) = (x(t)− x(s), y(t)− y(s)) = (x′(cx), y
′(cy))(t − s).

Demostración. Basta aplicar el teorema del valor medio de Lagrange a las funciones
x,y : [s, t]→ R. Este teorema, recordemos, dice que si g : [a,b]→ R es continua y deri-
vable en el interior, entonces existe c ∈ (a,b) tal que

g ′(c) =
g(b)− g(a)
b − a

.

Teorema 1.2.11. Si g : [a,b]→ R es una función continua, y π = {a = t0 < t1 < · · · < tn−1 <
tn = b} es una partición de [a,b], entonces para cualquier elección de ci ∈ (ti , ti+1), se tiene

n−1∑
i=0

g(ci)(ti+1 − ti) −→
∫ b

a
g

cuando refinamos la partición y hacemos tender la distancia entre los ti a cero (haciendo
tender n→∞).
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Tomemos ahora una curva regular C parametrizada por α : [a,b]→R
2. Una primera

y muy burda aproximación a su longitud, es considerar ` = ‖α(b) −α(a)‖. Observemos
que mientras menos curvada esté C, más precisa es esta aproximación. Si queremos me-
jorar la aproximación, podemos tomar algún punto intermedio t1 ∈ (a,b) y considerar

` ' ‖α(t1)−α(a)‖+ ‖α(b)−α(t1)‖.

Esta sigue siendo inexacta, pero mejora la anterior. Se puede observar gráficamente
(ver la Figura 1.6) que tomando una partición π = {a = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = b} del
intervalo [a,b] y considerando la suma de longitudes de segmentos

` '
n−1∑
i=0

‖α(ti+1)−α(ti)‖

se obtiene una aproximación que mejora a medida que n crece.

Figura 1.6: Longitud de una poligonal para aproximar la longitud de una curva

Veamos que esta cantidad tiende a Lba(α) cuando n→∞. Esto justificaría plenamen-

te la definición que dimos para Lba(α) =
∫ b
a
‖α′‖. Observemos que cuando refinamos la

partición, como cxi , cyi ∈ (ti , ti+1), podemos suponer al pasar al límite que cxi = cyi = ci
para todo i (esta afirmación la justificamos al final de la discusión). Luego

` '
n−1∑
i=0

‖α(ti+1)−α(ti)‖ =
n−1∑
i=0

‖α′(ci)‖ (ti+1 − ti) (1.7)

apelando al Teorema del valor medio de Lagrange (Teorema 1.2.10). Refinando la par-
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tición y tomando límite, obtenemos

n−1∑
i=0

‖α′(ci)‖ (ti+1 − ti) −→n→∞

∫ b

a
‖α′(s)‖ ds

recordando las sumas de Riemann (Teorema 1.2.11), aplicadas a la función real dada
por g(s) = ‖α′(s)‖.

Para justificar rigurosamente el paso (1.7) de la discusión de arriba, notamos que
como estamos suponiendo que α es de clase C1, y denotando ∆i = ti+1 − ti , podemos
encontrar una partición suficientemente pequeña tal que∣∣∣‖α(ti+1)−α(ti)

∆i
‖ − ‖α̇(ci)‖

∣∣∣ < ε (1.8)

para todo ci ∈ ∆i . Esto permite comparar cualquier suma de longitudes sobre particio-
nes, con cualquier suma de Riemann de la integral.

Hemos probado que el número Lba(α) =
∫ b
a
‖α′‖ representa en efecto la longitud de

la curva C parametrizada por α, pensada como límite de sumas de longitudes de seg-
mentos que la aproximan. Este proceso se conoce como rectificación del arco.

Observación 1.2.12. Si β : I → R
n es una curva continua, podemos definir su integral

coordenada a coordenada, obteniendo así una nueva curva t 7→
∫ t
t0
β(t)dt (ver el Ejercicio

1.3.20). En particular

‖α(b)−α(a)‖ = ‖
∫ b

a
α̇(t)dt‖ ≤

∫ b

a
‖α̇(t)‖dt

en cualquier intervalo, y entonces para cualquier partición {ti}i del intervalo [a,b],

n−1∑
i=0

‖α(ti+1)−α(ti)‖ ≤
n−1∑
i=1

∫ ti+1

ti

‖α̇(t)‖dt =
∫ b

a
‖α̇(t)‖dt = Lba(α).

Entonces el proceso de rectificación siempre aproxima por debajo el número que defini-
mos como longitud de la curva, Lba(α). Se deduce también que si definimos `(α) como
el supremo sobre todas las particiones,

`(α) = sup
π

∑
i

dist(α(ti),α(ti+1)

debe ser `(α) ≤ L(α). Notemos que el número `(α) puede definirse aunque α no sea de
clase C1 (basta en realidad que α sea absolutamente continua.

Problema 1.2.13. Dejamos como ejercicio ver que, usando (1.8), se tienen `(α) = L(α)
cuando la curva es de clase C1 a trozos.



16 Curvas

1.3. Unicidad de curvas cortas (minimizantes) en el espacio
Euclídeo

Para terminar el capítulo de curvas, probaremos que la distancia entre dos puntos
de R

n se realiza únicamente con el segmento que une los extremos.

Definición 1.3.1. Definimos la distancia entre dos puntos como el ínfimo de las longi-
tudes de las curvas que unen dos puntos dados. Una curva es corta (o minimizante) si
su longitud es igual a la distancia entre los extremos. Es decir, si el infimo es un minimo
y se realiza en dicha curva.

Sean P ,Q ∈ R2 y sea s(t) = t(Q − P ) + P , definido en el intervalo [a,b] = [0,1] (notar
que s(1) =Q,s(0) = P . Esta curva especial se denomina segmento que une P con Q, es un
segmento de la recta generada por P y Q, y tiene longitud ‖P −Q‖.

Teorema 1.3.2. El segmento s : [0,1]→ R
n dado por s(t) = P + t(Q − P ) es la única curva

corta que une los puntos P ,Q ∈Rn, con longitud ‖P −Q‖ = dist(P ,Q).

Demostración. Sea α : R→R
3 una curva parametrizada por longitud de arco. Conside-

ramos un intervalo [a,b] ⊂R y α(a) = P y α(b) =Q. Para todo vector V vale

〈Q − P ,V 〉 =
∫ b

a
〈α̇(t),V 〉dt ≤

∫ b

a
‖α̇(t)‖dt‖V ‖

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz 〈W,V 〉 ≤ ‖W ‖‖V ‖. Tomamos V = Q−P
‖Q−P ‖ en la

desigualdad anterior, ‖V ‖ = 1 y entonces

‖Q − P ‖ ≤ Lba(α).

Como α era cualquier curva que unia P con Q, se deduce que la curva con menor lon-
gitud de arco que une los puntos P = α(a) con Q = α(b) es la línea recta, y por eso
dist(P ,Q) = ‖Q − P ‖.

Ahora veamos que es la única curva: si hubiera una distinta, α : [a,b]→ R
n, α(a) =

P ,α(b) = Q, tomamos t ∈ (a,b) y consideramos el segmento s1 que une P con α(t) = R,
seguido del segmento s2 que une R = α(t) con Q. Entonces

‖P −Q‖ ≤ ‖P −R‖+ ‖R−Q‖ = L(s1) +L(s2) ≤ Ls0(α) +L1
s (α) = L1

0(α) = ‖P −Q‖.

Entonces ‖P −Q‖ = ‖P − R‖ + ‖R −Q‖ y esto sólo es posible si P ,Q,R están alineados
(Ejercicio 1.3.21), o equivalentemente α(t) = R está en el segmento que une P ,Q. Luego
la imagen de α coincide con la del segmento, y entonces α es una reparametrización
del segmento.
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1.3.1. Ejercicios

1.3.12. Hallar una parametrización por longitud de arco de:
a) una hélice b) la espiral logarítmica, c) la tractriz.

1.3.13. Probar que si todas las rectas tangentes a una curva C son paralelas a una recta
dada L, entonces la curva C en cuestión es una recta (se puede suponer que C está
parametrizada por longitud de arco).

1.3.14. Dados los planos π1 : x + y + z = 0, π2 : x − y − z = 0, hallar las normales N1,N2
de ambos planos y hallar la recta intersección L = π1 ∩ π2 de ambos planos. Probar
que el vector director V de la recta L se puede obtener como V = N1 ×N2 y explicar
gráfica, geométricamente este hecho en general (no sólo para estos dos planos, sino
para cualquier par de planos por el origen).

1.3.15. Si F : R3 → R es de clase C1, recordar que el vector normal a la superficie de
nivel S = {F(x,y,z) = cte} está dado porN (x,y,z) = ∇F(x,y,z). Calcular el plano tangente
a S = {(x,y,z) : x2 + y2 + z2 = 1} en el punto P = (1/

√
2,0,1/

√
2).

1.3.16. Sea S2 = {(x,y,z) : x2 + y2 + z2 = 1} la esfera unitaria de R
3, sean M1 = {z = 0},

M2 = {y = 0}, M3 = {z = x2 + y2} tres superficies.

a) Representar gráficamente S2 ∩Mi para i = 1,2,3.

b) Calcular un vector tangente a la curva Ci = S2 ∩Mi para i = 1,2,3, representar grá-
ficamente.

c) Calcular los vectores normales a S2 y a M1 en el punto P = (1,0,0) y probar que su
producto vectorial es tangente a C1 en P .

1.3.17. Dadas dos funciones F,G : R3→R, probar que un vector tangente a la curva en
R

3 definida por
(F(x,y,z) = 0)∩ (G(x,y,z) = 0)

es t = ∇F×∇G.

1.3.18. Probar que α : I → R
3 está contenida en una esfera con centro en el origen si y

sólo si α′(t) es ortogonal a α(t) para todo t ∈ I .

1.3.19. Si α es una curva con ‖α′(t)‖ = cte, probar que α′′(t) es siempre ortogonal a α′(t).

1.3.20. Dada una curva α : [a,b]→ R
2 continua dada por α(t) = (x(t), y(t)), definimos

W =
∫ b
a
α ∈ R2 como el vector constante que se obtiene al integrar cada coordenada, es

decir ∫ b

a
α(t)dt =

(∫ b

a
x(t)dt,

∫ b

a
y(t)dt

)
.
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a) Probar que
∫ b
a
kα = k

∫ b
a
α para toda constante k ∈R.

b) Probar que si β : [a,b]→R es otra curva, entonces
∫ b
a

(α + β) =
∫ b
a
α +

∫ b
a
β.

c) Probar que para todo V ∈R2, vale 〈
∫ b
a
α(t)dt,V 〉 =

∫ b
a
〈α(t),V 〉dt.

d) Probar que ‖
∫ b
a
α(t)dt‖ ≤

∫ b
a
‖α(t)‖dt.

e) Probar que
∫ b
a
α̇(t)dt = α(b)−α(a).

1.3.21. Probar que si P ,Q,R ∈ Rn verifican ‖P −Q‖ = ‖P −R‖+ ‖R−Q‖, entonces P ,Q,R
están alineados y además Q está en el segmento que une P con Q.



2 Curvatura: curvas planas

Todo cambio en la dirección de
movimiento involucra una
aceleración.

Sir Isaac Newton

En esta sección queremos estudiar cuánto se dobla una curva concreta en el plano,
y dar un número real, que sea un invariante de la curva en cada punto, que represente
esta noción geométrica. Idealmente, queremos que las rectas tengan curvatura nula, y
las circunferencias curvatura constante.

2.1. Círculo osculador

Entonces comenzamos definiendo la curvatura κL de una recta L ⊂ R
2 cualquiera

como κL = 0. Ahora vamos a definir la curvatura κC de una circunferencia C ⊂ R
2 de

radio R como κC = 1/R. Observemos que a mayor radio, menor la curvatura y viceversa.
Una circunferencia muy pequeña está muy curvada, y una recta puede entenderse como
el caso límite de una circunferencia "de radio infinito". Veremos que estos son los dos
únicos casos de curvas con curvatura constante, es decir, cuya curvatura no depende
del punto.

Para el caso de una curva cualquiera C ⊂ R
2, y un punto P ∈ C, vamos a definir la

curvatura κ(P ) como 1/RP donde RP es el radio de la circunferencia que mejor aproxima
C en el punto P .

Para definir “que sea la que mejor aproxima” observamos que toda circunferencia
se puede recorrer con una parametrización

c(s) = (Rcos(s/R),Rsen(s/R)) + P

donde R es el radio y P es el centro (notar que esta es una parametrización por longitud
de arco de la circunferencia, lo cual hace esencialmente únicas sus derivadas primera
y segunda). Supongamos que la circunferencia toca la curva parametrizada por α : I →
R

2 en el punto P = α(t). Es decir, que existe s ∈ [0,2π) tal que c(s) = α(t). Supongamos
también que la circunferencia es tangente a la curva, es decir c′(s) es un múltiplo de
α̇(t). Si suponemos que α está parametrizada por longitud de arco, se deduce que debe

https://es.wikipedia.org/wiki/Leyes_de_Newton
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ser c′(s) = α̇(t). Esto por ahora no aporta información sobre el radio R = RP que estamos
buscando, pues hay infinitas circunferencias con esta propiedad (ver Figura 2.1).

Figura 2.1: Cada P = α(t) de la curva C tiene infinitas circunferencias tangentes.

Vamos a pedir que la circunferencia aproxime a la curva a segundo orden es decir,
que c′′(s) = α̈(t).

Se tiene entonces

c′′(s) = 1/R(−cos(s/R),−sen(s/R)) = α̈(t),

lo que nos dice que 1/R = ‖α̈(t)‖. La enseñanza de esta cuenta sencilla es que:

Si α está parametrizada por longitud de arco, entonces κα(P ) = ‖α̈(t)‖ = 1/RP , donde
P = α(t), y RP es el radio de la única circunferencia que aproxima a segundo orden a la
curva α en P .

Adoptamos entonces la notación κα(t) = ‖α̈(t)‖, y como la parametrización por lon-
gitud de arco es esencialmente única salvo el signo u orientación, podemos decir que
κC(t) = ‖α̈(t)‖ indica la curvatura de la curva C en el punto P = α(t), donde α es la
parametrización por longitud de arco de C. Observemos que esta definición es consis-
tente con lo ya discutido: si tenemos una recta, la derivada segunda (parametrizando
por longitud de arco) es nula, luego la curvatura es nula; si tenemos una circunferencia
de radio R, la derivada segunda se obtiene según la fórmula anterior y claramente la
curvatura es constante = 1/R.

Lo que queremos hacer ahora es obtener una fórmula general, que nos diga cuán-
to vale κC en el punto P = α(t) cuando α es cualquier parametrización regular de C.
Obviamente, queremos que no dependa de la parametrización, ya que la curvatura la
definimos como algo intrínseco. Y por supuesto, queremos que cuando la curva está
parametrizada por longitud de arco, recuperemos la fórmula sencilla previa.

Estas necesidades nos muestran la línea de pensamiento para obtener la fórmula
general: comenzamos con una parametrización regular cualquiera α : I → R

2 de la
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curva C. Existe entonces una parametrización β : J →R
2 de la misma curva, pero ahora

β es una p.x.l.a., ciertamente P = α(t) = β(s) para algún par de números t ∈ I, s ∈ J . La
discusión previa nos muestra que κC(P ) = ‖β′′(s)‖, lo que queremos ahora es dar una
fórmula usando la parametrización que si tenemos, que es α.

Recuperando el argumento de la Sección 1.2.1 , tenemos que β(s) = α ◦d−1(s), luego
β′(s) = α̇(d−1(s))(d−1)′(s) = α̇(d−1) 1

‖α̇(d−1)‖ donde omitimos la variable s por comodidad.
Ahora derivamos nuevamente para obtener

β′′(s) = α̈(d−1)
1

‖α̇(d−1)‖2
+ α̇(d−1)

(−1)
‖α̇(d−1)‖2

1
‖α̇(d−1)‖

〈
α̇(d−1), α̈(d−1)

1
‖α̇(d−1)‖

〉
donde utilizamos la fórmula de la derivada de la norma (1.1) y la regla de la cadena

d
dt
α̇(d−1) = α̈(d−1)

1
‖α̇(d−1)‖

.

Como d−1(s) = t podemos omitir d−1 (recordando luego que β y sus derivadas se evalúan
en s, mientras que α y sus derivadas se evalúan en t). Tenemos entonces

β′′ =
α̈

‖α̇‖2
− α̇

‖α̇‖4
〈α̇, α̈〉. (2.1)

Sabemos que la curvatura de C en P = β(s) es igual a κβ(s) = ‖β′′(s)‖ por ser β una
parametrización por longitud de arco de C. Como P = α(t), podemos calcular la curva-
tura de C en este punto usando la fórmula de arriba, que utiliza únicamente α y sus
derivadas. Es decir

κC(P ) = κα(t) =
∥∥∥∥∥ α̈

‖α̇‖2
− α̇

‖α̇‖4
〈α̇, α̈〉

∥∥∥∥∥ .
Vamos a reordenar esta expresión para obtener una fórmula más compacta. Elevando
al cuadrado:

κ2
α(t) =

1
‖α̇‖8

∥∥∥α̈‖α̇‖2 − α̇〈α̇, α̈〉∥∥∥2

=
1
‖α̇‖8

(
‖α̈‖2‖α̇‖4 + ‖α̇‖2〈α̇, α̈〉2 − 2〈α̇, α̈〉2‖α̇‖2

)
=

1
‖α̇‖6

(
‖α̈‖2‖α̇‖2 − 〈α̇, α̈〉2

)
.

En consecuencia,

κα(t) =
1
‖α̇‖3

√
‖α̈‖2‖α̇‖2 − 〈α̇, α̈〉2. (2.2)

Esta es la primera versión de la fórmula para la curvatura de una curva regular a
trozos. El lector puede verificar que cuando α está parametrizada por longitud de arco,
se reduce a la expresión original κα = ‖α̈‖.
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2.1.1. Orientación, área orientada

En esta sección vamos a introducir la noción de orientación y área orientada, una
idea geométrica relevante que nos permitirá entre otras cosas darle un signo a la cur-
vatura (que dependerá de para qué lado está curvándose la curva en cada instante) y
obtener otras fórmulas equivalentes a (2.2) para κ.

Definición 2.1.1. Dada una base de vectores {v,w} en R
2, diremos que la base está

orientada positivamente si det(v,w) > 0, y que está orientada negativamente si det(v,w) <
0. Notar que la orientación de la base {v,w} es opuesta a la orientación de {w,v}, es decir,
estamos tomando bases orientadas.

Definimos el ángulo entre los vectores v y w como el único θ ∈ [0,π] tal que 〈v,w〉 =
‖v‖‖w‖cosθ. De los dos ángulos posibles formados en el plano que determinan v y w, θ
siempre es el menor de ellos o bien θ = π. Observar que en el caso en el que v,w son l.i.,
debe ser 0 < θ < π. El lector puede verificar con ejemplos que la orientación de {v,w} es
positiva si el ángulo medido desde v hasta w es positivo (en contra del reloj), mientras
que es negativa si el ángulo medido desde v hasta w es negativo (a favor del reloj).

Una base orientada nos permite introducir la noción de área orientada. Esto es, el
área orientada es el área del paralelogramo generado por v,w con un signo acorde a
la orientación de la base {v,w}. Asi por ejemplo el área orientada generada por v =
(1,0),w = (0,1) es = 1 mientras que el área orientada generada por v = (1,1),w = (1,−1)
es = −2.

Veamos una manera práctica de calcular esta área, con su signo. Vamos a denotar
con µ(Ω) a la medida de un conjunto Ω ⊂R

2 (es decir, al área).

Proposición 2.1.2. Sean v,w ∈R2. Sea R el paralelogramo generado por v,w. Entonces

det(v,w) = ±µ(R) = ±‖v‖‖w‖senθ = ±
√
‖v‖2‖w‖2 − 〈v,w〉2

donde el signo es positivo si {v,w} es una base orientada positivamente y negativo en caso
contrario.

Demostración. Probaremos primero las fórmulas

µ(R) = ‖v‖‖w‖senθ =
√
‖v‖2‖w‖2 − 〈v,w〉2 (2.3)

para el área de un paralelogramo. La primera es consecuencia de que esta área se calcula
como el producto de la base del paralelogramo (que podemos suponer que ‖v‖) por la
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altura h del mismo. Como senθ = h/‖w‖ (cateto opuesto sobre hipotenusa) se deduce
que h = ‖w‖senθ lo que prueba la primera identidad µ(R) = ‖v‖‖w‖senθ. Por otra parte,
como 〈v,w〉 = ‖v‖‖w‖cosθ, se tiene

‖v‖2‖w‖2 − 〈v,w〉2 = ‖v‖2‖w‖2(1− cos2θ) = ‖v‖2‖w‖2 sen2θ.

Como senθ es positivo para θ ∈ [0,π], se tiene la segunda igualdad en (2.3).

Figura 2.2: Relación entre área y determinante

Probaremos ahora la primer fórmula det(v,w) = ±µ(R), para el caso en el que v,w
están en el primer cuadrante y orientados positivamente. Permutando v,w se obtiene
el otro signo, y el caso general tiene una prueba similar, cuidando los signos de las
coordenadas, que omitimos. Denotamos v = (a,b), w = (c,d) con a,b,c,d ≥ 0, claramente
v +w = (a+ c,b+d). Luego el dibujo del paralelogramo nos indica cómo calcular el área
(Figura 2.2).

Se tiene

µ(R) = µ([a+ c]× [b+ d])−µ(1)−µ(2)−µ(3)−µ(1′)−µ(2′)−µ(3′).

donde [a+c]×[b+d] es el rectángulo de lados paralelos a los ejes que contiene al parale-
logramo R, y en la figura se observa que por simetría, el área del triángulo (1) coincide
con la del triángulo (1′), la del (2) con la del (2′), y la del rectángulo (3) con la del (3′).
Luego

µ(R) = (a+ c)(b+ d)− 2µ(1)− 2µ(2)− 2µ(3).

Como µ(1) = ab/2, µ(2) = cd/2, µ(3) = bc, obtenemos

µ(R) = ad − bc = det(v,w).

Este resultado nos permite afirmar que el número det(v,w) es el área orientada del
paralelogramo generado por v,w. Notar que aún en el caso en el que v,w sean l.d., la
fórmula tiene sentido ya que en ese caso el área es nula.
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Definición 2.1.3. Definimos ahora los vectores tangente y normal unitario a una curva
regular α : I → R

2. Para ello, definimos el vector tangente unitario en el punto P = α(s)
como

t(s) =
α′(s)
‖α′(s)‖

.

Definimos el vector normal unitario n(s) en ese punto α(s) como el único vector unitario
tal que T(s) = {t(s),n(s)} es una base ortonormal orientada positivamente de R

2.

α(s)

α

t(s)

n(s) =Uxt(s)

Figura 2.3: Vectores tangente y normal unitarios

Observación 2.1.4. Sea Ux ∈M2(R) la matriz ortogonal dada por

Ux =
(

0 −1
1 0

)
.

Notamos que U2
x = −1 (equivalentemente U t

x = U−1
x = −U0), y que Ux(x,y) = (−y,x). Es

inmediato entonces que Ux que preserva la orientación, de hecho Ux es la rotación en
sentido positivo (antihorario) de ángulo π/2. Entonces para todo s ∈ I ,

n(s) =Uxt(s) y t(s) = −Uxn(s).

Luego si α es regular, t es continua y también n es continua. De hecho, es claro que para
todo k ∈N,

α ∈ Ck+1(I) ⇐⇒ t ∈ Ck(I) ⇐⇒ n ∈ Ck(I).

2.1.2. Curvatura orientada

Definición 2.1.5. Definimos, para α : I →R
2 regular y dos veces derivable, su curvatura

signada como

κα(t) =
1
‖α̇‖3

det(α̇, α̈) =
1
‖α̇‖3

∣∣∣∣∣ − α̇ −
− α̈ −

∣∣∣∣∣ =
1

‖α̇(t)‖3
( ẋ(t)ÿ(t)− ẏ(t)ẍ(t) ) .
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Observación 2.1.6. Notamos que esta fórmula es equivalente a la fórmula obtenida en
(2.2) gracias a la Proposición 2.1.2, con un agregado: la curvatura en R

2 tiene ahora un
signo. Este signo nos indica si la parametrización α recorre la curva en sentido horario
o antihorario en el punto en cuestión. Esto viene determinado por la relación entre α̇(t)
y su derivada α̈(t) como se ve en la Figura 2.4 .

Figura 2.4: Relación entre derivada primera, segunda y curvatura de α

Ejemplo 2.1.7. La circunferencia unitaria parametrizada con

α(t) = (cos(t),sen(t))

tiene curvatura constante κ = 1 con esta parametrización, mientras que si reparametri-
zamos en el sentido opuesto (horario) usando

β(t) = (cos(−t),sen(−t)) = (cos(t),−sen(t)),

el lector puede verificar que κ = −1.

Veamos algunas relaciones útiles entre la curva, su curvatura y sus vectores tangente
y normal:



26 Curvatura: curvas planas

Lema 2.1.8. Si α : I → R
2 es regular y C2 (resp. Ck , k ≥ 3), entonces κ es continua (resp.

Ck−2). Si α está p.x.l.a. y es dos veces derivable, entonces

t′(s) = κα(s)n(s),

y además si κ es continua (resp. Ck , k ≥ 1) entonces α es C2 (resp. Ck+2).

Demostración. Si Ux ∈M2(R) es la rotación positiva de ángulo recto dada por la matriz
de la Observación 2.1.4, entonces de la definición de curvatura signada 2.1.5 se deduce
que

κα(s) =
1

‖α′(s)‖3
〈α′′(s),Uxα′(s)〉.

Luego si α es de clase C2, obtenemos que κα : I → R es continua, y también que si α es
Ck , que κα es Ck−2.

Ahora supongamos que α está p.x.l.a. Entonces α′′ ⊥ α′ = t, luego para todo s ∈ I
existe A(s) tal que t′(s) = α′′(s) = A(s)n(s), y debe ser

A(s) = 〈α′′(s),n(s)〉 = 〈α′′(s),Uxt(s)〉 = 〈α′′(s),Uxα′(s)〉 = κα(s).

Esto nos dice que t′(s) = κα(s)n(s) como queríamos probar.

Por último, supongamos que κα es continua y que α está p.x.l.a., entonces por lo
recién probado

α′′ = t′ = κn = κUxt = κUxα
′ ,

y como α es dos veces derivable en particular α′ es continua y entonces α′′ es continua,
o sea α es C2. Si κ es C1 entonces en particular es continua luego α es C2, pero entonces
α′ es C1 y como el producto de funciones C1 es de clase C1, entonces la última ecuación
nos dice que α′′ es C1, o sea α es C3. Razonando inductivamente de esta misma manera,
se obtiene que la regularidad de α es dos veces más que la de κ.

§ En general puede no ser cierto que una curva con curvatura continua sea de clase C2.
Esto es porque su reparametrización por longitud de arco si será C2 (de acuerdo a lo
recién probado) pero α puede ser sólo regular y dos veces derivable -considerar una
variación del ejemplo en la Observación 1.2.9-. Sin embargo el lema nos dice que si α
es regular y dos veces derivable, y su curvatura es continua, entonces su reparametri-
zación por longitud de arco será C2.

Veremos más adelante que esta sutileza de otorgarle un signo a la curvatura sólo
tiene sentido para curvas en R

2, ya que en R
3 dependiendo de que lado miremos la

curva, esta se recorre en sentido horario o antihorario, es decir la orientación de una
curva no está bien definida en R

3 ya que depende del observador.

Observación 2.1.9. Tomemos una función real f , y consideremos su gráficaGr(f ) reco-
rrida de izquierda a derecha con la parametrización α : I →R

2 dada por α(t) = (t, f (t)),
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donde I =Dom(f ) ⊂R. Si f es suave, α será suave, y como α′(t) = (1, f ′(t)), α es regular.
Observemos que α′′(t) = (0, f ′′(t)), luego

κ(t) =
1

(1 + f ′(t)2)3/2
f ′′(t).

Luego la curvatura κ coincide en signo con el signo de f ′′, lo cual nos devuelve
la noción de curvatura que teníamos cuando estudiamos la curvatura de gráficas de
funciones de una variable en un curso de cálculo.

Por otra parte, el factor positivo 1
(1+f ′(t)2)3/2 aporta una normalización ya que la ve-

locidad de α no es constante en general (de hecho, nunca es constante en estos casos,
salvo que f sea constante).

2.1.3. Ejercicios

2.1.1. * Para una curva plana α(t) = (x(t), y(t)), recordemos que se define su curvatura κ
como

κ(t) =
det(α′ ,α′′)
‖α′‖3

=
x′y′′ − y′x′′

((x′)2 + (y′)2)3/2
.

Probar que si α está parametrizada por longitud de arco, entonces κ(t) = −x
′′(t)
y′(t) cada vez

que y′(t) , 0. Hallar una fórmula equivalente para cuando x′(t) , 0.

Sugerencia: como (x′)2 + (y′)2 = 1, derivando se obtiene x′x′′ + y′y′′ = 0 -ver Ejercicio
1.3.19-. Despejar x′′ de esta última ecuación y reemplazarlo en la fórmula de κ.

2.1.2. Si α está parametrizada por longitud de arco probar que κ = ±‖α′′‖.

2.1.3. Calcular la curvatura de las curvas planas de los Ejercicios 1.1.1 y 1.1.2.

2.1.4. Calcular la curvatura de la tractriz (Ejercicio 1.1.10).

2.1.5. Dada una elipse x2

a2 + y2

b2 = 1, parametrizarla, calcular su curvatura κ y hallar los
máximos y mínimos de κ(t). Interpretar geométricamente.
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2.2. Movimientos, invariantes completos

Estudiaremos en esta sección la formulación matemática de los movimientos rígidos
en el plano o el espacio.

Movimientos rígidos

Un movimiento rígido en el plano o el espacio está dado por una rotación o reflexión
seguida de una traslación. Vamos a describir matemáticamente esta acción. Definimos
primero las matrices ortogonales,

O(n) = {U ∈Rn×n : U tU = Idn×n}.

El lector puede verificar que las siguientes condiciones son equivalentes, para una
transformación lineal U ∈Rn×n (ver el Ejercicio 3.2.10),

1. U es ortogonal, es decir U es inversible y U−1 =U t,

2. ‖Uv‖ = ‖v‖ para todo v ∈Rn.

3. 〈Uv,Uw〉 = 〈v,w〉 para todo v,w ∈Rn,

4. las columnas (y/o las filas) de U forman una base ortonormal de R
n,

5. B = {v1,v2, . . . , vn} es una base ortonormal de R
n si y solo si

U (B) = {U (v1),U (v2), . . . ,U (vn)}

es una base ortonormal de R
n.

La segunda afirmación indica que U preserva longitudes y distancias, pues si P ,Q ∈Rn
y U es ortogonal, dist(P ,Q) = ‖P −Q‖mientras que

dist(UP ,UQ) = ‖UP −UQ‖ = ‖U (P −Q)‖ = ‖P −Q‖ = dist(P ,Q).

Se dice entonces que U es una isometría, la equivalencia prueba que toda isometría
lineal es necesariamente una transformación ortogonal.

La última equivalencia, reescrita como

‖Uv‖ ‖Uw‖cosθ1 = ‖v‖ ‖w‖cosθ2

donde θ1 es el ángulo entre Uv,Uw y θ2 el ángulo entre v,w, nos dice (apelando a que
U es una isometría) que θ1 = θ2. Luego U preserva los ángulos entre vectores.

En resumen, una transformación ortogonal preserva longitudes, distancias, ángulos
y es entonces un movimiento rígido. Se pueden clasificar en dos clases: las rotaciones y
las reflexiones. Las distinguimos con el determinante de U .
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Observación 2.2.1. Observemos que por ser U tU = Id, tomando determinante se tiene
det(U t)det(U ) = 1, y como det(U t) = det(U ), se tiene det(U )2 = 1. Concluimos que si U
es ortogonal, debe ser det(U ) = ±1.

Puede verse con ejemplos sencillos que las que tienen determinante positivo son ro-
taciones, y preservan la orientación, mientras que las que tienen determinante negativo
son reflexiones, e invierten la orientación.

Observación 2.2.2. Atención que no toda matriz de determinante ±1 es ortogonal. Esta
condición es necesaria para ser ortogonal, pero no suficiente. Por ejemplo,

A =
(

2 0
0 1/2

)
tiene det(A) = 1, pero A(1,0) = (2,0) = 2(1,0) luego A no preserva longitudes así que no
puede ser ortogonal.

Dado un conjunto Ω ⊂ R
n, denotaremos a su conjunto trasladado por una función

F : Rn→R
n como F(Ω). Así por ejemplo

U (Ω) = {Uv : v ∈Ω}

denota la rotación (o reflexión) del cuerpo Ω por la transformación ortogonal U .

Los otros movimientos rígidos posibles son las traslaciones, que se describen con la
suma por un vector fijo Z ∈Rn. Es decir

Ω+Z = {v +Z : v ∈Ω}

denota el trasladado de Ω en la dirección del vector Z.

Finalmente: todo movimiento rígido (rotación, reflexión, seguida de traslación) se
describe matemáticamente como un par (U,Z) dondeU ∈O(n) es una matriz ortogonal
y Z ∈Rn. De esta manera (U,Z) opera (actúa) en un cuerpo Ω ⊂R

n como

(U,Z) ·Ω =U (Ω) +Z.

Definición 2.2.3. El conjunto

E = {(U,Z) :U ∈O(n),Z ∈Rn}

se denomina grupo de transformaciones afines, grupo de movimientos rígidos o simplemen-
te grupo de Euclides.

Recordamos aquí la definición abstracta de un grupo G:

Definición 2.2.4. Un grupo es un conjuntoG con una operación productom : G×G→ G,
m(g,h) = g ·h y un elemento neutro distinguido 1G ∈ G tal que el producto es asociativo
y todo elemento tiene inversa (dado g ∈ G existe h ∈ G tal que g · h = h ·G = 1G, esta
inversa es única y se denota g−1).
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El grupo de Euclides E es en efecto un grupo con el producto

(U1,Z1) · (U2,Z2) = (U1U2,U1Z2 +Z1),

(el lector debe verificar que el producto de matrices ortogonales es una matriz or-
togonal y que esta cuenta es asociativa). El elemento neutro es 1E = (Id,0) donde Id es
la matriz identidad de n× n y 0 denota el vector nulo de R

n. Es fácil ver que el inverso
del elemento (U,Z) en el grupo de Euclides es elemento (U t ,−U tZ) (pensar por qué
geométricamente debe ser éste).

Notar que el orden es relevante, ya que trasladar y rotar no necesariamente nos
lleva al mismo cuerpo que si primero rotamos y luego trasladamos; sin embargo si
hiciéramos Ω 7→ U (Ω + Z) (es decir primer trasladamos y luego rotamos) tendríamos
U (Ω+Z) = U (Ω) +UZ = U (Ω) +Z ′, donde Z ′ = UZ ∈ Rn, lo que nos dice que también
lo podemos pensar como rotar primero y trasladar después (pero con otra traslación).

Nosotros hemos hecho una elección particular para la acción. En cualquier caso,
observemos que

(U1,Z1) · [(U2,Z2) ·Ω] = (U1,Z1) · [U2(Ω) +Z2] =U1 (U2(Ω) +Z2) +Z1

= U1U2(Ω) +U1Z2 +Z1 = (U1U2,U1Z2 +Z1) ·Ω
= [(U1,Z1) · (U2,Z2)] ·Ω,

es decir la acción es asociativa. Esta última cuenta explica en parte el por qué de la
elección o definición particular del producto en el grupo de Euclides; una justificación
mejor es geométrica y queda a cargo del lector.

2.2.1. La curvatura como invariante completo

Notemos que si α = (U,Z)·β =Uβ+Z, es decir si α se obtiene a partir de β mediante
un movimiento rígido (U es t.l. ortogonal), no debiera cambiar su curvatura. Podemos
suponer que β está parametrizada por longitud de arco. Entonces como α′ =Uβ′, α′′ =
Uβ′′ observamos primero que ‖α′‖ = ‖Uβ′‖ = ‖β′‖ = 1 luego (lógicamente) α también
está p.x.l.a. Calculemos ahora

κα = det(α′ ,α′′) = det(Uβ′ ,Uβ′′) = det(U (β′ ,β′′)) = det(U )det(β′ ,β′′) = ±κβ

dependiendo de si U invierte o preserva la orientación. Luego, recorriendo α en el
sentido adecuado, podemos afirmar que si dos curvas difieren en un movimiento rígido,
tienen la misma curvatura κ. Decimos que κ es un invariante de la curva, ya que hemos
probado que la curvatura no cambia si hacemos un movimiento rígido de la curva. Es
decir, κ es inherente a la curva y no a su disposición en el plano.

Por otra parte, recordemos que para cualquier α regular a trozos, se tiene la ba-
se orientada T = {t,n} dada por los vectores tangente y normal unitario en cualquier
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punto regular (Definición 2.1.3). Entonces t′ ,n′ (los vectores derivados de los vectores
tangente y normal) deben ser combinaciones lineales de t,n.

Supongamos que α está p.x.l.a. y es C2, entonces debe ser t′ = κn (Lema 2.1.8).
Además como 〈t,n〉 = 0, derivando esa igualdad y despejando se obtiene que 〈n′ ,t〉 =
−〈n,t′〉. Ahora escribiendo n′ = 〈n′ ,t〉t + 〈n′ ,n〉n (por ser {t,n} una base ortonormal C1,
Observación 2.1.4). Entonces

n′ = 〈n′ ,t〉t + 〈n′ ,n〉n = −〈n,t′〉t + 〈n′ ,n〉n = −〈n,κn〉t + 〈n′ ,n〉n = −κ〈n,n〉t = −κt

(ya que como 〈n,n〉 = 1 resulta al derivar que 〈n’,n〉 = 0). Esto nos permite escribir la
ecuación diferencial de primer orden

t′ = κn
n′ = −κt

(2.4)

o equivalentemente (
t′

n′

)
=

(
0 κ
−κ 0

)(
t
n

)
, (2.5)

ecuaciones válidas para cualquier curva parametrizada por longitud de arco, que tenga
derivada segunda. Por el Lema 2.1.8, α es de clase C2 si y sólo si κ es continua.

Observación 2.2.5. Si κ = 0 es constantemente nula, en la ecuación anterior observa-
mos que t′ = 0, luego debe ser t constante. Si α es una curva p.x.l.a. con κ = 0, entonces
debe ser α′(t) = t = V un vector constante. Luego α(t) = tV + P es la única solución
posible: la única curva p.x.l.a. con curvatura nula, es una recta (y debe ser ‖V ‖ = 1.

¿Qué ocurre si pedimos que κ sea constante, pero no nula? Es esperable obtener una
circunferencia, y eso es lo que muestra el ejemplo detallado que sigue.

Ejemplo 2.2.6. Si κ(s) = k , 0 es constante, nos proponemos encontrar una curva cuya
curvatura es k. Para ello, resolvemos la ecuación diferencial (2.4): derivando la primer
ecuación y reemplazando en la segunda, obtenemos t′′ = κn′ = −k2t. Así que si t =
(x(t), y(t)), ambas funciones deben verificar z′′ + k2z = 0. Esto sólo es posible si x(t) =
Acos(kt+B), y(t) = C sin(kt+D). Como además debe ser (x′)2 +(y′)2 = 1 si α está p.x.l.a,
debe ser A2 = C2 = 1 y además D = B (esta cuenta la dejamos para el lector). Entonces

α(t) =
∫ t

0
t(s)ds =

1
k

(sin(kt +B) + x0,±cos(kt +B) + y0).

que describe una circunferencia de radio R = 1/ |k| centrada en (x0, y0) (el signo define
hacia que lado recorremos la circunferencia, y la constante B desde qué punto comen-
zamos a recorrerla).
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Problema 2.2.7. Probar que la curva α parametrizada por longitud de arco tiene cur-
vatura κ = κ(s) si y sólo si t = α′ verifica la ecuación diferencial de segundo orden

κt′′ −κ′t′ +κ3t = 0.

Probar que si I = [a,b] y κ : I → R es continua, y definimos θ : I → R como θ(t) =∫ t
a
κ(s)ds, entonces la curva dada por

α(t) =
(∫ t

a
cos(θ(s))ds,

∫ t

a
sin(θ(s))ds

)
cumple esta ecuación diferencial, luego debe tener curvatura κ.

Esto nos dice que el problema de, dada una función curvatura κ : I → R continua,
hallar una curva que tenga esa curvatura, siempre tiene solución. En el teorema que
sigue veremos que la curvatura κ determina totalmente a una curva plana, salvo por
un movimiento rígido. Es decir, la curvatura en un invariante completo de las curvas
planas.

Teorema 2.2.8. Dada una función continua κ : [a,b]→R existe, salvo movimientos rígidos
(rotaciones o reflexiones seguidas de traslaciones), una única curva p.x.l.a. α : [a,b]→ R

2

cuya curvatura en α(s) es κ(s), para todo s ∈ [a,b].

Demostración. Llamando

T′ =
(

t′

n′

)
, Z =

(
0 κ
−κ 0

)
y T =

(
t
n

)
,

tenemos el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden T′ = ZT. Vamos a pen-
sar T = T (s) como una matriz 2×2. Como κ : I →R es una función continua, el teorema
de existencia y unicidad nos dice que existe solución T : I → M2(R) de clase C1, y
que la misma es única si fijamos la condición inicial T (s0) dada por los vectores fila
t(s0) = t0, n(s0) = n0 = Ux t0 como en la Observación 2.1.4. En lo que sigue, y sin pérdi-
dad de generalidad, podemos suponer (reparametrizando) s0 = 0, e I = [0,b]. Notemos
que los vectores t,n son ortonormales (perpendiculares y de norma unitaria) si y sólo
si la matriz T es ortogonal T ∗ = T −1, o equivalentemente ‖T v‖ = ‖v‖ para todo v ∈ R2.
Afirmamos que si T (s) es solución de la ecuación, y la condición inicial es una matriz
ortogonal, entonces T (s) es una matriz ortogonal para todo s ∈ I : en efecto, si v ∈ R2 y
T es solución, entonces

d
ds
‖T (s)v‖2 = 2〈T (s)v,T ′(s)v〉 = 2〈T (s)v,Z(s)T (s)v〉.

Pero como Z es anti-hermitiana (Zt = −Z), se tiene 〈w,Zw〉 = 0 para todo w ∈ R
2, y

entonces
d
ds
‖T (s)v‖2 = 2〈T (s)v,Z(s)T (s)v〉 = 0 ∀s ∈ I.
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Esto sólo es posible si ‖T (s)v‖ es constante, y como ‖T (0)v‖ = ‖v‖ (porque asumimos
que T (0) es ortogonal), debe ser ‖T (s)v‖ = ‖v‖ para todo s ∈ I , lo que prueba que T (s) es
ortogonal para todo s ∈ I . Además, si las condiciones iniciales daban una base orientada
positivamente, debe ser det(T (0)) = 1, y de la continuidad de s 7→ det(T (s)) deducimos
que debe ser det(T (s)) = 1 para todo s ∈ I (Observación 2.2.1). Es decir la base ortonor-
mal {t(s),n(s)} está orientada positivamente para todo s ∈ I .

Si nos dan el dato de curvatura κ : I → R y las condiciones iniciales α0 = α(0), t0 =
α′(0), tomamos n0 = Ux t0 el único vector unitario perpendicular a t0 que da una base
del plano orientada positivamente, y obtenemos la condición inicial ortogonal T (0). Sea
T = T (s) ∈M2(R) la única solución de la ecuación diferencial que cumple esta condición
inicial. Definimos, integrando en cada coordenada el vector t(s),

α(s) =
∫ s

0
t(s) ds+α0, ∀s ∈ I.

Se obtiene así una curva regular que verifica α(0) = α0, α′(0) = t0, y como α′(s) = t(s)
para todo s ∈ I , resulta que α está p.x.l.a.

Más aún, t′(s) = κn(s), ∀s ∈ I , lo que implica que α′′ = t′ = κn, de donde la curvatura
de α es exactamente κ, porque

κα(s) = det
(
α′(s)
α′′(s)

)
= det

(
t(s)

κ(s)n(s)

)
= κ(s)det

(
t(s)
n(s)

)
= κ(s)1 = κ(s).

Ahora supongamos que hay otra curva α tal que su curvatura coincide κα(s) =
κα̃(s) = k(s) para todo s ∈ I . Entonces si T̃ (s) ∈ M2(R) denota la matriz cuyas filas son
t̃(s), ñ(s), debe cumplir la misma ecuación diferencial por lo argumentado antes del
teorema. Por otro lado, como ambas bases están orientadas positivamente, existe una
matriz ortogonal W0 de determinante positivo tal que W0t0 = t̃0, W0n0 = ñ0, o equiva-
lentemente W0T (0)t = T̃ (0)t ya que

W0

(
t0 n0

)
=

(
W0t0 W0n0

)
=

(
t̃0 ñ0

)
.

Ahora bien
(T (s)W t

0)′ = T (s)′W t
0 = Z(s)T (s)W t

0 = Z(s)(T (s)W t
0)

nos muestra que s 7→ T (s)W t
0 también es solución de la ecuación diferencial. Como

T̃ (s) tiene la misma condición inicial, por la unicidad de las soluciones de la ecuación
debe ser T̃ (s) = T (s)W t

0 , o equivalentemente W0T (s)t = T̃ (s)t, de donde deducimos que
t̃(s) =W0t(s). Luego

α̃(s)− α̃0 =
∫ s

0
α̃′(s)ds =

∫ s

0
t̃(s)ds =

∫ s

0
W0t(s)ds =W0

∫ s

0
t(s)ds =W0(α(s)−α0).

Hemos probado que α̃ =W0α+z0 así que α es única salvo una transformación ortogonal
afín.
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Entonces la curvatura es un invariante completo de las curvas, ya que como vimos
antes, por un movimiento rígido no cambia la curvatura, y por otro lado, conociendo la
curvatura (continua), podemos encontrar una curva α de clase C2 con esa curvatura, y
es única salvo por un movimiento rígido (por eso podemos elegir libremente la posición
y velocidad iniciales de α).
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Nada ocurre hasta que algo se mueve.

Albert Einstein

Dada una curva regular α : I → R
3, queremos definir una base orientada {t,n,b} en

cada punto α(s) como hicimos en el caso plano.

Dado el vector t (que tomaremos como el tangente unitario a α, es decir t(s) = α′(s)
si α está p.x.l.a. y

t(s) =
α′(s)
‖α′(s)‖

en general), no hay una manera natural de tomar un vector ortogonal a este como en
la Observación 2.1.4, ya que el conjunto de vectores ortogonales a uno dado forma un
plano, y dependiendo de qué lado mire uno este plano, la orientación se intercambiaría.

Definimos el vector normal unitario n de una curva α de clase C2 como

n(s) =
t′(s)
‖t′(s)‖

para cada s ∈ I donde t′(s) , 0, y lo definimos como el vector nulo cuando t′(s) = 0.
Notemos que el sentido de n en este caso varía según recorramos la curva hacia un lado
o el otro. Si α está p.x.l.a. se tiene simplemente n = α′′‖α′′‖−1 donde α′′ , 0, y el vector
nulo en otro caso.

3.1. Curvatura y plano osculador

Definición 3.1.1. Definimos la curvatura de una curva α que está p.x.l.a. como

κα(s) = ‖α′′(s)‖.

Observemos que con esta definición la curvatura es siempre positiva en R
3. No tiene

mucho sentido asignarle un signo a algo que depende de que lado lo miremos: si de-
cimos que la curvatura es positiva al mirarla desde un lado si la curva gira en sentido
antihorario respecto de nuestro punto de vista, y cambiamos el punto de vista (mira-
mos desde el lado opuesto), entonces la misma curva con la misma parametrización
giraría en sentido horario respecto desde nuestro punto de vista, y por ende su signo
sería negativo.

https://es.wikipedia.org/wiki/Teor%C3%ADa_de_la_relatividad_especial
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Definición 3.1.2. Sea ahora C = Im(α) una curva regular cualquiera, y β su reparame-
trización por longitud de arco. Tomemos P = α(t) = β(s) ∈ C, definimos entonces

κC(P ) = κα(t) = κβ(s) = ‖β′′(s)‖.

Esta definición de κ no depende de la parametrización de la curva C ⊂R
3, por cons-

trucción. Mediante la regla de la cadena y razonando como en el caso de las curvas en
R

2 -ecuación (2.2)-, se tiene una fórmula general para la curvatura de curvas espaciales:

κα =
1
‖α′‖3

√
‖α′′‖2‖α′‖2 − 〈α′ ,α′′〉2 =

1
‖α′‖3

‖α′ ×α′′‖ (3.1)

donde V ×W denota el producto vectorial entre V ,W ∈ R3. La última igualdad es con-
secuencia de la fórmula de cálculo de área de paralelogramos en el espacio, según de-
tallamos más abajo en el Lema 3.1.6.

Observación 3.1.3. Un cálculo directo arroja

t′ = −〈α
′ ,α′′〉
‖α′‖3

α′ +
α′′

‖α′‖
, ‖t′‖2 =

1
‖α′‖4

{
‖α′‖2‖α′′‖2 − 〈α′ ,α′′〉2

}
= ‖α′‖2κ2

α .

Luego t′ = 0 si y sólo si κ = 0 (α es regular), si y sólo si ‖α′‖‖α′′‖ = |〈α′ ,α′′〉|. Esta última
identidad es el caso de igualdad en la desigualdad de Cauchy-Schwarz, que sólo es po-
sible si α′ ,α′′ están alineados. Además n = 0 exactamente cuando t′ = 0 por definición.
Luego los vectores t,n son ortonormales y en particular linealmente independientes en
cada instante s ∈ I donde κ(s) , 0.

Definición 3.1.4. Para los puntos donde κ(s) , 0, definimos el plano osculador de α en
α(s) como el plano generado por t(s),n(s) que pasa por P = α(s):

Πosc(α,P ) = λt(s) +µn(s) +α(s), λ,µ ∈R.

Este plano aproxima a segundo orden a la curva α en el instante s, ver la Figura 3.1.
Dado que contiene las derivadas primera y segunda de α (de hecho, el plano generado
por t,n coincide con el plano generado por α′ ,α′′, Ejercicio 3.2.2). Este plano degenera a
una recta exactamente cuando α′′ es múltiplo de α′ o equivalentemente, cuando κ = 0).

Definición 3.1.5. Llamamos al vector normal del plano osculador b = t × n, el vector
binormal de la curva. Veremos a más adelante que cuando n , 0, entonces b también es
unitario (ver el comienzo de la sección 3.1.2).
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Πosc(P )

α

P

t

b

n

Figura 3.1: Plano osculador a la curva α en el punto P , y los vectores tangente, normal y
binormal de la curva. El vector binormal b = t×n es normal al plano osculador.

3.1.1. Área y Volumen orientado en R
3

Veamos en esta sección cómo calcular el área del paralelogramo generado por dos
vectores V ,W ∈R3. Una primer fórmula es

área(V ,W ) = ‖V ‖‖W ‖sen(θ) = ‖V ‖‖W ‖
√

1− cos2(θ) =
√
‖V ‖2‖W ‖2 − 〈V ,W 〉2

donde θ es el ángulo (entre 0 y π) formado por V ,W .

Veamos otra fórmula útil. Después de una rotación conveniente, supongamos pri-
mero que V = (v1,v2,0),W = (w1,w2,0) y que V ×W = ‖V ×W ‖(0,0,1). Notemos el área
generada por V ,W es el área generada por (v1,v2), (w1,w2) en el suelo (x,y,0), y por
lo discutido en la sección de áreas en R2, es exactamente el determinante de estos dos
vectores, es decir A = v1w2 − v2w1. Veamos cómo calcular este área en el caso general,
para V ′ ,W ′ ∈R3 cualesquiera.

Sea U : R3 → R
3 una t.l. ortogonal que preserva la orientación, que transforma

V ′ ,W ′ ,V ′×W ′ en tres vectores V =UV ′ ,W =UW ′ ,Z =U (V ′×W ′). ComoU (V ′×W ′) =
(UV ′)× (UW ′) (Ejercicio 3.2.14), estamos en el caso anterior, es decir V ,W están en el
piso (x,y,0) de R

3 y

V ×W = ‖V ×W ‖ (0,0,1) = ‖U (V ′ ×W ′)‖ (0,0,1) = ‖V ′ ×W ′‖ (0,0,1)

por ser U una isometría.

Utilizaremos la fórmula del triple producto (Ejercicio 3.2.1)
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det(V ,W ,Z) = 〈V ×W,Z〉.

Observemos que, intercambiando filas del determinante, se puede escribir también
como det(Z,V ,W ) = 〈V ×W,Z〉. Tenemos entonces

‖V ×W ‖2 = 〈V ×W,V ×W 〉 = det(V ×W,V ,W ) = det


0 0 ‖V ×W ‖
v1 v2 0
w1 w2 0


= ‖V ×W ‖ det


0 0 1
v1 v2 0
w1 w2 0

 = ‖V ×W ‖ det
(
v1 v2
w1 w2

)
.

Notemos que V ×W = 0 si y sólo si V ,W están alineados, en ese caso el área del parale-
logramo es nula. Si no es así, podemos cancelar un factor ‖V ×W ‖ a ambos lados de la
igualdad y obtener

‖V ×W ‖ = det
(
v1 v2
w1 w2

)
= v1w2 − v2w1.

Esta cuenta nos dice que el área del paralelogramo generado por V ,W es exactamente
‖V ×W ‖. Como el paralelogramo original generado por V ′ ,W ′ tiene la misma área que
el generado por V ,W , podemos calcular

área(V ′ ,W ′) = área(V ,W ) = ‖V ×W ‖ = ‖U−1(V ×W )‖ = ‖(U−1V )× (U−1W )‖ = ‖V ′ ×W ′‖,

donde nuevamente usamos el Ejercicio 3.2.14.

Es decir, que en cualquier caso, y para todo par de vectores en el espacio, el área
del paralelogramo generado por ellos siempre se obtiene como la norma del producto
vectorial entre ambos. Notemos que la orientación en este caso no tiene sentido, porque
dependiendo si mirarmos desde abajo o desde arriba el paralelogramo, la orientación
relativa de las aristas que forman los vectores se invierten. Resumiendo:

Lema 3.1.6. Sean V ,W ∈R3, área(V ,W ) =
√
‖V ‖2‖W ‖2 − 〈V ,W 〉2. Entonces

área(V ,W ) = ‖V ×W ‖.

Dada una base ordenada {V ,W ,Z} de R
3, ahora si podemos definir su orientación

como el signo del determinante det(V ,W ,Z).

Definición 3.1.7. Vamos a definir el volumen orientado del paralelepípedo generado por
V ,W ,Z ∈R3 como

Vol(V ,W ,Z) = det(V ,W ,Z).
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Figura 3.2: Ángulo subtendido α entre Z y el plano determinado por V , W y ángulo β

Veamos que su magnitud coincide con la del volumen real de la figura: el vector
V ×W forma un ángulo recto con el plano generado por V ,W . Por otra parte, el vector
Z forma un ángulo subtendido α con el plano generado por V ,W y un ángulo comple-
mentario β = π/2−α con V ×W o bien β = α +π/2 con V ×W (dependiendo de si Z y
V ×W pertenecen al mismo semiespacio en que divide el plano formado por V y W o a
distintos semiespacios respectivamente, (ver Figura 3.2).

La fórmula para el volumen del paralelepípedo se obtiene multiplicando la super-
ficie de la base S por la altura h del mismo. Claramente, S = ‖V ×W ‖. Por otro lado
(Figura 3.3 ) se tiene

sen(α) = h/‖Z‖

luego h = ‖Z‖ sen(α) = ‖Z‖ |cos(β)| ya que en el caso β = π/2 −α resulta que sen(α) =
cos(β) y en el caso β = π/2+α resulta sen(α) = −cos(β) (el módulo de |cos(β)| es porque,
dependiendo de β, podría ser negativo cos(β)). Es decir

|Vol(V ,W ,Z)| = S.h = ‖V ×W ‖‖Z‖ |cos(β)| = |〈V ×W,Z〉| = |det(V ,W ,Z)|.

Así que en efecto el volumen orientado det(V ,W ,Z) coincide con el volumen habitual
del sólido formado por V ,W ,Z, con un signo que depende de si V ,W ,Z están ordena-
dos según la regla de la mano derecha o no.

3.1.2. Curvatura y Torsión

Vamos a estudiar primero la regularidad de α, denotaremos C0 a las funciones con-
tinuas en el intervalo I ⊂R para unificar notación.

Por los resultados de la Sección 3.1, si tenemos una curva regular α : I → R
3, de-

finiendo el vector binormal como b = t × n, resulta ‖b‖ = ‖t × n‖ = ‖t‖ ‖n‖sen(θ). En
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Figura 3.3: Paralelepípedo formado por V , W y Z y su altura h

aquellos puntos donde hay plano osculador (equivalentemente, donde κ , 0), sabemos
que t,n son unitarios y perpendiculares: entonces θ = π/2 y resulta que ‖b‖ = 1 lue-
go {t,n,b} es una base ortonormal de R

3 orientada positivamente (según la regla de la
mano derecha).

En primer lugar, tenemos un resultado que se asemeja (parcialmente) al Lema 2.1.4
para curvas planas. Notemos que α es de clase Ck si y sólo si t es de clase Ck−1. Veamos
que pasa con n,b y κ:

Lema 3.1.8. Si α : I → R
3 es regular y Ck (k ≥ 2) entonces κ es de clase Ck−2; si además

κ , 0 en I entonces también n,b son de clase Ck−2. Si α está p.x.l.a. y es dos veces derivable,
entonces

t′(s) = κα(s)n(s). (3.2)

Demostración. De la fórmula (3.1) para la curvatura es evidente que si α es de clase Ck

entonces κ es de clase Ck−2. Supongamos ahora que α está p.x.l.a., entonces en primer
lugar t′(s) = 0 si y sólo si n(s) = 0 por definición, luego supongamos que no se anula
alguno de κ,t’,n, entonces no se anula ninguno de los otros dos (Observación 3.1.3).
En ese caso, tenemos κ = ‖α′′‖ = ‖t′‖ y entonces n = t′κ−1 por la definición de n, lo que
prueba la fórmula enunciada en el lema.

Si α es de clase Ck lo mismo es cierto para su reparametrización por longitud de
arco; si κ no se anula en I , entonces tenemos la fórmula recién probada que nos dice
que n = α′′κ−1 luego n es de clase Ck−2 por ser producto de dos funciones de esa clase.
Como b = t×n, deducimos que lo mismo vale para el vector binormal.

§ La diferencia (importante) con el caso plano es que como aquí la existencia del vector
normal se basa en la traza de la curva, entonces la regularidad de la función curvatura
no nos garantiza necesariamente, que la curva α es más regular: es decir, κ puede ser
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de clase C4 pero α sólo de clase C3. Sin embargo, si nos dicen a priori que tanto κ como
n son de clase Ck (en particular existe el vector normal), la fórmula recién probada nos
asegura que t′ es de clase Ck , luego α será de clase Ck+2.

§ Como definimos n(s0) = 0 en aquellos puntos donde κ(s0) = 0, notamos que n no
será una función continua. Una definición alternativa es tomar n(s0) = t′′(s0)‖t′′(s0)‖−1

(suponiendo que t′′(s0) es no nula). Sin embargo, si α no es analítica, podría ocurrir que
todas las derivadas de t sean nulas en el punto, y allí no habría manera de definir n de
otra forma que no sea el vector nulo.

3.1.3. La torsión de una curva regular

Observemos ahora que, si existe un plano fijo Π ⊂ R
3, tal que la curva α ⊂Π (dire-

mos en este caso que α ⊂ R
3 es una curva plana) entonces b será un vector constante,

ya que apunta siempre en la misma dirección y es unitario. Luego b′(s) = 0 para todo
s ∈ I . La idea es que la velocidad con la que α se sale de cualquier plano está entonces
medida por la cantidad ‖b′‖ (Figura 3.1). Veamos como calcular esta cantidad.

Lema 3.1.9. Si α : I → R
3 es una curva regular Ck (k ≥ 3), con curvatura κ , 0, entonces

existe una función τ : I →R de clase Ck−3 -que denominamos torsión- tal que

b′(s) = τ(s)n(s) (3.3)

para todo s ∈ I .

Demostración. Si κ(s) , 0 en I , entonces por el lema anterior {t,n,b} son Ck−2 y forman
una base ortonormal de R

3 en cada instante s, y debe ser

b′(s) = A(s)t(s) +B(s)n(s) +C(s)b(s)

para A,B,C funciones a valores reales. Llamaremos B = τ de aqui en más, y observa-
mos que A = 〈b′ ,t〉. Como b ⊥ t (ver 3.1), se tiene 〈b,t〉 = 0, derivando se deduce que
〈b′ ,t〉+ 〈b,t’〉 = 0, es decir 〈b’,t〉 = −〈b,t′〉. Como t′ = κn, se deduce que A = −〈b,κn〉 =
−κ〈b,n〉 = 0 pues b⊥ n también. Hemos probado que A(s) = 0. Como C = 〈b′ ,b〉, con un
razonamiento similar se obtiene C(s) = 0. Por último, observamos que τ = 〈b′ ,n〉 luego
τ es de clase Ck−3 por el lema anterior.

§ Una definición razonable (pero ad-hoc) para los puntos donde κ = 0 es definir allí
τ(s0) = 0. Con esta definición, en general τ no resulta continua en s0, ya que no lo es
b′ = t×n′.

Con esta noción geométrica de torsión en mente, y la fórmula obtenida, podemos
dar una fórmula que sólo involucra las derivadas de la parametrización de la curva.

Corolario 3.1.10. Sea α : I →R
3 una curva regular de clase C3 con κ , 0, entonces
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τ(t) = − 1
‖α̇(t)× α̈(t)‖2

〈α̇(t)× α̈(t), ...α(t)〉 = − det(α̇, α̈, ...α)
‖α̇(t)× α̈(t)‖2

(3.4)

en el punto P = α(t). En particular, si α es una parametrización por longitud de arco,

τ(t) =
−1
κ2(t)

〈α̇(t)× α̈(t), ...α(t)〉.

Demostración. Por el lema anterior, tenemos que

τ = τ 1 = τ〈n,n〉 = 〈τn,n〉 = 〈b′ ,n〉 = 〈t′ ×n + t×n′ ,n〉 = 0 + 〈t×n′ ,n〉.

Supongamos primero que α es una p.x.l.a, entonces como t = α′, se tiene α′′ = t′ = κn
luego α′′′ = t′′ = κ′n +κn′. En consecuencia

t×n′ = t×
(

1
κ
α′′′ − κ

′

κ
n
)

=
1
κ
α′ ×α′′′ − κ

′

κ
b.

y entonces

τ =
1
κ
〈α′ ×α′′′ ,n〉 − κ

′

κ
〈b,n〉 =

1
κ
〈α′ ×α′′′ , 1

κ
α′′〉 − 0

=
1
κ2 det(α′ ,α′′′ ,α′′) = − 1

κ2 det(α′ ,α′′ ,α′′′) = − 1
κ2 〈α

′ ×α′′ ,α′′′〉.

Si α no está p.x.l.a, la reparametrizamos como es usual para que β(s) = α(d−1(s)) esté
p.x.l.a. Recordemos que d′(s) = 1/‖α̇(d−1(s))‖ por lo que resulta que

τβ(s) = − 1

κ2
β(s)
〈β′(s)× β′′(s),β′′′(s)〉

de acuerdo a la fórmula recién obtenida. Como τα(t) = τβ(s) pues t = d−1(s), y por otro
lado

κβ(s) = κα(t) =
‖α̇ × α̈‖
‖α̇‖3

por la fórmula obtenida en (3.1), resta estudiar qué ocurre con las derivadas.

Recordando que β′ = α̇/‖α̇‖, obtenemos expresiones para β′′ ,β′′′ en términos de las
derivadas de α -como la ecuación que obtuvimos en (2.1)-. Más precisamente: llamamos
λ(s) = (d−1)′(s) = ‖α̇‖−1. Notar que entonces, β′ = α̇λ y por la regla de la cadena (estamos
derivando respecto de s), se tiene

β′ = λα̇, β′′ = λ′α̇ +λα̈λ = λ′α̇ +λ2α̈

-que es lo mismo que (2.1) con otra notación-, y volviendo a derivar,

β′′′ = λ′′α̇ +λ′α̈λ+ 2λλ′α̇ +λ2 ...αλ = aα̇ + bα̈ +λ3 ...α
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esto es β′′′ = aα̇ + bα̈ + 1
‖α̇‖3

...α.

Usando que el plano osculador está generado por t,n o equivalentemente por α̇, α̈,
y usando las relaciones de ortogonalidad de {t,n,b}, se deduce la fórmula enunciada:

τα(t) = τβ(s) = − 1

κ2
β(s)
〈β′(s)× β′′(s),β′′′(s)〉

= − ‖α̇(t)‖6

‖α̇(t)× α̈(t)‖2
〈
λα̇(t)×

(
Aα̇(t) +λ2α̈(t)

)
, aα̇(t) + bα̈(t) +λ3 ...α(t)

〉
= − ‖α̇(t)‖6

‖α̇(t)× α̈(t)‖2
λ3

〈
α̇(t)× α̈(t), aα̇(t) + bα̈(t) +λ3 ...α(t)

〉
= − ‖α̇(t)‖6

‖α̇(t)× α̈(t)‖2
λ6〈α̇(t)× α̈(t), ...α(t)〉

= − 1
‖α̇(t)× α̈(t)‖2

〈α̇(t)× α̈(t), ...α(t)〉.

Observación 3.1.11. De acuerdo a lo propuesto en la definición de torsión, es inmediato
que si α : I →R

3 está contenida en un plano y es de clase Ck entonces τ = 0 (definiendo
τ = 0 en los puntos donde κ = 0). El siguiente ejemplo muestra que cuando κ se anula,
la torsión puede ser nula pero la curva no estar contenida en un plano.

α1

α2

Figura 3.4: Dos curvas con la misma curvatura y torsión, α1 es plana y α2 no lo es.

Ejemplo 3.1.12. Sean αi : (−1,1)→R
3 dadas por α1(t) = (t, t5,0), mientras que

α2(t) =
{

(t, t5,0) si t < 0
(t,0, t5) si t ≥ 0.
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Ambas curvas son regulares, de hecho α1 es C∞ y α2 es de clase C3. Puede el lector
verificar que para t , 0, ambas curvas tienen la misma curvatura no nula, y ambas curvas
tienen la misma torsión nula. Mientras que para t = 0, ambas curvas tienen curvatura
nula. Definiendo τ(0) = 0 para ambas curvas, resulta que las dos curvas tienen la misma
curvatura y la misma torsión (nula) en I = (−1,1). Notamos que α1 está contenida en un
plano, pero α2 no lo está.

Para evitar este tipo de ejemplos, tenemos que pedir que haya vector normal no nulo
a lo largo de la curva, o equivalentemente, que no se anule la curvatura (en el ejemplo
anterior esto ocurre en P = (0,0,0) para ambas curvas):

Proposición 3.1.13. Supongamos que α : I → R
3 es regular, de clase C3 y tiene κ > 0.

Entonces α está contenida en un plano.

Demostración. Las hipótesis y los Lemas 3.1.8, 3.1.9 nos aseguran que los vectores t,n,b
forman una b.o.n. y dependen continuamente del parámetro (y lo mismo ocurre con
los números κ,τ). Podemos suponer que α está p.x.l.a., y como b′ = τn = 0 debe ser b
constante. Pero entonces

〈α(s),b〉′ = 〈α′(s),b〉 = 〈t(s),b〉 = 0,

lo que nos dice que 〈α(s),b〉 = cte. Pero esto es equivalente a afirmar que α está conte-
nida en un plano ortogonal a b, digamos Π : 〈X −α(s0),b〉 = 0.
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3.2. Triedro de Frenet, invariantes completos

Cuando κ , 0, la terna T = (t,n,b) se denomina Triedro de Frenet de la curva α,
esta terna forma un triedro (o base ortonormal) que podemos pensar en cada instante
apoyada en el punto α(t). Es un marco de referencia móvil (“repère mobile” en francés)
para la curva α (ver también la Figura 3.1):

Figura 3.5: Triedro de Frenet en el punto α(t) de una curva en R
3

Notemos que como el triedro forma una base ortonormal de R
3, entonces debe ser

n′ = At +Bn +Cb

para ciertas funciones continuas A,B,C : I → R (estamos asumiendo aquí y en lo que
sigue que α es de clase C3).

En lo que sigue, hallaremos A,B,C. Notamos que A = 〈n′ ,t〉, B = 〈n′ ,n〉, C = 〈n′ ,b〉.
Como n′ ⊥ n, debe ser B = 0 para todo t. Ahora, derivando 〈n,t〉 = 0, obtenemos 〈n′ ,t〉+
〈n,t′〉 = 0, es decir A = −〈n,t′〉. Como t′ = κn, debe ser A = −κ. Similarmente, como
b′ = τn, derivando 〈n,t〉 = 0 arribamos a C = −τ . Entonces

n′ = −κt− τb.

Esta ecuación junto con (3.2) y (3.3) se denominan fórmulas de Frenet:

t′ = κn

n′ = −κt− τb

b′ = τn

que pueden escribirse como T′ = ZT, donde Z =


0 κ 0
−κ 0 −τ
0 τ 0

.

Observación 3.2.1. La curvatura y la torsión son invariantes por movimientos rígidos.
Esto puede deducirse a partir de las fórmulas para las mismas (3.1) y (3.4), y la siguiente
identidad válida para t.l. ortogonales U : R3→R

3

Uv ×Uw = ±U (v ×w),

con signo positivo siU preserva la orientación, y negativo si la invierte (Ejercicio 3.2.14).
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Recíprocamente, podemos probar que la curvatura y la torsión son invariantes com-
pletos de una curva espacial, esto es, que determinan completamente una curva, dadas
las condiciones iniciales:

Teorema 3.2.2. Dadas dos funciones continuas κ,τ : I → R con κ > 0, existe una única
(salvo transformaciones ortogonales afines) curva α : I → R

3 regular y p.x.l.a. tal que κ y τ
son la curvatura y la torsión de α.

Demostración. Podemos ver que gracias a las ecuaciones de Frenet, una curva regular
verifica la ecuación diferencial T = ZT ′ como en el caso plano (en este caso Z∗ = −Z ∈
M3(R) contiene la curvatura y la torsión, y la matriz T ∈M3(R) tiene como filas los vec-
tores t,n,b). Observemos que entonces las condiciones iniciales que determinan com-
pletamente una curva con curvatura y torsión dadas, son t0,n0,b0, o equivalentemente,
como suponemos α p.x.l.a, los vectores α0,α

′
0 y α′′0 . El resto de la demostración es si-

milar a la demostración del Teorema 2.2.8 para curvas planas, y queda como ejercicio
para el lector.

Observación 3.2.3. Si una curva regular tiene curvatura nula en algún punto, entonces
la construcción del triedro de Frenet falla, y por eso mismo el teorema de unicidad no
es necesariamente válido. Esto permite “pegar” distintas curvas en los puntos de curva-
tura nula para obtener curvas distintas que tendrán la misma curvatura y torsión, como
en el Ejemplo 3.1.12. Eso sí, por el teorema anterior, en los tramos donde la curvatura
es no nula, estos tramos deben ser obtenidos por un movimiento rígido de uno respecto
del otro.

3.2.1. Ejercicios

3.2.1. ** Sean V ,W ,Z ∈R3. Probar que

a) 〈Z,V ×W 〉 = det(Z,V ,W ) (sugerencia: basta probar la igualdad para Z = E1,E2,E3 con
Ei los vectores de la base canónica de R3).

b) Probar la propiedad cíclica del triple producto:

〈Z,V ×W 〉 = 〈V ,W ×Z〉 = 〈W,Z ×V 〉.

3.2.2. Sea α : I →R
3 una curva regular, πs el plano osculador de C = Im(α) en el punto

α(s), generado por t(s),n(s). Probar que

πs = gen{α′(s),α′′(s)}

para todo s ∈ I .
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3.2.3. Probar que las fórmulas de Frenet pueden escribirse como

t′ = R× t
n′ = R×n
b′ = R×b

donde R es la curva definida por R = −τt+κb. La interpretación “física” de este ejercicio
es la siguiente: Cuando un cuerpo rígido (un trompo o una piedra, por ejemplo) gira
alrededor de un punto existe un “eje instantáneo de rotación” que es el lugar de los
puntos que están fijos es ese instante (velocidad nula). Si pensamos en el triedro de
Frenet fijo al cuerpo rígido, el eje instantáneo está dado por R.

3.2.4. Si α no está parametrizada por longitud de arco, entonces

κ(t) =
‖α′ ×α′′‖
‖α′‖3

, τ(t) = −〈α
′ ×α′′ ,α′′′〉
‖α′ ×α′′‖2

= −det(α′ ,α′′ ,α′′′)
‖α′ ×α′′‖2

.

Hallar la curvatura y torsión de las siguientes curvas en R
3.

a) x = u, y = u2, z = u3.

b) x = u, y = 1+u
u , z = 1−u2

u . Notar que τ = 0.

c) y = f (x), z = g(x).

d) x = a(u − sin(u)), y = a(u − cos(u)), z = bu.

e) x = a(3u −u3), y = 3au2, z = a(3u +u3).

3.2.5. Calcular κ y τ para una hélice cualquiera α(t) = (acos(kt),b sen(kt), ct) (a,b,c,k
constantes).

3.2.6. Sean v,w ∈Rn. Probar que si 〈v,z〉 = 〈w,z〉 para todo z ∈Rn, entonces v = w.

3.2.7. Probar que si v,w son vectores en R
n entonces valen las igualdades

〈v,w〉 = wt · v = vt ·w = 〈w,v〉

al pensar a v,w como matrices de n×1 y a sus traspuestos vt ,wt como matrices de 1×n.

3.2.8. Sea A una transformación lineal que escribimos como matriz T en la base canó-
nica de R

n, sea T t la matriz transpuesta que se obtiene cambiando las filas de T por las
columnas de T . Probar que

a) (T t)t = T .

b) (T v)t = vtT t para todo vector v.

c) 〈T v,w〉 = wt · T · v = (T tw)t · v = 〈v,T tw〉 para todo par de vectores v,w.
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Esta última propiedad permite “pasar para el otro lado” de un producto interno a una
transformación lineal cualquiera (trasponiéndola), así por ejemplo

〈v,T w〉 = 〈T tv,w〉.

3.2.9. Sean T1,T2 matrices de n × n. Probar que si para todo par de vectores v,w de R
n

se tiene
〈T1v,w〉 = 〈T2v,w〉

entonces T1 = T2.

(Sugerencia: ir eligiendo como v,w los vectores de la base canónica de Rn).

3.2.10. * Una aplicación lineal U : R3→R
3 es una transformación ortogonal si

〈Uv,Uw〉 = 〈v,w〉 ∀ v,w ∈R3.

Probar que son equivalentes:

a) U es una transformación ortogonal.

b) U es una isometría, o sea U es lineal y ‖Uv‖ = ‖v‖ para todo v ∈R3.

c) U es inversible y su inversa se calcula como su traspuesta, es decir U−1 =U t.

(Sugerencia para b)⇒ a): observar que si vale b) entonces 〈U (v +w),U (v +w)〉 = 〈v +
w,v +w〉 y deducir que vale a) a partir de ahí).

3.2.11. Probar que toda transformación ortogonal verifica det(U ) = ±1. ¿Es cierta la
recíproca? (dar una prueba o un contraejemplo).

3.2.12. Probar que

U =
(

0 1
1 0

)
es una transformación ortogonal de R

2. Mostrar que U es una simetría alrededor de la
recta y = x. ¿Qué determinante tiene U? ¿Preserva la orientación de R

2?

3.2.13. Si θ ∈ [0,2π], y

Uθ =
(

cosθ −senθ
senθ cosθ

)
,

probar que Uθ es ortogonal y preserva la orientación. Mostrar que U es una rotación de
ángulo θ alrededor del origen, en sentido positivo.

3.2.14. Sea A ∈R3×3 matriz inversible. Probar que para todo v,w ∈R3 vale la identidad

At((Av)× (Aw)) = det(A)v ×w.
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En particular si U es ortogonal, Uv ×Uw = ±U (v ×w), con signo positivo si U preserva
la orientación, y negativo si la invierte.

Sugerencia: probar que vale la igualdad multiplicando ambos lados contra cualquier z ∈
R

3, la fórmula del triple producto, y el Ejercicio 3.2.6.

3.2.15. Probar usando lo anterior y el Ejercicio 3.2.4 que la longitud, la curvatura y la
torsión de una curva son invariantes por movimientos rígidos.

3.2.16. Si α : J → R
3 es una curva, el plano normal en α(t) está dado por la ecuación

〈α′(t),X −α(t)〉 = 0. Probar que la curva dada por

x = asen2(t), y = asen(t)cos(t), z = acos(t)

está sobre una esfera y que todos los planos normales pasan por el origen.

3.2.17. * Dados dos puntos p,q ∈R2 y un número real positivo a sea

X = {X ∈R2 : d(X,p) + d(X,q) = 2a}.

Demostrar que X es una elipse de radios a,b cuyo centro es el punto medio p+q
2 . Los

puntos p y q son llamados focos (sugerencia: hacer la prueba para el caso p = (r,0),q =
(−r,0), de manera que p+q

2 = (0,0), en ese caso b =
√
a2 − r2).

3.2.18. * Dados dos puntos p,q ∈R2 y un número real positivo l sea

X = {X ∈R2 :| d(X,p)− d(X,q) |= 2l}.

Probar que X es una hipérbola y que toda hipérbola se puede obtener de esta forma.

3.2.19. * Para p ∈R2 y L ⊂R
2 una recta que no contiene a p, sea

X = {X ∈R2 : d(X,p) = d(X,L)}.

Probar que X es una parábola (sugerencia: hacer la prueba para el caso p = (0, r),L = eje x,
de manera que si X = (x,y) entonces d(X,L) = |y|). El punto p es el foco de la parábola y
la recta L es su eje. Una parábola que refleja la luz concentra los rayos de dirección per-
pendicular a su eje y provenientes del semiespacio que contiene al foco en este punto.
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4 Superficies

He intentado evitar las cuentas extensas,
siguiendo de esta forma el postulado de
Riemann de que las pruebas deben ser
dadas a través de ideas y no de cálculos
voluminosos.

David Hilbert

En esta segunda parte del texto vamos a trabajar con superficies S ⊂ R
3, y nos con-

centraremos en su geometría, en particular en las geodésicas (caminos óptimos en S) y
la curvatura (como se dobla y se estira S). Para comenzar daremos algunas definiciones.

4.1. Espacio tangente

Definición 4.1.1. Dado D ⊂R
2 un abierto conexo, y ϕ :D→R

3, decimos que

1. ϕ es suave si es (al menos) de clase C1.

2. ϕ es una parametrización suave si además es inyectiva, en ese caso denotamos
S = im(ϕ) ⊂R

3, la imagen de ϕ en el espacio.

3. ϕ es una parametrización regular si DϕX es inyectiva para todo X = (u,v) ∈ D =
Dom(ϕ). Equivalentemente, si ϕ = ϕ(u,v), entonces ϕ es regular si y sólo si los
vectores ϕu(u,v),ϕv(u,v) ∈ R3 son linealmente independientes para todo (u,v) ∈
D.

4. Si ϕ es una parametrización regular, el subespacio gen{ϕu(u,v),ϕv(u,v)} ⊂ R
3 lo

denominamos espacio tangente a S en p = ϕ(u,v) (notar que como ϕ es regular,
es un subespacio de dimensión 2, es decir un plano por el origen). Denotamos a
este subespacio como TpS; dando por entendido que las derivadas parciales están
calculadas en (u,v) cuando p = ϕ(u,v), denotamos entonces

TpS = gen{ϕu ,ϕv}.

5. Si ϕ es regular, el plano tangente a S en p ∈ S, esΠp : λϕu(u,v)+µϕv(u,v)+ϕ(u,v),
para λ,µ ∈ R. Equivalentemente, Πp = TpS + p. En las ilustraciones del texto, sin
embargo, en general no haremos esa distinción.

https://es.wikipedia.org/wiki/Geometr�a
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ϕ

M ⊂R
3

abierto W ⊂R
3

B ⊂R
2

W ∩M = ϕ(B)

Figura 4.1: Parametrización regular de una superficie

En general, vamos a denotar ϕ(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)) con lo cual

ϕu = (xu , yu , zu), ϕv = (xv , yv , zv) Dϕ =


xu xv
yu yv
zu zv


Observación 4.1.2 (Superficies como gráficos). Si ϕ : U → R

3 es una parametrización
regular, entonces para todo X ∈U la matriz diferencial DϕX de ϕ en X ∈U tiene rango
máximo, es decir rango 2. Luego de aplicar un difeomorfismo T : R3 → R

3, podemos
considerar la nueva parametrización ψ = T ◦ϕ : U → R

3, que también resulta regular
ya que Dψ =DT ◦Dϕ. La superficie así obtenida resulta la superficie transformada

T (S) = im(ψ) = {T (p) : p ∈ S}

que es entonces también regular. Fijado X0 = (u0,v0) ∈ D, y eligiendo adecuadamente
T , podemos entonces suponer que las primeras dos filas de DψX0

son linealmente inde-
pendientes -por ejemplo, tomando como T una rotación, es decir una transformación
ortogonal-. Ahora consideramos F :U →R

2 dada por F(u,v) = (x(u,v), y(u,v)) (con la x
e y de ψ), y observamos que DFX0

es inversible. Por el teorema de la función inversa, y
reduciendo U si es necesario, resulta F : U → F(U ) = V ⊂ R

2 un difeomorfimo. Ahora
consideramos f : V →R dada por f = prz◦ψ◦F−1 que es de clase C1, y observamos que
para x,y ∈ V = F(U ), se verifica

(x,y, f (x,y)) = (F(u,v), f ◦F(u,v)) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)) = ψ(u,v).

Esto prueba que en un entorno de p0 = ψ(u0,v0) la superficie regular es el gráfico de una
función de clase C1.
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Lema 4.1.3. Si S = im(ϕ) ⊂ R
3 es la imagen de una parametrización regular, entonces

ϕ es abierta relativa, es decir para todo abierto B ⊂ U , existe un abierto W ⊂ R
3 tal que

ϕ(B) =W ∩ S (Figura 4.1). Equivalentemente, ϕ−1 : S→R
2 es continua.

Demostración. Por la observación anterior, y como los enunciados del lema son locles,
podemos suponer que S es localmente el gráfico de una función de clase C1. En ese
caso, si B ⊂ U es una bola abierta, entonces es inmediato que ϕ(B) = S ∩ π−1(B × {0})
donde π : R3→ R

3 es la proyección al plano z = 0 dada por π(x,y,z) = (x,y,0). Como π
es continua, W = π−1(B× {0}) es abierto de R

3 y se tiene la afirmación del lema.

Definición 4.1.4 (Superficies regulares dadas por varias parametrizaciones). Decimos
que S ⊂ R

3 es una superficie regular de clase Ck si existen parametrizaciones regulares
ϕi : Di ⊂ R

2 → R
3 con i = 1, . . . ,N (N puede ser infinito), de manera tal que, si Ui =

ϕi(Di) = im(ϕi), entonces S =
⋃N
i=1Ui y además para todo i, j

1. Ui ⊂ S es abierto relativo: existe una bola abierta Bi ⊂R
3 tal que Ui = Bi ∩ S.

2. Como ϕ−1
j (Ui ∩Uj ) = ϕ−1

j (Bi ∩ Bj ), este conjunto es abierto en ⊂ R
2; requerimos

que la función de transición

ϕi ◦ϕ−1
j : ϕ−1

j (Ui ∩Uj )→ ϕi(Ui ∩Uj ) ⊂Di ⊂R
2

sea de clase Ck .

En algunos casos simplificaremos las nociones al suponer que S está cubierta con
una sola parametrización, es decir que S = Im(ϕ).

Lema 4.1.5. Si p ∈ Im(ϕ) ⊂ S, entonces TpS = Im(Dϕ(u,v)), donde p = ϕ(u,v). Es decir el
rango de la diferencial de ϕ en X = (u,v) es el espacio tangente a S en p.

Demostración. Primero observemos que si v ∈ Im(Dϕ(u,v)), entonces existew = (w1,w2) ∈
R

2 de manera tal que v =Dϕ(u,v)w. Esto es

v =Dϕ(w) =
(
ϕu ϕv
↓ ↓

)(
w1
w2

)
=


xu xv
yu yv
zu zv


(
w1
w2

)
= (w1,w2)

(
ϕu →
ϕv →

)
= w1 ~ϕu+w2 ~ϕv ,

luego v ∈ TpS = gen{ϕu ,ϕv}. Recíprocamente, si v = aϕu +bϕb ∈ TpS, entonces tomando
w = (a,b) ∈R2, se tiene v =Dϕ(w) ∈ Im(Dϕ).

El lema anterior caracteriza de manera práctica el espacio tangente. Otra caracteri-
zación que usaremos bastante, es la dada por curvas.

Observemos primero que como ϕ es suave e inyectiva, toda curva γ ⊂ S = Im(ϕ)
proviene de una curva Γ ⊂ D = Dom(ϕ), es decir γ = ϕ ◦ Γ , y además por la regla de la
cadena γ ′ =DϕΓ Γ ′, luego γ ′ ∈ Im(DϕΓ ), lo que nos asegura que

γ ′ ∈ TγS.
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ϕ

M ⊂R
3

D =Dom(ϕ) ⊂R
2

α = ϕ(ut ,vt)

(ut ,vt)

α̇ = u̇ϕu + v̇ϕvTαM

ϕu

ϕv

Figura 4.2: Vector genérico α̇ ∈ TαM

Es decir que la velocidad de una curva dentro S, siempre es tangente a la superficie.

Lema 4.1.6. Si p ∈ S superficie regular, entonces

TpS = {γ ′(0) : γ ⊂ S, γ(0) = p}.

Es decir, el espacio tangente en p se obtiene considerando todas las velocidades de curvas
en S que pasan por p (Figura 4.2).

Demostración. Ya vimos que todas las velocidades de curvas que pasan por p son vec-
tores tangentes a S. Recíprocamente, tomemos v ∈ Tp, entonces existe w ∈ R2 tal que
v = DϕXw si ϕ(X) = p. Consideremos la curva Γ (t) = X + tw dentro de D = Dom(ϕ),
definida para |t| < ε pues Γ (0) = X ∈ D, y D es abierto en R

2. Considermos entonces
γ = ϕ ◦ Γ , esto es γ(t) = ϕ(Γ (t)). Entonces claramente γ ⊂ S = Im(ϕ), γ(0) = ϕ(X) = p y
además

γ ′(0) =DϕΓ (0)Γ
′(0) =DϕXw = v.

Hemos probado que v es la velocidad inicial de la curva γ ⊂ S.

Definición 4.1.7. Diremos que una superficie regular S ⊂ R
3 es cerrada si S es la fron-

tera (o cáscara) de un volumen acotado W ⊂R
3. En ese caso denotamos S = ∂W .
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4.1.1. Ejercicios

4.1.1. Parametrizar las siguientes superficies y hacer un gráfico aproximado en cada
caso:

a) z = 3, con 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 b) x+ z = 2, con −2 ≤ y ≤ 3, x, z ≥ 0

c) x+ y + z = 1, en el 1er octante d) x2 + y2 = 4, con y ≥ 0 y −1 ≤ z ≤ 1

e) x2 + y2 + z2 = 1, en el 1er octante f ) x2 + y2 + z2 = 4, con y ≥ 0

g) z =
√
x2 + y2, con z ≤ 5 h) z = y2, con x2 + y2 ≤ 1

4.1.2. Parametrizar las siguientes superficies ¿Cuáles son superficies cerradas? Indicar
el borde de las que no lo sean.

a) x2 + z2 = 3, con −1 ≤ y ≤ 1 b) x2 + y2 + z2 = 4

c) z = x2 + y2, con z ≤ 5 d) y2 + 4z2 = 1, con −2 ≤ x ≤ 3

e) (x − 1)2 + y2 + (z+ 1)2 = 1 f ) z = 5− x2, con z ≥ 0 y −1 ≤ y ≤ 1

g) la superficie frontera del sólido definido por el plano x+y+z = 1 en el primer octante.

h) la superficie frontera del sólido definido por z ≤ 5− x2 − y2 y z ≥ 0.
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4.2. Funciones en superficies

Definición 4.2.1 (Continuidad de funciones entre superficies). Dadas dos superficies
regulares M,S ⊂R

3, diremos que una función f :M→ S es continua si para todo punto
p ∈M y toda sucesión {pn}n∈N ⊂M tal que pn→ p, se verifica f (pn)→ f (p).

Invitamos al lector a verificar que esto es equivalente a pedir que la preimagen de
todo abierto relativo W ⊂ S (W = S ∩B con B ⊂R

3 abierto) es un abierto relativo de M.

Para definir diferenciabilidad, vamos a usar las parametrizaciones:

Definición 4.2.2 (Funciones diferenciables entre superficies). Sean ϕ : D → M, φ :
D∗ → S parametrizaciones regulares de M,S respectivamente y f : M → S continua.
Sea p ∈U = Im(ϕ) ⊂M, f (p) ∈ V = Im(φ) ⊂ S. Consideremos W = f −1(V )∩U = {q ∈U :
f (q) ∈ V }, que es un abierto no vacío de M si f es continua, y consideremos D̃ ⊂ D =
ϕ−1(W ). Decimos que f es de clase Ck en W si

φ−1 ◦ f ◦ϕ : D̃→D∗

es una función de clase Ck en el abierto D̃ ⊂R
2.

§ Puede verificarse fácilmente que esta definición no depende de las parametrizaciones
regulares elegidas.

Definición 4.2.3. Sean S,M superficies regulares, f : S → M de clase C1. Para p ∈ S
y ϕ : U → S parametrización alrededor de p, definimos Dfp : TpS → Tf (p)M como
Dfpv = D(f ◦ϕ)Xw si v = DϕXw ∈ TpS y p = ϕ(X). Esta se conoce como la diferencial de
f en p.

f : S→M

M

S

α

γ = f ◦α

TpS Tf (p)M

v = α′(0)

Dfpv = γ ′(0)

Figura 4.3: Función suave f : S→M entre superficies y su diferencial

Lema 4.2.4. Si f : S → M es C1, y α ⊂ S es de clase C1 con α(0) = p,α′(0) = v, se tiene
Dfpv = (f ◦α)′(0). Además Dfp : TpS→ Tf (p)M es transformación lineal.
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Demostración. Si p = ϕ(X), escribimos α = ϕ ◦ β para β ⊂ Dom(ϕ). Entonces si v =
DϕXw ∈ TpS, como v = α′(0) =DϕXβ′(0) y DϕX es inyectiva, debe ser w = β′(0). Luego

Dfpv =D(f ◦ϕ)Xw = (f ◦ϕ ◦ β)′(0) = (f ◦α)′(0)

y esto prueba la primera afirmación. Ahora si vi =DϕXwi entonces v1 +λv2 =DϕX(w1 +
λw2) =Dϕ y entonces

Dfp(v1 +λv2) =D(f ◦ϕ)X(w1 +λw2) =D(f ◦ϕ)Xw1 +λD(f ◦ϕ)Xw2 =Dfpv1 +λDfpv2,

lo que prueba queDfp es transformación lineal entre los respectivos espacios tangentes.

Problema 4.2.5. Sean S,M superficies regulares, f : S→M de clase C1. Probar

1. Dfp no depende de la parametrización ϕ elegida para definirla.

2. Dfp es inversible⇔ f es localmente inversible y f −1 es de clase C1.

3. Si Dfp es inversible entonces existe un entorno W ⊂ U tal que f ◦ϕ : W →M es
parametrización regular de M en un entorno de f (p).

4. Si f : S→M, g :M→N son dos funciones entre superficies regulares, la compo-
sición también es una función entre superficies regulares g ◦ f : S → N , y vale la
regla de la cadena

D(g ◦ f )pv =Dgf (p)Dfpv.

4.2.1. Campos vectoriales en superficies y flujo de un campo

Definición 4.2.6 (Campos vectoriales). Sea M ⊂R
3 una superfice regular.

Una función X : M → R
3 tal que X(p) ∈ TpM para todo p ∈M se denomina campo

vectorial en M. Decimos que X es de clase Ck en un entorno de p cuando X ◦ϕ :D→R
3

lo es, para alguna parametrización ϕ : D → ϕ(D) ⊂M tal que U = ϕ(D) es entorno de
p. Decimos que X es de clase Ck en M cuando este entorno existe para todo p ∈ M.
El conjunto de los campos suaves (de clase C1) en M lo denotamos X(M). Es habitual
denotar Xp (y no X(p)) para X ∈ X(M).

Dada una curva γ : I → M, decimos que µ : I → R
3 es un campo a lo largo de γ si

µ(t) ∈ Tγ(t)M para todo t ∈ I (Figura 4.4). Si consideramos γ̇ : I → R
3 es inmediato por

el Lema 4.1.6 que γ̇ es un campo a lo largo de γ , denominado campo de velocidades de
γ .

§ Notemos también que si X ∈ X(M) y, entonces µ = X ◦ γ : I → R
3 es un campo a lo

largo de γ : en efecto µ(t) = X(γ(t)) ∈ Tγ(t)M para todo t ∈ I pues X es campo vecto-
rial. Recíprocamente, puede probarse que todo campo µ a lo largo de una curva puede
”engordarse” a un entorno abierto U de γ en M para que µ = X |γ .
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M

µ(t) ∈ Tγ(t)M

TγM

µ

γ

Figura 4.4: Campo µ a lo largo de la curva γ

Definición 4.2.7 (Flujo de un campo vectorial). El flujo en p ∈M de un campo en M es
la curva solución αXp : Ip→M del problema dado por la ecuación diferencial

α̇(t) = X(α(t)), α(0) = p,

donde Ip = (t−p , t
+
p ) ⊂ R es algún intervalo alrededor de t = 0. Por el teorema de existen-

cia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias (ver Teorema 5.1.6), este problema
tiene siempre alguna solución en un intervalo abierto alrededor de t = 0, y denotamos
Ip al intervalo maximal de definición de la solución. Por el mismo teorema, la solución α
depende suavemente de las condiciones iniciales, siempre que el campo sea C1. Enton-
ces para cada abierto acotadoU ⊂M, hay un intervalo común de definición de las αXp , y
obtenemos una función de clase C1 dada por αX : I ×U →M dada por αX(t,p) = αXp (t)
denominada flujo global o sencillamente flujo de X en M.

Definición 4.2.8 (Corchete de Lie). Si X,Y son campos enM, en general p 7→DXp(Yp) ∈
R

3 (la derivada direccional de X en la dirección de Y ) no tienen por qué volver a ser
tangente a M en p, luego no define un campo. Sin embargo, puede probarse que si X,Y
son de clase C2 entonces la operación

[X,Y ](p) =DYp(Xp)−DXp(Yp)

conocida como corchete de Lie, si define un nuevo campo en M.

Problema 4.2.9. Sean X,Y ,Z campos de clase C2 en M. Probar que

1. [X,Y ] es un campo en M, que verifica [X,Y ] = −[Y ,X] (antisimetría).

2. Para toda f ,g ∈ C1(M) se verifica

[gX,f Y ] = gf [X,Y ], [X +Z,Y ] = [X,Y ] + [Z,Y ], [X,Y +Z] = [X,Y ] + [X,Z],

se suele decir que el corchete de Lie es C1(M) bilineal.
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3. Se verifica la identidad de Jacobi

[X, [Y ,Z]] + [Z, [X,Y ]] + [Y , [Z,X]] = 0.

4.2.2. Normal, área, integrales de superficie

Dada una superficie regular S = im(ϕ) ⊂R
3, comoϕu ,ϕv generan el espacio tangen-

te a S en p ∈ S, resulta que el vector Np = ϕu ×ϕv es no nulo y ortogonal al subespacio
TpS. Decimos que Np es una normal de S en p.

Definición 4.2.10. Diremos que la superficie S es orientable si existe una función con-
tinua y nunca nula N : S → R

3. Normalizando el vector normal (dividiendo por su
norma), podemos suponer que N : S→ S2, para S2 la esfera unitaria de R (centrada en
el origen). Para cada p ∈ S, el vector normal en p será Np, un vector perpendicular a
la superficie en el punto p (es decir perpendicular a TpS) y de norma 1. En ese caso la
superficie tiene dos orientaciones, dadas por elegir la normal de uno u otro lado.

En el caso de superficies cerradas, podemos elegir siempre la normal exterior que es
la que apunta hacia afuera del volumen W tal que S = ∂W . En ese caso diremos que
S = ∂W tiene la orientación positiva, y lo denotaremos como S = ∂W +.

Si ϕ : Dom(ϕ)→ S es una parametrización de S entonces como ϕu ×ϕv también es
perpendicular al espacio TpS correspondiente, debe ser ϕu ×ϕv un múltiplo de Np. Si
ϕ es regular (salvo quizás en los bordes de S o en puntos aislados del interior de S o en
regiones de S que no separen a S en 2 partes disjuntas) entonces se puede probar que
ϕu ×ϕv siempre apunta para el mismo lado de S.

Es decir, si S está orientado para determinado lado (uno de los 2 lados de S) entonces
hay 2 casos posibles:

1. ϕu ×ϕv apunta para el lado en el que está orientada S para todo (u,v) ∈ Dom(ϕ)
donde ϕu ×ϕv , (0,0,0) (en cuyo caso se dice que ϕ conserva o preserva la orien-
tación de S). En este caso vale la igualdad

Nϕ(u,v) =
ϕu ×ϕv
‖ϕu ×ϕv‖

.

2. ϕu × ϕv apunta para el lado opuesto al que está orientada S para todo (u,v) ∈
Dom(ϕ) dondeϕu×ϕv , (0,0,0) (en cuyo caso se dice queϕ invierte la orientación
de S). En este caso vale la igualdad

Nϕ(u,v) = −
ϕu ×ϕv
‖ϕu ×ϕv‖

.

O sea que para una parametrización regular ϕ de la superficie (orientable) S, el
vector ϕu ×ϕv apunta siempre para el mismo lado de S.
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Una prueba de este hecho se puede obtener considerando una curva α : [a,b]→ S
que una 2 puntos de S donde ϕ es regular, digamos p = α(a) y q = α(b). Allí con-
sideramos en cada α(t) los valores de f : [a,b]→ R para f (t) = 〈Nα(t),ϕu ×ϕv〉 (donde
ϕu ×ϕv = ϕu(u(t),v(t))×ϕv(u(t),v(t)) es el correspondiente al punto α(t) = ϕ(u(t),v(t))).
Supongamos que en p = α(a) resulta que Nα(t) y ϕu ×ϕv apuntan para el mismo lado,
entonces la función

f (a) = 〈Nα(t),ϕu ×ϕv〉 = ‖Nα(t)‖ ‖ϕu ×ϕv‖ cos(θ) > 0 (4.1)

ya que el ángulo θ entre los vectores debe ser θ = 0 (porque ambos vectores son per-
pendiculares al mismo plano TpS y apuntan en la misma dirección).

Si el punto q = α(b) y fuera f (b) < 0 la función f (que es continua) debería anularse
en un c ∈ (a,b). Pero entonces en el punto α(c) debería ser ‖ϕu ×ϕv‖ = 0 ya que es la
única manera que se anule f (c) (observar la expresión (4.1) para convencerse). Luego,
ϕ no podría ser regular en un punto de S sobre la curva α, en contra de lo supuesto.
Por lo tanto, debería valer f (b) > 0. Por lo que ϕu ×ϕv en q = α(b) también apunta para
el mismo lado que Nα(b) ya que

f (b) = 〈Nα(b),ϕu ×ϕv〉 = ‖Nα(b)‖ ‖ϕu ×ϕv‖ cos(θ)

y por lo comentado antes θ = 0 o θ = π son los únicos valores posibles.

Definición 4.2.11. El elemento de área de la superficie S es la función

dS = ‖ϕu ×ϕv‖ : Dom(ϕ)→R.

Notemos que es una función estrictamente positiva si S es regular, ya que el producto
vectorial sólo se puede anular si los vectores son linealmente dependientes.

Definimos el área o medida de la superficie orientable S = Im(ϕ) ⊂ R
3 como la

integral del elemento de área, esto es

µ(S) =
"

Dom(ϕ)
‖ϕu(u,v)×ϕv(u,v)‖ du dv.

Con mayor generalidad, dada una función f : S → R (en particular, si tenemos
f : R3→R y miramos su restricción), definimos"

S
f =

"
Dom(ϕ)

(f ◦ϕ)(u,v) ‖ϕu(u,v)×ϕv(u,v)‖ du dv.

Asimismo, si F : R3→ R
3 es un campo, definimos el flujo de F a través de S (para S

una superficie orientada) como"
S
F =

"
Dom(ϕ)

〈(F ◦ϕ)(u,v),ϕu(u,v)×ϕv(u,v)〉 du dv.



4.2 Funciones en superficies 61

Si N denota la normal unitaria de S, notemos que tomando f = 〈F,N 〉, la tercer
definición es un caso particular de la segunda.

Y que tomando f = 1 la definición de área es un caso particular también de la
segunda definición, es decir µ(S) =

!
S

1.

Veamos que estas definiciones son intrínsecas a la superficie, y no dependen de
la parametrización elegida. Para probarlo, por las observaciones recién hechas, basta
ver que la segunda definición, la de integral de superficie de funciones escalares f , no
depende de la parametrización. Primero enunciamos un lema que usaremos, de interés
independiente:

Lema 4.2.12. Sea ϕ :D→ S es una parametrización suave, entonces

det(DϕtDϕ) = ‖ϕu ×ϕv‖2.

Demostración. Primero calculamos

DϕtDϕ =
(
−ϕu−
−ϕv−

)
| |
ϕu ϕv
| |

 =
(
ϕu ·ϕu ϕu ·ϕv
ϕv ·ϕu ϕv ·ϕv

)
=

(
‖ϕu‖2 ϕu ·ϕv
ϕv ·ϕu ‖ϕv‖2

)
.

Luego det(DϕtDϕ) = ‖ϕu‖2‖ϕv‖2 − 〈ϕu ,ϕv〉2, que por el Lema 3.1.6, es igual a la canti-
dad ‖ϕu ×ϕv‖2.

Ahora si, veamos que las integrales de superficie no dependen de la parametrización
elegida para calcularlas.

Proposición 4.2.13. Sea S = Im(ϕ) = Im(Φ) ⊂ R
3 con ϕ : D → S, Φ : D∗ → S parametri-

zaciones regulares de S. Entonces para toda función continua f : S→R,"
D

(f ◦ϕ) ‖ϕu ×ϕv‖ du dv =
"

D∗
(f ◦Φ) ‖Φx ×Φy‖ dx dy.

Demostración. Consideramos la función T : D∗ → D dada por T = ϕ−1 ◦ Φ . Notar
que por ser ambas funciones inyectivas, T es inyectiva y claramente D = T (D∗). Por
otro lado, esta función es C1 por ser ambas parametrizaciones regulares. Llamemos
(u,v) ∈ D a las variables en D, llamemos (x,y) ∈ D∗ a las variables en D∗. Claramente
T (x,y) = (u,v), luego podemos calcular el determinante Jacobiano JT (X) dxdy = dudv.
El teorema de cambio de variables para dominios en R

2 nos dice que"
D∗

(g ◦ T )(x,y) JT (x,y) dx dy =
"

D=T (D∗)
g(u,v) du dv (4.2)

para toda función continua g :D→R. En particular, podemos tomar

g(u,v) = f (ϕ(u,v)) ‖ϕu(u,v)×ϕv(u,v)‖,
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con lo cual "
D=T (D∗)

g(u,v) du dv =
"

D
(f ◦ϕ) ‖ϕu ×ϕv‖ du dv. (4.3)

Por otro lado, comoϕ(T (x,y)) = Φ(x,y), diferenciando obtenemosDϕ(T (x,y))DT (x,y) =
DΦ(x,y), y trasponiendo las matrices DT (x,y)tDϕ(T (x,y))t = DΦ(x,y)t. Multiplicando
ambas expresiones se obtiene

DT (x,y)tDϕ(T (x,y))tDϕ(T (x,y))DT (x,y) =DΦ(x,y)tDΦ(x,y),

omitiendo por un momento los puntos donde están evaluadas estas matrices obtuvimos

DT tDϕtDϕDT =DΦ tDΦ .

Tomando determinante a ambos lados de la igualdad, llegamos a que

det(DT )2 det(DϕtDϕ) = det(DΦ tDΦ).

Usando el lema anterior y tomando raíz cuadrada, obtenemos

|det(DT )| ‖ϕu ×ϕv‖ = ‖Φx ×Φy‖,

o más precisamente

JT (x,y) ‖(ϕu ×ϕv)(T (x,y)‖ = ‖(Φx ×Φy)(x,y)‖. (4.4)

Luego, como

g(T (x,y)) = f ◦ϕ ◦ϕ−1 ◦Φ(x,y) ‖(ϕu ×ϕv)(T (x,y))‖ = (f ◦Φ)(x,y) ‖(ϕu ×ϕv)(T (x,y))‖,

tenemos"
D∗

(g ◦ T )(x,y) JT (x,y)dxdy =
"

D∗
(f ◦Φ)(x,y) ‖(ϕu ×ϕv)(T (x,y))‖ JT (x,y) dx dy

=
"

D∗
(f ◦Φ)(x,y) ‖(Φx ×Φy)(x,y)‖ dx dy

donde la última igualdad es consecuencia de lo que obtuvimos en (4.4). Resumiendo,"
D∗

(g ◦ T )(x,y) JT (x,y) dx dy =
"

D∗
(f ◦Φ) ‖(Φx ×Φy)‖ dx dy. (4.5)

Combinando las igualdades (4.2), (4.3) y (4.5) se obtiene la igualdad enunciada en la
proposición.
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4.2.3. Ejercicios

4.2.3. Sea f una funciónC1 en un recinto elementalD. Calcularψu×ψv en los siguientes
casos:

a) ψ : D→R
3, ψ(u,v) = (u,f (u,v),v).

b) ψ : D→R
3, ψ(u,v) = (f (u,v),u,v).

4.2.4. Para las superficies de los Ejercicios 4.1.1 y 4.1.2 que se indican, utilizar las pa-
rametrizaciones halladas para calcular, si es posible, los planos tangentes y vectores
normales en los puntos P señalados. En lo posible, graficar aproximadamente las su-
perficies, los planos tangentes y los vectores normales.

Superficies del Ejercicio 4.1.1:

a) en P = (1/2,1/2,3), c) en P = (1/3,1/3,1/3), d) en P = (
√

2,
√

2,0), f) en P = (0,2,0),
g) en P = (1,1,

√
2), g) en P = (0,0,0) y h) en P = (0,0,0).

Superficies del Ejercicio 4.1.2:

c) en P = (0,0,−2), c) en P = (0,0,0), d) en P = (0,1,0), f) en P = (0,0,5) y h) en
P = (0,0,0).

4.2.5. Calcular el área de las superficies indicadas en el ejercicio anterior -exceptuando
h) del Ejercicio 4.1.1, y f) del Ejercicio 4.1.2-.

4.2.6. La proyección estereográfica permite definir un sistema de coordenadas alterna-
tivo para la esfera S2 ⊂R

3. Para esto, considérese una esfera descripta por x2+y2+z2 = 1
y sea N = (0,0,1) su “polo norte”. Se define π como π(x,y,z) = q ∈R2 si q es la intersec-
ción de la línea que pasa por N y P = (x,y,z) con el plano z = 0.

a) Hallar una fórmula para π(x,y,z) con (x,y,z) en esta esfera.

b) Mostrar que una parametrización de S2 está dada por

ϕ(u,v) = π−1(u,v) =
( 2u
u2 + v2 + 1

,
2v

u2 + v2 + 1
,1− 2

u2 + v2 + 1

)
.

c) Mostrar que, usando la proyección estereográfica es posible cubrir la esfera con dos
parametrizaciones.

4.2.7. Calcular el área de las siguientes superficies:

a) S la parte del cilindro x2 + y2 = 4 que verifica −x ≤ y ≤ x, 0 ≤ z ≤ 1.

b) S superficie frontera del cuerpo definido por x2 + y2 ≤ 1, 0 ≤ z ≤
√
x2 + y2.
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4.3. Primera forma fundamental

Para trabajar con superficies parametrizadasM = Im(ϕ), resulta muy útil considerar
los coeficientes de la primera forma fundamental dados por

E = ϕu ·ϕu = ‖ϕu‖2, F = ϕu ·ϕv , G = ϕv ·ϕv = ‖ϕv‖2,

donde hay que notar que E,F,G : D = Dom(ϕ) → R son funciones de las variables
(u,v) ∈D y además dependen de la parametrización ϕ elegida para recorrer M.

Definimos la matriz de la primera forma fundamental como

Ip =
(
E F
F G

)
,

y también (con un pequeño abuso de notación) se suele denotar a la forma bilineal
asociada de la misma manera:

Ip(v,w) = 〈Ipv,w〉,

para v,w ∈R2.

Observación 4.3.1. Notemos que, como Dϕ =


| |
ϕu ϕv
| |

 ∈R3×2, entonces

DϕTDϕ =
(
−ϕu−
−ϕv−

)
| |
ϕu ϕv
| |

 =
(
ϕu ·ϕu ϕu ·ϕv
ϕv ·ϕu ϕv ·ϕv

)
=

(
E F
F G

)
= I.

Luego si w1,w2 ∈ R2 y v1,v2 son sus imagenes en TpM por la diferencial de ϕ, se
tiene

〈v1,v2〉 = 〈Dϕw1,Dϕw2〉 = 〈DϕTDϕw1,w2〉 = 〈Iw1,w2〉.

Es decir, la primera forma fundamental relaciona la métrica en D = Dom(ϕ) ⊂ R
2 con

la métrica en M = im(ϕ).

Si Γ ⊂D es una curva suave y γ = ϕ ◦ Γ ⊂M es su imagen en M, entonces

‖γ ′‖2 = ‖DϕΓ ′‖2 = 〈DϕΓ ′ ,DϕΓ ′〉 = 〈IγΓ ′ ,Γ ′〉 = Iγ (Γ ′ ,Γ ′). (4.6)

Observación 4.3.2. La matriz de la primera forma fundamental, para una parametri-
zación regular ϕ, siempre es inversible. Esto es porque

EG −F2 = ‖ϕu‖2‖ϕv‖2 − 〈ϕu ,ϕv〉2 = A(ϕu ,ϕv)2



4.3 Primera forma fundamental 65

donde A denota el área del paralelogramo generado por estos vectores (ver (3.1.6)). De
acuerdo a las fórmulas obtenidas, esta área también se puede calcular como la norma
del producto vectorial, es decir

A(ϕu ,ϕv) = ‖ϕu ×ϕv‖.

Combinando esta identidad con la anterior, tenemos

EG −F2 = ‖ϕu ×ϕv‖2 ≥ 0,

y sólo puede anularse cuando ϕu ×ϕv = 0 ∈ TpM. Pero esto es posible si y sólo si ϕu ,ϕv
están alineados, lo cual contradice que ϕ sea regular.

Notemos que como E > 0 y también det(I) > 0, la matriz I es siempre definida positi-
va. Equivalentemente,

〈Ipw,w〉 > 0

para todo w ∈R2 no nulo.

Esta última observación la podríamos haber obtenido también mediante la fórmula
(4.6), reescrita poniendo Γ ′(0) = w ∈ R

2, v = DϕΓ (0)(w) = DϕΓ (0)Γ
′(0) = d

dt (ϕ ◦ Γ )(0) =
γ ′(0), pues en ese caso

〈Ipw,w〉 = 〈Iγ(0)Γ
′(0),Γ ′(0)〉 = ‖γ ′(0)‖2 = ‖v‖2 > 0

siempre que v = Dϕ(w) sea no nulo (y como Dϕ es inyectiva, esto ocurre si y sólo si
w ∈R2 es no nulo).

4.3.1. Ejercicios

4.3.8. Sean S,M superficies regulares, F : R3→ R
3 de clase C1 y f = F|S . Si im(f ) ⊂M,

probar que f es C1 entre superficies y que para todo p ∈ S, Dfp =DFp|TpS .

4.3.9. Dada una superficie parametrizada por ϕ(u,v), los coeficientes de la primera
forma fundamental son E = ϕu ·ϕu , F = ϕv ·ϕu , G = ϕv ·ϕv . Calcular la primera for-
ma fundamental de las siguientes superficies parametrizadas en los puntos regulares
(a,b,c > 0):

a) Plano

b) Esfera de radio R > 0, usando coordenadas esféricas.

c) Esfera de radio 1, usando las coordenadas de la proyección estereográfica.

d) Elipsoide: ϕ(u,v) = (asen(u)cos(v),b sen(u)sen(v), ccos(u))

e) Paraboloide elíptico: ϕ(u,v) =
(
au cos(v),bu sen(v),u2

)
f) Paraboloide hiperbólico: ϕ(u,v) = (au cosh(v),bu senh(v),u2)
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g) Hiperboloide de dos hojas: ϕ(u,v) = (asenh(u)cos(v),b senh(u)sen(v), ccosh(u)).

4.3.10. El toro de radios a > r > 0 centrado en el origen está dado por la superficie de
nivel

T = {(x,y,z) ∈R3 : z2 = r2 − (
√
x2 + y2 − a)2}

Hacer un gráfico aproximado y verificar que f : (0,2π)× (0,2π) −→R
3 definida por

f (u,v) = ((a+ r cosu)cosv, (a+ r cosu)senv,r senv)

es una parametrización regular de T . Hallar E,F,G.

4.3.11. Sea S ⊂ R
3 la superficie de revolución que se consigue rotando la curva y =

f (z) > 0, para z ∈ (a,b) alrededor del eje z. Probar que si f es C2 entonces S es una
superficie regular. Dar una parametrización, hallar su plano tangente y los coeficientes
E,F,G.

4.3.12. Mostrar que toda superficie de revolución (y = f (z) > 0 rotada alrededor del eje
z) puede ser reparametrizada de manera que queden E = E(v),F = 0 y G = 1.

4.3.13. La pseudoesfera es la superficie de revolución que se obtiene al girar la curva
tractriz alrededor del eje z. Dar una parametrización de la pseudoesfera y hallar sus
coeficientes de la primera forma fundamental.

4.3.14. Las curvas coordenadas de una parametrización ϕ(u,v) forman una red de
Tchebyshev si las longitudes de los lados opuestos de cualquier cuadrilátero forma-
do por ellas son iguales. Mostrar que si ϕ ∈ C2, entonces una condición necesaria y
suficiente para esto es que ∂E

∂v = ∂G
∂u = 0.

4.3.15. * Probar que si las curvas coordenadas de una parametrización ϕ ∈ C2 forman
una red de Tchebyshev entonces es posible reparametrizar el entorno coordenado de
modo que los nuevos coeficientes de la primera forma fundamental sean E = 1,F =
cos(θ),G = 1, donde θ es el ángulo entre las curvas coordenadas.

4.3.16. Sea f : S→R es diferenciable, con S superficie regular parametrizada porϕ. Sea
grad(f )p el único vector tal que 〈grad(f )p, z〉 = Dfp(z) para todo z ∈ TpS. Si denotamos

fu = ∂(f ◦ϕ)
∂u , y lo mismo con v, probar que

grad(f )p =
fuG − fvF
EG −F2 ϕu +

fvE − fuF
EG −F2 ϕv .

En particular, si S = R
2×{0} ⊂R

3 con la parametrización usual ϕ(x,y) = (x,y,0) se tiene
grad(f ) = fxe1 + fye2 donde {e1, e2, e3} es la base canónica de R

3 .
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Desde cualquier punto dado
construimos el sistema de lineas
cortas que salen de el; la posición de
un punto arbitrario puede entonces
ser determinada por la dirección
inicial de la geodésica en la que yace,
y su distancia medida a lo largo de
esta línea desde el origen.

B. Riemann “Sobre las hipótesis que
yacen en las bases de la Geometría”

Dada una superficie regular M ⊂ R
3, buscamos responder las dos preguntas que

siguen:

· ¿Cuál es el camino más corto para ir de un punto a otro en M, sin salir de M?

· ¿Hay alguna manera de especificar caminos que no gasten energía innecesaria, es
decir que se mueven de manera “lo más recta posible”?

Como veremos, ambas preguntas están relacionadas y se contestan, local o global-
mente, por medio de una familia especial de curvas en M que llamaremos geodésicas.

§ Para esta sección y cada vez que hablemos de geodésicas, supondremos que la super-
ficie M es regular y de clase C3.

5.1. Curvas sin aceleración

La primera aproximación al problema, atañe más a la segunda pregunta formulada.
En el espacio R

3, es sabido que en ausencia de fuerzas externas, una partícula sigue un
movimiento rectilíneo uniforme, describiendo así una recta, pero siempre parametriza-
da con velocidad constante, esto es α(t) = tV +P para ciertos vectores fijos P ,V ∈R3. El
punto P es la posición inicial de la trayectoria, y el vector V es la velocidad inicial de la
trayectoria. Notemos que ‖α̇(t)‖ = ‖V ‖ = cte. Claramente α̈(t) = 0, y recíprocamente, es
fácil ver que toda curva con aceleración nula es una recta parametrizada con velocidad
constante.

http://www.emis.de/classics/Riemann/WKCGeom.pdf
http://www.emis.de/classics/Riemann/WKCGeom.pdf
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También sabemos que una recta así parametrizada es el camino más corto que une
dos puntos en R

3 (Sección 1.3).

Luego si la superficie M contiene una recta L ⊂M, está claro que este es el camino
(parametrizado con velocidad constante) que responde a las dos preguntas con las que
iniciamos esta sección. Por ejemplo, en un cilindro recto, hay muchas rectas contenidas;
así como en las superficies del tipo {(x,y,z) : z = f (x)}.

Pero por supuesto, esto no responde la pregunta general, ni agota todas las posibili-
dades. Para formular lo que queremos decir con curvas sin aceleración, vamos a ser más
precisos.

Recordemos que si α ⊂ M es una curva suave con dominio I ⊂ R, entonces para
todo t ∈ I se verifica α̇(t) ∈ Tα(t)M, esto es, las velocidades de curvas son tangentes a
la superficie. De hecho, esta fue una de las maneras en las que definimos el espacio
tangente TM.

Sin embargo, es fácil ver a través de ejemplos, que en general α̈(t) < Tα(t)M, esto
es, la aceleración no tiene por qué ser tangente a la superficie. Ahora bien, desde el
punto de vista de un habitante de la superficie M, sólo es relevante para modificar
el vector velocidad (y por ende la trayectoria en M) la componente de la aceleración
que si es tangente a M. Más precisamente: como para cada p ∈ M, TpM,Np generan
todo el espacio R

3 (Np es el vector normal al plano tangente TpM), todo vector W ∈
R

3 se descompone como W = WT + λNp donde WT ∈ TpM y λ ∈ R. Es decir, con una
componente en el plano y otra paralela a la normal. En particular, a la aceleración la
podemos descomponer como

α̈(t) = α̈(t)T +λ(t)Nα(t)

para cada t ∈ I . La componente normal de la aceleración, λ(t)Nα(t), no modifica la velo-
cidad de la curva, ya que actúa perpendicular al vínculo dado por la superficie. Luego la
única componente que puede modificar el curso de α, es precisamente la componente
tangencial.

De manera que si queremos que α ⊂ M no modifique su curso de manera extra-
ordinaria, podemos suponer que la componente tangencial es nula. Esto nos lleva a la
siguiente definición:

Definición 5.1.1. Sea M una superficie regular. Una curva suave α : I → M es una
geodésica si para todo t ∈ I se verifica α̈(t)⊥ Tα(t)M.

En términos del proyector ortogonal Pα(t) : R3 → R
3 con imagen Tα(t)M y núcleo

Nα(t) (Ejercicio 5.1.1):

Decimos que α es una geodésica cuando

Pα(t)(α̈(t)) = 0, ∀ t ∈ I. (5.1)

Esta ecuación se denomina Ecuación de Euler de las geodésicas.
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Propiedades triviales (pero importantes) de P : es una transformación lineal auto-
adjunta e idempotente, esto es P tp = Pp, Pp ◦ Pp = Pp para todo p ∈ M. En particular, si
v ∈ TpM, se tiene v = Pp(v) puesto que v está en la imagen de Pp.

Definición 5.1.2 (Derivada direccional y derivada covariante). Dados dos campos vec-
toriales X,Y en M (Definición 4.2.6), la derivada direccional se calcula como

DXp(Yp) =
d
dt
|t=0X ◦φp(t)

donde φp : I →M es el flujo de Y en p, es decir la solución de la ecuación diferencial
φ̇p(t) = Y (φp(t)) con φp(0) = p. Notamos que la derivada direccional no tiene porque
ser otro campo, ya que no está garantizado que esta cantidad vuelva a ser un vector
tangente en p, es decir puede ocurrir que DXp(Yp) < TpM.

Podemos considerar entonces la operación denominada derivada covariante del cam-
po X en la dirección de Y , dada por derivar y luego proyectar sobre TM, esto es
∇YX = P (DX(Y )), es decir

(∇YX)(p) = Pp(DXp(Yp)) =DXp(Yp)− 〈DXp(Yp),Np〉Np, (5.2)

donde Pp : R3 → TpM es el único proyector ortogonal con rango TpM (cuya normal es
Np), como en el ejercicio 5.1.1.

Es decir, la derivada covariante consiste en derivar, y luego proyectar (Figura 5.1).
Se suele denotar también ∇YX = P (X ′Y ) para mayor brevedad. Ahora es evidente que
∇YX es un nuevo campo en M. Además, ∇ : X(M) × X(M) → X(M) es R-bilineal pues
tanto la derivada como la proyección lo son. La derivada covariante también se conoce
como derivada de Levi-Civita.

Observación 5.1.3 (Ecuación de Euler y derivada covariante). Si γ : I →M es suave y
µ : I →R

3 es un campo a lo largo de γ (Definición 4.2.6), esto es µ(t) ∈ Tγ(t)M para todo
t ∈ I , entonces podemos definir la derivada covariante de µ a lo largo de γ como ∇γ̇µ,
esto es

∇γ̇µ = Pγ (µ̇) = µ̇− 〈µ̇,Nγ〉Nγ (5.3)

puesto que, de la misma definición, (Dµ)(γ̇) = µ̇, es decir, la derivada direccional de
µ a lo largo de γ es µ̇. En particular, la derivada covariante de γ̇ a lo largo de γ es la
proyección de la aceleración de γ sobre el espacio tangente correspondiente (Figura
5.1).

Volviendo a las geodésicas, tomando µ = γ̇ , entonces µ̇ = γ̈ , podemos reescribir la
ecuación de Euler (5.1) como

∇γ̇ γ̇ = 0

con la notación de la derivada de Levi-Civita. Esto es, una curva es geodésica si su
derivada covariante (a lo largo de ella misma) es nula.
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p

M
TpM

γ̇

γ̈

∇γ̇ γ̇ = Pγ (γ̈)

Pp : R3→ TpM

γ

Figura 5.1: Derivada covariante de γ̇ , obtenida proyectando γ̈ ortogonalmente sobre TγM

Problema 5.1.4 (Propiedades de la derivada covariante). Sean X,Y campos en M y sea
f una función, f : M → R. El producto entre una función y un campo se define punto
a punto y da otro campo, es decir (f Y )(p) = f (p)Y (p) y como Y (p) ∈ Tp y f (p) ∈ R, el
producto también está en TpM).

1. Probar que ∇f YX = f ∇YX para todo par de campos X,Y en M y toda f - Es decir,
la derivada covariante es lineal en funciones en la variable Y .

2. Probar que si f es diferenciable, entonces

(∇Y (f X))(p) =Dfp(Yp)Xp + f (p)(∇YX)(p).

Esta propiedad se conoce como propiedad de derivación en la variable X. Deno-
tando (∇Y f )(p) = Dfp(Yp) = d

dt |t=0f (φp(t)) con φp el flujo de Y en p, se tiene la
escritura compacta

∇Y (f X) = ∇Y f X + f ∇YX.

3. Probar que ∇XY −∇YX = [Y ,X] (ver la Definición 4.2.8). Esta propiedad se conoce
como nulidad de la torsión de la conexión de Levi-Civita.

4. Probar que si X,Y ,Z son campos en M, entonces

∇Z〈X,Y 〉 = 〈∇ZX,Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉, (5.4)
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donde el término de la izquierda hay que entenderlo como en el ítem anterior,
para f = 〈X,Y 〉. Esta propiedad se conoce como compatibilidad con la métrica de la
conexión de Levi-Civita.

Observación 5.1.5 (La ecuación de Euler como ecuación diferencial ordinaria). Obser-
vemos también que puesto que, para todo p ∈M, se tiene Pp(V ) = V − 〈V ,Np〉Np donde
Np es la normal a M en p (Ejercicio 5.1.1), una curva γ es geodésica si y sólo si

γ̈ = 〈γ̈ ,Nγ〉 Nγ .

Pero como 〈γ̇ ,Nγ〉 = 0 siempre, derivando esa igualdad tenemos la relación válida para
toda curva en M:

〈γ̈ ,Nγ〉+ 〈γ̇ ,DNγ γ̇〉 = 0 ⇔ 〈γ̈ ,Nγ〉 = −〈γ̇ ,DNγ γ̇〉,

Esto nos permite reescribir la derivada covariante (5.3), y en particular, si γ es el flujo
del campo Y (o sea Y ◦γ = γ̇), obtenemos también una nueva expresión para la derivada
covariante de campos

∇γ̇µ = µ̇+ 〈DNγµ, γ̇〉Nγ (5.5)

(∇YX)p = DXp(Yp) + 〈DNpYp,Xp〉Np. (5.6)

Notemos entonces que por la ecuación (5.5), γ ⊂M es geodésica si y sólo si

γ̈ = −〈γ̇ ,DNγ γ̇〉 Nγ . (5.7)

Recordamos aquí el teorema de existencia, unicidad, y dependencia suave de las
condiciones, para ecuaciones diferenciales ordinarias en espacios normados. Para una
demostración recomendamos al lector el texto de Lang [3, Ch. IV §1].

Teorema 5.1.6. Sea W ⊂ R
d abierto y F : W → R

d de clase Ck , con k ≥ 1, y consideramos
la ecuación diferencial Ȧ(t) = F(A(t)).

1. Para cada X ∈ W , existe un intervalo abierto maximal 0 ∈ IX ⊂ R y una solución
AX : IX →W de clase Ck , que es única.

2. Sea D(F) ⊂W ×R el conjunto de los (X,t) tales que t ∈ IX . Entonces D(F) es abierto y
contiene a W × {0}.

3. Si A :D(F)→W es el flujo de F dado por A(X,t) = AX(t), entonces A es de clase Ck .

Llamando β = γ̇ , y notando que entonces β̇ = γ̈ podemos reescribir esta ecuación
diferencial de orden 2 (5.7) como el sistema de dos ecuaciones de orden uno{

β̇ = −〈β,DNγβ〉 Nγ
γ̇ = β

.
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que puede escribirse como Ȧ(t) = F(A(t)) para A(t) = (γ(t),β(t)) ∈ R2×R2 = R
4 y una

F adecuada que involucra N y DN como puede verse. Para una formalización de la
expresión de F usando una parametrización de M, ver la Observación 5.2.1.

Observación 5.1.7 (Existencia local y unicidad de geodésicas). Si M es de clase Ck ,
ϕu ,ϕv son de clase Ck−1 y lo mismo ocurre con el vector normal N . Luego DN es de
clase Ck−2, y entonces la F que define la ecuación diferencial será también de clase
Ck−2. Por ello dijimos al comienzo de la sección que nos concentraremos en superficies
de clase (al menos) C3, para que F sea al menos C1.

Si M es de clase Ck (k ≥ 3), la solución β de la ecuación será (al menos) de clase
Ck−2, y entonces γ resultará de clase Ck−1. Pero entonces, como β̇ = −〈β,DNγβ〉Nγ , el
lado derecho de la ecuación es de clase Ck−2, luego β̇ es de clase Ck−2 y en consecuencia
β también es de clase Ck−1.

Fijando las condiciones iniciales γ(0) = p ∈ M, β(0) = γ̇(0) = V ∈ TpM existe una
única solución que las verifica que denotaremos

γp,V : I →M

definida en un intervalo I = Ip,V alrededor de t = 0, que depende de X = (p,V ). Esta
solución, también por el Teorema 5.1.6 y lo recién discutido, también es de clase Ck−1

respecto de las condiciones iniciales, es decir la función

γ = γ(p,V , t) :M × TpM ×R→M

(para los t ∈R en los que tiene sentido γ(p,V , t)) es una función de clase C2.

Y si q ∈
(
Bε(p)∩M

)
yW ∈

(
Bδ(V )∩TpM

)
para ε y δ pequeños (donde Br(x) es la bola

con centro x y radio r) se puede encontrar un intervalo I común a todos esos q y W tal
que γq,W está definida en ese I . En ese caso

γ = γ(p,V , t) :
(
Bε(p)∩M

)
×
(
Bδ(V )∩ TpM

)
× I →M

resulta de clase C2.

Si p ∈M y 0 ∈ TpM, entonces es inmediato que γp,0(t) = p (la curva constantemente
p en M, es la única geodésica que pasa por p con velocidad inicial nula v = 0).

Definición 5.1.8. Si 1 ∈ Ip,V = Dom(γp,v), denotamos Expp(V ) = γp,v(1) la función ex-
ponencial Riemanniana de M en p. Esta función está definida en algún subconjunto
Dom(Expp) ⊂ TpM que contiene al vector nulo v = 0 ∈ TpM, ya que Expp(0) = γp,0(1) = p
para todo p ∈M.

Observación 5.1.9. Por la dependencia suave de las condiciones iniciales y lo recién
observado, en realidad el dominio de la exponencial riemanniana es un abierto en TpM
que contiene al vector nulo, y Expp : Dom(Expp) ⊂ TpM → M es una función de clase
C2 (de hecho, es de clase Ck−1 cuando M es de clase Ck).
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Teorema 5.1.10. Si α : I →M es una geodésica con α(0) = p ∈M, entonces

1. tiene rapidez constante, esto es ‖α̇(t)‖ = k = cte para todo t ∈ I ,

2. para todo V ∈ TpM,s, t ∈ R, se tiene αsV (t) = αV (st), en el sentido que un lado existe
si y sólo si existe el otro y son iguales.

3. Existe r = r(p) > 0 tal que Expp : Br(0) ⊂ TpM → M es un difeomorfismo con su
imagen.

Demostración. Para probar la primer afirmación, observemos que

f (t) = ‖α̇(t)‖2 = 〈α̇(t), α̇(t)〉,

y el resultado estaría probado si podemos ver que f ′(t) = 0 para todo t ∈ I . Notemos
que por ser α ⊂ M, se tiene derivando (y omitiendo la variable t para simplificar la
escritura) tenemos

f ′ = 2〈α̈, α̇〉 = 2〈α̈,Pα(α̇)〉 = 2〈P tα(α̈), α̇〉 = 2〈Pα(α̈), α̇〉 = 2〈0, α̇〉 = 0

puesto que α es una geodésica y por lo tanto verifica la ecuación de Euler Pα(t)(α̈(t)) = 0
(ver (5.1)).

Otra forma de ver esto mismo es recordar que como α̈(t) ⊥ Tα(t)M y α̇(t) ∈ Tα(t)M
debe ser α̈(t)⊥ α̇(t) ∀t ∈ I , y entonces

f ′(t) = 2〈α̈(t), α̇(t)〉 = 0, ∀t ∈ I.

Para probar la segunda afirmación, fijado s ∈ R, llamamos β(t) = αV (st) y notamos
que β ⊂ M, que β(0) = αV (0) = p y que β̇(t) = α̇V (st)s (en particular β̇(0) = V s, β̈(t) =
α̈V (st)s2). Pero como αV es una geodésica,

Pβ(t)

(
β̈(t)

)
= PαV (st)

(
s2αV (st)

)
= s2PαV (st) (αV (st)) = 0,

luego β también es una geodésica con posición inicial p y velocidad inicial sV . Por la
unicidad de las soluciones de la ecuación de Euler, debe ser β(t) = αsV (t), lo que prueba
la identidad enunciada αV (st) = αsV (t).

Ahora notamos que fijado p ∈M, existe r > 0 tal que Br(0) ⊂ Tp está incluido en el
dominio de la exponencial, ya que si v = 0 el dominio de γp,0 ≡ p es todo R. Por otro
lado y por lo recién probado, para t pequeño y cualquier v se tiene Expp(tv) = γp,tv(1) =
γp,v(t), luego derivando y evaluando en t = 0 obtenemos

D(Expp)0(v) = γ ′p,v(0) = v,

lo que nos dice que (como Expp(0) = p), la t.l. D(Expp)0 : TpM → TpM es la identidad.
En particular es inversible y por el teorema de la función inversa, es (reduciendo r si es
necesario) un difeomorfismo con su imagen.
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Este lema, además de útil para simplificar las cuentas, tiene un sentido geométrico
claro: las curvas no pueden estar cambiando su vector velocidad (si las miramos a todos
en un mismo plano de dimensión 2 identificando todos los espacios TpM), dado que
pedimos que su aceleración “relativa” sea nula. Por otro lado, cambiar el “tamaño”
del vector velocidad inicial sólo reparametriza la geodésica obtenida en un múltiplo
constante con la misma proporción.

Expp
p

γ(t) = Expp(tv)

0 tv

Br(0p) ⊂ TpM

M ⊂R
3

Figura 5.2: Parametrización exponencial/geodésica de un entorno de p ∈M

Observación 5.1.11 (Parametrización exponencial). El teorema recién probado nos pro-
vee de una parametrización regular especial, para cada p ∈M, dada por la exponencial
riemanniana en p. En efecto, como Expp : Br(0) ⊂ TpM ' R

2→M es un difeomorfismo
con su imagen, resulta parametrización regular de un entorno abierto Vr ⊂M del punto
p. Esta parametrización, como muestra el teorema, envia rectas t 7→ tv por el origen de
R

2, en geodésicas γ ⊂M que pasan por p en t = 0:

t 7→ Expp(tv) = γp,v(t) = γp,tv(1)

En particular si dos puntos p,q ∈M son suficientemente cercanos, existe una geo-
désica de M que los une. Estos entornos Vr(p) = Expp(Br(0p)) para r suficientemente
pequeño se conocen como entornos normales de p. Veremos más adelante (Corolario
5.4.6) que se pueden caracterizar como bolas métricas para la distancia intrínseca en
M.

Terminamos esta sección con una observacion geométrica que resulta útil para iden-
tificar geodésicas; denotamos Np al vector normal a la superficie S en p ∈ S y NΠ la
normal de un plano Π.

Proposición 5.1.12. Sea S ⊂ R
3 superficie regular, Π un plano, α ⊂ (Π ∩ S) una curva

regular parametrizada con rapidez constante. Supongamos que Π corta transversalmente a
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S, es decir para cada p ∈ S ∩Π, se tiene NΠ ⊥ Np (equivalentemente Np ⊂Π0 donde Π0 es
el trasladado de Π al origen). Entonces α es una geodésica de S.

Recíprocamente, si α es una geodésica de S con α′′ , 0 en I , entonces Π corta transver-
salmente a S.

Demostración. Notemos primero que si α : I →Π, entonces para todo t ∈ I , α′ ,α′′ están
contenidos en Π0, el subespacio trasladado de Π al origen (¿por qué?). Por otro lado,
notamos que α′ está en TpS ya que α ⊂ S, luego α′ también es ortogonal a Np. Por
último, notamos que α tiene rapidez constante, α′′ debe ser ortogonal a α′.

Supongamos primero que Np ⊂ Π0. Entonces {α′ ,Np} es base de Π0 (ya que ambos
están en el mismo plano y son ortogonales), y se deduce que α′′ debe ser paralela a Np.
Esto prueba que α′′ es ortogonal a TpS, luego α es una geodésica de S.

Ahora supongamos que α es una geodésica de S, entonces α′′ ⊥ TpS es decir α′′ =
〈α′′ ,Np〉Np. Como 0 , α′′ ∈Π0, entonces debe ser también Np ⊂Π0.

5.1.1. Ejercicios

5.1.1. Dado un subespacio T ⊂R
3 de dimensión 2 (un plano por el origen) y N ∈ R3 su

normal unitaria (‖N‖ = 1), definimos P : R3→R
3 como

P (V ) = V − 〈V ,N 〉N. (5.8)

a) Probar que P es una transformacıón lineal, que Ran(P ) = T , y que Ker(P ) = T ⊥ =
gen{N }.

b) Probar que P 2 = P . Una tal transformación lineal es un proyector.

c) Probar que P t = P . Un proyector con esta propiedad es un proyector ortogonal.

La t.l. P dada por (5.8) es el único proyector ortogonal con rango T .

5.1.2. Probar geométricamente que las geodésicas de un plano Π ⊂ R
3 son las rectas

L ⊂Π.

5.1.3. Probar geométricamente que las rectas que parten del vértice son geodésicas del
cono z2 = x2 + y2.

5.1.4. Probar geométricamente que la parábola z = y2 es una geodésica del paraboloide
z = x2 + y2

5.1.5. Probar geométricamente que los círculos máximos de la esfera unitaria S2 son
geodésicas.

5.1.6. Probar geométricamente que las circunferencias horizontales, y las rectas verti-
cales inscriptas en el cilindro, son geodésicas. ¿Hay otras?
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5.1.7. Probar que una curva α : [0,1]→ S2 es una geodésica si y sólo si verifica α̈+k2α =
0, donde k = L1

0(α) (recordar que las geodésicas tienen velocidad constante).

5.1.8. Sea ∇ una derivada covariante en M, sin torsión (∇ : X(M) × X(M) → X(M) es
R-bilineal y verifica las tres primeras propiedades del problema 5.1.4).

1. Probar que 2∇XY = [X,Y ] +∇XY +∇YX

2. Probar que si se conoce el valor de ∇XX para todo campo X, entonces se conoce
el valor de ∇XY para todo par de campos X,Y (sug: usar que ∇ es aditiva en las dos
variables y que se conoce ∇X+Y (X +Y ) para todo X,Y ).
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5.2. Cálculo de geodésicas en una parametrización

Una manera práctica de calcular geodésicas cuando M = Im(ϕ) es la imagen de
una parametrización regular es la siguiente: si buscamos una curva γ ⊂ M = Im(ϕ),
existe una curva β ⊂ D = Dom(ϕ) tal que γ = ϕ ◦ β. Llamando β(t) = (u(t),v(t)), lo
que queremos es que γ̈ ⊥ ϕu ,ϕv puesto que estos son generadores del plano tangente.
Ahora bien, como dijimos que γ = ϕ ◦ β, tenemos

γ̇ =
d
dt
ϕ(u(t),v(t)) = ϕuu̇ +ϕv v̇

y derivando nuevamente

γ̈ = ϕuuu̇
2 + 2ϕuvu̇v̇ +ϕvv v̇

2 +ϕuü +ϕv v̈

ya que ϕuv = ϕvu (estamos suponiendo que todas las superficies y objetos son al me-
nos de clase C2 para poder tener aceleraciones razonables, es decir, aceleraciones que
varien continuamente). De las condiciones de ortogonalidad 〈γ̈ ,ϕu〉 = 0, 〈γ̈ ,ϕv〉 = 0,
deducimos que {

〈ϕuuu̇2 + 2ϕuvu̇v̇ +ϕvv v̇2 +ϕuü +ϕv v̈,ϕu〉 = 0,
〈ϕuuu̇2 + 2ϕuvu̇v̇ +ϕvv v̇2 +ϕuü +ϕv v̈,ϕv〉 = 0.

A partir de ahora y para simplificar la escritura escribiremos el producto escalar 〈v,w〉
de v,w ∈ R3 como v ·w. Las ecuaciones anteriores entonces pueden reescribirse distri-
buyendo el producto interno como{

ϕuu ·ϕuu̇2 + 2ϕuv ·ϕuu̇v̇ +ϕvv ·ϕu v̇2 +Eü +Fv̈ = 0,
ϕuu ·ϕvu̇2 + 2ϕuv ·ϕvu̇v̇ +ϕvv ·ϕv v̇2 +Fü +Gv̈ = 0.

(5.9)

Ahora bien, E = ϕu ·ϕu , luego ∂E
∂u = Eu = 2ϕuu ·ϕu y manipulando de la misma forma

las derivadas de E,F,G respecto de u,v obtenemos las relaciones

ϕuu ·ϕu =
Eu
2
, ϕuv ·ϕu =

Ev
2
, ϕuv ·ϕv =

Gu
2
, ϕvv ·ϕv =

Gv
2

(5.10)

Fu = ϕuu ·ϕv +ϕu ·ϕuv = ϕuu ·ϕv +
Ev
2
, Fv = ϕuv ·ϕv +ϕu ·ϕvv = ϕu ·ϕvv +

Gu
2

y a partir de las anteriores resulta que:

Fu −
Ev
2

= ϕuu ·ϕv y que Fv −
Gu
2

= ϕu ·ϕvv . (5.11)

A partir de (5.10) y (5.11), las ecuaciones (5.9) se pueden escribir como Eu
2 u̇

2 +Evu̇v̇ +
(
Fv −

Gu
2

)
v̇2 +Eü +Fv̈ = 0,(

Fu −
Ev
2

)
u̇2 +Guu̇v̇ + Gv

2 v̇
2 +Fü +Gv̈ = 0.

(5.12)
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Entonces usando que{
d
dt (Eu̇ +Fv̇) = (Euu̇ +Ev v̇)u̇ +Eü + (Fuu̇ +Fv v̇)v̇ +Fv̈
d
dt (Fu̇ +Gv̇) = (Fuu̇ +Fv v̇)u̇ +Fü + (Guu̇ +Gv v̇)v̇ +Gv̈,

puede verse que las ecuaciones de Euler (5.12) para u = u(t),v = v(t), escritas de manera
un poco más compacta son:

d
dt

(Eu̇ +Fv̇) =
1
2
Euu̇

2 +Fuu̇v̇ +
1
2
Gu v̇

2

(5.13)
d
dt

(Fu̇ +Gv̇) =
1
2
Evu̇

2 +Fvu̇v̇ +
1
2
Gv v̇

2

o escritas matricialmente:

d
dt

(
I β̇

)
=

1
2

(
〈Iu β̇, β̇〉
〈Iv β̇, β̇〉

)
, donde I =

(
E F
F G

)
y β =

(
u
v

)
.

Observación 5.2.1. Para w ∈ R2, D = Dom(ϕ) ⊂ R
2, denotamos X = (u,v,w) ∈ D ×R2 =

W ⊂ R
4. Si I−1(u,v) indica la matriz inversa en (u,v) ∈ D = Dom(ϕ), con (I−1)u(u,v) in-

dicamos la matriz cuyas entradas son las derivadas parciales respecto de u de la matriz
inversa I−1, evaluada en (u,v). Similarmente con (I−1)v . Sea F : W = D ×R2 → R

2×R2

dada por

F(u,v,w) =
(
I−1(u,v) ·w, −1

2
wt · (I−1)u(u,v)w, ·w, −1

2
wt · (I−1)v(u,v) ·w

)
,

es claro que si M es C3 entonces F es de clase C1. Invitamos al lector a verificar que
γt = ϕ◦βt = ϕ(ut ,vt) es geodésica si y sólo si At = (βt ,I(βt) · β̇t) es solución de la ecuación
ordinaria Ȧ = F(A) = F(β,I(β) · β̇). Esto formaliza las aseveraciones hechas a continua-
ción del Teorema 5.1.6 sobre existencia y unicidad de las geodésicas con las condiciones
iniciales dadas (y su dependencia de clase C1 respecto de las susodichas condiciones
iniciales).

Fijada la superficie M y su parametrización ϕ, los términos E,F,G y sus derivadas
son datos de la superficie. Y lo que uno desea obtener es una solución β(t) = (u(t),v(t))
al sistema de ecuaciones diferenciales enunciado arriba.

De obtener esta solución (recordar que fijadas la posición y la velocidad inicial u(0),
v(0), u̇(0), v̇(0), existe una única solución de la ecuación), se recupera la geodésica γ ⊂
M notando que

γ(t) = ϕ(β(t)) = ϕ(u(t),v(t)).

En particular, γ(0) = ϕ(u(0),v(0)) = p ∈M es la posición inicial de β, y

γ̇(0) = ϕu(u(0),v(0))u̇(0) +ϕv(u(0),v(0))v̇(0) = V ∈ TpM
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es la velocidad inicial de γ .

Vamos a ilustrar este procedimiento con dos ejemplos.

Ejemplo 5.2.2. Sea M la superficie de revolución dada por y = z3 + 1 alrededor del eje
z, con z ∈ (−1,1). Veamos que los meridianos son geodésicas. Para ello parametrizamos
M mediante

ϕ(u,v) = ((u3 + 1)cosv, (u3 + 1)senv,u), (u,v) ∈D = (−1,1)× (0,2π).

Calculamos las derivadas parciales

ϕu = (3u2 cosv,3u2 senv,1), ϕv = (−(u3 + 1)senv, (u3 + 1)cosv,0)

y con estos los coeficientes de la primera forma fundamental

E = 9u4 + 1, F = 0 G = (u3 + 1)2.

Entonces las ecuaciones de las geodésicas (5.13) son

d
dt

(
(9u4 + 1)u̇

)
=

1
2

36u3u̇2 +
1
2

6u2(u3 + 1)v̇2

d
dt

(
(u3 + 1)2v̇

)
= 0.

Un meridiano está dado por una ecuación v = cte, ya que v representa el ángulo θ en
coordenadas cilíndricas, que indica el ángulo de rotación alrededor del eje z, medido a
partir del eje x en sentido antihorario. Veamos qué ocurre si proponemos v(t) = c (luego
su derivada es nula). La segunda ecuación se verifica trivialmente (0 = 0), mientras que
en la primera queda, luego de derivar el término de la izquierda,

36u3u̇2 + (9u4 + 1)ü = 18u3u̇2.

Esto es (9u4 + 1)ü = −18u3u̇2. Reescribiendo ü = du̇
dt = du̇

du
du
dt = du̇

du u̇ y cancelando un u̇ a
ambos lados de la ecuación, queda

(9u4 + 1)
du̇
du

= −18u3u̇,

luego debe ser 1
u̇du̇ = − 18u3

9u4+1du, que se integra a

ln |u̇| = −1/2 ln(9u4 + 1) +A.

Como v̇ = 0 no puede ser u̇ = 0, luego u̇ tiene un signo concreto, que establece si reco-
rremos la curva subiendo (cuando u̇ > 0) o bajando (cuando u̇ < 0). Entonces exponen-
ciando la última ecuación se tiene

du
dt

= u̇ = ±A 1
√

9u4 + 1
,
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o equivalentemente
√

9u4 + 1dt = ±Adt. Si F(u) es una primitiva de
√

9u4 + 1, se arriba
entonces a F(u) = ±At+B donde A,B ∈R son constantes a elegir. Como F′(u) > 0, resulta
inyectiva y entonces tiene una función inversa de clase C1, así que

u(t) = F−1(±At +B)

es la solución general de la ecuación diferencial. La elección de A,B determina las con-
diciones iniciales u0, u̇0 (y viceversa). Hemos hallado entonces una geodésica dada por
γ(t) = ϕ(β(t)) = ϕ(u(t),v(t)), esto es

γ(t) = ((u(t)3 + 1)cos(c), (u(t)3 + 1)sen(c),u(t)),

que recorre el meridiano vertical dado por v(t) = c = cte. La explicación de por qué la
expresión explícita de u(t) puede ser complicada, está en que una geodésica debe tener
rapidez constante, luego no importa sólo el gráfico o la traza sino como la recorremos.
Invitamos al lector a verificar que ‖γ̇(t)‖ = cte.

Ejemplo 5.2.3. Sea M la superficie de revolución del ejemplo anterior. Veamos si las
circunferencia horizontales (u = cte) son geodésicas deM. Ahora debe ser u(t) = k = cte,
luego sus derivadas son nulas. Las ecuaciones son entonces

0 = 3k2(k3 + 1)v̇2

d
dt

(
(k3 + 1)2v̇

)
= 0.

Si k = 0, la primer ecuación se verifica, mientras que la segunda es v̈ = 0 cuya solución
es una recta v(t) = at + b, luego para u(t) ≡ 0 tenemos una geodésica que es un círculo
horizontal, parametrizado como

γ(t) = ϕ(u(t),v(t)) = (cos(at + b),sin(at + b),0).

Notemos que γ tiene rapidez constante, y la elección de a,b es por la libertad de elegir
el punto y velocidad iniciales de γ .

Veamos ahora qué pasa si k , 0. En ese caso, como dijimos que |u| = |k| < 1, la primer
ecuación dice v̇ = 0, luego debe ser v(t) = v0 = cte. Pero entonces u(t) = k,v(t) = v0
nos da el punto fijo en la superficie γ(t) = ((k3 + 1)cos(v0), (k3 + 1)sen(v0), k). Esto nos
dice que γ es constante y por lo tanto la circunferencia horizontal u = k , 0 no es una
geodésica.

§ Respecto del último cálculo, notemos que como una geodésica está determinada por
sus condiciones iniciales p = γ0, v = γ̇0, si elegimos v = 0 la geodésica constante γ(t) = p
es siempre solución de la ecuación de Euler. Pero en el ejemplo anterior vimos que si
u(t) = cte , 0, estas son los únicas velocidades iniciales posibles (las nulas), luego la
curva “circunferencia horizontal” no es una geodésica, si entendemos por ella a una
curva no constante.
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Invitamos al lector a pensar por qué, en la figura dada por la superficie de revolu-
ción S de estos ejemplos, mirando los cortes horizontales, para alguna altura obtuvimos
una geodésica y para las demás no. Afirmamos que esto (así como que todas las curvas
verticales en S son geodésicas) se deduce de la Proposición 5.1.12. ¿Cómo generalizaría
esto para cualquier superficie de revolución?

5.2.1. Ejercicios

5.2.9. Hallar las ecuaciones diferenciales de las geodésicas de

a) un plano,

b) un cono,

c) un paraboloide,

d) una esfera,

e) un cilindro.

Verificar que las curvas halladas geométricamente en los ejercicios de la sección ante-
rior cumplen estas ecuaciones.

5.2.10. Probar que toda hélice inscripta en un cilindro es una geodésica del mismo, y
que, junto con las curvas mencionadas en el ejercicio 5.1.6, estas son todas las geodési-
cas del mismo.

5.2.11. Para cada una de las siguientes superficies, hallar geodésicas no triviales:

a) la pseudoesfera, b) silla de montar, c) hiperboloide de dos hojas.

5.2.12. Sea S superficie de revolución obtenida rotando y = f (z) > 0 alrededor del eje z.

1. Probar que los meridianos de S son geodésicas.

2. Dar una condición necesaria y suficiente para que un paralelo de S sea geodésica.
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5.3. Distancia intrínseca y curvas minimales

El otro punto de vista para estudiar geodésicas es el de caminos óptimos o mínimos.
Dada una superfcie M ⊂ R

3, y dos puntos p,q ∈M, podemos definir la distancia entre
p,q como la mejor distancia posible caminando por la superficie, es decir definimos

dist(p,q) = ı́nf{L1
0(γ) : γ ⊂M, γ(0) = p,γ(1) = q},

donde γ son curvas regulares a trozos. Esta se conoce como distancia intrínseca en M o
distancia Riemanniana.

Veamos que en efecto se trata de una distancia, para ello primero observemos que si
M es conexa, entonces es arcoconexa por ser localmente una copia de R

2 luego dist es
finita en cada componente conexa. Supondremos entonces que M es conexa para nues-
tras consideraciones (puede declararse que la distancia entre distintas componentes es
+∞).

Lema 5.3.1. Si dist es la distancia intrínseca en la superfice regular M, entonces para todo
p,q, r ∈M:

1. dist(p,q) ≥ 0 y dist(p,q) = 0 si y solo si p = q.

2. dist(p,q) = dist(q,p)

3. dist(p,q) ≤ dist(p,r) + dist(r,q).

Demostración. Claramente dist es positiva, y por otro lado (Teorema 1.3.2) como ‖p −
q‖ ≤ L(γ) para cualquier curva que una p,q en R

3 (en particular, si γ ⊂ M), entonces
‖p − q‖ ≤ dist(p,q) y esto prueba que es nula si y sólo si p = q. Cambiando γ : [a,b]→M
que une p,q con β(t) = γ(a + b − t) que recorre la misma traza en el sentido opuesto,
y tiene la misma longitud, es claro que dist es simétrica. Por último, si α es cualquier
curva (regular a trozos) que une p,r y β es cualquier curva que une r,q, denotando α]β
a la concatenación de ambas, esta une p,q y entonces

dist(p,q) ≤ L(α]β) = L(α) +L(β).

Tomando ínfimo primero sobre las curvas α, y luego sobre las curvas β, obtenemos la
desigualdad triangular de la métrica intrínseca.

Observación 5.3.2. Podemos suponer (reparametrizando) que todas las curvas suaves
están parametrizadas en el intervalo I = [0,1]. Notemos que en la definición pusimos
ínfimo y no mínimo; esto se debe a que puede no haber, en ciertos casos, un mínimo.

Ejemplo 5.3.3 (Superficie sin curvas de longitud mínima). Si M = Π − {0} donde Π es
un plano por el origen, tomamos p ∈M cualquier punto, y tomamos q = −p. Está claro
que dist(p,q) = ‖q−p‖. Sin embargo, la curva que nos daría ese número, es decir, la que
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realizaría el mínimo en la definición de arriba, es el segmento s(t) = t(q−p) +p ⊂Π. Sin
embargo, s(t) no está dentro de M pues “pasa por encima” del punto 0 que habíamos
sacado del plano para construir M. En este caso entonces, sabemos cual es la distancia,
pero no hay ninguna curva que tenga esa longitud en M.

§ Puede probarse (Teorema de Hopf-Rinow 5.5.6) que este tipo de obstáculos (remover
puntos o conjuntos cerrados) son los únicos que hacen que no se realize el mínimo.

Veamos ahora que la distancia intrínseca es equivalente a la distancia de R
3. Ya

observamos en el lema previo que si p,q ∈M ⊂R
3, tenemos ‖p−q‖ ≤ dist(p,q) siempre.

El problema evidente, es que la linea recta en general no es un camino posible dentro
de la superficie M. Sin embargo, tenemos una comparación local:

Teorema 5.3.4. SeaM ⊂R
3 superficie regular y dist la distancia intrínseca enM. Entonces

esta distancia es equivalente a la distancia enM como subconjunto de R3. Es decir, para todo
p0 ∈M existe una parametrización (U,ϕ) alrededor de p0 y una constante Cp0

> 1 tal que

‖p − q‖ ≤ dist(p,q) ≤ Cp0
‖p − q‖

para todo p,q ∈ ϕ(U ).

Demostración. Como ya mencionamos, la primer desigualdad es siempre cierta sin res-
tricciones. Para probar la segunda, por la Observación 4.1.2 podemos suponer que M
alrededor de p0 ∈M es el gráfico de una función f :U = Br(0) ⊂R

2→R de clase C1, es
decir

ϕ(u,v) = (u,v,f (u,v)).

Achicando U si fuese necesario, existe una constante K > 0 tal que ‖∇f (v)‖ ≤ K para
todo v ∈ U . Ahora dados p,q ∈ V = ϕ(U ), tomamos v,w ∈ Br(0) tales que p = ϕ(v),q =
ϕ(w) y consideramos el segmento s(t) = tw + (1 − t)v que los une. Sea α(t) = ϕ(s(t)) =
(s(t), f (s(t)) curva que une p,q en M. Tenemos α′ = (s′ ,∇fs · s′) luego como s′(t) = w − v,

‖α′(t)‖2 = ‖w−v‖2 + |∇fs(t) · (w−v)|2 ≤ (1 +K2)‖w−v‖2 ≤ (1 +K2)(‖v−w‖2 + |f (w)− f (v)|2.

Luego ‖α′(t)‖ ≤ C‖ϕ(w)−ϕ(v)‖, donde C =
√

1 +K2. Pero entonces

dist(p,q) ≤ L(α) =
∫ 1

0
‖α′‖ ≤ C‖p − q‖,

que es lo que queríamos probar.

§ El ejemplo del plano punteado nos muestra que el entorno ϕ(U ) ⊂ M puede ser en
algunos caso muy pequeño (tomar p0 cerca del punto faltante en Π).

Corolario 5.3.5. Los abiertos de la distancia intrínseca de M son exactamente los mismos
que los abiertos relativos B =W ∩M con W ⊂R

3 abierto.
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5.3.1. Fórmula de la primer variación

Vamos a buscar entonces curvas γ ⊂ M con γ(0) = p y γ(1) = q tales que L(γ) =
dist(p,q). Ahora bien, ¿cómo la encontramos? Veremos que necesariamente, una curva
así es una geodésica, es decir, cumple la ecuación de Euler.

Para probarlo, consideremos lo que vamos a llamar una variación de una curva α,
esto es una función de clase C2, ν : (−ε,ε) × [0,1]→ M de manera tal que ν = ν(s, t) y
ν(0, t) = α(t). Por otro lado, para cada s fijo denotamos νs(t) = ν(s, t), y esto da nuevas
curvas que recorren M.

Si pedimos que todas las curvas comiencen en p y terminen en q, estamos forzando
que

ν(s,0) = p,ν(s,1) = q ∀ s ∈ (−ε,ε).

Este tipo de variación se conoce como variación de extremos fijos. También vamos a defi-
nir el campo variacional µ = µ(t) : [0,1]→ TM de manera tal que µ(t) ∈ Tα(t)M para todo
t, de la siguiente manera

µ(t) =
d
ds

∣∣∣∣
s=0
ν(s, t) = ν′0(t).

Notemos que como s 7→ ν(s, t) es una curva en M para cada t fijo, que pasa por γ(t) =
ν(0, t) cuando s = 0, se deduce que la derivada de esta curva respecto de s en s = 0 es en
efecto un vector tangente a M en el punto α(t).

α = ν0

M
TαM

νs

p

q

µ(t) ∈ Tα(t)M

Figura 5.3: Una variación νs de α con extremos fijos y campo variacional µ

Lema 5.3.6. Dado µ : [0,1] → TM campo a lo largo de α ⊂ M continua (esto es, µ(t) ∈
Tα(t)M para todo t), existe una variación ν(s, t) definida en (−ε,ε)× [0,1] para algún ε > 0,
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de manera que µ(t) = d
ds |s=0ν(s, t). Es decir todo campo variacional proviene de una variación

en M. Si µ(0) = µ(1) = 0, entonces la variación tiene extremos fijos.

Demostración. Por el Teorema 5.1.10, las funciones dadas por las geodésicas -soluciones
de la ecuación de Euler- dadas por γ = γ(p,V ,s) son funciones suaves y además se tiene
γ(p,sV ,1) = γ(p,V ,s) = Expp(sV ), donde esta expresión siempre existe si suponemos
que s es suficientemente pequeño, pues el lado derecho existe en ese caso. Estamos
usando la notación de la Observación 5.1.7. Consideremos la función

ν(s, t) = γα(t),µ(t)(s) = Expα(t)(sµ(t))

para |s| < ε, eligiendo ε pequeño de manera tal que ν(s, t) esté definida para todo t ∈
[0,1]. Esto se puede realizar con cuidado usando una propiedad de la exponencial que
probaremos más adelante, ver el Corolario 5.5.4.

Notemos que para cada t ∈ [0,1] fijo, s 7→ ν(s, t) es una geodésica. Afirmamos que ν
tiene las propiedades deseadas. Notemos primero que

ν(0, t) = γα(t),µ(t)(0) = Expα(t)(0µ(t)) = α(t)

puesto que α(t) es la posición inicial de la geodésica s 7→ γα(t),µ(t)(s). Por otra parte,
derivando respecto de s tenemos que

d
ds

∣∣∣∣
s=0
ν(s, t) =

d
ds

∣∣∣∣
s=0
Expα(t)(sµ(t)) =D(Expα(t))0µ(t) = µ(t)

puesto que la diferencial de la exponencial es la identidad en v = 0. Para terminar,
notemos que para todo s, se tiene ν(s,0) = Expα(0)(0) = α(0) si µ(0) = 0. Similarmente
α(s,1) = α(1) para todo s si µ(1) = 0, lo que prueba que si µ(0) = µ(1) = 0, entonces la
variación tiene extremos fijos.

Observación 5.3.7. Así que una variación induce un campo, y acabamos de probar que
dado un campo µ, podemos construir una variación tal que µ sea su campo variacional.
Notemos que la variación construida será de clase C2 en la variable s sin importar la
regularidad de µ ni de α, por la regulariddad de la exponencial (suponiendo que M es
C3 como es habitual). Por otro lado, la regularidad en la variable t está condicionada
por la de α,µ.

Dada una curva α ⊂ M, de vital relevancia será el siguiente campo variacional de
aceleraciones

µ(t) = t(1− t)Pα(t) (α̈(t)) ∈ Tα(t)M

que induce una variación con extremos fijos pues se anula en los extremos.

Teorema 5.3.8 (Fórmula de la primera variación). Sea α = α(s, t) : (−ε,ε) × [0,1] una
variación de α ⊂M con extremos fijos de clase C2, y supongamos que α está parametrizada
con rapidez constante ` = ‖α̇‖ = L(α). Denotamos

f (s) = L1
0(αs) =

∫ 1

0

∥∥∥∥ ddtα(s, t)
∥∥∥∥ dt
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la función que a cada s le asigna la longitud de αs : [0,1]→M. Entonces

f ′(0) = −1
`

∫ 1

0
〈α̈(t),µ(t)〉 dt = −1

`

∫ 1

0
〈∇α̇α̇,µ〉 ,

donde µ es el campo variacional de α: µ(t) = d
ds

∣∣∣
s=0
α(s, t).

Demostración. Para abreviar y como es habitual, denotamos (·)′ = d
ds y denotamos (·)˙ =

d
dt . Entonces claramente

f ′(0) =
∫ 1

0

d
ds

∣∣∣∣
s=0
‖α̇s(t)‖ dt.

Calculamos d
ds

∣∣∣
s=0
‖α̇s(t)‖ = 1

‖α̇0(t)‖〈α̇0(t), α̇′ |s=0(t)〉 por la fórmula para la derivada de la
norma euclídea (Observación 1.1.10). Intercambiando las derivadas (la función expo-
nencial de M es de clase C2), y recordando que α0 = α, y que α tiene rapidez constante,
obtenemos

d
ds

∣∣∣∣
s=0
‖α̇s(t)‖ =

1
`
〈α̇(t), µ̇(t)〉

puesto que µ = α′s|s=0. Esto es

f ′(0) =
∫ 1

0

1
`
〈α̇(t), µ̇(t)〉dt

Ahora observamos que d
dt 〈µ(t), α̇(t)〉 = 〈µ̇(t), α̇(t)〉+ 〈µ(t), α̈(t)〉, luego integrando t entre

0 y 1, se tiene

〈µ(t), α̇(t)〉
∣∣∣t=1
t=0

=
∫ 1

0
〈µ̇(t), α̇(t)〉dt +

∫ 1

0
〈µ(t), α̈(t)〉dt.

Pero µ(1) = µ(0) = 0 luego el lado izquierdo es nulo y∫ 1

0
〈µ̇(t), α̇(t)〉dt = −

∫ 1

0
〈µ(t), α̈(t)〉dt.

Multiplicando por 1
` obtenemos la primer parte de la fórmula enunciada:

f ′(0) = −1
`

∫ 1

0
〈α̈(t),µ(t)〉dt,

Para obtener la segunda igualdad, que involucra la derivada de Levi-Civita ∇, notamos
que α̈ = (α̇)· y que Pαµ = µ ya que µ ∈ TαM (Definición 5.1.3). Entonces

〈α̈,µ〉 = 〈α̈,Pαµ〉 = 〈Pα(α̈),µ〉 = 〈∇α̇α̇,µ〉

ya que P tα = Pα.
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Con esta fórmula a mano, es muy simple probar que una curva extremal (de longi-
tud mínima) cumple la ecuación de Euler. Es decir, toda curva minimal es una geodé-
sica.

Teorema 5.3.9. Sea γ : [a,b] → M regular de clase C2 tal que L(γ) = dist(p,q), donde
p = γ(0),q = γ(1). Entonces γ es una reparametrización de una geodésica (esta reparametri-
zación verifica la ecuación de Euler).

Demostración. Supongamos primero que γ tiene rapidez constante y está definida en
[0,1]. Esto obliga a que γ̈ ⊥ γ̇ pero no necesariamente γ̈ ∈ T ⊥γ(t)M. Consideremos en-
tonces el campo variacional con extremos fijos a lo largo de γ dado por proyectar la
aceleración de γ sobre TM: µ(t) = t(1 − t)Pγ(t) (γ̈(t)) ∈ Tγ(t)M, donde supondremos pri-
mero que γ es de clase C4 así µ es de clase C2. Y consideremos una variación de clase
C2, α(s, t) ⊂M, con extremos fijos, tal que α′0(t) = µ(t) como en el Lema 5.3.6. Entonces
por la fórmula de la primera variación, si f (s) = L(αs),

f ′(0) = −1
`

∫ 1

0
〈γ̈(t), t(1− t)Pγ(t) (γ̈(t))〉dt = −1

`

∫ 1

0
t(1− t)〈γ̈(t), Pγ(t) ◦ Pγ(t) (γ̈(t))〉dt

puesto que P ◦ P = P . Por otro lado, si γ es minimal, entonces f tiene un mínimo en
s = 0, luego f ′(0) = 0. Además, como P t = P , tenemos

0 = f ′(0) = −1
`

∫ 1

0
t(1− t)〈Pγ(t) (γ̈(t)) , Pγ(t) (γ̈(t))〉dt = −1

`

∫ 1

0
t(1− t)‖Pγ(t) (γ̈(t))‖2dt.

Ahora bien, t(1−t)‖Pγ(t) (γ̈(t))‖2 ≥ 0 para todo t ∈ [0,1], luego si su integral es nula, debe
ser

t(1− t)‖Pγ(t) (γ̈(t))‖2 = 0

para todo t ∈ [0,1]. Si t,1− t , 0 (o sea si t , 0, t , 1), se deduce que

‖Pγ(t) (γ̈(t))‖2 = 0

para todo t ∈ (0,1). Pero esto sólo es posible si Pγ(t) (γ̈(t)) = 0 para todo t ∈ (0,1). Como
esa norma es una función continua, debe ser

Pγ(t) (γ̈(t)) = 0

para todo t ∈ [0,1]. Luego γ verifica la ecuación de Euler, y se trata entonces de una
geodésica. Si γ es sólo de claseC2, se puede tomar un campo µ̃ de claseC2 que aproxime
tanto como deseemos µ, y se llega a la misma conclusión (Ejercicio 5.3.14).

Supongamos ahora que γ , definida en [a,b] es regular, no necesariamente de ve-
locidad constante, y reparametrizemos por velocidad constante en [0,1]. Aplicando el
razonamiento anterior a la nueva curva, esta reparametrización resulta una geodésica.
Volviendo atrás (reparametrizando con la función inversa de la que usamos antes) se
deduce que γ es una reparametrización de una geodésica.



88 Geodésicas y función exponencial

Obtuvimos entonces la relación

γ minimal =⇒ γ geodésica.

Observación 5.3.10. Hay que tener precaución porque la otra implicación no es necesaria-
mente cierta. Por ejemplo, si p,−p son puntos antipodales de la esfera S2 (por ejemplo,
el polo norte y el polo sur), y tomamos un arco máximo que los une, esta es una geo-
désica. Si prolongamos este arco, sigue siendo una geodésica, sin embargo, ya deja de
ser minimizante, ya que el camino más corto se obtiene recorriendo este arco pero por
el otro lado.

También hay que notar en este ejemplo, que dados p,q = −p hay infinitas geodésicas
cortas que los unen (cualquier meridiano sirve para este fin).

5.3.2. Ejercicios

5.3.13. SeaM superficie regular, con su distancia geodésica dist, sean p,q ∈M. Decimos
que γ : [a,b]→M curva continua es minimal para L, si dist(γ(a),γ(b)) = L(γ).

1. Probar que toda restricción de γ es minimal. ¿Es cierto esto si γ sólo es punto
crítico de la funcional longitud?

2. * Probar que si (M,dist) es un espacio métrico completo, entonces existe una cur-
va continua minimal γ que une p,q (sug: Teorema de Arzelá-Ascoli).

5.3.14. Sea α : [a,b] → M continua y z : [a,b] → R
3 campo continuo a lo largo de α.

probar que si
∫ b
a
〈z(t),φ(t)〉dt = 0 para todo campo φ : [a,b]→R

3 a lo largo de α de clase
C2, entonces z(t) = 0 en [a,b].

5.3.15. * Sean M ⊂ R
3 superficie regular α : [0,1] → M regular a trozos con rapidez

constante, µ campo a lo largo de α, regular a trozos. Tomemos la variación de α dada
por la colección de geodésicas ν(s, t) = γα(t),µ(t)(s) = Expα(t)(sµ(t)). Probar que

L(α)
d
ds

∣∣∣∣∣
s=0
L(νs) = −

∫ 1

0
〈∇α̇α̇,µ〉dt +

n∑
i=1

〈µ(ti), α̇(t−i )− α̇(t+i )〉

+〈µ(1), α̇(1−)〉 − 〈µ(0), α̇(0+)〉.

5.3.16. Sea M superficie regular, γ : [0,1]→M. Probar que

1. Si γ es geodésica, entonces es punto crítico de L para toda variación propia.

2. Si γ es C2 y punto crítico de L (en particular minimal), entonces es geodésica.
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3. Si γ es regular a trozos y punto crítico de L (en particular minimal), entonces γ
es una reparametrización de una geodésica, en particular es suave en [0,1].

5.3.17. * Sea γ : R→ M curva regular inyectiva, sea N = im(γ). Sea p ∈ M \N , consi-
deremos f (q) = dist(q,p) con q ∈ N . Probar que existe q0 ∈ N que minimiza f , y que si
α es una geodésica minimizante que une p,q0, entonces α es ortogonal a N en q0 (sug:
considerar una variación de α con un extremo fijo en p y el otro libre en N ).

5.3.18. El funcional energía se define, para curvas regulares a trozos γ : [0,1]→M, como

E(γ) = 1/2

∫ 1

0
‖γ̇‖2γdt.

Probar resultados análogos a los de los Ejercicios 5.3.15 y 5.3.16, para el funcional
energía. Concluir que un mínimo del funcional energía es una geodésica (sug: E no
es invariante por reparametrizaciones).

5.3.19. Probar que L(α)2 ≤ 2E(α) para toda curva regular a trozos. Probar que los míni-
mos de la longitud son mínimos de la energía. ¿Es cierta la afirmación recíproca?
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5.4. Minimalidad local de las geodésicas

El siguiente resultado, conocido como Lema de Gauss, nos dice que, a lo largo de la
geodésica γ(t) = Expp(tv), la diferencial de la exponencial es casi una isometría.

Más precisamente, tomamos f = Expp : TpM → M (restringiendo a Br(0p) ⊂ TpM,
para un r > 0 adecuado para que esté bien definida). Notamos que f (0) = Expp(0) = p, y
además denotamos q = Expp(v) para v ∈ Br(0p). Pensamos S = Br(0p) ⊂ R

3 como super-
ficie regular, y notamos que TvS = TpM puesto que el conjunto de todas las direcciones
posibles, en un subconjunto abierto de un subespacio, es el mismo subespacio. Luego,
usando la observación general que dice que si f : S→M y f (v) = q ∈M, se obtiene dife-
renciando una transfromación lineal Dfv : TvS → Tf (v)M. En particular y por lo recién
observado,

D(Expp)v : TpM→ TqM cuando q = Expp(v).

Entonces dado w ∈ TpM podemos preguntarnos qué ángulo hay entre D(Expp)vw y
D(Expp)vv, con respecto al ángulo entre v y w. El lema de Gauss nos dice que este
ángulo se conserva.

p

q = γ(1)

TqM γ(t) = Expp(tv)

γ̇(1)

M

w

TpM

v

µ(1)

µ(t) =D(Expp)tv(tw)

Figura 5.4: Lema de Gauss: El ángulo entre γ̇ y µ es constante

Teorema 5.4.1 (Lema de Gauss). Sea M superficie regular, p ∈M, v ∈Dom(Expp). Enton-
ces para todo w ∈ TpM,

〈D(Expp)vv,D(Expp)vw〉 = 〈v,w〉.

En particular si v ⊥ w, el los vectores siguen siendo ortogonales luego de aplicar la diferencial
de Expp en la dirección de v.
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Demostración. Consideramos la variación ν(s, t) = Expp(t(v + sw)) definida en (−ε,ε) ×
[0,1] para ε > 0 suficientemente pequeño de manera tal que v + sw esté en el dominio
de Expp. Notamos que para cada s fijo, t 7→ νs = ν(s, ·) es una geodésica con velocidad
inicial v + sw. Como las geodésicas tienen velocidad constante, se tiene

‖ν̇s(t)‖2 = ‖ν̇s(0)‖2 = ‖v + sw‖2 = ‖v‖2 + s2‖w‖2 + 2s〈v,w〉.

Llamemos µ al campo variacional de ν, es decir µ(t) = ν′0(t). Derivando la identidad
recién observada respecto de s obtenemos

2〈 d
ds
ν̇s(t), ν̇s(t)〉 = 2s‖w‖2 + 2〈v,w〉.

Cancelando los 2, intercambiando las derivadas respecto de s, t en el primer término y
evaluando en s = 0 obtenemos 〈µ̇(t), γ̇(t)〉 = 〈v,w〉. Sea entonces f (t) = 〈µ(t), γ̇(t)〉, como
γ es geodésica se tiene

f ′(t) = 〈µ̇(t), γ̇(t)〉+ 〈µ(t), γ̈(t)〉 = 〈µ̇(t), γ̇(t)〉+ 0 = 〈v,w〉.

Luego f tiene que ser lineal, y así f (t) = 〈v,w〉t + f (0) = t〈v,w〉 puesto que µ(0) = 0,
ya que de la misma definición de ν es claro que µ(t) = D(Expp)tv(tw). Por otro lado
γ̇(t) =D(Expp)tvv y entonces evaluando en t = 1,

〈D(Expp)v(w),D(Expp)v(v)〉 = 〈µ(1), γ̇(1)〉 = f (1) = 〈v,w〉,

obtenemos la identidad del lema.

Definición 5.4.2 (Coordenadas polares). Usando la parametrización exponencial, defi-
nida en una bola BR(0p) ⊂ TpM de radio R = R(p) > 0, podemos tomar cualquier vector
no nulo v ∈ TpM y escribirlo comow = ru donde r = ‖v‖ > 0 y u = v

‖v‖ ∈ TpM tiene norma
unitaria. Esta escritura se conoce como coordenadas polares de w, en analogía con la
escritura en coordenadas polares de un número complejo no nulo, z = reiθ, donde r > 0
y eiθ tiene módulo unitario.

Sea VR = Expp(BR(0p)) ⊂ M el entorno abierto de p ∈ M dado por la parametriza-
ción exponencial restringida a la bola BR(0p) ⊂ TpM donde es un difeomorfismo con
su imagen. Si γ ⊂ VR es una curva C1 que no toca p, entonces podemos considerar
v(t) = Exp−1

p (γ(t)) ⊂ BR(0p) \ {0} que no toca el 0 de TpM. En consecuencia podemos
escribir

γ(t) = Expp(v(t)) = Expp(r(t)u(t))

donde r(t)u(t) = v(t) es la escritura en coordenadas polares de v(t). Su derivada se cal-
cula usando la regla de la cadena como

γ̇(t) =D(Expp)v(t)(ṙ(t)u(t) + r(t)u̇(t)),

o de manera más compacta, omitiendo la variable t, como
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γ̇ = ṙ D(Expp)v(u) + r D(Expp)v(u̇), (5.14)

puesto que r, ṙ son escalares y la diferencial de Expp es lineal.

Lema 5.4.3. Si γ : [a,b]→ VR no toca p y γ(t) = Expp(v(t)) = Expp(r(t)u(t)) es la escritura
en coordenadas polares de v(t), entonces para todo t

‖γ̇(t)‖ ≥ |ṙ(t)|

Demostración. Por la ecuación (5.14), tomando norma de la suma y usando el Lema de
Gauss, obtenemos

‖γ̇‖2 = |ṙ |2 ‖D(Expp)vu‖2 + |r |2 ‖D(Expp)vu̇‖+ 2rṙ〈D(Expp)vu,D(Expp)vu̇〉
= |ṙ |2 ‖D(Expp)vu‖2 + |r |2 ‖D(Expp)vu̇‖+ 2rṙ〈u, u̇〉
= |ṙ |2 ‖D(Expp)vu‖2 + |r |2 ‖D(Expp)vu̇‖+ 0

puesto que, como ‖u(t)‖2 = 1, entonces u ⊥ u̇. Luego

‖γ̇‖2 = |ṙ |2 ‖D(Expp)∗vu‖2 + |r |2 ‖D(Expp)vu̇‖ ≥ |ṙ |2 ‖D(Expp)vu‖2 (5.15)

Pero para cada u ∈ TpM fijo de norma unitara, si consideramos la curva β(r) = Expp(ru),
esta resulta una geodésica, luego tiene velocidad constante igual a ‖u‖ = 1 y entonces
como v = ru, se tiene

‖γ̇‖ ≥ |ṙ | ‖D(Expp)ruu‖ = |ṙ | ‖
dβ

dr
‖ = |ṙ |.

Teorema 5.4.4 (Minimalidad local de las geodésicas). Sea p ∈ M y R = R(p) > 0 tal
que la parametrización exponencial está definida en BR(0p) ⊂ TpM. Dado q = Expp(v) ∈
VR = Expp(BR(0p)) ⊂ M, sea γ(t) = Expp(tv) la única geodésica en VR que une p,q. Sea
α : [a,b]→M curva regular a trozos que comienza en p, entonces

1. Si α sale de VR, entonces L(α) ≥ R.

2. Si α une p,q, entonces L(α) ≥ ‖v‖ = L(γ), con igualdad si y sólo si α es una reparame-
trización de γ .

3. dist(p,q) = L(γ) = ‖v‖.

Demostración. Si α vuelve a pasar por p en tiempo a < t1 < b, entonces L(α) ≥ L(α|[t1,b] y
podemos entonces suponer que α no vuelve a pasar por p. Sea I ⊂ [a,b] la componente
conexa que contiene a a ∈ R del conjunto α−1(VR), que es un abierto no vacio puesto
que α(a) = p. Luego I = [a,b] si α no se sale de VR, mientras que I = [a,c) con a < c < b
si α sale de VR. Para evitar problemas con las coordenadas polares, trabajaremos en
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t > a + δ para evitar que α toque p, y al finalizar haremos tender δ → 0+. Si α se sale
de VR, escribiendo α(t) = Expp(v(t)), con v(t) = r(t)u(t) las coordenas polares de v, debe
existir a < tn < c creciente tal que r(tn) > R− 1/n. Luego

|r(tn)− r(a+ δ)| = |
∫ tn

a+δ
ṙ(t)dt| ≤

∫ tn

a+δ
|ṙ(t)|dt ≤

∫ tn

a+δ
‖α̇(t)‖dt ≤ L(α)

por el lema anterior. Haciendo tender δ→ 0+ tenemos r(a+δ)→ r(a) = 0 (ya que α(a) =
p), luego

R− 1/n < r(tn) ≤ L(α)

prueba que L(α) ≥ R > ‖v‖ = L(γ) (y en particular la desigualdad es estricta). Suponga-
mos ahora que α no sale de VR, entonces nuevamente

|r(b)− r(a+ δ)| ≤
∫ b

a+δ
‖γ̇‖ ≤ L(γ)

y haciendo tender δ → 0+ obtenemos L(α) ≥ |r(b) − r(a)| = r(b) = ‖v‖ = L(γ), pues-
to que Expp(v) = q = α(b) = Expp(r(b)u(b)) y por la inyectividad de la exponencial
en BR(0), debe ser r(b)u(b) = v, luego ‖v‖ = r(b). Si vale la igualdad, examinando la
desigualdad (5.15) debe ser r‖D(Expp)ruu̇‖ = 0 idénticamente, pero como r(t) es no
nulo en (a,b], debe ser D(Expp)ruu̇ = 0 en [a,b]. Pero esta diferencial es un isomor-
fismo luego debe ser u̇(t) = 0 en [a,b] y esto sólo es posible si u(t) = u es constan-
te. Como r(b)u0 = r(b)u(b) = v, se tiene que u0 es múltiplo de v y en consecuencia
α(t) = Expp(r(t)u0) es una reparametrización de γ(t) = Expp(tv). La última afirmación
enunciada en el teorema es inmediata de lo recién probado, ya que la distancia intrín-
seca es el ínfimo de las longitudes de curvas que unen p,q en M.

Definición 5.4.5 (Radio de inyectividad). El número ip = R(p) se denomina radio de
inyectividad de la exponencial en p, formalmente se define como

ip(M) = sup{r > 0 tq Expp|Br (0p) : Br(0p)→M es un difeomorfismo con su imagen}.

Se denomina radio de inyectividad de la superficie M al ínfimo de los radios de inyecti-
vidad, esto es

i(M) = ı́nf{ip(M) : p ∈M}.

Corolario 5.4.6 (Isometría radial-local de la exponencial). Para todo 0 < c ≤ R = ip(M)
se tiene

Expp(Bc(0p)) = Bc(p) = {q ∈M : dist(q,p) < c},

Expp(Bc(0p)) = Bc(p) = {q ∈M : dist(q,p) ≤ c},

y si Sc(0p) ⊂ TpM denota la circunferencia de radio c centrada en 0p, Sc = Bp \Bp entonces
también

Expp(Sc(0p)) = Sc(p) = {q ∈M : dist(q,p) = c}.
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Expp

p

0 v

Br(0p) ⊂ TpM

M ⊂R
3

q = Expp(v)

Br(p)

‖v‖ = r dist(q,p) = r

Figura 5.5: Entornos métricos dados por la parametrización exponencial

Demostración. Si ‖v‖ < c entonces por el teorema anterior aplicado a la bola de radio c,
dado q = Expp(v) ∈ Vc y γ(t) = Expp(tv) se tiene

‖v‖ = L(γ) ≥ dist(p,q) = ı́nf{L(α) : α ⊂M une p,q} ≥ ‖v‖

lo que nos dice que en efecto dist(p,q) = ‖v‖ < c. Esto prueba que Expp(Bc(0p)) ⊂ {q ∈
M : dist(q,p) < c}. Ahora supongamos que dist(q,p) < c, entonces q ∈ Vc porque de otra
manera toda curva que los une saldría de Vc y tendría longitud mayor a c. Pero si q ∈ Vc
existe v ∈ TpM con ‖v‖ < c tal que q = Expp(v) y esto prueba la otra inclusión. La prueba
para la bola cerrada y la esfera es similar y queda como ejercicio para el lector.
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5.5. Teoremas de Hopf-Rinow

Para entender los próximos resultados es útil recordar y poner en contexto la Ob-
servación 1.2.12, que nos dice que una curva continua α : [0,1] → M es rectificable
si

`(γ) = sup
π

∑
i

dist(γ(ti),γ(ti+1)) <∞

donde el supremo es sobre todas las particiones π = {t0 = 0 < t1 < · · · < tn = 1} del
intervalo [0,1].

Veamos que al igual que para la distancia euclidea (como propusimos al lector pro-
bar en el Problema 1.2.13), para curvas regulares a trozos esta definición coincide con
la usual de longitud integrando su rapidez. Más precisamente si β : [0,1]→M es curva
regular, a partir de la ecuación (1.8) y el Teorema 5.3.4 podemos hallar, para cada ε > 0
un δ > 0 tal que si toda la partición π = {a = t0 < t1 < · · · < tn} de [0,1] tiene diámetro
menor que δ, entonces denotando ∆i = ti+1 − ti ≥ 0,

‖β̇(ci)‖∆i < ε∆i + ‖β(ti+1)− β(ti)‖ ≤ ε∆i + dist(β(ti+1,β(ti)) ≤ ε∆i +
∫ ti+1

ti

‖β̇(t)‖dt,

siempre que ci ∈ [ti , ti+1]. Sumando sobre i y observando que a la izquierda quedan las
sumas de Riemann de la rapidez, obtenemos∫ 1

0
‖β̇‖ ≤ ε+ `(β) ≤ ε+

∫ 1

0
‖β̇‖,

lo que nos dice que `(β) = L(β).

Observación 5.5.1. Uno debería preguntarse, si definimos una nueva distancia con es-
ta longitud `, si será distinta de la intrínseca de M; afortunadamente esto no es así, y
ambas distancias coinciden en M. Para verlo, y sólo por claridad de esta observación,
llamemos d` al infimo de las longitudes de arcos rectificables que unen p,q (parame-
trizadas en [0,1]. Tomando la partición trivial t0 = 0, t1 = 1 obtenemos que para toda
curva rectificable

dist(p,q) = dist(γ(0),γ(1)) ≤ `(γ)

y tomando ínfimo sobre γ rectificable, dist(p,q) ≤ d`(p,q). Recíprocamente y si β es
regular a trozos uniéndo p,q en M entonces para cualquier partición se tiene

dist(β(ti),β(ti+1) ≤ L(β|[ti ,ti+1])

asi que sumando sobre i obtenemos

d`(p,q) ≤ `(β) =
∑
i

dist(β(ti),β(ti+1) ≤
∑
i

L(β|[ti ,ti+1]) = L(β).

Tomando ínfimo sobre las curvas β regulares a trozos obtenemos d`(p,q) ≤ dist(p,q),
luego d` = dist.
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Observación 5.5.2 (Espacios de métrica interior). Un espacio métrico (X,d) donde la
distancia se calcula como el ínfimo de las longitudes de curvas, se conoce como espacio
de métrica interior. Estos espacios métricos comparten propiedades intuitivas más cer-
canas a las de los espacios normados. Por ejemplo, puede el lector verificar que en estos
espacios, la clausura de la bola abierta coincide con la bola cerrada, es decir

Br(p) = {q ∈ X : dist(q,p) ≤ r}

para todo r > 0 (Ejercicio 5.5.20).

El siguiente resultado será de utilidad para estudiar las geodésicas.

Teorema 5.5.3 (Entornos uniformemente normales). Sea M superficie regular, p ∈ M.
Entonces existe δ = δ(p) > 0 y un entorno abierto W ⊂M de p tal que para todo q ∈W , la
parametrización exponencial está definida en (al menos) Bδ(0q) ⊂ TqM. Además para todo
x,y ∈ W , se tiene W ⊂ Bδ(x), existe una única geodésica γx,y que los une, y la función
(t,x,y) 7→ γx,y(t) es de clase C1.

Demostración. Sea ϕ : BR ⊂ R
2→M parametrización regular de un entorno de p dada

por ϕ(x) = Expp(Lx) donde L : R2 → TpM es un isomorfismo lineal isométrico y R =
ip(M). Notamos que ϕ(0) = p y que Dϕ0 = L. Consideramos el abierto

T Br = {(x,v) ∈R2×R2 : ‖x‖ < r, ‖Dϕxv‖ < r} ⊃ Br × {0},

y la función E : T Br →M ×M ⊂R
3×R3 dada por

E(x,v) = (ϕ(x),Expϕ(x)(Dϕxv)),

con r suficientemente chico como para que E esté bien definida y sea de clase C1 (Teo-
rema 5.1.6 y las observaciones que le siguen). La superficie M ×M la pensamos para-
metrizada (alrededor de p × p) con ϕ ×ϕ, ya que E(x,0) = (ϕ(x),ϕ(x)). Por otro lado,

DE(x,0) =
(
Dϕx 0
? Dϕx

)
,

donde para el bloque 2− 2 calculamos la diferencial respecto de v en v = 0 como

d
dt
Expϕ(x)(Dϕxvt) =D(Expϕ(x))0Dϕxv̇ =Dϕxv̇.

Es claro que DE(x,0) es inversible. Tomando 0 < δ < r, y por el teorema de la función
inversa, E es un difeomorfismo entre T Bδ y Z = E(T Bδ) que es un entorno abierto en
M ×M, que contiene a p × p. Tomamos cualquier entorno W ⊂ Bδ(p) del punto p tal
que W ×W ⊂ Z. Afirmamos que W tiene las propiedades necesarias. Sea q = ϕ(x) ∈W ,
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ṽ ∈ TqM con ‖ṽ‖ < δ. Sea v = Dϕ−1
x ṽ, entonces (x,v) ∈ T Bδ y la siguiente cadena es de

difeomorfismos:

(q, ṽ) = (ϕ(x),Dϕxv) 7→ (x,v) 7→ E(x,v) = (q,Expq(ṽ)).

En particular Expq es un difeomorfismo restringido a Bδ(0q). Las otras afirmaciones las
dejamos como ejercicio para el lector (Ejercicio 5.5.27).

Corolario 5.5.4 (Radio de inyectividad). Sea M superficie regular y K ⊂ M compacto.
Entonces existe R > 0 tal que ip(M) ≥ R para todo p ∈ K .

Demostración. Supongamos que no, entonces el ínfimo es nulo y existe una sucesión
(pn)n ⊂ K que lo realiza; pasando a una subsucesión podemos suponer que pn→ p ∈ K
es convergente. Pero siW es un entorno uniformemente normal de p, y δ > 0 es como en
el teorema anterior, tomamos n0 tal que ipn(M) < δ para todo n ≥ n0, y a la vez pn ∈W
para todo n ≥ n0. Esto es contradictorio.

§ Dejamos como ejercicio para el lector probar que la función i : M → R≥0 dada por
el radio de inyectividad, i(p) = ip(M) es una función continua (Ejercicio 5.5.28). Ver
también [7, Sección III.4] para una discusión sobre el radio de inyectividad vinculada
con la noción de puntos conjugados de una geodésica, con la cual no hemos tratado en
este texto.

Teorema 5.5.5. Sean p,q ∈ M superficie regular, γ : [0,1] → M que los une con `(γ) =
dist(p,q). Entonces γ es una reparametrización de una geodésica de M.

Demostración. Consideramos K = im(γ) y nos quedamos con R > 0 como en el corolario
anterior. Tomamos BR(p) alrededor de p = γ(0) y q1 = γ(t1), de manera tal que q1 ∈
BR(p) y γ |[0,t1] ⊂ BR(p). Por el teorema de minimalidad local (Teorema 5.4.4), hay una
geodésica minimal µ que une q,q1, y µ no sale de BR(p). Afirmamos que γ |[0,t1] es una
reparametrización de µ. Suponamos que existe x = γ(c) con 0 < c < t1 tal que x < im(µ).
Como

dist(p,x) = `(γ |[0,c]) ≤ `(γ |[0,t1]) < R

pues γ es corta en cualquier tramo (Ejercicio 5.3.13), también existe una geodésica corta
µ1 en BR(p) que une p,x. Similarmente

dist(x,q1) = `(γ |[c,t1]) ≤ `(γ |[0,t1]) < R,

así que también existe una geodésica corta µ2 en BR(q1) que une x,q1. Pero entonces, si
µ1]µ2 denota la curva µ1 seguida de µ2,

L(µ1]µ2) = L(µ1) +L(µ2) = d(p,x) +d(x,q1) = `(γ |[0,c]) + `(γ |[c,t1]) = `(γ |[0,t1]) = d(p,q1) < R

lo que prueba que µ1]µ2 también es corta uniendo p,q1. Pero al ser una concatenación
de dos geodésicas de M, tiene que ser una geodésica (Ejericicio 5.3.16). Como es corta,
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no sale de BR(p), y por la unicidad en BR(p) debe ser µ1]µ2 una reparametrización de µ
(Teorema 5.4.4). En particular x ∈ im(µ) contradiciendo nuestra suposición. Esto prueba
que im(γ) ⊂ im(β). Afirmamos que las imágenes coinciden; en caso contrario y por la
continuidad de ambas, tomemos c tal que µ(c) < im(γ) y notemos que donde µ no toca
la imagen de γ es un conjunto abierto. Sea I = (s, t) el intervalo abierto maximal que
contiene a c donde µ no toca im(γ); por la maximalidad debe ser µ(s) = γ(s1), µ(t) =
γ(t1) para s1, t1 ∈ [0,1]. Como im(γ) ⊂ im(µ) debe ser µ(s) = µ(t). Esto contradice la
minimalidad de µ ya que retirando el lazo µ|[s,t] obtenemos una curva estrictamente más
corta que une los extremos p,q. Hemos probado que las imágenes de γ y µ coinciden
entre p y q. Por el argumento recién mencionado, γ(t) = µ(s) = µ(s0) sólo es posible si
s = s0 porque µ es inyectiva, entonces existe una inyección creciente f : [0, t1]→ [0,1] de
manera que Expp(f (t)v) = µ(f (t)) = γ(t) (eligiendo v de norma unitaria). Como f (t) =
‖Exp−1

p (γ(t)‖, f es una función continua. Esto prueba que µ es una reparametrización
continua de γ entre p y q.

Repitiendo este procedimiento finitas veces a lo largo de γ , deducimos que (luego
de reparametrizarla) γ es de hecho una geodésica a trozos. Nuevamente por el Ejercicio
5.3.16, podemos concluir que γ es una reparametrización de una geodésica de M.

Con estas herramientas podemos probar un teorema que nos dice que la comple-
titud como espacio métrico de M garantiza la existencia de geodésicas minimizantes
uniendo dos puntos dados de M (aunque como ya observamos en el ejemplo de la es-
fera, Observación 5.3.10), esta geodésica puede no ser única, y también, que hay otras
geodésicas que los unen que pueden no ser minimizantes).

Teorema 5.5.6 (Hopf-Rinow/Cohn Vossen). Sea M superficie regular conexa. Si (M,dist)
es un espacio métrico completo, entonces para todo p,q ∈M existe γ geodésica que los une,
tal que L(γ) = dist(p,q).

Demostración. Sea d = dist(p,q) > 0, sea γn una sucesión minimizante, L(γn) ≤ d + 1/n,
donde todas las γn son regulares a trozos y están definidas en [0,1] (luego L(γn|[s, t]) =
|s − t|L(γn) para todo n y todo 0 ≤ s ≤ t ≤ 1). Entonces la familia resulta equicontinua
y equiacotada en el espacio métrico (M,dist), y por el teorema de Ascoli, existe una
subsucesión que converge uniformemente sobre [0,1] a una curva continua γ : [0,1]→
M que une p,q. Afirmamos que

`(γ) = sup
π

∑
i

dist(γ(ti),γ(ti+1)) = d.

Con la partición trivial π = {t0 = 0, t1 = 1} obtenemos `(γ) ≥ dist(γ(0),γ(1)) = d. Para
probar la otra desigualdad, dado ε > 0, si π es una partición de [0,1] con n+ 1 puntos,
tomamos k0 tal que k ≥ k0 implique que

sup
t∈[0,1]

dist(γ(t),γk(t)) < δ =
ε
n
.



5.5 Teoremas de Hopf-Rinow 99

Entonces

dist(γ(ti),γ(ti+1)) ≤ dist(γ(ti),γk(ti)) + dist(γk(ti),γk(ti+1)) + dist(γk(ti+1),γ(ti+1))

< 2δ+L(γn|[ti ,ti+1]) =
2ε
n

+L(γk |[ti ,ti+1])

Sumando sobre i, obtenemos

n−1∑
i=0

dist(γ(ti),γ(ti+1)) < 2ε+L(γk) ≤ 2ε+ d + 1/k,

y haciendo k→∞ se deduce que∑
i

dist(γ(ti),γ(ti+1)) ≤ 2ε+ d

y entonces
∑
i dist(γ(ti),γ(ti+1)) ≤ d. Como esto es cierto para toda partición, `(γ) ≤ d.

Así que γ es una curva rectificable de longitud d que une p,q. Por el teorema anterior,
reparametrizando adecuadamente γ , obtenemos una geodésica de M cuya longitud es
d.

Definición 5.5.7 (Completitud geodésica). Diremos que M es geodésicamente comple-
ta si el dominio de toda geodésica de M es todo R. Equivalentemente, el dominio de
Expp es todo TpM para todo p ∈M.

Teorema 5.5.8 (Hopf-Rinow, segunda versión). Si M es una superficie regular y conexa,
entonces son equivalentes:

1. (M,dist) es un espacio métrico completo

2. M es geodésicamente completa

3. Existe p ∈M tal que Dom(Expp) = TpM

4. Existe p ∈M tal que Expp(Br(0p)) = Br(p) = {q ∈M : dist(q,p) ≤ r} para todo r ≥ 0,

5. Todo conjunto cerrado y acotado en (M,dist) es compacto.

En cualquiera de estos casos, para todo x,y ∈M existe una geodésica minimizante de M que
los une.

Demostración. Supongamos que (M,dist) es completo, sea γ(t) = Expp(tv) geodésica de
M con dominio maximal (a,b) ⊂ R. Podemos suponer que ‖v‖ = 1. Supongamos que
b <∞. Sea a < tn < b sucesión creciente con lı́mn tn = b. Entonces

dist(γ(tn),γ(tm)) ≤
∫ tm

tn

‖γ̇(t)‖dt = |tn − tm|
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puesto que las geodésicas tienen rapidez constante. Entonces la sucesión (γ(tn))n∈N es
convergente a un punto p ∈ M. Sea W entorno uniformemente normal de p y δ > 0
como en el Teorema 7.2.3. Tomemos k ∈N tal que tk > b−δ, y γ(tk) ∈W . Consideremos
la geodésica

µ(s) = Expγ(tk)(sγ̇(tk))

definida en (al menos) el intervalo (−δ,δ). Pero es claro que µ(0) = γ(tk) y que µ′(0) =
γ̇(tk) luego por la unicidad µ y γ coinciden donde ambas están definidas. Si tomamos s
suficientemente grande, cerca de δ, tenemos también s + tk > b (puesto que δ + tk > b).
Pero entonces µ es una prolongación de γ , y esto es una contradicción con la maximali-
dad de b. Entonces debe ser b = +∞. Con un argumento similar, se prueba que a = −∞
y entonces M es geodésicamente completa.

Si suponemos queM es geodésicamente completa, la tercer afirmación es inmediata.
Supongamos entonces que vale la tercer afirmación, sea I ⊂ [0,+∞) el conexo maximal
conteniendo al 0 donde

Expp(Br(0p)) = Br(p) = {q ∈M : dist(q,p) ≤ r}.

es válido, que por el Corolario 5.4.6 es no vacío, entonces es un intervalo de la forma
I = [0, r) o I = [0, r]. Claramente Expp(Br(0p)) ⊂ Br(p) es siempre válido, si ri ∈ I y ri → r

(podemos suponer de manera creciente), entonces tomamos q ∈ Br(p) y lo podemos
aproximar con qi ∈ Bri (p), que por hipótesis son de la forma qi = Expp(vi) con vi ∈ TpM,
‖vi‖ ≤ ri < r. Si r < ∞, extraemos por compacidad una subsucesión convergente vi →
v ∈ TpM, claramente ‖v‖ ≤ r y q = lı́mi Expp(vi) = Expp(v) por la continuidad de la
exponencial. Entonces q ∈ Expp(Br(0p)) y esto prueba que r ∈ I (la igualdad entre la
bola cerrada y la clausura de la bola abierta en M es producto de la Observación 5.5.2).

Como Bt(p) = Expp(Bt(0p)) para 0 < t ≤ r, es fácil ver que Sr(p) = Expp(Sr(0p)), luego
este conjunto es compacto (es la imagen de un compacto euclídeo por una función con-
tinua). Por el Corolario 5.5.4, sabemos que existe ε > 0 tal que Expx(Bε(0x)) = Bε(x) para
todo x ∈ Sr(p). Sea s ∈ (r, r +ε), afirmamos que s ∈ I y esto contradecería la maximalidad
de r, luego debe ser r = +∞. Supongamos entonces que r es finito y que r < s < r + ε,
sea q ∈ Bs(p), queremos ver que existe v0 ∈ TpM con ‖v0‖ ≤ s tal que q = Expp(v0). Sea
x ∈ Sr(p) tal que dist(x,q) = dist(Sr(p),q), entonces x = Expp(rv) con ‖v‖ = 1, v ∈ TpM. Si
γ : [0,1]→M une p,q entonces atraviesa Sr(p) al menos una vez, digamos en el instante
t1, luego

L(γ) = L(γ |[0,t1]) +L(γ |[t1,1]) ≥ r + dist(Sr(p),q) = dist(p,x) + dist(x,q),

y tomando infimo sobre las curvas α obtenemos dist(p,q) ≥ dist(p,x) + dist(x,q). Co-
mo la otra desigualdad vale siempre tenemos una igualdad. En particular dist(x,q) =
dist(p,q) − dist(p,x) < s − r < ε, y entonces existe β geodésica que une x,q con L(β) =
dist(x,q). Ahora bien, si α(t) = Expp(tv) con t ∈ [0, r] entonces

L(α]β) = L(α) +L(β) = r‖v‖+ dist(x,q) = dist(p,x) + dist(x,q) = dist(p,q)
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luego α]β es corta, y al ser una concatenación de geodésicas, debe ser una geodésica
(Ejercicio 5.3.16). Entonces q = β(1) = Expp(t0v) y ‖t0v‖ = L(α]β) = dist(p,q) ≤ s, luego
q ∈ Expp(Bs(0p)) y así s ∈ I .

Si vale la afirmación sobre las bolas métricas, entonces todas ellas son compactas
porque son la imagen de un conjunto compacto por una función continua. De allí es
inmediato que todo conjunto C ⊂M cerrado y acotado es compacto, ya que C ⊂ BR(p)
para algún R > 0 y las bolas tienen clausura compacta, luego C es compacto. También
es fácil ver que en cualquier espacio métrico, si todo cerrado y acotado es compacto,
entonces es completo: en efecto, si (xn)n ⊂ M es de Cauchy, entonces está en alguna
bola cerrada BR(xn0

) que es acotada y así por compacidad (xn)n tiene una subsucesión
convergente a un punto x ∈M. Pero entonces

dist(xn,x) ≤ dist(xn,xnj ) + dist(xnj ,x) < 2ε

donde el primer término lo acotamos usando que la sucesión es de Cauchy y el segundo
usando que la subsucesión converge a x. Esto prueba que x es el límite de la sucesión
de Cauchy original.

Por último, si vale cualquiera de las condiciones, en particular vale la primera y
por el Teorema 5.5.6, dos puntos en M siempre están conectados por una geodésica
minimal.

§ Es por este teorema que las nociones geodésicamente completa o métricamente completa
son intercambiables, y en general sólo se dice “M es completa”. El teorema anterior
también se conoce como Teorema de Heine Borel para variedades de Riemann.

Observación 5.5.9. Es posible demostrar de otra forma que si la exponencial está de-
finida en todo el espacio tangente a p ∈ M, y M es conexa, entonces para todo q ∈ M
existe una geodésica minimal que los une (lo cual además da otra prueba de la im-
plicación 3 ⇒ 4 del teorema anterior). Como la idea de esta otra prueba es intere-
sante, hacemos un esbozo aquí (e invitamos al lector a leer los detalles en el texto
de Do Carmo [1, pág. 338]). Supongamos que la exponencial está definida en todo
el tangente a p, entonces por el teorema de minimalidad local existe r > 0 tal que
Br(p) = Expp(Br(0p)). Si q ∈ Br , entonces q = Expp(rv) con v ∈ TpM de norma unita-
ria; podemos suponer entonces que dist(q,p) > r, y por la compacidad de Sr(p) exis-
te un punto x ∈ Sr(p) tal que dist(q,x) = dist(q,Sr(p)). Escribimos x = Expp(rv) con
‖v‖ = 1, y tomamos γ(t) = Expp(tv). Puede probarse entonces que q = Expp(dv) donde
d = dist(q,p); esta es la estrategia de “apuntar y disparar”.

Algunas consecuencias simples de los teoremas que demostramos, están en este
corolario que sigue. Otras quedan como ejercicios para el lector.

Corolario 5.5.10. Sea M superficie regular, entonces

1. Si M ⊂R
3 es cerrada, es completa.
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2. Si M ⊂R
3 es compacta, es completa.

3. Si (M,dist) es acotado y completo, es compacto.

Demostración. Supongamos que M es cerrada como subespacio métrico de R
3, tome-

mos un conjunto K ⊂ M cerrado y acotado en dist; entonces es K cerrado en R
3 y

además por el Teorema 5.3.4, es acotado en R
3. Luego K es un subconjunto compacto

de R
3; si (xn)n ⊂ K es una sucesión acotada, existe entonces una subsucesión convergen-

te xnk → x ∈ K . La convergencia es en la norma de R
3, pero el mismo teorema nos dice

que también converge en dist. Luego K es compacto en (M,dist), y por el teorema de
Hopf-Rinow, M es completa. Si M es compacta, en particular es cerrada y por lo recién
probado, es completa. Si el espacio métrico (M,dist) es acotado (existe c > 0 y p ∈ M
tal que dist(p,x) ≤ c para todo x ∈ M), y también es completo, entonces por el Teore-
ma de Hopf-Rinow, M = Expp(Bc(0p)). De esta forma, M es la imagen de un conjunto
compacto por una función continua, luego es compacta.

5.5.1. Ejercicios

5.5.20. Sea (X,d) un espacio de métrica interior, es decir d = d(x,y) se calcula como el
ínfimo de las longitudes de las curvas rectificablesque unen x,y. Probar que la clausura
de la bola abierta coincide con la bola cerrada. (Sugerencia: dado n ∈N tomar una curva
rectificable que una x,y con d ≤ `(γn) < d + 1/n, y usando la continuidad de γn tomar
zn = γn(t0) tal que dist(x,zn) = d − 1/n < d pero dist(zn, y) ≤ 2/n).

5.5.21. Probar que dado p ∈M superficie regular, si c es suficientemente chico, entonces

Expp(Bc(0p)) = Bc(p) = {q ∈M : dist(q,p) ≤ c},

y si Sc(0p) ⊂ TpM denota la circunferencia de radio c centrada en 0p, Sc = Bp \Bp enton-
ces también

Expp(Sc(0p)) = Sc(p) = {q ∈M : dist(q,p) = c}.

5.5.22. Sea M superficie regular,

1. Probar que M es completa en R
3 si y sólo si (M,dist) es completo.

2. Probar que (M,dist) es compacto si y sólo si M es compacta en R
3.

5.5.23. Sea M superficie completa, X campo en M de clase C1 y acotado: existe C > 0
tal que ‖X(p)‖ ≤ C para todo p ∈M. Probar que el flujo de M es global, es decir, tiene
dominio R×M.

5.5.24. Sea f : M → S una isometría local, probar que si p,q ∈ M son suficientemente
cercanos, entonces distS(f (p), f (q)) = distM(p,q). Dar un ejemplo donde no valga la
igualdad.
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5.5.25. Sea γ : I →M curva de clase C1, probar que

‖γ ′(t)‖ = lı́m
h→0

dist(γ(t + h),γ(t))
h

.

5.5.26. Si f :M→ S es tal que distS(f (p), f (q)) = distM(p,q) para todo p,q ∈M, entonces
f es suave y es una isometría (sug: usar entornos exponenciales).

5.5.27. Sea p ∈ M y E : T Br → M ×M como en el Teorema 5.5.3, sea W = Bδ(p) ⊂ M
entorno uniformemente normal de p. Probar que

1. W ⊂ Bδ(q) para todo q ∈W .

2. si q1,q2 ∈ W , existe una única geodésica en W (parametrizada en [0,1]) que los
une.

3. si F : (t,q1,q2) 7→ γq1,q2
(t) la pensamos como función (−ε,1 + ε) ×W ×W → W ,

entonces F es de clase C1.

5.5.28. Sea i : M → R≥0 el radio de inyectividad de la exponencial riemanniana de M.
Probar que i es continua.

5.5.29. Sea p ∈ M y Sr(p) = {q ∈ M : dist(q,p) = r}. Probar que si r es suficientemente
pequeño, entonces

1. Sr(p) es una curva regular, difeomorfa a rS1 = {v ∈ TpS : ‖v‖ = r}.

2. Las geodésicas que salen de p cortan de manera ortogonal a la curva Sr(p).

3. Si γ(t) = Expq(tu) es una geodésica con γ(0) = q ∈ Sr(p) y γ ′(0) es tangente a Sr(p),
entonces existe ε > 0 tal que γ |(−ε,ε) permanece fuera de Br(p) (sug: considerar
F(t,q,u) = Exp−1

p (Expq(tu)), y la función g(t) = ‖F‖2. Probar que g ′′(0) > 0 para p
suficientemente cercano a q).

4. La bola Br(p) es geodésicamente convexa: dados q1,q2 ∈ Br(p), la única geodési-
ca minimizante que une q1,q2 permanece dentro de Br(p) (sug: considerar f (t) =
dist(p,γ(t))2).
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6 Curvatura

El espaciotiempo le dice a la materia
cómo moverse; la materia le dice al
espaciotiempo cómo curvarse.

J. A. Wheeler

Discutimos en esta sección distintas nociones de curvaturas en una superficie regu-
lar orientable, con énfasis en la curvatura de Gauss, también llamada curvatura seccio-
nal. Supondremos que las superficies involucradas son regulares y (al menos) de clase
C3. En términos históricos, las ideas aquí presentadas fueron desarrolladas en gran
medida por C.F. Gauss en sus trabajos originales del siglo XIX [2].

6.1. Curvaturas normales

Dado un vector V ∈ TpM de longitud unitaria (‖V ‖ = 1) consideramos la única geo-
désica γ = γp,V ∈M con las condiciones iniciales γ(0) = p,γ ′(0) = V . ¿Qué tan curvada
está M en la dirección de V ? es la pregunta que queremos contestar. Notemos que es
natural formular esta pregunta con geodésicas (y no con cualquier curva) ya que se su-
pone que las geodésicas recorren M doblando lo menos posible, es decir, tomando el
camino más recto posible dada la velocidad inicial V . De esta manera no nos molestan
las curvaturas “artificiales” que serían producto de las variaciones de velocidad arbitra-
rias de una curva genérica (no geodésica) α -aunque como veremos, esta disquisición es
vana ya que esta cantidad depende sólo de la forma de M y no de cómo la recorremos-.

Hay además un detalle adicional con el que no se contaba para las curvas generales
de R

3 (ver comentarios posteriores a la definición de curvatura en 3.1): las superficies
M a considerar están orientadas. La elección de un lado de M se realiza a través de
los vectores normales Np (vectores unitarios perpendiculares a M en el punto p, o lo
que es igual Np ⊥ TpM, ‖Np‖ = 1 que apuntan todos para el lado en que está orientada
M). Esto permite darle un signo a la curvatura de las curvas sobre M ya que hay un
lado canónico desde el cual se puede mirar la superficie (desde el lado hacia el que está
orientada).

Definición 6.1.1. Dada la geodésica γ = γp,V ⊂ M, para p ∈ M, V ∈ TpM, ‖V ‖ = 1,
definimos la curvatura normal de M en p en la dirección del vector unitario V ∈ TpM al

https://es.wikipedia.org/wiki/Espacio-tiempo
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M

p

−γ ′′(0)

V = γ ′(0)

γ

Figura 6.1: Curvatura normal de la superficie M en el punto p

número
κV (p) = −〈γ ′′(0),Np〉. (6.1)

Veamos ahora que κV (p) es la curvatura usual κγ (ver 3.1) en p de la geodésica
γ = γp,V como curva en R

3, pero con un signo. Esto es así porque como ‖γ ′(0)‖ = ‖V ‖ = 1
y las geodésicas tienen rapidez constante, entonces resulta que γ está p.x.l.a. Luego su
curvatura (en R

3) está dada simplemente por su aceleración en el punto de paso p, es
decir κγ (0) = ‖γ ′′(0)‖. Por otro lado

κV (p) = −〈γ ′′(0),Np〉 = −‖γ ′′(0)‖ ‖Np‖cos(θ)

para θ el ángulo entre γ ′′(0) y Np. Como γ ′′(0) es perpendicular a TpM por ser geodé-
sica, y Np también, ambos deben ser vectores paralelos. Entonces este ángulo puede ser
θ = 0 (si γ ′′(0) apunta hacia el mismo lado que Np) o θ = π (si γ ′′(0) apunta hacia el
lado opuesto al que apunta Np). Entonces usando que ‖Np‖ = 1 y los valores posibles de
θ la igualdad anterior queda

κV (p) = −〈γ ′′(0),Np〉 = −‖γ ′′(0)‖ ‖Np‖cos(θ) = −‖γ ′′(0)‖ cos(θ) (6.2)

=
{
−‖γ ′′(0)‖ cos(0) = −‖γ ′′(0)‖ , si γ ′′(0) apunta en sentido de Np
−‖γ ′′(0)‖ cos(π) = ‖γ ′′(0)‖ , si γ ′′(0) tiene el sentido opuesto de Np

.

Aquí puede observarse que, como mencionamos antes, la definición de la curvatura
normal κV (p) coincide con la de la geodésica γ , como curva de R

3. que llamábamos
κγ (0) = ‖γ ′′(0)‖ (porque γ está p.x.l.a.), con la adición de un signo en uno de los casos.

Observación 6.1.2. Resaltamos que el signo de la curvatura normal depende de la orienta-
ción elegida para la superficie, porque como puede verse en (6.2), el sentido de Np define
el signo de κV (p).
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Denotamos como es habitual con N : M → S2 ⊂ R
3 a la normal unitaria de M

para cierta orientación elegida en la superficie M. Entonces las curvaturas normales se
pueden calcular mediante la diferencial deN , sin utilizar las geodésicas, de la siguiente
manera:

Lema 6.1.3. (Meusnier) Para todo p ∈M, y todo V ∈ TpM de norma unitaria,

κV (p) = 〈DNpV ,V 〉.

Demostración. Consideremos, como en la definición de curvatura normal, a γ = γp,V la
única geodésica de M tal que γ(0) = p y γ ′(0) = V .

Como (N ◦ γ) ⊥ TγM en todo punto, entonces 〈N ◦ γ,γ ′〉 = 0 siempre. Luego deri-
vando se tiene que

〈DNγγ ′ ,γ ′〉+ 〈N ◦γ,γ ′′〉 = 0.

Evaluando γ en t = 0 deducimos que

−〈Np,γ ′′(0)〉 = 〈DNpV ,V 〉.

por lo que por la definición de κV (p) se obtiene (ver 6.1)

κV (p) = −〈Np,γ ′′(0)〉 = 〈DNpV ,V 〉.

Este lema nos dice que las curvaturas normales en todas las direcciones están con-
troladas por (la diferencial de) la función normal N . En la próxima sección estudiare-
mos con más detalle esta función.

Veamos ahora cómo calcular la curvatura normal usando una curva cualquiera que
pasa por p, con la misma dirección de V :

Lema 6.1.4. Sea α : I →M una curva C2 con α(0) = p ∈M, α′(0) = λV ∈ TpM con V de
norma unitaria y λ , 0. Entonces la curvatura normal se calcula como

κV (p) =
−1
λ2 〈Np,α

′′(0)〉.

Demostración. Como 〈N ◦ α,α′〉 = 0, derivando obtenemos 〈DNαα′ ,α′〉 + 〈Nα ,α′′〉 = 0.
Evaluando en t = 0 (y por el lema anterior):

λ2κV (p) = λ2〈DNpV ,V 〉 = 〈DNpλV ,λV 〉 = −〈Np,α′′(0)〉.

Dividiendo por λ se obtiene la fórmula enunciada.
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Observación 6.1.5. En muchos textos, se elige la convención opuesta para definir el
vector normal. Esto es, se eligeNp de manera tal que γ ′′(0) = κV (p)Np. Entonces κV (p) =
−〈DNpV ,V 〉 es la fórmula habitual.

Nosotros hemos optado por la convención opuesta γ ′′(0) = −κV (p)Np, por los si-
guientes dos motivos: las curvaturas principales son así los autovalores de DNp (ver la
Observación 6.1.7) en lugar de los de −DNp; y por otro lado en superficies cerradas,
donde en general se elige la normal exterior (como por ejemplo la esfera), es más común
que ocurra que la aceleración de la curva γ apunte en la dirección contraria a la de la
normal exterior (el lector puede pensar en esta observación gráficamente en algunos
ejemplos).

6.1.1. Mapa de Gauss

Como siempre N : M → R
3 denota la normal unitaria de M (que elige alguna de

las dos orientaciones posibles de M). Notemos que al ser unitaria, se puede pensar
N : M → S2, pues Np = N (p) es un vector de norma unitaria. Esta función se conoce
como mapa de Gauss y “mapea” conjuntos de M dentro de conjuntos en la esfera.

Claramente, DNp : TpM → TN (p)S
2 como es habitual para funciones entre superfi-

cies. Pero al ser S2 la esfera unitaria, TN (p)S
2 = {N (p)}⊥, es decir el plano tangente es el

ortogonal a N (p). Por la misma definición de N (es la normal unitaria de M) también
se tiene TpM = {N (p)}⊥. Así que en realidad vamos a pensar DNp : TpM→ TpM es decir
como una transformación lineal de TpM en si mismo.

Lema 6.1.6. Para todo p ∈ M, DNp es una transformación lineal simétrica de TpM en si
mismo.

Demostración. Si ϕ : D → M es una parametrización regular de M (en un entorno de
p), recordamos que ϕu ,ϕv forman una base de TϕM en todo punto de D. Luego como
N ⊥ TM, se tiene

〈N ◦ϕ,ϕu〉 = 0.

Derivando respecto de v, deducimos que

〈DNϕϕv ,ϕu〉+ 〈N ◦ϕ,ϕvu〉 = 0.

Mientras que si comenzamos con 〈N ◦ϕ,ϕv〉 = 0, derivando ahora respecto de u obte-
nemos

〈DNϕϕu ,ϕv〉+ 〈N ◦ϕ,ϕuv〉 = 0.

Puesto que ϕ es C2, tenemos que las derivadas cruzadas coinciden, luego ϕuv = ϕvu , lo
que nos muestra que

〈DNϕϕu ,ϕv〉 = −〈N ◦ϕ,ϕuv〉 = 〈DNϕϕv ,ϕu〉.
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Evaluando en u0,v0 de manera tal que ϕ(u0,v0) = p, y escribiendo cualquier par de
vectores V ,W ∈ TpM como combinación lineal de ϕu(u0,v0),ϕv(u0,v0), deducimos que

〈DNpV ,W 〉 = 〈DNpW,V 〉 = 〈V ,DNpW 〉

(la última igualdad es consecuencia de que el producto interno es conmutativo). Asi-
mismo, este último término siempre es igual a 〈DN t

pV ,W 〉, lo que nos dice

〈DNpV ,W 〉 = 〈DN t
pV ,W 〉.

Como esto vale para todo V ,W ∈ TpM, deducimos que DNp = DN t
p, esto es, DNp :

TpM→ TpM es una transformación lineal simétrica.

Observación 6.1.7. Por el teorema de diagonalización de transformaciones lineales si-
métricas, existen números reales κ1(p),κ2(p) (que siempre pensaremos ordenados de
menor a mayor, es decir κ1 ≤ κ2) y vectores V1 ⊥ V2 ∈ TpM de norma unitaria que son
autovectores de DNp, es decir

DNpVi = κi(p)Vi , i = 1,2.

Definición 6.1.8 (Curvaturas principales). Los números κ1 ≤ κ2 dados por los autova-
lores de la diferencial del mapa de Gauss DN se denominan curvaturas principales de
M en p. Los vectores V1,V2 dan las direcciones principales de curvatura de M en p.

Tomando geodésicas γi que pasan por p y tienen velocidades iniciales Vi respecti-
vamente, se tiene por el Lema 6.1.3:

κVi (p) = −〈γ ′′i (0),Np〉 = 〈DNpVi ,Vi〉 = 〈κi(p)Vi ,Vi〉 = κi(p)‖Vi‖2 = κi(p), i = 1,2.

Sintéticamente, las curvaturas normales en las direcciones de los autovectores Vi de
DNp coinciden con las curvaturas principales de M en p. Pero podemos decir aún más:

Lema 6.1.9 (Euler). Si p ∈M y κ1(p) ≤ κ2(p) denotan las curvaturas principales de M en
p, entonces para toda dirección unitaria V ∈ TpM, la curvatura normal κV (p) está acotada
por estos dos números. Es decir

κ1(p) ≤ κV (p) ≤ κ2(p).

Demostración. Podemos escribir a V ∈ TpM como V = αV1 + βV2. Puesto que Vi son
unitarios y perpendiculares, 1 = 12 = ‖V ‖2 = 〈αV1 + βV2,αV1 + βV2〉 = α2 + β2. Por otro
lado por el Lema 6.1.3

κV (p) = 〈DNpV ,V 〉 = 〈DNp(αV1 + βV2), (αV1 + βV2)〉
= 〈ακ1V1 + βκ2V2,αV1 + βV2〉
= α2κ1 + β2κ2
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donde nuevamente usamos que V1,V2 son unitarios y perpendiculares.

Entonces, usando que 1 = α2 + β2 se obtiene lo buscado

κ1 = κ1(α2 + β2) = κ1α
2 +κ1β

2
κ1≤κ2
≤ κ1α

2 +κ2β
2︸         ︷︷         ︸

κV (p)

κ1≤κ2
≤ α2κ2 + β2κ2 = κ2,

es decir: κ1 ≤ κV (p) ≤ κ2.

Es por este motivo que los vectores V1,V2 se denominan direcciones principales de
curvatura.

Definición 6.1.10 (Curvatura media). La curvatura mediaH de la superficie regularM
está dada por el promedio de sus curvaturas principales, es decir

H(p) = 1/2(κ1(p) +κ2(p)).

Definición 6.1.11 (Líneas de curvatura, direcciones y curvas asintóticas). Diremos que
una curva α ⊂M es una línea de curvatura si su velocidad siempre paralela a una direc-
ción principal de curvatura de M. Dado un punto p ∈M, decimos que v ∈ TpM es una
dirección asintótica si κv(p) = 0, y diremos que β es una curva asintótica si su velocidad
es siempre paralela a una dirección asintótica.

Definición 6.1.12 (Clasificación de puntos según las curvaturas). Un punto p ∈M, es

1. umbílico si κ1(p) = κ2(p) (todas las curvaturas principales en p coinciden).

2. hiperbólico si κ1(p)κ2(p) < 0,

3. elíptico si κ1(p)κ2(p) > 0,

4. parabólico si algún κi(p) = 0,

5. plano si κ1(p) = κ2(p) = 0.
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6.2. Curvatura de Gauss

La curvatura de Gauss, también llamada curvatura seccional, la definimos como

K(p) = det(DNp).

Notemos que a pesar de que hay arbitrariedad en un signo en la elección del vector
normal N (p) -y por ende de la diferencial DNp- este signo es irrelevante ya que al
tratarse de una matriz de 2 × 2, el determinante no tiene en cuenta este signo ya que
det(−DNp) = (−1)2 det(DNp) = det(DNp).

De acuerdo a las cuentas de la sección previa, si κ1 ≤ κ2 son las curvaturas prin-
cipales de M en p (los autovalores de DNp), entonces DNp se diagonaliza en una base
B′ = {V1,V2} de TpM. Si C denota la matriz de cambio de base en cuestión, entonces

K(p) = det(DNp) = det
(
C

(
κ1(p) 0

0 κ2(p)

)
C−1

)
= det(C)det

(
κ1(p) 0

0 κ2(p)

)
det(C)−1

= det
(
κ1(p) 0

0 κ2(p)

)
= κ1(p)κ2(p)

por propiedades del determinante. Esto es

K(p) = κ1(p)κ2(p) (6.3)

lo que nos da la intuición de que K mide más bien cambios en áreas que curvaturas, ya
que representa el producto de dos longitudes. Para confirmar esta intuición, tenemos
los siguientes dos resultados:

Lema 6.2.1. Sea p ∈M tal que K(p) , 0. Entonces para todo entorno Ω ⊂M de p suficien-
temente pequeño, el área de N (Ω) ⊂ S2 se calcula como

µ(N (Ω)) =
∫
Ω

|K(p)|dp.

Demostración. Si K(p) , 0 entonces DNp es inversible, y como M es C3, es inversible en
todo un abierto W alrededor de p, y vamos a suponer, achicando Ω si es necesario, que
W = Ω. Por el teorema de la función inversa, N |Ω : Ω→ N (Ω) es un difeomorfismo, y
en particular si ϕ :D→Ω ⊂M es una parametrización local deM, entonces φ =N ◦ϕ :
D→N (Ω) ⊂ S2 es una parametrización local de S2.

Ahora razonamos como en la prueba de la Proposición 4.2.13, pero con una varia-
ción: como φ =N ◦ϕ, entonces Dφ =DNϕDϕ, transponiendo se tiene DϕtDN t

ϕ =Dφt,
y multiplicando ambas expresiones, pero ahora al otro lado,

DφDφt =DNϕDϕDϕ
tDN t

ϕ =DNϕDϕDϕ
tDNϕ
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puesto que DNϕ es simétrica. Notemos que tanto DφDφt ,DNϕ ,DϕDϕt son transfor-
maciones lineales de TϕM en TϕM, con ϕ = ϕ(u,v) ∈M; tomando determinante obte-
nemos

det(DφDφt) = det(DNϕ)det(DϕDϕt)det(DN t
ϕ),

o equivalentemente

det(DφtDφ) = det(DNϕ)2 det(DϕtDϕ) = (K ◦ϕ)2 det(DϕtDϕ).

Por el Lema 4.2.12, se deduce que

‖φu ×φv‖ = |K ◦ϕ| ‖ϕu ×ϕv‖.

Luego

µ(N (Ω)) =
"

N (Ω)
1 =

"
D
‖φu ×φv‖ dudv =

"
D
|K ◦ϕ| ‖ϕu ×ϕv‖ dudv =

∫
Ω

|K(p)|dp.

N :M→ S2

Np

0

N (Ω)

S2

Np

p

M
Ω

Figura 6.2: Área recorrida por p y por Np

Corolario 6.2.2. Si p ∈ M con K(p) , 0 y Ω ⊂ M indica una región que contiene a p,
entonces

|K(p)| = lı́m
Ω→p

µ(N (Ω))
µ(Ω)

.

Demostración. Por el lema previo y el teorema del valor medio integral, existe para cada
Ω que contenga a p un punto qΩ ∈Ω tal que

µ(N (Ω)) =
∫
Ω

|K(q)| dq = |K(qΩ)| µ(Ω).

Luego
µ(N (Ω))
µ(Ω)

= |K(qΩ)|,
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y a medida que achicamos Ω alrededor de p, se tienen qΩ→ p y por la continuidad de
K se deduce el resultado enunciado.

Ejemplo 6.2.3. Vamos a ilustrar estas ideas con un ejemplo. Consideramos la superficie
llamada catenoide, dada implícitamente por la ecuación

x2 + y2 = cosh2(z).

Observemos que √
x2 + y2 = |cosh(z)| = cosh(z) (6.4)

ya que cosh(z) = ez+e−z
2 > 0 para todo z ∈R.

Consideremos ahora algunos cortes de la superficie determinada por (6.4). Por ejem-
plo, veamos que se obtiene si suponemos que x = 0:√

02 + y2 = cosh(z) =⇒ |y| = cosh(z) =⇒ y = ±cosh(z)

Recordamos que el gráfico de y = cosh(z) tiene la siguiente forma:

Entonces, a partir de la igualdad (6.4) po-
demos afirmar que en el plano x = 0 (o lo
que es igual, el plano “yz”) la intersección
de la superfice con este plano nos da las
curvas ilustradas a la derecha. Algo simi-
lar se obtiene si intersecamos la superfi-
cie con el plano y = 0. Como es habitual,
se trata ahora de ubicar estas curvas en
el espacio de acuerdo a la posición de los
planos x = 0, y = 0, en una perspectiva
adecuada.

Luego al intersecar los planos x = 0 e y = 0 se obtienen las curvas
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Lo que da una primera aproximación de como sería la superficie. Si ahora consideramos
z = k (k constante), se obtienen circunferencias de radio cosh(z) en dichos planos. Si
z = k, entonces: x2 + y2 = cosh(k)2. Por ejemplo, para k = 0, k = ±1 y k = ±2 se obtiene:

Agregando más casos con z = k se pude tener una idea de como es la superficie, que
consiste en una serie de circunferencias de distintos radios, con radio mínimo cuando
z = 0:

Figura 6.3: Superficie obtenida rotando y = cosh(z) alrededor del eje z.
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Otro enfoque está dado por considerar la ecuación (6.4) en coordenadas cilídricas,√
x2 + y2 = cosh(z) =⇒ r = cosh(z)

donde r representa el radio en coordenadas cilíndricas, y consideramos las semirec-
tas definidas por θ = θ0 (constante), con r variable dadas por (r cos(θ0), r sen(θ0)) en
el plano “xy”, que definen semiplanos en R

3. Si intersecamos esos semiplanos con la
superficie (como r = cosh(z)) se obtiene que (x,y,z) pertenecerá a esa ecuación si

(x,y,z) = (cosh(z)cos(θ0),cosh(z)sen(θ0), z).

Por ejemplo, para θ0 = π/4, se tiene

(x,y,z) = (cosh(z)
√

2/2,cosh(z)
√

2/2, z)

que se puede interpretar como

(x,y) = cosh(z)
(√

2/2,
√

2/2
)

en el plano “xy ” y el z correspondiente en
el eje z. Esto representa en este semiplano
(que coincide con parte del plano y = x) la
curva ilustrada a la derecha (este proceso
se repite para distintos θ0).

Con estas consideraciones es claro que una ilustración de la superficie resulta ser la
que sigue, vista desde distintos ángulos:

De estas ilustraciones podemos observar cómo es la imagen del mapa de Gauss en
la esfera unitaria; en cualquiera de las 2 orientaciones posibles, se obtiene que dicha
imagen es toda la esfera salvo 2 puntos: los polos Norte y Sur de la esfera:
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6.2.1. Ejercicios

6.2.1. Si Hp,Kp denotan la curvatura media y Gaussiana respectivamente, y κ1(p),κ2(p)
son las curvaturas principales, probar que

1. H2 −K =
(
κ1−κ2

2

)2
≥ 0 con igualdad si y sólo si p es umbílico.

2. Probar que las curvaturas principales están dadas por

κ1(p) =Hp −
√
H2
p −Kp κ2(p) =Hp +

√
H2
p −Kp ,

en particular son continuas, y son C1 en un entorno de p si p no es umbílico.

6.2.2. Dada una superficie M ⊂R
3 parametrizada por ϕ, el mapa de Gauss N :M→ S2

es la aplicación normal N = ϕu×ϕv
‖ϕu×ϕv‖

. Probar que

N =
ϕu ×ϕv√
EG −F2

.

6.2.3. Describir gráficamente las regiones de S2 cubiertas por la aplicación de Gauss
para las siguientes superficies:

a) Plano Π ⊂R
3.

b) Esfera (x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2

c) Paraboloide de revolución: z = x2 + y2

d) Hiperboloide de revolución: x2 + y2 − z2 = 1

e) Catenoide: x2 + y2 = cosh2(z)
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6.3. Cálculo de la curvatura en una parametrización

Para calcular explícitamente la curvatura de Gauss de una superficie (y las curvatu-
ras principales, así como las direcciones principales de curvatura), daremos una manera
obtener la matriz de la diferencial del mapa de Gauss DNp en términos de la base del
espacio tangente B = {ϕu ,ϕv}.

Para ello introducimos primero la segunda forma fundamental de la superficie M,
a partir de las siguientes expresiones: si N : M → S2 denota el mapa de Gauss, y ϕ :
D→M es una parametrización regular de M, consideramos (con un pequeño abuso de
notación) la composición N = N ◦ϕ : D → R

3 y pensamos al vector normal como una
función de dos variables (u,v). LuegoNu ,Nv ,Nuu etc., denotarán las derivadas parciales
de esta función. Notemos que, por ejemplo

Nu =
∂
∂u

(N ◦ϕ) =DNϕϕu

y similarmente Nv =DNϕϕv .

6.3.1. Segunda forma fundamental

Definición 6.3.1. Dada M = Im(ϕ) y p ∈M, los coeficientes de la segunda forma fun-
damental son

e =N ·ϕuu , f =N ·ϕuv =N ·ϕvu , g =N ·ϕvv

donde la igualdad del término central (las dos maneras de calcular f ) se deben a las
caracterizaciones alternativas (Ejercicio 6.3.6, ítem a))

e =N ·ϕuu , f =N ·ϕuv =N ·ϕvu , g =N ·ϕvv

donde usamos que M es (al menos) de clase C2.

También, usando la regla del triple producto y recordando que N = ϕu×ϕv√
EG−F2

, se tie-
nen las caracterizaciones más prácticas

e =
det(ϕu ,ϕv ,ϕuu)
√
EG −F2

, f =
det(ϕu ,ϕv ,ϕuv)
√
EG −F2

, g =
det(ϕu ,ϕv ,ϕvv)
√
EG −F2

resultado que queda para probar por el lector (Ejercicio 6.3.6, ítem b)).
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La matriz de la segunda forma fundamental1 es

IIp =
(
e f
f g

)
.

Se define también, para cada p ∈M, la matriz de Weingarten como

Wp = −I−1
p IIp. (6.5)

Notemos ahora que dado que ϕ es una parametrización regular, B = {ϕu ,ϕv} for-
man una base de TpM (más precisamente, es una base Bp para cada p ∈ Im(ϕ), y
si p = ϕ(u0,v0) entonces Bp = {ϕu(u0,v0),ϕv(u0,v0)}. Es relevante notar que la base
B = {ϕu ,ϕv} de TpM no es necesariamente ortogonal. Recordemos también que la pri-
mera forma fundamental es siempre una matriz inversible (Observación 4.3.2).

Teorema 6.3.2. Dado p ∈ Im(ϕ) ⊂M, la matriz de DNp en la base B = {ϕu ,ϕv} es la matriz
de Weingarten. Es decir

[DNp]BB = −I−1
p IIp.

Demostración. Probaremos la identidad equivalente Ip[DNp]BB = −IIp. Para este fin,
notemos que las columnas de [DNp]BB son los vectores DNp(ϕu) =Nu y DNp(ϕv) =Nv ,
pero escritos en la base B. Esto es, si

[DNp]BB =
(
a c
b d

)
,

entonces Nu = aϕu +bϕv mientras que Nv = cϕu +dϕv . Multiplicando estas identidades
por ϕu ,ϕv y recordando las definiciones de e, f ,g, obtenemos las cuatro ecuaciones

−e =Nu ·ϕu = (aϕu + bϕv) ·ϕu = aE + bF, −f =Nv ·ϕv = (cϕu + dϕv) ·ϕu = cE + dF,

−f =Nu ·ϕu = (aϕu + bϕv) ·ϕv = aF + bG, −g =Nv ·ϕv = (cϕu + dϕv) ·ϕv = cF + dG

respectivamente. Estas cuatro ecuaciones pueden condensarse, como puede el lector
verificar, en la forma matricial(

E F
F G

)(
a c
b d

)
= −

(
e f
f g

)
que es exactamente la identidad Ip[DNp]BB = −IIp que es equivalente a lo que quería-
mos probar.

1Hemos elegido un enfoque ligeramente distinto del clásico. Usualmente se define a la segunda
forma fundamental como el operador cuadrático IIp(v) = −〈DNpv,v〉 para v ∈ TpM, y los coeficien-
tes e, f ,g resultan de calcular, para el operador bilineal asociado βp(v,w) = −〈DNpv,w〉 las cantidades
e = βp(ϕu ,ϕu) = −〈DNpϕu ,ϕu〉 = −Nu ·ϕu , etc. Esta diferencia no será relevante para nuestros fines, que
agotan el uso de la segunda forma en el cálculo de la curvatura de Gauss
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La fórmula anterior nos permite obtener una expresión para la curvatura de Gauss
usando los coeficientes de las formas. Es decir, una fórmula en términos de la parame-
trización. Lo notable es que estos coeficientes dependen de la parametrización elegida ϕ,
pero la curvatura de Gauss, según la definimos, no.

Corolario 6.3.3. Dado p ∈ Im(ϕ) ⊂M, la curvatura de Gauss se calcula como

K(p) =
eg − f 2

EG −F2

donde se sobreentiende que los coeficientes de las formas están evaluadas en (u0,v0) siempre
que p = ϕ(u0,v0).

Demostración. Como la curvatura de Gauss es el determinante de DNp y este no depen-
de de en qué base escribimos la matriz, se tiene

K(p) = det
(
[DNp]BB

)
= det

(
−I−1
p IIp

)
= (−1)2 det

(
I−1
p

)
det(IIp)

= det(Ip)−1 det(IIp) =
det(IIp)

det(Ip)
=
eg − f 2

EG −F2 .

Observación 6.3.4 (Curvatura media y principales). De la misma identidad matricial,

[DNp]BB = −I−1
p IIp =

−1
EG −F2

(
G −F
−F E

)(
e f
f g

)
=

−1
EG −F2

(
Ge −Ff Gf −Fg
−Fe+Ef Eg −Ff

)
.

De aquí, la curvatura media se calcular inmediatamente

H(p) =
1
2
T r(DNp) =

2f F −Eg −Ge
2(EG −F2)

.

También podemos usar la relación obtenida en el Ejercicio 6.2.1, para calcular las cur-
vaturas principales usando los coeficientes de la primera y segunda forma,

κ1,2(p) =H(p)±
√
H(p)2 −K(p),

aunque no desarrollaremos aquí explícitamente esta fórmula general usando los coefi-
cientes e, f ,g,E,F,G.

Observación 6.3.5 (Cálculo de curvaturas y direcciones principales de curvatura). Re-
cordemos que para cada p ∈ M, DNp : TpM → TpM es una transformación lineal si-
métrica (Lema 6.1.6), y por ende diagonalizable con autovalores reales, esto es existe
una base ortonormal B′ = {V1,V2} de TpN tal que DNpVi = κi(p)Vi donde κ1 ≤ κ2 son
las curvaturas principales de M en p y Vi son las direcciones principales de curvatura.
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Denotamos D = [DNp]B′B′ a la matriz 2 × 2 diagonal con estos autovalores κi , y consi-
deramos C = CBB′ a la matriz 2× 2 de cambio de base de B = {ϕu ,ϕv} a B′ = {V1,V2} que
tiene las direcciones principales respectivas V1 y V2 de M en p. Entonces

Wp = [DNp]BB = CB′B[DNp]B′B′CBB′ = C−1DC.

La matriz de cambio de base C sólo es inversible, y no tiene por qué ser simétrica. Esto
explica por qué la matriz de Weingarten Wp no es necesariamente simétrica, ya que
Wt
p = CtDt(Ct)−1 = CtD(Ct)−1.

Sin embargo, sus autovalores si son los mismos que los del mapa de Gauss (¿por
qué?), y por lo tanto son las curvaturas principales de M, así como su determinante es
entonces la curvatura Gaussiana de M (6.3).

Una vez calculados los autovalores κ1,κ2 de W = (wij ), procedemos a calcular los
autovectores de W , triangulando la matriz ampliada(

w11 −κi w12 0
w21 w22 −κi 0

)
.

Obtenemos así dos soluciones (x1, y1), (x2, y2), una para cada autovalor. Como los auto-
vectores son inherentes a la transformación lineal DNp, lo que hemos hallado en reali-
dad son las coordenadas de las direcciones principales en la base B = {ϕu ,ϕv}. Entonces las
direcciones principales de M en p (sin normalizar) son

x1ϕu + y1ϕv , x2ϕu + y2ϕv ∈ TpM.

Si uno quiere las direcciones con norma unitaria, debe calcular la norma de cada vec-
tor, y luego dividir por ella. Se tiene entonces (notando que ‖Vi‖2 = 〈Vi ,Vi〉) que las
direcciones principales están dadas por

Vi =
1√

x2
i E + 2xiyiF + y2

i G
(xiϕu + yiϕv).

6.3.2. Ejercicios

6.3.4. Dada una superficie M ⊂R
3 parametrizada por ϕ, el mapa de Gauss N :M→ S2

es la aplicación normal N = ϕu×ϕv
‖ϕu×ϕv‖

. Probar que

N =
ϕu ×ϕv√
EG −F2

.

6.3.5. Describir gráficamente las regiones de S2 cubiertas por la aplicación de Gauss
para las siguientes superficies:

a) Plano Π ⊂R
3.
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b) Esfera (x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2

c) Paraboloide de revolución: z = x2 + y2

d) Hiperboloide de revolución: x2 + y2 − z2 = 1

e) Catenoide: x2 + y2 = cosh2(z)

6.3.6. Los coeficientes de la segunda forma fundamental de una superficie M ⊂ R
3

parametrizada por ϕ se pueden calcular como (recordar que Nu =DN (ϕu)):

e = −ϕu ·Nu , f = −ϕu ·Nv = −ϕv ·Nu , g = −ϕv ·Nv ,

donde N :M→ S2 es el mapa de Gauss.

a) Usando que ϕu ,ϕv ⊥N , probar que e = ϕuu ·N , f = ϕuv ·N , g = ϕvv ·N .

b) Usando la regla del producto 〈A×B,C〉 = det(A,B,C), probar que

e =
det(ϕuu ,ϕu ,ϕv)
√
EG −F2

, f =
det(ϕuv ,ϕu ,ϕv)
√
EG −F2

, g =
det(ϕvv ,ϕu ,ϕv)
√
EG −F2

.

6.3.7. Calcular los coeficientes e, f ,g de la segunda forma fundamental, y la matriz de
Weingarten (W = [DNp]BB = −I−1

p IIp = −(IIpI−1
p )t, donde B = {ϕu ,ϕv} es la base de TpS

dada por la parametrización) para los ejemplos que siguen:

a) Un plano Π ⊂R
3.

b) Una esfera de radio R > 0.

c) La superficie que se obtiene al desplazar y = x2 a lo largo del eje z.

d) Un cilindro de cualquier radio.

e) Un cono circular.

6.3.8. Calcular las curvaturas principales κ1(p) ≤ κ2(p) y las direcciones principales de
curvatura v1(p),v2(p) ∈ TpM para los siguientes ejemplos:

a) Un plano Π ⊂R
3.

b) Una esfera de radio R > 0.

c) La superficie que se obtiene al desplazar y = x2 a lo largo del eje z.

d) Un cilindro de radio R > 0.

e) Un cono circular.
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6.3.9. Comprobar que la curvatura Gaussiana K es constante y la indicada en cada caso.

a) En un plano Π ⊂R
3, K ≡ 0.

b) En la esfera de radio R > 0, K ≡ 1/R2.

c) En la superficie que se obtiene al desplazar y = x2 a lo largo del eje z, K ≡ 0.

d) En un cilindro de cualquier radio, K ≡ 0.

e) En un cono circular, K ≡ 0.

6.3.10. Verificar que en los siguientes casos la curvatura Gaussiana K :M→R depende
del punto (es decir, no es constante). Verificar que sin embargo el signo es constante
como se indica.

a) Una silla de montar, z = x2 − y2, K < 0.

b) Un elipsoide de radios a,b,c > 0, K > 0.

c) Un paraboloide de revolución, K > 0.

6.3.11. La superficie pseudoesfera.

a) Por rotación de la tractriz (ver Guía de TP 1) alrededor del eje y se obtiene una super-
ficie M denominada pseudoesfera. Hallar una parametrización de la pseudoesfera.

b) Mostrar que la curvatura Gaussiana en todo punto de la pseudoesfera es -1, es decir
K ≡ −1.
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6.4. Isometrías

Definición 6.4.1. Una función f :M→ S es una isometría, si es de clase C1, es inyectiva
y además ‖Dfpv‖ = ‖v‖ para todo p ∈ M. Decimos que f es una isometría local si no
pedimos que f sea inyectiva.

Las isometrías permiten vincular a las superficies M,S mediante sus primeras for-
mas, de la siguiente forma, que suele mencionarse como “dos superficies isométricas
tienen la misma primera forma fundamental".

f :M→ S

Φ = f ◦ϕ
ϕ

D ⊂R
2

M S

Figura 6.4: ϕ y Φ = f ◦ϕ tienen la misma primera forma

Proposición 6.4.2. Sea f :M→ S una isometría local, y p ∈ Im(ϕ) ⊂M donde ϕ : D→M
parametriza (de forma regular) un entorno de p. Entonces si Φ : D → S se define como
Φ = f ◦ϕ, y se toma D suficientemente pequeño, se tiene que Φ es parametrización regular
de S en un entorno de f (p) y además

IMp = ISf (p).

Demostración. Como f es isometría local, si D es suficientemente pequeño se tiene que
la restricción f |Im(ϕ) : Im(ϕ)→ S es inyectiva, y como ‖Dfpv‖ = ‖v‖ para todo p ∈ Im(ϕ),
y todo v ∈ TpM, entonces la diferencial de f es inyectiva. Como f : TpM → Tf (p)M y
ambos son subespacios de dimensión 2, se concluye que Dfp es una transformación
lineal inversible. Luego Φ = f ◦ϕ :D→ S es inyectiva, suave y además DΦ =DfϕDϕ lo
que nos dice que DΦ es inyectiva por ser composición de dos transformaciones lineales
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inyectivas. Resumiendo, Φ = f ◦ ϕ es regular. Por otra parte, si p = ϕ(u,v), entonces
f (p) = f (ϕ(u,v)) = f ◦ϕ(u,v) = Φ(u,v), y además

ES(f (p)) = ES(Φ(u,v)) = 〈Φu ,Φu〉 = 〈Dfϕϕu ,Dfϕϕu〉 = 〈ϕu ,ϕu〉 = EM(ϕ(u,v)) = EM(p),

donde usamos que Dfp es una isometría y por ende preserva el producto interno (Ejer-
cicio 3.2.10). Similarmente FS(f (p)) = FM(p), GS(f (p)) = GM(p). Como esto es cierto
para todos los coeficientes, se concluye la relación para las primeras formas que enun-
ciamos.

Notemos que esta igualdad es válida para la elección concreta de parametrización
Φ = f ◦ϕ, y la afirmación más general “si hay una isometría local entre M y S, enton-
ces tienen la misma primera forma fundamental” no tiene sentido, pues las primeras
formas dependen de la elección de la parametrización.

Recíprocamente, preservando los coeficientes de la primera forma, obtenemos una
isometría:

Lema 6.4.3. Sean ϕ :U →M, ψ :U → S parametrizaciones regulares con la misma primer
forma fundamental en U . Entonces f = ψ ◦ϕ−1 : ϕ(U ) ⊂M → ψ(U ) ⊂ S es una isometría
local.

Demostración. Si α(t) = (u(t),v(t)) ⊂ U es cualquier curva, entonces γ = ϕ ◦ α es una
curva genérica en ϕ(U ) y además

γ̇ = ϕuu̇ +ϕv v̇

es un vector tangente genérico en TpM con p = ϕ ◦α(t) = ϕ(u,v). Como f es un difeo-
mosrfismo,

Dfpγ̇ =Dfγ γ̇ =
d
dt
f ◦γ =

d
dt
ψ ◦α = ψuu̇ +ψv v̇

es un vector tangente genérico en f (p) ∈ S.

Denotando Ep = ‖ϕ(u,v)‖2 el coeficiente dado por ϕ, y Ẽf (p) = ‖ψu(u,v)‖2 el dado
por ψ (y similarmente para los demás), la hipótesis dice Ep = Ẽf (p) etc. así que tenemos

‖γ̇‖2 = Epu̇
2 + 2Fpu̇v̇ +Gpv̇

2 = Ẽf (p)u̇
2 + 2F̃f (p)u̇v̇ + G̃f (p)v̇

2 = ‖Dfpγ̇‖2.

Esto prueba que f es una isometría local.

Veamos ahora otras propiedades útiles de las isometrías, vinculadas con el mapa de
Gauss, los ángulos, las áreas y las geodésicas.

Proposición 6.4.4. Sea f : M → S una isometría, Dfp : TpM → Tf (p)S su diferencial en
p ∈M.

1. Dfp preserva ángulos y distancias.
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2. f preserva áreas.

3. Siϕ :D ⊂R
2→M es una parametrización regular alrededor de p, entoncesΦ = f ◦ϕ :

D→ S es una parametrización regular de S alrededor de f (p), y

NS(f (p)) =
Dfpϕu ×Dfpϕv
‖ϕu ×ϕv‖

relaciona los mapas de Gauss de M y S.

4. DadoW ∈ Tf (p)S de norma unitaria, si V ∈ TpM es el único vector tal queW =Df pV ,
entonces la curvatura normal de S en la dirección de W está dada por

κSW (f (p)) = 〈D(NS ◦ f )pV ,DfpV 〉.

5. f preserva longitudes de curvas: si α ⊂M y β = f ◦α ⊂ S, entonces L(α) = L(β).

6. Sea α ⊂M y β = f ◦α ⊂ S. Entonces β es geodésica de S si y sólo si α es geodésica de
M.

Demostración. El primer ítem es consecuencia de que Dfp preserva normas, luego pre-
serva ángulos y distancias (Ejercicio 3.2.14). Para probar el segundo ítem, notemos que
si ϕ :D→M parametrizaΩ ⊂M, entonces φ = f ◦ϕ :D→ S parametriza Ω̃ = f (Ω) ⊂ S
y además

‖φu ×φv‖ = ‖Df ϕu ×Df ϕv‖ = ‖Df ϕu‖‖Df ϕv‖senΘ = ‖ϕu‖‖ϕv‖senΘ = ‖ϕu ×ϕv‖.

Luego

µ(f (Ω)) = µ(Ω̃) =
"

D
‖φu ×φv‖ =

"
D
‖ϕu ×ϕv‖ = µ(Ω),

es decir f preserva áreas.

Por otro lado, comoDf ϕu ,Df ϕv son linealmente independientes, generan el subes-
pacio Df (TpM) = Tf (p)S, es decir son generadores del plano tangente a S en f (p). En
consecuencia, como Dfp es ortogonal,

NS(f (p)) =
Φu ×Φv
‖Φu ×Φv‖

=
Dfpϕu ×Dfpϕv
‖Dfpϕu ×Dfpϕv‖

=
Dfpϕu ×Dfpϕv
‖ϕu ×ϕv‖

.

La afirmación sobre la curvatura normal se deduce escribiendo

κSW (f (p)) = 〈DNS
f (p)W,W 〉 = 〈DNS

f (p)DfpV ,DfpV 〉 = 〈D(NS ◦ f )pV ,DfpV 〉.

Como β′ = (f ◦ α)′ = Dfαα
′, se tienen ‖β′‖ = ‖Dfαα′‖ = ‖α′‖ pues f es isometría. Inte-

grando se deduce que f preserva longitudes.
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Sea α ⊂ M, β = f ◦ α ⊂ N . Notemos que como f es un difeomorfismo local entre
M,S, a toda variación ν(s, t) de α le corresponde una variación ν̃(s, t) = f ◦ ν(s, t) de β y
viceversa. Notemos también que ˙̃νs =Dfν ν̇s por la regla de la cadena y entonces

g̃(s) = L(ν̃s) =
∫ b

a
‖ ˙̃νs‖dt =

∫
‖ν̇s‖dt = L(νs) = g(s)

pues Dfν es ortogonal. Entonces, si α = ν0 es geodésica de M, es punto crítico de g
(Ejercicio 5.3.16), luego g̃ ′(0) = g ′(0) = 0, lo que nos dice que β = ν̃0 es punto crítico de
ν̃s y por ende geodésica de S (mismo ejercicio). El mismo razonamiento nos dice que si
β es geodésica, entonces α es geodésica.

§ Puede el lector observar de la demostración, que la última propiedad (preservar geo-
désicas) sigue siendo válida para isometrías parciales. También, que una demostración
alternativa puede hacerse usando que una isometría preserva los coeficientes E,F,G de
la primera forma, y entonces las ecuaciones de las geodésicas quedan prescriptas por
las mismas ecuaciones (en los puntos correspondientes).

Π

f

S

κ1 = 0

κ2 = 0

κ1 = 0

κ2 = 1/R

Figura 6.5: Isometría entre un plano y un cilindro de radio R

Observación 6.4.5. En general, es falso que una isometría preserve las curvaturas prin-
cipales. Por ejemplo, consideremos las superficies Π = {z = 0}, S = {x2 + y2 = 1} (un
plano y un cilindro). Para p = (x,y,0) ∈Π, definimos

f (x,y) = (cos(x), y,sen(x))
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y notamos que f : Π→ S es sobreyectiva (lo que f hace es “enrollar” el plano Π en la
forma del cilindro, la variable que se enrolla es x, y el plano se enrolla alrededor del
eje y). Además, si α(t) = (x(t), y(t),0) ⊂Π es una curva cualquiera con velocidad inicial
v = (ẋ, ẏ,0) ∈ TpΠ, entonces β = f ◦α es una curva en el cilindro S y además

β̇ =Dfpα̇ = (sen(x)ẋ, ẏ,−cos(x)ẋ),

con lo cual ‖Dfpv‖ = ‖sen(x)ẋ, ẏ,−cos(x)ẋ)‖ =
√
ẋ2 + ẏ2 = ‖v‖. Esto prueba que f es una

isometría local.

Pero sabemos que en el plano κ1 = κ2 = 0, mientras que en el cilindro κ1 = 0 mien-
tras que κ2 = 1 (pues es un cilindro de radio R = 1, Ejercicio 6.3.8). Luego f es isometría
local, pero no preserva las curvaturas principales.

Observación 6.4.6. Sin embargo, si f es un movimiento rígido, es decir si f es la res-
tricción a M de una transformación lineal ortogonal U ∈ R3×3, f (p) = U · p, entonces
si es cierto que f preserva los vectores normales, y por ende, el mapa de Gauss, y en
consecuencia todas las curvaturas: por el segundo ítem de la Proposición anterior, se
tiene

NS(f (p)) =
Uϕu ×Uϕv
‖ϕu ×ϕv‖

= ±U
ϕu ×ϕv
‖ϕu ×ϕv‖

= ±UNM(p),

donde el signo es según U preserve (det(U ) = 1) o invierta (det(U ) = −1) la orientación
(Ejercicio 3.2.14). Luego DNS

f (p)Dfp = ±UDNM
p y tomando determinantes, KS(f (p)) =

KM(p).

Observación 6.4.7 (Isometrías entre mapas normales). Dada una isometría local f :
M → S, es razonable suponer que, al menos localmente, existe una isometría F : W →
F(W ) con W abierto de R

3 abierto, entorno de Ω ⊂M y F(W ) abierto en R
3, entorno de

f (Ω) ⊂ S. En ese caso, la tercer propiedad de la Proposición 6.4.4 se puede reescribir
como

NS(f (p)) =
Dfpϕu ×Dfpϕv
‖ϕu ×ϕv‖

= ±DFp (NM(p)),

donde usamos la observación anterior para la transformación ortogonal U =DFp.

Esta última observación sugiere que las isometrías locales preservan la curvatura
de Gauss, y esto se conoce como el Teorema Egregio (teorema remarcable) de Gauss. Es
decir, una isometría local puede no preservar las curvaturas normales, pero si preserva
el producto de las dos curvaturas principales K = κ1κ2.

La demostración del teorema es bastante intrincada en sus cómputos, y la dare-
mos en la Sección 6.5: esencialmente se trata de ver que la curvatura de Gauss K sólo
depende de los coeficientes E,F,G de la primera forma fundamental y sus derivadas
parciales. Luego se concluye la prueba del teorema observando que la primera forma
es invariante por isometrías (Proposición 6.4.2).
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6.5. El Teorema Egregio de Gauss

En esta última sección del texto, probamos el Teorema de Gauss que dice que la
curvatura de Gauss es intrínseca, esto es, es invariante por isometrías locales.

Teorema 6.5.1. Si M = Im(ϕ) es una superficie regular de clase C3, K = K(p) es la cur-
vatura de Gauss, E = E(u,v),F = F(u,v),G = G(u,v) son coeficientes de la primera forma
fundamental de M (donde p = ϕ(u,v)), entonces

K(p)(EG−F2)2 = (EG−F2)(Fuv −
Evv
2
− Guu

2
)+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 Eu

2 Fu −
Ev
2

Fv −
Gu
2 E F

Gv
2 F G

∣∣∣∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 Ev
2

Gu
2

Ev
2 E F
Gu
2 F G

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
donde las barras denotan determinante de las matrices.

Demostración. Notemos que

K(p)(EG −F2)2 = det(ϕuu ,ϕu ,ϕv)det(ϕvv ,ϕu ,ϕv)−det(ϕuv ,ϕu ,ϕv)2

directamente de la definición de K y el cálculo de e, f ,g (Ejercicio 6.3.6). Luego

K(p)(EG −F2)2 = det


−ϕuu−
−ϕu−
−ϕv−

det


| | |
ϕvv ϕu ϕv
| | |


−det


−ϕuv−
−ϕu−
−ϕv−

det


| | |

ϕuv ϕu ϕv
| | |


=

∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕvv ·ϕuu ϕuu ·ϕu ϕuu ·ϕv
ϕvv ·ϕu E F
ϕvv ·ϕv F G

∣∣∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕuv ·ϕuv ϕuv ·ϕu ϕuv ·ϕv
ϕuv ·ϕu E F
ϕuv ·ϕv F G

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ahora usamos la propiedad de linealidad en la primer fila del determinante y escribi-
mos, por ejemplo, la primer fila de la primera matriz como

(ϕuu ·ϕvv ,0,0) + (0,ϕuu ·ϕu ,ϕuu ·ϕv) = V1 +V2.
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Luego∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕuu ·ϕvv ϕuu ·ϕu ϕuu ·ϕv
ϕvv ·ϕu E F
ϕvv ·ϕv F G

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
V1 + V2

ϕvv ·ϕu E F
ϕvv ·ϕv F G

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
− V1 −

ϕvv ·ϕu E F
ϕvv ·ϕv F G

∣∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣∣
− V2 −

ϕvv ·ϕu E F
ϕvv ·ϕv F G

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕuu ·ϕvv 0
ϕvv ·ϕu E F
ϕvv ·ϕv F G

∣∣∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 ϕuu ·ϕu ϕuu ·ϕv

ϕvv ·ϕu E F
ϕvv ·ϕv F G

∣∣∣∣∣∣∣∣
= ϕuu ·ϕvv (EG −F2) +

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 ϕuu ·ϕu ϕuu ·ϕv

ϕvv ·ϕu E F
ϕvv ·ϕv F G

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Similarmente,∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕuv ·ϕuv ϕuv ·ϕu ϕuv ·ϕv
ϕuv ·ϕu E F
ϕuv ·ϕv F G

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ϕuv ·ϕuv(EG −F2) +

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 ϕuv ·ϕu ϕuv ·ϕv

ϕuv ·ϕu E F
ϕuv ·ϕv F G

∣∣∣∣∣∣∣∣
Restando ambos términos y usando las identidades probadas en (5.10) y (5.11), obte-
nemos

K(p)(EG−F2)2 = (EG−F2)(ϕuu ·ϕvv−ϕuv ·ϕuv)+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 Eu

2 Fu −
Ev
2

Fv −
Gu
2 E F

Gv
2 F G

∣∣∣∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 Ev
2

Gu
2

Ev
2 E F
Gu
2 F G

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Notemos que ϕuu ·ϕv = Fu −

Ev
2 y que ϕuv ·ϕv = Gu

2 . Derivando respecto de v la primera
identidad,

ϕvuu ·ϕv +ϕuu ·ϕvv = Fvu −
Evv
2

respecto de u la segunda

ϕuuv ·ϕv +ϕuv ·ϕuv =
Guu

2

y restando, obtenemos

ϕuu ·ϕvv −ϕuv ·ϕuv = Fvu −
Evv
2
− Guu

2

lo que termina la prueba de la fórmula enunciada.

Corolario 6.5.2 (Teorema Egregio de Gauss). Si f :M→ S es una isometría local de clase
C3 entre superficies regulares, entonces KM(p) = KS(f (p)) para todo p ∈M.
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Demostración. Como f es una isometría local, podemos tomar Φ = f ◦ϕ que parame-
triza S alrededor de f (p), y además los coeficientes de la primera forma coinciden en
los puntos respectivos (Proposición 6.4.2), es decir EM(p) = ES(f (p)) etc., o más preci-
samente ES(u,v) = EM(u,v) donde los coeficientes deM se calcular con ϕ y los de S con
Φ = f ◦ϕ. Si estos coinciden como funciones, entonces también coinciden sus derivadas
parciales, y por el teorema anterior, coinciden las curvaturas en los puntos respectivos
pues esta fórmula sólo depende de estos coeficientes y sus derivadas.

Observación 6.5.3 (Casos especiales). Suponiendo que podemos hallar una parame-
trización tal que E = 1,F = 0, la fórmula para la curvatura recién hallada se escribe
como

K =
G2
u

4G2 −
Guu
2G

recordando que G = ‖ϕv‖2. Si consideramos la función
√
G = ‖ϕv‖, entonces (

√
G)u =

Gu
2
√
G

y también

(
√
G)uu =

Guu
2
√
G
− G2

u

4G
√
G
.

Con esta observación a mano, es inmediato el corolario

Corolario 6.5.4. Si ϕ : U → M es una parametrización regular con E = 1,F = 0 en U , y√
G = ‖ϕv‖, entonces

(
√
G)uu +K

√
G = 0, K =

−(
√
G)uu√
G

. (6.6)

Esta relación permite no sólo calcular K en términos de G y sus derivadas, sino
entender que una vez que K está prescripta, encontrarG de manera tal que la superficie
tenga la curvatura deseada.

6.5.1. Ejercicios

6.5.12. Justificar por qué las siguientes superficies no son localmente isométricas:

a) La esfera b) El cilindro

c) La silla de montar {z = x2 − y2} d) La pseudeoesfera

6.5.13. Sea M ⊂R
3 la silla de montar con ecuación z = xy. Graficarla.

a) Calcular las curvaturas principales κ1,κ2 y las direcciones principales de curvatura
v1,v2 de M en P = (0,0,0).
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b) Calcular la curvatura Gaussiana K de M y probar que es siempre negativa ¿En qué
punto de M se alcanza el mínimo de K?

6.5.14. Sea N ⊂R
3 la superficie dada por z = cosh(y).

a) Hallar geométricamente dos rectas dentro de N .

b) Hallar la matriz de Weingarten y las curvaturas principales κ1,κ2 de N ¿Cuál es la
curvatural principal máxima y en qué puntos se alcanza?

c) ¿Puede existir una isometría local entre N y un plano π ⊂R
3?

6.5.15. Sea S ⊂ R
3 la superficie de revolución que se obtiene al girar la curva y = z3 + 1

alrededor del eje z, con z ∈ (−1,1). Graficarla.

a) Parametrizarla y escribir las ecuaciones de Euler de las geodésicas.

b) Hallar dos geodésicas de S que pasen por P = (0,1,0).

6.5.16. Sea M ⊂R
3 la superficie que se obtiene al desplazar z = y2 a lo largo del eje x.

a) Parametrizar M y escribir las ecuaciones de Euler de las geodésicas.

b) Hallar rectas L1,L2 ⊂ M y otra curva C ⊂ M que no sea una recta pero si sea una
geodésica, verificar con las ecuaciones.

c) Hallar la matriz de Weingarten y las curvaturas principales κ1,κ2 de M ¿Cuál es la
curvatural principal máxima y en qué puntos se alcanza?

d) ¿Existe una isometría entre M y un plano?

6.5.17. Dado k > 0, considerar la superficie del elipsoide E = {(x,y,z) : x2 +y2 +
(
z
k

)2
= 1}.

a) Calcular la curvatura de Gauss K : E→R.

b) Probar que la curvatura calculada K no depende del ángulo θ (en coordenadas esfé-
ricas) e interpretar geométricamente.

c) ¿Existe una isometría entre E y la esfera unitaria para cualquier k > 0? ¿Para algún
k > 0?

d) Calcular las curvaturas principales κ1,κ2, ver que las direcciones principales de cur-
vatura v1,v2 son las direcciones de los ángulos θ,ϕ (en coordenadas esféricas), e
interpretar geométricamente qué ocurre cuando k→∞.
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6.5.18. Sea ϕ(u,v) = (f (v)cos(u), f (v)sin(u), g(v)) la parametrización de una superficie
de revolución con curvatura Gaussiana constante k. Para determinar f y g se elige v de
modo que (f ′)2 + (g ′)2 = 1 (es decir que v es la longitud de arco de la curva generatriz).
Mostrar que:

a) f satisface f ′′ + kf = 0 y g =
∫ √

1− (f ′)2dv. Se toma 0 < u < 2π y el dominio de v de
modo que la última integral está definida.

b) Todas las superficies de revolución con curvatura constante k = 1 que intersecan
perpendicularmente el plano xy están dadas por

f (v) = C cos(v) y g(v) =
∫ v

0

√
1−C2 sen2(t)dt

donde C es una constante. Determinar el dominio de v y hacer un gráfico de la curva
cortada con el plano xz para los casos C = 1, C > 1 y C < 1 (notar que el plano xz se
obtiene tomando u = 0). Observar que C = 1 representa la esfera unitaria S2.

c) Todas las superficies de revolución con curvatura constante k = −1 son de uno de los
siguientes tipos:

i.) f (v) = C cosh(v) y g(v) =
∫ v

0

√
1−C2 senh2(t)dt.

ii.) f (v) = C senh(v) y g(v) =
∫ v

0

√
1−C2 cosh2(t)dt.

iii.) f (v) = ev y g(v) =
∫ v

0

√
1− e2tdt.

Determinar el dominio de v y hacer un gráfico de cada superficie cortada con el
plano xz.

d) La última superficie del ítem previo es la pseudoesfera del Ejercicio 6.3.11.

e) Las únicas superficies de revolución con k = 0 son el cilindro circular recto, y el cono
circular recto.

6.5.19. Si ϕ = ϕ(u,v) es una parametrización C3 de M y denotamos, para cada campo
X en M

∇uX = ∇ϕuX = Pϕ[(X ◦ϕ)u] = (X ◦ϕ)u + 〈DNϕu ,X ◦ϕ〉,

y similarmente ∇v = ∇ϕv . Probar que

1. Existe una función real A = A(u,v) tal que

∇u∇v ϕv = ϕvvu + 〈DNϕϕv ,ϕv〉DNϕϕu +ANϕ .

2. Hallar una fórmula análoga para ∇v∇uϕv y probar que

〈(∇u∇v −∇v∇u) ϕv , ϕu〉 = eg − f 2 = K(EG −F2).
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6.5.20. Sean X,Y campos en M. Probar que

1. Si X,Y son C2, entonces existe una función real a tal que

D(∇YY )(X) =D2X(X,Y ) +DY (DY (X)) + 〈DN Y ,Y 〉DN X + aN

2. Existe b función real tal que

∇X∇YY −∇Y∇XY =DY ([Y ,X]) + 〈DN Y ,Y 〉DN X − 〈DN X,Y 〉DN Y + bN

3. Si R(X,Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, vale la fórmula

〈R(X,Y )Y ,X〉 = 〈DN X,X〉〈DN Y ,Y 〉 − 〈DN X,Y 〉2.

4. Si Xp,Yp forman una base ortonormal de TpM para cada p ∈M, entonces la cur-
vatura de Gauss se puede calcular como

K = 〈R(X,Y )Y ,X〉 = 〈∇X∇YY −∇Y∇XY −∇[X,Y ]Y ,X〉,

5. Y en general (suponiendo X,Y l.i.), se tiene

K =
〈R(X,Y )Y ,X〉
A(X,Y )2 ,

donde A(X,Y ) =
√
|X |2|Y |2 − 〈X,Y 〉2 es el área del paralelogramo generado por

X,Y .
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6.6. Formas espaciales

Denominaremos formas espaciales a las superficies conexas modelo Mk con curva-
tura de Gauss constante, separadas en tres clases, K = 0, K ≡ k > 0, K ≡ k < 0 (plano,
esfera, y pseudoesfera), que describiremos a continuación (rigurosamente, una forma
espacial debe ser simplemente conexa, pero omitiremos esta condición aquí).

Para presentarlas y compararlas con otras superficies, será útil calcular sus prime-
ras formas en términos de las coordenadas polares, dadas por tomar la parametrización
exponencial en un punto p ∈ M, elegir una base {v1,v2} de TpM y considerar la com-
posición de la parametrización exponencial con las coordenadas polares usuales de R

2,
esto es

ϕ(r,θ) = Expp(r cosθv1 + r senθv2).

1. K = 0. Consideramos un plano, en particular M =Π = {z = 0} ⊂ R
3. Tomando p =

(0,0,0) se tiene TpM =M =Π. Como las geodésicas deM son rectas, la parametri-
zación exponencial es la identidad, es decir Expp(v) = v. Entonces podemos tomar
la parametrización en coordenadas polares dada por ϕ(r,θ) = (r cosθ,r senθ,0).
En este caso tenemos, para 0 ≤ r,

ϕr = (cosθ,senθ,0), ϕθ = (−r senθ,r cosθ,0),

luego

E = ‖ϕr‖2 = 1, F = 0, G = ‖ϕθ‖2 = r2.

Entonces
√
G = r y mediante la ecuación (6.6), podemos concluir que K = 0 (por

supuesto, esto lo sabemos también por otros motivos).

2. K ≡ k > 0. Consideramos M = SR una esfera de radio R = 1/
√
k > 0, y tomamos

p ∈ M, entonces TpM = {p}⊥. Dado v ∈ TpM con ‖v‖ = r, consideramos la curva
con posición inicial γ(0) = p dada por

γ(t) = Expp(tv) = cos(tr/R)p+R
sen(tr/R)

r
v.

Es claro que, como v ⊥ p, ‖γ(t)‖2 = R2 luego γ ⊂M. Por otro lado,

γ ′(t) = −r/Rsen(tr/R)p+ cos(tr/R)v,

entonces γ ′(0) = v y ‖γ ′(t)‖2 = r2 = ‖v‖2 = L(γ)2. También

γ ′′(t) = −r2/R2 cos(tr/R)p − r/Rsen(tr/R)v = −r2/R2γ(t),
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dist(γ(1),p) = r

0

R

dist(−p,p) = 2πR

TpSR

SR

γ(t) = Expp(tv)

p ‖v‖ = r

Figura 6.6: Parametrización exponencial de la esfera SR de radio R

luego γ ′′ = −r2/R2γ , así que γ es la única geodésica en M con γ(0) = p, γ ′(0) = v.
Podemos afirmar que entonces,

Expp(v) = γ(1) = cos(r/R)p+R
sen(r/R)

r
v.

En particular, si p = (0,0,R) es el polo norte de M y v = (x,y,0) ∈ TpM, entonces

Expp(x,y,0) = (R
sen(r/R)

r
x,R

sen(r/R)
r

y,cos(r/R)R).

Luego, escribiendo v = (r cosθ,r senθ,0), una parametrización en coordenadas
polares desde el polo norte está dada por

ϕ(r,θ) = (Rsen(r/R)cosθ,Rsen(r/R)senθ,Rcos(r/R)),

para 0 ≤ r < Rπ. Calculamos

ϕr = (cos(r/R)cosθ,cos(r/R)senθ,−sen(r/R)),

ϕθ = (−Rsen(r/R)senθ,Rsen(r/R)cosθ,0),

de donde inmediatamente obtenemos
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E = ‖ϕr‖2 = 1, F = 0, G = R2 sen2(r/R) =
1
k

sen2(
√
k r),

luego
√
G = Rsen(r/R) (estamos trabajando en el entorno de p dado por 0 ≤ r < πR,

que es la esfera sin el polo sur, de manera que sen(r/R) > 0 allí). Calculamos

(
√
G)r = cos(r/R), (

√
G)rr = − 1

R
sen(r/R),

y nuevamente por la ecuación (6.6) obtenemos que la curvatura de Gauss es en
efecto

K =
−(
√
G)rr√
G

≡ R2 = k > 0.

3. K ≡ k < 0. Sea R2 = −1/k > 0, consideramos la superficie de revolución dada por la
pseudoesfera invertida de radio R. Daremos una parametrización que no es regular
en el origen, pero tiene las propiedades deseadas de la primera forma. Fijamos
0 < A < 1 y, para 0 ≤ θ ≤ 2πA definimos la superficie de revolución

ϕ(r,θ) = (ARsenh(r/R)cos(θ/A),ARsenh(r/R)sen(θ/A), g(r)),

donde

g(r) =
∫ r

0

√
1−A2 cosh2(r/R)dt

está elegida para que los meridianos estén parametrizados por longitud de arco
(ver el Ejercicio 6.5.18). Observemos que la parametrización es regular únicamen-
te para 0 < r < Rcosh−1(1/A), y en particular no es regular en r = 0. Calculamos

ϕr = (Acosh(r/R)cos(θ/A),Acosh(r/R)sen(θ/A), g ′(r))

ϕθ = (−Rsenh(r/R)sen(θ/A),Rsenh(r/R)cos(θ/A),0),

de donde obtenemos

E = ‖ϕr‖2 = 1, F = 0, G = ‖ϕθ‖2 = R2 senh2(r/R) =
−1
k

senh2(
√
−k r).

Entonces
√
G = Rsenh(r/R), y por la ecuación (6.6) deducimos que

K =
−(
√
G)uu√
G

≡ − 1
R2 = k < 0.

§ Como veremos a continuación, si bien es teóricamente posible dar una parametriza-
ción en coordenadas polares exponenciales de la pseudoesfera, en la práctica resulta
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Figura 6.7: Pseudoesfera invertida, parametrizada desde P = 0

extremadamente engorroso ya que las geodésicas de la pseudoesfera no tienen una des-
cripción sencilla. Sin embargo, para nuestros propósitos que eran meramente ilustrati-
vos, la pametrización ϕ recién presentada verifica E = 1,F = 0 (y de hecho los rayos con
θ = cte son geodésicas que parten del vértice de la pseudoesfera invertida, como puede
el lector verificar usando la parametrización dada).

Teorema 6.6.1 (Coordenadas polares exponenciales). Sea M regular de clase C3, p ∈M
y Expp : Br(0p) ⊂ TpM →M la parametrización exponencial en un entrono de p. Dada una
base ortonormal {v1,v2} de Tp, las coordenadas polares exponenciales están dadas por

ϕ(r,θ) = Expp(r cosθv1 + r senθv2),

y verifican
E = 1, F = 0, lı́m

r→0+
G = 0, lı́m

r→0+
(
√
G)r = 1.

Demostración. Será conveniente denotar u = v1 cosθ + v2 senθ, de manera que si v =
ru ∈ TpM, entonces uθ = −v1 senθ + v2 cosθ y uθ ⊥ u. Calculamos

ϕr =D(Expp)ru(u), ϕθ = rD(Expp)ru(uθ).

Entonces E(r,θ) = ‖ϕr‖2 = ‖D(Expp)ru(u)‖2 = ‖u‖2 = 1 por el lema de Gauss (Lema
7.4.12). Similarmente,

F(r,θ) = ϕr ·ϕθ = r〈D(Expp)ru(u),D(Expp)ru(uθ)〉 = r〈u,uθ〉 = 0
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nuevamente por el lema de Gauss. Por último G(r,θ) = r2‖D(Expp)ru(uθ)‖2, y la pri-
mer propiedad de G es obvia. Veamos la segunda, tenemos

√
G = r‖D(Expp)ru(uθ)‖ =

rg(r,θ), pero entonces

(
√
G)r = g(r,θ) + rgr(r,θ)→ g(0,θ) = ‖D(Expp)0(uθ)‖ = ‖uθ‖ = 1.

Proposición 6.6.2. Sea p ∈M con curvatura de Gauss constante K ≡ k, sea ϕ parametri-
zación en coordenadas polares exponenciales alrededor de p. Entonces E = 1,F = 0, mientras
que

1. Si k = 0, entonces G(r,θ) = r2.

2. Si k > 0, entonces G(r,θ) = 1
k sen2(r

√
k)

3. Si k < 0, entonces G(r,θ) = −1
k senh2(r

√
−k).

En particular G no depende de θ.

Demostración. Si k = 0, por el Corolario 6.5.4 y el teorema previo, tenemos que resolver
la ecuación diferencial

√
Grr = 0 con las condiciones iniciales

√
G(0,θ) = 0,

√
Gr(0,θ) =

1. De la primera condición deducimos que
√
Gr = f (θ), y de la última deducimos que

f (θ) ≡ 1, integrando una vez más obtenemos
√
G = r + g(θ), pero de la segunda condi-

ción obtenemos g(θ) ≡ 0, luego
√
G = r y así G = r2.

Si k > 0, la solución general de
√
Grr + k

√
G = 0 es

√
G = a(θ)cos(

√
k r) + b(θ)sen(

√
k r).

A partir de la primer condición inicial es inmediato que a(θ) ≡ 0, y derivando respecto
de r obtenemos

√
Gr = b(θ)cos(

√
k r)
√
k→ b(θ)

√
k = 1 por la segunda condición inicial,

luego
√
G = 1√

k
sen(
√
k r).

Si k < 0, la solución general de la ecuación diferencial de K es
√
G = a(θ)cosh(

√
−k r) + b(θ)senh(

√
−k r).

Aplicando el razonamiento anterior con las condiciones iniciales, arribamos a
√
G =

1√
−k

sinh(
√
−k r).

Con estas herramientas podemos probar que toda superficie con curvatura Gaus-
siana constante, es localmente isométrica a una de las formas espaciales.

Teorema 6.6.3 (Teorema de Minding). Sea M de curvatura de Gauss constante K ≡ k.
Entonces M es localmente isométrica a

1. Un plano, si k = 0.
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2. Una esfera de radio R = 1/
√
k, si k > 0.

3. Una pseudoesfera de radio R = 1/
√
−k, si k < 0.

Demostración. Dado p ∈ M, sea B ⊂ R
2 una bola de radio pequeño, sea {w1,w2} base

ortonormal de TpM, yϕ : B→ ϕ(B) = V ⊂M la parametrización en coordenadas polares
exponenciales alrededor de p. Fijado k ∈R y para cada caso, tomamos un punto q ∈Mk

(donde Mk es la correspondiente forma espacial), y consideramos la base ortonormal
{v1,v2} de TqMk , con su parametrizacion en coordenadas polares ϕk : B→ ϕk(B) = Vk ⊂
Mk . Sea f : V → Vk el difeomorfismo local de M a Mk dado por f = ϕk ◦ϕ−1 : V → Vk .
Por la proposición anterior, ϕ,ϕk tienen la misma primera forma fundamental en B, y
entonces por el Lema 6.4.3 resulta que f es una isometría.

Las dificultades para presentar la parametrización exponencial en coordenadas po-
lares expícita para un modelo de curvatura negativa, son por un lado computacionales,
y por otro lado están vinculadas con el siguiente teorema cuya demostración no dare-
mos aquí (puede el lector notar que las pseudoesferas no son superficies completas):

Teorema 6.6.4 (Hilbert-Efimov). No existe en R
3 ninguna superficie completa de curvatura

constante negativa.

El mejor resultado que se conoce en términos de superficies en R
n, fue obtenido por

Blanusa en 1955, donde exhibió una parametrización regular explícita de una superfi-
cie completa y simplemente conexa en R

6 con curvatura constante K ≡ −1 (de hecho la
superficie es de clase C∞). Si uno permite auto-intersecciones (es decir, si no pedimos
que la parametrización sea inyectiva), entonces el resultado de Blanusa puede mejorar-
se para obtener una superficie en R

5. Si existe alguna superficie completa de curvatura
negativa constante en R

4 es, sorprendentemente, al dia de hoy un problema abierto. Pa-
ra una presentación muy clara del Teorema de Hilbert, la parametrización de Blanusa,
y referencias a los resultados aquí mencionados, ver [6], Secciones 2.6 y 2.8.3.

Observación 6.6.5. Una hipótesis relevante sobre las superficies regulares con las que
tratamos en este texto es que son (al menos) de clase C3. Esto es para que tengan su-
ficiente regularidad como para poder definir las cantidades vinculadas con las curva-
turas, y que estas cantidades sean de clase C1 (esto se usa por ejemplo, en el Ejercicio
6.6.28).

Para la mayor parte de la teoría sin embargo, es suficiente con pedir que las su-
perficies sean C2, para que las curvaturas sean funciones continuas. Un corolario del
teorema de Kuiper-Nash (1955-1956) nos dice que toda superfice regular orientable
M ⊂ R

3 admite, para todo ε > 0, una isometría f : M → f (M) ⊂ εB ⊂ R
3 con B la bola

unitaria. Esta f es un homeomorfismo con la imagen y es de clase C1. Notemos que esto
es altamente contraintuitivo ya que puede probarse que en un punto extremo de f (M)
la curvatura de Gauss debe ser mayor o igual a 1/ε2 (Ejercicio 6.6.31), lo que contradice
el teorema egregio de Gauss que dice que la curvatura es invariante por isometrías. El
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punto aquí es que la isometría es sólo de clase C1, y entonces no transfiere la informa-
ción concerniente a las derivadas segundas de M, y en particular, olvida su curvatura
original. El teorema egregio de Gauss nos dice que no puede existir, en general, una tal
f de clase C2.

6.6.1. Ejercicios

6.6.21. Si S es una superficie regular parametrizada como ϕ(u,v) = p(u) + vr(u) con p,r
de clase C2 y r de norma unitaria, decimos que S es una superficie reglada ¿Por qué?
Hallar las expresiones para sus primera y segunda formas fundamentales, su curvatura
y estudiar las direcciones principales.

6.6.22. Sea S una superficie regular. La indicatriz de Dupin de S en un punto p es el
conjunto de vectores w ∈ TpS tales que 〈IIpw,w〉 = ±1. Probar que si p es un punto
elíptico la indicatriz de Dupin en p es una elipse. ¿Qué ocurre si p es umbílico?

6.6.23. Mostrar que en un punto hiperbólico, las direcciones principales bisectan las
direcciones asintóticas (sug: analizar la indicatriz de Dupin).

6.6.24. Mostrar que si una superficie es tangente a un plano sobre una curva, entonces
los puntos de esta curva son planares o parabólicos.

6.6.25. Sean M ⊂ R
3 una superficie regular y α una curva en M con curvatura nunca

nula.

1. Probar que α es una curva asintótica si y sólo si el plano osculador a la curva en
α(t) coincide con el plano tangente a la superficie en α(t) (para todo t).

2. Probar que una geodésica es una curva asintótica si y sólo si es una recta.

6.6.26. Determinar las curvas asintóticas y líneas de curvatura de S = {(x,y,z) : z = xy}.

6.6.27. Suponiendo que el plano osculador de una línea de curvatura C ⊂ S, que nunca
es tangente a una dirección asintótica, forma un ángulo constante con el plano tangente
de S a lo largo de C, probar que C es una curva plana.

6.6.28. Sea M superficie regular conexa, supongamos que todos los puntos de M son
umbílicos. Si κp(v) es la curvatura normal en p en la dirección de v ∈ TpM, probar:

1. κp(v) = κ es constante (no depepende de la dirección ni del punto).

2. K(p) es constante (la curvatura de Gauss) e igual a κ2.

3. Si κ = 0, M es una porción de un plano.

4. Si κ , 0, M es una porción de una esfera de radio R = 1/ |κ| (sug: tomar un punto
p ∈M y c = p+ 1/κN (p), probar que ‖q − c‖ = R para todo q ∈M).
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6.6.29. Probar que si una geodésica de M es una curva plana, es una línea de curvatura
(sug: n(s) = ±N ◦α(s), y fórmulas de Frenet).

6.6.30. Probar que si todas las geodésicas de una superficie M son curvas planas, en-
tonces M está contenida en un plano o en una esfera.

6.6.31. Probar que si M es compacta existe un punto p ∈M donde K(p) > 0.

6.6.32. Decimos que M es una superficie mínima si tiene curvatura media constante-
mente nula, es decir κ1(p) + κ2(p) = 0 para todo p ∈M. Probar que no hay superficies
mínimas compactas.

6.6.33. Sea M compacta, conexa y orientable, con curvatura de Gauss K ≡ 1.

1. Probar que N :M→ S2 es difeomorfismo local y es sobreyectiva.

2. Probar que es un revestimiento, y que si M es simplemente conexa, es biyectiva
(luego M es difeomorfa a la esfera).

6.6.34. Sea µ campo C2 a lo largo de la geodésica γ(t) = Expp(tv) con µ(0) = 0, µ̇(0) =
w ∈ TpM. Consideramos f (t) = ‖µ(t)‖ − t‖w‖, probar que, donde µ(t) , 0,

1. f ′(t) =
1
|µ|
〈µ, µ̇〉 − ‖w‖ =

1
|µ|
〈µ,∇γ̇ µ〉 − ‖w‖, f ′(0) = 0.

2.
f ′′(t) =

1
|µ|3

{
|µ|2|µ̇|2 − 〈µ, µ̇〉2

}
+

1
|µ|
〈µ, µ̈〉 ≥ 1

|µ|
〈µ, µ̈〉 =

1
|µ|
〈µ,∇γ̇∇γ̇ µ〉.

6.6.35. Sea ν(s, t) = Expp(t(v + sw)) con {v,w} base de TpM, una variación de γ(t) =
Expp(t) por geodésicas. Sea µ(t) = ν′0(t) el campo variacional. Probar que

1. [ν′ , ν̇] = (ν′)· − ν̇′ = 0.

2. ∇ν̇ν′ = ν̇′ + 〈DNνν′ , ν̇〉Nν = ∇ν′ ν̇.

3. Si pensamos ν como una parametrización, ν es regular y E(t,0) = |ν′(t,0)| = |tw|2,
F(0, t) = t2〈v,w〉2, G(0, t) = |ν̇(0, t)|2 = |v|2 (usar el Lema de Gauss).

4. Usando el Ejercicio 6.5.19, probar

−t2(|w|2|v|2 − 〈v,w〉2)K(0, t) = 〈∇γ̇∇µ γ̇ −∇µ∇γ̇ γ̇ , µ〉 = 〈∇γ̇∇µ γ̇ , µ〉 = 〈∇γ̇∇γ̇ µ, µ〉

6.6.36. Sea f como en el ejercicio 6.6.34, µ como en el ejercicio anterio. Si K ≤ 0 en M, y
M es completa, entonces f ′′ ≥ 0 y f es creciente en [0,+∞). En particular µ no se anula
fuera de t = 0 y

f (1) = |µ(1)| − |w| = |D(Expp)∗v(w)| − |w| ≥ f (0) = 0,

luego la diferencial de la exponencial aumenta distancias. Probar que para v,w sufi-
cientemente pequeños,

dist(Expp(v),Expp(w)) ≥ |v −w|.
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7 Geometría Riemanniana

Si Gauss no hubiera creado su
geometría de superficies, que le sirvió
a Riemann como base, es difícil
concebir que alguien más la hubiera
descubierto.

Albert Einstein

El objeto de este capítulo es dar una modesta presentación de los temas más abs-
tractos de la geometría Riemanniana, vinculados a las geodésicas y la curvatura. Nos
concentraremos en la geometría local, o más precisamente en aquellas variedades rie-
mannianas que pueden presentarse como un abierto D ⊂R

d .

7.1. Métricas Riemannianas

Dada una parametrización regular ϕ :D→R
3 que recorre una superficie S = ϕ(D),

sabemos que la primera forma fundamental relaciona las métricas de R
3 con la de D,

de la siguiente manera. Dado x ∈ D, y vectores v,w ∈ R2, podemos considerar sus ima-
genes por el isomorfismo Dϕx : R2→ Tϕ(x)S ⊂R

3, las que denotaremos ṽ =Dϕx(v), w̃ =
Dϕx(w) ∈R3. Entonces, como vimos en la Sección 4.3,

〈ṽ, w̃〉 = 〈Dϕx(v),Dϕx(w)〉 = 〈(Dϕx)tDϕx(v),w〉 = 〈Ixv,w〉, (7.1)

puesto que, como vimos en la Observación 4.3.1,

(Dϕx)
tDϕx = Ix =

(
E(x) F(x)
F(x) G(x)

)
.

En los textos de geometría Riemanniana clásica (y en muchos textos de física), es habi-
tual usar la notación g(x) = Ix ∈M2(R), y se dice que g es la métrica Riemanniana.

Notemos que, para cada x ∈D, la matriz g(x) es simétrica (o Hermitiana), y además
es definida positiva, puesto que E(x) = ‖ϕu‖2 > 0 y det(g(x)) = EG−F2 = ‖ϕu(x)×ϕv(x)‖2 >
0 (Observación 4.3.2). Esto motiva la definición que sigue:

Definición 7.1.1. Dado D ⊂ R
d , sea g : D → Md(R) una función de clase C1 tal que

para todo x ∈ D, la matriz g(x) es definida positiva. Decimos que g es una métrica Rie-
manniana en D.

https://es.wikipedia.org/wiki/Curva
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Lo que estamos haciendo es cambiar el punto de vista. En lugar de tener una su-
perficie parametrizada S ⊂ R

3 y usar la primera forma fundamental para estudiar la
geometría de S, estamos dándole al abierto D ⊂ R

2 una estructura geométrica, copian-
do la que tiene cuando hay una parametrización. Nos olvidamos de ϕ y de S = ϕ(D), y
nos concentramos en el par (D,g), al cual denominamos variedad Riemanniana.

Observación 7.1.2. Como para cada x, la matriz g(x) es definida positiva, existe un
cambio de baso ortogonalU =U (x) que lo diagonaliza, esto es g(x) =U (x)D(x)U (x)∗ con
U ∗ =U−1, y la matriz D(x) es diagonal, y como contiene a los autovalores di(x), debe ser
di(x) > 0. Consideramos la matriz

√
D dada por la raíz cuadrada de D -dada por tomar

en la diagonal la raíz delos di-, y la raíz cuadrada de g, dada por
√
g = U

√
DU ∗ o más

precisamente

√
g(x) =U (x)


√
d1(x) 0

· · ·
0

√
dd(x)

U ∗(x).

Notamos que
√
g2 =U

√
DU−1U

√
DU ∗ =UDU ∗ = g, lo que justifica plenamente el nom-

bre. Notamos también que
√
g es también, en cada x, una matriz d×d definida positiva.

Es usual también usar índices para denotar la métrica. Como g(x) es una matriz
de d × d simétrica, se suele usar (gij )i,j=1,...,d para denotarla, muchas veces omitiendo el
punto x = (u1,u2, . . . ,ud) donde está evaluada.

Notar que en el caso de una métrica en D ⊂ R
2 que viene de una parametrización

de una superficie, se tiene g11 = E,g12 = g21 = F,g22 = G.

Definición 7.1.3 (Integrales y longitud de curvas). Para una función F : D → R, defini-
mos su integral en (D,g) como"

D
F =

"
D
F(u,v)

√
det(gij(u,v))dudv =

"
D
F
√

detg,

puesto que en el caso de superficies teniamos det(g(u,v)) = EG − F2 = ‖ϕu × ϕv‖2, el
cuadrado del elemento de superficie.

Si α : I →D es una curva, definimos su longitud en (D,g) como

Lba(α) =
∫ b

a
〈(g ◦α)α̇, α̇〉

1
2 =

∫ b

a
‖α̇√g ◦α‖ =

∫ b

a
‖α̇

√
gij‖,

también imitando lo que ocurre cuando tenemos una parametrización ya que si
γ = ϕ ◦ β ⊂ S es una curva, su longitud es

∫
‖γ̇‖, pero γ̇ = Dϕβ β̇ y entonces por (7.1),

tenemos
‖γ̇‖2 = 〈γ̇ , γ̇〉 = 〈Iβ β̇, β̇〉 = 〈g(β)β̇, β̇〉.



7.1 Métricas Riemannianas 145

Con la misma prueba que en el Capítulo 1, la longitud recién definida es invariante por
reparametrizaciones de α.

Observamos que lo que estamos haciendo es pensar, para cada x ∈D al espacio afín
R
d con origen x, como una copia de R

d pero con un producto interno especial (que
cambia con x), dado por la métrica g y el producto interno usual de R

d :

〈v,w〉x = 〈g(x)v,w〉. (7.2)

Así, distinguimos los espacios tangentes TxD = (Rd ,〈·, ·〉x), TpD, para p , x ∈D, pues son
espacios isomorfos pero no isométricos, ya que (salvo que g(x) = Idd×d) tienen distintos
productos internos.

§ Recíprocamente, si elegimos de manera suave un producto interno para cada punto
p ∈D, entonces por el Teorema de Riesz de representación de formas bilineales, existirá
una matriz positiva g(p) para cada p ∈ D, tal que vale la identidad (7.2). Así que elegir
una métrica Riemanniana g en D es elegir un producto interno 〈·, ·〉p para cada p ∈ D.
En ocasiones, y en diferentes textos, esta ecuación se denota de las siguientes formas
alternativas, según sea conveniente:

g(v,w) = 〈v,w〉g = 〈gv,w〉.

Asimismo, la longitud de un vector v ∈ TxD = R
d la denotaremos como

|v|x =
√
〈v,v〉x =

√
〈g(x)v,v〉 = ‖√g(x)v‖.

Observación 7.1.4. Como asumimos que x 7→ g(x) es suave, en particular es continua,
y fijando un entorno compacto K de p ∈ D (cerrado y acotado), deben existir constantes
tales que

C1‖v‖ ≤ |v|x ≤ C2‖v‖

para todo x ∈ K . Luego la métrica Riemanniana siempre es equivalente a la usual, al
menos localmente.

7.1.1. Distancia y derivada métrica

Una vez definida la longitud de curvas, es válido hacerse la pregunta de cómo defi-
nir la distancia entre p,q ∈ D. Para ello, usamos la noción intuitiva de que la distancia
debe ser el camino más corto entre dos puntos. Entonces, una vez más copiando la
definición para superficies (Sección 5.3), definimos

dist(p,q) = ı́nf{Lba(γ) : γ ⊂D, γ(a) = x,γ(b) = y}.

Como ya mencionamos, reparametrizando podemos suponer que a = 0,b = 1 para toda
curva en D.
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Lo que queremos hacer ahora, es dar alguna descripción analítica de las curvas mi-
nimales para la métrica. Es decir, queremos hallar el camino más corto entre dos pun-
tos, para esta distancia inducida por la métrica g : D → Md(R). Obtendremos así la
geometría Riemanniana de la variedad Riemanniana (D,g).

El primer punto es que ahora no tenemos la noción de proyección sobre el espacio
tangente de S ⊂ R

3, ya que todo ocurre en un abierto de R
d . Veamos cómo generali-

zar entonces la noción de derivada de Levi-Civita de campos (o campos a lo largo de
curvas) que consistía en derivar y proyectar sobre el tangente (Definición 5.1.2 y pá-
rrafos siguientes). Esto requerirá introducir cierta maquinaria ligada al álgebra lineal o
multilineal.

Las definiciones de campo enD, flujo de un campo, campo a lo largo de una curva, si
son idénticas a las ya dadas (Sección 4.2.1), y denotamos X(D) a los campos de clase C1

enD (que ahora son simplemente funciones X :D→R
d de clase C1). Denotamos Ck(D)

a las funciones f : D → R de clase Ck . Recordemos que denotamos Y (f )(p) = Dfp(Yp)
para p ∈D, y definimos el corchete de Lie de dos campos, como el nuevo campo enD dado
por

[X,Y ]p =DXp(Yp)−DYp(Xp) ∀p ∈D.

Lema 7.1.5 (Difeomorfimos y campos f -relacionados). Si f : D →M es un difeomorfis-
mo, todo campo de M se obtiene como un campo f -relacionado de D de la siguiente forma:
sea X campo en D, entonces

f∗X(f (p)) =Dfp(Xp)

es un campo en M y todo campo en M es de esta forma. Además, para toda función suave
g :M→R se tiene gf∗X = f∗(g ◦ f −1X), y si f es C2,

f∗[X,Y ] = [f∗X,f∗Y ].

para todo par de campos X,Y en D.

Demostración. Que la expresión f∗X define un campo en M es evidente, y por otro lado
si Z es un campo en M entonces tomando X(p) = Df −1

p X(f −1(p)) obtenemos un campo
en X, que verifica f∗X = Z. Ahora supongamos que h : D → R es suave y calculamos
f∗(hX)(f (p)) = Dfp(h(p)Xp) = h(p)Dfp(Xp) luego f∗(hX) = (h ◦ f )f∗X de donde se deduce
la identidad para funciones reales. Por último, notamos que φ es el flujo de X si y sólo
si f ◦φ es el flujo de f∗X ya que d

dt (f ◦φ) =Dfφφ̇ =DfφXφ = f∗X(f ◦φ). Entonces

D(f∗Y )f (p)(f∗X(f (p)) =
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0
f∗Y (φf∗X(t)) =

d
dt

∣∣∣∣∣
t=0
f∗Y (f ◦φX(t))

=
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0
DfφX (t)(YφX (t)) =D2fp(Xp,Yp) +Dfp(DYp(Xp)).

Con el mismo argumento,

D(f∗X)f (p)(f∗Y (f (p)) =D2fp(Yp,Xp) +Dfp(DXp(Yp)).
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Si f es C2, los términos que involucran D2f son idénticos, luego

[f∗X,f∗Y ](f (p)) = D(f∗Y )f (p)(f∗X(f (p))−D(f∗X)f (p)(f∗Y (f (p))

= Dfp(DYp(Xp))−Dfp(DXp(Yp)) =Dfp([X,Y ](p)) = f∗[X,Y ](f (p)).

El lector reconocerá, en las propiedades enunciadas a continuación, aquellas pro-
piedades que tenía la derivada covariante en superfices S ⊂R

3 (Problema 5.1.2):

Teorema 7.1.6 (Derivada de Levi-Civita). Dada una variedad Riemanniana (D,g), existe
una única función R-bilineal ∇ : X(D) × X(D)→ X(D) que llamaremos derivada métrica o
derivada de Levi-Civita, que verifica las siguientes condiciones. SeanX,Y ∈ X(D), f ∈ C1(D),
entonces denotando ∇YX = ∇(X,Y ),

1. ∇f YX = f ∇YX (f -lineal en la dirección Y )

2. ∇Y (f X) = Y (f )X + f ∇XY (derivación en la dirección X)

3. T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ] = 0 (torsión nula)

4. Z(〈X,Y 〉g ) = 〈∇ZX,Y 〉g +〈X,∇ZY 〉g (compatibilidad con la métrica). Debe entenderse
de acuerdo a (7.2) como

D(〈gX,Y 〉)p(Zp) = 〈g(p)(∇ZX)p,Yp〉+ 〈g(p)Xp, (∇ZY )p〉 ∀p ∈D.

Observación 7.1.7 (Campos a lo largo de curvas y derivada covariante). Si I ⊂ R es un
intervalo abierto y γ : I → D es regular, un campo a lo largo de γ es simplemente una
curva µ : I →R

d . Si µ es de clase C1, podemos extender µ a un campo C1 en un entorno
tubular U ⊂ D que contiene a la traza de γ de la siguiente forma: (nos limitamos a
describir aquí el caso d = 2) Para cada t ∈ I , escribimos γ(t) = (x(t), y(t)) y consideramos
n(t) = (y′(t),x′(t))‖γ ′(t)‖−1 el vector normal unitario de γ . Entonces

X(γ(t) + sn(t)) = µ(t) + sn(t)

para s ∈ (−ε,ε), extiende µ a un entorno de γ como dijimos. Similarmente,

Y (γ(t) + sn(t)) = γ̇(t) + sn(t)

extiende el campo de velocidades de γ . Notemos que tomando s = 0, y por la indepen-
dencia lineal de γ̇ ,n, se tiene Y (γ(t)) = ˙γ(t) luego γ es el flujo del campo Y .

La derivada covariante de µ a lo largo de γ , está dada por pensar en γ como el flujo
de su propio campo de velocidaes, y aplicar la derivada covariante a las extensiones,
esto es

∇γ̇µ(t) = ∇YX(γ(t)).
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Observación 7.1.8 (Unicidad de la derivada de Levi-Civita). Veamos por qué la deriva-
da métrica es única. Para X,Y ,Z ∈ X(D), usamos que es ∇ es compatible con la métrica
y escribimos de manera cíclica

X〈Y ,Z〉 = 〈∇XY ,Z〉+ 〈Y ,∇XZ〉
Y 〈Z,X〉 = 〈∇YZ,X〉+ 〈Z,∇YX〉
Z〈X,Y 〉 = 〈∇ZX,Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉

Sumamos las dos primeras y restamos la tercera, y usando que ∇ no tiene torsión, ob-
tenemos

2〈∇XY ,Z〉 = X〈Y ,Z〉+Y 〈Z,X〉 −Z〈X,Y 〉+ 〈[X,Y ],Z〉+ 〈[Z,X],Y 〉 − 〈[Y ,Z],X〉.

Ahora bien en la expresión de la derecha de la igualdad, interviene sólo la métrica
y el corchete de Lie. Esto dice que si ∇̃ es otra derivada covariante que cumple las
condiciones, debe ser

〈∇XY ,Z〉 = 〈∇̃XY ,Z〉

para todo X,Y ,Z; de aquí es inmediato que ∇̃ = ∇.

§ Lo que sigue de esta sección es un tanto técnico y puede saltearse; en general uno
obtiene la derivada métrica de manera más directa a partir del ejemplo en particular
que se quiere estudiar. Entonces la prueba de que existe ∇ puede omitirse y pasar di-
rectamente al Corolario 7.1.15 o la Sección 7.2.

Definición 7.1.9. Como g(p) es una matriz 2 simétrica, y las matrices simétricas forman
un R-espacio vectorial, entonces para todo p ∈D, v ∈Rd , la derivada direccional

Dgp(z) = lı́m
t→0

1
t
g(p+ tz)− g(p)

también es una matriz simétrica d ×d. La diferencial de la métrica Dgp es entonces una
aplicación lineal Rd →Md(R)sim conocida como derivada de g, que tiene la propiedad
de simetría

〈Dgp(z)v,w〉 = 〈v,Dgp(z)w〉 ∀v,w ∈Rd . (7.3)

Definimos la función auxiliar fp : Rd ×Rd ×Rd →R dada por

fp(v,w)z = 〈Dgp(g(p)−1z)v,w〉. (7.4)

Notamos que para p ∈ D fijo, la función fp es lineal en cada variable v,w,z por sepa-
rado, es decir es trilineal. En particular para cada par (v,w) ∈ Rd fijo, obtenemos una
funcional lineal de R

d → R, luego está representada por un único vector Lp(v,w) ∈ Rd ,
de manera tal que

〈Lp(v,w), z〉 = fp(v,w)z = 〈Dgp(g(p)−1z)v,w〉. (7.5)
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Es inmediato que la asignación Lp : (v,w) 7→ Lp(v,w) ∈Rd es bilineal y simétrica, ya que
Dgp(g(p)−1z) es una matriz simétrica para todo p ∈D, z ∈Rd por (7.3). Esto es, mediante
(7.5) hemos definido una transformación bilineal Lp : Rd ×Rd →R

d que es simétrica-

Demostración. (del Teorema 7.1.6 de existencia de la derivada métrica). La última con-
dición requerida en el enunciado del teorema, da la clave de cómo definir la derivada
covariante ∇, y también la unicidad de la misma. Definimos ∇ usando la derivada di-
reccional de X en la dirección de Y , la transformación bilineal L obtenida en (7.5) y la
derivada Dg:

(∇YX)p =DXp(Yp) +
1
2

{
−Lp(Xp,Yp) + g(p)−1Dgp(Xp)Yp + g(p)−1Dgp(Yp)Xp

}
. (7.6)

O bien, un poco más legiblemente,

2g(p)(∇YX)p = 2g(p)DXp(Yp)− g(p)Lp(Xp,Yp) +Dgp(Xp)Yp +Dgp(Yp)Xp.

Es inmediato que ∇ es R bilineal y f lineal en la variable Y , veamos que es una deri-
vación: si cambiamos X por Z = f X, se tiene DZp(Yp) = Dfp(Yp)Xp + f (p)DXp(Yp) por
la regla de derivación del producto. El resto de los términos saca f (p) linealmente. En-
tonces tenemos

∇Y (f X)(p) = Y (f )(p)Xp + f (p)(∇YX)p

que es lo que queríamos probar.

Veamos ahora la propiedad de la torsión nula: de la definición es evidente que

2g(p)(∇XY )p − 2g(p)(∇YX)p = 2g(p)DXp(Yp)− 2g(p)DYp(Xp) = 2g(p)[X,Y ](p).

Veamos por último que la derivada covariante es compatible con la métrica: rees-
cribimos el lado izquierdo, usando la regla de diferenciación de un (triple) producto y
la simetría de g(p):

D(〈gX,Y 〉)p(Zp) = 〈Dgp(Zp)Xp,Yp〉+ 〈g(p)DXp(Zp),Yp〉+ 〈g(p)DYp(Zp),Xp〉. (7.7)

Por otro lado, 〈g(p)(∇ZX)p,Yp〉 es igual a〈{
g(p)DXp(Zp)− 1

2
g(p)Lp(Xp,Zp) +

1
2
Dgp(Xp)Zp +

1
2
Dgp(Zp)Xp

}
,Yp

〉
=

〈g(p)DXp(Zp),Yp〉 −
1
2
〈g(p)Lp(Xp,Zp),Yp〉+

1
2
〈g(p)Lp(Zp,Yp),Xp〉+

1
2
〈Dgp(Zp)Xp,Yp〉,

y similarmente 〈g(p)(∇ZY )p,Xp〉 es igual a

〈g(p)DYp(Zp),Xp〉 −
1
2
〈g(p)Lp(Yp,Zp),Xp〉+

1
2
〈g(p)Lp(Zp,Xp),Yp〉+

1
2
〈Dgp(Zp)Yp,Xp〉.

Sumando estos dos términos, recordando L(Xp,Yp) = L(Yp,Xp) y que también Dgp(Zp)
es una matriz simétrica, obtenemos (7.7).
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Observación 7.1.10. Observamos en la ecuación 7.6 que define la derivada de Levi-
Civita en (D,g), que el primer término DXpYp depende tanto de los valores de X,Y en
p ∈ D como de los valores de X en un entorno de p; lo mismo es entonces cierto para la
derivada covariante. Sin embargo, la expresión que sigue entre llaves, antecedida por el
factor 1/2, sólo depende de los valores de X,Y en el punto p. Este es el operador bilineal
asociado a la métrica, Γp : TpD × TpD→ TpD dado por

2Γp(v,w) = −Lp(v,w) + g(p)−1Dgp(v)w+ g(p)−1Dgp(w)v, (7.8)

luego
(∇YX)p =DXp(Yp) + Γp(Xp,Yp), (7.9)

y entonces Γ determina completamente la métrica.

Definición 7.1.11 (Derivada a lo largo de curvas). Volviendo a la Observación 7.1.7, si
µ : I → D es un campo de clase C1 a lo largo de la curva γ : I → D, entonces notamos
que debe ser

(∇γ̇µ)(t) = µ̇(t) + Γγ(t)(µ(t), γ̇(t))

para cada t ∈ I , ya que, como γ es el flujo del campo engordado Y de aquella obser-
vación, entonces (X ◦ γ)(t) = µ(t), luego µ̇(t) = DXγ(t)γ̇(t) = DXγ(t)(Yγ(t)). Resumiendo,
definimos

∇γ̇µ = µ̇+ Γγ (µ, γ̇) (7.10)

§ Cuando no hay posibilidad de confusión, y la curva γ a lo largo de la cual vamos a
derivar está prescripta, es usual denotar

Dtµ = ∇γ̇µ = µ̇+ Γ (µ, γ̇)

a la derivada covariante del campo µ a lo largo de γ .

Problema 7.1.12. Invitamos al lector probar que si, para cada p ∈ D, damos Γp cualquier
operador bilineal simétrico, que depende suavemente de p, y usamos esta fórmula para definir
∇, será una derivada covariante, en el sentido de que cumple las tres primeras propieda-
des de la derivada de Levi-Civita. Lo que hace especial a esta Γ particular que dimos en
(7.8), es que hace a ∇ compatible con la métrica.

En general, y por la definición de Lp, se tiene

2〈g(p)Γp(v,w), z〉 = 〈−Dgp(z)v,w〉+ 〈Dgp(v)w,z〉+ 〈Dgp(w)v,z〉 (7.11)

para todo v,w,z ∈Rd = TpD.
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Observación 7.1.13. En el caso de una métrica que proviene de una superficie para-
métrizada S ⊂ R

3, si N es la normal del espacio tangente, hacemos notar al lector que
2Γ (v,w) no es otra cosa que 〈DNv,w〉N , más precisamente

2Γp(v,w) = 〈DNpv,w〉Np

(debido a la ecuación (5.6)).

Observación 7.1.14. Si {e1, e2, . . . , ed} es la base canónica de R
d , entonces en la notación

clásica (la que utilizan algunos libros de geometría Riemanniana, y sobre todo, la que
utilizan los físicos), estos objetos en general se expresan en coordenadas de esta base.
Veamos aquí algunos de los más relevantes. Es importante observar que en todos los
casos, el punto p ∈ D donde están calculados se omite -aunque hay que tener claro que
dependen del punto-.

Dado un vector v ∈Rd , denotamos (v)k a la coordenada k-ésima de v,

(v)k = 〈v,ek〉

Dada una matriz A denotamos (A)ij al lugar ij de la matriz (columna i, fila j),

(A)ij = 〈Aei , ej〉

1. El tensor métrico es gij : como g(p) es una matriz d × d, se denota,

gij = 〈g(p)ei , ej〉

y para la matriz inversa g(p)−1 se suben los índices

g ij = 〈g(p)−1ei , ej〉.

Notamos que como ambas matrices son simétricas, hay simetría en los índices:
gij = gji , g ij = gji .

2. Las derivadas de la métrica: como Dgp(v) es una matriz d × d simétrica para cada
v ∈Rd , se denotan sus entradas

gij,k = 〈Dgp(ek)ei , ej〉

Notemos también que si derivamos el lugar ij de la matriz g(p) en la dirección ek
obtenemos -por la regla de la cadena- el mismo número, es decir

gij,k =
∂gij
∂xk

.
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3. Los símbolos de Christoffel de primera clase Γijk : como el operador Γ definido arriba
devuelve un vector para cada par de vectores, se define Γijk = (gΓ (ei , ej ))k , es decir

Γijk = 〈g(p)Γp(ei , ej ), ek〉

Observamos que como Γ es simétrico, entonces Γijk es simétrico respecto de los dos
primeros índices.

4. Los símbolos de Christoffel de segunda clase Γ lij : devuelven las entradas del vector
(Γp(ei , ej ))l sin el tensor métrico, es decir

Γ lij = 〈Γp(ei , ej ), el〉.

También es simétrico en los índices inferiores por la simetría de Γ .

5. Como además estos están relacionados -uno se obtiene multiplicando al otro por
g(p)−1-, se tiene

Γ lij =
∑
k

(g(p)−1)lk(Γp(ei , ej ))k =
∑
k

g lkΓijk ,

y similarmente
Γijk =

∑
l

gklΓ
l
ij .

6. La convención de suma: permite omitir las sumas en estas operaciones entre ma-
trices y vectores, las sumas se deducen del contexto. Así por ejemplo las relaciones
entre coeficientes de Christoffel de ambas clases recién mencionadas, se escriben

Γ lij = g lkΓijk , Γijk = gklΓ
l
ij .

Como hay simetría en muchos índices (de Γ y g), pueden reescribirse de varias
maneras.

7. La relación entre g y Γ dada por la ecuación (7.11), se reescribe entonces como

Γijk =
1
2
{−gij,k + gjk,i + gik,j},

expresión que a veces se utiliza para definir los coeficientes Γ de primera clase.

8. Como ∇ es f -lineal en la dirección de derivación ∇f YX = f ∇X, basta definir ∇eiX
para cada i,X. Esto se puede hacer mediante la fórmula (7.9):

(∇eiX)p =DXp(ei) + Γp(Xp, ei).

Pero entonces, escribiendo X =
∑
Xkek , con Xk :D→R, tenemos

(∇iX)l =
∂Xl
∂xi

+
∑
k

Xk(Γ (ek , ei))l ,

con lo cual, usando las definiciones y la convención de suma,

(∇iX)l =
∂Xl
∂xi

+XkΓ
l
ki .
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Corolario 7.1.15. Sea gij es una métrica Riemanniana de D, denotamos g ij su inversa y

gij,k =
∂gij
∂xk

. Definimos los coeficientes de Christoffel de primera y segunda clase

Γijk =
1
2
{−gij,k + gjk,i + gki,j}, Γ lij =

∑
k

g lkΓijk .

Entonces para un campo X =
∑
kXkek en D, la derivada de Levi-Civita ∇iX de X en la

dirección de ei está dada por

(∇iX)j =
∂Xj
∂xi

+
∑
k

XkΓ
j
ki .

7.2. Geodésicas

Definimos las curvas geodésicas de (D,g) como las soluciones de la ecuación diferen-
cial de Euler, ∇γ̇ γ̇ = 0, que en el caso de superficies inmersas en el espacio Euclideo,
correspondía a pedir que la aceleración fuera nula, vista desde el espacio tangente. Por
la ecuación (7.10), buscamos soluciones de la ecuación diferencial γ̈ = −Γγ (γ̇ , γ̇). Lla-
mando β = γ̇ , podemos nuevamente escribir esto como el sistema de primer orden{

β̇ = −Γγ (β,β)
γ̇ = β

.

El problema tiene única solución dadas las condiciones iniciales p ∈ D, v ∈ TpD = R
d ,

solución que denotaremos γp,v : Ip,v → D, con 0 ∈ Ip,v ⊂ R el intervalo abierto maximal
definición de γ . Para los detalles, ver la Observación 5.1.7.

Definición 7.2.1 (Exponencial Riemanniana). Si t = 1 ∈ Ip,v , definimos expp(v) = γp,v(1)

la función exponencial en p, y denotamos Dom(expp) ⊂ TpD = R
d el dominio exponencial.

Como para v = 0 la solución constante γ = p está definida para todo t ∈ R, tenemos
0 ∈ (D expp) para todo p ∈D y expp(0) = p.

Como las soluciones dependen de manera suave de las condiciones iniciales, el
conjunto Dom(expp) es un abierto que contiene al vector nulo, y la función expp :
Dom(expp) ⊂ TpD→D es suave.

Denotamos TD =D×Rd y lo llamamos fibrado tangente deD, decimos que 0 = {(p,0) :
p ∈ D} ⊂ TD es el cero del fibrado. Denotamos Dom(exp) al conjunto de los v tales que
v ∈ Dom(expp) para todo p ∈ D, y definimos exp(p,v) = expp(v) la función exponencial
global de TD. El cero del fibrado está en el dominio y exp(p,0) = p para todo p ∈ D,
nuevamente por la dependencia suave de las condiciones iniciales, Dom(exp) tiene que
ser un abierto que contiene al cero del fibrado, y además exp : Dom(exp) ⊂ TD → D es
suave.
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El lector puede notar que el Teorema 5.1.10 es un caso particular del siguiente teo-
rema:

Teorema 7.2.2. Si exp es la exponencial Riemanniana de (D,g), entonces

1. Las geodésicas tienen velocidad constante: |γ̇p,v(t)|γ(t) = cte.

2. (p, tv) ∈Dom(exp) si y sólo si t ∈ Ip,v =Dom(γp,v) y además

γp,v(t) = expp(tv) = exp(p, tv).

3. |D(expp)vv|expp(v) = |v|p para todo p ∈D, v ∈Rd .

4. Para cada p ∈ D existe r = r(p) > 0 tal que si Br = {v ∈ TpD = R
d : |v|p < r}, entonces

expp : Br → Vr es un difeomorfismo, donde Vr = expp(Br ).

5. Existe 0 ∈ B ⊂ Dom(exp) abierto, entorno del cero del fibrado, tal que E : V → D ×D
dada por E(p,v) = (p,exp(p,v)) es un difeomorfismo con su imagen, que es un entorno
de la diagonal en D ×D.

Demostración. La prueba del primer punto se debe a la compatibilidad de la derivada
con la métrica:

d
dt
|γ̇(t)|2γ(t) = 2〈∇γ̇ γ̇(t), γ̇(t)〉γ(t) = 0

pues γ es geodésica. Para probar el segundo punto, observamos que γp,tv(s) y γp,v(ts)
son ambas soluciones de la misma ecuación de Euler y cumplen las mismas condiciones
iniciales, así que tienen que ser la misma curva. Evaluando en s = 1 deducimos que

exp(p, tv) = expp(tv) = γp,tv(1) = γp,v(t).

Eso prueba el segundo punto. Combinando los dos primeros, evaluando en t = 1, se
obtiene el tercer punto. Derivando la identidad recién probada en t = 0, obtenemos

D(expp)0(v) = γ̇p,v(0) = v,

luego D(expp)0 = id
R
d así que expp es un isomorfismo local por el teorema de la fun-

ción inversa. Achicando el dominio, podemos suponer que es una bola en la métrica
Riemanniana (Observación 7.1.4), lo que prueba el cuarto punto.

Ahora consideramos E(p,v) = (p,expp(v)), su diferencial en cualquier (p,0) ∈ 0 se
calcula como la matriz

DE(p,0) =
(
IdTpD 0
∗ D(expp)0

)
=DE(p,0) =

(
Id 0
∗ Id

)
.

Esto nos dice que es una transformación lineal inversible, así que una vez más por el
teorema de la función inversa (y como E(p,0) = (p,p)), E tiene que ser un difeomorfismo
local entre un entorno de 0 ∈ TD y un entorno de la diagonal en D ×D.
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Corolario 7.2.3 (Entornos uniformemente normales). Para todo p ∈ D existe un entorno
W de p y δ > 0 tales que

1. para todo q ∈W la exponencial expq está definida en (al menos) Bδ(0q), y W ⊂ Bδ(q)
para todo q ∈W .

2. si q1,q2 ∈W , existe una única geodésica en W (parametrizada en [0,1]) que los une.

3. F : (t,q1,q2) 7→ γq1,q2
(t), visto como función (−ε,1 + ε)×W ×W →W , es de clase C1.

Demostración. Tomamos W entorno de p tal que W ×W ⊂ V , donde V ⊂D ×D es como
en el útimo item del teorema previo. El resto de la demostración sigue las líneas del
resultado para superficies (Ejercicio 5.5.27).

7.2.1. Fórmula de la primer variación

Dada α : [a,b]→D una curva dos veces derivable, una variación de α es una función
ν : J × [a,b]→D dos veces diferenciable con 0 ∈ J ⊂R, de manera que ν(0, t) = α(t) para
todo t ∈ [a,b].

Es usual denotar αs(t) = ν(s, t) para pensar en la familia de curvas {αs}s∈J definidas
en [a,b] con α0 = α. Si αs son geodésicas para todo s ∈ J , diremos que ν es una variación
por geodésicas. Si αs(a) = α(a) y αs(b) = α(b) para todo s ∈ J , diremos que ν es una
variación de extremos fijos.

Con una demostración similar al caso de las superficies M ⊂ R
3, obtenemos una

fórmula de la primer variación:

Teorema 7.2.4. Sea (D,g) Riemanniana, α : [0,1]→ D regular a trozos con rapidez cons-
tante, µ campo a lo largo de α, regular a trozos. Tomemos la variación de α dada por la
colección de geodésicas

ν(s, t) = γα(t),µ(t)(s) = expα(t)(sµ(t)).

Entonces

L(α)
d
ds

∣∣∣∣∣
s=0
L(νs) = −

∫ 1

0
〈∇α̇α̇,µ〉dt +

n∑
i=1

〈µ(ti), α̇(t−i )− α̇(t+i )〉

+〈µ(1), α̇(1−)〉 − 〈µ(0), α̇(0+)〉.

Ver el Teorema 5.3.8, y los Ejercicios 5.3.15, 5.3.15 para las demostraciones. Como
corolario, se deduce una caracterización de curvas minimales de la funcional longitud.

Corolario 7.2.5. Sea (D,g) Riemanniana, γ : [0,1]→D. Probar que

1. Si γ es geodésica, entonces es punto crítico de L para toda variación propia.

2. Si γ es C2 y punto crítico de L (en particular minimal), entonces es geodésica.

3. Si γ es regular a trozos y punto crítico de L (en particular minimal), entonces γ es una
reparametrización de una geodésica, en particular es suave en [0,1].
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7.3. Transporte paralelo e isometrías

Definición 7.3.1 (Campos paralelos). Diremos que el campo µ a lo largo de la curva γ ⊂
D es paralelo si ∇γ̇µ = 0, y denotaremos con P ar(γ) al conjunto de los campos paralelos
a lo largo de γ . Invitamos al lector a probar que se trata de un espacio vectorial.

En el siguiente teorema, damos la definición del transporte paralelo en la varieadad
Riemanniana D. Sea α : J →D de clase C1.

Teorema 7.3.2. Sea a ∈ J . Dado v ∈ Tα(a)M existe una única βv ∈ P ar(α) tal que µv(a) = v.
Si b ∈ J y P = P ba (α) : Tα(a)M → Tα(b)M denota la aplicación v 7→ µv(b), entonces P es un
isomorfismo isométrico, que denominamos transporte paralelo a lo largo de α. Además,
para todo c ∈ J , P bc ◦ P ca = P ba .

Demostración. Consideramos la ecuación del transporte paralelo, dada por ∇γ̇µ = 0 o
equivalentemente µ̇ = −Γα(α̇,µ). Como Γα es bilineal, es esencialmente una ecuación del
tipo µ̇(t) = A(t)µ(t) con el operador

A(t) = −Γα(t)(α̇(t), · )

lineal para cada t ∈ J fijo. Por el teorema de existencia y unicidad de ecuaciones ordi-
narias, la curva solución µv con µv(a) = v es única y nos da la curva βv requerida, que
está definida en todo J porque la ecuación es lineal, con lo cual es globalmente Lips-
chitz. Considerando que el flujo de la ecuación diferencial está definido en J , entonces
P ba = P bc ◦ P ca para todo a,b,c ∈ J por propiedades generales del flujo. En particular, la
aplicación P ba (α) es biyectiva entre los tangentes porque tiene una inversa que se cons-
truye de manera análoga (intercambiando a con b). Las relaciones

P (λv) = λP (v), P (v +w) = P (v) + P (w)

se deducen de la unicidad de la solución reemplazando en la ecuación diferencial lineal.
Por último, que P es una isometría se deduce de la compatibilidad de la derivada de
Levi-Civita con la métrica:

d
dt
|P tav|2α(t) = 2〈µv(t),∇γ̇µv(t)〉α(t) = 0,

luego esta norma es constante a lo largo de α, y en particular

|P ba v|α(b) = |P aa v|α(a) = |µv(a)|α = |v|α(a).

Observación 7.3.3. Si α(t) = expp(tv), entonces es fácil ver que el transporte paralelo a
lo largo de α del vector v ∈ TpD está dado sencillamente por

P t0(α)(v) = α̇(t) =D(expp)tvv,

pues esta curva es paralela a lo largo de α por ser α geodésica, luego verifica la ecuación
diferencial del transporte, con la condición inicial requerida.
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Observación 7.3.4. Si X,Y son campos en D y usamos α para denotar el flujo de X,
entonces el transporte paralelo a lo largo de α nos permite calcular de manera natural
la derivada covariante, de la siguiente manera:

∇XY (p) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0
P 0
t (α)(Yα(t))

donde α(0) = p ∈D. La verificación de esta fórmula queda a cargo del lector.

7.3.1. Isometrías

Si (D,g), (M,g̃) son dos variedades riemannianas de la misma dimensión, diremos
que f :D→M es una isometría local si f es de clase C1 y preserva las métricas, es decir
que para todo p ∈M,

|Dfpv|f (p) = |v|p ∀v ∈ TpD.

Notemos que en particular f es un difeomorfismo local por el teorema de la función
inversa. Si además f es inyectiva diremos que f es una isometría (aunque a veces se
pide que sea también biyectiva).

Polarizando la identidad de arriba, f es una isometría local si y sólo si para todo
p ∈M, v,w ∈ TpM se tiene

〈g̃(f (p))Dfpv,Dfpw〉 = 〈g(p)v,w〉.

Teorema 7.3.5. Si f : (D,g)→ (M,g̃) es una isometría local, y f∗X,f∗Y son campos en M,
entonces las derivadas covariantes están f - relacionadas: para todo p ∈M,

∇Mf∗Xf∗Y (f (p)) =Dfp(∇DXY (p)).

Demostración. A partir del Lema 7.1.5 está claro que todo par de campos en M es de la
forma f∗X,f∗Y para campos X,Y en D. También es claro que el operador

∇f ∗Xf∗Y =Df (∇DXY )

es R-bilineal y g-lineal en la variable f∗X, para todo g :M→R suave. A partir del Lema
7.1.5, también podemos ver que es una derivación en la segunda variable, y no tiene
torsión. Por último, para todo campo Z en D se tiene

f∗Z〈f∗X,f∗Y 〉(f (p)) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0
〈f∗X(Φ(t)), f∗Y (Φ(t))〉Φ(t)
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donde Φ es el flujo de f∗Z, que por el mismo lema, es f ◦φ con φ el flujo de Z. Luego

f∗Z〈f∗X,f∗Y 〉(f (p)) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0
〈f∗X(f ◦φ(t)), f∗Y (f ◦φ(t))〉f ◦Φ(t)

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0
〈Dfφ(t)(Xφ(t)),Dfφ(t)(Yφ(t))〉f ◦Φ(t)

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0
〈Xφ(t),Yφ(t)〉φ(t) = Z〈X,Y 〉(p)

= 〈∇DZX(p),Yp〉p + 〈Xp,∇DZY (p)〉p
= 〈Dfp(∇DZX(p)),Dfp(Yp)〉p + 〈Dfp(Xp),Dfp(∇DZY (p))〉f (p)

= 〈∇f∗Zf∗X(f (p)), f∗Y (f (p))〉f (p) + 〈f∗X(f (p)),∇f∗Zf∗Y (f (p))〉f (p)

= 〈∇f∗Zf∗X,f∗Y 〉f (p) + 〈f∗X,∇f∗Zf∗Y 〉f (p),

lo que prueba que ∇ así definido en M es compatible con la métrica. Por la unicidad de
la derivada de Levi-Civita, queda probado el teorema.

En particular el teorema nos dice que si γ es una curva en D y µ es un campo a lo
largo de γ , entonces Dfγµ es un campo a lo largo de f ◦γ y

∇(f ◦γ)•(Dfγµ) = ∇Dfγ γ̇Dfγµ =Dfγ (∇γ̇µ).

Corolario 7.3.6. Si f : D →M es una isometría riemanniana, transforma geodésicas de D
en geodésicas de M. Además, si γ ⊂M, p = γ(a), y µ(t) = P (γ)tav es el transporte paralelo de
v ∈ TpD a lo largo de γ , entonces

η =Dfγµ

es el transporte paralelo de Dfpv a lo largo de f ◦γ .

7.4. El tensor de curvatura y campos de Jacobi

Introducimos aquí el tensor de curvatura R de la variedad riemanniana (D,g), junto
con algunas nociones vinculadas, y estudiamos sus propiedades.

Sean X,Y ,Z : D → R
2 campos de clase C2. Si ∇ es la derivada de Levi-Civita de la

métrica g, definimos el tensor de curvatura

R(X,Y ,Z) = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

donde [X,Y ] = LXY denota la derivada de Lie de Y en la dirección de X. Observemos
que la expresión R(X,Y ,Z) es un campo en D.

La transformación de curvatura R(X,Y ) : X (M)→X (M) está dada por

R(X,Y )Z =R(X,Y ,Z).

Se tiene, directamente de la definición:
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R(X,Y ) = −R(Y ,X).

R(X,Y ,Z) +R(Y ,Z,X) +R(Z,X,Y ) = 0.

Esta última es conocida como identidad algebraica de Bianchi.

Un cálculo muy fastidioso que dejamos como ejercicio para el lector nos devuelve

R(X,Y ,Z)(p) = Γp(Xp,Γp(Yp,Zp))− Γp(Yp,Γp(Xp,Zp))−DΓp(Xp)(Yp,Zp) +DΓp(Yp)(Xp,Zp),

donde los últimos términos involucran la derivada de la forma Γ respecto del punto
base. Esta expresión nos dice que R sólo depende del valor de los campos en el punto p.
Luego se puede pensar a R como una aplicación trilineal en R

d ×Rd ×Rd . Es decir, da-
dos x,y,z ∈ TpD, definimos

Rp(x,y,z) = Rp(x,y)z = Γp(x,Γp(y,z))− Γp(y,Γp(x,z))−DΓp(x)(y,z) +DΓp(y)(x,z). (7.12)

Aunque está dada en coordenadas locales, la definición intrínseca se puede dar toman-
do tres campos X,Y ,Z en D tales que Xp = x, Yp = y, Zp = z y entonces Rp(x,y,z) =
R(X,Y ,Z)(p) ∈ TpD.

Lema 7.4.1. Sean p ∈D, x,y,z ∈ TpD. Entonces

1. 〈Rp(x,y)z,z〉g = 0,

2. 〈Rp(x,y)x,z〉g = 〈Rp(x,z)x,y〉g .

Demostración. Para la primera identidad, probaremos que

〈R(X,Y )Z,Z〉g = 0

para toda terna de campos X,Y ,Z en M, de donde se deduce la propiedad pues R sólo
depende del valor de los campos en el punto p. A partir de la compatibilidad de la
métrica con la derivada de Levi-Civita, se deduce que X〈Z,Z〉 = 2〈∇XZ,Z〉. Luego

Y (X〈Z,Z〉) = 2〈∇Y∇XZ,Z〉+ 2〈∇XZ,∇YZ〉.

Intercambiando X con Y y restando se deduce que

[Y ,X]〈Z,Z〉 = 2〈(∇Y∇X −∇X∇Y )Z,Z〉.

Pero usando nuevamente la compatibilidad con la métrica al lado izquierdo se deduce
que

[Y ,X]〈Z,Z〉 = 2〈∇[Y ,X]Z,Z〉.

Comparando los lados derechos de las últimas ecuaciones, se tiene la propiedad al re-
visar la definición de R. Respecto de la segunda identidad, tiene una prueba análoga
que omitimos.

http://en.wikipedia.org/wiki/Luigi_Bianchi
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Definición 7.4.2 (Tensor y curvatura de Ricci). Será útil también pensar, para x,y ∈
TpD, en el operador lineal Rp(x,y) ∈ B(TpD). También vamos a considerar la transfor-
mación lineal Ap(y,z) : x 7→ Rp(x,y)z, cuya “traza” se conoce como tensor de Ricci, y se
denota Ricp(y,z). Esto es

Ricp(y,z) =
∑
i

(Ap(y,z)ei)i =
∑
i

(Rp(ei , y)z)i =
∑
i

〈Rp(ei , y)z,ei〉p,

donde {e1, . . . , ed} es una base ortonormal de TpD ' R
d (con el producto interno de la

métrica Riemanniana en p). Por las simetrías de R, se tiene Ricp(y,z) = Ricp(z,y), y
entonces está completamente determinado por los valores de la función

rp(y) =
Ricp(y,y)

gp(y,y)
=
Ricp(y,y)

|y|2p

(donde g es la métrica), conocida como función de curvatura de Ricci.

Definición 7.4.3 (Curvatura seccional). Dado p ∈ D y un plano bi-dimensional π ⊂
TpD, queremos definir una cantidad que sólo depende del plano, que puede pensarse,
ya que la exponencial en p es un difemorfismo local expp : B→ Up, como la curvatura
de Gauss de la superficie bi-dimensional

Mπ = expp(B∩π) ⊂D.

Si v,w ∈ π, el área del paralelogramo generado por v,w está dada por

A(v,w) =
√
|v|2p|w|2p − 〈v,w〉2p.

Esta cantidad es positiva y no nula si v,w son linealmente independientes por la de-
sigualdad de Cauchy-Schwarz. Definimos

secp : {π ⊂ TpD con π un 2-plano} →R

de la siguiente manera. Sean v,w ∈ π linealmente independientes. Entonces

secp(π) =
〈Rp(v,w)v,w〉p

A(v,w)2 .

Observación 7.4.4. De acuerdo al Ejercicio 6.5.20, cuando la métrica en D proviene
de una parametrización regular de una superficie M ⊂ R

3, la curvatura seccional no es
otra cosa que la curvatura de Gauss de la superficie M.

Lema 7.4.5. La cantidad secp(π) no depende de la base de π. En particular podemos suponer
que v,w son ortonormales y en ese caso

secp(π) = 〈Rp(v,w)v,w〉p.
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Demostración. Si v1,v2 ∈ π son linealmente independientes y x,y ∈ π también son li-
nealmente independientes, entonces existen a1, a2,b1,b2 ∈R tales que

x = a1v1 + a2v2, y = b1v1 + b2v2.

Identificamos (π,〈·, ·〉) con R
2 con el producto interno usual. Entonces

A(x,y) = ‖(a1v1 + a2v2)× (b1v1 + b2v2)‖
= |a1b2 − b1a2|‖v1 × v2‖ = |a1b2 − b1a2|A(v1,v2).

Por otra parte,

〈R(x,y)x,y〉 =
2∑

i,j,k,l=1

aiakbjbl〈R(vi ,vj )vk ,vl〉.

Por el Lema 7.4.1, la última expresión se anula si k = l, luego debe ser k , l. Por otra
parte, como R(w,z) = −R(z,w), también se anula si i = j, luego debe ser i , j. Por último,
la identidad de Bianchi nos permite deshacernos de los términos cíclicos y entonces se
arriba a

〈R(x,y)x,y〉 = |a1b2 − b1a2|2〈R(v,w)v,w〉.

En consecuencia usaremos la notación secπ para denotar la curvatura seccional de
la subvariedad generada por el plano π ⊂ TpD.

Observación 7.4.6. La curvatura de Ricci se puede calcular, observando las definicio-
nes, de la siguiente manera: si v ∈ TpD y {v1, . . . , vd−1} es una base ortonormal de {v}⊥,
entonces

rp(v) =
d−1∑
i=1

secp(v,vi).

Definición 7.4.7 (Curvatura escalar). La curvatura escalar se define como la traza del
tensor de Ricci con respecto a la métrica, esto es

S(p) =
∑
j

rp(ej ) =
∑
j

∑
i

〈Rp(ei , ej )ej , ei〉p.

Cuando la dimensión de D es 2, este número es simplemente el doble de la curvatura
Gaussiana o seccional de D.

Observación 7.4.8 (Expresión en una base y símbolos de Christoffel). Si usamos la no-
tación de índices para denotar las componentes del campo X =

∑
iX

iEi y similarmente
para Y ,Z, entonces

R(X,Y )Z =
∑
l

∑
i,j,k

RlijkZ
iXjY kel
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donde
Rli,j,k = (R(Ej ,Ek)Ei)l

y Ei ,Ej ,Ek denotan los campos vectoriales en las direcciones coordenadas respectivas,
por ejemplo E1(x,y) = (x,0),E2(x,y) = (0, y). Entonces la expresión para R en términos
de Γ y sus derivadas parciales se escribe

Rlijk =
∑
s

Γ ljsΓ
s
ik −

∑
s

Γ lksΓ
s
ij −

∂Γ lij

∂xk
+
∂Γ lik
∂xj

donde hemos usado los coeficientes de Christoffel de segunda clase (Observacion 7.1.14
y el corolario que le sigue).

Bajando los índices (contrayendo con la métrica), obtenemos los coeficientes

Rlijk =
∑
s

glsR
s
ijk ,

que tienen propiedades de simetría cíclica (por la primera identidad de Bianchi).

7.4.1. Campos de Jacobi

Dada α una geodésica de (D,g) Riemanniana, diremos que γ campo a lo largo de α
es una levantada de Jacobi o campo de Jacobi si verifica la ecuación diferencial

D2
α′γ = R(γ,α′)α′ .

Esta es una ecuación de segundo orden lineal, luego para cada V = (p,v),W = (p,w) con
v,w ∈ TpD existe una única levantada de Jacobi γ = γV ,W tal que

γv,w(0) = V , Dα′γv,w(0) =W.

En coordenadas, llamando γ = (α,η), iterando (7.10) y comparando con la ecuación de
R en (7.12) obtenemos

η̈ =
d
dt
Γα(α̇,η) + Γα(α̇, η̇)− Γα(Γα(α̇, α̇),η),

usando la identidad α̈ = Γα(α̇, α̇), obtenemos

η̈ =
d
dt
Γα(α̇,η) + Γα(α̇, η̇)− Γα(α̈,η), (7.13)

que es una genuina ecuación diferencial lineal de segundo orden en η. Denotemos p =
α(0), z = α̇(0).

Luego para cada para v,w ∈ TpD, existe una única curva solución ηv,w en R
d tal que

ηv,w(0) = v, Dη(0) = η̇v,w(0)− Γp(v,z) = w.
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Observación 7.4.9. En el caso particular en el que v = 0, denotaremos ηw = η0,w. En-
tonces las condiciones iniciales se reescriben así

ηw(0) = 0, η̇w(0) = w.

Mayormente usaremos estos campos de Jacobi con v = 0. Si además w = α̇(0), entonces
es fácil ver usando (7.13) que ηw(t) = tα̇(t).

La relevancia de los campos de Jacobi es evidente a partir del próximo teorema, que
establece que todo campo de Jacobi se obtiene derivando una variación por geodésicas
y viceversa.

Teorema 7.4.10. Sea α : [a,b]→D una geodésica.

1. Si ν : J × [a,b]→D es una variación por geodésicas de α en D, entonces η : [a,b]→R
d

dada por

η(t) =
d
ds
ν(0, t) =

d
ds

∣∣∣∣∣
s=0
αs(t)

es un campo de Jacobi a lo largo de α.

2. Si α está parametrizada por longitud de arco y η es un campo de Jacobi a lo largo de α,
entonces existe ε > 0 y una variación de α por geodésicas ν : (−ε,ε)× [a,b]→D tal que

η(t) =
d
ds
ν(0, t).

Demostración. Supongamos que ν = ν(s, t) es una variación de geodésicas, y como siem-
pre denotemos con ′ a la derivación d/ds, y con ˙ a la derivación d/dt. Pongamos η = ν′.
Luego η̇ = ν̇′, con lo cual

Dν̇η = ν̇′ − Γ (ν̇,ν′) =Dν′η,

mientras que

η̈ = ν̈′ =
d
ds
Γ (ν̇, ν̇) = Γ ′α,η(α̇, α̇) + 2Γα(η̇, α̇),

pues para cada s fijo, ν(s, t) es una geodésica. Computando D2η y usando estas relacio-
nes, se deduce directamente de la expresión local para R -fórmula (7.12)- que η es un
campo de Jacobi.

Recíprocamente, si η es un campo de Jacobi a lo largo de la geodésica α, ponemos
p = α(0), v = α̇(0), w = Dα′η(0). Sea β = β(s) la única geodésica del spray con β(0) = p,
β′(0) = η(0). Tomamos

ξ(s) = P s0 (β)(v + sw).

Luego ξ(0) = v y w =Dβ′ξ = ξ ′ − Γβ(β′ ,ξ). Como ξ(s) ∈ Tβ(s)D 'R
d , entonces

αs(t) = ν(s, t) = expβ(s)(tξ(s))
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es una variación de geodésicas, y además α0(t) = expp(tv) = α(t), luego αs es una varia-
ción de α. Por el ítem previo,

µ(t) =
d
ds

∣∣∣∣∣
s=0
αs(t)

es un campo de Jacobi a lo largo de α. Resta ver que coincide con η, y por unicidad
alcanza ver que verifica las mismas condiciones iniciales. Claramente µ(0) = β′(0) =
η(0). Por otra parte como

α̇s(0) =D(expβ(s))0(ξ(s)) = ξ(s),

entonces

Dα′µ(0) = µ̇(0)− Γp(η(0),v) = ξ ′(0)− Γp(η(0),v) = w =Dα′η(0).

7.4.2. Campos de Jacobi versus exponencial

La relación entre campos de Jacobi y la exponencial se hace explícita en el siguiente
teorema:

Teorema 7.4.11. Sean p ∈D, w ∈ TpD y α(t) = expp(tv). Sea ηw el único campo de Jacobi a
lo largo de α tal que η(0) = 0, η̇(0) =Dα′η(0) = w. Entonces para todo t > 0 en el dominio de
α, se tiene

1/t η(t) =D(expp)tvw.

En particular, w ∈ ker(D expp)tv) si y sólo si η(t) = 0.

Demostración. Consideramos la variación de α por geodésicas dada por

ν(s, t) = expp(t(v + sw)),

y µ = α′0 el campo de Jacobi inducido; afirmamos que µ = η. Nuevamente por unicidad
sólo hay que chequear las condiciones iniciales: se tiene

µ(t) =D(expp)tv(tw),

fórmula que prueba todas las afirmaciones pues µ(0) = 0 y además

µ̇(0) = lı́m
t→0+

µ(t)/t = w.
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7.4.3. El lema de Gauss

Al igual que en las superficies, la diferencial de la exponencial a lo largo de una
geodésica resulta una isometría entre espacios tangentes.

Teorema 7.4.12 (Lema de Gauss). Sea (D,g) Riemanniana. Consideramos γ : J → D,
γ(t) = expp(tz) una geodésica, con z ∈ TpD.

1. Dados v,w ∈ TpD sea η el único campo de Jacobi a lo largo de γ con η(0) = v, Dtη(0) =
w. Entonces

〈γ̇(t),η(t)〉g = 〈z,v + tw〉p.

2. Para todo w ∈ TpD y todo t ∈ J se tiene

〈D(expp)tzz,D(expp)tzw〉g = 〈z,w〉p.

3. Si v = 0 y w ⊥ z, entonces γ̇ ⊥ η para todo t ∈ J .

Demostración. Sea f (t) = 〈γ̇(t),η(t)〉g . Se tiene d
dt f (t) = 〈γ̇ ,Dtη〉 pues Dtγ̇ = 0. Derivan-

do nuevamente respecto de t se tiene

d2

dt2
f (t) = 〈γ̇ ,D2

t η〉 = 〈γ̇ ,R(γ̇ ,η)γ̇〉 = 0

para todo t ∈ J por el lema previo. Luego f (t) = f (0) + tf ′(0), lo que prueba el primer
item. La segunda fórmula es un caso particular (v = 0) combinado con la expresión

η(t) =D(expp)tztw

del Teorema 7.4.11, la tercera fórmula es evidente a partir de la segunda.

7.4.4. Coordenadas polares

Observación 7.4.13. Sean p ∈D, R > 0 de manera que

expp : BR(0p) ⊂ TpD→ VR(p) = expp(BR(0p))

es un difeomorfismo. Si α : [a,b] → VR(p) \ {p} es regular a trozos, consideremos Γ =
exp−1

p ◦α : [a,b] → TpD. Sea r : [a,b] → (0,R) dada por r(t) = |Γ (t)|p. Como Γ , 0, se
deduce que r es suave a trozos y no nula. Sea u : [0,1]→ S = {v : |v|p = 1} ⊂ TpD dada
por

u(t) =
1
r(t)

Γ (t).

Entonces u también es suave a trozos, y además Γ = ru. Como se verifica que α(t) =
expp(r(t)u(t)), diremos que estas son las coordenadas polares de γ .
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7.5. Minimalidad local de las geodésicas

Con la misma demostración que para superficies (Teorema 5.4.4), y mediante el
Lema de Gauss recién probado, obtenemos la minimalidad local de las geodésicas en
(D,g).

Teorema 7.5.1 (Minimalidad local de las geodésicas). Sean p ∈ D y R > 0 como en la
observación previa. Dado q ∈ VR(p), sea γp,q la geodésica que une p,q, γp,q(t) = expp(tv) con
v ∈ BR(0p) ⊂ TpD. Entonces

1. Sea 0 < c ≤ R. Entonces L(α) ≥ c para toda curva α : [0,1]→ D regular que comienza
en p, y se salga de Vc(p) = expp(Bc(0)).

2. L(α) ≥ L(γp,q) para toda curva α : [0,1]→ D regular que una p con q, y en particular
d(p,q) = L(γp,q) = |v|p.

3. Vale la igualdad si y sólo si α es una reparametrización de γp,q.

Se tiene la siguiente consecuencia del resultado local de minimalidad de las geodé-
sicas.

Proposición 7.5.2. Sean (D,g) Riemanniana y p ∈ D. Existe cp > 0 tal que para todo 0 <
r < cp se tiene

expp(Br(0p)) = Br(p),

expp(Sr(0p)) = Sr(p).

Además expp es un difeomorfismo entre variedades en ambos casos.

El Lema de Gauss (Teorema 7.4.12) nos dice que los rayos geodésicos que emanan de p
son ortogonales a las esferas Sr(p).

Demostración. Tomando cp para que la exponencial esté definida y sea un difeomorfis-
mo en Bcp (0p), se tiene que Br(0),Sr(0) son subvariedades de TpD ' R

d , y expp |Br (0p),
expp |Sr (0p) son difeomorfismos con su imagen, siempre que 0 < r < cp. Si vemos que
expp es una biyección en cada caso, resultará difeomorfismo. Si |v|p < r < cp, entonces
tomando γ(t) = expp(tv), q = expp(v) se verifica que γ es minimizante por el Teorema
de minimalidad local, y

d(q,p) = L(γ) = |v|p < r,

luego expp(Br(0p)) ⊂ Br(p). Recíprocamente, si d(p,q) < r entonces q ∈ Vr(p) porque
cualquier curva que se sale de Vr(p) tiene longitud ≥ r por el teorema de minimalidad
local. Existe entonces una única geodésica γ ⊂ Ur(p) con velocidad inicial en Br(0p) tal
que q = expp(v), y |v|p = d(p,q) < r, luego vale la otra inclusión.

La segunda afirmación para Sr(p) tiene una prueba idéntica.

Respecto del Lema de Gauss, sean γ(t) = expp(tv) y q = expp(v), con d(p,q) = r y
w ∈ TqSr(p). Tomemos β ⊂ Sr(p) tal que β̇(0) = w, entonces se tiene f (s) = dg(β(s),p)2 = r2
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en un entorno de cero, y tomando para cada s el vector v(s) = exp−1
p β(s), se verifica

|v(s)|p = r, v(0) = v. Derivando f en s = 0 se obtiene 0 = 2〈v,v′(0)〉p. Pero β(s) = expp v(s),
luego w = β′(0) = (expp)∗vv′(0), y por el segundo ítem del Lema de Gauss,

〈γ̇(1),w〉 = 〈D(expp)vv,D(expp)vv
′(0)〉 = 〈v,v′(0)〉 = 0.

Corolario 7.5.3 (Convexidad geoésica de las bolas riemannianas). Sea p ∈ D y Sr(p).
Probar que si r es suficientemente pequeño, entonces

1. Si γ(t) = Expq(tu) es una geodésica con γ(0) = q ∈ Sr(p) y γ ′(0) es tangente a Sr(p),
entonces existe ε > 0 tal que γ |(−ε,ε) permanece fuera de Br(p)

2. La bola Br(p) es geodésicamente convexa: dados q1,q2 ∈ Br(p), la única geodésica mini-
mizante que une q1,q2 permanece dentro de Br(p) (sug: considerar f (t) = dist(p,γ(t))2).

Demostración. La demostración sigue las líneas de la prueba del caso de superficies
(Ejercicio 5.5.29), en este caso apoyada en el Corolario 7.2.3.

7.5.1. Variedades planas

Una variedad Riemanniana se dice plana cuando RD ≡ 0. En ese caso es localmente
isométrica al espacio Euclídeo, como muestra el siguiente resultado.

Teorema 7.5.4. Sea (D,g) Riemanniana, con R ≡ 0. Entonces localmente la diferencial de la
exponencial es el transporte paralelo y por ende expp : TpD→D es una isometría local, para
todo p ∈D.

Demostración. Sea γ ⊂ Br(p) una geodésica (r pequeño) con γ(0) = x, γ̇(0) = v. Si R ≡ 0,
entonces el único campo de Jacobi η a lo largo de γ tal que η(0) = 0, Dγ ′η(0) = w ∈ TxD
está dado por η(t) = tP (γ)t0w puesto que

Dtη = P (γ)t0w+ 0

y entonces D2
t η =DtP (γ)t0w = 0 = R(γ̇ ,η)γ̇ . Por otra parte, por el Teorema 7.4.11, se tie-

ne que η(t) = D(expp)tvtw luego la diferencial de la exponencial coincide con el trans-
porte paralelo y resulta así que expp es una isometría local.

7.6. El espacio hiperbólico

Como ejemplo de variedad no superficieable.
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7.7. Variedades Riemannianas

Globalización...pegoteando abiertos, tensores, teoremas globales (hopf-rinow y cartan-
hadamard).

Teorema clásico de Cartan para variedades Riemannianas.

Definición 7.7.1. Sea (M,g) Riemanniana. Diremos queM tiene curvatura seccional no
positiva (secM ≤ 0) si secπ ≤ 0 para todo π que sea un 2-plano en TpM, para todo p ∈M.

Corolario 7.7.2. Si (M,g) es Riemanniana débil, y secM ≤ 0, entonces para todo p ∈ M,
para todo v ∈Dom(expp) y para todo w ∈ TpM, se verifica

‖(expp)∗vw‖expp(v) ≥ ‖w‖p

y además (expp)∗tvtw no se anula en (0,1].

Demostración. Sea α(t) = expp(tv), tomamos η el único campo de Jacobi a lo largo de α
tal que η(0) = 0, Dtη(0) = w. Por el Teorema 7.4.11 que da la identificación entre η(t)/t
y la diferencial de la exponencial, tenemos que probar que ‖η(t)‖ ≥ t‖w‖, y que η(t) , 0
para todo t ∈ (0,1]. De no ser así, supongamos que η se anula en tn ∈ (0,1] con tn→ 0.
Entonces

w = η̇(0) = lı́m
n
η(tn)/tn = 0

lo cual es absurdo. La otra posibilidad es que exista t0 > 0 que es el mínimo de los
t ∈ (0,1] donde η se anula. Como la curvatura de M es no positiva, por la proposición
previa se tiene que en el intervalo (0, t0) la función f es convexa, es decir f ′′ ≥ 0. Por
otra parte, como f ′(0) = ‖w‖p > 0, se deduce que f es creciente en [0, t0) y como f (0) = 0
se tiene un absurdo pues f no se anulaba en (0, t0).

Sea h(t) = ‖η(t)‖ − t‖w‖ para t ∈ [0,1]. Entonces aplicando la fórmula del ejercicio
6.6.34 en el intervalo [0,1] tenemos que h′(t) = f ′(t) − ‖w‖, h′′(t) = f ′′(t) ≥ 0. Como
h′(0) = f ′(0)− ‖w‖p = 0, h también es creciente y se tiene la conclusión.

7.7.1. Curvatura no positiva

Probamos aquí la equivalencia de la curvatura seccional no positiva con una pro-
piedad de la diferencial de la exponencial.

Teorema 7.7.3. Sea (M,g) Riemanniana. Entonces secM ≤ 0 si y sólo si para todo p ∈ M,
para todo v ∈ Dom(expp) y para todo w ∈ TpM, el operador (expp)∗v : TpM → Texpp(v)M es
inversible y se verifica

‖(expp)∗vw‖expp(v) ≥ ‖w‖p.
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Demostración. Supongamos primero que M tiene curvatura seminegativa. Sea p ∈ M,
v,w ∈ TpM. Si α(t) = expp(tv) y η es el único campo de Jacobi a lo largo de α tal que
η(0) = 0, η̇(0) = w, se tiene por hipótesis

f (t) = ‖η(t)‖α(t) ≥ t‖w‖p

donde f es la función del Ejercicio 6.6.34. Sea h(t) = f (t) − t‖w‖p, entonces h(t) ≥ 0 en
[0,1], y por la misma proposición se tiene h(0) = h′(0) = h′′(0) = 0, mientras que

h′′′(0) =
1
‖w‖p

〈Rp(v,w)v,w〉p.

Si fuese sec(v,w) > 0, se tendría h′′′(0) < 0, lo cual diría que h es estrictamente decre-
ciente en un entorno de cero, y esto es absurdo. Luego sec(v,w) ≤ 0, lo que prueba que
secM ≤ 0.

Ahora supongamos que secM ≤ 0. Sea η como antes, por el Corolario 7.7.2 se tiene la
desigualdad de la curvatura seminegativa, resta ver que (expp)∗v es invertible para v ∈
Dom(expp). Componiendo con el transporte paralelo P a lo largo de α∗(t) = α(1− t), se
tiene que T = P (expp)∗v ∈ B(H) dondeH = TpM es un operador lineal acotado inyectivo,
luego es un isomorfismo.

Tenemos el siguiente corolario, que nos dice que la exponencial es un revestimiento.

Corolario 7.7.4 (Teorema de Cartan-Hadamard). Si (M,g) es Riemanniana, de curvatura
seccional no positiva y geodésicamente completa, entonces la exponencial expp : TpM →M
es un revestimiento para todo p ∈M. Si además M es simplemente conexa expp resulta un
difeomorfismo.
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