K-TEORIA
PRIMER CUATRIMESTRE, 2012
Préctica 4

En esta practica, A es un anillo, R es un anillo con unidad, et : A - M,,A einc : M, A — M, 11 A denotan
los morfismos ¢(a) = ae1q, inc(a) = a. Si Ay B son anillos, denotamos por hom(A, B) = homgings(A, B)
al conjunto de homomorfismos de anillos de A en B y por [A, B] = hom(A, B)/ ~ al cociente por la
relacién de homotopia polinomial.

(1) Sean (¢, ¢1) : A = £ > I un casi-homomorfismo y F : Rings — Ab un funtor exacto escindido.
Probar:
(a) Sean B =& xg/;1 Eyp: B — &, p(x,y) = = la proyeccién. Probar que p es retraccién con
seccion A : € — B, Ae) = (e, e).
(b) Sea j:I — B, j(z) = (0,z). Probar que im F'(j) = ker F'(p).
(c) Sea ¢ : A — B, ¢(a) = (¢1(a), ¢o(a)). Probar que F(¢o, 1) = F(j5) Lo (F(p) — F(Aody)).

(2) Sea QA = A x A el coproducto de A consigo mismo y sea j; : A = QA (i = 1,2) la inclusién (ver
el ejercicio 11 de la préctica 3).

(a) Sea u: QA — A el tinico morfismo tal que po j; = ida para i = 1,2, y sea ¢A = ker p.
Probar que gA es el ideal bildtero generado por los elementos g(a) = j1(a) — j2(a) (a € A).

(b) Sea (¢o,¢1) : A = &> I un casi-homomorfismo y sea 1 : QA — £ el morfismo determinado
por ¢ o j; = ¢;_1. Probar que ¥(qA) C I.

(c) Probar que si F : Rings — Ab es un funtor exacto escindido, entonces F(¢g, 1) =
F(11qa)F(j1, j2)-

(d) Sea m: QA — A el morfismo determinado por wo j; = ids, Tojo =0. Sea d : gA — A la
restriccién de 7. Probar que si F': Rings — Ab es un funtor exacto escindido, Ms-estable e
invariante homotdpico, entonces F(8) y F(j1,j2) son isomorfismos inversos.

(e) Probar que si (¢g,¢1) v % son como en (b) y F es como en (c), entonces F (g, p1) =

F(t1q4) 0 F(6)71.

(3) Sea A un anillo.
(a) Probar que hay una identificacién natural Idem(A4) = hom(Z, A).
(b) Sea 1= [p1] € Ko(Z) = Z el generador candnico. Cada casi-homomorfismo

(1) (b0, ¢1) 1 Z = E> M A

determina un elemento x = Ky (¢o, ¢1)(1) € KoA; decimos que x proviene del casi-homomorfismo
(1). Probar que si € es unital y € — £/My A es retraccién, entonces todo elemento de Ko(A)
proviene de un casi-homomorfismo (1).

(4) Sean M, N y P grupos abelianos. Probar que las aplicacién
¢ : hom(M ® N, P) — hom(M, hom(N, P)),o(f)(m)(n) = f(m®n)
es un isomorfismo de grupos.
(5) Sea H : Rings — Ab un funtor, A y B anillos y R un anillo unital.
(a) Si H es Ms-estable y aditivo, la aplicacién
Idemo, R = hom(Z, Mo R) — hom(H (B), H(M« R ® B))
f= H(f®idp)

induce un morfismo de grupos Ko(R) — hom(H (B), H( (MR ® B).
(b) Sea ¢ : B — My B la inclusién canénica. Probar que el morfismo del item anterior envia

[p1] en H(¢).

(c) Si H es Ms-estable y exacto escindido, hay un morfismo natural
Ky(A) — hom(H(B), H(M«(A® B))).
Si ademds H es Mo.-estable se obtiene un morfismo Ky(A) — hom(H (B), H(A® B)) y por
tanto —en virtud del ejercicio (4)— un morfismo
-t Koy(A)®@ HB) - HLA®B), zQyr—x-y.
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(d) Sea (1) un casi-homomorfismo con & — £/M, A retraccién. Probar que (¢ ®idp, p1 ®idp)
define un casi-homomorfismo B = £ ® B> My (A ® B), y que si x € H(B) entonces

Ko(¢o,01)(1) -2 = H(1)  H(¢o @ idp, ¢1 @ idg)(x)

(e) Aplicando el item (b) al funtor H = K se obtiene un producto Ky(A)®@Ky(B) = Ko(ARB).
Probar que estos productos son compatibles en el siguiente sentido. Siz € Ky(A), y € Ko(B)
y z € H(C), entonces
- (y-z)=(x-y) 2
(f) Probar que si A es un anillo conmutativo, entonces m : AQ A — A m(a®b) = ab es morfismo
de anillos y

Ko(m) o : Ko(A) ® Ko(A) = Ko(A)

define un producto que hace de Ky(A) un anillo conmutativo que tiene unidad si A la tiene.

Notacion. Una teoria de homologia escisiva de anillos consiste de:
e Un funtor H, : Rings — Ab para cada n € Z.

e Un morfismo 0F : H,,,1C — H, A para cada n € Z y cada sucesién exacta de anillos

F:0--A—-B—-C—=0

de modo que la sucesion de grupos

E

HypoiC 2 1, A H,B H,C
es exacta.
Se requiere que los morfismos 0,, sean naturales en el sentido siguiente. Si
E:0 A B C 0
pool b
E:0 A B’ c’ 0

es un diagrama conmutativo con filas exactas, entonces para cada n € Z el diagrama

E

19)
Hn-‘rlc’ —— HnA

bl
ar’
Hpr O s H, A

es conmutativo. En adelante escribiremos 9 por 9F. La teorfa de homologia se dice M,,-estable,
invariante homotopica, etc. si cada H,, lo es.

(6) Sea {H,} una teoria de homologia de anillos escisiva, M.-estable e invariante homotépica poli-
nomial.
(a) Probar que hay isomorfismos canénicos H,(A) = Ho(Q"A) y H_,(A) = Ho(X"A) (n > 0).
(b) Probar que la aplicacién - del ejercicio (5) induce un morfismo
- KHo(A) ® H,(B) - H,(A® B)

y por tanto un morfismo

-+ KH,,(A)® H,(B) = KHy(Q"A) ® H,(B) - Hy1m(A® B)
En particular, dado que K H es una teoria de homologia escisiva, M,-estable e invariante
homotopica, se tiene un producto
KH,(A) ® K Hy(B) - KHyy(A® B)

(c) Probar que los productos del {tem anterior son compatibles en el sentido de (5e).
(d) Probar que si A es un anillo conmutativo entonces K H,(A) = @pez K H,(A) es un anillo y
H,(A) = D,cz Hp(A) es un KH,(A)-médulo.



(7) Probar que la relacién de homotopia polinomial es compatible con la composicién de morfismos;
ie. si A,B,C y D son anillos y f ~ g € hom(B,C) son morfismos homotdpicos entonces
hof~hogy fok~ gok para todo h € hom(C, D) y todo k € hom(A, B). Deducir que la
composicién de morfismos define una ley de composicién asociativa o : [C, D] x [A, B] — [4, D).

(8) Probar que las inclusiones tg, 11 : A = MaA, 19(a) = eg1a, t1(a) = essa son homotdpicas.

Notacion. Un anillo B se dice Ms-estable si existe un isomorfismo 6 : MsB — B tal que 0ig es
homotépico a la identidad.

(9) Sean A y B anillos. Probar:
(a) Si B es Ms estable entonces A ® B es Ms-estable.
(b) T'A es Ms-estable, y se puede elegir 8 de modo que 8(Mz(MyA)) = M A. En particular
M A es Ms-estable.

(10) Sean A y B anillos. Supdéngase que B es Ms-estable y sea 6 : MyB — B como en la definicién de
estabilidad. Probar que [A, B] es un monoide abeliano con la operacién

61+l =o0a v - J))

(11) Sean A y B anillos,
QQ(A,B) := {(¢o,¢1) : A2 T'B > MyB casi-homomorfismo}
v [QQJ(A, B) = QQ(A, B)/ ~ el conjunto de clases de homotopfa de casi-homomorfismos.
Probar:

(a) [QQ](A, B) es un grupo abeliano con la operacién

[(¢0, 61)] + [(0, 1)) = [0 0 (o © Yo, b1 D 1]

(b) Si H : Rings — Ab es un funtor exacto escindido, M, estable e invariante por homotopias
polinomiales entonces hay un morfismo natural

[QQI(A, B) @ H(A) = H(B), [(¢0,¢1)] @z — H(¢o, $1)(x)

(12) Sea A un anillo. Calcular K H,(A[G]) en funcién de K H,(A) para cada uno de los siguientes
grupos:
(a) G=17".
(b) G = {a/b € Q : v,(b) < vp(n) p primo} donde n y v son como en el ejercicio 13 de la
préactica 1.

(13) Coproducto de grupos.
(a) Sean G un grupo y € : Z[G] — Z, e(g) = 1 (g € G). Sea IG = kere. Probar que Z[G] = IG.
(b) Probar que para R un anillo con unidad y R* = GL;(R), hay una biyeccién candnica
hOl’Il(j,rp(C;7 R*) = homRingsl (Z[G], R)
(¢) El coproducto de Gy H es el grupo GV H dado por los siguientes generadores y las siguientes
relaciones

GVH={xzg,yn,g € G,h € H| 4,9, =2g,%g,, Ygigs = Yg1Ygs}

Sea * el coproducto de anillos (como en el ejercicio 11 de la practica 3). Probar que I(G V
H)=IG+IH.

(d) Expresar KH,.(Z|G V H]) en funcién de K H,(Z|G]) y KH.(Z[H]).

(e) Sea F,, el grupo no conmutativo libre en n letras. Calcular K H,(Z[F,]) en funcién de
KH.(Z).

(14) Sean A un anillo, @ : A — A un automorfismo, y B = A x Z = A[t,t~1; ] el producto cruzado.
Sean T el anillo de Toeplitz y T (A, «) el anillo de Toeplitz torcido. Probar que T (A4, «) es
isomorfo al subanillo de 7 ® B generado por los elementos s @t !, s* @ty 1 ®a (a € A).



(15) Sean A’ =+ A A — A” morfismos de anillos y o/, a y o” automorfismos de modo que el diagrama’

0 A A A 0
0 A A A” 0

sea conmutativo con filas exactas. Probar que el diagrama siguiente conmuta para todo n:
(2) KHy1 A” -2 > KH, A
CT
KH, 1 A" -2~ KH, A
Sugerencia: seguir los siguientes pasos

(a) Probar —primero para el caso en que A — A” es unital y luego en general- que
KA —2 s KA
LT
K A" —2 s KA

es conmutativo.
(b) Probar que

I(()AA77 4a> K_lA/

KoA" — 25 K A
es conmutativo.
(¢) Probar que el diagrama (2) es conmutativo.
(16) Sean R un anillo unital y v € R* un elemento inversible central (i.e. ur = ru Vr € R). Sea
S=R{X,)Y}/(YX —uXY)

la R-algebra libre en X e Y sujetos a la relacién Y X = uXY.
(a) Sea ¢ : R[X, X! — R[X, X~1], el automorfismo unital R-lineal definido por ¢(X) = uX.
Probar que S = R[X, X 1] x4 Z.

(b) Sea ¢ : TR — 'R, ¥(a); ; = u"Ja; ;. Probar que TR, ToR y M, son estables por 1.

(¢) Probar que KH,(¢) : KH,(MR) - KH,(MxR) es el morfismo identidad.

(d) Probar que K H,(v): KH,(R[X,X1]) - KH,(R[X, X)) es el morfismo identidad.
)

(e) Calcular K H,(S) en funcién de K H,(R).



