GEOMETRIA PROYECTIVA
Segundo Cuatrimestre — 2022

Préactica 4: Subvariedades de R"

Recuerdo: Sean M C R™ un subconjunto y d un entero no negativo. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) Para cada punto x € M existen abiertos L,V C R™ y un difeomorfismo h : U — V tales
quex € Uy

hUNM)=VNREXxO" Y ={yeV:iygps = =yn =0}

(if) Para todo punto x € M existen abiertos U C R™ y W C R4 y una funcién diferenciable
inyectiva ¢ : W — R™ tales que
x e U, d(W)=Mn,
¢’(y) tiene rango d para todoy € W, d~ ' d(W) = W es continua.

A la funcién lineal ¢/ (y) también se la denota dd(y).

Cuando se cumplen, decimos que M es una subvariedad de dimension d de R™. Six € M,
W C R4 y ¢ : W — R™ satisfacen las condiciones de (i), decimos que ($, W) es una parametri-
zacion regular de M alrededor de x o un sistema de coordenadas de M alrededor de x.

1. Si M C R™ es una subvariedad de dimensién d y N C M es un abierto relativo, entonces N
es una subvariedad de R™ de dimensién d.

2. Sean (W1, $1) y (W3, d,) sistemas de coordenadas de M tales que U = ¢1(W7) N (W3)
sea no vacio. Demostrar que

d; odridy (W) — by (W)

es un difeomorfismo entre abiertos de R9.

3. Sea f : R™ — R™ una funcién continua y sea I'r = {(x, f(x)) € R™"™ : x € R"} su grafico.
Entonces I'¢ es una subvariedad de R™*™ de dimensién n si y solamente si f es diferenciable.

4. Sea X C R™ un subconjunto y sean d, e nimeros naturales. Supongamos que existen dos
colecciones de sistemas de coordenadas para X, uno de dimensién d y otro de dimensién e.
Demostrar que d = e.

5. Probar que S C R? es una subvariedad diferencial de R? de dimensi6n 1.
6. Seaf:R x (—1,1) — R3 definida por

f(u,v) = 1+1vcoslu cosu, 1+1vcoslu sinu lvsiﬂlu
S 2 2 ’ 2 2 ) 2

Probar que M = Im(f) es una subvariedad de dimensién 2 de R3. Es la cinta de Mobius.
Sugerencia: considerar las restricciones de f a los conjuntos

T 37

( 5 n) x (=1,1), (0,m) x (=1,1), (2,7

-2 )x(—],]) y (m,270) x (—1,1).
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Funciones diferenciables

7. Sea M C R™ una subvariedad de dimensién d y sea f : M — R una funcién arbitraria. Las
siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Para cada x € M existe un abierto U C R™ y una funcién diferenciable g : U — R tales
quex € Uy glunm =f.
(if) Para cada x € M existe una parametrizacion regular ¢ : W — M de M alrededor de x tal
que la composicién f o ¢ : W — R es diferenciable,
(iif) Para cada x € M y cada parametrizacion regular ¢ : W — M de M alrededor de x, la
composiciéon f o ¢ : W — R es diferenciable,
Cuando estas condiciones se cumplen, decimos que f es diferenciable.
8. S5iM C R™y N C R"™ son subvariedades y f : M — N es una funcién, decimos que f es
diferenciable si para cada i € {1,...,n} la composicién p; o f : M — R de f con la proyeccién
i-ésima p; : R™ — R es diferenciable.
Muestre quesi M C R™, N C R™ y P C RP son subvariedadesy f: M - Nyg: N — P
son funciones diferenciables, entonces g o f : M — P es también diferenciable.

9. Sea M la cinta de Mobius y f : S — M la funcién definida por f(x,y) = (x,y,0) para
(x,y) € S'. Probar que f es diferenciable.

Espacio tangente

10. Seax € M C R™ un punto y (W, ¢) un sistema de coordenadas con x € ¢p(W). Seaw € W
el tinico punto tal que x = ¢(w). Consideramos la derivada dd(w) : R4 — R™ y definimos el
espacio tangente a M en x como el subespacio lineal de R™

T™M(x) := ddp(w)(R?)

Demostrar que si x = P(v) donde (V,) es otro sistema de coordenadas de M entonces vale
que ddp(w) (RY) = dy(v)(RY) de modo que TM(x) es independiente del sistema de coordenadas
elegido.

11. Sean X C R™ e Y C R™ subvariedades diferenciales de respectivas dimensiones d y e. Sean
f : X — Y una funcién diferenciable, xo € X, U C R™ abiertoconxp € Uy F: U — R"
diferenciable tal que F y f coinciden en X N U.

(a) Demostrar que la derivada dF(xp) : R™ — R™ satisface dF(xo)(TX(xo)) C TY(F(x¢)) y por
lo tanto induce por restriccién una aplicacién lineal

df(xo) : TX(x0) — TY(f(x0))

a la cual denominamos como la derivada de f en x.
(b) Demostrar que df(xp) no depende de la F elegida como extensién de f.
(c) Describir df(xp) en términos de la derivada de una expresién local de f.

(d) (Regla de la cadena). Demostrar que si Z C RP es otra subvariedad y g : Y — Z es
diferenciable entonces d(g o f)(xo) = dg(f(xo)) o df(xg).

12. Sean U C R™ un abierto, ¢ < my F: U — RY una funcién diferenciable tales que 0 € R4
es un valor regular de F (o sea, para todo x € U tal que F(x) = 0 vale que dF(x) : R™ — R9 es
sobreyectiva). Sea X = F~1(0). Demostrar:

(a) X es una subvariedad diferencial de dimensién d = m —q.
En el caso q = T decimos que X es la hipersuperficie definida por F.
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(b) TX(x) = ker dF(x), para todo x € X. O sea, escribiendo F = (Fy,...,Fq) se tiene

’()Fi(x)

= R™:
TX(x) y € ox;

Yj; = 0,vi
j

(c) SeaV C R™ un abiertoy F: V — R9 una funcién diferenciable. Consideramos el conjunto
F~1(0) C V. Sea S(F) C V el conjunto de puntos singulares de F (o sea, puntos donde la de-

rivada de F no es sobreyectiva). Demostrar que S(F) es un cerrado y que X = F1(0)—S(F)
(si es no vacio) es una subvariedad de dimensién m — q.

(d) Para todo x € V definimos TF(x) = ker dF(x); es un subespacio vectorial de R™ de di-
mensién > m—q. Six € X = F1(0) — S(F) entonces TF(x) tiene dimensién m — q y
TF(x) = TX(x).

Sugerencia: Utilizar el teorema de la funcion implicita.

13. Probar que la esfera S2 ={(x,y,x) € R3 : x2 +y? + 22 = 1} es una subvariedad diferencial

de dimensién 2. Calcular su espacio tangente en el punto (%, %, %).

14. (a) Probar que toda cuddrica sin puntos singulares, es decir de tipo B o C, es una subva-
riedad diferencial de dimensiénn — 1.

(b) Demostrar que los puntos regulares de una cuddrica de tipo A forman una subvariedad
diferencial de dimensién n — 1-

15. Sea f : $2 — R® la funcién f(x,y,2z) = (xz,yz,zz,xy,xz,yz).
(a) Verifique que si q € Im(f), entonces f~'(q) consta de dos puntos antipodales.
(b) Pruebe que la derivada df(p) es inyectiva para todo p € S?.
(c) Concluya que la imagen de f es una superficie regular.

Comentario: la superficie P2 (R) := Im(f) es conocida como el plano proyectivo real.

16. (a) Sea M, N dos subvariedades de igual dimensién de R™ y R™ respectivamente, con M
compacto. Sea f : M — N una funcién diferenciable e y € N un valor regular. Probar que
f~1(y) es un conjunto finito.

(b) En base a lo probado en (a), podemos definir una funcién h que a cada valor regular y de
f le asigna h(y) = #f~'(y). Probar que h es localmente constante (o sea, que para cada y
valor regular existe un entorno abierto V C N de y tal que #f~ ' (y) = #f~ ' (y/) siy’ € V).

17. Sea U C R% un abierto conexo y sea ¢ : U — R™ una funcién diferenciable, inyectiva y
regular. ;Es verdad que X = ¢(U) es una subvariedad de R™?

18. (a) Hallar una funcién diferenciable f : R™ — R tal que £=1(0) = C no es una variedad.

(b) Hallar una funcién diferenciable f : R™ — R tal que f~1(0) = C es una variedad de
dimensién distinta de m — 1.

(c) Sea C C R™ un conjunto cerrado cualquiera. Demostrar que existe una funcién diferen-
ciable f : R™ — R tal que f~1(0) =C.

19. Consideremos el espacio vectorial R™*™ de todas las matrices n x n con coeficientes reales.
Sea det : R™*™ — R la funcién determinante. Definimos

GL(n,R) ={a € R™™, det(a) # 0} = R™™ — A,
SL(n,R) ={a € R™*™, det(a) =1},
On,R)={a € R aat = 1.

(a) Probar que GL(n,R) esun grupo con el producto usual de matrices y verificar que SL(n, R)
q grup p y q
y O(n,R) son dos de sus subgrupos.
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(b) Demostrar que GL(n,R), SL(n,R) y O(n,R) son subvariedades diferenciales de R™*™ de

dimensiones respectivas n?, n? — 1y n(n —1)/2. Sugerencia: Expresar a los dos sequndos

como imdgenes inversas de valores regulares.

(c) Denotemos por I, € R™*™ a la matriz identidad. Probar que los espacios tangentes de las
subvariedades SL(n, R) y O(n, R) sobre el punto I, son
TSL(n,R)(In) ={a € R™™" : tr(a) = 0}
TOM,R)(In) ={a € RM": a' = —a}.

2

20. (a) Probar que det: R™*™ — R es un polinomio irreducible de grado n en n~ variables.

(b) Consideremos el subconjunto de matrices singulares
A =AMR) ={ac R™™, det(a) =0}

Demostrar que el conjunto de ceros regulares Areg de det consiste de las matrices de rango
n— 1y que es una subvariedad diferencial de dimension n? — 1.

(c) SeaUl C R™*™ el conjunto de las matrices con autovalores distintos (nos referimos a todos
los autovalores, reales y complejos). Demostrar que U es un abierto denso en R™*™.
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