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Primer Cuatrimestre 2018

Practica N° 2: Métodos de descenso.

Algoritmos y convergencia

Ejercicio 1 Dada una constante b € R, considerar la funcién punto a conjunto dada
por:
fz)={y eR": y'x <b}, VzeR"

if es cerrada?

Ejercicio 2 Sean f: X =Y y ¢g:Y — Z dos funciones punto a conjunto. Probar
que si f es cerrada en el punto z, g es cerrada en el conjunto f(z) e Y es compacto,
entonces g o f es cerrada en x.

Ejercicio 3 Sean f: X — Y punto a puntoy ¢g : Y — Z punto a conjunto. Probar
que si f es continua en el punto x y g es cerrada en el punto f(x), entonces go f es
cerrada en z.

Ejercicio 4 Mostrar que si A es una aplicacién punto a punto continua, en el Teo-
rema de Convergencia Global puede eliminarse la hipoétesis de que los puntos xy
caigan sobre un compacto.

Ejercicio 5 (Orden de Convergencia) Sea {ej} una sucesién de niimeros no ne-
gativos convergente a 0. Decimos que {ey} converge linealmente (o geométricamente)
si existen ¢ > 0y B € (0,1) tales que

er <qBf,  VE>0.

Decimos que {ey} converge superlinealmente si para todo § € (0,1) existe ¢ > 0
tal que e; < ¢B*. Finalmente, dado p > 1, decimos que {ey} converge al menos

superlinealmente con orden p si existen ¢ > 0y S € (0,1) tales que e} < qﬁpk para
todo k > 0.

a. Verificar que si para algin 8 € (0,1) vale que

; €k+1
lim sup * = 0,
k—o0 €k

entonces {ej} converge linealmente.

b. Mostrar que si

; CLk+1
lim sup R 0,
k—oo €k

entonces {ej} converge superlinealmente.
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c. Verificar que si {ey} converge superlinealmente con orden p > 1, entonces,
efectivamente, converge superlinealmente.

d. Mostrar que si

, Ck+1
lim sup ; =4,
k—o00 €L

entonces {ey} converge superlinealmente con orden p.
Métodos de descenso

Ejercicio 6 Sea f : R® — R. El algoritmo de descenso genérico consiste en, dado
xr € R™, dar una direccién di y un paso t; > 0 tal que f(xp + tgdr) < f(zk), ¥y
tomar zpy1 = g + trd.

a) Probar que si f es diferenciable en 2 y Vf(xy) - dp < 0, entonces dj es una
direccién de descenso.

b) Concluir que —V f(z) es una direccién de descenso.

Ejercicio 7 (Descenso mas rapido) Sea f de clase C! en R™.

(a) Mostrar que la direccién de —V f(xy) es la de méximo descenso. Es decir,

mostrar que la pendiente de ¢(t) := f(zx + td) en t = 0 se minimiza entre
todas las direcciones d de norma 1 en d* = —%.

(b) (Efecto zigzag) Dada la sucesién (zy)r>1 generada por el método del descen-
so mas rapido con busqueda lineal éptima, mostrar que las direcciones entre
iteraciones consecutivas son ortogonales.

Ejercicio 8 Sea f : R” — R una funcién cuadratica, y sea dp una direccién de
descenso en el punto xj. Probar que el paso éptimo esta dado por:

AV f(xy)

tp = ——2— -
* T T dLH f () da

Ejercicio 9 Una funcién f : R — R se dice unimodal en el intervalo [a, b] si existe
x* € (a,b) tal que f es estrictamente decreciente en (a,z*) y estrictamente creciente
en (x*,b). Probar que si f es unimodal y continua en [a, b] entonces tiene un tnico
minimo en [a, b]. Probar ademés que dados «, 3 tales que a < a < 8 < b vale que:

s Si f(a) < f(B), entonces f es unimodal en [a, /],

» Si f(a) > f(B), entonces f es unimodal en [o, b].

Ejercicio 10 Implementar un algoritmo que reciba como entrada una funcién f,
un intervalo [a,b], y una tolerancia 0 y calcule el minimo de f en [a,b] con error
menor o igual que §, mediante el algortimo de busqueda por la razén dorada.

Ejercicio 11 Dada é > 0, sea la funcién punto a conjunto S? definida como

S°(x,d) = {y y=z+ad, 0<a<d; f(y) = Or_ggrgl&f(:vﬂfd)}-

Explicar lo que hace S° y probar que si f es continua entonces S‘S(a:, d) es cerrada
en (x,d). {Por qué es importante este resultado?
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Ejercicio 12 Sea ¢ > 0, sea la funcién punto a conjunto S® definida como
S(@.d) = {y:y=rtad 0<a: fy)<minflz+pd)+e}.

Explicar lo que hace S° y probar que si f es continua y d # 0 entonces S*(x,d) es
cerrada en (x,d). {Por qué es importante este resultado?

Ejercicio 13 Implementar un algoritmo que reciba como datos una funcién f, un
punto x, y una direccion di y aplique la condicién de Armijo para determinar el
paso del descenso, devolviendo el correspondiente xjy1.

Ejercicio 14 Implementar un programa similar al del ejercicio anterior, pero utili-
zando la condicién de Goldstein.

Ejercicio 15 Probar que la condiciéon de Goldstein determina un algoritmo de
busqueda cerrado.

Ejercicio 16 Sea ) € R™*™ definida positiva y sean vy, ...v,, vectores L.i. Mostrar
que el método de Gram-Schmidt puede ser usado para generar una secuencia de
direccidénes Q-ortogonales desde los v;. Especificamente, muestre que

k¢
v le
dy = vy; dpy1 = Vg1 — Z kili
= 4iQd:

d;

forma un conjunto Q—ortogonal.

Ejercicio 17 Sea f(z) = 12'Qz — b’z con @ simétrica DP. Sea 1 un minimizante
de f en un subespacio S7 que contiene al vector d y sea xo un minimizante de f en
un subespacio Sy que contiene a d. Mostrar que T = z; — x5 es (J—ortogonal a d.

Ejercicio 18 Implementar el método del Gradiente Conjugado para minimizar una
funcién cuadrética f(z) = 32'Qz — b'a:

(1) A partir de un xo tomar dy = —ggp = b — Qo
(2) Para k=0,1,...n — 1 hacer:

(a) Hacer xgy1 = xp + apdy con

t
—grdk
Qg = , = Qxp — b.
E= T 0d gk = Qg
(b) Hacer dgy1 = —gg+1 + Brdy con
Bk; _ gli+1Qdk
di Qdy,

Ejercicio 19 Dada f(z) = 12'Qz — b'a con @Q simétrica definida positiva, si defi-
nimos B, =< dp, - ,dp_1 > el subespacio generado por las primeras k direcciones
conjugadas, mostrar que el método de las direcciones conjugadas, en cada xj mi-
nimiza la funcién objetivo tanto en la recta L : xp_1 + adi_1 : € R, como en la
variedad lineal zg + B.
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Ejercicio 20 Implementar el siguiente algoritmo que generaliza el del gradiente
conjugado a funciones no cuadraticas:

(1) A partir de un zo tomar gy = V f(z0)? y hacer dy = —go.
(2) Para k =0,1,...n — 1 hacer:

—gldy,

(a) Hacer xgy1 = x + apdy con oy = THf @D

(b) Hacer gry1 = Vf(zg1)"
(c) Sik#mn—1,hacer diy1 = —gk+1 + Prdy con

By, = ng+1Hf(mk)dk
YT UdTHf (rr)dk

y repetir (a).

(3) Hacer zg =z, y volver a (1).



