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Unfoldings y deformaciones de foliaciones
racionales y logaritmicas

Resumen

Para una foliaciéon algebraica F de codimension 1 en P”, hay
una sucesion que relaciona las deformaciones y los unfoldings
infinitesimales de primer orden de F. Lo que hacemos es
estudiar dicha sucesion en el caso particular en que F sea una
foliacion racional o logaritmica.

Para una foliacion de este tipo, probamos que la cantidad de
puntos aislados del lugar singular se puede calcular en base al
polinomio de Hilbert de la homologia en grado 1 del complejo
K*(dw), que introducimos en este trabajo.

En términos de los unfoldings de w, podemos clasificar las
foliaciones racionales y logaritmicas que son regulares. Por
altimo, mostramos que el complejo corto que define la regu-
laridad de w se puede extender a un complejo largo C*(w)
cuya homologia es isomorfa a la de K*(dw).

Palabras clave: espacio proyectivo, foliacién, codimension 1, foliacion racional,
foliacion logaritmica, deformacién, unfolding, regularidad
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Unfoldings and deformations of rational and
logarithmic foliations

Abstract

For a codimension 1 foliation F in P", there is a sequence that
relates first order deformations and unfoldings of 7. We study
this sequence in the particular case where F is a rational or
logarithmic foliation.

For a foliation of this kind, we prove that the cardinality of
the isolated points of the singular locus can be calculated in
terms of the Hilbert polynomial of the degree one homology
of the complex K*(dw), wich we introduce in this work.

In terms of the unfoldings of w, we can classify the rational and
logarithmic foliations wich are regular. Last, we show that the
short complex that defines the regularity of w can be extended
to a long complex C*(w) whose homology is isomorphic to the
one of K*(dw).

Keywords: projective space, foliation, codimension 1, rational foliation, loga-
rithmic foliation, deformation, unfolding, regularity
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Introduccion

Una foliacién en una variedad M es una particion de M en subvariedades de una
dimension fija. A cada una de estas subvariedades se las llama hojas de la foliacion.

Un primer ejemplo de esta situacion, se puede ver al considerar una sumersion
entre variedades F' : M — N. Se puede dar una foliacién en M al considerar la
particion de M en las preimagenes de F, es decir, M = [[ {F~'(p)}.

peEN

En el caso en que M = A3 es el espacio afin y F' la proyeccion a la primer
coordenada, tenemos una foliaciéon de A® en planos paralelos a los ejes v, z; decimos
que dicha foliacion es una foliacion de dimensiéon 2 o codimensiéon 1, puesto que esa
es la relacion de la dimension de las hojas con la del espacio ambiente.

Si en cambio, M = S? es la esfera de dimensiéon 2 y F es la proyeccién al eje
vertical z, tenemos una particion de S? en circulos horizontales. La dimension de las
fibras es 1 para todo |z| < 1, pero para |z| = 1 la preimagen de la proyeccién tiene
dimension 0 puesto que esta dada por los puntos del polo Norte y Sur de la esfera.
En este caso, vamos a decir que la particion de S? en las preiméagenes {7 (2)}.e-1.1]
define una foliacion singular y que el lugar singular de la foliaciéon esta dado por los
polos Norte y Sur.

Otras formas méas generales para definir foliaciones estdn dadas en términos de
distribuciones D C T'(M) del fibrado tangente a M o de ideales Z C Q(M) del
algebra exterior de M.

Para replicar el primer ejemplo en estos términos, podemos caracterizar las hojas
de la foliacién con sus direcciones tangentes, tomando la distribucion D C T(A3?)

tal que parap € A3, D, = (8%|p, %|p); o bien, podemos caracterizar las hojas de la

foliacion con su direccion normal, tomando el ideal Z C Q(A?) tal que Z, = (dx|,).

En el ejemplo en S?, geométricamente queda claro que la distribucién D va a tener
dimensiéon constante 1, salvo en los polos Norte y Sur, donde la distribuciéon va a
colapsar a 0. De la misma forma, el rango del ideal Z va a ser 1 salvo en los polos
donde se anula.

El Teorema de Frobenius garantiza que una distribucion D va a definir una foliacion
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siempre y cuando la distribuciéon sea cerrada por el corchete de Lie, [D, D] C D. La
condicién para ideales es que sean cerrados por el diferencial exterior dZ C Z.

*

Sea X una variedad algebraica y L un fibrado lineal en X. Vamos a denotar
FY(X, L) al espacio de foliaciones de codimension 1 de (X, L). Una foliacion F €
FYX, L) esta dada por una secciéon global w € H°(Q4(L)) (una 1-forma diferen-
cial twisteada) que satisface la condicion de integrabilidad de Frobenius, que para
foliaciones de codimension 1 se puede ver que se reduce a la féormula

w A dw = 0.

El espacio tangente a F'(X, L) en w estd dado por las deformaciones de primer
orden de w que preservan la condicion de integrabilidad, médulo la perturbacion
trivial dada en la direccion de w. En el caso en que w sea un punto no singular del
espacio de foliaciones, la dimension del espacio tangente calcula la dimension de la
componente irreducible de w.

Cuando la variedad es X = P", el espacio proyectivo n dimensional, un pardmetro
discreto de las foliaciones de codimension 1 esta dado por el grado. El grado se
calcula en base al orden de anulacién de w restringida a una recta genérica. En este
contexto, se destacan 2 trabajos:

i) en [Jou79| se prueba que para n > 3y grado 1, el espacio de foliaciones tiene
2 componentes irreducibles. Una componente racional y la otra logaritmica.

ii) en [CLN96| se prueba que para n > 3y grado 2, el espacio de foliaciones tiene
6 componentes irreducibles. Dos componentes racionales, dos componentes lo-
garftmicas, una componente pullback de foliaciones en P? y una componente
excepcional definida por la acciéon del grupo afin C.

Para grados superiores a 2 no se conoce la descomposicion del espacio de foliacio-
nes. De cualquier manera, en base a acciones de grupos de Lie, se obtienen otras
familias de foliaciones estables, que definen componentes del espacio de foliaciones,

ver |[CAO03].
*

Sea f : T — D un morfismo de variedades sobre C. Dado un punto (cerrado)
p € D, podemos mirar el pull-back (o la fibra de f en p)

T xp Spec(C) —=T

|k

Spec(C) ; D
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donde j es la inclusion al punto p € D.
Siempre vale que el espacio topolégico subyacente T' x p Spec(C) es homeomorfo a
la preimagen f~!(p). Pero si tomamos a T'= X x Dy f = 7 la proyeccion, entonces

la fibra X, := (X xp Spec(C)), es isomorfa a X.

Fijemos ahora a D como el entorno infinitesimal de orden 1 del origen. Es decir
que D esta dado por Spec (Cle]), donde Cle] es el anillo C[t]/(¢%).

Dado el cuadrado pull-back

X ‘. XxD

Lk

Spec(C) - D

vamos a decir que una deformaciéon infinitesimal de orden 1 de una subvariedad
Y C X esta dada por una subvariedad Y’ C X x D de forma tal que *Y’' ~ Y.

Siguiendo el mismo diagrama, hay dos maneras de realizar perturbaciones de pri-
mer orden de una foliaciéon F en X:

i) un unfolding de F es una foliacion F.en X x D, de forma tal que PF.~ F

ii) una deformacion de F es una familia de foliaciones F. en X parametrizada
por D, de forma tal que i*F, ~ F.

El espacio de unfoldings de w esté parametrizado por
U(w) = { (h,n) € H'(Ox ® Qx)(L)) / h dw = w A (n — dh) }/((0,w))
y el espacio de deformaciones por
Dw)={neH QL)) /wAdy+dwAn=0}/(w) .
Una deformacion n € D(w) induce, de manera natural, una foliacion en X x D

agregando la condicion de = 0. De esta manera, tiene asociada una foliacién de
codimension 2, o de dimension dim(X) — 1, en X x D.

Asi, una deformacion de F en X define una foliacién en X x D que preserva la

dimension de las hojas; en cambio, un unfolding de F en X define una foliacién en
X x D que preserva la codimension de las hojas.
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La relacion entre unfoldings y deformaciones de w, se encuentra sintetizada en la
siguiente sucesion exacta

0 K(w) 2+ U(w) —== D(w)
donde K (w) es el espacio de funciones que son factores integrantes de w.
*

La manera en la que organizamos el desarrollo de los temas es la siguiente: en
el primer capitulo damos las definiciones y propiedades basicas de foliaciones y
variedades algebraicas que vamos utilizar mayormente a lo largo de este trabajo.

En el segundo capitulo probamos el primero de nuestros aportes a la teoria: cal-
culamos el coniicleo de la aplicacion U(w)——D(w) cuando w define una foliacion
racional y logaritmica. En el primer caso, vemos que dicha aplicacién es un epimor-
fismo - Teorema [2.4.7| pag. 25-.

Si w es una forma logaritmica, se puede expresar como

— N 2L
“ ; f:

donde s > 3 (para s = 2 w es racional).

En este caso la imagén de la aplicacion 7 (las deformaciones que provienen de
unfoldings) esta dada por las perturbaciones de las funciones f;, en cambio las per-
turbaciones de los coeficientes \; generan el contcleo de 7 - Teorema [2.4.18| pag. 30

En [CSV06| se muestra que el lugar singular de una foliacion racional o logaritmica
se descompone como la union disjunta Sing(w) = ZU R, donde Z tiene codimension
2y R esta formada por N puntos aislados contados con multiplicidad.

En el tercer capitulo definimos el complejo

dwA dwA dwA
K*(dw) : T - =20 22 (03 2
y probamos nuestros principales resultados, siempre para w racional o logaritmica:

i) el polinomio de Hilbert de H'(K*®(dw)) es constante e igual a N, la cantidad
de puntos aislados del lugar singular Sing(w) - Teorema pag. 42 -

ii) el H'(K*(dw)) es isomorfo al grupo de clases de isomorfismo de unfoldings
proyectivos graduados de w - Corolario [3.4.5| pag. 43 -.

Xiv



En el cuarto capitulo, retomamos la nocion de regularidad definida en [CLN82| a
través del complejo corto

T (b — a) % 1 (b) —22+ O3(a + b)

X+— Lx(w)
N———w Adn+dw A7

para b < a, donde w es una 1-forma homogénea de grado a integrable.

En primer lugar extendemos dicho complejo a un complejo largo C*(w), para
cualquier b € N.

El primer resultado que obtuvimos en este contexto es que si w € H*(Qp.(a)) y es
integrable entonces

dimc( H*(C*(w))(b) ) = dimc( H*(K*(dw)(b)) )
para todo b distinto de a - Teorema [£.2.6] pag. 56 -.

Los unfoldings de w se pueden ver a través de un ideal que llamamos I(w). Los
generadores de dicho ideal permiten clasificar, para w racional o logaritmica, cuales
foliaciones son regulares.

Cuando los grados de las funciones f; son altos, mostramos que la nocién de
regularidad es equivalente a la de clases de isomorfismo de unfoldings.

Finalmente, el tltimo resultado que exponemos, es de caracter puramente alge-
braico: para S = Clxy, ..., x,] el anillo de polinomios en n 4 1 variables, definimos
familias de deformaciones de la estructura de S-moédulos graduados de T y lec
- Definiciéon pag. 61 -. La idea de las deformaciones de estos objetos es la de
linealizar operadores diferenciales entre ellos.

Tanto con los haces de partes principales - ver [Gro64| - como con los complejos de
operadores diferenciales - ver [HL71| - se resuelven problemas de linealizacion. En
estos trabajos la solucion tiene caracter universal (en el sentido categorico) y, como
parte de la construccién, cambia la estructura de C-espacio vectorial subyacente de
los objetos en cuestion.

uestr nstruccion, en cambi ad hoc par un rador iferenci
Nuestra construccion, en cambio, es ad h ara algunos operadores diferenciales
y la estructura de C-espacio vectorial permanece invariante en los objetos.

Dos deformaciones de estas estructuras resultan particularmente interesantes: una
de ellas permite ver el complejo C*(w) como un complejo de S-modulos en base a la
nueva accion - Propiedad [£.3.7] pag. 64 y Propiedad [.3.8 pag. 66 -; la otra permite
ver al diferencial exterior usual como un operador lineal - Propiedad pag. 67
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Capitulo 1

Foliaciones

1.1 Preliminares

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y sea T (M) el fibrado tangente
a M.

Definicién 1.1. Una distribucién D en M de dimension 7 es un subfibrado vectorial
de T' (M) de forma tal que Vp € M la dimension de D, es igual a r.

Definicion 1.2. Una subvariedad N C M se dice que es una subvariedad integrable
de D si Vp € N resulta
T)(N)=1D, .

p

Definicion 1.3. Vamos a decir que la distribucion D es involutiva si para todo
p € M vale
[D,D], C D,

donde [—, —] indica el corchete de Lie.

La pregunta natural sobre cuando una distribucion D admite subvariedades inte-
grales para todo punto esté respondida en el Teorema de Frobenius - ver [War83),
Theorem 1.60, pp. 42| -:

Teorema de Frobenius. Sea D una distribucién en una variedad diferenciable M.
Entonces para todo p € M existe una subvariedad N C M integrable de D si y s6lo
si D es involutiva.

Vamos a llamar Q'(M) = T'(M)* al fibrado de 1-formas diferenciales y Q(M) a
su algebra exterior.

En base a la inclusion D——=T"(M) podemos armar la sucesiéon exacta corta de
fibrados vectoriales

0—=D—=T'(M)—">~Q—=0

1



1.1. Preliminares

y la sucesion dual
0—=I'—= QM) "D —=0
donde Z' := Q*. También podemos ver a Z' como el espacio anulador de D.
A su vez, podemos mirar al ideal Z C Q(M) generado por Z'.

Si d es el diferencial exterior usual, vamos a notar con dZ al subfibrado del ideal
Z C Q(M) definido en cada punto por (dZ), = {(dw)(p) / Yw € Z(U), conp €
U abierto}.

Definiciéon 1.4. Vamos a decir que un ideal Z C Q(M) es un ideal diferencial si
dZ C T.

La relaciéon entre ideales diferenciales y distribuciones involutivas esta dada por la
siguiente propiedad:

Propiedad 1.1.1. Sea D una distribucion en M y Z C Q(M) el ideal generado por
el anulador de D. Entonces la distribucion D es involutiva si y solo si el ideal Z es
diferencial.

Demostracion. Ver [War83, Proposition 2.30, pp. 74]. ]

Definicién 1.5. Vamos a decir que un ideal Z C Q(M) generado en Q'(M) tiene
rango ¢ si para todo p € M existe un abierto U de M con p € U de forma tal
que la restriccion Z|y es un ideal en Q'(M)|y generado por ¢ 1-formas linealmente
independientes.

Definicién 1.6. Vamos a decir F es una foliacion regular de codimensiéon 1 en M
si F define un ideal diferencial generado en Q'(M) de rango 1 en Q(M) . Vamos a
llamar las hojas de la foliacion a las subvariedades integrables de F.

Propiedad 1.1.2. Sea Z C Q(M) un ideal generado en Q'(M) de rango 1. Para
p € M y p € U un abierto de M, podemos elegir una seccion w € Z(U) de forma tal
que Z, = (w(p)) Entonces Z es un ideal diferencial si y sélo si

w(p) A (dw)(p) =0 (1)
para todo p € M.

Demostracion. Ver [MMO03, Remark, pp. 11]. O
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1.1. Preliminares

1.1.3. La condiciéon w A dw = 0 es conocida como la condicion de integrabilidad de
Frobenius. Si una 1-forma verifica dicha ecuacion se dice que es una forma integrable.

En el caso diferenciable la obstrucciéon topologica para que existan foliaciones
regulares de codimension 1 esta dada por la caracteristica de Euler de la variedad M;
si x(M) # 0 no existen foliaciones regulares de codimension 1 - ver [Thu76, Theorem
1, pp. 249 -.

En el caso holomorfo se tiene una condicion de anulacién de clases de Chern del
fibrado normal de la foliacion - ver |[Bot72, Theorem (*)”, pp. 35] -.

Como veremos mas adelante - [I.2.6]- en el espacio proyectivo no existen foliaciones
algebraicas, regulares, de codimension 1.

Esta situacion nos lleva a introducir una nocién méas general de foliacion.

Definiciéon 1.7. Una foliacion F de codimension 1 en M esté dada por una familia
{Us, Was Paptapea donde U, define un cubrimiento abierto de M, w, € QY(U,)
es una l-forma integrable y ¢,3 son funciones holomorfas no nulas definidas en
U, NUg # 0 que verifican:

1) Wo =papwsgenU,NUg #0

i) Yoy = @ap ppy en U, NUz N U, # 0 (condicion de cociclo).

La diferencia de esta definicién con la anterior es que en este caso puede suceder
que una de las secciones w, se anule en un punto, haciendo que el ideal diferencial
que generan no tenga rango constante.

Definicion 1.8. Vamos a llamar lugar singular de F al conjunto

Sing(F)={pe M [ ws(p) =0, sipeU,} .

Como lo que interesa de la foliacion es la direccion normal que definen las w,
vamos a decir que dos familias

{Us, wa, sﬁaﬁ}a,ﬁeA y {Uc/w W/aa %ﬁ}aﬁeA

son equivalentes si existe una familia de funciones {U,, pa }aca tal que p, # 0 en U,

y
/
Wa = PaWy

para todo a.



1.2. Foliaciones algebraicas

Si éste es el caso tenemos que

w:x = Pa Wa = PaPap W3 = Pa Pas pgl w%
/
(0%

W = @&5 Wiy
= 90;5 = Pa Pap pgl' (2>

En el caso en que p,5 = gpfw para todo «, 8 las funciones p, representan una
seccion global nunca nula de M.

1.2 Foliaciones algebraicas

Tomando una variedad algebraica X sobre C, la Definicion dice que una folia-
cién algebraica F en X estd dada por una seccion global integrable del haz QY @ £,
donde L es un fibrado de linea generado por las funciones {p,5}. La condicion
dice que dos fibrados de lineas isomorfos definen la misma foliacion y que la foliacion
es invariante por el producto de secciones globales nunca nulas.

En el espacio proyectivo P", por un lado tenemos que todo haz de lineas es isomorfo
a alguno de los haces twisteados Opn(a) para algin a € Z, ver |[Har77, Corollary
6.17, pp. 145]; por otro lado, el espacio de secciones globales del haz estructural
Opn esta dado por las funciones constantes definidas por los escalares C, ver [Har77,
Proposition 5.13, pp. 118].

De esta forma definimos:

Definicién 1.9. Una foliacion algebraica F de codimension 1 en P" esta dada, a
menos de un escalar, por una seccién global w € T'(P", Q1. (a)) integrable, para algin
a € Z. Vamos a notar F = (w) a dicha foliacion.

Observacion 1.1. Vamos a suponer, de ahora en méas, a > 2 puesto que para a < 2
el haz Qf.(a) no tiene secciones globales.

Si F' es un haz sobre una variedad X sobre C, vamos a notar indistintamente
HY(F) o T(X, F) al C-espacio vectorial de secciones globales de F.

1.2.1. Para ver que forma tiene una secciéon global de Ql.(a) podemos usar la
sucesion exacta corta de Euler - ver [Har77, Theorem 8.13, pp. 176] -:

0 Qb Op (1) —= Opn —=0

4



1.2. Foliaciones algebraicas

de donde resulta que, luego de tensorizar la sucesion por Opn(a), el pull-back de
w € ['(P", Qpn(a)) a C*1\{0} es de la forma

W= Zfi dzx;
i=0
donde gr(fi) =a—1y > fiz; =0.

Esta ultima condicién se puede expresar en términos de la anulaciéon de la con-
0

B Vamos a notar
X4

n
traccion de la forma w por el campo de vectores radial R = ) z;
i=0

a dicha operacion ig(w).

Dualizando la sucesion exacta anterior

donde Ty, es por definiciéon (Qp.)*, el haz tangente en P™. Al igual que antes, tenso-
rizando por Opx(a) y tomando secciones globales, obtenemos que una seccion global
de un campo de vectores X en Ty, es una clase de equivalencia de campos de la

forma P
X = X,—

donde gr(X;) = a + 1, mddulo el campo de vectores radial R.

1.2.2. Para una foliacion F = (w) de codimensioén 1 en P" hay dos maneras naturales
de inducir una foliacién en el espacio afin: se puede optar por mirar a w en una de
las cartas usuales V(z; = 0)¢ = {[z¢ : ... : x,] € P" [ x; # 0} C A™; o bien, se puede
mirar el cono de P" union el origen, C'(P")U{0} = A""! y ver a w como una forma
affn en A"+,

Vamos a optar por esta tltima opcion.

Sea S = Clxo,...,x,] el anillo de polinomios en n + 1 variables. El médulo de
diferenciales de Kéhler de S sobre C, Q}ql(c, - ver |Eis95, Definition, pp. 384] - es el
modulo libre generado por dxy, . .., dz,.

Vamos a notar con Q}g‘c(b) a la componente homogénea de grado b y con lec a

la potencia exterior r-ésima de ng.

1.2.3. Sea entonces F = (w) una foliacion de codimension 1 en P". Por y
podemos ver a w en Q}q‘c como una forma homogénea, radial e integrable.

De esta forma podemos asociarle a F = (w) el complejo de Koszul de w:

K*(w): Qe 2> Qe = Qe —2> ..

5



1.2. Foliaciones algebraicas

donde vamos a indicar con wA? al morfismo wA aplicado en grado 4 del complejo.

Definicién 1.10. Vamos a decir que w € lec es irreducible si cada vez que existen
feSyuw e Q}9|(C tales que w = fw' entonces f es constante.

Propiedad 1.2.4. Seaw € ngc. Entonces w es irreducible si y solo st H'(K*(w)) =
0.

Demostracion. Esté claro que la imagen de wA® esta dada por Im(wA®) = S.(w).
Si w = fuw con w’ irreducible entonces el nicleo de wA! es Ker(wA!) = S.(w'). De
esta forma tenemos que H'(K*(w)) = 0 si y solo si w' = w. O

Propiedad 1.2.5. Sea w € Qévc homogénea e integrable de grado a > 2. Entonces
H(K*(w)) # 0.

Demostracion. Como w define una foliaciéon, es una 1-forma integrable y vale la
formula
wAdw=0

lo que implica que dw € H*(K*®(w)). Por otro lado, tenemos que

dw = Z 0f; dz; N\ dx;
'7.j

0x;
y gr(g—ﬁ) = a — 2. En particular, como a — 2 > 0, dw # 0.
Sea n una 1-forma de la forma n = ) h;dz;. Tenemos que
wAn= Z(fihj — fihi) dx; A dx;
Y]

Como los polinomios f; y h; son homogéneos necesariamente se tiene que gr(f;h; —
fihi) =gr(fi) +gr(h;) > a—16wAn=0. En ambos cosas resulta dw # wAn. O

1.2.6. Como una foliacién codimension 1 en P” estd dada por una forma homogénea,
la Propiedad anterior y el siguiente Teorema eliminan la posibilidad de que
existan foliaciones regulares en P".

Teorema 1.2.7. Sea F = (w) una foliaciéon de codimension 1 en P". Son equivalen-
tes:

i) codim(Sing(w)) > k



1.2. Foliaciones algebraicas

ii) HY(K*(w)) = 0 para todo [ < k.

Demostracion. Ver |[Mal76, Appendice, pp. 172] o [Mal77, Appendice, pp. 87| para
dos demostraciones con distintos niveles de generalidad en el caso holomorfo y [Eis95|
Theorem 17.4, pp. 424 y Proposition 18.4, pp. 450] para una demostracion puramente
algebraica. O]

Corolario 1.2.8. Siguiendo las hipotesis del Teorema vale codim(Sing(w)) =
1 si y s6lo si w no es irreducible.

Definiciéon 1.11. Sea W una subvariedad de P". Vamos a decir que W es invariante
por la foliacion F = (w) de codimension 1 en P si w es normal a W para todo
p € W\Sing(F).

Definicién 1.12. Vamos a llamar grado de la foliacion de F = (w) de codimension
1 en P, gr(F), al orden de anulacion de w restringida a una recta ¢ no invariante
por F.

Propiedad 1.2.9. Sea F = (w) una foliacién de codimension 1 en P" donde w €
H°(}.(a)). Entonces el grado de F es a — 2.

Demostracion. En base a la sucesion de Euler sabemos que w es de la forma

w = Zfi dx;
con gr(fi) =a—1yig(w)=0.

Para calcular el orden de anulacién de w en una recta ¢, podemos ver a ¢ como
la imagen de una aplicacion lineal L : P — P" y calcular el orden de anulacion del
pullback de w en P,

P! _ L P

L*'w~—w.

Sea ¢ la imagen de la aplicacion L(zg : x1) = (2o : 23 : 0 = ... : 0). Si £ es

invariante por la foliacion, w se anula en las direcciones tangentes -2~ y =2- y entonces
; Oxg Oz,

fo = f1 = 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que w no es invariante en
L.

Por lo tanto

L'w = W(L) = fod!L‘o + fldl’l 7é 0
con fo = fo(zo,z1) y f1 = fi(xo,71).



1.2. Foliaciones algebraicas

Como L*w es una forma proyectiva verifica ig(L*w) = 0, entonces

Jo=119
ZL’gfo + Ilfl =0 <=
J1=—xog
para algun polinomio g de grado a — 2. De esta manera obtenemos que

w =g (xr1dxy — zodzy)

y concluimos que el orden de anulacién de w en £ es a — 2. O]

1.2.10. Vamos a notar con F'(P")(a) al espacio de parametros, o de moduli, de
foliaciones algebraicas de codimension 1 en P”, de grado a — 2 e irreducibles.

De esta forma, el espacio F'(P")(a) esta parametrizado por
FLP")(a) = {w € P(H*(Qpa(a))) | w Adw =0y codim(Sing(w)) > 2}

donde P(H°(Q4.(a))) denota el espacio proyectivo asociado al espacio vectorial de-
finido por H°(Q.(a)).

Si indicamos con T,.(X) al espacio tangente Zariski de una variedad X en el punto
x, tenemos una identificacién natural entre

TW(U)P(V) ~ V/(U),

donde 7 : V\{0} — P(V) es la proyeccion y (v) es el espacio generado por el vector
v.

Siguiendo |[CPV09, Section 2.1. pp. 709|, y omitiendo la escritura del morfismo de
proyeccion, el espacio tangente T,,F(P™)(a) se puede describir como el espacio de
las n € P(T'(P", QL. (a))/(w), irreducibles, tales que w + e es integrable modulo €2
es decir que

(wWHen) ANdw+en) =wAdw+e(wANdp+dowAn) =0. (3)

1.2.11. Podemos escribir entonces

TLF(P")(a) = {n € P(H*(Q.(a))) / w Adn+dwAn=0}/(w) .



Capitulo 2

Unfoldings y deformaciones

Introduccién

En la primer seccién damos las definiciones de deformaciones y unfoldings
de foliaciones algebraicas, sus respectivas clases de isomorfismo y definiciones
bésicas. Luego, repasamos los mismos conceptos para gérmenes de foliaciones
holomorfas, los cuales son totalmente analogos a los de foliaciones algebraicas.

Dada una foliacién algebraica F en P™ miramos el gérmen de foliacién holomor-
fa que define en el origen de C"*1, lo llamamos Fj,. Vemos que todo unfolding
(deformacién) algebraico en P™ de F proviene de una componente homogénea
del gérmen de un unfolding (deformacién) holomorfo de Fy,.

De esta forma, podemos utilizar los resultados de T. Suwa, sobre unfoldings
holomorfos de formas racionales y logaritmicas, y traducirlos al contexto alge-
braico.

A las nociones cléasicas de unfoldings proyectivos y unfoldings algebraicos le
agregamos lo que definimos como unfoldings proyectivos graduados U(w). Estos
ultimos permiten un pasaje directo entre la teoria holomorfa y algebraica.

Finalizamos el capitulo calculando explicitamente la relacién entre unfoldings
y deformaciones algebraicas de formas racionales y logaritmicas.

2.1 Unfoldings y deformaciones

A diferencia de la secciéon anterior, donde una variedad ocupaba un rol absolu-
to, ahora vamos a necesitar considerar un enfoque relativo y vamos a plasmar esa
diferencia en una pequena generalizacion de la definicion de foliacién.

Sea X una variedad algebraica sobre T

Definicién 2.1. Vamos a decir que F = (w) es una foliacion de codimension 1 en
X sobre T' si F es un subhaz genéricamente libre de rango 1 de Q§(|T ® L, w es una

seccion global de Q%{\T ® L, integrable, que genera F y L es un haz inversible. Vamos
a notar F € F(X|T)(L).



2.1. Unfoldings y deformaciones

En el caso en que estemos mirando una foliacién F en X sobre C, vamos a escribir
QL eLyFeFY(X)(L).

2.1.1. Vamos a llamar Cle] al anillo C[t]/(t*) y D = Spec (C[e]) el entorno infinite-
simal de orden 1 del origen.

2.1.2. Sea X una variedad algebraica sobre C. Podemos construir el siguiente dia-
grama pull-back

X— ' - XxD

Lk

Spec(C) - D

donde 7 es la proyeccion y j la inclusion.

Dado un haz G de modulos sobre Oxy p, podemos mirar a G como un haz sobre
Ox en base al pull-back

"G =i"'G®,-1p Spec(C) .

Definicion 2.2. Sea F = (w) una foliacion en F'(X)(L). Vamos a decir que F.
es una deformaciéon infinitesimal de primer orden de F si F. es una foliacién en

FYX x D|D)(L) de forma tal que
F.~ F .

n el caso en que X = vamos a decir que es una deformacién proyectiva
En el X =P d Fe def t

o simplemente una deformaciéon de F. Si X = C"™! vamos a decir que F. es una
deformacion algebraica.

Sea entonces X = P" y F. una deformaciéon proyectiva de F = (w). Tenemos que
F. esta dada por una seccién global w, € H(Qp.,, pip(@)). Una tal forma se escribe
como

we =w +en

donde W' y n son secciones globales de Q4. (a). La condicion i*(F.) ~ F implica

como ideales diferenciales en ., por lo tanto w’ y w difieren en una unidad y
podemos fijar w' = w.
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2.1. Unfoldings y deformaciones

La condiciéon de integrabilidad aplicada a w. = w + en la podemos calcular como

wWe Ndwe = (w+en) Nd(w+en) =wAdw+e(dANdnp+dwAn) =0

I

wAdp+dwAn=0. (1)

2.1.3. Vamos a escribir w A n a la formula w A dn + dw A 7.

2.1.4. Claramente la seccion w + cw es integrable. Como (1 + ¢) es una unidad
entonces a nivel de ideales vale (w + cw) = (w), por lo que la deformacion en la
direcciéon w es la deformacion trivial.

Definiciéon 2.3. Definimos el espacio de deformaciones de F = (w) como

D(w) = {n € H'(Qku(a)) /w A y=0 }/Hﬂ(opn(a)).w .
2.1.5. Retomando [1.2.11] vemos que vale la igualdad T,,F(P")(a) = D(w).

Supongamos ahora que X = A", el espacio afin de dimensién n + 1 sobre C, y
F. una deformacion algebraica de F = (w). Es bien sabido - |Har77, Proposition
6.2, pp. 131, Corolary 6.16, pp. 145| - que todo haz inversible £ es isomorfo al haz
trivial, por lo tanto, F. esta dada por una seccion global w. € HO(anﬂxD‘D). Por
un razonamiento anélogo al del caso anterior podemos escribir w. como

We =w+€n

donde 7 es una seccion global de Q}MH que verifica la condicion w A n = 0 moédulo
la direccion dada por w.

Definicion 2.4. Definimos el espacio de deformaciones algebraicas de F = (w)
como

Da(w) = {n€ H(QLn) /wan=0 }/HO(OAW).W .

Como ya dijimos en la seccién anterior, dada una foliacion F = (w) € F*(P")(a)
vamos a estar interesados en la foliacion afin que F induce en el cono de P™ unién
el origen. Al ser w una forma homogénea el espacio D,(w) tiene una graduacion
natural en base al grado de las formas 7, por lo tanto podemos descomponerlo como

Da(w) = €D Da(w)(b)

beN

donde D,(w)(b) = {n € Dy(w) / n es homogénea de grado b }.

11



2.1. Unfoldings y deformaciones

2.1.6. Vamos a considerar un diagrama analogo a [2.1.2] salvo que ahora vamos a
ver a X x D como variedad sobre C. Construimos un nuevo diagrama pull-back

X— " _XxD

| )

Spec(C) — Spec(C)

con 7 la proyeccion y 7 la identidad.

Definicién 2.5. Vamos a decir que ]é es un unfolding infinitesimal de primer orden
de F si F. es una foliacion en F'(X x D)(L) de forma tal que

i*]?a ~ F.

En el caso en que X = P" vamos a decir que ]A-:8 es un unfolding proyectivo o
simplemente un unfolding. Si X = A"™! vamos a decir que F. es un unfolding
algebraico.

Sea entonces X = P" y JEE un unfolding proyectivo de F = (w). Tenemos que JEE
va a estar dado por una seccion global @. € H(Q}., p(a)) que verifica la condicion
de integrabilidad. Una tal forma se escribe como

We = W' + ne + hde

donde w’ y 1 son secciones globales de Q1. (a) y h es una secciéon global del haz
estructural Opn(a).

Al igual que antes la condiciéon i*(F.) = F nos permite tomar w’' = w.

La condiciéon de integrabilidad aplicada a w. = w + ne + hde se calcula como

W A dw. = (w4 ne + hde) A d(w + ne + hde) =
=wAdw+ (wAne+ (hdw—wA (n—dh))de=0.

Tenemos entonces

wAn=0

we Ndw, =0 <
e {hdw_w/\(n—dh).

Maés atn, como veremos enseguida, la segunda ecuacioén implica la primera

W Ndw. =0 <= {hdw=wA (n—dh) . (3)
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2.1. Unfoldings y deformaciones

Propiedad 2.1.7. Los sistemas y son equivalentes.

Demostracion. Si aplicamos el diferencial exterior a la ecuaciéon del sistema ob-
tenemos

dh A dw = dw A (n—dh) —w Adn .
Reacomodando lo podemos escribir como
2dh Ndw = —w Adn+dw A n . (4)

Si ahora tomamos de nuevo la ecuacion del sistema , y la multiplicamos por
n — dh resulta
hdw A (n — dh) = hdw A — hdw A dh =0 .

Reacomodando y dividiendo por h obtenemos

dh AN dw = dw A7 . (5)

Operando con las ecuaciones y llegamos a la igualdad
wAn=20
como queriamos. (]
De manera analoga a las perturbaciones en la direccién de w son triviales.

Definicién 2.6. Definimos el espacio de unfoldings proyectivos de F = (w) como
U(w) = {(h,n) € H*((Op» x Qpn)(a)) / hdw =w A (g — dh)}/HO((’)pn(a)).(O,w) .

Si tomamos X = A"l y .7::5 un unfolding algebraico tenemos que JF. va a estar
dado por una seccién global @, € H(Q,.1, ) que se escribe como

We = W+ ne + hde

donde 7 es una seccion global de Q} .., y h una seccion global de A"**. Al igual que
antes la condicion de integrabilidad sobre w. esta dada por la ecuacion

hdw =w A (n —dh) .
Definicion 2.7. Definimos el espacio de unfoldings algebraicos de F = (w) como
Un(w) = {(h,7) € HYOpor x Qhr) / hdw = w A (1 — dh)}/HO(OAnH).(O,w) .

De la misma forma a lo que hicimos con las deformaciones algebraicas tomamos
F = (w) € FY(P")(a) y miramos la foliacién afin que define F en A""!. Entonces
podemos descomponer U,(w) como

Usw) = @D Ualw) ()

beN
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2.1. Unfoldings y deformaciones

donde U,(w)(b) = {(h,n) € Us(w) / h,n son homogéneos de grado b }.

Sea un morfismo ¢ : X x D — X x D. Siempre en base al diagrama tenemos
que i*Ox«p = Ox, por lo tanto ¢ induce una aplicacion

o X = X .

Definicién 2.8. Vamos a decir que 2 deformaciones (unfoldings) de primer orden
F.y FL (F.y FL) son isomorfas si se tiene un isomorfismo ¢ : X x D — X x D de
forma tal que

ro=1Idy y F.e¢'F  (Fox¢'F).

Lo que queremos hacer ahora es poder caracterizar las relaciones de equivalencia

definidas por los isomorfismos de deformaciones y unfoldings para el caso en que
X =P,

Es bien sabido - por ej. [Har77, Example 7.1.1, pp. 151| - que un isomorfismo
de P" es equivalente a un isomorfismo del anillo de coordenadas homogéneas S =
Clxo, ...,y y que esta dado por un elemento de PGL(n,C), el grupo de matrices
inversibles modulo la accion de C.

Generalizando levemente ese hecho, tenemos que un isomorfismo ¢ : P* x D —
P" x D es equivalente a un isomorfismo

S[e] —> 51e]
donde Sfe] := S[t]/(t*) y ¢. = My +eM, con M; € PGL(n,C).

La condiciéon i*¢ = Id se interpreta como que ¢.|s = M; = Id. Entonces lo que
queremos ver es como actuian los automorfismos de P™* x D de la forma ¢, = Id+eM
en los grupos D(w) y U(w). Para eso usamos las siguientes propiedades:

Propiedad 2.1.8. Sea F. = (w.) una deformacion proyectiva de F = (w) €
FYP")(a) de la forma w. = w + ne y sea ¢. = Id + & M un automorfismo de
deformaciones. Entonces

piw. =w+ (n+ Ly, (w)) €

donde X, es un campo de vectores definido por M y Ly, (w) es la derivada de Lieﬂ
de w respecto de X),.

Wer

14



2.1. Unfoldings y deformaciones

Propiedad 2.1.9. Sea F. = &, un unfolding proyectivo de F = (w) € F*(P")(a)
de la forma w, = w + ne + hde y sea ¢. = Id + eM un automorfismo de unfoldings.
Entonces

qb:a)é‘ =w+ (77 + LXMw) €+ (h + iXNIw) de

donde Xj; es un campo de vectores definido por M.

Las demostraciones de ambas propiedades consisten de célculos directos y se ob-
tienen de los célculos realizados en (A.1)).

2.1.10. Si ¢, es un isomorfismo de deformaciones o unfoldings algebraicos, vamos a
tener que ¢. = Id + e, donde ¢ es un automorfismo de A™. En este caso, valen las
mismas relaciones, solo que el campo de vectores que aparece en los pullbacks de w
se calcula respecto del operador lineal definido por el diferencial de ¢.

2.1.11. De cualquier manera, dos deformaciones 1,7 € D(w) o en D,(w), van a ser
isomorfas si y solo si n —n = Lx(w) para algin campo de vectores X. A su vez, dos
unfoldings (h,n), (h',n') € U(w) o Uy(w), van a ser isomorfos siy solo si h—h' = ixw
y n —1n' = Lxw para algin campo de vectores X.

Definicién 2.9. Definimos los espacios de clases de equivalencia deformaciones y
unfoldings de F = (w) € F'(P")(a) por los cocientes

donde
Cp(w) = {Lx(w) / para X € H°(Tp.(a) /HO Opn(a)).w
Cu(w) = {(ix(w), Lx(w)) / para X € H*(T}.(a) }/HO (Opn(a)).(0,w) .

De manera andloga se definen D,(w) y U,(w) y sus espacios de relaciones de
equivalencia.

Definicion 2.10. Sea F = (w) € F'(P")(a). Decimos que F es un factor integrante
de w si
Fdw=dF Nw .

Vamos a llamar K (w) al espacio de factores integrantes de w

K(w) ={F € H*(Opn(a)) / Fdw = dF ANw} .
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2.2. Unfoldings holomorfos y proyectivos

Se deduce inmediatamente de la definicion que si h € K (w) entonces (h,0) € U(w).
Por otro lado, en base a la Propiedad [2.1.7] podemos definir la aplicacién natural

U(w) —— D(w)
(h,n) —— 1
y obtenemos la sucesiéon exacta
0 K(w) == U(w) == D(w) (6)

Nuevamente, directo de las definiciones, resulta que 7(Cy(w)) C Cp(w). Por lo
tanto podemos ver la sucesion exacta anterior moédulo isomorfismos

K(w) i T
0 wcormenmy —— Ulw) ——D(w) (7)

donde 7 (Cy(w)) es la proyeccion a la primer coordenada de Cy(w).

2.2 Unfoldings holomorfos y proyectivos

2.2.1 Definiciones

Un repaso de la teoria de gérmenes de foliaciones holomorfas se puede encontrar
en [Suw95].

Nos vamos a referir al entorno infinitesimal, analitico, alrededor del origen de
A" como (A™1,0). Vamos a llamar Oyn+1 g, Q,{mﬂ,o y T&Ml’o a los espacios de
gérmenes de funciones, 1-formas y campos de vectores en (A"*1 0). Siguiendo la
misma notacion, vamos a indicar con Fyn+1 al germen de una foliacién holomorfa
en dicho espacio.

Al igual que en el caso algebraico, el germen de una foliacién holomorfa Fyn+1
estd dado, a menos de un escalar, por una 1-forma

1
(RS QAn-H’O

que verifica la condiciéon de integrabilidad v A dv = 0.
El espacio de unfoldings de Fyn+1 ¢ = (v) esta dado por

Un(v) = {(h,n) € Opns19 X Qyns1 g / hdv = v A (7 — dh)}/(’)M+170.(O,U)
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2.2. Unfoldings holomorfos y proyectivos

y las clases de isomorfismo de unfoldings estan dadas por el cociente

Un(v) := Up(v)/Cy,

donde Cf, esta definido como

CUh = {(ZX('U), LX(U)) ~ OATH-l,[) X Q}%njq’() / para X & TA%"+170 }/OAn-&—l}o.(O,U) .

Fijemos Fyn+19 = (v) un germen de foliacion en (A", 0), con v irreducible (en
el mismo sentido que para una w algebraica). Definimos el ideal de gérmenes

I (v) ={h € Opn+14 / hdv = v A7) para alguna 7] € Q}MHQ }.

En base a la siguiente propiedad, los unfoldings de v se pueden mirar a través
del ideal I;(v). La demostracion es analoga a la que daremos mas adelante para la

Propiedad [2.3.11] en un contexto algebraico.

Propiedad 2.2.1. La proyeccion a la primer coordenada 7 : U, (v) — I;(v) induce
un isomorfismo

2.2.2 Unfoldings holomorfos y proyectivos

El anillo de gérmenes de funciones holomorfas Ogn+1y estd dado por el anillo de

series convergentes C{xy, ..., z,}. Se tienen aplicaciones naturales, los morfismos de
k-jets,
Jk
C{zo,...,xn} —=Clxg, ...,z

que consisten en quedarse con la expresion polinomial de grado k£ de una serie. Estos
morfismos de jets, se extienden de manera canoénica a Q}MH o

2.2.2. Una foliacién algebraica en A™'! va a definir un germen de foliacién en
(A™t10). Por lo tanto, podemos dar un paso mas en la direccién tomada en la seccion
anterior - -: dada una foliaciéon proyectiva, miramos la foliacion algebraica
definida en el cono afin y luego el germen que define en el origen.

2.2.3. Sea F = (w) una foliacion en F*(P")(a). Vamos a mirar el germen de foliacion
holomorfa que define en (A", 0). La expresion de w no cambia, por lo que podemos
notarla a esta foliacion como F, = (w).
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2.2. Unfoldings holomorfos y proyectivos

Dado un unfolding holomorfo (h,7n) € Uy(w), miramos la descomposicion

h=>"h y n=Y_m

b>0 b>0
donde hy = jy(h) — Jo_1(h) v my = ju(n) — Jo—1(n) son las componentes homogéneas
de grado b.

El par (h,n) € Up(w) verifica la ecuacion hdw = w A (n — dh). Al ser w una forma
homogénea, dicha ecuaciéon se descompone grado a grado en

hbdw =wA (776 — dhb) . (8)
Contrayendo la ecuacion anterior por el campo radial, resulta
ahy w=—ig(m) w+bhy,w. 9)

En el caso en que b = a se cancela el lado izquierdo de la igualdad y se obtiene
que

iR(na) =0.

De esta forma tiene sentido definir la aplicacion m,

Un(w) T U(w)

(h7 77) _— (hm na)

la cual es claramente suryectiva. Concluimos:

Teorema 2.2.4. Todo unfolding de primer orden de una foliacién en F*(P")(a), es
la componente homogénea de grado a de algin germen de unfolding holomorfo en
(A™T10).

2.2.5. Con un razonamiento totalmente anélogo, y sabiendo que el espacio de de-
formaciones de Fun+1 9 = (v) esta dado por

Dy (v) = {77 € Q}M“,O JvAn= O}/OAaﬂ-l’().’U

obtenemos el resultado equivalente pero para deformaciones de foliaciones.
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2.3. Unfoldings proyectivos graduados

2.3 Unfoldings proyectivos graduados

A la luz del Teorema [2.2.4] lo que queremos hacer ahora es encontrar una manera
fluida de pasar de unfoldings holomorfos a unfoldings proyectivos.

2.3.1. A lo largo de esta seccién, vamos a fijar F = (w) una foliacion en F*(P")(a).
Es decir que w € H°(Q}.(a)) es radial e integrable.

Sea M un S-modulo graduado, donde S = Clxy,...,z,]. Vamos a indicar con
M (b) su componente homogénea de grado b.

Definicion 2.11. Definimos el ideal graduado I(w) C S como [(w) = @ I(w)(b)

b>0
donde

I(w)(b) ={h € S(b) / hdw = w A7 para alguna 7 € ng} .

2.3.2. De esta forma, I(w) no es més que la version algebraica de su analogo holo-
morfo, es decir, I(w) = I(w) N S.

En el caso de variedades C*°, es bien conocida la siguiente descomposiciéon - ver
[War83|, Proposition 2.25, pp. 70] -:

Propiedad 2.3.3. Sea 1 una 1-forma y X un campo de vectores, entonces
Lx(n) = dixn +ixdn .
2.3.4. La descomposicion anterior la vamos a tomar como definiciéon de la derivada

de Lie en el contexto algebraico.

2.3.5. En el caso particular en que uno considere el campo de vectores radial R y
n e Qg‘c(b) es una forma homogénea de grado b vale la igualdad

ver [Jou79, Lemme 1.2, pp. 3.

2.3.6. Como la forma w es una seccion global de Q4. (a) verifica la condicién ig(w) =
0. De esta forma
Lp(w) =dig(w) + igdw = igdw =a w .

Lo mismo sucede para una funcion h € S(b).
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2.3. Unfoldings proyectivos graduados

Definicién 2.12. Sea F = (w) € F*(P")(a). Definimos el espacios de unfoldings
proyectivos graduados U(w) como

U(w) = {(h,n) € S x Qe / La(h) dw = Ly(w) A (n — dh)}/S.(O,w) .

Asi, cada componente homogénea U(w)(b) esta dada por

U(w)(b) = {(h,n) € S(b) x Qgic(b) /b hdw=awA (n— dh)}/S(b— a).(0,w) .

2.3.7. Es importante observar que los grupos U(w) y U,(w) coinciden con U(w) en
su componente homogénea de grado a

El nombre de unfoldings proyectivos graduados a U(w) proviene de la propiedad
siguiente, que muestra que los elementos homogéneos de U(w) descienden al espacio
proyectivo.

Propiedad 2.3.8. Si (h,7n) € U(w)(b) entonces (h,n) € H°((Opn x Qb )(b)).

Demostracion. Tomemos (h,n) tal que b hdw = a w A (n — dh). Aplicando la con-
traccion con el campo radial

abhw=—awANir(n—dh) =—awA (ign — bh) =

=—aignw+abhw.

Cancelando términos llegamos a ign w = 0, por lo tanto ign = 0. [

2.3.9. Por otro lado, resulta U(w)(b)

12

Uy(w)(b). Siel par (h,n) € U,(w)(b) entonces

hdw =wA (5 —dh) = 5 w A Kg(n—dhﬂdh) —dh} =

_ % A Kanr (sa b)dh) —dh} .

De esta manera concluimos el siguiente resultado:
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2.3. Unfoldings proyectivos graduados

Propiedad 2.3.10. La aplicacion p : U,(w) — U(w) definida en cada componente
homogénea como

Ua(w) (b) —=—U(w)(D) (10)
(h, 77) | (h, bn—l—(a—b)dh)

a

define un isomorfismo de C-espacios vectoriales entre ambos espacios.

Propiedad 2.3.11. Sea F = (w) € F*(P")(a) una foliacién irreducible. Entonces
la proyeccion a la primer coordenada 7 : U(w) — I(w) induce isomorfismos

para todo b € N.

Demostracion. Por la definicion de I(w) esta claro que m; es un epimorfismo.

Sean ahora (h,ny), (h,n2) tales que

b hdw =a w A (n — dh)
b hdw=a wA (n2—dh) .

Entonces w A (1 —12) = 0. Como w es irreducible existe f € S tal que n; —ny = fw.
De esta forma podemos escribir

(h7771) = <07 fCU) + (h7 772)

de donde se ve que Ker(m) = 5.(0,w) = 0. O

La propiedad anterior, elemental, transforma la naturaleza del problema: de tra-
bajar con unfoldings, pares de elementos desprovistos a priori de una estructura
algebraica amigable, se pasa a mirar un ideal del anillo de polinomios.

2.3.12. Supongamos que queremos conocer U(w) a través del ideal I(w). Esta claro
que si se conoce un elemento h € I(w)(a) y se quiere conocer efectivamente el
unfolding al cual corresponde, es necesario resolver la ecuaciéon diferencial

hdw = w A (n — dh) .

Como nostros partimos de una w que desciende al espacio proyectivo el ideal
I(w) es homogéneo. Por lo tanto, si los generadores de I(w) tienen todos grados
superiores al de w, no van a haber unfoldings proyectivos. En cambio, si los grados
de los generadores fuesen menores que el de w, se necesitaria generar los elementos
del grado igual al de w para poder obtener los unfoldings proyectivos. En este tiltimo
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2.3. Unfoldings proyectivos graduados

caso, es natural pensar que conviene resolver la ecuaciéon anterior en grados bajos y
luego subir el grado de los elementos al grado de w en lugar de hacer al revés.

La siguiente propiedad le otorga una estructura de S-modulo graduado, no natural,
a U(w) que permite resolver la situacion recién mencionada.

Propiedad 2.3.13. Sea F = (w) € F*(P")(a). El grupo U(w) tiene una estructura
de S-modulo graduado en base a la siguiente acciéon de S:

b 1
f(hym) = (m fh, fﬁ*‘m (bhdf—cfdh))

para (h,n) € U(w)(b) y | € 5(c).

Demostracion. Sea entonces (h,n) € U(w)(b) v f € S(c). Primero verifiquemos que
efectivamente el par f - (h,n) € U(w)(b+ ¢):

+ b+ e +
b fhdw=awA( fn— fdh)
bfhdo=afwAN(n—dh)

(b+c) <b—bc fh) dw=awA [(me (bhdf—cfdh)) —d(% fh)}

bhdw=awAN(n—dh).

Para verificar la asociatividad, tomemos también g € S(e). Por un lado tenemos

() - (h,m) = gfh, gfn+ H;e (b hd(gf)— (c+e)gf dh) )

b
(b +c+te c+
y por otro lado, llamando f - (h,n) = (ﬁ, n), resulta

g-(f-(h,m):g-(%,m:( bre

Ttore ((b+c) ﬁdg—egdﬁ)).

N
L

Sustituyendo h = %j fh se ve la igualdad en la primer coordenada. En la segunda

coordenada, al sustituir 77 por fn + ﬁ (b hdf — ¢ fdh), tenemos

R e ((b+c)ﬁdg—egdﬁ>:
=gfn+$ (bhdf—cfdh)+ﬁ (bfhdg—bibcgd(fh)>:
=ofn+ ijc_ (b+c+€2)(b+c))hg a + (ﬁ) hf dg} +
- (_bjc_ (b+c+€z)(b+c)>9f dh =
=gfn+ (bhd(gf)— (c+e)gf dn)

b+c+e
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2.4. Foliaciones racionales y logaritmicas

como queriamos ver.

Por tltimo, observemos que la accién pasa al cociente por S.(0,w) puesto que
g9-(0, fw) = (0,9fw) O

2.4 Foliaciones racionales y logaritmicas

En |[CLN96| se muestra que las foliaciones racionales y logaritmicas forman com-
ponentes del espacio de foliaciones F'(P")(a).

2.4.1. Una foliacion racional en dicho espacio, queda definida por una 1-forma que
se escribe como

wr =1 FdG — s GdF

donde F'y G son polinomios homogéneos de grados r y s respectivamente.

Vamos a denotar al espacio de foliaciones racionales de tipo (r,s) en P" como

R(n, (r,s)).

A su vez, una foliaciéon logaritmica en F!(P")(a), queda definida por una 1-forma

que se escribe como
S S dfl
We = H fi Z )\i7
i=1 i=1 v

donde se verifican las condiciones
1) (A1, As) €A(s) :={(A\1,..., As) € (C¥)° / tales que M\idy + ...+ A\sds = 0}

2.4.2. También vamos a usar la siguiente notacién para una forma logaritmica
S
We = E Ai F df;
i=1

donde F; = [] f;. En general, para I C {1,...,n}, vamos a notar con F; al producto
J#i
I1 f; ¥ con df; al producto exterior de los df; con i € I.
J¢l
Vamos a denotar al espacio de foliaciones logaritmicas de tipo d € N* en P* como

L(n,d).
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2.4. Foliaciones racionales y logaritmicas

De esta manera, de acuerdo con la Propiedad [1.2.9] las componentes racionales
y logaritmicas del espacio de foliaciones de F'(P")(2) estan dadas por formas de
grado 4 y los tnicos casos posibles son R(n,(1,3)), R(n,(2,2)), L(n,(1,1,1,1)) y
L(n,(1,1,2)).

2.4.1 Foliaciones racionales

Las perturbaciones infinitesimales de una foliacién racional estan estudiadas en
[GMLN91| y |[CPV09]. Citamos el siguiente resultado de [CPV09, Proposition 2.4,
pp. 711].

Definimos la aplicacion

YR

P(S(r)) x P(5(s)) R(n, (r,5)) (11)
(F,G)——1rFdG — sGdF .

Queremos que las formas wg verifiquen cierta condiciéon de genericidad, para eso
definimos el conjunto

Ur = {w € R(n,(r,s)) / codim(Sing(dw)) > 3 y codim(Sing(w)) > 2} .

Propiedad 2.4.3. Sean (F,G) € P(S(r)) xP(S(s)) tales que ¥x(F,G) = wg € Ug.
Entonces el diferencial de la aplicacion W5 en el punto (F,G)

dUx

Tl (]P’(S(r)) X ]P’(S(s))) TL R(n, (r,s))

es suryectivo.

Siguiendo [1.2.11] tenemos que Tl <P(S(r)) x P(S(s))) ~ S(r) x S(s)/(F.G).
Como también T, (F'(P")(a)) = D(wg) entonces toda deformacion de wg se ob-
tiene perturbando los pardmetros F' o G.

Por otro lado, sea v € Q},, un germen de una forma racional holomorfa que se
escribe como

v=fdg—gdf .

De [Suw83b, Lemma 2.1, pp. 217| tenemos la siguiente propiedad:

Lema 2.4.4. Para la forma v recién definida, si codim(Sing(v)) > 2, entonces

]h<U) = (f7 g)
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2.4. Foliaciones racionales y logaritmicas

2.4.5. Sea wr = r FdG — s GdF una forma racional. Si miramos el germen de
foliacion holomorfa que define alrededor del origen podemos utilizar el Lema anterior
y ver que
In(wr) = (F,G) .
Mas atn, como F, G son polinomios tenemos una version algebraica del Lemal[2.4.4]

Propiedad 2.4.6. Sea F = (wg) € R(n,(r,s)) una foliacién racional. Si wr =
rFdG — sGdF, entonces
I(wr) = (F,G) .

Fijemos wgr como en la Propiedad de grado a.

Si miramos a F' € I(w)(r), por la Propiedad [2.3.11|existe 6 que verifica (F,0p) €
U(wg)(r), es decir,
rF dwug = a wg N\ (O — dF) .

Como dwg = (r + s)dF ANdG = a dF A dG, podemos resolver la ecuacion
raF dF NdG = a (rFdG — sGdF) A (0p — dF)

tomando simplemente 0z = 0.

Sea g un polinomio de grado s = a —r. Actuando con g en el par (F,0) obtenemos

r

g-(F,0)= (r—l—ng’ rJlrs (rFdg — sng)> € U(wr)(a) =U(wg) .

Haciendo lo mismo para G, actuando con un polinomio g en el par (G, 0) vamos a
obtener
s 1

f-(G,0) = <r n st’ s (rGdf — sfdG)) € Ulwg)(a) = U(wr) -

De esta forma, vemos que la proyeccién
U(wr) —— D(wr)

es un epimorfismo. Concluimos el siguiente resultado:
Teorema 2.4.7. Siguiendo la notacién anterior, sea F = (wg) € F'(P")(a) una
foliacion racional tal que wr € Ur. Entonces la siguiente sucesion es exacta

0—— K(wr) —> U(wr) —== D(wgr) —=0 .

Es decir que todas las deformaciones de una forma racional genérica provienen de
unfoldings.

2.4.8. Una demostracion alternativa de este hecho, independiente de la clasificacion
de los resultados de [GMLN91| o [CPV09|, la damos en (A.2)).
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2.4. Foliaciones racionales y logaritmicas

2.4.2 Foliaciones logaritmicas

Una manera natural de deformar una forma logaritmica w, es deformando alguno
de sus pardmetros f; o A. En base a esto, miramos las 1-formas

_ dfz (ft+5f7t/)
Ny = (Hfz) (fe +efp) (Z)\ Thtef! )

it it fi

Ty = (Hf) (Z (A + £10) f)

(2

donde en Ty cambiamos la funcion f; por f; +<f/ y en 7j» cambiamos cada escalar
Ai por \; + ;.

Distribuyendo en ambos casos, es facil ver que se llega a expresiones de la forma

ﬁﬁ:wt—i-éﬁf{ ﬁﬁ:wg—i—@nﬁ

donde 7y y 1 son formas logaritmicas iguales a w, salvo que tienen el parametro f;

cambiado por f/ y A por & respectivamente. En (A.3) mostramos que efectivamente
son deformaciones, es decir que valen las condiciones

WLAnft/ZO
we Ang=0.

Continuando con la notacién, podemos definir los espacios de deformaciones de w,
generados por las perturbaciones de estos parametros

D(we, T) = (nft, /fle S(dt)/(ft), t = 1,...,3)
D(we,N) = (1 / T € As) [ (V) .

Teniendo en cuenta que la dimension de S(d;)/(f;) esta dada por (”+d) -1, la

z

dimension de D(w, f) la podemos calcular como

(") = (20)

La dimensién de D(w,, \) es igual a s — 2.

S S —

2.4.9. Para w = (H f1> > )\Z‘i{’, definimos el abierto genérico Uy C L(n,d) en
=1/ i=1

base a las condiciones

i) f; son irreducibles y se intersecan transversalmente
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2.4. Foliaciones racionales y logaritmicas

Podemos reescribir [CA94, Theorem 4.1, pp. 766] y [CA94], Corollary 4.2, pp. 766]
de la siguiente manera:

Teorema 2.4.10. Sin,s > 3y d = (dy,...,d5) € N° es tal que Y. d; = a > 1,
entonces el espacio £(n,d) es una componente irreducible del espacio de foliaciones
F(P™)(a) y su dimension es

i(";di) — 2. (12)

i=1

Mas atin, si w, € U, entonces toda deformacion de w, se descompone como

D(W[;) = D(w[;, f) D D(wﬁ, )\) .

2.4.11. Sea ahora v € Q}, ; un germen holomorfo de una forma logaritmica escrita

como
s

v = (H h) Z_; )\i% = Z_; NH;dh; .

2.4.12. Fijemos las siguientes condiciones de genericidad

codim(Sing(v)) > 2
las h; son reducidas y no tienen factores comunes
ht((hi, hj, hy)) = 3 para todo i, j, k distintos 2 a 2

donde ht((h;, hj, hi)) denota la altura@ del ideal generado por h;, h;, hy.

De [Suw83al, Proposition 1.7, pp. 102] obtenemos el siguiente resultado:

Propiedad 2.4.13. Sea v € Q}v,o el gérmen de una forma logaritmica como en

de forma tal que verifica las condiciones y dhy N ... N dhg # 0.

Entonces
In(v) = (Hy,..., Hy) .

2.4.14. Haciendo un razonamiento analogo al que hicimos para el caso de una forma
racional - Propiedad - tenemos una version algebraica de la Propiedad [2.4.13]

2La altura de un ideal I es el supremo de las longitudes de cadenas crecientes de ideales primos
contenidas en I - ver [Eis95, pp. 225] -.
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2.4. Foliaciones racionales y logaritmicas

Propiedad 2.4.15. Sea F = (w,) € L(n,d) una foliacion logaritmica escrita como
we = Z A By df;
i=1

Si w, verifica las hipotesis de la Propiedad [2.4.13| entonces
I(we) = (F1, ..., Fy) .

2.4.16. En particular, de la Propiedad tenemos que necesariamente s < n.
Fijemos w, como en la Propiedad [2.4.15| de grado a.

Al igual que antes, como las funciones F; tienen grados b; = a — d;, vamos a buscar
6; de forma tal que (F;,6;) € U(we)(b;).

Para t < s, tenemos que buscar 6; que verifique

bt Ftda)ﬁ = a Wr A <9t - dﬂ)

b, F, Z N Fy dfij =a (ZA Fdfz> (0, — dF,) . (13)

,j=1

2.4.17. Si suponemos que las funciones f; estén dadas por las variables z;, podemos
contraer la ecuacién anterior por el campo 5--. La ecuacion resultante tiene una facil
solucion considerando ¢ o (0; — dF;) =i o Ht = 0.

Oxy

No solo eso, sino que suponiendo que 'y o 0; = 0 podemos resolver el sistema
oz

original.

Motivados por el comentario anterior, vamos a buscar una soluciéon de la forma

0 — dFy, = i Fye df;
i#t
para la ecuacion ((13]).

Reemplazamos dicha expresion en la ecuacion

by Z)\ szFt dflj =a <Z)‘Fdf1> A <Zﬂijt dfj)

i,J j#t
Dby FyFy dfiy + Y b = N)FiF, dfye =
1,j7#t J#t
= Z alip; i Fy dfij + Za)\tqutth dfy; .
h,j7t J#t
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2.4. Foliaciones racionales y logaritmicas

Esta ultima igualdad, la podemos reacomodar en el siguiente sistema:

D N = M) FyFydfi; = alhipy — \j) FyFy dfy;

i<j i<j
it it
Z bt<)\j - )\t)Ftth dftj = ZG)\thFtth dftj .
J#t J#t
En base a la segunda ecuacion, la tnica opcién es tomar j; = bt(’:j—/\_t)‘t) Reempla-

zando este valor de p; en la primer ecuaciéon comprobamos la compatibilidad del
sistema en base a la igualdad

o (S52) - (42 s

Finalmente, si tomamos 6; como

O =— (N —N) Fu dfy + dF,

obtenemos el par (F}, 60;) € U(w,)(by) como buscdbamos.

Tomamos ahora g € S(d;). Queremos calcular g - (Fy, 6;) € U(we)(a) = U(wz). En
base a la definiciéon tenemos

b 1
g-(F,0,) = (ngt, g0 + p (b Fydg — digdFy ) ) .

Reemplazamos 6; en la segunda coordenada

bt : bt dt
—— A — N) gF; df; dF, —Fidg — —gdF, =
a)‘tjzl<j t)gjtf]+g t"’atg ag t
it
bt bt bt
=JZ¢: (\j = A) 9 dfy + —g dF, + —F dg =
J
b
= — (D> N =N gFudf; + MgdF + N Fdg | =
ak j#t
b
:_; Z (A= Ae) gFye dfy + Z)\t gFj dfy + M\ Fy dg) =
@t J#t J#t
bt bt
:a_/\t ;)‘ngjtdfj"‘)\tFtdg :a_/\tngt
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2.4. Foliaciones racionales y logaritmicas

donde 7, pertenece al espacio de deformaciones de w, correspondiente a la pertur-
bacion del pardametro f; por g, = g.

Asi, vemos que la imagen de la proyeccion

U(we)——=D(we) = D(we, f) ® D(we, A)

estd dada por D(wg, f). Concluimos entonces el siguiente resultado:

Teorema 2.4.18. Siguiendo la notacion anterior, sea F = (wz) € F(P")(a) una
foliacion logaritmica tal que wy € U, y verifica las condiciones [2.4.12] Entonces la
siguiente sucesion es exacta

00— K(wg) 2> U(wz) —== D(w;) —= D(wg, \) —=0 .

Es decir que las tnicas deformaciones de una forma logaritmica genérica que pro-
vienen de unfoldings estan dadas por las perturbaciones de las funciones f;.
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Capitulo 3

Complejo K*(dw)

Introduccion

En la primera seccién hacemos un repaso sobre los funtores que relacionan ha-
ces de médulos sobre Oprn y médulos graduados sobre el anillo de coordenadas
homogéneas S. En la segunda seccién, recordamos las propiedades basicas del
polinomio de Hilbert de una variedad proyectiva, o de un médulo graduado.

Luego definimos el complejo K*®(dw) asociado a una foliacién definida por la
forma w. Probamos que la homologia de dicho complejo es isomorfa a la clase de
isomorfismos de unfoldings proyectivos graduados U(w) definidos en el capitulo
anterior.

Sea F = (w) una foliacién racional o logaritmica. Bajo ciertas condiciones de
genericidad el lugar singular de w se descompone como Sing(w) = ZUR, donde
Z tiene codimensién 2 y R tiene dimension 0 y consta de N puntos aislados.
Probamos que el polinomio de Hilbert de H'(K*(dw)) es constante e igual a
N.

3.1 Variedades proyectivas y médulos graduados

Llamemos Opn-ch a la categoria de haces de Op» mddulos coherentes y S-mod,, a
la categoria de S-modulos graduados.

Definicion 3.1. Vamos a decir que 2 médulos M y N en S-mod,, son establemente
isomorfos si existe un ng € N tal que

P M)~ P Nk) .

k>ng k>ng

Vamos a notar M ~, N, cuando M y N sean establemente isomorfos.
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3.2. Polinomio de Hilbert

El funtor I', definido como

|

O]pn—Ch
Fr— (P, F(b))

beZ

S-modg,

define una equivalencia entre las categorias de Opn-ch y S-modg,, médulo la relacion
de equivalencia de ser establemente isomorfos, |[Har77, Exercise 5.9, pp. 125]. El
funtor “inverso” a I', esta dado por el funtor de hacificacion ( )~.

A nivel de esquemas, una subvariedad Y C P" se identifica con un cociente de S
por un ideal homogéneo. Esta identificacion se da a través de la construccion del
esquema Proj de un anillo graduado.

3.1.1. La relacion entre estos funtores se puede ver de la siguiente manera: si I C
S es un ideal, entonces (S/I)~ se identifica con el haz estructural del esquema
Proj(S/I), visto como haz sobre Opn.

En general, vamos a notar con V (/) a la variedad Proj(S/I) definida por el ideal I.
En el caso en que M € S-modg,, vamos a llamar V(M) a la variedad definida por el
ideal anulador de M, el cual esta definido por ann(M) ={a € S /am =0Vm € M}.

3.2 Polinomio de Hilbert

La funcién de Hilbert de un S-médulo graduado M se define como
op(t) = dime(M(1)) .

En el caso en que M sea finitamente generado, existe un polinomio Py; € Q[t] que
verifica

Par(t) = oum(t)
para t >> 0; mas aun, el grado de dicho polinomio es tal que

gr(Py) = dim(V(M))

- ver [Har77, Theorem 7.5, pp. 51| -. Dicho polinomio P); se denomina el polinomio
de Hilbert de M.

Sea C una categoria y sea C el conjunto definido por la categoria C' modulo
isomorfismos.
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3.2. Polinomio de Hilbert

Definicién 3.2. Sea (G,+) un grupo abeliano. Vamos a decir que una funciéon

C—~G es una funcién aditiva si para cualquier sucesion exacta corta en C del
tipo
0 M’ M M" 0

vale la relacion x (M) = x(M') + x(M").

Hacemos un pequeno abuso de notaciéon y notamos indistintamente M € C o
M e C.

3.2.1. Claramente la funcién dimension es una funciéon aditiva de la categoria de C-
espacios vectoriales finitamente generados sobre el grupo (Z, +). Como consecuencia
de esto, el polinomio de Hilbert es una funcién aditiva de S-mody, sobre Q[t]. Mas
aun:

Propiedad 3.2.2. El polinomio de Hilbert P define una funcién aditiva
S-mod,, ——~ Q)[t]
M+—— Py

donde la nocion de isomorfismos en S-modg, esta dada por ~.
Demostracion. Sean M y M’ tales que M ~, M’. Entonces existe by € N tal que
M (b) ~ M'(b) para todo b > by.

Por lo tanto, la dimc(M (b)) = dimc(M'(b)) para b > by. De esta forma oy, = @
para b >> 0 lo que implica que Py; = Pyy.
[

Definicién 3.3. Sea M € S-mod,. Vamos a decir que un conjunto de S-mod,,
{M?"}r_, es una cadena de descomposicion de M si

0=M'c..cM =M

Vamos a llamar graduado asociado a (la cadena de descomposicion de) M a

Gr(M) = @ M /MY

Propiedad 3.2.3. Sea x : S-mody, — G una funcién aditiva. Manteniendo la
notacion de recién tenemos

X(M) = x(Gr(M))

para cualquier cadena de descomposicion de M.
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3.2. Polinomio de Hilbert

Demostracion. En primer lugar, tomando la sucesién exacta corta
O—M—>-M®dN—N—-0

vemos que x(M @& N) = x(M) + x(N), por lo que cualquier funcion aditiva separa
sumas directas.

Ahora fijemos { M*}!_, una cadena de descomposiciéon de M. Si miramos la cadena
en un grado cualquiera

0—> M~ Mi Mi /M= ——0

tenemos que x (M7 /M=) = y(M7) — x(M?~1). Por lo tanto

X(Gr(M) = @@ /M) = P (M) —x(M) =

=X(M") = x(M°) = M .

Vamos a notar M, al shift por ¢ de M, es decir, M;(b) := M(t + b).

Un resultado clasico de la teoria de moédulos sobre un anillo noetheriano es la
existencia de la siguiente cadena de descomposicion de M - ver [Har77, Proposition
7.4, pp. 50| -:

Propiedad 3.2.4. Sea M un mo6dulo graduado finitamente generado sobre S. Existe
una cadena de descomposicion {M*}7_, que verifica

MM = (S/pi)s,
donde p; es un ideal primo homogéneo y ¢; € Z. La filtracién no es tnica, pero valen

i) si ¢ es un ideal primo homogéneo de S entonces ann(M) C g siy sélosi p; C q
para algun i. En particular, los primos minimales del conjunto {py, ..., p,} son
los primos minimales de ann(M)

ii) para cada primo minimal de ann(M), la cantidad de veces que ocurre en la
descomposicion es igual a la longitud [(M,) sobre S,, por lo tanto es indepen-
diente de la descomposicion.

En base a la proposicion anterior introducimos la siguiente definicion:

Definiciéon 3.4. Sea p un primo minimal de ann(M). Definimos la multiplicidad de
M en p, p,(M), como la longitud [y (M) sobre S,.
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3.3. Homologia y clases de unfoldings

Sea M de forma tal que dim(V(M)) = d. Podemos descomponer el conjunto
de primos minimales de V(M) como la uniéon {q,...,q,} U {t1,...,t.,} donde
dim(V(S/qx)) = dy dim(V(S/tx)) < d.

En base a la Propiedad tenemos que M va a admitir un graduado asociado
de la forma

Gr(M) = (@(S/q»(e%)) £ (é(S/m(e?)) = Gr'(M) P Gr*(M) .

i=1
El polinomio de Hilbert Py, lo podemos calcular en Gr(M) y vemos que
Py = Pgriny + Parz(u)
donde gr(Peyiany) = d 'y gr(Parny) < d.

Notemos con ¢p(P) al coeficiente principal de un polinomio. Entonces
T1
cp(Par) = ep(Pepan) = Y g, (My,) cp (P(S/qiwg)) : (1)
i=1

El siguiente caso particular va a ser de nuestro interés mas adelante:

Propiedad 3.2.5. Sea M € S-mod,, tal que dim(V (M)) = 0. Entonces cp(Py) =
#{ puntos de V(M) contados con multiplicidad}.

Demostracion. En este caso las componentes irreducibles de V(M) son puntos pro-
yectivos por lo tanto los cocientes (S/r;) son de la forma I'*(P') = Clx].

De esta forma, podemos agregar a la ecuaciéon que cp(P(S/r].)(g];)) =1yel
resultado sigue. []

3.3 Homologia y clases de unfoldings

Sea F = (w) € FYP")(a). Como vimos en [2.1.11] y en la Definicion la

relacion de equivalencia de clases de isomorfismo de unfoldings algebraicos esta dada
por el grupo Cp, (w). Un elemento de Cy, (w)(b) es de la forma (ixw, Lx(w)) para
X € TY(b), donde T (b) es el espacio de campos de vectores homogéneos de grado b
en C"t1,
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3.3. Homologia y clases de unfoldings

Si miramos la imagen de la aplicacion u : U, (w) — U(w)

Ua(w) (b) —=—U(w)(b)
(h, ) (h, bn+(aa—b)dh>

restringida a Cp, (w)(b) resulta que va a estar dada por elementos de la forma

<, bLXw—l—(a—b)din)
IxW, a

para cualquier b € N. Usando la Propiedad de la derivada de Lie podemos
reescribir la segunda coordenada de la siguiente manera

bLxw+ (a —b)dixw b (dixw+ixdw )+ (a—0b) dixw

a a
B b ixdw +a dixw

a

Definicion 3.5. Sea F = (w) € F!(P")(a). Definimos el grupo graduado Cy(w) C
U(w) como
Cu(w)(b) = pu(Cu, (W)(b)) =

_ { <in, bixdw ta ‘“X“) / para X € T (b — a)} /S(b —a).(0,w) .

a

Propiedad 3.3.1. El grupo Cy(w) es un S-submoédulo de U(w).

Demostracion. Sea el par (z’Xw, M) € Cy(w)(b) y sea f € S(c). Queremos
ver que existe un campo Y € T*(b+ ¢ — a) de forma tal que

I3 (Z,Xw bixdw+a dixw> _ (Z,Yw (b+¢) iydw+a diw) |

a a

La accion de f en la primer coordenada va a resultar en ﬁ fixw = Z( b px)W-
b+c

Tomemos entonces el campo Y = ﬁ fX y comprobemos que vale la igualdad

bixdw+ a dixw 1 ) . B
f( . >+b+c(bzxwdf—cfdzxw) =
(b+c¢) iydw + a diyw

a
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3.3. Homologia y clases de unfoldings

Operamos en el lado izquierdo de la ecuaciéon anterior

bb+c¢) fixdv + a(b+c¢) f dixw + abixw df — ac f dixw
a(b+c) B
b(b+c) fixdw + ab f dixw + abixw df
a(b+ c) B
b(b+c) fixdw + abd(fixw)
a(b+c) B
(b+c)? i px)dw + a(b+ c) d(%#fx)w)
a(b+c)
(b+c)iydw + a diyw
a

y llegamos a la expresion deseada. O]

Vamos a notar U(w) al cociente U(w)/Cy(w). Tenemos entonces que:

Corolario 3.3.2. Sea F = (w) € F'(P")(a). La aplicacion i : U,(w) — U(w) pasa
al cociente por las clases de isomorfismo de unfoldings algebraicos U,(w) y U(w).

Si aplicamos el diferencial exterior a la condiciéon de integrabilidad de w llegamos
a la expresion

dwNdw=0. (2)

Como ig(w) = 0, tenemos que igrdw = a w. Aplicando nuevamente la contraccion
con el campo radial a la ecuaciéon llegamos a ig(dw A dw) = 2a w A dw = 0.
De esta manera vemos que ambas ecuaciones son equivalentes y podemos definir el
siguiente complejo.

Definicion 3.6. Sea F = (w) € F'(P")(a). Definimos el complejo de S-modulos
graduados

K*(dw) : T ROl 0 R (3)
donde el primer diferencial estd dado por dwA X := ixdw para un campo de vectores
X. De ser necesario, vamos a indicar d*wA al morfismo aplicado en grado s del

complejo.

Para b € Z vamos a indicar con K*(dw, b) a la componente homogénea del complejo
que en grado 1 tiene Q}ﬂc(b), es decir,

K*(dw,b) : TYb— a) ="~ QL (b)) 2= Q3 (a+b) —22> .. (4)
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3.3. Homologia y clases de unfoldings

3.3.3. Dadan € QIS‘(C(b), siempre en base a la Propiedad podemos descompo-

ner 7 como
=1+

donde ig(n,) = 0 y dng = 0. Dicha descomposiciéon es tnica y explicitamente esta

dada por
1

. 1
Nr = EZRCZU Na = EdZR(TI) .

Nos va a resultar 1til, también, escribir 73 como
na = —dh

para h = —3ig(n).
3.3.4. De esta forma, para una n € Qg‘c(b) vamos a escribir frecuentemente

n="1 +na=1 —dh.

Teorema 3.3.5. Para F = (w) € F*(P")(a) la aplicacion

¢

Qe § x Qe (5)
n=mn, —dh+——=(h,n,)

induce isomorfismos entre
Ker(d'wA )/Sw ~TU(w) y Im(d°wA )/S.w =~ Cy(w) .

Por lo tanto H'(K*(dw)) ~ U(w).

Demostracion. Sean =mn, —dh € le|<c(b) de forma tal que dw An = 0. Contrayendo
por el campo radial tenemos

ir(dw A (. —dh)) =0 <=
awA(n—dh)—bhdw=0 <
bhdw=awA(n —dh).

Reciprocamente, sea (h,n) € U(w) entonces
bhdv=awA(n—dh).

Por la Propiedad sabemos que ig(n) = 0, por lo tanto, siempre siguiendo la
notacion [3.3.4 podemos escribir n — dh = n, — dh.
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3.3. Homologia y clases de unfoldings

Multiplicando a ambos lados de la igualdad por 7, — dh el lado derecho se cancela
y nos queda
bhdwA(n —dh) =0 <

Por lo tanto, la aplicacion ¢ induce en Ker(d'wA )/S.w —=U(w) define un iso-
morfismo entre ambos espacios.

Sea ahora (iyw, Xxdete dixe) e Oy (w)(b). En base a la igualdad

b b
— dixw = —ixdw = dwA (—X) (6)
a a

b ide +a din

a
concluimos que ¢ también induce un isomorfismo en I'm(d’wA )/S.w —Cy(w).

[]

Utilizando este dltimo resultado, y junto con el Corolario [3.3.2] resulta:

Corolario 3.3.6. Sea F = (w) € F'(P")(a). La homologfa en grado 1 del complejo
K*(dw) es isomorfa a la clase de unfoldings algebraicos de w

HY(K*(dw)) ~ U, (w) .

Definicion 3.7. Sea F = (w) € F*(P")(a). Definimos el ideal J(w) C S como
J(w) = {ix(w) € S/ paraalgin X € T"} .
Sea X € T'. Como w es integrable, podemos contraer por el campo X la ecuacion

w A dw = 0y obtenemos
Ixw dw =w Aixdw .

Asi vemos que ixw € I(w) y entonces vale la inclusion

J(w) C I(w) .

Propiedad 3.3.7. Sea F = (w) € FY(P")(a). La aplicaciéon ¢; = m, o ¢

S x Qe (7)
e
o1
Q¢ S



3.4. Polinomio de Hilbert de H'(K*(dw))

induce isomorfismos entre
Ker(d'wA ) /w ~ I(w) vy Im(dwA ) jw ~ J(w) .
Por lo tanto H'(K*(dw)) ~ I(w)/J(w).

Demostracion. Usando la Propiedad [2.3.11] y el Teorema podemos decir que
Ker(d'wA )/w ~ I(w) y que (w) = Ker(¢1).

La contraccion i1 pdw = w por lo que w € J(w). Por la ecuacion @ queda claro
que ¢1 (Im(d°wA )) = J(w), por lo tanto Im(d’wA )/w ~ J(w) como querfamos. [J

Finalmente concluimos esta serie de isomorfismos con:

Corolario 3.3.8. En base a las hipotesis de la propiedad anterior resulta

U(w) ~ I(w)/J(w) .

3.4 Polinomio de Hilbert de H'(K*(dw))

Sea w, € L(n,d) una forma logaritmica de tipo d = (dy, ..., d,)
Wwe = Z A By df
i=1
Sea D; la hipersuperficie definida por V(f;) parai = 1,...,s, y sea D;; la inter-
seccion D; N Dj.

Si llamamos L;; a los ideales definidos por (f;, f;), resulta D;; = V(L;;). Definimos
también el ideal L =[),_. L;; y a su variedad Z = |J D;;.

1<j

3.4.1. Vamos a pedir que la forma logaritmica w, verifique la siguiente condicion
de genericidad:

{ (Aty..., A) € (C*)°

que las variedades D; sean suaves y se intersequen transversalmente.

(8)

Propiedad 3.4.2. Bajo las condiciones recién mencionadas vale la igualdad
I(w) = L.
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3.4. Polinomio de Hilbert de H'(K*(dw))

Demostracion. Como habiamos visto anteriormente en la Propiedad [2.4.15] sabemos
que el ideal I(w) esta generado por

(W)= (F,....F) .

También estd claro que Fj, € L;; para toda eleccion de ij, de donde resulta la
inclusion [ (w) C L.

Para ver que L C I(w) tomemos H € L. Directamente de la definiciéon podemos
escribir

thij fi + h'gj Ji
H = hyy, fi + i fie -

para cualquier terna i, j, k. Si cancelamos el término con f;, llegamos a la igualdad
k hgj fj = hﬁj h?k I -

Supongamos que f; { H para todo j. Por las condiciones ({3.4.1)) los polinomios f; no

tienen factores comunes, entonces f; 1 hﬁj. De esta forma tenemos que necesariamente
fi | k¥ para todo k # i. Resulta entonces

H=q; Fifi + ¢; F; fi = ¢; F; + ¢ F; €I(w).

Sin pérdida de generalidad, supongamos ahora que fi, ..., f;|H. Por el mismo razo-
namiento anterior, vamos a tener que

S S S R R

fio.... fi Yoo fy Yofiooo fe

para todo 4,7 # 1,...,t. Multiplicando por fi..... fi obtenemos H € I(w) como
buscéabamos.
]

En |[CSV06, Theorem, pp. 3| obtienen la siguiente descomposicion del lugar singular
de una forma logaritmica w,:

Teorema 3.4.3. Sea F = (w,) € L(n,d). Continuando con la notacién anterior, si
las variedades D; verifican la condicion entonces el lugar singular Sing(w,) se
descompone como la unién disjunta

Sing(we) = ZUR

z =Dy

1<j

donde

y R es un conjunto finito de puntos en P cuya cantidad esta dada por
= . (1 —h)ntt
N(n,d) = coeficiente de h" en —————
[, (1 —dih)

contados con multiplicidad. Mas atn, si algtin d; > 1 entonces N(n,d) > 0.
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3.4. Polinomio de Hilbert de H'(K*(dw))

Observacion 3.1. La demostracion de este resultado esta separada en dos partes:
por un lado se calcula la cantidad de puntos aislados, dicho calculo se prueba que vale
para s > 2. Por otro lado, la demostracion de la descomposicion Sing(wz) = ZU R
se realiza para formas logaritmicas para las cuales s > 2; si bien no esté explicitado
en el articulo dicha demostraciéon también es vélida para el caso s = 2.

Atentos a esto iltimo, vamos a fijar F = (w) € F*(P")(a) una foliacién racional o
logaritmica.

Llamemos Ogingw), Oz ¥ Or a los haces estructurales de las correspondientes
variedades en P". Como la unién entre Z y R es disjunta, Og se identifica con el
haz estructural del abierto Sing(w)\Z y podemos construir la sucesion exacta corta
de haces

0—>OR—>Osmg(w) —>OZ—>0 .

Aplicando el funtor de secciones globales a dicha sucesion obtenemos la sucesion
exacta larga de cohomologia

OéHO(OR) éHO(OSZ’nQ(w)) —>H0(Oz) —>H1(OR) —_— ... .

Siendo dim(R) = 0 por |Gro57| sabemos que la homologia en grados superiores
se anula. Por lo tanto vamos a seguir teniendo una sucesion exacta corta en las
secciones globales.

Dado que el producto tensorial por Opn(a) es exacto, podemos aplicar el mismo
razonamiento al funtor I', y obtenemos

0——1I, OR - F*OSing(w) —1T, OZ —0. (9)

Teorema 3.4.4. Sea F = (w) € F'(P")(a) una foliacién racional o logaritmica,
tal que verifica las condiciones de genericidad de Entonces el polinomio de
Hilbert de la homologia en grado 1 del complejo K*(dw), Ppy1(xe(aw)), €S constante
y verifica

PHI(K‘(dw)) = N(n,?l)
donde N(n,d) es la cantidad de puntos aislados de Sing(w).

Demostracion. Podemos escribir a w de las 2 siguientes maneras

=0 =1
con s > 2.

El espacio de campos de vectores T esta generado por los campos de grado -1 de
0

la forma 30> bpara1=0,...,n.
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3.4. Polinomio de Hilbert de H'(K*(dw))

En base a la primer expresion de w, resulta que

ii(w):Ai.

Tq

Por lo tanto el ideal J(w) esta generado por las funciones Ay, . .., A,. Estas funciones,
son justamente las funciones que definen el lugar singular de la foliacion F = (w).
Por lo tanto podemos ver Sing(w) como Proj(S/J(w)). Asi tenemos que

L' Osing(w) e S/J(w) -

Similarmente, por la Propiedad tenemos [(w) = L = (Fy,..., F,). Por lo
tanto podemos, ver a Oz como Proj(S/I(w)) y entonces

0.0y ~, S/I(w) .

Comparando la sucesion exacta @D con la siguiente
0—I(w)/J(w) —=5/J(w) —= S5/ (w) —=0
y usando la aditividad del polinomio de Hilbert tenemos que
Pop = Psingw) = Po, = Psyyw) = Psyiw) =
= Prwyi) -

En base a la Propiedad y el Teorema podemos decir que el polinomio
Po,, tiene grado 0 y es igual a N(n,d).
Finalmente, siguiendo la Propiedad concluimos que
P@R = N(n,a) = PHl(K'(w)) .

Corolario 3.4.5. Siguiendo las hipotesis del Teorema anterior podemos decir tam-
bién que B
I(w)/J(w) ~ U(w) ~ HY(K*(dw)) .

Demostracion. Basta con aplicar el Corolario y la Propiedad al Teore-
ma [3.4.4] O

Por lo tanto, la cantidad de puntos aislados de Sing(w) también se puede in-
terpretar en términos del polinomio de Hilbert de las clases de isomorfismo de los
unfoldings proyectivos graduados U(w)
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3.5. Calculos explicitos

3.5 Calculos explicitos

Otra manera de expresar el Teorema la podemos ver en el siguiente corolario:

Corolario 3.5.1. Bajo las mismas hipotesis que el Teorema [3.4.4] existe b, € N de
forma tal que

dimc ( H'(K*(dw))(b) ) = N(n,d)
para b > b,,.

Como w € H°(.(a)) siempre vale H'(K*(dw))(a) ~ U(w)(a) = U(w).

Por lo tanto, resulta interesante saber si la constante b, del Corolario |3.5.1] es
mayor a a = gr(w) o no. Es decir, si la cantidad de puntos aislados de la foliacion
coincide con la cantidad de clases de isomorfismo de unfoldings proyectivos

? —

dime (H'(K*(dw)(a)) = dime¢ (U(w)) = N(n,d) .

La respuesta a esta pregunta es que el b, puede ser estrictamente superior a a.
La manera de verlo es en base al calculo explicito de la homologia en grado 1 del
complejo K*(dw).

Para eso, elegimos formas logaritmicas y racionales especificas, de distintos mul-
tigrados d que verifiquen las condiciones de genericidad [3.4.1, y calculamos las
dimensiones de la homologia en distintos grados H'(K*(dw))(k), para k = 1,...,10.

Los célculos fueron realizados utilizando la libreria de algebra diferencial diffAlg
sobre Singular - [DMM12] y [DGPS12] -.

Ponemos los resultados en la siguiente tabla de valores (Cuadro : encerrados

por un cuadrado indicamos la dimension de U(w) = H'(K*(dw))(a) y en la dltima
fila comparamos con N (n,d), la cantidad de puntos aislados del lugar singular de w.

( Sigue )
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{(Em)burg op soperste soqund}# = (p‘¢) N

(b)) 2uizp = (((Ben)ab) (Bop)ar) o1 ) Puap =[]

L€ w LT . 8 p e 0 | (enN
L8 & LT L 8 F 4 0 0T
L8 & LT L 8 g 4 0 6

9¢ & LT L 8 F 4 0 8
1€ & LT L 8 ¥ é 0 L

ce  [18] L ) 8 p e 0 9 A@v ((p)e31), mv Swap
al LT (9] (2] 8 F 4 0 G

9 1T €e L 8] [¢] g 0] i

I G L1 G 8 g 4 0 €

0 I 0T 4 L ¥ 4 0 4

0 0 i 0 g e I 0 I

(€Tce)m (ETDm 0Tvm Eem T9m @, @Tr'm TTTDMm

od U9 p OpRISHINW op eoruI)LIe3o O [euoner £m

(pu)N # ((m)) Pwap  :1°¢ orpen)

45



3.5. Calculos explicitos

Las 1-formas wy en (Cuadro siguen la escritura

S S de
w = H Ji Z Ni—
i=1 el
y estan definidas como:
W(1,1,1,1) - £(3, (1, 1, 1, 1))

fi =
)\1:1 )\222 /\3:—1 )\4:—2

W(1,1,2) € L£(3,(1,1,2))

f1=$1

f2=1172

f3 =% — a3 +ixs —ix]
1

M=l =i Ag=— "2”

w(272) c R(3, (2, 2))

_ .2 2 - 2 - 2
fi =] — x5 +ixy —ixy

fg = ((L’l — 1‘2)2 — (ZL‘Q — IL’3)2 + Z(l‘g — 234)2 — Z(l’l + 274)2
W(Lg) € R(3, (1, 3))

f1=371—5€3

fo= :17%:):2 + xlxg + $§x4 + $3xﬁ
W(LQ,Q) -~ E(?), (1, 2, 2))

fi=m
fo=(1+d)a? — a3 + 2ix3 — (2 — i)}

2,2 a2 2
fz = a7 — x5 + 1a5 —ix}

7 141
A =1 )\225 A3 = — 5
W) € R(3,(1,4))
fi=x

4 4 4 4
Jo=x]+ x5+ 23+ 14
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W(172’3) c £(3, (1, 2, 3))

W(2,2,3) € £(37 (2a 27 3))

_ 2 2 - 2 .

fi=m
fo =2} — a3 + i3 — iz}
_ 2 2, 2 2
f3 = xiTa + 1125 + 2524 + 237
1414

M =2 =1 Ag=-2 5

2

fo=(x1 — x2)* = (w2 — w3)” +i(w5 — 24)* — iz1 + 74)°

2 2 2 2
f3 = 2729 + 1175 + 2524 + T3T)

)\1:1 )\QIZ )\3:—2

142
3
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3.5. Calculos explicitos
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Capitulo 4

Unfoldings y regularidad

Introduccién

Empezamos este capitulo recordando la nocién de regularidad de una forma
homogénea w.

En la siguiente seccién, asociado a una foliaciéon F = (w) € FY(P")(a) y
motivados por la definicién de regularidad, definimos el complejo C*(w).

Dicho complejo es un complejo de operadores diferenciales de orden 1. Nuestra
primera observacion es que la dimensién de la homologia de C*(w)(b) es igual
a la del complejo K*(dw)(b), exceptuando el caso en que b = a.

De esta forma, a través del complejo K*®(dw), podemos relacionar la nocién de
regularidad con la de unfoldings de w. Concluimos que una forma racional o
logaritmica es regular si y sélo si todo unfolding proyectivo es trivial.

En la ultima seccién, definimos deformaciones de la estructura de médulo de
los médulos graduados T y Qg c- La idea de estas deformaciones es la de
linealizar operadores diferenciales. La principal aplicacién de este método es el
de convertir el complejo C*(w) en un complejo de S-médulos.

4.1 Regularidad

Sea S = Clxg,...,z,| yw € Qé‘c(a) una 1-forma integrable.

En [CLN82, pp. 17] se define la nociéon de regularidad para w de la siguiente
manera:

Definiciéon 4.1. Vamos a decir que w es una forma regular si, para b < a, la sucesion
Thb — a) 2L QL (h) 24~ 03 b 1
—a) —= Qgc(b) == Qgc(a + b) (1)
X H——— Lx(w)

NH—w AT
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4.1. Regularidad

es exacta en grado 1, es decir que Im(L(w)) = Ker(w A ).

Cabe observar que como T (b) = 0 para b < —1, la definicién de regularidad de w
es equivalente a la implicacion

n=0 sigrin) <a—2

An=20 =
©e {n:LX(w) sigrin)=a—1.

En el caso en que w descienda al espacio proyectivo, por la Definicién y la
Definicion la homologia en grado 1 del complejo

L(w) w
T3 (0) = Qpn (a) == .. (20)

es el espacio D(w) de clases de isomorfismo de deformaciones de la foliacion definida
por w.

4.1.1. El complejo que define la nociéon de regularidad difiere de este ultimo no
s6lo en el grado, sino en que las formas diferenciales son afines. Mirar un complejo
analogo, pero para secciones que provienen del espacio proyectivo es trivial en base
a las siguientes propiedades.

Propiedad 4.1.2. Sea w € H°(QL.(a)) y n € H (. (b)), b #a. Siw A n =0
entonces w A n = 0.

Demostracion. Tenemos que
dwan)=dwANdy+dwAn)=2dwNdn=0.

Si cancelamos el 2 y aplicamos la contraccion por el campo radial R, usando [2.3.5
obtenemos
awANdn+bdoAn=0.

Como a # b, esta tltima ecuacion junto con w A n = 0 implica
wAdn =20
{ dwAn=0.
Contrayendo una vez mas por R, de la primera ecuaciéon sale
ir(wWAdn)=-bwAn=0 = wAn=0

como la propiedad requeria. O

Corolario 4.1.3. Sea F = (w) € F'(P")(a). Entonces w A n = 0 implica = fw
para f € S(b— a).
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4.2. Complejo C*(w)

Demostracion. Recordemos que las foliaciones en F*(P™)(a) son irreducibles. Enton-
ces por la Propiedad el H' del complejo de Koszul de w se anula y el resultado
sigue. O

Propiedad 4.1.4. Para F = (w) € F'(P")(a) la homologfa en grado 1 del complejo

TL(Th) “E5 T (Qh) 22T (03,

esta concentrada en grado a y estd dada por
H' (T (Qpn)) = H (T (Qpn)) (@) = D(w) .

Demostracion. Escribamos Ker(w A ) = @,y Ker(w A )(b), donde Ker(w A )(b)
es la componente homogénea de grado b. Por lo visto anteriormente podemos escribir

Ker(w A )(a)
Ker(w A )(b)

D(w) + (w)
S(b—a).(w) .

Por otro lado, como ig(w) = 0 tenemos
Lip(w) =difp(w) + ifpdw = figdw = afw

de donde se deduce el enunciado. O

4.2 Complejo C*(w)

Vamos a notar Qgc = €D (X ¢ al algebra exterior de formas diferenciales.
r>0

Definicién 4.2. Sea entonces w € Q}qm(a). Definimos la aplicacion w A : Qgc —
Qg|c como
WwAT:=wANdT +K(r) do AT

para 7 € Qe v £(r) = 5.

Propiedad 4.2.1. Seaw € H°(QL.(a)), n > 4. Entonces w es integrable si y solo si

(wa )o(wa )=0.
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4.2. Complejo C*(w)

Demostracion. Tomemos 7 € Qg‘c(c). Evaluando llegamos a
wA (waT)=(26(r)+3) wAdoANdr+ (k(r)(s(r) +2)) do Adw AT (3)
de donde queda clara la primer implicacion.

Para ver la otra implicacion, igualamos la ecuacion a 0 y queremos ver que w
es integrable.

Si aplicamos a la ecuacion (3)) el diferencial exterior llegamos a dw A dw A dT = 0.
Claramente dr = dr, siguiendo al escritura [3.3.3] Contrayendo ahora por el campo
radial, siempre usando vemos que

20 wAdwNdr. +cdoNdw AT, =0 .

Si elegimos la constante ¢ de forma tal que los pares (2k(r) + 3, 5(r)(k(r) +2)) ¥y
(2a, c) sean linealmente independientes podemos despejar la ecuacion

dwNdo AT =0 .
Contrayendo nuevamente por el campo radial, vemos que w A dw A 7, = 0 para

cualquier r-forma 7, que descienda al espacio proyectivo. Por lo tanto wAdw = 0. [

En el caso en que w sea integrable, de [2.1.11] sabemos que vale w A Lx(w) = 0,
para cualquier campo de vectores X. Esto nos permite definir el siguiente complejo.

Definicion 4.3. Sea F = (w) € F'(P")(a). Definimos el complejo de C-espacios
vectoriales

C.((JJ)I T1 wA Q,lgmj wA ng(a_'_b)w_A) .

donde, para un campo de vectores X, definimos w A X = Ly (w) = ixdw+dixw. De
ser necesario, vamos a indicar w A® al morfismo aplicado en grado s del complejo.

Para b € Z, vamos a indicar con C*(w, b) al sumando directo del complejo que en
grado 1 tiene Q}ﬂc(b), es decir,

C*(w,b) : T (b — a) =25 Qe (b) ==~ Q% c(a +b) == ... .

Sea 1) una forma homogénea en Qg (b). Retomando la notacion de [3.3.4} la des-
COMpONemos como

n=1+1 (4)
donde ig(n,) =0y dng = 0.
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4.2. Complejo C*(w)

El nicleo del operador w A para formas afines es no trivial y se descompone de
manera natural en deformaciones, unfoldings y factores integrantes.

Propiedad 4.2.2. Sea 7 = (w) € F'(P")(a). El nicleo de w A : Qgc(a) —
Q%c(2a) estd dado por

Ker(w A )(a) = D(w) + K(w) .

Demostracion. Sea n € Q§|C(a) tal que w A n = 0. Siempre en base a W,
descomponemos a 7 como 1 = 17, + 1 Y vemos

WAN=wAN +doAn;=0.
Aplicando el diferencial exterior resulta
dlw A n) =2dwANdn, =0
y contrayendo con el campo radial
awANdn +adoAn =0.

De forma tal que si n € Ker(w A ) entonces 0, € Ker(w A ).

Faltaria ver cuéles son las formas exactas que estan en el nucleo. Para eso escribi-
mos 1y = dh y contraemos la ecuacion w A (dh) = dw A dh = 0 por el campo radial.
Llegamos a

awANdh+ahdw=0 <= hdvw=—-wAdh <= he K(w)

como queriamos. 0

Como vimos en 2.1.5]

Corolario 4.2.3. Podemos expandir la descomposiciéon anterior a

Ker(w A )(a) = TEFY(P") + (w) + dK (w)
=U(w) + Dy(w) + (w) + dK (w)

donde Dy(w) denota las deformaciones que no provienen de unfoldings y di (w) es
el espacio de 1-formas dado por el diferencial exterior de factores integrantes de w.
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4.2. Complejo C*(w)

4.2.4. La componente (2 (c) ocurre en los complejos C*(w, b) y K*(dw, b) en grado

s = k(r) =L siy solo si
—1
c:a(s—l)—l—b:a(TT) +b.
Vale la misma férmula asignando el valor r = —1 a T (c).

Propiedad 4.2.5. Sea r,a,b € N tales que a > 0, r,b > 1y b # a. Sean s y ¢ como
en [4.2.4] Entonces la aplicacion

@y

Qg|(c(c) Qg‘c(c)

T =17+ 1a— (ak(r) — ¢)7 + ar(r)my
es un isomorfismo de C-espacios vectoriales y verifica
WA T=0 <= dwANgi(1)=0

para F = (w) € FY(P")(a). En el caso r = —1, vale lo mismo definiendo

ep
T (c) T (c)
X—s X .

Demostracion. Supongamos que ¢ = ak(r). Por m c=a (%) + b, entonces
r+1 r—1 b
a =a =
2 2
r+1 r—1 b
a — = q =
2 2

lo que es un absurdo puesto que por hipétesis b # a. De esta forma vemos que ¢
es un isomorfismo ya que los coeficientes ax(r) — ¢ y ax(r) son no nulos.

Sea 7 € (5c(c) tal que w A 7= 0, es decir
wAT=wAdr, +K(r) do A7 +K(r) do AN74=0. (5)
Aplicando el diferencial exterior y contrayendo obtenemos
awANdr,+cdoNT, =0. (6)
Multiplicando la ecuacion por a y restando la ecuacion @ llegamos a
(ar(r) —c) dw AT + ak(r) dw ATy =0 .
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4.2. Complejo C*(w)

Podemos reescribir la tltima ecuaciéon como
dw A ((am(r) — o)1 + a%(r)m) =dwNpp(1)=0
de donde sale una implicacién.
Sea ahora 7 = 7, + 74 tal que dw A7 = 0.

Por un lado tenemos que si aplicamos el diferencial exterior y luego la contraccion
con el campo radial a dicha ecuacion, obtenemos la igualdad

awANdr,+cdoNT,=0. (7)

. . ., . s _1 . 1
Por otro lado, si aplicamos la transforrpamon inversa (p;)~ 7)) = et
y componemos con w A resulta la siguiente expresion

K(7)

1 1
WA | ———dr. | + —————dw A7 + —dw AT,y .
ak(r) —c ak(r) —c a
Como dw A dt,. = —dw A 14, simplificando denominadores llegamos a
awAdr +ak(r) do A7, — (ak(r) — c¢)dw A T,

que es igual a la ecuacion . De esta forma tenemos que

wn () (1) =0.

Consideremos el caso r = —1.
Tomemos un campo X € T (c), para ¢ = b — a # 0, de forma tal que Lx(w) = 0.
Contrayendo con el campo radial tenemos

iR(Lx(w>) = iRdin —|—iRz'de = (a+ C) in — ixiRdw =

=(a+c)ixw—aiyw=cixw.
Por lo tanto dixw = 0 y entonces
ixdw=20.
Por tltimo, supongamos ¢ xdw = 0. Contrayendo de nuevo por el campo radial sale

—aixw = 0, de donde dixw = 0. Sumando se obtiene el resultado. O

Como corolario de podemos afirmar el siguiente resultado:
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4.2. Complejo C*(w)

Teorema 4.2.6. Sea F = (w) € F'(P")(a). Entonces para todo b # a vale

dime (H*(C*(w,b)) = dime (H*(K*(dw,b))) .

4.2.7. Vale recordar que el complejo C*(w, b) es un complejo de operadores diferen-
ciales. Es por eso que tener la dimension de la homologia igual a la de un complejo
de modulos es llamativo, y es una justificaciéon de porqué la familia de aplicaciones
{¢5}sen, no define un morfismo de complejos.

Definicion 4.4. Vamos a decir que D es una derivaciéon de grado k si
i) D(Qc) C QE‘T?CT

ii) D(t Am) = D(1) A7+ (=1)* 7 A D(r) para T € Qe y ™€ Qe

4.2.8. Otra manera de extender el operador w A a todo Qgc estd dada por la
formula
WAT:=wWwAdT +7rdw AT

para T € QE\C'

4.2.9. Con esta definicion sigue valiendo la Propiedad y la aplicacion w A

es una derivaciéon de grado 2 en {lgc. Mas atn, redefiniendo adecuadamente los
operadores {¢;} también vale el Teorema . El motivo por el cual optamos por
utilizar la funcion x(r) se debe a que con ese parametro se verifican las condiciones

(13) de la proxima seccion.

4.2.10. Otra extension posible se encuentra en |GKZ08|, Definition 4.4, pp. 72|, para
o € H (U (p) y B € H® (2 (q)) definen

La/\dﬁ—(—l)rida/\ﬁ sip,q#0

axfB=<¢ Ptq P+q
0 en caso contrario .

Con esta multiplicacion @ I's (2.) se vuelve un algebra asociativa.
r>0

4.2.11. Sea F = (w) € F*(P")(a). En base a la Propiedad [2.3.11{w no tiene unfol-

dings no triviales si y s6lo si

(I(w)/J(w)) (a) =0
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4.2. Complejo C*(w)

y, por el Teorema y la Propiedad w es regular si y solo si
(I(w)/J(w)) (b) =0
para b < a.

Supongamos que F = (w) € F'(P")(a) es una foliacion racional o logaritmica. De
nuevo, escribimos a w como

WZZAid-?Uz‘:Z)\z‘Fidfi (8)
i=0 i=1
con s > 2, gr(fi) =d; y d=(dy,...,d,). Llamamos también b; = a — d;.

Sea F = (w) € F'(P")(a) tal que verifica las condiciones necesarias para usar la

Propiedad y la Propiedad Por lo tanto vale
I(w) = (F,...,F,) .

4.2.12. Supongamos que d; = 1 para todo i = 1,...,s. Como df; A ... ANdfs # 0,
sin pérdida de generalidad podemos suponer que f; = z;. De esta forma A; = \; F;
y entonces

I(w) = J(w) .

Tenemos entonces que w es regular y también U(w) = 0.

En cambio, si existe k de forma tal que d, > 1 resulta Fj, € (I(w)/J(w))(a—dy) =
I(w)(a — k) y entonces w no es regular.

Propiedad 4.2.13. Sea F = (w) € F'(P")(a) una foliacion racional o logaritmica,
escrita como en , de forma tal que valen las hipotesis de la Propiedad y la
Propiedad [2.4.15 Entonces w es regular si y sélo si

d=(1,...,1).

Para ver que sucede con U(w), manteniendo la notacién de (§)), definamos las
siguientes aplicaciones:

S(by) x ... x S(by) —= I(w)(a)
(t1,... ts) ——— zsj ti F;

=1

v

S(1) % ... x S(1) —2— J(w)(a)

(Ho, ..., Hy) ——=> NFH; 8L

oz
i !
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4.2. Complejo C*(w)

Supongamos que tenemos una tira ¢t = (t1,...,t,) tal que ¥;(¢) = 0. Tomando un
indice k cualquiera podemos despejarlo y obtenemos

Como f|F; para todo ¢ # k necesariamente vale fi|tyF). Por las condiciones de
transversalidad de las f;, necesariamente fi|ty y entonces tp = v fr. Como esto
sucede para un k cualquiera, tenemos que t € Ker(¥;) si y solo si

S

Zyikok:Fiyizo.
=1

=1

Asi, vemos que la dimension del nacleo de ¥y es igual a s — 1 y entonces podemos
calcular la dimension de I(w)(a) como

dime(1()(a) = (Z (”ﬁ)) (- 1). )

=1

Miremos ahora ¥ ;. Como i o W= SNE; gg]:"_ entonces por la definicion de J(w) -
z i ] J

Definiciéon - queda claro que ¥ es un epimorfismo. Por lo tanto

dime(J(w)(a)) < (n+1)2 . (10)

Propiedad 4.2.14. Sea F = (w) € F'(P")(a) una foliacién racional o logaritmica,
escrita como en (8), de forma tal que valen las hipétesis de la Propiedad y la

Propiedad [2.4.15] Tenemos que:

i) sid=(1,...,1), entonces U(w) = 0

ii) si existen d;,,d;, tales que d;,,d;, > 2 entonces U(w) # 0.
Demostracion. La primera parte la vimos més arriba en

(1) +(n+1)

Para la segunda parte, si m > 2, es facil ver que ("';m) > (”;2) = 5

Aplicando dicha la desigualdad en las formulas @ y resulta

dimc(I(w)(a)) > (n+1)*+(n+1)—(s—1) =
=+ 1)*+ (n—s) +2 > dimc(J(w)(a))

de donde concluimos U (w) # 0. O
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4.3. Deformaciones de estructuras algebraicas

4.2.15. En el caso en que uno solo de los pardmetros dj, sea superior a 1 no sabemos
cuanto vale U(w) = U(w)(a) pero podemos observar lo siguiente:

i) por la Propiedad y la Propiedad [2.4.15sabemos que U(w)(a — d) > 0

ii) por el Teorema [3.4.4]y por Corolario [3.4.5{sabemos que N (n,d) = Py > 0.

4.3 Deformaciones de estructuras algebraicas

4.3.1 Motivacion

Como vimos en las secciones anteriores, es de interés conocer el niicleo del operador
w A . Una manera de hacerlo es estudiar como cambia el nticleo en base a pullbacks
lineales de w.

Para eso, durante esta seccion, supongamos que w € H°(Q,_,(a)) y denotemos
con Q) y ., alos diferenciales de Kéhler de Clzo, ..., z,-1] ¥ Clzg, ..., x|, res-
pectivamente, sobre C.

En base a la aplicacion

P” ™ Pn—l

[xo: . i —[x0: ... Ty ]

podemos pensar a w como una uno forma en P" a través del pullback por .

Sea n € Q) (b) una 1-forma homogénea de grado b. Queremos separar a 1 de su
parte en variable x,, de las demas variables. Para eso, escribimos a n como

donde iai(n,g) = 0y, siempre y cuando n; # 0, z'ai(n,i) £ 0.

A su vez, a cada una de estas 7} y ni también las podemos descomponer en
n—1
M= Zgi,k dzx; y M = gx dvn
i=0
donde gr(gix) =k y gr(g;) =k — 1.
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4.3. Deformaciones de estructuras algebraicas

La misma descomposiciéon que hicimos con 7 la podemos aplicar a w A 7 para co-
nocer el nucleo del operador w A . Al hacer eso, calculos directos dan como resultado
que w A n =0 siy sblo si

(wWAnN)=wAn =0 1<E<b
(w A ) = (wAdgy + gidw) Adx, =0
(wany=(wAdg,+gdo—(b—k+1)wAn_)Adr,=0 2<k<b.

Contrayendo por el campo radial la tercer ecuacion del sistema anterior, podemos
despejar g; y obtenemos un nuevo sistema equivalente al anterior

wany =0 1<k<b
w A dgl + gidw =0

b—(k—1).
L= ——Zip(n? <k<b.
Ik a_<k_1)ZR(77k—1) 2<k<)h

De esta forma, la ecuacion w A 1 = 0 es equivalente a que 7 se escriba como

1 .
n=m+ { Tnlly—y + mZR(U2_1)d$n } +

b—
--+{xilni’+
a

+ { T2y +

L. _
_ 123(77?)562 ? dw, } +m

donde w A7) =w A nf =0, para todo k =1,...,b.

Mas atin, cada uno de los términos anteriores se anula independientemente por
w A .

Si escribimos al k-ésimo término de la expresion anterior ((11)) como

k , _
oh oy + a—b—h in(ny-y,) oyt de, =
1 .
= ah oy + a—=h ir(ny_y,) daj,

podemos concluir que, para n € !, vale que w A n =0 si y solo si
k
w A (Inn +

m drk Aig(n)) = 0. (12)

Esa ultima expresion en términos de x,, y n motiva la Definicion 4.6| de que vamos
a dar en la siguiente seccion.
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4.3. Deformaciones de estructuras algebraicas

4.3.2 Deformaciones

Definicion 4.5. Sea D : Q0gc — {lgc una aplicacion C-lineal. Vamos a decir que
D es un operador diferencial sobre S si Va € S el operador [D,a] : Qgc — Qgic
definido como

[D,al(a) = D(aar) — aD(«)

es S-lineal.

Sea D : Qdgc — {)g/c un operador diferencial sobre Sy sea Q un algebra de formas
establemente isomorfa a €g/c. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

Q=P W)
r>0
b>n,

para algin n, € N.

Asociado a D, vamos a buscar deformaciones de la accién de S sobre 2 que ex-
tiendan la accién usual de C, de forma tal que el operador

D
Q——0Q
sea una aplicacion S-lineal. Vamos a notar 2p a {2 bajo la nueva acciéon de S.

Motivados por la estructura de introducimos la siguiente definicion:

Definicion 4.6. Para f € S(c) y n € Qc(b) definimos la siguiente accién de S en

Qo (b)
o fon = afn + Bdf Aign

donde a = a(r,b,¢) y = B(r, b, c) verifican las condiciones

a(—,—,0)=1
D(f-pn) = f -pD(n) (13)
(9f)-pn=g-o(f-Dn) .

4.3.1. En el caso de que existan, esta claro que 2p se convierte en un S-modulo
graduado preservando la accion de C y

Qp —2-Qp

es una aplicacion S-lineal.
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4.3. Deformaciones de estructuras algebraicas

4.3.2. Cabe destacar que €, # (Q4)"". Basta desarrollar los siguientes productos
z-p(dz N\ dy) (z-pdx) Ady dx A (z-pdy)
y se ve que son todos distintos.

4.3.3. De cualquier manera, como corolario de la propiedad siguiente, los moédulos
'» son establemente libres del rango esperado (”;H)

Propiedad 4.3.4. Sea Q, = @ Q},(b) con n, > n+ 1y sean a(r,b,c) y B(r,b,c)
b>n,

como en ([13). Vamos a llamar o = a(r,b,1) y B = B(r,b,1). Si para todo b > n,
vale

a2 =240
entonces (2}, esta finitamente generado por elementos de grado n,.

Demostracion. Seay un multi-indice v = (7, . ..,vn) € Np tal que Z?:o Vi=g+l=
b+1—ryseal={i,...,i,} C{0,...,n}.

Tomemos b > n,. Todo elemento de Q7,(b+ 1) es una suma de elementos de la
forma
2Vdx

n
done escribimos 27 = [[ ) y dx; = dx;, A ... Ady,.
i=0

Sea k € {0,...,n} tal que 7 # 0. Calculemos el siguiente producto

TL'D (:c”’e’“d:cl) =a 2dr; + Z 277G d A z'aLd:cI (14)
j=1 Y

donde notamos con e; al i-ésimo vector canénico.

Si k € I, entonces es igual a (a+ ) 27 dxy y podemos despejar 27 dx; puesto
que o — 3% # 0.

Por el contrario, supongamos que Vk tal que v, # 0 resulta k ¢ I. Por hipotesis
sabemos que b > n, > n + 1. Reemplazando b = g — r tenemos ¢ > n + 1 — r. Por
lo tanto, necesariamente tiene que existir k tal que v, > 2.

Sea ¢ € {1,...,r} tal que £ € I y k tal que v, > 2. Calculamos
To D <a:7_e’“d:£k A iaidx1> =
e

=a 2" dry Ni o dop + B E 2Tk dry N s (dq:k A iidx1> =
dxy dx; . dxy
ij#l i
— Y—ertep ; Y Y—erteq; ;
=a d:vk/\zaidm%—ﬂx dey — 0 E x dek/\zaa_ dxr .
B i1k i
(15)
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Operamos con y

alxyp (:ﬁ_e’“ d:L“[):| — B{xz ‘D <x7_e’“ dx N i@idM) } =
Te
= (a® — %) 27 do; + (o + B)B E VTR g /\z‘aidxl ) (16)
Ty
ij#k

Llamemos J = (I\{¢}) U{k}. En cada uno de los términos de la derecha de
tenemos que k € J y 9, > 2. Entonces (7 — e + €;,)r # 0 y podemos despejar
(a? — %) 27dz; como hicimos en ([14]).

De esta manera, todo elemento esta generado por el grado anterior a partir de
b+ 1 > n,. Como Qf(n,) es un C-espacio vectorial de dimension finita, y como
la accién -p extiende la accién usual de C y es asociativa, concluimos que €27, esté
finitamente generado por elementos de grado n,. O

4.3.3 O,

Sea F = (w) € F'(P")(a). Como antes, vamos a considerar el operador w A

r WA r+2
Qe Qgic

n——wAdn+ k(r) dwAn .

4.3.5. Veamos que efectivamente w A es un operador diferencial. Sea f € S(c) y
sea T € (g (p). Calculamos [w A , f](7)

wa, fliT)=wa(fr)—fwbT=
= (WAdf AT+ fwNdr+k(r)f dwAT)+
— (fwAdr+ fa(r) dw AT) =
=wAdf NT

y vemos que la tltima expresion es S-lineal en 7.

4.3.6. Para [ € S(c) y 7 € Qc(p) definimos

1

f.AT::p—l—c—/-i(r)a

[ (p— /{(r)a)fT + df NigT
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Llamemos

Qup = Qg|(c<p) y Qua = @ Qoa
(r)

p>K(r)a r>0

a los C-espacios vectoriales dotados de esta accion de S.

Propiedad 4.3.7. La accion (4.3.6) de S en €, verifica las condiciones ({13)), por
lo tanto €27, tiene una estructura de S-moédulos graduados, y la aplicacion

wA
QwA QwA

es un morfismo S-lineal.

Demostracion. Si tomamos f € S(0) entonces df =0y

faT=JfT
por lo tanto a(—, —,0) = 1.
Para ver que w A es S-lineal, tomemos f € S(c) y 7 € Qgc(p). Por un lado
tenemos que

1

p+c—r(ra [(P —k(r)a) f(w A7) +df Nip(w A T)]

foalwaT)=

puesto que a — K(r + 2)a = k(r)a. Si desarrollamos por separado los 2 términos del
numerador obtenemos

(p—r(r)a) f(waT)=
= (p - “(7’>a) f (w AdT + K(r) dw A 7-) —

= <(p —k(r)a) fwA dr) + ((p — k(r)a)k(r) fdw A T) (17)

df/\iR(wAT):
=df Nip(wAdT + K(r) dw AT) =
=—df N\wNirdr +ark(r) df NA\w AT+ k(r) df ANdw NigT =

= (pw/\df/\7> — <w/\df/\diRT> — (a/f(r) w/\df/\T>+
+ (F&(T) dw N df N iRT> =
= ((p— E(T’)CL) w /\df/\T) — (w/\df/\diRT> + </<;(7’) dw /\df/\im’) (18)

usando que tgw = 0 y la Propiedad [2.3.3]
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Calculemos ahora w A (f -, 7).

WA (fam)=wAd(f27)+K(r)doN(f-a7)=

1

- m{WAd[(P— k(r)a) fT+df/\iRT]+

K(r) dw A [(p — k(r)a) fr+df A iRT:| } :
Desarrollando también por separado los 2 términos del numerador resulta
w/\d[(p — k(r)a) fr+df A Z'RTi| =

_ (<p_ﬁ(r)a) w/\df/\T) N <(p_,.€(r)a)f w/\dT) - (w/\df/\diRT)
(19)

K(r) dw N [(p—K(T)CL) fr+df A iRT] =
= ((p — k(r)a)k(r) f dw A 7') + (/4;(1”) dw A df N z'RT) . (20)
Ahora solo queda por observar que la suma + es igual a la suma +
[20).
Para comprobar la asociatividad, consideremos una nueva funcion g € S(e). Como
[oa7 € Qge(p+ c), tenemos
1

galfar)= p+c+e—m(r)a[(p+c_ﬁ(r)a) g(f'AT)‘ng/\iR(f'AT)] :

Al igual que antes, mirando los términos del numerador por separado vemos que

(p+c—n(r)a) g (fra1)=

= (p+c—r(r)a) g {m«p — k(r)a) fr+df A @'Rr)l _
= ((p - m(r)a) af 7') + (9 df AiRT) (21)
Yy
dgNig(f -
= dg ZR[ (p —r(r)a) fr+df A imﬂ =
r)a .
- (Wf dg/\@RT) + (m f dg/\@RT) =
= fdg NigT . (22)
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Finalmente, sumando + queda claro que

1
ga(far) ptcte—k(r)a
= (gf)'AT

(0= r(r)a) gf 7+d(gf) AinT| =

Propiedad 4.3.8. Si llamamos T.), = @ T..,(e), donde T, (e) es el C-espacio
e>1
vectorial dotado de la siguiente accion

e
e+c

f'AX: fX

para X € T'(e), entonces T, es un S-modulo graduado y el complejo

1 wA 1 wA 3 wA
TwA QwA QwA
es un complejo de S-modulos.

Demostracién. Tomemos f € S(c), g € S(b) y X € T"(e). Entonces

g-A(f-AX)Z%[g (f-AX)] =

e+c e e
- e—i—c—i—b[g <e+cfX>} :m(gf)X:

:(gf)'AX

por lo que la accion es asociativa y T}, es un S-modulo graduado.

Como w A X € QL (a+ e) tenemos

Foalwa X) = a+6+cl_ﬁ(1)a[(a+e—/<;(1)a)f (w & X) +df ANiplw & X)] =
zeic;ef (@ & X) +df Ain(w o X)|
= 616 ef (di}d.d‘i"i)(d&)) —l—df/\z'R(dz'Xw—i—ide)} =
= eic -ef (din —i—ide) + (CL+ 6) in df —a in df:| =
_ ejc _<f dixw> n <f ide> v <ixw df)} . (23)
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Por otro lado, si calculamos w A (f -4 X) = -5 w A (fX) resulta

(digxw +igxdw) = e%_c(d( fixw) +ipxdw) =

_ ¢ {(W df) n ( f dixw> + ( f @de)] . (24)

e—+c

e+c

Comparando con queda claro que la acciéon conmuta con w A de donde se
sigue el resultado. O

Est4 claro que T}, es libre de rango n.

En los otros casos, tenemos que o?(r,b,1) — 3%(r,b,1) = 0 si y sélo si

() = () — oo

Por lo tanto, para b > k(r)a + 1 se verifican las condiciones de la Propiedad
y los modulos €2/, son establemente libres de rango ("jl)

4.3.4 )y

Tomemos ahora el diferencial exterior usual d : 2gc — €2g)c. Haciendo un célculo
analogo a se ve facilmente que d define un operador diferencial en el sentido
de la Definicion E.5]

4.3.9. Para f € S(c) y n € Qgc(b), definimos

b

-1 1 ,
f'dT]‘:bch—_1 (fﬁ + gdf/\lRﬂ> :

Llamemos

Qg = @ Qo) v U= @ Qy

b>2 >0

a los C-espacios vectoriales dotados de esta accion de S.

Propiedad 4.3.10. La acciéon (4.3.9)) de S en 2] verifica las condiciones ({13)), por
lo tanto (2] tiene una estructura de S-moédulo y el diferencial exterior

d
Qg ——Qy
es un morfismo S-lineal.
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Demostracion. Esta claro que si f € S(0) entonces df = 0, f-4n = fny
al(—,—,0) = 1.

Sea 1 € Qg (b). Por un lado tenemos que

b—1
b+c—1
o b-1

S bdc—1
y por otro lado, usando la Propiedad

b—1
b+c—1
_b—1
S bdc—1

d(f-am) = (d(fn) + % d(df Aign) ) —

(de?]—Ffdn—%df/\diRn) (25)

faldn) = (f dn+% df A iR(dn)> =

(fdn+df/\n—%df/\dz‘3n) (26)

se ve claramente la igualdad entre y .

Para la asociatividad, tomemos g € S(e). Como f 41 € Qg c(b + ¢) resulta

b+c—1

gralfoan) =g e T

(g (f-dn>+ﬁdgw(f-dn>) @

Si calculamos los 2 términos dentro del paréntesis por separado, vemos que

—1 1 ,
g (f-an)=yg [b+c——1 (f77+gdf/\2377>] =
b—1 1
= —gdf Ni 2
b+c_1(gfn+bg f/\ZRn) (28)
y
1 1 b—1 1
—d ) . :—d 1 — —d ) pu
b—1 1 c
= dg N\ ——— fdgNi =
b+c—1<b+cf 9N+ oy 1 ZR")
b—1 1
= (- irn ) 2
b+c—1(bfdgMR") (29)
Reemplazando y en resulta
(Foam) = o (af m+ 7 d(af) Nign) =
g-a\J =am T hicte—1 gl g g LR1 | =
=(9[f)-an
como querfamos ver. O
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En este caso, a?(r,b,1) — 3%(r,b,1) = 0 si y solo si

(b—Tl>2_ (bb—21>2 _ (b—1)2§b2—1) _

Por lo tanto, tomando b > 1 tenemos satisfecha la condicién de la Propiedad
y entonces (1)) es establemente libre de rango (”jl)
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Apéndice
A.1 Pullbacks por isomorfismos

Propiedad A.1.1. Sea«a € Qé\c escrita como o = » | f;dx;, vista como una 1-forma

en Q icl - Sea ¢ un automorfismo de S[e] de la forma ¢ = Id + M donde M es
la matrlz M = (m;;). Entonces

o a=a(ld+eM)=a+e Ly,

donde L.x,, o denota la derivada de Lie de a respecto del campo

0
XM = Z mij l’j 8—% .
Demostracion. Por un lado tenemos que
a(ld+eM) = a(x) + Z filx + eMzx) d(z; + M;x) =

= Z filz + eMz) do; + Zamm filz) dzj =

=a + Zsm]kxk7dazz + ngm fidx; .

Por otro lado, tomamos el campo de vectores Xy = > my; w5 a -y, en base a
| calculamos L.x,,a como L.x,, & = di.x,, & + i.x,,do. El primer término esta

dado por
isXMa = Z& mij ZEj fz
9 (1)

dicx,, o0 = Z e my; fi doy + Z € M4j Tj 8_f dxy,

i ijk
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y el segundo

Ofi
da:Z 8_% dx; N dx;
ij

. ofi ofi
lex, do = Zs Mk Tk 67f dx; — Z € Mg Tk an dx;
ijk J ijk J
de donde sale la igualdad. O]

Corolario A.1.2. Bajo las mismas hipotesis que la propiedad anterior, sélo que
ahora vemos a o € le‘(c como una 1-forma en le[ewc, tenemos que

b a=a(ldteM)=a+e Lx,a+ix,ods .

Demostracion. Lo tnico que cambia respecto de la demostracion anterior es la for-
mula que ahora va a ser

0fi
disXMOé = Z € My fl dLUj + Z € Mysj Tj 8_1‘]; dﬂ?k + Zmzj X fz de
tj

ij ijk

df; .
:Z e mi; fi doj + Z € My a:j@_xj;dxk +ix,,0 de .

ij ijk
O
A.2 Unfoldings de formas racionales
Sea F = (w) una foliacion racional en R(n, (1, s))
w=rFdG — sGdF .
Por el Lema sabemos que el ideal [}, (w) esta dado por
In(w) = (F.G) .
Propiedad A.2.1. Toda deformacion de F = (w) proviene de un unfolding.
Demostracion. Sea n una deformacion de w, es decir que 7 verifica la ecuacion
wAdn+dwAn=0. (2)

Tenemos que dw = (r + s)dF A dG. Si tomamos un punto p tal que dw(p) # 0
queda claro que alrededor de este punto I’y GG son transversales, entonces existe un
sistema de coordenadas (U, ¢) alrededor de p tal que ¢ = (F, G, ¢1,. .., o).
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En este entorno n se puede escribir como

n=hp dF +hg dG + > _ h; dy;
y dn

_ (0hg  Ohp Oh;  Ohp
dn—(a—F—%)dF/\deLZ( a@j)dF/\dgoiJr

Oh;  Ohg h;  Oh
+;(8G W)dGAd@ﬁZ(% 8¢j)dg01/\dgoj.

Podemos reescribir la ecuacién €como

wAdn+dwAn=
= Z{TF <8F a%)—i-sG (3G 8%)] dF NdG N\ dp; +

oh;
rF dG Ndp; N d
+z (a% %) i Aoy +

Oh;
— sG J Z)dF/\di/\d =0 .
Z (8901 8903‘ 4 v

e P oh; ,
De los tltimos 2 términos tenemos que Fr % = 0, por lo tanto
i j

Oh; _ Ohi
Dpi Dy,

para todo i, j.

Definimos h = f hidpy. Usando la igualdad se deduce
oh;

oh Ohy
dp; B / 0p; Ao = Dy, =i
de donde 9 9k
dh = — dF + — d h; do; .
or W tagdct Z ?

Si consideramos ahora la 1-forma

oh oh
—dh=hp — == | dF he — — | dG
n ( FTg F) + ( G 80)
tenemos que dw A (n — dh) = 0. De esta forma, el par (n,h) es un unfolding de w
que induce a n como deformacién en el abierto U.
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Por otro lado, la aplicacion h es independiente de la carta (U, ) elegida y entonces
se puede extender al abierto donde dw # 0. Como el conjunto donde dw = 0 esté
dentro del lugar singular de w, tiene codimension menor a 2 y asi h se puede extender
a todo P™. O

A.3 Formas logaritmicas

Sea we = (11 i) iy )\i% una forma logaritmica y sea 7y € D(w, f). Si escri-
bimos a ambas formas como

we=) N Fdfi=) N Edfi + N Fdf,
i=1 i#t

Ny = Z)\kz Ft ft/ dfy + M\ Fy dft/
=
entonces los diferenciales estan dados por
dog =Y "N Fydfiy =Y N Fydfy + Y (A=) Fiu dfy,
.3 1,J7#t J#t

dng; = Z Ao Fige f1 dfjie + Z (At = Nj) Fy df; Ndf] .
JkFt J#t

Propiedad A.3.1. w; A g = 0.

Demostracion. Simplemente desarrollamos las expresiones

we Ndng =Y Nide FiFyf] dfije + Y Nilh — ) FiFy dfiy Adf] +

1,7,k#t 1,7t
+ Y NN B F fLdfgr + D M= N) By dfy Adf] =
Jik#t j#t
= Z MNidk FiFefy dfiie + Z Nide FiFy dfi; A dfy +
i,7,k#t 1,7t
+ 3 NN B fl dfyr + Y M\ — N;) By dfy; A df]
J.k#t J#t
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dog Anp =Y Nde FyFufl dfye + Y N FyF, dfyy Adf] +

i,5,kF#t 1,7t
+ > = M) FyeFfy dfjue + ) (N = M)A FuFy dfe Adf] =
Jk#t JAt
=— Z ANidi FijFf] dfiji — Z Nide FijFy dfi; A df] +
1,7, k#t i,j#t
— > N FpFf] dfie — Y M(h = X)) FyeFy dfy Adf]
Jk#t Gt

Sumando se cancelan todos los términos (vale recordar que df;; = df; A df;, por lo
tanto cualquier término simétrico en i, j se anula). O

Tomemos ahora n; € D(w, \) como
mp= Y i Fr dfy .
k

Su diferencial esta dado por
dng =Y 1 Fye dfe
k

Propiedad A.3.2. w; A nz = 0.

Demostracion. De nuevo, desarrollamos la féormula w, A 75 y obtenemos el resulta-
do:
we A dng = Z Aixi FiFy dfijn
ij,k
dwe A g = Z ANk FijFy dfin
irj,k
Z (N + X)) FiEjye dfijie =
irj,k
= > I+ A — g+ M) +
1<j<k
= [N+ Ay — e+ Ai)uy] +
+ G + A — M + Al } Fibr dfige = 0

we A Ng
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Con mi deber he cumplido,

Y ya he salido del paso;

Pero diré, por si acaso,

Pa que me entiendan los criollos:
Todavia me quedan rollos

Por si se ofrece dar lazo.

Y con esto me despido

Sin espresar hasta cuando;
Siempre corta por lo blando
El que busca lo siguro,

Mas yo corto por lo duro,

Y ansi he de seguir cortando.

José Hernandez
Martin Fierro, versiculos 7121, 7133
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